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3. Zur Elektrodynamik bewegter Korper;
von A. Einstein.

DaB die Elektrodynamik Maxwells — wie dieselbe gegen-
wirtig aufgefabt zu werden pflegt — in ihrer Anwendung auf
bewegte Korper zu Asymmetrien fithrt, welche den Phéinomenen
nicht anzuhaften scheinen, ist bekannt. Man denke z. B. an
die elektrodynamische Wechselwirkung zwischen einem Mag-
neten und einem Leiter. Das beobachtbare Phiinomen hiingt
hier nur ab von der Relativhewegung von Leiter und Magnet,
wihrend nach der iiblichen Auffassung die beiden Fille, daB
der eine oder der andere dieser Korper der bewegte sei, streng
voneinander zu trennen sind. Bewegt sich namlich der Magnet
und ruht der Leiter, so entsteht in der Umgebung des Magneten
ein elektrisches Feld von gewissem KEnergiewerte, welches an
den Orten, wo sich Teile des Leiters befinden, einen Strom
erzeugt. Ruht aber der Magnet und bewegt sich der Leiter,
so entsteht in der Umgebung des Magneten kein elektrisches
Feld, dagegen im Leiter eine elektromotorische Kraft, welcher
an sich keine Energie entspricht, die aber — Gleichheit der
Relativbewegung bei den beiden ins Auge gefaBten Fallen
vorausgesetzt — zu elektrischen Stromen von derselben GrifBe
und demselben Verlaufe Veranlassung gibt, wie im ersten Falle
die elektrischen Krifte.

Beispiele dhnlicher Art, sowie die miBlungenen Versuche,
eine Bewegung der KErde relativ zum ,,Lichtmedium® zu kon-
statieren, filhren zu der Vermutung, daB dem Begriffe der
absoluten Ruhe nicht nur in der Mechanik, sondern auch in
der Elektrodynamik keine Kigenschaften der Erscheinungen ent-
sprechen, sondern daf vielmehr fiir alle Koordinatensysteme,
fir welche die mechanischen Gleichungen gelten, auch die
gleichen elektrodynamischen und optischen Gesetze gelten, wie
dies fiir die GroBen erster Ordnung bereits erwiesen ist. Wir
wollen diese Vermutung (deren Inhalt im folgenden ,,Prinzip
der Relativitat genannt werden wird) zur Voraussetzung er-
heben und auBerdem die mif ihm nur scheinbar unvertrigliche
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Voraussetzung einfithren, daB sich das Licht im leeren Raume
stets mit einer bestimmten, vom Bewegungszustande des emit-
tierenden Kérpers unabhingigen Geschwindigkeit 7 fortpflanze.
Diese beiden Voraussetzungen geniigen, um zu einer einfachen
und widerspruchsfreien Elektrodynamik bewegter Korper zu ge-
langen unter Zugrundelegung der Maxwellschen Theorie fiir
ruhende Korper. Die Einfithrung eines ,,Lichtithers® wird sich
insofern als iiberfliissig erweisen, als nach der zu entwickelnden
Auffassung weder ein mit besonderen Eigenschaften ausgestatteter
,,absolut ruhender Raum eingefiihrt, noch einem Punkte des
leeren Raumes, in welchem elektromagnetische Prozesse statt-
finden, ein Geschwindigkeitsvektor zugeordnet wird.

Die zu entwickelnde Theorie stiitzt sich — wie jede andere
EKlektrodynamik — auf die Kinematik des starren Kérpers, da
die Aussagen einer jeden Theorie Beziehungen zwischen starren
Kérpern (Koordinatensystemen), Uhren und elektromagnetischen
Prozessen betreffen. Die nicht geniigende Beriicksichtigung
dieses Umstandes ist die Wurzel der Schwierigkeiten, mit
denen die Elektrodynamik bewegter Korper gegenwirtig zu
kampfen hat.

L Kinematischer Teil
§ 1. Definition der Gleichzeitigkeit.

Es liege ein Koordinatensystem vor, in welchem die
Newtonschen mechanischen Gleichungen gelten. Wir nennen
dies Koordinatensystem zur sprachlichen Unterscheidung von
spiter einzufithrenden Koordinatensystemen und zur Prizi-
sierung der Vorstellung das ,,ruhende System®.

Rubt ein materieller Punkt relativ zu diesem Koordinaten-
system, so kann seine Lage relativ zu letzterem durch starre
MaBstibe unter Benutzung der Methoden der euklidischen
Geometrie bestimmt und in kartesischen Koordinaten aus-
gedriickt werden.

Wollen wir die Bewegung eines materiellen Punktes be-
schreiben, so geben wir die Werte seiner Koordinaten in
Funktion der Zeit. Hs ist nun wohl im Auge zu behalten,
daB eine derartige mathematische Beschreibung erst dann
einen physikalischen Sinn hat, wenn man sich vorher dariiber
klar geworden ist, was hier unter ,,Zeit* verstanden wird.
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Wir haben zu beriicksichtigen, daB alle unsere Urteile, in
welchen die Zeit eine Rolle spielt, immer Urteile iiber gleich-
zeitige Ereignisse sind. Wenn ich z. B. sage: ,Jener Zug
kommt hier um 7 Uhr an, so heiBt dies etwa: ,,Das Zeigen
des kleinen Zeigers meiner Uhr auf 7 und das Ankommen des
Zuges sind gleichzeitige Ereignisse.*“?)

Es konnte scheinen, daB alle die Definition der ,,Zeit* be-
treffenden Schwierigkeiten dadurch itberwunden werden konnten,
daB ich an Stelle der ,Zeit¢ die ,,Stellung des kleinen Zeigers
meiner Uhr¢ setze. Kine solche Definition geniigt in der Tat,
wenn es sich darum handelt, eine Zeit zu definieren ausschlie-
lich fiir den Ort, an welchem sich die Ubr eben befindet; die
Definition geniigt aber nicht mehr, sobald es sich darum handelt,
an verschiedenen Orten stattfindende Ereignisreihen miteinander
zeitlich zu verkniipfen, oder — was auf dasselbe hinausliuft —
Ereignisse zeitlich zu werten, welche in von der Uhr entfernten
Orten stattfinden.

Wir konnten uns allerdings damit begniigen, die Ereignisse
dadurch zeitlich zu werten, daB ein samt der Uhr im Koordinaten-
ursprung befindlicher Beobachter jedem von einem zu wertenden
Ereignis Zeugnis gebenden, durch den leeren Raum zu ihm ge-
langenden Lichtzeichen die entsprechende Uhrzeigerstellung zu-
ordnet. Eine solche Zuordnung bringt aber den Ubelstand mit
sich, daB sie vom Standpunkte des mit der Uhr versehenen
Beobachters nicht unabhiingig ist, wie wir durch die Erfahrung
wissen, Zu einer weit praktischeren Festsetzung gelangen wir
durch folgende Betrachtung.

Befindet sich im Punkte 4 des Raumes eine Uhr, so kann
ein in 4 befindlicher Beobachter die FEreignisse in der un-
mittelbaren Umgebung von 4 zeitlich werten durch Aufsuchen
der mit diesen Ereignissen gleichzeitigen Uhrzeigerstellungen.
Befindet sich auch im Punkte B des Raumes eine Uhr — wir
wollen hinzufiigen, ,eine Uhr von genau derselben Beschaffen-
heit wie die in 4 befindliche¥ — so ist auch eine zeitliche
Wertung der Ereignisse in der unmittelbaren Umgebung von

1) Die Ungenauigkeit, welche in dem Begriffe der Gleichzeitigkeit
zweier Ereignisse an (annihernd) demselben Orte steckt und gleichfalls
durch eine Abstraktion {iberbriickt werden muB, soll hier nicht erdrtert
werden.

Annalen der Physik. IV. Folge. 17. 58
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B durch einen in B befindlichen Beobachter méglich, KEs ist
aber ohne weitere Festsetzung nicht moglich, ein Kreignis in
4 mit einem Kreignis in B zeitlich zu vergleichen; wir haben
bisher nur eine ,,4-Zeit** und eine ,,B-Zeit*, aber keine fir 4
und B gemeinsame ,,Zeit* definiert. Die letztere Zeit kann
nun definiert werden, indem man durch Definition festsetzt, daB
die ,,Zeit*, welche das Licht braucht, um von 4 nach B zu
gelangen, gleich ist der ,,Zeit*, welche es braucht, um von B
nach 4 zu gelangen. Hs gehe nimlich ein Lichtstrahl zur
s Ad-Zeit ¢4 von 4 nach B ab, werde zur ,,B-Zeit“ ¢z in 5
gegen 4 zu reflektiert und gelange zur ,,4-Zeit“ ¢; nach 4
zuriick. Die beiden Uhren laufen definitionsgem#df synchron,

weni
tB—tA'-:t;;—tB.

Wir nehmen an, daB diese Definition des Synchronismus
in widerspruchsfreier Weise moglich sei, und zwar fiir beliebig
viele Punkte, daB also allgemein die Beziehungen gelten:

1. Wenn die Uhr in B synchron mit der Uhr in 4 lauft,
so lauft die Uhr in 4 synchron mit der Uhr in B.

2. Wenn die Uhr in 4 sowohl mit der Uhr in B als auch
mit der Uhr in C synchron liuft, so laufen auch die Uhren in
B und C synchron relativ zueinander.

Wir haben so unter Zuhilfenahme gewisser (gedachter)
physikalischer Erfahrungen festgelegt, was unter synchron
laufenden, an verschiedenen Orten befindlichen, ruhenden
Ubren zu verstehen ist und damit offenbar eine Definition
von ,gleichzeitig und ,,Zeit“ gewonnen. Die ,Zeit* eines
Ereignisses ist die mit dem FEreignis gleichzeitige Angabe
einer am Orte des Ereignisses befindlichen, ruhenden Uhr,
welche mit einer bestimmten, ruhenden Uhbr, und zwar fiir
alle Zeitbestimmungen mit der namlichen Ubr, synchron lauft.

Wir setzen noch der Erfahrung gemifi fest, daB die
GroBe

2AB
Ty — 2y

=7

eine universelle Konstante (die Lichtgeschwindigkeit im leeren
Raume) sei.
Wesentlich ist, daB wir die Zeit mittels im ruhenden System
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ruohender Uhren definiert haben; wir nennen die eben definierte
Zeit wegen dieser Zugehodrigkeit zum ruhenden System ,,die
Zeit des ruhenden Systems®.

§ 2. Uber die Relativitit von Lingen und Zeiten,

Die folgenden Uberlegungen stiitzen sich auf das Relativitiits-
prinzip und auf das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindig-
keit, welche beiden Prinzipien wir folgendermaBen definieren.

1. Die Gesetze, nach denen sich die Zustinde der physi-
kalischen Systeme #ndern, sind unabhingig davon, auf welches
von zwel relativ zueinander in gleichférmiger Translations-
bewegung befindlichen Koordinatensystemen diese Zustands-
anderungen bezogen werden.

2. Jeder Lichtstrahl bewegt sich im ,ruhenden® Koordi-
natensystem mit der bestimmten Geschwindigkeit 7, unabhéngig
davon, ob dieser Lichtstrahl von einem ruhenden oder be-
wegten Korper emittiert ist. Hierbei ist

Lichtweg
Zeitdauer ’

Geschwindigkeit =

wobei ,,Zeitdauer¥ im Sinne der Definition des § 1 auf-
zufassen ist.

Es sei ein ruhender starrer Stab gegeben; derselbe be-
sitze, mit einem ebenfalls ruhenden MaBstabe gemessen, die
Lange /. Wir denken uns nun die Stabachse in die X-Achse
des ruhenden Koordinatensystems gelegt und dem Stabe hierauf
eine gleichformige Paralleltranslationsbewegung (Geschwindig-
keit v) lings der X-Achse im Sinne der wachsenden z erteilt.
Wir fragen nun nach der Linge des bewegten Stabes, welche
wir uns durch folgende zwei Operationen ermittelt denken:

a) Der Beobachter bewegt sich samt dem vorher genannten
MaBstabe mit dem auszumessenden Stabe und miBt direkt
durch Anlegen des MaBstabes die Linge des Stabes, ebenso,
wie wenn sich auszumessender Stab, Beobachter und MaBstab
in Ruhe befinden.

b) Der Beobachter ermittelt mittels im ruhenden Systeme
aufgestellter, gemiB § 1 synchroner, ruhender Uhren, in welchen
Punkten des ruhenden Systems sich Anfang und Ende des
auszumessenden Stabes zu einer bestimmten Zeit ¢ befinden.

58%
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Die Entfernung dieser beiden Punkte, gemessen mit dem
schon benutzten, in diesem Falle rubhenden MabBstabe ist
ebenfalls eine Linge, welche man als ,Linge des Stabes
bezeichnen kann.

Nach dem Relativititsprinzip muf} die bei der Operation a)
zu findende Lénge, welche wir ,,die Linge des Stabes im be-
wegten System* nennen wollen, gleich der Linge [ des ruhen-
den Stabes sein.

Die bei der Operation b) zu findende Linge, welche wir
,die Lange des (bewegten) Stabes im ruhenden System¢
nennen wollen, werden wir unter Zugrundelegung unserer
beiden Prinzipien bestimmen und finden, daB sie von I ver-
schieden ist.

Die allgemein gebrauchte Kinematik nimmt stillschweigend
an, daf die durch die beiden erwihnten Operationen bestimmten
Lingen einander genau gleich seien, oder mit anderen Worten,
daB ein bewegter starrer Korper in der Zeitepoche ¢ in geo-
metrischer Beziehung vollstindig durch denselben Korper, wenn
er in bestimmter Lage ruhf, ersetzbar sei.

Wir denken uns ferner an den beiden Stabenden (4 und B)
Uhren angebracht, welche mit den Uhren des ruhenden Systems
gynchron sind, d. h. deren Angaben jeweilen der ,,Zeit des
ruhenden Systems“ an den Orten, an welchen sie sich gerade
befinden, entsprechen; diese Uhren sind also ,synchron im
ruhenden System¢,

Wir denken uns ferner, daB sich bei jeder Uhr ein mit
ihr bewegter Beobachter befinde, und daBl diese Beobachter
auf die beiden Uhren das im § 1 aufgestellte Kriterium fiir
den synchronen Gang zweier Uhren anwenden. Zur Zeit?})
ty gehe ein Lichtstrahl von 4 aus, werde zur Zeit ¢z in B
reflektiert und gelange zur Zeit ¢4 nach 4 zuriick. Unter Be-
riicksichtigung des Prinzipes von der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit finden wir:

"4B
V—o

tp — ty =

1) ,,Zeit* bedeutet hier ,Zeit des ruhenden Systems® und zugleich
,Zeigerstellung der bewegten Uhr, welche sich an dem Orte, von dem
die Rede ist, befindet.
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und r
ty — tp = 22
V+ow

?

wobei r4 z die Linge des bewegten Stabes — im ruhenden System
gemessen — bedeutet. Mit dem bewegten Stabe bewegte Be-
obachter wiirden also die beiden Uhren nicht synchron gehend
finden, wihrend im ruhenden System befindliche Beobachter
die Ubren als synchron laufend erkliaren wiirden.

Wir sehen also, daB wir dem Begriffe der Gleichzeitigkeit
keine absolute Bedeutung beimessen diirfen, sondern daf zwei
Ereignisse, welche, von einem Koordinatensystem aus betrachtet,
gleichzeitig sind, von einem relativ zu diesem System bewegten
System aus betrachtet, nicht mehr als gleichzeitige Kreignisse
aufzufassen sind.

§ 8. Theorie der Koordinaten- und Zeittransformation
von dem ruhenden auf ein relativ zu diesem in gleichférmiger
Translationsbewegung befindliches System.

Seien im ,ruhenden’ Raume zwei Koordinatensysteme,
d. h. zwei Systeme von je drei von einem Punkte ausgehenden,
aufeinander senkrechten starren materiellen Linien, gegeben.
Die X-Achsen beider Systeme mogen zusammenfallen, ihre
Y- und Z-Achsen beziiglich paraliel sein. Jedem Systeme sei
ein starrer MaBstab und eine Anzahl Uhren beigegeben, und
es seien beide MaBstibe sowie alle Uhren beider Systeme
einander genau gleich.

Es werde nun dem Anfangspunkte des einen der beiden
Systeme (%) eine (konstante) Geschwindigkeit » in Richtung
der wachsenden z des anderen, ruhenden Systems (X) erteilt,
welche sich auch den Koordinatenachsen, dem betreffenden
MaBstabe sowie den Uhren mitteilen moge. Jeder Zeit ¢ des
ruhenden Systems K entspricht dann eine bestimmte Lage der
Achsen des bewegten Systems und wir sind aus Symmetrie-
griinden befugt anzunehmen, daB die Bewegung von % so be-
schaffen sein kann, daB die Achsen des bewegten Systems zur
Zeit ¢ (es ist mit ,,z immer eine Zeit des ruhenden Systems
bezeichnet) den Achsen des ruhenden Systems parallel seien.

Wir denken uns nun den Raum sowohl vom ruhenden
System K aus mittels des ruhenden MaBstabes als auch vom
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bewegten System % mittels des mit ihm bewegten MaBstabes
ausgemessen und so die Koordinaten =z, y, z bez. & #,.{ er-
mittelt. Es werde ferner mittels der im ruhenden System be-
findlichen ruhenden Uhren durch Lichtsignale in der in §1
angegebenen Weise die Zeit ¢ des ruhenden Systems fiir alle
Punkte des letzteren bestimmt, in denen sich Uhren befinden;
ebenso werde die Zeit = des bewegten Systems fiir alle Punkte
des bewegten Systems, in welchen sich relativ zu letzterem
ruhende Uhren befinden, bestimmt durch Anwendung der in
§ 1 genannten Methode der Lichtsignale zwischen den Punkten,
in denen sich die letzteren Uhren befinden.

Zu jedem Wertsystem =z, y, 2z, ¢, welches Ort und Zeit
eines Kreignisses im rubenden System vollkommen bestimmt,
gehdrt ein jenes Kreignis relativ zum System % festlegendes
Wertsystem &, #, £, z, und es ist nun die Aufgabe zu losen,
das diese GroBen verkniipfende Gleichungssystem zu finden.

Zunichst ist klar, daB die Gleichungen linear sein miissen
wegen der Homogenititseigenschaften, welche wir Raum und
Zeit beilegen.

Setzen wir 2’= » — v¢, so ist klar, daB einem im System %
ruhenden Punkte ein bestimmtes, von der Zeit unabhingiges
Wertsystem 2, y, z zukommt. Wir bestimmen zuerst z als
Funktion von 2/, y, z und & Zu diesem Zwecke haben wir
in Gleichungen auszudriicken, daB r nichts anderes ist als
der Inbegriff der Angaben von im System % ruhenden Uhren,
welche nach der im § 1 gegebenen Regel synchron gemacht
worden sind.

Vom Anfangspunkt des Systems % aus werde ein Licht-
strahl zur Zeit 7, lings der X-Achse nach 2’ gesandt und von
dort zur Zeit z; nach dem Koordinatenursprung reflektiert,
wo er zur Zeit z, anlange; so mufl dann sein:

Fo,+m)=1
oder, indem man die Argumente der Funktion = beifigt und
das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit im ruhen-
den Systeme anwendet:

’

1[r0,0,0,0+7(0,0,0,{e+ % + 55|
=r<x1’o,0,t+v’”_'v).
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Hieraus folgt, wenn man 2" unendlich klein wihlt:

1 1 0t ot 1 0«
1 —
2(V )at 7 T V-vdt’

oder
0t v 0t

o + Vi_or 8¢ =0.

Es ist zu bemerken, daB wir statt des Koordinatenursprunges
jeden anderen Punkt als Ausgangspunkt des Lichtstrahles
hatten wahlen konnen und es gilt deshalb die eben erhaltene
Gleichung fiir alle Werte von 2/, v, z

Eine analoge Uberlegung — auf die - und Z-Achse an-
gewandt — liefert, wenn man beachtet, daB sich das Licht
lings dieser Achsen vom ruhenden System aus betrachtet
stets mit der Geschwindigkeit }/7% —o* fortpflanzt:

dt

i

ot

s =0

Aus diesen Gleichungen folgt, da 7 eine lineare Funktion ist:

7:=a(t——VA21}_—w;:L"),

wobei a eine vorliufig unbekannte Funktion ¢ (v) ist und der
Kiirze halber angenommen ist, daB im Anfangspunkte von %
fiir =0 t=0 sei.

Mit Hilfe dieses Resultates ist es leicht, die GréBen &, 4,¢
zu ermitteln, indem man durch Gleichungen ausdriickt, dafB
sich das Licht (wie das Prinzip der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit in Verbindung mit dem Relativitatsprinzip
verlangt) auch im bewegten System gemessen mit der Ge-
schwindigkeit 7 fortpflanzt. Fiir einen zur Zeit 7 =0 in
Richtung der wachsenden & ausgesandten Lichtstrahl gilt:

§=TVr,

v ,
§=aV(t—mx>~

Nun bewegt sich aber der Lichtstrahl relativ zum Anfangs-

oder
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punkt von % im ruhenden System gemessen mit der Ge-
schwindigkeit 77— v, so daB gils:
wl
IEriuk
Setzen wir diesen Wert von 7 in die Gleichung fiir & ein, so

erhalten wir:
1 & ,
§ = amﬁf .

Auf analoge Weise finden wir durch Betrachtung von lings
den beiden anderen Achsen bewegte Lichtstrahlen:

7 = VT=aV(t——*—V2ip_vle)7

wobel
Y ’
—t =t =0;
l/ Vi o 3 z ’
also
n V Ve Y
und
- A
'V Vet
Setzen wir fur 2 seinen Wert ein, so erhalten wir:
= (p(v)ﬂ(t— %x)
§=qp0)pE—vi),
=@ @)y,
wobei
1
f = -

und ¢ eine vorldufig unbekannte Funktion von » ist. Macht
man iiber die Anfangslage des bewegten Systerms und iiber
den Nullpunkt von z keinerlei Voraussetzung, so ist auf den
rechten Seiten dieser Gleichungen je eine additive Konstante
zuzufiigen.

Wir haben nun zu beweisen, daB jeder Lichtstrahl sich,
im bewegten System gemessen, mit der Geschwindigkeit 7
fortpflanzt, falls dies, wie wir angenommen haben, im ruhenden
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System der Fall ist; denn wir haben den Beweis dafiir noch
nicht geliefert, daB das Prinzip der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit mit dem Relativititsprinzip vereinbar sei.

Zur Zeit t=1=0 werde von dem zu dieser Zeit gemein-
samen Koordinatenursprung beider Systeme aus eine Kugelwelle
ausgesandt, welche sich im System X mit der Geschwindigkeit 7
ausbreitet. Ist (z, y, z) ein eben von dieser Welle ergriffener
Punkt, so ist also

x2+y2+22= 7212.

Diese Gleichung transformieren wir mit Hilfe unserer Trans-
formationsgleichungen und erhalten nach einfacher Rechnung:

4?4 2= V22,

Die betrachtete Welle ist also auch im bewegten System
betrachtet eine Kugelwelle von der Ausbreitungsgeschwindig-
keit 7. Hiermit ist gezeigt, daB unsere beiden Grundprinzipien
miteinander vereinbar sind.

In den entwickelten Transformationsgleichungen tritt noch
eine unbekannte Funktion ¢ von v auf, welche wir nun be-
stimmen wollen.

Wir fithren zu diesem Zwecke noch ein drittes Koordinaten-
system K’ ein, welches relativ zum System % derart in Parallel-
translationsbewegung parallel zur 5-Achse begriffen sei, daB
sich dessen Koordinatenursprung mit der Geschwindigkeit — v
auf der =-Achse bewege. Zur Zeit £=0 mogen alle drei
Koordinatenanfangspunkte zusammenfallen und es sei fir
t=r=y=2z=0 die Zeit ¢’ des Systems K’ gleich Null. Wir
nennen z, y, 2 die Koordinaten, im System X’ gemessen, und
erhalten durch zweimalige Anwendung unserer Transformations-
gleichungen:

t=p(~0)B(=0){r + 7: & = (=01,
@=g(=)p(-0)f +tv] =¢be(—r)s,

=g(—v)n =) g(=vy,
Z=gp(—v)¢ = p)p(—v)z

Da die Beziehungen zwischen o', ¥/, 2’ und =, y, z die Zeit ¢
nicht enthalten, so ruhen die Systeme K und X’ gegeneinander,



902 A. Einstein.

und es ist klar, daB die Transformation von K auf K’ die
identische Transformation sein muB. Ks ist also:

pE)p(=v)=1.

Wir fragen nun nach der Bedeutung von ¢ (v). Wir fassen
das Stiick der H-Achse des Systems % ins Auge, das zwischen
£=0,7=0,{=0 und §=0, 7=/ {=0 gelegen ist. Dieses
Stiick der H-Achse ist ein relativ zum System X mit der Ge-
schwindigkeit v senkrecht zu seiner Achse bewegter Stab,
dessen Enden in K die Koordinaten besitzen:

z, =vt, 3’1=g(lT,)’ z, =0
und
=vt, y,=0, 2, =0,

Ty

Die Linge des Stabes, in K gemessen, ist also //¢ (v); damit
ist die Bedeutung der Funktion ¢ gegeben. Aus Symmetrie-
griinden ist nun einleuchtend, daB die im ruhenden System
gemessene Linge eines bestimmten Stabes, welcher senkrecht
zu seiner Achse bewegt ist, nur von der Geschwindigkeit, nicht
aber von der Richtung und dem Sinne der Bewegung abhingig
sein kann. Es #ndert sich also die im ruhenden System ge-
messene Linge des bewegten Stabes nicht, wenn » mit — o
vertauscht wird. Hieraus folgt:
11

9 e(-9)’
oder

¢ ) = g(—12).
Aus dieser und der vorhin gefundenen Relation folgt, daf
@) =1 sein muB, so daB die gefundenen Transformations-
gleichungen itbergehen in:

r=/)’(t-—-—]%x),
E=Fx—wv1),
n=y,
g=27

wobei
B= e
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§ 4. Physikalische Bedeutung der erhaltenen Gleichungen,
bewegte starre Korper und bewegte Uhren betreffend.

Wir betrachten eine starre Kugel?) vom Radius &, welche
relativ zum bewegten System % ruht, und deren Mittelpunkt
im Koordinatenursprung von % liegt. Die Gleichung der Ober-
fliche dieser relativ zum System K mit der Geschwindigkeit v
bewegten Kugel ist:

£+ 2 + (2 = R?.
Die Gleichung dieser Oberfliiche ist in =z, y, z ausgedriickt zur
Zeit t=0:
x?
ey + Y+ 2 = R
0/+-G)
14
Ein starrer Kérper, welcher in ruhendem Zustande ausgemessen
die Gestalt einer Kugel hat, hat also in bewegtem Zustande —
vom ruhenden System aus betrachtet — die Gestalt eines
Rotationsellipsoides mit den Achsen

R‘/l -(5) & 2.

Wihrend also die Y- und Z-Dimension der Kugel (also
auch jedes starren Korpers von beliebiger Gestalt) durch die Be-
wegung nicht modifiziert erscheinen, erscheint die X-Dimension
im Verhdltnis 1:}1 — (v//)? verkiirzt, also um so stirker, je
groBer v ist. Fiir v = 7 schrumpfen alle bewegten Objekte —
vom ,ruhenden® System aus betrachtet — in flichenhafte
Gebilde zusammen. Fiir Uberlichtgeschwindigkeiten werden
unsere Uberlegungen sinnlos; wir werden iibrigens in den
folgenden Betrachtungen finden, daB die Lichtgeschwindigkeit
in unserer Theorie physikalisch die Rolle der unendlich groBen
Geschwindigkeiten spielt.

Es ist klar, daB die gleichen Resultate von im ,,ruhenden
System ruhenden Korpern gelten, welche von einem gleich-
formig bewegten System aus betrachtet werden. —

Wir denken uns ferner eine der Uhren, welche relativ
zum ruhenden System ruhend die Zeit ¢, relativ zum bewegten

1) Das heifit einen Kérper, welcher ruhend untersucht Kugelgestalt
besitat.
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System ruhend die Zeit z anzugeben befihigt sind, im Koordi-
natenursprung von % gelegen und so gerichtet, daB sie die
Zeit 7 angibt. Wie schnell geht diese Uhr, vom ruhenden
System aus betrachtet?

Zwischen die GrioBen z, ¢ und 7, welche sich auf den Ort
dieser Uhr beziehen, gelten offenbar die Gleichungen:

EE A

und

Es ist also

1:=t]/1—(-§,—) = t—(l——l/l—(%Y)t,
woraus folgt, daB die Angabe der Uhr (im ruhenden System
betrachtet) pro Sekunde um (1 —}1— (v/7)?) Sek. oder — bis
auf Grofen vierter und hoherer Ordnung um }(v/7)* Sek.
zuriickbleibt.

Hieraus ergibt sich folgende eigentiimliche Konsequenz.
Sind in den Punkten 4 und B von KX ruhende, im ruhenden
System betrachtet, synchron gehende Uhren vorhanden, und
bewegt man die Uhr in 4 mit der Geschwindigkeit » auf der
Verbindungslinie nach B, so gehen nach Ankunft dieser Uhr
in B die beiden Uhren nicht mehr synchron, sondern die von 4
nach B bewegte Uhr geht gegeniiber der von Anfang an in B
befindlichen um 1¢v2/72 Sek. (bis auf GroBen vierter und
héherer Ordnung) nach, wenn ¢ die Zeit ist, welche die Uhr
von 4 nach B braucht.

Man sieht sofort, daB dies Resultat auch dann noch gilt,
wenn die Uhr in einer beliebigen polygonalen Linie sich von 4
nach B bewegt, und zwar auch dann, wenn die Punkte 4
und B zusammenfallen,

Nimmt man an, daB das fiir eine polygonale Linie be-
wiesene Resultat auch fiir eine stetig gekriimmte Kurve gelte,
so erhdlt man den Satz: Befinden sich in 4 zwei synchron
gehende Uhren und bewegt man die eine derselben auf einer
geschlossenen Kurve mit konstanter Geschwindigkeit, bis sie
wieder nach 4 zuriickkommt, was ¢ Sek. dauern mége, so geht
die letztere Ubr bei ihrer Ankunft in 4 gegeniiber der un-
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bewegt gebliebenen um 1} ¢(v/7)? Sek. nach. Man schliefit

2
daraus, daB eine am Erdiaquator befindliche Unruhuhr um einen
sehr kleinen Betrag langsamer laufen mufl als eine genau
gleich beschaffene, sonst gleichen Bedingungen unterworfene,

an einem KErdpole befindliche Uhr.

§ 5. Additionstheorem der Geschwindigkeiten.

In dem lings der X-Achse des Systems X mit der Ge-
schwindigkeit v bewegten System % bewege sich ein Punkt
gemdB den Gleichungen:

§—wt,
=10, T,
§=O;

wobei w; und w, Konstanten bedeuten.

(Gesucht ist die Bewegung des Punktes relativ zam System K.
Fihrt man in die Bewegungsgleichungen des Punktes mit Hilfe
der in § 3 entwickelten Transformationsgleichungen die GréBen
z, Y, 2, ¢t ein, so erhdlt man:

we + v
z=-—
ﬂZUS
1+ 55
Lo ()
7
y= v W Wy,
1+ 72
z2=0,

Das Gesetz vom Parallelogramm der Geschwindigkeiten gilt
also nach unserer Theorie nur in erster Anniherung. Wir

setzen:
2 [42\, (dyY
0= () + (at)

2

w? = wf + wy

und
o Wy
o = arctg- "

£
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e ist dann als der Winkel zwischen den Geschwindigkeiten »
und w anzusehen. Nach einfacher Rechnung ergibt sich:

: Z
]/(272+w2+ 27w cos a) — (”w;ma)

Y w Cos o
V2
Es ist bemerkenswert, daB v und w in symmetrischer Weise
in den Ausdruck fiir die resultierende (Geschwindigkeit ein-
gehen. Hat auch w die Richtung der X-Achse (5-Achse), so
erhalten wir:

v

1+

14 w
U= 500
1+
Aus dieser Gleichung folgt, daB aus der Zusammensetzung
zweier Geschwindigkeiten, welche kleiner sind als 7, stets eine
Geschwindigkeit kleiner als 7 resultiert. Setzt man nimlich
v=F)—u, w="V—1, wobel » und A positiv und Kkleiner als 7

seien, so ist:
2V —un—1

U=V < V.

2V—u—}»+-xVi

Es folgt ferner, daB die Lichtgeschwindigkeit 7 durch
Zusammensetzung mit einer ,,Unterlichtgeschwindigkeit® nicht
geindert werden kann. Man erhilt fir diesen Fall:

Uv=V*" _p,

1+ -2
-

Wir hitten die Formel fir U fir den Fall, dab » und w
gleiche Richtung besitzen, auch durch Zusammensetzen zweier
Transformationen gem#B § 3 erhalten konnen. Fiihren wir
neben den in § 3 figurierenden Systemen X und % noch ein
drittes, zu % in Parallelbewegung begriffenes Koordinaten-
system % ein, dessen Anfangspunkt sich auf der = Achse mit
der Geschwindigkeit w bewegt, so erhalten wir zwischen den
Groben =, y, z, ¢ und den entsprechenden GroBen von % Glei-
chungen, welche sich von den in § 3 gefundenen nur dadurch
unterscheiden, daB an Stelle von ,»% die GriBe

v+ w
vw
7?2

1+
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tritt; man sieht daraus, daB solche Paralleltransformationen —
wie dies sein muB — eine Gruppe bilden.

Wir haben nun die fiir uns notwendigen Sitze der unseren
zwei Prinzipien entsprechenden Kinematik hergeleitet und gehen
dazu iiber, deren Anwendung in der Elektrodynamik zu zeigen.

II. Eektrodynamischer Teil.

§ 6. Transformation der Maxwell-Hertzschen Gleichungen fiir
den leeren Raum. Uber die Natur der bei Bewegung in einem
Magnetfeld auftretenden elektromotorischen Krifte.

Die Maxwell-Hertzschen Gleichungen fiir den leeren
Raum mdgen giiltig sein fir das ruhende System K, so daB
gelten moge:

190 dN oM 1 6L 0Y 0Z

V8t o6y 6x V at dx dy
1Y 8L 6N 1M 8z 93X
Vv ¢ 0=z dx 'V 0t B ax
18z _ oM oL 14N 06X

vV ét ~ o= dy 'V 8t  dy 9z ’

wobei (X, ¥, Z) den Vektor der elektrischen, (Z, M, ) den der
magnetischen Kraft bedeutet.

Wenden wir auf diese Gleichungen die in § 3 entwickelte
Transformation an, indem wir die elektromagnetischen Vor-
gange auf das dort eingefilhrte, mit der Geschwindigkeit »
bewegte Koordinatensystem beziehen, so erhalten wir die
(leichungen:

6{3(1\*—% Y) ag(au%z)

19X —
V dz - 0 0¢ ’

v o
L6;9(17—73)_“ _aﬁ(zv VY)
v ot 8¢ & !
5 [ 5 v Ay
16@(1+7M)_65(A1+VA)_6L
V dt - 0& oy’

agly - 2~ a(z ”M)

9L 4 'V‘) P Z2+v
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v v
lap’(MjL?Z)—65(2+7M) 5 x
14 ac = gE ot ’
9 (N RS 98(¥Y - = N
y 98 V) 8x s
AT T 6§ ’

wobei
1
/J’_

Das Relativititsprinzip fordert nun, daf die Maxwell-
Hertzschen Gleichungen fiir den leeren Raum auch im
System % gelten, wenn sie im System K gelten, d. h. daB fiir
die im bewegten System % durch ihre ponderomotorischen
Wirkungen auf elektrische bez. magnetische Massen definierten
Vektoren der elektrischen und magnetischen Kraft (X', ¥" 27
und (I, M', ")) des bewegten Systems % die Gleichungen gelten:

18X 8N 8M  138L _8Y 8z

vV é: 8¢ 8¢’ V ér 8¢ dn’
19Y 8L 9N 1M _ 8% X
V or  o¢ 98 ' ¥V 6t 8¢ ot ’

162 oM oL 10N 60X oY’

Ver  d8yg  8&

- ’

vV ér T 9k dn

Offenbar miissen nun die beiden fiir das System % ge-
fundenen Gleichungssysteme genau dasselbe ausdriicken, da
beide Gleichungssysteme den Maxwell-Hertzschen Gleichungen
fir das System K #quivalent sind. Da die Gleichungen beider
Systeme ferner bis auf die die Vektoren darstellenden Symbole
iibereinstimmen, so folgt, daB die in den Gleichungssystemen
an entsprechenden Stellen auftretenden Funktionen bis auf
einen fiir alle Funktionen des einen Gleichungssystems ge-
meinsamen, von §, %, { und 7 unabhingigen, eventuell von v
abhiingigen Faktor 4 (v) itbereinstimmen miissen. Ks gelten
also die Beziehungen:

X=y®X, =y,
Y =) (Y_—;;N), M= w©)f (M—l—%Z),

7 =p)p (44 5 H), N =wep(¥-37T).
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Bildet man nun die Umkehrung dieses Gleichungssystems,
erstens durch Auflésen der soeben erhaltenen Gleichungen,
zweitens durch Anwendung der Gleichungen auf die inverse
Transformation (von % auf X), welche durch die Geschwindig-
keit — v charakterisiert ist, so folgt, indem man beriicksichtigt,
daB die beiden so erhaltenen Gleichungssysteme identisch sein
miissen:

p).p(—v)=1.
Ferner folgt aus Symmetriegriinden?)

P ) = ¢ (—);

es ist also
p)=1,
und unsere (Gleichungen nehmen die Form an:
X =X, =1L,
Y’=[;‘(I’— -;;zv) M’=[;’(M+ gz)

Z’=ﬂ(z+1vM), N’=[J’(N—%Y).

Zur Interpretation dieser Gleichungen bemerken wir folgendes.
Es liegt eine punktférmige Elektrizititsmenge vor, welche im
ruhenden System K gemessen von der GroBe ,.eins* sei, d. h.
im ruhenden System ruhend auf eine gleiche Elektrizititsmenge
im Abstand 1 cm die Kraft 1 Dyn ausiibe. Nach dem Relativitits-
prinzip ist diese elektrische Masse auch im bewegten System
gemessen von der GroBe ,eins. Ruht diese Klektrizitits-
menge relativ zum ruhenden System, so ist definitionsgemif
der Vektor (X, ¥, Z) gleich der auf sie wirkenden Kraft. Ruht
die Elektrizitatsmenge gegeniiber dem bewegten System (wenig-
stens in dem betreffenden Augenblick), so ist die auf sie
wirkende, in dem bewegten System gemessene Kraft gleich
dem Vektor (X', ¥, 7). Die ersten drei der obigen Gleichungen
lassen sich mithin auf folgende zwei Weisen in Worte kleiden:

1. Ist ein punktférmiger elektrischer Einheitspol in einem
elektromagnetischen Felde bewegt, so wirkt auf ihn auBer der

1) Ist 2. B. X= Y=2Z=L=M=0und N0, so ist aus Symmetrie-
griinden klar, dab bei Zeichenwechsel von » ohne Anderung des nume-
rischen Wertes auch ¥’ sein Vorzeichen indern muB, ohne seinen nume-
vischen Wert zu fndern.

Annalen der Physik. IV, Folge. 17. 59
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elektrischen Kraft eine ,,elektromotorische Kraft¢, welche unter
Vernachlissigung von mit der zweiten und hdheren Potenzen
von »/7 multiplizierten Gliedern gleich ist dem mit der
Lichtgeschwindigkeit dividierten Vektorprodukt der Bewegungs-
geschwindigkeit des Einheitspoles und der magnetischen Kraft.
(Alte Ausdrucksweise.)

2. Ist ein punktformiger elektrischer Einheitspol in einem
elektromagnetischen Felde bewegt, so ist die auf ihn wirkende
Kraft gleich der an dem Orte des Einheitspoles vorhandenen
elektrischen Kraft, welche man durch Transformation des Feldes
auf ein relativ zum elektrischen Einheitspol ruhendes Koordi-
natensystem erhilt. (Neue Ausdrucksweise.)

Analoges gilt iber die ,,magnetomotorischen Krafte. Man
sieht, daB in der entwickelten Theorie die elektromotorische
Kraft nur die Rolle eines Hilfsbegriffes spielt, welcher seine
Einfiihrung dem Umstande verdankt, daB die elektrischen und
magnetischen Krifte keine von dem Bewegungszustande des
Koordinatensystems unabhingige Existenz besitzen.

Es ist ferner klar, daB die in der Einleitung angefiihrte
Asymmetrie bei der Betrachtung der durch Relativbewegung
eines Magneten und eines Leiters erzeugten Strome verschwindet.
Auch werden die Fragen nach dem ,,Sitz¢ der elektrodynamischen
elektromotorischen Krifte (Unipolarmaschinen) gegenstandslos.

§ 1. Theorie des Doppelerschen Prinzips und der Aberration.

Im Systeme K befinde sich sehr ferne vom Koordinaten-
ursprung eine Quelle elektrodynamischer Wellen, welche in
einem den Koordinatenursprung enthaltenden Raumteil mit
geniigender Annaherung durch die Gleichungen dargestellt sei:

X=Xsin®, L= L,sin®d,
Y=7Y,sin®d, M=Msnd, = w(t—
Z=12,sin®, N=DN;sin®,
Hierbei sind (X, T, Z,) und (Z,, M, N,) die Vektoren, welche
die Amplitude des Wellenzuges bestimmen, a, &, ¢ die Richtungs-
kosinus der Wellennormalen.

Wir fragen nach der Beschaffenheit dieser Wellen, wenn
dieselben von einem in dem bewegten System % ruhenden

aac+l_)7—y—+c%
i .
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Beobachter untersucht werden. — Durch Anwendung der in
§ 6 gefundenen Transformationsgleichungen fiir die elektrischen
und magnetischen Krifte und der in § 8 gefundenen Trans-
formationsgleichungen fiir die Koordinaten und die Zeit er-

halten wir unmittelbar:
X = X, sind, L= L, sin ¢,

V= p(¥, = M) sin @, M= g(M,+ 3 7)sin @,

7 =8 (ZO + %]ﬂ[o) sin @', N =p (NO —_ % YO) sin &,

W m o (rm RIS,
wobei
w':a)[)’(l—a%)y

a v

. Ty

a = — o ]
1—(47

b/: b'?; ’
#1-ay)

’ (4]

¢ = v
ﬂ(l—aiﬁ)

gesetzt ist.
Aus der Gleichung fiir o’ folgt: Ist ein Beobachter relativ

zu einer unendlich fernen Lichtquelle von der Frequenz v mit
der Geschwindigkeit v derart bewegt, daB die Verbindungs-
linie ,,Lichtquelle—Beobachter* mit der auf ein relativ zur
Lichtquelle ruhendes Koordinatensystem bezogenen Geschwindig-
keit des Beobachters den Winkel ¢ bildet, so ist die von
dem Beobachter wahrgenommene Frequenz 2 des Lichtes

durch die Gleichung gegeben:

=9 iffﬂ‘j .
v
Vi-(7)
Dies ist das Doppelersche Prinzip fiir beliebige Geschwindig-
59*
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keiten. Fiir ¢ =0 nimmt die Gleichung die ibersichtliche
Form an:

v
’ 14
v

1+7

Man sieht, da — im Gegensatz zu der iblichen Auffassung —
fiir v=— o0, v=00 ist.

Nennt man ¢’ den Winkel zwischen Wellennormale (Strahl-
richtung) im bewegten System und der Verbindungslinie ,,Licht-
quelle—Beobachter®, so nimmt die Gleichung fiir o’ die Form an:

Diese Gleichung driickt das Aberrationsgesetz in seiner all-
gemeinsten Form aus. Ist ¢ =x/2, so nimmt die Gleichung
die einfache Gestalt an:

v

cos ¢ = — -

Wir haben nun noch die Amplitude der Wellen, wie
dieselbe im bewegten System erscheint, zu suchen. Nennt
man 4 bez. 4 die Amplitude der elektrischen oder magne-
tischen Kraft im ruhenden bez. im bewegten System gemessen,
so erhilt man:

v 2
1 —_—
A'2=AZ( Vcos¢)

-

welche Gleichung fir ¢ =0 in die einfachere tibergeht:

1 — —
42— 42— V.
v

L+

Es folgt aus den entwickelten Gleichungen, daB fiir einen
Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit 7 einer Licht-
quelle niherte, diese Lichtquelle unendlich intensiv erscheinen
miibte.
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§ 8. Transformation der Energie der Lichtstrahlen. Theorie des
auf vollkommene Spiegel ausgeiibten Strahlungsdruckes.

Da 42/8n gleich der Lichtenergie pro Volumeneinheit
ist, so haben wir nach dem Relativititsprinzip 4'2/8 # als die
Lichtenergie im bewegten System zu betrachten. HKs wire
daher 4’2/ 4% das Verhiltnis der ,,bewegt gemessenen* und
,,yuhend gemessenen Energie eines bestimmten Lichtkomplexes,
wenn das Volumen eines Lichtkomplexes in K gemessen und
in & gemessen das gleiche wire. Dies ist jedoch nicht der
Fall. Sind a, 3, ¢ die Richtungskosinus der Wellennormalen
des Lichtes im ruhenden System, so wandert durch die Ober-
flichenelemente der mit Lichtgeschwindigkeit bewegten Kugel-
flache

—Vati4+(y—VotP+(z— Vet)? = R?
keine Energie hindurch; wir konnen daher sagen, daB diese
Flache dauernd denselben Lichtkomplex umschlieft. Wir
fragen nach der Energiemenge, welche diese Fliche im System &
betrachtet umschlieBt, d. h. nach der Energie des Lichtkomplexes
relativ zum System &.

Die Kugelfiiche ist — im bewegten System betrachtet —
eine Ellipsoidfliiche, welche zur Zeit z = 0 die Gleichung besitzt:

(e—app&)+ (=087 8]+ (t—cpp)=r.

Nennt man § das Volumen der Kugel, & dasjenige dieses
Ellipsoides, so ist, wie eine einfache Rechnung zeigt:

S—l—i

7 eos ¢

Nennt man also Z die im ruhenden System gemessene, &' die
im bewegten System gemessene Lichtenergie, welche von der
betrachteten Fliche umschlossen wird, so erhilt man:

A, v
B 8n O S

ET & T
57 0 V“('V)

cos @
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welche Formel fiir ¢ =0 in die einfachere iibergeht:

Es ist bemerkenswert, daB die Energie und die Frequenz
eines Lichtkomplexes sich nach demselben Gesetze mit dem
Bewegungszustande des Beobachters #ndern.

Es sei nun die Koordinatenebene § =0 eine vollkommen
spiegelnde Flache, an welcher die im letzten Paragraph be-
trachteten ebenen Wellen reflektiert werden. Wir fragen nach
dem auf die spiegelnde Fliche ausgeiibten Lichtdruck und
nach der Richtung, Frequenz und Intensitit des Lichtes nach
der Reflexion,

Das einfallende Licht sei durch die Grofen 4, cos¢, v
(auf das System K bezogen) definiert. Von % aus betrachtet
sind die entsprechenden GrdBen:

) 1—%005(;9
A _ A;:;‘_‘_‘z_’
v
/i ()
v
cos @ -3
€0s @ = p )
1 ——T;comp
1 —{i,cosqo
Vo= —

Fir das reflektierte Licht erhalten wir, wenn wir den Vor-
gang auf das System % beziehen:

A'I — A/’
cos g’ = —cos ¢,
v =9

Endlich erhilt man durch Ricktransformieren aufs ruhende
System K fir das reflektierte Licht:
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v » 1 \*
1+?cosqp” 1 2ch°5(p+<V>
AIII — /17 - «;_ —_ _ p A\
v
Vi-(7) ()
cos ¢” + — 1+—vfgcos -2
BT 4 Ty
cos @ = " = T e
1+7cos¢ 1—2vcos¢+(7)
1+ % cos o 1_9% KN
124 17 + Tir cos q) B TY cos (p Tf

e = o~
v

Vi-(7) (-7)

Die auf die Flicheneinheit des Spiegels pro Zeiteinheit
auftreffende (im ruhenden System gemessene) Energie ist
offenbar 4%/8x (Vcosq¢ —v).. Die von der Flicheneinheit
des Spiegels in der Zeiteinheit sich entfernende Energie ist
A"%/87 (— Veos¢g” + v).. Die Differenz dieser beiden Aus-
driicke ist nach dem Energieprinzip die vom Lichtdrucke in

der Zeiteinheit geleistete Arbeit. Setzt man die letztere gleich
dem Produkt P.», wobei P der Lichtdruck ist, so erhilt man:

In erster Anniherung erhilt man in Ubereinstimmung mit der
Erfahrung und mit anderen Theorien

— 47 2
P=23—cos’p.

Nach der hier benutzten Methode kénnen alle Probleme
der Optik bewegter Korper gelost werden. Das Wesentliche
ist, daB die elektrische und magnetische Kraft des Lichtes,
welches durch einen bewegten Korper beeinfluBt wird, auf ein
relativ zu dem Korper ruhendes Koordinatensystem trans-
formiert werden. Dadurch wird jedes Problem der Optik be-
wegter Korper auf eine Reihe von Problemen der Optik ruhender
Korper zuriickgefithrt.
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§ 9. Transformation der Maxwell-Hertzschen Gleichungen
mit Beriicksichtigung der Konvektionsstrome.

Wir gehen aus von den Gleichungen:

1{ aX} ON M 1 9L _93Y 8%
TVt et T 6y T ax’ Vi o dx oy’
1{ ot oY 8L 9N 18M _ 92 60X
1% ? at} d % oz’ V 4t dax dx ’
1{ - } M 8L 146N _8X 8Y
g ¢ at 9z  dy 'V ét 0y  0x
wobel
X , Y |, 82
=9z Tay Tax

die 4 n-fache Dichte der Elektrizitit und (v, u, ») den Ge-
schwindigkeitsvektor der Elektrizitit bedeutet. Denkt man
sich die elektrischen Massen unverinderlich an kleine, starre
Korper (Ionen, Elektronen) gebunden, so sind diese Gleichungen
die elektromagnetische Grundlage der Lorentzschen Elektro-
dynamik und Optik bewegter Korper.

Transformiert man diese (*leichungen, welche im System X
gelten mogen, mit Hilfe der Transformationsgleichungen von
§ 8 und § 6 auf das System %, so erhilt man die Gleichungen:

o +aX’}—aN’—aM/ L _8Y _ 9z
AR Ty T ar’ dr 89t T aq’
i{u ”+3Y’}_6L’_6N, oM 4z X’
v T e | T er T eE T e T dE T ac
l{u 0—}—-6—2;}—-.,6,M,,_8L' N _ 80X’ 9Y
Vé'\ 3 _6§ 6"7’81'—877_6,;-"
wobei
Uy — ©
", ¥ Uz
1-
Uy _ . 0X’ 0Y A 0 Uy
61_?&2_)—"”’ ="t t 3 =F 1"'Vz')9-
v
U,
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Da — wie aus dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten
(§ 5) folgt — der Vektor (ws, u,, u;) nichts anderes ist als
die Geschwindigkeit der elektrischen Massen im System % ge-
messen, so ist damit gezeigt, daB unter Zugrundelegung unserer
kinematischen Prinzipien die elektrodynamische Grundlage der
Lorentzschen Theorie der Elektrodynamik bewegter Korper
dem Relativitétsprinzip entspricht.

Es moge noch kurz bemerkt werden, daB aus den ent-
wickelten Gleichungen leicht der folgende wichtige Satz ge-
folgert werden kann: Bewegt sich ein elektrisch geladener
Korper beliebig im Raume und #ndert sich hierbei seine
Ladung nicht, von einem mit dem Korper bewegten Koordi-
natensystem aus betrachtet, so bleibt seine Ladung auch —
von dem ,ruhenden® System K aus betrachtet — konstant.

§ 10. Dynamik des (langsam beschleunigten) Elektrons.

In einem elektromagnetischen Felde bewege sich ein punkt-
formiges, mit einer elektrischen Ladung s versehenes Teilchen
(im folgenden , Elektron* genannt), iiber dessen Bewegungs-
gesetz wir nur folgendes annehmen:

Ruht das Elektron in einer bestimmten Epoche, so erfolgt
in dem nichsten Zeitteilchen die Bewegung des Elektrons nach
den Gleichungen

d?x

woagp =X
d*y

bgp =2t
dz

“ogp =22

wobei z, y, z die Koordinaten des Elektrons, u die Masse
des Elektrons bedeutet, sofern dasselbe langsam bewegt ist.

Es besitze nun zweitens das Elektron in einer gewissen
Zeitepoche die Geschwindigkeit ». Wir suchen das Gesetz,
nach welchem sich das Elektron im unmittelbar darauf folgen-
den Zeitteilchen bewegt.

Ohne die Allgemeinheit der Betrachtung zu beeinflussen,
konnen und wollen wir annehmen, daB das Elektron in dem
Momente, wo wir es ins Auge fassen, sich im Koordinaten-
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sprung befinde und sich lings der X-Achse des Systems K mit
der Geschwindigkeit » bewege. Es ist dann einleuchtend, daB
das Elektron im genannten Momente (¢ = 0) relativ zu einem
lings der X-Achse mit der konstanten Geschwindigkeit »
parallelbewegten Koordinatensystem % ruht.

Aus der oben gemachten Voraussetzung in Verbindung
mit dem Relativitatsprinzip ist klar, daB sich das Elektron in
der unmittelbar folgenden Zeit (fiir kleine Werte von # vom
System % aus betrachtet nach den Gleichungen bewegt:

ar & 7
g =4
d*n ,
g =&l
dar¢ ,
pge =%,

wobei die Zeichen &, 9, £, 7, X, ¥', Z' sich auf das System #
beziehen. Setzen wir noch fest, daB fir t=z=y=2=0
t=§=n=¢=0 sein soll, so gelten die Transformations-
gleichungen der §8 3 und 6, so daB gilt:

T=/J7(t—~§—2-w),

E=pf@x—vt), X =X,
=1y, I":/)’(Y——-%N),
L=z, Zu=ﬁ@+H%M)

Mit Hilfe dieser Gleichungen transformieren wir die obigen
Bewegungsgleichungen vom System % auf das System K und
erhalten:

d?x g 1
|( de ‘u“sX’

Py _eliy_ v
I @2z g 1 v
i =g e )

Wir fragen nun in Anlehnung an die iibliche Betrachtungs-
weise nach der ,longitudinalen® und ,transversalen Masse
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des bewegten Klektrons. Wir schreiben die Gleichungen (A)

in der Form
d*x

MﬂS de eX=¢X,

Mﬂz 2y =£/)’(Y'—LVN)=8Y/,

d
=L+ M) =s2

und bemerken zunichst, daf X', ¢¥’, ¢Z’ die Komponenten
der auf das Elektron wirkenden ponderomotorischen Kraft sind,
und zwar in einem in diesem Moment mit dem Elektron mit
gleicher Geschwindigkeit wie dieses bewegten System betrachtet.
(Diese Kraft konnte beispielsweise mit einer im letzten System
ruhenden Federwage gemessen werden.) Wenn wir nun diese
Kraft schlechtweg ,,die auf das Klektron wirkende Kraft«
nennen und die Gleichung

Massenzahl x Beschleunigungszahl = Kraftzahl

aufrechterhalten, und wenn wir ferner festsetzen, daB die Be-
schleunigungen im ruhenden System K gemessen werden sollen,
so erhalten wir aus obigen Gleichungen:

Longitudinale Masse = L

Transversale Masse =

Natiirlich wiirde man bei anderer Definition der Kratt
und der Beschleunigung andere Zahlen fiir die Massen erhalten ;
man ersieht daraus, daB man bei der Vergleichung ver-
schiedener Theorien der Bewegung des Elektrons sehr vor-
sichtig verfahren muf.

Wir bemerken, daB diese Resultate iiber die Masse auch
fiir die ponderabeln materiellen Punkte gilt; denn ein pon-
derabler materieller Punkt kann durch Zufiigen einer bdelielig
kleinen elektrischen Ladung zu einem Elektron (in unserem
Sinne) gemacht werden.

Wir bestimmen die kinetische KEnergie des KElektrons.
Bewegt sich ein Elektron vom Koordinatenursprung des Systems
K aus mit der Anfangsgeschwindigkeit 0 bestindig auf der
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X-Achse unter der Wirkung einer elektrostatischen Kraft X,
so ist klar, daB die dem elektrostatischen Felde entzogene
Energie den Wert f¢Xdz hat. Da das Elektron langsam
beschleunigt sein soll und infolgedessen keine Knergie in Form
von Strahlung abgeben moge, so mufl die dem elektrostatischen
Felde entzogene Energie gleich der Bewegungsenergie # des
Elektrons gesetzt werden. Man erhilt daher, indem man be-
achtet, daBl wihrend des ganzen betrachteten Bewegungsvor-
ganges die erste der (leichungen (A) gilt:

. —_ 3 — 2 1 —
W= ede_/ofp’ vdv=nV ‘{1/1»:(”)5 11.
{ v J

W wird also fir v = 7 unendlich groB. Uberlicht-
geschwindigkeiten haben — wie bei unseren fritheren Resultaten
— keine Existenzmoglichkeit.

Auch dieser Ausdruck fiir die kinetische Energie muB dem
oben angefithrten Argument zufolge ebenso fiir ponderable
Massen gelten.

Wir wollen nun die aus dem Gleichungssystem (A) resul-
tierenden, dem Experimente zuginglichen KEigenschaften der
Bewegung des Elektrons aufzihlen.

1. Aus der zweiten Gleichung des Systems (A) folgt, daf
eine elektrische Kraft ¥ und eine magnetische Kraft ¥ dann
gleich stark ablenkend wirken auf ein mit der Geschwindigkeit
v bewegtes Elektron, wenn V= ¥ .v/7. Man ersieht also, dab
die Ermittelung der Geschwindigkeit des Elektrons aus dem
Verhiltnis der magnetischen Ablenkbarkeit 4, und der elek-
trischen Ablenkbarkeit 4, nach unserer Theorie fiir beliebige
Geschwindigkeiten moglich ist durch Anwendung des Gesetzes:

A, @

4, vV

Diese Beziehung ist der Priifung durch das Experiment
zuganglich, da die Geschwindigkeit des Elektrons auch direkt,
z. B. mittels rasch oszillierender elektrischer und magnetischer
Felder, gemessen werden kann.

2. Aus der Ableitung fiir die kinetische Energie des
Elektrons folgt, daB zwischen der durchlaufenen Potential-
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differenz und der erlangten Geschwindigkeit » des Klektrons
die Beziehung gelten muf:

P= fde—»,, i/l ()A 1}.

3. Wir berechnen den Kriimmungsradius £ der Bahn,
wenn eine senkrecht zur Geschwindigkeit des Elektrons wirkende
magnetische Kraft &V (als einzige ablenkende Kraft) vorhanden
ist. Aus der zweiten der Gleichungen (A) erhalten wir:

)

v

oder

VZJU/.7 4 S *;l,,,
& T o N
Vi-(v)
Diese drei Beziehungen sind ein vollstindiger Ausdruck

fir die Gesetze, nach denen sich gem#B vorliegender Theorie
das Elektron bewegen muS.

R =

Zum Schlusse bemerke ich, daB mir beim Arbeiten an
dem hier behandelten Probleme mein Freund und Kollege
M. Besso treu zur Seite stand und daB ich demselben manche

wertvolle Anregung verdanke.
Bern, Juni 1905.
(Eingegangen 30. Juni 1905.)
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5. Uber die von der molekularkinetischen Theorie
der Wdrme geforderte Bewegung von in ruhenden
Tliissigkeiten suspendierten Teilchen;
von A. Einstein.

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, daB nach der molekular-
kinetischen Theorie der Wiarme in Fliissigkeiten suspendierte
Korper von mikroskopisch sichtbarer Griofie infolge der Mole-
kularbewegung der Wirme Bewegungen von solcher Grife
ausfithren miissen, dal diese Bewegungen leicht mit dem
Mikroskop nachgewiesen werden konnen. KEs ist méglich, daB
die hier zu hbehandelnden Bewegungen mit der sogenannten
,Brownschen . Molekularbewegung* identisch sind; die mir
erreichbaren Angaben iber letztere sind jedoch so ungenau,
daB ich mir hieriiber kein Urteil bilden konnte.

Wenn sich die hier zu behandelnde Bewegung samt den
fir sie zu erwartenden GesetzmiBigkeiten wirklich beobachten
1aBt, so ist die klassische Thermodynamik schon fiur mikro-
skopisch unterscheidbare Raume nicht mehr als genau giiltig
anzusehen und es ist dann eine exakte Bestimmung der wahren
Atomgriofe moglich. Erwiese sich umgekehrt die Voraussage
dieser Bewegung als unzutreffend, so wire damit ein schwer-
wiegendes Argument gegen die molekularkinetische Auffassung
der Warme gegeben.

§ 1. Uber den suspendierten Teilchen zuzuschreibenden
osmotischen Druck.

Im Teilvolumen 7* einer Fliissigkeit vom Gesamtvolumen 7
seien z-Gramm-Molekiile eines Nichtelektrolyten gelost. Ist
das Volumen 7* durch eine fir das Losungsmittel, nicht aber
fiir die geldste Substanz durchlissige Wand vom reinen Liosungs-
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mittel getrennt, so wirkt auf diese Wand der sogenannte os-
motische Druck, welcher bei geniigend groflen Werten von 7*/2
der Gleichung geniigt:

pV*=RTz.

Sind hingegen statt der geldsten Substanz in dem Teil-
volumen 7* der Flissigkeit kleine suspendierte Korper vor-
handen, welche ebenfalls nicht durch die fiir das Liosungs-
mittel durchlissige Wand hindurchtreten kdonnen, so hat man
nach der klassischen Theorie der Thermodynamik — wenigstens
bei Vernachléssigung der uns hier nicht interessierenden Schwer-
kraft — nicht zu erwarten, daB auf die Wand eine Kraft
wirke; denn die ,freie Energie’ des Systems scheint nach der
iiblichen Auffassung nicht von der Lage der Wand und der
suspendierten Korper abzuhéingen, sondern nur von den Ge-
samtmassen und Qualititen der suspendierten Substanz, der
Flisssigkeit und der Wand, sowie von Druck und Temperatur.
Es kimen allerdings fiir die Berechnung der freien Energie
noch Energie und Entropie der Grenzflichen in Betracht
(Kapillarkrifte); hiervon konnen wir jedoch absehen, indem
bei den ins Auge zu fassenden Lageninderungen der Wand
und der suspendierten Korper Anderungen der Grofe und
Beschaffenheit der Beriihrungsflichen nicht eintreten mogen.

Vom Standpunkte der molekularkinetischen Wirmetheorie
aus kommt man aber zu einer anderen Auffassung. Nach
dieser Theorie unterscheidet sich eingeldstes Molekiil von einem
suspendierten Kérper lediglich durch die Grofe, und man sieht
nicht ein, warum einer Anzahl suspendierter Korper nicht der-
selbe osmotische Druck entsprechen sollte, wie der namlichen
Anzahl geloster Molekille. Man wird anzunehmen haben, daB
die suspendierten Koérper infolge der Molekularbewegung der
Fliissigkeit eine wenn auch sehr langsame ungeordnete Be-
wegung in der Fliissigkeit ausfithren; werden sie durch die
Wand verhindert, das Volumen 7* zu verlassen, so werden sie
auf die Wand Krifte ausiiben, ebenso wie geloste Molekiile.
Sind also » suspendierte Korper im Volumen 7%, also n/7*=»
in der Volumeneinheit vorhanden, und sind benachbarte unter
ihnen gentigend weit voneinander entfernt, so wird ihnen ein
osmotischer Druck p entsprechen von der GroBe:
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RT n RT
P=pN= N

wobei & die Anzahl der in einem Gramm-Molekiil enthaltenen
wirklichen Molekiile bedeutet. Im n#chsten Paragraph soll
gezeigt werden, daB die molekularkinetische Theorie der Warme
wirklich zu dieser erweiterten Auffassung des osmotischen
Druckes fiihrt.

§ 2. Der osmotische Druck vom Standpunkte der molekular-
kinetischen Theorie der Wéarme.?)

Sind p, p, ... p, Zustandsvariable eines physikalischen
Systems, welche den momentanen Zustand desselben voll-
kommen bestimmen (z. B. die Koordinaten und Geschwindig-
keitskomponenten aller Atome des Systems) und ist das voll-
stindige System der Veriinderungsgleichungen dieser Zustands-
variabeln von der Form

0 p»
=) =1,2...0

gegeben, wobei X S‘ZV =0, so ist die Entropie des Systems
durch den Ausdruck gegeben:

E_ _ ra
S=7+2zlgfe 22T dp, ...dp,.

Hierbei bedeutet 7' die absolute Temperatur, % die Energie
des Systems, # die Energie als Funktion der p,. Das Inte-
gral ist tiber alle mit den Bedingungen des Problems ver-
einbaren Wertekombinationen der p, zu erstrecken. # ist mit
der oben erwihnten Konstanten & durch die Relation 2 % N = R
verbunden. Fiir die freie Energie # erhalten wir daher:

LN

R -7 RET
F=—FTlgfe &1 dpl...dpl—_——TlgB.

1) Tn diesem Paragraph sind die Arbeiten des Verfassers iiber die
Grundlagen der Thermodynamik als bekannt vorausgesetst (vgl. Ann, d.
Phys. 9. p. 417. 1902; 11. p. 170. 1903). TFiir das Verstindnis der
Resultate der vorliegenden Arbeit ist die Kenntnis jener Arbeiten sowie
dieses Paragraphen der vorliegenden Arbeit entbehrlich.
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Wir denken uns nun eine in dem Volumen 7 eingeschlossene
Fliissigkeit; in dem Teilvolumen 7* von / mogen sich » ge-
l6ste Molekiile bez. suspendierte Kérper befinden, welche im
Volumen 7* durch eine semipermeabele Wand festgehalten
seien; es werden hierdurch die Integrationsgrenzen des in den
Ausdriicken fiir § und # auftretenden Integrales B beeinfluBt.
Das Gesamtvolumen der gelosten Molekiile bez. suspendierten
Korper sei klein gegen 7*. Dies System werde im Sinne der
erwihnten Theorie durch die Zustandsvariabeln p, ... p, voll-
stindig dargestellt.

Wiare nun auch das molekulare Bild bis in alle Kinzel-
heiten festgelegt, so biote doch die Ausrechnung des Integrales B
solche Schwierigkeiten, daBl an eine exakte Berechnung von ¥
kaum gedacht werden konnte. Wir brauchen jedoch hier nur
zu wissen, wie F von der Grofe des Volumens 7* abbingt,
in welchem alle gelosten Molekiile bez. suspendierten Korper
(im folgenden kurz ,Teilchen® genannt) enthalten sind.

Wir nennen z,, y,, z, die rechtwinkligen Koordinaten des
Schwerpunktes des ersten Teilchens, z,, ,, z, die des zweiten etc.,
z, Yy, 2, die des letzten Teilchens und geben fiir die Schwer-
punkte der Teilchen die unendlich kleinen parallelepiped-
formigen Gebiete dz, dy, dz,, dz, dy, dz,...dz, dy,dz,
welche alle in 7% gelegen seien. Gesucht sei der Wert des
im Ausdruck fiir # auftretenden Integrales mit der Beschrinkung,
daf die Teilchenschwerpunkte in den ihnen soeben zugewiesenen
Gebieten liegen. Dies Integral 148t sich jedenfalls auf die Form

dB=dzdy ...dz,.J

bringen, wobei J von dx, dy, etc., sowie von /¥ d. h. von
der Lage der semipermeabeln Wand, unabhingig ist. J ist
aber auch unabhingig von der speziellen Wahl der Lagen der
Schwerpunktsgebiete und von dem Werte von 7%, wie sogleich
gezeigt werden soll. Sei niamlich ein zweites System von un-
endlich kleinen Gebieten fiir die Teilchenschwerpunkte gegeben
und bezeichnet durch d2’ dy, dz,, dz,dy,dz?,...dz,dy,dz,,
welche Gebiete sich von den urspriinglich gegebenen nur durch
ihre Lage, nicht aber durch ihre GriBe unterscheiden mdgen
und ebenfalls alle in /* enthalten seien, so gilt analog:

dB =dz dy,...dz,.J",
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wobei
dz,dy,...dz, =dx dy, ...dz,.
Es ist also:
dB J

dB ~ J

Aus der in den zitierten Arbeiten gegebenen molekularen
Theorie der Wirme 1afit sich aber leicht folgern?), daf d B/ B
bez. d B'| B gleich ist der Wahrscheinlichkeit dafiir, daf sich
in einem beliebig herausgegriffenen Zeitpunkte die Teilchen-
schwerpunkte in den Gebieten (dz,...dz) bez. in den Ge-
bieten (dz’ ... dz,) befinden. Sind nun die Bewegungen der
einzelnen Teilchen (mit geniigender Anniherung) voneinander
unabhingig, ist die Fliissigkeit homogen und wirken auf die
Teilchen keine Krifte, so miissen bei gleicher GroBe der Ge-
biete die den beiden Gebietssystemen zukommenden Wahr-

scheinlichkeiten einander gleich sein, so daf gilt:
4B _ 4B

B B

Aus dieser und aus der zuletzt gefundenen Gleichung folgt aber
J=J".

s ist somit erwiesen, daf J weder von 7* mnoch von
z,Y, . . . 2, abhingig ist. Durch Integration erhélt man

B=[Jda...dz,=T7*"
und daraus
P=—2lg 7+ nlg 7Y
und
oF RT n BT

= = — = v

T evVF T V* N N

Durch diese Betrachtung ist gezeigt, daB die Existenz
des osmotischen Druckes eine Konsequenz der molekular-
kinetischen Theorie der Warme ist, und daf nach dieser Theorie
geloste Molekiile und suspendierte Korper von gleicher Anzahl
sich in bezug auf osmotischen Druck bei groBer Verdinnung
vollkommen gleich verhalten.

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 11. p. 170. 1903.
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§ 8. Theorie der Diffusion kleiner suspendierter Kugeln.

In einer Fliissigkeit seien suspendierte Teilchen regellos
verteilt. Wir wollen den dynamischen Gleichgewichtszustand
derselben untersuchen unter der Voraussetzung, daB auf die
einzelnen Teilchen eine Kraft K wirkt, welche vom Orte,
nicht aber von der Zeit abhingt. Der Einfachheit halber
werde angenommen, daB die Kraft iberall die Richtung der
X-Achse habe.

Es sei » die Anzahl der susperdierten Teilchen pro
Volumeneinheit, so ist im Falle des thermodynamischen Gleich-
gewichtes » eine solche Funktion von z, daB fiir eine beliebige
virtuelle Verriickung & = der suspendierten Substanz die Variation
der freien Energie verschwindet. Man hat also:

0F=0E—-1768=0.

Es werde angenommen, dafl die Fliissigkeit senkrecht zur
X-Achse den Querschnitt 1 habe und durch die Ebenen z=0
und 2 =/ begrenzt sei. Man hat dann:

1
§E=—f]{w§xdz
0

und
14

:
. y 00x B dv
bS——fRZT* 52 dz:—ﬁfaxc?xdx.
0

0

Die gesuchte Gleichgewichtsbedingung ist also:

1 —Kw-}—%?—i:O
oder
Kv—22 _
d0x

Die letzte Gleichung sagt aus, dall der Kraft K durch osmo-
tische Druckkrifte das Gleichgewicht geleistet wird.

Die Gleichung (1) benutzen wir, um den Diffusionskoeffi-
zienten der suspendierten Substanz zu ermitteln. Wir kdnnen
den eben betrachteten dynamischen Gleichgewichtszustand als
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die Superposition zweier in umgekehrtem Sinne verlaufender
Prozesse auffassen, namlich

1. einer Bewegung der suspendierten Substanz unter der
Wirkung der auf jedes einzelne suspendierte Teilchen wirken-
den Kraft K,

2. eines Diffusionsvorganges, welcher als Folge der un-
geordneten Bewegungen der Teilchen infolge der Molekular-
bewegung der Warme aufzufassen ist.

Haben die suspendierten Teilchen Kugelform (Kugelradius P)
und besitzt die Fliissigkeit den Reibungskoeffizienten %, so
erteilt die Kraft K dem einzelnen Teilchen die Geschwindigkeit?)

K
6nkP’

und es treten durch die Querschnittseinheit pro Zeiteinheit

v K
6nkP

Teilchen hindurech.

Bezeichnet ferner D den Diffusionskoeffizienten der sus-
pendierten Substanz und p die Masse eines Teilchens, so treten
pro Zeiteinheit infolge der Diffusion

— D 9 (w) Gramm
dx

oder
o
—Dou
Teilchen durch die Querschnittseinheit. Da dynamisches Gleich-
gewicht herrschen soll, so mub sein:
v K dv
@) Ty PR
Aus den beiden fiir das dynamische Gleichgewicht ge-
fundenen Bedingungen (1) und (2) kann man den Diffusions-
koeffizienten berechnen. Man erhalt:
RT 1
N 6nkP’

Der Diffusionskoeffizient der suspendierten Substanz hingt also

D =

1) Vgl z. B. G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber Mechanik, 26. Vor-
lesung § 4.
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auBer von universellen Konstanten und der absoluten Tem-
peratur nur vom Reibungskoeffizienten der Flissigkeit und von
der GroBe der suspendierten Teilchen ab.

§ 4. Uber die ungeordnete Bewegung von in einer Fliissigkeit
suspendierten Teilchen und deren Beziehung zur Diffusion.

Wir gehen nun dazu iiber, die ungeordneten Bewegungen
genauer zu untersuchen, welche, von der Molekularbewegung
der Wirme hervorgerufen, AnlaB zu der im letzten Para-
graphen untersuchten Diffusion geben.

Es mufl offenbar angenommen werden, daB jedes einzelne
Teilchen eine Bewegung ausfiihre, welche unabhingig ist von
der Bewegung aller anderen Teilchen; es werden auch die
Bewegungen eines und desselben Teilchens in verschiedenen
Zeitintervallen als voneinander unabhingige Vorginge aufzu-
fassen sein, solange wir diese Zeitintervalle nicht zu klein ge-
wihlt denken.

Wir fithren ein Zeitintervall 7 in die Betrachtung ein,
welches sehr klein sei gegen die beobachtbaren Zeitintervalle,
aber doch so groB, daB die in zwei aufeinanderfolgenden Zeit-
intervallen z von einem Teilchen ausgefiihrten Bewegungen als
voneinander unabhingige Ereignisse aufzufassen sind.

Seien nun in einer Fliissigkeit im ganzen n suspendierte
Teilchen vorhanden. In einem Zeitintervall = werden sich die
X-Koordinaten der einzelnen Teilchen um A vergroBern, wobei
4 fir jedes Teilchen einen anderen (positiven oder negativen)
Wert hat. Es wird fiir 4 ein gewisses Haufigkeitsgesetz gelten;
die Anzahl dn der Teilchen, welche in dem Zeitintervall r
eine Verschiebung erfahren, welche zwischen 4 und 4 4 d 4
liegt, wird durch eine Gleichung von der Form

dn=ne(d)d4d
ausdriickbar sein, wobei

+00
Joaa=1

und ¢ nur fir sehr kleine Werte von 4 von Null verschieden
ist und die Bedingung

P4 = p(—4)
erfiillt. g
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Wir untersuchen nun, wie der Diffusionskoeffizient von ¢
abbangt, wobei wir uns wieder auf den Fall beschriinken, daB
die Anzahl » der Teilchen pro Volumeneinheit nur von z und ¢
abhéngt.

Es sei v = f(z, 1) die Anzahl der Teilchen pro Volumen-
einheit, wir berechnen die Verteilung der Teilchen zur Zeit
t+ 7 aus deren Verteilung zur Zeit £ Aus der Definition
der Funktion ¢ (4) ergibt sich leicht die Anzahl der Teilchen,
welche sich zur Zeit ¢ + v zwischen zwel zur X-Achse senk-
rechten Ebenen mit den Abszissen z und z + d2 befinden.
Man erhilt:

A=+00
flo,t 4+ 7)de = d.z-.ff(a: + Np(d)dd.
A=—w

Nun kdnnen wir aber, da z sehr klein ist, sefzen:

ot + 1) =1(e0+7 oL

Ferner entwickeln wir f'(z 4 4,¢) nach Potenzen von A:

2 2 g .
o+ 4,0 =fl,8+ 4 0L80 4 L OTGD gy g,

Diese Entwicklung konnen wir unter dem Integral vornehmen,
da zu letzterem nur sehr kleine Werte von A etwas beitragen.
Wir erhalten:

+a +o0
. d 0
f+ofe=r fo@aas 3L [agaa
- -0
4o
0? A?
T Lgaa. ..
-0

Auf der rechten Seite verschwindet wegen ¢ (z) = ¢ (—=z) das
zweite, vierte etc. Glied, wihrend von dem ersten, dritten,
finften etc. Gliede jedes folgende gegen das vorhergehende
sehr klein ist. Wir erhalten aus dieser Gleichung, indem wir
beriicksichtigen, dafB

+
Jo@ia=1,
-

Annalen der Physik. IV.Folge. 17. 37
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und indem wir
+0
1 A?
- 5 p(d)dAd= D

-0

setzen und nur das erste und dritte Glied der rechten Seite
beriicksichtigen:
(1) =¥l

Dies ist die bekannte Differentialgleichung der Diffusion,
und man erkennt, daB 2 der Diffusionskoeffizient ist.

An diese Entwicklung 14Bt sich noch eine wichtige Uber-
legung ankniipfen. Wir haben angenommen, daB die einzelnen
Teilchen alle auf dasselbe Koordinatensystem bezogen seien.
Dies ist jedoch nicht nétig, da die Bewegungen der einzelnen
Teilchen voneinander unabhingig sind. Wir wollen nun die
Bewegung jedes Teilchens auf ein Koordinatensystem beziehen,
dessen Ursprung mit der Lage des Schwerpunktes des be-
treffenden Teilchens zur Zeit ¢ = 0 zusammenfillt, mit dem
Unterschiede, daB jetzt f(r,t)dz die Anzahl der Teilchen be-
deutet, deren X-Koordinaten von der Zeit ¢ = 0 bis zur Zeit
t=¢ um eine GroBe gewachsen ist, welche zwischen z und
z + dz liegt. Auch in diesem Falle #ndert sich also die
Funktion f gemaf Gleichung (1). Ferner muB offenbar fiir
z=Z0 und £=0

flz, =0 und ff(:c, fydz =n

sein. Das Problem, welches mit dem Problem der Diffusion
von einem Punkte aus (unter Vernachlissigung der Wechsel-
wirkung der diffundierenden Teilchen) iibereinstimmt, ist nun
mathematisch vollkommen bestimmt; seine Losung ist:
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Die Haufigkeitsverteilung der in einer beliebigen Zeit ¢
erfolgten Lageniinderungen ist also dieselbe wie die der zu-
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falligen Iehler, was zu vermuten war. Von Bedeutung aber
ist, wie die Konstante im Exponenten mit dem Diffusions-
koeffizienten zusammenhingt. Wir berechnen nun mit Hilfe
dieser Gleichung die Verriickung A, in Richtung der X-Achse,
welche ein Teilchen im Mittel erfibrt, oder — genauer aus-
gedriickt — die Wurzel -aus dem arithmetischen Mittel der
Quadrate der Verriickungen in Richtung der X-Achse; es ist:

a,=Ve2=V2 D¢

Die mittlere Verschiebung ist also proportional der Qua-
dratwurzel aus der Zeit. Man kann leicht zeigen, daB die
Wurzel aus dem Mittelwert der Quadrate der Gesamtverschie-
bungen der Teilchen den Wert 4_ /8 besitzt.

§ 5. Formel fiir die mittlere Verschiebung suspendierter Teilchen,
Eine neue Methode zur Bestimmung der wahren Grofe der Atome.

In § 8 haben wir fiir den Diffusionskoeffizienten 0 eines
in einer Fliissigkeit in Form von kleinen Kugeln vom Radius P
suspendierten Stoffes den Wert gefunden:

RT 1
D=5 Garp
Ferner fanden wir in § 4 fiir den Mittelwert der Verschie-

bungen der Teilchen in Richtung der X-Achse in der Zeit &
A,=V2D¢t.
Durch Eliminieren von 2 erhalten wir:

" RT 1
b= Vel N Smip
Diese Gleichung 1aBt erkennen, wie 4, von 7, £ und P ab-
héngen muf.

Wir wollen berechnen, wie grof i_ fiir eine Sekunde ist,
wenn N gem#f den Resultaten der kinetischen Gastheorie
6.10% gesetzt wird; es sei als Fliissigkeit Wasser von 17° C.
gewdhlt (k= 1,35.10-2) und der Teilchendurchmesser sei
0,001 mm. Man erhilt:

i, =8.10—%cm = 0,8 Mikron.

Die mittlere Verschiebung in 1 Min. wire also ca. 6 Mikron.
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Umgekehrt 148t sich die gefundene Beziehung zur Be-
stimmung von A benutzen. Man erhilt:

t RT

N=55m0p

Mége es bald einem Forscher gelingen, die hier auf-
geworfene, fir die Theorie der Wirme wichtige Frage zu ent-
scheiden!

Bern, Mai 1905.

(Eingegangen 11. Mai 1905.)



