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Gittingen,
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W. Fr. KAstner.
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Vorrede,

In dem folgenden Verzeichniss sind die Abhandlungen und
die kleineren wissenschaftlichen Mittheilungen angegeben, welche
im Laufe des J. 1878 in den Sitzungen der K. Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen vorgetragen oder vorgelegt und
theils in dem vorliegenden Bande der ,Abhandlungen, theils in
dem Jahrgang 1878 der ,Nachrichten von der K. Gesellschaft
der Wissenschaften und der G. A. Universitdt® verdffentlicht
worden sind:

Am 5.Januvar. Wistenfeld, die Familie el-Zubeir. Erste Abtheilung.
Abhandlungen Bd. XXIIL
Benfey, Einige Worte iiber den Ursprung der Sprache.
Nachrichten Seite 45.
Pauli, Karolingische Geschichte in altenglischen Annalen. 1.
de Lagarde, Tertullianea. 15.
Dedekind, auswirt. Mitgl., Ueber den Zusammenhang
zwischen der Theorie der Ideale und der Theorie der
hoheren Congruenzen. Bd. XXIIL
Fucks . auswirt. Mitgl., Ueber eine Classe von Differen-
zialgleichungen, welche durch Abel'sche oder elliptische
Functionen integrirbar sind. 19. _
Drude, Ueber die Verwandtschaft und systematische Be-
: deutung von Ceroxylon Andicola. 33.
Am 2. Februar. Wilstenfeli, die Familie el-Zubeir. Abth. 2. Tod des
Mug'ab ben el-Zubeir. Arabisch und Deutsch. Bd. XXIIL



Am 2. Mirz.

Am 4. Mai.

VORREDE.

Benfey, Altpersisch, Mazddh, Zendisgh Mazddon'h, Sans-
kritisch Medhd’s. Eine grammatisch - etymologische Ab-
handlung. Bd. XXIIL

Derselbe, Mahd'm, Nom. Sing., drittes Beispiel. 190.
Derselbe, die eigentliche Accentuation des Indicativ Pri-
sentis von & ,sein** und ¢& ,.sprechen‘. 165.

de Lagarde, Kritische anmerkungen zum buche Isaias.
Bd. XXIII.

Riecke, Mittheilung einer Experimentaluntersuchung von
C. Schering tiber Reibungsstrome. 88.

Marmé, Mittheilungen aus dem pharmacologischen Institut.
1. Marmé, Experimentelle Beitrige zur Wirkung des
Pilocarpins. 102. 2. Wulfsberg, Ueber, Milchinfu-
sionen. 136. Derselbe, Untersuchung einer neu im-
portirten afrikanischen Rinde. 142.

Lang, Beitriage zur Physiographie gesteinbildender Mine-
ralien. II. 153.

Petersen, Beweis eines Lehrsatzes betreffend die Integra-
tion algebraischer Differentialausdriicke unter geschlossener
Form. 68.

Henle, Zur vergleichenden Anatomie der Krystalllinse.
213. u. Bd. XXIIL

Benfey, Einige Derivate des Indogermanischen Verbums
anbh — sanskritisch nabh.

de Lagarde, Erklirung chalddischer Worter. Bd. XXIII.
Ludwig, die Bursae der Ophiuriden und deren Homologen
bei den Pentremiten. 215.

Griseback, die systematische Stellung von Sclerophylax
und Cortesia. 221.

Stern, Beitriige zur Theorie der Bernoulli'schen und Eu-
ler'schen Zahlen. Bd. XXIIL

Wistenfeld, Coptisch-Arabische Handschriften der Konigl.
Universitéits-Bibliothek. 285.



Am 1. Juni.

Am 6. Juli.

Am 3. August.

VORREDE. VI

Pauli, Drei volkswirthschaftliche Denkschriften aus der
Zeit Heinrichs VIII. von England, zum ersten Mal her-
ausgegeben von R. Pauli. Bd. XXIIIL

Marmé, Beobachtungen zur Pharmacologie des Salicins. 229.
v, Brunn, Ueber die Vena azygos. 246.

Bezzenberger, Ueber einige avestische Worter und For-
men. 251.

Grisebach, der Dimorphismus der Fortpflanzungsorgane
von Cardamine chenopodifolia Pers. Ein Beitrag zur
Theorie der Befruchtung. 332.

Henneberg, Chemische Untersuchungen auf apistischem
Gebiet. 341.

Schwarz, Ueber den verstorbenen Corresp. der Societit
Grassmann.

de Lagarde, Zur Erklirung der aramiischen Inschrift
von Carpentras. 357.

Enneper, Ueber die Flichen mit planen und sphirischen
Krimmungslinien. Bd. XXIII.

Marmé. Beobachtungen zur Pharmacologie des Salicins.
(Fortsetzung.) 373.

Réntgen, Ueber Entladung der Electricitiit in Isolatoren. 396.
Preisaufgaben der Wedekind’schen Preisstiftung fiir deut-
sche Geschichte. 405.

Benfey, der Bindevocal i im Sanskrit.

Marmé, Ueber Duboisia myoporoides. 113.

Kiepert, Ueber die Auflosung der Gleichung fiinften Gra-
des. 424.

Schering, Ueberreichung der beglaubigten Abschriften
von 82 Briefen von und an Gauss als Geschenk von
Hrn. Hinselmann in Braunschweig.

Kiein, Ueber den Feldspath im Basalt vom Hohen Hagen
bei Gottingen und seine Beziehung zum Feldspath von
Mte. Gibele auf der Insel Pantellaria. 449.



VIII

Am 2. Nvbr.

Am 7. Decbr.

VORREDE.

Thomae, Corresp., Sitze aus der Functionentheorie. 466.
Grisebach, Symbolae ad Floram argentinam. Bd. XXIV.
Riecke, Ueber das ponderomotorische Elementar-Gesetz
der Electrodynamik. Bd. XXIV.

Reinke, Ueber eine Fortpflanzung des durch die Befruch-
tung erzeugten Wachsthums-Reizes auf vegetative Glie-
der. 473.

Oeffentliche Sitzung zur Feier des Stiftungstages der K.
Societdt. 505.

Henle, Zum Andenken an F. G. Weber.

Pauli, Magister Thomas Brunus, Beamter Rogers von
Sicilien und Heinrichs II. von England.

de Lagarde, die koptischen Handschriften der Gottinger
Bibliothek, und: #@ber den augenblicklichen Stand der
Arbeiten zur Kritik des Bibeltextes.

Die fiir den November d. J. von der physikalischen Classe
gestellte physiologische Preisaufgabe hat einen Bearbeiter nicht

gefunden.

Fiir die nachsten drei Jahre werden von der K. Societidt
folgende Preisaufgaben gestellt:
Fiir den November 1879 von der mathematischen Classe.

Wihrend in der heutigen Undulationstheorie des Lichtes neben der Voraus-
seteung transversaler Oscillationen der Aecthertheilchen das mechanische Princip
der Coéxistens kleiner Bewegungen sur Erklirung der Polarisations- und der
Interferene-Erscheinungen gentigt, reichen diese Unterlagen michi mehr aus, wenn
es sich wm die Natur des unpolarisirten oder natiirlichen Lichis, oder aber um .
den Conflict swischen Wellenziigen handelt, welche nicht aus derselben Lichtquelle
stammen. Man hat dem Mangel durch die Vorausscteung einer sogemannien

~ grossen Periode von innerhalb gewisser Greneen regelloser Dauer absuhelfen ge-
sucht, ohne nihere erfahrungsmdssige Begriindung dieser Hiilfsvorstellung. Die
K. Societdt wiinscht die Anstellung neuer auf die Natur des umpolarisirten
Lichtstrahls gerichteter Untersuchungen, welche geeignet seien, die auf natiir-



VORREDE. - IX

Y liches Licht von belicbiger Abkunft beetiglichen Vorstellungen hinsichtlich shrey
Bestimmtheit denen nahe su bringen, welche die Theorie mit den verschiedenen
Arten polarisirten Lichtes verbindet.

Fiir den November 1880 von der historisch-philologi-

schen Classe (wiederholt):

Die K. Societit verlangt, dass gezeigt werde, was die bildenden und geichnen-
den Kiinste bes den Griechen und Italern den Kiinsten der Nichigriechen und
Nichtitaler verdanken, und hin wiederum, wo sie ausserhalb der Griechischen und
Ttalischen Linder Wuszel getrieben und wiefern sie einen Einfluss auf die Ent-
wickelung der Kiinste bei Nichtgriechen und Nichtitalern gehabt haben.

Fiir den November 1881 von der physikalischen Classe:

Die K. Soctetit verlangt eine auf neue Untersuchungen gestiitzte Darstellung
derjenigen Entwicklungsvorginge, durch welche die Gestaltung des ausgebildeten
Echinodermenlesbes herbeigefiihrt wird. Es soll darin, im Anschluss an die ge-
sicherten Kenntnisse von der Embryonalentwicklung der Echinodermen, besonders
gezeigt werden, in welcher Weise das Thier aus der Larvenform bis zur villigen
Anlage simmtlicher Organsysteme erwdchst. Dabei bleibt es der Untersuchung
tiberlassen, ob an einer characteristischen Art der Entwicklungsgang in allen
Einzelheiten erforscht wird, oder ob durch die Feststellung der Entwicklung
verschiedener Formen ein fiir den gancen Kreis geltendes Verhalten dargelegt
wird; im letateren Falle miisste aber die Untersuchung so weit eindringen, dass
die hauptsichlichen Uebereinstimmungen und ‘Abweichungen in der Ausbildung .
der Organsysteme bei den verschiedenen Echinodermenformen von threm friihsten
Auftreten an gekennzeichnet werden. '

Die Concurrenzschriften, mit einem Motto versehen, miissen
vor Ablauf des Septembers der bestimmten Jahre an die K.
Gesellschaft der Wissenschaften portofrei eingesandt werden, be-
gleitet von einem versiegelten Zettel, welcher den Namen und
Wohnort des Verfassers enthilt und auswendig mit dem Motto
der Schrift versehen ist.

Der fiir jede dieser Aufgaben ausgesetzte Preis betrigt min-

destens funfzig Ducaten.
* *



X VORREDE.

Die Preisaufgaben der Wedekind'schen Preisstiftung fiir
deutsche Geschichte fiir den Verwaltungszeitraum vom 14. Mirz
1876 bis zum 14. Médrz 1886 finden sich in den , Nachrichten“
1877 S. 137 veroffentlicht.

Das Directorium der Societdt ist zu Michaelis d. J. von
Herrn Grisebach in der physikalischen auf Herrn Weber in der
mathematischen Classe iibergegangen.

Von ihren auswirtigen Mitgliedern und Correspondenten
vorlor die K. Societdt in diesem Jahre durch den Tod:

Den Professor der Anatomie und Physiologie Geheimen Me-
dicinalrath FKrnst Heinrich Weber in Leipzig, starb im 83. Le-
bensjahr;

Den Physiker und Director der Porzelanfabrik zu Sevres
Henri Victor Regnault in Paris, im 68. Jahr; '

Den Professor der Physik Andreas Freiherrn von Eftings-
hausen in Wien, im 82. Jahr;

Den Archiologen und Curator der Universitit Joseph HEm-
manwuel Roulez in Gent, im 72. Jahr;

Den Professor der Philologie K. Lehrs in Konigsberg, im

76. Jahr.
Den Professor der Chemie von Gorup- Besanez in Erlangen,

im 62. Jahr.




Hr.
Hr.

Hr.
Hr.

Hr.

VORREDE,
Yon der K. Societit neu erwahlt wurden:

Zu auswirtigen Mitgliedern:

Theodor Schwann in Liittich, )
Heinrich Eduard Heine in Halle. |

Zu Correspondenten:

Heinrich Ernst Beyrich in Berlin,
Joseph von Lenhossek in Pest,
Georg Canfor in Halle,
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Zur Anatomie der Crystalllinse.

Von

J. Henle.

Yorgelegt in der Sitzung der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften am 2. Marz 1878.

Schon in der ersten Auflage meines anatomischen Handbuchs (1865)
deckte ich einen Widerspruch in den bisherigen Beschreibungen der
Linsenfasern auf, von denen man sagt, dass sie, den Schidelknochen
dhnlich, mit den Z#hnelungen ihrer Rinder in einandergreifen, wihrend
man sie zugleich abgeplatteten sechsseitigen Prismen vergleicht, die,
wenn sie dicht aneinander liegen, mit ihren Kanten den Winkel aus-
filllen missten, den die Kanten der benachbarten Prismen einschliessen.

Sind die Fasern sechsseitig prismatisch, gegen die Rinder zuge-
schiirft, so trifft die scharfe Kante der Einen nicht auf die der andern,
sondern auf den Zwischenraum zwischen den planen Flichen der be-
nachbarten, tiber einander liegenden Fasern. Treffen die Kanten auf
einander und verzahnen sich die Fasern wie Schiédelknochen, so miissen
sie, wie diese, bis zum Rande die gleiche Dicke haben und kdnnen
nicht sechsseitig prismatisch sein.

Die Fasern der Siéugethierlinse sind wirklich sechsseitig prismatisch;
aber eine genauere Untersuchung derselben lehrte mich eine Art von
Fortsidtzen kennen, die in der That nicht dazu bestimmt sind, in einan-
der zu greifen, sondern vielmehr von beiden Seiten in den von den
planen Flichen der ibereinander liegenden Fasern begrenzten Raum
vordringen, in der Regel ohne einander zu erreichen. Ich habe dies
Resultat a. a. O., wo ich mich auf die Beschreibung der Linse des
Menschen und der ihm verwandten Thiere zu beschrinken hatte, in
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Kiirze mitgetheilt, hiélt es aber fiir geboten, die Fasern der Fischlinse
mit ihren viel auffallenderen und regelmissigeren Zihnen zur Verglei-
chung heranzuziehen und fand, dass im Gegensatze zu den beschriebenen
Linsenfasern der Siéugethiere die gezahnten der Fische wirklich mit den
Rindern in einander greifen, dagegen nicht sechsseitig, sondern vierseitig
prismatisch und zugleich bandartig platt sind.

Aus der Ermittlung dieses Gegensatzes erwuchs die weitere Auf-
gabe, die Verbreitung der einen und andern Form von Fasern und
Zshnen in der Reihe der Wirbelthiere zu verfolgen. Dabei aber stiess
ich nicht nur, was zu erwarten war, auf Ueberginge, sondern auch auf
eine ungeahnte Manichfaltigkeit der Gestalten sowohl der Fasern, als
auch ihrer Fortsitze, die nicht blos von den Seitenrindern, sondern auch
von den Flichen ausgehn und fiir die die Bezeichnung einer ,,Zihne-
lung* zu eng ist.

Die Beobachter, die sich bisher mit der Erforschung des Baues der
Linse beschiftigten, haben nur einen geringen Theil der characteristi-
schen Eigenthiimlichkeiten der Linsenfasern beschrieben; sie waren zu
eilig im Generalisiren und achteten zu wenig auf die Unterschiede,
die die Fasern verschiedener Schichten einer und derselben Linse dar-
bieten. Brewster!, dem wir die Entdeckung der Zihnelung der
Linsenfasern verdanken, kennt nur gradweise Abstufungen dieses Cha-
racters; er constatirt eine Abnahme ihrer Grosse von der Rinde der
Linse gegen den Kern und schreibt den Fasern der Schildkréten und
Sdugethiere kleinere und minder deutliche Zéhne zu; aber wie fest er
an die allgemeine Verbreitung der Zihne glaubt, geht daraus hervor,
dass er sagt, in den Linsen mancher Siugethiere wiren sie auch mit
den besten Mikroskopen nur sehr schwer (extremely difficult) zu ent-
decken. Der Elephant ist das einzige Geschopf, von dem er zugiebt,
dass seine Linsenfasern nicht durch Verzahnung in ihrer Lage befestigt
seien; ob durch eine andere mechanische Vorrichtung oder durch blosse
Verklebung, ldsst er zweifelhaft. .

1) Philosoph. transact. 1833. p. 323. 1836. P. I. p. 35.
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Unbefangener schildert Treviran us?) seine Befunde; er beobachtete
ungezahnte Fasern beim Menschen, Ochsen und der Krihe, gezahnte
bei mehreren Fischen; bei der Maus sah er glatte Fasern in der Rinde,
feingezihnelte im Kern, beim Pferde waren nur die Fasern der mittlern
Schichte mit Zihnen versehen. Corda?®, der erste, der die Linsenfasern
im Querschnitt abbildete, nennt die der Séugethiere und Vogel glatt,
die des Karpfen gezahnt. Werneck?) sagt: ,,die Linsenfasern der Fische
und Amphibien sind flache Bindchen, deren Rinder je nach der Gattung
verschieden gezeichnet sind; die Vereinigung und Schichtung der Linsen-
fasern ist bei den Menschen, Sdugethieren und Vogeln so gegeben, dass
eine Fiber mit ihren prismatischen Seitenflichen zwischen zwei andern
eingeschoben ist. Die Vereinigung der Linsenbéndchen bei den Fischen
und Amphibien geschieht, indem die Biandchen zweier Zihne in einander
greifen; im Grunde genommen ist auch die Vereinigung und Zusammen-
figung der Linsenfasern des Menschen, der Sdugethiere und Vigel eine
durch Zihne bedingte, denn jedes Prisma der Linsenfasern bildet einen
Zahn, der in die Zwischenrdume zweier andern eingreift.

Man muss, trotz des unzutreffenden Ausdrucks, anerkennen, dass
Werneck den Gegensatz der prismatischen und platten Fasern richtig
aufgefasst hat. Er hat den Gegenstand nur deshalb nicht erschdpft und
an den Schwierigkeiten desselben sich nicht gestossen, weil ihm die Zéhne-
lungen der prismatischen Fasern verborgen blieben.

Die spiitern Beobachter unterscheiden nicht mehr zwischen platten
und prismatischen, sondern zwischen platten und gezahnten Fasern,
aber keinem derselben entging es, dass Fasern mit zackigen Réndern
auch bei den héhern Wirbelthieren vorkommen. Rauh, wie zackig, wer-
den von mir*) und Gerlach®) die Fasern des Kerns der Siugethier-

1) Beitriige zur Aufklirung der Erscheinungen und Gesetze des organ. Lebeus.
Bremen 1835. Heft 2. S. 80.

2) Weitenweber’'s Beitriige zur gesammten Natur-Heilwissenschaft. Bd. I.
Prag 1836. S. 19.

3) v. Ammon’s Ztschr. fiir Ophthalmologie. Bd. V. Hft. 4. 1837. S. 418.

4) Allgem. Anat. Lpz. 1841. S. 329.

5) Handbuch der allgem. und speciellen Gewebelehre. Mainz 1848. S. 458.
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linse genannt; Leydig’) sagt von der menschlichen Linse, ihre Fasern
seien rauh, leicht gezihnelt; Harting?®) findet die Linsenfasern der
Amphibien und Siugethiere, wie unter den Fischen die des Aals, mit
sehr feinen Zacken versehn, so dass sie eher gekerbt (gekarteld), als
gezahnt genannt zu werden verdienten und auch Kélliker *) meint,
dass man bei Sdugethieren, Vogeln und Amphibien nicht von Zihnen,
sondern nur von kleinen Randzacken reden diirfe. Andere, wie Du-
jardin®), Bowman®), Nunneley® und Babuchin’) betonen die all-
milige Entwicklung der Zéhne von dem Menschen und den Sidugethieren
an durch die Classen der Vigel und Reptilien zu den Fischen, bei denen
sie die hochste Ausbildung erreichen. Ob aber Zacken oder Ziéhne, ob
stark oder schwach entwickelt, dariiber besteht vollkommene Ueberein-
stimmung, dass man ihnen die Function zuschreibt, durch ihre Verschrén-
kung die Linsenfasern fester mit einander zu verbinden.

Ich erwiihne noch, dass Nunneley die relativ stirksten Zihne in
den mittleren Schichten der Linse findet, was fiir die Sdugethierlinse
zutrifft; dass ich Babuchin’s Angabe, bei allen Thieren hitten die
oberflichlichen Fasern glatte Riéinder, zu bestitigen haben werde, ihm
aber widersprechen muss, wenn er als durchgreifenden Unterschied zwi-
schen Séugethieren und Vogeln die plattere, mehr bandartige Form der
Linsenfasern der letztern hervorhebt. Eine merkwiirdige Eigenthiimlich-
keit der Linsenfasern der Petromyzonten, den durchgingigen Mangel
der Zihnelung hat Gulliver®) kennen gelehrt. Spiralige, die Fasern
umkreisende Streifen nahm Moriggia®) an Linsenfasern der Fische und
der Maus, vorzugsweise im Kern der Linse wahr.

1) Lehrbuch der Histologie. Frkf. 1857. S. 226.

2) Tijdschrift voor naturlijke Geschiedenis. D. XII. p. 5.

3) Mikroskop. Anatomie. Bd. II. 2te Halfte. Leipz. 1854. S. 712.

4) Nouveau manuel complet de l'observateur au microscope. Paris 1843. p. 107.
5) Todd and Bowman, physiolog. anat. P. III. 1874. P. 34.

6) On the organs of vision. Lond. 1858. P. 251.

7) Stricker’s Handbuch der Lehre von den Geweben. Bd. II. Lpz. 1872. S.1087.
8) Monthly microscop. Journ. 1869. Apr. p. 209.

9) Moleschott's Unters. Bd. X. Heft 6. Giessen 1870. S. 658,
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Abgesehen von den Unebenheiten der Rénder werden die Elemente
der Linse im Allgemeinen als glatte und wasserhelle Fasern und mit
Ricksicht auf den Kern, der sich wenigstens in denen der dussern La-
gen findet, als einfache Faserzellen geschildert. Was als Ausnahme von
dieser Regel angefilhrt wird, beruht zum grossten Theil auf optischen
Tduschungen. Ich rechne dahin:

1) die Querstreifen, welche zuerst von Werneck?) abgebildet, von
R. Wagner?®), mir, Dujardin, Valentin®), Harting, Kélliker und
Robinski) bestitigt und vielfach mit den Querstreifen der animali-
schen Muskeln verglichen wurden. Ich nahm sie als Ausdruck von Un-
ebenheiten der Oberfliche und Kélliker stimmt mir bei; Wagener?
und Robinski®) erklidren sie fir Runzeln der Scheide der Linsenfasern.
Ob den iibrigen Beobachtern die welligen Krduselungen der Fasern
(Taf. IV. Fig. 13) vorgelegen haben, auf die ich zuriickkomme, ist schwer
zu entscheiden. Noch auf zwei andere Weisen kann der tduschende
und verfihrerischere Anschein einer Querstreifung entstehn. Wenn eine
Lamelle, die die Fasern von der Fliche prisentirt, schrig abgebrochen
ist, so konnen, falls die Fasern platt genug sind, die am Bruchrande
treppenformig ibereinander liegenden Enden derselben in dem nidmli-
chen Focus zu liegen scheinen und sich wie Streifen einer Faser aus-
nehmen (Taf. VIIL. Fig. 4). Aehnlicher noch der Streifung animalischer
Muskeln ist das Bild, welches entsteht, wenn Biindel stark gezahnter
Fasern, z. B. von Fischlinsen, sich auf die Kante stellen und die Quer-
reihen der Zihne zeigen, die an den von der Fliche betrachteten auf-
einander liegenden Fasern einander decken (Taf. X Fig. 3%). Die Querstrei-
fen dieser Art hat bereits Moriggia richtig gedeutet und dass Fubini®)

1) a. a. O. Taf. II. Fig. 18. 24.

2) v. Ammon’s Zeitschr. fiir die Ophthalmologie. Bd. V. 8. 429.

3) R. Wagner’s Handworterbuch der Physiol. Bd. I. Braunschw. 1842. 8. 752.
4) Die Entwicklung der Muskelfaser. Marb. und Leipz. 1869. S. 11.

5) Archiv fir Anatomie. 1872. 8. 178.

6) Moleschott’s Unters. Bd. XI. Heft 2. 3. Giessen 1873. 8. 291.



8 J. HENLE,

sie vor Augen gehabt hat, darfiber ldsst seine Beschreibung keinen
Zweifel.

2) die letztgenannte Tduschung hat es auch verschuldet, wenn ein-
zelne Beobachter, wie F. Arnold’), Harting, Moriggia, Thin und
Ewart”) eine Lingsstreifung oder eine Zusammensetzung aus feinern
Fibrillen an den Linsenfasern zu bemerken glaubten. Kehren Biindel
gezahnter Fasern die Kanten aufwirts, so machen die Querreihen der
Zihne den Eindruck von Querstreifen und die feinen Lingsstreifen, durch
die sich die einzelnen Fasern gegen einander abgrenzen, konnen iber-
sehn werden. An Biindeln glattrandiger Fasern dagegen, die auf der
Kante liegen, werden diese Grenzlinien sichtbar (Taf. IX. Fig. 1?). Kol-
liker fithrt auch die vermeintliche Léngstheilung der Fasern auf Falten-
bildung der Scheide oder der ganzen Faser zuriick. Ich habe solche
Falten an isolirten Fasern niemals gesehn, konnte aber jedesmal, so oft
ich eine scheinbar lingsgestreifte Faser um ihre Lingsaxe drehte und
die Kantenansicht des Biindels in eine Flachenansicht verwandelte, den
wahren Sachverhalt constatiren. Thin und Ewart, deren Arbeit an
die naivsten Zeiten mikroskopischer Forschung erinnert, wollen sogar
eine mit breiten ovalen Zellen bedeckte, iibrigens structurlose Scheide
von den Biindeln der feinen Fasern, ihrer sogenannten priméren Fasern,
abgestreift und auf den priméren Fasern je eine schmale, langgestreckte
Zelle wahrgenommen haben. Ich stehe nicht an, zu behaupten, dass
ihre primdren Fasern Kanten-, ihre Scheiden Flichenansichten der nim-
lichen flachen Linsenfasern sind und dass sie als breite ovale und lange
schmale Zellen die ndmlichen bekannten Kerne der dussern Linsenfasern,
das eine Mal von der Fliche, das andere Mal vom Rande gesehn, be-
schreiben. Damit mdchte ich aber auch der Miihe iiberhoben sein, die
ibrigen groben Irrthiimer aufzudecken, zu welchen den Verfassern die
kritiklose Anwendung des Goldchlorids verholfen hat.

3. Eine Angabe Harting's, dass die #ussern Linsenfasern aus

1) Handb. d. Anatomie des Menschen. Freiburg, 1844. 8. 216.
2) Journ. of anatomy and physiol. Vol. X. P. 2. 1876. p. 223.
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‘Reihen 4- oder 6seitiger kernloser Zellen zusammengesetzt seien, hat
Kolliker auf ihren wahren Werth zuriickgefithrt. Es sind die natiir-
lichen, etwas verbreiterten und dachziegelférmig iibereinander an die
innere Fliche der Kapsel sich anlegenden Faser-Enden (Taf. VII, Fig. 8),
die, von der Fliche gesehn, Theile Einer Faser zu sein scheinen.

4. Nach Leydig') sollten in den #usseren Schichten der Linse
des Landsalamanders die Fasern alterniren mit Lagen von ovalen, ein-
ander dachziegelféormig deckenden Zellen. Was Leydige fir Zellen
nahm, sind die grossen in den #ussern Linsenfasern der Salamandrinen
enthaltenen Kerne (Taf. VIII, Fig. 1). Ehe die Kernzone bekannt war,
konnte man leicht verfiihrt werden, den Elementen derselben ihre Stelle,
statt in den Fasern, zwischen denselben anzuweisen und bei der aus-
serordentlichen Plattheit der Linsenfasern der genannten Thiere war es
schwer, dem Irrthum zu entgehn, dass man die Kerne @ibereinander-
liegender Fasern in Einer Ebene nebeneinander zu sehn glaubte.

5, Seit durch H. Meyer die Kernzone der Linse entdeckt und
dadurch die Entwicklung der Linsenfasern aus je Einer Kernzelle wahr-
scheinlich wurde, ist die Meinung, welcher frihere Forscher (Valentin,
Harting, Bowman) anstandslos huldigten, dass es nemlich Fasern
mit mehreren Kernen gebe, bedenklich geworden. Moriggia verthei-
digt sie mit aller Entschiedenheit. Ich schliesse mich dem Ausspruche
Kollikers, H. Millers® und v. Beckers® an, dass es bei der
Schwierigkeit, die Fasern zu isoliren, nicht leicht sei, zu einem be-
stimmten Abschlusse zu gelangen, dass aber in sicher isolirten Fasern
nie mehr als Ein Kern gefunden werde. Die Frage, ob Kerntheilung
zum Behufe der Vermehrung der Fasern vorkomme, behalte ich einer
spatern Stelle vor.

Zuletzt muss ich noch mit einigen Worten der Controverse geden-
ken, ob die Linsenfasern solid oder, wie K&6lliker will, RShren mit

1) Anatomisch-histologische Unters. iiber Fische und Reptilien. Berlin 1853.
S. 98.
2) Archiv fiir Ophthalmol. Bd. III, Abth. 1. 8. 52.
3) Ebendas. Bd. IX, Abth. 2. S. 15.
Phys. Cl. XXIII. 1. B
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flissigem Inhalt seien. Die letztere Vorstellung, die den Namen ,,Lin-
senrdhren** geschaffen hat, wird, wie mir scheint, schon dadurch wider-
legt , dass isolirte Fasern und selbst Bruchstiicke derselben ihre prisma-
tische Gestalt behaupten. Haiutige, flissigkeithaltige Rohren miissten,
wenn der gegenseitige Druck aufhért, Cylinderform annehmen und Bruch-
sticke derselben miissten zusammenfallen. Kdlliker wurde zu seiner
Annahme bewogen durch die Wahrnehmung, dass aus der zerfaserten
Linse Tropfen einer hellen, zihen Substanz austreten; aber bekanntlich
quellen derartige Tropfen aus mancherlei Geweben und Zellen hervor,
die allgemein als fest- oder festweich angesehn werden, wie aus den
Korpern der Infusorien, aus Epithelien, aus der Neuroglia des Gehirns
und Rickenmarks u. A. und die Berufung auf die letztgenannte Masse
ist um so gerechtfertigter , da die von den Linsenfasern ausgeschiedenen
Tropfen mitunter vermoge ihrer unregelmissigen Formen und ihrer con-
centrischen Streifung an Myelin erinnern. Am entschiedensten spricht
fir die solide Beschaffenheit der Linsenfasern die Vacuolenbildung, die
sich ofters in denselben, am hiufigsten in den oberflichlichen und vor
Allem in deren verdickten Enden einstellt. Dass die Fasern eine von
dem Inhalt unterscheidbare Hille besitzen, soll damit nicht in Abrede
gestellt werden; die doppelten Conturen, die man an den Querschnitten
der starken oberflichlichen Fasern der Linse grosserer Séugethiere wahr-
nimmt (Taf. III, Fig. 1a), lassen sich nicht wohl anders, denn als Be-
grenzungen einer dusseren Membran deuten.

Was die Hiilfsmiitel der Préparation der Linse betrifft, so bin ich
nach mancherlei Versuchen bei einigen wenigen stehn geblieben. Die
wichtigsten Aufschlisse liefert das gehirtete Organ, da eine richtige
Aunsicht von der Form der Linsenfasern sich nur durch gegenseitige
Controlirung der in verschiedenem Sinn gefiihrten Durchschnitte gewin-
nen lasst. Zur Hirtung wandte ich fast ausschliesslich Miller'sche
Flassigkeit an, die den grossten, wie den kleinsten Linsen die zum
Schneiden zweckmissigste Consistenz verleiht. Trocknen und Alkohol
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hirten schneller, machen aber die Linse sprode und briichig. Nur dié
weiche Vogellinse wird nach der Maceration in Miiller'scher Fliissigkeit
mit Vortheil noch 24 Stunden der Einwirkung des Alkohols ausgesetat.
Eine '2- bis einprocentige Osmiumséurelésung hat vor der Miiller'schen
Fltssigkeit den Vorzug, die Fasern tiefer zu firben, dringt aber nicht weit
genug ein und lidsst bei umfangreichern Linsen das Innere weich. Auch
zur Isolirung der Fasern kann ich missig ih Miiller'scher Fliissigkeit
oder in Osmiumldsung gehirtete, so wie in kochendes Wasser getauchte
Linsen empfehlen, doch eignet sich dazu noch besser die altgewohnte
Anwendung der Salz- oder Salpetersiure, die das Organ ohne weitere
Praparation, auf blossen Druck, in seine Elemente zerfallen machen.
Dass die durch Reagentien gewonnenen Resultate, so weit es moglich
ist, an frischen Linsen verificirt werden missen, versteht sich von selbst.
Eignen sich frische Linsen nicht zu wirklichen Querschnitten, so be-
kommt man doch aus denselben oft genug optische Querschnitte zu
Gesicht, wenn einzelne Fasern und Fasergruppen sich falten oder um-
biegen (Taf. IV. Fig. 2).

Die Vacuolenbildung in den #dussern Faserlagen und zumal in den
verdickten Enden der #ussern Fasern vermochte ich durch keines der
versuchten Mittel aufzuhalten; sie hatte bereits stattgefunden, wenn ich
auch noch so eilfertig das dem eben getddteten Thier entnommene Pri-
parat auf den Objecttisch brachte. Ebenso rasch, als die Bildung der
Vacuolen in den Fasern, erfolgt der Austritt der bereits erwihnten
Eiweisskugeln aus denselben, der die Fasern in noch hdherem Grad
verunstaltet, als es durch die Vacuolen geschieht. Durch die zwischen
die Fasern sich eindringenden Kugeln werden die erstern stellenweise
zusammengedriickt, so dass sie ein varikdses Aussehen erhalten; ander-
wirts hiingen sich die Kugeln an die Fasern und namentlich an deren
Enden so fest an, dass die beiderseitigen Grenzen unkenntlich werden
und die Fasern mit kolbenformigen, oft sehr unregelmissigen Anschwel-
lungen versehen scheinen. Dass vorzugsweise in den Nihten der Linse die
Eiweisstropfen sich sammeln und, in erhirtenden Flissigkeiten gerinnend,
die Nihte zu Spalten erweitern, habe ich schon frdher angegeben. In

B2
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Fischlinsen sah ich ofter an der Oberfliche concentrische Spaltriume
zwischen den Faserschichten von eigenthiimlich verzweigten, mit kurzen
abgerundeten Aesten versehenen Massen durchzogen, die ich auch nur
far eine besondere Art von Eiweissgerinsel halten kann.

Nicht selten erhalten sich die #dussersten Faserschichten unveriindert
und beschrénkt sich die Vacuolenbildung auf einige weiter nach innen
befindliche Lagen; es schien mir in diesen Fallen, auf welche ich zuriick-
komme, als ob das Schwinden des Kerns der Linsenfasern Antheil an
der Entstehung der Vacuolen hitte.

Die Kapsel hindert die Einwirkung der Reagentien nicht; ich fand
es sogar, namentlich bei Fischaugen, gerathen, die ganze vordere Hilfte
des Bulbus einzulegen, um die Pole der Linse, unterscheiden und danach
die Richtung der Schnitte bestimmen zu kdnnen.

Die Resultate meiner Untersuchungen lassen sich von zwei Gesichts-
punkten aus ordnen, von einem histologischen und einem vergleichend
anatomischen oder morphologischen. Da keine der manchfaltigen Formen
der Linsenfasern ausschliesslich Einer Thierklasse angehdrt und da selbst
in den verschiedenen Schichten Einer und derselben Linse die Formen
wechseln, so miissen wir mit der Aufzéhlung und Beschreibung dieser
Formen beginnen, wobei ihre Verbreitung erst in zweiter Linie zur
Sprache kommt, ebenso wie man bei der histologischen Beschreibung
der Epithelien zuerst die Arten unterscheidet, und dann deren Fundort
nachweist. Dann aber erheben wir die Classen und Ordonungen der
Thiere zum Eintheilungsprincip, um zu erfahren, wiefern die anderwei-
tig begriindete Verwandtschaft der Thiergeschlechter sich im Bau der
Linse bewihren moége. Beiden Schilderungen, der histologischen und
der vergleichend anatomischen, schicke ich einige Bemerkungen iiber die
Entwicklung der Linse voraus. die sich auf die Anordnung der Fasern
beziehen. Diese ist im Wesentlichen bei allen Wirbelthieren die ném-
liche; die Eigenthiimlichkeiten des Faserverlaufs, welche die Linsen
verschiedener Thierklassen darbieten, sind Variationen eines sehr einfachen
Typus, den die Entwicklungsgeschichte enthillt hat.
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Zur Entwicklungsgeschichte.

Die Substanz der Linse entspricht, den Grundziigen ihrer Bildung
zufolge, einem zweischichtigen Epithel, dessen vordere Schichte seit
Anwendung des Mikroskops als inneres Epithel der vordern Kapselwand
beschrieben wurde, dessen hintere Schichte, das Epithel der hintern
Kapselwand, zu Fasern auswiichst, welche die Linse in meridionaler
Richtung durchsetzen um den Raum zwischen der hinteren Kapselwand
und dem Epithel der vordern auszufiillen. Als Epithelzellen deutet
man beide Schichten, weil sie, wie Remak fand und alle Nachfolger
bestiitigten, einer Einstilpung des die primédre Augenblase bedeckenden
Epithels ihren Ursprung verdanken. Die beschriebene regelmissige
Schichtung gehdrt indess nur einer bestimmten Zeit der Entwicklung
an. Ich kann die Angabe Kessler’s?) nur bestitigen, dass beim Hiihn-
chen anfangs sowohl die vordere wie die hintere Wand der Linse aus
mehreren Zellenlagen besteht. Noch ehe die Abschniirung vollendet ist,
bei einem Hiihnchen in der 60. Stunde der Bebriitung. hat die Zellen-
lage, welche den Grund der Einstilpung bedeckt, eine Michtigkeit von
0,023 mm., wihrend die Zellenlage der freien Oberfliche der Haut, aus
welcher die Einstilpung hervorgeht, nur 0,016 mm. michtig ist. Auch
sind die Zellen jener Schichte bereits in der Richtung der Linsenaxe
verlingert, wihrend die Zellenschichten, die nach dem Ahschluss der
Einstilpung die vordere Wand bedecken, eine mehr kuglige Form be-
sitzen. Nach Iwanoff und Arnold?) ist das Innere der Linse von
Zellen erfiillt, die sich nicht in Fasern umwandeln, sondern zur Ein-
schmelzung bestimmt sein sollen. Meine Beobachtungen stimmen mit
Babuchin's®), Lieberkihn’s*) und Kessler's Abbildungen tberein,
die den von der vordern und hintern Zellenschichte anfiinglich umschlos-
senen Raum vollkommen hell, von klarer Flissigkeit erfiillt, darstellen.

1) Zar Entwicklung des Auges der Wirbelthiere. Leipz. 1877. S. 8.

2) Graefe und Saemisch, Handb. d. Ophthalmologie. Bd. I, S. 312.

3) Wiirzburger naturwissensch. Zeitschr. Bd. 1V, 1863. S. 84. Fig. 8.

4) Schriften der marburger naturwissensch. Gesellschaft. Bd. X, 1872. S.299.
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Erhirtende Mittel veranlassen eine Gerinnung dieser Fliissigkeit, die
leicht das tduschende Bild von Zellen gewiihren kann. Nach 90stiindiger
Bebriitung, bei einem Aequatorialdurchmesser der Linse von 0,45, einer
Axenlinge von 0,22 mm. ist die Flissigkeit dadurch verdringt, dass die
Zellen der hintern Lage sich je in Fasern von axialer Richtung ver-
lingern, die nunmehr, in einfacher Reihe, mit den hintern Enden an die
hintere Kapselwand, mit den vordern Enden an die hintere Fliiche der
vordern Zellenlage stossen (Taf. I. Fig. 2). Ob die letztere ein- oder
mehrschichtig ist, lidsst sich wegen der Schwierigkeit, unversehrte und
hinreichend diinne Durchschnitte zu gewinnen, schwer entscheiden ; sie
hat eine Michtigkeit von 0,034 mm. Der Durchmesser ihrer runden Kerne
betréigt 0,0046 mm. und kaum grosser, wenn auch zum Theil schon um
Weniges in die Linge gezogen, sind die Kerne der Fasern.

In der Linse eines Kaninchen-Embryo von 16 mm. Linge fand
v. Becker?') die von der hintern Wand ausgehenden Fasern zwar in
Beriihrung mit dem Epithel der vordern Wand, das letztere aber noch
mehrschichtig. Eine einfache Reihe der Fasern und eine einfache Schicht
der Epithelzellen traf ich bei ziemlich reifen Kaninchen-Embryonen,
deren Linse im Aequator 3'fs, in der Axe 2%s mm. mass (Taf. I. Fig. 4).
Die Hohe der Epithelzellen an der vordern Wand der Kapsel betrug
0,018 mm., ihre Breite, gleich dem Durchmesser des kugeligen Kerns,
0,001 mm. Jhrer Form nach entsprachen diese Zellen also mehr einem
cylindrischen als dem Pflasterepithel, welches beim Erwachsenen die
innere Oberfliche der Kapsel bedeckt. Die elliptischen Kerne der Fasern
hatten, bei der ndmlichen Breite, wie die Epithelzellen, im lingern Durch-
messer 0,014 mm. ‘

In diesem Stadium erhilt die Linse die Form, von der sie ihren
Namen tréigt, nur durch die vom Rand gegen die Axe zunehmende
Linge der Fasern, deren Kriimmung, im Gegensatz zu der spiitern me-
ridionalen, vielmehr bis in die Nihe der Axe eine schwache, dem Rande
zugekehrte Concavitit zeigt. Durch Auflagerung neuer Fasern, die sich

1) a. a. 0. 8. 6. 16. Taf. III, Fig. 2.
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von Pol zu Pol oder von Naht zu Naht erstrecken, werden die Enden
jener embryonalen Fasern von der Berihrung mit dem vordern Epithel
und der hintern Kapselwand abgedriingt; zugleich muss die Kriimmung
der auswiirts concaven sich in die entgegengesetzte umwandeln, da man
im Centrum der erwachsenen Linse zwar kurze gerade, aber ihnen zu-
ndchst nur axenwiirts gebogene Fasern findet und immer nur ein, je
nach den Gattungen wechselndes Contingent der &ussersten, also jéingsten
Fasern sich dem Rande zuneigt. Die Auflagerung ist einfach symmetrisch
bei Thieren mit punktformigem Pol; ofters findet sich am hintern Pol,
bevor die Spitzen der Fasern einander erreicht haben, eine Einbiegung
oder ein gegen das Centrum sich zuspitzender kegelfésrmiger Canal?).
Wie sich diese Licke an der Linse der Séiugethiere mit dreistrahliger
Naht gestaltet, beschreibt Woinow?®. Die Kigelchen, welche von
mehreren Beobachtern innerhalb der Liicke und dem Raum zwischen
der Linsensubstanz und der hintern Wand der Kapsel gefunden wurden,
sind Zersetzungsproducte.

Bliebe die epitheliale Bedeutung der Linsenfasern oder die Identitit
der Epithel -artigen und der fasrigen Elemente der Linsenkapsel noch
einem Zweifel unterworfen, so wiirde er widerlegt 1) durch den Ring
oder Ringwulst der Vigel und Reptilien, der durch Fasern erzeugt
wird, welche sich parallel der Aequatorialebene und successiv sich verléin-
gerud aus Epithelzellen der vordern Kapselwand entwickeln; 2) durch den
ebenso successiven Uebergang der Epithelzellen in die #ussersten kern-
haltigen Linsenfasern. Es ist mir gelungen, diesen Uebergang an den
Linsen aller Wirbelthiere, auch des Menschen (Taf. I Fig. 10) und der
Fische (Taf. IX Fig. 8.) nachzuweisen, wo man ihn freilich, der Analogie
nach, mit grosser Wahrscheinlichkeit annehmen durfte. Er trifft an
flachen Linsen mit dem Aequator zusammen; an kugligen Linsen und
an solchen mit Ringwulst fillt er mehr oder weniger weit zuriick in die

- 1) Wiirzburg, Archiv fiir Augen- und Ohrenheilkunde. Bd.V. Abth. 2. 1876.
8. 251.
2) Wiener Sitzungsberichte. Bd. LX. Abth. 2. 1869. S. 151
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hintere Hilfte der Linse. Immer aber gestaltet er sich auf einem der
Axe parallelen und durch die Axe gefiihrten Durchschnitt zu einer
Art von Wirbel, der um so auffallender wird, je hoher die Epithelzellen
und je dicker die dussern Linsenfasern. Er ist desshalb am zierlichsten
an der Linse der Vogel (Taf. VI. Fig. 2), wo der Uebergang zwischen
Epithel und Linsenfasern durch die langen Faserzellen des Ringwulstes
vermittelt wird. Indem diese gegen das hintere Ende des Ringwulstes
eine immer schrigere, mit dem innern Ende mehr und mehr vorwirts
geneigte Stellung annehmen, kommen sie zuletzt in die Flucht des innern
Randes des Ringwulstes zu liegen und nun schliessen sich, ohne dass
es moglich wire, eine bestimmte Grenze zu bezeichnen, die Linsenfasern
an, die von der Kapsel zum innern Rande des Ringwulstes sich er-
strecken, je weiter nach innen, um so héher hinauf an denselben sich
anlegen mit seitwérts gerichteter Concavitdt, die sich dadurch, dass jede
Faser gegen ihre beiden Enden breiter wird, allmilig in die entgegen-
gesetzte umwandelt. Bei Sidugethieren (Taf. II Fig. 1. 2) nehmen die
Epithelzellen nur wenig an Hohe zu, bevor sie sich vom innern Ende
aus in feine Fasern verldngern, die sich vor den néchst obern Zellen an
deren innerer Fliche aufwirts schlagen und an dieselben anlegen, die
ersten zugespitzt, die folgenden mit verbreiterten obern Enden, wobei zu-
gleich der Kern in jeder folgenden Faser weiter von der Kapsel ab- und
in den Fasern vorwirts riickt. Die Plattheit der Fasern der mensch-
lichen und besonders der Fischlinse ist Schuld, dass an ihnen der Ueber-
gang der Zellen in Fasern nur schwer und nur an sehr diinnen Durch-
schnitten sich constatiren lésst.

In der Umwandlung der Epithelzellen zu Linsenfasern scheint auch
der Schlissel fir das Wachsthum der Linse zu liegen. Es ist leicht,
sich vorzustellen, wie die Faserschichten derselben durch Auflagerung
sich mehren, weunn eine Zeit lang von der Grenze des Epithels Zellen
nachriicken, um sich zu Fasern umzubilden, wihrend die in diesem Um-
bildungsprocesse vorangegangenen, in dem Maasse, wie sie von der Ober-
fliche abgedrdngt werden, an Linge zunehmen. Der Ersatz fir die
#ussersten, in Linsenfasern sich umwandelnden Zellen wird, nach
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Kélliker?) und v. Becker?®) dadurch geboten, dass die der Grenze
néichsten Epithelzellen in einem bestindigen Vermehrungsprocesse be-
griffen sind. Kolliker begriindet die Annahme einer Vermehrung der
Zellen durch Theilung auf die Anhéiufung kleinerer Zellen mit kleineren
Kernen, die den Uebergang zu den Fasern bilden sollen; v. Becker
will an den dicht aneinander liegenden, von geringen Mengen Proto-
plasma umgebenen Kernen deutliche Theilungen wahrgenommen haben.
Auch Frey? spricht von Kerntheilungen in den Linsenfasern eines acht-
monatlichen menschlichen Fotus. Mir ist es ebenso wenig, wie Zernoff*)
und Iwanoff und Arnold® geglickt, unter den Zellen des Epithels
Formen ausfindig zu machen, die auf Theilungsvorginge zu schliessen
erlaubten und ich vermag nicht einmal die von Kélliker und w.
Becker behauptete Anhdufung verkleinerter Zellen an der Grenze des
Epithels zu bestitigen. Die Linse des Kaninchen-Embryo (Taf. I. Fig. 4)
ldsst auf den ersten Blick eine solche Deutung zu; eine genauere Pri-
fung des Objects lehrt aber, dass die Lage der Zellen an der fraglichen
Btelle ebenso einfach ist, wie an allen iibrigen; der Anschein einer mehr-
schichtigen Lage kleinerer Zellen wird nur dadurch erzeugt, dass die
Zellen, die bereits in Fasern auszuwachsen begonnen haben, sich in ein-
ander dringen, und mit den kernhaltigen Anschwellungen in einander
fiigen, so dass dieselben in verschiedenen Hohen liegen, und die diinnen
faserartigen Fortsiitze zwischen ihnen sich verbergen (Taf. I. Fig. 5).
Indem ich die Frage, wie die Neubildung der Fasern an der Ober-
fliche der Linse vor sich gehe, als eine offene hinstellen muss, beab-
sichtige ich nicht, die Wahrscheinlichkeit, dass die neuen Fasern von
der Oberfliche aus angefiigt werden, zu verddchtigen und wiinsche
nicht, dass meine Zweifel beniitzt werden, um die neue Theorie des

1) Mikroskop. Anat. Abth. IL. S. 731.
2) a. a. 0. S. 5.
3) Handbuch der Histologie und Histochemie. 4. Aufl. S. 287.
4) Archiv fir Ophthalm. Bd. XIII. 1867. S. 529.
5) a. a. 0. S, 291.
Phys. Cl. XXIII 1. C
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Wachsthums der Linse, welche Ritter auf die Untersuchung des Kernes
derselben griindet, zu stitzen.

Im Centrum der Froschlinse sah Ritter?) kurze, unregelmassige,
gegen beide Enden zugespitzte, zum Theil kernhaltige Fasern. Nachdem
er sich Gber deren Bedeutung in seiner ersten Abhandlung sehr zuriick-
haltend ausgesprochen, in einer zweiten®) dieselben fiir verbrauchte, nicht
mehr fungirende Elemente erklirt hatte, weil ihrem Kern das Kernkor-
perchen mangele und weil sie bei alten Froschen nicht seltener seien,
als bei jungen: liess er sich durch den sogleich zu erwidhnenden Be-
fund an Siugethierlinsen spiter verleiten, die Linse des Frosches den-
jenigen zuzuzdhlen, die durch Bildung neuer Fasern vom Centrum aus
wachsen.

Fir diese Art des Wachsthums, fiir ein Bildungscentrum im Kern
der Linse, glaubt ndmlich Ritter neuerdings®) die Beweise in den Linsen
von jungen Sidugethieren, namentlich von Kilbern und Katzen, gefunden
zu haben. Er sah einen Raum im innersten Kern der Linse von ,un-
geheuern*, linglichen (bis 0,1 mm. langen und 0,04 mm. breiten), gra-
nulirten Kérpern erfillt, die zuweilen einen schwach conturirten Kern
enthalten und von einer ihrer schmalen Seiten eine Anzahl (4 und mehr)
paralleler Aeste aussenden. Er erklirt die granulirten Korper fir Zellen,
die Aeste, in die sie sich fortsetzen, fiir aus den Zellen hervorsprossende
Linsenfasern und nimmt an, dass die Zelle zuletzt sich von der Abgangs-
stelle der Aeste aus riickwiirts in ebenso viele Theile spalte, als sie Aeste
getrieben hat. Der Rest des Zellenleibes, der mit der Faser in Verbindung
bleibe, bilde das verdickte Ende der Faser, welches Ritter naturgetren
beschreibt und als Fuss der Faser bezeichnet. Ich werde im histolo-
logischen Theil auf dasselbe zuriickkommen.

Die kurzen, geraden, verhdltnissm#ssig breiten, rhombischen Fasern,
die den Kern der Froschlinse ausmachen (Taf. VIII. Fig. 9. 10), sind

1) Archiv fir Ophthalm. Bd. XII. Abth. 1. 1866. S. 17.

2) Ebendas. Bd. XIII. S. 451.
3) Ebendas. Bd. XXII. Abth. 2. 1876. S. 255. Abth. 4. S. 26.
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leicht zu isoliren. Zernoff') hat sie ebenfalls gesehn und abgebildet;
von den Kernen sagt er, dass sie weder in den innersten Fasern con-
stant, noch auf dieselben beschrdnkt seien; sie begegneten ihm auch
vereinzelt in lingern Fasern. Seine Angabe aber, dass die Kerne, wo
sie in biindelweise vereinigten Fasern gesehn werden, stets an dem ndm-
lichen Ende liegen, so wie seine Abbildung (Taf. V Fig. 10,c) erwecken
den Verdacht, dass sich den Fasern des Kerns in Zernoffs Pripara-
ten unbemerkt die kurzen Fasern der Rinde (Taf. VIII Fig. 11), die
sich sehr leicht ablésen, beigemischt haben méchten.

Ich habe eine nicht geringe Zahl von Froschlinsen untersucht, ohne
im Centrum derselben kernhaltige Fasern anzutreffen Dagegen zeigten
mir die Linsen von extremititenlosen Froschlarven, Linsen, deren #qua-
torialer Durchmesser etwa 0,2 mm. betrug, an der vordern Wand ein
Epithel aus einfachen, nicht ganz 0,001 mm. hohen Zellen und hinter
dem Aequator den allmiligen Uebergang dieser Zellen in rhombische
Plattchen die auch die &usseren Schichten der Linsensubstanz bildeten
und offenbar auf dem Wege waren, zu Fasern .auszuwachsen (Taf. I.
Fig. 1). Was aber die Ritter'schen Zellen der Kalbslinse betrifft, die
einer Anzahl von Fasern den Ursprung geben und sich dann in deren
Fisse sondern sollen, so sind es eben nur die bis zur Unkenntlichkeit
der Grenzen miteinander verklebten Fisse ebenso vieler gesonderter Fasern.

Die Art, wie die Fasern oder vielmehr die Zellen, aus welchen die
Fasern hervorgehn, sich vermehren, ist nicht der einzige dunkle Punkt
in der Entwicklungsgeschichte der Linse. Ich gedachte oben der Aen-
derung, die die Krimmung der &usseren Fasern der fétalen Linse erfahren
muss, wenn sie von der Peripherie, an welcher sie auswirts concav sind,
abricken und die tiefere Lage einnehmen, in der wir sie nach Vollen-
dung des Wachsthums finden. Diese Aenderungen lassen sich vielleicht
aus mechanischen Wirkungen, Druck oder Spannung, erkliren. Aber
nicht nur von der Kriimmung, sondern auch von der Form der Fasern
missten wir annehmen, dass sie nachtriiglich umgewandelt werde, wenn

1) A.a 0. 8. 531

Ca2
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wir in der Linse des Fotus und des neugebornen Thiers die niimliche
Succession der Formen finden, wie in der reifen Linse. Nihme das
Volumen der Linse einfach durch Auflagerung von Schichte um Schichte
zu, so miisste man erwarten, in der erwachsenen Linse, nachdem man
sie durch Abschilen der &ussern Schichten auf das Volumen der jugend-
lichen reducirt hat, die Art von Fasern zu finden, die in der jugendlichen
die Oberfliche einnimmt. Diese Erwartung erfillt sich nicht. In den
Linsen aller Wirbelthiere besteht, wie ich bereits erwihnte, die #usser-
ste Rinde in grosserer oder geringerer Michtigkeit aus vdllig glatten,
meist regelmissig sechsseitig prismatischen und verhiltnissmissig dicken
Fasern. In der Linse des erwachsenen Menschen, deren aequatorialer
Durchmesser 9 wm. betridgt, ist diese platte Faserschichte 0,15 mm.
stark. Eine ganz #&hnliche, nur etwas stirkere Schichte glatter Fasern
findet sich aber auch in der Linse des 7monatl. Fétus, die nur 6 mm.
im Aequator misst und diese Fasern miissen also, wihrend sie von andern
iberlagert wurden, die feinzackigen Conturen und die Plattheit ange-
nommen haben, die den tiefern Fasern der erwachsenen Linse eigen
sind. Das gleiche Resultat liefert die Vergleichung der Linse von neu-
gebornen Katzen, Hunden, Kaninchen, Kilbern und von frisch aus-
gekrochenen Hiihnchen mit den Linsen der entsprechenden ausge-
wachsenen Thiere, sowie die Vergleichung von kleinen und grossen Lin-
sen der ndmlichen Fischspecies!). KEs stimmt damit und spricht fiir
eine nachtrégliche Umwandlung der glatten Fasern in gezihnelte, dass
die dussere Schichte glatter Fasern bei sehr alten Geschopfen meist nur
eine sehr geringe Michtigkeit besitzt.

Eine Eigenthiimlichkeit des Baues der fotalen Linse scheint die

1) So zeigte bei Vergleichung zweier Linsen von Trygon violacea, von denen
die Eine 3,5, die andere 10 mm. im #quatorialen Durchmesser hatte, die kleinere
die namliche Succession der Schichten, wie die grossere. Die regelméssig sechs-
geitigen abgeplatteten Fasern der Riude der kleinern Linse hatten am Aequator
0,01—0,012 mm. Breite auf 0,0025 Dicke. Die #&usseren Fasern der grossen Linse,
nachdem ich dieselbe bis auf die Dimension der kleinern abgeschilt hatte, massen
0,0075 in der Breite auf 0,0035 Dicke.
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Umwandlung der glatten Fasern in feinzackige vorzubereiten. Auf dem
Aequatorialschnitt finden sich iiberall, wo die Conturen der polygonalen
Faserquerschnitte aufeinander treffen, feine Piinktchen, die, wenn der
Schnitt eine gewisse Michtigkeit hat, beim Heben und Senken des Tu-
bus nicht verschwinden (Taf. I. Fig. 6). Ich kann sie demnach nur fir
Durchschnitte von Kanilchen halten, welche anfinglich die Linse paral-
lel den eigentlichen Linsenfasern durchziehn und durch die auswachsen-
den Rinder der letztern spiiter ausgefiillt werden.

Auf eine andere Eigenthiimlichkeit der Linse von Embryonen und
neugebornen Thieren hat Ritter die Aufmerksamkeit gelenkt, ohne
jedoch die Ursache derselben zu ergriinden, ich meine die weissliche
Triibung, die sich am Kern der frischen Linse bemerkbar macht. Sie
rihrt von feinzertheiltem Fett her, welches die Fasern streckenweise
und in bestindig gleicher Anordnung erfiillt. Ein Aequatorialschnitt
(Taf. T Fig. 7) giebt dariiber Aufschluss. Die Querschnitte der centralen
Fasern schliessen je ein paar kuglige Fetttropfen oder auch einen
grosseren ein, der sich wie der Kern einer polygonalen Zelle ausnimmt;
es bedarf kaum der Bemerkung, dass er in keiner Beziehung zu den
Kernen steht, die erst in den #ussern Faserschichten auftreten.

Die Fettkiigelchen aber beschrinken sich auf die tiefern Regionen
der Linse; sie werden, vom Centrum angefangen, allmilig feiner und
zahlreicher und zuletzt zu staubférmigen Molekiilen, welche die Conturen
der Fasern verdecken. So sah ich sie regelmissig in der Linse von
Katzen und Kaninchen noch am 8ten Tage nach der Geburt, einmal
auch in der Linse einer 14 Tage alten Katze, ferner in den Linsen
neugeborner Ziegen und Kilber und eben ausgeschlipfter oder dem
Ausschliipfen naher Hiihnchen.

Ich werfe noch einen Blick auf die Metamorphosen des Kerns.
Dass er sich mit den Fasern abplattet, wenn auch &fters noch eine
Auftreibung derselben veranlasst, und dass er mit der Umwandlung der
Zellen in Fasern aus der kreisrunden Form in die elliptische tibergeht,
ist bekannt. Die kuglige Form des Kerns kann sich erhalten, wie z. B.
in der Rindenschicht des Kaninchens (Taf. IV. Fig. 11). Kuglig und
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verhiltnissmiissig klein sind ausnahmsweise die Kerne der Linsenfasern
mancher Knochenfische (Vgl. Tafel X. Fig.10 von Pagellus). Manchfaltige
und eigenthiimliche Kerne, kiirbiskern- und kolbenformige, fand ich in der
Linse des Pristiurus (Taf. IX. Fig.5.) Die Stellung des Kerns innerhalb der
Faser ist zundchst bedingt durch die Richtung, in welcher die letztere
auswiichst: anfénglich im hintern Ende der Faser gelegen, riickt er gegen
die Mitte ihrer Lénge dadurch vor, dass die Faser vorzugsweise in der
Richtung gegen die hintere Kapselwand an Liéinge zunimmt (Taf. 1I Fig. 2).
Die Richtung aber, nach welcher die Fasern auswachsen, ist durch
ein Gesetz bestimmt, welchem alle Fasern Einer Linse gehorchen und
dessen Ausdruck die sogenannte Kernzone ist, deren Form auf Meridio-
nalschnitten erkennbar wird. Nur in der Linse von Sorex pygmaeus
(Taf. V, Fig. 1) fand ich die Kerne regellos zerstreut; in der Linse des
Maulwurfs (Taf. V Fig. 3) entfernen sie sich simmtlich kaum von dem
hintern Ende der Fasern; die Kernzone verlduft also concentrisch der
hintern Kapselwand und dicht vor derselben. In den dbrigen Wirbel-
thieren fillt die Kernzone entweder mit dem Aequator zusammen (Taf. I.
Fig. 3), oder sie bildet, und dies ist bei den meisten Séugethieren
und Végeln der Fall, vom Aequator an einen der vordern Kapsel-
wand concentrischen, jedoch in ansehnlicher Entfernung hinter ihr
verlaufenden Bogen (Taf. I. Fig. 4. Taf. II. Fig. 2). Diese Form
kann nur dadurch entstanden sein, dass in allen Fasern der hinter
deru Kern gelegene Theil an Schnelligkeit des Wachsthums den vor-
dern ibertraf.

Da in den Linsen erwachsener Thiere die Fasern der inneren Schich-
ten den Kern verloren haben, so darf man erwarten, Fasern zu begegnen,
deren Kerne im Schwinden begriffen sind. Ich vermuthe, dass die hel-
lern Querschnitte der Linsenfasern von Strix flammea, welche die Fig.
17 der VIIten Tafel zeigt, diese Bedeutung haben. Die Kerne scheinen
von der Peripherie her zu atrophiren und die Vacuolen zuriickzulassen,
von welchen oben die Rede war. Aber auch die auf Taf. VIII. Fig. 1.
abgebildeten, feinkdrnigen Kerne der Linsenfasern des Triton igneus
scheinen einer riickschreitenden Metamorphose verfallen zu sein. Ich
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schliesse dies daraus, dass ich in andern Exemplaren desselben Am-
phibiums und der Salamandra maculosa dieselben Kérnchen in &hnli-
chen, nur blasseren elliptischen Haufchen sah, ohne den scharfen #us-
seren Contur und offenbar auf dem Wege, sich zu zerstreuen. Nur
beildufig verweise ich auf die in der erwdhnten Figur, neben den granu-
lirten, abgebildeten Kernformen, um zu constatiren, dass das von Flem-
ming ') an den Kernen der Knorpel-Epithel- und Bindegewebszellen
des Salamanders wahrgenommene Netzgeriist auch in den Kernen der
Linsenfasern vorkémmt. Mit Langhans?® bin ich der Ueberzeugung,
dass dasselbe das Product eines nach dem Tode eintretenden Gerinnungs-
processes ist.

Histologischer Theil.

Wenn man unter , Linsenfasern alle fasrigen Elemente begreift,
die von der Kapsel umschlossen werden, so muss man zunichst zwei
Arten derselben unterscheiden, die eigentlichen oder meridionalen Lin-
senfasern und die Fasern des Ringwulstes (der Viogel und Reptilien).
Wir haben Grund zu dieser Unterscheidung, obgleich beide Arten von
Fasern aus Epithelzellen hervorgehn und obgleich die Ueberginge, de-
ren ich oben gedachte, es schwer machen, gewissen Fasern ihre Stelle
anzuweisen und zu bestimmen, wo die verldngerten Epithelzellen auf-
héren und die kurzen Linsenfasern anfangen.

Folgende characteristische und mehr oder minder durchgreifende
Verschiedenheiten sind es, auf welche die Trennung der beiden Faser-
Arten sich griindet:

1) Wiihrend die eigentlichen Linsenfasern, bei ihrer sechsseitig pris-
matischen Gestalt, eine Tendenz zur Abplattung zeigen, die sie mitunter
dinnen Béndern éhnlich macht, ist die Form der Fasern des Ringwulstes
durchgéngig eine ziemlich regelmissig prismatische, d. h. in den Grund-
fiichen oder Querschnitten derselben herrscht keine Dimension vor; es

1) Archiv fir mikroskop. Anat. XIII, 693.
2) Med. Centralbl. 1876. Nr. 50.
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sind zudem ebenso oft regelméssige Fiinf- als Sechsecke (Taf. VL. Fig.
12—14).

2) Von den eigentlichen Linsenfasern sind in der Regel nur die
der dusseren Schichten kernhaltig und da urspriinglich alle Fasern der
Linse Kerne besitzen und wir die #usseren Schichten fir die jingsten
halten milssen, so kamen wir zu dem Schlusse, dass die eigentlichen
Linsenfasern mit der Zeit die Kerne verlieren. Die Fasern des Ring-
wulstes behalten ihre Kerne. Die Verschiedenheit der Form der Fasern
bedingt es, dass die Kerne der eigentlichen Linsenfasern meist platt und
linglich, die Kerne der Ringwulstfasern kuglig sind. Auch bleiben
die letztern durchgingig im &dussern Ende der Fasern liegen oder riicken
doch nur um Weniges und gleichmissig von der dusseren Endfliche ab
nach innen.

3) Keine der manchfaltigen Arten Unebenheiten, die an den Réndern
der eigentlichen Linsenfasern sich finden, wie Zihne, Hiirchen, Stacheln
u. A. kommen an wohlerhaltenen Fasern des Ringwulstes vor. lhre
Conturen sind eben oder leicht gekrduselt (Taf. VI. Fig. 7) und von
dieser Kriiuselung ist es fraglich, ob sie nicht schon den Beginn einer
Leichenverinderung anzeige. Eine unzweifelhafte Leichenerscheinung,
Folge des durch ausgetretene Eiweisstropfen getibten Drucks, ist die
gezackte Form, die die Stibchen des Ringwulstes, meistens nur in ihrer
dussern Hilfte, annehmen. Es kann dadurch der tiuschende Anschein
einer Zahnelung entstehn, der an die unregelmissige Zihnelung mancher
Saugethierlinsenfasern erinnert (Taf. VI. Fig. 10).

4) Eine Leichenverinderung ist auch die gleichmissige feinkdrnige
Triibung, der die &ussersten meridionalen Fasern der Linse fast bestiindig
verfallen. Dieselbe Triibung kémmt, wiewohl viel seltener, an Fasern
des Ringwulstes vor. Ebenso theilen beiderlei Fasern miteinander die
Neigung zur Vacuolenbildung. Den Fasern des Ringwulstes eigenthiim-
lich ist dagegen eine Umwandlung, die ich kurz als .,Varikéswerden*
bezeichnen will, obgleich sie mit der Bildung der regelmissigen Varico-
sititen, wie man sie an den Nervenfasern des Centralorgans sieht, nichts
gemein hat. Die Fasern werden stellenweise, einseitig oder im ganzen
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Umfange, bauchig aufgetrieben, indess sie sich an andern Stellen zu
feinen Fiden verdiinnen; hier und da scheinen diese Fiden verschmolzen
mit ausgetretenen Eiweisstropfen, die sich auch an den innern Enden
der Fasern massenhaft ansammeln (Taf. VI. Fig. 9).

a. Fasern des Ringwulstes.

Gegeniiber der grossen Manchfaltigkeit der Gestalten, welche die
eigentlichen Linsenfasern darbieten, zeichnen sich die Fasern des Ring-
wulstes durch Gleichformigkeit aus, so dass nicht einmal die Fasern des
Ringwulstes der Vogel and der Reptilien anders, als durch eine etwas
grossere Widerstandsfihigkeit der letztern, von einander unterschieden
sind. Der Veriinderungen, welche die Ringwulstfasern alsbald nach
Entfernung der Linse aus dem lebenden Auge erfahren, habe ich so
eben gedacht. In verdinnter Salzsiure scheinen sie sich etwas besser
zu conserviren, als in Milller'scher Fliissigkeit. Aber ofters zeigen die
beiden Linsen desselben Vogels, unter denselben Bedingungen aufbe-
wahrt, ein verschiedenes Verhalten, dessen Ursache ich nicht anzuge-
ben weiss.

Die auffallendste Verschiedenheit bieten die Ringwulstfasern in der
Liinge dar, die sowohl in dem einzelnen Auge vom Rande des Epithels
bis zom Wirbel erst zu- und dann wieder abnimmt, als auch in den
Augen verschiedener Geschopfe relativ und absolut verschiedene, typische
Dimensionen erreicht. Form und Lage des Ringwulstes, sowie das
Verhé#ltniss seiner Breite zum Durchmesser der Linse sollen in dem
vergleichend anatomischen Theil besprochen werden; hier sei nur erwihnt,
dass es Vogel giebt, bei welchen die Linge der Ringwulstfasern einem
Viertel des Aequatorialdurchmessers der Linse gleichkémmt.

Ich habe erwihnt, dass die Fasern ziemlich regelmissig fiinf- oder
sechsseitig sind.  Thr Durchmesser hiilt sich zwischen 0,005 und 0,008 mm.;
nur die kurzen Fasern, die den Uebergang zu den meridionalen Fasern
bilden (Taf. VI. Fig. 11), sind etwas stirker. Die, welche ich fir die
am besten conservirten halten muss, fand ich in der ganzen Linge
gletchmiissig dick (Taf. VI. Fig. 7); auch hierin machen die kirzeren

Phys. Cl. XXIII. 1. D
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eine Ausnahme, indem sie theilweise der Kapsel mit etwas verbreitertem
Fuss aufsitzen. Von den gleichmissigen Einschniirungen oberhalb des
Fusses, die ich Taf. VI. Fig. 8 abgebildet habe, ist es schwer zu glauben,
dass sie das Resultat einer zufilligen Zersetzung seien; doch sind sie mir
nur ganz ausnahmsweise begegnet. Ebenso selten veranlasst der Kern
eine leichte Anschwellung der Faser und dann liegen, den Ringwulst
im Profil betrachtet, die Kerne nicht ganz genau in Einer Reihe. Viel
hiufiger fiillen sie die Fasern nicht vdllig aus und sind in allen Fasern
so gleich weit von der Kapsel entfernt. dass die Einstellung des Focus
auf die kernhaltigen Stellen der Fasern das Bild eines regelmissigen
kernhaltigen Pflasterepithels gewihrt (Taf. VI. Fig. 14b).

An Ort und Stelle haben die Fasern des Ringwulstes einen ganz
geraden oder schwach gekrimmten Verlauf. Im isolirten Zustande
haben sie die Neigung, sich sanft wellenférmig zu kriuseln.

Die Trdbung, die ich oben erwihnte, stellt sich mitunter nur bei
einzelnen Fasern, ohne bestimmte Ordnung, ein (Taf. VI Fig. 12a).
Sehr hiufig zeichnet sich eine Anzahl der den Wirbel beg;enzenden
Fasern durch Undurchsichtigkeit aus (Taf. VI. Fig. 2).

Dunkel und undurchsichtig — bei auffallendem Lichte weiss —
erscheinen die Fasern auch in Folge der rauhen Beschaffenheit, die sie
durch den Austritt feiner Eiweisstropfen annehmen. Ich habe gesagt,
dass diese Verdnderung auf die #usseren Theile beschrinkt ist. Die
Grenze, bis zu welcher sie vorschreitet, ist in verschiedenen Augen
verschieden, aber in jedem Ringwulste fiir alle Fasern die gleiche.

Ich habe nur noch von dem innern Ende. der Fasern des Ring-
wulstes zu bemerken. dass es bald plan, bald leicht gewdlbt erscheint
(Taf. VI. Fig. 8*). Kolbig angeschwollen (Taf. VI. Fig. 9) findet man
es nur, wenn Ringwulst und meridionale Fasern durch eine Schichte
Flassigkeit von einander geschieden sind.

B. Eigentliche Linsenfasern.

Zwei Hauptformen der Fasern, welche die Substanz der eigentli-
chen Linse bilden, wurden schon am Eingange dieser Abhandlung unter-
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schieden; ich glaube sie am besten durch die Ausdriicke scharf- und
stumpfrandig zu bezeichnen, die deun freilich noch einer Erldute-
rung bediirfen.

Die Unterscheidung lésst sich mit Sicherheit nur an Durchschnitten
der Linse bewerkstelligen, welche die Fasern im Querschnitte treffen.
Auf solchen Durchschnitten bilden die scharfrandigen Fasern eine Mosaik
von sechsseitigen, meist in die Breite gezogenen Plédttchen, woraus bekannt-
lich und mit Recht die sechsseitig prismatische Gestalt der Fasern erschlos-
sen wird. Inder Mosaik des Querschnitts (vgl. beispielsweise Taf. III. Fig. 1)
alterniren die Plidttchen so, dass der seitliche Contur einer jeden Lings-
reihe eine Zickzacklinie darstellt, in deren Vertiefungen die Vorspriinge
der benachbarten Lingsreihen eingreifen. Den Scheitel des Winkels,
der von den beiden Seitenrindern des Sechsecks eingefasst wird, und
der auf die Trennungslinie der je in einer Rcihe iibereinander gelegenen
Sechsecke stosst, bezeichne ich als Rand; er entspricht einer Kante des
Prisma und ich nenne ihn scharf, abgesehen von der Grdsse des Win-
kels, dessen Scheitel er bildet. In der That kann dieser Winkel so stumpf
werden, dass die Schenkel, die ihn einschliessen, zusammen eine fast
gerade Linie ausmachen und die sechsseitigen Figuren sich in vierseitige
verwandeln (Taf. I. Fig. 9. Taf. VIIL Fig. 8).

Unter den scharfrandigen Fasern giebt es solche mit geraden, mit
wellenférmigen und mit mehr oder minder tief und regelmissig ausge-
schnittenen Réndern (Taf. IL. Fig. 4. 7. 8). Fasern der letztern Art hatten
die Beobachier vor sich, die den Linsenfasern gewisser Sdugethiere eine
den Fasern der Fischlinse #dhnliche Zihnelung zuschrieben. Wie weit
diese Aehnlichkeit sich erstreckt, wird sogleich erhellen.

Im Gegensatz zu den scharfrandigen Fasern, die der grossen Mehr-
zahl der Wirbelthiere eigen sind, kommen bei den Knochenfischen,
wenige Gattungen ausgenommen, Fasern vor, die mit stumpfen abgerun-
deten Réndern in einander greifen. Der Gegensatz zwischen diesen
stumpfrandigen und den eben erwidhnten gezahnten scharfrandigen Fasern
ist an Flichenansichten isolirter Lamellen nicht wahrnehmbar. Wenn
man Fig. 4 und 8 der zweiten Tafel mit Fig. 3a der zehnten vergleicht,

D2
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so kann man meinen, die gleiche, in der letztern Abbildung nur regel-
miissigere Zihnelung vor sich zu haben. Der Querschnitt berichtigt
diesen Irrthum. Die gezahnten Fasern der Sidugethiere gewihren auf
dem Querschnitt dasselbe Bild einfacher Mosaik, wie die ungezahnten ;
nur sind, was sich leicht erkldrt, die Sechsecke von minder gleichmiis-
siger Breite (Taf. II. Fig. 5. Taf. V. Fig. 5) und nicht selten wechseln,
wie in Taf. III. Fig. 4, Reihen breiterer und schmalerer Querschnitte
regelmiissig miteinander ab, wenn in der Fliachenansicht der Fasern die
Zacken an beiden Rindern einander regelmissig gegeniiberstehn.

Einen ganz andern Anblick gew#hrt der Querschnitt der mit Zgh-
nelungen versehenen Fasern der Fische (Taf. X. Fig. 1b, 8b). Es sind
platte, im Querschnitte vierseitige Biéinder, lings beiden Rindern mit
gestielten, kugelférmigen Fortsiitzen besetzt, deren Durchmesser der Dicke
der Fasern gleichkémmt und deren Stiele dazu dienen, zu zweien je
eine Liicke zu begrenzen, in welche der kuglige Fortsatz der nebenan-
liegenden Faser aufgenommen wird. Ich werde auf diese Art yon Fort-
sitzen den Namen Zéhne und Zahnelungen beschrinken und die
den Sédugethierlinsen eigenthiimlichen. scharfen Hervorragungen der
Rinder Zacken, die mit splchen Hervorragungen versehenen Fasern
zackig nennen. Bequemer, als am Querschnit, ldsst sich der Unter-
schied der Zihne und Zacken an Gruppen der Fasern erkennen, welche
auf der Kante liegen und eine Kante aufwiirts kehren. Die Rénder
zackiger Fasern présentiren sich alsdann als einfache Linien und wenn
sie, wie dies hidufig der Fall ist, in einer Anzahl ibereinander liegander
Fasern gleichformig ausgeschnitten sind. als Liniensysteme (Taf. II.
Fig. 8. 9.); durch stirkere Linsen und zweckmissige Beleuchtung kann
man die scharfen Réinder und die von ihnen umfassten Vertiefungen,
die zur Anfoahme der niichsten Zackenreihe bestimmt sind, znr Anschan-
ung bringep (Taf II. Fig. 6). Dagegen zeigen die Fasern der Fischlinse,
vom Rande gesehen (Taf X. Fig. 3b), die Querreihen der kugligen Zihne,
die wie ich oben erwihnte, schon lange gekannt und anfénglich als
Querstreifen der Linsenfasern beschrieben worden sind.

Zwei Arten von Fasern giebt es, die sich weder unter die scharf-,
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noch unter die stumpfrandigen einreihen lassen: erstens die, denen die
seitliche Kante fehlt, weil der Winkel, den die Seitenflichen der pris-
matischen Faser einschliessen, nahezu 180° erreicht. So sind die vier-
seitig prismatischen Fasern der Froschlinse beschaffen (Taf. VIII. Fig. 8).
Ihre Seitenfliche ist mit sehr feinen, dichten Querleistchen besetzt (Fig. 5),
mit denen sie sich gegenseitig ineinanderfiigen, die aber weder mit den
Zacken noch mit den Zihnelungen zusammengestellt werden kdnnen.
Bei den Fasern der zweiten Art, die bei einer Anzahl von Knochenfi-
schen vorkommen (Taf. X. Fig. 6d), ldsst die excessive Plattheit eine
Unterscheidung zwischen scharf- und stumpfrandiger Verbindung nicht
zu; hier ist wohl nur eine einfache Verzahnung der Rénder méglich
und die Vergleichung mit den Schiidelnéihten an ibrem Platze.

Ich wende mich zu den Varietiten der Linsenfasern und betrachte
der Reihe nach die glatten, die gezackten und gezahnten. Von glatten
Fasern ist hier nur im Gegensatze der gezackten und gezahnten die
Rede und so wird es nicht als Contradictio in adjecto angesehn werden
dirfen, wenn wir den glatten Fasern rauhe Kanten und Fldchen zuzu-
schreiben haben werden.

Schon die Grundform der glatten Fasern ist sehr manchfaltig.
Allerdings herrscht das sechsseitige Prisma vor und die bei weitem
gewdhnlichste Form desselben ist eine senkrecht gegen die Oberfliche
der Linse abgeplattete. Sie verriith sich an isolirten Fasern durch die
Schattirung (Taf. IV. Fig. 1), in der Kantenansicht (Taf. V. Fig. 4)
dadurch, dass bei Verdinderung der Focaldistanz die Trennungslinien der
Einen Schichte genau in die Mitte der Trennungslinien der niichst
hdhern oder niichst tiefern Schichte fallen; sie verrdth sich an Fldchen-
ansichten durch die Breite der Fasergrenzen und ihre eigenthéimlich
streifige Beschaffenheit (Taf. IX. Fig. 1b. Taf. X Fig. 2a). Am deutlich-
sten aber giebt sich die Gestalt der Prismep an Querschnitten kund,
wo also jede Faser ein miissig in die Breite gezogenes reguléres Sechs-
.eck darstellt. Abweichungen finden sich nach bejden Richtangen; der
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Durchschnitt mancher Linsen zeigt, zumal in der Peripherie und im
Kern, Sechsecke, deren Hohe die Breite erreicht oder selbst etwas tiber-
trifft (Taf. III. Fig. 1a. Taf. IX Fig. 2). Auf der andern Seite erhiilt,
namentlich in den mittlern Schichten der Linse, der Breitendurchmesser
ein solches Uebergewicht, dass man nicht sowohl Prismen, als platte
Binder vor sich hat (Taf III. Fig. 1¢). Das Extrem dieser Umwand-
lung bieten die Fasern der menschlichen Linse dar (Taf. 1. Fig. 8a).
Geringe Ungenauigkeiten einzelner Fasern, die durch Unregelmaissigkeiten
der benachbarten ausgeglichen werden, sind sehr hdufig. Auffallendere
Verunstaltungen erleiden die oberflichlichen Fasern durch den Druck
ausgeschiedener Fliissigkeit (Taf. 1. Fig. 8a). Von der Abflachung der
seitlichen Kanten, wodurch die Fasern vierseitig prismatisch werden,
war bereits die Rede. Mangelhafte Ausbildung der Kanten, im Allgemeinen,
so dass die Querschnitte der Fasern mehr abgerundet und tellerférmig
erscheinen, ist besonders an menschlichen Linsen gewdhnlich. Fig. 8
und 9 der 1ten Tafel zeigen sehr genaue Naehbildungen solcher Durch-
schnitte. Auffallend sind die grossen, carreauférmigen Durchschnitte
in Fig. 9. denen ich auch in der Linse des Affen hiufig begegnete.
Wie durch abnorme Vergrdsserung einzelner Fasern die benachbarten
weithin in Unordnung gebracht werden, ersieht man aus Fig. 2 und 3
der dritten Tafel. In Taf. IV. Fig. 12 sind aus der Linse eines Kanin-
chen Fasern abgebildet, deren Durchschnitte, im Gegensatz zu den typi-
schen, an beiden Seiten abgestutzt, an der vordern und hintern Fldche
mit stumpfen Kanten versehen sind. Sonderbar verschoben, dbrigens
regelmiissig sechsseitig, fand ich simmtliche Faserquerschnitte im Kern
der Linse einer Eule (Taf. VI1. Fig. 16). Im innersten Kern der Siu-
gethierlinse sind meistens Formen und Reihen unregelmissig, wie ich sie
Taf. 111, Fig. 13 und Taf. IV Fig. 7 abgebildet habe. Noch zufilliger
ist die Gestalt der Fasern im Kern der Froschlinse (Taf. VIII. Fig. 10).
Ich bemerke noch, dass wie bei diesen, so auch bei den abnormen
Fasern der Siugethiere Caliber und Form im Verlaufe der einzelnen
Fasern vielfach wechseln.

Eine Varietdt, die vielleicht nur voréibergehenden Ursachen ihren
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Ursprung verdankt, ist die wellenformige Kriuselung der Fasern (Taf. IV.
Fig. 13), die ihnen, von der Fliche betrachtet, ein querstreifiges, atlas-
glinzendes Ansehn giebt, bei der Betrachtung von der Kante aber im
richtigen Lichte erscheint. Fs kann sein, dass sich in dieser Krduselung
nur ein Mangel der Spannung ausdriickt, welcher die Fasern sonst unter-
worfen sind Doch habe ich Biindel der gekréuselten Fasern mitten
zwischen regelmiissig glatten angetroffen.

Wirkliche Unebenheiten der Oberfliche kommen in zweierlei Wei.
sen vor. Die Eine, die ich bei mehreren Siugethiergattungen, beim
Hund. bei der Ratte und Maus, beim Ochsen und Schaf und bei der
Gattung Scyllium unter den XKnorpelfischen antraf, tritt in Form von
niedern aber mitunter scharfen Riffen auf, welche die Fasern spiralig
umkreisen, entweder ringsum oder auf die planen Fliche beschrinkt,
so dass die in der Seitenkante zusammenstossenden Flidchen glatt bleiben
(Taf. II. Fig 10. Taf. III Fig. 11). Nur die stirkern, der regelmissig
sechsseitigen Form sich néhernden, nicht die platten Fasern zeigen diese
Anomalie. Der Querschnitt {Taf. ITI Fig. 12) lehrt, dass ihre Fldchen
in unmittelbarer gegenseitiger Beriihrung untereinander stehn, dass also
die Firste der Einen Spirale in die Rinne der andern greift.

Die andere Art von Unebenheit der Oberfliche traf ich an den
Fasern des Linsenkerns des Huhns, Puters und verwandter Arten, jedoch
nur bei dlteren Exemplaren. Hier waren die sonst planen Flichen der
Linsenfasern seicht ausgeh6hlt und begrenzten schmale Spalten (Taf. VII.
Fig. 5). die von Flissigkeit erfiillt gewesen sein mussten. Es ist dies
eins der wenigen Beispiele interfibrillirer Riume, die mir bei meinen
Untersuchungen vorgekommen sind. Bei Strix aluco (Taf. VII. Fig. 15a)
werden Vertiefungen der Einen Beriihrungsfliche durch entsprechende
Hervorragungen der andern ausgefillt.

Ich komme zu den Fortsitzen, mit welchem Namen, im Gegensatze
zu den ineinander greifenden Zacken und Zihnen, die Hervorragungen
der Fasern bezeichnet werden sollen, welche unabhiéingig von einander
in die Interstitien .der Fasern vorspringen. Sie fehlen den Fasern der
dusseren Schichten, so wie den gezackten und gezahnten Fasern, sind
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dagegen sehr verbreitet an den glatten Fasern der mittlern und innern
Schichten aller Wirbelthierklassen und sebr manchfaltig in Griosse und
Gestalt.

Mean kann zwei Hauptformen unterscheiden, die auch beztiglich des
Sitzes ziemlich genau geschieden sind, die platten, gelappten und die
spitzen, stachel- kegel- oder haarformigen Fortsitze. Die platten Fort-
sitze gehn von den seitlichen, meist scharfen Kanten der prismatischen
Fasern aus und schieben sich, parallel den aufeinander ruhenden planen
Flichen der Prismen, mehr oder wminder weit zwischen dieselben ein,
selten weit genug, um einander von beiden Seiten her zu erreichen; doch
habe ich in einzelnen Fillen unzweifelhaft die einander entgegenkom-
menden platten Forsitze je zweier Fasern mit einander verschmelzen
und so auf der planen Fldche einer dritten eine Art Gitterwerk bilden
sehn. Die spitzen Fortsdtze nehmen ibhren Ursprung von den stumpfen
Kanten der Prismen; sie sind immer nur von geringer Linge und drin-
gen demnach nur eine kurze Strecke weit schrig in die Spalte ein, die
von den einander beriihrenden schriigen Fldchen der Prismen begrenzt
wird. Sehr héufig kommen beiderlei Fortsiitze, die platten und die spi-
tzen, nebeneinander an Einer Faser vor.

Alle diese Fortsitze sind sehr versteckt und nur an isolirten Fasern
oder an solchen, die den Rand feiner Durchschnitte bilden, bemerkbar.
In situ, von der Fliche und durch die Fasern durchschimmernd, wie
Taf. IV. Fig. 4 sie zeigt, sind mir die platten Fortsitze nur selten zu
Gesicht gekommen; man sieht sie aber leicht an diinnen Querschnitten
der Fasern, wie in Fig. 15 derselben Tafel. An solchen Priparaten
und an isolirten Fasern (Taf. IIl. Fig. 7) mass ich die Linge der platten
Fortsiitze. Im Allgemeinen stehn sie im Verhiltniss zur Breite der
Faser, von der sie ausgehn, doch giebt es auch breite Fasern mit kurzen,
schmale mit langen Fortsitzen. Beispielsweise hatten Fasern aus den
mittlern Schichten der Linse des Pferdes ‘
bei einer Breite von 0,0130 mm. platte Fortsitze von 0,0030 mm.

" » 0,0130 " " »w 0,0048 ,
. ., 00144 , " ., 0,0016—0,0020. mm.
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Fasern vom Schaf von 0,008 mm. Breite hatten Forts. von 0,0030 mm.
" . 0,128 " " w s 00016

An einer 0,016 mm. breiten Faser aus der Linse des Ochsen
erreichte die Lidnge der platten Fortsitze noch nicht 0,001 mm. Auch
wechselt ihre Liénge, wie ihre Form an derselben Faser: sie entspringen
mit breiter oder schmaler Basis, enden spitz oder stumpf, sie sind gerade
oder gebogen, einfach oder gelappt. An den feinern Fasern des Kerns
verlieren sie ihr characteristisches Ansehn und werden den von den
stumpfen Kanten ausgehenden spitzen Fortsiéitzen &hnlich (Taf III. Fig.10
Taf .IV Fig. 3). Ebenso verhalten sich die platten Fortsidtze der Linsenfasern
der Vigel (Taf. VII. Fig. 12. 13), der Reptilien und der Knorpelfische
(Taf. IX. Fig. 6).

Die spitzen Fortsiitze sind am schénsten und regelmissigsten ausge-
bildet in der mittlern Schichte der Sidugethierlinse. Hier stehn sie in unun-
terbrochenen Langsreihen, meist sehr dicht, so dass auf eine Strecke
von 0,01 mm. finf und mehr solcher Forsitze kommen (Taf. III. Fig. 7. 8).
Von der Fliche gesehen, nehmen sie sich wie Pinktchen aus, hell oder
dunkel, je nachdem ihre Basis mehr oder minder scharf eingestellt ist,
und dies giebt Anlass zu beobachten, dass von den vier stumpfen Kan-
ten der sechsseitigen Prismen fast immer nur zwei und meistens zwei
einander diagonal gegeniibergestellte mit je einer Stachelreihe versehen
sind. Man wird darauf gefithrt dadurch, dass die zwei einander néchsten
Reihen fast niemals gleichzeitig im Focus sich befinden, sondern nur
alternirend eingestellt werden konnen (Taf. III. Fig. 8). Sicherheit aber
erhdlt man durch Zerfasern feiner, senkrecht zum Faserverlauf gefiihrter
Darchschnitte der Linse. Es ist eine characteristische und nur an solchen
Schnitten erkennbare Eigenschaft der Linsenfasern, dass sie fester mit
ibren schmalen schriigen, als mit den breitern planen Fldchen zusam-
menhéngen. So trennen sich die Querschnitte der Fasern in zickzackfor-
mige Bander (Taf. 1II. Fig. 5. 6), woraus beildufig ein Schluss zu machen
ist, was es mit der Spaltung der Linse in ,concentrische Lamellen*
auf sich hat. Und wenn die Fasern Stacheln tragen, so sieht wan
diese an den isolirten Querschnitten vor und riickwiirts herverragen

Phys. Cl. XXIII. 1. E
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(Taf. I1I. Fig. 9). Dasselbe leistet der optische Querschnitt isolirter Fasern

(Taf. IV Fig. 2).

Ebenso rége]miissig. wie bei den Sdugethieren, nur viel kiirzer,
mehr tuberkelférmig, sah ich die spitzen Fortsitze an den Linsenfasern
einiger Vogel, des Huhns (Taf. VIL Fig. 3), der Taube (Taf. VII Fig. 12).

An den unregelwissig prismatischen Fasern des Kerns der Linse
hort natiirlich auch die Unterscheidbarkeit der beiderlei Fortsitze suf;
doch erhalten sich meist mehrere, wenn auch minder scharf gesonderte
und minder continuirliche Reihen kurzer stachel- oder haarférmiger Fort-
sitze (Taf. IV. Fig. 3. 6. 9). Ebenso fallen an sehr platten Fasern, wie
beim Menschen, bei vielen Végeln und Reptilien, die Fortsitze der benach-
barten Kanten zusammen zu einer ein- oder mehrfachen Reihe niedriger
Héckerchen, die oft nur durch einen fein gekrduselten Contur repriisen-
tirt werden (Taf. VII. Fig. 4).

Am Schlusse der Beschreibung dieser manchfaltigen Bildungen ist.
es wohl gestattet, nach dem Zweck oder dem Erfolg derselben zu fragen.
Die genetische Verwandtschaft der Linsenfasern mit Epithelzellen legt,
die Vergleichung der Stachelreihen der Linsenfasern mit den stachelfor-
migen Hervorragungen der von M. Schulze?) sogenannten Stachel- und
Riffzellen nahe, um so niher, da nach dem Befunde von Hosch ?), den
ich beim Triton gelegentlich bestitigen konnte (Taf. VIII. Fig. 1), die
Zellen des Epithels der vordern Kapselwand ebenfalls stacheldhnliche,
einfache oder getheilte Fortsitze aussenden. Und so dirfien wir auch
fir die Bedeutung jener Fortsiitze der Linsenfasern bei den gleichartigen
Fortsatzen der Epithelzellen Aufschluss suchen. Beziiglich der Stachel-
und Riffzellen stebhn aber zwei Ansichten einander gegentiber. Wihrend,
M. Schulze und die meisten Histologen mit ihm die Stacheln und.
Riffe fiir das Mittel bhatten, um die Epithelzellen fester mit einander zu
verbinden, behauptet Bizzozero?®), dass die Stacheln, statt sich inein-

1) Archiv fiir pathol. Anat. und Physiol. Bd. XXX, 1864. 8. 260.

2) Archiv fir Ophthalmol. Bd. XX. 1874. Abth. 1. S. 83.

8) Studi fatti nel laboratorio patologico della universita di Pavia. 1870.
Moleschott's Unters. zur Naturlehre XI, 30.
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ander zu fégen, vielmehr mit den Spitzen aufeinandertreffen, dadurch
die Zellen auseinanderhalten und intercellulare Riume schaffen, welche
von Erndhrungsfliissigkeit erfiillt seien und den Wanderzellen die Circu-
lation gestatten. Die Bilder, die mir zuerst begegneten veranlassten
mich, fir die Stacheln der Linsenfasern der Bizzozero'schen Anschauung
beizutreten. Durch die Art, wie in Taf. IV Fig. 3 die Fasern des Linsen-
kerns mit einander vereinigt sind, entstehn sehr feine Liicken, die, wenn
man sich dieselben durch eine Anzahl von Schichten fortgesetzt denkt,
ein capillares, den Kern durchziehendes Rohrennetz darstellen wiirden.
Dafiir schien auch noch zu sprechen, dass die Fasern der mittlern und
tiefern Schichten, die mit Stacheln versehen sind, .sich leichter isoliren,
als die glatten der Rinde. Im weitern Fortgang meiner Untersuchungen
musste ich mich indess tiberzeugen, dass Liicken der ebén erwihnten
Art nicht zu den regelmiéssigen FErscheinungen gehéren; sie scheinen
auf Fehlern der Priiparation, ungeniigender Hartung oder tibermissiger
Zerrung zu beruhen. An zuverldssigen Durchschnitten sind, so lange
die Fasern sich in ihrem natiirlithen Zusammenhang befinden, die Zwi-
schenriume deérselben immer nur durch einfache Conturen angedeutet
ufid die Fortséitze, wie erwihnt, unsichtbar. Demnach konnen die letz-
tern nur dazu bestimmt sein, die Spalten auszufiillen.

Ich habe noch einer Eigenthtimlichkeit im Bau oder doch im Ansehn
der Fortsatze der Linsenfasern zu gedenken durch die sie sich von den
Stacheln der Epidermiszellen unterscheiden. Sehr hiufig machen die
Stacheln den Eindruck, als wiren sie durch Liicken der #usseren Mem-
bran der Faser hervorgedrungene Fortsiitze der Fasersubstanz, des Pro-
toplasma. In Taf. IV. Fig. 8 findet man einige Fasern der Kalbslinse
abgebildet, die diesen Anschein in besonders auffilliger Weise zeigen.
Der dunkle Contur der Faser ist, der Basis der Stacheln entsprechend,
unterbrochen und die Substanz der Faser geht continuirlich in die Sub-
stanz des Stachels tiber. Das Bild scheint mir indess verschiedener Deu-
tung fihig. Der plétzliche Verlust des Conturs an Schirfe beim Ueber-
gang duf den Stachel konnte auch dadurch bedingt sein, dass der Stachék
betrdchtlich platter ist, als die Faser, von der er ausgeht.

E2
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Von den Varietiten der zackigen Fasern ist nicht viel mehr zu
sagen, als dass die Zacken mehr oder minder regelmiissig und in ver-
schiedenen Graden der Stirke vorkommen, zuletzt so, dass die Vorstel-
lung einer geraden, die Zacken aussendenden Faser schwindet und dafdr
das Bild einer zickzackformig oder flambergartig gekrimmten entsteht
(Taf. TI. Fig. 8). Die bizarrsten Exemplare dieser Faserart fand ich in
der Linse der Ratte. Neben den gewdhnlichen zackigen Fasern kommen
iiberall, in geringer Zahl, einseitig zackige vor (Taf. IV. Fig. 5).

Der Habitus der Zéhnelung der Fischlinsen ist einigermassen ab-
hiingig von der Breite der Fasern: sie fillt um so mehr in die Augen, je
grosser im Vergleich zur Breite der Fasern die Linge der Zihne ist.
Im Allgemeinen nimmt von den &ussern Faserschichten gegen die innern
die Breite der Fasern rascher ab, als die Linge der Zihne (Taf. X.
Fig. 7) und so nimmt die relative Stirke der Zihne von aussen nach
innen zu. Aber auch eine absolute Zunahme der Stirke und Lénge
der Zshne bei fortschreitender Verschmilerung der Fasern von aussen
nach innen habe ich beobachtet (Taf. X. Fig. 2). Gegen die Pole oder
Nihte der Linse werden mit den Fasern auch dieZihne allmihlig feiner
und reduciren sich zuletzt auf eine kaum merkliche Kriuselung (Taf. X.
Fig. 4 11).

Die grosse Mehrzahl der Fische hat einfache und regelmissige Zihne
von der Art, wie ich sie beispielsweise von Cyprinus (Taf. X. Fig. 4)
und Mullus (Taf X. Fig. 8) abgebildet habe. Den Linsenfasern des
Aals und Welses (Silurus glanis) fehlen die Z#ihne. In der Linse von
Xiphias gladius glaube ich scharfrandige, zackige Fasern, denen der Sau-
gethiere #@hnlich, gesehen zu haben, doch bin ich dieses Befundes nicht
sicher, da mir nur ein einziges, nicht vollkommen wohl erhaltenes Exem-
plar zu Gebote stand. Einige Gattungen zeichnen sich durch eigenthim-
liche Form der Zihnelung aus, so die Gattung Sargus (Taf. X. Fig. 9)
wegen der besondern Schlankheit der Zihne, die Gattungen Labrus,
Julis, von deren jeder ich zwei Arten untersuchte, und Xirychthis
(Taf, X. Fig. 7) wegen ihrer sehr complicirten, #stigen Zahnformen,
Characteristisch fiir die Zihne der tiefern Schichten der Pleuronectes-
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Arten sind die feinen Nebenzacken (Taf. X. Fig. 6c), die dem Rand
ein siigeformiges Ansehn geben. Tief eingeschnitten, fingerformig gelappt
sind die Zihne der Linsenfasern des Stdrs (Taf. X. Fig. 1).

An die Beschreibung der einzelnen Fasern sei es gestattet, noch
einige Bemerkungen iiber die Art ihrer Zusammenfiigung zu kniipfen.

Die von aussen nach innen stetig fortschreitende Verjiingung der
concentrischen Schichten, aus welchen die Linse besteht, kann auf dop-
pelte Weise zu Stande kommen; entweder muss in der genannten Rich-
tung stetig die Breite der Fasern oder es muss in jeder folgenden Schichte
die Zahl der Fasern sich mindern. Bei den Végeln, den Reptilien und
der Mehrzahl der Fische findet die erstgenannte dieser Anordnungen
Statt. Der Aequatorialschnitt der Vogellinse (Taf. VII. Fig. 1) lehrt die
Regelmissigkeit kennen, mit der die Breite der Fasern gegen den
Kern der Linse abnimmt. Der Durchschnitt erhélt so ein sehr zierlich
strahliges Ansehn. Am Aequatorialschnitt der Linse einer Eidechse betrug
die Zahl der Strahlen etwa 90, d. h. 90 Fasern, von aussen nach innen
immer schmalere, lagen im Umkreis einer jeden Lamelle. Auch bei den
dbrigen Thierklassen nimmt die Breite der Linsenfasern von aussen nach
innen ab. Ein Bild dieser Abnahme habe ich an einigen Beispielen in
der Tabelle A gegeben. Aber sie ist nicht so regelmiissig, wie bei den
Vogeln, und daneben vollzieht sich, namentlich in den &ussern und mitt-
lern Schichten, eine Reduction der Zahl der Fasern durch Endigung oder
Zusammenfliessen von Reihen in der Weise, wie sie aus dem Querschnitt
der Froschlinse, Taf. VIII. Fig. 6, zu ersehn ist.

Wie in der Richtung von der Peripherie zum Centrum, nimmt der
Breitendurchmesser der Fasern auch vom Aequator gegen die Pole und
weiter nach innen gegen die Axe mit grésserer oder geringerer Regel-
miissigkeit ab?). Sehr regelmissig ist die Verjingung in den Linsen

1) Beim Kaninchen verjiingte sich eine Faser vom Aequator zum Pol von 0,023
auf 0,0056 mm. Beim Kalb massen am Aequator die #ussern Fasern 0,15, die innern
0,01 mm., am Pol die &ussern 0,007, die innern 0,0058 mm.
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der Fische und hier verlieren sich die auf’s Feinste zugespitzten Faser-
Enden in einer homogenen Substanz (Taf. X. Fig. 4, 11). Anders gestaltet
sich die Endigung der Fasern in der Frosch- und Séugethierlinse.
In den Nihten der Rinde treffen sie bekantlich von beiden Seiten her
mit abgestutzten Enden aufeinander. Auch im Kern sind sie innig vereinigt
und an einander abgeplattet (Taf. IV. Fig. 9), hdufig aber zu ganz aben-
teuerlichen Formen ausgewachsen, die sich nur durch die Annahme erkli-
ren lassen, dass jede Faser den Raum auszufiillen strebt, den die benach-
barten zufillig iibrig lassen. So meine ich die Faser-Enden deuten zu
miissen, die ich aus der Linse des Frosches (Taf. VIII Fig. 7), des Kanin-
chen (Taf. IV. Fig. 16) und des Ochsen und Kalbes (Taf. IV. Fig. 10)
erhielt. In der Linse des Kalbes wechseln kolbig angeschwollene Fasern *)
mit fein zugespitzten; in ihrer Gesammtheit bilden sie muldenfSrmige
Aushshlungen, welche, Gelenkpfannen #hnlich, zur Aufnahme kugliger
Kopfe der gegeniiberliegenden Faserreihen dienen; kiirzere und lingere
spitze Fortsiitze Einer Faser dringen sich in die Interstitien der andern
ein. Nichts widerlegt so entschieden den Gedanken an interfibrillire
Raume, als die Genauigkeit, mit der diese Bildungen in einander gefiigt
sind. Und dass es natiirliche Bildungen sind, dafiir spricht die Ord-
nung, in welcher sich die feinen Stachelreihen der prismatischen Fasern
auf die Kolben fortsetzen.

Die Unterscheidung der Linsensubstanz in Rinde und Kern, wie
sie seit langer Zeit dblich ist, griindet sich vorzugsweise auf chemische
Differenzen. Was man als Kern im Gegensatz zur Rinde zu bezeichnen
pflegt, ist der Theil der Linse, der sich nach der Herausnahme der-
selben alsbald spontan triibt, wihrend die Rinde durchsichtig bleib,
und der in Weingeist eine dunkle hornartige Beschaffenheit annimmt,
indess die Rinde sich mattweiss fiirbt. Valenciennes und Fremy %
wollen auch einen Unterschied in der Gerinnungsweise der eiweissartigen

1) Das kolbige Ende kann. einen Durchmesser von 0,055 mm. erreichen an einer
Faser von 0,012 mm. Breite.
2) Gaz. médicale. 1857. No. 24.
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Substanz des Kerns und der Rinde darin entdeckt haben, dass die erstere
bei 65° gerinnt, die letstere nicht. Die Frage, ob dieser chemische
Unterschied sich mit einem morphologischen decke, muss ich verneinen.
Bei den Vogeln, derenm Fasern, die #ussersten ausgenommen, sehr gleich-
miissig fein behaart und ganz continuirlich verjiingt sind, besteht dieselbe
scharfe Grenze zwischen Rinde und Kern, sie tritt besonders deutlich
an den in Miiller'scher Fliissigkeit aufbewahrten Linsen hervor, nur so,
dass die Rinde ein braun gallertartiges, bei durchfallendem Lichte helles,
und der Kern, dhnlich dem Ringwulst, ein triib milchweiss\es, bei durch-
fallendem Lichte dunkles Ansehn annimmt’ (Taf. VI. Fig. 1—3. Taf. VIIL
Fig. 10). Die Linsen vieler Siéugethiere und fast aller Knorpel- und
Knochenfische erhalten durch mehrwdchentliche Maceration in Miiller'-
scher Flissigkeit (nach lédngerer Zeit werden sie gleichmissig tiefbraun)
eine complicirtere Schichtung (Taf. III. Fig. 14. Taf. 1X. Fig. ta): Die
Rinde zeigt sich auf dem Durchschnitt in einen &ussern, schmalen, hell-
gelben und einen innern braunen Ring geschieden; von dem letatern
trennt den braunen Kern ein schmaler gelber Streif und nicht selten
ist das Centrum des Kerns nochmals von einem gelben Pinktchen einge-
nommen. Auch diesem Farbenwechsel entspricht nicht die Succession
der Formen der Fasern. Mit Riicksicht auf die letsztere sind bei dem
Menschen und den meisten Sdugethieren drei Schichten zu unterscheiden.
Es schiebt sich némlich, wihrend die Fasern, wie erwihnt, im Allgemei-
nen gegen das Centrum sich verschmiilern, zwischen eine dussere und eine
innere Schichte prismatischer Fasern eine mittlere Schichte von platten,
bandartigen ein; mit andern Worten: die Dicke der Fasern nimmt in.
einiger Entfernung von der Peripherie rasch und betrichtlich ab, um
dann niher dem Centrum wieder zu wachsen. Ich verweise auf die
Figuren 8 der Iten, 3 der llten und 1 der Illten Tafel, in welchen Aequa-
torialschnitte der Linse des Menschen, des Hundes und des Schafs aus
verschiedenen Tiefen bei gleicher Vergrosserung abgebildet sind. Die
platten Fasern sind es auch die sich durch mehr oder minder zackige
Riinder auszeichnen. Ginge man von der Voraussetzung aus, dass die
Schichten so, wie sie gefunden werden, successiv aufgelagert seien, so
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misste es in dem Leben jeder Linse ein voriibergehendes Stadium, gleich-
sam eine Sturm- und Drangperiode geben, in welcher die platten, unre-
gelm#ssigen Fasern erzeugt wirden. Ich habe aber gezeigt, dass wir
nicht umhin kdnnen, an die Méoglichkeit nachtriglicher Umwandlungen
der fertigen Fasern zu glauben. Die Michtigkeit der platten Faserschichte
und die Tiefe, in und bis zu welcher sie auftritt, ist individuell verschie-
den, doch glaubte ich zu bemerken, dass sie mit dem Alter der Geschdpfe
niher an die Oberfliche rickt. Auch bei Vogeln (Taf. VII. Fig. 14)
und Knorpelfischen (Taf. IX. Fig. 2) nimmt von aussen nach innen die
Dicke der Fasern nicht nur relativ, gegen die Breite, sondern auch abso-
lut zu. Aber ich wiederhole, alle meine Bemiihungen, eine Correspondenz
zwischen dem Farben- und dem Formenwechsel der Schichten zu ent-
decken, waren vergeblich und so kann ich den Farbenunterschied der
Zonen nur auf Rechnung der die ILinse durchtrinkenden Flissigkeit
setzen. Ich nehme einen schmalen, oberflichlichen, gelben Saum der
Aequatorialschnitte aus, der seinen Grund in einer feinkdrnigen Gerin-
nung des Inhalts der #ussersten Schichten hat, welche zunichst der Ein-
wirkung des Reagens, Miiller'scher Fliissigkeit, ausgesetzt sind.

Zu den riithselhaften Erscheinungen im Bau der Linse gehodrt ein
heller, kegelfésrmiger Streifen, dessen Axe an Aequatorialschnitten der
Vogellinse mit der Augenaxe zusammenfillt; er ist mit der Spitze gegen
das Centrum gerichtet, und reicht mit der Basis vorn und hinten an die
Grenze der weissen, bei durchfallendem Lichte dunkeln Substanz (Taf. VII
Fig. 10). Die mikroskopische Untersuchung lehrt, das der Streifen herriihrt
von einer Anhiéufung wasserheller, grosserer und kleinerer, theils runder,
theils elliptischer oder ganz unregelmissig gestalteter Tropfen, von denen
einige in kolbenartig erweiterten Enden der Fasern enthalten zu sein
scheinen, die meisten aber ohne Zweifel frei zwischen den Fasern liegen.
Ich wage nicht zu behaupten, dass sie in derselben Weise im Leben
bestehn, obgleich ich sie in der ganz frischen Linse gefunden habe.

Schon oben (S. 16) war die Rede von den verbreiterten Faserenden,
die sich vor und hinter der Uebergangsstelle des Epithels in die meri-
dionalen Fasern, vorn an das Epithel, hinten an die innere Fliche der

-
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innern Kapselwand anlegen (Taf. II. Fig. 2). Auch von diesem mdgen
einige Besonderheiten erwéhnt werden. Taf. IV. Fig. 14 zeigt sie aus
der Linse des Kaninchen, bis auf die freien Enden mit Stachelreihen
besetzt, die Enden gleich Fiissen iiberragend. Taf. VII Fig. 6 stellt im
Profil die gewdhnlichen Formen der Faserenden des Huhns, Fig. 7 stellt
Fasern dar, deren Spitzen mit kurzen Hikchen versehen und in einander
gefiigt sind. In Fig. 9 sind Fasern eines eben ausgeschliipften Hithnchens
abgebildet, die in ihren #ussern Enden einen kreisrunden hellen Fleck
enthielten, der fiir einen Kern genommen werden kénnte. Er entspricht
einem Eindruck, der von der senkrecht auf die Endfliche der meridio-
nalen Faser treffenden abgerundeten Spitze der Faser des Ringwulstes
herriihrt.

Mit den an die hintere Kapselwand sich anlegenden verbreiterten
Faserenden hingt eine netzformige Zeichnung der hintern Kapselwand
zusammen, welche verschiedene Deutung erfahren hat. Ich hielt sie
fir das Product einer nach dem Tode erfolgten Gerinnung zwischen
ausgetretenen Eiweisstropfen?’). Becker?) erklirte sie fiir leistenartig vor-
springende hyaline Auflagerungen der Kapsel, die schon wihrend des
Lebens um Tropfen ausgeschiedener Gewebsfliissigkeit sich bilden sollten;
Deutschmann?® leitete sie von einer eigenthiimlichen Veréinderung
einer bestiindig und normal zwischen Kapsel und Linsensubstanz befind-
lichen diinnen Eiweissschichte ab. Ohne die Existenz einer solchen
»subcapsuléren** Schichte zu bestreiten, glaube ich doch eine Beziehung
der netzformigen Zeichnung zu den an die Kapsel anstossenden Enden
der Fasern nachweisen zu konnen. Wenn man die hintere Kapselwand
dergestalt faltet, dass ihre innere Oberfliche den Rand der Falte bildet, so
sicht man die Streifen rippenartig tiber den Rand vorragen (Taf. V.
Fig. 7). Die Rippen passen ohne Zweifel in die schmalen Spalten, die
von densstumpfen Kanten der Faserenden begrenzt werden; sie theilen

1) In der lten Auflage meiner Eingeweidelehre S. 680.

2) Graefe-Saemisch, Handb. der Augenheilkunde Bd. V, S. 166.

3) Archiv fir Ophthalmologie. Bd. XXIII. 1877. Abth 2. 8. 121.
Phys. Cl. XXIII. 1. F
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die innere Oberfliche der hintern Kapselwand in Felder, deren Dimen-
sionen mit dem Durchmesser der Faserenden {ibereinstimmen. Aehn-
liche, nur viel zartere Rippen werden auch an der vordern Kapselwand
sichtbar, nachdem das Epithel entfernt ist (Taf. V. Fig. 6). Schliesslich
sei noch einer eigenthiimlichen Anordnung des Epithels der vordern
Kapselwand gedacht, die ich beim Triton und beim Aal antraf, dass
ndmlich die Epithelzellen sich gegen den Rand der Linse in Reihen
ordnen, die der Faserung parallel laufen und auch in der Breite mit
der Breite der oberflichlichsten Linsenfasern iibereinstimmen (Taf. VIIL
Fig. 1, Taf. IX. Fig. 7).

Vergleichend Anatomisches.

Nach dem Bau der Linse scheiden sich die Wirbelthiere in zwei
Abtheilungen. Die Linse der Einen besteht, abgesehn von dem flachen
Epithel der vordern Kapselwand, lediglich aus meridional verlaufenden
Fasern. In der Linse der andern Abtheilung hat sich ein Theil der
Epithelzellen zu Fasern ausgebildet, welche senkrecht zur Kapsel und
zu den meridionalen Fasern stehn und das unter dem Namen Ringwulst
beschriebene Gebilde darstellen. Mit einem Ringwulst versehen ist die
Linse der Vogel und Reptilien und es bewéhrt sich demnach auch an die-
sem Organ die Verwandtschaft der beiden genannten Thierklassen.
Einfach, d. h. ohne Ringwulst, ist die Linse der ibrigen Wirbelthiere,
der Fische, Amphibien und Sdugethiere mit Einschluss des Menschen.

Bei der grossen Mehrzahl der mit einem Ringwulst versehenen
Linsen dient derselbe dazu, den Aequatorialdurchmesser der Linse zu
vergrssern. Er hat die ldngsten Fasern und demnach die grésste Breite
in der Gegend des Aequators der Linse und verjingt sich nach vorn
gegen das Kapselepithel, wie nach hinten gegen den Wirbel, durch den
er in die meridionale Faserung'der Linse sich fortsetzt. Linsen, deren
meridionalfasriger Theil die Form einer Kugel oder gar eines in der
Richtung der Augenaxe verlingerten Ellipsoids haben wiirde, erhalten
durch den Ringwulst das Uebergewicht des aequatorialen Durchmessers
(Vgl. die meridionalen Durchschnitte Taf. VII. Fig. 1, an denen der
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dunkle Ring der in Miiller'scher Flissigkeit braunlich gefirbten Rinden-
substanz zwischen dem hellen Ringwulst und dem gelblich weissen Kern
entspricht).

Eine Ausnahme von dieser Regel macht allein, so viel ich weiss, die
Linse der Schlangen — das frische Auge eines Krokodils zu untersuchen
war mir nicht vergénnt — deren Ringwulst, wenn wan ihn so nennen
darf, zur Verlingerung der Augenaxe beitrigt (Taf. V. Fig. 10). Die
zu prismatischen Stibchen ausgewachsenen Epithelzellen erreichen in
der Schlangenlinse das Maximum ihrer Linge am vordern Pol, nehmen
von da nach allen Seiten gleichméssig ab und sind noch vor dem Aequa-
tor auf die Michtigkeit gewdhnlicher Pflasterepithelzellen reducirt ?).
~Wihrend also die Fasern des Ringwulstes in ihrer Gesammtheit bei den
ibrigen Reptilien einen gegen beide Rinder zugeschirften Reif darstellen,
setzen die entsprechenden Fasern der Schlangen eine auf die Vorder-
fliche der meridionalen Fasersubstanz aufgepasste gewdlbte Platte mit
zugeschirftem kreisformigen Rande zusammen.

Was die reguliren Ringwilste betrifft, so beruhen die generischen
Verschiedenheiten derselben auf Unterschieden ihrer Breite im Vergleich
zum meridionalfasrigen Theil der Linse. Unter den Viogeln sind es die
Passeres (Insessores), an deren Linse der Ringwulst den grdssten Antheil
hat (Taf. VI. Fig. 1b, 1c); ihnen zuniéichst stehn die Tagraubvogel
(Fig. 1f), dann folgen die hiihnerartigen und Wasservdgel (Fig. 1d, 1e);
den schmalsten Ringwulst besitzt die Linse der Eulen (Fig. 1g; und des
Strausses. In der Classe der Reptilien zeichnet sich das Chamaeleon
durch einen Ringwulst aus, der, nach Miiller's Beschreibung, sich zum
dquatorialen Durchmesser der ganzen Linse etwa wie 1:6 verhilt und
weiter auf die Vorderfliche der Linse ibergreift, als auf die hintere.
Der Ringwulst der Eidechse (Taf. V. Fig. 8) misst /s, der der Blind-

1) An der fast kugligen Linse eines Tropidonotus natrix, deren Durchmesser
2 mm. betrug, hatten die Stibchen des Ringwulstes am vordern Pol eine Linge

von 0,1 mm.
2) Wiirzb. naturwissensch. Ztsch. Bd. III, 1862. S. 18. Taf. IV. Fig. 1.
F2
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schleiche (Fig. 9) 10 des Durchmessers der ganzen Linse; von der
Schildkrétenlinse aber (Taf. V. Fig. 11) macht der Ringwulst kaum den
dreissigsten Theil des Aequatorialdurchmessers aus, gleicht also ungefdhr
dem der Nachtraubvigel. Genauere Zahlenangaben findet man in der
angehingten Tabelle B.

Nicht immer befindet sich der Ringwulst in unmittelbarer Berih-
rung mit der meridionalfasrigen Linsensubstanz und der Kapsel. Von
der Einen, wie von der andern trennt ihn héufig an gehirteten Pripa-
raten eine Substanz, von der sich annehmen ldsst. dass sie im Leben
flissig gewesen sei. Ich erwihne diesen Bestandtheil der Linse vorerst
nur, um verstindlich zu machen, wie sich der Ringwulst innerhalb der
Kapsel verschieben, biegen und falten kann. Faltungen, dhnlich der in
Taf. VI. Fig. 6 abgebildeten, kamen mir namentlich in den Augen jun-
ger Hihner vor; sie erwecken die Vorstellung, als sei der Ringwulst
fir den ihm gewdhrten Raum zu sehr in die Lidnge gewachsen. Viel
auffallendere Falten boten die Ringwiilste von Cypselus apus dar, zum
Theil symmetrisch, wie in Taf. VI. Fig. 5, zum Theil so zahlreich, unsym-
metrisch und verschlungen, wie in Fig. 4, immer aber vorzugsweise ange-
sammelt am vordern Pol der Linse, so dass an Meridionalschnitten der
Ringwulst sich kaum verschmilert von beiden Seiten auf die Vorderfliche
der Linse fortzusetzen schien (Taf. VI. Fig. 1a). Ich muss aber hinzu-
figen, dass ich die complicirten Randwiilste, die mir im ersten Sommer
an allen Exemplare der genannten Vogelart, deren ich habhaft wurde,
auffielen, an den Exemplaren des folgenden Jahres nicht wieder fand.
Ich kann deshalb nicht umhin, zu vermuthen, dass in jenen Formen eine
Anomalie und zwar eine epidemische, vorgelegen habe. Die stibchen-
artigen Elemente der verbogenen Randwiilste unterschieden sich nicht
von den normalen.

Auf die homogene Substanz, von welcher so eben die Rede war,
hat zuerst H. Miiller') die Aufmerksamkeit gelenkt. Er spricht in
seiner Beschreibung des Vogelauges von einer Fliissigkeit, welche nach

1) Archiv f. Opthalm. Bd. IIL. Abth. 1. 1857. 8. 50.



ZUR ANATOMIE DER CRYSTALLLINSE. 45

dem Tode &fters die im Leben leere Spalte zwischen dem Ringwulst
und der eigentlichen Linsensubstanz erfille; sie ist nach seiner Mei-
nung ein Product der Ausschwitzung aus den Linsenfasern. Nach Zer-
noff!) bildet homogene Substanz einen flachen Ring, der hinter dem
Aequator zwischen Kapsel und Ringwulst die Linse umgiebt; er will
denselben Ring an derselben Stelle auch bei Sdugethieren und Menschen
in der ersten Zeit nach der Geburt gefunden haben. Ritter?) stimmt
beziiglich der Localitit der formlosen Substanz mit H. Miiller iberein,
giebt aber nicht zu, dass dieselbe sich erst nach dem Tode bilde. Er
fand sie in verschiedenen Stellen der Spalte zwischen der eigentlichen
Linse und dem Ringwulst, am héufigsten am vordern Pol und im hin-
tern Winkel vor dem Wirbel. Aus diesem wechselnden Verhalten zieht
er den Schluss, dass die formlose Substanz im Leben fliissig und beweg-
lich sei und griindet darauf die Vermuthung, dass ihre Bewegung dem
Zwecke der Accomodation im Vogelauge diene; die Axe der Linse ver-
lingere und verkiirze sich, je nachdem die Flissigkeit vor oder zur
Seite der aequatorialen Fasermasse sich ansammle.

Ich kann, wass das Thatsichliche betrifft, sowohl Zernoff's, als
Ritter's Angaben bestitigen. Was Zernoff iiber die Ansammlung
von Fliissigkeit zwischen Linse und Kapsel bei Sdugethieren sagt, beruht
allerdings auf ganz zufilligen und, nach meiner Erfahrung, seltenen
Befunden. In der Vogellinse aber kommt der von Zernoff beschriebene
Ring, wenn auch nicht so bestindig, wie er annimmt, doch héiufig
genug vor, um neben der zwischen Linse und Ringwulst befindlichen
Substanz Beachtung zu verdienen. Mit Einem Wort: nach aussen und
innen vom, Ringwulst, vorn oder seitlich, symmetrisch oder nicht, in
mehr oder minder miichtiger Lage enthiilt das erhértete Vogelauge eine
homogene Substanz, die nur an den Rindern durch meist vacuolenhaltige
Eiweisskugeln getriibt ist (Taf. VI. Fig. 2. 3. Taf. VIL. Fig. 1). Constant
ist ihre Lage nur beim Embryo und beim eben ausgeschlipften Hahn-

1) a. a. 0. 8. 544.
2) Archiv fir Ophthalm. Bd. XXIII. Abth. 2. 1877. S. 44.
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chen (Taf. I, Fig. 2 und 3), wo sie einen Raum vor dem Wirbel ein-
nimmt, der mit dem Fortschritte der Entwicklung allm#hlig schmaler wird.

Die Eiweisskugeln sind ohne Zweifel erst nach dem Tode aus den
Fasern des Ringwulstes und der Linse ausgetreten; ob auch, wie
H. Miller meint, die homogene Substanz? Ich bin, mit Ritter, der
entgegengesetzten Ansicht, weil ich &fters aus der angestochenen Kapsel
der frischen Vogellinse wasserhelle Tropfchen hervorspritzen sah und
weil die oben beschriebene, mit Verlingerung verbundene Faltung des
Ringwulstes einen disponibeln Raum zwischen Linse und Ringwulst
voraussetzt. Auch ist die Ansammlung der Flissigkeit in diesem Raum
nicht nothwendige Folge der Zersetzung der Linsensubstanz. Ich habe
sie oft vermisst in Linsen, die ich absichtlich Stunden lang vor dem
Einlegen sich selbst iberliess.

Dass ich, was den Aggregatzustand der homogenen Substanz im
Leben betrifft, Ritter's Anschauung beipflichte, habe ich so eben aus-
gesprochen; der Antheil an der Accomodation den er der Fliissigkeit
zuschreibt, darf demungeachtet, so anmuthend seine Hypothese ist,
nicht als erwiesen angesehn werden. Es spricht dagegen, dass in den
Linsen aller Reptilien und vieler, auch weitsichtiger Vigel der Ring-
wulst die Meridionalfaserschichte unmittelbar beriihrt, ferner, dass die
Flassigkeit bei Individuen Einer Art nicht nur an verschiedenen Stellen
und, wie erwihnt, auch ausserhalb des Ringwulstes, sondern auch in
sehr wechselnder Menge gefunden und auch wohl ganz vermisst wird.
Am wenigsten aber vertrigt sich mit Ritter’s Hypothese die Thatsache,
dass die homogene Substanz regelmiissig bei verschiedenen Arten verschie-
dene Stellen einnimmt. Bei hdhnerartigen Végeln findet man sie nur
an den Seitentheilen (Taf. VI. Fig. 2), bei Raben, Dohlen und Singvégeln
fast bestindig am vordern Pol (Taf. VI. Fig. 3). Man darf doch nicht
annehmen, dass die Einen immer mit dem Blick in die Ferne, die
Andern mit dem Blick in die Niihe sterben. Es wird der Erfindung
zuverldssigerer Untersuchungsmethoden, als der bisher angewandten
bedirfen, um die hier noch schwebenden Fragen zu lésen.

Bei der vergleichend anatomischen Untersuchung der einfachen
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(ringwulstlosen) Linsen hat man besonders die Vereinigungsweise der
Fasern am vordern und hintern Pol, die sogenannten Linsensterne in’s
Auge gefasst. Ich habe den von Kélliker') und Babuchin *) gesam-
melten Angaben nur wenig hinzuzufiigen, um zu beweisen, dass der
Werth dieses Kennzeichens fiir die Classification gering ist. Nur bei
den Vogeln scheint die Vereinigung durgiingig punktformig zu sein.
Unter den Fischen sah ich sie punktférmig bei Gasterosteus, Sygnathus,
linear bei Pristiurus, Raja, Anguilla, Aspius, Esox, Boops. Wihrend
den Batrachiern allgemein ein punktformiger Pol zugeschrieben wird,
fand ich denselben, wie K&lliker, beim Frosch linear. Der Linsenstern
der meisten Sdugethiere gleicht der dreihérnigen Figur der menschlichen
Linse, der des Hasen und Kaninchen stellt eine einfache, verticale oder
transversale Spalte dar.

Characteristischer ist die Vertheilung der verschiedenen Faserarten,
wie schon aus der histologischen Beschreibung derselben hervorgeht.
Ich habe erwihnt, dass von den untersuchten Arten Fine, Petromyzon
fluviatilis, durchaus glatte Fasern besitzt; ihre Breite betréigt in der
Rinde nur 0,006 mm, im Kern kommen ebenso breite, aber auch viel
schmalere Fasern vor. Es bleibt zu erforschen, wie andere Arten dersel-
ben Gattung und wie die verwandten Myxinen sich verbalten. Alle
tibrigen Geschopfe haben nur eine oberflichliche Schichte glatter Fasern,
auf welche nach innen gezahnte oder mit Zacken und haarféSrmigen Fort-
siitzen versehene folgen.

Die gezahnten Fasern sind eine Eigenthéimlichkeit der Knochen-
fische; doch giebt es zwei Gattungen, die sich beziglich des Baues ihrer
Linse an die Plagiostomen und hdhern Wirbelthiere anschliessen, An- -
guilla und Silurus. Beim Aal (Taf. IX. Fig. 9—13) sind die Fasern platt,
die Fortsiitze sehr fein, in der Ansicht von der Kante (Fig. 12) unregel-
méssig zerstreuten Pinktchen &hnlich. Die Fasern des Kerns sind, wie
in der Froschlinse, gerade und fast vollkommen glatt. Beim Wels haben

1) Mikroskop. Anat. Bd. II. 8. 712.
2) Stricker's Handb. Bd. IL. S. 1084.
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die #ussersten Fasern eine Breite von 0,007, eine Dicke von 0,0023 mm.,
die innern sind im Querschnitt unregelm#ssig sechsseitig und wie die
Fasern des Kerns der S#ugethiere mit Reihen dicht gedringter feiner
Haiérchen besetzt (Taf. X. Fig. 5).

Unter den Fischen mit gezahnten Fasern zeichnen sich einzelne
Gattungen (Sygnathus, Hippocampus, Pleuronectes) durch ungewdhnliche
Breite, andere, wie die Scomberoiden, durch Schmalheit der Fasern aus; dies
tritt besonders. auffallend hervor, wenn man, wie es in Tabelle C geschieht,
mit dem Durchmesser der Fasern zugleich den Durchmesser der Linse
beriicksichtigt. Wegen der den Gattungen Labrus, Julis und Xirychthis
eigenen complicirten Form der Fasern verweise ich auf S. 36.

Den Sédugethieren eigen sind die zackigen Fasern der mittlern
Schichte der Linse; ich fand sie am reichlichsten ausgebildet bei den
Nagethieren, auch den kleinsten, vermisste sie aber bei den Repriisen-
tanten der hdchsten Gruppen, der Fledermaus, dem Affen und Menschen.

Ich schliesse mit dem Hinweis auf einige zum Theil schon im
Vorhergehenden besprochene exceptionelle Formen von Séugethierlinsen.

Die Linse der Spitzmaus (Taf. V. Fig. 1. 2) fillt auf den ersten
Blick durch die in der ganzen Substanz zerstreuten Kerne auf, Sie
misst in der Axe 0,35, im Aequatorialdurchmesser 0,45 mm. TIhre
Fasern sind, die #ussern glatt, die innern mit sehr feinen Hé#rchenreihen
besetzt. Isolirt zeigen sie sich unregelmiissig spindelférmig, die oberflich-
lichen platt, 0,01 mm. und mehr breit und 0,0025 mm. dick, die tiefern
unregelmiissig prismatisch von wechselndem Durchmesser bis zu 0,012 mm.
Jede Faser enthilt einen runden oder elliptischen Kern, die elliptischen
herrschen in den &ussern, die runden in den innern Fasern vor; die ellip-
tischen sind 0,012—0,015 mm. lang und 0,01 mm. breit, die runden haben
einen Durchmesser von 0,003—0,005 mm. Der Kern nimmt die Mitte
der Faser ein oder nihert sich ihrem hintern Ende. An dem Meridional-
durchschnitt der Linse nimmt die Zahl der Kerne gegen den hintern Rand zu.

Ueber die Linse des Maulwurfs besitzen wir Angaben von Leydig?)

1) Miiller's Archiv. 1854. 8.346. Lehrbuch der Histologie. Frkf. a.M. 1857.
8. 240.
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und v. Becker?). Nach Leydig bestinde sie grossentheils aus der
Art durchsichtiger Zellen, welche bei andern Wirbelthieren das Epithel
der vor dern Kapselwand bilden. Viele Zellen seien im Auswachsen zu
Fasern begriffen, senden aber mehrere, der Abbildung zufolge 2—4
Fortsiitze nach Einer Richtung. v. Becker fand in der zerzupften Linsen-
substanz bis 0,03 mm. breite, platte, hyaline, kurze, verschieden geformte,
meistens mit einem diinnen, kurzen Fortsatz versehene kernhaltige Zellen
und kernlose Fasern von demselben Anschein, wie die Linsenfasern der
fibrigen Sdugethiere. Einen Durchschnitt der Linse, der die Anordnung
dieser Elemente erkennen liess, brachte v. Becker nicht zu Stande.
Auch mir ist ein solcher nicht gelungen. Doch gewann ich aus Bruch-
stiicken des Organs Faserbiindel, die offenbar der Axe desselben parallel
liefen und von denen die lidngsten, wbereinstimmend mit der Dicke der
Linse, 0,3 mm. massen. Sie waren simmtlich fast gerade, glattrandig,
platt und eigenthtimlich zerknittert (Taf. V. Fig. 3), an beiden Enden
quer abgestutzt, etwas verbreitert, und in der Néhe des hintern Endes
mit einem runden Kern versehen. Das breite Ende hatte 0,01, der
Kern 0,0075 mm. im Durchmesser. Wenn das offenbar collabirte An-
sehn der Fasern den Verdacht erwecken konnte, ob hier nicht eine
Leichenverénderung im Spiele sei, so ldsst sich dies durch die Abwe-
senheit aller Zersetzungsproducte, der Eiweisskugeln wie der Vacuolen,
und auch noch dadurch widerlegen, dass die Behandlung des Maulwurfs-
auges ganz dieselbe war, wie die der lbrigen Augen.

Unter allen Geschopfen besitzt der Mensch, und ndchst ihm der
Affe, die platteste Linse. Das dadurch bedingte, geringe Brechungsver-
mogen steht im Einklang mit dem verhéltnissmissig grossen Abstand
der Linse von der Retina. Der Plattheit der Linse aber entspricht der
geringe Dickendurchmesser der Fasern in allen Schichten derselben.
Der Aequatorialschnitt (Taf. I. Fig. 8) zeigt, der Kapsel zunichst, Reihen
von nicht ganz regelmiissigen, aber doch im allgemeinen sechsseitigen
Durchschnitten, deren Breite im Mittel 0,0125, deren Dicke schon nicht

1) Archiv fiir Opbthalm. Bd. IX. Abth. 2. S. 20.
Phys. Cl. XXIIL 1. G
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mehr als 0,0012 mm. betrigt. Sehr bald, in einer Tiefe von 0,15 mm.,
werden die Faserdurchschnitte unregelmiissig und so diinn, dass bei ge-
‘wohnlicher Behandlung weder die seitlichen, noch die Flichengrenzen der-
selben sich markiren. Ich war in der That zweifelhaft, ob nicht eine
homogene Masse diesen Theil der Linse erfille und verdanke die Aufls-
sung derselben in die einzelnen Elemente, wie der untere Theil der Fig. 8A
sie zeigt, dem Rathe Merkel's, die in Alkohol erhirtete Linse mit Xylol
aufzuhellen. An der Grenze von Rinde und Kern treten wieder dickere,
aber schmalere Fasern auf (Fig. 8B); im Kern aber war es auch mit Hilfe
des Xylols nicht méglich, die Schichtung der radidren Reihen der Durch-
schnitte aus einzelnen Pléittchen nachzuweisen. Nur die seitlichen Grenzen
der Reihen sind deutlich (Fig. 8C) und dies bewirken die feinen Haér-
chenreihen, die man an den Réndern der durch Maceration isolirten
Fasern beobachten kann.
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Verzeichniss

der zur Untersuchung der Linsen benutzten Thiere?).

Petromyzon fluviatilis.
Seyllium canicula.

Pristiurus melanostomus.

Carcharias glaucus.
Zygaena malleus.
Mustelus vulgaris.
Lamna cornubica.
Heptanchus cinereus.
Squatina vulgaris.
Torpedo marmorata.
— ocellata.

Raja clavata.

— asterias.
Acipenser sturio.
Syngnathus acus.
Hippocampus marinus.
Balistes inc. sp.
Orthagoriscus mola.
Anguilla fluviatilis.
Conger mirus.

Clupea harengus.
Engraulis encrasicholus.
Esox lucius.

Cyprinus carpio.
Aspius alburnus.
Cobitis fossilis.
Silarus glanis.

Gadus callarias.
Merlaccius escalentus.
Pleuronectes platessa.
Rhombus maximus.
Labrus merula.

1) In der Aufziihlung folge ich dem in Claus Handbuch

tirten Systeme.

Labrus erythrinus.
Crenilabrus rostratus.
Xyrichthys novacula.
Julis turcica.

— Geofredi.
Serranus cabrilla.
Apogon rex mullorum.
Gasterosteus aculeatus.
Dentex vulgaris.
Maena vulgaris.
Mullus barbatus.
Boops vulgaris.
Sargus annularis.
Oblata melanura.
Pagrus vulgaris.
Pagellus mormyrus.
Scorpaena scrofa.

— porcus.

Cottus scorpius.
Trigla hirundo.
Gunellus sp. inc.
Dactylopterus volitans.
Uranoscopus scaber.
Trachinus draco.
Corvina nigra.
Lepidopus ensiformis.
Scomber colias.
Thynnus vulgaris.
Naucrates ductor.
Zeus faber.

Caranx trachurus.
Lichia glaunca.

der Zoologie adop~
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Cyclopterus lumpus,
Xiphias gladius.
Gobius niger. .

— quadrimaculatus.
Blenunius viviparus.
— ocellatus.
Cepola rabescens.
Atherina cernua.
Mugil cephalus.

— chelo.

Triton igneus.
Salamandra maculata.
Rana temporaria.

Tropidonotus natrix.
Coluber Riccioli.

— viridiflavus.
Anguis fragilis.
Pseudopus Pallasii.
Lacerta agilis.

— muralis.
Chelonia midas.
Testudo graeca.

Cygnus olor.

Anser cinereus.
Anas boschas.
Larus canus.

Gallus domest.
Perdix cinerea.
Meleagris gallopavo.
Columba domest.
Hirundo urbica.

J. HENLE,

Cypselus apus.
Corvus cornix.

— monedula.
Muscicapa grisola.
Sylvia phoenicurus.
Alauda arvensis.
Passer domesticus.
Strix flammea.

— aluco.

Astur palumbarius.
Falco tinnunculus.
Nisus communis.
Strauthio camelus.

Equus caballus.

Sus scrofa.

Ovis aries.

Capra hircus.

Bos taarus.

Lepus timidus.

— cuniculus.

Cavia cobaya.

Mus rattus.

— musculus.
Erinaceus europaeus,
Sorex pygmaeus.
Talpa europaea.

Meles taxus.

Canis familiaris.

— valpes.

Felis domestica.
Vespertilio Bechsteinii.
— murinus. ‘
Inuus macao.
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Tabelle A.
Maasse der Linsenfasern in Millimetern.
Rinde. Kern.

Breite, Dicke. Breite. Dicke.
Scyllium canicula 0,018 0,0046 0,008 0,0023
Pristiurns melanostomus 0,015 0,0028 0,006 0,0026
Carcharias glaucus 0,012 0,0034
Zygaena malleus 0,012 0,003
Squatina vulgaris 0,013 0,0032
Acipenser sturio 0,014 0,007
Hippocampus marinus 0,036 0,008
Anguilla flaviatilis 0,012 0,001
Silurus glanis 0,007 0,0023
Pleuronectes platessa 0,033—0,052  0,0007 0,015
Sargus annularis 0,035 0,0007
Pagellus mormyrus 0,020 0,005
Xiphias gladius 0,012 0,0087 0,0075
Blennius viviparus 0,023
Triton igneus 0,055 0,0016 0,027 0,017
Rana temporaria 0,012 0,005 0,005
Anguis fragilis 0,016 0,007
Lacerta agilis 0,046 0,018 0,002
Testudo graeca 0,036
Cygnus olor (Linse 9 mm) 0,025 0,0037 0,006
Anas boschas 0,025 0,002
Gallus domest. 0,032 0,0075
— — jung 0,028 0,005 0,014 0,005
Meleagris gallopavo 0,030 0,0057 0,0057
Corvus monedula : 0,023 0,004 0,011 0,011
Strix flammea 0,017 0,010 0,010 0,007
Ovis aries 0,015 0,012 0,007 0,008
Lepus cuniculus 0,012 0,008 0,007 0,002
Mus masculus 0,012
Canis familiaris 0,012—0,025 0,006—0,01
Inous macao 0,012 0,002

Mensch 0,011 0,0012 0,009 0,008
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Tabelle B.

Verhiltniss der Breite des Ringwulstes zum Aequatorial-
durchmesser der Linse.

(Maasse in Millimetern.)

Aequatorial-Durchmesser Breite des
‘ der Linse. Ringwulstes.
Anguis fragilis 1,60 0,15 1:10
Pseundopus Pallasii 3,30 . 0,30 1:11
Lacerta agilis 125 0,15 1:8
Chelonia Midas 6,00 0,50 1:30
Cygnus olor 9,00 0,50 1:18
Gallus domest. 5,50 0,45 1:12
Meleagris gallopavo 7,50 1,00 1:7—8
Columba domest. 4,80 0,50 1:9
Sylvia phoenicura 5,00 1,00 1:5
Hirundo urbica 3,30 0,90 1:4
Alauda arvensis 5,00 1,25 1:4
Corvus monedula 5,00 1,00 1:5
Astur palumbarius 7,00 1,00 1:7
Strix aluco 15,00 0,50 1:30
Strathio camelus 15,50 0,50 1:30
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Tabelle C.

Breite der &#ussern Fasern der Linse der Knochenfische
am Aequator, nach dem Aequatorialdurchmesser der
Linse geordnet. Die Maasse in Millimetern.

Aequatorialdurchm, Breite
der Linse. der Fasern.

Sygnathus acus 1 0,036
Hippocampus marinus —_ 0,036
Crenilabrus rostratus — 0,0275
Gobins qoadrimaculatus — 0,020
Dentex vulgaris — 0,017
Zeus faber 2 0,010
Pleuronecles platessa —_ 0,052
Serranus cabrilla —_ 0,020
Mugil chelo 2,5 0,012
Julis Geoffredi —_— 0,037
Cepola rubescens 3 0,030
Clupea harengus - 0,012
Merluccins esculentus —_ 0,010
Mugil cephalus 4 0,012
Dentex vulgaris —_ 0,017
Pleuronectes platessa — 0,050
Scomber colias 4,5 0,010
Mugil chelo - 0,020
Dactylopterus volitans 5 0,025
Pagrus vulgaris —_ 0,17
Lichia glanca — 0,025
Boops vulgaris - 0,025
Caranx trachurus 6,5 0,030
Mugil cephalus 7 0,017
Zeus faber - 0,020
Xiphias gladius 8 0,012
Orthagoriscus mola 12 0,025
Pagellus mormyrus . — 0,020

Thynnus vulgaris - 0,015
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chen (Taf. I, Fig. 2 und 3)., wo sie einen Raum vor dem Wirbel ein-
nimmt, der mit dem Fortschritte der Entwicklung allm#hlig schmaler wird.

Die Eiweisskugeln sind ohne Zweifel erst nach dem Tode aus den
Fasern des Ringwulstes und der Linse ausgetreten; ob auch, wie
H. Mialler meint, die homogene Substanz? Ich bin, mit Ritter, der
entgegengesetzten Ansicht, weil ich 3fters aus der angestochenen Kapsel
der frischen Vogellinse wasserhelle Tropfchen hervorspritzen sah und
weil die oben beschriebene, mit Verlingerung verbundene Faltung des
Ringwulstes einen disponibeln Raum zwischen Linse und Ringwulst
voraussetzt. Auch ist die Ansammlung der Fldssigkeit in diesem Raum
nicht nothwendige Folge der Zersetzung der Linsensubstanz. Ich habe
sie oft vermisst in Linsen, die ich absichtlich Stunden lang vor dem
Einlegen sich selbst tberliess.

Dass ich, was den Aggregatzustand der homogenen Substanz im
Leben betrifft, Ritter's Anschauung beipflichte, habe ich so eben aus-
gesprochen; der Antheil an der Accomodation den er der Flissigkeit
zuschreibt, darf demungeachtet, so anmuthend seine Hypothese ist,
nicht als erwiesen angesehn werden. Es spricht dagegen, dass in den
Linsen aller Reptilien und vieler, auch weitsichtiger Vogel der Ring-
wulst die Meridionalfaserschichte unmittelbar beriihrt, ferner, dass die
Flassigkeit bei Individuen Einer Art nicht nur an verschiedenen Stellen
und, wie erwithnt, auch ausserhalb des Ringwulstes, sondern auch in
sehr wechselnder Menge gefunden und auch wohl ganz vermisst wird.
Am wenigsten aber vertrigt sich mit Ritter’s Hypothese die Thatsache,
dass die homogene Substanz regelmiissig bei verschiedenen Arten verschie-
dene Stellen einnimmt. Bei hilhnerartigen Vogeln findet man sie nur
an den Seitentheilen (Taf. VI. Fig. 2), bei Raben, Dohlen und Singvégeln
fast bestindig am vordern Pol (Taf. VI. Fig. 3). Man darf doch nicht
annehmen, dass die Einen immer mit dem Blick in die Ferne, die
Andern mit dem Blick in die Nihe sterben. Es wird der Erfindung
zuverldssigerer Untersuchungsmethoden, als der bisher angewandten
bedirfen, um die hier noch schwebenden Fragen zu l5sen.

Bei der vergleichend anatomischen Untersuchung der einfachen
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(ringwulstlosen) Linsen hat man besonders die Vereinigungsweise der
Fasern am vordern und hintern Pol, die sogenannten Linsensterne in’s
Auge gefasst. Ich habe den von Kdlliker') und Babuchin *) gesam-
melten Angaben nur wenig hinzuzufiigen, um zu beweisen, dass der
Werth dieses Kennzeichens fiir die Classification gering ist. Nur bei
den Végeln scheint die Vereinigung durgingig punktférmig zu sein.
Unter den Fischen sah ich sie punktférmig bei Gasterosteus, Sygnathus,
linear bei Pristiurus, Raja, Anguilla, Aspius, Esox, Boops. Wihrend
den Batrachiern allgemein ein punktfSrmiger Pol zugeschrieben wird,
fand ich denselben, wie K&1lliker, beim Frosch linear. Der Linsenstern
der meisten Sidugethiere gleicht der dreihornigen Figur der menschlichen
Linse, der des Hasen und Kaninchen stellt eine einfache, verticale oder
transversale Spalte dar.

Characteristischer ist die Vertheilung der verschiedenen Faserarten,
wie schon aus der histologischen Beschreibung derselben hervorgeht.
Ich habe erwihnt, dass von den untersuchten Arten Fine, Petromyzon
fluviatilis, durchaus glatte Fasern besitzt; ihre Breite betrdigt in der
Rinde nur 0,006 mm, im Kern kommen ebenso breite, aber auch viel
schmalere Fasern vor. Es bleibt zu erforschen, wie andere Arten dersel-
ben Gattung und wie die verwandten Myxinen sich verhalten. Alle
ibrigen Geschdpfe haben nur eine oberflichliche Schichte glatter Fasern,
auf welche nach innen gezahnte oder mit Zacken und haarformigen Fort-
siitzen versehene folgen.

Die gezahnten Fasern sind eine Eigenth#imlichkeit der Knochen-
fische; doch giebt es zwei Gattungen, die sich bezfiglich des Baues ihrer
Linse an die Plagiostomen und héhern Wirbelthiere anschliessen, An- -
guilla und Silurus. Beim Aal (Taf. IX. Fig. 9—13) sind die Fasern platt,
die Fortsiitze sehr fein, in der Ansicht von der Kante (Fig. 12) unregel-
missig zerstreuten Pinktchen &hnlich. Die Fasern des Kerns sind, wie
in der Froschlinse, gerade und fast vollkommen glatt. Beim Wels haben

1) Mikroskop. Anat. Bd. II. 8. 712.
2) Stricker's Handb. Bd. IL 8. 1084.
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die dussersten Fasern eine Breite von 0,007, eine Dicke von 0,0023 mm.,
die innern sind im Querschnitt unregelmissig sechsseitig und wie die
Fasern des Kerns der Siugethiere mit Reihen dicht gedriingter feiner
Hadrchen besetzt (Taf. X. Fig. 5).

Unter den Fischen mit gezahnten Fasern zeichnen sich einzelne
Gattungen (Sygnathus, Hippocampus, Pleuronectes) durch ungewdhnliche
Breite, andere, wie die Scomberoiden, durch Schmalheit der Fasern aus; dies
tritt besonders.auffallend hervor, wenn man, wie es in Tabelle C geschieht,
mit dem Durchmesser der Fasern zugleich den Durchmesser der Linse
beriicksichtigt. Wegen der den Gattungen Labrus, Julis und Xirychthis
eigenen complicirten Form der Fasern verweise ich auf S. 36.

Den Sidugethieren eigen sind die zackigen Fasern der mittlern
Schichte der Linse; ich fand sie am reichlichsten ausgebildet bei den
Nagethieren, auch den kleinsten, vermisste sie aber bei den Reprisen-
tanten der hdchsten Gruppen, der Fledermaus, dem Affen und Menschen.

Ich schliesse mit dem Hinweis auf einige zum Theil schon im
Vorhergehenden besprochene exceptionelle Formen von Séugethierlinsen.

Die Linse der Spitzmaus (Taf. V. Fig. 1. 2) fdllt auf den ersten
Blick durch die in der ganzen Substanz zerstreuten Kerne auf. Sie
misst in der Axe 0,35, im Aequatorialdurchmesser 0,45 mm. Ihre
Fasern sind, die #ussern glatt, die innern mit sehr feinen Ha#rchenreihen
besetzt. Isolirt zeigen sie sich unregelmissig spindelfdrmig, die oberflich-
lichen platt, 0,01 mm. und mehr breit und 0,0025 mm. dick, die tiefern
unregelmissig prismatisch von wechselndem Durchmesser bis zu 0,012 mm.
Jede Faser enthilt einen runden oder elliptischen Kern, die elliptischen
herrschen in den &ussern, die runden in den innern Fasern vor; die ellip-
tischen sind 0,012—0,015 mm. lang und 0,01 mm. breit, die randen haben
einen Durchmesser von 0,003—0,005 mm. Der Kern nimmt die Mitte
der Faser ein oder niéhert sich ihrem hintern Ende. An dem Meridional-
durchschnitt der Linse nimmt die Zahl der Kerne gegen den hintern Rand zu.

Ueber die Linse des Maulwurfs besitzen wir Angaben von Leydig?

1) Miiller's Archiv. 1854. 8.346. Lehrbuch der Histologie. Frkf. a.M. 1857.
8. 240.
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und v. Becker?). Nach Leydig bestinde sie grossentheils aus der
Art durchsichtiger Zellen, welche bei andern Wirbelthieren das Epithel
der vor dern Kapselwand bilden. Viele Zellen seien im Auswachsen zu
Fasern begriffen, senden aber mehrere, der Abbildung zufolge 2—4
Fortsiitze nach Einer Richtung. v. Becker fand in der zerzupften Linsen-
substanz bis 0,03 mm. breite, platte, hyaline, kurze, verschieden geformte,
meistens mit einem diinnen, kurzen Fortsatz versehene kernhaltige Zellen
und kernlose Fasern von demselben Anschein, wie die Linsenfasern der
#ibrigen S#ugethiere. Einen Durchschnitt der Linse, der die Anordnung
dieser Elemente erkennen liess, brachte v. Becker nicht zu Stande.
Auch mir ist ein solcher nicht gelungen. Doch gewann ich aus Bruch-
sticken des Organs Faserbiindel, die offenbar der Axe desselben parallel
liefen und von denen die lingsten, @bereinstimmend mit der Dicke der
Linse, 0,3 mm. massen. Sie waren simmtlich fast gerade, glattrandig,
platt und eigenthiimlich zerknittert (Taf. V. Fig. 3), an beiden Enden
quer abgestutzt, etwas verbreitert, und in der Nidhe des hintern Endes
mit einem runden Kern versehen. Das breite Ende hatte 0,01, der
Kern 0,0075 mm. im Durchmesser. Wenn das offenbar collabirte An-
sehn der Fasern den Verdacht erwecken konnte, ob hier nicht eine
Leichenverdinderung im Spiele sei, so ldsst sich dies durch die Abwe-
senheit aller Zersetzungsproducte, der Eiweisskugeln wie der Vacuolen,
und auch noch dadurch widerlegen, dass die Behandlung des Maulwurfs-
auges ganz dieselbe war, wie die der i{ibrigen Augen.

Unter allen Geschopfen besitzt der Mensch, und néichst ihm der
Affe, die platteste Linse. Das dadurch bedingte, geringe Brechungsver-
mdgen steht im Einklang mit dem verhéltnissmissig grossen Abstand
der Linse von der Retina. Der Plattheit der Linse aber entspricht der
geringe Dickendurchmesser der Fasern in allen Schichten derselben.
Der Aequatorialschnitt (Taf. I. Fig. 8) zeigt, der Kapsel zuniichst, Reihen
von nicht ganz regelmissigen, aber doch im allgemeinen sechsseitigen
Durchschnitten, deren Breite im Mittel 0,0125, deren Dicke schon nicht

1) Archiv fir Ophthalm. Bd. IX. Abth. 2. 8. 20.
Phys. Cl. XXIII 1. G
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mwehr als 0,0012 mm. betrigt. Sehr bald, in einer Tiefe von 0,15 mm.,
werden die Faserdurchschnitte unregelméssig und so dinn, dass bei ge-
‘'wohnlicher Behandlung weder die seitlichen, noch die Fliichengrenzen der-
selben sich markiren. Ich war in der That zweifelhaft, ob nicht eine
homogene Masse diesen Theil der Linse erfillle und verdanke die Aufls-
sung derselben in die einzelnen Elemente, wie der untere Theil der Fig. 8A
sie zeigt, dem Rathe Merkel's, die in Alkohol erhértete Linse mit Xylol
aufzuhellen. An der Grenze von Rinde und Kern treten wieder dickere,
aber schmalere Fasern auf (Fig. 8B); im Kern aber war es auch mit Hillfe
des Xylols nicht méglich, die Schichtung der radidren Reihen der Durch-
schnitte aus einzelnen Plittchen nachzuweisen. Nur die seitlichen Grenzen
der Reihen sind deutlich (Fig. 8C) und dies bewirken die feinen Hasr-
chenreihen, die man an den Rindern der durch Maceration isolirten
Fasern beobachten kann.
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Verzeichniss

der zur Untersuchung der Linsen benutzten Thiere?.

Petromyzon fluviatilis. Labrus erythrinus.
Scyllium canicula. Crenilabrus rostratus.
Pristiurus melanostomus. Xyrichthys novacula.
Carcharias glaucus. Julis turcica.
Zygaena malleus. — Geofredi.
Mustelus vulgaris. Serranus cabrilla.
Lamna cornubica. Apogon rex mullorum.
Heptanchus cinereus. Gasterosteus aculeatus.
Squatina vulgaris. Dentex vulgaris.
Torpedo marmorata. Maena vulgaris.

— ocellata. Mullus barbatus.
Raja clavata. Boops vulgaris.

— asterias. Sargus annularis.
Acipenser sturio. Oblata melanura.
Syngnathus acus. Pagrus vulgaris.
Hippocampus warinus. Pagellus mormyrus.
Balistes inc. sp. Scorpaena scrofa.
Orthagoriscus mola. — porcus.

Anguilla fluviatilis. Cottus scorpius.
Conger mirus. Trigla hirundo.
Clupea harengus. Gunellus sp. ine.
Engraulis encrasicholus. Dactylopterus volitans.
Esox lucius. Uranoscopus scaber.
Cyprinus carpio. Trachinus draco.
Aspius alburnus. Corvina nigra.
Cobitis fossilis. Lepidopus ensiformis.
Silurus glanis. Scomber colias.
Gadus callarias. Thynnus vulgaris.
Merluccius esculentus. Naucrates ductor.
Pleuronectes platessa. Zeus faber.

Rhombus maximus. Caranx trachurus.
Labrus merula. Lichia glanca.

1) In der Aufzihlung folge ich dem in Claus Handbuch der Zoologie adop~
tirten Systeme. ‘

G2
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Cyclopterus lumpus. Cypselus apus.
Xiphias gladius. Corvus cornix.
Gobius niger. . — monedula.
— quadrimaculatus. Muscicapa grisola.
Blennius viviparus. Sylvia phoenicuras.
— ocellatus. Alauda arvensis.
Cepola rubescens. Passer domesticus.
Atherina cernua. Strix flammea.
Mugil cephalus. — aluco.
— chelo. Astur palumbarius.
Falco tinnunculus.
Triton igneus. Nisus commanis.
Salamandra maculata. Struthio camelus.

Rana temporaria.
Equus caballus.

Tropidonotus natrix. Sus scrofa.

Coluber Riccioli. Ovis aries.

— viridiflavas. Capra hircus.

Anguis fragilis. Bos taurus.

Pseudopus Pallasii. Lepus timidus.

Lacerta agilis. — cuniculas.

— mauralis. Cavia cobaya.

Chelonia midas. Mus rattuos.

Testudo graeca. — musculus.
Erinaceus europaeus,

Cygnus olor. Sorex pygmaeus.

Anser cinereus. Talpa europaea.

Anas boschas. Meles taxus.

Larus canus. Canis familiaris.

Gallus domest. — vulpes.

Perdix cinerea. Felis domestica.

Meleagris gallopavo. Vespertilio Bechsteinii,

Columba domest. — murinus.

Hirundo urbica. Inuus macao.
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Maasse der Linsenfasern in Millimetern.

Scyllium canicula
Pristiurus melanostomus
Carcharias glaucus
Zygaena malleus
Squatina vulgaris
Acipenser sturio
Hippocampus marinus
Anguilla fluviatilis
Silurus glanis
Pleuronectes platessa
Sargus annularis
Pagellus mormyrus
Xiphias gladius

Triton igneus
Rana temporaria
Anguis fragilis
Lacerta agilis
Testudo graeca
Cygnus olor (Linse 9 mm)
Anas boschas
Gallas domest.

— — jung
Meleagris gallopavo
Corvus monedula
Strix flammea

Ovis aries

Lepus cuniculus
Mus masculus
Canis familiaris
Inuus macao
Mensch

Tabelle A.
Rinde.

Breite, Dicke.
0,018 0,0046
0,015 0,0028
0,012 0,0034
0,012 0,003
0,013 0,0032
0,014
0,036
0,012 0,001
0,007 0,0023
0,033—0,052  0,0007
0,035 0,0007
0,020 0,005
0,012 0,0087
0,023
0,055 0,0016
0,012 0,005
0,016 0,007
0,046
0,036
0,025 0,0037
0,025 0,002
0,032 0,0075
0,023 0,005
0,030 0,0057
0,023 0,004
0,017 0,010
0,015 0,012
0,012 0,003
0,012
0,012—0,025
0,012 0,002
0,011 0,0012

Kern.
Breite.
0,006
0,006

0,007
0,008

0,015

0,0075

0,027
0,005

0,018
0,006
0,014
0,0057
0,011

0,010

0,007

0,007
0,006—0,01

0,009

58

Dicke.
0,0023
0,0026

0,017

0,002

0,005

0,011
0,007
0,008
0,002

0,008
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Tabelle B.

Verhdltniss der Breite des Ringwulstes zum Aequatorial-

Anguis fragilis
Pseudopus Pallasii
Lacerta agilis
Chelonia Midas
Cyguus olor
Gallus domest.
Meleagris gallopavo
Columba domest.
Sylvia phoenicura
Hirundo urbica
Alauda arvensis
Corvus monedula
Astur palumbarius
Strix aluco
Struthio camelus

1,60
3,30
1,25
6,00
9,00
5,50
7,50
4,80
5,00
3,30
5,00
5,00
7,00
15,00
15,50

-Durchmesser
Linse.

durchmesser der Linse.
(Maasse in Millimetern.)

Aequatorial

Breite des
der "

Ringwulstes.

0,15
0,30
0,15
0,50
0,50
0,45
1,00
0,50
1,00
0,90
1,25
1,00
1,00
0,50
0,50

.
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Tabelle C.

55

Breite der #ussern Fasern der Linse der Knochenfische

am Aequator, nach dem Aequatorialdurchmesser der
Die Maasse in Millimetern.

Linse geordnet.

Sygnathus acus
Hippocampus marinus
Crenilabrus rostratus

Gobius quadrimaculatus

Dentex vulgaris
Zeus faber
Pleuronecies platessa
Serranus cabrilla
Mugil chelo

Julis Geoffredi
Cepola rubescens
Clupea harengus
Merluccius esculentus
Mugil cephalus
Dentex vulgaris
Pleuronectes platessa
Scomber colias
Mugil chelo
Dactylopterus volitans
Pagrus vulgaris
Lichia glauca

Boops vulgaris
Caranx trachurus
Mugil cephalus
Zeus faber

Xiphias gladius
Orthagoriscus mola
Pagellus mormyrus
Thynnus vulgaris

Aequatorialdurchm.
der Linse.

F=rlrrli=g

L ()
| ™11 @]

>
-
(5,3

[ I B

K<)
[2,]

Breite

der Fasern.

0,036
0,036
0,0275
0,020
0,017
0,010
0,052
0,020
0,012
0,087
0,030
0,012
0,010
0,012
0,017
0,050
0,010
0,020
0,025
0,17
0,025
0,025
0,080
0,017
0,020
0,012
0,025
0,020
0,015
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Erkldarung der Tafeln.

Alle mikroskopischen Abbildungen, bei welchen ein Maass der Vergrosserung nicht angegeben ist,
sind am das 450fache vergrossert.

Taf. . Entwicklung der Linse. Linse des Menschen.

Fig. 1. Durchschnitt der Linse einer extremititenlosen Kaulquappe durch die
Axe und parallel derselben.

Fig. 2. Durchschnitt durch die Axe der Linse eines 90 Stunden bebriiteten
Htthnerembryo.

Fig. 8. Darchschnitt in gleicher Richtung durch die Linse eines eben aus-
geschliipften Hiihnchens.

Fig. 4. Durchschnitt in gleicher Richtung durch die Linse eines der Reife
nahen Kaninchen-Embryo.

Fig. 5. Die Gegend des Wirbels desselben Durchschnitts, stirker vergrossert,
um den Uebergang der Epithelzellen der vordern Wand der Linsenkapsel in Linsen-
fasern zu zeigen.

Fig. 6. Aus einem Aequatorialschnitt derselben Liuse, Querschnitt der Fasern
und der von ihnen begrenzten feinen Ginge.

Fig. 7. Innerer Theil “des Aequatorialschnitts der Linse eines 3 Tage alten
Kitzchens. Fettkorochen in den Fasern des Kerns.

Fig. 8. Theile des Aequatorialschnitts der menschlichen Linse. 4. Aeusserste
Schichte. a Kapsel, b Epithel, ¢ dussere prismatische Fasern, einzelne in der Gegend
ihres Kerns durchschnitten, d Schichte der platten Fasern. B. Von der Grenze der
Rinde und des Kerns. C. Aus dem innersten Kern, die Grenzen der einzelnen Faser-
querschnitte ununterscheidbar.

Fig. 9. Aequatorialer Durchschnitt der dussersten Schichte einer menschlichen
Linse. Unregelmissige, meist vierseitig prismatische Fasern.

Fig. 10. Der Axe paralleler, (meridionaler) Durchschnitt der Aequatorialge-
gend der menschlichen Linse. Uebergang der Epithelzellen der vordern Kapselwand in
Fasern.
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Taf. II. Sdugethierlinse. Hund. Ratte.

Fig. 1. Meridionaler Durschschnitt durch die Aequatorialgegend der Linse des
Hundes. * Durchschnitt der Zonula, deren Ansatzstelle an die Kapsel ohngefihr die
Grenze zwischen der michtigen vordern und der diinnen hintern Kapselwand be-
zeichnet. Wirbel und Kernzone. Ausgetretene Eiweisskugeln zwischen dem Epithel
der vordern Kapselwand und den Faserenden.

Fig. 2. Ein Theil der Fig. 1, stirker vergrossert.

Fig. 3. Theile des Aequatorialschnitts der Linse des Hundes. a& Rinde, b Kern.
Fig. 4. Zackige Fasern aus der mittlern Schichte der Linse des Hundes.

Fig. 6. Querschnitte derselben Fasern.

Fig. 6. Dieselben Fasern von der Kante gesehen.

Fig. 7. Zackige Fasern des Kerns aus der Linse des Hundes.

Fig. 8. Zackige (flambergartige) Fasern aus der Mittelschichte der Linse der Ratte.
Fig. 9. Dieselben Fasern, von der Kante gesehen.

Fig. 10. Spiralige Fasern aus der Linse der Ratte.

Taf III. Sdugethierlinse. Schaf Ziege.

Fig. 1, a b ¢ d Theile eines Aequatorialschnitts der Linse des Schafs aus ver-
schiedener Tiefe. @ b dussere Schichte, ¢ Schichte der zackigen Fasern d Kern.

Fig. 2. Aequatorialschnitt aus der Rinde der Schaflinse.

Fig. 3. Desgleichen aus der Schichte der zackigen Fasern.

Fig. 4. Aus derselben Schichte regelmissig abwechselnde Reihen breiter uad
schmaler Querschnitte.

Fig. 5. Querschnitte aus einer mit Osmiumsigre behandelten Schaflinse, in
wellenformige Binder durch Verklebung der den spitzen Winkel einschliessenden
Seitenflichen zerfallend.

Fig. 6. Aehnliche Béinder aus dem Kern der mit Osmiumsiure behandelten
Schaflinse.

Fig. 7. Eine Faser aus der mit Osmiumsiure behandelten Schaflinse, welche
die zottigen Anhiinge der Riénder und die aus den stumpfen Kanten hervorragenden
Stachelchen zeigt.

Fig. 8. Fasern der Schaflinse, aus Osmiumsiure. Die Reihen dunkler und
heller Piinktchen entsprechen den aus den obern und untern stumpfen Kanten her-
vorragenden Stachelreihen.

Fig. 9. Eine Reihe von Querschnitten der mit Stachelreihen besetzten Fasern
aus der mit Osmiumsdare behandelten Schaflinse.

Phys. Cl. XXIII. 1. H
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Fig. 10. Mit feinen Hadrchen besetzte Faser aus dem Kern der in Osmium-
siure macerirten Schaflinse.

Fig. 11. Spiralige, zum Theil mit feinen Stacheln besetzte Fasern der Schaflinse.

Fig. 12. Querschnitte der spiraligen Fasern.

Fig. 13. Querschnitte ans dem Kern der Linse einer jungen Ziege.

Fig. 14. Aequatorialschnitt der in Miiller’scher Fliissigkeit aufbewahrten Linse
einer jungen Ziege.

Taf IV. Sdugethierlinse. Pferd, Schwein, Kalb, Kaninchen.

Fig. 1. Faser aus der Rinde der Linse des Pferdes.

Fig. 2. Fasern mit Zotten des Randes und Stachelreihen der stumpfen Kanten
aus der in Osmiumsiure macerirten Linse des Pferdes. Optische Querschnitte.

Fig. 8. Mit Reihen vou Stachelchen besetzte Fasern aus dem Kern einer in
Osmiumsiiure macerirten Linse des Pferdes.

Fig. 4. Fasern mit Zotten des Randes und Stachelreihen aus der Linse desSchweins.

Fig. 5. Fasern aus der Linse des Schweins, einseitig zackig.

Fig. 6. Mit Stachelreihen besetzte Fasern aus dem Kern der Linse des Schweins,
Fig. 7. Querschnitt der Fasern aus dem Centrum der Linse des Schweins.
Fig. 8. Fasern mit zottigen Anhéngen aus den dussern Schichten der Kalbslinse.
Fig. 9. Stumpf endende Fasern mit Stachelreihen aus dem Kern der Kalbslinse.

Fig. 10. Fasern mit Stachelreihen und kolbigen Enden, ebendaher.

Fig. 11. Aequatorialschnitt aus der Kernzone der Linse des Kaninchen.

Fig. 12. Aequatorialschnitt aus der Rinde der Kaninchenlinse. =~ Abnorme
Formen ; ungewihnlich rascher Uebergang der prismatischen Fasern in platte.

Fig. 13. Wellenformig gekriuselte, (scheinbar querstreifige) Fasern aus der
Linse des Kaninchen.

Fig. 14. Verbreiterte dunssere Enden der Linsenfasern des Kaninchen.

Fig. 15. Querschnitt von Zotten- und Stacheln tragenden Fasern aus der
Linse des Kaninchen.

Fig. 16. Fasern aus dem Kern der Kaninchenlinse. Unregelmissige Enden.

Taf V. Sdugethiere. Reptilien.

Fig. 1. Meridionalschnitt der Linse von Sorex pygmaeus.

Fig. 2. Fasern aus derselben.

Fig. 8. Fasern aus der Linse des Maulwurfs.

Fig. 4. Aecussere Fasern aus der Linse des Hasen, Seitenansicht. Die hellen
Streifen sind die ausserhalb des Focus befindlichen Kanten der Fasern der tiefern Schichte.
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Fig. 5. Querschnitt der stark gezackten Fasern aus der mittlern Schichte der
Linse des Dachses.

Fig. 6. Epithel der vordern Kapselwand einer jungen Ziege.

Fig. 7. Innere Fliche der hintern Kapselwand der jungen Ziege. Die Kapsel
ist am linken Rande nach aussen umgeschlagen, um die Hervorragungen der netz-
formigen Sidume zu zeigen, welche die Fliche in Felder abtheilen.

Fig. 8. Meridionalschnitt der Linse von Lacerta agilis.

Fig. 9. Desgl. von Anguis fragilis.

Fig. 10. Desgl. von Tropidonotus natrix.

Fig. 11. Desgl. von einer grossen Chelonia.

Taf. VI. Végel. Ringwulst.

Fig. 1. Meridionalschnitte verschiedener Vogellinsen. Natiirliche Grosse. Der
dunkle Streifen bedeutet die Rindenschichte der eigentlichen Linse, die in Miiller’
scher Fliissigkeit sich hornartig braun firbt und den Ringwulst (die senkrecht zur
Axe gestellten Fasern) von dem undurchsichtig weissen Kern der Linse scheidet.

a. Linse des Cypselus apus.
» der Alauda arvensis.
> der Hirundo urbica.
> der Hausganos.
des Héhnchens.
» des Astur palumbarius.
. » der Strix aluco. _

Fig. 2. Meridionalschnitt der Linse eines jungen Habichts. Eine Schichte
amorpher Substanz mit Eiweisskugeln zwischen Ringwulst und eigentlicher Linse.

Fig. 3. Vordere Hilfte des Meridionalschnitts der Linse einer Dohle, Corvus
Monedula. Amorphe Substanz am vordern Pol der Linse, zwischen Epithel und
eigentlicher Linse. '

Fig. 4. Vorderer Theil des Meridionalschnitts der Linse von Cypselus apus;
vielfiltig gewundener Ringwulst. .

Fig. 5. Derselbe Durchschnitt von einem andern Exemplar derselben Species.

Fig. 6. Gefaltete vordere Spitze des Ringwulstes aus dem Meridiounalschnitt
der Linse eines Héhnchens.

Fig. 7. Fasern des Ringwulstes aus dem Auge des jungen Habichts, mittelst
Salzsiure isolirt. a Aeussere Enden.

Fig. 8. Mit Salzsdure isolirte und theilweise durch ausgetretene Eiweisskugeln
verinderte Fasern des Ringwulstes eines jungen Habichts. * Innere Enden.

s
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Fig. 9. Dieselben Fasern, weiter fartgeschrittene Verinderung (Varicosititen).

Fig. 10. Durch ausgetretene Eiweisstropfen verunstaltete, scheinbar gezihnelte
Fasern des Ringwulstes vom jungen Habicht.

Fig. 11. Mit Salzsdure isolirte Fasern aus der Uebergangsstelle vom hintern
Ende des Ringwulstes in die #ussere Schichte meridionaler Fasern. Vom Huhn.

Fig. 12. Fasern des Ringwulstes des Huhns. a Ansicht der der Kapsel zu-
gewandten Endflichen. b Dasselbe Priiparat bei tieferer Einstellung des Focus aaf
die Kerne. Aus einer in Salzsiure erhirteten Linse.

Fig. 13. Aecussere Endflichen der Fasern des Ringwulstes der Taube. Aus
Miiller’scher Fliissigkeit.

Fig. 14. Aeussere Enden der Fasern des Ringwulstes von Falco tinnunculus.
a Profil. b Endfléichen.

Taf. VII. Végel. Eigentliche Linse.

Fig. 1. Aequatorialschnitt der Linse des Hiihnchens. a Ringwulst,  formlose
Substanz, ¢ Eigentliche Linse.

Fig. 2. Querschnitt der Fasern aus der Rindenschichte des Huhns.

Fig. 3. Mit Reihen feiner Stacheln besetzte Fasern aus der mitttlern Schlchte
der Linse des Huhns. a Flichenansicht, & Querschnitt.

Fig. 4. Fasernausdem Kern der Linse des Huhns. a Vom Rand, b Flichenansicht.

Fig. 5. Concave Fasern aus dem Kern des Huhns. & im Querschnitt, 4 im
Léngsschnitt.

Fig. 6. Aeussere, gegen die hintere Kapselwand gerichtete Enden (vgl. Taf. VL
Fig. 2) der meridionalen Linsenfasern des Huhns, im Profil.

Fig. 7. Dieselben, mit widerhakenformigen Fortsatzen.

Fig. 8. Dieselben, von der Fliche gesehen, den tduschenden Anschein einer
Zusammensetzung der Fasern aus Zellen gewahrend.

Fig. 9. Dieselben Fasern, vom eben ausgeschlipften Hiihnchen, mit hellen
Fleckep in der Nahe der Eundflichen.

Fig. 10. Meridionaler Durchschnitt der Linse der Taube. Kegelférmige An-
héunfung heller Kugeln vom Centrum gegen den vordern und hintern Pol sich erstreckend.

Fig. 11. Die kegelformige helle Figur der vorhergehenden Abbildung bei stir-
kerer Vergrosserung.

Fig. 12. Stachelige Fasern ans der mittlern Schichte der Linse der Taube.

Fig 13. Mit Hadrchen besetzte, Fasern aus der mittlern Schichte der Linse
einer Muscicapa. @ vom Rand, b von der Fliche.

Fig. 14. Faserquerschnitte aus der Linse der Dohle. @ von der Rinde, b von
der mittlern und innern Schichte. :
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Fig. 15. Faserquerschnitte aus der Linse von Strix aluco. & Von der Rinde,
b vom Kern.

Fig. 16. «Querschnitte, verschobene Sechsecke darstellend, der Fasern des Kerns
einer Linse von Strix aluco.

Fig. 17. Querschnitt durch die Kernzoue der Linse von Strix flammea.

Taf. VII. Amphibien.

Fig. 1. Flichenansicht der Kapsel des Epithels und der #ussern Fasern in
der Gegend der Kernzone von Triton igneus.

Fig. 2. Aeusserer Theil des Aequatorialschnitts der Froschlinse. a Kapsel,
b Epithel, ¢ Querschnitte der Fasern der Rindenschichte, ‘aussen Vacuolen, weiter
nach innen Kerne enthaltend.

Fig. 3. Meridionalschnitt der Froschlinse, Gegend der Kernzone. a Kapsel.

Fig. 4. Fasern aus der mittlern Schichte der Froschlinse, von der Fliche,
treppenformig abgebrochen. Vgl. S. 7.

Fig. 5. Dieselben vom Rande.

Fig. 6. Aequatorialschnitt der Froschlinse, welcher zeigt, wie die Schichten
von der Peripherie gegen die Axe, bei gleich bleibender Breite der Fasern, durch
Abnahme der Zahl derselben sich verjiingen.

Fig. 7. Fasern aus dem Innern der Froschlinse, isolirt, um die unregelmissigen
Spitzen zu zeigen, mit welchen sie an den Nihten in einander greifen.

Fig. 8. Querschm'tt’ der Fasern aus der mittlern Schichte der Froschlinse.

Fig. 9. Meridionalschnitt des Kerns der Froschlinse.

Fig. 10. Fasern aus dem Centrum der Froschlinse, isolirt.

Fig. 11. Eine Gruppe von Fasern aus dem Wirbel der Froschlinse, das kern-
haltige Ende vor- und axenwirts gerichtet.

Taf IX. Fische. Plagistomen. Aal

Fig. 1. Linse von Scyllium canicula. a Aequatorialdurchschnitt der in Miiller’
scher Fliissigkeit erhdrteten Linse. Natiirl. Grosse. b Aeusserste Fasern der Rinde,
von der Fliche. Ein abgeldstes Biindel derselben, um die Axe gedreht, um die Fasern
vom Rande zu zeigen. ¢ Die den platten #ussersten Fasern nichsten, schwach ge-
githnelten, von der Fliche.

Fig. 2. Querschnitte ans der Linse eines sehr grossen Carcharias glaucus, aus
allméhlig tiefern Schichten.

Fig. 3. Aus der mittlern Schichte der Linse von Raja clavata; die Rauhig-
keiten der Rénder machen den Eindruck von unregelmissigen Kornchenreihen.

Phys. Cl. XXIII 1. ° I
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Fig. 4. Querschnitt aus der Rinde #er Linse von Pristinrus melanostomus.

Fig. 5.4 Aus der Kernzone von Pristiurus melanostomus. Fliichenansicht.

Fig. 6. Fasern aus dem Kern der Linse des Mustelus vulgars. a im Quer-
schnitt, b von der Fliche, ¢ vom Rande. ’

Fig. 7. Epithelzellen von der vordern Waud der Linsenkapsel des Aals, gegen
den Rand der Linse in Léngsreihen geordnet.

Pig. 8. Aecusserer Theil eines Meridionalschnitts der Linse vom Aal, ‘Gegend
des Aequators. Uebergang der Epithelzellen in Linsenfasern (dem Wirbel der Linse
héherer Thiere entsprechend). '

Fig. 9. Fasern der Mittelschichte der Linse vom Aal.

Fig. 10. Dieselben, bei doppelt so starker Vergrosserung.

Fig. 11. Dieselben, im Querschnitt.

Fig. 12. Dieselben, von der Kante.

Fig. 13. Faser aus dem Kern der Linse des Aals, von der Fliche.

Tafel X. Fische.

Fig. 1. Linsenfasern von Acipenser Sturio. & Von der Fliche, b im Querschnitt.

Fig. 2. Linsenfasern des Hippocampus marinus, von der Flidche. a aus der
sussersten Rinde, b aus der niichst innern Schichte, ¢ aus der mittlern Schichte, d aus
dem Kern. '

Fig. 8. Linsenfasern des Cyprinus carpio. a von der Fliche, b von der Kante.

Fig. 4. Segment einer Lamelle der Linse von Aspius alburnus;- gegen den
Pol convergirende und sich verjiingende Fasern.

Fig. 5. Fasern aus der mittlern Schichte der Linse von Silurus glanis.

Fig. 6. Aus der Linse des Pleuronectes platessa. a Aeusserer Theil des Aequa-
torialschnitts. * Epithel, b Querschnitt der Fasern der Rinde, stirker vergrossert.
¢ Fasern der mittlern Schichte, von der Fliche, Zéibne und Nebenzihne. d Dieselben
im Querschnitt.

Fig. 7. Fasern aus der Rinde der Linse von Julis turcica. a vom Aequator,
Flichenansicht, b Querschnitt derselben, ¢ aus der Nihe des Pols, Flidchenansicht.

Fig. 8. Fasern aus der Rinde der Linse von Mullus barbatus. & Flichenansicht,
b Querschnitt.

Fig. 9. Fasern der Rinde der Linse von Sargus annularis, Flichenansicht.

Fig. 10. Aus der Kernzone von Pagellus mormyrus. Flichenansicht.

Fig. 11. Gegen den vordern Pol convergirende und verjiingte vordere Enden
der Rindenfasern von Uranoscopus scaber.
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Uber den Zusammenhang zwischen der Theorie der
Ideale und der Theorie der hoheren Congruenzen.

Von
R. Dedekind.

Vorgetragen in der Sitzung der Konigl. Gesellsch. d. Wissensch. am 5. Januar 1878.

Die neuen Principien, durch welche ich zu einer ausnahmelosen
und strengen Theorie der Ideale gelangt bin, habe ich zuerst vor sieben
Jahren in der zweiten Auflage der Vorlesungen dlber Zahlentheorie von
Diricklet (§§ 159—170) entwickelt und neuerdings in dem Bulletin des
sciences mathématiques et astronomiques (t. XI, p. 278; t. I (2e série), p. 17,
69, 144, 207) ausfihrlicher und in etwas veriinderter Form dargestellt.
Mit demselben Gegenstande hatte ich mich schon vorher, durch die grosse
Entdeckung Kummer's angeregt, eine lange Reihe von Jahren hindurch
beschaftigt, wobei ich von einer ganz anderen Grundlage, namlich von
der Theorie der hoheren Congruenzen ausging; allein obgleich diese Un-
tersuchungen mich dem erstrebten Ziele sehr nahe brachten, so konnte
ich mich zu ihrer Verdffentlichung doch nicht entschliessen, weil die so
entstandene Theorie hauptsiichlich an zwei Unvollkommenheiten leidet.
Die eine besteht darin, dass die Untersuchung eines Gebietes von ganzen
algebraischen Zahlen sich zuniichst auf die Betrachtung einer bestimmten
Zahl und der ihr entsprechenden Gleichung griindet, welche als Con-
gruenz aufgefasst wird, und dass die so erhaltenen Definitionen der idealen
Zahlen (oder vielmehr der Theilbarkeit durch die idealen Zahlen) zufolge
dieser bestimmt gewihlten Darstellungsform nicht von vornherein den
Charakter der Invarianz erkennen lassen, welcher in Wahrheit diesen Be-
griffen zukommt; die zweite Unvollkommenheit dieser Begriindungsart
besteht darin, dass bisweilen eigenthéimliche Ausnahmefille auftreten,
A2
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welche eine besondere Behandlung verlangen. Meine neuere Theorie
dagegen griindet sich ausschliesslich auf solche Begriffe, wie die des
Kérpers, der ganzen Zahl, des Ideals, zu deren Definition es gar keiner
bestimmten Darstellungsform der Zahlen bedarf, und wie hierdurch der
erstgenannte Mangel von selbst wegfillt, so bewihrt sich die Kraft dieser
dusserst einfachen Begriffe auch darin, dass bei dem Beweise der allge-
meinen Gesetze der Theilbarkeit eine Unterscheidung mehrerer Fille gar
niemals mehr auftritt. Uber den Zusammenhang zwischen beiden Be-
griindungsarten habe ich in den Géttingischen gelehrten Anzeigen vom 20.
September 1871 (S. 1488—1492) einige Bemerkungen und Sitze ohne
Beweis mitgetheilt, und namentlich habe ich daselbst den Grund aufge-
deckt, auf welchem das Auftreten der erwiihnten eigenthiimlichen Aus-
nahmefille beruht. Seitdem ist im Jahre 1874 eine Theorie der idealen
Zahlen von Zolotareff erschienen, welche in russischer Sprache abge-
fasst und unter dem Titel Théorie des nombres entiers complexes, avec une
application au calcul intégral im Jahrbuch itber die Fortschritte der Mathe-
matik (Bd. 6, S. 117) angezeigt und kurz besprochen ist. Aus dieser
Anzeige’) geht hervor, dass die Theorie von Zolotareff sich ebenfalls
auf die Theorie der hoheren Congruenzen griindet, dass aber gerade die
Behandlung der erwihnten Ausnahmefille vorliufig aunsgeschlossen und
einer spiteren Darstellung vorbehalten ist. Ich weiss micht, ob diese in
Aussicht gestellte Vervollstindigung seitdem verdffentlicht worden ist;
da aber der Zusammenhang zwischen den beiden Begréindungsarten der
allgemeinen Idealtheorie an sich ein hinreichendes Interesse besitzt, so
erlaube ich mir, im Folgenden die Beweise zu den in den Gdttingischen
gelehrten Anzeigen mitgetheilten Bemerkungen nachzuliefern. Hierbei muss
ich sowohl meine Theorie der Ideale, als auch die Theorie der hdheren

1) Nur auf diese kann ich mich hier berufen; zwar habe ich das Originalwerk
nach mehreren vergeblichen Versuchen, es mir im Buchhandel zu verschaffen, kiirz-
lich durch die Giite des Herrn Professor Wangerin geliehen erhalten, aber bei
meiner Unkenntniss der rdssischen Sprache habe ich zu meinem grossen Bedauren
nur das Wenige verfolgen konnen, was schon aus dem Anblick der Formeln ver-
stindlich ist.
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Congruenzen, von welcher ich frither in Borchardt's Journal (Bd. 54,
S. 1) eine gedriingte Darstellung gegeben habe, als bekannt voraussetzen ;
der Kiirze halber werde ich diese Abhandlung tber die Congruenzen
mit C., die zweite Auflage der Zahklentheorie von Dirichlet mit D.,
und die oben angefiihrte Abhandlung im Bulletin des sciences mathémati-

ques mit B. citiren.

§ 1
Es sei £ ein endlicher Koérper vom Grade n, und o das Gebiet
aller in 2 enthaltenen ganzen Zahlen, so giebt es immer eine aus n von
einander unabhingigen ganzen Zahlen
Wy, w,...®
bestehende Basis des Gebietes o, d. h. das System o ist identisch mit
dem Inbegriffe
(0, w, ... @)
aller Zahlen w von der Form
w=~"h o +h 0,4...4+k o,
wo
hy, by ... R,

willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten; die Discriminante

Adw,, o, ... 0) = 4(R) = D,
welche von der Wahl der Basiszahlen w,, w, ... w_ unabhiingig ist,
heisst die Grundzahl oder die Discriminante des Korpers £ (D. §§. 159,

160, 162; B. §§. 13—18).
Ist nun 4 eine bestimmte ganze Zahl des Korpers, so kann man

1 =clw, Hcw, ...+,
0 = o, Fcw, —...4co
02 = cw, ~+cyw, +...+c:'w”
on—l — 0(1” 1)w1+¢3§” l)w2+ +cf:'—l)w”
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setzen, wo die simmtlichen n2 Coefficienten oder Coordinaten ¢ ganze
rationale Zahlen bedeuten, und es ist

A4(1, 0,02 ...0"") = Dk2,
wo
k= 24, ... c(:—l)
eine ganze rationale Zahl ist; diese Zahl %, deren absoluter Werth von
der Wahl der Basiszahlen w,, w, ... w, unabhéngig ist, soll im Fol-
genden der Kiirze halber der Index der ganzen Zahl § genannt werden.

Ist £, wie wir immer voraussetzen werden, von O verschieden, so sind
die n Zahlen

L4 6...0"

von einander unabhiingig (D. §. 169; B. §§. 4, 15, 17) und 4 ist die
Whurzel einer irreductibelen Gleichung nten Grades

F = 0"+a, 0 " +a, 6" +...+a, =0,

deren Coefficienten 1, a,, @, . ..a, ganze rationale Zahlen sind.

Bedeutet ferner ¢ (f) jede beliebige Function der Variabelen ¢, —
und ich bemerke ein fir allemal, dass unter diesem Namen und unter
einem Zeichen von der Form ¢ (f), f(f)... in der gegenwirtigen Ab-
handlung ausschliesslich eine ganze Function von ¢ verstanden werden
soll, deren Coefficienten ganze rationale Zahlen sind —, so bildet der
Inbegriff o' aller Zahlen von der Form

o' = ¢(6)
eine sogenannte Ordnung (D. §§. 165, 166; B. §. 23); alle diese Zahlen

sind ganze Zahlen des Korpers £ und folglich auch in o enthalten. Of-
fenbar ist es gestattet, nur solche Functionen

P(t) = 2o+, t+a, 2 +.. . +a,

zu betrachten, deren Grad kleiner als » ist; denn wenn der Grad einer
Function ¢, (?) gleich n oder grosser ist, so liefert sie, durch die Function

F(t) = t"4a, ' 4a, 6" ... 4a_ t+a,
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dividirt, einen Rest ¢(f) von niedrigerem Grade als n, und gleichzeitig
ist 9,(0) = ¢(); mit Benutzung einer schon oben gebrauchten Bezeich-
nungsweise (B. §. 3) kann man daher

o= [L 4 62...0 "

setzen. Ausserdem ergiebt sich aus der Irreductibilitit der Gleichung
F(f) = 0, dass jede Zahl w nur auf eine einzige Weise in dieser letz-
teren Form ¢(§) darstellbar ist; doch werden wir uns im Folgenden
durchaus nicht immer auf diese Darstellungsform der Zahlen @’ beschriin-
ken, vielmehr auch Functionen von beliebig hohem Grade zulassen.

Die simmtlichen Primzaklen p, — mit welchem Namen stets ratio-
nale, positive Primzahlen bezeichnet sein sollen —, zerfallen nun, nach-
dem einmal eine bestimmte Zahl § gewidhlt und der Darstellung zu
Grunde gelegt ist. in zwei verschiedene Arten; die erste Art besteht aus
den unendlich vielen Primzahlen, welche in dem Index % der Zahl §
nicht aufgehen; falls ¥ — +-1 ist, gehdren alle Primzahlen dieser ersten
Art an, und o ist identisch mit 0. Wenn aber 42>>1 ist, so giebt es
eine endliche Anzahl von Primzahlen der zwetten Art, ndmlich solchen,
welche in % aufgehen. Es wird sich im folgenden Paragraphen zeigen,
dass die Zerlegung der Primzahlen p der ersten Art, oder vielmehr die
Zerlegung der ihnen entsprechenden Hauptideale 0p’) in Producte aus
lauter Primidealen sich vollstindig zuriickfithren ldsst auf die Zerlegung
der Function F(¢) in ein Product aus lauter Primfunctionen in Bezug auf
den Modul p (C. 6.), wihrend dies fiir Primzahlen der zweiten Art nicht
in gleich einfacher Weise moglich ist. Dieser Untersuchung sind fol-
gende Bemerkungen vorauszuschicken.

Es sei p eine bestimmte Primzahl der ersten Art, also % nicht
theilbar durch p. In diesem Fall ist eine in o' enthaltene Zahl

o = zr,+2,0+z,004...+a,_ 0"

nur dann durch p theilbar (also von der Form pw, wo w eine ganze,

1) Diese Bezeichnung der Hauptideale ist zweckmiissiger als diejenige i(p),
welche ich friiher (D. §. 163) gebraucht habe.
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d. h. in o enthaltene Zahl bedeutet), wenn alle Coefficienten &

.., _, durch p theilbar sind; denn setzt man

o0 T &y

0 . “ n—1
hy, = cla;'o-i—c,a:l-}-cl.z’,!+...-}-c(1 ).z'”_l

0 ‘ " n—1
CoZgFCox tco @, . .—|-c(, )'”n—x

”b"
I

h, = ¢ wgtc 2,4 2+ . .+c§’"”l)w”_l,
so ist
o=ho+ho,4...4+ko,

und wenn ' durch p theilbar sein soll, so muss (zufolge der Bedeutung
von w,, w, ... wn) jede der Coordinaten %, &, ... h” durch p theilbar
sein; hieraus ergiebt sich aber weiter, dass die Producte kz,, kz,, kz,
... kz,_,. und folglich auch die Coefficienten 2y, #,, #, ...z, simmt-
lich durch p theilbar sein mtissen, wie behauptet war. Denselben Satz
kann man offenbar auch so aussprechen: ist eine Zahl ' der Ordnung
o' theilbar durch eine Primzahl p der ersten Art, so ist auch der Quo-
tient %' eine Zahl derselben Ordnung o. Umgekehrt, wenn alle Coeffi-
cienten x,, #,, #, ..., , durch p theilbar sind, so ist selbstverstind-
lich auch o’ durch p theilbar. Es sind daher zwei Zahlen ¢,(§) und
9,(§) der Ordnung o stets und nur dann einander congruent nach dem
Modul p, d. h. ihre Differenz ¢,(d) — ¢,(f) ist theilbar durch p, wenn
je zwei entsprechende Coefficienten der beiden Functionen ¢,(¢) und
9,(t) einander nach p congruent sind, d. h. in der Bezeichnungsweise
der Theorie der hdheren Congruenzen, wenn

9, () =g¢,(f) (mod. p)
ist (C. 1.). Hierbei war aber vorausgesetzt, dass die Grade der Func-
tionen ¢,(t), ¢,(?) kleiner als » waren; ist dies nicht der Fall, so erhilt
man durch Division mit F'(¢f) eine Identitit von der Form

9,()—9,(t) = FO)y()+v,0)
wo y,(f) von niedrigerem Grade als n ist, und hieraus ¢,(§)—o,(f)
= y,(4); soll nun



THEORIE DER IDEALE UND DER HOHEREN CONGRUENZEN. 9
9’1(0)—=—¢2(0) (mod. p)

sein, so muss nach dem Obigen y,(t) = py,(t), also

9, (t)—9,(t) = F)y(O)+py,©
sein; das Stattfinden einer solchen Identitit bezeichnet man aber in der
Theorie der hoheren Congruenzen durch

9, () —9,()=F(t)y (¢) (mod. p)
oder noch kiirzer (C. 7.) durch

9,() =9,(t) (modd. p, F(t)).
Umgekehrt leuchtet ein, dass aus dieser letzten Functionen - Congruenz
auch wieder die Zahlen - Congruenz

9,(0) = 9,(9) (mod. p)

folgt; beide Congruenzen sind daher gleichbedeutend. Mithin giebt es in
o' genau ebenso viele nach p incongruente Zahlen ¢(f), als es incon-
gruente Functionen ¢ (¢f) in Bezug auf den Doppelmodul p, F() giebt;
da nun die Anzahl der letzteren — p" ist (C. 8.), und da die Anzahl
(0, 0p) = N(p) aller in o enthaltenen, nach p incongruenten Zahlen ge-
nau ebenso gross ist (B. § 18; D. §. 162), so ergiebt sich das wichtige
Resultat: jede Zahl w des Gebietes o ist mit einer Zahl o' = ¢ (0) der
Ordnung o' congruent nach dem Modul p.

Zu derselben Folgerung gelangt man unmittelbar auch durch folgende
einfache Betrachtung. Aus den 7 Relationen zwischen den Zahlen
1, 9 62... §"~! einerseits und den Zahlen w,w,...0 andererseits
geht hervor, dass die Producte kw,, ko, ... kw” und folglich auch alle
Producte von der Form kw, wo w jede beliebige Zahl in o bedeutet, in
der Ordnung o enthalten sind; man kann daher kw = ¢ (§) setzen. Da
nun & durch die Primzahl p nicht theilbar ist, so kann man die ganze
rationale Zahl / so wihlen, dass k/= 1 (mod. p) wird, und hieraus folgt
w=lkow =lg (@) (mod. p); also ist w wirklich mit einer Zahl /¢ (§) der
Ordnung o' congruent nach dem Modul p.

Ganz anders verhilt es sich dagegen, wenn p eine Primzahl der

zweiten Art ist; da in diesem Falle die Determinante % durch p theilbar
Mathem. Classe. XXIII. 1. B
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ist, so kann man nach einem Satze, dessen sehr leichten Beweis ich hier
wohl tihergehen darf, n ganze rationale Zahlen z,, 2, ..., ,, die nicht
alle durch p theilbar sind, so wiihlen, dass die oben mit 4,, 4, ... A,
bezeichneten Summen séimmtlich durch p theilbar werden; dann ist die

entsprechende Zahl
o=2z,+2z 0+2,04... 4tz _ 6

der Ordnung o wirklich theilbar durch p, obgleich ihre Coefficienten
z,, #, ...z, nicht alle durch p theilbar sind. Hieraus folgt sofort,
dass die Anzahl (0, 0p) der in o enthaltenen, nach p incongruenten
Zahlen kleiner als p" ist, und folglich giebt es in o Zahlen w, welche
mit keiner in o enthaltenen Zahl ¢ (§) nach p congruent sind, d. h. es
giebt Zahlclassen (mod. p) in o, fiir welche in o' kein Repraesentant vor-
handen ist. Die genaue Bestimmung der Anzahl (o, op) ist fir unseren

Hauptzweck nicht erforderlich.

§ 2.

In diesem Paragraphen machen wir durchweg die Voraussetzung,
dass p eine Primzahl der ersten Art ist, und wir wollen beweisen, dass
in diesem Falle die Theorie der hdheren Congruenzen ein einfaches
Mittel giebt, um das Hauptideal op in seine Primfactoren zu zerlegen.
Dies geschieht dadurch, dass die Function F'(t), die wir kiirzer auch
durch F' bezeichnen werden, nach dem Modul p als Product von lauter
Primfunctionen P(f) dargestellt wird (C. 6.); der bequemeren Ausdrucks-
weise halber wollen wir, was erlaubt ist, jede Primfunction P so wiihlen,
dass ihr hdchster Coefficient = 1 ist, woraus folgt, dass zwei incongru-
ente Primfunctionen auch immer relative Primfunctionen sein werden
(C. 5.). Durch Vereinigung aller einander congruenten Factoren in eine
Potenz erhélt man

F=P!P;...P/™ (mod. p),

wo P, P,...P, die simmtlichen incongruenten, in F' aufgehenden
Primfunctionen bedeuten.
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Ist nun P eine beliebige dieser m Primfunctionen, und ¢ = P(§),
so entspricht derselben ein bestimmtes Ideal p, welches wir als den
grossten gemeinschaftlichen Theiler der beiden Hauptideale op und op
definiren. Um die Eigenschaften dieses Ideals p festzustellen, betrachten
wir zundchst alle diejenigen, in der Ordnung o' enthaltenen Zahlen vy (f),
welche durch p theilbar (d. h. in p enthalten) sind, und wir wollen be-
weisen, dass die Zahlen-Congruenz

¥ (9) =0 (mod. p) (1)
vollig gleichbedeutend ist mit der Functionen - Congruenz
y(t) =0 (modd. p, P). 2)

In der That, da das Ideal p zufolge seiner Definition (D. §. 163; B. §. 19)
der Inbegriff aller Zahlen von der Form

ec—+pp

ist, wo e, B willkdrliche Zahlen des Gebietes o bedeuten, und da (nach
§ 1) jede Zahl « mit einer Zahl ¢ () der Ordnung o' congruent ist nach
dem Modul p, so folgt aus (1) eine Congruenz von der Form

v =P 9@ (mod. p);

hieraus ergiebt sich aber (nach §. 1) die Functionen-Congruenz

y() =P(0)9 () (modd. p, F),

also auch die Congruenz (2), weil F durch P theilbar ist. Umgekehrt
folgt aus (2) unmittelbar, dass yw(§) von der Form pa—pB, also = 0
(mod. p) sein muss, womit die obige Behauptung bewiesen ist.

Mit Hilfe dieses Resultates kann man leicht die Norm des Ideals
p, d. h. die Anzahl (o, p) = N(p) der in o enthaltenen, nach p incon-
gruenten Zahlen bestimmen. Sind ndmlich «,, @, zwei beliebige Zahlen
in o, so giebt es (nach §. 1) in o' zwei Zahlen ¢,(d), 9,(f), welche resp.
den Zahlen «,, e, nach p congruent sind, und da p durch p theilbar
ist, so ist auch

e, EQl(o)a @, EQ,(@ (mOd' v);
B2 ¢
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die beiden Zahlen e,, @, sind daher stets und nur dann congruent in
Bezug auf p, wenn

9,00) =9,(f) (mod. p)
ist; diese Congruenz ist aber nach dem Obigen gleichbedeutend mit der
Congruenz

91(t) = 9,(!) (modd. p, P);
es giebt daher in o genau ebenso viele incongruente Zahlen « in Bezug
auf p, als es incongruente Functionen ¢(¢) in Bezug auf den Doppel-
modul p, P giebt, und da die Anzahl der letzteren — pf ist, wo f den
Grad der Function P bedeutet (C. 8.), so erhalten wir

Ny = 7.
Ebenso leicht ergiebt sich, dass p ein Primideal ist. Da némlich

"f=1, also N(p)>1 ist, so ist p jedenfalls von o verschieden, und es

braucht daher nur noch gezeigt zu werden, dass p kein zusammenge-

setztes Ideal, d. h. kein Product von der Form a,a, ist, wo die Ideale

a,, 6, beide von o verschieden sind. (D. §. 163; B. §. 256, 4°). Ein

solches zusammengesetztes Ideal m = a,a, besitzt die charakteristische

Eigenschaft, dass immer zwei durch m nicht theilbare Zahlen «,, @, exi-

stiren, deren Product ¢ @, durch m theilbar ist; denn weil die Ideale

a,, a, beide von o verschieden sind, so kann auch keines von ihnen

durch ihr Product m = a,a, theilbar sein, und folglich giebt es eine

durch a,, aber nicht durch m theilbare Zahl «,, und ebenso eine durch

a,, aber nicht durch m theilbare Zahl @,, und offenbar ist @, e, theilbar

durch m. Es wird daher p gewiss ein Primideal sein, wenn wir beweisen

konnen, dass ein Product e, e, nur dann durch p theilbar ist, wenn

wenigstens einer der Factoren @, ¢, durch p theilbar ist. Zu diesem

Zweck setzen wir, wie oben,

@, =9,(0), @, =9,(0) (mod. y),
80 ist
@0, =9,(0) (8 (mod. p);
soll nun e¢,¢, =0 (mod. p) sein, so muss auch
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9,(0)9,() =0 (mod. p),
mithin
9,(0)9,() =0 (modd. p, P)
sein; da aber P eine Primfunction ist, so muss wenigstens eine der bei-
den Congruenzen

¢,t)=0, ¢,() =0 (modd. p, P)
Statt finden (C. 6.), also auch wenigstens eine der Congruenzen
9,(0)=0. 9,) =0 (mod. p),

d. h. wenigstens eine der beiden Zahlen ¢,, ¢, muss = 0 (mod. p) sein.
Also ist p ein Primideal; und zwar sagen wir (B. § 21), dass p ein
Primideal vom Grade f ist, weil N(p) = p/ ist.

Jetzt wollen wir beweisen, dass der Exponent e¢ der héchsten in F
aufgehenden Potenz von P zugleich der Exponent der hdchsten in p

aufgehenden Potenz des Primideals p ist. In der That, wenn F nach
dem Modul p durch P*, aber nicht durch P°t! theilbar ist, so kann man

F=SP° (mod. p)
setzen, wo S nicht theilbar durch P ist, woraus nach dem Obigen folgt,
dass die Zahl
o = S(§)
nicht durch p theilbar ist. Da ferner p der grdsste gemeinschaftliche
Theiler der beiden Ideale op und op ist, so kénnen wir

op = pa, 0¢ = pb
setzen, wo a, b relative Primideale bedeuten, und wir haben zu beweisen,
dass p*~' die hochste in a aufgehende Potenz von p ist. Zu diesem
Zweck betrachten wir die Zahl

n =o' = SEOPO
dieselbe kann nicht durch p theilbar sein, weil der Grad der Function
S P> kleiner als #, und weil ihr héchster Coefficient =— 1 ist; aber %

ist theilbar durch p*~!, weil ¢ durch p theilbar ist. Vermdge der Con-
gruenz F = S P° (mod. p) ist nun das Product y¢ = 6¢° theilbar durch
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p, also ist auch das Ideal ypb theilbar durch pa, mithin 5b theilbar
durch a, folglich # theilbar durch a, weil a und b relative Primideale
sind. Man kann daher

oy =

setzen, wo ¢ ein Ideal bedeutet, welches nicht durch p theilbar ist*), weil
sonst  durch ap, also durch p theilbar wire, was nicht der Fall ist.
Da nun 5 durch p*~! theilbar ist, so muss auch a durch p*~* theilbar
sein. Wir haben jetzt nur noch zu zeigen, dass a nicht durch p° theilbar
ist. Da e>1 ist, so miisste wenn a durch p° theilbar wiire, jedenfalls a
durch p selbst theilbar sein; sobald aber a durch p theilbar ist, kann b
nicht durch p theilbar sein, und folglich ist dann @ nicht theilbar durch
p2; da ferner ¢ nicht durch p theilbar ist, so ist in diesem Falle p*~* die
hdchste in der Zahl y = ¢9°" aufgehende Potenz von p, und folglich
kann das in 7 aufgehende Ideal a nicht durch p° theilbar sein, w. z.b. w.

Nachdem die Untersuchung fiir eine bestimmte in F aufgehende
Primfunction P und fir das ihr entsprechende Primideal p so weit ge-
fiahrt ist, wenden wir dieselbe auf alle in der Function

F=P'F;... P™ (mod. p)
aufgehenden, incongruenten Primfunctionen
P,.P,...P,
an, deren Grade wir resp. mit

fotoo S

bezeichnen; die diesen Functionen entsprechenden Primideale

Pir P2--.9,
haben resp. dieselben Grade, d. h. es ist

1) Es ist daher a der grosste gemeinschaftliche Theiler, und folglich ¢p das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache der beiden Ideale 0p und og, d. h. p ist der In-

begriff aller Wurzeln » der Congruenz g7 = 0 (mod. p). Dies hitte anch als Defi-
nition des Ideals p benutzt werden konnen.
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N(pl) =Pf'r N(pz) =pf"' N(pm) =Pf"’,

und

ANE IR
sind die hdchsten in p aufgehenden Potenzen dieser Ideale. Diese m Prim-
ideale sind verschieden von einander; denn da z. B. P, nicht durch P,
theilbar ist (mod. p), so ist die durch p, theilbare Zahl P,(§) nicht durch
p, theilbar, und folglich sind p,, p, verschiedene Primideale. Endlich

bemerken wir, dass p durch kein anderes Primideal theilbar sein kann;
da n@mlich

P,(0) P9 ... P, (8'm =0 (mod. p)

/

ist, so muss ein in p aufgehendes Primideal auch in einer der m Zahlen
= P(§) aufgehen und folglich mit dem Primideale p identisch sein,
welches der grosste gemeinschaftliche Theiler der beiden Ideale op und
oo ist.
Aus allem Diesem folgt (D. §. 163; B. §. 25), dass

op = p;'p; ... P

ist, und eine Bestitigung dieses Resultates ergiebt sich durch die Be-
trachtung der Normen, wenn man bericksichtigt, dass

n=ef+efot+...+e.f,

ist. Es ist somit folgender Satz bewiesen, den ich zuerst in den G&t-
tingischen gelehrten Anzeigen vom 20. September 1871 ohne Beweis mit-
getheilt habe:

L Ist der Index k der Zakhl 0, welche der trreductibelen Gleichung
nten Grades F(§) = 0 geniigt, nicht theilbar durch die Primzahl p,
und ist

F=P}P}...P" (mod p),

wo P,, P,...P,_ incongruente Primfunctionen resp. vom Grade f,, f, . . .
J,, bedeuten, so ist
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JIE R
wo Py, P, ...p, von einander verschiedene Primideale resp. vom Grade
SirJa -« S, sind, und zwar entspricht je einer Primfunction P ein bestimmtes

Primideal p in der Weise, dass p der grdsste gemeinschaftliche Theiler der
beiden Ideale op und oP(f) ist.

§ 3.

Aus diesem Satze geht hervor, dass man bei Zugrundelegung einer
bestimmten ganzen Zahl § des Korpers £, welche zur Darstellung von
unendlich vielen ganzen Zahlen ¢ () dient, mit voller Sicherheit die Zer-
legung aller derjenigen Primzahlen p findet, welche nicht in dem Index
k dieser Zahl § aufgehen; es ist daher von grosser Wichtigkeit zu wis-
sen, ob eine Primzahl p in dem Index k aufgeht oder nicht. Sobald
freilich eine Basis w,, w,...w des Gebietes 0, oder auch nur die
Grundzahl D des Korpers £ bekannt ist, erledigt sich diese Frage sehr
leicht, weil hieraus % direct gefunden werden kann; denn aus den Coef-
ficienten der Gleichung F'(4) = O ldsst sich ihre Discriminante

41,062 ...67" = (—)"C"INF (@) = Die,

und hieraus durch Division mit D das Quadrat des Index %4 bestimmen.
Bei den meisten Untersuchungen liegt aber die Sache ganz anders, niém-
lich so, dass nur die Gleichung F'(§) = 0, nicht aber die Grundzahl D
des ihr entsprechenden Kdrpers £ gegeben ist; es kommt darauf an zu
entscheiden, ob eine bestimmte Primzahl p in dem noch unbekannten
Index % der Zahl § aufgeht oder nicht. Dies gelingt nun in der That,
wie wir jetzt zeigen wollen, mit Hiilfe der Theorie der héheren Con-
gruenzen, und zwar héngt die Entscheidung, wenn wir die friheren Be-
zeichnungen beibehalten, wesentlich von der Beschaffenheit der Fanction
M ab, welche in der Identitit

F = P;'P;’....P:”m—pM

auftritt. Dies ergiebt sich aus den beiden folgenden Sidtzen.
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II. Ist der Index k der Zahl § nicht theilbar durch p, so kann M
nach dem Modul p durch keine Primfunction P theilbar sein, deren Quadrat
in F aufgeht.

Zum Beweise diirfen wir alle Folgerungen benutzen, welche im vo-
rigen Paragraphen aus der Annahme gezogen sind, dass k nicht durch
p theilbar ist. Indem wir alle dort gebrauchten Bezeichnungen beibe-
halten, setzen wir F'= 8 P° (mod. p), also

F = SP—pM,
und nehmen an, es sei e>2; dann ist p theilbar durch p2, folglich a

theilbar durch p, mithin b nicht theilbar durch p. Es ist daher p° die
hochste in der Zahl

SO PO = pM@)
aufgehende Potenz von p, und da p durch p° theilbar ist, so kann M(f)
nicht durch p theilbar sein, und folglich kann die Function M auch
nicht = 0 (modd. p, P) sein, w. z. b. w.

Auch ohne Benutzung der im vorigen Paragraphen gewonnenen
Resultate ldsst sich derselbe Satz leicht in der folgenden indirecten, aber
vollstindig aequivalenten Form beweisen:

Ist F nach dem Modul p theilbar durch das Quadrat einer Primfunc-
tion P, also

F = SP—pM,
wo e>2, und ist M theilbar durch P, so muss der Index k der Zahl §
durch die Primzahl p theilbar sein.

Behalten die Buchstaben g, o,  dieselbe Bedeutung, wie im vorigen
Paragraphen, setzen wir also

¢ = P@h),c =S n=0c¢",

80 wird (nach § 1) der Beweis unseres Satzes gefihrt sein, wenn wir
zeigen, dass unter den jetzigen Annahmen die Zahl y = S(f)P (9"
durch p theilbar sein muss; denn die Function 8P°™" ist von niedrige-
rem Grade als » und auch nicht = 0 (mod. p). Die Zahl 5 wird ferner

gewiss durch p theilbar sein, wenn bewiesen wird, dass alle in p aufge-
Mathem. Classe. XXIII. 1. C
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henden Potenzen von Primidealen auch in 75 aufgehen (D. §. 163; B.
§. 25). Zu diesem Zweck setzen wir .
n = M(H)
und betrachten die Gleichung
6Q° = n@ = pHu.
Ist nun p ein in p, aber nicht in ¢ aufgehendes Primideal, so folgt aus
ne = pp unmittelbar, dass 5 durch die héchste in p aufgehende Potenz
von p theilbar ist. Ist aber p ein in p und gleichzeitig in ¢ aufgehendes
Primideal, so ergiebt sich Folgendes. Da S und P relative Primfunctio-
nen sind, so existiren zwei Functionen U, V, welche der Congruenz
SU+PV=1 (mod. p)
geniigen (C. 4.); hieraus ergeben sich die Zahlen-Congruenzen

cUG)+eV (=1 (mod. p)
cU(@) =1 (mod. p),

und folglich ist o nicht theilbar durch p. Sind daber p*, p", p™ die

hochsten resp. in p, ¢, 4 aufgehenden Potenzen von p,  so folgt aus
o—1

6¢° = pu und 7 = ¢p°"', dass
er = h-+m,
und dass der Exponent der héchsten in 5 aufgehenden Potenz von p gleich
(e—1)r = h+4+m—r
ist; um daher wieder zu beweisen, dass 5 durch p* theilbar ist, brauchen
wir nur noch zu zeigen, dass
m=>r

ist. Hierbei unterscheiden wir zwei Fille. Ist erstens r> A, so verwer-
then wir die erste Annahme unseres Satzes, derzufolge e=>2 ist; hieraus
folgt in der That A4m — er>2y, mithin m—r=>r—A=>0, wie be-
hauptet war. Ist aber zweitens » <Ak, so benutzen wir die zweite An-

nahme unseres Satzes, derzufolge M =0 (modd. p, P), d. h. M= PT
(mod. p), also u =g T'(f) (mod. p) ist; da nun sowohl g, als auch p durch
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p" theilbar ist, so folgt aus dieser Congruenz, dass auch u durch y” theil-
bar, d. h. dass m>7r ist, w. z. b. w.

Nachdem der Satz II auf zwei verschiedene Arten bewiesen ist, be-
haupten wir auch die Richtigkeit des umgekehrten Satzes:

III. Ist M durch keine solche Primfunction P theilbar (mod. p), deren
Quadrat zugleich in F aufgeht, so ist der Index k der Zahl § nicht theilbar
durch p.

Derselbe Satz kann offenbar auch in der folgenden Form ausge-
sprochen werden:

Ist der Index k der Zahl § theilbar durch die Primzahl p, so giebt es
eine in M aufgehende Primfunction P, deren Quadrat zugleich in F auf-
geht (mod. p).

Dem Beweise legen wir die letztere Form zu Grunde, weil die An-
nahme, dass & durch p theilbar ist, eine leichtere Verwerthung gestattet,
insofern aus ihr (nach §. 1) die Existenz einer durch p theilbaren Zahl

9(0) = zo+2,04+2,0°4.. .42, _ 6"

folgt, deren Coefficienten x,. #,, @, .. .2, , nicht alle durch p theilbar
sind. Bezeichnet man nun mit 4 den gréssten gemeinschaftlichen Thei-
ler der beiden Functionen ¢(f) und F nach dem Modul p, so ist der
Grad von A4 kleiner als n, weil ¢ von niedrigerem Grade als # und auch

nicht = 0 (mod. p) ist; setzt man daher

so ist B keine Constante. Nun existiren zwei Functionen ¢,, ¢,, welche
der Congruenz

9 (0)9,(0)+ F(t) 9,(t) = A(f) (mod. p)

geniigen (C. 4.); hieraus ergiebt sich, dass die Zahl A(f) ebenfalls durch
p theilbar ist’) und folglich einer Gleichung von der Form

1) In iihnlicher Weise kann man leicht zeigen, dass das Kriterium fiir die
Theilbarkeit einer Zahl ¢ (6) durch p in der Congruenz ¢ (f) = 0 (modd. p, K) besteht,
wo K einen villig bestimmten Theiler der Function F' nach dem Modul p bedeutet.

c2
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A(O)‘+p hlA(o)s-'—l—pzhzﬁ(a)’—z—l-. .o -+-p'h‘ =0

genligt, wo h,, h,...h ganze rationale Zahlen bedeuten (D. §. 160;
B. §. 13). Da die Gleichung F'(§) = O irreductibel ist, so ergiebt sich
hieraus eine in Bezug auf die Variabele ¢ identische Gleichung von der
Form

A+ph A -p2h, A 4-p°h = FG,
also auch die Congruenz
A*=0 (modd. p, F);

mithin muss die Function 4 durch jede in F aufgehende Primfunction
nach dem Modul p theilbar sein (C. 5. und 6.). Maultiplicirt man ferner
die obige Gleichung, welcher die Zahl 4(f) gendigt, mit B(f)’, und be-
denkt, dass A(f)B(@) = pMf) ist, so erhdlt man

MY+ 4, MO BO)+ b, M (@) BO)>+...+h BE) = 0,
und hieraus ein'e Identitit von der Form
MA-h M'B+h M B2+-...4+h B* = FH;
da nun F=0 (modd. p, B), so ergiebt sich
M’ =0 (modd. p, B),

und folglich ist die Function M durch jede in B aufgehende Primfunc-
tion theilbar nach dem Modul p. Oben ist aber gezeigt, dass B keine
Constante ist, mithin giebt es wenigstens eine in B aufgehende Prim-
function P, und diese muss folglich auch in M aufgehen. Da ferner
P in F aufgeht, weil F' durch B theilbar ist, und da oben gezeigt ist,
dass jede in F' aufgehende Primfunction auch in A aufgeht, so geht P
ebenfalls in A4 auf, und folglich ist ' theilbar durch P2, weil F=AB
(mod. p) ist. Wir haben, mithin wirklich gezeigt, dass es eine in M auf-
gehende Primfunction P giebt, deren Quadrat zugleich in F aufgeht,
w. z. b. w. :

Durch die Sitze II und III ist nun in der That die Entscheidung
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der Frage, ob der Index & der Zahl § durch die Primzahl p theilbar ist,
vollstindig zurdckgefiihrt auf die Zerlegung

F=P:'P;'...P:nm——pM',

durch welche die Function F als Product von lauter Primfunctionen
nach dem Modul p dargestellt wird. Zeigt es sich, dass F' durch kein
Quadrat einer Primfunction theilbar ist, dass also alle Exponenten e, e,
..e, = 1 sind’). oder zeigt es sich, dass keine derjenigen Primfunc-
tionen, deren Quadrate in F aufgehen, in M aufgeht, so ist k£ nicht
durch p theilbar, und es gilt der SatzI des § 2. Giebt es aber eine in
M aufgehende Primfunction, deren Quadrat zugleich in F aufgeht, so
ist & theilbar durch p, und aus dem zweiten Beweise des Satzes II geht
leicht hervor, dass dann die Zerlegung des Ideals op in Primfactoren
eine andere ist, als die im Satz I behauptete.
Diesem Resultate fiigen wir noch folgende Bemerkung hinzu. Sind
die Functionen R, R, ... R resp. congruent den Functionen P, P,
. Pm, so sind sie ebenfalls Primfunctionen, und es wird

F = R'R*...R"—pN,

wo die Function IV durchaus nicht =M (mod. p) zu sein braucht. Da
aber die Theilbarkeit des Index % der Zahl § durch p von dieser Aus-
wahl der Primfunctionen ginzlich unabhiingig ist, so muss man schliessen,
dass die Eigenschaft der Function M. welche fiir diese Frage allein ent-
scheidend ist, auch fiir jede Function N bestehen bleibt. Dies liesse
sich leicht durch die Rechnung unmittelbar bestiitigen; bezeichnet man
mit Q das Product aller derjenigen in F' aufgehenden Primfunctionen,
deren Quadrate in F nicht aufgehen, so kann man durch geeignete Wahl
der Functionen R . R,...R_ stets zu einer Function IV gelangen, die
relative Primfunction zu Q ist; aber sobald M durch eine Primfunction

1) Dies wird stets und nur dann der Fall sein, wenn die Discriminante
4(1, 6, 62...6" ") der Gleichung F(6) = O nicht durch p theilbar ist.
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P theilbar ist, deren Quadrat in F aufgeht, so zeigt die Rechnung, dass
auch jede Function N durch P theilbar ist?).

§ 4.

In den zuerst von Kummer behandelten Zahlengebieten o, welche
aus einer primitiven Wurzel § der Gleichung §™ — 1 entspringen, tritt
der glickliche Umstand auf, dass die Potenzen 1, §, §2... 8", wo
n = ¢ (m), eine Basis des Gebietes o bilden, und dass folglich der Index
k der Zahl §, welche der ganzen Untersuchung zu Grunde gelegt wird,
stets — 1 ist. Bei der allgemeinen Untersuchung eines beliebigen end-
lichen Kérpers £ und des Gebietes o, welches aus allen in 2 enthaltenen
ganzen Zahlen besteht, erkannte ich zwar sehr bald, dass derselbe ein-
fache Fall nur ausnahmeweise auftritt, aber ich hielt es doch lange Zeit
fir sehr wahrscheinlich, dass fiir jede gegebene Primzahl p sich eine
ganze Zahl § des Korpers £ wiirde finden lassen, deren Index nicht
durch p theilbar wiire, und mit deren Hilfe es folglich gelingen wiirde,
die Bestimmung der Idealfactoren von p auf die Theorie der hdheren

1) Hiernach beschrinkt sich die Idealtheorie von Zolotareff auf den Fall,
dass der Index k nicht durch p theilbar ist. Dies scheint wenigstens aus folgenden
Worten hervorzugehen, welche sich in der oben erwihnten Anzeige finden (Jahrbuch
siber die Fortschritte der Mathematik, Bd. 6.): »Um die Theorie in ihrer einfachsten
Gestalt darzustellen, nimmt der Verfasser an, dass F,(z) durch keine der Func-
tionen V, V,, V,... theilbar ist. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so kann man
fir einen gegebenen Modul p die Gleichung F'(z) = 0 derart transformiren, dass
jene Annahme erfiillt ist. Die Auseinandersetzung jemer Transformation behilt sich
der Verfasser fiir eine andere Gelegenheit vor“. — Da es nach meinen Untersu-
chungen (vergl. §. 5 dieser Abhandlung) Korper giebt, in welchen die Indices aller
ganzen Zahlen @ durch dieselbe Primzahl p theilbar sind, und folglich auch alle Glei-
chungen F'(6) = O diejenige storende Eigenschaft besitzen, welche sich der unmit-
telbaren Anwendung der Theorie von Zolotareff widersetzt, so vermuthe ich, dass
in den eben citirten Worten der Anzeige ein Missverstindniss obwaltet. Wahrschein-
lich wird die von dem Verfasser beabsichtigte Vervollstindigung seiner Theorie sich
auf dhnliche Betrachtungen stiitzen, wie diejenigen, welche in der Theorie der idea-
len Zahlen vonSelling entwickeltsind (Schlomilch’s Zeitschrift, Bd.10. 8. 12 ff))
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Congruenzen zuriickzufihren. Da aber alle meine Versuche, die Exi-
stenz einer solchen Zahl § nachzuweisen, fruchtlos blieben, so entschloss
ich mich endlich, wo mglich die Unrichtigkeit dieser Vermuthung dar-
zuthun, und zu diesem Ziele gelangte ich, wie ich schon in den Géttin-
gischen gelehrten Anzeigen vom 20. September 1871 angedeutet habe,
durch die Betrachtungen, welche den Gegenstand dieses und des folgen-
den Paragraphen bilden.

Es sei p eine bestimmte Primzahl, und p,,p,...p seien die
simmtlichen von einander verschiedenen Primideale, welche in p aufge-
hen; ihre Grade wollen wir mit f,, f, . . . f, bezeichnen, so dass z. B.
N(p,) = p/+ ist. Existirt nun eine ganze Zahl § in 2, deren Index &
nicht durch p theilbar ist, so folgt aus dem Satze I in §. 2, dass es in
Bezug auf den Modul p auch m sncongruente Primfunctionen pP,P,...
P giebt, deren Grade resp. gleich f,,f,...f, sind. Es ist nun von
der grossten Wichtigkeit far unsere Untersuchung, dass diese Folgerung
sich umkehren lésst, dass also folgender Satz besteht :

IV Sind f,, f, . . . f,, die Grade der sémmtlichen verschiedenen, in
der Primzahl p aufgehenden Primideale p, 9, . ..p, , und giebt es m nach
dem Modul p incongruente Primfunctionen P,, P, ... P, resp. vom Grade
Si- So oS, S0 existirt in R eine ganze Zahl 9, deren Index k nicht durch
p theilbar ist.

Dem Beweise dieses Satzes schicken wir aber zuniichst einige Be-
trachtungen voraus, welche zum Theil von den Voraussetzungen desselben
unabhiingig sind.

Es sei p irgend ein in p aufgehendes Primideal vom Grade f, so
geniigen (D. §. 163; B. §. 26, 3°) alle ganzen Zahlen w des Korpers L2
der Congruenz

¥ —0=0 (mod. p);

bedeutet nun ¢ wieder eine Variabele, so ist die Function
7

v —t

nach dem Modul p congruent dem Producte aus allen incongruenten
Primfunctionen, deren Grade Divisoren der Zahl f sind (C. 19.); unter
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diesen wilhle man nack Belicben eine solche Primfunction P, deren Grad
= f ist; dies ist stets mdoglich, da es immer mindestens eine solche
Function giebt (C. 20.). Da nun

| ' ¢ = P(t)H(?) (mod. p),
also auch
W — o= P(w) H(w) (mod. p),

und da p durch p theilbar ist, so folgt, dass jede in o enthaltene Zahl
o der Congruenz

P(w) H(w)=0 (mod. p)

genfigt; mithin ist die Anzahl ihrer nach p incongruenten Wurzeln
= (0. p) = N(p) = p’, also genau so gross, wie ihr Grad. Durch die-
selben einfachen Schliisse, welche in der rationalen Zahlentheorie zu ei-
nem #hnlichen Zwecke angewendet werden (D. § 26). kann man nun
leicht beweisen, was ich der Kiirze halber hier dbergehe, dass in dem
Zahlengebiete o eine Congruenz rten Grades, deren Modul ein Prim-
ideal dieses Gebietes ist, niemals mehr als » incongruente Wurzeln ha-
ben kaunn, und hieraus folgt fiir unseren Fall, dass die Congruenz H(w)
= 0 (mod. p) hochstens (p/ —f) incongruente Wurzeln besitzt, und dass
folglich die Repraesentanten w der f iibrigen Zahlclassen nothwendig
der Congruenz P(w) =0 (mod. p) geniigen miissen. Fir unseren Zweck
reicht aber schon die Gewissheit aus, dass diese Congruenz wenigstens
eine Wurzel hat. Es sei ¢ eine bestimmte solche Wurzel, also

P(e)=0 (mod. p);
wir betrachten nun alle Zahlen von der Form ¢(¢) und wollen beweisen,
dass die Congruenz

" @ (@) =0 (mod. p)

mit der Functionen - Congruenz

¢ (t) =0 (modd. p, P)
gleichbedeutend ist. In der That, wenn die letztere Statt findet,
wenn also
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9(f)= P(t)(f) (mod. p)
ist, so folgt auch

¢ (2) = P(e)y (a) (mod. p),

und da die beiden Zahlen p und P(e) durch p theilbar sind, so ist auch
¢ (@) =0 (mod. p); ist aber zweitens ¢ () nickt theilbar durch die Prim-
function P(t), so sind ¢(¢f) und P(¢) relative Primfunctionen, und folg-
lich existiren zwei Functionen ¢ (¢), ¢,(f), welche der Congruenz

9(0)9,()+ P(t) 9,() = 1 (mod. p)
geniigen (C. 5.); dann ist auch

9(@)9,(e) + P(e)g,(e) =1 (mod. p),
und da p und P(e) durch p theilbar sind, so ist

?(@)g,(¢)=1 (mod. p),

und folglich ist in diesem Falle ¢(e) nickt = 0 (mod. p). Hiermit ist
unsere obige Behauptung vollstindig bewiesen.

Fir den Fall, dass p durch p? theilbar ist, wollen wir ferner die
Wurzel ¢ der Congruenz P(e) =0 (mod. p) so wihlen, dass die Zahl
P(e) nicht durch p2? theilbar wird. Dies ist stets moglich; ist némlich e
eine Wurzel der Congruenz P(e¢)=0 (mod. p?), so withle man nach Be-

lieben eine durch p, aber nicht durch p2 theilbare Zahl 4, und setze
¢ = a4, so ist

P(a) P(e)+ AP'(e)+ A2P" (). . .

AP'(e) (mod. p2);

da nun die derivirte Function P'(¢#) den Grad (f—1) hat und nicht =0
(mod. p) ist, so kann sie auch nicht = 0 (modd. p, P) sein, und folglich
ist nach dem Obigen die Zahl P’(¢) nicht theilbar durch p; mithin ist
das Product 4P’(e), und folglich auch die Zahl P(e') wohl theilbar durch
p, aber nicht theilbar durch p2. Nachdem so die Existenz einer solchen
Zahl o bewiesen ist, lassen wir den Accent wieder weg, und nehmen

also an, dass P (a) durch p, aber nicht durch p* theilbar ist.
Mathem. Classe. XXIII. 1. D
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Ist nun p°® die hdchste in p aufgehende Potenz des Primideals p,
so wollen wir beweisen, dass die Zahlen-Congruenz

¢(¢) =0 (mod. p°)
mit der Functionen-Congruenz '
() =0 (modd. p, P°)
gleichbedeutend ist. In der That, wenn die letztere Statt findet, so ist
9()=P(H'w() (mod. p)

also auch
9 (@) = P(e)°y(e) (mod. p),

und da beide Zahlen p und P(e)* durch p° theilbar sind, so folgt ¢(«)
= 0 (mod. »°); wenn dagegen die Functionen-Congruenz nicht Statt fin-
det, so ist der grésste gemeinschaftliche Theiler, welchen die Functionen
¢(?) und P(?)° nach dem Modul p haben, von der Form P(??°, wo s<le;
bestimmt man die Functionen ¢,(t), ¢,(f) so, dass

9()9,(t)+ Pt 9,() = P(f)’ (mod. p)

wird (C. 4.), und bedenkt, dass p und P(e)® durch p° theilbar sind, so
ergiebt sich

9(2)9, (@)= P(e) (mod. p°);

da nun s<e, und P(e) nicht durch p2 theilbar ist, so ist P(e)’ nicht
theilbar durch p°, und folglich ist auch ¢(e) nickt = 0 (mod. p°). Un-
sere Behauptung ist daher erwiesen.

Man verfahre nun mit jedem der in p aufgehenden verschiedenen
Primideale p,, p, .. . p, so, wie es im Vorhergehenden beschrieben ist,
d. h. man wihle nack Belieben m Primfunctionen P, P, . .. Pm, welche

resp. dieselben Grade f,, f, . .. f,, haben, wie jene Primideale, und be-

stimme ebenso viele Zahlen e,, @, . ..« der Art, dass P,(e,), P,(e,)
... P (a) resp. durch p,, p, ...p, theilbar werden, mit der eventuel-
m m

len Beschriinkung, dass eine solche Zahl P (@) nicht durch p? theilbar
sein darf, falls p durch p2? theilbar ist. Da nun die Primideale p,, p,
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. p,, von einander verschieden, und ihre Quadrate folglich relative
Primideale sind, so kann man stets eine Zahl § so bestimmen, dass

f = e, (mod. p32)
8 = e, (mod. p2)

0 =ea (mod. p2)

m

wird (D. §. 163; B. §. 26); da hieraus

(mod. p2)

...............

folgt, so ergiebt sich, dass die Zahlen P,(), P,(f) . .. P, () resp. durch
Pi+ Py - o . b, theilbar sind, dass aber, falls p durch p2 theilbar ist, die
Zahl P,(9) nicht durch p? theilbar ist. Die Zahl § vereinigt daher in
sich alle diejenigen Eigenschaften in Bezug auf die simmtlichen m Prim-
ideale, welche einer jeden Zahl e, in Bezug auf das ihr correspondirende
Primideal p, zukommen. Ist daher

op = p:'p;’ oo pf,:",
also, wie aus der Bildung der Norm hervorgeht,
n=ce fi+efo+...4¢,f,
so ist eine Zahl von der Form ¢(f) stets und nur dann durch eine der

Potenzen py, pg. .. p;™ theilbar, wenn die ihr entsprechende Functionen-

Congruenz
0 (modd. p, P})
0 (modd. p, PY)

¢ (t) = 0 (modd. p, P/™)

Statt findet; da ferner eine ganze Zahl des Kdrpers stets und nur dann
A2
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durch p theilbar ist, wenn sie durch jede der m Potenzen py', p? ... p™
theilbar ist, so leuchtet ein, dass die eine Zahlen-Congruenz

¢(6) =0 (mod. p)

gleichbedeutend ist mit dem System der m vorstehenden Functionen-Con-
gruenzen.

Bis hierher haben wir absichtlich dber die Wahkl der Primfunctionen
P, P,...P, nichts Anderes festgesetzt, als dass ihre Grade resp. mit
denen der Primideale p,, p, ... 9, tdbereinstimmen sollen, und es war
z. B., falls f; = f,, nicht ausgeschlossen, P, = P, zu wihlen. Wir
wollen jetzt die besondere Annahme unseres Satzes hinzufiigen, welche
darin besteht, dass es m unter einander incongruente Primfunctionen von
den vorgeschriebenen Graden giebt, und wir wollen unter P\, P, ... P_
solche incongruente Primfunctionen verstehen. Dann sind die Potenzen
Py PR P:n m relative Primfunctionen, und wenn man ihr Product

PiPr...P" =R
setzt, so ist (C. 5.) das System der m obigen Functionen-Congruenzen,
und folglich auch die eine Zahlen-Congruenz

¢(9) =0 (mod. p)
gleichbedeutend mit der einzigen Functionen - Congruenz

¢(t) =0 (modd. p, R).
Da ferner der Grad des Productes R gleich
e fitefat+...+e,f,
und folglich = = ist, so kann eine Zahl
o) = 2,4+ 0+2,02+... 42, _ 0"

nur dann durch p theilbar sein, wenn

¢ () =0 (mod. p),

d. h. wenn alle n Coefficienten »,, #,, @, . .. 2, , durch p theilbar sind.
Der Index % der Zahl § ist folglich (nach §. 1) micht theilbar durch p.
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Hiermit ist unser obiger Satz bewiesen, und wir féigen nur noch die
folgende Bemerkung hinzu.

Da % nicht theilbar durch p ist, so ist & auch von O verschieden,
und folglich ist die gefundene Zahl § die Wurzel einer irreductibelen
Gleichung F'(§) = O vom nten Grade; da nun F(§)=0 (mod. p), so
muss die Function F durch R theilbar sein nach dem Modul p; da
ferner beide Functionen denselben Grad n und denselben héchsten Coef-
ficienten 1 haben, so muss F'= R (mod. p), d. h.

F= P}P;... P" (mod. p)

sein, und hiermit sind wir zum Ausgangspuncte unserer Untersuchung
in §. 2 zuriickgekehrt.

§ 5.

Die letzte Untersuchung hat uns ein Kriterium geliefert, durch
welches die Frage entschieden wird, ob es wirklich in £ eine ganze
Zahl § giebt, deren Index durch eine gegebene Primzahl p nichkt theilbar
ist. Wenn

op = pypl. .. pm

ist, wo p,,p, ...y, verschiedene Primideale resp. von den Graden f,,
Sao-o fm bedeuten, so wird der singuldre Fall, dass die Indices aller in
£ enthaltenen ganzen Zahlen durch p theilbar sind, jedesmal und nur
dann eintreten, wenn es unmdglich ist, m nach dem Modul p incongru-
ente Primfunctionen von den Graden f,, f,...f aufzustellen. Es
fragt sich daher nur noch, ob diese Erscheinung, dass nicht genug Prim-
functionen existiren, wirklich jemals auftreten kann. Um hieriiber zu
entscheiden, wollen wir den denkbar einfachsten Versuch anstellen. Die
incongruenten Primfunctionen ersten Grades sind die folgenden

t,t+1, t4+2...t4+(p—1),
ihre Anzahl ist = p; der obige singuldre Fall wird daher gewiss in ei-
nem Korper £ eintreten, in welchem die Primzahl p durch mindestens
(p+1) verschiedene Primideale ersten Grades theilbar ist; da aber, wie
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aus der Betrachtung der Normen hervorgeht, das Ideal op ein Product
von héchstens n Primidealen ist, so muss der Grad » eines solchen
Korpers mindestens — p-+-1 sein. Nimmt man, um den einfachsten
Fall zu erhalten, die kleinste Primzahl p = 2, so entsteht also die
Frage, ob es cubische Korper 2 giebt, in welchen die Zahl 2 durch drei
verschiedene Primideale ersten Grades theilbar ist; in einem solchen
Korper wiirden die Indices aller ganzen Zahlen gerade sein. Diese Un-
tersuchung ist in den Géttingischen gelehrten Anzeigen vom 20. September
1871 in voller Allgemeinheit angestellt, und sie hat 2u einer bejahenden
Antwort gefiihrt; hier will ich mich begnéigen, ein einziges, auch dort
schon angefiihrtes Beispiel mitzutheilen.

Es sei @ eine Wurzel der irreductibelen Gleichung dritten Grades

Fle) = a8—ea2—2¢—8 = 0;
um ihre Discriminante zu finden, betrachten wir die Zahl
F =0 = —2—2a-+3e2
und bilden successive, unter Zuziehung von F'(¢) = 0, die Producte
de 244 4a+tea?
Ja? 8+426a-4bHea2;
durch lineare Elimination von 1, @, «2? aus diesen drei Gleichungen er-
hélt man

I

— 248 —2 ,3 |
24 , 4—81 |=o0,
8 , 2 ,5—d|

d8—742—2012 = 0,
und folglich ist die Discriminante
41, e, ¢?) = —N(J) = —2012 = —22.503.
Da 503 eine Primzahl ist, so gehen in dieser Discriminante nur die bei-

den Quadrate 1 und 4 auf, und folglich ist der Index % der Zahl «
entweder = 1, oder = 2; es ist daher die Function



THEORIE DER IDEALE UND DER HOHEREN CONGRUENZEN. 31
F(t) = ts—r2—2¢—8
nur in Bezug auf den Modul p = 2 zu untersuchen. Offenbar ist
F = P}P,—2M = P3P, (mod. 2),
WO
P =t P, =t—1 M= t44;

da nun gleichzeitig P, in M, und P% in F aufgeht nach dem Modul
2, 50 muss (nach dem zweiten Beweise des Satzes II in §. 3) die Zahl

P,(e)P,(e) = a(e—1)
durch 2 theilbar, und folglich # — 2 sein. Dies wird sich sofort da-
durch bestitigen, dass die Zahl
= jefe—1)—1

sich ebenfalls als eine ganze Zahl erweist; in der That, man erhilt mit
Ricksicht aut F(¢) = 0 die Gleichungen

e? = 24« 428
B = —2+2: —f
ef = 4
und hieraus
B+ +26—8 = 0.
Da ferner
1 =1.140.240.8
¢ =0.141.«40.8
2 = 2.141.¢42.8,
8o ist
1, 0, 02
4(1, ¢, e?) = |0, 1, 01 4(1, &, B) = 224(1, @, B),
21, 2|
also

A(l, o, f) = — 508,



32 R. DEDEKIND,

und da diese Zahl durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, so ist sie
die Grundzahl D unseres cubischen Korpers £, und die Zahlen 1, «, 8
bilden eine Basis des aus allen ganzen Zahlen w dieses Korpers £ be-
stechenden Gebietes o, d. h. nach der schon mehrfach gebrauchten Be-
zeichnung, es ist

o = [1, & B];
jede solche ganze Zahl, d. h. jede in o enthaltene Zahl w ist von der Form

0 = ztzatyp,
wo 2, z, y willkirliche ganze rationale Zahlen bedeuten.

Wir wollen nun auf Grund dieses Resultates die Idealfactoren der
Zahl 2 bestimmen. Da

2 = 24e¢e428=e
g2 = —2+2a—ﬂzﬂ} mod. 2).

so folgt allgemein
et zae+yp)?2=22+22e24y2f2=z+42a+t+yf (mod. 2),
d. h. jede Zahl w des Gebietes o geniigt der Congruenz
w?—w=0 (mod. 2).

Hieraus folgt zunéchst, dass die Zahl 2 durch kein Quadrat eines Prim-
ideals theilbar sein kann; wiire némlich 0(2) = p*q, wo p ein Primideal
oder wenigstens ein von o verschiedenes Ideal bedeutet, so wiirde, da
pq nicht durch o(2) theilbar ist, eine Zahl w existiren, welche durch
pq. aber nicht durch 2 theilbar wiire; dann wire aber w® theilbar durch
p*q®, also auch durch 2, und dies widerspricht der vorstehenden Con-
gruenz w®* = w (mod. 2). Mithin ist 0(2) entweder ein Primideal oder
ein Product aus lauter verschiedenen Primidealen. Es sei p irgend ein

in 2 aufgehendes Primideal, so gentigt jede in o enthaltene Zahl w der
Congruenz

w'—w=0 (mod. p),

und folglich ist die Anzahl ihrer incongruenten Wurzeln = (o, p) = N(p);
da diese Anzahl aber niemals grosser als der Grad der Congruenz sein
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kann, so ergiebt sich N(p)<2, und folglich N(p) = 2, weil p ein Prim-
ideal, also von o verschieden, mithin N(p)>>1 ist. Jedes in 2 aufge-
hende Primideal ist daher vom ersten Grade, und folglich muss, da
N(2) = 23 = 8 ist,
0(2) = abc

sein, wo a, b, ¢ drei von einander verschiedene Primideale ersten Grades
bedeuten. Hiermit ist das Auftreten der erwihnten singuliéren Erschei-
nung erwiesen, und es muss sich bestitigen, dass die Indices aller Zah-
len w durch 2 theilbar sind. In der That, setzt man

7 = 2*4-22'—2y*4-8ay
r = .z'”+2y’+2wz
¥y = 2s'—y'+2y

8o ist
o' = z'+ e +y'ﬂ’

und der Index der Zahl w ist gleich der Determinante

* 10,0

z, 2, Y

2, ¥, ¥

= 2y —y¥ = 28 —2*y—ay*—2y°,

welche offenbar stets eine gerade Zahl ist.

Um unser Beispiel ganz zu vollenden, und um die aus der allge-
meinen Theorie geschopften Voraussagungen auch durch die Recknung zu
bestéitigen, wollen wir endlich zur Darstellung der hier auftretenden Ideale
in Form von endlichen, dreigliedrigen Moduln (D. §. 161; B. §. 3), d. h.
zur Bestimmung dieser Ideale durch ihre Basiszahlen schreiten. Diese
Darstellungen sind die folgenden:

e = (2, e 14-8]

b= [2, 14« f]

¢ = [2, e B]
Das System a aller Zahlen von der Form

o = 2z+ex+(14H)y,
Mathem. Classe. XXIII. 1. E
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wo 2, z, y willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten, besitzt in der
That die beiden fundamentalen Eigenschaften eines Ideals, némlich:

I. Die Summen und Differenzen von je zwei Zahlen &' des Systems
a gehéren demselben System a an.

II. Jedes Product aus einer Zahl & des Systems a und aus einer
Zahl w des Gebietes o ist wieder eine Zahl des Systems q.

Die erste Eigenschaft ist evident, und um die zweite nachzuweisen,
geniigt es darzuthun, dass die Producte aus je einer der Basiszahlen
2, @, (14+p) von ¢ und je einer der Basiszahlen 1, @, # von o simmt-
lich in a enthalten sind; dies ist unmittelbar evident fiir die fianf Producte

2.1, e.1, (148).1, 2.e, 2.8 = —242(14P),

und fiir die Gbrigen vier ergiebt sich dasselbe aus den Gleichungen

. e+2(1+48), «.f = 2.2,
14+Be 2.24¢e, (14+8)B8 = —2+2a.
Ebenso wird bewiesen, dass die Systeme b und c Ideale sind.
Die Norm N (m) eines Ideals m ist die Anzahl (o, m) der in o ent-
haltenen, nach m incongruenten Zahlen (D. §. 163; B. §. 20), and diese
Anzahl ist gleich der Determinante der Ausdriicke, welche in Bezug auf

die Basiszahlen von o linear sind und die Basiszahlen von m darstellen
(D. §. 161; B. §. 4, 4°. Es ist daher z. B.

2, 0, Ol
N@ =10, 1, 0| = 2,
1,0, 1

I

und ebenso ergiebt sich
N@®) = N() = 2.

Wenn aber die Norm eines Ideals eine Primzahl ist, so muss das Ideal
nothwendig ein Primideal sein, weil allgemein N(a,0,) = N(a,) N(a,)
ist; mithin sind a, b, ¢ Primideale. Sie sind ferner verschieden von ein-
ander, weil die in b und in ¢ enthaltene Zahl § nicht in a enthalten,
und weil die in ¢ enthaltene Zahl e nicht in b enthalten ist. Es muss
folglich die in allen drei Idealen enthaltene Zahl 2 auch in dem Pro-
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ducte abc enthalten sein; mithin ist 0(2) =— mabc, wo m ein Ideal be-
deutet; nimmt man aber die Norm, so ergiebt sich

N@2) =8 = NmN{@N(®)N() = 8N (m);

mithin ist N(m) = 1, also m = o, und 0(2) = abc. Aber auch dieses,
aus allgemeinen Sdtzen geschlossene Resultat wollen wir durch die ei-
gentliche Rechnung, d. h. durch die wirkliche Ausfiihrung der Multipli-
cation der Ideale bestdtigen (D. §. 165; B. § 12).

Unter dem Producte ab zweier Ideale wird das System aller Pro-
ducte &8’ und aller Summen von solchen Producten o8’ verstanden, wo
«, ' beliebige Zahlen resp. der Ideale a, b bedeuten (D. §. 163; B. §.
22). Ein solches Product erscheint daher zuniichst als ein endlicher
Modul, dessen Basiszahlen die sémmtlichen Producte aus je einer Basis-
zahl von a und je einer Basiszahl von b sind. In unserem Falle ist da-
her ab der endliche Modul, dessen Basiszahlen die neun Producte

2.2 4, 2(14¢) = 2+42¢, 2.8 = 28,
.2 = 2¢q, ¢(l4e) = 242428, ¢ = 4,
(14+8).2 = 2428, (1+B)(1+e) = b+atp (14+5)8 = —2+2e

sind; da aber von diesen neun Zahlen nur drei von einander unabhdngig
sind (D. §. 159; B. § 4), so ist die von mir ausfiihrlich beschriebene
Methode (B. §. 4, 6° anzuwenden, um diesen neungliedrigen Modul auf
einen dreigliedrigen zuriickzuftthren; durch die Ausfithrung dieser sehr
einfachen und leichten Rechnung erhilt man die eine der sechs folgenden
Gleichungen :

o' = [4, o, 3-4); be = [2, 20, f]
B =4, 14a §); ca = [2, o 26
¢ = [4 2o, 2+4); ob = [2 2¢, 1+etp)

Die tibrigen ergeben sich auf dieselbe Weise; und wenn man abermals
nach derselben Methode mit a, b, ¢ multiplicirt, so erhilt man folgende
zehn Hauptideale:
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abc = [2, 2¢, 26) = 0(2)

a’c = [4, @, 24-24) = o

b’c = [4, 24-2¢, B] = of

ac* = [4, 2+4¢, 28] = o(a—2)

bc* = (4, 2¢, 24 6] = 0(2—f)

a’b = 4, 2¢, 34e+4f) = o(34ec+p)
ab® = [4, 24 2¢, 14-e4B] = o(14+e+p)
@ = [8, 44a, 348 = o(3+2e+4p)
# = [8 14a, 44f = o(l+a)
¢ =[8 24, 244 = o(a4p—4)

Die zehn Zahlen x, welchen diese Hauptideale oy — [u, eu, Bu] ent-
sprechen, sind durch die folgenden, leicht zu verificirenden Relationen
mit einander verbunden:

ele—2)(14+a) = 2*; af = (e—2)(14-a+p) = 2?
(e—2)3+a+hB) = 2¢«; ¢2—p) = 2(e—2)
(—2)(842¢+p8) = & ; ale4p—4) = (e—2)%

Durch dieses Beispiel, welchem man viele andere an die Seite
stellen konnte, ist ausser Zweifel gesetzt, dass es Korper £ giebt, in
welchen die Indices aller ganzen Zahlen durch eine und dieselbe Prim-
zahl p theilbar sind. Dies Resultat ist in mancher Beziehung kein will-
kommenes. Es giebt in der That sehr wichtige Sitze der Idealtheorie,
welche sich durch die Theorie der hdheren Congruenzen sehr leicht wiir-
den beweisen lassen, wenn der Satz I in §. 2 nicht an die Voraussetzung
gebunden wire, dass der Index % der Zahl § nicht durch p theilbar
sein darf; wir haben aber jetzt gesehen, dass in manchen Fillen diese
Voraussetzung auf keine Weise zu erfillen ist, wie man auch die Zahl
§ wihlen mag, und hieraus geht hervor, dass solche Beweise, die sich
auf den genannten Satz stiitzen, haufig die erforderliche Allgemeinheit
nicht besitzen. Als Beispiel fihre ich den folgenden, besonders wich-
tigen Satz an, den ich ebenfalls in den Gdttingischen gelehrten Anzeigen
vom 20. September 1871 zuerst ausgesprochen habe:
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Die Grundzahl D eines Korpers 2 ist aus allen und nur aus denjeni-
gen rationalen Primzahlen p zusammengesetzt, welche in diesem Ké&rper durch
das Quadrat eines Primideals theilbar sind.

Giebt es in 2 eine ganze Zahl, deren Index durch die Primzahl
p nicht theilbar ist, so folgt fiir diese Primzahl p die Richtigkeit des
Satzes augenscheinlich sehr leicht aus §. 2. Aber auf diese Weise ge-
langt man offenbar nicht zu dem Beweise der allgemeinen Giiltigkeit des
Satzes, und es ist mir erst nach manchen vergeblichen Versuchen ge-
lungen, den allgemeinen Beweis in aller Strenge zu fiihren. Die aus-
fahrliche Darstellung dieses Gegenstandes, bei welcher der Satz selbst
noch eine wesentliche Erweiterung erfahren wird, muss ich aber fiir eine
andere Gelegenheit mir vorbehalten.

Mathem. Classe. XXIII. 1 F






Beitrige zur Theorie der Bernoulli’schen und
Euler'schen Zahlen.
Von
M. A. Stern.

Der Konigl. Gesellsch. der Wissensch. vorgelegt am 4. Mai 1878.

Bekanntlich hat man eine grosse Anzahl Recursionsformeln zur Be-
rechnung der Bernoulli'schen Zahlen gefunden. Sie haben alle den ge-
meinschaftlichen Charakter, dass sie den Werth irgend einer Bernoulli-
schen Zahl unter der Voraussetzung angeben, dass man simmtliche vor-
hergehende Bernoulli'sche Zahlen bereits kennt. Dasselbe gilt auch von
den Secantencoefficienten oder Euler'schen Zahlen, wie ich sie im Folgen-
den nennen werde. Eine einzige Ausnahme bilden in Beziehung auf
die Bernoulli'schen Zahlen die zwei Recursionsformeln welche Herr Pro-
fessor Seidel, von einer eigenthiimlichen Bildungsweise dieser Zahlen
ausgehend, vor nicht langer Zeit gefunden hat*). Bei diesen nemlich
braucht man nur, um die m'® Bernoulli’sche Zahl zu finden, die ihr vor-
hergehenden, bis zur %’ ten oder '”—1'1 ten, je nachdem m gerade oder un-
gerade ist, als bekannt voraus zu setzen. Im Folgenden soll eine An-
zahl Formeln entwickelt werden, deren Charakter darin besteht, dass
man eine Bernoulli’sche Zahl vom Range 2k-+4r, wo r Null oder eine
ganze positive Zahl ist, durch eine Recursionsformel findet, in welcher
die vorhergehenden Bernoulli'schen Zahlen bis zur A%® vorkommen.
Diese Formeln enthalten nicht blos die erwihnten Seidel'schen als be-
sondere Fille, sondern es ergeben sich auch aus denselben sowohl be-
kannte als unbekannte Relationen, in welchen alle Bernoulli'schen Zah-
len, von der ersten bis zu einer bestimmten, vorkommen.

*) Sitzungsberichte der mathem - physik. Classe der K B. Akademie der Wis-
sensch. 1877 H. 2. S. 165 und S. 172.
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Es zeigt sich aber zugleich, dass dasselbe Verfahren auch auf die
Euler'schen Zahlen anwendbar ist, woraus sich eine grosse Anzahl neuer
Relationen, sowohl zwischen Euler’schen und Bernoulli'schen Zahlen als
auch zwischen letzteren ergiebt.

Ich benutze im Folgenden einige schon bekannte Relationen zwi-
schen den Bernoulli'schen Zahlen. Um jedoch nicht auf verschiedene
Schriften verweisen zu miissen, will ich diese Relationen zunichst aus
einem einfachen Principe ableiten, dessen ich mich schon friher zu
dhnlichem Zwecke bedient habe*). -

Bekanntlich hat man, wenn man

fo= 2 = fO4f0.24120.5 . ..

setzt, f0 =1, f'0 = —4 ferner von m =1 an, f*"0 =0 und
wenn Bm die m'® Bernoulli’sche Zahl bezeichnet, so kann man diese
dadurch definiren, dass man

B — (_ l)m—I f2m0

m

setzt. Ich werde in der Folge, zur Abkiirzung, f* statt f¥0 schreiben.
Man hat auch

fl—a) = éfa
oder

f—fatfrs. o= Atat. ) FHf e+ 5. )

Vergleicht man hier auf beiden Seiten den Coefficienten von z*™t!
welcher auf der linken Seite Null ist, so erhdlt man

s wm-s 1 P 1 gm—1 1 __
gt iz ameies  Tiz Te gnoi T2 2m¥i'2 — 0

oder, wenn man, wie es im Folgenden immer geschehen soll,

m—1)...(m—n+1
nlpb etk )

setzt,

) @m+1,1)f"+@m+1,3) . 4+ @m+t12m—1) =221 =0

*) Gottinger Studien 1847. Zur Theorie der Euler’schen Integrale.

-t
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also auch
@m—+1,1)B —@2m-+-1,3)B,_ .
(=1 @m41, 2m—1) B, +(— 122 — 0
Vergleicht man dagegen die Coefficienten von 2*™ so findet man
@m+2,2) ™ @mA-2, 4" .. . —m =0
oder, wenn man m—1 statt m setzt,
1I) @2m, 2) "4 2m,4) ... —(m—1) =0
also auch

(@m,2)B__ —(2m,4)B

m—2 "

A {—=1D)"'m—1) =0
Man hat ferner
fr = L f2a)

Entwickelt man hier wieder auf beiden Seiten nach aufsteigenden
Potenzen von z und vergleicht die Coefficienten von 2*™ so findet man

III) (22m_1) f!m + 9tm—3 (2m. 2) fzm—z + 9m—3 (2 m, 4) f2m—-t L — 2m;l =0

also auch

@™ —1)B —2"@m,2)B, _ +...+(—)"22=1_

Vergleicht man dagegen die Coefficienten von #*™~' so hat man
1V) 2m12m+41,1) 2" 32m 4 1,3) /™ 2. .. —m =0

also 2™ '@2m+4-11)B —2™3@m+ 1,3)B ... +(—1"m =0

IR

Dies sind die bekannten Relationen, welche ich spiiter benutze.

2.
Ich setze Af* = f*H'—f% Ist nun k gerade =— 2m und mithin,
insofern m nicht Null ist, f*' = f*+' — 0 so hat man
A2
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A fzm —_— f!m
und zugleich da
A fk—l — fl:_ fb—i
auch
A f!m—l — fim
Ist aber m = 0 und also f*' = f'—= —} so hat man
Af=f—f=—14
Dieses Resultat, welches man in der Form
Af—f = —1

schreiben kann, ist aber, wie nun gezeigt werden soll, .nur ein beson-
derer Fall einer allgemeineren Formel, welche heisst

Mf—f = (— 1P

wo k gerade oder ungerade sein kann.
Bezeichnen w, u,, w, . . . u_ eine Reihe auf einander folgender
Werthe, so ist nach einer bekannten Formel der Differenzenrechnung

1) Aw=u —(mLu, __ +m2u, ... 41" (m=;—1)u +(—1)"
Setzt man u_ = f" so folgt hieraus

A™f = f"—(m, 1) " (m,2) " A (= 1) m,m— 1) f - (— 1)

Setzt man 2m-}-1 statt m und zugleich fir /' und f ihre Werthe, so
hat man mithin

A — Q41,1 — (2m4-1,3) 1m0

2m+1
—@m+1,2m—1) -2t

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Formel I) so ergiebt sich
A f — —(2m-1)
Setzt man dagegen 2m statt m so folgt
Af = fimp@m, 2 L A mt ]
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Dieser Ausdruck mit der Formel II) verglichen fiihrt zu
anf = fmt2m
Da man nun auch
amHf = frmt_(@m1)
schreiben kann, so siecht man, dass in der That allgemein
B f—f* = (— 1)}k
ist.
Aus 1) folgt
2) A =, — (m, Du, .\, +m2u . ... (—1)"u
Zugleich ist, wie bekannt,
3) Amu = A™u(n,1)A™" "y (n, 2) A2y L - (m,0) A"y
Setzt man in 2) und 3)

so folgt

A) Ampn — fren_m, 1) Frt L n,2) R (— 1) (m,m) £

B) A™f" = A™"f (0, 1) A™f . - (5, n—D1) A f (0, n) AT f
Es sind nun hier vier Fille zu unterscheiden:

Ist erstens m und zugleich n gerade, mithin, wie oben gezeigt
worden ist, A™f = m-4f™; A" f = —(m--1) so folgt aus B)

A" =m-+-n—(n, 1)(m+n—1)...4(n,n—2)(m~+2)—(n,n—1)(m-1)+(n,n)m
+fmtn).... + (1,0 —2) 2 + (n,mf™

Nun ist in dieser Gleichung die obere Horizontalreihe rechts

= (m-n)[1—(n.1) 4 (1.2) .. +(m, 7))+ [(n. 1)—2 (1, 2)+ 3 (n, 3).. . —n (n.n)
= (m+m) (1 —1 "+ n(1—1p =0

also Amf* = fr (2™ ()
Zugleich giebt A) |
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ATfr = frtr L (m, 2) ™R L - (s, m) f
Man hat also
(0, 2)f ™ (1, 4) f™ L () £
= (m,2) f™"t"2 - (m,4) ™" . - (m,m) 7
und hieraus folgt, unter der Voraussetzung, dass n>>m
4 [(1,2)— (m, 2™ [, 4) — (m, L™ [0, m) — (m,m)] £
+ (L mA-2) " (rm A4 " ()™ =0

Ist zweitens m gerade aber n ungerade und wieder n>>m so
folgt aus A) und B)

— (m, 1) f™"— (m, 3) 3f"'+’"’ .. m,m——lf"""
= (n, 1) f™"" +(n, ) ™", (. —2) "+ (m, m) f7

oder

5) ((m 1) (m, ™ [(m, 3) 4 (m, B ™. ..
[ — 1) (1 — L™ (1) " e ()™ = O

Ist drittens m ungerade, = gerade, also nun A™f = —m;
A" f = m4 14 fm

so ist nach B)

A" = — (m+n)+ (n, )(m—4-n—1)— (n,2)(m+n—2)...4 (n,n—1)(m 1)
— (n, n)m - (n, 1) ™ ~+(n,n—1) ™t

und hieraus folgt, wie oben gezeigt worden ist,

AT = (n, 1) f™ 7 (0, )" L (an— 1)
Zugleich ist nach A)

A™f" = — (m, f" " —(m, 8) f™" 2 L — (m,m) [T
Mithin, wenn man wieder »>>m nimmt

6) [(n, 1)+ (m, 1)) ™4 ((n, 3) 4 (m, 3)) f™+"3... , m) - (m, m)]f™
+ (n,m—42) "2, .. 4 (n, n—lf”""‘ =0
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Diese Formel setzt jedoch voraus, dass n>m—+1. Ist n =m-+41 so
hat man statt dessen

6 [, 1)+ (m, DL L 4 [0, m) 4 (m m)] £ = 0

Ist viertens m ungerade und zugleich » ungerade so findet man
durch dieselben Betrachtungen aus A) und B) die Werthe

A™f™ = f - (m, 2) ™ A (m, 4) L (mem— 1) fH
AT = e (n, 2) f R (0, 4) M L - (n, n— 1)

also, wenn man wieder n>>m nimmt,

) (2 —m 2" L [am— ) —(mm— D)
+ (m,n—1) ™ =0

Man bemerke, dass man die vier Formeln 4), 5), 6), 7) in eine
einzige zusammen ziehen kann, nemlich

r—n

S [0 1) —(— ™ (m, ) f 0 = 0

Schreibt man aber statt f*" seinen Werth (—1)"'B; und setzt noch
immer n>>m so findet man aus diesen Formeln, wenn # und m beide
gerade Zahlen sind: ‘

n—2

((n,2) —(m, 2)] Bn 4 n— 2 —[(n,4) — (m, 4)] Bntn—s+ ... +(———1)_2_B,£ =0
2 2 2
und wenn n und m beide ungerade Zahlen sind:

[(9,2) — (m, 2)) B+ n—3— ((, 4)— (m,4)) Bngn_s+ - . .

n—1
+(—1) 2 (n,n—1)Bmy1 =0

2
Ist m gerade und » ungerade so hat man
n—1

(% 1)~ (m, 1)] Bm+n—1 — [(n, 3)~(m, 3)] Bntn—s . . . +(—1) 7 B

m
—
2

=0

ist dagegen m ungerade und » gerade so hat man
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n—2

[(#,1)4(m, 1)) Bmtn—1 —[(1,3)+4(m,3)]Bmn—s...4(—1) 2 (#,n—1)Bmt1=0

.

Dies gilt jedoch nur wenn 2>m-41. Ist = m--1 so hat man statt
dessen nach 6%)

(w1 (m 1) Bt n 1 —[{m, )+ (m, 8)) Brin—s+ . ..

(17 () () B = O

zu nehmen.

Es ergiebt sich hieraus, dass wenn % und r beliebige ganze posi-
tive Zahlen bedeuten (r kann auch Null oder — 1 sein, sobald nur n>>m)
man vier verschiedene Recursionsformeln hat, vermittelst deren man
B, 4y BUS den vorhergehenden Bernoulli'schen Zahlen bis zu B, ein-
schliesslich berechnen kann.

Setzt man nemlich m = 2%k; n = 2k +42(r+41)
so hat man

8 [(2)—(m 2)B,,,, —[n4)—(m4)B 417 B, =0

Ist m =2k—1; n =2k+42r+43
s0 hat man

2%k4r—1°

9 [(m—m2)B,,, —(n4)—m4)B,, . ..+(—l)_2——(n.n—-1)Bk=0

ist m = 2k; n =2k+42r+1
so folgt

10) (0 1)+m 1) B,  —[(n3)+m3)B,,, ... +(—1) 2 B, =0
und ist m = 2k—1, n = 2k+4-2r4-2

80 hat man .

11) [ )+ 1)B,,  ,—(#3)+m3)B, ...~ 177 (nn—1)B,—0

‘In dem besonderen Falle wenn r = —1 also n =m -1
hat man '
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11a) {n,1.4{m,1,iB,, —(n.3}+(m3)]B

1 2k—2 """

A—2
+.—1 2 (nm4(mmw!B =0
Setzt man in den Formeln 8) und 10, fir & den Werth 1 so er-
hilt man Recursionsformeln, welche alle Bernoulli'schen Zahlen. von der
ersten bis zu irgend einer r—4-2ten enthalten. Sie unterscheiden sich
aber von allen dhnlichen, d. h. solchen, bei welchen in den einzelnen
Gliedern die einzelnen Bernoulli'schen Zahlen vorkommen) bisher bekann-
ten, und namentlich von den oben in §. 1. abgeleiteten. dadurch, dass
sie nicht zugleich ein Glied enthalten, in welchem gar keine Bernoulli-
sche Zahl vorkommt. So erhdlt man aus 8) indem man m = 2;
n = 2r+4 und zugleich ; = s = 2k—+r setat,
8% (@s,2)—1'B,—(2s,4)B,_ ...+/—1)""'B, =0

Ebenso folgt aus 10) wenn man m — 2 und 2k+4r =r+42 =,
also n = 2s—1 setat,

10% ([(2s—1,1)4+2)B,—(@s—1,3)B

s—1 °

o+ {—=1)""'B =0

Will man dagegen die Formeln 9) und 11) auf den Fall ausdeh-
nen. wenn £ = 1 also auch m — 1 so bedidirfen sie einer kleinen Modi-
fication. Diese Formeln beruhen nemlich auf der Voraussetzung, dass
A™f = —m, wihrend A’f nicht = —1, sondern, wie oben bemerkt wor-
den ist, = —$ ist. Man muss daher noch — ¢ addiren und erhilt
statt 9) wenn man 7 = 2r 4+ 5 =2s41 also s =r+42 =2k r setzt,

- 9% (2s+1,2)B,—(2s+1,4)B,__ ...+ (—1)""'(2s+1,25)B,+(—1)'§ =0

ebenso erhilt man statt 11) wenn man n = 2r+44 und 2k+r =3
— g setzt, also n = 2s; r = s—2

11%) ((25,1)+1)B,—(25,3)B,__ ...+ (—1)""'@25,25—1) B, +(—1)'t =0*)

1

*) Die erste dieser zwei Formeln ist bekannt. Man findet sie, wenn man von der
obigen Formel II die Formel I abzieht und die Gleichung (282, k) —(2s+-1,k—1)
Mathem. Classe. XXIII. 2. B



10 M. A. STERN,

Setzt man in 10) fdr r den Werth Nlﬂl, so dass m — 2%k und
n — 2k-+1 so findet man

(4k+1)B,, —@k—1)2221p . . 4 (—1)}B, =0

oder, wenn man 2k = p setat,
) P
—1 -
(2P+1)Bp—(2l"" )pl p2 3BP 1 '+(—'1)’B_}21=0

Dieselbe Formel erhilt man fdr die Voraussetzung, dass p unge-
rade aus 1lla) wenn man r = —1, also m = 2k— 1 n_.2k und

P =2k—1 setzt, nur dass im letzten Gliede —1 (p+2)Bp+;
statt (—1)’ Bp zu nehmen ist.

2 . )
Multiplicirt man in dieser Formel alle Glieder mit p41 so erhilt
man die erste der oben (§. 1.) erwihnten zwei Formeln, welche Herr
Prof. Seidel gefunden hat.

3.
Man betrachte jetzt die Reihe

F0, §'0, %0 u.s. w.

in welcher §0 —= —1, §'0 = 1 und, von m = 1 an, allgemein
%mo =2 22m 1) fzm %’M-HO =0

sein soll. In der Folge soll wieder allgemein §* statt F*0 geschrieben
werden.

Setzt man in Formel 1) allgemein fir u, den Werth § so erhalt
man

A" = §"—(m, 1)F" "+ (m,2) " - (— 1) (m, m—1) .. . + (—1)"F
und demnach

= (2841, k) beriicksichtigt. Dagegen scheint mir die zweite noch nicht bekannt zu sein.
Man kann beide auch vermittelst der Gleichungen f* = 4f** = f*+4- (2s—1,2)*""...
und ¥ = —df* = —(25,1)*—(28,3)f*"... finden.
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AF =F"+Cm2F" 2. ... —2m, 2m—1)F+§

A HE = —2m+41,1)F"—2m41,3)F" ... +2m+ 1, 2m)F'—F
Indem man hier statt §*” u.s.w. die oben angegebenen Werthe setat,
erhélt man

AME = 2(2*"—1) "4 (2m, 2) (2P —1) 22 . —(2m, 2m—1)—1
AHE = —(2m—+1,1)2(2*" —1)f*"—(2m+1,3)2 2"""" 1) /2m2

+Rm—+1,2m)41
Nun ist (§ 1. F. L)
@m—41,1) "4 2m+1,3) "+ ...+ 2m+1,2m—1)f* =m—¢
und (ebend. F. IV.)
2" (R2m—+1,1) >+ 2" 2 2m~41,3) " - . .. = 2m
Zieht man die erste dieser Gleichungen von der zweiten ab und
multiplicirt die Differenz mit 2 so ergiebt sich

@m+41,1)2(2""—1)/*"+(2m+1,3)2(2*™ > —1)f*"24... = 2m—+41

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem Werthe von A™H'§ go
findet man

A HE = —(2m+-1)4-(2m+1,2m) 41 =1
Dies gilt jedoch nur wenn m nicht Null. Im entgegengesetzten
Falle hat man
A =F—§ =2
Ferner ist (§. 1. F. III)
@™ —1)f*™ = —2"3(2m, 2) A" 22" (2m,4) /... 4+ m—4
oder '
—2(2Mm—1) " = 2% (2m, 2) f1" -2 2m, 4) /ML — (2m—1)
Zugleich hat man (ebend. F. II)
0= (2m,2)f" 4 (2m,4)f*™ ... —(m—1)

Zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab, und mul-

tiplicirt die Differenz mit 2 so hat man
B2
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22m f!m .
— (2m,2)2(2™ P — 1) ™2 | (2m, 4)2 (2™ —1) "2 .. —2m

Dieser Ausdruck mit dem oben gefundenen Werthe von A ver-
glichen giebt demnach

AN = 2(2*™ —1)f™ 2} (2™ —1) /"4 2m —2m — 1
oder _
A!m% —_ _2(22m_1) fzm_l

Nun ist nach Formel 2) und 3) wenn man u — §” setzt

AY AF = FT—(m, 1) F T -, )L (— 1) (e, m) B
BY) A"E® = A"PPF 4 (0, 1) AT G (0, 2) A L L - (n, ) AM

Es sind hier wieder vier Fille zu unterscheiden. Sind m und n
beide gerade so folgt aus A')

AP = 2(@™HI—1) f™ 2 (m, 2) 2™ —1) L (en 1)
Zugleich folgt aus B') wenn man die Gleichung
1—#,1)4+®,2)... —(n,n) =0

beriicksichtigt,
A™F = — 2™ —1) fm 2 (n, 2)(RMTN TP —1) fMRR L 22 —1)f™

Nimmt man #>>m so hat man demnach, wenn man diese zwei
Werthe von A" durch Subtraction vereinigt

12) 22™"— 1)/ @ — 1) (0, 2) -m, 2
- @ —1)m) - (m )] f (2 — 1) mA-2)f . (2™ —1)(m,m) =0
Ist » = m so hat man
129 @ 1) @) @, 20 L (@ —1) ™ =0
Sind m und n beide ungerade, so folgt aus A')

At = 2™ — 1) L 2(m, 2) (@Mt —1) it
~+2(m, m—1) (2" —1) >
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zugleich folgt aus B')

APEP = — 2 (@M — 1) (n, 2) (@R 1)t
+(n,n— 1) (2™ — 1) F™H]

Setzt man wieder n>>m so ergiebt sich hieraus

13) 2@ —1)f™" 4 ((m, 2)+(m, 2)] @™ —1) /0
+((n,m—1 +(m»m—-1](2'”“—1f'*“+ 2”‘*’—1)(n-m+1)f“'
+...4+(@mn—1) @™ —1) " =0

und wenn m — n

13% (2*™—1) f*™4(m,2)(2*"*—1) f*™ 4. . 4 (m,m—1) 2™ —1) /™t = 0
Ist m gerade und » ungerade so giebt A')

APFr = —(m,1)2 (@™ 1) fH—t_(m, 3)2 (20 —1) s
C—m(m—1)22"H — 1)
zugleich folgt aus B')

APE® = — (n, 1)2 (@™t — 1) frn—t _(n, 3)2 (@HA—3_]) ptn—s
— (1, n—2)2@™ —1)—2(@2"— 1)f™
also, wenn wieder n>m
14) [(n—1)—(m, 1))@+ — 1) f™H ' [(0,3) — (m, 3)) @™ — 1) fmin—iy
[ m— 1) — (m,m— 1))@ — ™ 4 (o, m 1)@ — 1)
F@m—1fm =0
Ist dagegen m ungerade und n gerade so geben A') und B!
APF = —(m, 1) 22" — 1) fn—t(mn, 3) 2 (21 e
—(m.m) (@ — 1) "
APF = — (. 1) 2271 — 1) ™1 (5, 3)2 (23— 1) S
— (n n—1)2(2™H 1)t
mithin wenn #n>m
15) [(n, 1)— (m, 1)}(@™"~'—1) f™ " (m,3)— (m, 8)] (™" —1) f "0
+ [(n, m)— (m,m)} (2" — 1) "+ (n.m—+2) (2" — 1)/ . ..
+mn—1)@R™—1) " =0
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Man kann die vier Formeln 12), 13), 14), 15) durch die einzige

r=n
T [(w )+ (— 1™ (m, ) @ T—1) T =0
r=0
ausdriicken.
Schreibt man aber wieder (— 1)"'B_ statt f*" so erhilt man vier
neue Relationen zwischen den Bernoulli'schen Zahlen und zwar, indem
man noch immer n>>m setzt, wenn m und n beide gerade Zahlen sind

16) 2(2" —1) Bppn— @™ —1){(n,2)+ (2] Bnpns - . .
2 nT g

4+ (132" —1)Bn =0

w3

wenn m und z beide ungerade

17) 2(2™"—1) Bpyn— (2™t —1)[(n,2)— (m,2)] Bmin—z . . -

2 n—1

(=1 7 (mn— 1)@ —1) Buys = 0

—

Wire m — n so giengen diese Formeln, jenachdem m gerade oder
ungerade, in
m

(@™ —1)B — (2" *—1)(m,2)B,_,...4(—1)7 (2"—1)Bn =0

!uoo

und

—1

m:

(2""—1)Bm—(2’"‘*’—1)(m, 2)Bm__ o t(—1) (m,m—l)(2"'+‘—1)B,._.+_1= 0
2

tiber. In diesen zwei letzten Gleichungen ist die zweite der oben (§. 1)
erwihnten von Herrn Prof. Seidel gefundenen Formeln enthalten.

Ist m gerade und » ungerade so hat man

18) [(#,1)—(m, 1)}2™"*'—1)Bm4-n—1—[(m, 3)—(m, 3)] (2™ " *—1) Bur-tw—8. =

2 2

n—1

+(—1) " @"—1)Bn =0

und ‘wenn m ungerade, n gerade
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19) (11— (871 B0 BB .
(-— 1)2 '(nn—1)(2mH— l)Bm.H =0

Setzt man also m — 2k; n = 2k—+2r so folgt aus 16)
20) 2(2*+r_1)B,,  —@*P—1)((n, 2 (m, 2)lek gt
+(—1)2(2*—1)B, =0

setzt man m — 2k—1; n = 2k—1+4 2742
so giebt 17)

21) 2%t _1)B  — (2% —1)((n, 2)+(m, :
+(—1) 2 (2"‘—1)3,, =0

setzt man m = 2k; n = 2k+42r+41 so folgt aus 18)

22) ((».1)—{m,1))(2%*—1)B,, +r—(%.3)—(m, 3)} (_gj“"—’— DB, .\ -
+(—-1)"T (@*—1)B, =0

und setzt man m = 2k—1, n = 2k+4 2(r41) so folgt aus 19)

23) [(n,1)— (m,1)](@***"—1)B,, . ,—[(n,3)—(m, ¥ ——1)B,, . ..
+(—1)% 'e*—1)B, =0

2k4-r

Die Formeln 20) und 22) gelten noch wenn man & = 1 setzt, und
zwar wenn man § — r-2 setzt, erhdlt man

20%) 2(2¥—1)B,— (2% —*—1) (25— 2,2)+1)B, _ ...+ (—1)'"'2—1)B, =0

22% [(2s—1,1)—2)(2*—1)B,—(2s—1,3)2**—1)B,_ ...
4 (=12 —1)B, =0

Dies sind also zwei neue Formeln; in welchen alle Bernoulli'schen
Zahlen von der ersten bis zur sten vorkommen, und die kein Glied ent-
halten, in welchem keine Bernoulli’sche Zahl vorkommt.

Dagegen bediirfen die Formeln 21) und 23), wenn man £ =1
setzt, einer Modification, wie dies schon in #hnlicher Weise bei den
Formeln 9) und 11) bemerkt worden ist. Da nemlich nun m = 2k—1=1
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und A'§ = 2 so geht A™F" in AF" dber und man erhilt aus B') wenn

n ungerade
AF = —2[(2"P'—1)f" 4 (n,2) 2"” )™ 4 (nn—1)2'—1)f*—1]
zuglelch giebt A') wenn » ungerade
A{f = 22t — 1)
Man hat daher
2@ —1)f ™ 4 (1,2) R — 1) @ — D (ma— 1) —§ = 0
und diesem entsprechend, wenn man n+41 = 2s setzt,
2(2"—1)B‘—(2”"—-1)(2s-—1.2)B‘_l. ..
+(—1)"(2*—1)2s—1,2s—2)B, 4+ (—1)\'4 =0
Ist » gerade so giebt BY)
AF = —2(m @™ 1)f" (0, ) 1) A (mn— 1)@ —1 Y
zugleich folgt aus A?) .
AF' = —212"—1) /"
also '
[, 1) —1)(2"— 1) /"4 (m, 3) (2" — 1) /... 4 (m, n—1) (2*—1) f’— 4 = 0
woraus, wenn man n = 2s setzt,

[2s,1—1](2* —1) B,— (25, 3)(2**—1) B

s—1 °

+(—1)""(2s,25—1)(*—1)B, 4 (—1)'+ =0
folgt.
. 4.
Eine neue Reihe und zwar viel verwickelterer Relationen zwischen

den Bernoulli'schen Zahlen erhiilt man, wenn man mit Hilfe der oben
(§. 2.) gefundenen Werthe )

fzm____ ——-Af"”: Afzm—l

die Formeln A) und B) (ebend.) umbildet. Es sind auch hier wieder
vier Fille zu unterscheiden.
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Setzt man m = 2k, n = 2r so folgt aus A) wenn man {berall
— A f* statt f*“ setzt

MRfT — A9k 2) AR (2, 2R) AT

Entwickelt man nun in dieser Gleichung jeden der auf der rechten
Seite stehenden Ausdriicke nach der aus B) sich ergebenden Formel

Af = (20,000 f- (20, 1)AYf . .. 4+ (27, 2r—1)A* 4 (27,27 Af
und setzt man zugleich zur Abkiirzung s statt 24427 so dass
A¥frr— (24,000 —(2k,2) A% — 2k, 4art... —(2k,2K) A%

so findet man A¥f¥ —

—(2k,0)[(5,0)4° T fi-(5,1) A*f 4 (5, 2) A*~Uf ... 4= (5, 20 AS.. . (5,5) AS])

—(24,2)( (s—2,0)8°7 .. 4 (s—2,2k—2)A*~¥Hf. | (s—2,5—2)Af]
A_o(zk'.z/;)[ o ‘(s.—2k,O)A"‘”°+.‘f....+(;—ék,s;2l;)Aﬂ

Schreibt man demnach

MR = A A — A Nf. . — A A4 AU AN

B8O ist
t=I
A, = T (2k21)(s—2t,21—2¢)
t=0
t=l .
4, . = t=20(2k, 2f)(s—2¢t,2]— 214 1)

Auch ist 4 = (2k,0)4(2k,2)... 4 (2%, 2k) = 2%

Da s gerade ist, so hat man AP f = —(s4-1), Af = s+4f* u.s. w.

also ‘

M = A, s+ 1) — A5 A s+ 1—2)— A, (s—2)...+ 14,
—A‘f’—Asf"’...—A”_Hf‘_’ oo — '_lf’

Man schreibe die erste Horizontalreihe auf der rechten Seite in der Form

A 6+1)—A, (s+1—1)...+ 4, (s+1—20)— 4, (s+1—21—1)...

A, (s+1—s)+ 44,
Mathem. Classe. XXIII. 2. C
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so kann man zun#chst den Theil

(s+1)(A,—A4,...+A4,— A, ...+A4)

ausscheiden, da er = 0 ist. Denn man hat, wenn man statt 4., 4,
u. s. w. ihre Werthe setzt,

A, — A +..+A = (2k0)[(s,0)—(s,1) 4 (5,2) —(s.3) .. . 4 (5. 5)]
+(2%,2)[(s—2,0)—(s—2,1)... +(s—2)(s—2))

+.(2k.,2l.c)[(s—.-2}c, ()‘)—:(s.—2.k. 1)... 4 (s—2k,s—2k))

wo jede Horizontalreihe auf der rechten Seite Null ist. Es bleibt mit-
hin ausser 44, noch

A —2A4,434,...—s4

welcher Ausdruck ebenfalls Null ist. Denn aus den Werthen von
A A, u s w. folgt

A.’ —2A2+3As .o —SA‘ =
(2%,0)((s,1)—2(s,2)+3(5,3) . . . —35(s,9)]
—(2k,2)[2(s—2,0)—3(s—2,1)...4s(s—2,5—2)]
— (2%, 4)[4(3—-4 0)—b5(s—4, 1) . s(s—4,5—4)]

— (2k,2K) [2k(s—2k. 0) — (2Ic+l)(s—2k,1)_ .+ s(5—2k, s—2R)]

Nun ist bekanntlich wenn g irgend eine ganze positive gerade Zahl
bedeutet (g, 1)—2(¢,2)...—g(g.9) = O also verschwindet die erste Ho-
rizontalreihe, auch ist (g,0)—(g,1)+(9.2)...+(9,9) = O mithin auch,
wenn a irgend eine Zahl bedeutet,

a(9,0)—(a+1)(g,1)+(a+2)(9-2) - . . +(e+9)(9.9) =0

woraus sich ergiebt, dass auch alle folgenden Horizontalreihen Null sind.
Es bleibt also nur 44 = 2%—% {brig, und man hat mithin

A% fzr —_ A‘ f fc-z 2I+1 a2 Aa—x fz + 92k—2

Andererseits folgt aber aus A)
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A%fr — o4 @R Q) F 0L (2K, 28)

Man erhilt demnach, wenn man hier wieder statt f*u.s. w. die
entsprechenden durch Bernoulli'sche Zahlen ausgedriickten Werthe setzt,
eine neue Relation, welche heisst

A‘Bk-}-r—AsBk-;-r—: R 1)k+r—l Ak+r—tB! +(_1)k+rgzk—z

=—B, ,+@k2B, ,  —C@k4B,_ _,...+(—1'B
Ist z.B. k= 2, r = 3 so findet man
A,=1, 4, =10, A,=51, A, =168, A, =379, A, =594, A, =645,
A, =476, A, =228, A, =64, A, , = 8 also
10B, —168 B, +594B, —476B,+64B, —4 = —B,+ 6B, —B,
116
= 8.5.7.11

Selbstverstéindlich konnte man dieser Relation noch eine andere Form
geben, indem man statt der Formel A) die Formel B) benutzte, aus
welcher sich im gegenwirtigen Falle nach §. 2.

AR frr — 5 2r, 2)f* 2. .. (27, 20) f

ergeben wiirde. Ich werde dies in der Folge bei dhnlicher Veranlassung
nicht wiederholt hervorheben.

Setzt man in A) dberall statt f** nicht — A f* sondern Af**! so
erhélt man

AR — AfU (2K, )AL L. (2K, 2k) A f

Wendet man wieder auf die Ausdriicke Af*™', Af*~%u.s.w. die
Formel B) an, so findet man

A%fr — A A f4 A A +A',,A*-” f+4,, +1A'—*H. 44, Af

wo

]
(2k,2¢) (s —2t—1,21—2¢)
0

¢

AI

2l
t

S @k 2)s—2t—1,21— 204 1)

t=0

AI

I

241
' B2
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Setzt man nun statt A°f u.s.w. die entsprechenden Werthe s+ f*
u. s. w. so folgt

A:kfh' —
A s—A (s—1)...44 (s— Ay, (—21—1)..
+Alofs+A'zfs—2 +A2 a—!l+ +A"_2f’

Schreibt man statt der ersten Horizontalreihe auf der rechten Seite

S(Ay— A, A~y A, )44,
A, 24, . UL QI DA, A+ - DA,

1_*‘1'0—1

so kann man wieder dhnlich wie oben zeigen, dass dieser Ausdruck sich

auf —4A4’, | reducirt, denn man hat

Ay—A4 ... —4A _ =2k0)[s—10—(—11)... —(s—1,s—1)]

- (2K, 26) [(s—1—2k, 0).—(}-' 1—2k,1).. ..—.(s—. 1ok, a:—i—-2k)]

= 0 da jede Horizontalreihe auf der rechten Seite Null ist. Fer-
ner ist '

4,—24,... 4+ (s—14_,
= (24,0)[(s—1,1)—2(s—1,2). +(s—1)(s—l s—1)}
—(2k2[2s—3 0)—3(3—3 1) s—l)(s—3 s§—3)]

— (2%, 2k)[2k(s—2k—1 0) s-—l) (s—2k-—1 s—2k—1)]

Nun ist, wenn u eine ungerade Zahl bedeutet, (v,1)—2(%,2)...
~+u(u,u) = O (abgesehen von dem Falle wenn =1, wo man nur
(1,1) = 1 hat) also verschwindet die erste Horizontalreihe, und da auch
(#,0)— (4. 1)+ (%,2)...—(u,u) = 0 so verschwinden auch alle folgen-
den Horizontalreihen, wenn nicht, wovon vorldufig abgesehen wird,
r=1 und also s—24—1=1. In diesem Ausnahmefalle nemlich wird
die letzte Horizontalreihe — (2%, 2k)[2%(1,0)—(2k+1)(1,1)) = 1. Be-
ricksichtigt man nun noch dass 4', =1, 4',_, = 2% so folgt

Azkfzr =f’+A',f‘—’. ..+ A'“f’_,l. .. +A"—2fz_22k—s
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Vergleicht man wieder diesen Ausdruck mit dem aus A) erhaltenen
Werthe von A% f* go fihrt dies zu der Relation

A’ Bk+r ' — A Bk+"—2 . o +(_ l)k-l—rA"—,B‘_'_(__ l)k-{-r-{-l 2:];—;
= (2k 2) kr—1 2(k, 4)Bk+r—z . +(—1)k-‘B’_

Diese Formel bedarf jedoch einer Modification wenn r = 1. Dann
wird nemlich die Gleichung A) ’

ARfP — ft @k 2) % 2R 2R

Nun ist f?= f'4-Af' = Af'—¢; wihrend man im Allgemeinen
Af**' statt f?* zu setzen hat, muss man mithin statt f* nicht Af*
sondern Af'—4 setzen. Hierdurch, und indem man zugleich berfick-
sichtigt, dass nun, wie oben bemerkt wurde,

A, —24,... +(—14,_ =1

-1

ist, findet man
Azkfz =fzk+z+AI2fzk . +A‘_2f’——2”°-’-|--1-

woraus
A4,B—A B, ...+4(— 1)""A',,‘B,+(—l)’°""“’(2”“”—§)
= (2k,2)B,—(2k,4)B,_ ...+ (—1)*"'B,
folgt. '
Ist z. B. k=2 und zugleich r =1 so findet man A4, = 16,
A, = 24 und erhilt
Ist m = 2k, n = 2r+41 so findet man aus A) vermittelst
o =—0sm
At — 2k, 1)Af (2K, 3)Af*2 ... 4+ (2k,2k—1)A fo 42
Die Anwendung der Formel B) giebt nun

Askf)r-H_A AHf+ A NS+ A A“"""f—-l—A”_’_l '...-I—A.Af
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Hier ist
=]
A, = 3 Rk 2t41)(s—2¢t.21—2¢)

2
t=0
t=|

A, = Eo(2k,2t—|-1)(s—2t,2l—2t+1)

Die Substitution A**'f = —(s41), A'f = s+f* u.s. w. fihrt
alsdann zu

At — — A, (s+1)+A,s... —A—4 A4,
+A, fPHA —i—As__'f’

und dies reducirt sich wieder auf
Azkf'zr+l — A,f‘+A3fa_z . +A‘_’f’—2’k—z
Zugleich folgt unmittelbar aus A)
ARt — (2K, 1) f°— (2K, 8) £ . .. —(2k, 2k—1) foE2
woraus mithin die neue Relation ’

AB,  —AB, . ..

= —(2k1)B,  +((2k3)B,

. _'_(_l)k-i-r-—iAZH-”_l B, +(___1)k+r22k—2
coo+(—1F@K2E—1)B,

folgt. Diese Formel bleibt noch giltig wenn r = 0. Denn in diesem
Falle, wo also m = 2k, n = 1 folgt aus A)

A% fr — — Rk 1) ... — 2k 2k— 1) 41
und zugleich
A*f' = @k 1)Af* ... 4 (2%, 2k—1)Af2 411

so dass, nach Weglassung des in beiden Formeln vorkommenden Glie-
des f' alles ungeiindert wie frither bleibt. Die Substitution Af**' fir
f* fihrt bei derselben Behandlung auf

ARt — 4 Af— A N — A, Af

wo
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t=1
A, =3 (k204 1)(s—2t—1,21—21)

t=0
t=l
4, = 3 Rk2t41)(s—2t—1,21—2141)
=0
woraus
A!kf!r-{-‘l — —A'ofs—A',f‘-z L —A's_zf’-l-?”""’

Dies mit den vorhergehenden Ausdriicken far A f*+' verglichen fihrt
also wieder zu neuen Beziehungen zwischen den Bernoulli’schen Zahlen.

Jedoch bedarf diese Formel wieder einer Modification wenn r = 0
also s = 24. Da man nemlich nun in dem Ausdruck

A%fl — (k1) ... —(2k,2k—1)f2 4 11
wieder Af'— 4 statt f* setzen muss, so ergiebt sich
A% — 2k, 1)Af® . — (2K 2k— 1A'+ k4 £

Indem man nun diesen Ausdruck mit Hiilfe der Formel B) in die
Form

—A,o A’kf_A'iAzk—if- . —A’zk_lAf'l-k"!"fl
bringt und dies wieder in
—2kA - (Rk—1)4, ...+ 4, +14,, +k+Sf
— A fR—A, L —4,
verwandelt, zeigt sich dass zwar — A4’ 4, .. 44, = wieder Null
wird, aber —A' 24, ... 4+Rk—2)4,, —(Rk—1)4, | ist

= —2k1)[(2k—1,1)—2(2k—1,2) . .. +(2k—1)(2k—1,2k—1)]
+(2%,3)(2(2k—3,0)—3(2k—3,1) . . . — (2k—1)(2k—3,2k—3)]

+ (24, 2k—1) [(2k——.2)(‘1.0.) _ (2%;1) (1..1)]

Hier sind alle einzelnen Horizontalreihen Null nur nicht die letzte,
welche vielmehr — 2% ist. Hierdurch ergiebt sich
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’ k ’ —- ’ -

. P AUCY. U L Y R LB Ly Wy
was mit A% = (2K 1) ... — (2K 2%—1)f 1!

verglichen zu der Relation
A,B—A,B,  ...+(—1)""4, B 4(—1fe? (1t
= (2k,1)B,—(2k,3)B,_, ... 4+ (—1)""(2k 2k —1)B,
fihrt.

Ist m = 2k+1, n = 2r so fihren die vorhergehenden Betrach-
tungen unter Anwendung der Gleichung f** = —Af* zu

e e W o WA R I 4,07 +AAf

t
wo 4, = T (k+1.2t4+1)(—2020—20)

=0
t=I .

Ay, = T @k+ 1241 (—2020—20+ 1)
=0

woraus dann weiter

MY — A A A, 2R
folgt. Dies mit dem unmittelbar aus A) folgenden Ausdruck fér
A%+ 2 Jusammen gestellt, giebt

] —
A,BH_’,—A, Bk-l-r—-l ce +(_l)k+r—lAzk+2r—1Ba+(—'l) +r g2k—1

= —@k+1,1)B, +@k+1,3)B,,  _ ...+(—1""B
Unter Anwendung der Gleichung f** = Af**~! dagegen findet man
A27‘+lfzr — _A'o A’f—A" A”"f, L —A Af

8—1
t=1

wo A, = 3 (2k+1,2t41)(s—2¢—1,21—2¢)

=0

t=l
A'zl-}-: = tz (Rk+41,2¢41)(s—2t—1,21—2¢+4-1)
=0

und hieraus die Belation
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A'o Bk-l-r - A'z Bk+r—1 R l)w—’Alzk-i-zr—aBt +(_1)Hr2zb-1
k
= @k+11)B, ... +(—1*B,

Ist jedoch » = 1 so muss wieder die oben besprochene Modifica-
tion eintreten und man hat

AIO ‘Bk+1 —4, ‘BI; cee +(—1)kA'2kB’+(__. 1)7€+1 (22k—1_*)
— @k+L1)B,,, ... +(—1}B,

Ist m = 2k+1, n = 2r+1 so fihrt die Anwendung von
fza — —A fza zZu

A2 fzr\-H = —A, Ast2 f—A, AsHt fo— A:l Ast+2—2 f— Azl+1 AsH1—2l 'f...
- Aa-l- 1 Af

=1
wo 4,= —:§°(2k+ 1,2¢)(s+2—2¢214+1—2%)

Ay, = — iz=°(2k+ 1,2t)(s+2 —2t,21+42—21)

woraus dann weiter
AByy 4, By, (DT Ay B (DR
=—Bﬁ+r+1-"‘-(2k+ 1, 2) Bk+r .o +(— 1)"""(2]5_'_ 1, 2k) ‘Br+|

folgt.
Dagegen filhrt die Anwendung von f** = Af**~' zu

Azk-Hf‘z r = A'o Ac+,f + A"a A.-Hf A +A'c+l Af

t=I1
wo A, = t): @k+1,28)(s+1—2¢ 21— 21)
=0

t=l]

Ay = Z@EHL26+1—2021+1—20)
und hieraus folgt, da 4') =1
CAB — A By (A, B (L

= (2%+1, 2)B,‘+r—(2k’-|- 1’4)Bk+r—l e +(—1)"+'(2k—|- l'2k)Br+l
Mathem. Classe. XXI1I, 2. D
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Ist jedoch » = 0 so muss man im ersten Theile dieser Gleichung
noch das Glied (— 1)"'*"2'7‘T+'l hinzufiigen, so dass man

A,B,—A B, ...+ (—DF"4, B +(—1k@e*t —2tY

= @k+1,2)B,—(2k+14)B,_ ...+ (—1*"*@2k+1.2k)B,

hat. In diesem Falle nemlich finde man unmittelbar aus A) den
Ausdruck

A Y R L (@1 28) P — (2k+1, 2k 1)f!
welcher wegen f* = Af'—4 in
. 2k+1
AR P pfR +(2k+1,2k)Af‘—-(2k+1,2k+1)f'—-T—
iibergeht.

5.

Eine zweite dhnliche Reihe Relationen erhilt man, wenn man von
den Ausdriicken ausgeht, welche oben (§. 3.) durch ™ bezeichnet wor-
den sind. Da nemlich § = —1, §' =1, F"=22"—1)f*"; FmH'=0,
so ist, sobald nicht m = 0, §™ = AF™ ' = —AF*™ oder F™
= —22™ —1)Af*"

Geht man daher von den Gleichungen A') und B') aus so findet
man, wenn man m — 2k, n = 27 und, wie friher, 2k42r = s setat,
indem man die Gleichung ™" = —2(2™—1)Af*" benutzt, aus A')

ARG — __2(20 _1)Af*— (2k,2)2(2° " —1)Af ... — 2@ —1)A

Entwickelt man hier wieder die Werthe von Af* Af*~* y, 5 w.
nach Formel B) so findet man

MR = A A4 A4 A4 NNE 4 Af

2041
t=1I
wo AV = ¥ (2k,2¢)2(2°*—1)(s —21,21—2¢)
t=0
t=1
Azz+1 =¥ (2Ic,2t)2(2""—1)(s—2t,2l+1—2t)

t=0
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Indem man nun wieder AN f— —(s41), Af=s+f" u. s w.
setzt, beweist man, dass dieser Ausdruck sich auf
—Af—A ST —A P34,

reducirt. Vergleicht man dies mit dem unmittelbar aus A') folgenden
Ausdruck

ARTYT — 2(2'—1)f'+ (2k,2)2 (2" 1) . . 4 (2K, 20) 22V —1) f¥

so findet man

AB,  —AB, . .. .+—1"""4, B (1)t 4,
2
=—2@'—1)B, +@k22@ "—1)B,  _ ...+(—1""2@—1B,

Geht man dagegen von der urspriinglichen Form der Gleichung A')
aus, nach welcher

A*F =F +@L2F ... +Ch2HF
und setzt — AF** statt §F** so findet man
ARG — _AF — 2k 2)AF ... — 2k 2hATY
Nun folgt aus der Gleichung B'), wenn man m = 1 setzt,
C) AR = AF 4 () AFA (1 A F . . . +(n ) AF

Mit Hiilfe dieser Gleichung kann man also jede der Grossen Af{°,
Ag* ... entwickeln und erhilt

A:k%u — _AOAPI-‘%__A A.%...—AzlA’—21+l%—A A’—u%.,—A‘AG

241

wo (2K, 2¢) (s — 2¢, 21— 2¢)

A = (2Ic,2t)(s—2t,2l+1—2t)

Z

Z
.Berticksichtxgt man nun die oben (§. 3.) bewiesenen Gleichungen

AG — 2; A*M'H% — 1; A""g — _2(2m_1)fzm_l

D2
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so findet man hiernach
ATET =204, (@' —1)f+ A4, @144, (@1 —2%

woraus sich mithin wieder neue Relationen zwischen den Bernoulli'schen
Zahlen ergeben.

Wieder andere Relationen findet man, wenn man die Substitution
A = §** benutzt. Dies giebt zuniichst

AR — AR T (2%, 2)AF 0. ... + 2k 20 AFT!
Mit Hiilfe der Gleichung C') findet man hieraus weiter
Azk%2r — A0A88+A'AC-—I%.. .+A21A8—21%+A21+1Al—2l—-18...+A8—‘A%
=1

t
wo 4, = T (2k,21)(s—1—21,21—21)
t

=0

t=1
Ay = 3 @k 206— 126204121

und die weitere Entwickelung giebt
AFT = 2lA, (1) f A4, T 1) T 44, (2 —1) 2%

In dem besonderen Falle wenn » — 1 muss wieder eine Modifica-
tion eintreten. Da nemlich dann aus A')

AMgr — T 9k, 2§+ ... + (2K 24T

folgt, so muss man, da §* = §'+AF', auch statt §* nicht AF' sondern
A%'+ 1 substituiren. Hierdurch erhélt man

k k k
MG = A4, 0TG4 AT 4, AT+
und die Endformel wird
—
ARG — 94, @ 1) 4 (20— 1) 2" 1

Alles Vorhergehende bezieht sich auf die Voraussetzung, dass m
und n gerade Zahlen sind. Die drei anderen moglichen Fille, welche
oben ausfiihrlich behandelt worden sind, wiirden auch hier wieder zu
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neuen Beziehungen zwischen den Bernoulli'schen Zahlen ftthren. Doch
will ich hierbei nicht nochmals in das Einzelne eingehen.

6.
Setzt man ‘,+—2e_, = @a so ist p0=1, cp’kO = (— l)kEk wo E; den
k'™ Secantencoefficienten oder, wie es im Folgenden ausgedrickt wird,

die &* Euler sche Zahl bedeutet, dagegen ¢**T' = 0 auch wenn & = 0.
Statt ¢"0 soll im Folgenden nur ¢" geschrieben werden.
Setzt man = ¢" so findet man aus der Formel A) in §. 2

AmCP — (Pm_ (m, 1) (Pm—l_'_(m' 2) <Pm—z - _|_(_ l)m(P

also, wenn man 2m statt m setzt

Azm? — csz_*_ (2"‘, 2) ‘sz—z+ (2m’ 4) <Ptm—t e +‘P
Aus 2 — ¢z folgt aber

ez+e-z
z* z* z*
(1+l._§+1.2.3.4+ ° )(?+(piw+‘?"1__§+ M ‘) =1
und hieraus, wie schon Euler bemerkt hat (Instit. calc. diff. § 226.)
(sz+(2m’ 2)(?""—’—'—(27)3, 4)?2m—4+ . +<P =0
oder

E,—(©@m2E, +(@m4)E, ..+4(—1)""2m, 2m—2)E,+(—1)"=0

gt
Demnach hat man
A2m<P — 0
wobei jedoch zu beachten, dass, wenn m = 0, man nicht A% =0 son-

dern = ¢ also = 1 hat.
Setzt man aber 2m -1 statt m so findet man

Aty — — (2m4-1, 1)¢*™— (@m—+1,3) ™ 2., . — (2m+-1, 2m—1)p*—¢
Mit Beibehaltung der fritheren Bezeichnung hat man aber
— 2 =1 __ 2 2 __J2z—f4z
Px.e z—’tz_l"u_'_l_‘!z_l(l—e"+l)— z
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dh @4+ Nl —r et ragm )
= ef' ... @m—gm) LT

ee2m
Vergleicht man hier die Coefficienten von 2™ auf beiden Seiten,
so findet man

2:m(l_2nm)fzm _ gimt g 1 . 1
‘l..2m-—2 1..2m—4°1.2.8 * °* 1..2m—1

oder

2.m-:(2-m_1)f_zm _ 2m_1 1) (sz—2+(2m -1, 3) cpz'"_‘ . e + 1

d.h. 2 (@m 1) — @m—1,1)E,  —(@m—13)E, e (1

Vergleicht man diesen bekannten Ausdruck®) mit dem oben gefun-
denen Werthe von A*+!¢ so findet man

2ml(2lﬂ+’
m+1

A ¢ =— —1) f2m-|-2 l)m-l-l g2m-1 (22m+2 1) Bt 1

m+1
oder

- _ 2“-:(211»_1))1:»
Am l(P =

also wenn man 2m — s setzt,

s—2
A = _2‘_(2‘T—M =(—17 '@B'
2

Setzt man ¢" statt /™ so folgt nun aus den Formeln A) und B)
An) AmCP” — cpm-{-n_(m’ 1) (Pm+n—l+(m, 2) cPm-l-n-—-z . +(__ l)m (m’ m) (Pn
B) Amg" =A™t o4 (0, 1) A" o+ (r,2) A" 2 L L 4-(n,n)A™ @

Es sind hier wieder vier Fille zu unterscheiden:

Sind m und »n gerade und zwar m = 2%; » — 2r so hat man wenn

*) Mathem. Abhandlungen von Dr. H. J. Scherk p. 5; auch »Ueber Bernoulli-
sche Zahlene« Inauguraldissertation von G. F. Meyer, Gottingen 1859 p. 43.
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man, wie friher, 24+ 2r — s setzt, und die Gleichung A*™¢ = 0 be-
ricksichtigt,

a) A% — o't 25,2)¢" 2. .. 4 (2K 2K)¢¥
a) A% = (2r,1)A% o4 (27,8)A% 3 . .. 4 (2r,2r—1)A%Hg
also

P RE2) .. o = —EITEN CrITR@R_NA

8 s§—2

3 2tk+:_l k+s
—(2r,2r— 1 en D7

Vermoge der Gleichungen ¢* = (—1}E, und f* = (—1*'B,
erhilt man also hieraus die folgende Relation zwischen den Euler'schen
und Bernoulli’schen Zahlen

23) B, —(2k2)E + (—1FE =(2r1)2% 1% _1p,

A
k+r

(2r.3)kArr—s @tk tir—2__1\By oy A-(—1)H(2r,2r—1)2 Q% _1)B, |

k4r—1 k+1

In dem besonderen Falle wenn r — 1 giebt dies

23) I _1)Brys = B, — 2k 2)E, ... +(—1}E,
k41

ein Ausdruck einer Bernoulli'schen Zahl durch Euler’sche Zahlen welcher,
soviel ich weiss, noch nicht bekannt ist. Da die Eulerschen Zahlen
ganze Zahlen sind, so folgt hieraus, dass sobald % eine gerade Zahl und
mithin k41 kein Faktor von 2%*+2 ist, der Zihler von B, ., durch

k-1 theilbar sein muss, sobald &4 1 keinen gemeinschaftlichen Faktor
mit 2%+ —1 hat. Der Satz gilt also namentlich, wenn 41 eine Prim-
zahl ist, die Zahl 3 ausgenommen, weil dann immer k- 1 gegen 2%+ —1
Primzahl ist; man hat das bis jetzt nar mit Hiilfe des Staudt’schen Theo-
rems bewiesen.

Setzt man aber A= 0 und beriicksichtigt dass nun, da A™¢ =
A’ = 1, aus B") folgt
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A% = (27,1)A g . .. +(21,2r—1)p+1
so erhélt man die Relation

E,=(2r,1)2" @ —1)B, ...+ (— 1y"(2r,2r—1)2@'— 1) B, +(—1)

die schon Scherk gefunden hat¥).

Ist m gerade — 2% und n ungerade = 2r—-1 so folgt aus A")
und B")

b)  A%erH —= (2%, 1)¢g"—(24.3)¢" .. . —(2h 2k —1)@* T
b) A% — Aot (2r4-1,2)0 g . . . (2r41,2r)a% g
und demnach

24) (2k1)E,, —Q@Kk3)E,  _, ...+ (— '@k 2k—1)E -

Qsk+srtt (2sb+:r+: —1) Bk+r+ . (2r+1,2) Qskaar—1 (znknr__ 1) Bk—i—r .
k+r+1 - E+r

@+ —1)B
+ (—1y (@r+41,2n 2% A

Setzt man » — O so geht dieser Ausdruck in

Qsk+1 (9sk+s __ 1) B
24) "+1) b+t — (2k,1) E,— 2k, 3) E,_,...+(—1)*" 2k 2%—1)E,

iber. Dies ist also neben 23) eine zweite Formel, durch welche eine

Bernoulli'sche Zahl vermittelst Euler'scher Zahlen ausgedriickt wird, ohne

dass die Formel ein von diesen Zahlen unabhéngiges Glied enthiilt.
Setzt man dagegen % — 1 und zugleich r—1 statt r so erhélt man

24,,) Er _ 22r(2!r+=___ I)B?__.*-_;‘—(2r— 1’2) 92r—2 (221'__ 1) B; .

4 (— 1 (2r—1,2r—2)2}(2¢—1) B,

also eine FEuler'sche Zahl durch eine Formel ausgedriickt, welche die

*) A. a. O. p. 5 Form. 2.
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Bernoulli'schen Zahlen bis zur zweiten und kein von diesen Zahlen un-
abhiingiges Glied enthilt.

Setzt man aber £ = O und zugleich »r —1 statt » so fihrt dies zu
folgender neuen Relation zwischen den Bernoulli'schen Zahlen

Q=197 _1)B, —(2r— 1,2)2" %, (2"~2 _1)B,_, .
(

r—1

+(—1'2.(2*—1)B 4 (—1] =0

Ist m —= 2k-+41 und » = 2r so ist

©) AP o¥ ——(2k+1,1) ¢ —(2k+1,3)¢" .. . —(2k+1,2k+1) ™
= Ao (2r,2)0 g . . .4 (27,2 A%y
demnach
25) (2k+11)E,, —@Rk+1L3)E,  _ ...+(—1'E =
22k+2r+1 (22k+27+2 _ 1)B]‘+r+l _ (2 r, 2) 21k+2"—1 (22/¢+2r_ 1).Bk+f
Ffri1 k+r

. + (_ l)f 22k+l (22k+2 _ 1) Bﬁ
k41

Hieraus folgt, wenn man 4 — 0 setzt

25) E,=2"1' (2" " —1)B,41—(2r,2)2" ' (2""—1) B,...4+(—1)"2(*—1)B.%)
r<1 r
eine #hnliche Formel wie 24") nur dass hier noch die erste Bernoulli-

sche Zahl vorkommt.
Ist m = 24k+41, n = 2r+41 so hat man

ARG = ot (984 1,2)¢" . . . 4 (2K 1.2K) " T
= @r4+1,1)A% 7o L (2p41,8)A% g L A%
also

*) Diese Gleichung kann man auch unmittelbar aus ¢*" =—4g*" finden wenn
man 4¢* nach Formel B”) entwickelt.
Mathem. Classe. XXIII. 2. E
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20) E,_ . —QR-12E, ... +(—1*Qk+1.2HE =

@r41,1) g2k+2r+1 (2?7‘ +37'+3__1) Bitris...t (_l)r 92k+1 (22k+2—-1)B]¢+1
Fr+1 k+1

Setzt man r = 0 so folgt

21k+1(22k+2—1)Bk—-+-_1 — E

1t k+1—(2k+1,2)Ek...+(—1)"(2Ic+1,2lc)E‘

wie schon Scherk gefunden hat*). Vergleicht man diese Formel mit 23
oder mit 24°) so findet man eine neue Relation zwischen den Euler'-
schen Zahlen, nemlich

E, ,—((2k+ 1,2)4-(2k,1)] E,.. A —1F( @&+ 1,2k)+(2k,2k—1)E, =0
Setzt man dagegen & = 0 und zugleich r—1 statt » so ergiebt
sich
E, = (2r—1,1)2" ' (@ —1)B, —(2r—1,3)2" *@v—2—1)B__ ..
. r—t

r—i1

+(—1y'2(2*—1)B,

der Vergleich dieses Werthes von E_mit 25) giebt die neue Relation
zwischen den Bernoulli'schen Zahlen

¥+ (2¥+ — 1) By — 27 (27 —1) [(2r—1,1)4-(21,2)) B, . ..
r41 r
+(—1r2}@2*—1)B, =0

In den vorhergehenden Formeln war es nicht néthig wie friher
(§. 3.) eine der Zahlen m und n als die grdssere zubetrachten, man kann
daher in den Formeln A”) und B”) so wie in den daraus abgeleiteten
Relationen diese Zahlen vertauschen. So folgt aus 23) wenn man m
und », also auch 4 und 7, vertauscht,

*) A. a. 0. p. 5 Form 5.
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E,—@r2E,  _ .+ (—VE =@+ 1B ..
. ktr
+ (— 12k 2k—1) 2 (2 —1) B, +1
r+1
Ebenso finde man aus 24)
@r+1L1)E, , —@r+13)E, ...+ (—1)E =
92k+-2r+1 (22k-{-zr+z__ 1) Bk+r+1 — (2 k, 2) 92k+2r—1 (2zk+zr_1) Bk+r .
ktr+t ktr
+(— 1)@k, 2k —1) 2+ (2 1) B 1
r+1

tibereinstimmend mit 25) u. 8. w.

§. 7.

Aechnliche Betrachtungen, wie sie in §. 4. angestellt worden sind,
fihren, auf die Funktionen ¢ angewandt, zu verwickelteren, neuen Be-
ziechungen, sowohl zwischen den Bernoulli'schen Zahlen als zwischen
diesen und den Euler'schen. Insofern nemlich wieder ¢’ =—A¢*™ =
A¢*™! und zwar auch wenn m = 1 da ¢' = 0, so kann man mit Hilfe
dieser Ausdriicke die Formeln A”) und B’) umbilden, wobei wieder vier
Fille zu unterscheiden sind.

Aus B") folgt
C) A" = A" o4 (n,1)A% ¢+ (5,2)A" ' . . . +(n,m)A ¢
und zwar, je nachdem » gerade oder ungerade:

Ag" = A" o+ (n,2)A" o . ..
Ag" = (m,1)A%¢ . . .

Ist m = 2k, n = 2r so folgt aus A") wie schon oben §. 6. ge-
zeigt worden ist
a) A%t = @'+ (2K,2)¢" (2K, 4) 9"t . . . g7
also auch

A’kcp" =—A<p‘—(2k, 2)A<Pa—: . ._A?zr
und mithin nach C’), wenn man die Gleichung A*"¢ = 0 beriicksich-

tigt (§. 6), Es
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A%gir —— 4 Ao —4 A, .. —AIA“’H“?— c..—AVAg

2
wo

4, = E:[(zk,zt)(s—zt.zz—z:)]

Nun ist anderer Seits (§. 6.)
8) A% = (2r,1)A" 94 (27,3)A g . . .4 (2r,2r — 1)A% g
Setzt man also statt A**'q, A*“'¢ u. s. w. ihre Werthe in Ber-
noulli’schen Zahlen ausgedriickt, so findet man die Relation

2’k+2”+l (22k+21'+2 _ l) .Bk+r+1 '—A‘ . 22k+2f—l (22k+21‘_ 1) Bﬂ' ..
k+4r+1 k+4r

+ (—1)**" 4, .2(2°—1)B,

— (27', l) 22k+2f—1 (22k+2r__1) B_L-*-r—(2f, 3) 22k+2r—3(22k+2r—2_1) Bk+ —tn e
kyr k4+r—1

+(—1 @, 2r —1)2% T % 1) By,
k+1
wobei zu bemerken dass 4, = Q%1
Beriicksichtigt man die Gleichung 23) so hat man also auch eine
neue Relation zwischen Euler'schen und Bernoulli'schen Zahlen.

Aehnliches gilt von den noch zu erérternden tbrigen Formeln.

t
Ist r =0 und also 4, = 3 ((24,2¢)(2k—2¢,2]1—21)] so hat man

0,!

e M 1By —d, . 2" '@ —1)Bs ... 4-(—1)"4,22*1)B, =0
k41 k '

Unter Anwendung der Gleichung ¢*™ = A¢*! folgt aus A"

A?k¢2r — A(sz+2r—l+(2k, 2)A(sz+2r—3 . .+A?2r—t

und hieraus nach C)

Aik?zr =4, A""Cp—l—lf. I P +A"A""I"", . .+A"__2Acp

2
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WO
= Sk 2—2t—1,20—204 1)

t=0

A4
woraus also wieder eine neue Relation folgt.
Ist m = 2k, n = 27+ 1 so folgt aus b) vermittelst ¢*™ ——Ap*™

MYt = @k 1A+ (2K3) AP . . 4 (2K, 2k—1)Ag¥+?
und vermittelst C")

At — A Ao+ A A, A NG L4 Ag
7
WO

t=1
A4,= 3 Rk 2t41)(s—2¢,21—29)
t=o0
Verglichen mit 24) giebt dies eine neue Relation zwischen den
Bernoulli'schen Zahlen und zugleich

@k1)E, —(@2k3)E

k—
err_q - - o H(—1) ’(21:,21:—1)1?.‘r+1 =

k k .
A. .22 +2r+1(22 +2r4-2 . 1) -B,‘+r+l ..

k+r+41

A (=1t~ B

2

Setzt man aber von A¢* ! = ¢™ ausgehend

A’k?zr-*-l — —(2k' I)A?zk-}dr—l _(21" 3) A?2k+2r—3 e — (2k, 2k'—1)A (?27"{‘!

so folgt aus C’)
A% Pt —=— A4 A lo— A A ... —AIA‘—"-’I? veo— A2l
2

wo

A, = tgl(2k,2t+1)(s'—l—2t,2l+1—2t.)

]
t=0

woraus sich also wieder eine neue Relation ableiten liisst.
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Ist m = 2k+41, n = 2r so folgt aus §. 6. (Form. c) vermittelst

m

(P — _A(sz
ARt — (2k41,1)A¢° 4 (2k+1,3)A¢* 2. . .- Ag"
und aus C")
ARt — A Aot f A4 aHe 44 Ag

wOo
AI=t;(2k+1,2t+1)(s+1'——2t,2l+1—2t)
=0~
Ist m = 2k-{—1, n = 2r—+41 so findet man
ARH G — At 2k 41,2)A¢" . .. — (2k4-1,24) Mgt
und
MRHGIH = 4 Ao A MHg. A NG 4 Ag
wo ’

t=l
A‘=tz Rk4+1,2¢t)(s+2—2121—29)
=0
Hieraus ergeben sich also weitere Relationen. Andere erhilt man,
wenn man wieder die Substitution ¢*™ = Ap*™'! anwendet, was ich
nicht weiter verfolgen will, da die Entwickelung nach dem Vorherge-
henden keine Schwierigkeit hat.

§. 8.
Es mogen hier noch einige Bemerkungen Platz finden, zu welchen
die im Vorhergehenden gefundenen Formeln Veranlassung geben.

Wenn man in Formel 23) fiir £ die Einheit setzt, so hat man
E,  —E =@r]2"terte—1)B A —(2r3)2" 2" —1)B, . ..
r+1 r
-|-(—1)"+'(2r,2r—l)2’(2‘—1)£3

Da nun bekanntlich jede Eulersche Zahl E  mit 1 oder 5 endigt,
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je nachdem r ungerade oder gerade ist, also E £ —E, im ersten Falle
mit 4, im zweiten mit 6 endigt, so erhdit man den Satz, welcher wohl
nicht auf so einfachem Wege direkt zu beweisen ist, dass die Reihe

(27,1) 201 (202 — B ., ...+ 127,27 —1)23(24 — 1)B,
r+1 2
eine ganze Zahl ist, die mit 4 oder 6 endigt, je nachdem r ungerade
oder gerade.
Einen #hnlichen Satz erhélt man aus 24) wenn man & = 2 setzt.
Man hat nemlich dann

4(E,,—E, ) =2 DB, —Gr+ LEETH-1) 8,
r+s3 42

coe - (—1)(2741,2012°(2°—1) Bs

Da nun 4 (E, +a —E ) mit 6 oder 4 endigt, je nachdem 7» un-

gerade oder gerade ist, so folgt hieraus, dass die Reihe
23r+5(22r+6—1) Brys— (2r+1,2) 2 +3(22+4 — 1) By, . . .
r+s r+2
+(—1)(3r41,2r)2°(*—1) By
3
eine ganze Zahl ist, welche mit 6 oder 4 endigt, je nachdem r unge-

rade oder gerade.
Von dem Staudt'schen Satze ausgehend, dass

E) (1B, =4,+31+2. . .+3

wo B, die nte Bernoulli'sche Zahl, 4 eine ganze Zahl und a. ..\ die

so beschaffenen Primzahlen sind, dass “23 - 5'21 Faktoren von n sind,

hat Herr Hermite mit Hiilfe der bekannten, oben mit I) bezeichneten.
Formel eine Relation zwischen den Grossen 4, 4,...4 gefunden®). Mit
Halfe derselben Principien habe ich dann, von der ebenfalls bekannten,
oben mit 9¥) bezeichneten, Formel ausgehend, eine zweite solche Rela-

*) Journ. f. d. reine u. angew. Mathem. Bd. 81 p. 93.
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tion gefunden®). Andere Relationen dieser Art ergeben sich nun leicht
mit Hiilfe einiger der neuen im Vorhergehenden abgeleiteten Formeln.
Aus Formel 8*) nemlich, statt deren man auch

B, —(2n,2)B,...+(—1*(2n2n—4) B, _ +(—1)"*'((2n,2n—2)—1] B =0

schreiben kann, folgt, wenn man fiir jede Bernoulli'sche Zahl, nach E)
ihren Werth setzt, '

A, 444+
+@2n2)(4, +4+4+44+14)

+[@n2n—2)—1)(4,+ ¢ +4+ - . .)

=0
Nun ist hier allgemein 4 mit (22,2s—2) multiplicirt, wenn nicht
s=mn in welchem Falle 4 mit (2%,2n—2)—1 multiplicirt ist. Bezeich-
net man nun die Summe der Glieder dieses Ausdruckes, welche den
Faktor ;1; enthalten, wo p eine ungerade Primzahl bedeutet, durch Sp,
so kommen in dieser Summe alle die Glieder vor, bei welchen das da-
neben vorkommende A. so beschaffen ist, dass ”%‘ ein Faktor von s

. b | . —_
ist, also wenn s =%—, s = p—1 u. s. w. allgemein s = k.2~ wo far

k alle ganzen positiven Zahlen zu nehmen sind, so weit dass k.’—’:—'-

nicht grosser als » wird. Nun gehort zu Ak p—y der Binomialcoefficient
T2

2n,k(p—1)—2)=(2n,kp—k—2) oder [2n,k(p—1)—3) = (2n,kp—k—38)

je nachdem £.% :' nicht = n oder = #» ist. In nachdem also ’—’:—' kein

Faktor oder ein Faktor von 7 ist, hat man

s, = %[(2n,p—3)+(2n, 2p—4)+ .. .]
oder
Sp = ;1’-[(2n,p—3)+(2n,2p——4) ce—1]

*) Journ. f. d. reine u. angew. Mathem. Bd. 84 p. 267.
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Man kann nun zeigen dass S in jedem Falle eine ganze Zahl ist.
Da nemlich (2n,p—3)4-(2n,2p—4).... = Rn+41,p—2)—(2n,p—2)
+(2n84+1,2p—38)—(2n,2p—3) ... ist, und, wie ich an der erwihnten
Stelle gezeigt habe, (2n-+1,p—2)4(2n+41,2p—3)...in der That
durch p theilbar ist, so ist nur noch zu zeigen, dass, je nachdem L:—’
kein oder ein Faktor von = ist,

2n,p—2)+(2n,2p—3)....
oder

(n, p—2)+(2n.2p—3) ... +1
durch p theilbar ist. Nun ist (2n,p —2)4(22,2p—3)+ ... =
Rn+1,p—1)4+2n+1,2p—2)... —2n,p—1)—(258,2p—2)— . ..
Da nun schon Herr Hermite in der oben erwihnten Untersuchung
gezeigt hat, dass (2n41,p— 1)+ (2n+1,2p—2) ... durch p theilbar

ist, so ist nur noch zu zeigen, dass je nachdem ’1’:1 kein oder ein Faktor
von n ist,

@np—1)4(2n2p—2)...=0 oder =1
nach dem Modul p ist, was, mit Anwendung des von Herrn Hermite
gebrauchten Verfahrens, sehr leicht auszufthren ist. Bezeichnet nem-

lich w die verschiedenen Wurzeln der Congruenz z#~'—1 = 0, (mod.
p), so ist

S+ = (p—1)[1+@np—1)+@n2p—2)+. . ]

Ferner ist 14 Y (14 w)* =0 oder = —1 (nach dem Modul p)
je nachdem”—:—l kein oder ein Faktor von n ist. Im ersten Falle, in
welchem also 27, 2n nicht in der Summe

142, p—1)4+2n,2p—2). ..
vorkommt, ist > (14 w)" =—1—2n,p—1)—(2n,2p—2). .. und zu-
gleich X (14 w)* =— 1 mithin

@Cnp—1)4+(2n2p—2)+...=0
Mathem. Classe. XXIII. 2, F
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I zweiten Falleist 3 (1 4+ w)” =—1—(22,p—1)—(28,2p —2)....

und zugleich ¥ (14 w)*® = —2 mithin

Rnp—1)+(2n,2p—2)....=1
und es ist hiermit zugleich bewiesen, dass

(2n,p—2)+(2n,2p —3)...=0oder = 1 ist, je nach-
dem ’—’;—‘ kein oder ein Faktor von n ist. Demnach ist also 8 eine
ganze Zahl und wenn man mit 3 Sp die Summe aller Ausdriicke be-
zeichnet, die man erhilt, wenn man in Sp alle ungeraden Primzahlen
setzt, welche nicht grdsser als 2n-1 sind, so findet man aus F) mit
Beriicksichtigung dass

14+(2n,2)+4+(2n4)... +2n2n—2) =211

a) A, +2n—2)4,...4+[2n20—2)—1]4 =—2"24+1-3 8p

Aus 11* ergiebt sich
+—(2n,1)B, +4(22,3)B, . ..+ (—1)"[(2n,2n—1)4-1)B, = 0

und demnach

(@n 1) (4, ++4+14)
G) + 29,3)(4, +4++1++14)

+[Rn2n—1)+1](4, +4++4+ .. )+ =0

Bezeichnet man die Summe der Glieder dieses Ausdruckes, welche
den Faktor % enthalten durch s'P so hat man
§ = -}-1’—[(2n,p-—-2)+(2n,2p——3)+ -

?
oder

s, =5[@np—2)+@n2p—3)...+@n2n—1)+1]
je nachdem ”—2'1 kein oder ein Faktor von »n ist. Es-ist nun schon oben
bewiesen, dass je nachdem der erste oder zweite Fall statt hat,

Rn,p—2)+4+2n2p—38)4 ...
oder

Rn,p—2)4(2n,2p—3)... 41



BEITRAGE Z. THEORIE D. BERNOULLI'SCHEN U. EULER'SCHEN ZAHLEN. 43

durch p theilbar ist. Jedenfalls ist also s'? eine ganze Zahl. Man hat
mithin, indem man das Summenzeichen in demselben Sinne wie oben

braucht,
B (@n,1)4,+4(2n,3)4,...4[(2n,2n—1)4-1]4 =—2”""-1—2.st
Indem man @) und 8) zusammenaddirt folgt
(2n+1,1)4,+4(2n41,3)4, ... +(2n+4-1,2n—1)A4 =—2*"1 — ZS'p—E A
Vergleicht man dies mit dem Ausdrucke
@Re4+11)4,+...+Rs+120—1)4 =— 2’""'_23?

wo s = :7[(2n+ 1L,p—2)+4+(R22+1,2p—3)....]

welchen ich an der erwihnten Stelle gefunden habe, sa ergiebt sich die
bemerkenswerthe Beziehung
Esp = 28p+Zsp

Eine andere Beziehung zwischen den Grdssen A) ergiebt sich aus
der Gleichung 10* statt deren man

B, —(2n—1,2)B A (=1 (2n—1, 2n—2+4-2)B, =0
schreiben kann. Hieraus folgt

A4, +1++
+@2n—1,2)(4, +++++1)

[((Rn—1,20— )+2]( ++}-Hr - )
=0

Addirt man hier die mit — multlphclrten Glieder und bezeichnet

die Summe durch cp so ist
(n—1,p—38)4+(2n—1,2p—4)+ .. .]

’

G
P

‘QI.—-

oder
c'P (@n—1,p—3)4+(2n—1,2p—4) ... 42

'B[t-
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je nachdem ”—’;1 kein oder ein Faktor von n ist. Aus dem Obigen folgt
aber, dass jedenfalls c'p eine ganze Zahl ist. Denn es ist

(2n—1p—3)+(2n—1,2p—4)...=(2n,p—2)4-(2n, 2p—3)....—(2n—1,p—2)
) —(@n—1,2p—3)....

Nun ist, je nachdem “— kein oder ein Faktor von n ist

Rn,p—2)4(22,2p—3)....=0 oder =—1
und Rn—1,p—2)4+(2n—1,2p—38)....=0 oder =1
also 2n—1,p—3)+(2n—1,2p—4)...=0 oder =—2
Mithin )

4, +@2n—1,2)4,4...4-[2n—1,2n—2)4-2]4 =—2”’“’—1—20p




Untersuchungen iiber die Flichen mit planen und
sphérischen Kriimmungslinien.

Von

Alfred Enmeper.

Vorgelegt in der Sitzung der Konigl. Gesellsch. d. Wiss. am 1. Juni 1878.

Die vorliegende Abhandlung verfolgt den doppelten Zweck: Auf-
stellung moglichst allgemeiner brauchbarer Formeln zu analytischen Un- -
tersuchungen der Flichen, fir welche nur ein System von Kriimmungs-
linien plan ist; ferner Anwendungen der allgemeinen Resultate auf
einige specielle Probleme. Was den ersten Punkt anbelangt, so hat der
Verfasser wiederholt Gelegenheit gehabt, sich seit lingerer Zeit von der
Brauchbarkeit des in Rede stehenden analytischen Materials zu tiberzeu-
gen, worauf sich einige Andeutungen in den ,Nachrichten v. d. K. G.
d. W.* aus den Jahren 1868 und 1876 beziehn. Die Anwendungen
betreffen die Flichen, fiir welche beide Systeme von Kriimmungslinien
plan sind, oder eins dieser Curvensysteme plan, das andere sphirisch ist.
Obgleich diese Flichen schon mehrfach zu ausgedehnten Untersuchungen
Veranlassung gegeben haben, fehlte bisher eine Herleitung derselben
aus allgemeinen Resultaten, welche Herleitung, mit der besseren Ueber-
sicht, eine gréssere Symmetrie und Leichtigkeit der Rechnungen ver-
bindet. Hierbei ist namentlich eine sorgfiltige Ausarbeitung der analy-
tischen Ausdriicke angestrebt worden, mit Vermeidung aller Formen,
welche fir weitere Specialuntersuchungen nicht geeignet erschienen.

In Anbetracht ihres geringen Umfangs soll die Literatur iiber Kriim-
mungslinien, soweit dieselbe Bezug hat auf die vorstehenden Unter-
suchungen und soweit dieselbe fundamentale Arbeiten betrifft, hier an-
gefihrt werden.

Im §. XVIIder,,Application de I'analyse & la géométrie* hat Monge
Mathem. Classe. XXIII. 3, A
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zuerst Flichen betrachtet, welche durch eine Eigenschaft ihrer Krim-
mungslinien characterisirt sind. Der von Monge behandelte Fall ist
ejner der einfachstep in geemetrischer Hinsicht, wenn ndmlich ein Sy-
stem von Kriimmungslipien plan ist und die Ebenen desselben unter
einander parallel sind. Die von Monge gegebenen Resultate, welche
hochst wahrscheinlich noch aus dem vorigen Jahrhundert stammen?®),
haben erst lange Zeit nachher zu einer Reihe ungemein scharfsinniger
Arbeiten Veranlassung gegeben. Hier ist zuerst Joachimsthal zu
nennen, welcher 1846 in einer sehr kurzen Abhandlung ,,Demonstrationes
theorematum ad superficies curvas spectantium* (Journal f. Math. t. XXX
p- 347—350) den Satz aufstellte:

»Si quaedam linea curvaturae plana est, omnia plana superficiem
in lineae curvaturae punctis tangentia cum plano hujus curvae eundem
angulum formant.*

Von diesem sehr oft citirten Satz hat Hr. Liouville im ,,Journal
de Mathém.'* (Année 1846) T. XI, p. 87—89 unter dem Titel: ,Sur
un théoréme de Mr. Joachimsthal relatif aux lignes de courbure planes
bald nach seinem Bekanntwerden einen geometrischen Beweis geliefert.
In der oben erwibnten Abhandlung hat Joachimsthal am Ende der-
selben, ohne Herleitung, Formeln aufgestellt, welche sich auf Flichen
beziehn, mit einem System planer Kridmmungslinien, dessen Ebenen
durch eine feste Gerade gehn. Sowohl auf diese Flichen, wie auf die
Fldachen von Monge ist Joachimsthal in einem,,Mémoire sur les sur-
faces courbes* ausfiihrlicher zurtickgekommen, welches in dem Programme
du Collége R. Francais, Berlin 1848, enthalten ist. Zu erwéhnen ist

*) Die erste Notiz iiber Kriimmungslinien findet sich in einer Abhandlung von
Monge iiber Anwendung der Geometrie auf Erdarbeiten unter dem Titel »sMémoire
sur la théorie des déblais et des remblaisc¢ enthalten in der Histoire de 1’Académie.
Année MDCCLXXXI (Paris 1784). In Nr. XXI dieser Abhandlung sind auf p. 687
die Kriimmungslinien »lignes de la plus grande et de la moindre courbure« genannt.
Der im Text erwihnte § XVII bildet p. 139—161 der von Hachette 1807 be-
sorgten dritten Auflage der Application, welches Werk bekanntlich die 1795 er-
schienenen »>Feuilles d’analyse sppliqude & la géométrie« zur Grundlage hat.
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noch, dass im ,Journ. de Math.* (Année 1848) T. XIII} p. 73—79
,,Démonstration géométrique de quelques théoremes a la théorie des sur-
faces' Hr. Bertrand die Flichen von Monge einer rein geometri-
schen Betrachtung unterworfen hat.

Der oben erwihnte Satz von Joachimsthal ldsst sich als spe-
cieller Fall eines allgemeinern Satzes auffassen, den Hr. Bonnet im
,Journal de I'Ecole Polytechnique'* Cahier 32, Tome XIX (Paris 1848)
auf p. 17 angemerkt hat: Schneiden sich zwei Flidchen lings einer
Curve unter einem constanten Winkel, ist die Curve eine Kriimmungs-
linie der einen Fliche, so ist sie auch eine Kriimmungslinie fiir die an-
dere Fliche. Man findet diesen Satz unter N. 275 auf p. 215 angefiihrt
in: ,,A treatise on the analytic geometry of three dimensions' by G.
Salmon (London 1862). Die dort gegebene Beweisfilhrung gestattet
unmittelbar eine leichte Variation des Satzes von Hn. Bonnet. Schnei-
den sich zwei Flichen gegenseitig in einer Kriimmungslinie, so schliessen
die Normalen zu beiden Flichen in einem Punkte der Schnittcurve einen
constanten Winkel ein. Da in einer Ebene und auf einer Kugelfliche
jede Curve als Kriimmungslinie angesehn werden kann, so erhilt man
aus der vorhergehenden Bemerkung unmittelbar den Satz von Joachims-
thal, sowie sein Analogon fiir sphérische Kriimmungslinien.

Die vereinzelten Resultate von Monge und Joachimsthal dber
plane Kréimmungslinien scheinen den Anstoss zu allgemeinen Unter-
suchungen gegeben zu haben, welche Hr. Bonnet 1853 der Pariser
Academie mittheilte*). Diese Untersuchungen hat der ausgezeichnete

*) Die Mitthéilungen von Hn, Bonnet sind in den »Comptes-Rendus« ent-
halten, nimlich: T. 36 (1853)
»Sur les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes.« (p. 81—84).
>Mémoire sur les surfaces dont les lignes de ocourbure de Iun des systémes
sont planes.« (219—222).
»Mémoire sur les surfaces & lignes de courbure sphériques.« (291—294).
»Deuxiéme note sur les surfaces & lignes de courbure sphériques.« (389—391).
»Troisiétme note sur les surfaces i lignes de courbure planes ou sphériques.«
(586—587).
A2
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Geometer in einer grosseren Arbeit vereinigt, welche im ,Journal de
IEcole Polytechnique* (Cahier 35, T. XX Paris 1853) u. d. T. ,Mé-
moire sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphé-
riques'* enthalten ist. Die sehr umfangreiche, 190 Quartseiten umfas-
sende, Abhandlung zerfillt in vier Abtheilungen, némlich:
. Premiére Partie. Sur les surfaces dont toutes les lignes de cour-
bure sont planes.'* (p. 119—181).

,Deuxieme Partie. Sur les surfaces dont les lignes de l'une des
courbures seulement sont planes.** (p. 182—234).

»Troisieme Partie. Des surfaces dont les lignes de courbure sont
planes dans un systeme et sphériques dans l'autre, ou bien sphé-
riques dans les deux systémes.* (p. 235—277).

»Quatriéme Partie. Sur les surfaces dont les lignes de I'une des
courbures sont sphériques.* (p. 277—306).

Die drei ersten Abtheilungen sind vollstindig; die zweite Abthei-
lung enthilt die Losung des allgemeinen Problems, die Flichen analy-
tisch zu definiren, fir welche nur ein System von Kréimmungslinien
plan ist, eine Ldsung, durch welche die analytische Geometrie der Fli-
chen eine wesentliche Bereicherung erfahren hat. Die vierte Abtheilung
beschriinkt sich auf die beiden besonderen Fille, dass die osculatorischen
Kugelflichen der sphirischen Kréimmungslinien entweder durch einen
festen Punkt gehn, oder die Fliche der Krdmmungslinien orthogonal
schneiden. Der bei allen Untersuchungen von Hn. Bonnet eingeschla-
gene Weg besteht in der Integration partieller Differentialgleichungen
zweiter Ordnung nach der von Monge gegebenen Methode.

Gleich nach der ersten Mittheilung des Hn. Bonnet an die Pa-

»Note sur les développées des surfaces & lignes de premiére courbure planes.<
(1046—1050).
»Sur les surfaces qui sont coupée & angle droit par une suite de sphéres va-
riables suivant une loi quelconque.« (1133—1135).
Eine kurze Mittheilung in T. 42 (1856) »Sur les surfaces dont toutes les lignes
de courbure sont planes< (p. 1067—1070), bezieht sich auf imaginire Flichen.
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riser Academie wurde der von ihm behandelte Gegenstand von einem
anderen hervorragenden Mathematiker, Hn. Serret, aufgenommen und
in einer Reihe bemerkenswerther Aufsétze behandelt*). Vereinigt und
weiter ausgefihrt sind diese Aufséitze im ,Journal de Mathématiques.**
(T. XVIII. Année 1853. p. 113—162) erschienen u. d. T. Serret:
.+ Mémoire sur les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes
ou sphériques. Es werden in der Abhandlung die Flichen betrachtet,
fir welche beide Systeme von Kréimmungslinien plan sind; das eine Sy-
stem plan, das andere sphérisch ist; oder endlich beide Systeme sphérisch
sind. Den Ausgangspunkt bildet das Theorem von Joachimsthal, zu
welchem auf p. 128 das analoge Theorem fiir sphirische Kridimmungs-
linien aufgestellt ist. Mit Hiilfe dieser Siitze treten nur partielle Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung auf, wodurch die analytische Discus-
sion sich vereinfacht.

Im ,Journal fiir die reine und angewandte Mathematik** Band 54
(Berlin 1857) hatJoachimsthal in einem kurzen Aufsatz ,,Sur les sur-
faces dont les lignes de l'une des courbures sont planes‘ (p. 181—192)

*) »Comptes Rendus.« T. 36. (1853).
»Sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes.« (p. 200—204).
>Sur les surfaces & lignes de courbure sphériques.c (328—334).
»Sur les surfaces dont les lignes de courbure de chaque systéme sont planes ou
sphériques.« (391— 393).
»>Observations sur deux Notes de M. Bonnet relatives aux surfaces dont toutes
les lignes de courbure sont planes ou sphériques.« (432—436).
Spiitere Publicationen, ebenfalls in den C.-R., von Hn. Serret sifd folgende
T. 41 (1855). »Sur les trajectoires d’un plan mobile« (1253—1256).
T. 42 (1856). »>Sur les trajectoires orthogonales d'une sphére mobile.« (105—108).
»Sur les surfaces dont les lignes de I'une des courbures sont sphériques.« (109
—110) und (190—194).
»Sur les surfaces dont les lignes de I'une des courbures sont planesc (194).
Durch eine willkiihrliche Annahme auf p. 192 im T. 42 in Beziehung auf eine
Integrationsconstante sind die Finalresultate der letztgenannten Aufsiitze absolut un-
vollstéindig, wie schon in den »Nachrichten v. d. K. G. d. W.c< aus dem Jahre 1872
(p. 18) bemerkt worden ist. Die richtigen Gleichungen finden sich 1. c. p. 80—100.
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die Untersuchungen von Hn. Bonnet durch rein geometrische Betrach-
tungen sehr zu reduciren gesucht. Es scheint selbstverstindlich, dass,
bei der ungemeinen Kiirze der Abhandlung, von einer sehr eingehenden
Behandlung des Gegenstandes Abstand genommen ist.

Die bisher aufgezihlten Arbeiten sind ihrer Art nach fundamentaler
Natur, sie enthalten die ersten Untersuchungen iiber Flichen mit planen
und sphérischen Kriimmungslinien, wobei die mehr oder minder ein_
fache angewandte Methode nicht in’s Gewicht fillt. Bei einer neuen
Bearbeitung schien es dem Verfasser geeignet zu sein, von Principien
auszugehn, welche wesentlich auf die Elemente basirt sind, die bei Un-
tersuchungen von krummen Linien auf Flichen hervortreten. Es erge-
ben sich dann von selbst die Sitze, welche fiir plane und sphirische
Kriimmungslinien characteristisch sind. An Stelle von partiellen Diffe-
rentialgleichungen treten gewdhnliche Differentialgleichungen, wobei die
" verschiedenen Formen einer genauen Betrachtung unterworfen worden sind.
Als Vorarbeiten zu der vorliegenden Abhandlung sind einige Aufsétze
des Verfassers in der ,,Zeitschrift fiir Mathematik‘* zu betrachten. (Jahr-
gang 1862, p. 365—384, J. 1863, p. 241—263, J. 1864, p. 111—125).

Die in I und II enthaltenen Formeln sind nur der grdsseren Deut-
lichkeit wegen fiir die ibrigen Untersuchungen mit angefiihrt. Da sich
die Nothwendigkeit herausstellte, sehr hiufig auf diese Formeln ver-
weisen zu miissen, so schien es angemessen, die in II enthaltenen Glei-
chungen, ohne weiteren Beweis anzufiihren, wie dieses fiir einen Theil
derselben schon frither in den ,Nachrichten'* a.d.J. 1867 geschehn ist.
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Zusammenstellung einiger Formeln aus der Theorie der Curven
doppelter Kriimmung.

Die Untersuchung von Curven auf krummen Flichen gewinnt an
Einfachheit und methodischer Uebersicht, wenn die Elemente in Be-
tracht gezogen werden, welche bei der allgemeinen Betrachtung der
Curven doppelter Kriimmung in den Vordergrund treten. Sowohl, was
die Anwendung der allgemeinen Principien auf Kriimmungslinien be-
trifft, wie die Bezeichnungen, welche im Folgenden festgehalten werden
sollen, lassen es zweckmissig erscheinen, ein kurze Zusammenstellung
der Formeln zu geben, welche bei den spiiteren Untersuchungen zur
Verwendung kommen.

Es seien £, 5, { die orthogonalen Coordinaten eines Punktes IT einer
Curve doppelter Krtiimmung. Bezeichnet man durch ds das Bogenele-
ment der Curve, so ist:

1) ds® = d&* 4 dn*4-di2.

Es werden §, 7, { als Funktionen einer Variabeln angesehn, in Be-
zichung auf welche die nachfolgenden Differentialformeln gelten. Mit-
telst der Gleichung 1) kann man die in Rede stehende Variabele sich
durch s ausgedriickt denken, so dass &, %, [ von s abhingig sind. Im
Punkte 7 existiren bekanntlich drei gegenseitig zu einander orthogonale
Richtungen, die Tangente, die Hauptnormale und die, von Saint-Venant
benannte, Binormale. In Beziehung auf ein festes orthogonales Coordi-
natensystem, sei die Tangente durch die Winkel «, 8, y; die Hauptnor-
male durch die Winkel 4, u, »; endlich die Binormale durch die Win-
kel I, m, n bestimmt. Es sei de¢ der Contingenzwinkel, d.i. der Winkel,
welchen zwei successive Normalebenen der Curve einschliessen, durch
dw werde der Torsionswinkel der Curve bezeichnet, d. i. der Winkel,
den zwei successive osculatorische Ebenen bilden. Diesen Winkeln ent-
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sprechen im Punkte IT der Curve der Krimmungsradius ¢ und der Tor-
sionsradius » mittelst der Gleichungen:

2) de:-‘é‘, dw=‘£g.
) r

Mit Ricksicht auf die gegebenen Bezeichnungen finden nachste-
hende Differentialformeln statt, welche im Folgenden, zur Vereinfachung
der analytischen Rechnungen, mehrfach gebraucht werden. |

3) d& = cose ds, dy = cosf3 ds,dl — cosy ds.
dcosae = cosléis, dcosl = cos 4 %—s,
4) {dcosff = cosp%s, 5) {dcosm = cos yi;,
dcosy — cos¥ ‘—if, 1dcosn = cosy ‘E
\ @ u r
dcosd = —cosaéf—cosld;,
6) ¢ dcosu:—-cosﬁ‘zf—cosmé‘,
0 r
ds ds
dcosy =—=—Ccosy— —cCosn —.
\ 0 r

Nimmt man s als unabhiingige Variabele, so ist der Torsionsradius
r durch die Gleichung:

d¢ dn dif
ds' ds’ ds
d*ts d*n d*¢ 1

Frele el v lere
a3t dy d%¢
ds® ds® ds®

bestimmt. Diese Gleichung ldsst sich wegen der Gleichungen 3) bis 6)
auf folgende Form bringen:
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cose, cosf3, cosy
cos 4, cosu, cos¥
cos /, cosm, cosn |

7)

= —1.

Mit Hilfe der Gleichung 7) und der beiden folgenden :
co8 /cos a-}-cos m cos f—--cos n cos y =0, cos ! cos A-}-cos m cos u-}-cos n cos y=0,

lassen sich die Werthe von cos!/, cosm, cosn auf folgende Art darstellen:

8) CO8MM = COS @ COS¥ — COSy COS 4,

{cosl = cosy cosu — cosf3cos v,
cosn = cosffcos4 —cosacosu.

Die Gleichungen 8) haben fiir die folgenden Entwicklungen den
besonderen Zweck, Weitldufigkeiten in der Rechnung zu vermeiden,
welche sich auf andere Weise nicht umgehn lassen.

Dem Punkte IT entspricht eine Kugelfliiche, welche mit der Curve
vier successive Punkte gemeinsam hat und aus diesem Grunde die os-
culatorische Kugelfliche der Curve im Punkte II genannt wird. Die
Coordinaten des Mittelpunkts dieser Kugelfliche seien &*, #*, [*, ferner
R ihr Radius. Die bemerkten Quantititen sind dann durch folgende
Gleichungen definirt:

( do
* =§t-+4opcosi —rﬁcosl ,

@cos m,

9  p* — _
) 7 = n+ecosu—r -

— de
{* = [ +ocosy — T 7, Co8n,

10) R = e’-{-(ridd—i)’.

Far den Fall, dass eine Curve auf einer Kugelfliche liegt, d. h.
sphirisch ist, fallen die Mittelpunkte aller osculatorischen Kugelflichen

zusammen. In den Gleichungen 9) und 10) sind dann §* %* [* und
Mathem. Classe. XXIII. 3. B
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R constant. Die Bedingung eines constanten Radius R ist allein hin-
reichend, da, in Folge davon, dann auch &*, n*, {* constant sind, wie
unmittelbar durch Differentiation folgt.

1L
Fundamentale Gleichungen fiir Kriimmungslinien auf Fldchen.

Auf einer Fliche liisst sich die Lage eines Punktes mittelst zweier
Curvensysteme bestimmen, welche Systeme selbst auf der Fliche liegen.
Es geschieht dieses bekanntlich analytisch dadurch, dass die Coordinaten
2, ¥, z des Punktes als Functionen zweier Variabeln ¥ und v angesehn
werden. Das Coordinatensystem auf der Fldiche, welches bei der vor-
liegenden Untersuchung in Betracht kommt, besteht aus den Kriim-
mungslinien und ist analytisch durch die beiden folgenden Gleichungen
definirt :

diz dly d*z

dudv' dudv' dudv
dedzx | dydy , dzdz de dy dz |
Zudo Tduds Tdudn =" | du du duw |= "

dz dy d=z ’

dv’' dv' dv

Des besseren Verstindnisses halber sollen einige fundamentale Glei-
chungen aus der Theorie der Flichen, soweit sich dieselben auf Kriim-
mungslinien beziehn, angemerkt werden. Hierzu sind noch einige Glei-
chungen hinzugefiigt, welche Anwendungen der in I enthaltenen Formeln
auf Kriimmungslinien enthalten. Es sind so analytisch-geometrische Ma-
terialien vereinigt, welche bei andern Untersuchungen tber Kriimmungs-
linien von Nutzen sein kénnen. Giebt man v einen bestimmten Werth
und l#sst » allein variiren, so entspricht dieser Annahme eine Kriim-
mungslinie, welche der Einfachheit halber die Krtimmungslinie (x) ge-
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nannt werde, analog entspricht dem allein variabeln v die Kréimmungs-
linie (v).

Im Punkte, dessen Coordinaten z, y, z sind, bilde die Normale zu
Fliche die Winkel a, b, ¢ mit den Coordinatenaxen. In dem bemerkten
Punkte schneiden sich die Curven (v) und (v) orthogonal, die Tangente
zur Curve () sei durch die Winkel a', ¥, ¢ bestimmt, die Tangente zur
Curve (v) bilde die Winkel a’, b", ¢" mit den Coordinatenaxen. Durch
die Normale und die Tangente zur Curve (x) ist im Punkte (z, y, 2) ein
Normalschnitt bestimmt, dessen osculatorischer Radius in diesem Punkte
¥ sei. Analoge Bedeutung habe 7" fiir die Curve (v). Es sind dann #’
und 7" die Hauptkrdmmungshalbmesser. Zu dem Vorhergehenden treten
noch die folgenden Bezeichnungen:

dz\?
+(a)-

0B =(G) (@) @) o= (@) @)

Mit Riicksicht auf die angegebenen Bezeichnungen hat man fol-
gende fundamentale Gleichungen, wenn % und v die Argumente der
Krtimmungslinien sind:

(da (dx

H=\/Ecosa, av = { Geosa’,
d.!/_\/'E ¥ dy-—\/'CTOb"
2) { 5, = VEcos?, 3) g gy — VOcosd,
dz — , dz _ ~ »
7= V E cosc. v V Geosc”.
fd;o:a =—-\-/r-,—Ecosa'. (ﬂ%ﬁ =—{,.G°°9“"-
4) < d::;:‘sb =_\/_',Ecos b, 5) ¢ d;o:b =—\:,?°°Sb"
d;‘:c_-‘—_—‘-/r—p-cosc'. d_‘::,ﬁ_—_-._[gcosc".
\ \

B2
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dcosa =_§cosa--17_ﬂ£cosa", dcosa"_____l_d\/_Ecosa,’
du 7 VG dv du VG dv
6) J deosd _VE osb—_j_—_d\/—Ecosb". 7) | deost” L_d\/Ecosb',
du ? G dv du VG dv
dcos¢ _ \E dWVE ., decos¢” _ 1 dVE
= —C08C— — Ccos = —- CO8 C
| du r dv | du VG dv
( ’ WA ” e G
dcosa = _i_d\/Gcosa", ‘iﬁ)sl =\L§cosa— Ldchosa’,
dv E du dv r" du
dcos?d’ 1 dyG .. dcost” /G 1 dyG@
8 = cosb’, 9 —_—= cosh —— cos b,
) dv VE du )3 dv r" VE du
dcosc 1 d\J/G " dcosc” _\/G 1 dyG_ ,
= = cosc”. = Y —cosc— 08 C'.
| dv VE du | dv r’ VE du coRe

Die Quantititen E, G, v und " sind durch die folgenden drei Glei-
chungen verbunden:

E VG
7 1 dJyE ;¥ _ 1 d/G
10) e i PRl M
1d/E  1dJ@
VG dv VE du (VEG _
11) d dv +d du + rr i

Wegen der Gleichungen 10) ldsst sich die Gleichung 11) auch wie
nachstehend darstellen :

VE VG
r d r 7 d 7"
VG dv VE du VEG
12) a2 gV By NET o

Es muss bemerkt werden, dass fir die Gleichungen 2) bis 9) die
Relation
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cosa, cosb, cosc
13) 1 = | cosa’, cosb’, cosc’
cosa’, cosb”, cosc”

zwischen den Cosinus der Winkel stattfindet, durch welche die Lage der
Normale und der Tangenten der beiden Hauptschnitte im Punkte (z, g, 2)
bestimmt ist.

Um die Gleichungen von I in #bersichtlicher Weise auf die Curven
() und (v) anzuwenden, sollen fir § =, n =y, { = 2, alle in I vor-
kommenden Quantitéiten, soweit sich dieselben auf die Curve (u) beziehn,
mit dem unteren Index 1, fiir die Curve (v) mit dem unteren Index 2
versehn werden.

Kriimmungslinie (u).

In diesem Falle ist ds, — VEdu. Man setze zur Vereinfachung:

1 dVE
14 — = H..
) VEG v
Es ist dann:
15) cose, = cosd, cosf8, = cosd, cosy, = cosc.
Nimmt man:
1 1
1 —_ =V — 2
6) 0, r's +H1 ’

so ist die Richtung des Kriimmungsradius durch folgende Gleichungen
bestimmt :

COSA cosa , COS CO!
L = ———H, cosd’, By — —s,b—H‘ cos b”,
o, r o, r

cosy cosc
! = ———H_ cosc".
0, r

17)

In Folge der ersten Gleichung 8) von I, ist:
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1 0 0
cosd, , cosu,, cosy, |
cose , cosf,, cosy, |

cosl, =

Man multiplicire diese Gleichung mit der Gleichung 13), substi-
tuire fiir cose,, cos4, etc. ihre Werthe aus 15) und 17). Es ergiebt
sich so der Werth von cosl,. Auf diese und &#hnliche Weise ergeben
sich zur Bestimmung der Richtung der Binormale folgende Gleichungen:

cos! cosa’ cosm cosb”
! = H, cosa++——, t = H, cosb+4——,
18) 0, r e, r
cosn cosc”
1t —= H cosc —
0. 1 +—

Aus diesen Gleichungen ldsst sich durch Differentiation nach %
einfach der Torsionsradius », bestimmen. Man substitnire aus 16) den
Werth von ¢, und berticksichtige:

du ds‘d_u— r

dcosl, dcosl ds, cosd VE
! -E.
1

Wegen der ersten Gleichung 17) ldsst sich durch cosi, dividiren,
es bleibt:

1
1 dH, i
19) VE 7 du _H‘dtﬂ_darctangr'H‘
v = 1 - dv
v+ H;

Mit Hilfe der Gleichungen 15) bis 19) ist der Mittelpunkt und
der Radius der osculatorischen Kugelfliche durch die folgenden Glei-
chungen bestimmt:
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1 1
1 dH, T\ dH e
(g )(—_ W—H dd ) cosaTiu—' —~+cosa d?&'
1 1
. 1 dH, r dH _—
20) | (q,_y)(_r,_W_H,d%_)_cosb cost’d T
Ei 1
1 dH r dH " v
‘ & —z)(TW—H‘dﬂ) = cosc—t +cosc ddL
1 1
(0T = (L) (o7
21) R '(r’ i) =& +(dﬂ) )

Es hat H, folgende geometrische Bedeutung. Wird die develop-
pabele Fliche, gebildet aus den berithrenden Ebenen lings der Kriim-

mungslinie (¥), in einer Ebene ausgebreitet, so ist I—Il— der Kriimmungs-

radius der planen Curve in dem Punkte, welcher dem Punkte (@ ¥, 2)
der Krimmungslinie entspricht. Die Gleichungen 17) und 18) lassen
sich noch etwas vereinfachen durch Einfithrung des Winkels 4, , wel-
chen die Binormale der Curve mit der Normalen zur Fliche im Punkte
(#, y, #) bildet. Da cosd, = cosacos!, - cosbcosm,k - cosccosn,, 50 ge-
ben die Gleichungen 18) cosd, — ¢, H, oder, nach 16)

sind,

¥*H, = cotd, und ¢, H, = cosd, o
1

‘!,I -

Die Gleichung 19) nimmt dann die Form:

an. Sowohl um die Bezeichnungen nicht zu vermehren, wie um die
Einfachheit der Formeln zu wahren, soll der Winkel &, nicht weiter
in Betracht gezogen werden. Die Einfithrung dieses Winkels verein-
facht nur die Gleichungen 17) und 18), nicht aber die Gleichungen 20).
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Da fiir die Kriimmungslinie (v) die aufzustellenden Elemente durch ganz
analoge Rechnungen zu bestimmen sind wie in dem Falle, dass % allein
variirt, wird es geniigen, die entsprechenden Gleichungen ohne weitere
Deduction anzumerken. Es ist selbstredend, dass die Gleichung 13) und
die Gleichungen 8) von I auf dieselbe Art zur Verwendung gekommen
sind, wie fiir die Curve (u).

Kriimmungslinie (v).
Fiir den Bogen s, besteht die Gleichung ds, = VGdv. Zur Ab-
kiirzung werde

1 dVG _

VEG du

gesetzt. Mit Ricksicht hierauf hat man folgende Gleichungen:

23)

24) cose, = cosa’, cosfB, = cosbd’, cosy, = cosc’.
1 1
25 —_— = \/—r 2
) 0. r +H
, co ’
26) COS22 =cf;‘f__ 2cosa"%=c.g;é—H’cosb,%=—-§—C—H’COBC.
2 r Q. r 2 r
l ! cos b’
cost, —H, cosa— 8% M — _H cosb—252,
0. 02
27) cosn cos
2 = —.H.z CO8C— ——,
Q.
1
1 dH, g ,,
VG Y dv dv arctangr’ H,
28) L = ——g2TR08Y
r, dv

1
v +H,*
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, 1 1
« o (1dH, T\ dH, e
(&2 .z')(7,— v sz%)—cosaw—kcosa d%,
1 1
J I 1 dH, ™\ _ dH, g
29) 4 (')’ —y(;—,,—?v——Hz d%)—— CQSb d'v +COSb dﬂ’
1 1
. 1 dH, "\ dH, _—
(2 —z)(-r,—, T sz%) = cosc—a—’—+cosc d—‘-l;.
1 1
1 dH, 7\ _ (dH,\* " \?
30 R g i) = (3 +(2a)-

Bis auf die Vorzeichen, hervorgerufen durch die Gleichung 13),
lassen sich die Gleichungen fiir die Kriimmungslinie (v) aus den ent-
sprechenden Gleichungen fiir die Curve (u) herleiten, némlich durch Ver-
tauschung von # mit v, wodurch E, G und 7' respective in G, E und
r" ibergehn.

III.
Bemerkungen iiber plane und sphérische Kriimmungslinien.

Ist der gemeinsame Durchschnitt zweier Flichen auf jeder der-
selben eine Kriimmungslinie, so schliessen die Normalen zu beiden Fli-
chen in jedem Punkte der Schnittcurve immer denselben Winkel ein.
Stellt man diesen Satz zusammen mit der Bemerkung, dass in der Ebene
und auf der Kugelfliche jede Curve als Krimmungslinie angesehn wer-
den kann, so folgt das von Joachimsthal gefundene Theorem und der
etwas allgemeinere Satz betreffend sphirische Kriimmungslinien. Ist
eine Kriimmungslinie sphiirisch, so schneidet ihre osculatorische Kugel-

fliche die Flache, welche die Kriimmungslinie enthilt, unter einem con-
Mathem. Classe. XXIII. 3. C
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stanten Winkel. Geht die Kugelfliche in die Ebene iber, so folgt der
Satz von Joachimsthal. Die in IT gegebenen Entwicklungen gestatten
es das bemerkte Theorem analytisch zu verwerthen. Es handelt sich
hierbei weniger um eine directe Anwendung des Theorems, als mit sei-
ner Hilfe andere invariabele Grossen lings einer Krfimmungslinie auf-
zustellen. Fiir eine plane Kriimmungslinie sind diese invariabeln Quan-
tititen die Winkel, welche eine Normale zu ihrer Ebene mit den Coor-
dinatenaxen bildet. Fir eine sphirische Kriimmungslinie sind Radius
und Mittelpunkt der osculatorischen Kugelfliche invariabel.

Ist die Kriimmungslinie (v) sphirisch, also der Radius ihrer oscula-
torischen Kugelfliche constant, oder genauer gesagt, von v unabhingig,
so ist in der Gleichung 30) von II der Radius R, nur von u abhingig.
Ist ¢ nur von u abhiingig, so folgt durch Integration der bemerkten
Gleichung:

1) —R;— = cow-l-smoH

Mittelst dieser Gleichung nehmen die Gleichungen 29) von II fol-
gende Formen an:

§; = «+ R, (cosacosc—cosa'sina),
2) 7, = y-+ R, (cosbcos ¢ — cosb'sin ),
£, = z-+ R, (cosccoso— cosc'sina).

Substituirt man in 1) far H, seinen Werth aus II 23), so folgt:

__ coso sin o‘ dV

3
) du

R

Multiplicirt man mit \/—'C_%'. so liésst sich die vorstehende Gleichung
wegen der Gleichungen II 10) auch auf folgende Form bringen:

V&

T

e e

4) —_— = cosa——+sm6

R, v_
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Mittelst der Gleichung 3), der Gleichungen II 5) und II 8) ergiebt
sich leicht, dass die linken Seiten der Gleichungen 2) von v unabhén-
gig sind, also nur » enthalten konnen.

In dem Fall, dass die Kriimmungslinie plan ist, hat man in der
Gleichung 28) von II 7, = co zu nehmen, es ist dann 7"H, von v
unabhéingig. Man nehme

5) " H, = —coto,

wo ¢ nur von u abhéngt. Die Gleichungen II 27) lgssen sich mittelst
der Gleichung 5), wenn aus 11 25) der Werth von g, substituirt wird,
auf folgende zweckmiissige Formen bringen:

[ cosl, = cosacosc—cosa'sina,
6) cosm, = cosbcos ¢ — cosb'sine,
‘ COo8n, == CO$CCOSG—COSC 8ing.

Setzt man in der Gleichung 5) fir H, wieder seinen Werth aus
II 23), so ist:

7 ———— = —coto,
) VEG du
oder auch:
e
rr
8 _——d = —coto.
) VEG du

Die Gleichungen 7) und 8) folgen auch direct aus den Gleichungen
3) und 4), wenn R, = oo genommen wird. Aus den Gleichungen 2)
und 6) fliessen unmittelbar die am Eingang von III bemerkten Theoreme.
Fir die Krimmungslinie (4) ergeben sich leicht ganz analoge Be-
dingungen wie die vorhergehenden, wenn die Curve sphiérisch oder plan
sein soll. Es seien 7, &}, 9}, £5,0,,m,, n, nur von v abhéingig. Ist
die Krimmungslinie (4) sphirisch, so finden folgende Gleichungen statt:
C2
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€087

1 sint dVE
R, TVEG @’

9)

oder auch:

_ VE
10) \/—Ei = con@+sint r”_di.
R, r . VG dv

§; = -+ R, (cosacost— cosa’sinz),

11) 7, = y+R, (cosbcosz—cosd”sin7),

¢} = 2+ R, (cosc cosz— cos ¢"sin7).

Dem Falle einer planen Krimmungslinie () entspricht folgendes
System von Gleichungen:

VE

Y dVE rr 7
12) —_— v = ——=d— =—cotr.
VEG dv  VEG dv
cos!/, =— cosacosr-cosa"sinz,
13) cosm, = — cos b cosr}- cosd”sinz,
cosn, ==-—cosccosz—-}cosc”sint.

Ist die Kréimmungslinie (v) gleichzeitig plan und sphérisch, also
ein Kreis, so finden zwei Gleichungen von der Art wie 3) und 7) gleich-
zeitig statt, nur darf natiirlich nicht in beiden Gleichungen derselbe
Winkel ¢ stehn. Ist ¢, nur von u abhiingig, so setze man statt der
Gleichung 7):

r d\/—C;’
VEG du
Aus dieser Gleichung und 3) folgt:

= —cotoo.

Y — R sin (6, — o)
*  sing,
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es ist also #" von v unabhiingig. Bekanntlich ist die Fliche in diesem
Falle die Enveloppe einer Kugelfliche von variabelm Radius, deren
Mittelpunkt eine beliebige Curve doppelter Krimmung beschreibt. Der
analytische Beweis mittelst der Gleichungen 3) und 5) von II moge
seiner Einfachheit halber hier angemerkt werden. Man setze in den be-

merkten Gleichungen »" —= U, wo U eine Function von u ist. Die be-
merkten Gleichungen geben durch Elimination von cosa’, cosd”, cosc”:
dr _ __Udcosa dy Udcosb dz Udcosc
dv do

Sind &, %, { nur von u abhingig, so geben die vorstehenden Glei-
chungen integrirt:

14) x—& = —Ucosa, y—n = — Ucosb, z—f — — Ucosc.

Aus diesen Gleichungen erhilt man weiter:

d§ __dzx dcosa
T = G U+ s,
d d dcosb

15) 4 Elﬂ = _y+ du +
dt __dz dcosc  dU
du + U -|-d—“cos c.

Die Summe der Quadrate der Gleichungen 14) fihrt auf:

16) (—8&*+y—n'4+(E—2t)*= U™

Die Gleichungen 14) respective mit den Gleichungen 15) multipli-
cirt und dann addirt geben:

d d ag avu
17) E—9T - +e—t)5 = -0
Die Verbindung der Gleichungen 16) und 17) fdhrt unmittelbar

auf die obige Behauptung. Wenn auch die Enveloppe einer Kugel-
fliche nur einen besondern Fall der Flichen bildet, fir welche ein Sy-
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stem von Kriimmungslinien plan ist, so bietet die Zusammenstellung der
hierhin gehorigen Gleichungen ein besonderes Interesse, welches sowohl
durch die relative Einfachheit der Formeln, wie durch ihre directe Her-
leitung begriindet ist. In den Gleichungen 16) und 17) sehe man &, %,{
als Coordinaten eines Punktes II einer Curve doppelter Krimmung an.
Es lassen sich dann die Formeln von I, wenn ¥ — s genommen wird,
sehr vortheilhaft anwenden. Setzt man U = 8, und:

18) g—s-s—-—-‘ CO8 O,

so werden die Gleichungen 16) und 17):
@—8&) '+ (y—n)*+(—8)* = 8,
(#—&)cose~+(y—n)cosf+ (2 —L)cosy = — Scose.

Es lassen sich diese beiden Gleichungen durch die drei folgenden
ersetzen, in denen O eine niher zu bestimmende Function von s und
v ist.

(x—&)cose~+(y —mn)cosf+(2—7)cosy = —Scoso,
19) (#—E)cos 4+ (y — ) cospe~+(2—1L) cosy = Ssinosind,
(x—&)cosl 4 (y—mn)cosm— (2 — L) cosn == — Ssinccosh.
Der Annahme s constant entspricht eine ebene Kriimmungslinie.

Um die Linie zu finden, lings welcher s allein variirt, hat man aus den
Gleichungen 19) die Gleichung:
dzdz __

dexdz | dydy dz
dsdo Tdsdo T dsdv

zu bilden, wo v nur in 6 vorkommt. Legt man hierbei die Gleichun-
gen von I zu Grunde, so folgt unter Zuziehung der Gleichung 18):

20) d—o = -1—-+me é.
ds r [

Die von s unabhiéingige Quantitit, welche die Integration der Glei-
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chung 20) involvirt, ist gleich einer beliebigen Function von v zu setzen.
Da diese Differentialgleichung weiter unten behandelt ist, so mdoge hier
ihre Aufstellung genfigen.

IV.

Flichen, fiir welche ein System von Kriimmungslinien plan ist.

A. Die Ebenen der planen Kriimmungslinien sind den Nor-
malebenen einer Curve doppelter Krimmung parallel.

Die analytische Losung des Problems: die Flichen mit nur einem
System planer Kriimmungslinien aufzustellen, ldsst sich sehr dbersicht-
lich durchfiihren, wenn die Ebenen des planen Systems den Normal-
ebenen einer Curve doppelter Kriimmung parallel genommen werden.
Es kommen dann die I gegebenen Gleichungen zur Anwendung, wo-
durch die Darstellung sehr an Einfachheit gewinnt. Zu diesem Zweck
soll angenommen werden, dass die Linien des Systems (v) plan sind,
dass ferner das Argument » des andern Systems von der in I vorkom-
menden Variabeln s abhiingig ist. Allgemeiner kann man # und s als
gegenseitig von einander abhiingig nehmen, oder als Functionen einer
dritten Variabeln, fiir welche sich von selbst eins der geometrischen
Elemente der Curve darbietet, deren Bogen durch s bezeichnet ist.

Nimmt man die Ebenen der planen Kriimmungslinien parallel den
Normalebenen einer Curve im Raume an, so setze man in den Glei-
chungen 6) von IIl /, = e, m, = B, n, = y, so dass also:

] COS@ == COS @ COS 0 — COS @ 8in 0,
1) cosf3 = cosbcoso— cos b'sing, -
[ CO8y == CO8 ¢ COS 60— COS ¢ sin .

In diesen Gleichungen sind also @, 8, y und ¢ nur von s abhingig.
Zu den Gleichungen 1) tritt noch die Gleichung 7) von 1I, némlich:
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%) r d\/—C_r”
VEG du

Die Gleichung 2) ist auch eine unmittelbare Folge der Gleichungen
1), wenn eine derselben nach v differentiirt wird. Multiplicirt man die

Gleichungen 1) mit den folgenden:
dz _ cosa’, dy _ = cosb’, dz _ cosc”,

dv dv dv

= —coto.

bildet die Summe der so erhaltenen Producte, so folgt:

Z—:cosa+ cosﬁ+ cosy_o

Bezeichnet £ eine Function von s, so giebt die vorstehende Glei-
chung integrirt:
3) xcosa—+ycosBf4zcosy = R,

Auf die Gleichungen 1) und 3) ist die folgende Untersuchung ba-
sirt. [Es sollen zuniichst die Gleichungen 1) genauer untersucht werden.

Man differentiire dieselben nach . Unter Anwendung der Gleichungen
4) von I, sowie der Gleichungen 4), 6) und 10) von II folgt:

(cosids VE | do 1 dVE
= —(cosasine + cosa’ cos ¢ + ) cosa’ 8in 6 — »

0 du ( )( du + \/_é dv
cosuds . , VE da) " d\/T’)

4 ——— — — —(cosbsin o+ cosb'cos o cos b sma—

) = + )( +=)+ G
cosy ds —— =—(coscsin 6}-cos ¢’ coso) (\/— d“)-}-cosc 8inG — ! d\/—

| o du d VG dv

Durch Addition der Summe der Quadrate der vorstehenden Glei-
chungen erhilt man:

(e = (24
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Ist 6 ein néher zu bestimmender Winkel, so ldsst sich die vor-

stehende Gleichung durch:

5) @_I_@’_ sindds sinodVE _ cosOds
¥ 'du~ o du' \G dv T o du

ersetzen. In Folge der Gleichungen 10) von II lisst sich die zweite
@leichung 5) auf die Form bringen:

VE
sincd— = cosfds \/?.
d e du
Durch Substitution des Werthes von —\gg aus der ersten Gleichung

5) in die vorstehende Gleichung geht dieselbe iiber in:

6) sin o_d_0 = \/—,g
dv r

Jeder der Annahmen ¢ = 0 oder 3—0 = 0 entspricht nach 6) " = oo,
v

d. h. die Fliche ist developpabel. In der folgenden Untersuchung sollen
die beiden bemerkten Annahmen ausgeschlossen sein®). In Folge der
Gleichungen 5) nehmen die Gleichungen 4) folgende Formen an:

cos4 = — (cos asin 6} cosa’cos 6)sin 64 cosa” cosé,
7) cosu = — (cos bsin 6 cos b’ cos 6)sin 8 -}- cos b" cos b,
cosy = — (cos ¢sin 6+ cos ¢’ cos ) sin 64 cosc” cos 6.

Aus den Gleichungen 1) und 7) lassen sich cosl, cosm, cosn unter
Zuziehung der Gleichungen I 8) und II 13) herstellen. Das Verfahren
ist dasselbe wie dasjenige, mit dessen Hilfe die Gleichungen II 18)
abgeleitet sind. Man erhilt so:

*) Ueber die developpabeln Flichen vergleiche man die letzte Abtheilung E
von IV.
Mathem. Classe. XXI1I. 3. ' D
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cos! = (cosa sino - cosa’ cos 6) cos 6 4 cos a” sin0,
8) cosm = (cos bsino+ cos b’ cos 6) cos & + cosb’sin 4,
cosn = (cos ¢ sin 6} cos ¢ cos ) cos @ -+ cos ¢’ sin 6.

Die erste dieser Gleichungen differentiire man nach u. Hierdurch

geht die linke Seite tber in cosi-——g—z. Wendet man rechts die Glei-

chungen 5) an, sowie die in II gegebenen Gleichungen 4), 6) und 7),
so ergiebt sich leicht, dass in Folge der ersten Gleichung 7) auf der
rechten Seite ebenfalls der Factor cos4 vorkommt. Mit Weglassung
dieses Factors erhiélt man zur Bestimmung von 6 die Differential-
gleichung:

dé _ 1ds | cote ds

2 %080,

* _——
®) du T du 0 du’

oder einfacher, wenn s als unabhiingige Variabele genommen wird:

9) ‘;: 1_+w 08 6.

In der Gleichung 9) sind fiir eine bestimmte Curve ¢ und r be-
kannte Functionen von s. Da im allgemeinen Falle ¢, » und ¢ arbitrér
bleiben, so ldsst sich die bemerkte Differentialgleichung nur unter der
Annahme allgemein- integriren, dass ein particulirer Werth von 6 be-
kannt ist, welcher keine arbitrire Constante enthilt.

Aus den Gleichungen 1), 7) und 8) ergiebt sich folgendes System:

cosa = cos@cos 6+ (cos/ cos§ —cos 4 sing)singo,
10) cosb = cos 3 cos 6+ (cosmcos§ —cosu sing)sin o,
COSC = CO8yCO8 6 (cOs 7 cos® — cos» sin g)sine.

cosa’ = —cosesin 64 (cos ! cos §— cos4 sin6)cosa,
11) cosd’ = —cos Bsin 64~ (cosmcos0— cosusin 6) coso,
cos¢’ = —cosysing - (cosn cosd— cos» sin @) coso.

cosa” = cos! sin@-}-cos4cos0,
12) cosb” = cosmsing-}cosu cos g,
cosc¢” = cosn sin 6 cosy cosf.
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Nach den Gleichungen II 2) ist:

dx _  _—du dy _  =du , dz __ —du___,
= Ed—cosa —s_\/f?%cosb, Ig_\/i'a;cosc.

Fihrt man w statt s als unabhiingige Variabele ein, wo ds = r dw,
so ist auch: '

%:\/Eju cosa ,%:VE cos’, —_\/E —cosc’

Diese Gleicltungen, in Verbindung mit den Gleichungen 1), 7) und
8), geben:

4

gﬁcos a+:—ycosﬂ+d—j’cosy = —\/Eﬂsina,

18) 4 gfcosz-l-d cosy+—cosv = —\/E—cosasmo

gl-”cosl +-= cosm+— cosn = +\/T' cosocoso

\

Was die weitere Darstellung betrifft, so ist in Beziehung auf die
Curve, deren Normalebenen die Ebenen der planen Kriimmungslinien
parallel sind, in Betracht zu ziehn, wann sich die Curve auf eine ebene
Curve oder eine Gerade reducirt. Diese beiden Fille erfordern eine be-
sondere Behandlung, welche bedeutend einfacher wie diejenige des all-
gemeinen Falles sich gestaltet. Es soll zuerst angenommen werden, dass
der Torsionsradius » einen endlichen Werth habe.

In 9) filhre man w statt s mittelst der Gleichung ds = rdw ein,
setze ferner zur Abkiirzung:

rcoto
¢

Die Gleichung zur Best;iinmung von ¢ vereinfacht sich in:
D2

14) =p.
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15) Z_z = 1+4-pcosf.

Es sei ¢ ein particulirer Werth von 6, welcher keine willkithrliche
Constante enthiilt. Fir ¢ findet dann die analoge Gleichung wie 15)
statt :

16) :il—z = 1--pcosg.

Werden zur Vereinfachung die Bezeichnungen eingefithrt:
17) S[psingdw = ¢, M = fe Ipcosgdw,
so ist das vollstindige Integral der Differentialgleichung 15) durch die
Gleichung

(V+M)sing+e"qcosg

18) tang— =
(V+ M)cos g —e? sin%

bestimmt. Es bedeutet hierin V' eine beliebige Function von v. Aus
den Gleichungen 15) bis 18) ergeben sich die nachstehenden Relationen,
welche weiter unten gebraucht werden:

r sind = [(V+M’—e”!l]sin,+2(V+M)e_7cos¢'
(VAM)'t-e—2

cosd — (VM) —e ™M]cosg—2(V+M)e tsing
(V+ M) 4% ’

19) ¢
2e¢

T+ e
. 2(V4+ M)
\ sin(0—¢) = (V(+M)1:1-|’)-ee"9'

20) —Z—% = [1—cos(0—g)]e.

1—cos(0—¢) =
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( 1
1—cos(0—g) _ sin § 4-sing
T do 1—cos(6—g)’
21) ¢ . .
sinf —sin ¢ cosfe?
gl—cos(0—g) cosf—cosgp ,1—cos(d—¢) —sinfe?
\ dw ~ 1—cos (8 —g¢)’ dw " 1—cos (f—g)’

Die Darstellung der Coordinaten #, y, z eines Punktes einer Fliche
mit einem System planer Kriimmungslinien als Functionen der Argu-
mente der Kriimmungslinien lésst sich durch successive Differentiationen
der Gleichung 3) nach u ausfiihren. An Stelle von u differentiire man
nach w. Die erste Gleichung 13) in Verbindung mit den Gleichungen
2) und 4) von I giebt durch Differentiation der Gleichung 3) in Be-
ziechung auf w:

22) Zcos A+ ycosu - zcosy = g_d;Q_'_ \/E-—smo

Nimmt man zur Vereinfachung:
23) \/E—— sing = T,
8o wird die Gleichung 22) einfacher:
24) 2cosi-ycos u—zco8y — 9 d.Q + T.

Diese Gleichung werde wieder nach w differentiirt mit Ricksicht
auf die Gleichungen 3), 13), 23) und I 6). Man erhilt so die folgende
Gleichung, in welcher p dieselbe Bedeutung wie in 14) hat:

ede
rdo

+9

25) — (®cosl-4-ycosm—-4-zcosn) = %‘+ Tpsin0+d

Endlich differentiire man die Gleichung 25) nach w, setze dann
links fiir #cosA-ycosu—+zcos» seinen Werth aus 24) ein. Man driicke
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rcoto

wieder \E nach 23) durch T aus, setze nach 14) =p. Eser-

giebt sich so, mit Riicksicht auf die letzte Gleichung 13), zur Bestim-
mung von T die Differentialgleichung zweiter Ordnung:

edf r
,rdw

arT .
%+ Tpsinfg

-+ T(1+peosd) +d +242_

26) d —|-d +i— =

Die Constanten in Beziehung auf w, welche das Integral dieser
Gleichung enthilt, sind gleich zwei beliebigen Functionen von v zu
setzen. Man nehme zuerst die Differentialgleichung:

aT

Tt T,psind
27) d dw +T,(14pcosh) = o.

Die Gleichung 15) zeigt unmittelbar, dass cosd ein particuldres In-
tegral von 27) ist.

Das zweite particulire Integral

/[ tang6de
cos af cosl dw

lisst sich mittelst der Gleichungen 15) bis 19) sehr vereinfachen. Man
findet: :

log 1 —cos (9—-¢)

cosf
d i = tang4.
" sinf—sing p
"~ cosf 1—cos(§—g) 4
d dw = cos?f e

Mit Hilfe dieser Gleichungen lésst sich das zweite particulire In-
tegral von 27) auf die Form:

(singd —sin g) e?
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bringen. Um die nachfolgenden Rechnungen etwas zu vereinfachen
bringe man die Gleichung 26) auf folgende Form, in welcher zur Ab-
kéirzung

28) _'_gd.ﬂ

und nach 14) f—p = cot¢ gesetzt ist:

(fZT' +4 T, psind
d P <+ T, (1 4pcosh) =
29)
cotaslnoz—g———.ﬂ
d © ¢ +cotacoso__.

dw

Zu Folge der beiden particuliren Integrale ist das allgemeine In-
tegral von 29)

30) T, = K, cosf+ K, (sind —sin g) %,

Nach der Methode von Lagrange sind K, und K, mittelst der
folgenden Gleichungen zu bestimmen :

ddK' cos 0—{- K, (sm §—sin¢)e? = 0,
31) -——éd]i sin 0+ (coso—cosqa)eq =
coto'sinag—f——% 2 19
d P 4 cotacos 0%.

Wendet man die Gleichungen 15) bis 19) an, so geben dieselben,
unter Zuziehung der integratio per partes:
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. 4R r
——_0
fdcotasma'dw ¢ sinf—sing , o oo od-Q r Q] sing — sing
dw T—cos(f—g) [ ¢ J1—cos(f—y)

— d2 1 g1 cosf—cosp
fcotasma 0.12]1_c08(0_¢)dw.

Aus den Gleichungen 31) bilde: man den Werth von KX, und
bringe die vorstehende Gleichung zur A.nwendung Bedeutet V eine
Function von v, so ist:

K, =V, — [commad—f—a.sz]

1

sind —sing
1 —cos(§—¢)
32)

cos’ cosf r o sin(§—¢) d
+f 1—0009—¢) —2- cotal—————_ms(o_wd dw.

In dem Integrale rechts wende man auf den zweiten Term wieder
die integratio per partes an und substituire fiir p seinen Werth aus 13).
Es ist dann:

sin(f—¢) dR2 sin(§—¢)
[ tal_ cos(i—g) dw_cotai_————cos(a_ )

. cosp —cosf sin(0—e¢) 2 do
f[ 1—cos(8—¢g) o g eotto— 1—cos(0——¢)sin’a%]dw

Der Werth von K, in 32) léisst sich nun auf folgende Form bringen:

K =7V,

1

an r sinf—sing  sin(§—g)coto.2
[coto‘sm 0_5 ?ﬂ] 1—cos(f—¢) 1—cos(@—g)

33)

cosgp—cosf r sin(—¢) doqy 2
+f[l—cos O—9) e 1—cos(0—¢)%)]sin’a @

Auf ganz &hnliche Art lisst sich der Werth von K, aus den Glei-
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chungen 31) darstellen. Bedeutet V', eine Function von v, so ergiebt
eine Rechnung, deren weitere Ausfiilhrung unterbleiben mage:

_ . d2 r cosfe? e Icote 2
K, =V.+ [cotosmém——éﬂ]l_cos(a_q’) 1 —cos(§—g)
34)
_f[ sin g T 1 do Jle_qd
1—cos(l—¢)e 1—cos (0—¢)dw]sin’a
Substituirt man den Werth von 7', aus 28) in 30), so folgt:
35) T-|—§‘—idiw2' = K, cos§+ K, (sinf—sing)e?.

Diese Gleichung werde nach w differentiirt, mit Riicksicht auf die
erste Gleichung 31) ldsst sich die nachstehende Relation ableiten :

N
T"‘%% dn
36) d—— + Tpsin=—"""psin§— K, sinf+ K, (cosf—cosg)et.

Die beiden Integrale, welche in K, und K, vorkommen, haben
einen sehr einfachen Zusammenhang. Man setze zur Vereinfachung:

sin @ r 1 doy e
37) f[l —cos(0—g¢)@ 1—cos (0—-¢)%]sin’o’ do = J.

Mit Hiilfe der Gleichungen 19) folgt unmittelbar, dass sich J auf
die Form: '

T=viyvi, 4t

bringen ldsst, wo die Factoren L, L, L, Integrale sind, welche nur
von w abhingen. Wenn man das in K, vorkommende Integral durch
Substitution der Werthe von sin6# und cos@ aus 19) auf eine #hnliche
Form wie J bringt, so erhilt man:

38) 1—cos(9—g) @ 1—cos(6—¢)dw Jsin’c =
Mathem. Classe. XXIII. 3. E

cosgp—cosf r sin(6—¢) doq L2 _daJ
JI - Jow?
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Man kann auch, ohne die bemerkten etwas weitliufigen Rechnun-
gen zu machen, die Gleichung 38) unmittelbar aus der Gleichung 37)
herleiten, unter Beachtung der Gleichung 20).

Die Werthe von K, und K, setze man aus 33) und 34) in die
Gleichungen 35) und 36), wobei die abkiirzenden Bezeichnungen aus 37)
und 38) anzuwenden sind. Es ergeben sich dann Ausdriicke far die
rechten Seiten der Gleichungen 24) und 25), wodurch sich diese Glei-
chungen auf folgende Art schreiben lassen:

r

xcosi-ycosu—zcosy =
chotasina-l-(V‘ -+ Z—I{,)cos0+('f/'2 —J)(sind—sing)ed,

39) <
— (wcosl+4ycosm - zcosn) =

chotacosﬂ—(V' +%)sin0+’(V,——J) (cos0—cos g)el.

Es bleibt noch tibrig den Zusammenhang zwischen den Functionen
V, und V, herzustellen, welche beide Functionen nicht willktthrlich
sind, :

Man substituire in:
dz

dy dz —
E}cosa-l-—%cosb+¢—i—6cosc =0,

aus 10) die Werthe von cosa, cosb, cosc. Da nach 3)

dz dy dz —
7o cosa+%cosﬂ+a—vcosy =0,

so nimmt die bemerkte Gleichung die Form an:

(coslcos @ — cos Asin 6) +g%l (cosm cos 8+ cos u sin 6) 4-

dz
dv

g(cosncoso—cosrsino) = 0.
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Nimmt man V als unabhiingige Variabele, so lisst sich diese Glei-
chung wie folgt schreiben:

4z (cos4sing—coslcoss) -+ y(cosusinfd—cosmcosy) - z(cosvsing—cosncoss)
av

do

[#(cosAcosg - coslsing) -+ y(cosucosg - cosmsing) - z(cosycosg—{-cosnsing)) v

Mittelst der Gleichungen 39) reducirt sich diese Gleichung auf:

(Vy,— J)[1 —cos(0—g)]e!
- av =[v. +dV+( —J)sin(o— ”"]dr
Unter Zuziehung von 20) folgt:
av, _
v~V
Nimmt man also V, = —W, so ist V, = % Die Gleichungen

3) und 39) geben nun zur Bestimmung von #, y und z folgendes System:

| xcosae—+ycosB-zcosy = L,
Z2cosA—+ycosu—+zcosy = JS2cotosin— (W +J)(sin 9 — sin ) e?
wW+J
40) +d— V- . €086,
2cosl4ycosm—-2cosn = — R cot o cos 0 ( W-J)(cos §—cos p)e?
(W+J) .
‘ ~+d v .8in 4.

Sieht man W als Function von ¥ an, so enthalten die Gleichungen
40) in Beziehung auf V¥ oder v nur eine arbitrire Function. Fur die
nicht planen Kriimmungslinien treten in Beziehung auf das Argument
derselben fiinf arbitrire Functionen auf, némlich £, o, das Verhiltniss
von ¢ zu 7 und zwei der drei Winkel @, 8 und y. Zur Vervollstindi-
gung sind den Gleichungen 40) die Gleichungen 14) bis 19) und die
Definition von J aus 37) beizufiigen.

E2
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Durch Elimination von 7' zwischen den Gleichungen 23) und 24)
folgt :

41) %\/E‘% sino = xcos A+ y cos u—+2zcos ¥ — g%%

Durch diese Gleichung und die zweite Gleichung 40) ist VE be-
stimmt. Differentiirt man die zweite und dritte Gleichung 40) nach v,
multiplicirt die so erhaltenen Gleichungen respective mit cosg und sing,
bildet die Summe dieser Producte, so ergiebt sich in Folge der Glei-
chungen 12):

d*(W-J)

_ a6 B _sin(0—g) Jd(W+J) | AV
42) VG—%[Qcoto W+ a— G ety
av av

Verbindet man mit dieser Gleichung die Gleichungen 6) und 20),
8o hat man zur Bestimmung von»":

43) 7"8inc = JZcoto—(W+J)eq+1s—mc(:8—(;i)'9’)d”z;-])

e ! d*(W+J)
1—cos(0—g) dV®

Mittelst der Gleichungen 40) und 43) ldsst sich noch ein
merkwirdiger Satz verificiren, dessen Beweis sich einfacher mit Hiilfe
der in I und II gegebenen allgemeinen Formeln fiihren ldsst. Man
trage auf den Normalen lings einer bestimmten planen Kriimmungs-
linie (v) den entsprechenden Hauptkriimmungshalbmesser " ab. Die
Endpunkte liegen dann auf einer Curve, welche die Helix einer
beliebigen Cylinderfliche ist. Dieses ergiebt sich analytisch auf fol-
gende Weise. Dem Punkte (2, y, 2) der planen Krdmmungslinie ent-
spricht der Punkt (z-7"cosa, y+r"cosd, z4r"cosc) der bemerkten
Curve. Lisst man in diesen Ausdriicken nur v variiren, so ergiebt sich
mittelst der Gleichung 2), dass das Verhiltniss von Kréimmungsradius
dividirt durch Torsionsradius gleich — coto ist, also in Beziehung auf v
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constant. Hieraus folgt unmittelbar der bemerkte Satz, dessen Beweis
nicht weiter ausgefiihrt werden soll.

Die bisherigen Entwicklungen enthalten die allgemeinsten Formeln,
welche sich aufstellen lassen. Sie erfordern einige Modificationen, wenn
die Curve, deren Normalebenen die Ebenen der planen Kriimmungslinien
parallel sind, in eine ebene Curve oder in eine Gerade iibergeht. Hierzu
kann man noch einen dritten Fall beifiigen, wenn die Ebenen der planen
Kriimmungslinien die Normalen lings jeder Curve enthalten. Es ist
dann bekanntlich gleichzeitig die Kriimmungslinie auch geodétische Linie.
Dieser Fall, welcher zunichst betrachtet werden soll, ldsst sich viel ein-
facher direct behandeln, als wenn die allgemeinen Formeln zu Grunde
gelegt werden. Es sind dann Reductionen vorzunehmen, die etwas weit-
laufig ausfallen, wenn die Resultate in ihrer einfachsten Form auftreten
sollen. Aus diesem Grunde sind die geoditischen Krdmmungslinien be-
sonders behandelt.

B. Die Ebenen der planen Krimmungslinien enthalten die
‘ Normalen zur Flidche.

Enthilt die Ebene der planen Kriimmungslinie, welche durch den
Punkt (2, y, 2) der Fliche geht, die Normale derselben, so ist cosa cose
~+cosbcosB+cosccosy = 0, d.i. nach 10) cos¢ = 0. Die Gleichung
9) wird einfach

do

ds
also 6 = w1y, wo y eine Function von v ist. Setzt man p — 0, so
gehn die Gleichungen 3), 24), 25) und 26) iber in:

=ld.1.—— ,
r

( zcosa—-ycos B4 zcosy = L,
xcos A4y cosu—-zcosy — edQ +T,
44) < r d;g .
(4
rdot?
— (wcos! 4y cosm+-zcosn) = dT—}-—Q.
\ (4
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edg
——+T !l
rdo 0d® '
45) s+ gt +d

r . . . .
Da 2 und — beliebige Functionen von w sind, so kann man:

16) to-— "’f ) flw) = f" () -+ (@)

setzen, wo f(w) eine beliebige Function von w ist. Die Gleichung 45)
giebt dann:

47) gzﬁ-{- T+ f'(w) = V,cosw—+ V, sinw.
Es sind V, und V, nur von v abhiingig. Man bilde aus 44) die
‘Werthe von ‘-if. dy , dz. setze dieselben in:
dv' dv' dv
dx

E—cosa—l-— cos b —|-—cosc =0,

wo fiir cosa, cosd, cosc die Werthe aus 10), unter der Annahme coso =0,
zu substituiren sind. Die bemerkte Gleichung wird dann:

2
%—Tsm + T

cos 0,

oder, wenn wy statt v als unabhiingige Variabele genommen, ferner
§ = w+y gesetzt wird:
2

gsm(w+w)+dd d%cos(w—*—tp) = 0.

Durch Einsetzung des Werthes von 7' aus 46) giebt die vorste-
hende Gleichung:

av, AV,
rm smtp—l— costp = 0.
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Ist V eine beliebige Function von v oder vy, so ldsst sich die vor-
stehende Gleichung durch die beiden folgenden ersetzen:

av, rdv av,  rd*v .
7 [7.72*“’]"“"" r7ie "[7.,72“" V]siny.
oder
av . av .
V, = Wcos:p—l— Vsiny, V, = —(wsmtp—l- Vecosy.

Man setze diese Werthe von V', und V, in die Gleichung 47),
darauf aus derselben den Werth von T und aus 46) den Werth von 2
in die Gleichungen 44). Zur Bestimmung von z,y, z ergiebt sich fol-
gendes System von Gleichungen:

’wcosu—i- ycosP 4-zcosy = g[f’ () 4+ f(w)],

48) {wcosi--ycosu—+zcos ¥y = —f(w)+z—1-';cos(w+1p)+ Vsin (w+y),

xcosl-+ycosm--zcosn = —f(w)+gsin (04 y) — Vcos(w ).

Es ist selbstverstéindlich, dass V in den vorstehenden Gleichungen
eine andere Bedeutung hat wie in den allgemeinen Untersuchungen;
da kein Missverstindniss entstehn kann, so ist derselbe Buchstabe zur
Verwendung gekommen um die Bezeichungen nicht zu sehr zu vermehren.
In jedem besonderen Falle kann man in den Gleichungen 48) einfach
¥ — v setzen, kommen aber diese Gleichungen bei weiteren allgemeinen
Untersuchungen zur Verwendung, so ist die Specialisirung y = v nicht
mehr zuldssig.

Die Gleichungen 48) lassen sich noch mehr umformen. Es mége
nur auf eine Umformung hingewiesen werden. Setzt man:
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rfo = g[f’(w) +f(w)] cos @ — f” (w) cos 4 — f(w) cos!,
49) {n, = %[f" (w) 4 f (w)) cos B — f* (w) cos u— f(w) cos m,
£, = ,pf[f'(w)—{-f(w)] cos y — f (w) cos» — f(w) cosn,
0
(@ +flw)]
ds, r S (w)

so kann man §,,,{, als Coordinaten eines Punktes II, einer Curve
doppelter Kriimmung ansehn. Werden fiir den Punkt II, alle vorkom-
menden Elemente auf éhnliche Art wie fir den Punkt I in I bezeich-
net, durch Anhéingung des Index 0, so zeigt eine leichte Betrachtung
der Gleichungen 49), dass ¢, =e, i, = 4, |, =/, dw, = dw etc. ist.
Versieht man in den Gleichungen 48) alle von s abhiingigen Grossen
mit dem Index 0, so kann man links, mit Hiilfe der Gleichungen 49),
z,y,z mit 2—§& , y—mn,, 2—, vertauschen, wodurch rechts die Func-
tion f(w) wegfillt. Lisst man darauf den Index 0 wieder weg, so treten
an Stelle der Gleichungen 48) die folgenden:

((2—E)cos - (y—n) cos B +(z—L) cos y = 0
50) J (#—&)cosd + (y—n)cosu +(2—L) cos v = %’cos (w+y)+Vsin(w4-y),

\

(x—&)cos ! + (y—mn) cosm—-(z—{) cosn — %sin (w4y)—V cos(w-+y).

Nimmt man in den Gleichungen 48) oder 50) s allein variabel, so
geben diese Gleichungen:

dx dy dz
ds ds ds

cose cosf~ cosy’

Diese Gleichungen geben unmittelbar den Satz:
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Sind die Ebenen von geoditischen Krimmungslinien den Normal-
ebenen einer Helix parallel, so ist jede Kriimmungslinie des nicht
planen Systems ein Helix.

C. Die Ebenen der planen Krimmungslinien sind den
Normalebenen einer planen Curve, oder einer festen
Geraden parallel.

Geht die Curve, zu deren Normalebenen die Ebenen eines Systems
von planen Kriimmungslinien parallel sind, in eine ebene Curve iiber,
80 ist » =co. Nimmt man die Ebene der Curve zur Ebene der zundy,
so lassen sich folgende Gleichungen aufstellen :

cose =— sine cosd = coss, cosl = 0,
50)* cos f — —cose, cosu = sing, cosm = 0,
cosy = 0, cosy =0, cosn =1,

In diesem Falle treten an Stelle der Gleichungen 10), 11) und 12)
die einfachen Systeme:

€08a = 8in 8 COS0— Cos&sin gsin g, cosa’ =— —sin & sin 6—cose cososin g,
51) {cosb = cose cos6—sin &sin gsin g, 52))cosl’= cosesin6—sin& cosssing,

cosc— singcosé. cosc = €080 cosf,
53) cosa” = cos&cos@, cosb” = singcosd, cosc” = siné.

Im vorliegenden Falle werde & als unabhiingige Variabele genommen.
An Stelle der Gleichungen 13) ergeben sich nach 52):

dz . dy . ST —du _du .

" 7, ine— - coss = (cosd'sine cos b coss)\/E‘-l—s = —\/Ea;smo',
dx dy . , T du .
ﬁcoss-i-zésms = (cosa’cos&-}-cosb sms)\/Ea—a = —\/E"-i-scosasma.
Fiir cose =— siné, cosff =— —cose und cosy — 0, wird die Glei-

chung 3) einfacher:
Mathem. Classe. XXI1I. 3. F
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55) xsine—ycoss = 2,

wo 2 Function von & ist. Die Gleichung 9) zur Bestimmung von ¢
wird, fir r = co und ds = ods:

56) Z_g == cot 6cos6.

Ist V eine Function von v, so setze man:

1-4sing e2V+2footo'dc.

57) .
1—sing
Hieraus folgt:
58) ﬁe' == C086.
Setzt man analog wie in 23)
59) VE Z—: sing = T,

so giebt die Gleichung 55) nach & differentiirt:
60) .rcoss-i—ysine:‘fij:—-l-T.

Differentiirt man diese Gleichung wieder nach &, so folgt, unter Zu-
ziehung der Gleichungen 54) und 55), fir T die Differentialgleichung:

dn
a7
de

Diese Gleichung ldsst sich nach 56) auf die Form:

an .
v + T —sinfcot 6 2

de

60)* d ~+ Tcotosin+ 2 = 0.

a . .
+ [2; +T— smacotaﬂ] cot osin @

+(1—sin033) 2 =0

¢/sin’c ~

d
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bringen. Die vorstehende Gleichung lisst sich nach 56) leicht integriren.
Ist V, eine Function von V, so folgt:

do

1—sinf—
i2 ' de 12
61) -d—s--|- T —sinfcote 2 =V, cosﬂ—cosf’f cos0 sin’dds

Durch die Gleichungen 55), 60) und 61) sind # und y bestimmt,
fir die Berechnung der dritten Coordinate z ist ein besonderer Weg
einzuschlagen. Es ist:

dz - , dz __ _du__,
7, = VEcos¢ oder 7, = VE cosc.

Hierin substituire man aus der dritten Gleichung 52) cos ¢’ = cos¢ cos 0

und driicke nach 59) \E darch T aus. Es folgt so:

éf = cotocosO T
de

oder auch, nach 56):

de L2

z--cos6coto 2 cotacosﬁ(‘-l—l-l-+ T—sin0cot0'9)—0089—

de
Nach 56) ist:

62) d de desin’e’

in 0
cot o cosh . cosf — Qcow: dsin .
ds de

In 62) werde aus 61) der Werth von T eingesetzt und die vor-
stehende Gleichung angewandt, hierdurch ergiebt sich:

. do
—gin6%°
dz+cotacosoll_V dsing _ dsiné 1’7 @ ds—cosﬂd—a £
T ds de ° cos6 sin'c desin’c’

de

Bei der Integration dieser Gleichung ist, zur Vermeidung von
Doppelintegralen, bei dem zweiten Term der rechten Seite die integra-
tio per partes auszufiihren. Die von & unabhingige Quantitit, welche

F2
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die Integration involvirt, sei V,, wo V, eine Function von v bezeichnet. )
Es ergiebt sich dann zur Bestimmung von z die Gleichung:

. ode
1 —siné 7 @
09 — in 6 — i
z+tcotocos02 = V, 4 V, sin6—siné P e T
63)
sina—@
+ f ds £ de
cosf sin’c
Um die Schreibweise etwas zu vereinfachen, werde:
. do
sin §— —
de N2
64) J =f cos § sin’adc

gesetzt. Aus 58) und 64) folgt dann:

l—sinod-g
aJ _ de 2 de
65) av cosd sin’c
Zur Bestimmung von z,y,z geben die Gleichungen 55) und 60)
bis 65) das nachfolgende System:

( xsin s—ycoss = L,

J xcoss+ysine = sinfcoto 4V, cosf— ﬂ.coso,

66) av

z = —cosfcote 4V, sino—g—IJ,sin 6+J+V,.
Der Zusammenhang der Functionen V', und V, ergiebt sich auf

folgende Art. Man setze in:

dz

dy dz _ dz dy dz _
%cosa-}— a—'-’cosb-l-a'-,oosc = 0, oder ‘Woosa+d—r,cosb+dvoosc =0
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far cosa, cosb, cosc ihre Werthe aus 51), fir a, Yy, z die Werthe aus
66). Eine einfache Rechnung giebt:

(V, aJ\dg (dJ av,

awvav vt )°°sa =0

Diese Gleichung reducirt sich nach 58) auf:

av,
V+dV = 0.

Nimmt man einfach V, = W, also V =—%V, so gehn die

Gleichungen 66) in folgende tber:

xsine —ycoses = £,

W4J
av—
W4J
av

— co0s §,

67) zcose+ysine — sinfcot 62 —d

sinf+ WJ.

z —=—cosfcotcR—d

Durch die Gleichungen 57), 64) und 67) sind die Flichen vollstén-
dig bestimmt, fiir welche die Ebenen eines Systems planer Kriimmungs-
linien derselben Geraden parallel sind. Fér den besonderen Fall
cos¢ = 0, nehme man J2 = f'(¢). Nach 57) ist § von ¢ unabhiingig,
statt V ftthre man mit Hiilfe von 58) 4 als unabhiéngige Variabele em
und setze;

—_v0
W= ‘cosf’

In diesem besonderen Falle lassen sich die Gleichungen 67) durch

folgende ersetzen:

xzsine—ycose = f' (e),
68) zcoss-+ysine = —f(¢)+y'(6)cos§ 4 y(0)sind,
z == ¢/ (0)sin § —y () cosf.
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Die Gleichungen 68) enthalten die Losung des letzten Falls, den
die Flichen mit einem Systeme planer Kriimmungslinien darbieten, wenn
diese Ebenen den Normalebenen einer Geraden parallel sind. Man hat
nur ndthig ¢ und 6 mit einander zu vertauschen um die Formeln so zu
erhalten, dass dieselben den allgemeinen Relationen 1) und 2) entspre-
chen. Da eine directe Behandlung dieses Falls sich dusserst einfach ge-
staltet, so moge dieselbe hier noch kurz erwihnt werden.

D. Die Ebenen der planen Krimmungslinien sind den Nor-
malebenen einer Geraden, oder einer festen Ebene parallel.

Geht die Curve, zu deren Normalebenen die Ebenen eines Systems
von planen Kriimmungslinien parallel sind, in eine Gerade iber, so ist
¢ = co. Nimmt man diese Gerade zur Axe der z, so geben die Glei-
chungen 1) cose — 0, cosf = 0, cosy = 1 gesetat:

0 = cosacoso — cosa'sin g,
69) 0 — cosbcos6— cosb'sin o,
] 1 = cosccos 6 — cos ¢'sin 0.

Aus den Gleichungen 5) folgt fir o = oo:

E , do d\VE
70) v,-{-;ﬂ;:ﬂ,%:&

Es moge der Fall ¢ constant und ' = oo bei Seite gelassen werden,
derselbe bezieht sich auf developpabele Flichen, die sehr leicht zu un-
tersuchen sind, unter Anwendung geeigneter Gleichungen. Ein anderes,
wie ein directes Verfahren, fiihrt bei den developpabeln Flichen auf
weitldufige Rechnungen, die, wenigstens bei allgemeinen Untersuchungen
tiber Krimmungslinien, die Herstellung von Gleichungen erfordern, wel-
che einfacher zum Ausgangspunkt der Untersuchungen genommen werden.

Setzt man in die Gleichungen II 4) nach 70) %_E =—3—5. nimmt

¢ zur unabhingigen Variabeln, so gehn die bemerkten Gleichungen in:
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dcosa , dcosb , dcosc ,
= cosa, = cosb, = co8¢
do do do

71)

dber. Die Substitution der Werthe von cosda’, cosd, cosc’ transformirt
die Gleichungen 69) in:

dcosa . dcosb .
0 = cosacos o — sing, 0 = cosbcosc— sino,
do do

dcosc .
1 —= cosccosc— sln 0.

do

Sind v,, v, und v, Functionen von v, so geben die vorstehenden
Gleichungen integrirt:

72) cosa = v, 8ino, cosb = v,8ino, cosc = v, sin 6} cos¢.

Die Relation cos®a-4-cos®*b—4-cos®’c = 1 nimmt durch die Glei-
chungen 72) die Form an:

1 = v24-v}+4v% 429, coto.

Soll nun ¢ nicht constant sein, so kann diese Gleichung nur fiir
v, = 0 und 1 = v?-|-v? stattfinden. Man kann v, =cosy, v, =siny
setzen. Die Gleichungen 72) werden hierdurch:

73) cosa = cosysing, cosb = sinysino, cosc = coso
Aus den Gleichungen 69) und 73) folgt:

74) cosa = cosycoso, cosd — sinysing, cosc =—sino.

Da nach 73)und 74) cosc” = 0, findet die Gleichung Z—-: = 0 statt,

woraus unmittelbar
75) z2=92
folgt, wo 2 nur von u oder ¢ abhiingt. Diese Gleichung ist selbstver-

stindlich, sie driickt aus, dass die Ebenen der planen Kréimmungslinien
einander parallel sind. Da
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dz

7o = \/Ecosc,

so geben die Gleichungen 74) und 75):

- an 1
VE=— g v

Mit Hilfe dieser Gleichung und der Gleichungen 74) erhdlt man
weiter :

dx ae
du = VEcosa = —cosw—coto'
QY el — — i8R
Tu = VEcosd = smzpd—ucoto’.

Sind ¥V, und V, Functionen von v, so geben diese Gleichungen
integrirt:
76) =V, 6 —cosyfcotod®, y = V, —siny[cotod L.

Nimmt man in der Gleichung:

dzdx  dydy , dzdz

ﬂ%-i-du do+dudv 0,

£ und y statt » und v als unabhingige Variabele, so folgt mittelst der
Gleichungen 75) und 76):

dv
dy

——Lcosy-- d‘;’ siny = 0.

Bezeichnet V' eine beliebige Function von y, so kann man an
Stelle der vorstehenden Gleichung:

77) V, = %’sinap— Veosy, —V, = gcostp-l- Vsiny

nehmen. Ist ferner f(s) eine beliebige Function von ¢, so kann man
immer setzen:
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—& = f'(0)sino—f(0)cos¢ und—coted2 = d[f'(c)coso-}-f(0)sina].

Mit Hilfe dieser Gleichungen und der Gleichungen 77) ldsst sich
das System zur Bestimmung von z, g, z auf folgende Form bringen:

Zsiny —ycosy = ﬂ,
dy
78) xcosy+ysiny = — V-4 f'(6)coso+f (o) sina,
z = —f (0)sin 64 f(0)cosc.
Diese Gleichungen sind von den Gleichungen 68) nur durch die
Bezeichnungsweise verschieden. Fithrt man #, y mittelst der Gleichungen :

79) —X= —gsin y+Veosy, — Y = Z—:cosw+ Vsiny

ein, so geben die beiden ersten Gleichungen 78):

80) (#—X)siny—(y — Y)cosy = 0,
{ (#—X)cosy—+(y — Y)siny = f'(6)coso-f(c)sine

Hieraus folgt:
Ve—X)'+ (y— Y)* = f'(6)cosc-}£(0)sina.

Durch Elimination von ¢ zwischen dieser Gleichung und der dritten
Gleichung 78) folgt eine Gleichung von der Form:

81) z = Fllz—X)'+(y— )7,
Nach 79) ist: '

aX

dy
Die erste Gleichung 80) ldsst sich hierdurch auf folgende Form
bringen:

82) cos1p—|——— siny = 0.

Mathem. Classe. XXIII, 3. G
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Sieht man X, Y als die Coordinaten eines Punktes einer ebenen
Curve an, so ist nach 82) y der Winkel, welchen die Normale der Curve
mit der Axe der x bildet. Die beiden Gleichungen 81) und 83) zeigen
unmittelbar, dass eine Fliiche mit einem Systeme von planen Kriim-
mungslinien in parallelen Ebenen, die Enveloppe einer Rotationsfliche
ist, welche sich so bewegt, dass ein fester Punkt der Rotationsaxe e