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DEMONSTRATION D'UN
THEOREME GENERAL SUR LES FONCTIONS UNIFORMES

LIEES PAR UNE RELATION ALGEBRIQUE.

Extrait d’'une lettre adressée & M. Mittag-Leffler

PAR

EMILE PICARD

& PARIS.

Le théoréme que je me propose de démontrer peut étre énoncé de
la maniére suivante.

Si entre deux fonctions analytiques uniformes d’une variable existe
une relation algébrique de genre supérieur & l'unité, ces fonctions ne
pourront avoir de point singulier essentiel isolé.

Je posséde de cette proposition deux démonstrations essentiellement
différentes. La premiére, qui s'appuie sur la théorie des fonctions fuch-
siennes, ne sera a trés peu prés que la reproduction de celle que jai
donnée, il y a quelques années, dans le Bulletin des sciences ma-
thématiques 7, (1883), p. 107—116, pour une proposition moins gé-
nérale en apparence, mais identique au fond & celle que je viens d’énon-
cer. Quant a la seconde, j'en ai seulement autrefois indiqué le principe
dans un cas particulier, et c’est a une ingénieuse remarque de M. Hrr-
witz que je dois d'avoir pu la pousser jusqu'au bout.

Premiére démonstration.

1. Mon point de départ est dans la proposition suivante qui résulte
des recherches de M. PoINCARE sur les fonctions fuchsiennes (Mémoire
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2 Emile Picard.

sur les groupes des ¢quations linéaires, Acta Mathematica tome 4).
z et y étant liés par la relation algébrique

(1) fz,y)=o

de genre au moins égal a deux, on peut trouver une équation linéaire
du second ordre

a'z
pria AR Y)-2

(ot ¢ est rationnelle en z et y) n'ayant d’autres points singuliers que
les points analytiques (zx = a,y = b), points singuliers de I'équation (1),
et jouissant des propriétés suivantes. Si I'on prend deux intégrales con-
venables w, et w,, 1'équation

donne pour z une fonction fuchsienne de u, fonction qui n'est définie
que pour les valeurs de u, dans lesquelles le coefficient de i est positif.
De plus, dans le voisinage d’un point analytique (z = a,y = b) (b faisant
partie d’un systéme circulaire de p racines), le quotient %’ gera fonction
1
. _ .
uniforme de (r — @)?, et enfin, aucune des substitutions du groupe de
I’équation linéaire n’est parabolique.

La fonction » de z, que nous venons de définir, a pour chaque
valeur de z une infinité de déterminations; quel que soit z, toutes ces
déterminations ont des valeurs finies, et, dans ces expressions mises sous
la forme ordinaire des quantités complexes, le coefficient de i est toujours
positif et différent de zéro. w désignant l'une d'entre elles, toutes les

autres sont données par la formule

Auw + B
Cu + D
ou A, B, C et D sont réels, avec AD-— BC = 1.
La substitution (4, B, C, D) est une substitution du groupe fuch-
sien défini plus haut. Ce groupe, comme je l'ai dit, ne renferme pas de
substitutions paraboliques.
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2. Ces résultats étant admis, soient
o= P),  y= Q)

deux fonctions analytiques, uniformes dans le voisinage d’'un point a, que
nous allons supposer étre, pour ces fonctions, un point singulier essentiel
isolé. Je suppose qu'entre z et y existe une relation algébrique

f(a;,y)=o

de genre égal ou supérieur a deux.

J'envisage la fonction # de z, définie plus haut; je remplace dans
cette fonction z par P(z); u devient une fonction de 2z, dont nous allons
faire 1'étude, dans le voisinage de @, c'est-a-dire a l'intérieur d’un certain
cercle C décrit du point @ comme centre, cercle a l'intérieur duquel les
fonctions P(z) et @(z) sont uniformes et ont le seul point singulier
essentiel a.” '

Dans le voisinage de toute valeur de z, a laquelle ne correspond
pas un systéme de valeurs de z et y qui donnent un point singulier de
la relation algébrique, la fonction u est évidemment uniforme. Soit
maintenant 2z =.z, une valeur de z pour laquelle on ait z = a’, y = ¥,
cette derniére faisant partie d’'un systéme circulaire de p racines; 1'équa-
tion P(z) = a' admettra la racine z =27 & un degré de multiplicité
multiple de p, puisque la valeur de y tirée de 'équation (1) doit étre

une fonction uniforme de z. Or u(z) étant dans le voisinage de z =a’
1

fonction uniforme de (z — a')?, sera par suite une fonction uniforme de
# dans le voisinage de z,. Nous concluons de 14 que u est une fonction
uniforme de z, dans tout contour simple, situé a l'intérieur de C et ne
comprenant pas le point a.

Nous allons maintenant rechercher la forme de u dans le voisinage
du point a. Soit pour un point du cercle C une détermination % de
la fonction u(z); quand z fait un tour complet autour du point ¢ dans
le sens positif, £ = P(z) décrit dans son plan une courbe également

fermée, et par conséquent la nouvelle détermination de » a la forme

Au + B
Cu + D’
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cette substitution étant une des substitutions du groupe dont il a été
parlé précédemment, et deux cas vont étre a distinguer, suivant que
cette substitution est hyperbolique ou elliptique.

3. Supposons d'abord que la substitution (4, B, C, D) soit hy-
perboligue. On a alors (4 + D)’ > 4. On peut alors, comme il est
bien connu, trouver cinq quantités réelles a, B, r,d et k, telles que
a+ Bu
r + ou
du point a:

k est d’ailleurs une constante positive différente de 1'unité; de-
signons par u son logarithme arithmétique. Le quotient

se reproduise multiplié par k£ aprés un tour complet de z autour

a + Bu =
s M:(z—a)”“

reprend par suite la méme valeur aprés un tour complet, et I'on peut
écrire

a + Bu _’:Fi

B e — e (a),

la fonction ¢(2) étant uniforme dans le cercle C; ¢(2) n'aura dans ce
domaine d'autre point singulier que le point a, car le dénominateur
7 + Ju ne peut jamais devenir nul, puisque y et J sont réels. De plus
¢(2) ne gannulers jamais, puisque a + B« ne peut s'annuler; par suite,
le quotient %((_:)2 est uniforme et continu dans C & l'exception de a.
On peut alors Serire

,

¢'(z) A, 4,
sa(z)—...-{-(z_a),+'z_a—i-‘fl+B(z—a)-}-...,

série double procédant suivant les puissances' croissantes de z—a. En
intégrant, on voit de suite que 4, doit étre un entier m positif ou né-
gatif, puisque ¢(2) est uniforme; on a donc

¢(2) = (¢ — a)"e’®,

f(z) étant uniforme dans C et continue & l'exception du point a. En
résumé, nous obtenons



(344

Démounstration d’un théordme général sur les fonections uniformes.

a + Bu — (‘z _ )Zri e/(z)
7 + du
Or le coefficient de ¢ dans le premier membre a un signe invariable,
puisque dans % le coefficient de i est toujours positif; nous allons montrer
que le coefficient de ¢ dans le second membre nc peut avoir un signe
constant; écrivons a cet effet

I n
(¢ — ap= "o — e(ﬁ +)logte—art o,
Si dans cette expression le coefficient de i a toujours le méme signe,
le signe 4 pour fixer les idées, le coefficient de ¢ dans

(zi”;.-i- m) log (2 — a) + f(2)

devra rester compris entre 2kx et (2k + 1)z, c'est-a-dire entre deux li-
mites fixes.
Posons

(;Lm:-i- m) log(z—a) 4+ f(2) = U + V.

Il est tout d’abord évident que, si m n’est pas nul, V ne peut
rester entre deux limites fixes, car une rotation autour du point a aug-
mente V de 2mx.

Supposons donc m = o; l’egahte précédente pourra s'écrire

log (¢ —a) + 2zV 2mU
ou
ri IV IxU
Zr LA Ll
(¢ —a)e* Y6 Fer.

Mais le module du second membre reste compris entre deux li-
mites déterminées, tandis que le premier peut devenir aussi petit que
I'on veut, que f(z) soit continue ou non au point z = a.

Il résulte de la contradiction que nous venons de rencontrer que
la substitution (4, B, C, D) ne peut étre hyperbolique.

4. Supposons maintenant que la substitution soit elliptique. Nous

avons dans ce cas
(4+ D)’ <4
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On pourra encore trouver quatre quantités a, B,r,0 et k telles
a+ Pu
7+ du
a; mais ici ces quantités ne sont plus réelles. On a pour déterminer le
rapport de y a J I'équation du second degré

que se reproduise multiplé par k aprés un tour de z autour de

Ba* + (D — A)oy — Cy* = o,

»

et pareillement
Bp* + (D — A)fa — Ca® = o;
/(-; et Z—; sont donc racines de I'’équation du second degré
B+ (D— A)x — Cx* = o, .
dont les racines sont imaginaires, puisque

A+ D’<4 et AD—BC=1.

Nous prendrons pour % la racine dans laquelle le coefficient de i
£

est négatif, et par suite dans g le coefficient de ¢ sera positif.

Quant au multiplicateur %, il est nécessairement une racine de
I'unité, sans quoi le groupe dont fait partie la substitution (4, B, C, D)

2mxi
ne serait pas un groupe discontinu; nous poserons donc k=e¢ " , m et
n étant positifs et premiers entre eux.
Ceci posé, considérons le quotient

a + 3u
7 + du

:(z—a);;

ce quotient sera une fonction uniforme dans le domaine C.
Ecrivons donc ’
a + ju

TR ) (e

D'aprés ce que nous avons dit plus haut, le coefficient de i dans

—g est* négatif, tandis qu'il est positif dans —%. Le dénominateur

7r + ou ne peut donc s'annuler, puisque dans u le coefficient de i est
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toujours positif; il y a plus, le module du premier membre reste toujours
inféricur & une limite qu'il serait facile d'assigner. On en conclut que
le point z = a ne peut étre un point singulier essentiel pour ¢(2). Ce
point est donc un péle ou un point ordinaire pour la fonction ¢; dans
ces conditions, I'expression

(— )" g (2),

n étant plus grand que 1 et m étant premier & #, ne peut que tendre
vers zéro ou augmenter indéfiniment quand ¢ tend vers a; la seconde
supposition étant, d’aprés ce qui précéde, inadmissible, cette expression
a la valeur zéro pour z=a. Nous arrivons donc a cette conclusion:

De quelque maniére que z tende vers le point a, la fonction u
a

tend vers ———g. Or, pour 4 —=— 3’ la fonction fuchsienne z de u, dé-

finie par la relation (n° 1)

posséde une valeur parfaitement déterminée; done, de quelque maniére
que z tende vers a, la fonction x — P(z) tend vers une valeur déter-
minée, ce qui est en contradiction avec l'hypothése que le point a est
un point singulier essentiel de P(z).

La substitution (4, B, C, D) ne peut donc étre elliptique; or,
comme le groupe ne renferme que des substitutions elliptiques et hyper-
boliques, il ne nous reste plus qu'a supposer que la fonction u de 2z est
uniforme dans le voisinage de a.

B. Lexamen de ce cas sera bien facile. On aurait alors

u = A(2) + B(2),

A(z)=A, + A,(z—a) + ...,

B B
B(z)=z_‘a+(’_'a),+

B(z) doit étre nulle, sinon le coefficient de ¢ dans la fonction u aurait
un_signe variable. On a donc '

u=A, + A (2—a)+ 4A,(2—a) +....
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Dans la constante A4, le coefficient de ¢ doit étre différent de zéro
et positif; il ne peut, en effet, étre nul, car alors le coefficient de i dans
u sgerait le méme que dans ‘

A(z—a) + A,(z.— a*+ ...,

et ce dernier dans le voisinage de 2= a n’a évidemment pas un signe
constant. '

On voit donc que, quand z tend vers @, u tend vers une valeur
4, dans laquelle le coefficient de i est différent de zéro et positif. En
raisonnant comme plus haut, nous en concluons que, pour z=ga, la
fonction P(2) a une valeur parfaitement déterminée.

Il est maintenant bien aisé de conclure. Nous sommes en effet, par
ce qui précéde, conduit a cette conclusion que le point a ne peut étre
un point singulier essentiel de P(z) et Q(z). C'est donc bien, comme
on voit, le théoréme énoncé au début qui se trouve ainsi démontré
d’'une maniére complétement rigoureuse. On peut encore dire, ce qui
reviendra au méme, que:

St entre deux fonctions analytiques uniformes ayant un point singulier
essentiel isolé, existe une relation algébrique, le genre de cette relation ne
peut dépasser un. .

Seconde démonstration.

6. Nous allons maintenant donner une seconde démonstration du
méme théoréme, sans rien emprunter & la théorie des fonctions fuchsi-
ennes. A cet effet, nous supposerons d'abord que la relagion f(z,y)=o0
soit hyperelliptique; nous pourrons alors nous placer dans I'hypothése ou
cette relation a précisément la forme

Y= (@ —0b)r—b)...(x —1D,);

b,b,,...,b, sont n constantes différentes et n est supérieur a4 quatre.
Nous supposons, comme plus haut, que l'on puisse poser

z = P(z), y = Q(2)

P et Q étant des fonctions analytiques, uniformes dans le voisinage d’'un
point @, qui sera pour ces fonctions un point singulier essentiel isolé.

Ly
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Il est clair que les équations
P(z) =1b,, P(z)=10b,, ..., P(z)=0,,

n'auront dans le cercle C que des racines d'un degré pair de multiplicité.
Ceci posé, formons le quotient
| ap
N dz
VP =D )P — b)(P — b,(P —b,)

ce sera une fonction R(z), uniforme dans le cercle C, et continue sauf
au point ¢ qui pourra étre pour clle un point singulier essentiel. Nous
pouvons donc écrire

P

* dP A

)

S(z) désignant une fonction uniforme dans C, et continue sauf au point
a, qui pourra étre pour elle un point singulier ecssentiel; A4 représente
une constante, et 27iA est évidemment une somnme de multiples de pé-
riodes de l'intégrale elliptique.

On conclut de la que P(z) est une fonction doublement périodique
¢ de S(2) + Alog(z — a), soit

P(2) = ¢[S(2) + Alog(z — a)].
Je vais wmaintenant montrer que P(z) ayant cette forme, I'équation
(1) | P(z)=1b

ou b est différent de b ,0,, d,, b, ne peut avoir dans C toutes ses ra-
cines d'un degré pair de multiplicité. Remarquons d’abord que la dé-
rivée de ¢(u) considérée comme fonction de # ne sannule que quand ¢
prend une des valeurs b,,0,,d, ou b,; il en résulte que si z =2 est
unc racine d’'un certain degré de multiplicité de I'équation (1), elle sera
racine du méme degré de multiplicité de I'équation:

S(z) + Alog(z —a) = S(z,) + Alog (2, — a).
Acta mathematica. 11. Imprimé le 3 Décembre 1887, 2
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Si donc nous désignons par u, et , les racines de I'équation ¢(u)=1?
dans un parallélogramme de périodes (w, '), toutes les équations

S(z) + Alog(z — a) = u, 4+ mw 4 m'o’
S(2) + Alog(z — @) = u, + mw + w'e’

ou m et m’' sont des entiers quelconques, devront avoir dans C toutes
leurs racines d’'un degré pair de multiplicité.
Considérons maintenant la fonction

(2)

52)
$(2) = (2 —a)e*
c’est une fonction uniforme dans C, et continue sauf au point ¢ qui est
pour elle un point singulier cssentiel. Les équations
u+motn'e g+ Mo m'e’
S(s)=e¢ +* (z) =e 4
n'auront dans C que des racines d’un dégré pair de multiplicité, car ces
équations sont identiques aux équations (2), puisque, comme nous I'avons
dit, on a .
27id = aw + fo’
a ct B étant des entiers. De plus, ces équations sont en nombre infini;
nous avons donc une fonction $(2) uniforme dans C, continue sauf au
point singulicr essentiel a, et telle que pour une infinité de valeurs de h,
I'équation
S(z) =1
a dans C toutes ses racines de degré pair de multiplicité. Clest & la
démonstration de l'impossibilité de ce fait que nous sommes ramenég.
En considérant quatre des valeurs possibles de %, et en raisonnant
sur §, comme nous avons raisonné plus haut sur P, on montrera que
¢, désignant une fonction doublement périodique, on a:

(3) g(z) = 9”'1[81(3) + Al log (5 - a)]

8,(z) étant une fonction de méme nature que S et .

Or lidentité (3) est inadmissible. Car soit A4 mw, 4+ m'w] une série
de poles de la fonction ¢,, dont @' et w; désignent les périodes; les
équations

(4) 8,(2) + 4, log(z — ) = A + mo, + m'o,
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auront certainement des racines dans le cercle C, car ces équations re-

viennent aux équations:
St dmetm,

(t—aeh =e¢ 4

(en se rappelant la relation nécessaire 27id, = a,0, + f 0)).
Le sccond membre a unc infinité de valeurs quand on donne aux
_enticrs m ct m' toutes les valeurs entiéres possibles. Or si I'on considére

la fonction:

(2 — a)e™

elle prend une infinité de fois duns le voisinage de a toute valeur donnée,
deur exceptions sculement étant possibles, d'aprés une proposition géné-
ralec que jai donnée autrefois sur les valeurs d'une fonction uniforme
dans le voisinage d'un point singulier essentiel.' Pour une racine de
I'équation (4), $(2) sera infini, ce qui est en contradiction avec le fait
que $(2) doit étre continue pour tous les points de ' a I'exception seule-
ment de a. : )

Le théoréme est ainsi complétement démontré pour les courbes hy-
perelliptiques.

7. 11 a été supposé, dans ce qui précéde, que la relation entre z
et y était hyperelliptique. Mes tentatives, pour passer au cas général,
n‘avaient pas été couronnées de succts, mais on peut ccpendant achever
la démonstration, en restant dans le méme ordre d’idées, grice a une
remarque fort intéressantc que m'a communiquée M. A. Hurwirz dans
une lettre déja ancienne.

Soit f(x, ) = o, la rclation que 'on ne suppose pas hyperelliptique,
et pour laquelle on a par conséquent p > 2. A D'équation précédente,
le savant géomeétre associc une rclation

filx,y)=o0 de genre p = 2

jouissant des propriétés suivantes: les points de ramification de la fonc-
tion algébrique y, de x sont tous compris parmi les points de ramifica-
tion de la fonction algébrique y de # (on suppose, pour plus de simpli-
cité, ct comme il est -permis, que tous les points de ramification de la

' Mémoire sur les fonctions entiéres (Annales de 1'¢école normale supéricure
de Paris, 1880).
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fonction donnent seulement des cycles de deux racines), et dans le voi-

sinage de tout point analytique (z, y) la fonction y, peut étre considérée

comme une fonction uniformne du point (r,y). IL’équation f(z,y,) peut

d’ailleurs étre déterminée d'une infinité¢ de manicres, comme le montre

la considération de la surface de RiEMANN correspondant a f(x,y) = o.
Substituons maintenant dans cette fonction y, de z

x = P(2).

y, va devenir une fonction de¢ z, uniforme et continue dans le voisinage
de tout point du cercle C, autre que le point @; quand z fern un tour
autour du point «, y, pourra ne pas retrouver la méme valeur, mais
comme y, n'a qu'un nombre limit¢ de valeurs, on est assuré qu’aprés un
certain nombre de tours, soit m, y, reprendra sa valeur initiale. Or posons

g—0a ="

r sera une fonction uniforme de 2’ dans le voisinage de 2 = o, ct y, sera
pareitlement une fonction uniforme de cette méme variable; nous avons
donc deux fonctions z ct y, de 2, uniforines dans le voisinage de 2/=o0
qui est pour elles un point singulier essentiel isolé, et liées par la relation

fl(m Y 1) =0

dont le genre cst égal a deux. Cette conclusion est inadmissible d’aprés
ce que nous avons dit d'une maniére générale des relations hyperellip-
tiques. Le théoréme est done, cette fois, c¢tabli sans aucune restriction.

8. Des deux démonstrations précédentes, la seconde ne faisant pas
appel & la théorie des fonctions fuchsiennes a évidemment un caractere
plus élémentaire. Elle est cependant beaucoup plus artificielle, et il me
parait plus naturel, pour démontrer I'impossibilité en question, de s’adres-
ger précisément aux fonctions uniformes réalisant cette cxpression des
coordonnées d’une courbe algébrique & I'aide d'un paramétre. Les fone-
tions fuchsicnnes sc justifient en quelque sorte ainsi clles mémes; je
veux dire qu'on peut tenir pour certain, d'aprés le théoréme qui fait
I'objet de cet article, qu’il est impossible d'obtenir des fonctions uni-
formes plus simples que celles de M. Poincarg pour exprimer les coor-
données d'une courbe algébrique de genrec quelconque.

Paris, le 11 Octobre 1887.
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EINE VERALLGEMEINERUNG DER DEKADISCHEN SCHREIBWEISE
 NEBST

FUNCTIONENTHEORETISCHER ANWENDUNG
V?N

EMIL STRAUSS

in FRANKFURT a/M.

Bekanntlich lassen sich viele Sitze wtber ganze rationale Functionen
auch auf ganze transcendente Functionen obertragen. Man konnte daher
verniuthen, dass dies auch bei demn folgenden Satze der Fall ist:

»Wenn eine ganze rationale Function mit rationalen Coefficienten fur
eine Wurzel einer irreductibeln algebraischen Gleichung verschwindet, so
verschwindet sie fur sémmtliche Wurzeln dersclben.»

Wirde sich dieses Theorem auch auf ganze transcendente Func-
tionen (d. h. Functionen, die durch bestandig convergente Potenzreihen
darstellbar sind,) ausdehnen lassen, so whre damit ein einfacher Beweis
far diec Transcendenz von 7 crbracht. Dieser Satz ist indessen nicht
richtig und “es soll in den folgenden Zeilen ecine ganze tramscendente
Function mit rationalen Coefficienten construirt werden, welche zwar fur
einc Wurzel, nicht aber zugleich far die anderen Wurzeln einer irre-
ductibeln algebraischen Gleichung verschwindet. Es ist dies auf mannig-
faltige Weise moglich, ain bequemsten wohl mit Benutzung der im fol-
genden zu entwickelnden Darstellung einer beliebigen Grosse, einer Dar-
stellung, die sich als Verallgemeinerung der dekadischen Schrcibweise
auffassen lasst.

Acte mathematica. 11, Twmjrimé le 3 Décembre 1887,
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L.

Es sei gegeben e¢ine unendliche Reihe von Grossen

ClyCay vvny Cy oon
und zwar mdge sein:

¢ I 1 ' 1
1 = —y '2 = —, . ) I ————
“, o, o, v ity ...

wo die Grossen
a;, &,

irgend welche gunze positive Zahlen ausser o und 1 bedeuten. Es lasst
sich dann jede positive, rationale oder irrationale Grosse w, dic kleiner
ist als 1, in der Form darstellen:
0 =ac 4+ ac, + ac, ceey
wo a,,a,, ... ganze Zahlen bedeuten, die den Ungleichungen geniigen
a, <a, a, < ay,y, . ...

Um diesen Satz zu beweisen gentigt es die Methode anzugeben, wie die
Grossen @ gefunden werden, wenn dic Grossen a gegeben sind.
Man setze '

now] =aq e — ¢ = o,

[,0,) =a, e, — 4, = w,
(1), (2)

(2,0, ] = aq, 2w, , —d, = o,

.

Dabei bedeutet [5] die grosste ganze Zahl, welche nicht grosser ist als x;
¢s sind demnach die Grossen ,, w,;, ..., ®,, simmtlich cchte Briche,
es sei denn, dass eine derselben und mithin alle folgenden verschwinden.
In dem letztcren Falle ist die Darstellung cine endliche, sonst ist sie un-
endlich. Die Grossen ¢ genigen ferner der geforderten Bedingung

a, < a,.
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Die Darstellung liefert einen convergenten Ausdruck; denn es ist

Zl+_(“"+---+ a, <al—l+a,—l+.”+ a, — 1

a,a, @a...a, = a a,ua, ... a,

also

(3) lim[w_‘i__‘i_,“___“v:;]=o_

/2 . a,a,. .

-Multiplicirt man die v ersten von den Gleichungen (2) der Reihe nach mit

I 1 I

’
1 al a.

aydy...a
und addirt dann, so erhalt man

a’ a, a, w, B ¢
0 —-t——2 . - =
2 a,a, Gag...d, Odg...d, ad;...a,

woraus die Gleichung (3) sich ergiebt. Damit ist der in Rede stehende
Satz erwiesen.

Es seien noch, wiewohl fur unseren nichsten Zweck unnothig, die
folgenden Bemerkungen zu dieser Darstellungsweise einer Zahl, welche
eine Verallgemcinerung der dekadischen Schreibweise reprasentirt, hin-
zugefagt.

1°. Wenn von irgend einem Index ab jede Grosse a den hochsten
Werth hat, den sie haben kann, so lasst sich statt dieser Darstellung
eine endliche geben.

Denn es sei

© =06+ G+ ...+ 66+ (@1 — )0 F+ @ — ey + .. -5
nun ist aber
-
y§(ak+v —_ I)CH, = G4y

also

©=a0+ a6+ ...+ a6+ (@ + 1)
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Dieses ist eine endliche Darstellung und wenn a, + 1 < a,, 80 ist die-
selbe auch von der gewunschten Form; wo nicht, so muss sein

a4+ 1 =a,
also
(a, + 1)ey = ¢y

Mithin ist die noch ktirzere Darstellung moglich

o=ac+ ...+ 6 .6+ (@, + 1)c, .

Dicses ist nun die gewtnschte Form, wenn @, , 4+ 1 < a,_;; wo nicht,
so verfihrt man wie eben. Schliesslich muss man auf diese Weise zum
Ziele gelangen, da @ < 1 vorausgesetzt wird und die Ungleichung statt-

findet
(@, + 1)c, < 1.

2°. Abgesehen von dem eben erwihnten Falle giebt es fur eine
Grosse w stets nur eine Darstellung in der gewiinschten Form, namlich

die oben gelehrte.
Denn wenn @ sich in zweierlet Weise darstellen liesse:

alcl + (l,c‘, + “ e + a‘.ck + (l‘._H(-'H_l + vee T8
und

ae + e, + ...t o+ a0+ =8,
so seien die ersten beiden von einander verschiedenen Grossen a die-
jenigen mit dem Index % + 1, wiahrend die vorangehenden ubereinstim-

men mdgen und zwar sei
gy > @y

dann ist
(4) §2> a0, + a6, + ... + @y + (@ + 1)Cy.

Da wir voraussetzen, dass keine der Darstellungen zu den oben erwihnten
gehore, d. h. zu denen, bei welchen von irgend einem Index ab jedes a
um 1 kleiner ist als das entsprechende a, so ist

OhyaCips F QhisCips + oo < (Gpya— 1)Cps + (Quys — 1)Cys + -+ -

d. h. <e¢
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also
(5) 8 <ae + a0 + ...+ aie + (@ + 1)
durch Vergleichung von (4) und (5) ergiebt sich
s>¢.
IL. :

Wir wollen jetzt mit Hilfe dieser Verallgemeinerung der dekadischen
Schreibweise einer Zahl cine ganze transcendente Function bilden, die
zwar fur eine, nicht aber fur jede Wurzel einer irreductibeln Gleichung
verschwindet. '

Als die irreductible Gleichung wahlen wir dic Gleichung:
kx? — 1 = o,

wo k eine positive ganze, nicht quadratische Zahl bedeutet. Es sei ferner
w eine beliebige irrationale Grosse, welche nur die beiden Ungleichungen
befriedigt: _ ' o -

' o<1 und wk<I.

Wir entwickeln dann die beiden Grossen w und %k auf die in I
gezeigte Weise; dabei soll sein

a, =k, a =2k, ..., a, =k,
also

(?=-L, c=—-l——,..., (‘-=I,

1 I_k 3 IE T v L".kv

Die Entwicklungen scien:

o =ac + ac, 4 ...
wyk=be, + be, + ...,
wo
a, < vk, b, < vk.

Acta mathewatica. 11. Tmprimé le 2 Diécembre 1887,

[F]
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Betrachten wir jetzt die beiden Potenzreihen

I:v+——x+ +%’x"’+...

G(z) = ——w +|2 + . I Y+

so sind diese bestandig convergent; denn setzt man statt der Grossen a
und b ihre oberen Grenzen, so erhalt man noch immer eine bestindig
convergente Reihe, namlich die Reihe fur kz%”.

Nun ist
F(:t \/i_-) = w, G(:t \/—%-) = w k.
Setzt man daher endlich

H(z) = F(z) — zG(z),

T 1
H(+ \/E> = 0, H(——- \/;) = 20.
Demnach hat die gaﬁze transcendente Function H(z), welche rationale

Coefficienten besitzt, die Eigenschaft zwar far eine Wurzel der obigen
irreductibeln Gleichung zu verschwinden, nicht aber for die andere.

80 ist
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NOTE SUR LA FONCTION

glkrixz

Rw,z,s) = z(w+k)’

k=0
PAR

M. LERCH

& VINOHRADY.

Soit # une quantité dont la partie imaginaire est positive ou nulle,
w une quantité réelle positive et moindre que I'unité et soit s une quan-
tité dont la partie réelle cst supemeure & l'unité. En représentant par
(w + k) la quantité ¢®“*H, ou le logarithme est pris en sens arithmé-
tique, considérons la somme

oﬂhrlz
1 KRw,z,s
convergente pour chaque valeur de s, si la partie imaginaire de « est
supérieure a zéro, et ne convergente que pour les valeurs de s dont la
partie réelle est positive, si x est une quantité réelle.
En se rappelant de la formule connue

.

F e - I'(s)
(w+k)s 1 ___1
) ofe #7dz = w+ By

nous aurons

] »
I(s)Rw,z,s) =Y fem-ru-tmng=igy,
- k=00
dcta mathematica, 11. Imprimé le 2 Décembre 1887.
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Or on peut démontrer aiséinent 1'égalité suivante

>

k=00 .

®

. @ ®
e—m—k(:—?nl:) zl—l dz = le—] dz z e—w-k(z-—');.rix)
0

k=0 >

et 1l s'ensuit la formule

(2) I'(s)&w, x, ) _f —w:;;,l'_l_f

En appliquant un raisonnement di a Riemaxx' et cmployé dans une
excellente communication de M. Hurwrirz ? nous ferons voir que la scrie
(1) est une fonction transcendante entiére de s et nous développerons une
relation qui nous semble mériter d’étre signalée.

Considérons I'intégrale

(3) Kw,z,s) =

(0,0, @)

e~ viglds

1 e e?’l"z—t

prisc le long d'un contour fermé (ccafyaco) cnveloppant lorigine au
moyen d'un cercle afya du rayon a ne contenant ni 4 son intérieur ni
a sa périphérie aucun des points 2zi(z + ), v =0, + 1, + 2, + 3,...).

Nous avons représenté, dans cette intégrale, par 2! la quantité
e“~V% la partie imaginaire de lgz étant supposée ou nulle ou positive
et non supérieure & 27, de sorte que la fonction #*~' est continue dans
tout lc plan des 2z & l'exception des points de la coupure (0...0o0) ou
elle est discontinue de la maniére qu'on peut exprimer par les formules

(Z + O.i)‘"l = 71 = gDz

(Z —0. i):—.l — ixl(a—-l)z:—l — 27i(s—1) e(:—l)lgz,

le logarithme y étant pris en sens arithmétique. Nous avons évidem-
ment

@ @

K= (2 ] + e x—1dz 4 glvm Te-wig-lds
[ — e¥Fiz—:z e‘zmz—: . 1 — 62::!:—:

® (afra) a

' Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse (Mouatsber. der
Preuss. Akad. der Wissensch. 1859).
* Zeitschrilt fur Mathem. und Physik ¢ 27, 1882.
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~

et en nous rappelant de ce que

L e~ izl dz
mj ————=0
- . a-=.0 I — e?n’l.c—z

(aira)
nous aurons

K = 2i¢*™ sin nsl (s)R(w, x, s),

‘et puisqu’on a .
') —s) = pr—
il s'ensuit la formule
.(4) Rw,z,s) =e"I(1 —-s);i—z—iK(‘w,x,s).

L’intégrale K donnée par la formule (3) existe évidemment pour
chaque valeur finie de s et on démontre aisément qu’'elle est une fonc-
tion transcendante entiére de cette variable. Cette intégrale devant s'an-
nuler, d'aprés le théoréme de Cauvcuy, pour s=1,2,3,... et la
fonction I'(1 — s) ne devenant infinie que pour ces valeurs-ci, il suit de la
formule (4) que &(w,z,s) est elleméme unc fonction transcendante
entiére de s; c. q. f. d.

La fonction sous lc signe f dans la formule (3) ne devient infinie
que pour z = 27i(r +v),v=o0,+1,+ 2, + 3,...). Soit C, le cercle

du centre 27iz et du rayon z(2m 4 1), cercle qui ne contient a sa péri-
phérie aucun des infinis de la dite fonction, et représentons par %, le con-
tour composé du contour (A,afral,) et du cercle G, parcouru dans le sens
rétrograde, 2, désignant l'intersection du cercle C, avec I'axe réel. Ce

contour 9, limite une aire finie simplement connexe qui ne contient

d’autres infinis de la fonction sous le signe f dans la formule (3) que
les suivants:

z2=(z + ). (=0, £1,£3,43, ., £W

Cela étant, le théoréine de CauvcHy nous donne

(@) K= /‘ o=t y1—1dy - 27!'5‘_2_ e“”““““’{ézi(x + k)},_l, '

— c')rl.r—t
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en désignant par {27i(z + k)’ la quantité e¢—V"%'=+b la partie ima-
ginaire du logarithme étant snpposée ou nulle ou positive et non supé-
rieure a 2.

La quantité w étant réelle, positive et moindre que I'unité la fonction

e—wiys 6(‘—")'3'
1 — etriz—z - et — 3™z

sera moindre en valeur absolue qu'une certaine quantité finie pour chaque
valeur de 2 appartenant & la circonférence C,, et si nous supposons que
la partie réelle de s est négative, cette fonction-la devient infiniment petite
pour les valeurs indéfiniment croissantes de n, de sorte que nous aurons

]; e~ iz~ ldy
im | ————=o0
o [ — elmiz—s ’.
CI
et pur conséquent
. e~z 1ds
lim X, = = K,

—_— T — gamiz—z
R=® 1 ]

de sorte que la formule (a) nous donne

ami e~ Wriw
(5) Kw,z,s) = —2rie” "’Zm.
Il cst permis de supposer que la partie .réelle de x cst entre les limites
(o...1); dans ce cas nous aurons

s g—3kmiv 2w g2kriv

g—2kminv
z {271‘&(# + k)}“’ Z 2m(x + Ir)}"" + z {—. 2mi(1 — 2 + k),l-—: )

k=

Or on u, d’'aprés les conventions faites plus haut:

5‘-(1—8)

{27i(z + k))'* = (27)e? (= + k)‘;',

[—27i(t — 2 + B))~ = (2n) e (r —z 4 k),
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de sorte que la formule (5) devient

iemmu:

(5. : WK(W"”’S)

—— (1_, —zhrlw Q,—[.”. — (1_,) e?tmw
z (= + k)‘“" z(l — + B

k=

Nous n'avons défini la fonction & que pour les valeurs réelles et po-
sitives de w. Représentons par [w°] la quantité e’’8% la partie imagi-
naire de Igu devant étre contenue entre les limites (— =i ... xi), de sorte
que la fonction [#°] sera continue et uniforme dans le plan des u affecté
de la coupure (— oco...0) le long de laquelle celle-la est discontinue,
et posons d’'une maniére générale

edkrix

Rw,z,s) = z[(w+k)]

\] A} .
D'aprés cette convention nous aurons

(x + k 1—-s [(x + k)l—:]’ (I — + k 1—s —_— e’ll'f(l—l)[(l S + k)l—:]
et la formule (5') deviendra

,iemrlwz

WK(w,x,s)

i 3xi
—-—(1—9) rie—— (1—3)
=e?® Rx,—w,1—3s)+e ! Rt —z,w, 1 —5)

ou, 'd'aprés (4), en changeant s en 1 —s:

(6)’ . R(W,xil'—s)
= A0, —w, 9 + "R — 2,0, 9.

Cette formule devient une relation concréte en supposant que la partie
imaginaire de x est supéricure & zéro, que w est une quantité réelle
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entre les limites (0...1) et que la partie réelle de s est positive; si
elle fait partie de l'intervalle (0...1), la méme chose aura licu aussi
dans le, cas ol la valeur de z est réelle. En exprimant les fonctions &
par les intégrales K au moyen de la formule (4) on obtient une rela-
tion entre les trois intégrales

Kw,z, 1 —s), Kix,—w,s) Ki—z,w,s).

Remarquons encore que pour s = o la formule (5) nous donne d'apreés
une digression facile

emmu e?kw.ﬂ

I .
———=— lim
2 : ’
1—e¥™  2m ., b=k—=

formule qui a été donnée par M. KroxECKER dans les Sitzungsberichte
der Preuss. Akad. der Wissensch. (Avril 1883 et Juillet 1885).

—————— - —— -



UBER DIE INTEGRALE DES ¥IELKORPER-PROBLEMS'®

VON

H. BRUNS

in LEIPZIG.

L.

1.. Die bis jetzt bekannten Integrale des Vielkorper-Problems, nim-
lich die Schwerpunkts- und Flachen-Satze und der Satz von der leben-
digen Kraft, besitzen die gemeinsame Eigenschaft, dass sie die Coordinaten
und die Geschwindigkeits-Componenten nur in algebraischen Verbindungen
enthalten. Dieser Umstand, sowie die Vergeblichkeit der bisherigen Be-
mihungen zur Auffindung weiterer Integrale legen die Vermuthung nahe,
dass der Kreis der algebraischen Integrale mit den genannten abgeschlos-
sen sei. Es soll deshalb hier die Aufgabe behandelt werden, alle alge-
braischen, die Zeit nicht explicite enthaltenden Integrale aufzusuchen.
Das Ergebniss ist, wie hier gleich bemerkt werden soll, negativer Art,
d. h. die noch fehlenden Integrale sind saimmtlich transcendent.

Es seien m,,2,,¥y,,2, (a = 1, 2,...,n) die Massen und die Coor-
dinaten der materiellen Punkte, r,, die Distanz der Massen m,, m,,

memy

U - a3
die Kraftefunction for den Fall des NewTtox'schen Gravitationsgesetzes,
dann kdnnen wir die Bewegungsgleichungen in der Form

) dos _ 5 dX, 1 alU

dat - Ce At T mg, 9w’

! Mit Genehmigung des Verfassers abgedruckt aus den Berichten der Konigl.
Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften 1887: Math. Cl. 1—39, §55—82.

Acta wmathematica. 11. Tmprimé le 19 Novembre 1887, 4
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schreiben. Wir beschranken uns, wie bereits angedeutet, auf die von ¢
freien Integrale und bezeichnen, wie tblich, als Integral einen aus den
x,X,... gebildeten Ausdruck ¢, dessen Ableitung nach ¢ unter Bertck-
sichtigung der Differentialgleichungen (1) identisch verschwindet, der also
der Bedingung '

2 .. Cl 13U
(2) O=Z£X”+”'+S7‘a—£'m—a5z—c:
geniigt. Ausserdem werden wir mit Ausdriicken ¢ zu thun haben, welche
die Bedingung (2) zwar nicht identisch befriedigen, wohl aber in Folge
der Bedingung ¢ = o. Derartige Ausdriicke wollen wir, in Ermangelung
einer anderen Bezeichnungsweise. kurz »Integralgleichungen» nennen. Solche
Ausdriicke entstehen z. B. durch Verbindung und Umformung von Glei-
chungen, welche Bestandtheile einer allgemeinen, particuldren oder singu-
laren Losung der vorgelegten Differentialgleichungen sind. Im vorliegen-
den Falle haben wir diese verschiedenen Moglichkeiten nicht nasher zu
untersuchen; wir kdnnen deshalb auch davon absehen, dass das vorgelegte
Problem tberhaupt keine singularen Lbsungen besitat.

Zur Abkurzung des Ausdruckes wollen wir noch festsetzen, dass die
Zcichen € und & benutzt werden sollen, wenn es sich nur darum handelt,
anzuzeigen, dass eine Grosse eine ganze Function oder eine rationale
Function ist, ohne dass es dabei auf die besondere Form derselben weiter
ankommt.

2. Bei der Aufsuchung der algebraischen Integrale des Systems
(1) wollen wir zunichst ein etwas allgemeineres System von Differential-
gleichungen zu Grunde legen, und erst spater auf das System (1) zuriick-
gehen. Es seien die 2m Variablen z,, ..., z,; 9,, ..., Y. als Functionen von
¢t durch das Gleichungssystem

dx, dyﬂ
(3) @ =V g = A T,

definirt, wo die 4, algebraische Functionen der z,,..., z, ohne ¢ be-
deuten. Diese algebraischen Functionen konnen wir uns immer dargestellt
denken als rationale Functionen der z und einer einzigen algebraischen
Irrationalitit s, welche als Wurzel einer irreductiblen Gleichung

(4) If’(s,x,,...,x,,,)=s"+Sls"‘i +...4+4 8 =0
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definirt ist, in der S, = $(x). Wir werden vorlaufig bezuglich der -
4,,...,4,, F nur folgende zwei Einschrankungen festsetzen. Erstlich
soll F eine ganze homogene Function (vom n*" Grade) der Variablen s

. und z, ohne willktrliche, in den A, nicht vorkommende Constanten, be-
deuten; zweitens sollen die A4 homogene Functionen der x, s und zwar
von einer geraden Ordnung 2N sein. Beide Einschrinkungen treffen for
unser specielles Problem (1) zu. Setzt man namlich

(5) 8 =z"'a,iy
und gchafft man die Quadratwurzeln, als welche sich die » darstellen,
fort, so erh#lt mun fiir s in der That eine Gleichung der vorausgesetzten
Art. Ferner werden die Ableitungen der Kraftefunction in (1) homogene
rationale Functionen von den z,y,z und von s, und zwar von der Ord-
nung — 2, indem sich jedes r rational durch diese Variablen ausdriicken
‘lasst. Um sich hiervon zu tiberzeugen, hat man nur nothig, in (5) alle
Quadratwurzeln bis auf eine fortzuschaffen.

Ein algebraisch von den z,y abhangiges Integral ¢ der Gleichungen
(3) lasst sich nun immer definiren als Wurzel einer gewissen Gleichung

(6) ¢* + B¢+ ...+ B, = o,

in welcher B, = &(x, ) ist, und von der wir voraussetzen dtrfen, dass
.sie nicht in Factoren von #hnlicher Beschaffenheit zerlegbar sei. —Die
Differentiation nach ¢ liefert

dB dB,
(7) ' dtl¢p—l+---+_d‘t£=o'

Verschwinden in dieser Gleichung sammtliche Coefficienten, so sind die B
rational aus den z,y zusammengesetzte Integrale, also ¢ eine algebraische
Verbindung rationaler Integrale. Verschwinden die Ableitungen der B
nicht, so nehmen sie die Form &(z,y, s) an, und die Gleichungen (6)
und (7) besitzen cine gemeinsame Wurzel, d. h. die Gleichung (6) wird
reductibel, wenn man den Variablen x, y die Irrationalitdt s »adjungirts.
Beide Gleichungen besitzen also einen gemeinsamen Theiler

(8) G HCe .+, [C=R(s,y, )
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" welcher nicht in Factoren von ahnlicher Form zerlegbar ist und der ver-
schwindet, wenn fur ¢ das betrachtete algebraische Integral substituirt
wird. Die Wiederholung derselben Schlussweise fothrt zu der Bedingung

ac, ., L de,
d—t’oq +...+Tt—0,

welche wegen der Irreductibilitdt von (8) nicht anders erfullt sein kann,
als wenn die Ableitungen der C sammtlich verschwinden. Die C sind
daher Integrale von der Form &(z,y,s). Zusammenfassend konnen wir
also sagen: die gesuchten algebraischen Integrale lassen sich immer als
algebraische Verbindungen von Integralen der Form &(z, y, s) darstellen.

- 3. Es sei nun ¢ ein Integral von der Form &(z,y,s). Denken
wir uns dasselbe als Quotienten zweier Polynome von der Form §(z,y, s)
geschrieben, so konnen die Coefficienten in Zahler und Nenner ausser den
in den Differentialgleichungen auftretenden Constanten noch irgend welche
Parameter a,, a,, ... enthalten, denen beliebige constante Werthe beige-
legt werden dtrfen, ohne dass ¢ aufhdrt Integral zu sein. Wir wollen
zeigen, dass ein solches Integral sich allemal als rationale Verbindung
von parameterfreien Integralen derselben Art darstellen lasst. Zu dem
Ende denken wir uns einen Quotienten ¢’ zweier Polynome D und E
angesetzt, welche genau dieselben Terme wie Zahler und Nenner von ¢,
aber mit unbestimmten Coefficienten D,, D,, ..., resp. E,, E,, ... ent-
halten. ; _

Die Forderung, dass ¢’ ein Integral sein soll, fuhrt zu der Bedingung

dE dD
(9) DE?_ETJ?=O’

welche, vollstandig entwickelt, eine gewisse Anzahl von Gleichungen liefert,
die in Bezug auf die Coefficienten D, , D,, ..., E, E,, ... bilinear sind.
Diese Gleichungen sind mit einander vertraglich, denn sie werden durch
die Coefficienten von ¢ erfullt; andererseits sind die D,, D,, ..., E,, E,,...
nicht vollstandig durch jene Gleichungen bestimmt, wenn ¢ die Parameter
a,,a,, ... enthalt. Die allgemeinste Art und Weise, der Bedingung (9)
durch den Quotienten ¢’ zu gentigen, besteht nun darin, dass die D,, D,,...,
E, , E,,... gewissen Ausdriicken gleichgesetzt werden, welche in rationaler
Weise 1) eine gewisse Anzahl von Parametern b ,9,,...; 2) eine einzige
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algebraisch von den Parametern b abhangige Grdsse ¢ enthalten. Die
Grosse ¢ konnen wir uns definirt denken als Wurzel einer irreductiblen
Gleichung

(10) ¢+t + ...+ =0,

in welcher die ¢,,c,,... die Form #(b) besitzen. Aus dem auf diese
Art gewonnenen Integral ¢’ wird ¢ erhalten, wenn man fur die b gewisse
Verbindungen der Parameter a einsetzt. Ferner lasst sich jede an ¢’
ausfihrbare Umformung oder Zerlegung auch an ¢ ausfuhren, so dass
wir uns auf die Untersuchung von ¢’ beschranken dtrfen. Wir denken
uns nun ¢’ auf die Form

¢ =F, +Fc+...+ F_"

gebracht, wo die F gleich &(z,y,s,b) sind. Dieser Ausdruck kann
wegen der Irreductibilitast von (10) nicht anders ein Integral sein, als
wenn die F,, F,, ... Integrale sind, d. h. man kann jedes Integral von der
Form &(z,y,s), welches die Parameter in nicht rationaler Weise enthalt,
als ein Aggregat von Integralen der Form &(z,y, s, b) darstellen.}

4. Es sei jetzt ¢ ein Integral von der Form &(z,y,s,b). Wir
greifen einen der Parameter heraus — derselbe werde b genannt — und
betrachten ¢ als Function von . Wenn ¢ oder der reciproke Werth
von ¢ die Form $(b) besitzen, so sind offenbar die Coefficienten der ein-
zelnen Potenzen von b in ¢ oder dem reciproken Ausdrucke Integrale,
welche den Parameter b nicht enthalten. Wenn weder ¢, noch der re-
ciproke Werth von ¢ mach b ganz rational sind, so schreiben wir ¢ in
der Form H:K, wo H und K die Form $(b) besitzen. Zerlegen wir
dann ¢ in den nach b ganzen Theil ¢, und in den echtgebrochenen Theil
¢,, 8o sind, wie man sofort durch Entwickelung von ¢ nach fallenden
Potenzen von b erkennt, ¢, und ¢, Integrale, und zwar sind auch die
Coefficienten der einzelnen Potenzen von b in ¢, Integrale. Den reci-
proken Werth von ¢,, welcher unecht gebrochen ist, zerlegen wir wieder

' Wenn die Differentialgleichungen gewisse Parameter ¢, , ¢,, ..., welche nicht in
der Qleichung fiir 8 vorkommen, in rationaler Weise enthalten, so lisst sich auf &hnliche
Weise zeigen, dass Integrale, in denen die ¢ algebraisch vorkommen, sich auf solche von
der Form & (e, ,¢,, ...) reduciren lassen. Derartige Parameter sind z. B. beim Vielkérper-
problem durch die Massen gegeben.
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in den ganzen rationalen Theil ¢, und in den echt gebrochenen ¢,, dann
sind ¢, und ¢, ebenfalls Integrale. Setzt man dieses Verfahren, welches
schliesslich von selbst abbricht, bis an's Ende fort, so gelangt man zu
der Kettenbruchdarstellung

p=¢ t+1ig,+1ig+ .0,

wo die ¢, ganze Functionen der b bedeuten, deren Coefficienten Integrale
ohne den Parameter b sind. Durch Wicdereinrichtung des Kettenbruches
erhalt man dann ¢ als Quotienten zweier ganzen Functionen von b, deren
Coefficienten von & freie Integrale der Form &(z, y, s) sind.

Durch Wiederholung dieses Verfahrens erkennt man, dass jedes In-
tegral von der Form &(z,y,s), welches gewisse Parameter b ,50,, ...
in rationaler Weise enthalt, allemal aus einer Anzahl parameterfreier In-
tegrale in ganz oder gebrochen linearer Form zusammengesetzt werden
kann. Dieser Satz fuhrt in Verbindung mit den tber die Differential-
gleichungen (3) gemachten Voraussetzungen sofort zu einer fur das Fol-
gende wichtigen Consequenz. Es sei % eine beliebige constante Zahl; man
ersetze in den Differentialgleichungen die Grossen z,¢ und entsprechend
8,y durch '

A 1 — 8 N
ok? | R kY gkt

wo N die in § 2 angegebene Bedeutung besitzt, dann hebt sich die Grosse
k aus den Differentialgleichungen heraus, und es geht deswegen jedes
Integral ¢ durch diese Substitution wiederum in ein Integral ober, wel-
ches jedoch jetzt im Allgemeinen den Parameter k enthalt. Es sei nun
¢ ein parameterfreies Integral von der Form &(x,y, s), welches durch
die angegebene Substitution in ¢’ fibergehen moge. Wir schreiben ¢ in
der Form »8(z, y, s) dividirt durch €'(z, y, s)», dann nimmt jeder Term
in Zahler und Nenner nach der Substitution wieder die urspriingliche
Gestalt an, jedoch mit ciner bestimmten Potenz von k& multiplicirt, deren
Exponenten wir als dic Dimension des betreffenden Terms bezeichnen.
Schreiben wir nun Zshler und Nenner von ¢’ in der Form

L =Lk 4+ LF*'+...+ L,
M=Mi+ Mi~ ...+ M,
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so umfassen die Coefficienten L,, M, immer nur Terme gleicher Dimen-
sion. Diese Coefficienten mussen nun durch Multiplication mit einem und
demselben Factor in Integrale tbergehen, und man erkennt leicht, dass
man for diesen Multiplicator den reciproken Werth irgend eines der
Coefficienten z. B. 1:L, wahlen darf. Wir erhalten dann ¢ linear zu-
sammengesetzt aus Integralen der Form »$(z, y, s) dividirt durch &'(z, y, s)»,
deren Zahler und Nenner nur Terme von gleicher Dimension enthalten.
Solche Integrale sollen »homogen in den Dimensionen» oder, wenn kein
Missverstandniss zu befoirchten ist, schlechtweg homogen heissen.

8. Es sei jetzt ¢ ein homogenes Integral von der Form &(z, y, s),
welches wir uns in die Gestalt S(z,y,s):9'(x, y,s) gebracht denken.
Da ein von den y freier Ausdruck nicht der Bedingung

identisch genligen kann, wenn er nicht gleichzeitig von den z frei ist, so
muss wenigstens eine der Variabeln y in ¢ vorkommen. Es sei dies y,.
Wir denken uns Zahler und Nenner von ¢ nach y, in Linearfactoren zer-
legt, setzen also an

(11) ¢ = QU — )0 — 7)Y — )

wo die a, 8,7, ... ganze positive oder negative Zahlen, die » rationale
oder algebraische Functionen der Variabeln x,y, s unter Ausschluss von
y, bedeuten und @ eine rationale Function derselben Variablen ist. Da
¢ Integral ist, so erhalten wir

__dlogy dlogQ dy, dy,
T ae +zy—m( Tt«)'

Zur Umformung dieses Ausdruckes wollen wir for den Augenblick die
Zeit t, so weit sie in den Variablen = »¥,s unter Ausschluss von 2, und
y, vorkommt, mit r bezeichnen, dann ist

dlogQ alog@ dlog @
dt ~— oz, %+ dr '’

dy, _ o, dm
—d? o a.r +
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also

3logQ dlogQ a7, dy, dy, a,
0= 2z, l+ z I+Z"l_v‘< —qu-_vl\’.

!9z,

Da nun y, in dieser Gleichung nur insofern vorkommt, als es explicite
hingeschrieben ist, so folgt

(12) dy, _dn __ 9 _

dt " ar T =

Zur weiteren Verwendung dieser Relation, welche offenbar in Bezug auf
7, eine partielle Differentialgleichung darstellt, denken wir uns jetzt Zahler
und Nenner des betrachteten Integrals ¢, statt in Linearfactoren, so weit
als moglich in die einfachsten Factoren zerlegt, welche noch die Form
S(y) resp. &(x, s) besitzen. Die von einander verschiedenen Theiler, wel-
che die Variablen y wirklich enthalten, mdgen mit ¢ , ¢,, ... bezeichnet
werden, so dass wir ansetzen kdnnen

wo die A, p, ... ganze positive oder negative Zahlen bedeuten und T die
Form &(x, s) besitzt. Die Wurzeln % in (11) werden dann erhalten, wenn
man diejenigen ¢, welche y, enthalten, gleich Null set# und nach y,
auflost. Es sei ¢,(y,) ein solcher Theiler, welcher die in (12) benutate
Wurzel 7, liefert. Dann erhAlt mnan aus der Identitat

(13) A ¢(n) =o
die Gleichungen

o - W oy _ % —ttm
%, 9y dyp f=2.8,.,m

- Beachtet man nun noch die Differentialgleichungen (3), so geht (12) suc-
cesgive Qiber in -

CL ] 9
Ax - ;yﬂa. z ,933; T 3Zl = 0,

(14) A+ et + L A5+ ,;g- —o.

(8=2,3,...,m)
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Die linke Seite der letzteren Gleichung ist offenbar nichts anderes, als
der vollstindig entwickelte Ausdruck for

a¢(y,)

dat ’

vorausgesetzt, dass far y, Qberall die aus (13) sich ergebende Wurzel
geschrieben wird. Hiernach ist also ¢ (y,) eine Integralgleichung, denn
die Ableitung von ¢, nach ¢ verschwindet nach (14) wenn nicht identisch,
so doch sicher in Folge der Gleichung

¢1(yx) = 0.

Derselbe Schluss gilt offenbar fur die tbrigen Theiler ¢. Angenommen
nun man konnte beweisen, dass jeder der Theiler ¢,, ¢,, ... durch Multi-
plication mit einem Factor von der Form &(z, s) in ein Integral ¢, ¢,, ...
verwandelt werden kann, so wurde daraus folgen, dass jedes homogenes
Integral ¢ sich auf die Form

¢ = Ugi¢s .

bringen lasst, wo die homogenen Integrale ¢, ,¢,,... die Form $(y) resp.
&(z , s) besitzen, und der Factor U, welcher hochstens die z,s enthalten
kann, sich auf eine Constante reducirt, weil er der Bedingung

Cﬂ‘] = 0
dt
genigen muss. - Ferner warde damit die Aufgabe, alle algebraischen In-
tegrale der vorgelegten Differentialgleichungen zu finden, auf die andere
zurfickgeftihrt sein, alle homogenen Integrale der Form $(y) resp. & (z, s)
zu ermitteln. Wir werden nun zeigen, dass eine solche Reduction der
homogenen Integralgleichungen ¢,, ¢,, ..., auf die uns die Untersuchung
gefuhrt hat, unter den hier gemachten Voraussetzungen in der That im-
mer moglich ist.

6. Es sei ¢ eine homogene Integralgleichung der Form $(y) resp.
R(x , s), welche sich nicht in Theiler von ahnlicher Gestalt, die die y wirk-
lich enthalten, zerlegen lasst. Der vollstindig entwickelte Ausdruck for

die Ableitung von ¢ nach ¢ besitzt cine Bhnliche Gestalt wie ¢, nur dass
Acta mathematica. 11. Imprimé le 19 Novembre 1887. 5
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der Grad in Bezug auf die y um eine Einheit hoher ist als in ¢. Diese
Ableitung muss verschwinden, wenn ¢ verschwindet, muss also wegen
der vorausgesetzten Irreductibilitat von ¢ durch ¢ selber theilbar sein,
go dass wir ansetzen kdnnen |

d¢
d_t = ¢ W,

wo o in Bezug auf die y ganz linear und ebenso wie ¢ in den Dimen-
sionen homogen ist. Schreiben wir

0 = v, + Xy,

so sind die w,, @, , ... homogene rationale Functionen von den z,s. Sub-
stituirt man ferner fur die Variabeln z, ¢, s,y wie friher

zk?, | sk ,-yk‘“” ,

so ergibt sich, dass die Dimension von w ungerade ist. Ferner sind die
Dimensionen der w,, ®,,... gerade, die der y ungerade, es muss also in
o das Glied w, fehlen, d. h. @ ist in Bezug auf die y homogen linear.
Dieser Umstand ist for die folgende Beweisfahrung von wesentlicher Be-
deutung und bildet den Grund, weshalb wir in den Differentialgleichungen
(3) die 4 als homogene Functionen gerader Ordnung in Bezug auf die
x , 8 vorausgesetzt haben. Es wire mdglich, dass diese Einschrankung bei
einem andern Beweisgange sich als unndthig herausstellt. Ich gehe auf
diese Frage nicht naher ein, weil sie fur unser eigentliches Ziel, namlich
die Aufsuchung der algebraischen Integrale des Eingangs aufgestellten
Vielkorper-Problems, unerheblich ist.

Es werde ¢ als Polynom der y geschrieben; sein Grad in Bezug auf
diese Variabeln sei p, und es werde angesetzt

b=+ dit...,

wo die ¢,, ¢,, ... die Terme vom Grade p,p — 1, ... zusammenfassen.
Mit Rucksicht auf das Vorhergehende ist dann

e ] '
(15) zyag%=¢om9 w=zy¢a—9—g¢°»

0%,
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so dass es fur die Untersuchung von o lediglich auf das Anfangsglied
¢, ankommt. Die Coefficienten @, in @ hingen auf einfache Weise mit
gewissen Coefficienten in ¢, zusammen. Man ordne ¢, nach einem der
darin vorkommenden y — sagen wir y, — und setze an

¢’o= o.'/;+ Vly;_l+"‘+V;"

wo die V ganze Functionen der ubrigen y sind, dann folgt aus (15)

rl’%4
(16) = Voo,

Sind a, a’, ... die Coefficienten des Polynoms V¥, so ist, da die Relation
(16) fur beliebige y bestehen muss,
da ?a’

— = QW
oz, 1 oz,

’ .
=do,, etc;

wir konnen also allgemein ansetzen

__dloga,

)
) oz,

wo die a, gewisse Coefficienten in ¢, bedeuten.

Als Vorbereitung for das Folgende betrachten wir zunachst den Fall,
wo die Coefficienten in ¢, simmtlich von der Irrationalitat s frei sind.
Es sei y eine Function der z,y, ganz homogen nach den y, rational
homogen nach den z, welche der Bedingung

D
Dbz, =2
dlog b,
r=) u. ai ’

gentigen, wo die b, gewisse Coefficienten des nach den y geordneten Aus-
druckes y bedeuten. Man denke sich saimmtliche Coefficienten in y auf
den kleinsten gemeinsamen Nenner M gebracht und den etwa vorhan-
denen gemeinsamen grossten Theiler L aller Coefficientenzahler aufgesucht,
dann ist

(17)

’

M
X =T1X
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ein Ausdruck von der Form $(x,y), welcher keinen von den y unab-
hangigen Theiler der Form §(x) besitzt. Ferner wird

zy«::ﬁ; =ZI'T,)

2log b,
f—:Zy“_o_g___ -
\ .

’
2z,

(18)

wo die b, gewisse Coefficienten in y’' bedeuten. Es sei nun @ ein ir-
reductibler Theiler von &., welcher die Variable x, wirklich enthalt, dann
tritt in 7 ein Glied der Form

Ya 3¢
Q 3z,

auf, welches sich, so lange specielle Werthsysteme der y ausgeschlossen
bleiben, nicht gegen anderc Glieder in 7 fortheben kann. Der Ausdruck
7 wird also sicher unendlich for alle endlichen Werthsysteme der z, fur
welche @ verschwindet. Es miusste also, da for endliche z die linke Seite
von (18) sicher endlich bleibt, wider die Voraussetzung, y’ durch @ theil-
bar sein. Der Coefficient b, ist daher von z, unabhingig, d. h. 7 ist

gleich Null und
y
z Ya 5%; = 0,

woraus folgt, dass sich y' als eine ganze rationale Verbindung der Aus-
driicke

Loy — X1¥Yas - - - 5y Tl — T1Ym)

ohne z, darstellen lasst.
7. Zu der Relation

dlog ¢ dlog a,
(IS) zya%fzw:zya afa

zurickkehrend, wollen wir den Satz beweisen, dass der Ausdruck

2w,dr,
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ein totales Differential ist, dass also die sogenannten Integrabilitatsbe-
dingungen .

dw, dw;  d'log (au) -0

Z7) oz, - 9T, 023 \ag -

N\

sammtlich erfallt sind. Zu dem Ende wollen wir in ¢, die Grossen
Y3y - -+ » Ym gleich Null setzen, jedoch, um Unbestimmtheiten zu vermeiden,
folgendermassen vorgehen. Wenn ¢, durch c¢ine Potenz von y, theilbar
ist, so unterdriicken wir diesen Theiler, welcher fur die Gleichung (15)
bedeutungslos ist, und bezeichnen ¢, mit ¢, ,. Darauf setzen wir g,
gleich Null und bezeichnen den Ausdruck, in welchem ¢, ,, hierdurch
tibergeht mit ¢, ,_,. Derselbe gentigt der Gleichung

dlo dloga,
zya?;agfboym—l — zya as; . (a=1,2,...,m—1)

Hierauf unterdrticken wir in ¢, ,_, die etwa als Theiler auftretende Po-
tenz von y,_, und setzen y,_; gleich Null, wodurch wir zu dem Aus-
drucke ¢, ., gelangen, u. s. w. Gelangt man auf diese Weise, bevor
auch y, gleich Null gesetzt wird, far ¢, , zu einem Monom von der Form

Chiss -« Yis

so kann offenbar in w fur die Coefficienten a,, a,, ..., a, der eine Coef-
ficient C gesetzt werden, und es sind die zu den aus z,,..., z, gebildeten
Variablenpaaren gehdrigen Integrabilitatsbedingungen von selbst erfallt.
Wir haben deshalb nur noch den ungiinstigsten Fall zu verfolgen, dass
man namlich, nachdem auch y, beseitigt ist, mit Unterdriickung der ein-
flusslosen Potenztheiler zu einem ¢, von der Form

Sboa =cyi +ayi 'y + ... + (R

gelangt, in welchem ¢ mindestens gleich Eins und die Endcoefficienten
¢, und ¢, von Null verschieden sind. Dieses ¢/,, gentigt der Bedingung

dlog ¢
z Ya aia = gyawu (a=1,3)

«

wo in
__dloga,
= .

a
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far die Coefficienten a,, a, offenbar ¢, und ¢, zu nehmen sind. Die ge-
fundenen Relationen formen wir um in

¢'=¢02:co=!/{+:—:.’/{—l%+ +£‘q.'/gy
(19) | '

\ dlogy olog /¢,
zl:y" ora Ya ox, (g)'

Die Coefficienten von ¢’ konnen nun die Irrationalitit s enthalten. Ist
dies der Fall, so gilt die Gleichung (19) far alle Wurzelwerthe s,, s,, ..., s,,
welche s annehmen kann. Summiren .wir die den einzelnen Wurzeln ent-
sprechenden Gleichungen (19) und setzen

sb'(sl) * ¢’(82) oo ¢'(su) = l]l"

28) coln) | qls@) o
(%) c.(s) ¢o(#a) ,

so sind ¥ und C homogen rational nach den z; ferner ist

2 .
)
Zyaalog ‘I"_1 log(].

3z, 7% oa,
Der Ausdruck ¥ ist also eine Function von derselben Beschaffenheit, wie
die vorhin mit y bezeichnete. Bedeutet H den kleinsten gemeinsamen
Nenner der Coefficienten in ¥, so ist H¥ eine Function der Form §(z, ),
welche keinen von den y unabhangigen Theiler der Form $(z) besitat
und der Bedingung

o(HY) d(HY) _
1 o, T, =O°

geniigt. Es ist also, abgesehen von ecinem constanten Coefficienten

HY = (yl Ty, — Y, il:l)"’,

r=(n—n2)"
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Hieraus folgt sofort

Damit sind offenbar die Integrabilitatsbedingungen allgemein bewiesen,
und wir haben ferner fur das urspringliche ¢, die Relation

m a1 \ m .
Z:’/u a:f(f_) = _;yai_a’

wo die g, ganze positive Zahlen, die Null eingeschlossen bedeuten. Ferner
erkennt man hieraus, dass )

d ¢ L] Im ) —
d_t(aT‘x’ ....’En) =0

ist, dass also die Integralgleichung ¢ durch den Multiplicator
(@3 ... 27):q

in ein Integral verwandelt wird. W. z. b. w.

Es sei jetzt ¢ das zu ¢ gehorige Integral. Wir spalten dasselbe
ahnlich wie ¢, setzen also an

p=¢,te, +...,

wo ¢, sich von ¢, durch den integrirenden Multiplicator unterscheidet
und der Bedingung
9
Y=o

gentgt. Wir wollen nun zeigen, dass ¢, sich als eine ganze rationale
Function der m — 1 Verbindungen

LYy — 2,Y,» TYyy — X Ygy oo oy Tuh— T1Yn

ohne z, darstellen lasst. Zur Vereinfachung des Beweises schicken wir
folgende Bemerkung vorauf. )



40 H. Bruns.

8. Angenommen man hatte in dem urspringlichen System von
Differentialgleichungen

dz, dy,
T = Yo 7 =A4,(z,,2,...)

statt der Variabeln x,y andere Variable &, » durch die lineare Substitution
To = Zﬁ:caﬁeﬂ’ Yo = 'z?caﬁ?ﬂ

eingefahrt, in der die ¢ feste Zahlen mit nicht verschwindender Deter-
minante bedeuten, so wirde dadurch an den aber die Differentialglei-
chungen und die Irrationalitat s gemachten Voraussetzungen nichts geandert
worden sein; es wiirde also auch die ganze bisherige Untersuchung ohne
Weiteres fir das transformirte System giltig bleiben. Insbesondere wiirde
der Satz, dass die hier untersuchten Integralgleichungen durch einen Mul-
tiplicator von der Form &(z, s) in Integrale tbergehen, wenn er vor der
Transformation gilt, auch nach derselben gelten und umgekehrt. Diese
Bemerkung benutzen wir in folgender Weise.  Die Discriminante A der
Gleichung fur s ist eine homogene ganze rationale Function der # vom
Grade
nn—1) = p.

Die Discriminante A’ der transformirten Gleichung for s geht aus A
hervor, wenn man statt der x die & einfuhrt. Bei passender Wahl der
Substitutionscoefficienten ¢ lasst sich nun stets erreichen, dass in A’ die
Glieder mit _
el’.’ ’ e?‘ LA e;l

wirklich vorkommen. Es ist deshalb keine wesentliche Einschrankung
der Allgemeinheit, wenn wir annehmen, dass bereits in der urspranglichen
Discriminante A die Glieder mit

X,y ..., Th

wirklich vorkommen, da diese Eigenschaft, wenn sie urspranglich nicht
vorhanden ist, durch eine vor Beginn der ganzen Untersuchung vor-
genommene Transformation stets herbeigefuhrt werden kann.
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Wir denken uns nun in der Gleichung fur s den Variablen z,,..., z,,
irgend welche endliche Werthe, dem z, dagegen einen ausserordentlich
grossen Werth beigelegt, dann lisst sich jede Wurzel s nach fallenden
Potenzen von z, in eine Reihe entwickeln, welche unter den gemachten
Voraussetzungen die Form .

—_ ; 945
8 = ox, + g, +w‘,+zI+'”
besitzt. Hierin ist ¢ die Wurzel einer Gleichung
A+ 2d'+...+ 2, =0,

welche keine mehrfachen Wurzeln besitzt und deren Coefficienten nur von
den in der urspringlichen Gleichung fir s auftretenden Constanten, aber
nicht von den z abhiangen. Die tibrigen Coefficienten g, , o, , ... besitzen
die Gestalt &(o) resp. S(z,, ..., Z,). :
Fohrt man jetzt statt der Variablen z neue Variable p durch die
lineare Substitution
Y V Ym
b, =7, pz=xg—x1§f? o v ey pm=mm_xl§:
ein, so erhilt man das Glied mit p{ in der Discriminante, wenn man an
Stelle der «,,...,z, resp.

Y Um
b pl,;:’ AL | plz

schreibt. Der Coefficient von p4 in der Discriminante wird also, so lange
specielle Werthsysteme der y ausgeschlossen werden, von Null verschieden
gein. Infolge ‘dessen lasst sich fir grosse Werthe von p, und endliche
Werthe der p,,...,p, die Irrationalitait s nach fallenden Potenzen von
p, in die Reihe :

=- & & LRI} L4
op, -I:po+1,l+p:+

entwickeln, wo o eine von den p unabhangige Irrationalitat, p ,p,,0,,...

dagegen ganze rationale Functionen der p,p,, ..., p. bedeuten.
Acta mathematica. 11. Imprimé le 30 Novembre 1887, 6
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Dies vorausgeschickt betrachten wir wieder den Anfangsterm ¢, in
dem Integral ¢. Derselbe stellt sich, wenn cr die Irrationalitat s wirklich
enthalt, zundchst dar in der Form :

~ R(DyyDayeveyPms 8.

muss aber in Wirklichkeit von p, frei sein. Entwickelt man nun s und
darauf ¢, nach fallenden Potenzen von p , so muss diese Reihe sich auf
deneinen von p, freien Term reducnren, welcher nach den vorausgehen-
den Bemerkungen die Variablen Pys ..., Pa DUr in rationaler Weise ent-
halt, d. h. ¢, enthalt auch die z nur in rationaler Weise und ist in
Wirklichkeit frei von s. Hieraus folgt weiter, wenn man die in § 6 iber
die Ausdricke y und y' gemachten Bemerkungen beachtet, dass ¢, eine
ganze Function der z ist.

9. Fassen wir die Resultate, zu denen wir bisher trelangt sind, zu-
sammen, so kdnnen wir folgende Sitze aussprechen.

Gegeben ist das Systen von Differentialgleichungen

dez dy,

Tta = Y, W = A,, @c1,2,...,m)
in welchem die 4 als homogene rationale Functionen von der geraden
Ordnung 2N aus den z und einer gewissen Irrationalitdt s zusammen-
gesetzt sind. Die Grosse s ist Wurzel einer irreductiblen Gleichung

s+ 88 1'+...4+8,=o0,

deren linke Seite eine ganze homogene Function der s, z von der n-ten
Ordnung bildet. Wenn das vorgelegte System von Differentialgleichungen
algebraische, von ¢ freie Integrale besitat, so lassen sich dieselben allemal
~ darstellen als algebraische Functionen eines oder mehrerer Integrale ¢,
welche folgende Eigenschaften besitzen:

1) Jedes ¢ ist eine ganze rationale Function der y, cine rationale
Function der z und s.

2) ¢ ist in~den Dimensionen homogen, d. h. wenn man far dic
z,8,Yy resp. setat

xk?, sk®, yk'**, (k = Constante),
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so nimmt ¢ wieder die ursprongliche Gestalt an, jedoch versehen mit
ciner gewissen Potenz von % als Factor.

3) Bedeutet ¢, das Aggregat der Glieder in ¢, welche in Bezug auf
die y.von der hdchsten Ordnung sind, so sind, wenn ¢, nach den y ge-
ordnet wird, die Coefficienten ganze rationaule Functionen der z ohne ge-
meinsamen Theiler.

4) Der Ausdruck ¢, gentgt der Bedingung

Zyag% = 0,

enthalt also die z nur in den Verbindungen
ylxa - yaxl' (a=12,8,..,m)

Nachdem wir bis zu diesem Punkte gelangt sind, brechen wir die
allgemeine Untersuchung ab und wenden uns wieder zu dem Vielkdrper-
Problem zuriick, welches ja den Ausgangspunkt bildete, und welches, wie
bereits bemerkt, einen speciellen Fall der hier betrachteten Differential-
gleichungen reprasentirt.

10. Es seien

My Zuy Yay 2a (@=1,32,..,m)

die Musscn und die Coordinaten der einzelnen materiellen Punkte in dem
betrachteten Vielkdrper-Problem, :

Xa ’ Ya y Za

die Geschwindigkcitscomponenten, r,, die Distanz der beiden Massen m, , m,,
dann haben wir

dzu . qu _ _ x5 — @4
o = Ko Tu——“‘«—;"‘ﬂ R
dya _ ayY, - . yﬂ_ya
@ = Yo W_B““Zp’"ﬁ a0
dz, dZ,

-—2Z
—_— = Z , — = Ca = ”tﬁzﬁ - a’
at O dt 2;- )
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- wo bei den Suminationen, ebenso wie weiterhin, zu beachten ist, dass
Glieder mit r,, nicht vorkommen darfen. Es sei ¢ ein homogenes In-
tegral von der Form

§(X,Y,Z) resp. &(z,y,2), )
welches in Bezug auf die X, ¥, Z vom Grade p ist; ferner sctze man

g=¢,+ o, +-...,

wo die ¢,,¢,,... die Aggregate der Glieder bedeuten, welche in den
X, Y, Z von den Ordnungen p, p— 1,... sind; endlich bezeichne man
die Zeit ¢, je nachdem sie in den Coordinaten oder in den Geschwindig-
keiten vorkommt, mit u resp. v, fuhre also die Operationssymbole

3—1=¢( e+ Yone + Zuze)s

3%=Za:( *3X, +B“9Y + (’ﬂaz)

cin, dann muss sein

%0, __ 3, | %,
(22) . w =% T =0

Diese beiden Bedingungen werden sich als fuor unseren Zweck ausreichend
erweisecn. Die erste Bedingung besagt, dass ¢, die z,y, z nur ganz ra-
tional in den Verbindungen

f; = anl - xlXa’ 9o = yGXl — Ya’ ha = zaXl - xlza

enthalt, d. h. wenn man statt der z,y, 2z in ¢, die Ausdriucke
hy 7z,
+1x) Ya +1X, za=f‘+x1f

cinsetzt, so verwandelt sich ¢, in eine Function der Grodssen

f;""’f;l; gl)"’)yu; hl""’kn!

welche von x, frei ist, und abgesehen davon, dass eine Potenz von X,
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als Nenner vorkommen kanm, die X, ¥, Z nur ganz rational enthalt.
Im Folgenden werden wir voraussetzen, dass ¢, bereits durch die f,g, %
ausgedrickt sei. : ‘

Bilden wir jetzt die Ableitung von ¢, nach v, g0 enthalten die ein-
zelnen Glieder im Nenner die dritte Potenz eines r,,, sind aber im Ubri-
gen rational aus den verachiedenen Variabeln zusammengesetzt. Bilden
wir ferner die verschiedenen Irrationalitaten, welche einschliesslich der 7,
selber dadurch entstehen, dass man je zwei, je drei u. s. w. verschiedenc
7,3 mit einander multiplicirt, und bezeichnet man diese Irrationalitaten
in irgend ciner Reihenfolge mit p,, p,, ..., so lasst sich ¢, stets auf die

Gestalt
P2 = P20 +Z%
bringen, wo die ¢,,, ¢,,, ... rational aus “den z,Y,2,X,Y,Z zusam-

mengesetzt sind. Mit Rucksicht auf (22) folgt daraus, dass.

a?n
u

=o0

ist, und dass ferner der Ausdruck .

i(&«)

ul\p

allemal verschwindet, wenn die Irrationalitat p sich nicht auf ein einziges
7,3 reducirt. Fohrt man ferner in ¢, statt der z,y, 2 die f, g,k ein,

wobei moglicherweise z, sich nicht aus ¢, fortheben wird, so geht die
partielle Ableitung von ¢, nach % tber in

% x

oz, 1’
Ersetzt man cbenso in der Ableitung von ¢, nach » die urspriinglichen
Variablen durch die f,9,%,X,Y,Z und z,, und integrirt nach z,
indem alle tbrigen Grdssen als constant angesehen werden, so darf dic
Integration keine logarithmischen, sondern nur algebraische Glieder liefern.
" Dieser Umstand wird uns gestatten, die Verbindungen der f, g, k, aus
welchen sich ¢, zusammensetzt, vollstindig zu bestimmen.
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11. Zur Abkorzung der Ausdrucksweise wollen wir festsetzen, duss
die Indices «,3,... die Werthe 1, 2,...,n, dagegen die Indices 4, p,...
nur die Werthe 2, 3, ..., n annehmen sollen. Wir suchen nun diejenigen
Glieder in der Ableitung von ¢, nach v auf, welche die dritte Potenz
von 7, resp. 7, im Nenner enthalten. Die Ableitung von ¢, besitzt zu-
nachst die Gestalt

30 a'}
20y, 4, —5,B,) + (5, 4, — 2,0

+Z{aa%( 4, — a:,AA)_i_a%(yl x‘B‘)"'Zi;;i(Z‘A‘—x'C*)l

+ 2% 9% 4, + 9% 95;. C, + z lasao 9¢. 2B, + 2 %, C*=

Dic Glieder, welche 7}, im Nenner enthalten, werden, mit Fortlassung des
Nenners, und wenn wir der Kurze halber das Zeichen S einfahren, um
cine Summation tber die drei Coordinatenaxen anzudcuten,

m, :_5: (Y12, — ,4,) + z—’,::'(zlxl a:,z,)l + m, (2, — x,)Z[S( ,;’;")]
+ m,z, Sv(xl x,) + S(:c, z,) (m;l 59% —m, :2’;“)
Ablnlich werden die zu 7, gehorigen Terme
— S — =) (n 3 —m)

+ S — ) (m 2 —m, 222)..

Fiuhrt man hierin auch far dic ausserhalb ¢, vorkommenden z,y,:z
die Grossen z,,f,9,h ein, so mussen die Terme, welche das Quadrat
von z, enthalten, verschwinden, weil sonst die oben erwahnte Inte-
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gration nach z, auf logarithmische Glieder fithren warde. Es muss also
sein o

o= ml{%’;—:(ylxl — X\Y) + %%:(lexz_xlzl)l
X=X [S (X,‘%%)] +mX G [(XA — X,)%%],

o= § [0 — {3~ m )]

Die vorstehenden Bedingungen, in welchen die Indices 4, x alle zuléssigen
Werthe anzunehmen haben, kdnnen wir jetzt als lineare partielle Dif-
ferei)tialgleichungen mit den unabhangigen Variablen f,g,% und mit
der abhangigen Variablen ¢, ansehen. Die Coefficienten sind von den
fy 9,k unabhingig und deshalb bei der Aufsuchung der allgemeinen
Losung als Constanten anzusehen. Um die allgemeine Losung aufzustellen,
gentgt im vorliegenden Falle die Kenntniss einer gewissen Anzahl von
"Particularldsungen, welche die f, g, 2 homogen linear enthalten. Funf
solcher Ldsungen werden durch die bekannten Integrale des Vielkorper-
Problems geliefert; es wird sich zeigen, dass damif die gemeinsamen
Losungen des oben angesetzten Systems erschopft sind.
Es werde gesetzt

Zmz, =L, Xmy, =M, Xm,z, = N,
2m, X, = i’, ZmY,= M, 2m, 2, = N,

dann erhalten wir, wenn die Buchstaben a, b, ¢ ganz willkarliche Gros-
sen bedeuten, zunichst drei Particularlosungen 4’, B’, ¢' durch die eine
zusammenfassende Gleichung

a L L
6d + 0B +cC =0 M M|.
¢ N N

Diese drei Losungen sind jedoch nicht unabhingig von einander, weil
zwischen ihnen die Relation

L'A'+ MB 4+ NC —o
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besteht. Drei weitere Losungen 4, B, C erhalten wir in &hnlicher Weise
durch die zusammmenfassende Gleichung

ad z, X,
@A+ VB +¢C =2m, ¥ oy, Y.l
¢ ¢ z, Z,

wo die a’, ¥, ¢’ ebenfalls willkarliche Zahlen bedeuten. Dass in der That
die 4, 4',... Losungen sind, lasst sich auch ohne Rechnung durch fol-
gende Uberlegung nachweisen. Die A, A, ... sind namlich nichts anderes
als die Flachenintegrale und drei aus den Schwerpunktsitzen zusammen-
gesetzte Integrale, und zwar homogene Integrale von der hier untersuchten
Beschaffenheit, bei denen tberdies das ¢ sich auf den Anfangsterm ¢,
reducirt. Es mossen also die hier far ¢, anfgestellten Bedingungen von
selbst erfullt sein.

Droickt man jetzt die 4, 4’,... durch die £, g,k aus, so crhalt
man zunichst

a, O -[-?m‘fi, L'
X (ed” 4+ OB + cC') = | b, m,g, +Z‘:mlg,, M

C, mhy +2A"'¢Akl y N'

d o X |l i X,
X@A+VB+cCQ=m |V g 7, +2:m.A v g Y.
¢ h Z g ¢ h Z

Wir untersuchen nun, ob aus diesen Gleichungen sich die Grdssen

g]’ hn fz’ gaa hg

durch die 4, 4’, ... und dic ubrigen f, g,k ausdrocken lassen. Nun
gind in den Ausdriocken for

XpB, XC, X4, XB, X¢C
die Cocfficienten der fanf Grossen

m,g,, mh, wmf, wng, mh,



Uber die Integrale des Vielk#rper-Problems. 49
durch nachstehende Zeilen gegeben

o, + I, — N, - o, + L,
— L, o, | + M, — L, o,
+ Z, —Y, o, + Z, —7,,

o, + X, —Z,, o, + X,
—X, -0, + Y,, — X, o,

und es kommt jetzt darauf an, zu zeigen, dass die aus diesen Zeilen ge-
_bildete Determinante nicht identisch verschwindet. Berechnet man die-
selbe, so erh&lt man

X, I X, I
X, —X)ly, o v
zZ, N z,‘

die Grossen g,,..., h, lassen sich also in der That durch die 4,
und die tbrigen f, g,k ausdriicken. Infolge dessen dirfen wir bei der
Aufsuchung etwaiger weiterer Particularldsungen voraussetzen, dass die-
selben von den g,,..., h, unabhangig sind.

12. Die noch aufzusuchenden Particularldsungen bezeichnen wir
mit y und setzen fest, dass die Indices ¢, r, ... nur die Werthe 3, 4,
..., n annehmen sollen. Die gesuchten Lodsungen mftissen den Differen-
tialgleichungen gentigen, welche aus denen fur ¢, dadurch entstehen, dass
man far ¢, die Grosse y schreibt, ferner die Ableitungen von y nach
den g,, ..., k, gleich Null setzt und die Falle 4, » = 2 von den Fallen
A, p = o trennt. Auf diese Weise erhalt man zunichst das System

=3) © _Z[S( x4

(24) : 0= m,(Xf— X,)Z[S( ,afﬂ + m, X S((X-— X)) a_f)
(25) 0= S((X,— X,) :_1) |

(26) o= S[(x — x)( X m':_é)]

Acta mathematica. 11. Imprimé le 20 Novemnbre 1887. 7
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Aus (23) und (24) folgt

(27) o=S(x.—x)%)

und hieraus in Verbindung mit (25) die zusammenfassende Gleichung
a, X, — X, X, — X,

(28) a%+b%’{+c§i=k, b, Y, — Y., ¥,— Y.,
c, 2, —Z.,2,— Z,

in welcher k. einen vorlaufig unbestimmten Proportionalitatsfactor be-
deutet. Bezeichnen wir den Werth, welchen die Determinante in (28) far

a=X,—X,, b=Y, —Y., c¢=2Z—2Z
annimmt, mit D, so erhalt man mit einer kleinen Umformung
D= |Xa_‘Xr’ Xn Xz' + |Xa'7 X.-)Xl'—Xa|9

wo von den Determinanten nur die erste Zeile angesetzt ist. Durch Ver-
tauschung der Indices ¢ und 7z andert also D nur sein Vorzeichen. In-
folge -dessen erhalten wir aus (28) die beiden Gleichungen

S(x.— x) Z) = &..D,

S(x — %) Z) = k..D,

also mit Bertcksichtigung von (26) °

(m,k. — m k,)D = o,
d. h. es ist
k,=Ilm,

wo [ einen von dem Index ¢ unabhangigen Factor bedeutet. Hiermit
liefert die Gleichung (28) weiter

S(X,%Q = |X,, X, X,
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woraus, wenn man nach 7 summirt, mit Rucksicht auf (23)
o=1'YmX,, X, X,|

folgt. Es verschwinden also 7, die % und infolge dessen auch die sAimmt-
lichen Ableitungen von y, d. h. es existiren ausser den bereits angege-
benen fanf Particularlosungen keine weiteren, und es enthalt ¢, die Va-
riablen z,y, 2z pur in den Verbindungen

4,B,C, 4,B,C.

Eliminirt man also z. B. y,,2,,2,,¥,, 2, mittelst der Ausdrucke 4, 4, ...
aus ¢,, so fallen alie tbrigen z,y, 2z von selbst heraus. Bei dieser Eli-
mination nimmt ¢, die Form §(4, 4',...) an, dagegen kann ¢, auf-
horen eine ganze Function der X, Y, Z zu sein. Wir wollen nun zeigen,
dass sich ¢, immer auf die Form

$4,B,C,4,B,0,X,Y,2)
bringen lasst.

13. Da bei der Elimination von y,,...,2 aus ¢, dic tbrigen
z,y,2 von selbst fortfallen, so kann man die Elimination in der Weise
bewirken, dass man sowohl in ¢, als auch in B, C, 4, B, C die schliess-
lich fortfallenden Variablen von vornherein gleich Null setat, die y,, ..., 2,
durch dic B’, ... ausdrickt und die so gewonnenen Ausdriicke in das
vercinfachte ¢, substituirt. Nun sind die Grdssen

my, Mz, WMT,, LY, Nz,

in B,C,A,B,C -mit Coefficienten verbunden, die durch nachstehende
Zeilen gegeben sind

. o, +IL, —N, o, +1I,
— L, -o , + M, — L, o,

+ Z, —7Y, o, +2Z, —Y,

o, + X, —Z,, o, + X,

— X, o, + Y, — X, o,
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welche, wie wir bereits friher gesehen haben, zu der Determinante

X X, L
E=L(X,—X)|Y Y, M
Z Z, N

fohren. Der umgeformte durch die B, (", 4, B, C dargestellte Aus-
druck von ¢, konnte also eine Potenz von E im Nenner haben, oder

die Gestalt
Q(B’,C’,A,B,C,X, Y, Z):E

besitzen. Diese Form ist nun von der Art und Weise, wic die Elimina-
tion im Einzelnen ausgefuhrt wird, unabhingig. Hatte man die Elimina.
tion mittelst der Variablen

yl’ zl’ xs’ ya’ zx

bewirkt, so wirde man im Nenner von ¢, statt des vorstchenden E ein

anderes
E' = L'(X, —XI)IXl y Xy, L'

erhalten haben. Nun haben E und E' nur den Theiler L' gemeinsam,
woraus wir schliessen, dass die 0brigen Theiler von E oder E’ in dem
Ausdrucke von ¢, sich gegen entsprechende Theiler des Zahlers fort-
heben, so dass nur eine Potenz von L’ im Nenner von ¢, verbleiben kann.

Hatte man statt der Variablen y,,27,2,,y,,2 die Variablen
Z,,8 ,%,,Y,,2 und statt B’, C' die Ausdriacke C’, 4’ bei der Elimina-
tion benutzt, so_wtrde man fiur ¢, einen -Ausdruck von der Form

§(C,A4,4,B,C,X,Y,Z):(MY
statt des fritheren
$B,C,4,B,C,X,Y, Z):(LYy

erhalten haben. Auf analoge Art konnte man noch zu einer dritten

Darstellung’ ’ ' '
¢, =64,B,4,B,C,X,Y, Z):(N'Y

gelangen. Um nun zu zeigen, dass diese Nenner immer durch passende



Uber die Integrale des Vielkorper-Problems. 53

Umformung von ¢, beseitigt werden konnen, haben wir nur den Fall
in’'s Auge zu fassen, wo keine der drci Zahlen ¢, r,s gleich Null ist.

Zunachst schicken wir die Bemerkung voraus, dass abgesehen von
der Relation

(29) AL + BM' 4+ C'N' =o
die A., A4, ... von einander unabhangig sind, d. h. es existirt zwischen
den 4, A’, ... keine weitere Relation :

o= PA+4 QB+ RC 4 P4’ + ¢'B + RO,
in welcher die Coefficienten’ P, P, ... von den z » ¥ , 2 unabhangig sind.
Infolge dessen darf man in ¢, die Variablen

A, . A, ., X,..., ¥

19°° ¢ ¢

v Ly,

1

als Grossen ansehen, welche, abgesehen von der einen Einschrankung (29),
vollig willktirlich gew&hlt werden konnen. Es sei nun_auf irgend eine
Art foar ¢, die Darstellung o

¢, =HA,B,C, 4, B,C,L, M,N,X,,Y,,Z,,... X, Y,, Z):(L)"

gefunden worden, wo in ¢, die X, Y,, Z, durch die L', M', N’ und
die wbrigen X, Y, Z ausgedriickt zu denken sind, dann kann, so lange
die z,y,2,X,Y,Z, endliche Werthe besitzen, ¢, nicht unendlich
werden. Ordnen wir nun ¢, nach fallenden Potenzen von L', setzen
also an '

Ho Hl
¢0=L'm+L:m—1 ce

wo die H,, H,, ... ganze Functionen der vorkommenden Grossen bedeuten,
so muss, sobald L’ verschwindet, sobald also

BM' 4+ C'N' =o

ist, der Ausdruck H, verschwinden, wie auch die Werthe der tbrigen
darin vorkommenden Grdssen beschaffen sein mdgen. Es muss also H,

durch
BIM' + CINI
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theilbar sein, d. h. man hat identisch
| H, = (BM' + C'NH,,,

wo H,, wiederum eine ganze Function der darin vorkommenden Grossen

ist. Infolge dessen wird

H — A'H, H
Po =t b s

Wendet man auf diese Darstellung dieselbe Schlussweise an, u. s. w,
so gelangt man schliesslich dahin, den Nenner von ¢, ganz zu beseitigen, -
d. h. ¢, ist immer als eine ganze Function der Grdssen
4,B,C,4,8,0,X,,Y,4,...,X,,Y,, Z,
darstellbar. :
14. Um pun die Verbindungen der X, ¥, Z zu ermitteln, welche

in ¢, vorkommen, bilden wir in

_ %0, %,
o= EY) + u
zunichst das erste Glied rechts. Dasselbe hat die Gestalt

> Doyt oy

= —_ % 39”0)
D, = S[(x,-, a'a)( ms X, s X, ] )

und die Ableitungen von ¢, sich nur auf die explicite vorkommenden
X, Y, Z beziehen, weil die 4, B, C, 4', B', C’' den Bedingungen
94 - aC’

— =0 A — =0
v ’ LY

Wwo

gentigen. Fuhrt man in dem Quotienten
Doy 7og

statt “der z,y, 2 die f, g,k und z, als Variable ein, so muss die Inte-
gration desselben nach z, den mit dem Factor — X versehenen Term
in g, liefern, welcher r,; im Nenner hat, und der im Ubrigen cine ganze
~ Function der X, Y, Z ist. Nun ist

fd:c(Px + Q)(ax® + 202 4 c)'g = (Vz + W)(ar® 4 2bx + c)—;,
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wenn zwischen den von z unabhangigen Grossen P, Q,a,b,c, V, W
die. Relationen
D = b* —ac,

DV = bP — Qa,
DW = c¢cP — @b,
D(Vz + W) = P(bx + ¢) — Q(ax + d)

stattfinden. Mit Rucksicht hierauf setzen wir an

Ty — Mg == Dggy.nness
f;—f;g == f;ﬂ g 0.
Xa_Xﬂ = Xaﬁ’ ......

Po %
Marx, ™ M5x, = : S

1y = ax? + 2bz, + c,
aX? = SX%,  bX!=SX,f, X =571,
Op5=Pr, +Q,
. PX, = SX,4,,  QX, = 5,4,
(az, + B)X, = SXz,, (b1, + )X, = Sf,2,,
(6* — ac) X} = (SXyz,)* — (5X2y). (Saty) = E,

o
Erafgfdxlf = ‘:

SX,, A4,y SX, .
Sfsds Stz

SX,,4,, SX,.z,

P b
ar, + _ FX,

Q bxr,+c

FX =

1
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Der Ausdruck
F

—E_ra;

ist, wie bereits erwihnt, derjenige Term in ¢,, welcher r, als Nenner
enthalt; es muss also.der Quotient F:E eine ganze Function der X,Y,Z
gein. Da nun F und E ganze Functionen der z, X,... sind, und da
E als Function der z, X,... betrachtet irreductibe] ist, so muss der
Quotient F:E auch eine ganze Function der z,y, 2 sein.

Um die Vorstellung zu fixiren, nehmen wir far den Augenblick an,
dass die Indices a,f in F und E auf die Werthe 3, 4,... beschrankt
geien. Weiter denken wir uns in F und E die z,y, z zunichst durch
die f,9,h und z,, und dann die Grossen g,,h,,f,,g,, h, durch die
A,B,C,B,C und die abrigen f,g,h ausgedruckt. Durch diese
linearen Transformationen wird an der Theilbarkeit von F durch E
nichts getindert. Der Ausdruck for E enthalt dann nur die Variablen
fos9as ey fas 955 by, whhrend F sich zunichst als eine ganze homogene
Function zweiten Grades derselben f,g, % und von z, darstellt, deren
Coefficienten die z,y, 2z nur in den Verbindungen 4, 4', ... enthalten.
Setzen wir demgemiss an

F = F,z} 4+ Fiz, + F,,

so missen F,, F,, F, einzeln durch E theilbar sein. Nun sind die F,
und F,, wenn sie vorkommen, in Bezug auf die f,,...; k, von.der ersten,
resp. nullten Ordnung, woraus wir schliessen, dass sie in Wirklichkeit
identisch verschwinden, dass also F sich auf den Term F, reducirt, und
dass infolge dessen

oF
=
ist. Fohrt man nun die Differentiation nach w aus, so erhalt man
(Stosdus) - SX)' = (SX,34,)(SX,2,5),
und hieraus B

(Sf;ﬁfid) , (5X,) = (SX.04,)SXsf.)

Die vorstéhende partielle Differentialgleichung far ¢, kann nun, da die
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Ay, ... die 'f,, y «++y By micht enth;ﬂten, nicht anders bestehen, als wenn
die mit den f,g; h multiplicirten Glieder links und rechts einzeln ein-
ander gleich sind, d. h. es ist

A',,'g- _ﬁ,—p _ Ca,i _ SX&;Aa'g
Xes  Ya3  Zug  SXe5Xas

Zu diesem System von Differentialgleichungen, welche aus Granden der
Symmetrie auch noch gelten, wenn die Indices a, 8 die Werthe 1 oder
2 annehmen, gehdren zunichst die vier Particularlosungen

L =%XmX, M =2XnY,, N =2Xm,Z,
@-),2, I )

T = Xm, (X + Y + Z)).

Es fragt sich nun, ob noch anderec gemeinsame Particularldsungen exi-
stiren konnen. Die Integration der Gleichung

Aoy _ Bas

Xa Ir«,?

ist durch die drei Particularlosungen L', M’, T vollstandig erschopft,
d. h. die weiteren noch aufzusuchenden Particularlosungen dirfen als
unabhingig von X,, X;, Y,, Y, vorausgesetzt werden. Dies fuhrt zu-
nichst zu der Gleichung

. Ca,? = o,

welcher die Losung N’ gentgt. Infolge dessen konnen die noch etwa
fehlenden Losungen als unabhingig auch von Z,, Z; vorausgesetzt werden.
Es muss also, wenn noch weitere Losungen, die von den gefundenen un-
abhangig sind, existiren, durch einen von X,, Y,, Z, unabhingigen Aus-
druck ¢,-das System |

A, :X,=B,:Y, =C,:Z

7 ay * Lay

oder

3500. __:%_. _—a'&-
aX,’X'” ey, Yo = 3z, " Zer

befriedigt werden konnen, was offenbar nicht moglich ist, wenn ¢, die
Acta mathematica. 11. Imprimé le 20 Novembre 1887. . . 8
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X,, Y,, Z, wirklich enthalt. - Wir schliessen hieraus, dass der Ausdruck
@0 dle Vanablen X,Y, Z nur in vier von den z,y, 2z unabhingigen
Verbindungen, namlich L', M’, N, T enthalt. Eliminirt man also aus

f’o=Q(A1B’C7A’aB':C',Xx’Ylvzn---anYu;Zn)

vier der X, 7Y,...,,z B. X,Y,,Z , X, mittelst der Ausdricke L', M', N’, T
so mossen die ubrlgen X Y Z von selbst herausfallen Man erkennt
leicht, dass dann ¢, die Geetalt

¢, =%A4,B,C,4,B,C, L, M, N, T

annimmt, wo H eine ganze Function der darin vorkommenden Grossen
bedeutet. Hiermit sind wir im Wesentlichen an das Ziel gelangt. Ist

namlich
vy
die Kraftefunction, so sind die 'Ausdrucke
4,B,C,4,5,C,L',M', N, T—U
homogene Iﬁtegrale von der hier .untersuchtén Art. Der Ausdruck

J=3%(4,B,...,M N, T—7)

ist ein ebensolches Integral, welches entwickelt und nach den X, Y, Z
geordnet, mit dem hicr untersuchten Integral ¢ in den Gliedern hdchster
Ordnung, namlich in dem Anfangsterm ¢, ubereinstimmt. Die Differenz

I=¢_J

ist wiederum ein Integral von derselben Art wie ¢, nur dass die Ord-
nung in Bezug auf die X, Y, Z in ¢’ um \venigstens cine Einheit nie-
driger ist, als in ¢. KEs lasst sich also von dem vorgelegten Integral ¢
stets ein aus den bckannten Integralen zusammengesetztes Integral in der
Weise abspalten, dass das tbrig bleibende Integral nach den X, Y, Z
von niedrigerer Ordnung ist als ¢. Wiederholt man diese Abspaltung,
so gelangt man schliesslich zu einem  Integral, ‘welches die X, Y, Z
nicht enthilt, welches sich deshalb auf eine Constante reducirt.
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Hiermit haben wir den Satz gewonnen: _

Bei dem Vielkérper-Problem ist der Kreis der algebraisch aus den
Coordinaten und Geschwindigkeiten zusammengesetzten und von ¢ freien
Integrale vollstindig mit den bekannten Integralen, némlich den Schwer-
punktsitzen, den Fldchensiitzen und dem Satze von der lebendigeh Kraft

abgeschlossen.
15. Aus dem gefundenen Ergebniss lassen sich sofort cinige weitere

Folgerungen ziehen. Wir fithren ein

m, X =&, m, Y, = 9,, m,Z, = ¢

und schreiben demgemass die lebendige Kraft in der Formn
1
T=22—ma(e: + 77: + C‘):
ferner setzen wir, wenn U wieder die Kraftefunction bedeutet,
T—U-=H,

dann haben die Bewegungsgleichungen die Gestalt

dz, oH aé. H t
at = 28’ al - om’ OC

Diese Gleichungen transformiren wir, indem wir statt der z,&,... neue
Variable

Prs -y Pany qiy -+ Qsn
durch die Gleichungen -
14 aV vV
€u=‘a7u’ ﬂu—aT/';) c.=a’
_av
Qa _afTa

einfohren, wo 7V irgend einen aus den Grossen z,y,z, p zusammerge-
setzten Ausdruck bedeutet. Die transformirten Gleichungen werden dann

bekanntlich
%. _°H P« oH
dt — ap,,’ dt aq,,’
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wo H durch die ¢, p ausgedriickt zu denken ist. Wir wollen eine der-
artige Transformation fur das Dreikdrper-Problem wirklich durchfuhren;
far das Vielkorper-Problem gestaltet sich die Rechnung nicht wesentlich
anders.

Die den &, 5, { correspondirenden Variablen sollen mit DyDiyee ey Dey
die den z,y, 2z entsprechenden mit ¢, g¢,,..., ¢, bezeichnet werden. Ferner
soll die transformirende Function V in Bezug auf die p homogen linear
sein, woraus sofort folgt, dass man ansctzen kann

V=p+paq +. ...+ -

wo for die ¢ bestimmte Functionen der z,y, 2z gesetzt zu denken sind.
Der Korze halber moge das Zeichen S eine Summation tber die drei
Coordinatenaxen, das Zeichen X eine cyclische Summation tber dic In-
dices '1, 2, 3 bedeuten. Dies vorausgeschickt setzen wir zunachst an

¢} =S, —=), =S —=2), ¢ =Sk —mn)
A Y

d. h. die ¢,,¢9,,¢9, sind die Distanzen der drei Korper von einander.
Weiter sollen sein '

gy = Zm3z,, g = 2wy, g, = Zma2,.
Endlich bilden wir mit den neun willkarlich gewahlten Constanten

a, b, ¢, a;, b, ¢, a, b, ¢,

zwischen denen die Relationen
Za, = 2b = ¢, = o,
a,b, — ab, = ab, — alb; =a,b, —ab, =1,
stattfinden sollen, die Ausdricke
g, = 2¢,2,,
g, = b (z, + iy,),
[Za,(x, + in,)]:4,,

q
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dann haben wir die Transformationsgleichungen

& =D —x) + 2 — ) + 222 0, + s
=B — ) + 20, — 1) —pS T4 i+ 2,
=D —n) +26 —2)  tne +am,

Die p ergeben sich hieraus als lineare Functionen der &, , {, mit Coef-
ficienten, welche algebraisch von den z,y,z abhingen. Aus diesen
Gleichungen folgern wir zunachst

Tm X, = X& = pezjnl ,
T Y, = Xy =p Xm,,
XmZ, = 2§ =p2m,

d. h. die p,q mit den Indices 6,7, 8 sind, von constanten Factoren
abgesehen, gleich den Geschwindigkeiten und den Coordinaten des Schwer-
punktes. Weiter bilden wir die complexe Verbindung der beiden ersten
Flachensatze

. I xl 6l
2 iy | =pXol — i)+ an —an + @0 —ap)
° &4 &

und den dritten Flichensatz

-

z, & )
v l =ipq, + 0,9, — D3 -

P/

)2
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Der Ausdruck far H endlich setzt sich zusammen aus den drei Gliedern

, \? am, + my , 41+ 63— qt
H=E(‘q’_‘)g’_' m PPt g

! 2m,m, 9s 95 2m,
1
+Y e 1p(6, — b9) + P.mb.l‘%:(a. —b,9) —%(a, — 5.9)}— U,
B =0, Yl —a)(2—2)+ A
3 9, 2 3 m, m, s 2m,
H" = (o + 9 + p) Zm,.

In den transformirten Differentialgleichungen

dg. _OH = dp. _ _ °H

dt 5’;; dl 3qa’ . (a=0,1,...,8)
spaltet sich jetzt zunichst das System

(& N QH"' -Ci_]’_g . QH'"
dt — op. dt —  aq.

(2=6,17,8)

ab, dessen Integration die Schwerpunktsatze liefert. Nehmen wir den
Schwerpunkt als Coordinatenanfang, so haben wir die p, ¢ mit den In-
dices 6, 7,8 einfach gleich Null zu setzen, und erhalten das System
zwolfter Ordnung
dqu _ 9 ' ” d_P“ o __i 4 " =
= _a_Pa(H + H"), = 9pu(H + H"). @=01,..8
Wahlt man ferner die invariable Ebene als xy-Ebene, so ist p, gleich Null
zu setzen. Infolge dessen reducirt sich das System zwolfter Ordnung auf
ein System zehnter Ordnung mit den Variablen p,...,p,,q,...,q,
und auf eine Quadratur zur Bestimmung von g¢,. Das letztgenannte
System hat dic Form
dg. _oH'  dp. o

dt — op,’ dat 8.’

(2=0,1,...,4)
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und giebt, da H’ die Variablen p, und g, nur zu dem Producte p,q,
verbunden enthalt, in Folge der Gleichunggn

dg, - oM - dp_ 9Hp
dt — a(pg)t . dt a(p.g)"*
die Relation ’ '

d(pg)

at O

welche sich vorhersehen liess, da ip,g, unter den gemachten Voraus-

setzungen das dritte Flachenintegral ist. Von dem System zehnter Ord-

nung spaltet sich also das System achter Ordnung :
dg. _ oH' dp. __ _ oH'

dt T oapg ] dt aq,, @=9nL%

ab, wo in H’ an Stelle von p,q, eine Constante zu schreiben ist, die
wir mit k bezeichnen wollen. Die beiden ubrig bleibenden Gleichungen
liefern dann den Ausdruck fir ' '

4

4

log

durch eine Quadratur.
16. Um das System achter Ordnung noch weiter zu reduciren,

schreiben wir
H’ = pr + Hg’

wo H, und H, offenbar von p frei sind. Ferner setzen wir an

Hl

__o’

und kdnnen dann die Gleichungen zunichst in der Form

‘dg. _ 9L 3L dpa _ 3L 3L

dt pa 9H’ dt ~ aq, 9H’

schreiben, wo nach Ausfohrung der partiellen Differentiationen far H’
wieder der urspriingliche . Ausdruck geset7t zu denken lst Wegen der

Relation
dg _ __ L oL
dt ‘oH' .
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folgt aber far a =1, 2, 3

dq« dpa 3 K

dq = ap,, dg ¥
Far das vorstehende System sechster Ordnung ist der in A auftretende
Ausdruck H’ ein Integral, wir dorfen also fur H' eine Constante — k
schreiben und haben damit das Problem auf die Integration eines Systems
sechster Ordnung und die Quadratur -

zurtickgefuhrt.

Eine weitere Reduction als auf dieses Systemn sechster Ordnung,
welches schon mehrfach, wenn auch in abweichender Gestalt, abgeleitet
worden ist, lasst sich, wie aus den Untersuchungen von Herrn Lie tber
Gruppen (Mathem. Annalen, Bd. 8) hervorgeht, an der Hand der
bisher bekannten Integrale nicht erreichen. Der vollstandige Ausdruck
far K hat die Gestalt

_H, +h
K= "’
H =Y 4,1,
. 1
a, —b a,—b
A, = (s, — b)) m, g ’m, :d , ete.,

B =X ) d t I e DB
B, = k(a, —blq)l:—‘:_,’—:‘i’
U= mea

Es lasst sich jetzt unschwer zeigen, dass unser System sechster Ord-
nung keine algebraischen Integrale besitzt. Angenommen es existirte ein
algebraisch aus den p, ¢ zusammengesetztes Integral, dann ergiebt sich
zuniichst, weil K eine rationale Function der p,q ist, die in § 2 be-

, ete,
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-

nutzte Schlussweise, dass dieses Integral sich als eine algebraische Ver-
bindung von Integralen darstellen lisst, welche die p, ¢ nur rational ent-
halten. Far die rationalen Integrale ferner zeigt die in § 3 benutzte
Methode der unbestimmten Coefficienten, dass in diesen Integralen die in
K auftretenden Constanten, namlich die m,a,d,c,%k,h nur in alge-
braischen Verbindungen vorkommen kdnnen. Setzt man nun in einem-sol-
chen rationalen Integral far die p, ¢ ihre Ausdriicke durch die urspring-
lichen Variablen z,y,2,&,%,{ und ferner fur die Constanten ¥ und
h, welche ja algebraische Integrale bedeuten, ebenfalls ihre Ausdrucke
durch die urspringlichen Variablen, so gelangt man zu einem Integrale
des Dreikdrper-Problems, welches die Coordinaten und die Geschwindig-
keiten nur algebraisch enthalt. Ein derartiges Integral reducirt sich aber
allemal, wenn man den Schwerpunkt als Coordinatenanfang und die in-
variable Ebene als zy-Ebene wahlt, auf eine algebraische Function von
h und k allein, womit offenbar die Nichtexistenz algebraischer Integrale
for das System sechster Ordnung bewiesen ist.

Bei den bisher mittelst der Hamirrox-Jacosr'schen Methoden er-
ledigten Problemen der analytischen Mechanik beruht die Losung im
Allgemeinen darauf, dass man, ndthigenfalls durch eine passende Trans-
formation, eine sogenannte Trennung der Variablen herbeifthrt. = Dieses
Princip lasst sich etwas allgemeiner, als es bei Jacosr geschieht, folgen-
dermassen formuliren. Gegeben ist das kanonische System

dy. oH dpa oH
dg " ap.’ dg 2.’
II:f(q’ql)"‘7qu’pl""’1)n);
diec Variablen lassen sich trennen, wenn zwischen den Variablen ¢....,9,,
Diy -+ Pa, €iner neuen Variablen p und gewissen Parameterne,.c,,...
Gleichungen von der Form

(2=1,2,..,n)

H(p.qg,c .c,,...) =0, H(p,.q,.¢,,¢,,...)=0, etc

aufgestellt werden konnen, welche. folgenden Bedingungen gentigen: 1° die
Anzahl der Gleichungen und der Parameter ¢ ist gleich der Anzahl der
Variablenpaare p, q; p,,q,;...; 2° jede Gleichung enthalt nur ein Va-
riablenpaar; 3° eliminirt man mittelst der angegebenen Gleichungen aus
dem Ausdrucke

»+H

Acta mathematica. 11. Imprimé le 9 Décembre 1887. 9
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je eine Componente cines Paares, so fallen die anderen Componenten von
selbst heraus, d. h. der genannte Ausdruck verwandelt sich in eine von
den p,q freie Function der Parameter ¢. Aus diesen Eigenschaften folgt
dann weiter, dass, wenn man die Gleichungen H , H,,... nach den ¢
auflost, die for die ¢ sich ergebenden Ausdriicke Integrale des vorgelegten
Problems sind.

Aus diesen Bemerkungen lasst sich das Ergebniss ableiten, dass es
nicht moglich ist, bei unserem System sechster Ordnung eine Trennung
der Variablen durch rein algebraische Bertthrungstransformationen, d. h.
Transformationen, bei welchen die kanonische Forin der Differential-
gleichungen crhalten bleibt, herbeizufithren. Bei einer algebraischen Trans-
formation nimlich verwandelt sich /" in eine algebraische Function der
neuen Variablen. Wenn nun in diesem Falle eine Trennung nach den
neuen Variablen moglich ist, so lassen sich die Parameter ¢ stets so wahlen,
dass die Zusatzgleichungen

H = o. H, = o,

1

die Variablen und dic Parameter nur algebraisch enthalten. Man wirde
hiermit. auf algebraische Integrale des Systems sechster Ordnung geftihrt.
Darnach sind also die Transformationen, welche die Trennung der Va-
riablen gestatten, nothwendiger Weise transcendent, ebenso wie die noch
fehlenden Integrale.

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist nun- allerdings noch nicht -
die Moglichkeit ausgeschlossen, dass man nicht auf algebraischem Wege
wenigstens zu einem neuen Integrale gelangen konnte. Diese Frage ist
im Wesentlichen gleichbedeutend mit der andern: existiren Integrale,
welche durch Quadraturen aber algebraische Ausdriicke der p, ¢ ent-
stehen? Dic Erledigung dieser Frage, zu welcher man nach Erschdpfung
des “Gebietes der algebraischen Integrale auch noch durch Uberlegungen
ganz anderer Art hingedriingt wird, wirde auf dem hier eingeschlagenen
\«Vege als der nachste nothwendige Schritt erscheinen, bevor man den
Versuch macht, in 'den Differentialgleichungen selbst chreﬂelge bezig-
lich der far das Problem angemessenen transcendenten Transformationen
aufzusuchen.



Uber die Iutegrale des Vielkérper-Problems. 67

1.

17. In der vorangehenden Abtheilung habe ich gezeigt, dass bei
dem Vielkdrper-Problem die Gesamimtheit der von der Zeit ¢ freien, al-
gebraischen Integrale crhalten wird, wenn man aus den neun bekannten
Integralen dieser Art alle moglichen algebraischen Verbindungen bildet.
Als Erganzung hierzu wollen wir nun noch den Fall behandeln, dass
ein Integral ausser den Coordinaten und Geschwindigkeiten auch noch
die Variable ¢ algebraisch enthalt, wie dies ja bei den Schwerpunkts-
Integralen eintreten kann. Zu dem Ende denken wir uns das System

d .
d: = f(x,,...,L,,8), . (a=1,2, ..., m)

von Differentialgleichungen vorgelegt, in welchem dic f rationale Funec-
tionen der x und einer einzigen, algebraisch von den & abhangenden Ir-
rationalitdt s bedeuten, wahrend ¢ weder in den f, noch in s explicite
vorkommt. Dieses System ist offenbar noch allgemeiner, als das in § 2
zu Grunde gelegte. Ist nun ¢ cin algebraisch von den Variablen z, ¢
abhangendes Integral, so zeigt man zunichst durch die frither benutzten
Uberlegungen, dass sich ¢ algebraisch aus Integralen von der Form
R(xz,s,t) zusammensetzen lasst. Wir nechmen deshalb an, dass ¢ von
vornherein die Gestalt &(z,'s, ¢) besitze, denken uns dann ¢ als Quo-
tienten zweier Polynome von der Form $(x, s, ?) geschrieben, und in
Zshler und Nenner die Linearfactoren von der Form

t—t, t—t,

aufgesucht, in denen die ¢ ,¢,,... algebraische und von ¢ freie Func-
tionen der z sind. Bildet man jetzt die vollstindige logarithmische Ab-
leitung von ¢ nach ¢ und beachtet, dass in den Differentialgleichungen
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¢t nicht explicite vorkommt, so erkennt man, dass die angegebenen Li-
nearfactoren saimmtlich Integrale sind, und dass ferner der nach Unter-
drickung dieser Factoren in ¢ ubrigbleibende Bestandtheil von der Form
&(x, s) ebenfalls Integral ist. Die verschiedenen in ¢ linearen Integrale
unterscheiden sich von einander um algebraische und von ¢ freie Integrale.
Hiernach ist zur Aufstellung aller Integrale der betrachteten Art nur
erforderlich zu kennen 1° alle algebraischen und von ¢ freien Integrale,
2° ein einziges von ¢ abhangiges Integral der Form ¢ —¢,. Beim Viel-
korper-Problem ist deshalb das Gebiet aller algebraischen Integrale durch
dic bekannten zehn vollig erschopft.

18. Am Schlusse der ersten Abtheilung waren Betrachtungen
tiber die Frage angestellt worden, wic weit es moglich sei, durch alge-
braische Transformationen der Ldsung des Vielkdrper-Problems naher zu
kommen. In dem Nachstehenden soll dieser Gegenstand weiter verfolgt
werden, wobei wir uns einstweilen auf das Dreikorper-Problemn beschrén-
ken. Um spater den Gedankengang nicht zu unterbrechen, sollen zu-
nachst gewisse Nebenuntersuchungen vorweg erledigt werden.

In § 15 waren die Bewegungsgleichungen durch Benutzung der
Schwerpunkts- und Flachensitze auf ein System achter Ordnung

dq, oH' dp, _ _3H'

(«=0,1,12,38)

dt ~ ap,’ dt 3.

reducirt worden, in welchem die Variablen nur noch von der Configura-
tion des Korpersystems abhangen. Die Gleichungen enthalten ausser den
vier Paaren abhangiger Variablen p,¢,... an Constanten die drei Massen
m,, die Grosse k& und die sechs Grossen a@,, d,. Die Grosse ik ist der
constante Werth des dritten Flachenintegrals, wenn die invariable Ebene
als Fundamentalebene gewshlt wird; di¢ Constanten «,, b, konnten in-
nerhalb der Einschrankungen

(31) ab, — a,b, = a,b, — a)b; = ab, —ab, = 1

willktrlich gewahlt werden. Bildet man mittelst der transformirenden
Function

V=10 +;Zna
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die Substitutionsgleichungen

-

—a —
l —all’ - ar7
14 s 14 b
= — —_ — a=1,4,
R S T
aus denen
r=p, s =y,
P 1
ra=;:’ 3a=57:

’

folgt, so werden die Bewegungsgleichungen

ds, oH' dr, - H’
—_— =, —_— = ——_——, (a=0,1,2,3)
dt o, dt a"a

Im Folgenden werden wir, je nach Umstinden, das System der p,q
oder r, s benutzen, jedoch far das eine Paar »,s die urspriingliche Be-
zeichnung p, g beibehalten. Ferner soll wie froher das Zeichen 2 ohne
Summationsbuchstaben eine cyclische Summation tber die Indices 1,2,3
bedeuten. Dies festgesetzt stellen wir zuerst die weiterhin benutzten Ab-
kiorzungen und Relationen zusammen. Es sei

v 8 ) .o . : -
(J=z”le C=z,lb’,' - !

D= Z)',r,, D = Zr——';: s,

L,=CD —CD,

H = ZAlrl =M, + Mlq + ng ’

4, = (@, — bg)( = L b'q), ete.

m, m,

M, = gMo_a"'u M, = ‘2Mlar¢7 - M, =.‘2Mn"u
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‘a a.
My = (L), et
m, m,
b b a 1,
J[“ = — (l-l (—’ ——1) —_— bl (—. —"—')) etc.
m, m, m, m,
b b,
M. — 1,(_-__»), cte.
n BNm, m,
: m,
ny = m, 4 n, + m, m, = m man,, m = ;n—‘ ’
B = 2 0 M= M m,

1

Molly — M4 = W,

‘b b
L = Z ra, (;,':‘ - ;:) == ? 1alas

la

— = M.

Mq

Far die M, L bestehen, wenn f,,f,,f, drei willktrliche Zahlen bedeuten,
die zusammenfassende Determinanten-Relationen

\lfa)}I!u’qul'__/‘oz,,IT" |fa’MM’1u°"|=plz;ﬁ—,’
fas M0a7Mla| = My ,%’ |f;’ L., MW} = _mzf;a’a"
1

l fos Lias ‘Ml-| = mzf;(“zbs + aabz) + n, z 1%,

| o Lias M, | = _-melb,bs——poZ’%.
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Ferner ist noch

o=2Xu M, = 2,1,,Ma._

11
M, My, — M My, — — (- + 77) . ete.
1 1\, 1 I . '
4(Mo'111{u + 1‘[031‘[11) - 21”12]”13 = 2(;{3‘ + 17‘) (’;‘ + ,’T‘) + 4m, etc.

4M M, — MM, = 4mD — D'I7.

Die letzte Relation lehrt, dass der Ausdruck H,, als Function von
g.r .r,,r, betrachtet, irreductibel ist. Setzen wir endlich noch an

2B, = kX (0, — blq)(yb?',ﬂ_r%‘,)

— kL, — kqMM,,

U=y T
X%
n,—= L, + kL, — kM, — U,

so ist der zur Bildung der Differentialgleichungen erforderliche Ausdruck

H’ gegeben durch ’
H = pH, + II,.

Die mit H’ gebildeten Bewegungsgleichungen wollen wir kurz als das
System achter Ordnung bezeichnen. Der Ausdruck H’ ist die Differenz
»lebendige Kraft minus Kraftefunction», Bezeichnet man den constanten
Werth dieser Differenz wie frither mit — & und setzt '

K= (H, +1):H,
so crhalt man das von p und ¢ freie »System sechster Ordnung»

vqu _ oK % . aK

dq = 5}'—“, dq a-?l- (a=1,2,98)
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Fagt man hierzu die Gleichung

so erhalt man das »System siebenter Ordnungp, welches sich aus dem 8.
Ordnung dadurch ergiebt, dass man mittelst des Integrals der lebendigen
Kraft die Variable p fortschafft und ¢ an Stelle von ¢ als unabbangige
Variable einfohrt. Umgekehrt kann man von dem System 7. Ordnung
zu dem 8. Ordnung dadurch gelangen, dass man an Stelle der Constante
J die Variable p durch.die Gleichung

pPH, + H, 4+ h =0
einfahrt. '
19. Die in H’ und- K auftretenden Constanten «, b konnten inner-
halb der oben erwahnten Einschrankungen vollig heliebig gewshlt werden,
und man hatte z. B. ohne die Allgemeinheit der Untersuchung zu beein-
trachtigen das specielle -Werthsystem

zu Grunde legen konnen. Der Symmetrie halber wollen wir jedoch die
a, b unbestimmt lassen, und zeigen, wie sich die far zwei verschiedene
Werthsysteme der a, b geltenden Dnﬁ'erentnlglelchungen in einander tber-
fohren ldssen. Es sexen a.b,c,d vier willkirliche, nur der hmschrank-
ung
ad — be =1
unterWorfene Constanten. _:Man setze an
a, = aa, + W, b, = ca, + di’,
dann ist o T '
aghy — by = 1, ete.,

d. h. die o', . genigen denselben Bedingungen wie die urspringlichen
a,b. Ferner sei
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wo ¢ eine neue anstatt ¢ in das System 7. Ordnung einzuftthrende un-
abhingige Variable bedeutet; dann ist

a,— bqg = (a, — b,q"):(cq’ + d),

: ;o (g e —big :
(cq +(I)2]{lzzrl(“1_bﬂ)(a ™, 11 m, q) = Hj,

T Br, — ke(eq + )1, = kXr,(a; — bjg") L b_;)

A m’t m,

Schreibt man also in K anstatt ¢ und anstatt der a, b resp. ¢’ und @', ¥,
so erhalt man fir den so entstechenden Ausdruck K’ die Relationen

, . K ke
T+ d) e+ d’

K= K'(cg' + &) + ke(eq' + d).
Beachtet man nun noch die Gleichung
dg = dq':(eq’ + )%,

so erkennt man leicht, dass das System 7. Ordnung nach Einfohrung
von ¢' die Form

rlq,: BK’. dp. _LK’ d_t — i H
3(1,‘ dl[

dq 31 -(lq'—

annimmnt.

Von den acht Variablen p, q besitzen drei, namlich ¢,, q,, ¢,, eine
einfache geometrische Bedeutung, indem sie die gegenseitigen Distanzen
der drei Korper darstellen. Wir wollen nun auch fur die abrigen Va-
riablen den Zusammenhang mit den ursprtinglichen Bestimmungsstticken,
nimlich den Coordinaten und Geschwindigkeiten aufsuchen. Es seien
X,Y,Zud X, 1", Z die auf den Schwerpunkt und auf ein beliebig
gerichtetes - Axensystem bezogenen Coordinaten und Geschwindigkeiten,

ferner »,y,2z und «’, ¥, 7 die analogen Grossen, wenn die invariable
Acta mathematica. 11, Tmprimé le 14 Dégembre 1887, 10
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Ebene als zy-Ebene gewahlt wird. Bedeuten £, k,, &, die constanten
Werthe der drei Flachensatze fur das erste Axensystem, so ist '

Ly o 4}

Za Zu . ’. . H « >

X \'1 ) vy ~'—-—Z'”1a I' 1', ’
a “*a ;

v\

ky =) m,
3

F, I,

B+ 8+ G+ =o.

Die z,y, z hingen mit den X, I', Z durch eine orthogonale Substitu-

tion der Form
r—a X+bV4+el2,

y=aw X+ ¥V 4 7,

r—d' X+ 0V 4 "Z,
zusammen, far welche die Relation

Vi bl ik k ke kg
gilt. Nun war

¢ — Zar, + in): Zh,(r, + ig);
andererseits ist
&+ iy = X + i) + V(b + i) + Z(e + ic),
K« — i)x + ig) = X+ ) + Tlkky + k) 4 Z(kk, — k),

folglich
T =05y 92>
\Ven';l’ |

o = 20X (0 K+ Vo(kiky + kR 4 Z, (ks — b)),
do = 2OAXE A+ B + ks + M) + Zilh b — b))

gesetzt wird. Hiermit ist offenbar der gesuchte Zusammenhang for ¢

gegeben,
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Um den analogen Zusammenhang fiur die p nachzuweisen, benutzen
wir die Differentialgleichungen

{
2= H XA,

T Ot ) + U5 — COy + 1) + Ap + B,

m, m,

deren Auflosung nach den » und nach p die gesuchten Beziehungen liefert.
Zur Abkirzung setzen wir

sl == 28, — 28, s+ s, = 28, ectc,
A, =24, — 24, Ay + 45 == 24,, ete,
B — 5B, — 2B, B, + B, = 2B, ectc,
A = Xs;s |

— 225,85, — 28

= X&8,.

A ist offenbar das 4-fache Quadrat des von den drei Korpern gé-
bildeten Dreiecks. Weiter sei

T, = Z A5, = X A}s,,

T, = T B,s, == TB}s,,

V,= 2 A4,4;,

V,=2A,B, = XA4,B,

W, = 2 A5, ZAjs, — AX A A
=T — AV,

W, = 2 A;s,.28Bs — AXA B,
= 1,1, — AV,
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dA , da,
T= 2 s

= 2AD" 4 pT, 4+ 2T,

dann wird

ac " :
i m(2C" + k),

dﬂ; — z_q_ + DIS; _ 2(.)'.1 + A;p + B;’

T

ds, - ,d
lA, ;t = DT, —2(Jd——?+pVl + V,

7,28 Ay 4 1A% L W, 42 W,

dt v dt
ZA dC ,dA ds,
‘mm, dt + 5 dt 2AEI

2Ak

Ar, + 2p(s; 1y — Ad) + 2(s1 1, — AB)).

Hiernach _sind p und p, linear durch die Ableitungen. der q, q, aus-
gedrickt; die Coefficienten in diesen linearen Ausdriicken besitzen den

gemeinsamen Nenner
CAW,.

E¢ wag hier noch bemerkt werden, dass die Grassen

(lyq“;P;Paykyka)k’

wenn sie durch die hrsprﬁnglichen Variablen X, X', ... misgedrﬂckt
werden, homogen im Sinne des § 4 sind. Infolge dessen bleiben die drei
reducirten Systeme von Differentialgleichungen, namlich das System 6., 7,
8. Ordnung, ungeéndert, wenn jede darin vorkommende Grdsse mit der
ihrer Dimension entsprechenden Potenz eines constanten Proportionalitats-
Factors multiplicirt wird. -

20. Als nichste Aufgabe behandeln wir die Aufsuchung der zu
dem System 7. Ordnung gehorigen Integralgleichungen von der Form

S(t, 4, ¢a» pa)
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Dass wenigstens eine solche Integralgleichung, nimlich die Bedingung
far die Bewegung der drei Korper in einer Ebene, vorhanden ist, lasst
sich von -vornherein unschwer durch geometrische Uberlegungen zeigen;
es kommt jedoch wesentlich darauf an nachzuweisen, dass nur diese cine
existirt. Es sei ¢ eine irreductible ganze Function der acht Variablen
t.q,q.,p.; schreibt man

9= %% - K=q‘H;‘—f,q‘h

1

’

so sind in K Zahler und Nenner von der Form $(p, q) und man er-
kennt, dass der Ausdruck

dp ¢ ‘3¢ 3K 3¢ 3K % 1
Y (L) g

a N 1

durch Multiplication mit (¢,H,)* ebenfalls die Gestalt $(p, g) annimmt.
Wenn also ¢ cine Integralgleichung ist, so muss

dl
(¢, H))? ;qg¢=w, wo=95(t,p,q)

o
sein. Wenn ¢ in ¢ wirklich vorkommt, so konnen wir schreiben

¢=Pt 4+ Pt 4+...4+ P,

wo v mindestens gleich Eins ist. Bildet man, indem far den Augenblick’
¢t als unabhangige Variable genommen wird, die vollstandige Ableitung
von ¢ nach ¢, so ist diese nach ¢ hdchstens vom Grade v, d. h. die lo-
garithmische Ableitung frei von ¢.  Hieraus ergeben sich, wenn

dloge
a ¢

gesetzt wird, dic Bedingungen

dP, , P,
-m———(l)Po, VP0+W—-(0PI,

also

d (P,
v +JE(H)_O,

d. h. es whare :

ut+%
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ein Integral des Systems 7. Ordnung. Da ein Integral dieser Form fir
die relativen Bewegungen der: drei Korper, wie wir wissen, nicht existirt,
so schliessen wir, dass f in ¢ nicht vorkommt.

Durch die bereits mehrfach benutzte Betrachtungsweise zcigt man
ferner, dass die Coefficienten in ¢ sich allemal darstellen lassen mfssen
als algebraische Functionen der in den Differentialgleichungen auftreten-
den Constanten #¢,a,b,h,k und eventuell gewisser, ausserdem noch
auftretender constanter Parameter. Mit Rucksicht hierauf denken wir uns
die Coefficienten in ¢ dargestellt als rationale Functionen jener Constanten
und einer algebraisch von densclben abhiangenden Irrationalitiit /', welche
als Wurzel ciner gewissen irreductiblen Gleichung definirt ist. Die Be-
dingung

dlog¢
(4,H,) dg =
gilt dann far alle Wurzelwerthe /. Bilden wir jetzt die Summe tber
die den einzelnen /' entsprechenden Bedingungen, so erhalten wir

. dlog @
(32) . ((IAH;)’" d_q_ = 4, A

wo @ das Product der einzelnen ¢ und £ die Summe der einzelnen @
bedeutet. Die @ und £ sind dann von der Irrationalitat /' frei und wir
konnen uns auf die Aufsuchung der Integralgleichungen von der Form
@ Dbeschranken, da man von @ rickwarts durch Zerlegung in Factoren
zu den ¢ gelangt. Die Hinzufugung oder Unterdrickung constanter Fac-
toren ist auf das Bestehen der Bedingung (32) offenbar ohne Einfluss;
wir daorfen deshalb ¢ als eine ganze Function nicht bloss der Variablen
P, ¢q, sondern auch der Constanten m,a,b, 2,k und der ctwa auftre-
tenden constanten Parameter ¢,,c,,... voraussetzen und ferner anne'hmen, .
dass @ keine von den Variablen p, ¢ freien Theiler der Form

Smya,b,hyk,c,e,...)
besitze. Der Ausdruck £ ist dann sicher von der Form
S(pryq,hykyc ey

Wir wollen nun zunachst zeigen, dass @ parameterfrei ist. Wenn



Uber dic Integrale des Vielkirper-Problems. 79

namlich @ einen Parameter — sagen wir ¢ — enthalt, so denken wir
uns @ nach ¢ geordnet und

, 0= 0 B O,

geschrieben. Da € in ¢ vom Grade Null ist, so erhalten wir

Q¢ 1) — dh‘)g@, _ dl:)’zra?,: .
d. h. der Quotient zweier @, ist ein rational aus den p, ¢ gebildetes In-
tegral des Systems 7. Ordnung, reducirt sich also, da solche Integrale
nicht existiren, auf eine Constante. Infolge dessen konnte ein Parameter
¢ in @ nur in einem von den Variablen p, ¢ freien Theiler enthalien
sein. Da solche Theiler von vornherein unterdriickt werden sollten, so
ist @ parameterfrei und deswegen auch homogen in den Dimensionen.
Der Ausdruck @ kann den Theiler ¢, H, enthalten. Fuhren wir,
wenn #,v zwei Functionen der Variablen p, ¢ bedeuten, das bekannte
Operationssymbol

: dn Qv u v’
(u, ) =—Z =)
99, dp ), 94,
e¢in, so wird

dloglq0l,)  dlog(¢H) | ( W1, + q.h
g T (ot 1L G ),

{log l‘Ifl 3(’4H1)
(qcllx)?f—%_') = '/4]11 _13_,1_ + (’/4111 ’ 94”2 + (]0")'
Hiernach konnen wir uns in @ den etwa vorkommmenden Theiler ¢, H,
unterdriickt denken, ohne dass dadurch an der Bedingung (32) etwas
Wesentliches geiindert wird. Dies festgesetzt fithren wir jetzt in @ und
L anstatt & die Variable p durch die Gleichung

h = —pH, — I,

ein. Beide Ausdriicke bleiben dabei in Bezug auf ¢, p,p, ganz rational,
konnen dagegen in Bezug auf die ¢, Nenner enthalten, welche jedoch nur
Potenzen der ¢, als Theiler besitzen. Gehen wir, entsprechend der. ge-
machten  Substitution, von dem System 7. Ordnung auf das 8. Ord-
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nung tber und fiohren ¢ als unabhangige Variable ein, so konnen wir

schreiben
dlog @

dt =‘Q:(q3 1)=‘Q'9

wo &, da @ nicht den Theiler ¢, H, besitzt, im Nenner sicher nur Po-
tenzen der ¢, als Theiler enthélt. Fuhren wir weiter far die p ihre in
§ 19 gegebenen linearen Ausdriicke durch die

dg d,
dt ' dt

ein, so werden ¢ und & ganze Functionen diescr Ableitungen und ent-
halten in den Nennern als Theiler nur Potenzen von ¢,, C, A und W,.
Fahrt man endlich statt der ¢, ... ihre Ausdriicke durch die rechtwink-
ligen, auf den Schwerpunkt und ein willkdrlich gerichtetes Axensystem
bezogenen Coordinaten und Geschwindigkeiten X, X', ... ein, und denkt
sich auch die in ¢ vorkommenden Grdssen k, , k,. k,, sowic die durch
die Gleichung

24k —o0

bestimmte Quadratwurzel k¥ durch die X, X', ... ausgedriickt, so wird ¢
eine Integralgleichung der ursprionglichen Bewegungsgleichungen, welche

diec Form
RX,...,X'...,q.k

besitzt, im Nenner jedoch die Geschwindigkeiten nur in den vier Verbind-

ungen k,, k enthalt. Das Gleiche gilt von der Form des Ausdruckes £’
Es werde jetzt mit @&, das Product derjenigen Theiler im Zahler

von @& bezeichnet, welche sich, als Functionen der X’.... betrachtet,

nicht durch die &, , k allein ausdricken lassen, und es sei

d logw, .

—
dt > dt

dlogd, 0

T eEg e

b D0,

dann ist £, genan von derselben Form wie £ und dassclbe gilt wegen

Q —0_0

1 - ey

auch von £,. Weiter erkennt man. dass wegen der tther @, gemachten
Festsetzungen £, in Wirklichkeit im Nenner nur Potenzen der g, als
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Theiler enthalten kann; @, ist also, wenn es sich nicht etwa auf eine

Constante reducirt, eine Integralgleichung far die Bewegung relativ uin
den Schwerpunkt. Schreibt man mit Rucksicht auf die Irrationalitat &

¢1 = ¢11 + k¢12’

9 =8, + I"'Qn?
é,, und D,=8X,X,....q)
q::-Qll und (]2 'Qn = Q(X ’ le crey .’lu)?
so ist, da die Bedingung

d log

Tb(wn + kwn) = ‘Qn + k‘Qu‘

for. beide Vorzeichen von I gilt,

d log
dt

((p?l — i ?-z) =248,.
Das Product

(33) ((D” + I"wn)((l)n - I‘.(pxa)

ist also eine homogene Integralgleichung von der frither behandelten Art
und ist deshalb, da es sich hier nur um die relative Bewegung handelt,

in der Form
SX, Y, Z,q)8k yky, ky, B)

darstellbar.  Eliminirt man also in dem Producte (33) mittelst der Glei-
chungen

o=2mX, =2mY =2mZ

und der Ausdricke fur die k,, k siecben von den neun Grossen X', 17, 7,
so mfssen die beiden anderen von selbst mit herausfallen; dies ist aber
nicht anders mdglich, als wenn jeder der beiden Factoren jencs Productes
einzeln durch die angegcbene Llimination von simmtlichen X', 17, Z'
gleichzeitig befreit wird. Hiernach kann also die gesuchte Integralglei-
chung @, wenn man wieder auf die Variabeln des Systems 7. Ordnung
zuriickgeht, nur dic vier Variabeln ¢ enthalten oder muss m. a. W. frei
von den p, sein.

dcta mathematica 11 Imprimé le 14 Décembre 1887, 11
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21. Unsere Aufgabe ist jetzt darauf zurickgefahrt, eine von den
p. freie Losung @ der Formn $(g, 9,) zu der Bedingung

Llog® .
(@ H)YEZ =0, 2=258(,q,p)
1
zu suchen. Zunachst ist
1 rrd) H h
}'l’)?a - + (IJII) ( *17- )
— (.11 )*‘”" ® 4 i (log®, I, 4 1) — gi(H, 4 W(log @ . II,).

Diese Gleichung zeigt, dass £ in den p, hdchstens vom zweiten und in
den ¢, hochstens vom vierten Grade ist. Wir spalten £ nach der Ord-
nung der einzelnen Glieder in Bezug auf die p, in dic drei Bestandtheile

=uw ) w,,
1] 1 2

wo der Index die Ordnung nach den p angiebt, und fithren statt der
p. die », durch die Relationen

Pu == ry qu

ein. Hiermit werden w, und w, nach den g, hochstens vom 5", reap.
6" Grade. Weiter wird, wenn man entwickelt,

©, = lh(l — h)(log @, 1),
= k¢t H,(log®, L, — qM,) — kg3 (L, — qM, )(100‘ ¢, 1),

,alo g

— (¢, M) + qill\(log &, L) — qi Iy(log &, 1)),
14 2

wobei zu beachten ist, dass das Symbol (x, v) auch in der Form
z(au v v Su.‘)
9s, or, o8, or,

geschrieben werden kann. Bei der Integration der drei Bedingungen fur
@ wollen wir der besseren Ubersicht halber folgende Abkurzungen und

Relationen benutzen:
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E=2aqs, F=—2(ab, + al,)s, G= Zbbs,,
CH+ pE 4+ F 4 n,G = o,

(C,M,) =o, (E,M))= o, F,M)= . p,, (G,M)=—p,,
(C, M) =o0, (E,M,)=—p,, (F,M)= o, (G, M)= p,,
(C,M,)=o0, (E,M))= p,, (F,M,)=—p,, (G,M,)= o,
(C,H)) =0, (E,H)) =—pq+pnq*, I'VH) = p,—p1’ (G, H)=—p +pa,
(C,L) =m, (E,L,) = o, (F',L) = p, (G,L,) =—p,,

(¢, L,) = 2m(C,
(E, L) = —p,C + ED 4 CZa,q,r,,
(F, L) = 2p,C + FD' — 2CZa,b,r,,
(u L) =—pC + GD' 4 CZbb,r,,
©=E+ Fyg + Gg*
= s, (0, — bg)a, — bya),

Il

(@, M) = pma1—mq’
(@, M) =—p, + md’
(@, M) =, —m1,
(@, H)= o,

(@, L) = m1—m1.

(Q ’ L; - Q“Iz) = 0.
(@) Ly) = QU + X(¢, — bg)"(Cr, — )

. o, 2
= QU + Q7 — Hlsf.

Dic erstc von den drei Bedingungen fir & nimmt mit der Abkurzung

2 (U—h=V, V=" (4.)

dic Gestalt
alog @

1,

w, =q,V(log®, H) = VZA‘q,qa
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an. Da @ moglicherweise durch ¥V theilbar ist, so setzen wir an
O—¥.V. ¥ =8(,q),

mit dem Zusatze, dass ¢ nicht durch V theilbar sein soll. Wir erhalten
dann |

w, — py(V, H)

“q(log ¥, H,) = 7

Die linke Seite dieser Gleichung kann, entwickelt, im Nenner nicht den
Theiler V' enthalten, folglich ist der Zahler der rechten Seite durch V
theilbar, also dic rechte Seite in den ¢, hochstens vom ersten Grade, so
dass wir ansetzen durfen

94(103 v, ]Il) = W, + ;wtm’lu

wo die Cocfficienten rechts nur noch von g abhingen. Fuhrt man in
diese partielle Differentialgleichung an Stelle der ¢, die Variablen ¢,, C
und @ ein, so wird >

2 log &
qunqs 3,g = Wy + zwoaqa,
1, “
A lO(Y l’g‘ = /nﬂ + 20) /1(_1,uiql ’
e ) g9, " "] 4,

. wo bei den Quadraturen ¢, und g, durch ¢,, C, @ ausgedriickt zu denken
sind. Die erste Quadratur fohrt auf elliptische Integrale, welche in log ¥
nicht vorkommen durfen, d. h. cs ist w,, gleich Null. Die drei anderen
Quadraturen fiohren auf Logarithmen und lassen sich, wie leicht verificirt
werden kann, in der Form

Ao log( Lo 4 1), 4.0, log(-L _‘f;l._._)
171 D(\ A’ + \"A,) 173 c(\/’.‘i, + \Al .

4.0 log(-Lo 4 1)
A o(‘\;.‘! vy )

1

schreiben, wo die ¢ wegen der Beschaffenheit von ¥ nothwendiger Weise
ganze Zahlen sind. Setzt man nun

log '=Y "4, log(;/gi_*—. + (/2,4:) + (¢, C, Q)
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so ergiebt die Substitution in die Differentialgleichung die Relationen

(00a=v‘ A4, \/4
d. h. entgegen den far w bestehenden Voraussetzungen irrationale Aus-
driiccke. Die ¢ und w,, missen deshalb verschwinden und es ist ¥ als
Function der drei Grossen ¢, C, @ allein darstellbar. Setzt man nun in
dem urspringlichen Ausdrucke far ¥ an Stelle von ¢, und g, ihre Aus-
driocke durch ¢,, C, @, so muss g, von selbst herausfallen; entwickelt
man andererseits q4,,q, und dann ¥ nach fallenden Potenzen von ¢, so
erkennt man, dass ¥ die Gestalt $(C, Q) besitzt, also in der urspring-
lichen Gestalt nur die Quadrate der g, enthielt. Mit Racksicht hierauf
kann man zunidchst schreiben

¥ =8$(q, E,¥,G).

Eliminirt man hieraus abwechselnd eincs der drei Paare FG, GE, EF
mittelst der drei Gleichungen

Ep, + Ip, + Gp, =—C,
E +Fq + G = ¢,

so muss die dritte Grdssc E oder F oder G jedesmal von selbst mit
herausfallen. Als Nenner konnen bei den drei so entstehenden Formen
fir ¢ nur Potenzen von

M — s P — 0 MY

auftreten. Diese Nenner miussen jedoch, da sie keine gemeinsamen Theiler
besitzen, sich in Wirklichkeit jedesmal fortheben, d. h. es ist

¥ =8, C, ), = ¢

22. Mit dem gefundenen Ausdrucke fur ¥ gehen wir jetzt in die
zweite der aufgestellten Bedingungen ein und erhalten zunichst

kpg: |
©, = ";/q \H,(V, L, —qM,) — (L, ._qMﬂ)(V’ H,)]

+ K\ H,(log ¥, L, — ¢M,) — (L, — qM,)(log ¥, H)}.

Die erste, V enthaltende Klammer {} ist nicht durch V theilbar, wie man
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schon durch Betrachtung der Glieder erkennt, welche die in V vorkom-
mende Grdsse & enthalten. Da andererseits die wbrigen Glieder der
Differentialgleichung ¥ nicht im Nenner enthalten kdnnen, so muss die
genannte Klammergrosse in Wirklichkeit fehlen, d. h. o gleich Null sein,
also :
= ¢..
Hiermit geht die Differentialgleichung tiber in

? lu‘

. alogo .,
/.'q(;H, = 3(%' C, L, —qM,) + ——(¢, L, —qM,)

_ "alog@

= 0"

Die linke Seite muss von ¢, unabhingig werden, sobald man far ¢, und
g, ihre Ausdriicke durch ¢,, C, @ einfohrt. Entwickelt man nun wie
vorhin wieder nach fallenden Potenzen von g¢,, so kann, da , nach den
g, hochstens vom fanften Grade ist, tberhaupt kein von g, freics Glied
auftreten, d. h, es wird
alogd) a
—2%6% 0=54.0.

Hiermit gehen wir jetzt in die dritte Differentialgleichung ein, wobei
zu beachten ist, dass in @ ¢ theils explicite, theils implicite, n#mlich in
@, vorkommt, und schreiben demgemaiss

. olog® | 3log® aF alo [
0, = (1.H,)" aqg T = I + g H,—5— (¢, L)
,alog¢ aloga)
= (01?5 4 120 pr 4 O IQ

Der Quotient w,:¢; muss, wenn wieder die ¢, , C, @ eingefuhrt
werden, von ¢, frei werden. Entwickelt man nach fallenden Potenzen
von ¢,, so wird, wie man erkennt, das von ¢, freie Glied auch frei von
C und @, d. h. der Quotient ist nur von ¢ und den r, abhingig. An-
dererseits ist w, durch H, theilbar, wir diirfen also schreiben

Wy = ’Ifﬂlg‘”u”m Wy, = §(q),

. __ gy olog® dlogd /., | oH
Twwr, = 2252 4 85 (D +3—q)-
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Diese Gleichung zerfallt sofort in die drei andern

_ 4 2log®  aloge _’_ 4,
4, —_a§_+alogq(mz ot dq)’

aus denen wir
.

1 ey
+_ +_’ ’
310“¢ m, n, (l
A falipl

? T alogQ i,
o S

mg

©,,4, — Wy,

’ 3

d(]

bilden. Hiernach besteht @ aus einer Potenz von @, multiplicirt mit
einer Function von ¢ allein. Setzen wir demgemass

O =W, W=2¢(y),

so wird
3 log W

1 aq

=4

w

PG4

Denkt man sich W nach ¢ in Linearfactoren zerlegt, so muss jeder
derselben, da die 4, und w,, die Form €(¢) besitzen, Theiler von 4,,4,,4,
sein. Da nun die A, keinen gemeinsamen Theiler besitzen, so reducirt
sich W auf eine Constante und es wird

0= (.

Fassen wir dic bisherige Untersuchung zusammen und beachten, dass
Q irreductibel ist, so gelangen wir zu dem Resultat, dass die Bedingung

d]o
( I{)2 g¢_‘”7 —('(q?qu’pu’

nur die beiden irreductiblen Ldsungen
g=9qdl,, ¢=20
zultisst.  Von diesen liefert nur ¢ ¢ine wirkliche Integralgleichung, ent-

sprechend der Relation
ll([ 3”1
rr Q(”’*“ar)
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wahrend ¢, H, nur als Integralgleichung erscheint, wenn ¢ als unabhingige
Variable gewshlt wird, wie aus der Relation
d(qul) —_ H a(q.H,)

: .
dt — 4 3q + ;1—‘((]4111 ’ q4Ha + qch)

hervorgeht, deren rechte Seite, wie man sich leicht uberzeugt, nicht durch
H, theilbar ist. :

Die geometrische Bedeutung des Verschwindens von @ lasst sich leicht

angeben. Aus der Form des Ausdruckes fur ¢ durch die auf die in-
variable Ebene bezogenen Coordinaten z,y folgt namlich, dass ¢ sich
algebraisch durch die Seiten des Dreiecks ausdriicken lasst, welches die
Projectionen. der drei Korper auf die invariable Ebene mit einander bilden.
Bewegen sich nun die drei Korper in einer Ebene, d. h. also in der. in-
variablen Ebene des Systems, so fallen die drei Seiten des genannten
Dreiecks mit den ¢, zusammen, und man crhalt durch Rationalmachen
der so zwischen den 7, ¢, entstehenden Gleichung genau die Bedingung
@ = o. Dieselbe besagt also, dass die drei Korper sich in einer Ebene
bewegen. :
23. Am Schlusse der crsten Abtheilung war als nichster Schritt
in dem hier bei der Untersuchung tiber die Integrale des Vielkdrper-
Problems befolgten Gedankengange die Beantwortung der Frage bezeichnet
worden, ob Integrale existiren, welche durch Quadratur tber algebraische
Ausdricke gebildet sind. Wir fragen also jetat, indem wir wieder das
System 7. Ordnung zu Grunde legen, ob ein Integral der Form

= / [3(t)dt + 3(q)da + T3(a.)dg, + Z3(p.)dp.]

existirt, in welchem der Ausdruck unter dem Integralzeichen ein totales
Differential und die $(¢), 3(g).... algebraische Functionen der acht
Variablen ¢, ¢,... sind. Ausdricke dieser Art konnen wir faglich uls
ABrr'sche Quadraturen und, wenn sie ein Integral unserer Differential-
gleichungen liefern, als Amnen’sche Integrale des vorgelegten Problems
bezeichnen. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die
Quadratur cin Integral liefert, ist mit Rucksicht auf die Beziehung
13K
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durch das identische Verschwinden des Ausdruckes

o)+ 305G + X (3, —3025)
gegeben.

Die 3(¢),... denken wir uns dargestellt als rationale Functionen
der Variablen und eciner einzigen, durch cine irreductible Glelchung de-
finirten Irrationalitat y. Weiter denken wir uns in den 3(¢),... die
Irrationalitit aus den Nennern fortgeschafft und die Zahler nach y auf
den niedrigsten Grad gebracht. Dann bewecist man durch die wiederholt
angewandte Betrachtungsweise, dass in den 3(¢), ... und in der Gleichung
fur y dic Constanten der Differentialgleichungen, namlich m, a,0, %, &,
sowic die etwa auftretenden constanten Parameter nur algebraisch auf-
treten, dass ferncr ¢ als parameterfrei und infolge dessen auch als ho-
mogen in den Dimensionen vorausgesetzt werden darf. Dies festgestellt,
gehen wir jetat dazu iber, das Verhalten von ¢ an den Stellen zu unter-
suchen, wo ¢, uls Function einer der Variablen betrachtet, einen Pol
(Unendlichkeitspunkt) oder einen Verzweigungspunkt oder beides zugleich
besitzt. |

Es seien ¢, 4, ,... dic acht "Variablen, in willkirrlicher Reihenfolge
geordnet. Man cntwickle J(e¢) nach steigenden Potenzen von ¢ — 7, wo
r cinen constanten Werth oder auch eine algebraische Function der
0,, 7, ... bedeutet, dann enthalt die Entwickelung, von besonderen
Werthen der (irdsse r abgesehen, im Allgemeinen nur ganze positive Po-
tenzen. Wir wollen jedoch die moglichen Grenzfalle sogleich mit bertick-
sichtigen’ und denken uns die Reihe fur 3(e¢) als nicht nur ganze posi-
tive, sondern auch gebrochene und ecine endliche Anzahl von negativen
Potenzen enthaltend. Die Coefficienten sind algebraische Functionen der
6,,0,,... und, so lange specielle Werthsysteme der ¢,,0,,... ausge-
schlossen bleiben, so beschaffen, dass die Reihe, ohne Zerstdrung der Con-
vergenz, nach den ¢, g,, ... differentiirt werden kann. Die fur J(g) ge-
wonnene Reihe integriren wir gliederweise nach ¢ in der Art, dass man,
abgesehen von dem etwa vorkommenden logarithmischen Gliede, wiederum
eine nach ¢— = fortschreitende Reihe, jedoch ohne constantes Glied, erhalt.
Diese neue Reihe, einschliesslich des logarithmischen Gliedes, heisse ¢ (o),
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dann darf sich ¢(o) von ¢ nur um einen von ¢ unabhingigen Ausdruck
unterscheiden. Bildet man

? e 3¢ (a)
ol — (o)) = 3(a) =% 7

und denkt sich d(o,) ebenfalls nach o — 7 entwickelt, so erkennt man,
dass der Coefficient des logarithmischen Gliedes von o, und ebenso von
o,, - .. unabhiingig, also constant scin muss, und dass die rechte Secite sich
auf eine algebraische Function von 4, ... reducirt. Sclireiben wir also

¢ = ¢(0) + ¢'(a),
so ist ¥’ durch eine ApEeL'sche Quadratur gegeben.

Die vorstehend gewonnene Reihenentwickelung fur ¢ werde jetat fol-
gendermassen gespalten. Man vereinige zunichst zu cinem Ausdrucke ¢(a),
alle ganzen DPotenzen nebst dem logarithmischen Gliede und dem Term
¢’.  Aus dem nur gebrochene Potenzen enthaltenden Reste greifen wir dus
niedrigste Glied heraus und vercinigen damit zu cinem Ausdrucke ¢(a),
alle Glieder, deren Exponent sich von dem des niedrigsten Gliedes um
ganze Zahlen unterscheidet. Aus dem dann noch verbleibenden Reste
spalten wir in gleicher Weise ein ¢(0),, ¢(0),, ... ab, bis alle Glieder
erschopft sind, was nach einer endlichen Zahl von Spaltungen der Fall ist.
Wir haben dann

¢ = ft(”)o + 9’(‘7)1 + ...

Diesen Ausdruck differentiiren wir vollstandig nach ¢, wobei wir uns den
Ausdruck fur K ebenfalls nach Potenzen von ¢ — r entwickelt denken.
Letztere Entwickelung enthalt nur ganze Potenzen, und negative nur dann,
wenn far ¢ = t der Ausdruck g H, verschwindet. Die vollstandig cnt-
wickelte Ableitung erscheint zunichst cbenfalls als Potenzreihe und man
erkennt sofort, dass die aus den Ausdruck ¢(e),, ¢(0),,... entspringen-
den Reihen einzeln for sich verschwinden missen, dass also die ¢(q),,...
einzeln far sich Integrale sind, und zwar Aser’sche Integrale, da sie sich
linear mit constanten Coefficienten aus den verschiedenen Zweigen zusam-
mensetzen lassen, welche die Function ¢ an der Stelle .o = 7 besitat.
Weiter erkennt man, wenn die verlangte Differentiation und Entwickelung
an den Anfangsgliedern der einzeinen ¢ (o) ausgefohrt wird, dass in J(o)
negative oder gebrochene Potenzen hochstens dann auftreten konnen, wenn
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entweder K negative Potenzen enthalt, also fir ¢ = 7 der Ausdruck ¢ H,
verschwindet, oder wenn die Entwickelung von
d
3 (¢—7)
kein von ¢ — 7 freies Glied enthalt, wenn also diese Ableitung far o=1
verschwindet, d. h. ¢ — 7 eine Integralgleichung ist. Hiernach erhalten
wir also foir den Ausdruck 3(es), wenn derselbe als Function von & be-

trachtet wird, alle im Endlichen liegenden Pole und Verzweigungspunkte
durch die beiden Bedingungen

q-lHl = 0, @ — o.

Geht man, um das Verhalten von ¢ fiir sehr grosse Werthe von &
zu ermitteln, von der Entwickelung des Ausdruckes 3(o) nach fallenden
Potenzen von o aus, so kann man genau so wie vorhin ein ¢(o) bilden,
dies durch Hinzufiigen ciner Asev'schen Quadratur ¢'(¢) zu ¢ erginzen
und dann in die Bestandtheile ¢(s),, ¢ (o), , ... spalten, welche einzeln
wiederum Integrale sind. Differentiirt man dann vollstindig nach ¢, so
ergibt sich, dass positive oder gebrochene Potenzen oder ein logarith-
misches Glied in ¢ sicher nicht auftreten; wenn die Ausdrucke

oK oK oK
on’ .’ Pa

nach o entwickelt, die Form
p, P, P
st +;:+

besitzen. Diese hesondere Form findet statt, wenn o die Variable g vertritt.

24. Nachdem wir die vorstehenden Sitze gewonnen haben, nehmen
wir die 3(os) einzeln vor. KEs wird sich dabei zeigen, dass dieselben
sainmtlich rationale Functionen der Variablen sein mussen. Wir begin-
nen mit J(¢). Da die Variable ¢ in den beiden Bedingungen

’]4H=0) Q='0

1
nicht auftritt, so folgt, dass 3(¢) fur endliche Werthe von ¢ weder ver-
zweigt ist noch unendlich wird, also die Form $(¢) besitzt. Hieraus folgt
fur ¢ die Form
¢=DPt"+Pt*'+...+ P,
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und ferner

ar, dt
P o, nP, 3

aP,
+ ‘dé == 0, ete.

woraus wir thnlich wie in § 20 schliessen, dass n gleich Null ist, d. h.
¢ die Variable ¢ aberhaupt nicht enthalt. Wahlen wir ferner fur o die
‘Variable »,, so folgt, da @ die p, nicht enthalt, dass 3(p,) im Endlichen
nur einen Verzweigungspunkt resp. Pol besitzen kann, namlich

P, =P T —(A?(]:iqlp‘) + A;0,9,p,) : 49,9,

Hiernach ist J(p,) ein Aggregat aus einer endlichen Zahl von Potenzen
der Differenz p, — p,,; die ¢(p,),, ¢(p,),, ... wirden dann, wenn sie
vorkamen, auf algebraische Integrale fithren, missen also in Wirklichkeit
fehlen, d. h. ¢ muss sich auf ¢(g), reduciren. Hieraus folgt, dass 3(p,)
eine rationale Function von p, ist, deren Nenner nur die Theiler p, — p,,
besitzt. Das Integral ¢ besitzt also die Form .

RK(p,) + Plog(p, — pio) P == Constante,

Hiermit ergibt sich, dass simmtliche 3(#) rationale Functionen von p,
und ebenso von p, und p, sind, deren Nenner nur Theiler von der Form
g, H, besitzen. Fur ¢ ergibt sich daraus die Form '

¢ = Plﬂg(th]) + I,I + P-)’

wo P eine Constante, P, eine von den p, freie ABer’sche Quadratur und
P, einen von den p, rational, von den ¢, g, algebraisch abh#ingenden Aus-
druck bedeutet. Aus der vorstehenden Form ergibt sich, dass 3(q) als
Function von ¢ betrachtet, als Verzweigungspunkte, nur dic beiden aus

Q==Ga—9)a—9,)

sich ergebenden Stellen g, , g, besitzt, wihrend die heideh aus

g 1, = q,M,(q—9,)q—g,)

folgenden Stellen g, , ¢, nur als Pole, auftreten konnen; die Stelle g =00
ist, wie oben bemerkt wurde, weder Verzweigungspunkt noch Pol. Setzt
man ‘

q7—49, = u, 3(q)(](] = 3(“)([”,
99
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so sind die Verzweigungspunkte von J(u) durch » = o, # == o0, und
die ausserdem noch vorhandenen Pole w,, u, durch

w, =9 T w, =L — el

' Y — Y, 9o — 1,
bestimmt. Multiplicirt man nun &(#) mit solchen ganzen Potenzen von
u — u, resp. w — n,, dass das Product an den Stellen w,, u, nicht mehr
uiendlich wird, so ist dieses Product als cin endliches Aggregat von
Gliedern der Form ¢’ darstellbar, wo dic y rationale Zahlen bedeuten.

Setzt nan daher

' w — ", FHu)du = F(r)de,

wo A eine passend gewdhlte ganze Zahl ist, so hesitzt ,3(v) die (iestalt
& (¢) und enthalt im Nenner als Theiler nur » und die aus

" A
" —u,, v —u,

entspringenden linearen Theiler, welche mit

v—,, P —u v—u,, V= WUgy

329 00

hezeichnet werden sollen. Die Integration nach v liefert ¢ in der Form
¢ = clogv + Ze, log(r — ) + Ze, log(r —u,,) + U, + U,.

Hierin sind die ¢ Constanten, U7, von der Form &(v) und U, cine von
v freic Aper'sche Quadratur. Vergleichen wir diese Form mit oben ge-
gebenen; namlich _

¢ = I,log<q4}11) + P, + P,
so folgt, dass die mit den Coefficicnten ¢, , ¢,. versehenen Logarithmen
nur aus der Zerlegung des Terms

Plogq Il =P log’lh]lf,l(([ —a,)7—g,)!

entspringen konnen, dass also dic ¢,,, ¢, simmtlich cinander gleich sind.
Hieraus folgt, dass sich ¢ in der Form

¢ =elogly —g) + e loglg—g,) + e;logq, H, + U} + T,

schreiben lisst, wo fiir die e, " dieselben Eigenschaften gelten, wie fur
die ¢, 7. Stellt man nun, von der zuletzt gefundenen Form fur ¢ aus-
gehend, die Entwickelung von ¢ nach Potenzen von ¢ — g, oder ¢ — g,
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auf, so erkennt man, dass die ¢(q),, ¢(9),,... nur aus gewissen ir. U]
vorkommenden Bestandtheilen entspringen kdnnen, also, wenn sie vorkamen,
rein algebraisch sein mussten. Hiernach reducirt sich ¢ in beiden Fallen
auf den Bestandtheil ¢(¢),, d. h. 3(g) und damit sind die tibrigen & von
der Form &(q).

- Der Ausdruck 3(g,) ist in ¢ und den p, rational, kann also, als
Function von ¢, betrachtet, im Endlichen nur Verzweigungspunkte be-
sitzen, welche von den Variablen ¢, p, unabhingig sind. Da solche nicht
existiren, so ist 3(g,) von der Form #R(q,). Das Gleiche gilt for alle an-
deren 3 und cbenso fiir die Variablen ¢,,¢,. Hiermit haben wir, wenn
wir zusammenfassen, das Resultat gewonnen, dass in dem gesuchten Anen’-
schen Integral, falls dassclbe existirt, die 3(q),... sammtlich die Gestalt
&(g,q..p.) besitzen, dass ferner die Nenmer als Theiler nur die Aus-
dricke ¢, H, und @ besitzen, dass also ¢ in der Form

¢ = "(R('l v Bus Pa) + ¢ log']-x]ll + ]OgQ

darstellbar ist. Da die Entwickelung von ¢ nach fallenden Potenzen von
g kein logarithmisches Glied besitzt, so ist

cl + C” - 0,
so dass wir auch schreihen konnen
¢ = g(q '_{I'_‘;I_:“_)_ + c log(!‘_"'_,

(4 H) ¢ ©

256. Die Untersuchung hat uns jetzt zu der Frage gefuhrt, ob das
System 7. Ordnung ein Integral von der Form

¢ = R(. 00, p) + e logh
besitzt, in welchem, wenn ¢ sich nicht auf cine Constante reduciren soll,
der Factor ¢ von Null verschieden sein muss, also gleich Lins gesetzt
werden darf. Bezeichnen wir die beiden Bestandtheile von ¢ der Kirze
halber mit ¢, und ¢,, so darf der rationale Term ¢, als algebraisch aus
den Constanten m, a, b, k, I gebildet vorausgesetzt werden. Bringt man
nimlich ¢, zunichst auf dic Form K, a,b,k, b, 1), wo ]' einc von
den m,... abhangende Irrationalitit bedeutet, und stellt dann ¢, in

der Form . .
1= ¢ + ¢lll’+ ¢|-2I + ...
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unter moglichster Herabdriickung des Grades in Bezug auf /' dar, so
missen die ¢,,, ¢,,,... sich auf Constanten reduciren. Man darf deshalb
die mit /" multiplicirten Terme unterdriicken oder ¢, als rational aus den

m,a,b,k,h gebildet voraussetzen. Dies festgestellt fithren wir an Stelle
von h die Variable p durch diec Gleichung

o=h+ pll, + H,

ein, und crhalten dann ¢, in der Form

- sR(I) b f[ ’ I)u b (Iu)’

wahrend ¢ in ein Integral des Systems 8. Ordnung tibergeht.

In dem System 8. Ordnung lasst sich nun die allgemeine Losung
durch Reihen, welche nach ganzen positiven Potenzen von ¢ fortschreiten,
darstellen, indem man dic p, ¢ nach dem Tavrowr’schen Satze mit Halfe
der Differentialgleichungen entwickelt. Diese Reihen convergiren inner-
halb cines Dbestimmten Bereiches fiir £, sobald man festsetzt, dass far
t = o die Vuariablen endliche, und iim Besondern. dic ¢, von Null ver-
schiedenc Werthe besitzen. Substituirt man dicse Leihenentwickelungen in
den Zahler Z und den Nenner N von ¢, und ebenso in ¢, H, und ¢,
so erhalt man #hnliche Potenzreihen. Die Coefficienten sind simmtlich
nach den p, g, p, ganz rational, nach den ¢, dagegen rational, jedoch so,
dass in den Nennern als Theiler nur die ¢, auftreten. Der so entstchende
Ausdruck

Z ql [ll
v log™gr

muss nun von ¢ unabhingig sein, wie man auch innerhalb der ange-
gebenen Einschrinkungen die Anfangswerthe der Variablen variiren mag.
Lassen wir nun diesc Anfangswerthe so variiren, dass ¢ I/, fur t =o
den Werth Null annimmt, so kdnnen in den vier Reihenentwickelungen
nicht sammtliche Coefticienten verschwinden, da ¢, /1, wie wir wissen,
nicht Integralgleichung des Systems 8. Ordnung ist. Setzt man ausser-
dem fest, dass for die gewidhlten Anfangswerthe ¢ nichit verschwindet,
so entspringt, wenn man ¢, und ¢, nach Potenzen von # entwickelt, aus
¢, cin Glied von der Form

nlogt, (n>o0),.
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wclches sich nicht fortheben kann. Die Annahme, dass cin Intégral der
hier betrachteten Form existire, fahrt also auf einen Widerspruch oder
m. a. W. es existiren zu dem Systemm 7. Ordnung keinc ABer’schen Inte-
grale, und ebenso auch nicht zu dem System 8. Ordnung.

Bei den vorstehenden Entwickelungen waren wir von einer beson-
deren Form der Bewegungsgleichungen far das Dreikdrper-Problem aus-
gegangen, nimlich dem hier benutzten System 7. Ordnung. Da jedoch
ein ABEL'sches Integral durch eine algebraische Transformation der Va-
riablen wiederum in ecin AseL'sches Integral tbergeht, so gilt dus ge-
fundenc negative Resultat fur alle Formen der Bewegungsgleichungen,
welche aus den urspriinglichen durch rein algebraische Umformungen ent-
stehen. Das gefundene Resultat gilt ferner auch fur das Vielkorper-
Problem. Reducirt man namlich beim Vielkdrper-Problem die Ordnung
des Systems a@hnlich wie bei dem Dreikorper-Problem durch Benutzung
der bekannten Integrale, so erhalt man algebraische Differentialgleichungen.
Existirt zu diesen e¢in ABeL'sches Integral, so enthialt der Ausdruck, tiber
welchen diec Quadratur auszufithren ist, dic Massen nur in algebraischer
Weise; man misste also unter allen Umstinden durch das Verschwinden-
lagsen einer oder mehrerer Massen zu cinem Aper’schen Integral fiwe das
Dreikorper-Problem gelangen, was nicht sein darf.

Dic¢ vorstehend hergelciteten nvegativen Ergebnisse enthalten, wie mir
scheint, eine hinreichende Erklirung fur die Thatsache, dass man bei der
Aufsuchung neuer Integrale des Dreikorper-Problems seither nicht iiber
den bereits vor cinem Jahrhundert errcichten Standpunkt hinausgelangt ist.

Berichtigung.

Scite 04, Zeile 2 v. u. ist »sich» zu streichen.



ZUR THEORIE DER

MEHRWERTHIGEN, MEHRFACH LINEAR VERKNUPFTEN FUNCTIONEN
VON

KARL HEUN

in MUNCHEN.

Durch die tiefsinnigen Forschungen des Herrn Poincarg ist die
Theorie der linciren Differentialgleichungen auf ebenso sichere Grund-
lagen gestiitzt worden, wie die Theorie der elliptischen Functionen durch
die Arbeiten von Asern und Jacosr. Wie die Thetafunctionen das Um-
kehrungsproblem fur die elliptischen Integrale 13sen, so erlauben die
Functionen des Herrn Poixcaré (Acta Mathematica, Bd. 1, p. 193)
das analoge Problem im Gebicte der linedren Differentialgleichungen gu
behandeln. Wir beschaftigen uns jedoch im Folgenden nicht mit den
eindeutigen Functionen mit lineiren Transformationen in sich, sondern mit
den mehrdeutigen Functionen, deren Periodicitdt durch lincire hbmogene
Substitutionen bestimmt ist.  Die nachstehende Untersuchung schliesst
sich insbesondere an die vierte Abhandlung Porxcargs (d. Zeitschr,, Bd.
4, p. 201) an. Andererseits steht sic in cenger Bezichung zu ciner be-
kannten posthumen Abhandlung Riemaxxs (Werke, p. 357) namentlich
in Betreff der methodischen Gesichtspunkte. Die Resultate, zu welchen wir
gelangt sind, werden insbesondere dazu dienen konnen die Theorie der
Poixcarg’'schen sogen. Zetatunctionen einst weiter auszubilden.  (Man
vergl. d. Zeitschr.,, Bd. 5, p. 212))

1. Wir betrachten im Folgenden eine mehrdeutige Function einer
unabhingigen Veranderlichen z, welche auf einer unendlich-blattrigen
Riemany'schen Kugelfliche mit i endlichen Verzweigungspunkten & ,§,,...,
& und dem Unendlichkeitspunkte &, eine eindeutige Function des Ortes

Acta mathematica. 11. Imprimé le 15 Janvier 188% 13
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ist, derart, dass zwischen je p 4+ 1 Zweigen eine lineire homogene Rela-
tion mit bestimmten constanten Coefficienten besteht. Eine solche Func-
tion soll, insoweit sie durch diese Festsetzungen determinirt ist, eine p-fach
linedr verkniipfie heissen. Ist nun &, (i=1,2,....i +1) die homogene lineire
Substitution, welche das Verhalten der zum Punkte & gehorigen, willkar-
lich angenommenen, Zweiggruppe (4, %a, ..., Y) bei einmaliger positi-
ver Umkreisung des Punktes & ausdrickt, dann ist bekanntlich

(1) B, BB, B, = 1.
Setzt man ferner in wiblicher Weise
L]
wV, 0 ,..., 0
o,uw,..., 0
B, = B, Bl a1, e b ) 14 D)

und
B,=B'=1

dann ist das Verhalten cines bestimmten Zweiges y,; (32127, ) bestimmt
durch die Gleichung:

log w?’)
Wi = (-T — &) (pvi(x — &)

1

(@ — &) = 5

wo @,(x — &) eine im Punkte & ecindeutige, stetige und nicht verschwin-
dende Function bedeutet. Die Wurzeln w® (p = 1,2, ..., p) der zum Punkte
& gehorigen determinirenden Gleichung wollen wir als von cinander ver-
schieden betrachten. :
Nun ist aber, wenp wir den tblichen Initialzweig von logz mit
Logz bezeichnen
log w{” = Logw{” + 2mzx = 1

folglich
)
log wi = Ay + m

2r V/— 1
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wenn A,; durch die Gleichung:
(2) Logw® = 27z "1 . A,

definirt ist. X
Wir bezeichnen nun alle Functionen (y), deren Periodicitat in Bezug

auf dieselben Verzweigungspunkte durch dieselben erzeugenden Substitu-
tionen &B,,8B,,..., B, definirt ist als zurselben Art (= vespéce» in der

Terminologie des Herrn PoixcARrg) gehorige.

Far zwei Systeme (y), welche von derselben Art sind, unterscheiden
sich demnach die correspondirenden Verzweigungsindices (1) um ganze
Zahlen (m).

Zwischen je p 4 1 Functionen dersclben Art: y®,y", ...,y be-
steht eine fundamentale Relation, deren Form sich durch Betrachtung der
folgenden identisch verschwindenden Determinante ergiebt

2(0) 24D W) (p)
WO U s e W, e, W
2(0) 21 () (p)
']t "ll,“" .’/lt 9 ey yl(

0) 21 () )
!/(ﬂ :.'/:u y *°* .'/2: y ’2}:

O (N (@) e
.’/p( 7!/," )y * y}n y I'pz

Nimmt man dic Unterdeterminanten in Bezug auf die erste Horizontal-

reihe, dann erhalt man eine homogene lineire Gleichung von der Form:
1 ) =1,2,..,

(3) Al y® + AL YO 4. AV — o, (B

Dic Entwicklung von A!°! besteht aus einem Aggregat von Produkten
von je p Factoren, von denen jeder in dem Bereich des Punktes & die
Form hat :

(p) o\ . g
yv‘ == (.v —_— cl) . (pw(;v — ."). (p=0,1,2,...,,0—1,4+1,...,p)
Der erste Term in der expliciten Gestalt der Determinante A heisst also:

gyfe + A T R AT A A

. (DT(;v —_ e‘)

Die nichstfolgenden Terme ergeben sich aus diesem ersten, indem der

@ —
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Exponent von (r — &) durch dic Summe aller obrigen moglichen Per-
mutationen zu je p der p’ Indices AP ersetzt und jede der so entstan-
denen Potenzen mit einer @-Function multiplicirt wird. Diese Exponen-
tensummen kdnnen sowohl positive als negative Werthe haben. Diejenige
‘Summe, welche von allen tbrigen um eine positive ganze Zahl aber-
troffen wird, soll durch E!® bezeichnet werden. Es ist also

l;" -

Al = (o — &), 0ra — 5).
Da nun

A"l = Det. B,. Al"
so ist auch

A = (e — &), O —¢).
Folglich ist

AW (5 — &M (o0 — e.,j-b":‘“. (o — ) e
cine ganze rationale Function von z vom Grade
— [EF + B 4.+ B
welche wir mit F, bezeichnen wollen. Es ist
| pitl

(B + B + .+ El] =2 209 + 21

wo unter 2D die Summe aller auf das System (y®) bezogenen In-
dicesdifferenzen zu verstehen ist. Die rechte Seite dieser Gleichung darf
also nicht > o werden. Die Gleichung (3) nimmt nach dem Vorstehenden
die Form an:

.o — &) w— &) e — ) R,
=8 —aH - M F

et W E— )R @ — & =R, =0,
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Da die' Differenzen der Grossen E!°!, E!Y, ..., El?! ganze Zahlen sind,
so lasst sich die Gleichung auf die Form bringen:

(4) H(z). ¥ + H/(z) .y + ... + H,(z). 4P = o.

Die Grossen H,(z), H,(z),..., H,(z) sind ganze rationale Functionen

von bekannten Graden. Die Gleichung (4) enthalt den Riemaxx’schen Satz:

»Zwischen je p + 1 Elementen eines Systems p-fach linear ver-

knipfter Functionen derselben Art besteht cinc lineare homogene

Relation, deren Coefficienten ganze rationale Coefficicnten der un-
abhangigen Veranderlichen sind.»

Wir haben diesen bekannten Satz hier reproducirt, weil uns die an-
gewendete Bezeichnung eine kirzere Darstellung der folgenden Unter-
suchungen erlaubt. B

2. Da alle Derivirten einer p-fach linear verknupften Function
dieselbe Periodicitat besitzen, wie die primitive Function, so sind sie auch
alle mit der letzteren von derselben Art. Bei jeder Differentiation er-
niedern sich die Verzweigungsindices um eine Einheit. In der Gleichung
(4) sind demnach eine gewisse Anzahl von Differentialgleichungen mehrerer
abhangiger Veranderlichen enthalten.

Wir wollen nur den Fall untersuchen, in welchem die p 4 1 Funec-
tionen derselben Art, zwischen denen eine Gleichung (4) bestchen inuss,
die folgenden seien:

dy Y

y,a,..., dz‘"_"’
dz a1z .
v dz T

Alsdann heisst die Riemaxx’sche Fundamentalgleichung:

, , dy , - dPTy
O=140.y"l—I'l.d—m""-...-l"l’p_'.l,.Fr
dz d"'e

+ Gz Gt G

Die Grossen E[® der vorigen Nummer wollen wir jetzt-in zwei
Gruppen E!* und E[*) theilen, welche beziehungsweise den Functionen
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F und G entsprechen sollen. Die Grossen E!* und El*! ergeben sich
aus der Betrachtung der Determinante:

dyyi % AT day; ™z "y

y)i??;,-'-’ﬁ‘,-.-, d,c"_” ’zhi’ de g seey dz&’ g eey d”:r—l
. - i r—1
g W d” i Ty, da 4z A"
J“ y ‘;l—a;_ g seey w g ey _dzp_: ? *1i dz 9 ey dz‘;” 9 soey dz,g_..l
0O =

dyai A"y & Tysi day 4™z A" an
Yai » PP _d—“.c"." g soey ———dzp_” y Pai dz ' d?’ﬁ" g sy de™ )

dy’,i ({;'l y}'i dp:-”ypi 5 dzpi dm, zpi d”“‘l"’i

.'/;-i} de LR d.c':" 9 d.v"—" ) “pt oy dz LR RE] d'.v'i" L | dzx—l

Bedenkt man nun dass

T — (o — gy 0 — &),
£
(i=1,2,..., 9
d™zy, . Api +3yi —ding i)
=g 0 (g — )

dann findet man zunichst

Bt =20 —lot 1+ 24 ...+ (@ —1)+ (@ +1)+ ... + (2—7)]

+'-i _%7;(7[__ 1) (i=1,2, 0, 1)

‘wahrend

Eli = (}.;A‘,,,.“ +lo+1 424+ (@ —1)+ (@ +1)+...+(p—7))
+ D + 57(x—1)

- I .
da z — &, =- zu nehmen ist.
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Die Grossen 9, bestimmen sich folgendermassen. Man nimmt aus dem
Schema:

0. I ...@...%—1.
> ) .Y
1 O Oy Oyi 0);
N N S5 )
2 0y Oy 0y (211

[ [y ~
y.8 Opi opi cee Opi o v (’,,i

je = Elemente aus verschiedenen Vertikal- und Horizontalreihen, was auf
1.2.3...p Arten mdglich ist und addirt dieselben. Aus der Reihe
der so entstehenden Summen:

J(1) J(3) (1.2...p)
§, 87, ..., 8

ist 9, diejenige, welche von allen tibrigen um positive Grdssen tibertroffen
wird. Ferner findet man for i =1, 2,...,¢ den Ausdruck:

B =20 — (0 —a)p—7+ 1)

®
+ W —fo+1424+ ... +(@—1)+(@+1)+...+ (F—1)}
und

P
N I .
Bl =2hu +3(0—n(p—7+ 1)

+ 9 +fo+14+24+...F+(@—1)+ (@ +1)F+...+@T—1))

Um die Grossen D! zu bestimmen lasse man in dem obigen p. x-
gliedrigen Schema die mit @, bezeichnete Verticalreihe aus und bilde
diec Summen aus je # — 1 Elementen (d,), welche verschiedenen Vertikal-
und Horizontalreihen angehdren. Alsdann ist diejenige Summe, welche
von den tubrigen (fir ein festes i) um positive Grdssen tbertroffen wird,
die mit D™ bezeichnete Grosse. ‘
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Unsere Differentialgleichung nimmt jetzt die Form an:
(r—&)™" . (0 — &)™... (0 — &)™ F,[h—D— (p—m)m— 1)(i— 1)] 3
. . d
=+ ¢(2). Flh—D—(p—n)r—1)(i— 1) —(i— 1)] F

+ () Fy(h—D—(p—rm)(mz—1)(i—1)—2(i— 1)]“%
n ,
+

+ W@ o= D= (p—a)m—1)(i— 1) — (p— Ri—1)] %

de "'
(o) [0] ] )
+(o—&)" .<x—e,>‘*‘" -.-(w——e)"”" G, [h— D —(p— )z —1)(i—1)] 2

)‘3)[” ( dz

+ (@4 '--’v-é’a) (” E‘)' G =DM —{(p—a)a— 1)+ 1)(i—1)] 5

+ )™ ety )™ G, [h— DI —[(p— 2 —1) + 2li—1)] o
+

+

‘bgk-—- 1]

[x—1] [=—1]
+@—8)> @=L -G:-I[h—lﬂ"-“—«p—z)(z—x>

+ (@ = D)i— 1t =0,
wo zur Abkirzung gesetzt ist:

' P(z)=(@—&)r—&)...(x—&)

i+l p
(s) Ch=lpp—1)i— ) —X I,
141 i+1

() ()
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Die Grade der ganzen rationalen Functionen F, F,, ..., F,_; G,, G, ...,
@._, sind in den beigefigten Klammern angegeben. Die Grossen

h—D—(p—n)niE—1)
h— D® — {(p — ﬂ)(ﬁ_ 1) + p}(@ J— 1) (p=0,1,1, ..., 7—1)

darfen nicht negativ sein, wodurch den Indicesdifferenzen 4, gewisse Be-
dingungen auferlegt werden.

3. Die Formel (I) ist besonders bemerkenswerth wenn 7= 1 an- -
genommen wird, da alsdann die Derivirten von 2z herausfallen. Es
werden ferner die Grossen D% zu Null. 9D, wird in der Reihe 4,;,
Oay ..., 0y enthalten sein und zwar ist es diejenige Grosse, welche von
den tbrigen um positive Zahlen tbertroffen wird. Man erhalt also die
einfache Gleichung:

dl[

) o=(—&"E—&" =& Fy+eFg+.

¢'p—l 1 (;_:—ll-l_ G [h] 2y

Fy = Fylh— D —p(i— 1)]
mit der Bedingung:
h—D—(p—1)i—1)>o0.

Setzt man endlich in der Gleichung (I) den Index 7 der Null gleich,
dann resultirt die Differentialgleichung p** Ordnung fur die Function y:

(A)  o=Flh+pG— ly+¢-Bilh+ (p— 1) — D)3+

+¢p—l T p— 1[’1+’—l] pl+¢pIY[ ]&:’7
denn es ist
@l=92=...=9‘+1=0

also auch D = o,
Acta mathematica. 11, Imprimé le 1x Janvier 1888.. 14
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Far & = o erhalt man die bekannte Fucns'sche Form der Differen-
tialgleichung:

(A)  o=Fpli— )]y + ¢Fllp—0i— )2+ ..
+ Sl’."_'-ﬁ}—l[‘._ d:"“ + Sl" il =,

In diesem Falle ist

® T hi=lp—nG—1)

Die Gleichung (A’) lasst sich noch weiter vereinfachen. Es ist nemlich

Au ’ Au y ey )‘l,i ’ )~|,i+1
An ’ An y ee vy A?,i ’ A?,H]

Apl ’ Ap? AR ] Ap,i ’ Ap.l+l
Avs Ay ovvs Aes A

’ ’ ’ ’
Aﬂl ’ Anv LRI} Az.n 2,i+1

.............

=@ —&)".(x—&)...(r— &)y

’ ’ ’ '
Ap] ’ Ap? ’ )‘p {9 Ap,‘-‘-l

wenn &,, &, ..., & ganz beliebige Grossen sind und zwischen den Indices
Ai und A die Relationen bestehen:

Ay = Ay — &

(i=1,2,..,1)

i
Mg = by + (iz)et-

Man kann also jede Function y auf eine andere zuriickfuhren, fur welche
i Indices in i verschiedenen Verticalreihen willkitrliche Werthe erhalten.
Wir kdnnen daher insbesondere setzen:

(6) Av + Ay + oot Ay =n (=1,2 )
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wo die Grossen n,,n,,...,n, beliebige ganze Zahlen sein sollen. Dann ist
Det. 8B, = w{.wP ... 0P = "™ = 1. (=13, 0

Wegen der Gleichung (a) ist aber

Aipi + A + o + Apiy1 = P(P—" l)(z —1)— Z”

)

Folglich ist auch Det.8,,, = 1.
Die zur Gleichung (A’) gehbrende determinirende Glelchung heisst
for den Verzweigungspunkt & G=1,2,.:.,9:

Fo+ Foffd+ Frd A — 1) + ...
G+ F g2 —1) .. Q—p+2) + ¢ AA— 1) ... A —p+ 1) =0

wo in F,, F,,...,F,_,, so wie in ¢' = -= das Argument z =& zu setzen ist.

b 4

F,_, ist in Bezug auf & vom Grade i— 1, wir kdnnen also setzen:

F,,=g94+9&+. ...+ [/

Da der Coefficient von A~ in der determinirenden Gleichung gleich —(ZWA,,‘

sein muss, so crhalten wir die folgenden linesren Gleichungen zur Be-
stimmung der Grossen g,, g,,..., gt '

H+é&n+89.+... .+ &9 = [%17(1)'—' I) - ”i] Sb’(ex)

(i=1,2,...,10)
r—1

Das Glied F,_,[i — 1]%‘,—_?( fallt also aus der Differentialgleichung (A’)
L

aus, wenn wir setzen:
' 1
W=fg=...=n=—p(p—1).
2

, _ ‘
Das System, fiir welches (Z»)A”i = % p(p — 1) ist, wollen wir im Folgenden

" ein yreducirtes» nennen.
4. Die Existenz der Functionen y, insofern sie der Gleichung (A’)
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gentgen, ist von Herrn Fucus in aller Strenge nachgewiesen. Wenn
wir also ein allgemeineres System (z), welches der Gleichung:

0 = Glk + pli— 1]z + PG [k + (p— )i — D2 4 ...

: ! a°
+ Gk + i — 11T+ 906, (k]
genigt, wo
i+1 p
k= —22d,

)y @

durch ein Hauptsystem analytisch ausdriicken konnen, dann ist die Exi-
stenz von z ebenfalls ausser Zweifel. Der Zusammenhang beider Sy-
steme ist aber gegeben durch die Gleichung:

s=@— &) — &) @ — &) | Py + ¢.pl.‘§£+ .

- "y
+ PP o
wo P, (@=o0,1,....p—1) eine ganze rationale Function vom Grade:

— D —p(@—1) ist. Aus der letzteren Gleichung erkennt man unmit-
telbar, dass die Wurzeln der Gleichung G,[k] = o nicht Unstetigkeits-
punkte der Functionen z sein kdnnen. Da die Coefficienten der Function
G,[k] zur Festlegung eines Individuums dienen konnen, so wollen wir
dieselben die »individuellens Parameter der Function z nennen.

Bisher sind die Functionen P,, P,,..., P, ; in der Reductionsformel
nur dem Grade nach bekannt. Die Coefficienten in denselben bleiben
also zu bestimmen. Die naturlichste Methode zur Bestimmung derselben
besteht darin, die Thatsache zur analytischen Formulirung zu bringen,
dass zu 7 dieselben »erzeugenden» Substitutionen gehoren wie zu y. Allein
dieser Weg hat betrachtliche Schwierigkeiten, da diese erzeugenden Sub-
stitutionen von der Wahl der Initialzweige abhangen, wahrend die »defi-
nirenden» Elemente der mehrfach linear verknupften Functionen die in-
dependenten Invarianten jener Substitutionen sind. Um diese Schwierig-
keiten zu vermeiden, machen wir die Annahme, die Functionen z seien,
ebenso wie die Functionen y, durch ihre Differentialgleichung »determinirt».
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Dass dies der Fall ist, lasst sich auch streng beweisen, indem man den
Fucas'schen Existenzbeweis, nur ganz unbedeutend modificirt, auf die
Differentialgleichung der 2 anwendet. Wir werden im Folgenden vor-
aussetzen, dies sei geschehen.

Man kann stets annehmen die Indices des Systems (2) seien so be-
schaffen, dass 9, =9, =... =9, =0 sei. Denn ist dies thatsichlich
nicht der Fall, dann kénnen wir (nach N° 8), ohne die Allgemeinheit zu
beschranken, die Function z stets auf eine solche mit verinderten Indices
zurickfuhren, for welche diese Bedingungen erfullt sind. Alsdann kann
man aber tber die Grossen 0, ,.;, 0341 -+ - s Opsq Dicht mehr verfugen.
Jedenfalls muss D = 9,,, negativ sein. Wir setzen daher D = — m.

Die Reductionsgleichung nimmt dann die folgende Form an .

(7) s =P[mly + ¢.Pm—(i—1). 2y o

+ B[ — (3 — 16— 1]

Aus dieser Gleichung entwickele man die Grossen:
dz d* d’s
Sl’a’ S[}’d—x” L ] Sl'p’d_z‘,;’
und eliminire mit Halfe der Differentialgleichung, alle Derivirten von y,
welche die (p — 1)** tbersteigen. Auf diese Weise erhalt man Ausdriicke
von der Form:

.o dz d'/ — d”"']
Sl’ﬁ =ay.y + am-S["d—;,‘l' oot oay, P dz’—g{ ’
d’ d &
3 — L - y
(8) ¢ .(E;—aax-y+a2z°¢'ﬂ+,_'+a:‘sbp l'dzp—l’
d’z dy - __._dp—ly
Sl’p@": 'm.y+apa-¢-d—,,+_---+“pp-ﬂl"' l'dzp—l'

Bezeichnet man den Grad einer ganzen Function Fr mit I'Fz, dann
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lassen sich die Grade der ganzen Functionen a,,,a,,, ..., e, in folgender
Weise darstellen: .

lay=m+i—1, lay=m, ..., lq,=m—(p—2)(t—1)

V Ty = m+ 2(i—vl), 1"a,,=m+i—1, vooy Ty, =m—(p—3)(i—1),
lTagy=m4 3(i—1), Jap=m+20G—1), ..., la,=m—(p—4)(i—1)

T,y =m+ p(i—1), I'a,,,=m+ (p—1)i—1), ..., ['}t,,,=1)z+i— 1.

de®’

rentialgleichung von z ein, dann erhalt man:

P
Man fihre nun die Grossen g{)%, ¢ . g{)”:% und z in die Diffe-
L

N : di
o= (PG, + a,G, +... 4+ 0, G,)y + (P,Gy+ a,,G, + ---+“1.2Gp)¢’3£ +...
. o
+ (Pp—lGo + alpGl + ...+ appGp)¢p—l:1_x_pT?{"

Dieser Ausdruck ist aber eine homogene linedre Differentialgleichung
(p — 1)** Ordnung far die Function y. Wirde dieeFunction y dieser
Gleichung gentigey, so misste zwischen je p Zweigen so wohl als zwischen
je »+ 1 Zweigen derselben eine lineire homogene Relation mit con-
stanten Coefficienten bestehen, was offenbar unmoglich ist. Desshalb
muss diese Gleichung identisch Null- sein d. h., es mussen for jeden
Werth von z die Gleichungen bestehen

PG, + ¢,G, + ... + a,G, = o0, "
PG+ a, G+ ... + a,G, =0,

P_,Gy+ a,G + ... + a,G, = o.
Diese Gleichungen sind in Bezdg auf z, der Reihe nach, von dem Grade:

m+k+pi—1),m+Ek+P—1)i—1),...,m+k+ (i—1)
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Sie liefern also im Ganzen pm+ k4 1)+ ép(p 4+ 1)(iEi—1) Bedingungs.
gleichungen fur die Coefficienten in den ganzen rationalen Functionen
Po" P,....,P_; Gy, Gyy...,Gp; 0y, Q13 ..., Gy

Von diesen Gleichungen sind aber nur p(m + &k 4+ i 4 1) — 1 von ein-
ander unabhingig, wihrend die tbrigen

“plpG— 1) — (i + 1))+ 1
Gleichungen identisch erfullt sind.
‘Als unbekannte Grossen haben wir anzusehen:

‘erstens p(k + 1) + %p(p + 1)@ —1)
Coefficienten in den Functionen G,, G,,..., G

aweitens p(m + 1) f-;p(z)— Ni—r1)—1

Coefficienten in den Functionen P,, P,,..., P,_,. Diese Unbekannten er-
geben sich selbstverstandlich nicht eindeutig aus den als von einander un-
abhangig bezeichneten Gleichungen, da die letzteren in keinem Falle li-
near sind. '

Die Grossen 7,,7,..., 7, in dem Ausdruck G[k]=(zr— 7,)(z — 7,)...(x — 7.,
welche wir als »individuelle» Parameter des Systems (2) bezeichnet haben,
gind bei dieser Reduction als »Data» anzusehen und sind der Natur der Auf-
gabe gemass, keiner Beschrankung unterworfen.

Die Parameter der Differentialgleichung eines Hauptsystems zerfallen
in zwei Gruppen: in solche, welche durch die Bedingungen der Verzwei-
gung bestimmt sind, deren Anzahl p(i + 1) — 1 ist, und die abrigen.

Jene (p — 1) %p(z— 1) — 1| Parameter, welche auch nach Angabe des

Indicessystems unbestimmt bleiben, wollen wir die »characteristischen» Pa-
rameter der Gleichung nennen. Das allgemeine System (z) besitzt ebenso-
viele characteristische Parameter, die wir aber nicht gerade als »bestimmte
Coefficienten» aufzufassen brauchen.

' In dem besonderen Falle p = 2, © = 2, sind alle auf die obige Art erhaltenen

1
Gleichungen von einander unabhiingig. Denn es ist ;21‘]!(1:— N— @+ l)} 4+ 1 =0,
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Wir konnen jetzt das Resultat der vorstehenden Untersuchung in
dem folgenden Safze aussprechen:

. »Ein mehrfach linear verkntipftes Functionensystem mit einer
beliebigen Anzahl beliebiger »individueller Parameter» lasst sich stets
auf eine endliche Anzahl von »Hauptsystemen» derselben Art mit vor-
gegebenen »characteristischen» Parametern reduciren. Die »characte-
ristischen» Parameter des zu reducirenden Systems konnen nicht will-
kirlich angenommen werden, sondern mussen einem gewissen Sy-
steme simultaner nicht linearer algebraischer Gleichungen geniigen.»

8. Will man nicht gerade auf ein Hauptsystem mit vorgegebenen
characteristischen Parametern reduciren, dann kann man sich einer ein-
facheren Methode bedienen, welche im Folgenden angedeutet werden soll.
Sind nemlich yy, %5, ..., Y, einerseits und P 2, andererseits
von einander unabhingige Zweigsysteme der Functionen y und # dann ist

dz); " 'ay | dysi d* "y
Zli,'zg,...,-m TR dz,...’d'xp_l
2, dim (lp—l Z9j Yo d'_'hi dp—] Yai
SRRl B I AU =
A g, Ay
PiY gyttt dzP! P de ) dz®!

Infolge der Gleichungen (8) der vorigen Nummer erhalt man also die
einfache Bedingungsgleichung:

p—1
an 5,0y y Qyp
(9) Ay 3 Ay 5 ...,y 0y = Gr[k]'

-------------

a’p—l,l ) ap 1,2y ** ap—l,p
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Diese Gleichung, welche in Bezug auf z vom Grade pm ist, muss iden-
tisch far alle x erfallt sein. Sie liefert also pm 4 1 simultane Glei-
chungen. Aus diesen bestimmen sich:

pm+p—p(p— 1) —1) '-

Coefficienten in den Functionen P,, P,,..., P,

1, und

(r—0)|ip(— 1 —1

characteristische Parameter des Systems (y), da dieselben von einander
unabhangig. sind. ‘

In dem Falle der hypergeometrischen Functionen (323) wird die Zahl
(p—1) ép(z-— 1)— 1t zu Null. Die Differentialgleichung des Haupt-

gystems ist dann:

@ =)+ @+ p+ e —E+apy=o

Die Indices sind also so gewahlt, dass y = F(a, 8, r, z) der Differen-
tialgleichung gentgt. Nach der ablichen Bezeichnung ist

| (o} -1 (o]
- y=yl o, o, a
"—r,r—“—ﬂ’ﬂ

Das zu reducirende System z sei gegeben durch die Characteristik:

10

1 o0

2=2z o, o, a—n
I1—ryr—a—f,f—n
so dass also k = 2n. Die Gleichung (9) heisst jetat:

P,[n], ' P,[n—1]

dP [n = @[2n].
x(z— l)(gl;—"a[’-l —af.P,[n— l]) s Po[n]+ %{z(.t— 1).Pn—1)]—[(a+p+ 1)z—7].P,[n— l}} [2n]

Acta mathematica. 11. Imprimé le 19 Janvier 1888. 15
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Wir wollen nur den speciellen Fall & = 2 weiter verfolgen. Alsdann sei:
 Plj=—a+bs  Po]=c Gl2]=p + gz + 2°
Die Coefficienten @, b, ¢ bestimmen sich also aus den Gleichﬁngen:
aa + (y — 1)ac = p,
(10) 2ab — (@ + B — 1)ac + rbc — aficc = q,
bb — (a + p)bc + afec = 1.

Setzt man

a+§(r—1)05fa’
b=+ po=1,,
—@+y—i—a—pec=as,

dann nehmen die Gleichungen (10) die folgende symmetrische Form an:
=G — 1o + 2, +2) =p.
B —(@a—p)z, +2,+ 1) =1,
B—@+p—p'+rte)=p+g+1.

Die Quadrate der neuen Unbekannten z,,z,,z, bestimmen sich aus
Gleichungen vierten Grades. (Man vergl. Riemany, Werke, pag. 306.)
Der Fall £ = 1 lasst sich in ganz &hnlicher Weise behandeln.

6. Wir sind jetat im Stande die Coefficienten der Fumctionen
Hgz, Hz,..., Hx in der RiemanN'schen Fundamentalrelation:

(11) Hox.y‘°"+ Hz.y" + ...+ Hz.y? =0
zu bestimmen. Wir denken uns zunichst die Indices in den einzelnen
Functionen y©,y?,...,y” derartig transformirt, dass bei der nach-

folgenden Reduction auf ein Hauptsystem (y) die Grossen'®,,9;, ..., D,
gleich Null gesetzt werden kdnnen, wie wir oben angenommen haben.
Dadurch treten an die Stelle von y@,y®,...,y” andere ebenfalls
zur selben Art gehdrige Functionen %@, ™, ..., 5, welche sich von
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den urspringlichen nur um rationale Factoren unterscheiden. -Die Re-
ductionsgleichungen haben also die Form:

: S - dy &y
y© = RVz.y 4 »R‘,‘”x.@- + ...+ R‘(ﬁ’x“—_dz"" ’
. dy 'y
yO = _R"hx'y + R(‘”’?'d_z + ...+ R z. =
(12) |
dy dp-ly
y"=R’z.y+ RBPv.—+ ... + R;”_’,w.m

In diesen Gleichungen sind die Functionen Rz in mehrdeutiger Weise
vollstandig bestimmt. Sie enthalten in ihren Coefficienten implicite die
willktirlich angenommenen »characteristischen» Parameter & , k,,..., %,
der Function (y), wo zur Abkurzung

p=(—1);p6—1)—1]

gesetzt ist.
Eliminirt man nun aus den p 4 1 Gleichungen (12) die Grossen

dy 'y
,aa---vaﬁ

dann erhilt man eine Relation von der Form der Gleichung (11).

. Die »characteristischen» Parameter der Functionen y©,y™,..., y?
sind hierbei natiirlich nicht willkiirlich, sondern vielmehr Functionen der
Parameter %, ,%,,...,%,. Die Mannigfaltigkeit der Relationen (11), welche
zu denselben erzeugenden Substitutionen gehdren, ist daher von der Di-
mension ¢.p, wenn p die obige Bedeutung hat und ¢ eine bestimmte
endliche Zahl bezeichnet. '

Die explicite Darstellung der Coefficienten in den Functionen H z,
Hz,...,Hz ist nur in den einfachsten Fallen mOglich; ‘Dieser Um-

stand beeintrichtigt jedoch unsere Theorie keineswegs, da die Schwierig-
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keiten im Gebiete der Algebra liegen. Wir konnen also die Aufgabe,
welche wir uns gestellt haben -als »im Allgemeinen» erledigt betrachten.
Dass eine eingehende Untersuchung der bei unserem Verfahren auftre-
tenden Systemec algebraischer Gleichungen fur die Theorie der Functionen-
systeme derselben Art von grosser Wichtigkeit sein warde, ist selbstver-
standlich.

7. Zum Schluss will ich noch den Zusammenhang darlegen, welcher
zwischen den independenten Invarianten der erzeugenden Substitutionen
einer mehrfach linear verkntipften Function und ihren »individuellen»
Parametern besteht. Fur ein sreducirtess System ' nimmt Herr PoiNcarg
(Acta Mathematica, Bd. 4, p. 205) (p* — 1)(i — 1) independente In- -
varianten an, d. h. ebensoviele als die erzeugenden Substitutionen inde-
pendente Coefficienten enthalten. Die Periodicitat der p-fach linedr ver-
knopften Functionen wird nemlich bestimmt:

erstens durch p* Coefficienten in den Substitutionen
$I’$2) ""‘%(.—1’6814-]) "‘,$1+l

aweitens durch p Coefficienten in der Substitution &,.

Von den ersten p* Coefficienten kdnnen jedoch p beliebige gleich Eins
gesetzt werden, da irgend welche p Initialzweige willkirliche Factoren
erhalten konnen. Ferner sind die p? insoweit unbestimmten Coeffici-
enten infolge der Gleichung (1) [N° 1] noch p? — 1 von einander unab-
hangigen Bedingungen unterworfen. Beachtet man endlich noch die Glei-

chungen:
Det. 8, = Det. B, = ... = Det. B, = 1

dann bleiben (p* — 1)(¢ — 1) Coefficienten unbestimmt.
Denken wir uns nun eine allgemeine p-fach linear verkntpfte Funé-
tion 2 durch ein Hauptsystem mit vorgegebenen »characteristischen» Pa-

' Man beachte, dass den Bedingungen Det.#, = Det. B, = ... = Det. &, noch
. dp._ly
. de?!
ausfillt, obwohl diese den Substitutionen auferlegte Bedingungen dic Zahl der independen-
ten Invarianten wesentlich beeiuflussen. (Man vergl. Acta Mathematica, Bd. 4, p. 202.)

keineswegs eine Differentialgleichung entsprechen muss, in welcher das Glied Fp_,.
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rametern ausgedriickt und darauf jenes Hauptsystem in ein »reducirtes»
tbergefuhrt, dann ist die Function 2z wesentlich determinirt

erstens thllrch " (p — x)[é p(i —{ 1) — ,1]» »characteristische» Pgrafnetcr,
zweitens durch p(i + 1) — (i + 1) Parameter, welche durch die Be-

dingungen der Verzweigung bestimmt sind, '
drittens durch i endliche Verzweigungspunkte,

N
viertens durch % »individuelle» Parameter.

Von den ¢ endlichen Verzweigungspunkten kann man zweien die will-
karlichen Zahlwerthe o und 1 beilegen, so dass nur i — 2 allgemein
bleiben.

Damit jene

@+ =) +p+h—2

allgemeinen Bestimmungssticke den (p* — 1)(i — 1) independenten In-
varianten entsprechen, muss

k=|sp0— 1 —1|i—[3000 + 1 —3]
gein. Es ist also
for p = 2 die Zahl k = o far jeden Werth von i;
far p = 3 die Zahl k = 21— 3;
for p = 4 die Zahl &k = 5i — 7; etc.

Allgemein gilt der Satz:

»Sollen die Definitionen der mehrfach linear vei'knnpften Func-
tionen durch die independenten Invarianten der erzeugenden Sub-
stitutionen einerseits und ihre Differentialgleichung andererseits
aquivalent sein (d. h. gleichviele von einander unabhangige Bestim-
mungsstiicke enthalten), dann muss man den betreffenden Functionen
im Allgemeinen eine gewisse Anzahl »individueller» Parameter zu-
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ertheilen, es sei denn dass die Dlﬁ'erentlalglexchung von der zweiten
Ordnung ware» :

Einen ganz analogen Satz hat Herr PoixcARe (Acta Mathematica,
Bd. 4, p. 219) aufgestellt. Nur treten dort an Stelle der »individuellen»
Parameter »ausserwesentlich singulare Punkte» (points & apparence sin-
guliére). Dieser Unterschied kénnte, in gewissem Sinne, irrelevant er-
scheinen, da die individuellen Parameter stets als ausserwesentlich singu-
lare Stellen aufzufassen sind.. Man beachte jedoch, dass das}ngekehrte
im Allgemeinen, keineswegs statthaft ist. :

-Einbeck 21. Aug. 1887.

c. L4
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EINE EIGENSCHAFT DER PRIMZAHL 107

VON

K. SCHWERING

in COESFELD.

In meinem Aufsatze Uber gewisse trinomische komplexe Zahlen' habe
ich auf die Primzahl 107 als for eine Frage der Zahlentheorie »zur Un-
tersuchung einladend» hingewiesen. Ich bin nunmehr in der Lage, die
dort (Seite 84, Fussnote) gemachten Mitteilungen zu vervollstandigen und
mit Hulfe des ganzen Ergebmsses die Frage: o

»lst es immer moglich, die von JacoBr mit (a, z)* bezeichneten Kreis-
teilungsausdriucke als Produkte konjugirter ¢-Funktionen darzustellen?»

~ durch ein zweites Beispiel in' verneinendem Sinne zu beantworten.

Nimmt man als primitive. Wurzel 2, so erhalten wir die folgenden 18
Zahlen L

14+ a+4a for 7’=4, 3L 4-7:-.50;- o
ferner: ' ' :
1 4+a—a for r=43 50, 35, 30, 32, 17, 17, 38,
s 75 51, 47, 225
endlich:
2 + a,

deren Normen unter der Voraussetzung a®® = 1 zu bilden sind. Zu-
nachst tritt r = 17 zweimal auf; dann ist nach Formel 25 obiger Ab-
handlung:

Ni+4a+a*)= N1+ a+a'), Nai4+a—a'y=N1 +a—a'),

N1+ a—a¥’)=N(1 4+ a—a’?).
' Diese Zeitschrift, Bd. 10, S. 57 f.

Acta mathematica. 11. Imprimé le 19 Janvier 1888.
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For die obrigen erhalt man:

N(i+a+a') =107.181579 , N(1 4+ a+ a*')=107.76003 ,
N1+ a+a'")=107.118297 , N(1 + a—a**)=107.151051 ,
N +a—a“°)= 107.243589 , N1 4+ a—a®®) =107.246769 ,
N(t+a—a")=107.73450 ,  N(1 +a—a") = 107.107.7103,
N(1 + a—a'") = 107.107.1061, N(t +a—a®®)=107.191119 ,
N1 +a—a'')=107.27773 , N(t +a—a’) =107.107.3181,
N+ a—a')=107.27773 |

Endlich :

N(2 + a) = 3.107.28059810762433.

Die Gleichheit der Normen N(1 4+ a —a*') = N(1 + a— a*') ist be-
merkenswert, da die Zahlen 41 und 51 wverschiedenen Gruppen (obige
Abhandl. S. 69) namlich 4 = 4 und pu = 2 angehoren.

In der oben erwahnten Fussnote heisst es durch einen Druckfehler
1 4+ a—a* statt 1 4+ a 4 a*, wie oben angegeben.

Ich benutze die Gelegenheit zu der ferneren Mitteilung tber die
Normen N(s 4+ a — &**'), wo o = 1, A reelle Primzahl und g eine be-
liebige ganze Zahl ist. In den zahlreichen von mir berechneten Bei-
spielen war der Koefficient jeder geraden Potenz von 2, also der Koeffi-
cient von 2% 2%, 2% u. s. w. stets entweder Null oder eine positive Zahl.

Im Septembér 1887.
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ON THE DIVISION OF SPACE WITH MINIMUM PARTITIONAL AREA

BY

Sir WILLIAM THOMSON

in GLASGOW.’

1. This problem is solved in foam, and the solution is interestingly
seen in the multitude of filn-enclosed cells obtained by blowing air
through a tube into the middle of a soap-solution in a large open vessel.
I have been led to it by endeavours to understand, and to illustrate,
GREEN'S theory of »extraneous pressure» which gives, for light traversing
a crystal, FREsNEL's wave-surface, with FRESNEL's supposition (strongly
supported as it is by Stokes and Rayreicn) of velocity of propagation
dependent, not on the distortion-normal, but on the line of vibration:
It has been admirably illustrated, and some elements towards its solu-
tion beautifully realized in a manner convenient for study and instruction,
by PraTEAU, in the first volume of his Statique des Liquides soumis aux
seules Forces Moléculaires.

2. The general mathematical solution, as is well known, is that
every interface between cells must have constant curvature' throughout,
and that wherc three or more interfaces meet in a curve or straight line
their tangent-planes through any point of the line of meeting intersect
at angles such that equal forces in these planes, perpendicular to their
line of intersection, balance. The minimaz problem would allow. any

' By »curvatured of a surface I mean sum of curvatures in mutually perpendicular
normal sections at any point; not GAUBS's dcurvatura integra», which is the product of
the curvature in the two »principal normal sectionsp, or sections of greatest and least
curvature. (See THoMsON and Tarr's Natural Philosophy, part i. 3§ 130, 136.)

4dcta mathematica. 11. Imprimé le 16 Février 1888. 16
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number of interfaces to meet in a line; but for a pure minimum it is
obvious’ that not more than three can meet in a line, and that therefore,
in the realization by the soap-film, the equilibrium is necessarily unstable
if four or more surfaces meet in a line. This theoretical conclusion is
amply confirmed by observation, as we see at every intersection of films,
whether interfacial in the interior of groups of soap-bubbles, large or
small, or at the outer bounding-surface of a group, never more than
three films, but, wherever there is intersection, always just three films,
meeting in a line. The theoretical conclusion as to the angles for stable
equilibrium (or pure minimum solution of the mathematical problem)
. therefore becomes, simply, that every angle of meeting of film-surfaces

is exactly 120°

3. The rhombic dodecahedron is a polyhedron of plane sides between
which every angle of meeting is 120°; and space can be filled with (or
divided into) equal and similar rhombic dodecahedrons. Hence it might
seem that the rhombic dodecahedron is the solution of our problem for
the case of all the cells equal in volume, and every part of the boundary
of the group either infinitely distant from the place considered, or so
adjusted as not to interfere with the homogeneousness of the interior
distribution of cells. Certainly the rhombic dodecahedron is a solution
of the minimaz, or equilibrium-problem; and certain it is that no other
plane-sided polyhedron can be a solution. '

4. But it has seemed to me, on purely theoretical consideration,
that the tetrahedral angles of the rhombic dodecahedron,' giving, when

! The rhombic dodecahedron has six tetrahedral angles and eight trihedral angles.
At each tetrahedral angle the plane faces cut oue another successively at 120° while
each is perpendicular to the one remote from it; and the angle between successive edges

is cos"lg, or 70°32’. The obtuse angles (109° 28') of the rhombs meet in the trihedral

angles of the solid figure. The whole figure may be regarded as composed of six square
pyramids, each with its alterunate slant faces perpendicular to one another, placed om six
squares forming the sides of a cube. The long diagonal of each rhombic face thus made
up of two sides of pyramids conterminous in the short diagonal, is 7z times the short
diagonal.
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space is divided into such figures, twelve plane films meeting in a point
(as twelve planes from the twelve edges of a cube meeting in the centre
of the cube) are essentially unstable, That it is so is proved experi-
mentally by Prateau (vol. i. § 182, fig. 71) in his well-known beautiful
experiment with his cubic skeleton frame dipped in soap-solution and
taken out. His fig. 71 is reproduced here in fig. 1. Instead of twelve
plane films stretched inwards from the twelve edges and mneeting in the
centre of the cube, it shows twelve films, of which eight are slightly
curved and four are plane,' stretched from the twelwe edges to a small
central plane quadrilateral film with equal curved edges and four angles
each of 109° 28’. Each of the plane films is an isosceles triangle with

two equal curved sides meeting at a corner of the central curvilinear
square in a .plane perpendicular to its plane. It is in the plane through
an edge and the centre of the cube. The angles of this plane curvi-
linear triangle are respectively 1og9° 28’, at the point of meeting of the
two curvilinear sides: and each of the two others half of this, or 54° 44"

8. I find that by blowing gently upon the PLATEAU cube into any
one of the square apertures through which the little central quadrilateral
film is seen as a line, this film is caused to contract. If I stop blowing
before this line contracts to a point, the film springs back to its primi-
tive size and shape. If I blow still very gently but for a little more
time, the quadrilateral contracts to a line, and the twelve films meeting
in it immediately draw out a fresh little quadrilateral film similar to the
former, but in a plane perpendicular to its plane and to the direction of
the blast. Thus, again and again, may the films be transformed so as
to render the little central curvilinear square parallel to one or other of
the three pairs of square apertures of the cubic frame. Thus we see
that the twelve plane films meeting in the centre of the cube is a con-
figuration of unstable equilibrium which may be fallen from in three
different ways.

6. Suppose now space to be filled with equal and similar ideal

' T see it inadvertently stated by PLATEAU that all the twelve films are »légtre
ment ocourbéesy. o
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rhombic dodecahedrons. Draw the short diagonal of every rhombic face,
and fix a real wire (infinitely thin and perfectly stiff) along each. This
fills space with PLATEAU cubic frames. Fix now, ideally, a very small
rigid globe at each of the points of space occupied by tetrahedral angles
of the dodecahedrons, and let the faces of the dodecahedrons be realized
by soap-films, They will be in stable equilibrium, because of the little
fixed globes; and the equilibrium would be stable
Fig. 1. without the rigid diagonals which we require only
to help the imagination in what follows. Let an
exceedingly small force, like gravity,' act on all
the films everywhere perpendicularly to one set of
parallel faces of the cubes. If this force is small
enough it will not tear away the films from the
globes; it will only produce a very slight bending
from the plane rhombic shape of each film. Now
annul the little globes. The films will instantly
J jump (each set of twelve which meet in a point)
into the PLATEAU - configuration (fig. 1), with the
little curve-edged square in the plane perpendicular
to the determining force, which may now be an-
nulled, as we no longer require it. The rigid edges
of the cubes may also be now annulled, as we
have done with them also; because each is (as we
see by symmetry) pulled with equal forces in opposite directions, and
therefore is not required for the equilibrium, and it is clear that the
equilibrium is stable without them.?

! To do for every point of meeting of twelve films whbat is done by blowing in the
experiment of 3 §. ' _

* The corresponding two-dimensional problem is much more easily imagined; and
may probably be realized by aid of moderately simple appliances. _

Between a level surface of soap-solution and a horizontal plate of glass fixed at a
centimetre or two above it, imagine vertical film-partitions to be placed along the sides of
the squares indicated in the drawing (fig. 2): these will rest in stable equilibrium if thick
enough wires are fixed vertically through the cormers of the squares. Now draw away
these wires downwards into the liquid: the equilibrium in the square formation becomes
unstable, and the films instantly run into the hexagonal formation shown in the diagram;
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7. We have now space divided into equal and similar tetrakaide-
cahedral cells by the soap-film; each bounded by

1) Two small plane quadrilaterals parallel to one another;

2) Four large plane quadrilaterals in planes perpendicular to the
diagonals of the small ones; '

3) Eight non-plane hexagons, each with two edges common with the
small quadrilaterals, and four edges common with the large quadrilaterals.

provided the square of glass is furnished with vertical walls (for which slips of wood are
convenient), as- shown in plan by the black border of the diagram. These walls are ne-
cessary to maintain the inequality of pull in different direotions which the inequality of
the sides of the hexagoms implies. By inspection of the diagram we see that the pull is

Fig. 2.
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T/a per unit area on either of the pair of vertical walls ‘which are perpendicular to the
short sides of the hexagons; and on either of the other pair of walls 2 cos 30° X T/a;
where T' denotes the pull of the film per unit breadth, and @ the side of a square in the
original formation. Hence the ratio of the pulls per unit of area in the two principal
directions is as I to 1'732.
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The films seen in the PLATEAU cube show one complete small qua-
drilateral, four halves of four of the large quadrilaterals, and eight
halves of eight of the hexagons, belonging to six contiguous cells; all
mathematically correct in every part (supposing the film and the cube-
frame to be infinitely thin). Thus we see all the elements required for
an exact construction of the complete tetrakaidecahedron. By making
a clay model of what we actually see, we have only to complete a
symmetrical figure by symmetrically completing each half-quadrilateral
and each half-hexagon, and putting the twelve properly together, with
the complete small quadrilateral, and another like it as the far side of
the 14-faced figure. We thus have a correct solid model.

8. Consider now a cubic portion of space containing a large number
of such cells, and of course a large, but a comparatively small, number
of partial cells next the boundary. Wherever the boundary is cut by
film, fix stiff wire; and remove all the film from outside, leaving the
cubic space divided stably into cells by films held out against their
tension by the wire network thus fixed in the faces of the cube. If
the cube is chosen with its six faces parallel to the three pairs of qua-
drilateral films, it is clear that the resultant of the whole pull of film
on each face will be perpendicular to the face, and that the resultant
pulls on the two pairs of faces parallel to pairs of the greater quadri-
laterals are equal to one another and less than the resultant pull on the
pair of faces parallel to the smaller quadrilaterals. Let now the last-
mentioned pair of faces of the cube be allowed to yield to the pull
inwards, while the other two pairs are dragged outwards against the
pulls on them, so as to keep the enclosed volume unchanged; and let
the wirework fixture on the faces be properly altered, shrunk on two
pairs of faces, and extended on the other pair of faces, of the cube,
which now becomes a square cage with distance between floor and ceiling
less than the side of the square. Let the exact configuration of the wire
everywhere be always so adjusted that the cells throughout the interior
remain, in their altered configuration, equal and similar to one another.
"We may thus diminish, and if we please annul, the difference of pull
per unit area on the three pairs of sides of the cage. The respective
shrinkage-ratio and extension-ratio, to exactly equalize the pulls per unit
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area on the three principal planes, (and therefore on all ‘planes), are
2=}, 28, 23, as is easily seen from what follows.

9. While the equalization of pulls in the three principal directions
is thus produced, work is done by the film on the moving wire-work of
the cage, and the total area of film is diminished by an amount equal
to W/T, if W denote the whole work done, and T the pull of the
film per unit breadth. The change of shape of the cage being supposed
to be performed infinitely slowly, so that the film is always in equi-
librium throughout, the total area is at each instant a minimum, subject
to the conditions .

1) That the volume of each cell is the givegn amount;

2) That every part of the wire has area edged by it; and

3) That no portion of area has any free edge.

10. Consider now the figure of the cell (still of course a tetra-
kaidecahedron) when the pulls in the three principal directions are equa-
lized, as described in § 8. It must be perfectly isotropic in respect to
these three directions. Hence the pair of small quadrilaterals must have
become enlarged to equality with the two pairs of large ones, which
must have become smaller in the deformational process described in § 8. .
Of each hexagon three edges coincide with edges of quadrilateral faces
of one cell; and each of the three others coincides with edges of three
of the quadrilaterals of one of the contiguous cells. Hence the 36 edges
of the isotropic tetrakaidecahedron are equal and similar plane arcs;
each of course symmetrical about its middle point. Every angle of
meeting of edges is essentially 109° 28’ (to make trihedral angles between
tangent planes of the films meeting at 120°). Symmetry shows that the
quadrilaterals are still plane figures; and therefore, as each angle of each
of them is 109°28’, the change of direction from end to end of each
arc-edge is 19° 28". Hence each would be simply a circular arc of 19° 28’,
if its curvature were equal throughout; and it seems from the complete
mathematical investigation of §§ 16, 17, 18 below, that it is nearly so,
but not exactly so even to a first approximation.

Of the three films which meet in each edge, in three adjacent cells,
one is quadrilateral and two are hexagonal.
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11. By symmetry we sec that there are three straight lines in
each (non-plane) hexagonal film, being its three long diagonals; and that
these three lines, and therefore the six angular points of the hexagon,
are all in one plane. The arcs composing its edges are not in this plane,
but in planes making, as we shall see (§ 12), angles of 54° 44’ with it.
For three edges of each hexagon, the planes of the arcs bisect the angle
of 109° 28’ between the planes of the six corners of contiguous hexagons;
and for the other three edges are inclined on the outside of its plane
of corners, at angles equal to the supplements of the angles of 125°16’
“between its plane of corners and the planes of contiguous quadrilaterals.

12. The planes of corners of the eight hexagons- constitute the
faces of an octahedron which we see, by symmetry, must be a regular
octahedron (eight equilateral triangles in planes inclined 109° 28’ at every
common edge). Hence these planes, and the planes of the six quadri-
laterals, constitute a plane-faced tetrakaidecahedron obtained by truncating
the six corners® of a regular octahedron each to such a depth as to
reduce its eight original (equilateral triangular) faces to equilateral equi-
angular hexagons. An orthogonal projection of this figure is shown in
fig. 3. It is to be remarked that space can be filled with such figures.
For brevity we shall call it a plane-faced isotropic tetrakaidecahedron.

Fig. 3. Fig. 4.

~

13. Given a model of the plane-faced isotropic tetrakaidecahedron,
it is easy to construct approximately a model of the minimal tetrakaide-
cahedron, thus;: — Place on each of the six square faces a thin plane
disk having ‘the proper curved arcs of 19° 28’ for its edges. . Draw the

' This figure ‘(but with probably indefinite extents of the truncation) is given in
books on mineralogy as representing a nataral crystal of red oxide of copper. ’
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three long diagonals of each hexagonal face. Fill up by little pieces of
wood, properly cut, the three sectors of 60° from the centre to the
overhanging edges of the adjacent quadrilaterals. Hollow out symmetri-
cally the other three sectors, and the thing is done. The result is shown
in orthogonal projection, so far as the edges are concerned, in fig. 4;
and as the orthogonal projections are equal and similar on three planes
at right angles to one another, this diagram suffices to allow a perspec-
tive drawing from any point of view to be made by »descriptive geo-
metry.

14. No shading could show satisfactorily the delicate curvature of
the hexagonal faces, though it may be fairly well seen on the solid
model made as described in § 12. But it is shown beautifully, and il-
lustrated in great perfection, by making a skeleton model of 36 wire
arcs for the 36 edges of the complete figure, and dipping it in soap so-
lution to fill the faces with film, which is easily done for all the faces
but one. The curvature of the hexagonal film on the two sides of the
plane of its six long diagonals is beautifully shown by reflected light.
I have made these 36 arcs by cutting two circles, 6 inches diameter, of
stiff wire, each into 18 parts of 20° (near enough to 19°28'). It is easy
to put them together in proper positions and solder the corners, by aid
of simple devices for holding the ends of the three arcs together in proper
positions during the soldering. The circular curvature of the arcs is not
mathematically correct, but the error due to it is, no doubt, hardly per-
ceptible to the eye.

15. But the true form of the curved edges of the quadrilateral
plane films, and of the non-plane surfaces of the hexagonal filins, may
be shown with mathematical exactness by taking, instead of PLATEAU's
skeleton cube, a skeleton square cage with four parallel edges each 4

.centimetres long: and the other eight, constituting the edges of two squares,

each /2 times as long, or 566 centim. Dipped in soap-solution and taken
out it always unambiguously gives the central quadrilateral in the plane
perpendicular to the four short edges. It shows with mathematical ac-
curacy (if we suppose the wire edges infinitely thin) a complete quadri-

lateral, four half-quadrilaterals, and four half-hexagons of the minimal
Acta mathematica. 11. Imprimé le 11 Février 1888. 17
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tetrakaidecahedron. The two principal views are represented in figs. 5
and 6.

Fig. 5. _ Fig. 6.

]

e

16. The mathematical problem of calculating the forms of the
plane arc-edges, and of the curved surface of the hexagonal faces, is
easily carried out to any degree of approximation that may be desired;

Fig. 7.
B
PN
Y A
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though it would be very laborious, and not worth the trouble, to do
so further than a first approximation, as given in § 17 below. But first
let us state the rigorous mathematical problem; which by symmetry
becomes narrowed to the consideration of a 60° sector BCB' of our non-
plane hexagon, bounded by straight lines CB, CB' and a slightly curved
.edge BERB, in a plane, @, through BB, inclined to the plane BCB' at
an angle of tan™'y2, or 54°44’. The plane of the curved edge I call
@, because it is the plane of the contiguous quadrilateral. The mathe-
matical problem to be solved is fo find the surface of zero curvature edged
by BCB' and culting at 120° the plane Q all along the intersectional curve
(fig. 7). It is obvious that this problem is determinate and has only
one solution. Taking CA for axis of z; and z perpendicular to the plane
BCB': and regarding z as a function of z, y, to be determined for finding
the form of the surface, we have, as the analytical expression of the
conditions

0 (a2 By dey T ay () = o

and

(2) ( +dz +d1 (\/T \/§)=%
when z = (a — 2) 2.

17. The required surface deviates so little from the plane BCB’
that we get a good approximation to its shape by neglecting dz’/dz?,
dz/dx . dz[dy, and dz*/dy*, in (1) and (2), which thus become

(3) Viz=o,
and

dz \,_ z
(4) i = ‘094734, Wwhen z =a¢——,

V2

V? denoting (d/dz)’ + (d/dy)’. The general solution of (3), in polar co-
ordinates (r, ¢) for the plane (z,y), is

(s) 2 (A4 cosmg + Bsinmg)r™,
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where 4, B, and m are arbitrary constants. The symmetry of our
problem requires B = o0, and m = 3.(2¢ + 1), where ¢ is any integer.
We shall not take more than two terms. It seems not probable that
advantage could be gained by taking more than two, unless we also
fall back on the rigorous equations (1) and (2), keeping dz’/dz® &c. in
the account, which would require each coefficient 4 to be not rigorously
constant but a function of r. At all events we satisfy ourselves with
the approximation yielded by two terms, and assume

Al

(6) 2= Ar®cos 3¢ + A'r’ cosgp

with two coefficients 4, 4’ to be determined so as to satisfy (4) for two
points of the curved edge, which, for simplicity, we shall take as its
middle, E(p=o0); and end, B(¢=30°. Now remark that, as z is small,
cven at E, where it is greatest, we have, in (4), 2==a or r=asecgp.
Thus, and substituting for dz/dx its expression in polar (r, ¢) coordinates,
which is
dz ds dz .
(7) E=$cos¢—@sm¢,

we find, from (4) with (6),
(8) (by case ¢ = 0) 4 + 3a°A’ = r031578a?,
(9) (and by case ¢ = 30°) A—%‘"a"A’ = '031578.%.(:";

whence

9

A = — . 9—1 )('(')3[578,(1_8.:-——9)(’0001735.(5—s

N |-

= — '001561.a7%,
6
A= %(3—9_‘:'\) X -031578.a"2 = 209 X ‘0001735 .a7?

= '03626.a7%

and for required equation of the surface we have (taking a = 1 for

brevity)
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z = "03626.r°cos 3¢ — *0015617° co8 9¢p

(10)
= 03626 .r"(cos 3¢ — '043.7° cos 9¢).
18. To find the equation of the curved edge BEB, take, as in (4),
(r1) | x=1—\%= 1 — &, where & denotes \_/%

Substituting in this, for #, its value by (10), with.for r its approximate
value secy, we find

(12) - &= 7%— (103626 sec® ¢ cos 3¢ — '001561 sec’ p cos 9¢)

as the equation of the orthogonal projection of the edge, on the plane
BCB', with

(13) AN =y =tanp; and NP =¢.

The diagram was drawn to represent this projection roughly, as a cir-
cular arc, the projection on BCB' of the circular arc of 20° in the plane
@, which, before making the mathematical investigation, I had taken as
the form of the arc-edges of the plane quadrilaterals. This would give
1/35 of CA, for the sagitta, AE; which we now see is somewhat too
great. The equation (12), with y = o, gives for the sagitta

(14) AE = 0245 X CA,

or, say, 1/41 of CA. The curvature of the projection at any point is
to be found by expressing sec®¢ cos3p and sec’p cosgp in terms of
y = tang and taking d’/dy’ of the result.

By taking /3/z instead of 1i/2 in (12), we have the equation of
the arc itself in the plane Q.

19. To judge of the accuracy of our approximation, let us find

the greatest inclination of the surface to the plane BCB'. For the tangent
of the inclination at (r, ¢) we have

dz* dz* \}
(15) (d_:—’+ﬁf) = 1088.7r%(1 — 2 X "129.7° cos 6¢ + -xggfr")i,
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The greatest values of this will be found at the curved bounding cdge,
for which r==sec¢. Thus we find

‘0948, and therefore inclination = 5°25' at E

‘1894, » » » = 10°44’ at B.

dz® | 1 de*\3
(16) (;17'+1_’d¢’) =

Hence we see that the inaccuracy due to neglecting the square of
the tangent of the inclination in the mathematical work cannot be large.
The exact value of the inclination at E is tan™'(— \z) — 120° or 5° 16/,
which is less by o' than its value by (16). ‘
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SUR UN MODE DE TRANSFORMATION DES SURFACES MINIMA

PAR

E. GOURSAT

4 PARIS.

1. En interprétant géométriquement les formules de Monce, M.
SopHus Li1E a rattaché la théorie des surfaces minima & celle des courbes
dont les tangentes vont rencontrer le cercle de l'infini, et auxquelles il
a donné le nom de courbes minima.® Bornons-nous d'abord, pour plus de
netteté, aux surfaces réelles; il résulte des recherches de M. LiE que la
surface minima réelle la plus générale peut étre considérée comme le
lien du milieu d’'une corde qui joint un point quelconque d’une courbe
minima a un point quelconque de la courbe conjuguée.

Soient

(1) X = A(¢), Y = B(¢), Z=2C(¢)

les équations d'une courbe minima I', A(t), B(¢), C(¢) désignant trois
fonctions du paramétre variable ¢ qui vérifient la relation

dA* + dB* 4 dC* = o.

Les coordonnées d’un point réel de la surface minima réelle correspondante
S seront données par les formules

r=RA(2),
(2) Yy = aB(t))
z = RKC(t),

' 8. Lie. Beitrige zur Theorie der Minimalfiichen: 1. Projectivische Untersuch-
ungen tiber algebraische Minimalfiichen (Mathematische Annalen, t. 14, p. 3'31; 1878).
— 1II. Metrische Untersuchungen iiber algebraische Minimalfichen (méme recueil t. 15,
P 465; 1879).

Acta mathematica. 11, Imprimé le 11 Février 1888.
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le signe & indiquant que l'on prend seulement la partie réelle d'une
quantité imaginaire; comme ¢ est une variable complexe, les coordonnées
z,y,z dépendent bien, comme cela doit étre, de deux parameétres réels.

Imaginons maintenant que l'on applique & la courbe minima I une
transformation qui la change en une nouvelle courbe minima; & cette
nouvelle courbe correspondra une autre surface minima réelle dont les
relations avec la premiére surface seront plus ou moins simples, suivant
le mode de transformation adopté. Or, parmi les transformations qui
changent une courbe minima en une autre courbe minima, il n'en est
pas de plus simples que les transformations homographiques qui con-
servent le cercle de linfini. Toute transformation de cette nature est
équivalente, comme on sait, 2 une combinaison des trois opérations sui-
vantes: 1° une translation; 2° une transformation homothétique a péle
réel et a module réel ou imaginaire; 3° un déplacement autour d'un
point réel. Si on imprime a la courbe I" une translation dont les com-
posantes suivant les axes soient h,k,l, les coordonnées z,y,¢ de la
surface § seront augmentées respectivement des quantités

Kh, & , &1,

et la surface aura subi elle-méme une translation. La seconde opéra-
tion a été étudiée en détail; elle donne les surfaces homothétiques des
surfaces associées & la premiére.' En ce qui concerne les rotations, il y
a lieu de distinguer les rotations réelles des rotations imaginaires. Si
on applique & une courbe minima une rotation réelle, il est facile de
démontrer que la surface minima réelle correspondante subit la méme
rotation. Il ne reste donc plus qu'a étudier les surfaces que I'on obtient
en appliquant &4 une méme courbe minima des rotations imaginaires, et
je ne connais sur ce sujet que quelques indications données par M. Lie
dans le second Mémoire déja cité.? Le présent travail est consacré &
I’étude de ce mode de transformation. Je supposerai toujours qu’on a
pris pour origine des coordonnées le point réel autour duquel s'effectue
le déplacement. ‘

! DARBOUX, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. 1, p. 322 et 457; 1887,
* Mathematische Annalen, t. 18, p. 475.
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2. Rappelons d’abord la représentation analytique des rotations
qui a son origine dans les travaux de RIEMANN et qui a été développée
complétement par M. Kieix. Soient «, 3,y les coordonnées rectangu-
laires d’'un point de la spheére V

(3 a’+ '+t =15

on emploie, pour fixer la position de ce point sur la sphére, un nouveau
systéme de coordonnées défini de la maniére suivante. La sphére étant
une surface du gecond ordre, on sait que par chaque point passent deux
génératrices rectilignes. Ces deux systémes de génératrices sont déter-
minés respectivement par les équations

a4+ 147
I—r a—1f

a—’iﬂ_!+;'_ I,
1—y a+1i3 v

(4)

nous prendrons u et v pour nouvelles coordonnées du point (a, B,r) de
la sphére. Quand on décrit une génératrice rectiligne, une de ces coor-
données conserve une valeur constante. Des formules (4) on tire in-
versement:

I — wv I 4 uv U+ v

(s) == =t = F=w—v

Cela posé, on sait que tout déplacement de la sphére autour de
son centre est caractérisé par une certaine substitution linéaire effectuée
simultanément sur » et sur v,

mu, + n mv, + n
6 ® = 2 Vo=
(6) pu, +q’ Py, + ¢

Cherchons 8'il existe des points réels de la sphére qui viennent colncider
aprés la rotation avec des points réels. Remarquons pour cela que, si

. , , I . ,
un point de coordonnées (v, v) est réel, u et —  sont conjuguées et re-

ciproquement; cela résulte immédiatement des formules (4) et (5). De

' Voir, par exemple, DARBOUX, Legons sur la théorie générale des surfaces. Cha-
pitre 3, p. 30.

JAdectu mathematica. 11. Imprimé le 27 Janvier 1888. 1R
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méme, pour que le point de coordonnées (u,, ) soit réel, il faut et il

suffit que «

I . . ’ ° A .
, ¢t — — soient conjuguées. On aura donc & la fois, en sup-

1
posant que le point réel (x, v) vienne coincider avec un point réel (u, , v,),

uv, — — 1,
w (v), = — I. /

v, et (v,), désignant les imaginaires conjuguées de v et de v;. Remplacons
dans la seconde relation u, ct (»,), par leurs valeurs; ¥l vient

(n — qu)(n, — q,v,) .
(pr — m)(p,v, — m,) +1=o
Cette rclation g'écrit, en remplacant v, par ——i

(n — qu)n,u + ¢q,)
(1‘" - m)(""ou + Po)

— 1 =0,
ou

(7) (pmy + qny)u® + (g9, + pp, — mm, — nw)u — (pym + g,n) = o.

Pour que la rotation considérée soit réelle, il faut évidemment que cette
équation (7) se réduise a une identité; on anra alors

=

ﬂ_—qo - m, Vo

-
n mn q r

et les formules (6) pourront s'éerire

mu. n mv n

® T
m, et m, étant conjuguées de m et de n. Cette forme particuliére de
substitution, qui convient aux rotations reelles, ne dépend que de trois
paramétres réels arbitraires, comme le déplacement réel le plus général
autour de l'origine, tandis que la substitution (6) et le déplacement ima-
ginaire le plus général autour de l'origine dépendent de six paramétres
réels arbitraires. v

Supposons maintenant que Déquation (7) ne se réduise pas & une
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identité. Cette équation possédera deux racines distinctes w', u” et il est
aisé de vérifier que ces racines satisfont a la relation

1,07

Wiy = — 1.

Les valeurs correspondantes de v seront

V= —=u"
, ’

V"= —l—, =u;

2w,
les deux points réels de coordonnées (w', u”), (u”, ') sont diamétralement
opposés, comme on s'en assure aussitot a l'inspection des formules (5).
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant: . v

Dans tout déplacement imaginaire autour de lUorigine, il existe un dia-
meétre réel et un seul qui vient coincider avec un autre diamétre réel.

Soit 44’ le diamctre réel qui vient coincider avec un autre diamétre
récl BB'. Taisons suivre ce déplacement d'une rotation reelle I amenant
BB’ sur AA’; nous aurons un nouveau déplacement qui ne changera pas
le diamétre AA’, c'est-a-dire unc rotation imaginaire autour de cet axe.
Si &4 cc nouveau déplacement nous ajoutons la rotation R~', inverse de la
rotation R, nous retrouvons évidemment le déplacement primitif. Il suit
de la que toute rotation imaginaire est équivalente ¢ une suite de deur rota-
tions: 1° une rotation imaginaire autour d'un axe réel; 2° une rotation réelle.

On pourrait aussi décomposer la rotation imaginaire d’une autre
fagon, en mettant la premiére la rotation réelle composante. Enfin, on
démontre de la méme maniére le théoréme suivant que je me borne a
enoncer: Toute rotation imaginaire est équivalente & une suite de trois rota-
tions: 1° wune rotation réelle; 2° wune rotation imaginaire autowr d'un arxe
réel choisi arbitrairement; 3° ume nouvelle rotation réelle.

3. Nous emploierons dans ce qui suit la forme particulicre donnée
aux formules de Mo~xGe par M. WEIERsTRASS; je vais rappeler cn quel-
ques mots comment on parvient a cette forme, en partant des idées de
M. S. Lie. Puisque les tangentes a une courbe hinima rencontrent le
cercle imaginaire de linfini, le plan tangent & la surface développable
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formée par ces tangentes sera lui-méme tangent au cercle de Vinfini.
Prenons 1'équation de ce plan sous la forme

(9) (1 —u)X +i(1 + )Y + 2uZ + 4f(u) = o,

u désignant le paramectre variable et f(u) une fonction quelconque de ce
paramétre. On aura pour les coordonnées d'un point de l'aréte de re-
broussement les expressions suivantes

X = (1 — w)f(u) + 2uf(u) — 2f(w), .
(10) Y = i(1 4 W) (u) — 2iuf(u) + 2if(u),
Z = 2uf"(uw) — 27'(w),
qui peéuvent encore sg'écrire, en posant f"(u) = F(u),
. X = f(1 —u’)F(u)du,
Y = [i(1 4 «)F(u)du,
Z =f2u3(u)du;

on obtiendra don¢ les nappes réelles de la surface minima réelle la plus
générale en posant’ '

(10

z = 3[(! — u®)F(uv)du,
(11) oy = éRfi(l + 4°)F(u)du,
| z = ﬂifzu%(u)du,

F(u) désignant une fonction analytique quelconque de u. Rappelons
encore que la- variable ‘% est, dans le systéme employé par Riemanw,
Paffixe du point de la sphére qui est I'image sphérique du point de la
surface minima répondant & cette valeur de u.

Imaginons que l'on imprime un déplacement autour de l'origine a
la courbe minima représentée par les équations (10) et (10'). Que de-
viennent les fonctions f(u), F(u)? La réponse & cette question se trouve
dans Vouvrage déja cité de M. DarBoux (p. 304). J’ai donhé aussi une

! WEIERSTRASS, Monatsberichte der Berliner Akademie, p. 612, 855; 1866.
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méthode un peu différente de celle- de M. DarBoux pour traiter la méme
question, dans un Mémoire Sur les surfaces qui admettent tous les plans
de symétrie dun des polyédres réguliers.’ Il est vrai que je sﬁpposais les
rotations réelles, mais la méthode reste la méme pour les rotations ima-
ginaires. Voici le résultat auquel on est conduit; soit

__mv+n
T opvtg

la substitution linéaire qui correspond a ce déplacement, et soient g(v)
et B(v) les fonctions qui remplacent f(u) et F(%). On a

o) = ()t

pv+g s

_ mv + n o
8(v) = 6(1017 + q.) (pv + 9)*’

0 = mg — np.

Supposons d'abord que I'on applique a la courbe /" un déplacement
réel; la surface minima réelle correspondante subira le méme déplace-
ment. J'ai admis cette proposition comme évidente dans le Mémoire que
je viens de citer; mais il est bien facile de la démontrer en toute rigueur.
Soit I' la courbe minima représentée par les équations (1) et soit /7 la
courbe minima qui s'en déduit par une rotation réelle autour de l’origine.
Cette courbe /) sera représentée par des équations de la forme

X = aX+ bY 4+ cZ,
Y =dX+ VY 4 2,
Z =a'X+b'Y 4 "2,
a,b,c,da, etc. étant les coefficients d’'une substitution orthogonale, qui

par hypothése sont tous réels. La surface minima réelle S, que 'on
déduit de 7, sera donnée par les équations

z, = &X, = aRX + WRY + c&RZ,
y, =RY, = d&X + V&Y + cRZ,
2, =8Z =a"@X + V'Y + ¢'&Z,

' Annales de 1'Ecole Normale supérieure, 3*™° série, t. 4, p. 251; 1887,
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ou encore
r,= ar+4+ by 4+ cz,
y = dx + by + 2,
5, =da's 40Uy + "z
ces formules mettent en évidence le résultat annoncé. Nous pouvons

done énoncer le théoreme suivant:
Si on remplace dans les formules (11) F(u) par

- ( mu + n )(mmo + un,)?

m, — n,u, (mo —_3t01¢)‘ ’

m, et n, désignant les imaginaires conjuguées de m et de n, les nouvelles
formules représentent la méme surface minima rapportée a des «xes différents.

4. Il ne nous reste plus qu'a étudier U'effet d'un déplacement ima-
ginaire appliqué a la courbe minima. D'aprés les propositions combinées
des paragraphes 2 et 3, nous pouvons méme nous borner & considérer
l'effet d’'une rotation autour d'un diamétre réel de’la sphére. Supposons
que nous ayons pris ce¢ diamétre pour axe des z; ulors la substitution
correspondante a cette rotation scra de la forme

u = ke"u,,

k et @ étant réels (on peut méme supposer & > o). Cette rotation peut
encore étre décomposée en deux: 1° une rotation réelle d'un angle @
autour de Oz; 2° unc rotation imaginaire caractérisée par la substitution

u = ku,

ces deux rotations pouvant d’ailleurs étre effectuées dans l'ordre qu'on
voudra. Comme la rotation réelle ne fait que déplacer la surface mi-
nima, nous n'avons en définitive qu'a examiner la rotation imaginaire
définie par la substitution

u = ku,,

ou k est réel et différent de + 1.
Soient a,f,7r;a,, 5 7, les coordonnées rectilignes de deux posi-
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tions correspondantes du méme point avant et aprés le déplacement. On
a d'une maniére générale
a, = aa + a'f + a’'y,
fo=ba+ VB4 VY,
n=ca+cf+cr.

a,b,c,a,... étant les coefficients d'une substitution orthogonale dont
on trouvera les valeurs en fonction de m,n,p,q a la page 34 de
I'ouvrage de M. Darsoux. Dans le cas actuel, ces valeurs s'obtiennent
bien aisément. On a en effet, d’aprés les formules (5),

a I —u,v, B (1 + wv,) u, + v,
17 Ty —w, 17T Ty —v 7 1T N —uv
n, —v, n, — v, w, — v,

% ' v
ou, en remplagant u, par ; et v, par ;.

_ kK= , (k4 wv) _u+w,
V7 k(u— )’ ﬂ'_k('u—v)° . n=aTy

éliminons « et » entre ces équations et les équations (5), il vient:

I 4 k? Ir—l
n =gt —i 4
1+k’ -1
ﬂl"" ﬂ+ 3]
n=r-

Les coefficients @, b,c, a’,... auront par conséquent les valeurs sui-
vantes:

1+ k' ) k=1 "
T YT T T T
—_ 3
’)———'?k - l, ’,,=L-:"L , ]I"’=O,
¢ =0, f = o, ' =1.

Appliquons la rotation précédente i la courbe minima /' représentée par
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les équations (1); nous obtenons une nouvelle courbe minima 7 repré-
sentée par les équations:

1 4k k' —1
.X1 === 2k A(f)—l—TB(t),
kP — K
Y, =i———A(t) + —== B(t),
Z, = C(t).

Soient § et S, les surfaces minima réelles qui correspondent respective-
ment aux courbes /' et /7, S, la surface adjointe & S; désignons par
TyY,2;0,,8,5% 3 Ty,Y,,3 les coordonnées de trois points correspon-
dants de ces trois surfaces, c’est-a-dire de trois poixits qui correspondent
a une méme valeur de ¢. Les coordonnées d’un point réel de la surface
adjointe S, sont données, comme on sait, par les formules

(12) xy, = RiA(t), ¥, = RiB(t), z, = RiC(¢);

on aura pour cxpressions des coordonnées d’un point de §

k* —1
2k

k?
x =I+

| = BA(1) —

RiB(t),

n =X aBe) + Etaia),

71

2, = KC(t).
Entre ces derniéres formules et les formules (2) et (12) éliminons
RA(t), &B(t), &C(2), KiA(t), RiB(t), RiC(t);

on arrive aux expressions suivantes pour les coordonnées d’un point de

la surface S,:
1+ k B — 1

i 2k U 2k Yo

([3) __l-l-k’ kP —1
h =" ¥+ 3¢ %
2, =2z
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Si k est positif, ce qu'on peut toujours supposer, on posera k == ¢’, et
les formules pourront s'écrire

z, = z cosh¢ — y, sinh ¢,
(14) ly, = ycosh¢ + z,sinhg,
7, =2z

1

Il me parait intéressant de faire remarquer l'analogie curieuse que pré-
sentent ces formules avec les formules qui définissent une rotation, dans
le sens ordinaire du mot, autour de l'axe des z. Cette analogie est
d’ailleurs purement formelle,

On arrive rapidement au méme résultat au moyen des formules de
M. WeiersTtrAss. Si la courbe minima /" a pour fonction caractéristique
F(u), la courbe 7, aura pour fonction caractéristique k’F(ku) et les trois
surfaces §, §,, §, seront données respectivement par les groupes de for-
mules ci-dessous:

=& f(1 — w)F(u)du,

S 1y =&fi(r + «)F(w)du,

¢ = & [2uF(u)du;

7, = & [i(1 — u’)F(u)du,
S, 1% = & f— (1 + w’)F(u)du,
2, = & [2iug (u)du;

z, = & (1 — o) k*F(kv)dv,
8,1 =8&[i(1 + v)k*F(kv)dr,
7z = & [20k"F(kv)dv.

Des deux premiers groupes on tire

5‘f F(u)du = ?;Zl"_o, g;f () du = —= +

.g‘f"ﬁ(“)d“ —nty éRfigt’%(u)du = 1=%;

2

deta mathematica, 11, Imprimé le 28 Junvier 1888, 19
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les expressions des coordonnées =z, ,y,,2
posant kv = w,

, peuvent encore s'écrire, en

X, = kéRf (1) du —;:éi'{f W F(u)du,
y, = IréRfi&(u)du + iﬂlfiu’{f(u)du,

2, = észu%(u):du,

et, en éliminant les intégrales, on retrouve précisément les formules (13).
Pour abréger le langage, je dirai que la surface S, est une surface
dérivée de S; jappellerai 'axe réel autour duquel s'effectue la rotation
de la courbe minima I' aze de dérivation et la constante réelle k para-
métre. de dérivation. Si on se donne la surface S, I'axe et le parameétre
de dérivation, la surface dérivée S, n'est pas entiérement déterminée; on
sait en cffet que la surface adjointe d’uné surface minima donnée n’est
pas complétement définie de position. Cette surface peut-subir une trans-
lation quelconque ou étre remplacée par sa symétrique relativement a
Porigine des coordonnées. Lorsque la surface S, subit une translation,
les formules (14) nous montrent qu’il en est de méme de la surface S,.
Si 2,,¥,,2 changent de signe, cela revient & changer le signe de ¢
dans ces formules. On voit de méme que, si l'axe de dérivation sc
déplace parallélement & lui-méne, la surface S, subit aussi une transla-
tion. Par conséquent, si on fait abstraction d'une translation quelconque,
les surfaces dérivées d’une surface minima donnée dépendent de trois
constantes réelles seulement, le paramétre de dérivation et les deux con-
stantes réelles qui déterminent la direction de I'axe de dérivation.

b. Considérons le groupe des transformations homographiques qui
conservent l¢ cercle de linfini; les coefficients d'une transformation de
ce groupe dépendent de quatorze paramétres réels arbitraires. Ces trans-
formations appliquées & une méme courbe minima donneront naissance i
unc infinit¢ de surfaces minima rvéelles; nous dirons que ces surfaces
appartiennent a une méme famille. Il est aisé de compter les paramétres
dont dépendent les surfaces d'une méme famille. Nous avons d’abord
les six constantes réelles provenant du déplacement réel le plus général;
nous avons ensuite les trois parameétres réels dont dépendent les surfaces
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dérivées. LEnfin, quand on passc d'une surface minima a une surface
homothétique d'une surfuce associce & la premicre, on introduit encore
deux paramétres réels. Cela nous fait en tout onze paramétres réels, au
lien de quatorze dont dépend la transformation homographique la plus
générale qui conserve le cercle de l'infini. On se rend compte de cette
différence en remarquant qu’il existe une infinité de transformations ho-
mographiques, dépendant de trois constantes réelles, que l'on peut ap-
pliquer a une courbe minima /', sans changer la surface minima cor-
respondante: ce sont les translations dont les composantes suivant les
axes sont complétement imaginaires.

La fonction caractéristique de M. WEikrstrRASS F(») restant la méme
pour une surface minima quand on lui fait subir une translation quel-
conque, il est naturel de faire abstraction d'un déplaccment de ce genre;
cest ce que nous ferons désormais. Alors les surfaces minima d’une
méme famille ne dépendront plus que de hwit paramétres récls. Les
fonctions caractéristiques seront comprises dans la forme générale

A 5 (mu + n)
(pv 4+ 9* pu + q ’

Ad,m,n,p,q étant des constantes quelconques. Parmi ce groupe de
surfaces il y a lieu de¢ distinguer des sous-groupes trés-importants formeés.
par les surfaces dérivées de 1'une d'elles, déplacées en outre d'une fagon
arbitraire. Par exemple, si une surfacc a pour fonction caractéristique
&F(u), les fonctions caractéristiques du sous-groupe auquel clle appartient
seront de la forme

(mg —np)* _ jmu + n
(v + 9)° '}(zm + '1)'

I peut arriver que les surfaces d'une méme famille ne dépendent pas
de huit parametres distincts; c'est une question qui sern cxaminée en
détail plus loin.

Appelons déformation Vopération par laquelle on passe d'une surface
minima a une surface minima associée, ct dilatation I'opération par laquelle
on passe d'unc surface & une surface homothétique. Pour passer d'une
surface minima a une surfuce homothétique ou & une surface associée on
multiplic la fonction caractéristique par un facteur réel ¢ ou par un facteur
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de la forme €, 4 étant réel; jappellerai a le paramétre de dilatation ct
0 le paramétre de déformation. Il est clair que la dilatation, la déforma-
tion et la dérivation sont trois opérations commutatives. En particulier,
toute surface associée & une surface dérivée de S est identique a la sur-
face dérivée de la surface associée a §, les parametres de dérivation et
de déformation restant les mémes dans les deux cas.

6. Je me propose d'étudier dans ce paragraphe les principales
propriétés de la surfuce dérivée S, représentée par les équations (14),

x, = r cosh¢ — y, sinh¢,

(14) 1y, = ycoshg 4 &, sinh ¢,
' 'zl = 2;
on en tire
dr, = dx cosh ¢ — dy, sinh ¢,
dy, = dy cosh¢ + dr sinh¢,
dz, = dz.
Or on a!

dﬁ’o = ﬂdz -_ rdy, dyo = r(I.B —_ adz, dzo = ady — ﬂd.’l},

a,f,r étant les cosinus directeurs d’unc direction convenable sur la
normale a la surface §. Remplagons dans les formules précédentes dx,
et dy, par leurs valeurs; il vient

dx, = [cosh ¢ — ysinh¢|dx + asinh ¢dz,
(15) dy, = [cosh ¢ — rsinh¢]dy 4 fBsinh¢dz,
ldz1 = dz.

Si on suppose dz = o0, dx, et dy, sont proportionnels a dx et a dy.
Par conséquent, les sections des deux surfaces S et S, par un méme plan
perpendiculaire ¢ laxe de dérivation se correspondent point par point de fagon

! ScHWARz, Muscellen aus dem Gebiete der Minimalfidchen (Journal far Mathe-
matik, t. 80, p. 280; 1875).
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que les tanyer.;tes aur deur sections aux points correspondants soient pa-
ralléles.

Soient ds et ds, les éléments lmealres des deux surfaces, d4 et d4,
les éléments superhclels. On a

ds} = dx} 4+ dy} + dz} = |cosh ¢ — rsinh ¢]’(dx® + dy?)
+ (1 + (a® 4 %) sinh’p]ds® 4 2 sinh ¢[cosh ¢ — y sinh ¢)(adz + Bdy)dz;
en remplagant a® + 3’ par 11—, adr + fdy par — pdz et en réduisant,

on trouve )
dsj = coshg¢ — sinh ¢|’ds’;

comme jy est inférieur a l'unité, coshg — ysinh¢ est toujours positif et
on a cn valeur absolue

(16) | ds, = (cosh ¢ — rsinh ¢)ds.

Ainsi, les deux surfaces S et S, sont appliquées conformément lune sur
Uautre par le mode de correspondance qui vient d'étre établi. En d'autres
termes, deux courbes queclconques tracées sur § se coupent sous le méme
angle que leurs images sur la surface S;. On déduit de la formule (16)
la relation suivante entre les éléments superficiels

(17) dA, = (cosh ¢ — rsinh ¢)’dA.

Soient a,, B,, 7, les cosinus directeurs de¢ la normale a la surface S, ;
en exprimant que l'on a identiquement

o a,dz, + B,dy, + r,dz, = o,
on trouye alsement

a4 B N t 1

« B rcoshp—sinhy coshg — ysinhg’

et par suite
[/3
1 icoshga——rsinhgp’
- A
(18) A _—icoshgo—rsinbgo’

7 cosh ¢ — sinh '
+
coshg — rsinh ¢
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Inversement on aura

— + @,
%= T Goshg + y,sinb ¢’
(I 8') ﬂ= o /;n

~ coshg + 7, siuh ¢’

— + 0 cosh ¢ + sinh ¢

r = cosh ¢ + 7, sinh g’

Si a, B,y vérifient une relation linéairc telle que

la + mpf + 5y + p=o,

l,m,n,p étant des constantes, @, , f3,, , vérifient une relation de méme
-forme et inversement. Par conséquent, foute courbe de la surface S dowt
limage sphérique est un cercle a pour transformée sur la surface S, une
courbe jouissant de la méme propriété, et réciproquement.
~ En particulier, si y est constant, il en sera de méme de y,. Donc
les méridiens ct les paralléles de la surface § ont respectivement pour
images les méridiens ct les paralléles de la 'surface S,. Nous appelons
avec MINDING méridiens d'une surface les courbes pour lesquelles la nor-
male 4 la surface est paralléle & un plan vertical fixe, et paralléles les
courbes pour lesquelles la normale fait un angle constant avec le plan
horizontal. ,
Des valeurs trouvées plus haut pour a,, 8, 7, on déduit la relation

do,dx, + df,dy, + dy dz, = + (dade 4 dfdy + dydz)

dont linterprétation est immédiate. Supposons en effet. que le point
X,Y,s décrive une ligne asymptotique de S; on aura

dadr + d3dy + dydz: = o
et par suite '
da,dv, + df,dy, + dr,dz, = o,

de sorte que le point .r,,y, , 2, décrira aussi une ligne asymptotique de

S,. Comme les lignes de courbure des deux surfaces coupent les lignes
asymptotiques sous un angle de 45° ¢t que les anugles se conservent dans

la transformation, on peut énoncer le théoréme suivant:



Sur un mode de transformation des surfaces minima. 151

Les liy-nés de courbure et les lignes asymptotiques de S ont respective-
ment pour transformées les lignes de courbure et les lignes asymptoliques
de S,.

Si la surface 8§ admet une ligne de courbure plane, la transformée
de cette courbe sur la surface S, sera encore ligne de courbure de S,
et son image sphérique sera encore un cercle. Elle sera donc aussi une
ligne de courbure plane. De méme si la surface S admet une ligne
asymptotique hélicotdale, I'image sphérique de cette courbe sera un petit
cercle, et sa transformée sera une ligne asymptotique hélicotdale de S,.
Donec:

Toute ligne de courbure plane de la surface S se change en une ligne
de courbure plane de S,, et toute ligne asymptotique hélicoidale se change en
une ligne asymptotique hélicoidale.

Supposons que la surface S soit algébrique; il en sera de méme de
la surface 8,. D'ailleurs il est clair qu'une transformation homographique,
qui conserve le cercle de linfini, appliquée & une courbe minima, ne
change pas l'ordre de la développable formée par les tangentes a cette
courbe ni la multiplicit¢ du cercle de l'infini sur cette développable.
On a donc le théoréme suivant, qui est vrai pour toutes les surfaces
d’une méme famille et qui a été énoncé par M. Lik.!

Etant données deux surfaces minima d’'une méme famille, si aucune n'est
surface double ou si toutes les deux sont surfaces doubles, elles somt de méme
classe. St une seule est surface double, sa classe est la moiti¢ de celle de U'autre.

Il n’existe pas de loi aussi simple en ce qui concerne l'ordre de
deux surfaces. Considérons par exemple une courbe minima I” d'ordre
m ayant un ou plusieurs points communs & linfini avec sa conjuguée
I,; l'ordre de la surface minima correspondante sera inférieur & m’ 1l
est clair qu'en appliquant & la courbe /" un déplacement imaginaire
quelconque la nouvelle courbe /) n’aura plus, en général, de point com-
mun & linfini avec sa conjuguée, et l'ordre de la nouvelle surface mi-
nima sera bien égal a m®

7. La plupart des propriétés qui viennent d'étre démontrées s'établis-
sent aussi trés aisément au moyen des formules de M. WEIERsTRASS. Afin

! Mathematische Annalen, t. 18, p. 476.
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de n'avoir a considérer que des substitutions’ linéaires homogénes, nous:

adopterons un nouveau systéme de formules, dues également & l'illustre

géométre et qui ont été employées aussi par M. Dareoux.! Dans les

formules (11) faisons un changement de variable et introduisons les no-

tations nouvelles | ' '
G(t)

==y F(u)du = — iH*(t)dt;

les équations de la surface minima S prendront la forme suivante: -
z = & [i[G(t) — H(¢)]dt,
(19) - Ly =8 [6(t) + H(e)dt,

| z =& [2iG(t) H(¢t)dt.

I’¢élément linéaire sera donné par la formule

(20) | ds® = 4[G(t) G,(t,) + H(t)H,(¢,)]*dtdt,,

G,(t,) et Hy(t,) étant les imaginaires conjuguées de G(t) et de H(t);
I'équation différentielle des lignes asymptotiques deviendra

(21) SKi(HGF — GH")dt* = o

et celle des lignes de courbure sera de méme

(22) K(HG — GH")dt* = o.

Considérons maintenant une autre surface minima S, donnée par les
équations

| [ z, = & [i[@G(t) — Hi(t))dt,
(23) =& (G + Hi)ar,
l z, = & [2iG (¢)H,(H)adt,

wond G\(f) = aG(t) + bH(Y),
H(t) = cG(t) + dH(t),

' Legons sur la théorie générale des surfaces, p. 453.
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a,b,c,d désignant quatre-constantes telles que ad — be ne soit pas nul.
Toutes les surfaces minima ainsi obtenues appartiennent & une méme
famille; ces surfaces dépendent bien, comme on voit, de huit paramétres
réels. Pour avoir le sous-groupe formé par les surfaces dérivées de la
surface (19), déplacées d’une fagon quelconque, il suffit de supposer

e

ad — bc = 1.

Enfin, si la seconde surface se déduit de la premiére par un simple dé-
placement, les formules dec substitution auront la forme particuliére
suivante

Gl(t) = ’3%} G(t) _:;;H(t)’

le(t) = :/i(%\ (”(t) + q:;;;),”(f))

, et n, étant les imaginaires conjuguées de m et de n, et ¢ le discri-
minant mm, -4 nn,.

Prenons le cas général ou ad — bc est égal a l'unité, et faisons
correspondre les points des deux surfaces S et S, qui répondent & une
méme valeur de ¢. On aura

m

HG — G H = H&' — GH';

d’olt on déduit que les équations différentielles des lignes asymptotiques
ct des lignes de courbure sont les mémes pour les deux surfaces. En
comparant de méme la formule (20) a la formule analogue pour la se-

conde surface on voit que le rapport ad% ne dépend que de ¢.
) :

Les formules qui précédent permettent de démontrer trés simplement
la proposition que voici: si I'on considére sur une surface minima un
point non singulier, le point correspondant sur toute autre surface de la
méme famille sera également un point non singulier; si le premier point
est un point de ramification d’ordre n» — 2, il en est de méme du second.

Supposons qu'on ait pris l'axe des z paralléle a la normale & la
surface S au point considéré, de fagon que la valeur de w soit nulle
pour ce point. On pourra toujours choisir la variable ¢ de fagon qu'elle

Acta mathematica. 11. Imprimé le 8 Février 1888, 20
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soit nulle aussi pour # = o et que dans le’ voisinage de l'origine les
fonctions H(¢), G(t) aient respectivement les formes suivantes'

H(t) = P(t),
G(t) = 1 P,(¢),

P(t) et P,(t) représentant des séries ordonnées suivant les puissances po-
sitives de ¢ et ne sannulant pas pour f{ = o, et » un nombre entier
positif au moins égal & 2. Cela posé, considérons une surface de la
méme famille représentée par les équations (23) ou on a pris

G,(t) = aG(¢#) + bH(1),
H,(t) = eG(¢) + aH(¢);

faisons subir & cette nouvelle surface un déplacement, ce qui revient a
remplacer dans les formules (23) G, et H, par les nouvelles fonctions
G, et H,,

" [,

G, (t) = _("(t) H(I)— (1 (t) +Z

Ve

H(t) = 2£6,(0) + T H (1) = ’i“:"“a(t)

nb+md]I(t)

En prenant m et n de fa(;on que mb — nd = o, les fonctions G,(¢) et
H,(t) auront dans le voisinage de l'origine la méme forme que les fonc-
tions G(t) et H(t); d'ou résulte la proposition annoncée.

8. Revenons a la surface S, représentée par les équations (14); si
dans ces équations on fait varier le paramétre ¢, le point (r,,y,) déerit
une branche de I'hyperbole ayant pour équation

(=7, + 4,9,)" — (@, — 9,2)" = (x7, + w,)’,

qui se réduit A une droite si I'on a xx, 4+ yy, =—o. Par suite, lor