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MATH^ STAT. 

UBRARY 

Vorwort. 

Diesem  zweiten,  abschliessenden  Bande  der  Anwendung  der 

Differential-  und  Integralrechnung  auf  Geometrie  seien  zunächst 

einige  Bemerkungen  über  die  Art  der  Benutzung  des  Buches  durch 

Lernende  vorausgeschickt. 

Der  Inhalt  des  ersten  Bandes  wird  als  bekannt  vorausgesetzt. 

Es  ist  aber  auch  möglich,  dass  man  unmittelbar  mit  diesem  zweiten 

Bande  beginne,  sobald  man  nur  die  wichtigeren  Sätze  der  Curven- 

theorie  anderswo  schon  kennen  gelernt  hat.  Zwar  ist  es  am  besten, 

die  vier  Abschnitte,  in  die  dies  Buch  zerfäUt,  der  Reihenfolge  nach 

durchzunehmen ;  aber  der  dritte,  schwierigste,  Abschnitt  braucht  nur 

zum  Teil  vor  dem  vierten  studiert  zu  werden.  Man  findet  die 

nötigen  Hinweise  darüber  an  den  betreffenden  Stellen  im  Buche 

und  im  Inhaltsverzeichnis.  Der  vierte  Abschnitt  ist  überdies  zum 

grössten  Teil  von  dem  dritten  unabhängig,  kann  also  gleichzeitig 

mit  diesem  begonnen  werden.  Damit  die  Theorie  deutlicher  hervor- 

trete, sind  die  Beispiele,  wenn  sie  nicht  ganze  Paragraphen  um- 

fassen, in  kleineren  Lettern  gedruckt  worden.  Ist  es  auch  nicht 

unbedingt  nötig,  dass  der  Leser  alle  Beispiele  beachte,  so  muss  er 

doch  dessen  gewärtig  sein,  dass  ihre  Ergebnisse  später  zuweilen  in 

der  allgemeinen  Theorie  benutzt  werden.  Ausserdem  ist  zu  be- 

denken, dass  gerade  die  Beispiele  dem  Anfänger  die  beste  Gelegen- 

heit zur  Übung  in  der  Anwendung  der  Theorie  geben. 

M'r?;398i 



VI  Vorwort. 

Der  Umfang  des  Buches  möge  den  Anfänger  nicht  erschrecken, 

denn  nur  bei  entsprechendem  Räume  ist  es  möglich,  die  Dinge  so 

ausführhch  zu  behandeln,  dass  sie  vollkommen  verständlich  werden. 

Jedenfalls  habe  ich  aufs  Ernsteste  nach  leichter  Verständlichkeit 

des  Buches  gestrebt.  — 

Es  sei  mir  gestattet,  mich  noch  hinsichtlich  einiger  Punkte 

den  Fachgenossen  gegenüber  zu  äussern: 

Dem  Haupttitel  des  Werkes  entsprechend  habe  ich  auch  in 

diesem  Bande  grundsätzlich  die  analytische  Methode  benutzt  und 

rein  geometrische  Betrachtungen  nur  zum  Erleichtern  des  Ver- 

stehens,  bei  der  Andeutung  weiterer  Ausblicke,  ferner  da,  wo  sie 

besonders  interessant  sind,  und  endlich  noch  hin  und  wieder  da, 

wo  ihre  rechnerische  Wiedergabe  auf  der  Hand  liegt,  eingefügt. 

Aber  die  Tendenz  des  Ganzen  ist  doch  eine  geometrische,  indem 

ich  solche  Probleme  aus  der  Flächentheorie  ausgewählt  habe,  die 

in  erster  Linie  von  geometrischem  Interesse  sind.  Man  wird  daher 

manche  schöne  Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geometrie  ver- 

missen, möge  aber  bedenken,  dass  das  Gebiet  der  Flächentheorie 

so  gross  ist,  dass  dem  Verfasser  eine  individuelle  Auswahl  daraus 

wohl  gestattet  ist.  Manches,  was  andere  elementare  Lehrbücher 

bringen,  fehlt  hier;  andererseits  bringe  ich  manches,  was  andere 

Bücher  nicht  haben.  Ich  erwähne  z.  B.  die  Anwendung  auf  die 

Herstellung  geographischer  Karten,  das  Congruenzproblem  für 

Flächen  und  die  geodätische  Abbildung. 

Am  besten  wird  man  aus  dem  ausführlichen  Sachregister  am 

Schlüsse  dieses  Bandes  erkennen,  welche  einzelnen  Probleme  der 

Flächentheorie  behandelt  worden  sind.  Probleme,  die  nicht  eigent- 

lich einzelne  Flächen  als  vielmehr  Flächenscharen  betreffen,  wurden 

überhaupt  beiseite  gelassen. 

Zwei  grundsätzliche  Abweichungen  von  den  sonstigen  elemen- 

taren   Lehrbüchern    sind    hier   diese:    Erstens    die   beständige   Mit- 
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berücksichtigung  des  Imaginären,  zweitens  die  infolge  hiervon  un- 

ab weisliche  Mitberücksichtigung  derjenigen  Flächen,  die  eine  Schar 

von  Minimalgeraden  enthalten,  da  auf  diesen  Flächen  z.  B.  die 

EuLER'sche  Krümmungstheorie  nicht  gilt  (Vgl.  den  „zweiten  spe- 

ciellen  Fall'-  von  S.  113  an.) 

Eine  Hauptsch^äerigkeit  für  den  Anfänger  in  der  Flächentheorie 

ist  die  Fülle  der  Formeln  und  der  stehenden  Bezeichnungen.  In 

Hinsicht  auf  das  Eine  habe  ich  die  Sache  durch  den  Anhang  von 

Formeltafeln  zu  erleichtern  versucht,  in  Hinsicht  auf  das  Andere 

dadurch,  dass  ich  nur  ziemhch  wenige  stehende  Zeichen,  diese 

aber  beständig,  benutzt  habe.  Ich  denke,  ein  Kenjier  der  Flächen- 

theorie wird  beim  Blättern  in  diesem  Buche  überall  orientiert  sein, 

sobald  er  nur  weiss,  dass  u,  v  die  Parameter  auf  der  Fläche,  U,  F, 

G  und  L,  M,  N  ihre  Fundamentalgrössen,  X,  Y,  Z  die  Richtungs- 

cosinus der  Flächennormale,  j^^,  B^  die  Hauptkrümmungsradien,  K 

das  GAüssische  Krümmungsmaass  und  H  die  mittlere  Krümmung 

bedeutet.  In  Tafel  XXIV  findet  man  übrigens  eine  vergleichende 

•Zusammenstellung  der  Bezeichnungen  bei  verschiedenen  Autoren. 

Noch  muss  ich  hervorheben,  dass  ich  es  für  ausgeschlossen 

halte,  dem  Anfänger  die  Flächentheorie  als  Invariantentheorie 

zweier  quadratischer  Difi"erentialformen  beibringen  zu  wollen.  Das 

kann  er  später  aus  den  grossen  Werken,  wie  z.  B.  aus  Bianchi's 
Differentialgeometrie,  lernen;  für  den  Anfang  bietet  die  Geometrie 

der  Flächen  selbst  schon  fast  zu  viel  des  Neuen  und  Ungewohnten. 

Bezüglich  der  litterarischen  Hinweise,  die  übrigens  in  den 

„Berichtigungen  und  Zusätzen"  einige  Ergänzungen  erfahren  haben, 
muss  ich  wie  beim  ersten  Bande  um  Nachsicht  bitten.  Ich  möchte 

überhaupt,  um  mich  nicht  zu  wiederholen,  auf  das  Vorwort  zum 

ersten  Bande  verweisen. 

Nach  der  freundlichen  Aufnahme,  die  dem  ersten  Bande  seitens 

der  Kritik,    so    weit  ich  davon  Kenntnis   erhalten  habe,    geworden 
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ist,  habe  ich  einige  Zweifel,  ob  dieser  zweite  Band,  der  etwas 

knapper  im  Texte  und  doch  bedeutend  umfangreicher  ausgefallen 

ist,  eine  ähnliche  anerkennende  Beurteilung  erfährt.  Der  Verfasser 

selbst  ist  ja  am  wenigsten  geeignet,  sich  über  die  Aufnahme  seines 

Buches  eine  richtige  Vorstellung  zu  machen. 

Es  ist  mir  schliesslich  eine  angenehme  Pflicht,  der  Verlags- 

handlung für  ihr  bereitwilliges  Eingehen  auf  alle  meine  Wünsche 

und  für  die  musterhafte  Drucklegung,  die  das  Corrigieren  der  Bogen 

wesentlich  erleichterte,  hier  zu  danken. 

Darmstadt,  im  Januar  1902. 

Georg  Scheffers. 
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Erster  Abschnitt. 

Das  Bogeuelement  der  Fläclie. 

§  1.    Analytische  Darstellung  von  Flächen. 

Die  einfachste  analytische  Darstellung  einer  Fläche  ist  die 
durch  eine  Gleichung  zwischen  den  drei  rechtwinkligen  Punkte 
coordinaten  x,  y,  z  des  ßaumes: 

vgl.  I  S.  162.^  Insbesondere  benutzt  man  gern  die  Auflösung  der 
Gleichung  nach  einer  der  drei  Coordinaten,  namentlich  die  nach  z: 

(2)  ^  =  f{^,y)- 

Bei  der  Darstellungsweise  (2)  einer  Fläche  haben  sich  Bezeich- 
nungen für  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  z 

nach  X  und  y  eingebürgert,  die  wir  gelegentlich  benutzen  wollen 
und  daher  hier  angeben.     Man  pflegt  zu  setzen: 

l  Ö  X  Ö  X 

(3)  )  ^        ox  ̂        dy 
^  '         1  d^x  e^x  ,     ö»« 

[  ox"  o  xo  y  oy- 

Allerdings  muss  man  diese  Abkürzungen  da  vermeiden,  wo  z.  B. 
schon  eine  Bogenlänge  s  oder  ein  Eadius  r  oder  ein  Parameter  t 
auftritt. 

Beispiele  zur  Darstellung  einer  Fläche  mittels  einer  Gleichung  (1) 
zwischen  den  Coordinaten  x.  y,  x  sind:  die  Gleichung  einer  Ebene 

Ax  +  By  -i-Cx  -h  D  =  0 

und  die  Gleichung  einer  Kugel 

   {X  -  aY-  +  (y-  by  +  ix  -  cy  =  r» . 

^  Die  Zahl  I  soll  den  ersten  Band  bezeichnen. 
Scheffers,  Geom.  Diflfr.    II.  1 



Erster  Abschnitt:    Das  Bogenelement  der  Fläche. 

Die  Darstellungsform  (2)  ist  unmöglich,  wenn  die  Gleichung  (1) 
der  Fläche  von  z  frei  ist: 

Diese  Gleichung  wird  zunächst  von  den  Punkten  {x,  y)  einer  ge- 
wissen Curve  in  der  xy- Ebene  erfüllt,  dann  aber  auch  von  allen 

denjenigen  Punkten,  deren  Projectionen  auf  die  ̂ ^/-Ebene  gerade  auf 
jener  Curve  liegen;  mit  anderen  Worten:  die  Gleichung  stellt  einen 

Cy linder  dar,  dessen  Mantellinien  der  r-Axe  parallel  sind.  (Vgl.  I 
S.  161.) 

Die  bequeme  Darstellungsform  (2)  ist  demnach  nicht  erschöpfend, 
da  sie  jene  Cylinder  nicht  mit  umfasst.  Dies  thut  nun  zwar  die 
Darstellungsform  (1),  aber  diese  ist  wiederum  nicht  sehr  bequem. 

Wir  wollen  daher  die  Flächen  auf  eine  andere  Art  analytisch  dar- 
stellen. Zu  dieser  anderen  Art  werden  wir  geführt,  wenn  wir  einen 

Rückblick  auf  einige  im  ersten  Bande  betrachtete  Flächen  werfen: 
Die  Tangentenfläche  einer  Curve 

^  =  fp[t),      y=x{t),       z  =  xjj{t) 

mit  dem  Parameter  t  wurde  durch  drei  Gleichungen  gegeben: 

(4)  x  =  cf{t)-\-Tcp'[t),       y=x{t)  +  r'/it),       z  =  ̂ {t)  +  Ttp'{t). 

Vgl.  I  S.  261.  Legt  man  den  beliebig  veränderlichen  Grössen  t 
und  T  irgend  welche  bestimmte  Werte  bei,  so  liefern  die  drei  Glei- 

chungen (4)  die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  auf  der  Tangente 
der  Stelle  {t)  der  gegebenen  Curve.  Die  Veränderliche  t  lässt  sich 

leicht  eliminieren.  Es  bleiben  dann  zwei  Gleichungen  zwischen  x, 
y,  z  und  t.  Siehe  I  S.  262.  Wenn  man  aus  ihnen  dann  noch  die 

Veränderliche  t  eliminieren  würde,  so  bliebe  eine  Gleichung  zwischen 

X,  y  und  z  übrig,  sodass  man  zu  einer  Darstellungsform  der  Tangenten- 
fläche gelangen  würde,  die  sich  der  Form  (Ij  unterordnet. 

Wir  erinnern  ferner  daran,  dass  wir  in  I  S.  300  die  Coordi- 

naten X,  y,  z  der  Punkte  derjenigen  Ebene,  die  durch  einen  be- 

stimmten Punkt  (ar^,  y^^,  z^)  geht  und  zwei  zu  einander  senkrechte 
Richtungen  mit  den  Cosinus  cc,  ß,  y  und  /,  m,  n  enthält,  in  dieser 
Form  dargestellt  haben: 

(5)  x  =  x^  +  ai  +  l\^,       y=yo+ßl  +  ̂ ^:      z  =  z^  +  y^  +  n\). 

Dabei  bedeuten  j  und  t)  (vgl.  die  Fig.  61  dort)  die  gewöhnhchen 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  [x,  y,  z)  in  demjenigen  Axen- 
kreuz,  dessen  Anfangspunkt  der  Punkt  {x^^,  y^,  z^  ist  und  dessen 
Axen   die  erwähnten  beiden  Richtungen  haben.     Jedem  Wertepaar 



§  1.     Analytisefie  Darstellung  von  Flädten. 

X,  t)  entspricht  also  ein  Punkt  (:r.  y,  z)  jener  Ebene,  und  umgekehrt: 
zu  jedem  Punkte  (x,  y.  z)  der  Ebene  gehört  ein  bestimmtes  Werte- 

paar j,  t).    Die  Ck)ordinaten  aller  Punkte  {x,  y,  z)  jener  Ebene  werden 
also    hier  durch  zwei    Veränder- 

liche f ,  n   ausgedrückt,    die  eine 
einfache  geometrische  Bedeutung 
haben. 

Endlich  erinnern  wir  daran, 

dass  man  auf  der  Kugel,  aufge- 
fasst  als  Erd-  oder  Himmels- 

kugel, zur  Festlegung  eines  Punk- 
tes die  Breite  ß  und  Länge  ). 

benutzt.  Ist  r  der  Badius  der 

Kugel,  die  Ebene  des  Äquators 

die  .ry- Ebene,  die  Nordsüd -Axe 
die  z-Axe  und  setzt  man  fest, 
dass  die  x  z  -  Ebene  die  des 

Längenkreises  Null  sein  soll,  so 
sind  (siehe  Fig.  1): 

(6) X  =  j-cosßcosÄ,       t/  =  rcosßain?.,       z  =  rsmß 

die  rechtvsinkligen  Coordinaten  desjenigen  Kugelpunktes,  dessen  Breite 

3  und  Länge  /.  ist.  Um  im  Einklang  mit  unseren  früheren  Fest- 
setzungen zu  bleiben,  haben  wir  die  Länge  positiv  im  Sinne  der 

Drehung  von  der  x-Axe  zur  y-Axe  und  die  Breite  ß  vom  Äquator 
nach  der  positiven  z-Axe  hin  positiv  gerechnet.  Natürhch  kann 
man  dann  3  auf  das  reelle  Gebiet 

i<ß<+Y 
und  /,  auf  das  reelle  Gebiet 

beschränken;  aber  innerhalb  dieses  Gebietes  sind  ß  und  /.  beliebig 

wählbar,  da  zu  jedem  \^'ertepaar  ß,  '/.  ein  Punkt  (x,  y,  z)  der  Kugel 
gehört.  Auf  die  Beschränkung  der  Veränderlichen  ß  und  /  auf  be- 

stimmte Bereiche  kommen  wir  nachher  noch  einmal  zurück.  In  (6) 
ist  die  Kugel  durch  drei  Gleichungen  dargestellt,  vermöge  deren  die 

Punktcoordinaten  x,  y,  z  als  Functionen  zweier  anderer  Veränder- 
lichen, ß  und  /.,  gegeben  werden.  Zur  Vereinfachung  des  Ausdrucks 

werden  wir  auch  später  mit  Nordpol  und  Südpol  diejenigen  Punkte 

bezeichnen,  in  denen  die  positive  und  negative  r-Axe  die  Kugel  trifft. 
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In  den  Formeln  (4),  (5)  und  (6)  haben  wir  analytische  Dar- 
stellungsarten einer  Tangentenfläche,  einer  Ebene  und  einer  Kugel- 

fläche vor  uns,  die  Eins  mit  einander  gemein  haben:  Jedesmal 

werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  der  Punkte  der  be- 
treffenden Fläche  als  Functionen  von  zwei  anderen  Veränderlichen 

gegeben,  nämlich  von  t,  x  bez.  y,  t)  bez.  /?,  1. 
Diese  Thatsache  führt  uns  zu  der  allgemeinen  Frage:  Es  seien 

die  Punktcoordinaten  x,  y,  z  als  irgend  welche  Functionen  von  zwei 
anderen  Veränderlichen,  sagen  wir  u  und  v,  gegeben: 

(7)  X  =  cp  [u,  v),       y  =/  {u,  v),        z  =  ij)  {u,  v) . 

Was  ist  dann  der  geometrische  Ort  aller  Punkte  {x,  y,  z),  die  sich 
hieraus  ergeben,  wenn  die  Veränderlichen  u  und  v  alle  möglichen 
Werte  erhalten?  Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  die  Functionen 

cf,  x^  V^  wenigstens  in  einem  gewissen  Bereiche  für  u  und  v  —  in 

dem  wir  alsdann  verbleiben  —  endlich,  eindeutig,  stetig  und  difi'eren- zierbar  seien. 

Bei  der  Beantwortung  der  aufgeworfenen  Frage  sind  drei  Fälle 
zu  unterscheiden: 

Erstens:  Die  Functionen  (f,  x  und  ̂   sind  in  Wirklichkeit 
frei  von  u  und  v,  also  Constanten.  Dann  stellt  (7)  nur  einen 
Punkt  dar. 

Zweitens:  Die  Functionen  9p,  /  und  a/^  sind  nicht  sämtlich 
constant,  aber  je  zwei  sind  von  einander  abhängig.  Nach  I  S.  82, 

83  sind  alsdann  9p,  x,  '^  Functionen  von  nur  einer  Function  «  von 
u  und  u,  sodass  die  Gleichungen  (7)  die  Form  haben: 

X  =  X(ft»),       y  =  Y{p),       z  =  Z{fo) . 

Nehmen  nun  u  und  v  alle  möglichen  Werte  an,  so  gilt  dasselbe  von 
der  Function  co  von  u  und  v.  Es  sind  also  x,  y,  z  drei  Functionen 
einer  Veränderlichen  w,  d.  h.  es  liegt  die  Parameterdarstellung  einer 
Curve  mit  dem  Parameter  co  vor. 

Drittens:  Zwei  der  drei  Functionen  ^, /,  1/;  sind  von  einander 
unabhängig,  z.  B.  cp  und  x-  Wenn  wir  alsdann  den  Coordinaten 
X  und  y  irgend  welche  Werte  vorschreiben,  so  bestimmen  die  beiden 
ersten  Gleichungen  (7): 

(8)  x^  (p{u,  v),       y  =xiu,  v), 

da  sie  nach  u  und  v  theoretisch  auflösbar  sind,  wenigstens  ein 
Wertepaar  u,  v.     Setzen  wir  dies  in  die  dritte  Gleichung  (7): 

(9)  z  =  ip{u,  v) 
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ein,  so  giebt  sie  einen  Wert  z.  Jetzt  gehört  also  zu  jedem  Werte- 
paar X,  y  ein  Wert  z  wie  bei  (2),  d.  h.  alle  Punkte  [x,  y,  z),  die 

durch  (7)  bei  beliebiger  Veränderlichkeit  von  u  und  v  bestimmt 
werden,  erfüllen  eine  Fläche.  Will  man  diese  Fläche  in  der 

Form  (2)  darstellen,  so  muss  man  die  beiden  Gleichungen  (8)  nach 
u  und  V  auflösen  und  die  dadurch  hervorgehenden  Functionen  u 

und  V  von  x  und  y  in  die  Gleichung  (9)  einsetzen. 

Satz  1:  Drei  Gleichungen  von  der  Form: 

X  =  ff  {u,  v),       y  =  /  {u,  v),       z  =  xp  {u,  v) 

mit  den  beliebig  veränderlichen  Grössen  u  und  v  bestim- 
men dann  und  nur  dann  die  Punkte  {x,  y,  z)  einer  Fläche, 

wenn  zwei  der  drei  Functionen  (f ,  /,  xp  von  einander  un- 
abhängig sind. 

Dies  ist  die  allgemeine  Parameterdarstellung  einerFläche;^ 
II  und  V  heissen  die  Parameter  oder  Hülfsveränderlichen. 

Oben  haben  wir  in  (4),  (5)  und  (6)  drei  Beispiele  hierzu  gehabt, 
nämlich  eine  Parameterdarstellung  einer  Tangentenfläche,  einer  Ebene 
und  einer  Kugelfläche.  Dabei  waren  die  Parameter  statt  mit  u,  v 

mit  t,  X  bez.  f,  t)  bez.  ;j.  /.  bezeichnet. 

Man  erkennt  umgekehrt,  wie  mau  jede  in  der  Form  (1)  ge- 
gebene Fläche: 

F{x,  y,  2)  =  0 
mit  Hülfe  zweier  Parameter  u  und  v  darstellen  kann.  Man  ver- 

stehe nämlich  z.  ß.  unter  y  und  /  irgend  zwei  von  einander  unab- 
hängige Functionen  von  u  und  v  und  setze: 

Führt  man  sie  in  F  =  d  für  x  und  y  ein,  so  geht  eine  Gleichung 
zwischen  u,  v  und  z  hervor,  deren  Auflösung  nach  r  eine  dritte 
Gleichung 

z  =  Xp{UjV) 

liefert.  Nach  der  Entstehung  dieser  Gleichung  ist  sicher,  dass  die 

Punkte  (x,  y,  z),  die  durch 

      X  =  rf{u,v),       y  =  /  [u,  v),        z  =  xV  {«,  v) 

*  Diese  Parameterdarstellung  wurde  von  GrAcss  eingeführt  in  seinen 
grundlegenden  und  noch  öfters  zu  erwähnenden  „Disquisitiones  generales 

circa  superficies  curvas",  Commentationes  Soc.  Scieut.  Gottingensis  re- 

centiores  Vol.  VI  (ad  a.  1823—18271,  Göttingen  1828.  Siehe  auch  Gauss"  Werke, 
4.  Bd.,  und  die  Übersetzung  in  Ostwalds  Klassikern  Xr.  5. 
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bei  beKebiger  Veränderlichkeit  von  u  und  v  bestimmt  werden,  der 

Gleichung  F{x,  y,  z)  =  0  genügen,  und  nach  Satz  1  wissen  wir  auch, 
dass  sie  thatsächlich  die  ganze  Fläche  F  =  0  und  nicht  nur  eine 
Curve  auf  der  Fläche  bestimmen,  da  wir  vorausgesetzt  haben,  dass 

(p  und  /  von  einander  unabhängig  seien. 
Dies  Verfahren  wäre  nur  dann  hinfällig,  wenn  die  Gleichung 

F=  0  von  z  frei  wäre.  Aber  dann  könnten  wir  etwa  x  und  z  an 

die  Stelle  von  x  und  y  in  unserer  Betrachtung  treten  lassen,  sodass 
also  nur  scheinbar  eine  Ausnahme  vorliegt. 

Diese  Überlegung  zeigt  überdies,  dass  jede  Fläche  auf 
unendlich  viele  Arten  in  Parameterdarstellung  gegeben 

werden  kann,  da  die  Wahl  der  Functionen  (p  und  ;^  —  abgesehen 
von  der  ausbedungenen  Unabhängigkeit  —  ganz  beliebig  blieb. 

Künftig  werden  wir  meistens  die  bequeme  Parameterdarstellung 

(7)  an  Stelle  der  ersten  Darstellungen  (1)  oder  (2)  einer  Fläche  be- 

nutzen. Wie  in  dem  obigen  Beispiel  der  Kugel  (6),  bei  der  ß  und  '/. 
die  Parameter  waren,  kann  auch  bei  anderen  Flächen  die  Veränder- 

lichkeit der  Parameter  u,  v  —  obgleich  sie  zwei  unabhängige  Ver- 
änderliche sind  —  auf  gewisse  Gebiete  eingeschränkt  werden,  wenn 

man  nur  reelle  Punkte  der  Fläche  betrachten  will  oder  wenn  man 

Stellen  vermeiden  will,  an  denen  die  Functionen  cp,  />  '^  die  oben 
gemachten  Voraussetzungen  der  Stetigkeit  u.  s.  w.  nicht  erfüllen. 
Auch  ist  zu  beachten^  dass  trotz  der  Unabhängigkeit,  die  wir  zweien 

der  drei  Functionen  cp,  x,  '^  vorschreiben  mussten,  doch  für  gewisse 
Wertepaare  u,  v  die  Auflösung  von  zwei  der  drei  Gleichungen  (7) 
nach  u  und  v  unmöglich  sein  kann. 

Denn  wenn  z.  B.  die  Functionen  90  und  /  von  einander  un- 
abhängig sind,  so  heisst  dies  doch  nach  I  S.  83  nur,  dass  ihre 

Functionaldeterminante 

TU  TV 

/.  u        ̂ V 

für  beliebig  gewählte  Wertepaare  u,  v  nicht  gleich  Null  sein  soll. 

Für  gewisse  Wertepaare  u,  v  —  ja  im  Allgemeinen  sogar  für  00^ 
Wertepaare  u,  v  —  kann  die  Auflösbarkeit  aufhören,  da  das  Null- 

setzen der  Functionaldeterminante  im  Allgemeinen  eine  Gleichung 
zwischen  u  und  v  liefert.  Wir  beschränken  uns  daher  in  der 

Folge  stillschweigend  immer  auf  einen  solchen  Bereich 

für  die  unabhängig  veränderlichen  Grössen  u  und  v,  inner- 

halb dessen  die  vorausgesetzte  Unabhängigkeit  zweier  der 
drei   Functionen  (p,  x,  ip  wirklich   statt  hat.     Und  wenn  wir 
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auch  der  Kürze  halber  einfach  sagen:  u  und  v  sollen  beliebig  ver- 
änderlich sein  oder  alle  möglichen  Werte  annehmen,  so  meinen  wir 

doch,  dass  dies  nur  innerhalb  eines  erlaubten  Bereiches  geschehe. 

Bei  jeder  speciellen  Anwendung  ist  dieser  Bereich  besonders  fest- 
zustellen. 

Aus  unseren  Betrachtungen  geht  hervor:  Ist  eine  Fläche  mittels 
zweier  Parameter  u,  v  in  der  Form  (7)  dargestellt,  so  gehört  nicht 

nur  zu  jedem  Wertepaar  der  Parameter  u,  v  ein  bestimmter  Punkt 

{x,  y,  z)  der  Fläche,  sondern  auch  umgekehrt:  zu  jedem  bestimm- 
ten Punkte  (x,  y,  z)  der  Fläche  gehört  ein  bestimmtes 

Wertepaar  der  Parameter  u,  v. 
Wir  hoben  vorhin  hervor,  dass  eine  Fläche  unendlich  viele 

Parameterdarstellungen  hat.     Es  mögen  nun : 

X  =  (f  {u,v),      y  =  ■/{u,v),      z  =  W  [u,  v) und 

X  =  ai[ü,  v),    i/  =  X  {ü,  r),    r  =  W{ü,  r) 

zwei  Parameterdarstellungen  ein  und  derselben  Fläche  sein  und 
zwar  mit  den  Parametern  u,  v  bez.  ü,  v.  Zu  jedem  Wertepaar  u,  r 

gehört  vermöge  der  drei  ersten  Gleichungen  ein  Punkt  {x,  y,  z)  der 
Fläche  und  zu  diesem  vermöge  der  drei  letzten  Gleichungen  ein 

Wertepaar  w,  f.  Der  Schluss  ist  auch  umgekehrt  zu  machen,  so- 
dass folgt:  Es  muss  zu  jedem  Wertepaar  u,  v  ein  Wertepaar  ü,  v 

und  umgekehrt  zu  jedem  Wertepaar  ü,  v  ein  Wertepaar  u,  v  ge- 
hören. Dies  aber  heisst:  Es  müssen  u  und  v  zwei  von  einander 

unabhängige  Functionen  von  ü  und  v  sein:^ 

(10)  u  =  ).(ü,v),     V  =  fi  {ü,  v). 

Hieraus  folgt: 

Satz  2:  Liegt  eine  Darstellung 

X  =  cf{u,v),    y  =  -/[u,v),     z  =  xp  [u,  v) 

einer  Fläche  mittels  der  Parameter  u  und  v  vor,  so  ergiebt 

sich  aus  ihr  die  allgemeinste  Parameterdarstellung  der- 
selben Fläche  dadurch,  dass  u  und  v  irgend  zweien  von 

einander  unabhängigen  Functionen  zweier  neuer  Para- 
meter ü,  V  gleich  gesetzt: 

u  =  X  [ü,  v),     r  =  u  (?7,  v) 

*  Abgesehen  von  der  geometrischen  Bedeutung  ist  der  Zusammenhang 
zwischen  u,  v  und  m,  f  hier  genau  derselbe  wie  in  I  S.  106  der  Zusammenhang 
zwischen  ?<,  r  und  x,  y. 
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und  diese  Functionen  in  die  gegebenen  Gleichungen  statt 
u  und  V  eingeführt  werden. 

Die  Parameter,  mittels  deren  man  eine  Fläche  darstellt,  nennt 

man  auch  krummlinige  Coordinaten  der  Fläche.  Das  Bei- 
wort: krummlinig  soll  den  Unterschied  gegenüber  den  beiden  ge- 

wöhnlichen Coordinaten  x  und  y  ausdrücken: 
Liegt  nämlich  die  Fläche  in  der  Form 

vor,  so  sind  x  und  y  solche  Coordinaten,  deren  Angabe  zur  Be- 
stimmung eines  Flächenpunktes  genügt,  da  das  zugehörige  z  aus  der 

Gleichung  gewonnen  wird.  Wählt  man  für  x  einen  bestimmten 

Wert  x^,.  lässt  aber  t/  noch  beliebig,  so  erhält  man  zunächst  oo* 
Punkte  {xq  ,  ?/)  in  der  :r  //-Ebene,  nämlich  die  Punkte  einer  Parallelen 
zur  y-Axe,  und  zu  jedem  dieser  Punkte  gehört  ein  Punkt  {x^,  y,  z) 
der  Fläche,  ^it  anderen  Worten:  Wir  betrachten  (siehe  Fig.  2) 
eine  solche  Curve  auf  der  Fläche,  deren  senkrechte  Projection  auf 

die  ary- Ebene   eine  Gerade  parallel  zur  y-Axe  ist.     Analoges  gilt. 

Fiff.  2. Fig.  3. 

wenn  r/  statt  x  bestimmt  gewählt  und  x  beliebig  gelassen  wird. 
Jeder  Punkt  {x,i/,z)  der  Fläche  erscheint  hiernach  als  Schnittpunkt 
zweier  Curven  auf  der  Fläche,  und  die  senkrechten  Projectionen 
aller  dieser  Curven  auf  die  .r  v-Ebene  sind  die  Parallelen  zur  ?/-  und 
x-Axe.  Die  Fläche  ist  demnach  mit  einem  gewissen  Netz  von  un- 

endlich vielen  Curven  überzogen  zu  denken,  die,  auf  die  ary-Ebene 
projiciert,  ein  orthogonales  Netz  von  geraden  Linien  liefern. 

Liegt  dagegen  die  Fläche  in  Parameterdarstelluug  vor: 

(11)  •'•  =  9"  {">  0'       !/  =  X  («,  v),       z  =  tp (m,  ü), 



.^'  ü.    Jmä^^kaHm  Bm^Miäkmg  mm  W^mimn..  $ 

gtifinmrttni  Wtsitt  %,  "^ääiiraiifl  "mt:  « 

ist  Hiifiinm  tnaiairt  irscMs  ntmr  &  «ine  Terfiaiikdliidbe  ??  'VOT,  Ife 

üikgt  löfir  ülsD  eänfi  *Cnr^£  vm  imk  aa^^sc  ilÄTgesfeelh;  amttels  ites  Fätä- 
iDfitöEB  «L  iDaese  'Otur?^  liegt  üiBif  *ÄBr  FÜ&obfi  imä  ist  ̂ itrcäi  *Äie  JLcd- 

^abe  Ses  Wentes  Wj^,  äen  mür  -k  fceüegtseai,  ̂ ßai%  Ibestiiimiiiiit  Si« 
iffidsst  äaibfiir  iüe  Fiiriimi^ittfiiriliiaii«  (w^^)  'ä«T  Fli&'^äi«.   lÄa»  ̂ ßpsjjectiöii 

mit  clfiiiD  Fararoöter  ̂   idairgesfeffla;  (sietoe  f%  ̂   S.  S!)  nciwä  ist  im  &IIge- 
mfdifän  £d3i£  kxnumimte  linxtfe.  tGit£ä»£iii  nor  zw^niteiis  <äetm  Pii;r£m€it«ir  f 

mnoi  iD^ttinmutsii  Wi£ait  %  ̂wilAiiraiii  «  ̂lidlii«^  ̂ ^firäauikdlsoh  sam  »riH, 

mit  ̂ fian  Fürioßöliör  m  ÜM^ea.  Diese  Cror^  üaif  'Äer  FU&cbe  liöia^ 
die  Fiira,iiiitetfc«rlliiiiiäte  ^^  täseir  FHi,  cii«,  tniafl  afture  FtWKfedäöm  Jimlf  »Äie 
T^]E3^>B]Di«  ist  (££  im  sJOgemeiiiDfeii  krummte  liaiie 

mit  Sem  Farüan^ti^  u.  WdOsm  urar  (OSMsai  BoaM  w&  (&ir  f&üii^ 

Itestimmt  irMileii,  so  ilMil)«än  'wir  «  miüfl  m  %«sl(DiiuBi1te  Witte  «n^,  «^  3» 
ateiai.    I^  vmgSüSxa^  BnxiM:: 

^0  =  f  ({%'  <!)'      Jd)  =-2"^'  "^^^      ̂   =  "V'H'  %' 

liecrt   dann  im  Sdkmittt  der  Irnüiea  PtoaaiÄteriicEieii   (7/„)   imd    (c,,\ 
Mithin  iialjöii  -wir  «is  dfie  lÄche  nit  «bhwi  jSfet^;  tob  Pararnftcr- 

-ii^it  1:    7/^)  nwl  ̂   tibnaosm  a«  ̂ Mkn,  «ndl  da®  Projection  dieses 

,  __^   -   -tz 

(12)  JT  =  f;  («,  4,       ̂   =  ̂   K  4 

im  'fcr  E2weiae.    y^  I,   L  Afesdm.  f  1«6  mu  17,  iw>  mr  di«  d^öBem 

Oasr^mugüOB^  aumäfMairficli  ■beliandelt  l;.v  "-    --  "^  ~"^r,  ̂ 4»^ 

•wir  OTsea  Pisnakt  aaaf  der  Fläche  sli.i.i  .^^  ̂  — i.'.  -. .. .  ̂   ..::dla  alfe 

Punkt  ;(«,  !r)  l^eajeicliiaf'.'n  köntitii. 
Da«  Bestimmurr  jt^  Punkte   eintT  Fläche   Termö^re 

xweaer  Parsuiiaeter  k  L..iv.  .    .>;  ...c  natürliche  TeraUgemeinerung  der 
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Bestimmung  der  oo^  Punkte  einer  Ebene  vermöge  zweier  Para- 
meter u  und  V.    Es  tritt  eben  bei  der  Fläche  zu  den  zwei  Gleichungen 

(12)  noch  eine  dritte  z  =  ip  [u,  v)  hinzu,  die  bei  der  :r y-Ebene  — 
diese  im  Raum  betrachtet  —  einfach  durch  z  =  0  zu  ersetzen  wäre. 

1.  Beispiel:  Die  Tangentenfläche  (4)  einer  Ciirve  hat,  wenn  wir  jetzt 
statt  t  nnd  x  die  Zeichen  ti  und  v  gebrauchen,  die  Darstellung: 

X  =  (f  {u)  -{-  vcp'  (it),       y  =  %  («)  +  i^x'  (/('),       X  =  yj  (u)  +  vyj'  (n). 
Geben  wir  zi  einen  bestimmten  Wert  Uq,  so  heisst  dies:  Wir  betrachten  einen 
bestimmten  Punkt  der  Gratlinie 

und  seine  Tangente.  Die  Parameterlinie  {ii^)  ist  demnach  eine  der  Geraden 

der  Fläche,  während  jede  Parameterlinie  («^o)  krummlinig  ist.  Wenn  z.  B.  u 
direct  die  Bogenlänge  der  Gratlinie  ist,  so  bedeutet  ja  v  die  Strecke,  die  auf 
der  Tangente  des  Punktes  (m)  der  Gratlinie  abgetragen  wird,  nach  I  S.  262. 

Die  Linie  {v^  ist  daher  der  Ort  der  Punkte,  die  sich  ergeben,  wenn  man  auf 

allen  Tangenten  der  Gratlinie  die  Strecke  Vq  vom  Berührungspunkte  aus  ab- 
trägt.    Die  Parameterlinie  {v  =  0)  ist  die  Gratlinie  selbst. 

2.  Beispiel:  Bezeichnen  wir  die  Breite  ß-  und  die  Länge  l  auf  der 
Kugel  (6)  mit  u  bez.  v,  so  liegt  die  Kugel  vor: 

X  =  r  cos  u  cos  V,       y  =  r  cos  u  sin  v,       %  =  r  sin  u . 

Die  Parameterlinie  (uq)  ist  die  Curve  constanter  Breite  ti^,  d.  h.  ein  Breitenkreis, 
und  die  Parameterlinie  (v^)  ist  die  Curve  constanter  Länge  »^ ,  d.  h.  ein  Meridian 
auf  der  Kugel. 

Eine  geometrisch  gegebene  Fläche  kann  willkürlich  mit  Curven- 

netzen,  d.  h.  mit  zwei  Scharen  von  je  oo^  Curven,  überzogen  werden. 
Dem  entspricht  es,  dass  man  ein  und  dieselbe  Fläche  auf  beliebig 
viele  Weisen  mittels  Parameter  darstellen  kann.  Zu  jeder  Para- 

meterdarstellung gehören  ganz  bestimmte  Scharen  von 
Parameterlinien,  aber  nicht  umgekehrt:  Wir  erkennen  viel- 

mehr wie  früher  in  der  Ebene,  I  S.  112,  dass  die  Scharen  der 
Parameterlinien  nur  dann  ungeändert  bleiben,  wenn  man  statt  der 
alten  Parameter  u  und  v  solche  neue  Parameter  ü  und  v  einführt, 
von  denen  jeder  nur  von  einem  der  beiden  alten  Parameter  abhängt: 

w  =  A  [u) ,       V  =  B[v). 

Diese    Bemerkung   kann    man    gelegentlich   zur    Vereinfachung    der 
Parameterstellung  benutzen,  wenn  man  Wert  darauf  legt,  die  Natur 
der  Parameterlinien  selbst  nicht  zu  ändern. 

Eine  beliebige  Curve   auf  der  Fläche 

(13)  X  ̂   cp  {u,  v),       y  =x  (u,  v),       z  =  xjj {u,  V) 

wird  erhalten,  wenn  die  Coordinaten  x,  y,  z  nur  noch  von  einer  ver- 
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änderlichen  Grösse  t  abhängen,  wenn  also  u  und  v  gleich  zwei  Func- 
tionen eines  Parameters  t  gesetzt  werden: 

(14)  u  =  Ä{t),       v  =  ß{t), 

sodass  (13)  die  Curve: 

:.  =  cf[Ä{t),  B{t)-],       y=y,lÄ{f),  B{t)l        z  =  tp[A{t),  B{t)] 
mit  dem  Parameter  t  liefert.  Statt  t  können  wir  aber  auch  wie  in 

I  S.  159  eine  Function  von  t,  z.  B.  auch  n  =  Ä{t).  als  Parameter 
längs  der  Flächencurve  einführen,  i  ist  dann  eine  Function  von  u; 
wird  sie  in  die  zweite  Gleichung  (14)  eingesetzt,  so  wird  auch  v 
eine  Function  von  u: 

(15)  V  =  (o(u)f 
sodass  nunmehr: 

X  =  (p[u,  (o  (?/)],        1/  =  X  [u,  (o  (m)],       z  =  'Ui  [u,  ca  [u)\ 

die  Gleichungen  der  Flächencurve  sind.  Allerdings  ist  hierbei  voraus- 
gesetzt, dass  sich  aus  u  =  A{t)  auch  t  als  Functivon  von  u  berechnen 

lasse,  was  nicht  geht,  wenn  u  längs  der  Curve  constant  ist.  Die  Para- 
meterlinien {u)  der  Fläche  entziehen  sich  also  der  letzten  Darstellungs- 

form. Besser  bleibt  daher  die  Art  der  Elimination  von  t  aus  (14)  da- 
hingestellt, sodass  wir  statt  (15)  die  unaufgelöste  Gleichung  schreiben: 

(16)  n{u,v)  =  0. 

Satz  3:   Auf  einer  Fläche  mit  den  Parametern  u,  v  wird 

jede  Curve  durch  eine  Gleichung 

zwischen  ?<  und  v  definiert. 

Die  Gleichung  (16)  bestimmt  zu  jedem 
Werte  u  einen  Wert  v,  ordnet  also  jeder 

Parameterlinie  (w)  eine  Parameterlinie  (v) 

zu.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  jedes  sol- 
chen Paares  ist  die  Curve,  die  durch  (16) 

analytisch  gegeben  wird.     (Siehe  Fig.  4.) 

Wie  in  der  a-y-Ebene  eine  Schar  von 
00^  Curven  durch  eine  gewöhnliche  Difle- 
rentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen 

den  beiden  Veränderlichen  x  und  y  defi- 

niert wird  (siehe  I,  1.  Abschn.  §  14),  so  wird  eine  Schar  von  oo^ 

Curven  auf  der  Fläche  durch  eine  gewöhnliche  Difi"erential- 
gleichung  erster  Ordnung  zwischen  u  und  v  definiert: 

(17)  U{ii,  v)  dv  -  r{u,  v)du  =  0. 

Fig.  4. 
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Denn  diese  Gleichung  integrieren,  heisst  —  rein  rechnerisch  aus- 
gesprochen —  nach  I  S.  88  alle  diejenigen  Functionen  v  =  cp{u) 

finden,  die  zusammen  mit  ihren  Differentialquotienten  dv.du  =  cp'  [u) 
die  Gleichung  (17)  oder 

^^^'  du         U{u,v) 

für  jeden  Wert  von  u  erfüllen,  und  diese  Functionen  heissen  Lö- 
sungen von  (17)  oder  (18).  Aus  Satz  59,  I  S.  90,  können  wir  ferner 

entnehmen,  dass  die  Diff'erentialgleichung  (17)  oder  (18)  nur  ein 
wesentliches  Integral  f{u,v)  hat,  das,  gleich  einer  willkürlichen 
Constanten  gesetzt: 

(19)  /•(?«,  ü)  =  Const. 

Lösungen  v  =  cp  {n,  Const.)  definiert,  deren  jede  nach  Satz  3  eine  Curve 
auf  der  Fläche  darstellt.  Die  Gleichung  (19)  definiert  also  eine  Schar 

von  cx)^  Curven  auf  der  Fläche. 

Liegt  umgekehrt  eine  Schar  von  oo^  Curven  auf  der  Fläche  vor: 

f[n,v)  =  Const, so  folgt  hieraus: 

^du  4-   ̂      dv  =  ö, du  ov 

also  eine  gewöhnliche  Diff'erentialgleichung  erster  Ordnung  in  u  und  v. Somit: 

Satz  4:    Eine  gewöhnliche   Differentialgleichung  erster 
Ordnung  in  ic  und  v: 

U (ii, v)dv  —  V{ii,  v)dit  =  0 

definiert  eine  Schar  von  oo^  Curven  auf  der  Fläche  mit 
den  Parametern  u,  v;  und  umgekehrt  kann  jede  Schar  von 

00^  Curven  auf  der  Fläche  analytisch  durch  eine  solche 
Differentialgleichung  definiert  werden. 

Sehr  häufig  werden  wir  auf  Gleichungen  stossen,   die  in  dit 
und  dv  homogen  und  quadratisch  sind: 

(20)  Ä [u,  v)du^  +  2ß {u,  v)  dudv  +  C {u,  v)  d v^  =  0. 

Sie  sind  als  quadratische  Gleichungen 

für    y—  aufzufassen  und  liefern  also  zwei  Gleichuns-en: du  o 

(21)  ^  =  X{u,v),      ̂ -^  =  ̂ (?.,t;). 
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Jede  definiert  eine  Schar  von  oc^  Curven,  nach  Satz  4.  Mithin 

definiert  die  Gleichung  (20";  zwei  Scharen  von  je  oc^  Curven  auf 
der  Fläche. 

Die  Differentialgleichungen  (21)  der  beiden  Scharen  finden  wir 
auch,  wenn  wir  die  linke  Seite  von  (20)  in  ihre  hinsichtlich  du  und 
dv  linearen  Factoren  zerspalten: 

[Adu  +  (5  +  ̂ W^^AC)  dv\  [Adu  -\-  {B-  ]IB'-  -  A  C)  dv\  =  0. 
Es  sind  dann  die  beiden  Gleichungen: 

Adu-{-{B±  }'B^-AC)dv  =  0 . 

Nur  wenn  B-  —  AC  =  0,  d.  h.  die  linke  Seite  von  (20)  ein  voll- 
ständiges Quadrat  hinsichtlich  dti  und  dv  ist,  fallen  beide  Differen- 

tialgleichungen zusammen.     Es  gilt  der 

Satz  5:     Zwei    Scharen    von    je    oc^    Curven    auf   einer 
Fläche  mit  den  Parametern  u,  v  können  stets  durch  eine 

in  du  und  dv  quadratische  homogene  Gleichung 

A{u,v)du^  -\-  2B{u,v)dudv  +  C{u,v)dv^  =  Q 

definiert  werden.  Diese  Gleichung  lässt  sich  ia  zwei  ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  u 

und  V  zerspalten: 

Adu-\-(B  ±yB^-AC}dv  =  0. 

Nur  dann,  wenn  die  linke  Seite  jener  quadratischen  Glei- 

chung ein  vollständiges  Quadrat  ist,  wenn  also-ß-  — ^C=0 
ist,  fallen  beide  Curvenscharen  zusammen. 

Z.  B.  die  Gleichung  d2idv  =  0  definiert  die  beiden  Scharen 
von  Parameterlinien. 

§  2.    Die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  auf  einer  Fläche. 

Werden  die  Punkte  der  Ebene  durch  rechtwinklige  Coordinaten 

X,  y  bestimmt,  so  wird  das  Quadrat  des  Bogenelementes  ds,  d.  h. 
das  Quadrat  der  Entfernung  zweier  unendlich  benachbarter  Punkte 

(ar,  y)  und  [x  -\-  dx,y  -{-  d  ij)  von  einander  gegeben  durch  die  Formel: 

ds^  =  dx^  +  dy'^. 

In  der  Formel  (6),  I  S.  109,  fanden  wir  den  Ausdruck  von  ds- 
fur  ein  bestimmtes  Parametersystem  m,  ü  in  der  Ebene,  wobei 

x=  9:  («,»),     y=^w{u,v) 



14  Erster  Abschnitt:    Das  Bogenelemetit  der  Fläche. 

war,  in  der  Form: 

Allgemein  also  ist  das  Quadrat  des  Bogenelementes  in  der  Ebene 
eine  ganze  homogene  quadratische  Function  der  Differentiale  dti 
und  dv.  Die  Coefficienten  dieser  Function  sind  dabei  Functionen 

der  krummlinigen  Coordinaten  u  und  v  selbst. 
Eine  ähnliche  Erscheinung  zeigt  sich  bei  einer  Fläche.  Liegt 

die  Fläche  zunächst  in  der  einfachen  Darstellung  vor: 

und  sind  (:r,  7/,  z)  und  {x  +  d x,  ?/  -{-  dy,  z  ■\-  dz)  zwei  unendlich  be- 
nachbarte Punkte  der  Fläche,  so  ist 

dz=fjx+fydy, 

sodass  das  Quadrat  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  von  einander, 
also  das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Fläche,  nämlich: 

ds^-  =  dx^  +  dy^  +  dz^, 

den  Ausdruck  annimmt: 

ds'  =  (1  +f/)dx^  +  1fJ\dxdy  +  (1  +/'/)rf/. 
Es  ist  also  auch  eine  ganze  homogene  quadratische  Function  von 

den  Differentialen  der  beiden  unabhängigen  Bestimmungsstücke  x 
und  y  der  Flächenpunkte.  Benutzen  wir  die  auf  S.  1  angegebenen 
Abkürzungen  (3),  so  können  wir  hier  auch  schreiben: 

(2)  ds"^  =  (1  -\-f)dx^  +  2pqdxdy  +  (1  +  q^)dy^. 

Liegt  die  Fläche  in  allgemeiner  Parameterdarstellung  vor: 

(3)  X  =  cp  (u,  v),       y  =z{u,v),       z  =  tp {u,  v), 

so  haben  zwei  unendlich  benachbarte  Flächenpunkte  [x,  y,  z)  und 
{x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  unendlich  wenig  von  einander  abweichende 

Parameterpaare  u,  v  und  71  -\-  die,    v  -]-  dv.     Es  ist  dann: 

(4)  dx  =  (f,^du-\-  cp^dv,  dy  =x,du  +  -/„dv,  dz  =  U'^du  +  %dv, 

sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  den  Wert  hat: 

(5)  ds^^  =  {(pJ  +  z^'  +  ̂ p^')du'  + 

+  -{^u^v-^'/u'/,  +  '^u'^^)dudv  + 

Diese  Formel  ist  von  grundlegender  Bedeutung.     Da  sie   sehr  oft 
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angewandt  wird,   empjSehlt  es   sich,   zur  Abkürzung   neue  Bezeich- 
nungen einzuführen.     Wir  setzen;^ 

(6) 

oder,  was  dasselbe  ist:- 

m T7     dx    dx         dy    dy         d x    d x      ̂   d x    d x     ̂  
du     dv du     d  V du     8  V du     d  V 

'^-mr-^m^ii^r-^m'-'^' 
Diese  drei  Grössen  heissen  die  Fundamentalgrössen  erster 

Ordnung  auf  der  Fläche  (3),  und  zwar  deshalb  erster  Ordnung, 

weil  sie  nur  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  von  .r,  y.  z 
nach  u  und  v  enthalten.  Mit  ihrer  Hülfe  nimmt  die  Formel  (5) 
für  das  Quadrat  des  Bogenelementes  die  einfache  Gestalt  an: 

(8)  ds-  =  Edu-  +  2Fdudv^  Gdv^. 

Das  Quadrat  des  Bogenelementes  ds  einer  Fläche  ist  also 
auch  bei  der  allgemeinsten  Parameterdarstellung  eine 
ganze  homogene  quadratische  Function  der  Differentiale 
du  und  dv  der  Parameter.  Die  Coefficienten  E,  2F,  G  sind 
Functionen  von  u  und  v. 

Sind  insbesondere  x,  y  selbst  die  Parameter,  d.  h.  liegt  die 
Fläche  in  der  Form  (1)  vor,  so  sind  die  Fundamentalgrössen  nach 

'2)  diese: 

(9)  E=::\+p\       F  =  pq.       G  =  \-\-q\ 

Der  Darstellung  (5)  von  ds^  ordnet  sich  auch  die  Formel  für  das 
Quadrat  des  Bogenelementes  der  Ebene  unter,  an  die  wir  oben  er- 

innert haben.  Sie  geht  aus  (5)  hervor,  wenn  wir  die  Ebene  —  auf- 
gefasst  als  Fläche  im  Räume  —  so  schreiben: 

X  =  cf{u,  v),      J/  =  "U)  {u,  v),       z  =  0. 

*  Nach  Gauss'  „Disquisitiones". 
*  Wie  im  1.  Band  geben  wir  hinter  dem  Summenzeiehen  S  nur  das  erste 

Glied  der  Summe  an.  Die  übrigen  Glieder  gehen  aus  ihm  durch  cyklische 
Vertauschung  von  x,  y,  x  hervor.     Vgl.  I  S.  178. 
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Die  Fundamentalgrössen   erster  Ordnung  Ji\  F,  G   haben  eine 

wiclitige  Eigenschaft:  Sie  ändern  sich  nicht,  wenn  die  starr  gedachte 
Fläche  einer  Bewegung  (I  S.  147)  unterworfen  wird.  Man  kann 

dies  rein  begrifflich  daraus  schHessen,  dass  d  s^  als  Quadrat  der 
Entfernung  zweier  Punkte  bei  der  Bewegung  ungeändert  bleibt.  Es 

soll  aber  auch  durch  die  Rechnung  bestätigt  werden:  Die  Bewegung 
führe  den  Punkt  (.r,  7/,  z)  oder  (n,  v)  der  Fläche  (3)  in  den  Punkt 

{I;  y,  z)  über.    Dann  ist  nach  den  Formeln  I  {Ä)  ̂  des  ersten  Bandes :  ̂ 

X  =  a-^x  +  a^y  -^  a^z  -\-  a, 

y  =  ß,x  +  ß.,y  +  ß^z  +  b, 

z  =  y^x  -\-  y^y  +  y^z  +  c, 

wobei  die  a^,  ß^,  y.  die  in  jener  Tafel  angegebenen  Relationen  er- 
füllen. Infolge  dieser  drei  Formeln  und  infolge  von  (3)  sind  die 

Coordinaten  x,  y,  z  der  Punkte  der  Fläche  in  ihrer  neuen  Lage 
ebenfalls  Functionen  der  beiden  Parameter  n  und  r,  und  für  diese 
Functionen  ist: 

dx          dx  d  y  dx 

du  ^du         '^du  ^du 

u.  s.  w.,  sodass  nach  I  (CT)  sofort  folgt: 

[dVi)  +  [dTij  +  [dTij  ̂   [d^l  +  [d~uj  +  [ö  u 
u.  s.  w.,  d.  h.  nach  (7): 

E=  E,       F=  F,       G=  G, 

wenn  E,  F,  G  die  Fundamentalgrössen  der  Fläche  in  ihrer  neuen 
Lage  bedeuten.     Daher: 

Satz  6:  Die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  einer 

Fläche  bleiben  bei  Ausführung  einer  Bewegung  unge- 
ändert. 

Ganz  anders  verhält  es  sich,  wenn  man  auf  der  Fläche  neue 
krummlinige  Coordinaten  ü,  v  einführt.  Setzen  wir  nämlich  wie 
auf  S.  7 

(10)  u  =  /  {n,  c),       V  =  fi{ü,  v). 

^  Die  Formeln  der  Tafeln  im  Anhang  zum  ersten  Band  werden  wir  immer 
durch  die  römische  Ziffer  der  betreffenden  Tafel  und  den  Buchstaben  der 
Formelbezeichnung  eitleren. 

*  Nach  I  S.  148  haben  wir  in  jenen  Formeln  x,  y,  \  mit  .7,  //,  I  zu  ver- 
tauschen, da  jetzt  X,  y,  a  die  Coordinaten  des  ursprünglichen  Punktes  be- 

deuten. 
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so  werden  x,  y,  z  nach  (3)  Functionen  von  ö,  r,  und  es  wird: 

dx      dx    dl         dx    dfi  Bx      öx  dl  dx    d fi 
di         du    di         de     da*         de  du    df  dv     df 

u-  s.  w.     Nun  seien   E,  F,  G  die  auf  die  neuen  Parameter  bezüg- 
lichen Fundamentalgrössen  der  Fläche;  es  sei  also  entsprechend  (7): 

£  =  s(|f)'.       ̂ ^=8|f|f.       ß  =  s(|f)'. 
Wie  man  sieht,  ergiebt  sich  aus  den  vorhergehenden  Formeln: 

yduj       \du  J  du    d  ti        ou    d  V         \o  u  I       \dr  J 

Ahnlich  drücken  sich  P  und  G  aus.    Ersetzen  wir  dann  die  Summen 

nach  (7)  durch  ihre  Zeichen  Ey  F,  G,  so  finden  wir: 

(11) p_Bl^dl^g,(dl^djM,dM_dl\pdp_dj^ 
di  de      ̂   [da  df  ̂   di   de)     ̂    di   dt      ' 

Hierin  sind  rechts  die  Functionen  £.  F.  G  von  u  und  r  mit  Hülfe 

der  Formeln  (10)  in  ü  und  r  auszudrücken.  Das  Quadrat  des  Bogen- 
elementes  hat  alsdann  statt  der  Form  (8)  in  der  neuen  Parameter- 

darstellung die  Form: 

(12)  ds^  =  £dü^  +  2Fdüdi  +  Gdv^. 

Die  Formeln  (11)  zeigen,  wie  die  Fundamentalgrössen  erster 

Ordnung  thatsächlich  neue  Formen  bei  Elinftihrung  neuer  Para- 
meter ö,  V  annehmen.  — 

Ist  die  Fläche  (3)  reell  und  gehören  zu  den  reellen  Werten 
der  Parameter  w,  v  die  reellen  Punkte  der  Fläche,  so  sind  die 

Fundamentalgrössen  E  und  G  nach  (7)  reell  und  positiv,  während 
F  zwar  reell  ist,  aber  auch  negativ  sein  kann. 

Häufig  wird  auch  die  Grösse 

(13)  D  =  ̂   EG-F^ 

gebraucht.    Der  Badicand 

ScHETTKES.   Geom.  Difir.    n.  2 
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lässt  sich  so  umformen  (vgl,  Anm.  I  S.  146): 

(14)  j)^  =  l^y-  4^-^  1^)  V  (4^  i^  -  i^  i^+ ^     ̂   \ o  u     o  V  0  u     o  V  ]         \  o  u     öv  du     o  V  j 

_,    (  d  X      d  y  d  y     d  x 
\ d  u     d  V  du     8  V 

Bei  reellen  Flächen  mit  reeller  Parameterdarstellung  ist  also  D^ 
stets  positiv,  sodass  wir  festsetzen  dürfen,  D  bedeute  alsdann  die 
positive  Quadratwurzel  aus  dem  Ausdruck  (14).  D  kann 
dann  übrigens  auch  nicht  für  alle  reellen  Punkte  gleich  Null  sein, 

weil  sonst  nach  (14)  die  drei  Functionaldeterminanten  von  je  zweien 
der  Grössen  x,  y,  z  hinsichtlich  ii  und  v  gleich  Null  wären,  was 
nach  Satz  55,  I  S.  83,  und  nach  Satz  1,  S.  5,  unstatthaft  ist.  Für 

imaginäre  Flächen  jedoch  ist  dieser  Schluss  nicht  bindend. 
Es  giebt  thatsächlich  imaginäre  Flächen,  auf  denen  D  überall 

gleich  Null  ist.  Wir  werden  bald,  auf  S.  29,  erkennen,  was  für 
Flächen  dies  sind. 

Sehr  oft  wird  in  den  Formeln  die  Grösse  I)  als  Nenner  vor- 

kommen, was  zur  Folge  hat,  dass  viele  Sätze  der  allgemeinen 

Flächentheorie  für  jene  besonderen  Flächen  nicht  gelten  oder  wenig- 
stens nur  mit  Vorsicht  anzuwenden  sind.  Dasselbe  gilt  bei  be- 

liebigen Flächen  für  diejenigen  Punkte  auf  ihnen,  in  denen  D  =  Q 
ist.  Daher  werden  wir  häufig  den  Fall  i>  =  0  ausdrücklich  auszu- 
schliessen  haben. 

Noch  sei  angemerkt,  dass  mit  E,  F,  G  natürlich  auch  die 
Function  B  von  E,  F,  G  bei  allen  Bewegungen  ungeändert 

bleibt.     • 
Liegt  die  Fläche  in  der  Form  vor: 

z  =  f{^y  y) » 

so  hat  B  nach  (9)  und  (13)  den  Wert: 

(15)  i>  =  ]/l  +  j92  +  92, 

1.  Beispiel:     Bei    der    Kugel    um    den    Anfangspunkt    mit    Radius  r 

(vgl.  (6)  auf  S.  3): 

X  =  r  cos  u  cos  ?' ,         y  —  r  cos  u  sin  v  ,         x-  =  r  sin  u ist: 

E  =  r-,         F  =  0  ,         O  =  r^  cos-  u  ,         D  —  r*  cos  u 

und  das  Quadrat  des  Bogenelementes  also: 

d  s^  =  r^  du^  +  r^  cos^  u  d  v^. 

2.  Beispiel:    Ist  m  die  Bogenlänge  einer  Curve: 

i"   =   <JD  (m)  ,  1)   =  /  (W)  ,  i  =  Ipiu), 
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so  hat  derjenige  Punkt  der  Tangente  der  Stelle  (m),  dessen  Abstand  vom  Be- 
rührungspunkt gleich  r  ist,  die  Coordinaten  : 

(16)  x  =  i  +  ar,         y  =  ))  +  ßv,        z  =  i+jv, 

wobei  o  =  q)'(u),  ß  =  /'(«),  7  =  rf/(u)  die  Riehtungscosinus  der  Tangente  sind. 
Die  Gleichungen  (16)  sind  also,  wenn  ?/  und  v  als  Parameter  aufgefasst  werden, 
die  der  Tangentenfläche  der  Curve  (vgl.  1.  Beispiel  S.  10  u.  I  S.  262,  For- 

meln (4)).     Hier  ist  nach  in  (C): 

dx  l  dy        ̂         m  dx  n 

ou  r  au  r  au        '         r 

wenn  /,  w,  n  die  Richtungscosinus  der  Hauptnormale,  r  den  Krümmungsradius 
der  Gratlinie  bedeuten.     Femer: 

ex  ö y        ̂   dx 

Cr  ov        •         ■     o  V       ' 

»■odass  nach  11  {A): 

E=\  +%,        F=l,        G=  1,        D*  = 
und  also: 

ds*  =\\  -\-^du*  +  2dudv  +  dv^ 

ist.     Dies  steht  in  Einklang  mit  Formel  (6)  in  I  S.  263. 

§  3.    Tangentenebenen  einer  Fläche. 

Für  den  Fall,  dass  eine  Fläche  durch  eine  Gleichung  zwischen 

X,  y,  z  gegeben  ist: 

F{x,y,z)  =  0, 
haben  wir  in  I  S.  230  den  Begriff  und  den  analvtischen  Ausdruck 

ihrer  Tangentenebenen  aufgestellt.  Wir  wollen  jetzt  für  den  Fall, 
dass  die  Fläche  mittels  zweier  Parameter  u  und  v  in  der  Form: 

(1)  x  =  ff  {u,  v),      y  =  r  (m,  »),      2  =  yf{u,  v) 

vorgelegt  ist,  ihre  Tangentenebenen  bestimmen. 

Gehen  wir  von  dem  Punkte  (w,  v)  der  Fläche  zu  einem  unend- 
lich benachbarten  Punkte  {u  +  du,  v  +  dv)  über,  so  wachsen  x,  y,  z 

um  die  Differenziale : 

j     b  X  j       ,    dx  j  j         dy  j       ,    dy  ,  ,          ös,  ,    ̂  ̂  j 
dx  =  ̂ -dii  -{- ^-dv,      dy=~^du  +  ̂ dv,      dz  =  ̂ - du  +  ̂ -d  v. du  dt       '         ̂        du  d  r       ̂   du  Cr 

Die  Coordinaten  wachsen   also  proportional  den   endhchen  Grössen 

.„.  dx     ̂      dx    dr  d  y         d  y    d  r  °*_i_   °  ̂     <^^ 

^  '  'du  "^  TT  ~d^'        ~du  '^  TV  ~d^ '        ~du      ■  TV   du' 
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Daher   hat    die    Gerade    vom    Punkte   {u,  v)   zum   Punkte  {u  +  du, 

V  -{-  dv)  in  den  laufenden  Coordinaten  j,  t),  5  die  Gleichungen: 

(3) 
£  =  '^-  + 

1  dx  dx 
\dtc          8  V 

dv 
dib 

t)  =  .y  + 
Idy  dy 

\dio         d  V 

dv du 

ä  =  ̂   + 
.du          d  V dv du 

mit  dem  Parameter  t.  Ist  {u,  v)  ein  ganz  bestimmt  gewählter  Punkt 
der  Fläche,  so  haben  hierin  die  Grössen  x,  y,  z  und  ihre  Ableitungen 
nach  u  und  v  bestimmte  Werte.  Ausser  t  ist  also  rechts  nur  noch 

dv'.du  veränderlich.  Je  nachdem  wir  dies  Verhältnis  der  Incre- 
mente  von  u  und  v  wählen,  erhalten  wir  verschiedene  Geraden  (3) 

vom  Punkte  (^<,  v)  aus  nach  unendlich  benachbarten  Punkten  der 

Fläche.  Nach  I  S.  232  sind  diese  00^  Geraden  die  Tangenten 
des  Punktes  [u,  v)  der  Fläche.     Setzen  wir 

dv 

du, 

so  geben  also  die  Gleichungen: 

(4) 

,     dx   ̂    ,     dx 
^  du  0  V 

^       ̂          du  d  V     ̂ 

dy 

d: 

dtc  d  V      ̂ 

wenn  in  ihnen  t  und  r  beliebig  gelassen  werden,  alle  00^ 

Punkte  (j,  t),  g)  aller  00^  Tangenten  der  Stelle  [n,  v)  oder  [x,  y,  z). 
Da  die  Elimination  von  t  und  r  aus  diesen  drei  Gleichungen  die 

in  i,  t),  i  lineare  Gleichung 

(5) l-  X 

5-^ 

dx dx 
du 

d  V 

dy 
8y 

du 
dv 

d% 
dz 

du d  V 

=  0 

liefert,  so  folgt,  dass  die  00^  Tangenten  des  Flächenpunktes  {u,  v) 
eine  Ebene  erzeugen.  Wir  haben  also  hiermit  auf  anderem  Wege 

als  in  I  S.  232  nachgewiesen,  dass  die  Tangenten  eines  Flächen- 
punktes  im    allgemeinen    eine  Ebene,    die   Tangentenebene   oder 
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Tangentialebene  des  Punktes  [u,  r)  bilden,  von  der  man  sagt, 
dass  sie  die  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkt  berührt.  Man  er- 

kennt nun,  dass  der  obige  Schluss  nur  dann  gilt,  wenn  für  den  be- 

trachteten Punkt  {x,  y,  z)  weder  die  drei  ersten  partiellen  Ab- 
leitungen der  Coordinaten  nach  ii  noch  die  nach  v  gleich  Null  sind. 

Denn  wenn  für  den  betrachteten  Punkt  zunächst  nur: 

bx 
d  V 

=  0 

dy_ 

d  V 

0, 

=  0 

ist,  so  giebt  die  Reihenentwickelung: 

dx  =  -^ —  du  +  \ du -^—i  du-  -\-  2  -. — ^-  du  dv  +  -^  ,-  dv^ + 

und  dieselbe  Formel  gilt,  wenn  x  durch  y  oder  z  ersetzt  wird. 

Da  du'^  und  diidv  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein  als  du 
sind,  so  hat  man  dann  anzunehmen,  dass  dv^  von  derselben  Ord- 

nung wie  du  ist,  sodass  bleibt: 

dx  = dx du ^    dv-      au    J 

Jetzt  sind   die  Gleichungen   der  Tangente,  die  zu  einem  endlichen 

Werte  k  von  [dvf:du  gehört,  diese: 

'       ''du  ^   ü  V-        ' 

dx d^x 
"  du  -   dv 

kt 

mit  dem  Parameter  t.    Da  die  Gleichungen  in  t  und  k  t  linear  sind, 

so  erfüllen  die  Tangenten  auch  jetzt  noch  eine  Ebene: d-x   . 

dv'' 

d*x 

dv* 

dx 
du 

By 

du 
dx 
du 

0 

Wenn  nun  aber  für  den  betrachteten  Punkt  sowohl: 

also  auch 
du 

dx 
d  r 

=  0, 

=  0, 

dy 

cy_ 

dv 

=  0, 

=  0, 
d  u 

dt 

=  0 

=  0 
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ist,  so  kommt  zunächst: 

dx  =  ̂   ̂^^^  d  u^  +  -^ — ^—  dudv  +  \  -.-  „  dv^  -\r  ... , ^  du-  dudv  ^  ov^ 

und  diese  Formel  gilt  auch,  wenn  x  durch  1/  oder  z  ersetzt  wird. 
Geben  wir  du  und  dv  unendlich  kleine  Werte  von  derselben  Ord- 

nung, so  können  wir  uns  auf  die  Glieder  beschränken: 

d'^x       ̂ ^     1    1    ̂̂ ^    I  dv\'^' du dx  = 
i  1'^  4- 

dub V     du         ■"    d  v'^ 

Die  zugehörige  Tangente  hat  daher,  wenn 

du"^
 

dv 

du 

=  k 

gesetzt  wird,  die  Gleichungen  in  den  laufenden  Coordinaten  je,  t),  g: 

9  =  y  +  (i^ 
"  ̂   +  '2^«*   + 

dudv 

dudv 

d'-x 

dudv 

«   -^    2      Q^2 

^    +   iB^^ Ä  +  +  4^-Ä2u 

ö»^ 

mit  dem  Parameter  t.  Geben  wir  k  alle  beliebigen  Werte,  so  stellen 

diese  Gleichungen  mittels  der  beiden  Parameter  t  und  k  die  Fläche 
dar,  die  von  allen  Tangenten  des  Punktes  [x,  y,  z)  gebildet  wird. 

Die  Elimination  von  t  und  k  liefert  die  in  j  —  a;,  t)  —  y,  %  —  z 
homogene  quadratische  Gleichung: 

X       r  —  X    x     I  ^ 

l-x 

^uv 

"^vv 
^uu 

"^uv 

l-x 
9-y 

Vuv U  vv Vuu Juv 

9-y 

h-^ 

UV 

"^vv 

uu 

^u. 

i-^ 
die  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  mit  der  Spitze  [x,  y,  z)  bedeutet. 

In  dem  vorliegenden  Falle  heisst  daher  der  Punkt  (a-,  y,  z)  singulär 
(vgl.  Satz  32,  IS.  231).  Dadurch,  dass  auch  höhere  Ableitungen 

von  X,  y,  z  nach  u  und  v  gleich  Null  werden  können,  was  wir  soeben 
stillschweigend  ausgeschlossen  hatten,  können  übrigens  noch  stärkere 
Singularitäten  eintreten:  Der  Tangentenkegel  kann  von  höherer  als 
zweiter  Ordnung  werden.     Hierauf  gehen  wir  jedoch  nicht  ein. 

Wenn  die  ersten  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  dem  einen  Para- 
meter, nicht  aber  auch  die  nach  dem  anderen  gleich  Null  sind,  so 

kommt  dem  Punkte  [x,  y,  z)  zwar  nach  Obigem  eine  Tangentenebene 
zu.     Jedoch  hat  ihre  Gleichung  nicht    die  Form   (5).     Allgemeine 
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BetrachtuDgen,  bei  denen  die  Form  (5)  benutzt  wird,  sind  also  nicht 
ohne  weiteres  aof  solche  Punkte  anwendbar. 

Wir  setzen  deshalb  fest:  Ein  Punkt  (x,  y,  z)  der  Fläche  soll 

auch  dann  singulär  heissen.  wenn  für  ihn  die  ersten  Ablei- 
tungen nach  einem  der  beiden  Parameter  alle  drei  gleich 

Null  sind.  Von  solchen  Punkten  sehen  wir  grundsätzlich  ab,  und 
wir  brauchen  dies  deshalb  später  nicht  mehr  immer  zu  erwähnen. 
Bemerkt  sei  nur  nochmals:  Die  Tangenten  der  Fläche  rerhalten  sich 

an  einer  solchen  singulären  Stelle  nur  dann  singulär.  wenn  die  Ab- 
leitungen von  X,  y.  z  nach  beiden  Parametern  gleich  Null  sind.  Die 

sonstigen  singulären  Punkte  sind,  kann  man  sagen,  nur  in  Hinsicht 
auf  das  gerade  benutzte  Parametersvstem  singulär.  Denn  man 
kann  durch  Einführung  neuer  Parameter  leicht  ihre  Singularität 
vernichten.  i 

Nicht-singuläre  Punkte  heissen  regulär.  Punkte  all- 
gemeiner Lage  sind  regulär. 

Beispiel:  Ein  Kreis  drehe  sich  um  eine  Secante.  Dadurch  entsteht  eine 
Bing  fläche,  die  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Secante  singidär  ist,  weil 
dort  die  Tangenten  des  Kreises  Rotationskegel  beschreiben. 

Wir  kehren  zur  Betrachtung  der  Fläche  an»  einer  regulären 

Stelle  (x,  y.  z)  zurück.  Dort  ist  (5)  die  Gleichung  der  Tangenten- 
ebene. 

Ordnen  wir  sie  nach  den  laufenden  Coordinaten  J,  ̂,  5,  so  hat 
sie  die  Form: 

worin  A,B,C,D  nach  (5)  Functionen  von  x^y^  z\  x^,  y^,  z^;  x^,  y^,  z^, 
d.  h.  nach  (1)  Functionen  von  u  und  r  sind.  Die  Coefficienten  der 
allgemeinen  Gleichung  einer  Tangentenebene  enthalten  also  zwei 
willkürliche  Parameter  u  und  v,  sodass  wir  sagen  können:  Eine 

Fläche  hat  höchstens  oc*  Tangentenebenen.  Aber  sie  kann 
auch  weniger  haben,  denn  eine  abwickelbare  Fläche  hat  ja  nur 

oc^  Tangentenebenen  (vgl  z.  B.  Satz  15,  I  S.  293). 
Dies  führt  uns  zu  einer  umgekehrten  Fragestellung:  Es  sei  eine 

stetige  Schar  von  unendlich  vielen  Ebenen  gegeben.  Es  wird  dann 
gefragt,  ob  es  eine  Fläche  giebt,  die  alle  diese  Ebenen  berührt 

Da  die  Schar  der  Ebenen  höchstens  von  zwei  willkürlichen 

Grössen  xi  und  v  abhängen  darf,  so  wird  sie  dnrch  eine  Gleichung 
von  der  Form  zu  geben  sein: 

(6)  J(ti,r)E  +  ̂ (u,r)9  +  C7(«.i;)ä  =  i>(ii,i;). 
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Wenn  nun  von  den  drei  Verhältnissen  der  vier  Grössen 

Ä,  £,  C,  I)  zwei  von  einander  unabhängige  Functionen  von  u  und  v 

sind,  so  enthält  die  Schar  (6)  sicher  oo^  Ebenen.  Andernfalls  liegen 
nur  00^  Ebenen  vor,  und  wir  wissen,  dass  oo^  Ebenen  die  Tangenten- 

ebenen einer  abwickelbaren  Fläche  sind,  vgl.  §  5,  I  S.  289  u.  f.  Da 

dieser  Fall  schon  erledigt  ist,  setzen  wir  voraus,  dass  zwei  der  Ver- 
hältnisse der  Grössen  A,  B,  C,  D  von  einander  unabhängig  seien. 

Sollen  nun  die  oo^  Ebenen  (6)  die  Tangentenebenen  einer  Fläche 
sein,  so  muss  jede  der  Ebenen  einen  Punkt  {x,  y,  z)  der  fraglichen 
Fläche  enthalten.  Da  eine  Ebene  aus  der  Schar  (6)  durch  Angabe 
der  Werte  von  u  und  v  charakterisiert  wird,  so  werden  die  Werte 

X,  y,  z  auch  Functionen  von  u  und  v  sein.  Wären  sie  bekannt,  so 
läge  die  Fläche  in  Parameterdarstellung  vor.  Nun  ist  zu  fordern, 

dass  die  zum  Wertepaar  u,  v  gehörige  Ebene  (6)  alle  Tangenten  (4) 

des  Punktes  (z,  y,  z)  enthalte,  d.  h.  dass  ̂  

^A{x  +  x^^  t  +  x^r)  =  I) 

sei  für  alle  Werte  von  u,  v  und  von  t,  r,  also  einzeln: 

^Ax  =  D,       SAx^  =  {),       SAx^  =  0. 

Da    die    erste   Gleichung    die    durch  Differentiation  nach  ?<   oder  v 
hervorgehenden  Gleichungen : 

SAx-  +  SAx    =  D  ,       SA  X  -{-SA  X   =  D 

nach  sich  ziehen  würde,  so  lassen  sich  die  zweite  und  dritte  Gleichung 
ersetzen  durch: 

%Ax  =  I),       SA  X  =  J)  . 

Mithin  finden  unsere  Forderungen  in  den  drei  Bedingungen 

(7)  SAx^B,       SA^x  =  B^^,       SA^,x  =  B^ 

für  X,  y,  z  ihren  vollständigen  Ausdruck. 

Die  Discussion  dieser  Bedingungen  teilt  man  zweckmässig  in 
zwei  Fälle:  Da  von  den  Verhältnissen  von  A,  B,  C,  B  zwei  von  ein- 

ander unabhängig  sind,  so  scheiden  wir  so:  Entweder  sind  die 

Verhältnisse  von  A,  B,  C  allein  (ohne  B)  von  einander  abhängig 
oder  nicht. 

Im  ersten  Fall  sind  A,  B,  C,  abgesehen  von  einem  gemeinsamen 
Factor,  von  einander  abhängig.  Da  wir  den  gemeinsamen  Factor 
durch   Division   entfernen  können,   so   können  wir  dann   annehmen, 

^  Das  Summenzeichen  bezieht  sich  hier  natürlich  auch  auf  cjklische  Ver- 
tauschung von  Ä,  B,  C. 
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dass  J,  B,  C  alle  drei  Fnnctionen  einer  Function  «(«,  v)  seien,  so- 
dass die  Gleichung  (6)  so  lautet: 

A{(o)i  +  B{(o)\)  +  C{cü)i  =  B{n,  v). 

Alsdann  darf  aber  B  nicht  eine  Function  von  w  allein  sein.  Die 

Bedingungen  (7)  sind  hier: 

"       a  oj  "  ^       d  (ü  ' 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  widersprechen  einander,  da  die 
Functionaldeterminante  von  co  und  B  von  Null  verschieden  ist.  Es 

giebt  also  hier  keine  Lösung  unserer  Aufgabe.  Im  vorliegenden 

Falle  sind  alle  oo'  Ebenen  der  gegebenen  Schar  den  Ebenen 

durch  den  Anfangspunkt  parallel.  Diese  letzteren  sind  aber  nur 

oc^  Ebenen,  die  also  einen  Kegel  umhüllen. 
In  dem  anderen  Falle,  dass  die  Verhältnisse  von  A,  B  und  C 

allein  von  einander  unabhängig  sind,  gilt  dies  auch  von  den  Ver- 
hältnissen der  Coefficienten  von  y,  X),  3,  sobald  wir  die  Gleichung  (6) 

durch  Division  mit  B  auf  die  Form 

(8)  Ä^  +  Bt)  +  C^,=  l 

gebracht  haben.  Diese  Reduction  ist  übrigens  unmöglich,  wenn 

B  =  0  ist,  d.  h.  alle  oc^  Ebenen  die  Ebenen  durch  den  Anfangspunkt 
sind.     Jetzt  haben  die  Gleichungen  (7)  die  Form: 

(9)  S^.r=l,        S^,x  =  0,        SJ.x  =  0. 

Ihre  Determinante  hinsichtlich  x,  ?/,  z  ist .  wie  man  durch  Aus- 
rechnung sieht^  gleich  der  Funtionaldeterminante  von  Ä  :  C  und  B :  C 

(vgl.  I  S.  81),  multipliciert  mit  C^.  Wäre  sie  gleich  Null,  so  wäre 
entweder  C=0.  was  wir  aber  dadurch  ausschliessen  können,  dass 
wir  die  Coordinaten  vertauschen,  denn  zwei  der  drei  Grössen  J,  B,  C 

sind  ja  von  Null  verschieden,  oder  aber  es  wären  A :  C  und  B:  C  gegen 
die  Voraussetzung  von  einander  abhängig,  nach  Satz  54,  IS.  82. 

Also  sind  die  Gleichungen  (9)  nach  x,  y,  z  auflösbar. 
Sind  zwei  der  Functionen  x,  y,  z  von  ii  und  v,  die  sich  aus  (9) 

ergeben,  von  einander  unabhängig,  so  stellen  die  Auflösungen  eine 
Fläche  in  den  laufenden  Coordinaten  x,y,z,  ausgedrückt  mittels 

der  Parameter  u  und  v,  dar,  und  die  oc^  gegebenen  Ebenen  sind 
ihre  Tangentenebenen.  Wenn  dagegen  die  drei  Lösungen  x,  y,  z  von 
einander  abhängige  Functionen  von  u  und  r  sind,  so  stellen  sie  eine 
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Curve  dar  (vgl.  S.  4),  die  von  den  oo^  gegebenen  Ebenen  berührt 
wird.  Sind  endlich  die  drei  Lösungen  x,  y,  z  Constanten,  so  ergeben 

sie  einen  Punkt,  durch  den  alle  oo^  gegebenen  Flächen  hindurch- 
gehen.    Das  Gleiche  liefert  der  Fall  D  =  0. 

Unser  Ergebnis  ist  somit,  wenn  wir  in  dem  zweiten  Hauptfall 

wieder  von  der  speciellen  Form  (8)  zur  allgemeinen  (6)  zurück- 
kehren : 

Satz  7:  Liegt  eine  Schar  von  oo^  Ebenen  in  den  laufen- 
den Coordinaten  j:,  t),  5  vor: 

A  {u,  u) £  +  £{u,  o)t)  +  C[u,  v)i==  B {u,  v), 

ausgedrückt  mittels  zweier  Parameter  u  und  v,  so  giebt  es 
dann  und  nur  dann  eine  Fläche,  die  alle  diese  Ebenen 

berührt,  wenn  die  Auflösung  der  drei  Gleichungen: 

Jx   +  By   +  Cz   =  i>  , 

A  x  +  B  y  ■\-  C  z  =  B. 

A  X  ■{-  B  y  +  C  z  =  B,, 

nach  X,  y,  z  möglich  ist,  und  zwar  stellen  die  Lösungen 
die  Fläche  in  den  laufenden  Coordinaten  x,  y.  z,  ausge- 

drückt mittels  der  Parameter  u  und  v,  dar.  Diese  Fläche 

reduciert  sich  auf  eine  Curve,  wenn  die  Lösungen  x,  y,  z 
von  einander  abhängige  Functionen  von  u  und  v  sind,  und 
auf  einen  Punkt,  wenn  die  Lösungen  Constanten  sind. 

Ist  die  Auflösung  der  Gleichungen  unmöglich,  so 

sind  alle  00^  Flächen  den  Tangentenebenen  eines  Kegels 

parallel. 

Da  parallele  Ebenen  in  der  Auffassung  der  projectiven  Geo- 
metrie (vgl.  I  S.  327  Anm.  u.  I  S.  339)  eine  unendlich  ferne  Gerade 

gemein  haben,  so  ist  der  letzte  Fall  der,  dass  je  00^  Ebenen  der 
Schar  eine  Gerade  im  Unendlichfernen  gemein  haben,  sodass  es  in  der 

unendlich  fernen  Ebene  eine  Curve  giebt,  die  von  den  00^  Ebenen 
berührt  wird,  nämlich  die  Schnittcurve  des  erwähnten  Kegels  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene.  Reduciert  sich  der  Kegel  auf  eine 
Gerade,  so  reduciert  sich  die  unendlich  ferne  Curve  auf  einen 
Punkt. 

Das  Hauptergebnis  unserer  Betrachtungen  ist  dies:  Eine 

Schar  von  00^  Ebenen  umhüllt  im  allgemeinen  eine  Fläche. 
(Vgl.  I  S.  140.) 
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§  4.    Fortschreitungsrichtungen  von  einem  Flächenpunkte  aus. 

Wir   kehren    zur    Betrachtung  der  Tangentenebenen  einer  ge- 
gebenen Fläche: 

(1)  .V  =  cp  {u,  v),       y  =  '/.  {ti,  v),       z  =  \p  [u,  v) 

zurück,  deren  Bogenelement  ds  durch  die  Formel: 

(2)  ds^  =  Edii^  +  2Fdudv  +  Gdv^ 

ausgedrückt  sei.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  Tangentenebene  des 
Flächenpunktes  {u,  v)  in  den  laufenden  Coordinaten  y,  t),  j  die 
Gleichung  hat  (vgl.  (5),  S.  20): 

(3) 

Die  Gerade,  die  im  Berührungspunkt  [u,  v)  auf  der  Tangenten- 
ebene senkrecht  steht,  heisst  die  Normale  der  Fläche  im  Punkte 

(m,  v).     Ihre  Richtungscosinus  sind  nach  (3)  den  drei  Grössen: 

proportional.  Da  die  Summe  der  Quadrate  dieser  drei  Grössen 

nach  (14),  S.  18,  gleich  D^  oder  EG  -  F^  ist,  so  sind: 

(4)         1  =   ^   ,     ̂ =   ^   ,     ̂ =   5   : 

die  Richtungscosinus  X,  Y,  Z  der  Normalen.  Dadurch,  dass 
wir  I)  und  nicht  —  B  geschrieben  haben,  ist  der  Normale  im  Fall 

eines  reellen  Flächenpunktes  mit  reellen  Parameterwerten  ein  posi- 
tiver Sinn  beigelegt  worden. 

Wir  merken  hier  einige  öfters  anzuwendende  Formeln  an.    Zu- 
nächst ist  augenscheinlich: 

SX2=1,     sxx=o,     six.  =  o, 
ferner: 

(5)  SX.r„  =  0,       S-Y.r,  =  0. 

Femer  ist  nach  (4): 
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Wenn   wir   in    der    grossen    Klammer   .vj-t\   addieren    und    subtra- 
hieren, so  kommt  nach  (7),  S.  15: 

„  Ex,  -  Fx„ 

^  ̂u  -  ̂Vu  =   jy   

Analog  ergiebt  sich  überhaupt  die  Reihe  von  Formeln: 

(6) 

EXr  -  Fx^ 
Yz    -Zy    = 

Zx,^^  —  Xz^^  = 

Xy   —  Yx^  =  -, 

D 
Ey.,  -  Fju_ 

D 

Ex,  -  F%u 

Auch  folgt: 

(7) 

z 

X 

Y 

Z 

Yz   -Zy   = 

Fx, 

- 

OXu 

D 

Fy,. - 

Gyu 

D 
Fx, 

- 

OXu 

wenn  man  die  Determinante  nach  der  letzten  Reihe  entwickelt  und 

die  Werte  (4)  benutzt. 
Die  Formeln  (4)  für  die  Richtungscosinus  der  Flächennormale 

enthalten  I)  im  Nenner  und  sind  daher  nicht  brauchbar,  wenn  D 

gleich  Null  ist.  Ist  dies  in  einem  Flächenpunkte  [u,  v)  der  Fall,  so 
hat  dort  die  Tangentenebene  (3)  eine  solche  Gleichung: 

A{^-x)  +  B{))-y)  +  C{i-z)  =  0, 

in  der  J^  +  i?^  +  C^  =  0  ist.  Die  Normale  zu  dieser  Ebene  hat 
keine  Richtungscosinus  und  ist  daher  eine  Minimal  gerade  (vgl. 
I  S.  142).  Nach  Satz  48,  I  S.  339,  ist  die  Tangentenebene  folglich 
zugleich  Tangentenebene  des  Kegels  von  Minimalgeraden,  die  durch 
den  betrachteten  Flächenpunkt  gehen,  d.  h.  der  Nullkugel  des 

Punktes.  Die  Fläche  wird  also  in  denjenigen  Punkten,  in  denen 

D  =  0  ist,  von  den  zugehörigen  Nullkugeln  berührt. 
Fragen  wir  nach  denjenigen  Flächen,  auf  denen  überall  D  =  0 

ist.  Sie  müssen  überall  von  den  zugehörigen  Nullkugeln  berührt 
werden.  Da  nun  alle  Nullkugeln  durch  Schiebung  aus  dem  Kegel 

der  Minimalgeraden  durch  den  Anfangspunkt  hervorgehen  (vgl.  I 

S.  336),  so  sind  die  Tangentenebenen  aller  Nullkugeln  den  Tangenten- 
ebenen dieses  einen  Kegels  parallel.  Nach  dem  letzten  Absatz  des 

Satzes  7,  S.  26,  giebt  es  keine  Fläche,  die  alle  diese  Tangenten- 
ebenen berührt.  Hieraus  folgt,  dass  eine  Fläche,  auf  der  überall 

i>  =  0  ist,  nur   oo^  Tangentenebenen  hat,  die   zugleich  Tangenten- 
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ebenen  von  Nullkugeln  sind.  Nach  Satz  15,  I  S.  293,  ist  die  Fläche 
mithin  eine  abwickelbare  Fläche.  Ihre  Gratlinie  wird  überall  von 

der  zugehörigen  Xullkugel  berührt  und  ist  daher  eine  Minimal- 
curve.  Die  Gratlinie  kann  sich  auf  einen  Punkt  reducieren,  dann 
ist  die  Fläche  selbst  eine  Nullkugel:  insbesondere  gehören  auch  die 
Cylinder  von  Minimalgeraden  hierzu.     Also  haben  wir  gefunden: 

Satz  8:  Die  Grösse  B^  =  E G  —  F^  ist  nur  an  solchen 
Stellen  einer  Fläche  gleich  Null,  in  denen  die  Fläche  von 
der  zugehörigen  Nullkngel  berührt  wird. 

Satz  9:  Die  Flächen,  auf  denen  überall  D^  =  EG-F^ 
gleich  Null  ist,  sind  die  Tangentenflächen  der  Minimal- 
curven,  insbesondere  die  Nullkugeln  und  die  Cylinder  von 
Minimal  geraden. 

Dass  bei  der  Kugel  auf  S.  18  die  Grösse  D  in  den  Polen 

("  =  ±  i  -t)  gleich  Null  ist,  giebt  deshalb  nicht  zu  einer  Folgerung 
im  Sinne  des  Satzes  8  Aulass,  weil  diese  Pole  bei  der  gewählten 

Parameterdarstellung  nach  S.  6  überhaupt  auszuschliessen  sind. 

Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  Z>  =  0  die  Bedingung  dafür  ist, 
dass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  als  vollständiges  Quadrat 

{^£du-i-y'Gdv)    geschrieben  werden  kann.  — 
Nach  dieser  Einschaltung  kehren  wir  zur  allgemeine  Betrach- 
tung zurück. 

Auf  der  gegebenen  Fläche  (1)  lassen  wir  den  Punkt  {u,  v)  sich 
dadurch  bewegen,  dass  wir  nur  u  ändern,  während  v  seinen  Wert 
behalten  soll.  Dann  beschreibt  der  Punkt  eine  Parameterlinie  (ü). 

Die  Richtungscosinus  ihrer  Tangente  sind  proportional  den  Ab- 
leitungen x^,  y^,  z^  von  .r,  xj,  z  nach  u.  Da  die  Summe  der  Quadrate 

dieser  Ableitungen  gleich  E.  ist  —  nach  (7),  S.  15  — ,  so  sind 

die  Richtungscosinus  selbst.  Ebenso  hat  die  Tangente  der  durch 

den  Punkt  {u,  v)  gehenden  Parameterlinie  {u)  dort  die  Richtungs- 
cosinus : 

(9)  y%-,.,  y^y.,  ̂ ^,- 

Wir  nennen  im  reellen  Fall  diejenigen  Richtungen  der  Tan- 
genten positiv,  für  deren  Cosinus  die  Quadratwurzeln  aus  den 

positiven  Grössen  F  und  G  positiv  sind,  d.  h.  diejenigen  Rich- 

tungen, längs  deren  u  bez.  t-  zunimmt.     (Vgl.  I  S.  168). 
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Erinnern  wir  uns  daran,   dass  die  Linien  {v)  und  {u)  nach  S.  9 

die    natürliche    Verallgemeinerung     der    Geraden    y  =  Const.    und 
X  =  Const.  in  der  a^^z-Ebene  sind, 
so  liegt  es  im  reellen  Fall  nahe, 
in  der  Tangentenebene  diejenige 

Drehung  als  positiv  zu  bezeichnen, 

vermöge  deren  die  Tangente  der 

Linie  {v)  in  die  der  Linie  {u)  über- 

geht. Siehe  Fig.  5.  Wir  behaup- 
ten, dass  diese  Drehung,  sobald 

man  sie  von  der  positiven  Seite 
der  Normalen  aus  betrachtet,  in 

demselben  Sinn  stattfindet,  wie  die 

Drehung  in  der  a:?/-Ebene  von  der 
:r-Axe  zur  y-Axe,  sobald  man  die 
:r  y-Ebene  von  der  positiven  z-Axe 
aus  betrachtet. 

Wenn  wir  nämlich  für  den  Augenblick  das  Axenkreuz  durch 

eine  Bewegung  in  eine  solche  Lage  (j,  ̂,  5)  bringen,  dass  der  Flächen- 
punkt der  Anfangspunkt,  die  positive  Tangente  der  Curve  (v)  die 

j-Axe  und  die  positive  Normale  die  g-Axe  wird,  so  werden  sich 

£,  G  und  JD  =  yHG  —  ~F'^  dabei  nach  Satz  6,  S.  16,  nicht  ändern, während  £,  ̂ ,  §  jetzt  solche  Functionen  von  u  und  v  sein  müssen, 
für  die  die  Richtungscosinus  (8)  im  betrachteten  Punkte  die  Werte  1, 

0,  0  und  die  Richtungscosinus  (4)  die  Werte  0,  0,  1  haben.  Bei 
dieser  Annahme  ist  deshalb  im  Flächenpunkt 

Fig.  5. 

d  u 

=  ]/^, 
d  u 

ü 
d  V 

0, 

D 

d  u 

d  V 

=  0, 

=  0, 

sodass  die  Richtungscosinus  (9)  die  Werte  bekommen: 

VG 
 ̂ 

liegt  mithin  die 

dv  ]/£!]/& 

In  der  neuen  ^  t)-Ebene  —  der  Tangentenebene 
Tangente  der  Curve  (u)  so,  dass  sie  mit  der  positiven  y-Axe  einen 

Winkel  co  —  im  Sinne  der  Drehung  von  der  j-  zur  l)-Axe  —  bildet, 
für  den 

1      öy  _,_.  D 
cos  CtJ  = sin  03  = yo    dv  yE^G 

und   daher  sin  m   positiv  ist.     Folglich    liegt  ca    zwischen  0  und   71, 
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was  eben  aussagt,  dass  die  Drehung,  durch  die  wir  die  Tangente  der 

Curve  (ü)  in  die  der  Curve  («)  überführen,  gerade  im  Sinne  der 

Drehung  der  j-Axe  zur  ̂ -Axe  hin  stattfindet. 
Abgesehen  davon  also,  dass  der  Winkel  der  Parameterlinien  im 

Punkte  (?/,  v)  kein  rechter  ist,  sind  jetzt  die  Tangente  der  Curve  {v), 

die  Tangente  der  Curve  {u)  und  die  Normale  gerade  so  gegen  einan- 
der orientiert,  wie  die  neuen  Coordinatenaxen  und  also  auch  gerade 

so  wie  die  alten  Coordinatenaxen. 
Die  Formel 

(10)  sin  CO  =  — = — =r 

gilt  nach  Satz  6,  S.  16,  auch  im  alten  Coordinatensystem  (x,  y,  z), 
zu  dem  wir  jetzt  zurückgreifen.  Der  Wert  von  cos  a  kann  als 

Summe  der  Producte  der  Richtungscosinus  (8)  und  (9)  direct  be- 
rechnet werden: 

1  1 
cos  ÖJ   =   S    :=  X 

1  Ö 

oder  nach  (7),  S.  15: 

(11)  cos  w  =  — = — =• 

Geht  der  Punkt  (?<,  ü)  in   den  Punkt  {u  +  du,  v)   über,   so   legt 
er  das  Bogenelement  zurück: 

(12)  d^^s  =  ̂ ;y.du, 

geht  er  dagegen    in    den  Punkt    («,  v  -^  dv)   über,    so    legt    er    das 
Bogenelement 

(13)  d^s  =  YGdv 

zurück.     Sind  dti  und   dv   positiv,   so   bilden   die   alsdann  positiven 

Elemente   d^^  s    und  d^,  s    den 
Winkel  co  mit  einander.   Die  " 
vierte  Ecke  des  durch  beide 

Elemente     bestimmten    Par- 

allelogrammes   (siehe  Fig.  6) 
wird  erreicht,  wenn  sowohl  u 
um   d it    als    auch  v   um   dv 
zunimmt. 

Die  Richtung,    die    der 
Punkt  {u,  v)   auf  der  Fläche 

oder    auf   seiner  Tangenten- 
ebene   einschlägt,    wenn    ?/    und    v    um    lucremente    du    und    d v 

wachsen,  deren  Verhältnis  dv.du  =  k  gegeben  ist,  finden  wir  daher 

K-->- 
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so:  Auf  den  positiven  Tangenten  der  Parameterlinien  [v)  und  [u) 
des  Punktes  {u,  v)  tragen  wir  von  diesem  Punkte  aus  Strecken 

ab,  die  sich  wie  '^Ißdu  zu  '^Gdv  oder  also  wie  ]/^  zu  ä]/G  ver- 
halten, und  vervollständigen  das  durch  diese  beiden  Strecken  be- 

stimmte Parallelogramm,  dessen  Diagonale  dann  die  gesuchte  Rich- 
tung giebt.  Je  nachdem  dabei  du  positiv  oder  negativ  angenommen 

wird,  wird  diese  Eichtung  im  Sinne  vom  ursprünglichen  Punkt  [u,  v) 
zur  Gegenecke  oder  im  entgegengesetzten  Sinn,  also  nach  rückwärts 
über  den  Punkt  [u,  v)  hinaus,  eingeschlagen. 

Nehmen  wir  zwei  Werte  k  und  x  für  dv.du  an,  so  gehören 
zu  ihnen  zwei  Tangenten  des  Punktes  («,  v).  Längs  der  ersten 
ist  dann 

dx:dy'.dz  =  (x  ̂  +  k  x-;)  :  [y^^  +  k  y,.) :  [z^^  +  k  ̂ J , 

und  die  Summe  der  Quadrate  der  Klammern  rechts  ist  nach  (7), 
S.  15,  gleich: 

E  +  2Fk  +  Gk^ 

sodass  wir  durch  Division  der  Klammern  mit  der  Quadratwurzel  hieraus 
die  Richtungscosinus  der  Tangente  (ä)  erhalten.  Wird  die  Wurzel 
positiv  gewählt,  so  ist  die  Fortschreitungsrichtung  diejenige,  bei  der 

du  positiv  ist.  Entsprechendes  ergiebt  sich  bei  der  zweiten  Tangente. 
Für  den  Winkel  u  beider  ist  also: 

^^„  ^{Xu  +  k  X^  (Vu  +  X  x„) 
cos  «  = 

]/{E  +  2Flc  +  GL')  {E^2~Fx+  g1^) 

Nach  (7),  S.  15,  kommt  daher: 

Satz  10:  Auf  einer  Fläche  mit  den  Parametern  u  und  v 

hat  der  Cosinus  desjenigen  Winkels  u,  den  zwei  vom 

Punkte  {u,  v)  ausgehende  Tangenten  {d  v  :  d  u  =  k)  und 
{dv:du  =  x)  mit  einander  bilden,  den  Wert: 

cosc.=  E^Fik  +  .)^.O
k. 

'\/{E+2Fk+  Gk''){E+2Fz+  Gx-) 

und  zwar  ist  die  Quadratwurzel  im  reellen  JFall  positiv 
anzunehmen,  wenn  bei  beiden  Fortschreitungsrichtungen 
du  positiv  ist. 

Stehen   die   beiden  Richtungen  auf  einander  senkrecht,    so  ist 
cos  cc  =  0.     Dies  tritt  ein,  wenn 

(14)  ji;  ̂   F{k  +  x)+  Gkx  =  0 
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ist,    vorausgesetzt   dass    der  Nenner  in   der  Formel  för  cosa  nicht 
auch  gleich  Null  ist     Aber  wenn  etwa  auch 

(15)  i:+2Fk-\-  Gk^  =  0 

wäre,  so  gäbe  die  Elimination  von  k  aus  beiden  Gleichungen: 

D{E+2Fx+  Gx^)  =  0, 
also  entweder  D  =  0  oder 

£+  2Fx  -{-  Gx-  =  0. 

Wäre  letzteres  der  Fall,  so  wäre  hiernach  und  nach  (15): 

k  +  x=--^,         hx  =  ̂ ^ 

sodass    die  Substitution    dieser  Werte  in  (14)  doch  Jj  =  0  ergäbe. 
Also  können  wir  sagen: 

Satz  11:  Zwei  Fortschreitungsrichtungen  {k)  und  {x) 
durch  einen  Flächenpunkt  (w,  v)  sind  zu  einander  senk- 

recht, wenn 

E+  F{k-\-  x)  +  Gkx  =  0 

ist,  vorausgesetzt,  dass  dabei  I)  =  \ £ G  —  F^  nicht  gleich 
Null  ist 

Da  eine  DiflFerentialgleichung 

J{zi,  v)dii^  +  2B{u,  v)dudv  +  C{u,  v)dv^  =  0 

nach  Satz  5,  S.  13.  zwei  Scharen  von  je  oc^  Curven  auf  der 
Fläche  definiert,  so  können  wir  uns  fragen,  unter  welchen  Be- 

dingungen diese  beiden  Scharen  einander  überall  senkrecht  schneiden 

oder  also,  wie  wir  sagen  (vgl.  I  S.  110),  ein  Orthogonalsvstem 
bilden.  Die  Differentialgleichung  giebt,  als  quadratische  Gleichung 

für  dv.du  aufgefasst.  für  jeden  Punkt  (?/.  r)  der  Fläche  die  Fort- 
schreitungsrichtungen (Ä)  und  (x)  der  durch  den  Punkt  gehenden 

Curven  der  beiden  Scharen.     Daher  ist 

Setzen  wir   diese   Werte   in   die   Orthogonaütätsbedingung    des 
Satzes  11   ein,  so  kommt: 

Satz  12:     Die  durch  die  Differentialgleichung 

^(m,  v)du^  +  2B{u,  v)dudv  +  C(tt,  v)dv^  =  0 

definierten   beiden    Scharen    von  je   oc^  Curven    auf  einer 
ScHKFFBRS,   Geom.  Diffr.    II.  3 
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Fläche  mit  den  Parametern  u  und  v  bilden,  vorausgesetzt, 

dass  D  =  yEG  —  F^  nicht  gleich  Null  ist,  ein  Orthogonal- 
system dann  und  nur  dann,  wenn 

EC-2F£  +  GA  =  0 

für  beliebige  Werte  von  u  und  v  ist. 

Da  insbesondere  dudv  =  0  die  Differentialgleichung  der  Scharen 
von  Parameterlinien  ist  und  hier  also  yl  =  C  =  0  zu  setzen  wäre, 
so  folgt: 

Satz  13:  Die  Parameterlinien  [u)  und  {v)  einer  Fläche, 

auf  der  D  =  '^EG  —1^  -nicht  gleich  Null  ist,  bilden  ein 
Orthogonalsystem,  wenn  Z' für  beliebige  Werte  von  u  und  v 
gleich  Null  ist. 

Ist  F  nicht  überall  gleich  Null,  so  giebt  die  Forderung  F=  0 
als  Gleichung  zwischen  u  und  v  nach  Satz  3,  S.  11,  im  allgemeinen  eine 
Curve,  in  deren  Punkten  die  Parameterlinien  einander  senkrecht 
schneiden.  Diese  Curve  kann  sich  auf  einen  Punkt  reducieren,  ja 
es  kann  vorkommen,  dass  F  nirgends  gleich  Null  ist. 

Beispiel:     Auf  der  Kugel 

X  =  r  cos  u  cos  V  ,  y  =  r  cos  u  sin  v  ,  %  =  r  sin  u 

ist  F  nach  S.  18  gleich  Null.  In  der  That  schneiden  die  Breitenkreise  und 
Meridiane  einander  senkrecht. 

Wählen  wir  auf  der  Fläche  eine  Schar  von  oo^  Curven  ganz 
beliebig,  etwa  so,  dass  sie  die  Differentialgleichung 

du  \  '    I 

erfüllen,  so  können  wir  die  Differentialgleichung  der  zu  dieser  Schar 
orthogonalen  Schar  leicht  aufstellen.     Hätte  sie  die  Form 

dv  ,        , 

so  müssten  eben  A  und  jtt  nach  Satz  11  die  Bedingung: 

E+  F{1^  H)+  Glix  =  0 

erfüllen.     Hieraus  aber  lässt  sich   die  Function  p,  (u,  v)  berechnen. 

Der   unendlich   kleine  Inhalt  dJ  des  in  Fig.  6,  S.  31,    darge- 
stellten   Parallelogramms    mit    den   Seiten   d^^s    und    d^.s    ist   (vgl.  I 

S.  118) 

dJ=dS'd.S'  sin  m  , 
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mithin  nach  (10),  (12)  und  (13) 

(16)  dJ=  Bdudv. 
Also : 

Satz  14:  Die  Grösse  B  =  ]' E G  —  F^  ist,  m  ultipliciert 
mit  du  lind  dv,  gleich  dem  Inhalt  des  Parallelogramms  der 

vier  Punkte  {u,  v),  [u  +  dti,  v),  {^l,  v  +  dv),  (u  +  dii,  v  +  dv)  auf 
der  Fläche. 

Insbesondere : 

Satz  15:  Das  von  unendlich  benachbarten  Parameter- 

curven  {u),  {u  +  e),  {u  +  2e)  .  .  .  bez.  (r),  (y  +  e),  (r  +  2«)  .  .  .  ge- 
bildete Curvennetz  auf  einer  Fläche  besteht  dann  und  nur 

dann  aus  lauter  gleich  grossen  Parallelogrammen,  wenn 

D  =  ]/E G  —  F^  auf  der  Fläche  constant  ist. 

Beispiel:     In  der  xx-Y.hene  sei  eine  Gerade  im  Abstände  /•  parallel  zur 
;;-Axe  gelegt.     Sie  werde  um  die  x-Axe  gedreht,  sodass  sie  einen  Rotations- 
cy linder  erzeugt.    Da  derjenige  Punkt 

der  Geraden,   der  zuerst   die  x-Coordi- 
nate  u  hat,  bei  der  Drehung,  sobald  der 

"Winkel  v  zurückgelegt  ist,  in  den  Punkt 

X  =  r  cos  r  ,       y  =  i'  sin  v  ,       x  =  ii 

übergegangen  ist  (siehe  Fig.  7),  so  sind 

diese  drei  Gleichungen  eine  Parameter- 
darstellung des  Eotationscylinders.  Hier 

ist  E=l,  F=0,  Grr=r^,  daher  D  =  r. 
Die  Sätze  13  und  15  werden  hier  be- 

stätigt. 

Unter  den  Fortschreitungsrich- 

tungen  {dv.du)  von  einem  Flächen- 
punkte [u,  v)  aus  sind  auch  zwei  enthalten,  für  die  das  Quadrat  des 

Bogenelementes: 

ds^  =  Fdu"^  -f  2Fdudv  -f  Gdv^ 

gleich  Null  ist.  Dies  kann  natürlich  nur  für  imaginäre  Fortschrei- 
tungsrichtungen  der  Fall  sein,  was  analytisch  auch  daraus  folgt, 
dass  auf  einer  reellen  Fläche  mit  reellen  Parametern  n  und  v  die 

Grösse  E  G  —  F-  nach  S.  18  nie  negativ  ist.  Die  Differential- 
gleichung: 

Edu''  +  2Fdudv  -f  Gdn^  =  0 

definiert  also  zwei  imaginäre  Scharen  von  je  oc^  Curven  auf  der 
Fläche,  längs  deren  tiberall  das  Bogenelement  gleich  Null  ist,  also 
zwei   Scharen  von   Minimale urven   (vgl.  I   S.  164).     Diese  beiden 

3* 



36  Erster  Abschnitt:    Das  Bogenelement  der  Fläche. 

Scharen  fallen  nur  dann  zusammen,  wenn   die  DifiFerentialgleichung 
auf  die  Form: 

{adu  -{-  ßdvY  =  0 

gebracht  werden  kann,  d.  h.  wenn  JE  G  —  F^  =  0  ist.  (Vgl.  S.  29.) 
Daher  nach  Satz  9,  S.  29: 

Satz  16:  Jede  Fläche  enthält  zwei  Scharen  von  je 

00^  Minimalcurven,  die  nur  dann  in  eine  Schar,  näm- 
lich in  eine  Schar  von  Minimalgeraden,  zusammenfallen, 

wenn  die  Fläche  die  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve 
ist.     Die  Differentialgleichung  der  Minimalcurven  auf  der 
Fläche  ist: 

Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^  =  0. 

Insbesondere  sind  die  Parameterlinien  selbst  die  Minimalcurven, 

wenn   diese  Differentialgleichung  die  Form  du  d v  =  0  hat.     Also : 

Satz  17:  Die  Parameterlinien  {u)  und  [v]  einer  Fläche 
sind  dann  und  nur  dann  ihre  Minimalcurven,  wenn  das 

Quadrat  des  Bogenelementes  die  Form  hat: 

ds^  =  2Fdudv, 

d.  h.  von  den  Gliedern  in  du^  und  dv^  frei  ist. 

Natürlich  gehören  dann  zu  reellen  Punkten  der  Fläche  imagi- 
näre Werte  der  Parameter. 

§  5.    Flächentreue  Abbildung  von  Flächen. 

Liegt  irgend  eine  Fläche  vor: 

(1)  X  =  (f  {u,  v),       y  =x  {u,  v),        z  =  xfj  {u,  v), 
so  kann  man  sie  auf  unendlich  viele  Weisen  Punkt  für  Punkt 

auf  die  Ebene  abbilden,  d.  h.  man  kann  auf  unendlich  viele 

Weisen  jedem  Punkt  {u,  v)  der  Fläche  einen  Punkt  (5,  t))  einer  Ebene 
mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  j  und  t)  gesetzmässig  zuordnen. 
Dies  geschieht  einfach  dadurch,  dass  man  5  und  t)  irgend  wie  als 
Functionen  von  ic  und  v  giebt: 

(2)  ^=(p{u,v),       \)=^f{u,v). 

Nur  muss  man  noch  ausmachen,  dass  (p  und  W  von  einander  un- 
abhängige Functionen  sein  sollen.  Denn  sonst  wäre  etwa  W  eine 

Function  von   0  allein: 

(3)  qf=07{(p), 
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sodass  die  Bildpunkte  (j,  t))  der  Flächenpunkte  nach  (2)  an  die  Gleichung 

gebunden  wären,  geometrisch  ausgesprochen:  auf  einer  Curve  lägen. 

Dann  wären  also  alle  oc-  Punkte  {u,  v)  der  Fläche  vermöge  der 
Formeln  (2)  als  die  oc^  Punkte  einer  Curve  in  der  Ebene  abgebildet. 
Je  oc^  Punkte  der  Fläche  hätten  denselben  Bildpunkt,  nämlich  jedes- 

mal solche  00^  Punkte  {u,  v),  für  die  0(?/,  v)  den  gleichen  Wert  hat, 

weil  für  solche  oc^  Fläch enpuukte  nach  (2)  die  Grösse  j  gleiche 
Werte  hätte  und  ebenso  die  Grösse  l)  nach  (2)  und  (3),  Eine  solche 
Abbildung  heisst  ausgeartet,  da  bei  ihr  die  Fläche  nicht  auf  die 
ganze  Ebene,  sondern  nur  auf  eine  Curve  abgebildet  wird. 

Wir  setzen  deshalb  voraus,  die  beiden  Gleichungen  (2) 
seien  nach  u  und  v  auflösbar.  Allerdings  kann  dann  immer 

noch  für  einzelne  Punkte  {u,  v),  ja  für  oc^  Punkte  (m,  v)  die  Functional- 
determinante  von  ̂   und  W  gleich  Null  sein.  Es  kann  also  vor- 

kommen, dass  eine  gewisse  Curve  oder  einige  auf  der  Fläche  doch 
nur  als  Punkte  abgebildet  werden.  Ebenso  kann  es  vorkommen, 

dass  einzelne  Punkte  der  Fläche  sogar  als  Curven  abgebildet  wer- 
den, wenn  nämlich  ̂   oder  ̂   für  gewisse  Werte  von  u  und  v  Un- 

bestimmtheiten darbieten.  Es  kann  also  immerhin  bei  einer  nicht 

ausgearteten  Abbildung  doch  ausgeartete  Stellen  (Punkte  oder  Curven) 
geben.  Wir  müssen  uns  auf  einen  solchen  Teil  {u,  v)  der  Fläche 
beschränken,  für  den  0  und  W  bestimmt  bleiben  und  ihre  Functional- 
determinante  nicht  gleich  Null  ist 

Berechnen  wir  u  und  v  aus  (2)  als  Functionen  von  j  und  t) 
und  setzen  wir  die  berechneten  Werte  in  (1)  ein,  so  kommen  .drei 
Gleichungen  von  der  Form: 

Sie  geben  direct  zu  jedem  Bildpunkt  (j,  t))  in  der  Ebene  den  Original- 
punkt {x,  y,  z)  auf  der  Fläche.  Von  solchen  Gleichungen  gingen  wir 

aus,  als  wir  im  I.  Band  in  §  3  des  3.  Abschnittes  diejenigen  Ab- 
bildungen einer  Fläche  auf  die  Ebene  besprachen,  bei  denen  jede 

unendlich  kleine  Entfernung  auf  der  Fläche  auch  im  Bilde  die  wahre 

Grösse  hatte.  Damals  sahen  wir,  dass  nur  gewisse  Flächen,  näm- 
lich die  Tangentenflächen  von  Curven,  eine  solche  punktweise  Ab- 

bildung auf  die  Ebene  gestatten.  Siehe  Satz  10,  I  S,  282.  Deshalb 
konnten  wir  diese  besonderen  Flächen  die  abwickelbaren  Flächen 
nennen. 

Wir  folgern  hieraus,  dass  wir  eine  beliebige  Fläche  (1)  nicht 
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in  der  Weise  auf  die  Ebene  abzubilden  vermögen,  dass  jeder  Curve 
auf  der  Fläche  in  der  Ebene  eine  gleich  lange  Curve  entspricht. 

Diese  Forderung  der  Längentreue,  wie  wir  sie  nennen  können, 

geht  also  zu  weit,  wenn  es  sich  um  eine  beliebige  Fläche  (1)  handelt. 

Wohl  aber  können  wir  die  Forderung  der  Flächentreue ^  stellen. 
Es  giebt  nämlich  immer  solche  Abbildungen  einer  beliebigen  Fläche  (1) 
auf  die  Ebene,  bei  denen  jedes  Flächenstück  im  Bilde  denselben 
Flächeninhalt  wie  auf  der  Fläche  selbst  hat.  Es  ist  unsere  Absicht, 
dies  hier  zu  beweisen. 

Wir  betrachten  auf  der  Fläche  (1)  vier  unendlich  benach- 
barte Punkte,  nämlich  die  Punkte  {u,  v),  {u  ■}-  du,  v),  [u,  v  +  dv), 

{u  -{-  dn,  V  -]-  dv),  siehe  die  Fig.  6  auf  S.  31.  Sie  bestimmen,  wie 
wir  sahen,  ein  unendlich  kleines  Parallelogramm,  dessen  Inhalt  nach 

(16),  S.  35,  gleich 
D  dudv 

ist.  Dem  Parallelogramm  entspricht  bei  der  Abbildung  (2)  wiederum 

ein  unendlich  kleines  Parallelogramm  in  der  f^-Ebene.  Denn  nach 
dem  I.  Band,  §  16  des  1.  Abschnittes,  bestimmen  die  Gleichungen  (2) 
ein  Netz  von  Parameterlinien  [u]  und  {v)  in  der  Bildebene.  Diese 
Linien  sind  die  Bilder  der  Parameterlinien  {ii)  und  {v)  der  Fläche  (1). 
Wie  das  vorhin  betrachtete  Parallelogramm  auf  der  Fläche  von  den 

vier  Parameterlinien  (m),  {ii  +  du),  {v),  {v  -{■  dv)  umschlossen  wird, 
so  wird  das  Bild  dieses  Parallelogramms  in  der  jt)-Ebene  von  den 
vier  Bildern  dieser  Parameterlinien  umschlossen;  und  nach  (9), 

I  S.  118,  ist  der  Inhalt  des  Bild-Parallelogramms  gleich 

4-  ((/>   i^  _  ?f/  (l))dudv, 

wie  man  sieht,  wenn  man  bedenkt,  dass  an  die  Stelle  der  damaligen 

Gleichungen  (1)  auf  S.  112  die  jetzigen  Gleichungen  (2)  treten. 
Das  unendlich  kleine  Parallelogramm  auf  der  Fläche  hat  also 

denselben  Inhalt  wie  sein  Bild  in  der  j^-Ebene,  wenn 

ist.  Gilt  dies  für  alle  Werte  u,  v  innerhalb  des  zulässigen  Werte- 
bereiches, so  hat  auch  jedes  endliche  Stück  der  Fläche  denselben 

Inhalt  wie  sein  Bild,  denn  jedes  Flächenstück  lässt  sich  als  Summe 

(Doppelintegral)  solcher  unendlich  kleiner  Parallelogramme  darstellen. 

Die  Gleichung  (4)  ist  also  —  bei  bestimmter  Wahl  des  Vor- 
zeichens  —   der  analytische  Ausdruck  dafür,  dass   die    betrachtete 

^  Hier  ist  das  Wort  Fläche  im  Siune  von  Flächeninhalt  zu  verstehen. 
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Abbildung  (2)  der  Fläche  (1)  auf  die  yt)-Ebene  flächentreu  ist. 
Wir  wollen  dies  als  Satz  formulieren,  indem  wir  auf  die  Formel  (13), 
S,  17,  zurückgehen: 

Satz  18:    Die  Fläche 

X  =  (p  {u,  v),       y  =  x  {u,  v),       z  ̂ yj  [u,  v) 

ist   dann  und  nur  dann  vermöge   der  Gleichungen 

flächentreu  auf  die  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  f,  t)  abgebildet,  wenn  die  Functionen  (p  und  W 
für  beliebige  Wertepaare  ii,v  eine  der  beiden  Bedingungen: 

0  qf  _  ip  (p^,  =  ±y£G  -  F^ 
erfüllen. 

Die  frühere  Voraussetzung  der  Unabhängigkeit  von  (p  und  ̂  
ist  im  Satze  nicht  nötig,  denn  wenn  0  und  W  von  einander  ab- 

hängig sind,  so  ist  ihre  Functionaldeterminante  nach  I  S.  88  gleich 
Null  und  mithin  i>  =  0.  Auf  den  Tangentenfiächen  der  Minimal- 
curven  (vgl.  S.  29)  hat  aber  nach  Satz  14,  S.  35,  jede  Fläche  den 
Inhalt  Null.  Wenn  wir  also  eine  solche  Fläche  in  ausgearteter  Weise 

nur  als  Curve  in  der  f^-Ebene  abbilden,  dürfen  wir  doch  die  Ab- 
bildung flächentreu  nennen. 

Man  erkennt  leicht,  dass  man  nur  eine  flächentreue  Abbildung 

der  Fläche  (1)  auf  die  Ebene  zu  kennen  braucht,  um  auch  alle 
angeben  zu  können.  Denn  wir  brauchen  ja  nur  weiterhin  die 

jt)-Ebene  flächentreu  auf  eine  andere  Ebene,  sagen  wir  auf  eine 

|7y-Ebene  abzubilden,  was  nach  Satz  75,  I  S.  123,  keine  Schwierig- 
keiten macht.  Jedem  Punkt  (?«,  v)  der  Fläche  entspricht  dann  ein 

Punkt  (f,  t))  der  ersten  Ebene  und  weiterhin  diesem  Punkt  ein 

Punkt  (I,  7y)  der  zweitfc  Ebene,  und  dabei  sind  entspechende 
Flächenstücke  auf  der  Fläche  und  in  den  beiden  Ebenen  einander 

an  Inhalt  gleich.  Der  umgekehrte  Schluss  liegt  auf  der  Hand:  Ist 
die  Fläche  auf  zwei  Ebenen  flächentreu  abgebildet,  etwa  vermöge: 

(5)  l  =  (P  {u,  v),       )j=W  [u,  v) 
und  vermöge 

(6)  I  =  ̂ ,{u,  V),        7/  =  %  {u,  v), 

80   ergeben   sich  durch  Elimination  von  it  und  v  zwei  Gleichungen 

die  eine  flächentreue   Abbildung  der  einen   Ebene   auf   die    andere 
bedeuten.     Daher: 
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Satz  19:  Kennt  man  eine  flächentreue  Abbildung  einer 

gegebenen  Fläche  auf  die  Ebene,  so  erhält  man  alle  ihre 

übrigen  flächentreuen  Abbildungen  auf  eine  Ebene  da- 
durch, dass  man  jene  eine  Ebene  weiterhin  in  allgemein- 

ster Weise  auf  eine  andere  Ebene  flächentreu  abbildet. 

Liegen  zwei  Flächen  vor  und  will  man  die  eine  auf  die  andere 

in  allgemeinster  Weise  fiächentreu  abbilden,  so  braucht  man  nur  je 
eine  flächentreue  Abbildung  jeder  der  beiden  Flächen  auf  je  eine 
Ebene  zu  kennen.  Denn  dann  braucht  man  ja  nur  die  eine  Ebene 

in  allgemeinster  Weise  flächentreu  auf  die  andere  abzubilden,  so- 
dass nach  Satz  75,  I  S.  123,  folgt: 

Satz  20:  Das  Problem,  eine  gegebene  Fläche  in  all- 
gemeinster Weise  flächentreu  auf  eine  andere  gegebene 

Fläche  abzubilden,  erfordert  zu  seiner  Lösung  nur  noch 
Eliminationen,  sobald  man  jede  der  beiden  Flächen  auf 
eine  Art  flächentreu  auf  die  Ebene  abzubilden  vermag. 

Beispiele  hierzu  bringt  der  nächste  Paragraph. 

§  6.    Flächentreue  Abbildung  der  Rotationsflächen. 

Das  Problem  der  flächentreuen  Abbildung  ist  insbesondere  für 
die  Eotationsflächen  lösbar.  Eine  Eotationsfläche  entsteht  da- 

durch, dass  eine  starre  Curve  um  eine  fest  mit  ihr  verbundene  und 

im  Räume  unbewegliche  Gerade  gedreht  wird.  Diese  Gerade  heisst 
die  Axe  der  Fläche.    Alle  ebenen  Schnitte,  die  die  Axe  enthalten, 

sind  einander  congruente  Curven 
und  heissen  die  Meridiane  der 

Fläche.  Jeder  ebene  Schnitt  senk- 
recht zur  Axe  ist  ein  Kreis  und 

heisst  Breitenkreis.  Diese  Be- 

zeichnungen sind  von  dem  um  die 

Erdaxe  rotierenden  Erdsphäroid  ent- 
nommen. 

Um   eine    Rotationsfläche   ana- 

lytisch    darzustellen,    nehmen    wir 
ihre   Axe    zur    z  -Axe,    sodass    die 
xz- Ebene    einen    Meridian    enthält 

(siehe  Fig.  8).      Die    Bogenlänge    dieses    Meridians,    gemessen    von 
irgend  einer  Stelle  aus,  sei  mit  u  bezeichnet,  sodass  etwa: 

(1)  x=p{u),        7j  =  0,        z  =  q[u) 

Fig.  8. 



§  6.     Fläehentreue  Abbildung  der  Rotationsflächen.  41 

die  Gleichungen  dieses  Meridians  sind.  Wird  die  Ebene  dieses 

Meridians  um  den  Winkel  v  um  die  z-Axe  gedreht,  so  sind 

(2)  x=/?(m)cosü,       ij  =  p[u)sva.v,       z  =  q{u) 

die  Gleichungen  des  neuen  Meridians.  Giebt  man  dem  Winkel  ü 

alle  möglichen  Werte,  so  stellen  die  Gleichungen  (2)  alle  Meridiane 
dar,  d.  h,  die  Gleichungen  (2)  sind,  wenn  u  und  v  beliebig  variieren 
dürfen,  die  Gleichungen  der  Rotationsfläche,  ausgedrückt 
mittels  zweier  Parameter  ti  und  v. 

Nach  (7)  auf  S.  15  sind  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
hier  diese: 

E  =  p^  +  q\      F=0,       G=p\ 

Die  Formel  F=0  sagt  nach  Satz  13,  S.  34,  aus,  dass  die  Para- 
meterlinien ein  Orthogonalsystem  bilden.  Dies  kann  man  auch  geo- 

metrisch leicht  sehen,  denn  die  Linien  {li)  sind  die  Breitenkreise 
und  die  Linien  [v)  die  Meridiane. 

Da  u  die  Bogenlänge  der  Curve  (1)  ist,  giebt  Satz  4,  I  S.  164: 

sodass  wir  haben: 

(3)  ^=1,       F=0,       G=p\ 

Das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Rotationsfläche  (2)  hat  daher 
die  Form: 

ds^  =  dii^  -{■p'^{u)dv\ 
Ferner  ist  hier: 

•  I)  =  yEG-F^  =  ±p{u). 

Um  nun  die  Fläche  auf  wenigstens  eine  Art  flächentreu  auf  die 
Ebene  abzubilden,  kommt  es  nach  Satz  18,  S.  39,  darauf  an,  zwei 

Functionen  0  und  <aP'  von  u  und  v  so  zu  bestimmen,  dass 

(4)  H)W^-ip-(Jj=  ±p{tt) 

wird.  Diese  Forderung  lässt  sich  leicht  erfüllen,  wenn  man  direct 

ip  =  V  setzt,  da  dann  einfach  ̂ „  ==  +  p  {u)  bleibt,  sodass  z.  B. 

4^-  =  fp{u) die 

gesetzt  werden  darf.     Daher: 

Satz  21:  Die  Rotationsfläche 

X  =  p  (^u)  cos  V,       y  =  p  (m)  sin  v,       ~  =  q  [u), 
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bei    der    u    die    Bogenlänge    des    Meridians    bedeuten    soll, 
wird  vermöge  der  Gleichungen: 

l  =  ̂ , 9  =jpiu) 

du 

flächentreu  auf  die  jtj-Ebene  abgebildet. 

Die   Meridiane  {v)  bilden    sich    als    die    Gerade  j;  =  v  parallel 

zur  ̂ -Axe  ab.    Geht  man  von  v  =  —  7t  his  v  =  -{-  it,  so  erhält  man 
alle  reellen  Meridiane  und  ihre  Bilder. 
Diese  Bilder  bedecken  einen  Streifen 
der  Ebene.  Wenn  wir  diesen  Streifen 

als  Abwickelung  eines  Eotationscylinders 
auffassen,  dessen  Grundkreis  also  die 
Breite  2  7t  des  Streifens  zur  Gesamtlänge 
und  mithin  den  Radius  Eins  hat,  so 

können  wir  vermittels  dieses  Cylinders 
die  flächentreue  Abbildung  so  herstellen 

(siehe  Fig.  9):^ 
Wir  construieren  denjenigen  Rota- 

tionscylinder  mit  dem  Radius  Eins,  dessen 
Axe  die  Axe  der  Fläche  ist.  Als  Grund- 

kreis !  des  Cylinders  sei  derjenige  Kreis 

bezeichnet,  in  dem  die  Ebene  des  Brei- 
tenkreises {u  =  0)  den  Cylinder  schneidet. 

Von  diesem  Breitenkreise  an  werden  die 

Längen  u  auf  den  Meridianen  gemessen. 
Nunmehr  fassen  wir  insbesondere  den 

Meridian  {v  =  0)  ins  Auge,  der  in  der 
.rz-Ebene  liegt.  Er  sei  mit  m  bezeichnet. 

Die  Ebene  dieses  Meridians  trifft  den  Cylinder  in  zwei  Geraden,  von 
denen  wir  eine,  m,  auswählen.  Dem  Punkte  U  des  Meridians  m, 

dessen  Bogenlänge  Ä  U  gleich  u  ist,  ordnen  wir  denjenigen  Punkt  U 

Fig.  9. 

^  Die  Fig.  9   ist  für  die  Rotationsfläche,  genannt  Catenoid,  entworfen, 
die  durch  Drehung  einer  Kettenlinie  m  um  ihre  Leitlinie  entsteht.    Hier  ist: 

P  («)  =  y  1  +  u'\      q  (ti)  =  log  (m  +  ]/ 1  +  u'^ , 
sodass  der  Meridian  m  die  durch  Elimination  von  ii  hervorgehende  Gleichung 
in  X  und  z  hat; 

03=  A-(e^  +  e~-) . 
In   diesem  besonderen   Fall  liegen   die   Punkte  21  und  Ä,   von  denen  oben  die 
Rede  ist,  zusammen. 
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der  Geraden  m  zu,  dessen  Abstand  %M  vom  Grundkreis  f  gleich 

dem  Integral  von  0  bis  u  über  p{u)du  ist.  Nach  (1)  ist  p{u)  die 
Abscisse  x  von  U,  du  das  Bogenelement  auf  m.  Jetzt  ist  jedem 
Punkt  U  des  Xullmeridians  m  ein  Punkt  U  der  Geraden  in  zugeordnet. 

Lassen  wir  m  und  m  um  die  Axe  (z-Axe)  rotieren,  so  wird  jedem 
Punkte  der  Fläche  ein  Punkt  auf  dem  Cylinder  zugeordnet  sein. 
Wird  endlich  der  Cylinder  in  die  Ebene  ausgebreitet,  so  liegt  die 

gewünschte  Abbildung  vor.  Der  Grundkreis  f  und  die  Gerade  m 

sind  die  y-  und  t)-Axe  in  der  Ebene. 
Nach  den  Erörterungen,  die  zu  Satz  19,  S.  40,  führten,  folgt 

aus  dem  Satz  21,  dass  man  alle  übrigen  flächentreuen  Ab- 
bildungen der  Rotationsfläche  (2)  auf  die  Ebene  bloss  durch 

Eliminationsprocesse  finden  kann. 
Dies  gilt  insbesondere  von  den  flächentreuen  Abbildungen 

der  Kugel.  Solche  Abbildungen  sind  namentlich  für  geographische 

Zwecke  wichtig.^  Wir  wollen  daher  einige  der  beim  Entwerfen  von 
Landkarten  gebräuchHchen  oder  doch  vorgeschlagenen  flächentreuen 
Abbildungen  der  Kugel  hier  ableiten. 

Beispiele:  Die  Rotationsfläche  (2)  ist  eine  Kugel  um  den  Anfangspunkt 
mit  dem  Radius  Eins,  wenn  die  Gleichungen  (Ij  des  Xullmeridians  die  des 
Kreises  mit  der  Bogenlänge  u  sind: 

X  =  coaii,       y  =  0,       x  =  sinw. 

Wir    setzen    also  p  =  cos  u,    q  =  sin  it ,    wodurch    die   Gleichungen  (2)  in   der 
That  in  die  schon  auf  S.  3  gefundenen  Gleichungen  der  Kugel 

X  =  cos  u  cos  V,       y  =  cos  u  sin  v,       x  =  sin  u 

mit  der  geographischen  Breite  u  und  Länge  v  übergehen.    Die  im  Satz  21  ge- 
nannte Abbildung  hat  hier  die  Gleichungen: 

(5)  i"  =  V,       i)  =  siuM. 

Wenn  wir  hier  dieselbe  Fig.  9  wie  vorhin  entwerfen,  so  sehen  wir,  dass  die 

einander  zugeordneten  Punkte  U  und  U  gleiche  Höhe  über  der  xy-Ehene 
haben.  Mithin  kann  diese  einfachste  flächentreue  Abbildung  der  Kugel  so 

hergestellt  werden: 

Wir  legen  um  die  Kugel  den  längs  des  Äquators  (u  =  0)  berührenden 
Rotationscylinder  und  ordnen  jedem  Punkte  U  der  Kugel  denjenigen  Punkt  U 

des  Cylinders  zu,   in   dem   das  über  U  hinaus   verlängerte   Lot  von  ü  auf  die 

*  Die  flächentreuen  Abbildungen  der  Kugel,  die  man  auch  weniger  glück- 
lich als  äquivalente  Abbildungen  bezeichnet,  wurden  zuerst  von  Lambebt, 

„Anmerkungen  und  Zusätze  zur  Entwerfung  der  Land-  und  Him- 

melscharten", in  seinen  „Beyträgen  zum  Gebrauche  der  Mathe- 
matik", 3.  Teil,  Berlin  1772,  untersucht.  Siehe  auch  Ostwalds  Klassiker 

Nr.  54.  Diese  Abhandlung  enthält  die  ersten  allgemeinen  Untersuchungen  über 

das  Problem,  die  Gradnetze  für  geographische  Karten  zu  entwerfen. 
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Nord-Süd- Axe  (x-Axe)  den  Cylinder  triflFt.  Alsdann  wird  der  Cylinder  in  die 

Ebene  ausgebreitet.  Dies  ist  eine  der  ältesten  flächentreuen  Abbildungen.^  Sie 
ist  in  Fig.  10  dargestellt.  Zum  besseren  Erkennen  der  Verzerrungen  sind  die 

Meridiane  und  Breitenkreise  im  Abstand  von  je  zehn  Grad  und  die  Länder- 

massen auf  der  Erdoberfläche  in  das  Bild  eingezeichnet.  *    Diese  Abbildung  (5) 

Fig.  10. 

ist  übrigens  periodisch,  da  sinto  die  Periode  2n  hat.  Die  Figur  enthält  also 

nur  eine  Periode  des  Bildes,  die  rechts  und  links  noch  beliebig  oft  angesetzt 
werden  kann. 

Um  sonstige  flächentreue  Abbildungen  der  Kugel  herzustellen,  haben  wir 

jetzt  weiterhin  nach  S.  39  die  j  l)-Ebene  flächentreu  auf  eine  andere  Ebene  zu 
beziehen.  In  dieser  Ebene  seien  ̂   und  y  rechtwinklige  Coordinaten.  Wir 

gehen  auf  Satz  75,  I  S.  123,  zurück  und  haben  nur  statt  u,  v  und  x,  y  dort 

j;,  ̂   und  I,  T]  oder  also  nach  (5)  statt  u  und  v  die  geographische  Länge  v  und 
den  Sinus  der  geographischen  Breite  u  und  statt  x,  y  die  neuen  Coordinaten 

^,  ??  zu  setzen.  Wir  verstehen  demnach  unter  w  irgend  eine  Function  von  v 
und  ̂ ,  für  die 

Ö^  0)  {V,  ̂) 

(6) 

ist.     Darauf  setzen  wir  an: 

(7)  Sir 

d  V  d  ̂  

d  V 

+  0 

d  0) 

IT 

und  lösen  beide  Gleichungen  nach  |  und  rj  auf.  Hierdurch  erhält  man  nur 

diejenigen  flächentreuen  Abbildungen  nicht,  bei  denen  die  Meridiane  in  die 

Geraden  ̂   =  Const.  übergehen.  Aber  durch  Vertauschen  von  |  und  ?/  gehen 
auch  diese  hervor. 

^  Man  benennt  sie  nach  Lambert  (vgl.  die  oben  erwähnte  Abb.),  der  sie 
ausdrücklich  als  Abbildung  anführt.  Aber  ihr  Grundgedanke,  dass  nämlich 

die  Fläche  einer  Kugelzone,  die  von  zwei  Ebenen  parallel  zum  Äquator  be- 

grenzt wird,  gleich  der  Fläche  der  entsprechenden  Zone  des  längs  des  Äqua- 
tors umschriebenen  Cylinders  ist,  war  schon  Archimedes  bekannt. 

'^  Man  sieht,  dass  sich  diese  Art  der  Abbildung  nur  für  solche  Länder 
eignet,  die  sich  nicht  allzusehr  vom  Äquator  entfernen,  da  die  Pole  ausge- 

artet sind.  Auch  die  später  zu  besprechenden  Methoden  der  Abbildung  eignen 
sich  immer  nur  für  Teile  der  Erdkugel,  dennoch  stellen  wir  immer  zur  besseren 

Erkenntnis  des  Abbildungsgesetzes  in  den  Figuren  die  ganze  Erdkugel  dar. 
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Setzen  wir  z.  B.  für  (o  die  allerdings  ziemlich  complicierte  Fanction: 

(8) 

so  folgt  aus  (7): 

yr*  —  I'  —  I  arc  cos 

sin  u  =  —  \  r-  — V 
rj  —  arc  cos 

oder  durch  Auflösen  nach  |  und  rj: 

(9)  ^  =  » cos  u,         1]  ==  u  . 

Bei  dieser  Abbildung*  erscheinen  die  Breitenkreise  («)  als  parallele  Geraden 
T]  =  Const.  in  ihren  wahren  auf  der  Kugel  gemessenen  Abständen  von  einander, 

während  die  Meridiane  (v)  durch  Curven  dargestellt  werden,  die  in  der  |  »7- 

Ebene  die  Gleichungen  (9)  mit  dem  Parameter  u  haben,  die  also  —  nach  Eli- 
mination von  u  —  auch  so  geschrieben  werden  können: 

^  =  V  cos  Tj  . 

Für  die  verschiedenen  Werte  der  Breite  r  sind  dies  verschiedene  Curven,  die 
aber  alle  aus  der  Cosinuslinie 

^  =  cos»/, 

dem  Bilde   des  Längenkreises  (v  =  1),  durch  constante  Vergrösserung  der  Ab- 

Fig.  11. 

scissen  hervorgehen.    In  Fig.  11  ist  das  Bild  gegeben.^    Die  Meridiane  schnei- 

*  Die  erste  Anwendung  dieser  Abbildungsart  findet  sich  1606  auf  einem 

Blatte  einer  Ausgabe  von  Mercator's  Atlas  nach  dem  Tode  Mercator's.  Wer 
den  Entwurf  dort  hergestellt  hat,  ist  nicht  sicher  bekannt.  Saxsox  wandte 

diese  Abbildungsart  zuerst  systematisch  in  seinem  im  17.  Jahrhundert  in  Frank- 
reich erschienenen  Atlas  an.     Daher  wird  sie  nach  ihm  benannt. 

*  Die  Figuren  10 — 16  sind  sämtlich  in  demselben  Maassstab  entworfen. 
Bei  allen  wäre  wie  bei  Fig.  10  zu  bemerken,  dass  die  Abbildung  insofern 
periodisch  ist,  als  die  Kugelfläche  im  Bilde  unendlich  oft  wiederholt  erscheint 

—  wenn  auch  nicht  gerade  congruent  wie  in  Fig.  11  — ,  da  die  Gleichungen  der 

Abbildung  periodische  Functionen  enthalten.  Für  die  Zwecke  der  Karto- 
graphie benutzt  man  nur  die  in  unseren  Figuren  gegebenen  Perioden,  ja  auch 

diese  nur  teilweis  wegen  der  an  den  Eändern  auftretenden  grossen  Verzerrungen. 
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den  im  Hilde  auf  den  BreitenkrciHeii  Strecken  ab,  die  von  derselben  Länge 

wie  die  betrell'enden  Stücke  der  lireitenknäae  auf  der  Kugel  sind. 
Miin  hciiKirkt,  <Iuhh  die  auf  (7)  begründete  Methode  zwar  oIuh!  Integrationen, 

durcli  Eliniiiuition  allein  alle  ilächeutreuen  Abbildungen  der  Kugel  liefert,  aber 

nicht  gerade  durch  einfache  (ileichungen  darstellbare  Abbildungen  durch  ein- 
fache Annahmen  für  die  zu  wählende  Function  w  {v,  ̂ . 

(ji(dit  man  darauf  aue,  gewisse  besondere  Arten  von  flächentreuen  jiildern 
der  Kugel  zu  bestimmen,  so  wird  man  daher  das  directc,  Vcirfahren  anwenden, 

da«  allerdings  Integrationen  verlangt: 
Die  Gleichungen 

(10)  X.  =  '^(«'-,  v),        l)  =  W{u,v) 

stellen  Ja  allgemein  eine  flächentreue  Abbildung  der  Kugel  mit  der  Breite  u 

und  Länge  v  dar,  w(!nn  nach  (4)  und,  weil  jetzt  p  =  coäu  ist: 

(l>„  y,  -  »/>■„  0„  =.  ±  cos  u 

ist.  Ob  wir  das  obere;  oder  untere  Vorzeichen  wählen,  ist  gleichgültig,  da  wir 

den  einen  Fall  aus  dem  andern  durch  Vertauschen  von  j'  mit  l)  ableiten  können. 
Wir  wolhni  die;  Forderung  so  stellen: 

(11)  '/'„  ¥',  -  y,.  0„  =  -  cosw. 

Benutzen   wir    in  der   Ebene   statt  der    rechtwinkligen    Coordinaten   ;i',   1) 

l'olarcüordinaten  v,  ((>,  so  sind  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  durch  andere  zu 
ersetzen.     Eh  ist  ja: 

(12)  f  =  rcOH<f',  \)  —  r  iin  (f) , 

sodass  nach  (10)  auch  /•  und  if  Functionen  von  u  und  v  sind; 

13)  r  =  Ä(w,  V),         (f)  =  F(u,  v). 

Die  Bedingung  für  diese  Functionen  (12)  können  wir  leicht  aus  (11)  ableiten. 
Denn  nach  (12)  ist: 

r„  cos  </)  —  r  tpu  si»  <1>  '',-  cos  cp  —  r  </•„  sin  qi  \ 

Tu  sin  (f>  +  r  (flu  cos  (f         r,.  sin  q>  +  r  q>,.  cos  qo  | 

=  -  ri(f„  r„  -  r„  qo,,)  =  -  Ä  (F„  Ä„  -  K  F,), 

sodass  wir  statt  (11)  zu  fordern  haben: 

(14)  B  (F„  li„  -  J/,,  F,)  =  cos  w  . 

In  Polarcoordiniiten  /•,  (p  stellen  also  die  Gleichungen  (l.'V)  eine  flächen- 
treue Abbildung  d(!r  Kugel  dar,  wenn  die  Bedingung  (14j  erfüllt  ist. 
Zunächst  fragen  wir  jetzt  nach  den  flächentreuen  Bildern,  bei 

denen  die  Breitenkreise  als  concentrische  Kreise  und  die  Meri- 

diane als  ihre  Radien'  erscheinen.  Hier  benutzen  wir  natürlich  Polar- 
coordinateu  r,  q),  indem  wir  verlangen,  dass  jeder  Breitenkreis  (n)  als  ein  Kreis 

r  =  Const,,  jeder  Meridian  (/>)  als  eine  Gerade  <p  =  Const.  erscheinen  soll.  Wir 
unterwerfen  also  die  Functionen  (l.M)  der  Beschränkung,  dnss  Ji  nur  von  u  und 

/''  nur  vt)n  i>  abhängen  soll.     Dann  reiluciert  sich  (14)  auf: 

—  J{  Ji'  (u)  F'  (v)  =  cos  w, 
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woraus  einzeln  folgt 

daher: 
Ä  /r  (a)  -  -  a  cos  «,        F'  (r)  -  -  (a  =  Con«t), 

i2*  =  2{b  -  a  sin  «),        F(r)  =        +  c        (6,  <?  -  Const.). 

Nach  (13)  sind  also: 

(15)  r  =>  1/2(6  -  dsintö»         <p  -  —  +  c        (ö,  6,  c  =  ConsL) 

die  Gleichungen  der  gesuchten  Abbildung.' 
Sie  enthalten  drei  willkürliche  Coustanten  a,  b,  c.  Offenbar  können  wir 

durch  Drehung  des  Anfangsstrahles  der  Polarcoordinaten  erreichen,  dass  der 

Nullmeridian  (r  =  0)  gerade  als  der  Strahl  i<f  -  0)  abgebildet  wird.    Wir  dürfen 

also  in  (15)  ohne  weiteres  <?  -  0  annehmen.     Die  Pole  («  =  ±  ̂ \  der  Kugel 
bilden  sich  als  die  Kreise  mit  den  Radien: 

y2(bVa) 

ab.  arten  also  in  der  Figur  aus.  Der  Nordpol  1«—  "1  ̂*^"^  ̂ ^^  ""'  ***"" 

nicht,  wenn  b  =  a  ist  Bei  dieser  besonderen  Annahme  können  wir  die 

Formeln  (15)  so  schreiben:* 

(16)  r-2V^äsin(-J-  g), 

V 

Für  a  =  1  und  a  -  2  stellen  die  Figuren  12  und  13  auf  S.  48  die  Karten  dar. 

Jetzt  wollen  wir  die  flfichentreuen  Bilder  suchen,  auf  denen  die 

Breitenkreise  als  parallele  Geraden  erscheinen.»  Dabei  benutzen  wir 

natürlich  gewöhnliche  Punktcoordinaten  x,  l),  sodass  die  Formeln  (10)  und  (11) 

anzuwenden  sind.  Wir  verlangen,  dass  jedem  Breitenkreis  («)  eine  Gerade 

i)  -  Const.  entspreche.    Mithin  muss  V  eine  Function  von  u  allein  «ein,  sodas* 
aus  (11)  folgt: 

d  <P        cosu 

Tv    "  ̂ iu)' 
Da  rechts  nur  u  auftritt,  so  folgern  wir  weiter: 

^        «COStt    .        .    , 

^-v?>)+'-^"^- 
Dabei  bedeutet  w  eine  beliebige  Function  von  u.    Also  haben  wir: 

r  cos  tt WJu) 
(17)  i-L^ +  «(«).    "»"^c) 

»  Sie  rührt  her  von  Albers  in  der  Monatl.  Korrespondenz  für  Erd-  und 
Himmelskunde  Bd.  XI  und  XII,  1805. 

*  Diesen  Specialfall  von  Albebs  Methode  hat  schon  Lambert  1772  (vgl 
die  Anm.  S.  43). 

»  Ein  Specialfall  hiervon  ist  die  auf  S.  45  gefundene  SAKsossche  Ab- 
bildung. 
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als  Gleichungen  aller  Abbildungen  der  gesuchten  Art.     Auch  die  Function   ̂  
von  u  kann  irgend  wie  gewählt  werden. 

Wir  wollen  insbesondere  noch  verlangen,  dass  die  Meridiane  als  Gleraden 
durch  einen  Punkt  —  das  Bild  des  Nordpols  —  erscheinen.     Wir  denken  uns 

Fig.  12. 

Fig.  13. 

die  l)-Axe  durch  diesen  Bildpunkt  gelegt,  sodass  j  =  0,  l)  =  6  die  Coordinaten 
des  Polbildes  sind.  Jeder  Meridian  (v)  soll  als  eine  Gerade  y :  (ij  -  b)  =  Const. 
abgebildet  werden,  d.  h.  dies  Verhältnis  soll  eine  Function  V  von  v  allein  sein, 
woraus  nach  (17)  folgt: 

V  cos  u 

^^-4- «(«.)=  V(v).[W(u)-b]. 

Da  die  linke  Seite  linear  in  v  ist,  so  gilt  dasselbe  von   V: 

V  =  a  V  +  c      (a,  c  =  Const.). 
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Jetzt  mas8  einzeln  sein: 

und  die  hierin  auftretenden  Functionen   ^  und  w  hängen  nur  von  u  ab.     Die 
erste  Formel  giebt: 

cosu  =  r,(W-  b)  ̂ ' 
oder  integriert: 

sin  u  +  Const.  =  —  ( V'  -  i)« 
oder: 

^=b±W  a  +  ?^^       («  =  Const.), a 

während  die  zweite  Formel  nun  liefert: 

^  ,  2  sin  u (ü  =  ±  el/  a  H   

Nach  (17)  kommt  somit: 

2  sin  u /             N 1  /           2  sin  ?/  ,       ,  / 
X  =  ±(at  +  c)l/  a  +  —   ,  X)  =  b  ±1/  a  + 

Weil  (r  =  0,    d  =  b)  das  Bild  des  Nordpols  Im  =  --]   sein  soll,  so  muss 
2 

a  =   —  sein.     Natürlich   können  wir  annehmen,   dass   die  J-Axe  gerade  das 

*     Bild  des  Äquators  (m  =  0),  also  b  ±  |  «  =  0  sei.     Ist  b,  wie  wir  offenbar  ohne 
Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  voraussetzen   dürfen,   positiv  gewählt,    so 
werden  wir  daher  bei  der  Quadratwurzel  das  Minuszeichen  benutzen  und  ausser- 

2  2 
dem  a  =  b*  setzen.     Dann  ist  a  =  — —  =  — fr- .     Ausserdem    darf    angenom- 

a  0^ men  werden,  dass  die  ̂ Axe  gerade  der  Nullmeridian  (r  =  0),  daher  c  =  0  sei. 
Mithin  kommt: 

z         ,    /  /   \ 
j  =  -7-  «■  ]/ 1  —  sin  M  ,  n  =  6  (1  —  ]/ 1  —  sin  ttj 

oder  auch: 

2|/2"      .     (n 
(18)  j  =  ̂ .sin(|-|],         t,  =  &[l-V2sin(|-f)]. 

Die  Constante  b  kann  irgendwie  gewählt  werden.  Deshalb  können  wir  es  so 

einrichten,  dass  die  Meridiane  I  r  =  ±  -^ )  als  Greraden  erscheinen ,  die  mit  der 

0-Axe  Winkel  von  45°  bilden.  Dies  tritt  nämlich  ein,  wenn  sich  r  für  w  =  0, 

V  =  ±  —  auf  ±  b  reduciert,  d.  h.  für  b  —  Vn.     Dann  ist: 

212       ,71     u\  ,/— r     ,/—  .  /  ■n     «*\ 

(19)  J  =  ̂-i->(7-^).         ,-V^[l-)/?s,o  (---). 
Scheffers,  Geom.  Diflt.    11.  

■* 
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Dies    Kartenbild*    giebt    die    Fig.  14.      Der  Südpol 

crq
" 

erscheint    als 

Gerade  l)  =  —  Y^  (]/2  —  l)  verzerrt,  und 

die  ganze  Kugelfläche  wird  auf  das  In- 
nere eines  gleichschenkligen  Dreiecks  ab- 

gebildet, dessen  Grundseite  diese  Gerade 

in  der  Länge  4  1/271  und  dessen  Höhe 

gleich  1/2  71  ist. 
Die  Formeln  (17)  führen  zu  einer  an- 
deren weniger  verzerrten  Karte,  wenn  wir 

versuchen,  die  Functionen  V^  und  co  von  u 
so  zu  wählen,  dass  die  Meridiane  als  El- 

lipsen erscheinen,  die  eine  Axe  mit  den 

Endpunkten  (y  =  0,  l)  =  ±  b)  gemein  haben. 
Diese  gemeinsame  Axe  hat  dann  die  Länge 

2b,  während  die  andere  Axe  für  jeden 

Meridian  {v)  eine  besondere  Länge  haben 

wird.  Die  Länge  der  zweiten,  in  der  j-Axe 
gelegenen  Ellipsenaxe  ist  demnach  als 

Function  2  V{v)  von  *'  allein  anzunehmen, 
sodass 

1 

Y2 

+  -ir=-l das  Bild  des  Meridians  («?)  ist.  Es  fragt 

sich  also,  ob  wir  in  (1 7)  die  Functionen  W 
und  (ü  von  u  so  wählen  können,  dass  j 

und  l)  bei  geeigneter  Wahl  der  Function  V 
von  V  die  letzte  Gleichung  erfüllen.  Da 
die  letzte  Gleichung  giebt: 

(20) 
V 

i-jVb^ so  verlangen  wir  nach  (17): 

Zuerst  zeigt  sich,   dass  V  linear  in  r  sein 
muss : 

V  =  av  +  c        {a,c  =  Const.). 

Alsdann  kommt  einzeln: 

^' 

=  ̂ Yb^-  ip-^, 
(0  =  ̂Yb'-  -  ̂ '  ' 

*  Zuerst  angegeben  von  Collignon,  ,,Eecherches  sur  la  represen- 

tation  plane  de  la  surface  du  globe  terrestre",  Journ.  de  TEcole  polyt. 
cah.  24,  1865. 
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und  die  hierin  auftretenden  Functionen   W  und  o)  hängen  nur  von  u  ab.    Die 

erste  Gleichung  kann  so  geschrieben  werden: 

a 

cosn=   "^  ̂ 'Vb*-^* b 

und  giebt  integriert: 
fi           ^  j  ip 

(21)  sin  u  +  Const  =  -^  "V  Vb^  -W*  +  — —  arc  sin  -^  • 2o  2  b 

Dies    ist    eine   Bedingung    für    die   Function   W  von   ii ,    während   alsdann  die 
Gleichung 

(22)  (a  =  y]/V-¥'-» 

noch  die  Function  w  von  k  ergiebt. 

Die  Bedingung  (21)  für  W  vereinfacht  sich  noch  durch  einige  besondere 
Festsetzungen :  Ohne  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  zu  beschränken,  dürfen 

wir  annehmen,  dass  sich  insbesondere  der  XuUmeridian  (r  =  0)  als  die  i)-Axe 
abbilde,  also  j  =  0  sei  für  r  =  0,  d.  h.  nach  (17)  auch  w  =  0  oder  also  c  =  0. 

Femer  seien  die  Bilder  der  Meridiane  [p  =  ±  —  j  Kreisbögen,  also  V=  ±b  Tür 

i  =  ±  —  .     Da   V  =  a  V  ist,   sei   also   a  =  2b:  n.     Der  Äquator  {u  =  0)    habe 

gerade  die  J'-Axe  zum  Bilde,  was  eintritt,  wenn  n  oder  ̂   für  u  =  0  ver- 
schwindet, wenn  also  die  willkürliche  Constante  in  (21)  gleich  Null  gewählt 

wird.     Endlich   seien  die  gemeinsamen  Scheitel  (j  =  0,    l)  =  ±  b)  der  Ellipsen 

die  Bilder  der  Pole  iu=  ±  "k"|-   ̂^^^  ist  der  Fall,  wenn  V  für  it  =  ±  ~  gleich 

±  b,  also  Ä  =  ]/¥  ist.     Jetzt  haben  wir  statt  (21)  und  (22): 

J     Ip'  7j 
—  Vl/2  -  V'*  +  arc  sin  — ^:-  =  —  sin  ?< ,       w  =  0 
2  |/2  2 

und  statt  (17)  wegen  (20): 

Die  Formeln  werden  etwas  bequemer,  wenn  wir  vermöge: 

l)  W — ^iz  =  — =  =  sin  w  (u) 

y^     y-i 
statt   ̂ '  eine  neue  Function  <p  von  u  einführen.     Denn  jetzt  haben  wir: 

I  21/2 X  =  — - —  V  cos  (f , 

(23)  -j       '  ^  2  qc  +  sin  2  (jr  =  n  sin  M . 
I      l)  =  y  2  sin  <p , 

Die  Gleichung  rechts  zur  Bestimmung  der  Function  qp  (?<)  ist  transcendent, 

doch  lässt  sich  für  jeden  Wert  von  u  der  zugehörige  Wert  von  (p  durch  An- 
näherung ohne  Mühe  mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen.  Bei  dieser  in 

Fig.  15,  S.  52,  dargestellten  Abbildung  ist  die  ganze  Kugelfläche  flächentreu  auf 

das  Innere  der  Ellipse  mit  den  Halbaxen  2y  2  und  y  2  ausgebreitet* 

*  Zuerst  angegeben  von  Mollweide  in  der  Monatl.  Correspondenz  für 
Erd-  und  Himmelskunde  Bd.  XII,  1805. 

4* 
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Schliesslich  kommen  wir  zu  der  in  der  Praxis  am  meisten  gebrauchten 

flächentreuen  Abbildung  der  Kugel:  Die  Breitenkreise  sollen  in  der  Art 
als   concentrische  Kreise   erscheinen,   dass   sich   die  Kadien   der  Bilder  zweier 

Fig.  15. 

Breitenkreise  gerade  um  den  wahren  sphärischen  Abstand  beider  Kreise  unter- 
scheiden. Da  u  der  sphärische  Abstand  des  Kreises  (u)  vom  Äquator  ist,  so 

soll  der  Radius  r  seines  Bildes  sein: 

r  =  a  —  u      (a  =  Const). 

Wir  verwenden  natürlich  Polarcoordinaten  r,  (p,  deren  Ursprung  der  Mittelpunkt 

jener  concentrischen  Kreise  ist,  und  gehen  daher  auf  die  Formeln  (13)  und  (14) 

zurück.     Da  jetzt  B  =  a  —  u  ist,  so  giebt  (14) 

d  F  _    cos  u 

d  V        a  —  u  '' mithin  haben  wir,  weil  (p  =  F  ist: 

(24)  r  =  a  —  u,       rp  = 
+  w{ü). 

Hier   ist  tj  eine  beliebige  Function  von  u.     Soll  sich   nun   der  Nullmeridian 

(v  =  0)  als  die  Gerade  {(p  =  0)  abbilden,  so  ist  w  =  0  zu  setzen,  also: 

(25) 

(p  = 

a  —  u 

Diese  Abbildung^  variiert  noch  mit  der  Constauten  a.  Die  Pole  bilden  sich 

als  die  Punkte  (/•  =  a  T  „  ,  <^  =  0)  ab,  und  die  Meridiane  werden  transcendente 

Curven.     Sie  schneiden,  wie  man  leicht  sieht,  auf  den  Breitenkreisen  auch  im 

Bilde  die  wahren  Längen  ab.     Im  Fall  «  =  —  ,  also: 

*  Diese  Methode  wurde  zuerst  von  Bonne  in  der  zweiten  Hälfte  des 
18.  Jahrhunderts  angewandt,  weshalb  sie  nach  ihm  benannt  worden  ist.  Für 
ein  Jahrhundert  wurden  die  Länderkarten  in  den  Atlanten  fast  ausschliesslich 
nach  dieser  Methode  entworfen. 
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(26) r  =  —  -u,       <f>  = 

erscheint  der  Nordpol  als  Mittelpunkt  der  concentrischen  Breitenkreise.    Siehe 

Fig.  16.1 

Fig.  16. 

Hiermit  wollen  wir  diese  sehr  beschränkte  Auswahl  aus  der  Zahl  aller 

flächentreuen  Abbildungen  der  Kugel  abschliessen.  Nach  unseren  früheren  Er- 
örterungen (auf  S.  44)  erfordert  die  Aufstellung  aller  flächentreuen  Entwürfe 

nur  Eliminationen  und  keine  Integrationen.^ 

*  Dies  ist  der  erste  flächentreue  Kartenentwurf,  der  überhaupt  angegeben 
worden  ist.  Er  wurde  nach  dem  Vorschlage  von  Stab  ausgeführt  von  Werner, 

„Annotationes  Joan.  Verneri  in  primum  librum  geogr.  Cl.  Ptolemaei; 

libellus  de  quatuor  aliis  planis  terr.  orbis  descriptionibus",  Nürn- 
berg 1514. 

*  Bezüglich  der  Lehre  vom  Entwerfen  der  Gradnetze  verweisen  wir  auf 
die  Bücher: 

Herz,  „Lehrbuch  der  Landkartenprojectionen",  Leipzig  1885. 
TissoT,  „Die  Netzentwürfe  geographischer  Karten",  deutsch  bearb. 

von  Hammer,  Stuttgart  1887. 

ZöppRiTz,  „Leitfaden  der  Kartenentwurfslehre",  1.  Teil,  2.  Aufl. 
bearb.  von  Blcdac,  Leipzig  1899. 

Femer  erwähnen  wir,  dass  Grav6  1896  in  seiner  auf  S.  121  des  1.  Bandes 

erwähnten  Arbeit  die  Aufgabe  gelöst  hat,  alle  diejenigen  flächentreuen  Ab- 
bildungen der  Kugel  auf  die  Ebene  zu  bestimmen,  bei  denen  die  Meridiane  und 

Breitenkreise  sämtlich  wieder  als  Kreise  erscheinen. 

Über  nicht-flächentreue  Gradnetzentwürfe,  die  andere  ausgezeichnete  Eigen- 
schaften haben,  sprechen  wir  später. 
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§  7.    Isothermen  auf  einer  Fläche. 

Es  liege  irgend  eine  Fläche  in  Parameterdarstellung  vor: 

(1)  X  =  (f  {u,  v),       y  =  /  {u,  v),        z  =  t/j(M,  V), 

und  das  Quadrat  ihres  Bogenelementes  sei: 

(2)  ds"^  =  Edu'^  +  2Fdiidv  -\-  Gdv^. 

In  Bezug  auf  das  System  der  Parameterlinien  [u),  [v]  können  wir 
ähnliche  Betrachtungen  wie  in  der  Ebene,  im  1.  Bd.  §  17  des  ersten 
Abschnittes,  anstellen:  Wollen  wir  dem  Parameter  u  eine  Reihe  von 

Werten  geben,  von  denen  jeder  folgende  unendlich  wenig  vom  vor- 

hergehenden abweicht,  so  geschieht  dies  dadurch,  dass  wir  den  Zu- 
wachs du  des  Parameters  u  gleich  einer  Function  von  u,  multi- 

pliciert  mit  einer  unendlich  kleinen  Grösse  e,  setzen: 

(3)  du  =  a{u)e. 

Lassen  wir  auch  den  Parameter  v  gesetzmässig  immer  um  unendlich 

wenig  wachsen:  , 

(4)  dv  =  ß{v)s, 

so  wird  hierdurch  ein  unendlich  dichtes  Netz  von  Parameterlinien 

bestimmt.  Die  Diagonal curven  des  Netzes  sind  die  Linien,  auf 

denen  u  und  v  gleichzeitig  um  +  cc  {tc)  e  und  +  /?  (^) «  wachsen,  längs 
deren  also  entweder: 

du  dv 

oder: 
a{u)  ß{v) 

=  0 

du  dv          ̂  
n{u)         ß{v) 

ist.     Integrieren  wir  diese  Gleichungen: 

so    erhalten    wir    die    Diagonalcurven,    ausgedrückt    durch    endliche 

Gleichungen  zwischen  u  und  v  (vgl.  I  S.  114). 
Längs  einer  Diagonalcurve  ist  eine  der  beiden  Grössen: 

,„,  jj      r  du  r  dv  y      C  du  C  dv 

^^  J    « {n)  ~  J    W)  '  ̂   -  J    « l«)  '^JW) 
constant,  und  vermöge   der  Gleichungen  (6)  können  wir  umgekehrt 
u  und  V  als  Functionen  von   U  und  F  definieren.     (Vgl.  I  S.  115.) 
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Führen  wir  diese  Functionen  in  die  Gleichungen  (l)  ein,  so  werden 
z,  y,  z  ebenfalls  Functionen  von  U  und  F.  Wir  kommen  somit  zu 
einer  neuen  Parameterdarstellung  unserer  Fläche.  Die  neuen  Para- 

meterlinien (T)  und  (F)  sind  die  Diagonalcurven  (5)  des  durch  (3) 
und  (4)  detinierten  Netzes  der  alten  Parameterhnien  (w)  und  (v). 

Nach  Satz  13,  S.  34,  schneiden  die  Parameterlinien  {n)  und  (t?) 
einander  senkrecht,  wenn 

F—  ̂ JL  A?.  4.  Ix.  Ay  4-  A?L  _^  =  0 
Bude         8  ti    d  V          6  u     6  t 

ist  Dementsprechend  schneiden  die  Diagonalcurven  {U)  und  (F) 
einander  senkrecht,  wenn 

^'  dU  BV'^  du  dV  ̂   dU  BV  ~ 
ist     Wie  in  I  S.  116  finden  wir  aus  den  Formeln: 

Bu  B  V  BU  B  V 

u.  s.  w.  und  aus  (6): 
öx        \   1     Bx        n  Bx\  Bx        1  /     Bx        n  Bx\ 

BlJ^-^K'BZ-PTvy  BV^^\^Tu^P'B'vy 
sowie  die  entsprechenden  Formeln  in  y  und  z  statt  x.  Die  Be- 
tlingung  (7)  kann  daher  so  geschrieben  werden: 

oder  nach  (7),  S.  15,  so: 

(8)  a^E-ß-'-G  =  ̂     oder:     E:G  =  ̂ ^-^—. 

Ist  sie  erfüllt,  so  schneiden  die  Diagonalcurven  des  Netzes  der 

Parameterlinien  {>/)  und  (r)  einander  senkrecht:  mit  anderen  Worten: 
Das  Netz  besteht  dann  aus  unendlich  kleinen  Rhomben  (vgl.I  S.  115). 
Daher: 

Satz  22:  Damit  sich  die  Parameterlinien  («)  und  (r) 
einer  Fläche  so  anordnen  lassen,  dass  sie  ein  Netz  von 

unendlich  kleinen  Rhomben  bilden,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  das  Verhältnis  der  beiden  Fundamental- 

grössen  E  und  G  gleich  dem  Verhältnis  aus  einer  Function 

von  H  allein  zu  einer  Function  von  i-  allein  sei. 
Wenn  ausserdem  F  =  0  ist,  so  schneiden  auch  die  Parameter- 

linien {li)  und  (r)  einander  senkrecht;  die  Rhomben  sind  dann 

Quadrate   (vgl.  I  S.  117),  sodass  wir  sagen  können: 
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Satz  23:  Damit  sich  die  Parameterlinien  [u)  und  (?;) 
einer  Fläche  so  anordnen  lassen,  dass  sie  ein  Netz  von 

unendlich  kleinen  Quadraten  bilden,  ist  notwendig  und 

hinreichend,  dass  die  Fundamentalgrössen  E,  F,  G  Be- 
dingungen  von   der  Form 

F=0,       «2 (,,) E-  ß\v)G  =  0 

erfüllen.      Hierin    bedeutet  cc   eine    Function    von    u    allein 

und  ß  eine   Function  von  v  allein: 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  natürlich  der  Fall 

a  =  ß  =  0  ausgeschlossen  sein  soll. 
Ein  Netz  von  Parameterlinien,  das  aus  unendlich  kleinen  Qua- 

draten besteht,  heisst  wie  in  der  Ebene  ein  Isothermen  netz 

(vgl.  I  S.  118).^  Der  Satz  23  giebt  also  die  Bedingungen  für  ein 
Isothermennetz  auf  der  Fläche  an. 

Sind  die  Bedingungen  des  Satzes  erfüllt,  so  haben  E,  F,  G 
die  Form: 

wobei  l  irgend  eine  Function  von  u  und  v  sein   kann.     Das  Qua- 
drat (2)  des  Bogenelementes  ds  der  Fläche  hat  daher  jetzt  die  Form: 

(10)  ds^  =  l^[u,v) 

Es  liegt  nunmehr  nahe,  neue  Parameter  einzuführen,  ohne 

aber  dabei  neue  Parameterlinien  zu  schaffen  (vgl.  S.  10),  nämlich 
dadurch,  dass  wir  (wie  in  I  S,   125)  setzen: 

und  nun  ü  und  v  als  Parameter  benutzen,  ü  hängt  nur  von  u,  v 
nur  von  v  ab.  Umgekehrt  können  wir  uns  vorstellen,  dass  it,  als 
Function  von  ü  und  v  als  Function  von  v  nach  Ausführung  der 
Quadraturen  (11)  berechnet  seien.  Wenn  wir  diese  Functionen  in 

die  Gleichungen  (1)  der  Fläche  einführen,  so  werden  x,  y,  z  Func- 
tionen der  neuen  Parameter  w,  v.  Aber  die  alten  Parameterlinien 

II  =  Const.  und  v  =  Const.  sind  identisch  mit  den  neuen:  ü  =  Const. 

und  V  =  Const.  Auch  in  die  Function  /^  (m,  v)  denken  wir  uns  die 
Werte  von  u  und  v,  ausgedrückt  durch  ü  und  v,  eingesetzt,  wodurch 

^  Geschichtliche  Hinweise  siehe  in  der  Anmerkung  zu  I  S.  124. 
i 
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eine  Function  Q{ü,  v)  hervorgeht.  Das  Quadrat  des  Bogenelementes 
hat  nun  nach  (10)  die  Form: 

(12)  ds^=  n {a,  v)  {d n^  -f  d  v-) . 

(Vgl.  (8)  in  I  S.  126.)     Also: 

Satz  24:  Wenn  sich  aus  den  Parameterlinien  {u)  und  (r) 
einer  Fläche  ein  Isothermennetz  bilden  lässt,  kann  das 

Quadrat  des  Bogenelementes  dadurch,  dass  geeignete  Func- 
tionen ü  und  c  von  u  bez.  v  allein  als  neue  Parameter  ein- 

geführt werden,  auf  die  Form  gebracht  werden: 

ds-  =  Q{ü,  v){dü^  +  di-^). 

Die  Fundamentalgrössen  haben  jetzt  für  die  neue  Parameter- 
darstellung der  Fläche  die  Werte: 

E=  n,      F=o,      G=  n, 

sodass  E  =  G ,  F  =  0  ist.  — 
Wir  wollen  annehmen,  wir  hätten  auf  der  Fläche  (1)  irgend 

zwei  von  einander  unabhängige  Functionen  von  u  und  r  als  neue 
Parameter  ü,  v  eingeführt,  und  dabei  habe  sich  ergeben,  dass  die 

Fundamentalgrössen  E,  F,  G  für  die  neue  Parameterdarstellung  die 
Eigenschaften  haben: 

(13)  E=  G,         F=0. 

^^'ir  fragen  uns,  was  wir  hieraus  schliessen  können.  Wegen  F  =  0 
durchschneiden  die  neuen  Parameterlinien  (f<)  und  (f)  einander  senk- 

recht —  nach  Satz  13,  S.  34.  Wenn  wir  ferner  die  Parameterlinien 
(ü)  und  {v)  so  anordnen,  dass  ü  bez.  r  von  Curve  zu  Curve  um 

du  —  e     bez.     dv  =  b 

wächst,  wobei  e  ein  und  dieselbe  unendlich  kleine  Grösse  bedeute, 

so  sind,  da  jetzt  diese  Gleichungen  an  die  Stelle  der  Gleichungen 

(3)  und  (4)  treten,  mithin  für  a  und  3  Eins  zu  setzen  ist,  nach  (5) 
die  Curven: 

f(  +  f  =  Const. 

die  Diagonalcurven.  Statt  (6)  haben  wir  also  jetzt  für  U  und  F 

die  Werte  ü  —  v  und  ü  -\-  r.  Nun  war  (8)  nur  eine  andere  Form 

von  (7),  d.  h.  von  der  Bedingung  für  die  Orthogonalität  der  Diagonal- 
curven, und  sie  hat  jetzt  die  Gestalt 

E-  G  =  0. 

Die  erste  Gleichung  (13)  sagt  also  aus,  dass  die  Diagonalcurven 
einander  senkrecht  schneiden.     Mithin  haben  wir  in  (13)  auch   die 
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notwendigen  Bedingungen  dafür,  dass  die  Curven  {ü)  und  \v)  ein 
Isothermensystem  bilden.     Also: 

Satz  25:  Dafür,  dass  sich  die  Parameterlinien  [ü)  und 

(f;)  einer  Fläche  zu  einem  Isothermennetz  anordnen  lassen, 
in  dem  ü  bez.  v  von  Curve  zu  Curve  um  dieselbe  unendlich 

kleine  Grösse  wächst,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass 

die  zugehörigen  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  E, 
F,  Q  die  Bedingungen 

E=Ö,         F=0 
erfüllen. 

Solche  Parameter  ü  und  v  heissen  wie  in  der  Ebene  (vgl.  I 
S.  127)  thermische  Parameter.  Der  dortige  Satz  77,  I  S.  128, 
lässt  sich  hier  ebenfalls  beweisen,  sodass  also: 

Iti  =  ̂   aü  +  Const. ,      v  =  +  av  +  Const. ] 

und  [  (a  =  Const.) 
u  =  +  av  ■}-  Const. ,     v'  =  +  aü  +  Const.  j 

die  allgemeinsten  thermischen  Parameterpaare  sind,  die  zu  dem- 
selben Isothermennetz  wie  die  thermischen  Parameter  ü  und  v  ge- 

hören.   Dabei  können  die  Vorzeichen  beliebig  gewählt  werden. 
Hat  man  von  einer  analytisch  definierten  Fläche,  auf  der  man 

thermische  Parameter  ü  und  v  kennt,  ein  Modell  hergestellt  und 

will  man  auf  dem  Modell  das  zugehörige  Isothermennetz  veran- 
schaulichen, so  wird  man  natürlich  ein  Netz  mit  Maschen  von  end- 

licher Seitenlänge  einzeichnen,  so  wie  wir  dies  in  der  Ebene  in 

den  Figuren  31  bis  34,  I  S.  128  bis  134,  gethan  haben.  (Man  ver- 
gleiche die  damaligen  Anmerkungen  zu  den  Figuren.)  Dies  geschieht, 

indem  man  die  Curven  (u)  bez.  (v)  so  auf  einander  folgen  lässt,  dass 
ihr  thermischer  Parameter  ü  bez.  v  von  Curve  zu  Curve  um  die- 

selbe endliche  Grösse  m  zunimmt,  also  arithmetisch  wächst.  Dann 
erhält  man  ein  Netz  von  Maschen,  die  man  als  endliche,  aber 

krummlinige  Quadrate  bezeichnen  könnte.  Die  Diagonal  curven 
des  wirklichen,  unendlich  dichten  Isothermennetzes  sind 

auch  bei  diesem  Netz  von  endlichen  Maschen  Diagonal- 
curven. 

1.  Beispiel:     Auf  der  Rotationsfläche: 

(15)  X  =  p{u)  cos  V ,         y  =  p  (m)  sin  v  ,         x  =  q(u) , 

wo  u  die  Bogenlänge  der  Meridiane  bedeutet  (siehe  (2),  S.  41),  ist: 

(16)  ds^  =  du^  i-p\it)dv''. 
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Führen  wir 

als  neue  Parameter  ein,  so  ist: 

j  -        <^"  j-      j 
a  u  =  — :r^  ,        a  c  =  av, 

p{u) und  also  kommt  statt  (16): 

(18)  (fs- =;>»(«)  (dw*  +  rf?*). 

Natürlich   kann  hier  jo*(?/)  als  Function   i2  («)  von   ü  infolge   der  ersten  Glei- 
chung (IT)  aufgefasst  werden.     Wir  haben  jetzt  die  Fundamentalgrössen : 

E  =  G  =  ̂ {ü)  =  p*{u),         F  =  0. 

Jetzt  sind  ü  und  r  thermische  Parameter.  Da  die  Curven  («)  und  (v) 
nach  (17)  die  alten  Parameterlinien  (u)  und  (r)  sind,  so  folgt:  Wir  können 
die  Breitenkreise  und  Meridiane  einer  Kotationsfläche  stets  so 

anordnen,  dass  sie  die  Fläche  in  unendlich  kleine  Quadrate  zer- 

legen. Von  Curve  zu  Curve  wächst  ü  bez.  l-  dabei  um  dieselbe  unendlich 
kleine  Grösse  e.  Da  v  den  Winkel  der  Ebene  des  Meridians  (?)  mit  der  des 

Meridians  (r  =  0)  bedeutet,  so  müssen  wir  also  alle  Meridianschnitte  herstellen, 
die  denselben  unendlich  kleinen  Winkel  e  mit  einander  bilden.  Da  femer /j(m) 

gleich  dem  Radius  des  Breitenkreises  («)  und  u  die  Bogenlänge  auf  dem 
Meridian  ist,  so  folgt  ferner  aus 

du e  =  (l  u  =  — — -  , 

p{u) 
dass  man  einen  Meridian  so  einzuteilen  hat,   dass  das  Verhältnis  aus  dem  un- 

endlich   kleinen    Bogenstück    dividiert    durch    den    zugehörigen    Breitenradius 
gleich  a  ist,  und  alsdann  durch  die  Teilpunkte   die  Breitenkreise  ziehen  muss. 

Z.  B.  auf  der  Kugel  (vgl.  S.  43) 

X  =  cos  u  cos  r  ,       y  =  cos  ii  sin  v  ,      x  =  sin  u 

ist  p{ii)  =  cosu,  sodass  nach  (17): 

(19)  "-logtgj^— +    2 

thermische  Parameter  sind.  Dabei  ist  u  die  geographische  Breite,  t  die 

geographische  Länge.  Die  Seite  des  unendlich  kleinen  Quadrates  an  der 

Stelle  («,  ?)  hat  nach  (18)  die  Länge  p{i()dü  oder  p{i()s,  ist  also  propor- 
tional dem  Radius  des  Breitenkreises,  insbesondere  bei  der  Kugel  proportional 

dem  Cosinus  der  geographischen  Breite.  Nach  den  Polen  zu  werden  also  die 
Maschen  des  Netzes  immer  kleiner.  In  den  Polen  selbst  artet  das  Isothermen- 

netz aus,  indem  dort  die  Quadratseite  unendlich  klein  von  höherer  Ordnung 
als  e  wird. 

2.  Beispiel:  Im  1.  Band,  auf  S.  157,  sprachen  wir  in  Satz  3  von  einer 

stetigen  Schraubung.  Unterwerfen  wir  eine  Curve  einer  stetigen  Schraubung,  so 
beschreibt  sie  eine  Schraubenfläche.  Insbesondere  betrachten  wir  folgenden 

Fall:  Die  x-Axe  sei  die  Axe  der  Schraubung,  und  die  Schraubung  werde  auf 
diejenige  Gerade  ausgeübt,  die  zuerst  in  der  j-Axe  liegt.  Alle  Punkte  dieser 
Geraden  beschreiben  gemeine  Schraubenlinien  von  gleicher  Ganghöhe  um  die 

A-Axe.     Nach  den  Formeln  (8)   auf  der  genannten  Seite  wird  derjenige  Punkt 
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der  Geraden,  dessen  Abscisse  zuerst  gleich  u  ist,  durch  die  Schraubung,  sobald 
der  Drehwinkel  den  Wert  v  erreicht  hat,  in  den  Punkt 

(20)  X  =  u  cos  V  ,       y  =  usinv  ,       %  =  qv 

übergegangen  sein,  denn  jetzt  ist  r  durch  u  und  qo  durch  v  zu  ersetzen.  Die 
Grösse  2n  q  ist  die  Höhe  eines  Schraubenumganges  und  q  eine  Constante. 
Wenn  wir  nun  in  (20)  den  Grössen  it  und  v  völlige  Veränderlichkeit  zuschreiben, 

80  heisst  dies,  dass  wir  alle  Punkte  der  verschraubten  Geraden  in  allen 

Stadien  der  stetigen  Schraubung  betrachteu  wollen.  Mit  anderen  Worten: 

Die  Gleichungen  (20)  stellen  mittels  zweier  Parameter  u  und  v  die  Fläche 
dar,  die  jene  Gerade  beschreibt.  Diese  Fläche,  die  offenbar  unendlich  viele 
Geraden  enthält,  die  die  Schraubenaxe  senkrecht  schneiden,  und  also  eine 

geradlinige  Fläche  (vgl.  I  S.  270)  ist,  heisst  eine  gemeine  Schrauben- 
fläche.    Da  bei  ihr 

dx  =  cos  IT  du  —  u  sin  v  dv  ,       dy  =  sin  v  du  +  u  cos  v  dv  , 
dx  =  q  dv 

ist,  so  ist  das  Quadrat  ihres  Bogenelementes: 

(21)  ds^'  =  du^-  +  {u'  +  q^)  d  v^  , 

mithin ". 
E  =  1,       F=  0,       O  ̂ u^  +  q^. 

Dass  F  =  0  ist,  sagt  nach  Sats  13,  S.  34,  aus,  dass  die  Parameterlinien  (u)  und 
iv)  einander  senkrecht  schneiden.  Die  Linien  {u)  sind  die  Curven,  die  von  den 

einzelnen  Punkten  der  ursprünglich  in  der  a;-Axe  gelegenen  Geraden  beschrieben 
werden ,  d.  h.  es  sind  gemeine  Schraubenlinien  mit  gleicher  Ganghöhe  2n  q 

um  die  ;*-Axe.  Die  Linien  {v)  sind  die  durch  die  Schraubung  aus  der  ursprüng- 
lichen Geraden  hervorgehenden  geradlinigen  Erzeugenden  der  Fläche.  (Siehe 

Fig.  17,  S.  61).     Wenn  wir  setzen: 

^  =   \    w^-i,    =  ̂^S  (^^  -f-  ]/^^*  4-  ?*) ,      v  =  v, 

so  nimmt  das  Quadrat  des  Bogenelementes  nach  (21)  die  Form  an: 

rfs2  =  («2  +  q^){dü^  +  dv""). 

Also  sind  ü  und  v  thermische  Parameter.  Die  gemeinen  Schraubenlinien  {u) 

und  die  geradlinigen  Erzeugenden(2?)  der  gemeinen  Schraubenfläche 
bilden  also  ein  Isothermensystem.  Um  das  Isothermennetz  zu  erhalten, 

wählen  wir  alle  diejenigen  Geraden  {v)  oder  {v)  auf  der  Fläche  aus,  die  jedes- 
mal durch  die  Schraubung  mit  dem  unendlich  kleinen  Winkel  dv  =  e  aus 

einander  hervorgehen.  Ferner  wählen  wir  auf  der  a;-Axe  diejenigen  Punkte, 
deren  Abscissen  ?f  jedesmal  um  die  unendlich  kleine  Grösse  du  wachsen,  für  die 

,  _  du e  =  d  u  = 

yu'^  +  q^ also 

du  =  e]/  u^  +  q^ 

ist.     Sie  beschreiben  bei  der  stetigen  Schraubung   die  zweite  Curvenschar  des 
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Netzes.  Man  sieht,  dass  die  Maschen  des  Netzes  dicht  an  der  Schraubenaxe 

die  Seitenlänge  aq  haben  und  dass  die  Seitenlänge  um  so  grösser  wii'd,  je 
grösser  die  Entfernung  u  von  der  Axe  wird.    In  die  folgende  Figur  ist  ein  Netz 

Fig.  17. 

von  endlicher  Maschengrösse  eingezeichnet  worden,  bei  dem  die  thermischen 
Parameter  ^7  und  c  arithmetisch  wachsen. 

§  8.    Bestimmung  der  Isothermennetze  auf  einer  Fläche. 

Liegt  eine  Fläche  vor,  die  analytisch  mittels  zweier  Parameter 

u  und  V  ausgedrückt  ist  und  deren  Bogenelement- Quadrat  die 
Form  hat: 

(1) ds-  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^, 

so  soll  jetzt  die  Frage  beantwortet  werden,  wie  man  die  Isothermen- 
netze der  Fläche  findet,  wenn  überhaupt  welche  vorhanden  sind. 

Wenn  ü  und  v  thermische  Parameter  sein  sollen,  so  müssen  ii  und 

V  gewisse  uns  allerdings  noch  unbekannte  Functionen  von  ü  und  v 

sein,  sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  durch  Einführung  der 
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Parameter  ü  und  v  die  in  Satz  24,  S.  57,  angegebene  charakteristi- 
sche Form  bekommt: 

(2)  ds^=n  {fi,  v)  [dü^  +  d  v^) , 

wo  nun  auch  Q  eine  uns  noch  unbekannte  Function  von  ü  und  v 
bedeutet.     Hierfür  lässt  sich  schreiben: 

ds^  =  Q{ü,  v)  {du  +  idv)  {du  —  idv). 
Wenn  man 

(3)  .    ü  -\-  iv  =  u,       ü  —  iv  =  t) 

setzt,  so  kommt: 

(4)  ds^  =Qdvidt), 

und  man  wird,  sobald  £2  {ü,  v)  bekannt  ist,  auch  in  £2  die  Veränder- 
lichen u  und  ö  einführen  können. 

Umgekehrt:  Nehmen  wir  an,  es  sei  uns  gelungen,  statt  u  und  v 

solche  neue  Parameter  u  und  ö  einzuführen,  dass  ds^  die  Form 
ds^  =  ndnd\) 

annimmt,  die  also  nur  das  Product  der  Differentiale  enthält,  so 
können  wir  auch  sofort  thermische  Parameter  ü  und  v  finden.  Wir 

setzen  nämlich  die  Gleichungen  (3)  an  oder  ihre  Auflösungen: 

(5)  ü  =  y  (u  +  t)),       f  =  -  ̂  (u  -  ö); 
denn  dann  wird: 

ds^  =  n{dü.^  +  dv"^). 

Hieraus  folgt:  Es  kommt  zunächst  darauf  an,  solche 

Parameter  u  und  ö  zu  finden,  in  denen  das  Quadrat  des 
Bogenelementes  nur  das  Product  der  Differentiale  enthält: 

ds^  =  ndüd)). 

Nach  Satz  17,  S.  36,  können  wir  auch  sagen: 

Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Bestimmung  der  Minimal- 
curven  u  =  Const.  und  ü  =  Const.  auf  der  Fläche. 

Bedenken  wir  nun,  dass  uns  ds^  in  der  Form  (1)  gegeben 
ist,  so  lehrt  Satz  16,  S.  86,  dass  die  Gleichung 

(6)  JEdu^  +  2Fdu  dv  +  G  dv^  =  0 

die  beiden  Scharen  von  Minimalcurven  auf  der  Fläche  definiert,  und 
zwar  fallen  die  beiden  Scharen  nur  dann  zusammen,  wenn  die  linke 
Seite  von  (6)  ein  vollständiges  Quadrat,  also  D  =  0  ist.  In  diesem 
Falle   aber  ist  die  Fläche   die  Tangententiäche  einer  Minimalcurve. 
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Die  00*  Tangenten  dieser  Curve  sind  Minimalgeraden.  Ausser  ihnen 
und    ihrer   Umhüllenden    enthält    die    Fläche    keine    Minimalcurve. 

Um  thermische  Parameter  ü  und  v  zu  erhalten,  müssen  wir  die 

Formeln  (5)  ansetzen.  Weil  aber  ü  und  v  von  einander  unabhängig 
sein  müssen,  so  haben  wir  dasselbe  von  u  und  D  zu  verlangen. 

Also  sehen  wir  bei  den  Isothermensystemen  von  den  Tangenten- 
flächen der  Minimalcurven  grundsätzlich  ab. 

Wir  setzen  also  voraus,  dass  für  beliebige  Werte  von  u  und  v 
die  Function 

sei.  Nach  Satz  5,  S.  13,  zerlegen  wir  die  Gleichung  (6)  in  ihre 
linearen  Factoren: 

I  i:du  +  {F+iD)dv  =  0, 

Dies  sind  die  Differentialgleichungen  für  die  beiden  Scharen  von 
Minimalcurven  u  =  Const.  und  o  =  Const  Also  sind  u  und  ö  In- 

tegrale dieser  Gleichungen.  Es  seien  ).  {u,  v)  und  fi  {u,  v)  zugehörige 
Multiplicatoren  (vgl  I  S.  91),  d.  h.  es  seien 

du  =  X[Fdu  +  [F  +  il))dv], 
(8) 
^'  '  dt)=  (jL[Fdu  +  {F-iJ))dv] 
vollständige  Differentiale. 

Die  Bestimmung  der  Multiplicatoren  oder  der  Integrale  ver- 
langt natürlich  die  Integration  der  beiden  Differentialgleichungen  (7). 

Wir  wollen  annehmen,  sie  sei  geleistet,  sodass  u  und  t)  als  Func- 
tionen von  u  und  v  bekannt  seien. 

Ehe  wir  in  der  Theorie  fortfahren,  möge  dies  zunächst  an  einem 
Beispiel  erläutert  werden. 

Beispiel:  Auf  der  Kugel  (S.  43) 

X  =  cos  i/  cos  r,         y  =  cos  n  sin  r,         x  =  sin  u 
ist 

ds*  =  dtt*  +  cos-udv*  =  {d  t(  +  i  cos  it  dv)  {du  —  icosudv). 

Die  DifiFerentialgieichungen  der  Minimalcurven: 

d  u  ±  i  cos  u  dr  =  0 

haben  hier  den  gemeinsamen  Multiplicator 

Ji  =  II  =    , 
cos  u 

da 
du  . ,  ,  du  . , 

du  =   1-  ̂  dv,         dt>  =   i  dv cos  u  cos  u 
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vollständige  Differentiale  sind.     Es  kommt: 
n T  -^   2 

tglr  +  4')  ±  »>• 
Also  sind  die  Curven: 

"}=log 

logtg  ij-  +  -^-\±iv  =  Const. 

die  Minimalcurven  der  Kugel.     Da  wir  diese  Gleichungen  auch  so  schreiben 
können: 

tgf- 

4-  iv 

V4 

+  y)  =  Const., 
so  können  wir  als   Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen  der  Minimal- 

curven auch 

(9)  "}  -  e±'"tg(|\  -^)  =  (cos.±.-sin.)tg(f +  1) 
benutzen,  was  zu  bequemeren  Formeln  führt.     Hiernach  ist  nämlich: 

oder: 

(10) 

u  ü  -  1  2  yüF 

U  Ö  +  1    '  II  Ü   +  1  ' 

—  «fu  —  t))  U  +  Ü 

cos  V  = 2  Vu  0  2  yu  D 

sodass  sich  x^  y,  x  in  den  neuen  Parametern  u,  b  so  ausdrücken: 

,, ,,  u  +  b  .u-b  uö-1 
^  :ib  +  l'        ̂   iib+1'  ub  +  l 

Diese  Gleichungen  stellen  also  die  Kugel  um  den  Anfangspunkt  mit  dem 
Radius  Eins  dar  und  zwar  ausgedrückt  mittels  der  Parameter  u  und  b,  sodass 
die  Parameterlinien  (u)  und  (b)  die  Minimalcurven  der  Kugel  sind.  Da  die 
Verhältnisse 

dx     d  y     d  X       ,  «... 
o  b     ob     0  b 

frei  von  b  sind,  so  sind  die  Minimalcurven  (u)  Geraden,  ebenso  die  Curven  (b). 

Satz  26:   Die  Kugel  enthält  zwei  Scharen  von  Minimalgeraden. 

Die  Kugel  ist  folglich  in  zwei  Arten  als  eine  geradlinige  Fläche  auf- 
zufassen (I  S.  270),  aber  nicht  als  abwickelbare  Fläche,  denn  sonst  müssten 

die  Minimalgeraden  einer  Schar  eine  Curve,  also  eine  Minimalcurve,  umhüllen 
—  die  Kugel  enthält  aber  ausser  den  Geraden  keine  Minimalcurve  —  oder  die 
Minimalgeraden  einer  Schar  müssten  einen  Kegel  bilden  —  was  auch  nicht 
der  Fall  ist.     Eine  beliebige  Ebene 

(12)  Ax  ̂   By  ̂   Cx  =  D 

schneidet  die  Kugel  in  einem  Kreis,  der  sich  in  u  und  b  nach  (11)  so 
darstellt: 

(13)  (C- Z>)ub  +  (^  -  i£)u +  (^  +  *£)b  -  ((7+ 1»)  =  0, 
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d.  b.  die  allgemeine  bilineare  Gleichung  in  u  und  t): 

(14)  3Iud  +  Su  +  Gd  +  X  =  0 

stellt  einen  Kreis  auf  der  Kugel  dar.  Insbesondere  zerföllt  diese  Glei- 
chung in  zwei  lineare  Gleichungen  u  =  Const.  und  d  =  Const.,  wenn 

9t3)  -  S(£  =  0 
oder  nach  (13): 

Ä^  +  B''  +  C-  =  D' 

ist.  Dann  aber  berührt  die  Ebene  (12)  die  Kugel,  da  ihr  Abstand  vom  An- 

fangspunkt gleich  Eins  ist.  Nach  IS."  sehen  wir  also:  Die  Tangentenebenen 
der  Kugel  schneiden  die  Kugel  in  XuUkreisen  oder  circulären  Geradenpaaren 
oder  also  in  Paaren  von  Minimalgeraden.  Noch  anders  ausgesprochen:  Die 
Minimalgeraden  der  Kugel  sind  die  Schnittlinien  der  Kugel  mit 
ihren  Tangentenebenen. 

Die  durch  (8)  definierten  neuen  Parameter  u  und  o  sind,  wie 

■wir  wissen,  von  einander  unabhängig.     Wenn  wir  jetzt  nach  (5): 

ü  =  Y  (u  +  ö),       v  =  -^  (u  -  t)) 

setzen,  so  werden  auch  ä  und  r  von  einander  unabhängige  und 
zwar  thermische  Parameter  sein.     Also  folgt: 

Satz  27:    Liegt    eine    Fläche    vor,    bei    der  das  Quadrat 
des  Bogenelementes 

ds^  =  Idu^  +  2Fdudv  +  Gdv^ 

nicht  das  vollständige  Quadrat  eines  in  du  und  dv  linearen 

Ausdrucks,  also  D  ̂ Q  ist,  so  findet  man  ein  thermisches 

Parameterpaar  ü  und  v  für  die  Fläche,  indem  man  In- 
tegrale u  und  ö  der  beiden  in  der  Gleichung 

Edu^  +  2Fdudv  +  G  dv^  =  Q 

enthaltenen  Differentialgleichungen  der  Minimalcurven 
bestimmt  und  dann 

ü  =  y  (u  +  0),       r  =  -  Y  (u  -  t)) 
setzt. 

Die  Frage  nach  allen  Isothermennetzen  auf  der  Fläche  ist 
nun  schnell  zu  erledigen:  Wir  haben  die  Methode  in  allgemeinster 
Weise  anzuwenden.  Von  u  und  ö  wurde  nur  das  Eine  verlangt, 
dass  sie  Integrale  der  Difterentialgleichungen  (7)  sein  sollen.  Nach 
Satz  59,  I  S.  90,  ist  das  allgemeinste  Integral  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen  eine 
beliebige  Function  irgend  eines  Integrals  der  Gleichung.  Mithin, 

wenn  u  und  ti   zwei   Integrale  von  (7)  sind,  so  sind  beliebige  Func- 
ScHBFFBRS,  G«om.  Diffr.    11.  5 
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tionen  Ä  (u)  und  B  (ö)  von  ihnen  die  allgemeinsten  Integrale.  Nach 

(3)  ergiebt  sich  demnach  das  allgemeinste  Paar  von  thermischen 
Parametern  IT  und  V  aus: 

1  Ü -^iV^  Ä{Vi)==  Ä{ü  +  iv), 
^^^^  \  Ü-if=£{\))  =  £{ü-iv). 

Also  gilt  der 

Satz  28:  Sind  ü  und  v  thermische  Parameter  für  eine 

Fläche,  so  ergiebt  sich  ihr  allgemeinstes  Paar  von  ther- 

mischen Parametern  Ü  und  V,  wenn  man  _t^  +  z  f  gleich 

irgend  einer  Function  von  ü  +  iv  und  Ü  —  iV  gleich  irgend 
einer  Function  von  ü  —  iv  setzt. 

Der  Satz  78,  I  S.  130,  ist  ein  besonderer  Fall  hiervon,  denn 
in  der  a:?/- Ebene  sind  die  Coordinaten  x  und  y  selbst  thermische 
Parameter. 

Nehmen  wir  an,  es  liege  eine  reelle  Fläche  vor,  und  es  seien 
ü  und  V  reelle  thermische  Parameter,  d.h.  es  seien  x,  y,  z  reelle 
Functionen  von  ü  und  v.  Um  dann  das  allgemeinste  Paar  von 
reellen  thermischen  Parametern  zu  bekommen,  muss  man  dann 

die  Functionen  A  und  B  in  (15)  so  wählen,  dass  Ü  und  V  reell  in 

ü  und  V  sind.  Hieraus  folgt  —  wie  insbesondere  für  die  Ebene  der 

Satz  79,  I  S.  131,  —  der 
Satz  29:  Sind  ü  und  v  reelle  thermische  Parameter  für 

eine  reelle  Fläche,  so  erhält  man  das  allgemeinste  reelle 

thermische  Parameterpaar  Ü,  V  für  die  Fläche,  wenn  man 

?7  gleich  dem  reellen  und  iV  gleich  dem  rein  imaginären 
Teil  irgend  einer  Function  von  ü  +  iv  setzt. 

Beispiel:  Bei  der  Kugel 

X  —  cos  u  cos  » ,       y  =  cos  u  sin  z» ,       x  =  sin  n 

fanden  wir  in  dem  Beispiel  auf  S.  64  oben: 

sodass  hier 

«  =  yC«  +  ö)  =  logtg  (—  +  yj 

V   =  -   ~{\i   -    \i)   ̂    V  ' 

reelle  thermische  Parameter  sind.  Wir  fanden  sie  auch  im  1.  Beispiel  auf  S.  59 
auf  directem  Wege.  Auf  der  Kugel  bestimmt  sich  mithin  das  allgemeinste 
reelle  thermische  Parameterpaar   TJ,  V  aus  den  beiden  Gleichungen: 
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in  denen  A  eine  beliebige  Function  des  angegebenen  Argumentes  ist.    So  z.  B. 
folgt  aus: 

Ü±iV=e''^'^ii:  +  y)  ±  •■"  =  tg  (^  +  I)  -(cosr  ±  *sinr) 
das  reelle  thermische  Parameterpaar: 

§  9.    Conforme  Abbildung  von  Flächen. 

Wir  erinnern  an  die  einleitenden  Bemerkungen  in  §  5,  wo  wir 
eine  beliebige  Fläche: 

(1)  X  =  cf  {u,  v),       y  =  ■/  [u,  ü),        z  =  tp  {u,  v) 
flächentreu  auf  die  Ebene  abbildeten. 

Jetzt  wollen  wir  diejenigen  punktweisen  Abbildungen  der  Fläche 
(1)  auf  die  Ebene  untersuchen,  bei  denen  jedes  unendlich  kleine 

Stück  der  Fläche  in  der  Ebene  ein  Bild  hat,  das  dem  Original  ähn- 

lich ist.     Solche  Abbildungen  heissen  conform.^ 
Zunächst  ist  es  unsere  Aufgabe,  die  conformen  Abbildungen 

analytisch  zu  definieren. 

Ist  eine  Fläche  gesetzmässig  Punkt  für  Punkt  auf  eine  Ebene 

abgebildet  und  sind  .r,2/,z  rechtwinklige  Punktcoordinaten  der  Fläche, 
dagegen  tt,  v  rechtwinklige  Punktcoordinaten  in  der  Bildebene,  so 

ist  auch  jedem  Bildpunkt,  also  jedem  Wertepaar  w,  r,  gesetzmässig 

ein  Flächenpunkt,  also  ein  Wertetripel  x,  y,  z  zugeordnet,  mit  an- 
deren Worten:  Dann  sind  x,  y,  z  Functionen  von  u  und  r,  wie 

oben  in  (1). 

Wir  können  daher  vorerst  annehmen,  die  Fläche  (1)  mit  den 
Parametern  u,  v  sei  dadurch  auf  eine  Ebene   abgebildet,  dass  die 

*  Die  Aufgabe,  eine  Fläche  conform  auf  eine  andere  Fläche  abzubilden, 
wurde  in  voller  Allgemeinheit  zuerst  (1822)  von  Gauss  gelöst  in  seiner  Preis- 

schrift: „Allgemeine  Auflösung  der  Aufgabe:  Die  Teile  einer  ge- 

gebenen Fläche  auf  einer  anderen  gegebenen  Fläche  so  abzu- 
bilden, dass  die  Abbildung  dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten 

Teilen  ähnlich  wird",  zuerst  erschienen  in  den  Astron.  Abhandl.  von  Schu- 
macher, 3.  Heft  1825,  wieder  abgedruckt  in  den  Werken  Bd.  IV  und  in  Ost- 

wald's  Klassikern  Nr.  55.  Doch  ist  zu  bemerken,  dass  Lagbaxge  in  seiner 
weiter  unten  (S.  75)  zu  nennenden  Abhandlung  der  Lösung  schon  nahe  ge- 

kommen war. 

6* 
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Parameter  u,  v  als  rechtwinklige  Coordinaten  in  der  Bildebene  ge- 
deutet werden.  Die  Frage  ist,  unter  welchen  Umständen  diese  Ab- 

bildung conform  ist. 

Es  sind  (?/,  v),  [u  -\-  du,  v  -\-  dv),  [ii  +  ̂ ^i,  v  -^  8v)  drei  be- 
liebige unendlich  benachbarte  Punkte  der  Fläche,  wenn  du,  dv  bez. 

du,  dv  beliebige  unendlich  kleine  Incremente  von  u  und  v  bedeuten. 

Ihnen  entsprechen  in  der  wü-Ebene  drei  ebenfalls  unendlich  be- 
nachbarte Punkte,  deren  rechtwinklige  Coordinaten  die  betreffenden 

Parameterwerte  sind.  Wir  verlangen,  dass  das  unendlich  kleine 
Dreieck  auf  der  Fläche  dem  Bilddreieck  in  der  Ebene  ähnlich 

sei.  (Siehe  Fig.  18.)  Dazu  ist,  weil  wir  das  Flächendreieck  als 
eben  auffassen  dürfen,  zweierlei  notwendig  und  hinreichend:  Erstens 

müssen  die  beiden  vom  Punkte  {u,  v)  der  Fläche  ausgehenden  Seiten 
in  demselben  Verhältnis  zu  einander  stehen  wie  ihre  Bilder,  und 

zweitens  muss  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  gleich  dem 
Winkel  im  Bilde  sein.  Da  es  zwei  Arten  von  Ähnlichkeiten  giebt: 

gleichsinnige  und  ungleichsinnige,  so  kommen  die  Vorzeichen  der 
Seiten  und  Winkel  hierbei  nicht  in  Betracht.  Wir  stellen  daher 

äie  Forderungen  so: 

Erstens  sollen  die  Quadrate  der  vom  Punkte  {u,  v)  aus- 
gehenden Seiten  der  beiden  Dreiecke  in  demselben  Verhältnis  stehen, 

und  zweitens  sollen  die  Cosinus 

der  Dreieckswinkel  im  Punkte  (u,  v) 
beider    Dreiecke    denselben   Wert 

( v+^tr/  \  '      ,,7S^-:^  Auf  der  Fläche  seien  d  s  und 
8  s  die  vom  Punkte  (^i,  v)  nach  den 

Fig.  18.  Punkten    [u  +  du,     v  +  dv)    und 

{u-]-du,  v-\-d'v)  gehenden  Drei- 
ecksseiten, in  der  Ebene  mögen  ihnen  d§  und  S§,  entsprechen. 

Auf  der  Fläche  ist  dann,  wenn  S,  F,  G  ihre  Fundamentalgrössen 
erster  Ordnung  sind: 

ds^  =  Ed^i^  +  2Fdudv+  Gdv^, 

8s^  =  Edu^  +2FSuSv  +  G8v^, 

dagegen  in  der  Ebene: 

d^^=^du^  -\-dv\       §§>'^  =  8u^ +  dv^. 
Die  erste  Forderung  ist  also  diese:   Es  soll 

Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^  _  du""  +  d v'^ 
F6u^  +2Fdudv  +  Göv^  ~   du'' +  dv* 
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sein  und  zwar  für  jedes  unendlich  kleine  Dreieck,  d-  h.  wie  auch 
die  Verhältnisse 

rfr  j  d  r 

du  OH 

gewählt   sein    mögen.      Es    soll    also    für   beliebige   Werte    von  k 
und  X  stets: 

E  -^  2Fk  +  0k-  _  J^  k* 

£  ~  2Fx  -h  Gy.^~  rr^ 

sein.     Dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn 

(2)  £=  G    und    F=0 

ist. 

Ist  a  der  Winkel  von  ds  und  §s  auf  der  Fläche   und  a  der 

Bildwinkel,  d.  h.  der  Winkel  von  d^  und  (^s  in  der  Ebene,  so  ist 
nach  Satz  10,  S.  32: 

E  +  F^k  +  x)  +  Gkx 
cosr/  =   

]   {£+2Fk -{-Gk^iE+2Fx  +  Ox*) 

In  der  ?/r- Ebene  sind 

du  dv  j  1  k oder 
Vrf?/-  +  d  r»  V  dir  -^  dr^  1^  1  +  P  V  1  +  /fc« 

Cosinus  und  Sinus  des  Winkels  der  «-Axe  mit  di  und  analog 

y  1  +  X»        ]  1  +  X* 

Cosinus  und  Sinus  des  Winkels  der  w-Axe  mit  8^.     Also  ist: 

cosa  = 

V  (1  +  k^  (1  +  x^) 

i-«,K 

/ 

Die  zweite  Forderung  drückt   sich  daher  so  aus:   Für  jedes 
Wertepaar  k  und  x  soll: 

E  +  File +  x)+  Gkx  -fc  +  x  ttf^r. 

1  \E  +2Fk  +  O  /.-*)  iE  +  2Fx  +  Gx^)        ]  (1  +  A-^  (1  +  x*) 

sein.     Dies  ist  aber  nur  dann  der  FalL  wenn: 

E=  G     und     F=0 

ist.  Damit  kommen  wir  auf  (2)  zurück.  Wir  sehen  somit,  dass 
von  den  beiden  Forderungen  nur  eine  notwendig  und  hinreichend 
ist,  da  sie  die  andere  nach  sich  zieht. 

Satz  30:    Dafür,  dass  eine  Abbildung  einer  Fläche  con- 
form  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  entweder  je 
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zwei  von  einem  Punkte  der  Fläche  ausgehenden  Bogen- 
elemente  stets  —  abgesehen  vom  Vorzeichen  —  im  selben 
Verhältnis  zu  einander  stehen  wie  ihre  Bilder  oder  der 

Winkel  je  zweier  solcher  Bogenelemente  —  abgesehen 
vom  Vorzeichen  —  gleich  dem  Winkel  im  Bilde  ist. 

Als  Merkmal  der  conformen  Abbildung  benutzen  wir  in  der 
Folge  die  erste  Forderung: 

die  wir  auch  so  schreiben  können: 

~d¥  ~  T¥' 

In  dieser  Form  sagt  sie  aus,  dass  das  Verhältnis  aus  einem  Bogen- 

element-Quadrat  der  Fläche  zum  entsprechenden  Bogenelement- 
Quadrat  der  Ebene  dasselbe  sein  soU  wie  das  analoge  Verhältnis 
gebildet  hinsichtlich  eines  beliebigen  anderen  von  demselben  Punkte 

[u,  v)  ausgehenden  Bogenelementes.     Wir  können  also  sagen: 

Satz  31:  Dafür,  dass  eine  Abbildung  einer  Fläche  con- 
form  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  das  Ver- 

hältnis aus  dem  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Fläche 
zum  Quadrat  des  zugehörigen  Bogenelementes  im  Bilde 
für  alle  von  ein  und  demselben  Punkte  der  Fläche  aus- 

gehenden Elemente  dasselbe  ist.  Doch  darf  sich  dies  Ver- 
hältnis von  Punkt  zu  Punkt  ändern. 

In  Formel:     Es  soll 

ds^  _  Edio^  +  2Fdudv  +  Odv^  _  E  +  2Fk+  O k^ 
d§2  —  du'^  +  dv^  ~  tT+T^ 

von  k  unabhängig  sein,  was  eben  für  ̂   =  6^,  F  =  0  der  Fall  ist. 
Alsdann  kommt: 

sodass  ]/^:l  das  Verhältnis  ist,  in  dem  die  unendlich  kleine  Um^ 
gebung  des  Flächenpunktes  {u,  v)  auf  die  unendlich  kleine  Umgebung 
des  Bildpunktes  ähnlich  abgebildet  wird.  Dies  Verhältnis  ändert 
sich  im  allgemeinen  von  Stelle  zu  Stelle,  da  E  eine  Function  von 

u  und  V  ist.  Nur  wenn  ̂ =Const.,  also  G  gleich  derselben  Con- 
stanten und  i^  =  0  ist,  ist  der  Ähnlichkeitsmaassstab  überall  derselbe. 

Durch  passende  ähnliche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  der 

Bildebene  lässt  sich  dann  erreichen,  dass  die  Abbildung  überall  so- 
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gar  congruent  ist.  Nach  Satz  10,  I  S.  282,  tritt  dieser  Fall  nur 
für  abwickelbare  Flächen  ein. 

Die  in  Satz  31  aufgestellte  Forderung  zieht  die  der  Übereinstim- 
mung der  Winkel  im  Original  und  im  Bilde  nach  sich  und  umge- 
kehrt die  letztere  Forderung  die  erstere.  Die  letztere  Forderung 

kann  als  die  der  Winkeltreue  bezeichnet  werden,  weshalb  man  statt: 

conforme  Abbildung    auch:    winkeltreue   Abbildung    sagen    darf. 

Aus  der  Winkeltreue  folgt,  da  ein  Isothermennetz  als  Ortho- 
gonalnetz mit  orthogonalem  Diagonalnetz  definiert  werden  kann 

(S.  56):; 

Satz  32:  Bei  einer  conformen  Abbildung  einer  Fläche 
bildet  sich  jedes  Isothermennetz  als  Isothermennetz  ab. 

Da  die  Curven  u  =  Coust.,  v  —  Const.  in  der  u  i'-Ebene  ein  Iso- 
thermennetz bilden,  so  folgt,  dass  auch  die  Parameterlinien  [u)  und 

[v)  der  Fläche  (1)  ein  Isothermennetz  bilden  müssen,  wenn  die  Ab- 
bildung conform  sein  soll.  Thatsächlich  sagen  die  gefundenen  Be- 

dingungen (2)  nach  S.  58  sogar  noch  mehr  aus:  u  und  v  müssen 
thermische  Parameter  auf  der  Fläche  sein.     Mithin: 

Satz  33:     Bildet  man  eine  Fläche 

X  =  (f{u,v),         y  =X (",  y) ,         z  =  y){u,  v) 

dadurch  auf  die  Ebene  ab,  dass  man  dem  Flächenpunkt  (m,u) 

denjenigen  Punkt  der  Ebene  zuordnet,  der  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  u  und  v  hat,  so  ist  die  Abbildung  dann 

und  nur  dann  conform,  wenn  u  und  v  thermische  Para- 
meter der  Fläche  sind. 

Bedenken  wir,  dass  wir  auf  der  Fläche  neue  Parameter  ein- 
führen können,  so  folgt  hieraus: 

Satz  34:  Um  eine  Fläche  in  allgemeinster  Weise  con- 
form auf  die  Ebene  abzubilden,  bestimmt  man  in  allge- 

meinster Weise  thermische  Parameter  auf  der  Fläche  und 

deutet  sie  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten  in  der  Ebene. 

Wir  können  die  Lösung  der  Aufgabe  der  conformen  Abbildung 
ohne  Mühe  verallgemeinern:  Es  mögen  zwei  Flächen  vorliegen. 

Die  eine  soll  punktweis  auf  die  andere  so  abgebildet  werden,  dass' 
jeder  unendlich  kleine  Teil  der  einen  Fläche  dem  entsprechenden 
unendlich  kleinen  Teil  der  anderen  Fläche  ähnlich  ist.  Eine  solche 

Abbildung  heisst  eine  conforme  Abbildung  der  einen  Fläche  auf  die 
andere.     Sie  ist  in  folgender  Weise  herzustellen: 

Da  zwei  Figuren,    die    einer  dritten   ähnlich  sind,   auch    unter 
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einander  ähnlich  sind,  so  vermitteln  wir  zwischen  beiden  Flächen 
dadurch,  dass  wir  beide  conform  auf  ein  und  dieselbe  Ebene  ab- 

bilden. Vgl.  hierzu  die  entsprechenden  Bemerkungen  für  flächen- 
treue Abbildungen  auf  S.  40. 

Jedem  Punkt  der  ersten  Fläche  entspricht  dann  ein  Punkt  der 
Ebene,  und  letzterem  Punkt  entspricht  ein  Punkt  der  zweiten  Fläche? 
sodass  die  conforme  punktweise  Beziehung  zwischen  beiden  Flächen 

hergestellt  ist.  So  erhält  man  offenbar  alle  conformen  Abbildungen. 
Es  leuchtet  ein,  dass  die  Sätze  30,  31,  32  auch  für  conforme 

Abbildungen  einer  Fläche  auf  eine  Fläche  gelten;  daher  ist  in 
ihnen  absichtlich  das  Wort:  Ebene  unterdrückt  worden.  Aus  Satz  34 

folgt  noch: 

Satz  35:  Um  eine  Fläche  in  allgemeinster  Weise  auf 
eine  andere  Fläche  conform  abzubilden,  bestimmt  man  auf 

der  einen  ein  thermisches  Parameterpaar  und  auf  der  an- 
deren das  allgemeinste  thermische  Parameterpaar.  Darauf 

setzt  man  die  Parameterpaare   einander  gleich. 

Es  mögen  zwei  Flächen  vorliegen,  die  eine  habe  die  Gleichungen : 

(3)  x  =  cp  [u,  v),         y  =-x  [u,  v),         z  =  ip  (ii,  v) 

und  die  andere  die  Gleichungen: 

(4)  x  =  ̂ {u,v),         ̂   =  x{u,v),         z  =  üf{u,v). 

Indem  wir  bei  beiden  Flächen  die  Parameter  gleich  bezeichnet 

haben,  nämlich  mit  u  und  v,  ist  schon  jedem  Punkte  {u,v)  der  einen 
Fläche  ein  Punkt  der  anderen  gesetzmässig  zugeordnet.  Fragen 
wir  uns,  unter  welchen  Bedingungen  diese  Abbildung  conform  ist. 
Es  seien: 

ds^  =  Edu^  -{-2Fdudv  -\-Gdv^, 

ds^  =  Edu^ -^2Fdudv -i-Gdv^ 

die    Quadrate    der  Bogenelemente    beider  Flächen.      Nach  Satz  31  ' 
haben  wir  zu  verlangen,  dass  das  Verhältnis: 

ds\  _  Edu^  +  2Fdudv  +,Gdv^  _  ̂  +  ̂ F'k  +  O  k^ 

ds^   ~  Edu^  +  2Fdtidv  +  G dv^  ~  W+^F!^+Wk^ 
für  alle  Richtungen  k  =  dv.du  dasselbe  sei.    Es  ist  also  zu  fordern: 

(5)  E:F:G  =  E:F:G. 

Satz  36:  Um  zwei  Flächen  conform  auf  einander  abzu- 

bilden, hat  man  solche  Parameter  auf  beiden  Flächen  ein- 
zuführen,   in    denen    die    Verhältnisse    der    Fundamental- 
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grossen  erster  Ordnung  auf  der  einen  Fläche  gleich  den 
Verhältnissen  der  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 

auf  der  anderen  Fläche  sind.  Alsdann  entsprechen  die- 
jenigen Punkte  beider  Flächen  einander,  die  zu  denselben 

Parameterwerten  gehören. 

Die  Minimalcurven  der  einen  Fläche  sind  diejenigen  Curven. 

längs  deren  ds^  =  0  ist.  Entsprechend  sind  die  Minimalcurven  der 
zweiten  Fläche  diejenigen,  längs  deren  dP  =  0  ist.  Man  sieht 
hieraus,  dass  infolge  von  (5)  die  Minimalcurven  der  einen  Fläche 
bei  der  conformen  Abbildung  in  die  der  anderen  übergehen. 

Dies  lässt  sich  umkehren:  Um  dies  zu  zeigen,  fragen  wir, 
unter  welchen  Umständen  die  Abbildung  der  Fläche  (3)  auf  die 

Fläche  (4)  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Minimalcurve  der  einen 

Fläche  eine  Minimalcurve  der  anderen  entspricht.  Das  Bogen- 
element  ds  wird  als  das  Bogenelement  ds  abgebildet.  Die  vom 

Punkte  (?/,  v)  einer  Fläche  ausgehende  Richtung  dv :  du  ist  die  einer 
Minimalcurve,  wenn  für  sie  das  Bogenelement  gleich  Null  ist.  Wir 

haben  also  zu  fordern,  dass  der  Ausdruck  für  ds^  gleich  Null  wird, 

sobald  dv.du  so  gewählt  wird,  dass  der  Ausdruck  für  d s^  gleich 
Null  ist.  Diese  Forderung  führt  wieder  auf  die  Bedingung  (5). 
Also: 

Satz  37:  Die  conformen  Abbildungen  einer  Fläche  auf 

eine  andere  Fläche  können  auch  als  diejenigen  Abbil- 
dungen definiert  werden,  bei  denen  den  Minimalcurven  der 

einen  Fläche  die  Minimalcurven   der  anderen  entsprechen. 

Man  kann  sich  die  Aufgabe  stellen:  Auf  zwei  Flächen  ist  je 

ein  Isothermensystem  gegeben.  Gesucht  werden  alle  diejenigen  con- 
formen Abbildungen  der  einen  Fläche  auf  die  andere,  bei  denen 

das  eine  Isothermensystem  gerade  dem  anderen  entspricht. 
Es  seien  v,  v  solche  thermische  Parameter  auf  der  einen  Fläche, 

die  zu  dem  gegebenen  Isothermensystem  gehören,  entsprechend  ü,  v 
auf  der  anderen  Fläche.  Die  Quadrate  der  Bogenelemente  haben 
dann  nach  Satz  25,  S.  58,  die  Form: 

ds^=  n  {u,  v)  {du'-+dv^,         d r-  =  0  {ü,  v)  [da^  +de-), 
sodass 

rf  .*-  _    i2  {ti,  r)       dn-+  d  r* 

rf  5*  ~    Ö  {ü,  r)        du*  +  d  r* 

ist  Um  eine  Abbildung  zu  gewinnen,  müssen  wir  ü  und  v  als 
Functionen  von  u  und  v  definieren.    Wenn  die  Curven  (m)  des  einen 
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IsothermennetzeS/  als  die  Curven  (w)  des  anderen  abgebildet  werden 

sollen,  so  muss  ü  =  Const.  sein,  wenn  u  =  Const.  gesetzt  wird.  Also 
muss  ü  eine  Function  von  u  allein  sein;  ebenso  v  eine  Function 
von  V  allein: 

ü  =  A  (?/) ,         V  =  fi  [v] , 
sodass  kommt: 

ds^  _   ■ßi«,jO     __  du^+  dv^        _  Si {u, v)         1  +  k^ 

~(l¥  ~~    0{l,^  '    V  d  ti^  +  ̂ '^dv^    ~    0 (;.,  ̂i)   *  A'»  +  ;u'» Ä«  ' 

Dies  Verhältnis  soll  nun  nach  Satz  31  von  k  unabhängig  sein.  Dies 
ist  nur  dann  der  Fall,  wenn 

und  daher  jede  dieser  beiden  Grössen,  weil  die  eine  nur  von  u,  die 

andere  nur  von  v  abhängt,   constant  ist.     Demnach  kommt  (wie  in 

(14)  auf  S.  58): 

ü  =  k  {i/)  =  +  au  +  Const,       v  =  fi  {v)  =  +  av  -{•  Const.    {a  =  Const.). 

Hätten  wir  verlangt,  dass  die  Curven  (m)  als  die  Curven  [v)  und  die 
Curven  {v)  als  die  Curven  {ü)  abgebildet  werden  sollen,  so  hätten  wir 
nur  u  mit  v  zu  vertauschen.     Demnach: 

Satz  38:  Um  alle  diejenigen  conformen  Abbildungen 
einer  Fläche  auf  eine  andere  Fläche  zu  erhalten,  bei  denen 

ein  gegebenes  Isothermensystem  der  einen  Fläche  als  ein 
gegebenes  Isothermensystem  der  anderen  abgebildet  wird, 
bestimmt  man  thermische  Parameter  u,  v  und  ü,  v  zu  den 
beiden  Systemen  und   setzt  entweder: 

ü  =■+  au  ■\-  Const,         v  =+  av  -\-  Const. 
oder: 

n  =  4-  a u  -f  Const,         v  =^  ±i  au  +  Const      (a  =  Const). 

Dabei  können  die  Vorzeichen  nach  Belieben  combiniert 
werden. 

Kehren  wir  schliesslich  zu  den  conformen  Abbildungen  einer 
Fläche  auf  die  Ebene  zurück.  Wenn  auf  der  Fläche  u  und  v 

thermische  Parameter  sind,  die  zu  einem  bestimmten  Isothermen- 
system gehören,  und  wenn  die  Fläche  so  auf  die  Ebene  abgebildet 

werden  soll,  dass  dies  System  in  ein  System  von  zwei  zu  einander 
senkrechten  Geradenscharen  übergehen  soll,  das  ja  das  einfachste 
Isothermensystem  in  der  Ebene  ist,  so  haben  wir  zu  bedenken,  dass 
die    gewöhnlichen    rechtwinkligen    Coordinaten  j,  t)    in    der   Ebene 
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thermische  Parameter  eines  Systems  der  letzteren  Art  sind.  Nach 
dem  Satz  38  haben  wir  daher  entweder: 

j  =  4-  o  z^  4-  Const,         i)  =  +  a  ü  +  Const. 
oder: 

l  =  +  av  -{-  Const.,         t)  =  ±  a M  +  Const.       [a  =  Const.) 

zu  setzen.  Die  additiven  Constanten  sind  unwesentlich,  da  sie  durch 

Schiebung  des  Axenkreuzes  in  der  jt)-Ebene  entfernt  werden  können. 
Die  Vertauschung  von  u  mit  v  kommt  auf  die  Vertauschung  von  5 
mit  ̂   hinaus,  d.  h.  darauf,  dass  man  die  Ebene  von  der  anderen 
Seite  betrachtet.  Alle  jene  Abbildungen  sind  also  nichts  wesentlich 
anderes  als  die  eine: 

j  =  +aM,          t)=  +  ay         («  =  Const). 

Sie  unterscheidet  sich  von  der  speciellen: 

(6)  j  =  M ,         t)  =  r 

nur  dadurch,  dass  das  ganze  Bild  ähnlich  vergrössert  wird,  wodurch 

die  Winkeltreue  ja  offenbar  nicht  gestört  wird.     Daher  folgt: 

Satz  39:  Alle  diejenigen  conformen  Abbildungen  einer 

Fläche  auf  die  Ebene,  bei  denen  ein  bestimmtes  Isothermen- 

system der  Fläche  in  ein  System  zweier  zu  einander  senk- 
rechten Geradenscharen  übergeht,  sind  mit  einander  in 

gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinn   ähnlich. 

Wir  werden  uns  also  auf  die  Annahme  (6)  beschränken  dürfen. 

§  10.    Conforme  Abbildung  der  Kugel  auf  die  Ebene. 

In  dem  1.  Beispiel  auf  S.  59  ergaben  sich  durch  Quadratur 
thermische  Parameter  auf  einer  beliebigen  Rotationsfläche.  Nach 
S.  58  können  wir  daher  alle  thermischen  Parameterpaare  für  diese 

Fläche  und  mithin  nach  Satz  34,  S.  71,  alle  conformen  Abbil- 

dungen der  Rotationsfläche  auf  die  Ebene  angeben.^  Ins- 
besondere gilt  dies  auch  für  die  Kugel. 

Wenn  man  jedoch  den  conformen  Abbildungen  noch  beson- 
dere Bedingungen  vorschreibt,  so  treten  neue  Probleme  auf,  die 

*  Die  Aufgabe,  eine  beliebige  Kotationsfläche  conform  auf  die  Ebene  ab- 
zubilden, wurde  im  wesentlichen  vollständig  zuerst  von  Lageaxge  gelöst:  „Sur 

la  construction  des  cartes  geographiques",  Nouv.  Mem.  de  lAcad.  de 
Berlin,  annee  1779  (Berlin  1781),  wieder  abgedruckt  in  den  Oeuvres  T.  IV, 

übersetzt  in  Ostwald 's  Klassikern  Nr.  55. 
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durch  diese  allgemeinen  Betrachtungen  noch  nicht  erledigt  sind. 

Wir  wollen  hier  einige  derartige  Aufgaben  über  die  conforme  Ab- 
bildung der  Kugel  auf  die  Ebene  lösen. 

Zunächst  können  wir  die  allgemeinste  conforme  Abbildung  der 
Kugel 

(1)  X  =  cos  u  cos  V ,       y  =  cos  u  sin  v ,       z  =^  sin  u 

auf  die  jtj-Ebene  auf  Grund  des  Satzes  37,  S.  73,  sehr  einfach  aus- 
drücken, indem  wir  auf  der  Kugel  und  in  der  Ebene  die  Minimal- 

geraden als  Parameterlinien  wählen.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir 
die  Kugel  nach  (11),  S.  64,  mittels  der  Parameter  u  und  ö  so  dar: 

/ox  It  +  H  .    11  —  t)  U  t)  —  1 

^  '  ub+l'        ̂   ub  +  1'  uö  +  l 

Alsdann  sind  die  Parameterlinien  (u)  und  (ö)  die  Minimalgeraden 

der  Kugel.     In  der  jt)-Ebene  sind  die  Linien 

l  +  it)  =  Const. 

die  Minimalgeraden.  Nach  dem  angeführten  Satze  erhalten  wir  nun 

die  allgemeinste  conforme  Abbildung  der  Kugel  (2)  auf  die  jt)-Ebene, 

wenn  wir  j  +  z t)  und  ̂ —  it)  gleich  irgend  welchen  Functionen  von 
je  nur  einem  der  beiden  Parameter  u  und  ö  setzen,  wenn  wir  also 
entweder: 

(3)  ]c  +  it)  =  U{ü),         j-zt)  =  r(ü) 
oder 

(4)  ^-i\^  =  ü(n),        5  +  i^  =  r(ö) 

setzen,  wobei  V  eine  beliebige  Function  von  u  und  t'  eine  be- 
liebige Function  von  o  bedeutet.  Doch  dürfen  diese  Functionen 

keine  Constanten  sein.     Es  muss  also 

(5)  u'^0,      r'=i.o 
sein. 

Jetzt  wollen  wir  die  Aufgabe  lösen,  alle  diejenigen  con- 
formen  Abbildungen  der  Kugel  auf  die  Ebene  zu  be- 

stimmen, bei  denen  sich  jeder  Kreis  der  Kugel  wieder  als 

Kreis  darstellt.^ 

Dabei   machen    wir    davon  G-ebrauch,    dass   ein  Kreis  auf  der 

^  Nebenbei  sei  erwähnt,  dass  maü  beweisen  kann,  dass  eine  solche  Ab- 
bildung der  Kugel  auf  die  Ebene,  bei  der  alle  Kreise  wieder  als  Kreise  er- 

scheinen, überhaupt  stets  conform  sein  muss. 
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Kugel  (2)  dadurch  bestimmt  wird,  dass  man  nach  S.  65  eine  beliebige 
bilineare  Gleichung 

(6)  2(uo  +  S3u  +  eö  +  ®  =  0  (3I,S3,G,X  =  Con8t) 

zwischen  u  und  ö  herstellt,  oder,  was  dasselbe  ist,  dadurch,  dass 
man  d  gleich  einer  linear  gebrochenen  Function  von  u  setzt: 

.„.  _    Const.  u  +  Const. 

^   '  Const.  u  +  Const.   ' 

In  der  j  t)-Ebene  gilt  dasselbe,  wenn  man  anstatt  u  und  ö  die  Grösse 

l  +  iX)  und  f  —  2 1)  benutzt.  Unsere  Aufgabe  kann  daher  analytisch 
so  ausgesprochen  werden: 

Man  soll  V[vi)  und  r(t))  in  allgemeinster  Weise  so  bestimmen, 

dass  jede  bilineare  Gleichung  zwischen  j:  +  zt)  und  J  —  zQ  infolge 
von  (3)  oder  (4)  mit  einer  bilinearen  Gleichung  zwischen  u  und  ö 
identisch  ist.     Oder:  So,  dass  jede  Gleichung  von  der  Form: 

IQ.  j~  _    Const.  U  +  Const. 

^  '  ~    Const.  U  +  Const.  ' 

in  der  links  nur  t)  und  rechts  nur  u  auftritt,  mit  einer  Gleichung 

von  der  Form  (7)  oder  —  was  dasselbe  ist  —  von  der  Form  (6) 
identisch  ist. 

Um  dies  Problem  zu  lösen,  leiten  wir  zunächst  einen  Hülfssatz 

ab:  Ist  ö  eine  hnear  gebrochene  Function  von  u,  d.  h.  besteht  eine 
Gleichung  von  der  Form  (6),  so  giebt  sie,  dreimal  total  nach  u 

differenziert,  drei  Gleichungen  für  die  Differentialquotienten  ö',  o",  ti'" 
von  ö  nach  u,  nämlich: 

2t(  0  +uö'  )  +  «  +  et)'  =0, 
5r(2ö'  +  uo")       +eD"  =  o, 
5t(3t)"+ut)"')  +go"=0. 

Sie  sind  linear  und  homogen  in  51,  S,  ß  und  aus  ihnen  folgt  daher 
das  Verschwinden  der  Determinante  hinsichthch  %,  93,  ß.  So  kommt 
man  zu  der  Gleichung: 

(9)  3o"2- 2o'ö"'=0. 

Umgekehrt:  Ist  ö  eine  solche  Function  von  u,  deren  Differential- 
quotienten diese  Bedingung  erfüllen,  so  ist 

D  D 

oder: 

3  log  d'  —  2  log  ö"  =  Const, 
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also: 

oder: 

also; 

=  Const. 

l/ö'^
 

=  Const.  u  +  Const, 

(Const.  u  +  Const.)* 
woraus  durch  noclimalige  Integration  folgt,  dass  b  die  Form  (7)  hat. 
Wir  haben  also  den  Hülfssatz  gefunden: 

Satz  40:  ö  ist  dann  und  nur  dann  irgend  eine  linear 

gebrochene  Function  von  u,  wenn  zwischen  den  Ablei- 

tungen ö',  ö",  ö'"  von  ö  nach  u  die  Beziehung 

3t)"2- 2t)'ö'"  =  0 
besteht. 

Nach  dem  Obigen  kommt  es  daher  darauf  an,  U  und  T'  so  als 
Functionen  von  u  bez.  ö  allein  zu  bestimmen,  dass  jede  bilineare 
Gleichung 

ÄUr^  BU+CV-\- 1)  =  0      {Ä,B,C,B  =  Const.) 

eine  solche  Function  ü  von  u  definiert,  deren  Differentialquotienten 

ö',  ö",  t)'"  die  soeben  gefundene  Bedingung  (9)  erfüllen.  Nun  erhält 
man  ü',  ü",  ö'"  aus  den  Gleichungen,  die  aus  der  vorstehenden  Glei- 

chung durch  dreimalige  totale  Differentiation  nach  it  hervorgehen. 
Diese  Gleichungen  sind  linear  und  homogen  in  Ä,  B,  C,  und  es 
muss  daher  ihre  Determinante  hinsichtlich  A,  B,  C  gleich  Null  sein. 
Die  so  hervorgehende  Gleichung: 

=  0 

ist  alsdann  die  einzige  zwischen  ö',  ö",  ö"'  bestehende  Relation,  die 
bei  allen  beliebigen  Annahmen  der  Constanten  A,  B,  C,  B  gilt.  Wir 
haben  zu  fordern,  dass  diese  Gleichung  die  Form  (9)  habe.  Aus- 

führlich geschrieben  lautet  die  Determinantengleichung  so: 

v  v+   ur\>'  u'  r  0' 
V"  r+  2  u'  r  ö'  +   u  f" ö'2  +  vr  0"  v"  v  ö'^  +  r  0" 
V"  r+  3  V"  r  b'  +  3  ?7'  V"  b'2  +  vr"  b'^  +  u"'  v"  b'^  +  3  v  b'  b"  + 

+  3  c/'  r  b"  +  3  ?7  F"  b'  b"  +  ur  b'"  +  r  b'" 

dVV dV 
d  V rfu du du 

d'^UV 

rf2  u 

d»V 

rfu» 

dyx^ d-A^ 

d^UV 
d^  U 

dW 

rfu» 

rfu» dvi" 

=  0. 
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Wenn  man  von  der  ersten  Reihe  die  mit  T  multiplicierte  zweite  und 
die  mit  U  multiplicierte  dritte  Reihe  abzieht,  vereinfacht  sich  die 

Determinante  bedeutend.     Ihre  Ausrechnung  ergiebt  die  Gleichung: 

U'^  (3  r"2  _  2  r  F")  ü'*  -  r^  (3  u"^  -2U'  v")  o'^  + 

+  i^'2r*(3o"2-2ö'ö"')  =  0 

zwischen  ö',  ö",  ö"'.  Da  sie  die  Form  (9)  haben  soll,  so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  (5),  dass 

3  r"2  -  2  r  u'"  =  0,     3  r"2  _  2  r  v"  =  0 

sein  muss.  Dies  aber  sagt  nach  Satz  40  aus,  dass  U  eine  linear 

gebrochene  Function  von  u  und  T'  eine  linear  gebrochene  Function 
von  t)  sein  muss.  Gehen  wir  jetzt  auf  (3)  und  (4)  zurück,  so 
kommt : 

Satz    41:    Alle    diejenigen    conformen    Abbildungen    der 
Kugel 

U  +  D                                      .U  —  D  UÖ  —  1 
?/  =    —  2    »  Z  = 

UD  +  1  *  UD  +  1  UD  +  1 

auf  die  Fibene  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  f,  ̂ , 
bei  denen  sich  jeder  Kreis  als  Kreis  abbildet,  ergeben  sich, 

wenn  man  f  +  i\^  und  f  —  zt)  gleich  beliebigen  linear  ge- 
brochenen Functionen  von  je  einem  der  beiden  Parameter 

u  und  0  setzt. 

Nehmen  wir  etwa  an: 

(•«)       f+'»=f^'  i- - '•" = 7;f:-|- so  ist  der  Kreis 

(11)        Ä{i  +  et))(r  -  i\))  +  B[i  +  ei))  +  C{i  -ix))  +  lJ  =  Q 

in  der  ̂ 'D-Ebene  das  Bild  des  Kreises: 

^  (oj  u  +  ̂ )  (^2  0  +b.^-\-  B  [a^  u  +  b^)  (c^  ü  +  ̂2)  + (12)       , 
+  <?  (ci  U  +  d^)  (^2  ö  +  ̂2)  +  ̂   (<^i  U  +  ̂1)  (C2  ö  +  t/g)  =  0 

auf  der  Kugel.  Insbesondere  werden  sich  gewisse  Kreise  der  Kugel 
als  die  Geraden  der  Ebene  darstellen.  Da  letztere  bei  der  An- 

nahme Ä  =  0  aus  (11)  hervorgehen,  so  haben  diese  Kreise  der  Kugel 
nach  (12)  Gleichungen  von  der  Form: 

B{a^Vi  +  b^)  (Cg  0  +  (/.)  +  C[c^  u  +  d^)  {a^  0  +  ̂2)  + 

+  i>(c,u  +  ̂i)(c2  0  4-^2)  =  0- 
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Wie  auch  die  Constanten  B,  C,  JD  gewählt  sein  mögen,  stets  wird 
die  Gleichung  befriedigt,  wenn  man  u  und  ü  so  wählt,  dass 

c^  U  +  fZj  =  0,       C2  ö  +  (/g  =  0 

ist,  d.  h.  wenn  man: 

u  =    ,       Ü  =   

setzt.  Daher  gehen  diejenigen  00^  Kreise  der  Kugel,  deren  Bilder 
die  00^  Geraden  der  Ebene  sind,  durch  den  Punkt  A  mit  diesen 
Coordinaten  hindurch. 

Wir  können  annehmen,  dass  wir  diesen  Punkt  Ä  durch  Drehung 

der  Kugel  in  sich  in  die  r-Axe  gebracht  haben,   d.  h,   wir  können 

A  als  Nordpol  wählen.    Für  ihn  ist  dann  die  Breite  u  =  — ,    daher 

nach  den  Formeln  (9),  S.  64,  der  Parameter  u  und  der  Parameter  ö 
unendlich  gross.  Mithin  kommt  diese  besondere  Wahl  des  Para- 

metersystems darauf  hinaus,  dass  wir  c^  und  c,  gleich  Null  an- 
nehmen, sodass  wir  die  Gleichungen  (10)  der  Abbildung,  die  selbst 

nicht  specialisiert  worden  ist,  so  vereinfachen  können: 

J  +  29  =  «i«  +  *i»       E-^'9  =  «2»  +  *2- 
Ferner   können    wir    das    Axenkreuz    in   der  jt) -Ebene   soweit  ver- 

schieben, dass  sich  diese  Gleichungen  noch  weiter  vereinfachen: 

J  +  2  9  =  flj  U,        J  —  ä)  =  «2  0. 

Der  Längenkreis  [v  =  0),  für  den  nach  (9),  S.  t)4,  die  Parameter  u 
und  ö  einander  gleich  sind,  bildet  sich  hiernach  als  die  Gerade 

«1  «2 

ab.  Wir  können  die  jt)-Ebene  um  ihren  Anfangspunkt  drehen,  bis 

diese  Gerade  die  j-Axe  wird,  d.  h.  wir  dürfen  a^  =  ög  annehmen. 
Nun  bleibt: 

j  +  2t)  =  au,       j  — 2t)  =  aö 
oder : 

f  =  |-(U  +  t.),  l3=_JA(„_ö). 

Indem  wir  die  j^-Ebene  ähnlich  vergrössern,  was  ja  bei  conformer 
Abbildung  statthaft  ist,  können  wir  insbesondere  a  =  1  machen. 
Also  haben  wir: 

(13)  j=ku  +  t)),    5  = -4(11-0). 
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Nach  (2)  bestehen  daher  zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  z  eines 
Punktes  der  Kugel  und  den  Coordinaten  f,  ̂   seines  Büdpunktes 
die  Beziehungen: 

(14) 

2  t 

f-  +  X)'+  1    ' 

.V  = 

2» 

j*  +  9»  +  1  ' 

r*  +  H*  -  1 
r*  +  1)*  +  1 

Wenn  wir  jetzt  die  j^Ebene  direct  mit  der  x^- Ebene  zur  Deckung 
bringen,  und  zwar  auch  hinsichtlich  der  Axen.  so  lässt  sich  die 

Beziehung  zwischen  Originalpunkt  (j-,  y,  z)  und  Bildpunkt  (f,  tf) 
geometrisch  leicht  herstellen.     Da  nämlich 

ist,  so  liegen  die  drei  Punkte  (x,  y,  z),  (j,  ̂ ,  0)  und  (0,  0,  1)  auf 
einer  Geraden.  Der  dritte  Punkt  (0,  0,  1)  ist  der  oben  erwähnte 
NordpoU.  (Siehe  Fig.  19.)  Wenn 
man  also  Tom  Nordpol  aus  die 

Gerade  durch  einen  Punkt  (x,y,  z) 
der  Kugel  zieht,  so  schneidet  sie 

die  Äquatorebene  (z  =  0)  in  dem 
zugehörigen  Bildpunkt  (f,  t),  0). 

Anders  ausgesprochen:  Die  Ab- 
bildung wird  dadurch  gewonnen, 

dass  man  die  Kugel  Tom  Nord- 

pol—  alsProjectionscentrum  — 
perspectiv  auf  die  Äquator- 
ebene  projiciert  Wird  die  Äqua- 

torebene durch  eine  zu  ihr  parallele  Ebene  ersetzt,  so  wird  das  Bild 
nur  ähnlich  vergrössert  Ausserdem  muss  man  sich  daran  erinnern, 
dass  wir  zur  Vereinfachung  der  Formeln  einen  bei  der  Abbildung 

ausgezeichneten  Punkt  als  Nordpol  wählten.  An  die  Stelle  des  Nord- 
pols kann  also  irgend  ein  Punkt  der  Kugel  treten,  die  Bildebene 

ist  alsdann  eine  zu  seinem  Durchmesser  senkrechte  Ebene.  Femer 

merken  wir  noch  an.  dass  die  durch  (4)  vermittelten  Abbildungen 

aus  den  durch  ̂ 3)  vermittelten  dadurch  hervorgehen,  dass  man  die 

f  ̂-Ebene  von  der  anderen  Seite  betrachtet  Daher  können  wir  das 
Ergebnis  allgemein  so  aussprechen: 

Satz  42:  Die  allgemeinste  conforme  Abbildung  der 
Kugel  auf  eine  Ebene,  bei  der  sich  alle  Kreise  wieder  als 
Kreise  darstellen,  erhält  man,  wenn  man  die  Kugel  von 

einem  ihrer  Punkte  aus  perspectiv  auf  eine  zum  Durch- 
messer dieses  Punktes  senkrechte  Ebene  projiciert 

SCHKFFSBs,  G«om.  Diffr.    n.  6 

Fig.  19. 
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Die  perspective  Projection  der  Kugel  von  einem  Punkte  der 
Kugel  aus  auf  eine  zu  seinem  Durchmesser  senkrechte  Ebene  heisst 
die  stereograpliische  Projection  der  Kugel.     Also: 

Satz  43:  Die  stereograpliischen  Projectionen  der  Kugel 
sind  die  einzigen  conformen  Abbildungen  der  Kugel  auf 

die  Ebene,  bei  denen  jeder  Kreis  wieder  al^  Kreis  er- 

scheint.^ 
Wir  wollen  jetzt  überhaupt  nach  allen  denjenigen,  per- 

spectiven Bildern  der  Kugel  fragen,  die  conform  sind. 
Wird  die  Bildebene  durch  eine  parallele  Ebene  ersetzt,  so  wird 

das  perspective  Bild  nur  ähnlich  vergrössert.  Wir  dürfen  also  Mi- 
nehmen,  dass  die  Bildebene  durch  die  Mitte  der  Kugel  gehe,  da 
diese  Mitte  selbst  sicher  nicht  das  Projectionscentrum  ist,  wie  man 

sofort  einsieht.  Sie  werde  alsdann  als  ary- Ebene,  die  Kugelmitte 
als  Anfangspunkt  gewählt.  Das  Projectionscentrum  habe  die  Coordi- 
naten  a,  b,  c.  Nun  soll  der  Bildpunkt  (y,  t),  0)  des  Kugelpunktes 

{x,  7/,  z)  auf  der  Geraden  durch  das  Projectionscentrum  (a,  b,  c)  und 
den  Punkt  {x,  y,  z)  liegen.     Also  ist  zu  fordern: 

l  —  a_X\  —  h_     —  c 

X  —  a         y  —  b         X  —  c 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

,        .        (a  ±  i  b)  X  —  c  X  T  i  cy 
r  -r"  2 1)  —    • 

Da  nun  bei  jeder  conformen  Abbildung  Gleichungen  von  der  Form 

(3)  oder  (4)  bestehen,  so  muss  also  mit  Rücksicht  auf  (2)  jede  der 
beiden  Grössen 

(a  +  ib){u\)  -  1)  -  2cu  (a  -  «  fe)  (u  b  -  1)  -  2  c  t> 

(1  -  c)  u  t)  -  (1  +  c)      '  VT^c)  u  ö  -  (1  +  c) 

von  nur  je  einem  der  beiden  Parameter  u  und  t)  abhängen.  Es 
muss  also  entweder 

a  =  b  =  0,       c  =  1       oder:       a  =  b  =  0,       c=  —  1 

^  Dass  bei  der  stereographischen  Projection  die  Winkel  in  wahrer  Grösse 
und  die  Kreise  als  Kreise  erscheinen,  ist  leicht  elementargeometrisch  einzu- 

sehen. Diese  Projection  soll  denn  auch  schon  von  Hipparch  (um  160  v.  Chr.) 

erfunden  worden  sein.  Ihre  Bezeichnung  rührt  her  von  Agüillon,  „Optica", 
1613.  Die  umständliche  Ableitung  dieser  Abbildung,  wie  wir  sie  oben  ge- 

geben haben,  hat  den  Zweck,  den  nicht  so  elementaren  Satz  zu  beweisen,  dass 

es  ausser  der  stereographischen  Projection  keine  conforme  Abbildung  giebt, 

bei  der  die  Kreise  wieder  als  Ki-eise  erscheinen.  Dieser  Satz  ist  implicite  in 
der  oben  (S.  75,  Anm.)  genannten  Arbeit  von  Lagbange  enthalten. 
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sein,  d.  h.  das  Projectionscentrum  ist  einer  der  Schnittpunkte  der 

z-Axe  mit  der  Kugel.  Wir  kommen  daher  wieder  zur  stereo- 
graphischen Projection: 

Satz  44:  Die  conformen  perspectiven  Bilder  der  Kugel 

ergeben  sich  sämtlich  durch  die  stereographische  Pro- 
jection. 

Bei  stereographischer  Projection  wird  die  ganze  Kugel  ein- 
deutig auf  die  unbegrenzte  Ebene  abgebildet.  Die  Halbkugel,  die 

dem  Centrum  A  der  Projection  gegenüberliegt,  erfährt  weniger 
starke  Verzerrungen  als  die  andere.  Zu  kartographischen  Zwecken 
bedient  man  sich  daher  meistens  der  stereographischen  Projection 
nur  für  jene  Halbkugel.    So  ist  auch  in  Fig.  20  die  stereographische 

Fig.  20. Fig.  21. 

Projection  einer  Halbkugel  vom  Südpol  aus  und  in  Fig.  21  von 

einem  Punkte  des  Äquators  aus  dargestellt.  ̂   Die  Bildseite  ist  dabei 
diejenige  Seite  der  jedesmal  senkrecht  zum  Durchmesser  des  Pro- 
jectionscentrums  gelegten  Ebene,  auf  der  dies  Centrum  nicht  liegt. 
Die  Breitenkreise  und  Meridiane,  die  ja  ein  Isothermensystem  bilden, 

nach  S.  59,  müssen  sich  auch  in  der  Ebene  als  ein  Isothermen- 
system von  Kreisen  darstellen.  Diese  Systeme  bei  unseren  jetzigen 

Figuren   wurden  im   ersten  Band  in   Fig.  31,  S.  128,  und  Fig.  83, 

^  Diese  Figuren,  sowie  Fig.  22  und  23  sind  in  solcher  Grösse  entworfen 
worden,  dass  jedesmal  die  Kartenmitte  mit  den  früheren  flächentreuen  Karten 

(Fig.  10—16,  S.  44 — 53)  in  der  Flächengrösse  übereinstimmt. 

6* 
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S.  134,  angegeben.  Bei  der  stereographischen  Projection  von  irgend 
einem  Punkte  der  Kugel  aus  tritt  ebenfalls  das  in  der  citierten 

Figur  33  dargestellte  Isothermensystem  auf,  während  die  in  Fig.  32, 

I  S.  131,  und  Fig.  34,  IS.  134  angegebenen  Isothermensysteme  offen- 
bar nicht  auftreten. 

Wir  wollen  jetzt  die  Aufgabe^  lösen,  alle  diejenigen  con- 
formen  Abbildungen  der  Kugel  auf  die  Ebene  zu  bestim- 

men, bei  denen  die  Längenkreise  und  Breitenkreise  wieder 
als  Kreise  abgebildet  werden,  während  wir  es  dahingestellt 
sein  lassen,  wie  sich  die  übrigen  Kreise  der  Kugel  im  Bilde  zeigen. 

Nach  Satz  81,  I  S.  133,  werden  sich  die  Längenkreise  und 

Breitenkreise,  da  sie  ein  Isothermensystem  bestimmen,  in  der  Bild- 
ebene, der  ft)- Ebene,  als  Kreise  darstellen,  deren  Gleichungen  auf 

die  Form  gebracht  werden  können: 

(15)  j2  +  lf_2pj  =  n2,       j:2  +  ̂ 2_2yt)  =  -n2. 
Dabei  ist  n  eine  bestimmte  positive  Constante,  während  p  und  q 
willkürliche  Constanten  bedeuten.  Die  Kreise  der  ersten  Schar  haben 

die  reellen  Punkte  (f  =  0,  t)  =  +  n)  der  Q-Axe  gemein,  die  der 
zweiten  die  imaginären  Punkte  (j  =  ±2«,  t)  =  0)  der  J-Axe;  p  und 

q  sind  die  Abscisse  bez.  Ordinate  der  auf  der  y-Axe  bez.  ̂ -Axe  ge- 
legenen Kreismitten.    Wir  fanden  in  den  Formeln  (18),  I  S.  133,  das« 

1  ,        ü  ,  1,0   —   « 
u  =— arcig— ,      V  =- — log^   

n  °  n  In      ̂   j  +  n 

thermische  Parameter  des  Netzes  (15)  sind.  Lösen  wir  diese  Grlei- 
chungen  nach  p  und  q  auf,  so  kommt: 

(16)  /?  =  ntgWM',       q  ̂   —  n 
e       —  t 

Andererseits  sind  auf  der  Kugel: 

(17)  X  =  cos  u  cos  V ,      y  —  cos  ?<  sin  u ,       z  =■  sin  u 

nach  (19),  S.  59, 

(18)  r.  =  logtg(|  +  |-),      v  =  v 
thermische  Parameter  des  Netzes  der  Breitenkreise  und  Meridiane. 

Nach  Satz  38,  S.  74,  erhalten  wir  daher  die  gewünschten  Abbildungen, 
wenn  wir  entweder 

II  z=  +  a  n  -f-  Const.,       u'  =  ir  av  -\-  Const. oder 

m'  =  +  fl  V  -I-  Const.,       ü'  =  +  a  n  4-  Const.     (a  =  Const.) 

e"'''  +  e-""' 

^  Diese  Aufgabe  wurde  von  Lägrange  in   seiner  in   der  Anm.   auf  S.  75 
erwähnten  Abhandlung  gestellt  und  gelöst. 
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setzen.  Da  eine  Änderung  des  Vorzeichens  von  u  oder  v'  nach  (16) 
nur  auf  eine  Änderung  des  Vorzeichens  von  p  oder  g,  d.  h.  auf 
eine  Vertauschung  einer  Axenrichtung  mit  der  entgegengesetzten 
hinauskommt,  und  da  das  Bild  nur  ähnlich  vergrössert  wird,  wenn 
p,  q  und  n  alle  drei  mit  derselben  Constanten  multipliciert  werden, 

d.  L  wenn  nach  (16)  die  Grössen  u'  und  v  mit  derselben  Constanten 
multipliciert  werden,  so  dürfen  wir  uns  auf  die  beiden  Annahmen 
beschränken: 

u  =  —  ü  ■\-  Const,  r'  =       P  -j-  Const und 

u  =       V  -\-  Const.,  r'  =  —  ü  •\-  Const. 

Bezeichnen  wir  die  Constanten  mit  a  und  ß,  so  giebt  (18)  ent- 
weder: 

oder: 
u  =a-logtg(^  + y), 

u  =  v  +  ß, 

sodass  aus  (16)  entweder: 

;>  =  ntg 

c'  =  r  -J-  ß 

V  =a-  log  tg  (^  +  yj 

(19) 

oder: 

(20) 

na-nlogtg^^  +  |-j 

p  =  ntgn{v-{-  ß), 

na-nlogtg  [^  + 

(t^x^ 

—  »  a  +  » log  tg 

9  = 

+  e ^] ua-nUygtg{^  +  ̂ ) 

iiogtg  y-^ 

folgt  Diese  Gleichungen  (19)  bez.  (20)  genügen  zur  Herstellung  der 

Abbildungen j  da  sie  zur  gegebenen  Breite  ?/  und  Länge  r  die  Mittel- 
punktscoordinaten  p  und  q  der  Kreise  (15)  in  der  Bildebene  liefern. 
Die  Constanten  a,  ß,  n  sind  dabei  irgendwie,  aber  bestimmt  zu 
wählen. 

Bei  der  Abbildung  (19)  stellen  sich  die  Breitenkreise  (u)  als 

die  Kreise  der  ersten  Schar  (15)  dar,  also  als  Kreise  durch  zwei  ge- 
meinsame reelle  Punkte,  während  die  Bilder  der  Meridiane  nicht 

—  wie  auf  der  Kugel  —  gemeinsame  reelle  Punkte  haben.  Für 
kartographische  Zwecke  benutzt  man  daher  lieber  die  Abbildung  (20), 
bei   der   die   Bilder   der  Pole    die   beiden   reellen  Punkte  (r  =  0, 
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t)  =  +  w)  sind.  Bei  dieser  Abbildung  wird  der  Winkel  f ,  den  der 

Meridian  [v]  auf  der  Kugel  im  Nord-  oder  Südpol  mit  dem  Null- 
meridian einschliesst,  verzerrt.  Denn  die  Bilder  der  Meridiane  (w) 

sind  die  Kreise,  die  durch  die  erste  Gleichung  (15)  definiert  werden; 

der  zu  p  gehörige  Kreis  aber  hat  im  Punkte  (j  =  0,  t)  =  n)  eine 
Tangente,  deren  Winkel  w  mit  der  f-Axe  durch 

P 

tgw  = 
n 

bestimmt  wird.  Hierfür  kann  nach  der  ersten  Gleichung  (20)  ge- 
schrieben werden: 

()0  =  n(v-\-ß)  =  nv-\-nß. 

n  ß  ist  bloss  eine  additive  Constante.  Daher  sieht  man :  Der  Winkel, 
unter  dem  sich  zwei  Meridiane  auf  der  Kugel  im  Nordpol  schneiden, 

erscheint  im  Bilde  in  n-facher  Grösse.  Die  Abbildung  ist  deshalb 
für  den  Nordpol  und  ebenso  für  den  Südpol  nicht  mehr  conform, 

wenn  n  nicht  etwa  gerade  gleich   +  1  oder  —  1  ist. 
Nehmen  wir  etwa  n  =  \  an.  Ferner  sei  der  Meridian,  der  sich 

als  Kreis  um  den  Anfangspunkt  der  5  t)-Ebene  mit  dem  Radius  n  ab- 

bildet, der  Meridian  [v  =  ̂ n).  Es  sei  also  p  =  0  für  ü  =  i;r.  Nach  (20) 
tritt  dies  für  ß  =  0  ein.  Wir  wählen  deshalb  ß  =  0.  Der  Äquator 

{71  =  0)  möge  sich  als  die  f-Axe  abbilden,  d.  h.  als  der  zur  zweiten 
Gleichung  (15)  für  g  —  oo  gehörige  Kreis.  Zu  diesem  Zweck  wählen 
wir  nach  (20)  die  Constante  a  =  0.  Jetzt  vereinfachen  sich  die 
Gleichungen  (20)  so: 

;'  =  itg|-,        ?  =  ictgy. 

Diese  conforme  Abbildung  ist  in  Fig.  22,  S.  87,  dargestellt. 
Die  Formeln  (20)  dienen  dazu,  die  ganze  Kugelfläche  conform 

und  eindeutig  auf  das  Innere  eines  beliebigen  ebenen  Kreiszweiecks 
abzubilden,  wobei  die  Meridiane  als  die  Kreise  durch  die  Ecken 
und  die  Meridiane  als  die  dazu  senkrechten  Kreise  erscheinen. 

Es  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  wir  bei  der  Lösung  un- 
seres Problems  von  vornherein  annahmen,  das  Bild  der  Breiten-  und 

Längenkreise  sei  ein  allgemeines  Isothermensystem  von  Kreisen 
in  der  Ebene,  denn  neben  diesem  giebt  es  ja  nach  I  S.  134  noch 
drei  specielle  Gestalten,  dargestellt  durch  die  Figuren  31,  32,  34, 

I  S.  128—134.  Die  Fälle  der  Figuren  32  und  34  gehen  für  w  =  0 
bez.  w  =  00  hervor.  Im  Fall  n  =  0  wird  offenbar  die  Abbildung 
im  Nordpol  ausgeartet,  im  Fall  n  =  00  liegt  das  Bild  des  Nordpols 
unendlich  fern.    Der  Fall  der  Figur  31  geht  nicht  so  einfach  durch 
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specielle  Wahl  der  Constanten  n  hervor.  Da  sich  dieser  Fall  jedoch 
ganz  analog  erledigen  lässt,  wenn  man  auf  das  1.  Beispiel.  I  S.  128, 
zurückgeht,  so  übergehen  wir  ihn. 

Noch   sei   angemerkt,    dass    die    gefundenen    Abbildungen    ins- 
besondere für  n  =  4:  1  die  stereographischen  Projectionen  ergeben.  — 

Fig.  22. 

Wir  erwähnen  noch  einige  Probleme:  Man  kann  nach  allen 

denjenigen  conformen  Abbildungen  der  Kugel  fragen,  bei  denen  sich 

die  oc-  grössten  Kreise  der  Kugel  als  die  Geraden  der  Ebene  dar- 
stellen, aber  es  giebt  keine  solche  Abbildung,  was  schon  daraus 

folgt,  dass  die  Winkelsumme  in  einem  ebenen  Dreieck  stets  zwei 
Rechte  beträgt,  aber  nicht  in  einem  sphärischen  Dreieck.  Die 
Winkeltreue  kann  also  nicht  gewahrt  bleiben,  wenn  sich  die  grössten 
Kugelkreise  als  Geraden  abbilden  sollen. 
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Dagegen  führt  ein  anderes  Problem  zu  einer  wichtigen  Ab- 
bildung: Gesucht  diejenigen  conformen  Abbildungen  der 

Kugel  auf  die  Ebene,  bei  denen  die  Loxodromen  als  Ge- 
raden erscheinen. 

Unter  einer  Loxodrome  versteht  man  eine  Curve  constanter 

Himmelsrichtung  auf  der  Erdkugel,  mathematisch  ausgesprochen  eine 
solche  Curve  der  Kugel,  die  alle  Breitenkreise  oder  Meridiane  unter 

constantem  Winkel  schneidet.  Zu  den  Loxodromen  gehören  die 
Breitenkreise  und  Meridiane;  alle  übrigen  Loxodromen  dagegen  sind 

Curven,  die  die  Pole  der  Kugel  zu  asymptotischen  Punkten  (I  S.  18) 

haben,  sodass  also  die  grössten  Kreise  der  Kugel  —  ausser  den 
Meridianen  und  dem  Äquator  —  keine  Loxodromen  sind.  Da  sich 
die  Loxodromen  als  Geraden  darstellen  sollen,  so  ist  dies  insbeson- 

dere von  den  Breitenkreisen  und  Meridianen  zu  fordern.  Wegen 
der  Winkeltreue  müssen  sie  also  als  zwei  Scharen  zu  einander  senk- 

rechter paralleler  Geraden  erscheinen. 
Bei  einer  conformen  Abbildung,  bei  der  die  Breitenkreise  und 

Meridiane  in  dieser  Weise  auftreten,  erscheinen  die  Loxodromen 

wegen  der  Winkeltreue  als  Linien,  die  eine  Schar  paralleler  Ge- 
raden unter  constanten  Winkeln  schneiden,  mithin  als  Geraden. 

Hieraus  folgt,  dass  die  jetzt  gesuchten  Abbildungen  unter  den 

oben  besprochenen  enthalten  sind  (nämlich  für  n  =  oo).  Es  ist  aber 
bequemer,  sie  direct  zu  bestimmen:  Denn  auf  der  Kugel  (17)  sind 

die  Grössen  (18)  thermische  Parameter  der  Breitenkreise  und  Meri- 
diane.    Daher  geben  nach  S.  75  die  Gleichungen: 

(21)  ^  =  v,       ̂   =  logtg(-|--l-|) 

eine  Abbildung  der  gesuchten  Art.     Nach  Satz  39,  S.  75,  folgt 

Satz  45:  Alle  diejenigen  conformen  Abbildungen  der 

Kugel  mit  der  Breite  u  und  der  Länge  v  auf  die  f^-Ebene, 
bei  denen  die  Loxodromen  als  Geraden  erscheinen,  sind 
der  Abbildung 

J   =   ü,  t)   =   l0gtg^^   +   y) 
gleich-  oder  gegensinnig  ähnlich. 

Die  Abbildung  (21)    heisst    die  Karte    von  Mekcator.^     Siehe 

'  Kremer,  genannt  Mercator,  veröffentlichte  1569  seine  Weltkarte,  auf 
der  er  zwar  ihre  Vorzüge  angab,  aber  über  die  Art  ihrer  Construction  nichts 
mitteilte.  Nach  seinem  Tode  fand  Wright  1599  ein  Näherungsverfahren,  aber 
erst  1645  gab  Bond  den  exacten  mathematischen  Ausdruck  für  die  Abstände 

der  Breitenkreise   an  in  einem   Anhange  zu  Norwood's   „Epitome  of  navi- 
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Fig.  23.  Das  Bild  erfüllt  den  ganzen  Streifen  zwischen  der  Geraden 

^  =  +  %  bis  ins  Unendliche*  und  wiederholt  sich  beiderseits 
periodisch.  Es  sei  noch  hervorgehoben,  dass  sich  diese  Abbildung 
natürlich  nicht  etwa  einfach  dadurch  herstellen  lässt,  dass  man  die 
Kugel  auf  einen  längs  des  Äquators  berührenden  Cylinder  von  der 

Fig.  23. 

Mitte  aus  perspectiv  projiciert  und  alsdann  den  Cylinder  abwickelt. 
Aber  dieses  letztere  Verfahren  giebt  dieselben  Meridiane  und  für 

niedrige  Breiten  wenig  abweichende  Bilder  der  Breitenkreise.  — 

Wir   verzichten    auf  die   Betrachtung  sonstiger  conformer  Ab- 
bildungen der  Kugel. 

gation".  Den  ersten  Beweis  dafür  gab  endlich  Hallet,  „An  easy  demon- 

stration  of  the  logarithmic  tangents  to  the  meridian  line",  Philos. 
Transactions  für  1695 — 97,  Vol.  18.  Wegen  ihres  Nutzens  für  die  Seefahrt 
heisst  die  MERCATORSche  Karte  schlechtweg  die  Seekarte.  Sie  gestattet  die 

von  der  Seefahrt  bevorzugten  Linien  constanten  Curses,  die  Loxodromen,  wegen 

ihrer  Geradlinigkeit  und  Winkeltreue  direct  mittels  des  Compasses  einzu- 
zeichnen, sobald  das  Kartenblatt  selbst  orientirt  ist. 

*  Die  Fig.  23  geht  von  80**  nördlicher  bis  zu  80"  südlicher  Breite. 
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§  11.    Beliebige  punktweise  Abbildungen  von  Flächen. 

In  den  Paragraphen  5,  6,  9  und  10  haben  wir  einige  besondere 
Arten,  eine  Fläche  auf  eine  andere  Punkt  für  Punkt  zu  beziehen, 

in  Betracht  gezogen.  Jetzt  wollen  wir  einige  Sätze  aufstellen,  die 

für  jede  beliebige  punktweise  Abbildung  gelten. 
Es  liege  eine  Fläche  in  Parameterdarstellung  vor: 

(1)  x=(f{u,v),        7/  =  x{u,v),        z  =  yj{u,v). 

Wenn  die  Fläche  nach  irgend  einem  Gesetz  auf  eine  andere  Fläche 

abgebildet  wird,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  {x,  y,  z)  der  Fläche  ein 

Punkt  (5,  y,  i)  auf  der  zweiten  Fläche.  Daher  sind  dann  x,  y,  z  Func- 
tionen von  a:,  y,  z  oder  nach  (1)  Functionen  von  u  und  v.  Es  seien 

dies  die  Functionen: 

(2)  X  =  (f{u,v),        y  =  X  {u,  v),        z  =  yj  {u,  v) . 

Diese  Gleichungen  ergeben,  wenn  u  und  v  alle  möglichen  Werte 
annehmen,  die  Coordinaten  aller  Punkte  {x,  y,  z)  der  zweiten  Fläche. 
Mithin  ist  (2)  eine  Parameterdarstellung  der  zweiten  Fläche.  Zu 
jedem  Wertepaare  u,  v  gehören  einander  entsprechende  Punkte  {x,  y,  z) 

und  {x,  y,  z)  oder  P  und  P  der  beiden  Flächen  (1)  und  (2). 
Es  seien 

[  ds^  =  Edu-  -\-2Fdudv  +  Gdv^, 
(3)  -  -  -      o 

^              I                ds^  =  Edu^  -\-2Fdudv  +  Qdv^ 

die  Quadrate  der  Bogenelemente  der  beiden  Flächen. 

Andern  wir  u  und  v  unendlich  w^enig,  so  ändern  sich  auch  die 
Punkte  P  und  P  unendlich  wenig.  Das  als  eben  aufzufassende 
unendlich  kleine  Stück  der  ersten  Fläche  in  der  Umgebung  eines 

beliebigen  Punktes  P  bildet  sich  als  das  ebenfalls  als  eben  auf- 
zufassende unendlich  kleine  Stück  der  zweiten  Fläche  in  der  Um- 

gebung des  zugeordneten  Punktes  P  ab.  Wir  wollen  die  Beziehung 
zwischen  diesen  beiden  unendlich  kleinen  Bereichen  untersuchen, 

verstehen  also  unter  u,  v  zwei  allgemein,  aber  bestimmt  gewählte 
Werte  der  Parameter  und  setzen  nach  (1)  und  (2)  an: 

dx  =  x^^  du  +  x^.  dv,     dy  =  y^^  du  +  y^  dv,     dz  —  r  ̂   du  -\-  z^dv\ 
(4),__ 

dx  =  x^^  du  +  x^ dv,     dy  z=  y^^du-\-y , dv,     dz  =  r ^  du  +  z^dv . 

Hierin  haben  jetzt  die  partiellen  Ableitungen  von  x,  y,  z  und  x,  y,  z 
nach  u  und  v   bestiramte  Werte,    während  die  Differentiale  ver- 
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änderlich  bleiben.  Es  sind  dxydy,  dz  rechtwinklige  Punktcoordi- 
naten  für  das  unendlich  kleine  Stück  der  ersten  Fläche  in  dem- 

jenigen Axenkreuz.  das  dem  ursprünglichen  parallel  ist  und  seinen 
Anfangspunkt  im  Punkte  P  oder  {x,  y,  z)  der  Fläche  hat  Analoges 
gilt  von  dx,  dy,  dz.  Wir  sehen  aus  (4),  dass  diese  rechtwinkligen 
Coordinaten  linear  und  homogen  Ton  den  Hülfsveränderlichen  du 
und  dv  abhängen. 

Jeder  Fortschreitungsrichtung  {dx :  dy  :  dz)  auf  der  ersten  Fläche 
vom  Punkte  P  aus  entspricht  hiernach  eine  Fortschreitungsrichtung 

{dx :  dy :  dz)  auf  der  zweiten  Fläche  vom  Punkte  P  aus. 
Wenn  wir  du  und  dv  so  annehmen,  dass  dv.du  einen  be- 

stimmten Wert  k  hat^  so  ist  der  zugehörige  Punkt  [u  +  du,  r  -f  dv) 

oder  {x  -{-  dx,  y  +  dy,  z  -^  dz)  der  ersten  Fläche  an  diejenige  Tan- 
gente des  Punktes  {x,  y,  x)  gebunden,  deren  Gleichungen  in  den 

laufenden  Coordinaten  j,  t),  5  nach  (3),  S.  20,  sind: 

(5)     r  =  x  +  (x„4-^,Ä)^     r)=y  +  (y«  +  y,A)^     s  =  z  +  {z^^+ z^k)t 

mit    dem  längs   der  Tangente   veränderlichen  Parameter  t. 
Tangente  entspricht  bei  der  zweiten  Fläche  die  Tangente: 

Dieser 

(6)     i  =  i  +  {x^,+x,.k)t,     i)=^y  +  {y^+y^.k)t,     l  =  I  +  {z^-\- z^.k)t 

vier  Werte  k^,  ä. 
A3,  k^   erteilen. 

Ihnen 

P  und 
Wir  wollen  nun  k 

entsprechen  vier  Tangenten  (5)  in  der  Tangentenebene  von 
vier  Tangenten  (6)  in  der 
Tangentenebene  von  P. 

(Siehe  Fig.  24).  Die  ersten 
vier  Tangenten  haben  nach 

IS.  334  ein  gewisses  Dop- 
pelverhältnis, das  wir 

leicht  bestimmen  können:  Fig.  24. 

Wenn   wir  nämlich  in  (5) 
für  t  den  Wert  Eins  setzen,  so  erhalten  wir  einen  Punkt  auf  der 

Tangente  (5): 

(7)     x  =  x  +  x^  +  x^k,       r)  =  y  +  y,^  +  y^k,       5  =  r -1- z„+ z^Ä. 

Geben  wir  jetzt  k  beliebige  Werte,  so  sind  dies  wieder  die  Glei- 
chungen einer  Geraden  mit  den  laufenden  Coordinaten  r,  r),  j  und 

dem  Parameter  k.  Diese  Gerade  liegt  in  der  Tangentenebene  von  P. 
Jene  vier  Tangenten  treffen  sie  in  vier  Punkten,  deren  Coordinaten 

aus  (7)  hervorgehen,  wenn  wir  für  k  die  vier  Werte  k^.  k^,  k^,  k^ 

setzen.     Nach  Satz  41  oder  42,  I  S.  333,  haben  die  Tangenten  das- 
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selbe    Doppelverhältnis    wie    diese    vier    Punkte.     Und    da  k  in  (7) 
linear   auftritt,    so    ist  das  letztere  Doppelverhältnis  nach  Satz  40, 

I  S.  332,  gleich  dem  der  vier  Werte  k^,  k^,  k^,  k^. 
Wir  haben  also  zunächst  den 

Satz  46:  Diejenigen  vier  Tangenten  eines  Punktes  (u,  v) 
auf  einer  Fläche  mit  den  Parametern  u,  v,  für  die  dv.du 

die    Werte    k^,  k^,  k^,  k^    hat,    haben    das    Doppelverhältnis 

Da  der  Satz  auch  für  die  Tangenten  (6)  der  zweiten  Fläche 
gilt,  so  folgt  hieraus: 

Satz  47:  Sind  zwei  Flächen  Punkt  für  Punkt  auf  ein- 

ander bezogen,  so  entsprechen  den  Fortschreitungsrich- 
tungen,  die  auf  der  einen  Fläche  von  irgend  einem  Punkte 

ausgehen,  die  Fortschreitungsrichtungen,  die  auf  der  an- 
deren Fläche  von  dem  zugeordneten  Punkte  ausgehen,  und 

zwar  in  der  Weise,  dass  irgend  vier  Richtungen  durch  den 
ersten  Punkt  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  ent- 

sprechenden vier  Richtungen  durch  den  zweiten  Punkt 
haben. 

Wenn  wir  auf  den  Tangenten  der  Parameterlinien  {u)  und  (u) 

des  Punktes  P  der  ersten  Fläche  ]/(?  und  ]/£'  als  Strecken  auf- 
tragen und  diese  Strecken  zum  Parallelogramm  vervollständigen, 

wenn  wir  ferner  das  Analoge  beim  Punkt  P  der  zweiten  Fläche 

thun,  so  liegen  zwei  Parallelogramme  vor,  innerhalb  deren  wir  jetzt 
die  durch  (4)  rechnerisch  ausgedrückte  Beziehung  zwischen  den  un- 

endlich kleinen  Flächenbereichen  von  P  und  P  geometrisch  her- 
stellen können:   Hat  nämlich  dv.du  etwa  den  Wert  k,   so  werden, 

wie  in  Fig.  6,  S.  31,    die    Seiten  ]/"(?  und ]/(^  mit    k    multipliciert.     Wird  dann  aus 
diesen  verlängerten  Seiten  und  den  anderen 

Seiten  ]/£"  bez.  '^E  jedesmal  das  Parallelo- 
gramm wieder  vervollständigt,  so  entsprechen 

die  Diagonalen  beider  Parallelogramme  dem 
gegebenen  Wert  k  von  dv.du.    Wir  können 
die  beiden  Figuren  als  unendliche  ähnliche 

Vergrösserungen  der  unendlich  kleinen  Par- 
allelogramme auf  den  Flächen  auffassen. 

Wenn  wir  nun  die  eine  unserer  beiden 

Figuren,   etwa  die  erste,   soweit  ähnhch  vergrössern,   bis  die  Quer- 

diagonale des  aus  ]/(r  und  Y^  gebildeten  Parallelogramms  mit  der 

Fig.  25, 
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entsprechenden  Diagonale  in  der  zweiten  Figur  an  Länge  überein- 
stimmt, so  können  wir  beide  Figuren  so  an  einander  legen,  dass  sie 

sich  längs  dieser  Diagonale  durchdringen.  Siehe  Fig.  25,  S.  92. 

Aus  der  Proportionalität  der  beiden  vorhin  mit  k  =  dv.du  aus- 
geführten Constructionen  folgt  dann   der  in  der  Figur  angedeutete 

Satz  48:  Sind  zwei  Flächen  Punkt  für  Punkt  auf  ein- 

ander bezogen,  so  entspricht  jedem  unendlich  kleinen 
Stück  der  einen  Fläche  ein  unendlich  kleines  Stück  der 

anderen  Fläche.  Bringt  man  zwei  solche  einander  ent- 
sprechende Stücke  in  eine  geeignete  Lage  zu  einander,  so 

kann  man  die  Zuordnung  zwischen  ihren  Punkten  durch 

eine  passende  ähnliche  Vergrösserung  des  einen  Stücks 
und  darauf  folgende  Parallelprojection  des  einen  Stücks 
auf  das   andere  geometrisch  herstellen. 

Doch  ist  die  besondere  Art,  wie  weit  die  Vergrösserung  aus- 
zuführen ist,  in  welche  gegenseitige  Lage  beide  Stücke  zu  bringen 

sind  und  in  welcher  Richtung  zu  projicieren  ist,  für  jedes  andere 
Paar  zugeordneter  Stücke  natürlich  eine  andere. 

Aus  diesem  geometrischen  Ergebnis  hätten  wir  den  obigen 

Satz  47  mit  Hülfe  der  Sätze  des  §  11,  3.  Abschn.  des  1.  Bds.,  eben- 
falls ableiten  können.  Auch  die  folgenden  Betrachtungen  lassen 

sich  zum  Teil  rein  geometrisch  wiedergeben,  aber  wir  schlagen  den 
analytischen  Weg  ein. 

Die  zu  zwei  Werten  k  und  x  von  dv.du  gehörigen  Fortschrei- 
tungsrichtungen  im  Punkte  [u,  v)  der  ersten  Fläche  bilden  einen 
Winkel  a  mit  einander,  für  den  nach  Satz  10,  S.  32, 

(8)  cos  «  = 
y{E  +2Fk  +  G k')  {E  +2F>t-^G y.^) 

ist     Die  entsprechenden  Richtungen  im  Punkte  {u,  v)  der  zweiten 
Fläche  bilden  einen  Winkel  ä  mit  einander,  für  den 

,cs  -  E  +  F{k  +  x)  -h  Gkx 
(9)  cosc;  = 

V{E  +  2Fk  +  Gk^)(E  +  2Fx  +  Gx^ 

ist.  Werden  k  und  x  so  gewählt,  dass  die  zugehörigen  Richtungen 
auf  der  ersten  Fläche  zu  einander  senkrecht  sind,  so  werden  die 

zugehörigen  Richtungen  auf  der  zweiten  Fläche  im  allgemeinen 
nicht  zu  einander  senkrecht  sein.  Einem  rechten  Winkel  auf  der 

ersten  Fläche  entspricht  vielmehr  nur  dann  ein  rechter  Winkel  auf 
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der  zweiten,  wenn  die  Bestimmungsstücke  k  und  x  der  Schenkel  so 

gewählt  werden,  dass  gleichzeitig  cosof  =  0  und  cos«  =  0,  also 

(10) 
E+  F[k  +  x)  +  Gkx^O, 

E+  F{li  +  x)-\-  Okx  =  Q 

ist.     Es  müssen  also  k  und  x  so  gewählt  werden,  dass  ihre  Summe 
und  ihr  Product  die  Werte  haben: 

(11) 
Ä  +  ̂   = 

GE  -  EG 

kx  =■ 

EF  -  FE 

FG  -  GF  '  FG  -  GF 

d.  h.  k  und  X  sind  die  beiden  Wurzeln  der  in  k  quadratischen 
Gleichung: 

(12)  {EF  -  FE)  -  {G  E  -  EG)  k  +  {F Ö  -  G F)P  =  0 
oder 

k^      E       E 

(13)  ~  k       F       F    =0. 
1         G        G  \ 

Hinsichtlich  dieser  quadratischen  Gleichung  sind  nun  drei  Fälle 
zu  unterscheiden: 

1.  Fall:  Die  Gleichung  (12)  oder  (13)  ist  identisch  er- 
füllt, d.  h.  es  ist 

E:F:  G  =  E:F:  G. 

Nach  S.  72  ist  alsdann  die  Abbildung  in  den  betrachteten  Punkten 

(m,  w)  conform.  Jedem  rechten  Winkel  durch  den  Punkt  {u,  v)  der 
einen  Fläche  entspricht  ein  rechter  Winkel  auf  der  anderen  Fläche. 

2.  Fall:  Die  Gleichung  (12)  oder  (13)  hat  zwei  ver- 
schiedene Wurzeln.  Im  Punkte  {u,  v)  der  einen  Fläche  giebt  es 

dann  nur  einen  rechten  Winkel,  dem  auf  der  anderen  Fläche  wieder 

ein  rechter  Winkel  entspricht.  Wenn  wir  k  durch  dv.du  ersetzen, 

so  lautet  die  Gleichung  (12)  oder  (13)  so: 

(14)  {EF-  FE)du^-  {GE-  EQ)dudv  -\-{FG-  GP)dv^  =  0 
oder: 

dv^         E      E  \ 

(15) 
—  dv  du 

dv? 
F 

G 

F 

G 

=  0. 

Nach  Satz  5,  S.  13,  aber  definiert  diese  Gleichung  als  Differential- 
gleichung in  u  und?;  zwei  Curvenscharen  auf  jeder  der  beiden  Flächen, 
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und  zwar  ist  in  jedem  Punkte  jeder  der  beiden  Flächen  die  hin- 

durchgehende Curve  der  einen  Schar  senkrecht  zur  hindurchgehen- 
den Curve  der  andern  Schar.  Es  giebt  also  auf  der  einen  Fläche 

gerade  ein  Orthogonalsystem  von  Curven  (vgl.  S.  33),  dem  auf  der 
anderen  Fläche  wieder  ein  Orthogonalsystem  von  Curven  entspricht. 
—  Sind  die  beiden  Flächen  reell  und  entsprechen  reellen  Werten 
der  Parameter  u,  v  reelle  Punkte,  so  sind  auch  die  Wurzeln  k  und  x 

der  quadratischen  Gleichung  (12)  oder  (13)  reell.  Dies  sieht  man 
wohl  am  schnellsten  so  ein:   Deuten  wir  für  den  Augenblick 

(16) r  =  Ä4- 

■^■h 

F 

als  rechtwinklige  Punktcoordiuaten  in  einer  Ebene,  so  stellt  die  erste 

Gleichung  (10)  die  gleichseitige  H}'perbel 

dar.     Die  erste  Gleichung  (11)  bedeutet  dann  eine  Gerade: 

r  +  i)  =  Const. 

parallel  zur  Hauptaxe  der  Hyperbel.  Beide  treffen  einander  in  zwei 
reellen  Punkten  (r,  i)),  deren  Coordinaten  paarweis  vertauscht  sind 
(siehe  Fig.  26).  Zu  jedem  Punkt  gehört 
nach  (16)  ein  reelles  Wertepaar  k,  x, 
das  den  Gleichungen  (10)  oder  (11)  oder 

(12)  genügt.  —  Im  reellen  Fall  also 
sind  die  beiden  einander  entsprechenden 

Orthogonalsysteme  auch  reell. 

3.  Fall:  Die  Gleichung  (12)  oder 

(13)  hat  zwei  gleiche  Wurzeln.  Jetzt 
fallen  die  beiden  zu  einander  senkrech- 

ten Fortschreitungsrichtungen  auf  jeder 
der  beiden  Flächen  zusammen.  Nach 

Satz  49,  I  S.  339,  sind  sie  also  die  Rich- 
tungen von  Minimalgeraden.  In  der  That  giebt  jede  der  Gleichungen 

(10),  sobald  k  =  X  gesetzt  wird,  nach  S.  35  die  Bedingung  für  die 
Richtung  k  einer  durch  den  Punkt  {u,  v)  der  ersten  bez.  zweiten 
Fläche  gehenden  Minimalcurve.  Jedes  der  beiden  Orthogonalsysteme 
des  zweiten  Falles  ist  mithin  in  eine  Schar  von  Minimalcurven  aus- 

geartet. Es  liegt  daher  hier  der  besondere  Fall  vor,  dass  der  einen 

Schar  von  Minimalcurven  auf  der  ersten  Fläche  vermöge  der  Ab- 
bildung wieder  gerade  eine  der  Scharen  von  Minimalcurven  auf  der 

Fig.  26. 
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zweiten  Fläche  zugeordnet  ist.  Übrigens  tritt  dies  bei  reeller  Ab- 
bildung reeller  Flächen  nie  ein,  wie  die  Fig.  26  zeigt,  da  in  dieser 

Figur  die  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Hyperbel  nur 
dann  zusammenfallen  können,  wenn  die  Hyperbel  in  ihre  Asymptoten 

ausartet,  also  1)  =  0,  d.  h.  die  erste  Fläche  nach  Satz  9,  S.  29,  die 
Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  ist. 

Wenn  wir  von  solchen  Flächen  absehen,  so  können  wir  das 

Ergebnis,  indem  wir  uns  an  Satz  37,  S.  73,  erinnern  und  den  zweiten 
und  dritten  Fall  vertauschen,  so  formulieren: 

Satz  49:  Bildet  man  eine  Fläche  Punkt  für  Punkt  auf 
eine  andere  Fläche  ab  und  ist  keine  der  beiden  Flächen 

die  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve,  so  sind  drei  Fälle 
denkbar: 

Erstens:  Die  beiden  Scharen  von  Minimalcurven  der 

einen  Fläche  bilden  sich  als  die  beiden  Scharen  von  Mini- 
malcurven der  anderen  Fläche  ab.  Dann  ist  die  Abbildung 

conform,  und  jedem  Orthogonalsystem  auf  der  einen  Fläche 
entspricht  ein   Orthogonalsystem  auf  der  anderen  Fläche. 

Zweitens:  Nur  eine  Schar  von  Minimalcurven  der  einen 

Fläche  bildet  sich  als  Schar  von  Minimalcurven  der  an- 

deren Fläche  ab.  Ausser  dieser  als  Ausartung  eines  Ortho- 
gonalsystems aufzufassenden  Schar  giebt  es  alsdann  kein 

Orthogonalsystem  auf  der  einen  Fläche,  dem  auf  der  an- 
deren Fläche  wieder  ein  Orthogonalsystem  entspräche. 

Bei  reeller  Abbildung  tritt  dieser  Fall  nie  ein. 

Drittens:  Keine  der  beiden  Scharen  von  Minimal- 
curven der  einen  Fläche  bildet  sich  als  Schar  von  Mini- 

malcurven der  anderen  Fläche  ab.  Alsdann  giebt  es  ein 

und  nur  ein  Orthogonalsystem  auf  der  einen  Fläche,  dem 

auf  der  anderen  Fläche  wieder  ein  Orthogonalsystem  ent- 
spricht. Ist  die  Abbildung  reell,  so  sind  es  auch  diese 

beiden   Orthogonalsysteme. 

Der  letzte  Fall  ist  der  allgemeinste.  Wir  wollen  ihn  daher 

insbesondere  für  reelle  Abbildungen  noch  einmal  als  Satz  aus- 
sprechen: 

Satz  50:  Wird  eine  reelle  Fläche  Punkt  für  Punkt,  aber 

nicht  conform,  auf  eine  andere  reelle  Fläche  abgebildet, 

so  giebt  es  stets  ein  und  nur  ein  Orthogonalsystem  auf 
der  einen  Fläche,  dem  auf  der  anderen  Fläche  wieder  ein 

Orthogonalsystem  entspricht;  und  diese  beiden  Orthogonal- 
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Systeme  sind  reell.^  —  Sind  auf  beiden  Flächen  einander 

entsprechende  Punkte  (x,  y,  z)  und  (J-,  y,  z)  auf  dasselbe  Para- 
meterpaar bezogen: 

X  =  (f{u,v),       y  =  -/{u,v),       z  =  yj  {u,  v) , 

x  =  (f{u,v),       y  =  x{u,v),       z  =  7ip{u,v) 

und  sind  E,  F,  G  bez.  E,  F,  G  die  Fundamentalgrösseu  erster 

Ordnung  auf  den  beiden  Flächen,  so  werden  jene  Ortho- 
gonalsysteme  durch  die   Differentialgleichung 

dv^  E       E   : 

-  du  dv     F      F      =0 

du^        G       Q   \ 

zwischen  u   und  v  definiert. 

Sehen  wir  von  dem  Specialfall  ab,  der  bei  reeller  Abbildung 
nie  eintritt,  dass  nämlich  die  quadratische  Gleichung  (12)  eine 

Doppelwurzel  hat,  so  können  wir  nunmehr  annehmen,  dass  die 

Parameter  m  und  v  schon  so  ge^yählt  seien,  dass  gerade  die  Para- 
meterlinien (m)  und  (r)  auf  beiden  Flächen  Orthogonalsysteme  bilden. 

Im  allgemeinen  ist  dies  nur  auf  eine  Weise  möglich,  im  Fall  der 
conformen  Abbildung  auf  unendlich  viele  Weisen.  Hervorzuheben 
ist  noch,  dass  die  so  eingeführten  neuen  Parameter  7i  und  v  im 
Fall  einer  reellen  Abbildung  für  reelle  Punkte  auch  reell  sind. 

Nach  Satz  13,  S.  34,  ist  jetzt  F=  F  —Q  zu  setzen,  sodass 

ds^  =  Edu^  +  Gdv^, 

dp  ==  Edu^  +  Gdv^ 

ist.  Jetzt  sind  die  Parallelogramme  in  Fig.  25,  8.  92,  Rechtecke,  und 
man  erkennt:  Geht  man  von  einem  Punkte  P  oder  (;/,  v)  der  ersten 

Fläche  in  der  Richtung  [dv.du)  fort  zu  einem  unendlich  benach- 
barten Punkt  Q,  so  ist  für  den  Winkel  9p  dieser  Richtung  mit  der 

Tangente  der  Parameterlinie  {u): 

'  Dies  wurde  zuerst  von  Tissot,  „Sur  les  cartes  geographiques", 
Comptes  Eendus  t.  49  (1859),  ausgesprochen.  Eine  ausführliche  Begründung 
gab  er  1878  in  den  Nouvelles  Annales  de  Math.,  2.  s6rie,  t.  17.  Dass  der  Satz 
bei  imaginären  Abbildungen  nicht  ausnahmslos  gilt,  bemerkte  Lie,  „Über 

geodätische  Linien",  Note  I:  „Über  die  allgemeinste  geodätische 
Abbildung  einer  reellen  oder  imaginären  Fläche'',  Math.  Ann.  20.  Bd. 
(1882).  Er  machte  darin  auf  den  in  obigem  Satz  49  genannten  zweiten  Fall 
aufmerksam. 

SCHKFFEBS,   GeoBfl.  Diffr.    U.  7 
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sin  (f  = 
ds 

yOdv 
cos  Qp  =  -^-,   

^  ds 

Auf  der  anderen  Fläche  kommt  entsprechend: 
sin  (p 

cos  ̂  

(Siehe  Fig.  27.)     In   dem  Axenkreuz,    das   von   den  Tangenten    der 

Fig.  27. 

durch  P  gehenden  Parameterlinien  (m)  und  {v)  gebildet  wird,  mögen 
j  und  t)  rechtwinklige  Coordinaten  von  Q  sein.     Dann  ist: 

^  =  ds  cos  ̂   =  YG  dv ,       i)  =  dssincf)  =  ]/Edu  . 

Analog  construieren  wir  das  Kreuz  der  j-  und  ̂ -Axe  bei  der  zweiten 

Fläche.     Dann  hat  der  Bildpunkt  von  Q  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten : 

Daher  ist: 
^=YQdv,       i)  =  ]/Ed^ 

=/! 

j,     9 

-\/h 

Beschreibt  Q    einen    unendlich    kleinen  Kreis    um  P  mit    dem 

Radius  ds,  so  ist 

f  +  t}^  =  ds'^, und  für  die  Bahn  des  Bildpunktes  ergiebt  sich  dann  der  unendlich 
kleine  Kegelschnitt: 

Im  reellen  Fall  sind  die  Coefficienten  hierin  positiv  (nach  S.  17). 
Dann  also  ist  die  Bildcurve  eine  unendlich  kleine  Ellipse  mit  den 
Halbaxen 

Wir  finden  also: 

Satz  51:    Bildet  man   eine  Fläche  Punkt  für  Punkt  auf 

eine  andere  Fläche  ab,  so  dass   ein  gewisses  Orthogonal- 

~ds,      y§ds. 
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System  der  Fläche  im  Bilde  wieder  als  Orthogonalsystem 
erscheint,  so  entspricht  jedem  unendlich  kleinen  Kreis  um 

einen  Punkt  F  der  Fläche  auf  der  Bildfläche  ein  Kegel- 
schnitt, dessen  Mittelpunkt  der  Bildpunkt  von  P  ist  und 

dessen  Axen  in  den  Tangenten  der  durch  diesen  Bildpunkt 

gehenden  Curven  des  zweiten  Orthogonalsystems  liegen.  Ist 

die  Abbildung  reell,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse.^ 
Die  Radien  des  Kreises  um  P  bilden  sich  als  die  Halbmesser 

des  Kegelschnittes  ab.  Da  die  Axen  der  Ellipse  die  Maxima  oder 
Minima  der  Durchmesser  sind,  so  sieht  man: 

Satz  52:   Bildet  man  eine  reelle  Fläche  punktweis,  aber 
nicht  conform  auf  eine  andere  reelle  Fläche  ab.  wobei  ein 

Orthogonalsystem  der  Fläche  im  Bilde  wieder  als  Ortho- 
gonalsystem erscheint,  so  sind  die  Curven  jenes  Ortho- 
gonalsystems diejenigen  Curven,  längs  deren  an  jeder  Stelle 

die  durch  die  Stelle  gehenden  Bogenelemente  bei  der  Ab- 

bildung die   grösste  Längenverzerrung  erleiden.' 
Auch  sieht  man  ein,  dass  die  Curven  ohne  Längenver- 

zerrung, für  die  also  ds  =  ds  ist,  zwei  Scharen  bilden,  derart, 
dass  die  Winkel  der  durch  einen  Punkt  gehenden  beiden  Curven 

von  den  Curven  des  Orthogonalsystems  halbiert  werden. 
Aus  der  früheren  Formel  (8)  folgt  leicht: 

^^  ~    E  +  F{k  +  x)  +  Qkx  ' 

Wählen  wir  die  Richtungen  k  und  x  unendlich  wenig  verschieden 

von  einander,  d.  h.  setzen  wir  etwa  x  =  k  —  dk,  so  wird  «  unend- 
lich klein,  etwa  gleich  da,  und  tg  a  =  da,  sodass  kommt: 

~    E+2Fk  +  Gk'-  ' 

Diesem  unendlich  kleinen  Winkel  entspricht  auf  der  zweiten  Fläche 
ein  unendlich  kleiner  Winkel  da,  für  den  analog: 

+  Ddk 
da  =  -^   ^-TT- 

E  +  2Fk  +  Gk'- 
ist     Wir  mussten  hier   ±  hinzufügen,  weil  wir  über  den  Sinn  der 

1  TissoT  a.  a.  0.  Das  Bild  des  Kreises,  die  Ellipse,  wird  häufig  als 

Indicatrix  bezeichnet.  Da  man  aber  einen  anderen  später  (auf  S.  139)  auf- 
tretenden Kegelschnitt,  der  schon  früher  in  die  Flächentheorie  eingeführt  worden 

ist,  ebenfalls  so  nennt,  so  würde  man  die  hier  vorkommende  Ellipse  zur  Unter- 
scheidung die  TissoTSche  Indicatrix  nennen  müssen. 

7* 
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Messung  der  beiden  Winkel  keine  einheitliche  Festsetzung  getroffen 

haben.    Wir  haben  aber  jetzt  i^=  #=  0,  also  D  =  ̂ EG,  D  =  ̂ EG, 
sodass  kommt: 

,           Veg      ,j          ,  _       ±  VYG    ,  j 
da  =  -—   — p-  dk,        da  =^  ~_   —  d  k  . 

Demnach  hat  im  reellen  Fall,  in  dem  ja  E,  G  und  E,  G  nach  S.  17 
positiv  sind,  das  Verhältnis 

da    _  /YG       E  +  Gk^' 
da        —  V   EG      E  +  Gk"- 

für  Ä  =  0  und  ä  =-  oo  ein  Maximum  oder  Minimum,  d.  h,  für  dv  =  Q 
und  für  du  =  0.     Also  ergiebt  sich: 

Satz  53:  Bildet  man  eine  reelle  Fläche  punktweis,  aber 
nicht  conform  auf  eine  andere  reelle  Fläche  ab,  wobei  ein 
gewisses  Orthogonalsystem  der  Fläche  wieder  als  Ortho- 

gonalsystem erscheint,  so  liegen  diejenigen  unendlich 
kleinen  Winkel  auf  der  einen  Fläche,  die  von  allen  un- 

endlich kleinen  Winkeln  mit  demselben  Scheitel  die 

stärkste  Verzerrung  bei  der  Abbildung  erleiden,  längs  der 
Curven  jenes   Orthogonalsystems. 

Auf  die  punktweise  Abbildung  von  Flächen  auf  einander  kommen 

wir  gelegentlich  zurück.  — 

Die  wichtigsten  Formeln  dieses  Abschnittes  haben  wir,  um  die 

Rückverweisung  und  Übersicht  zu  erleichtern,  im  Anhang  zusammen- 
gestellt in  der  Tafel  XI,  wodurch  der  Anhang  des  ersten  Bandes, 

Tafel  I  bis  X,  fortgesetzt  wird.  Wir  verweisen  auf  diese  Formeln 
künftig  durch  die  Zeichen  XI  (Ä)  bis  XI  (P). 



Zweiter  Abschnitt. 

Die  Krümmung  der  Fläche. 

§  1.    Die  Krümmung  der  Flächencurven  und  die  Fundamental- 
grössen  zweiter  Ordnung. 

Beim  Rückblick  auf  den  ersten  Abschnitt  wird  der  Leser  be- 

merken, dass  die  wesentliche  Grundlage  der  Untersuchungen  die 
Formel 

ds^  =  Edu"  +  IFdu  dv  +  Gdv^ 

für  das  Quadrat  des  Bogenelementes  war,  anders  ausgesprochen:  es 
genügte  uns  im  wesentlichen  statt  der  Kenntnis  der  Gestalt  der 
Flächen  die  Kenntnis  der  drei  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
E,  b\  G  als  Functionen  der  Parameter  u  und  v. 

Jetzt  aber  wollen  wir  die  Gestalt  der  Flächen  näher  untersuchen, 

und  dabei  werden  wir  uns  bald  genötigt  sehen,  zu  jenen  Grössen 
noch  drei  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  hinzuzufügen. 

Will  man  eine  Fläche 

(1)  x  =  (p{n,v),      y=x{u,v),       z  =  'ip{u,v) 

in  der  Umgebung  eines  allgemein  gewählten  Punktes  (u,  v)  unter- 
suchen, so  liegt  es  nahe,  die  Gestalt  der  verschiedenen  durch  diesen 

Punkt  gehenden  Curven  auf  der  Fläche  in  Betracht  zu  ziehen. 

Hat  man  im  Punkte  {u,  v)  eine  Flächentangente  t  ausgewählt, 
so  kann  man  stets  solche  Curven  auf  der  Fläche  ziehen,  die  im 

Punkte  {u,  v)  die  Tangente  t  haben,  deren  begleitendes  Dreikant 

(vgl.  I  S.  171)  aber  an  dieser  Stelle  im  übrigen  ganz  beliebig  vor- 
geschrieben worden  ist.  Um  dies  zu  beweisen ,  genügt  es  zu 

zeigen,  dass  man  wenigstens  eine  Curve  auf  der  Fläche  ziehen 

kann,  die  im  Punkte  {u,  v)  die  Tangente  t  hat  und  deren  Schmiegungs- 
ebene  E  in  diesem  Punkte  irgend  eine  Ebene  durch  t  ist.  Eine 
derartige  Curve  aber  ist  z.  B.  die  ebene  Curve,  in  der  die  Ebene  E 
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die  Fläche  schneidet.  Umsomehr  giebt  es  nicht- ebene  Curven  von 
der  verlangten  Eigenschaft. 

Hiernach  steht  es  fest,  dass  es  Curven  c  auf  der  Fläche  giebt, 

die  im  gewählten  Punkt  P  oder  (w,  v)  die  gewählte  Flächentangente  t 

zur  Tangente  haben,  während  ihre  Hauptnormale  in  F  einen  be- 
liebigen Winkel  co  mit  der  Flächennormale  bilden  kann.  Da  die 

Normalenebene  der  Curve  c  in  P  senkrecht  zu  t  ist  und  also  die 

Flächennormale  enthält,  so  wird  die  Hauptnormale  in  P  durch  An- 

gabe ihres  Winkels  co  mit  der  Flächennormale  nur  in  soweit  fest- 
gelegt, als  sie  noch  zwei  Lagen  haben  kann.  Zu  beachten  ist 

dabei,  dass  wir  der  Flächennormale  auf  S.  27  einen  positiven 
Sinn  beigelegt  haben,  wenn  sie  reell  ist,  und  dass  wir  natürlich 
auch  der  Tangente  t  einen  bestimmten  positiven  Sinn  erteilen  werden. 
Wählen  wir  eine  der  beiden  Möglichkeiten  für  die  Hauptnormale, 
so  ist  alsdann  die  Binormale  in  P  festgelegt  und  zwar  auch  ihrem 
Sinn  nach. 

Analytisch  wird  die  Curve  c  dadurch  bestimmt,  dass  längs  ihrer 
die  Parameter  u  und  v  Functionen  eines  Parameters  sein  müssen 

(nach  S.  10  u.  11).  Indem  wir  den  Fall,  dass  die  Curve  c  eine 
Minimalcurve  sei,  ausschliessen,  dürfen  wir  annehmen,  dieser 
eine  Parameter  sei  die  Bogenlänge  s  der  Curve,  gemessen  von 

ii-gend  einer  Stelle  an.  Jetzt  sind  u  und  v  in  (1)  als  Functionen 
von  s  aufzufassen,  sodass  auch  x,  y,  z  Functionen  von  s  werden, 

deren  Differentiation  nach  s  die  Richtungscosinus  a,  ß,  y  der 
Tangente  t  liefert  (nach  III  (P)): 

(2) a  =  x^u'+x^v',       ß=y^u 

+  y."'. 

7  = 

^.y 

+ 

z^V. 
Der  Strich  deutet  die  Differentiation  nach  s 

an: 

(3) 
,        du 

ds  ' 

,        dv 
ds 

Wenn  wie  früher  (S.  27)  X,  7,  Z  die  Richtungscosinus  der  Flächen- 
normale bedeuten,  so  ist 

Xa  +  Yß  +  Zy  --=  0 
die  Bedingung  dafür,  dass  die  Flächennormale  auf  t  senkrecht  steht. 

Hierfür  kann  nach  XI (P)^  geschrieben  werden: 

Siy  z  —  z  i/)ci  =  0. 

Hierbei  sehen  wir  grundsätzlich  davon  ab,  dass  im  Punkte 

'  Tafel  XI  im  Anhang  dieses  Bandes,  vgl.  S.  100. 
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[u,  v)  oder  gar  auf  der  ganzen  Fläche  die  Grösse  i)  =  0  sei 

•(siehe  S.  28).  Die  letzte  Formel  kann  auch  durch  Einsetzen  der 
Werte  (2)  sofort  bestätigt  werden.  Da  sie  längs  der  Curve  c  überall 
gilt,  darf  sie  total  nach  s  differenziert  werden.  Dies  giebt  nach 
m  (C): 

7  S (//„ z^ -  z^y,)l+S (3/„„ z„  +  y„ 2-„, -  2„„y„ -  ̂ „y«„) ua  + 

Hierbei  bedeuten  /,  m,  n  die  Eichtungscosinus  der  Hauptnormale  und 

r  den  Krümmungsradius  der  Curve  c  an  der  Stelle  {u,  v)  oder  (.s). 
Das  erste  Glied  in  der  Formel  ist  nach  XI  {F)  gleich 

r 

oder  also,  da  oi  den  Winkel  der  Flächennormale  mit  der  Haupt- 
normale bezeichnen  soll,  gleich: 

D   cos  CO  . 
r 

Setzen  wir  ferner  in  den  beiden  anderen  Gliedern  die  W^erte  von 

a,  ß,  y  aus  (2)  ein,  so  werden  sie  homogen  vom  zweiten  Grade  in  u' 
und  v.  Dabei  heben  sich  mehrere  Grössen  fort,  sodass  —  nachdem 

nach  den  Potenzen  von  u  und  v  geordnet  worden  ist  —  die  Formel 
hervorgeht: 

—  cos  &>  —     ̂ (ij  z  —  z  y\x    'ti'^   — 

Wenn  wir  nach  XI  {F)  die  Werte  B  X,  JDY,  D  Z  iür  die  Klammern 
einführen,  so  können  wir  D  fortheben,  da  -D  =j=  0  ist,  sodass  bleibt: 

r 

Nach  (3)  und  wegen  der  Formel 

ds^  =  Edu^+2Fdudv  +  G  dv^ 

können  wir  dies  Ergebnis  auch  so  schreiben: 

cos  w  S  Xx^u-  du^  +  2S  Xx^,-  du  dv  +  S  A\,-rf»» (4) 
i:dti'  +  2Fdudr  +  Gdv* 

Diese  Formel  dient  zur  Berechnung  der  Krümmung  l:r  der 
Flächencurve  c  an  der  Stelle  P  oder  (m,  v).  Die  rechte  Seite  ist 

bekannt,  sobald  man  den  Punkt  P  sowie  die  Fortschreitungsrichtung 

{dv.du)  der  Curve   an  dieser  Stelle  gegeben  hat,  denn  der  Bruch 
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rechts  ist  in  du  und  dv  von  nullter  Ordnung  homogen.  Links  tritt 
noch  der  Winkel  co  der  Flächennormale  mit  der  Hauptnormale  des 
betrachteten  Curvenpunktes  auf. 

In  der  Curventheorie  haben  wir  (siehe  I  S.  179)  dem  Krümmungs- 
radius im  reellen  Fall  stets  das  ])ositive  Vorzeichen  gegeben.  Nach 

I  S.  189  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  dem  positiven  Teil 

der  Hauptnormale.  Die  Formel  (4)  zeigt  nun:  Ist  alles  reell  und 
die  rechte  Seite  in  (4)  positiv,  so  muss  cos  m  auch  positiv  sein,  d.  h. 
dann  liegt  die  positive  Seite  der  Hauptnormale  von  c  und  mithin 
auch  der  Krümmungsmittelpunkt  von  c  auf  der  positiven  Seite  der 
Tangentenebene  des  Punktes  F.  Ist  die  rechte  Seite  von  (4)  negativ, 
so  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  der  negativen  Seite  der 

Tangentenebene. 
Wir  wollen  in  (4)  fortan  unter  r  nicht  den  Krümmungsradius 

selbst  verstehen,  sondern  den  Abstand  des  Krümmungsmittel- 
punktes vom  Punkte  P  und  diesen  Abstand  im  reellen  Fall  als 

positiv  oder  negativ  bezeichnen,  je  nachdem  der  Krümmungs- 
mittelpunkt auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Tangenten- 

ebene liegt.  Alsdann  ist  r  nur  noch  seinem  absoluten  Werte 

nach  der  Krümmungsradius.  Aber  zur  Abkürzung  des  sprach- 
lichen Ausdruckes  soll  r  doch  auch  dann  noch  schlechtweg  der 

Krümmungsradius  genannt  werden. 

Bei  dieser  Festsetzung  ist  r  im  reellen  Fall  vom  selben 

Vorzeichen  wie  die  rechte  Seite  in  (4),  also  co  ein  spitzer 
Winkel.  Unter  w  verstehen  wir  mithin  von  jetzt  ab  den  spitzen 
Winkel,  den  die  Flächennormale  mit  der  Hauptnormale  der  Curve 

bildet,  ganz  abgesehen  von  den  positiven  Richtungen. 
Wir  erkennen  aus  (4),  dass  alle  diejenigen  Flächencurven  c,  die 

in  P  dieselbe  Tangente  f  haben,  nach  derselben  Seite  der  Tangenten- 
ebene gekrümmt  sind.  Welche  Seite  dies  ist,  giebt  das  Vorzeichen 

des  Bruches  rechts  in  (4)  an. 

Unter  diesen  Curven  c  wählen  wir  insbesondere  diejenigen 
Curven  C  heraus,  deren  Hauptnormalen  in  P  mit  der  Flächen- 

normale zusammenfallen.  Nach  den  soeben  getroffenen  Festsetzungen 
ist  für  diese  Curven  «  =  0,  also  cos  «  =  -f  1  zu  setzen,  sodass  für 

ihren  Krümmungsradius  A',  mit  Vorzeichen  versehen,  die  Formel  gilt: 

/rx  J_  _   SXxuu-du^+  2S  Xxun-  dudv  +  S  Xx^„'  dv^ 
^  '  R   ~  Fdu^^^F'dudV+~Gdv^ 

Hieraus  und  aus  (4)  folgt  nun: 

(6)  r  :=  R  cos  (X) . 
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Diese  Formel  giebt  den 

Satz  1:^  Zieht  mau  durch  einen  Flächenpunkt  P  alle 
möglichen  Curven  c  auf  der  Fläche,  die  in  P  dieselbe  Tan- 

gente t  haben,  so  werden  die  zu  P  gehörigen  Krümmungs- 
kreise der  Curven  c  durch  ihre  Schmiegungsebenen  aus 

einer  Kugel  ausgeschnitten,  die  in  P  die  Tangentenebene 
der  Fläche  berührt    (Siehe  Fig.  28.) 

Hieraus  folgt  insbesondere: 

Satz  2:  Unter  allen  ebenen  Schnitten,  die  man  durch 

eine  reelle  Tangente  einer  reellen  Fläche  legen  kann,  hat 
der  Normalschnitt  in  dem  Berührungspunkt  die  kleinste 
Krümmung. 

Man  kann  den  Satz  1  auch  anders  einkleiden:  Wenn  man  in 

der  zu   dem  Winkel  «   gehörigen  Ebene  durch  die  Tangente  t  das 

Fig.  28. Fig.  29. 

Lot  von  P  aus  auf  die  Tangente  errichtet  und  auf  diesem  Lot,  der 

Hauptnormale,  von  P  aus  den  reciproken  Wert  von  r 

/•         R  cos  w 

abträgt,  so  ist  der  Ort  der  Endpunkte  für  beliebige  Werte  von  w 
augenscheinlich  eine  zu  t  windschiefe,  aber  senkrechte  Gerade,  die 
von  t  den  kürzesten  Abstand  1:^  hat.     (Siehe  Fig.  29.)     Also: 

*  Dies  ist  der  sogenannte  MEusNiEB'sche  Satz.  Er  wurde  von  Mkuskier^ 
„Memoire  sur  la  courbure  des  surfaces",  Mem.  des  Savants  etrangers 
t.  10  (lu  1776),  1785,  gefunden. 
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Satz  3:^  Legt  man  durch  eine  Tangente  t  eines  Flächen- 
piinktes  F  beliebige  Ebenen  und  trägt  man  jedesmal  auf 
der  zugehörigen  Normalen  der  ebenen  Schnittcurve  von  P 
aus  die  Krümmung  der  Schnittcurve  in  P  als  Strecke  ah, 

so  ist  der  Ort  der  Endpunkte  eine  zur  Tangente  t  wind- 
schiefe, aber  senkrechte   Gerade. 

Die  in  (4)  und  (5)  im  Zähler  rechts  auftretenden  Summen  sind 
wegen  der  Werte  XI  (F)  von  X,  7,  Z  Functionen  der  ersten  und 
zweiten  partiellen  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  u  und  v.  Wir 

nennen  sie  die  Fundamentaigrössen  zweiter  Ordnung^  und 
bezeichnen  sie  beständig  mit  L,  M,  N.     Es  soll  also  sein: 
(7) X  =  S  Xx^ M=  %Xx i\  =  s  x^ 

oder  ausführlicher  geschrieben: 

(  L  =  Xx      +  Yy     ̂   Zz     , 
uu     '  J  mi     '  uu' 

(8)  J  M  =  Xx     +  Yy     +  Zz    , 
V      /  UV       '  JUV       '  UV  ' 

N=  Xx      +  Yy      +  Zz     . VV      '  '>  vv      '  w 

Nach  XI  {F)  lassen  sie  sich  auch  so  schreiben: 

(9)      L 

^uu 

X u 

^v 

Vuu 
Vu Vv 

uu 

^« 
^v 

,     M D 

X 
UV 

^u 

^v 

Vuv 

Vu Vv 

UV 

^. 

^. 

N  = 

D 

X vv u 

•^; 

J  vv 

Vu Vv 

vv 

^K 

^v 

Wir  merken  für  später  hier  sogleich  noch  eine  andere  Schreib- 
weise an:  Differenzieren  wir  XI  (/)  partiell  nach  u  und  partiell 

nach  ü,  so  erhalten  wir  vier  Formeln: 

SXor+SX^     -0,       SXx+SX^r     =0, um'  uu  '  ^        U      V     '  uv  ' 

SXo:,  +SXx      =0,        SXor+SXx      =0, 
V      U     '  UV  '  ^'        V      v      '  vv  ' 

aus  denen  nach  (7)  folgt: 

(10)     L=-%Xx.      M=-^Xx=-%Xx,      N  =  -%Xx. V/  "UU'  UV  V      U  '  V      V 

Die  Grössen  L,  M,  iV  sind  hiernach  offenbar  sämtlich  für  alle 

Wertepaare  von  u  und  v  dann  gleich  NuU,  wenn  die  Fläche  eine 

*  Nach  Hachette,  „Elements  de  g6om6trie  k  trois  dimensions", 
Paris  1817. 

^  Gauss  benutzte  in  seinen  „Disquisitiones"  (vgl.  Anm.  S.  5)  statt  dieser 
Grössen  die  drei  Grössen  DL,  DM,  DN,  die  er  mit  D,  D',  D"  bezeichnete. 
Nach  dem  Vorgang  von  Hoppe  (vgl.  Anm.  I  S.  210),  dem  sich  Andere  ange- 

schlossen haben,  benutzen  wir  als  Fundamentaigrössen  zweiter  Ordnung  die 
oben  angegebenen. 
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Ebene  ist,  denn  dann  sind  ja  X,  T,  Z  als  Richtimgscosinus  der 

Normalen  constant.  Umgekehrt:  Wenn  L  =  M  =  N  =  (i  für  jedes 
Wertepaar  u,  v  ist,  so  folgt  aus  (10),  dass  sich  .r  ,  T  ,  Z^^  und  auch 
X ,  Y ,  Z   zu  einander  verhalten  wie 

1   Vu      Vv 

^»      ̂ v X        X 

^u       ̂ . ^«  ̂ « j7tt  «y» 

oder  also  nach  XI  {F)  wie  X:  Y\Z.  Da  aber  S  X^  =  1  ist  und  des- 

halb SA'A'^  und  SXX^,  gleich  Null  sind,  so  würde  sich  im  Wider- 
spruch hiermit  8X^  =  0  ergeben,  sobald  nicht  die  Ableitungen  von 

X,  7,  Z  sämtlich  gleich  Null  sind.    Daher  sind  dann  X,  Y,  Z  constant. 

Wenn  aber  die  Normalen  einer  Fläche  constante  Richtungs- 
cosinus haben,  also  einander  parallel  sind,  so  besteht  nach  XI  (/) 

zwischen  den  Coordinaten  x^  y,  z  eine  lineare  Gleichung  mit  constan- 
ten  Coefficienten.     Die  Fläche  ist  folglich  eine  Ebene. 

Wir  haben  somit  erkannt: 

Satz  4:  Die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  einer 
Fläche  sind  dann  und  nur  dann  auf  der  ganzen  Fläche 

gleich  Null,  wenn  die  Fläche   eine  Ebene  ist 

Die  Voraussetzung  B  ̂   0  brauchte  hier  garnicht  erwähnt  zu 
werden,  denn  wenn  D  =  0  ist,  die  Fläche  also  nach  Satz  9,  S.  29, 

die  Tangentenääche  einer  Minimalcurve  ist,  so  giebt  es  keine  Rich- 
tungscosinus für  ihre  Normale.  Also  sind  dann  nicht  nur  die  For- 

meln (9),  sondern  auch  die  Formeln  (7)  unbrauchbar.  Wir  sehen 
also:  Nur  auf  den  Tangentenflächen  der  Minimalcurven 
versagt  die  Definition  der  Fundamentalgrössen  zweiter 
Ordnung. 

Es  sei  noch  hervorgehoben: 

Satz  5:  Die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  einer 

Fläche  bleiben  bei  Ausführung  einer  Bewegung  ungeändert. 

Der  Beweis  ist  analog  dem  des  entsprechenden  Satzes  für  die 
Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  auf  S.  16.  Wenn  wir  wie  dort 
die  neuen  Coordinaten  einführen: 

y  =  ß^X  +  ß^7/  +  ß^Z  +  ö, 

^  =  y^x  +  y^7/  +  y.^z  +  c, 

wobei  die  a^,  ß^,  y^  die  in  der  Tafel  I  angegebenen  Relationen  er- 
füllen, so  ist: 
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u.  s.  w.,  ferner: 

^v  =  «1  *;  +  ̂2  2/«  +  «3  ̂ . 

u.  s.  w.    Auch  die  zweiten  Ableitune;en  x    ,  x      x     u.  s.  w.  drücken *-'  MW'  UV  VV 

sich  analog  durch  die  zweiten  Ableitungen  der  ursprünglichen 
Coordinaten  x,  y,  z  aus.  Berechnen  wir  nun  die  in  (9)  auftretenden 

Determinanten,  geschrieben  in  x,  y,  z,  so  ergiebt  das  Multiplications- 
gesetz  der  Determinanten  sofort,  dass  diese  Determinanten  gleich 
den  in  (9)  selbst  stehenden  Determinanten  multipliciert  mit 

«1     ßx     /i 

«2       ß^       72 

«3      ßs      Ys 

sind.      Aber    diese    Determinate   ist    nach  I  {F)    gleich    Eins.      Da 

ferner  IJ   bei  Ausführung   einer  Bewegung  nach   S.  18   ungeändert 
bleibt,  so  gilt  mithin  nach  (9)  dasselbe  von  L,  M  und  N. 

Liegt  die  Fläche  in  der  Darstellungsform: 
^  =  f{^,  y) 

vor  und  sind  p,  q,  r,  s,  t  die  in  (3)  auf  S.  1  definierten  Grössen, 
so  ist  wie  in  (9)  auf  S.  15: 

(11)  E=\+p\        P  =  pq,        G==\+q^ 
und 

also  nach  (9): 

(12)     L  = 

7J  =  ]/l   +  7^2  ̂  ̂2 

y  l  +P''  +  q' M  = yi+p'^  +  q^ 
N  = Sind  ferner  «,   /?,   y  wie   oben  die   Richtungscosinus  der  Tan- 

gente der  betrachteten  Curve  auf  der  Fläche,  so  ist: 

a:  ß  :y  =  d  x  :  dy  :dz  =  dx:dy:[p  dx  +  q  dy) , also: 

(13) 

dx 

1/(1  +p^)dx^  +  2pq  dx  dy  +  {l  +  q^)  d  y"^ ' 

ß  =    ^^  — , 
1/(1  +  ?j*)  dx^  +  2pqdxdy  +  (l+q^)dy''' 
   p  dx  +  qd y 

1/(1  +p'^)dx'  +  2pqdxdy  +  (1  +q^)dy^ 

sodass  die  Formel  (4)  mit  Rücksicht  auf  (7),  (11)  und  (12)  so  lautet: 

ra^  +  2saß  +  t  ß' 
cos  CO 

r 
y  1  +  p2  +  q2 
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Hierin  bedeutet  r  rechts  jedoch  etwas  anderes  als  links.  Deshalb 

und  der  Allgemeinheit  halber  werden  wir  diese  Form  nicht  an- 
wenden,  sondern  bei  den  allgemeinen  Parametern  ic  und  v  bleiben, 

§  2.    Normalschnitte  und  Hauptkrümmungsrichtungen. 

Nach  dem  Satz  1,  S.  105.  kennt  man  die  Krümmung  einer 
Flächencurve  in  einem  Punkte  P,  sobald  man  in  P  die  Krümmung 
einer  solchen  Flächencurve  kennt,  die  dort  zwar  dieselbe  Tangente 
hat,  deren  Hauptnormale  in  P  aber  mit  der  Flächennormale  in  P 
zusammenfällt. 

Für  solche  Curven  gilt  im  Punkte  P  die  Formel  (5),  S.  104,  oder: 

1  Ldn^  +  2Mdudp  +  Ndr^ 
(1) R         Edu' +  2Fdu  dv  +  O  dr^ 

die  zeigt,  dass  alle  Curven,  die  in  P  dieselbe  Tangentenrichtung 
{dv.du)  und  die  Flächennormale  zur  Hauptnormale  haben,  dort 
auch  denselben  Krümmungsmittelpunkt  haben,  denn  R  bezeichnet 

den  Abstand  des  auf  der  Flächennormalen  gelegenen  Krümmungs- 
mittelpunktes vom  Punkte  P,  im  reellen  Fall  versehen  mit  dem  posi- 

tiven oder  negativen  Zeichen,  je  nachdem  der  Krümmungsmittel- 
punkt auf  dem  positiven  oder  negativen  Teil  der  Normale  liegt. 

Es  ist  folglich  keine  Bescbränkung  der  Allgemeinheit,  wenn 
wir  statt  der  durch  P  gehenden  beliebigen  Flächencurven,  die  dort 
die  Flächennormale  zur  Hauptnormale  haben,  insbesondere  nur  die 
ebenen  Flächencurven  von  dieser  Art  betrachten.  Sie  liegen  in 
den  Ebenen  durch  die  Flächennormale  und  sollen  kurz  die  Normal- 

schnitte der  Fläche  in  P  heissen.  Sie  sind  wohlbemerkt  im 

allgemeinen  nur  für  den  einen  Punkt  P,  nicht  für  jeden  Punkt  auf 
ihnen,  Normalschnitte.  Die  Ebene  durch  die  Normale  wird  durch 

die  Annahme  festgelegt,  dass  sich  von  P  aus  auf  der  Schnittcurve 
die  Parameter  u  und  v  im  ersten  Elemente  so  ändern  sollen,  dass 

dv.du  einen  gegebenen  Wert  k  hat.     Alsdann  ist  nach  (1): 

^  '  ^~  E+  2Fk  +  Gk* 

die  mit  Vorzeichen  versehene  Krümmung  des  betreffenden  Normal- 
schnittes an  der  Stelle  P. 

Wir  wollen  jetzt  die  Krümmungen  der  oc*  verschiedenen  Normal- 
schnitte durch  P  mit  einander  vergleichen.  Es  soll  also  die  Grösse  k 

variieren.  Dabei  sind  drei  verschiedene  Fälle  denkbar.  Dadurch, 
dass  wir  die    besonderen    Fälle    zuerst  abthuu,    erreichen  wir, 
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dass  wir  beim  dritten  —  allgemeinen  —  Fall  wissen,  welche  be- 
sonderen Flächen  und  besonderen  Punkte  dem  allgemeinen  Gesetze 

nicht  gehorchen. 
Erster  specieller  Fall:    Die  rechte  Seite  der  Formel  (2) 

enthält  nur  scheinbar  k.     Dies  tritt  ein,  wenn  für  den  betrach- 
teten Punkt  P 

(3)  L.M:N=  E:F:G 

ist.  Alsdann  haben  alle  Normalschnitte  in  P  denselben  Krümmungs- 

mittelpunkt. Der  Punkt  P  heisst  dann  ein  Nabelpunkt.^  Im 
allgemeinen  stellt  die  Proportion  (3)  zwei  Gleichungen  zwischen 
u  und  V  vor,  d.  h.  auf  einer  allgemeinen  Fläche  werden  Nabelpunkte 

nur  vereinzelt  auftreten.  Auf  gewissen  Flächen  aber  können  oo^ 
Nabelpunkte  liegen,  ja  es  giebt  Flächen,  deren  Punkte  sämtlich 
Nabelpunkte  sind. 

Für  den  Fall  von  oo^  Nabelpunkten  liefern  die  Rotationsflächen 
ein  einfaches 

Beispiel:     Wie  in  (2),  S.  41,  liege  die  Rotationsfläche  vor: 

X  =  p{u)  cos  V  ,         y  =  p{u)sva.v  ,         x  =  q{u), 

deren  Nullmeridian  (v  =  0)  in  der  a;*-Ebene  verläuft  und  die  Grleichungen  hat : 

X  =  p{u) ,         y  —  0  ,         X  —  q{u) . 

Es  bedeute  wieder  u  die  Bogenlänge  des  Meridians,  es  sei  also  wie  in  (3),  S.  41: 

E=\,      F=  0,       a  =  p\ 

Setzen  wir  —  was  k^ine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  ist  —  voraus,  dass  für 
alle  Punkte  des  Meridians  {v  =  0)  die  Coordinate  x  =  p{u)  positiv  sei,  so  ist 
auch  dem  Vorzeichen  nach  (vgl.  S.  18): 

D  =  p(u). 

Nach  (9),  S.  106,  ist  hier: 

L  =  p'  q"  -  q'  p'\         3f  =  0  ,         N  =  pq'. 

Da  u  die  Bogenlänge  des  Nullmeridians  und  demnach 

jo'2  +  j'2  =  l,         p'p"  +  q'q"  =  0 
ist,  so  kann  man  auch  schreiben: 

Q 

Die  Bedingungen  (3)  für  den  Nabelpunkt  reducieren  sich  mithin  hier  auf  nur 
eine  Gleichung: 

PP"  +  q'^  "=  0  . 

^  Nach  Monge,  dessen  grundlegendes  Werk:  „Application  de  l'ana- 
lyse  k  la  geom^trie",  4.  (noch  vom  Verfasser  selbst  besorgte)  Auflage, 
Paris  1809,  5.  (von  Liouville  besorgte)  Auflage,  Paris  1850,  wir  schon  in 
I  S.  159  genannt  haben. 
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Nach  Satz  18,  I  S.  30,  sind  daher  diejenigen  Punkte  des  Nullmeridians 
Nabelpunkte,  deren  Krümmungsmittelpunkte  auf  der  Axe  der 
Eotations fläche  liegen,  und  sie  erzeugen  bei  der  Drehung  des  Meridians 
um  die  Axe  solche  Breitenkreise,  deren  Punkte  sämtlich  Nabel- 

punkte sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  Flächen,  deren  Punkte  sämtlich 

Nabelpunkte  sind,  bestimmen.  Die  Bedingungen  (3)  müssen  wegen 
ihrer  geometrischen  Bedeutung  für  alle  Punkte  einer  solchen  Fläche 

ohne  Rücksicht  auf  das  gerade  gewählte  Parametersystem  bestehen. 
Wir  benutzen  zur  Vereinfachung  der  Formeln  die  Minimalcurven 
der  Fläche  als  Parameterlinien,  was  nach  Satz  16,  S.  36,  gestattet 
ist,  da  wir  ja  nach  S.  107  von  denjenigen  Flächen,  auf  denen  i>  =  0 
und  also  nur  eine  Schar  von  Minimalcurven  vorhanden  ist,  absehen. 

Nun  ist  das  Quadrat  des  Bogenelementes  nach  Satz  17,  S.  36,  von 
der  Form: 

ds^  =  2F du  dv, 

sodass  U  =  G  =  0  ist.     Nach  (3)  soll  also  auch  Z  —  N  =  0  sein. 
Sehen  wir  zu,  was  zunächst  aus  Z  =  0  folgt.  Da  für  die  Ricb- 

tungscosinus  X,  Y,  Z  der  Normale  S  X^  =  1  und  also 

XX  -]-  YY  -^  ZZ  =0 

und  wegen  Z  =  0  nach  (10),  S.  106: 

X  X  +  y   Y  +  z  Z  =0 
ist,  SO  kommt: 

Wegen  XI  (Ä^)  und  wegen  U  =  0  können  wir  hierfür  schreiben: 

(4)  X  -.Y  :Z   =.v   :y   :z  . 

Die  Bedingung  iV  =  0  ist  noch  nicht  benutzt  worden.  Sie  liefert 
analog: 

X  :Y  :Z  =x  :y  :z  . 

Büemach  dürfen  wir  setzen: 

Aus  der  zweiten  Gleichung  (10),  S.  106,  folgt  nun 

{X-  fi)S x„x^  =  0     oder     {).-  fi)F=0. 

Da  U  =  G  =  0  und  also  i^  =j=  0  ist,  weil  sonst  D  =  0  wäre,  so  ist 
A  =  ju.     Ausser  den   drei   Formeln  (5)  haben  wir  also   noch  diese : 

(6)  X  =Xx  ,       Y  =Xy  ,       Z  =lz  . 



112  Zweiter  Abschnitt:    Die  Krümmung  der  Fläche. 

Es  muss  aber  sein: 

d  V  du 

u.  s.  w.     Somit  folgt  aus  (5)  und  (6): 

V       U  UV  '  V''H  U''V  '  V      U  UV 

Weil  die  drei  aus  den  Wertepaaren 

U'  V'  i/M'i/u'  U'  V 

ZU  bildenden  zweireihigen  Determinanten  nach  S.  6  nicht  sämtlich 
gleich  Null  sind,    so   muß  1=1=0   und   daher  K  =  Const.   sein. O  7  UV 

Ist  X  =  0,  so  sind  X,  Y,  Z  nach  (5)  und  (6)  constant;  die  Fläche 
hat  dann  lauter  parallele  Normalen  und  ist  nach  S.  107  eine  Ebene. 

Ist  /L  =  Const.,  aber  =j=  0,  so  folgt  aus  (5)  und  (6): 

X  =  Ix  -{-  a,        Y  =  li/  -\-  /j ,       Z  =  Xz  -{-  c     [a,  b,  c  =  Const.), 

daher  wegen  S  ̂^  =  1 : 

{Ix  +  af  +  (/Ly  +  bf  +  [lz  +  cf  =1. 

Dies  aber  ist  die  Gleichung  einer  Kugel.    Offenbar  sind  umgekehrt 
alle  Punkte  in  der  Ebene  oder  auf  der  Kugel  Nabelpunkte.    Daher: 

Satz   6:     Eine  Fläche,    auf   der  1)  nicht  überall  gleich 
Null    ist,    hat    dann    und    nur    dann    lauter    Nabelpunkte, 

_wenn  sie  eine  Kugel  oder  insbesondere  eine  Ebene  ist. 

Wir  können  aus  X  =  0   auch  wie   folgt  schliessen:     Die  erste 
Formel  (8),  S.  106,  giebt 

Xx     +Yu     +Zz     =0. UU       '  Juil       '  UM 

Da  E  ̂ SxJ"  =  0  ist,  so  ist  auch : 
XX     4-yv     +  z  z     =0, U       Uli      '      t/U-ZUU      '  U      UU  ' 

mithin : 

X    :y     :z      =(Yz    -  Zy):(Zx    -Xz):(Xy    -Yx), UU      JUll  UU  \  «  t7j(/       \  U  U/       \        «/M  U' 

woraus  wegen  XI (Z)  und  U  =0  folgt: 

X     \y     :  z      =  X  :  y    ;  z UU      i/UU         UU  u      c/  u  u 

oder: 

d  log  Xu  _  d  log  yu  ̂   ö^log*^  ̂ 
du  du  du 

Setzen  wir  diese  drei  Differentialquotienten  gleich 

dlogQ 

du' 
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indem  wir  unter  g  eine  Function  Ton  u  nnd  r  rerstehen,  so  kommt: 

(7)  ■^  =  ̂ (r)o.       y^  =  r^{v)o,       =,  =  r^{v)g, 

wo  ̂ »  ̂ t  ̂ 3  Functionen  ron  c  aUein  sind.     Natürlich  ist  hierbei 
^  4=  0  nnd  wegen  £  =  0  noch 

(8)  ^^1*+ V+^3*=0. 
LSngs  der  Parameterlinien  (r)  wachsen  x.  y.  z  um  Incremente 

proportional  x_,  y^,  z^,  die  äch  nach  (7)  zu  einander  verhalten  wie 
die  Functionen  7^,  fj,  F^  Ton  c  und  daher  längs  der  Curren  (r] 
constante  Verhältnisse  haben.  Die  Minimalcurren  (r)  sind  also 
Geraden. 

IHes  lässt  sich  umkehren:  Sind  die  Parametercurven  («)  und  (c} 
MinimalcurTen  und  insbesondere  die  Cnrven  (n  Minimalgeraden,  so 

müssen  die  Verhältnisse  x^:y^:z^  frei  von  m  sein,  d.  h.  es  müssen 
dann  Gleichungen  Ton  der  Form  {7)  bestehen.  Berechnen  wir  auf 

Grund  dieser  Gleichungen  x^_,  y^^,  z^^,  so  lehrt  die  erste  Formel  (9), 
a  106,  dass  i  =  0  ist.     Daher: 

Salx  7:  Sind  die  Parameterlinien  (x)  nnd  (v)  einer  Fläche 
MinimalcurTen,  so  ist  die  Fundamentalgrösse  L  dann  und 
nur  dann  auf  der  ganzen  Fläche  gleich  Null,  wenn  die 
Curren  (r)  insbesondere  Minimalgeraden  sind. 

Wenn  auch  3'  =  0  ist,  so  sind  auch  die  Parameterlinien  (n) 
Minimalgeraden.     Daher: 

Satx  8:  Die  Flächen,  deren  Punkte  sämtlich  Xabel- 
punkte  sind,  sind  mit  denjenigen  Flächen  identisch,  die 
zwei  getrennte  Scharen  ron  Minimalgeraden  enthalten. 

Nach  Satz  6  folgt  hieraus: 

S«tx  9:  Ausser  den  Ebenen  nnd  Engeln  giebt  es  keine 
Fläche  mit  zwei  getrennten  Scharen  ron  Minimalgeraden. 

Wir  haben  thatsächlich  schon  in  Satz  26,  S.  64,  gesehen,  dass 
jede  Kugel  zwei  Scharen  Ton  Minimalgeraden  enthält 

Zweiter  specieller  Fall:^   Die  rechte  Seite  der  Formel 
1         L  +  2Mk  +  XF 

(9) 
B  E+2rk  -i-  Gf 

'  Über  diesen  Fall  sagen  die  Lehrbücher  der  Flächenthe<«ie  nichis.  Wir 

fioden  ihn  in  SAUfox-FiEDi.Es's  „Analytischer  Geometrie  des  Baames, 
IL  Teil*",  3.  Aufl..  Jjäpng  1880,  in  der  Anmeikiing  16)  anf  &  X.XIX  koiz 
erwähnt.  Untersucht  wnrde  er  von  SxIceel,  „Beitrige  lur  Krümmungs- 
theorie'',  Leipoger  Beridite  1896. 

scHEFVsis.  Gaoa.  mfr.   IL  ° 
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enthält  zwar  nicht  nur  scheinbar  k,  lässt  sich  aber  durch 
einen  in  k  linearen  Factor  kürzen.  In  diesem  Fall  ist  1:E 

eine  linear  gebrochene  Function  von  k.  Dasselbe  gilt  dann 
auch  bei  Einführung  neuer  Parameter.  Denn  wenn  u  und  v  gleich 
Functionen  zweier  neuer  Parameter  ü  und  v  gesetzt  werden  und 
unter  k  die  Grösse  dv:dü  verstanden  wird,  so  ist: 

7  U-  f dv 

d  V 

du 
dv  - 

dv 
du 

du 
dur  ' 

dv  " 

also  k  eine  linear  gebrochene  Function  von  k.  Setzen  wir  sie  in 
die  Formel  für  1  :  R  ein,  so  wird  mithin  1  :  R  eine  linear  gebrochene 
Function  von  k,  was  zu  beweisen  war. 

Die  Bedingung  für  den  jetzigen  Fall  kann  auch  so  ausgesprochen 
werden:    Die  beiden  in  k  quadratischen  Gleichungen 

sollen  eine  Wurzel  k  gemein  haben.    Für  diese  gemeinsame  Wurzel  ist 

1  :  2Ä  :  ä2  =  {FN-  G  M):{G  L  -  E  N):  {EM-  FL) , 
daher: 

(10)  4{EM-FL){FN-GM)-{GZ-  EAy  =  0. 

Unter  dieser  Bedingung  also  hat  l :  R  die  Form : 

wobei  ci,  ß,  y,  S  Functionen  von  u  und  v  bedeuten. 

Wir  haben  in  Satz  46,  S.  92,  gesehen,  dass  die  vier  Tangenten 

des  Punktes  P  oder  {u,  v),  die  zu  vier  Werten  von  k  gehören,  das- 
selbe Doppelverhältnis  haben  wie  die  vier  Werte  von  k  selbst.  Die 

vier  Tangenten  sind  die  Schnittlinien  der  vier  zugehörigen  Normal- 
schnittebenen mit  der  Tangentenebene.  Diese  vier  Ebenen  haben 

nach  I  S.  334  dasselbe  Doppelverhältnis.  Dasselbe  Doppelverhältnis 

haben  nun  nach  (11)  und  Satz  35,  I  S.  328,  die  Krümmungsmittel- 
punkte der  vier  Normalschnitte.  Daher  liegt  hier  der  Fall  vor, 

dass  irgend  vier  Normalschnittebenen  des  Punktes  {u,  v) 

dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  zugehörigen  vier  Krüm- 
mungsmittelpunkte auf  der  Normalen  des  Punktes  (?/,  v) 

haben.     (Siehe  Fig.  30,  S.  115.) 

Durchläuft  k  alle  Werte,   so   gilt  dasselbe  von  R.    Die  Grösse 
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Fig.  30. 

1  :  E  hat   für   keinen    Wert   von   k    ein    endliches   Maximum    oder 

Minimum,  da  der  Differentialquotient  von  1 :  E  nach  k  den  Wert 

hat  und  nur  f ür  A  =  —  d':y  unendlich  gross  ist;  aber 
für  dieses  k  ist  1:E  auch  unendlich  gross. 

Die  analytische  Bedingung  (10)  für  Punkte  (?/,  v) 

von  dieser  Beschaffenheit  ist  eine  G-leichung  zwischen 
u  und  r.  Demnach  giebt  es  im  allgemeinen  eine 
gewisse  Curve  auf  der  Fläche,  deren  Punkte  diese 
Eigentümlichkeit  haben.  Doch  kann  es  sein,  dass 

die  Gleichung  (10)  einen  Widerspruch  enthält,  sodass 

es  keine  solche  Punkte  giebt,  oder  dass  diejenigen 
Punkte,  für  die  (10)  erfüllt  ist,  noch  speciellerer 
Art.  nämlich  Nabelpunkte  sind. 

1.  Beispiel:  Bei  der  oben  im  Beispiel  betrachteten  Rotationsfläche 

lautet  die  Bedingung  (10)  so:  , 

Ist  p  =  0,   so  liegt   der  Schnittpunkt  des  Meridians  mit  der  Drehaxe  vor.   der 
oflFenbar  singulär  ist  (vgl.  S.  23).     Die  Bedingung 

pp"  +  q'*=  0 
giebt,  wie  wir  sahen,  nur  Xabelpunkte.    Rotationsflächen  haben  also  nie  Punkte 
der  jetzigen  Arr. 

2.  Beispiel:  Wir  können  auf  folgende  Art  eine  Fläche  herstellen,  die 

einen  i-eellen  Punkt  von  dieser  besonderen  Art  enthält:  Wir  construieren  in 

den  Ebenen  durch  die  s-Axe  alle  Kreise,  die  im  Anfangspunkt  die  x^-Ebene 
berühren  und  deren  Mittelpunktshöhe  x  =  R  linear  gebrochen  von  der  Taugeute 

des  Winkels  der  jeweiligen  Ebene  mit  der  zx-Ebene  abhängt.  Dann  hat  der 
Anfangspunkt  auf  der  Fläche  der  Kreise  die  gewünschte  Eigenschaft. 

Es  giebt  Flächen,  die  überall  Punkte  der  jetzt  betrachteten 
Art  haben.  Um  sie  zu  bestimmen,  benutzen  wir  die  Minimalcurven 

der  Fläche  als  Parameterlinien  [xi)  und  (r)  wie  oben.  Dann  ist 

E=G  =  0,  F^Q.  Die  Bedingung  (10)  lautet  jetzt:  Z  T  =  0. 

Nehmen  wir  etwa  Z  =  0  an,  so  ist  i\'=}=  0,  weil  sonst  der  Fall  der 
Nabelpunkte  vorliegen  würde.  Nach  Satz  7  sagen  die  Bedingungen 

E  =  G  =  0  und  Z  =  0  aus,  dass  die  Parameterlinien  [v)  ̂ Minimal- 
geraden  sind.     Die  Gurven  {u)  sind  keine,  weil  iV  r|=  0  ist    Mithin 

Satz  10:  Diejenigen  Flächen,  bei  denen  in  jedem  Punkt 
das  Krümmungsmaass  eines  Normalschnittes  eine  linear 
gebrochene   Function  der  zugehörigen   Taugentenrichtung 
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[dv'.du)  ist,  bei  denen  also  vier  Normalschnittebenen  eines 
Punktes  stets  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  vier  zu- 

gehörigen Krümmungsmittelpunkte  haben,  sind  identisch 

mit  denjenigen  Flächen,  die  eine  Schar  von  Minimal- 

geraden und  eine  Schar  von  nicht-geraden  Minimalcurven 
enthalten. 

Die  soeben  bestimmten  Flächen  sind  imaginär,  denn  wenn  eine 
reelle  Fläche  eine  Schar  von  Minimalgeraden  enthält,  so  enthält  sie 
auch  diejenige  Schar,  die  aus  den  Gleichungen  dieser  einen  Schar 

durch  Vertauschen  von  i  mit  —  i  hervorgeht,  und  ist  also  nach 
Satz  9  eine  Ebene  oder  eine  Kugel. 

Allgemeiner  Fall:  Es  liege  eine  Fläche  vor,  auf  der  I)  nicht 
überall  gleich  Null  ist  und  die  zu  keiner  der  beiden  besonderen 

Flächenarten  gehört,  d.  h.  die  Fläche  soll  weder  die  Tangenten- 
fläche einer  Minimal curve  noch  eine  sonstige  Fläche  mit  einer  Schar 

von  Minimalgeraden,  noch  eine  Fläche  mit  zwei  Scharen  von  Mini- 
malgeraden (Ebene  oder  Kugel)  sein.  Kurz  gesagt:  Wir  nehmen 

jetzt  an,  die  vorliegende  Fläche  enthalte  keine  Schar  von 

Minimalgeraden.  Auch  sei  P  oder  [u,  v)  ein  Punkt  allge- 
meiner Lage  auf  der  Fläche.  Alsdann  ist  die  rechte  Seite  der 

Formel : 

^     '  R  ~    E  +  2Fk  +  Gk^ 
weder  frei  von  k  noch  durch  einen  in  k  linearen  Factor  zu  kürzen. 

Ist  die  Fläche  reell  und  weder  eine  Ebene  noch  eine  Kugel,  so 
liegt  für  einen  allgemein  gewählten  Punkt  der  Fläche  stets  dieser 
Fall  vor. 

Die  Krümmung  des  Normalschnittes,  der  zu  k  gehört,  ist  eine 
quadratisch  gebrochene  Function  von  k  und  erreicht  für  zwei 
Werte  von  k  ein  Maximum  oder  Minimum.  Denn  wenn  wir 

den  Bruch  rechts  nach  k  differenzieren  und  den  Differentialquotienten 
gleich  Null  setzen,  so  kommt: 

(13)  {M+  N k){E  -\-  2Fk  +  G k^)  -  {F  +  G k){Z  +  2Mk  +Nk^)  =  0 
oder 

(14)  {F3I-  FZ)  -{GZ-FN)k  +  [FN  -  G M)  k^  =  0 
oder  auch: 

(15) 

PF      Z  \ 

^k      F      vTf    =  0 . 

1       G       n\ 
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Sind  Äj  und  k^  die  beiden  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung, 
so  ist: 

11  o\  £    _i_  i         G  L  —  EN  ,    ,         EM  —  FL 
(lOJ  Äj  +^^2  -   j-^Y-  GM'  12  ~  FN  -GM' 

Mithin  verhalten  sich  die  drei  Grössen: 

1 ,  Äj   4"  «2  '  12 

ZU  einander  gerade  so  wie  die  zweireihigen  üuterdeterrainanten  der 
Elemente  der  ersten  Reihe  in  der  Determinante  (15),  sodass  ein 
bekannter  Determinantensatz  ergiebt: 

^    ̂   l    .  Z  +  .1/(Ä, +  Ä3)  +  3-Ä,Ä2  =  0, 
was  sich  auch  leicht  durch  Einsetzen  der  Werte  (16)  bestätigen 

lässt.  Die  Wurzeln  k^  und  k^  dieser  beiden  Gleichungen  erfüllen 
die  quadratische  Gleichung  (14),  und  dass  sie  im  reellen  Fall 
reell  sind,  folgt  gerade  so  wie  seinerzeit  auf  S.  95  die  Realität 
der  Wurzeln  k  und  x  der  damaligen  Gleichungen  (10).  Auch  sind 
sie  von  einander  verschieden,  weil  sonst  nach  (17)  der  Zähler  und 
der  Nenner  rechts  in  (12)  einen  in  k  linearen  Factor  gemein  hätten, 
was  ausgeschlossen  wurde. 

Die  erste  Gleichung  (17)  sagt  nach  Satz  11,  S.  33,  aus,  dass 

die  beiden  RichtuDgen  [k^  und  {h^  zu  einander  senkrecht 
sind.  Die  geometrische  Bedeutung  der  zweiten  Gleichung  (17)  wird 
später  (auf  S.  156)  erörtert  werden. 

Im  reellen  Fall  tritt  nun  für  die  beiden  Werte  k^  und  k^  von  k 
wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  von  1  :  R  ein,  denn  wenn  wir 

den  Wert  (12)  von  \  :  R  zweimal  nach  k  difierenzieren,  so  geht,  da 
Äj  und  k^  die  Gleichung  (14)  erfüllen,  deren  linke  Seite  der  Zähler 
des  ersten  Diöerentialquotienten  von  1  :  R  nach  k  ist,  für  den 
zweiten  Differentialquotienten  ein  Bruch  mit  positivem  Nenner  hervor, 

dessen  Zähler  für  die  Werte  k^  und  k^  von  k  gleich  der  nach  k 
differenzierten  linken  Seite  von  (14)  ist.  Dieser  Zähler  aber  ist  von 
Null  verschieden,  weü  sonst  die  Gleichung  (14)  eine  Doppelwurzel 
hätte,  also  die  Bedingung  (10)  gegen  die  Voraussetzung  erfüllt  wäre. 

Zur  Bestimmung  der  Maximal-  oder  Minimalwerte  von  1  :  R 
ziehen  wir  aus  (12)  und  (13)  die  Gleichung: 

(18)  {M  +  Nk)  R-{F+  Gk)  =  0  {k  =  k^,  k^) , 

aus  der  folgt: 

(19)  *=-4f^  {1<  =  Kh)' 
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Setzen  wir  dies  in  (15)  ein,  so  kommt  zunächst: 

{MR  -  Ff  E       L 

{MR-  F)[NR-  G)       F      M    =0. 

{NR-Gf  G       N 

Zur  Vereinfachung  subtrahieren  wir  von  der  ersten  Reihe  das 

{G  —  NR)isiche  der  zweiten  und  das  {N R^  —  G R)  isiche  der  dritten. 
Dann  wird  das  zweite  und  dritte  Element  der  ersten  Reihe  gleich 

Null,  sodass  bleibt: 

(20)  (Z  ¥-  M^)  R^-{EN  -  2FM  +  G  L)  R  +  [EG  -  F^)  =  0. 

Diese  Gleichung  liefert  die  zu  k^  und  k.^  gehörigen  Werte  R^  und  R^ 
von  R,  die  wir  aber  auch,  wenn  k^  und  k^  gefunden  sind,  aus  (12) 
oder  aus  (18)  berechnen  können. 

Die  Krümmungen  1  :  R^  und  1  :  R^  genügen  der  quadratischen 
Gleichung : 

(21)  {LN-  j¥^)  -  {EN-2FM+  GL)^  +  [EG  -  F^)j^^  0  . 
Hiernach  ist 

^     '        If,    '^  lü.   ~  ~       FG  -  F^  '         r/  B^   "    EG  -  F^    ' 
Künftig  bezeichnen  wir  diese  beiden  Werte  mit  H  und  K: 

Man  nennt  die  beiden  Richtungen  {k^  und  [h^  durch  P,  für 
die  der  Krümmungsradius  des  Normalschnittes  ein  Maximum  oder 

Minimum  hat,  die  Hauptkrümmungsrichtungen  des  Flächen- 
punktes P,  entsprechend  die  mit  Vorzeichen  versehenen  Radien  R^ 

und  Pg  ̂^6  Hauptkrümmungsradien,  ihre  reciproken  Werte  die 

Hauptkrümmungen  und  die  zugehörigen  Mittelpunkte  die  Haupt- 

krümmungsmittelpunkte  des  Flächenpunktes. ^ 
Wir  haben  gefunden: 

Satz  11:  Liegt  eine  solche  Fläche  mit  den  Parametern 
u,  V  vor,  die  keine  Schar  von  Minimalgeraden  enthält,  so 

giebt  es  unter  den  Normalschnitten  eines  Flächenpunktes 

^  Die  ersten  Untersuchungen  über  die  Krümmung  der  Flächencurven  ver- 

dankt man  Euler,  der  in  der  wichtigen  Arbeit:  „Recherches  sur  la  cour- 

bure  des  surfaces",  Mem.  de  l'Academ.  des  Sciences  de  Berlin,  T.  XVI, 
1760,  die  Krümmungen  der  Normalschnitte,  die  Hauptkrümmungsrichtungen 
und  ihre  Radien  zuerst  bestimmt  hat. 
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von  allgemeiner  Lage  zwei  nicht  zusammenfallende  zu 
einander  senkrechte  und  im  reellen  Fall  reelle  Schnitte, 

für  die  die  Krümmung,  verglichen  mit  den  Krümmungen 
der  übrigen  Normalschnitte  der  Stelle,  ein  Maximum  oder 
Minimum  hat.  Die  Summe  H  und  das  Product  K  dieser 

beiden  mit  Vorzeichen  versehenen  Krümmungen  haben, 
ausgedrückt  in  den  Fundamentalgrössen  E,  F,  G  und  L,  M,  N, 
die  Werte: 

„        EX-  2FM  +  GL  rr        LX-M' ■ti   =      -=-;::   =r:;    >  A    = 
EG-F*  EO-F^ 

Die  zu  jenen  beiden  Xormalschnitten  gehörigen  Haupt- 
krümmungsrichtungen {k  =  dv:dii)  auf  der  Fläche  ergeben 

sich   aus   der  quadratischen   Gleichung: 

k^     E       L 

-k      F      M    =0. 

\     1     G     ̂ '' 
Beispiel:  Bei  der  gemeinen  Schraubenfläche,  die  durch  stetige 

Schraubung  einer  in  der  or-Axe  gelegenen  Geraden  um  die  ̂ -Axe  entsteht  und 
nach  (20),  S.  60,  die  Gleichungen  hat: 

X  =  u  cos  r  ,       y  =  ti  sin  r  ,       x  =  q  v  , 

ist,  wie  damals  berechnet  wurde: 

^  =  1  ,       F  =  0  ;       G  =  u-  +  q*, 
daher: 

D  =  V'm*  +  q- ' 

Die  Quadratwurzel  ist  nach  S.  18  positiv  zu  nehmen.  Femer  giebt  die  An- 
wendung der  Formeln  (9),  S.  106: 

L  =  0.       M  =  -  — — ^   ,       .V  =  0  . 

Der  Satz  11  giebt  daher: 

H  =  0  bedeutet:  Auf  der  gemeinen  Schraubenfläche  sind  die  beiden 
Hanptkrümmungsradien  in  jedem  Punkte  einander  entgegengesetzt 

gleich.  Die  Gleichung  für  die  beiden  Hauptkrümmungsrichtungen  k\  und  k^ 

giebt  hier: 

y  M*  +  q* 
Dem  in  Satz  1 1  ausgesprochenen  allgemeinen  Fall  ordnet  sich 

der  erste  Fall,  der  des  Nabelpunktes,  in  gewisser  Hinsicht  als 
Specialfall   unter.      Ein    Nabelpunkt   tritt,    können    wir   sagen,    auf, 
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wenn  R^  =  R^   ist.     Deshalb   kann   man   den  Satz  6   auch  so   aus- 

sprechen : 

Satz  12:  Diejenigen  Flächen,  auf  denen  in  jedem  Punkte 
die  beiden  Hauptkrümmungsradien  einander,  auch  dem 
Vorzeichen  nach,  gleich  sind,  sind  identisch  mitdenKugeln, 
insbesondere  mit  den  Ebenen. 

Es  muss-noch  bemerkt  werden,  dass  ausser  den  oben  im  ersten 
und  zweiten  Fall  erwähnten  besonderen  Erscheinungen,  die  für  ge- 

wisse Punkte  einer  allgemein  gewählten  Fläche  auftreten  können, 

sodass  dort  der  Satz  11  nicht  gilt,  scheinbar  noch  andere  Aus- 
nahmen von  diesem  Satze  vorkommen  können.  Denn  man  kann 

ja  z.  B.  eine  beliebige  Schar  von  oo^  Kreisen  in  den  oo^  Ebenen 
durch  die  z-Axe  construieren,  die  sämtlich  im  Anfangspunkt  die 

a:y-Ebene  berühren;  sie  erzeugen  eine  Fläche,  und  auf  dieser  Fläche 
sind  die  Normalschnitte  des  Anfangspunktes  gerade  diese  beliebig 

gewählten  Kreise,  Man  wird  eine  solche  Fläche  analytisch  dar- 
stellen, indem  man  als  den  einen  Parameter  etwa  den  Winkel  u 

der  Kreisebenen  mit  der  a-r-Ebene  und  als  den  anderen  etwa  den 
Winkel  v  des  Radius  des  Punktes  mit  der  z-Axe  benutzt.  Alsdann 

sind  die  Parameterlinien  [u)  die  Kreise.  Da  sie  sich  alle  im  Anfangs- 
punkt treffen,  so  ist  diese  Stelle  nach  S.  6  singulär  im  Hinblick 

auf  die  Parameterdarstellung. 

Es  darf  also,  wenn  eine  reelle  Fläche  etwa  rein  geometrisch 
definiert  ist,  nicht  überraschen,  wenn  an  einzelnen  Stellen,  an  denen 

die  Tangenten  regulär  eine  Ebene  bilden,  doch  der  Satz  11  nicht 
gilt.  Solche  Stellen  sind  bei  Anwendung  zweier  Flächenparameter 

singulär.^  Doch  gilt  der  Satz  11  stets  für  allgemein  ge- 
wählte Punkte  einer  Fläche,  sobald  die  Fläche  keine 

Schar  von  Minimalgeraden  enthält. 

§  3.    Hauptkrümmungen  bei  einer  Rotationsfläciie. 

Wir  wollen  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  auf  eine 

allgemeine  Rotationsfläche  anwenden.  Die  Axe  der  Fläche 

wählen  wir  als  z-Axe.  Der  in  der  xz-Ebene  gelegene  Meridian 
habe  (wie  auf  S.  40)  die  Gleichungen: 

   ^  =p{u),       y  =  0  >       z  =  q{u), 

^  Hierauf  hat  Poisson  zuerst  aufmerksam  gemacht:  „Memoire  sur  la 
courbure  des  surfaces",  Journ.  f.  d.  reine  u.  aug.  Math.  8.  Bd.  (1832). 
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und  M  bedeute  dabei  die  Bogenlänge  des  Meridians.  Wir  können 

ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  voraussetzen,  dass  p{u)  >  0 
sei,  wenn  die  Fläche  reell  ist  Die  Bogenlänge  u  sei  alsdann  im 

Sinne  der  wachsenden  Coordinate  z  gewählt,  also  «7'  >  0.  Durch 
Drehung  des  Meridians  um  die  z-Xxe  entsteht  die  Rotationsfläche: 

(1)  x=p{u)cosv,       i/=p(u)smv,       z  =  g{u). 

Wie  früher,  vgl.  S.  110,  ist: 

r        F=l,       F=0,       G=p^.       I)=p; 

Nach  XI  {F)  ist  femer: 

(3)  X  =  —  q  COS  ü ,        Y  =  —  q  sinv  .       Z  =  p, 

also  für  einen  Punkt  des  Meridians  [v  =  0)  in  der  x  z-Ebene : 

X  =  -q\     r  =  0 ,     z  =  p. 

Da  im  reellen  Fall  ̂ '  >  0  ist,    so  ist  dann  die  positive   Flächen- 
normale nach  der  z-Axe  hingerichtet.     Die  Gleichung  des  Satzes  11, 

S.  119,    für    k^    und    k^    ist    hier:    ä  =  0.      Sie    hat,    aufgefasst   als 

quadratische  Gleichung,  die  Wurzeln  ä^  =  0,  k^  =  oc.    Aus -f2Ö^     (J  ̂   \ 
S.  \r\%,  ergeben  sich  die  zugehörigen  Hauptkrümmungsradien: 

(^)  ^i=-f'        ̂ 2  =  7- 
Da  R  nach  S.  104  der  mit  Vorzeichen  versehene  Krümmungsradius 
eines  Xormalschnittes  ist,  so  sind 

l  =  x-\-XR.       \^=y+JR,       i  =  z^ZR 

die  Coordinaten  des  zugehörigen  Krümmungsmittelpunktes.  Mithin 

giebt  Ä^  =  0  für  den  Punkt  P  oder  {u.  0)  des  Xullmeridians  (r  =  0) 
als  Coordinaten  des  einen  Hauptkrümmungsmittelpunktes: 

i"i=^  +  |^'         ̂1  =  ̂'         5i  =  ̂ -7^'' 
Da  p'^  +  q"^  =  1,  also  pp" -\-  qq'=  0  ist,  so  ist  auch 

Dieser  Hauptkrümmungsmittelpunkt  ist  nach  Satz  18,  I  S.  30, 

der  Krümmungsmittelpunkt  ^  des  in  der  x  z-Ebene  gelegenen  Xull- 
meridians (r  =  0).     Dies  war  vorauszusehen,  denn  A^  =  0  bedeutet 
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dv  =  0,  d.  h.  der  zu  k^  gehörige  Normalschnitt  ist  der  Meridian 

Ferner  bedeutet  k^  =  co  oder  du  =  0,  dass  die  zweite  Hauptkrüm- 
mungsrichtung durch  die  Tangente 

des  Breitenkreises  {u)  von  P  angegeben 

wird.  (Siehe  Fig.  31.)  Der  zugehörige 
Hauptkrümmungsmittelpunkt  hat  die 
Coordinaten: 

?2  =  0 ,       92  =  0 ,       h  =  9  + 

PA 

Fig.  31. 

liegt  also  auf  der  z-Axe  und  ist  daher 
der  Schnittpunkt  9^  der  Normalen  mit 
der  Drehaxe.  Femer  ist  nach  (23),  S.  1 1 8 : 

L\  R,  q'  p 

K  = 

1 

Das  Product  B^  B.^  ist  absolut  genommen  gleich  dem  Product  der 

Strecken  P^  und  P9?,  und  zwar  ist  es  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem beide  Strecken  nach  derselben  Seite  von  P  liegen  oder  nach 

verschiedenen  Seiten.     Daher: 

Satz  13:  Bei  einer  Rotationsfläche  sind  die  Haupt- 
krümmungsrichtungen eines  beliebigen  Punktes  P  die 

Tangente  des  durch  P  gehenden  Meridians  und  die  Tan- 
gente des  durchP  gehendenBreitenkreises.  Die  zugehörigen 

Hauptkrümmungsmittelpunkte  sind  der  Mittelpunkt  ^  des 
Krümmungskreises  jenes  Meridians  und  der  Schnittpunkt  9J 
der  Flächennormale  P^  mit  der  Drehaxe.  Das  Product 

der  Hauptkrümmungsradien  ist  bei  einer  reellen  Fläche 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ^  und  5?  auf  derselben 
Seite  von  P  liegen  oder  nicht. 

Wir  haben  in  Satz  65,  I  S.  103,  alle  ebenen  Curven  bestimmt, 
bei  denen  das  Product  aus  dem  Krümmungsradius  und  der  Normalen, 

diese  gemessen  bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  mit  einer  Geraden  — 
damals  der  rz-Axe  —  constant  und  zwar  gleich  +  1  ist,  wobei 
das  Vorzeichen  positiv  oder  negativ  angenommen  wurde,  je  nachdem 
beide  Strecken  nach  derselben  oder  nach  verschiedenen  Seiten  des 

Curvenpunktes  lagen.  Durch  ähnliche  Vergrösserung  gehen  aus 

jenen  Curven  solche  hervor,  bei  denen  das  Product  einen  con- 

stanten  Wert  (4=  0)  hat.  Lassen  wir  diese  Curven  sich  um  die  y-Axe 
drehen,  so  erzeugen  sie  diejenigen  Rotationsflächen,  auf  denen 



(la) j  =  c  cos  cp , y  =  o, 

(Ib) 
1    . 

x  =  -J(p, 
y  =  o, 

(Ha) X  =  C  cos  (f , 
y  =  o, 

(Hb) 
1    . 

X  =  —  nq), 
.y  =  o, 
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Ä'=  —    — 

constant  ist.  Wenn  wir  statt  der  damaligen  xy-Ebene  die  x z- 
Ebene  benutzen  und  noch  die  Bemerkungen  im  Anschluss  an  jenen 
Satz  beachten,  so  finden  wir: 

Satz  14:  Jede  reelle  Eotationsfläche.  bei  der  das  Pro- 

duct  Ä'  der  Hauptkrümmungen  überall  constant,  aber  von 
Null  verschieden  ist,  ist  einer  derjenigen  Rotationsflächen 
ähnlich,   die   durch   Drehung   der  ebenen   Curven: 

z  =  E{c,(p), 

z  =  F{c,  (f)  —  E{c,(f)j 

um  die  z-Axe  hervorgehen.  Dabei  bedeutet  (f  den  Para- 
meter der  Curve  und  c  eine  positive  Constante  kleiner  als 

Eins.     Ferner  ist: 

J(f  =  ]1  —  c^sin-ff, 
V  <p 

E{c,(f)=fA(pd(p,        ̂ i'''V)=f^- 0  0 

Das  constante  Product  der  Hauptkrümmungen  ist  bei  den 

Typen  (I  a)  und  (I  b)  gleich  +  1,  bei  den  Typen  (H  a)  und 

(II  b)  gleich  —  1.  Insbesondere  fallen  die  beiden  ersten 
Typen  für  c  =  1  zusammen  und  geben  die  Kugel  vom  Radius 
Eins.  Ebenso  fallen  die  beiden  letzten  Typen  für  c  =  1 
zusammen  und  geben  die  Fläche,  die  durch  Drehung  der 
Tractrix 

X  =  cos  9; ,      y  =  0 ,       z  =  log  tg  ̂^  +  |- j  —  sin  9p 
um  die  z-Axe  hervorgeht 

Aus  den  Schlussbemerkungen  jenes  citierten  Satzes  folgt  noch: 

Satz  15:  Verschiebt  man  eine  Rotationsfläche,  bei  der 

das  Product  der  Hauptkrümmungen  überall  constant, 

gleich  K,  ist,  längs  ihrer  Axe,  so  gehen  oc^  Flächen  her- 
vor, die  von  oc^  Rotationsflächen  mit  derselben  Axe,  bei 

denen  jenes  Product  gleich  —  Ä'  ist,  überall  senkrecht durchschnitten  werden. 
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In  den  Figuren  32  bis  37  sind  die  sechs  Typen  von  reellen 

Eotationsflächen,  bei  denen  K  =  +  1  ist,  dargestellt.  Insbesondere 

entspricht  den  Figuren  34  und  35  der  Wert  c  =  1 ,  den  Figuren 

32,  33,  36  und  37  der  Wert  c  =  |]/ 2  (siehe  I  S.  105).  Die  Figuren 
32  und  33,  dann  34  und  35,  endlich  36  und  37  gehören  paarweis 

zusammen,  wie  es  Satz  15  angiebt.  Die  beiden  ersten  Figuren  ge- 
hören zu  den  Typen  (I  a)  und  (II  a),  die  beiden  letzten  zu  den 

Typen  (I  b)  und  (II  b)  des  Satzes  14.  Fig.  34  ist  die  Kugel, 
Fig.  35  die  Rotationsfläche  der  Tractrix. 

Wir  wollen  auch  diejenigen  Eotationsflächen  bestimmen, 
auf  denen  überall  die  beiden  Hauptkrümmungen  einander 

entgegengesetzt  gleich  sind,  d.  h.  H  =0  ist.  Nach  Satz  13 
kommt  es  darauf  an,  alle  ebenen  Curven  zu  bestimmen,  bei  denen 
der  Krümmungsradius  überall  so  lang  wie  die  Normale  ist,  diese 

bis  zu  einer  festen  Geraden  gemessen,  aber  dabei  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  gerichtet  ist.  Durch  Drehung  einer  derartigen 

Curve  um  die  feste  Gerade  entsteht  eine  Rotationsfläche  von  der 

gewünschten  Beschaff'enheit. 
Ist  s  die  Bogenlänge  der  Curve  in  der  ary-Ebene  und  die 

y-Axe  die  feste  Gerade,  so  haben  wir  zu  verlangen,  dass  die 
a:-Coordinate  des  Krümmungsmittelpunktes,  d.  h.  nach  Satz  18, 
I  S.  30,  die  Grösse 

X 

doppelt  so  gross  als  x  selbst  sei,  daher: 
'2  " y  ̂  =■  X  X  , 

wenn  der  Strich  die  Difi'erentiation  nach  s  andeutet.    Da  x'^  +  y'^  =  1 
ist,  folgt  hieraus 

1  '2  " 

oder: 

Mithin : 

oder: 

dxx'         ̂  

ds     ~ 

XX  =  s  -\-  b       (b  =  Const.) 

:l-
2 

=  s^  +  2bs  +  a^       («2  _  Const 

Die  Bogenlänge  sei  von  derjenigen  Stelle   an  gemessen,   an  der  die 

Tangente    der  y-Axe    parallel   und    daher  xx'  =  0  ist,    was  auf  die 
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Fig.  32. Fig.  33. 

Fig.  34. Fig.  35. 

Fig.  36. 
Fig.  37. 
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Anuahme  b  =  0  hinaus  kommt,  wodurch  also  die  Allgemeinheit  der 
Betrachtung  nicht  beschränkt  wird.     Jetzt  ist: 

daher  '  '  j/s^  + «« 

also :    

y  =  a  log  (s  +  y^^  _j_  ß2j  ̂   f.       ̂ ^,  ̂  Const). 

Wenn  wir  noch  durch  Verschieben  der  Curve  längs  der  y-Axe  — 

was  ja  gestattet  ist  —  den  Punkt  {s  =  0)  auf  die  a:-Axe  bringen, 
so  muss  y  =  0  sein  für  5  =  0,  mithin  c  =  —  log  a,  sobald  wir  — 

im  reellen  Fall  —  die  Quadratwurzel  positiv  nehmen,  was  auch  er- 
laubt ist.     Nun  kommt: 

X  =  ys^  +  a  ,       ?/  =  a  log   ^   
oder  wenn  s  eliminiert  wird: 

/  J(_         _  !_ 

Dies  aber  ist  die  Gleichung  einer  Kettenlinie,  deren  Leitlinie  die 

Fig.  38. 

3/-Axe   ist.     Durch  Drehung    der  Curve    um    ihre  Leitlinie    entsteht 

ein  sogenanntes  Catenoid. ^     (Siehe  Fig.  38.)     Daher: 
Satz  16:  Die  Catenoide  sind  die  einzigen  Rotations- 

flächen, auf  denen  überall  die  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien einander  entgegengesetzt  gleich  sind. 

^  Vgl.  die  Anmerkung  auf  S.  42. 
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§  4.    Haupttangenten. 

Es  liege  eine  Fläche  vor,  die  keine  Schar  von  Minimalgeraden 
enthält.  Nach  (2),  S,  109.  erfüllen  die  mit  Vorzeichen  versehenen 
Krümmungsradien  ü  der  Xormalschnitte  eines  allgemein  gewählten 
Punktes  P  oder  (a,  v)  der  Fläche  die  Gleichung: 

1        L  +  2Mk  +  yk* 
(1) 

R        E+2Fk  +  Gk^ 

Dabei  giebt  k  =  dv:  du  die  Fortschreitungsrichtung  an,  die  in  dem 
gewählten  Xormalschnitte  liegt.  Wir  haben  in  Satz  11,  S.  118, 

gesehen,  dass  es  zwei  Werte  k^  und  Ä.,  von  k  giebt,  für  die  1  :  ̂  
ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht.  Es  giebt  aber  auch  zwei 

^^'erte  x^  und  x^  von  k ,  für  die  1  :  ̂  gleich  Null  ist.  Es  sind  dies 
die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

(2)  Z  +  2Mk-\-  ̂ 'V-  =  0, 

von  denen  wir  wissen  (vgl.  S.  116),  dass  sie  nicht  auch  den  Nenner 
rechts  in  (1)  gleich  Null  machen.  Die  zugehörigen  Normalschnitte 
haben  nach  I  S.  33  in  dem  Punkte  P  Wendepunkte.  Man  nennt, 

diese  beiden  Richtungen  {x^)  und  [x^)  die  Haupttangentenrich- 
tungen, die  zugehörigen  Tangenten  der  Eläche  die  Haupttan- 

genten des  Punktes  P.^     Nach  I  S.  226  folgt  sofort: 

Satz  17:  Die  Haupttangenten  eines  Flächenpunktes 

sind  diejenigen  Tangenten,  die  mit  der  Fläche  eine  Be- 
rührung von  zweiter  Ordnung  eingehen. 

Ist  die  Fläche  und  die  Parameterdarstellung  reell,  so  ist  der 

Nenner  rechts  in  (1),  da  er,  mit  du-  multipliciert  das  Quadrat  des 
Bogenelementes  bedeutet,  stets  positiv  füi'  reelle  Fortschreitungs- 
richtungen  (/•).  Die  Krümmung  eines  Normalschnittes  erfährt  also 
beim  Drehen  der  Normalschnittebene  um  die  Normale  des  Punktes  P 

nur  da  einen  Zeichenwechsel,  wo  der  Zähler  rechts  in  (1)  durch 

den  Wert  Null  hindurchgeht,  also  dann,  wenn  die  Normalschnitt- 
ebene eine  der  beiden  Haupttangenten  von  P  enthält.  Diese  beiden 

Normalschnitte  trennen  also  die  Gesamtheit  der  Normalschnitte  in 

diejenigen,  deren  Krümmungsmittelpunkte  auf  der  positiven,  und  in 
diejenigen,  deren  Krümmungsmittelpunkte  auf  der  negativen  Seite 

der  Tangentenebene  liegen.     Doch  sind  x^  und  x^  nicht  stets  reell; 

^  Diese  Geraden  wurden  zuerst  untersucht  von  Dcpin,  „Developpements 
de  gcometrie'",  Paris  1813. 
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es  kann  also  ebeiiM>ir<4il  Torkommen,  dass  alle  Krnmmniigsmittel- 
pankte  der  Xarmalsclimtte  anf  derselben  Sehe  der  TaagentendMae 
Hegen.    Ein  Beispiel  zeigt  dies: 

Beispiel:    Arf  der  BatotiowriHrW; 

bei  der  wir  wieder  die  anf  S,  121  getroAew»  Tni  lai  1 1  iif^i  ■  «icW«^  lastet 
die  Glüthrnm^  (2): 

«■d  giebC: 

£«  ict  ab»  (Tg^  S.  121j 

-Y+P^'^ 

!  =  -i/^- 

'^r 

die  Jc^CootdbMte  des  KiiiwB^wwfiiri|wmlrte»  6  des  '^^-'if^ffw  (r  »  O).    Da 
^  die  a^CoofdiMte  des  zi^gdbüiigai  Paidctes  P  dieses  Mrridiaiis  ist,  so  kt  die 

rVfT^iiTuliisiirl  n-ffl  wf  ilri  Fi1miiiih,i 
aritteipakt  ft  aaf  der  posilifea  Honnde  tob  P 
ficgty  die,  wie  wir  sakra,  rvm.  P  aadl  «HaeB 
geridbtec  ist,  sohald  wir  dfe  ̂ ^-Axe,  Drdaae,  als 
iat^baemderFlidegdegeabczeidmea.  Üboall 
da  also,  wo  die  Meridiaacire  aadi  iaaea  eoarex 
ist,  also  in  Flg.  9§  im  dem  gaszea  Stsri£ea  rost 
Kreise  a  bis  zasi  K«ise  ft,  nd  %  «ad  *,  leeO; 
da  wo  sie  aack  aaasea  eoavcx  ist,  wie  in  dea 

Strnfea  roa  b  Im  e^  siad  %  aad  a^  "■■g'"*'' 
   Die  Breiteakreise  der  Weadqiaakte  der  Meri- 
fw   ,^.>.  diaaearrea  teüea  also  die  CMaete,  ia  dcaea  a% 

and  X,  xedl  oder  iisginlr  riad,  roa 

Hiacmatik  sind  in  dnem  aUgwneinen  reellen  Flädienpankte  P 
drei  FiÜB  denkbsr: 

Erster  Fall:    x^  nnd  a,  nnd  imaginär,  d.  h.  es  ist 

ZiV- J/»>0. 

Alle  reellen  Xormalschnitte  ron  P  sind  also  nach  doaelben  Seite 

der  Tanf  entenebene  gekränuDL  Man  sagt,  die  Flidie  sd  in  P 

eonrex-conrex.  Die  Haopttaagentm  roa  P  nnd  imaginär.  J^  und 
üCy  die  bddm  Hat^tkribnmnBgmidien,  haben  daasdbe  YoatÄcbeiL 

{Suhe  Flg.  40.)i 

^  In  dea  drei  F^area  40,  41,  tf  kabea  wir,  as  £e 
kreise  ab  aoicke  dfaJHrker  xar  ̂ ■■iksaani,  za  bnigea,  FKdbea  daqgertdit, 
£e  ndt  ünea  HaBpflkriiBiBioiig.ilneiseB  eis  eadliekes  Stick  gea^eia  Ittbea, 
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Zw«it€r  Faü:     tc^  imd  ar,  Mlen  zueamm^n,  mA  also  reell- Hier  M: 

AB«  reellen  Xormalschmtte  toh  P  sind  naeh  derselben  Seite  der 
Tangentenebene  gekröiamt  Nur  ein  Normalschnitt  bat  die  Krüm- 
mmig  ̂ x^  d  L  sein  Kräinmtmgekreis  artet  in  die  einzige  Torbandene 
Haupttangente  aus.  Da  diese  Krünamnng  Null  ein  Minimum  oder 
Mazimum  ist  so  ist  diese  Haupttangente  zugleieb  Tangente  einer 
d^r  beiden  Hauptia-ümmungOTcbtungen.  Von  B^  und  B^  ist  also 
d'^  eine  W«-t  unendlieb  gr  ■-.      -^iebe  Fig.  41.) 

F%.  40- 
F%.  ̂  

Dritter  Fall:    acj  iiad  a^  sind  reell  xei^ciiieden,  oder  es  ist: 

Beide  Haupttangenten  sind  reall  Terscb"eden-  Ihre  Normaleebnibte 
teilen  das  G^ebiest  der  nach  d^  einen  Seite  gekrümmten  Nonaal- 
sebnitte  Ton  dem  Gebiet  der  nacb  der  anderen  Seite  gekrümmten 
Xormalßcbnitte-  Mac  nenL'l  dann  die  Fläcbe  iuPconTez-concav. 

U^  und  B^  bab--  Vorzeicbeii.     'Siebe  Fig.  42-j 
1.  Beispiel:  Vüü  deii  rb^Lau  Fläebeu  zweiter  Ordnuug  sind,  -wie 

man  Bof'jrt  aas  der  ■bekaamteii  G-ebtalt  dieber  Flächen  sieht,  da«  EUipBoid,  dae elHptibche  Paxaboloid  und  da^  zvei>,thalig€  Hyperboloid  überall  eonTex-conrei. 

L>afegeD  ist  da«  hypea-bolisciiLe  Paraboioid  tmd  das  mischaJig-e  Hyperboloid 
üheriLlJ  coju\ei-eoneaT-  Der  Kegel  und  der  Cylinder  zweiter  Ordnung  Bind 
Flächen,  aaf  denen  Sbf*--"  '•^■•-  —- r  -     t';  n  -^^yy^ 

iL    BeiBpiel:      L  -raubenflSehe     fS.  llSj    und    dbi 

Cateiioid  (K.  ]-i'JJ  habeü  ürjerajj  eixtgtj^'enge&etzt  gleiehe  Hauptkrünmianpk radieii.     Sie  tiiid  mithin  üherail  couvez-coneav. 

S-  BeiBpiel:    Betrachten   wir   irgend  eocne   g«TÄdJinije  Fliela«  ani; 
reelleai  Erjieugendeu.     I>ureh  einen  Punkt  P  auf  ihr  geht  eine  Enseugemde  h. 

Die  Kormale  von  P  «tekt  auf  ä  Benkreeht,  die  'langentenebene  von  P  enthält  k 
vgl.  I  fi,  xn%   Die  durch  die  Konaaale  und  k  gebende  Ebene  bchneidel;  die  Fl&ehe 

iariilHii— ■,  (G«(mi.  litifir.   IL  8 
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in  h  selbst,  d.  h.  in  einer  Curve  von  der  Krümmung  Null.  Mithin  ist  in  P 
eine  der  beiden  Haupttangenten  die  Gerade  h.  Da  sie  reell  ist,  so  kann  nur 
der  2.  oder  3.  Fall  vorliegen.  Auf  einer  reellen  geradlinigen  Fläche  sind  also 
überall  die  Hauptkrümmungsradien  von  verschiedenen  Vorzeichen  oder  einer 

von  ihnen  ist  unendlich  gross.  Es  giebt  also  keine  convex-convexe 
geradlinige  Fläche  mit  reellen  Erzeugenden.  Wir  werden  sehen, 
dass  das  Ellipsoid,  das  convex-convex  ist,  zwar  als  geradlinige  Fläche  aufge- 
fasst  werden  kann,  aber  ihre  Erzeugenden  sind  imaginär.    (Siehe  S.  144.) 

Bei  der  Unterscheidung  der  Punkte  mit  reellen  und  der  Punkte 
mit  imaginären  Haupttangenten  giebt  der  Wert  des  Ausdrucks 

L N  —  M^  den  Ausschlag.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  auch  in  an- 
derer Weise  schreiben;  es  ist  nämlich  nach  (10),  S.  106: 

LN  -  M^  =^(X  X   -^Y  y   +  Z  z)(X  x  +¥  y   +  Z  z)- 

-iXx   +Y  y    +Z  z)(X  X  +Y  y   +Z  z) 

=  SiY  Z  -Z  Y)(y  z   -  z  y), ^  \     U      V  U      VI  \J  U      V  uJvl' 

also  nach  XI  {¥)-. 

LJS  -M''  =  B'% XiY  Z  -Z  Y), \       II        V  UV'' daher: 
XXX 

(3) LN-M^  =  D Y     Y      Y 
U  V 

Z     Z      Z 
U  V 

Bei  reellen  Flächen  und  reeller  Parameterdarstellung  ist  2)  nach 
S.  18  positiv.  Die  Entscheidung  giebt  also  das  Vorzeichen  der 
Determinante.     Wir  sagen  daher: 

Satz  18:  Eine  Fläche,  die  keine  Schar  von  Minimal- 
geraden enthält,  hat  in  einem  allgemein  gewählten  reellen 

Punkt  (m,  ü)  mit  reellen  Parametern  zwei  reell  verschiedene 
oder  zwei  reell  zusammenfallende  oder  zwei  imaginäre 

Haupttangenten,  je  nachdem  der  Ausdruck  LN—M"^  oder die  Determinante 
XXX 

Y 

Z 

Y u 

Z 

z. 

für  das  betreffende  Wertepaar  kleiner  als  Null  oder  gleich 
Null  oder  grösser  als  Null  ist.  Dabei  bedeuten  L,  M,  N  die 

Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  und  X,  Y,  Z  die  Rich- 
tungscosinus der  Normale.  Die  Richtungen  [dv.du)  der 

Haupttangenten  werden   durch   die  Bedingung 

L  du^  +  2Mdu  dv  +  N dv^  =  0 
bestimmt. 
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Da  SX2=  1  und  also 

sxx„  =  o,     sxx.  =  o 
ist.  so  kann  die  Determinante  in  (3)  auch  anders  geschrieben  werden. 
Multipliciert  man   nämlich  ihre  Zeilen  mit  X,  Y,  Z  und  nimmt  ihre    t^^% 
Summen  als   erste  Zeile,   so  ist  nur  das  erste  Element  dieser  Zeile 
von  Null  verschieden,  nämlich  gleich  Eins.     Daher  ist: 

(4)  L  X  -  J/2  =  L  '  ̂'-^^-^-^^  . 

Hieran  reihen  sich  noch  zwei  Formeln,  die  durch  cyklische  Ver- 
tauschung von  X,  Y,  Z  hervorgehen. 

Es  ist  leicht,  alle  Flächen  zu  bestimmen,  auf  denen 

überall  ZX  —  J/-  =  0  ist.  Vons'eg  heben  wir  dabei  hervor:  Wenn 
auf  der  Fläche  überall  ZX— J/-  =  0  ist,  so  ist  dies  auch  der 
Fall  bei  Einführung  irgend  eines  anderen  Parametersystems,  weil  die 

Gleichung  ZX— -1/^  =  0  aussagt,  dass  die  beiden  Haupttangenten 
zusammenfallen,  und  weil  diese  geometrische  Bedeutung  von  der 
Wahl  des  Parametersystems  unabhängig  ist.  Ist  nun  auf  der  Fläche 

überall  ZX— J/-  =  0,  so  folgt  aus  (4)  und  aus  den  beiden  ana- 
logen Formeln: 

also,  wenn  o  eine  gewisse  Function  von  u  und  t*  bedeutet: 

(5)  \  =  qX^,       i:,  =  9K.       Z^  =  qZ.' 
Da  nun: 

d  X  =  X^  du  +  X^.  dv  =  X^  (o  du  +  dv) 

und  entsprechend 

dY=  7  (p  du  -{-dv),       dZ=  Z^.  {odu-yr  dv) 

ist,  so  bleiben  X,  Y,  Z  ungeändert,  wenn  der  Punkt  {u,  v)  auf  der 
Fläche  eine  Curve  beschreibt,  längs  deren 

Q  du  +  dv  =  0 
oder  also: 

du  V  \  -     / 

ist.  Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  u  und  v  definiert 

nach  Satz  4,  S.  12,  eine  Schar  von  oc^  Curven  auf  der  Fläche. 
Wir  dürfen  annehmen,  dass  wir  gerade  diese  Curven  von  vornherein 
als  die  ParameterHnien  (r)  gewählt  hätten.  Dies  kommt  darauf 

hinaus,  dass  wir  die  Differentialgleichung  in  der  Form  </  y  =  0  an- 
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nehmen  dürfen.  Dann  aber  ist  ()  =  0,  also  sind  dann  X,  T,  Z  nach 
(5)  frei  von  u.  Aus  der  ersten  Formel  XI  (7)  folgt  nun,  dass  S  Xx 
auch  von  u  frei  ist.     Es  sei  etwa: 

(6)  %Xx  =  r{v). 

Differenzieren  wir  diese  Formel  nach  v,  so  giebt  die  zweite  Glei- 
chung XI  (7): 

(7)  SX^x  =  r'{v). 

Da  X,  Y,  Z  und  F  nur  von  v,  nicht  von  u,  abhängen,  so  stellt  die 
Gleichung 

in  den  laufenden  Coordinaten  J,  ̂ ,  5  für  jeden  Wert  von  v  eine 
Ebene  dar.  Diese  Ebene  schneidet  die  unendhch  benachbarte,  zu 

V  +  dv  gehörige  Ebene  in  der  Geraden,  die  ausserdem  der  Gleichung 

genügt.  Da  die  Gleichungen  (6)  und  (7),  in  denen  x,  y,  z  die  Punkt- 
coordinaten  der  Fläche  sind,  genau  die  Form  dieser  beiden  Glei- 

chungen haben,  so  folgt  nach  Satz  14,  I  S.  292,  dass  die  Fläche 

von  den  00^  Ebenen 
8X5=  r(ü)  (ü  =  Const.) 

umhüllt  wird  und  also  abwickelbar  ist. 

Umgekehrt:  Liegt  eine  abwickelbare  Fläche  vor,  so  können  wir 

ihre  Gleichungen  nach  I  S.  261  so  schreiben: 

(8)  X  =  (p[v)  +  u(p'{v),      y -=  xip)  + ux'{v),      z  =  ip [v) -\- u ip' [v). 
Durch  Ausrechnung  erkennt  man,  dass  hier  L  =^  M  =  0,  also 

ZJV  —  M^  =  0  ist.  Nach  einer  oben  gemachten  Bemerkung  gilt 

diese  Gleichung  LN  —  31'^  =  0  auch  bei  jeder  anderen  Parameter- 
darstellung der  Fläche  (8).     Also: 

Satz  19:  Die  abwickelbaren  Flächen  sind  die  einzigen 

Flächen,  auf  denen  überall  der  aus  den  Fundamental- 
grössen  zweiter  Ordnung  gebildete  Ausdruck 

ist. 

Oder  auch: 

Satz  20:  Die  abwickelbaren  Flächen  sind  die  einzigen 

Flächen,  auf  denen  überall  die  beiden  Haupttangenten 

zusammenfallen,  —  und  zwar  fallen  sie  in  die  geradlinigen 
Erzeugenden  der  Fläche. 
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§  5.    Die  Indicatrix  eines  Fläclienpunl(tes. 

Sind  E,  F,  G  und  L,  M,  N  die  Fundamentalgrössen  einer  auf 
die   Parameter  u   und  v   bezogenen    Fläche,    die   keine   Schar   von 
Minimalgeraden  enthält,  so  gilt  für  den  Krümmungsradius  B  eines 
allgemeinen  Xormalschnittes  der  Stelle  P  oder  {ii,  v)  die  Formel: 

l   _   L  +  2Mk  +  Xk'- 
iR  ~   E  +  2Fk  -h  GL*  ' 

in  der  k  =  dv.du  die  Richtung  des  Schnittes  angiebt  (Vgl.  S.  109.) 

Um  hieraus  eine  geometrische  Construction  der  Krümmungs- 
kreise abzuleiten,  benutzen  wir  ein  neues  rechtwinkliges  Co- 

ordinatensystem  (f,  ̂ ,  j),  dessen  wir  uns  überhaupt  öfters 
bedienen  werden,  wenn  es  sich  um  Untersuchungen  in  der  Nähe 
eines  bestimmt  gewählten  Fiächenpunktes  handelt 

Der  Punkt  F  oder  [u,  v)  sei  der  neue  Anfangspunkt,  die  f-  und 

^-Axe  seien  die  Tangenten  der  beiden  Hauptkrümmungsschnitte  des 
Punktes  P,  die  ja  nach  S.  117  auf  einander  senkrecht  stehen  und 

im  reellen  Fall  auch  reell  sind.  Die  5-Axe  soll  dann  auch  ihrem 
Sinn  nach  mit  der  Normalen  des  Punktes  P  zusammenfallen.  In 

dem  neuen  Coordinateusystem  wollen  wir  die  Coordinaten  f  und  t) 
selbst  als  Parameter,  statt  u  und  c,  benutzen.  Die  Fläche  denken 

wir  uns  also  analytisch  in  der  Form  dargestellt: 

Wir  nennen  das  neue  rechtwinklige  Axenkreuz  kurz  das  beglei- 
tende Axenkreuz   des  Flächenpunktes  F. 

Die  der  neuen  Darstellung  zugehörigen  Fundamentalgrössen 

erster  und  zweiter  Ordnung  seien  mit  G,  g.  &  und  'ä,  )Dl,  Di  be- 
zeichnet, sodass  wir  haben: 

wobei  nun 
t  =  dt):d]C 

ist  Da  die  Parameterlinie  [t)  =  0)  im  neuen  Anfangspunkt  F  die 

f-Axe  und  die  Parameterlinie  (j  =  0)  dort  die  t)-Axe  berührt,  so  ist 
für  den  Anfangspunkt  F: 
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Der  Index  0  soll  daran  erinnern,  dass  sich  diese  Gleichungen  nur 
auf  den  Punkt  P  beziehen.  Nach  XI  [A]  und  XI  (C)  ist  für  diesen 
Punkt: 

(2)  ©0  =  1.       So  =  0,       ©0  =  1.       ̂ 0  =  1- 

Da  ferner  r/t)  =  0  und  <fj  =  0  oder  also  !  =  0  und  !  =  oo  die 
Hauptkrümmungsrichtungen  von  P  liefern,  so  muss  die  quadratische 

Gleichung  für  f,  die  —  nur  mit  lateinischen  statt  deutschen  Buch- 
staben —  in  Satz  11,  S.  119,  angegeben  wurde,  für  den  Punkt  P  die 

Form  !  =  0  haben.     Also  ist  jetzt  auch  für  den  Punkt  P: 

(3)  9Ko  =  0 

oder  nach  (9),  S.  106: 

Nunmehr  kommt: 

1  Qo  +  %i' 

R  1  +t'' 
Für  !  =  0  und  !  =  oo   ergeben  sich  die  beiden  Hauptkrümmungen: 

(5)  i^  =  S„,       ̂   =  3!., 

sodass  nach  (9j,  S.  106,  für  den  Punkt  P: 

ist.     Ferner  sei  (p   der  Winkel  der  Richtung  (!)  mit  der  Eichtung 

der  J-Axe  (f  =  0),  also: 

Die  Formel  für  1  :  Ji  kann  nun  so  geschrieben  werden : 

--»  1        cos*  qp  sin*  cp 
VV  ^  =       ö         r R  Ri  R^ 

Da  wir  für  jeden  Flächenpunkt  P  diese  Betrachtung  anstellen  können, 
indem  wir  immer  das  zugehörige  begleitende  Axenkreuz  benutzen, 
so  folgt: 

Satz  21:  Sind  ii^^  und  ̂ g  ̂ i^  Abscissen  der  Mittelpunkte 
der  beiden  Hauptkrümmungskreise  eines  Flächenpunktes, 
gemessen  vom  Flächenpunkte  an  auf  seiner  Normalen,  so 

haben  die  Krümmungsmittelpunkte  derjenigen  Normal- 
schnitte,  die   mit  dem   ersten  Haupjtkrümmungsschnitt  die 

I 

i I 
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Winkel    ±  cp    bilden,    eine    Abscisse    Ä,    die    sieb   aus   der 
Formel 

j_ 

bestimmt^ 

cos*  <jp  sm*  (jp 

Geben  wir  (f  den  Wert  9^  +  -^,  so  erkennen  wir  bieraus  sofort: 

Satz  22:  Die  Summe  der  Krümmungen  zweier  zu  ein- 
ander senkrechter  Normalschnitte  ist  gleich  der  Summe 

der  Hauptkrümmungen  der  betreffenden  Stelle. 

Da  die  Formel  (7)  nur  die  Quadrate  des 
Sinus  und  Cosinus  von  y  enthält,  so  kommt 
es  auf  den  Sinn  der  Messung  des  Winkels  (p 
gar  nicht  an. 

Die  Haupttangenten  sind  durch  die  Eigen- 
schaft 1:^  =  0  charakterisiert  (nach  S.  127),  so- 

dass ihre  Winkel  a  mit  der  ersten  Hauptkrüm- 
mungsrichtung nach  (7)  durch: 

#'
 

^ 

Fig.  43. 

cos"  «  sin-  n       ̂  

oder: 

(8) 

i?i 

i?. 

^o  — -l/-f 
bestimmt  werden.     Also  (siehe  Fig.  43) 

Satz  23:  Die  Hauptkrümmungsrichtungen  einesFlächen- 
punktes  halbieren  die  Winkel  seiner  Haupttangenten. 

Femer: 

Satz  24:  Der  Winkel  der  Haupttangenten  eines  Flächen- 
punktes hängt  nur  von  den  Werten  der  Hauptkrümmungen 

des  Punktes   ab. 

Sind  ̂ j  und  2i^  beide  positiv,  so  gilt  dasselbe  nach  (7) 
von  jedem  Krümmungsradius  ^  des  Punktes  P,  der  dann  convex- 
convex  ist  (nach  S.  128).  Tragen  wir  auf  der  Tangente  von  P,  die 

mit  der  f-Axe  den  Winkel  (p  bildet,  von  P  aus  nach  beiden  Seiten 
den  Wert  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen  Krümmungsradius  2i 
auf,  so  bilden  die  Endpunkte,  die  man  so  für  beliebige  Werte  von  (p 
erhält,  eine  Ellipse,  denn  sie  haben  die  Coordinaten: 

j  =  4-  y^cos  qr ,       t)  =  ±  }P  sin  rp  , 

Dieser  Satz  heisst  der  EcLERSche  Satz.    Siehe  die  Anmerkung  auf  S.  118. 
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die  nach  (7)  die  Gleichung  erfüllen: 

Jl  +  X 

=    1 

y^j   und  y^2   si^<i  ̂ ^^  ̂ ^f  ̂ 6^  ?"  ̂ "^  ̂ -Axe  gelegenen  Halbaxen 
der  Ellipse.     (Siehe  Fig.  44.) 

Sind  I\  und  B^  beide  negativ, 
so  gilt  dasselbe  nach  (7)  von  jedem 
Krümmungsradius  B  des  Punktes  P. 
Die  Stelle  ist  wieder  convex-convex. 

Wir  tragen  auf  allen  Tangenten  von  P 

aus  nunmehr  ']/  —  R  ab  und  erhalten 
die  Ellipse: 

Fig.  44. 

-R, 

+ 

-  Rc 
1. 

In  beiden  betrachteten  Fällen  hat  P  nach  (8)  imaginäre  Haupt- 
tangenten, und  zwar  sind  die  Haupttangenten  offenbar  die  imagi- 

nären Asymptoten  der  betreffenden  Ellipse. 

Ist  Pj  positiv  und  Pg  negativ,  so  sind  die  Haupttangenten 
nach  (8)  reell.     Es  sei  a  der  positive  spitze  Winkel,  für  den  dann 

tg2«  = 

-^2 

ist.  Nun  ist  nach  (7)  der  Wert  P  positiv,  solange  9p  zwischen  -}-  a 
und  —  a  liegt,  sonst  negativ.  (Vgl.  S.  129.)  Die  Fläche  ist  an  der 
Stelle  P  convex-concav.  Tragen  wir  wieder  auf  allen  Tangenten 

den  zugehörigen  Wert  der  Quadratwurzel  von  P 

bez.  —  P  ab,  je  nachdem  P  positiv  oder  negativ 
ist,  so  erfüllen  die  Endpunkte  entweder  die 
Gleichung : 

R, 

—  R9 =  1 

(für  P  >  0) 

oder  die  Gleichung 

Ri        —  Ri 
1.       (für  P<  0). 

Es  sind  dies  die  Gleichungen  zweier  conjugier- 
Fig.  45.  ter  Hyperbeln,  die  die  beiden  Haupttangenten 

zu  Asymptoten  haben.     (Siehe  Fig.  45.) 

Ist   Pj    negativ    und    Pg    positiv,    so    werden    die    Haupt- 
tangenten ebenso  construiert.     Im  übrigen  gilt  über  das  Vorzeichen 
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von  B  gerade  das  Entgegengesetzte  wie  vorher.  Es  gehen  die  beiden 
conjugierten  Hyperbeln  hervor: 

-il--|-=l         (für^<0) 
und: 

-^  +  |-=i      (fi'^^>o). 
die  wieder  die  Haupttangenten  zu  Asymptoten  haben. 

Ist  endlich  einer  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  unendlich 

gross,  so  erhalten  \rir  statt  der  Ellipse  oder  des  Hyperbelpaares  ein 

Paar  paralleler  Geraden.  Ist  nämlich  etwa  B^  =  cc  und  B^ 
positiv,  so  reduciert  sich  (7)  auf: 

1         sin'  <f 

d.  h.:   JR  ist  überall  positiv.     Tragen  wir  }(ff  auf  der  zugehörigen 
Tangente   ab,   so   Hegt  der  Endpunkt   auf 

einer  der  beiden  Geraden  (siehe  Fig.  46)  ^ 

Ist  Bj^  =  cc   und  B^   negativ,    so   ist  B    i;!^   ^r 

überall  negativ  und  das  Abtragen  von  ̂ '—B 
auf  die   Tangenten    giebt   die    beiden    Ge-    i   

raden  \)  =+]'—  B^.    Ist  ̂ ^  positiv  und 
-^•2  =  00,  so  treten  die  beiden  Geraden  Fig.  46. 

auf,  ebenso  wenn  B^  negativ  und  B^  =  00  ist.  die  beiden  Ge- 

raden X  =  +  y  —  B^.  überhaupt  fallen  bei  den  vier  letzten  An- 
nahmen, d.  h.  wenn  einer  der  Hauptkrümmungsradien  unendlich 

gross  ist,  die  beiden  Haupttangenten  in  diejenige  Tangente  durch 
P  zusammen,  die  den  beiden  erwähnten  Geraden  parallel  ist 

Die  beiden  durch  den  Flächenpunkt  F  gehenden  Minimalcurven 
der  Fläche  (vgl.  Satz  16.  S.  36)  haben  dort  Richtungen,  die  nach 

(2)  durch 

bestimmt  werden,  also  die  Richtungen: 

41  =  ±/. 
Doch  gilt  dies  nur  an  der  Stelle  P  selbst     Daraus  folgt: 
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Satz  25:  Die  beiden  durch  einen  Flächenpunkt  gehen- 
den Minimalcurven  der  Fläche  haben  daselbst  Tangenten, 

die  symmetrisch  zu  den  Hauptkrümmungstangenten  des 

Punktes  liegen.  — 

Die  Kegelschnitte,  die  wir  benutzt  haben,  sind  nicht  nur  Hülfs- 
mittel  zur  Construction  der  Krümmungsradien,  sondern  treten  auch 
direct  auf,  allerdings  unendlich  verkleinert,  sobald  man  die  Frage 
beantwortet,  wie  eine  Ebene,  die  einer  Tangentenebene  der 
Fläche  unendlich  benachbart  ist,  die  Fläche  schneidet. 

Da  wir  wie  bisher  den  betrachteten  Flächenpunkt  P  als  An- 
fangspunkt eines  Coordinatensystems  (j,  ̂,  §)  benutzen  können,  so 

können  wir  diese  Frage  analytisch  so  behandeln:  Zur  Tangenten- 

ebene von  P,  d.  i.  zur  j  t) -Ebene,  legen  wir  eine  parallele  Ebene  im 
unendlich  kleinen  Abstand  g.  Sie  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Curve,  und  wir  untersuchen,  wie  der  Verlauf  dieser  Curve  unendlich 
nahe  bei  P  ist.  Wir  fassen  also  nur  unendlich  kleine  Coordinaten 

5  und  l)  ins  Auge.  Da  für  hinreichend  kleine  Werte  von  f  und  ̂  
die  Reihenentwickelung  gilt: 

+ 

9 + 

f+2 

Q'h 

ft)  + 

dt)'- 

+ 

SO  können  wir  hierfür  nach  (1),  (4)  und  (6)  schreiben: 

Dies  also  ist,  bei  festem  unendlich  kleinen  5,  in  5  und  t)  die 
Gleichung  der  zu  untersuchenden  Curve. 

Ist  weder  l:^'j  noch  IrPg  gleich  Null,  so  sind,  sobald  5 
und  t)  unendlich  klein  gewählt  werden,  also  nur  die  Umgebung  der 
Stelle  P  betrachtet  wird,  die  nur  angedeuteten  Glieder  von  höherer 
Ordnung  unendlich  klein  als  die  angegebenen,  sodass  bleibt: 

(10) 

i?i  ̂   7?i  3 

Diese  Gleichung  stellt  einen  Kegelschnitt  mit  unendlich  kleinen 
Axen  dar,  der  zu  den  oben  betrachteten  Kegelschnitten 

JL + =  4-  1 

ähnlich,    ähnlich    gelegen    und    concentrisch    ist. 

ergeben : 

Es  hat  sich  also i 
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Satz  26:  Schneidet  man  eine  Fläche  durch  eine  Ebene, 
die  der  Tangentenebene  eines  Flächenpunktes  P  mit  den 
Hauptkrümmungsradien  B^  und  B^  unendlich  nah  und 
parallel  ist,  so  ist  die  Schnittcurve  in  der  unendlich 
kleinen  Umgebung  der  Stelle  P  durch  einen  Kegelschnitt 
ersetzbar,  dessen  Gleichung  in  laufenden  Coordinaten  i,  X) 
lautet: 

R^    ̂    R,         ̂  

—  9 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  weder  B^  noch  B^  unendlich 
gross  seL  Ferner  ist  dabei  3  der  auf  der  Normale  von  P 
mit  entsprechendem  Vorzeichen  zu  messende  unendlich 
kleine  Abstand  der  Schnittebene  von  der  Tangentenebene, 
und  das  Coordinatensystem  (r,  9)  hat  die  Projectionen  der 
Hauptkrümmungstangenten  von  P  auf  die  Schnittebene  zu 

Fig.  47. Fig.  48. 

Axen.  (Siehe  Fig.  47  für  den  Fall,  dass  B^  P,  >  0.  ist  und  Fig.  48 
für  den  Fall,  dass  P^  Pj  <  0  ist). 

Obgleich  die  Schnittcurve  nur  in  unendlicher  Nähe  von  P  durch 
den  Kegelschnitt  ersetzt  werden  darf,  braucht  man  doch  häufig  die 
unexacte  Redeweise:  Die  der  Tangentenebene  unendlich  benachbarte 
Ebene  schneide  die  Fläche  in  jenem  Kegelschnitt  (10).  und  auch 
wir  werden  uns  der  Kürze  halber  dieser  Redeweise  bedienen.  Der 

Kegelschnitt  (10)  heisst  dielndicatrix  des  Punktes P  der  Fläche.^ 
Liegt  ein  reeller  convex-convexer  Punkt  vor,  d.  h.  haben  P^ 

und  Pg  einerlei  Vorzeichen,  so  ist  die  Curve  (10)  eine  unendhch 
kleine  reelle  Ellipse,  wenn  5  dasselbe  Vorzeichen  wie  Pj  und  B^ 
hat,  dagegen  imaginär,  wenn  5  das  andere  Vorzeichen  hat.  Von 
den  zur  Tangentenebene  unendhch  benachbarten  parallelen  Ebenen 

*  Nach  Drpix,  von  dem  diese  Theorie  überhaupt  herrührt.    Man  vei^Ieiehe 
die  Anmerkungen  auf  S.  99  und  S.  127. 
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schneiden  also  nur  die  auf  der  einen  Seite  gelegenen  die  Fläche  in 

einer  reellen  Ellipse.  Convex-convexe  Punkte  der  Fläche  heissen 
auch  elliptische  Punkte  der  Fläche.  Ist  der  Punkt  insbesondere 

ein  Nabelpunkt  (vgl.  S.  119,  120),  d.  h.  H^  =  B^,  so  ist  die  Indi- 
catrix  ein  Kreis. 

Liegt  eine  reelle  convex-concave  Stelle  P  vor,  d.  h.  haben  ü^ 
und  B^  verschiedene  Vorzeichen,  so  ist  die  Curve  (10)  eine  Hyperbel, 

wenn  5  positiv  ist,  und  die  conjugierte  Hyperbel,  wenn  5  durch  —  5 
ersetzt  wird.  Diejenigen  Ebenen  parallel  der  Tangentenebene  also, 
die  auf  der  einen  Seite  unendlich  nahe  liegen,  schneiden  die  Fläche 

in  einer  Curve,  die  unendlich  nahe  bei  P  wie  eine  Hyperbel  ver- 
läuft, deren  Hauptaxe  in  der  einen  Hauptkrümmungsebene  liegt. 

Wird  die  Ebene  jedoch  auf  der  anderen  Seite  der  Tangentenebene 

angenommen,  so  tritt  an  die  Stelle  dieser  Hyperbel  eine  Hyperbel, 
deren  Hauptaxe  in  der  anderen  Hauptkrümmungsebene  von  P  liegt. 

Convex-concave  Punkte  der  Fläche  heissen  auch  hyperbolische 
Punkte  der  Fläche. 

Wird  5  =  0  gesetzt,  so  geht  aus  (10)  die  Gleichung 

-^  +  i  =  o 

eines  Geradenpaares  hervor,  das  imaginär  ist,  wenn  B^  und  li^  das- 
selbe Zeichen  haben.  Nach  (8)  sind  diese  Geraden  die  Haupttan- 

genten des  Punktes  P.  Wir  können  also  sagen,  indem  wir  auf 
I  S.  74  verweisen: 

Satz  27:  Für  die  Schnittcurve  einer  reellen  Fläche 

mit  der  Tangentenebene  eines  ihrer  Punkte  P  ist  dieser 

Punkt  singulär  und  zwar  ein  isolierter  Punkt,  wenn  die 

Fläche  in  P  convex-convex  ist,  dagegen  ein  Doppelpunkt, 
wenn  sie  in  P  convex-concav  ist.  Die  imaginären  bez. 

reellen  Tangenten  der  Schnittcurve  in  P  sind  die  Haupt- 
tangenten von  P. 

Die  Projectionen  dieser  Haupttangenten  auf  die  zur  Tangenten- 
ebene parallelen  unendlich  benachbarten  Ebenen  sind  die  imagi- 
nären bez.  reellen  Asymptoten  der  oben  erwähnten  Ellipsen  bez. 

Hyperbeln.  Die  Haupttangenten  nennt  man  deshalb  auch  zuweilen 
die  Asymptoten  von  P. 

Den  Übergang  von  den  convex-convexen  oder  elliptischen  Stellen 
zu  den  convex-concaven  oder  hyperbolischen  Stellen  bilden  diejenigen 
Punkte,  in  denen  B^  oder  B^  unendlich  gross  ist.  Man  nennt  sie 
parabolische    Punkte    der   Fläche.     Ist  z.  B.  l:Pj  =  0,   so  ist 
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der  Schluss  von  (9)  auf  (10)  nicht  mehr  richtig.  Dann  schliessen 

wir  Tielmehr  \vie  in  I  S.  75,  dass  die  Schnittcurve  der  zur  Tangenten- 
ebene parallelen  Ebene  5  =  Const  in  unendlicher  Nähe  von  P  im 

allgemeinen  durch  die  Curve 

ersetzt  werden  darf.  In  der  Ebene  (§)  bilden  dabei  die  Geraden,  in 

denen  sie  die  y  5-  bez.  t)  5-Ebene  schneidet,  die  r-  bez.  r)-Axe  für 
die  analytische  Darstellung  dieser  ebenen  Curve  dritter  Ordnung, 
während  5  die  Rolle  einer  bestimmten  unendlich  kleinen  Grösse 
spielt-  Man  sieht,  dass  die  Ordnungen,  in  denen  r  und  i)  in  der 
Nähe  von  P  unendlich  klein  sind,  die  2.  und  3.  sein  müssen,  d.  h. 

die  Curve  schmiegt  sich  der  r-Axe  in  unendlicher  Nähe  des  An- 
fangspunktes an.     Da  aus 

folgt,  dass  -^  und  ̂ ~  für  r  =  0  auch  gleich  Null  sind,  so  sind 

die  Curvenpunkte  mit  den  Coordinaten: 

r  =  o,     i)  =  ±y'2^ 
Wendepunkte  (nach  I  S.  14),  deren  Tangenten  der  r-Axe  parallel 
sind.  Bei  dem  parabolischen  Punkte  P  tritt  also  an  die  Stelle  jener 

unendlich  kleinen  ElHpsen  bez.  H^^perbeln  in  unendlicher  Nähe  von 
F  ein  Paar  paralleler  Geraden: 

die  reell  sind,  wenn  S^  und  3  dasselbe  Zeichen  haben.  Da  zwei 
parallele  Geraden  als  eine  ausgeartete  Parabel  aufzufassen  sind,  so 
ist  der  Name:   parabolischer  Punkt  gerechtfertigt. 

Im  Fall  eines  parabolischen  Punktes  werden  wir  das  gefundene 
Geradenpaar  als  die  Indicatrix  bezeichnen  und  nicht  die  Curve 
dritter  Ordnung. 

Es  dürfte  nicht  unnütz  sein,  für  die  Indicatrix  auch  bei  Be- 

nutzung eines  beliebigen  Axenkreuzes  (x,  y,  z)  und  beliebiger  Para- 
meter eine  analytische  Darstellung  zu  geben:  Die  Tangentenebene 

des  Punktes  {lu  v)  hat  die  Gleichung: 

X(5  -x)+  r(t)  -y)  +  Z(5  -  z)  =  0, 

wenn  r,  i),  5    ihre   laufenden  Coordinaten    sind.      Die    Parallelebene 
im  Abstand  6  hat  die  Gleichung: 

(11)  SX(r-.r)  =  6, 
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denn  sie  wird  durch 

y  =  ar  +  Xe,       l)=3/+r6,       5  =  2  +  ̂ « 

wegen  ̂ X^  =  l  erfüllt.  Soll  nun  der  Punkt  (j,  l),  5)  in  der  Schnitt- 
curve  der  Parallelebene  mit  der  Fläche  liegen  und  dem  Punkte 

(x,  y,  z)  oder  {u,  v)  unendlich  benachbart  sein,  so  muss  er  Parameter 
haben,  die  von  u  und  v  unendlich  wenig  abweichen,  sodass  wir 
setzen  können: 

X  =■  X  4-  X  du  4-  X  dv  4-  ̂ {x     du^  4-  2x     dudv  4-  x     dv^)  +  .  .  . c  '        «  '        V  '      2  \    uu  '  UV  '        vv  /     ' 

u.  s.  w.    Setzen  wir  diese  Werte  in  (11)  ein,  so  kommt  wegen  XI  (/): 

^{SXx^^yu^-j-2SXx^^^dudv-i-SXx^^dv) -{-...  =  6 

oder  nach  (7),  S.  106: 

Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv^  -{-  .  .  .  =  2«. 

Berücksichtigen  wir  nur  die  Glieder  niedrigster  Ordnung,  so  finden  wir : 

Satz  28:  Diejenigen  einem  Punkte  {u,  v)  einer  Fläche 
unendlich  benachbarten  Punkte  {u  +  du,  v  +  dv),  die  in 

einer  zur  Tangentenebene  des  Punktes  [u,  v)  unendlich  be- 
nachbarten und  parallelen  Ebene  liegen,  sind  an  die  Glei- 

chung gebunden: 

Zdu^-}-2Mdudv  +  Ndv^  =  2  s. 

Darin  bedeutet  e  den  auf  der  Normalen  des  Punktes  [u,  v)  mit 
Vorzeichen  gemessenen  Abstand  der  Parallelebene  von  der 

Tangentenebene. 

Die  Formel  dieses  Satzes  stellt  also  analytisch  die  Indicatrix 

des  Punktes  {u,  v)  dar  und  zwar  nach  der  oben  getroffenen  Fest- 
setzung auch  für  den  Fall  eines  parabolischen  Punktes. 

Im  Anschluss  hieran  soll  ein  zweites  analoges  Problem  ganz 
kurz  erledigt  werden: 

Wir  wählen  auf  der  Normalen  des  Punktes  (?«,  v)  einen  unend- 
lich benachbarten  Punkt,  dessen  Coordinaten  also  etwa  sind: 

■r  +  Xi],       ij  +  Yi],       z  +  Zt], 

wenn  1]  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet,  und  wollen  diejenigen 
Tangentenebenen  der  Fläche  construieren ,  die  durch  diesen  Punkt 
gehen.  Sie  werden  einen  Kegel  umhüllen,  der  die  Fläche  längs  einer 
dem  Punkte  {ii,  v)  unendlich  benachbarten  Curve  berührt.  Ist 

(?/.  -\-  du,  V  -\-  dv)  ein  solcher  Berührungspunkt,  so  muss  seine  Tan- 
gentenebene durch  den  gewählten  Punkt  gehen.     Aber  die  Normale 
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des  Punktes  («  +  </«,  v  +  dv)  hat  die  ßichtungscosinus,  die  aus 
X  T,  Z  hervorgehen,  wenn  darin  u  +  du  und  v  +  dv  statt  u  und  r 
geschrieben  wird,  d.  h.  die  Tangentenebene  dieses  Punktes  (?/  +  rf«, 
V  +  dv)  hat  in  den  laufenden  Coordinaten  x,  i),  5  die  Gleichung: 

S(X+  X^du  +  X^dv){x  -  .r  -  xju  -  xjv)  =  0. 

Setzen  wir  hierin  die  Coordinaten  x-\-Xi],  y+Yi],  x-\-Zi]  des 
angenommenen  Punktes  für  j,  i),  5  ein,  so  geht  die  Bedingung  hervor: 

S(^  +  XJu  +  XJv)  [Xi]  -xju-  x^dv)  =  0. 

Hierfür  kann  nach  XI  {H),  XI  (/)  und  (10),  S.  106,  geschrieben 
werden: 

1,  +  Ldu^  -\-2.Mdudv  +  Sdv^  =  0. 
Daher: 

Satz   29:      Legt    man    durch    einen   Punkt,    der    auf  der 
Normalen  des  Flächenpunktes  {u,  v)  liegt  und  von  diesem 

den  mit  Vorzeichen  gemessenen  unendlich  kleinen  Ab- 
stand»; hat,  alle  diejenigen  Ebenen,  die  die  Fläche  unend- 

lich nah  beim  Punkte  {u,  v)  berühren,  so  besteht  die  Be- 
rührungscurve  aus  den  an  die  Gleichung: 

Zdu*  +  2Mdudv  +  iV</r2  =  -  ;; 

gebundenen  Punkten  (m  +  du,  v  4-  dv). 
Also  kommt  nach  Satz  28: 

Satz  30:  Die  Ebenen,  die  eine  Fläche  längs  der  Indi- 
catrix eines  Flächenpunktes  P  berühren,  bilden  einen 

Kegel,  dessen  Spitze  so  liegt,  dass  der  Punkt  F  selbst  die 

Strecke  von  der  Spitze  bis  zur  Indicatrixmitte  im  Ver- 
hältnis 2  :  1   teilt. 

Anhangsweise  erwähnen  wir  noch,  dass  aus  dem  Satze  27  folgt, 
dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  zwei  Scharen  von  Geraden 
enthält.  Denn  jede  Ebene,  also  auch  jede  Tangentenebene  schneidet 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  in  einem  Kegelschnitt.  Da  er  nach 

dem  Satze  27  im  Berührungspunkt  einen  Doppelpunkt  haben  muss, 
zerfällt  er  in  zwei  Geraden.  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen 
demnach  zwei  Geraden,  die  der  Fläche  angehören.  Nur  wenn  der 

Punkt  parabolisch  ist,  fallen  die  beiden  Geraden  zusammen.  "\Ä'enn dies  überall  auf  der  Fläche  der  FaU  ist,  so  ist  die  Fläche  nach 
Satz  20,  S.  132.  abwickelbar.  Aber  eine  abwickelbare  Fläche  wird 

—  wenn   sie  kein  Kegel  oder  Cylinder  ist  —  von  jeder  Normalen- 
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ebene  ihrer  Gratlinie  nach  Satz  3,  I  S.  268,  in  einer  Curve  mit 

Spitze  geschnitten.  Da  die  Fläche  von  zweiter  Ordnung  sein  soll, 
so  geht  dies  nur  so  an,  dass  diese  Schnittcurve  eine  doppelt 
zählende  Gerade  ist,  die  Fläche  also  die  der  Tangenten  einer 
ebenen  Curve  und  daher  selbst  eine  Ebene  ist.  Die  Ebene  ist 

aber  nur,  wenn  sie  doppelt  aufgefasst  wird,  von  zweiter  Ordnung. 
Alle  anderen  abwickelbaren  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  mithin 
Kegel  oder  Cylinder. 

Umgekehrt:  Wenn  eine  Fläche  zwei  Scharen  von  Geraden 
enthält,  so  beweist  man  in  der  analytischen  Geometrie,  dass  sie  von 
zweiter  Ordnung  ist,  indem  man  nämlich  drei  Gerade  der  einen 
Schar  beliebig  annimmt  und  alle  Geraden  bestimmt,  die  diese  drei 
treffen.     Mithin : 

Satz  31:  Die  nicht  abwickelbaren  Flächen  zweiter 

Ordnung  sind  die  einzigen  Flächen  mit  zwei  verschiedenen 

Scharen  von  je  oo^  Geraden. 
Auf  dem  einschaligen  Hyperboloid  und  dem  hyperbolischen 

Paraboloid  sind  die  beiden  Scharen  reell,  auf  dem  zweischaligen 

Hyperboloid,  dem  elliptischen  Paraboloid  und  dem  Ellipsoid  imaginär. 
Zum  Ellipsoid  gehört  die  Kugel,  von  der  wir  schon  wissen,  dass 

sie  zwei  Scharen  von  Minimalgeraden  enthält  (vgl.  Satz  26,  S.  64). 

§  6.    Veranschaulichung  der  Krümmungen  in  einem  Flächenpunkte. 

Will  man  sich  von  den  Krümmungsverhältnissen  in  einem 

Flächenpunkte  eine  Vorstellung  machen,  so  kann  man  noch  ver- 
schiedene andere  Wege  einschlagen.  Einige  Arten  der  Verdeut- 

lichung seien  hier  erwähnt: 

Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  legen  es  uns  nahe, 
die  Fläche  in  der  Umgebung  des  Punktes  P  durch  ein  Paraboloid 

zu  ersetzen,  dessen  Scheitel  in  F  liegt  und  das  in  P  dieselbe  Indi- 
catrix  wie  die  Fläche  hat.  Wenn  wir  nämlich  das  begleitende 

Axenkreuz  (j,  t),  §)  des  Punktes  P  wie  dort  benutzen,  sodass  die 
Indicatrix,  die  in  einer  der  Tangentenebene  unendlich  benachbarten 

Ebene  §  =  Const.  liegt,  die  Gleichung  (vgl.  Satz  26,  S.  139): 

hat,  so  brauchen  wir  nur  die  Beschränkung,  dass  §  unendlich  klein 

sein  soll,  aufzuheben,  um  in  (1)  die  Gleichung  des  Paraboloids  vor 
uns  zu  haben.     Berücksichtigen  wir  den  Satz  1,  S.  105,  so  folgt: 
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Satz  32:  Sind  ̂ j  und  If^  die  Hauptkrümmungsradien 
eines  Flächenpunktes  P  und  construiert  man  das  Para- 
boloid  mit  der  Gleichung: 

das  auf  dasjenige  Coordinatensystem  bezogen  ist,  dessen 

f-  und  t}-Axe  mit  den  Hauptkrümmungstaugenten  von  P 
zusameufallen,  während  die  g-Axe  die  positive  Normale 
von  P  ist,  so  besteht  zwischen  der  Fläche  und  dem  sie  mit 

seinem  Scheitel  in  P  berührenden  Paraboloid  folgende  Be- 
ziehung: Wird  in  P  irgend  eine  Tangente  an  die  Fläche 

und  durch  diese  Tangente  irgend  eine  Ebene  gelegt  und 
construiert  man  auf  der  Fläche  und  auf  dem  Paraboloid 

je  eine  Curve,  die  durch  P  geht,  dort  jene  Tangente  und 
die  Ebene  zur  Schmiegungsebene  hat,  so  haben  beide 

Curven  in  P  auch  denselben  Krümmungskreis,  anders  aus- 
gesprochen:   Sie   berühren   einander  in  zweiter  Ordnung. 

Man  vergleiche  hierzu  Satz  16,  I  S.  190,  und  Satz  15,  I  S.  28. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkung  in  I  S.  171  oben  nennen  wir 
dies  Paraboloid  das  osculierende  Paraboloid  des  Flächen- 

punktes P.i     (Vgl.  auch  S.  203.; 
Der  Satz  32  kann  weniger  exact,  aber  kürzer  so  ausgesprochen 

werden : 

Satz  33:  In  Hinsicht  auf  die  Krümmung  der  Flächen- 
curven  in  einem  Punkte  P  kann  man  die  Fläche  durch  ein 

gewisses  Paraboloid  ersetzen,  das  die  Fläche  mit  seinem 
Scheitel  in  P  berührt. 

Oder  auch: 

Satz  34:  Hinsichtlich  der  Krümmung  der  Flächencurven 

hat  der  Scheitel  eines  allgemeinen  Paraboloids  den  Cha- 
rakter eines   allgemeinen  Flächenpunktes. 

Ist  P  elliptisch  oder  hyperbolisch,  so  gilt  dasselbe  von  dem 

osculierenden  Paraboloid.  Ist  insbesondere  P  ein  Xabelpunkt  (S.  119), 
so  ergiebt  sich  ein  Rotationsparaboloid.  Ist  P  parabolisch,  z.  B. 

1  :  Pg  =  0.   so  artet  das  Paraboloid  in  einen  parabohschen  CyUnder 

aus.  ^ 

*  Dies    osculierende  Paraboloid    kommt    schon    bei  Eclek    in    seinen  er- 

wähnten .,Recherches""vor.    Siehe  die  Anmerkung  zu  S.  118. 
ScHKFFKBS,   Geom.  Diffr.    II.  10 
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Eine   andere    Art   der  Veranschaulichung   besteht   darin,    dass 
man    die   von    den    Krümmungskreisen    der   Normalschnitte 

des  Flächenpunktes  P  gebildete 
Fläche  construiert.  Ihre  Gleichungen  sind 

leicht  aufzustellen,  denn  in  der  Normal- 

schnittebene, die  mit  der  ersten  Haupt- 
krümmungstangente den  Winkel  (p  bildet, 

liegt  der  Krümmungskreis  mit  dem  Radius 
]^,  der  nach  (7),  S.  134,  durch 

(2) cos'q) + 
sin'  <jD 

Fig.  49. bestimmt  wird.    (Siehe  Fig.  49.)    Ist  yj  der 
Winkel,   den   der  Radius  eines  Punktes  Q 

dieses  Kreises  mit  dem  Radius  des  Punktes  P  bildet,  so  hat  Q  die 
Coordinaten: 

^  =  Jisimp  cos  cp , 

Hierin  ist  der  Wert 

t)  =  Ji  sin  yjsincf ,       ̂   =  Ji  (1  —  cos  ip) . 

R  = 

El  i?2 

L\  sin^  (jD  +  i?«  cos^  q> 

einzusetzen.    Also  sind,  geschrieben  mittels  der  beiden  Parameter  cp 
und  t^: 

El  E2  sin  rp  cos  (p 

(B) 

J  = 

El  sin'-  (p  +  E2  COS'*  cp 

        -Bi  -ßj  sin  ip  sin  qo 

^        El  sin-  (f  +  E2  cos^  (p 

h  = 

El  E^il  —  cos  yj) 

El  sin*  cp  +  E^  cos^  cp 

die  Gleichungen  der  gesuchten  Fläche.  Die  Fläche  ist  in  der  Form 

-^(?>  ̂ >  S)  —  0  durch  eine  algebraische  Gleichung  ausdrückbar. 
Statt  diese  Gleichung  durch  Elimination  von  y^  und  t/;  aus  (3)  ab- 

zuleiten, findet  man  sie  bequemer  so:  Der  Kreis  mit  dem  Radius  B 

liegt  in  der  Ebene 

und  auf  der  Kugel 

=  tg^ 

f^  +  lj^-f  S'  =  2A'a 

Aus  der  ersten  Gleichung  und  aus  (2)  folgt  aber: 

4- 

E, 

f  +  r 



§  6.    VeransehauUchung  der  Krümmungen  in  einem  Fläcfienpunkte.    147 

sodass  die  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  der  Kugel 

giebt: 

(4)  if  +  t)'  +  S^(|-  +  ̂)  =  ̂i(f  +  ̂ ^- 
Die  Krümmungskreise  der  Normalschnitte  eines  Flächenpunktes 

bilden  somit  eine  Fläche  vierter  Ordnung.  Je  nachdem  der 
Punkt  elliptisch,  parabolisch  oder  hyperbolisch  ist,  hat  diese  Fläche 
wesenthch  verschiedenes  Aussehen.  Gänzlich  im  Endhchen  hegt  sie 
nur  im  Fall  eines  elliptischen  Punktes.  Für  diesen  Fall  ist  sie 

unter  der  Annahme  N^  =  2  B^    in   den  beiden  Figuren  50   und  51 

Fig.  50. Fig.  51. 

in  zwei  verschiedenen  Stellungen  wiedergegeben.  Längs  eines  Teiles 
der  Flächennormale  durchneidet  sie  sich  selbst 

Eine  andere  Fläche,  die  zur  Veranschaulichung  der  Lage  aller 

oc-  Krümmungski-eise  aller  normalen  und  schiefen  Schnitte  durch 
den  Flächenpunkt  P  dienen  kann,  hat  den  Vorzug,  für  die  drei 
Fälle  des  elliptischen,  parabolischen  und  hyperbolischen  Punktes 

stets  dieselbe  Gestalt  zu  haben.  Xur  ihre  Grösse  und  Lage  ist  ver- 
änderlich.    Man  erhält  sie  so: 

Auf  S.  105  erkannten  wir:  Legen  wir  durch  einen  Punkt  P 
der  Fläche  eine  Tangente  t  und  construieren  wir  Flächencurven 

durch  P  mit  dieser  Tangente,  so  kann  man  jedesmal  auf  der  be- 
treffenden durch  P  gehenden  Hauptnormale  die  Krümmung  auf- 

tragen: der  Ort  der  Endpunkte  ist  eine  zur  Tangente  t  v,indschiefe, 

10=^ 
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aber  seDkrechte  Gerade  g.  Lassen  wir  die  Tangente  t  sich  um  P 

in  der  Tangentenebene  drehen,  so  gehen  oo^  Geraden  g  hervor. 
Die  gesuchte  Fläche  ist  die  von  ihnen  gebildete  geradlinige  Fläche, 

Benutzen  wir  wieder  das  Axenkreuz  (j,  ̂ ,  5)  und  fassen  wir 

die  Tangente  t  des  Punktes  P  ins  Auge,  die  mit  der  j-Axe  den 
Winkel  cp  bildet,  so  ist  die  zugehörige  Gerade  g  diejenige,  die  den 

Winkel  ̂   + ^  ̂ ^^^  ̂ ®^  f-Axe  bildet,   der  5^ -Ebene  parallel  läuft 

und  die  §-Axe  im  Punkte  G  mit  der  Abscisse 

cos*  cp     ,     sin*  OD 
ä  =  — .—  + 

schneidet.     Also  sind: 

(5)  j  =  —  /  sin  9 ,       t)  —  t  cos  (f  , 

lU 

cos^q)  sm^  <f> 

die  Gleichungen  dieser  Geraden,  ausgedrückt  mittels  des  Para- 
meters i.  Geben  wir  g)  und  t  alle  möglichen  Werte,  so  sind  dies 

zugleich  die  Gleichungen  der  geradlinigen  Fläche,  ausgedrückt  mittels 
der  Parameter  cp  und  t.     Wir  können  sie  auch  so  schreiben: 

(6)    i  =  -tsm(f.,    \)  =  tcos(p,    ä  =  i(^^  +  ̂  

h)+i{-k-^h'"f- Wegen    der  Bedeutung   von  t 

winkligen  Coordinatensystems  (|,  i]). 
hat  nun  die  Gleichungen: 

sehen  wir:  Geben  wir  t  einen  be- 

stimmten Wert,  während  cf  be- 
liebig bleibt,  so  erhalten  wir 

die  Schnittcurve  der  Fläche 

mit  demjenigen  Rotationscylin- 
der  um  die  §-Axe,  dessen  Ra- 

dius gleich  t  ist.  Diesen  Cy- 
linder  wickeln  wir,  um  die 

Natur  der  Schnittcurve  zu  er- 

kennen, auf  diejenige  Ebene  £ 

ab,  die  ihn  längs  der  Geraden 
in  der  Ebene  i  =  t)  berührt. 

(Siehe  Fig.  52.)  In  dieser 
Ebene  sei  eben  diese  Gerade 

die  r]-Axe  und  die  Tangente 

des  in  der  j^-Ebene  gelegenen 

Kreises  die  |-Axe  eines  recht- 
Die  abgewickelte  Schnittcurve 

^  =  t{cp  + + 1 
cos  2  9p 
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Wird  der  Badios  t  des  CyKnders  gerade  gleich 

_i   i_ 
-B,  -       Äj 

gewählt,  so  kommt: 

oder,  wenn 

2cf  +  ~  =  (ü 
gesetzt  wird: 

Diese  Curve  entsteht  aus  der  Sinuslinie  (vgL  I  S.  34): 

^  =  CO ,       ij  =  sin  a> 

durch  Vergrösserung  im  Maassstab 

und  durch  Schiebung  längs  der  fj-A.xe  um  die  Strecke 

Die  Periode  der  Sinuslinie  geht  von  «  =  0  bis  co  =  2:i,  die  Periode 

der  abgewickelten  Curve  hat  also  die  Länge 

[s,        ä) 
-T  =  trr, 

d.  h.  sie  ist  halb  so  gross  als  der  Cylinderumfang.  Daraus  erhellt 
nach  I  S.  195,  196,  dass  die  geradlinige  Fläche  (6)  ein  Cylindroid 

ist.     (Siehe  Fig.  53,  S.  150.)     Somit:  ̂  

Satz  35:  Zieht  man  durch  einen  Flächenpunkt  P  be- 
liebige Curven  auf  der  Fläche  und  trägt  man  auf  ihren 

durch  P  gehenden  Hauptnormalen  von  P  aus  jedesmal  die 

—  mit  Vorzeichen  versehene  —  Krümmung  der  betreffen- 
den Curve  in  P  als  Strecke  auf,  so  ist  der  Ort  der  End- 

punkte dieser  Strecken   ein  Cylindroid. 

^  In  etwas  anderer  Fassung  findet  man  diesen  Satz  in  Salmon-Fiedleb's 
.jAnalytischer  Geometrie  des  Raumes,  II.  Teil",  3.  Aufl.,  Leipzig  1880, 
S.  560. 
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Die  Cylindroide  sind  alle  einander  ähnlich.     Ihre  G-rösse  hängt 
nur  von  dem  Radius 

1  1 '=«r- 

E. 

desjenigen  Cylinders   ab,   auf  den  zwei  Perioden  einer  der  Sinus- 
linie ähnlichen  Curve  aufgewickelt  werden.     Das  Cylindroid  hat  die 

Fig.  53. 

Flächennormale  zur  Axe.  Seine  Mitte  bilden  die  Greraden,  die  (6) 

für  den  Wert  y  ==  ±  .  darstellt,  also  die  Geraden,  die  in  der 
Höhe   1 

~   2 

Ä,     ̂    Ä     ' 

(vgl.  (23)  auf  S.  118)  über  der  Tangentenebene  liegen.  Die  Tangenten- 
ebene schneidet  das  Cylindroid  in  den  Haupttangenten  von  P, 

was  geometrisch  leicht  erhellt  und  auch  daraus  folgt,  dass  der  Wert 

von  i  in  (6)  für 

tg9^=±|/-f       oder      cos2<5r.  =  -|L^;- 

gleich  Null  wird  (vgl.  (8)  auf  S.  135). 
Wenn  das  Cylindroid  die  Tangentenebene  nicht  schneidet,  so 

ist  der  Flächenpunkt  elliptisch,  berührt  es  diese  Ebene,  so  ist  er 
parabolisch,  schneidet  es  diese  Ebene,  so  ist  er  hyperbolisch. 
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§  7.    Conjuglerte  Richtungen. 

Wir  haben  in  Satz  7,  S.  26,  festgestellt,  dass  eine  Fläche  durch 
die  Gesamtheit  ihrer  Tangentenebenen  völlig  definiert  werden  kann. 

Wir  sahen,  dass  eine  nicht  abwickelbare  Fläche  ex:-  Tangenten- 
ebenen hat,  während  eine  abwickelbare  nur  oo^  hat  Dem  steht 

gegenüber,  dass  eine  Schar  von  oc^  Punkten  eine  Fläche,  eine  Schar 
von  nur  oc  ̂   aber  eine  Curve  erzeugt  Da  der  Eauni  insgesamt 
00^  Punkte  und  oc^  Ebenen  enthält,  so  giebt  es  ausserdem  keine 
Gebilde,  die  von  stetigen  Scharen  von  Punkten  oder  Ebenen  erzeugt 
werden. 

In  gewissem  Sinne  also  stehen  den  Punkten  einer  Fläche  die 

Tangentenebenen  der  Fläche  gleichwertig  gegenüber.  Fasst  man 
die  Flächen  als  Erzeugnisse  ihrer  Punkte  auf.  so  haben  die  Curven 

—  aufgefasst  als  degenerierte  Flächen  —  eine  Ausnahmestellung. 
Fasst  man  die  Flächen  dagegen  als  Erzeugnisse  ihrer  Tangenten- 

ebenen auf,  so  haben  die  abwickelbaren  Flächen  eine  Ausnahmestellung. 
Wir  wollen  hier  nicht  weiter  auf  diese  doppelte  Auffassung 

eingehen  und  nur  das  eine  Ergebnis  daraus  zur  Richtschnur  für 
die  folgenden  Betrachtungen  ziehen:  Um  die  Natur  einer  Stelle  auf 

einer  Fläche  zu  untersuchen,  können  wir  —  statt  wie  bisher  die 
Punkte  der  Fläche,  die  einem  bestimmten  Punkt  unendlich  benach- 

bart sind  —  auch  die  Tangentenebenen  der  Fläche,  die  einer  be- 
stimmten Tangentenebene  unendlich  benachbart  sind,  ins  Auge  fassen. 

Dies  soll  im  gegenwärtigen  Paragraphen  geschehen. 

Es  sei  P  ein  Flächenpunkt  und  '^;p  seine  Tangentenebene.  Eine 
unendlich  benachbarte  Tangentenebene  C  wird  die  Fläche  in  einem 
Punkte  Q  berühren,  der  dem  Punkte  P  unendlich  benachbart  ist. 

Fragen  wir  uns  nun.  wie  diese  beiden  Tangentenebenen  ^  und  £1 
gegen  einander  liegen,  so  haben  wir  erstens  ihre  Schnittgerade  und 
zweitens  ihren  unendlich  kleinen  Winkel  zu  bestimmen. 

Was  die  Schnittgerade  anbetrifft,  so  kann  man  bei  flüchtiger 
Überlegung  leicht  zu  einer  ganz  falschen  Auffassung  kommen:  Da 

nämlich  die  Tangentenebene  von  P  die  zu  P  unendlich  benach- 
barten Flächenpunkte,  mithin  auch  den  Punkt  Q  enthält,  umgekehrt 

also  auch  die  Tangentenebene  von  Q  den  Punkt  P,  so  schliesst  man, 

dass  PQ  die  Schnittgerade  sei.  Aber  dies  ist  falsch.  Ein  ein- 
faches Beispiel  zeigt  es  deuthch:  Auf  einem  Rotationscylinder  wählen 

wir  zwei  zunächst  endlich  entfernte  Punkte  P  und  Q  auf  einem  Kreis. 

Ihre    Tangentenebenen    sind    parallel    zur    Axe    des    Cylinders   und 
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schneiden  einander  daher  auch  in  einer  Parallelen  zur  Axe,  und 

dies  gilt,  wie  nahe  auch  P  und  Q  einander  rücken  mögen,  während 
doch  die  Gerade  PQ  die  Axe  senkrecht  kreuzt. 

Der  Fehler  in  der  obigen  Überlegung  liegt  darin,  dass  der 

Punkt  Q  thatsächlich  nicht  in  der  Ebene  ̂   Hegt,  sondern  von  ihr 
einen  Abstand  hat,  der  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein  ist, 

wenn  die  Strecke  PQ  als  unendlich  klein  von  erster  Ordnung  auf- 
gefasst  wird.  Ebenso  hat  P  von  der  Ebene  £1  einen  unendlich 

kleinen  Abstand  von  höherer  Ordnung,  während  die  Tangenten- 
ebenen ^  und  Q  einen  von  erster  Ordnung  unendlich  kleinen  Winkel 

mit  einander  bilden.  Vergrössern  wir  die  Figur  so  weit,  dass  die 
unendlich  kleine  Strecke  PQ  endlich  wird,  so 
bleibt  der  Winkel  der  Ebenen  immer  noch 

unendlich  klein  von  erster  Ordnung,  während 

P  von  Q  und  Q  von  ̂   ebenfalls  je  einen  un- 
endlich kleinen  Abstand  von  erster  Ordnung 

hat.  Man  erkennt  aber:  Da  der  Winkel  un- 

Fig.  54.  endlich  klein  ist,   so  sind  diese  beiden  letz- 
teren Abstände  unendlich  klein,  wo  auch  P 

in  ̂   und  Q  in  O  liegen  mag,  und  so  erhellt  aus  der  vergrösserten 
Fig.  54,  dass  die  Gerade  PQ  durchaus  nicht  die  Richtung  der 
Schnittgeraden  beider  Ebenen  zu  haben  braucht. 

Nun  soll  die  Schnittgerade  zweier  unendlich  benachbarter  Tan- 
gentenebenen  analytisch  bestimmt  werden: 

Ein  Punkt  P  oder  {u,  v)  oder  {x,  y,  z)  hat,  wenn  X,  1',  Z  die 
Richtungscosinus  seiner  Normalen  sind,  die  Tangentenebene  in  den 
laufenden  Coordinaten  f,  ̂ ,  §: 

(1)    .  Xte-x)  +  r(9-;/)  +  ̂ (ä-r)  =  0. 

Ziehen  wir  irgend  eine  Curve  auf  der  Fläche,  d.  h.  nehmen  wir  v 
als  Function  von  u  an,  nach  S.  11,  so  können  wir  längs  der  Curve 

in  jedem  Punkte  (m,  v)  die  Tangentenebene  construieren,  und  in  den 

Coefficienten  ihrer  Gleichung  (1)  tritt  dann  nur  der  eine  Para- 

meter u  auf.  Nach  Satz  15,  I  S.  293,  umhüllen  diese  cx)^  Ebenen 
eine  abwickelbare  Fläche.  Auf  ihr  ist  die  durch  den  Punkt  (m,  v) 
gehende  Erzeugende  die  Sclmittgerade  der  Tangentenebene  dieses 

Punktes  mit  der  Tangentenebene  des  unendlich  benachbarten  Curven- 

punktes  {u  -{■  du,  v  ■\-  dv).  Sie  ist  nach  Satz  14,  I  S.  292,  durch 
die  Gleichung  (1)  und  die  aus  (1)  durch  totale  Differentiation  nach  u 
hervorgehende  Gleichung  dargestellt.  Dadurch  ergiebt  sich  aber 
die  Gleichung: 
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oder  nach  XI  (/)  einfacher : 

(2)  S(X  +X^)(f-x)  =  0. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  stellen  also  zusammen  die  Schnitt- 
gerade der  Tangentenebene  des  Punktes  {u,  v)  mit  der  Tangenten- 

ebene  des  Punktes  {u  +  du,  v  -{-  dv)  dar,  Sie  geht  durch  den  Punkt 

{u,  v)  oder  {x,  y,  z)  selbst  (Streng  genommen  freilich  geht  sie  un- 
endlich nah  an  ihm  vorbei,  was  aber  bei  der  Aufstellung  der 

endlichen  Gleichungen  der  Geraden  nicht  in  Betracht  kommt.)  Es 

mögen  u  und  v  beim  Fortschreiten  auf  der  Schnittgeraden  Incre- 
mente  8u  und  Sv  erfahren.     Alsdann  müssen  die  Werte 

u.  s.  w.  beide  Gleichungen  (1)  und  (2)  erfüllen.    Die  erste  Gleichung 
wird  wegen  XI  (7)  identisch  erfüllt,  während  die  zweite  liefert: 

\    «^     "  du)  \  "^    ̂   8uJ 

Multiplicieren  wir  dies  aus,  so  ergiebt  sich  nach  (10),  S.  106: 

\du  du)  du     o  u 

oder,  wenn  dv:dii  =  k  und  S v:  d  u  =  x  gesetzt  wird : 

(3)  Z  +  M{k  +  x)  +  Nkx  =  0. 
Also  haben  wir  den 

Satz  36:  Die  Tangentenebene  eines  Flächenpunktes  (u,  v) 

schneidet  die  Tangentenebene  des  in  der  Richtung(Ä  =  dv.du) 

unendlich  nah  gelegenen  Punktes  der  Fläche  in  einer  Ge- 
raden, deren  Richtung  {x  =  §v:Su)  durch  die  Formel 

L  +  M{k  Jf.x)  +  JSkx  =  0 
bestimmt  wird. 

Man  bemerkt  sofort,  dass  die  Formel  (3)  symmetrisch  in  k 
und  X  ist  Die  Beziehung  zwischen  beiden  Richtungen  {k)  und  (x) 
ist  also  vollkommen  wechselseitig. 

Die  Formel  (3)  wird  im  allgemeinen  für  verschiedene  Werte 
von  k  verschiedene  Werte  von  x  geben.  Dies  ist  nur  dann  nicht 

der  Fall,  wenn  ihre  linke  Seite  das  Product  zweier  linearer  Aus- 
drücke ist  von  der  Form: 

{u  +  ßk){a  +  ßx). 
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denn  dann  gehört  zu  jedem  Werte  k  immer  derselbe  Wert  x  =  —  u\ß. 
Dieser  Ausnahmefall  tritt  ein,  wenn 

L:M:N  ^u^'-.aß-.ß^ oder  also 

LN-  M^  =  {) 

ist,  d.  h.  nach  Satz  19,  S.  132,  für  die  abwickelbaren  Flächen. 

Dies  ist  nicht  überraschend,  denn  eine  abwickelbare  Fläche  hat  ja 

nur  00^  Tangentenebenen,  und  je  zwei  unendlich  benachbarte 
schneiden  sich  in  einer  Erzeugenden,  Wenn  also  P  auf  einer  ab- 

wickelbaren Fläche  nach  irgend  einer  Richtung  fortschreitet  und 
nicht  gerade  in  der  durch  P  gehenden  Erzeugenden  bleibt,  so  wird 
die  neue  Tangentenebene  die  alte  längs  der  Erzeugenden  von  F 
schneiden. 

Da  wir  bei  unseren  Betrachtungen  die  Eichtungscosinus  X,  Y,  Z 
der  Normalen  gebraucht  haben,  so  haben  wir  von  vornherein  die 

Tangentenflächen  der  Minimalcurven  (siehe  S.  28,  29)  ausgeschlossen. 
Weil  aber  diese  Flächen  auch  zu  den  abwickelbaren  gehören,  so  ist 
der  folgende  Satz  allgemein  richtig: 

Satz  37:  Auf  einer  nicht-abwickelbaren  Fläche  ist  jeder 
Fortschreitungsrichtung  von  einem  Punkte  P  der  Fläche 

aus  eine  zweite  Fortschreitungsrichtung,  und  zwar  wechsel- 
seitig, zugeordnet  derart,  dass  sich  die  Tangentenebene 

des  Punktes  P  um  die  eine  Richtung  dreht,  wenn  der  Punkt 
die   andere  Richtung  einschlägt. 

Diese  Paare  {k),  [x]  von  Richtungen  heissen  conjugierte  Rich- 
tungen und  ihre  zugehörigen  Tangenten  conjugierte  Tangenten, 

und  zwar  deshalb,  weil  zu  ihnen  conjugierte  Durchmesser  der  Indi- 

catrix  des  Flächenpunktes  P  gehören.^  In  der  That,  wenn  wir 
das  begleitende  Axenkreuz  von  P  (vgl.  S.  133)  und  die  G-rössen  j,  t) 
als  Parameter  benutzen,  sodass 

k  =  dt):d]C,       X  =  öt):  Ö^ 

zu  setzen  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  von  (3): 

Vgl.  (3)  und  (6)  auf  S.  134.  Aber  conjugierte  Durchmesser  der 
Indicatrix : 

i"  4-^-2;i i 
Nach  DupiN,  siehe  die  Anm.  auf  S.  127. 
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vgL  (10)  anf  S.  138,   bilden  mit  der  ersten  Axe   des  Kegelschnittes 
solche  Winkel  a  und  ß,  für  die 

(5) J_        _tgatg£  _  ̂  

ist.  Nun  sind  k  und  x  auf  der  andern  Seite  gerade  die  Tangenten 
derjenigen  Winkel,  die  von  den  Richtungen  [h]  und  (x)  mit  dieser 

Axe  gebildet  werden.     Die  Vergleichung  von  (4)  mit  (5)  lehrt  also: 

Satz  38:  Die  conjugierten  Durchmesserpaare  der  Indi- 
catrix  eines  Flächenpunktes  P  sind  parallel  zu  solchen 
Fortschreitungsrichtungen  von  dem  Punkte  P  aus,  von 

denen  die  eine  die  Drehgerade  der  Tangentenebene  ist, 

sobald  der  Berührungspunkt  von  P  aus  die  andere  Rich- 
tung einschlägt. 

Die  Formel  (3)  soll  noch  —  indem  vfir  wieder  zu  den  Para- 

metern u,  V  zurückkehren  und  also  k  =  dv.du,  x  =  Sv.d'u  setzen 
—  in  dem  Satze  festgehalten  werden: 

Satz  39:    Es  ist 

Ldudu  +  M{du8v  +  dvSu)  +  Ndv  Öv  =  0 

die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  Fortschreitungsrichtungen 

{dv.du)  und  {Öv.du)  auf  der  Fläche  zu  einander  conju- 
giert  sind. 

Will  man  sich  den  Zusammenhang  zwischen  den  conjugierten  Fort- 

schreitungsrichtungen und  den  conjugierten  Durchmessern  der  Indicatrix  geo- 
metrisch verständlich  machen,  so  kann  mau 

so  verfahren:  Die  Tangentenebene  von  P 

ist  der  Ebene  der  Indicatrix  parallel,  siehe 

Fig.  55.  Wird  nun  ein  zu  P  unendlich  be- 
nachbarter Punkt  Q  irgendwo  auf  der  Indi- 

catrix gewählt,  so  enthält  seine  Tangenten- 
ebene die  Tangente  t  der  Indicatrix.  Da  t 

der  ersteren  Ebene  parallel  ist,  so  schneiden 
die  beiden  Ebenen  einander  in  einer  Par- 

allelen zu  t.  Aber  beim  Kegelschnitt  ist  be- 
kanntlich der  zum  Durchmesser  des  Punktes 

Q  conjugierte  Durchmesser  parallel  der  Tan- 
gente t  von  Q.  Also  ist  auch  die  Schnittgerade  beider  Tangentenebenen  diesem 

conjugierten  Durchmesser  parallel. 

Den  Inhalt  der  Formel  (5)  wollen  wir  noch  in  dem  Satze  aus- 
sprechen: 

Satz  40:  Zwei  Fortschreitungsrichtungen  von  einem 

Flächenpunkte    P    aus,    die    mit    der    ersten    Hauptkrüm- 

Fig.  55. 
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mungsrichtung  von  P  die  Winkel  a  und  ß  bilden,  sind 
dann   und  nur   dann   conjugiert,   wenn 

tgc.tg/5  =  --|L 

ist,  wobei  h\  und  li^  die  Hauptkrümmungsradien  von  P 
bedeuten. 

Nach  Satz  11,  S.  33,  ist: 

E  -\-  F{k  -^  x)  +  Gkx  =  0 

die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Richtungen  [k  =  dv:  du)  und 
[x  =  Sv:§u)  auf  einander  senkrecht  stehen,  während  wir  oben  die 
Formel : 

Z  ̂   M{k  +  x)  +  Nkx  =  0 

als  Bedingung  für  conjugierte  Richtungen  erhalten  haben.  Sind 
beide  Bedingungen  erfüllt,  so  sind  die  zugehörigen  Durchmesser  der 

Indicatrix  die  Hauptaxen  und  die  Richtungen  [k)  und  [x)  also  die 
Hauptkrümmungsrichtungen.  Hiermit  sind  die  beiden  Formeln  (17) 
auf  S.  117  geometrisch  gedeutet.     Also: 

Satz  41:  Die  Hauptkrümmungsrichtungen  einesFlächen- 
punktes  sind  die  gleichzeitig  zu  einander  senkrechten  und 
zu  einander  conjugierten  Fortschreitungsrichtungen  des 
Punktes. 

Bekanntlich  sind  die  Asymptoten  eines  Kegelschnittes  die  zu 
sich  selbst  conjugierten  Durchmesser.  Sie  ergeben  sich  hier  durch 
die  Annahme  k  =  x.     Also  ist 

L  +  2Mk  +  Nk^  =  0 

die  Bedingung  für  die  Richtung  (k)  einer  Asymptote  der  Indicatrix 

oder,  was  dasselbe  ist,  einer  Haupttangente  (vgl.  (2)  auf  S.  127). 
Also: 

Satz  42:  Die  Haupttangenten  eines  Flächenpunktes  sind 

diejenigen  Tangenten,  von  denen  jede  zu  sich  selbst  con- 

jugiert ist. 
Mithin  auch: 

Satz  43:  Nur  dann  dreht  sich  die  Tangentenebene  eines 

Flächenpunktes  um  die  Fortschreitungsrichtung  des  Punk- 
tes, wenn  diese  Richtung  die   einer  Haupttangente  ist. 

Ist  ein  Flächenpunkt  ein  Nabelpunkt  (S.  110),  so  ist  die  In- 
dicatrix ein  Kreis  und  die  Bedingung  für  das  Conjugiertsein  iden- 
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tisch  mit  der  für  das  Orthogonalsein.  Deshalb  ist  auf  der  Kugel 

{vgl.  Satz  6.  S.  112)  jede  Tangente  zu  der  zu  ihr  senkrechten  Tan- 
gente desselben  Punktes  conjugiert. 

Da  die  Asymptoten  eines  Kegelschnittes  jedes  conjugierte  Durch- 
messerpaar harmonisch  trennen,  so  ergiebt  sich  bei  der  Anwendung 

auf  die  Indicatrix  ein  flächentheoretischer  Satz,  den  wir  aber  direct 
beweisen  wollen: 

Es  seien  /.^  und  '/^  die  zu  den  Haupttangenten  von  P  gehörigen 
Werte  von  dv.du,  sodass 

(6)  L  +  2M}.  +  i\'/.2  =  0  (für  /.  =  /.^  oder  /.^) 

ist.  Femer  seien  (Ä)  und  {x)  zwei  Richtungen,  die  von  den  Haupt- 
tangenten harmonisch  getrennt  werden.  Nach  Satz  46,  S.  92,  ist 

alsdann  das  Doppel  Verhältnis : 

/j    —  X      *     i,  —   X 
{vgl.  I  S.  332)  oder 

K /.,  -  H^-i  +  ;.,)(Ä  +  x)  +  Ax  =  0. 

Da  aber  nach  (6) 

;.j  ;.,:(/.,  +  ;.,):  1  =^L.-2M:N 
ist,  so  kommt: 

Z  +  J/(Ä +x)  + AÄx  =  0 
wie  in  (3).     Somit: 

Satz  44:  Conjugierte  Tangenten  eines  Flächenpunktes 

sind  solche,  die  von  den  Haupttangenten  des  Punktes  har- 
monisch getrennt  werden. 

Wir  sprachen  oben  von  den  conjugierten  Tangenten  für  den 
Fall  einer  abwickelbaren  Fläche.  Wir  können  nun  eine  beliebige 
Curve  c  auf  einer  nicht- abwickelbaren  Fläche  zu  einer  abwickel- 

baren, wie  auf  S.  152  geschah,  in  Beziehung  bringen,  da  die  Tan- 
gentenebenen längs  c  eine  abwickelbare  Fläche  umhüllen.  In  jedem 

Punkte  von  c  ist  die  Tangente  von  c  sowohl  auf  dieser  Fläche  wie 

auf  der  nicht -abwickelbaren  zur  Erzeugenden  der  abwickelbaren 
Fläche,  die  ja  auch  Tangente  ist,  conjugiert     Daher: 

Satz  45:  Construiert  man  diejenige  abwickelbare  Fläche, 
die  eine  gegebene  Fläche  längs  einer  Curve  c  berührt,  so 

ist  in  jedem  Punkte  von  c  die  Tangente  von  c  zur  hin- 
durchgehenden Erzeugenden  der  abwickelbaren  Fläche 

conjugiert. 
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Wird  eine  Fläche  durch  eine  solche  Lichtquelle,  die  als  ein 
Punkt  L  aufgefasst  werden  kann,  beleuchtet,  so  ist  die  Schatten- 

grenze auf  der  Fläche  die  Curve,  in  der  die  Fläche  von  dem- 
jenigen Tangentialkegel  berührt  wird,  dessen  Spitze  Z  ist.  Die 

Tangenten  der  Schattengrenze  sind  daher  nach  unserem  Satze  con- 

jugiert  zu  den  jeweiligen  tangierenden  Lichtstrahlen.  — 

Es  erübrigt  nun,  die  oben  angekündigte  zweite  Aufgabe  zu  be- 
handeln, nämlich  den  unendlich  kleinen  Winkel  zweier  unendlich 

benachbarter  Tangentenebenen  zu  bestimmen.  Dieser  Winkel  ist 
derselbe  wie  der  zweier  unendlich  naher  Flächennormalen;  und 

diesen  untersuchen  wir  im  nächsten  Paragraphen. 

§  8.    Unendlich  benachbarte  Normalen. 

Um  die  geometrische  Natur  einer  Stelle  auf  einer  Fläche  noch 

weiter  zu  erforschen,  betrachten  wir  jetzt  die  Lagerung  der  unend- 
lich vielen  Normalen  der  Fläche,  die  einer  Normalen  unendlich  be- 

nachbart sind.  ̂   Dabei  brauchen  wir  die  Eichtungscosinus  X,  Y,  Z 
der  Normalen  und  ihre  Änderungen  bei  unendlich  kleinen  Än- 

derungen der  Parameter  u,  v,  d.  h.  also  ihre  partiellen  Differential- 
quotienten nach  u  und  v. 

Nach  XI  [H)  ist: 

^XX  =  0. 

Nach  (10),  S.  106,  ist  ausserdem: 

S  *•„  ̂„  =  -  ̂  , 

^x  X  =  -  M. 

Dies  sind  drei  in  X^,  Z^,  Z^  lineare  Gleichungen,  deren  Deter- 
minante nach  XI  (Z)  den  Wert  I)  hat.  Mithin  giebt  ihre  Auflösung 

mit  Rücksicht  auf  XI  [K):^ 

^  Die  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  unendlich  benachbarter  Flächen- 
normalen  wurden  von  Bertrand  zuerst  genauer  untersucht:  ,, Memoire  sur 

la  theorie  des  surfaces",  Journal  de  Mathem.  pures  et  appl.,  1.  serie, 
t.  IX  (1844),  auch  Comptes  Rendus  t.  XVII  (1843). 

^  Diese  Formeln  finden  sich  implicite  bei  Weingarten,  „Über  eine 

Classe  auf  einander  abwickelbarer  Flächen",  Journ.  f.  d.  reine  u. 
angew.  Math.  59.  Bd.  (1861),  während  sie  für  specielle  Parametercurven  schon 
früher  vorkommen. 
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(1) ^u  =  Jf  [{FM  -  G L)y^  +  [FL  -  EM)y;\ , 

^„  =  ̂   [(i^Jf-  6:  X)z..  +  [FL  -  EM)z^-\  . 

Ebenso  lassen  sich  X^.,  Z.,  Z^  berechnen.     Bequemer  linden  wir  sie 
aber  aus  (1),  wenn  wir  u  mit  v,  E  mit  G  und  L  mit  N  vertauschen: 

(2) 

Wir    leiten    hieraus    sogleich    noch    einige    nachher    nützliche 

Formeln  ab.     Aus  (1)  und  XI  {Ä)  folgt: 

SX„2  =  ̂ i{FM-GLfE+2{FM-GL){FL-EM)F+[FL-EMfG'\. 
Multiplicieren  wir  alles   aus,    so  heben  sich   mehrere   Glieder,   und 
es  bleibt: 

S  A7  _  1^[{EG  -  F')GL^-  2{EG  -  F-^)FL  .1/+  {EG  -  F'-)EM'--] 
oder: 

(3)  sv  = 
Analog  kommt  nach  (2) 

GL*  -  2FLM+  EM^' 

(^) 
SAV  = 

Ey-  2FMN+  QU 

\^' 

Eine  ähnliche  Rechnung  liefert  nach  (1)  und  (2): 

(?  L  J/  +  E}dX  -FW  -FL  X 
(5) S  X  a;  = 

D* 

Mit   Rücksicht   auf  die    Werte  von  H  und   K  in   Satz  11,    S.  119, 
können  wir  kürzer  schreiben: 

(6)  SXJ  =  RL-KE,     S A; A;  =  HM-  K F,     S A,^  =EX-  K G. 

Die  Normale   des   Flächenpunktes  F  oder  {x,  ?/.  z)  oder  {u,  v) 
hat  in  den  laufenden  Coordinaten  y,  t),  5  die  Gleichungen: 

(7)  j  =  .V  +  A^         t)  =  3^  +  rt,         i  =  z  +  Zt, 

ausgedrückt   mittels    eines   Parameters  t,   der  den  (mit  Vorzeichen 
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versehenen)  Abstand  des  Punktes  (f,  x^,  g)  der  Normalen  von  ihrem 

Fusspunkt  {x,  tj,  z)  bedeutet.  Analoge  Bedeutung  hat  der  Para- 
meter T  in  den  Gleichungen: 

(8) 

1  =  X  +  dx  +  {X  +  dX)  X , 

t)  =  ?/  +  (/y  +  (Z  +  ̂   T)  r , 

§  =  r  +  r/z  +  (^  +  dZ)T 

der  Normalen  eines  dem  Punkte  P  oder  (ar,  y,  z)  unendlich  benach- 

barten Punktes  Q  oder  {x  +  dx,  y  +  dy,  z  -\-  dz)  der  Fläche.  Die 
zu  Q  gehörigen  Flächenparameter  seien  u  -\-  du,  v  -{-  dv. 

Im  allgemeinen  werden  die  beiden  Normalen  (7) 

und  (8)  —  wie  überhaupt  zwei  unendlich  benachbarte 
Geraden,  vgl.  I  S.  270  bis  272,  —  einander  nicht 
schneiden,  sodass  es  ein  Problem  ist,  ihren  kürze- 

sten Abstand  AB  zu  bestimmen.  (Siehe  Fig.  56.) 
Es  fragt  sich,  welchen  Parameterwert  t  bez.  r  der 

durch  (7)  bez.  (8)  dargestellten  Punkt  hat,  wenn  er 
einer  der  Endpunkte  A  bez.  B  dieses  Abstandes  ist.  Da 
der  Abstand  zu  den  Normalen  senkrecht  ist,  liegt  er 
in  der  Ebene,  die  in  dem  Punkt  A.  auf  der  ersten 

Normalen  senkrecht  steht  und  deren  Gleichung  in 

den  laufenden  Coordinaten  y,  t),  5  so  lautet: 

X{j^-x)  +  Y{\^-y)  +  Z{i-z)  =  t. 

Setzen  wir  hierin   die  Werte  (8)  ein,   so   ergiebt  sich 
für  den  Punkt   B  auf  der  zweiten  Normalen  die  Be- 

Fig.  56.        clingung S  Xdx  +  S  X{X  +  dX)T  =  t. 

Wegen  XI  (H)  und  XI  (7)  kommt  hieraus:   r  =  t. 

Die  beiden  Endpunkte  A  und  B  des  gesuchten  kürzesten  Ab- 
standes gehören  also  zu  einem  und  demselben,  aber  noch  unbekannten 

W^erte  n  von  t  und  r.  Dieser  Wert  muss  so  beschaffen  sein,  dass 
die  Verbindende  der  beiden  Punkte  A  und  B  oder  (7)  und  (8)  auch 
auf  der  zweiten  Normalen  senkrecht  steht.  Da  diese  Normale  die 

Richtungscosinus  X-\-  dX,  Y-\-  dl,  Z  +  dZ  hat,  dagegen  die  Rich- 
tungscosinus der  Geraden  A  B  den  Differenzen  entsprechender  Co- 

ordinaten (7)  und  (8)  für  t  =  r  =  n  proportional  sind,  so  ist  zu 
fordern : 

S{X-\- dX){dx  +  dX-n)==(). 
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Wegen  XI  (H)  und  XI  (/)  reduciert  sich  diese  Bedingung  auf: 

SdXdx+  SdX^-  n  =  0 
und  giebt: 
,-,  SdXdx 
(9)  "=-     sdX'    • 
Hierin  ist  der  Zähler: 

SdXdx  =  S  {X^  du  +  X^dv) {x^  du  +  x^ dv)  = 

=  SX^x^dv}  +  (SX„x^  ̂ SX^xJdudv  +  SX„x„rff2 

oder  nach  (10),  S.  106: 

(10)  %dXdx  =  -{Ldu^  +  2Mdudv  +  Xdv^). 

Femer  hat  der  Nenner,  nämlich: 

S  dX^  =  S  (A;  du  +  A;  ̂t')'  =  S  XJ  du^  +  2  S  A„ X^  dudv  +  S  X^^dv\ 

nach  (6)  den  Wert: 

(11)  ̂ dX'^=n{Ldu^  +  2Mdudv+Ndv^-K{Edu^+2Fdudv-\rGdv\ 

sodass  (9)  giebt: 

_  _  Ldv- +  2  Mdudv -i- Xdr- 
^     '      "  ~    H[Ldu*  +  2Mdudt  +  Xdr*)  -  K(Edu^-  +  2Fdudv  +  Gdc^ 

Dies  ist  also  der  Abstand  FA  für  denjenigen  Punkt  A,  in  dem  der 
kürzeste  Abstand  der  Normalen  des  Punktes  P  oder  (?/,  v)  von  der 

Normalen  des  Punktes  Q  oder  {u  +  du,  v  +  c/r)  beginnt. 
Ferner  bezeichne  dv  den  unendlich  kleinen  Winkel,  den  beide 

Normalen  mit  einander  bilden.  Nach  (17),  I  S.  182,  ist,  da  ̂   7,  ̂  

die  ßichtungscosinus  der  einen  und  X+dX,  Y-\-dT,  Z  +  d Z  die 
der  anderen  Xormalen  sind: 

(13)  dv'-  =  SdX^. 

also  nach  (11): 

(14)  dv^  =  H{Ldu^+  2Mdudv  +  :Ndv^ - K{Edu^+  2Fdudv  +  Gdv^). 
Da 

ds^  =  Edu-  +  2  Fdu  dv  +  G  dv^ 

das  Quadrat  des  Bogen  elementes  FQ  ist,  so  folgt  aus  (14): 

(15)  Ldu^  +  2Mdu  dv  +  Xdv'-  =  ̂*''  "
^  ̂"^^'^ H 

und  also  nach  (12): 

SCHKFFKRS,  Gcom.  Dife.    n.  11 
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Endlich  sei  noch  dn  die  Länge  des  kürzesten  Abstandes  AB  beider 

Normalen.  Da  die  Grössen  (7)  für  t  =  n  die  Coordinaten  von  A 
und  die  Grössen  (8)  für  r  =  n  die  Coordinaten  von  £  sind,  so  ist: 

(17)      dn^  =  S{dx  +  dX-nf  =  Sdx^  +  2nSdxdX+  n^SdXK 

Nach  (10),  (13),  (15)  und  (16)  folgt  hieraus: 

(18) 

oder  auch: 

(19) 

dn\2 ds =  1  - 

K 
Hn 

fZn^  -\-  n^  dv^  =  ds^. 

Zum  besseren  Verständnis  möge  die  Fig.  57  dienen,  in  der  PA 
die  eine  und  QB  die  andere  Normale  bedeuten  soll,  also  die 

Strecke  FQ  und  ebenso  der  Winkel  von  PA  und  QB 
als  unendlich  klein  aufzufassen  ist.  Zieht  man  durch 

B  die  Parallele  BC  zu  AP  und  macht  sie  gleich  AP, 

so  steht  PC\\  AB  auf  PA  und  QB  und  deshalb  auch 
auf  der  Ebene  QBC  senkrecht.  Das  Dreieck  PQC 
hat  also  in  C  einen  rechten  Winkel,  sodass: 

PC^  4-  cq^  =  PQ^ 

ist.  Da  CQ  die  Projection  von  PQ  auf  die  Ebene 

QBC  ist  und  -^PQB  nur  um  unendlich  wenig  von 
einem  rechten  Winkel  abweicht,  weil  QB  die  Normale 

von  Q  ist,  so  weicht  auch  -^CQB  nur  unendlich  wenig 
von  einem  rechten  ab.  Weil  ferner  -^QBC  =  dv 

und  CB  =  PA  =  n  ist,  so  ist  also  —  abgesehen  von 
unendlich  kleinen  Gliedern  höherer  Ordnung: 

CQ  =  ndv . 

Ausserdem  ist  PC  —  AB  =  dn  und  PQ  =  ds.  Setzen  wir  diese 
Werte  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  geht  wieder  die  Formel  (19) 
hervor. 

Die  Richtungscosinus  des  kürzesten  Abstandes   A  B  sind  nach 

S.  160  proportional 

dx-{-ndX,       dy-^ndY,       dz-\-ndZ. 

PC  ist  die  zu  dem  kürzesten  Abstand  AB  parallele  Fortschreitungs- 
richtung  auf  der  Fläche.  Längs  ihrer  mögen  u  und  v  um  Öu  und 
§v  wachsen.  Dann  müssen  die  eben  angegebenen  Grössen  den  drei 
anderen : 

x^du  +  x^dv,       y^du  +y^8v,       z^du  +  z^öv 

Fig.  57. 
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proportional  sein.     Es  giebt  also  einen  Factor  o  {u,  v)  derart,  dass: 

^u^«  +  ̂ .^^  =  P[(^u  +  ̂ \)<iu  +  {^„  +  nX)rfr], 

yu^^+!/J^  =  Q  [(^u  +  ̂   ̂u)  du  +  (y,  +  n  Z)  dv'\  , 
zju  +  zjv  =  ()[(z„  +  nZjdu  +  {z^  +  «^^)  rfü] 

ist.     Multiplicieren  wir  die  drei  Gleichungen  mit  A',  Y,  Z  und  ad- 

dieren sie,  so  geht  wegen  X,{H)  und  X  (I)  eine   Identität  hervor.      _X7~, 
Es  liegen  also  thatsächlich  höchstens  zwei  von  einander  unabhängige  ' 
Gleichungen  vor.  Um  sie  umzuformen,  multiplicieren  wir  die  drei 

Gleichungen  mit  X^,  T^,  Z^  bez.  X^,  Y^,  Z^  und  addieren  sie  jedes- 
mal.    Nach  (10),  S.  106,  kommt  dann: 

-  Löu-  Mdv  =  o[-L  du-  Mdv  +  n  (S  A'^-'  ̂ti  +  S  A„  -Y  rfü)] , 

-  M8u  -  X  Sv  =  Ql-  Mdu  -  y  dv  +  n{SX^  X^  du -j- S  A/  dv)]  . 

Um  die  Hülfsgrösse  g  zu  eliminieren,  multiplicieren  wir  die  erste 

Gleichung  mit  du  und  die  zweite  mit  dv.  Addieren  wir  sie  dann, 

so  wird  nämlich  die  rechte  Seite  wegen  (6)  und  (12)  gleich  Nnll, 
sodass  bleibt: 

Ldu8u  +  M{du  Sv  +  dv  Su)  +  Kdv  Sv  =  0. 

Nach  Satz  39,  S.  155,  heisst  dies:  Die  Richtung  [SviSu)  ist  zur 
Richtung  [dv.du]  conjugiert  Mithin,  da  die  Richtung  Sv.Su  die 
von  PC  oder  AB  in  Fig.  57  ist: 

Satz  46:  Geht  man  von  einem  Flächenpunkt  P  zu  einem 
unendlich  benachbarten  Q  über,  construiert  die  Normalen 
beider  und  den  kürzesten  Abstand  der  Normalen,  so  ist 
die  Richtung  dieses  kürzesten  Abstandes  dieselbe  wie  die 

ZM  PQ  conjngierte  Fortschreitungsrichtnng  auf  der  Fläche. 

]Stan  hätte  dies  auch  aus  Satz  38  und  Fig.  55  auf  S.  155  geo- 
metrisch folgern  können,  denn  die  Schnittlinie  der  Tangentenebenen 

von  P  und  Q  ist  zu  beiden  Normalen  senkrecht  und  hat  also  die 
Richtung  des  kürzesten  Abstandes  beider  Normalen. 

Oben  erkannten  wir  im  Anschluss  an  (8),  dass  die  Normale  des 
Punktes  Q  die  zur  Tangeutenebene  von  P  im  Abstände  t  parallele 
Ebene  in  demjenigen  Punkte  triflFt,  dessen  Coordinaten  durch  (8)  für 

T  =  t  gegeben  werden. 

Nehmen  wir  jetzt  t  irgendwie  bestimmt  an,  während  wir  dielncre- 
mente  du  und  dv  beliebig  lassen,  so  geben  nach  (S)  die  Gleichungen 

11' 
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(20) 

5  =  .r  +  x^  du  -\-  x^dv  -\-  (X  +  X^^  du  +  X^  dv)t, 

^  =  y  +  y«'^^  +  y.^"  +  {^'  +  Y^  du  +  YJv)t, 

l  =  z  +  z^du  +  z^dv  +  {Z  -^  Z^^  du  +  Z^  dv)  t 

die  Schnittpunkte  (5,  ̂ ,  §)  jener  Parallelebene  mit  den  unendlich 
vielen  Normalen  an,  die  der  Normalen  von  F  unendlich  benachbart 
sind.  Da  hier  zwei  willkürliche,  wenn  auch  unendlich  kleine  Grössen 

du  und  dv  auftreten,  so  folgern  wir,  dass  alle  diese  Schnittpunkte 
innerhalb  eines  unendlich  kleinen  Flächenstücks  auf  der  Ebene 

liegen,  das  sich  im  allgemeinen  nicht  auf  ein  Curvenelement 
reducieren  wird.  Anders  gesagt:  Wenn  die  Normale  von  P  die 

Parallelebene  etwa  in  N  trifft,  so  wird  durch  jeden  Punkt  der 
Parallelebene,  der  zu  N  unendlich  benachbart  ist,  eine  unendlich 

benachbarte  Normale  gehen. 

Dies  wird  nur  dann  nicht  der  Fall  sein,  wenn  die  drei  Func- 
tionen (20),  aufgefasst  als  Functionen  von  du  und  dv.  von  einander 

abhängig  sind,  oder  auch,  da  sie  linear  in  c^m  und  dv  sind,  wenn 
die  Coefficienten  von  du  denen  von  dv  proportional  sind: 

Xu+    Xut  j/u   +    Yut  %u    +   Zu  t 
(21) Xr  +  X,.  t         y^  +  r„  t         x^.  +  Z^t 

denn  dann  kann  man  die  Gleichungen  (20)  —  sobald  man  diese 
drei  Brüche  mit  \:q  bezeichnet  —  so  schreiben: 

l  =  x  +  Xt  -\-  (.r  ̂  +  X  t)  {du  +  Qdv), 

(22)  X)=y^Yt  +  {:y^^  +  YJ){du  +  odv), 

l  =  z  +Zt  +  (z,  +  Z^  t) {du  +  odv). 

Sie  enthalten  dann  die  Veränderlichen  du  und  dv  nur  in  der  Ver- 

bindung du  +  Qdv,  die  linear  auftritt,  sodass  alle  diese  Punkte 
(5,  t),  §)  alsdann  eine  Gerade  erfüllen.  Indem  wir  die  Forderung, 
dass  alle  drei  Brüche  (21)  denselben  Wert  1 :  o  haben  sollen,  etwas 
anders  schreiben,  erkennen  wir  also  Folgendes: 

Nur    dann,    wenn    man    zwei  Grössen  t  und  g    so    bestimmen 
kann,  dass 

^.■^Xj=o{x^-\-Xj), 

(23)  %  +  yj=Q{y,  +  rj), 

z,  +  Z,t==  g(z    -{-  Z  t) 

wird,  schneiden  alle  diejenigen  00^  Normalen,  die  den  Normalen 
von  P  unendlich  benachbart  sind,    die  zur  Tangentenebene  von  P 
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parallele  und  von  ihr  nm  die  Strecke  t  entfernte  Ebene  in  einer 
Geraden.  Diese  Gerade  geht  alsdann  von  dem  Punkte  A  ans,  in 
dem  die  Parallelebene  die  Normale  von  P  schneidet,  und  hat  nach 

(22)  Eichtungscosinus  proportional 

X  +  X  t,     y  -t  y  t,      z  -\-  Z  t. 

Nun  ist  es  in  der  That  möglich,  die  Gleichungen  (23)  durch 
passende  Werte  von  /  und  o  zu  befriedigen.  Wenn  wir  nämKch 
die  Gleichungen  (2B)  mit  X,  T,  Z  multiplicieren  und  dann  addieren, 
so  geht  nach  XI  [U)  und  XI  (7)  eine  Identität  hervor.  Thatsächhch 
liegen  also  nur  zwei  Bedingungsgleichungen  vor.  Diese  können 
wir  in  bequemerer  Form  schreiben,  indem  wir  die  Gleichungen  (23) 

das  eine  Mal  mit  j,  y. ,  z  und  das  andere  Mal  mit  .r  ,  ?/  ,  z  mul- 
tiplicieren  und  dann  jedesmal  addieren.  Dann  kommt  nach  XI  (./) 
und  nach  (10),  S.  106: 

F-Mt=  g{E-  Lt), 

G  -  Nt  =q{F-  Mt) . 

Elimination  der  HüKsgrösse  o  führt  zu  der  Gleichung: 

(Z iV -  M^) t-  -  {EN -  2FM  +  G Z)t  -\-  {E G  -  F-)  =  0, 

die  nach  (20),  S.  118,  aussagt,  dass  t  gleich  einem  der  beiden  Haupt- 
krümmungsradien  Äj,  If^  sein  muss,  vorausgesetzt,  dass  überhaupt 
Hauptkrümmungsradien  vorhanden  sind.  Dies  ist  nach  S.  115  nicht 

der  Fall,  wenn  die  Fläche  eine  Schar  von  Minimalgeraden 
enthält;  vgl.  den  damaligen  Satz  10.  In  diesem  Ausnahmefall  hat 

die  quadratische  Gleichung  für  t  eine  Doppelwurzel,  denn  die  Be- 
dingung (10)  auf  S.  114  für  eine  derartige  Fläche  kann  ja  auch  so 

geschrieben  werden: 

4{EG  -  F^){Z  y  -  jW)  -  {EX-  2FM  +  G  l)- =  0. 

Man  sieht  also,  dass  diese  besonderen  Flächen  eine  besondere  Be- 

trachtung verlangen  würden.  Daher  sehen  wir  von  jetzt  an  von 
den  Flächen  mit  einer  Schar  von  Minimalgeraden  ab. 

Alsdann  können  mr  sagen:  Die  Flächennormalen,  die  der  des 

Punktes  P  unendlich  benachbart  sind,  schneiden  nur  zwei  zur  Tan- 
gentenebene von  P  parallele  Ebenen  in  Geraden,  nämlich  die  Ebenen 

durch  die  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkte  C^  und  C,  von  P. 
In  jeder  dieser  Ebenen  giebt  es  eine  Gerade  g^  bez.  q^  durch  C^ 

bez.  C'j,  die  von  allen  oc-  unendhch  benachbarten  Normalen  ge- troffen wird. 
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Die  Richtungscosinus  der  Geraden  g^  sind  proportional 

oder  nach  (1)  proportional  drei  Grössen,  von  denen  die  erste 
diese  ist: 

[EG-  F-')  x^  +  [FM  -GL)B^x^  +  [FL  -  EM)  7^,  x^ 

und  die  beiden  anderen  durch  cyklische  Vertauschung  von  a-,  y,  z 
aus  ihr  hervorgehen.  Zur  Vereinfachung  dieser  Grössen  gehen  wir 

auf  die  Formeln  für  die  Hauptkrümmungen  zurück.  Sind  k^  und  k^ 
die  Werte  von  dv :  du  für  die  beiden  Hauptkrümmungsrichtungen,  so 

ist  nach  (18),  S.  117: 

7?    =  F  +  k,G 1        M  +  k,N  ' 
Setzen  wir  diesen  Wert  ein,  so  finden  wir,  dass  die  Richtungs- 

cosinus der  Geraden  g^  drei  solcher  Grössen  proportional  sind,  von 
denen  die  erste  den  Wert  hat: 

[G  {EM-  FF)  +  k^G{EN-  GL)-k^  F{FA'  -  G  M)]  .r ,  - 
-{EM-FF){F+k^G)x^ 

und  die  beiden  anderen  durch  cyklische  Vertauschung  hieraus  her- 
vorgehen.    Nach  (16),  S.  117,  ist  jedoch: 

EM-  FZ  =  [FN-  GM)k^k^, 

EN  -  GL  =  -{FN-  GM){k^  +  k^). 

Setzen  wir  diese  Werte  ein,  so  kann  bei  den  drei  Grössen  ein  ge- 
meinsamer Factor  gestrichen  werden,  sodass  sich  ergiebt,  dass  die 

Richtungscosinus  von  g^   den  drei  Grössen: 

X    -{-  k„  X  ,        y    4-  k„y  ,       z    -{-  h.  z 

proportional  sind.  Diese  Grössen  sind  aber  andererseits  propor- 
tional den  Richtungscosinus  der  zweiten  Hauptkrümmungstangente 

von  F.  Entsprechende  Schlüsse  machen  wir  hinsichtlich  der  Ge- 
raden gg.     Daher  kommt: 

Satz  47:^  Liegt  eine  Fläche  vor,  die  keine  Schar  von 
00^  Minimalgeraden  enthält,  so  schneiden  die  Normalen, 
die  der  Normalen  des  Flächenpunktes  P  unendlich  be- 

nachbart sind,  sämtlich  zwei  Geraden  g^  und  q^,  von  denen 

^  Siehe  Ch.  Stürm,   „Memoire  sur  la  theorie  de  la  vision",  Coniptes 
Rendus  (1845). 
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die  erste  durch  den  ersten  Hauptkrümmungsmittelpunkt  C^ 
von  P  geht  und  der  zweiten  Hauptkrümmungstangente  von 
P  parallel  ist.  während  die  zweite  durch  den  zweiten 
Hauptkrümmungsmittelpunkt  C,  von  P  geht  und  der  ersten 
Hauptkrümmungstangente  von  P  parallel  ist 

Fig.  58. Fig.  59. 

Siehe  Fig.  58  für  einen  elliptischen  und  Fig.  59  für  einen  hyper- 
bolischen Punkt. 

Zugleich  hat  sich  noch  ergehen: 

Satz  48:  Die  ßichtungscosinus  der  ersten  Hauptkrüm- 
mungstangente eines  Flächenpunktes  {u,  v)  sind  propor- 

tional: 

und    die    der    zweiten    Hauptkrümmungstangente    propor- 
tional: 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass   die  Fläche  keine  Schar  von 

oc^  Minimalgeraden  enthält 
Wir  hatten  zwar  nur  das  Eine  bewiesen,  dass 

x^  +  X^P,,       y   +Y  B,,       z   -\-Z  P, 
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proportional  den  Richtungscosinus  der  zweiten  Hauptkrümmungs- 
tangente  sind,  aber  das  Übrige  folgt  durch  Vertauschung  der  beiden 
Hauptkrümmungen  und  durch  Vertauschen  der  beiden  Parameter 
u  und  V. 

Man  erkennt  aus  dem  Satze  47,  dass  die  Gesamtheit  der  oo^ 
Normalen  einer  (nicht  -  abwickelbaren)  Fläche  die  besondere  Eigen- 

tümlichkeit hat,  dass  alle  einander  unendlich  benachbarten  Normalen 
zwei  zu  einander  zwar  windschiefe,  aber  senkrechte  Geraden 
schneiden.  Hieraus  können  wir  den  Schluss  ziehen,  dass  nicht 

jede  Schar  von  oo^  Geraden  als  die  Schar  der  Normalen 
einer  Fläche  aufgefasst  werden  kann.  Denn  es  giebt  hiernach 
z.  B.  keine  Fläche,  deren  Normalen  sämtlich  zwei  zu  einander 
windschiefe  Geraden  schneiden. 

Um  aus  unseren  Formeln  weitere  geometrische  Schlüsse  zu 
ziehen,  empfiehlt  sich  wieder  die  Einführung  des  Coordinatensystems 

(j,  t),  j),  dessen  Axen  das  begleitende  System  des  Punktes  P  bilden 
(vgl.  S.  133).  Dabei  werden  dann  5  und  t)  selbst  als  Parameter 
benutzt.  Die  Fundamentalgrössen  des  Punktes  P  haben  alsdann 
die  Werte: 

*     @=1,  ^  =  0,         ®  =  1; 

Während  nach  (23),  S.  118: 

Jti  JX2  -fli        -1X2 

ist,  sodass  die  Formel  (12)  die  Gestalt  annimmt: 

-j^df  +  -^dif         -^  cos*  V  +  -JT  sin'  <P 

^"^^^         ''-  1  ,  „    1  ,  „  -~i     r~~r 

E, 

^dt  +  ~^td\)^         ̂   cos« (jD  +  —  sin> 

wenn  cp  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Richtung  {d^:di)  mit  der 
ersten  Hauptkrümmungstangente  von  P  bildet.     Ferner  giebt  (14): 

(25)  (^)'=i??^°^'^  +  i^^«i^>- 
Diese  Formel  erinnert  an  die  Formel  des  Satzes  21,  S.  135, 

mittels  deren  die  Krümmung  eines  beliebigen  Normalschnittes  des 
Flächenpunktes  P  bestimmt  wird.  Doch  standen  in  jener  Formel 

rechts  R^  und  P^  statt  B^^  und  E.^^.  Wir  können  daher  hier  eine 
analoge    geometrische    Veranschaulichung   wie    auf  S.  135  u.  f.    be- 
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nutzen:  Auf  der  Richtung,  die  mit  der  ersten  Hauptkrümmungs- 
richtung  den  Winkel  tp  bildet,  tragen  wir  als  Radiusvector  den 
reciproken  Wert  von  dv.d.^  auf.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  im 
Fall  einer  reellen  Fläche  der  Winkel  dv  ebenso  wie  das  Bogen- 
element  ds  als  wesentlich  positiv  aufzufassen  ist.  Die  Endpunkte 

der  Radienvectoren  bilden  dann  in  der  jrg-Ebene  den  Kegelschnitt: 

der  im  reellen  Fall  eine  Ellipse  ist,  die  aber  nicht  mit  der 

Ellipse  auf  S.  136  verwechselt  werden  darf,  da  sie  die  ab- 
soluten Werte  der  beiden  Hauptkrümmungsradien,  nicht  aber  die 

Wurzeln  daraus  zu  Halbaxen  hat     Also: 

Satz  49:  Trägt  man  auf  jeder  Fortschreitungsrichtung 
auf  einer  Fläche  von  einem  Punkte  P  aus  den  Quotienten 

aus  dem  Bogenelement  ds  und  demjenigen  unendlich 
kleinen  Winkel  dv  auf,  um  den  sich  bei  der  Zurücklegung 

dieses  Bogenelementes  ds  die  Richtung  der  Flächennor- 
male ändert,  so  bilden  die  Endpunkte  der  Radienvectoren 

einen  Kegelschnitt,  dessen  Halbaxen  auf  den  Hauptkrüm- 
mungstangenten von  P  liegen  und  die  absoluten  Werte  der 

beiden  Hauptkrümmungsradien  von  P  als  Längen  haben. 

Im  reellen  Fall  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse.  Voraus- 

gesetzt ist  hierbei,  dass  die  Fläche  keine  Schar  von  oc^ 
Minimalgeraden   enthalte. 

Sind  rf^  und  (f^  die  Winkel,  die  zwei  zu  einander  senkrechte 
Fortschreitungsrichtungen  mit  der  ersten  Hauptkrümmungsrichtung 

von  P  büden,  so  ist  cos^cp^  =  sin^grj  und  sin-y,  =  cos-^j,  sodass 
nach  (25)   für   die   beiden   zu  diesen   Richtungen  gehörigen   Werte 

von  -3—  der  Satz  hervorgeht: 

Satz  50:  Geht  man  von  einem  Flächenpunkte  P  aus 

nach  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  um  un- 

endlich kleine  Bogenelemente  ds^  und  ds^  weiter,  so  ge- 
nügen die  unendlich  kleinen  Winkel  dv^  und  dv^,  um  die 

sich  zugleich  die  Richtung  der  Flächennormale  ändert, 
der  Gleichung: 

wenn  B^  und  B^  die  Hauptkrümmungsradien  von  P  sind,  die 

Fläche  also  keine  Schar  von  ac  ̂   Minimalgeraden  enthält. 
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Gehören  dagegen  gp^  und  qp^  zu  conjugierten  Richtungen,  so  ist 
nach  Satz  40,  S.  156: 

Nun  lässt  sich  tg^  cp  aus  (25)  leicht  berechnen.  Setzen  wir  dann 

die  Werte  von  tg^^^j  und  tg^(p2  hier  ein,  so  ergiebt  sich  ohne 
Mühe: 

Satz  51:^  Geht  man  von  einem  Flächenpunkte  nach  con- 
jugierten Richtungen  um  die  Bogenelemente  ds^  und  ds^ 

fort,  so  genügen  die  unendlich  kleinen  Winkel  dv-^  und  dv^, 
um  die  sich  dabei  die  Richtung  der  Flächennormale  än- 

dert,  der   Gleichung: 

dp^      dv^Y  _  I     1 
dsi       d  s^  )  \Äi  Äj 

wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Fläche  keine  Schar  von 

00^  Minimalgeraden  enthalte. 
Die  Formel  (24)  kann  auch  so  geschrieben  werden: 

Ist  1//  der  Winkel,  den  der  kürzeste  Abstand  AB  der  beiden  Nor- 
malen PA  und  QB  (siehe  Fig.  57,  8.  162)  mit  der  Richtung  der 

ersten  Hauptkrümmung  von  P  macht,  so  ist  nach  Satz  46  und  nach 
dem  schon  soeben  citierten  Satz  40,  S.  156: 

(27)  tg^.tgi//=-|^, 

sodass  wir  (26)  auch  so  schreiben  können: 

(28)  H-f=-.^*g>- 
Wollen  wir  jetzt  ausser  der  bestimmt  gewählten  Flächennormale  PA 
alle  unendlich  benachbarten  ins  Auge  fassen,  so  haben  wir  cp  oder 

xp  alle  möglichen  Werte  zu  geben.  Zu  jedem  Werte  von  ip  gehört 
ein  kürzester  Abstand  A  B.  Die  Gesamtheit  aller  kürzesten  Abstände 

bestimmt  eine  Schar  von  oo^  Geraden,  also  eine  geradlinige  Fläche, 
deren    Erzeugende    die    Normale    PA    oder    die    j-Axe    senkrecht 

*  Diesen  Satz  finden  wir  ausdrücklich  formuliert  bei  Kommerell,  „Ver- 

allgemeinerung des  ENNEPEB'sclien  Satzes  von  der  Torsion  der 
Asymptotenlinien",  Math.-naturw.  Mitteilungen  in  Württemberg,  2.  Serie, 
3    Bd.  (1901).  , 
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schneiden  und  zwar  in  Punkten  A,  deren  Abstände  n  von  P  nach 

(28)  als  Functionen  derjenigen  Winkel  xi<  bestimmt  werden,  die  diese 
Geraden  mit  der  Richtung  der  ersten  Hauptkrümmung  von  P,  also 

mit  der  f-Axe,  bilden.     Es  kommt  nach  (28): 

«  =  \{Ii^  +  i?,)  -  H^i  -  i?2)cos2t/;, 

sodass  in  den  laufenden  Coordinaten  y,  5,  j: 

(29)  f  =  ̂ cost£;,      ̂   =  /sint/;,       j  =  J-(7?j  +  TPj)  — |(^i  —  i?2)co8  2i^ 

die  Gleichungen  einer  dieser  Geraden  AB  sind,  ausgedrückt  mittels 
eines  Parameters  t  Bleiben  t  und  w  willkürlich,  so  liegt  hier  eine 

analytische  Darstellung  jener  geradlinigen  Fläche  vor.  Durch  eine 
Betrachtung,  die  ähnlich  der  auf  S.  149  ist,  folgern  wir  hieraus: 

Satz  52:  Die  Geraden  der  kürzesten  Abstände  einer  be- 
stimmten Flächennormale  von  den  ihr  unendlic^i  benach- 

barten Normalen  bilden  ein  Cylindroid. 

Aus  (28)  erkennt  man  sofort:  Im  reellen  Fall  liegen  die  ver- 
schiedenen Endpunkte  A  der  kürzesten  Abstände,  da  PA  =  n  ist, 

zwischen  den  Punkten,  für  die  n  =  R^  und  n  =  R^  ist,  d.  h.  zwischen 

den  beiden  Hauptki-ümmungsmittelpunkten  C^   und  C^   von  P.     Für 

1^  =  —  und  xp  =  0  ergeben  sich  die  beiden  äussersten  Lagen  n  =  B^ 

und  n  =  R^.  Dabei  ist  nach  (27)  der  Winkel  7:  =  0  bez. 

y  =  ̂   •  Die  zu  9p  =  0  gehörige  Gerade  A  B  geht  also  durch  den 

ersten  Hauptkrümmungsmittelpunkt  Cj  und  ist  zur  zweiten  Haupt- 

krümmungsrichtung  von  P  parallel,  und  bei  der  Geraden  für  q:  =  ̂  

ist  es  umgekehrt.  Hieraus  folgt,  dass  diese  beiden  Geraden  die  oben 

(in  Fig.  58  und  59)  mit  g^  und  gj  bezeichneten  Geraden  sind. 

Noch  erwähnen  wir:  Für  ̂   =  0  oder  cf  =  ̂   ergiebt  sich  ausser 

n  =  R^  bez.  R^  noch  aus  (25): 

M  =  ̂  ̂'''  i 
und  also  nach  (19)  noch  dn  =  0.  Dies  bedeutet:  In  diesem  Falle 

giebt  es  zwischen  den  beiden  unendlich  nahen  Normalen  einen  un- 
endlich kleinen  Abstand  von  höherer  Ordnung  als  ds.  Dann  also 

schneiden  die  beiden  Normalen  einander.  (Tgl.  I  S.  272,  273.) 
Dies  hätten  wir  auch  aus  Satz  47  folgern  können.  Wir  können  dies 

Ergebnis  so  formulieren: 

Satz  53:    Eine   Flächennormale    schneidet    eine    unend- 

lich  benachbarte  nur  dann,  wenn  der  Fusspunkt  der  letz- 
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teren  auf  einer  Hauptkrümmungsrichtung  des  Fusspunktes 
der  ersteren  liegt,   und  zwar  ist  der  Schnittpunkt  alsdann 

der  zugehörige  Hauptkrümmungs- 
mittelpunkt. Dabei  ist  vorausge- 

setzt, dass  die  Fläche  keine  Schar 

von  00^  Minimalgeraden  enthalte. 
Es  ist  gut,  sich  dies  geometrisch  mit 

Hülfe  der  Indicatrix  klar  zu  machen.  In 

Fig.  60  sei  P  ein  Flächenpunkt.  Zu  seiner 
Tangentenebene  parallel  legen  wir  eine 
Ebene  in  unendlich  kleinem  Abstand.  Sie 
schneidet  die  Fläche  nach  S.  139  in  der 

Indicatrix  von  P.  In  der  Figur  ist  als 

Indicatrix  eine  Ellipse  gewählt.    Die  Nor- 

Fig.  60. 

Fig.  61. Fig.  62. 
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male  von  F  geht  durch  die  Mitte  M  der  Indicatrix.  Ist  Q  irgend 
ein  Punkt  auf  der  Indicatrix,  so  ist  die  Indicatrixtangente  von  Q 
zugleich  Flächentangente.  Da  der  Kegel,  der  die  Fläche  längs  der 
Indicatrix  berührt,  nach  Satz  30,  S.  143,  seine  Spitze  S  in  dem 
Punkte  auf  der  Verlängerung  von  PÄf  über  P  hinaus  hat.  für  den 
PS  doppelt  so  gross  wie  PJI  ist  so  geht  eine  Flächentangente  des 
Punktes  Q  nach  dieser  Stelle  S.  Jetzt  haben  wir  zwei  Tangenten 
von  Q  construiert.  Auf  beiden  muss  die  Normale  von  Q  senkrecht 
stehen. 

Wenn  nun  diese  Normale  die  Normale  von  P  schneiden  soll, 
80  muss  Q-V  ihre  Projection  auf  die  Ebene  der  Indicatrix  sein, 
sodass  QM  auf  der  Indicatrixtangente  vod  Q  senkrecht  stehen  muss. 
Dies  aber  tritt  nur  in  den  Scheiteln  der  Indicatrix  ein,  d.  h.  wenn  Q 

auf  einer  Hauptkrümmungsrichtung  von  P  liegt  So  kommen  wir 
wieder  zu  Satz  53. 

In  den  Figuren  6 1  und  62  haben  wir  versucht,  von  der  Lage- 
rung der  Normalen  längs  der  Indicatrix  eine  Vorstellung  zu  geben. 

In  Fig.  61  ist  als  Indicatrix  eine  Ellipse,  in  Fig.  62  eine  Hyperbel 

gewählt  Doch  hat  man  sich  die  Axen  dieser  Kegelschnitte,  ver- 
glichen mit  den  Entfernungen  PC^  und  PC,,  unendlich  klein  zu 

denken.  Es  sind  die  Geraden  construiert  worden,  die  ausser  der 

Indicatrix  noch  die  Geraden  g^  und  q^  treffen. 

§  9.    Krümmungscurven  und  Haupttangentencurven. 

Bisher  haben  wir  unsere  Betrachtungen  immer  auf  die  Um- 
gebung eines  beliebig  gewählten  Punktes  {u,  v)  der  Fläche  beschränkt 

Wir  dehnen  sie  jetzt  auf  die  ganze  Fläche  aus.  Sind  wie  immer 
JS,  F,  G  und  L,  M  N  die  Fundamentalgrössen  der  Fläche,  so  haben 

wir  im  Punkte  (m,  v)  drei  Paare  von  Richtungen  {k)  als  besonders 
ausgezeichnet  kennen  gelernt: 

Erstens  die  Minimalrichtungen,  für  die 

E  +  2Fk  +  Gk-  =  0 

ist  (vgL  S.  35),  zweitens  die  Hauptkrümmungsrichtungen,  für  die 

{EM-  FZ)  -  {GL  -  Fy)k  +  {FK-  GÄf)P  =  0 
oder: 

k^     E       L 

-k       F      .1/    =0 

i       1       6^       3' 
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ist  (vgl.  S.  116),  drittens  die  Haupttangentenrichtungen,  für  die 

Z  +  2Mk  +  NP  =  0 

ist   (vgl.   S.  127).      Schreiben  wir   dv.du  für  k,   so   liegen   die   drei 
Gleichungen  vor: 

(1)  Edu^  -^2Fdudv  +  Gdv"^  =  0, 
dv^        E      L 

(2)  -dudv    F      M     =0, 
du^        G      N 

(3) 
Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv""  =  0. 

Jede  ist  nach  Satz  5,  S.  13,  als  ein  Paar  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  in  u  und  v  aufzufassen  und  definiert 

zwei  Scharen  von  je  oo^  Curven.  Die  durch  (1)  definierten  Curven 
sind  die  schon  öfters  erwähnten  Minimalcurven   der  Fläche. 

Die  durch  (2)  definierten  beiden  Scharen  von  je  oo^  Curven 
heissen  die  Krümmungscurven  der  Fläche^  und  die  durch  (3) 
definierten  beiden  Scharen  die  Haupttangentencurven  oder 

asymptotischen   Curven  der  Fläche.^ 
Durch  jeden  allgemein  gewählten  Flächenpunkt  {u,  v)  gehen 

zwei  Minimalcurven,  zwei  Krümmungscurven  und  zwei  Haupt- 
tangentencurven. Ihre  Richtungen  daselbst  sind  die  Minimalrichtungen, 

die  Haupt krümmungsrichtun gen  und  die  Haupttangentenrichtungen. 
Die  Minimalcurven  sind  stets  imaginär,  die  Krümmungscurven  auf 

reellen  Flächen  nach  S.  117  stets  reell  und  die  Haupttangenten- 
curven auf  reellen  Flächen  an  den  hyperbolischen  Stellen  reell,  an 

den  elliptischen  imaginär,  nach  S.  130. 
Stillschweigend  haben  wir  vorausgesetzt,  dass  der  allgemeine 

Flächenpunkt  zwei  Hauptkrümmungsrichtungen  habe.  Da  es  jedoch 
nach  S.  120  Flächen  giebt,  die  nirgends  solche  haben,  nämlich  die 
Flächen  mit  einer  oder  zwei  Scharen  von  Minimalgeraden,  so  müssen 

wir  uns  fragen,  wie  wir  auf  diesen  die  Krümmungscurven  und  Haupt- 
tangentencurven definieren  wollen. 

Bezüglich  der  Krümmungscurven  bleiben  wir  stets  bei 
der  Definition  durch  die  Gleichung  (2).  Enthält  die  Fläche 
zwei  Scharen  von  Minimalgeraden,  ist  sie  also  nach  Satz  9,  S.  113, 

^  Nach  Monge,  siehe  die  Anm.  auf  S.  110. 
^  Nach  DupiN,  siehe  die  Anm.  auf  S.  127. 
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eine  Kugel,  so  sind  die  Fundamentalgrössen  L,  M,  A  nach  (3), 

S.  110,  den  Fundamentalgi'össen  E,  F,  G  proportional,  sodass  die 
Gleichung  (2)  zur  Identität  wird.  Daher  ist  jede  beliebige 
Curve  auf  der  Kugel,  insbesondere  in  der  Ebene,  eine 
Krümmungscurve.  Enthält  die  Fläche  nur  eine  Schar  von  Mini- 

malgeraden,  ist  sie  aber  nicht  die  Tangenteutläche  einer  Minimal- 
cnrve,  so  ist,  wenn  wir  die  krummen  Minimalcurven  als  Parameter- 

linien (?/)  und  die  geraden  Minimalcurven  als  Parameterlinien  (p) 
benutzen,  nach  Satz  7,  S.  113: 

E=G  =  L  =  0,  F^O,  X^O, 

sodass  (2)  ergiebt:  dv^  =  0.  Hier  also  fallen  die  beiden  Scharen 
von  Krümmungseurven  in  die  Schar  der  Minimalgeraden  (ü)  zu- 

sammen. Ist  endlich  die  Fläche  die  Tangentenüäche  einer  Minimal- 
curve,  so  verlieren  L^  M,  N  nach  S.  107  ihre  Bedeutung,  d.  h.  bei 
solchen  Flächen  sprechen  wir  überhaupt  nicht  von  Krümmungs- 
eurven. 

Nach  Satz  53,  S.  171,  haben  die  Krümmungseurven  auf  einer 
Fläche  von  allgemeiner  Art  die  Eigenschaft,  dass  die  Flächen- 
normalen,  die  von  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten  der  Curve 
ausgehen,  einander  stets  schneiden,  dass  also  die  Normalen  der 

Fläche  längs  einer  Krümmungscurve  eine  abwickelbare 
Fläche  bilden.  Diese  Eigenschaft  kann  man  direct  zur  Definition 

der  Krümmungseurven  benutzen.  Denn  die  Normale  des  Punktes  (u,  v) 

X  =  x  +  Xt,      )i)=y  +  Yt,      i  =  z  +  Zt 

schneidet  die  Normale  des  unendlich  benachbarten  Punktes  {u  +  du, 
V  -j-  dv): 

l  =  x  -\-  d  X  +  {X  -{-  d  X)  t, 

^=y-i-dy  +  iJ+dY)t, 

l  =  z  -\-  dz  +  {Z  +  dZ)  t 

nach  (5)  in  I  S.  272  dann  und  nur  dann,  wenn: 
dx       X      dX 

(4)  \dy       Y       dT     =Q 
dz       Z       dZ 

ist  Multipliciereu  ̂ ^'ir  diese  Gleichung  mit  der  nach  XI  (Z)  nicht 
verschwindenden  Determinante 

.r         X         Xi 
U  0 

z„       z_        Z 
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indem  wir  Reihe  mit  Reihe  multiplicieren^  so  kommt 

Sx^dx       Sx  X       ̂ x^dX 

S  *■  ̂  Sx^dX 

^XdX 

=  0. 

=  0. 

Sa*   dx 

S  Xd  X 

Aber  es  ist  nach  XI  {A) 

Sx^dx  =  Sx^{x^d  u  +  x^dv)  =  E  du  +  Fdv 

u. s. w.,  ferner  ̂ x^X  =  0,  ̂ x^X=  0  nach  XI (/),  weiterhin  nach  (10), 
S.  107. 

%x^dX=  ̂ x^iX^du  +  X^dv)  =—  Ldu  —  Mdv 
u.  s.  w.,  sodass  kommt: 

Edu  +  Fdv      Ldu -\- Mdv 

Fdu  +  Gdv     Mdu-\-Ndv 

Aber  dies  ist  die  Gleichung  (2).     Daher: 

Satz  54:  Die  Krümmungscurven  einer  Fläche  sind  die- 
jenigen Curven  der  Fläche,  längs  deren  die  Flächen- 

normalen  eine   abwickelbare   Fläche  bilden. 

Dies  gilt  auch  für  die  Flächen  mit  Scharen  von  Minimal- 

geraden. 
Zugleich  hat  sich  ergeben,  dass  die  Differentialgleichung  (2)  auch 

in  der  Form  (4)  geschrieben  werden  kann. 

Die  Bedingung  für  eine  Krümmungscurve  kann  noch  anders 

ausgesprochen  werden:  Schreiben  wir  in  der  Determinante  (4)  statt 
der  ersten  Zeile  die  Summe  der  bez.  mit  X,  Y,  Z  multiplicierten 

ersten,  zweiten  und  dritten  Zeile,  so  kommt  wegen  SA^^=1, 
SXdX=  0,   SXdx  =  0: 

oder: 

0        1 0 

dy       Y 
dY 

dz       Z 
dZ 

dY 
dZ 

=  0 

dy  dz 

Ebenso    kommt,    dass    dieser    Bruch    gleich    dX-.dx   ist.     Also    ist 
längs  einer  Krümmungscurve 

dX  _  dY  _  dZ 
dx  dy  d  X 

Umgekehrt  ziehen    diese    Relationen    die   Gleichung  (4)    nach    sich. 
Daher: 
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Satz  55:  Die  Krümmungscurven  einer  Fläche  sind  die- 

jenigen Curven,  längs  deren  die  Increraente  der  recht- 
winkligen Punktcoordinaten  proportional  den  Incrementen 

der  Richtungscosinus   der  Normalen   sind. 
Sind  auf  der  Fläche  in  einem  allgemein  gewählten  Punkt  zwei 

Hauptkrümmungsrichtungen  vorhanden,  so  stehen  sie  nach  Satz  11, 
S.  119,  auf  einander  senkrecht.  Im  allgemeinen  also  bilden 
die  Krümmungscurven  ein  Orthogonalsystem.  Wir  haben 
uns  zu  fragen,  wie  es  hiermit  in  den  Ausnahmefällen  steht:  Enthält 

die  Fläche  eine  Schar  von  Minimalgeraden  und  eine  Schai*  von 
krummen  Minimalcurven,  so  fallen,  wie  wir  vorhin  sahen,  beide 
Scharen  von  Krümmungscurven  in  die  Minimalgeraden  zusammen. 

Aber  nach  Satz  47,  I  S.  338,  können  wir  sagen,  dass  jede  Minimal- 

gerade  auf  sich  selbst  senkrecht  steht,  mithin  auch,  dass  die  Ortho- 
gonalität  der  Krümmungscurven  auch  jetzt  statt  hat.  Wenn  die 
Fläche  zwei  getrennte  Scharen  von  Minimalgeraden  enthält  und 
demnach  eine  Kugel  oder  insbesondere  eine  Ebene  ist,  so  ist,  wie 

wir  sahen,  jede  Curve  eine  Krümmungscurve,  also  können  wir  auch 
hier  Orthogonalsysteme  von  Krümmungscurven  bilden;  es  giebt  ihrer 
aber  unendKch  viele. 

Liegt  insbesondere  eine  abwickelbare  Fläche  vor,  die  natür- 
lich nicht  die  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  sein  soll,  so 

fallen  überall  nach  Satz  20,  S.  132,  die  beiden  Haupttangenten  in 

die  Erzeugenden,  und  deshalb  sind  nach  Satz  23,  S.  135,  die  Krüm- 
mungscurven der  einen  Schar  diese  Erzeugenden  selbst  Die  der 

anderen  Schar  sind  die  orthogonalen  Trajectorien  c  der  Erzeugen- 
den, d.  h.  nach  Satz  16,  I  S.  296,  die  Filarevolventen  der  Gratlinie. 

Nach  Satz  54  also  bilden  die  Flächennormalen  längs  einer  jeden 
dieser  Trajectorien  c  eine  abwickelbare  Fläche. 

Dies  Ergebnis  ist  aber  nur  ein  specieller  Fall  des  Satzes  29, 

I  S.  316,  nach  dem  auch  diejenigen  Geraden,  die  längs  einer  ortho- 
gonalen Trajectorie  c  diese  Curve  c  senkrecht  schneiden  und  einen 

nicht  notwendig  rechten,  aber  cons tauten  Winkel  mit  den  Er- 
zeugenden bilden,  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  liegen. 

Aus  diesem  Satze  können  wir  einen  anderen  über  Krümmungs- 
curven ableiten: 

Es  seien  zwei  Flächen  T^j  und  F^  gegeben,  die  einander  längs 
einer  Curve  c  unter  constantem  Winkel  cc  schneiden,  sodass  also 

in  jedem  Punkte  P  von  c  die  Normalen  Wj  und  n^  beider  Flächen 
denselben  Winkel  a  mit  einander  bilden.  Ist  dann  c  eine  Krüm- 

mungscurve auf  der  einen  Fläche,  auf  F^,  so  bilden  die  Normalen  n^ 
ScHSFFERS,  Geom.  Diffr.   IL  12 
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nach  Satz  54  eine  abwickelbare  Fläche.  Auf  dieser  Fläche  ist  c 

eine  orthogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden  n^  Nun  schneiden 

die  Geraden  n^  als  Normalen  von  K^  die  Curve  c  ebenfalls  senk- 
recht; da  sie  ausserdem  mit  den  Geraden  n^  den  constanten  Winkel  cc 

bilden,  so  folgt  nach  dem  soeben  angegebenen  Satze:  Die  Normalen  ri^ 
der  zweiten  Fläche  F^  längs  c  bilden  auch  eine  abwickelbare  Fläche. 

Nach  Satz  54  folgt  hieraus:  Die  Curve  c  ist  auch  auf  i^'g  eine  Krüm- 
mungscurve.     Daher: 

Satz  56:  Schneiden  zwei  Flächen  einander  längs  einer 
Curve  unter  constantem  Winkel  und  ist  die  Curve  auf  der 

einen  Fläche  eine  Krümmungscurve,  so  ist  sie  es  auch  auf 
der  anderen. 

Um  dies  auch  analytisch  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  die  Rich- 
tungscosinus der  Normalen  auf  der  einen  Fläche  I\  mit  X^,  Y^, 

Z^,  auf  der  anderen  Fläche  F^  mit  X^,  Y^,  Z^.  In  einem  Punkte 
[x,  y,  z)  der  Schnittcurve  c  beider  Flächen  sollen  nach  Voraussetzung 
die  Normalen  einen  constanten  Winkel  a  bilden,  d.  h, : 

5X^X2  =  cos  u . 
Wenn  wir  also  längs  der  Schnittcurve  e  fortschreiten,  so  muss 

S  Ji^X^  -\-SX^dX^  =  0 

sein.  Ist  nun  c  auf  F^  eine  Krümmungscurve,  so  sind  dX^ ,  dY^ ,  dZ^ 
nach  Satz  55  proportional  dx,  dy,  dz,  sodass  sich  ̂ X^dX^  nur  um 
einen  Factor  von  %X,^dx  unterscheidet.  Diese  Summe  aber  ist 
gleich  Null,  da  die  Richtung  [X^  :  Y^  :  Z^)  auf  der  Tangentenrichtung 
{dx:dy:dz)  von  c   senkrecht  steht.     Unsere  Gleichung  giebt  also: 

SX^dX^  =  0. 

Ausserdem  ist  wegen  8X2^=  1   auch: 

S  X2  dX^  =  0  . 

Andererseits  ist,  weil  die  Normalen  auf  den  Tangenten  von  c  senk- 
recht stehen: 

SX^dx  =  0,       SX.^dx  =  0. 

Also  folgt,  dass  dx,  dy,  dz  denselben  beiden  linearen  homogenen 

Gleichungen  genügen  wie  dX^,  dY^,  d  Z^.  Mithin  sind  die  einen 
Incremente  den  anderen  längs  c  proportional,  d.  h.  nach  Satz  55 

ist  c  auf  F^  eine  Krümmungscurve. 

Wir  können  diese  Schlussfolgerung  umkehren:  Es  werde  vor- 

ausgesetzt,   dass    die   beiden  Flächen  F^   und  i'^   einander  in   einer 
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Curve  c  schneiden,  die  auf  beiden  Flächen  Krümmungscurve  ist. 

Nach  Satz  55  sind  dann  längs  der  Schnittcurve  c  sowohl  die  lucre- 

mente  dX^,  dY^,  dZ^  als  auch  die  Incremente  dX.^,  dF,,  dZ,  pro- 
portional dx,  dy,  dz.  Da  aber  SX^dx  =  0  und  SX^dx  —  d  ist, 

so  folgt  also: 

SX^dX^  =  0,       SX^  dX^  =  0 , 
also  auch: 

S  Xj  dX.,  +  S  X^  dX^=0 
oder: 

S  X^  Xg  =  Const 

und  zwar  längs  c.     Somit:  ̂  
Satz  57:  Schneiden  zwei  Flächen  einander  längs  einer 

Curve,  die  auf  beiden  Flächen  eine  Krümmungscurve  ist, 
so  bilden  sie  längs  der  Curve  einen  constanten  Winkel 
mit  einander. 

Aus  der  Proportionalität  von  dX^,  dT^,  dZ^  mit  dx,  dy,  dz 
darf  nicht  ohne  weiteres  auf  die  Gleichwertigkeit  der  Gleichungen 

SX,  rfXj  =0  und  SX,  dx  =  0  geschlossen  werden,  sobald  dX^,  dY^, 
dZ^  alle  drei  gleich  Null  sind,  weil  dann  der  Proportionalitätsfactor 
gleich  Null  ist  Dieser  Fall  tritt  nur  dann  ein.  wenn  längs  der 
Schnittcurve  c  die  eine  Fläche  constante  Stellung  hat,  d.  h.  wenn  c 
der  senkrechte  Querschnitt  eines  Cylinders  und  somit  eben  ist  Da 

alle  Curven  in  einer  Ebene  Krümmuugscurven  sind,  so  brauchen  wir 
unsere  Sätze  nur  noch  für  den  Fall  des  Schnittes  einer  Fläche 
mit  einer  Ebene  zu  beweisen. 

Sind  X,  Y,  Z  die  ßichtungscosinus  einer  Fläche,  a,  b,  c  die 
einer  Ebene,  so  ist  längs  der  Schnittcurve 

SXrfa:  =  0,       ̂ adx  =  Q. 

Findet  der  Schnitt  unter  constantem  Winkel  a  statt,  so  ist  längs 

der  Curve:  ""'r. 
S  a  A'  =  cos  a , 

d.h. 
S  a  rfX  =  0 . 

Da  ausserdem 

S  XdX  =  0 

ist,  so  folgt,  dass  d  X,  dY,  dZ  denselben  beiden  linearen  homogenen 

Gleichungen  wie  dx,  dy,  dz  genügen,  also  einander  proportional 

sind,  sodass  die  Curve  auf  der  Fläche  nach  Satz  55  eine  Krümmungs- 

^  Die  Sätze  56  und  57  rühren  her  von  Bosnet,  „Memoire  aur  les  sur- 

faces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  on  spheriques'*. 
Jonmal  de  l'fecole  poljt,  35.  call.  (1853). 

12' 
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curve  ist.  Die  Umkehrung  ist  erlaubt:  Ist  die  Curve  auf  der  Fläche 

eine  Krüinmungscurve,  so  sind  dX,  dY,  dZ  proportional  dx,  dy,  dz, 
sodass  aus  der  letzten  Gleichung  rückwärts  die  übrigen  folgen. 

Daher:  ̂  
Satz  58:  Schneidet  eine  Ebene  eine  Fläche  unter  con- 

stantem  Winkel,  so  ist  die  Schnittcurve  eine  Krümmungs- 
curve  der  Fläche. 

Und: 

Satz  59:  Hat  eine  Fläche  eine  ebene  Krümmungscurve, 
so  hat  sie  längs  der  Curve  eine  constante  Neigung  zur 
Ebene  der  Curve. 

Da  auch  auf  der  Kugel  jede  Curve  eine  Krümmungscurve  ist, 
so  folgt  insbesondere  aus  Satz  56: 

Satz  60:  Schneidet  eine  Kugel  eine  Fläche  unter  con- 
stantem  Winkel,  so  ist  die  Schnittcurve  eine  Krümmungs- 

curve der  Fläche. 

Und  aus  Satz  57: 

Satz  61:  Hat  eine  Fläche  eine  sphärische  Krümmungs- 
curve, so  hat  sie  längs  der  Curve  eine  constante  Neigung 

zur  Kugel  der  Curve. 

Ist  eine  Krümmungscurve  einer  Fläche  eine  Gerade,  so  muss 

nach  Satz  59  jede  Ebene  durch  die  Gerade  die  Fläche  unter  con- 
stantem  Winkel  schneiden,  d.  h.  die  Fläche  muss  längs  der  Geraden 
überall  dieselbe  Tangentenebene  haben. 

Satz  62:  Enthält  eine  Fläche  eine  Gerade,  so  ist  diese 
Gerade  dann  und  nur  dann  eine  Krümmungscurve,  wenn 
die  Fläche  in  allen  Punkten  der  Geraden  dieselbe  Tan- 

gentenebene hat. 

Wenn  alle  Krümmungscurven  der  einen  Schar  Geraden  sein 
sollen,  so  muss  daher  die  geradlinige  Fläche  nach  Satz  7,  I  S.  277, 
abwickelbar  sein. 

Zu  unseren  Sätzen  geben  wir  einige  Beispiele: 

1.  Beispiel:  Eine  Rotationsfläclie  wird  von  jeder  Ebene  senkrecht 

zur  Drehaxe  und  von  jeder  Ebene  durch  die  Drehaxe  in  einer  Krümmungscurve 

*  Die  Sätze  58  bis  61  fasst  man  unter  dem  Namen  des  Satzes  von 

Joachimsthal  zusammen,  siehe  für  ebene  Krümmungscurven  seine  Abhandlung : 

,,Demonstrationes  theorematum  ad  superficies  curvas  spectan- 
tium",  Journal  f.  d,  reine  u.  angew.  Mathem.  30.  Bd.  (1846).  Die  oben  er- 

wähnten allgemeinen  Sätze  von  Bonnet  sind  jüngeren  Datums. 
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geschnitten.  Dass  in  der  That  die  Flächennormalen  längs  eines  Breitenkreises 
eine  abwickelbare  Fläche,  nämlich  einen  Kegel,  und  die  längs  eines  Meridians 

ebenfalls  eine  abwickelbare  Fläche,  nämlich  eine  Ebene,  bilden,  leuchtet  un- 
mittelbar ein. 

2.  Beispiel:  Die  Rotationsflächen,  von  denen  soeben  die  Rede  war,  kann 

man  durch  Drehung  eines  Meridians  um  die  Axe  erzeugen.  Indem  man  diese 

Erzeugungsweise  verallgemeinert,  kommt  man  zur  Familie  der  Gesims- 

flächen:'  Eine  starr  gedachte  Ebene  E,  in  der  eine  Curve  y  Hegt,  werde 

stetig  in  00 1  Lagen  übergeführt.  Dabei  umhüllt  sie  nach  Satz  15,  I  S.  293, 
eine  abwickelbare  Fläche  und  ist  Schmiegungsebene  der  Gratlinie  c  dieser 

Fläche.  Die  Fläche  aller  Lagen  von  ^j  die  sogenannte  Gesimsfläche,  hat  nun 

die  Curven  y  zu  Krümmungscurven.  Jeder  Punkt  P  von  y  bewegt  sich  nämlich 
beständig  nach  I  S.  299  auf  einer  Planevolvente  k  von  c,  und  die  Tangente 

seiner  Bahn  ist  jederzeit  senkrecht  zur  Ebene  E.  Hier- 
nach ist  nun  auch  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  P 

senkrecht  zur  Ebene  E.  Die  Ebene  E  schneidet  also  die 

Fläche  in  allen  ihren  Lagen  überall  senkrecht,  woraus 

die  Behauptung  nach  Satz  58  folgt.  Die  zweite  Schar 

der  Krümmungscurven  besteht  aus  den  erwähnten  Plan- 
evolventen k  von  e.  Wählen  wir  irgend  eine  Plan- 

evolvente von  c  aus,  also  die  Curve  c,  die  alle  ao* 
Ebenen  E  senkrecht  schneidet,  und  bewegen  wir  nun  eine 
Ebene  senkrecht  zu  c  so,  wie  es  in  Satz  21,  I  S.  305, 

angegeben  ist,  so  erzeugt  eine  Curve  y  in  dieser  Ebene 
wieder  eine  (resimsfläche.  Ist  /  insbesondere  ein  Kreis 
um  den  Punkt,  in  dem  die  Ebene  die  Curve  c  trifiFt, 

so  entsteht  eine  Fläche  von  oo^  congnienten  Kreisen, 
deren  Ebenen  sämtlich  zu  dem  Ort  c  der  Mitten  der 

Kreise  senkrecht  sind.    Sie  heisst  eine  Röhrenfläche. 

(Siehe  Fig.  63.)  Die  Kreise  y  bilden  die  eine  Schar  der  Krümmungscurven 
und  ihre  orthogonalen  Trajectorien  k  die  andere  Schar. 

Im  allgemeinen  ist  die  Aufstellung  der  endlichen  Gleichungen 

der  Krümmungscurven  unmöglich,  weil  sie  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung (2)  verlangt.  In  besonderen  Fällen  ist  die  Integra- 

tion jedoch  durchführbar.     Hierzu  ein  Beispiel 

Beispiel:  Auf  der  gemeinen  Schraubenfläche  (siehe  (20)  auf  S.  60): 

ist 

und  nach  S.  119: 

X  =  li  cos  p ,        y  =  u  sin  V ,        X  =  q  V 

E=\,        F=0,         G  =  u-  +  q' 

L  =  0,         M  =  - 

N  =  0, 

sodass  hier  die  Difierentialgleichtmg  (2)  der  Krümmungscurven  so  lautet: 

   («»  +  5«)d»*  -  d w»  =  0. 

'  Diese  Flächen    wurden    zuerst  von  Monge,    vgl.   die  Anm.  auf  S.  110, 
untersucht,  insbesondere  auch  die  nachher  genannten  Röhrenflächen. 
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Sie  ist  in  der  Form: 
du 

dv 

yu""  +  q^ 
sofort  zu  integrieren  und  giebt: 

V  =  log  [u  +  y  u^  +  (?*)  +  Const. 

Die  Cui-ven  sind  die  Diagonalcurven  des  auf  S.  60  bestimmten  Isothermen- 
netzes und  infolge  dessen  in  ihrem  allgemeinen  Verlauf  in  der  Fig.  17,  S.  61, 

leicht  zu  verfolgen. 

Die  Parameterlinien  (m)  und  {v)  einer  Fläche  sind  selbst  die 
Krümmungsciirven,  wenn  die  Gleichung  (2)  die  Form 

du  dv  =  0 
hat,  wenn  also 

EM-FL  =  {),       FN-GM=0 

ist.     Ist  ̂ '  z|=  0 ,  so  ist  dann 
T-        EM  ,^        OM 

d.h. 
E:F:G  =  L:M.]S, 

was  nach  (3),  S.  110,  bedeutet,  dass  die  Fläche  lauter  Nabelpunkte 
hat  und  also  eine  Kugel  oder  Ebene  ist  (nach  Satz  8,  S.  113).  Ist 

F  =Q,  so  kommt  EM=  GM=  0,  mithin,  da  F  und  G  nicht  beide 

gleich  Null  sind,  M=  0.     Daher: 

Satz  63:  Die  Parametercurven  einer  Fläche,  die  keine 

Kugel  oder  Ebene  ist,  sind  nur  dann  die  Krümmungs- 
curven,  wenn  die  zugehörigen  Fundamentalgrössen  F  und 

M  auf  der  ganzen  Fläche  gleich  Null  sind.  — 

Was  nun  die  Haupttangentencurven  anbetriff't,  so  folgt 
aus  Satz  43,  S.  156,  dass  je  zwei  Ebenen,  die  die  Fläche  in  un- 

endlich benachbarten  Punkten  einer  solchen  Curve  berühren,  einander 

in  der  Tangente  der  Curve  schneiden.  Die  abwickelbare  Fläche 

also,  die  von  den  oo^  Tangentenebenen  der  Fläche  längs  einer 
Haupttangentencurve  umhüllt  wird,  hat  die  Curve  selbst  zur  Grat- 

linie.    Oder  nach  Satz  14,  I  S.  292: 

Satz  64:  Die  Haupttangentencurven  einer  Fläche  sind 

diejenigen  Curven,  deren  Schmiegungsebenen  zugleich 

Tangentenebenen  der  Fläche  sind,  oder  also:  deren  Bi- 
normalen mit  den  Flächennormalen  zusammenfallen,  oder 

endlich:  deren  Hauptnormalen  Tangenten  der  Fläche  sind. 

Die  Definitionsgleichung  (3)  der  Haupttangentencurven  versagt 
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nur  dann,  wenn  die  Fundamentalgrössen  L,  Äf,  N  ihre  Bedeutung 
verlieren,  d.  h.  auf  den  Tangentenflächen  der  Minimalcurven  (vgl. 

S.  107).  Sie  wird  zur  Identität,  d.  h.  jede  Curve  auf  der  Fläche 
ist  eine  Haupttangentencurve,  wenn  Z  =  M=  N  =  0  oder  also  die 
Fläche  nach  Satz  4,  S.  107,  eine  Ehene  ist  In  der  Ebene  ist 

also  jede  Curve  eine  Haupttangentencurve. 
Die  beiden  Scharen  von  Haupttangentencurven  fallen  zusammen, 

wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  (3)  ein  vollständiges  Quadrat, 

d.  h.  ly—M^  =  0  oder  also  die  Fläche  nach  Satz  19,  S.  132,  ab- 
wickelbar ist.  Alsdann  bilden  die  Erzeugenden  die  einzige  Schar 

von  Haupttangentencurven. 

Beispiel:  Es  liege  eine  nicht-abwickelbare  geradlinige  Fläche  vor. 
Die  eine  Schar  der  Haupttangentencurven  wird  von  deu  Erzeugenden  gebildet, 
nach  S.  130.  Ist  die  Fläche  keine  Fläche  zweiter  Ordnung  (vgl.  Satz  31, 

S.  144),  so  ist  die  andere  Schar  nicht  geradlinig.  Wollen  wir  sie  bestimmen, 
so  können  wir  so  verfahren:  Es  sind  nach  (2),  I  S.  271: 

(5)  X  =  q:  (u)  +  V  f{u),         y  =/(«)  +  ̂  ^  («),         *  =  T//  iu)  +  vh (») 

die  Gleichungen  einer  allgemeinen  geradlinigen  Fläche.  Berechnen  wir  hier  L, 
M,  N  nach  (9),  S.  106,  so  ergiebt  sich,  dass  DL  eine  ganze  quadratische 
Function  von  r  ist,  dereu  Coefficienten  noch  u  enthalten,  dass  femer  D  M  nur 

von  M  abhängt  und  DN  —  0  ist,  sodass  sich  von  der  Differentialgleichung  (3) 
zunächst  die  Gleichung  du  =  0  absondert,  die  aussagt,  dass  die  geradlinigen 
Erzeugenden  («)  der  Fläche  Haupttangentencurven  sind.  Ausserdem  bleibt 
dann  für  die  zweite  Schar  der  Haupttangentencurven  eine  Differentialgleichung 
von  der  Form: 

^  =  Äiu)  +  B{u)r  +  C(«)»», au 

d.  h.  nach  I  S.  213,  214  eine  RiccATi'sehe  Differentialgleichung.  Wir 
wissen  nach  I  S.  215,  dass  vier  beliebige  Lösungen 

(6)  r  =  0»,  («),         r  =  ca,  («),         v  =  ta^  (?/),         r  =  la^  («) 

dieser  Gleichung  ein  constantes  Doppelverhältnis  haben.  Wenn  wir  nun  — 
was  wir  thun  dürfen  —  voraussetzen,  dass  in  den  Gleichimgen  (5)  der  Fläche 
die  Grössen  f,  (/,  h  die  Richtungscosinus  der  geradlinigen  Erzeugenden  sind 

(wie  in  (9),  I  S.  275),  so  bedeutet  r  den  Abstand  des  Punktes  (w,  v)  der  Fläche 
von  der  Fläcbeneurve: 

X  =  «p  («),        y  =x  (m),        *  =  V  («)» 

und  zwar  gemessen  auf  der  durch  den  Punkt  (w,  v)  gehenden  Erzeugenden. 

Mithin  folgt,  dass  die  vier  Haupttangentencurven  (6)  solche  vier  Strecken  v  auf 
jeder  Erzeugenden  abschneiden,  die  ein  auf  der  ganzen  Fläche  constantes 

Doppelverhältnis  haben.     Oder  nach  Satz  38,  I  S.  332: 

Satz  65:^   Die  krummlinigen   Haupttangentencurven  einer  ge- 

*   P.  Serret,  „Theorie  nouvelle  geometrique  et   mecanique  des 

courbes  4  double  courbure",  Paris  1860. 
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radlinigen  Fläche  haben  die  Eigenschaft,  dass  je  vier  von  ihnen 
alle  Erzeugenden  der  Fläche  in  demselben  Doppelverhältnis 
durchsetzen. 

Insbesondere  erhalten  wir  für  Flächen  zweiter  Ordnung  den 

Satz  66:  Die  beiden  Geradenscharen  auf  einer  Fläche  zweiter 

Ordnung  haben  die  Eigenschaft,  dass  vier  Geraden  der  einen 
Schar  von  allen  Geraden  der  anderen  Schar  in  demselben  Doppel- 

verhältnis geschnitten  werden. 

Die  Parametercurven  (m)  und  {v)  sind  selbst  die  Haupttangenten- 
curven,  wenn  sich  die  Differentialgleichung  (3)  auf 

du  dv  =  0 
reduciert.     Daher: 

Satz  67:  Die  Parameterlinien  einer  Fläche  sind  die 

Haupttangentencurven,  wenn  die  zugehörigen  Fundamen- 
talgrössen  Z  und  N  auf  der  Fläche  gleich  Null  sind. 

Beispiel:  Bei  der  oben  in  einem  Beispiel  erwähnten  gemeinen 
Schrauben  fläche  tritt  dieser  Fall  ein.  Die  Haupttangentencurven  {v)  sind 
hier  die  Geraden  der  Fläche,  die  Haupttangentencurven  (ti)  gemeine  Schrauben- 

linien, Da  hier  auch  F=0  ist,  so  bilden  die  Haupttangentencurven  ein 
Orthogonalsystem. 

Dieses  Beispiel  führt  uns  zu  der  Frage,  wann  überhaupt  die 

Haupttangentencurven  ein  Orthogonalsystem  bilden.  Da  die  Haupt- 
tangenten eines  Flächenpunktes  den  Asymptoten  seiner  Indicatrix 

parallel  sind  (vgl.  S.  140),  so  tritt  dies  ein,  wenn  alle  Indicatricen 

gleichseitige  Hyperbeln  sind,  d.  h.  wenn  nach  (8),  S.  135,  die  beiden 
Hauptkrümmungsradien  einander  überall  entgegengesetzt  gleich  sind. 
Daher: 

Satz  68:  Die  Haupttangentencurven  einer  Fläche  bilden 
ein  Orthogonalsystem,  sobald  überall  auf  der  Fläche  die 

Summe  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  gleich  Null  ist. 

Beispiel:  Ausser  der  gemeinen  Schraubenfläche  können  wir  hier  das 
Catenoid  nach  Satz  16,  S.  126,  als  Beispiel  erwähnen.  Danach  ist  das 
Catenoid  die  einzige  Eotationsfläche  mit  zu  einander  ortho- 

gonalen Haupttangentencurven.  Die  Gleichungen  des  Catenoids  können 
wir,  wenn  wir  die  Leitlinie  der  Kettenlinie,  d.  h.  die  Rotationsaxe,  als  ̂ -Axe 
wählen,  so  schreiben: 

d     (     U      ,         —u\  0,     I      u      ,         - 

X  =  ~  ie    +  e       I  cos  v,         y  =  ~^  [ß    +  e 

Nach  (9),  S.  106,  ist  hier: 

LD  =  -ND,        MD  =  0, 
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also  die  Diflterentialgleichung  (3)  der  HaupttÄngentencurven: 

du*  -  dv*  =  0. 
Sie  zerfällt  in: 

Also  sind  die  Curven 
d  u  +  d  V  =^  0,         du  —  d  P  =  0. 

u  +  V  =  Const,         u  —  V  =  Const. 

hier  die  Haupttangentencurven. 

§  10.    Systeme  von  conjugierten  Curven. 

Wenn  man  eine  Fläche  mit  zwei  Scharen  von  je  oo^  Curven 
in  der  Art  überzieht,  dass  in  jedem  Punkte  der  Fläche  die  hin- 

durchgehenden Curven  der  beiden  Scharen  conjugierte  Richtungen 
haben,  so  liegt  ein  System  von  conjugierten  Curven  vor.  Nach 
Satz  44,  S.  157,  werden  alsdann  in  jedem  Punkte  der  Fläche  die 
Tangenten  der  beiden  hindurchgehenden  Curven  harmonisch  durch 

die  beiden  Haupttangenten  getrennt.  Bewegt  sich  ein  Punkt  längs 

einer  Curve  der  einen  Schar,  so  dreht  sich  dabei  seine  Tangenten- 
ebene beständig  um  die  jeweilige  Tangente  der  durch  ihn  gehenden 

Curve  der  anderen  Schar.  Oder  auch:  Die  Tangentenebenen  längs 
einer  Curve  der  einen  Schar  erzeugen  eine  abwickelbare  Fläche, 
deren  Geraden  die  Tangenten  der  Curven  der  anderen  Schar  in 

ihren  Schnittpunkten  mit  jener  einen  Curve  sind.  (Siehe  Fig.  64.) 
Nach  den  Erörterungen  auf  S.  154  hat  der  Be- 

griff der  conjugierten  Curven  nur  auf  den  ab- 
wickelbaren Flächen  keine  bestimmte  Bedeutung, 

weil  hier  die  eine  Curvenschar  die  der  Erzeugen- 
den sein  muss,  während  die  andere  Schar  ganz 

beliebig  sein  kann.  Insbesondere  können  wir  in 

der  Ebene  jedes  System  von  Curven  als  conjugiert 

bezeichnen.  Von  den  Tangentenflächen  der  Mini- 
malcurven  haben  wir  dagegen  hier  völlig  abzu- 

sehen (nach  S.  154).  Auf  einer  beliebigen  Fläche 
sind  die  Krümmungscurven  nach  Satz  41,  S.  156, 

zu  einander  conjugiert;  auch  sind  die  Haupt- 
tangentencurven jeder  einzelnen  Schar  zu  sich 

selbst  conjugiert,  nach  Satz  42,  S.  156.  Um- 
gekehrt: wenn  die  beiden  conjugierten  Scharen  zusammenfallen,  so 

bilden  sie  notwendig  eine  der  beiden  Scharen  von  Haupttangenten- 
curven. 

Fig.  64. 
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Fragen  wir  uns,  wann  eine  Difierentialgleiohung  (vgl.  Satz  5, 
S.  13): 

(1)  yl  {u,v)du^  ■\-2B  {u,  v) d u  d v  +  C (//,  v)  d o''^  =  0 
ein  System  von  conjugierten  Curven  definiert.  Die  Gleichung  liefert 

für  jeden  Punkt  {u,  v)  der  Fläche  die  Werte  k  und  x  für  die  Rich- 
tungen {dv.dv)  der  beiden  durch  ihn  gehenden  Curven,  sodass 

Ä  +  2Bk  +  CP  =  0,         Ä  +  2Bx  +  Cx^  -  0 

ist.  Nach  Satz  39,  S.  155,  ist  zu  Ibrdern,  dass  diese  Gleichungen 
die  Gleichung 

(2)  L  +  M{k-]-x)  +  Nkx'-^O 
nach  sich  ziehen.     Da 

k  +  X  =   ^  ,  kx  =  ̂  

ist,  so  ergiebt  sich: 

Satz  69:  Die  durch  die  Differentialgleichung 

A {u,  v)  d n^  -\-2B{u,v) du  dv  +  C{u,  v)dv^  =  0 

definierten  beiden  Curvenscharen  auf  einer  Fläche  sind 

zu  einander  conjugiert,  wenn  die  Coefficienten  Ä,  B,  C  mit 
den  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  L,  M,  N  durch 
die  Bedingung: 

LC-2MB  +  A'Ä  =  0 
verknüpft  sind. 

Allerdings  haben  wir  oben  stillschweigend  C  ̂   ü  angenommen. 

Ist  6'=Ü,  aber  Ä^O,  so  kommen  wir  zu  demselben  Ergebnis, 
wenn  wir  statt  dv:  d u  das  Verhältnis  du:dv  benutzen.  Ist 

A  ̂   C  =  0,  so  ist  (1)  die  Differentialgleichung 

du  dv  =  0 

der  Parameterlinien  {u)  und  {v),  für  die  k  =  0,  x  =  oo  ist,  sodass 

sich  die  Bedingung  (2)  hier  —  nach  Division  mit  x  —  auf  M  —  0 
reduciert.  So  kommen  wir  zu  folgendem  Satz,  der  übrigens  ein 

Specialfall  des  obigen  ist: 

Satz  70:  Die  Parameterlinien  {u)  und  [v)  einer  Fläche 
sind  dann  und  nur  dann  zu  einander  conjugiert,  wenn  die 

zweite  Fundamentalgrösse  zweiter  Ordnung,  also  ßl,  für 
alle  Werte  von  u  und  v  gleich  Null  ist. 

Nach  (9),  S.  106,  ist  diese  Bedingung  M=0  ausführlich  ge- 
schrieben diese; 
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I  ̂»     ̂ u     ̂ «  i 

Ist  sie  erfüllt,  so  giebt  es  drei  nicht  sämtlich  verschwindende  Func- 
tionen u,  ß,  y  von  u  und  v  derart,  dass  gleichzeitig: 

t^^uv-^  ß^'u  +  y^v^^^ 

ist,  weil  dies  drei  lineare  homogene  Gleichungen  für  «,  ß,  y  sind, 

deren  Determinante  gleich  NuU  ist.  Wäre  «  =  0,  so  wären  .r  ̂ ,  ?/^,  z^ 
proportional  x^,  ij^,  z^,  d.  h.  die  Functionaldeterminante  von  je 
zweien  der  Functionen  x,  y,  z  wäre  gleich  Null,  was  nach  Satz  1, 

S.  5,  auszuschliessen  ist.  Da  also  a -[^  0  ist,  so  folgt,  wenn  —ß:a 
mit  a  und  —y:a  mit  b  bezeichnet  ^vird:  Sind  die  Parametercurven 
zu  einander  conjugiert,  so  giebt  es  zwei  Functionen  a{u,  v)  und 
b  {u ,  v)  derart,  dass : 

z      =  a  z    4-  b  z 
UV  U       '  V 

ist.  Umgekehrt,  wenn  drei  solche  Gleichungen  gelten,  so  folgt  aus 
ihnen  wieder  die  Gleichung  (3).     Mithin  können  wir  sagen: 

Satz  71:^    Liegt  eine  Fläche  vor: 

X  =  (p{u,v),       y  =  / (m,  ü) ,        z  =  ̂ {u,  v), 

so  sind  ihre  Parametercurven  {u)  und  (u)  dann  und  nur 
dann  zu  einander  conjugiert,  wenn  die  drei  Functionen  qp, 

X,  xp  von  21  und  v  sämtlich,  für  &  eingesetzt,  ein  und  der- 
selben Gleichung  von   der  Form: 

dudv 

=  a{u, .  d& 

'   du 

+  b  {t(, 

V) 

d» 
dv 

genügen. 
Eine Gleichung  von der  Form: 

(4) 
d^& 

du  dv  ~
 

=  a  {u, 

.  dd^ 

")  du 

+  b{u, 

^) 

8» 

dv 

^  Dieser  Satz,  nach  dem  zu  einem  jeden  System  von  conjugierten  Curven 
eine  sogenannte  LAPLACESche  partielle  Differentialgleichung  gehört,  ist  von 

Därboux.  Siehe  seine  „Le^ons  sur  la  theorie  generale  des  surfaces", 
1.  partie,  Paris  1887. 
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mit  gegebenen  P'unctionen  a  und  b  und  unbekannter  oder  zu  suchen- 
der Function  t9-  ist  eine  Bedingung  für  die  ersten  und  zweiten  par- 

tiellen Diflferentialquotienten  von  i9-,  also  eine  sogenannte  partielle 
Differentialgleichung   zweiter   Ordnung  für  i?-. 

Man  kann  diese  Gleichung  benutzen,  um  einige  Flächenfamilien 

abzuleiten,  deren  Parameterliuien  conjugiert  sind,  indem  man  näm- 
lich für  a  und  h  besonders  einfache  Functionen  wählt  und  dann  die 

allgemeinste  Function  {h  zu  bestimmen  sucht,  die  der  Gleichung 

genügt. 
Beispiel:  Die  einfachste  Annahme  ist:  a  =  i  =  U.  Dann  liegt  die 

Gleichung  vor: -^^-  =  0. 

du  dv 

Sie  sagt  aus,   dass    ̂        von  v  frei  und    - —    von   tt  frei  ist,    d.  h.   ̂   hat  die du  dv 
Form: 

it  =  U{u)+V(v). 

Satz  71  führt  uns  daher  zu  den  Flächen  von  der  Darstellungsform: 

(5)        x=  U^  {u)  +  Fl  (r) ,         2/  -  Ü2  ('«)  +  ̂ 2  (v) ,         %  =  V^  {u)  +  V^  (v) . 

Hier  sind  also  U^y  U^,  U^  Functionen  von  tt  allein  und  V^,  V.,,  V^  Functionen 
von  V  allein.  Die  Curven  (u)  sind  offenbar  sämtlich  durch  Schiebung  aus 
der  einen  Curve: 

x=  Vi[v),      y  =  v^{v),      %  =  F3  {v) 

ableitbar.     Die   Fläche  (5)    enthält    also   eine   Schar  von  00 1  congruenten  und 
gleichgestellten  Curven.     Eine   solche  Fläche  lieisst  eine  Schiebungsfläche 

oder  Translationsfläche.^ 
Wenn  eine  Curve: 

geschrieben  in  dem  Parameter  v,  durch  Schiebungen  in  00*  Lagen  gebracht  werden 
soll,  so  haben  wir  zu  den  Coordinaten  x,  y,  %  solche  Grössen  zu  addieren, 

die  sich  stetig  ändern,  also  Functionen  U^ ,  U2 ,  U3  eines  zweiten  Parameters  u 

zu  addieren.  So  gehen  alsdann  die  Gleichungen  (5)  hervor.  Jede  Schiebungs- 
fläche ist  daher  in  der  Form  (5J  darzustellen.  Sie  lehrt,  dass  auch  die  Para- 

metercurven  (»)  sämtlich  durch  Schiebung  aus  der  einen  Curve 

X  =  Uiiu),        y  =  U^iu),        X  =  Us  (u) 

herumgehen.     Also,  mit  Rücksicht  auf  Satz  71: 

*  Die  Schiebungsflächen  wurden  ausführlich  untersucht  von  Lie,  „Bei- 

träge zur  Theorie  der  Minimalflächen,  I.",  Math.  Annalcn  14.  Bd.  (1879). 
Diese  Abhandlung,  auf  die  wir  später  noch  zu  verweisen  haben,  ist  eine  neue 

Bearbeitung  einer  älteren  Abhandlung:  „Synthetisch-analytische  Unter- 

suchungen über  Minimal-Flachen,  L",  Archiv  for  Math,  og  Naturvidenskab 
8,  Bd.  (1877). 
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Satz  72:  Jede  Schiebungsfläche  enthält  zwei  Scharen  von  je 

00'  congruenten  und  gleichgestellten  Curven,  und  diese  beiden 
Scharen  sind  zu  einander  conjugiert. 

Dies  letztere  sieht  man  ebenfalls  geometrisch  sofort  ein:  Wenn  eine  starre 

Curve  e  stetig  verschoben  wird,  sodass  einer  ihrer  Punkte  eine  Curve  y  be- 

schreibt (siehe  Fig.  65),  so  haben  die  Punkte  der  Curve  e  in  jedem  Augen- 
blicke parallele  Bewegungsrichtungen.  Es  sind  dies  die  Tangenten  der  durch 

die  Punkte  gehenden  mit  y  congruenten  Curven  in  homologen  Punkten.  Diese 
Tangenten  bilden  einen  Cylinder,  d.  h.  eine  abwickelbare  Fläche,  sodass  Satz  45, 

S.  157,  angewandt  werden  kann. 

Nächst  den  Cy lindem,  die  ja  augenscheinlich  Schiebungsflächen  sind,  sind 
die  Paraboloide 

x  =  ax"-  +  by- 

als  besonders  einfache  Schiebungsflächen  zu  nennen.     Denn  sie  lassen  sich  so 
darstellen : 

X  =  u,        y  =  f ,         X  =  aK}  +  bv^. 

Hier  ist  also  Z7,  =  u,  V^  =  0,  V^  =  au*  und   F,  =  0,   F^  =  r,   F,  =  bv-.    Die 
Curven  e  und  f  sind  hier  Parabeln. 

Es  kann  wohl  vorkommen,  dass  die  beiden  Scharen  von  Curven  dieselbe 

analytische  Darstellung  haben; 
alsdann  wird  die  Fläche  von 

einer  Schar  von  oo»  congruenten 
und  gleichgestellten  Curven  dop- 

pelt überdeckt  Dieser  Fall  tritt 

ein,  wenn  die  Functionen  L\,  L\,  V^ 

von  M,  abgesehen  von  additiven 

Fig.  65. Flg.  66. 

Constanten,  dieselbe  Form  haben  wie  die  Function  T'j,  Fj,  Fj  von  v.     Hierauf 
kommen  wir  sogleich  nochmals  zurück. 

Vorher  bemerken  wir  noch,   dass  die  Schiebungsfläche  (5)  noch  auf  eine 
andere  Art  erzeugt  werden  kann:    Wir  betrachten  nämlich  eine  Curve  C: 

j  =  20i(«),         M  =  2l^,(«),         ä  =  2l7,(«) 
und  eine  Curve  F: 

i:  =  2Fi(r),         l)  =  2F,(r),         i -- 2V^{t)  , 

ausgedrückt   mittels   eines  Parameters  u  bez.  v.    Jeden  Punkt  («)   der   einen 
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Curve  verbinden  wir  geradlinig  mit  einem  Punkt  (»)  der  anderen.  Die  Mitten 

dieser  Strecken  sind  dann  durch  die  Gleichungen  (5)  gegeben.  Siehe  Fig.  66. 
Wir  haben  also  den 

Satz  73:  Die  Schiebungsflächen  sind  identisch  mit  denjenigen 

Flächen,  die  von  den  Mitten  der  Verbindungsgeraden  zwischen  den 
Punkten  zweier  Curven  gebildet  werden. 

Wenn  diese  beiden  Curven  C  und  T  insbesondere  durch  eine  Curve  G 

ersetzt  werden,  so  ergeben  sich  die  Flächen  der  Mitten  der  Secanten 

einer  Curve.  Und  dies  sind  diejenigen  Schiebungsflächen,  bei  denen  die 

beiden  Scharen  von  erzeugenden  Curven  in  eine  einzige  zusammenfallen,  die 

aber  die  Fläche  doppelt  überdeckt,  sodass  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  zwei 

Curven  der  Schar  gehen.  Eine  derartige  Fläche  wird  durch  die  Gleichungen  (5) 

dargestellt,  wenn  man  als  Functionen  Fj,  V^,  V^  die  Functionen  C/j,  U^^,  U^ 

wählt,  nachdem  in  ihnen  das  Argument  u  und  v  ersetzt  worden  ist.  Es  er- 
hellt, dass  alsdann  die  Curve  G  oder: 

S  =  2 C7i  (M),         \)  =  2U,  (u),         i  =  2U,  (u), 

die  offenbar  im  jetzigen  Falle  auf  der  Fläche  gelegen  ist,  von  allen  oo^  con- 
grueuten  Curven  berührt  wird.  Denn  wählt  man  auf  ihr  einen  Punkt  P,  zieht 

man  von  ihm  aus  alle  Geraden,  die  die  Curve  G  noch  einmal  treffen  und 

halbiert  man  alle  diese  Sehnen,  so  bekommt  man  eine  ähnliche  Curve  in  halbem 

Maassstab,  die  G  in  /*  berührt.  In  diesem  Falle  also  berühren  alle  Parameter- 
linien (u)  und  alle  Parameterlinien  (v)  die  Curve  C.  Da  sie  ein  System  von  cou- 

jugierten  Curven  bilden,  und  da  also  in  jedem  Punkte  P  von  G  die  beiden  hin- 
durchgehenden Curven  (u)  und  (v)  die  Curve  G  berühren,  so  ist  die  Tangente 

von  G  in  P  zu  sich  selbst  conjugiert  und  also  eine  Haupttangente,  nach  Satz  42, 

S.  156.  Mithin  ist  also  G  eine  Haupttangentencurve  der  Fläche.  Rechnerisch 

kann  man  dies  aus  den  Gleichungen  (5)  —  immer  für  den  Fall,  dass  die  Func- 
tionen Ui,  U^,  C/g  voii  u  dieselben  wie  die  Functionen  Fj,  Fj,  V^  von  v  sind, 

deshalb  nicht  ableiten,  weil  die  Parameterdarstellung  der  Fläche  gerade  für 
die  Curve  G  ausartet,  da  die  Parameterlinien  einander  in  den  Punkten  von  G 

berühi-en.     (Vgl.  S.  6.)     Es  hat  sich  ergeben: 
Satz  74;  Der  Ort  der  Mitten  der  Secanten  einer  Curve  G  ist 

eine  Schiebungsfläche,  auf  der  die  Curve  G  selbst  eine  Haupt- 
tangentencurve ist.  In  jedem  Punkte  wird  die  Curve  G  von  einer 

der  erzeugenden  Curven  der  Schiebungsfläche  berührt,  und  diese 
erzeugenden  Curven,  die  der  Curve  G  im  halben  Maassstab  ähnlich 

sind,  überdecken  die  Fläche  doppelt,  dabei  ein  System  von  con- 
jugierten  Curven  bildend. 

Nehmen  wir  z.  B.  als  Curve  G  die  gemeine  Schraubenlinie  (vgl.  (8)  in 
I  S.  157): 

(6)  j;  =  rcosM,        l)  =  rsinu,        3  =  ?«< 

auf  dem  Rotationscylinder  um  die  *-Axe  mit  dem  Radius  r  und  mit  der  Steig- 
höhe 2nq,  so  haben  wir  dem  Parameter  u  zwei  Werte  u  und  v  zu  geben  und 

jedesmal  die  halben  Summen  aus  den  beiden  zusammengehörigen  Coordinaten 
zu  bilden.     So  erhalten  wir 

(7)  X  =  -J  r (cos  u  +  cos  v),         y  =  \r (sin  u  4-  sin  v),        x  =  l  q{u  +  v) 
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als  Gleichungen  der  Fläche  der  Mitten  aller  Secanten  der  Schraubenlinie  (6). 

Die  Fläche  enthält  als  Schiebungsfläche  cd'  gleichgestellte  Schraubenlinien, 
die  alle  der  gemeinen  Schraubenlinie 

X  =  J  r  cos  M ,         y  =  ̂ f  sin  n,         x  =  ̂   q  /t 

congrueut  sind;  übrigens  Hegt  diese  selbst  nicht  auf  der  Fläche.  Die  oo' 
Schraubenlinien  überdecken  die  Fläche  doppelt  und  bilden  ein  conjugiertes 
System.     Benutzt  man  die  neuen  Parameter 

ü  =  r  cos  ̂ {u  —  v),         ̂ '^  =  i  ("  +  ''), 
so  stellt  sich  die  Fläche  (7)  so  dar: 

(8)  X  =  ü  cos  V,         y  —  ü  sin  ?,         x  =  qr. 

Nach  (20),  S.  60,  ist  sie  also  eine' gemeine  Schraubenfläche  mit  der  Steig- 
höhe 2  71 5.  Die  Schraubenlinie  (6),  die  hier  die  Curve  C  ist,  liegt  auf  ihr  und 

ist  nach  unserem  Satze  eine  Haupttangentencurve.  (Vgl.  auch  das  Beispiel  auf 
S.  184.)  Da  der  Eadius  r  des  Cylinders  von  C  in  den  Gleichungen  («)  der 
Schraubenfläche  nicht  auftritt,  so  folgt,  dass  als  Curve  C  irgend  eine  der- 

jenigen Schraubenlinien  gewählt  werden  kann,  in  denen  die  Fläche  von  den 
Rotationscylindern  um  ihre  Axe  geschnitten  wird.  Jede  Curve  (r)  auf  der 
Fläche,  die  zu  dieser  Curve  C  im  halben  Maassstab  ähnlich  und  also  von  der 
Steighöhe  nq  ist,  erfüllt  nach  (7)  eine  Gleichung: 

(x  —  l  r  cos  v)-  -h  (y  —  ir  sin  f)*  =  \ r*, 

die  aussagt,  dass  sie  auf  einem  Rotationscylinder  vom  Radius  |  r  liegt,  der  die 
x-Axe  als  Mantellinie  enthält.     Daher: 

Satz  75:  Eine  gemeine  Schraubenfläche  kann  auf  unendlich 
viele  Arten  als  Schiebungsfläche  aufgefasst  werden.  Wird  sie 

nämlich  mit  irgend  einem  Rotationscylinder,  der  die  Schrauben- 
axe  als  Mantellinie  enthält,  zum  Schnitt  gebracht,  so  ergiebt  sich 
eine  gemeine  Schraubenlinie,  deren  Steighöhe  halb  so  gross  wie 

die  der  Fläche  ist,  und  die  sich,  starr  gedacht,  auf  der  Fläche  ver- 
schieben lässt.  Die  00*  Curven,  in  die  sie  dabei  übergeht,  be- 

rühren sämtlich  eine  derjenigen  gemeinen  Schraubenlinien  der 
Fläche,  die  Haupttaugentencurven  sind.  Wählt  man  umgekehrt 
irgend  eine  der  krummen  Haupttaugentencurven  der  Fläche  aus, 
so  ist  der  Ort  der  Mitten  ihrer  Secanten  die  Fläche  selbst. 

Übrigens  sind  die  gemeinen  Schraubenflächen  nicht  die  einzigen  Flächen, 
die  in  unendlich  vielen  Weisen  als  Schiebungsfläehen  aufgefasst  werden 
können.  Ausser  den  Cylindern,  die  ja  die  Schiebung  jeder  Curve  auf  ihnen 
gestatten  und  daher  triviale  Beispiele  sind,  giebt  es  noch  eine  Reihe  von  an- 

deren Flächen  mit  dieser  ausgezeichneteu  Eigenschaft,  auf  die  wir  hier  jedoch 

nicht  eingehen  wollen.' 

'  Die  obigen  Sätze  über  Schiebungsflächen  rühren  von  Lie  her.  Es  giebt 
Flächen  mit  vier  Scharen  von  je  od'  congruenten  und  gleichgestellten  Curven 
und  solche  mit  unendlich  vielen  Scharen,  wie  z.  B.  die  gemeine  Schrauben- 

fläche. Alle  Flächen  von  dieser  Art  wurden  ebenfalls  von  Lie  bestimmt: 

„Bestimmung  aller  Flächen,  die  in  mehrfacher  Weise  durch  Trans- 
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Wählt  man  eine  Schar  von  oo^  Curven  ganz  behebig  auf  einer 
Fläche,  etwa  so,  dass  sie  die  Differentialgleichung 

du  V   '     / 

erfüllt,  so  ist  es  leicht,  die  Differentialgleichung  der  zu  ihr  con- 
jugierten  Schar  aufzustellen.     Denn  wenn 

dv  ,       . 

diese  Gleichung  wäre,  so  müssten  k  =  l  und  x  —  fi  für  jedes  Werte- 
paar u,  V  die  Gleichung  (2)  erfüllen,  d.  h.  es  müsste 

L^  M{1  +  fji)  +  Nlii  =  {) 

sein,  und  hieraus  lässt  sich  /^  leicht  berechnen. 

Man  kann   auch  so  vorgehen:  Ist  eine  Schar  von  oo^  Curven 
auf  der  Fläche  beliebig  gegeben: 

^[u,v)  =  Const, 

so  führt  man  ß(M,  u)  =  w  als  neuen  Parameter  ü  und  irgend  eine 
von  Q  unabhängige  Function  von  u  und  v  als  neuen  Parameter  v 

ein.  Sind  dann  L,  M,  N  die  zu  den  neuen  Parametern  gehörigen 

E'undamentalgrössen  zweiter  Ordnung,  so  gilt  jetzt  die  zu  (2)  ana- 
loge Bedingung: 

Z+M{k  +  x)  +  N'kx  =  0. 
In  jedem  Punkte  der  Schar  {ü)  ist  }etzt  dv:dü  =  k  =  od.  Also 
kommt  für  x  die  Bedingung: 

M+Mx  =  0 

oder  wenn  x  =  dv-.dü  gesetzt  wird: 

(9)  Mdü  +  Ndv  =  0. 

Dies  ist  also  jetzt  die  Differentialgleichung  der  zu  den  neuen  Para- 
metercurven  {ü)  conjugierten  Schar  von  Curven. 

lationsbewegung  einer  Curve  erzeugt  werden",  Archiv  for  Math,  og 
Naturv.  1882.  Einzelheiten  hiervon  hat  er  schon  seit  1872  in  verschiedenen 

Arbeiten  gegeben.  Einen  wichtigen  Fortschritt  enthält  alsdann  Lie's  Note: 
„Sur  une  interpretation  nouvelle  du  tli6oreme  d'Abel",  Comptes 
Rendus  t.  CXIV  (1892),  ausführlicher  dargestellt  in  der  Arbeit:  „Über  die 

Theorie  der  Translationsflächen  und  das  AßEr/sche  Theorem", 
Leipziger  Berichte  1896. 
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Zu  den  Systemen  von  conjugierten  Curven  kommen  wir  auch, 
wenn  wir  uns  die  Frage  vorlegen,  bis  zu  welchem  Grade  die 
unendlich  kleinen  Vierecke  eines  Curvennetzes  als  eben 
zu  bezeichnen  sind.     Es  seien  nämlich 

(m,  r),       (u  +  du,  v),       (m,  V  +  dv),       (?/  +  du,  v  +  dv) 

vier  unendlich  benachbarte  Punkte  auf  der  Fläche,  die  ein  unend- 
lich kleines  Parallelogramm  bilden,  da  ihr  Viereck,  unendlich  ver- 

grössert,  nur  unendlich  wenig  von  einem  endhchen  Parallelogramm 
abweicht.  Diese  Abweichung  besteht  darin,  dass  die  Seitenrichtungen 
paarweis  nicht  genau  parallel  sind,  sondern  um  unendlich  kleine 
Winkel  von  einander  abweichen.  Man  vergleiche  die  Betrachtung 
in  der  Ebene,  I  S.  115.  Da  wir  aber  jetzt  Betrachtungen  im 
Räume  anstellen,  so  bringen  es  diese  Abweichungen  mit  sich,  dass 
das  Viereck  der  vier  Punkte  auch  windschief  wird.  Allerdings  ist 
die  Abweichung  von  einer  Ebene  nur  unendlich  klein  von  höherer 
als  erster  Ordnung,  wenn  man  du  und  dv  als  unendlich  klein  von 

erster  Ordnung  auffasst.  Dies  folgt  schon  daraus,  dass  die  Glei- 
chung der  Tangentenebene  des  Punktes  {u,  v)  oder  {x,  y,  z): 

(10)  X{1  -  X)  +  Y[X^-y)  +  Z{i-z)  =  Q 

von  dem  Punkte  [u  +  du,  v  -{•  dv)  befriedigt  wird,  sobald  man  in 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  dieses  Punktes,  die  sich  ja  durch 
Reihenentwickelung  ergeben : 

j  =  .r  -H  x^du  +  x^.dv  +  .  .  ., 

^  =y  +  yudu  +  yjv+  ..., 

1=  z  -{-  z^du  +  z^dv  +  . .  . 

die  höheren  Potenzen  von  du  und  dv  vernachlässigt  Berücksichtigt 
man  auch  die  höheren  Potenzen,  indem  man  setzt: 

^  =  x  +  x^du  +  x^dv  +  Y^i^uu^^^  +  '^x^^dudv  +  x^^dv^  -{-... 

und  analog  für  t)  und  5,  so  giebt  die  linke  Seite  der  Gleichung  (10), 
die  ja  in  der  Nonnalform  vorliegt,  da  X,  Y,  Z  die  Richtungscosinus 
der  Tangentenebene  sind,  und  die  also  allgemein  den  Abstand  des 

Punktes  (j,  t),  5)  von  der  Taugentenebene  des  Punktes  {x,  y,  z)  vor- 
stellt. Folgendes:  Der  Punkt  [u  -^  du,  v  +  dv)  hat  von  der  Tan- 

gentenebene des  Punktes  (m,  v)  den  unendlich  kleinen  Abstand: 

^^  =  SA' x^du  +  x^ßv  +  z-^{x^,,du^  +  2.r^^  du  dv  +  x^.,^  dv^  +  . , 1.2 

ScHKFFKBs,  Geom.  Diffir.    n.  13 
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Nach  XI  (/)  und  nach  (8),  S.  106,  können  wir  hierfür  schreiben: 

d  t  =  ̂   (l  du''  -\-  2Mdudv  +  Ndv^)  +  .  .  . 

Dabei  bedeuten  die  Punkte  die  Glieder  von  höherer  Ordnung  in 
du  und  dv.     Also: 

Satz  76:  Sind  [u,  v)  und  {u  +  du,  v  +  dv)  zwei  unendlich 

benachbarte  Flächenpunkte  und  sind  du  und  dv  unend- 
lich klein  von  erster  Ordnung,  so  ist  der  Abstand  des 

zweiten  Punktes  von  der  Tangentenebene  des  ersten 
Punktes  von  mindestens  zweiter  Ordnung  unendlich  klein, 
und  zwar  ist  er  in  den  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter 

Ordnung  gleich: 

|(/>r/'«2  +  2Mdudv  +  Ndv"^). 
Dieser  Abstand  ist  also  nur  dann  von  mindestens  dritter  Ord- 

nung unendlich  klein,  wenn 

Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv'^  =  0 
ist,  d.  h.  wenn  die  Richtung  vom  ersten  Punkt  zum  zweiten  eine 

Haupttangentenrichtung  ist.     (Vgl.  Satz  18,  S.  130.) 
Nun  kann  man  dieselbe  Betrachtung  für  den  Punkt  {u  +  du,  v) 

und  für  den  Punkt  {u,  v  +  dv)  anstellen.     Also  folgt,  dass  die  drei 
Punkte 

{u  -\-  du,  v),       [u,  v  -\-  dv),       [u  -\-  du,  v  -\-  dv) 

sämtlich  unendlich  kleine  Abstände  zweiter  Ordnung  von  der  Tan- 
gentenebene des  Punktes  {u,  v)  haben.  Diese  Abstände  wären  nur 

dann  von  mindestens  dritter  Ordnung,  wenn  die  vom  Punkte  [v.,  v) 

ausgehenden  Seiten  und  die  von  dort  ausgehende  Diagonale  des 
Parallelogramms  Haupttangentenrichtungen  wären.  Da  aber  ein  Punkt 

{u,  v)  nur  zwei  Haupttangentenrichtungen  hat,  so  folgt: 

Satz  77:  Mindestens  eine  Ecke  des  Vierecks  der  un- 
endlich benachbarten  Punkte: 

(m,  v),       {u  +  du,  v),       {u,  V  +  dv),       {u  +  du,  v  -}-  dv) 

auf  einer  Fläche  weicht  in  zweiter  und  nicht  höherer  Ord- 

nung von  der  Tangentenebene  des  ersten  Punktes  ab, 

vorausgesetzt,  dass  du  und  dv  von  erster  Ordnung  unend- 
lich klein  sind. 

Hieraus  ziehen  wir  den  Schluss:   Die  Ebene  der  drei  Punkte 

(u,  v),       (u  +  du,  v),       (u,  V  +  dv) 
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darf  nicht  ohne  weiteres  bei  unserer  gegenwärtigen  Untersuchung 

im  Unendlich-Kleinen  mit  der  Tangentenebene  des  Punktes  {u,  v) 
verwechselt  werden.  Vielmehr  haben  wir  jetzt  zu  fragen,  wie  sich 

der  Abstand  des  Punktes  {ti  -{■  du,  v  -{-  dv)  von  der  Ebene  der  drei 
genannten  Punkte  darstellt,  und  dabei  haben  wir  überall  die 
höheren  als  ersten  Potenzen  von  du  und  dv  zu  beachten. 

Wir  verfahren  so,  dass  wir  zunächst  den  Inhalt  dJ  des  von 
den  vier  Punkten  bestimmten  Tetraeders  berechnen.  Be- 

zeichnen wir  vorerst  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  vier 
Punkte  mit 

so  ist  bekanntlich: 

^1»  ̂ 1'  ̂ 1 '  •^a '  3^2 '  ̂3  '  '''3'  Vz '  ̂3  » 

6dJ=      x^—x     y^—y     z^  —  z 

^3  -  ̂     Vz-y     ^3  -  -^    ' 

Dabei  erscheint  der  Inhalt  (wie  übrigens  oben  auch  der  Abstand  dt) 
mit  einem  Vorzeichen  behaftet 

Nun  sind  x^,  y^,  z^   die   Coordinaten  des  Punktes  {u-{-diL,v), 
Daher  ist  zu  setzen: 

^1  =x  +  x^du-]r  Y7^^„u<^M^  +  ... 

u.  s.  w.     Femer  analog : 

^%  =  ̂   +  ̂ Jv  -{-y-^x^^dv^  + ... 

u.  s.  w.,  dagegen: 

^3  =  ̂   +  ̂ u'^'^  +  ̂ .<^"  +  17^  K«*^«*  +  2x„„c?Mrfü  +  x^^dv^  +  ... 

u.  s.  w.,  sodass  sich  ergiebt: 

xju  +  x^dv  +  ~^{x^^Ju^-^2x^^dudv-\-x^^dv'^  +  ..,:.^,r 

Subtrahiert  man  die  beiden  ersten  Zeilen  von  der  dritten,  und  sour 
dert  man  von  den  beiden  ersten  die  Factoren  du  und  dv  ab,  sq 
erhält  man: 

13* 
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edj= 

x^  +  - — w  ̂      du        +  •  •  • 

X    A   X     dv        4-  •  •  . 

X     du  dv  4-  .. . 
II.  1)  * 

du  dv 

Wenn  wir  nur  die  Glieder  niedrigster,  nämlich  vierter  Ordnung 
wirklich  ausrechnen,  so  kommt: 

+ 
X 

u 

Jfu 

^u 

dJ=  Idu^dv^ 
X 

V 

Vv 

^. 

X 
UV 

.'  UV 

UV 

oder  nach  (9),  S.  106: 

dJ  =  lJ)Mdu^dv^  +  ,.. 

Nach  S.  34,  35  ist  ferner  der  Inhalt  des  Dreiecks   der  drei  ersten 
Punkte  gleich 

^D  dudv  +  •  •  • 

Ist  nun  dh  der  Abstand  des  vierten  Punktes  von  der  Ebene 

der  drei  ersten,  so  ist  nach  bekannter  Formel  der  Stereometrie: 

Also  kommt: ^{^Ddudv  +  ...)dh  =  dJ. 

dh  =  Mdudv  +  ... 
Daher: 

Satz  78:  Der  Abstand  der  Ebene  der  drei  unendlich  be- 

nachbarten Flächenpunkte  (m,  v),  [u  +  du,  v),  {u,  v  -f-  dv)  von 
dem  Punkte  {u  +  du,  v  +  dv)  ist,  abgesehen  von  unendlich 

kleinen  Grössen  höherer  Ordnung,  gleich  der  Fundamen- 
talgrösse  M,  multipliciert  mit  dudv. 

Der  Fall  M  =  0  liefert  nun  nach  Satz  70,  wenn  wir  noch  be- 

denken, dass  Y^du  und  ̂ Gdv  zwei  Seiten  des  Vierecks  der  vier 
Punkte  sind,  dies  Ergebnis: 

Satz  79:  Legt  man  auf  eine  Fläche  ein  unendlich  dich- 

tes Netz  von  zwei  Scharen  von  je  oo^  Curven  und  sind  die 
Seiten  der  Netzvierecke  unendlich  klein  von  erster  Ord- 

nung, so  weicht  die  vierte  Ecke  eines  Netzvierecks  von 
der  Ebene  der  drei  ersten  im  allgemeinen  nur  unendlich 

wenig  von  gerade  zweiter  Ordnung  ab.  Die  Abweichung 
ist  dann  und  nur  dann  unendlich  klein  von  mindestens 

dritter  Ordnung,  wenn  das  Netz  von  einem  System  con- 
jugierter  Curven  gebildet  wird. 
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Dies  Ergebnis  hat  eine  praktische  Bedeutung: 
Stellen  wir  uns  zunächst  vor.  die  Fläche  sei  mit  irgend  einem 

Curvennetz  belegt,  und  vergrössern  wir  alsdann  ein  Flächenstück 
so  weit,  bis  die  unendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung,  also 

die  Seiten  der  Netzvierecke,  endlich  werden.  Die  Richtungsunter- 
schiede von  Gegenseiten  der  Vierecke  bleiben  dabei  unendlich  klein 

von  erster  Ordnung,  weil  die  Winkel  bei  der  ähnlichen  V^ergrösserung 
nicht  geändert  werden.  Der  Abstand  der  vierten  Ecke  eines  Netz- 

vierecks von  der  Ebene  der  drei  ersten  Ecken  dagegen  wird  jetzt 
im  allgemeinen,  nämhch  solange  das  Netz  nicht  aus  conjugierten 
Curven  besteht,  unendlich  klein  von  erster  Ordnung. 

Wollen  wir  nun  ein  Modell  dieses  vergrösserten  Flächenstiickes 
aus  lauter  Vierecken  herstellen  und  dabei  unendlich-Kleines 

von  erster  Ordnung  durch  nur  Sehr-Kleines  ersetzen,  so 
müssen  wir  folglich  die  Vierecke  windschief,  wenn  auch  sehr 
wenig  von  der  Ebene  abweichend,  annehmen.  Besteht  das  Netz 

dagegen  aus  conjugierten  Curven,  so  ist  die  Abweichung  von  der 
Ebene  nach  der  Vergrösserung  unendlich  klein  von  mindestens 

zweiter  Ordnung  und  braucht  daher  im  Modell  nicht  zum  Aus- 
druck zu  kommen.  Dann  also  dürfen  wir  ebene  Vierecke  wählen, 

aber  im  allgemeinen  wohlbemerkt  keine  Parallelogramme, 
sondern  Vierecke,  die  allerdings  nur  sehr  wenig  von  Parallelo- 

grammen abweichen,^  da  eben  die  Richtungsunterschiede  von  Gegen- 
seiten jetzt  von  erster  Ordnung 

unendhch  klein  sind  und  daher 
im  Modell  durch  nur  sehr 

kleine  W^inkel  zum  Ausdruck 
gebracht  werden  müssen. 

Ein  Netz  von  ebenen, 

sehr  wenig  von  Parallelo- 
grammen abweichenden 

Vierecken  ist  also  als  Mo-  Fig.  67. 
dell  eines  Flächenstückes 

sehr  wohl  zu  benutzen,  doch  muss  man  dann  notwendig 
die  Seiten  der  Vierecke  als  Bogenelemente  zweier  Scharen 

von  conjugierten  Curven  auffassen.     (Siehe  Fig.  67.) 
Es  ist  sehr  bemerkenswert,  dass  man  auf  einer  beliebigen  Fläche 

durch  eine  einfache  Construction,  die  analytisch  nur  Differentiationen 

'  Xelimen  wir  Parallelogramme,  so  ergiebt  sich  ein  Modell  für  die  Schie- 
bungsflächen (siehe  S.  188). 
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und  Eliminationen  verlangt,  stets  ein  System  von  conjugierten  Curven, 
ja  sogar  unendlich  viele  solche  Systeme  finden  kann: 

Man  wähle  nämlich  irgend  eine  Gerade  g  fest  im  Raum  und 
construiere  erstens  die  Curven  c,  in  denen  die  Fläche  von  allen 

Ebenen  durch  g  geschnitten  wird,  und  lege  zweitens  von  jedem 
Punkte  der  Geraden  g  aus  die  Tangenten  an  die  Fläche.    Letzteres 

liefert  oo^  Tangentialkegel;  jeder  be- 
rührt die  Bläche  längs  einer  Curve  k 

(siehe  Fig.  68).  Die  Curven  c  und  k 
sind  nun  zu  einander  conjugiert. 

In  der  That:  Die  Tangentialkegel 
sind  abwickelbare  Flächen.  Nach  Satz  45, 

S.  157,  ist  also  in  jedem  Punkte  P  der 

Fläche  die  Tangente  der  hindurchgehen- 

den Curve  k  conjugiert  zur  hindurch- 
gehenden Erzeugenden  des  Kegels. 

Diese  Erzeugende  aber  schneidet  die 

Gerade  g  und  liegt  daher  in  der  Ebene 
der  hindurchgehenden  Curve  c,  indem 

sie  diese  Curve  in  P  berührt.  Also  haben  die  durch  P  gehenden 
Curven  c  und  k  conjugierte  Tangenten. 

Um  dies  auch  analytisch  abzuleiten,  wählen  wir  die  Gerade  g 

als  r-Axe.     Benutzen  wir  alsdann  y.x  als  Parameter  u,  sodass 

(11)  y  =  ux 

ist,  so  sind  die  Curven  [u)  die  Curven  c.     Nach  (9)  ist  jetzt 

(12)  Mdu  +  Ndv  =  i) 

die  Differentialgleichung  der  zu  den  Curven  c  conjugierten  Curven. 
Infolge  von  (11)  aber  ist 

Fig.  68. 

(13) 
y     ==  X    4-  ux     ,        y     =■  nx     , 

V..  .  =  X   -\-  UX     ,        V      =^  ux     , J  UV  k'  UV'  -y  vv  vv ' 

sodass  nach  (9),  S.  106,  kommt: 

M ^=  -^\x  ix  Z    —  Z  X  )  +  xix     Z    —  Z      X  )] 
T)     \-     V\     V      U  V      U'       '  \     UV      V  UV       V'-i 

N  =  -^x{x     Z    —  Z     x) 
f)  \     vv      V  vv       V' 

Die  Differentialgleichung  (12)  lautet  demnach: 

(14)     \x  (x  z   —  z  X  )  4-  X  (x     z  —  z     x)'\  du  +  xix    z   —  z    :r  )  r/u  =  0 . \  /  Lt)\üu  UM''  \     UV      V  UV      V'-i  '  ^     VV     V  vv      V' 
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Wir  müssen  zeigen,  dass  sie  von  den  Curven  k  erfüllt  wird.  Zn 
diesem  Zweck  coustruieren  wir  uns  eine  Curve  k,  indem  wir  einen 

Punkt  (0,  0,  c)  auf  der  r-Axe  wählen  und  alle  Tangentenebenen 

von  ihm  aus  an  die  Fläche  legen.  Diese  Ebenen  berühren  die 

Fläche  längs  einer  Curve  k,  die  nach  der  Substitution  von  f  =  0, 

t)  =  0,  J  =  c  dargestellt  wird  durch: 

(15^  ^^  +  ̂y  +  ̂*  =c. 

Es  ist  dies  ja  eine  Gleichung  von  der  Form  Q{7i,  v)  =  c,  und  sie 
stellt  für  jeden  constanten  Wert  von  c 

eine  Curve  k  dar.    Wegen  (11)  und  (13) 
ist  aber  nach  XI  {F): 

DX  =  X z  —  u(x  z  —  z  X  ), 

DY=X    Z     —  Z    X    , 

D  Z  =:       XX,, 

sodass  (15)  so  lautet: 

(16)   =  c. 

Das  totale  Differential  der  linken  Seite 

hiervon  ist  aber  gleich  der  linken  Seite 

von  (14),  dividiert  durch  x^^.  Mithin 
ist  (16)  thatsächlich  das  Integral  von 

(14).  Hiermit  ist  der  analytische  Nach- 
weis beendet  und  zugleich  gezeigt,  wie 

man  auf  einer  beliebigen  Fläche,  nach- 
dem man  ?/  :  x  als  Parameter  ii  ein- 

geführt hat,  mittels  der  Formel  (16) 
die  zu  den  Curven  (u)  eonjugierten 
Curven  durch  Differentiation  allein 
findet 

Wir  haben  hiemach  den 

Satz  80:^  Schneidet  man  eine  Fläche  durch  diejenigen 

Ebenen,  die  eine  feste  Gerade  enthalten,  in  oc^  Curven  c 
und  construiert  man  die  oo^  Berührungscurven  k  derjenigen 

Fig.  69. 

'  Satz   von  Königs,    vgl.  hierüber  die  in  der  Anm.  auf  S.  187  genannten 

„Le^ons"  von  Dakboux,  1.  partie,  S.  111. 
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Tangentialkegel  der  Fläche,  deren  Spitzen  auf  der  festen 
Geraden  liegen,  so  sind  die  Curven  c  und  k  zu  einander 

conjugiert. 

In  Fig.  69,  S.  199,  ist  die  Form  eines  Modells  angegeben,  dass 
man  nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  für  dieses  System  von 
conjugierten  Curven  herstellen  kann. 

§  11-    Berührung  zwischen  Flächen. 

In  §  1  des  gegenwärtigen  Abschnittes  und  weiterhin  haben  wir 

die  Krümmung  der  Curven  untersucht,  die  von  einem  Flächen- 
punkte P  ausgehend  auf  der  Fläche  verlaufen.  Für  verschiedene 

Curven  durch  einen  Punkt  P  ergaben  sich  an  der  Stelle  P  ver- 
schiedene Krümmungen;  auch  für  diejenigen  Curven,  die  in  P  noch 

die  Tangente  gemein  haben,  ist  sie  verschieden,  wie  Satz  1,  S.  105, 
lehrt. 

Hiernach  ist  es  klar,  dass  uns  bisher  noch  eine  Methode  fehlt, 

um  einen  Begrifi"  zu  bestimmen,  der  ein  Maass  für  die  Krümmung 
der  Fläche  selbst  an  der  betreffenden  Stelle  P  abgeben  würde. 
Wollen  wir  einen  solchen  Begriff  ableiten,  so  liegt  es  zunächst  nahe, 
zu  versuchen,  den  Begriff  des  Krümmungskreises  einer  Curve  für 
den  Fall  der  Fläche  zu  verallgemeinern,  denn  der  reciproke  Wert 

des  Radius  dieses  Krümmungskreises  ist  ja  das,  was  wir  die  Krüm- 
mung der  Curve  an  der  Berührungsstelle  genannt  haben,  vgl.  I  S.  38 

und  I  S.  189.  Der  Krümmungskreis  war  als  derjenige  Kreis  defi- 
niert worden,  der  die  Curve  an  der  betrachteten  Stelle  in  zweiter 

Ordnung  berührt,  vgl.  I  S.  29  und  I  S.  188.  Wollen  wir  nun  den 

Begriff  der  Krümmung  für  die  Flächen  verallgemeinern,  so  werden 
wir  an  die  Stelle  der  Curve  die  Fläche  und  an  die  Stelle  des 

Kreises  die  Kugel  setzen.  Demnach  werden  wir  zunächst  versuchen, 
ob  wir  eine  Kugel  so  wählen  können,  dass  sie  die  Fläche  in  einem 
gegebenen  Punkte  möglichst  innig  berührt. 

Zur  Vorbereitung  müssen  wir  davon  sprechen,  was  überhaupt 

unter  einer  Berührung  y^*^""  Ordnung  zwischen  zwei  Flächen  zu  ver- 
stehen ist.  In  Analogie  mit  der  Definition  für  die  Berührung 

zwischen  Curve  und  Fläche,  I  S.  226,  setzen  wir  fest: 

Zwei  Flächen  berühren  einander  in  einem  gemein- 

samen Punkte  P  in  n^'^^  Ordnung,  wenn  es  zu  jeder  solchen 
Curve  auf  der  einen  Fläche,  die  durch  P  geht,  eine  Curve 

auf  der  anderen  Fläche  giebt,  die  jene  Curve  in  P  in  w*®' 
Ordnung  berührt. 
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Wir  kommen  hierdurch  auf  den  Begriff  der  Berührung  zwischen 
zwei  Curven  zurück.  Unabhängig  davon  können  wir  die  Definition 
nach  I  S.  19  und  I  S.  166  auch  so  aussprechen: 

Zwei  Flächen  berühren  einander  in  einem  gemeinsamen  Punkte  P 

in  71**'"  Ordnung,  wenn  es  zu  jedem  auf  der  einen  Fläche  unendlich 
nah  bei  P  gelegenen  Punkte  A  einen  Punkt  2(  auf  der  andern  Fläche 

derart  giebt,  dass  die  Strecke  A%.  unendlich  klein  von  (n  +  l)'^""  Ord- 
nung ist,  sobald  die  Strecken  F  A  und  P2(  unendlich  klein  von  erster 

Ordnung  sind. 

Aus  dieser  Form  der  Definition  ist  es  leicht,  analog  dem 
Satze  5,  1  S.  167,  ein  analytisches  Merkmal  für  die  Berührung 
zwischen  zwei  Flächen: 

X  =  qp  (m,  r),       y  =  -jC  {u,  v),       z  =xp{u,v) und 

f=f(u,  ö),       t)  =  g(u,  ö),       3  =  ̂ (u,  ö) 

abzuleiten.  Der  Unterschied  gegenüber  jenem  Satze  besteht  hier 
nur  darin,  dass  an  die  Stelle  der  Entwickelungen  nach  dt  und  dt 

hier  Entwickelungen  nach  je  zwei  Diff'ereutialen  du,  dv  bez.  du,  d\) 
treten,  sodass  also  auch  die  damals  gegebene  Substitutionsgleichung 
durch  zwei  Gleichungen  zu  ersetzen  ist,  von  denen  die  eine  ̂ u  und 
die   andere  dt)   als   Eeihenentwickelung  nach  du   und  dv   darstellt 

Wir  verzichten  jedoch  auf  die  Formulierung  dieses  Satzes,  weil 
wir  die  Berührung  zwischen  zwei  Flächen  nur  in  einigen  solchen 
Fällen  besprechen,  die  einfacher  zu  erledigen  sind. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  der  Berührung  zwischen  einer 

Fläche  und  einer  Ebene,  die  durch  den  Punkt  P  der  Fläche  gehe. 
Soll  die  Berührung  von  erster  Ordnung  sein,  so  muss  es  zu  jeder 
Geraden  in  der  Ebene,  die  von  P  ausgeht,  eine  Flächencurve  durch 

P  geben,  die  jene  Gerade  in  P  berührt,  d.  h.  die  Ebene  muss  —  was 
ja  vorherzusehen  war  —  die  Taugenteuebene  von  P  sein. 

Fragen  wir  uns,  wann  die  Fläche  von  der  Tangentenebene  ihres 
Punktes  P  in  zweiter  Ordnung  berührt  wird.  In  diesem  Fall  muss 
es  insbesondere  zu  jeder  solchen  Geraden  in  der  Ebene,  die  von  P 
ausgeht,  d.  h.  also  zu  jeder  Tangente  von  P  eine  Flächencurve  geben, 
die  diese  Tangente  in  zweiter  Ordnung  berührt     Sind: 

(1)  X  =  (p{u,  v),       .V  =  /  [n,  v),       z  =  -»/;  (m,  v) 

die  Gleichungen  der  Fläche  und  ist  der  Punkt  {u,  v)  der  betrachtete 
Punkt  P,  so  wird  eine  Flächencurve  durch  diesen  Punkt  nach  S.  11 
dadurch   definiert,   dass  man  u  und  v  als  zwei  solche   Functionen 
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eines  Parameters  f  auffasst,  die  etwa  für  t  =  0  die  Werte  der  Para- 
meter liefern,  die  dem  Punkte  F  zukommen.  Dann  ist  auf  der 

Curve,  wenn  die  Striche  die  Differentiation  nach  t  andeuten: 

x'  =  X  u  +  X  v, 

und,  wenn  wir  nochmals  nach  t  differenzieren: 

x"  =  X      u'^  +  2x      lt.  V  -\-  X      v'^  4-  X    u"  -\-  X   v". 

Die  Formeln  bleiben  richtig,  wenn  x  durch  y  oder  z  ersetzt  wird. 
Nach  Satz  6,  I  S.  169,  haben  wir  nun  zu  fordern,  dass: 

x"       y"       x" 

x  y'  %' sei  oder: 

x"=Qx',        y"^Qy',         Z"=^QZ', 

wenn  wir  einen  Proportionalitätsfactor  q  einführen.     Dies  giebt: 

X     u'^  +  2ar     u  v  -\-  x     v'^  =  x  {o  u  —  u'\  +  x  (o  v  —  ?/') 

und  die  beiden  Gleichungen,  die  hieraus  hervorgehen,  wenn  man  x 

durch  ?/  oder  z  ersetzt. 
Diese  Forderungen  müssen  nun  erfüllt  sein,  wie  auch  die 

Tangente  gewählt  sei,  d.  h.  welchen  Wert  auch  das  Verhältnis 

dv.du  oder  v  -.u  hat.  Um  u',v"  zu  entfernen,  multipli eieren  wir 
die  Gleichungen  mit  den  Eichtungscosinus  X,  Y,  Z  der  Normalen 
und  addieren  sie  dann.    So  kommt  nach  (8),  S.  106,  und  nach  XI (Z): 

Zm'2  +  2if?/?;'  +  iVy'2  =  0, 

und  da  diese  Bedingung  für  jeden  Wert  von  v  :  u    bestehen  soll,  so 
muss  einzeln: 

(2)  L  =  M=N=^ 

für  den  betrachteten  Punkt  P  sein. 

Diese  Bedingungen  sind  nun  auch  hinreiclieud  dafür,  dass 

die  Fläche  im  Punkte  P  von  ihrer  Tangentenebene  in  zweiter  Ord- 
nung berührt  wird.  Denn  nach  Satz  76,  S.  194,  ist  unter  den  Be- 

dingungen (2)  der  Abstand,  den  ein  dem  Punkte  P  oder  (w,  v)  un- 
endlich benachbarter  Punkt  A  oder  (m  -|-  ß?  m  ,  v  -\-  dv)  von  der 

Tangentenebene  des  Punktes  P  hat,  von  mindestens  dritter  Ordnung 
unendlich  klein,  sobald  P  A  unendlich  klein  von  erster  Ordnung  ist. 

Wenn  wir  also  den  Fusspunkt  dieses  Abstandes  mit  %  bezeichnen, 

so  haben  wir  jedem  Flächenpunkt  A  in  der  Umgebung  von  P  einen 
Punkt  %  in  der  Tangenten  ebene  zugeordnet,  derart,  dass  die  auf 

S.  201  gegebene  Definition  für  die  Berührung  im  Falle  w  =  2  zutrifft 
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Demnach : 

Satz  81:  Eine  Fläche  wird  von  einer  Tangentenebene 

nur  dann  in  zweiter  Ordnung  berührt,  wenn  die  Funda- 
mentalgrössen  zweiter  Ordnung  für  den  Berührungspunkt 
alle  drei  gleich  Null  sind. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall  der  Berührung  zwischen  Fläche 
und  Kugel.  Die  Berührung  ist  zunächst,  was  ohne  weiteres  klar 
ist,  von  erster  Ordnung,  wenn  die  Kugel  die  Taugentenebene  des 
gemeinsamen  Punktes  P  berührt.  Soll  die  Berührung  von  zweiter 
Ordnung  sein,  so  muss  es  zu  jeder  Flächencurve  c  durch  P  eine 
Cnrve  c  auf  der  Kugel  geben,  die  c  in  zweiter  Ordnung  berührt.  Es 
sei  nun  k  der  Krümmungskreis  von  c  in  P.  Er  berührt  c  in  zweiter 

Ordnung.  Nach  Satz  15,  I  S.  28,  der  nach  Satz  8,  I  S.  170,  auch 
für  Raumcurven  gilt,  muss  also  auch  die  sphärische  Curve  c  den 
Kreis  k  in  zweiter  Ordnung  berühren,  anders  ausgesprochen:  k  muss 

auch  der  Krümmungskreis  von  c  in  P  sein.  Aber  der  Krümmungs- 
kreis einer  sphärischen  Curve  liegt  auf  der  Kugel,  da  die  Kugel 

ihre  Schmiegungskugel  ist  (vgl.  I  S.  237).  Also  folgt:  Damit  die 
Kugel  die  Fläche  in  zweiter  Ordnung  berühre,  ist  notwendig  und 
augenscheinlich  auch  hinreichend,  dass  die  Kugel  von  allen  durch 
P  gehenden  Flächencurven  die  Krümmungskreise  des  Punktes  P 
enthält.  Insbesondere  müsste  die  Kugel  die  Krümmungskreise  aller 
Normalschnitte  von  P  enthalten,  d.  h.  der  Punkt  P  müsste  nach 

S.  110  ein  Nabelpunkt  sein.  Dann  aber  tritt  thatsächlich  nach 
Satz  1,  S.  105.  Berührung  zweiter  Ordnung  ein.     Mithin: 

Satz  82:  Eine  Fläche  wird  von  einer  Kugel  nur  dann 

in  zweiter  Ordnung  berührt,  wenn  der  Berührungspunkt 
ein  Nabelpunkt  der  Fläche  ist,  und  zwar  ist  dann  der 

Kugelmittelpunkt  der  gemeinsame  Mittelpunkt  der  Krüm- 
mungskreise aller  Normalschnitte  des  Nabelpunktes. 

Kehren  wir  jetzt  zu  den  Betrachtungen  am  Anfang  dieses  Para- 
graphen zurück,  so  sehen  wir,  dass  die  Übertragung  des  Be- 
griffes: Krümmungskreis  einer  Curve  in  den  Begriff: 

Krümmungskugel  einer  Fläche  unmöglich  ist;  sie  ist  nur 
für  die  vereinzelten  Nabelpunkte  der  Fläche  möglich. 

Dies  negative  Ergebnis  nötigt  uns,  einen  anderen  Weg  zur 
Aufstellung  des  Begriffes  der  Krümmung  einer  Fläche  einzuschlagen. 
Daran  gehen  wir  im  nächsten  Paragraphen.  Hier  erwähnen  wir 
nur  noch,  dass  man  leicht  erkennt,  dass  das  in  Satz  32,  S.  145, 
auftretende  osculierende  Paraboloid  die  Fläche  in  seinem  Scheitel 

in  der  zweiten  Ordnung  berührt. 
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In  der  Ebene  haben  wir  den  Begriff  der  Krümmung  einer  Curve 
zunächst  als  Verhältnis  aus  dem  Contingenzwinkel  und  Bogenelement 
definiert,  siehe  I  S.  36.  Dieser  Definition  gaben  wir  in  Satz  28, 
I  S.  41,  eine  andere  Form,  indem  wir  einen  Kreis  vom  Radius  Eins 
annahmen,  alsdann  zu  jeder  Normalen  der  Curve  den  parallelen 
Eadius  zogen  und  dadurch  jedem  Punkte  der  Curve  einen  Punkt 
auf  dem  Kreise  zuordneten.  Die  Krümmung  war  dann  gleich  dem 
Verhältnis  aus  einem  Bogenelement  des  Kreises  zum  zugehörigen 
Bogenelement  der  Curve.  Dies  Verfahren  können  wir  auf  die  Flächen 
übertragen.  Wir  gelangen  dadurch  zn  einer  besonders  wichtigen 
Art,  eine  Fläche  auf  die  Kugel  abzubilden,  die  schlechtweg  die 

sphärische  Abbildung  der  Fläche  heissen  soll.  ̂  
Gegeben  sei  die  Fläche: 

(1)  X  =  (f  {u,  ?;),       y  =  x{u,  v),       z  =  i/;(i<,  v). 

Die  Normalen  der  Fläche  seien  im  reellen  Fall  mit  positivem  Sinn 

versehen,  wie  es  auf  S.  27  für  ihre  Richtungscosinus  Z,  Y,  Z  fest- 
gesetzt worden  ist.  Wir  nehmen 

nunmehr  eine  Kugel  vom  Radius 

Eins  an,  etwa  die  um  den  An- 

?\-/S?\  \        A  „      /^       fangspunkt  0  als  Mitte.    Zur  (im 
reellen  Fall  positiven)  Normalen 
des  Flächenpunktes  P  oder  (?/,  ?;) 
ziehen  wir  von  der  Kugelmitte 

aus  den  parallelen  Radius.  Sein 

Fig.  70.  Endpunkt    ̂     heisse    das    sphä- 
rische Bild  des  Punktes  P. 

(Siehe  Fig.  70.)  Seine  rechtwinkligen  Coordinaten  sind  offenbar  gleich 
den  Richtungscosinus  Z,  F,  Z. 

Diese  Art  der  Abbildung  mittels  paralleler  Normalen  mag  noch 
so  erläutert  werden:  Wird  die  vorgelegte  Fläche  aus  irgend  einer 

Richtung  durch  parallele  Strahlen  beleuchtet,  und  benutzt  man  den 
Satz,  dass  die  Helligkeit  einer  Stelle  proportional  dem  Cosinus  des 
Einfallswinkels,  d.  h.  des  Winkels  von  Lichtstrahl  und  Normale,  ist, 

^  Die  sphärische  Abbildung  der  Flächen  auf  die  Kugel  wurde  als  ein 
wichtiges  Hülfsmittel  von  Gauss  in  seinen  „Disquisitiones"  (vgl.  S.  5)  in 
die  Flächentheorie  eingeführt  und  systematisch  verwertet.  Man  nennt  sie 

deshalb  auch  die  GAuss'sche  Abbildung. 
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so  sieht  man:  Von  welcher  Richtung  aus  man  die  Fläche  und  die 

Kugel  durch  paralleles  Licht  beleuchten  mag.  stets  haben  ent- 

sprechende Stellen  von  Fläche  und  Kugel  dieselbe  Helligkeit.-  Aus 
diesem  Grunde  bedient  man  sich  der  sphärischen  Abbildung  in  der 

darstellenden  Geometrie  zur  Bestimmung  der  Linien  gleicher  Hellig- 

keit, der  sogenannten  Isophoten  oder  Lichtgleichen,  auf  ge- 
gebenen Flächen. 

Hier  ist  auch  Gelegenheit  von  Parallel  flächen  zu  sprechen: 

Trägt  man  auf  allen  Normalen  der  gegebenen  Fläche  (1)  von  ihren 
Fusspunkten  aus  die  constante  Strecke  a  ab,  so  ist  der  Ort  der 
Endpunkte  eine  Fläche  mit  den  Gleichungen  für  die  laufenden 
Coordinaten  y,  t),  g: 

l  =  x-{-Xa,       \)  =  ij-\-Ya,       ̂   =  z  +  Za, 

ebenfalls  ausgedrückt  mittels  der  Parameter  u  und  v.     Hier  ist: 

r   =  X   +  X  a,       r  =  X  4-Xa tu  u     '         u      >  c»  O     '  P 

u.  s.  w.,  sodass  nach  XI  {B)  und  XI  {/)  folgt: 

was  aussagt,  dass  der  Punkt  (j,  t),  g)  der  neuen  Fläche  dieselbe 
Normale  wie  der  Punkt  (.r,  ?/,  z)  der  Fläche  (1)  hat,  oder  auch: 

Satz  83:  Trägt  man  auf  den  Normalen  einer  Fläche  von 
ihren  Fusspunkten  aus  eine  constante  Strecke  auf,  so  ist 

der  Ort  der  Endpunkte  eine  Fläche,  deren  Tangenten- 
ebenen den  Tangentenebenen  der  ursprünglichen  Fläche 

in  entsprechenden  Punkten  parallel  sind,  sodass  beide 
Flächen  die  Normalen  gemein  haben. 

Man  nennt  daher  die  neue  Fläche  eine  Parallelfläche  der 

Fläche  (1).  Es  leuchtet  ein,  dass  entsprechende  Punkte  der 

Fläche  (1)  und  einer  Parallelfläche  dasselbe  sphärische 
Bild  haben.  Die  sphärische  Abbildung  bringt  also,  kann 

man  sagen,  nur  diejenigen  Eigenschaften  der  ursprüng- 
lichen Fläche  zum  Ausdruck,  die  auch  allen  ihren  Parallel- 

flächen zukommen.  — 

Bei  der  sphärischen  Abbildung  der  Fläche  (1)  sind,  wie  gesagt, 
X,  Y,  Z  die  Coordinaten  des  Bildpunktes.  Es  sind  dies  Functionen 
der  Parameter  u,  v,  und  daher  sind  ?/,  v  jetzt  auch  Parameter  auf 
der  Bildkugel. 

Betrachten  wir  die  beiden  Punkte  (m,  v)  und  (m  +  <///,  y  +  dv) 
der  Fläche  (1).     Es  sei  ds  ihr  Bogenelement.     Dann  ist: 

ds^  =  Udu-  +  2Fdudv  +  Gdv\ 
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Den  beiden  Punkten  entsprechen  bei  der  sphärischen  Abbildung  un- 
endlich benachbarte  Punkte  auf  der  Kugel.  Der  eine  hat  die  Coordi- 

naten  X,  Y,  Z,  der  andere  die  Coordinaten  X+rfX,  Y+dY,  Z-\-dZ, 
wenn  dJ,  d  Y,  dZ  die  Incremente  bedeuten,  die  den  Functionen 
X,  Y,  Z  von  ti,  V  zukommen,  sobald  u  um  du  und  v  um  dv  wächst. 

Daher  entspricht  dem  obigen  Bogenelement  ds  der  Fläche  ein  Bogen- 
element  d^  auf  der  .Kugel,  für  das: 

d§^  =  dX^  +  dY^  +  dZ^ 

ist.  Diese  Summe  wurde  übrigens  unter  (13)  auf  S.  161  mit  dv^  — 
als  Quadrat  des  Winkels  unendlich  benachbarter  Normalen  —  be- 

zeichnet.    Nach  der  damals  aufgestellten  Formel  (11)  ist: 

(2)  dä^=H{Zdu^  +  2Mdu dv-\-Ndv^)-K{Edu^  +  2Fdu dv  +  Gdv\ 

wobei  H  und  K  die  in  Satz  11,  S.  119,  angegebenen  Functionen  der 
Fundamentalgrössen  E,  F,  G  und  Z,  M,  N  sind. 

Da  auch  auf  der  Bildkugel  u  und  v  Parameter  sind,  so  hat  die 

Kugel  hinsichtlich  dieser  Parameter  Fundamentalgrössen  erster  und 

zweiter  Ordnung.  Wir  wollen  sie  mit  (S,  ̂ ,  @  und  ß,  3Ji,  9^  be- 
zeichnen. Weil  sich  das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Kugel 

durch  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  so  ausdrückt: 

(3)  d^^  =  ̂ du^ -\-2^dudv  +  ®dv^, 

so  zeigt  (2)  unmittelbar,  dass 

(  @  =  SX„2     =HL  -KB, 

(4)  %  =  %X^X^  =  EM-KV, 

I              ®  =  SX/     =HN-KG 
ist. 

In  §  1 1  des  ersten  Abschnittes  haben  wir  von  beliebigen  punkt- 
weisen Abbildungen  einer  Fläche  auf  eine  andere  Fläche  gesprochen. 

Aus  dem  Satze  49,  S.  96,  können  wir  daher  schliessen,  dass  es 

bei  der  sphärischen  Abbildung  im  allgemeinen  ein  Orthogonalsystem 
auf  der  Fläche  giebt,  dessen  Bild  wieder  ein  Orthogonalsystem  ist. 

Dies  können  wir  hier  direct  einsehen: 

Sind  nämlich  die  Parameterlinien  (u)  und  {v)  auf  der  Fläche  (1) 

die  Krümmungscurven,  so  ist  nach  Satz  63,  S.  182,  F  =  M—  0. 
Nach  (4)  ist  dann  3"  =  ̂ ^  ̂ ^^^  ̂ ^^^  dann  die  Bildcurven  nach  Satz  18, 
S.  34,  zu  einander  orthogonal 

Umgekehrt:  Sind  die  Parameterlinien  (?/)  und  {v)  auf  der  Kugel, 
d.  h.    also   die  Bildcurven  der  Parameterlinien  der  Fläche   (1),   zu 



§  12.    Die  sphärische  Ahhildung  und  die  Krümmung  der  Flächen.    207 

einander  orthogonal,  so  ist  nach  dem  genannten  Satze  ̂   =  0.  Sind 
ausserdem  die  Parameterlinien  (ii)  und  {v)  auf  der  Fläche  selbst  zu 

einander  orthogonal,  so  ist  auch  ̂ ^^=0,  sodass  aus  der  zweiten 
Gleichung  (4)  folgt: 

HM=0. 

Ist  E^O,  so  ist  dann  M  =  0.  Nach  Satz  63,  S.  182,  sind  die 
Curven  (u)  und  [v]  daher  auf  der  Fläche  die  Krümmungslinien. 

Wenn  also  auf  der  Fläche  nicht  etwa  H  überall  gleich  Null 

ist,  so  sind  die  Krümmungscurven  der  Fläche  das  einzige  Ortho- 
gonalsystem, dessen  sphärisches  Bild  wieder  ein  Orthogonalsystem 

ist,  denn  die  sphärische  Abbildung  ist  selbst  ja  ganz  unabhängig 
davon,  ob  wir  gerade  die  Krümmungscurven,  wie  wir  dies  soeben 
gethan  haben,  als  Parametercurven  wählen  oder  nicht. 

Nach  (23),  S.  118,  ist: 

gleich  der  Summe  der  reciproken  Werte  der  Hauptkrümmungs- 

radien.    Ist  H  =  0,  so  ist  also  B^  -{■  B^=.  0.     Mithin : 

Satz  84:   Bei  der  sphärischen  Abbildung  einer  Fläche, 
auf  der  nicht  überall  die  Hauptkrümmungsradien  einander 

entgegengesetzt   gleich    sind,    bildet   sich    nur    das    Ortho- 

gonalsystem der  Krümmungs- 
curven   wieder    als    Orthogo- 

nalsystem ab.  ̂  
Dies  leuchtet  auch  geometrisch 

ein.  Denn  wenn  P  irgend  ein 

Flächenpunkt  ist  und  P^  und  Pj 
ihm  unendlich  benachbarte  Flächen- 

punkte auf  den  Hauptkrümmungs- 
richtungen von  P  sind,  so  wird  die 

Normale  n  des  Punktes  P  nach 

Satz  53,  S.  171,  von  den  Normalen "i 

geschnitten.     Die  zu  n, 

parallel  gezogenen  Radien  n,  n^  und  Ug  der  Bildkugel  (siehe  Fig.  71) 
liegen  alsdann  so,    dass  die  Ebene  (nnj)  der  Ebene  [nn^  und  die 

und  «2   der  Punkte  P^   und  P^ 
n^  und  Tig 

Fig.  71. 

'  Da  auf  der  Kugel  jedes  Orthogonalsystem  als  System  der  Krümmungs- 
curven angesehen  werden  darf,  nach  S.  177,  so  steht  dies  mit  dem  späteren 

Satze  85  in  Einklang. 
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Ebene  (n  n2)  der  Ebene  {n  iQ  parallel  ist.  Da  die  Ebenen  [n  n^  und 
[n  n^)  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  gilt  dasselbe  von  den  Ebenen 

(niti)  und  (nng). 
Ist  H=0  auf  der  Fläche,  so  sind  @,  ̂ ,  @  nach  (4)  propor- 

tional ^,  F,  G.  Wenn  aber  die  Fundamen talgrössen  erster  Ordnung 

auf  zwei  Flächen,  die  punktweis  auf  einander  abgebildet  sind,  ein- 
ander proportional  sind,  so  ist  die  Abbildung  nach  Satz  36,  S.  72, 

conform. 

Umgekehrt:  Ist  die  sphärische  Abbildung  conform,  so  bestehen 
Beziehungen  von  der  Gestalt: 

^  =  oE,       %  =  qF,       &  =  ijG. 

Alsdann  folgt  aus  (4): 
HL  =  [Q  +  K)E, 

IIM={q  +  K)F, 

HN={q  +  K)G. 

Entweder  also  ist  H  =  0  und  q  =  —  K  oder  aber  es  sind  L,  M,  N  pro- 

portional E,  F,  G,  woraus  folgt,  dass  die  Fläche  (1)  lauter  Nabel- 
punkte hat,  nach  S.  110,  und  also  nach  Satz  6,  S.  112,  eine  Kugel 

ist.     Daher: 

Satz  85:  Die  sphärische  Abbildung  ist  nur  für  die- 
jenigen Flächen,  auf  denen  in  Jedem  Punkte  die  beiden 

Hauptkrümmungsradien  einander  entgegengesetzt  'gleich 
sind,  und  für  die  Kugeln  conform. 

Nach  Satz  12,  S.  120,  können  wir  dies  Ergebnis  auch  so  for- 
mulieren : 

Satz  86:  Die  sphärische  Abbildung  ist  nur  für  die- 
jenigen Flächen  conform,  auf  denen  in  jedem  Punkte 

zwischen  den  beiden  Hauptkrümmungsradien  B^  und  11^ 
eine  der  beiden  Beziehungen 

]\  +  ̂ 2  =  0 besteht. 

In  dieser  Form  lässt  sich  der  Satz  auch  durch  eine  geo- 
metrische Infinitesimalbetrachtung  in  Anknüpfung  an  Fig.  71  leicht 

bestätigen.     Dies  sei  dem  Leser  überlassen. 
Hier  sollen  nun  zunächst  noch  einige  Formeln  abgeleitet  werden, 

die   bei   der  sphärischen  Abbildung  von  Flächen  gebraucht  werden: 

Wenn  wir  in  (4)  die  Werte  von  U  und  K  nach  Satz  11,  S.  119, 
einsetzen,  so  kommt: 



§  12.    Die  sphärische  Abbildung  und  die  Krümmung  der  FläcJien.    209 

(5)  {         ̂   =  ~[£:Mä-   F{LN  +  M^  +  GLM\ 

®  =  -i^[^jV2  -2PMN  +  GM^^. 

Aus  (4)  folgt  femer,  dass  die  Grösse 

(6)  ^2_e@-52. 

die  wir  analog  der  Grösse 

I)^=  EG-  F^ 

für  die  Kugel  bilden,  den  Wert  hat: 

2)2  =  IP{ZK-  .lf2)  _  HK{EN-2FM+  GL)  +  K\F  G  -  F% 
Wenn    wir    die    erste   und   zweite    Klammer   nach  Satz  11,  S.  119 
durch  //,  K  und  D  ausdrücken,  so  heben  die  beiden  ersten  Glieder 
rechts  einander  auf,  sodass  bleibt: 

(7)  ®2_X2i)*. 

Nach  S.  18  ist  D  im  reellen  Fall  positiv,  ebenso,  da  dann 'auch 
das  Bild  auf  der  Kugel  reell  ist  die  für  die  Kugel  gebildete  Grösse  2). 
Wir  ziehen  daher  aus  (7)  den  Schluss: 

(8)  %  =  eKI), 

wo  £  =  ±  1  ist,  je  nachdem  Ä'>0  ist. 
Da  der  Radius  der  Kugel,  der  zum  Bildpunkt  ̂   oder  (X,  Y,  Z) 

geht,  zugleich  Normale  der  Kugel  ist,  so  sind  die  Richtun'gs- cosinus  K,  9),  3  der  Kugelnormale,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, gleich  X,  r,  if  selbst.  Zur  Bestimmung  des  Vorzeichens 

ist  zu  beachten,  dass  wir  auf  S.  27  Festsetzungen  über  das  Vor- 
zeichen getroffen  haben.  Nach  den  damaligen  Formeln  (4)  ist,  weil 

jetzt  A',  Y,  Z  an  die  Stelle  von  x,  y,  z  und  "^  an  die  Stelle  von D  tritt: 

(9)    s»-'-:-^^'!,   D^A^^:^,   3  =  ̂ i^^'^. 
Nach  dem  Vorhergehenden  ist  klar,  dass  die  rechten  Seiten  hierin 

gleich  +  A',  +  j;  ±Z  sein  müssen.  Man  kann  dies  mit  Hülfe  der 
Formeln  (4),  S.  131,  bestätigen,  wodurch  sich  zugleich  das  Vor- 

zeichen bestimmt.     Denn  danach  ist: 

T  Z  -Z  Y  ̂   ̂ ^'--^  .  X H       V  UV  Jj  ^> 

Scheffers,  Geom.  Difir.    n.  14 
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also  nach  (9): 

oder  nach  Satz  11,  S.  119: 

3e  =  ̂ ^ 

oder  endlich  nach  (8): 

(10)  3e  =  6z,    ̂   =  67,    3  =  «^- 

Da  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  des  Bildpunktes  ̂   von  P  sind,  so 

ist  die  Normale  der  Kugel  nach  aussen  —  von  der  Kugelmitte 

aus  —  positiv,  wenn  6=+l  ist,  nach  innen,  wenn  «=—1  ist. 
Da  aber  im  reellen  Fall  e  nach  dem  Früheren  =  +  1  ist,  je  nach- 

dem K^O  ist,  so  folgt,  weil  K  gleich  dem  Product  der  reciproken 
Werte  der  Hauptkrümmungsradien  ist  und  nach  S.  140: 

Satz  87:  Bei  der  sphärischen  Abbildung  einer  reellen 
Fläche  sind  die  Kugelnormalen  nach  aussen  oder  nach 
innen  positiv  zu  nennen,  je  nachdem  die  zugehörige  Stelle 
der  Fläche  elliptisch  oder  hyperbolisch  gekrümmt  ist. 

Zur  Vermeidung  von  Irrtümern  heben  wir  jedoch  nochmals  aus- 
drücklich hervor,  dass  die  Abbildung  stets  dadurch  geschieht, 

dass  man  von  der  Kugelmitte  aus  die  Radien  parallel  den 

positiven  Flächennormalen  zieht.  Die  Sache  ist  die,  dass 
diese  Radien  für  die  ebenfalls  mittels  der  Parameter  u  und  v  dar- 

gestellte Kugel  nicht  auch  stets  die  positiven  Richtungen  der  Kugel- 
normalen angeben,  wenn  anders  die  früher  gemachten  Festsetzungen 

über  die  positiven  Sinne  der  Parameterlinien  (vgl.  S.  30)  auch  auf 
der  Kugel  gelten  sollen.  Es  ist  dies  vielmehr  nur  für  die  Stellen 
der  Fall,  die  den  elliptischen  Punkten  der  Fläche  entsprechen. 

Erinnern  wir  uns  daran,  dass  die  positive  Tangente  der  Para- 
metercurve  (r),  die  positive  Tangente  der  Parametercurve  [u)  und 
die  positive  Normale  im  reellen  Fall  so  gegeneinander  liegen  wie 

die  drei  Coordinatenaxen  —  abgesehen  vom  rechten  Winkel  der 

X-  und  y-kxe  (vgl.  S.  31)  — ,  so  sehen  wir,  dass  die  sphärische  Ab- 
bildung für  elliptische  Stellen  der  Fläche  gleichsinnig, 

für  hyperbolische  entgegengesetztsinnig  ist,  wenn  man  d^ 

Fläche  von  den  positiven  Normalen  her  betrachtet,  die  Kugel  da- 
gegen von  aussen. 

Wir  können  jetzt  die  auch  dem  Vorzeichen  nach  exacten  Werte 
für  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  ß,  9}Z,  ̂ l  auf  der  Kugel 

sofort  berechnen.     Nach  (10),  S.  106,  worin  wir  jetzt  erstens  3t',  ̂ ,  3 
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oder  also  sX,  sY,  eZ  statt  X,  Y,  Z  und  zweitens  A',  Y.  Z  statt 
X,  y,  z  zu  setzen  haben,  ergiebt  sich: 

(11)  S=_6SA7,       m=-E%X^X^,       9l=-eSA7, 

d.  h.  nach  (4): 

(12)  Q=_€@,       9J?=_£^,       ̂ =-e%. 

Dass  auf  der  Kugel  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  denen 
der  ersten  Ordnung  proportional  sein  müssen,  war  nach  Satz  6, 
S.  112,  zu  erwarten.  Wir  sehen,  dass  für  solche  Stellen  der  Kugel, 

die  hyperbolischen  Flächenpunkten  entsprechen,  die  Fundamental- 
grössen zweiter  Ordnung  völlig  mit  denen  erster  Ordnung  überein- 

stimmen, dagegen  für  solche  Stellen,  die  elliptischen  Flächenpunkten 
entsprechen,  nur  abgesehen  vom  Vorzeichen. 

Erinnern  -svir  uns  jetzt  daran,  dass  wir  die  sphärische  Ab- 
bildung benutzen  wollten,  um  ein  Krümmungsmaass  für  die 

Flächenpunkte  abzuleiten.  Zu  diesem  Zweck  betrachten  wir  ein 
Element  der  Fläche  (1),  also  ein  unendhch  kleines  Stück  der  Fläche 

an  einer  Stelle  P  oder  (m,  v),  etwa  das  in  F  anliegende  unendlich 
kleine  Parallelogramm  der  vier  Punkte 

[u,  ü),        [u  +  du,  v),       {u,  V  +  dv),        [u  +  du,  v  +  dv). 

Nach  Satz  14,  S.  35,  ist  sein  Inhalt  gleich 

D  du  dv. 

Wie  man  sieht,  ist  er  im  reellen  Fall  hier  stets  positiv  ausgedrückt, 
wenn  die  Incremente  d^i  und  dv  positiv  gewählt  werden.  Das  Bild 

dieses  unendlich  kleinen,  von  den  Parameterlinien  [u],  (m  -\-  du),  {v), 
[v  +  dv)  eingeschlossenen  Parallelogramms  ist  ein  unendlich  kleines 
Parallelogramm,  das  von  den  entsprechenden  Parameterlinien  auf 

der  Kugel  eingeschlossen  wird.  (Man  möge  die  Fig.  70,  S.  204,  ver- 
gleichen.)    Der  Inhalt  des  Bildparallelogramms  ist: 

®  dudv. 

Das  Verhältnis  aus  dem  Flächeninhalte  dieses  Bildes  und  dem  des 

Originals  würden  wir  nun  nach  den  Bemerkungen  am  Anfang  dieses 
Paragraphen  als  die  Krümmung  der  Fläche  au  der  Stelle  P  oder 

{u,  v)  definieren,  wenn  nicht  noch  ein  Vorbehalt  über  das  Vorzeichen 
zu  machen  wäre.  Man  wird  wünschen,  die  Definition  so  zu  fassen, 

dass  sie  für  elliptische  und  für  hyperbolische  Punkte  die  Krümmung 
mit  verschiedenen  Vorzeichen  ergiebt,  und  zwar  ist  es  naturgemäss, 

14* 
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für  die  ersteren  Stellen  das  positive,  für  die  letzteren  Stellen  das 
negative  Zeichen  anzuwenden.  Dies  können  wir  so  erreichen:  Wir 

setzen  fest,  dass  wir  die  Inhalte  der  unendlich  kleinen  Par- 

allelogramme auf  der  Kugel  als  positiv  oder  negativ  be- 
zeichnen wollen,  je  nachdem  die  Normale  der  Kugel  an 

der  betreffenden  Stelle  nach  aussen  oder  nach  innen  posi- 

tiv ist.     Alsdann  ist  nicht  '^dudv,  sondern 

e^  dudv 

der  Inhalt  des  Parallelogramms  auf  der  Kugel.  Nunmehr  defi- 
nieren wir  also  so: 

Unter  der  Krümmung  in  einem  Flächenpunkte  ver- 
stehen wir  das  Verhältnis  aus  dem  Inhalte  des  sphärischen 

Bildes  eines  unendlich  kleinen  Stückes  der  Fläche  an  der 
betreffenden  Stelle  und  dem  Inhalte  dieses  Stückes  selbst. 

Die  Krümmung  an  der  Stelle  {u,  v)  hat  hiernach  den  Wert: 
e'S)  dudv 

Ddudv 

oder  nach  (8)  den  Wert  K.     Daher  nach  (23),  S.  118: 

Satz  88:  Die  Krümmung  in  einem  Flächenpunkte  ist 

gleich  K,  d.  h.  gleich  dem  reciproken  Wert  von  dem  Pro- 
duct  der  mit  Vorzeichen  versehenen  Hauptkrümmungs- 
radien  des  Punktes.^ 

Allerdings  könnte  man  einen  Einwand  machen:  In  der  Defi- 
nition des  Krümmungsmaasses  ist  von  einem  beliebigen  unendlich 

kleinen  Flächenstück  an  der  Stelle  (m,  v)  die  Rede,  während  wir  in 
den  Formeln  ein  von  Parameterlinien  umgrenztes  unendlich  kleines 

Parallelogramm  benutzt  haben.  Aber  jeder  Bereich  lässt  sich  aus 
solchen  Parallelogrammen  zusammensetzen,  auch  zeigt  das  Ergebnis, 

da  K  =  l  ;  A\  h'^  eine  geometrische  Bedeutung  hat,  dass  es  von  der 
zufälligen  Wahl  des  Parametersystems  durchaus  unabhängig  ist. 

Der  Leser  möge  sich  hier  noch  an  den  Satz  51,  S.  170,  er- 
innern. Dort  betrachteten  wir  zwei  conjugierte  Bogenelemente  ds^^ 

und  ds^  der  Fläche  und  die  Winkel  dv^  und  dv^,  die  die  in 
ihren  Endpunkten  errichteten  Normalen  mit  den  Normalen  ihres 

Ausgangspunktes   bilden.     Bei   der  sphärischen  Abbildung  sind  d  u^ 

*    In    der  hier  angegebenen  Weise  hat  Gauss   das  Krümmungsmaass    in 

seinen  „Disquisitiones"  (vgl.  die  Anm,  auf  S.  5)  eingeführt. 
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und  rfi'2  die  Bilder  der  Bogenelemente  ds^  und  ds.^.  Sind  ds^  und 
ds.,  nicht  nur  conjugiert,  sondern  auch  zu  einander  senkrecht,  so 

können  wir  also  nach  Satz  84,  da  dann  auch  dv^  und  dv.^  zu  ein- 
ander senkrecht  sind,  aus  Satz  51  wieder  unseren  Satz  88  —  aller- 

dings abgesehen  von  der  Vorzeichenbestimmung  —  ableiten. 

In  §  2  des  gegenwärtigen  Abschnittes  sahen  w^ir,  dass  es  zwei 
Arten  von  Flächen  giebt,  die  in  Bezug  auf  die  Krümmungen  der 

Normalschuitte  ein  wesentlich  anderes  Verhalten  zeigen,  als  all- 
gemeine Flächen,  nämlich  erstens  die  Flächen,  die  lauter  Nabel- 

punkte haben,  d.  h.  die  Kugeln  (siehe  Satz  6,  S.  112),  und  zweitens 
die  Flächen,,  die  eine  Schar  von  Minimalgeraden  enthalten  (siehe 
Satz  10,  S.  115). 

Wie  wir  aber  schon  auf  S.  119,  120  bemerkt  haben,  können  wir 

die  Kugeln  den  allgemeinen  Flächen  unterordnen,  indem  wir  irgend 

zwei  zu  einander  senkrechte  Normalschnitte  als  die  Hauptkrümmungs- 

schnitte bezeichnen.  Es  ist  dann  J\\  =  A'^,  gleich  dem  Radius  der 
Kugel.  Nach  unserer  Definition  hat  also  eine  Kugel  vom 

Radius  A'  das  constante  Krümmungsmaass  1  :  Ä*^. 
Liegt  eine  Fläche  vor,  die  nur  eine  Schar  von  Minimalgeraden 

enthält,  so  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  umhüllen  diese  Ge- 
raden eine  Curve,  eine  Minimalcurve,  oder  nicht.  Im  ersten  Fall, 

also  im  Fall  der  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve,  sind 

unsere  Formeln  nicht  anwendbar,  weil  die  Grössen  X,  Y,  Z  ihre  Be- 
deutung verlieren  (vgl.  S.  28).  Aber  die  sphärische  Abbildung  artet 

überhaupt  für  abwickelbare  Flächen  aus,  denn  abwickelbare  Flächen 

haben  ja  nur  00'  Tangentenebenen.  Die  sphärische  Abbildung  kann 
nun  natürlich  auch,  statt  mittels  Paralleler  zu  den  Normalen,  dadurch 

bewirkt  werden,  dass  Tangentenebenen  an  die  Kugel  parallel  zu  den 
Tangentenebenen  der  Fläche  gelegt  werden.  Man  sieht,  dass  sich 

dann  für  die  oc^  Punkte  einer  abwickelbaren  Fläche  nur  oc^  Bild- 
punkte ergeben.  Die  sphärische  Abbildung  ist  also  für  abwickelbare 

Flächen  ausgeartet. 

Wenn  endlich  eine  Fläche  eine  Schar  von  Minimalgeraden 

enthält,  die  keine  Curve  umhüllen,  so  giebt  es  keine  Hauptkrüm- 
mungsradien.  Wir  können  also  dann  den  Satz  88  nicht  aus- 

sprechen. Wohl  aber  hat  auch  auf  einer  solchen  Fläche  die  Grösse  K, 

die  ja  nach  S.  118  durch  die  Fundamentalgrössen  erster  und  zweiter 
Ordnung  ausdrückbar  ist,  eine  analytische  Bedeutung.  Um  also  auch 
diesen  Fall  zu  umfassen,  werden  wir  gut  thun,  den  Satz  88  nach 

(22),  S.  118,  durch  diesen  zu  ersetzen: 
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Satz  89:     Die   Krümmung    in    einem  Flächenpunkte   ist: 

LN-  M"^ K  = EQ  -  F^ 
wenn  E,  F,  G  und  L,  M,  N  die  Fundamentalgrössen  sind. 

Dies  bietet  auch  den  Vorteil,  dass  wir  den  Begriflf  der  Krüm- 

mung auch  auf  die  abwickelbaren  Flächen  übertragen  können,  ob- 
wohl für  solche  Flächen  das  sphärische  Bild  ausartet.  Wir  sehen 

dann  aus  Satz  19,  S.  132: 

Satz  90:  Die  Flächen  von  der  Krümmung  Null  sind  die 
abwickelbaren   Flächen. 

Wenn  man  will,  kann  man  allerdings  auch  hier  die  geome- 
trische Definition  durch  das  Verhältnis  aus  dem  Element  der  Kugel 

zum  Element  der  gegebenen  Fläche  aufrecht  erhalten,  denn  da  das 
sphärische  Bild  in  eine  Curve  ausartet,  so  hat  das  Element  der 

Kugel  den  Flächeninhalt  Null. 

Bei  den  Tangentenflächen  der  Minimalcurven  dagegen 

versagen  alle  Definitionen.  Hier  sprechen  wir  also  überhaupt 

nicht  von   der  Krümmung.  — 

Beispiel:  Auf  einer  Rotationsfläche  ist  die  Krümmung  nach  Satz  13, 
S.  122,  gleich  dem  reciproken  Wert  des  Productes  aus  dem  Krümmungsradius 
des  Meridians  in  die  Normale,  wenn  diese  bis  zur  Axe  gemessen  wird,  wobei 
noch  das  Vorzeichen  zu  beachten  ist.  Wir  haben  daher  in  Satz  14,  S.  123, 

die  Rotationsflächen  constanter  Krümmung'  bestimmt,  abgesehen  von 
denen  von  der  Krümmung  Null  und  von  solchen  Flächen,  die  wir  damals  über- 

haupt beiseite  Hessen,  nämlich  von  Flächen,  die  eine  und  nur  eine  Schar  von 
Minimalgeraden  enthalten.  Aber  die  Rotationsflächen  von  der  Krümmung  Null 

sind  ja  nach  Satz  90  abwickelbar,  also  Rotationskegel  und  Rotations- 
cylinder,  insbesondere  die  Ebene.  Wenn  ferner  eine  Rotationsfläche  eine 
Schar  von  Minimalgeraden  enthält,  so  können  wir  sie  so  erzeugen:  Die  Gerade 

l  —  n  -\-  Au ,        \)  =  b  +  Bu ,        ̂   =  c  +  Gu 

ist  eine  Minimalgerade,  wenn 

A'  +  52  +  C'^  =  0 

*  Die  Rotationsflächen  constanter  negativer  Ki'ümmung  hat  zuerst 
MiNDiNG  bestimmt:  „Wie  sich  entscheiden  lässt,  ob  zwei  gegebene 
krumme  Flächen  auf  einander  abwickelbar  sind  oder  nicht;  nebst 

Bemerkungen  über  die  Flächen  mit  unveränderlichem  Krümmungs- 

maasse",  Journ.  f.  d.  r.  u.  ang.  Math.  19.  Bd.  (1839).  Alle  Rotationsflächen 
constanter  Krümmung  hat  alsdann  Liouvir.LE  bestimmt  und  zwar  in  der 

4.  Note  zur  5.  Auflage  von  Monoe's  ,, Application"  (1850).  Vgl.  die  Anm. auf  S.  110. 
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ist,  nach  I  S.  142.    Lassen  wir  sie  sich  um  die  z-Axe  drehen,  so  geht  nach  (1), 

I  S.  8,  die  Fläche  hervor: 

X  =  ia+Au)c6av-ib  +  Bu)sinv,     tj  =  {a  +  Äu)sinv+{b+Bu)coap,    x  =  g  +  Cu. 

Hier  ist 

a;*  +  y«  +  X»  =  a»  +  6»  +  c'  +  2(a  A  +  6  5  +  eC)^  (x  -  c) . 

Die  Fläche  ist  also  eine  Kugel  und  enthält  daher  gegen  die  Voraussetzung 

zwei  Scharen  von  Minimalgeraden,  nach  Satz  26,  S.  64.  Nur  wenn  C  =  0  ist, 

ist  der  Schluss  etwas  anders:  Dann  ist  die  Minimalgerade  parallel  der  j;y-Ebene, 

sodass  eine  Ebene  hervorgebt.  Es  giebt  also  ausser  den  oben  erwähnten 

Flächen  keine  sonstigen  Rotationsflächen  constanter  Krümmung. 

Was  die  sphärische  Abbildung  einer  Fläche  anbetrifft,  so 

wollen  wir  hier  anhangsweise  noch  Eines  erörtern: 

Die  Bildkugel  enthält  nach  Satz  26,  S.  64,  zwei  Scharen  von 

Geraden,  nämlich  Minimalgeraden.  Fragen  wir  uns,  welche  Curven 
auf  der  Fläche  diese  Geraden  zu  Bildcurven  haben.  Da  bei  der 

Abbildung  einander  entsprechende  Punkte  der  Fläche  und  der  Kugel 

parallele  Tangentenebenen  haben  und  da  die  Tangentenebenen  der 

Kugel  längs  einer  ihrer  Minimalgeraden  beständig  diese  Gerade 

enthalten,  so  werden  längs  derjenigen  Curve  der  Fläche,  deren 

sphärisches  Bild  diese  Minimalgerade  ist,  die  Tangentenebenen  der 

Minimalgerade  parallel  sein,  d.  h.  einen  Cylinder  von  Minimalgeraden 

umhüllen.  Die  gesuchten  Curven  sind  also  diejenigen,  längs  deren 
die  Fläche  von  Cylindern  von  Minimalgeraden  umhüllt  werden. 
Nach  Satz  45,  S.  157,  sind  diese  Curven  überall  zu  den  Richtungen 

der  hindurchgehenden  tangierenden  Minimalgeraden  conjugiert  Die 
gesuchten  Curven  sind  daher  diejenigen,  die  mit  einer  Schar  von 
Minimalcurven  der  Fläche  ein  System  von  conjugierten  Curven 
bilden.  Da  die  Fläche,  sobald  sie  nicht  Tangentenfläche  einer 

Minimalcurve  ist,  zwei  getrennte  Scharen  von  Minimalcurven  ent- 

hält —  nach  Satz  16,  S.  36,  —  so  folgt,  dass  es  zwei  Scharen  von  oo^ 
Curven  der  gesuchten  Art  giebt,  derart,  dass  durch  jeden  Punkt 

der  Fläche  je  eine  Curve  jeder  Schar  geht.  Nach  Satz  25,  S.  138, 
sind  die  Tangenten  der  Minimalcurven  durch  einen  Flächenpunkt 

symmetrisch  zu  den  Hauptkrümmungstangenten  des  Punktes  gelegen. 
Da  man  die  conjugierten  Richtungen  nach  Satz  38,  S.  155,  aus  der 

Indicatrix  ableitet,  deren  Axen  den  Hauptkrümmungstangenten  par- 
allel sind,  so  folgt,  dass  auch  diese  conjugierten  Richtungen  zu 

den  Hauptkrümmungstangenten  symmetrisch  liegen.  Anders  aus- 
gesprochen : 

Satz  91:  Diejenigen  Curven  einer  Fläche,  die  sich  bei 
der    sphärischen   Abbildung    als    die    Minimalgeraden    der 
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Kugel  darstellen,^  sind  zu  den  Minimalcurven  conjugiert, 
und  in  jedem  Fläclienpunkte  werden  die  Winkel  ihrer 
Tangenten  durch  die  Hauptkrümmungsrichtungcn  des 
Punktes   halbiert. 

§  13.    Geradlinige  Flächen. 

Indem  wir  daran  gehen,  die  Krümmung  der  geradlinigen  Flächen  ̂  
als  Beispiel  zu  der  vorangehenden  Tlieorie  zu  betrachten,  benutzen 

wir  die  Gelegenheit,  die  nicht- abwickelbaren  geradlinigen  Flächen 
etwas  eingehender  zu  besprechen. 

Vor  allem  ist  da  zu  bemerken,  dass  es  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Arten  von  geradlinigen  Flächen  giebt.  Denn  wir  wissen 

ja,  dass  Flächen,  die  eine  Schar  von  Minimalgeraden  enthalten,  in 
Bezug  auf  die  Kriimraungstheorie  eine  besondere  Rolle  spielen,  siehe 
S.  115.  Daher  gilt  die  allgemeine  Krümmungstheorie  der  Flächen 
nicht  ohne  weiteres  auch  für  diejenigen  geradlinigen  Flächen, 
deren  Erzeugende  Minimalgeradeu  sind.  Von  diesen 
Flächen  sehen  wir  vorerst  vollständig  ab;  sie  sollen  nachher 
kurz  betrachtet  werden. 

Die  Erzeugenden  einer  geradlinigen  Fläche  haben  oo^  ortho- 
gonale Trajectorien.     Es  seien: 

(1)  l  =  fp{^i),       t)=/(M),       i  =  ip{u) 

die  Gleichungen  einer  dieser  Trajectorien,  in  den  laufenden  Coordi- 
naten  j,  \),  §  mittels  ihrer  Bogenlänge  u  ausgedrückt.  Durch  den 

Punkt  (u)  dieser  Leitcurve  —  wie  sie  heissen  möge  —  geht  eine 
Erzeugende  der  Fläche.  Sie  kann  als  die  Erzeugende  {u)  bezeichnet 

werden.  Sind  f,  g,  h  ihre  Richtungscosinus,  so  sind  /",  g,  h  Func- 
tionen von  V.  Die  Annahme  der  Richtungscosinus  /",  g,  h  hat  zur 

Folge,  dass  der  Erzeugenden  im  reellen  Fall  ein  positiver  Sinn  bei- 
zulegen ist.  Es  sei  nun  v  die  Strecke,  um  die  ein  Punkt  auf  der 

Erzeugenden  von  dem  Punkte  (?/.)  der  Leitcurve  entfernt  ist,  im 

reellen  Fall  mit  dem  entsprechenden  Vorzeichen  versehen.  Als- 
dann sind 

(2)  X  =  cp  {u)  4-  vf{n) ,      g  =  X  {y)  +  "  g  (?') ,      z  =  yj  (?/)  -\-  vh  (//,) 

^  Diese  Curven  wurden  zuerst  von  Bonnet  betrachtet:  „Memoire  sur 

Temploi  d'un  nouveau  Systeme  de  variables  dans  l'ctude  des  pro- 
prietes  des  surfaces  courbes",  Journal  de  Mathom.  pures  et  appl.,  2.  serie 
t.  5.  (1860). 

*  Die  systematische  Untersuchung  der  geradlinigen  Fläche  nimmt  wohl 
ihren  Anfang  bei  Monge,  siehe  die  Anm.  auf  S.  110. 
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die  Coordinaten  dieses  Punktes.  In  (2)  liegt  also  eine  Parameter- 
darstellung für  die  Punkte  {u,  v)  der  geradlinigen  Fläche   vor  (vgl. 

(2)  in  I  S.  271). 
Da  die  Leitcurve  eine  orthogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden 

sein  soll,  so  ist,  wenn  a,  ß,  y  die  Richtungscosinus  der  Tangente 
der  Leitcurve  bedeuten: 

(3)  S«/"=0. 
Auf  der  geradlinigen  Fläche  (2)  sind  die  Parameterlinien  (//) 

die  Geraden,  Jede  Parameterlinie  (w)  schneidet  auf  allen  Geraden  [ti) 
dieselbe  Strecke  v  ab,  gemessen  von  der  Leitcurve  an.  Sie  hat 
aber  noch  eine  einfache  Eigenschaft:  Die  Richtungscosinus  ihrer 

Tangente  sind  proportional  x^^y^^z^.    Nach  (2)  und  UI  [B)  ist  aber: 

^u  =  «  +  y /",       y^  =  ß  -^vg\       z^  =  Y  +  vh' 
und  daher: 

S^J=^ccf+v^ff'. 

Wegen  (3),  S/'^  =  1,  S/'/"=  0  ist  dies  gleich  Null,  d.  h.  die  Curven  (») 
sind  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Geraden  [u).     Daher: 

Satz  92:  Zwei  orthogonale  Trajectorien  einer  Schar  von 

00^  Geraden,  die  keine  Minimalgeraden  sind,  schneiden 
auf  allen  Geraden  dieselbe  Strecke  ab. 

Kennt  man  auf  einer  geradlinigen  Fläche  eine  orthogonale 

Trajectorie  der  Geraden,  so  findet  man  hiernach  eine  unendlich  be- 
nachbarte orthogonale  Trajectorie,  wenn  man  jeden  Punkt  der 

ersteren  Curve  um  dasselbe  unendlich  kleine  Stück  längs  der  hin- 
durchgehenden Geraden  verschiebt.  Nehmen  wir  an,  es  sei  von 

vornherein  keine  orthogonale  Trajectorie  bekannt.  Alsdann  werden 

wir  die  geradlinige  Fläche  auch  in  der  Form  (2)  darstellen  können, 
wobei  aber  nun  die  Erzeugenden  der  Fläche  nicht  gerade  auf  der 

Leitcurve  (1)  senkrecht  stehen,  sodass  die  Richtungscosinus  f,  g,  h 
die  Relation  (3)  nicht  erfüllen.  Alsdann  kann  man  leicht  nach 
S.  34  die  Diöereutialgleichung  erster  Ordnung  in  u  und  v  für  die 
orthogonalen  Trajectorien  der  Geraden  der  Fläche  aufstellen.  Nach 

Satz  62,  I  S.  93,  verlangt  daher  die  Bestimmung  der  orthogonalen 
Trajectorien  nur  eine  Quadratur.  Wir  wollen  dies  direct  bestätigen: 
Nach  (2)  ist  auf  der  Fläche  allgemein: 

dx  =  [a  -\-  vf")  du  -{-  fdv 
u.  s.  w.  Da  f,  g,  h  die  Richtungscosinus  der  Geraden  [ii)  sind,  so 
ist  also  die  Bedingung: 

S  [(«  +  vf)  du  +  fdvY^  0 
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die    Differentialgleichung    der    orthogonalen    Trajectorien.      Wegen 

S/"^  =  1,  Sff  =  ü  kann  sie  so  geschrieben  werden: 

%  af  •  d  II,  -\-  dv  ̂ =  id . 

Hier  ist  Sa/'eine  Function  von  ii  allein.     Mithin  ist 

Sc;/'-  d II,  -\-  V  —  Const. 

!'
- 

die  endliche  Gleichung  aller  orthogonalen  Trajectorien. 
Nehmen  wir  jetzt  wieder  wie  oben  an,  die  Leitcurve  (1)  sei 

selbst  eine  orthogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden,  sodass  die 

Relation  (3)  besteht.  Die  Erzeugende  {u)  liegt  dann  in  der  Normalen- 
ebene des  Punktes  [u)  der  Leitcurve;  es  möge  co  der  Winkel  sein, 

den  sie  mit  der  (positiven)  Hauptnormale  der  Leitcurve  bildet.  Der 
Winkel  sei  im  Sinne  der  Drehung  von  der  (positiven)  Hauptnormale 

zur  (positiven)  Hinormale  der  Leitcurve  gemessen.  Sind  /,  m,  n  und 

A,  jfA,  V  die  Richtungscosinus  der  Haupt-  und  Binormale  der  Leit- 
curve, so  ist  dann: 

(4)    /"= /cos  w  +  Asino>,    ̂   —  m  cos  oj  +  |M  sin  w,    Ä  =  ncosw  +  »'sinaj, 
wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die  auf  der  Erzeugenden  vom 

Punkte  (?/,)  der  Leitcurve  aus  aufgetragene  Längeneinheit  auf  die 
Coordinatenaxen  ])rojicirt,  indem  man  die  Längeneinheit  dabei  durch 
einen  gebrochenen  Linienzug  ersetzt  (vgl.  die  analoge  Überlegung  in 

I  S.  300).     Wie  f,  (j,  h  ist  auch  co  eine  Function  von  u. 

Die  geradlinige  Fläche  ist  vollständig  gegeben,  sobald  die  Leit- 
curve (1)  und  der  Winkel  co  als  Function  des  in  (1)  auftretenden 

Parameters  ti  gegeben  ist.  Dabei  erhält  man  stets  eine  geradlinige 
Fläche,  wie  man  auch  die  Curve  (1)  und  die  Function  co  von  n 
wählen  mag. 

Die  Festlegung  der  Richtungen  {f:q:h)  mittels  des  Winkels  av 

versagt  oder  ist  wenigstens  nicht  eindeutig  bestimmt,  wenn  die  Leit- 
curve (1)  eine  Gerade  ist,  wenn  also  alle  Geraden  der  Fläche  eine 

Gerade  senkrecht  schneiden,  wie  dies  bei  der  gemeinen  Schrauben- 
fiäche  (vgl.  S.  60)  der  Fall  ist.  Alsdann  aber  werden  doch  nicht 
alle  orthogonalen  Trajectorien  der  Geraden  wiederum  Geraden  sein, 
weil  sonst  die  Fläche  eine  Ebene  wäre.  Wir  umfassen  also  doch 

durch  unsere  Darstellungsweise  alle  geradlinigen  Flächen,  deren 
Erzeugende  keine  Minimalgeraden  sind. 

Ist  1  :  r  die  Krümmung  und  1  :  (>  die  Torsion  der  Leitcurve  (1), 

so  ist  nach  (4)  und  III  {C),  weil  n  die  Bogenlänge  der  Leit- 
curve bedeuten  soll: 
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/"  =   cos  0)  •  a  —  Ib)'   j  (sin  o)  -  l  —  cos  w  •  /.) . 

Es  empfiehlt  sich,  zur  Abkürzung  zwei  nachher  beständig  auftretende 
Functionen  von  ?/  mit  p  und  g  zu  bezeichnen: 

(5)  p  =  yCOSO),  q  =  (o'-j, 
sodass 

(6)  f'=  —  pa  —  f/  (sin  ö>  •  /  —  cos  oj  •  '/.) 

ist     Entsprechende   Werte    gelien    für  g'   und  h'    hervor.     Nun  ist 
nach  (2),  (6)  und  (4): 

:^z=  a  +  V f"  =  {l  —  pv)ce  —  f/ sin  fo  •  vi  -\-  q cos (o  •  v?., 

xl=li '        =  /  cos  w  +  A  sin  (ö 

u.  s.  w.  Nach  XI  {A)  und  II  [A]  ergeben  sich  also  die  Fundamental- 
grössen  erster  Ordnung: 

(8)  I!={l-pvY+q^v^,       F=0,       G=l. 

Ferner  sind  x  .  y  ,  z  nach  (7)  gleich  Null,  so  dass  die  Funda- 
mentalgrösse  N  nach  (9),  S.  106,  auch  gleich  Null  ist.  Dagegen  ist 

.r^^  =  /■'  u.  s.  w.,  sodass  aus  (4),  (6)  und  II  {B)  für  die  Fundamental- 
grösse  -1/  folgt: 

wobei  nach  (8)  die  Grösse  B^  =  EG  -  F^  =  E  ist. 
Nun  giebt  der  Satz  89,  S.  214,  für  das  Krümmungsmaass  K  der 

Fläche  den   Wert: 

(9)  K  =  - 
E  E*  [{1  -  p  ry-  +  q^  r'-^ 

Auf  einer  geradlinigen  Fläche  mit  reellen  Erzeugenden  ist 
also  die  Krümmung  stets  negativ  oder  höchstens  gleich  NuU,  was 
vorherzusehen  war,  da  die  Fläche  nach  S.  130  überall  hyperbolisch 

oder  insbesondere  parabolisch  ist.  Ist  die  Krümmung  überall  auf 

der  Fläche  gleich  Null,  so  ist  die  Fläche  nach  Satz  90,  S.  214,  ab- 
wickelbar.   Dies  tritt  ein,  wenn  q  =  0  oder  also  nach  (5): 

a 

=  J^  +  Const 
ist.     Diese  Formel   hat  dieselbe  Bedeutung  wie  die  letzte  Formel 
in  I  S.  311.     Die  Geraden  der  Fläche  sind  eben  in  diesem  Falle 
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solche  Normalen  der  Leitcurve,  die  eine  Curve  auf  der  Polarfiäche 
der  Leitcurve  umhüllen. 

Sehen  wir  von  den  abwickelbaren  Flächen  ab,  ist  also  q  nicht 
identisch  gleich  Null,  so  erkennen  wir  aus  (9),  dass  die  Krümmung  K 
längs  einer  jeden  Erzeugenden  (?<)  veränderlich  ist,  da  sie  im  Nenner 

den  längs  der  Erzeugenden  (?/)  veränderlichen  Abstand  v  von  der 
Leitcurve  enthält.  Diese  Grösse  v  käme  ja  nur  dann  in  if  nicht  vor, 

wenn  p  =  q  =  0  wäre.  Man  erkennt  hieraus,  dass  es  unter  den 
geradlinigen  nicht-abwickelbaren  Flächen,  deren  Erzeu- 

gende keine  Minimalgeraden  sind,  keine  Flächen  con- 
stanter  Krümmung  giebt. 

Durchläuft  der  Punkt  (w,  /;)  eine  Erzeugende  [v)  und  strebt  er 
ins  Unendlichferne,  d.  h.  wird  v  unendlich  gross,  so  convergiert  die 
Krümmung  nach  (9)  gegen  Null,  was  wir  auch  so  aussprechen 
können:  Im  Unendlichfernen  hat  die  geradlinige  Fläche  den  Cha- 

rakter einer  abwickelbaren  Fläche.  Dies  kann  man  sich  auch  geo- 
metrisch leicht  erklären. 

Auf  der  Erzeugenden  {u)  erreicht  nun  die  Krümmung,  absolut 
genommen,  da  ein  Maximum,  wo  der  Differentialquotient  des  Nenners 
von  K  nach  v  gleich  Null  ist.     Dies  tritt  ein  liir  den  Wert  von  v: 

(10)  «  =  ̂ - 

Diese  Stelle  (?«,  ö)  heisst  der  Mittelpunkt  der  Erzeugenden  (?/);^ 
dort  hat  die  Krümmung  den  Wert: 

(11)  Ä'=    /^  +n 

Man  kommt  leicht  auf  die  Vermutung,  dass  der  Mittelpunkt 
diejenige  Stelle  der  Erzeugenden  {u)  ist,  an  der  sie  der  unendlich 
benachbarten  Erzeugenden  {v.  +  du)  am  nächsten  kommt.  In  der 
That: 

Ist  [u,  ö)  diejenige  Stelle  der  Geraden  (u),  in  der  der  kürzeste 
Abstand  dieser  Erzeugenden  von  der  Erzeugenden  {u  +  du)  beginnt, 

so  muss  diejenige  Tangente  der  durch  den  Punkt  {u,  ö)  gehenden 
orthogonalen  Trajectorie  (b)  der  Erzeugenden,  deren  Berührungspunkt 
der  Punkt  (?/,,  ü)  ist,  die  Erzeugende  [u  +  du)  senkrecht  kreuzen. 

Sie   hat    aber    Richtungscosinus   proportional   x^,  y^^,  z^   für    v  —  t>, 

^  Nach  Chasles,   ,, Memoire   sur  les    surfaces  engendrees  par  uns 
ligne  droite",  Correspondance  math.  et  pliys.  de  Quetblet,  t.  XI  (1839). 
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und  die  Erzeugende  {u-{-du)  hat  die  ßichtungscosinus  f+f'dti, 
ff  -^  ff'dn,  h  +  h'du.     Also  fordern  wir  fiir  r  =  t): 

oder,  da  Sfx^  =  0  nach  S.  217  ist: 

oder  nach  (6)  und  (7)  wegen  IE  {J): 

aber  diese  Gleichung  giebt  wieder  den  Wert  (10)  von  t). 

Satz  93:  Längs  einer  solchen  Erzeugenden  einer  gerad- 
linigen Fläche,  die  keine  Minimalgerade  ist,  erreicht  die 

Krümmung  der  Fläche,  absolut  genommen,  ihr  Maximum 

an  derjenigen  Stelle,  an  der  die  Erzeugende  einer  unend- 
lich benachbarten  Erzeugenden  am  nächsten  kommt 

Nach  (10)  und  (11)  ist 
D  11 

(12) 

D-  - 

V- 

Ö'- sodass  sich  das  Krümmungsmaass  Ä"  nach  (9)  so  ausdrückt: 

(13) Ä  = [i-Ä(r-ü)«p 

Hiermit  ist  die  Krümmung  K  im  Punkte  (m,  v)  aus- 
gedrückt durch  die  Krümmung  ß  im  Mittelpunkte  (m,  o) 

der  Geraden  {ti)  und  durch  den  Abstand  r  —  d  beider 
Punkte  von  einander.  Man  sieht,  dass  symmetrisch 
zum  Mittelpunkt  gelegene  Punkte  der  Erzeugenden 
dasselbe  Krümmungsmaass  haben. 

Die   Tangentenebene    des   Punktes   P   oder   (m,  i;) 
enthält   die    durch   ihn  gehende   Erzeugende  (m)  und 
die  Tangente  der  durch  ihn  gehenden  Parameterlinie  (r). 
Die    letztere    Taugente    ist,    weil    die    Curve   (r)    eine 
orthogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden  ist,  diejenige 

Gerade,   die   im   Punkte  P  auf  der  Graden  {u)  senk- 
recht   steht    und    überdies   die  unendlich   benachbarte       Fig.  72. 

Erzeugende  («  -f-  du)   schneidet,    etwa  in  Q.     Ferner 
sei  A    der   Mittelpunkt  («,  o)    der    Erzeugenden  {u),    also    derjenige 
Punkt  A,   in   dem   der  kürzeste  Abstand  A£  zwischen  den   beiden 

Ej-zeugenden  beginnt,  siehe  Fig.  72.   Ziehen  wir  durch  P  die  Parallele 
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LM  AB  und  durch  B  die  Parallele  zu  A P,  so  schneiden  sich  beide 
Parallelen  in  einem  Punkte  C.  Die  Geraden  PC  und  PQ  stehen 

alsdann  auf  PA  senkrecht.  Die  Tangentenebene  von  P  ist  die 
Ebene  PQA.  Rückt  P  nach  jL,  so  wird  diese  Ebene  zur  Ebene 
AB  CP.  Dies  also  ist  die  Tangentenebene  des  Mittelpunktes  A. 
Beide  Tangentenebenen  schneiden  einander  längs  PA,  und  es  ist 

■^CPQ  ihr  Neigungswinkel  gegen  einander.  Da  PA  auf  PC  und 
P Q  senkrecht  steht,  so  ist  -^B  CQ  ein  Rechter.  Dsi  AB  auf  A  P 

und  B Q  senkrecht  steht,  so  ist  -^PCQ  auch  ein  Rechter.  Ist  der 
unendlich  kleine  kürzeste  Abstand  A  B  =  da  und  der  unendlich 

kleine  Winkel  der  beiden  Erzeugenden,  d.  h.  -^CBQ  =  dr,  so  folgt 
aus  aBCQ  und  aPCQ: 

CQ  =  APdr, 

(14)  igCPQ  =  -^^^  =  APJ^. 

Variiert  der  Punkt  P  auf  der  Erzeugenden  {u),  so  ändert  sich  in 
dieser  Formel  rechts  nur  der  Factor  A  P.  Daher  erkennen  wir  zu- 

nächst geometrisch: 

Satz  94:^  Bewegt  sich  ein  Punkt  P  auf  einer  solchen  Er- 
zeugenden einer  geradlinigen  Fläche,  die  keine  Minimal- 

gerade ist,  so  dreht  sich  seine  Tangentenebene  um  die  Er- 
zeugende in  der  Art,  dass  die  Tangente  des  Winkels,  den 

sie  mit  der  Tangentenebene  des  Mittelpunktes  der  Er- 

zeugenden bildet,  proportional  dem  Abstände'  des  beweg- 
lichen Punktes  von   dem   Mittelpunkte  ist. 

Um  dies  auch  analytisch  exact  einzusehen,  bestimmen  wir  dio 
Richtungscosinus  X,  Y,  Z  der  Flächennormale.  Nach  XI  {P),  (7), 

II  {C)  und  (8)  ist: 

,-,  j-s  TT  q  V  a  +  {i  —  ])  v)  (sin  co  •  l  —  cos  a  •  A) 

Yil  —  p  vf  +  q^  v^ 
Dabei  ist  die  Quadratwurzel  im  Nenner  im  reellen  Fall  positiv  zu 

wählen,  weil  sie  D  vorstellt.  Insbesondere  seien  36,  f),  3  ̂i®  Rich- 
tungscosinus  der   Normale   des  Mittelpunktes  («,  ü).     Nach  (10)  ist: 

■  ̂   „.       ,                           ̂                p  n  +  q  (sin  cü  •  l  —  cos  a»  •  X) 
(1  b)  X  =  —    

Jetzt  linden  wir  für  den  Winkel  d-  der  Normalen  des  Punktes  [u,  v) 

^  Dieser  Satz  und  Satz  95  bei  Chasles,  siehe  die  Anm.  zu  S.  220. 
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und  der  Normalen  des  Mittelpunktes  (m,  ö)  oder  also  für  den  Winkel 
der  Tangentenebenen  beider  Punkte  nach  II  {Ä): 

cos  .9-  =  S  Xdc  =  ^  -^ 
Vp* + ?*  y(i  -  p  »)* + ?*  v^ 

oder  nach  (12): 

cos  &  =    ,  ■ 
1/1-Ä(t;-D)« 

Hieraus  aber  folgt: 

tg2,9-=-^(w-t))2. 

Da  ̂   im  reellen  Fall  stets  negativ  ist,  so  wird  dadurch,   dass  wir 

(17)  tg^  =  (y-ö)y-Ä 

ansetzen,  dem  Winkel  &  ein  bestimmter  Sinn  beigelegt,  sobald  wir 

die  Quadratwurzel  aus  —  ß  positiv  wählen.  Es  ist  nämlich  alsdann 

tgO-  positiv  für  diejenigen  Stellen  der  Erzeugenden  (m),  die  ein 
Punkt  durchläuft,  wenn  er  vom  Mittelpunkt  Ä  in  positiver  Eichtung 

auf  der  Erzeugenden  entlang  geht  {v  >  ü).  Dabei  wächst  &  von  0 
bis  ̂ n.  Durchläuft  der  Punkt  das  rückwärtige  Stück  der  Geraden 

bis  ins  Unendliche,  so  nimmt  &  von  Ü  bis  —  1 7i  ab.  Durchläuft 
der  Punkt  die  ganze  Gerade,  so  beschreibt  demnach  seine  Tangenten- 

ebene einen  gestreckten  Winkel,  indem  die  Tangentenebene  im  Un- 
endlichfernen auf  der  im  Mittelpunkte  A  senkrecht  steht  Nebenbei 

bemerkt  dürfen  wir  —  entgegen  unseren  sonstigen  Festsetzungen  — 
hier  auch  das  Unendlichferne  in  Betracht  ziehen,  da  die  erzeugen- 

den Geraden  der  Fläche  bis  ins  Unendlichferne  wohl  definiert  sind. 

Besonders  hervorgehoben  sei  noch,  dass  die  Normale  der  Fläche  im 
Unendlichfernen  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  positiv  ist,  je 

nachdem  man  bis  ü  =  +  oc  oder  v  =  —  cc  geht. 
Die  Formel  (17)  sagt  wie  vorhin  die  Formel  (14),  in  der  ja 

-^CPQ  =  {)•  ist,  gerade  das  aus,  was  wir  schon  in  Satz  94  aus- 
gesprochen haben. 

Dem  Satze  können  wir  noch  eine  andere  Fassung  geben:  Auf 

der  Tangentenebene  des  Mittelpunktes  A  errichten  wir  ein  Lot, 

dessen  kürzester  Abstand  von  der  Erzeugenden  {u)  gleich  der  Längen- 
einheit ist.  Auf  diesem  Lot  schneidet  dann  die  Tangentenebene  des 

Punktes  [u,  v)  gerade  die  Strecke  tg  d^  ab.  Also  ist  das  Doppel- 
verhältnis der  Tangentenebenen  von  vier  Punkten  der  Erzeugenden 

(m)  gleich  dem  der  vier  zugehörigen  Werte  von  tg  tf,  nach  Satz  43, 
I  S.  334,  und  nach  Satz  38,  I  S.  332.  Nach  (17)  aber  ist  dies 

letztere  Doppelverhältnis    gleich    dem    der    vier  zugehörigen   Werte 
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von  \),  wegen  Satz  35,  I  S.  328,   oder  also  gleich  dem  der  vier  zu- 
gehörigen Berührungspunkte.     Daher: 

Satz  95:  Auf  einer  geradlinigen  Fläche,  deren  Erzeu- 

gende keine  Minimalgeraden  sind,  ist  das  Doppelverhält- 
nis von  vier  Punkten  einer  Erzeugenden  gleich  dem  Dop- 

pelverhältnis ihrer  Tangentenebenen.  Insbesondere  steht 

die  Tangentenebene  des  Mittelpunktes  auf  der  Tangenten- 
ebene im  Unendlichfernen  senkrecht. 

Sind  g  und  h  zwei  unendlich  benachbarte  Erzeugende  der 

Fläche  und  ist  Ä  der  Mittelpunkt  von  g,  so  enthält  die  Tangenten- 
ebene von  Ä  die  Gerade  g  und  den  kürzesten  Abstand  AB  von  g 

und  A;  die  Tangentenebene  des  unendlich  fernen  Punktes  von  g 
steht  auf  dieser  Ebene  senkrecht.  Daraus  folgt:  Ziehen  wir  durch 

einen  Punkt,  etwa  durch  den  Anfangspunkt  0,  die  Parallelen  g' 
und  h'  zu  g  und  h,  und  errichten  wir  in  0  auf  der  Ebene  von  g' 

und  h'  das  Lot  g',  so  ist  die  Tangentenebene  von  A  der  Ebene 
von  g'  und  g'  parallel;  und  da  die  zu  dieser  letzteren  Ebene  senk- 

rechte Ebene  durch  g'  auch  h'  enthält,  so  ist  die  Tangentenebene 
des  unendlich  fernen  Punktes  von  g  der  Ebene  von  g'  und  h' 
parallel. 

Wenn  wir  durch  0  zu  allen  Erzeugenden  die  Parallelen  ziehen, 

so  entsteht  ein  Kegel,  und  die  Ebene  von  g'  und  h'  ist  eine  Tan-- 
gentenebene  des  Kegels.     Also: 

Satz  96:  Zieht  man  durch  einen  Punkt  die  Parallelen  g' 
zu  den  Erzeugenden  g  einer  geradlinigen  Fläche,  so  ist 
die  Tangentenebene  des  unendlich  fernen  Punktes  von  g 
derjenigen  Ebene  parallel,  die  den  Kegel  jener  Geraden// 
längs  der  zugehörigen  Mantellinie  g    berührt. 

Den  Kegel  der  Parallelen  g'  zu  der  Erzeugenden  g  nennt  man 
den  ßichtungskegel  der  geradlinigen  Fläche.  Ist  er  gegeben, 

so  kann  man  leicht  die  Stellungen  derjenigen  Tangentenebenen  be- 
stimmen, die  die  Fläche  in  den  Mittelpunkten  A  der  Erzeugenden  g 

berühren,  indem  man  nämlich  zu  jeder  Tangenten  ebene  des  Rich- 
tungskegels diejenige  Ebene  construiert,  die  auf  dieser  Ebene  längs 

der  Mantellinie  g  senkrecht  steht.  Sie  ist  der  Tangentenebene  des 
Mittelpunktes  A  der  zugehörigen  Erzeugenden  g  parallel. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  A  aller  Erzeugenden  g  heisst  die 

Strictionscurve    der    geradlinigen    Fläche.^      Die    Strictions- 

^  Nach  Chasles,  siehe  die  Aum.  zu  S.  220. 
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curve  ist  also  einerseits  der  Ort  derjenigen  Punkte  der  Erzeugenden, 

in  denen  die  Krümmung  der  Fläche,  absolut  genommen,  ihr  Maxi- 
mum erreicht,  andererseits  der  Ort  derjenigen  Punkte  der  Erzeugen- 
den, in  denen  diese  Erzeugenden  den  kleinsten  Abstand  von  den 

unendlich  benachbarten  Erzeugenden  haben.  Die  erste  Definition 

versagt  bei  den  abwickelbaren  Flächen,  bei  denen  ja  die  Krüm- 
mung überall  gleich  Null  ist  (vgl.  Satz  90,  S.  214):  doch  kann  man 

dann  infolge  der  zweiten  Definition  die  GratKnie  als  Strictionscurve 
auffassen.  Wenn  aber  keine  GratÜnie  vorhanden  ist,  d.  h.  wenn  die 
Fläche  ein  Kegel  ist,  so  ist  die  Strictionscurve  zur  Spitze  des  Kegels 
degeneriert.  Ist  aber  die  Fläche  ein  Cylinder,  so  kann  ofienbar 
jede  der  Curven,  in  denen  die  zu  den  Mantellinien  senkrechten 
Ebenen  den  Cylinder  schneiden,  als  Strictionscurve  bezeichnet  werden. 

Im  allgemeinen  ist  die  Strictionscurve  einer  geradlinigen  Fläche 
keine  orthogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden,  denn  die  Strecken  0, 

die  sie  auf  den  Erzeugenden  {u)  abschneidet  —  gemessen  von  der 

Leitcurve  an  — ,  sind  nach  (10^  im  allgemeinen  von  u  abhängig. 
Die  kürzesten  Abstände  zwischen  je  zwei 
unendlich  benachbarten  Erzeugenden  sind 

also  im  allgemeinen  nicht  die  Bogen- 
elemente  der  Strictionscurve.  Nur  der 

Ort  ihrer  Anfangspunkte  oder,  was  ja  im 
Endlichen  auf  dasselbe  hinauskommt,  der 

Ort  ihrer  Endpunkte  ist  die  Strictions- 
linie.  Dies  soll  durch  Fig.  73  erläutert 
werden.  Hier  sind  auf  einem  Kotations- 

hyperboloid  die  Geraden  der  einen  Schar 
angedeutet.  Dabei  sind  die  kürzesten 

Abstände  zwischen  je  zwei  nahe  auf  ein- 
ander folgenden  Erzeugenden  construiert 

worden.  Die  Strictionscurve  ist  hier  der 

kleinste  Kreis  auf  dem  Hyperboloid,  die 

kürzesten  Abstände  zwischen  je  zwei  un- 
endlich benachbarten  Erzeugenden  kreuzen  den  Kreis  unter  einem 

gewissen  Winkel. 

Es  kann  aber  vorkommen,  dass  die  Strictionscurve  eine  ortho- 
gonale Trajectorie  der  Erzeugenden  ist.  Dies  tritt  z.  B.  dann  ein, 

wenn  alle  Erzeugenden  eine  Gerade  senkrecht  schneiden,  wie  bei 
der  gemeinen  Schraubenfläche.  Die  Gerade  ist  dann  die 
Strictionscurve.  Ist  die  Strictionscurve  eine  orthogonale  Trajectorie, 
aber  keine  Gerade,  so  kann  sie  als  Leitcurve  gewählt  werden,  sodass 

ScH£FFERS,  G«om.  Diffir.    n. 15 
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dann  die  Mittelpunkte  der  Erzeugenden  auf  der  Leitcurve  liegen, 

also  ö  =  0  oder  nach  (10)  und  (5)  entweder  1  :  r  =  0  oder  cos  w  =  0 
ist.  Wäre  l:r  =  0,  so  wäre  die  Strictionscurve  gegen  die  Voraus- 

setzung nach  Satz  27,  I  S.  221,  eine  Gerade.  Ist  cos  w  =  0,  so  sind 
die  Erzeugenden  nach  (4)  die  Binormalen  der  Leitcurve.    Daher: 

Satz  97:  Auf  einer  geradlinigen,  aber  nicht  von  Mini- 
malgeraden gebildeten  Fläche  ist  die  Strictionscurve  nur 

dann  eine  orthogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden,  wenn 
die  Fläche  entweder  aus  den  Binormalen  einer  Curve 

oder  aus  denjenigen  Geraden  besteht,  die  eine  Gerade 
senkrecht  schneiden.  Alsdann  ist  die  Curve  bez.  Gerade 
die   Strictionscurve. 

Die  Fläche  der  Binormalen  einer  Curve  ist  nach  I  S.  275  im 

allgemeinen  nicht  abwickelbar,  vielmehr  nur  dann,  wenn  die  Curve 
eben  ist.  Alsdann  ist  die  Fläche  ein  Cylinder,  der,  wie  bemerkt, 
unendlich  viele  Strictionscurven  hat. 

Hat  eine  geradlinige  Fläche  zwei  Scharen  von  je  oo^  Geraden, 
so  ist  sie  nach  Satz  31,  S.  114,  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Sind  die  Geraden  keine  Minimalgeraden,  so  gehört  zunächst  zu  jeder 
Schar  eine  Strictionscurve.  Legt  man  nun  durch  den  Punkt  0  die 

Ebenen  parallel  zu  den  Tangentenebenen  der  unendlich  fernen  Punkte 
der  Fläche,  so  umhüllen  sie  den  oben  erwähnten  Richtungskegel. 

Da  die  Erzeugenden  der  Fläche  den  Mantellinien  des  Kegels  parallel 
sind,  so  folgt,  dass  beide  Scharen  von  Erzeugenden  den 
Mantellinien  eines  und  desselben  Kegels  parallel  sind. 

Wenn  man  nun  diejenigen  Ebenen  construiert,  die  auf  den  Tan- 

gentenebenen des  Kegels  senkrecht  stehen  und  sie  längs  der  Mantel- 
linien schneiden,  so  hat  man  solche  oo^  Ebenen,  denen  die  Tangenten- 

ebenen der  Fläche  in  den  Punkten  einer  Strictionscurve  nach  dem 

Obigen  parallel  sind.  Man  findet  also  die  Strictionscurve  ganz  un- 
abhängig von  der  gewählten  Schar  der  Erzeugenden,  indem  man 

diejenigen  oo^  Punkte  der  Fläche  sucht,  deren  Tangentenebenen 
den  soeben  construierten  oo^  Ebenen  parallel  sind.  Mithin  fallen 
beide   Strictionscurven   zusammen. 

Aus  dem  Richtungskegel  und  den  Erzeugenden  einer  gerad- 

linigen Fläche  kann  man  rückwärts  die  Tangentenebenen  der  un- 
endlich fernen  Punkte  der  Fläche  construieren,  indem  man  durch 

jede  Erzeugende  g  diejenige  Ebene  legt,  die  der  Tangentenebene 

der  zugehörigen  Mantellinie  g'  des  Kegels  parallel  ist.  Die  oo^  Tan- 
gentenebenen der  unendlich  fernen  Punkte  umhüllen  nach  Satz  15, 
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I  S.  293,  eine  abwickelbare  Fläche,  die  man  als  die  asymptotische 
abwickelbare  Fläche  der  geradlinigen  Fläche  bezeichnen 
kann.  (Vgl.  I  S.  18.)  Diese  abwickelbare  Fläche  kann  ausarten; 
so  sind  z.  B.  die  Tangentenebenen  der  unendlich  fernen  Punkte 

einer  gemeinen  Schraubenfläche  (vgl.  S.  60)  die  Ebenen  senk- 
recht zur  Schraubungsaxe;  beim  einschaligen  Hyperboloid  ist.  diese 

abwickelbare  Fläche  ein  reeller  Kegel  u.  s.  w.  Wir  wollen  hierauf 
nicht  näher  eingehen. 

Wie  wir  oben  sahen,  giebt  es  unter  denjenigen  geradhnigen 
Flächen,  deren  Geraden  keine  Minimalgeraden  sind,  ausser  den 
abwickelbaren  Flächen  keine  Flächen  constanter  Krümmung.  Ganz 
anders  verhält  es  sich  bei  den  Flächen  von  Minimal- 

geraden, vde  schon  das  Beispiel  der  Kugel  (vgl.  Satz  26,  S.  64) 
lehrt,  denn  die  Kugel  ist  ja  eine  Fläche  constanter  Krümmung. 

Wollen  wir  eine  Fläche  von  Minimalgeraden  analytisch 
darstellen,  so  wählen  wir  irgend  eine  Curve  auf  ihr  als  Leitcurve, 
etwa  eine  der  krummen  Minimalcurven  der  Fläche.  Denn  alsdann 

schliessen  wir  ja  nur  die  Kugeln,  auf  denen  auch  die  Minimalcurven 

der  zweiten  Art  Geraden  sind,  und  die  Tangentenfiächen  von  Mini- 
malcurven aus.  Die  Kugeln  haben  constante  Krümmung,  und  auf 

den  Tangentenflächen  von  Minimalcurven  versagt  die  Definition  der 
Krümmung  nach  S.  214. 

Nach  Satz  50,  I  S.  342,  sei  also  die  Minimalcurve: 

(18)       y  =  ~J{1  -  u^)(f{u)du,    t)  =  yj(l  +  u^(p{u)du,    i  =Ju(p{u)du 

die  Leitcurve.  Dabei  bedeutet  (f  eine  beliebige  von  Null  verschiedene 
Function  des  Parameters  u. 

Durch  den  Punkt  (?/)  der  Leitcurve  geht  eine  Minimalgerade 

der  Fläche.  Längs  dieser  Geraden  wachsen  die  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  um  solche  Grössen  A,  B,  C,  bei  denen  die  Summe  der 

Quadrate  gleich  Null  ist: 

Sie  werden  dabei  Functionen  von  u  sein.  Wie  inl  S.  340  schreiben  wir: 

{A  +  iB){A  -iB)  =-  C^ und  setzen; 
A  +  iB  ,  ,  Ä  -  iB  1 

=  (0  (u) , 

C  ^  ''  C  (o{u) 
sodass  wir  haben: 

A:B:C=^-{l-cü^:^{l  +  co'):co. 
W 
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Nun  sind  die  Gleichungen  der  Fläche  mit  der  Leitcurve  (18): 

(19)  I  y  =  ̂j{l  +  u^)cpdu  +  ̂[\  +  co^)v, 

z  =       I        ucp  du        + 

ausgedrückt  mittels  der  Parameter  u  und  v. 
Hier  ist: 

y«  =  y(1  +  ̂^^)''f  +  if^oi'v,       y^  =  y(l  +  «2), 

9^ 

daher  nach  XI  [Ä): 

(20)  i^  = 

+       «'«,       -2^„  =  « 

(m  -  «)2  ̂  ,  G  =  0  , 

Da   ferner  x    ,  y    ,  z      gleich  Null  sind,    so  ist  auch  die  Funda- 

mentalgrösse  N  =  0  nach  (9),  S.  106,  während  sich  wegen: 

ergiebt : 
UV  '  JUV  ' 

i  {u  —  coy  cp  (o' 

M  = 

2D 

Da.  D^  nach  (20)  gleich   —  F^  ist,    so   ergiebt  sich  nach  Satz  89, 
S.  214,  für  das  Krümmungsmaass  K  der  Fläche  der  Wert: 

Z  = -  coY  9)2   ' der  nur  von  u  abhängt,  nicht  von  v,  woraus  folgt,  dass  bei  einer 
Fläche  von  Minimalgeraden  die  Krümmung  längs  jeder 

Erzeugenden  constant  ist. 
Soll    die   Krümmung  auf  der  ganzen  Fläche   einen  constanten 

Wert  K  haben,  so  haben  wir  nach  der  letzten  Formel 

(p  = 

2(o' 

zu  setzen.     Mithin  folgt  aus  (19): 

Satz  98:  Ausser  den  Kugeln  und  abwickelbaren  Flächen 

giebt    es     noch    andere    geradlinige    Flächen    constanter 
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Krümmung  K.     Ihre   Geraden  sind  Minimalgeraden.     Jede 
solche   Fläche  lässt  sich  so  darstellen: 

1        f  (1  -  M»)cü'  ,      1    /,  2^ X  =  — =^     -!^   —  du  -\   ( 1  —  cü^)  V , 
l'K  J     (m  -  o.)«  2 

y  =  --=^  l   —  du  -\   (1  +  0)^ V , 

2_ 

  du  -{-  CO    V . 

Hierin  bedeutet  co  eine  beliebige  nicht  constante  Function 

des  Parameters  u.^ 

§  14.    Die  mittler'e  Krümmung  der  Flächen. 

Das  in  §  12  aufgestellte  Krümmungsmaass  entspricht  in  mancher 
Beziehung  nicht  den  Anforderungen,  die  man  von  vornherein,  ehe 
man  an  eine  strenge  Definition  geht,  an  ein  Krümmungsmaass  zu 
stellen  geneigt  ist.  So  z.  B.  muss  man  sich  erst  darein  finden,  dass 
nicht  nur  die  Ebenen,  sondern  auch  die  abwickelbaren  Flächen 

nach  Satz  90,  S.  214,  das  Krümmungsmaass  Null  haben,  obwohl 
doch  diese  Flächen  augenscheinlich  krumm  sind.  Wir  werden  ferner 

später  sehen,  dass  sich  das  Krümmungsmaass  nicht  ändert,  wenn 
man  eine  Fläche  ohne  Dehnung  verbiegt  So  interessant  dieser 

Umstand  an  sich  ist,  so  wenig  entspricht  er  doch  der  Erwartung, 
die  man  von  vornherein  hegt,  denn  bei  einer  Verbiegung  der  Fläche 
ist  man  geneigt,  zu  sagen,  dass  sich  ihre  Krümmung  ändert.  Diese 
und  andere  Gründe  sind  die  Ursache  dafür,  dass  verschiedene  andere 

Functionen  als  Maass  der  Krümmung  vorgeschlagen  worden  sind. 
So  auch  die  Grösse,  die  wir  jetzt  besprechen  wollen  und  die  man 
als  die  mittlere  Krümmung  zu  bezeichnen  pflegt,  um  sie  von 
dem  Krümmungsmaass  K  zu  unterscheiden.  Zu  dieser  Grösse 

hat  eine  physikalische  Frage  geführt.  Man  zeigt  nämlich  in  der 
Physik,  dass  ein  Teilchen,  das  an  einer  Stelle  P  der  Oberfläche 

einer  Flüssigkeit  liegt,  von  denjenigen  Teilchen,  die  in  einer  Schnitt- 

*  Diese  imaginären  geradlinigen  Flächen  von  constanter  Krümmung 
wurden  früher,  wie  es  seheint,  stets  übersehen  und  erst  1896  von  StIckel  be- 

stimmt in  der  in  der  Anm.  auf  S.  113  genannten  Abhandlung.  Allerdings  er- 
fordert die  Aufstellung  ihrer  endlichen  Gleichungen  bei  Stäckel  noch  die  Inte- 
gration einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  während 

die  obigen  Formeln  nur  noch  drei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  ent- 
halten. 
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ebene  der  Fläche  durch  die  Normale  von  P  liegen,  eine  Anziehung 

erfährt,  die  —  abgesehen  von  einer  uns  nicht  interessierenden  physi- 
kalischen Constanten  —  gleich  der  Krümmung  1  :  r  der  durch  die 

Ebene  bestimmten  Schnittcurve  der  Fläche  an  der  Stelle  P  ist. 

Will  man  also  die  gesamte  Anziehung  ermitteln,  die  P  erfährt,  die 

sogenannte  Oberflächenspannung  in  P,  so  hat  man  das  Mittel 
aus  den  Krümmungen  1  :  r  aller  Normalschnitte  von  P  zu  bilden. 

Es  liegt  also  jetzt  die  rein  mathematische  Frage  vor:  Durch 
die  Normale  eines  Punktes  P  einer  fläche  werden  Ebenen  gelegt, 

von  denen  je  zwei  auf  einander  folgende  denselben  Winkel  mit  ein- 
ander bilden.  Alsdann  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Krüm- 

mungen 1  :  r  aller  dieser  Normalschnitte  zu  bilden  für  den  Fall, 
dass  der  erwähnte  Winkel  unendlich  klein  ist.  Es  ist  also  die 

Summe  aller  Krümmungen  1  :  r  durch  ihre  Anzahl  zu  dividieren. 

Dies  ist  nach  Satz  22,  S.  135,  ohne  weiteres  zu  erledigen:  Wir 

bilden  die  Summe,  indem  wir  paarvveis  die  beiden  Krümmungen  zu- 
sammenfassen, die  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Normalschnitten 

auftreten.  Dieses  Paar  liefert  nach  dem  erwähnten  Satze  den 
Mittelwert: 

wenn  P^  und  P^  die  Hauptkrümmungsradien  von  P  sind,  also  einen 
Wert,  der  für  jedes  dieser  Paare  derselbe  ist.  Mithin  ist  auch  das 

gesamte  arithmetische  Mittel  gleich  diesem  Werte,  der  also  das 
Maass  der  Oberflächenspannung  darstellt. 

Aus  dem  angezogenen  Satz  folgt  also  der 

Satz  99:  Legt  man  durch  die  Normale  eines  Flächen- 
punktes P,  dessen  Hauptkrümmungsradien  R^  und  R^  sind, 

lauter  Schnittebenen,  von  denen  je  zwei  benachbarte  den- 
selben unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander  bilden,  sq 

ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Krümmungen  aller 
Schnittcurven  in  P  gleich: 

Die  hier  auftretende  Summe  der  beiden  Hauptkrümmungen,  die 

wir  in  (23),  S.  118,  mit  H  bezeichnet  haben,  nennt  man  die  mitt- 

lere Krümmung  der  Stelle  P  der  Fläche.^  Nach  (22),  S.  118, 
drückt  sie  sich  durch  die  Fundamentalgrössen  so  aus: 

^  Übrigens    herrscht    in  dieser  Beziehung  keine  Übereinstimmung  unter 
den    verschiedenen    Autoren.     Ursprünglich    hat    man    wohl    \  II  als    mittlere 
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...  „_   Eh^-2FM-\-  GL 
U)  ^-  EG-  F*  ' 

und  diese  Formel  soll  als  Definition  der  mittleren  Krüm- 

mung auch  für  den  Fall  gelten,  dass  P  gar  keine  Haupt- 
krümmungsradien hat,  also  auf  den  Flächen,  die  eine  Schar  von 

Minimalgeraden  enthalten  (vgl.  S.  115). 

Zu  dieser  mittleren  Krümmung  H  führt  uns  auch  die  Beant- 
wortung der  Frage,  wie  sich  der  Inhalt  eines  unendlich  kleinen 

Flächenstückes  ändert,  wenn  man  die  Fläche  selbst  einer 

unendlich  kleinen  Änderung  unterwirft. 
Es  sei  nämlich  die  Fläche  vorgelegt: 

(2)  x  =  (p{u,v),       y  =  -/{u,v),       z  =  'ip{u,v), 

von  der  wir  voraussetzen,  dass  sie  nicht  die  Tangenteufläche  einer 
Minimalcurve  sei,  sodass  auf  ihr  die  Grösse  D  nach  Satz  9,  S.  29, 
nicht  gleich  Null  ist.  Wenn  man  nun  die  Fläche  unendlich  wenig 
ändert,  sodass  sie  in  eine  unendlich  benachbarte  Fläche  übergeht, 

so  wird  auf  der  Normalen  eines  jeden  Flächenpunktes  (m,  v)  ein 
Punkt  der  unendlich  benachbarten  Fläche  liegen.  Wir  können  daher 

die  Änderung  dadurch  erzielen,  dass  wir  jeden  Punkt  {u,  v)  der 

Fläche' (2)  längs  seiner  Normalen  um  ein  unendlich  kleines  Stück 
verschieben.  Die  Grösse  der  Verschiebung  Avird  von  Punkt  zu  Punkt 
eine  andere  und  daher  eine  Function  von  it  und  v  sein.  Sie  habe 
den  Wert 

v{u.  v)s, 

wenn  s  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet,  die  für  alle  Punkte 

(ii,  v)  dieselbe  sein  soll.  Sind  X,  Y,  Z  die  Richtungscosinus  der 
Flächennormale,  so  sind  dann: 

(3)  X  =  z  -}-  X  V  e ,       y  =  y  -{-  1  V  s  ,       z  =  z  -\-  Z  v  e 

die  Gleichungen  der  neuen  Fläche.  Hierin  sind  .r,  y,  z  die  Func- 
tionen (2)  und  X,  Y,  Z  die  nach  XI  (P)  zu  berechnenden  Functionen 

von  u  und  v.  Jedem  Wertepaar  ?/,  v  gehört  ein  Punkt  der  Fläche  (2) 

und  ein  Punkt  der  neuen  Fläche  (3)  zu;  letzterer  liegt  auf  der  Nor- 
malen des  ersteren.  Die  Fuudamentalgrössen  erster  Ordnung  seien 

auf  der  neuen  Fläche  mit  E,  F,  G  bezeichnet.  Sie  werden  sich  nur 

unendlich  wenig  von  den  entsprechenden  Fundamentalgrössen  E,  F,  G 
der  alten  Fläche  unterscheiden.     Wir  wollen  sie  berechnen,  indem 

Krümmung    bezeichnet,    wie    es    auch  Daeboux  thut.     Wir  schliessen  uns  an 
BiAxCHi  und  Stahl-Kommerell  an. 
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wir  dabei  diejenigen  Glieder  vernachlässigen,  die  hinsichtlich  e  von 

höherer  als  erster  Ordnung  unendlich  klein  sind.   Zunächst  giebt  (3): 

(4)  ̂ -u  =  ̂ «  +  -\'^^  +  ̂ \^,  K  =  ̂ v+  ̂ .*'«  +  ̂^.« 

u.  s.  w.     Also  ist  nach  XI  {Ä): 

^  =  S  ar  2  +  2(1/  S  ;r   X  +  v   Sx   X)  6  . 

Die  erste  Summe  rechts  ist  gleich  E,  die  zweite  nach  (10),  S.  106, 

gleich  —  L  und  die  dritte  nach  XI(/)  gleich  Null,  sodass  wir  haben: 
E=  E-2vLe. 

So  kommt  überhaupt: 

(5)  E=  E-2vLs,       F=F-2v3ie,       G=^G-2vNe. 

Dann  ist  nach  XI  (C): 

D^  =  EG  -  F^  =  EG  -  F^-  2v[EN-  2FM+  GL)e, 

immer  unter  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  e.    Hieraus 
folgt,  wenn  die  Quadratwurzel  ausgezogen  wird: 

(6)  D  =  D  -^{EN-2FM+  GL)e. 

Diese  Formel  hat  im  reellen  Fall  das  richtige  Zeichen,  da  sich  ja  i) 
für  6  =  0  auf  D  reducieren  muss. 

Nach  (1)  können  wir  hierfür  schreiben: 

(7)  D  =  D-vDHs. 

Hieraus  folgt  nach  Satz  14,  S.  35: 

Satz  100:  Ändert  man  eine  Fläche  dadurch  unendlich 

wenig,  dass  man  jeden  Punkt  {u,  v)  der  Fläche  um  eine 

Strecke  v{u,  v)s  auf  seiner  Normalen  verschiebt  —  wobei  s 
eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet  — ,  so  ändert  sich 
der  Inhalt  des  von  den  vier  Punkten  {u,  v),  {u  +  du,  v), 

{u,  V  -\-  dv),  {u  +  du,  V  +  dv)  gebildeten  unendlich  kleinen 
Parallelogramms  um   die   Grösse 

—  V I)  H du  dv  •  e. 

wo  D  =  ̂ EG  —  F^  und  H  die  mittlere  Krümmung  im  Punkte 
[u,  v)  ist.  Hierbei  sind  die  hinsichtlich  e  von  höherer  Ord- 

nung unendlich  kleinen  Grössen  vernachlässigt  worden. 

Ein  Flächenstück  kann  man  sich  immer  aus  Parallelogrammen 

von  der  erwähnten  Art  zusammengesetzt  denken.     Ist  nun  dJ  der 
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Inhalt  eines  unendlich  kleinen  Stückes  der  Fläche  (2)  an  der  Stelle 

{u,  v)  und  dJ  die  entsprechende  Grösse  bei  der  Fläche  (3),  so  haben 
wir  also: 

(8)  dJ-dJ  =  -vHE-dJ, 

da  iJdudv  der  Inhalt  jenes  unendlich  kleinen  Parallelogramms  in 
obigem  Satze  ist.     Also: 

Satz  101:  Ändert  man  eine  Fläche  dadurch  unendlich 

wenig,  dass  man  jeden  Punkt  auf  seiner  Normalen  um  eine 
unendlich  kleine  und  von  Punkt  zu  Punkt  beliebige  Strecke 

verschiebt,  so  ist  die  Änderung  des  Inhaltes  eines  unend- 
lich kleinen  Flächenstückes  proportional  dem  Inhalte 

selbst,  der  Verschiebungsstrecke  und  der  mittleren  Krüm- 
mung  an   der  betreffenden   Stelle. 

Wenn  wir  insbesondere  die  Yerschiebungsstrecke  constant, 

gleich  £,  wählen,  so  ist  v  =  \   und  es  folgt: 

dJ-  dJ=-  Hs-dJ. 

Dabei  geht  eine  Parallelfläche  der  Fläche  (1)  hervor,  nach  S.  205. 
Demnach  ist  die  Änderung  des  Inhaltes  bei  Parallelflächen 
proportional  dem  Flächeninhalte  selbst  und  mittleren 
Krümmung. 

Ist  P  eine  reelle  Stelle  der  Fläche  und  ist  die  Stelle  elliptisch 

(vgl.  S.  140),  sodass  B^  und  B^  dort  dasselbe  Zeichen  haben,  so  ist 

positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Hauptkrümmungsmittelpunkte 
auf  der  positiven  oder  negativen  Normalen  liegen  (vgl,  S.  139).  Man 
sieht  also,  dass  die  Parallelfläche  grösseren  Inhalt  hat,  sobald  H 

entgegengesetztes  Vorzeichen  wie  £  hat,  d.  h,  sobald  sie  auf  der  con- 
vexen  Seite  der  ursprünglichen  Fläche  liegt.  Ist  dagegen  P  ein 

hj-perbolischer  Punkt  und  z.  B,  Ä^  >  0,  ̂ g  <  0,  so  ist  H  >  0,  wenn 
B^,  absolut  genommen,  grösser  als  B^  ist.  Daher  hat  dann  die 
Parallelfläche  grösseren  Inhalt,  wenn  sie  auf  derjenigen  Seite  der 

alten  Fläche  liegt,  auf  der  auch  der  von  P  weiter  entfernte  Haupt- 
krümmungsmittelpunkt gelegen  ist. 

Wir  wollen  unsere  Ergebnisse  für  ein  wichtiges  Problem  in 
Anwendung  bringen: 

Angenommen,  es  sei  eine  reelle  geschlossene  Curve  c  gegeben. 
Dann   können   wir  uns   beliebig  viele  reelle  Flächen  vorstellen,   die 
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durch  diese  Curve  hindurchgehen.  Wir  werden  dann  sagen,  dass 
das  innerhalb  der  Curve  c  gelegene  Stück  einer  solchen 
Fläche  einen  kleinsten  Inhalt  hat,  wenn  sein  Inhalt  kleiner 
ist  als  der  des  entsprechenden  Stückes  aller  unendlich  benachbarten 
reellen  Flächen  durch  die  Curve  c. 

Ist  etwa  gerade  die  Fläche  (2)  eine  solche  Fläche  kleinsten 

Inhaltes,  so  muss  die  Curve  c  auf  der  Fläche  liegen,  und  diejenigen 
Flächen,  deren  Inhalt  wir  mit  dem  der  Fläche  (2)  vergleichen, 
müssen  zur  Fläche  (2)  unendlich  benachbart  sein  und  ebenfalls  c 
enthalten.  Eine  dieser  benachbarten  Flächen  können  wir  also  all- 

gemein dadurch  finden,  dass  wir  auf  den  Normalen  der  Fläche  (2) 

solche  unendlich  kleine  reelle  Strecken  v  [u,  v)  s  auftragen,  die  ins- 
besondere für  die  Punkte  der  Curve  c  gleich  Null  sind.  Nun  ist 

der  Inhalt  der  Fläche  (2),  soweit  er  im  Innern  der  Curve  c  liegt, 
als  Doppelsumme  der  Inhalte  der  unendlich  kleinen  Parallelogramme 
der  Parameterlinien  darstellbar,  also  nach  Satz  14,  S.  85,  als  das 

Doppelintegral: 

J  =  I   l  D  dudv, 

erstreckt  über  alle  diejenigen  Werte  von  u  und  v,  die  den  Punkten 
in  Innern  der  Curve  c  zukommen.  Bei  der  unendlich  benachbarten 

Fläche  (3)  haben  wir  nach  (7)  analog  den  Flächeninhalt: 

//(
- 

V  D II  e]du  dv 

oder: 

J  =  \   \  D  du  dv  —  s  \   \  V  D  H  du  dv . 

Nun  ist  zu  beachten,   dass  wir  in  der  Formel  (7)  die  höheren 
Potenzen  von  e  vernachlässigt  haben,  daher  ist  auch  in  der  Formel: 

J—J=—el   \  vi)  II dudv =  - '//" 

von  den  höheren  Potenzen  von  e  abgesehen.  Man  weiss  aber,  dass 
eine  Reihenentwickelung  nach  Potenzen  von  s  dasselbe  Vorzeichen 

wie  das  Glied  niedrigster  Potenz  hat,  mithin  ist  /—  J,  sobald  der 
Coefficient  der  ersten  Potenz,  also: 

\   i  V  D II du  dv , 

von  Null  verschieden  ist,  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  man  e  positiv 
oder  negativ  wählt.  Also  ist  in  diesem  Falle  die  Fläche  (2)  sicher 
keine  Fläche  kleinsten  Inhaltes. 
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Die  Fläche  (2)  kann  vielmehr  nur   dann   eine  Fläche  kleinsten 
Inhaltes  sein,  wenn 

// vDHdudv  =  0 

ist,  und  zwar  wie  auch  die  reelle  Function  v  {«,  v)  gewählt  sein  mag. 
Da  es  sich  um  reelle  Flächen  handelt,  so  ist  D  eine  von  XuU 

verschiedene  positive  Grösse.  Ist  nun  H  nicht  überall  auf  der 

Fläche  (2)  im  Innern  der  Curve  c  gleich  Null,  so  wird  auch,  da  ja 
dann  mit  v  auch  v  D  H  als  beliebige  reelle  Function  von  u  und  v 

aufgefasst  werden  kann,  die  obige  Bedingung  nicht  erfüllt  sein. 

Die  Fläche  (2)  kann  also  nur  dann  eine  Fläche  klein- 
sten Inhaltes  sein,  wenn  die  Grösse  H  überall  innerhalb 

des  durch  die  Curve  c  begrenzten  Bereiches  gleich  Null  ist. 
Wohlbemerkt  ist  dies  aber  nur  eine  notwendige  und  keine 

hinreichende  Bedingung  für  die  Fläche  kleinsten  Inhaltes.  Wir 
heben  ausserdem  hervor,  dass  H  bei  der  jetzigen  Betrachtung  gleich 
der  Summe  der  Hauptkrümmungen  ist,  da  es  sich  ja  um  reelle 
Flächen  handelt,  die  stets  Hauptkrümmungsradien  haben  (nach 
S.  116).     Daher  haben  wir  gefunden: 

Satz  102:^  Soll  eine  reelle  Fläche,  die  sich  durch  eine 
geschlossene  reelle  Curve  legen  lässt.  kleineren  Flächen- 

inhalt als  alle  unendlich  benachbarten  reellen  Flächen 

durch  dieselbe  Curve  haben,  so  ist  dazu  notwendig,  aber 
nicht  ohne  weiteres  auch  hinreichend,  dass  in  jedem 

Punkte  der  Fläche  im  Innern  der  Curve  die  beiden  Haupt- 
krümmungsradien   einander  entgegengesetzt  gleich  seien: 

^^  +  ̂ ,  =  0 . 
Dieser  Satz  führt  uns  zur  Betrachtung  derjenigen  Flächen,  auf 

denen  in  jedem  Punkte  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  einander 

*  Das  Problem,  die  Flächen  kleinsten  Inhaltes  bei  gegebener  Begrenzung 

zu  bestimmen,  behandelte  Lagbaxge  als  Beispiel  in  seinem  „Essai  d'une 
nouvelle  methode  pour  determiner  les  maxima  et  les  minima  des 

formules  integrales  indefinies'".  Miscellanea  Taurinensia  t.  II  (1760  bis 
1761 1,  worin  er  die  Variationsrechnung  begründet  hat.  (Siehe  auch  Oeuvres  1. 1.) 

Er  fand,  dass  die  gesuchten  Flächen  x  =  /"(x,  y)  der  Gleichung 

(1  +  3«) r  -  2p <? s  +  (1  +p»)t=Q 

genügen  müssen.  Dies  ist,  wie  die  Formeln  (11)  und  (12)  auf  S.  108  und  (22) 

auf  S.  118  zeigen,  nichts  anderes  als  die  Gleichung  R^  +  E^  =  0.  Aber  diese 
charakteristische  Eigenschaft  fand  erst  Mecsxuer  1776  (siehe  die  in  der  Anm. 

auf  S.  105  genannte  Abhandlung)  durch  allerdings  nicht  ganz  strenge  geome- 
trische Betrachtungen. 
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entgegengesetzt  gleich  sind,  oder  also  der  Flächen  von  der  mitt- 
leren Krümmung  Null.  Man  nennt  sie  Minimalflächen,  weil 

zu  ihnen  die  soeben  besprochenen  Flächen  kleinsten  Inhaltes  ge- 
hören. 

Wir  wollen  aber  jenes  Minimum-Problem  nicht  weiter  erörtern, 
denn  erstens  überschreitet  es  die  uns  hier  gesteckten  Grenzen,  die 
schwierige  Frage  nach  den  hinreichenden  Bedingungen  für  das 
Minimum  zu  beantworten,  und  zweitens  wollen  wir  uns  nicht  nur  auf 

reelle  Flächen  beschränken,  während  doch  jenes  Minimum-Problem 
nur  für  reelle  Flächen  einen  Sinn  hat. 

Ehe  wir  zur  genaueren  Betrachtung  der  Minimalfiächen  über- 
gehen, erwähnen  wir  hier  noch  eine  Beziehung  zwischen  den 

Flächen  constanter  Krümmung  K  und  den  Flächen  con- 
stanter  mittlerer  Krümmung  H. 

Liegt  eine  Fläche  constanter  Krümmung  K  vor,  die  keine  Schar 

von  Minimalgeraden  enthält,  vielmehr  in  jedem  Punkt  zwei  Haupt- 
krümmungsradien hat,  und  bei  der  also  nach  Satz  88,  S.  212,  das 

Product  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  B^  und  B^  constant 
gleich  1:Z  ist,  und  construieren  wir  eine  Parallelfläche  nach 

S.  205,  indem  wir  auf  jeder  Normalen  dieselbe  Strecke  a  auftragen, 

so  hat  die  Parallelfläche  nach  Satz  83  ebenda  mit  der  ursprüng- 
lichen Fläche  die  Normalen  gemein  und  daher  auch  nach  Satz  53, 

S.  171,  die  Hauptkrümmungsmittelpunkte.  Daher  sind  R^  — a  und 
R^—  a  ihre  Hauptkrümmungsradien,  sodass 

X(/j  —   (X  J?2  —   (X 

die  mittlere  Krümmung  der  Parallelfläche  ist.     Wegen 

ist: 

-  a  (J?i  +  R^)  +  «^  +  ̂  

Nun    kann    man  a  so   wählen,    dass   dieser  Ausdruck  frei  von   der 

Summe  R^  +  R^   ist,  indem  man  nämlich  die  Bedingung  aufstellt: 

die  für  a  constante  Werte  ergiebt: 

«  =  +  i/T. 

V  K 
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Alsdann  wird: 

Daher :  ̂ 

Satz  103:  Trägt  man  auf  den  Normalen  einer  Fläche  von 
constanter  Krümmung  K  die    beiden  constanten  Strecken 

V  K 

auf,  so  sind  die  Orter  der  Endpunkte  zwei  Parallelflächen 

von   den  constanten  mittleren  Krümmungen  +  j^ 

umgekehrt:  Es  liege  eine  Fläche  von  constanter  mittlerer 

Krümmung  H  vor,  und  es  seien  H^  und  B^  ihre  Hauptkrümmungs- 
radien. Wenn  man  dann  die  Parallelfläche  im  Abstand  a  construiert, 

so  sind  B^  —  a  und  B.-,  —  a  ihre  Hauptkrümmungsradien,  sodass  die 
Krümmuncf  der  Paralleltiäche  den  Wert 

A'  = 

hat     Da 

ist,  so  folgt: 

(10) 

(i?,  -a){R^-d) 

R^         Ri 

(1-  aH)RiRi  +  a* 

Wenn  man  also  für  a  den  constanten  Wert: 

1 

wählt,  so  wird 

K  =  B'-. 
Demnach: 

Satz  104:  Trägt  man  auf  den  Normalen  einer  Fläche  von 
constanter   mittlerer  Krümmung  H  die  constante  Strecke 

1 

auf,  so  ist  der  Ort  der  Endpunkte  eine  Parallelfläche  von 

der  constanten  Krümmung  H^. 

Wir  wollen  die  Sätze  auch  rein  rechnerisch  beweisen,  wozu  wir 
der  Kenntnis  der  Fundamentalgrössen  für  Parallelflächen  bedürfen. 

Zugleich  füllen  wir  dadurch   eine  Lücke  aus,   denn  die  obigen  Be- 

^  Satz  103  und  10-t  bei  Bonxet.    .,Sar  une  propriete   de   maximum 
relative  a  la  sphere",  Xouv.  Annales  de  Mathem.  t  12  (1853). 
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trachtungen  gelten  nicht  mehr,  wenn  es  auf  den  Flächen  keine 
Hauptkrümmungsradien  giebt,  d.  h.  wenn  die  Flächen  Scharen  von 
Minimalgeraden  enthalten. 

Bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  mit  x,  y,  z,  X,  Y,  Z,  E,  F,  G, 
L,  M,  N  die  auf  eine  Fläche  bezüglichen  Grössen,  sodass  nach  Satz  11, 
S.  118: 

(11) 
H  = 

EN  -  2FM  -h  GL 

z  = 

L  N  -  W 

EO  -  F^  "  ~   FQ  -  F^ 

ist,  und  benutzen  wir  bei  der  Parallelfläche  im  Abstand  a  über- 
strichene  Buchstaben,  so  ist: 

X  =  X  -\-  aX,       y  —  y  -\-  aY,       z  =  z  +  aZ, 
daher: 

^«  =  ̂ . +  «^'u,       J;  =  ̂ ^  +  «X, 
u.  s.  w.     Also  giebt  XI  {Ä): 

Hierin  ist  die  erste  Summe  rechts  gleich  U,  die  zweite  nach  (10), 
S.  106,  gleich  —  Z,  und  die  dritte  wurde  in  (6),  S.  159,  berechnet. 
Demnach  kommt,  indem  wir  zugleich  die  Formeln  für  F  und  Ö 
hinschreiben: 

E={\-a^K)E-a{2-aH)L  , 

(12)  F={l-a'K)F-a{2-aH)M, 
G={l-a'K)G-a{2-aH)N. 

Hieraus  folgt  noch  mit  Rücksicht  auf  (11): 

D^  =  EG-F^  =  D\1-  all  +  a^ Kf, also: 

(13) D  =  D[\-aH+a^K) 

Hierbei  haben  wir  das  Vorzeichen   so   gewählt,   dass  es  im  reellen 
Fall    unserer  allgemeinen   Festsetzung  auf  S.  18   für  solche   Werte 

von  a   entspricht,    die   nicht  über  ein  gewisses  Maass  hinausgehen, 
sodass  für  a  =  0  auch  D  =  D  ist. 

Ferner  haben  wir: 

X     4-  aX uu     '  uu 

sodass  nach  (9),  S.  106: 

L=^ D 
+  aX 

+  aY 
z      -\-  a  Z z    -\-  a  Z 

a,\ ,  4-  a  X, 

V  +  aY z„  +  aZ, 
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ist.     Es  ist  bequemer,  statt  L  zunächst  L I)  zm  berechnen,  indem 
wir  die  Gleichung  nach  XI  (Z)  mit 

T        X        X  . 
U  V 

multiplicieren.    Dann  kommt,  wenn  wir  noch  D  auf  die  linke  Seite 
bringen,  zunächst  der  umständKche  Ausdruck: 

ZD3=     Sx^^x^+aSX^^x^     Sx„x^+aSX„x.     S^    +«S-V^ 

|Sx„„X+aSX„Z     Sx„J+aSX„X     Sx^X  +  aSXX 

Nach  XI  {A),  XI  (/),  nach  (7)  und  (10)  auf  S.  106  und  wegen  S  X^  =  1, 
also  SX^X=0,  SX  X=0  vereinfacht  sich  die  Determinante  be- 

deutend. Insbesondere  findet  man,  dass  die  beiden  letzten  Elemente 

der  letzten  Zeile  gleich  Null  sind,  sodass  kommt: 

-       _  I-aZ      F-aM\ 
ZBD  =  (L  +  aSX    Xi  ' 

Wegen  SX^X=  0  ist  noch: 

S  X    X  =  -  S  X  2, 
daher  nach  (6),  S.  159: 

SX    X=^-EZ  +  KU, 

sodass  mit  Rücksicht  auf  (11)  und  (13)  schliesslich  Z.  ausgedrückt 
durch  £,  F,  G,  Z,  M,  X,  H.  K  und  a,  hervorgeht.  Analog  berechnet 
sich  M  und  N.     Wir  finden: 

(14) 

Z  =  aKE+{i-aH)Z, 

M=aKF-ir{l-aH)M, 

y  =  aKG  +  {\-aH)N . 

Wenn  wir  die  aus  (12)  und  (14)  analog  (11)  gebildeten  Werte 
mit  K  und  H  bezeichnen,  so  kommt  folglich: 

Satz  105:  Sind  E,  F.  G.  Z,  J/,  X  die  Fundamentalgrossen 

einer  Fläche,  deren  Krümmung  Ä'  und  deren  mittlere  Krüm- 
mung H  ist,  so  sind  die  Fundamentalgrössen  der  Parallel- 

fläche im  Abstände  a: 
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E=  {\  -  a^ K) E  -  a{2  -  a H) L  , 

F={\-a^K)F-a{2-aH)M, 

G  =^  {l  -  a^ Ä)  G  -  a{2  -  a H) N; 

1  =  aKE+[\- aH)L  , 

M  =aKF+  {\-aH)M, 

N  =  aKG  +  {\-aH)N . 

Die  Krümmung  K  und  die   mittlere  Krümmung  H  der 
Parallelfläche  drücken   sich  so   aus: 

K=  ^ 
H 

H-  2aK 

1  -  aH  +  a^K 
Ferner  ist 

D  =  fEG-F^^  {\-aH  +  a^K)D. 

In  dieser  letzten  Formel  ist  das  Vorzeichen  so  gewählt, 
dass  D  im  reellen  Fall  positiv  ist  für  die  dem  Werte  a  =  0 
benachbarten  Werte  von  a. 

Die  beiden  Formeln  (9)  und  (10),  aus  denen  wir  die  Sätze  103 
und  104  ableiteten,  sind,  sobald  darin 

gesetzt  wird,  gerade  die  beiden  im  letzten  Satze  angegebenen  Formeln 

für  R  und  K.  Demnach  haben  wir  jetzt  die  Sätze  103  und  104 
auch  für  den  Fall  nachgewiesen,  dass  die  Flächen  Scharen  von 
Minimalgeraden  enthalten. 

Die  Eigenschaft  einer  Fläche,  eine  Schar  von  oo^  Minimalgeraden 
zu  haben,  wurde  auf  S.  114  durch  die  Bedingung  (10)  ausgedrückt 
die  sich  mittels  der  Krümmung  K  und  der  mittleren  Krümmung  H 
nach  (11)  so  darstellen  lässt: 

[EG-  F^f{4X-  II^)  =  0. 

Da  wir  i)  =j=  0  voraussetzen,  so  bleibt: 

Also : 

Satz  106:  Die  Flächen,  die  eine  Schar  von  Minimal- 

geraden enthalten,   ohne  aber  Tangentenflächen  von  Mini- 
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malcurven  zu  sein,  sind  identisch  mit  denjenigen  Flächen, 
deren  Krümmung  gleich  einem  Viertel  des  Quadrates  der 
mittleren  Krümmung  ist. 

Enthält  die  Fläche  zwei  Scharen  von  Minimalgeraden,  so  ist 

sie  nach  Satz  9,  S.  113,  eine  Kugel  oder  Ebene,  und  man  überzeugt 
sich  leicht  davon,  dass  hier  der  Satz  erfüllt  ist. 

Aus  dem  Satze  105  folgt:  Wenn  K=  \H^  sein  soll,  so  muss 
auch  K  =  \H^  sein,  d.  h.: 

Satz  107:  Wenn  eine  von  zAvei  Parallelflächen  eine 

Schar  von  oo^  Minimalgeraden  enthält,  so  gilt  dasselbe 
von  der  andern. 

§  15.    Minimalflächen. 

Im  vorigen  Paragraphen,  auf  S.  236,  vrurden  die  Minimalflächen 
als  diejenigen  Flächen  definiert,  deren  mittlere  Krümmung  H  überall 

gleich  Null  ist.  Wir  wollen  diese  Flächen  jetzt  etwas  eingehender 

behandeln.  Vorweg  sei  bemerkt,  dass  wir  dabei  von  den  Tangenten- 
fiächen  der  Minimalcurveu  grundsätzlich  absehen,  weil  auf  ihnen  die 

Definition  der  mittleren  Krümmung  versagt,  und  ferner,  dass  eine 
Fläche,  die  eine  Schar  von  Minimalgeraden  enthält,  nur  dann 
eine  Minimalfläche  sein  kann,  wenn  sie  eine  Ebene  ist.  Denn  auf 

einer  solchen  Fläche  muss  nach  Satz  106  wegen  Ä  =  0  auch  die  Krüm- 
mung K  gleich  Null  sein,  sodass  die  Fläche  nach  Satz  90,  S.  214, 

abwickelbar  wäre,  während  doch  eine  abwickelbare  Fläche,  die  keine 

Ebene  ist,  nur  eine  Schar  von  Geraden  enthält,  die  keine  Minimal- 
geraden sind,  wenn  eben,  wie  gesagt,  von  den  Tangenteuflächen  der 

Minimalcurveu,  insbesondere  von  den  Cylindem  von  Minimalgeraden, 
abgesehen  wird.  Krumme  Minimalflächen  also  enthalten  keine 

Scharen  von  Minimalgeraden.  Nach  Satz  11,  S.  118,  haben  sie  folg- 
lich überall  Hauptkrümmungsradien  R^  und  B^.     Wegen 

-"  —  ̂      r  -^  — 

und  wegen  E  =  0  kann  man  sie  daher  als  diejenigen  Flächen, 
die  in  jedem  Punkte  entgegengesetzt  gleiche  Hauptkrüm- 

mungsradien haben,  definieren.  Sie  sind  also  an  allen  reellen 

Stellen  nach  S.  140  hyperbolisch  gekrümmt  und  haben  dort  nach 
Satz  26,  S.  139,  als  Indicatricen  gleichseitige  Hyperbeln.  Daraus 
folgt,  dass  man  die  krummen  Minimalflächen  auch  als  diejenigen 

Flächen,     deren    Haupttangentencurven    ein    Orthogonal- 
ScHBFFERS,   Gcom.  DiflEr.    11.  16 
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System  bilden,  definieren  kann.     Den  Satz  85,  S.  208,  können  wir 

jetzt  so  aussprechen: 

Satz  108:  Die  sphärische  Abbildung  ist  nur  für  die 
Minimalflächen  und  für  die   Kugeln   conform. 

Wir  wollen  zunächst  einige  Beispiele  von  Minimalflächen  bringen: 

1.  Beispiel:  Fragen  wir  nach  den  Rotationsflächen,  die  Minimalflächen 
sind,  so  ist  zunächst  die  Ebene  zu  nennen.  Im  übrigen  ist  dies  Problem  durch 

den  Satz  16,  S.  126,  erledigt.     Wir  finden  also: 

Satz  109:  Die  einzigen  Rotationsflächen,  die  Minimalflächen 

sind,   sind  die  Ebenen  und  die  Catenoide. 

2.  Beispiel:  Wir  fragen  nach  den  geradlinigen  Flächen,  die  Mini- 
malflächen sind.  Nach  unseren  obigen  Bemerkungen  können  wir  dabei  von 

denjenigen  Flächen  absehen,  deren  Erzeugende  Minimalgeraden  sind,  da  sie 
nur  die  Ebenen  liefern.  Nun  sind  die  Erzeugenden  einer  geradlinigen  Fläche 

nach  S.  183  Haupttangentencurven.  Eine  geradlinige  Fläche  ist  daher  dann 

und  nur  dann  eine  Minimalfläche,  wenn  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Er- 
zeugenden auch  Haupttangentencurven  sind.  Nach  Satz  64,  S.  182,  müssen 

dann  die  Hauptnormalen  der  orthogonalen  Trajectorien  Tangenten  der  Fläche 

und  deshalb  die  Erzeugenden  selbst  sein. 

Die  gesuchten  Flächen  sind  also  diejenigen  Flächen  von  oo^  Geraden, 
auf  denen  die  orthogonalen  Trajectorien  sämtlich  die  Geraden  selbst  zu  Haupt- 

normalen haben.  In  §  10  des  3.  Abschnittes,  I.  Band,  haben  wir  Curven  mit 

gemeinsamen  Hauptnormalen  betrachtet.  Wir  sahen  damals,  dass  zu  gewissen 
Curven  je  eine  Curve  zugeordnet  ist,  die  mit  ihr  die  Hauptnormalen  gemein 
haben,  und  zwar  je  nur  eine,  sobald  nicht  Krümmung  und  Torsion  der  Curven 

constant  ist,  siehe  I  S.  325.  Demnach  sind  die  jetzt  gesuchten  Curven  solche 

von  constanter  Krümmung  und  constanter  Torsion.  Nach  Satz  29,  I  S.  226, 

sind  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Erzeugenden  daher  entweder  gemeine 

Schraubenlinien  oder  gewisse  imaginäre  Curven  dritter  Ordnung.  Die  Haupt- 
normalen einer  gemeinen  Schraubenlinie  treffen  aber  sämtlich  die  Axe  ihres 

Cylinders  senkrecht,  nach  IS.  191,  und  bilden  daher  eine  gemeine  Schrauben- 
fläche, von  der  wir  schon  wissen,  dass  sie  eine  Minimalfläche  ist,  weil  wir  in 

dem  Beispiel  auf  S.  119  sahen,  dass  für  sie  die  mittlere  Krümmung  H  =  0  ist.^ 
Ausserdem  ist  nun  noch  die  Annahme  zu  machen,  dass  eine  orthogonale 

Trajectorie  der  Erzeugenden  eine  solche  imaginäre  Curve  dritter  Ordnung  von 
constanter  Krümmung  und  Torsion  sei,  deren  Gleichungen  wir  nach  (12),  I  S.  226, 
so  ansetzen  können: 

W  zw  u 

i  =  Yr^-^^         ̂ =--67^'        ̂ =-27  (^  =  Const.). 

Allerdings  haben  wir  in  Satz  13,  I  S.  289  (vgl.  auch  I  S.  224),  erkannt,  dass 
auch  diese  Curve  eine  Schraubenlinie  ist,   aber  sie  liegt  auf  einem  Cylinder 

^  Die  ersten  krummen  Minimalflächen,  die  überhaupt  gefunden  wurden, 
sind  die  gemeinen  Schraubenflächen  und  die  Catenoide,  und  zwar  kommen 
beide  in  der  Arbeit  von  Meusnier  vom  Jahre  1776  zuerst  vor.  Vgl.  die  Anm. 
zu  S.  105. 
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von  Minimalgeraden,  weshalb  sie  eine  besondere  Behandlang  verlangt.  Es  ist  u 
ihre  Bogenlänge  und  r  ihr  Krümmungsradius,  sodass  die  Bicbtnngscosinas  ihrer 
Hauptnormale  nach  HI  {B)  die  Werte  haben: 

u  iu 
/  =  — ,        m  =   ,        n  =  —  1 . r  r 

Also  sind: 
ur  u 
6r»  r 

y  =  - 

tU' 

6r» 

X  =   V. 2r 

die  Gleichungen  der  FlSche  ihrer  Hauptnormalen.  Berechnen  wir  nach  XI  (J.) 
die  Fundamentalgrösse  F,  so  kommt  F  =  0,  d.  h.  die  Parametercurven  (v)  sind 
die  orthogonalen  Trajectorien  der  Erzeugenden  (u)  der  Fläche.  Wenn  wir 

femer  nach  (9),  S.  106,  die  Fundamentalgrössen  L  und  -N^  berechnen,  so  finden 
wir,  dass  diese  beiden  auch  gleich  Null  sind.  Daher  ist  die  mittlere  Krümmung  H 
nach  (1),  S.  231,  wirklich  gleich  Null.  Die  Fläche  ist  deshalb  eine  allerdings 
imaginäre  Minimalfläche.  Dass  sie  nicht  zu  den  gemeinen  Schraubenflächen 
gehört,  ist  leicht  zu  sehen.  Denn  bei  einer  gemeinen  Schraubenfläche  ist  eine 
der  orthogonalen  Trajectorien  der  Erzeugenden  eine  Gerade,  nämlich  die 
Schraubenaxe.  Hier  aber  ist  keine  Curve  (r)  eine  Gerade;  es  giebt  ja  keinen 
Constanten  endlichen  Wert  von  r,  für  den  die  Verhältnisse  von 

y«  =- 

2r« 

r 

constant,  frei  von  u,  wären. 

Mithin  :i 

Satz  110:  Ausser  den  Ebenen  und  den  gemeinen  Schrauben- 
flächen giebt  es  noch  eine  Art  von  geradlinigen  Flächen,  die 

Minimalflächen  sind.  Es  sind  dies  die  Flächen  der  Hauptnor- 
maien  von  gewissen  imaginären  Curven  dritter  Ordnung,  die  mit 
der  Curve: 

1  =  -^-^.         ̂   =  --^7^'         h  =  -Y^  (r  =  Const) 

congrnent  sind.     Die  Geraden  auf  diesen  imaginären  Flächen  sind 
keine  Minimalgeraden. 

^  Dass  eine  reelle  krumme  geradlinige  Fläche  nur  dann  eine  Minimal- 
fläche ist,  wenn  sie  eine  gemeine  Schraubenfläche  ist,  hat  zuerst  Catalas  be- 

wiesen: „Sur  les  surfaces  reglees  dont  Faire  est  un  minimum", 
Joum.  de  Math.  p.  et  appl.,  1.  serie,  t.  VH  (1842).  Die  in  Satz  110  angegebene, 
allerdings  imaginäre  geradlinige  Minimalfläche  scheint  bisher  nii^ends  beachtet 
worden  zu  sein. 

16* 
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Eliminiert  man  aus  den  Gleichungen  der  Fläche  die  Parameter  u  und  v, 
was  keine  Schwierigkeiten  macht,  so  kommt: 

{x  —  iyf  +  3  r  (ic  —  iy)x  —  Sir^  y  =  0  . 

Hier  liegen  also  imaginäre  algebraische  Minimalflächen  dritter  Ord- 
nung vor. 

Wir  nehmen  jetzt  das  Problem  in  Angriff,  alle  Minimal- 
flachen  zu   bestimmen.^ 

Wir  können  dabei  voraussetzen,  dass  die  Parameterlinien  die 
beiden  Scharen  der  Minimalcurven  der  Fläche  seien.  Dann  ist  nach 

Satz  17,  S.  36,  E  =  G  =^  0.  Damit  die  mittlere  Krümmung  i^T  gleich 
Null  sei,  ist  nun  nach  (1),  S.  231,  notwendig  und  hinreichend,  dass 
M=0  sei.     Nach  Satz  70,  S.  186,  heisst  dies: 

Satz  111:  Eine  Fläche  ist  dann  und  nur  dann  eine  Mini- 

malfläche, wenn  ihre  Minimalcurven  zu  einander  con- 

jugiert  sind. 

Werden  die  Parameter  mit  u  und  ö  bezeichnet,  so  besteht  also 

nach  Satz  71,  S.  187,  eine  Gleichung  von  der  Form: 

sobald  man  für  -d-  irgend  eine  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten 
X,  y,  z  der  Flächenpunkte  einsetzt.  Es  giebt  also  zwei  Functionen  a 
und  b  von  u  und  ö  derart,  dass: 

z^^  =  a  Zy^  ■{■  b  z^ 

^  Wie  wir  in  der  Anm.  auf  S.  235  schon  sagten,  stellte  Lagrange  die 
partielle  Diiferentialgleichung  zweiter  Ordnung  auf,  der  die  Minimalflächen 

%  =  f{x,y)  genügen  müssen;  aber  er  integrierte  sie  nicht.  Monge  versuchte 
die  Integration  in  seinem  ,, Memoire  sur  le  calcul  integral  des  6qua- 

tions  aux  differences  partielles",  Mem.  de  l'Acad.  des  Sciences  1784, 
beging  aber  dabei  Irrtümer.  Auf  diese  Fehler  machte  Legendee  in  seinem 

„Memoire  sur  l'integration  de  quelques  ^quations  aux  derivees 
partielles",  Mem.  de  l'Acad.  des  Sciences  1787,  aufmerksam.  Er  bemerkte 
darin  zugleich,  dass  Monge  mittlerweile  das  wahre  Integral  gefunden  und  ihm 
mitgeteilt  habe,  und  zeigte,  wie  er  es  alsdann  ebenfalls  gefunden  habe.  Die 

richtige  Methode  von  Monge  findet  sich  in  seiner  „Application".  Eine 
andere  Methode,  die  auch  von  Monge  herrührt,  findet  sich  in  dem  „Traite 

du  calcul  difförentiel  et  du  calcul  integral"  von  Lacroix,  2.  Aufl.,  t.  II, 
Paris  1814.     Monge  kommt  dort  zu  dem  wichtigen  Satze  113  des  Textes. 
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ist.     Aber  wenn  wir  diese  drei  Grleichungen  mit  x^,  y„,  z^  mnlti- 

plicieren  und  dann  addieren,   so  ergiebt  sieb,  weü  £"=0  und  also 
nacb  XI  [Ä) 

8x^=0, 
daher  aucb 

S  ar„  Xu  0  =  0 

ist,  und  wegen  Sj^u-^o  =  -^• 
0  =  bF. 

Aber  F  ist  niebt  gleicb  Null,  weü  F  =  G  =  0  ist.  Mithin  ist 
5  =  0.  Ebenso  ergiebt  sich,  wenn  die  drei  Gleichungen  mit  x^,  y^,  z^ 
multipliciert  und  dann  addiert  werden,  dass  auch  a  =  0  ist.  Die 
Gleichung  (1)  nimmt  daher  die  einfache  Form  an: 

ÖUÖD 

=  0. 

Nach  dem  Beispiel  auf  S,  188  aber  bedeutet  dies,  dass  die  Para- 
meterlinien (u)  congruent  und  gleichgestellt  sind  und  ebenso  die 

Parameterlinien  (ü).  Da  sie  die  Minimalcurven  der  Fläche  sind, 
so  folgt: 

Satz  112:  Jede  Minimalfläche  ist  eine  Schiebungsfläche, 

indem  sie  dadurch  hervorgeht,  dass  man  eine  Minimal- 
curve,  ohne  ihre  Gestalt  und  Stellung  zu  ändern,  an  einer 

anderen  Minimalcurve   entlang  bewegt^ 
Oder  in  Formeln  nach  I  S.  164: 

Satz  113:    Jede  Minimalfläche  lässt  sich  so   darstellen: 

Dabei  sind  die  Functionen  U^,  U^,  U^  von  u  allein  und  die 

Functionen  F^,  V.^,  F^  von  D  allein  nur  an  die  beiden  Be- 
dingungen gebunden: 

*  Nachdem  Monge  (vgl  die  Anm.  zu  S.  244)  gefunden  karte,  dass  die 
Minimalflächen  die  in  dem  Satze  113  angegebene  analytische  Darstellung 

haben,  machte  erst  Lie  (vgl.  die  Anm.  zu  S.  1S8)  auf  die  in  Satz  112  aus- 

gesprochene geometrische  Deutung  aufmerksam,  die  die  Grundlage  der  LiE'schen 
Untersuchungen  über  die  Minimalflächen  bildet.  Der  geschichtliche  Grang  der 
Entwickelung  ist  also  umgekehrt  wie  oben  im  Texte. 
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Denn  es  liegt  auf  der  Hand,  dass  sich  unsere  Schlussfolgerung 
auch  umkehren  lässt. 

Hiermit  haben  wir  ein  Mittel  gewonnen,  die  Gleichungen  einer 
beliebigen  Minimalfiäche  aufzustellen,  denn  die  Minimalcurven 

?=f^i(u),      t)  =  C^2(u),      i  =  U^{\x) 
und 

j  =  r,(t)),     ̂   =  r,(t)),     §  =  ̂ 3(0), 

die  wir  dabei  gebrauchen,  können  nach  Satz  50,  I  S.  342,  explicite 

dargestellt  werden.  Dort  ist  allerdings  nur  von  den  nicht-geraden 
Minimalcurven  die  Rede,  aber  wir  wissen  ja,  dass  es  unter  den 

Flächen,  die  eine  Schar  von  Minimalgeraden  enthalten,  keine  Mini- 
malfläche ausser  der  Ebene  giebt,  was  übrigens  auch  aus  dem 

Satze  112  abgeleitet  werden  kann.  Wir  können  daher,  wenn  wir 
von  den  Ebenen  absehen,  die  eine  Minimalcurve  so  wählen: 

(2)  E  =  |/(l-u')^(u)cfu,    9  =  4J(l  +  u2)^(u)rfu,    i=JviU[vi)dvi. 
Dabei  bedeutet  U  eine  von  Null  verschiedene  Function  von  u.  Ent- 

sprechend schreiben  wir  die  Gleichungen  der  zweiten  Minimalcurve, 
indem  wir  u  durch  ö  und  die  Function  ü  durch  eine  von  Null  ver- 

schiedene Function  V  von  ö  ersetzen.  Aber  hierbei  ist  ein  Umstand 

zu  beachten:  Handelt  es  sich  nur  um  die  Betrachtung  einer  Minimal- 
curve (2),  so  ist  es  gleichgültig,  ob  wir  in  der  zweiten  Gleichung  +  i 

oder  —  i  schreiben.  Sollen  aber,  wie  bei  der  Minimalfläche,  zwei 
Minimalcurven  in  Verbindung  mit  einander  gebracht  werden,  so 
können  wir  entweder  bei  beiden  i  oder  bei  der  einen  i  und  bei  der 

anderen  —  i  schreiben.  Dadurch  ergeben  sich  zunächst  zwei  ver- 
schiedene Arten  von  Minimalflächen,  je  nachdem  man  nämlich  in 

den  Gleichungen: 

^  =  1/(1  -  Vi^U{u)dvi  -H  |J(1  -  t)2)F(t))c?ö, 

y  =  4/(1  +  u^) U{u) du  ±  4/(1  +  ö^) Vit)) dt), 

z=  j'uU{n)dü+       f)oF{t3)dv 
bei  dem  zweiten  Factor  i  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  wählt. 
Aber  thatsächlich  liefert  die  erste  Annahme  keine  anderen  Flächen 

als  die  zweite.  Wenn  man  nämlich  im  ersten  Fall  neue  Para- 

meter u  und  V  einführt,  indem  man: 
1 

U  =   ,  Ü  =  M 
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schreibt  und  dann  die  Functionen 

setzt,  80  gehen  die  Gleichungen  über  in  diejenigen,  die  der  zweite 
Fall  liefert,  mit  den  äusserlichen  Unterschieden,  dass  u  und  v  statt 

u  und  ö  und  U^  und  F^  statt  U  und  F  darin  steht 
Mithin  brauchen  wir  nur  eines  der  beiden  Vorzeichen  zu  be- 

rücksichtigen.    Wir  wählen  das  untere,  sodass  wir  haben 

Satz  114:  Jede  Minimalfläche  mit  Ausnahme  der  Ebene 

ist,  und  zwar  in  jeder  Lage  zu  den  Coordinatenaxen,  in 
der  Form  darstellbar: 

X  =  ~  J(l  -  u^  Udn  +  Y  J(l  -  ö')  Fdt), 

y  =  4/(1  +  u»)?^rfu  -  4J(i  +  t)2)rrfti, 
z=  rufVu+       f\}Fdt). 

Hierin    bedeutet    U    irgend    eine    von    Null    verschiedene 

Function   von    u   allein   und  F  irgend    eine    von    Null    ver- 

schiedene Function  von  ö   allein.^ 

Nach  XI  (A)  und  XI  {C)  ist  hier: 

(3)  £=0,       F=  ̂ {ut)  +  iyüF,       G  =  0,      D  =  iF, 

sodass   XI  (F)   für   die   Eichtungscosinus    der   Flächennormale    die 
Werte  giebt: 

(4)  1=    "-"^    ,        T  =  -i    "-^,   ,       Z="'-' UD  +  l'  UD+1'  UD  +  1 

Nach  (10),  S.  106,  finden  wir  ausserdem: 

(5)  Z=-U,      M  =  0.      y  =  -  F. 

^  Diese  Darstellung  der  Minimalflächen  verdankt  man  EyyEPEK,  „Ana- 

lytisch-geometrische Untersuchungen",  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Physik, 
9.  Jahrg.  (1864),  und  Welkbstrass,  „Über  die  Flächen,  deren  mittlere 

Krümmung  überall  gleich  Null  ist",  Monatsberichte  d.  Berliner  Akad. 
1866.  Man  muss  dabei  beachten,  dass  der  BegriflP  der  Minimalfläche  älter  als 

der  Begriff  der  Minimalcurve  ist,  der  eben  in  allen  Arbeiten  über  Minimal- 
flächen bis  zu  denen  von  Lje  nur  implicite  auftritt.  Vgl.  die  Anmerkung  zu 

I  S.  340. 
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Beispiel:  Oben  fanden  wir,  dass  es  ausser  den  gemeinen  Schrauben- 
flächen noch  imaginäre  Minimalflächen  mit  geradlinigen  Erzeugen- 

den giebt.  Bei  geeigneter  Wahl  des  Coordinatenkreuzes  lassen  sich  diese 
Minimalflächen,  wie  wir  sahen,  so  darstellen: 

u 
—  M  H   V 

r 

iu 
—  V  . 

Wollen  wir  sie  in  der  im  Satze  angegebenen  Form  darstellen,  so  werden  wir  — 
um  die  Parameter  m,  v  durch  die  dazu  nötigen  neuen  Parameter  u,  0  auszu- 

drücken —  bei  unserer  Fläche  X,  7,  Z  nach  XI  [F^  berechnen,  wodurch  sich 
ergiebt : 

„        —i{jA?—1rv)                      —u'^+2rv  —  2r^  iu JL  =    ,  ,  I   =    ; —    ,  Z  = 

2ryr*-2rv  2r]/r^-  2rv        '  yr^-2rv^ 
und  diese  Werte  den  Werten  (4)  gleichsetzen.     Dadurch  geht  hervor: 

r   (  1  \  r   f  ly       r 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichungen  der  Fläche  ein,  so  kommt: 

r      .        r  r       1  r      \ 

ir     .        ir  ir      \  ir     1 

r      .       r     1  r 

Diese  Formeln  gehen  aber  aus  denen  des  Satzes  hervor,  wenn: 

2'  2ü* 
gesetzt  wird. 

Die  Werte  (4)  von  X,  T,  Z  sind  genau  dieselben  Ausdrücke,  die 

wir  in  (11)  auf  S.  64  für  die  Coordinaten  x,  y,  z  der  Punkte  einer 
Kugel  vom  Radius  Eins  um  den  Anfangspunkt  erhielten.  Dabei 
waren  damals  die  Linien  (u)  und  (ö)  die  Minimalgeraden  der  Kugel. 
Dieser  Zusammenhang  ist  nicht  überraschend,  denn  wir  wissen  ja, 
dass  die  sphärische  Abbildung  der  Minimalflächen  conform 

ist,  siehe  Satz  108,  und  andererseits,  dass  bei  einer  conformen  Ab- 
bildung die  Minimalcurven  wdeder  in  Minimalcurven  übergehen,  nach 

Satz  37,  S.  73.  Nun  aber  sind  X,  J,  Z  ja  gerade  die  Coordinaten 

des  Bildpunktes   des  Punktes  (u,  ü)  unserer  Minimalfläche  bei  Aus- 
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fiihrung   der   sphärischen  Abbildung  (vgl.  S.  204).     Die  Curven  (u) 
und  (p)  auf  der  Kugel  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  X  T,  Z 
müssen  also  die  Minimalgeraden  der  Kugel  sein;  und  dies  zeigt  die 
Übereinstimmung  unserer  Formeln  mit  denen  für  die  Kugel  auf  S.  64. 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  der  in  Satz  114  angegebenen 
Minimaldäche  die  Functionen  V  und  V  ganz  beliebig  wählen,  so 

werden  wir  nicht  gerade  eine  reelle  Fläche  erhalten.  Wir  fragen 
uns  daher,  unter  welchen  Umständen  die  Minimalfläche 
reell  ist 

Zunächst  müssen  die  Richtungscosinus  der  Normalen  eines 

reellen  Punktes  (u,  d)  der  Fläche  auch  reell  sein.  Daher  müssen  u 
und  ö  so  gewählt  werden,  dass  die  drei  Ausdrücke  (4)  reell  werden. 
Wann  dies  eintritt,  ist  leicht  durch  Rechnung  zu  entscheiden,  indem 
man  für  u  und  o  complexe  Werte  einsetzt.  Wir  können  aber  noch 
bequemer  den  soeben  besprochenen  Zusammenhang  mit  der  Kugel 

heranziehen:  Jeder  reelle  Punkt  (x,  y,  z)  der  Fläche  muss  ein  reelles 
Bild  (X,  J,  Z)  auf  der  Kugel  haben.  Aber  auf  der  Kugel  sind  u 
und  0  nach  (9),  S.  64,  Functionen  der  Breite  u  und  Länge  v.  Sind 
diese  reell,,  so  sind  u  und  o  nach  jenen  Formeln  conjugiert 

complex. 
Zunächst  also  müssen  wir,  um  reelle  Flächenpunkte  zu  erhalten, 

u  und  D  conjugiert  complex  wählen.  Aber  dies  ist  nur  eine  not- 
wendige, keine  hinreichende  Bedingung. 

Wir  setzen  also  an:  - 

indem  wir  unter  j  und  ̂   reelle  Grössen  verstehen.  Xun  seien  die 

Functionen  U{yC)  und  V{o)  oder  ̂ '(j  +  i^)  «nd  r(j  — zg)  in  ihren 
reellen  und  rein  imaginären  Teil  zerlegt: 

,g.  I  r;=^(5,5)  +  z^(j,Q), 

Alsdann  hat  z.  B.  die  dritte  Coordinate  z  den  Wert: 

^  =/[(f  +  »■^)M  +  i^){dl  +  id^)  +  (f  -  i>C)){C+iD)  (dl  -  idt))-]. 
Der  rein  imaginäre  Teil  des  Integranden  ist  abgesehen  vom  Factor  i: 

{AX)  -^  £l  -Ct)  +  Di)di  +  {Äi  -  Bt)  -  Ci  -  Dt))dt). 

Er  muss  gleich  Null  sein.  Daher  müssen  die  Functionen  A,  B,  C,  JÜ 
so  beschaifen  sein,  dass: 
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wird.     Also  muss 

C=Ä,       I)=-B 
oder  nach  (6): 

U=Ä-\-iB,       r.=  Ä-iB 

sein.  Dies  aber  bedeutet,  dass  U  und  F  conjugiert  comp] exe 
Functionen  sein  müssen. 

Ist  dies  der  Fall,  so  sind  auch  die  in  Satz  114  unter  den  beiden 

anderen  Integralzeichen  auftretenden  Ausdrücke  reell,  da  sie  Summen 

sind,  von  denen  die  zweiten  Summanden  aus  den  ersten  durch  Ver- 

tauschen von  i  mit  —  i  hervorgehen.     Also 

Satz  115:  Die  in  Satz  114  angegebene  Minimalfläche  ist 

dann  und  nur  dann  reell,  wenn  u  und  ö  conjugiert  com- 
plexe  Veränderliche  und  U  und  F  conjugiert  complexe 

Functionen  sind.^ 

1.  Beispiel:  Wir  wissen  nach  S.  242,  dass  die  gemeine  Schraubenfläche 

(vgl.  die  Formeln  (20),  S.  60): 

(7)  X  =  u cos V  ,         y  =  u sin  v  ,         %  =  qv 

eine  reelle  Minimalfläche  ist.  Sie  muss  sich  also  in  der  in  Satz  114  angegebenen 
Form  darstellen  lassen.  Um  dies  zu  erreichen,  müssen  wir  zunächst  u  und  v 
als  Function  von  u  und  b  kennen  lernen.  Zu  diesem  Zweck  bedienen  wir  uns 

wieder  der  Formeln  (4).  Denn  nach  XI  {F)  ist  bei  der  gemeinen  Schrauben- 
fläche: 

D  X  =  q  sin  v  ,         D  Y  =  —  q  cos  v  ,         D  Z  =  u . 

Berechnen  wir  hieraus  X :  Z  und  T ;  Z  und  vergleichen  wir  diese  Werte  mit 
den  aus  (4)  zu  ziehenden  Werten,  so  kommt: 

,„^  sin  z?  u  +  ö  cos  V        .    u  —  Ö 

uö  —  1  ^     u  üb  —  1 

M  =  -^    l/ub  — 
üb 

u  +  b                        .u  —  b                          ^.u  +  b 
sm  V  =   =r  ,         cos  V  =  t   ,         »  =  —  arc  tg  ̂   

2 l/u b  2 l/ub  u  -  b 

sein  muss.     Nun  ist  also  bei  der  gemeinen  Schraubenfläche  (7): 

^     .u  +  b z  =  —  q  arc  tg  *   

^  Hiemach  ist  es  leicht,  aus  der  Enneper - WEiERSTRAss'schen  Form  der 
Grleichungen  einer  Minimalfläche  beliebig  viele  reelle  Minimalflächen  abzu- 

leiten, während  es  früher  ein  Problem  war,  die  mit  Imaginärem  behafteten 

Formeln  von  Monge  so  anzuwenden,   dass  sich  reelle  Minimalflächen  ergaben. 
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und  daher: 
d*  iq 

~dvi  ~~  YiT' 

während  aus  der  dritten  Formel  des  Satzes  114  folgt: 

au 

Daher  giebt  die  Vergleichung: 

r  =  - 

iq 

2u- 

Wenn
  

man  demen
tspre

chend
  

die  conjug
iert  

compl
exen 

 
Werte

: 

U=--^^,        V  = 
2u*   '  2D- 

in  die  Formeln  des  Satzes  114  einsetzt  und  dann  u  und  ö  vermöge  (S)  durch  u 

und   r    ausdrückt,    so    gehen    thatsächlich  die  Gleichungen  (7)    der    gemeinen 
Schraubenfläche  hervor. 

2.  Beispiel:  Schlagen  wir  jetzt  um  eine  andere  reelle  Minimalfläche  zu 

gewinnen,  den  umgekehrten  Weg  ein.     Wir  wollen  annehmen,  es  sei: 

U  = 

2u* 

gewählt,  also  bis  auf  den  Factor  —  i  so  wie  soeben  bei  der  gemeinen  Schrauben- 
fläche.    Alsdann  ist  die  conjugiert  complexe  Function: 

2ö» 

Der  Satz 
 
114  liefer

t  
daher

  
die  Fläch

e: 

X  =   ~|—  +U-I-—  +  D)-I-  Const, 

y  =-  ̂ 1   u   +  o)+  Const, 

X  =      -^  (log  u  +  log  ü)  +  Const. 
Setzen  wir 

u  =  j  +  zp,         t)  =  i-  IX), 

so  ergiebt  sich  die  reelle  Darstellung  der  Fläche: 

X  =  -  ~x   i-^ — r^  +  Const, 
2  '         j'  +  t)* 

y  =  -  ~v\   ^ — -^  +  Const, 

X  =  —  q\og  \/f  +  t)*         +  Const 

Lassen  wir  die  additiven  Constanten  fort,  so  heisst  das,  dass  die  Fläche 
im  Eaume  verschoben  wird,  wobei  sie  ihre  Gestalt  nicht  ändert.  Benutzen  wir 

femer  statt  j  und  t)  neue  Parameter  u  und  r,  indem  wir  setzen: 
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so  liegt  die  Fläche  in  dieser  Darstellung  vor: 

X  = -^{e^  +  e~'^)coav,         y  =  ~(e"  +  e~")  sine;,         x  =  qu. 

Dies  aber  ist  eine  Rotationsfläche,  deren  Axe  die  *-Axe  ist.     Der  Meridian  in 
der  X  *-Ebene  oder  also  die  Parameterlinie  (»  =  0)  hat  die  Gleichungen : 

sodass  für  diesen  Meridian 
2  (e"  +  e    "),         y  =  0,        %  =  qu  , 

x  =  yU^+«     ̂  

ist.     Der  Meridian    ist   also    eine  Kettenlinie,    deren  Leitlinie  die  «;-Axe  ist. 
Die  gefundene  Fläche  ist  daher  ein  Catenoid.     (Siehe  S.  126.) 

3.    Beispiel:     Wir  wollen 

2  2 

wählen.     Dann  giebt  der  Satz  114  die  Fläche: 

.     u  +  b X  =  arc  tg  u  +  arc  tg  ö  =  arc  tg   , °  °  1  —  uö 

.     -^            *    *'("-  Ö) 
y  =  arctg  *u  —  arctg  *b  =  arc  tg  ~   , 

^-^'«g(l_u«)(l-ö^)- 

Wir  haben  hier  die  bei  y  auftretenden  Integrale  dadurch  ausgewertet,  dass  wir 
i  u  und  i  b  als  die  Veränderlichen  benutzten.     Wenn  wir 

u  =  j  +  *Q,        b  =  j-«Q 

einführen,  so  ergiebt  sich  die  reelle  Darstellung  der  Fläche: 

,  2j  -2i)  j,      (l-52_i,2)!  +  4y2 
^  =  arctg  ̂ -3-^^,     Q  =  arctg  3-^,—^,      ̂   -  ilog^^  _^.  _  ̂ .^.-^-^  , 
woraus  folgt: 

.-Jlog'^
'«'^ 

oder: 

(9)  %  =  log 

1  +tg2  2/ cos  2/ 

Diese  Fläche  heisst  die  ScHEEK'sche  Minimal  fläche.^    Ihre  Gestalt  er- 
kennt  man  am  bequemsten  aus   der  letzten  Darstellungsform  (9).     Da  %  nur 

^  Nach  ihrem  Entdecker  Scheek,  „Bemerkungen  über  die  kleinste 
Fläche  innerhalb  gegebener  Grenzen",  Journ.  f.  d.  r.  u.  ang.  Math. 
13.  Bd.  (1835).  Zur  richtigen  Würdigung  dieser  Entdeckung  sei  hervorgehoben, 
dass  man  damals  die  Sätze  114  und  115  noch  nicht  kannte. 
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dann  reell  ist,  wenn  cos  x  und  cos  y  dasselbe  Zeichen  haben,  so  lassen  sich  die 

reellen  Gebiete  leicht  erkennen:  Wir  teilen  die  a:j/-Ebene  vermöge  der  Par- 
allelen zu  den  Axen 

2n  +  1            ,           2n  +  1 
X  =    ~   71    und   y  =   n       (n  eine  ganze  Zahl) 

in  Quadrate  von  der  Seitenlänge  n  ein.  Denken  wir  uns  diese  Quadrate 

schachbrettartig  in  zwei  Scharen  zerlegt,  so  sehen  wir,  dass  für  reelle  Punkte 

der  Fläche  nur  solche  Werte  von  x  und  y  in  Betracht  kommen,  deren  zuge- 

hörige Punkte  {x,  y)  in  der  xy-Ebene  in  den  Quadraten  der  einen  Schar  liegen, 
und  zwar  gehört  zu  dieser  Schar  dasjenige  Quadrat,  dessen  Mitte  der  Anfangs- 

punkt ist.  Wenn  x  um  n  wächst  oder  abnimmt  und  y  gleichzeitig  um  n  wächst 
oder  abnimmt,  so  ändern  cos  x  und  cos  y  zugleich   ihr  Zeichen,   sodass  x  nach 

(9)  ungeändert  bleibt.  Die  Fläche  ist  daher  doppelt-periodisch.  Das  Stück, 
das  über  dem  Quadrat  um  den  Anfangspunkt  liegt,  wiederholt  sich  congment 
über  den  in  den  Diagonalen  anstossenden  Quadraten. 

Stellt  man  die  Fläche,  indem  man  x  und  y  als  Parameter  u  und  v  benutzt, 

nach  (9)  in  der  Form  dar: 

(10)  X  =  u  ,        y  =  r  ,        X  =  log  cos  u  —  log  cos  r  , 

so  erkennt  man,  dass  sie  auch  dadurch  entsteht,  dass  die  Curve: 

(11)  x  =  u,        y  =  0,        »  =  logcostt 

längs  der  Curve: 

(12)  x  =  0,        y  —  Vj        x=— logcosr, 

die  sie  im  Anfangspunkt  schneidet,  ohne  Änderung  ihrer  Grestalt  und  Stellung 
verschoben  wird.  Sie  ist  daher  nicht  nur  hinsichtlich  ihrer  Minimalcurven  als 

Minimalfläche  eine  Schiebungsfläche,  sondern  ausserdem  hinsichtlich  dieser 

Curven  (11)  und  (12),  vgl.  S.  188.  Sie  ist  daher  sehr  leicht  zu  construieren, 
sobald  man  die  Curven  (11)  und  (12)  für  die  Gebiete: 

n  n  n  71 

22  2^2 bestimmt  hat. 

Leicht  sind  die  Haupttangentencurven  zu  finden.  Wir  berechnen  zunächst 
die  Verhältnisse  der  Fimdamentalgrössen  zweiter  Ordnung  nach  (9),  S.  106.  Es 

kommt,  wenn  die  obigen  Gleichungen  (10)  benutzt  werden: 

sodass  nach  S.  174  die  Haupttangentencurven  der  Fläche  der  Gleichung 

du*  dv^ 
  ^   ^  =  0 
cos'm       cos*» 

oder  also  einer  der  beiden  Gleichungen: 

du  dv 
±     =  0 cos  u        cos  V 

genügen.     Demnach  sind: 

log  tg  (x  +  t)  ±  ̂̂ ^  *s  (t  "^  y)  "  ̂°'^*- 
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die  endlichen  Gleichungen  der  Haupttangentencurven.     Die  Projectionen  der 

Haupttangentencurven  auf  die  »«/-Ebene  haben  also  nach  (10)  die  Gleichungen: 

und: 

71 X 
+ 

^4 

2 

'  n 

+ 
X 

4 2 

<«l^+^|-tg   li  +  fl=Const 

.g(^,|).„t,(^^,|).Co.»t. 
Wir  haben  gesehen,  dass  die  Fläche  in  doppelter  Weise  als  Schiebungs- 

fläche aufgefasst  werden  kann:  Einmal  als  Schiebungsfläche  ihrer  imaginären 
Minimalcurven  und  dann  als  Schiebungsfläche  der  reellen  Curven  (11)  und  (12). 
Man  kann  beweisen,  dass  sie  sogar  auf  unendlich  viele  Arten  als  Schiebungs- 

fläche augefasst  werden  kann  und  daher  ein  Seitenstück  zur  gemeinen  Schrauben- 
fläche (vgl.  S.  191)  ist.  Wenn  man  nämlich  irgend  eine  Haupttangentencurve 

der  Fläche  herausgreift  und  den  Ort  der  Mitten  ihrer  Secanten  bestimmt,  so 
findet  man  stets  wieder  Punkte  der  Fläche.  (Vgl.  S.  190).  Die  Fläche  entsteht 
daher,  wenn  eine  Curve,  die  zu  einer  Haupttangentencurve  der  Fläche  im 
halben  Maassstab  ähnlich  ist,  an  einer  mit  ihr  congruenten  Curve  ohne  Drehung 

entlang  geschoben  wird.     Doch  wollen  wir  hierauf  nicht  näher  eingehen.' 

Wenn  wir  die  reellen  Minimalflächen  bestimmen  wollen,  so 

müssen  wir  nach  Satz  115  unter  U  und  V  conjugiert  complexe 

Functionen  der  conjugiert  complexen  Grössen  u  ==  j  +  z^  und 

ti  =  ̂   —  it)  verstehen  und  die  Integrale  in  Satz  114  berechnen.  Da 
nun  jede  der  drei  Coordinaten  x,  t/,  z  als  Summe  von  zwei  Inte- 

gralen gewonnen  wird  und  jedesmal  die  beiden  einzelnen  Integrale 
conjugiert  complex  sind,  so  ist  jedesmal  ihre  Summe  gleich  dem 
doppelten  reellen  Teil  des  einen  Integrals  allein. 

Wenn  wir  also  durch  den  vorgesetzten  Buchstaben  91 
andeuten,  dass  von  dem  nachfolgenden  Ausdruck  nur  der 
reelle  Teil  benutzt  werden  soll,  so  können  wir  das  Ergebnis 

so  aussprechen :  2 
Satz  116:  Jede  reelle  Minimalfläche  mit  Ausnahme 

der  Ebene  ist  in  der  Form  darstellbar: 

x  =  mj{l  -u'')U{ü)du,     ■ 

?/  =  9iJ^•(l  +u')U{n)dn, 

z  =  mf2uU{u)du, 

sobald  man  darin  U  als  irgend  eine  Function  von  u  =  J  +  2Q 

*  Diese  Eigenschaft  der  ScHEEK'schen  Minimalfläche  fand  Lie;  vgl.  die 
Anm.  zu  S.  191. 

^  Nach  Weieesteass,  vgl.  die  Anm.  zu  S.  247. 
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wählt,  die  nicht  gleich  Null  ist,  und  nach  beendigter  Aus- 
wertung der  Integrale  x  und  tj  als  Parameter  der  Fläche 

auffasst.  Die  reellen  Punkte  der  Fläche  gehören  dann  zu 
den  reellen  Werten  der  Parameter. 

"Wir  können  diese  Gleichungen  auch  von  den  Integralzeichen 
befreien,  indem  wir  wie  in  I  S.  342  die  Methode  der  teilweisen  Inte- 

gration anwenden.  Wenn  wir  unter  ̂ (u)  eine  Function  verstehen, 
deren  dritter  Differentialquotient  gleich  ̂ (u)  ist  und  also  als  von 

Null  verschieden  vorausgesetzt  werden  muss  (vgl.  (5)  in  I  S.  342), 
so  kommt  entsprechend  dem  Satz  51,  I  S.  343: 

Satz  117:  Jede  reelle  Minimalfläche  mit  Ausnahme  der 

Ebene  ist  in  der  Form  darstellbar:^ 

j:  =  gt  [  (1  _  u^r'{u)  +  2u  r{u)  -  2F  (u)] , 

y  =  SR  [z(l  +  u^ F'  (u)  -2iViF (u)  +  2 iF{v)\ , 

z  =  3fl[  2u^'(u)-2i^(u)], 

sobald  man  darin  u  =  r  +  iQ  setzt  und  die  reellen  Grössen 

f  und  g  als  Parameter  benutzt  Dabei  bedeutet  /"(u)  eine 
beliebige  Function  von  u,  deren  dritter  Differentialquotient 
nicht  gleich  Null  ist 

Die  Parameter  j  und  ̂   sind  nach  Satz  27,  S.  65,  thermische 
Parameter  der  Minimalfläche.  In  der  That  lässt  sich  dies  auch 

sofort  daraus  schhessen,  dass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  nach 

(3)  die  Form 
^52^(Ut)  +  \fVVdMdXi 

oder  also  in  r  und  g  die  Form: 

ds^  =  te^  +  9'  +  1)'  ̂ ^y^dt  +  dx^^), 

also  den  Factor  df^dX)^  hat     (Vgl.  Satz  25,  S.  58). 
Die  Parameterlinien  (j)  und  (y)  bilden  daher  auf  der  Minimal- 

fläche ein  Isothermennetz. 

Bei  der  sphärischen  Abbildung  sind  die  Grössen  (4)  die  Coordi- 
naten  des  Bildpunktes  des  Flächenpunktes  (u,  ö)  oder  (f,  ̂ ).  Sie 
haben,  in  f  und  Q  geschrieben,  die  Werte: 

Y  =       ̂ £  j- ^        29  „ ^  f  +  Vj^-l 
r»  +  p*  +  i'  j*  +  p*  +  l'  j*  +  9*  +  r 

Dies  ist  eine  analytische  Darstellung  für  die  Kugelpunkte  {X,  T,  Z) 

^  Auch  diese  Darstellung  der  reellen  Minimalflächen   wurde  von  Weieb- 

STKAss  gegeben,  vgl.  die  Anm.  zu  S.  24". 
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mit  Hülfe  zweier  Parameter  j,  t).  Da  die  sphärische  Abbildung  der 
Minimalfiäche  nach  Satz  108  conform  ist,  so  sind  die  Parameter- 

linien (j)  und  {\))  auf  der  Kugel  ebenfalls  Isothermen,  nach  Satz  32, 
S.  71.  In  der  That  traten  dieselben  Gleichungen  schon  auf  S.  81 

in  (14)  bei  der  stereographischen  Projection  der  Kugel  auf; 
nur  hatten  wir  dort  x,  y,  z  statt  X,  Y,  Z.  Wenn  wir  also  die 

Bildkugel  vom  Nordpol  (0,  0,  1)  aus  auf  die  ary-Ebene  perspectiv 
projicieren,  so  ist  die  Projection  des  Kugelpunktes  {X,  Y,  Z)  der 

Punkt  in  der  .ry-Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  j  und  \). 
Die  Parameterlinien-  (j)  und  (^)  auf  der  Kugel  sind  hiernach  die- 

jenigen Kreise,  die  im  Nordpol  die  yz-Ebene  bez.  a;2;-Ebene  be- 
rühren. Da  die  stereographische  Projection  auch  eine  conforme  Ab- 

bildung der  Kugel  auf  die  Ebene  ist,  so  folgt: 

Satz  118:  Deutet  man  j  und  t)  als  rechtwinklige  Punkt- 
coordinaten  in  der  Ebene,  so  wird  die  in  Satz  116  ange- 

gebene Minimalfläche   conform    auf  die  Ebene   abgebildet. 

Wir  beschliessen  diesen  Paragraphen,^  indem  wir  noch  ein  Bei- 
spiel von  Minimalflächen  erwähnen,  das  allerdings  etwas  schwierigere 

Betrachtungen  verlangt,  sodass  wir  uns  nur  auf  die  Hauptsachen 
einlassen  und  es  dem  Leser  anheimstellen,  dies  Beispiel  zu  über- 
schlagen. 

Beispiel:  Wir  wollen  diejenigen  Minimalflächen  besprechen,  die  soge- 
nannte Doppel  flächen  sind.  Dabei  erinnern  wir  daran,  dass  wir  die  allge- 
meinen Grleichungen  einer  Minimalfläche  aus  dem  Umstände  abgeleitet  haben, 

dass  die  Minimalflächen  Schiebungsflächen  von  Minimalcurven  sind.  Nun  sahen 

wir,  als  wir  auf  S.  188  u.  f.  von  den  Schiebungsflächen  überhaupt  sprachen,  dass 
es  insbesondere  vorkommen  kann,  dass  die  beiden  erzeugenden  Curven  der 

Schiebungsfläche  mit  einander  congruent  und  von  gleicher  Stellung  sind  (vgl. 
S.  189).  Da  eine  reelle  Minimalfläche  nur  conjugiert  complexe  Minimalcurven 

enthält,  so  werden  wir  hier  zu  der  besonderen  Annahme  geführt,  dass  beide 
erzeugende  Minimalcurven  einerseits  conjugiert  complex  sind  und  andererseits 

die  eine  in  die  andere  durch  eine  Schiebung  übergeführt  werden  kann.    Diese 

^  Hierbei  sei  zur  Orientierung  des  Lesers  noch  bemerkt,  dass  wir  nur 
einen  sehr  kleinen  Teil  derjenigen  Ergebnisse  beibringen  können,  die  seitens 

verschiedener  Mathematiker  auf  dem  Gebiete  der  Minimalflächen  gefunden 

worden  sind.  So  werden  wir  z.  B.  auf  die  wichtigen  Untersuchungen  von 
Schwarz  gar  nicht  eingehen  können.  Wir  wollen  aber  noch  erwähnen,  dass 

Schwärz  im  Journal  f.  d.  r.  u.  angew.  Math.,  80.  Band,  einen  geschichtlichen 

Überblick  über  die  Minimalflächen  gegeben  hat,  der  auszugsweise  in  Salmon- 

Fiedler's  „Analytische  Geometrie  des  Eaumes",  II.  Teil,  Leipzig  1880, 
S.  XX — XXVIII,  aufgenommen  worden  ist.  Auch  die  geschichtlichen  Notizen 

in  Darboxtx'  „Le9ons"  (vgl.  die  Anm.  zu  S.  187),  I.  partie,  ß.  267  u.  f.,  sind 
zu  beachten. 
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Flächen  hat  man  Doppelflächen  genannt,  und  zwar  deshalb,  weil  sie,  sobald 

sie  nicht-periodisch  sind,  eine  merkwürdige  Eigenschaft  haben.  Diese  Eigen- 
schaft wollen  wir  aber  nicht  durch  geometrische  Überlegungen,  wie  wir  sie 

soeben  andeuteten,  sondern  durch  die  Untersuchung  eines  analytischen  Problems 
ableiten,  nämlich  so: 

Wählt  man  eine  bestimmte  P^mction  C(u),  so  gehört  zu  ihr  nach  Satz  116 

eine  reelle  Minimaltiäche,  die  bis  auf  eine  Schiebung  im  Räume  eine 

vöUig  bestimmte  Lage  hat,  denn  die  Integrationsconstanten  können  noch  be- 
liebig gewählt  werden.  Man  kann  sich  nun  fragen,  ob  zwei  verschiedene  Func- 

tionen dieselbe  Minimalfläche  —  abgesehen  von  Schiebungen  —  liefern.  Geben 
wir  daher  der  Functin  ü  noch  einen  zweiten  Wert  U  (u).  indem  wir  auch  die 
Veränderliche  u  durch 

ü  =  f  4-  i  n 

ersetzen,  sodass  für  die  zweite  Fläche  die  Richtungscosinus  der  Normalen  nach 
(4)  die  Werte  haben: 

(13)  x  =  l^,       r=-i^,       ̂   =  ̂ , ^     '  UD-H  UD  +  l  UD-Fl 

wo  natürlich  D  der  zu  ii  conjugierte  Wert 

sein  soll.  Soll  jeder  Punkt  (u,  0)  der  ersten  Fläche  mit  einem  Punkte  (u,  d)  der 

zweiten  —  abgesehen  von  einer  Schiebung  im  Räume  —  zusammenfallen,  so 
müssen  sie  parallele  Normalen  haben,  aber  es  kann  der  Sinn  der  positiven 
Normalen  bei  der  zweiten  Fläche  der  umgekehrte  sein.  Daher  setzen  wir  die 

Werte  (.4)  entweder  direct  den  Werten  (13)  gleich  oder  aber  erst  nach  Multi- 
plication  mit   —  1.     Im  ersten  FaU  ergiebt  sich  dann 

(14)  ü  =  u ,         D  =  ö , 

dagegen  im  zweiten  Fall: 

-  1  -  t  ^  1  1 
(15)  u  =   ?  D=   oder:       u  =  — -^>  ö=— ^> 
'  D  U  D  U 

und  diese  Werte  ü,  d  sind  conjugiert  complex,  sobald  es  u  und  ö  sind.  Denn 
wenn 

u  =  r-f«9,        D  =  r-tQ 
ist,  so  giebt  (15): 

(16)  ü  =  -^5,    ö^-Vi^- r*  -f-  9*  f  +  \f 

Nun  giebt  die  Gleichung  für  «  in  Satz  116  oder,  was  vielleicht  klarer  ist,  die 
Gleichung  für  *  in  Satz  114,  wo  U  und  V  conjugiert  complexe  Functionen  von 
u  und  D  bedeuten: 

dx  =  \xUd\x  -\-  nVdn, 

während  bei  der  neuen  Fläche: 

dx  =  viU du  -f  D  Fdö 

ist.    Sollen  beide  Werte  übereinstimmen,  so  giebt  die  Annahme  (141  die  triviale 

Lösung  Ü(ü)=  t'(ul  =  r(u)  und   F(d)  =  f(D)  =   F(D),    also    keine    zweite 
Fläche.    Dagegen  giebt  die  Annahme  (15): 

ScHKFFKBS,  Geom.  Dif&.    H. 
17 
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Diese  Forderung  wird  für  alle  Werte  von  ü  und  d  befriedigt,  wenn: 

üm-l-.v[--l),  ft5).-i,:7(-l) 
gesetzt  wird,  und  dann  sind  U  und  V  thatsächlich  zu  einander  conjugiert  com- 
plexe  Functionen.     Daher,  mit  Rücksicht  auf  (16): 

Satz  119:     Die    beiden    reellen  Minimalflächen,    die  durch   die 
Gleichungen: 

x  =  ̂  f  (l- 11^)  Udu,  x  =  '3ifn-ü^)Üdü, 

y  =  fliji{l  +  u'')üdu,        und       y  =  m  fi{l  +  ü^)  Üdn  , 

x  =  ?iif2uUdu  x  =  'Stf2üüdü 

dargestellt  werden,  in  denen   ü  eine  Function  von 
u  =  i  +  it} 

und  U  eine  Function  von 

ü  =  j  +  ̂■  ̂  
bedeutet,  sind  —  abgesehen  von  einer  Schiebung  —  nur  dann  mit 
einander  identisch,  wenn  entweder  U  dieselbe  Function  von  u 

wie  U  von  ü  ist  oder  wenn  sich  U  durch  die  zu  U  conjugiert  com- 

plexe  Function   F"  so  ausdrückt: 

U  =  --V H-i) 
Im  zweiten  Fall  entspricht  dem  Punkte  (j,  t))  der  einen  Fläche  der- 

jenige Punkt  (^,  ̂)  der  anderen  Fläche,  für  den 

ist,  und  die  Normalen  beider  Punkte  sind  einander  parallel,  aber 
von  entgegengesetztem  Sinn. 

Bleiben  wir  jetzt  bei  dem  nicht  trivialen  zweiten  Fall.  Es  kann  vorkommen, 
dass  die  neue  Function  U,  ausgedrückt  durch  ü,  genau  dieselbe  Function  ist 
wie  die  alte  Function  U,  ausgedrückt  durch  u.  Alsdann  liegt  eine  reelle 
Minimalfläche  vor,  ausgedrückt  durch  die  reellen  Parameter  y  und  l),  bei  der 
die  Stelle  (u)  oder  (j,  \))  mit  der  Stelle 

^^     oder    (~      ̂   ^ 
u)  \     f  +  t)''  f  +  if 

congruent  ist,  während  sie  an  diesen  beiden  Stellen  nach  verschiedenen  Seiten 

gerichtete  parallele  Normalen  hat.  Ist  die  Fläche  nicht -periodisch,  so  müssen 
beide  Stellen  zusammenliegen.  Wenn  sie  dagegen  periodisch  ist,  so  könnte  die 
eine  Stelle  um  eine  oder  um  einige  Perioden  von  der  andern  entfernt  sein. 

Setzen  wir  nun  voraus,  dass  die  Fläche  nicht- periodisch  sei,  so  wollen 
wir  annehmen,  dass  sich  die  Grösse  u  stetig  in  die  Grösse  —  1  :u  verwandele. 
Dabei  beschreibt  der  zugehörige  Punkt  (j,  t))  der  Fläche  eine  stetige  Curve 
auf  der  Fläche,  wobei  er  schliesslich  in  seine  Anfangslage  zurückkehrt,  aber 
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dann  eine  nach  der  anderen  Seite  gerichtete  Normale  hat;  d.  h.  er  ist  auf  die 

andere  Seite  der  Fläche  übei^egangen.  Es  liegt  also  dann  der  merkwürdige 
Fall  einer  Fläche  vor,  bei  der  ein  auf  der  Fläche  gelegener  Punkt 
auf  stetigem  Wege  auf  die  andere  Seite  gerade  an  dieselbe  Stelle 

gelangen  kann,  ohne  die  Fläche  zu  durchsetzen.^  Eine  solche  Minimal- 
fläche heisst  eine  Doppel  fläche.^ 

Zu    diesen  Flächen    gelangt  man   auch,    wenn    man,    wie  oben  bemerkt, 
untersucht,  wann  die  erzeugende  Minimalcurve  (t>): 

«  =  Y  Al-u*)  C7du,        y  =  ~J{l-\-^x^)Udn,       x^fuCdu 

in  die  zu  ihr  conjugierte  erzeugende  Minimalcurve  (u): 

a;  =  |J(l-D-)Frft),      2/  =  -^J(l  +D»)FrfD,       x^fi^Vdv 
durch  Schiebung  überführbar  ist.  Dies  ist  nämlich  dann  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  man  eine  Veränderliche  ^  so  als  Function  von  u  bestimmen  kann, 
dass  für  jeden  Wert  von  t 

(1  -u^üdu=      (1  -  i^Vif)dt, 

(1  +  u*)  üdu  =-iL  +  t^  Vif)dt, 
uC7(u)rfu=      tV{t)dt 

wird.     Zunächst  also  wäre  zu  fordern: 

1  -  u»      1  -  /*  1  +  u*  1  +  /« 
Vi  t  Vi  i 

woraus  folgt: 

*  =  --L. U 

Alsdann  bliebe,  indem  wir  diesen  Wert  von  t  in  die  drei  Bedingungen  ein- 
setzen, nur  die  Forderung: 

was  wieder  zu  dem  Werte   ü  in  unserem  Satze  119  zurückführt. 

'  Es  ist  leicht,  sich  ein  Modell  einer  Fläche  herzustellen,  die  zwar  keine 
Minimalfläche  ist,  aber  auch  die  Eigenschaft  hat,  dass  man  von  ihrer  einen 
Seite  auf  die  andere  auf  stetigem  Wege  gelangen  kann,  die  also,  wie  man 
sagen  kann,  nur  einseitig  ist.  Man  schneide  nämlich  einen  etwa  rechteckigen 
Streifen  Papier  aus  und  klebe  die  kurzen  Seiten  zusammen,  nachdem  man  das 
eine  Ende  zum  andern  hingebogen  und  einmal  um  zwei  rechte  Winkel 
gedreht  hat.  Verfolgt  man  auf  dem  so  hergestellten  Modell  die  frühere 

längere  Mittellinie  des  Rechtecks,  so  erkennt  man  sofort  die  Einseitigkeit.  — 
Auf  das  Vorhandensein  einseitiger  Flächen  hat  Listing,  „Census  räum- 

licher Complexe'',  Abb.  d.  Göttinger  Gesellsch.  d.  Wiss.  10.  Bd.  (1862),  und 
unabhängig  von  ihm  und  in  ausdrücklicherer  Weise  MöBirs,  „Über  die  Be- 

stimmung des  Inhaltes  eines  Polyeders",  Leipziger  Berichte  1865  (siehe 
auch  Ges.  Werke  Bd.  II),  hingewiesen. 

-  Die  Theorie  der  Minimal-Doppelflächen  rührt  von  Lie  her,  vgl.  die  Anm. 
zu  S.  188. 

17» 
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Setzen  wir  z.  B. 

so  ist  die   zu    U  conjugierte  Function   V  von   derselben  Gestalt,    also  die  im 
Satz  119  angegebene  neue  Function: 

U'
 

d.  h.  dieselbe  Function  von  ü  wie    U  von  u.     Mithin  ergiebt  sich  für 

[/  (u)  =  1  -  ̂  

'^  u* 

eine  Doppelfläche,  denn  die  Fläche  ist  offenbar  durch  eine  algebraische  Glei- 
chung zwischen  x,  y,  %•  darstellbar  und  deshalb  nicht-periodisch.  Sie  heisst 

die  HENNEBERo'sche  Minimalfläche.* 

Indem  wir  hier  mit  dem  Paragraphen  auch  den  zweiten  Ab- 
schnitt schliessen,  bemerken  wir  noch,  dass  wir  auch  eine  Reihe  von 

Formeln  dieses  Abschnittes  in  Tafeln  im  Anhange  des  Bandes  zu- 
sammengestellt haben.  Die  Tafel  XII  enthält  die  Hauptformeln  dieses 

Abschnittes,  die  sich  auf  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung 
und  die  Krümmung  beziehen.  In  der  Tafel  XIII  sind  einige  dieser 
Formeln  für  die  specielle  Darstellungsform 

^  =  t\^>  y) , 

der  Fläche,  bei  der  x  und  y  die  Parameter  sind,  wiedergegeben. 
Einige  von  diesen  Formeln  sind  zwar  im  Texte  nicht  entwickelt 

worden;  sie  gehen  indes  so  unmittelbar  aus  den  entsprechenden 
Formeln  der  Tafel  XII  durch  Einsetzen  der  besonderen  Werte  her- 

vor, dass  wir  von  ihrer  ausdrücklichen  Ableitung  hier  füglich  absehen 

dürfen.  Die  Tafel  XIV  bezieht  sich  auf  die  sphärische  Abbildung 
einer  Fläche  und  die  Tafel  XV  auf  die  Parallelflächen. 

Die  Formeln  dieser  Tafeln  werden  wir  künftig  wieder  in  der 
üblichen  Weise  eitleren. 

*  Hennebeeg,  ,,Über  solche  Minimalflächen,  welche  eine  vorge- 
schriebene ebene  Curve  zur  geodätischen  Linie  haben",  Zürich  1875. 



Dritter  Absclinitt. 

Die  Fundamentalgleiclmuffen  der 
Fläeheutlieorie. 

§  1.    Die  höheren  Differentialquotienten  der  rechtwinkligen 
Coordinaten. 

Die  Betrachtungen  des  ersten  und  des  zweiten  Abschnittes 

zeigen,  dass  die  drei  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung,  E,  F,  G, 
und  die  drei  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung,  L,  M,  N,  von 

der  grössten  Bedeutung  für  die  Flächentheorie  sind.  Dieser  Um- 
stand ist  schon  durch  die  Benennung  gewürdigt  worden. 

Wir  haben  eine  Reihe  von  solchen  Eigenschaften  der  Flächen 
besprochen,  die  von  ihrer  zufälligen  Lage  gegenüber  dem  Kreuze 

der  Coordinatenaxen  unabhängig  sind,  wie  z.  B.  die  Krümmungs- 
verhältnisse in  einem  Punkte,  die  Lagerung  der  zu  einer  Normalen 

unendlich  benachbarten  Normalen  u.  s.  w.  Wir  fanden,  dass  zu  ihrem 

analytischen  Ausdruck  die  Fundamentalgrössen  vöUig  ausreichten :  so 
lassen  sich  z.  B.  die  Hauptkrümmungsradien  eines  Flächeupunktes 
durch  die  Fundamentalgrössen  allein  ausdrücken,  nach  XTT  {K). 

Da  wir  aber  nur  einen  Teil  der  Eigenschaften  der  Flächen, 

insbesondere  nur  einen  Teil  ihrer  von  der  Lage  im  Räume  unab- 
hängigen Eigenschaften  betrachtet  haben,  so  dürfen  wir  diese  Be- 
merkung nicht  ohne  weiteres  verallgemeinern.  Vielmehr  führt  sie 

uns  zu  dem  Problem,  zu  untersuchen,  wie  sich  überhaupt  die  von 

der  Lage  im  Räume  unabhängigen  Eigenschaften  einer  Fläche  ana- 
lytisch ausdrücken. 

Die  Erledigung  dieses  Problemes  ist  eines  der  Hauptziele  des 

gegenwärtigen  Abschnittes. 
Zur  Vorbereitung  bedürfen  wir  einer  Reihe  von  Formeln,  die 

jetzt  aufgesteUt  werden  sollen.  Erinnern  wir  uns  an  die  Definitionen 
der  Fundamentalgrössen  in  XI  {Ä)  und  XII  {B) : 

(1)  SxJ  =  E,       ̂ xx^F,       SV=G^, 
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(2) 

wo 

^uu 

^u 

^. 

"uu 

Vu 

y.\ 

uu 

^. 

\ 

=  BL, 
^uv   ̂ u  ̂ v XXX 

VV         U         V 

,'uv     .7u    Jv 

=^DM, 

"vv    .7  m      "y 

z      z    z 
UV         U         V VV         U          V 

=  DN, 

L^  =  EG  -  F^ 

ist,  80  erkennen  wir,  dass  sie  die  sechs  ersten  und  neun  zweiten 

partiellen  Differentialquotienten  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,y,z 
nach  den  Parametern  u  und  v  enthalten.  Differenzieren  wir  die 

drei  Gleichungen  (1)  einmal  partiell  nach  u  und  einmal  partiell 
nach  V,  so  gehen  aus  ihnen  die  sechs  Gleichungen  hervor: 

Sa;     X    =  IE  ,        Sa-     x    -\-  S  x  x      =  P  ,        Sx     x    =  ̂ G  , ^      uu      U  2        U'  **      uu      V      '      ̂       U      UV  U'  ^      UV      V  2        u' 

Sx,    X   =  l  E  ,       Sx     X  +  Sx  X     =  F  ,       Sx    X  =  ̂ G  , ^      UV      U  i         V'  ^UVV^UVV  V'  ^*      VV      V  2        «> 

die  wir  auch  so  schreiben  können: 

Sa:    X   =IE,  S^    X   =IF,       Sx    X   =  F  —  IG  , 
^     uu     u  2       u'  **     UV     u  2       v>  ^     VV     u  v  2      m' 

(3) 
Sx    X  =  F  —  \E  ,      Sx    X  =  IG  ,      Sx    X  =  ̂ G  . **     uu     V  u  2      v^         ̂      UV     V  2  ̂ u>  ^     VV     V  2      v 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  sind  neun  lineare  Gleichungen  für 
die  neun  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  x,  y,  z: 

VV' 

"uu '       Juv '       "vv ' 

Dabei  enthalten  die  drei  in  (2)  und  (3)  links  stehenden  Gleichungen 
nur  die  partiellen  Ableitungen  der  ersten  Reihe,  ferner  die  in  (2) 
und  (3)  in  der  Mitte  stehenden  Gleichungen  nur  die  partiellen 

Ableitungen  der  mittleren  Reihe  und  endlich  die  in  (2)  und  (3) 
rechts  stehenden  Gleichungen  nur  die  partiellen  Ableitungen  der 
dritten  Reihe  der  soeben  angegebenen  Tabelle.  Wir  werden  nun 
sehen,  dass  jedesmal  die  betreffenden  drei  Gleichungen  hinsichtlich 

der  in  ihnen  vorkommenden  zweiten  Ableitungen  eine  von  Null  ver- 
schiedene Determinante  haben  und  daher  nach  den  zweiten  Ab- 

leitungen auflösbar  sind.  Durch  die  Auflösung  ergeben  sich  alsdann 
die  zweiten  Ableitungen  ausgedrückt  durch  die  ersten  Ableitungen, 

durch  die  Fundamentalgrössen  und  durch  die  ersten  partiellen  Ab- 
leitungen der  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung. 

Die  drei  in  (2)  und  (3)  links  stehenden  Gleichungen  können  so 
geschrieben  werden: 
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Ihre  Determinante  hinsichtlich  x^^,  y^^,  z^^  ist: 

z..  X_  —  X..  z_ 

Direet  oder  auch  nach  XI  {F)  und  XI  (Z)  findet  man  als  ihren 

Wert  J)^.  Ist  also  J)  ̂   0,  d.  h.  ist  die  Fläche  nicht  die  Tangenten- 
fläche einer  Minimalcurve  (nach  S.  29),  so  ist  die  Auflösung  nach 

^««»  y««'  ̂ uu  möglich.     So  kommt: 

^uu—  jy*  \ 

DZ 

F  -\E_ 

y. 

oder: 

Wenn  wir  in  der  zweiten  runden  Klammer  x^  x^  addieren  und  sub- 
trahieren, so  sehen  wir,  dass  sie  nach  (1)  den  Wert  x^G  —  x^F  hat, 

und  wenn  wir  in  der  letzten  runden  Klammer  xjx^  addieren  und 

subtrahieren,  finden  wir,  dass  sie  nach  (1)  den  Wert  x^F  —  x^E 
hat.     So  kommt: 

Die  Werte,  die  sich  für  y^^,  z^^  ergeben,  gehen  aus  diesem  durch 
cyklische  Yertauschung  von  x,  y,  z  hervor. 

Wenn  wir  alsdann  in  den  drei  Gleichungen  u  mit  v  und  ent- 
sprechend E  mit  Gj  L  mit  N  vertauschen,  so  gehen  die  Werte  von 

y« 

Gleichungen  in  (2)  und  (3)  benutzen.  Hier  ist  die  Rechnung  genau 
so  wie  vorher  durchzufuhren. 

In    dieser  Weise    kommen    wir  zu  neun  Formeln,    von  denen 
drei  so  lauten: 

X    ,  V    ,  z     hervor. 
vv'   Jvo-       er 

z      ZU    finden,    müssen   wir   die    drei    mittleren 
UV'      •JUt^  UV  ' 
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(4) 

—  —(  \  _i_      ̂  

M 
D 

N 
D 

iVu'^v 

WM  ̂ v 

+ 

+ 

+ 

2Z>2 

1 

1 

2D:' 

1 

2Z)^ 

1 

2/)2 

1 

2Z>2 

EG  +  EF-2F  F)x   + 

-EF+G  E)x  , 

-GF-GG  +  2FG)x   + 

GE-j-GF-  2F,F)x  , 

während  die  übrigen  sechs  aus  diesen  durch  cjklische  Vertauschung 
von  X,  y,  z  hervorgehen.     Sie  lehren: 

Satz  1:  Die  zweiten  partiellen  Ableitungen  der  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y,  z  eines  Flächenpunktes  nach 

den  Parametern  u  und  v  lassen  sich  sämtlich  durch  die 

ersten  Ableitungen  von  x,  y,  z,  durch  die  Fundamental- 
grössen  erster  und  zweiter  Ordnung  und  durch  die  ersten 

partiellen  Ableitungen  der  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  ausdrücken.  Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  die 
Fläche  keine  Tangentenfläche   einer  Minimalcurve  sei. 

Hieraus  ziehen  wir  weitere  Schlüsse,  wobei  wir  die  Rechnungen 
gar  nicht  auszuführen  brauchen:  Wollen  wir  die  dritten  partiellen 
Ableitungen  der  Coordinaten  x,  y,  z  haben,  so  differenzieren  wir 
unsere  Formeln  noch  einmal  nach  u  oder  v.  So  giebt  die  erste 
Formel  (4)  nach  u  differenziert  den  Wert  von  x  ,  und  zwar  aus- 

gedrückt  durch  die  ersten  und  zweiten  Ableitungen  von  x,  y,  z,  durch 
die  Fundamentalgrössen,  durch  die  ersten  und  zweiten  Ableitungen 
von  E,  F,  G  und  durch  die  ersten  Ableitungen  von  Z,  M,  N.  Aber 
hierin  können  wir  die  zweiten  Ableitungen  von  x,  y,  z  mit  Hilfe  der 
Formeln  (4)  und  der  sechs  analogen  Formeln  durch  die  ersten  Ab- 

leitungen von  X,  y,  z  durch  die  Fundamentalgrössen  und  die  ersten 
Ableitungen  von  E,  F,  G  ausdrücken  u.  s.  w.  So  ergiebt  sich,  wenn 
wir  in  derselben  Weise  weiter  schliessen: 

Satz  2:  Die  zweiten  und  höheren  partiellen  Ableitungen 

der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  eines  Flächenpunk- 
tes nach  den  Parametern  u  und  v  lassen  sich  sämtlich 

durch  die  ersten  Ableitungen  von  x,  y,  z,  durch  die  sechs 
Fundamentalgrössen  und  durch  die  partiellen  Ableitungen 
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der  Fundamentalgrössen  nach  u  und  v  ausdrücken,  und 

zwar  treten  bei  den  n*^°  Ableitungen  Ton  x,  y,  z  die  Ab- 
leitungen Ton  E,  F,  G  bis  zur  [n  —  1)**°  Ordnung,  die  von 

L,  M,  N  bis  zur  (n  —  2)*^°  Ordnung  auf.  Hierbei  ist  voraus- 
gesetzt, dass  die  Fläche  keine  Tangentenfläche  einer  Mini- 

malcurve   sei. 

§  2.    Die  drei  Fundamentalgleichungen. 

Wir  sahen,  dass  sich  die  zweiten  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  u 
und  V  durch  die  ersten,  durch  E,  F,  G,  Lj  M,  N  und  durch  die 
ersten  Ableitungen  von  E,  F.  G  ausdrücken  lassen.  In  den  Formeln 

(4),  S.  264,  sind  die  Ausdrücke  für  x  ,  x  ,  x  ausführlich  an- 
gegeben  worden.  Wir  zogen  hieraus  Schlüsse  in  Bezug  auf  die 

höheren  Ableitungen  von  x,  y,  z.  Hierbei  aber  ist  nun  ein  Ein- 
wand zu  machen: 

Wollen  wir  z.  B.  x  berechnen,  so  kann  dies  in  zwei  Arten 

geschehen,  entweder  dadurch,  dass  wir  die  Formel  für  x^^  partiell 
nach  V,  oder  dadurch,  dass  wir  die  Formel  für  x^^  partiell  nach  u 
differenzieren.  Dasselbe  gilt  bei  der  Berechnung  von  x^^^.  Jedesmal 
haben  wir  zwei  Methoden,  und  wenn  wir  die  nach  beiden  Methoden 
berechneten  Werte  einander  gleichsetzen,  erhalten  wir  also  zwei 
Gleichungen.    Da  wir  dieselben  Schlüsse  für  y      ,  y      und  für  z,     , 
"  ^UUV'     •7UVV  Uttt»' 

z       machen  können,  so  übersehen  wir,  dass  wir  so  zu  sechs  Glei- UVV  ' 

chungen  kommen,  die  notwendig  richtig  sind. 
Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  diese  sechs  Gleichungen  zu  finden. 

Dabei  werden  wir  sehen,  dass  sie  sich  auf  nur  drei  reducieren,  die 

wir  ihrer  grossen  Wichtigkeit  halber  die  drei  Fundamental- 
gleichungen  der  Flächentheorie  nennen  wollen. 

Da  die  Formeln  einen  grösseren  ßechenaufwand  erfordern,  ist 

es  angebracht,  sie  zunächst  unter  speciellen  Voraussetzungen  abzu- 
leiten, für  die  sie  sich  einfacher  gestalten.  Der  Leser  wird  dadurch 

einen  besseren  Überblick  gewinnen  und  alsdann  ihre  allgemeine  Be- 
rechnung leichter  verstehen. 

Wir  wollen  zunächst  den  speciellen  Fall  betrachten, 

dass  die  Parametercurven  (m)  und  (ü)  Minimalcurven  seien. 
Nach  Satz  16,  S.  36,  schliessen  wir  dabei  nur  die  Tangentenflächen 
der  Minimalcurven  aus,  von  denen  wir  ja  hier,  wie  schon  auf  S.  263 
bemerkt  wurde,  überhaupt  absehen.     Nach  Satz  17,  S.  36,  ist  jetzt 

^  =  G^  =  0 
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und  also  D  =  '^EG  —  F^  —  iF  anzunehmen,  sodass  die  Gleichungen 
(4),  S.  264,  die  einfachere  Gestalt  bekommen: 

(1) 

—  _     ̂ -^    (  \  A.     ■^'^ 

-  iK(         _         ^ 

iN ,  \   ,    F„ 

Wenn  wir  jetzt  x^^^  aus  der  ersten  Gleichung  durch  partielle 
Differentiation  nach  v  berechnen  wollen,  so  haben  wir  rechts  den 
Ausdruck 

oder: 

D 

partiell  nach  v  zu  differenzieren.  Alsdann  treten  die  zweiten  par- 
tiellen Ableitungen  von  y  und  z  auf,  die  wir  mit  Hülfe  der  Formeln, 

die  aus  (1)  durch  cyklische  Vertauschung  von  x,  y,  z  hervorgehen, 
wieder  entfernen  könnten.  Aber  wir  können  dies  Geschäft  verein- 

fachen, weil  wir  nämlich  die  partiellen  Ableitungen  des  angegebenen 

Ausdruckes  schon  früher  berechnet  haben,  denn  er  ist  ja  nach  XI  [F) 
nichts  anderes  als  J,  und  die  Ableitungen  von  X  sind  in  XII  [R) 
angegeben.     Danach  ist,  weil  jetzt  F  =  G  =  0,  D  =  iF  ist: 

(2) 
X  = 

Ä     =   =-  X V  p       u 

M 

Wenn  wir  also  statt  (1)  schreiben: 

(3) 

LX+  ̂ "  a:  . 
X     =  MX, 

vv  '       p       V 

und  nun  die  Formeln  (2)  benutzen,  so  ist  es  ein  leichtes,  die  Werte 

von  x^^^  und  x^^^  zu  berechnen. 
Die  erste  Formel  (3)  giebt,  nach  v  differenziert,  mit  Rücksicht 

auf  die  zweite  Formel  (2): 

F    ̂u-r     p    ̂v      +      eudv     ̂ n+    p    ̂uv' 
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Die  zweite  Formel  (3)  dagegen  giebt,  nach  u  differenziert,  mit  Rück- 
sicht auf  die  erste  Formel  (2): 

•^uur  =  K^-  -^^(^^u  +  :p^r) 

Setzen  wir  beide  Werte  einander  gleich  und  entfernen  wir  x^^  ver- 
möge der  zweiten  Formel  (3),  so  kommt: 

V  \F    u   *    p    vj    *     dudv     "         F 

oder,  geordnet  nach  X,  x^,  x^i 

(4,      (x.-.^„  +  ̂.v).>(-^--h";MZ  +  -).„  =  o. 
Hätten  wir  in  entsprechender  Weise  aus  denjenigen  Formeln, 

die  aus  (3)  durch  Vertauschung  von  x  mit  t/  oder  z  und  von  X 

mit  Y  oder  Z  hervorgehen,  die  beiden  Werte  von  y^^^  und  die 

beiden  Werte  von  z^^^  abgeleitet  und  jedesmal  einander  gleich- 
gesetzt, so  wären  wir  zu  denjenigen  beiden  Gleichungen  gelangt,  die 

aus  der  letzten  Gleichung  durch  dieselbe  Vertauschung  hervorgehen. 
Multiplicieren  wir  die  drei  so  sich  ergebenden  Gleichungen  mit 

X,  7,  Z  bezüghch  x^,  y^,  z^  und  addieren  sie  jedesmal,  so  ergiebt 

sich,  weil  SX^  =  1   und  SXjt^  =  0   nach  XI  (/)  ist,  einzeln: 

{P)  ^.-'»^. +7r-»i-0,          ^   ____ü, 

und  diese  beiden  Gleichungen  ziehen  umgekehrt  die  Gleichung  (4) 
nach  sich  sowie  die  aus  (4)  durch  Vertauschung  von  x  mit  y  oder  z 
und  X  mit  Y  oder  Z  hervorgehenden  beiden  Gleichungen. 

Wenn  wir   nun  nach   derselben  Methode   statt  x      .  y      ,  z nur      »'uur'       xiuv 

die  Grössen  x  ,  y  ,  z  berechnen  und  jedesmal  die  beiden  her- 
vorgehenden  Werte  einander  gleich  setzen,  so  ergeben  sich  diejenigen 
Bedingungen,  die  durch  Vertauschung  von  it  mit  v  hervorgehen,  wobei 
dann  auch  L  mit  ̂ V  zu  vertauschen  ist.  Es  treten  also  analog  (5) 
die  beiden  Bedingungen  auf: 

Von  diesen  aber  ist  die  zweite  Gleichung  identisch  mit  der  zweiten 

Gleichung  (5).  Mithin  ergeben  sich  insgesamt  gerade  drei  Be- 
dingungen, die  wir  so  schreiben: 
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(6) 

V  u  F 

LN  -  M^  __       g»  log  F 
F         ~~        duTdv 

Wir  kehren  jetzt  wieder  zu  allgemeinen  Parametern 

u  und  V  zurück.  Dabei  haben  wir  die  Gleichungen  (1)  durch  die 
Gleichungen  (4),  S.  264,  zu  ersetzen.  Da  der  Übergang  von  den 
soeben  benutzten  speciellen  Parametern  m,  t?  zu  beliebigen  Para- 

metern auch  dadurch  bewirkt  werden  kann,  dass  man  neue  Para- 
meter einführt,  so  ist  es  von  vornherein  klar,  dass  sich  auch  im 

allgemeinen  Fall  drei  Bedingungen  ergeben  werden,  diejenige  näm- 
lich, die  aus  (6)  durch  Einführung  beliebiger  neuer  Parameter  her- 

vorgehen. Wir  werden  dies  aber  auch  direct  nachweisen.  Die  Glei- 

chungen (4),  S.  264,  lassen  sich  zunächst  wegen  XI  (#)  so  schreiben: 

1 

1 

2P> (7) 

X      =   Z1  + 
uu  ' 

+ 

X     =  MX  + 
UV  ' 

+ 

X     =  iVX  + 
vv  ' 

+ 

1 

1 

1 

2Z)ä 

1 

E^Q  +  E^F-2F^F)x^  + 

-E^F-F^E+2F^E)x^, 

E  G  -  G  F)x   + 
V  u        I     u     * 

-  E  F+  G  E)x  , 
V  '  U         I       V' 

-  GE'-GG-i-2FG)x^-\- V  U  '  V        '      u      ' 

G  E-{-  G  F-2F  F)r  . V  '  U  V         '       V 

Dabei  nehmen  wir  Rücksicht  auf  die  Formeln  XII  {R\  mittels  deren 
die  Ableitungen  von  X,  7,  Z  zu  berechnen  sind  und  von  denen  die 
auf  X  bezüglichen  so  lauten: 

(8) 
X^  =  ̂ {FM-GZ)x^+  ̂ {FE  -  EM)x^, 

X  = 

l)^ 

ü^ 

{FN-OM)x^^^{FM-EN)x^ 

Wir  differenzieren  also  jetzt  die  erste  Gleichung  (7)  partiell 
nach  V  und  die  zweite  partiell  nach  u.  Die  dadurch  hervorgehenden 
Werte  von  x  setzen  wir  einander  gleich.  So  erhalten  wir,  wenn 

wir  die  dabei  auftretenden  Werte  von  x^^,  x^^,  x^^  mittels  (7)  und 
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die  Werte  X^,  X,  mitteh  (8)  entfernen,  zunächst  die  sehr  umständ- 
liche Gleichung: 

Z^X-M^X  + 

-^i^FM-GL)x^-^{FL-EM)x^  + 

+  ̂AK(^  +  ̂ .^-  2^u^[^X+2^(^„^  -  G^F)x^  + 

+  ̂ ^^-^uF-EJ+^F^E)[nX+^,[-GJ-G^G  +  2F^G)x^  + 

+  ̂AG.E+G^F-2F^F)x'^   - 
-^^^^vG-^uF)      [lX  +  ̂AE^G  +  E^F  -2F^F)x^  + 

+  ̂^^-^uF-EJ+2F^E)x^ 

d     E^O  +  E^F  -2FuF  6     -  E^F- E,E +  2F^E 

Tv  2Z)«  '^''  "^  dv  2Z)* 
d  E,Q  -  G^F    d  ~  E,F  +  GuE 
Tu  2D*  ^"  Tu  2  D* 

Ehe  wir  an  die  Ausrechnung  gehen,  überblicken  wir  diese  lange 

Formel  und  bemerken,  dass  sie  in  Bezug  auf  X,  x^,  x^  linear 
und  homogen  ist,  also  die  Form  hat: 

€cX+ßx^^r^,  =  0, 

wobei  a,  ß,  y  Functionen  der  Fundamentalgrössen  und  ihrer  Ab- 
leitungen sind. 

Wenn  wir  entsprechend  t/^^^  auf  zwei  Weisen  berechnen  und 
beide  Werte  einander  gleich  setzen  und  dasselbe  für  z^^^  thun,  so 
gehen  die  Gleichungen  hervor: 

aZ  +ßz^  +  rz^=0, 

da  a,  ß,  y  ungeändert  bleiben,    wenn  x,  y,  z    cjklisch    vertauscht 
werden. 
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Jetzt  liegen  drei  in  a,  ß,  y  lineare  homogene  Gleichungen  vor, 
deren  Determinante  nach  XI  {L)  gleich  I)  und  daher  von  Null  ver- 

schieden ist,  sodass  notwendig  einzeln 

«  =  0,       ß  =  0,       r  =  0 

sein  muss.  Diese  drei  Gleichungen  ziehen  umgekehrt  die  vorigen 
nach  sich.     Also  sehen  wir: 

Die  ersten  drei  Bedingungen  ergeben  sich  dadurch, 
dass  wir  den  Coefficienten  von  Z,  den  von  x  und  den  von 

x^  in  unserer  umständlichen  Gleichung  einzeln  gleich  Null 
setzen. 

Wir  hätten    ebenso    schliessen    können,   indem  wir   x     ,  v      , '  UVV'    iyuvv' 

z^^^  auf  je  zwei  Arten  berechneten.  Die  dadurch  hervorgehenden 
Bedingungen  aber  ergeben  sich  offenbar  einfacher  dadurch,  dass 
wir  in  den  soeben  erwähnten  drei  Bedingungen  u  mit  v 

und  also  E  mit  G  und  L  mit  iV^  vortäuschen. 
Insgesamt  ergeben  sich  also  sechs  Bedingungen,  doch  werden 

wir  wie  gesagt  sehen,  dass  sie  sich  auf  nur  drei  reducieren. 

Zunächst  ist  die  Gleichung  «  =  0,  die  sich  also  durch  Nullsetzen 
des  Coefficienten  von  X  aus  der  obigen  langen  Gleichung  ergiebt,  diese : 

(9) 

L-M  = E,G  -  G^F L 

2i»2 

E^G  -  G^E  +2{E,-  F^) F 

2Z)2 

-  E^F- 
 
E,E  +2F^E

 

M 

21)2 

N. 

Eechnet  man  die  Gleichungen  ß  =  0  und  y  =  0  aus,  d.  h.  zieht 

man  aus  der  grossen  Gleichung  die  Coefficienten  von  x,^  und  von  x^ 
und  setzt  sie  gleich  Null,  so  findet  man,  dass  sich  F  bez.  U  ab- 

sondern lässt.  Alsdann  aber  bleibt  bei  beiden  dasselbe  übrig,  so- 

dass die  beiden  Gleichungen  ß  =  0  und  y  =  0  nur  die  eine  Be- 
dingung ergeben: 

(10) 

LN-M^  =  JLr9  7?     -  F     -  r    ̂ 4- 

F 

+  ̂.W  +  AGu-^K^v)  + 

+  ̂ ^AK(^v-^vGu-^K(^u-'^KK  +  ̂Vv)' 
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Dabei  hat  man  natürlich  zu  berücksichtigen,  dass 

D'-  =  £G-  F\ 
also 

'-f^  =  E^G  +  G^E - 

-2F^F, 

i(I>'^-EG+GE- 
.2FF 

ist. 

Die  drei  Bedingungen  a  =  0 ,  ß  =  0 ,  y  =  0  reducieren  sich 
somit  auf  die  beiden  Gleichungen  (9)  und  (10).  Die  übrigen  Be- 

dingungen erhält  man  mithin,  indem  man  in  (9)  und  (10)  die  Para^ 

meter  u  und  v,  entsprechend  £  und  6^  sowie  Z  und  K  vertauscht 
Aber  dabei  bleibt  die  Gleichung  (10)  ungeändert  Also  tritt  nur 

die  eine  aus  (9)  folgende  Gleichung  hinzu: 

(11) 

0, 

E- 

2B 

E.F  ̂  

G, 

E- 

E,G  ->r  2(G„  - 

-  Fr)  F 

2i>^ 

- 
G,F -  G^G  +  2F, 

^T 

N  -M  = 

n    TP        ir  n.   I    oin         v\t? 

M- 

u- 

7+2F,G  j 

2Z)* 

sodass  wir  also  thatsächlich  zu  nur  drei  Bedingungen  gelangen,  zu 

den  Gleichungen  (9),  (10)  und  (11). 
Demnach  ergiebt  sich  der  wichtige 

Satz  3:  Zwischen  den  Fundamentalgrössen  j&,  ̂ ,  G  und 

X,  M,  y  und  ihren  Ableitungen  bestehen  drei  Gleichungen. 
Die  eine  drückt 

LN-  M^ 

EG-  F* 
als  Function  von  £,  F,  G  und  den  ersten  und  zweiten  Ab- 

leitungen von  E,  F,  G  aus;   die  beiden  anderen  drücken 

Z^-M^       und       N^-M^ 

als  lineare  homogene  Functionen  von  Z,  M,  N  aus,  deren 

Coefficienten  die  Grossen  E.  F,  G  und  die  ersten  Ab- 
leitungen dieser  Grössen   enthalten. 

Wie  wir  schon  bemerkt  haben,  nennen  wir  die  drei  Glei- 
chungen (9),  (10)  und  (11)  die  Fundamentalgleichungen  der 

Flächentheorie, ^  und  zwar  aus  folgendem  Grunde:   Wenn  E.  F,  G 

^  Von  den  drei  Fundamentalgleichungen  ist  die  eine,  die  Gleichung  (10), 

schon  von  Gacss  1828   in  seinen  „Disquisitiones"  (siehe  die  Anm.  zu  S.  5) 
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und  L,  M,  N  irgend  welche  sechs  gegebene  Functionen  von  u  und  v 
sind,  so  können  sie  nach  den  obigen  Ergebnissen  nur  dann  die 
Fundamentalgrössen  einer  Fläche  sein,  wenn  sie  die  drei  Funda- 

mentalgleichungen für  alle  Werte  von  u  und  v  erfüllen.  Ist  dies 
nun  der  Fall,  so  werden  wir  erkennen,  dass  es  thatsächlich  Flächen 

giebt,  die  diese  Grössen  zu  Fundamentalgrössen  haben.  Mit  anderen 
Worten:  Wir  werden  erkennen,  dass  die  drei  Fundamental- 

gleichungen nicht  nur  die  notwendigen,  sondern  auch  die 

hinreichenden  Bedingungen  dafür  sind,  dass  sechs  ge- 
gebene Functionen  E,  F,  G  und  L,  M,  N  als  Fundamental- 

grössen  einer  Fläche  aafgefasst  werden  können. 

Doch  geschieht  dies  erst  später,  in  §  9.  Ehe  wir  dazu  über- 
gehen, besprechen  wir  in  §  3  bis  §  5  einige  Probleme,  die  sich  an 

die  Aufstellung  der  Fundamentalgleichungen  naturgemäss  anschliessen. 

Wir  wollen  hier  noch  zum  Übertiuss  erwähnen,  dass  sich  die 

drei  Fundamentalgleichungen  (9),  (10)  und  (11)  für  den  Fall,  dass 
die  Curven  {u)  und  {v)  die  Minimalcurven  der  Fläche  sind,  auf  die 
drei  Grleichungen  (6)  reducieren. 

§  3.    Verbiegung  einer  Fläche  auf  eine  andere. 

Unter  den  drei  Fundamentalgleichungen  hat  eine,  nämlich  die 

Grieichung  (10)  auf  S.  270,  eine  besondere  Bedeutung  für  ein  wich- 
tiges Problem  der  Flächentheorie.  In  dieser  Gleichung  steht  links 

nichts  anderes  als  das  Krümmungsmaass  K  der  Fläche  —  nach 

Xn  (Z)  — ,  sodass  sich  ergiebt: 

entwickelt  worden.  Er  hat  aus  ihr  wichtige  Schlüsse  gezogen,  die  wir  im 

nächsten  Paragraphen  besprechen.  Auch  ist  es  leicht,  aus  den  von  Gauss  sonst 

noch  gegebenen  Grleichungen  die  beiden  anderen  Fundamentalgleichungen  ab- 
zuleiten, wie  Darboux  und  Bianchi  betont  haben.  Die  beiden  anderen  Funda- 

mentalgleichungen (9)  und  (11)  treten,  allerdings  in  anderer  Form,  bei  Mainardi, 

„Su  la  teoria  generale  delle  superficie",  Griornale  dell'  Istituto  Lom- 
bardo,  t.  IX  (1857),  auf,  aber  man  nennt  sie  die  Gleichungen  von  Codazzi, 

weil  sie  in  Codazzi's  Abhandlung  „SuUe  coordinate  curvilinee  d'una 
superficie  e  dello  spazio",  Annali  di  Mat.  t.  II  (1868),  explicite  zuerst  vor- 

kommen. Bonnet  gebührt  das  Verdienst,  die  grosse  Bedeutung  der  Codazzi'- 
schen  Gleichungen  ins  rechte  Licht  gesetzt  zu  haben,  worauf  wir  noch  zurück- 

kommen. Schliesslich  muss  bemerkt  werden,  dass  die  Fundamentalgleichungen 

für  specielle  Parameter  schon  bei  Lam^,  insbesondere  in  seinen  „Le9ons  sur 

les  coordonn^es  curvilignes  et  leurs  diverses  applications",  Paris 
1859,  vorkommen. 
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Satz  4:^  Das  Krümmungsmaass  Ä'  einer  Fläche  ist  als 
eine  solche  Function  darstellbar,  die  nur  die  Fundamen- 
talgrössen  erster  Ordnung  £,  F,  G  und  die  ersten  und 
zweiten  partiellen  Ableitungen  dieser  drei  Grössen  nach 
den  Parametern  u  und  v  der  Fläche   enthält 

Dies  analytische  Ergebnis  hat  nun  auch  einen  geometrischen 
Sinn,  wie  bald  auseinander  gesetzt  werden  wird.  Wir  bedürfen  dazu 
einiger  Torbereitungen. 

In  Satz  10,  I  S.  282,  ist  es  ausgesprochen  worden,  dass  nur 
die  Tangentenflächen  von  Curven  in  der  Art  Punkt  für  Punkt  auf 
die  Ebene  abgebildet  werden  können,  dass  jeder  Curve  der  Fläche 
eine  gleichlange  Curve  in  der  Ebene  entspricht.  Deshalb  eben  heissen 
diese  Flächen  abwickelbare  Flächen.  Es  wäre  deutlicher,  sie  auf 

die  Ebene  abwickelbare  Flächen  zu  nennen,  denn  wenn  man  die 
Ebene  durch  eine  krumme  Fläche  ersetzt,  so  kommt  man  zu  einem 
neuen  Problem: 

Gegeben  seien  zwei  Flächen.  Wir  fragen  uns,  ob  es  möglich 
ist,  die  eine  Punkt  für  Punkt  auf  die  andere  so  abzubilden,  dass 

jeder  Curve  auf  der  einen  Fläche  eine  gleichlange  Curve  auf  der 

anderen  Fläche  entspricht.  Lässt  sich  diese  Forderung  der  Längen- 
treue  (vgl.  S.  38)  erfüllen,  so  werden  wir  sagen,  dass  die  eine 
Fläche  auf  die  andere  abwickelbar  sei.  Man  zieht  es  vor,  zu 

sagen:  Die  eine  Fläche  lässt  sich  auf  die  andere  verbiegen,^ 

*  Wie  schon  in  der  letzten  Anmerkong  gesagt  wurde,  rührt  dieser  Satz 
von  GrAUSS  her. 

'  Das  Problem  der  Verbiegung  von  Flächen  wurde  von  Gauss  in  seinen 

„Disquisitiones"  zuerst  gestellt  und  behandelt.  Daran  schliesst  sich  eine 
sehr  grosse  Reihe  von  Arbeiten,  von  denen  wir  nur  die  folgenden  nennen: 

MixDrsG,  ,,Wie  sich  entscheiden  lässt,  ob  zwei  gegebene  krumme 

Flächen  auf  einander  abwickelbar  sind  oder  nicht;  nebst  Bemer- 

kungen über  die  Flächen  mit  unveränderlichem  Krümmungs- 

maasse",  Joum.  f.  d.  r.  u.  ang.  Math.  19.  Bd.  (1839). 

Liouville's  Noten:  .,Sur  le  theoreme  de  M.  Gauss,  concernant  le 
produit  des  deux  rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point 

d'une  surface"  und  „Du  trace  geographique  des  surfaces  les  unes 

sur  les  autres"  zur  5.  Aufl.  von  Moxge"s  ,,Application",  Paris  1850. 

BouB,  „Theorie  de  la  deformation  des  surfaces",  Joum.  de  l'^cole 
polyt.  39.  cah.  (1862). 

BoNXET,  „Memoire  sur  la  theorie  des  surfaces  applicables  sur 

une  surface  donnie",  Joum.  de  l'Ecole  polyt.  41.  u.  42.  cah.  (1865 — 67). 
Weixgartex,  „Über  eine  Classe  auf  einander  abwickelbarer 

Flächen",  Joum.  f  d.  r.  u.  ang.  Math.  59.  Bd.  (1861),  und  „Über  die  Theorie 
SCHKFFEKS,   Gcom.  Di&.    n. 

18 
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indem  man  also  unter  Verbiegung  eine  solche  Änderung  der  Gestalt 
einer  Fläche  versteht,  bei  der  keine  Flächencurve  eine  Dehnung 
oder  Kürzung  erleidet.  Die  Bevorzugung  des  Wortes  Verbiegung 
vor  dem  Worte  Abwickelung  hat  ihren  Grund  darin,  dass  man 
unter  Abwickelung  oft  stillschweigend  die  Abwickelung  auf  die 
Ebene,  statt  auf  eine  krumme  Fläche,  versteht.  Die  abwickelbaren 

Flächen  also  sind  die  auf  die  Ebene  verbiegbaren  Flächen. 

Die  Verbiegung  einer  Fläche  auf  eine  andere  Fläche  kann  auch 

als  eine  zugleich  flächentreue  und  conforme  Abbildung  de- 
finiert werden,  wie  aus  S.  70  erhellt.  Der  Ähnlichkeitsmaassstab 

ist  hier  1:1,  d.  h.  die  Verbiegung  kann  auch  als  eine  solche  Ab- 
bildung bezeichnet  werden,  bei  der  jedem  unendlich  kleinen 

Stück  der  einen  Fläche  ein  congruentes  Stück  der  anderen 
entspricht. 

Hervorgehoben  sei  noch,  dass  wir  im  allgemeinen  mit  dem 

Wort:  Verbiegung  durchaus  nicht  den  Begriff  einer  stetigen  Über- 

führung der  einen  Fläche  in  die  andere  —  ohne  Dehnung  —  ver- 
binden. Ob  die  Verbiegung  einer  Fläche  in  eine  andere  Fläche 

auf  stetigem  Wege  möglich  ist,  das  ist  eine  schwierigere  Frage,  auf 
die  wir  nur  in  einzelnen  Beispielen  eingehen  werden. 

Während  zwei  beliebige  Flächen  nach  Satz  35,  S.  72,  stets  con- 
form  auf  einander  abgebildet  werden  können,  ist  es  klar,  dass  zwei 

beliebig  gegebene  Flächen  nicht  auf  einander  verbiegbar  sein  werden, 
denn  wir  wissen  ja,  dass  z.  B.  auf  die  Ebene  nur  die  Tangentenflächen 
der  Curven  verbiegbar  sind.  Vielmehr  wird  es  zu  jeder  bestimmt 
gewählten  Fläche  nur  eine  gewisse  Familie  von  Flächen  geben,  die 
auf  sie  verbiegbar  sind. 

Wenn  wir  wie  in  §  11  des  1.  Abschnittes  die  punktweise  Ab- 
bildung einer  Fläche  auf  eine  andere  analytisch  dadurch  ausdrücken, 

dass  wir  entsprechenden  Punkten  beider  Flächen  dieselben  Para- 
meterwerte M,  V  geben,  sodass  etwa: 

(1)  x  =  cf{u,v),       y=x[u,v),        z  =  ip{u,v) 
und 

(2)  x=  (p  {u,  v),       ̂   =  z{u,v),       z  =  ̂ {u,  v) 

der    auf  einander  abwickelbaren   Oberflächen",    Festschrift   der  tech- 
nischen Hochschule  zu  Berlin  1884.  , 

Endlich   ist  noch   die  Behandlung  des  Problems  in  Darbodx'  „Le^ons" 
(vgl.  die  Anm.  zu  S.  187),  3.  partie,  Paris  1894,  zu  erwähnen. 
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die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  sind,  deren  Bogenelemente  die 
Quadrate  haben  mögen: 

ds^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  G  dv^ , 
(3) 
^'  '  dP  =  Edu^-  -\-2Fdudv  +  Gdv^, 

so  wird  die  Abbildung  der  einen  Fläche  auf  die  andere  nur  dann 

eine  Verbiegung  sein,  wenn  insbesondere  jedes  Bogenelement  ds 

der  einen  Fläche  dieselbe  Länge  wie  sein  Bild  ds  hat  Nach  (3) 
tritt  dies  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 

(4)  E=  E,       F=  F,       G  =  G 

ist.  Da  jede  Curvenlänge  ein  Integral  über  Bogenelemente  ist,  so 

sind  dann  auch  entsprechende  Curven  beider  Flächen  gleich  lang. 
Also : 

Satz  5:  Eine  Fläche  ist  dann  und  nur  dann  auf  eine 

andere  Fläche  verbiegbar,  wenn  es  möglich  ist,  Para- 
meter u,  V  auf  beiden  Flächen  derart  einzuführen,  dass  die 

Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  der  einen  Fläche  den 

entsprechenden  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  der 

anderen  Fläche  gleich  werden.  Alsdann  entsprechen  die- 
jenigen Punkte  beider  Flächen  einander,  die  zu  denselben 

Werten  der  Parameter  u  und  v  gehören. 

Nach  Satz  4  ist  aber  dann  auch  das  Krümmungsmaass  Ä'  der 
einen  Fläche  gleich  dem  Krümmungsmaass  K  der  anderen.    Daher: 

Satz  6:  Sind  zwei  Flächen  auf  einander  verbiegbar,  so 
haben  sie  in  einander  entsprechenden  Punkten  dasselbe 
Krümmungsmaass. 

Oder  auch: 

Satz  7:  Bei  der  Verbiegung  einer  Fläche  bleibt  ihr 

Krümmungsmaass   überall  ungeändert.^ 

Auf  diesen  wichtigen  Satz  haben  wir  schon  gelegentlich  (auf 
S.  229)  hingewiesen. 

Wenn  zwei  Flächen  auf  einander  verbiegbar  sein  sollen,  so 
müssen  hiernach  die  einander  entsprechenden  Punkte  beider  Flächen 
dasselbe  Krümmungsmaass  haben.  Hat  man  nun  zwischen  zwei 

Flächen  eine  solche  punktweise  Abbildung  hergestellt,  dass  jeder 
Punkt   der  einen  Fläche   dasselbe  Krümmungsmaass  wie  sein  Bild- 

'  Die  Sätze  5,  6   und  7   rühren  von  Gauss  her.     Insbesondere  ist  Satz  7 

das  von  Gauss  so  genannte  „Theorema  egregium'". 

18* 



276      Dritter  Abschnitt:    Die  Fundamentalgleichungen  der  Flächentheorie. 

punkt  auf  der  anderen  Fläche  hat,  so  folgt  aber  keineswegs  daraus, 
dass  die  Abbildung  der  einen  Fläche  auf  die  andere  eine  Ver- 
biegung  wäre. 

Es  ist  in  der  That  leicht,  Beispiele  für  das  Gegenteil  zu  bilden.^ 

Beispiel:    In  der  oj^-Ebene  sei  die  logarithmische  Curve: 

X  =  U  ,        y  =  0  ,        *  =  log  U 

gegeben.  Drehen  wir  sie  um  die  z-Axe,  so  entsteht  die  Rotationsfläche 
der  logarithmischen   Curve: 

X  =  u  cos  V ,       y  =  u  sin  v  ,       x  =  log  u , 

auf  der  das  Quadrat  des  Bogenelementes  den  Wert  hat: 

ds^  =  ll  + -\\du^ -hu^dvK 

Andererseits  betrachten  wir  die  gemeine  Schrauben  fläche  (vgl.  S.  60): 

X  —  ü  cos  V  ,       y  =  ü  sin  V  ,       x  =  v , 

deren  Ganghöhe  gleich  2?!  ist.     Hier  ist  das  Quadrat  des  Bogenelementes: 

ds^  =  dü^  +  (1  +  ü^)dv\ 

Da  bei  der  ersten  Fläche   die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  die  Werte 

^=l+4r,      F^O,       0^u\ 

auf  der  zweiten  Fläche  die  Werte: 

E  =  \,       F  =  0,       ̂ =l  +  w2 

haben,  so  ergiebt  die  Fundamentalgleichung  (10),  S.  270,  für  die  Krümmungs- 
maasse  K  und  K  beider  Flächen  die  Werte: 

1  -  "< 
(1  +  uY  '  (1  +  ü^ 

Wenn  wir  also  die  Punkte  der  beiden  Flächen  einander  dadurch  zuordnen, 
dass  wir 

Ü  =  U  ,         V  —  1) 

setzen,  so  haben  einander  zugeordnete  Punkte  dasselbe  Krümmungsmaass,  während 

doch  die  Quadrate  der  Bogenelemente  verschieden  sind.  Diese  punktweise 
Zuordnung  ist  also  keine  Verbiegung  der  einen  Fläche  auf  die  andere. 

Es  giebt  hier  überhaupt  keine  Abbildung  der  einen  Fläche  auf  die  andere, 
die  eine  Verbiegung  wäre.  Denn  die  allgemeinste  Abbildung  der  einen  Fläche 
auf  die  andere,  bei  der  jedem  Punkte  {u,  v)  ein  Punkt  (m,  v)  mit  demselben 

Krümmungsmaass  entspricht,  ergiebt  sich  ja,  wenn  man 

1  +  ü^  =±{1  +  u^) 

^  Solche  Beispiele  gaben  Stäokel  und  Wangeein,  ,,Zur  Theorie  des 

Gauss 'sehen  Krümmungsmaasses",  Leipziger  Berichte  1893.  Das  obige 
Beispiel  rührt  von  Wanqeein  her. 
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oder  also: 

ü  =  V-  1  ±  1  +  u* annimmt,  d.  h. 

ü  =  ±  u       oder      u  =  \  —  2  —  u^ 

setzt,  während  r  eine  beliebige  Function  von  u  und  v  sein  darf: 

?  =  qc  («,  f). 

Führen  wir  zunächst   ü  =  ±  u,  v  =  q){u,  v)  in   den  Ausdruck  für  ds*  ein,   so 
kommt: 

dr-  =  du-  +  (1  +  u*)ig)^du  +  <p^dvf. 

Er  ist  nur  dann  gleich  dem  obigen  Ausdruck  für  ds*,  wenn 

1  +  (1  +  t**)  <jc„*  =  1  +  -^  ,       <p„  gti,  =  0  ,      (1  +  «•)  g),*  =  tt« 

ist.     "Wegen  der  zweiten  Gleichung  müsste  qp«  oder  9:^  gleich  Noll  sein,  was 
beides  zu  Widersprüchen  führen  würde.     Wenn  wir  dagegen: 

u  =  y  —  2  —  w*  ,       V  =  (f){tk,v) 

XD.  ds*  einsetzen,  so  kommt: 

ds*  =-  ^i— — z-dtt'  +  (1  +u*){(p^du  +  (p^dvy. £  +  u 

Dieser  Ausdruck  aber  deckt  sich  nur  dann  mit  ds-,  wenn 

2   r-  +  (1  +  «»)  <}r„  =  1  -^   5- ,        q:„  (jr,   =  0  ,       (1  +  «*)  <f ,»  =  M» 

ist,  was  ebenso  zu  Widersprüchen  führt. 
Wir  haben  also  hier  den  Fall  vor  uns,  dass  keine  derjenigen  Abbildungen 

der  einen  Fläche  auf  die  andere,  bei  denen  Punkte  mit  gleichem  Krümmungs- 
maass  einander  entsprechen,  eine  Verbiegung  ist. 

Will  man  für  zwei  gegebene  Flächen  untersuchen,  ob  sie  auf 

einander  verbiegbar  sind,  so  hat  man  zu  bedenken,  dass  man  von 

vornherein  nicht  weiss,  wie  die  Punkt«  der  beiden  Flächen  einander 

bei  der  noch  fraglichen  Verbiegbarkeit  entsprechen.  Aber  man  weiss 

von  vornherein,  dass  gewissen  Curven  der  einen  Fläche  gewisse 

Curven  auf  der  anderen  entsprechen  müssen,  nämlich  die  Minimal- 
curven.  In  der  That  gehören  ja  die  Verbiegungen  mit  zu  den 

confoi-men  Abbildungen,  sodass  der  Satz  37,  S.  73,  die  Behauptung 
enthält.  Man  kann  die  Behauptung  auch  mittels  des  Satzes  5  und 

der  Differentialgleichung  XI  (0)  der  Minimalcurven  als  richtig  nach- 
weisen. 

Wenn  also  zwei  Flächen,  von  denen  man  nicht  weiss,  ob  sie 

auf  einander  verbiegbar  sind,  irgend  wie  analytisch  gegeben  sind, 

so  wird  man  gut  thun,  auf  beiden  die  Minimalcurven  als  Para- 
meterlinien einzuführen.     Auf  der  einen  Fläche  seien  u.  ö  und  auf 
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der  anderen  u,  ö  zugehörige  Parameter,  Nach  Satz  17,  S.  36,  haben 
dann  die  Quadrate  der  Bogenelemente  beider  Flächen  die  Formen: 

ds^  =  2F{M,X>)dvid'o, 

ds^  =  2F{ü,'ö)dvLd'ö. 

Die  Zurückführung  der  Bogenelement-Quadrate  auf  solche  Formen 
erfordert  natürlich  die  Integration  der  Differentialgleichung  der 
Minimalcurven. 

Wenn  sich  nun  herausstellt,  dass  -^(u,  ö)  dieselbe  Function 
von  u  und  ö  ist  wie  F  von  ü  und  ö,  so  würde  durch  u  =  ü,  ö  =  ö 
eine  solche  Abbildung  der  beiden  Flächen  auf  einander  vermittelt 

sein,  bei  der  einander  entsprechende  Bogenelemente  dieselbe  Länge 
haben,  d.  h.  dann  ist  die  Verbiegung  ausführbar. 

Aber  dies  ist  nicht  die  einzige  Möglichkeit.  Man  muss  sich 
vielmehr  daran  erinnern,  dass  zu  bestimmten  Scharen  von  Para- 

meterlinien nach  S.  10  nicht  auch  ganz  bestimmte  Parameter  ge- 
hören. Vielmehr  wird  z.  B.  auf  der  ersten  Fläche  das  System  der 

Parameterlinien  immer  dann  noch  aus  den  Minimalcurven  bestehen, 
wenn  statt  n  und  ö  eine  Function  ö  von  u  allein  und  eine  Function  ö 

von  ö  allein  als  neue  Parameter  eingeführt  werden. 
Wird  also  etwa: 

u  =  ̂ (ü),      ö  =  5(ö) 

gesetzt  und  werden  hierdurch  neue  Parameter  ü  und  ö  eingeführt, 
so  wird: 

dvi  =  Ä'dVi,       dt)  =  B'dX), 

sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  ds  der  ersten  Fläche  statt 
der  Form 

ds^  =  2F{vi,'o)dvid\) 
die  Form: 

(5)  ds^  =  2F{A,  ß)  AB' du  dt) 

annimmt.  Mithin  folgt,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass  das  System 
der  Parameterlinien  auch  bei  Vertauschung  von  u  mit  ö  ungeändert 
bleibt: 

Satz  8:  Sind  zwei  Flächen  auf  ihre  Minimalcurven  als 

Parameterlinien  bezogen  und  sind  u,  ö  bez.  ö,  0  zugehörige 
Parameter  der  beiden  Flächen,  wobei  die  Quadrate  ihrer 
Bogenelemente  also   die  Formen: 

ds^  =  2F{vi,\))dudt),       ds^  =  2F{ü,'Ö)dnd'ö 
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annehmen,  so  sind  die  beiden  Flächen  dann  und  nur  dann 
auf  einander  verbiegbar,  wenn  es  eine  Function  A  von  u 
allein  und  eine  Function  B  von  d  allein  giebt,  für  die 
entweder: 

F{Ä,  B)  Ä  (ü)  B'  (ö)  =  i^(ü,  5) oder 

für  alle  Werte  von  ü  und  ö  ist.  Dabei  sind  alsdann  im 
ersten   Fall: 

und  im  zweiten  Fall: 

u  =  ̂ (ö),      ü  =  ̂ (ü) 

die   Gleichungen  der  Verbiegung. 

Beispiel:    Es  liege  die  Minimalfläche  vor  (vgl.  Satz  114,  S.  247): 

X  =  y  fu  -  u*)  6^<iu  +  y  fa  -  D»)  Frf  D, 

(6)  \  y  =  Yj(l+u«)D'rfu-yJ(l  +  ö»)Frfö, 
»=  rul7du+        föFfiö, 

wo  V  eine  Function  von  u  allein  und  V  eine  Function  von  d  allein  bedeutet. 

Bei  der  Fläche  (6)  sind  die  Parameterlinien  (u)  und  (0)  die  Minimalcurven,  und 

das  Quadrat  ihres  Bogenelementes  ist: 

rfs«  =  (l  +  uö)*D'F<iudD. 

SoU  diese  Minimalfläche  auf  eine  andere  Minimalfläche  verbiegbar 

sein,*  bei  der  u  und  d  statt  u  und  d  sowie  TJ^  und  FfD)  statt  TJ  und  V 
stehen,  so  müssen  u  und  ü  nach  unserem  Satze  solche  Functionen  -4(0)  und 

J?(d)  sein,  dass 

(7)  {\^  ÄBf  UiÄ)  ViE) Ä'R=il  +  üv)^Ü(u}V (ü) 

wird,  wenn  wir  vorerst  von  dem  Fall,  dass  u  mit  D  vertauscht  wird,  absehen. 

Wenn  wir  diese  Gleichung  logarithmisch  nach  ü  differenzieren,  so  kommt: 

2A'B  Ü'Ä'        A"   +    +   

1+^5  ü  A' 

2d U 

--  +^' 1  +  U  D  ü 

*  Die  Theorie  der  Verbiegung  von  Minimalflächen  in  Minimalflächen  ver- 

dankt man  Boxxet.  Siehe  seine  „Note  sur  la  theorie  generale  des  sur- 

faces'S  Comptes  Rendus  t.  XXXVII  (1853),  und  sein  ,,Memoire  sur  la 

theorie  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnee",  2.  partie, 

Joum.  de  Y'Lcole  polyt.  42.  cahier  (186T). 
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woraus  zu  ersehen  ist,  dass Ä'B  D 

1  +  ̂ ^         1  +  ÜD 

von  ö  frei  sein  rauss.     Ebenso  muss 
AB'   ü_ 

1  +  AB         1  +  üü 

von  ü  frei  sein.  Wenn  wir  in  dem  ersten  Ausdruck  statt  n  eine  Constante 

setzen,  was  ja  auf  B  (ö)  keinen  Einfluss  hat,  so  sehen  wir  sofort,  dass  B  linear 

gebrochen  in  v  sein  muss.  Ebenso  muss  A  linear  gebrochen  in  ü  sein.  Setzen 
wir  für  A  und  B  solche  linear  gebrochene  Functionen  in  die  beiden  Ausdrücke 
ein  und  untersuchen  wir,  ob  die  Ausdrücke  dann  wirklich  von  v  bez.  ü  frei 

werden,   so  finden  wir  ohne  Mühe,   dass  A  und  B  die  Formen  haben  müssen: 

aü  +  b  „       dv  —  e A  =   —^   r-  ,  B  = 
GVL  +  d  ̂   a  —  bV)  ̂ 

wo  a,  b,  c,  d  irgend  welche  Constanten  bedeuten.     Also  werden: 

.a\  aü  +  b  dv  —  0 
(8)  U  -      -   ,     ,  ,       Ö  =    r^- c  u.  +  d  a  —  bü 

die  Gleichungen  der  Verbiegung  sein  müssen.  Aber  dies  lässt  sich  ganz  er- 
heblich vereinfachen.  Nach  den  Formeln  (4),  S.  247,  sind  nämlich  die  Rich- 

tungscosinus X,   Y,  Z  der  Normale  der  Fläche  (6): 

(9)  X=    "  +  ' 
uö  4-  1 

Analog  sind 

ü  4-  ü (10)  X  = 

Y  = 

.    u  -  ö 

%b4-l' 
^_   «ö  -1 

UÖ  4-1 

Y  = 

.     Ü  —  D —  «  -zz-^   , 

z-  «^-^ 

UD4-1  UÜ4-1  UD4-1 

die  der  Normale  der  fraglichen  zweiten  Minimalfläche.     Setzen  wir  hierin  die 
Werte  (8)  ein,  so  finden  wir: 

^  ̂      («2  -  c^  -  52  +  d») X  +  i(ß''  -  e'+  b^  -  d^)Y+2icd-  ab)Z 

2{ad  -  ba)  ' 

y  ̂    -i(a^+c^-  b^-  c?^)Z  4-  (a^  +  r.^  +  b^  +  d^)  Y+  2i{Gd  +  ab)Z 

2{ad  -  bc)  ' 

Z  = 

2ibd  -  ac)X  -  2i(bd  +  ae)Y+  2iad  +  be)Z 
2{ad  -  bc) 

sodass  sich  X,  F,  Z  linear  und  homogen  durch  X,  7,  Z  ausdrücken.  Die 

rechts  auftretenden  neun  Coefficienten  von  X,  Y,  Z  erfüllen  nun  die  Be- 
dingungen 1  (C)  oder  I  {D)  und  I  {F)  für  die  Cosinus  der  Winkel,  die  drei  zu 

einander  senkrechte  und  wie  die  Coordinatenaxen  orientierte  Richtungen  mit 

den  Coordinatenaxen  bilden.  Hieraus  folgt:  Wir  können  die  fragliche  zweite 

Minimalfläche,  starr  gedacht,  in  eine  solche  Lage  mittels  einer  Bewegung  über- 

führen, dass  direct  X=  X,  Y=  Y,  Z  =  Z  wird,  d.  h.  dass  entsprechende 
Punkte  beider  Flächen  parallele  und  zwar  auch  dem  Sinne  nach 
parallele  Normalen  haben. 
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Man  hätte  dies  voraussehen  können:  Wenn  wir  nämlich  die  gegebene 
Minimalfläche  sphärisch  abbilden,  so  ist  die  Abbildung  nach  Satz  108, 

S.  242,  conform.  Nach  der  Definition  des  Krümmungsmaasses  K  auf  S.  212 
wird  dabei  jedes  unendlich  kleine  Flächenstück  der  Minimalfläcbe  in  einem 

solchen  Maassstab  ähnlich  abgebildet,  dass  der  Inhalt  der  Bildfläche  zum  In- 
halt der  Originalfläche  im  Verhältnis  von  K  zu  Eins  steht.  Ist  nun  die  Mini- 

malfläche auf  eine  andere  Minimalfläche  verbiegbar,  so  hat  diese  zweite  Fläche 

an  der  entsprechenden  Stelle  nach  Satz  6  dasselbe  Kriimmungsmaass  K.  D.  h. 
zwei  einander  entsprechende  Flächenelemente  beider  Flächen  werden  bei  der 

sphärischen  Abbildung  im  selben  Maassstab  ähnlich  vergrössert  oder  verkleinert. 

Da  nun  die  Verbiegung  eine  im  Unendhchkleinen  congruente  Abbildung  ist,  so 
folgt,  dass  zwei  einander  entsprechende  (congruente  unendlich  kleine  Stücke 
beider  Flächen  auch  congruente  sphärische  Bilder  haben.  Hieraus  kann  man 

dann  schliessen,  dass  auch  zwei  bei  der  Verbiegung  mit  einander  zur  Deckung 

zu  bringende  endliche  Stücke  beider  Minimalflächen  congruente  sphärische 

Bilder  haben.  Aber  zwei  congruente  Figuren  auf  der  Bildkugel  lassen  sich 
durch  Drehen  der  einen  auf  der  Kugel  mit  einander  zur  Deckung  bringen. 

Oder  auch:  Man  kann  die  zweite,  starr  gedachte,  Fläche  in  eine  solche  Lage 

bringen,  dass  ihr  sphärisches  Bild  direct  mit  dem  der  ersten  Fläche  überein- 
stimmt 

Wir  haben  jedoch  diese  nicht  ganz  streng  durchgeführte  Infinitesimal- 
betrachtung durch  die  obigen  exacten  analytischen  Schlüsse  ersetzt  und  können 

nun  annehmen,  dass  X  =  X,  Y  =  Y,  Z  =  Z  ist,  d.  h.  dass  nach  (9)  und  (10) 
einfach : 

u  =  ü  ,       D  =  D 

ist     Jetzt  lautet  die  Bedingung  (7)  so: 

U(ü)V(p)  =  f7(ü)F(D). 

Sie  wird  in  allgemeinster  Weise  durch  die  Annahme: 

Ü(ü)^eü(M),       F(S)  =  -^F(D) 

befidedigt,  wobei  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet. 

Vertauschen  wir  u  mit  ü,  so  ergiebt  sich: 

u  =  D  ,       0  =  ü 
und 

I7(ü)  =  e  F(ü) ,       F(D)  =  —  6'(D). 

In  diesem  Fall  ist  nach  (9)  und  (10)  zwar  X  =  X  und  Z  =  Z,  aber 

Y  =  —  Y,  d.  h.  alsdann  liegen  die  sphärischen  Bilder  entsprechender  Punkte 
beider  Flächen  symmetrisch  zur  x  »-Ebene.  In  diesem  Fall  sind  die  sphärischen 
Bilder  nicht  congruent,  sondern  symmetrisch.  Über  diese  Möglichkeit  sind 

wir  bei  der  obigen  synthetischen  Ableitung  absichtlich  stillschweigend  hinweg- 
gegangen, um  nicht  Verwirrung  hineinzubringen.     Wir  haben  gefunden: 

Satz  9:  Sind  zwei  Minimalflächen  auf  einander  verbiegbar,  so 
kann  man  sie  immer  in  eine  solche  gegenseitige  Lage  bringen, 
dass  die  sphärischen  Bilder  entsprechender  Stellen  beider  Flächen 
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zusammenfallen    oder  symmetrisch   auf  beiden  Seiten  einer  Ebene 
durch   die  Kugelmitte  liegen.     Sind 

2/  =   Y  pl  +  U^)  U(U)  du  -  y  J(l  +  ö^)  F(b)  C?  ü  , 

3^=  |uC/'(u)c?u+        |bZ7(t))c?ö 

die   Gleichungen    der   einen  Fläche,    so   erhält  man  dadurch,    däss 
man   ü  und   V  durch 

oder  durch 
cü{u)      und       —  F(b) 

eV(n)     und      —[ZJCD) 

ersetzt,  alle  Flächen  der  einen  oder  anderen  Art.  Dabei  ist  c  eine 
willkürliche  Constante.  Entsprechende  Punkte  der  Flächen  haben 
parallele  Normalen. 

Der  zweite  Fall  kann  durch  folgende  Überlegung  aus  dem  ersten  abgeleitet 
werden:  Wenn  zwei  Flächen  auf  einander  verbiegbar  sind,  so  gilt  dies  auch, 
wenn  man  die  eine  Fläche  durch  ihr  Spiegelbild  ersetzt,  das  man  erhält,  wenn 

man  sie  z.  B.  an  einer  Coordinatenebene  spiegelt,  wenn  man  also  eine  der  recht- 
winkligen Coordinaten  mit  —  1  multipliciert,  denn  dabei  bleiben  die  Fundamental- 

grössen  erster  Ordnung  uugeändert,  nach  XI  [Ä).  Aber  dabei  ändern  zwei  der 
drei  Richtungscosinus  der  Normalen  ihr  Vorzeichen,  nach  XI  (F),  Wenn  wir 
nun  auf  der  Fläche  überall  den  Sinn  der  Parameterlinien  der  einen  Schar  mit 

dem  entgegengesetzten  vertauschen,  wodurch  die  Fläche  selbst  keine  Änderung 
erfährt,  so  gehen  alle  drei  Richtungscosinus  in  die  entgegengesetzten  über,  nach 

S.  30.  Also  wird  jetzt  schliesslich  gerade  ein  Richtungscosinus  mit  dem  ent- 
gegengesetzten Zeichen  wie  zuerst  behaftet  sein,  und  dieser  Fall  lag  oben  vor, 

wo  wir  X  =  X,  Z  =  Z,  aber  Y=  —  Y  fanden.  Die  Flächen  der  zweiten 
Art  gehen  daher  aus  denen  der  ersten  Art  durch  Spiegelung  an 
einer  Ebene   hervor. 

Soll  die  erste  Minimalfläche  des  Satzes  9  reell  sein,  so  müssen  u  und  D 

nach  Satz  115,  S.  250,  conjugiert  complexe  Veränderliche  und  U  und  V  con- 
jugiert  complexe  Functionen  sein.    Soll  auch  die  Fläche,  bei  der  ü  und  F  durch 

eU      nnd      —V e 

ersetzt  werden,  reell  sein,  so  müssen  also  e  und  1 :  e  conjugiert  complexe  Con- 
stanten sein,  d.  h.  der  absolute  Betrag  von  c  muss  gleich  Eins  sein.    Daher  ist: 

wo  «  eine  beliebige  reelle  Constante  bedeutet. 
Somit: 

Satz  10:    Liegt  eine  reelle  Minimalfläche  vor: 
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X  =  ̂Jil-u')Udu  +  yj(i  -  D«)  Vdr>, 

y  =  yja  +U')0'du  -  ~J(1  +  ö»)FrfD, 

»=  lurrfu-r  l  Ü  V  dü  , 

sind  also  u  und  b  conjugiert  complexe  Veränderliche  und  U  und  F 
conjugiert  complexe  Functionen  von  ihnen,  so  gehen  alle  auf  diese 
Fläche  verbiegbaren  Minimalflächen  dadurch  hervor,  dass  man 
entweder   U  und   V  durch 

e'"J7      und      e-*"F 

ersetzt,  wobei  a  eine  beliebige  reelle  Constante  bedeutet,  oder 
dadurch,  dass  man  diese  letzteren  Flächen  noch  an  einer  Ebene 

spiegelt.  Auf  die  erste  Art  erhält  man  diejenigen  Minimalflächen, 

deren  sphärisches  Bild  mit  dem  der  gegebenen  Fläche  zusammen- 
fällt 

Zu  einer  reellen  Minimalfläche  giebt  es  hiemach,  weil  die  Constante  a 

willkürlich  ist.  unendlich  viele  auf  sie  verbiegbare  und  eine  stetige  Schar  bil- 
dende Minimalflächen,  und  in  entsprechenden  Punkten  haben  diese  Flächen 

parallele  Normalen.  Man  nennt  sie  die  zur  ursprünglichen  Minimal- 
fläche  associierten   Minimalflächen. 

Wählt  man  insbesondere  die  Constante  a  unendlich  klein,  so  kommt  man 
zu  einer  Minimalfläche,  die  von  der  ursprünglichen  unendlich  wenig  abweicht. 
Indem  man  für  a  nach  und  nach  immer  neue  unendlich  wenig  von  einander 

abweichende  Werte  setzt,  kommt  man  so  zu  dem  Begriff  einer  stetigen  Ver- 
hiegung der  ursprünglichen  Fläche,  wobei  sie  in  jedem  Augenblick  eine  un- 

endlich kleine  Formänderung  erleidet,  ohne  sich  zu  dehnen  und  ohne  aufzu- 
hören, Minimalflächen  zu  sein.  Am  besten  macht  man  sich  dies  klar,  wenn 

man  etwa  a  als  Maass  der  Zeit  deutet,  in  der  die  Veränderimg  vor  sich  geht. 
Nach  dem  Obigen  bleiben  bei  dieser  stetigen  Verhiegung  die  Eichtimgen  der 
Flächennormalen  ungeändert. 

Ist  a  von  0  bis  \  n  gewachsen,  so  hat  sich  die  Minimalfläche  ergeben: 

x=      -|-J(i_u-)rc?u-yJ(l-0»)FrfD, 

y  =-  yJ*(1  +  u^Udu  -  yj(l  -t-  D«jFdD, 

i=  iluUdu—   i    JDFrft). 

Wenn  wir  dagegen  für  a  irgend  einen  reellen  Wert  wählen,  so  erkennen  wir,  da 

e ' "  =  cos  a  +  i  sin  a 

ist,  sofort,  dass  die  zugehörige  Minimalfläche  aus  der  im  Satze  10  angegebenen 
und  der  soeben  bestimmten  Minimalfläche  so  hervorgeht :  Ist  {x,  y,  x)  ein  Punkt 
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der  ersten  Fläche  und  {x,  y,  z)  der  zugehörige,  d.  h.  zu  denselben  Werten  von  u 
und  ü  gehörige  Punkt  der  zweiten  Fläche,  so  sind: 

(11) 

I  =  03  COS  a  +  X  sin  a  , 

ri  =  y  COS  a  -hy  sin  «  , 

'Q  =  x,  cos  a  +  %  sin  a 

die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  zugehörigen  Punktes  der  zu  beliebigem  a 

gehörigen  Minimalfläche.  Kennt  man  die  zu  a  =  0  und  a  =  \n  gehörenden 
Flächen,  so  findet  man  also  die  Zwischenflächen  in  sehr  einfacher  Weise.  Der 

Punkt  ix,  y,  %)  der  ursprünglichen  Fläche  beschreibt  bei  der  stetigen  Ver- 
biegung,  wenn  a  von  0  bis  ̂ n  geht,  eine  gewisse  Curve,  wobei  er  schliesslich 

in  die  Lage  (5,  y,  «)  gelangt.  Die  Grleichungen  dieser  Curven  sind  in  den 

laufenden  Coordinaten  ^,  t],  'C  die  Gleichungen  (11)  mit  dem  Parameter  «. 
Offenbar  ist  die  Curve  eben,  denn  ̂ ,  tj,  4'  erfüllen  die  lineare  Gleichung 

0, 

und  da  die  Projectionen  der  Curve  auf  die  Coordinatenebenen  augenscheinlich 

Ellipsen  sind,  so  ist  die  Curve  selbst  auch  eine  Ellipse. 

Die  stetige  Verbiegung  der  Minimalfläche  in  die  associierten  Minimal- 
flächen kann  man  daher  in  der  Art  bewirken,  dass  dabei  jeder  Punkt 

eine  Ellipse  beschreibt,  während  die  Eichtungen  der  Normalen 

ungeändert  bleiben.  Der  Winkel  a  ist  der  Winkel,  um  den  sich  jedes 
Bogenelement  der  Fläche  dabei  dreht,  doch  überlassen  wir  dem  Leser  den 
Nachweis  hierfür. 

Wenden  wir  dies  insbesondere  auf  den  Fall  der  gemeinen  Schrauben- 
fläche an,  die  ja  nach  S.  242  eine  Minimalfläche  ist,  so  haben  wir  nach  dem 

ersten  Beispiel  auf  S.  251  zu  setzen: 

1 X X 

V y y 

t % % 

u  =  - 

«  q 

2ö2 

Alsdann  ist  die  im  Satze  10  angegebene  Fläche  diejenige  gemeine  Schrauben- 
fläche ,  deren  Axe  die  ;^Axe  und  deren  Ganghöhe  gleich  2n q  ist.  Die  dem 

Werte  a  =  ̂ n  entsprechende  associierte  Fläche  gehört  zu  den  Functionen: 

U^ 

2  «2 

F  = 

2  t)* 

und    ist    daher    nach    dem    zweiten  Beispiel    auf  S.  251    dasjenige   Catenoid, 
dessen  Axe  die  ̂ -Axe  und  dessen  Meridian  in  der  ccx-Ebene  die  Kettenlinie 

||e'+» 

«/  =  0 

ist.  Die  gemeine  Schraubenfläche  lässt  sich  also  ohne  Dehnung 
stetig  und  ohne  dabei  aufzuhören,  eine  Minimalfläche  zu  bleiben, 

so  verbiegen,  dass  sie  ein  Catenoid  wird,  wobei  die  Punkte  sämt- 
lich  Ellipsen    beschreiben.     Nach   Satz  6    geht  dabei   eine   Curve,    längs 
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deren  das  Krümmungsmaass  constant  ist,  in  eine  ebensolche  Curve  über.  Nun 
sind  diese  Curven  auf  der  Schraubenfläche  offenbar  die  Schraubenlinien  um 

die  «-Axe  und  auf  dem  Catenoid  die  Breitenkreise.  Erstere  gehen  also  in 
letztere  über.  Insbesondere  geht  die  Axe  der  Schraubenfläche,  auf  der  die 
Krümmung  am  grössten  ist,  in  den  kleinsten  Breitenkreis  des  Catenoids  über, 
woraus  man  sieht,  dass  die  Schraubenfläche  das  Catenoid  unendlich  oft  nach 

der  Verbiegung  umhüllt.  Da  die  Verbiegung  winkeltreu  ist.  so  leuchtet  femer 

ein,  daas  die  orthogonalen  Trajectorien  der  erwähnten  Schraubenlinien,  d.  h. 

also  die  geradlinigen  Erzeugenden  der  Schraubenfläche,  in  die  Meridiane  des 
Catenoids  übergehen. 

Die  Verbiegung  einer  Fläche  auf  eine  andere  ist.  wie  wir  hervor- 
hoben, eine  besondere  Art  der  Abbildung  der  einen  Fläche  auf 

die  andere.  Nun  sprachen  wir  in  §  11  des  ersten  Abschnittes 
von  beKebigen  punktweisen  Abbildungen  von  Flächen.  Die  dortigen 
Betrachtungen  waren  aber  insofern  unvollständig,  als  wir  damals 
noch  nicht  von  conjugierten  Richtungen  sprachen  und  deshalb 

auch  einen  Satz  noch  nicht  erwähnen  konnten,  der  für  beliebige  Ab- 
bildungen gilt,  ein  Analogon  zu  dem  Satze  49,  S.  96,  ist  und  hier 

nachgetragen  werden  soll,  da  wir  ihn  für  den  Fall  der  Verbiegung 
gebrauchen. 

Wenn  wir  nämlich  wie  damals  zwei  Flächen  Punkt  für  Punkt 

auf  einander  abbilden  und  einander  entsprechenden  Punkten  die- 
selben Parameterwerte  m,  v  beilegen,  sodass  etwa 

(12)  x  =  9/ (m,  v),       y  =  r K  »),       z^-kpiu,  v) 

die  Gleichungen  der  einen  Fläche  und 

(13)  X  =  ̂ {u,v),       ̂   =/{u,v),       z  =  ü< (u,  v) 

die  der  anderen  Fläche  sind,  so  sind  zwei  von  einem  Punkte  {u,  v)  der 

ersten  Fläche  (12)  ausgehende  Fortschreitungsrichtungen  (k  =  dv.du) 
und  {x^Sv.Su)  nach  Satz  36,  S.  153,  oder  Satz  39,  S.  155,  zu 
einander  conjugiert,  wenn 

(14)  Z  +  M{k  +  x)  +  Kkx  =  0 

ist,  wobei  Z,  M,  K  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  auf  der 

Fläche  (12)  bedeuten.  Die  ihnen  bei  der  Abbildung  entsprechenden 
Fortschreitungsrichtungen  {k)  und  (x)  auf  der  zweiten  Fläche  (13) 
sind  alsdann  im  allgemeinen  nicht  zu  einander  conjugiert.  Sie  sind 
es  vielmehr  nur  dann,  wenn  ausserdem: 

(15)  Z  +  M{k  +  x)  +  Nkx  =  0 

ist,  sobald  Z,  M,  N  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  auf 
der  Fläche  (13)  bedeuten. 
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Sollen  also  zu  k  und  x  solche  Richtungen  gehören,  die  auf 

heiden  Flächen  conjugiert  sind,  so  müssen  die  beiden  Bedingungen 

(14)  und  (15)  erfüllt  sein.  In  §  11  des  ersten  Abschnittes  haben 
wir  ein  analoges  Problem  behandelt,  nämlich  das,  solche  zwei 

Werte  k  und  x  zu  finden,  zu  denen  Richtungen  gehören,  die  auf 
beiden  Flächen  zu  einander  senkrecht  sind.  An  Stelle  der  Glei- 

chungen (14)  und  (15)  hatten  wir  damals  die  Gleichungen  (10)  auf 
S.  94.  Ganz  entsprechend  wie  damals  können  wir  daher  auch  hier 
drei  Fälle  unterscheiden  und  discutieren.  Nur  ein  Umstand  ist 
wesentlich  anders:  Auf  einer  reellen  Fläche  mit  reellen  Parametern 

sind  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  i7  und  G  reell  positiv 
und  ist  die  Fundamentalgrösse  F  reell.  Die  Fundamentalgrössen 
zweiter  Ordnung  dagegen  sind  dann  zwar  auch  reell,  können  aber 

beliebige  Vorzeichen  haben.  Daher  gilt  die  an  die  damalige  Fig.  26, 
S.  95,  geknüpfte  Realitätsuntersuchung  hier  nicht. 

Analog  der  Gleichung  (13)  auf  S.  94  finden  wir  hier  die  qua- 
dratische Gleichung  für  k: 

-k      M     M    =0 (16) 

1 

z L 

M M 

N N 

als  Bedingung  für  die  beiden  Werte  k  und  x,  die  den  beiden  Glei- 
chungen (14)  und  (15)  genügen.  Beachten  wir  ferner,  dass  sich  die 

Differentialgleichung  XI  (0)  der  Minimalcurven  durch  die  Funda- 
mentalgrössen erster  Ordnung  gerade  so  ausdrückt  wie  die  Diffe- 

rentialgleichung XII  (X)  der  Haupttangentencurven  durch  die  Funda- 
mentalgrössen zweiter  Ordnung,  so  übersehen  wir  sofort,  dass  sich 

analog  dem  Satze  49,  S.  96,  hier  ein  Satz  ergiebt,  bei  dem  wir,  da 
es  sich  um  conjugierte  Richtungen  handelt,  die  abwickelbaren  Flächen 

nach  S.  154  und  S.  185  von  vornherein  ausschliessen.    Es  kommt:  ̂  

Satz  11:  Bildet  man  eine  nicht-abwickelbare  Fläche 
Punkt  für  Punkt  auf  eine  andere  nicht-abwickelbare  Fläche 
ab,  so  sind  drei  Fälle  denkbar: 

Erstens:  Die  beiden  Scharen  von  Haupttangenten- 
curven der  einen  Fläche  bilden  sich  als  die  beiden  Scharen 

von  Haupttangentencurven  der  anderen  Fläche  ab.  Jedem 

System    conjugierter   Curven    auf    der    einen    Fläche    ent- 

^  Dieser  Satz  rührt  her  von  Peterson,  ,,Über  Curven  und  Flächen", 
1.  Lieferung,  Moskau  und  Leipzig  1868. 
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spricht  dann  ein  ebensolches  System  auf  der  anderen 
Fläche. 

Zweitens:  Nur  eine  Schar  von  Haupttangentencurven 
der  einen  Fläche  bildet  sich  als  Schar  von  Haupttangen- 

tencurven der  anderen  Fläche  ab.  Ausser  dieser  als  Aus- 
artung eines  Systems  conjugierter  Curven  aufzufassenden 

Schar  giebt  es  alsdann  kein  System  von  conjugierten  Cur- 
ven auf  der  einen  Fläche,  dem  auf  der  anderen  Fläche  ein 

ebensolches  System  entspräche. 

Drittens:  Keine  der  beiden  Scharen  von  Haupttangen- 
tencurven der  einen  Fläche  bildet  sich  als  eine  Schar  von 

Haupttangentencurven  der  anderen  Fläche  ab.  Alsdann 
giebt  es  ein  und  nur  ein  System  von  conjugierten  Curven 
auf  der  einen  Fläche,  dem  auf  der  anderen  Fläche  ein 
ebensolches  System  entspricht 

Der  letzte  Fall  ist  natürlich  der  allgemeine.  In  ihm  ist  nach 
(16),  wenn   darin   wieder  dv.du  für  k  gesetzt  wird,   die  Gleichung 

dv^        L      1 

—  dudv    M     M     =0 

du}       H     N 

die  Differentialgleichung  der  ausgezeichneten  Systeme  von  conjugierten 
Curven  auf  beiden  Flächen. 

Ist  nun  die  Abbildung  der  Fläche  (12)  auf  die  Fläche  (13)  ins- 
besondere eine  Verbiegung.  und  geht  keine  Schar  von  Haupt- 

tangentencurven der  einen  Fläche  dabei  in  eine  Schar  von  Haupt- 

tangentencurven der  anderen  Fläche  über,^  so  giebt  es  nach  unserem 
Satze  ein  System  von  conjugierten  Curven  auf  der  einen  Fläche, 
das  auch  nach  der  Verbiegung  ein  solches  System  bleibt  Da  die 
Verbiegung  femer  conform  ist,  so  ändern  sich  die  Winkel  nicht, 
unter  denen  die  Curven  des  Systems  einander  schneiden.  Auch  die 
Bogenlängen  der  Curven  bleiben  unverändert.  Nach  Satz  79,  S.  196, 
sind  die  unendHch  kleinen  Netzvierecke  als  eben  aufzufassen.  Da 

nun   ihre  Winkel  und  Seitenlängen  bei  der  Verbiegung  ungeändert 

*  Da  wir  den  Fall,  dass  die  Haupttangentencurven  einer  Schar  solche  bei 
der  Verbiegung  bleiben,  hier  ausschliessen,  sei  zur  Orientierung  des  Lesers 
bemerkt,  dass  Boxxet  gezeigt  hat.  dass  in  diesem  Falle  die  beiden  Flächen 

congruent  oder  symmetrisch  sind,  es  sei  denn,  dass  sie  geradlinig  und  die 

einander  entsprechenden  Haupttangentencurven  die  Geraden  der  Flächen  sind. 
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bleiben,  so  ist  überhaupt  jedes  der  Netzvierecke  bei  der  Verbiegung 
als  starr  aufzufassen.  Wir  gewinnen  hierdurch  einen  Einblick  in 

das  Wesen  der  Verbiegung  einer  Fläche,  den  wir  so  ausdrücken 
können : 

Satz  12:^  Eine  jede  Verbiegung  einer  Fläche,  bei  der 
keine  Schar  von  Haupttangentencurven  eine  solche  Schar 
bleibt,  kann  aufgefasst  werden  als  eine  Formänderung 
eines  Polyeders  von  lauter  einzeln  starren  unendlich 
kleinen  ebenen   Vierecken. 

Dies  Polyeder  hat  man  sich  —  indem  man  nur  ein  begrenztes 
Stück  der  Fläche  betrachtet  —  offen  vorzustellen  wie  in  Fig.  67, 
S.  197. 

Hiernach  leuchtet  ein,  wie  ein  solches  Flächenmodell,  das 

auf  S.  197  beschrieben  wurde,  geeignet  ist,  einen  Begriff  von  der 
Verbiegung  einer  Fläche  zu  geben:  Man  hat  es  so  einzurichten, 

dass  die  einzelnen  starren  ebenen  Vierecke  des  Netzes  gegen  ein- 
ander drehbar  bleiben,  was  sich  mechanisch  leicht  erreichen  lässt. 

Doch  darf  nicht  ausser  acht  gelassen  werden,  dass  dasjenige  System 

von  conjugierten  Curven,  das  bei  der  Verbiegung  seine  Eigentüm- 
lichkeit bewahrt,  sehr  wohl  bei  reellen  Flächen  imaginär  sein  kann. 

Dies  ist  z.  B.  bei  den  Minimalfiächen  der  Fall,  denn  die  Minimal- 

curven  einer  Minimalfläche  sind  ja  nach  Satz  111,  S.  244,  zu  ein- 
ander conjugiert,  und  bei  der  Verbiegung  einer  Minimalfläche  in  eine 

Minimalfläche  bleiben  diese  Curven  —  wie  überhaupt  —  Minimal- 
curven  und  sind  auch  nachher  conjugiert.  Wenn  man  also  zwei 
Minimalfiächen  auf  einander  verbiegen  kann,  so  ist  dasjenige  System 

von  conjugierten  Curven  der  einen  Fläche,  dem  ein  ebensolches 
System  auf  der  anderen  entspricht,  imaginär,  sodass  für  diesen  Fall 
kein  Modell  hergestellt  werden  kann. 

Das  beschriebene  Modell  giebt  auch  eine  gute  Vorstellung 

davon,  was  unter  einer  stetigen  Verbiegung  zu  verstehen  ist,  da 
man  es  stetig  in  andere  Gestalten  überführen  kann. 

^  Satz  von  Peterson  (1868),  vgl.  die  Anm.  zu  S.  286.  Das  Buch  von  Peter- 
SON  hat  bis  in  die  jüngste  Zeit  fast  keine  Beachtung  gefunden,  sodass  Ribaucoür 

in  seiner  Note  „Sur  les  systömes  cycliques",  Comptes  Rendus  t.  CXIII 
(1891),  das  gemeinschaftliche  System  conjugierter  Curven  von  neuem  betrachtet 
hat.  Es  ist  das  Verdienst  von  Stäckel,  durch  seine  beiden  Abhandlungen: 

„Über  Abbildungen",  Math.  Annalen  44.  Bd.  (1894),  und  „Biegungen 

und  conjugierte  Systeme",  ebenda  49.  Bd.  (1897),  auf  die  vergessenen 

Ergebnisse  Peterson's  hingewiesen  zu  haben. 
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§  4.    Verbiegung  von  Flächen  auf  Rotationsflächen. 

Es  kann  vorkommen,  dass  eine  Fläche  auf  sich  selbst 

verbiegbar  ist.  Man  denke  sich  nämlich  die  Fläche  in  zwei 
Exemplaren  materiell  hergestellt,  etwa  einmal  aus  starrem  Material, 

das  andere  Mal  aus  einer  zwar  durchaus  biegsamen,  aber  unaus- 
dehnbaren dünnen  Haut.  Alsdann  wird  diese  zweite  Haut  natürlich 

so  auf  die  erste  Fläche  ausgebreitet  werden  können,  dass  homologe 
Punkte  zur  Deckung  kommen.  Aber  es  ist  auch  denkbar,  dass  die 
unausdehnbare,  aber  biegsame  Haut  noch  auf  eine  andere  Art  auf 
die  starre  Fläche  vollkommen  ausgebreitet  werden  kann,  sodass 
nicht  mehr  homologe  Punkte  zur  Deckung  kommen.  Ein  triviales 
Beispiel  hierzu  liefert  jede  Rotationsfläche.  Bei  einer  solchen 

darf  sogar  das  zweite  Modell  auch  starr  sein.  Es  kann  in  unend- 
lich vielen  Lagen  mit  dem  ersten  Modell  zur  Deckung  gebracht 

werden,  da  die  Rotationsfläche  durch  Drehung  um  ihre  Axe  immer 
in  sich  übergeht.  Ein  allgemeineres,  aber  ebenfalls  triviales  Beispiel 
liefern  die  Schraubenflächen  (vgl.  2.  Beispiel,  S.  59),  die  ja  die 
Rotationsflächen  umfassen,  da  jede  Drehung  eine  specielle  Schraubung 
ist.  Jede  Schraubentiäche  geht,  wenn  man  sie  derjenigen  stetigen 
Schraubung  unterwirft,  durch  die  sie  aus  einer  starren  Curve  erzeugt 
worden  ist,  beständig  in  sich  über. 

Wir  wollen  uns  nun  fragen,  welche  Flächen  stetig  in  sich 
selbst  verbogen  werden  können.  Diese  Frage  deckt  sich  mit 
der  Frage:  Welche  Flächen  können  in  der  Art  unendlich 

wenig  verbogen  werden,  dass  die  neue  Fläche  mit  der  ur- 
sprünglichen congruent  ist?  Denn  wenn  eine  Fläche  eine 

solche  uuendHch  kleine  Verbiegung  erlaubt,  bei  der  sie  wieder  die 
alte  Gestalt  annimmt,  so  braucht  man  nur  diese  unendlich  kleine 

Verbiegung  beständig  zu  wiederholen,  um  dazu  zu  gelangen,  die 
Fläche  stetig  in  sich  zu  verbiegen. 

Es  seien  wieder  wie  auf  S.  278  die  Parameterlinien  (u)  und  (ü) 
die  Minimalcurven  der  Fläche.  Da  sie  zwei  getrennte  Scharen 

bilden,  nach  Satz  16,  S.  36,  —  denn  von  den  Tangentenflächen  der 
Minimalcurven  sehen  wir  ja  ab  — ,  und  da  andererseits  jede  Minimal- 
curve  nach  dem  Früheren  bei  Verbiegung  wieder  in  eine  Minimal- 
curve  übergeht,  so  kann  eine  Curve  (u)  bei  unendlich  kleiner  Ver- 

biegung nur  in  eine  unendlich  benachbarte"  Curve  derselben  Schar 
übergehen.  Dasselbe  gilt  von  jeder  Curve  (o).  Es  möge  daher  die 
Curve  (u)  in   die   unendlich  benachbarte  Curve   mit  dem  Parameter 

u  +  9?  (u)  € 
SCHKFFERS,   Geom.  Dififr.    11.  19 



290     Dritter  Abschnitt:    Die  Fundainentalgleichungen  der  Flächentheorie. 

und  die  Curve  (ü)  in  die  unendlich  benachbarte  Curve  mit  dem  Para- 
meter 

übergehen,  wobei  g  auf  der  ganzen  Fläche  ein  und  dieselbe  un- 
endlich kleine  Grösse  bedeute.  Wenn  wir  jetzt  bedenken,  dass  das 

System  der  Parameterlinien  nicht  geändert  wird,  sobald  wir  eine 
Function  von  u  als  neuen  Parameter  n  und  eine  Function  von  ü 

als  neuen  Parameter  ö  einführen,  so  können  wir  die  Voraussetzungen 

noch  etwas  vereinfachen.  Wenn  sich  nämlich  u  in  u  +  9p  (u)  e  ver- 
wandelt, so  geht  eine  beliebige  Function  U  von  u  über  in 

U{vi  +  cp  (u)  e)  =  ̂ (U)  +  f/'(u)  •  ̂   (U)  6  , 
da  £  unendlich  klein  ist.     Wählen  wir  also,  wenn  cp  ̂  ̂  ist: 

dn 
U 

J   (p\ 

in) 

so  ändert  sich  U  gerade  um  g.    Ebenso  ändert  sich,  wenn  '»/^  =|=  0  ist, 

J    V'W 

gerade  um  e.  Wenn  wir  nun  diese  Functionen  U  und  V  als  neue 

Parameter  benutzen,  so  sehen  wir  im  Falle  ̂   =j=  0,  ip  ̂   0: 
Wir  können  voraussetzen,  dass  auf  der  gesuchten  Fläche  solche 

Parameter  11  und  ü  vorhanden  seien,  dass  erstens  die  Curven  (u) 
und  (ö)  die  Minimalcurven  der  Fläche  sind  und  dass  zweitens  jede 

Curve  (u)  bez.  (ö)  bei  der  unendlich  kleinen  Verbiegung  in  die  un- 
endlich benachbarte  Curve  (u  +  e)  bez.  (ü  +  e)  übergeht.  Ist  jetzt, 

wie  auf  S.  278: 

ds^  =  2F{u,  sS)dvid\) 

das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Fläche,  so  ist  zu  fordern,  dass 
es  ungeändert  bleibe,  wenn  für  u  und  ü  die  Werte  u  +  e  und  ö  +  « 

gesetzt  werden.  Da  </(ii  +  c)  =  c?u  und  c?(b  +  e)  =  cfö  ist,  so  ist 
nur  das  Eine  zu  fordern: 

F{Vi  +  6,  ö  -f  «)  =  ̂'(u,  ö) 

oder,  wenn  wir  nach  Potenzen  von  g  entwickeln: 

tF       ̂      dF       ̂   A 

du  o  t) 

Die  angedeuteten  Glieder  sind  von  höherer  Ordnung  in  g.  Einmal 
lässt  sich  g  absondern,  sodass  sich  schliesslich  ergiebt: 
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ÖU  ÖD 

Dies  ist  leicht  anders  auszusprechen.    Wenn  wir  nämlich  für  den 
Augenblick 

j  =  11  -  r ,       I)  =  u 

als  Veränderliche  in  F  einführen,  so  ist: 

du         öf    "*"   öij  '         db   ~       ~dY' 
sodass  die  Forderung  zurückkommt  auf: 

4^  =  0. 
Also  enthält  F  nur  f  oder  «  —  tt. 

Im  Fall  rf  =  0  ergiebt  sich,  dass  F  nur  ron  u  abhängt,  sodass 
das  Krümmungsmaass  nach  (10),  S,  270,  gleich  Null,  die  Fläche 
also  nach  Satz  90,  S.  214,  abwickelbar  ist.  Ebenso  im  Falle  i/;  =  0. 
Daher: 

Satz  13:  Ist  es  möglich,  eine  nicht-abwickelbare  Fläche 
unendlich  wenig  in  sich  selbst  zu  verbiegen,  so  lassen  sich 
solche  Parameter  u  und  d  auf  der  Fläche  einführen,  dass 

das  Quadrat  ihres   Bogenelementes  die  Form  annimmt: 

ds'~  =  2F{u-'o)dudt). 

Umgekehrt:  Jede  Fläche  mit  diesem  Bogenelement-Quadrat 
lässt  sich  stetig  in  sich  derart  verbiegen,  dass  dabei  die 
Parameter  u,  0  eines  beliebigen  Flächenpunktes  Schritt 
für  Schritt  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  e  wachsen, 
die  überall  auf  der  Fläche  denselben  Wert  hat. 

Dass  diese  Fläche  jetzt  jede  solche  endliche  Verbiegung  er- 
laubt, bei  der  der  Punkt  (u,  ö)  in  den  Punkt  (ü,  ö)  mit 

ü  =  u  +  a,       ö  =  t)4-a 

übergeht,  wo  a  eine  beliebige  Constante  ist,  sieht  man  sofort  daran, 

dass  du  =  du,  du  =  dt)  und  F{ü  —  Ö)  =  F{n  —  ö)  ist. 
Insbesondere  gehören  die  Kotationsflächen  zu  diesen  Flächen. 

Dies  woUen  wir  bestätigen.     Auf  der  Rotationsfläche  (vgl.  S.  41): 

(1)  X  =  p  (m)  cos  V,       1/  =  p{u)  sin  V,       z  =  q{u) 

bedeute  u  die  Bogenlänge  des  Meridians,  sodass 

ds^  =  du-  -{-p^{u)dv^ 

19* 
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oder: 

ds  =  V^{u)( — ^  +  idv]  i—^.   idv] 

ist.     Wenn    wir    daher  neue  Parameter  u  und  ö   einführen,   indem 
wir  setzen: 

o  f  du      ,    . 

J  pi^i) 
o  ̂   C  du      ,     . 

so  kommt: 

(2)  ds^  =-Ap^dVid>o. 
Dabei  ist: 
/ox  C  du  . 
(3  —r^  =  u  -  ü , 

also  u  eine  Function  von  u  —  ö  allein  und  mithin  p^  {u)  auch  eine 
Function  von  u  —  ö  allein,  sodass  das  Bogenelement-Quadrat  (2) 
thatsächlich  die  in  unserem  Satze  angegebene  charakteristische 
Form  hat. 

Aber  noch  mehr:  Liegt  irgend  eine  nicht-abwickelbare  Fläche 
vor,  die  stetig  in  sich  verbiegbar  ist  und  deren  Bogenelement-Quadrat 
also  auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

(4)  ds^  =  2F{u-\))dud\), 

wobei  F  irgend  eine  Function  von  u  —  0  allein  bezeichnet, 
so  können  wir  stets  eine  Rotationsfläche  mit  genau  demselben 

Quadrat  des  Bogenelementes  bestimmen.  Denn  nach  (2)  und  (4)  ist 
zu  fordern: 

-2p^{u)  =  F{u-  0) 

oder,  wenn  u  —  ö  mit  w  bezeichnet  wird: 

(5)  -2p'{u)  =  F{w), 
während  nach  (3) 

^   '  p{u)  du 

sein  soll.  Hierin  ist  F{w)  gegeben,  p\v)  gesucht.  Die  Grleichung  (5) 
liefert: 

-4.p{u)p'{u)  =  F{w)-^ 

oder,  wenn  (6)  benutzt  wird: 

(7)  —  4  jo^  {u)p'  (m)  =  F'  {w) . 
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Die  beiden  Forderungen  (5)  und  (6)  sind  jetzt  ersetz- 
bar durch  (5)  und  (7).  Eliminieren  wir  aus  diesen  beiden  w,  was 

ja,  da  Fiic)  eine  gegebene  Function  von  ic  ist,  theoretisch  möglich 

ist,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  zwischen  />(«)  und  />'(«),  etwa: 

Hieraus  berechnen  wir  dann: 

dp 

h 
=  u. ß(p) 

Eine    additive    Integrationsconstante    spielt    hier   keine    wesentliche 
Rolle,  da  wir  die  Bogenlänge  u  von  irgend  einer  Stelle  an  rechnen 
können.     Ist   die  Quadratur   links    ausgeführt,    so  lässt  sich   durch 
Auflösen    der  hervorgehenden  Gleichung  nach  p   diese   Function  p 
von  u  berechnen.     Wir  setzen  sie  alsdann  in  (5)  ein  und  erlangen 

so  eine  Gleichung  zwischen  u  und  w,  aus  der  sich  —  theoretisch  — 
71  als  Function  von  tc  berechnen  lässt.    überdies  bestimmt  man  g  {u) 
aus  der  Forderung,  dass  ti  die  Bogenlänge  des  Meridians  sein  soll, 
also  aus: 

p"  +  g"=l, sodass  kommt: 

=fyi^^' 
du. 

Die  bei  dieser  Quadratur  auftretende  additive  Constante  hat  keine 
wesentliche  Bedeutung;  sie  rührt  daher,  dass  die  Rotationsfläche 

längs  ihrer  Drehaxe,  der  z-Axe.  verschoben  werden  kann. 
Wir  haben  also  gefunden,  dass  es  thatsäcblich  eine  Rotationsfläche 

mit  dem  vorgeschriebenen  Bogenelement-Quadrat  giebt,  woraus  folgt: 
Satz  14:  Eine  Fläche  lässt  sich  dann  und  nur  dann 

stetig  in  sich  verbiegen,  wenn  sie  auf  eine  Rotationsfläche 
verbiegbar  ist 

Denn  die  Umkehrung  leuchtet  ein:  Ist  die  Fläche  auf  eine 

Rotationsfläche  verbiegbar,  so  giebt  jede  Drehung  der  Rotations- 
fläche um  ihre  Axe  eine  solche  Verbiegung  der  Fläche,  bei  der  sie 

in  sich  übergeht.  Dass  der  Satz  auch  für  jede  abwickelbare 
Fläche  gilt,  ist  klar. 

Da  insbesondere  die  Schraubenflächen  in  sich  verschraubbar 

sind,  80  gehören  sie  zu  den  betrachteten  Flächen,  sodass  sich  ergiebt: 

Satz  15:^  Jede  Schraubenfläche  ist  auf  eine  Rotations- 
fläche verbiegbar. 

'  Dieser  Satz  wird  öfters  als  das  Theorem  von  Boue  bezeichnet,  vgl.  die 
Anm.  zu  S.  273. 
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Beispiel:  Wir  haben  schon  auf  S.  284  gesehen,  dass  sich  die  gemeine 
Schraubenfläche  auf  ein  Catenoid  verbiegen  lässt. 

Wenn  man  beachtet,  dass  das  Quadrat  (4)  des  Bogenelementes 
einer  Fläche,  die  stetig  in  sich  verbogen  werden  kann,  seine  Form 
nicht  wesentlich  ändert,  sobald  man  statt  u  und  ö  dieselben  con- 
stanten  Vielfachen  an  und  aü  als  Parameter  einführt,  weil  dann 

an  die  Stelle  von  u  —  ö  ein  constantes  Vielfaches  von  u  —  ü  tritt, 
also  F  nach  wie  vor  eine  Function  von  u  —  ö  bleibt,  so  erhellt,  dass 
wir  nicht  nur  eine  Rotationsfläche  (1)  bestimmen  können,  auf  die 

sich  die  Fläche  verbiegen  lässt,  sondern  cx»^  solche  Flächen.  Und 
da  zwei  Flächen,  die  auf  eine  dritte  verbiegbar  sind,  auch  auf  ein- 

ander verbogen  werden  können,  so  schliessen  wir  hieraus,  dass  jede 

Rotationsfläche  auf  oo^  Rotationsflächen  verbiegbar  sein  wird.  Wir 
wollen  dies  jetzt  direct  bestätigen. 

Wir  behandeln  also  die  Frage  nach  allen  Rotationsflächen, 

die  auf  eine  gegebene  Rotationsfläche  verbiegbar  sind.  Auf 
einer  Rotationsfläche  sind  die  Breitenkreise  diejenigen  Curven,  längs 
deren  das  Krümmungsmaass  constant  ist.  Wenn  daher  auf  den 
jetzt  betrachteten  Rotationsflächen  das  Krümmungsmaass 

nicht  überhaupt  constant  ist  —  wovon  wir  vorerst  ab- 

sehen, —  so  folgt  aus  Satz  7,  S.  275,  dass  zwei  Rotationsflächen 
nur  so  auf  einander  verbiegbar  sind,  dass  jeder  Breitenkreis  der 
einen  in  einen  Breitenkreis  der  anderen  übergeht.  Da  ferner  die 

Verbiegung  eine  winkeltreue  Abbildung  ist,  so  müssen  die  ortho- 
gonalen Trajectorien  der  Breitenkreise  der  einen  Fläche  in  die  ortho- 
gonalen Trajectorien  der  Breitenkreise  der  anderen  Fläche  über- 

gehen, d.  h.  Meridian  geht  in  Meridian  über.  Nun  sind  bei  der 
Rotationsfläche 

(8)  X  =  p  [u)  cos  V ,       y  =  p{u)%\ü.v ,       z  =  q[u) 

die  Parametercurven  (m)  und  (y)  die  Breitenkreise  und  Meridiane. 
Soll  die  Fläche  auf  die  Rotationsfläche: 

(9)  X  —  p  [ü)  cos  V ,       y  =p(ü)miv ,       z  =  q{ü) 

verbiegbar  sein,  so  muss  also  ü  eine  Function  von  u  allein  und  v 
eine  Function  von  v  allein  sein.  Insbesondere  setzen  wir  wieder 

voraus,  dass  u  bez.  ü  die  Bogenlängen  auf  den  Meridianen  bedeuten, 
sodass  die  Quadrate  der  Bogenelemente  die  Ausdrücke  haben: 

ds^  =  du^  +  p^dv^,        dp  =  dü^  -\-  p^dv^. 
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Wir  haben  daher  zu  verlangen,  dass  ü  eine  solche  Function  von  u 
und  V  eine  solche  Function  von  v  sei,  dass: 

du^  =  dn^,       p^dv^=p^dv^ 
wird.     Also  ist  zunächst 

ü  =  +  u  +  Const. 

zu  setzen.  Nun  können  wir  aber  dies  vereinfachen:  Wir  rechnen 

die  Bogenlänge  von  zwei  solchen  Breitenkreisen  aus,  die  einander 

bei  der  Verbiegung  entsprechen,  und  zwar  überdies  in  entsprechen- 
dem Sinne.     Alsdann  dürfen  wir 

ü  =  u 

setzen.     Jetzt  bleibt  die  Bedingung: 

p*  (ü)        d  f * 
p' (u)  d  »' 

die  links  nur  u,  rechts  nur  v  enthält,  weil  v  eine  Function  von  v 
sein  soll.  Also  sind  beide  Seiten  der  Gleichung  Constanten.  Daher 
kommt: 

p{u)  =  ap{u),        -^=±—  (a  =  Const), 

woraus  noch  folgt: 

t;  =  +  —  +  Const. a 

Aber  wenn  v  um  eine  Constante  wächst,  so  heisst  dies  nur,  dass 

die  Fläche  um  ihre  Axe  gedreht  wird,  wobei  sie  in  sich  übergeht. 

Wenn  v  durch  —  v  ersetzt  wird,  so  heisst  dies,  dass  die  Fläche  an 

der  .rz-Ebene  gespiegelt  wird,  wodurch  sie  ebenfalls  in  sich  über- 
geht.    Wir  können  daher  einfacher  setzen: 

V 

V  =  — a 

Jetzt  ist  noch  q  zu  bestimmen.    Da  u  die  Bogenlänge  bedeuten  soll, 
so  muss: 

p'^  -{-  q^  =  l,       also       9=1  yi  —  a^p'^  d  u 
sein.     Demnach  sind: 

(10)       X  =  ap[u)cos  —  ,       y  =  ap{u)sm^,       z  =  j'^l  —  a^p'^  du 
die  Gleichungen  der  gesuchten  Fläche  (9). 

Durchläuft  a  stetig  die  Werte  von  Eins  an,  so  erhalten  wir 
eine  stetige  Schar  von  Rotationstlächen  (10.),  die  auf  die  Fläche  (8), 
die  sich  aus  (10)  für  a  =  1  ergiebt,  verbiegbar  sind.    Der  Übergang 
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von  einer  Rotationsfläche  zu  einer  auf  sie  verbiegbaren  Rotations- 
fläche kann  also  durch  eine  solche  stetige  Verbiegung  erzielt  werden, 

bei  der  die  Fläche  beständig  Rotationsfläche  bleibt. 

Die  in  der  x  z-Ebene  gelegene  Meridiancurve  der  Fläche  (10): 

X  =  ap{u) ,       y  =  0 ,       ̂   —  l  yi  —  a^p 

du 

hat  die  Eigentümlichkeit,  dass  das  Product,  das  man  aus  der  Nor- 

malen n  ihres  Punktes  [u)  —  gemessen  bis  zur  r-Axe  —  und  aus 
dem  Krümmungsradius  r  dieses  Punktes  von  der  Constanten  a  frei 

ist,  wie  aus  Satz  7,  S.  275,  und  aus  Satz  13,  S.  122,  sofort  folgt  und 
auch  direct  nachgewiesen  werden  kann,  da  dies  Product  nach  I  S.  98 
den  Wert 

nr  =  — (Px  p"  {u) 

hat.  Wir  hätten  die  Meridiancurven  der  gesuchten  Flächen  auch 
auf  Grrund  dieser  Eigenschaft  bestimmen  können. 

Wir  sahen  von  den  Rotationsflächen  constanter  Krüm- 

mung ab,  da  auf  ihnen  die  Breitenkreise  nicht  die  einzigen  Curven 

mit  constanter  Flächenkrümmung  sind,  also  auch  nicht  von  vorn- 
herein feststeht,  dass  jeder  Breitenkreis  in  einen  Breitenkreis  über- 
geht. Auf  diese  Flächen  kommen  wir  im  nächsten  Paragrajohen 

zurück. 

Wir  haben  gefunden: 

Satz  16:^    Liegt  eine  Rotationsfläche 

X  =  p  [u)  cos  V ,       y  =  /?  (m)  sin  r  ,       z  =  l  ̂1  —  p'^{u)du * 

vor,    die    keine    constante  Krümmung  hat,    so   werden   alle 
Rotationsflächen,    die    auf   diese    Fläche    verbiegbar    sind, 
durch  die   Gleichungen: 

X  =  ap  {u) cos  ̂ ,      y=ap{u)sm      ,       z=  l  ̂1  —  a^p'{uydu et  ^  tJ 

gegeben.  Dabei  bedeutet  a  eine  willkürliche  Constante. 
Die  Verbiegung  wird  in  allgemeinster  Weise  dadurch  be- 

wirkt,  dass  man   zunächst  die  Stellen  mit  gleichen  Para- 

*  Satz  von  Minding,  „Über  die  Biegung  gewisser  Flächen",  Joum. 
f.  d.  r.  u.  ang    Math.  18.  Bd.  (1838). 
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meterwerten  u,  v  mit  einander  zur  Deckung  bringt,  worauf 

die  eine  Fläche  noch  in  sich  gedreht  oder  an  einer  Meri- 
dianebene gespiegelt  werden  kann.  Dabei  gehen  Breiten- 

kreise in  Breitenkreise  und  Meridiane  in  Meridiane  über. 

§  5.    Verbiegung  von  Flächen  constanter  Krümmung. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  bei  der  Betrachtung  der 

Verbiegung  von  Rotationsflächen  ausdrücklich  von  den  Rotations- 
flächen constanter  Krümmung  abgesehen,  von  jenen  Flächen  also, 

deren  typische  Formen  wir  schon  früher  untersucht  haben,  vgl.  das 
Beispiel  auf  S.  214.  Der  Grund  für  diese  Ausschliessung  ist  der, 
dass  die  Flächen  constanter  Krümmung  überhaupt  in  Bezug  auf  die 
Verbiegung  eine  Ausnahmestellung  einnehmen. 

Um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  zuerst  untersuchen,  auf  welche 

Form  sich  das  Quadrat  des  Bogenelementes  einer  jeden  Fläche  con- 
stanter Krümmung  K  bringen  lässt.  Sind  die  Parameterlinien  (u) 

und  (ö)  \neder  die  Minimalcurven  der  Fläche,  wie  auf  S.  278,  sodass 
das  Quadrat  des  Bogenelementes  die  Form  hat: 

so  wird  die  Fundamentalgleichung  (10)  auf  S.  270  zur  dritten  Glei- 
chung (6)  auf  S.  268  oder  also,  da  wir  u  und  ö  statt  ii  und  v 

schreiben,  zur  Gleichung: 

LN-  M^  __  _L   ̂^log-^ 
-  F*       ""       F      öuöö 

Hierin  ist  die  linke  Seite,  diO.  E  =  G  =  0  ist,  das  Krümmungsmaass  K, 
nach  Satz  89,  S.  214,  sodass  wir  haben: 

^  '  F      dudü  ' 

wo  jetzt  die  rechte  Seite  nach  Voraussetzung  eine  Con- 
stante  ist. 

Die  Gleichung  (2)  ist  eine  Bedingungsgleichung  für  die  einzige 

in  (1)  auftretende  Function  F,  und  die  Frage  ist,  was  für  eine  Ge- 
stalt sie  der  Function  F  vorschreibt.  Die  Gleichung  (2)  ist,  weil  sie 

von  der  unbekannten  Function  F  von  u  und  ö  einen  zweiten  par- 
tiellen Differentialquotienten  enthält,  eine  sogenannte  partielle 

Differentialgleichung    zweiter    Ordnung   für    F^      Aber   wir 

'  Diese  partielle  Differentialgleichung  hat  zuerst  Lioüville  (1850)  in  der 
ersten  der  beiden  auf  S.  273,  Anm.,  genannten  Noten  allgemein  integriert.   Dort 
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können  doch  die  Function  F  aus  ihr  bestimmen,  ohne  die  Theorie 
derartiger  Grleichungen  dazu  heranzuziehen,  und  zwar  beruht  dies 
darauf,  dass  es  gelingt,  zunächst  den  Ausdruck: 

(3)  X  =  1^- 
du 

zu  bestimmen. 

In  der  That  lässt  sich  ja  (2)  so  schreiben: 

(4)  X,  =  -  KF, 

sodass,  da  K  eine  Constante  ist, 
F  dlosF 

4«  =-KF^=-KF-^  =  -  KF-^ 

oder  also  nach  (3)  und  (4): 

ist.     Hierfür  aber  können  wir  schreiben: 

Also  muss  Au  —^P  eine  Function  von  u  allein  sein.  Be- 
zeichnen wir  sie  für  den  Augenblick  mit  «(u),  so  kommt: 

(5)  k^  =  lP^w{u). 

Wohlbemerkt  ist  l  eine  Function  von  u  und  von  ö.  Da  aber 

(o{vl)  nur  von  u  abhängt,  so  giebt  es  Functionen  a  von  u  allein, 
für  die  ganz  analog: 

(6)  j^  =.,.  +  «(„) 

ist.  Denn  dies  ist  ja  eine  RiccATi'sche  Gleichung  für  die  Function  a 
von  u  (vgl.  I  S.  213,  214).  Wir  brauchen  aber  diese  Gleichung  gar 

nicht  zu  integrieren,  denn  «(u)  bezeichnete  uns  irgend  eine  Func- 
tion von  u,  die  vorläufig  keiner  besonderen  Beschränkung  unter- 

worfen ist.  Wenn  wir  also  unter  ö-(u)  irgend  eine  Function  von  u 
allein  verstehen,  so  können  wir  uns  umgekehrt  o)  (u)  durch  (6) 
definiert  denken. 

behandelt    er  gerade  unser  gegenwärtiges  Problem.     Vgl.  auch  seine  Arbeit: 

„Sur   l'equation   aux   differences   partielles 
d^ log ^    j.  „A_  =  0" 

dudv  2a^  ' 
Comptes  Rendus,  t.  XXXVI  (1853),  oder  Journ.  de  Math.  p.  et  app.,    1.  serie, 
t.  XVIII  (1853).     Wir  folgen  im  Texte  seiner  Methode. 
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Alsdann  folgt  aus  (5)  und  (6) 

(7)  Äu  -  <r'=\(/}  -  <t2)  =  \{l  -  a){7.  +  a). 

Hier  haben  wir  a'  statt  da:  du  geschrieben,  weil  a  nur  von  u  ab- 
hängt und  daher  a  nur  den  Differentialquotienten  nach  u  be- 
deuten kann. 

Jetzt   liegt  es  nahe,   zu  versuchen,    zunächst  X  —  a  anstatt  ). 
selbst  zu  bestimmen.     Wir  setzen  daher: 

(8)  ix  =  7.-'7 

und  finden  aus  (7) 

oder: 

oder  auch: 

iWu  =  i  iw  (jw  +  2  ff) 

^ 

M* 

öi 

^  =  i  +  ff du 

Dies  aber  ist  eine  Bedingung  für  die  Function: 

(9)  1/  =  -, 

nämlich  diese: 

(10)  v^=-l-(TV. 

Wäre  uns  r  bekannt,  so  würde  uns  (9)  auch  u  und  darauf  (8) 

auch  A  geben,  denn  hiernach  ist  ja: 

vll)  A  =  -  +  o-. 

Mithin  wird  es   darauf  ankommen,  die   Form   der  Function  «'(u,  O) 
aus  (10)  abzuleiten. 

Zu  diesem  Zweck  machen  wir  wieder  von  dem  Umstand  Ge- 

brauch, dass  ff  irgend  eine  Function  von  u  bedeutet  Wir  können 
also  statt  (T  eine  Function  r  von  u  allein  vorlegen  und 

(12)  -T  =  --f 

setzen,  und  zwar  thun  wir  dies,  weil  dann  die  Gleichung  (10)  eine 

bequemere  Form  annimmt,  nämlich  diese: 
r'  1 
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oder: 

T  V,,    —   x'  V  1 
(13)  — H_   =   

Links  steht  jetzt  der  partielle  Differentialquotient  von  v :  x  nach  u. 
Wir  würden  diese  Gleichung  daher  auswerten  können,  wenn  auch 
rechts  ein  partieller  Differentialquotient  nach  u  stände.  Dies  aber 
erreichen  wir,  wenn  wir  abermals  eine  neue  Function  JJ  von  u  allein 
statt  T  einführen,  indem  wir  setzen: 

(14)  -  =  2f/'. 

Dann  ist  v.x  =  2U'v,  sodass  (13)  giebt: 

^  (2  PV)  =-£/', 
woraus  folgt,  dass  2U'v  +  U  eine  Function  von  ö  allein  sein 
muss.    Wird  diese  Function  mit  —  F  bezeichnet,  so  haben  wir  nun: 

(15) 

2U' 

Wegen  (12)  und  (14)  ist  aber  jetzt: 

also  nach  (15)  und  (11): 

U"
 

5  _  2  £7^  U" 
^--  f7+F  +Ir  ' 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

A  =  ̂[iogf/'-2iog(t/+r)]. 

Jetzt  lehrt  (3),  dass  log  F  die  Form  hat : 

•     \o^F=\ogU' -2\og{U+r)  +  \ogW, 

wo  W  noch  eine  Function  von  ö  allein  bedeutet,  sodass  wir  haben: U'W 

(16)  F 
{U+  Vf 

Setzen  wir  aber  diesen  Wert  in  die  ursprüngliche  Gleichung  (2)  ein, 
so  kommt: 

2F' 

oder: 

ff  -      ̂   , 
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sodass  die  Substitution  dieses  Wertes  in  (16)  schliesslich  ergiebt: 

(17)  F  =  -i     ̂'^' 

Die  allgemeinste  Function  F {u,  v)  also,  die  der  Be- 

dingung (2)  genügt,  hat  diese  Form  (17),  in  der  U  eine  be- 
liebig zu  wählende  Function  von  u  allein  und  F  eine  be- 
liebig zu  wählende  Function   von  0   allein   bedeutet. 

Aber  dies  gilt  wohlbemerkt  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  K 
eine  Constante  ist. 

Nach  (1)  lässt  sich  also  das  Quadrat  des  Bogenelementes  einer 

jeden  Fläche  von  der  constanten  Krümmung  A'  auf  die  Form  bringen: 

Führen  wir  nun  U  und  F  als  neue  Parameter  u  und  v  ein,  wobei 
nach  wie  vor  die  Minimalcurven  der  Fläche  die  Parameterlinien 

sind,  so  kommt  einfacher: 
,9  4     dudv 

K  {u  +  vf 
Daher: 

Satz  17:^    Das  Quadrat  des  Bogenelementes  einer  jeden 
Fläche    von    constanter    Krümmung    K    lässt    sich    auf   die 
Form  bringen: 

,2         ̂      ̂ "  ̂ ^ 
~~K  (m  +  vf  ' 

Hieraus  aber  folgt  weiter: 

Satz  18:^  Zwei  Flächen  von  derselben  constanten  Krüm- 
mung sind  stets  auf  einander  verbiegbar. 

Denn  man  kann  hiemach  ihre  Bogenelemente  durch  geeignete 
Wahl  der  Parameter  auf  dieselbe  Form  bringen. 

Bezüglich  der  Flächen  constanter  positiver  Krümmung  Ä' 
kann  hier  noch  ohne  Mühe  eine  Folgerung  gezogen  werden:  Da  die 

Kugel  vom  Radius  1  :  y  K  die  constante  positive  Krümmung  Ä'  hat, 
so  ist  jede  Fläche  constanter  positiver  Krümmung  auf  eine 
Kugel  verbiegbar,  nach  Satz  18.  Die  Kugel  aber  kann  in  sich 

nicht  nur  auf  eine,  sondern  auf  oo^  Arten  gedreht  werden.    Daraus 

■  Satz  von  Liocville  (1850),  vgl.  die  Anm.  zu  S.  273. 

-  Satz  von  MixorsG  (1839),  vgl.  die  Anm.  zu  S.  273.  Mindino's  Beweis 
verwendet  eine  andere  Methode  als  die,  die  wir  hier  nach  Lioitville  benutzt 
haben. 
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folgt,  dass  eine  Fläche  constanter  positiver  Krümmung  auf  oo^  Arten 
in  sich  verbogen  werden  kann.  Dasselbe  kann  man  übrigens  von 
den  Flächen  constanter  negativer  Krümmung  beweisen,  worauf  wir 
nicht  näher  eingehen.  Man  kann  sagen:  Es  giebt  drei  Arten  von 
Flächen,  die  einen  lassen  sich  nicht  stetig  in  sich  verbiegen,  die 

anderen  auf  oo^  Arten  —  das  sind  die  auf  Rotationsflächen  ver- 

biegbaren Flächen  nicht- constanter  Krümmung  — ,  und  die  letzten 

auf  00^  Arten,  —  und  dies  sind  die  Flächen  constanter  Krümmung. 
Wir  haben  aber  nicht  die  Absicht,  aus  der  sehr  weit  ausge- 

bauten Theorie  der  Verbiegung  hier  noch  weiteres  zu  bringen.  So 
übergehen  wir  auch  die  Theorie  der  Verbiegung  geradliniger 
Flächen. 

§  6.    Differentialinvarianten  einer  Fläche. 

Die  Paragraphen  3  bis  5  sind  als  eine  Einschaltung  zu  be- 
trachten, die  an  eine  der  drei  Fundamentalgleichungen  der  Flächen- 

theorie angeknüpft  wurde.  Wir  bitten  daher  den  Leser,  wieder  auf 
die  Betrachtungen  der  Paragraphen  1   und  2  zurückzugehen. 

Wir  fanden  dort,  dass  sich  die  zweiten  partiellen  Differential- 
quotienten der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  einer  Fläche: 

(1)  X  =  ff{u,v),      y  =-x{u,f^),      z  =  yj  (u,  v) 

nach  den  Parametern  u  und  v  durch  die  ersten  partiellen  Differen- 
tialquotienten von  X,  y,  z,  durch  die  Fundamentalgrössen  und  die 

partiellen  Differentialquotienten  der  Fundamentalgrössen  ausdrücken 
lassen.  Indem  wir  alsdann  die  dritten  Ableitungen  von  x,  y,  z  zu 
berechnen  unternahmen,   sahen  wir,   dass  sich  x  .     und  x  ,    auf  ie '  '  UUV  UVV  <J 

zwei  Weisen  finden  lassen,  und  dasselbe  galt  von  v,  ,,  y  und 
von  z      ,  z     .     Durch  Gleichsetzen  der  iedesmal  erhaltenen  beiden UUV'         UVV  J 

Werte  kamen  wir  zu  sechs  Gleichungen,  die  sich  aber  auf  nur  drei 

von  einander  unabhängige  reducierten,  auf  die  drei  Fundamental- 
gleichungen der  Flächentheorie.  Es  waren  dies  Gleichungen,  die 

nur  die  Fundamentalgrössen  und  ihre  Ableitungen  enthielten. 
Wir  deuteten  schon  auf  S.  272  an,  dass  wir  darauf  ausgehen, 

nachzuweisen,  dass  zu  solchen  sechs  Functionen  E,  F,  G,  L,  M,  JV 

von  zwei  Veränderlichen  u  und  v,  die  diesen  drei  Fundamental- 
gleichungen Genüge  leisten,  stets  Flächen  (1)  vorhanden  sind,  bei 

denen  sie  die  Rolle  der  Fundamentalgrössen  erster  und  zweiter 
Ordnung  spielen;  ja  wir  wollen  überdies  zeigen,  dass  alle  Flächen, 
die  diese  sechs  Grössen  zu  Fundamentalgrössen  haben,  mit  einander 
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congruent  sind.    Es  ist  also  unsere  Absicht,  in  Bezug  auf  Flächen 
dasjenige  Problem  zu  erledigen,  das  wir  in  Bezug  auf  Curven  im 
ersten  Bande  in  den  Paragraphen  13  und  14  des  zweiten  Abschnittes 

behandelt  haben.  Wie  wir  damals  einen  Paragraphen  über  die  Diffe- 
rentialinvarianten der  Curven  vorausschickten,  so  wollen  wir  auch 

hier  vorerst  die  Frage  nach  allen  Differentialinvarianten  einer  Fläche 
beantworten. 

Unterwerfen  wir  eine  Fläche  (1)  allen  Bewegungen  des  Raumes, 
80  geht  sie  in  unendlich  viele  neue  Lagen  über.  Dabei  werden  die 

rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  andere  und  andere  Functionen 
der  Parameter  u  und  v.  Wenn  nämlich  der  Punkt  {x,  y,  z)  der 
Fläche  bei  einer  Bewegung  in  den  Punkt  {x,  y,  z)  übergeht,  so  ist, 
wie  in  (2),  I  S.  201: 

X  =  u^x  -{■  u^y  -{-  a^z  -\-  a  , 

(2)  y  =  ß,x  +  ß,y-^ß,z-\-b, 

Z  =  r^X  +  y^y   J^  y^z  +  C, 

wobei  die  u,  ß,  y  solche  Constanten  sind,  die  den  Formeln  I  {C), 
{D),  [E),  [F)  Genüge  leisten,  im  übrigen  aber  beUebig  gewählt  werden 

können,  während  a,  b,  c  überhaupt  ganz  willkürHche  Constanten  be- 
deuten. Da  X,  y,  z  nach  (1)  Functionen  von  u  und  v  sind,  so  sind 

X,  y.  z  nach  (2)  ebenfalls  Functionen  von  u  und  v,  die  aber  noch 
willkürliche  Constanten  enthalten. 

Wir  fragen  nun  nach  allen  denjenigen  Functionen  von  x,  y,  z 

und  ihren  partiellen  Differentialquotieuten  nach  u  und  t-,  die  bei 
allen  Bewegungen  ungeändert  bleiben,  d.  h.  also  nach  allen  Functionen 

J{x,  V ,  z;    x,x,v,v,z,z\    x    ,  x    ,  x     ...), 

die  ungeändert  bleiben,  sobald  man  in  ihnen  x,  y,  z  durch  die  Func- 
tionen X,  y,  z  ersetzt,  die  noch  willkürliche  Constanten  enthalten. 

AUe  derartigen  Functionen  J  heissen  Differentialinvarianten 

der  Fläche   hinsichtlich   der  Bewegungen.^ 
Zum  besseren  Verständnis  dieser  Definition  ist  noch  zu  be- 

merken, dass  infolge  von  (2)  die  ersten  Ableitungen  von  x,  y,  z 
nach  u  und  v  die  Formen  haben: 

*  Wie  wir  schon  in  der  Anm.  zu  I  S.  44  bemerkten,  ist  der  Begriff  der 
Differentialinvarianten  überhaupt  allmählich  ausgebildet  worden.  Seine  völlige, 

scharfe  und  allgemeine  Definition  und  Theorie  aber  verdankt  man  Lre's Arbeiten  aus  den  Jahren  1882—84.  Wir  nennen  von  seinen  vielen  Arbeiten 

hierüber  nur  die  eine:  „Über  Differentialinvarianten",  Math.  Ann. 
24.  Bd.  (1884). 
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^u  =  «1  ̂ «  +  ̂2l/u  +  «3  ̂ «'  ̂ v  =  ̂ 1  ̂'v  +  «2^«  +  ̂3  ̂ «' 

■    K  =  ri  ̂ u  +  r^Vn  +  rs'=u^     K  =  n  ̂ „  +  /a  y«  +  Ts  ̂ « 

und  dass  sich  die  höheren  Ableitungen  analog  ausdrücken.  Wenn 

wir  nämlich  zur  Vereinfachung  unter  l.j^  diejenige  Ableitung  einer 

Function  X  von  u  und  v  verstehen,  die  sich  durch  ?'-malige  Differen- 
tiation nach  u  und  A-malige  Differentiation  nach  v  ergiebt,  also  all- 
gemein setzen: 

du'dv^ 

Hk^ 

(4) 

so  ist  nach  (2): 

(5)  -  ^ik  =  ßl^ilc  +  ß2i/ilc  +  ßs-ik^ 

^ik  ~  y\  ̂ik     I     ̂2  I/ik   '>     "/z  ̂ ik  ' 

Nun   soll  die   Function  /  eine  Differentialinvariante  heissen,    wenn 
die  Gleichung: 

(6) J  [X,  y,  Z^     *"lO  J  '^''oi  >  VlO '  J/oi  '  ■^10 »  "^01  '     "^20  '  ■^'ii '  '*'"02  •  •  ") 

—  "\.^jy^^'->    -^lo' "^01' 3^10' 3^01 '  •^10' ■^01 '   ■^' 

02 

20'  ̂ 11'  ■*02 

.) 

infolge  von  (2)  und  (5)  besteht,  wie  auch  die  Coefficienten  a,  b,  c 
und  die  Richtungscosinus  a^,  a^,  cc^,  ß^,  ß^,  ß^,  y^,  y^,  y^  gewählt 
sein  mögen,  vorausgesetzt,  dass  diese  Cosinus  die  in  Tafel  I  an- 

gegebenen Bedingungen  erfüllen.  —  Es  ist  vielleicht  überflüssig, 
hierbei  hervorzuheben,  dass  z.  B.  x^^  und  x^^^  nach  der  Definition  (4) 

die  Ableitungen  x^  und  x^  bedeuten,  sodass  die  Formeln  (3)  mit 
in  (5)  enthalten  sind. 

Noch  deutlicher  wird  die  Definition  der  Differentialinvarianten 

werden,  wenn  wir  einige  Beispiele  angeben.  Solche  Beispiele  sind 
die  Fundamentalgrössen  erster  und  zweiter  Ordnung  E,  F,  G,  L,  M,  N, 
deren  Unveränderlichkeit  bei  den  Bewegungen  des  Raumes  wir  schon 
in  Satz  6,  S.  16,  und  Satz  5,  S.  107,  ausgesprochen  haben.  Bei 

unserer  Bezeichnungsweise  (4)  ist  nach  XI  [Ä)  insbesondere: 

E  =  X^^  +  3/j,)  +  -2^10  » 

^  ~  "^10  "^01   "r"  yiO^Ol     '     ̂10  ̂ 01  ' (") 

^  =  ̂ 01     +  yoi      +  ̂01 

Zur  Bestimmung  aller  Differentialinvarianten  wenden   wir  mit 

einigen  Umstellungen  in  der  Reihenfolge  der  Schlussfolgerungen  die- 
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selbe  Methode  an  wie  bei  dem  entsprechenden  Problem  für  die 
Curven  in  §  12  des  2.  Abschn.,  1.  Bd.  Wie  dort  auf  S.  202  er- 

kennen wir  auch  hier: 

Die  Differentialinvarianten  sind  frei  von  x,  y,  z  selbst, 
was  genau  wie  damals  so  auch  hier  daraus  folgt,  dass  die  ganz 
willkürlichen  Constanten  a,  b,  c  nur  in  den  Formeln  (2),  dagegen 
nicht  in  den  Formeln  (5)  auftreten. 

Jetzt  beweisen  wir  weiter  eine  Behauptung,  die  analog  der 
letzten  Bemerkung  des  erwähnten  Paragraphen,  I  S.  208,  ist,  dort 
aber  aus  dem  Gesamtergebnis  geschlossen  wurde,  während  wir  sie 
hier  benutzen,  um  das  Ergebnis  selbst  abzuleiten: 

Wenn  nämlich  eine  Function  /  eine  Differential- 

invariante  ist,  so  sind  auch  alle  ihre  partiellen  Ablei- 
tungen nach  u  und   v  Differentialinvarianten. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  ̂ vir  der  Übersichtlichkeit  halber 

in  J  nur  eines  der  Argumente,  x^^^,  besonders  angeben  und  die 
übrigen  Argumente  durch  Punkte  andeuten: 

J{x,,...). Es  soll  dann  unter 

J(x,,  .  .  .) 

dieselbe  Function  verstanden  werden,  nachdem  aber  überall,  nicht 

nur  in  dem  einen  Argumente  x^^,  die  Zeichen  x,  y,  z  durch  x,  y,  z 
ersetzt   worden   sind.     Ist  nun  •/  eine  DifferentiaKn Variante ,   so  ist: 

infolge  von  (5)  und  zwar  für  alle  Werte  von  u  und  v.  Daher  darf 
die  Formel  zunächst  nach  u  differenziert  werden.     Also  ist: 

/gx  d  J(xn . . .)  ̂   e  JjXjt . . .) 
^  du  du 

Nun  steht  auch  rechts  wieder  eine  Function  der  partiellen  Differen- 
tialquotienten von  X,  y,  z  nach  u  und  v,  denn  es  ist  ja: 

d  J(Xii . . .)        6  J(Xii ...)    d Xii 

du  8  Xik  d  u 
+  ..., 

wo   rechts   so  viele  Summanden  stehen,   als  /  Argumente  hat;   und 
nach  der  Definition  (4)  können  wir  hierfür  schreiben: 

^^'  — ^t;   ^   ^^   ^i  + 1,  fc  +  •  •  • O  U  O  Xu 

Demnach  ist  die  rechte  Seite  von  (8)  eine  Function  der  Ableitungen 

von  X,  y,  z:  und  links  steht  in  (8)  dieselbe  Function,  aber  in  x,  y,  z 
SCHKFFERS,   Geom.  Diffir.    II.  20 
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statt  X,  ?/,  z  geschrieben.  Die  Gleichung  (8)  sagt  aus,  dass  die 

Function  (9)  ebenfalls  eine  Differentialinvariante  ist. 
Ebenso  können  wir  beweisen,  dass  die  partielle  Differentiation 

einer  Differentialinvariante  /  nach  v  wieder  eine  Differentialinvariante 

liefert;  und  weiterhin  folgt,  dass  dasselbe  auch  für  beliebig  häufige 
Differentiation  nach  u  und  v  gilt,  sodass  unsere  obige  Behauptung 

als  richtig  dargethan  ist. 
Da  wir  hiermit  ein  einfaches  Mittel  haben,  aus  schon  bekannten 

Differentialinvarianten  neue  abzuleiten,  so  können  wir  es  z.  B.  auf 

die  Fundamentalgrössen  E,  F,  G,  L,  M,  N  anwenden,  die  ja,  wie 
wir  wissen,  Differentialinvarianten  sind. 

Hiernach  sind  nicht  nur  die  Fundamentalgrössen  erster 

und  zweiter  Ordnung,  sondern  auch  alle  ihre  partiellen 

Ableitungen  nach  den  Parametern  u  und  v  Differential- 
invarianten. 

Fragen  wir  jetzt  zunächst  nach  allen  denjenigen  Differential- 
invarianten, die  nur  die  ersten  partiellen  Ableitungen  von  or,  y  und  z 

enthalten,  also  nach  den  sogenannten  Differentialinvarianten 

erster  Ordnung,  so  handelt  es  sich  darum,  diejenigen  Functionen 

zu  bestimmen,  für  die  infolge  von  (3): 

^(^«'  ̂ «'  y«'  y.'  ̂ w  ̂v)  =  '^l^«'  ̂•.'  3/«'  3/..  ̂ „'  ̂ .) 

ist.  Sie  sind  leicht  gefunden.  Die  Gleichungen  (3)  nämlich  sind, 

abgesehen  von  den  Bezeichnungen  der  Veränderlichen  —  indem 
hier  die  Indices  u  und  v  statt  1  und  2  stehen  — ,  genau  dieselben 
wie  die  Gleichungen  in  I  S.  203  oben,  sodass  analytisch  dasselbe 
Problem  wie  damals  vorUegt.  Nach  I  S.  204  erkennen  wir  also, 

dass  jede  Differentialinvariante  erster  Ordnung  eine  Function  von 
den  dreien  ist: 

^.  2 +  y„'  +  ̂ u^    ̂ /  +  y^''  +  ̂/'     ̂ «  ̂ .  +  y«3/„  +  ̂«  ̂«^ 

d.  h.  eine  Function  der  drei  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  E,  F,  G. 

Da  jede  Function  von  Differentialinvarianten  wieder  eine  Diffe- 
rentialinvariante  ist,  so  folgt,  dass  E,  F,  G  die  einzigen  wesent- 

lichen  Differentialinvarianten   erster   Ordnung  sind. 

Jetzt  benutzen  wir  den  Satz  2,  S.  264,  nach  dem  sich  alle  par- 
ti eilen  Ableitungön  von  x,  y,  z  von  den  zweiten  an  durch  die 
ersten,    durch    die   Fundamentalgrössen    und    die    Ableitungen    der 
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Fundamentalgrössen  ausdrücken  lassen.  Thun  wir  dies  in  irgend 

einer  Differentialinyariante  «7,  so  sehen  wir,  dass  sie  sich  als  Func- 
tion der  ersten  Ableitungen  von  x,  t/,  z,  der  Fundamentalgrössen 

und  der  Ableitungen  der  Fundamentalgrössen  darstellen  lässt. 
Jede  Differentalinvariante  lässt  sich  daher  auf  die 

Form   bringen: 

^(^u.  ̂ .-  .Vu»  I/r>  ̂ u'  ̂ .;   E,F,G,E^...',  L,  M,  N,L^..  \) , 

in  der  die  partiellen  Differentialquotienten  von  E,  F,  G  und  L,  M,  N 
durch  Punkte  angedeutet  sind. 

Die  Eigenschaft  dieser  Function,  bei  allen  Bewegungen  un- 
geändert  zu  bleiben,  wird  durch  die  Gleichung  ausgedrückt: 

^^K>  ̂ .'  Vu^  y.'  K^  ̂.;   ̂ ^  F,  G,E^..  .;   Z,  M,  N,L^...)  = 

=  --^K.  ̂ .'  yu'  Vr'  ̂ u'  ̂ o   ̂ '  F,  G,  E^  .  .  .;   Z,  M,  N,Z^...), 

wo  E,  F,  G,  Jj,  J/,  JV  und  ihre  Ableitungen  auch  links  stehen,  weil 
diese  Functionen  bei  allen  Bewegungen  ungeändert  bleiben. 

Die  Gleichung  bleibt  notwendig  richtig,  wenn  man  für  die  rechts 
und  links  genau  an  gleicher  Stelle  stehenden  Functionen  E,  P,  G, 
L,  M,  N  und  ihre  Ableitungen  irgend  welche  Zahlen  setzt,  denn 

die  Gleichung  soll  ja  infolge  von  (3)  allein  bestehen,  also  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Bedeutung  dieser  Functionen.  Wenn  wir  aber  Zahlen 

einsetzen,  so  reduciert  sich  die  Differentialinvariante  •/  auf  eine 

Function  von  x.  x  ,  y. .  y  .  z.  z ,  allein,  also  auf  eine  Differential- 
invariante  erster  Ordnung.  Da  wir  aber  gesehen  haben,  dass  jede 
Differentialinvariante  erster  Ordnung  eine  Function  von  E,  F,  G 

allein  ist,  so  schliessen  wir,  dass  die  Function  /vor  der  Sub- 
stitution von  Zahlen  eine  Function  der  Fundamentalgrössen  und 

ihrer  Ableitungen  allein  ist. 

Andererseits  ist  mit  den  Fundamentalgrössen  und  ihren  Ab- 
leitungen auch  jede  Function  dieser  Functionen  eine  Differential- 

invariante.     Mithin  folgt: 

Satz  19:    Unterwirft   man   eine   Fläche 

X  =  cf,  [u,  v),       y  =  /  {ii,  v),       z  =  -w  {u,  v) 

allen  Bewegungen  des  Raumes,  ohne  ihr  Parametersystem 
zu  ändern,  so  ändern  sich  x,  y,  z  und  ihre  partiellen  Ab- 

leitungen nach  u  und  v.  Eine  Function  dieser  Grössen 
bleibt  bei  allen  Bewegungen  dann  und  nur  dann  ungeän- 

dert,   wenn    sie    eine    Function    der    sechs    Fundamental- 

20* 



308      Dritter  Abschnitt:    Die  Fundamentagleichungen  der  Flächentheorie. 

grossen  E,  F,  G,  L,  M,  N  und  ihrer  partiellen  Ableitungen 
nach  u  und  v  ist.  Hierbei  wird  von  den  Tangentenflächen 
der  Minimalcurven  abgesehen. 

Die  letzte  Einschränkung  ist  deshalb  nötig,  weil  wir  den  Satz  2, 
S.  264,  benutzt  haben. 

Wir  wollen  eine  Anwendung  machen:  Es  ist  leicht  einzusehen, 
dass  jede  Summe  von  der  Form 

^     ik    rs 

oder 

eine  DilFerentialinvariante  ist,  denn  analog  (5)  ist  auch: 

sodass  sich  ergiebt: 

S  ̂ilc  Ks  =   S  («1  ̂iu  +   ß^2  !/ik  +  «3  ̂ifc)  («1  ̂r*  +  «2  ̂ rs  +   «3  ̂rs)  ' 

Nach  1  {C)  aber  ist  die  rechte  Seite  gleich  Sx^^^x^^,  also,  wie 
behauptet  wurde: 

Da  also  S^^^^,.^  eine  Differentialinvariante  ist,   so  folgt  für  sie  aus 
Satz  19: 

Satz  20:    Sind 

X  =  cp{u,v),      y  =  x[u,'v),       z  =  xp{u,  v) 

die  Grleichungen   einer  Fläche,   die  keine  Tangentenfläche 
einer  Minimalcurve  ist,   so  ist  jede  Summe  von  der  Form: 

Qi  +  k^  QT+S^  gi+ky  QT  +  Sy  d'  +  ̂ X  d'-^'x 

als  Function  der  Fundamentalgrössen  E,  F,  G,  L,  M,  N  undi 

ihrer  partiellen  Ableitungen  nach  u  und  v  darstellbar. 

Die  Formeln  (4),  S.  264,  gestatten  uns,  dies  für  die  einfachsten 
Summen  von  dieser  Art  wirklich  auszurechnen.  Wir  machen  dabei 

Gebrauch  davon,  dass 

S(y  z  -  z  yY:=  B^ 
**  V.7U      V  U'f  vi 
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nach  XI  {G\  femer 

und  endlich 

ist  Nach  (4),  S.  264,  berechnen  wir  nämlich  xl^,  bilden  analog  y^„ 

und  z-„  und  addieren  alle  drei.  Wegen  der  soeben  angegebenen  Glei- 
chungen erhalten  wir  alsdann  S-r^u  als  Function  von  E,F,G,L  und 

den  ersten  Ableitungen  von  E,  F,  G.  Entsprechend  lassen  sich  die 
anderen  ähnlichen  Summen  berechnen.     So  kommt: 

S^i„       =L^    +^{EJG+2E^E„F+E^^E- 
-4E^FJ^-4E^F^E+4FJB), 

Sx„%       =M^  +-^{E^'G-2E^G^F+G^^E), 

-4G^F„G-4G^F^F+U\^G), 

^^uu^ur  =  ̂ '^^  +  ̂ iKKG+K'E-2E^F^F- 
-E^G^F-E^G^E+2F^G^E), 

^^uu^r.  =  ̂ ^+  iV^-  ̂ u^.^-  E^GuG  +  2E^F^.G  - 
-E^G^E^E^G^F+2E^F^.F  + 

+  2F^G^E^2F^G^F-4F^J^F), 

^^u.^..-^^^'+-^{Gu'F+G^G^E-2G^F^F- 
-G^E^G-G^.E^F+2E^F^.G). 

Der  Satz  19  bestätigt  die  grosse  Bedeutung  der  Fundamental- 
grössen:  Kennt  man  die  Fundamentalgrössen  E,  F,  G,  L,  M,  N 
einer  Fläche,   so  kennt  man  auch  alle  ihre  Differentialinvarianten. 

Die  Bedeutung  der  Fundamentalgrössen  wird  in  den  folgen- 
den Paragraphen  noch  stärker  hervortreten.  Wenn  nämlich  zwei 

Flächen  dieselben  Fundamentalgrössen  haben,  so  haben  sie  hier- 
nach überhaupt  dieselben  Differentialinvarianten.  Dass  alsdann 

die  Flächen  mit  einander  congruent  sind,  werden  wir  in  §  9  er- 
kennen. 

k. 
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§  7.    Richtungscosinus  eines  begleitenden  Dreikants.  ̂  

Wir  nähern  uns  jetzt  der  Lösung  der  Aufgabe,  zu  gegebenen 
Fundamentalgrössen  die  Fläche  zu  finden.  Da  diese  Lösung  nicht 

ganz  einfach  ist,  so  erscheint  es  uns  angemessen,  ihre  Behandlung 
in  eine  Reihe  einzelner  Schritte  zu  zerlegen.  Das  Problem  hat 

einige  Analogie  mit  dem  in  §  13  und  14  des  2.  Abschnittes  im 
ersten  Bande  behandelten  Problem  für  Curven.  Wie  dort,  so  werden 

wir  auch  hier  darauf  ausgehen,  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten 

der  Flächenpunkte  zunächst  die  Cosinus  dreier  zu  einander  senk- 
rechter Richtungen  zu  berechnen,  und  zwar  dreier  solcher  Rich- 
tungen, die  in  naher  Beziehung  zum  Flächenpunkte  stehen.  Wir 

bereiten  demnach  die  Lösung  unseres  Problems  dadurch  vor,  dass 

wir  im  gegenwärtigen  Paragraphen  ein  solches  Axenkreuz  genauer 
untersuchen. 

Im  Punkte  {u,  v)  der  Fläche: 

(1)  X  =  (p[u,v),       y  =  x{u,v),       z  =  ip  (u,  v) 

haben  wir  zunächst  eine  ausgezeichnete  Richtung,  die  der  Flächen- 
normale, mit  den  Cosinus  Z,  Y,  Z.  Zwei  zu  dieser  senkrechte  und 

auch  zu  einander  senkrechte  Richtungen  werden  alsdann  dadurch 
bestimmt,  dass  wir  nach  irgend  einem  Gesetze  zwei  zu  einander 

senkrechte  Tangenten  des  Punktes  {u,  v)  auswählen. 
Dies  geschieht  so:  Sind  k  und  x  die  Werte  von  dv.du  für 

zwei  zu  einander  senkrechte  Fortschreitungsrichtungen ,  so  ist  nach 

Satz  (11),  S.  33: 

(2)  E  +  F{k-^x)-\-Gkx^O. 

Verstehen  wir  jetzt  unter  k  eine  irgend  wie,  aber  bestimmt 
gewählte  Function  von  u  und  u,  so  ist  damit  jedem  Punkte 

[u,  v)  der  Fläche  eine  Richtung  (k)  zugeordnet.  Der  alsdann  aus  (2) 
folgende  Wert  von  x: 

^"^^  ""-        F+Gk 

ist  ebenfalls  eine  Function  von  u  und  v  und  giebt  in  jedem  Punkte 

^  Solchen  Lesern,  denen  die  folgenden  Betrachtungen  vorerst  zu  schwierig 
sein  sollten,  raten  wir,  die  Paragraphen  7  bis  9  zu  überschlagen. 
Wenn  sie  nur  die  Sätze  25—27  des  §  9,  S.  338,  in  sich  aufnehmen  und  sie 
ohne  Beweis  als  richtig  gelten  lassen,  so  wird  ihnen  das  Folgende,  von  §  10 
an,  verständlich  sein.  Das  Studium  der  §§  7 — 9  kann  also  auf  spätere  Zeit  ver- 

schoben werden. 

i 
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(m,  v)  die  zur  Riclitung  {k)  senkrechte  Richtung  an.  Sind  i\,  2)i,  3i 
die  Cosinus  der  Richtung  (ä)  und  3£j,  ̂ g,  ̂ 2  <1^^  ̂ ^^  Richtung  (x), 
so  ist: 

Da  nach  XI  {A): 

S{x^  +  kxf=J::+2Fk+Gk^ ist,  so  folgt: 

Xu   +   k  Vr  cn  Vu    +   kVr  r»  ^    +    k  «r 

(•4.      .^\  = 

»     3i  — 
und  entsprechend  kommt: 

Xu    +  XXr 

(5       .1-,  = '    ̂2  =  ;7= 

y»  +  X  y. 

l/i:4--'F&+  (?*«' 

a:«  +  X  «r 

|\&+2i?'x  +  Gx«'      ̂ '        yE+2Fx+'G7*'      '^'-        \ET2Fx  +  Gx* 
Wenn  wir  hierin  den  Wert  x  aus  (3)  einsetzen,  so  gehen  die  Aus- 

drücke hervor: 

(6) 
^.= 

-(F-f  Gk)Xu  +  {i:+  Fk)x^ 

'%  = 

DYE  +  2Fk  +  0k^- 
-iF-\-Gk)yu  +  (E+  Fk)y, 

DyE+  2Fk-hGk' 

a    «    -(.J^+^k)Xu  +  iE-{-Fk)x, 
^  DyE  +  2Fk  +  Gk' 

Hierin  hahen  wir  das  Vorzeichen  schon  so  gewählt,  dass  die 

Determinante  der  Cosinus  der  drei  Richtungen  (i\:3)i:3i).  (Ä2-?)2"32)> 
(X-.y-.Z)  gleich  +  1  sind,  vorausgesetzt,  dass  wir  für  die  in  (4)  und 
(6)  auftretende  Quadratwui'zel 

stets  denselben  Wert  nehmen.   Denn  jene  Determinante  ist  zunächst: 

a^    x._    X ^u         ̂ . X 

' 
%    %    r 

1 "  u    y  v 
T 

3x    32    ̂  
'u        ̂ v Z 

Nach  XI  (Z)  aber  folgt  hieraus: 

3Ei     X,      X 

(7)                            dl    a    r 
=  1. ^S^ 

Sz     z 
i 
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Nach  I  S.  146  sind  jetzt  die  drei  Richtungen  CX-i : '^■^ :  S^), 
(3^2  =  ?)2 -^a)'  i^'^'^)  so  gegen  einander  orientiert  wie  die  x--,  ;/- 
und  z-Axe.  Wir  nennen  die  drei  vom  Flächenpunkt  {u,  v)  aus- 

gehenden Geraden  mit  diesen  Richtungen  das  begleitende  Dreikant 
des  Punktes  {u,  v)  der  Fläche.  Bei  seiner  Feststellung  kann  die 
Function  k,  wie  gesagt,  willkürlich  gewählt  werden. 

Wir  wollen  die  ersten  partiellen  Ableitungen  der  Richtungs- 
cosinus des  begleitenden  Dreikants  nach  u  und  v  berechnen,  aber 

nur  so  weit,  als  es  für  die  späteren  Betrachtungen  nötig  ist.  Um 
aber  auch  zum  Gebrauch  fertige  Formeln  zu  haben,  wollen  wir 

später  in  dem  Falle,  dass  ̂   =  ü  gewählt  ist,  die  Formeln  voll- 
ständig geben. 

Wollten  wir  nämlich  schon  jetzt  die  Formeln  in  aller  Aus- 
führlichkeit entwickeln,  so  würde  ihr  grosser  Umfang  und  das  Neben- 

sächliche der  Rechnung  den  allgemeinen  Überblick  erschweren. 

Wenn  wir  die  partiellen  Ableitungen  der  Richtungscosinus  be- 
stimmen wollen,  80  haben  wir  dabei  die  Formeln  für  die  zweiten 

Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  u  und  v  zu  benutzen,  die  wir  unter 
(7),  S.  268,  aufstellten.  Sie  zeigen,  dass  sich  die  zweiten  Ableitungen 

von  X  linear  und  homogen  durch  x^,  x^,  X  ausdrücken  mit  Coeffi- 
cienten,  die  nur  die  Fundamentalgrössen  U,  F,  G,  Z,  M,  N  und  die 
ersten  Ableitungen  der  Fundamentalgrössen  H,  F,  G  enthalten.  Wir 
wissen  ferner,  dass  diese  Formeln  richtig  bleiben,  wenn  x  und  X  mit 
1/  und  Y  oder  z  und  Z  vertauscht  werden. 

Wird  der  Wert  von  dc^ ,  der  oben  unter  (4)  angegeben  ist,  par- 
tiell nach  u  differenziert,  so  erkennen  wir,  dass  der  Differential- 

quotient zunächst  linear  und  homogen  in  x^^,  x^^^,  x^  und  x^  ist. 
Die  Coefficienten  hängen  dabei  nur  von  den  Grössen  F,  F,  G,  E^^, 
F  ,  G  ,  k  und  k    ab.     Wenn  wir  hierin  für  x      und  x,     die  Werte 

U '  U '  U  UU  UV 

aus  den  citierten  Formeln  (7),  S.  268,  einsetzen,  so  erkennen  wir, 

dass  die  partielle  Ableitung  von  BE^  nach  u  linear  und  homogen  in 
X  ,  X    und  X  wird  mit  Coefficienten,  die  nur  von  den  Grössen 

u'       V  ' 

(8)       F,  F,  G,  L,  M,  N-       E^,  F^,  G^,  E^,  F^,  G^-       k,  k^,  k^ 

abhängen.     Wir  gelangen  also  zu  einer  Formel  von  dieser  Gestalt: 

^=.ax^  +  ßx^  +  r^, 

wo  u,  ß,  y  Functionen  der  Grössen  (8)  sind.  Nun  aber  können  wir 
die  beiden  ersten  Gleichungen  (4)  und  (6)  benutzen,  um  umgekehrt 

aus  ihnen  x^  und  x^  linear  und  homogen  durch  Xj  und  X.^  auszu- 
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drücken.    Setzen  wir  diese  Werte,  deren  Coetficienten  von  E,  F,  G^  k 

abhängen,  in  die  hingeschriebene  Formel  ein,  so  wird  sich  schliesslich 

-       linear  und  homogen  durch  X^,  i'j  und  X  ausdrücken.     Dabei 
enthalten  die  Coefficienten  nur  die  Grössen  (8). 

Dieselben  Schlüsse  gelten  für  die  ersten  Ableitungen  von  3^ 
und  ig  nach  u  und  v  überhaupt. 

Was  die  Ableitungen  X  und  X  betrifft,  so  sind  sie  schon 

unter  XTT  [B)  angegeben.  Auch  hierin  drücken  wir  x^  und  x^  wie 
oben  mittels  der  beiden  ersten  Formeln  (4)  und  (6)  linear  und 

homogen  durch  X^  und  7i^  aus. 
Durch  diesen  summarischen  Überblick  über  die  zwar  theoretisch 

einfachen,  aber  praktisch  umständlichen  Rechenoperationen  erkennen 
wir  also,  dass  sich  sechs  Formeln  ableiten  lassen,  von  denen  die  drei 
ersten  diese  Gestalt  haben: 

(9) 
d  u 

ex 
du 

und  von  denen  die  für 

^  =  S,Ä\+S,3e,4-S3^. 

=  s,3e,  +6,^2, 

a3E,         ÖS,         dX 
dv  '         ör  '         dv 

ganz  entsprechend  gebaut  sind  Darin  sind  die  Coefficienten  Func- 
tionen der  Grössen  (8). 

Da  diese  Grössen  (8)  sich  nicht  ändern,  wenn  x,  y,  z  cyklisch 
vertauscht  werden,  so  gelten  die  Gleichungen  (9)  auch,  wenn  3£  und 

X  durch  f)  und  Y  oder  durch  3  und  Z  ersetzt  werden. 

Nun  aber  ist  nach  1  {€)'■ 

(10)  3E,«  +  g),2  +  3r  =  l 
und  daher: 

oder,  wenn  die  Werte  der  Differentialquotienten  aus  (9)  und  den 

sechs  analogen  Gleichungen  eingesetzt  werden: 

(11)  di^i^di,  +%3i,  +  %,X)  +  dA^'di  +%%  +  St,^')  + 

+  3i(«i3i+«2  32  +  5t3^)  =  o. 
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Weil  aber  nach  1  {C)  ausser  (10)  auch 

ist,  so  folgt  aus  (11),  dass  51^  =  0  ist.  Ebenso  muss  ̂ ög  =  0  sein. 
Wenn  wir  nun  wie  soeben  mit  (10)  mit  der  Gleichung 

verfahren,  so  ergiebt  dieselbe  Schlussfolgerung,  dass  ̂ Ig  +  S3i  =  0 
sein  muss.  Genau  so  folgt,  dass  Sg  +  ßg  und  ©^  +  5I3  gleich  Null 
sein  müssen. 

Ohne  näher  darauf  einzugehen,  bemerken  wir,  dass  die  Analogie 
mit  den  Formeln  in  I  S.  153  nicht  bloss  zufällig  ist. 

Wir  haben  jetzt  also  gefunden: 

Stj  =  33^  =  0,      $83  +  ©2  =  61  +  5(3  =  2(2  +  93,  =  0. 

Mithin  haben  die  Formeln  (9)  für  die  partiellen  Ableitungen  der 
Richtungscosinus  nach  u  eine  noch  speciellere  Gestalt: 

dl, 

d  u 

d  u 

dX 

(12) 

=   ̂l   ̂2 

-B,X, 

=  A^X 
—  ̂1  ̂1 » 

=  B^H^ 
^1  ̂ 2 ' 

und  da  dieselbe   Betrachtung  für  die  Ableitungen  nach  v  gilt,   so 
haben  wir  ausserdem  drei  Formeln  von  der  Gestalt: 

(13) 

d  V 

d  V 

dX 

d  V 

=  Gj  -^2  - 

-B,X, 

=  A,X  - 

-  ̂2  ̂1 ' 

=  A  3^1  - 

—  A^  Xg  j 

Die  Coefiicienten  Ä^,  B^,  C^  und  Ä^,  B^,  C^  sind  dabei  Func- 
tionen der  Grössen  (8).  Auch  wissen  wir,  dass  die  Formeln  (12) 

und  (13)  richtig  bleiben,  wenn  36  und  X  durch  ̂   und  Zoder  durch  3 
und  Z  ersetzt  werden. 

Aus  (12)  und  (13)  lässt  sich  nun  die  zweite  Ableitung 

du  dv 

in  zwei  Weisen  berechnen.    Da  beide  Werte  übereinstimmen  müssen, 
so  finden  wir,  dass 
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^   {C,3c,-B,X)=-^{C,X,-Ji,X) Bv 
oder: 

^ÖF  ^or  ^öp  dr 

=  (?  ̂   -  j9,  4^  +  X.  ̂ ^-X BX 

-du 
BC, 

^^  Bu BB, 

Bu 
ist    Setzen  wir  hierin  für  die  Ableitungen  von  ̂   und  X  ihre  Werte 
aus  (12)  und  (13)  ein,  so  kommt: 

(14)   (6,-/,-c,./,  - ^  +  ̂1  j  +  [b,j,-b,a,  +  ia  _ |^)S3  =  0, 

Ebenso  ergiebt  sich  je  eine  Bedingung,  wenn  wir o*-X 

du  dp 
und 

dttdr 

aus  (12)  und  (13)  berechnen.  Diese  Bedingungen  gehen  schneller 

aus  (H)  hervor,  wenn  wir  hierin  ?i^,  i'^,  A',  femer  Jj ,  £^,  C\  und 
J.,,  B^,  C^  cyklisch  vertauschen.  Wir  kommen  so  zu  insgesamt 
drei  Gleichungen.  Man  bemerkt  aber  sofort,  dass  sich  die  sechs 
Coefticienten  der  drei  Bedingungen  durch  die  folgenden  drei  Grössen 
ausdrücken : 

(15) 

ß  = 

r  = 

BA,        BA,  _^ß^c.,  -C^B^), 

—  (^1  ̂2  ~   ̂1  ̂s)  » 

Bv Bu 
BB, BB, 

Ö  P Bu BC, 
BC, 

.„-(^.^= 
Ä,^). 

Die  Bedingungen  sind  nämlich  diese: 

ßX  -/a\  =  0, 

r a\  -  aX  =0, 

u3i^-3X,  =  0. 

Sind  nun  u,  ß,  y  nicht  alle  drei  gleich  Null,  so  sagen  diese  Glei- 

chungen aus,  dass  sich  i\.  A'g.  X  wie  u,  ß,  y  zu  einander  verhalten. 
Dasselbe  würde  aber  für  g)^,  S).,,  Y  und  für  3i>  82»  -^  folgen,  was 
in  Widerspruch  mit  der  Gleichung  (7)  ist.     Also  ist 

K  =  i  =  ;-  =  0 . 

Also  erfüllen  die  Coefticienten,  die  in  (12)  und  (13)  auftreten, 
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wegen    der   in   (15)    angegebenen   Bedeutung    von   cc,   ß,  y    die    Be- 
dingungen: 

(16) 

f             dÄ, 

ÖA 

dv du dB, 
dB, 

dv 6  u 
dC, ec. 

d  V d  u 

Es  hat  sich  insgesamt  Folgendes  ergeben: 

Satz  21:    Liegt    eine  Fläche  vor,   die  keine  Tangenten- 
fläche  einer  Minimalcurve  ist,   etwa  die   Fläche: 

X  =  (p{u,v),        t/  =  X  (w,  v),        z  =  ̂ {u,  ?;)    . 

und  wählt  man  im  Flächenpunkte  (u,  v)  eine  Tangente  da- 
durch aus,  dass  man  ihre  Richtung  {k  =  dv:du)  als  eine 

Function  k  von  u  und  v  beliebig  wählt,  so  kann  man  aus 

dieser  Tangente,  der  zu  ihr  senkrechten  Tangente  und  der 
Flächennormale  ein  rechtwinkliges  begleitendes  Dreikant 
des  Flächenpunktes  {u,v)  herstellen,  dessen  Kanten  wie  die 
Coordinatenaxen  gegen  einander  orientiert  sind.  Die  ßich- 

tungscosinus  3£, ,  ̂^,  3i;  3^2,  ̂ 2>  82'^  ̂ '  ̂ ^  ̂   der  drei  Kanten 
erfüllen    alsdann   Gleichungen   von   der   Form: 

631, 

du 

8  u 

=  6\  3^2  —  ̂ i^  > 

=  A^  X   —  6j  x^ , 

du  11 

^  =    C„  X,,    —    -D„  Jl    , 

Qy     ~   ̂2  *1    ~   ̂2  *2 

sowie  diejenigen  Gleichungen,  die  hieraus  hervorgehen, 
wenn  36  und  X  durch  ̂   und  Y  oder  durch  3  und  Z  ersetzt 
werden.     Die  sechs  Coefficienten 

A>    A'    ̂1         ̂ ^^         ̂ 2'    -^2'    ̂ 2 

sind  dabei  Functionen  von  den  Fundamentalgrössen  E,  F, 
6r,  L,  M,  N,  von  den  ersten  Ableitungen  von  E,  F,  G  und 

von  k,  k^^  und  k^.     Die  aus  der  Gleichung 
d     a3£i 

d  V     du 

d     6^ 

du     6  V 

und  den  analogen  Gleichungen  für  die  übrigen  acht  Eich- 
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tungscosinus  hervorgehenden  Bedingungen  reducieren  sich 
sämtlich  auf  die   drei  Bedingungen: 

denen  die  Coefficienten  A,  B.  C  für  alle  Werte  von  u  und  v 

genügen. 

Wir  merken  hier  noch  Folgendes  an: 

Die  in  unserem  Satze  angegebenen  Gleichungen  für  die  par- 

tiellen Ableitungen  von  3^,  2i^  und  X  und  ebenso  diejenigen  Glei- 
chungen, die  aus  ihnen  hervorgehen,  wenn  X  und  X  durch  ̂   und  T 

oder  durch  3  ̂i^d  ̂   ersetzt  werden,  sind  partielle  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  für  die  Richtungscosinus.  Die 

Gleichungen  (16)  geben  die  Bedingungen  dafür  an,  dass  infolge  der 
partiellen  Differentialgleichungen  auch  die  Relationen 

c     öX,  _    ö     öX, 
d  V     du         du    d  V 

u.  8.  w.  bestehen.  Man  nennt  diese  Bedingungen  (16)  die  Inte- 

grabilitätsbedingungen  jenes  Systems  von  partiellen  Differential- 
gleichungen. Unser  Satz  sagt  aus.  dass  sich  die  Integrabilitäts- 

bedingungen  auf  drei  Gleichungen  reducieren,  die  nur  die  Funda- 
mentalgrössen,  die  Ableitungen  der  Fundamentalgrössen  und  die 
Grössen  k,  k  ,  k  ,  k    ,  k    ,  k      enthalten. '        U-        V-        uu'        uc'        cv 

Aber  wir  können  noch  mehr  erkennen,  nämlich  dass  diese  drei 

Bedingungen  '16)  von  k  unabhängig  sind.    Dies  sehen  wir  so  ein: 
Bei  unseren  Betrachtungen  trat  die  willkürliche  Function  k  [u,  v) 

als  Wert  von  dv.du  für  die  Tangentenrichtung  (3£i:^i:3i)  *^» 
wodurch  das  begleitende  Dreikant  vollständig  definiert  wird.  Es  ist 

leicht,  von  diesem  Dreikant  zu  einem  beliebigen  anderen  begleiten- 
den Dreikant  überzugehen.  Denn  wir  brauchen  ja  zu  dem  Zwecke 

nur  den  rechten  Winkel  der  beiden  Tangenten  (Jj  :  3)^ :  3i)  ̂ ^d 

(Xg  :  2)2  •  82)  ̂ ^  irgend  einen  Winkel  a  zu  drehen,  der  eine  beliebige 
Function  von  u  und  v  sein  kann.  Dann  treten  an  die  Stelle  von 

♦^1»  ?)i;  3i  ̂"^^  ̂ V  ?)2'  82  andere  Richtungscosinus,  die  wir  mit 

^1»  ̂1'  Bi  ̂^^  ̂ 2'  ̂2?  •82  bezeichnen  wollen,  die  sich  linear  und 
homogen    durch   die   alten  und  durch   sin  a  und  cos  a  ausdrücken. 
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Denn  die  Cosinus  der  Winkel  der  ursprünglichen  ersten  Tangente 
mit  den  beiden  neuen  Tangenten  sind  cos  cc  und  —  sin  a  und  die 
der  ursprünglichen  zweiten  Tangente  mit  den  neuen  sind  sin«  und 
cos  a,  sodass 

(17)      - 

'    Xj  =      3£^  cos  a  +  dc^  sin  a,      S)i  =      3)^  cos  a  -\-  '§.,  sin  cc, 

S'a  =  —  \  sin  a  +  dc.^cosa,      ̂ i  =  —  Dg  sin  a  -\-  '^^cosa, 

Bi  =      Si  cos  «  +  ̂ 2  sin  « , 

S2  =  -  3i  sin  «  +  82  cos  cc 
ist.     Daher  ist 

-^ —  =  cos  a  ̂ -^  +  sm  u  -^r-^  —  x.  sm  « •  a ,  +  *,  cos  u  •  cc, 
du  au  du  '■  

m'2  u 

oder  nach  (12) 

(18)  ̂   =  cos  « ((7,  3^2  -  i?,  X)  +  sin  a  (/f,  Z  -  C,  36^) - 

—  3£j  sin  « •  of^^  +  363  cos  (x-  cc^. 

Nun  müssen  aber  für  die  neuen  ßichtungscosinus  partielle  Differen- 
tialgleichungen analog  den  alten  Gleichungen  (12)  und  (13)  bestehen. 

Wir  wollen  in  ihnen  die  an  die  Stelle  von  A^,  B^,  C^  und  Ä^,  B,^,  C^ 
tretenden  Grössen  mit  überstrichenen  Buchstaben  bezeichnen,  sodass 
zunächst  analog  der  ersten  Gleichung  (12): 

du  ^     ̂   ^ 
oder  nach  (17) 

-^~  =  Ö.  ( —  3£i  sin  c^  +  3£.,  cos  cc)  —  E,  X 
du  1^1  '       z  -'1 

ist.     Vergleichen  wir  dies  mit  (18),  so  folgt,  dass 

J5  =  —  J^  sin  «  +  j5j  cos  cc,       <^i  =  C'i  +  «„ 

ist.  So  ergiebt  sich  überhaupt,  dass  für  die  überstrichenen  ßich- 
tungscosinus solche  Gleichungen  analog  den  Gleichungen  (12)  und 

(13)  bestehen,  in  denen  die  Coefficienten  durch  die  folgenden  er- 
setzt sind: 

Ä^  =      A^  cos  a  -{■  B^  sin  cc ,       ̂ %=      ̂ 2  cos  a  -\-  B.^sm  u , 

B^  =  —  A^  sin  cc  +  B^  cos  cc ,       B.^  =  —  A^  sin  a  +  B.^  cos  a , 
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Für  diese  Grössen  müssen  Gleichungen  von  derselben  Form 
wie  die  Gleichungen  (16)  bestehen.  Bilden  wir  sie,  so  finden  wir 

aber,  dass  sie  sich  auf  die  von  a  freien  Gleichungen  (16)  reduciereu 

Also  folgt:  Die  Integrabilitätsbedingungen  (16)  sind 

stets  dieselben,  wie  auch  das  begleitende  Dreikant  ge- 
wählt sein  mag. 

Mithin  enthalten  sie  die  willkürliche  Function  k  und  ihre  Ab- 

leitungen nur  scheinbar.  Sie  sind  also  Gleichungen  zwischen  den 
Fundamentalgrössen  und  ihren  Ableitungen  allein.  Die  Vermutung 
liegt  daher  nahe,  dass  diese  drei  Gleichungen  nichts  anderes  als 
die  drei  Fundamentalgleichungen  der  Flächentheorie  sind 
(vgl.  S.  271).     Das  ist  in  der  That  der  Fall. 

Um  dies  zu  zeigen,  genügt  es  nach  dem  Vorhergehenden,  sie 
für  ein  specielles  begleitendes  Dreikant  aufzustellen  und  mit  den 
drei  Fundamentalgleichungen  zu  vergleichen.  Indem  wir  dies  thuu. 

benutzen  wir  gleich  die  Gelegenheit,  für  ein  specielles  beglei- 
tendes Dreikant  die  Formeln  des  Satzes  21  vollständig 

ausgeführt  anzugeben,  sodass  sie  zum  Gebrauch  geeignet 

sind.^ 
Wir  wählen  A  =  0,  also  nach  (4)  und  (6): 

(19) 

Xm  cn  V. 

j;           -  Fx^  +  Ex,      ̂           -  Fy,  +  Ey^       Q  -  F x^  +  E-. 
*2  =    ^,  ̂    j   Vi  =   tTT^^   '   O-i  = 

Dl  ̂   ^-  D]E  ^-  D\'E 

Differenzieren  wir  jetzt  diese  Grössen  nach  u  und  nach  v,  indem 

wir,  wie  es  oben  auseinandergesetzt  wurde,  für  die  zweiten  Ab- 
leitungen von  X,  y,  z  die  Werte  aus  (7),  S.  268,  eintuhren  und  dann 

die  ersten  Ableitungen  von  x,  y,  z  mittels  der  aus  (19)  folgenden 
Formeln : 

^.  =  ]^i\        .     y„  =  ]^3),        ,     ̂ -..  =  }^-3i 

\E  '        ̂ "^  YE  '  ̂   VE 

'  In  seinen  „Vorlesungen  über  Differentialgeometrie",  deutsch 
von  LuKAT,  Leipzig  1899,  hat  Biaschi  bei  der  allerdings  knappen  Behandlung 

desselben  Problems,  das  wir  in  den  gegenwärtigen  Paragraphen  im  Auge 
haben,  ein  anderes  specielles  Dreikant  benutzt,  nämlich  dasjenige,  dessen  beide 
ersten  Seiten  die  Hanptkrümmungstangenten  sind.  Der  Leser  kann  daher  die 

Seiten  94  —  9"  des  Werkes  von  Bianchi  zur  Ergänzung  heranziehen. 
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entfernen,  so  erhalten  wir  als  Gleichungen  (12),  (13)  hier  diese: 

83e,    _   -E^F-E,E+2FuE  ^  L      y 

(21) 

und 

(22) 

du  2DE                    "                                         YE 
öS,  EM- FL    ̂          -  EuF-  E,E+2F^E  y. 

du  D]/E                                 2DE                  ̂  

dX  ̂   .          _     L     ̂     _                      EM-  FL  ̂  
du  ]/E      ̂                               Dl/¥         ̂  

eaei       -  e,f+  g^e  y,    ,  m  ̂  

dv  2  DE              ̂                             yE 

d^^  EN-FMy          -E^F+G^Ey;    =    -=z   A   X^  , 

dv  DVF                             2JDE             ̂  

dX  ̂   _     M    Y    _           FN-  FM  y 
dv  YE      ̂   D]/F 

Hier  ist  also: 

(23) 

.          EM- FL  ü  L  ^  -EuF-E^E+2FuE 

^             DYE                 ̂   YE  ^                        2BE 

^  ̂    EN-FM  _ß    ̂ _  1/  ^    ̂   -E,F+G„E 

^            BYE       '          ̂   ]/¥'  ̂ ~           2D^ 
Bildet  man  jetzt  mit  diesen  Grössen  die  Integrabilitätsbedin- 

gungen  (16),  was  keine  Schwierigkeit  macht,  so  erkennt  man,  dass 
die  drei  hervorgehenden  Gleichungen  nur  eine  andere  Form  der 

drei  Fundamentalgleichungen  (9),  (10)  und  (11),  S.  270,  271,  sind. 
Die  beiden  ersten  nämlich  sind  aus  den  beiden  Fundamental- 

gleichungen (9)  und  (11)  zusammengesetzt,  während  die  dritte  die 
Fundamentalgleichung  (10)  liefert,  und  zwar  ergiebt  sich  diese 

Gleichung,  die  ja  das  Krümmungsmaass  ausdrückt  (vgl.  S.  272),  in 
der  bequemen  Form: 

(9,A\        LN-M'-  ^  J_    -EuF-E„E+2FuE   d_^    -E,F+  G^E 
^     ̂   D         ~   dv  2DE  du  2BE 

Zu  Satz  21  können  wir  demnach  hinzufügen: 

Satz  22:  Die  in  Satz  21  angegebenen  drei  Bedingungen, 

denen  die  Functionen  A^,  B^,  C^  und  A^,  B^,  C^  genügen, 
sind  die  drei  Fundamentalgleichungen. 

Endlich  heben  wir  noch  einen  wichtigen  Umstand  hervor:  In  (20) 

liegen  x^,  x^-  y^,y„;  z^,  z^  ausgedrückt  durch  3^1,  Xg;  g)i,  glgi  Sv  S2 
vor.     Dabei  müssen  die  Bedingungen:   • 
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ö               d  d               d  ö  c 

erfüllt  sein.  Bilden  wir  sie,  indem  wir  also  die  Formeln  (20)  di£Fe- 
renzieren  und  dann  für  die  Ableitungen  von  ̂ ,2^:  Di ,  ?), :  Bi r  3* 
die  Werte  aus  (21)  und  (22)  einsetzen,  so  ergeben  sich  thatsächlich 
Identitäten.  Also:  Sobald  die  Gleichungen  (21)  und  (22)  er- 

füllt sind,  genügen  die  durch  (20)  gegebenen  Werte  von 

*«»  ̂ r'  y.»  y,?  ̂ «j  ̂ ,  den  drei  Bedingungen  (25).  Dieser  Um- 
stand wird  später  verwertet  werden. 

§8.    Unbeschränkt  integrabele  totale  Differentialgleichungen.^ 

Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  dienen  zur  Vor- 
bereitung für  die  Erledigung  eines  Problems,  das  wir  jetzt  in  Angriff 

nehmen  und  das  wir  im  nächsten  Paragraphen  weiter  erörtern 
werden. 

Wir  fragen  uns  nändich.  ob  oder  inwiefern  eine  Fläche 

durch  Angabe  ihrer  sechs  Fundamentalgrössen  £,  F,  G,  Z, 
M,  A  bestimmt  ist.  Wir  nehmen  also  an,  von  einer  Fläche 
sei  uns  nichts  bekannt  ausser  den  Werten  der  sechs  Funda- 

mentalgrössen als  Functionen  der  Parameter  u  und  v. 

Zunächst  gehen  wir  darauf  aus,  die  ßichtungscosinus  eines  be- 
gleitenden Dreikants  der  Fläche  als  Functionen  von  m  und  c  zu 

bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  wie  im  vorigen  Para- 
graphen eine  Function  k  von  u  und  r  irgend  wie  aus.  Alsdann 

geben  uns  die  Gleichungen  (4)  und  (6),  S.  311.  die  Eichtungscosinus 

^»  Dl»  "Bi  ̂"^*1  ̂ »  D2»  3a  ̂^^  beiden  ersten  Kanten  des  b^leit€n- 
den  Dreikants,  während  die  Richtungscosinus  X,  T.  Z  der  Flächen- 

normale  inXI(/^  angegeben  sind.  Nun  aber  sind  uns  x^y  x^,y^,y^ 
z^,z^  nicht  als  Functionen  von  u  und  r  bekannt,  also  auch  nicht  die 
Richtungscosinus.  Aber  wir  wissen,  dass  die  Richtungscosinus  die 
in  Satz  21.  S.  316,  angegebenen  Gleichungen  erfüllen  müssen.  In 

diesen  Gleichungen  sind  die  Coefficienten  A^,  B^.  C,  und  A^,  B^^,  C^ 
Functionen  von  Grössen,  die  wir  sämthch  durch  u  und  v  ausdrücken 
können,  nämlich  von  den  Grössen: 

E,  F,  G,  Z,  M,  N:  E^,  E^,  P^,  F^,  G,,  G^;  k,  A,,  Ä^. 

Wenn  nun  diese  uns  bekannten  Functionen  A^,  B^,  C\  und  A^,  B^,  C^ 
von  u  und  v  die  Integrabilitätsbedingungen  (16),  S.  316,  nicht  für  alle 

*  VgL  die  Amn.  zu  S.  310. 
ScHKFFKss,   G«)in.  Diffir.    Lt.  21 
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Werte  von  u  und  v  erfüllen,  so  widersprechen  die  Gleichungen  für 

die  Richtungscosinus  einander  nach  S.  315,  d.  h.  dann  giebt  es  keine 
Fläche  zu  den  gegebenen  Fundamentalgrössen.  Wir  setzen  daher 
voraus,  dass  die  gegebenen  Grössen  E,  F,  G,  L,  M,  N  die  Gleichungen 

(16)  für  alle  Werte  von  u  und  v  erfüllen.  Da  diese  Gleichungen  nach 
Satz  22,  S.  320,  die  drei  Fundamentalgleichungen  der  Flächentheorie 

sind,  so  setzen  wir  also  voraus,  dass  die  sechs  Fundamen- 
talgrössen den  drei  Fundamentalgleichungen  für  alle  Werte 

von  u  und  v  genügen. 

Insbesondere  bestehen  die  sechs  im  Satze  21  explicite  ange- 
gebenen Gleichungen  für  die  partiellen  Ableitungen  von  H^,  dl^  und 

X.    Da  aber  nach  I  {D) 

36^2  +  3632  +  Z2  =  1 

sein  muss,  so  lassen  sich  die  drei  Grössen  ?ß^,  dc^,  X  durch  nur 
zwei  allerdings  ebenfalls  unbekannte  Functionen  |  und  ij  von  u 
und  V  ausdrücken.  Wir  verfahren  dabei  genau  so  wie  in  I  S.  212, 
indem  wir 

(1) 

1  = 

\  —  X  3£i  -  *  3£s 

_        3£i  +  «  Sa     \  —  X 
^  ~  1  +  X     ""   3ei  -  i  3^2 

setzen.     Dann  ist  umgekehrt  —  vgl.  (14),  I  S.  212,  — 

(2)  36,  =  ̂i^,       3e,  =  ̂ •^-^,       X=|±-^-. \  '  1         ̂   -  V  ^  -  V  ^  -  V 

Wir  gehen  nun  darauf  aus,  statt  dc^,  H^,  X  zunächst  | 
und  ri  zu  bestimmen.  Sind  |  und  ri  als  Functionen  von  u  und  v 
bekannt,  so  sind  es  nach  (2)  auch  Xj,  H.^,  X. 

Nun  ist  nach  (1): 

^^~  1-X\du   "^       du  j  ̂  1-  X    du  ' 

Setzen  wir  hierin   die  Ableitungen  von  S^,  dl^  und  X  aus  Satz  21, 
S.  316,  ein  und  berücksichtigen  wir  dabei  (2),  so  kommt: 

L--  i-{Ä,  +  iB,)  -  iC\^  +  i-{A,-  i£,)i\ 

Dieselbe  Rechnung  weise  liefert: 



§  8.     Unbeschränkt  integrabeie  totale  Differentialgleichungen.      323 

Wenn  wir  ebenso  i/^  und  ij^  ausrechnen,  so  finden  wir,  dass 

sich  r]^  und  t]^  gerade  so  durch  r,  ausdrücken,  wie  sich  hiemach  1^^ 
und  ̂ ^  durch  |  ausdrücken.     Anders  ausgesprochen: 

Es  giebt  zwei  Bedingungen  für  eine  Function  a  von  u 
und  V,   nämlich: 

(3) 

4f  =-  4(^+  ̂■^.)  -  iC,a  +  \{A,-iB,)rj^. 

die  sowohl  von  o  =  ̂   als  auch  von  a  =  r,  erfüllt  werden. 

Umgekehrt:  Wenn  diese  Gleichungen  (3)  sowohl  tur  ö-  =  |  als 
auch  für  a  =  ri  bestehen,  so  erfüllen  auch  die  durch  (2)  angegebenen 
Richtungscosinus  3^,  Xg.  X  die  in  Satz  21,  S.  316,  aufgestellten 
Gleichungen.  Wir  brauchen  dies  nur  für  3Ej  zu  zeigen,  da  der 
Nachweis  für  ̂   und  X  entsprechend  zu  führen  ist.     Nach  (2)  ist: 

du  (f  -  I?)* 

Wenn  nun  |  und  ri  dip  Gleichungen  (3)  für  a  erfüllen,  so  ist: 

lu  =  -  4  (-^1  +  ̂' A)  -  iC.  I  +   2  (^i  -  ̂'^i)  ̂ '' 

K  =  -  4(-^3  +  '■  A)  -  iG,v  +  \{Ä^  -  iB,)n\ 
sodass  die  Substitution  dieser  Werte  liefert: 

oder  nach  (2): 
du  ^    ̂   —  1  ^  ̂  —  >3 

TeT  =  ̂'^  ̂̂ ~  -  ̂1  ̂■ 
Analog  ergiebt  sich  natürlich 

iß^  =  C.,l,-B.,X. 
o  r  -     * 

Dies   aber   sind   die    beiden    obersten    unter    den    Gleichungen    des 
Satzes  21. 

Wir  kennen  demnach  die  allgemeinsten  Functionen 

3c^,  di^,  X  von  u  und  v,  die  den  Gleichungen  des  Satzes  21, 
S.  316.  Genüge  leisten,  sobald  wir  die  allgemeinste  Func- 

tion a  von  u  und  v  kennen,  die  den  beiden  Gleichungen  (3) 
Genüge  leistet.     Denn  wir  brauchen  dann  nur  für  |  und  t]  zwei 

21* 
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allgemeine  Werte  von  rr  zu  wählen  und  haben  in  (2)  unmittelbar  die 
gesuchten  Functionen  3£^,  362,  -^• 

Unsere  Aufgabe  ist  hiernach  die:  Die  allgemeinste  Func- 
tion ff  von  u  und  v  zu  finden,  die  den  beiden  Gleichungen 

(3)  genügt.  Dabei  sind  die  in  (3)  auftretenden  Coefficienten  A^, 

B^,  C^,  A^,  B^,  C^  bekannte  Functionen  von  u  und  v  und  zwar 
solche,  die  die  in  Satz  22,  S.  320,  erwähnten  drei  Integrabilitäts- 
bedingungen  für  alle  Werte  von  u  und  v  befriedigen. 

Die  beiden  Gleichungen  (3)  lassen  sich  in  eine  einzige  zu- 
sammenfassen : 

(4)     { 
da  = 

+ du  -\- 
dv  . 

Eine  derartige  Gleichung,  die  das  totale  Differential  da  einer 
unbekannten  Function  a  von  u  und  v  durch  bekannte  Functionen 

und  durch  a  selbst  ausdrückt,  heisst  eine  totale  Differential- 
gleichung für  a.  Insbesondere  tritt  a  rechts  quadratisch  auf. 

Deshalb  nennt  man  eine  totale  Differentialgleichung  von  der  Form  (4) 

insbesondere  eine  totale  RiccATi'sche  Differentialgleichung, 
indem  man  eine  Bezeichnung  aus  der  Theorie  der  gewöhnlichen 

Differentialgleichungen  verallgemeinert.  Vgl.  hierzu  I  S.  213,  214. 
Ganz  allgemein  heisst  eine  totale  Differentialgleichung  für  g  eine 

RiccATi'sche,  wenn  sie  die  charakteristische  Form  hat: 

wo  «j,  ß^,  y^  und  a^,  ß^,  y^  irgend  welche  gegebene  Functionen 
von  u  und  v  bedeuten.  Die  Gleichung  (4)  ordnet  sich  dieser  Form 
unter. 

Die  Gleichung  (4)  fasst  die  beiden  Gleichungen  (3)  in  eine  zu- 
sammen. Nun  kann  man  a^^  aus  der  ersten  Gleichung  (3)  durch 

Differentiation  nach  v  und  aus  der  zweiten  Gleichung  (3)  durch 
Differentiation  nach  u  berechnen.  Beide  Werte  müssen  überein- 

stimmen.    Dies  aber  giebt  die  Gleichung: 

^  dv  dv  ^  dv  ^  dv        ̂     ̂   '■'      dv 

^  du  du  ^         du  ^  du       ̂     ̂   '•'      du 

Setzen  wir  hierin  die  Werte  von  -„--  und  ̂   aus  den  Gleichungen  (3) du  dv 
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selbst  ein,  so  geht  eine  Gleichung  hervor,  die  vom  zweiten  Grade 

in  (T  ist,  da  die  Coefficienten  von  a^  rechts  und  Hnks  einander  auf- 
heben. Die  Coefficienten  von  a^  und  (t  sowie  das  von  a  freie  GKed 

setzen  sich,  wie  die  einfache  Ausrechnung  zeigt  linear  aus  je  zweien 
derjenigen  Ausdrücke  zusammen,  die  in  den  in  Satz  21,  S.  317  oben, 
angegebenen  Bedingungen  Unks  stehen.  Da  wir  oben  ausdrücklich 

vorausgesetzt  haben,  dass  diese  Fundamentalgleichungen  für  alle 
Werte  von  u  und  v  erfüllt  seien,  so  ist  auch  die  soeben  aufgestellte 
Bedingung  erfüllt  — 

Es  fragt  sich  jetzt,  wie  wir  die  allgemeinste  Lösung  <j  der 
totalen  RiccATf  sehen  Differentialgleichung  (4)  linden  können.  Weü 
die  Gleichung  (4)  ziemlich  umständlich  ist.  ist  es  klarer,  wenn  wir 

die  Frage  verallgemeinern,  wenn  wir  also  nach  denjenigen  Func- 

tionen <T  fragen,  die  eine  allgemeine  totale  Differentialgleichung 
erfüllen. 

Eine  solche  allgemeine  totale  Differentialgleichung  für  a 
hat  die  Form: 

(5)  da  =  (^{u,v,a)du  +  W{u,v,&)dv, 

worin  die  rechts  auftretenden  Functionen  0  und  W  gegebene 
Functionen  von  u.  v  und  a  bedeuten  sollen.  Der  Leser  kann  sich, 

wenn  er  will,  unter  </>  und  <P"  abkürzende  Bezeichnungen  für  die 
in  (4)  in  den  eckigen  Klammem  stehenden  Functionen  von  u,  v 
und  ff  vorstellen. 

Auch  unter  Zugrundelegung  der  totalen  Differentialgleichung  (5) 
lässt  sich  ff^^  auf  zwei  Weisen  berechnen,  denn  statt  (5)  können  wir 
einzeln  schreiben: 

If  =0(«,r,^),        -ff  =  ̂ {«,r,<r). 
Aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 

aus  der  zweiten: 

J^  =  0  +  a>  If: 
duov  "  ̂      "  dv 

duBv  "   '       "du 

Setzen  wir  rechts  die  Wert«  0  und  ̂   für  ̂      und  ff    wieder  ein. 

so  giebt  Gleichsetzen  beider  Ausdrücke  die  Gleichung: 

(6)  0,+  0,^=  ̂ ;+  ̂ „0. 

Man  nennt  sie  die  Integrabilitätsbedingung  der  totalen  Diffe- 

rentialgleichung (5). 
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Wir  sahen  vorhin,  dass  die  entsprechende  Rechnung  für  unsere 

totale  RiccATi'sche  Differentialgleichung  (4)  eine  Gleichung  lieferte, 
die  nach  Voraussetzung  erfüllt  war  für  alle  Werte  von  u,  v  und  a. 

Daher  können  wir  uns  auf  solche  totale  Differentialgleichungen 

(5)  beschränken,  deren  Integrabilitätsbedingung  (6)  ebenfalls  für  alle 
Werte  von  u,  v  und  (t  erfüllt  ist.  Eine  solche  Differentialgleichung 

heisst  eine  unbeschränkt  integrabele  totale  Differential- 
gleichung. 

Wir  schalten  demnach  hier  in  unsere  flächentheoretischen  Unter- 

suchungen eine  Betrachtung  der  unbeschränkt  integrabelen  totalen 
Differentialgleichungen  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  u 

und  V  ein.  Wir  werden  erkennen,  dass  ihre  vollständige  Inte- 
gration, d.h.  die  Bestimmung  aller  Lösungen  a  {u,  v),  die  in  (5) 

links  und  rechts  eingesetzt  eine  identische  Gleichung  liefern,  auf  die 

Integration  zweier  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ord- 

nung zurückgeführt  werden  kann.  ̂   — 
Betrachten  wir  die  rechte  Seite  von  (5)  allein.  Käme  (t  nicht 

in  0  und  W  vor,  so  wäre  die  rechte  Seite  ein  Differential  in  u 

und  V.  Aber  ein  solches  Differential  —  wie  in  I  S.  91  das  Diffe- 

rential Xdy  —  Ydx  —  kann  man  durch  Multiplication  mit  einem 
gewissen  Factor  //-  zu  einem  vollständigen  Differential  machen. 

Dies  wollen  wir  thun,  indem  wir  uns  zunächst  unter  o-  in  <i>  und  W 

irgend  eine  Constante  vorstellen.  Jenen  Factor  finden  wir  als- 
dann dadurch,  dass  wir  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

erster  Ordnung  in   u   und   v. 

(7)  0du  +  Wdv  =  0 

integrieren.    Ist  nämlich  co  ein  Integral  und  jti  der  zugehörige  Multi- 
plicator,  so  ist: 

(8)  co^^fiip,       a>^  =  fi'P, 

während  fi  nach  Satz  60,  I  S.  92,  worin  x,  y  durch  u,  v  und  X,  Y 
durch   —%  Qi  7,u  ersetzen  sind,  die  Bedingung  erfüllt: 

(9)  -^^«+^/*.  =  Ä-<^.)^- 

Da    die    Differentialgleichung  (7)   in    ̂    und    ̂   noch    die    als 

1  Dies  zeigte  zuerst  Lagränge,  „Methode  generale  pour  integrer 
les  6quations  aux  differences  partielles  du  premier  ordre,  lorsque 

ces  differences  ne  sont  que  lineaires",  Nouv.  Mem.  de  l'Acad.  de  Berlin 1785.    Siehe  auch  Oeuvres  t.  5. 
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Constante  aufgefasste  Grösse  a  enthält,  so  werden  auch  co  und  fi 
ausser  u  und  v  noch  <7  enthalten. 

Wir  erkennen  also:  Durch  die  Integration  einer  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  kann  man 

zwei  solche  Functionen  (o{u,v,a)  und  fji{u,v,a)  finden,  die 

den  Gleichungen  (8)  und  (9)  für  alle  Werte  von  u,  v,  a  ge- 
nügen. Darin  bedeuten  «ö^,  ö^,  /w^,  h^  die  partiellen  Ableitungen 

von  <a  und  u,  die  sich  ergeben,  wenn  man  a  als  eine  Constante 
auffasst 

Nun  aber  ist  die  gesuchte  Function  a  keine  Constante.  Daher 

ist  der  vollständige  Differentialquotient  von  (o  nicht  einfach 

(o^du  +  co^dv,  sondern : 

d(o  =  to^du  +  co^dv  +  (Oa{fF^du  +  a^dv) 
oder: 

dm  =  co^du  4-  oa^dv  +  (o„dfF , 

sodass  sich,  wenn  ^s-ir  hierin  die  Werte  (8)  einsetzen,  ergiebt: 

d(o  =  ̂ {(Jidu  +  ̂ ^dv)  +  a„d(T, 

und  zwar  ist  dies  für  alle  Werte  von  u  und  r  und  für  alle  Func- 

tionen a  von  u  und  v  richtig. 
Nach  (5)  aber  soll  da  den  Wert  0du  +  Wdv  haben.  Die 

Forderung  (5)  lässt  sich  deshalb  so  schreiben: 

(10)  d(0  =  {fi+G),)d(T. 

a  ist  eine  uns  allerdings  noch  unbekannte  Function  von  u 

und  V.  Setzen  wir  ihren  Wert  in  w  und  (U  4-  (o„  für  a  ein,  so 
werden  w  und  //  +  w„  Functionen  von  u  und  v.  Dann  also  sind  « 

und  <j  solche  Functionen  von  u  und  r.  die,  wie  (10)  aussagt,  ein- 
ander proportionale  vollständige  Differentiale  rfw  und  da  haben, 

sodass  die  Functionaldeterminante  von  eo  und  a  hinsichtlich  u  und  v 

gleich  Null  ist,  d.  h..  «  eine  Function  von  <>  ist  —  nach  Satz  54, 

I  S.  82.  SoU  es  also  eine  Function  a{u,v)  geben,  die  der  For- 
derung (5)  oder  (10)  genügt,  so  muss  w,  nachdem  darin  tur  die 

Function  a  ihr  Wert  in  u  und  v  eingesetzt  worden  ist,  eine  Func- 

tion /(ö")  von  a  allein  werden,  die  wir  allerdings  noch  nicht  kennen: 

(xi[u.  r,  Ö-)  =  /.(ff). 

Dann  giebt  (10)  noch: 

Also  kommt  unser  ganzes  Problem  auf  folgendes  hinaus: 
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Es  fragt  sich,   ob   wir  eine  Function  X  von  (x  allein  so 

bestimmen  können,  dass  die  durch  die  Gleichung 

(11)  co{u,  V,  a)  =  X{a) 

definierte  Function  o-  von  u  und  v  auch  die  Gleichung 

(12)  ^  +  «a=/t'(ö-) 

erfüllt.  Dies  ist  nun  in  der  That  möglich.  Wenn  wir  nämlich 
zunächst  unter  A (ff)  eine  beliebige  Function  von  ff  allein  verstehen 

und  dann  ff  durch  die  Gleichung  (11)  —  die  wir  uns  nach  a  auf- 
gelöst denken  —  als  Function  von  u  und  v  definieren  und  diese 

Function  alsdann  in  fi  -{-  a)„  einsetzen,  so  wird  auch  /n  -\-  (o„  eine 
Function  von  ff  allein.  Um  dies  zu  beweisen,  haben  wir  nur  zu 

zeigen,  dass  die  Functionaldeterminante  von  ff  und  fi  +  co„  hinsicht- 
lich u  und  V  gleich  Null  ist.     Sie  lautet: 

C«  |W»   +  f^a  <7v   -\-   03va  +   Oiaaf^v     \ 

Es  muss  nämlich  dabei  beachtet  werden,  dass  in  fi  und  in  «„  die 
Veränderlichen  u  und  v  auch  in  ff  auftreten.  Die  Determinante 
reduciert  sich  zunächst  auf: 

(13) 

Nach  (8)  ist  aber,  da  diese  Gleichungen  für  alle  Werte  von  ?/,  v,  a 
richtig  sind: 

(14)  a)uo  =  f^o^  +  f^fPo 

und  nach  (11): 

mva  =  fJ'a^  +  fi^o 

oder: «u  +  «a  ffj,  =  ̂'-  ffu  >  (JOv  +  OJa  (T„  —   X' '  ff„ 

ff.    = 

oder  nach  (8): 

(15) 
ff..  = 

_       fl0 

ö'«  =  ir7 
k' —  CO, 

xp 

V  —  03  _ 

^«^  =  r-  0, 

Setzen  wir  die  Werte  (14)  und  (15)  in  (13)  ein,   so  geht  aber  eine 

Determinante  hervor,  die  infolge  von  (6)  und  (9)  gleich  Null  ist. 
Wie    also  X{a)   als   Function    von   ff    gewählt  sein  mag, 

stets    definiert    die   Gleichung  (11)    eine  Function  a  von  u 

{ 
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und  V  derart,  dass  fi  -\-  co„  ebenfalls  eine  Function  von  <t 
allein  wird. 

Wenn  wir  nun  die  Gleichung  (11)  nach  u  auflösen,  so  stellt 

sich  u  als  Function  von  v,  a  und  /  (ö-)  dar.  Setzen  wir  diesen 
Wert  in  /u  +  «<,  für  u  ein.  so  wird  hiemach  jw  +  «„  nur  noch  n 
enthalten,  d.  h.  also  auch  von  v  frei  sein,  sodass  sich  etwa  ergiebt: 

U   +6>,  =  ß(<7,A(<7)). 

Die  Bedingung  (12)  lautet  dann  so: 

Dies  aber  ist  nichts  anderes  als  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  für  die  noch  zu  bestimmende  Function 

/.  von  G,  denn  wir  können  die  Bedingung  ja  auch  so  schreiben: 

di. 
da 

=    ß(<T,Ä) 

Haben  wir  sie  integriert  also  /.  aus  ihr  als  Function  von  g  und 
einer  willkürlichen  Constante  c  bestimmt,  so  giebt  die  Gleichung  (11) 
durch  Auflösung  nach  g  tur  g  eine  Function  von  u.  v  und  c,  und 
diese  Function  erfüllt  die  vorgelegte  unbeschränkt  integrabele  totale 
Differentialgleichung  (5). 

Wir  sind  also  zu  dem  Ergebnis  gelangt: 

Satz  23:  Wenn  die  totale  Differentialgleichung  für  die 
unbekannte  Function  g  von  u  und  v: 

d  G  =  fp  [u,  V,  g)  d  u  +  W{u,v,G)dv 

unbeschränkt  integrabel  ist,  d.  h.  wenn  für  alle  Werte  von 
u,  V  und  G 

ist.  so  findet  man  den  allgemeinsten  Wert  von  g  so:  Man 
bestimmt  ein  Integral  <o  der  Gleichung: 

0  {u,  v,G)du+  W{u,v,G)dv  =  0, 

die  man  als  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  in  n  und  v  auffasst,  indem  dabei  g  die  Rolle 
einer  willkürlichen  Constanten  spielt,  sodass  a  eine 
Function  von  u,  v  und  g  wird,  zu  der  ein  Multiplicator 

ju(m,  V,  ff)  gehört  derart,  dass  für  alle  Werte  von  u,  v  und  <t 

(o   =  fjiip.  (o .  =  uW 



330     Dritter  Abschnitt:   Die  Fundamentalgleichungen  der  Flächentheorie. 

ist.     Alsdann  setzt  man  den  aus 

(o  [u,  V,(t)  =  1 

durch  Auflösen  nach  u  hervorgehenden  Wert  von  n  in  die 
Function  /i  +  w„  für  u  ein,  wodurch  sie  in  eine  von  v  freie 
Function  von  a  und  /L  übergeht: 

Darauf  bildet  man  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 
in  (T  und  /L: 

und  berechnet  ihre  allgemeinste  Lösung  l,  die  eine 
Function  von  a  und  einer  willkürlichen  Constanten  c  ist. 

Durch  Auflösen  der  Gleichung: 

ft>  [u,  V,(T)    =   X  [(7,  c) 

nach  (T  ergiebt  sich  dann  die  allgemeinste  Lösung  der  vor- 
gelegten totalen  Differentialgleichung.  Diese  Lösung  ist 

bis  auf  die  in  ihr  auftretende  willkürliche  Contante  c  völlig 
bestimmt. 

Nach  dieser  notwendigen  Einschaltung  kehren  wir  zu  der  un- 

beschränkt integrabelen  totalen  RiccATi'schen  Gleichung  (4)  für  er 
zurück.  Unser  Satz  lehrt,  dass  man  die  allgemeinste  Lösung  a  dieser 

Gleichung  durch  successive  Integration  zweier  gewöhnlicher  Difie- 
rentialgleichungen  erster  Ordnung  in  je  zwei  Veränderlichen  und 

zwei  Eliminationen  bestimmen  kann.  Diese  Lösung  enthält  eine  will- 
kürliche Constante  c.  Da  aber  die  Gleichung  (4)  rechts  in  a  qua- 
dratisch ist,  so  kann  man  leicht  sehen,  dass  die  Lösung  linear  ge- 

brochen in  c  ist  —  genau  so,  wie  wir  dies  bei  einer  gewöhnlichen 

EicCATi' sehen  Differentialgleichung  in  Satz  24,  I  S.  215,  erkannten. 
Wie  in  I  S.  214  verstehen  wir  nämlich  unter  P,  Q,  R  irgend  drei 
specielle  Lösungen  der  totalen  Differentialgleichung  (4)  und  betrachten 
das  dort  in  (18)  mit  r  bezeichnete  Doppelverhältnis  aus  (t,  P,  Q 

und  ü.  Wenn  wir  es  logarithmisch  nach  71  oder  v  differenzieren  ■ 
und  dann  rx^,  P^,  Q^,  R^  oder  a^,  P^,  Q^  R^  mittels  der  Gleichung  (4), 
der  ja  ar,  P,  Q  und  R  genügen,  ausdrücken,  so  finden  wir  gerade  so 
wie  damals,  dass  r  eine  Constante  ist,  woraus  alles  Übrige  folgt. 
Also: 

Satz  24:    Die  allgemeine  Lösung  a  einer  unbeschränkt 

integrabelen     totalen    EiccATi'schen    Differentialgleichung 
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mit    den    unabhängigen  Veränderlichen    u   und   v    hat   die 
Form: 

_  p(tt,g)e  +  q{u,v) 
71  (m,  r)  c  +  X  (m,  v) 

mit  der  willkürlichen  Constanten  c. 

§  9.    Endliche  Gleichungen  einer  Fläche  mit  gegebenen 

Fundamentalgrössen.^ 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  erkannt,  dass  unser  Problem, 

aus  gegebenen  Fundamentalgrössen  die  Fläche  zu  bestimmen,  zu- 

nächst die  Integration  einer  unbeschränkt  integrabelen  totalen  Ric- 

CATi'schen  Differentialgleichung  (4),  S.  324,  verlangt.  Wir  fanden, 
dass  diese  Integration  durch  successive  Integration  zweier  gewöhn- 

licher Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  zwei  Eliminationen 

geleistet  werden  kann.  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  diese  Integration 

sei  erledigt.  Nach  unserem  letzten  Satze  heisst  dies,  dass  wir  an- 
nehmen, wir  hätten  gefunden,  dass  die  allgemeine  Lösung  a  jener 

Gleichung  diese  ist: 

n\  ^  ̂    p{u,v)c-\-q{u,v) 

worin  Tp.  q,  %,  x  nunmehr  bekannte  Functionen  von  u  und  v  seien 
und  c  eine  willkürliche  Constante  bedeute. 

um  nun  i\,  X^  und  J  zu  berechnen,  brauchen  wir  zwei  Lösungen 

^  und  ij  der  RiccATi'schen  Gleichung.  Wir  geben  daher  der  Con- 
stanten c  in  (1)  zwei  Werte  a  und  b  und  setzen  an: 

,  pa  +  q  pb  +  q 
*  7IO  +  X  7re  +  x 

Alsdann  setzen  wir  diese  Werte  in  die  Formeln  (2),  S.  322,  ein. 

Wie  wir  schon  auf  S.  323  zeigten,  sind  wir  dann  sicher,  dass  die 

so  hervorgehenden  Functionen  3^,  ̂ ,  X  von  u,  v  und  den  beiden 
Constanten  a,  b  die  in  Satz  21,  S.  316,  für  X^,  3E,,  X  aufgestellten 
Gleichungen  erfüllen. 

Nun  aber  gelten  die  soeben  erwähnten  Gleichungen  auch  für 

S)j,  3),,  T  und  3j,  32,  Z,  wenn  diese  statt  IS^,  X3,  X  gesetzt  werden. 
Wir  brauchen  daher  nicht  nur  ein  Constantenpaar  a,  b,  sondern 

deren  drei:  o^,  b^:  a,,  i,;  a^,  b^  und  setzen  an: 

»  VgL  die  Anm.  zu  S.  310. 
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diese  Werte  sind  dann  nach  (2),  S.  322,  in  die  Formeln  einzutragen; 

(3) 

V  —  ̂ ~  ̂1  'yi         -x  _  ,•  ijiiiii  F  _  ̂1  +  *?!  . 
«^1    —      1-  1  ivo  —  '  "t:  )  -<x  —  "^:   ■! 

^               ̂ l-Vl                           ̂                    ll  -   '?!  Il  -   J?! 

51     _    1  -  ̂2  ?2  ̂           m  _  ̂ .  1  +  I2  'ya  J=A±^- 

p      _      1  ~  ̂8  %                       O  _    V    1  +  ̂3  '?3  y  ̂3  +   '?3 

?8          '?3                                                  ?S  —   %  ?8  —   % 

Alsdann  sind  die  neun  Eiehtungscosinus  als  Functionen  von  u,  v 

und  von  je  zwei  willkürlichen  Constanten  a^,  b^\  a^i  K'->  «3,  *3  be- stimmt. 

Aber  diese  Constanten  dürfen  nicht  ganz  beliebig  gew^ählt  werden. 
Die  neun  Richtungscosinus  müssen  ja  die  Bedingungen  der  Ortho- 
gonalität  erfüllen.  Sind  die  Cosinus  die  dreier  zu  einander  senk- 

rechter Richtungen,  so  können  wir  die  drei  Richtungen  als  neue 

Axen  wählen.  Alsdann  hat  die  alte  a:-Axe  in  diesem  neuen  System 

die  Richtungscosinus  36^  Xg,  ̂,  die  alte  y-Axe  die  Cosinus  g)p  glg,  Y 

und  die  alte  z-Axe  die  Cosinus  3i?  32»  ̂-     ̂ ^  muss  also  erstens 

sein.  Dies  ist  aber  nach  (3)  der  Fall.  Zweitens  müssen,  da  die 

alten  Axen  auf  einander  paarweis  senkrecht  stehen,  die  Orthogonali- 
tätsbedingungen  für  je  zwei  erfüllt  sein.     So  muss  zunächst 

?)i3i  +  D2  3.  +  ̂ ^=o 

sein.  Dies  führt,  wie  in  I  S.  217  die  Bedingung  ßy-\-mn-{-{xv  =  0, 
zu  der  Forderung: 

^2  ~  ̂8  .  Vi  ~  gs  __     1  oder*  ^2  ~  %  .  ̂2  ~  %   __     1 
^2  -  Vs  '  Vi  -  Vs  '  a^  -b^  '   b^-ba  ' 

die  aussagt,  dass  die  Wertepaare  ̂ ^,  tj^  und  |g,  i]^  oder  a^,  Z»^  und 
ßg,  Äg  einander  harmonisch  trennen  müssen.  Entsprechendes 
geben  die  Forderungen: 

3i^i  +  32  3^2  +  ZX=  0,       1,^,  +^,%  +  XY=  0. 

Mithin  müssen  wir  die  drei  Constantenpaare 

a^,b^\  a^,b^\  a^,b^ 

so  wählen,    dass  jedes  Paar  jedes  andere  harmonisch  trennt.     Als- 
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dann  sind,  da  die  Beziehung  zwischen  dem  alten  Axenkreuz  und 

dem  neuen  Dreikant  umkehrbar  ist,  alle  Orthogonalitätsbedingungen 
erfüllt. 

Aber  auch  jene  Bedingung  ist  zu  erfüllen,  die  aussagt,  dass  die 
Kanten  des  Dreikants  so  zu  einander  orientiert  sind  wie  die  Coor- 

diatenaxen  —  vgl.  (7).  S.  311.  Wenn  wir  in  (3)  die  Werte  (2)  ein- 
setzen, so  kommt 

^     ̂       (n*  -  j>^  Ol  fei  +  (rr  X  -  pq){a^  +  6J  +  (x'  -  g') 

(-4) (n*  +  p»)  a,  Ä,  +  (n  X  +  pq){(ii  +  \)  +  (x«  +  q*) 
2  (px-grrXo,- 6i) 

x  = 
2  n  jp  Ol  fct  +  (p  x  +  g  7i)  (g,  +  fej  +  2  X  g 

{px-qn) ('/i  -  6,) 

und  die  Werte  für  3)^ ,  8)2 ,  i^  bez.  3i  ?  Bs  •  ̂   gehen  hieraus  durch 
Ersetzen  des  Index  1  durch  2  bez.  3  hervor.  Bilden  wir  jetzt  die 

Determinante  der  ßichtuugscosinus,  so  sondert  sich  nach  dem  Mul- 
tiplicationsgesetz  der  Determinanten  eine  Determinante  ab,  die  nur 

p,  q,  71.  X  enthält  und.  wie  ihre  Ausrechnung  lehrt,  eine  Constante 
ist     Es  kommt  so: 

Sj     ̂2     X  >  '  \      a^  +  b^      a^b^ 
  -2t   

(5):g)i    %    Y    =  7-— xü;— ^fü;-rTT    1    ̂ 2  +  h    «2* 

3i   3.   z 

*3  "3 

Da  die  drei  Richtungen  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  ist  dieser 
Ausdruck  sicher  gleich  +  1,  vgl.  I  S.  146.  Wir  wissen  also,  dass 
der  Ausdruck 

1     «1+^1     a^b^ 
1 

(«1-  *i)(as  -*»)(«s  -  *s) 
1      a.-,  +  Äg     a.,  b.y 

1  03      +      ig  Og    *3 

gleich  ±  2i  ist,  sobald  die  Constantenpaare  a^.  b^:  a^,  b^\  a^,  b^  so 
gewählt  sind,  dass  sie  einander  harmonisch  trennen.  Es  ist  nun  zu 
beachten,  dass  der  in  (5)  explicite  auftretende  Factor  i  schon  in  der 

BiccATi'schen  totalen  Differentialgleichung  vorkommt,  also  nicht  durch 
—  i  ersetzt  werden  dart".  Wohl  aber  können  wir  bei  der  Auswahl 

der  Constanten,  die  ja  von  der  RicCATi'schen  Gleichung  völlig  unab- 
hängig ist,    die  Grösse  i  durch  —  i  ersetzen,    wenn  es  nötig  wäre. 
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(6) 

Wir  können  also  immer  erreichen,  dass  die  Determinante  (5)  gerade 
den  gewünschten  Wert   +  1   erhält.^ 

Wir  haben  jetzt  die  Richtungscosinus  Sj,  ̂ j,  ̂ ^  ̂ 2' 

^2,  Sz'i  ̂ ,  Y,  Z  in  allgemeinster  Weise  so  als  Functionen 
von  u  und  v  bestimmt,  dass  sie  erstens  den  in  Satz  21, 

S.  316,  aufgestellten  G-leichungen  genügen  und  zweitens 
die  Cosinus  solcher  dreier  zu  einander  senkrechter  Rich- 

tungen sind,  die  gerade  so  wie  die  Coordinatenaxen  gegen 
einander  orientiert  sind. 

Ehe  wir  nun  den  letzten  Schritt  thun,  nämlich  auch  die  Coor- 

dinaten  x,  y,  z  selbst  als  Functionen  von  u  und  v  bestimmen,  wollen 
wir  zur  thatsächlichen  Berechnung  brauchbare  Formeln 

angeben,  indem  wir  wieder  wie  auf  S.  319  das  begleitende  Drei- 

kant speciell  wählen  —  was  wir  ja  stets  thun  dürfen  — .  Wie  dort 
nehmen  wir  3£p  2)j,  ̂ ^  und  Xg,  ̂^^  ■82  i^  ̂ ^^  Form  (19)  an,  sodass 

4,  B^,  C^  und  ̂ 2,  ̂ 2,  6'2  die  Werte  (23),  S.  320,  haben.  Danach 
und  nach  (4),  S.  324,  lautet  die  zu  integrierende  unbeschränkt  inte- 

grabele  RiccATi'sche  totale  Differentialgleichung  jetzt  so: 

+ 

{D-iF)L  +  iEM  ,    .  E^F  +  E^E -2FuE          if)  +  iF)L-iEM    ^ 
  -—   1- 1   fj   ffi 

2DyE  2  DE  2DyE 

{D-iF)M+iEN  ,    .E,F-O^E  (D  +  iF)M-iEN   .' 
2DyE  2DE  2DYE 

Ist  nun  wie  oben  in  (1): 

p{u,  v)c  +  q{u,  v) 

du  + 

dv . 

a  = 
71  (w ,  2))  C  +  X  (^* ,  v) 

die  allgemeine  Lösung  dieser  RiccATi'schen  Gleichung  (6),  und  be- 
stimmt man  die  Constantenpaare  a^,  h^\  a^,  h^\  a^,  b^  so,  wie  es 

oben  auseinandergesetzt  wurde,  so  liegen  in  (4)  die  allgemeinsten 

Werte  der  Richtungscosinus  36^  3^2'  -^  ̂ ^^^  ̂ ^^  ̂ ^"^  Gleichungen  (21) 
und  (22),  S,  320,  genügen,  und  ̂ ^  ̂ 2'  ̂   ̂ oviiQ  3p  ̂2'  ̂   gehen  aus 
(4)  dadurch  hervor,  dass  man  a^,  b^  darin  durch  a^,  b^  bez.  a^,  b^ 
ersetzt. 

Um  nun  x,  y,  z  selbst  zu  finden,  müssen  wir  die  Gleichungen 
(20)  auf  S.  319  benutzen.     Die  beiden  links  stehenden  lauten: 

^  Eine  entsprechende  Bemerkung  wäre  zu  den  Gleichungen  (51,  I  S.  216, 
zu  machen.     Sie  ist  damals  vergessen  worden. 
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und  geben  durch  eine  Quadratur: 

Der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck  ist  nämlich  ein 
vollständiges  Differential,  weil  wir  auf  S.  321  oben  sahen,  dass  die 
Integrabilitätsbedingung 

infolge  des  Bestehens  der  Gleichungen  (21),  (22)  auf  S.  320  erfüllt 
ist,  diese  Gleichungen  aber  durch  die  gefondenen  Werte  von  di^,  dc^ 
und  X  befriedigt  werden. 

Analog  bestimmen  sich  y  und  z. 

Hieraus  erhellt  also,  dass  es  thatsächlich  Flächen 

giebt.  deren  Fundamentalgrössen  die  vorgeschriebeneu 
Werte  E,  F,  G,  L,  M,  X  haben;  denn  dass  die  gefundene  Fläche 
diese  Fundamentalgrössen  hat,  ist  leicht  zu  erkennen:  Wir  wissen, 

dass  die  Coordinaten  x,y,  z  den  Gleichungen  (20),  S.  319,  genügen. 
Nach  (20)  ist  aber: 

also  ist  nach  XI  {J)  die  erste  Fundamentalgrösse  erster  Ordnung 

wirklich  gleich  E.  Ebenso  beweist  man,  dass  F  und  G  Fundamental- 
grössen sind.     Femer  ist  nach  (20)  und  (21),  S.  321: 

SX^x„  =  -Z(3£,^  +  g)i^  +  3a^)-^^^(3E,3f3  +  2),2),  +  3a33)- 

Die  erste  Klammer  ist  gleich  Eins,  die  zweite  gleich  Null.  Daher 
kommt : 

S  -X^  a:   =  —  L, 

sodass  L  nach  XII  {C)  wirklich  die  erste  Fundamentalgrösse  zweiter 
Ordnung  ist     Entsprechend  ist  der  Nachweis  fiir  M  und  N. 

Da  in  den  für  die  Richtungscosinus  gefundenen  Werten  noch 

die  Constanten  a^,  b^:  Oo'  b^:  a^,  b^  auftreten,  so  giebt  es  unendlich 
viele  Flächen  mit  den  gegebenen  Fundamentalgrössen.  Wir  können 
nachweisen,  dass  sie  alle  mit  einander  congruent  sind. 

Denn  wir  können  die  in  (4)  angegebenen  Werte  von  ̂   und 

Xg  sowie  die  entsprechend  zu  bildenden  Werte  von  2)^  und  ̂ ^ 
und  die  von  3i  ̂ ^^  3^  iic'ch  etwas  anders  schreiben.  Setzen  wir 
nämlich : 
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(8) 

1  —  a-,bi 
  TT  =  f^i  ' 

1  -  a.  bo 

=  ßi> 

.  1  +  %  6, 

.  1  +  «2  *2 

=    «2» 

^3' 

«2  —  ̂2 
1  -  "^  h    ̂    y 

y       a,-b,         ̂ 1 

so  kommt: 

      O  Qf2  "T  "2          ZJ 

«.-62    ~^2'        „_A    -Ps' 

«» —  6, 

=  /; 

2  ' 

r    X    _     p^  —  VI*  —  ?*  +  f^  .      i(p^  —  7i^  +  q^  —  x^)  nx  —  qp 

(9) 

2(jOx  —  qn) 2(px  —  q7i) 
px  —  qn 

X    _   -i(p^  +  n^-q^-x^)  p^  +  71^  +  q^  +  x^  i(nx  +  qp) 

2(jox  — 5-71) 2(j0x  — g-Ti) 

px  — g-TT Ersetzen  wir  die  a  durch  die  ß  oder  durch   die  /,   so  gehen  die 

Werte  von  ̂ ^  und  ̂ g  bez.  3i  und  ̂ a  hervor. 
Nun  wissen  wir,  dass  die  Wertepaare  a^,  b^;  a.^,  h^\  a^,  b^ 

einander  harmonisch  trennen.  Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  der 

Ausdruck  dafür,  dass  zwischen  den  neuen  Constanten  a,  ß,  y  die 
Relationen  bestehen: 

ßi  Yi  +  /^2  ̂2  +  ßz  Yz  =  ̂'       Yx  ̂ 1  +  /a  «2  +  Yz  «3  =  ̂^ 

«1/^1  +  «2/^2  +  «^3/^3  =  0- 

Ferner  ist  nach  (8): 

Ausserdem  ist  die  Determinante 

^\  ^%  t^3 

Ä       ß,       ßs 

Yi        Y2       Ys 

1 

nach  dem  Früheren  (vgl.  (5)).  Mithin  folgt:  Die  neun  Constan- 
ten c(,  ß,  y  sind  nichts  anderes  als  die  Richtungscosinus 

dreier  zu  einander  senkrechter  Richtungen,  die  ebenso 
wie  die  Coordinatenaxen  gegen  einander  orientiert  sind. 

Umgekehrt:  Wählen  wir  als  Werte  der  Grössen  a,  ß,  y  die  Rich- 
tungscosinus solcher  dreier  Richtungen  beliebig,  so  heisst  dies  nach 

(8),  dass  wir  die  Constanten  a^,  b^\  a,^,  b^\  a^,  b^  so  gewählt  haben, 
dass  die  Paare  einander  harmonisch  trennen.  Insbesondere  erhalten 

wir  also  eine  specielle  Lösung  unseres  Problems,  wenn  wir  die  drei 

Richtungen  als  die  der  Coordinatenaxen  wählen,  also  a^=  ß^  =  y^=l 
und  alle  anderen  a,  ß,  y  gleich  Null  setzen.  Dann  kommt  nach  (9) 
und  den  entsprechenden  Formeln  für  2)^,  ̂ 2  ̂ ^^  3i>  82  einfacher, 
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wenn  wir  bei  dieser  speciellen  Wahl  überstrichene  Buchstaben  be- 
nutzen : 

P«  -  TT«  -  ?•  +  X« 

(10) 

3^  = 
2ipx-qn) 

_   i{p*-n*  +  q*-  X*) 
2(j)x-qn) 
n  X  —  qp 

^2  2{j)x-qn) 

px  —  qn 

32   = 

p*  +  n*  +  q*  +  X- 
2ipx-qn) 
t(nx  +  qp) 

px  —  qn 

Nach  (7)  stellen  dann  die  mit  diesen  Grössen  gebildeten  Gleichungen : 

-  _  r  E^du  +  (F^^  +  D^dv 

r  E^,du  +  iF%,  +  D^,)dv 
(11) 

YY 
-  _   r  FSidu  +  iFSi  +  DS*)dv 

in  den  laufenden  Coordinaten  J-.  y.  z  die  Gleichungen  einer  speciellen 
Fläche  mit  den  gegebenen  Fundamentalgrössen  dar. 

Da  sich  nun  die  allgemeinen  Werte  der  Richtungscosinus 

nach  (9)  und  den  entsprechenden  Gleichungen  ftir  3)^,  '^^  und  Q  ,  ̂  
aus  den  speciellen  Werten  (10)  linear  mit  den  Coefficienten  a,  ß.  y 
zusammensetzen,  so  findet  man  nach  (7),  dass  sich  die  laufenden 
Coordinaten  der  allgemeinsten  Fläche  mit  den  gegebenen  Funda- 

mentalgrössen ebenso  aus  x,  y,  z  zusammensetzen,  nämhch  so: 

X  =  u^x  -\-  a^y  -\-  u^z  -\-  Const., 

y  =  ß^x  -\-  ß.,y  ■{-  ß^z  +  ConsL, 

z  =  r-^x  -\-  y^y  -]-  y^z  +  Const 

Nach  Tafel  I  heisst  dies  aber  nichts  anderes,  als  dass  die  Fläche 

der  Punkte  {x,  y,  z)  aus  der  Fläche  (11)  durch  eine  Bewegunf^ 

hervorgeht:  oder:  Die  allgemeinste  Fläche,  die  zu  den  ge- 
gebenen Fundamentalgrössen  gehört,  ist  mit  der  speciellen 

Fläche  (11)  congruent. 

Das  Umgekehrte  haben  wir  schon  früher  erkannt,  vgl.  Satz  6, 
S.  16,  und  Satz  5,  S.  107,  nämlich:  Wenn  zwei  Flächen  congruent 
sind  und  homologe  Punkte  zu  denselben  Parameterwerten  gehören 
so   haben  beide  Flächen  dieselben  Fundamentalgrössen. 

Erinnern  wir  uns  jetzt  daran,  dass  wir  von  den  gegebenen 
Fundamentalgrössen  nur  das  Eine  voraussetzten,  dass  sie  den  drei 

Fundamentalgleichungen  genügen  (vgl.  S.  322),  so  gelangen  wir  zu  dem 
ScHKFFKRS,  Gcom.  Dtfifr.    11.  22 
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Satz  25:^  Sind  E,  F,  G,  L,  M,  N  solche  Functionen  von 
zwei  Parametern  u  und  v,  die  den  drei  Fundamentalglei- 

chungen genügen,  so  giebt  es  unendlich  viele  Flächen,  die 
diese  Functionen  zu  Fundamentalgrössen  haben.  Alle 
diese  Flächen  sind  mit  einander  congruent;  aus  einer  von 
ihnen  findet  man  alle  übrigen,  wenn  man  alle  Bewegungen 
des  Raumes  auf  sie   ausübt. 

Ferner  folgt: 

Satz  26:  Sechs  Functionen  E,  F,  G,  L,  M,  N  von  zwei 

Veränderlichen  u  und  v  sind  dann  und  nur  dann  die  Funda- 

mentalgrössen einer  Fläche,  wenn  sie  die  drei  Fundamen- 
talgleichungen  erfüllen. 

Nach  S.  309  unten  können  wir  auch  sagen: 

Satz  27:  Stimmen  zwei  Flächen,  die  keine  Tangenten- 
flächen von  Minimalcurven  sind,  in  ihren  Differential- 

invarianten gegenüber  allen  Bewegungen  überein,  so  sind 
sie   congruent. 

Was  nämlich  die  Tangententiächen  von  Minimalcurven  anbetrifft, 
so  sind  sie  hier  ausgeschlossen,  da  ihnen  keine  Fundamentalgrössen 

zweiter  Ordnung  zukommen  (S.  107)  und  wir  ihre  Differentialinva- 
rianten nicht  untersucht  haben.  Zwei  solche  Flächen  sind  übrigens 

offenbar  dann  und  nur  dann  congruent,  wenn  es  ihre  beiden  Minimal- 
curven sind.  Aber  da  wir  die  Theorie  der  Differentialinvarianten 

der  Minimalcurven  nicht  entwickelt  haben  (vgl.  I  S.  346),  so  können 
wir  unseren  Satz  auch  nicht  auf  diese  ausdehnen. 

Die  Art  der  Bestimmung  der  Flächen  mit  vorgeschriebenen 

Fundamentalgrössen  mag  hier  noch  kurz  in  einem  Satze  zusammen- 
gefasst  werden: 

Satz  28:  Um  alle  Flächen  zu  bestimmen,  die  solche  vor- 
geschriebene Fundamentalgrössen  E,  F,  G,  L,  M,  N  haben, 

die  den  drei  Fundamentalgleichungen  genügen,  kann  man 
so  verfahren:  Man  integriert  zunächst  die  unbeschränkt 

integrabele  totale   EiccATi'sche   Gleichung  für   a: 

da  — 
(D-iF)L  +  iEM    ,  .  EuF  +  E,E  -  2F^E  {D  +  iF)L-iEM    , 

ID^/E  2DE  2DyE 

I  _  {D-iF)M+iEN  .  E,F-  Q^F         ̂   _  {D^iF)M-iEN ^g 

\  2  Dy~K  ^  2I)E        .       ̂   2D]/W 
du  - 

dv, 

^  Satz   von  Bonnet,   „Memoire   sur  la  theorie  des  surfaces  appli- 

cable§  sur  une  surface  donuee",   Journ.  de  l'^&cole  polyt.,  cah.  42  (1867). 
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was  durch  successive  Integration  zweier  gewöhnlicher 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  je  zwei  Ver- 
änderlichen und  zwei  Eliminationen  gelingt.  Ihre  allge- 

meine Lösung  ff  enthält  eine  willkürliche  Constante  c  in 
dieser  Art: 

^  _    Pii*jv)e  +  q  ju, v) 71  {U,V)C  +  X  (tt,  V) 

Nunmehr  berechnet  mau: 

y           p*  —  71*  —  g'  +  X*  v-    _         *(.P*  +  n*—  q*  —  Jt*' 

p'
 

-    71*- 
-?*+x' 

2{px 

-qn) 
iip 

•-«« 

+  «?*  -  X*) 
2ipx 

-qn) 

n  X  - 

-  <1P 

Q     _  "^-  9P  Q      _ 

2(px-9n) 

p'  +  n'  +  J*  +  X* 

2(px-}?i) t(7ix  +  ?p) 

p  X  —  qn  ^-  p  X  —  qx 

Alsdann   geben  die   Quadraturen: 

E}L^du  +  [F}i^  +  Ddi^)dv 

VE 

Eff^du
  

+  iF^  +  DlOddv
 

Ye'
 

-    C  E2ndu  +  {F^  +  D^)dv 

die  Gleichungen  einer  Fläche  der  verlangten  Art.  Alle 

übrigen  erhält  man,  wenn  man  diese  Fläche  den  Be- 
wegungen  des  Raumes  unterwirft. 

Man  wird  bemerken,  dass  die  Formeln  dieses  Satzes  in  dreierlei 
Hinsicht  nicht  vollkommen  sind: 

Ej:^tens  sind  sie  nicht  symmetrisch  hinsichtlich  u  und  v. 
Dies  hat  seinen  Grund  darin,  dass  wir  das  begleitende  Dreikant 

nicht  symmetrisch  hinsichtlich  der  Parameterlinien  gewählt  haben. 
Symmetrische  Formeln  würden  sich  z.  B.  ergeben,  wenn  wir  als  die 

beiden  ersten  Kauten  des  begleitenden  Dreikants  diejenigen  Tan- 
genten des  Flächenpunktes  {n,  v)  wählten,  von  denen  die  Winkel 

der  Parameterlinien  halbiert  werden.  Aber  dadurch  ergeben  sich 
noch  umständlichere  Formeln.  Die  unsrigen  sind  schon  compliciert 

genug.  Die  Aufstellung  symmetrischer  Formeln  in  der  angedeuteten 
Weise  ist  eine  gute  Übung  für  den  Leser. 

Zweitens  lehrt  der  Satz  auch  die  Bestimmung  von  reellen 
Flächen  nur  auf  dem  Umweg  durch  das  Imaginäre,  da  in  der 

RicCATi'schen   Gleichung  und  weiterhin  /  auftritt     Dies  ist  jedoch 

22* 
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unvermeidlich,  wenn  man  das  Problem  auf  die  Integration  einer 

RiccATi'schen  Gleichung  zurückführen  will,  was  hier  nicht  weiter 
begründet  werden  kann. 

Drittens  endlich  versagen  die  Formeln,  wenn  11=0  ist,  d.  h. 
wenn  die  Parameterlinien  {v)  die  Bogenlänge  Null  haben  und  also 
Minimalcurven  sind;  denn  U  tritt  überall  im  Nenner  auf.  JJ  tritt 

allerdings  auch  im  Nenner  auf,  aber  es  ist  D  ̂   0  nach  Satz  9, 

S.  29.  Im  Falle  ̂ =0,  6^  =j=  0  kann  man  aber  doch  zu  brauch- 
baren Formeln  gelangen,  wenn  man  einfach  u  mit  v  vertauscht. 

Wenn  dagegen  U  =  G  =  0  ist,  sodass  also  die  Parameterlinien 
{u)  und  (v)  Minimalcurven  sind,  hilft  dies  nichts.  Man  kann  alsdann 

entweder  z.  B.  u  -{-  v  und  u  als  neue  Parameter  benutzen,  was  keine 

grossen  Schwierigkeiten  macht,  oder  aber  man  wählt  dann  ein  an- 
deres begleitendes  Dreikant.  Wir  wollen  die  nötigen  Formeln  für 

diesen  Fall 
U=  G  =  0 

kurz  angeben:  Aus  (4)  und  (6),  S.  311,  ziehen  wir  in  diesem  Fall, 
indem  wir  k  =  1  annehmen: 

(12) 3e,= 

Xu  +  X^ 

•  Xu       x^ 

l  —   

%  = 

%  = 

3.= 

l — --=- 

}/2F 

sodass 

(13)        x^  =  \y^[^, -  a,),    ̂ ,  =  ii/^^(3£i  +  i^,) 
u.  s.  w.  ist.  Bilden  wir  jetzt,  wie  auf  S.  312  auseinandergesetzt 
wurde,  die  Ableitungen  der  Richtungscosinus,  indem  wir  dabei  die 

einfacheren  Formeln  (2)  und  (3)  auf  S.  266  benutzen,  so  kommt: 

(14) 

du 

du 

dX 
du 

2F 

.L-My    .    . 

|/2F 

x,+  k±^x, 

y2F 

F^ 

2F 

ae. 

8^  _ 

dv 
dp  y2F 

.     F, 

2F 

.M-N 

L  +  M  ̂  

'\/2F      ̂ 

Y2F   *^
  ' 

dX 
dv 

M+N 

^, 

+ 

y2F 

^; 

X — 

i  ̂
' 

2F 

3£, 

.M-N 

i     ̂   -- 

3£.,. 
1/2  i^       '  y2F 

Die  RicCATfsche  Gleichung  (4),  S.  324,  lautet  demnach  so: 

Fu 

(15) 
d  (7  = 

+ 

M 

y2F 

N 

ff   -= 2F  y2F 

M 

y2F         2F  y2F 

du  + 

dv. 
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Ist: 

ne  +  X 

ihre  allgemeine  Lösung,  so  gelten  wieder  die  obigen  Formeln  (10) 
für  die  Bichtnngscosinus,  während  sich  nach  (13)  for  die  Fläche 
statt  (11)  ergiebt: 

X  =  \f^2F  [(36i  -  idi,)  rft/  +  (3E,  +  il,)dv-], 

(16)     ̂         y  =  yS^  t^^i-  '^2^^"  +  ̂^1+  id,)dv], 

z  =  ]- J}/2#  [(^  -  i 3^)  du  +  (3,  +  e-3,)  rft,]. 
Man  sieht,  dass  hier  wegen  der  symmetrischen  Wahl  des  be- 

gleitenden Dreikants  die  Formeln  symmetrisch  ausgefallen  sind. 
Schliesslich  wollen  wir  noch  einmal  an  ein  finiheres  Ergebnis, 

S.  325,  erinnern: 

Satz  29:  Die  Integrabilitätsbedingungen  derjenigen 

totalen  RiccATi'schen  Gleichung,  die  bei  dem  Problem  auf- 
tritt, alle  Flächen  mit  gegebenen  Fundamentalgrössen 

erster  und  zweiter  Ordnung  zu  bestimmen,  sind  die  drei 

Fundamentalgleichungen. 

§  10.    Merkmale  für  die  Congruenz  zweier  Flächen. 

Die  Frage,  wie  man  entscheidet,  ob  zwei  gegebene  Flächen 
einander  congruent  sind,  ist  durch  die  bisherigen  Betrachtungen 

noch  keineswegs  vollständig  erledigt  worden:  denn  wir  wissen  bis 
jetzt  nur  folgendes: 

Man  muss  untersuchen,  ob  man  auf  der  einen  Fläche  in  der 

Art  neue  Parameter  einführen  kann,  dass  alsdann  ihre  Fundamental- 
grössen, gebüdet  für  die  neue  ParameterdarsteUung,  mit  denen  der 

anderen  Fläche  übereinstimmen.  (Vgl.  Satz  25.  S.  338.)  Giebt  es 
solche  neue  Parameter,  so  sind  die  Flächen  einander  congruent, 

sonst  nicht  ̂  
Es  bleibt  also  noch  die  Schwierigkeit,  wie  man  erkennt  ob  es 

möglich  ist,  neue  Parameter  in  der  gewünschten  Weise  einzuführen. 
Diese  Frage  soU  jetzt  erledigt  werden. 

*  Eine  erschöpfende  Theorie  der  Congruenz  zweier  Flächen  hat  erst  Lib 
gegeben:  .,Zur  Invariantentheorie  der  Gruppe  der  Bewegungen", 
Leipziger  Berichte  1896. 
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Der  innere  Grund  jener  Schwierigkeit  ist  der,  dass  die  Funda- 
mentalgrössen  zwar  ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  Fläche  einer 

Bewegung  unterwirft  (nach  Satz  19,  S.  307),  dass  sie  sich  aber 
ändern,  wenn  man  auf  der  Fläche  neue  Parameter  einführt.  Die 

Sachlage  wird  deshalb  erheblich  vereinfacht,  sobald  man  solche 
Grössen  benutzt,  die  nicht  nur  bei  allen  Bewegungen,  sodern  auch 

dann  ungeändert  bleiben,  wenn  man  neue  Parameter  auf  der  Fläche 
einführt.  Man  könnte  solche  Grössen  Differentialinvarianten 

der  Fläche  hinsichtlich  aller  Bewegungen  und  hinsicht- 
lich der  Einführung  neuer  Parameter  nennen.  Jede  derartige 

Differentialinvariante  würde  eine  Grösse  vorstellen,  die  mit  dem  be- 
trachteten Flächenpunkt  ganz  unabhängig  von  der  zufälligen  Lage 

der  Fläche  und  von  ihrer  zufälligen  analytischen  Darstellung  geo- 
metrisch zusammenhinge  und  daher  in  noch  höherem  Maasse  als 

die  in  §  6  betrachteten  Differentialinvarianten  für  die  starr  gedachte, 
aber  beliebig  gelegene  Fläche  charakteristisch  wäre. 

In  der  That  giebt  es  solche  Grössen.  Wir  brauchen  ja  nur 

an  das  Krümmungsmaass  K  zu  erinnern,  das  erstens  bei  allen  Be- 
wegungen ungeändert  bleibt  und  zweitens,  da  es  als  der  reciproke 

Wert  des  Productes  der  Hauptkrümmungsradien  F^  und  B^  definiert 

werden  kann,  auch  von  der  analytischen  Darstellung  der  Fläche  un- 

abhängig ist.  Eine  solche  Grösse  ist  ferner  auch  die  mittlere  Krüm- 
mung H.  H  und  K  sind  Functionen  von  R^  und  R^.  Wir  können 

statt  H  und  K  auch  R^  und  R^  selbst  als  Beispiele  nennen. 
Es  ist  leicht,  noch  einige  derartige  Grössen  aufzustellen: 
Lassen  wir  nämlich  den  Punkt  [u,  v)  der  Fläche 

(1)  x  =  (p{u,v),       y  =  x{u,v),       z  =  ip{u,v) 

um  eine  unendlich  kleine  Strecke  ds  auf  einer  seiner  beiden  Krüm- 

mungscurven  weiter  wandern,  so  werden  sich  R^  und  R^  um  un- 
endlich kleine  Grössen  dR^  und  dR^  ändern.    Dabei  sind  aber  die 

Verhältnisse 
d  Ri  d  B^ 
ds    ̂   d  s 

von  der  Länge  des  unendlich  kleinen  Weges  ds  unabhängig.  Denn 

wenn  U,  F,  G,  L,  M,  N  die  Fundamentalgrössen  der  Fläche  sind, 
so  ist  allgemein: 

ds  =  yUdu^-^  2Fdudv  +  G  dv^ und  also: 

dRi  du  av    

ds  l/Edu*  +  2Fdudv  +  Gdv^ 
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oder,  wenn  dv:du  =  k  gesetzt  wird: 

dR^  du  dv 

ds  yE+2Fk  +  Gk* 

Man  sieht,  dass  dies  Verhältnis  nur  vom  Punkte  (m,  v)  selbst  und 

von  der  Fortschreitungsrichtung  k  längs  der  Krümmungscurve  ab- 
hängt. Nach  der  Differentialgleichung  XII  (T)  der  Krümmungs- 

curven  ist  k  bestimmt  durch  die  quadratische  Gleichung: 

1       k^     E      L  \ 

\-k      F      M   =0, 

l       G      N  ' 
die    zwei   Werte  k^   und  k^  liefert,    ausgedrückt  durch  die  Funda- 
mentalgrössen.     Es  gehen  demnach  zwei  Grössen  hervor: 

dR,        ÖR^  dR,  _^  dR,  . 
du  dv  du  dv 

yE+2Fk^+  Gk^*  yE  +  2Fkt  +  Gk^^ 

Ebenso  liefert  R^  zwei  Grössen; 

du  dv  du  dv 

\E+2Fk^  +  Gki"  yE+2Fk^  +  Gk^"" 

Da  sich  R^  und  R^  selbst  durch  die  Fundamentalgrössen  ausdrücken 

lassen,  vgl.  XTT  (7),  so  sind  also  diese  vier  Grössen  solche  Func- 
tionen der  Fundamentalgrössen  und  ihrer  ersten  Ab- 

leitungen, die  vollständig  bestimmt  sind,  sobald  man  auf  der  ge- 
gebenen Fläche  den  Punkt  (m,  v)  angenommen  und  festgesetzt  hat, 

nach  welcher  Krümmungscurve  man  fortschreiten  will.  Wir  wollen 

mit  d^s  und  d^s  die  Bogenelemente  längs  der  einen  und  längs  der 
anderen  Krümmungscurve  des  Punktes  {u,  v)  bezeichnen,  um  für  jene 
vier  Functionen  die  bequemen  Darstellungen  zu  gewinnen: 

dR^  dRi  dRj  dRt 

Wir  wenden  hier  Zeichen  der  partiellen  Differentiation  an,  weil 
ja  die  Differentialquotienten  wesentlich  von  den  Richtungen  abhängen, 
nach  denen  differenziert  wird. 

Da  ̂ ^.  R.^  und  die  Hauptkrümmungsrichtungen  des  Flächen- 
punktes   rein    geometrische,    d.  h.  von    der    zufälligen    anahüschen 
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Darstellung  der  Fläche  unabhängige  Grössen  sind,  so  ist  es  klar, 

dass  die  vier  gefundenen  Grössen  ebenso  wie  R-^  und  R^  solche 
Ausdrücke  sind,  die  ungeändert  bleiben,  wenn  man  neue  Parameter 
auf  der  Fläche  einführt.  Ebenso  bleiben  sie  ungeändert,  wenn  man 
die  Fläche  irgend  einer  Bewegung  unterwirft,  was  sowohl  geometrisch 
als  auch  nach  Satz   19,  S.  307,  einleuchtet. 

Da  R^  und  R^  selbst  derartige  Grössen  sind,  so  haben  wir  jetzt 
insgesamt  sechs  Grössen,  die  Differentialinvarianton  hin- 

sichtlich der  Bewegungen  und  der  Einführung  neuer  Para- 
meter sind. 

Allerdings  gilt  dies  nur  mit  einer  Einschränkung,  die  wir  bis- 
her absichtlich  nicht  erwähnt  haben:  Die  Vorzeichen  der  sechs 

Grössen  hängen  einerseits  wesentlich  davon  ab,  wie  auf  der  Fläche 

die  positive  Normalenrichtung  definiert  worden  ist,  und  sind  anderer- 
seits auch  dann  noch  nicht  völlig  bestimmt,  da  ja  z.  B.  in 

dl  s 
eine  Quadratwurzel  im  Nenner  auftritt.  Wir  können  also  nur  so 
sagen:  Die  sechs  betrachteten  Grössen  können  sich  bei 
Einführung  neuer  Parameter  nur  im  Vorzeichen  ändern. 

Da  wir  die  Congruenzmerkmale  in  aller  Schärfe,  ohne  Zwei- 
deutigkeiten im  Vorzeichen,  entwickeln  wollen,  weil  wir  sonst  auch 

die  nicht  congruenten,  sondern  nur  symmetrischen  Flächen  in  den 
Bereich  der  Betrachtung  ziehen  würden,  so  erscheint  es  uns  hier 

angebracht,  uns  auf  reelle  Flächen  in  reeller  Parameter- 
darstellung zu  beschränken.  In  diesem  Falle  ist  die  positive 

Richtung  der  Normalen  auf  S.  27  festgesetzt  worden. 
Auch  wird  es  gut  sein,  wenn  wir  zunächst  unsere  Betrachtungen 

auf  solche  Parameterdarstellungen  beschränken,  bei  denen  sie  be- 
sonders einfach  werden,  nämlich  auf  den  Fall,  dass  die  Para- 

meterlinien die  Krümmungscurven  sind,  die  ja  nach  S.  174 

reell  sind.  Wir  werden  nachher  zur  allgemeinen  Parameterdar- 
stellung zurückkehren. 

Es  seien  also  die  Parametercurven  (m),  {v)  der  in  reeller  Dar- 
stellung vorliegenden  reellen  Fläche  (1)  die  Krümmungscurven.  Nach 

Satz  63,  S.  182,  ist  in  diesem  Falle: 

Auch  geben  dann  k  =  0  und  k  =  oo  die  beiden  Richtungen  der 
Krümmungscurven  (u)  und  [u]  an,  sodass  nach  XII  {B): 
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(2)'                                Ä.  =  |,       Ä,  =  | ist     Da    

die  Bogenelemente  der  Krümmungscurven  (»)  und  («)  sind,  so  haben 
die  vier  Grössen 

dR^  BBi  dß^  dlit 
diS  8^s  öl  s  ö, » 

jetzt  diese  analytische  Darstellung: 

(v\  _?_i^        ̂ ^^        _J_1^  1     dB, 

Y£   du'       Y6  Bv  '       y^    du'       YÖ  dp  ' 
worin    die  Werte  (2)   einzutragen    sind.     Dabei   setzen  wir  fest, 

dass   y'H  und  ̂ 'G  positiv   genommen  werden  sollen. 
Eis  liege  nun  eine  zweite  reelle  Fläche  vor: 

(4)  X  =  ̂ {ü,  v),      y  =  x{ü,  v),       z='(p{ü,  v), 

geschrieben  in  den  laufenden  Coordinaten  x,  y,  z  mittels  der  reellen 
Parameter  m,  v.  Auch  auf  dieser  Fläche  sollen  die  Para- 

metercurven  die  Krümmungscurven  sein.  Die  auf  die  zweite 
Fläche  bezüglichen  Grössen  sollen  wie  die  auf  die  erste  bezüglichen, 

aber  mit  einem  Querstrich,  geschrieben  werden,  sodass  R^,  R^  ihre 
Hauptkrümmungsradien  sind  und  den  Grössen  (3)  die  Grössen: 

^_ö^         ̂ _1A        JLlÄ     -      1     &B, 

'  VE    du  '        V^    dr  '        yW   da  '        V^   dv 
entsprechen. 

Wenn  nun  die  beiden  Flächen  (1)  und  (4)  einander  congruent 
sind,  so  müssen  die  Krümmungscurven  der  einen  denen  der  andern 
congruent  sein.  Dabei  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  ent- 

sprechen den  Curven  (m)  die  Curven  (ö)  und  den  Curven  (r)  die 
Curven  [v)  oder  es  entsprechen  den  Curven  (m)  die  Curven  (v)  und 
den  Curven  (r)  die  Curven  (ö).  Wir  wollen  zunächst  nur  den  ersten 

Fall  ins  Auge  fassen,  da  der  zweite  durch  Vertauschen  der  Be- 
zeichnungen ü  und  V  auf  ihn  zurückgeführt  werden  kann. 

Es  mögen  also  die  Curven  (u)  und  (ö)  und  ebenso  die  Curven  {o) 

und  [v)  homologe  Curven  auf  beiden  Flächen  sein.  Alsdann  ent- 

spricht jedem  Punkt  (u,  v)  der  Fläche  (1  ■  ein  Punkt  (ö,  v)  der  Fläche  (4). 
Da  ̂ j  die  mit  Vorzeichen  genommene  Strecke  ist,  die  auf  der  Nor- 

malen des  Punktes  (m,  v)  von  einer  solchen  unendlich  benachbarten 
Normalen  abgeschnitten  wird,  deren  Fusspunkt  auf  der  durch  den 

Punkt  {u,  v)  gebenden  Krümmungscurve  (c)  liegt,  und  das  Ent- 

sprechende auf  der  zweiten  Fläche  von  R^  gilt,  so  müssen  in  homo- 
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logen  Punkten  {u,  v)  und  {ü,  v)  die  Werte  von  R^  und  R^  überein- 
stimmen und  ebenso  die  Werte  von  E^  und  R^,  aber  nicht  not- 
wendig auch  im  Vorzeichen.  Auf  diesen  Umstand  kommen  wir 

sogleich  zurück.  Vorher  bemerken  wir  noch,  dass  nach  unseren 
früheren  Auseinandersetzungen  über  den  invarianten  Charakter  der 

Grössen  (3)  auch  alle  diese  Grössen  in  homologen  Punkten  mit  den 
entsprechenden  vier  Grössen  (5),  abgesehen  vom  Vorzeichen,^ 
übereinstimmen  müssen. 

Die  Vorzeichen  der  Hauptkrümmungsradien  hängen  nach  S.  104 

wesentlich  von  der  Bestimmung  der  positiven  Richtungen  der  Nor- 
malen ab.  Diese  haben  wir  so  gewählt,  dass  auf  der  Fläche  (1)  im 

Punkte  {u,v)  die  positive  Richtung  der  Curve  (v),  die  positive  Richtung 

der  Curve  [u]  und  die  positive  Richtung  der  Normale  so  gegen  ein- 
ander orientiert  sind,  wie  die  positiven  Axen,  vgl.  S.  30,  31.  Wenn 

also  auf  beiden  Flächen  in  homologen  Punkten  die  positiven  Rich- 
tungen der  Parametercurven  übereinstimmen,  so  muss  dann  auch 

R^  =  Äj  und  Ä^  =  R^  sein.  Ist  aber  die  Richtung  der  Curve  [v) 
der  der  homologen  Curve  {v)  entgegengesetzt,  während  die  Richtungen 
der  homologen  Curven  {u)  und  [ü)  übereinstimmen,  so  ist  die  Normale 

entgegengesetzt,  also  R-^  —  —R^  und  R^=—R^,  u.  s.  w.  Wenn  beide 
Parametercurven  auf  der  zweiten  Fläche  entgegengesetzten  Sinn 

haben,  so  ist  dagegen  wieder  Übereinstimmung  in  den  positiven 

Normalenrichtungen  vorhanden,  also  R^  =  R^  und  R^  =  R^.  Da  wir 
ferner  in  (3)  und  (5)  die  Quadratwurzeln  positiv  gewählt  haben,  so 

hängen  die  Vorzeichen  dieser  Grössen  sonst  nur  noch  von  den  posi- 
tiven Richtungen  auf  den  Parametercurven  ab,  da  die  Differentiale  du, 

dv,  du,  dv  sowohl  als  auch  die  im  Zähler  auftretenden  Grössen  R^, 

R^,  R^,  R^  bei  anderer  Wahl  jener  Richtungen  ihre  Zeichen  ändern. 
Um  alle  Möglichkeiten  zu  umfassen,  verstehen  wir  unter  a  eine 

der  beiden  Zahlen  +  1  und  unter  ß  auch  eine  der  Zahlen  +  1. 

Dabei  sei  a=  +  \  oder  —1,  je  nachdem  die  Curven  (v)  und  {v)  im 

Sinne  übereinstimmen  oder  nicht,  und  ß=  +\  oder  —1,  je  nachdem 
die  Curven  [u)  und  {ü)  im  Sinne  übereinstimmen  oder  nicht.  Als- 

dann muss  in  homologen  Punkten  {u,v)  und  {ü,v)  der  beiden  Flächen 
offenbar  sein: 

R^  =  ußR^,  i?2  =  <^ßRi> 

(6) 

\     dB,         ̂ 1     dB,  1     dB,  1      dB, 

']/E    du  yß    du  ya    dv  yö    dv 

1      dB^  _   a  ̂ dB^  _]_dB^_         1      dB, 

yiE    du    ~       yH    du  '        y~Q    dr    ~       y~G    dv 
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Es  sind  dies  insgesamt  sechs  Gleichungen.  Ihre  linken  Seiten 
sind  Functionen  von  u.  v,  ihre  rechten  Seiten  Functionen  von  ü,  v. 

Jedem  Punkt  {u,  v)  der  Fläche  (1)  entspricht  ein  Punkt  (w,  v)  der 

Fläche  (4)  und  umgekehrt,  sodass  ü,  v  zwei  von  einander  unab- 
hängige, allerdings  noch  unbekannte  Functionen  von  u,  v  sein 

müssen.  Setzt  man  diese  Functionen  für  ft  und  f  in  (6)  rechts  ein, 
so  müssen  sich  also  sechs  Identitäten  ergeben,  sobald  eine  gewisse 
unter  den  vier  Annahmen: 

a  =  \,ß=\:     «=-l.i  =  l:     ß  =  l,/9=-l;     a  =  -\,ß  =  -\ 

gemacht  wird. 

Nun  werden  wir  das  Umgekehrte  beweisen:  Wir  setzen  vor- 
aus, dass  zwei  reelle  Flächen  (1)  und  (4)  in  reeUen  Parameterdar- 

stellungen vorliegen  und  dass  die  Curven  [u),  [v)  und  die  Curven  (w), 

(f)  ihre  Krümmungscurven  seien.  Wenn  wir  dann  die  in  (6)  auf- 
tretenden Functionen  von  u,  v  bez.  m,  v  berechnen  und  in  (6)  ein- 

setzen, so  ergeben  sich  sechs  Gleichungen  zwischen  u,  v  und  ü.  v. 
Wenn  diese  sechs  Gleichungen  bei  einer  ge\vissen  Annahme  von 

«  =  ±  1<  ß  =  i  1  einander  nicht  widersprechen,  wenn  es  vielmehr 
zwei  Functionen  ü  und  v  von  u  und  v  giebt,  die  —  in  (6)  rechts 
eingesetzt  —  alle  diese  Gleichungen  für  alle  Werte  von  u  und  v 
befriedigen,  so  sind  die  beiden  Flächen,  wie  wir  zeigen  werden, 
congruent  Allerdings  tritt  noch  eine  Beschränkung  hinzu,  die  sich 
sogleich  von  selbst  ergeben  wird. 

Zunächst  folgt,  wenn  wir  ü,  v  als  die  nach  Voraussetzung  durch 

(6)  definierten  Functionen  von  u,  v  auffassen  und  bei  dieser  Auf- 
fassung die  beiden  ersten  Gleichungen  (6)  nach  u  differenzieren,  was 

ja  erlaubt  ist: 

au  '    \ OM    Ott  ov    au ) 

du  '    \  du    du  dv    du ) 

Setzen  wir  hierin  für  die  linken  Seiten  die  aus  (6)  folgenden  Werte 

ai?i  ̂   o^fE^  dR^  dR^  =  -/ 1  /Z ̂  
du        ̂   y  E    dil  '        du        ̂     y  £   dfi 

ein,  so  kommt: 

öl*  y  El   du  du    dv 

g"   _c.l/^WA    ■     df    dR,  _Q 
du         '  V  E)   da    ̂   du    df 
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Es  sind  dies  zwei  hinsichtlich 

du 
du 

-VI 
dv 
du 

lineare  und  homogene  Gleichungen  mit  der  Determinante: 

ÖÄ2 

du 

dv 

6B, 

dv 

Diese  Determinante  ist  die  Functionaldeterminante  von  R^  und  Ji^ 

(vgl.  I  S.  81).  Sobald  R^  und  R^  zwei  von  einander  unab- 
hängige Functionen  von  ü  und  v  sind,  ist  sie  von  Null  ver- 

schieden (vgl.  I  S.  82,  83),  und  diese  Voraussetzung  wollen 
wir  machen.     Alsdann  folgt  aus  jenen  linearen  Gleichungen: 

du 
du 
=yi' 

dv 
du 

0. 

Ganz   ebenso  ergiebt  sich,  wenn  die  beiden  ersten  Gleichungen  (6) 
nach  V  differenziert  werden: 

'du 

dv 

=  0, 

Mithin  ist  ü  eine  Function  von  u  allein  und  v  eine  Function  von  v 

allein : 

(7) 
wobei 

(8) 

U  =  l{u),  V  =  jM'(u), ,'  =  «|/ 

X'  = fi  =  ß 

ist.  Da  die  Quadratwurzeln  in  (8)  positiv  sind,  so  sieht  man  auch, 

dass  r  ̂   0  ist,  je  nachdem  «^  =  +  1  ist,  und  dass  fi'^O  ist,  je 
nachdem  ß  =  +  1  ist. 

Wenn  wir  jetzt  die  durch  (7)  definierten  neuen  Para- 
meter ü,  V  auf  der  ersten  Fläche  (1)  einführen  und  die  zu- 

gehörigen Fundamentalgrössen  berechnen,  so  werden  wir  sehen,  dass 
sie  gerade  gleich  den  entsprechenden  Fundamentalgrössen  der  zweiten 
Fläche  werden.  Die  neuen  Fundamentalgrössen  der  ersten  Fläche 

seien  nämlich  zunächst  mit  JE',  F',  G',  L',  M',  N'  bezeichnet.  Da 
ü  nur  von  u  und  v  nur  von  v  abhängt,  so  sind  die  neuen  Para- 

meterlinien (w),  {v)  der  Fläche  (1)  immer  noch  die  Krümmungs- 
curven,  sodass  auch  jetzt: 

#'  =  Jf'  =  0 
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ist.    Ferner  ist,  da  x,  y,  z  Functionen  von  ü  und  v  werden,  nach  (7): 

,,  dx  ,  dx 

u  du  '         "       "^   o» 

sodass  aus  XI  (A)  folgt: 

oder  wegen  (8): 

^"  =  4  =  E. 
Ebenso  kommt: 

Durch  die  Einführung  der  neuen  Parameter  (7)  wird  die  Schar  der 
Parameterlinien  (o),  wie  gesagt,  nicht  geändert,  wohl  aber  ändert 

sich  ihr  Sinn,  wenn  du  :  du  oder  /.'  <  0  ist.  Da,  wie  wir  sahen. 

A'^0  ist,  je  nachdem  a  =  +  1  ist,  so  ändert  sich  also  der  Sinn 
der  einen  Schar  von  Parameterlinien,  wenn  «=  —  1  ist;  entsprechend 

ändert  sich  der  Sinn  der  andern,  wenn  ß  =  —  l  ist.  Die  Flächen- 
normale  ändert  ihren  Sinn  nur  dann,  wenn  nur  eine  dieser  beiden 

Scharen  ihren  Sinn  ändert,  d.  h.  wenn  a  ß  =  —  l  ist.  Alsdann 
ändert  auch  B^  das  Vorzeichen.  Mithin  geht  ü^  jetzt  in  cc  ß  R^ 
über.     Analog  (2)  ist  also  jetzt: 

ist 

oder  Z'  =  L.  Ebenso  ergiebt  sich  IT  =  M.  In  den  neuen  Para- 
metern M,  V  hat  mithin  die  Fläche  (1)  genau  dieselben  Fundamental- 

grössen  wie  die  Fläche  (4).  Daher  sind  beide  Flächen  nach  Satz  25, 
S.  338,  einander  congruent. 

Im  Beweise  haben  wir  uns  genötigt  gesehen,  die  Voraussetzuag 

zu  treffen,  dass  B^  und  ̂ 2  zwei  von  einander  unabhängige  Functionen 
der  Parameter  ü  und  v  seien.  Wegen  der  beiden  ersten  Gleichungen  (6) 

und  auch  aus  rein  geometrischen  Gründen  leuchtet  ein,  dass  alsdann 
auch  für  die  andere  Fläche  die  analoge  Voraussetzung  zu  treffen  ist, 
d.  h.  also,  wir  setzen  voraus,  dass  auf  keiner  der  beiden  Flächen 

der  eine  Hauptkrümmungsradius  eine  Function  des  andern  sei.  oder 

aßR, 

E' 

~  
 
L' E 

~  L' 

Ri 

oder: 

_  E^ 
L 

^x  = 

der ersten Gleichung  (6)  folgt daher 

E 

L' 

E 

~    
L 
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auch,  dass  auf  keiner  der  beiden  Flächen  eine  Relation 

zwischen  den   beiden  Hauptkrümmungsradien  bestehe. 
Die  Bedingungen  (6)    können   wir    alsdann    auch   etwas  anders 

ausdrücken.     Es  sind  nämlich 

»         7?  i      ̂ _^i  1      BBi  1      dB^  1      dB^ 

^'  ̂'       YE     du    '        yo     dv    '        Ye     du'        YG     dv 

Functionen  von  u  und  v.  Da  nun  B^  und  B^  von  einander  unab- 
hängige Functionen  von  u  und  v  sind  und  deshalb  auch  umgekehrt 

u  und  V  als  Functionen  von  B^  und  B^  aufgefasst  werden  können, 
so  werden  sich  die  übrigen  vier  angegebenen  Grössen  als  Functionen 

von  B^  und  B^  darstellen  lassen.  Anders  ausgesprochen:  Durch 

Elimination  von  u  und  v  aus  den  sechs  Gleichungen,  die  die  an- 
gegebenen sechs  Grössen  als  Functionen  von  u,  v  darstellen,  ergeben 

sich  vier  Gleichungen  von  der  Form: 

(9) 
yE     du  y  O      0  V 

Ye    du         ̂ v  j'   ̂ ''     ya    dv 

Alsdann  folgt  aus  (6): 

(10) Ye'     du  IV    f      1'     r     z;.         y-^      Q. 

-^^=%{c^ßR„aßR,),      ~^^=W,{aßR„c..ßIl). y  E      du  y  O      0  V 

Die  Congruenz- Bedingung,  die  darin  besteht,  dass  die  sechs 
Gleichungen  (6)  zwischen  u,  v  und  ü,  v  einander  nicht  widersprechen 
sollen,  kann  jetzt  so  ausgedrückt  werden:  Auf  der  ersten  Fläche 
bestehen  sicher  vier  Relationen  von  der  Form  (9).  Die  Fläche  ist 
der  zweiten  Fläche  dann  und  nur  dann  congruent,  wenn  alsdann 

auf  der  zweiten  Fläche  für  eine  gewisse  Annahme  von  cc  =^  +  1 

und  ß  =  +  l   die  vier  Relationen  (10)  bestehen. 
In  der  That,  ist  dies  der  Fall  und  setzen  wir  fest,  dass  zwischen 

M,  V  und  ü,  V  die  beiden  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 
bestehen  sollen: 

(11)  B^  =  aßR„        B,  =  aßR,, 

so  folgen  hieraus  und  aus  (9)  und  (10)  rückwärts  die  Gleichungen  (6). 

Die  beiden  Gleichungen  (11)  dienen  nur  dazu,  die  einander  homo- 
logen Stellen  (^^,  v)  und  {ü,  v)  beider  Flächen  zu  bestimmen,  während 
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dagegen  die  von  Parametern  freien  Gleichungen  (9)  oder  (10)  cha- 
rakteristisch für  eine  Familie  congnienter  Flächen  sind. 

Die  Rückkehr  zu  allgemeinen  Parametern  ist  nun  sehr  leicht, 

weil  die  in  (9)  und  (10)  auftretenden  Grössen  bei  Parameterände- 
rungen abgesehen  vom  Vorzeichen  ungeändert  bleiben.  Weil  wir 

Vorzeichenänderungen  schon  durch  die  Factoren  a  und  .3  berück- 
sichtigt haben,  so  kommen  wir  von  den  Gleichungen  (9)  und  (10) 

zu  ganz  analogen  Gleichungen,  in  denen  nur  die  links  stehenden 
Grössen  durch 

bez. 

zu  ersetzen  sind,  während  die  Gleichungen  (11)  die  alten  bleiben. 
Ausserdem  darf  nicht  ausser  acht  gelassen  werden,  dass  wir  bisher 
nur  den  Fall  betrachtet  hatten,  dass  die  Gurren  {u)  den  Curven  (ö) 

und  nicht  etwa  den  Curven  (r)  entsprechen.  Indem  wir  dies  berück- 

sichtigen, erkennen  wir,  dass  sich  das  Ergebnis  so  darstellen  lässt:^ 

Satz  30:    Liegen    zwei    reelle   Flächen    in   reeller  Para- 
meterdarstellung vor: 

X  =  (f(u,v),       y  =  r  (m,  ») ,       z  =  tp{u,  v) 
und 

x  =  ̂ {ü,v),       y  =  x{ü,v),       z  =  w {ü,  v) 

und  besteht  auf  keiner  der  beiden  Flächen  eine  Relation 

zwischen  den  Hauptkrümmungsradien  B^  und  B^  bez.  R^ 

und  R^,  so  wird  die  Frage,  ob  die  Flächen  einander  con- 
gruent  sind,  so  entschieden:  Bedeuten  d^s  und  d.^s  die 
Bogenelemente  auf  der  durch  einen  Punkt  der  ersten  Fläche 

gehenden  Krümmungscurven,  so  bildet  man  diejenigen  Dif- 
ferentialquotienten der  Hauptkrümmungsradien,  die  sich 

beim  Fortschreiten  nach  diesen  Elementen  ergeben.  Man 

setzt  nämlich,  wenn  E,  Fj  G,  L,  M,  N  die  Fundamental- 
grössen   der  ersten   Fläche  bedeuten,  in 

dB,    1    dB,  ̂  
du         dv du         dv 

yE+  2Fk  +  Gk* yE  +  2Fk  +  ak' 
*  Dieses  Merkmal  der  Congrnenz  hat  Lie  angegeben,  vgl.  die  Anm.  zu 

S.  341;  doch  ist  er  auf  die  Vorzeichenbestimmung  nicht  eingegangen,  sodass 

bei  ihm  zwischen  Congruenz  und  Symmetrie  nicht  unterschieden  wird,  ein 
Umstand,  auf  den  er  übrigens  selbst  hingewiesen  hat. 
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für  k  die  beiden  reellen  Werte  ein,  die  sich  aus  der  qua- 
dratischen Gleichung 

P     ß       £   \ 

-  k      F      M    =0, 

1       G      N 

ergeben,  indem  man  die  Quadratwurzeln,  die  soeben  auf- 
traten, positiv  wählt.  Zwischen  den  dadurch  hervorgehen- 

den vier  Functionen  von  u  und  v: 

dB,  dR^  dB, 

BBi 

öl  s 
Öo  s öl  s  doS 

und    den   beiden    von    einander    unabhängigen    Functionen 
von  u  und  v: 

K 

R. 

"1 ;         ̂ "2 

bestehen  alsdann  vier  Gleichungen  von  der  Form: 

dl  s 

dB, 

öl  s 

=  %{R,,R,)., 
Ö2  s 

dB, 

do  s 

^%{R,,R, 

zweite Bildet    man  die    entsprechenden  Grössen    für    die 
Fläche: 

dBi  dBi  dB,  dB, 

öl  s  d,s  öl  s    '         Ö2  s    ' 

so  sind  beide  Flächen  einander  dann  und  nur  dann  con- 
gruent,  wenn  für  die  zweite  Fläche  bei  passender  Wahl 
von  a  =  ±1  und  ß  =  ±  l   entweder  die  Gleichungen: 

ß 
öl  s dB. 

=  a> 
d,s dBo 

\{aßR^,aßR^),       a^-  =  W,[ccßR„aßR. 

oder  diejenigen  Gleichungen  bestehen,  die  hieraus  her- 
vorgehen,   wenn    man    die   Indices    1    und    2    vertauscht.    

Alsdann  sind  diejenigen  Punkte  {u,  v)  und  {ü,  v)  beider 
Flächen  homolog,  deren  Parameter  im  ersten  Falle  den 
beiden  Gleichungen 

R,=aßR„       R,  =  aßR„ 

im  zweiten  Falle  den  beiden  Gleichungen 
R, 

genügen. 
aßR^,        R^  =  ußR^ 
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Hiernach  ist  es  angebracht,  die  Gleichungen: 

(12) ^  4^ = ^1  (^1' ̂ 2)'  4^ = ^1  (^1'  ̂2)' 

die  natürlichen  Gleichungen  der  Fläche  (1)  zu  nennen,^  da 
sie  die  Fläche  ohne  Rücksicht  auf  ihre  zufällige  Lage  und  ohne 

Rücksicht  auf  ihre  zufällige  Parameterdai*stellung  vollkommen  charak- 
terisieren. Man  vergleiche  die  analoge  Bezeichnung  bei  den  Curven 

in  I  S.  210.  Damals  entzogen  sich  gewisse  Curven  der  allgemeinen 

Form  (1)  der  natürlichen  Gleichungen  einer  Curve,  1  S.  208,  näm- 
lich diejenigen,  als  deren  natürliche  Gleichungen  die  Gleichungen  (4) 

und  (5),  I  S.  210,  zu  benutzen  waren.  Hierzu  haben  wir  in  der 
Flächentheorie  etwas  Entsprechendes:  Eine  Ausnahme  bilden 
hier  diejenigen  Flächen,  auf  denen  eine  Relation  zwischen 
den  beiden  Hauptkrümmungsradien  besteht.  Diese  Flächen 
sollen  im  nächsten  Paragraphen  betrachtet  werden. 

Oben  sprachen  \vir  einleitend  von  denjenigen  Differential- 
invarianten der  Flächen,  die  nicht  nur  bei  Ausführung  aller  Be- 

wegungen ungeändert  bleiben,  sondern  —  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen —  auch  bei  Einführung  irgend  welcher  neuer  Parameter. 

Insbesondere  fanden  wir,  dass 

/■.  q\  -p  7?  ̂ -^1  dRi  9i?5  dR, 
^^^^  ^1'  ̂ 2'  -5^7-'  -Q^^  -ä^'  ̂  

solche  Grössen  sind.  Da  nun  eine  Fläche,  abgesehen  von  ihrer 
Lage  im  Räume  und  ihrer  analytischen  Darstellung,  durch  ihre 
natürlichen  Gleichungen  (12)  völlig  charakterisiert  ist,  so  kann  man 

daraus  schKessen,  dass  alle  übrigen  Differentialinvarianten  der  er- 
wähnten Art  aus  den  sechs  angegebenen  durch  einfache  Differen- 

tiationsprocesse  hervorgehen.  Wir  wollen  dies  hiermit  nur  ange- 
deutet   haben    und    gehen    nicht    weiter  darauf   ein,    weil   wir,    wie 

^  Obgleich  verschiedene  Autoren  von  den  natürlichen  Gleichungen  einer 
Curve  sprechen,  scheint  doch  nirgends  von  den  natürlichen  Gleichungen  einer 

Fläche  die  Eede  zu  sein,  selbst  nicht  in  Cesaro's  „Vorlesungen  über 
natürliche  Geometrie",  deutsch  von  Kowalewski,  Leipzig  1901,  in  denen 
man  noch  am  ehesten  diese  Bezeichnung  zu  finden  erwartet.  Wir  citieren  dies 
Werk  hier,  um  unsere  litterarischen  Nachweise  zur  Theorie  der  natürlichen 

Gleichungen  von  Curven  im  1.  Bande  dadurch  zu  vervollständigen.  Man  findet 

in  diesem  Buche  zahlreiche  Beispiele  im  Sinne  der  von  uns  in  I  S.  68 — 71 

gegebenen. 
SCHEFFERS,   GeouL  Diffr.    IL  23 
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unsere  Ergebnisse  lehren,  thatsächlich  mit  den  sechs  betrachteten 

Grössen  (13)  ausreichen.  Nochmals  erinnern  wir  aber  daran,  dass 
in  (13)  die  Diflerentiationen  zwar  nach  den  Bogenelementen  der 
Krümmungscurven  auszuführen  sind,  dass  wir  aber  doch  die 

Grössen  (13)  stets  bei  beliebig  vorgelegten  Flächengleichungen: 

x  =  (p{u,v),       y=x{u,v),       z  =  ip{u,v) 

durch  Differentiationen  allein  berechnen  können,  und  dass  die 

Aufstellung  der  natürlichen  Gleichungen  (12)  also  nur 
Differentiationen  und  Eliminationen  verlangt. 

Wir  deuten  nur  noch  Eines  an:  Legt  man  auf  die  obigen  Vor- 
zeichenbestimmungen keinen  Wert,  so  kann  man  zu  den  Merkmalen 

kommen,  die  nicht  nur  den  Fall  der  Congruenz,  sondern  auch  den 

der  Symmetrie  umfassen,  und  dann  steht  nichts  im  Wege,  das 
Ergebnis  auch  auf  imaginäre  Flächen  oder  auf  reelle  Flächen  mit 

imaginärer  Parameterdarstellung  auszudehnen.  Wir  nennen  des- 
halb die  Gleichungen  (12)  auch  in  diesen  Fällen  die  natürlichen 

Gleichungen  der  Fläche. 

§11.    Flächen,  deren  Hauptkrümmungsradien  durch  eine  Relation 
verbunden  sind. 

Bei  der  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Theorie 

der  Congruenz  sahen  wir  uns  genötigt,  diejenigen  Flächen  auszu- 
schliessen,  bei  denen  zwischen  den  beiden  Hauptkrümmungsradien  li\ 

und  ̂ 2  ̂ ^^  allgemeinen  Flächenpunktes  {u,  v)  eine  Gleichung  be- 
steht, oder  also,  bei  denen  sich  J?^  als  Function  von  2i^  allein  aus- 

drücken lässt  (vgl.  S.  348).  Diese  Flächen  lassen  sich  auch  so 
charakterisieren:  Bei  ihnen  besteht  eine  Gleichung  zwischen  der 
Krümmung  K  und  der  mittleren  Krümmung  R.  Indem  wir  sie  so 
definieren,  umfassen  wir  zugleich  diejenigen  imaginären  Flächen,  die 
keine  Hauptkrümmungsradien  haben,  nämlich  die  Flächen  mit 

einer  Schar  von  Minimalgeraden  (vgl.  S.  115).  Denn  nach 
Satz  106,  S.  240,  besteht  ja  bei  diesen  Flächen  die  Gleichung: 

Aber  zu  den  bisher  ausgeschlossenen  Flächen  gehören  noch  viele 
andere,  insbesondere  reelle  Flächen.  So  gehören  hierher  die  Flächen 
constanter  Krümmung,  für  die 

K  =  Const. 



§11.    Hauptkrimimungsradien  durch  eine  Relation  verbunden.     355 

ist,  von  denen  wir  in  §  5  sprachen,  ferner  die  Minimalflächen, 
für  die 

H  =  0 

ist  und  die  wir  in  §  15  des  2.  Abschnittes  untersucht  haben.  Es 

gehören  hierher  auch  die  Flächen  constanter  mittlerer  Krüm- 
mung überhaupt: 

H  =  Const, 

denen  wir  gelegentlich,  auf  S.  236,  begegnet  sind.  Endlich  sind 
hier  auch  die  Rotationsflächen  zu  nennen,  denn  nach  S.  122 

sind  Krümmung  K  und  mittlere  Krümmung  B  einer  Rotationsfläche 
Functionen  der  Bogenlänge  der  Meridiancurve,  sodass  auch  bei  den 

Rotationsflächen  eine  Relation  zwischen  Ä'  und  H  besteht. 
Zu  den  Flächen  also,  bei  denen  eine  Relation  zwischen 

der  Krümmung  £  und  der  mittleren  Krümmung  H  vor- 
handen ist.  gehören  ausgedehnte  Familien  von  gerade  besonders 

interessanten  Flächen,  und  aus  diesem  Grunde  wollen  wir  hier  diese 

Flächen  genauer  untersuchen.^ 
Wir  nehmen  dabei  die  Krümmungscurven  als  Parameterlinien  (u) 

und  (r)  an.  Durch  diese  Annahme  werden  allerdings  die- 
jenigen Flächen,  die  eine  Schar  von  Minimalgeraden  ent- 
halten, ausgeschlossen  (nach  S.  175),  also  diejenigen  Flächen, 

die  wir  schon  auf  S.  227 — 229  kurz  untersucht  und  analytisch  dar- 
gestellt haben.  Wenn  wir  von  ihnen  hier  absehen,  so  haben  die 

zu  betrachtenden  Flächen  im  allgemein  gewählten  Punkte  («,  v) 

sicher  Hauptkrümmungsradien  ^j  und  B^- 
Wir  benutzen  diese  Gelegenheit,  um  hier  einmal  diejenigen 

Formeln  zusammenzustellen,  die  aus  unseren  allgemeinen  Formeln 
hervorgehen,  wenn  es  sich  um  eine  beliebige  Fläche  handelt, 
deren  Parameterlinien  die  Krümmungscurven  sind.  Nach 

Satz  63,  S.  182,  und  naeh  XI  {C)  ist  in  diesem  Falle: 

(1)  F=M=0,       L''  =  EG. 

*  Auf  die  in  vielfacher  Hinsicht  interessanten  Flächen,  deren  Haupt- 
krömmungsradien  durch  eine  Relation  verbunden  sind,  hat  zuerst  Weingarten 
aufmerksam  gemacht,  dem  man  auch  eine  Reihe  wichtiger  Sätze  über  diese 

Flächen  verdankt.  Man  nennt  diese  Flächen  deshalb  WEixGAKTEx'sche  oder 
kürzer  W-Flächen.  Wir  eitleren  Weixgaetexs  Abhandlimgen :  „Über  eine 
Classe  auf  einander  abwickelbarer  Flächen'',  Journal  f.  d.  r.  u.  a. 
Math.  59.  Bd.  (1861),  und  „Über  die  Oberflächen,  für  welche  einer  der 
beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  eine  Function  des  anderen 

ist",  ebenda  62.  Bd.  (1862). 

23* 
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Die  drei  Fundamentalgleichungen  (9),  (10),  (11),  S.  270,  271,  nehmen 
daher  die  Form  an: 

(2) 

iV 2    ̂u  (    £     +     Q 

Nach  XII  (Ä')  ist   ferner,    wenn  B^   denjenigen  Hauptkrümmungs- 
radius bezeichnet,  der  zur  Tangejite  der  Krümmungscurve  (u)  gehört: 

(3) 
1        L 

7?    —    ̂ 

2  ^ 

Vgl.  XII  (H),    sodass    die    erste    und    dritte    Fundamentalgleichung 
auch  so  geschrieben  werden  kann: 

d     E 

oder  so: 

1 

dB, 
du    B^         ̂   ̂\Bi    ̂    B^ 

B2  —  B1    dv 
-du    ̂°^  V 

dB, 

B1—B2    du 

Hierin  treten  übrigens  die  Wurzelzeichen  nur  scheinbar  auf,  sodass 
wir  über  ihre  Vorzeichen  nichts  festzusetzen  brauchen.  Die  zweite 

Fundamentalgleichung  (2)  lässt  sich  wegen  (3)  so  schreiben: 

oder: 

(5) 

Bi  Ä2 

Gu 

+ 

E, 

du  2]/ EG  dv   2yEG 

YEG  ̂   _d_  /_!_  dVG 

B^B^         du  \  Ye'      du 

+  ̂ 

dYE 

dv  \YG       dv 

Auch  hier  treten  die  Wurzeln  nur  scheinbar  auf. 

Nach  Xn  {R)  kommt  ferner  wegen  (1)  und  (3): 

(6) X.=- 
V  V Ba 

Y  =- 

B, 

Bo 
Z.=- 

Die  Formeln  (1)  bis  (6)  gelten  für  beliebige  Flächen, 
vorausgesetzt,  dass  ihre  Parameterlinien  (m)  und  (u)  die 
Krümmungscurven  sind. 
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Wir  wollten   nun   insbesondere  diejenigen  Flächen  betrachten, 

auf  denen  eine  Relation  zwischen  den  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien ^j   und  R^  besteht: 

Im  besonderen  kann  diese  Relation  die  specielle  Form  B^  —  Const 
oder  ̂ 2  =  Const  haben;  es  ist  aber  leicht,  alle  Flächen,  auf 
denen  einer  der  Hauptkrümmungsradien  constant  ist,  an- 

zugeben.    Ist  nämlich  z.  B. 

^j  =  Const, 

so  lehren  die  drei  ersten  Formeln  (6),  dass  die  Ausdrücke: 

X  +  i?j  X,      y  +  B.r,       z  +  B^Z 

frei  Ton  u  sind.  Es  sind  dies  aber  die  Coordinaten  f,  t),  j  des 
Mittelpunktes  des  ersten  Hauptkrümmungskreises  im  Flächenpunkte 

(m,  v\  Sie  hängen  also  nur  von  i-  ab,  d.  h.  die  Mittelpunkte 
der  ersten  Hauptkrümmungskreise  erfüllen  eine  gewisse 

Curve  c,  keine  Fläche,  indem  zu  allen  Punkten  einer  Krümmungs- 
curre  (o)  derselbe  Mittelpunkt  gehört.     Aber  noch  mehr,  aus: 

l{v)  =  X  +  R^X,       9(f)  =y  +  R^r,       iiv)  =  z  +  R,Z 

folgt  noch  längs  der  Curve  c: 

5'  =  .r^  +  i?,X,         t)'  =  y^-^R,T,        i  =  z^+R,Z^. 
Also  ist: 

Sj'(x-5)=  -^jS(t.  4-^iX.)A-=  -i?,SX.r.-^,2sxX^. 
Nach  XI  [H)  und  XI  (/)  gilt  also  die  in  x,  y,  z  lineare  Gleichung: 

Sj'(^-i-)  =  0. 

Da  f ,  9»  S  D^r  von  v  abhängen,  so  heisst  dies:  Jede  Curve  (r)  liegt 
in  einer  Ebene,  die  durch  den  zugehörigen  Mittelpunkt  (f,  Q,  j) 

geht  und  deren  Normale  Richtungscosinus  proportional  5',  p',  3'  hat 
und  deshalb  der  Tangente  der  Mittelpunktscurve  c  im  Punkte  (f,  X),  3) 
parallel  ist  Da  alle  Punkte  {x,  y,  z)  der  Curve  {v)  vom  zugehörigen 

Mittelpunkt  (5,  ̂.  5)  denselben  Abstand  R^  haben,  so  ist  daher  jede 
Curve  (ü)  ein  Kreis  vom  constanten  Radius  R^,  dessen  Mittelpunkt 

(f,  5,  j)  auf  einer  Curve  c  liegt  und  dessen  Ebene  zur  Tangente 
von  c  in  diesem  Mittelpunkt  senkrecht  ist.  Also  ist  die  Fläche 

eine  Röhrenfläche  (vgl.  das  2.  Beispiel  und  Fig.  63,  S.  181). 

Stillschweigend   haben  wir  hierbei  vorausgesetzt,   dass  die  con- 

staute  Grösse  R^  endlich  sei.     Ist  R^  =  cc,  so  ist  X  =  0  nach  (3), 
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d.  h.  wegen  (1)  auch  LN—M^=:0.  Die  Fläche  ist  dann  ab- 
wickelbar, nach  Satz  19,  S.  132.  Umgekehrt  leuchtet  ein,  dass 

auf  jeder  abwickelbaren  Fläche  der  eine  Hauptkrümmungsradius 
unendlich  gross  ist,  denn  die  Krümmungscurven  der  einen  Schar 
sind  hier  die  Erzeugenden,  nach  S.  177,  und  die  Normalen  der  Fläche 
längs  einer  Erzeugenden  sind  einander  parallel,  nach  Satz  7,  I  S.  277, 
treffen  sich  also  erst  im  Unendlichen. 

Sollen  beide  Hauptkrümmungsradien  einer  Fläche  constant  sein, 

so  sind  verschiedene  Fälle  denkbar:  Wären  zunächst  B^  und  If^  beide 
endlich,  aber  verschieden,  so  würde  aus  (4)  folgen,  dass  U  nur  von  u 
und  G  nur  von  v  abhinge,  sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  wäre : 

ds^  =  S{u)du^  +  G{v)dvK 

Indem  man  |  '^ Edu  und  1  "^Gdv  als  neue  Parameter  ü  und  v 
einführt,  bringt  man  es  alsdann  auf  die  Form: 

ds^  —  dii?  +  dv^ . 

Dies  aber  ist  das  Quadrat  des  Bogenelementes  in  der  Ebene  mit  den 
rechtwinkligen  Coordinaten  ü,  v,  sodass  die  Fläche  abwickelbar  wäre; 
nach  IS.  279  u.  f.  Dann  aber  ist  ein  Hauptkrümmungsradius  unendlich 

gross,  sodass  sich  ein  Widerspruch  ergiebt.  Daher  ist,  wenn  R^  und 

R^  constant  und  endlich  sein  sollen,  nur  der  Fall  B^  =  B^  mög- 
lich, in  dem  die  Fläche  nach  Satz  12,  S.  120,  eine  Kugel  ist. 

Ist  B^  constant  und  endlich,  aber  B^  =  oc,  so  ist  die  Fläche 

einerseits  eine  Röhrenfläche  mit  oo^  congruenten  Kreisen  {v)  und 
andererseits  abwickelbar.  Dabei  müssen  die  Geraden  der  Fläche, 

als  Krümmungscurven  {u),  jene  Kreise  senkrecht  schneiden.  Aber  die 

Tangenten  der  Curven  {u)  sind  nach  S.  181  den  Tangenten  der  Mittel- 
punktsciirve  c  parallel.  Also  ist  der  Ort  der  Kreismitten  eine  Gerade, 
die  Fläche  daher  ein  Rotationscylinder. 

,Sind    endlich  B^  und  B^    beide  unendlich  gross,    so  artet  der 
Cylinder  in  die  Ebene  aus.     Daher: 

Satz  31:  Ist  einer  der  Hauptkrümmungsradien  einer 
Fläche  constant  und  endlich,  so  ist  die  Fläche  eine 

Röhrenfläche;  ist  er  unendlich  gross,  so  ist  sie  insbesondere 

eine  abwickelbare  Fläche.  Sind  beide  Hauptkrümmungs- 
radien constant,  aber  endlich,  so  müssen  sie  einander 

gleich  sein,  und  die  Fläche  ist  dann  eine  Kugel.  Ist  der 
eine  endlich  und  constant,  der  andere  unendlich  gross, 

so  ist  die  Fläche  ein  Rotationscylinder.  Sind  beide  un- 
endlich gross,   so  ist  die   Fläche   eine  Ebene. 
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Da  wir  somit  die  Flächen  kennen,  auf  denen  wenigstens  ein 
Hauptkrümmungsradius  constant  ist,  können  wir  von  jetzt  ab  von 

ihnen  absehen.  Wir  wollen  also  jetzt  diejenigen  Flächen  unter- 
suchen, auf  denen  eine  Relation  zwischen  den  beiden 

Hauptkrümmungsradien  B^  und  R^  besteht: 

(7)  ß(i?,,Ä,)  =  0, 

die  sich  aber  nicht  auf  B^  =  Const.  oder  B^  =  Const.  redu- 
cieren  soll,  ebenso  nicht  auf  B^  =  R^,  da  sich  dann  nach 
Satz  12,  S.  120,  wieder  die  Kugeln  ergeben  würden. 

Infolge  dieser  Relation  (7)  ist  R^  als  Function  von  B^  oder 
umgekehrt  B.^  als  Function  von  B^  aufzufassen.  Aus  (4)  folgt  dann, 
dass  von  den  Functionen: 

W  VE   _  C     dB,  VG    _  f     dB, 

die  erste  eine  Function  von  u  allein  und  die  zweite  eine  Function 
von  V  allein  ist,  sodass  kommt: 

(8)  E=  B^^U{u)e''^   ̂ -^  ,       G  =  B^^r{v)e'-'  ̂ -^  , 

wo  U  nur  von  u  und  F  nur  von  v  abhängt.  Unter  dem  ersten 

Integral  ist  natürlich  für  B^  die  aus  (7)  folgende  Function  von  B^ 
zu  setzen,  unter  dem  zweiten  dagegen  für  B^  die  aus  (7)  folgende 
Function  von  B,.  Es  ist  weder  C  noch  V  gleich  Null,  weil  sonst 
J)  =  0,  die  Fläche  also  die  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  wäre. 

Wenn  wir  jetzt  neue  Parameter 

ü=  Nudu,       v=  Nvdv 

auf  der  Fläche  einführen,  wobei  die  Burümmungscurven  nach  wie  vor 
die  Parameterlinien  bleiben,  da  ü  nur  von  u  und  v  nur  von  v  abhängt, 
so  werden  die  Coordinaten  x,  y,  z  Functionen  von  ü,  v,  und  zwar  ist: 

x-YÜ  =  x^,        x,}T=x^. 

u.  s.  w.,  sodass  nach  XI  {J)  für  die  neuen  Fuudamentalgrössen  E,  G 
kommt: 

also  nach  (8): 

E^B^^e'^  Ä.-Ä.,        Q^j^^2g-J    Ä,_ij, 
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Bei  der  Aufstellung  der  Formeln  (1)  bis  (6)  hatten  wir  nur  das 

Eine  vorausgesetzt,  dass  die  Parameterlinien  {u)  und  (u)  die  Krüm- 
mungscurven  seien.  Da  dasselbe  von  den  neuen  Parameterlinien  (m) 

und  {v)  gilt,  so  dürfen  wir  annehmen,  wir  hätten  schon  vor  der  Auf- 
stellung der  Formeln  (1)  bis  (6)  gerade  diese  neuen  Parameter  ü 

und  V  statt  u  und  v  benutzt,  d.  h.  wir  dürfen  annehmen,  dass  in 

den  Formeln  (1)  bis  (6)  die  Grössen  E  und  G  die  soeben  gefundenen 
Werte  E,  Q  haben,  also: 

dRt 

(9)  E=R^^e   ̂    -B.-Ä1,        G  =  R^^e   ̂    ̂ ^-^ 

sei.  Weil  JR^  —  B^  nach  Voraussetzung  nicht  gleich  Null  ist,  so 
sind  die  Integrale  endlich. 

Bisher  haben  wir  in  der  ersten  Formel  (9)  die  Grösse  R^  als 

Function  von  E^  und  in  der  zweiten  Formel  (9)  die  Grösse  7?^  als 
Function  von  E^  aufgefasst,  definiert  durch  die  Relation  (7),  Wir 
können  natürlich  auch  E^  und  E^  beide  als  Functionen  emer 
dritten  Grösse,  einer  Hülfsveränderlichen  w  auffassen,  z.  B.  so:  Die 
Function r      dB, 

(10)  w  =  e-^  iJx-^ 

ist  sicher  nicht  constant,  weil  1  :  (7i\  —  E^)  nicht  gleich  Null  ist. 
Wenn  wir  aus  (7)  die  Grösse  E^  als  Function  von  E^  berechnen 
und  in  diesen  Ausdruck  w  einsetzen,  so  wird  w  eine  Function  von 

E^  allein,  die  keine  Constante  ist.  Umgekehrt  ist  dann  auch  E^^ 
eine  Function  von  w,  etwa: 

(11)  E^  =  r9{w). 

Wegen  (10)  ist  alsdann 

oder: 
  1     dE^ 
R^  —  R^     dw 

& 1 

^ — 

R^ 

w 

1^. 

= 

i9- 

—  w  &'. 

woraus  folgt: 

(12) 

Wenn  wir  unter  ?9-  {w)  irgend  eine  Function  der  Hülfsveränder- 
lichen w  verstehen  und  darauf  E^  und  E.^  durch  die  Formeln  (11) 

und  (12)  als  Functionen  von  w  definieren,  so  wird  die  Elimination 
von  tv  aus  (11)  und  (12)   eine  Relation  zwischen  E^  und  E^  geben. 

Man  erkennt  also,  dass  man  die  eine  Relation  (7)  stets  bei 

Einführung   einer  Hülfsgrösse  w  durch  die  beiden  Gleichungen  (11) 
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und  (12)  ersetzen  kann,  und  umgekehrt:  Ist  0-{w)  irgend  eine  Func- 
tion von  w,  so  ist  durch  (11)  und  (12)  eine  Relation  (7)  zwischen  B^ 

und  if'j  hergestellt 
Auf  der  Fläche  sind  B^  und  S^  zwei  infolge  von  (7)  von  ein- 

ander abhängige  Functionen  von  u  und  r.  Daher  ist  nach  (11) 
auch  die  Hülfsgrösse  ic  eine  gewisse  Function  von  u  und  v. 

Wenn  wir  nun  die  Werte  (11)  und  (12)  in  (9)  einführen,  wobei     . 
infolge  von  (11)  und  (12): 

dl?^  =  &'du;,       dB,  =  -  IC  &"dw 

ist,  so  kommt,  weil  dann  auch  (10)  besteht: 

(13)  ^=^' 
während 

G=  {&  -  tcirfe      ̂   *' oder: 

(14)  G  =  a  [^~^^') '  («  =  Const) 
wird.  Wenn  wir  statt  v  einen  neuen  Parameter  v  =  cv  einführen, 

wobei  c  eine  Constante  bedeute,  so  sind  x,  y,  z  Functionen  der 
neuen  Parameter: 

ö  =  u ,       V  =  cv 
und  dabei  ist: 

1 

tt         u "  •'        e 

u.  8.  w.,  sodass  die  neuen  Fundamentalgrössen  E  und  G  nach  XI  {J) 
diese  werden: 

r=  s  V  =  S.-„^  =  E,      G  =  S  V  =  ̂Sx/  =  I-. 

Wählen  wir  jetzt  c  =  Yä,  so  kommt  also  nach  (13)  und  (14) 

^=^'       ̂   =  i       ̂-       )   • 
Da  wir  bei  Einführung  der  neuen  Parameter  wiederum  die 

Krümmungscurven  als  Parameterlinien  haben,  so  dürfen  wir  —  wie 
oben  —  annehmen,  wir  hätten  von  vornherein,  vor  Aufstellung  der 

Formeln  von  (1)  an,  schon  diese  besonderen  Parameter  benutzt,  d.  h. 
wir  dürfen  setzen: 
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Die  Formeln  (10),  (11),  (12)  ändern  sich  dabei  nicht,  weil  in  ihnen 
weder  u  noch  v  als  Argument  auftritt,  vielmehr  u  und  v  nur  in 

B^,  i?2  und  lü  vorkommen.    Nach  (3),  (11),  (12)  und  (15)  kommt  noch: 

Z  =  ~  =  ~^~         A'  =  —  -  =  ̂  ~  ̂  '^' 

ß=0, 

G  = 
1  &  -  ti;&'' 

M  =  0, 

N  = 
^  -  IV  &' 

^,2 

&,       L\ 
=  &- 

■  IV  d-' 

Also  hat  sich  ergeben: 

Satz  32:  Besteht  auf  einer  Fläche,  die  keine  Schar,  von 
Minimalgeraden  enthält,  eine  Relation  zwischen  den  beiden 

Hauptkrümmungsradien  E-^  und  71*2,  ist  aber  weder  /i'^  noch 
7t*2  constant,  so  kann  man  die  Fundamentalgrössen  der 
Fläche   auf  die   Form   bringen: 

während: 

ist.     Dabei    bedeutet  iv  eine  Function  der  Parameter  u,  v 
der  Fläche   und  xh   eine   Function  von  w   allein. 

Es  fragt  sich  nun  aber,  ob  man  %v  irgendwie  als  Function  von 
u,  V  und  i9  irgendwie  als  Function  von  tv  wählen  darf.  Wir  wissen 

nach  Satz  25,  S.  338,  dass  zu  gegebenen  Fundamentalgrössen  dann 
und  nur  dann  Flächen  vorhanden  sind,  wenn  sie  die  Fundamental- 

gleichungen erfüllen.  Wenn  wir  die  im  Satze  32  angegebenen  Funda- 
mentalgrössen benutzen,  so  reducieren  sich  die  Fundamentalglei- 

chungen wegen  F  =  M=  0  auf  die  obigen  Gleichungen  (2).  Ferner 
sind  dann  E^  und  Äg  durch  (3)  gegeben.  Man  überzeugt  sich  sofort, 

dass  die  im  Satze  angegebenen  Werte  von  E^  und  J?^  die  Gleichungen 
(3)  erfüllen.  Wir  haben  die  Fundamentalgleichungen  mittels  (3) 
auf  die  Formen  (4)  und  (5)  gebracht.  Die  Gleichungen  (4)  werden 

augenscheinlich  befriedigt,  nicht  so  die  Gleichung  (5).  Denn  zu- 
nächst können  wir  für  YF  und   ]/6r  nach  dem  Satze  die  Werte 

&  S-  -  w&' 

nehmen,  da  das  Vorzeichen  der  Wurzeln,  wie  schon  bemerkt  wurde, 
in  (5)  keine  Rolle  spielt.     Alsdann  aber  kommen  für 

^  und 

"j/jS-      bu  yo       Bv 
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die  Werte: 

i^"tDVu  1  ^     9'W^ 

iy' 

sodass  die  Gleichung  (5)  —  die  einzige  noch  zu  erfüllende  Be- 
dingung —  die  Form  annimmt: 

1     _    ö     »"wtr^        ̂   &'w, 
'wW  ~~  Jü       »'^        ''  dv      tc' 

Wir  finden  also: 

Satz  33:  Nur  dann,  wenn  man  w  so  als  Function  von  u 
und  V  und  &  so  als  Function  von  ic  wählt,  dass  die  Be- 
dingung: 

1     _  j9^   &"tpic„       J_  &'w^ 
tc»'  ~  ~dü      W*        ̂   dv     w* 

für  alle  Werte  von  u  und  v  erfüllt  wird,  giebt  es  Flächen 

mit  den  in  Satz  32  angegebenen  Fundamentalgrössen. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  eine  Fläche  sei  uns  irgendwie  durch 
ihre  endlichen  Gleichungen  gegeben,  ausgedrückt  mittels  zweier 
Parameter  a  und  v: 

(16)  T  =  (p {ü,  V),      !/  =  z{ü,v),       z  =  tp (ö.  v). 

Wir  können  dann  leicht  entscheiden,  ob  sie  zu  den  hier  betrachteten 

Flächen  gehört.  Wir  berechnen  nämlich  die  Hauptkrümmungsradien 

B^  und  ̂ 3  als  Functionen  von  ü  und  v  nach  XII  (K)  und  unter- 
suchen, ob  die  Functionaldeterminante  von  JR^  und  Ä,  hinsicht- 

lich ü  und  f  gleich  Null  ist.  Ist  dies  der  Fall,  so  besteht  eine 

Relation  zwischen  Ji^  und  ü^,  sonst  nicht;  nach  Satz  54,  I  S.  82. 
Wenn  eine  Relation  besteht,  so  ergiebt  sich,  indem  man  aus  den 

gefundenen  Werten  von  Ii^  und  F^  etwa  ü  eUminiert.  wobei  dann 
zugleich  V  von  selbst  verschwinden  muss,  die  Relation  zwischen  B^ 
und  ̂ 2- 

Wir  wollen  nun  annehmen,  bei  der  Fläche  (16)  sei  wirklich 

eine  solche  Relation  vorhanden,  die  nach  B^  aufgelöst  etwa  ergebe: 

(17)  B,  =  o{B,), 

indem  wir  den  Fall  B^  =  Const.  beiseite  lassen,  und  wollen  uns 

fragen,  wie  man  alsdann  die  in  Satz  32  benutzten  Para- 
meter u  und  V  findet,  die  vorläufig  ja  noch  unbekannte  Func- 

tionen der  in  (16)  auftretenden  Parameter  ü,  v  sind.  Es  wird  eine 
noch  unbekannte  Function  w  von  u,  i*  und  eine  noch  unbekannte 
Function  &  von  ic  geben,  sodass  in  Gemässheit  des  Satzes: 

B^  =  &,       i?2  =  i9--»ct9-' 
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wird.  Natürlich  kann  w  auch  als  Function  der  Parameter  ü  und  y 

aufgefasst  werden.  Als  solche  aber  kann  sie  und  zugleich  &  leicht 
berechnet  werden,  denn  nach  (17)  ist  zu  fordern: 

0-  _  w  xy  =  q{&) 

oder,  da  d-  nur  von  w  abhängt: 
d&          dw 

woraus  durch  eine  Quadratur  hervorgeht: 

f &-QI&) =  log  lü  4-  Const. 

Ist  die  Quadratur  ausgeführt,  so  giebt  die  Auflösung  dieser  Glei- 

chung nach  i9  die  gesuchte  Function  «9-  von  w,  wobei  noch  eine 
willkürliche  Constante  auftritt.  Nun  folgt,  da  1?^  als  Function  von  ü 
und  V  bekannt  ist,  aus 

durch  Auflösung  nach  tc  auch  der  Wert  von  w  als  Function 
der  ursprünglichen  Parameter  ü,  v. 

Jetzt  gehen  wir  daran,  die  neuen  Parameter  u  und  u  als  Func- 
tionen von  ü  und  v  zu  finden.     Sind 

(18)  u  =  1  {ü,  v) ,       V  =  n  [ü,  V) 

diese  unbekannten  Functionen,  so  ist  längs  der  Krümmungscurven  {u) 

und  (ü)  der  Fläche  du  =  0  bez.  dv  =  Q,  d.  h.  entweder 

(19)  ^i.dü  +  ~dv  =  0 

oder 

(20)  ^dü  +  -l^~dv  =  0. 

Nun  aber  lautet  die  Differentialgleichung  der  Krümmungscurven 

in  den  ursprünglichen  Parametern  ü,  v,  wenn  J>  F,  G,  L,  M,  N  die 

zugehörigen  als  Functionen  von  ü,  v  bekannten  Fundamental- 
grössen  bedeuten,  nach  XII  [U)  so: 

dv^ 

E L 
—  du  dv 

F M 

=  0 

du''
 

G N 

Es    ist    dies   eine   quadratische   Gleichung  für  dv:dü,    die  sich  ia 
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zwei  lineare  Gleichungen  zerspalten  lässt  Es  ergeben  sieh  dabei 
etwa  die  Gleichungen 

df-  /-    -\  dv        Ol-    -\ 

-^  =  a{u,v),       -j^  =  ß{u,v) 

als  die  Differentialgleichungen  der  Krümmungslinien,  a  undi  sind 
bekannte  Functionen  von  ö,  v.  Dann  muss  (19)  durch  den 
einen.  (20)  durch  den  anderen  Wert  Ton  dvidü  befriedigt  werden, 
d.  h.  es  muss  sein: 

dl         di.  ^         dfi         du  p       ci 

du         0  T  '       du         a  t  ̂ 

Dies  sind  zwei  Bedingungen  für  die  unbekannten  Functionen  /.  und 
u  von  ü  und  r,  aus  denen  folgt: 

/n  1  \  O  Ä  dl  du  a  d  u 

^     '  du  dv  du  '     dv 

Ausserdem  wissen  wir,  dass  die  noch  unbekannten  auf  u  und  v  be- 
züglichen Fundamentalgrössen  £,  F,  G  den  in  (11),  S.  17,  aufgestellten 

Bedingungen  genügen,  die  sich  infolge  von  (21),  da  ja  F=  0  sein 
muss,  reducireu  auf: 

(22) 

E  = 

<^=  HW^  <^m'- 
Nun  sind  uns  zwar  £,  F,  G  als  Functionen  von  u  und  v  unbekannt, 
aber  wir  können  sie  als  Functionen  von  ö,  v  darstellen.  Denn  sie 

müssen  die  in  Satz  32  angegebenen  Werte  haben,  und  darin  sind 
uns  &  und  tr,  wie  wir  sahen,  als  Functionen  von  ü  und  v  bekannt, 
sodass  wir  also  E.  F,  G  als  Functionen  von  ü,  v  kennen,  wobei 

allerdings  noch  eine  willkürliche  Constante  auftritt  In  den  Glei- 
chungen (22)  sind  also  nur 

d  i.  ,  du 

^^^       und        -^ o  V  d  V 

unbekannte,  alle  anderen  Grössen  dagegen  bekannte  Functionen 
von  ü  und  r.  und  ausserdem  tritt  eine  noch  nicht  näher  bestimmte 

Constante  auf.  Da  cc  ̂   ß  ist,  weil  sonst  die  beiden  Scharen  von 
Krümmungscurven  zusammenfallen  würden,  was  ja  oben  ausgeschlossen 



366     Dritter  Abschnitt:    Die  Fundamentalgleichungen  der  Flächentheorie. 

worden  ist,  so  ergeben  schon  zwei  der  drei  Gleichungen  (22)  durch 
Auflösen  nach 

dl  j  da 
-^^        und        -^ 0  V  o  V 

diese  Grössen  als  bekannte  Functionen  von  ü  und  v.  Es  kann  sein, 
dass  dabei  die  noch  auftretende  Constante  beliebig  bleiben  darf  oder 

aber  bestimmt  gewählt  werden  muss,  damit  die  drei  Gleichungen  (22) 
einander  nicht  widersprechen.    Aus  (21)  ergeben  sich  weiterhin  auch 

dl  1  d  II 
-^r^       und        V^ 
du  du 

als  Functionen  von  ü  und  v.  Entweder  tritt  in  den  Ausdrücken  für 

diese  vier  partiellen  Differentialquotienten  noch  eine  willkürliche  Con- 
stante auf  oder  nicht.  Da  es  jedenfalls  Functionen  l  und  n  geben 

muss,  weil  der  Satz  32  gilt,  so  werden  jedenfalls  für  einen  bestimmten 
Wert   der  Constanten   die  gefundenen  Ausdrücke  den  Bedingungen: 

d      dl    _     d      dl  d      dfi   _     d      d (i 

dv     du         du     dv  '  dv     du         du     dv 

für  alle  Werte  von  ü  und  v  Genüge  leisten,  sodass  sich  durch  je 

eine  Quadratur  auch  l  und  ̂   selbst  als  Functionen  von  ü  und  v 
bestimmen  lassen.  Da  wir  somit  die  Gleichungen  (18)  zwischen  den 

ursprünglichen  Parametern  ü,  v  und  den  neuen  Parametern  u^  v 
kennen,  so  macht  die  Reduction  der  Flächengleichungen  (16)  auf 

diejenige  Form,  die  in  Satz  32  benutzt  worden  ist,  keine  Schwierig- 
keiten mehr.     Zugleich  haben  wir  die  endlichen  Gleichungen 

"k  (m,  v)  =  Const. ,       fi  {ü,  v)  —  Const. 
der  Krümmungscurven  gefunden.     Daher  hat  sich  noch  ergeben: 

Satz  34:  Besteht  auf  einer  Fläche  eine  Eelation  zwischen 

ihren  beiden  Hauptkrümmungsradien,  so  verlangt  die  Be- 
stimmung ihrer  Krümmungscurven  nur  Eliminationen  und 

Quadraturen.^ In  dem  besonderen  Fall  einer  Röhrenfläche  haben  wir  dies 
schon  auf  S.  181  erkannt. 

1  Siehe  LiE,  „Über  Flächen,  deren  Krümmungsradien  durch  eine 
Relation  verknüpft  sind",  Archiv  for  Math,  og  Naturv.  Bd.  IV  (1880),  oder 
die  Übersetzung  dieser  Abhandlung:  „Sur  les  surfaces  dont  les  rayons 
de  courbure  ont  entre  eux  une  relation",  Bulletin  des  sciences  math. 
2.  Serie,  t.  IV  (1880).  Insbesondere  für  die  Minimalflächen,  die  ja  zu  den 

Flächen  des  Satzes  34  gehören,  ist  der  Satz  schon  früher  von  Roberts  be- 
wiesen worden.  Vgl.  seine  Arbeit:  „Sur  la  surface  dont  les  rayons  de 

courbure  sont  6gaux,  mais  diriges  en  sens  opposes",  Joum.  de  Math, 
p.  et  appl.  1.  Serie,  t.  XI.  (1846). 
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Die  Formeln  des  Satzes  32  zeigen,  dass  man  auf  den  hier  be- 
trachteten Flächen  solche  Parameter  einfuhren  kann,  dass  die  zu- 

gehörigen Fundamentalgrössen  erster  und  zweiter  Ordnung  sämtlich 

Functionen  von  nur  einer  Function  w  (m,  v)  werden.  Diese  Eigen- 
schaft ist  nun  charakteristisch:  Wenn  man  nämlich  auf  irgend  einer 

Fläche  solche  Parameter  u,  v  einführen  kann,  dass  die  Fundamental- 
grössen sämtlich  nur  von  einer  Function  tc  von  u  und  v  abhängen, 

80  folgt  aus  XII  (X),  dass  auch  ihre  Hauptkriimmungsradien  B^ 
und  B^  Functionen  von  ic  allein  werden  und  daher  zwischen  ihnen 

eine  Relation  besteht.     Also  können  wir  sagen: 

Satz  35:  Auf  einer  Fläche  lassen  sich  dann  und  nur 

dann  solche  Parameter  einführen,  für  die  alle  sechs  Fun- 

damentalgrössen von  einander  abhängige  Functionen  wer- 
den, wenn  zwischen  der  Krümmung  und  mittleren  Krüm- 

mung der  Flä,che  eine  Relation  besteht 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  das  Congruenzproblem 
allgemein  behandelt.  Wir  Hessen  dabei  eine  Lücke,  indem  wir  eben 
die  jetzt  betrachteten  Flächen  ausschlössen.  Wir  wollen  eine  Art, 
wie   man   diese  Lücke   ausfüllen   kann,  nur  kurz   andeuten: 

Liegen  zwei  Flächen  vor  und  besteht  auf  der  einen  eine  Re- 
lation zwischen  B^  und  B^  so  kann  diese  Fläche  der  anderen  nur 

dann  congruent  sein,  wenn  bei  der  zweiten  Fläche  dieselbe  Relation 

zwischen  B^^  und  B^  besteht  Um  dann  über  ihre  Congruenz  zu 
entscheiden,  kann  man  auf  beiden  Flächen  nach  der  oben  aus- 

einandergesetzten Methode  mittels  Eliminationen  und  Quadraturen 

solche  neue  Parameter  u,  v  bez.  r<,  v  einführen,^  dass  die  zugehörigen 
Fundamentalgrössen  die  in  Satz  32  angegebenen  Formen  erhalten, 
also  auf  der  einen  Fläche: 

IC*
 

,       F=Q, 

,      .17  =  0, 

^-  %,r^' 
und  auf  der  anderen Fläche: 

ic* 

,      ̂ =0, 

G=(^-
^^" 

2=  * 
,     -V=0, 

y- 
^  Man  kann  die  Congruenztheorie  auch  ohne  vorherige  Quadratnren 

durchfuhren,  vgl.  die  in  der  Anm.  zu  S.  341  genannte  Abhandlung  von  Lie. 
Es  würde  uns  aber  zu  weit  führen,  darauf  näher  einzugehen. 
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wird.  Dabei  ist  w  eine  Function  von  u,  v,  ferner  w  eine  Function 

von  ü,  V  und  &  eine  Function  von  w  allein,  ̂   eine  Function  von  iv 
allein.  Da  ausserdem  die  Parametercurven  die  Krümmungscurven 
sind,  so  können  die  Flächen  nur  in  der  Art  einander  congruent 
sein,  dass  den  Parameterlinien  der  einen  Fläche  die  der  anderen 

entsprechen.  Mithin  wird  man  nach  S.  17  und  nach  Satz  25,  S.  338, 
so  verfahren:  Man  führt  etwa  auf  der  ersten  Fläche  neue  Para- 

meter ein  vermöge  zweier  Gleichungen  von  der  Form: 

ü  =  1  [u) ,       V  =  fi{v) 

oder  vermöge  zweier  Grleichungen  von  der  Form: 

ü  =  fx{v) ,       V  =  l{u), 

wobei  wie  auf  S,  346  im  reellen  Fall  zu  beachten  ist,  dass  die 

Flächennormale  ihre  positive  Richtung  und  daher  auch  die  Funda- 
mentalgrössen  zweiter  Ordnung  ihr  Vorzeichen  ändern,  wenn  nur 

eine  der  beiden  Grössen  ?J  und  fx'  negativ  ist.  Die  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  und  die  Berechnung  der  neuen  Fundamental- 

grössen  H',  F',  G',  L',  M',  N'  ist  mittels  der  Formeln  XI  {Ä)  und 
XII  {B)  leicht  ausgeführt.     Es  kommt  z.  B.  im  ersten  Fall: 

L'  =  ̂L,      3f'=Ü,       N'=^N, 

wo  «  =  +  1  ist,  je  nachdem  A'  ̂   0  ist,  und  /9  =  ±  1  ist,  je  nachdem 

fi'^0  ist.  Nun  hat  man  zu  untersuchen,  ob  sich  die  Functionen  A 

und  fi  so  wählen  lassen,  dass  W,  G'  und  L',  N'  die  obigen  Werte  E^ 
G,  Z,  N  annehmen. 

Diese  Untersuchung  bietet  keinerlei  Schwierigkeiten  dar.  Man 
findet  sehr  leicht,  dass  w :  iv  eine  Constante  sein  muss,  darauf,  dass 

X  und  fi'  Constanten  sein  müssen  u.  s.  w.  Wir  überlassen  die  Rech- 
nung und  die  Aufstellung  des  Ergebnisses  dem  Leser. 

Wenn  auf  der  einen  Fläche  ein  Hauptkrümmungsradius  con- 
stant  ist,  so  muss  dasselbe  auf  der  anderen  Fläche  gelten.  In 

diesem  Falle  ist  die  Erledigung  des  Congruenzproblems  noch  ein- 
facher. Denn  nach  Satz  31  sind  dann  folgende  Möglichkeiten  vor- 

handen: 

Beide  Flächen  sind  Röhren  flächen:  Man  wird  die  Gleichungen 
des  Ortes  c  der  Kreismitten  bestimmen  und  untersuchen,  ob  diese 

beiden  Curven  einander  congruent  sind,  nach  Satz  25,  I  S.  219. 
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Beide  Flächen  sind  abwickelbar:  Man  untersucht,  ob  ihre 

Gratlinien  einander  congruent  sind. 

Beide  Flächen  sind  Kugeln  oder  beide  Flächen  sind  Bota- 
tionscylinder:  In  diesen  Fällen  ist  die  Untersuchung  augenschein- 

lich noch  einfacher. 

Wie  schon  bemerkt  wurde,  gehören  zu  den  in  diesem  Para- 
graphen betrachteten  Flächen  insbesondere  die  Flächen  constanter 

mittlerer  Krümmung 

Für  diese   ergiebt  Satz  32.    wenn   die  Werte  von  B^   und  ̂ ,   ein- 
gesetzt werden,  die  Bedingungsgleichung  für  &: 

aus  der  folgt: 
jH»  -  \)dit  _  dw^ 

Integrieren  wir  beiderseits,  so  kommt: 

(23)  i  log  {H&-2)&  =  log  IC  +  Const 

oder: 

&  =   ^-^           (c  =  Const.) . 

Jetzt  ist  nach  Satz  32: 

^  _  &-{H&  -  2)-  _    , 

G   ~  ^*  ~  ̂"^ 

also    constant.     Nach  Satz  23,  S.  56,    folgt  hieraus,  da  die  Para- 
meterliuien  die  Krümmuugscurven  sind: 

Satz  36:    Auf  den  Flächen   constanter  mittlerer  Krüm- 

mung bilden  die  Krümmungscurven  ein  Isothermensystem.^ 

Femer  lautet  hier  die  Differentialgleichung  XI  (0)  der  Minimal- 
curveu,  da  überdies  F=0  ist,  so: 

oder: 
c  d  u  +  d  V    =  0 , 

sodass 

CM  4:  y       =  Const. 

^  Siehe   Bonnet,    „Note    sur    la    theorie  generale    des    surfaces", 
Comptes  Rendas   t.  XXXVII  (1853),  und  die  in  der  ersten  Anm.   auf  S.  216 
erwähnte  Abhandlung. 

SCHEFFKES,  Geom.  DifDr.    n.  24 
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die  endlichen  Gleichungen  der  Minimalcurven  sind.  Da  die  Ein- 
führung der  Parameter  u,  v  nach  dem  Obigen  nur  Eliminationen 

und  Quadraturen  erforderte,  so  folgt: 

Satz  37:^  Auf  den  Flächen  constanter  mittlerer  Krüm- 

mung lassen  sich  die  Minimalcurven  durch  Quadratur  be- 
stimmen. 

Insbesondere  gehören  die  Minimalflächen  zu  den  Flächen 
constanter  mittlerer  Krümmung,  denn  es  sind  dies  die  Flächen,  für 
die  H  =  0  ist.  In  diesem  Fall  aber  folgt  aus  (23)  anderes  wie 
oben,  nämlich: 

19-  =  cw^  (c  =  Const.), 
sodass  nach  Satz  32 

E 

(24)  ^  =  4cS 

d.  h.  auch  jetzt  constant  ist.     Der  Satz  36  mag  für  diesen  Fall  be- 
sonders formuliert  werden: 

Satz  38:  Auf  den  Minimalflächen  bilden  die  Krüm- 
mungscurven   ein  Isothermensystem. 

Hier  lassen  sich  also  die  Krümmungscurven  so  anordnen,  dass 

sie  unendlich  kleine  Quadrate  bilden,  deren  Diagonalcurven  einer- 
seits wieder  ein  Isothermennetz  darstellen,  weil  das  in  I  S.  125  Ge- 
sagte ja  offenbar  auch  auf  Flächen  gilt,  und  andererseits  nach  S.  241 

die  Haupttangentencurven  sind,  sodass  auch  der  Satz  gilt: 

Satz  39:  Auf  den  Minimalflächen  bilden  die  Haupt- 
tangentencurven  ein  Isothermensystem. 

Aus  (24)  erhellt  ferner,  dass  der  Satz  37  auch  für  die  Minimal- 
flächen gilt,  indem  sich  hier  die  endlichen  Gleichungen  für  die 

Minimalcurven  ergeben: 

2cu  +  iv  =  Const. 

Ferner   ist   im  Fall    der  Minimalflächen  wegen   &  =  c  w^   und 
nach  Satz  32 : 

L  ^^'2 N      w^{d^  -  w  ,r j =  -4c' 

also,  da  iT/=  0  ist,  nach  XII  (X)  die  Differentialgleichung  der  Haupt- 
tangentencurven : 

_  4c^du^  +  dv^  =  0 

^  Siehe  die  in  der  Anm.  zu  S.  366  genannten  Arbeiten  von  Lie. 
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oder: 

2cdu  ±dv   =0, 

woraus  die  endlichen  Gleichungen  der  Haupttangentencurven  hervor- 

gehen : 
2  c  M  +  ü  =  Const. 

Also  folgt: 

Satz  40:  Auf  den  Minimalflächen  lassen  sich  die  Haupt- 

tangentencurven durch  Quadratur  bestimmen.^ 
Übrigens  kann  man  dies  bei  der  in  Satz  114,  S.  247,  gegebenen 

Darstellung  der  Minimalliächen,  die  allerdings  zur  Voraussetzung 
hat,  dass  man  die  Minimalcurven  der  Fläche  schon  kennt,  sofort 

bestätigen,  denn  dort  ergaben  sich  in  (5)  für  die  Fundamental- 
grössen  L.  M,  JV  solche  Werte,  für  die  die  Differentialgleichung  der 
Haupttangentencurven  nach  XII  (X)  so  lautet: 

YWdu  +  ifTdv  =  0, 
sodass 

CyiTdu  ±  i^fTdv  =  Const. 

die  endlichen  Gleichungen  der  Haupttangentencurven  sind. 

Wir  haben  auf  den  Miuimalflächen  oben  folgende  einfache  Dar- 

stellungen der  charakteristischen  Curven  gefunden:  Die  Krümmungs- 
curven  sind  gegeben  durch: 

u  =  Const. ,       V  =  Const. , 

die  Minimalcurven  durch: 

Icu  Aziv  =  Const. , 

die  Haupttangentencurven  durch: 

2  c  ?/  +  r    =  Const 

Hieraus  folgt,  dass  auf  der  Minimalfläche  die  Krümmungscurven  so 
angeordnet  werden  können,  dass  die  Diagonalcurven  ihres  Netzes 
entweder  die  Minimalcurven  oder  aber  die  Haupttangentencurven 
werden.  Vgl.  I  S.  138,  139.  Man  erkennt  hieraus,  dass  der  Satz  87, 
I  S.  139,  für  den  Fall  dieser  Curven  auf  den  Minimalflächen  durch 

unsere  Ergebnisse  bestätigt  wird.^ 

*  Dies  wurde  zuerst  von  Roberts  gezeigt,  vgl.  die  in  der  Anm.  zu  S.  366 
genannte  Abhandlung. 

-  Weitere  Ausführungen  hierzu  findet  man  in  dem  Werke  von  Lib: 
„Vorlesungen  über  Differentialgleichungen  mit  bekannten  infini- 

tesimalem Transformationen'",  bearb.  v.  Verf.,  Leipzig  1891,  Kap.  9,  §  4. 

24* 
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Auch  die  Flächen  constanter  Krümmung: 

1 

K  = 

Ri  Ri 

gehören  zu  den  Flächen  des  Satzes  32.  Mittels  Elimination  und 

Quadraturen  können  wir  also  auch  auf  ihnen  solche  Parameter  u,  v 

einführen,  dass  die  Formeln  des  Satzes  32  gelten.  Alsdann  folgt 

aber,  wenn  wir  dem  Satze   die  Werte  von  R^  und  B^  entnehmen: 

oder 

woraus  durch  Integration  folgt: 

^\og  i&^  —  -^]  =  logw  +  Const. 
oder  auch: 

&^  =  ~  +cw^        (c  =  Const). 

Nach  Satz  32  ist  nun: 

& 

{&- 

-w&') 
1 

~  ~K 

i 
d{&') 

dw 

w 

Kcw 

Die  Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven  nimmt  also 
nach  XII  {X)  hier  die  einfache  Gestalt  an: 

und  liefert  die  beiden  einzelnen  Gleichungen: 

+  c^Ydu  -{■  dv  =  0, 
woraus  folgt,  dass 

+  c  ]/A     M  +     V  =  Const. 

die  endlichen  Gleichungen  der  Haupttangentencurven  sind.    Hieraus 
und  aus  Satz  34  folgt  also: 

Satz  41:  Die  Krümmungscurven  und  Haupttangenten- 
curven einer  Fläche  constanter  Krümmung  lassen  sich 

durch   Quadratur  bestimmen.^ 

1   Satz    von  LiE,    „Zur    Theorie    der    Flächen    constanter    Krüm- 
mung, I",  Archiv  for  Math,  og  Naturv.  Bd.  IV  (1879). 
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§  12.    Functionen  des  Ortes  auf  der  Fläche. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  wollen  wir  noch  eine  Be- 

trachtung anstellen,  die  die  natürliche  Verallgemeinerung  der  Be- 
trachtung im  1.  Bande,  §  13  des  ersten  Abschnittes,  ist.  Wir  stellen 

uns  nämlich  vor,  es  sei  eine  Fläche 

(1)  x  =  (p{u,v),       y  =  '/{u,v),       z  =  'ip  {u,  v) 
und  eine  Function 

f{u,  v) 
der  Parameter  u  und  v  gegeben.  Dabei  beschränken  wir  uns  — 

wie  immer  —  auf  eindeutige,  endliche.,  stetige  und  differenzierbare 
Functionen  (vgl.  I  S.  80). 

Zu  jedem  Punkte  {x,  y,  z)  der  Fläche  gehört  ein  Wertepaar  u,  v 
der  Parameter  und  zu  diesem  Wertepaar  ein  Wert  der  Function  f. 

Jedem  Punkte  [u,  v)  der  Fläche  ist  also  ein  Zahlenwert  der  Func- 
tion f  zugeordnet.  Wenn  man  wiU,  kann  man  der  Function  f  eine 

physikalische  Bedeutung  unterlegen.  Sie  kann  z.  B.  die  Belegung 
der  Fläche  mit  einer  Masse  zum  Ausdruck  bringen,  indem  f  die 
Dichte  der  Masse  an  der  Stelle  (m,  v)  bedeutet,  oder  man  kann  sich 
vorstellen,  die  Fläche  sei  erwärmt  worden  und  habe  an  der  Stelle 

{u,  v)  die  Temperatur  f[u,  v)  u.  s.  w. 
Giebt  man  der  Constanten  c  einen  bestimmten  Wert,  so  stellt 

die  Gleichung 

f[u,  v)  =  c eine  Curve  auf  der  Fläche  dar  (nach  Satz  3,  S.  11),  So  liegen  auf 

der  Fläche  oc^  Curven 

f{u,  v)  =  Const, 

auf  deren  jeder  f  einen  constanten  Wert  hat.  Durchwandert  der 
Funkt  [u,  v)  die  Fläche  (1)  auf  irgend  einem  Wege,  so  wird  er  diese 

Curvenschar  durchsetzen,  indem  /'  nach  und  nach  verschiedene  Zahlen- 
werte annimmt.  Dabei  wird  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich /* ändert,  auch  wechseln. 

Diese  Geschwindigkeit  können  wir  so  definieren:  Der  Punkt 
[u,  v)  lege  einen  unendKch  kleinen  Weg  ds  zurück,  indem  seine 
Parameter  u  und  u  um  unendlich  kleine  Grössen  du  und  dv  wachsen. 

Dabei  geht  der  zum  Punkte  {tu,  v)  gehörige  Wert  von  f{u,  v)  eben- 
falls in  einen  unendlich  wenig  geänderten  Wert  über,  denn  f  ändert 

sich  um 

(2)  df  =  f^du+f^dv. 
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Alsdann  ist  der  Quotient 

dl 

ds 
das  Maass  der  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  die  Function  f 
auf  dem  Wege  ds  ändert.  Wir  können  diesen  Quotienten  auch 
den  Differentialquotienten  der  Function  f  nach  dem  Wege 
nennen. 

Es  muss  aber  gezeigt  werden,  dass  dieser  Differential quotient 
einen  bestimmten  Wert  hat:  Sind  E,  F,  G  die  Fundamentalgrössen 

erster  Ordnung  der  Fläche  (1),  so  ist 

ds^  =  Edu^  +  2Pdudv  +  Gdv^, 
also : 

-OS  df   _       fudu  +  f^dv 

^  '  ds    ~  yEdu^  +  2Fdudv  +  Gdv^ 
Die  rechte  Seite  ist  homogen  von  nuUter  Ordnung  in  Bezug  auf  du 
und  dv,  was  auch  dadurch  zum  Ausdruck  gebracht  werden  kann, 
dass  man  den  endlichen  Quotienten: 

dv : du = k 

einführt,  wodurch  rechts  die  Differentiale  fortfallen,  sodass  sich  der 
endliche  Wert  ergiebt: 

^  '  ds    "  y'W+2Fk+Gk'-' 

Ist  der  Punkt  {u,  v)  bestimmt  gewählt  worden,  ebenso  die 

Richtung  {k  =  dv  :  du)  des  Fortschreitens  längs  eines  Elementes  ds 

und  hat  man  eine  Festsetzung  über  das  Vorzeichen  der  Quadrat- 
wurzel getroffen,  so  hat  die  rechte  Seite  im  allgemeinen  einen  end- 

lichen und  bestimmten  Wert. 

Nachdem  wir  so  den  Differentialquotienten  der  Function  f  nach 

dem  Wege  definiert  haben,  können  wir  ihn  noch  anders  bezeichnen: 
Die  rechte  Seite  von  (4)  hängt  von  der  Länge  des  Weges  ds  gar 
nicht  ab,  sondern  nur  von  seiner  Richtung,  die  durch  k  angegeben 
wird.  Daher  können  wir  den  Ausdruck  auch  den  Differential- 

quotienten  der  Function  f  nach  der  Richtung  {k)  nennen. 
Wir  sehen  hierbei  von  solchen  Stellen  [u,  v)  der  Fläche  ab,  an 

denen  sowohl  f^  als  auch  f^  gleich  Null  ist,  weil  dann  das  Increment 

von  /  nicht  den  Wert  (2),  sondern  —  vorausgesetzt,  dass  nicht  alle 
zweiten  partiellen  Ableitungen  von  f  ebenda  gleich  Null  sind  —  den 
Wert: 

i/'    du^  +  f    dudv  +  \fdv^ Z   I  UU  'luv  '        ji  I  VV 
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hat.  An  einer  allgemein  gewählten  Stelle  (w,  v)  der  Fläche  sind  f^ 

und  f\.  sicher  nicht  beide  gleich  Null,  weil  sonst  f  eine  Constante 
wäre,  was  wir  natürlich  ausschliessen.  Solche  Stellen  (m,  v)  der 

Fläche,  an  denen  f^  =  f=0  ist,  nennen  wir  singulare  Stellen 

der  Function  f  (vgl."l  S.' 84). Ferner  wollen  wir  im  Fall  einer  reellen  Fläche  (1)  mit  reeller 

Parameterdarstellung  den  Weg  ds  stets  als  positiv  betrachten,  so- 
dass die  Quadratwurzel  in  (3)  alsdann  positiv  zu  nehmen  ist.  woraus 

folgt,  dass  df:  ds  postiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  der 
Zähler  in  (3),  d.  h. 

fju+f^.dv 
positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  je  nachdem  f  auf  der  ein- 

geschlagenen Richtung  zu-  oder  abnimmt. 
Die  Formel  (4)  werden  wir  also  im  reellen  Fall  lieber  so 

schreiben: 

f-.  df  fu  +  fk 
(o)  — ^  =  «  ' 

ds  yE-i-2Fk  +  0k' 

indem  wir  dann  festsetzen,  dass  die  Quadratwurzel  positiv  sein  und 

£=4-1  sein  soll,  je  nachdem 

f  du  +  f  dv^O 
In  '      I V  ^— ist. 

Um  uns  nun  von  der  Art  der  Änderung  der  Function  /"  ein 
anschauliches  Bild  zu  machen,  tragen  wir  den  Wert  (4)  oder  (5)  als 
Strecke  auf  der  Tangente  des  zugehörigen  Weges  ds  vom  Punkte 
{u,  v)  aus  auf  und  zwar,  wenn  der  Wert  positiv  ist,  im  Sinne  vom 

Punkte  [u,  v)  zum  Punkte  (w  -\-  du.  v  ■\-  dv),  andernfalls  im  umge- 
kehrten Sinne,  also  rückwärts.  Zu  einer  Tangente  des  Punktes 

{u,  v)  gehört  zwar  nur  ein  Wert  von  k  =  dv.  du.    Aber  es  ist  auch 

,     —  dv 

—  du 

Ist  der  Differentialquotient  dfids  für  du  und  dv  etwa  positiv,  so 
ist  er  für  —du  und  —  dv  negativ,  vom  selben  absoluten  Werte  und 
umgekehrt.  Daraus  folgt,  dass  wir  bei  seiner  graphischen  Darstellung 
für  beide  Richtungen  des  Fortschreitens  auf  der  Tangente  (k)  doch 
nur  eine  Strecke  erhalten,  was  auch  die  Formeln  nachher  zeigen 
werden. 

Es  seien  36,  2),  3  ̂^  Richtungscosinus  der  Tangente  (A)  und 
zwar  im  Sinne  des  Fortschreitens  vom  Punkte  {u,  v)  zum  Punkte 

{u  +  du,  y  +  dv).     Dann  ist: 
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also,    da    die  Summe    der  Quadrate  der  rechtsstehenden  Klammern 
nach  XI  (Ä)  gleich 

Edu^  -\-2Fdudv  +  Gdv^ 
ist: 

Xu  du  +  x„dv 
(6)  3e  = 

yHd  u"  +  2>  dudv  +Odv'' 

u.  s.  w.,  wobei  die  Quadratwurzel  im  reellen  Fall  positiv  zu  wählen 

ist.  Der  Endpunkt  der  zugehörigen  Strecke,  die  als  Wert  des  Diffe- 
rentialquotienten df:ds  aufgetragen  wird,  hat  dann  die  Coordinaten: 

oder  nach  (3)  und  (6)  die  Coordinaten: 

_.  _  (Xu  d  u  +  «t..  d  v)  (/„  du  +  f^dv) 
^'  ^  —  ̂ -r     Edu^  +  2Fdudv+  Gdv^ 

u.  s.  w.  Das  Fehlen  von  Quadratwurzeln  und  die  Unveränderlich- 
keit  dieser  Ausdrücke  beim  Ersetzen  von  d u  und  d v  durch  —du 

und  —dv  zeigt  auch  analytisch,  dass  wir  auf  der  Tangente,  die  zu 
k=^dv:du  gehört,  hur  eine  Strecke  erhalten,  gleichgültig  ob  wir 
im  einen  oder  anderen  Sinne  fortschreiten. 

Wir  können  die  Coordinaten  i,  t),  5  des  Endpunktes  des 
graphisch  dargestellten  Differentialquotienten  auch  so  schreiben: 

E  =  ̂   +  -E+'2Fk+  Qk^^  '  ^"^^  +  '''«  ̂̂  ' 

^        ̂   ̂    E  ̂   2Fk  +  Gk^     ̂   ''■  ̂   ̂v    ■>■ 

Lassen  wir  k  variieren,  d.  h.  tragen  wir  auf  allen  Fort- 
schreitungsrichtungen  vom  Punkte  (u,  v)  aus  die  zugehörigen  Werte 

des  Differentialquotienten  df:ds  graphisch  auf,  so  ist  der  Ort  der 
Endpunkte  (f,  t),  5)  eine  Curve  in  der  Tangentenebene  des  Punktes 

{u,  v).  Diese  Curve  ist  durch  (8)  mittels  des  Parameters  k  dar- 
gestellt. Dabei  sind  mit  u,  v  alle  Grössen  rechts  ausser  k  be- 

stimmte Zahlen. 

In  der  Ebene  ergab  sich  als  die  entsprechende  Curve  ein 

Kreis  durch  den  Punkt  (vgl.  Satz  56,  I  S.  84).  Dass  dies  auch 
jetzt  der  Fall  ist,    sieht  man  so:   Wären  a,  b,  c  die  rechtwinkligen 
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Coordinaten  desjenigen  Punktes  des  fraglichen  Kreises,  der  dem 

Punkte  {x,  y,  z)  oder  (m,  v)  gegenüberliegt,  so  wären 

\{a  +  x),        \{h+y),        \{c  +  z) 

die  Coordinaten  der  Kreismitte  und  S  (a  —  xy  das  Quadrat  des 
Kreisdurchmessers,  daher  in  den  laufenden  Coordinaten  j,  t),  5  die 
Gleichung: 

S[5-l(a  +  z)]2  =  iS(a-x)2 

die  Gleichung  der  Kugel,  die  den  Kreis  zum  grössten  Kreis  hätte. 
Es  müsste  also  gezeigt  werden,  dass  es  drei  von  k  unabhängige 
Coordinaten  a,  b,  c  giebt,  die  erstens  diese  Gleichung  erfüllen  und 
zweitens  einen  Punkt  in  der  Tangentenebene  des  Punktes  {x,  y,  z) 
festlegen.  Die  zweite  Bedingung  drückt  sich,  wenn  X,  Y ,  Z  die 
Eichtungscosinus  der  Flächenuormale  sind,  so  aus: 

(9)  SX(a-x)  =  0, 

während  die  erste  zunächst  so  geschrieben  werden  kann: 

%l^-  x)  -  \{a  -  x)f  =  \%{a  -  xf 
oder  so: 

S(f-x)2-S(f-:r)(a-x)  =  0. 

Nach  (8)  und  XI  {A)  ist  aber: 

Oli       X)    -   ̂ ^2Fk+  Qk*   ' 

0(r       ̂ Wa        T^-   (fu+f^k)Six^  +  x,k)i
a-x) b[l[-x){a-x)-  jE+2Fk+0k^       T ' 

sodass  die  Bedingung,  weil  sich  überdies  der  Factor  f\^  +/1,ä  und 
der  Nenner  absondern  lässt,  so  lautet: 

/;+/'.Ä-S(a:„  +  x„Ä)(a-x)  =  0 oder: 

[fu  -Sxja-  X)-]  4-  [(/;,  -  Sx^{a  -x)]k  =  0. 
Da  die  Bedingung  für  alle  Werte  von  k  bestehen  soll,  zerfällt  sie 
in  die  beiden  Forderungen: 

(10)  Sx^{a-x)=f^,  Sx^{a-x)  =  f^. 

Es  kommt  also  nur  noch  darauf  an  zu  beweisen,  dass  es  Werte 

a,  b,  c  giebt,  die  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  genügen.  Es  sind 

dies  aber  drei  in  a  —  x,  b—y,  c  —  z  lineare  Gleichungen,  deren 
Determinante  nach  XI  (X)  von  Null  verschieden  ist,  sobald  die 
Fläche  nicht  die  Tangentenßäche  einer  Minimalcurve  ist;  von  solchen 
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Flächen  sehen  wir  ab.  Also  lassen  sich  a  —  x,  b—y,  c  —  z  und 
damit  auch  a,  b,  c  aus  (9)  und  (10)  bestimmen.     Folglich: 

Satz  42:  Trägt  man  auf  allen  Fortschreitungsrichtungen 
von  einem  Flächenpunkte  [u,v)  aus  diejenigen  Differential- 
quotienten 

df_  fudu  +  fydv 

d s  yEdu'^  +  2Fdudv-i-  Odv^ 

einer  Ortsfunction  f(v.,  v)  graphisch  als  Strecken  auf,  die 
zu  den  betreffenden  Richtungen  (dv.du)  gehören,  so  ist 
der  Ort  der  Endpunkte  dieser  Strecken  ein  Kreis  in  der 

Tangentenebene  des  Punktes  {u,v);  und  dieser  Kreis  geht 
durch  den  Punkt  (u,  v)  selbst.  Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass 
die  Fläche  keine  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  sei. 
(Siehe  Fig.  74.) 

Unter  allen  Fortschreitungsrichtungen  vom  Punkte  (u,  v)  aus 

giebt    es    also    zwei    hinsichtlich    der   Function  f   ausgezeichnete 

Richtungen,  erstens  die  Rich- 
tung nach  der  Kreismitte  hin 

und  zweitens  die  dazu  senk- 

rechte, also  die  Tangentenrich- 
tung des  Kreises  im  Punkte  (m,  v). 

Die  erste  Richtung  ist  im  reellen 

Fall  diejenige,  für  die  der  Diffe- 

rentialquotient df:ds  sein  Maxi- 
mum hat,  die  zweite  ist  —  auch  im  imaginären  Falle  —  diejenige, 

für  die  der  Differentialquotient  gleich  Null  ist.  Jene  erste  Richtung 
nennen  wir  kurz  die  Maximalrichtung.  Sie  ist  im  reellen  Fall 
auch  dem  Sinne  nach  vollständig  bestimmt,  da  sie  zum  Punkte 
{a,  b,  c)  geht.  Sind  du,  dv  die  Incremente  von  u  und  v  nach  dieser 
Richtung  hin,  so  müssen  sich  die  Differentiale 

x^du  +  x^dv,       y^du+y^dv,       z^du  +  z^dv 
so  wie 

a  —  X  ,  b  —  y  ,  c  —  z 

zu  einander  verhalten,  und  beide  Grössenreihen  müssen  überdies 
im  reellen  Fall  in  ihren  Vorzeichen  übereinstimmen.  Da  nun  aus 

(10)  die  in  a  —  x,  b—y,  c  —  z  homogene  Gleichung  folgt: 

Z',  S  ̂-^  («  -  ̂ )  - /;  8  X,  («  -  .r)  =  0, 
so  ist  für  die  gesuchten  Differentiale 

fv^^'ui^u^^^  +  ̂ „c?ü)  -  f^Sx^ix^du  +  x^dv)  =  0 

Fig.  74. 
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oder  wegen  XI  {A): 

du:dv  =  {Gf^^-Ffy.{Ef^-FQ 

ist.  Wir  wissen  aber  noch  nicht,  ob  die  Grössen  du  und  dv  die- 

selben Vorzeichen  wie  die  Klammern  rechts  oder  die  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  haben.    Es  ist  zu  fordern,  dass  z.  B.  die  Summe: 

^ x^{x^du  ■\- x^^dv)       oder       Edu-\-Fdv 

dasselbe  Vorzeichen  wie  S-i\{a  —  x)  oder  —  nach  (10)  —  wie  f^ 
habe.  Wenn  wir  statt  du  und  dv  direct  jene  beiden  Klammern 
setzen,  so  tritt  statt  Edu  +  Fdv  auf: 

oder 
{EG-F^f\^, 

und  dies  ist  im  reellen  Fall  nach  S.  18  wirklich  von  demselben 

Vorzeichen  wie  f\     Also  sehen  wir: 
Für  die  gesuchte  Maximalrichtung  sind  dii  und  dv  proportional 

und  stimmen  —  im  reellen  Fall  —  auch  im  Vorzeichen  mit  diesen 

Grössen  überein.  Aus  (3)  folgt  der  zugehörige  Wert  des  Differential- 

quotienten von  /■  wenn  wir  diese  proportionalen  Grössen  einsetzen. Da  nämlich. 

(II)     E{Gf^-Ff:f^2F{Gf^-FQ{Ef-FQ  +  G{Ef-Fty= 
=  {EG-F'){Ef^^-2FfJ\.+  GfJ) 

ist,  so  kommt: 

und  zwar  gilt  hier  im  reellen  Fall  das  positive  Vorzeichen  bei  der 
Wurzel,  deren  Eadicand  im  reellen  Fall  selbst  positiv  ist. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Fläche  von  den  schon  oben  erwähnten 

oc  ̂   Curven 

f{u,v)  =  Const. 

überzogen,  so  wird  durch  den  betrachteten  Punkt  (ii,  v)  eine  ge- 
wisse Curve  der  Schar  gehen.  Längs  ihrer  ändert  sich  die  Orts- 

function  /'  nicht,  längs  ihrer  Tangente  im  Punkte  (u,  v)  ist  daher 
df:ds  =  0.     Mithin    berührt  sie  im  Punkte   {u,  v)  den  in  Satz  42 
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angegebeneil  Kreis.  Die  zu  ihrer  Tangente  senkrechte  Tangente 
giebt  also  die  Maximalrichtung  an;  sie  ist  die  Richtung  der  durch 

den  Punkt  {u,  v)  gehenden  orthogonalen  Trajectorie  aller  Curven 

/■=  Coiist.    Wir  sagen  deshalb: 
Satz  43:  Der  Differentialquotient  df:ds  der  Orts- 

function  f{u,  v)  auf  einer  Fläche  hat  im  Punkte  {u,  v)  der 
Fläche  für  die  verschiedenen  Fortschreitungsrichtungen 
verschiedene  Werte.  Er  ist  gleich  Null  längs  der  Tangente 

der  Curve  f  =  Const,  die  durch  den  Punkt  [u,  v)  geht,  und 
hat  längs  der  Tangente  der  durch  den  Punkt  (m,  v)  laufen- 

den orthogonalen  Trajectorie  aller  oo^  Curven  /*=  Const. den  Wert: 

der  im  reellen  Fall  das  Maximum  unter  allen  Werten  von 

df:ds  an  der  Stelle  {u,  v)  angiebt.  Längs  der  Fortschrei- 
tungsrichtung  dieser  orthogonalen  Trajectorie  sind  die 
Incremente  du  und  dv  den  Grrössen: 

Gfu-Ff.       und       Ef^-Ff^ 

proportional,  und  im  reellen  Fall  stimmen  sie  auch  mit 
diesen  Grössen  in  den  Vorzeichen  überein,  wenn  der  Sinn 

der  Fortschreitung  so  genommen  werden  soll,  dass/' dabei wächst. 

Kennt  man  den  Differentialquotienten  df:  ds  für  zwei  Richtungen 

durch  den  Punkt  {u,  v),  z.  B.  für  die  (positiven)  Fortschreitungs- 
richtungen auf  den  Parameterlinien,  so  kennt  man  ihn  für  alle 

Richtungen  durch  den  Punkt  {u,  v).  Denn  wenn  man  die  beiden 

Werte  —  unter  Beachtung  der  Vorzeichen  —  graphisch  aufträgt, 
erhält  man  zwei  Endpunkte,  die  zusammen  mit  dem  Punkte  {u,  v) 
den  in  Satz  42  angegebenen  Kreis  bestimmen. 

Aus  unseren  Betrachtungen  geht  auch  der  Satz  hervor: 

Satz  44:    Soll   sich   der  Punkt  {u,  v)   auf  einer  Fläche  so 

bewegen,   dass   sich   eine  Function  f{u,  v)  seines  Ortes  mög- 
lichst  stark    ändert,    so    muss   er    eine   Curve  beschreiben, 

die  alle  Curven 

f(u,  v)  =  Const. 
auf  der  Fläche  senkrecht  durchschneidet. 

Vgl.  Satz  57,  I  S.  85,  für  den  Fall  der  Ebene.  Wie  wir  dort 
weiterhin  den  Satz  58,  I  S.  86,  ableiteten,  so  könnten  wir  auch  hier 
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einen  entsprechenden  Satz  beweisen.  Wir  gehen  hierauf  aber  nicht 
ein.  Dagegen  sei  ein  Umstand  erwähnt,  der  Bedenken  erregen 

könnte:  Wir  sahen,  dass  die  Difi'erentialquotienten  df:ds  der  Orts- 
function  f  graphisch  als  Sehnen  eines  Kreises  dargestellt  werden 
können.  Nun  aber  gehen  vom  Punkte  (u,  v)  zwei  Minimalrichtungen 

auf  der  Fläche  aus,  auf  denen  ds  =  0  ist  (nach  S.  35),  sodass  hier 

dfids  =  QC  wird.  Thatsächlich  hat  aber  auch  jeder  Kreis  unend- 
lich grosse  Sehnen,  sobald  man  auch  das  Imaginäre  berücksichtigt. 

Z.  B.  wird  der  Kreis  in  der  xy-Ebene: 

x'-2ax  +  t/^  =  0, 

der  durch  den  Anfangspunkt  geht,  von  einer  Geraden  y  =  ax  durch 
den  Anfangspunkt  zum  zweiten  Mal  in  einem  Punkte  getroffen,  dessen 
x-Goordinate  den  Wert 

1  -r  a» 
hat     Für  a  =  +  i  aber  wird  dieser  Wert  unendlich  gross.  ̂  

Führen  wir  auf  die  Fläche  (1)  eine  Bewegung  aus,  bringen  wir 
sie  also  in  eine  andere  Lage,  so  hat  das  keine  Wirkung  auf  die 

Function  f{u,  v)  des  Ortes,  da  die  Parameter  u,  v  nach  wie  vor 
dem  alten,  allerdings  an  eine  andere  Stelle  des  Raumes  übergeführten 

Flächenpunkte  angehören.  Also  bleibt  auch  der  Ausdruck  (12)  da- 
bei ungeändert,  weil  sich  ja  auch  £,  F,  G  und  D  nach  Satz  6, 

S.  16,  nicht  ändern. 
Führen  wir  zweitens  neue  Parameter  ü  und  v  auf  der  Fläche 

ein,  indem  wir  etwa: 

(13)  u  =  /.{ü,  v),       V  =  fi  (ö ,  v) 

setzen,  so  geht  die  Function  f{u,  v)  des  Ortes  in  die  Function: 

von  ö,  V  über.  Da  aber  der  Punkt  {u,  v)  mit  dem  Punkte  (ö,  v) 

identisch  ist,  sobald  die  Parameterpaare  den  Bedingungen  (13)  ge- 
nügen, so  gehört  nach  wie  vor  jedem  Punkte  der  Fläche 

derselbe  Zahlenwert  von  f  zu,  der  ihm  früher  durch  /"  zu- 
geordnet  war.     Daher   bleiben  dann  auch   unsere   Betrachtungen 

'  Wie  wir  in  I  S.  339  sahen,  haben  alle  Kugeln  in  der  Auffassung  der 
projectiven  Geometrie  einen  imaginären  unendlich  fernen  Kreis  gemein.  Jeder 
Kreis  also  hat  im  Unendlichfemen  zwei  imaginäre  Punkte,  nämlich  jene  Punkte, 

in  denen  seine  Ebene  jenen  unendlich  fernen  Kreis  trifft.  Dies  zur  Erläuterung 
des  Testes:  doch  machen  wir  von  diesen  Vorstellungen  keinen  Gebrauch. 
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über  den  Diö'erentialquotienten  richtig.  Der  Maximalwert  des  Dif- 

ferentialquotienten von  /'  ist  nun,  wenn  E,  P,  Q  die  auf  ü,  v  be- 
züglichen Fundamentalgrössen  der  Fläche  bedeuten,  analog  (12)  zu 

bilden,  indem  darin  alle  Grössen  mit  Querstrichen  zu  versehen 
sind.  Er  muss  notwendig  denselben  Wert  wie  früher  haben,  da  ja 

jedem  Punkte  der  Fläche  noch  dieselbe  Zahl  durch  die  Ortsfunction 
zugeordnet  ist  wie  vorher. 

Dieser  Schlass  lässt  sich  auch  auf  den  imaginären  Fall  aus- 
dehnen, denn  die  Grösse  (12)  kann,  statt  als  Maximalwert,  auch  als 

der  vom  Punkte  [u,  v)  ausgehende  Kreisdurchmesser  definiert  werden, 
und  diese  Definition  behält  auch  für  den  imaginären  Fall  ihren  Sinn. 
Da  wir  aber  im  Fall  einer  imaginären  Fläche  oder  einer  imaginären 

Parameterdarstellung  einer  reellen  Fläche  keine  Festsetzung  über 
das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  getroffen  haben,  so  können  wir 
das  Ergebnis  allgemein  nur  für  das  Quadrat  des  Ausdruckes  (12) 
aussprechen : 

Satz  45:  Ist  f{u,  v)  eine  Function  des  Ortes  [u,  v)  auf 
einer  Fläche,  so   ändert  sich  der  Ausdruck 

weder  bei  Ausführung  einer  Bewegung  noch  bei  Einführung 
neuer  Parameter  auf  der  Fläche. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  direct  leicht  beweisen,  indem  man 
nämlich  in  den  Ausdruck: 

1 

EG  -  F'' 

E  ilLY-  2F^  -^  +  0  f-^-^ d  V I  du     d  V  \ du 

die  Werte  von  E,  F,  G  nach  den  Formeln  (11)  auf  S.  17  und  die 
Werte: 

Bf  _  ̂   ̂     ,    _ö /•    dfi du  du     du  d  V     du 

df  ̂     df    dl         df    d^i d  V         du    d  V         d  V     d  v 

einsetzt,  wodurch  der  im  Satze  angegebene  Ausdruck  hervorgeht. 
Der  im  Satze  angegebene  invariante  Ausdruck  heisst  der  erste 

Differentialparameter  der  Function /"(w,!?)^  und  zwar  deshalb 

'  Ganz  gelegentlich  kommt  ein  erster  Differentialparameter  schon  in  Gauss" 
„Disquisitiones"  (vgl.  die  Anm.  zu  S.  5)  in  art.  22  vor,  wie  man  überhaupt 
naturgemäss  bei  vielen  Rechnungen  in  der  Flächentheorie  auf  diesen  invarianten 
Ausdruck    geführt    wird.     Lam6    dagegen    hatte  in  seinen   „Le^ons   sur  les 
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der  erste,  weil  man  auch  mit  dem  zweiten  Differentialquotienten 

von  f  einen  invarianten  Ausdruck  bilden  kann,  den  wir  jedoch  nicht 

besprechen.  Zur  Abkürzung  bedienen  wir  uns  für  diesen  ersten  Diffe- 
rentialparameter von  f  des  Zeichens 

Wir  definieren  dies  Zeichen  also  durch  die  Formel: 

,U)  ^^^^^f^-^ru,.ofj^ 

Der  Satz  45  über  die  ünveränderlichkeit  von  Äff  gilt  wohl- 
bemerkt nur  für  Functionen  f{u,  v),  deren  Zahlenwerte  den  Punkten 

(m,  v)  der  Fläche  auch  nach  der  Einführung  neuer  Veränderlicher 
bleiben.  Deutlicher  wird  dies,  wenn  wir  ein  Beispiel  beibringen,  in 

dem  Äff  sich  dennoch  ändert:  Verstehen  wir  unter  /"  etwa  den 
Cosinus  des  Winkels  der  beiden  durch  den  Punkt  (ii,  v)  gehenden 
Parametercurven,  sodass  nach  (11),  S.  31, 

f^        ̂ _ 

yWy'G 
ist,  so  sind  bei  der  Einfuhrung  neuer  Parameter  zwei  Auffassungen 
möglich:  Entweder  halten  wir  an  der  durch  diese  Formel  gegebenen 

analytischen  Definition  von  /'  als  Function  von  n  und  r  fest, 
sodass  wir  die  Einführung  neuer  Parameter  f/,  v  dadurch  bewerk- 

stelligen, dass  wir  in  dem  Ausdruck  von  f  für  u  und  v  ihre  \\'erte 
in  ü  und  r  einsetzen.  Alsdann  bleibt  Äff  ungeändert,  aber  nach 
der  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  stellt  f  nicht  den  Cosinus 
des  Winkels  der  neuen  Parameterlinien,  sondern  immer  noch  den 

Cosinus  des  Winkels  der  alten  Parameterlinien  dar,  weshalb  der 

Ausdruck  f  und  mit  ihm  Äff  alsdann  im  neuen  Parametersystem 
wenig  Interesse  hat.  Oder  aber  wir  bleiben  bei  der  geometrischen 

Definition  von  /'  als  Cosinus  des  Winkels  der  Parametercurven,  sodass 
wir  in  der  neuen  Veränderlichen  ü,  v  statt  /  den  Ausdruck: 

f'=        ̂     VJVä 
coordonnees  curvilignes'%  Paris  1859,  Dififerentialparametcr  mit  voller 
Kenntnis  ihrer  Bedeutung  für  die  Ebene  und  für  den  Raum  eingeführt,  und 
sie  erwiesen  sich  als  äusserst  nützlich  in  der  Physik  und  Mechanik.  Aber  erst 
Beltkami  hat  ihren  Begriff  auf  die  Flächen  übertragen  und  für  die  Geometrie 
der  Flächen  eine  analoge  Theorie  geschaffen.  Zu  nennen  sind  seine  Abhand- 

lungen: j.Ricerche  di  analisi  applicata  alla  geometria".  Giomale  di 
Matern,  t.  II  (1865t,  und  „Sulla  teorica  generale  dei  parametri  diffe- 

renziali",  Memorie  dell"  Accademia  delle  Scienze  di  Bologna,  ser.  II.  t.  VIII (1869). 
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benutzen.  Aber  diese  Function  /'  geht  aus  f  nicht  durch  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  hervor,  ist  also  keine  Ortsfunction, 

oder  anders  gesagt:  f  hat  für  ein  und  denselben  Flächenpunkt  einen 
anderen  Zahlenwert  als  f,  denn  f  bedeutet  für  diesen  Punkt  den 

Cosinus  des  Winkels  der  alten  und  f  den  Cosinus  des  Winkels  der 
neuen  Parameterlinien.  Daher  hat  auch  der  Differentialparameter 
von  f  in  den  alten  Parametern  für  ein  und  denselben  Flächenpunkt 

einen  anderen  Zahlenwert  als  der  Differentialparameter  von  f  in  den 
neuen  Parametern. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  wir  die  Function  f  ohne  Rück- 
sicht auf  das  gerade  gewählte  Parametersystem  zu  definieren  ver- 

mögen. Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  f  das  Krümmungsmaass  K 

oder  das  Quadrat  der  mittleren  Krümmung  H  ist.^  (Vgl.  S.  342.) 
Andere  Beispiele  sind:  f  bedeute  das  Quadrat  des  Differential- 

quotienten von  K  längs  einer  der  Hauptkrümmungsrichtungen  des 
Flächenpunktes  oder:  f  bedeute  die  Excentricität  der  Indicatrix  des 
Flächenpunktes  u.  s.  w. 

Ist  z.  B.  f=  K,  dem  Krümmungsmaass,  so  ist  Akk  eine  eben- 
falls gegenüber  der  Einführung  neuer  Veränderlicher  invariante 

Grösse. 

Wir  thun  daher  gut,  den  Satz  45  etwas  deutlicher  so  zu  for- 
mulieren: 

Satz  46:    Führt  man  die  Operation 

auf  eine  solche  Function  f{u,  v)  aus,  die  gegenüber  allen 
Bewegungen  und  bei  Einführung  irgend  welcher  neuer 
Parameter  auf  der  Fläche  ungeändert  bleibt,  so  geht  eine 
Function  von   derselben  Art  hervor. 

Die  Functionen,  von  denen  in  diesem  Satze  die  Rede  ist,  sind 

eben  diejenigen,  die  wir  auf  S.  342  als  die  Differentialinvari- 
anten der  Fläche  gegenüber  den  Bewegungen  und  der  Ein- 

führung neuer  Parameter  bezeichnet  haben  und  die  selbstver- 
ständlich für  die  Geometrie  der  Fläche  die  grösste  Bedeutung  haben. 

In  betreff  der  Minimalcurven  können  wir  noch  einen  ein- 
fachen Satz  ableiten: 

*  Wir  nehmen  hier  und  im  folgenden  Beispiel  das  Quadrat,  weil  die  In- 
varianz dann  auch  bezüglich  des  Vorzeichens  gesichert  ist,  eine  Voraussetzung,, 

die  wir  hier  ja  stets  machen.     (Vgl.  hierzu  S.  346.) 
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Nehmen  wir  an,  es  sei 

fitL,  v)  =  Const 

die  endliche  Gleichung  der  einen  Schar  von  Minimalcnrven  auf  der 

Fläche.  Alsdann  ändert  sich  die  Ortsfunction  /'  nicht  beim  Fort- 
schreiten längs  der  Minimalcurven,  daher  nach  Satz  44  am  stärksten 

in  den  zu  ihnen  senkrechten  Trajectorien.  Diese  aber  fallen  mit 
jenen  Minimalcurven  selbst  zusammen  (vgl.  S.  177  oder  Satz  47, 

I  S.  338),  auf  denen  sich  /'  nicht  ändert  Der  Widerspruch  kann 
sich  nur  dadurch  lösen,  dass  in  diesem  Fall  die  Maximaländerung 
von  f  gleich  Null  ist,  d.  h.  nach  Satz  43  muss  jetzt 

(15)  Ef^^-2FfJ\+Gf^'^0 

seim  Da  wir  jedoch  hierbei  das  Imaginäre  benutzten,  während  jener 
Maximalwert  aus  der  Betrachtung  der  grössten  reellen  Sehne  des 
in  Satz  42  gefundenen  Kreises  abgeleitet  wurde,  soll  dies  noch  direct 
bewiesen  werden:    Längs  der  Curven 

f{Uj  v)  =  Const ist: 

also  f^:f^  =  —  dv.du.  Setzen  wir  diese  proportionalen  Werte  in 
(15)  ein,  so  kommt: 

Edu^  +  2  Fdu  dv  +  G  dv^  =  0. 

Dies  ist  aber  nach  XI  (0)  die  Differentialgleichung  der  Minimal- 
curven.    Daher: 

Satz  47:    Damit  die  Curvenschar 

f{u,  v)  =  Const 

auf  der  Fläche  mit  den  Parametern  u,  v  eine  der  beiden 

Scharen  von  Minimalcurven  sei,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  der  erste  Differentialparameter  Jff  für  alle 

Werte  von  u  und  v  gleich  Null  ist.  — 

Dieselbe  Betrachtung  der  Differentialquotienten  wie  oben  führt 
uns  auch  noch  zu  einem  zweiten  Differentialparameter,  d.  h.  zu  einer 

zweiten  Operation,  die  auf  invariante  Functionen  ausgeübt  wieder 
invariante  Functionen  liefert. 

Wir  betrachten  nämlich  ausser  der  Ortsfunction  f{u,  v)  noch 

eine  zweite  Ortsfunction  ff{u,v).  Im  Punkt«  P  oder  {u,  v)  liefert 

die    graphische  Dai'stellung   aller   Differentialquotienten   df:ds    die 
SCHKFFEBS.   Gfiom.  DUfr.    H.  ~5 
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Sehnen  eines  Kreises  und  ebenso  die  graphische  Darstellung  aller 

Differentialquotienten  dg:  äs,  nach  Satz  42.  Dabei  sei  PQ^  der 
Durchmesser  des  einen,  FQ,^,  ̂ ®^  ̂ ®^  anderen 

Kreises  (siehe  Fig.  75).  Nach  dem  Früheren 

ist  PQ^  senkrecht  zur  Tangente  der  durch  P 

gehenden  Curve 

Fig.  75.  f{u,  v)  =  Const. 

und  PQ^  senkrecht  zur  Tangente  der  durch  P  gehenden  Curve 

g  [u,  v)  =  Const. 

Auch  ist  nach  (12)  und  (14): 

(16)  Pq,  =  iJTf],     P%  =  1^,. 

und  zwar  gelten  im  reellen  Falle  die  positiven  Wurzeln.  Ferner 
wissen  wir  nach  Satz  43,  dass  der  Punkt  {u,  v)  die  Richtung  PQ^ 

einschlägt  —  auch  dem  Sinne  nach  — ,  wenn  seine  Parameter  um 
Incremente  du  und  dv  wachsen,  die  den  Grössen 

Gfu-J"/:   und    uf:-pf^ 

proportional  sind  und  im  reellen  Fall  auch  in  den  Vorzeichen  mit 
ihnen  übereinstimmen.  Nach  (6)  und  (11)  sind  die  Eichtungscosinus 

3£j,  D^,  3i  von  PQ^  daher  leicht  zu  berechnen.  So  ergiebt  sich 

für  26i  der  folgende  im  reellen  Falle  auch  dem  Vorzeichen  nach 
exacte  Wert,  wenn  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wird: 

^    _    {Gfu- FQx„+(Ef,-FQx„ DyEf,^-2Ff„f,+  aU 

Analog  sind  D^  und  3i  zu  bilden.  Wir  erhalten  hieraus  die  Rich- 

tungscosinus 362,  3)2,  ̂ 2  '^^^  ̂ ^2'  wenn  /  durch  g  ersetzt  wird. 
Mithin  ist  der  Cosinus  des  Winkels  a,  den  PQ^  und  PQ^  mit  ein- 

ander bilden: 

S  [((?/•„-  FQxu  +  {Ef,-Ffu)x,U{Og„-  Fg,)Xu+{Eg,- Fg^)x,'\ COS  (/  =  — ^    ■— ■   ■  —  —   

D'  VEf,'-  2  Ff,  /•,  +  OfJ  YEg,^  -  2  Fg,  g,  +  GgJ 

oder  mit  Rücksicht  auf  XI  {Ä)  und  XI  (C): 

Ef,g,  -  F(fug„  +  f.gu)  +  Ofug« 
(17)  coscz  = 

V^/;»-  2Ffuf,+  QfJ  yEg„'-  2Fgugv+0gJ 

Also  kommt,  da  die  erste  Wurzel  im  Nenner  nach  (14)  gleich  J)]/Jff, 

die  zweite  gleich  D^A      ist: 
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'     1 1  I     gg  [)* 

oder  nach  (16): 

(18)  PQ.PQ,-  cos  f.  =  ̂^-^-  -  ̂̂ "^'^  f^^'^  +  ̂̂ -^"  ■ 

Links  steht  das  Product  aus  den  beiden  Strecken  PQ^  und  PQ^ 
und  dem  Cosinus  ihres  Winkels,  also  das  Product  der  einen  Strecke 

PQj  in  die  Projection  PQ^cosa  der  anderen  Strecke  auf  sie.  Man 
nennt  ein  solches  Product  das  innere  Product  beider  Strecken.^ 

Wenn  wir  nun  wieder  die  Fläche  irgend  einer  Bewegung  unter- 
werfen oder  auf  ihr  neue  Parameter  einführen,  so  bleiben  die 

Strecken  PQj  und  PQ^  davon  in  Bezug  auf  ihre  Länge  und  gegen- 
seitige Lage  unberührt.  Daraus  folgt  dann,  dass  auch  die  rechte 

Seite  von  (18)  dabei  ungeändert  bleibt.  Dies  gilt  auch  im  imagi- 

nären Falle,  obgleich  dann  die  Vorzeichen  von  P  Q^  und  P  Q^  frag- 
lich sind.  Man  braucht  ja  nur  zu  beachten,  dass  u  nach  der 

Definition  des  Winkels  in  n  —  a  übergeht,  wenn  PQ^^  oder  PQj 
das  Zeichen  wechselt,  sodass  das  Vorzeichen  der  Unken  Seite  von 

(18)  auch  im  imaginären  Falle  bestimmt  bleibt  Man  sieht  dies 
zum  Uberfluss  auch  daran,  dass  die  rechte  Seite  von  (18)  kein 
Wurzelzeichen  mehr  enthält. 

Diesen  invarianten  Ausdruck  nennt  man  den  Zwischenpara- 
meter oder  gemischten  Differentialparameter  der  Func- 

tionen /'und  g?     Wir  bezeichnen  ihn  mit  Afg^  setzen  also: 

nQA  A  ^f'Sr  -  F[f,9r   +  fr  9.)  +  g /"«  «7« U^)  "^fg  =    ^i   

Ist  /'  =  ff,  so  geht  er  in  den  ersten  Differentialparameter  Äff  von  f 
über.  Die  Definition  (14)  von  Äff  ist  also  nur  ein  besonderer  FaU 
der  allgemeineren  Definition  (19).  Auch  sieht  man,  dass  in  Afg  die 

Reihenfolge  von  /"  und  g  gleichgültig  ist: 

(20)  Afg  =  A,f. 

Wir  haben  also  jetzt  den 

Satz  48:    Führt  man  die  Operation 

E f, g,  -  F{f^ 9.  +  f.9u)  +  Ofu9u 
^fg-  IT* 

'  Eine  Bezeichnung,  die  von  GßAssitAxx  durch  seine  ., Geometrische 
Analyse",  Preisschrift,  Leipzig  1847,  eingeführt  wTirde.  Innere  Producta 
spielen  in  vielen  mathematischen  Theorien  eine  wichtige  Rolle. 

»  Vgl.  die  Anm.  zu  S.  3S2. 

25* 
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auf  zwei  solche  Functionen  f{u,v)  und  g{u,v)  aus,  die 
gegenüber  allen  Bewegungen  and  bei  Einführung  irgend 

welcher  neuer  Parameter  auf  der  Fläche  ungeändert  blei- 
ben,  so  geht  eine   Function  von  derselben  Art  hervor. 

Man  kann  die  Unveränderlichkeit  bei  Einführung  neuer  Para- 
meter ü,  V  auch  direct  bestätigen,  indem  man: 

annimmt  und  nun  in  den  Ausdruck 

EG-  F-   {     df    dv  \dm    dv'^df    dij^       öi    dü\ 

die  in  (11),  S.  17,  angegebenen  Werte  von  £.  F,  G.  femer  die  Werte 
auf  S.  382  unten  und  endhch  noch  die  Werte 

dg      dg    öl         cg    öu 
du         du    öü         et    öü ' 

dg   _  dg^   dl^        dg_  djt_ 
de         du    c  r  8  r     df 

einsetzt,  wodurch  der  im  Satze  angegebene  Ausdruck  hervorgeht. 

Aus  der  Definitionsgleichung  der  DijBFerentialparameter  Jff,  J^^ 

und  Afg  folgt,  wenn  man  f  =  u.  g  =  v  setzt: 

(21)  ^nu  =  §i'       A.  =  ̂ y       ̂ u.  =  -^» 

sodass  wegen  D^  =  EG  —  F^  kommt: 

(22)  ^..^..-^^.  =  ̂' 
also: 

(^^^      ̂ =   A^^A^l-Al^  '        ̂ ^   A,,A„-Air        ̂ =   J../I..-J«,  • 
Diese  Formeln  sind  bei   der  Einfuhrung  neuer  Veränderlicher 

in  das  Quadrat  des  Bogenelementes 

rf**  =  Edu^  +  2  Fdu  dv-^Gdv* 

sehr  bequem,  denn  wenn  dieses  Quadrat  durch  Einfuhrung  neuer 
Parameter  ü  und  f,  die  ii^nd  zwei  von  einander  unabhängige 
Functionen  von  u  und  v  seien,  in: 

ds'=  Edü^  +  2Fdüdv-\-  Gdv* 

übergeht,  so  ist  nach  (23)  z.  B. 

E  = 
Aüu  Aw9  —  ̂ mw 
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wo  wir  J  statt  J  geschrieben  haben,  weil  die  Symbole  jetzt  mit 
E,  F,  Ö,  «,  f  statt  mit  E,  F,  G  u,  v  zu.  bilden  wären.  Aber  naeh 

Satz  46  und  48  werden  die  Differentialparameter  durch  Einfühnmg 
neuer  Veränderlicher  nicht  geändert,  sodass 

■T           .         vor/  du     0  V  \ou ) 

u.  s.  w.  ist.     Wir  können  daher  sagen: 

Satz  49:  Führt  man  auf  einer  Fläche  mit  dem  Bogen- 

element- Quadrat: 

ds^  =  Edu*+2Fdudv  +  Gdr^ 

neue  Parameter  ii.  f  vermöge  zweier  Gleichungen 

ü  =  f{u,  v),       V  =  g  [u,  v) 

ein,  so  sind  die  neuen  Fundamentalgrössen  erster  Ord- 
nung  diese: 

p   -  ̂ gg  F=   '^^           Ö  =   ^Jl^. 

Eis  ist  dies  natürlich  nur  eine  andere  Schreibweise  der  Formeln 

(11),  S.  17,  bei  denen  statt 

w  =  /■(«,  t?) ,       v  =  g[u,  v) 

die  nach  u  und  v  aufgelösten  Gleichungen 

U  =  ).  (W,  V),         V  =  fi  (w,  v) 

vorgelegt  waren. 
Wir  woUen  diesen  Satz  49  schliesslich  zur  Beantwortung  einer 

wichtigen  Frage  verwenden,  die  wir  früher  nur  gestreift  haben  und  die 

wir  allerdings  auch  hier  nur  unter  gewissen  beschränkenden  Voraus- 
setzungen beantworten  woUen,  nämlich  zur  Erledigung  des  Problems, 

wie  man  erkennt,  ob  zwei  gegebene  Flächen  auf  einander 

verbiegbar  sind. 

Wir  erinnern  dabei  an  den  Satz  5,  S.  275,  nach  dem  zwei  ge- 
gebene Flächen 

(24)  X  =  (f{u,v),       y  =  /  (m,  f ) ,       z  =  'ip{u,v) 
und 

(25)  i=rf{ü.t),       y  =x[ü,v),        z  =  xp{ü,  v) 

dann  und  nur  dann  auf  einander  verbiegbar  sind,  wenn  man  solche 
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neue  Parameter  ü,  v  auf  der  ersten  Fläche  einführen  kann,  dass 

alsdann  ihre  zugehörigen  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  mit 
denen  der  zweiten  Fläche  übereinstimmen.  Dieser  Satz  sagt  nichts 
darüber  aus,  wie  man  erkennt,  ob  es  solche  neue  Parameter  giebt; 
in  dieser  Hinsicht  soll  er  hier  ergänzt  werden. 

Wir  schicken  hierbei  Eines  voraus:  Es  seien  U,  F,  G  die  Funda- 
mentalgrössen erster  Ordnung  der  Fläche  (24)  und  E,  F,  Q  die  der 

Fläche  (25).     Nun  möge 

f[E,F,G,E^,E^...) 

eine  solche  Function  der  Fundamentalgrössen  E,  F,  G  und  ihrer 
Ableitungen  nach  u  und  v  sein,  die  sich  nicht  ändert,  wenn  man 
neue  Parameter  auf  der  Fläche  einführt.  Eine  solche  Function  ist 

nach  Satz  4,  S.  273,  z.  ß.  das  Krümmungsmaass  K  der  Fläche  (24). 

Sind  nun  die  Flächen  (24)  und  (25)  auf  einander  verbiegbar,  giebt 
es  also  solche  zwei  von  einander  unabhängige  Gleichungen: 

u  =  ̂ [ü,  v) ,        V  =  /j,{ü,  v) , 

vermöge  deren  v/ir  solche  neue  Parameter  ü,  v  auf  der  ersten 

Fläche  (24)  einführen  können,  in  denen  die  Fundamentalgrössen 
erster  Ordnung  dieser  Fläche  mit  den  zur  Fläche  (25)  gehörigen 

Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  E,  F,  Q  übereinstimmen,  so 

geht  die  Function  f,  die  ja  eine  Function  von  u  und  v  ist,  dadurch, 
dass  wir  darin  für  u  und  v  die  Werte  A  und  ̂   einsetzen,  genau  in 

f{E,  F,   G,  E-^,  E,...) 

über,  da  sie  ja  nach  Voraussetzung  ungeändert  bleiben  soll.  Dies 
ist  eine  Function  der  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  der  zweiten 

Fläche  (25)  und  der  Ableitungen  dieser  Grössen  nach  ü  und  v,  und 
sie  bleibt  bei  Einführung  neuer  Parameter  ungeändert. 

Wenn  also  die  beiden  Flächen  (24)  und  (25)  auf  einander  ver- 
biegbar sind  und  wenn 

f{E,F,G,E^,E^...) 

eine  bei  der  ersten  Fläche  gegenüber  der  Einführung  neuer  Para- 
meter unveränderliche  Function  ist,  so  ist 

f{E,F,G,E^,E-,...) 

eine  bei  der  zweiten  Fläche  gegenüber  der  Einführung  neuer  Para- 
meter unveränderliche  Function,  und  überdies  haben  die  beiden 

Functionen  für  einander  bei  der  Verbiegung  entsprechende  Punkte 

I 
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{u,  v)  und  (m,  V)  beider  Flächen  dieselben  Zahlenwerte.  Ein  Special- 
fall hiervon  ist  der  Satz  6,  S.  275,  für  das  Krümmungsmaass. 
Jetzt  wollen  wir  annehmen,  es  seien  uns  zwei  Functionen 

f[E,  P,  G,E^,E^.  .  .  .),       g{E,F,  G,E^,  E^ .  .  .) 

bekannt,  die  erstens  bei  der  Einführung  neuer  Parameter 

auf  der  ersten  Fläche  (24)  ungeäudert  bleiben  und  zweitens 
von  einander  unabhängige  Functionen  von  u  und  v  seien. 

SoUen  dann  die  beiden  Flächen  auf  einander  verbiegbar  sein, 
so  müssen  nach  dem  Vorhergehenden  in  solchen  Punkten  (m,  v)  und 
(ö,  v)  der  beiden  Flächen,  die  bei  der  Verbiegung  mit  einander  zur 

Deckung  kommen,  jene  Grössen  f,  g  mit  den  Grössen,  die  man 
analog  für  die  zweite  Fläche  (25)  bilden  kann,  nämlich  mit  den 
Grössen : 

f{E,F,G,E^,E,...),       g{E.F,G,Eu,E,...) 

übereinstimmen,  d.  h.  einander  entsprechende  Punktepaare  («,  v)  und 
(w,  v)  sind  durch  die  beiden  Gleichungen: 

(26)  j    f^^^'^^G^^u^^.'")-fiE,F,G,Eu,
E,...), 

\    g{E,F,G,E^,E^...)=g{E,F,G,E-,.E„...) 

mit  einander  verknüpft.  Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  ent- 
halten nur  u  und  v,  die  rechten  nur  f/  und  v.  Ausserdem  sind  sie 

nach  7t,  V  auflösbar,  da  die  linken  Seiten  nach  Voraussetzung  von 
einander  unabhängige  Functionen  von  u  und  v  sind.  Wären  nun 

die  rechten  Seiten  nicht  ebenfalls  von  einander  unabhängige  Func- 
tionen von  ü  und  v,  so  bestände  zwischen  ihnen  nach  I  S.  82  eine 

Gleichung,  sodass  die  Gleichungen  (26)  auch  eine  Relation  zwischen 

den  linken  Seiten  nach  sich  zögen.  Da  diese  nicht  für  alle  Werte- 
paare u,  V  bestehen  könnte,  weil  die  linken  Seiten  ja  von  einander 

unabhängig  sind,  so  hiesse  dies,  dass  nur  für  eine  Curve  auf  der 

ersten  Fläche  die  Grössen  /'  und  g  mit  denen  auf  der  zweiten 
Fläche  übereinstimmten,  nach  Satz  3,  S.  11.  Dann  also  wäre  die 
Verbiegung  unmöglich. 

Wir  wollen  daher  jetzt  überdies  voraussetzen,  dass  die  rechten 

Seiten  von  (26)  von  einander  unabhängige  Functionen  der  Para- 
meter M,  V  seien. 

Nunmehr  sind  die  Gleichungen  (26)  sowohl  nach  u,  v  als  auch 

nach  ü,  v  auflösbar  —  wenigstens  theoretisch,  sodass  sie  diejenige 
Zuordnung    zwischen  den   Punkten  (m,  v)  und  (ü,  v)  beider  Flächen 
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definieren,  die  bei  der  Verbiegung  auftritt,  wenn  diese  Verbiegung 
überhaupt  möglich  ist. 

Nach  Satz  46  und  Satz  48  sind  nun 

drei  Functionen  von  ̂ ,  F,  G  und  ihren  Ableitungen,  die  mit  f  und 
ff  selbst  bei  Einführung  neuer  Parameter  ungeändert  bleiben.  Den 

Schluss,  den  wir  oben  für  /'  zogen,  können  wir  daher  auch  für  diese 
drei  Functionen  machen:  Ist  die  Verbiegung  möglich,  so  muss  auch: 

(27)  Jf^    =      Äff,  Af,     =      Äfg,  Agg     =       Ä-gg 

sein.  Hierin  sollen  natürlich  /",  g  die  rechten  Seiten  von  (26)  sein 
und  die  Difierentialparameter  rechts  für  die  zweite  Fläche,  d.  h. 

mittels  E,  F,  G,  gebildet  werden. 

Dies  alles  sind  notwendige  Bedingungen  für  die  Verbiegbar- 
keit.  Jetzt  wollen  wir  zeigen,  dass  sie  auch  hinreichen.  Wir  setzen 
also  voraus,  dass  diejenigen  Functionen  u,  v  von  ü,  v,  die  durch 
(26)  definiert  werden,  auch  die  drei  Gleichungen  (27)  für  alle  Werte 
von  ü,  V  erfüllen.  Nebenbei  bemerkt:  Wenn  die  Gleichungen  (26) 
mehrere  Lösungen  u,  v  zulassen,  so  wählen  wir  unter  ihnen  eine 

solche,  die  auch  die  Gleichungen  (27)  erfüllen. 

Wenn  wir  jetzt  auf  beiden  Flächen  neue  Parameter  u,  ö  ein- 
führen, indem  wir  auf  der  ersten: 

0=^ 

(28) 

u  =  A 

und  auf  der  zweiten 

(29) 

u  =  Ä 

setzen,  was  wir  dürfen,  weil  f,  g  hinsichtlich  m,  v  und  /',  g  hinsicht- 
lich n,  V  nach  Voraussetzung  von  einander  unabhängig  sind,  so 

nehmen  die  Quadrate  der  Bogenelemente  beider  Flächen  neue  Formen 

an,  etwa: 

ds^^^dvi^  -^2%d\xd\)  +  %d\)^. 

Aber  nach  Satz  49  ist  dann  wegen  (28)  bez.  (29): 

^aa  fr.  ^gg 

(30)  @  =   ^^   ,        ®  =  -_ 

Infolge    von  (28)    und  (29)   ist    aber  f  =  f,  9  =  9,    sodass  die 
Gleichungen  (26)  erfüllt  sind,  die  nach  Voraussetzung  die  Gleichungen 
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(27)  nach  sich  ziehen.   Diese  haben  nach  (30)  die  Gleichung  (£  =  (1  zur 
Folge.     Ebenso  erkennt  man.  dass  ̂   =  ̂   ̂^^  @  =  ®  wird,  sodass 
bei  beiden  Flächen  die  Quadrate   der  Bogenelemente  für  den  Fall 
der  Parameter  u  und  d  übereinstinimen. 

Also  folgt: 

Satz  50:   Kennt  man  bei  der  Fläche 

x  =  (p{u,v),       y=/(M,  tj),        z  =  U'{u,v) 

zwei  Ton  einander  unabhängige  Functionen 

f{E,F,G,E^,E^ . .  .)       und      g[E.F,G,  E^,E^.  . .) 

der  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  E.  F.  G  und  ihrer 
Ableitungen  nach  u  und  v,  so  kann  man  die  Frage,  ob  und 
wie  sich  die  Fläche  auf  eine  andere  gegebene  Fläche: 

verbiegen  lässt,  stets  durch  Eliminationen  entscheiden. 
Man  berechnet  nämlich  die  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  E.  F,  G  der  zweiten  Fläche  und  bildet  die  Func- 
tionen: 

f=f{E.F,  G,Ei,E-,.  .  .)       und       g  =  g{E,F,  G,E^,E^..  .), 

die  aus  den  beiden  bekannten  Functionen  /'  und  p  dadurch 
hervorgehen,  dass  man  E,  F,  G  durch  E,  F,  G  und  u.  v  durch 
ü,  V  ersetzt  Damit  nunmehr  die  Verbiegung  möglich  sei, 

ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  erstens  /"  und  g  bei 
Einführung  neuer  Parameter  auf  der  zweiten  Fläche  un- 
geändert  bleiben,  dass  sie  zweitens  von  einander  unab- 

hängige Functionen  von  ü  und  f  seien  und  dass  drittens 
die   aus 

f  =  ff       9=9 

folgenden  Functionen  u  und  v  ron  «  und  v  auch  die  drei 
Gleichungen 

für  alle  Werte  von  ü,  v  erfüllen,  wobei  sich  die  Differen- 
tialparameter J  auf  die  erste,  die  Differentialparameter  J 

auf  die  zweite  Fläche  beziehen.  Zugleich  geben  die  aus 

den  Gleichungen  f=f,  g=g  folgenden  Functionen  u  und  v 
von  «,  V  an,  wie  die  Punkte  {u,  v)  der  einen  Fläche  den 
Punkten  (ü,  v)  der  anderen  Fläche  entsprechen. 
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Als  Function  f  kann  man  das  Krümmungsmaass  K  benutzen, 
nach  Satz  4,  S.  273,  vorausgesetzt,  dass  die  erste  Fläche  keine 

constante  Krümmung  hat.  Als  Function  g  kann  man  alsdann  die 
mit  K  nach  Satz  46  ebenfalls  invariante  Function  A^k  benutzen, 

vorausgesetzt,  dass  Akk  eine  von  K  unabhängige  Function  ist.  Da 
das  Krümmungsmaass  auch  auf  der  zweiten  Fläche  bei  Einführung 
neuer  Parameter  ungeändert  bleibt,  so  folgt  also: 

Satz  51:  Liegt  eine  mittels  zweier  Parameter  u,  v  dar- 

gestellte Fläche  vor,  deren  Krümmungsmaass  K  nicht  con- 
stant  ist  und  für  die  der  erste  Differentialparameter  Akk 
von  K  keine  Function  von  M  allein  ist,  so  verlangt  die 
Entscheidung  der  Frage,  ob  und  wie  die  Fläche  auf  eine 
andere  gegebene  Fläche  verbiegbar  ist,  nur  Eliminationen: 

Man  berechnet  nämlich  das  Krümmungsmaass  K  der 
zweiten  Fläche,  die  in  den  Parametern  ü,  v  dargestellt 

sei,  und  seinen  ersten  Differentialparameter  Ä^k  hinsicht- 
lich der  zweiten  Fläche.  Alsdann  ist  notwendig  und  hin- 

reichend, dass  K  und  Akk  zwei  von  einander  unabhängige 
Functionen  seien  und  dass  für  die  aus 

K  =  K,       Akk  =  ̂ KK 

folgenden  Functionen  u  und  v  von  ü,  v  auch  die  drei  ersten 
Differentialparameter  von  K  und  Akk  hinsichtlich  der 
ersten  Fläche  mit  den  drei  ersten  Differentialparametern 

von  K  und  ÄK~k  hinsichtlich  der  zweiten  Fläche  überein- 
stimmen. Zugleich  geben  jene  Functionen  u  und  v  von  ü,  v 

an,  wie  die  Punkte  {u,  v)  der  einen  Fläche  den  Punkten 

{ü,  v)  der  anderen  Fläche  entsprechen. 

Man  sieht,  dass  dies  Kennzeichen  nur  dann  nicht  ausreicht, 
wenn  entweder  Akk  eine  Function  von  K  allein  ist  oder  aber  K 
selbst  constant  ist.  Im  letzteren  Falle  hat  die  erste  Fläche  con- 

stante Krümmung  und  dann  gilt  der  Satz  18,  S.  301.  Im  ersteren 
Falle  kann  man  ebenfalls  Merkmale  für  die  Verbiegbarkeit  ableiten ; 

wir  haben  jedoch  nicht  die  Absicht,  darauf  einzugehen.^ 
Auch  von  den  Formeln  des  gegenwärtigen  Abschnittes,  den  wir 

^  Die  obige  Behandlung  des  Problems  der  Verbiegung  haben  wir  aus 

Darboüx,  „Le^ons  sur  la  theorie  generale  des  surfaces",  III.  partie, 
Paris  1894,  entnommen,  wo  man  auch  eine  erschöpfende  Behandlung  der  so- 

eben erwähnten  Ausnahmefälle  findet. 
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hier  schliessen,  ist  eine  Anzahl  in  Tafeln  des  Anhanges  zusammen- 
gestellt worden.  Tafel  XVI  enthält  die  zweiten  DifiFerentialquotienten 

der  rechtwinkligen  Coordinaten  und  Tafel  X\  il  die  Fundamental- 
gleichungen. Tafel  XVIU  und  XIX  bringen  eine  Reihe  von  Formeln 

für  die  speciellen  Fälle,  dass  die  Parametercurven  entweder  die 
MinimalcuFTen  oder  die  Krümmungscurven  sind.  Einige  dieser 

Formeln  sind  freilich  im  Texte  noch  nicht  vorgekommen.  Sie  er- 
geben sich  aber  aus  den  allgemeinen  Formeln,  indem  man  darin 

E=  G  =  0  oder  F=  M=0  setzt.  Tafel  XX  endhch  bezieht  sich 

auf  die  Differentialparameter. 



Vierter  Abschnitt. 

Curven  auf  der  Fläche. 

§  1.    Geodätische  Curven. 

Der  letzte  Abschnitt,  den  wir  hier  beginnen,  soll  den  Curven 

auf  der  Fläche  gewidmet  sein.  Bisher  haben  wir  fast  nur  drei  be- 
sondere Curvenarten  auf  der  Fläche  besprochen,  die  Minimalcurven, 

die  Krümmungscurven  und  die  Haupttangentencurven.  Unter  den 
übrigen  Curven  auf  der  Fläche  haben  die  kürzesten  Linien,  die  man 

auf  der  Fläche  zwischen  je  zwei  Punkten  ziehen  kann,  ein  beson- 
deres Interesse.  Ihrer  Untersuchung  ist  daher  der  grösste  Teil 

dieses  Abschnittes  gewidmet.  Erst  zum  Schluss  des  Abschnittes 

geben  wir  noch  kurz  die  wichtigsten  Formeln  für  ganz  beliebige 
Curven  auf  der  Fläche  an.  — 

Zur  Vorbereitung  der  Untersuchung  wollen  wir  zunächst  ein 
Problem  aus  der  Curventheorie  behandeln: 

Es  sei  eine  Curve  im  Räume  gegeben,  und  sie  soll 
eine  unendlich  kleine  Änderung  erfahren.  Wir  fragen 

uns,  wie  sich  dabei  ihre  Bogenlänge  ändert.  Dabei  sehen 
wir  von  den  Minimalcurven  vorerst  ab  und  benutzen  als  Parameter 

längs  der  Curve  ihre  Bogenlänge  s.     Es  sei  also: 

(1)  x  =  (f{s),        y=x{s),        z  =  'xp{s) 

die  analytische  Darstellung  der  Curve.  Eine  unendhch  kleine  Änderung 
der  Curve  ergiebt  sich,  wenn  wir  alle  Punkte  der  Curve  nach  einem 

gewissen  Gesetze  in  neue  Lagen  bringen,  die  von  ihren  alten  Lagen  un- 
endlich wenig  verschieden  sind.  Die  Formeln  werden  am  bequemsten, 

wenn  wir  diese  Änderung  analytisch  nicht  in  Bezug  auf  das  Coor- 

dinatensystem  {x,  y,  z),  sondern  in  Bezug  auf  das  begleitende  Drei- 
kant des  Curvenpunktes  zum  Ausdruck  bringen.  (Vgl.  I  S.  174.) 

Der  Punkt  P  oder  {x,  y,  z)  oder  {s)  der  Curve  (1)  möge  eine  solche 
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unendlich  kleine  Änderung  seiner  Lage  erfahren^  deren  Projectionen 

auf  seine  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  die  Längen 

(2)  !(*)«,       »;(*)£,       ;{s)e. 

haben,  wobei  «  längs  der  Curve  ein  und  dieselbe  unendlich  kleine 
Grösse  bedeute  und  |.  ;,.  ̂   irgend  drei  Functionen  von  s  sein  soUen. 

Lifolge  dieser  Änderung  geht  der  Punkt  P  in  eine  unendlich  be- 
nachbarte Lage  P  über,  und  es  lässt  sich  leicht  feststellen,  wie  sich 

dabei  seine  rechtwinkligen  Coordinat«n  x,y,  z  um  unendlich  kleine 
Grössen  öx,  6y,  8z  ändern.  Denn  wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke 
nur  den  Satz  anzuwenden,  dass  die  Prpjection  eine  Strecke  PP  auf 
eine  der  Coordinatenaxen  gleich  der  Summe  der  Projectionen  der 

Seiten  eines  solchen  ungeschlossenen  Vielecks  ist,  das  von  P  nach  P 

geht  (vgl.  I  S.  7).  Lidem  wir  den  Punkt  P  zuerst  um  ̂ e  auf  der 
Tangente,  den  neuen  Punkt  darauf  um  i\  e  parallel  der  Hauptnormale 
und  endlich  den  neuen  Punkt  wieder  um  ̂ s  parallel  der  Binormale 

weiterführen,  gelangt  er  in  die  Lage  P.  Die  drei  Strecken  ̂ s,  tje, 
Cc  bilden  also  ein  Vieleck,  wie  wir  es  brauchen.  Sind  a,  3.  y:  /, 

m,  n:  X,  u,  v  die  Richtungscosinus  der  Tangente,  der  Haupt-  und 
der  Binormale  von  P,  so  folgt  hieraus: 

Nach  Tafel  m  können  wir  die  ßichtungscosinus  aus  (1)  als 
Functionen  von  5  berechnen.     Alsdann  sind: 

(  x  =  x-]-{ui  +  lrj+Ä:)e, 

(3)  I  t/=!/-h{ßi+mr,  +  fi:)e, 

die  Gleichungen  der  neuen  Curve,  die  von  der  Curve  (1)  unendlich 
wenig  abweicht,  ausgedrückt  mittels  des  Parartieters  s. 

Jedem  Bogenelement  ds  der  alten  Curve  (1)  entspricht  ein 
Bogenelement  ds  der  neuen  Curve  (3).  Wir  wollen  es  berechnen. 
Zu  diesem  Zwecke  differenzieren  wir  die  Formeln  (3)  nach  *.  Nach 

m  [B)  und  in  (C)  ergiebt  sich  dann,  wenn  1  :  r  und  1  :  o  Krümmung 
und  Torsion  der  Curve  (1)  bedeuten: 'dJ 

=  i  +  (r-^)eJ„+[|+,'+|]w+[r-f].i. 
Entsprechend  gehen  dy:ds  und  dz.ds  hervor,  wenn  man  auf  der 

rechten  Seite  a,  l.  Ä  durch  ß,  m,  u  bez.  '/\  n,  v  ersetzt-  Quadrieren 
und  Summieren  der  drei  Formeln  liefert  nach  II  {J): 
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dx^  +  dy^  +  d%^ 

1+  r 
+ 
r  Q 

6^  + 

C   — 
- 

Es  ist  aber: 

das  Quadrat  des  zu  ds  gehörigen  Bogenelementes  der  neuen  Curve. 
Somit  kommt,  wenn  wir  noch  nach  Potenzen  von  e  ordnen: 

(«y=i+2(r--j-). +(....).= 
Den  Coefficienten  von  e^  haben  wir  nur  angedeutet,  da  er  für  das 
Folgende  unwichtig  ist.  Ziehen  wir  nun  die  Quadratwurzel  aus  und 
wird  die  neue  Curve  im  selben  Sinn  wie  die  alte  durchlaufen,  sodass 

d§:ds  im  reellen  Falle  positiv  ist,  so  giebt  die  Benutzung  der  be- 
kannten Formel: 

sofort 

lf=>+(^'-:)^+--- oder: 

(4)  ds -ds  =  h' -  ̂ ]ds.s  + .  .  ., 
wobei  die  höheren  Potenzen  von  s  nur  angedeutet  worden  sind. 

Durchläuft  s  alle  Werte  von  0  bis  ff,  so  durchläuft  der  Punkt  P 

die  alte  Curve  von  dem  zu  ä  =  0  gehörigen  Punkte  P^  bis  zu  dem 

zu  .9  =  ff  gehörigen  Punkte  P^.  Der  Bogen,  den  alsdann  der  Punkt  P 
auf  der  unendlich  benachbarten  Curve  zurücklegt,  sei  ä.  Nach  (4) 
ergiebt  sich  durch  Integration: 

Es  ist  aber 
0 

Wenn  wir  insbesondere  annehmen,  dass  die  der  alten  Curve  Pq  i\ 
unendlich  benachbarte  Curve  ebenfalls  von  P^  ausgehe  und 

in  P^  endige,  so  bleiben  P^  und  P^  bei  der  unendlich  kleinen 
Änderung  in  Ruhe,  d.  h.  die  Functionen  |,  ̂,  ̂   von  s  sind  nach  (2) 

gleich  Null  für  s  =  0  und  s  =  ff,  sodass  das  soeben  angegebene 
Integral  gleich  Null  ist.     Nunmehr  kommt: 

ff  —  ff=—    I— </.<?.€  + 
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Daher: 

Satz  1:  Ändert  man  eine  von  P^  nach  P^  gehende  Curve 
unendlich  wenig  mit  festgehaltenen  Endpunkten,  und  hat 

die  Verrückung,  die  der  allgemeine,  zur  Bogenlänge  PqP=s 
gehörige  Punkt  P  der  CurYe  erfährt,  einen  solchen  Wert, 
dessen  Projection  auf  die  Hauptnormale  des  Punktes  P 

gleich  ;;  (s)  6  ist,  wobei  e  eine  unendlich  kleine  von  s  unab- 
hängige Grösse  bedeute,  so  ist  die  Differenz  zwischen  der 

Länge  ä  der  neuen  Curve  P^P^  und  der  Länge  tr  der  alten 

Curve  PqP^  gegeben  durch: 

(7—  <T  =  —  /— </*.«  +  ...    . 
0 

Hierin  ist  r  der  Krümmungsradius  der  alten  -Curve  an  der 
Stelle  P  oder  («);  und  die  Glieder,  die  mit  höheren  Potenzen 
von  6  behaftet  sind,  sind  nur  angedeutet. 

Jetzt  wollen  wir  annehmen,  die  Curve  PqP^  liege  auf  einer 
gegebenen  Fläche,  und  es  sollen  ihr  nur  solche  unendlich 
kleine  Änderungen  erteilt  werden,  bei  denen  sie  beständig 
auf  der  Fläche  bleibt  und  —  wie  bisher  —  ihre  beiden  End- 

punkte P^  und  Pj  fest  sind. 
Die  Ortsänderungen  der  Curvenpunkte  sind  jetzt  noch  ganz 

beliebig  mit  der  einen  Einschränkung,  dass  jeder  Punkt  in  seiner 

Tangentenebene  verbleiben  soll.  Sind  also  X,  1',  Z  die  Richtungs- 
cosinus seiner  Flächennormale,  so  drückt  sich  die  Einschränkimg 

nach  (3)  so  aus:  Es  soll: 

(5)  |SaX-l-;;S/X+:SAX=0 

sein.  Die  drei  Summen  hierin  sind  die  Cosinus  der  Winkel,  die  die 

Flächennormale  der  betrachteten  Curvenstelle  mit  der  Tangente, 

Haupt-  und  Binormale  bildet.  Diese  Forderung  zeigt,  dass  die  in 
Satz  1  auftretende  Grösse  /;  auch  jetzt  noch  ganz  beKebig  gewählt 

werden  darf,  da  die  Bedingung  (5)  alsdann  eine  Gleichung  zwischen 

I  und  ̂   wird,  die  sich  durch  geeignete  Wahl  von  |  und  ̂   erfüllen 
lässt  Dies  ist  nur  dann  nicht  der  Fall,  wenn  die  Bedingung  (5) 

frei  von  |  und  ̂   wird,  d.  h.  wenn  S  «  X  =  S  Ä  A'  =  0  ist,  wenn  also die  Flächennormale  auf  der  rectificierenden  Ebene  (vgL  I  S.  317) 

senkrecht  steht  und  daher  mit  der  Hauptnormalen  der  Curve  —  im 

selben  oder  im  entgegengesetzten  Sinn  —  zusammenfällt. 

Solange  dies  nicht  längs  der  ganzen  Curve  P^P^  der  Fall  ist, 
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kann  man  also  die  Curve  immer  noch  unendlich  wenig  auf  der 

Fläche  derart  ändern,  dass  ä  —  a  unendlich  klein  von  derselben 
Ordnung  wie  e  wird.  Tritt  dagegen  dieser  besondere  Fall  ein,  d.  h. 

liegen  die  Hauptnormalen  der  Curve  P^  P^  in  den  Flächennormalen, 
so  ist  rj  notwendig  längs  der  ganzen  Curve  gleich  Null  zu  wählen, 

da  sich  dann  die  Bedingungsgleichung  (5)  auf  7;  =  0  reduciert.  Als- 
dann fällt  das  Glied  erster  Ordnung  in  der  Reihenent- 

wickelung für  ä  —  (7  fort. 
Also  nur  diejenigen  Flächencurven,  deren  Hauptnormalen  mit 

den  Elächennormalen  zusammenfallen,  haben  die  Eigenschaft,  dass 
ihre  Ortsänderung  auf  der  Fläche  mit  festgehaltenen  Endpunkten  stets 
eine  solche  Curve  liefert,  deren  Länge  ä  sich  von  der  alten  Länge  a 

um  unendlich  wenig  von  höherer  als  erster  Ordnung  unter- 
scheidet, sobald  jene  Ortsänderungen  der  Curvenpunkte  unendlich 

klein  von  erster  Ordnung  sind. 
Aber  wir  haben  hierbei  von  zwei  Curvenarten  abgesehen,  von 

den  Minimalcurven  und  von  den  Geraden;  von  den  letzteren  nämlich 

deshalb,  weil  sie  keine  bestimmten  Hauptnormalen  haben.  Wir 
müssen  uns  daher  fragen,  wie  es  sich  bei  diesen  beiden  Curvenarten 

mit  der  Längenänderung  ä  —  <i  verhält. 
Was  nun  zunächst  die  Geraden  anbetrifft,  so  liegt  hier  die 

Sache  so,  dass  ä  —  a  bei  jeder  unendlich  kleinen  Ortsänderung 

der  Punkte  einer  Strecke  P^  F^  mit  festgehaltenen  Endpunkten  un- 
endlich klein  von  höherer  Ordnung  ist.  Denn  wenn  wir  diese  Gerade 

als  die  x-Axe  wählen  und  ihren  allgemeinen  Punkt  {x,  0,  0)  in  den 
Punkt 

X  =  X  -^  ̂{x)s,       y  =  'i][x)b,       z  =  C{x)e 

überführen,  so  ist: 

d^^  =  dx^  +  dy^  +  dx^  =  dx^  +  2  ̂'  dx^.  £  +  ..., 
also: 

dx 

woraus  folgt: 

—, —  =  1  +  ̂'  £  +  .  .  .       oder:       ds  =  dx-\-^'dx.e-{-... dx  '  * 

Sind  (a,  0,  0)  und  [b,  0,  0)  die  festen  Endpunkte  der  Strecke,  so  ist 

h  —  a  ihre  Länge  a,  wenn  wir  b  y  a  wählen;  also  ist: 
h  h  h 

ä  =  J  ds  ̂ jdx-i-j^'dx.e  +  . .  =  o-  +  [(|)^^j_(|)^^  J«  +  ... 
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Aber  für  die  festen  Endpunkte  ist  |  =  0.     Daher  kommt: 

ff  =  (j  -\-  . . ., 

wo  die  Punkte  unendlich  kleine  Glieder  andeuten,  die  mit  e-,  e^... 
behaftet  sind.     Hiermit  ist  unsere  Behauptung  dargethan. 

Um  so  mehr  wird  sie  gelten,  wenn  die  Gerade  auf  einer  Fläche 

hegt  und  ihre  Punkte  nur  solchen  Ortsänderungen  unterworfen  werden 
dürfen,  bei  denen  sie  auf  der  Fläche  bleiben. 

Also  hat  sich  ergeben: 

Satz  2:  Liegt  eine  Curve,  die  keine  Minimalcurve  ist, 

auf  einer  gegebenen  Fläche  und  sollen  die  Änderungen, 
die  ihre  Länge  bei  festgehaltenen  Endpunkten  erfährt,  für 
alle  solche  Lagenänderungen  der  Curve,  bei  denen  sie  auf 
der  Fläche  verbleibt  und  bei  denen  die  Yerrückungen  der 
Punkte  von  derselben  Ordnung  wie  eine  unendlich  kleine 
Grösse  6  sind,  stets  unendlich  klein  von  mindestens  zweiter 

Ordnung  in  e  sein,  so  ist  die  Curve  entweder  eine  Gerade 

oder  ihre  Hauptnormalen  fallen  überall  in  die  Flächen- 
normalen. 

Was  dagegen  die  Minimalcurven  anbetrifft,  so  liegt  hier  die 
Sache  ganz  anders:  Eine  Minimalcurve  hat  die  Länge  NuU,  also  ist 
hier  <t  =  0.     Sind: 

^  =  ff{t),     y  =  x{t),     z  =  H>{t) 

die  Gleichungen  der  Curve,  ausgedrückt  mittels  eines  Parameters  t, 
so  ist  für  alle  Werte  von  t: 

(vgl.  I  S.  164).     Ändern  wir  den  Punkt  {i)  der  Curve  dadurch,  dass 
wir  seinen  Coordinaten  die  Incremente  ^{t)B,  r,[t)B,  ̂ {t)B  erteilen, 
so  geht  er  in  den  Punkt  mit  den  Coordinaten: 

x  =  cf-\r^e,       y-=X-\-n^,       i  =  i/^  +  s€ 

über.     Jetzt  ist: 

mithin: 

d^  =  fB^2%Cf'l  +  S|2.6  dt 
oder,  wenn  die  zweite  Wurzel  nach  Potenzen  von  e  entwickelt  wird: 

ScEEFFSBS,  Geom.  Diffir.   n.  26 



402  Vierter  Abschnitt:    Curven  auf  der  Fläche. 

oder,  wenn  t  =  t^  und  t  =  t^  die  festgehaltenen  Punkte  geben: 

ä  =  i/7ji/¥s?l(l  +  -^js  +  . . .)  rf^. 

«0 

Mithin  ist  hier  ä  —  (x  oder  ä  von  derselben  Ordnung  wie  ]/  s  unendlich 
klein.  ̂   Hieran  würde  sich  auch  dann  nichts  ändern,  wenn  wir  ver- 

langten, dass  die  Minimalcurve  nur  solchen  Ortsänderungen  unter- 
worfen sei,  bei  denen  sie  beständig  eine  Curve  auf  einer  durch  sie 

gehenden  Fläche  bleibt,  was  daraus  folgt,  dass  eine  Minimalcurve 
auf  jeder  Fläche,  die  durch  sie  geht,  eine  Minimalcurve  ist. 

Wegen  dieses  eigentümlichen  Umstandes  schliessen  wir  vorerst 

die  Minimalcurven  weiterhin  von  der  Betrachtung  aus.  — 
Unsere  Untersuchung  hat  uns  auf  diejenigen  Curven  einer  Fläche 

geführt,  deren  Längenänderungen  bei  festgehaltenen  Endpunkten  von 

höherer  Ordnung  unendlich  klein  sind.  Wir  nennen  sie  die  geo- 
dätischen Curven  der  Fläche  und  können  sie  nach  Satz  2  auch 

so  definieren:  Es  sind  dies  die  eventuell  auf  der  Fläche  vorhandenen 

Geraden  und  diejenigen  Curven  der  Fläche,  deren  Haupt- 
normalen mit  den  Flächennormalen  zusammenfallen,  wo- 

bei von  dem  Sinn,  in  dem  diese  Normalen  positiv  gerechnet  werden, 

ganz  abgesehen  wird.  Später,  wenn  wir  die  analytischen  Kenn- 
zeichen der  geodätischen  Curven  aufstellen,  werden  wir  sehen,  dass 

wir  auch  die  Minimalcurven  zu  ihnen  rechnen  können,  da  sie  die 

analytischen  Bedingungen,  wie  wir  erkennen  werden,  ebenfalls  er- 
füllen. Auch  werden  wir  nachzuweisen  haben,  dass  die  in  I  S.  270 

definierten  geodätischen  Curven  auf  abwickelbaren  Flächen  mit  zu 
den  soeben  definierten  geodätischen  Curven  gehören.    Davon  nachher. 

Wir  wollen  uns  jetzt  einmal  auf  das  Reelle  beschränken:  Es 

liege  auf  einer  reellen  Fläche  eine  reelle  Curve  PqP^  vor.  Wir 
werden  sie  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche  nennen,  wenn  sie 

kürzer  ist  als  jede  andere  unendlich  benachbarte  reelle  Curve  auf 

der  Fläche,  die  ebenfalls  von  P^^  nach  P^  geht.  Nun  aber  wird, 
wenn  wieder  |«,  rj s,  ̂ e  die  Projectionen  der  Ortsänderung  eines 

Curvenpunktes  auf  die  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  bedeuten, 

wie  in  (2),  wobei  jetzt  alle  Grössen  reell  sind,  die  Differenz  ä  —  rr 
zwischen  den  Längen  der  neuen  und  der  alten  Curve  nach  Satz  1 
so  dargestellt: 

^  Hierauf  hat  Darboüx  in   seinen  „Le^ons   sur  la  theorie  generale 

des  surfaces",  2.  partie,  Paris  1889,  aufmerksam  gemacht. 
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(f  —  (T  =  —  l  ̂  d s .e  -\- 

Die  rechts  stehende  unendliche  Reihe  nach  Potenzen  der  un- 
endlich kleinen  Grösse  6  hat  bekanntlich  dasselbe  Vorzeichen  wie 

ihr  erstes  Glied,  das  da  steht.  Ist  dies  Glied  nicht  gleich  Null,  so 

können  wir  dadurch,  dass  wir  längs  der  ganzen  Curve  i]  durch  —  // 
ersetzen,  zu  einer  zweiten  unendlich  benachbarten  Curve  kommen, 

bei  der  ö  —  <t  das  entgegengesetzte  Zeichen  wie  vorher  hat.  Ist 
aber  die  alte  Curve  eine  kürzeste,  so  muss  a  —  a  stets  positiv  sein. 
Daher  kann  sie  nur  dann  eine  kürzeste  Linie  sein,  wenn  für  alle 
Verrückungen 

/ 
^ds  =  0 
r 

ist,  was  nach  Satz  2  zu  den  geodätischen  Curven  führt     Daher: 

Satz  3:  Die  kürzesten  Curven,  die  auf  einer  reellen 

Fläche  zwei  reelle  Punkte  mit  einander  verbinden,  ge- 
hören zu  den  geodätischen  Curven  der  Fläche. 

Sie  sind  also  entweder  Geraden  oder  solche  Curven,  deren 
Hauptnormalen  Flächennormalen  sind.  Aber  wohlbemerkt  ist  dies 

nur  eine  notwendige  Bedingung,  keine  hinreichende.  Die  Frage 
nach  hinreichenden  Bedingungen  ist  so  schwierig,  dass  wir  sie 
gar  nicht  besprechen.  Unsere  Betrachtung  lehrt  aber,  dass  die 
geodätischen  Curven  auf  den  Flächen  besonderes  Interesse  haben, 
weil  zu  ihnen  auch  die  kürzesten  Curven  der  Fläche  gehören. 

In  I  S.  270  definierten  wir  als  geodätische  Curven  einer 

abwickelbaren  Fläche  diejenigen,  die  bei  der  Abwickelung  der 
Fläche  auf  die  Ebene  zu  Geraden  werden.  Es  ist  klar,  dass  diese 

Curven  kürzeste  auf  der  Fläche  sind,  sie  gehören  also  zu  denjenigen 
Curven,  die  wir  hier  als  geodätische  definiert  haben.  Aber  auch 
umgekehrt:  Liegt  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  eine  Curve  vor, 

die  nach  der  jetzigen  Definition  geodätisch  ist,  so  sind  ihre  Haupt- 
normalen zur  Fläche  senkrecht,  d.  h.  die  rectiticierenden  Ebenen 

der  Curve  sind  die  Tangentenebenen  der  abwickelbaren  Fläche,  die 
daher  die  rectificierende  Fläche  der  Curve  ist.  Nach  Satz  32,  I  S.  321, 

ist  die  Curve   mithin  auch  nach  der  früheren  Definition  geodätisch. 
Diejenigen  geodätischen  Curven  einer  Fläche,  die  keine  Geraden 

sind,  können  wir  oflenbar  auch  als  diejenigen  Curven  definieren, 
deren   Schmiegungsebenen    die   Flächennormale    enthalten 

26* 
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oder  deren  Binormalen  die  Fläche  berühren  oder  deren 

rectificierende  Flächen  die  gegebene  Fläche  selbst  längs 

der  betreffenden  Curven  berühren.^ 

Obgleich  Betrachtungen  aus  der  Mechanik  eigentlich  nicht  hier- 

her gehören,  wollen  wir  doch  nicht  unterlassen,  die  folgende  ein- 
fache Überlegung  anzugeben,  die 

Hn.  wohl  zuerst  zur  Feststellung  des 

Kennzeichens  für  geodätische  Cur- 

ven geführt  hat:^  Über  eine  starr 
gedachte  Fläche  sei  ein  völlig  bieg- 

samer, aber  unausdehnbarer  Faden 

von  Pq  bis  P^  gespannt,  sodass  er 
also  eine  kürzeste  Linie  von  P^ 

bis  P^  ist.  Sind  dann  A,  P,  C  drei 
einander  unendlich  benachbarte 

Punkte  der  Curve  (siehe  Fig.  76), 
so  erleidet  der  mittlere  Punkt  P 

zwei  Spannkräfte,  eine  in  der  Eichtung  des  Elementes  ^J,  eine  in 
der  Richtung  des  Elementes  P  C.  Die  resultierende  Kraft  liegt  in 
der  Ebene  AP  C,  die   aber  die  Schmiegungsebene  der  betrachteten 

Fig.  76. 

^  Im  Jahre  1697  stellte  Joh.  Bernoulli  im  Journal  des  Savans  das  Problem, 
die  kürzesten  Linien  auf  einer  Fläche,  insbesondere  auf  einer  Rotationsfläche 

zu  bestimmen.  In  einem  Briefe  an  Leibniz  aus  demselben  Jahre  teilte  er  mit, 

dass  er  die  Aufgabe  auf  eine  Differentialgleichung  zurückgeführt  habe.  Leibniz 
antwortete  darauf,  dass  er  schon  früher  eine  Methode  zur  Lösung  gefunden 

habe,  jedoch  zur  wirklichen  Durchführung  der  Rechnung  nicht  gekommen  sei. 
Auf  eine  Aufforderung  hin  setzte  Leibniz  seine  Methode  in  einem  Briefe  an 

Joh.  Bernoulli  1698  auseinander  (siehe  ,,Got.  Gul.  Leibnitii  et  Johan.  Ber- 

noulli commercium  philosophicum  et  mathematicum",  Lausanne  u. 

Genf  1745,  wieder  abgedruckt  in  „Leibnizens  mathematischen  Schriften", 
hgg.  von  Gerhardt,  1.  Abt.  Bd.  III,  Halle  1855).  Die  Andeutung,  die  er  giebt, 

zeigt,  dass  er  sich  vorstellt,  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  A  und  B  der 
Fläche  seien  auf  der  fraglichen  Curve  angenommen,  auf  der  Schnittlinie  ihrer 

Tangentenebenen,  durch  die  er  sich  dort  die  Fläche  ersetzt  denkt,  muss  man 
dann  einen  Punkt  C  so  bestimmen,  dass  A  C  +  G B  ein  Minimum  wird.  Jon. 
Bernoulli  antwortete  darauf  in  demselben  Jahre  (siehe  die  oben  erwähnten 

Sammelwerke),  dass  er  eine  andere  Methode  gefunden  habe,  die  sich  darauf 

gründe,  dass  die  Ebene  durch  drei  benachbarte  Punkte  der  gesuchten  Curve 
auf  der  Tangentenebene  der  Fläche  senkrecht  stehe,  was  ofifenbar  auf  unser 

obiges  Ergebnis  hinauskommt.  Vgl.  hierzu  Stäckel,  „Bemerkungen  zur 

Geschichte  der  geodätischen  Linien",  Leipziger  Berichte  1893.  Daselbst 
wird  auch  der  Ursprung  der  Bezeichnung:  geodätisch  aufgedeckt. 

*  Es  ist  wenigstens  sehr  wahrscheinlich,  dass  Joh.  Bernoulli  auf  diesem 
Wege  zu  seinem  in  voriger  Anmerkung  erwähnten  Ergebnis  gelangt  ist. 
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Curvenstelle  ist  (nach  I  S.  174).  Da  die  Curveauf  die  starre  Fläche 
aufgespannt  ist  und  ruht,  so  wird  dieser  Resultierenden  durch  den 

Widerstand  der  Fläche  in  B  das  Gleichgewicht  gehalten.  Die  wider- 
stehende Kraft  ist  aber  in  der  Normalen  des  Flächenpunktes  J5  ge- 

legen. Also  muss  die  Flächennormale  von  £  in  der  Schmiegungs- 
ebene  von  B  liegen.  Die  gespannte  Curve  hat  daher  die  Eigen- 

schaft, dass  in  allen  ihren  Punkten  die  jeweilige  Flächennormale  in 
der  Schmiegungsebene  hegt,  und  ist  deshalb  eine  geodätische  Curve. 

Jetzt  wollen  wir  die  Definition  der  geodätischen  Curven  ana- 
lytisch aussprechen:  Eine  Curve  auf  der  Fläche: 

(6)  X  =  (p{u,v),      y  =  '/  {u,  v),      z  =  yj [u,  v) 

wird  in  allgemeinster  Weise  nach  S.  11  dadurch  gegeben,  dass  man  u 
und  V  als  Functionen  eines  Parameters  t  annimmt: 

u  =  Ä{t),       v  =  B{t). 

Fasst  man  u  und  v  in  (6)  als  solche  Functionen  auf,  so  ist  (6)  eine 
analytische  Darstellung  einer  Flächencurve,  ausgedrückt  mittels  des 
Parameters  t.  Wenn  wir  die  Dilferentiation  nach  t  durch  Striche 

andeuten,  so  ist  längs  der  Curve: 

Ix   =  .r   u'  +
  X  v, 

und  ähnlich  sind  y',  y",  z ,  z"  zu  berechnen.  Nun  sind  die  Richtungs- 
cosinus der  Binormale  der  Curve  nach  Satz  10,  I  S.  175,  proportional: 

y  ̂ "  —  ̂ '  y"y     ̂ '  ̂"  ~  ̂ '  ̂" )     ̂ '  y'  ~  y  ̂   • 

Ist  die  Curve  weder  eine  Gerade  noch  eine  Minimalcurve,  so  ist  sie 

nur  dann  eine  geodätische  Curve,  wenn  ihre  Binormale  Tangente 
der  Fläche  ist,  d.  h,  wenn  es  solche  Functionen  u  und  ß  von  t  giebt, 
für  die: 

y'  z"  -  z'y"  =  ux^  +  ßx^, 
z  x"  -  X  z"  =  ay^  +  ßy^, 

ist,  denn  dann  ist  die  Binormale  der  Curve  die  zur  Fortschreitungs- 
richtung  [dxT  :  du  =  ß  :  a)  gehörige  Tangente.  Dies  sind  drei 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  zwei  Grössen  a  und  ß,  die  in 
ihnen  linear  auftreten.  Die  Forderung,  dass  es  zwei  solche  Grössen  a 

und  3  gebe,  die  alle  drei  erfüllen,  führt  daher  auf  eine  von  a  und  ß 
freie  Gleichung.     Diese  wollen  wir  so   ableiten:    Wir  multiphcieren 
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die  GHeichungen  mit  x',  y\  z'  bez.  x" ,  y",  z"  und  addieren  sie  als- 
dann jedesmal.  So  gehen  die  beiden  in  a  und  ß  homogenen  Glei- 

chungen hervor: 

cc^  x^x"  +  ß  ̂  x^x"  =  0 , 

die  wiederum,  verlangen,  dass 

^  ju     Ju  O  X    PC 

(8) 
^  X     X  O  X    X 

=  0 

sei.  Da  diese  Gleichung  frei  von  a  und  ß  ist,  ist  sie  die  gewünschte 
Bedingung.  Wir  wollen  die  Determinante  umstellen,  weil  dann  ihre 
Schreibweise  in  der  Folge  bequemer  wird: 

ö  •*'     X  o  X     X 

X    X  O  •*'     X 

0. 

Nach  (7),  XI  {Ä)  und  XVI  {C)  lässt  sie  sich  nun  so  schreiben: 

^^    \fu+Gv      [F^-^Ey^+G^tiv+\G^v^-^Fu+Gv"\ 

Wie  man  sieht,  enthält  sie  als  Coefficienten  der  Differential- 

quotienten u,  v,  u",  v"  nur  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
E,  F,  G  und  deren  erste  Ableitungen.  Sie  gilt  daher  auch  in  dem 

Falle,  dass  die  gegebene  Fläche  die  Tangentenfläche  einer  Minimal- 
curve  ist. 

Wir  können  nun  leicht  sehen,  dass  sie  auch  für  die  etwa  auf 

der  Fläche  vorhandenen  Geraden  gilt.  Denn  längs  einer  Geraden 

sind  die  Verhältnisse  x  -.  y  :  z    constant,  sodass  etwa : 

x  =  Q  a,       ij  z=  qI  ,       z  =  Q  c       [a,  b,  c  =  Const.) 

ist,  wo  Q  eine  Function  von  t  bedeutet.     Hier  ist: 

x"  z=  Q  a,       y"  ̂  Q  b ,       z"  =  Q  c , 

sodass  die  Gleichung  (8)  oder  —  was  dasselbe  ist  —  die  Gleichung  (9) 
erfüllt  wird. 

Wir  deuteten  schon  oben  (auf  S.  402)  an,  dass  sich  ergeben 

wird,  dass  auch  die  bisher  ausgeschlossenen  Minimalcurven  das 
analytische  Kennzeichen  der  geodätischen  Curven  haben.  In  der 
That:  Längs  einer  Minimalcurve  sind  u  und  v  solche  Functionen 
eines  Parameters  t^  für  die  nach  Satz  16,  S.  36: 

Eu^  -\-  2Fuv  +  GiP  =  0 
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ist,  und  zwar  für  alle  Werte  von  t,  sodass  wir  diese  Gleichung  nach  t 
differenzieren  dürfen.     Dann  kommt: 

{E^u  +  E^v)u^  +  2{F^u  +  F^v)uv'  +  {G^u  +  G^v)v*  + 

+  2Euu"  +  2F{u"v  +  uv")  +  2  Gvv"=  0. 

Aber  wenn  wir  die  Gleichung  (9)  umformen,  indem  wir  die  Zeilen 
der  Determinante  mit  u  und  v  multipKcieren  und  dann  ihre  Summen 
als  erst«  Zeile  benutzen,  so  erkennen  wir,  dass  die  beiden  Elemente 

dieser  neuen  ersten  Zeile  infolge  der  soeben  angegebenen  beiden 

Gleichungen  gleich  Null  sind,  sodass  die  Gleichung  (9)  erfüllt  ist 
Es  hat  sich  also  ergeben: 

Satz  4:  Die  Curve,  die  man  erhält,  wenn  man  auf 
einer  Fläche  mit  den  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 

E,  F,  G  die  Parameter  u,  v  als  Functionen  eines  Para- 
meters t  auffasst,  ist  unter  der  Bedingung,  dass  für  alle 

Werte  von  t 

Eu' + Fv      1 E^  m'2  4-  Ey  V  +  (^„  -  ̂   GJ  v'^ + Eu" + Fo" 

Fu'  +  Gv       {F^-\E^)u'^^G^uv'  +  \G^v'^+Fu"-^Gv" 

=  0 

ist,  entweder  eine  Curve,  deren  Hauptnormalen  Flächen- 
normalen sind,  oder  eine  Gerade  oder  eine  Minimalcurve: 

und  die  Bedingung  wird  von  jeder  Curve  erfüllt,  die  zu 
einer  dieser  drei  Arten  gehört. 

Es  ist  deshalb  zweckmässig,  nicht  nur  die  beiden  ersten  Curven- 
arten.  sondern  auch  die  Minimalcurven  der  Fläche  als  die  geo- 

dätischen Curven  der  Fläche  zu  bezeichnen,  was  von  jetzt  ab  ge- 
schehen soll.  Die  Gemeinsamkeit  des  analytischen  Alerkmals  ist 

schon  ein  genügender  Grund  hierfür.  Man  könnte  diese  Auffassung 
noch  durch  die  Bemerkung  verstärken,  dass  die  Minimalcurven  die 

Länge  Null  haben,  also  die  allerkürzesten  Curven  auf  der  Fläche 
sind ;  aber  dieser  Begründung  steht  entgegen,  dass  wir  von  kürzesten 
Curven  nur  im  reellen  Falle  gesprochen  haben. 

Als  die  Hülfsveränderliche  t  kann  man  auch  den  Parameter  u 

selbst  wählen,  denn  eine  beliebige  Curve  kann  auf  der  Fläche  da- 
durch definiert  werden,  dass  man  v  als  Function  von  u  auffasst, 

wodurch  allerdings  die  Parameterlinien  (?/)  selbst  von  vornherein  aus- 
geschlossen werden  (vgl.  S.  11).  Diese  Parameterlinien  (m)  selbst 

sind  in  der  Form  u  =  Const,  v  =  t  dai-stellbar ;  sodass  für  sie 

u  =  u"  =  v"  =  0,  V  =  1  ist  Eine  Parameterlinie  {u)  ist  also  nach 
(9)  eine  geodätische  Curve.  wenn  für  alle  Werte  von  v: 
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oder 

F 

G 

F  —  ̂   G 

i  G 

2    ̂ v 

=  0 

FG-2GF„+GG=Q 

ist.    Alle  anderen  geodätischen  Curven  sind  nun  in  der  Form  u  =  t, 

V  =  co{t)  darstellbar;  sodass  für  sie  u  =  1,  u"  =  0,  aber dv 

du 

d^ 

ist.     Daher  können  wir  den  Satz  4  auch  so  aussprechen: 

Satz  5:  Fasst  man  auf  einer  Fläche  mit  den  Funda- 

mentalgrössen  erster  Ordnung  E,  F,  G  den  Parameter  v 
als  eine  Function  des  Parameters  u  auf,  so  ist  die  dadurch 
definierte  Curve  auf  der  Fläche  dann  und  nur  dann  eine 

geodätische  Curve,  wenn  die  Function  v  mit  ihrem  ersten 

und  zweiten  Differentialquotienten  nach  u  die  Bedingung: 

F+U K-\is.+  g4^  +  \g\^^ 

dii^ 

dH 

du* 

=  0 

für  alle  Werte  von  u  erfüllt.  Dieser  Darstellung  entziehen 

sich  nur  die  Parameterlinien  [u).  Eine  Parameterlinie  [u) 
aber  ist  dann  und  nur  dann  eine  geodätische  Curve,  wenn 

für  den  zugehörigen  Wert  u  und  für  alle  Werte  von  v 

FG,-2GF,,+ GG,=0 
ist. 

Stellt  man  sich  das  Problem,  die  geodätischen  Curven  auf 

einer  gegebenen  Fläche  zu  bestimmen,  so  sind  F,  F,  G  be- 
kannte Functionen  von  u  und  v,  während  es  sich  darum  handelt, 

die  unbekannte  Function  v  von  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  mit 

ihrem  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  die  in  diesem  Satze 

angegebene  Gleichung,  in  der  die  unbekannte  Function  auch  in  F, 
F,  G  und  den  Ableitungen  von  E,  F,  G  vorkommt,  für  alle  Werte 

von  u  erfüllt.  Diese  Gleichung  ist  eine  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  für  die  unbekannte  Function  v 

von  u} 

*  Obwohl  JoH.  Beenou;.li  im  Briefwechsel  mit  Leibniz  (vgl.  die  Anm.  zu 
S.  404)  1697  behauptete,  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven 
aufgestellt  zu    haben,   und  obwohl   er  1742   im  vierten  Bande  seiner   „Opera 
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Die   geodätischen  Curven   einer  Fläche  werden  also  durch  eine 

gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  bestimmt,  wäh- 
rend die  Minimalcurven,  die  KrümmungscurTen  und  die  Haupt- 

tangentencurven  durch  je  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 

erster  Ordnung  bestimmt  werden  —  nach  XI  (0),  XII  (T)  und 
XII  (X).  In  der  That  besteht  in  betreff  der  Anzahl  der  Curven 

dieser  Arten  ein  wesentlicher  Unterschied:  Es  giebt  auf  der  Fläche 

nur  oc^  Minimalcurven,  oc  ̂   Krümmungscurven  und  oc  ̂   Haupt- 
tangentencurven.  Wählen  wir  auf  der  Fläche  irgend  zwei  Punkte  P^ 
und  Pj.  so  wird  es  im  allgemeinen  keine  Minimalcurve  geben,  die 

durch  beide  geht,  ebenso  keine  Krümmungscurve  und  keine  Haupt- 
tangentencurve,  wohl  aber  wird  es  auf  der  Fläche  unter  allen  den- 

jenigen Curven,  die  P^  mit  Pj  verbinden,  eine  kürzeste  geben,  also 
eine  geodätische.  Freilich  ist  dies  keine  exacte  Schlussfolgerung, 
denn  erstens  gilt  dies  nur  für  den  reellen  Fall  und  zweitens  darf 
man  nicht  ohne  weiteres  annehmen,  dass  es  unter  unendlich  vielen 

Curven  stets  eine  kürzeste  gebe.  Dagegen  ist  es  in  einzelnen  Bei- 
spielen auch  exact  zu  sehen: 

1.  Beispiel:  Auf  einer  abwickelbaren  Fläche  sind  die  geodätischen 
Curven,  wie  wir  oben  sahen,  diejenigen,  die  sich  bei  der  Ausbreitung  der 
Fläche  auf  die  Ebene  als  die  Geraden  darstellen.  Zwischen  zwei  Punkten  in 

der  Ebene  kann  man  aber  stets  eine  Gerade  ziehen,  woraus  folgt,  dass  es 

zwischen  zwei  beliebigen  Punkten  einer  abwickelbaren  Fläche  stets  wenigstens 
eine  geodätische  Curve  giebt.  Dabei  nehmen  wir  an,  dass  beide  Punkte  auf 

demselben  Mantel  der  Fläche  liegen  (vgl.  I  S.  266).  Insbesondere  kann  es 

aber  vorkommen,  dass  es  zwischen  beiden  Punkten  unendlich  viele  geodätische 
Curven  giebt,  wenn  nämlich  die  Abwickelung  der  Fläche  auf  die  Ebene 

periodisch  ist,  sodass  ein  und  derselbe  Punkt  der  Fläche  bei  der  Ausbreitung 
auf  die  Ebene  unendlich  oft  wiederkehrt.  Man  sieht  dies  am  deutlichsten  im 

Falle  eines  Eotationscjlinders.  Wickeln  wir  ihn  auf  die  Ebene  ab  (siehe 

Fig.  77,  S.  410),  so  kehrt  ein  und  dieselbe  SteUe  Ä  unendlich  oft  in  der  Abwicke- 
lung wieder,  in  den  Lagen  A^,  Ä^,  Ä^  .  .  .,  dasselbe  gilt  von  einer  SteUe  B,  der 

unendlich  viele  Lagen  Bi,  B^,  Bg  . . .  in  der  Ebene  entsprechen.  Verbinden  wir 

irgend  einen  der  Punkte  Ä^,  A^,  Ä^  . . .  mit  irgend  einem  der  Punkte  B^ ,  5,, 
B^  . . .  durch  die  Gerade ,  so  giebt  die  Aufwickelung  des  Mantels  auf  den 

Cylinder    eine    geodätische  Curve,    nämlich   eine  gemeine   Schraubenlinie 

omnia",  Lausanne  und  Genf,  sie  aufgestellt  hat,  gebührt  doch  Euleb  die 
Priorität  der  Veröffentlichung  wegen  seiner  Arbeit:  .,De  linea  brevissima 

in  superficie  quacunque  duo  quaelibet  puncta  jungente",  Commen- 
tarii  Acad.  Petropolitanae,  t.  III,  ad  annum  1728,  Petersburg  1732.  Auch  er 

geht  von  der  mechanischen  Betrachtung  der  Spannungen  im  Faden  aus.  Direct 

aus  der  geometrischen  Definition  der  kürzesten  Linien  leitete  erst  Laobange  in 

seinem  „Calcul  des  fonctions".  Paris  1S06,  siehe  auch  Oeuvres  t.  X.  die 
Eigenschaft  der  geodätischen  Curven  ab. 
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(vgl.  I  S.  157).  Dabei  geben  die  Geraden,  die  sich  nur  um  eine  der  Perioden 
der  Abwickelung  von  einander  unterscheiden,  dieselbe  Curve,  so  die  Geraden 

Äi  Bi,  Ä2,  B2  u.  s.  w. ;  ebenso  Ä^  B^,  Ä^  B^  u.  s.  w.  Diese  Ergebnisse  sind  ganz 

unabhängig  davon,   wie  die  Punkte  Ä  und  B  gegen  einander  liegen.     Wählen 

Fig.  77. 

wir  sie  auch  noch  so  dicht  bei  einander,  so  giebt  es  doch  unendlich  viele  ge- 
meine Schraubenlinien  zwischen  ihnen.  Eine  ist  allerdings  die  kürzeste; 

in  Fig.  77  ist  es  diejenige,  die  der  Geraden  Ä^  B^  entspricht.  Aber  alle  sind 
geodätische  Curven. 

2.  Beispiel:  Auf  der  Kugel  sind  die  Flächennormalen  die  Radien,  also 

die  geodätischen  Curven  —  mit  Ausnahme  der  beiden  Scharen  von  je 

00^  Minimalgeraden  (vgl.  Satz  26,  S.  64)  —  diejenigen,  deren  Hauptnor- 
malen nach  der  Kugelmitte  gehen,  sodass  bei  ihnen  der  Mittelpunkt  der 

Schmiegungskugel,  die  ja  die  Kugel  selbst  ist,  mit  dem  Mittelpunkt  des  Krüm- 
mungskreises stets  zusammenfällt.  Ist  dieser  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt 

und  ist  der  Kugelradius  gleich  Eins,  so  sind  hier 

l  =  —  X  ,       m  =  —  y  ,       n  =  —  X 

die  Richtungscosinus  der  Hauptnormale.  Das  Minuszeichen  ist  hier  anzu- 
wenden, weil  die  Hauptnormale  nach  I  S.  189  positiv  in  der  Richtung  nach 

dem  Krümmungsmittelpunkt  hin  ist.  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  s 

der  geodätischen  Curven  giebt  nun  wegen  III  (C)  und  III  (B): 

i, 

1  - 

Q  
  ^ 7  = 

Multiplicieren  wir  diese  drei  Gleichungen  mit  «,  ß,  y  bez.  A,  /i,  v  und  addieren 
sie  alsdann  jedesmal,  so  folgt  nach  II  (J.): 

1  - 

=  0, =  0 

Nach  der  zweiten  Gleichung  sind  die  geodätischen  Curven  wegen  Satz  13, 
I  S.  185,  eben  und  nach  der  ersten  wegen  Satz  29,  I  S.  41,  Kreise  vom  Radius 

Eins;  also  sind  es  die  grössten  Kreise  der  Kugel,  ein  Ergebnis,  das 

geometrisch  schon  von  vornherein  bekannt  war.  Man  sieht  auch,  dass  der 
grösste  Kreis  zwischen  zwei  Punkten  der  Kugel  nur  in  einem  seiner  beiden 
Teile  die  kürzeste  Curve  ist.  Liegen  die  beiden  Punkte  einander  diametral 

gegenüber,  so  giebt  es  zwischen  ihnen  00^  geodätische  Curven. 
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In  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  be- 
weist man,  dass  eine  gewöhnliche  Differentialgleichnng  zweiter  Ord- 
nung zwischen  u  und  v  unter  gewissen  functionentheoretischen 

Voraussetzungen  oc-  Lösungen  hat,  und  so  könnte  man  daraus  ent- 
nehmen, dass  es  unter  den  entsprechenden  Voraussetzungen  für  die 

vorgelegte  Fläche  auf  ihr  oc^  geodätische  Curven  giebt  Wir 
machen  jedoch  davon  keinen  Gebrauch  und  erwähnen  es  nur  zur 
Orientierung  des  Lesers. 

Liegt  eine  Fläche  vor,  so  lassen  sich  ihre  geodätischen  Curven 

nur  in  den  allerwenigsten  Fällen  durch  endliche  Gleichungen  dar- 
stellen, weil  die  Auffindung  derjenigen  Functionen  v  von  u,  die  der 

in  Satz  5  angegebenen  Gleichung  genügen,  die  grössten  Schwierig- 
keiten bereitet.  Wir  geben  hier  zunächst  nur  ein  Beispiel,  in  dem 

es  gelungen  ist,  sie  zu  bestimmen. 

Beispiel:  Es  liege  eine  Rotationsfläche*  vor.  deren  Axe  die  -i-Axe. 
sei  (vgl.  (2),  S.  41): 

X  =«  p («) cos  r  ,        y  =  p{n)  sin r  ,       x  =  qiu). 

Wenn  wir  wie  immer  unter  u  die  Bogenlänge  der  Meridiane  verstehen,  so  ist 
wie  auf  S.  41: 

/*+?'*  =1 und: 

(11)  -£"=!,        F  =  0,        G  =  p*. 

Nach  Satz  5  sind  also  von  den  Breitenkreisen  («)  nur  diejenigen  geodätische 
Curven,  für  die 

pp'=0 ist  p  =  0  giebt  die  zu  Punkten  degenerierten  Breitenkreise,  da  p  der  Eadius 

des  Kreises  («)  ist,  und  p'  ist  da  gleich  Null,  wo  die  Tangente  der  Meridian- 
curve  der  Drehaxe  parallel  ist.  Von  den  Breitenkreisen,  die  nicht  in  Punkte 
ausarten,  sind  also  nur  diejenigen  geodätische  Curven,  in  denen  die  Fläche 

von  Rotationscylindem  um  die  x-Axe  berührt  wird.  Die  übrigen  geodätischen 
Curven  bestimmen  sich  nach  Satz  5  aus  der  Bedingung: 

,  rf»         ̂        ,  dr  ,  d*v 
du  du  du* 

0 

*  Jacob  Berxoclli  bestimmte  in  den  Acta  Eruditorum.  Leipzig  1698,  die 
geodätischen  Curven  auf  einer  Rotationsfläche  und  gelangte  durch  Quadraturen 

zum  richtigen  Ziel,  obgleich  sein  Verfahren  fehlerhaft  war.  Alsdann  stellte 

Claikaut  einen  wichtigen  Satz  über  die  geodätischen  Curven  auf  Rotations- 
flächen auf.  den  wir  ableiten  werden.  Siehe  seine:  .»Determinations  geome- 

trique  de  la  perpendiculaire  ä  la  meridienne  tracee  par  M.  Cassini 

avec  plusieurs  methodes  d'en  tirer  la  grandeur  et  la  figüre  de  la 
terre":  Mem.  de  l'Acad.  de  Paris  pour  lannee  1733,  Paris  1735. 
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oder 

du^       ̂ ^   \duj  p      du 

Man  kann  diese  Gleichung  geometrisch  deuten,  wenn  man  den  Winkel  a  ein- 
führt, den  die  gesuchte  geodätische  Curve  an  der  Stelle  (w,  v)  mit  dem  Meridian 

(v)  dieser  Stelle  bildet.  Da  längs  der  Meridiancurve  (v)  das  Verhältnis  dv.du 
gleich   Null,    längs    der    geodätischen  Linie    gleich    dem    in    der  vorstehenden 

Gleichung  auftretenden  Diflferentialquotienten  -^  ist,   so  giebt  Satz  10,  S.  32, 
wegen  (11) 

(1 3)  cos  a  =  — r=^==  , 

woraus  folgt: 
dv  tsr« 

-        =±      ̂  
du  p 

Wir  haben  hier  den  Factor  ±  hinzugefügt,  weil  wir  über  den  Sinn,  in  dem 
der  Winkel  a  gemessen  werden  soll,  keine  bestimmte  Annahme  gemacht  haben. 
Längs  der  geodätischen  Curve  ist  nun  wie  v  auch  a  eine  Function  von  u, 
sodass  die  Differentiation  nach  u  den  folgenden  Wert  des  zweiten  Differential- 

quotienten von  V  liefert: 

d'^v  1  da         tsroe        ■ 
   =  -i-         :f:  — *?    .  p'  ̂ 
du^  p  coa^  a     du         p^ 

Setzen  wir  diese  beiden  Werte  des  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten 
von  v  nach  u  in  (12)  ein,  so  kommt: 

oder 
1       da        p' 
   -—  +  ̂   =  0 
tg «     du        p 

d  sin  a         p' 
du  p 

woraus  folgt,  dass 

(14)  ^  sin  a  =  m  (m  =  Const.) 

ist.     Daher  ergiebt  sich,  da  p  der  Eadius  des  Breitenkreises  ist,  der 

Satz  6:  Längs  einer  jeden  solchen  geodätischen  Curve  einer 
Rotationsfläche,  die  keine  Minimalcurve  ist,  ist  das  Product  aus 
dem  jeweiligen  Radius  des  Breitenkreises  und  dem  Sinus  des 

Winkels,   den  die  Curve  mit  dem  Meridian  bildet,   constant.^ 
Dass  wir  die  Minimalcurven  ausnehmen  müssen,  folgt  daraus,   dass  man 

bei  ihnen  nicht  von  einem  Winkel  a  sprechen  kann. 
Da  nach  (13) 

dv r du 

sin'  a  = 

'  du 

*  Dies  ist  der  Satz  von  Clairaut,  den  wir  in  der  letzten  Anm.  erwähnten. 
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ist,  so  läast  sich  die  Formel  (14)  so  schreiben: 

dv  m 

du        p  yp*  —  m* 
Hierin  ist  die  rechte  Seite  eine  Function  von  u  allein.  Eine  Quadrator 
liefert  also: 

/
d
u
 

—
 
 

—  n    
     

(m, 
 
n  =  Cons

t.).
 

p  Vp"  —  in* 
Hiermit  aber  sind  die  geodätischen  Curven  auf  der  Eotationsfläche  in  endlicher 
Form  gefunden. 

Nach  dem  Satze  6  oder  der  Formel  (14)  kann  man  sich  eine  allgemeine 

Vorstellung  von  dem  Verlaufe  einer  reellen  geodätischen  Orrve  auf  einer  reellen 
Rotationsfläche  machen:  Wir  können  uns  dabei  auf  einen  solchen  Teil  der 

Fläche  beschränken,  auf  dem  p  positiv  ist,  denn  />  =  0  giebt  die  zu  Punkten 

entarteten  Breitenkreise  an.  Ist  nun  z.  B.  für  eine  geodätische  Curve  die  Con- 
stante  m  auch  positiv,  so  ist  der  kleinste  Wert,  den  p  erreichen  kann,  der 

Wert  m,  für  den  «  =  —  ist     Der  Breitenkreis  vom  Radius  m  wird  also  von 

der  geodätischen  Curve  berührt.  Für  noch  kleinere  Werte  von  p  wird  m:p>  1, 

sodass  die  Curve  den  Bereich  derjenigen  Breitenkreise  meidet,  deren  Radius 
kleiner  als  m  ist.  Sie  wird  also  an  dem  Kreise  vom  Radius  »i  zu  den  Kreisen 

von  grösseren  Radien  umkehren:  solange  p  wächst,  nimmt  a  ab,  d.  h.  die  Curve 

wird  weniger  steil  gegen  den  Meridian.  Wächst  der  Radius  bis  ins  Unend- 
liche, so  nähert  sich  die  Curve  der  Gestalt  einer  Meridiancurve. 

Insbesondere  woUen  wir  diese  Ergebnisse  auf  die  Rotationsflächen 

von  constanter  Krümmung  iT  anwenden.     Bei  ihnen  ist  nach  S.  122 

p"  =  -  Kp. 

In  I  S.  98  hatten  wir  unter  (6)  dieselbe  Gleichung,  nur  stand  dort  x  statt  /?, 
und  die  Veränderliche,  nach  der  differenziert  wurde,  war  nicht  mit  «,  sondern 

mit  s  bezeichnet     Wie  wir  in  (8),  I  S.  99,  sahen,  ist  also: 

p  =  a  cos  |\^tt  +  b  sin  Y^u 

die  allgemeinste  Function  p  («),  für  die  die  Rotationsfläche  (10)  die  constante 
Krümmung  K  hat.    Dabei  bedeuten  a  und  b  zwei  Constanten.    Wir  haben  nun 

von  u  nur  das  eine  vorausgesetzt,   dass  u  die  Bogenlänge  auf  den  Meridianen 
bedeute.     Ist  c  irgend  eine  Constante,  so  ist  auch 

(16)  ü  =  u  -  e 

die  Bogenlänge  auf  den  Meridianen,  nur  von  einer  anderen  Stelle  an  gemessen. 
Dann  ist: 

p  =  a  cos  y^iü  +  c)  +  i  sin  YK{ü  +  c) 
oder: 

p  =  (o  cos  YKc  +  6  sin  YKe)  cosyÄ^ü  + 
+  (—  o sin yXe  +  b  eoa  yK e)  sin  YKv  . 

Wir  können  die  Constante  e  so  wählen,  dass  die  zweite  Klammer  gleich  Null 

wird,  indem  wir  nämlich: 
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also 

(17)  cos)/Zc  =  — — ^   ,         sinj/Fc  = 

wählen.     Dann  wird 

p  =  ]/a*  +  6'^  cos  ")/A'  m  . 

Wir  können  uns  jetzt  vorstellen ,  wir  hätten  von  vornherein  schon  die  Bogen- 
länge durch  ü  statt  u  ausgedrückt,  und  dürfen  daher  ohne  Beschränkung  der 

Allgemeinheit  annehmen,  dasd  in  den  Formeln  (10)  die  Veränderliche  u  diese 

passender  gewählte  Bogenlänge  sei,  sodass  wir 

(18)  p  =  AcobYKii 

setzen  dürfen,  indem  wir  y  a^  +  6*  mit  Ä  bezeichnen. 
Alsdann  giebt  (15): 

m  d  u 

A  cos  ]/ K  u\  A^  cos^  ]/iv««  —  m} 

Diese  Quadratur    lässt  sich  nun   dadurch  ausführen,    dass  man   ctg  YKu  als 
neue  Veränderliche  t  benutzt.     Dann  kommt  nämlich: 

sin  y Ku  =  -—  ,         cos  y Ku  = 

und 

du  =   -r  sin^  VK  u  .dt , 

Yk 

sodass  sich  für  v  ergiebt: 

m        n  dt 

J    f 
oder  integriert: 

oder: 

AyKJ    tyAH^-n>^(l  +  t'') 

1  ./ml 

AYk  \yA^-m''     t 

—  n 

sin  {A  y Kv  +  w)  = 
yZ'^-m*      t 

d.  h.,   wenn  wieder   ctg  yivii  für  t  gesetzt  wird: 

(19)  ü\.n{AyKv  +  n)  =  -^^=tsyKu. 

yA^-m^ Diese  Gleichung  zwischen  u  und  v,  die  ausser  den  durch  den  Wert  (18) 

von  p  bedingten  Constanten  K  und  A  noch  die  willkürlichen  Constanten  m 

und  n  enthält,  stellt  also  die  co^  geodätischen  Curven  der  zu  (18)  gehörigen 

Rotationsfläche  constanter  Krüm'mung  dar.  Wir  können  die  Gleichung  auch so  schreiben: 

cos  n  .  sin  A  y K  v  .  ctg  yXu  +  sin  n  .  cos  A  |/ä'  v  .  ctg  yKu  =  —  • 

y  A^  —  m^ 
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Wenn  wir  jetzt  die  neuen  Parameter  einführen: 

ü  =  sin  A  yX  V  .  ctg  yKu , 

=  cos  A  yKr  .  ctg  V  X"  > 

so  nimmt  die  Gleichung  der  geodätischen  Curven  die  Form  an: 

-        .         _  m 
cos  n  .  u  +  sm  n  .  r  =  —  , 

wobei  n  und  m  die  willkürlichen  Constanten   sind.     Mit  m   ist   aber  auch   die 
rechte  Seite  eine  willkürliche  Constante,  etwa  /,  sodass  wir  haben: 

(21)  cos  n  .  ü  +  sinn  .r  =  l  (n,  /  =  Const) . 

Also  hat  sich  ergeben: 

Satz  7:  Man  kann  auf  einer  Rotationsfläche  constanter  Krüm- 

mung solche  Parameter  «  und  r  einführen,  mittels  deren  die  geo- 
dätischen Curven  der  Fläche  durch  die  allgemeine  lineare  Glei- 

chung 
Const.  «  +  Const.  r  =  Const. 

dargestellt  werden. 

§  2.     Geodätische  Abbildung  von  Flächen. 

Die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven  eine^  Fläche 

kann  man  nach  Satz  5,  S.  408.  aufstellen,  sobald  man  nur  die 

Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  der  Fläche  als  Functionen  der 

Parameter  kennt.  Hieraus  können  wir  einen  wichtigen  Schluss 

ziehen:  Wenn  es  möglich  ist,  eine  Fläche  auf  eine  andere  zu  ver- 
biegen, so  kann  man  entsprechenden  Punkten  beider  Flächen 

gleiche  Parameter  beilegen,  und  dann  stimmen  die  Fundamental- 
grössen erster  Ordnung  auf  beiden  Flächen  nach  Satz  5.  S.  275, 

mit  einander  überein,  folgUch  auch  die  Differentialgleichungen  der 

geodätischen  Curven  auf  beiden  Flächen,  sodass  sich  ergiebt : 

Satz  8:  Verbiegt  man  eine  Fläche,  so  sind  ihre  geo- 
dätischen Curven  auch  nach  der  Verbiegung  geodätische 

Curven. 

Übrigens  leuchtet  dieser  Satz  für  die  kürzesten  Curven  wegen 

der  Längentreue  bei  der  Verbiegung  (vgl.  S.  273)  ohne  weiteres  ein, 

aber  nicht  jede  geodätische  Carve  ist  eine  kürzeste  Linie.  Freilich 

ist  der  Satz  auch  für  die  geodätischen  Curven  überhaupt  leicht  geo- 

metrisch einzusehen,  da  die  unendlich  kleine  Änderung  einer  Flächen- 

curve,  auf  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  die  Einführung  der  geo- 
dätischen Curven  stützten,  auf  der  verbogenen  Fläche  genau  zu 

demselben  Ergebnis  wie  auf  der  alten  Fläche  führt,  denn  die  Ver- 
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biegung  ist  ja  nach  S.  274  eine  in  den  unendlich  kleinen  Teilen 
congruente  Abbildung. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen,  ob  sich  der  Satz  8 

umkehren  lässt,  ob  also  alle  diejenigen  punktweisen  Abbildungen 
einer  Fläche,  bei  denen  jeder  geodätischen  Curve  der  einen  Fläche 
eine  geodätische  Curve  der  anderen  entspricht,  Verbiegungen  sind. 
Wir  werden  derartige  Abbildungen  geodätische  Abbildungen 
nennen.  Alsdann  können  wir  die  Frage  so  formulieren:  Ist  jede 
geodätische  Abbildung  eine  Verbiegung? 

Sicher  braucht  sie  es  für  eine  Rotationsfläche  von  con- 

stanter  Krümmung  nicht  zu  sein.  Denn  nach  dem  Satze  7  des 
vorigen  Paragraphen  lassen  sich  auf  einer  Rotationsfläche  constanter 

Krümmung  K  solche  Parameter  u,  v  einführen,  in  denen  die  geo- 
dätischen Curven  der  Fläche  durch  die  allgemeine  lineare  Gleichung 

in  u  und  v: 

(1)  Const.  M  +  Const.  u  =  Const. 

dargestellt  werden.  Wenn  man  nun  dem  Punkte  {u,  v)  der  Fläche 
denjenigen  Punkt  einer  Ebene  zuordnet,  der  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  u,  v  hat,  so  liegt  eine  punktweise  Abbildung  der  Fläche 

auf  die  Ebene  vor.  In  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten u,  V  ist  aber  (1)  die  Gleichung  einer  Geraden,  d.  h.  einer 

geodätischen  Curve.  Durchläuft  der  Punkt  [u,  v)  auf  der  Fläche 
eine  geodätische  Curve,  so  thut  sein  Bildpunkt  {u,  v)  in  der  Ebene 
dasselbe,  d.  h.  die  Abbildung  ist  geodätisch.  Sie  ist  aber  keine 
Verbiegung,  sobald  das  constante  Krümmungsmaass  K  ̂ Q  ist,  wegen 
Satz  7,  S.  275. 

Im  Falle  einer  Rotationsfläche  constanter  Krümmung  ist  die 

aufgeworfene  Frage  demnach  zu  verneinen.  Dasselbe  gilt  überhaupt 
für  Flächen  constanter  Krümmung.  Denn  nach  Satz  18,  S.  301, 

lässt  sich  jede  Fläche  von  der  constanten  Krümmung  K  auf  eine 
Rotationsfläche  von  dieser  Krümmung  verbiegen,  sodass  sich  Satz  7 
wegen  Satz  8  so  verallgemeinern  lässt: 

Satz  9:  Auf  jeder  Fläche  von  constanter  Krümmung 
giebt  es  solche  Parameter,  in  denen  die  geodätischen 
Curven  der  Fläche  durch  die  allgemeine  lineare  Gleichung 
zwischen  den  Parametern  dargestellt  werden. 

Indem  wir  nun  dazu  übergehen,  die  aufgeworfene  Frage  all- 
gemein zu  beantworten,  bemerken  wir  gleich  vorweg,  dass  wir  er- 
kennen werden,  dass  die  Frage  zwar  im  allgemeinen,  bei  beliebigen 

Flächen,  zu  bejahen,  aber  nicht  nur  für  die  Flächen  von  constanter 
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Krümmung,  sondero  für  eine  sie  umfassende  grössere  Familie  von 
Ilächen  zu  verneinen  ist 

Wir  nehmen  also  jetzt  an,  es  seien  zwei  Flächen  geodätisch 
auf  einander  abgebildet.  Keine  der  beiden  Flächen  sei  aber  die 
Tangententiäche  einer  Minimalcurve,  auch  sei  die  Abbildung  nicht 

etwa  so  beschaffen,  dass  einer  und  nur  einer  Schar  von  Minimal- 
curven  der  einen  Fläche  eine  Schar  von  Minimalcurven  auf  der 

anderen  Fläche  entspreche.  Es  sind  dies  Voraussetzungen,  die  im 
Falle  der  reellen  Abbildung  zweier  reeller  Flächen  stets  erfüllt 
sind.  Nach  Satz  49,  S.  96,  giebt  es  auf  der  einen  Fläche  mindestens 

ein  (im  reellen  Falle  reelles)  Orthogonalsystem,  dem  auf  der  anderen 
wieder  ein  (im  reellen  Falle  reelles)  Orthogonalsystem  entspricht 
Wählen  wir  die  Curven  dieser  Orthogonalsysteme  als  Parameterlinien, 
indem  wir  einander  entsprechenden  Curven  beider  Systeme  gleiche 
Parameterwerte  u  bez.  gleiche  Parameterwerte  v  beilegen,  so  liegen 
also  folgende  Voraussetzungen  vor: 

Auf  beiden  Flächen  bilden  die  Parameterlinien  Orthogonal- 
systeme, und  einander  entsprechende  Punkte  beider  Flächen  gehören 

zu  demselben  Wertepaare  der  Parameter  u,  v.  Nach  Satz  13,  S.  34, 
haben  die  Quadrate  der  Bogenelemente  der  beiden  Flächen  die 
Formen : 

(1)  ds^  =  Edii^  +  Gdv*,       ds^  =  Edu^  -^  Ödv*. 

Die  geodätischen  Curven  der  ersten  Fläche  genügen  nach  Satz  4, 
S.  407,  der  Gleichung: 

(m  ü    —  V  u)  — 

Q  \      G         E  )  \G  EJ  E 

Bei  der  zweiten  Fläche  tritt  an  ihre  Stelle  die  in  ̂   und  G  ge- 
schriebene Gleichung.  Sollen  nun  die  geodätischen  Curven  beider 

Flächen  einander  entsprechen,  so  müssen  beide  Gleichungen  über- 
einstimmen.    Dies  führt  zu  den  vier  Bedingungen: 

Q  ~    ö'         E  ~  E  ' C^) 
f)    Gu     Eu      9^«     -^m  Gt     2  '^'^   =     2  -^r 

'    G         E  G         E'         G  E  ~  G  E 

Die  beiden  in  der  zweiten  Zeile  stehenden  Gleichungen  lassen  sich 
so  schreiben: 

Scheffers,  Geom.  Diflfr.    n.  2i 
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^\E     E  j  '         dv      ̂ \a      O  ] 

Der    erste    Numerus   ist    also    eine   Function   ip  von    v   allein,    der 
zweite  eine  Function  cp  von  u  allein,  sodass 

(3)  ^  =  F^^"^'       ¥-  =  ̂ ^^^^ 
ist.     Hieraus  folgt: 

E=^^,       ö=      " 
yq)^  yj  yg)  yj^ 

denn  weder  cp  noch  yj  ist  gleich  Null,  da  sonst  IJ  oder  G  =  0  und 
also  die  erste  Fläche  gegen  die  Voraussetzung  die  Tangentenfläche 
einer  Minimalcurve  wäre.  Bezeichnen  wir  die  in  der  ersten  dieser 

beiden  Formeln  vorkommenden  dritten  Wurzeln  aus  cp  und  yj  mit 

U{u)  und  V  (y),  so  kommt: 

~  IPV  '         ̂   —  ̂  -fjY^  ' 

wo  s  eine  dritte  Einheitswurzel,  d.  h.  €^  =  1  ist.  Aber  wenn  wir 
diese  Werte  in  (3)  einsetzen,  so  ergiebt  sich  6=1.    Also  haben  wir: 

(4)  ^  =  -jpy  '          ̂   =  -jjyi ' 

wo  U  eine  Function  von  u  allein  und  V  eine  Function  von  v  allein 
bedeutet. 

Jetzt  bleibt  noch  die  Befriedigung  der  in  (2)  in  der  ersten  Zeile 
stehenden  Gleichungen  übrig.  Setzen  wir  darin  die  Werte  (4)  ein, 
so  kommt: 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  es  sei   U—V^O.     Alsdann  folgt: 

glog^  _   61og(Z7-F)         glogg  ̂    61og(Z7-F) 
d  V  d  V  '  du  du 

oder,  wenn  l  eine  Function  von  u  allein  und  fi  eine  Function  von  v 
allein  bedeutet: 

E=l[U-r),       G  =  fi{U-F), 
sodass  (4)  noch 

^       ̂ U-V         ̂ _      U-V 
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Uefert     Nach  (1)  sind  demnach: 

ds^  =  {U-F){ldu^  +  fidv^, 

die  Quadrate  der  Bogenelemente  beider  Flächen.  Hätten  wir  nun 

von  vornherein  auf  beiden  Flächen  jy'/.du  und  jyfidv  als  Para- 
meter statt  u  und  v  benutzt,  was  erlaubt  ist,  so  hätten  wir  in 

diesen  Formeln  '/.  =  ̂   =  l  gehabt  Also  lassen  sich  die  Quadrate 
der  Bogenelemente  beider  Flächen  auf  die  einfacheren  Formen 
bringen : 

(6)  ds^={U-n{du^  +  dv^),     rf,^=(^-^)(^'  +  ̂). 
In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle  T— r  =  0  ist  r=V  = 

Const,  weil  U  nur  von  u  und  F  nur  von  v  abhängt.  Dann  ist  (5) 
erfüllt,  und  (4)  lehrt,  dass 

(7)  E=  cE,       G  =  cG  (c  =  Const) 

ist  Aber  wenn  wir  die  erste  gegebene  Fläche  ähnlich  vergrössem, 
etwa  vom  Anfangspunkt  aus,  sodass  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x, 
y,  z  m  ax,  ay,  az  übergehen,  wobei  a  constant  ist,  so  treten  an 

die  Stelle  von  E  und  G  nach  XI  {Ä)  die  Grössen  a}  E  und  a^G. 

Wenn  wir  a=^'^ c  setzen,  so  zeigt  (7),  dass  zu  den  Flächen,  die 
auf  die  erste  geodätisch  abgebildet  sind,  insbesondere  diejenigen 
gehören,  die  der  ersten  Fläche  ähnhch  sind,  und  nach  Satz  8  also 

alle  Flächen,  die  aus  diesen  ähnlichen  Flächen  durch  Verbiegung 
hervorgehen. 

Wir  erkennen  also,  dass  im  allgemeinen  jede  geodätische 
Abbildung  eine  Verbiegung.  eventuell  verbunden  mit  einer  ähnlichen 
Vergrösserung  ist.  Eine  Ausnahme  tritt  nur  in  dem  Falle  ein,  wo 

sich  die  Quadrate  der  Bogenelemente  beider  Flächen  auf  die  Formen  (6) 
bringen  lassen. 

Dabei  haben  wir  oben  von  vornherein  die  Annahme  ausge- 
schlossen, dass  einer  Schar  von  Minimalcurven  der  einen  Fläche  — 

und  zwar  nur  einer  Schar  —  eine  Schar  von  Minimalcurven  auf 
der  anderen  Fläche  entspricht;  wie  gesagt  tritt  dieser  Fall  bei 
reeller  Abbildung  nie  ein,,  weshalb  wir  auch  hierauf  nicht  weiter 
eingehen  woUen. 

Unser  Ergebnis  ist,  wenn  wir  in  (6)  noch  V  durch  —  V  er- 
setzen, dieses: 

27* 
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Satz  10:^  Soll  eine  Abbildung  einer  Fläche  auf  eine 
andere  Fläche  geodätisch  sein  und  wird  dabei  nicht  etwa 
eine  und  nur  eine  Schar  von  Minimalcurven  der  einen 

Fläche  als  ebensolche  Schar  auf  der  anderen  abgebildet, 

eine  Möglichkeit,  die  bei  reeller  Abbildung  nie  eintritt, 
so  ist  die  Abbildung  im  allgemeinen  eine  solche  Beziehung 
zwischen  beiden  Flächen,  bei  der  die  zweite  Fläche  aus 

der  ersten  durch  ähnliche  Vergrösserung  und  Verbiegung 

hervorgeht.  Dies  ist  nur  dann  nicht  der  Fall,  wenn  die 
Flächen  so  beschaffen  sind,  dass  sich  die  Quadrate  ihrer 

Bogenelemente  gleichzeitig,  d.  h.  mittels  Parameter  u,  v, 
die  auf  beiden  Flächen  einander  entsprechenden  Punkten 

zugehören,  auf  die  Formen  bringen  lassen: 

ds^  =  (?7+  V)[du'  +  dv^),       ds^  =  -i^^  +  ̂  

du' 

VI  [IT 

wo  U  eine  Function  von  71  allein  und  F  eine  Function 
von  V  allein  ist. 

Dies   führt  uns  zur  Familie  derjenigen  Flächen,    bei  denen 

sich  das  Quadrat  des  Bogenelementes  auf  die  Form 

(8)  ds^=\_U{u)-^  F [v)]  [du^  +  d u2] 

bringen  lässt.^  Denn  auch  die  Fläche,  deren  Bogenelement- Quadrat 

die  im  Satze  angegebene  zweite  Form  ds^  hat,  lässt  sich  dieser 
Form  (8)  unterordnen.     Wenn  man  nämlich  bei  ihr 

r  du       _         r    dv 

J  Vu  J  V-v 
Vu       '    J  y- 

als  Parameter  einführt,  sodass  ü  eine  Function  von  u  allein  und  v 
eine  Function  von  v  allein  ist,  so  kommt: 

ds'  =  -[l.  +  ̂{dü'-^dv'). 

1  Dieser  Satz  und  seine  Ableitung  rührt  her  von  Dmi,  „Sopra  un 

problema  che  si  presenta  nella  teoria  generale  delle  rappresen- 

tazioni  geografiche  di  una  superfieie  su  di  un'  altra",  Annali  di 
Matern,  t.  III  (1869),  und  zwar  mit  der  in  ihm  ausgesprochenen  Einschränkung, 

die  DiNi  allerdings  nicht  ausdrücklich  erwähnt  hat,  weil  er  nur  reelle  Ab- 
bildungen ins  Auge  fasste. 

2  Man  nennt  diese  Flächen  LiouviLLE'sche  Flächen,  weil  Liouville  durch 

seine  Note  III:  „Theoreme  concernant  l'integration  de  l'equation 

des  lignes  geodesiques"  zu  Monge's  „Application",  5.  Aufl.,  Paris  1850, 
zuerst  auf  diese  interessante  Flächenfamilie  aufmerksam  gemacht  hat. 
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Hierin  ist 

-^bez.  -1 
als  eine  Function  U  von  ü  allein  bez.  eine  Function  F  von  v  aUein 

darstellbar,  sodass  kommt: 

ds^  =  {Ü+F){dü^  +  dv^, 

also,  abgesehen  von  der  Bezeichnung,  die  Form  (8). 

Zu  den  Flächen,  deren  Bogenelement-Quadrat  auf  die  Form  (8) 
gebracht  werden  kann,  gehören  insbesondere  die  Flächen  con- 
stanter  Krümmung  K,  denn  nach  SatzlT,  S.  301,  lässt  sich  ihr 

Bogenelement-Quadrat  auf  die  Form: 

,9  4   dudv 

K  (M  +  r)» bringen.     Wenn  wir  hierin 

u  =  ü  -\-  iv ,       V  =  ü  —  iv 
setzen^  so  kommt: 

ds'-=-^{dü*^d^, 

eine  Form,  die  als  SpecialfaU  in  (8)  enthalten  ist 

Auch  die  Rotationsflächen  gehören  zu  den  durch  (8)  charak- 
terisierten Flächen,  denn  nach  S.  41  lässt  sich  d s-  bei  einer 

Eotationsüäche  auf  die  Form: 

ds^  =  du-  +p^{u)dv^ 
oder  also: 

bringen,  die  sofort  als  ein  Specialfall  aus  (8)  hervorgeht,  sobald  man 

J —  statt  u  als  den  einen  Parameter  benutzt. 
P 

Hieraus  schliessen  wir  nach  Satz  5,  S.  275,  dass  auch  die  auf 

Rotationsflächen  verbiegbaren  Flächen  zu  denjenigen  Flächen 

gehören,  bei  denen  sich  ds-  auf  die  Form  (8)  bringen  lässt,  insbe- 
sondere also  nach  Satz  15.  S.  293.  die  Schraubenflächen. 

Liegt  eine  Fläche  vor,  deren  Bogenelement-Quadrat  die  Form  (8) 
hat,  so  ist  die  Differentialgleichung  ihrer  geodätischen  Curven  nach 
Satz  4,  S.  407,  wegen: 

(9)  £=  G=  ü+  r,       F=0 
diese: 

(10)  (U'v-F'u){u^  +  O  +  2{U+  r){uv"  -  vu")  =  0. 
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Wollen  wir  die  geodätischen  Curven  der  Fläche  bestimmen,  so 
handelt  es  sich  um  die  Aufgabe,  u  und  v  so  als  Functionen  eines 
Parameters  t  zu  bestimmen,  dass  sie  mit  ihren  ersten  und  zweiten 

Differentialquotienten  der  Gleichung  (10)  für  alle  Werte  von  t  ge- 
nügen, wobei  zu  beachten  ist,  dass  U  als  Function  von  u  und  F  als 

Function  von  v  auch  Functionen  von  t  sind.     Es  ist: 

dU  TT'     du  TT'       I  dV  TT-'       r 
-JT  =  ̂   -TT  =  U  u  ,       -7-7-  =  y  V  , dt  dt  dt 

sodass  wir  (10)  auch  so  schreiben  können: 

(11)  '\'^-  ̂ 4f  +  2{U+r)^'^:i^  =  0. ^      '  u     dt  V     dt  ^  '     u^  +  v^ 

Der  letzte  Bruch  hierin  ist  aber  der  Differentialquotient  nach  t  von 

arctg (v  :  u).  Da  v  :  u  auch  in  den  beiden  ersten  Gliedern  auf- 
tritt, so  veranlasst  uns  dies,  den  Winkel  cc,  dessen  Tangente  gleich 

v' :  u   ist,  als  Hülfsgrösse  einzuführen.     Wir  setzen  also : 

(12)  u=QCOsa,       V  =  Qsincc, 

wo  Q  und  cc  noch  unbekannte  Functionen  von  t  sind.  Jetzt  nimmt 

(11)  die  Form  an: 

oder,  wenn  wir  mit  sin  a  cos  a  multiplicieren : 

•9        dU  9         dV,ct/TT,Tz\-  da         ̂  
sm^  ci-  —r,   COS-*  «.  —r—  +  2(t/+  /" ) sin  a  cos  c;  — r-  =  0. dt  dt  ^  '  dt 

Es  ist  aber 

•    o         dU     ,    n  TT  •  da 
%in^  a  ■  ~rr  +  2  (/  sin  a  cos  a  —rr dt  dt 

der  Differentialquotient  von  sin^  a .  U  nach  t  und 

9  dV  n  rr    •  da 
cos'^  a  •  -—r,   2  /^  sin  ßj  cos  a  —r- dt  dt 

der  Differentialquotient  von  cos^  a .  V  nach  t,  sodass  sich  ergiebt,  dass 

(13)  sin^  a  .TJ  —  cos^  a.V  =  a  (a  =  Const.) 

sein  muss.     Aber  nach  (12)  ist: 

sm^  a  =  —r„   75- 1      cos^  a  = 

sodass  folgt: 
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oder: 

u'^{F  +  a)  =  v^{U-a) 
oder  auch: 

|/r^       yv+a 

Da  links  nur  u  und  u    und   rechts  nur  v  und  v'  auftritt,    so  folgt 
hieraus  durch  Quadraturen: 

(14)  r^^^  -  f-4^  =  b  {b  =  Const) 

Hat  man  die  Quadraturen  ausgeführt,  so  ergieht  sich  eine 
Gleichung  zwischen  u,  v  und  den  beiden  willkürlichen  Constanten  a,  b. 

Sie  gilt  für  alle  geodätischen  Curven  der  Fläche,  deren  Bogenelement- 

Quadrat  die  Form  (8)  hat,  und  stellt  demnach  die  oc^  geodätischen 
Gurren  der  Fläche  dar. 

Da  die  Parametercurven  (m)  und  [v)  zu  einander  orthogonal 

sind,  so  hat  der  vorhin  benutzte  Hülfswinkel  a  eine  einfache  geo- 
metrische Bedeutung.  Es  ist  nämlich,  wenn  der  Punkt  (m,  v)  zum 

unendlich  benachbarten  Punkte  {u  +  du,  v -\- dv)  oder  {u  +  u  dt, 
V  -\-  v  dt)  auf  einer  geodätischen  Curve  fortschreitet,  der  Cosinus  des 
Winkels  dieser  Fortschreitungsrichtung  mit  der  Fortschreitungs- 
richtung  längs  der  Parametercurve  {v)  nach  (9)  und  Satz  10,  S.  32, 

gleich: 

da  jetzt  in  jenem  Satze  k  =  v  :u  und  x  =  0  zu  setzen  ist.  Die 

Tangente  dieses  Winkels  ist  also  gleich  ±  v' :  ic ,  sodass  der  durch 
(12)  eingeführte  Winkel  a  einer  derjenigen  Winkel  ist,  den  die  geo- 

dätische Curve  im  Punkte  {u,  v)  mit  der  hindurchgehenden  Para- 
metercurve (ü)  bildet. 

Ist  die  Fläche  insbesondere  die  Rotationsfläche  (vgl.  S.  41): 

X  =  p[u) cos  V,      y  =.  p[ti) sin V,       z  =  q (w) 

mit  der  Bogenlänge  u  auf  den  Meridianen,  sodass 

ds^=f[^  +  dv^] 
ist  oder,  wenn 

/ 

du         j    und  V 

als  neue  Parameter  ü  und  v  benutzt  virerden,  wobei 

ds^  =  p^{dü^  -^dv^) 
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wird  und  p'^  eine  Function  von  ü  allein  ist,  so  giebt  die  Vergleichung 
mit  (8),  dass  jetzt  ü  und  v  statt  u  und  v  und  ausserdem  ^'=»2, 
F=  0  zu  setzen  ist,  somit  statt  (13)  kommt: 

p^sixi^  a  ■=  a  . 

Die  auf  S.  412  aufgestellte  Formel  (14)  ist  also  nur  ein  specielier 
Fall  der  jetzigen  Formel  (13).  Der  damals  formulierte  Satz  6  ist 

mithin  einer  Verallgemeinerung  auf  beliebige  solche  Flächen  fähig, 

deren  ds^  auf  die  Form  (8)  gebracht  werden  kann;  diese  Verall- 
gemeinerung ist  eben  die  Formel  (13). 

Unser  Ergebnis  wollen  wir  so  zusammenfassen: 

Satz  11:^  Kann  das  Quadrat  des  Bogenelementes  einer 
Fläche   auf  die  Form: 

ds^  =  {U+  r){du^  +  dv^) 

gebracht  werden,  wo  U  eine  Function  von  u  allein  und  F 

eine  Function  von  v  allein  ist,  so  liefert  die  Ausführung 
der  Quadraturen   in: 

(-^^=  -  r-^i^=  =  b        {a,b  =  Const.) 
J   yU-  a       J    ]/V+a 

die   Gleichung  der  00^  geodätischen  Curven  der  Fläche. 

Wir  wollen  jetzt  wieder  das  Problem  der  geodätischen  Abbil- 
dung aufnehmen,  indem  wir  die  allgemeinen  Ergebnisse  des  Satzes  10 

benutzen  und  uns  fragen,  welche  Flächen  sich  geodätisch  auf 
die   Ebene  abbilden  lassen. 

Zunächst  selbstverständlich  die  auf  die  Ebene  verbiegbaren 

Flächen,  d.  h.  die  sogenannten  abwickelbaren  Flächen.  Durch  ähn- 
liche Vergrösserung  gewinnen  wir  aus  ihnen  keine  neuen  Flächen. 
Um  diese  trivialen  Fälle  auszuschliessen,  fragen  wir  daher: 

Welche  nicht-abwickelbaren  Flächen  lassen  sich  geo- 
dätisch auf  die  Ebene  abbilden? 

Wenn  wir  wie  in  Satz  10  zunächst  von  dem  bei  reeller  Ab- 

bildung nie  vorkommenden  Fall  absehen,  dass  gerade  und  nur  der 

einen  Schar  von  Minimalgeraden  der  Ebene  eine  Schar  von  Minimal- 
curven  auf  der  Fläche  entsprechen,  so  bleibt  nach  Satz  10  nur  noch 
die  Annahme  übrig,  dass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  in  der 
Ebene  auf  die  Form 

(15)  ds^  =  {U+F){dJ  +  dv^) 

^  Satz  von  Lioüville,  vgl.  die  2.  Anm.  zu  S.  420. 



§  2.     Geodätische  Abbildung  von  Flächen.  425 

nnd  auf  der  gesachten  Fläche  auf  die  Form: 

gebracht  werden  kann.  Dass  das  Erstere  möglich  ist,  folgt  daraus, 
dass  die  Ebene  zu  den  vorhin  angeführten  besonderen  Flächenarten 

gehört. 
Wir  haben  nun,  am  die  fraglichen  Flächen  zu  bestimmen,  die 

für  die  Ebene  und  die  auf  sie  abwickelbaren  Flächen  charakteri- 

stische Eigenschaft  zu  benutzen,  dass  ihr  Krümmungsmaass  K  =  Q 
ist  (nach  Satz  90.  S.  214).  Das  Krümmungsmaass  lässt  sich  aus  den 

Fundamentalgrössen  erster  Ordnung,  die  aus  (15)  folgen: 

E=r  +r,       F=0,       G  =  U+  F 

nach  XVn  {£)  leicht  berechnen,  da  U  nur  von  u  und  F  nur  von  v 
abhängt     Es  kommt: 

Da  sich  übrigens  das  Bogenelement- Quadrat  (16)  durch  Einführung 
der  neuen  Parameter 

/du        _  r  dv 

wie  schon  auf  S.  421   erwähnt  wurde,  auf  die  za  (15)  analoge  Form: 

ds^={l/+  F){dü^  -\-dv^ 
bringen  lässt,  wo 

ist,  so  ist  analog  (17)  das  Krümmungsmaass  der  za  (16)  gehörigen 
Fläche: 

K  =  --^---[t-'*+  r^-{Ü+  F){Ü"+F")-\. 

Führen  wir  hierin  wieder  die  Parameter  u  und  v  ein,  so  kommt,  weil 

ist: 

_l_  UF{U+  F){Ur'-FF")'\. 
Weü  nun,  wie  gesagt,  Ä  =  0  sein  muss,  so  folgt  aus  (17),  dass 

(19)  ü'^  -  V U"  -{üF"+  FU")  +  r  2  _  rr'  =  0 
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sein  muss.  Wir  werden  also  versuchen,  die  Functionen  U  von  u 

und  F  von  v  in  allgemeinster  Weise  so  zu  bestimmen,  dass  sie  für 

alle  Werte  von  u  und  v  der  Bedingung  (19)  genügen,  aus  der  durch 
successive  Differentiation  nach  u  und  v  sofort  noch  folgt: 

U'F" +  FÜ"'=0. 

Da  U  und  F  keine  Constanten  sind,  weil  sonst  K  nach  (18)  gleich 

Null,  die  gesuchte  Fläche  daher  gegen  die  Voraussetzung  abwickel- 
bar wäre  (nach  Satz  90,  S.  214),  so  können  wir  hierfür  schreiben: 

V"  U'" (20)  V  =  -V' 

es  sei  denn,  dass  etwa  nur  U  =  Consi,  aber  F  =(=  Const.  wäre.  Er- 
ledigen wir  daher  vorerst  die  Annahme: 

U=a,        F'^0         (a  =  Const.). 

In  diesem  Falle  giebt  (19): 

-aF"+F^-FF"=0, 

woraus  folgt,  dass  die  Function  (p  =  F  +  a  von  v  allein  die  Be- 
dingung: 

(p'^  —  (p  <p"  =  0 
oder: d^  log  qp  _  A 

erfüllt,  log(p  also  linear  in  v  oder  cp  von  der  Form: 

cp  =  be''''  (*,  c  =  Const.) 
ist,  sodass  kommt: 

(21)  U=a,        F=  (p  —  a  =  be'''' —  a. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (18)  ein,  so  ergiebt  sich  für  K  ein  con- 
stanter  Wert.  In  diesem  Falle  also  ist  die  fragliche  Fläche  von 

constanter  Krümmung.  Im  Falle  ?7'4=0,  F=  Const.  ergiebt 
sich  dasselbe. 

Dasselbe  ergiebt  sich  nun  aber  auch  im  allgemeinen  Falle,  in 

dem  (20)  gilt  und  weder  U'  noch  F  gleich  Null  ist.  Denn  in 
diesem  Falle  lassen  sich  die  Formen  von  U  und  F  so  finden:  Da 

in  (20)  links  nur  v,  rechts  nur  u  auftritt,  so  sind  beide  Seiten  ein 

und  derselben  Constanten  gleich,  die  wir  mit  c^  bezeichnen  wollen. 
Alsdann  haben  wir: 

U"'  =  -c^V',       F"'=c^F' 
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du*    ~  '  dt*     ~  ' 

Die  Functionen  V  von  u  und  V  von  v  haben  also  die  Eigenschaft, 

dass  sie  mit  ihren  zweiten  Difierentialquotienten  bis  auf  einen  con- 
stanten  Factor  —  c-  bez.  c-  übereinstimmen.  Eine  solche  Erschei- 

nung lag  vor  kurzem  auf  S.  413  vor,  und  wie  dort  benutzen  wir 
auch  hier  das  Ergebnis  in  I  S.  98,  99,  wo  es  sich  in  (6)  um  eine 

Function  x  von  .*;  handelte,  deren  zweiter  Differentialquotient  gleich 

—  Ä".r  [K  =  Const)  war,  und  von  der  wir  sahen,  dass  sie  die  Form 
(8)  haben  muss.  Indem  wir  für  s  jetzt  u  bez.  v,  für  x  jetzt  U'  bez. 

F'  und  für  Ä'  jetzt  c^  bez.   —  c^  setzen,  erhalten  wir  also: 
V  =  Const.  cos   cu  +  Const  sin   c « , 

F'  =  Const.  cos  icu  -\-  Const  sin  i  c « , 

sobald  c  =1=  0  ist,  woraus  durch  Integration  folgt: 

U  =  a^  cos    c  ?z  +  Äj  sin    cu  ■{■  m^, 
(22)        , 

I  F  =  a,  cos  icv  -\-  b^  sin  icv  -\-  m^, 

wo  Oj,  b^,  a^,  b.^,  c,  m^  und  m^  Constanten  sind.    Setzen  wir  diese 
Werte  in  (19)  ein,  so  kommt: 

(Wj  +  m^) (oj  cos cu  -\-  b^  sin cu  —  a,  cos icv  —  b^  sin icv)  + 

+  a,^+b,'-a,'-b,'-  =  0. 

Wäre  m^  +  wig  4=  0,  so  müsste  a^  =  b^  =  a^  =  b,  =  0,  also  U'=F=  0 
sein,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.     Mithin  kommt: 

Diese  Bedingungen  erfüllen  wir,  indem  wir  neue  Constanten  m,  n, 
u,  8  einführen  und  setzen: 

mj  =      m,       a^  =  n  cos   a ,  b^  =  n  sin   a , 

m^  =  —  m ,       a^  =  n  cos  iß ,  b^  =  n  sin  iß , 

sodass  (22)  giebt: 

IU  =  n cos   (cu  —  a)  +  m, 

F  =  n  cos i {cv  —  ß)  —  m  {Tnyn,a,ß,c  =  Const). 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (18)  ein,  so  ergiebt  sich  für  K  eine  Con- 
stante,  d.  h.  die  fraglichen  Flächen  haben  constante  Krümmung. 

Im  Falle  c  =  0.  der  analog  und  leicht  zu  erledigen  ist,  ergiebt 
sich  dies  ebenfalls. 
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Oben  sahen  wir  schon  in  Satz  9,  dass  es  auf  jeder  Fläche 
constanter  Krümmung  solche  Parameter  u,  v  giebt,  in  denen  sich 
die  geodätischen  Curven  durch  die  allgemeine  lineare  Gleichung  in  u 

und  V  darstellen,  was  —  wenn  u  und  v  als  rechtwinklige  Punkt- 
coordinaten  in  der  Ebene  gedeutet  werden  —  darauf  hinaus  kommt, 
dass  sich  die  Flächen  constanter  Krümmung  so  auf  die  Ebene  ab- 

bilden lassen,  dass  jeder  geodätischen  Curve  eine  Gerade  in  der 

Ebene  entspricht.  Unsere  letzten  Betrachtungen  gestatten  uns  nun, 
diesen  Satz  umzukehren  und  zwar,  da  die  abwickelbaren  Flächen 
die  constante  Krümmung  Null  haben,  in  dieser  Weise: 

Satz  12:^  Die  Flächen  constanter  Krümmung  und  nur 
diese  Flächen  lassen  sich  geodätisch  auf  die  Ebene  ab- 
bilden. 

Wir  haben  in  diesem  Satze  gar  nicht  erwähnt,  dass  wir  die 

im  reellen  Falle  allerdings  nie  eintretende  Möglichkeit  ausgeschlossen 
hatten,  dass  die  eine  und  nur  die  eine  Schar  von  Minimal- 

geraden der  Ebene  als  eine  Schar  von  Minimalcurven  ab- 
gebildet werde.  Es  lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass  auch  in  diesem 

Falle  nur  Flächen  constanter  Krümmung,  nämlich  abwickelbare 

Flächen  hervorgehen.  In  der  That:  Führen  wir  in  der  ory-Ebene 

die  Grössen  x  +  iy  und  x  —  iy  als  Parameter  m,  v  ein,  so  ist 
ds^  =  du  dv 

das  Quadrat  ihres  Bogenelementes.  Benutzen  wir  auf  der  Fläche, 

die  auf  die  Ebene  abgebildet  werden  soll,  die  den  Minimalgeraden  [u) 
und  [v)  der  Ebene  entsprechenden  Curven  als  Parameterlinien,  so  sei 

ds^  =  Edu^-\-  2Fdudv  +  G  dv^ 

das  Quadrat  ihres  Bogenelementes,  während  bei  der  Ebene  E  —  G  =  0 

F  =  \  ist.  Da  nur  den  Minimalgeraden  der  einen  Schar,  etwa  den 
Geraden  {u),  Minimalcurven  auf  der  Fläche  entsprechen  sollen,  so 

muss  ds^  für  du  =  Q  auch  verschwinden,   d.  h.  es  ist  (?  =  0.     Da- 

^  Das  Problem  der  geodätischen  Abbildung  einer  Fläche  auf  die  Ebene 
wurde  von  Beltrami  gestellt  und  gelöst.  Siehe  seine  Abhandlung:  „Eiso- 
luzione  del  problema:  Riportare  i  punti  di  una  superficie  sopra 
un  piano  in  modo  che  le  linee  geodetiche  vengano  rappresentate 

da  linee  rette",  Annali  di  Matern,  t.  VII  (1866).  Am  Schlüsse  dieser  Arbeit 
warf  Beltrami  die  Frage  nach  der  geodätischen  Abbildung  einer  Fläche  auf 
eine  andere  Fläche  auf,  eine  Frage,  die,  wie  wir  in  der  1.  Anm.  zu  S.  420  schon 
angaben,  alsdann  von  Dini  1869  beantwortet  wurde.  i 
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gegen  ist  J?  4^  0.  F=}=  0  anzunehmen,  weil  die  Fläche  sonst  abwickel- 
bar wäre.     Nach  Satz  4,  S.  407,  ist  wegen  £  =  G  =  0,  F=  j  jetzt 

v'u"  —  u'v"  =  0 

die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven  in  der  Ebene,  und, 
da  (7  =  0  ist: 

F\vu"-uv')  +  [E{F^-l  E^)  -  iF^Jtt'3  + 

+  F{F^  -  I E^  u  ̂ v  -  FF^  m'ü'  2  =  0 
die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven  auf  der  Fläche. 

Soll  die  Abbildung  geodätisch  sein,  so  müssen  beide  Differential- 
gleichungen übereinstimmen.  Hieraus  folgt  zunächst  wegen  des  letzten 

Gliedes,  dass  F  nur  u  enthalten  darf,  und  dann  weiterhin,  dass 

E{F'-  1  r.)  -  \FE^  =  0,      F'=  |e; 

sein  muss.  Da  F  nur  u  enthält  und  (r  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  als 
Krümmungsmaass  K  der  Fläche  nach  XVII  {B): 

Soeben  aber  ergab  sich,  dass  E^  nur  von  u  abhängt,  sodass  Ä'  =  0, 
die  Fläche  also,  wie  behauptet  wurde,  abwickelbar  sein  muss  (vgL 
Satz  90,  S.  214). 

Daher  durften  wir  unser  Ergebnis  in  der  Form  des  obigen 

Satzes  12  ohne  Einschränkung  aussprechen. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  die  in  (23)  gewonnenen  beson- 

deren Formen  von  U  und  /'  in  das  Bogenelement- Quadrat  (15)  der 
Ebene  einzusetzen  und  zu  untersuchen,  was  für  Curven  in  der 

Ebene  die  Parameterlinien  (w)  und  (r)  sind;  wir  gehen  darauf  nicht 

ein.  Wir  begnügen  uns  vielmehr  damit,  dass  wir  auf  S.  413 — 415 
die  geodätische  Abbildung  einer  Rotationsfläche  von  constanter  Krüm- 

mung auf  die  Ebene  direct  ausgeführt  haben. 

1.  Beispiel:  Die  Kugel  wird  dadurch,  dass  man  sie  von  ihrer  Mitte 
aus  perspectiv  auf  eine  Ebene  prcjiciert,  augenscheinlich  geodätisch  auf  die 

Ebene  abgebildet.  Man  könnte  also  geographische  Karten  herstellen,  auf  denen 
die  gTÖssten  Kreise  der  Kugel  als  Geraden  erscheinen,  doch  würden  sie  starke 
Verzerrungen  aufweisen. 

2.  Beispiel:  Die  allgemeinste  geodätische  Abbildung  der  Ebene 
auf  die  Ebene,  d.  h.  die  allgemeinste  Abbildung,  bei  der  jeder  Geraden  der 

einen  Ebene  eine  Gerade  in  der  anderen  Ebene  entspricht,  kann  man  in  ver- 
schiedenen Weisen  bestimmen,  so  z.  B.  rein  geometrisch.  Man  erkennt 

dann,  dass  sie  erzielt  wird,  wenn  man  die  Ebenen  in  passende  Lagen  gegen 

einander  bringt  und  nun  von  einem  passenden   Centrum  aus   die  eine  Ebene 
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perspectiv  auf  die  andere  Ebene  projiciert.  Man  nennt  deshalb  auch  die  geo- 
dätische Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  andere  Ebene  eine  projectiveAb- 

bildung.  Will  man  sie  aber  analytisch  bestimmen,  so  kann  man  so  ver- 

fahren:^ Sind  u,v  in  der  einen  Ebene  rechtwinklige  Coordinaten  und  fasst 
man  längs  einer  Curve  v  als  Function  von  u  auf,  so  ist 

(24)  ^  =  0 

du^ 

die  DiflPerentialgleichung  der  geodätischen  Curven,  d.  i.  der  Geraden,  da  sie  ja 
aussagt,  dass  v  linear  und  ganz  in  u  ist.  Ist  nun  derjenige  Punkt  der  zweiten 
Ebene,  der  dem  Punkte  (w,  v)  der  ersten  entspricht,  mit  denselben  Parametern 
versehen,  so  seien: 

(25)  X  =  q){u,v),       y  =  yj{u,  v),       x  =  0 

die  Gleichungen  der  zweiten  Ebene.     Hier  ist 

<-)  ^-» 

die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven  (Geraden),  da  sie  ja  aussagt, 
dass  y  linear  und  ganz  in  x  ist.  Aber  x  und  y  sind  die  durch  (25)  definierten 
Functionen  von  u  und  v.     Nach  (25)  ist: 

dy 

dy  _    du    _  tpu  +  ipv'v' 
dx         dx         (pu  +  (fv'v' 

du 

wenn  wir  auch  auf  der  zweiten  Ebene  längs  der  geodätischen  Curven  (Geraden)  u 
als  Parameter  benutzen  und  der  Strich  die  Differentiation  nach  u  andeutet. 

Weiter  folgt  hieraus: cf^y 
d^/ 

dx 
dx 

1 

<Pu    +    (Pv  ̂ ' 

dx"" 

du 
du         a |„  +  qc 

)„»' 

du 

Führen  wir  die  letzte  Differentiation  aus,  indem  wir  immer  dabei  v  als  Function 

von  u  betrachten,  so  finden  wir,  dass  die  Differentialgleichung  (26)  der  geo- 
dätischen Curven  (Geraden)  der  zweiten  Ebene  die  Form  hat: 

iyjuu  +  2ipuvV'  +  fpvv  v'^  +  y;^  v")  (cpu  +  (Pv  «^')  - 

-  {(Puu  +  2  go«,.  v'  +  qD„.  v'^  -f-  <p^  v")  (t//„  4-  ipv  v')  =  0  . 

Soll  die  Abbildung  geodätisch  sein,  so  muss  sich  diese  Gleichung  auf  die 

Gleichung  (24)  oder  v"  =  0  reducieren.  Dies  führt  auf  die  vier  Bedingungen 
—  indem  die  Coefficienten  von  v'^,  v'^,  v'  und  das  von  v'  freie  Glied  einzeln 
gleich  Null  sein  müssen: 

tpuufPu   -   (Puutpu  =   0  , 

tpnu  (pv   -   <Puu  Ipv   +   2  Vuv  <Pu   -   '^  <Puv  tpu   =   0  , 

Ipvv  <Pu  -   (Pvv  Ipu   +   2  yJuv  <Pv    -   2(puv'tpv    =   0  , 

   tpvv  <Pv   -   <Pvv  Ipv    ="   0, 

^  Wir  wenden  hier  dieselbe  Methode  an,  die  wir  in  dem  in  der  Anm. 
zu  I  S.  346  erwähnten  Werke  benutzt  haben. 

(27) 
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und  zwar  ist  zu  verlangen,  dass  diese  G-leichungen  für  alle  Werte  von 
u  und  r  richtig  seien.     Die  erste  und  letzte  Gleichung  geben: 

d  log  tp^   _    d  log  <jp^  d  log  Vr    _    d  log  y^ 
ö  u  du  du  du 

sodass  yfu  ■  (pu  eine  Function  V  von  r  allein  und  rpr :  (je,  eine  Function  von  u 
allern  sein  muss,  woraus  folgt: 

(28)  Vu=Fg),,       y/,=  Ug),. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  beiden  mittleren  Gleichungen  (27)  ein,  so  kommt : 

(29)  (0^-F)<p,,<Pr-2  F>.»  =  0,       iU-r)<p„(f,  +  2U'<p,*  =  0. 

Femer  ergiebt  sich,  wenn  wir  aus  jeder  der  Gleichungen  (28)  den  Wert  von 

t^„r  berechnen  und  beide  einander  gleich  setzen: 

(30)  (U-V)<p^^-V'(pu+ü'(f,  =  0. 

Die  erste  Gleichung  (29)  giebt  partiell  nach  u  diflFerenziert: 

ü'VnuVr  +(Cr—   F)(9,„flB,  +  q)um<Puv)  —  4  F'cjD^qP,«   =  0 

oder,  wenn  hierin  die  Werte  von  <)d„„,  q)ur  mid  qp^r  ans  (29)  und  (30)  eingesetzt 
werden : 

9»— -(J7_  jy    ̂ ^»  • 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  für  qr^  den  aus  der  ersten  Gleichung  (29)  folgenden 
Wert  einsetzen: 

SquJ  -  2q:u(fuuu  =  0  , 

was  nach  Satz  40,  S.  78,  aussagt,  dass  (f  in  u  linear  gebrochen  sein  muss.  Da 

die  Gleichungen  (27)  nur  unter  einander  vertauscht  werden,  wenn  u  mit  v  ver- 
tauscht wird,  so  folgt,  dass  qc  auch  in  r  linear  gebrochen  sein  muss.  Also 

kommt: 

a-i  +  biU  -\-  (\v  +  d^uT 

<f  = 

a  +  ßu  +  fV  +  duv 

wo  Ol,  bi,  Ci,  dl  und  a,  (t,  f,  ö  Constanten  sind.  Aus  der  Symmetrie  der 
Formeln  (27)  folgt,  dass  ip  dieselbe  allgemeine  Form  hat  und  aus  (28),  dass 
wir  die  Nenner  in  q^  und  \{j  einander  gleich  annehmen  dürfen,  sodass  kommt: 

cu,  +  biU  +  G,c  +  d,uv 

a+ßu+^v+duc 

wo  a,,  b^.  e,,  d^  Constanten  sind.  Setzen  wir  diese  Werte  von  <jr  und  rf)  in 

die  beiden  mittleren  Gleichungen  (27)  ein,  so  folgt  sofort  «i,  =  rf,  =  ̂   =  0,  so- 
dass bleibt: 

ai  +  b^u  +  f^v  a^  +  b^u  +  e^v 

V  = 

^         a+ßu+^v  tt+ßu+Yt 

Diese  Werte  erfüllen  alle  vier  Gleichungen  (27).     Somit  haben  wir  den 

Satz  13:  Sind  u,  r  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene, 

X,  y  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  zweiten  Ebene,  so  wird 

die  allgemeinste  punktweise  Abbildung  der  einen  Ebene  auf  die 
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andere,    bei  der  jeder  Geraden  der  einen  Ebene  eine  G-erade  der 
anderen   entspricht,   durch  zwei   Gleichungen  von   der  Form: 

_   a^-\-b^u  +  e■^v  _    a^  +  b^u  +  CiV 
a  +  ßu  +  yv  a  +  ßu  +  yv 

gegeben,   in   denen  a^,  b^,  q;    a^,  b^,  c^-^   a,  ß,  y  Constanten   sind  und 
die  beiden  Nenner  übereinstimmen. 

Dies  ist  also  die  allgemeinste  projective  Abbildung  einer  Ebene 
auf  eine  andere  Ebene. 

§  3.    Orthogonale  Trajectorien  geodätischer  Curven. 

Mit  Hülfe  der  geodätischen  Curven  lassen  sich  solche  besondere 

Parameter  auf  der  Fläche  einführen,  mittels  deren  manche  flächen- 
theoretische Probleme  besonders  bequem  behandelt  werden  können. 

Nun  ist  es,  wie  schon  hervorgehoben  wurde  (vgl.  S.  411),  allerdings 

im  allgemeinen  unmöglich,  die  geodätischen  Curven  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  zu  bestimmen,  aber  für  viele  Probleme  genügt  es 

zu  wissen,  dass  sie  überhaupt  vorhanden  sind,  ohne  dass  es  darauf 

ankommt,  sie  wirklich  in  endlicher  Form  dargestellt  vor  sich  zu 
haben. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  uns  auf  einer  Fläche  mit  den  Para- 
metern u,  V  und  dem  Quadrate  des  Bogenelementes 

ds^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^ 

eine  Schar  von  oo^  geodätischen  Curven  bekannt,  die  durch 
eine  Gleichung 

(i{u,v)  =  Const. 
zwischen  u  und  v  definiert  sei.  Dieser  Fall  tritt  bei  manchen 

Flächen  ein,  so  sind  z.  B.  auf  einer  Rotationsfläche  die  oo^ 
Meridiane  augenscheinlich  geodätische  Curven,  da  sie  eben  sind  und 

ihre  Hauptnormalen  also  in  ihren  Ebenen  liegen.  Liegt  eine  gerad- 
linige Fläche  vor,  so  sind  die  Geraden  der  Fläche  solche  be- 

kannte 00^  geodätische  Curven,  u.  s.  w. 
Längs  der  nach  Voraussetzung  bekannten  geodätischen  Curven 

fjL  =  Const.  mögen  die  Incremente  der  Parameter  u,  v  mit  d  u  und 
Sv  bezeichnet  sein.     Dann  ist 

oder: 

(1)  1jL=_J^. ^  '  du  (i,. 
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Die  zu  diesen  oo^  geodätischen  Curven  orthogonalen  Tra- 
jectorien haben  also  überall  solche  Fortschreitungsrichtungen 

{dv.du),  für  die  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Fläche  keine 
Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  sei,  nach  Satz  11,  S.  33: 

\  au  u,  j  du     n, 
oder : 

(2)  {Efx^  -  Ffijdu  +  {Ff,^  -Gfijdv  =  0 

ist.  Es  ist  dies  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die 

orthogonalen  Trajectorien.  Ist  ).{u.  v)  ein  Integral  dieser  Gleichung 
(vgl.  I  S.  90),  so  ist 

).{u,  v)  =  Const. 

die  endliche  Gleichung  der  oo^  orthogonalen  Trajectorien  der  qc^ 
geodätischen  Curveu  //  =  Const. 

Wenn  die  geodätischen  Curven  fi  =  Const,  wie  wir  voraussetzen 
wollen,  keine  Minimalcurven  sind,  so  fällt  die  Schar  /.  =  Const. 
nicht  mit  ihnen  zusammen,  sodass  /.  und  /jl  von  einander  unabhängige 
Functionen  von  u  und  v  sind  (vgl.  I  S.  82,  83)  und  daher  als  neue 
Parameter  benutzt  werden  können. 

Jetzt  wollen  wir  annehmen,  in  den  Gleichungen: 

(3)  x  =  <p{u,v),      y  =  -/{u,v),       z  =  ip{u,v) 
der  Fläche   seien  u  und  v  schon  diese  neuen  Parameter,    d.  h.  es 

seien  die  Parameterlinien  (r)  geodätische  Gurren,  aber  keine  Minimal- 
curven, und  die  Parameterlinien  {u)  ihre  orthogonalen  Trajectorien. 

Nach  Satz  13,  S.  34,  ist  dann  die  Fundamentalgrösse  F  =  0.  Ausser- 
dem sind  die  geodätischen  Curven  {v)  in  der  Form  u  =  t.  v  =  Const. 

darstellbar,  sodass  für  sie  u  =  1,  u"  =  0,  v  =  0,  v"  =  0  ist  und 
daher  nach  Satz  4,  S.  407,  auch  E  E  —  0  sein  muss.  Da  die 

Curven  ('•)  keine  Minimalcurven  sind,  so  ist  E  ̂ 0,  und  daher  er- 
giebt  sich,  dass  E  eine  von  Null  verschiedene  Function  von  u  allein 
sein  muss.     Also  ist  jetzt: 

(4)  ds^  =  E{u)du^'  +  G{u,v)dv*. 

Wir  wollen  die  Bogenlänge  s  der  geodätischen  Curve  (r)  be- 
rechnen, etwa  gemessen  von  der  Trajectorie  {u  =  0)  an  bis  zu  einer 

beliebigen  Trajectorie  (m).  Längs  der  Curve  (r)  ist  dv  =  0,  also 

ds  =  yEdu,  sodass  für  die  Bogenlänge  der  Wert  kommt: -fy 
'Edu. 

ScHEFFERS,   Geom.  DiflEr.    n.  28 
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Da  E  von  v  frei  ist,  so  ergiebt  sich  derselbe  Wert  auf  jeder  geo- 
dätischen Curve  [v),  also: 

Satz  14^:  Zwei  orthogonale  Trajectorien  einer  Schar 
von  00^  geodätischen  Curven  auf  einer  Fläche,  die  keine 
Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  ist,  schneiden  auf 

allen  diesen  geodätischen  Curven  dieselbe  Bogenlänge  ab, 

vorausgesetzt,  dass  die  geodätischen  Curven  keine  Mini- 
malcurven  sind. 

Dieser  Satz  ist  die  Verallgemeinerung  des  Satzes  40,  I  S.  64, 
über  Parallelcurven  in  der  Ebene,  denn  in  der  Ebene  sind  ja  die 

Geraden  die  geodätischen  Curven.  Man  nennt  daher  die  oo^  ortho- 

gonalen Trajectorien  von  oo^  geodätischen  Curven  eine  Schar  von 
Parallelcurven  auf  der  Fläche. 

Nachdem  wir  diesen  Satz  gewonnen  haben,  wollen  wir  noch 
einmal  zu  der  vorhergehenden  Betrachtung  zurückgehen  und  die 

Frage,  wie  man  die  Differentialgleichung  (2)  der  orthogonalen  Tra- 

jectorien l  =  Const.  einer  Schar  von  oo  ̂   gegebenen  geodätischen 
Curven  n  =  Const.  integriert,  näher  erörtern.  Unser  Satz  14  wird  uns 
nämlich  dabei  helfen. 

Angenommen,  es  seien  y^,  y-^,  y^-  •  •  e^ine  Schar  von  oo^  ge- 
gebenen geodätischen  Curven.  Ferner  seien  c  und  c  zwei  unendlich 

benachbarte  orthogonale  Trajectorien  dieser  Schar.    (Siehe  Fig.  78.) 
Nach  Satz  14  schneiden  sie  auf  allen  Curven  / 
denselben  unendlich  kleinen  Bogen  ds  ab. 

Aus  einer  orthogonalen  Trajectorie  c 
können    wir    daher   leicht    eine    unendlich 
benachbarte  c    ableiten:     Wir  construieren 

in   allen  Punkten   von   c   die   zu   den  Tan- 

genten   von   c  senkrechten  Tangenten   der 
Fläche,  d.  h.  die  Tangenten  der  Curven  y, 
und    tragen    auf  ihnen   dieselbe  unendlich 
kleine  Strecke  ds  ab.     Der  Ort  der  End- 

punkte ist  die  Curve  c. 
Dies    wollen    wir    analytisch   verfolgen:    Im    Punkte    {u,  v)   der 

Curve  c    hat    die  Tangente  der  Curve  y  die    durch  (1)   bestimmte 

Fig.  78. 

*  Satz  von  GrAuss,  der  überhaupt  in  seinen  „Disquisitiones"  (siehe  die 
Anm.  zu  S.  5)  eingehende  Untersuchungen  über  die  geodätischen  Curven  auf 
einer  Fläche  angestellt  hat,  wie  sie  bis  dahin  (1828)  von  keiner  Seite  versucht 
worden  waren. 
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Fortschreitungsrichtimg   (Sv.Sv),   und   es  soll  die  Strecke  Ss  auf 
diese  Tangente  aufgetragen  werden,  d.  h.  es  soll  sein: 

£Su^  +  2FöuSv+  GSv^  =  Ss^. 

Hieraus  und  aus  (1)  folgt: 

(fi)  ̂ «=       f^^'  Sv=  -•"-*' 

wo  in  beiden  Formeln  für  die  Quadratwurzel  derselbe  Wert  zu 
nehmen  ist 

Die  Differentialgleichung  (2)  der  orthogonalen  Trajectorien  der 

geodätischen  Curven  u  =  ConsL  hat  demnach  die  Eigenschaft,  dass 

jede  ihrer  Integ^alcurven  X{u,v^  =  c  in  eine  unendlich  benachbarte 
Integralcurve  übergeht,  sobald  man  u  und  v  die  Incremente  (6)  er- 

teilt, wenn  Ss  längs  der  ganzen  Curve  dieselbe  unendlich  kleine 
Grösse  bedeutet.  Nach  Satz  62.  I  S.  93,  können  wir  daher  einen 

Multiplicator  der  Differentialgleichung  (2)  angeben  und  diese 
Gleichung  folglich  durch  eine  Quadratur  integrieren. 

Ja  noch  mehr:  Die  Differentialgleichung  (2)  und  die  Werte  (6) 
enthalten  /u^  und  (jt^  nur  in  ihrem  Verhältnis.  Wir  brauchen  also  (jt 
gar  nicht  zu  kennen,  sondern  nur  fi^ifi^  als  Function  von  w  und  v. 

W^ir  brauchen  also  nach  (1)  nur  die  Fortschreituugsrichtungen 
{8v  :  S  u)  längs  der  geodätischen  Curven  u  =  Const  zu  kennen. 

Dies  aber  ist  der  Fall,  wenn  die  od^  geodätischen  Curven  nicht 
durch  ihre  endliche  Gleichung  u  =  Const,  sondern  durch  ihre  Dif- 
ferentialgleichung 

a{UjV)du  +  ß{u,v)dv  =  0 

gegeben  sind,  weil  dann 

dv           a 

also  nach  (1)  auch  fi^:fi^  =  a:ß  ist  Ersetzen  wir  dann  fi,^  und  ju, 
in  (2)  und  (6)  durch  a  und  ß,  so  liegt  in  (2)  die  Differential- 

gleichung der  orthogonalen  Trajectorien  und  in  (6)  eine  solche  un- 
endlich kleine  Ortsänderung  vor,  die  jede  dieser  Trajectorien  wieder 

in  eine  Trajectorie  überführt,  sodass  der  citierte  Satz  des  ersten 
Bandes  ergiebt: 

Satz  15:  Kennt  man  die  Differentialgleichung  erster 

Ordnung  einer  Schar  von  oc^  geodätischen  Curven  auf 
einer  Fläche,  so  verlangt  die  Bestimmung  der  ortho- 

gonalen Trajectorien  dieser  Schar  nur   eine  Quadratur. 

28* 
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Wir  wollen  zeigen,  wie  man  die  Rechnung  durchführen  kann. 

Dabei  wollen  wir  bei  der  früheren  Voraussetzung  bleiben,  dass  die 

Schar  der  oc^  geodätischen  Curven  durch  ihre  endliche  Gleichung 
fi  =  Const.  gegeben  sei.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  liegt  vielmehr  nur 

ihre  Differentialgleichung  adu  -{-  ß dv  =  0  vor ,  so  ersetze  man  in 
dem  Folgenden  einfach  fi^  und  ̂ ^  durch  a  und  ß.  Wenn  man  will, 

kann  man  übrigens  die  Gleichungen  (6)  mit  Hülfe  des  Differential- 
parameters  erster  Ordnung  von  fi  nach  XX  {Ä)  so   schreiben: 

(7)  öu  =  — '^Ss,       Sv=   ^^^=-Ss, 

wo  natürlich  D  =  ]/^G  —  F^  sein  soll. 
Soll  nun  X  {u,  v)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (2)  sein, 

so  muss  sich  (2)  mit 
k  du  4-  X  dv  =  0 

decken,  woraus  folgt: 

(8)  (^>„  -  GfiJX,^  -  {E^^  -  F^JX^  =  0. 

Ferner  muss  aus  jeder  Curve 

X  [u,  v)  =  c 

durch  Ausübung  der  in  (6)  oder  (7)  angegebenen  Änderung  wieder 
eine  Integralcurve 

X{u  +  du,  V  -^  §v)  =  Const. 

hervorgehen,  d.  h.  es  muss 

X{u,  v)  +  X^öu  +  X^dv 
oder  also 

^    du        .    6v 

nach  I  S.  83  eine  Function  von  X  sein.     Also  fordern  wir  noch 

.    du    ̂     .    dv  „. 

"ÖS  ^    ÖS  ^    ' 

oder,  wenn  wir  hierin  die  Werte  (6)  einsetzen: 

(9)  fiAu-fiuK  =co(X). 

übrigens  ist  co  {X)  nicht    etwa  gleich  Null,    weil  sonst  aus   (8) 

und  (9)  folgen  würde: 
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was  aussagen  würde,  dass  die  Curven  jm  =  Const.  gegen  die  Voraus- 
setzung Minimalcurven  wären,  nach  Satz  47,  S.  385. 

Die  Integralcurven  /  =  Const.  kann  man  nun  auch  durch  irgend 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

cf  {u,  v)  =  Const. 

darstellen,  sobald  nur  y  eine  Function  von  A  allein  ist: 

Dann  ist: 

Setzen  wir  die  hieraus  folgenden  Werte: 

;    _  _^        2   _  _Vv_ 

»  ~  Si'  '        «  ~  i2' 

in  (8)  und  (9)  ein,  so  kommt: 

{Ffi^  -  Gf,J<p^  -  [Efi^  -  Ffxjcp^  =  0, 
fiv  <f>u  -  t^u  qpv 

(O  (Ä)  ß'  [l)  . 

Wenn  wir  also: 

ß'(A)  =  ̂ ,     d.h.     n=  f^ 

annehmen,  was  wir  thun  dürfen,  da  w  :|=  0  ist,  so  erkennen  wir: 
Die  Integralcurven  der  Differentialgleichung  (2)  lassen  sich  in 

einer  solchen  Form 

(p  {u,  v)  =  Const schreiben,  dass: 

{Ffi^  -  G  fij  (f^  -  (^|U„  -  FfiJ  9.,  =  0 , 

flv  (Pu   -    /i„  <Pv 

=  1 

wird.    Hieraus  lassen  sich  (p^  und  qp^,  sofort  berechnen.    Es  kommt: 

^  ^/i,  -  Ffi„  ^  Ffi^  -  Giiu 

yE(i,'-2Ffi„fi,  +  0tij'        ̂ ^        yEii,^-2FfKn,+  Gfiy 
sodass  eine  Quadratur: 

_    r  {Efi,  -  F[i,) du  +  (Ffi^  -  O |u„) dv 

^  "  J  VFfi,*-  2Ffi^fi,+  Gfi„» 

die  oc^  orthogonalen  Trajectorien  (p  =  Const.  liefert,  wie  in  Satz  15 
behauptet  wurde. 
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Thatsächlich  enthält  die  Formel  für  (p  die  Differentialquotienten 

fi^  und  fi^  nur  in  ihrem  Verhältnis.  Ersetzen  wir  /a^  und  /x^  durch  a 
und  ß  wie  oben,  so  finden  wir  also: 

Satz  16:    Ist 

u(u,  v)du  -\-  ß{u,  v)dv  =  0 

die  Differentialgleichung  einer  Schar  von  oo^  geodätischen 
Curven,  die  keine  Minimalcurven  sind,  so  ist 

{Eß  -  Fa)(iu  +  {Fß  -  Oa)dv 

^/Eß"'  -2Faß  +  0a^ 

das    vollständige   Differential    einer    Function   (p{u,v),    und 
die  Gleichung 

cp{u,  v)  =  Const. 

stellt  die  oo^  orthogonalen  Trajectorien  jener  Schar  dar. 
Beispiel:  Auf  einer  geradlinigen  Fläche  sind  die  Geraden  geo- 

dätische Curven.  Nach  Satz  15  oder  16  findet  man  also  die  orthogonalen 
Trajectorien  der  Geraden  durch  eine  Quadratur.  In  der  That  haben  wir  sie 
so  auf  S.  217,  218  bestimmt.  Der  damalige  Satz  92  ist  ein  specieller  Fall 
unseres  Satzes  14. 

Statt  in  der  Form  cf  —  Const.  hatten  wir  die  orthogonalen 

Trajectorien  zuerst  in  der  Form  1  =  Const.  geschrieben;  cp  war  eine 
Function  von  }..  Für  k^  und  X^  gelten  die  Gleichungen  (8)  und  (9). 
Mittels  (8)  können  wir  fi^ :  fx^  aus  (9)  fortschaffen,  da  (8)  ergiebt: 

sodass  (9)  die  Form  annimmt: 

wofür  wir  auch  nach  XX  {A)  schreiben  können: 

Diese  Eigenschaft  ist  nun  charakteristisch  für  die  orthogonalen 

Trajectorien  A  =  Const.  von  Scharen  geodätischer  Linien.  Wir 

können  nämlich  umgekehrt  beweisen,  dass  eine  Schar  von  oo^  Curven 

A  {71,  v)  =  Const. 

orthogonale  Trajectorien   einer  Schar  von  oo^   geodätischen   Curven 
sind,  wenn  J^x.  eine  Function  von  l  allein  ist. 

Es  sei  also  eine  Function  X{u,  v)  gegeben,  die  keine  Constante 
sein  soll  und  für  die  /Ixi  eine  Function  von  A  allein  ist: 
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Alsdann  stellt  Ä  =  Const.  eine  Schar  von  oc^  Curven  auf  der  Fläche 
dar.  Wäre  An.  =  0,  so  wären  es  Minimalcurren,  nach  Satz  47, 

S.  385,  sodass  ihre  orthogonalen  Trajectorien  mit  ihnen  zusammen- 

fielen und  der  zu  beweisende  Satz  trivial  würde.  Also  sei  An  -^  0. 
Sind  jU  (m,  r)  =  Const.  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curven 
A  =  Const,  so  sind  /.  und  /*  von  einander  unabhängige  Functionen, 

und  es  ist  nach  Satz  11,  S.  33,  und  nach  XX  {B)  der  Zwischen- 
Parameter 

A,^  =  0. Führen  wir  nun 

/  (w,  v)  =  ü ,       fi  {u,  v)  =  V 

als  Flächenparameter  ein,  so  nehmen  die  Fundamentalgrössen  nach 
Satz  49,  S.  389,  und  wegen 

J,,  =  /•{/.),       A,^  =  0 die  Werte  an: 

sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  in  der  Form  erscheint: 

(10^  ds^  ̂   ̂ dü^  +  G (ü,  v)dv^. 

Diese  Form  ordnet  sich  aber  der  früheren  Form  (4)  unter,  bei 

der  die  Curven  (c)  geodätische  Curven  waren.  Also  sind  die  Curven 

(e)  oder  ju  =  Const  geodätisch.  Somit  sind  die  Curven  l  =  Const 

orthogonale  Trajectorien  von  oo^  geodätischen  Curven.     Daher: 

Satz  17:^    Damit  die  Curvenschar 

JL{u,  v)  =  Const 

aus  den  orthogonalen  Trajectorien  von  oo^  geodätischen 
Curven  der  Fläche  bestehe,  ist  notwendig  und  hinreichend, 

dass  der  Differentialparameter  erster  Ordnung  A;.i  von  l 
eine  Function  von  k  allein  sei: 

An  =  m- 

Die  Voraussetzung,  dass  die  Fläche  keine  Tangentenfläche  einer 

Minimalcurve  sei,  ist  schon  dadurch  eingeführt,  dass  J;.;.  sonst  nicht 
definiert  wäre. 

Insbesondere  ist  in  (10)  der  Parameter  ü  direct  die  Bogenlänge 

der  Curven  (f),  gemessen  von  der  Curve  [ü  =  0)  an,  wenn  f{ü)  =  1 

1  Vgl.  die  in  der  Anm.  zu  S.  383  genannte  Abhandlung  von  Beltbami  im 
GiomaJe  di  Matern. 
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ist  —  ebenso  wie  in  (4)  der  Parameter  u  direct  die  Bogenlänge  der 
Curven  (y),  gemessen  von  der  Curve  [u  =  0)  an,  darstellt,  wenn 
E  =1  ist,  wie  die  Formel  (5)  zeigt.    Daher  können  wir  noch  sagen: 

Satz  18:^    Damit  die  Curvenschar 

l{u,  v)  =  Const. 

aus  den  orthogonalen  Trajectorien  von  oo^  geodätischen 
Curven  der  Fläche  bestehe  und  gleichzeitig  l  die  Länge 

dieser  geodätischen  Curven,  gemessen  von  der  Curve  1  =  0 
an,  angebe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  der  erste 
Differentialparameter  J;j_  gleich  Eins  sei. 

Wenn  wir  insbesondere 

du r 
W) 

als  neuen  Parameter  u  statt  ü  einführen,  so  nimmt  das  Quadrat 

des  Bogenelementes  (10)  gerade  die  eben  erwähnte  einfachere  Ge- 
stalt an: 

ds^  =  du^  +  coiu',  v)dv^. 

Dies  lässt  sich  umkehren:  Nehmen  wir  an,  das  Quadrat  des 

Bogenelementes  der  Fläche  sei  durch  geeignete  Parameter  u,v  in 
der  Form: 

ds^  =  du^  -\-  G{u,  v)dv^ 

dargestellt.  Alsdann  sind  die  Parameterlinien  [u)  und  {v)  zu  ein- 
ander orthogonal  nach  Satz  13,  S.  34.  Ausserdem  ist  dann  u  die 

Bogenlänge  der  Curven  [v),  die  von  den  Curven  {u  =  0)  und  [u]  ab- 
geschnitten wird.  Ferner  sind  dann  die  Curven  (u)  geodätisch, 

denn  analog  der  in  Satz  5,  S.  408,  ausgedrückten  Bedingung  für  den 

Fall  geodätischer  Parameterlinien  [u)  haben  wir  für  den  Fall  geo- 
dätischer Parameterlinien  (u)  die  Bedingung: 

FE  -  2EF  -ir  EE  =0. 

Diese  ist  aber  hier,  da  E  =  \,  F=0  ist,  erfüllt. 
Mithin  gilt  der 

Satz  19:  Dann  und  nur  dann,  wenn  die  Parameterlinien 

(ü)  geodätische  Curven  und  die  Parameterlinien  (u)  ihre 
orthogonalen  Trajectorien  sind,  kann  man  die  Parameter 

^  Dies  findet  man,    wenn  auch  nicht  ausdrücklich  formuliert,   schon  in 

GrAuss'  „Disquisitiones". 



§  4.     Systeme  von  geodätischen  Parametern.  441 

80  wählen,  dass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  die 

Forin:^ 
ds^  =  du-  +  G{u,  v)dv^ 

annimmt.  Alsdann  ist  zugleich  u  die  Länge  aller  geodä- 
tischen Curven  [v)  zwischen  den  Trajectorien  («  =  0)  und  (m). 

Vorausgesetzt  ist  hierbei,  dass  die  Fläche  keine  Tangen- 
tenfläche  einer  Minimalcurve   sei. 

§  4.    Systeme  von  geodätischen  Parametern. 

Die  letzten  Betrachtungen  haben  zu  einer  besonderen  Art  der 

Parameterdarstellung  einer  beUebigen  Fläche,  die  keine  Tangenten- 
fläche einer  Minimalcurve  ist,  geführt: 

Als  die  Parameterlinien  (r)  wählen  wir  eine  Schar  von  oc^  geo- 
dätischen Linien,  als  die  Parameterlinien  (m)  ihre  orthogonalen 

Trajectorien.  Nach  unseren  letzten  Ergeb- 
nissen können  wir  dabei  den  Parameter  u  so 

wählen,  dass  u  die  Bogenlänge  vorstellt,  die 

auf  allen  Parameterlinien  (r)  von  den  Trajec- 
torien [u  =  0)   und   (m)  abgeschnitten  werden. 

(Siehe  Fig.  79.)     Wir    haben    ferner   gesehen,        ̂ C'^^'^//^/^;^^^*^ 
dass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  alsdann 
die  Form  annimmt: 

(1)  ds^  =  du^  +  G{u,v)dv^.  Fig.  79. 

In  diesem  Falle  sagen  wir,  dass  die  Fläche  auf  ein  System 

von  geodätischen  Parametern  oder  auf  ein  System  von  geo- 
dätischen Coordinaten  bezogen  sei. 

Legen  wir  diese  Parameter  zu  Grunde,  so  nimmt  die  Differen- 
tialgleichung der  geodätischen  Curven  nach  Satz  4,  S.  407,  da  jetzt 

1)  =  y^  und  zwar  im  reellen  Falle  die  positive  Wurzel  aus  G  ist, 
die  Form  an: 

(2)  D{uv"-vu")  +  2I)^u^v-\-  I)yv'^+  B^D^v'^  =  0. 

Dabei  hat   man   sich  vorzustellen,   dass  u  imd  v  Functionen  irgend 

eines  Hülfsparameters  t  seien.     Wählen  wir   als    diesen    Parameter 

*  Diese  Form  des  Quadrates  des  Bogenelementes  wurde  von  Gauss  in 

seinen  .,Di8quisitiones"  eingeführt  und  zu  Betrachtungen  verwendet,  die 
wir  im  nächsten  Paragraphen  wiedergeben. 
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insbesondere   die  Grösse  ü,   sodass  nur  die  geodätischen  Curven  {v) 

selbst  ausgeschlossen  bleiben,  so  ist  v  =  1,  u"=0,  während 

u  = 

du 

d^u 

dv' 

wird. Alsdann  kommt  statt  (2): 

d^u 
-  I) 

dv^ 

+  2  D   i^^-Y  +  ßj;"  +  D'I)^  =  0, 

d.  h.:  der  Punkt  (w,  v)  beschreibt  eine  geodätische  Curve,  sobald  die 

Bogenlänge  u,  die  sie  auf  den  Parameterlinien  {v)  abschneidet  — 

gemessen  von   der  Trajectorie  (m  =  0)   an  — ,   eine  solche  Function 
von  V  ist,  die  der  Differentialgleichung 

(3)  für  alle  Werte  von  v  genügt. 
Im  reellen  Falle  wollen  wir  alsdann 

die    geodätische    Curve    im    Sinne    des 
wachsenden   Parameters   v    durchlaufen. 

Es   sei   u   der  Winkel,    den   eine   durch 

den    Punkt    {u,  v)    gehende    geodätische 

Curve   mit  der  hindurchgehenden  Para- 
meterlinie {v)  bildet,  siehe  Fig.  80.  Längs 

der  ersteren  Curve  nehmen  u  und  v  um  du  und  dv  zu,  längs  der 

letzteren  ist  dagegen  dv  =  0,   sodass  wegen  (1)  aus  Satz  10,  S.  32, 
folgt: 

Fig.  80. 

cos«  = 

also: 

1/ 

l  +  i)* 
dv  \^ 
du 

tsa  =  +  D dv du 

Da  D  im  reellen  Falle  positiv  und   u^—  ist,  je  nachdem  u  auf 

der  geodätischen  Curve  wächst  oder  abnimmt,  so  ist  das  obere  Vor- 
zeichen zu  wählen: dv 

i%a  =  B 
du 

sodass: 

(4) 
du 
dv 

BcXgct 

wird.     Längs   der  geodätischen  Curve   ändert  sich  a\   wächst  v  um 

dv,  so  nehme  «  um  da  zu.     Dann  ist: d'^u 

~dv^ 

dB 

dv 

ctg  Ol  — 

D da 
dv 
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wobei  nach  (4) 
dP du 

=  -^.^  +  ̂ .  =  ̂ ^uCtg«  +  i>, dv 

ist,  sodass  kommt 
d-u 

(5) 

dr- 

=  DD^ctg^a  +  D^ctga  - 
D       da 

sin*  a     dv 

Aber  für  geodätische  Curven  besteht  die  Gleichung  (3).  Setzen  wir 
darin  die  Werte  (4)  und  (5)  ein,  so  kommt  einfach: 

was  wir  so  aussprechen: 

Satz  20:^  Ist  eine  Fläche  auf  geodätische  Parameter  u,v 
bezogen,  sodass 

ds^  =  du^  +  Gdv^ 

das  Quadrat  ihres  Bogenelementes  ist,  so  ändert  sich  der 
Winkel  a,  unter  dem  irgend  eine  geodätische  Curve  die 

geodätischen  Parameterlinien  (r)  durchsetzt,  in  Gemäss- 
heit  der   Formel: 

d  n 

~dV 

=  -  B  . 

wo  />  =  I G  im  reellen  Falle  positiv  ist  und  der  Fort- 
schreitungssinn  der  betrachteten  geodätischen  Curve  im 
Sinne  des  wachsenden  Parameters  v  festgesetzt  worden  ist. 

Es  ist  häufig  bequemer,  statt  der  Difierentialgleichung  (2)  oder 

(3)  der  geodätischen  Curven  die  viel  einfachere  Gleichung  (6)  zu 
benutzen.  Wir  werden  dies  gelegentKch 

thun.  — 

Insbesondere  ist  nun  eine  noch  spe- 
ciellere  Wahl  der  Parameterlinien  mög- 

lich: Als  Pararaeterlinien  {v)  wählen  wir 

nämlich  oc  ̂   geodätische  Curven  durch 
einen  gemeinsamen  Punkte  (siehe Fig. 81). 

Alsdann  ist  von  den  orthogonalen  Trajec- 

torien  {u  eine,  etwa  (m^),  ausgeartet,  näm- 
lich in  den  Punkt  A  selbst  zusammengeschrumpft,  während  jede 

andere    orthogonale  Trajectorie  (m)   von    allen   von   A   ausgehenden 

Fig.  81. 

^  Satz  20  und  21  von  Gauss,  in  den  „Disquisitiones". 
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geodätischen  Curven  (y)  dieselbe  Bogenlänge  u  —  u^  abschneidet  und 
daher  als  eine  Curve  constanter  geodätischer  Entfernung 
vom  Punkte  Ä  bezeichnet  werden  kann.  Dabei  verstehen  wir  unter 

geodätischer  Entfernung  des  Punktes  {u,  v)  vom  Punkte  A  eben  die 
Bogenlänge  der  durch  den  Punkt  {u,  v)  gehenden  geodätischen  Curve 
[v)  von  A  bis  zum  Punkte  {u,  v). 

Allerdings  ist  hier  ein  Einwand  zu  erheben:  Es  ist  wohl  denk- 
bar, dass  von  A  mehr  als  eine  geodätische  Curve  zum  Punkte  (m,  v) 

geht.  Wir  haben  ja  in  einem  Beispiel  auf  S.  409  gesehen,  dass 
sogar  unendlich  viele  geodätische  Curven  von  einem  Punkte  nach 
einem  anderen  gehen  können,  vgl.  die  Fig.  77,  S.  410.  Man  kann 
aber  unter  gewissen  functionentheoretischen  Voraussetzungen  doch 
den  Beweis  führen,  dass  es  um  den  Punkt  A  herum  stets  ein  solches 

Stück  der  Fläche  giebt,  innerhalb  dessen  nur  eine  geodätische  Curve 
von  A  nach  irgend  einer  Stelle  hin  geht.  Ein  solches  Gebiet  kann  man 

z.  B.  leicht  in  dem  angezogenen  Beispiel  des  Rotationscylinders  da- 
durch abgrenzen,  dass  man  zwei  Mantellinien  und  zwei  Kreise  als 

den  Rand  des  Gebietes  vorschreibt.  Wir  gedenken  jedoch  auf  die 

angeregte  Frage  nicht  weiter  einzugehen  und  formulieren  daher  das 

Ergebnis  so: 

Satz  21:  Kann  man  um  einen  Punkt  A  einer  Fläche, 
die  keine  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  ist,  ein 

solches  Gebiet  abgrenzen,  innerhalb  dessen  oo^  geodätische 
Curven  von  A  derart  ausgehen,  dass  durch  jeden  Punkt 

des  Gebietes  nur  eine  von  ihnen  läuft,  so  sind  die  ortho- 

gonalen Trajectorien  dieser  oo^  geodätischen  Curven  die 
Curven  constanter  geodätischer  Entfernung  von  dem 
Punkte  A. 

Diese  orthogonalen  Trajectorien  sind  daher  eine  naturgemässe 
Verallgemeinerung  der  Kreise  um  einen  Punkt  als  Mittelpunkt  in 
der  Ebene  und  können  als  geodätische  Kreise  mit  der  Mitte  A 
bezeichnet  werden.  Doch  wollen  wir  gleich  hier  anmerken,  dass 

der  Begriff  des  Kreises  noch  eine  zweite  naturgemässe  Verall- 
gemeinerung für  den  Fall  einer  Fläche  hat,  die  sich  mit  dieser 

nicht  deckt.    Wir  werden  sie  aber  erst  in  §  7  angeben.  — 
Sind  die  Parameterlinien  [v)  von  einem  Punkte  A  ausgehende 

geodätische  Curven  und  die  Parameterlinien  (m)  ihre  orthogonalen 

Trajectorien,   sodass 

ds^  =  du^  +  G{u,  v)dv^ 

ist,    so    kann    man    es    insbesondere    so    einrichten,    dass    die    zum 
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Punkte  Ä  degenerierte  orthogonale  Trajectorie  [u^)  gerade  die  Curve 

(m  =  0)  ist,  indem  man  nämlich  einfach  u~u^  als  Parameter  statt  u 
einfuhrt.  Alsdann  ist  u  die  geodätische  Entfernung  des  Punktes  {u,  v) 

von  der  Stelle  A.  Man  nennt  ein  solches  Parametersystem  ^  ein 
System  von  geodätischen  Polarcoordinaten  mit  dem  Pole  A, 

da  es  die  natürliche  Verallgemeinerung  des  Systems  der  Polar- 
coordinaten in  der  Ebene  (vgl.  I  S.  107)  ist.  Wie  bei  den  ebenen 

Polarcoordinaten,  so  ist  auch  hier  der  Pol  selbst  in  Hinsicht  auf 

die  ParameterdarsteUung  ein  singulärer  Punkt,  da  für  ihn  die  auf 

S.  6  getrofi'eneu  Festsetzungen  nicht  gelten.  Denn  zu  diesem  Punkte  A 
gehört  zwar  nur  der  eine  Wert  Null  des  Parameters  u,  aber  der 
Parameter  v  bleibt  für  ihn  unbestimmt,  weil  alle  Curven  (u)  durch 

ihn  hindurchgehen.  Da  die  Curve  {u  =  0)  zu  einem  Punkte  degene- 
riert, so  ist  ihre  Bogenlänge  gleich  Null,   d.  h.  es  ist  jetzt 

(7) G{u,v)   =0. 

=  0 

In  vielen  Problemen  der  Flächentheorie  bieten  sich  solche  geo- 
dätische Polarcoordinaten  naturgemäss  dar,  so  z.  B.  auf  den  Ro- 

tationsflächen. 
Wenn  die  Meridiancurven  einer  Rotationsfläche  die  Axe  der 

Fläche  in  einem  Punkte  A  treffen,  so  sind  die  von  ihm  ausgehenden 

Meridiancurven  unsere  geodätischen  Curven  {v)  und  die  Parallel- 
kreise unsere  geodätischen  Kreise  (zt)  (vgl.  S.  432). 

Wenn  die  Meridiancurven  der  Rotationsfläche  die  Axe  nicht  in 

reellen  Punkten  trefien,  wenn  man  aber  doch  eine  reelle  Parameter- 
darstellung benutzen  will,  so  wird  mau  zu  dem  oben  erwähnten 

allgemeineren  System  von  geodätischen  Coordinaten  zurückgreifen,  also 
die  Meridiancurven  zwar  wieder  als  Curven  (v)  wählen,  aber  als 

orthogonale  Trajectorie  [u  =  0)  irgend  einen  ParaUelkreis  der  Fläche 
wählen,  von  dem  aus  also  die  Bogenlängen  u  gerechnet  werden. 

Man  sieht,  dass  wir  auf  S.  41  und  später  oft  gerade  dies  Para- 
metersystem für  die  Rotationsflächen  benutzt  haben.  Insbesondere 

ist  auch  der  Satz  6,  S.  412,  nur  ein  besonderer  Fall  des  Satzes  20 

für  beliebige  Flächen,  denn  dort  war  D- =  p^{u),  sodass  Satz  20 
liefert:  , 

da 

sodass 
dv  +P 

-j—  ( D  sin  a)  =  p'  sin  a  -^^  ̂   pp'  cos  a 

*  Zuerst  von  Gauss  benutzt,  von  dem  auch  die  übrigen  Sätze  dieses  Para- 
graphen herrühren. 
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oder  wegen  (4): 
— — (ü  sin«)  =  0, 

dv  ̂ '^  ' 
also  /?  sin  «  =  Const.  ist,  was  eben  der  erwähnte  Satz  6  aussagt. 

Auch  auf  beliebigen  Flächen  können  wir  geodätische  Coor- 
dinaten  einführen  und  zwar  explicite,  sobald  wir  eine  Schar  von 

00^  geodätischen  Curven  kennen,  die  keine  Minimalcurven  sind.  Als- 
dann stellt  sich  auch  das  Krümmungsmaass  K  der  Fläche,  da  i:^  =  1 , 

F=^  nach  (1)  ist,  infolge  von  XVII  {B)  besonders  einfach  dar, 
nämlich  so: 

(8)  Ä=-J^Ü^; 

in  dieser  Formel  tritt  das  Wurzelzeichen  übrigens  nur  schein- 
bar auf. 

Ein  Hauptvorteil  der  geodätischen  Coordinaten  ist  der,  dass  das 
Quadrat  des  Bogenelementes  bei  ihrer  Anwendung  nur  eine  Function 

G[u,v)  enthält,  und  diesen  Vorteil  teilt  es  mit  dem  Parametersystem 
der  Minimalcurven,  für  das  sich  ja  nach  XVIII  {Ä)  ergiebt: 

ds^  =  2  F[u,  v)dudv. 

Das  System  der  Minimalcurven  hat  den  Nachteil,  imaginär  zu  sein, 

dagegen  gegenüber  dem  geodätischen  Parametersystem  den  Vorteil, 

bei  wirklicher  expliciter  Anwendung  nur  die  Integration  einer  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung,  nämlich  der 

Gleichung  XI  (0)  zu  verlangen,  während  die  geodätischen  Curven 
nach  Satz  5,  S.  408,  durch  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  bestimmt  werden  und  man  kein  Mittel  hat,  bei 

beliebigen  Flächen  gerade  oo^  geodätische  Curven  zu  finden. 
Man  kann  die  geodätischen  Coordinaten,  insbesondere  die 

Formel  (6),  benutzen,  um  die  Sätze  über  die  Verbiegung  von 
Flächen  constanter  Krümmung  abzuleiten,  die  wir  in  §  5  des 

3.  Abschnittes  unter  Zugrundelegung  der  Minimalcurven  als  Para- 
meterlinien ableiteten,  und  dies  ist  die  Methode,  die  jetzt  in  den 

Lehrbüchern  der  Flächentheorie  meistens  benutzt  wird.  Wir  wollen 

hierauf  nicht  näher  eingehen  und  nur  das  Eine  bemerken:  Soll  die 
Fläche  constante  Krümmung  K  haben,  so  muss  nach  (8): 

sein,  d.  h.  der  zweite  Differentialquotient  von  ]/G^  nach  u  ist  gleich 
^G,  multipliciert  mit  dem  constanten  Factor   —  K.    Wie  wir  schon 



§  4.     Systeme  von  geodätischen  Parametern. 447 

in  einigen  Fällen  (auf  S.  413  nnd  S.  427)  auf  die  Betrachtung  in 
I  S.  98,  99  verweisen  konnten,  so  auch  hier.  Es  ergiebt  sich,  dass 

y^  die  Form  hat: 

yc  =  Tj  (ü)  cos  ]/Zm  +  ̂ 2  (r)  sin  ̂ 'Ku , 

wo  Fj  und  V^  Functionen  von  v  allein 
ind.  — Im   Falle   geodätischer  Polarcoordinaten  kann  man  dem  Para- 

meter V  noch  eine  specielle  geometrische  Deutung  unterlegen.     Zu- 
nächst nämlich  betrachten  wir  die  zu  einem 

behebigen  Werte  von  u  gehörige  orthogonale 

Trajectorie  der  von  dem  Pole  Ä  ausgehen- 
den geodätischen  Curven  [v),   also,  wie  wir 

kurz  sagen  können,  den  geodätischen  Kreis 
mit  dem  (geodätisch  gemessenen)  Radius  u. 

(Siehe  Fig.  82.)    Es  sei  P^  sein  Schnittpunkt 
mit    einer    bestimmten   geodätischen   Curve 

(p),    etwa   der   Curve  (o  =  0),   und  P  sein 
Schnittpunkt   mit    einer   beliebigen    geodä- 

tischen Curve  (r).    Sein  Bogen  P^  P  drückt 
sich  nach  (1),  da  längs  der  Curve  (m)  der  Parameter  u  constant  ist, 
so  aus: 

Fiff.  82. 

P.P =  JyGdv, 

wo   die  Wurzel   im    reellen   Falle   positiv   ist.     Das  Verhältnis 

dem  Bogen  P^P  und  dem  Radius  AP^  =  AP  =  u  ist  also: 

ans 

P.P 
=i/v 

Gdv. 

Wählen  wir  u  unendhch  klein,  so  ist  der  Kreis  («)  als  unendlich 
kleiner  Kreis  in  der  Tangentenebene  von  A  mit  der  Mitte  A  und 
dem  Radius  u  aufzufassen:  daher  ist  das  soeben  betrachtete  Ver- 

hältnis dann  gleich  dem  Winkel  w,  den  die  geodätische  Curve  (») 
mit  der  Curve  (w  =  0)  an  der  Stelle  A  bildet     Alsdann  kommt: 

fVGd\ 
w  =  lim  — 

Nach   bekannter  Regel  bestimmt  man  den  Grenzwert,   indem  man 
Zähler   und   Nenner   nach  u    differenziert  und  dann   u    gleich  Null 
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setzt.    Das  Differenzieren  und  das  Nullsetzen  von  u  darf  im  Zähler 

unter  dem  Integralzeichen  geschehen,  sodass  kommt: 

(9) d\/G 

d  u 

dv . 
M  =  0 

Dies  also  ist  der  Winkel  w,  den  die  Curve  (v)  im  Punkte  Ä 

mit  der  Curve  [v  =  0)  bildet.  Direct  konnte  er  deshalb  nicht  be- 
rechnet werden,  weil  der  Punkt  Ä  im  System  der  geodätischen 

Polarcoordinaten  singulär  ist. 

Aus  (9)  wird  sich  für  w  eine  Function  von  v  ergeben.  Umge- 
kehrt kann  man  dann  v  als  Function  von  w  auffassen  und  also 

auch  w  statt  v  als  Parameter  benutzen. 

Man  kann  also  insbesondere  bei  den  geodätischen  Polarcoordi- 
naten als  Parameter  v  den  Winkel  benutzen,  den  die  Parameter- 

linie (ü)  mit  der  Parameterlinie  [v  =  0)  im  Pole  Ä  bildet.  Auch 
dann  hat  das  Quadrat  des  Bogenelementes  eine  solche  Form  wie 

in  (1),  aber  wegen  der  besonderen  Bedeutung  von  v  ist  dann  nach  (9): 

/ 
dya 
du 

dv  =  V, 

tt  =  0 

woraus  durch  Differentiation  nach  v  folgt: 

d]/G 
du 

1 

Diese  Gleichung  deckt  sich  mit  der  vorigen,   sodass  wir  mit  Rück- 
sicht auf  (1)  und  (7)  den  Satz  aufstellen  können: 

Satz  22:  Sind  u,  v-  zu  einem  System  geodätischer  Polar- 
coordinaten gehörige  Parameter  u,  v,  d.  h.  sind  die  Curven 

{v)  die  von  einem  Punkte  A  ausgehenden  geodätischen 
Curven,  die  Curven  (m)  ihre  orthogonalen  Trajectorien  und 
ist  u  die  von  A  an  gemessene  Bogenlänge  der  geodätischen 

Curven  (u)  bis  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Trajectorie 
(u),  sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes   die  Form 

ds''  =  du^  +  G{u,  v)dv^ 
hat,  wobei 

G{u,  v) 

=  0 

M=  0 
oder D 

=  0 

u  =  0 

ist,    so    stellt    der    Parameter   v   insbesondere    den  Winkel 
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vor,    den   die   Carve   (i?)   im    Pole   A   mit   der   Curve   (t;  =  0) 
bildet,  wenn  überdies 

L    du 

=  1 

u  =  0 
oder 

[i>J  =  1 
L       Ju  =  0 

ist 

Wir  machen  eine  Anwendung  hiervon  zur  Berechnung  der  so- 
genannten Totalkrümmung  eines  Flächenstückes. 

Unter  der  Totalkrümmung  T  eines  abgegrenzten  Flächenstückes 
versteht  man  den  Inhalt  desjenigen  Flächenstückes,  das  ihm  bei 
der  sphärischen  Abbildung  auf  der  Kugel  entspricht.     Sind 

(m,  r),       {u  +  du,v),       {UfV  +  dv),       {u  +  du,  v  +  dv) 

die  Ecken  eines  unendlich  kleinen  Netzvierecks  der  Parameterlinien 
auf  der  Fläche,  so  entsprechen  ihnen  bei  der  sphärischen  Abbildung 
vier  Punkte  auf  der  Kugel,  nach  S.  204,  und  dabei  ist  der  Inhalt 
des  Bildvierecks  nach  S.  212  gleich 

6  2)  du  dv , 

wenn  wir  ihn  positiv  oder  negativ  rechnen,  je  nachdem  die  Fläche 

an  der  Stelle  {n,  v)  elliptisch  (e  =  -f  1)  oder  hyperbolisch  (g  =  —  1) 
ist.  Aber  nach  der  Definition  des  Krümmungsmaasses  K  ebenda 
ist  dieser  Inhalt  gleich 

K  D  dudv . 

Z>Iithin  ist  die  Totalkrümmung  T  eines  abgegrenzten  FJächenstückes 
gleich  dem  Doppelintegral: 

(10)  T=  jJKDdudv, 

hinerstreckt  über  aUe  innerhalb  des  abgegrenzten  Gebietes  gelegenen 
Punkte  (m,  v). 

Jetzt  wollen  wir  insbesondere  ein  geo- 
dätisches Dreieck  ABC  auf  der  Fläche  ab- 

grenzen, d.  h.  ein  Dreieck,  das  von  drei  geo- 
dätischen Curven  begrenzt  ist  (siehe  Fig.  S3). 

Wir  können  dann  die  Ecke  A  als  Pol  geo- 
dätischer Polarcoordinaten  benutzen,  bei  denen 

die  von  A  ausgehenden  geodätischen  Curven 

die  Parametercurven  (u)  sind.  Dabei  sei  (y  =  0) 
die  Curve  A  B  selbst,  und  die  Amplitude  v  werde  so  gemessen, 
dass  der  Schnittpunkt  Q  der  Parametercurve  (r)  mit  der  Seite  BC 
des  Dreiecks  von  B  nach  C  geht,  wenn  v  von  Null  an  wächst.    Für 

SCHEFFEBS,  Geom.  DiflQ-.    ü.  29 
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die  Seite  AC  sei  die  Amplitude  v  gleich  a.  Ferner  seien  b  und  c 
die  absolut  gemessenen  Innenwinkel  des  Dreiecks  ABC  bei  B  und  C. 

Der  Parameter  u  bedeutet  die  Bogenlänge  auf  den  Curven  (u),  und 
wir  können  voraussetzen,  sie  sei  auf  der  allgemeinen  Curve  (?;)  itn 
Sinne  von  yl  nach  Q  positiv  gemessen. 

Die  getroffenen  Voraussetzungen  sind  nur  dann  nicht  erfüllbar, 
wenn  die  geodätische  Curve  BC  ihren  Fortschreitungssinn,  wie  er 
weiter  oben  durch  die  wachsende  Amplitude  v  bestimmt  war,  ändert, 
d.  h.   wenn   die   Curven  BC  eine   solche  Wendung   macht,   dass   die 

von  A  ausgehenden  geodätischen  Curven 

^^"^^  ̂ \  sie    öfters    treffen,    wie    die    punktierte 
/^     ̂ .y-^^^'      ̂ ^Nvp     ̂ ^''^6  in  Fig.  84  es  thut.    Wir  werden 

4^^^::^  /  in  einem  solchen  Falle  das  geodätische 
B  Dreieck   durch   von  A  ausgehende  geo- 

Pig.  84.  dätische    Curven    in    einzelne    Dreiecke 
zerlegen,  für  die  die  gemachte  Voraus- 

setzung zutrifft,  und  alsdann  die  Totalkrümmungen  der  einzelnen 

Dreiecke  berechnen,  denn  die-  Totalkrümmung  eines  Flächenstückes 
ist  ihrer  Definition  nach  gleich  der  Summe  der  Totalkrümmungen 
ihrer  Teile. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  die  Totalkrümmung  T 
des  geodätischen  Dreiecks  ABC  nach  (10): 

a       u 

T=  fl  fKI)d7i]dv, Sil 

wo  die  obere  Grenze  u  die  Länge  des  Bogens  AQ  der  allgemeinen 
Parametercurve  (v)  von  A  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  Q  mit  BC 

bedeutet  (siehe  wieder  die  frühere  Fig.  83).  Nach  (8)  ist  aber,  weil 

^0  =  1)  ist: 
U  u 

fKI)du  =  -fl)     du=-D+\B^      ^, 
0  Ü 

also  nach  Satz  22: 
u 

CXBdu  =  1  -B^, 
0 

sodass  kommt: 
a  a 

T  =  f{\-BJdv  =  a-jB^dv. 
0  U 
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Hierfür  können  wir  nach  Satz  20  schreiben: 

0 

wenn  a  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Curve  BC  mit  der  Parameter- 
linie  (»)  bildet.    Das  unbestimmte  Integral  hat  den  Wert  a  +  Const. 

-Für  r  =  0    wird   a  =  n  —  h,    für  v  =  a    dagegen    wird    a.  =  c.    wie 
Fig.  83,  S.  449,  zeigt,  sodass  kommt: 

T=  a  -j-  b  -\-  c  —  n. 

Um  dies  einfache  Ergebnis  auch  für  geodätische  Dreiecke  zu 
heweisen,  die  den  gestellten  Anforderungen  nicht 

genügen,  haben  wir  sie  nur  noch  für  ein  geodä- 
tisches Dreieck  ABC  nachzuweisen,  das  durch 

eine  geodätische  Curve  AB  in  zwei  einzelne  zer- 
legt ist,  wie  in  Fig.  85.  Sind  die  Winkel  des 

Dreiecks  ABB  mit  a^,  b^,  d^,  die  des  Dreiecks 

ABC  mit  Og,  d^,  c^  bezeichnet  so  sind  die  Total- 
krümmungen der  beiden  einzelnen  Dreiecke  gleich 

flj  -f  ̂1  +  ̂1  —  'T         und        «2  +  ̂2  +  ̂2  "~  -^  • 

sodass  die  Totalkrümmung  des  Dreiecks  ABC  den  Wert  hat: 

{a^+h^+d^-n)+  (aj  +  <+(•,-  ,t)  . 

Es  ist  aber  d^  +  d^  =  7t,  sodass  der  Wert  gleich 

(«1  +  a.,)  +  /^i  +  Cg  —  .T 

wird.  Da  nun  o^  -h  a^,  b^  und  c^  die  Winkel  des  Dreiecks  ABC 
sind,  so  folgt  >vieder  das  alte  Ergebnis,  sodass  wir  erkennen:  Wenn 
das  geodätische  Dreieck  in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  für  die  einzeln 

die  gemachten  Voraussetzungen  gelten,  so  ist  das  Ergebnis  bezüg- 
lich der  Totalkrümmung  auch  für  das  ganze  Dreieck  richtig.  Da 

sich  nun  jedes  geodätische  Dreieck  durch  geeignete  geodätische 

Querlinien  in  solche  zerteilen  lässt,  fiir  die  die  Voraussetzungen  er- 
füllt sind,  so  haben  wir  den 

Satz  23:  Die  Totalkrümmung  eines  geodätischen  Drei- 
ecks ist  gleich  der  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  ver- 

mindert um  ,T. 

Man  hat  zu  beachten,  dass  die  Totalkrümmung  ihrer  Definition 
nach  sehr  wohl  im  reellen  Falle  negativ  sein  kann,  da  wir  die  Inhalte 

29* 
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der  Flächenelemente  auf  der  Bildkugel  positiv  oder  negativ  gerechnet 

haben  (vgl.  S.  212),  je  nachdem  die  zugehörige  Stelle  der  sphärisch 
abgebildeten  Fläche  selbst  elliptisch  oder  hyperbolisch  gekrümmt 
ist.  Hieraus  folgt,  dass  auf  einer  überall  hyperbolisch  gekrümmten 
Fläche,  wie  z.  B.  auf  dem  einschaligen  Hyperboloid  und  auf 

jeder  reellen  Minimalfläche  (vgL  S.  241),  die  Winkelsumme  eines 
geodätischen  Dreiecks  kleiner  als  n  ist.  Auf  dem  einschaligen 
Rotationshyperboloid  kann  man  ein  solches  Dreieck  z.  B.  durch 
zwei  einander  schneidende  Geraden  und  den  Kehlkreis  begrenzen. 

Ist  nun  aber  die  Krümmung  K  der  Fläche  constant,  so- 
ist  die  Totalkrümmung  eines  Flächenstückes: 

T  =  ̂ l KB  du  dv  =  K  fj'D  du  dv , 

also  nach  Satz  14,  S.  35,  gleich  dem  Z-fachen  Inhalt  des  Flächen- 
stückes.    Daher  schliessen  wir  aus  Satz  23: 

Satz  24:  Der  Flächeninhalt  /  eines  geodätischen  Drei- 
ecks auf  einer  Fläche  constanter  Krümmung  K  ist  gleich 

der  um  ti  verminderten  Winkelsumme  a  -{-  b  -}-  c  des  Drei- 
ecks,  dividiert  durch  K,  also: 

j      a  +  b  +  c  —  7t  ,•: K 

Hierbei  sei  noch  besonders  hervorgehoben,  dass  wir  die  Fläche  •/ 

als  Doppelintegral  über  Ddudv  im  reellen  Falle  positiv  aus- 

gemessen haben,  da  I)  positiv  ist  und  sich  u  und  v  beide  in  posi- 
tivem Sinne  änderten,  u  von  Null  bis  zur  Länge  des  Bogens  Ä(l 

und  alsdann  v  von  Null  bis  a  >  0,  sodass  du  und  dv  beide  positiv 
waren. 

Ist  ir=0,  d.  h.  liegt  eine  abwickelbare  Fläche  vor,  nach 

Satz  90,  S.  214,  so  ist  der  Nenner  in  dem  Ausdruck  des  Flächen- 
inhaltes gleich  Null,  aber  auch  der  Zähler,  denn  wenn  man  die 

Fläche  auf  die  Ebene  ausbreitet,  so  wird  das  geodätische  Dreieck 

zu  einem  geradhnigen  Dreieck,  dessen  Winkelsumme  a  -{■  b  -\-  c 
gleich  TT  ist. 

Auf  jeder  anderen  Fläche  constanter  Krümmung  K  dagegen 
besteht  zwischen  der  Winkelsumme  a  -{-  b  -\-  c  und  dem  Inhalte  J 
der  Fläche  eines  geodätischen  Dreiecks  die  Beziehung: 

a  +  Ä  +  c  =  7r  +  KJ. 
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Die  Winkelsumme  ist  also  auf  einer  Fläche  constanter 

positiver  Krümmung  grösser  als  jt,  auf  einer  Fläche  con- 
stanter negativer  Krümmung  kleiner  als  n. 

Erinnern  wir  uns  nun  an  den  Satz  9,  S.  416,  und  an  Satz  12, 
S.  428;  wir  sahen,  dass  von  allen  reellen  Flächen  nur  die  Flächen 

constanter  Krümmung  geodätisch  auf  die  Ebene  abgebildet  werden 
können,  d.  h.  dass  nur  auf  ihnen  solche  Parameter  u,  v  vorhanden 

-sind,  in  denen  sich  die  geodätischen  Curven  durch  die  allgemeine 
lineare  Gleichung: 

Const.  u  -f  Const  v  =  Const 

Ausdrücken  lassen.  Die  analytische  Geometrie  der  Ebene  gründet 
sich  darauf,  dass  einerseits  die  Geraden  durch  lineare  Gleichungen 

zwischen  den  Coordinaten  x,  y  dargestellt  werden,  andererseits  auf 

<3ie  Annahme,  dass  die  Summe  der  Winkel  eines  geradlinigen  Drei- 

-ecks  gleich  n  sei.  Wie  man  sieht,  gilt  das  erstere  auch  für  die 
geodätischen  Curven  auf  den  reellen  Flächen  constanter  Krümmung, 

■das  letztere  jedoch  nicht.  Alle  diejenigen  Sätze  aus  der  Geo- 
metrie der  Geraden  in  der  Ebene  also,  die  nur  darauf  beruhen, 

■dass  die  Geraden  durch  lineare  Gleichungen  dargestellt  werden, 
haben  ihr  Analogon  auf  den  reellen  Flächen  constanter  Krümmung, 
indem  die  geodätischen  Curven  an  die  Stelle  der  Geraden  treten, 

nicht  aber  diejenigen  Sätze,  die  auf  jener  Annahme  über  die  Winkel- 
summe des  Dreiecks  beruhen. 

Es  lässt  sich  also  auf  jeder  reellen  Fläche  constanter 
Krümmung  eine  Geometrie  der  geodätischen  Curven  analog 

unserer  ebenen  (euklidischen)  Geometrie  der  Geraden  ent- 
wickeln, in  der  jedoch  die  Voraussetzung,  dass  jedes 

Dreieck  die  Winkelsumme  ;r  habe,  nicht  gilt.  Man  nennt 
■eine  solche  Geometrie  eine  nicht-euklidische.  Dass  solche  Geo- 

metrien auf  den  Flächen  constanter  Krümmung  entwickelt  werden 

können,  steht  damit  in  Einklang,  dass  sich  der  Satz  von  der 
Winkelsumme  der  geradlinigen  Dreiecke  nicht  mittels  der 
übrigen  Axiome  der  euklidischen  Geometrie  beweisen  lässt. 

§  5.    Centraflächen. 

Während  wir  in  der  Theorie  der  ebenen  Curven  im  ersten 

Bande  schon  frühzeitig,  in  §  11  des  ersten  Abschnittes,  den  Ort 
der  Krümmungsmittelpunkte,  die  Evolute,  besprochen  haben,  haben 
wir  in  der  Flächentheorie  bisher  die  Betrachtung  derjenigen  Fläche, 
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die  von  den  Hauptkrümmungsmittelpunkten  einer  gegebenen  Fläche 
erfüllt  wird,  absichtlich  unterlassen  und  zwar  deshalb,  weil  hierbei 

die  geodätischen  Curven  eine  Rolle  spielen.  Daher  können  wir  erst 

jetzt  dazu  übergehen. 
Wir  betrachten  eine  Fläche 

(1)  X  =  (f{u,v),       JJ  =  Z{u,v),        z  =^\p  [u,  v) , 

die  in  ihren  Punkten  von  allgemeiner  Lage  Hauptkrümmungskreise 

hat,  also  keine  Schar  von  oo^  Minimalgeraden  enthält,  vgl.  Satz  11, 
S.  118.  Jeder  allgemeine  Punkt  F  oder  {u,  v)  der  Fläche  hat  zwei 
auf  seiner  Normalen  gelegene  Hauptkrümmungsmittelpunkte,  die  wir 

wie  in  §  8  des  2.  Abschnittes  mit  C^  und  C^  bezeichnen  wollen. 
Der  Ort  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte  heisst  die  Centraf lache 

der  gegebenen  Fläche  (1)  oder  auch  die  Evolutenfläche  der 

gegebenen  Fläche  (1).^ 
Vor  allem  ist  hier  zu  beachten,  dass  die  Centrafläche  aus  zwei 

verschiedenen  Mänteln  besteht,  denn  wenn  wir  bei  einem  Flächen- 
punkte P  die  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkte  als  ersten  und 

zweiten,  C\  und  C^,  bezeichnen,  so  ist  damit  für  alle  Punkte  der 

Fläche  die  Unterscheidung  von  ersten  und  zweiten  Hauptkrümmungs- 
mittelpunkten festgelegt.  In  der  That:  Die  Hauptkrümmungsrich- 

tungen der  00^  Flächenpunkte  sind  ja  die  Tangenten  der  beiden 
Scharen  von  Krümmungscurven,  deren  Differentialgleichung  XII  {U) 
als  quadratische  homogene  Gleichung  in  du  und  dv  zerlegbar  ist 
in  zwei  in  du  und  dv  lineare  homogene  Gleichungen.  Die  Richtung 

{dv  :  du)  der  zu  C^  gehörigen  Hauptkrümmungsebene  des  betrach- 
teten bestimmt  gewählten  Punktes  P,  die  Richtung  also,  in  der 

die  Ebene  des  Hauptkrümmungskreises  mit  der  Mitte  (7^  die  Tau- 
gentenebene von  P  schneidet,  genügt  nun  einer  von  diesen  beiden 

linearen  Gleichungen.  Folglich  hat  man  alle  dieser  einen  Gleichung 

genügenden  Richtungen  {dv.du)  für  beliebig  gewählte  Flächenpunkte 
(m,  v)  als  die  ersten  Hauptkrümmungsrichtungen  zu  bezeichnen  und 
die  zugehörigen  Hauptkrümmungsmittelpunkte  entsprechend  als  die 
ersten.  Sie  bilden  den  ersten  Mantel  der  Centrafläche,  die  anderen 
den  zweiten  Mantel, 

Da  die  Fläche  (1)  insgesamt  oo^  Punkte  P  hat,  so  wird  sie  im 
allgemeinen  auch  oo^  Hauptkrümmungsmittelpunkte  C\  und  oo^  Haupt- 

krümmungsmittelpunkte Cg  haben,  d.  h.  die  Punkte  C^  bez.  C^  werden 

^  Sie   wurde  von  Monge   in   seinei*  „Application",   siehe   die  Anm.   zu; 
S.  110,  zuerst  untersucht. 
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im  allgemeinen  wirklich  je  eine  Fläche  erfüllen:  aber  es  kann  vor- 

kommen, dass  es  nur  oc^  Punkte  C^  oder  C,  giebt,  ja  sogar  nur 
einzelne  Punkte.  Die  Mäntel  der  Centrafläche  können  also  zu  Curven 
oder  zu  Punkten  verkümmern. 

1.  Beispiel:  Die  Kugel  gehört  freilich  zu  den  Flächen  mit  Scharen  von 
Minimalgeraden,  aber  wie  wir  auf  S.  119,  120  bemerkten,  können  wir  sie  doch 

zu  den  Flächen  mit  Hauptkrümmuugscentren  rechnen.  Die  Mittelpunkte  C^ 
und  C,  fallen  hier  beide  in  die  Kugelmitte,  d.  h.  beide  Mäntel  der  Centrafläche 
degenerieren  in  einen  und  nur  einen  Punkt. 

2.  Beispiel:  Bei  einer  Rotationsfläche  ist  der  eine  Mantel  der  Centra- 
fläche nach  Satz  13,  S.  122,  in  die  Drehaxe  ausgeartet,  während  der  andere 

Mantel  diejenige  Rotationsfläche  mit  derselben  Axe  ist.  deren  Meridiancur\-e 
die  Evolute  der  Meridiancurve  der  gegebenen  Fläche  ist. 

3.  Beispiel:  Bei  einer  Röhrenfläche,  vgl.  das  2.  Beispiel  auf  S.  181, 

ist  der  eine  Mantel  der  Centrafläche  in  die  Curve  der  Mittelpunkte  des  er- 
zeugenden Kreises  ausgeartet. 

4.  Beispiel:  Bei  einer  abwickelbaren  Fläche  ist  der  eine  Haupt- 

krümmungsradius unendlich  gross,  also  der  eine  Mantel  der  Centrafläche  un- 
endlich fern  und  zwar,  wie  man  sagen  kann,  eine  unendlich  ferne  Curve,  keine 

Fläche.  Die  eine  Schar  der  Krümmungscurven  besteht  nämlich  hier  aus  den 

Geraden  der  Fläche  (nach  S.  17"),  und  längs  jeder  Geraden  der  Fläche  hat  die 
Flächennormale  constante  Richtung,  sodass  die  unendlich  fernen  Hauptkrüm- 

mungscentren  nach  im  Ganzen  nur  a: '  Richtungen  liegen,  entsprechend  dem 

Vorhandensein  von  oo '  Erzeugenden. 

Nach  Satz  53,  S.  171,  schneidet  die  Normale  des  Punktes  P 

der  Fläche  (1)  eine  unendlich  benachbarte  Normale  nur  dann,  wenn 

der  Fusspunkt  dieser  zweiten  Normale  auf  einer  der  beiden  Haupt- 
krümmungstangenten von  P  liegt,  und  zwar  ist  der  Schnittpunkt 

alsdann  der  zugehörige  Hauptkrümmungsmittelpunkt  Die  Normalen 

längs  einer  Krümmungslinie  der  Fläche  (1)  bilden  also  eine  ab- 
wickelbare Fläche,  wie  wir  schon  auf  S.  175  auseinandersetzten, 

und  die  Gratlinie  dieser  abwickelbaren  Fläche  ist  der  Ort  der  zu- 

gehörigen Hauptkrümmuugscentren.     Also  sehen  wir: 

Satz  25:  Der  eine  Mantel  der  Centrafläche  einer  ge- 
gebenen Fläche  wird  von  den  Gratlinien  derjenigen  ab- 

wickelbarenFlächen  gebildet,  die  von  den  Flächennormalen 

längs  einer  jeden  Krümmungscurve  der  einen  Schar  der 
gegebenen  Flächen  erzeugt  werden,  der  andere  Mantel  von 

den  Gratlinien  der  zur  zweiten  Schar  von  Krümmungs- 

curven gehörigen  abwickelbaren  Flächen  von  Flächen- 
normalen. 

Da  die  Flächennormalen  längs  einer  Krümmungscurve  der 

Fläche  (1)  die  Tangenten  der  Gratlinie  ihrer  abwickelbaren  Fläche 
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sind  und  diese  Gratlinie  auf  dem  einen  Mantel  der  Centrafläche 

liegt,  so  folgt  weiter,  dass  jene  Flächennormalen  auch  Tangenten 
dieses  Mantels  der  Centrafläche  sind,  sodass  wir  sagen  können: 

Satz  26:  Die  beiden  Mäntel  der  Centrafläche  einer  ge- 
gebenen Fläche  werden  von  den  Normalen  dieser  Fläche 

berührt,  und  zwar  berührt  die  Normale  des  Punktes  P  die 

beiden  Mäntel  in  den  beiden  zu  P  gehörigen  Hauptkrüm- 
mungsmittelpunkten. 

Diese  Sätze  sollen  durch  die  Fig.  86  erläutert  werden,  in  der 

die    gegebene    Fläche  (1)    mit    einem    Netz    von    Krümmungscurven 
überzogen  ist  und  zu  zweien  dieser 
Krümmungscurven,  k^  und  k^,  die 
abwickelbaren  Flächen  der  Flä- 

chennormalen sowie  die  zugehö- 
rigen Gratlinien  7,,  y^  angegeben 

sind.  Die  beiden  Mäntel  der 

Centrafläche  sind  schematisch  an- 

gedeutet. ^ Ist  die  Fläche  (1)  reell  und 
in  P  elliptisch  gekrümmt,  so  liegen 

die  zugehörigen  Stellen  C^  und  C'^ 
der  Centrafläche  nach  S.  140  auf 

derselben  Seite  von  P,  ist  die 

Fläche  (1)  in  P  hyperbolisch  ge- 
krümmt, so  liegen  sie  auf  ver- 

schiedenen Seiten  von  P.  Für 

ein  reelles  Flächenstück  also,  das 

durchaus  hyperbolisch  gekrümmt 
ist,  sind  die  zugehörigen  Stücke 

der  beiden  Mäntel  der  Centrafläche  durch  das  Flächenstück  selbst 

von  einander  getrennt.     Dies  ist  z.  ß.  in  Fig.  86  der  Fall. 

Wir  wollen  mit  x^,  y^,  z^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
zu  P  gehörigen  Hauptkrümmungscentrums  C^,  mit  x^,  y^,  z^  die  des 

Punktes  C^   bezeichnen.     Alsdann  ist,  wenn  P^  und  P^  die  Haupt- 

^  Im  BRiLL'schen  Verlage,  jetzt  bei  Schilling  in  Halle,  sind  Modelle  der 
Centraflächen  des  EUipsoids  und  des  einschaligen  Hyperboloids  erschienen, 

hergestellt  von  Schwärz  und  Dyck.  Man  findet  in  dieser  Sammlung  über- 

haupt eine  Eeihe  von  Modellen,  die  für  das  Studium  der  Flächentheorie  nütz- 
lich sind. 
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krümmuiigsradien   des  Punktes  F  oder  {x,  y,  z)  der  Fläche 
X,  Y,  Z  die  Richtuugscosinus  der  Normale  von  P  bedeuten: 

(2)  x^=x^-R^X,       y^^y^B^Y,        z^  =  z-^R^Z und 

(3)  x.,==x  +  B^X,       y^^y  +  B^Y,       z^=z  +  B^Z. 

(1)  und 

Da  X,  y,  z,  B^,  i?2  und  X,  Y,  Z  Functionen  von  u  und  v  sind, 
«o  liegen  hierin  Parameterdarstellungen  der  beiden  Mäntel  der  Centra- 
fläche  vor.  Zu  jedem  Wertepaar  [u,  v)  gehört  ein  Punkt  P  der 

Fläche  (1),  ein  Punkt  C\  des  ersten  Mantels  (2)  und  ein  Punkt  C^ 
■des  zweiten  Mantels  (3)  der  CentralBäche. 

Es  wird  sich  nun  offenbar  empfehlen,  als  Parameterlinien  [u] 
und  (v)  auf  der  Fläche  (l)  die  Krümmungscurven  zu  wählen. 
Es  seien  alsdann  die  Curven  (o)  die  Krümmungscurven  der  ersten 

Art,  die  Curven  {u)  die  der  zweiten  Art,  sodass  also  die  Punkte  C^ 
die  Schnittpunkte  unendlich  benachbarter  Normalen  längs  der  Curven 
{v)  sein  sollen.     Auch  gelten  dann  die  Formeln  der  Tafel  XIX. 

Wir  wollen  die  auf  die  beiden  Mäntel  der  Centrafläche  bezüg- 

lichen Elemente  berechnen;  es  seien  E^,  F^,  G^,  L^,  M^,  A'j  die 
Fundamentalgrössen  des  ersten  Mantels  und  Zj,  Y^,  Z^  die  Rich- 

tungscosinus seiner  Normalen.  Beim  zweiten  Mantel  wenden  wir 

•den  Index  2  an.     Zunächst  folgt  aus  (2): 

5^  =  x„  +  i?,  X  +  Z4^,       -^  =  :r  +  7?,  X  4-  xiA. 

oder  nach  XIX(i^: 

^  '  du  o  u  öv  dv  Äj         " 

Hierin  darf  x  mit  y  oder  z  und  X  mit  Y  oder  Z  vertauscht  werden. 
Hieraus  folgt  nach  XI  {F),  dass 

X^:Y,:Z^  =  {Yz^  -  Zy^) :  ̂Zx^  -  Xr  J  :  {Xy^  -  Yx^ 

oder  also  nach  XI  {K)  und  wegen  i^=  0,  nach  XIX  {Ä): 

(5)  X-.Y-.Z,=x:y:z. ^    '  1  1         1  u    Jv,        u 

Ganz  entsprechend  ergiebt  sich: 

(6)  ^2:^^2:^2  =^r^Vr  =  ̂t•• 

Diese   Formeln    haben   eine   einfache   geometrische   Bedeutung: 
Es    seien    nämlich  die  beiden  durch  den  Punkt  P  oder  (m,  v) 

der   gegebenen   Fläche  (1)   gehenden  Krümmungscurven  (ü)  und  («) 
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mit  Äj  und  k^  bezeichnet.  Die  Normale  n  von  P  (siehe  Fig.  86  auf 

S.  456)  enthält  die  Punkte  C^  und  C^  der  beiden  Mäntel  der  Centra- 
fiäche  und  berührt  in  ihnen  die  beiden  Mäntel.  Die  Normalen  der 

gegebenen  Fläche  längs  k^  umhüllen  eine  Curve  y^  auf  dem  ersten 
Mantel,  die  Normalen  längs  k^  eine  Curve  y^  auf  dem  zweiten 
Mantel.  Die  Curve  y^  hat  als  Gratlinie  diejenige  Ebene  zur 
Schmiegungsebene,  die  die  Normale  n  und  die  Tangente  t^  von  Äj 
in  P  enthält,  d.  h.  die  Ebene  des  ersten  Hauptkrümmungskreises 

von  P.  Ebenso  hat  y^  in  G^  die  Ebene  durch  die  Normale  n  und 
durch  die  Tangente  t^  von  h,^  zur  Schmiegungsebene.  Nun  sagt  (5) 
aus,  dass  diejenige  Normale  v.^  des  ersten  Mantels  der  Centrafläche, 
die  von  C^  ausgeht,  zur  Tangente  t^  parallel  ist,  und  aus  (6)  folgt, 
dass  diejenige  Normale  v^  des  zweiten  Mantels,  die  von  C^  ausgeht, 
zur  Tangente  t^  parallel  ist.     Also: 

Satz  27:  Sind  C^  und  C^  die  zu  einem  Flächenpunkte  P 
gehörigen  Punkte  der  beiden  Mäntel  der  Centrafläche,  so 

ist  die  Normale  der  Centrafläche  in  C^  bez.  C^  der  be- 
treffenden Hauptkrümmungstangente   von  P  parallel. 

Aber  noch  mehr,  wir  sehen,  dass  die  Normale  v^  in  der 

Schmiegungsebene  von  y^  liegt,  also  die  Hauptnormale  von  y^  ist. 
Die  Curve  y^  ist  folglich  nach  S.  402  eine  geodätische  Curve  des 
ersten  Mantels.  Ebenso  ist  die  Normale  v^  des  zweiten  Mantels 

Hauptnormale  von  y.^,  sodass  y^  eine  geodätische  Curve  des  zweiten 
Mantels  ist.     Also: 

Satz  28:  Diejenigen  Curven,  die  von  den  Normalen 

einer  Fläche  längs  je  einer  Krümmungscurve  umhüllt  wer- 
den,  sind  geodätische   Curven   auf  der  Centrafläche. 

Nach  Satz  27  berührt,  wäe  noch  ausdrückhch  erwähnt  sein 

möge,  jeder  der  beiden  Hauptkrümmungsschnitte  eines  Flächen- 
punktes P  denjenigen  Mantel  der  Centrafläche,  der  ihm  nicht  zu- 

gehört, in  demjenigen  Hauptkrümmungsmittelpunkt,  der  ihm  eben- 
falls nicht  zugehört. 

Ehe  wir  weitergehen,  wollen  wir  die  Frage  beantworten,  wann 
einer  der  beiden  Mäntel  der  Centrafläche  ausartet.  Dabei 

werden  wir  die  Gleichung  benutzen,  die  aussagt,  dass  die  Strecke 

PCj  gleich  Pj  ist,  nämlich: 

(7)  {X  -  x,f  +  {y-  y,f  +  {z-  z,f  =  h\\ 

Aus  ihr  geht  durch  Differentiation  nach  v  hervor: 

^  IM    ü  öj,    /  ^    dv 
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oder,  da  x  —  x^,  y  ~  y\j  ̂   ~  ̂ \  proportional  X,  Y,  Z  sind  und  also 
S{x  -  x^)x^  nach  XI  (/)  gleich  Null  ist: 

(8)  -s(.-x.)4^  =  i?,4^, 

eine  Formel,  die  wir  auch  mittels  (2),  (4),  XI  [H)  und  XI  (/)  veri- 
ficieren  können. 

Der  erste  Mantel  der  Centratiäche  enthält  nun  oc^  Curven  j'^. 
Jeder  Curve  y^  entspricht  eine  Krümmungscurve  k^  oder  [v)  der 
gegebenen  Fläche.  Bei  der  Parameterdarstellung  (2)  des  ersten 

Mantels  sind  also  die  Parameterlinien  {v)  die  geodätischen  Curven  y^. 
Soll  der  erste  Mantel  in  eine  Curve  degenerieren,  so  ist  dies  auf 

zwei  Arten  denkbar:  Entweder  schrumpft  jede  einzeloe  Curve  y^  in 
einen  Punkt  zusammen  oder  alle  Curven  y^  fallen  in  eine  einzige 
zusammen.  Aber  die  zweite  Möglichkeit  ist  deshalb  ausgeschlossen, 

weil  alle  Tangenten  aller  Curven  y^  identisch  sind  mit  allen  Nor- 

malen der  gegebenen  Fläche,  sodass  die  Fläche  (1)  dann  nur  oc^ 
Normalen  hätte.  Es  bleibt  also  nur  die  eine  Möglichkeit,  dass  sich 

jede  Curve  y^  oder  (u)  des  ersten  Mantels  (2)  auf  einen  Punkt 
reduciert.  Alsdann  müssen  x^,  y^,  z^  unverändert  bleiben,  wenn  sich 
nur  u  ändert,  d.  h.  sie  sind  dann  Functionen  von  v  allein.  Aus 

der  ersten  Gleichung  (4)  und  den  beiden  analogen  Gleichungen  für  y 
und  z  folgt  ferner,  da  X,  Y,  Z  nicht  sämtlich  gleich  Null  sind,  dass 

auch  Ti^   eine  Function  von  v  allein  sein  muss. 
Halten  wir  jetzt  v  fest  und  variieren  nur  u,  d.  h.  beschreibt 

der  Punkt  P  oder  (x,  y,  r)  eine  Krümmungscurve  Aj,  so  sind  in  (7) 
und  (8)  nur  .r,  y,  z  veränderlich.  Aber  (7)  stellt  für  die  Punkte 

(x,  y,  z)  eine  Kugel,  (8)  eine  Ebene  dar,  d.  h.  jede  Curve  k^  ist  ein 
Kreis.  Die  Normalen  n  längs  h.^  gehen  beständig  nach  der  Mitte 

{.rj,  y^  Zj)  oder  Cj  der  betreffenden  Kugel,  anders  ausgesprochen:  Die 
Fläche  (1)  wird  längs  des  Kreises  h^  von  einer  Kugel  berührt. 

Insgesamt  haben  wir  oc^  Kugeln,  da  die  Coordinaten  x^,  y^,  z^ 
der  Mitten  und  die  Eadien  B^  Functionen  der  Grösse  v  sind. 

Wird  umgekehrt  eine  Schar  von  oc^  Kugeln  gegeben,  so  kann 
dies  analytisch  dadurch  geschehen,  dass  wir  die  Coordinaten  x^,  y^,  z^ 
der  Mitten  und  die  Radien  K^  der  Kugeln  als  Functionen  eines 
Parameters  r  geben.  Soll  alsdann  eine  Fläche  vorhanden  sein, 
die  jede  dieser  Kugeln  längs  einer  Curve  berührt,  so  müssen  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  der  Punkte  der  Fläche  ausser 

von  ü  noch  von  einem  Parameter  abhängen,  sodass  die  Parameter- 
linie  (ü)  der  fraglichen  Fläche   auf  der  zu  v  gehörigen  Kugel  liegt 
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und  die  Kugel  die  Fläche  längs  dieser  Curve  berührt.  Also  ist  zu 
fordern,  dass  einerseits 

(9)  [^:c  -  x,f  ̂ {y  -y^)-^  ̂ (z  -  z,f  =  Ti^^ 

sei  und  andererseits  die  Tangentenrichtungen  der  Fläche  auf  der 
Kugel  liegen,  also: 

(10)  {x  -  .r,)  x^  +  (;/  -  y^)y^  +  {z  -  z,)  z^  =  0 
und 

(1 1)  (^-  -  ̂ i)  --^v  +  (y  -  yi)  i/v  +  i^  -  ̂ i)  ̂v  =  ̂ 

sei.     Aber  (9)  giebt  wie  oben  nach  v  differenziert: 

also  wegen  (11): 

(12)  -S{x-x,)'^J-=-R,^-, 

was  M'ieder  aussagt,  dass  die  Parameterlinien  (v)  der  fraglichen 
Fläche  in  Ebenen  liegen,  also  Kreise  sind. 

Jetzt  können  wir  so  sagen:  Wir  verstehen  unter  x,  y,  z  drei 
Functionen,  die  den  Gleichungen  (9)  und  (12)  genügen,  also,  da 

dies  nur  zwei  Bedingungen  sind,  ausser  v  noch  eine  Veränder- 
liche u  enthalten  können,  sodass  sie  die  analytische  Darstellung 

einer  Fläche  geben,  die  wir  auch  durch  Elimination  von  v  aus  (9) 

und  (12),  wo  V  in  x^,  y^,  z^  und  1^^  und  ihren  Ableitungen  auftritt, 
in  der  Form 

F{x,  y,z)  =  0 

erhalten  würden.  Diese  Fläche  erfüllt  ausser  den  Gleichungen  (9), 

(12)  alle  durch  Differentiation  nach  u  und  v  daraus  hervorgehenden 
Gleichungen.  Aber  die  Differentiation  von  (9)  nach  u  giebt  (10), 

da  x-y,  ?/j,  z^,  ̂ j  von  u  frei  sind,  und  die  Differentiation  von  (9) 
nach  V  giebt  mit  Rücksicht  auf  (12)  gerade  (11).  Die  gefundene 
Fläche  hat  also  die  gewünschte  Eigenschaft:  Sie  berührt  jede  der 

00^  Kugeln  längs  einer  Curve,  und  wir  haben  überdies  gesehen, 
dass  die  Curven  Kreise  sein  müssen.  Wir  wollen  zunächst  dies  Er- 

gebnis formulieren: 

Satz  29:  Eine  stetige  Schar  von  oo^  Kugeln  erzeugt 
stets  eine  Fläche,  die  von  jeder  Kugel  der  Schar  längs 
einer  Curve  berührt  wird.  Diese  Berührungscurven  sind 
Kreise.     (Siehe  Fig  87,  S.  461.) 
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Man  sagt,  dass  diese  Fläche  die  Umhüllende,  Einhüllende 

oder  Enveloppe  der  oc  ̂   Kugeln  sei.  Man  kann  nämlich,  wenn 
eine  stetige  Schar  von  oc  ̂   beliebigen  Flächen 
vorliegt,  ebenfalls  beweisen,  dass  es  eine  solche 

Fläche  giebt,  die  jede  Fläche  der  Schar  längs 

einer  Corve  berührt,  worauf  wir  jedoch  nicht  ein- 

gehen wollen.  Dfir  Beweis  ist  —  abgesehen  davon, 
dass  sich  vorhin  insbesondere  Kreise  ergaben  — 

ganz  analog  dem  obigen.^ 
Insbesondere  nennt  man  die  Umhüllende  einer 

Schar  von  oc^  Kugeln  eine  Canalfläche.^  Die 
oc^  Kreise,  in  denen  sie  von  den  oc^  Kugeln  be- 

rührt wird,  sind  ihre  Krümmungscurven  der  einen 
Schar,  da  die  Normalen  längs  jedes  dieser  Kreise 
zugleich  Normalen  der  betreffenden  Kugel  sind 
und  also  eine  Kegelfläche  bilden,  sodass  Satz  54, 

S.  176,  angewandt  werden  kann.  Zu  den  Canaläächen  gehören  ins- 
besondere die  in  dem  2.  Beispiel  auf  S.  181  erwähnten  Röhren- 
flächen. Jede  Rotationsfläche  ist  augenscheinlich  auch  eine 

Canalfläche;  hier  sind  die  Kugelmitten  die  Schnittpunkte  der  Nor- 
malen mit  der  Drehaxe  und  die  Kugelradien  diese  Normalen  selbst. 

Kehren  wir  nun  wieder  zu  den  Centraflächen  zurück,  s<3  können 

wir  sagen: 
Satz  30:  Ein  Mantel  der  Centrafläche  artet  nur  dann 

in  eine  Curve  aus,  wenn  die  Fläche  eine  Canalfläche  ist. 

In  diesem  Falle  ist  der  Ort  der  Mitten  derjenigen  Kugeln, 
die  von  der  Canalfläche  umhüllt  wird,  der  ausgeartete 
Mantel. 

Eine  andere  Ausartung  tritt  ein,  wenn  der  eine  Mantel  der 
Centrafläche    unendlich   fern    ist,    d.   h.    wenn    die    Normalen   längs 

^  Während  man  in  der  Ebene  nur  cc*  Curven  zu  betrachten  hat.  wenn 

man  die  Umüllungstheorie  aufstellen  will,  hat  man  dagegen  im  Eaume  zwei 

Fälle  zu  unterscheiden:  Es  können  oo'  oder  oo-  Flächen  vorliegen.  Eine  er- 
schöpfende Behandlung  der  Umhüllungstheorie  im  Eaume  führt  naturgemäss 

zu  der  Theorie  der  partieelleu  Diiferntialgleichungen  erster  Ordnung,  auf  die 

wir  grundsätzlich  nicht  eingehen  wollen,  und  deshalb  hauptsächlich  unterlassen 
wir  es,  die  Umhüllenden  von  Flächenscharen  zu  untersuchen.  Wir  wollen  aber 

anmerken,  dass  Monge  ihre  Theorie  in  seiner  „Application"  geschaffen  hat, 
wodurch  er  zugleich  in  die  von  Lagbaxge  herrührende  analytische  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  anschauliche  geometrische 
Vorstellungen  hineinbrachte. 

'  Sie  wurden  zuerst  von  Monge  in  seiner  „Application"  untersucht 
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jeder  Curve  A^  einander  parallel  sind,  die  Curven  k-^  also  Geraden 
sind  und  die  Fläche  abwickelbar  ist.  Diesen  Fall  erwähnten  wir 

schon  oben  in  dem  4.  Beispiele.  Man  kann  die  abwickelbaren 

Flächen  als  CanalHächen  auffassen,  deren  erzeugende  Kugeln  un- 
endlich ferne  Mitten  haben,  also  zu  Ebenen  geworden  sind,  nämlich 

zu  den  oo^  Tangentenebenen  der  abwickelbaren  Fläche. 
Da  der  erste  Mantel  der  Centratiäche  nur  dann  ausartet,  wenn 

sich  jede  Curve  y^  auf  einen  Punkt  reduciert,  also  li^  längs  jeder 
Curve  Äj  oder  [v)  constant  ist,  und  da  umgekehrt  daraus,  dass  B^ 

nur  von  v  abhängt,  nach  (4)  folgt,  dass  x^,  y^,  z^  nur  von  v  ab- 
hängen, also  jede  Curve  y^  nur  ein  Punkt  ist,  so  können  wir  auch 

diesen  Satz  formulieren: 

Satz  31:  Die  Flächen,  bei  denen  der  eine  Hauptkrüm- 
mungsradius längs  jeder  zugehörigen  Krümmungscurve 

constant  ist,  sind  die  Canalflächen;  auf  ihnen  bilden  die 

Kreise  diese  eine  Schar  von  Krümmungscurven. 

Es  können  auch  beide  Mäntel  der  Centrafläche  ausarten;  doch 

hierauf  wollen  wir  erst  weiter  unten  gelegentlich  zurückkommen, 

um  jetzt  nicht  zu  weit  von  der  allgemeinen  Theorie  der  Centra- 
Üächen  fortgeführt  zu  werden.     (Siehe  S.  473,  474.) 

Kehren  wir  jetzt  zur  Aufstellung  allgemeiner  Formeln  für  die 

Centrafiächen  zurück.  Aus  (4)  können  wir  nach  XI  {Ä)  sofort  die 

Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  E^,  F^,  G^  des  ersten  Mantels 
ableiten.     Wegen  XI  (//)  und  XI  (/)  kommt: 

Ferner  ist 

Also  setzen  wir  in  Gemässheit  der  Bestimmung  auf  S.  18: 

(14)  ^,  =  ,,4^.Ä.r_Ä.yc, 

WO  «j  =  +  1  ist  und  im  reellen  Falle  so  gewählt  werden  soll,  dass 
D^  positiv  wird.  Dabei  sei  dann  im  reellen  Falle  unter  ]/G  die 
positive  Quadratwurzel  verstanden. 

Wie  wir  schon  oben  fanden,  ist  nach  (4): 

Qu     dt  du     dv  B,  du      ̂       ̂   ̂ ^' 
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oder  nach  XI  {K),  da  ̂ =  0  ist: 

dy^    d  Xi         9  *i    9  y,  J?^  —  i?j     9  i?,      G X  . 

du     d  V  d  u     d  r  i?i  du       D     ̂  

Wegen  (14)  ergiebt  sich  deshalb  aus  XI  (Z')  für  den  Richtungscosmus 
JTj  der  Normalen  des  ersten  Mantels: 

^\  —       hl)  ̂ u- 

Es  ist  aber  D  =  y£!-^G,  wo  wir  im  reellen  Falle  beide  Wurzeln 
positiv  wählen;  also  kommt: 

<15)           X,-      ̂ x.,       7,- 

1^-'^
"' 

Z  --  -^-z 

Mithin  ist: 

du     ""       VE    ""   '    2yE'    "' 

9X, 

dv 

sodass  hieraus  und  aus  (4)  nach  XII  ((7)  für  die  Fundamentalgrössen 

i/j,  Jlfj,  i\'j  des  ersten  Mantels  folgt: 

^.  =  *.S(-^.„.- 

yz  ""     2yi;'  V      9w  . 
J 

ViT  ""    2y¥'  '7     9«  ' 

j/£     "'■        2y^      "/  \        9r  i?, 

Rechnet  man  diese  Summen  mit  Hülfe  von  XII  {Ä),  XI  (/),  XVI  (6') 
aus,  so  kommt,  weil  überdies  F  =  M=^  nach  XIX  (yi)  ist: 

^    yjs:    9  m         ̂   ^     ̂ y:e     i?, 

oder  nach  XIX  [B): 

'  E,        du  ^  ^       -}E        Et 

Der  Wert  von  ̂ \  lässt  sich  noch  umformen,  denn  nach  XIX  (C^  ist: 

x3l=  J?i  dE^ ^    G    "  Ei(Bi  -i?,)     du    ' 
sodass  wir  schliessUch  finden: 

(16)  A=6,y:&li^^^,    j/,  =  o,    3^,  =_.,-^.A.^l«gA. 
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Aus  M^  =  0  folgt  nach  Satz  70,  S.  186,  dass  die  Curven  (w> 
und  {v)  auf  dem  ersten  Mantel  der  Centrafläche  zu  einander 

conjugiert  sind.  Die  Curven  (u)  sind  die  oben  mit  y^  bezeich- 
neten Curven.  Eine  Curve  (ii)  wird  von  denjenigen  Hauptkrümmungs- 

centren  C\  gebildet,  die  auf  den  Normalen  der  ursprünglichen  Fläche 
längs  einer  Krümmungscurve  k^  liegen.  Da  Entsprechendes  für  den 
zweiten  Mantel  der  Centrafläche  gilt,  so  folgt: 

Satz  32:  Auf  jedem  Mantel  der  Centrafläche  sind  die 

Curven,  in  deren  Punkten  er  von  den  Normalen  der  ur- 
sprünglichen Fläche  längs  der  Krümmungscurven  berührt 

wird,  zu  einander  conjugiert. 

Die  zu  den  Curven  }\  des 

ersten  Mantels  conjugierten  Curven 
unterscheiden  sich  wesentlich  von 

den  Curven  y^ :  Die  Curven  /^, 

die  geodätisch  sind,  haben  die  Nor- 
malen der  ursprünglichen  Fläche 

zu  Tangenten,  die  anderen  Curven 

nicht,  obgleich  ihre  Punkte  Be- 
rührungspunkte der  Normalen  mit 

dem  Mantel  sind.  Dies  soll  durch 

Fig.  88  erläutert  werden,  in  der 
eine  Curve  der  zweiten  Art  auf 

dem  ersten  Mantel  der  Centra- 

fläche dargestellt  ist. 

Nach  (13)  ist  das  Quadrat  des 

Bogenelementes  ds-^  des  ersten 
Mantels  der  Centrafläche: Fig.  88. 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

(18) ds,^  =  dB^  +  [^^ 

Gdv^ 
Ist  dieser  Mantel  der  Centrafläche  nicht  ausgeartet,  so  ist  R^  längs 

der  Krümmungscurven  {v)  oder  k^,  wie  wir  oben  sahen,  nicht  con- 
stant,  d.  h.  ü^  ist  eine  von  v  unabhängige  Function  von  u  und  v. 
Wir  können  daher  statt  u  und  v  auch 

;i9) R 

1' 
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als   Parameter   anf  diesem   Mantel  einfuhren.     Alsdann  stellt  sich 

ds^^  nach  (18)  so  dar: 

(20)  ds^^  =  du'-  +  l^i^Vodi^, 

^2 

wo  wir  natürlich  den  Factor  von  dv^  als  Function  von  ü  und  v 
auflassen  können.  Nach  Satz  19,  S.  440,  folgt  hieraus,  dass  die 

Curven  [v]  geodätische  Curven  und  die  Curven  (ü)  ihre  orthogonalen 
Trajectorien  auf  dem  ersten  Mantel  der  Centrafläche  sind.  Dass  die 

Parameterlinien  {v),  die  ja  nach  (19)  die  Linien  (ü)  oder  y^  sind, 
geodätisch  sind,  wird  also  hier  aufs  Neue  bewiesen.  Die  Curven  (w) 

sind  nach  (19)  diejenigen  Curven,  für  die  B^  constant  ist.  Man  er- 
hält sie,  wenn  man  auf  der  ursprünglichen  Fläche  (1)  längs  einer 

solchen  Curve  fortschreitet,  für  deren  Punkte  der  erste  Haupt- 
krümmungsradius -ffj  constant  ist,  und  zwar  sind  sie  dann  die  Orter 

der  Berührungspunkte  C^  der  Normalen  mit  dem  ersten  Mantel  der 
Centratläche. 

Entsprechendes  gilt  auf  dem  zweiten  Mantel.     Also: 

Satz  33:  Beschreibt  man  auf  einer  Fläche  eine  Curve, 

für  deren  Punkte  der  erste  oder  zweite  Hauptkrümmungs- 
radius constant  ist,  so  ist  der  Ort  der  zugehörigen  Haupt- 

krümmungsmittelpunkte eine  solche  Gurve  auf  dem  ersten 
bez.  zweiten  Mantel  der  Centrafläche,  die  jene  geodätischen 
Linien  orthogonal  schneidet,  die  den  Krümmungscurven 
der  ersten  bez.  zweiten  Art  entsprechen. 

Wir  sehen  aber  noch  mehr:  Nach  Satz  19,  S.  440,  ist  ferner  ü 

in  (20)  oder  also  i?j  die  Bogenlänge  der  geodätischen  Curven  /^ 
zwischen  den  Curven  {ü  =  0)  und  (ü).  Da  der  Fall,  dass  ü  =  B^=0  ist, 
im  allgemeinen  nicht  eintritt,  ist  es  besser,  so  zu  sagen :  Die  Differenz 

der  beiden  Werte,  die  Ji^  für  zwei  Punkte  einer  Krümmungscurve  k^ 
hat,  ist  gleich  dem  Bogen  des  zugehörigen  Stückes  der  geodätischen 

Curve  '/y     Also: 
Satz  34:  Beschreibt  ein  Punkt  eine  Krümmungscurve 

der  ersten  oder  zweiten  Art  auf  einer  Fläche,  so  ist  die 

Bogenlänge  der  Curve  des  zugehörigen  Hauptkrümmungs- 
mittelpunktes auf  dem  ersten  bez.  zweiten  Mantel  der 

Centrafläche  gleich  der  Differenz  der  Werte  des  ersten 

bez.  zweiten  Hauptkrümmungsradias  für  die  beiden  End- 
punkte  des  Weges. 

Zur  Erläuterung  diene  die  Fig.  89,  S.  466,  für  eine  Krümmungs- 
curve Äj. 

Scheffers,  Geom.  Diffr.    11.  30 
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Dieser  Satz  34  ist  in  gewissem  Sinne  als  eine  Verallgemeinerung 
des  Satzes  über  Evoluten  und  Evolventen  in  der  Ebene  aufzufassen, 

nach  dem  die  Bogenlänge  der  Evolute 
gleich  der  Differenz  der  Normalen  der 
Evolvente  in  den  Endpunkten  ist  (vgl. 
Satz  39,  I  S.  63,  und  (4),  I  S.  295). 

Schliesslich  wollen  wir  noch  das 

Krümmungsmaass  K^  für  den  ersten 
Mantel  der  Centrafläche  berechnen. 

Nach  XII  (Ä)  ist: 

1  I\^ 

sodass  aus  (14)  und  (16)  folgt: 

du 

Fig.  89. 
(21) 

^1  = 

1 

(Ä,  -  B,r 
du 

Ein  entsprechender  Wert  ergiebt  sich  für  das  Krümmungs- 
maass K^  des  zweiten  Mantels,  wie  ja  überhaupt  aus  den  auf  den 

ersten  Mantel  bezüglichen  Formeln  die  für  den  zweiten  gültigen 

Formeln  einfach  dadurch  hervorgehen,  dass  man  überall  die  In- 
dices  1  und  2,  ferner  u  und  u,  daher  auch  E  und  G  und  endlich  L 

und  N  vertauscht,  also  z.  B.  E^  durch  G^  ersetzt  u.  s.  w. 

In  den  entwickelten  Formeln  kommen  einige  Nenner  vor,  deren 
Verschwinden  Anstoss  erregen  könnte;  aber  wenn  wir  von  den 

Fällen,  in  denen  der  eine  oder  andere  Mantel  der  Centrafläche  aus- 
artet, ganz   absehen,   so  hat  dies  nichts  auf  sich,   denn  dann  sind 

IL,  B„  und 
dRi      0^2 

von  Null  verschieden,  sodass  nur  die  Formel du        dv 

(21)  noch  zu  einer  Bemerkung  nötigt:  Hier  würde  sich  für  K^  ein 

unendlich  grosser  Wert  ergeben,  wenn  1\  =  B^  wäre.  Dann  aber 
hätte  die  Fläche  lauter  Nabelpunkte  und  wäre  eine  Kugel,  nach 

Satz  12,  S.  120,  die  zu  den  ausgeschlossenen  Canalflächen  gehört. 

Wegen  der  Werte  (16)  und  nach  XII  (X)  lässt  sich  die  Diffe- 
rentialgleichung der  Haupttangentencurven  des  ersten  Mantels  in 

der  symmetrischen  Form  schreiben: 

(22) 

'•     du 

GB.'^^dv^^  0 
1     du 

Analog  gilt  auf  dem  zweiten  Mantel  die  Gleichung: 
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<23)  EE.^^du^-  Gli,^-J^dv^  =  0 

für  die  Haupttangentencurven, 

Zum  Schluss  wollen  wir  die  Formeln  über  Centraflächen  auf 

eine  besonders  interessante  Flächenfamilie  anwenden,  nämlich  auf 

diejenigen  Flächen,  die  wir  schon  in  §  11  des  3.  Abschnittes  be- 
trachtet haben. 

Beispiel:  Es  bestehe  auf  der  ursprünglichen  Fläche  (l)  eine 
Eelation 

(24)  i2  (Äi ,  Ä,)  =  0 

zwischen  ihren  Hauptkrümmungsradien.  Alsdann  sind  7?i  und  R.^  von 
einander  abhängige  Functionen  von  u  und  r,  für  die  also  die  Functionaldeter- 
minante  (vgl.  I  S.  81)  gleich  Null  ist: 

du       o  V  au       a  V 

Da  nun  das  Krümmungsmaass  K^  des  zweiten  Mantels  der  Centrafläche  analog 
(21)  den  Wert 

1  dv 

h\  =- (i?,  -  i?,)«        d  i?. 

d  V 
^      hat,  so  folgt  aas  (25),  dass 

TT  K  ^ 

ist.  In  (22)  und  (23)  haben  wir  femer  die  Differentialgleichungen  der  Haupt- 
tangentencurven auf  beiden  Mänteln  der  Centrafläche  aufgestellt.  Nach  (25) 

sind  diese  beiden  Gleichungen  jetzt  mit  einander  identisch.  Daher  haben 
wir  den 

;  Satz  35:  Resteht  auf  einer  Fläche  eine  Relation  zwischen  ihren 

\  Hauptkrümmungsradien,  so  ist  das  Product  der  Krümmungen  ihrer 
beiden  Centraflächenmäntel  in  solchen  Punkten,  die  auf  derselben 

Normalen  der  Fläche  liegen,  gleich  dem  reciproken  Wert  der 

vierten  Potenz  der  Differenz  der  beiden  Radien.  Ausserdem  liegen 

die  Haupttangentencurven  auf  beiden  Mänteln  so,  dass  diejenigen 
Normalen,  die  nach  den  Punkten  einer  Haupttangentencurve  des 

einen  Mantels  gehen,  auch  auf  dem  anderen  Mantel  eine  Haupt- 
tangentencurve bestimmen. 

Wir  sahen  femer,  dass  wir  das  Quadrat  des  Bogenelementes  rfs,  des 

ersten  Mantels  der  Centrafläche  durch  Einführung  der  in  (19)  angegebenen 

Parameter  iZ,  c  auf  die  Form  (20)  bringen  können.  Wegen  (24)  ist  aber  jetzt 

Äj  eine  gewisse  Function  von  K.^: 

I      (26)  i?,  =  (p(i?i), 

30* 
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und  ausserdem  kann  nach  (9),  S.  360,  O  als  Function  von  i?i  und  E^,  also- 

auch  als  Function  von  R^  allein  aufgefasst  werden,  sodass  wegen  R^  =  ü  aus 

(20)  folgt: 

(27)  d  Si^'  =  d  u^  +  tp{ü)dv^ . 

Nun  gehören  zu  ein  und  derselben  Relation  (24)  unendlich  viele  Flächen.  Aber 
bei  allen  ist  die  Function  (p  dieselbe,  also  lässt  sich  für  alle  das  Quadrat  des 

Bogenelementes  des  ersten  Mantels  der  Centrafläche  auf  eine  gemeinsame  Form 

(27)  bringen.  Nach  Satz  5,  S.  275,  sind  daher  diese  ersten  Mäntel  der  Centra- 
flächen  aller  jener  unendlich  vielen  Flächen  auf  einander  verbiegbar.  Dasselbe 

gilt  natürlich  für  die  zweiten  Mäntel.     Demnach  folgt 

Satz  36:  Besteht  auf  zwei  Flächen  dieselbe  Relation  zwischen: 

ihren  Hauptkrümmungsradien,  so  sind  ihre  Centraflächen  auf  ein- 
ander verbiegbar,   und  zwar  entsprechende  Mäntel  auf  einander. 

Aber    noch    mehr:    Die   Form  (27)    erinnert    an    das   Quadrat   des  Bogen- 
elementes einer  Rotationsfläche.     Sind  nämlich: 

p  (u)  cos  V  ,         y  =  p{u)ainv  ,         x  =   l  \/l  —  p' 
(u)  d  u 

die  Gleichungen  einer  Rotationsfläche  wie  in  Satz  16,  S.  296,  so  ist 

d's'^  =  dü^  +  p"^  (m)  d  v^ 

das  Quadrat  ihres  Bogenelementes  ds.     Wir  können  nun  p{ü)  so  wählen: 

P  (w)  =  ̂tp  (m)  . 

Alsdann  stimmt  die  Form  (27)  von  ds-^^  mit  der  von  ds^  überein,  sodass  der 
schon  einmal  citierte  Satz  5,  S.  275,  ergiebt: 

Satz  37:  Besteht  auf  einer  Fläche  eine  Relation  zwischen 

ihren  Hauptkrümmungsradien,  so  ist  jeder  der  beiden  Mäntel  ihrer 

Centrafläche  auf  je  eine  Rotationsfläche  verbiegbar.  Dabei  gehen 

die  geodätischen  Curven  des  ersten  Mantels,  die  den  Krümmungs- 
curven  erster  Art  der  Fläche  entsprechen,  in  die  Meridiane  und 

diejenigen  Curven  des  ersten  Mantels,  die  den  Orten  gleichen 

Wertes  des  ersten  Hauptkrümmungsradius  zugehören,  in  die 
Breitenkreise  der  einen  Rotationsfläche  über;  und  für  den  zweiten 

Mantel  lässt  sich  Entsprechendes  aussagen.* 

Denn  man  hat  nur  zu  bedenken,  dass  die  Curven  (m)  nach  (19)  denjenigen 

Curven  der  ursprünglichen  Fläche  entsprechen,  für  die  Äj  =  Const.  ist,  und 
dass  die  Curven  (f)  nach  (19)  die  geodätischen  Curven  {v)  des  ersten  Mantels 

sind,  die  wir  als  die  Curven  fx  bezeichnet  hatten. 

*  Theorem  von  Weingarten,  von  dem  überhaupt  die  angegebenen  Sätze 

über  diese  sogenannten  WEiKOARXEN'schen  Flächen  herrühren.  Vgl.  die  Anm. 
zu  S.  355. 
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§  6.    Geradenscharen,  die  als  Normalenscharen  aufgefasst 
werden  können. 

In  gewissem  Sinne  ist  die  Centrafläche  einer  Fläche  die  natür- 
liche Verallgemeinerung  des  aus  der  Theorie  der  ebenen  Curven 

geläufigen  BegriÖes  der  Evolute  einer  Curve.  In  der  Ebene  haben 
wir  damals  auch  die  ümkehrung  untersucht:  Zu  einer  gegebenen 
Evolute  die  Evolvente  zu  finden.  (Vgl.  I  S.  65.)  Entsprechend  giebt 
€s  auch  in  der  Flächentheorie  eine  Umkehrung: 

Zu  einer  gegebenen  Centrafläche  die  zugehörige  Ur- 
fläche   zu  bestimmen. 

Doch  dies  Problem  lässt  sich  verschiedenartig  fassen:  Da  näm- 
lich die  Centrafläche  aus  zwei  Mänteln  besteht,  so  kann  man  ent- 

weder annehmen,  beide  Mäntel  seien  gegeben,  oder  man  kann  an- 
nehmen, dass  nur  ein  Mantel  gegeben  sei. 

Wir  betrachten  zunächst  das  erste  Problem:  Es  seien  beide 

Mäntel  der  Centrafläche  gegeben,  gesucht  wird  die  Ur- 
f lache.  In  diesem  Falle  kann  man  ohne  Mühe  die  Normalen  der 

Ürfläche  find9n,  da  sie  beide  Mäntel  der  Centrafläche  berühren 

müssen.  Wir  wählen  nämlich  auf  dem  einen  Mantel  einen  Punkt  C^ 
beliebig.  Dann  muss  es  eine  Normale  der  Urtläche  geben,  die  den 

Mantel  in  C^  berührt,  also  in  der  Tangentenebene  von  Cj  liegt. 
Diese  Tangentenebene  schneidet  den  zweiten  Mantel  in  einer  Curve. 

und  die  gesuchte  von  C\  ausgehende  Normale  muss  auch  den  zweiten 

Mantel,  mithin  diese  Curve  berühren.  Von  C^  wird  nun  im  all- 
gemeinen eine  Tangente  oder  eine  endliche  Anzahl  von  Tangenten 

an  die  Cui've  gehen.  Unter  ihnen  muss  die  gesuchte  Normale 
enthalten  sein. 

Man  sieht  so,  dass  es  leicht  ist,  diejenigen  Geraden  zu  be- 
stimmen, die  Normalen  der  gesuchten  Fläche  sein  könnten.  Da  der 

eine  Mantel  jc-  Punkte  Cj  enthält,  erhalten  wir  gerade  oc^  Geraden, 
ebenso  viele  wie  es  Normalen  geben  müsste.  Die  Frage  ist  also 
jetzt  auf  die  andere  Frage  zurückgeführt: 

Unter  welchen  Bedingungen  ist  eine  stetige  Schar  von 

oc-  Geraden  als  die  Schar  der  Normalen  einer  Fläche  auf- 
zufassen? 

Hätten  wir  diese  Frage  beantwortet,  so  würden  wir  die  Be- 
dingungen auf  die  soeben  construierte  Geradenschar  anwenden. 

Wären  sie  erfüllt,  so  würden  wir  die  Flächen  zu  suchen  haben,  die 
die  Geraden  der  Schar  senkrecht  schneiden. 
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Man  sieht  hieraus,  dass  die  Schwierigkeit  des  Problems  einmal 
in  der  soeben  formulierten  Frage  und  dann  in  der  zweiten  Frage 

liegt,  wie  man  die  Flächen  bestimmt,  die  die  oo^  Geraden  zu  Nor- 
malen haben.     Wir  legen  uns  daher  das  Problem  vor: 

Gegeben  sei  eine  stetige  Schar  von  oo^  Geraden;  ge- 
fragt wird,  ob  sie  die  Normalen  einer  Fläche  sein  können 

und,   wenn   sie  es  sind,  wie  man  diese  Fläche  findet. 

Eine  stetige  Schar  von  oo  ̂   Geraden  nennt  man  auch  (vgl.  I 

S.  141)  ein  Strahlensystem. ^  Wir  fragen  also  nach  den  Be- 
dingungen, unter  denen  ein  Strahlensystem  das  Normalen- 

system einer  Fläche  ist.  Dabei  sehen  wir  von  vornherein  selbst- 
verständlich von  dem  Falle  ab,  dass  die  Geraden  des  Strahlensystems 

Minimalgeraden  seien. 

Eine  Gerade  mit  der  Richtungscosinus  f,  g,  h  kann,  wenn  (y,  t),  5) 
ein  bestimmter  Punkt  auf  ihr  ist,  in  den  laufenden  Coordinaten  x,  y,  z 
mittels  eines  Parameters  t  so  dargestellt  werden: 

(1)  x  =  i+ft,       7j  =  \)-\-gt,       z  =  i  +  ht. 

In  (1)  liegen  00^  Geraden,  also  ein  Strahlensystem,  vor,  sobald 
wir  unter  y,  t),  3,  f,  g,  h  Functionen  von  zwei  Parametern  u 
und  V  verstehen.  Denn  dann  gehören  zu  jedem  Wertepaar  u,  v 

bestimmte  Werte  von  j,  l),  5,  f,  g,  h,  also  auch  eine  bestimmte 
Gerade  (1).    Da  wir  insbesondere  unter  f,  g,  h  die  Richtuugscosinus 

^  Die  Strahlensysteme  wurden  zuerst  von  Malus  systematisch  untersucht, 

siehe  seine  Note:  „Optique"  in  der  Correspondance  de  l'Ecole  polyt.  I  (1806) 

und  seine  Abhandlung:  „Optique"  im  Journal  de  l'Ecole  polyt.,  14.  cah. 
(1808).  Insbesondere  fand  er,  dass  sich  die  Geraden  eines  Strahlensystems  in 

zwei  Weisen  zu  Scharen  von  je  oo*  Geraden  zusammenfassen  lassen,  die  ab- 
wickelbare Flächen  erzeugen,  also  so,  wie  es  bei  der  Normalen  einer  Fläche 

der  Fall  ist,  wenn  man  die  Normalen  längs  je  einer  Krümmungscurve  heraus- 
greift (vgl.  die  Fig.  86  auf  S.  456).  Die  Gratlinien  dieser  abwickelbaren  Flächen 

bilden  auch  bei  beliebigen  Strahlensystemen  zwei  Flächenmäntel,  die  soge- 
nannten Brenn  flächen.  Malus  fand  so,  dass  die  Geraden  eines  jeden 

Strahlensystems  Doppeltangenten  einer  aus  zwei  Mänteln  bestehenden  Fläche 
sind.  Wenn  insbesondere  jene  beiden  Scharen  von  abwickelbaren  Flächen 

einander  senkrecht  schneiden,  so  liegt  ein  Strahlensystem  vor,  das  das  Nor- 
malensystem einer  Fläche  ist.  Man  könnte  dem  Satze  38  auf  S.  472  diese  be- 

griffliche Deutung  geben.  Sie  wurde  ebenfalls  von  Malus  erkannt,  aber  erst 

von  Bertrand,  ,, Memoire  sur  la  theorie  des  surfaces",  Journ.  de 
Math,  pures  et  appl.,  1.  serie  t.  IX  (1844),  vollständig  ausgesprochen  und  be- 
wiesen. 
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der  Geraden  verstehen  wollten,  so  können  wir  uns  dabei  auf  solche 

Functionen  f,  g,  h  von  u  und  v  beschränken,  für  die 

(2)  P  +  ̂ 2  +  /,2  ̂    1 
ist 

Soll  es  eine  Fläche  geben,  die  die  oc^  Geraden  (1)  zu  Nor- 
malen hat,  so  muss  auf  jeder  Geraden  (1)  ein  Punkt  der  Fläche 

liegen.  Nun  wird  ein  Punkt  [x,  y,  z)  auf  der  Geraden  (1)  durch 
die  Angabe  des  Wertes  des  Parameters  t  festgelegt,  der  nebenbei 

bemerkt  den  Abstand  des  Punktes  {x,  y,  z)  vom  Punkte  (y,  ̂,  j)  Tor- 
stellt  Die  Gerade  (1)  selbst  wird  durch  ein  Wertepaar  v,  v  fest- 

gelegt Für  jede  einzelne  der  oc^  Geraden  (1),  d.  h.  für  jedes 
einzelne  Wertepaar  u,  v,  wird  jener  Abstand  t  für  den  fraglichen 
Fusspunkt  [x,  y,  z)  der  Normalen  einen  besonderen  Wert  haben: 
mit  anderen  Worten:  Wir  haben  unter  t  eine  noch  unbekannte 

Function  von  u  und  v  zu  verstehen,  sodass  a:,  y,  z  in  (1)  Functionen 
von  u  und  v  allein  werden. 

Die  Frage  ist  jetzt  diese:  Können  wir  für  t  eine  Function 
von  u  und  v  setzen,  sodass  alle  durch  (1)  bestimmten  Punkte  {x,y,z) 
eine  solche  Fläche  in  den  Parametern  u,  v  erfüllen,  deren  Normalen 

die  gegebenen  Richtungscosinus  f,  g.  h  haben?  Wenn  t  in  (1)  als 
Function  von  u  und  v  aufgefasst  wird,  so  ist  also  zu  fordern,  dass 

S;r„/-=0,        S^,/-=0 
sei,  wo  sich  die  Summenzeichen  natürlich  auch  auf  die  cyklische 

Vertauschung  von  f,  g,  h  beziehen.     Nun  aber  ist  nach  (1): 

^„  =  Ju  +  f^u  +  fJ^  ̂ .  =  fv  +  fK  +  f.t, 

sodass  die  Bedingungen  diese  werden: 

S(f„  +  A„  +  fj)f=  0,     S(i-,  +  A-  +  fM-  0. 

Es  ist  jedoch  nach  (2)  sowohl  8^  =  1  als  auch  %ff^  =  %ff^  =  0, 
sodass  bleibt: 

(3)  K  =  -^luf^       %  =  -%lJ. 

In  diesen  beiden  Gleichungen  stehen  rechts  gegebene  Functionen 
von  M  und  ü,  links  die  partiellen  Ableitungen  einer  Function  t  von 
u  und  ü,  deren  Vorhandensein  gefordert  wird  und  die  dann  und 

nui-  dann  wirklich  vorhanden  ist,  wenn  die  Werte  (3)  von  t^^  und  t^ 
der  Bedingung 

d  V  du 
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genügen,  d.  h.  wenn 

dv  "*«'  ~   du w  -L^ij^-L^w 
ist.  Ist  diese  Bedingung  für  alle  Werte  von  u  und  v  erfüllt,  so 
folgt  aus  (3)  durch  Quadratur: 

(5)  <  =  -  J(S  ijdu  +  ̂i^  fdv)  +  Const 

Wird  dieser  Wert  in  (1)  eingesetzt,  so  giebt  (1)  die  Gleichung  einer 

Fläche,  die  die  gegebenen  oo^  Geraden  zu  Normalen  hat. 
Da  in  (5)  noch  eine  additive  willkürliche  Constante  auftritt,  so 

giebt  es,  wenn  überhaupt  eine  Fläche  der  gewünschten  Art  vor- 
handen ist,  deren  sogar  oo\  die  aus  der  einen  Fläche  dadurch 

hervorgehen,  dass  man  auf  ihren  Normalen,  den  Geraden  (1),  noch 
ein  constantes  Stück  aufträgt,  also  Flächen,  die  die  Parallelflächen 
der  einen  Fläche  sind.   Dies  war  nach  Satz  83,  S.  205,  vorauszusehen. 

Die  Bedingung  (4),  die  Bedingung  dafür,  dass  die  in  (3)  an- 
gegebenen Werte  von  f.^  und  t^  so  beschaffen  sind,  dass  t^^du  +  t^dv 

ein  vollständiges  Differential  in  u  und  v  ist,  kann  auch  so  ausge- 
sprochen werden:  Es  muss  der  in  (5)  unter  dem  Integralzeichen 

stehende  Ausdruck  ein  vollständiges  Differential  sein.  Und  dieser 
Ausdruck  lässt  sich  kürzer  so  schreiben: 

Also  haben  wir  den 

Satz  38:^  Ist  eine  Schar  von  oo^  Geraden,  die  keine 
Minimalgeraden  sind,  dadurch  gegeben,  dass  in  den  Glei- 

chungen einer  Geraden  mit  den  laufenden  Coordinaten 

.r,  y,  z  und  dem  Parameter  t: 

die  Coordinaten  5,  ̂ ,  5  eines  Punktes  der  Geraden  und  die 

Richtungscosinus  f,  g,  h  der  Geraden  als  Functionen  zweier 

Parameter  u  und  v  angenommen  werden,  wobei  also 

p  +  ̂2  4.  ä2  _  1 
ist,  so  ist  die  Schar  dann  und  nur  dann  die  Schar  der 
Normalen  einer  Fläche,  wenn  der  Ausdruck 

   fdi  +  gd^-\-hdi 

1  Satz  von  Hamilton,  „Supplements  to  an  essay  on  the  theory  of 

Systems  of  rays",  Transactions  of  the  E.  Irish  Acad.,  vol.  16  (1830). 
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ein  vollständiges  Differential  in  u  und  v  ist.  Es  giebt 

dann  oo^  parallele  Flächen,  die  alle  jene  oc^  Geraden 
senkrecht  schneiden.  Analytisch  werden  sie  in  den  laufen- 

den Coordinaten  x,  y,  z  mittels  der  Parameter  u,  v  dar- 
gestellt, wenn  der  durch   Quadratur   hervorgehende    Wert 

t  =  —  ̂{fdi-\-  ffdx)  +  hdi)  +  Const. 

in  die  Gleichungen  der  Geraden  eingesetzt  wird. 

Wir  erinnern  beiläufig  daran,  dass  wir  schon  auf  S.  168  hervor- 

gehoben haben,  dass  nicht  jede  Schar  von  oc^  Geraden  als  die 
Schar  der  Normalen  einer  Fläche  aufgefasst  werden  kann. 

Beispiel:  Vorgelegt  seien  oo-  Geraden,  die  sämtlich  eine  Curve 
treffen,  die  keine  Minimal  curve  ist  Die  Gleichungen  der  Curve  seien  in 
den  laufenden  Coordinaten  f,  l),  3  und  mittels  der  Bogenlänge  u  gegeben: 

(6)  j-  =  gr  (m),         \)=  X  («},         ,5  =  V  («)• 

Von  jedem  Punkte  (m)  dieser  Curve  sollen  also  c»*  gegebene  Geraden  ausgehen, 

deren  Richtungscosinus  /",  g,  h  also  ausser  von  u  noch  von  einem  zweiten  Para- 
meter V  abhängen.  Wählen  wir  f,  g,  h  als  Functionen  von  u  und  v  so,  dass 

die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist,  so  stellt  (1)  die  gc-  Geraden  dar,  vorausgesetzt, 
dass  darin  für  f,  l),  ä  die  Werte  (6)  eingesetzt  werden.  Jetzt  sind  x^,  !)„,  g„ 

die  Richtungscosinus  a,  3,  f  der  Tangente  der  Curve  (6),  nach  III  (ß),  während 

j,  =  i),  =  är  =  0  ist,  sodass  die  Bedingung  (4)  so  lautet: 

Nun  ist  S«/"der  Cosinus  des  Winkels,  den  die  zu  «,  r  gehörige  Gerade  mit 
der  Tangente  der  Curve  (6)  in  ihrem  Ausgangspunkte  (ii\  auf  der  Curve  bildet. 
Er  soll  hiernach  frei  von  v  sein,  d.  h.  die  von  ein  und  demselben  Punkte  (m) 

der  Curve  (6)  ausgehenden  00'  Geraden  der  Schar  sollen  sämtlich  mit  der 
Tangente  dieses  Punktes  denselben  AVinkel  bilden.  Dieser  Winkel  darf  sich 
aber  ändern,  wenn  der  Punkt  (m)  auf  der  Curve  (61  fortschreitet.  Die  Geraden 

des  Strahlensrstems  müssen  demnach  cc  *  Rotationskegel  bilden ,  deren  Spitzen 
eine  Curve  (6)  und  deren  Axen  die  zugehörigen  Tangenten  der  Curve  (6)  sein 

müssen.  Nur  dann  giebt  es  Flächen,  die  jene  Geraden  zu  Normalen  haben 

Da  die  Rotationskegel  abwickelbar  sind,  so  sind  ihre  Schnittcurven  mit  den 

Flächen  nach  Satz  54,  S.  176,  Krümmungscurven.  Der  eine  Mantel  der  Centra- 
fläche  ist  daher  die  Curve  (6).  Wir  kommen  somit  zu  den  auf  S.  461  be- 

trachteten Canalflächen. 

Wenn  die  Schar  der  00*  Geraden  aus  allen  denjenigen  Geraden 
besteht,  die  zwei  gegebene  Curven  treffen,  so  folgt  hieraus,  dass  die 
von  einem  Punkt  einer  jeden  der  beiden  Curven  ausgehenden  Geraden,  die 
die  andere  Curve  treffen,  einen  Rotationskegel  bilden  müssen,  wenn  andere  das 

Strahlensjstem  ein  Normalensystem  sein  soll.  Jede  der  beiden  Curven  liegt 
dann  auf  unendlich  vielen  Rotationskegeln  und  ist  folglich  ein  Kegelschnitt. 

Um  also  alle  Flächen  zu  finden,  die  in  doppelter  Weise  Canalflächen  sind,  hat 
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man  zwei  Kegelschnitte  e  und  k  so  zu  bestimmen,  dass  jeder  der  Kegel,  der 

von  irgend  einem  Punkte  der  einen  Curve  ausgeht  und  die  andere  Curve  ent- 

hält, ein  Rotationskegel  wird.  Solche  Paare  von  Kegelschnitten  giebt  es  be- 
kanntlich, wie  in  der  analytischen  Geometrie  gelehrt  wird.  Ist  z.  B.  c  eine 

Ellipse,  so  ist  k  diejenige  Hyperbel,  deren  Ebene  die  Ebene  der  Ellipse  senk- 
recht längs  der  grossen  Axe  der  Ellipse  schneidet,  deren  Brennpunkte  die 

Hauptscheitel  der  Ellipse  und  deren  Scheitel  die  Brennpunkte  der  EUipse  sind. 

Die  Geraden,  die  zwei  solche  Kegelschnitte,  sogenannte  Focalkegelschnitte, 

treffen,  sind  also  die  Normalen  derjenigen  Flächen,  die  in  doppelter  Weise  als 
Caualflächen  aufgefasst  werden  können  oder  deren  beide  Centraflächenmäntel  in 

Curven  ausgeartet  sind.  Nach  Satz  30  und  31,  S.  461,  462,  werden  diese  Flächen 

von  zwei  Scharen  von  je  co' Kugeln  umhüllt,  und  die  Krümmungscurven  jeder 
Schar  sind  Kreise.  Die  Kugeln  haben  ihre  Mitten  auf  den  beiden  Focalkegel- 
schuitten.  Man  nennt  diese  Flächen,  die  in  doppelter  Weise  als  Canalflächen 

aufgefasst  werden  können,  Cykliden. ^  Ist  der  eine  Kegelschnitt  ein  Kreis, 
so  ist  der  andere  das  Mittcllot  zur  Kreisebene,  die  Flächen  sind  dann  solche 

Flächen,  die  je  eine  um  jenes  Mittellot  rotierende  Kugel  umhüllen,  die  soge- 
nannten Ring  flächen.  Sie  können  auch  als  die  Rotationsflächen  definiert 

werden,  die  durch  Drehung  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende 

Gerade  hervorgehen.  Wir  wollen  auf  die  Theorie  der  Cykliden  nicht  weiter 

eingehen  und  nur  noch  bezüglich  der  Gestalt  der  Cykliden  bemerken,  dass  sie 

allgemein  ringförmig  sind,  wenn  auch  keine  Rotationsflächen,  und  dass  die 

Stärke  des  Canals  an  einer  Stelle  des  Ringes  ehi  Maximum,  gegenüber  ein 
Minimum  hat. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zu  dem  zweiten  oben  angedeuteten  Problem 
wenden : 

Es  liege  nur  eine  Fläche  gegeben  vor;  gefragt  wird, 
ob  es  Flächen  giebt,  für  die  diese  eine  Fläche  der  eine 
Mantel  der  Centrafläche  ist. 

Nach  Satz  28,  S.  458,  müssen  den  Krümmungscurven  der  einen 
Schar  der  gesuchten  Fläche  geodätische  Curven  auf  der  gegebenen 
Fläche  entsprechen.  Wir  werden  daher  annehmen,  es  sei  auf  der 

gegebenen  Fläche  eine  Schar  von  geodätischen  Curven  ausgewählt 

und  das  zugehörige  geodätische  Parametersystem  (vgl.  S.  441)  ein- 
geführt, sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  gegebenen 

Fläche  die  Form: 

(7)  ds"^  =  du^  +  G{ii,v)dv^ 
habe.  Die  Curven  (v)  sind  dann  die  geodätischen  Curven.  Ihre 
Tangenten  müssten  nun  die  Normalen  der  gesuchten  Fläche  sein. 

Umgekehrt  ist  es  klar,  dass,  wenn  es  eine  Fläche  giebt,  die 
diese  Tangenten  zu  Normalen  hat,  alsdann  die  gegebene  Fläche  der 

*  Die  Cykliden  wurden  von  Dupin  entdeckt  und  untersucht.  Siehe  seine 
„Applications  de  geometrie  et  de  mechanique  ä  la  marine  et  aux 

pouts  et  chaussees",  Paris  1822. 
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eine  Mantel  der  Centrafläche  ist,  denn  dann  bilden  ja  die  Normalen 
längs  einer  solchen  Curve  der  fraglichen  Fläche,  die  einer  der 
geodätischen  Curven  (u)  entspricht,  eine  abwickelbare  Fläche,  sodass 
die  Curve  nach  Satz  54,  S.  176,  eine  Krümmungscurve  ist,  für  die 
die  Hauptkrümmungscentra  der  eiuen  Art  die  geodätische  Carve 
bilden. 

Unser  Problem  kommt  also  auf  das  in  Satz  38  erledigte  Problem 
zurück.  Um  es  mit  Hülfe  dieses  Satzes  zu  beantworten,  wollen  wir 

die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  der  gegebenen  Fläche 

mit  J,  9,  g  bezeichnen.  Die  vom  Punkte  {u,  v)  oder  (j,  X),  §)  aus- 
gehende Tangente  der  geodätischen  Curve  (t?)  habe  dann  die  Richtungs- 

cosiuus  /",  ff,  h.     Es  ist: 

also,  da  i^-  —  rj^-  +  ij  als  Fundamentalgrösse  erster  Ordnung  nach 
(7)  gleich  Eins  ist,  direct: 

sodass  die  Bedingung  des  Satzes  38  oder  (4)  so  lautet: 

-^Sr2  =  -i-Sr  r 

Die  Summe  links  ist  aber,  wie  schon  soeben  gesagt  wurde,  gleicb 

Eins  und  die  Summe  rechts  nach  (7)  als  Fundamentalgi'össe  erster 
Ordnung  gleich  Null.     Also  ist  die  Bedingung  erfüllt.    Daher  tblgt: 

Satz  39:  Eine  beliebige  Fläche  kann  auf  unendlicb  viele 
Arten  als  der  eine  Mantel  der  Centrafläche  einer  anderen 

Fläche  aufgefasst  werden.  Wenn  man  nämlich  auf  der 

Fläche  eine  Schar  von  oc^  geodätischen  Curven  beliebig 
auswählt,  so  sind  ihre  oo^  Tangenten  die  Normalen  von 
QC^  Parallelflächen,  für  die  die  gegebene  Fläche  der  eine 
Mantel  der  Centrafläche  ist.  Die  Krümmungscurven  der 
einen  Schar  auf  den  Parallelflächen  sind  die  Filarevol- 

venten  der  ausgewählten  geodätischen  Curven. 

Das  Letztere  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Filar- 
evolventen  in  I  S.  295,  296. 

§  7.    Krümmung  und  Torsion  einer  Flächeneurve. 

Nachdem  wir  bisher  eine  Reihe  von  besonderen  Curvenarten 

auf  einer  Fläche  besprochen  haben,  nämlich  die  Minimalcurven,  die 
Krümmungscurven,    die    Haupttangeutencurven    und  schliesslich   die 
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geodätischen  Curven,  wollen  wir  jetzt  als  Abschluss  unserer  flächen- 
theoretischen Betrachtungen  beliebige  Curven  auf  der  Fläche 

ins  Auge  fassen. 

Es  seien  u,  v  die  Parameter  auf  der  Fläche,  E,  F,  G,  L,  M,  N 

ihre  Fundamentalgrössen  und  X,  I,  Z  die  Richtungscosinus  der 
Normale.  Wenn  wir  nun  u  und  v  als  Functionen  eines  neuen  Para- 

meters t  irgendwie  wählen,  so  wird  dadurch  nach  S.  11  eine  Curve 
auf  der  Fläche  definiert.  Das  Bogenelement  ds  dieser  Curve  von  der 

Stelle  {f)  bis  zur  Stelle  {t  -\-  dt)  wird  dann  aus 

ds^  ̂   Edu^ +  2Fdudv  +  Gdv^ 

bestimmt,  -wo  du  und  dv  die  Incremente  der  Functionen  u  und  v 
von  t  bedeuten,  die  zu  dem  Zuwachs  dt  von  t  gehören.  Es  ist 

also  die  Bogenlänge  der  Curve  vom  Punkte  {t  =  0)  bis  zu  einem 
beliebigen  Punkte  (t): 

(')  ̂   =11/^1^-)'  + 2^7  4f  +  «(-^TM'' 
Hierbei  hat  man  sich  in  E,  F,  G  für  u  und  v  immer  die  Functionen 
von  t  gesetzt  zu  denken.  Durch  diese  Formel  wird  s  als  Function 

von  t  definiert.  Denken  wir  uns  die  Quadratur  ausgeführt  und  die 
Gleichung  dann  nach  t  aufgelöst,  so  wird  sich  t  als  Function  von  s 
darstellen.  Setzen  wir  diese  Function  t  von  .<f  in  ii  und  v  für  t 

ein,  so  ergeben  sich  u  und  v  als  Functionen  der  Bogenlänge  .<?  der 
Curve. 

Man  sieht,  dass  der  Parameter  t  selbst  die  Bogenlänge  ist,  so- 
bald das  Integral  den  Wert  +  t  hat,  d.  h.  sobald  für  alle  Werte 

von  t 

ist. 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  wir  hätten  u  und  v  in  der  an- 

gegebenen Weise  als  Functionen  der  Bogenlänge  s  der  Curve  be- 
stimmt. Alsdann  soll  die  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  durch 

Striche  angedeutet  werden.  Wir  haben  dann  nach  der  letzten  Formel: 

(2)  Eu^  -\-2Fu'v'  +  Gv^=\ 

für  alle  Werte  von  s.  Indem  wir  wie  in  der  Curventheorie  im 
ersten  Bande  die  Curve  im  reellen  Falle  im  Sinne  wachsender 

Bogenlänge  s  durchlaufen,  sind  die  Richtungscosinus  a,  ß,  y;  l,  m,  n; 



Krümmung  und  Torsion  einer  Flächencurve.  471 

X,  ft,  V  ihrer  Tangente,  Haupt-  nnd  Binormale  an  der  Stelle  (s)  oder 
{u,  v)  völlig  definiert  (vgl.  I  S.  174  u.  f.).  Wie  in  I  S.  179  rechnen 
wir  dabei  die  Krümmung  l:r  der  Curve  stets  positiv. 

Dies  scheint  in  Widerspruch  mit  der  Festsetzung  zu  stehen, 
die  \vir  auf  S.  104  trafen.  Aber  damals  kam  es  uns  mehr  darauf 

an,  die  Art  der  Krümmung  der  Fläche  an  einer  Stelle,  nicht  die 
Art  der  Krümmung  der  Curven  auf  der  Fläche  zu  erkennen,  und 

deshalb  war  es  damals  zweckmässig,  die  in  der  Curventheorie  ge- 
troffene Festsetzung  für  den  Augenblick  aufzuheben.  Oder  auch 

so:  Damals  haben  wir  mit  r  nicht  den  Krümmungsradius  der  Curve 

bezeichnet,  der  eben  in  der  Curventheorie  als  stets  positiv  ange- 
nommen wurde,  sondern  den  Abstand  des  Krümmungsmittelpunktes 

vom  betrachteten  Curvenpunkte,  und  zwar  rechneten  wir  dabei  diesen 

Abstand  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Krümmungsmittel- 
punkt auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Tangentenebene 

der  Fläche  lag.  Ja,  wir  haben  es  damals  ausdrücklich  hervor- 
gehoben, dass  in  den  abzuleitenden  Formeln  r  nur  seinem  absoluten 

Werte  nach  den  Krümmungsradius  bedeute. 
Jetzt  also  soll  r  wieder  wie  in  der  Curventheorie  den  absolut 

genommenen  Krümmungsradius  der  Curve  vorstellen.  Femer  sei  a 

der  Winkel  der  (positiven)  Hauptnormale  der  Curve  mit  der  (posi- 
tiven) Flächennormale  und  zwar  gemessen  im  Sinne  der  Drehung 

von  der  Hauptnormale  zur  Binormale  hin.  Die  Formel  (4),  S.  103, 

gilt  auch  jetzt;  sie  wurde  ja  vor  jener  besonderen  Festsetzung  auf- 
gestellt.    Sie  kann  nach  XII  (J)  so  geschrieben  werden: 

cos  CO  L  dir  +  2  Mdu  dv  +  X dv- 

r       ̂     Edu-  +  2Fdudv  +  G dv*' 

oder  auch,  da  u  und  v  Functionen  von  s  sind,  für  die  (2)  gilt, 

(3)  -^^  =  Z  z/2  +  2  Mu'  V  +  iV  v'\ 

Dieser  Ausdruck  hat  eine  geometrische  Bedeutung,  die  bisher 

noch  nicht  zur  Sprache  gekommen  ist.  Um  diese  Bedeutung  abzu- 
leiten, stellen  wir  jedoch  vorher  einen  Satz  über  die  Krümmung 

der  Projection  einer  Curve  auf:  Sind 

die  Gleichungen  einer  Raumcurve  c,  ausgedrückt  mittels  der  Bogen- 
länge s,  so  hat  die  senkrechte  Projection  c  der  Curve  auf  eine  Ebene, 

z.  B.  auf  die  xy- Ebene,  die  Gleichungen: 

^■  =  fp{s),     y  =  x{s),     5  =  0, 
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in  denen  der  Parameter  s  aber  nicht  mehr  die  Rolle  der  Bogen- 
länge spielt.  Sind  «,  ß,  y\  l,m,n\  ?.,  fi,  v  die  Richtungscosinus  der 

Tangente,  Haupt-  und  Binormale  der  Curve  an  der  Stelle  {s),  so 
ist  das  Bogenelement  ds  der  Projection  c  gleich  dem  Bogenelement 

ds  der  Curve  c  multipliciert  mit  y.  Wir  wollen  insbesondere  an- 
nehmen, dass  die  Ebene,  auf  die  wir  die  Curve  c  projicieren,  der 

Tangente  der  betrachteten  Stelle  parallel  sei;  auch  rechnen  wir  die 
Bogenlänge  der  Projection  c  im  selben  Sinne  wie  die  der  Curve  c, 

sodass  wir  y  =  -\-  l  und  ds  =  ds  finden.  Da  x,  y  mit  x,  y  über- 
einstimmen,   so    folgt    dann    auch,    dass  an  der  betrachteten  Stelle 

—  mit  Rücksicht  auf  III  [B)  — 

^=^=4f  =  "'  ̂   =  ̂'        aber  7  =  0, 
also  auch: 

l  (Px  dn  l  m         VI  1  _         ̂  
^  =  -r^  =  ~j~  =  —,       -^  =  —,       aber  n  =  0 r  a  s^  ds  r  r         r 

ist,  wenn  die  überstrichenen  Buchstaben  für  die  Projection  c  gelten 
und  wenn  1  :  r  die  Krümmung  der  Curve  c  an  der  betrachteten 

Stelle  bedeutet.  Quadrieren  und  Addieren  der  drei  letzten  Glei- 

chungen giebt,  weil  P  -\-  m^  =  l  —  n^  ist: 

J.  _  1  -  n^' 
Dabei  ist  n  der  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Hauptnormale  der 

betrachteten  Stelle  mit  der  zur  Projectionsebene  senkrechten  z-Axe 
bildet.  Nun  haben  wir  zwar,  wie  wir  vorhin  hervorhoben,  die  Krüm- 

mung bei  reellen  Raumcurven  positiv  angenommen,  jedoch  haben 
wir  bei  ebenen  Curven  der  Krümmung  ein  Vorzeichen  beigelegt, 
sobald  wir    die    Ebene    der  Curve  von  einer  bestimmten  Seite  her 

—  die  ary-Ebene  von  der  z-Axe  her  —  betrachten.^  Das  Vor- 
zeichen hing  davon  ab,  ob  der  Contingenzwinkel,  der  im  Sinne  der 

Drehung  von  der  .r-Axe  zur  y-A\e,  also  im  Sinne  der  positiven 
Drehung  um  die  z-Axe  gemessen  wird,  zunahm  oder  abnahm,  so- 

bald die  Curve  in  dem  ihr  vorgeschriebenen  Sinne  durchlaufen 

wurde  (vgl.  I  S.  37).  Dies  Vorzeichen  wollen  wir  nun  bei  der  Pro- 
jection c  der  Raumcurve  c  auf  die  Ebene  berücksichtigen.  Die 

Figg.  90,  91,  in  denen  die  Projectionstafel  statt  parallel  zur  Tangente 
der   betrachteten    Stelle  P   direct  durch   die  Tangente  t  der  Stelle 

*  Man  vergleiche  hierzu  die  Anmerkung  zu  I  S.  189. 
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gelegt  worden  ist,  was  ja  nichts  wesentliches  ausmacht,  lehren  nun 
unmittelbar,  dass  die  Krümmung  der  Projection  c  in  P  positiv  oder 

negativ  ist,  je  nachdem  die  positive  Normale  der  Tafel,  d.  h.  also 
diejenige  Normale,  von  der  aas  die  Projection  betrachtet  wird,  auf 

Fig.  90. Fig.  91. 

derselben  Seite  der  Schmiegungsebene  liegt  wie  die  Binormale  oder 

nicht,  je  nachdem  also  der  Winkel  ff  der  positiven  Normale  der 

Ebene  mit  der  positiven  Binormale  '^\ti  ist.  Nun  ist  n^  —  sin^ y, 
also  giebt  unsere  letzte  Formel: 

1      cos  <p 
r  r 

und  diese  Formel  ist  jetzt  auch  im  Vorzeichen  exact. 
Wir  können  mithin  den  folgenden  Hülfssatz  aufstellen: 

Satz  40:  Wird  eine  Curve  auf  eine  zur  Tangente  einer 
Stelle  P  parallele  Ebene  senkrecht  projiciert  und  bildet 
die  Binormale  dieser  Stelle  mit  der  Normale  der  Ebene  den 

Winkel  cp ,  so  ist  die  Krümmung  l:r  der  Projection  von  P 
gleich    der  Krümmung  1  :  r    von  P  selbst  multipliciert  mit 

dem  Cosinus  von   ff. 
1        cos  q> 
r  r 

und  zwar  giebt  diese  Formel  im  reellen  Falle  auch  das 
für  ebene  Curven  festgesetzte  Vorzeichen  der  Krümmung 
1 :  r,  sobald  die  Projection  der  Raumcurve  in  demselben 
Sinne  wie  die  Raumcurve  selbst  durchlaufen  und  überdies 

die  Ebene    von    derjenigen  Seite   her  betrachtet  wird,    auf 
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der  jene  Normale  liegt,  die  mit  der  Binormale  den  Winkel  (p 
bildet. 

Wir  wenden  diesen  Satz  nun  auf  die  Flächencurve  an,  für  die 

wir  oben  die  Formel  (3)  aufgestellt  haben.  Wird  die  Flächencurve 

auf  diejenige  Ebene  projiciert,  die  durch  die  Tangente  des  Curven- 
punktes  F  oder  {u,  v)  und  durch 
die   Flächennormale    geht,    so 
ist  die  Normale  dieser  Ebene 

in   P  die    zu  jener  Tangente 
der  Curve  senkrechte  Flächen- 

tangente.     Wir    wollen    diese 

Normale    in    dem   Sinne   posi- 
tiv nennen,   dass   die  positive 

Curventangente,    die    positive 
Flächennormale  und  diese  Nor- 

male   zur   Ebene    so    wie    die 

Coordinatenaxen     gegen     ein- 
ander  orientiert  sind.     (Siehe 

Fig.  92.)    Dann  bildet  die  Nor- 
male  der  Ebene   mit  der  ßi- 

normale  den  Winkel  a,  sodass  die  Formel  (3)  nach  unserem  Satze 
die  Krümmung   der  Projection   der  Curve  auf  die  Ebene  durch  die 

Tangente   und   Flächennormale,   auch  ihrem  Vorzeichen   nach,   dar- 
stellt.    Deshalb  nennt  man  diesen  Ausdruck  (3)  auch  die  normale 

Krümmung  der  Flächencurve  in  dem  Punkte  P  oder  {it,  v). 

Zweitens  wollen  wir  die  Flächencurve  auf  die  Tangentenebene 
der  Fläche    an    der  Stelle  P  projicieren.     Diese  Ebene  betrachten 
wir  natürlich  von  der  positiven  Flächennormale  her.    Da  der  Winkel« 
der  Flächennormale   mit  der  Hauptnormale  im  Sinne   der  Drehung 

von  der  positiven  Hauptnormale  zur  positiven  Binormale  gemessen 
worden  ist,  so  ist  der  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Binormale  mit 
der  Flächennormale  bildet,  gleich  sinw,  sodass  nach  unserem  Satze 

Fig.  92. 

die  mit  Vorzeichen  versehene  Krümmung  der  Projection  der  Flächen- 
curve auf  die  Tangentenebene  des  Punktes  P  für  diese  Stelle  P 

selbst  ist.  Man  nennt  diesen  Ausdruck  deshalb  die  tangentiale 

Krümmung  der  Flächencurve  in  dem  Punkte  P  oder  {u,  v). 
Wir  wollen  sie  berechnen. 

Da  die  Flächennormale  die  Cosinus  X,  Y,  Z,  die  Binormale  die 
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Cosinus  k,  n,  V  hat,    so    ist   der  Cosinus   des  Winkels  beider,   also 
sinw,  so  auszudrücken: 

(4)  sinw  =  ST;i, 

wofür  wir  nach  III  (B)  schreiben  können: 

X    x'     x"  1 sin  61 

(5)  —^   =    ■     ^         i/         i/      ;  • 

\  Z     z'     z" Hierin  ist  nun: 

also : 

worin  wir  die  Werte  XVI  [B)  der  zweiten  Ableitungen  x    ,  x    ,  x 

eintragen  können.     Dann   ergiebt  sich  für  x"  ein  ziemlich  umständ- 
licher Ausdruck,  den  wir  abgekürzt  für  den  Augenblick  so  schreiben : 

x"=  X{Ln'^  +  2Muv'+  Nv'^  +  Ax^  +  3x^, wobei 

^  =  ""+  2i^[(^u^  +  ̂ .^-  2/;  -P)u'^'  +  2{E^G  -  G^F)uv'  + 

+  {-G^F-G^G  +  2FG)v"^, 

^  =  ̂ "+  2^d{-^u^-^.E+2F^E)u-'+2(--E^F-]-GJ)uv'  + 
+  {G„F+G^F-2F^F)v'^, 

(8) 

ist.    Setzen  wir  die  Werte  (6)  und  (8)  und  die  entsprechenden  Werte 

für  y,  t/"j  z'y  z"  in  (5)  ein,  so  kommt: 

——=Y     y^u  +  t/^v       Ay^  +  By^\ 

I  ^      ̂ „w'+z„ü'      Äz^  +  Bz^\ oder: 
!  j:       a:       X  j 
u  i; 

sin  Cd         ,  7,    ,         -    ̂   I  TT  i 

-^  =  (5m-  Äv')\y^     y^      I   ̂ , 

!   ̂«       ̂ r       ̂    ■ 
wofür  wir  nach  XI  (Z)  schreiben  können: 

^  =  I){Bu'-Av'). ScHEFTERS,   Geom.  Diffr.    11.  31 
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sin  CO         1 

Setzen  wir  die  Werte  (8)  von  Ä  und  £  ein,  so  kommt: 

+  [E^G-GJ)uv^\{-GJ-G^G+2F^G)v'^ 

V     D^v"+\{-E^F-E^E^2F^E)u^  + 

+  {-EJ+GJ)u'v+^{G^E+GJ'-2FJ)v'^ 
Diese  Determinante  erinnert  uns  an  eine  andere  ähnlich  gebaute 
Determinante,  nämlich  an  die  in  Satz  4,  S.  407,  für  die  geodätischen 
Curven.  Dies  ist  nicht  nur  äusserlich:  Ist  nämlich  die  Flächen- 

curve  eine  Curve,  deren  Hauptnormalen  mit  den  Flächennormalen 

zusammenfallen  (vgl.  S.  402),  so  ist  sinw  =  0,  also  die  vorstehende 
Determinante  auch  gleich  Null.  Mithin  muss  das  Nullsetzen  der 
obigen  Determinante  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven 
ergeben.  Dies  kann  man  auch  rechnerisch  sofort  bestätigen;  man 
findet,  dass  die  obige  Determinante  genau  denselben  Wert  wie  die 

Determinante  in  Satz  4,  S.  407,  hat,  sodass  wir  schreiben  können:^ 

(9) 1  \Eu'-^Fv     ̂ E^u^  +  E^u'v'  +  {F-^Gy^^Eu"  +  Fv" 

D  I  Fu'  +  Gv'    [F^-^Ey^+G^u'v  +\Gy  +  Fu" -^Gv" 

Wir  können  diese  tangentiale  Krümmung  der  Flächen- 
curve  auch  dann,  wenn  die  Curve  keine  geodätische  Curve  ist,  in 

enge  Beziehung  zu  den  geodätischen  Curven  bringen. 
Wenn  man  nämlich  bedenkt,  dass  die  geodätischen  Curven  auf 

der  Fläche  die  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  geraden  Linien 
in  der  Ebene  sind,  so  wird  man  dazu  geführt,  Constructionen,  die 

man  in  der  Ebene  mittels  gerader  Linien  bei  einer 

Curve  ausgeführt  hat,  auf  die  Fläche  zu  über- 
tragen, indem  man  die  ebene  Curve  durch  eine 

Flächencurve,  die  Geraden  durch  geodätische 
Curven  ersetzt.  So  haben  wir  in  der  Ebene  in  I 

S.  36  die  Krümmung  einer  Curve  als  Quotienten 

aus  Contingenzwinkel  dr  und  Bogenelement  defi- 
niert, und  der  Contingenzwinkel  war  dabei  der 

Winkel  der  Tangenten  in  den  Endpunkten  P  und 
Fig.  93. 

Pj  des  Bogenelementes  ds.  Übertragen  wir  dies  auf  die  Fläche,  so 
verfahren  wir  so:  In  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten  P  und  P^ 
einer  Flächencurve  c  construieren  wir  die  berührenden  geodätischen 

'  Diese  Formel  findet  sich  bei  Minding,  „Bemerkung  über  die  Abwicke- 

lung krummer  Linien  von  Flächen",  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  6  (1830). 
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Curven  ff  und  ff^    (Siehe  Fig.  93.)    Sie  werden  sich  etwa  in  Q  unter 

einem  unendlich  kleinen  Winkel  dr,  dem  geodätischen  Con- 
tingenzwinkeP  des  Bogenelementes  PPj  oder  ds  der  Curve  c, 
schneiden.     Alsdann  ist  der  Quotient 

dt 
ds 

die  Übertragung  des  Krümmungsbegriffs  von  der  ebenen  Curve  auf 
die  Flächencurve.  Wird  das  Bogenelement  ds  in  dem  auf  der 
Curve  c  festgesetzten  Sinne  durchlaufen,  so  ist  noch  die  Art  der 

Messung  des  Winkels  dr  festzustellen.  Sie  soll  im  positiven  Sinne 
auf  der  Fläche  (vgl.  S.  30  und  Fig.  5)  stattfinden.  Jener  Quotient 
heisst  dann  die  geodätische  Krümmung  der  Flächencurve 

an  der  Stelle  F.^ 
Um  den  Quotienten  dr  id s  zu  berechnen,  können  wir  uns  eines 

besonderen  Parametersystems  bedienen,  da  ja  der  Begriff  dieses 

Quotienten  geometrisch,  also  unabhängig  von  der  gewählten  Para- 
meterdarstellung ist.  Wir  benutzen  geodätische  Parameter  it,  v, 

indem  wir  nämlich  diejenigen  oc^  geodätischen  Curven  als  Parameter- 
linien (ü)  einführen,  die  die  gegebene  Curve  c 

senkrecht  schneiden,  sodass  die  Curven  (u)  die 

orthogonalen  Trajectorien  jener  oc  ̂   geodäti- 
schen Curven  sind  und  insbesondere  die  Curve  c 

zu  ihnen  gehört.  Vgl.  S.  441.  Die  allgemeine  ,  ̂ 

Curve  (u)  können  wir  dann  also  als  die  Curve  c  (^^ 
betrachten.  P  habe  die  Parameter  u,  v,  dagegen  i*^ 
hat  dann  P^  die  Parameter  u,  v  -]-  dv.  (Siehe 
Fig.  94).    Wir  können  dabei  voraussetzen,  dass  v  Fig.  94. 

in  der  Richtung  von  P  nach  P^  zunehme  (vgl. 
8.  442).     Das  Quadrat  des  Bogenelementes  ist  nun  auf  der  Fläche 
allgemein : 

ds^  =  du^  -{-G{u,v)dv^, 

sodass  das  Bogenelement  ds  oder  PP^^  von  c  den  Wert  hat: 

ds  =  YG  dv, 

^  Die  Bezeichnung  rührt  von  Liouvillb  her:  „Sur  la  theorie  generale 

des  surfaces",  Journ.  de  Math.  p.  et  appl.  t.  XVI  (1851). 
*  Nach  einem  Vorschlage  von  Liocville,  vgl.  den  Schluss  seiner  Note  I: 

,.Sur  les  courbes  ä  double  courbure"  zu  Monge's  „Application"  (1850). 

Diesen  Vorschlag  hat  Boxnet  in  seiner  Abhandlung  im  Journal  de  l'Ecole 
polyt.  cah.  32  (1S48|  angenommen.  Lioüville  selbst  hat  die  geodätische  Krüm- 

mung in  der  schon  in  der  Anm.  zu  S.  420  erwähnten  Note  III  zu  Monge's 
„Application"  genauer  untersucht. 

81* 
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wobei  die  Wurzel  im  reellen  Falle  positiv  ist.  Die  Wurzel  kann  auch 

mit  I)  bezeichnet  werden,  da  B^  =  E  G  —  F'^  =  G  ist;  also: 

(10)  '  ds  =  Bdv. 

Die  geodätische  Curve  g,  die  c  in  P  berührt,  durchlaufen  wir  in 

entsprechendem  Sinne  wie  c,  d.  h.  im  Sinne  des  wachsenden  Para- 
meters V.  Für  ihre  Winkel  a  mit  der  Curve  (v)  gilt  dann  nach 

Satz  20,  S.  448,  die  Formel: 

T'ü;    .l-:\     'r:h  '       d U  —  —  I)    dv. 

Dabei  ist  u  an  der  Stelle  P  gleich  \  tt,  sodass  also  die  Curve  g  die 

Curve  (ü  4-  d  v)  durch  P^  in  einem  Punkte  T  so  schneidet,  dass  dort 
der  Winkel  gleich 

i^Tl  —  D    dv 

ist.  Das  unendlich  kleine  Dreieck  TP-^Q  ist  in  P^  rechtwinklig  und 

hat  in  Q  den  Winkel  dr,  in  T  den  Winkel  i  ;r  — -ö^  c^  w.  Da  ein 
unendlich  kleines  Flächendreieck  als  eben  aufgefasst  werden  kann, 
wenn  man  von  unendlich  kleinen  Grössen  höherer  Ordnung  absieht^ 

so  folgt,  dass  • 

(11)  dr==  l)^dv  +  ... 

ist,  wo  die  Punkte  unendhch  kleine  Glieder  andeuten,  die  mit 
höheren  Potenzen  von  dv  behaftet  sind.  Hiernach  und  nach  (10) 

ist  die  geodätische  Krümmung  in  P: 

^^"^J  ds        D 

Andererseits  ist,  da  jetzt  E  =  1,  P=  0,  G  =  D^  ist,  nach  (9) 
die  tangentiale  Krümmung  der  Curve  c  in  P  leicht  zu  berechnen, 

denn  für  die  Curve  c  oder  {u)  ist  u  =  u"  =  0  und  nach  (10): 
dv         1 

V  = sodass  kommt: 

^       ds        B 

sin  w      ̂    Gu       Du 

wie  in  (12).     Hieraus  folgt: 

Satz  41:  Die  tangentiale  Krümmung  einer  Flächencurve 
ist  dasselbe  wie  ihre   geodätische  Krümmung. 

Wie  die  geodätische  Krümmung  auf  der  Fläche  die  natur- 
gemässe  Verallgemeinerung  der  Krümmung  in  der  Ebene  ist,  so 
giebt  der  Kreis  in  der  Ebene  als  Curve  constanter  Krümmung  (vgl. 
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Satz  29,  I  S.  41)  Anlass  zu  einer  naturgemässen  Verallgememerung; 

■er  fuhrt  uns  zu  den  Curven  constanter  geodätischer  Krüm- 
mung auf  der  Fläche.  Man  kann  sie  geodätische  Kreise 

nennen,  ̂   muss  aber  dabei  beachten,  dass  der  Kreisbegriff  auch  eine 
andere  naturgemässe  Verallgemeinerung  zulässt,  nämlich  zu  den 

Curven  constanter  geodätischer  Entfernung  auf  der  Fläche 
führt,  die  deshalb  auch  geodätische  Kreise  genannt  worden  sind, 
wie  wir  auf  S.  444  bemerkt  haben.  Dass  sich  beide  Begriffe 
im  allgemeinen  nicht  decken,  ist  leicht  zu  sehen.  Ist  nämlich 
die  Fläche  auf  geodätische  Polarcoordinaten  it,  v  bezogen,  so  sind 
die  Cnrven  (m)  Curven  constanter  geodätischer  Entfernung  von  dem 
Pole  A  (siehe  S.  445).  Aber  nach  (12)  ist  für  sie  die  geodätische 
Krümmung  nur  dann  constant,  wenn  längs  ihrer 

^^^  =  Const., 

d.  h.  also  nur  von  u  abhängig  ist,  was  im  allgemeinen  nicht  gerade 
der  Fall  sein  wird. 

Die  Formeln  (3)  und  (9)  für  die  normale  und  für  die  tangen- 
tiale oder  geodätische  Krümmung  unterscheiden  sich  wesentlich  da- 

durch, dass  die  erste  auch  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung. 
X,  M,  A,  enthält,  die  zweite  nicht  Hieraus  lässt  sich  schliessen, 

dass  der  allgemeine  Ausdruck  der  geodätischen  Krümmung  für 
Curven  auf  zwei  verschiedenen  Flächen  derselbe  ist,  sobald  beide 

Flächen  auf  Parameter  u,  v  so  bezogen  werden  können,  dass  sie 
dieselben  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  haben,  d.  h.  sobald 
die  beiden  Flächen  auf  einander  verbiegbar  sind,  nach  Satz  5, 
S.  275.  Betrachten  wir  irgend  eine  Cur^e  von  Punkten  {u,  v)  auf 

■der  einen  Fläche,  fassen  wir  also  u  und  r  als  irgendwelche  der- 
artige Functionen  eines  Parameters  s  auf,  für  die 

Eu'^  +  2Fuv'  +  Gv'-  =\ 

ist,  sodass  s  die  Bogenlänge  bedeutet,  so  entspricht  ihr  eine  Curve 

von  Punkten  (m,  v)  auf  der  anderen  Fläche,  und  s  ist  auch  auf  der 
anderen  Fläche  die  Bogenlänge,  weil  E,  F,  G  auf  beiden  Flächen 
übereinstimmen.      Daher    haben    beide    Curven    in    entsprechenden 

'  So  that  es  Lie  in  der  Abhandlung:  „Bestimmung  des  Bogen- 
elementes  aller  Flächen,  deren  geodätische  Kreise  eine  infinitesi- 

male Berührungstransformation  gestatten"'.  Archiv  for  Math,  og  Natur- 
yidenskab  Bd.  IX  (1884),  in  der  insbesondere  für  die  geodätischen  BJreise  auf 
Flächen  constanter  Krümmung  wichtige  Sätze  aufgestellt  werden. 
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Punkten  {u,  v)   nach  (9)  auch  dieselbe  geodätische  Krümmung,  weil 

schliesslich  auch  u,  v,  u",  v"  bei  beiden  übereinstimmen.    Somit  folgt: 

Satz  42:^  Bei  der  Verbiegung  einer  Fläche  bleibt  die 
geodätische  Krümmung  einer  jeden  Curve  auf  der  Fläche 

ungeändert. 

Insbesondere  gehen  Curven  constanter  geodätischer  Krümmung 
wieder  in  Curven  constanter  geodätischer  Krümmung  über.  Ein 
noch  speciellerer  Fall  ist  der  der  geodätischen  Curven,  die  ja  die 
Curven  von  der  geodätischen  Krümmung  Null  sind.  (Vgl. 

S.  482.)  Dass  die  Curven  constanter  geodätischer  Entfernung  von 

einer  Stelle  (vgl.  S.  444)  bei  Verbiegung  in  ebensolche  Curven  über- 
gehen, leuchtet,  nebenbei  bemerkt,  sofort  ein.  Dass  die  geodätische 

Krümmung  bei  Verbiegung  ungeändert  bleibt,  geht  rein  geometrisch 
auch  aus  ihrer  Definition  auf  der  Fläche  durch  den  Quotienten  dr :  ds 
hervor,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Verbiegung  eine  in  den  kleinsten 

Teilen  congruente  Abbildung  ist  (nach  S.  274). 

Die  Formeln  (3)  und  (9)  für  die  normale  und  für  die  geo- 
dätische Krümmung  einer  Flächencurve  beziehen  sich  auf  den  Fall, 

dass  längs  der  Curven  die  Parameter  u,  v  als  Functionen  der  Bogen- 
länge s  gegeben  seien.  Ist  dem  nicht  so,  sind  u  und  v  vielmehr 

als  Functionen  irgend  eines  Parameters  t  gegeben,  so  werden  die 
Formeln  umständlicher.  Wir  wollen  angeben,  wie  man  sie  aus  den 

Formeln  (3)  und  (9)  ableiten  kann:  Deutet  der  Strich  wie  bisher 
die  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  s  an,  so  ist: 

,i  ox  ,        du  .,  ,        dv    , 

also: 

t  und  f  werden  aus  (1)  abgeleitet,  denn  (1)  liefert: 

(15)  ^'=  
' 

^\du\^      ̂   r^du    dv        ̂ (dv 

woraus  durch  nochmalige  Differentiation  nach  s  folgt,  indem  die 
rechte  Seite  zuerst  nach  t  differenziert  und  dann  das  Ergebnis  mit 

t'  multipliciert  wird: 

^  In  Minding's  oben,    S.  482,    genannter  Arbeit  zwar   nicht  ausdi-öcklich 
formuliert,  aber  doch  implicite  enthalten. 
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(16)  /"  =  - 

Setzen  wir  diese  Werte  (15)  und  (16)  in  (13)  und  (14)  ein,  so  werden 

u,  v,  u"j  v"  durch  die  ersten  und  zweiten  Ditierentialquotienten  von 
u  und  V  nach  t  ausgedrückt  Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in 
(3)  und  (9)  giebt  die  allgemeinen  Formeln  für  die  normale  und  die 

geodätische  Krümmung.  — 
Nachdem  wir  in  (3)  und  (9)  die  normale  und  die   geodätische 

Krümmung 
cos  6)  1  sId  0) 
      und       r  r 

berechnet  haben,  finden  wir  daraus  auch  leicht  tg«  und  die  abso- 
lute Krümmung  l:r  der  Curve.     Es  kommt: 

Eu'  +  Fv'  ̂ E,  u'-  +  E,  u  v'  +  (Fr  -  ̂   Ö«)  c»  +  -£:«"  +  Ft" 

i-in-..        ^     Fu'  ■r-Qv'  (F.  -  \E,)u'*  +  Ö.tt^p  +  ̂ G.v'*-  +  Fu"  +  Gv" 
^     '  ̂ ^^  i)(L«'»  +  2Mu'v'  +  iVO 
und; 

(18)  l^  =  (Z  «'»  +  2Mu'  v  +  i\'r'2)a  + 

Im  reellen  Falle  giebt  die  positive  Quadratwurzel  hieraus  den 
Wert  der  Krümmung. 

Schliesslich   wollen  wir  noch   die    Torsion  l:p    der  Flächen- 
curve  berechnen.     Sie  tritt  auf.   wenn  wir  die  Formel  (4),  nämlich: 

sin«  =  S^/. 

nach  der  Bogenlänge  s  differenzieren,  weil  dann  nach  III  (C)  kommt: 

«'  cos  G>  =  S  -T  Ä  H   S  X/ o 

oder,  da  S  XZ  =  cos«  ist,  und  wenn  wir  die  Gleichung  nach  \:o 
auflösen : 

(19)  l  =  o?'-^^i. 
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In  (17)  liegt  tgw  vor;  daraus  lässt  sich  cos«  und  «'  bestimmeil. 
Es  erübrigt  also  nur  noch  die  Berechnung  der  Summe  S  X'  l.  Diese 
finden  wir  so:  Wenn  wir  aus  III  (^)  die  Werte  von  Ä,  (x,  v  ent- 

nehmen, so  kommt: 

X'     x'      x" 

SX';.  =  r     r      y'      y" 

Z'       z       z" 

Zur  Vereinfachung  multiplicieren  wir,  was  ja  oft  nützlich  ist,  diese 
Gleichung  mit  B,  indem  wir  rechts  statt  B  die  in  XI  [B]  angegebene 
Determinante  benutzen.     Es  ergiebt  sich  dann  zunächst: 

%X'l  = D 

X'
 

x 

x"
 

^u 

^« 

X 

Y'
 

y 

y"
 

yu 

yv 

r 

Z'
 

z 
z"  1 

z 

z, 

z 

Multiplicieren  wir  in  beiden  Determinanten  Reihe  mit  Reihe,  so  geht 
eine  Determinante  hervor,  in  der  in  einer  Reihe  die  Elemente 

SZ'X,       %x'X 

auftreten,  die  wegen  x  =  r  ̂   u  +  v^  v,  XI  (//)  und  XI  (!)  gleich  Null 
sind.     Daher  kommt: 

SJ'A  = 
r^x"  X B 

SX'a; 

S  x  :r„ 

Nach  XII  {C)  ist  aber  wegen  X'  =  Z^m'  +  X^v  \ 

%X'  x^=^—  Bu  —  Mv',       S  X'  x^  =  -  Mu  —  Nv' 

und  nach  XI  [A): 

S  x  x^  =  Bu  -{-  Fv,       S  x'  x^  =  Fu  +  G  v', 
endlich  noch  nach  III  {£) : 

rSx"  X  =  SXl  =  cosco, 

sodass  die  Formel  hervorgeht: 

Lu  -{-  Mv'     Mu  +  i\V  I 
SXk  = 

cos  w _____ 

Bu  +  Fv        Fu  -{-  Gv 

Erinnern  wir  uns  an  XII  {U)  und  XII  (T),  so  finden  wir: 

ü'2      B     B  ' 

SX'X  =  ̂'j^     -UV    F    M u'-      G     N 
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Setzen  wir  diesen  Wert  in  (19)  ein,  so  ergiebt  sich  für  die 
Torsion  der  Wert: 

j      v^     E     L 

(20)  |  =  a,'_i^  -UV    F    M    , 
w'2     G      N 

in  den  wir,  wie  schon  gesagt  wurde,  den  aus  (17)  durch  Differen- 

tiation nach  s  hervorgehenden  Wert  von  a'  einsetzen  können. 
Wir  erwähnen  schliesslich  einige  einfache  Schlüsse,  die  sich  an 

die  Formeln  (3),  (9)  und  (20)  anknüpfen: 

Ist  die  Flächeneurve  eine  Krümmungscurve,  so  liegt  zu- 
nächst ein  Irrtum  nahe,  auf  den  hingewiesen  werden  muss:  Der 

zu  einem  Punkte  der  Curve  gehörige  Hauptkrümmungs- 
kreis der  Fläche  ist  durchaus  nicht  immer  der  Krüm- 

mungskreis der  Krümmungscurve.  Er  wäre  es  nur  dann,  wenn 

die  Flächennormale  die  Hauptnormale  wäre,  also  wenn  die  Krüm- 
mungscurve zugleich  geodätische  Curve  wäre.  Nach  XII  {T)  ist  für 

die  Krümmungscurven  die  in  (20)  auftretende  Determinante  gleich 
NuU,  sodass  bei  ihnen  die  Torsion 

1 —  =  fö 

9 
ist. 

Für  eine  geodätische  Curve  ist  die  normale  Krümmung  die 
Krümmung  der  Curve  selbst,  da  dann  die  Hauptnormale  zugleich 
Flächennormale  ist  während  die  geodätische  Krümmung,  wie  gesagt, 

gleich  Null  ist. 

Liegt  eine  Haupttangentencurve  vor,  so  ist  ihre  Haupt- 
normale  eine  Tangente  der  Fläche,  nach  Satz  64,  S.  182,  sodass 

oi  =-^z\yi  ist     Daher: 

Satz  43:  Die  Haupttangentencurven  einer  Fläche  sind 
diejenigen  Curven,  deren  normale  Krümmung  gleich 
Kuli  ist 

Aus  (20)  folgt  ferner  für  eine  Haupttangentencurve  als  Wert 
der  Torsion,  da  co  längs  der  Curve  constant  ist: 

J_   1^ 7~      ̂  

ü'2     E     L\ 

—  UV    F    M'. 

m'2     G     N  ' 

Benutzen  wir  als  Parameterlinien  die  Haupttangentencurven,  so 
ist  nach  Satz  67,  S.  184,  Z  =  y  =  0,  sodass  noch  einfacher  kommt: 
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Q  D     ̂   ' 

Zugleich   ist   dann  entweder  m'  =  0  oder  x!  =  0.     Für  die  Haupt- 
tangentencurve  (m)  ist  also  die  Torsion 

wobei 

ist,  sodass  kommt: 

MQ 

'2 

~  \ds 

dv' 

= 
1 

Odv^ 

a 

M 
B 

1 

V 

Für  die  Haupttangentencurve  (u)  dagegen   ergiebt  sich  auf  dieselbe 

Weise,  weil  dann  m'^  =  1:  E  und  u'  =  0  ist: 

1  _        M 

Q    ̂         D  ' Fassen  wir  einen  Punkt  {u,  v)  der  Fläche  ins  Auge,  so  sehen 
wir  also,  dass  die  Torsion  der  einen  Haupttangentencurve  in  diesem 

Punkte  entgegengesetzt  gleich  der  der  anderen  Haupttangentencurve 
in  diesem  Punkte  ist,  und  zwar  ist  das  Product  beider  gleich 

~  'W 

Dies    aber   ist   nach  XII  (K)  gerade    das  Krümmungsmaass  K  der 

Fläche  im  Punkte  {u,  v),  weil  ja  jetzt  Z  =  jY=0  ist.    Hieraus  folgt:  ̂ 
Satz  44:  Die  Torsionen  der  beiden  durch  einen  Flächen- 

punkt gehenden  Haupttangentencurven  sind  dort  einander 
entgegengesetzt  gleich,  und  ihr  Product  ist  gleich  dem 
Krümmungsmaass    der  Fläche  an  der  betrachteten  Stelle. 

Insbesondere  folgt  hieraus: 

Satz  45:  Auf  einer  Fläche  constanter  Krümmung  haben 

alle  Haupttangentencurven  der  einen  Schar  überall  die- 
selbe Torsion  und  alle  Haupttangentencurven  der  anderen 

Schar  überall  die  entgegengesetzte  Torsion. 

Die  Haupttangentencurven  der  Flächen  constanter  Krümmung 
sind  also  Curven  constanter  Torsion,  von  denen  in  Satz  43,  I 
S.  252,  die  Rede  war. 

*  Satz  von  Ekneper,  „Über  asymptotische  Linien",  Göttinger  Nach- richten 1870. 
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Schliesslich  erinnern  wir  daran,  dass  der  Satz  44  —  abgesehen 
von  der  Vorzeichenbestimmung  —  schon  in  unserem  früheren  Satz  51, 
S.  1 70,  als  specieller  Fall  enthalten  ist.  weil  die  Flächennormale  bei 
einer  Haupttangentencurve  Binormale  ist  und  die  Torsion  als  das 

Verhältnis  dB:ds  aus  dem  Winkel  dB,  um  den  sich  die  Binor- 
male beim  Fortschreiten  längs  der  Curve  dreht,  und  aus  dem  zu- 

gehörigen Bogeuelement  d  s  definiert  werden  kann,  wie  in  I  S.  183.  — 
In  den  Tafeln  XXI  und  XX1TT  sind  die  wichtigsten  Formeln 

über  geodätische  und  andere  Flächencurven,  die  wir  im  gegen- 
wärtigen Abschnitte  gewonnen  haben,  zusammengestellt.  Tafel  XXII 

betriflft  die  Centraäächen. 

Endlich  soll  die  Tafel  XXIV  dazu  dienen,  dem  Leser  den 

Übergang  zu  anderen  Lehrbüchern  der  Flächentheorie  zu  erleichtern : 
es  sind  in  Tafel  XXIV  die  Bezeichnungen  angegeben,  die  in  den 

wichtigeren  Lehrbüchern  für  die  Fundamentalgrössen  u.  s.  w.  ge- 
braucht werden. 

Zu  weiterer  Vertiefung  in  die  Theorie  der  Curven  und  Flächen 

empfehlen  wir  dem  Leser  das  Studium  der  öfters  erwähnten  Lehr- 
bücher von  BiAXCHi  und  Daeboux  sowie  der  in  den  Anmerkungen 

genannten  Abhandlungen. 
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(Fortsetzung  des  Anhangs  zum  ersten  Band.) 

Tafel  XL 

Formein  für  die  Fundamentaigrössen  erster  Ordnung  und  für  die 
Richtungscosinus  der  Normalen. 

X,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Fläclienpunktes. 
u,  V  seine  Parameter. 
ds  das  Bogenelement  der  Fläche. 
E,  F,  G  die  Fundamentaigrössen  erster  Ordnung. 
X,  Y,  Z  die  Richtungscosinus  der  Flächennormale. 
CO  Winkel  der  Parameterlinien. 

(^){s.  15)^    ̂ ^  =  s^„^    z^=s^„^„    (?  =  sv- 

(5)  (S.  15)  ds^  =  Edii"^ +  2Fdudv -^-Gdv^. 

(C)  (S.  17)  D  =  yilG-F^, 

im  reellen  Falle  positiv  zu  nehmen. 

Gleichung    der  Tangentenebene   in  den  laufenden   Coordinaten 

l>  ̂ >  i' 

(S.  20) 
l  —  z      z        z 

=  0 

oder: 

{E) 

{F)  (S.  27)    X=        ̂         ,      .  _        ^ 

{G){S.1S)  D^  =  S{y^z^-z^yf 

  r  =  — .^^ — ,     z  =  — ^   

^  Bezeichnung   der  Seite,    auf   der    die  Formeln    zum    ersten    Male    vor- 
kommen. 
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(jy)(S.27)       S-Y2=l.      sx.r=o,      SXX  =0 

(/)   (S.  27)  %Xx^  =  (),       SA'^;.  =  0. 

(S.  28) 

(S.  28) 

-IT           ,7           Ex^—Fxu  TT  r}  Fx,  —  Ox^ 
I  z   —  Zy   =   jr   ,        i  z  —  Zii  =^ D D 

7t     y r  -  ̂y"  ~ ^y"     zt     xt  -  ̂ y--^y- Zx^  —  Az^-   ^   ,       Zx^.-Az^._    ^   , 

i) 
\    X         X         X    \ 

ifu       Jv Y    ̂ B. 

z      z      Z 
H  V 

T)  V 

(M)  (S.  31)  sin  ö)  =     ,         7      cos  w  =  -—   , 

wo  die  Wurzeln  im  reellen  Falle  positiv  zu  nehmen  sind. 
Für  den  Winkel  a  der  zu 

- —  =  k     und     -^~  =  X du  du 

gehörigen  Fortschreitungsrichtungen  ist: 

E  +  F{k  +  x)  +  Crkx 
(N)    (S.  32)     cos  a  =  ~   
^    ̂     ̂   ̂   y{E+2Fk+  Gk^iE  +  2Fx  +  Öx«) 

Differentialgleichung  der  Minimalcurven: 

(0)  (S.  36)  JEdu^  +  2Fdu  dv+  Gdv^  =  0 

oder  zerlegt: 

(P)  (S.  63)     [^rf?^  -\-{F+  iD) dv^lEdu  +  {F -  iD)dv-\  =  0. 

Tafel  XII. 

Formeln  für  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung 
und  für  die  Krümmung. 

Z,  M,  ̂ ^  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung. 

Äj,  ̂ 2  die  Werte  von  dv.du  für  die  beiden  Hauptkrümmungs- 
richtungen. 

Xj,  Xj  die  Werte  von  dv.du  für  die  beiden  Haupttangenten- 
richtungen. 
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R  der  Krümmungsradius  des  zu  irgend  einer  Fortschreitungs- 
richtung  [dv.du)  oder  {k)  gehörigen  Normalschnittes. 

(p  der  Winkel  seiner  Ebene  mit  der  Normalebene  durch  die 
erste  Hauptkrümmungsrichtung. 

R^,  R^  die  Hauptkrümmungsradien. 
K  das  Krümmungsmaass. 
H  die  mittlere  Krümmung. 

{Ä)   (S.106)        X  =  Sla:^„, Jf=SXr„,     N=SXx„ 

(S.  106) jß  y uu  Ju  J V 

^uv    ̂ 'u  ̂ v 
^vv    ̂ u    ̂ v 

,  M= 

1 
15 

Juv   -/u   "v 
^uv    ̂ u    ̂ v 

,   N= 

1 
Jvv   Ju    JV 

\v    ̂ u    \ 

(C)  (S.106)  i;==-SX„;.-^,      ̂ =-SX„a:„=-SX:r„,      N=-%X^,x^. 

1         Ldu'+2Mdudv  +Ndv''-       L+2Mk  +Nk^ 
{D)  (S.  109) 

R        Edu^+2Fdudv  +  Gdr"^       E+  iFk  +  Ok"^ 

[E) 
(S.116) 

{{EM-  FL)  -{GL- EA')  k  +  {FN  -  GM) P  =  0 
oder: =  0 

{F)    (S.  117) 

{G)    (S.  117) 

{H)  (S.  117) 

(/)  (S.118) 

Ä2        E 
L 

-k      F 
M 

1       G N 

OL- 

EN 
2           i^iV- 

GM 

für  k  —  ÄpÄj 

,    ,    _  EM  -  FL 1    2  -  FN-GM 

E+F{k^  +k^)JrGk^k^  =  0, 

L  +M{k^  +  k^)  +  Nk^  k^  =  0. 

MRi  -  F 

NB,'^  G 
L=- 

MR,  -  F 

{K) 
(S.  118) 

Ä^  = 

NR,  -  G 

{LN-  3P)  i?2  _  {EN  -  2  i^W+  G^7;)i2  +  {EG  -F^)=0 
für  7?  =  R^,  7?2 . 

L iV  -  M^        LN  -  M' 1    ̂     1 
Ri     R2 

R\       Ri 

EG  -  F^  Z>2 

EN  -  2FM+  GL EN-  2FM+  GL 

{L)  (S.  127) 

EG-  F^  D* 

L  -\-23Ix  +  Gx^  =  0     für     ä:  =  x^,  x^ . 
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(S.  130) 

m 
(S.  131) 

X    X      X    \ 

■A.  1  Z 

Für  die  Winkel  «  der  Haupttangenten  mit  der  ersten  Haupt- 
krümmungsrichtung  ist: 

{A)  (S.  135) tg«=±|/^f 

Gleichung  der  Indicatrix    im  Abstände  e  von   der    Tangenten- 
ebene : 

(0)  (S.  142) 

(P)  (S.  134) 

Zdu^  +  2Mdudv-i-  Ndv^  =  2e. 

cos*  <f)  sin*  qp 

Ä. 

Ä, 

Sind  a  und  ß   die    Winkel    conjugierter   Eichtungen   mit   der 
ersten  Hauptkrümmungsrichtung,  so  ist: 

Q)  (S.  156) 

Ä, 

(S.  159) 

tg«tg/9  =  -^. 

^  = 

i)« 

[{^J/  -  ö  X)  z„  +  (i^X  -  EM)z^-]  ; 

('S) 

(S.  159) 

Y.  =  ̂   [.{FN  -  G  M)y^  +  {FM  -  EN)y;\ , 

S  x„2    =±-iGL^  -2FLM  +  F^P]  =HL- KE, 

SX„A;  =  j^  {GLM+EMN—F^P  -  FLN]  =  HM-KF, 

S  A7    =  ̂   [^ ̂ 2  -  2i^Jf  A'  4-  6^  M^]  =  HN-  K G. 
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[T)  (S.  161)    SdXdx=-{Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv^). 

Differentialgleichung  der  Krümmungscurven: 

dv^       E      L 

(S.  174) 
—  dudv  F      M 

dv}       G      N 

=  0 

oder: 

in  (s.  1 

76) 

Udu 

Fdu 

■\-Fdv      Ldu  +  Mdv 

^Gdv     Mdu  +  Ndv 
oder: 

dx      X      dX 

(S.  175) dy      Y      dY 
dz       Z      dZ\ 

=  0. 

=  0 

Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven : 

(Z)  (S.  174)  Ldv?  ̂ "IMdudv  ^  Ndv"^^^. 

Tafel  XIIL 

Formeln  für  die  Darstellung:  z=fiQc,  y)  der  Fläche. 

d  X                  dx 

dlo~P'      fy~'^  ' 
d^x                   d^x                   d^x 

dx*  ~^'       dxdy  ~~  ̂'         dy^  ~  ̂' 

{A)     (S.  15)       F=l+p\       F==pg,       G=l+q\ 

{£)    (S.  18)                       D  =  p+p^  +  g^, 

im  reellen  Falle  positiv  zu  nehmen. 

tq          X-         ~P                Y-         "^               Z-           ̂  
yi+p'^  +  q^'                 |/i+p2  +  ̂2'                 yi+^2  +  ̂ « 

(I)\     fS.  108^     L-          ̂                M-          *                A^-           ̂  
yi+p'^  +  q'                    yi  +  p^  +  q^'                  |/l+jo2  +  j2 

/jjv             1   _             1                             r  dx*  +  2sdxdy  +  tdy"^ 
R        yi+p*  +  q*      (1  +p^)dx*  +  2pqdxdy  +  {1  +  q^)dy* 
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Ä  = 
r  t  —  s^ 

{^ 

{G) 

{B) 

{I) 

(1  +  ̂ *  +  }»)»  ' 

I  E  =    (1  +P^t-2pqs  +  (\  +«y«)r 

Diflferentialgleichung  der  Minimalcurven : 

(1  +  p^)  dx'-]-2pgdxdi/  +  (l  +  qi)  dy^  =  0 
Differentialgleichung  der  Krümmungscurven: 

dy^       1  +  ;>2       ̂     ̂  

—  dxdy       pq  s      =  0. 

Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven: 

rdx^  +  2s  dxdy  +  tdy^  =  0. 

Tafel  XIV. 

Sphärische  Abbildung  einer  Fläche. 

Die  lateinischen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  Fläche   die 
deutschen  auf  die  Bildkugel.  ' 

{Ä)    (S.204)         ■    j  =  Z,      t)  =  r,      5  =  Z. 
{B)  (8.206)     di^  =  dÄ^^  +  dY^  +  dZ=(^du^  +  2^dudv  +  &dv\ 

(5  =  SX„2    =HL-KE=^^[EM^-2FLM+GL% 

5  =  SX  X  =  HM-KF=  ̂ \_EMN-F{LN-\-][P)  +  GLM], 

@  =  SX2    =HN-KG  =  ̂^[EN^  -2FMN+GM^\ 

(S.  206, 
209) 

{D)     (S209)  ^  =  ]/¥®^^  =  6Xi?, 

wo  6  =  +  1  ist  und  zwar  im  reellen  Falle,  je  nachdem  X>0  ist 

{E)     (S.210)  2i  =  eX,       g)  =  6  7,       3  =  ,^. 

(i^(S.211)     2=  -6g,       i)JJ=-£5,       9Z=-cÖJ. 

ScHiFFBBs,  Geom.  Diflfr.    II. 32 
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Tafel  XV. 

Parallelflächen  einer  gegebenen  Fläche. 

Die  überstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  Elemente 

der  Parallelfläche  im  Abstände  a. 

[A)  (S.  238)       X  =  X  +  aX,       y^y  +  aY,       z  =  z  -\-  aZ. 

E={\  -a^K)E- a{2- aH)L  , 

f'  =  (1  -  a^K)F-  a{2-  aE)M, 

G  =  {1  -  a^ K)G  -  a{2  -  a H) N . 

L  =  aKE-\-{l  -  aE)L, 

M=aKF+{\  -aE)M, 

N=aKG^{l-aH)N. 

E  =  {1  -  all  +a^K)I), 

wo  das  Vorzeichen  so  gewählt  ist,  dass  im  reellen  Falle  die  Formel 

für  die  Null  benachbarten  Werte  von  a  positives  3  giebt. 

Z=— ^— — 

(^)  \  -  aH  +  a'-K' 

fj  _        H  -  2aK 

(S.  238) 

{0) 

(S.  239)    • 

(i>)     (S.  238) 

(S.  240) 

Tafel  XVI. 

Die  zweiten  Differentialquotienten  der  rechtwinkligen 
Punktcoordinaten  einer  Fläche. 

-uu=^il/u^.  -  ̂ uV.)  +  ̂^^uG  +  E^F-2F^F)x^  + 

(S.  264) 

_    M_ 

\^[-F^F+G^E)x^, 
+ 
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(S.  268) 

oder: 

^u.=  ̂ ^+~A{E^G-G^F)x^+[-E^F+G^E)x„-\, 

-\-{G^E+G^F-2F^F)x^. 

Die  Formeln  {A)  und  {B)  gelten  auch,  wenn  x  und  X  durch  y 
und  Y  oder  durch  z  und  Z  ersetzt  werden. 

(8.262)1  S.„„.„  =  /L-i^..       Sa:„^x„  =  i(?„,       S.„„.„  =  W. 

Tafel  XVII. 

Die  drei  Fundamentalgleichungen  der  Flächentheorie. 

{J)      Z  -  J/  =  ̂ [^,&  -  G^u^i'  - 
(S.  270) 

-^i^uG-G^E+2{E^-F^)F]M- 

-  2Wl-  ̂ uF-  F„E+2F^E]N. 

(^      ̂ ^^  =  Ä-^(2/^„^-^^^-(?j  + 
(S.270)  ^ 

+  -^iK'-^KG^-^KK)-h 

(S.271) 

-T^[;-^v-^-^"^  +  -^r^l^ 

32  = 
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Andere  Form  der  zweiten  Fundamentalgleichung  {B): 

[D)  LN-M^ (S.  320)  D 
dv 2D  E du 2BE 

Tafel  XVIII. 

Formeln  für  Flächen,  deren  Parameterlinien  die 
Minimaicurven  sind. 

Fundamentalgleichungen : 

(S.  268) 

{C) 

(S.  266) 

V  u  JP  ' 

LN  -  M^  _       ga  log  F 

F         ~        d  u  dv 

]Y  -M  =-Z  M. UV  jr 

K  = 

iL 

LN-M^ Äj  Xt2  F 

uu  Jf 
\Ju     V  UJ VI      ̂        Jp        u  W        u  ' F 

iM 

"F^ 

JN 

F 

(y  z  —  z  7/  ) 
\Ju    V  uJ V' 

MX. 

F  W 
(yz— zy)-{-~x   =  NX  -^  -^x  . 

Diese  Formeln  {D)  gelten  auch,  wenn  x  und  X  durch  y  und  Y 
oder  durch  z  und  Z  ersetzt  werden. 

K=-  -U^^'u  +  ̂ ^v)'  ̂ .  =  -  li^^'u  +  ̂ ^J. 

(S.  266) 

F 

<      K--^i^^u  +  ̂I/v)>  K=-i^{^I/u  +  ̂!/v)> 

(F)      sx^  =  -^^,    sxz=^^^±^,     sx^  =  -^ \/  ^      u  ]p  ^      u      V  JV  V  p 

Differentialgleichung  der  Krümmungscurven : 

(G) Zdu^-Ndv^  =  0 
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Tafel  XIX. 

Formeln  für  Flächen,  deren  Parameterlinien  die 
Krümmungscurven  sind. 

{Ä)  (S.  355)  F=M=0,       D  =  y'EG. 
Fundamentalgleichungen : 

<S.  356) 

oder: 

(<7) 

<S.  356) 

(D)  (S.  356) 

dv 

log 

R^R^         du\yE      du    j        dviyä      dv 

d  ,     ya dR, 

-ffj  —  i?2      0  M 

7?  ̂
 

7?  ̂
 

^2  =  1^ 

<^} uü  2E    ̂       20    "' 

Diese  Formeln  (^)  gelten  auch,  wenn  x  und  X  durch  y  und  JT 
•oder  durch  z  und  ̂   ersetzt  werden. 

{F) 
(S.  356) 

y    _  «u  T^  Vv. 

r=-  #,     ̂..  =  -  *' 

Ä2 

^9 

SX,2  =  ̂,     sx„z.  =  o,     sx/  =  ̂  
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Differentialgleichung  der  Minimalcurven : 

Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven: 

{K)  Ldu^-\-  Ndv^  =  0. 

Tafel  XX. 

Differentiaiparameter. 

{Ä)  (S.  383)  A,r  =  ̂f^'-^^f;f^^<^f^'  . 

{B)  (S.  387)  Af,  =.lf^9.-  Fif. 
9.  +  /•„ g.)  +  QUg. 

{C)  (S.  387) 

/>» 

Werden  ü=f(u,v)  und  v  =  g{u,v)  als  Parameter  auf  der 
Fläche  benutzt,  so  sind  die  zugehörigen  Fundamental  grossen  erster 
Ordnung: 

S.389)  ^,r4.-^r/ 

Insbesondere  ist: 

[E)      jp  ̂   A^   

(S.388)  J„„A„-J^„' 

F=         ~
^^^ 

i^  = 

J        J        —    /J2   "'
 

Q  = 

G  = 

'ff 

A,,  A      -  Aj ff    gg        fg 
Auu 

"uu  ̂ vv         ̂ ut 

Tafel  XXL 

Geodätische  Curven. 

Differentialgleichung  der    geodätischen   Curven,    wenn  u  und  v 
Functionen  eines  Parameters  sind  und  nach  diesem  differenziert  wird: 

(S.  406) 
Eu'  +  Fv       ̂ E^u'  +  Eyv-  +  [F^-\Gy^+Eu"  +  Fv" 

Fu+Gv      {F^-lE^)u'^G^uv-^\Gy'  +  Fu"-^Gv'- 

=  0. 

(S.  408) 

Oder,  wenn  u  als  Parameter  längs  der  Curven  benutzt  wird 

E  +  F^    JLE  4-E  —  4-iF-i-G)l--^Y+F^^ 

wobei  jedoch  die  Curven  (u)  ausgeschlossen  sind. 

=  0, 
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Bedingung   für  die    orthogonalen   Trajectorien  >1(m,  ü)  =  Const. 

von  oc^  geodätischen  Curven: 

[C)  (S.  439) 

4.=/"W- Bogenelement-Quadrat  bei- geodätischem  Parametersystem: 

{B)  (S.  440)  ds^  =  du^  -ir  G[u,  v)dv\ 

wobei  I)  =  ̂ G  im  reellen  Falle  positiv  zu  wählen  ist. 
Für  den  Winkel  «  einer  beliebigen  geodätischen  Curve  mit  den 

geodätischen  Curven  {v)  ist  im  Falle  {D): 

{E)  (S.  443)  A^  =.-  B... 
dv 

Bei  der  Annahme  {B)  ist: 

1      d^y'Q  ̂   _D^ 

~         D 

{F)  (S.  446) 
Ä^  = 

yo    du" Liegen  geodätische  Polarcoordinaten  vor,  so  ist  in  [B]  noch: 

{G) 
(S.  445, 448) 

u  =  0  L 

i>2 

=  0, 

11=0 

dya 
du 

Ju  =  0 
B 

=  1. 

u=0 

Tafel  XXII. 

Centraflächen. 

Die  Parameterlinien  (m),  (ü)  auf  der  Urfläche  (x,  y,  z)  sollen  die 
Krümmungscurven  sein.  Die  auf  den  ersten  oder  zweiten  Mantel 
der  Centrafläche  bezüglichen  Grössen  haben  den  Index  1  oder  2. 

{Ä)  (S.  457)     x^=x  +  R,  X,    y^  =  7/  +  E,r,     z,=z-\-B^Z. 

{B)  (S.  457)     x,=x  +  B,X,    y,=!/  +  B,r,     z,  =  z  +  B,  Z. 
d  Bi 

(0) 
(S.  457) 

'    dxi   _  Y  ö  i?, 
du        "      du 

dxi       Y  ̂  -^i    _]_   -^s  —  -^1 

TV^     ~~dV  +      Ä      ̂'' 

du  du 

dx 

du  du 

dv 
Y  d  R^  Rj  -  R, dv Ra 

_   y  d  Ri         Rj  —  Ri 
dv    ~        dv    ̂        Ä,         " 
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(i>) 

du 

dx. 

=  r  ̂  ̂2         _Ä,  -R^  dy,   _ydR^         B,  -R, d  u dR, 

dv  d  V 
d  V  d  V    ' 

ö  Xj  y  ̂     2  -^1  —  ̂ 2 
8  u 

=  z 

d  u 
öRj z  . 

Ri         " 
O  V  0  V 

{^)       ̂   _/^A\2       ,,   _   ÖR,    SR,  (dR,Y       (R,-R,Y 
(S.  462)  ̂'  ~  [du)  '     ̂^-~dlu   "dv'     ̂ 1  -  [~dV]   +  [~^r] 

{G)  (S.  462) 
Ö  -ft|         jttj  —  x?i 

■^1    ~  *1      ö  W  J?, 

Ö  W        Ö  V 

y^', 

Qv  ] 
 ' 

wo  im  reellen  Falle  ]/^  positiv  sein  soll  und  e^  =  +  1  so  zu  wählen 
is,  dass  D^  positiv  wird. 

Ö  i?2        R^  —  R2       -i/'ri' m -^2  *2      ö^ 

B, 

wo  im  reellen  Falle  ̂ E  positiv  sein  soll  und  €3  =  ±  ̂  ̂ ^  zu  wählen 
ist,  dass  i>2  positiv  wird. 

(7)  (S.  463)     X  =  -  -  "1^  or  .     7.  =  -  ̂?:.y  .      Z.=-  ̂ ^_  z. 

(^) ]r   ?2      r  Y    —  _  _fi^  „  T'    —  _  _?L_  r 

(S.  463)       1        ̂ ^         du  ^  ^  ^Ye      B,        du 

{M) i/o     =    —    fi„ 

Yg       B,  dv      '        '  '         ̂   '^ 

d  log  -R^ 

(i\^)  (S.  464) 

(0)  rf.^^^  =  dE,^  +  i^^^yHdu' 

dBj^ 

1       a^ 

467)  -f~ 

{P) 

(S.466U.      K^=- 
ä;  =  - 
^2         (j?j  - B,y-    dB, 

d  V 
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Differentialgleichung  der  Haupttangentencorven  auf  dem  ersten 
Mantel: 

<Q)  (S.  466)  EB,^  ̂ -^du^  -  G R^-^dv^  =  0 , ^     au  '^     du  ' 

auf  dem  zweiten  Mantel: 

<Ä)  (S.  467)  EIL'-^du^  -  GB.^^dv'  =  0. 

Tafel  XXIII. 

Flächencurven. 

Die  Parameter  u,  v  seien  als  Functionen  der  Bogenlänge  s  der 
€urye  gegeben,  sodass 

{A)  (S.  476)  Zm'2  +  2Fuv'  +  Gv'^  =  1 

ist,  wenn  die  Striche  die  Differentiation  nach  s  andeuten. 

(o    der   Winkel    der    Hauptnormale    mit   der    Flächennormale, 
1  :  r  die  Krümmung,  1  :  o  die  Torsion. 

Normale  Krümmung: 

{B)  (S.  477)  ̂ —  =  Z m'2  +  2Mu  v  +  ̂ v\ 

Tangentiale  oder  geodätische  Krümmung: 

(S.482)    r        I)  Fu+Gv   {F^-\Ey^+Gyv'  +  \G„v^  +  Fu"  +  Gv 

i  Eu'  +  Fv'    i  £■„  ir-  +  E,  u'v'  +{F,-  \  Ö„)  v'-  +  E  u"  +F  v" 

(S.487)  tg  w  =    F^'  +  <^^'    (F"  -  i E,) ̂ "-  +  0uuv'  +  \ g,  v'^  ̂ Fu"  +  G v" 
D  {L  m'»  +  2Mu'v'  +  Nv'^ 

[E)  [tJ  =  (^  "''  +  -^^-^"'  ̂ '  +  ̂'"'')'  + 
(S.487)    ̂      Eu'  +  Fv    ̂ E^u^-\-E^uv'  +  {F^-\Gy^+Eu'+Fv\ 

^'    Fu  +  G^ i''   {F^  -  \  E;)  m'2  ̂ G^v  +\  G^. ü'2  +  /'m"  +  G  v"  . 

Im  reellen  Falle  ist  1  :  r  die  positive  Quadratwurzel  hieraus. 
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[F]  (S.  489) B 

ü'2      E     L 

-u'v'    F     M 

m'2      G      N 

Tafel  XXIV. 

Bezeichnungen. 

In  der  nachstehenden  Tabelle  sind  die  Bezeichnungen  ange- 
geben, die  in  sieben  Werken  über  Flächentheorie  statt  der  unsrigen 

benutzt  worden  sind,  soweit  in  ihnen  überhaupt  stehende  Bezeich- 
nungen für  die  betreffenden  Grössen  gebraucht  worden  sind.  In 

alphabetischer  Anordnung  sind  die  sieben  Werke  diese: 

BiANCHi,  „Vorlesungen  über  Differentialgeometrie".  Deutsch 
von  LuKAT,  Leipzig  1899. 

Daeboux,  „Legons  sur  la  th^orie  gönörale  des  surfaces  et 

les  applications  g^omötriques  du  calcul  infinitesimal". 
I— IV.  Partie,  Paris  1887—1896. 

Gauss,  „Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas". 
Commentationes  Soc.  Scient.  Gottingensis  recentiores  Vol.  VI 

(ad  a.  1823—1827),  Göttingen  1828.  Siehe  auch  Gauss'  Werke, 
4.  Bd.,  und  die  Übersetzung  in  Ostwald's  Klassikern  Nr.  5. 

Hoppe,  „Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  in  zwei 

Teilen.  Zweiter  Teil:  Principien  der  Flächentheorie". 
2.  Aufl.,  Leipzig  1890. 

Joachimsthal,  „Anwendung  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und 

der  Linien  doppelter  Krümmung".  3.  Aufl.,  bearb.  von 
Natani,  Leipzig  1890. 

Knoblauch,  „Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der 

krummen  Flächen".     Leipzig  II 

Stahl  und  Kommekell,  „Die   Grundformeln   der  allgemeinen 

Flächentheorie".     Leipzig  1893. 
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z ^ ^^ K ü 

»- 

^ » 

OD 

^ s 3 
o O Xi » 

_; 

^ 
< D

a
r
b
 

C5 

K < 
1 

■X. 

:*=  2  g 

!        ̂  
MV 

EFG 

D 

XYZ 

LMX 

K 

H 

UV 

EFG 

X  YZ 

D  D'  D' 

K 

H 

UV  p  q 

EFG    '  EFG 

H      ̂          A 

ec'c"  XYZ 

D  D'  D"  D^iy^^ 
H  ~H  ~H   ̂    aI 

RR      :        — 
—  k 

U  V 

efg 

t 

pqr 

EFG 

?1    92 

u  V 

EFG 
tiv 

efg 

UV 

EFG 

T       j  8 

XYZ   *'■  nhc 

LMX  dd'd 

9i  9i  ''i  ''2 

A'  k 

H  h 

♦  Auch  A-,  ̂ Ccos«,  C». 
^  Auch  J. 

A 
Auch 

Auch 

B C 

\'E  G  -  F-'        YFG  -  F'        yE  G  ~F'- 
A       A      JL 

.yi     '  m     '  '7'     * 

'"  Benutzt  dieselben  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  wie  Gauss,  vgl. die  Anm.  zu  S.  106. 
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Abbildung  der  Fläche  auf  die  Ebene 
36  u.  f.;  conform  =  Conforme  Abbil- 

dung; flächentreu  =  Flächentreue 
Abbildung;  geodätisch  =  Geodäti- 

sche Abbildung;  längentreu  38. 
Abbildung  der  Fläche  auf  eine  Fläche 

90  u.  f.,  285  u.  f. 
Abbildung  der  Fläche  auf  die  Kugel 

durch  parallele  Normalen  =  Sphä- 
rische Abbildung. 

Ableitungen  der  Coordinaten  19  u.  f.; 
der  Richtungscosinus  159,  312  u.  f., 
320,  840. 

Abstand  der  Tangentenebene  von  be- 
nachbarten Flächenpunkten  193  u.  f. 

Abwickelbare  Flächen  24,  132,  151,  154 
177,  180,  183,  185,  225,  273,  358, 
369,  403,  409  u.  f.,  424,  428  u.  f.,  452, 
455,470;  der  Normalen  längs  Krüm- 
mungscurven  175  u.  f.,  455,473;  die 
eine  Fläche  längs  Curven  berühren, 157. 

Abwickelung  einer  Fläche  auf  eine 
andere  =  Verbiegung. 

Algebraische  geradlinige  Minimalfläche 
..  dritter  Ordnung  244,  248. 
Änderung  der  Bogenlänge  bei  unend- 

lich kleiner  Änderung  einer  Curve 
396  u.  f. ;  der  Flächeninhalte  bei  un- 

endlich kleiner  Änderung  einerFläche 
232  u.  f. 

Arithmetisches  Mittel  der  Krümmungen 
der  Normalschnitte  230. 

Associierte  Minimalflächen  283. 

Asymptoten  eines  Flächenpunktes  140. 
Asymptotische     abwickelbare     Fläche 

einer  geradlinigen  Fläche  227. 

Asymptotische    Curven   174  =   Haupt- 
tangentencurven. 

B 

Bedingung  für  conjugierte  Richtungen 
155;  für  Hauptkrümmungsrichtungen 

117,  118,  158;   für  Haupttangenten- 
richtungen   127,   156;    für    Minimal- 

richtungen 36;  für  senkrechte  Rich- 
tungen 33. 

Begleitendes  Axenkreuz  eines  Flächen- 
punktes 133  u.f,  144,  168. 

Begleitendes   Dreikant   eines  Flächen- 
punktes   312  u.  f.;    in    ein    anderes 

übergeführt  317  u.f.;  speciell  gewählt 
319  u.  f.,  340. 

Bereich    für    die    Parameter    auf   der 
Fläche  6. 

Berührung  nter  Ordnung  zwischen  zwei 
Flächen  200  u.  f. ;  zweiter  Ordnung 
zwischen  ■  Fläche  und  Kugel  203; zweiter  Ordnung  zwischen  Fläche 
und  Paraboloid  203;  zweiter  Ord- 

nung zwischen  Fläche  und  Tangen- 
tenebene 202  u.  f. 

Bewegung  16,  18,  107,  303,  337  u.  f., 
342,  344. 

Biegung  =  Verbiegung. 
Bildkugel  204  u.  f. 

Biliueare  Gleichung  durch  eine  Diff'e- 
rentialgleichung  ausgedrückt  78 ;  für 
die  Kreise  auf  der  Kugel  65,  77  u.  f. 

Binormalen  einer  Curve  226. 

Bogenelement- Quadrat    in    der  Ebene 
1 3 ;  auf  der  Fläche  1 4, 1 7 ;  als  vollstän- 

diges   Quadrat  29;    für  Isothermen- 
netze 57;    bei  Verbiegung  275;    auf 

die  Form  du'+  O  dv'^  gebracht  440 
u.f.;  auf  einer  Fläche,  die  sich  un- 

endlich wenig  in  sich  verbiegen  lässt, 
291;   der  Centrafläche  464  u.f.;   auf 
einer  Fläche   constanter  Krümmung 

301;  von  der  Form  (C/+  V]{du^  +  dv^) 
420,  423. 

Bogenlänge  einer  Curve  bei  unendlich 
kleiner     Änderung    396  u.  f.;     einer 
Flächencurve  102,  476. 

Breite  und  Länge  auf  der  Kugel  3. 
Breitenkreise  40. 
Brennflächen     eines    Strahlensystems 470. 
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Canalflächen  461  u.  f.,  473  u.  f. 
Catenoid  42,  126,  129,  184;  als  Mini- 

malfläche 242,  252;  verbogen  auf 
eine  gemeine  Schraubenfläche  284 
u.  f..  294. 

Centrafläche454u.f. ;  ausgeartet 458  a. f., 
473  u.  f. ;  einer  abwickelbaren  Fläche 
455;  einer  Canalfläche  461;  einer 
Fläche,  deren  Hauptkrümmungsra- 

dien durch  eine  Eelation  verbunden 

sind,  467  u.  f.;  einer  Kugel  455;  einer 
ßöhrenfläche  455;  einer  Rotations- 

fläche 455. 

Conforme  Abbildung  einer  Fläche  auf 
die  Ebene  67  u.  f.,  74,  94.  96 ;  der  Kugel 
auf  die  Ebene  75  u.  f. ;  einer  Mini- 

malfläche auf  die  Ebene  256;  einer 
Fläche  auf  eine  Fläche  71  u.  f.,  94,  96; 
einer  Fläche  auf  die  Bildkugel  208; 
einer  Minimalfläche  auf  die  Kugel 
242,  248  u.  f.,  256. 

Cougnienz  von  Flächen  mit  denselben 
Fundamentalgrössen  337  u.  f. 

Congruenzmerkmale  für  zwei  Flächen 
341  u.  f.,  351  u.  f.,  367  u.  f. 

Conjugierte  Curs'en  185  u.  f.,  196  u.  f., 
198  u.  f.:  auf  abwickelbarer  Fläche 
185;  auf  Centraflächen  464;  als  Para- 

meterlinien 186;  die  bei  Abbildung 
conjugiert  bleiben,  285  u.  f.;  die  Mini- 
malcurven  sind,  244. 

Conjugierte  Durchmesser  der  Indicatrix 
154  u.  f. 

Conjugierte  Hyperbeln  136,  137. 
Conjugierte  Richtungen  154  u.  f.,  163, 

170;  auf  abwickelbarer  Fläche  154; 
auf  einer  Kugel  157. 

Conjugierte  Tangenten  154:  harmo- 
nisch getrennt  durch  die  Haupttan- 

genten 157. 
Contingenzwinkel,  geodätischer,  483. 
Convex-concave  und  convex-convexe 

Stellen  128  u.  f.,  135  u.  f.,  140. 
Cosinuslinie  45. 

Curve  4:  aufgefasst  als  Fläche  151; 
von  constanter  Torsion  490:  unend- 

lich wenig  verändert  396  u.  f.;  dritter 
Ordnung  mit  constanter  Krümmung 
und  Torsion  242  u.  f. 

Curven  auf  der  Fläche  10  u.  f.,  101  u.  f., 
476  u.  f :  unendlich  wenig  verändert 
399  u.  f.;  deren  Binormalen  die  Flä- 

chennormalen sind,  =  Haupttangen- 
tencurven;  deren  Binormalen  die 

Fläche  berühren,  404;  deren  Haupt- 
normalen in  die  Flächennormalen 

fallen, 400 u. f.;  längs  deren  einHaupt- 

krämmungsradias  constant  ist,  465; 
ohne  bez.  von  grösster  Längenver- 

zerrung bei  Abbildung  99;  von  con- 
stanter geodätischer  Entfernung  444, 

485  u.  f. :  von  constanter  geodätischer 
Krümmung  485  u.  f.:  von  der  geo- 

dätischen Krümmung  Null  486;  von 
der  normalen  Krümmung  Null   489. 

Curvennetz  auf  der  Fläche  mit  ebenen 
Vierecken  193  u.  f ,  196  u.  f. 

Cykliden  474. 
Cylinder  2,  189,225;  zweiter  Ordnung 

129;  siehe  auch  Rotationscylinder. 
Cylindroid  der  kürzesten  Abstände 

einer  Normalen  von  den  benachbar- 
ten Normalen  171;  zur  Veranschau- 

lichung der  Krümmungen  eines 
Flächenpunktes  149. 

D 

Diagonalcurven  54  u.  f.,  57  u.  f. 
Difierentialgleichung  der  Curven,  die 

zu  einer  gegebenen  Schar  conjugiert 
sind,  192;  der  geodätischen  Curven 
408  u.  f.,  417;  der  geodätischen  Cur- 

ven (Geraden)  der  Ebene  430;  der 
geodätischen  Curven  auf  Flächen  mit 
</s2  =  (r+  F)(rf2<*-ff/r^)421u.f.;  der 
geodätischen  Curven  bei  geodätischen 
Parametern  442  u.  f. :  der  geodäti- 

schen Curven  auf  Rotationsflächen 

411  u.  f.;  der  Haupttangentencurven 
174;  der  Haupttangentencurven  auf 
geradlinigen  Flächen  183  u.  f.;  der 
Krümmungscurveu  174,  176;  der 
Minimalcurven  35  u.  f.,  62  u.  f.,  174; 
bei  einem  Orthogonalsystem  33  u.  f.; 

der  orthogonalen  Trajectorien  von  oo  * 
geodätischen  Curven  433  u.  f.,  437  u.  f. ; 

eines  Systems  von  conjugierten  Cur- 
ven 186. 

Diff"erentialgleichung,  gewöhnliche, 
siehe  auch  unter  Gewöhnliche  Diffe- 

rentialgleichung; partielle, siehe  un- 
ter Partielle  Differentialgleichung; 

RiccATi'sche  siehe  unter  RiccAxi'sche 
Differentialgleichung. 

Differentialinvarianten  der  Fläche  hin- 
sichtlich der  Bewegungen  303  u.  f. : 

differenziert  nach  einem  Parameter 

305  u.  f  :  symmetrisch  aus  den  Ab- 
leitungen der  Coordinaten  gebildet 

308  u.  f. :  von  erster  Ordnung  306 ; 
hinsichtlich  der  Bewegungen  und 
auch  hinsichtlich  der  Einführung 
neuer  Parameter  342  u.  f.,  353,  384, 

387,  390  u.  f. 
Differentialparameter    erster    Ordnung 
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382  u.  f.,  436,  439;    gemischter  oder 
Zwischenparameter  387  u.  f.,  439. 

DifFerentialquotienten  der  Coordinaten 
19  u.  f.,  261  u.  f.;  von  Functionen  des 
Ortes  auf  der  Fläche  374  u.  f.;  der 

Richtungscosinus  der  Flächennor- 
male 159;  der  Richtungscosinus  des 

begleitenden  Dreikants  der  Fläche 
312  u.  f.,  320,  340. 

Doppelflächen  256  u.  f. 
Doppel  Verhältnis  der  Krümmungsmittel- 

punkte von  vier  Normalschnitten 
eines  Flächenpunktes  114  u.  f.;  von 
vier  Tangenten  eines  Flächenpunktes 

91  u.  f.,  114;  von  den  Tangenten- 
ebenen von  vier  Punkten  einer  Er- 

zeugenden einer  geradlinigen  Fläche 
224. 

Dreikant,  begleitendes,  siehe  unter  Be- 
gleitendes Dreikant  eines  Flächen- 

punktes. 
E 

Ebene  1  u.  f.,  13,  107,  112  u.f.,  120, 

179,  182  u.f.,  185,  241  u.f.;  geodä- 
tisch auf  eine  Ebene  abgebildet  429 

u.f.;  unendlich  benachbart  und  pai*- 
allel  einer  Tangentenebene  138. 

Ebene  Krümmungscurven  180. 

Einhüllende  von   co^  Kugeln  461. 
Einseitige  Flächen  259. 
Ellipse  als  Bild  eines  unendlich  kleinen 

Kreises  98  u.  f.;  zur  Construction  der 
Krümmung  eines  Normalschnittes 

135  u.f.;  zur  Construction  des  Win- 
kels benachbarter  Normalen  169. 

Elliptischer  Punkt  140. 

Endliche  Gleichungen  einer  Fläche  ab- 
geleitet aus  den  Fundamentalgrössen 

335,  337  u.  f. 
Entfernung  der  Tangentenebene  von  be- 

nachbartem Flächenpunkt  152,193  u.f. 
Euklidische  Geometrie  453. 
Evoluteufläche  =  Centrafläche. 

Faden  aufgespannt  auf  die  Fläche 
404  u.  f. 

Filarevolventen  177. 

Flächen  allgemein  1  u.  f.;  abgeleitet 
aus  den  Fundamentalgrössen  335, 
337  u.  f.;  conform  abgebildet  siehe 
unter  Conforme  Abbildung;  erzeugt 
durch  ihre  Punkte  oder  durch  ihre 

Tangentenebenen  151;  gesucht  zu 
gegebener  Centrafläche  469  u.  f.,  474 

u.  f.;  gesucht  zu  gegebenem  Nor- 
malensystem 470  u.  f.;  umhüllt  von 

Qo^  Ebenen  26. 

Flächen  von  besonderer  Art  und  zwar: 

Flächen,  auf  denen  EG  —  F'^  =  0  ist, 
29;  auf  denen  LN-M'-  =  0  ist,  131 
u.  f.,  siehe  auch  unter  Abwickelbai'e 
Flächen;  mit  lauter  Nabelpunkten 

(Kugeln)  111  u.  f.;  mit  lauter  par- 
allelen Normalen  107 ;  mit  nur  einer 

Seite  259;  mit  zwei  Scharen  von 
Geraden  144;  mit  einer  Schar  von 
jNIiuimalgeraden  115  u.  f.,  165,  175, 
177,  213,  227  u.  f.,  240  u.  f.,  354  u.  f. ; 
mit  zwei  Scharen  von  Minimalgeraden 
(Kugeln)  04,113;  von  zweiter  Ordnung 

129,  143,  184,  226;  mit  co^congruen- 
ten  und  gleichgestellten  Curven  = 
Schiebungsflächen;  die  durch  Dreh- 

ung einer  Curve  entstehen,  =  Ro- 
tationsflächen; die  durch  Schraubung 

einer  Curve  entstehen,  =  Schrauben- 
flächen; mit  conjugierten  Minimal- 

curven  244,  siehe  auch  unter  Mini- 
malflächen; die  von  coi  Kugeln  in 

Kreisen  berührt  werden,  459  u.  f., 

473  u.  f.;  mit  orthogonalen  Haupt- 

tangentencurven  siehe  unter  Mini- 
malflächen; mit  zusammenfallenden 

Haupttangenten  131  u.  f.,  siehe  auch 
unter  Abwickelbare  Flächen;  con- 
stanter  Krümmung  236  u.  f.,  297  u.  f., 
354,  372,  394,  416,  421,  426  u.  f., 

446,  452  u.  f.,  490;  constanter  Krüm- 
mung, verbogen  auf  die  Kugel  301 

u.  f. ;  constanter  Krümmung  mit  einer 
Schar  von  Minimalgeraden  228  u  f. ; 
mit  der  Krümmung  Null  214,  siehe 
auch  unter  Abwickelbare  Flächen; 
constanter  mittlerer  Krümmung  236 

u.  f.,  369  u.  f.;  mit  der  mittleren 
Krümmung  Null  =  Minimalflächen; 
mit  einer  Relation  zwischen  den 

Hauptkrümmungsradien  353  u.  f.; 
467  u.  f.;  mit  einem  constanten 
Hauptkrümmungsradius  357  u.  f., 

368  u.  f.;  mit  gleichen  Hauptkrüm- 
mungsradien (Kugeln)  120;  mit  ent- 

gegengesetzt gleichen  Hauptkrüm- 
mungsradien 119,  184,  207  u.f,  235 

u.  f.,  siehe  auch  unter  Minimal- 
flächen; deren  Fundamentalgrössen 

von  einander  abhängige  Functionen 
sind,  367;  die  sich  unendlich  wenig 
in  sich  verbiegen  lassen,  289  u.  f.; 
verbiegbar  auf  Rotationsflächen  293; 

auf  denen  ds^  =  {U  +V){du''-  +  dv^) 
ist,  420,  423  u.  f.;  Fläche  der  Bi- 

normalen einer  Curve  226;  der 

Hauptnormalen  einer  Curve  dritter 
Ordnung  von  constanter  Krümmung 

und    Torsion   243  u.  f.;    der    Krüm- 
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mungskreise  der  Normalschnitte  eines 
allgemeinen  Flächenpunktes  146;  der 
Mitten  der  Strecken  zwischen  zwei 

Curven  190;  der  Normalen  längs  der 
Indicatrix  173. 

Flächencurve  =  Curve  auf  der  Fläche. 

Flächenpaar,  das  sich  in  Krümmungs- 
curven  schneidet,  177  u.  f. :  das  sich 
unter  constantem  Winkel  schneidet, 
178  u.  f. 

Flächennormale  =  Normale. 
Flächentreue  Abbildung  38  u.  f.;  der 

Kugel  auf  die  Ebene  43  u.  f.;  einer 
Rotationsfläche  auf  die  Ebene  41  u.f. 

Flächentreue  geographische  Karten 
43  u.  f. 

Focalkegelschnitte  474. 
Fortschreitungsrichtungen  auf  der 

Fläche  29  u.f.;  coujugiert  zu  einan- 
der siehe  unter  Conjugierte  Rich- 

tungen; senkrecht  zu  einander  33, 
117,  135,   156,  169. 

Function  des  Ortes  auf  der  Fläche 
373  u.  f. 

Functionen  der  Fundamentalgrössen 
und  ihrer  Ableitungen  307  u.  f. 

Fundamentalgleichungen  der  Flächen- 
theorie 265,  271  u.  f.;  als  Integra- 

bilitätsbedingungen  für  die  DiflPeren- 
tialquotienten  der  Richtungscosinus 
des  begleitenden  Dreikants  320,  322; 
als  Integrabilitätsbedingungen  einer 

RiccATi'schen  Gleichung  325,  341; 
für  den  Fall,  dass  die  Parameter- 

linien Minimalcurven  sind,  268,  272. 
Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  15 

u.  f.;  als  DiflFerentialinvarianten  304, 

306;  bei  Einführung  neuer  Para- 
meter 17  u.  f.:  ungeändert  bei  Be- 

wegungen 16,  18. 
Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung 

106  u.  f.;  als  Difi'erentialinvarianteu 
304:  gleich  Null  in  einem  Punkte 
202;  gleich  Null  auf  der  Fläche 
überhaupt  107:  ungeändert  bei  Be- 

wegungen 107. 
Fundamentalgrössen  im  Anfangspunkt 

des  begleitenden  Axenkreuzes  134: 
charakteristisch  für  die  Congruenz 
von  Flächen  337  u.  f. ;  der  Bildkugel 
206  u.  f.;  der  Centrafläche  462  u.  f.; 
von  Parallelflächen  238  u.  f. 

Gemeine  Schraubenfläche  60,  119,  129, 

181,  184,  191,  225,  276;  als  Mini- 
malfläche 242  u.  f.,  250;  verbogen 

auf  ein  Catenoid  284  u.  f.,  294. 
Gemeine  Schraubenlinie  60,  409. 

Gemischter   Differentialparameter  387 
u.  f. 

Geodätische  Abbildung  einer  Ebene  auf 
eine  Ebene  429  u.  f.;  einer  Fläche 
auf  eine  Ebene  424  u.  f.,  428  u.  f.: 
einer  Fläche  auf  eine  Fläche 41 6  u.f.; 
einer  Rotationsfläche  auf  die  Ebene 
424  u.  f.,  428  u.  f.;  einer  Fläche 
constanter  Krümmung  auf  die  Ebene 416. 

Geodätischer  Contingenzwinkel  483. 
Geodätische  Curven  402  u.  f.,  474  u.  f., 

482  u.  f.,  486,  489;  auf  abwickel- 
baren Flächen  403,  409  u.  f.;  auf 

Centraflächen  458  u.  f.,  465;  auf 

Flächen  mit  d s^  =  {U  +  J^{d u' +  d v*) 
423  u.  f.;  auf  Flächen  constanter 
Krümmung  416;  auf  Kugeln  410; 
auf  Rotationscylindern  409  u.  f.; 
auf  Rotationsflächen  411  u.  f.,  423 
u.  f. ;  auf  Rotationsflächen  constanter 
Krümmung  413  u.  f.;  bei  Verbiegung 
415  u.  f. 

Geodätische  Dreiecke  449  u.  f.;  auf 
Flächen  constanter  Krümmung  452 

Geodätische  Entfernung  444.  485. 
Geodätische  Kreise  mit  Mittelpunkt 

444,  485  u.  f. ;  von  constanter  geodä- 
tischer Krümmung  485  u.  f. 

Geodätische  Krümmung  483  u.  f.,  487; 
bei  Verbiegung  485  u.  f.;  gleich 
Null  486,  489. 

Geodätische  Parameter  oder  C!oordina- 
ten  441   u.  f.,  474,  483. 

Geodätische  Polarcoordinaten  445. 

Geographische  Karten  43  u.  f.,  83  u.  f. 
Geometrie  auf  einer  Fläche  constanter 

Krümmung  4b3. 
Gerade  als  geodätische  Curve  402,  406 

u.  f.;  durch  einen  Hauptkrümmungs- 
mittelpunkt parallel  der  anderen 

Hauptkrümmungstangente  166  u.  f., 
171;  unendlich  wenig  geändert  400 
u.  f. 

Geradlinige  Flächen  129,  183  u.f.,  216 
u.f.,  438;  die  Minimalflächen  sind,  242 
u.  f.,  248;  abwickelbar  siehe  unter 
Abwickelbare  Flächen :  constanter 

Krümmung  228  u.  f. 
Geschwindigkeit  der  Änderung  einer 

Ortsfunction  373  u.  f. 
Gesimsflächen  181. 

Gewöhnliche  Difi'erentialgleichung  siehe 
auch  unter  Difi'erentialgleichung; 
erster  Ordnung  in  u  und  r  11  u.  f.; 
erster  Ordnung,  homogen  und  qua- 

dratisch hinsichtlich  du  und  d  c  12 

u.  f.;   der  geodätischen  Curven  408 
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u.  f.;  der  Haupttangentencurven  174; 
der  Krümmungscurven  147,  176;  der 
Minimalcurven  35  u.  f.,  62  u.  f.,  174; 
zur  Integration  einer  totalen  Differen- 

tialgleichung 326  u.  f. 
Gleichung  zwischen  den  Parametern 

einer  Fläche  11. 

Gleichungen  einer  Fläche  1  u.  f.;  auf- 
gelöst nach  %  1,  15,  18,  108,  260; 

natürliche  353  u.  f. 

Gradnetze  43  u.  f.,  83  u.  f. 

Graphische  Darstellung  der  Differen- 
tialquotienten einer  Ortsfunction  auf 

der  Fläche  376  u.  f. 

H 

Hauptkrümmungsradien  118  u.  f.;  als 
Differentialinvarianten  342  u.  f.;  bei 
gemeinen  Schraubenfiächen  119;  bei 
Eotationsflächen  121  u.  f.;  unendlich 
gross  129,  137. 

Hauptkrümmungsmittelpunkte  118  u.  f., 
165,  171  u.  f.,  454  u.  f 

Hauptkrümmungsrichtungen  118  u.  f., 
156,  167,  174. 

Haupttangenten  127  u.  f.,  135,  150,  174, 
194;  als  Asymptoten  136  u.  £,  156; 
imaginär  128,  130;  reell  verschieden 
129  u.  f.;  reell  zusammenfallend  129 
u.  f.;  zu  sich  selbst  conjugiert  156; 
harmonisch  zu  conjugierten  Rich- 

tungen 157;  bei  abwickelbaren  Flä- 
chen 132;  bei  geradlinigen  Flächen 

129;  bei  Rotationsflächen  128. 
Haupttangentencurven  174,  182  u.  f., 

185,  409,  489  u.  f.;  bei  Abbildung 
von  Flächen  auf  Flächen  286  u.  f.; 
auf  abwickelbaren  Flächen  183;  auf 
dem  Catenoid  184;  auf  Centraflächen 
466  u.  f.;  auf  Flächen  constanter 
Krümmung  372;  auf  gemeinen 
Schraubenflächen  184;  auf  gerad- 

linigen Flächen  183  u.  f.;  auf  Mini- 
malflächen 370  u.  f.;  als  Parameter- 

curven  184,  489;  die  ein  Orthogonal- 
system bilden,  184. 

HENNEBERo'sche  Minimalfläche  260. 
Höhere  Differentialquotienten  der  Co- 

ordinaten  264  u.  f. 
Hülfsveränderliche  =  Parameter. 

Hyperbel  zur  Construction  der  Krüm- 
mung eines  Normalschnittes  136  u.  f. 

Hyperbolischer  Punkt  140. 
Hyperboloid  129,  144,  225,  452. 

Indicatrix  139  u.  f.,  154  u.  f.,  172  u.  f.; 
von  anderer  Art  bei  Abbildung  von 
Flächen  99. 

Inhalt  eines  Flächenelementes  34  u.  f.; 
bei  unendlich  kleiner  Änderung  der 
Fläche  231  u.  f.;  des  Tetraeders  von 
vier  benachbarten  Flächenpunkten 
195  u.  f. 

Inneres  Product  zweier  Strecken  387. 

Integral  einer  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichung in  u  und  v  \2. 

Integrabilitätsbedingungen  für  die 
Differentialquotienten  der  Richtungs- 

cosinus des  begleitenden  Dreikants 
317  u.  f.;  identisch  mit  den  Funda- 

mentalgleichungen 319  u.  f.;  für 
totale  Differentialgleichungen  325; 

für  totale  RiccATi'sche  Differential- 
gleichungen 325,  341. 

Integration  totaler  Differentialglei- 
chungen 326  u.  f. 

Invariante  Functionen  siehe  unter 
Differentialinvarianten. 

Isophoten  bei  paralleler  Beleuchtung 
205. 

Isothermennetze  auf  einer  Fläche  56 

u.  f.,  61  u.  f.,  71;  bei  conformer  Ab- 
bildung 71,  73  u.  f.;  auf  gemeinen 

Schraubenflächen  60;  auf  Kugeln  59; 
auf  Rotationsflächen  59 ;  gebildet  von 
Haupttangentencurven  370;  gebildet 
von  Krümmungscurven  369  u.  f. 

(Siehe  auch  unter  C.) 

Kegel  zweiter  Ordnung  22,  129. 
Kegelschnitt  zur  Construction  der 
Krümmungen  von  Normalschnitten 
135u.f. ;  zur  Construction  des  Winkels 
benachbarter  Normalen  169;  als  Bild 
eines  unendlich  kleinen  Kreises  98 

u.  f.;  als  Schnitt  der  Fläche  mit 

einer  zur  Tangentenebene  benach- 
barten Ebene  138  u.  f.,  siehe  auch 

unter  Indicatrix. 
Kennzeichen  =  Merkmale. 
Kettenlinie  42,  126. 
Kleinste  Fläche  durch  gegebene  Curve 

234  u.  f. 

Kreise  bei  graphischer  Darstellung  der 

Differentialquotienten  einer  Orts- 
function 376  u.  f.;  auf  Kugeln  64  u.  f., 

76  u.  f. 

Kriterien  =  Merkmale. 

Krummlinige  Coordinaten  der  Fläche  8, 
siehe  auch  unter  Parameter. 

Krümmung  einer  Flächencurve  103 

u.  f.,  477,  487;  geodätisch  =  Geodä- 
tische Krümmung;  normal  =  Normale 

Krümmung;  tangential  =  Tangentiale 
Krümmung;  der  Normalschnitte  eines 
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Flächenpunktes  109  u.  f.,  113  u.  f., 
116  u.  f.,  120:  der  Normalschnitte 

ausgedrückt  durch  die  Hauptkrüm- 
mungen  134  u.  f.;  eines  Normal- 

schnittes gleich  Null  127;  zweier 
zu  einander  senkrechter  Normal- 

schnitte 135;  der  Projection  einer 
Curve  477  u.  f. 

Krümmungsmaass  oder  Krümmung  der 
Fläche  200,  211  u.  f.,  272  u.  f.:  als 
Diflferentialinvariante  342;  als  Pro- 
duct  der  Torsionen  der  Haupttan- 
gentencurven  490;  bei  Verbiegung 
275;  für  Centraflächen  466  u.  f.;  für 

Parallelflächen  237,  240;  auf  ab- 
wickelbaren Flächen  214:  constant 

siehe  unter  Flächen  constanter  Krüm- 

mung; auf  Flächen  von  Minimal- 
geraden 228;  auf  geradlinigen  Flä- 

chen 219  u.  f.;  auf  Kugeln  213:  auf 
Rotationsflächen  214. 

Krümmung,  mittlere,  siehe  unter  Mitt- 
lere Krümmung. 

Krümmung,  totale  449  u.  f. 
Krümmungscurven  174  u.  f.,  185,  409, 

489;  als  Parametercurven  182,  206, 
344  u.  f.,  355  u.  f.,  457  u.  f.;  bei 
sphärischer  Abbildung  206  u.  f. ;  auf 
abwickelbaren  Flächen  177;  auf 
Canalflächen  461 :  auf  Cykliden  474; 

eben  180;  auf  Flächen,  deren  Haupt- 
krümmungsradien durch  eine  Rela- 

tion verbunden  sind,  366;  auf  Flä- 
chen constanter  Krümmung  372;  auf 

Flächen  constanter  mittlerer  Krüm- 

mung 369;  auf  gemeinen  Schrauben- 
flächen 181  u.  f.;  gerade  180;  auf 

Gesimsflächen  181 :  auf  Minimal- 
flächen 366,  371;  auf  Röhrenflächen 

181;  auf  Rotationsflächen  181;  sphä- 
risch 180. 

Kugel  1,  3,  10,  18,  34,  43  u.  f.,  59. 
63  u.  f.,  66,  112  u.  f.,  120,  123  u.  f., 
157,  ISO,  182,  200,  203,  208,  213  u.  f.. 

301,  358,  369,  410,  455,  466;  als  Bild- 
kugel 204  u.  f.,  siehe  auch  unter  Sphä- 
rische Abbildung:  conform  abgebildet 

75  u.  f. ;  flächentreu  abgebildet  43  u.  f. : 

geodätisch  abgebildet  429;  als  ge- 
radlinige Fläche  64. 

Kürzester  Abstand  zwischen  benach- 

barten Erzeugenden  einer  gerad- 
linigen Fläche  220  u.  f.,  225;  zwischen 

benachbarten  Normalen  160  u.  f.. 
170  u.  f. 

Kürzeste  Linien  auf  einer  Fläche  402 
u.  f.,  siehe  auch  unter  Geodätische 
Curven. 

SCHKFFKBS,    Geoiu.  Dilfr.     II. 

Länge  und  Breite  auf  der  Kugel  3. 
Länge  einer  Curve  siehe  unter  Bogen- länge. 

Längentreue  Abbildung  38. 
Leitcurven  auf  geradlinigen  Flächen 

216. 

Lichtgleichen  bei  paralleler  Beleuch- 
tung 205. 

Lineare  Gleichungen  für  die  geodä- 
tischen Curven  einer  Fläche  constan- 

ter Krümmung  415  u.  f. 
Linear  gebrochene  Functionen  einer 

Veränderlichen  78. 

Logarithmisclie  Curve  276. 

Lösungen  von  totalen  Differential- 
gleichungen 326,  330;  von  totalen 

RiccATi'schen  Differentialgleichungen 330  u.  f. 

Loxodromen  auf  der  Kugel  88. 

M 

Maass  der  Krümmung  =  Krümmungs- 
maass  oder  Krümmung. 

Maxima  und  Minima  der  Krümmungen 
in  einem  Flächenpunkte  105, 115  u.  f. 

Maximalrichtung  für  die  Differential- 
quotienten einer  Ortsfunction  378  u.f. 

Mercatorkarte  88. 
Meridiane  40. 

Merkmale  für  die  Congruenz  von  Flä- 
chen 341  u.  f.,  351  u.  f.,  367  u.  f.; 

für  die  Verbiegbarkeit  einer  Fläche 
auf  einer  anderen  389  u.  f. 

Minimalcurven  auf  einer  Fläche  35  u.  f., 
62  u.  f.,  73,  137  u.  f.,  246.  384  u.  f., 
409,  417,  428:  bei  Abbildungen  95 
u.  f.;  bei  conformen  Abbildungen  73; 
als  geodätische  Curven  aufgefasst 
406  u.  f.:  als  Parameterlinien  36, 
111,  113,  li5,  227,  244  u.  f.,  249  u.  f., 
265  u.  f.,  277  u.  f.,  289  u.  f.,  297 
u.  f.,  340  u.  f.,  446:  bei  Verbiegung 
277  u.  f.,  289  u.  f.;  unendlich  wenig 

geändert  401  u.  f.:  auf  Flächen  con- stanter mittlerer  Krümmung  370;  auf 
Minimalflächen  371. 

Minimalflächen  236,  241  u.  f.,  355,  366, 

370  u.  f.,  452:  associiert  283:  reell 
249  u.  f. ;  als  Schiebungsflächen  auf- 

gefasst 245  u.  f.;  sphärisch  abge- 
bildet 242,  248  u.  f.;  verbogen  in 

Minimalflächen  279  u.f.;  die  Doppel- 
flächen sind,  256  u.  f.;  geradlinig 

242  u.  f.  248:  von  Henxebeeg  260; 
die  Rotationsflächen  sind,  242:  mit 
einer  Schar  von  Minimalgeraden  241 ; 
von  Schere  252  u.  f. 

33 
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Minimalgeraden,  die  Flächennormalen  | 

sind,  28;  auf  der  Kugel  64;  als  Para- 
meterlinien 113,  115  u.  f. 

Mittelpunkte  der  Erzeugenden  von  ge-  : 
radlinigen  Flächen  220  u.  f.  i 

Mittelwert  der  Krümmungen  aller  Nor- 
malschnitte    eines     Flächenpunktes   | 

230. 

Mittlere     Krümmung     229    u.    f.;     als 

Differentialinvariante  342;  von  Par-   { 
allelflächen  236,  240. 

Modelle  von  Flächen  58;  aus  ebenen 

Vierecken  197,  288,  518;  von  Centra- 
flächen  456;  von  Schiebungsflächen 
197. 

Multiplicator  326,  435. 
N 

Nabelpunkte  110  u.  f.,  113,  119,  140,  | 
156,  203;  auf  Rotationsflächen  110. 

Natürliche  Gleichungen  einer  Fläche 
353  u.  f. 

Netz  von  Parameterlinien  54  u.  f.;  von  i 

Quadraten  siehe  unter  Isothermen-  j 
netze;  von  Rhomben  55. 

Netzviereck  auf  der  Fläche  als  ebenes 
Viereck  aufzufassen  193,  197;  als 
Tetraeder  aufgefasst  195  u.  f. 

Neue  Parameter  7,  10,  16  u.  f.,  388  u.  f. 
Nichteuklidische  Geometrie  453. 
Normalen  der  Fläche  27;  benachbart 

160  u.  f.;  längs  einer  Flächencurve, 
deren  Bogenlänge  sich  bei  unendlich 
kleiner  Änderung  der  Curve  um  Un- 

endlichkleines von  höherer  Ordnung 

ändert,  399  u.  f. ;  längs  einer  geodä- 
tischen Curve  402  u.  f.;  längs  der 

Haupttangentencurve  182 ;  längs  einer 
Indicatrix  173;  längs  einer  Krüm- 
mungscurve  175  u.  f.;  längs  einer 
kürzesten  Flächencurve  403. 

Normalensysteme  470  u.  f. 
Normale  Krümmrng  einer  Flächen- 

curve 480,  487;  bei  geodätischen 

Curven  489;  bei  Haupttangenten- 
curven  489. 

Normalschnitte  durch  einen  Flächen- 
punkt 105,  109  u.  f.;  die  dasselbe 

Doppelverhältnis  wie  ihre  Krüm- 
mungsmittelpunkte haben,  114  u.  f.; 

eines  Nabelpunktes  110;  mit  Wende- 
punkt 127. 0 

Oberflächenspannung  230. 
Orthogonalsystem  auf  der  Fläche  38; 

bei  Abbildung  95  u.  f.,  417;  bei 
sphärischer  Abbildung  206  u.  f. ;  von 
Haupttangentencurven  184;  von 
Krümmungscurven  177. 

Orthogonale  Trajectorien  einer  Curven- 
schar  auf  der  Fläche  380;  von  co^ 
geodätischen  Curven  433  u.  f.,  435 
u.  f.,  439,  444;  einer  Geradenschar 
217  u.  f.,  225  u.  f.,  438. 

Ortsfunction  =  Function  des  Ortes  auf 
der  Fläche. 

Osculierendes  Paraboloid  145,  203. 

Parabolische  Punkte  140  u.  f. 
Paraboloid  als  Ersatz  der  Fläche  145; 

als  Schiebungsfläche  189. 
Parallelcurven  auf  der  Fläche  434. 
Parallelflächen  205,  233,  236  u.  f.,  472 

u.  f. ;  von  Flächen  von  Minimal- 

geraden 241. Parallelogramme  von  Parameterliniea 

31,  35,  55,  232. 
Parameter  auf  der  Fläche  5  u.  f. 
Parameterlinien  auf  der  Fläche  9,  10: 

conjugiert  186;  die  ein  Netz  von 
flächengleichen  Parallelogrammen 
bilden,  35;  orthogonal  34;  die  Haupt- 

tangentencurven sind,  184;  dieKrüm- 
raungscurven  sind,  182. 

Partielle  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  für  die  Richtungscosinus 
des  begleitenden  Dreikants  317  u.  f.; 
zweiter  Ordnung  für  die  Coordinaten 
bei  conjugierten  Parämeterlinienl87; 

zweiter  Ordnung  bei  Flächen  con- 
stanter  Krümmung  297. 

Partielle  Differentialquotienten  p^  q,  r,. 

s,  t  1. Perspective  Abbildung  der  Kugel  81  u.  f. 

Product,  inneres  387 ;  der  Hauptkrüm- 
mungen eines  Flächenpunktes  118 

u.  f.,  122  u.  f.,  159,  siehe  auch  unter 
Krümmungsmaass  oder  Krümmung. 

Projective    Abbildung  der    Ebene   auf 
die  Ebene  430,  432. 

I  Punkte,  in  denen  D"' =  E  G  -  F'-  ̂   0 \       ist,  28  u.  f. 

:  Q 
I  Quadrat  des  Bogenelementes  =  Bogen - 
!       element-Quadrat. 
Quadrate     unendlich     klein     auf     der 

Fläche  55  u.  f. 

R 

Regelflächen  =  geradlinige  Flächen. 
Reguläre  Punkte  23. 
Rhomben  unendlich  klein  auf  der 

Fläche  55. 

RiccATi'sche  gewöhnliche  Differential- 

gleichung 183;  totale  Differential- 
gleichung 324,  330  u.  f.,  340. 
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ßichtungscosinns  des  begleitenden 
Dreikants  310  u.  f.,  differenziert  312 

u.  f.;  bestimmt  duich  eine  Riccati'- 
sche  totale  Differentialgleichung  324, 
332  u.  f.,  340;  speciell  gewählt  319 
u.  f.,  334,  340. 

Eichtitngscosinus  der  Hauptkrümmungs- 
tangenten 166  u.  f.;  der  Flächen- 

normalen 27:  differenziert  158  u.  f. 

Richtungskegel  224. 
Eingflächen  23,  474. 
Röhrenflächen  181,  357  u.  f.,  368,  455. 
Rotationscylinder  35,  358,  369,  409  u.  f. 
Rotationsflächen  40.  58  u.  f.,  110,  115, 

120  u.  f..  128,  180  u.  f.,  289,  291 
II.  f.,  355,  411  u.  f.,  421.  423  u.  f., 
445,  455,  461,  468:  conform  abge- 

bildet 75;  flächentreu  abgebildet  41 
u.  f.;  verbogen  auf  Rotationsflächen 
294  u.  f.;  mit  constantem  Product 

der  Hauptkrümmungsradien  (von  con- 
stanter  Krümmung)  122  u.  f.,  214  u.  f., 
413  u.  f.:  mit  entgegengesetzt  glei- 

chen Hauptkrümmungsradien  (Mini- 
mal-Rotationsflächen;  124,  126,  242; 
mit  orthogonalen  Haupttangenten- 
curven  (dsgl.)  184;  der  Kettenlinie  = 
Catenoid ;  der  logaritbmischen  Curve 
276:  der  Tractrix  123  u.  f. 

Rotatioushyperboloid  225,  452. 

S 

Schar  von  c»^  Curven  auf  der  Fläche 
11  u.  f.;  von  00*  Ebenen  23  u.  f.,  26. 
151;  von  qo*  Geraden  168,  470;  von 
00^  Geraden,  die  ein  Normalen- 
svstem  bilden,  469  u.  f.;  von  oc-  Ge- 

raden, die  eine  oder  zwei  Curven 
treffen,  473  u.  f. 

Scbattengrenze  bei  centraler  Beleuch- 
tung 158. 

Scheitel  eines  Paraboloids  als  Ersatz 

eines  Flächenpunktes  145. 
ScHEKKsche  Minimalfläche  252  u.  f. 

Schiebungsflächeu  188  u.  f.,  197;  von 
Minimalcurven  siehe  unter  Minimal- 
flächen. 

Schnitt  der  Fläche  mit  ihrer  Tangenten- 
ebene 140;  mit  einer  Ebene,  die  der 

Tangentenebene  parallel  und  benach- 
bart ist,  138  u.  f.,  142;  benachbarter 

Tangentenebenen  151  u.  f.:  benach- 
barter Normalen  171  u.  f.;  der  einer 

Normalen  benachbarten  Normalen 
mit  einer  Ebene  senkrecht  zu  jener 
164  u.  f. 

Schraubenfläche  59,  289;  auf  Rota- 
tionsfläche verbiegbar  293,  421;  ge- 

meine siehe  unter  Gemeine  Schrau- 
benfläche. 

Schraubenlinie,  gemeine  60,  409. 
Seekarte  89. 

Singulare  Punkte  22  u.  f.,  120. 
Sinuslinie  149. 

Sphärische  Abbildung  204  u.  f.,  449, 
452;  für  die  Curven,  die  sich  als 
Minimalgeraden  darstellen,  215  u.  f.; 
conform  208,  242;  für  Minimalflächen 
242,  248  u.  f..  281. 

Sphärische  Krümmungscurven  180. 
Stereographische  Projection  der  Kugel 

82  u.  f.,  256. 
Stetige  Verbiegung  274,  283,  288  n.  f., 

291. 
Strahlensvstem  470. 
Strictionscurve  224:  auf  abwickelbarer 

Fläche  225 ;  auf  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  226. 

Summe  der  Hauptkrümmungen  118  u.  f., 
122,  124,  150,  159,  siehe  auch  unter 
Mittlere  Krümmung. 

Summenzeichen  15. 

Symmetrische  Summen  aus  Dift'erential- quotienten  der  Coordinaten  308  u.  f. 
System  von  conjugierten  Curven  siehe 

unter  Coujugierte  Cur\-en:  von  geo- 
dätischen Parametern  oder  Coordi- 

naten 441  u.  f.,  474;  von  geodätischen 
Polarcoordinaten  445. 

Tangenten  der  Fläche  20:  der  Para- 
meterlinien 29;  in  singulären  Punk- 

ten 22;  die  in  zweiter  Ordnung  be- 
rühren, 127. 

Tangeutenebenen  20  u.  f.,  151,  193  u.f.,^ 
201  u.  f.;  benachbart  151  u.  f.;  bei 

geradlinigen  Flächen  221  u.  f. 
Tangentenfläche  einer  Curve  2,  10,  19; 

einer  Minimalcurve  29,  107. 

Tangentialebene  =  Tangentenebene. 
Tangentialkegel  198:  von  einem  der 

Fläche  benachbarten  Punkte  aus 
142  u.  f. 

Tangentiale  Krümmung  480  u.  f.,  484, 
siehe  auch  unter  Geodätische  Krüm- mung. 

Tetraeder  von  Arier  benachbarten  Flä- 
chenpunkten 195  u.  f. 

Thermische  Parameter  58,  65  u.  f.,  71 
u.  f. ;  auf  gemeinen  Schraubenflächen 
60;  auf  Minimalflächen  255:  auf 

Kugeln  59,  66  u.  f.;  auf  Rotations- flächen 58  u.  f. 

Totale  Differentialgleichungen  325  u. f.; 
RiccATische  324,  330  u.  f.,  340  u.  f. 

33* 
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Torsion  einer  Flächencurve  487  u.  f.; 
einer  Haupttaugentencurve  489  u.  f. ; 
constant  490. 

Totalkrümmuug  449  n.  f. 
Tractrix  123  u.  f. 

Translationsflächen  =  Schiebungsflä- 
chen. 

U 

Umhüllende  von  ooi  Kugeln  461. 
Unendlich  benachbarte  Normalen  160 

u.  f.;  die  einander  schneiden,  171  u.  f. 
Unendlich  benachbarte  Tangenten- 

ebenen 151. 

Unendlich  ferne  Curven  26,  455; 
Punkte  auf  geradlinigen  Flächen 
223  u.  f. 

Unendlich  kleine  Änderung  einer  Curve 
im  Räume  396  u.  f.;  einer  Curve  auf 
der  Fläche  399  u.  f.;  einer  Geraden 
400  u.  f.;  einer  Minimalcurve  401 
u.  f.;  einer  Fläche  231  u.  f.;  einer 
Fläche  in  sich  selbst  289. 

Unendlich  kleiner  Kegelschnitt  als 
Bild  eines  unendlich  kleinen  Kreises 
98  u.  f. ;  als  Schnitt  der  Fläche  mit 
einer  zur  Tangentenebene  parallelen 
benachbarten  Ebene  =  Indicatrix. 

Unendlich  kleine  Parallelogramme  auf 
der  Fläche  31,  35;  Quadrate  55  u.  f.; 
Rhomben  55;  Vierecke  193  u.  f. 

Unendlich  kleine  Verbiegung  von 
Flächen,  die  dabei  in  sich  übergehen, 
289  u.  f. 

Unendlich  kleine  Winkel  zwischen 
Normalen  161,  168  u.  f. 

Unveränderliche  F'unctionen  =  Differen- 
tialinvarianten. 

Unveränderlichkeit  des  Krümmungs- 
maasses  bei  Verbiegung  275;  der 
geodätischen  Krümmung  bei  Ver- 

biegung 486. 

T 

Verbiegung  von  Flächen  273  u.  f ,  389 
u.  f.,   415  u.  f.,  419,   485  u.  f.;    von 

Centraflächen  468;  von  Flächen  auf 
sich  selbst  289;  von  Flächen  con- 
stanter  Krümmung  301  u.  f.;  von 
gemeinen  Schraubenflächen  auf  Ca- 
tenoide  284  u.  f.,  294;  von  Minimal- 

flächen auf  Minimalflächen  279  u.  f., 
283  u.  f.;  von  Flächen  auf  Rota- 

tionsflächen 293,  468;  von  Rota- 
tionsflächen auf  Rotationsflächen 

294  u.  f.;  von  Schraubenflächen  auf 
Rotationsflächen  293;  stetig  274,  283, 
288  u.  f.,  291. 

Verbiegung  von  Polyedern  288,  518. 
Verzerrung  der  Curvenlängen  bei  Ab- 

bildung 37,  99;  von  unendlich  klei- 
nen Winkeln  bei  Abbildung  100. 

Vorzeichen  der  Krümmung  einer  Flä- 
chencurve 104,  477;  der  Krümmung 

eines  Normalschnittes  104,  127. 

W 

W-Flächen  oder  WEiNOARTEN'sche  Flä- 
chen 355  u.  f.,  467  u.  f. 

Winkel  von  Fortschreitungsrichtungen 
auf  der  Fläche  32,  68. 

Winkel  einer  geodätischen  Curve  mit 

00*  geodätischen  Curven  442  u.  f.; 
auf  Rotationsflächen  412  u.  f. 

Winkel  der  Haupttangentencurven  135. 
Winkel  der  Parameterlinien  30  u.  f.; 

bei  geodätischen  Polarcoordinaten 
447  u.  f. 

Winkel  unendlich  benachbarter  Nor- 
malen 161,  168  u.  f. 

Winkelsumme  in  geodätischen  Drei- 
ecken 451  u.  f. 

Winkeltreue  Abbildung  =  Conforme Abbildung. 

Winkeltreue  geographische  Karten  83 
u.  f. 

Z 

Zweite  Differentialquotienten   der  Co- 
ordinaten  262  u.  f. 

Zwischenparameter     oder     Gemischter 
Differentialparameter  387  u.  f. 



Berichtigungen  und  Zusätze. 

Zum  I.  Band. 

Seite    17,  Zeile  9  von  oben  lies:  t  statt:  r. 

.,       21,  Zeile  2  von  unten  füge  hinzu:  {/.^  =|=  0). 
„       69,  letzte  Zeile  lies:  r  statt:  r. 

„  96,  Satz  63.  Diesen  Satz  findet  man  schon  bei  Cesäbo,  „Lezioni  di 

geometria  intrinseca",  Neapel  1896.  Vgl.  die  Anmerkung  zu 
S.  353  des  vorliegenden  Bandes.  In  der  in  I  S.  96,  Anmerkimg, 
genannten  Arbeit  werden  dagegen  weitere  Sätze  aufgestellt,  die 
tiefer  liegen. 

,,     109,  Formel  (7)  vertausche  (f  mit  rp. 

„     161,  Zeile  7  von  unten  schalte  nach:  a:^-Ebene  ein:   und  die  x*-Ebene. 
„     168,  Formeln  (4)  lies  in  der  letzten  Quadratwurzel   +  statt:   =. 

,.  194,  Satz  17,  und  Seite  197,  Satz  19.  Diese  Sätze  rühren  her  von  Schell. 

Siehe  seine  „Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter 

Krümmung  in  rein  geometrischer  Darstellung",  Leipzig 
1859,  2.  Aufl.  1898. 

„  197,  §  11.  Die  in  diesem  Paragraphen  imtersuehte  unendlich  kleine 

Schraubung  wurde  zuerst  von  Beltrami,  ,,Intorno  ad  una  pro- 

prietä  delle  curve  a  doppia  curvatura"',  Giomale  di  Matern, 
vol.  V  (1867),  betrachtet.  In  seiner  Abhandlung:  „Del  moto 
geometrico  di  un  solido  che  ruzzola  sopra  un  altro 

solido".  ebenda  vol.  X  (1872),  kommt  das  auf  S.  196  bestimmte 
Cjlindroid  vor. 

„     207,  Zeile  14  von  oben  lies:  Grössen  statt:  Grösse. 

„  216,  Formeln  (5).  Man  beachte  hierzu  die  Anmerkung  auf  S.  334  des 

gegenwärtigen  Bandes. 

„     261,  in  der  dritten  Formel  (2)  lies:  3  =   statt:  3  +. 

„     830,  Zeile  15  u.  12  von  unten  lies:  \3  statt:  3. 
„     831,  Zeile  11   von  unten  lies:  2  statt:  1. 

„     357,  letzte  Zeile  links  lies:  Ellipse. 

Zum  IL  Band. 

Seite    56,  Zeile  8  von  oben  setze  einen  Punkt  statt  des  Doppelpunktes. 

.,     159.  Formel  (4)  lies:  J/-  statt:  L*. 
„     171,  Satz  52  rührt  von  Hamiltox  her,  vgl.  die  Anmerkung  zu  S.  472. 
„     172,  Zeile  7  von  oben  lies:  Man  thut  statt:  Es  ist. 
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Seite  181,  Zeile  21  von  oben  lies:  eine  Curve  statt:  die  Curve. 
„     205,  Zeile  10  von  unten  lies:  solche  statt:  diejenigen. 
„     245,  schalte  in  Satz  112  nach:  ändern,  ein:  mit  einem  ihrer  Punkte. 
,,     257,  Zeile  11  von  oben  lies:  Function. 
„     288.    Zu  dem  hier  erwähnten  Modelle  ist  allerdings  zu  bemerken,  dass  es 

nur  bei  einer  beschränkten  Anzahl  von  Vierecken  beweglich  ist. 
Zwei  beliebig  lange  an  einander  stossende  Streifen  von  Vierecken 
sind  ebenfalls  beweglich. 

„     394,  Zeile  8  von  unten  fehlt  ein  Komma  nach:  Krümmung. 
„     404,  Fig.  76  lies:  P«  und  P^  statt:  P  und  P. 

„     453.     Zu   den  Schlussbemerkungen  des  §  4  ist  die  Abhandlung  von  Bel- 

TEAMi    zu    nennen:    „Saggio    d'interpretazione    della    geo- 
metria  noneuclidea",  Griornale  di  Mat.  vol.  VI  (1868). 

„     479,  Fig.  91.      Hier  ist  cp  falsch   eingeschrieben;    (p   ist   der  Winkel  der 
Normale  zur  Ebene  mit  der  Binormale,  vgl.  Fig.  90. 
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