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PREFACE

—

Examinons rapidement ce que nous avons' fait jusqu'a
ce jour dans le domaine vectoriel depuis 1907, année dans
laquelle nous avons commencé nos travaux.

Sous le titre “ Per I’ unificazione delle notazioni vet-
toriali ,, nous avons publié, de 1907 & 1908, cinq notes (*)
dans lesquelles nous avons étudié les questions vectorielles
sous chacun des aspects logique, historique et pratique, en
nous limitant & la partie fondamentale du calcul vectoripl
(systéme minimum). Cette étude nous a permis de faire
des propositions concrétes relativement aux symboles qu’il
convenait d’adopter, soit au point de vue de la forme ty-
pographique , soit au point de vue de 16 -forme logique.
Celle-ci dépend de la hature logique (examinée par nous
avec soin) des éléments soumis au calcul (%).

Tout en limitant, au commencement, nos considéra-
tions au systéme minimum, nous avons toujours songé aux
développements ultérieurs du calcul vectoriel et aux im-
portants systémes de GrassMANN et de Hawminton (déja
existants) si bien que pas un des concepts, pas un des
symboles que nous avons établis, ne nous a causé d’em-
barras dans la suite de nos travaux, et aucun n’a nui aux

(!) Rend. Circolo mat. Palermo, t. 28, p. 824-828; t. 24, p. 65-80,
818-832 (1907); t. 25, p. 852-875; t. 26, p. 869-377 (1908).

(®) Notations rationnelles pour le systéme vectoriel minimum. - Tu-
rin, V. Bona, 1908. Rend. Circolo mat. Palermo, t. 25, p. 872.
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systémes de calculs cités plus haut; ces concepts et ces sym-
boles nous ont au contraire amenés, sous une forme simple,
logique et uniforme, au systéme vectoriel général qui nous
a permis de traiter sous une forme absolue n’importe quelle
question de Physique-mathématique, de Mécanique et de
Géométrie différentielle (*). Précisons. Le systéme minimum,
analysé et établi dans nos cinq notes des “ Rendiconti ,
de Palerme, a été amplement développé dans les “ Ele-
menti , () avec de nombreuses applications. Dans 1’appen-
dice de la traduction frangaise de ces “ Elementi , (*), et
dans les notes déja citées (*), nous avons fait observer que
le systéme minimum n’est suffisant, ni pour I étude du
mouvement des corps solides — pour lequel on doit recourir
aux formes géométriques de (GRASSMANN — ni pour I’étude
générale mécanique et physique des corps déformables et
des actions électriques — pour lesquelles il est nécessaire
d’introduire les homographies et les dérivées par rapport
a un point, d’ ot I’ on déduit d’ une maniére trés simple
tous les opérateurs différentiels qu’il est nécessaire d’intro-
duire dans le systéme minimum sous une forme qui peut
paraitre arbitraire.

Dans les Eléments nous avons déduit ensuite du sy-
stdme minimum, le calcul extrémement puissant et admira-
blement simple des forines géométriques de GRASSMANN-
Peano (5) et le systdme complet du calcul des quaternions
de Hamirtox (%).

A l'époque ot nous avons publié I’édition italienne des
Elementi, nous avons donné en méme temps un premier
essai sur les homographies [voir note (1)] qui recevaient en-

(*) Omografie vettoriali, con applicaszione alle derivate rispetto ad
un punto ed alla fisica-matematica. - Torino, Petrini, 1909.
Transformations linéaires - Pavie, Mattei et C., 1912.

(2) Elementi di calcolo vettoriale con numerose applicazioni alla
meccanica ed alla fisica-matematica. — Bologna Zanichelli, 1909.

(3) Eléments de calcul vectoriel... Traduit de I’italien par S. Lattés
— Paris, Hermann, 1910.

(%) Voyez spécialement la note V [Rend. Circolo mat. Palermo, t. 26,
p. 369-377 (1908)].

(®) Eléments, p. 175.

(8) Eléments, p. 194,
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suite, ainsi que les dérivées par rapport &4 un point, un
arrangement définitif dans le premier volume de cette série
relative & I’ Analyse vectorielle générale. Leurs importantes
applications (dont nous donnons un aper¢gu dans ce se-
cond volume) montrent déja clairement la simplicité et la
puissance de la méthode et l'inutilité absolue de tout élé-
~ment de référence.

) Dans le premier volume “ Transformations linéaires ,,
nous avons exposé les lois générales satisfaites par 1’ algori-
thme que nous employons, lois en tous points semblables
aux lois ordinaires de l'algébre et conformes & celles intro-
duites d’une fagon si géniale par HamiLtoN pour les opéra-
teurs. En outre nous avons prouvé combien le calcul des
quaternions de HamiLToN, bien qu’il soit parfait comme con-
- cept et comme notations (l'original, bien entendu), est en
tous points insuffisant et, par conséquent, il y a lieu de
I'exclure, & cause aussi de la complication superflue de son
algorithme ; nous avons montré aussi combien le calcul de
GRrASSMANN, sous la forme concréte donnée par Peano (et
non sous la forme originale), est au contraire nécessaire;
et enfin combien les autres systémes vectoriels, y compris
celui de GiBBs, sont absolument & rejeter parce qu’ils sont
logiquement défectueux dans les concepts fondamentaux et
dans les notations ().

Dans la courte période de sept ans, il y a bien eu 100
travaux importants publiés avec les méthodes proposées par
nous, travaux dus a 24 auteurs (%).

L’ électrodynamique est traitée sous une forme tres
simple sans faire usage des vecteurs imaginaires a 4 di-
mensions ; 1’ élasticité se développe complétement sans coor-
données : les ellipsoides d’ inertie, de LaME, etc, apparais-
sent directement dans le calcul sans qu’il soit besoin de
leurs équations, déterminés simplement par des homographies
qui les admettent comme quadriques indicatrices; et dans
le mouvement d’un corps solide le corps lui-méme peut

() Voir dans I’Appendice de ce volume l'analyse critique des no-
tations contenues dans 1’ Encyclopédie des sciences mathématiques pures
et appliquées.

(*) Transformations linéaires, p. 169. Ce volume page 142.
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étre introduit directement dans le calcul (comme cela a lien
quand le corps se réduit & un point) et il est représenté
explicitement "par une forme "de seconde espéce fonction
du temps ().

Celui qui examinera d’une fagon non superficielle tout
ce qui a ét6 obtenu par nos méthodes dans le domaine vec-
toriel, devra donc reconnaitre que la marche ascendante
de ces méthodes ne peut pas étre arrétée, soit parce que
de nouveaux champs de recherches s’ouvrent toujours, soit
parce que le dépouillement des applications faites avec les
autres méthodes vectorielles (que nous espérons publier bien-
t0t) montre que les résultats obtenus avec nos méthodes
ne peuvent pas étre obtenus, ou ne penvent pas ’dtre faci-
lement, avec d’autres méthodes et avec des notations illogi-
ques et défectueuses.

Dans ces conditions, nous pourrions nous dispenser
d’ expliquer et de défendre encere notre csuvre. Mais qui
ne connait la rapidité avec laquelle se répandent les idées
inexactes ou erronées et la lenteur avec laquelle au con-
traire les idées simples et précises entrent dans le domaine
public? En outre, par une loi de la nature, les hommes
d’ un certain 4dge, sans en exclure les savants et les maitres,
ne peuvent pas, en général, modifier les idées déja acquises;
ces maitres ont des éléves qui, par une influence didactique
ou pour des raisons de carriére, doivent suivre ou appliquer
les idées de leurs maitres. De 14 la nécessité de répandre
a profusion et sous des formes variées les choses simples
et précises pour pouvoir arriver & détruire, au besoin Jen-
tement, les formes ataviques compliquées et inexactes; de
14 la nécessité de cette longue préface, destinée & éclaircir
d’ une fagon rétrospective la portée de notre euvre.

Et maintenant quelques mots sur ce second volume
qui doit étre regardé comme la suite naturelle du premier
auquel il est étroitement relié de fagon & former un tout
organisé et aussi complet que possible. Aprds avoir posé
dans le premier volume les bases de la théorie générale
des transformations linéaires et des derivées par rapport &

(®) A. PeN8a, Sopra alcune proprieta del moto di un corpo rigido.
Bibliographie, n. 95.
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un point, nous avons voulu montrer, par une rapide syn-
thése, les applications les plus importantes et les plus élé-
gantes de la théorie & diverses questions de mécanique des
corps solides, d’élasticité, d’hydrodynamique, etc. Ces appli-
cations permettent d’affirmer immédiatement la supériorité
de nos méthodes et la raison d’étre de beaucoup des opé-
rateurs considérés dans le premier volume. Nous n’avons
donc eu !’ intention de présenter au lecteur ni un traité
de Mécanique, ni un traité de Physique mathématique;
mais en glissant de ci de la & travers ces vastes domaines,
nous nous flattons d’avoir présenté au lecteur une matiére
suffisante pour qu’il se familiarise avec les méthodes, pour
qu’ il puisse voir quelle immense matiére peut étre rassem-
blée en une centaine de pages et enfin pour qu’il puisse
se convaincre que ces méthodes permettent de faire toujours
un pas en avant, soit en traitant et en résolvant des ques-
tions nouvelles, soit en généralisant et en complétant sur
de nombreux points des questions aujourd’ hui anciennes. I1
suffit de comparer notre marche & celle suivie par les Auteurs
cités & Ja fin de chaque chapitre.

Dans d’autres volumes de cette série, d’autres auteurs,
ainsi que nous 1'avons déja annoncé dans la Préface du
premier volume, développeront par les mémes méthodes,
mais & un autre point de vue, des chapitres particuliers de
Mécanique ou de Physique mathématique, avec toute ’exten-
sion que nous ne pouvons leur donner ici.

Pour la rédaction de ce second volume nous avons
encore et la collaboration trés précieuse de M. Boaaro
auquel est due, entre autres choses, la rédaction du § 6 da

" Chap. II. A lui, & M. VivaNTI qui a partagé avec nous le

soin de la correction des épreuves, et au courageux Editeur,
nous adressons nos plus vifs et affectueux remerciements.

Nous adressons aussi un souvenir ému & la mémoire de
notre regretté collaborateur ‘et ami Marro Pierr qui a ap-
porté d’importantes contributions & I’étude des homographies
vectorielles.
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CHAPITRE 1.

Moments d’inertie et quantité de mouve-
ment dans les systémes solides. Mou-
vement d’ un corps solide autour d’ un
point fixe. v

§ 1. Moment d’ inertie par rapport a un axe.

Soit P un point d’un corps solide, m la masse de ce
point, a I’ homographie (dilatation) définie par 1’ équation
suivante

1] a=—32mP—-O0A\{(P—O)\{=—Zm}{(P—O)A}¥
=3ImP—0—EImHP—0,P—0),

O étant un point fixe et la sommation (exprimée par une
intégrale) étant étendue 3 tous Jes points du systéme.

Le moment d’inertie I du corps par rapport & un axe
Ouw (u étant un vecteur unitaire) est donné par la relation

(2] I =wu X ou.
On a en outre les formules suivantes :
d
3] d—(;==Q/\a—a.Q/\=—[5
(o) dae
4 —ar = %ar P
(6] @ X fy=0Q X @Ay + y/\ox)
(aQ) : d
1€} Sa =@ TN

BuraLl-Form — Marcorongo. II. j O
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Q désigne le vecteur représentatif de la rotation instan-
tanéde du systéme supposé mobile autour du point O.

Démonstration. — Pour la troisiéme forme donnée & o voir {[1],
I, n°® 24}; cette troisiéme forme montre immédiatement que a est
une dilatation, {[1], I, n.° 6}.

En se rappelant d’autre part 1’ expression, mod {(P — 0)/\wu!,
de la distance du point P & l'axe Owu, on obtient

I=3m (P — O)\ujt = Zm {(P — O)\ut} X (P — O)\ua}
=uXZEZm{(P— O)A\uj\(P—O0)=uXouw )

ce qui"dAémontrey la felation [2].
Dérivons maintenant 1’ équation [1] par rapport au temps et

Servons-nous en outre de la formule fondamentale de la Cméma-'

tique (Elements, page 128, [9]), cette formule est
=QA\(P—0),

dans laquelle O représente un point fixe. Nous aurons, en nous
rappelant la relation {[2], I, n® 24},

— %‘1=EmH(P' P — 0) + SmH(P— 0,P
"+ ={EmH(P—0,P—0)Q\—Q\EmH(P —0,P — 0)

=3Sm(P — 02— Q/\ QA ZEm(P— 0 — o}
c’est-a-dire
B =-— QAa + a.QA,
d’ ou la relation [8].
La relation [4] n’est qu’ une conséquence facile de la relation [3].

Quant & la relation [5), il suffit, pour I'’établir, d’utiliser la dé-
finition- de B donnée par [3], ce qui donne

@ X By = 2 X «(@/\y) — % X 2/\oy
=Q/\y Xox + Q X x/\oy,
car o est une dilatation.

Enfin, en remplacant x par Q dans [4] et en apphquant la re-
lation [3], on obtient

d(o.Q)
dt — B,

— Q= Q/\acz

d’ ot I’ équation [6).
Il y a lieu de remarquer que 'homographie f est une dilatation.

Soient 4, j, F trois.vecteurs unitaires paralléles aux axes
principaux d'inertie et formant un systéme orthogonal dex-
trorsum ; A, B, C les moments d’ inertie relatifs & 0¢, Oj, Ok.

On a .

_ e
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(7] ai = Aé, ofj = Bj, ak— Ck.

Démonstration. — En effet I’équation [2] donne A =14 X ot;
mais puisque af est paralléle 4 4, il est de la forme a¢ = m#; par suite
A=miXé=m

d’ ol la premiére des relations [7).

Les quadriques indicatrices de la dilatation o, c’est-a-
dire les quadriques de centre O qui ont pour équation

(M — 0) X o(M — 0) = constante,

sont des ellipsoides, puisque A, B, C sont positifs; ce sont
précisément les ellipsoides d’inertie.

On sait-que le vecteur a(M — 0O) est normal au plan
tangent en M & cet ellipsoide (I, n.° 13).

"~ Les axes de cet ellipsoide sont les axes principaux
d’ inertie relatifs au point O; A4, B, C sont les moments
principaux d’inertie.

L’axe Of est en général axe principal d’inertie pour
le seul point O; si cependant cet axe contient le centre
d’ inertie G du systéme, il est axe principal pour chacun
de ses points.

Démonstration. — Posons 0,= O + hi et supposons que I’axe
0i soit aussi axe principal d’inertie pour le point 0,. Nous aurons,
comme conséquence des équations [1] et [7],

at = — Em(P — O)\ (P — O)\é}
= —3Im(P — O\ (P — O)/\d},
et si ‘nous observons que.l’on a :
(P—O0)N\é=(P - 0—hd)\$ = (P — O)\\4,

nous aurons
Sm {(P—O)\#\E = Zm. (G — O)NG N\i=0;

par suite G — O est paralléle a 4.

Notons finalement les formules

EXB=(C—BQX4 $Xp=0
Bl { s X B=(4—C)Q X J, JXBj=0
JXPt=(B—AQXE FkXpk=0.
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Démonstration, — On. déduit, en effet, de la relation [5]
kX B = QX (k/\of +J/\ok)
et, & cause des relations [7], le second membre peut s’écrire
Q X (BKA\J + CI/\K) =@ X (Ci — Bi)

ce qui démontre la premiére des équations [8].

§ 2. Moment cinétique ; énergie cinétique ;
équation du mouvement d’ un corps solide autour
d’ un point fixe.

Soient M le moment cinétique du corps solide par
rapport au point fixe 0, T 1 énergie cinétique, M, le mo-
ment résultant des forces extérieures par rapport au méme
point. On a:

[1] M=0Q Q=ao"'M
2] 2T=QX Q=M X a~!
(8] a% + QA =M,
aQ
(4] La. A ~+ 0@\ a*Q = Ra M,
do :
(6] I 0. i + M\ oM =Ru M.,
Démonstration. — On a, en effet,

M =3m(P— O)\P'
= Zm(P — O)\ QAP — 0)) = aQ

ce qui démontre la premiére relation.
On a ensuite

QT =3ImP?*=3ImP XQ\P—-0)=QX M

d’ ol résulte, en se reportant a [1], la relation [2].
Rappelons - nous maintenant le théoréme du moment clnéthue
il fournit la relation

d’ol V' on tire la relation (8] en appliquant 1’égalité [6] du para-
graphe précédent.
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En appliquant 1’ homographie Ra aux deux membres de [3], en
se servant de la relation- {[4], I,.n.° 20} et en tenant compte en outre
du fait que o est une dilatation, on obtient de suite la relation
[4]; et celle-ci, combinée aveq la relation [1], entraine la relation [5].

Les équations [4] et [6] correspondent, sous forme abso-
lue, aux équations bien connues d’Euler. Ces derniéres s'ob-
tiendraient en se reportant au systéme des trois duect,lons
doubles de a. .

Si par le point P=0+Q on fait.passer un ellip-
soide semblable & 1’ ellipsoide d’ inertie et semblablement
placé, I’équation de cet ellipsoide sera

Q X uf2 = const.®
La normale en 2 & cet ellipsoide est paralléle au moment

cinetique.

Démonstration. — On a en effet

0Q X dQ = o X dP= M X dP=0.

De méme, si par le point
 Q=0+M

on fait passer un ellipsoide réciproque de l'ellipsoide d’iner-
tie, ld normale en Q & cet ellipsoide est paralléle & I’ axe
instantané de rotation.

Démonstration. — En effet I'équation d’un pareil ellipsoide est

(Q — 0) X a=1(Q — 0) = const.®
§ 3. Mouvement d’' un corps solide
qui n'est soumis a aucune force et qui a un point fixe.

Dans le cas ou les forces exterxeures ont un moment ré-
sultant nul, M,=0, on a:

(1] M = const.’, M X Q= const.®
2
(2] ' %I3a.d%+u>< QA =0

18 gABC. 5 4\ /— 1M — (B+0)0 X M4 BOBH...=0
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aQ, l_li_ 2 1'_1_2 Ia—D)
(4] MXQ‘/\dt_DZQ‘ “")a" Lo f’

formules dans lesquelles on a posé

1 MXxQ M
b= 255 oma ¥ oxaro

Démonstration, — La premiére des équations [1] résulte immé-
diatement du théoréme du moment cinétique déja appliqué au
paragraphe précédent.

La seconde des équations [1] découle du théoréme de la con-
servation de 1’ énergie, ou encore de la relation [5] du § 2; si en
effet on multiplie les deux membres de cette relation intérieure-
ment par M, on obtient

MX d@;ﬁ M) _

En multipliant intérieurement par Q les deux membres de la
relation [4] du § 2, on obtiendra immédiatement la relation [2].

Pour obtenir la relation [8], remarquons tout d’abord que l'on a,
u étant un vecteur quelconque,

{(a— By X (. — C)u} {(o — Cyue X (a — Ay} (o —A Yo )X (o — B)uj =
= — [u X aw/\o2u],

ce que I’ on établit de suite en ayant recours aux directions dou-
bles de a. Posons, dans cette relation, w =Q et remarquons en
outre que ’on a

(@ —B)R X (0. — C)Q = (M — BQ) X (M — CQ)
=M— (B + C)MXQ + BCQ.

La relation [2] entraine alors la relation [3].
Effectuons le produit vectoriel des deux membres de I’ équa-
tion [5], § 2, par Q; nous obtiendrons

To. 0\ S + @A@INeD) =0,
Mais on a:
QAMN\oM)=Q X oM. M — Q@ X M. oM
e e
= — T am =2 (0o

done:
M

LaoA D=2

—D)M.

En multipliant intérieurement par M 1’équation ainsi obtenue,




il en résulte

Tia. M X Q/\d9=”iM><(a—D)M

Le premier membre, abstraction faite du facteur Iza, est équivalent &:

MX( +Q‘)/\dQl MXQI/\dQ‘

Il reste.-donc a transformer leé second membre. Nous avons succes-
sivement :

M X (0. - D) M=o X (o — D)oQ = Q X a(a — D) af;
or
a3 — 02D = (I,0. — D)o? — Lia. o 4 T30

en vertu de I’identité du troisiéme ordre (I, n. 14, [1]); I’ égalité
précédente est donc équivalente 3

(0 — D)AM? — Io. Q X M + I;0. Q2

M?
=0 — DM~ T +I3o.{D2 +op }
i = Iz0. Q,2 + { D? 4 I,0. D? — Lo D + Ia}

M2
=I0.0Q,.2 + i I;(a - D).
Eu substituant ces diverses valeurs, on obtient la relation [4].

L’ interprétation des équations [1] est bien connue; la
relation [3] n’est pas autre chose que la relation bien
connue entre Q* et le temps.

Pour !’ homogénéité des formules, on a coutume de
poser

M:=n*D? QX M=n®D;
n est la composante de la vitesse angulaire suivant 1’ axe
fixe du moment cinétique, ou encore la distance du point
O au plan invariable sur lequel roule sans glisser I’ ellip-

soide semblable & ’ellipsoide d’inertie, semblablement placé
et mené par le pole de rotation

P=0+4Q;
%est la distance du point O au plan tangent & 1’ ellip-

soide d’inertie au point M ou cet ellipsoide coupe I axe
instantané de rota'ion.
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Démonstration. — Le signe de n résulte immédiatement de la

relation
_ax
T mod M’
On a d’autre part
2T =Q X M = Q X aQ = Jot = ntD

en posant o =mod Q et en désignant par I le moment d’inertie
par rapport & I’axe OQ; par suite

1 ) '
mod(M-0)=—==——=;, mod(P—O0)=o.

\/I n\/p

Soient alors n et § les distances définies plus haut. On aura:
n:8=mod(P — 0): mod(M — 0)=n,/D;5=1: y/D.

Q, représente la composante de Q paralléle au plan
invariable et la relation [4] exprime la relation qui existe
entre ‘le rayon vecteur et 1’ angle polaire d’un point de
I’ herpolhodie.

Démonstration. — En effet, on peut toujours poser
Q=M+ Q,, QX M=0;

en multipliant intérieurement par M et en tenant compte des rela-
tions [5], on a A =Il) En outre Q,® est précisément ’expression du
carré du rayon vecteur de I’ herpolhodie et, si 8 désxgne r angie
polaire, on a

mxe, /\‘m‘ =0 fid—? mod M,
ce qui démontre la proposition.

Il est maintenant facile d’établir que les points d’in-
flexion de 1’herpolhodie sont détérminés par les équations
cartésiennes '

(6] A(A — D) P B(B — D) e
A (B— C) (B+C—4) (C—4)(C+A4— B)
C(C — D)
“A-BUA+B—0'
équivalentes & la sewle équation absolue
B + m (a — D) M =0,

2
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pi, qj, rk étant les composantes de Q suivant les axes prin-
cipaux d’ inertie.

Démonstration. — Posons
aQ
Q= o+n/\———0+9‘/\ !
ou, d’ apres ce qu’on a démontré précédemment,
Q=0+ h(c. — D)M (h = const.?).

En un point d’inflexion I’ accélération est tangentielle, d’ ol o

aQ, — 99 aqQ,
ar - tar
par suite -
daQ dQ,
d—t-—ni/\ SE=MUNT=kQ - 0)

d_(;_lt!l) =m(a. D)M, (m = const.®)

et I’ équation [4] du § 1 donne
BM + m(a DM =0.
Multiplions intérieurement par ¢; nous aurons
i X BM = Bt X M = pi XX 0Q = pé X (4pé + Bqj + Crk)
=Bq.r(B—A)+ Cr.q( A-C)
=qr(B—C)(B+ C — A)
a cause des relations [8] du §1; d’autre part
(o — D)M X & =0 X (o.— D)i
A =QX a4 — Dj=A4— Dp
d’ou
qr(B— C)(B+ C— A) + m(A —D)Ap =0.

On obtiendra deux autres équations analogues et, en éliminant m
entre les trois équations, on-trouvera les équations [6).

Si I’on rema.rqué que dans I’ hypothése

A>B>C

on a aussi
B+(C>4, A>D>C,

on démontre immédiatement que, dans le mouvement & la
Poinsor, I’ herpolhodie n’ a pas de points d’inflexion réels.
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Démonstration. — En effet le premier des rapports [6] est po-
gitif, tandis que le dernier est négatif.

Pour que I’herpolhodie ait des points d’inflexion réels,
il faut et il suffit que 1’ on ait
B+ C<4, B>D.

Dans le cas ou I’ellipsoide d’inertie est de révolution
autour de 1'axe OF, la normale en P, paralléle & M, doit
rencontrer 1’ axe; d’' ot I’on déduit que les trois vecteurs
M, Q, k sont paralldles & un méme plan. De plus, on a:

M X k=const.’, Q X k= const.®

Démonstration. — On a, en effet,

AMX K)_ dk_ _
S = MX 5 =M X ANk =0,

MXEk=0QX k=X ak = CQ X k= const.e
On déduit de la

mod Q = const.®

~ L’herpolhodie est un cercle décrit autour de O M comme
axe et d’un mouvement uniforme ; la polhodie est un cercle
décrit autour de Ok comme axe.

§ 4 Mouvement d’ un corps pesant
autour d’' un point fixe.

Lorsque le corps n’est soumis qu’a son poids, les
équations du mouvement preunent la forme

aM

(1] 7 — MG —ON\E,

aQ
2] a2 - QAM = WG — O Ak
ces équations admettent les intégrales
18] T—p(G—0) X Ky +
(4] M X k=2l
(5] k=1,

h et I sont des constantes ; G est le centre de gravité du
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corps, u son poids et A, un vecteur unitaire paralléle a la
direction de la pesanteur.
On a en outre

(6] %;(G_ 0) X M= (G — ONM X 2.

Démonstration. — La force qui s’exerce sur un élément de
masse m du corps étant gmk,, on a

M, = Zmg(P— O)\k, = w(G — O)\Ky;
par suite, en appliquant le théoréme du moment cinétique et la
relation [8] du § 2, on obtient les équations [1] et [2].
Dérivons maintenant 1’ équation
2T =Q X M;
nous obtenons
T'=Q' X M+ QX M =Q X oQ + QX M.

=2uQ X (G—O)\K,

en vertu des équations [1] et [2]. Par suite
T' = pQA\(G — 0) X k, = nG' X Ky,

et en intégrant on trouve I’ équation [3].
Maultiplions les deux membres de 1’équation [1] intérieurement
par k,. Il vient

aM
k‘)(—dt—:'O

d’ ou 1’ équation [4]).
Multiplions les deux membres de la méme équation intérieu-
rement par G — O. Nous obtenons

(G—0)X M =0

d’ ot nous déduisons I’ équation [6],

‘%;(G'—O)XM;:G'XM:Q/\(G—O)XM

On sait que la connaissance d’une quatriéme intégrale
des équations [1] ou |2], distincte des équations [3), [4], [b],
permet de ramener le probléme aux quadratures et que
toute intégrale algébrique, indépendante du temps, est une
combinaison des trois intégrales connues, exception faite
des cas d’EuLkr, de LaaraNGE et de M.m* KowWALEWSKI.

Ayant traité le premier cas au § 3, nous nous occu-
perons des deux autres cas et d’ un autre cas particulier.
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a) L’ ellipsoide d’inertie est de révolution autour
d’ un axe OF passant par le centre de gravité.
On a

[7] (@ — 0) X M = const.’, Q X k= const.® °

Démonstration. — Nous avons déji fait remarquer, au para-
graphe précédent, que les trois vecteurs k, M et Q sont paralléles
4 un méme plan; il en est de méme par suite des trois vecteurs
G-~ 0, M, Q;: de I'’équation [6], on déduit alors la premiére des
équations [7].

L? équation [2] donne, en multipliant ses deux membres inté-
rieurement par k,

aQ' X k=Q' Xak=0
ou bien
QXk=0

et, 8i I'on remarque que I'’on a Q X k' =0, on obtient la deuxiéme
des équations [7].

L’ équation [4], qui est vraie dans le cas général, a
I’ interprétation suivante: la cuorbe décrite dans U espace
par U’ éxtrémité du moment cinétigue O + M (premiére
courbe d’impulsion) est contenue dans un plan orizzontal.

La premiére des équations [7] & interpréte ainsi: la
courbe décrite dans le corps par Uextrémité du moment
cinétiqgue O + M (seconde courbe d’tmpulsion) est conlenue
dans un plan normal a U'axe de révolntion.

Quant & la seconde, elle montre que: la composante de
la vitesse instantanée de rotation suivant I’axe de révolution
est constante ; autrement dit la polhodie est contenue dans
un plan normal a l'axe de révolution.

b) L’axe du moment cinétique est constamment pa-
ralléle & un plan fixe (Hess).

On a

[8] ) (G—0) X M=0;

1) La section de 1’ ellipsoide réciproque de I’ellip-
soide d’inertie par le plan normal & G — O est un cercle;

2) Le mouvement du centre de gravité est identique
& celui d'un pendule sphérique.



—_18 —

Démonstration. — Posons
Q=0+ M.

-L’équation [1] exprime que la vitesse de Q est normale & G — O;
par suite M doit 8tre normal & G — O, ce qui démontre la rela-
tion [8). De la relation [6] on déduit encore que G — O, M, Q sont
paralléles 4 un méme plan.

Par le point Q menons un ellipsoide réciproque de l’ellipsoide
d’inertie et le plan, normal & Q, tangent & cet ellipsoide. Son inter-
section avec le plan o mené par O normalement & G — O se trouvera
tangente & la conique d’intersection de 1’ ellipsoide et du plan o;
cette intersection- normale 4 Q et 4 G — O est aussi normale &’
Q — 0, d’ou la proposition 1).

Nous avons

Q=aM + bG — 0)
et par suite, en vertu de la relation (8],
2T=Q X M —aM?

Le rayon de la section circulaire de l’ellipsoide réciproque de
lellipsoide d’inertie est donné par mod (Q — O) d’une part et par
V/2BT a’ autre part, d’olt '

M?®=2BT
et, par suite,

1
a==.
De plus

¢ =A@ —0)=2NE=0)
(6 — O\G' =1 1LG — 0)* M — (G — 0) X M. (G — O)

d’ o, en effectuant le produit intérieur des deux membres par k,,
et en utilisant I’ équation (4],

aG _2 ~  oe— e
(a) k, X(G— 0)/\-d—t-_ B(G 0) = const.
On s aussi
a6 "_ MG — 0F _2T(G — O)
a) — B? - B !

et I’ équation [3] permet alors d’écrire

dG\: _2h(G— O
ar) = B

(® + 2ME O (6 — 0) X

Les deux intégrales (a) et () sont identiques aux intégrales
du pendule sphérique, ce qui démontre la proposition 2).
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¢) Occupons-nous maintenant du cas-de M.=¢ Kowa-

LEWSKI.
On a

A=B=2C

et le centre de gravité est contenu dans le plan des deux
axes principaux O¢ et Oj. On peut toujours poser

G — 0=ttt (t constant)
et disposer de I’ unité de longueur de fagon & avoir

= L_ On aura donc
Vi
C=pt*=1, A=B=2.

Si 'on pose pt= ¢, 'équation du mouvement devient
9] o« B QNI = cipR,

En outre, soit P un point du plan des deux axes 0¢
et Oj tel que 1' on ait

P= 0+ ge%i
et P, un autre point tel que I’ on -ait
P, = 0 + o*e%*%i.

On a les trois propositions suivantes :

1) Le module de la vitesse du point P, est égal au
double produit de mod (P — 0) par le module de la vitesse
du point P;

2) Les vecteurs P,” et P’ font respectivement des

angles égaux avec les vecteurs P, — O et P — O.
3) Pendant toute la durée du mouvement, on a

[10] mod (P, — Q) = const.®

(intégrale de M.me KowaLEwski), P— O et Q@ — O étant les
projections sur le plan des deux axes O et Oj des vecteurs
menés par O paralldlement & Q et & — ck,.

Démonstration. — On a

P, — 0= qeiv (P— 0),
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d’ oit Pon tire, en dérivant par rapport au temps:

P'=(¢' + icy) eiod

= (o' + Q') €% (P — 0) + e P’
et par suite
P,' =2¢eip P,
d’ ou la proposition :
Si I’ on pose

P' = rei¥ (P — 0),

on a
P, = 2¢rei¥ eio (P — 0) = 2rei¥ (P, —- 0),

ce qui démontre la proposition 2).
Désignons par p, g, » les composantes de Q suivant les axes
d’ inertie; I, m, n celles de k,. On a manifestement

P—-0=pi+qj=(p+iq)
p, — 0=(p+iq)2i:(p’-— % + 2pqd
Q— 0= — c(li + mJ).
Par suite
P, — Q=(p®— ¢® + ci)Yi + (2pq + cm)j.

Un calcul rapide et la forme des équations du mouvement dé-
duites de [9] montrent que les termes en ¢ et j disparaissent lors-
qu’ on dérive l’équation précédente. En effet si I'on remarque que

=RQA4, le coefficient de ¢ devient égal &

2pp’ — 29’ + ¢l — r(2pq + cin)
et il est nul parce que I’on a:
20" =qr, —2¢' =pr+cn, I'=rm—qn.
Par suite

«P, — Q) _
T ar
d’ ot

(7 —Qx 2B,

relation qui entraine I’ équation [10].
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CHAPITRE II.

Cinématique et statique des corps défor-
mables. — Formules fondamentales de
I’ équilibre et du mouvement des corps
élastiques isotropes.

§ 1. Déformation infiniment petite d’' un corps continu.

Soit P un point d’un corps continu, & un vecteur
fonction de P, '

(1] 8 = fP);
& tout point P faisons correspondre le point
P, =P+ s;

on dit que le vecteur 8 définit une déformation du corps.

Nous dirons que la déformation est infiniment petite
si_mods et moda (@ désignant un autre vecteur quel-
conque) sont compris dans des limites de grandeur telles
que 1’ on puisse écrire

2] f+ay=fP+ P —uy %

& certains vecteurs prés, dont les modules soient négligea-
bles vis-a-vis de mod s et de mod a.

L’ homographie
ds

B8 u=-%

s’ appelle homographie de la déformation.
Si 1’ on pose

BuraL1-Fort1 = Marcoroxeo. 1I, 2
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M=P+a
et si I’on désigne par M, I’ homologue de M dans la défor-
mation, on a
[4] Mi=M+ 8+ oa=P,+ a—+ aa.
Démonstration. — En effet les équations [1] et [2] nous donnent

M=M+ fM)=M+f(P+a)
ou bien
M,=M+ 8+ aa=P, + a+ oa,

ce qui démontre la-relation [4]. -

1’ équation [4] détermine la déformation infiniment
petite dans le voisinage de P.

En vertu de I'équation [4] le vecteur
[] a—+ oa

peut étre considéré comme I’ homologue du vectewr a dans
la déformation au point P. :

Si un point Q décrit, dans le voisinage de P, un plan
(ou une droite), son homologue Q, décrit aussi un plan (ou
une droite). De plus des plans (ou des droites) paralléles
se transforment en plans (ou droites) paralléles.

Démonstration. — Si 1’on pose
Q=P+ ma—+ nb
m, n étant des nombres, a, b des vecteurs, il vient
Q, = P, + ma. + nb + a(ma + nb)
= P, + m(a + oa) + n(b + ab);

ce qui démontre la propriété.

§ 2. Coefficient de dilatation linéaire, glissement mutuel
de deux vecteurs.

Soit @ un vecteur. Nous définirons le coefficient de
dilatation linéaire dans la direction a et dans la défor-
mation aw point P, comme étant le rapport (voir [B] § 1)

__mod (@ + aa) —mod @
= mod @ )

[
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Ce nombre ¢ est une fonction de la direction de @
seulement, comme il résulte bien aisément de 1'équation [1].

Si le vecteur @ est unitaire, ce nombre & est aussi
donné par I’ équation

[2] 1+ ¢ =mod (@ 4 a).

On appélle glissement mutuel de deux vecteurs, dans
la déformation aw point P, la différence entre la valeur
- primitive de I’ angle qu’ils forment et sa valeur aprés la
déformation. ,

Le coefficient de dilatation ¢ et le glissement mutuel
v de deux vecteurs orthogonaux s’expriment par les formules.

(8] e=aXaw=aXDaa :
[4] “t=a X ab 4+ b X aa = 2b X Daa,

dans lesquelles @ et & désignent deux vecteurs unitaires
orthogonaux.

Démonstration. — Posons par analogie avec 1’équation [2]
14 ¢ = mod(b 4+ ob),
puis :
cosp=a X b;
il en résulte ’

(14+¢e)(1+¢)cos(p—1)=(a+ aa) X (b + ab).

En négligeant les produits ee’, aa X db,..., en remplagant sint
par t et cost par 1, cette derniére équation devient

(e+¢e)cosp+rseng=a X ab+ b X aa.

En faisant successivement ¢ =0 et ¢ = T on déduit de 14 les

.5;
premiéres des équations (3] et [4].
Remarquons ensuite que 1’on a {I, n.° 9, [1], [2]}

a=Da+ Va/\, Ka=Da— Va/\.
Il vient alors
a X aa = a X Doa
aXab+bXoa=aXaw + aX Kab=a )X (a+ Ka)b,

d’ol les deux autres relations [3] et [4].



Considérons le systéme habituel dextrorsum de trois
vecteurs 4, j, k. Les coefficients de dilatation linéaire a, b,
c.dans les directions 4, j, k et les glissements mutuels
[, g9, h des vecteurs 4, j, k, pris deux & deux, constituent
les six composantes de la déformation relatives au point
P et au triédre Pi, Pj, Pk; ces six composantes, déduites
des formules [3] et [4], sont

a=1Xout=14XDaut; b=j X oj =j X Daj;
¢ =k X ak =k ¥ Dak;
f=J Xoak+Ek X oj =2j X Dak;
g=k X at +1 X ak =2k X Dai;
h=1 X af +j X of =2i X Daj.

§ 3. Analyse de la déformation.

Nous démontrerons le théoréme suivant :

La déformation infiniment petite d’ un corps continu
résulte d'un mouvement de corps solide et d’une défor-
mation pure (dilatation).

D’ une fagon plus précise, on a

[1] M, = M+s+—;—(rots)/\a+Dua,.

Démonstration. — L'équation [4] du § 1 donne
M, =M+ 8 + Daa + Va/\a,
et I’équation [1] résulte alors de la définition de I’ opérateur rot
[T, n.° 87 [1]}. Le théoréme Tésulte de 12 puisque 8 + % (rot 8)/\a avec

@ =M — P, détermine, comme on sait, un mouvement de corps
solide. . :

Les quadriques indicatrices de-a ou de Da {I, n.° 13},
c'est-a~dire les quadriques de centre P qui ont pour équa-
tion
[2] 2¢ = @ X Dad@ = const.’

sont dites quadriques de dilatation.
On voit tout de suite que la déformation pure s’ effec-
tue normalement aux quadriques de dilatation.
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Démonstration. — I’équation ;[2] I, n.° 42 nous donne, pour P

et a indépendants de M, la relation suivante
grady (M — P) X oM — P)i = 2Do{M — P),
d’oun '
Doa = grad,q.

Le cone asymptotique des quadriques [2] est, en vertu
de la seconde des équations [3| du § ple(.,(-‘dent le céne
des dilatations nulles.

. Les directions doubles de Du subissent une dilatation,
mais leurs glissements mutuels sont nuls. Ce sont les direc-
tions principales de la déformation.

§ 4. Dilatation cubique.

On appelle coefficient de dilatation cubique en P la
limite du rapport de 1’ accroissement d’ un volume t arbi-
traire, entourant le point P, au volume t lui-méme, lorsque
v tend vers zéro. Ce coefficient @ est donné par la for-
mule

[1] 8 =Tu=divs.
Démonstration. — En effet, soit M un point du contour o de t, n
un vecteur unitaire normal & o et tourné vers I’intérieur de t;

I’ accroissement (positif ou négatif) du voluine t provenant de la
seule déformation pure a pour expression

div (Daa) dt

—‘ (M, — M) X ndo = — |paa><ndo=

‘en vertu de I’équation [1] § 3 et du théoréme relatif & la divergence
{I, n.* 55 [1). Mais la relation i8] I, n.° 41§ nous donne

Idiv (Doa) dr = | 1,a.dv + | grad Da X @ dr;

par suite la limite du rapport considéré est précisément I,o,
c’est-a-dire, en vertu de la relation {[2], I, n.* 87j

Lia= I,@_ div 8.



§ 6. Formules de Saint-Venant.

Pour que I’homographie « définisse une déformation de
corps continu, c’est-d-dire pour que la relation [3] § 1 soit
vérifide, il faut et il suffit que I’ on ait

(1] RotKa =0.

Pour que Du définisse une déformation pure de corps
continu, il faut et il suffit que I’ on ait

[2] Rot KRotDu =0

Démonstration. — On sait déja (I, n.° éﬁ) [6])} que la relation [1]
entraine

das
apP’

o =

Réciproquement cette derniére équation, en vertu de I'éyuation
i[6}, I, n.° 44} entraine immédiatement la relation [1].
Rappelons les relations

Ka =Da — Va/\, 2Va=rots

et, en supposant vérifiée la relation [1], opérons sur Do. avec l'opé-
rateur Rot. On aura:

Rot Da.= Rot {Va/\} = ?dlpg — div Va

{1, no 44 [2]}; d’ ailleurs
div Va= % divrots =0

et par suite

dVe dv
Rot Do = AP =P’
avec
v =Vo,

d’ ou résulte la relation [2], en vertu de la relation {(6], I, n.° 44.
Réciproquement si la relation [2] est vérifiée, on aura

dv
Rot Do = (ﬁ’
(I, n.o 69, (6)] et, par suite, {I, n. 44, [7]; [6]}

grad K = grad dive =0.

dP
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On peut donc supposer v =rotu = Va, et I’on a alors

Rot Da=%‘;RotKu=O;ew.

La relation [2] remplace complétément les six relations
de Saint-Venant entre les six composantes de la déforma-

tion d’un corps continu; le lecteur pourra facilement tirer
de la ces six relations, {I, p. 149}

§ 6. Formules de Volterra.

Si s, et s, sont les déplacements des points P, P,
on a la formule

(1] 3 =28 +% (vot 8)) A(Py — Py)

+ﬁgDa+ (P— P,) ARot Di{ dP. (*)

.Démonstration. — Nous partirons de I’identité
"1
ds
8 = 8 +J Oﬁdp’
I’ intégration étant étendue 4 une courbe quelconque de P, a P,,
et puisque
. das

1
cﬁ’=a=Da+ §roto/\,

nous aurons

1 1
8, =8, +[ DadP+ %[ (rot 8)/\AP;
Jo 0

en observant que 1'on a

(rot ) \dP=d {(P, — P)/\rot 8} 4 (P - P,)\d rot s,
on déduit de la

1
8= 8+ %(rotso)/\(P,—Po) + f i {Da ar+ % (P— P)Ndrot s).

1 "P‘
(*) La notation[ signiﬁeJ.
Jo P,
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D’ autre part, on a successivement
drot 8 =rot ds =rot(a dP) = (Rot o) d I’

et
Rot o = 2 Rot Da. — Rot K 0. = 2 Rot Da

en vertu de la relation |[6) I, n.° 44|. La formule [1] est donc établie.

On peut déduire les formules de Saint-Venant, (for-
mules [2] du § précédent), de la relation [1].

Démonstration. — L’ intégrale du second membre de la relation
[1] doit conserver la méme valeur quelle que soit la courbe joi-
gnant P, & P,, c’est-a4-dire que 1’ on doit avoir

| {Da + (P — P)ARot DajdP=0

I’intégration étant étendue & une courbe s fermée.
Nous pouvens transformer I’intégrale précédente en appliquant
la formule {[3], I, n.° 60;; et nous aurons

‘ K Rot K [Da + (2 — P)/ARot Du] ndo =0,

o étant un diaphragme dont s est le contour, ou bien

(a) J (K Rot Do ndo + | K Rot K [(P - P,)/\Rot D] ndo = 0.

Or, en posant pour abréger
f = Rot Da.
on a '
Rot K [(P — P,)/\Rot Da] = — Rot[K Rot Da. (P — P)/\]
" =—Rot[Kp.(P— P)A\;
mais, si @ est un vécteur constant, on a
Rot [Kf. (P — P)\] @ =rot [KB.(P — P)\«]
—9v <Kﬁ. fil(f_dp—)*)/\‘ﬂ> + (Rot Kp) (P — P)Aai

en vertu de la relation i3] I, n.° 41;. Le second membre en appli-
quant la relation |[3] I, n.® 25/ se transforme aisément en

{Rot KB) (P — Py)/\ai + {B — L,Bia;
et, par suite, ¢ étant arbitraire, nous aurons )
Rot [KB. (P--P)\] = Rot K. (P — P)\+ B — I,
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ou bien ’
Rot K[(P — P))ARot Du] = — Rot K Rot Da. (P — P,)\
+ I, Rot Da — Rot Da.;

KRotK[({P - P,)ARot Da]=(P — P,)/AK Rot K Rot Da
— K Rot Do, "
puisque
I, Rot Do = — /div V Da=0.

Si nous substituons dans (a), nous obtiendrons

.

(P — PY)AK Rot K Rot Dan do =0,

et, o étant arbitraire, cette équation nous donne
Rot KRot Da =10
qui est la relation [2] du § précédent. .

§ 7. Homographie des pressions intérieures.

Soit P un point intérieur au corps. Menons un plan par
ce point et soient 7 un vecteur unitaire perpendiculaire
4 ce plan, Fn la pression, par unité de surface, qui s’exer-
cerait au point P sur ce plan si 'on enlevait la partie du
corps situés par rapport an plan du coté opposé & la direc-
tion 2 prise sur la normale.

Il existe une homographie B, fonction du point P,
telle que I’ on ait

n : n = pn.

Démonstration. — Construisons un tétraédre P A BC ayant un
sommet en P, dont la face opposée A B soit paralléle au plan
mené par P et dont les arétes soient deux a deux orthogonales. En
igsolant ce tétraédre dans le corps nous devons avoir pour I’ équilibre

J oFdt+ l F'pdo += ’ F'do, + (F’,cla2 + ' sl = 0.

F est la force s’exer¢ant sur I’unité de masse, F'p la pression
(par unité de surface) qui s’exerce sur un point de la face ABC, + F',
la pression analogue &’ exer¢ant sur un point de la face PBC, etc...
ot enfin ¢ est la densité, Mais, si I’on désigne par 4,4, k trois vec-
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teurs paralléles aux arétes P4, PB, PC, tous de méme sens que
ces arétes ou tous de sens contraires, on a

doy = n X tdo
et par suite

FF'do,=—nXiF,,do

etc. Déplagons le plan ABC parallélement & lui-méme jusqu’a ce
qu’ il passe par le point P. A la limite, on aura, en conservant pour
les diverses quantités relatives a P les mémes lettres, mais non
accentuées :

Fa=nXiF +nXJ Fy+nXk F,

ce qui démontre la relation [1].

L’ homographie § s’appelle honiographie des pressions.
On peut ensuite démontrer les deux théorémes sui-
" vants:

1.° Pour I’équilibre d’un corps continu, il est néces-
saire que I’ on ait en tout point intérieur

[2] oF =gradf (équation wndéfinie de ’équilibre),
o étant la densité au point P.
2.° L’ homographie f est une dilatation.

Démonstration. — La premiére condition nécessaire pour I’équi-
libre d’un corps continu est que ’on ait, pour toute surface fermée
o tracée arbitrairement dans le corps

JQth + [Fndo =0

d’ ol
Jngt + [ﬁndc =0

et, & cause du théoréme relatif au gradient {I, n.° 55 (3]s

'f(QF--gradﬁ)dr::O

et puisque la surface ¢ est arbitraire, l’équation [2] se trouve établie.
La seconde des conditions d’équilibre — celle relative aux mo-
ments — nous donne .

~

J oF A (P — 0)dx + [ﬁn/\(P— 0)do =0

- ———

I e ——
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en désignant par P un point quelconque du corps ou de la surface
et par, O un point fixe. En se reportant & I’équation |[5], I, n.o 56},
on tire de la

~

ngam:o
d’ o
V=0

ce qui démontre le théoréme.

§ 8. Composante normale de -'Ia pression.
Ellipsoide de Lamé.

Menons par un point O deux éléments plans admettant
pour normales n, ' (vecteurs unitaires). On a

1] n X Fn=mn X Fn,
équation dont I’ interprétation géométrique est évidente.

Démonstration. — En effet, du fait que p est une dilatation,
on & -

n' X pn=n X pn'.

L; équation [1] du § précédent entraine alors I'équation [1] &,
établir.

Posons ‘
(2] . Bp=n X Fn=mn X fn;

9¢ est la composante normale de la pression:
Les quadriques

[3] . 2¢ = const.®
s'appellent les quadriques des pressions. De plus, si I'on pose
N=0+mn, P=0+ Fn,
on a
(4] " Fn=gradyg; n = gradpq.
Démonstration. — La relation [2] s8’écrit

N—=0)XBN—0)=2¢
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et, en se servant de I’ équation (2}, I, n.° 42}, on en tire la premicre
des équations [4].
L’ équation [1] du § précédent s’ écrit

P—0=8(N-0)
et, par suite,
N—0=g=1(P— 0).
L’ équation [2] peut donc 8’ écrire
(P— 0) XB—1(P— 0)=2¢

et de la résulte, comme précédemment, la seconde dss équations
[4], puisque B—1 est aussi une dilatation.

Les équations [4] fournissent une loi de réciprocité évi-
dente et s’ interprétent aisément. La direction de Fy est
conjuguée, par rapport aux quadriques des pressions, du
plan sur lequel s’exerce la pression. ‘

Le lieu des points P s appelle 1’ ellipsoide de Lamg.
Il a pour équation ’

Bl B="(P—0)X B=(I'— 0)=(P—0) X p=*(P— 0) = L.

Démonstration. — On doit avoir en effet (N — 0)*=1 d’ot1 l'on
tire la premiére forme de ’équation [5]; la deuxiéme s’en déduit &
I’aide du théoréme de commutation, en remarquant que B—1 est
une dilatation.

Les directions doubles de la dilatation § en un point
0 sont, par définition, les droites principales de pression
en ce point. Ce sont les directions des axes des quadriques
des pressions et de I’ ellipsoide de Lamg.

Démonstration. — Il suffit de remarquer que f, p—1, f—?2 ont
les mémes directions doubles {I, n.° 24 [3]}.

‘Le cone asymptotique des quadriques des pressions,
lequel a pour équation

(N—O0) X B(N—0)=0,

est le cone des efforts tangentiels.
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8§ 9. Relation entre I' homographie des déformations
et I’ homographie des pressions
dans les corps él.ast‘iques isotropes.

En tout point d’ un corps élastique isotrope les direc-
. tions doubles de !’ homographie Do (§ 3) coincident avec
celles de 1’homographie f; de plus ces directions sont per-
mutables, au point de vue élastique. La relation entre les
deux homographies est exprimée par les équations suivantes

(1] : fp =— rILa — 2u. Da
[2] f = —Adivs — 2u. Da
(3] p=—NArdivs — 2.0+ p.(rot 8) A,
A ot p étant les deux constantes d’ élasticité de LaME.
Démonstration. — Posons
ai bj ck\ pt qj rk
Do '—( k) P= ( J k)

Construisons un parallélépipéde ayant un sommet en O, les arétes
issues de O dirigées suivant les directions doubles; exergons sur
les faces de ce parallélépipéde des pressions respectivement égales
en intensité a p, q, » par unité de surface. En envisageant les allon-
gements subis par les arétes conformément & la loi de HookE, nous
obtenons immédiatement les équations

18— -t%p; ete,

en désignant par E le module de Youna et par x le rapport de
Poisson. On a par suite

. 14+ a.
ai = Dafi=%,1,ﬁ.i—- —-ETZ- pe,
ou bien .
X 1+
Do= L —=T%;

c’est la relation entre Da et f.
Formons 1’invariant La:

3 1 — 2
lo="1p- “Lﬂ—— L1, .

En tirant de ces deux équations la valeur de B, on ohtient la
relation [1], en introduisant les constantes A et p au lieu des con-
stantes E, y.
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Les relations 2] et [3] se déduisent immédiatement de [1] en »

se servant des relations
La=divs, Do=a— Va\=o0 — % (rot s)A\.

~

§ 10. Potentiel d’ élasticiteé.

.

On appelle potentiel d’ élasticité la moitié de 1’ inva-
riant du produit des deux homographies a et f§ changé de
signe (voir § 14). Si I’ on pose

(1] 20 = — 1, (Be) = — L, (o),

on a .

2] oI — ( 4 2p) (I,0)® — 4p. I, Do

Bl . 200 = (4 2) (L) + 4 (Vo — 4. Tye
1 2(1

14 o = 7 (1pp — 2 F 0 1

[5] 201 = A(div %)2 — p(rot 8)® + p(grad divs)* — 2us X A's.

Toutes ces expressions mettent naturellement en évi-
dence le fait que II est un invariant.

Démonstration. — De I’équation [1] du § précédent, on tire

I(af) = — MI,0)? — 2u1, (a. Da). -

Mais on a
a. Do = (Da)? + Va/\Do,
d’ ol, -en se reportant & l'équation {[1], I, n.c 23},
I,(a. Do) =1, (Da)2.
La premiére des équations {[2], I, n.° 25} nous donne d’autre
part
I, (Do) = (I,0)? + 21, Do. — 14(2Da)
= (I,0)* — 21, Do.
d’ ot finalement la relation [2].
La relation (3] se déduit de [2] en utilisant la seconde des re-

lations {[10], I, n.° 17}.
Pour abtenir I’équation [4] remarquons que l'on a

I,(Bu) =1I,(Da.B)

P p—
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et que l’éqt'lation [2] du § précédent donne
_Xpa_l+4+x
D(’. = 'E I‘ ﬁ —E ﬁ.
Par suite
1+
Ief) =% (Lpr — 2 1(pY)

Puis .la premiére des équations {[2], I, n.° 25} donne

218 = (IB)* — Li(P%);

en éliminant I,(?), on ohtient la relation [4].
Enfin, pour obtenir la relation [5], il suffit d’utiliser la deuxiéme
forme de la relation {[1], I, n.° 47|

La relation [b] donne 1"expression sous forme absolue
du potentiel d’élasticité en fonction du seul vecteur s qui dé-
finit le déplacement. '

§ 11. Equations de I’ équilibre et du mouvement
des corps élastiques isdtropes.

Les formes les plus usuelles des équations indéfinies
de l'équilibre et du mouvement, c’est-4-dire des équations
vérifiées & tout instant en tout point intérieur du corps,
sont :

(1] F + a® grad divs — b*rot®s =0

2y F—+ (a®*— b grad divs + *A's =0
2

11 F— %—; + a*® grad div 8 — b* rot®s =0

. 2
(2] F— %; + (a® — b*) grad divs + b*A's = 0.

L4

Les équations aux limites, applicables au cas de I'équi-
libre aussi bien qu’au cas du mouvement, sont :

(3] % Fn + (a® — 20%n divs 4 20® Dan =0
(4] }Q- Fn+ (a® —20%)n div 8 + b2an 4 02 Kan =0

(6] % Fn+-(a® — 20%)n div 8 + 202 an — b(rots) A = 0.
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Dans ces équations g est la densité du corps; a, b
dsux constantes dont nous verrons la signification physique
et _qui sont liées aux constantes A, p de Lam# par les re-
LWIns:
et =21+ 2p, ob°® =yu;

a est P homographie%de la déformation.

Démonstration. — Les équations indéfinies de I’ équilibre se
déduisent de 1’équation 2] du § 7 en utilisant la relation [3] du § 9.
De la sorte, on a

oF = — hgrad divs —2u grad a + p grad(rot s/\);

~

d’ ailleurs {I, n.° 44 [2]; n.° 49 [2)}

grad (rot8/\) = — rot?s, grad a = grad % =A's.

On obtient donc tout de suite équation [1], puis Péquation [2]
I, n.o 49 [2)}.
) Les équations [1'] et [2'] se déduisent des précédentes a I’aide
du principe de D’ALEMBERT.

L’équation (3] s’établit immédiatement, en partant de ’équation
[1] § 7; et elle entraine, en vertu de formules bien connues, les
équations [4] et [5].

Les équations établies possédent cette propriété remar-
quable : si le volume v occupé par le corps est acyclique,
pour des déplacements donnés des points de la surface, la
solution des équations de 1’équilibre ou du mouvement éla-
stique, si elle existe, est unique. A ce sujet nous renver-
rons le lecteur & nos Eléments, page 149.

§ 12. Formule de Kirchhoff.

Nous posons pour abréger
» = mod (P — 0),

et, en désignant par % (P, ¢) un nombre, un vecteur ou une
homographie fonctions de P et de ¢,
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B [h]a;h(P,t—-f) o
" et = [+ 25,

a étant un nombre rdel non nul. .

Notons, avant tout, les formules suivantes, que nous
aurons & utiliser surtout dans le paragraphe suivant, et
dans lesquelles m est un nombre, % un vecteur, a une
homographie, fouctions de P et de ¢:

dfule _[du 1, du
2] =52 B (eman5)].
[3] gra,d [)’n]a = gra,d m — l @1 grad 7']
. | ) a ot a
[ 1 oul.
(4] rot [w], = Lrot: w — a grad r A\ W]a
(6] div [a] — dlvu—-£ rad » X ou
v‘ s == 5 grads i
(6] grad [a]; = [gra.d o —= gra.d r]

[7] grad [mla =-% [grad m],+ [m].® grad -
8] rot —— [“]“ :. [rot w])s + grad l NAlwla*
9] [“]“ L [div ulo+ grad i X [ala*
[o']a _ ' R * l
[10] grad == [grad a]f, +-tla gradr.
.Démonstration [2]. — On a, en posant v=1¢— 2’ e}: en obser-

vant qua

bu(” wPr) b[u]a [

dfuls = b-—g:—’) aP+ b-—“(P 5 dv

_[ou 1 ou
_.[ ap ey graerdP]a
—[_1 . ou
=|3p H(gra.du‘ot):ladP,
d’ ou1 résulte I’ équation [2].
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Démonstration [8]. — L’équation [3] est un cas particulier de
I’ équation [6]; il suffit de poser, dans cette derniére, a = m.
Démonstrations [4], [5]. — En appliquant aux deux membres de
Péquation [2] les opérateurs V, I, et en se rappelant les formules
{1, [2), I, n.° 87} on a aussitét les équations [4] et [b)].
Démonstration [6]. — On a {I, n.° 38 [3)}

grad [o]s X @ = div[Kaa]a,

a. étant un vecteur arbitraire mais constant. Le second membre de
I’ équation précédente, en vertu de I’dquation [5], est équivalent &

. 1 o0
I:dlv Ka.a——-‘;graerKst-a:l“
- 1 o
_[grada——zﬁgradr " X a,

d’ ot 'on déduit par comparaison 1’ équation [6].
Démonstration [7]. — Nous avons

grad @‘- = -qugrad [m]a '+ grad 71; [m]a

1 1 om 1
== [grad m—— -St—gra.d r]a + grad 7.[m]a
en vertu de 1’ équation (3]. Puisque
1 1
- grad » _rgrad?

on obtient I’équation [7], en se rappelant les équations (1.
Démonstrations [8], (9], [10]. — On applique la méme méthode.
Il suffira de se rappeler les formules {[2] I, n.° 41}, ’

Soit % un vecteur fonction du point P et du temps
¢, régulier ainsi que ses dérivées premidéres et secondes
dans un champ t et vérifiant I’équation” différentielle-

’u

1] £

—a*A'u=T,

dans laquelle U est un vecteur connu fonction de P et
de ¢. La valeur de w en un point quelconque O du champ,
et pour une valeur quelconque du temps, s’exprime par la
formule suivante de KIRCHHOFF

(12] dratu (0}4) =Jﬁ;(§p‘ n) [e]e* —:7[% n]: do
1

L
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Démonstration. — Nous appliquerons la formule de Gauss (voir Z
Appendice), ¢’ est-a-dire la formule - .
————"

4:m9 =J(d )uda +f grad dr,

rau

[‘u]a*_[‘ll/'f' a ot

fe

au vecteur

Nous anrons

@) 4n w(0,t) —f [u]a* do + f dfteal * grad dr

Or nous avons successivement

r bu
dfuja* [ "'a Y3 1
grad —
ap r
du r d au 1 ou dr 1
= dPgrd tLaP w8 +a St ap8ed s

du  rdu
+ar=(5z+zsrz)l'

Le second membre est équivalent &

ldu 1, 1 ()u a o 1
puisque

dr 1
Pgrad _grad Xgradr_ =t

en vertu de la relation [11], il est encore égal &

1 du 1 19/1du i
[grad (r dP) U-~— 2 a(;ﬁ)grad ? )]a,

et, par suite, & cause de la relation [6], nous aurons

1 du dule* 1
a’r [Uls ==3p—grad -

grad

Si nous substituons dans la relation (a), nous obtlendrons la
formule [12].

Si dans l’équation [11] nous posons

T w = ga, U = ®a,



e

avec @ vecteur constant, ¢ et ® fonctions numériques de

P et de ¢ telles que -

2

8t2 a/‘(p—-(l)

la formule [12] nous donne la formule ordinaire de KIRcHHOFF.

§ 13. Formules fondamentales relatives aux déplacements
et A la dilatation cubique dans le mouvement
d’ un corps élastique isotrope.

1

A une époque quelconque ¢, le aéplacement s et la
dilatation cubique ® en un point quelconque d’un corps
élastique isotrope ont les valeurs données par les formules
suivantes

[1]  4xb?8(0,t) = (a® — b grad, ® + b grad ¢ + U

N a® — 2b% ([6%(s X m)] do
2] 4na®8 (0,t) = div, ¥ — —3 J[ oe ]«7

?

dans lesquelles O est un point et ou 1'on a posé

8] —[ivah %, o =[oxns
1

[4) U=[ [F],.— [ n],,— + o [ [8]5* Z—;,nda

-+ b’f[s],,* X grad ; ndo

d
B v=[rEsl f (F. 20  top J [sle* - m do.

Dans toutes ces formules ¢, U, ¥ et par suite s ot 6
dépendent en définitive des éléments fondamentaux, c’est-
a~dire des forces donnéés d’une part et des pressions et des
déplacements au contour d’autre part.

Démonstration. — Nous appliquerons la formule de KIRCHHOFF,
¢’ est-a-dire 1’ équation [12] du § précédent, en tirant la valeur de
a 8
o
de 1’équation [4] du méme §.

— 0t A\'s de Y équation [2'] du § 11 et la valeur de Eﬁ”—‘m




— 87 —

Nous aurons ainsi
al
4xb%8(0,t) = J [F]h I[Fﬂ — j (8] * ZZ-I-: nds
: do . dz
+ (a® — 2b’)f['n div s} - + (a? — b’)j[grad div 8]67

+ b’J[Kun] d—:

Dans l’'équation [7] du § précédent, posons m = div 8, intégrons
dans le champ v et appliquons au premler membre le théoréme
du gradient; nous aurons

—f[div shkn d—:- =J[gra.d div s g -|—J [div 8]p * grado% dr.

D’autre part la méme équation [7] donne

[d1v 8lp

grad,———=[div sls* grad, %

Nous obtenons done
J [grad div s]e Cg— = —J[div shhn %’ + grad, ®

Portons cette expression dans la valeur trouvée pour &; la
somme de la quatriéme, de la cinquiéme et de la sixiéme intégrale
se réduit &

a® — b?) grady @ + 6% | [Ko n — ndiv s} d7°.

Transformons cette derniére intégrale, en multipliant intérieure-
ment par un vecteur constant @; en vertu des égalités
aX Kan —aXndivs=n)X(ca —adiv §)
= — n X rot (a/\8),

on peut écrire

do

axj[Kan —n divsh — J [n XX rot (a/\s)]b—

et, si Pon applique I’ équatlon {8] du § précédent, cette derniére
expression 8’ écrit

— Jn X rot, L‘{}—a]b- do+ | n X grad %/\ [@/\8]s * do.
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La premiére de ces intégrales est nulle et la seconde a pour
valeur

a XJ{[s]b* X grad % n — (8 * X n. grad ;1‘— do,

mais on a, toujours en vertu de I’équation [7] du § 12,
1 1
[8]6* X n. grad - do = — | [8]s* X n. grad, - de

do
=—gmdo[[8]bxn7=—pado¢;
par suite, et puisque le vecteur @ est arbitraire, il vient

J[Kan — n div s]b-c—lr—? =J[8]b * % grad %.n do + grad, ¢.

En portant donc cette valeur dans 1’ expression de s et en se
rappelant la définition [4] de U, Y équation [1] se trouve établie.

Par un calcul tout pareil, que nous supprimerons pour abréger,
on démontre I'équation [2]). Il suffit de partir de 1’équation [2'] du
8 11 et de prendre la divergence des deux membres. En posant
O =divs, on a

8

> a’fe div F;

par suite on peut appliquer de nouveau la formule de KIRCHHOFF.

Dans le cas de I’ équilibre élastique, nous aurons :
[6]  4nb®s (0) = (a® — b?) grad, @ + b* grad, o+ U
[7] 4na® ©(0) =div, U,

formules dans lesquelles on pose
(I)==Jdivs.'q£, q)=[san_o_’
r . r
! a 1 d
g | V=TS o[ 1T

1
_ 2 il
-+ b,Js dPndo—l— b J 8 X grad pey 1.®do.

Démonstration. — L’ équation [6], avec les notations [8], est
un cas particulier de I’équation [1]; il suffit de supposer que tous
les éléments sont indépendants du temps.
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On déduit aisément [7] de [6] en prenant la divergence des
deux membres (au point O) et en remarquant que !’on a

div grad, ¢ =0, div grad, ® = — 4x div, s.
1l y a également lieu de noter la formule
[9] 4nb® rot 8(0) =rot U,

valable dans le cas de 'équilibre et dans celui du mouve-
ment.

Démonstration. — On déduit immédiatement cette formule de
I’ équation [1] ou de ’équation [6] en appliquant aux deux membres
I’ opérateur rot.

Notons finalement la représentation suivante du dépla-
cement & 1’aide de potentiels harraoniques v et ¢ et de
potentiels biharmoniques w,

[10] 8 =grad V4 rot ¢,

en posant

w—'err—l— [rlf‘n do 2b2J Pndo

: 2
V= d1v w+ - (2b — l)q)

v l ’ do
b= - — 8b2mtw’ v=Js/\n7.

Démonstration. — Il n’y a qu’a se servir d’une formule des
Eléments (p. 155, form. (12) pour 2=1) qui nous donne

2a2 o =JF X grad rdx + —I—JFH X grad r do

d grad " nde — ab%.

+20* |8 X

Si P on remarque que l’on a
F X gradpr= — F ) grady,r = div, (rF); etc.,
on peut I’ écrire
) 2a2 ® = — div, w — 4b%.
De plus, le symbole A’ étant supposé relatif au point O, on a

Nem =2



d’ ot
z 1 1
'w= 2 — . & — —. . -
A'w=2U +Ab f(grad po X n. ¢ —8X grad po n)do
La quantité sous le signe d’intégration & écrit
gradp - \(8/\n)=— grady = /\(s/\n)
= — roto(s—%?). »
" On a par suite, en supprimant pour simplifier I’ indice O,

A'w =2U — 2b%rot v = grad div w — rotw.

En portant ces valeurs dans 1’ équation [6], on obtient I’ équa-
tion [10].

§ 14. Potentiel d’ élasticité des corps élastiques.

Faisons subir des déplacements virtuels ds aux points
d’ un corps élastique déformé et en équilibre. . Le travail
virtuel 3L des pressions intérieures, égal et de signe con-
traire au travail virtuel 3/ des forces données et des pres-
sions au contour, s’ exprime par

1] 3L — Ii(ﬁ%%)dn

Délflonst{'ation. — On a en effet
L=—08l= —JQFX Bé dv —f ™ X 88 do.

Mais <;n a ' .

JFH X b8 do =J(ﬁnv>< d8do = Jn X pds do = — J div (pds)dz

en vertu de 1’équation [1] du § 7, du théoréme de commutation et
du théoréme sur la divergence. L’équation [2] du § 7 donne ensuite

L= —J[grad B X 88 — div (Bds)] dv,

d’ ol ’équation [1], si ’on utilise I’équation |[3], I, n. 41} en se rap-
pelant que P est une dilatation.
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Admettons 1’ existence d’une fonction .II (potentiel
d’ élasticité rapporté & 1’ unité de volume) dépendant de
I'état actuel du corps et telle que son aggroissement changé
de sugne exprime le travail élémentaire a.ecomph par les
pressions intérieures. On a alors

(2] I, (B. %) = — I

Démonstration. — En effet

L = — (8[1. dv= - Sfﬂdt

o

@’ ol l’équation [2], par comparaison avec [1].

Par un point O pris arbitrairement & I’ intérieur du
corps tragons trois plans, deux & deux orthogonaux et dont
les intersections mutuelles soient paralléles & trois vecteurs
unitaires 4, j, & ; soit F, la pression par unité de surface
qui s’exerce sur le plan dont la normale est 4; soient F,,,
F,,, F,; les coordonnées de cette pression suivant trois axes
arbitraires, et ainsi de suite; soient enfin e,,, €g9, €33y €93y .-
les coefficients de dilatation suivant les directions de ces
axes et les glissements mutuels. On a:

d
18] I, (Ba) =1, (ﬁ d;\) Fiiey+ Fopege+..... + Fis e

. dds
(41, ([3 ﬁ) =— I =F,,. d¢; + Fygp. 080+ ..... —~+ Fg. 8¢,

Démonstration. — En effet, le premier membre de [3] est équi-
valent A '

L(Ba) =14 X ot + ..... =piXot+.....
=(FyutXoi+ FiggXoai+ FgkXot)+.....
= Fy i X aé + Fyj X of + Fy kX ak
+ Fy (G Xak+EXad) +..... ,

car I'équation [1] du § 8 montre que Fys=
Les formules du § 2 montrent alors l'exactitude de I’équation
[3] et, par suite, de !’équation [4].

La loi de HookE généralisée montre, comme un fait
d’ expérience,, que les quantités F,, sont (comme dans le
cas des corps élastiques isotropes) des fonctions linéaires
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et homogénes des &,,; par suite, relativement & un systéme
de référence donné (0, 4, j, k), les F,, sont définies comme
fonctions linéaires. et homogénes des e,, avec 36 coefficients
a,s (constantes d’ élasticité 1sotherm1<1ues) On a ensuite les
équations suivantes :

[B] — Il ==rg,.0 Fy + g5 8 Faog+.0vo0 0.8 Fyp
[6] © I,(Ba) = —2II
[7] - L(Ba) =1I,(B'a),

o' désignant une homographie des déformations et B’ une
homographie des pressions corresponda,nt a4 une seconde de-
formation du corps.

Démonstration. — Le second membre de [4] devant é&tre une
différentielle exacte, on doit avoir entre les constantes d’élasticité
les relations

Qrs = Qsr,

lesquelles permettent de réduire & 21 le nombre des constantes
pour un corps élastique gtielconque. De 14 la relation [5].

En additionnant les équations |4] et [5], en intégrant et en uti-
lisant la relation [3], on obtient I’équation [6].

Enfin ’équation [7] résulte de la symétrie présentée par la fonc-
tion bilinéaire

EHF""'—ER F'n"i‘ ..... +~8‘g F"go

§ 156. Théoréme de réciprocité de Betti.

Soient. deux déformations 8 et 8 d’un méme corps
élastique correspondant la premiére & un systéme F, F),
de forces données et de pressions au contour et la deuxiéme
a un second systéme F', F'j. On a

1] JQFXS dt+(FnX8 dG—JQF’X 8d1:+fF’ X 8da.

Démonstration. — En procédant comme on 'a fait pour I’équa-
tion [1] du § précédent, on voit que le premier membre de 1’ éga-
lité [1] est égal a

— | L (Bo’) dv
et 1’ équation [7] du § précédent montre alors qu’ il est identique
au second membre.
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CHAPITRE III

Mouvement libre par ondes planes dans
les milieux isotropes ou cristallins.

§ 1. Corps isotropes.

Considérons une perturbation qui se propage dans un
milieu élastique. Nous dirons qu’elle a lieu par ondes planes
polarisées quand tous les points d’un plan normal & une
direction fixe se trouvent dans le méme état de mouve-
ment & un méme instant et si ’on a en outre

[1] . 8=3su

en désignant par 8 le déplacement & 1’époque ¢, par « un
vecteur unitaire constant paralléle & la direction du dépla-
cement; la grandeur s du déplacement est supposée fonc-
tion seulement du temps ¢ et de », distance d’un point fixe
-0 au plan de I’onde. En I’ absence de toute force exté-
rieure, nous dirons que le mouvement est libre. Nous dé-
montrerons tout d’abord le théoréme suivant :

Dans un milien isotrope peuvent se propager libre-
ment des ondes transversales, ¢’ est-a-dire des ondes dont
les points ont des déplacements contenus dans le plan de
l'onde, et des ondes longitudinales, ¢’est-a-dire des ondes
dont les. points ont des déplacements normaux au plan de
I’ onde.

La vitesse de propagation des ondes transversales est
b et celle des ondes longitudinales est @, en désignant par
a et b les constantes du § 11, Chap. II.

Les ondes transversales n’ ont pas de dilatation, mais




’
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ont une rotation; les ondes longitudinales n’ont pas de ro-
tation, mais ont une dilatation.

Si I’on désigne ensuite par n et m, deux vecteurs
unitaires constants, le premier normal au plan de I'onde,
le second paralléle au méme plan, et situés en outre daus
~ un méme plan avec 8, les équations des deux mouvements
vibratoires, longitudinal et transversal, 'une et ’autre iden-
tiques & I'équation des cordes vibrantes, sont :

%8 X n) —a? (s X n)

ot ot
(2] 0
%8s X n,) bza(sxni)
e ort

Démonstration. — On a
s=(8Xn)n+ (8 Xn)n;

I’ équation [1] donne ensuite successivement

divs=gradr><%=n><5;' 0("0);”)
grad divs= b’(a X n) I AR gradr = 02(3;5 n) n;
et 1’ on obtient de la méme fag:on
rots=gradr/\ _n/\ o8 f'(_”br/ﬁ

rot? s = grad »/\

NS 2 /\S)
/’-2

0t (3><”4)

o
mXsn—sg=— o

=

En substituant ces valeurs dans I’ équation [1] du § 11, Chap.
II et en égalant les coefficients de n et de n,, on obtient les équa-
tions [2]. De ces derniéres résulte d’une fagon bien connue !’inter-
prétation des constantes a et b.

On remarquera ensuite que la premiére des équations (2] cor-
respond & l'équation [1'] du § 11, Chap. II, en supposant la rotation
nulle. Il suffit encore & introduire un triédre de référence, dont
I'un des vecteurs fondamentaux soit », pour démontrer que les
ondes longitudinales donnent lieu & une dilatation, mais qu’ il ne
leur correspond pas de rotation, etc.



§ 2. Corps cristallins.

Soit § 1’ homographie (dilatation) des pressions intérieu-
res, 8 le déplacement, fonction de P et de ¢: I’ équation
du mouvement libre dans un milieu cristallin est

2
1] %+gradpﬁ=0.

Démonstration. — Il suffit d’appliquer le théoréme de p’ALEM-
BERT et 1’ équation [2] du § 7, Chap. IL

On a supposé la densité du corps égale & 1 (ou encore
englobée dans f). .

On a le théoréme suivant:

L’ intégration de I’équation du mouvement par ondes
planes polarisées se raméne & celle de I’ équation des cor-
des vibrantes.

Démonstration. — En se servant de I’équation [1] du § précé-
dent, on met ’équation [2] sous la forme

0% .
(a) b—ﬁu-i—gradpﬁ:O.

Soit a I’ homographie de déformation. On a

a—d_s—b_sgﬁ—bsu_dﬁ—iga'
T daP  rdP” o dP” o !

en posant

, dr
o= u 5= H(grad »,u) = H (n,u) (*)

et en se reportant a 1’équation {[4] I, n.° 39}. On voit qu’ on peut
considérer o' comme 1’homographie d’une déformation dont les dé-
placements sont » w.

Posons de méme, pour I’homographie B des pressions,

8 o
- 0_”' ﬁ ]
p' est 1'’homographie des pressions qui correspondent & la défor-
(*) Nous avons décidé {I, page 32} que nous emploierions exclusi-

vement des opérateurs ¢ gauche. Une seule exception a été faite en fa-
veur de 'opérateur impropre nombre réel (I, page 5, n.° 5), pour nous
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mation o/, On a par suite: ‘

l p'e’ = p'H(grad r,u) = H (grad r, f'u). .
Posons enfin

—2II' =1,(f'o’) =grad r X f'u=n X p' u,

en utilisant I’ équation {[3], I, n.° 12}. On a

1po) = (2 ) T, pa)

8\ .
n=(3)
par suite IT' est, tout comme II, une quanﬁité toujours positive,

c’est-a-dire que l'on peut toujours poser

2IT' = ?

d’ou I’on déduit

avec « réel; on a, par suite

©®) nXpu=uXpn=—ol

conformer & l'usage. C’est en vertu de cette exception que nous avons
pu donner & la seconde formule générale de la page 62 (Tome I) une
forme analogue & celle qui se présente en Analyse. C’est pour la méme
raison que nous pouvons écrire

(a) - u. gi-; au lieu de H (grad m, ),
(b) ' u.-a-l-)v au lieu de H (grad m, u) v,

et que nous pouvons donner, en vertu de (@), la forme suivante & la
formule {[4], I, n.° 39j:

d(mu) dm
—dP = dP+ -ap"

Nous ne pourrons jamais recommander avec assez d’insistance au
lecteur de limiter exclusivement aux cas (a) et (b) ’emploi de 1'excep-
tion indiquée plus haut: sans cela, les notations présenteraient des
inconvénients notables dont on a de nombreux exemples dans le calcul-
de GiBBS qui emploie un mélange d’ apérateurs & droite et d’ opéra-
teurs & gauche. C’est ainsi, par exemple, qu’il ne convient pas de
remplacer la notation binaire H (u, v) par la notation ». % )X, car
v.u X a la forme du produit de deux opérateurs, alors que ¥ n’est
pas un opérateur. Il convient bien.moins encore d’étendre aux opéra-
teurs l'exception faite en faveur des nombres réels et d’écrire indiffé-
remment aw ou wa.
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puisque f' est une dilatation. IT' est donc le potentiel d’élasticité
correspondant 4 la déformation o'

Ceci posé, on peut aisément transformer I’ équation (a); on a
en effet

— E 7 V) ()_3 —a 0% _()_23_ "
gradpﬁ_.grad(brﬁ)—ﬁ(gradbr>._ﬁ(ﬁn>_br,ﬂ n,

puisque B’ est ihdépendant de P; et I’ équation (a) devient

0%

% .
‘)Tzu+ a—;,-ﬂ'ﬂ:o,

en maultipliant intérieurement par u et en tenant compte de I'équa-
tion (b) on obtient

o’ _ o %

e

ce qui démontre le théoréme.

On a les formules trés importantes qui suivent :

: dts o 9%
(2] = o
os\e__,
18] m— (ﬁ) I
[4] 02 =2[T"=wu X gradeIT'
[6] o?*u =grado IT';

dans lesquelles on a posé
Q=0+ w.

Démonstration. — Les relations [2] et [3] ont été établies dans
la démonstration précédente. De plus Péquation [2] fournit 1’ inter-
prétation de w qui est la vitesse de propagation des ondes planes.

De 1’ équation (b) on tire

w®? =2'H'=—u)<ﬁ’n=—(0— 0) X p'n
et, par suite {I, n.° 42, 2]},
p'n = — gradqIl’
d’ ot résultent les équations [4] et [5].
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§ 3. Ellihsoide de propagation et ellipsoide d'élasticité. ’
Lois de Fresnel.

Posons

M = 0+ ou;
I’ équation
[1] ATy =1

représente un ellipsoide, de centre O, qu’ on appelle ellip-
soide de propagation. 1l dépend du milieu et aussi de la
normale 7 4 l'onde plane considérée.

Nous allons démontrer la proposition suivante :

La direction du déplacement est paralltle & I’un des
axes de I’ ellipsoide .de propagation; la vitesse de propa-
gation est, en grandeur, 1'inverse do ce méme demi-axe
de 1’ ellipsoide.

Démonstration. — L’ équation [5] du paragraphe précédent
exprime que le rayon issu de O parallélement & w est normal &
I’ellipsoide semblable & I’ellipsoide qui passe par O et semblable-
ment disposé; en outre

2Al'y =20 II'g = Q¥ =1,

ce qui démontre la seconde partie du théoréme. °

Dans le milien qu’ on appelle milieu élastique de GrEEN,
il peut y avoir ou bien des vibrations purement transver-
sales ou bien des vibrations purement longitudinales. Bor-
nons-nous aux premiéres pour lesquelles on a

(2] n X u =0,
et posons®
[3] Q=04u, =0+, w=n\u;

u et w' seront les directions, perpendiculaires entre elles,
des deux vibrations transversales. On a en outre les for-
mules suivantes ; : :

[4] grade II'A\n = grado Il' = o'u
(6] 0w’ = gradg I’ — un

BuraLI-ForTI = MARcOLONGO. II. 1
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dans lesquelles on a posé
p=mn X grade IT".

Démonstration. — Ayant posé les équations [8], on a, pour un

déplacement arbitraire de Q, '
dQ = duw' =n\du=n/\dQ, "

all' = grade IT' X dQ' = grade IT' A\n X dQ= gradq II' X dQ
d’ ol résulte, puisque dQ est arbitraire, la premiére des équations
[4]; la deuxiéme coincide avec la relation [5] du paragraphe précé-
dent. ) »

Multiplions les deux membres de [4] vectoriellement par =;
nous obtiendrons I’ équation

0w/ \u=mn/\(gradg II'/\n) =gradg' II' — n X grade/ II.n

qui n’est autre que 1’équation [5].
On peut déterminer la forme de IT ou de IT' de fagon

que les conditions imposées au milien de GREEN soient
vérifiées. Une forme possible de IT' est la suivante

[6] 211" = m (uw X n)® + 2¢
avec
[7] 20 =u' X oot

m étant un nombre constant, w’ une seconde direction de
vibration normale & % et ¢ une homographie (dilatation)
dépendant ‘des seules constantes du milieu.

L’ ellipsoide '

20=1

(quadrique indicatrice de o) s’appelle ellipsoide d’élasticité.

. ) .
Démonstration. — En effet les équations [4] et [6] entrainent
I’ équation : :

0l = grad ¢ + m(u X n)n,
laguelle est identiquement satisfaite si 1’ on pose
u=mn, =0 m=aw’

¢’ est-a-dire si la vibration est purement longitudinale. Les deux
autres vibrations sont donc transversales et, pour ces vibrations,
2IT' ne différe pas de ¢.
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L’ ellipsoide d’élasticité
=1

dépend des seules constantes du milieu (au nombre de six distinctes).

Il est maintenant facile d’établir les lois de FrEsNkL,
qui sont les suivantes: les deux directions des vibrations
transversales sont paralléles aux axes de !’ ellipse d’inter-
section de I’ ellipsoide d’élasticité et du plan mené par O
parallélement au plan de ’onde; les deux vitesses de pro-
pagation suivant ces directions sont égales, en grandeur,
aux inverses des demi-axes de 1’ ellipse.

Démonstration. — I’ équation [4] nous donne
. o'u=grady o/\u
d’ ou
u X gradg ¢=0
équation qui exprime que les deux directions wu et u’ sont conju-
guées par rapport & I’ellipsoide ¢ = const.; et comme ces direc-

tions sont orthogonales et qu’elles appartiennent. au plan de I’onde,
la premiére loi est établie.

En multipliant «intérieurement les deux membres par % et en
remarquant que

gradg @ = ou',
on obtient
o®=grady ¢/\n X u=ocuw' X o' =2p,
d’ol l'on tire, en posant
P—-0=r(Q —0),
I’ équation

§ 4. Rayon. Surface d’ onde.

Le rayon correspondant & l’onde plane de normale n
a pour direction grady ¢, en posant

N=0+n.
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Si l'on désigne par » un vecteur unitaire paralldle &
ce rayon, il existe un nombre o, tel que 1'on ait

(1] o 0,7 =grady @,

et I’on a alors:.

21 0 0, 7 = 0¥ — pw’

[3] 4 . 00,2 = o' 4 p?

(4] : 0 PrXNn=0

) W= po — ®)~'n

(6] o6 —o)'r=00—0’) " in= ow

[7] . nx(c—w”)—‘h=0

(8] or X (6 —of)lr4-1=0

(87 rXofo—wo)~lr=0

19] 0 (0 — 0= mf —? (0 — o)~ 1P & = — L,

¥ of—o

Démonstration [2]. — Par un raisonnemert identique & celui

du § 8, on obtient
grady ¢ = u/\grad¢ ¢;
par suite ’équation [1] donne, en utilisant I’équation [5] du § 8,
ow, r=u/\(0t' + pn)=w0in —pu'

ce qui démontre la relation [2].

Démonstrations [3], [{]. — En élevant au carré les deux membres
de I’équation [2] et en multipliant intérieurement par n les deux
membres de [2], on obtient respectivement les équations [3] et [4].

Démongstration [5]. — L’équation [5] du § précédent donne, si
I’ on remarque que

ou' = gradq @,
la relation
(a) . ou' = ' + un,

qtii, résolue par rapport & ', fournit I’ équation [5].
Démonstration [6]. — L’équation [2] nous donne, en vertu de
[3] et de [5), ’ '

o r=oll+ (0 — o) (c— aty~1]n;




or on a
(@ — o) (0 — oY1= [0 — 0 — (o — a] (0 — u?)~1
=—14(c—o0?}(c—w)-1;
on obtient donc finalement
. o =ow(c— o) (c —ot)=ln.

Ep appliquant, & gauche, I’opérateur (6 — w,®)—! aux deux
membres de cette équation, on obtient la premiére des équations
[6], et, en utilisant 1’ équation [5], on obtient ensuite la deuxiéme
équation [6]. ~ .

Démonstration [7]. — Il suffit de multiplier intérieurement par -
n les deux membres de [5].

Démonstration [8]. — Multiplions intérieurement par » les deux
membres de [6], puis par «'.les deux membres de [2]; nous aurons:

ot X 1
orX(c—ol=1r m ~
d’ou I’ équation [8]. .

Démounstration [8']. — En multipliant {X) les équations [2] et
(a) on obtient » ) ow' = 0; en utilisant I'équation [6], il résulte de
14 I’ équation [8). '

Démonstration [9). — Il suffit d’élever au carré les deux mem-
bres de [6] et de remplacer p® par sa valeur tirée de [2].

L’ équation [4] nous donne I’ interprétation de.w, qui
est la vitesse de propagation le long du rayon 7.

Les équations [7] et [8] sont deux équations du second
degré vérifiées respectivement par w® et par o,

Lorsque #» varie, le point

P=0+or
décrit la surface d’ onde.

L’ équation de la surface d’onde a les deux formes
suivantes :

[10] (P—0)Xjo—(P— 0% (P—0)41=0

(11] (P—0)X 0i{Co — (P — 0% (P — 0) —I,6=0.
Démonstration [10). — Exprimons » en fonction de P;‘.en por-

tant la valeur ainsi tirée dans (8], nous obtiendrons 1’équation [10],

car on a 0.22=(P— 0)
Démonstration [11]. — D’ aprés I’ équation [8] on g:

(P— 0)Xe(0c—of)=1(P— 0)=0.
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En remarquant que ¢ — w,? est une dilatation et en utilisant
Téquation {[4'], I, n. 20}, nous obtiendrons

(P— 0)X oR (6 — @) (P— 0)=0;
d’ autre part on a tout de suite
R{o + ) =Ra + 2 CKa + «*
a2 étant un nombre et a une homographie; on aura donc
(P—0)Xo(Ro— 0,2 Co + 0,*)(P—0)=0,

d’ol Y on déduit I’équation [11] en divisant par w,?, aprés avoir

encore utilisé 1’ équation {[4'], I, n. 20}.

Le point P précédemment défini est la position finale
aprés une unité de temps d’un point lumineux qui partant
‘de O aurait un mouvement uniforme sur #, de vitesse w,.

Nous démontrerons encore la propriété suivante :

La surface d’ onde est 1'enveloppe des plans des .di-

2\

verses ondes dues & une perturbation d’origine O, aprés
une unité de temps.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que le plan tan-
gent en P & la surface d’onde est normal & n.

En effet, en différentiant 1’ équation [10], on a, en vertu de {[3],
I, n. 36}

dPXo=1(P— 0)+ (P — 0) X a—1dP
—(P— 0)Xa=t.da.a=(P— 0)=0
ol I’ on pose, pour.abréger, -
a=0¢— (P— 0);
et puisque o—1 est une dilatation et que ¢ est indépendant de P
2dPX a—=1(P — 0) + 2(P—0) X a=L.(P— 0) XdP.a—1(P— 0)=0.
Le dernier terme du premier membre est égal &
2P— 0) Xa=lLa={P—O0).(P—0)XdarP
=2dP X [(a=1(P— O)E(2— 0).
Par suite il viendra
AP X {(6 —o)=1r + o2 [(6 — o) --1rPEr,=0,
ou, en vertu de [6] et de [9],

o fou! | o L,



ou -enfin
dPX n=0.

Si 'on remarque ensuite que la projection de P— O sur n est »
donnée par 'expression

(P—0)Xn=o,rXn=oa,

le théoréme se trouve démontré.
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CHAPITRE 1IV.

Hydrodynamique des fluides parfaits et des
fluides visqueux (*).

§ 1. Equations fondamentales du mouvement
des fluides parfaits.

Nous représenterons par F' la force rapportée & I'unité
de masse, par ¢ la densité, par v ou par P’ indifférem-
ment la vitesse, enfin par p I'intensité de la pression spéci-
fique au point P d’une masse fluide en mouvement.

Nous admettrons entre p et @ une certaine relation
(équation caractéristique du fluide). Les équations indéfinies
fondamentales du mouvement prennent la forme suivante :

dv _ 1
1] ; —”+—1’v—F—l rad
l "ot APt = gracp
" v P | -
[1" 8t+ (rot v /\v+2gradv I——gladp
(2] 3—(;) + div (ev) =0
21 Zg—lf—gdlvv—-o

(*) Nous ne ferons ici qu’ un exposé rapide des poiﬁts les plus
essentiels de cette importante théorie qui sera l’objet du volume III,
par M. Boaaro.



" Démonstration. — L'équation [1}, qui est I'équation fondamen-
tale, n’est pas autre chose que 1’équation [2] de la page 140 des
Eléments.

L’ équation [1'] se déduit de [1], en considérant v.comme fonc-
tion de ¢t ot de P; c’est la forme dite forme eulérienne des équa-
tions du mouvement. .

L’équation [1”] est aussi une conséquence de [1']; il suffit d’ap-
pliquer I'équation {[1"”] I, n. 88. ~

L'équation [2] est 'équation de continuité (Eléments page 141, [3]).

Pour obtenir [2'], il suffit de remarquer que I’on a

div(qv):gdivv+v)<gradg=gdivv+g—?,v

en vertu de l’équation {[1] I, n. 89} et que I’on a aussi
do_oe , e
a = tap”

Si les forces dérivent d’un potentiel U, le second membre
des équations [1], [1’], [L”] peut étre remplacé par

— grad @
en posant
. dp
3 ®=U+4|—
) +[3

ot @ s’ appelle le potentiel d’ accélération.
Démonstration. — L’équation [3] donne en effet immediatement -

-~ grad ® = — grad U—é—gradp:l«’—%gradp

§ 2. Equations de Lagrange.

~ Si 'on regarde la position P d’une molécule du fluide
a I'époque ¢ comme une fonction du temps et de la position
initiale P, de cette molécule, on a

(. AP\ (dv N1
aP
(2] ol, BE:?O’

0, étant la densité initiale.



g

Si les forces dérivent d’ un potentlel I’ équation [1]
devient

: dP\ dv
1) (K —) %Y 4 gradp, ® —0O.
[ | dPO dat + gradp,

Démonstration [1]. — Il suffit d’appliquer 1’ opérateur K dP
0

aux deux membres de la relation [1] du paragraphe précédent et
de tenir compte de I’ équation {[2] I, n. 45).
Si les forces dérivent d’un potentiel, on procéde de la méme

fagon.
Démonstration [2] — Posons pour abréger
an 4P v
—ap,’ —dpP’
on aura

,_do _ ggﬁ_dv_ dv'dP_Aﬂa
=& = @ar,ap,arar,” "

Or on a en général, avec les conventions habituelles, {(, n. 11 [1]s
Lo = (af)\oj X ok,
d 01‘1,. en dérivant par rapport a ¢,
(I0) =o't X afA\ak + .....
=i X Ko'(ajN\ak) + .....
=i Kd.Rot+.....
ou bien
(Io) =1, (Ka'. Ro) = I, (Ro. Ka').

Par suite, si 'on tient compte de la valeur trouvée précédem-
ment pour o/, on a

(L) = I, (Ra. Ka. KB) = I, (Ty0. KP) = L. 1,8

en vertu des relations {[1] I, n. 10} et {[4] I, n. 20}
Et, en vertu de 1’ équation

I,B=divy,
I’ équation [2'] du paragraphe précédent devient ,
o(Isa) + L. d_Q 0.
En intégrant et en remarquant que pour {=0 on a =1, on

obtient la relation [2] qui est par suite I'équation de continuité
transformée.
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§ 3. Equations de Weber et de Helmholtz..

Dans I’hypothése ou les forces dérivent d’un potentiel,

ap
(1] (Km)v—‘vo‘—'—-gradmx
2] d (rotv) dv rot v
at\ o ) dP\ o
avec
Rl 4 1 '
— — 2!
X—.’o P 5 Y !dt,

® étant le potentiel d’ accélération.
Les équations [1] et [2] portegt respectivement les
noms d’ equa.twn de WEBER et d’équation de HerLmuOLTZ.

Démonstration [1]. — Intégrons de 0 & ¢ 'équation [1'] du § 2
et remarquons que 1’on a

al (xim) ] = (<im) @ + {(<am)
~(x )+ domine

en vertu de la premiére des équations {[1] I, n. 42}; I’ équation [1]
résultera immédiatement de 14, car (K E)v se réduit précisément

4 v, si l'on donne & ¢ la valeur O.
Démonstration [2]. — L’équation [1”] du § 1 peut 8’ écrire

5? +(rotv)/\v=—grad(U+§'v"+ —Q-—>

En appliquant aux deux membres 1’opération rot et en remar-
quant que P et ¢ sont des variables indépendantes, il vient, en
vertu de la deuxiéme des équations {[8] I, n. 42},

drotv

v=0

9
-D—t(rot-v)+ (dlvv—-d—p)r ot v +

ou bien

a . dv
fi—t(mt v)+ dive.rotv= d—Protv
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En vertu de I’équation de continuité (équation [2] du § 1), le
premier membre est équivalent &
do da

d 1 rot v
a(rotv)—a-d—trotp_g?ﬁ(-o—>

ce qui démontre 1’équation [2].

§ 4. Intégrales de Cauchy.

Si les forces dérivent d’un potentiel, on a

apP apP
[1] 13 (m). rOtP V= d—ITo l'OtPo 'vo.

Démonstration. — Opérons avec rotp, sur les deux membres
_de équation [1] du § précédent, puis avec g[g-sur Péquation ainsi
[
obtenue. Il vient .

ab rotp, | K ar V)= ap
ap, P\ *ar,¥ ) = ap,
le premier membre est précisément égal, en vertu de 1 équation
{[5] I, n. 45{, au premier membre de I’ équation [1], qui se trouve

ainsi démontrée.

rotp, v,;

§ b. Théoréme de Lagrange. Potentlel des vitesses.

Si les forces dérivent d’'un potentiel et si & un instant
déterminé il existe un potentiel des vitesses pour une partie
finie ou non d’ un fluide parfait, il en est -de méme, pour
cette méme partie, & tout autre instant antérieur ou posté-
rieur & I'instant donné.

Ce potentiel étant représenté par ¢, les équations du
mouvement prendront la forme

. dp 1 >
[1] —W—Fg(gra.dm) =—2
. 1dp
(2] divgrad ¢ =Ap = ot
*
Démonstration. — En multipliant intérieurement par dP, les

deux membres de I’équation [1] du § 8, on a, par suite de propriétés
bien connues
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K 22 o) X dP, — v, X dPy = — dy ;
ap,

" mais on a

apP aprP
(Km’v)xdpo——'ix mde_;vde,

par suite
v X AP — v, X APy = — dy. -
Si donc on pose

. v, = —grad p @y,

on obtiendra

v X AP = —de,—dy,
et par suite
(@) v = —grad (g, + x) = — grad ¢.

Le théoréme est donc démontré.

L’ équation [1] se déduit de [1”] et de la relation [3] du § 1. Il
suffit en effet de porter I'expression (a) dans cette équation [1”]
pour obtenir

grad (-— %%’ + %(grad cp)’) =—grad® -

‘d’ol I’on tire V' équation [1] en négligeant une fonction arbitraire
du temps qu’ on peut supposer englobée dans ¢.

L’équation [2] se déduit de méme imimédiatement de I'équation
[2] du § 1. '

" § 6. Equations fondamentales du mouvement
des fluides visqueux.

Si par un point P d’un fluide visqueux on méne un
plan, la pression qui s’exerce sur ce plan pendant le mou-
vement est une fonction linéaire de la normale & I’élément;
il existe donc une homographie f (homographie des pres-
sions), fonction du . point P, telle que la pression Fy, (par
unité d’aire) s’ exprime, comme dans n’importe quel corps
continu, par la formule - :

Fp = fn.

Soit p l'intensité de la pression spécifique unitaire re-
lative & 1’ état d’équilibre; I’ homographie B — p dépend
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évidemment de I’ homographie a=g;; et la loi de dépen-

~ dance .est exactement celle qui a lieu dans un corps éla-
stique isotrope, ¢’ est-a~dire que ’on a f-’f L1)
Rt B—p——ALa—2uDa

(n est le coefficient de viscosité; on a p>0 et A+-2u>0).
Les équations du mouvement ont la forme

(2] Z‘; F—-igradp—i— +“gradd1vv+vAv
~5+ap®
do | ...
[3] ) a—t+9dnvv—-0
avec
v="E
Y

Démonstratiou [2]. — On part de ’équation générale du mouve-
ment des corps continus et, par un calcul tout pareil & celui du
Chap. II, on trouve la relation [2].

L’équatlon [8] n’est pas autre chose que 1’équation de continuité
laquelle subsiste sans modification.

L’équation analogue & celle de HeLMAOLTZ (voir § 3) est

a (rotv dv rot v
4 2222
Démonstration. — Dans le cas ol les forces dérivent d’un po-

tentiel U, I’ équation [2] peut 8’ écrire -

g;‘+%gradv’ (rotv)/\v-——grad(U+J )+vL\'

En appliquant aux deux membres I’ opérateur rot et en procé-
dant comme au § 8, on obtient I’équation [4],

Dans I’ hyp;)thése ou l'on a
ANv=0

les théordmes bien connus de HrrLMuOLTZ relatifs auix tour-
billons subsistent pour les fluides visqueux.
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En se plagant toujours dans I’hypothése ou les forces
dérivent d’un potentiel U, I’ équation du mouvement peut
se mettre encore sous la forme

|5] ‘—(ii—;’ = — grad (U +JdFH) — vrot®v
avec
D=p+}+2pdive;
et, dans 1’ hypothése ot I’on a
. rot* v =0,

on obtient par suite les équations de WEBER et le théoréme
et les équations de LAGRANGE.

Démonstration. — On le démontre immédiatement & I’aide de .
I’ équation [4] en se rappelant {I, n. 49 {2]} -jue I’on a

A\'v = grad div v — rot®e.

En général, s'il existe un potentiel des vitesses ¢, les
équations du mouvement deviennent

o9 , 1 e A2
ot TgEndef+——A¢=—0

(6] L do
odl =Ag.
Démonstration. — On procéde identiquement comme au § 5.

Dans le cas d’ un fluide incompressible, on a A =0;
par suite les équations indéfinies sont les mémes que pour
les fluides parfaits.

Enfin dans le cas, trés important pour la pratique,
d’ un mouvement lent, on a

(7] 'f,': F——gradp++

graddivo+vA'v
.6t dans le cas d’ un mowvement lent et stationnaire,

‘8 F—- gr&d p+1t

graddlv'v-}-vA v=0

Démonstration. — Pour démontrer I équation [7], il suftit de



— 64 —

remarquer qu’on pent négliger les produits et les carrés de v et
de ses dérivées, de sorte que, dans I’ équation [2], on peut faire
abstraction du terme 2o

ap
Quant & I'équation [8], elle résulte de [7] parce que, le mouve-

ment étant stationnaire, on a'; =0.

§ 7. Equation de I’ énergie pour les fluides visqueux.
Fonction de dissipation.

Supposons que les forces dérivent d’un potentiel U et
représentons respectivement par T, Vet W I’énergie cindtic
que, I’énergie potentielle et 1’énergie intrinséque d’un fluide
visqueux en mouvement occupant. un volume t de surface
¢; on posera donc

0 2T=-4gv’ dr, ‘V=jQUdr, W=ﬂ -—fpd(%)ggdt

et I'on aura alors 'équation suivante (équation de I’énergie)
a ,
&) T+ V+ W)= [ FaX vdo+ [1, 18— pej .

Démonstration. — Partons de I’ équation‘ [1] du paragraphe 1,
appliquée au cas des fluides visqueux

dv
e ; tegradU=—gradp,

multiplions les deux membres intérieurement par v, Tremarquons
que ’on a

au av
gradU)(v_ﬁ ==

et intégrons dans le volume t; nous obtiendrons tout d’ abord
d ’ .
a(T+ V)= —-Jgradﬁ)(vdt,
pui;s nous aurons successivement, & 1’aide de formules connues, *
dv .
—gradp Xv=I, (ﬁﬁ>—dw Bv =

=I{(B — p)u + pdiv e — div po.
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Mais rema.rquons que I’ équation de continuité donune

pdlvvdr ng——— d‘l:‘—':——dd?’

puisque la masse élémentaire edr est invariable et qu’on a en outre,
4 cause de la propriété de I’ homographie des pressions,

'ﬁdiv(ﬁv) dv= — ’.ﬂv X ndo = — J.van do.

On obtiendra alors immédiatement I’ équation [2].

La fouction

8) 29 = — L6 — p)ojdr

8’ appelle fonction de dissipation ; 1’ équation [2] exprime
donc le théoréme suivant: l'accroissement de 1’énergie to-
tale, pendant I'unité de temps, est égal al travail accompli
par les forces extérieures diminué d’ une quantité égale 3
la fonction de dissipation.

On a pour la fonction ¢ I’ expression suivante :

(4] 2y =1 ‘.(div vl¥dr+p "(rot ) drv — 2p | (grad divv) X vdr
— 2p.J~(l‘0t v)\v X ndo— ufgra.d v! X ndo.

Démonstration. — On a en effet
Li(B — paj = — A(Ta)* — 2 I,(Da)?

et, en vertu de formules connues,

L,i(B — p)a) = — Mdiv o)t + p (rot 2) — 2u I, ( ;’—,’i)
Mais

dxv(Z;,, )—Il< )+gradd1vv>(v

= div: (rot v)\v + % grad v?).

Par suite, en intégrant et en appliquant le théoréme de la diver-
gence, on obtient I’ équation [4].

BURALI-FORTI == MaRcoLoNGo II a



§ 8. Théoréme de réciprocité.

Soit un fluide visqueux incompressible soumis & un
premier systéme de forces F' et F', (forces agissant sur la
masse et forces au contour) donnant lieu & la vitesse v;
puis & un devxiéme systdme de forces F’ et F'j donnant
lieu & la vitesse ¥'. On a la relation suivante

1) va’)( th—l—fv’xF,,da—g v X F'dv— |v X F'pdo
dv dv’
“QJ(” th X3 )

Dans le cas des monvements lents et stationnaires,
cette relation prend la forme suivante, analogue & celle qui
exprime le hheoréme de réciprocité de Bermi:

(2] o [v XFdr+ffv XF,,da=g( XF’dt—l—"vxF’ do.

Démonstration. — On a

dv
Q 7 =oF — gradp
Fn=ﬁn
B=p —2uDa; dive =0;

par suite, si I’on remarque que 1’on a

"v' X Fpdo=— [div (Bv') dx

ot
div(pr')=o¢' X grad§ 2uI,(Da.a’)
=o' X grad § — 2p I,(Da. Da’)
on obtient immédiatement (en vertu de o' = d_P)

2yf1,(Da.Da')dr=Jv'xgrad B dv +Iv'XFndo

et, en tenant compte de I’ égalité

I, (Da. Da’) =1I,(Da’. Da),
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I’ équation [1] se démontre alors aisément.
Dans le cas des mouvements lents et stationnaires, on peut né-
gliger le second membre de [1] et on obtient alors I’ équation [2].

L’ équation [1] joue dans la théorie des fluides visqueux
incompressibles le méme role que le théoréme de BrrrI
dans. la théorie des corps élastiques.

§ 9. Expression de la pression et de la vitesse
dans un fluide visqueux incompressible
animé d’ un mouvement lent et stationnaire.

Démontrons tout d’abord le théoréme suivant :

Le mouvement lent et stationnairé d'un fluide visqueux
incompressible est déterminé d’ une fagun unique- par les
valeurs de la vitesse au contour, quelles que soient les
forces agissant sur la masse.

Démonstfatlon — Les équations mdéﬁmes qui_doivent étre
vérifiées en tout point du champ T sont

pA'v —gradp + eF =0
dive =0

’

et v doit prendre sur ¢ des valeurs données; si ces équations
admettaient deux solutions différentes v, et v,, leur ditférence 2w
devrait prendre sur le contour des valeurs toutes nulles et véri-
fier, dans v, les équations

pA'w—gradp=0 .
- dive=0
avec
P =Dy — Ps-

Une formule connue {I, n.° 56, [2]} nous donne
, [ dw dw), .
p.J"ll)XA wdt =J wX gradpdt = — p,fI, (KE—I; H—‘)dt;

mais on a

[wxgradpdt=J div(pw)ch:—-Jprndo:O, .

par suite.

i dw dw -
-J It (K-d—I). d—[,)df—‘o- .
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Mais, en employant un triédre de référence orthogonal quelcon-
que, on a

dw dw dw ,\? dw \? dw .\
L (de dP) (api) +(Ei)j> +(E1‘D")‘
L’ intégrale précédente ne peut donc pas s8’annuler sans que

T’on ait dans tout le champ =

dw

P =0 ’ , d’ ou W:const.,

et, w étant nul au contour, on devra avoir en tout point du champ
w =0, ce qui prouve que les deux solutlons ne peuvent pas étre
distinctes.

La valeur p, de la pression en un point O intérieur
au champ t est donnée par la formule

(1] 4np, = JFX grad % dv —}—fpn X grad ;— do

1

d grad —

(" 1 _dv r
-—p,J grad;X@n—’vX_———dP n | do.

S &
Démonstration. — Appliquons la relation {[2] I, n. 58} aux deux
vecteurs v et u_grad o =mod (’— 0); pour cela il faudra exclure
du champ t une sphere o, de centre O et de rayon suffisamment

petit. Puisque ,/\'w est nul, nous obtiendrons

. 1 . dgrad’
u'gradFXA'vdr,zp’ ”XT grad x—u do

. d grad"—l,
+ p.’ v )( ap— M~ grad = >< a P do,
T, étant le champ obtenu en retranchant du champ t la sphére a,.

En vertu de I’ équation [8] du § 6 et de la condition d’incom-
pressibilité dive =0, le premier membre est égal &

J grad % X grad pdr, — ¢ ' FX grad;l; dv,;

la premiére des deux intégrales- précédentes est & son tour égale,
en vertu d’'un lemme connu, &

— Jpn X grad ’l do '—J Py X grad ;{—doo.
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On obtient maintenant I’ équation [1] trés facilement par un
simple passage & la limite, en suivant la méme marche qu’aux
pages 151, 152 des Elements
On auralt pu suivre “une autre marche, en partant de l’équatlon
qui exprime le théoréme de réciprocite.

L’équation [1] exprime la pression au point O en fonc-
tion des forces agissant sur la masse et des valeurs de

D, v, 3 P 4 la surface, c’ est-a~dire en fonction d’ éléments

-

fondamentaux. A
L’ expression de la vitesse en O, en fonction des élé-
ments fondamentaux, est donnée par I’ équation

[2] _ 4rpv, = w — grad, W
dans laquelle w et W ont les valeurs suivantes
al
—o (¥ P, loT 122,
8] w—p.’—; dt+J;;ndo—|—p.J vop"— rap™ do,

W=j£ dr.
r

Démonstration. — Il suffira d’appliquer le théoréme.de GREEN
{I, n. 59, [2]} au vecteur v en remarquant que l’on a

- pA'v=gradp — oF,

puis d’appliquer le théoréme du gradient, en remarquant que 1’on a

gm—#—-gmd( >+grad°( >

On obtiendra ainsi de suite l’équatlon [2], avec les notations dé-
finies par [3],

L’ expression de la fonction TV au moyen des éléments
fondamentaux est la suivante :

4 2w —2ue+y |

——vxd;g%?;—'—‘n)do

P
— 'pn X grad» de — QJF X grad r dr,

dans laquelle on a posé

ls] LP=J’v>7<"n,d
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Démonstration. — Il suffira de suivre pas i pas la méthode em-

ployée dans les Eleménts (page 155); en partant du lemme de
GREEN appliqué aux vecteurs v et w = grad ¥, on pourra obtenir

ainsi la valeur de
frk —2pdr

en fonction des éléments fondamentaux et, en posant ensuite £ =1,
on obtiendra les formules [4] et [5].

‘Notons encore les formules suivantes dans lesquelles
figurent des potentiels biharmoniques (Cfr. Chap. II):

[6] : QW =2 ¢ + div, u

avec

Ve "'~ /, ﬂ _'gg
u-gjlf dt+J7pndo+p,j(vdPn ;dpn)do,

[7] v, = grad, V-4 rot, ¢
avec
1 1
V=—;7‘[(p, t='—8’Tp‘r0bou-

Démonstration. — Méme méthode qu’au Chapitre II, §. 13.

§ 10. Sur une solution particuliére des équations
du mouvement lent des fluides visqueux.

‘Dans beaucoup de recherches, en méme temps que
I’équation indéfinie du mouvement lent d’un fluide visqueux
(équation [7] du § 6), on considére, dans le cas d'un fluide
incompressible, une autre équation, .appelée 1’ équation
adjointe, qui est la suivante:

a ’ ’
(1] —98—‘;=—gradp+uAu
avec
2] div e =0.

Une solation particuliére de ce systéme est donnée par
les équations
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. . ’ a
(3] . p=a><grad(oa—‘f+mcv)
d grad
4 u= (285~ A¢)a,

dans lesquelles @ est un vecteur constant arbitraire et
dans lesquelles on a posé

r pge

1B - 1 THw=9
. ==

dg,

a étant un nombre constant et » la quantité mod (P — 0).
Démonstration. — L’équation [2] est satisfaite si 1’ on pose

d do .
u=rot (grad o/\e) = (1E522 - 1o ) a,

@ 6tant une fonction de » et de ¢.
On a alors successivement

d
Auw=p' dgm L ) Adwa

_“ dgrad ¢ ’ _dgrad Ao
—{A P )a—AA¢-a——-——dP a— ANy a

= grad (a X grad A¢) — A Ag. a.

du__ d (ograde| . (29
2 dP Y ) & t)“

=grad (axbgradq)) A )

.En portant ces valeurs da.ns 1’ équation [l], on obtient, apres
réduction,

grad :p —a X grad (Q %if +p A(v)%
+a A 9%‘:—) + uAtv)=0,
équation a laquelle on peut satisfaire en posant

p= anrad(o—+uAtv)

A( +HA¢P) 0.
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La premiére n’est autre que la relation (3], et la deuxiéme, si
Pon pose A¢ =1, devient

o =
‘b—t"f' rAY =0,

équation qui a la méme forme que !’équation adjointe dans la
théorie de la propagation de la chaleur dans les corps isotropes
(Chap. V, § 8). '

Une solution particuliére de cette équation est

_2ee—er o .
G BEIGEDk
ot il est facile de remonter de vy & ¢.
* On a en effet, en considérant ¢ comme fonction de 7,
14d
Np= 7 ar ( ) L)
et par suite

1
. r?d—?:——Z[r e—ad(— or);

er intégrant par parties, on obtient

.

do ¢ =2 1 [
S —ar
ar (" —t) t (T —tyh e=e 7”

d’ ou

1
=——"__|e—2dr
? r( — t)l/z.[e * 4'

ce qui démontre I’équation [5], si I’ on introduit les limites d’inté-
gration.

Dans le cas du mouvement lent et stationnaire, les
équations [1] et [2] deviennent

(6] - p A"u=gradp
7 div w = 0.

Une solution particuliére fonction de la seule quantité
» est donnée par le systéme

( ' p=2p.a,>(grad71—‘
8
H? (dgmdr 2)
: U=|-—— a

dP r
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Démonstration. — On voit en effet immédiatement, en conser-
vant les notations posées dans la démonstration précédente, que ¢
ne dépend que de » et que I’on a en outre

AN =0;
cette derniére équation est satisfaite si I’on pose, par exemple,

p=1r dou Np= %; par suite les équations [8] sont établies.

On peut appliquer utilement les équations [8] & la
recherche des formules donnant p et ¥ en un point O in-
térieur au fluide (voir § 9 et § 10); de méme les équations
[8] et [4] peuvent servir & traiter le cas analogue relatif
aux mouvements lents.
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CHAPITRE V.

Propagation de la chaleur dans les. corps
isotropes ou cristallisés.

§ 1. Flux calorifique ; homographie des conductibilités.

Soit O un point quelconque d’ un.corps homogéne ; n
un vecteur unitaire normal & un plan mené par O.

- Il existe un vecteur F, fonction de O, ayant pour mo-
dule la valeur maximum du flux calorifique, laquelle est
atteinte par le flux & travers un élément plan normal & F,
et qui posséde la propriété suivante: le flux & travers 1'é1é-
ment plan normal & 7 est donné par la formule

(1] Fp=FXn.

- Le vecteur F' s appelle courant actuel de chaleur au
point O.
Nous poserons

F

|.2l 7”1 = mod F,

de sorte que 7, sera un vecteur unitaire paralléle & F et
de méme sens que lui.

La température en O étant désignée par u, nous ad-
mettrons que, daus le cas général d’un corps cristallisé, la
dépendance entre F' et v s’exprime par une formule de la
forme

(3] F=\grad v,

ou A désigne une certaine homographie (homographie des
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conductibilités) indépendante de O et de la température wu,
en supposant que cette derniére varie dans des limites suf-
fisamment restreintes. ‘

Nous poserons

(4] 20 = grad v X A grad v,
d’ ou 1
[6] F X grad v = 20.

La fonction @ s’ apvnelle le potentiel calorifique. Elle
est quadratique et homogéne par rapport aux composantes
de grad w: de plus, et ¢’ est une donnée de !’ expérience,
coette forme quadratique est définie et posit:ivé.

Dans le cas des corps isotropes, 'homographie A se ré-
duit & un nombre k& qui s’appelle coefficient de conductibi-
lité et I’on a alors: :

20 = —.
K
Dans le cas des corps & structure symétrique,‘l’ homo-
graphie 1 est une dilatation et 1'on est amené par suite &
définir (rrois coefficients principaux de conductibilité rela-
tifs aux trois directions doubles de A.

§ 2. Coefficients de conductibilité relatifs au courant
de chaleur et a la variation de température.

Considérons deux flux particuliers, le flux dirigé sui-
vant le courant de chaleur (flux de direction n,) et le flux
du vecteur grad » a travers 1’ élément plan d’ une surface
isotherme % = const., de normale n, dans le sens des tem-
pératures croissantes. Posons

Fp,=mod F=Fkn, X gradu

i1
il F,,=F>(n=hn><gradu..

Ces deux coefficients (positifs) s’ appellent respective-
ment coefficient de conductibilité relatif aw courant de
chaleur et coefficient de conductibilité relatif a la varia-
tion de température.
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On a les formules suivantes :
20 20
Bl h=xemdwr " mxgmdur

Démonstration. — L’équation [2] du § précédent, en multipliant
intérieurement par grad « et en vertu de ’équaticn [1], peut 8’ écrire

k(n, X grad u)? = F X grad u;

et, si I’on tient compte de !’équation [5] du § 1, on a la premiére
des équations [2].

Le vecteur n étant paralléle au vecteur grad u, le second membre
de la deuxiéme équation [1] peut s’écrire, em remarquant que 1’on a

grad u = grad # )X n. n,

F X grad u

FXn= n X grad u

=hmn )X grad u;

on obtient par sutte, en vertu de 1’ équation [6] du § 1, 1a deuxiéme
des équations [2].

§ 3. Ellipsoide de conductibilité.

Posons
1] Q=0+";
vk

le lieu du point Q, lorsque 7z varie, ‘st un ellipsoide , dit
ellipsoide de conductibilité

21 (@—0) XA (Q— 0)= (R — 0) X DA(Q — 0)=20 =1;-

les diamétres de cet ellipsoide donnent les directions sui-
vant lesquelles s’exerce la température, et la longueur d’un
demi-diamétre représente I’ inverse de la racine carrée du
coefficient % correspondant.

Cet ellipsoide est tout-a-fait analogue & 1’ ellipsoide
d’inertie dans la mécanique des solides. Ses axes s’ appel-
lent axes de conductibilité.

Démonstration. — Des équations [2] du § ‘précédent, on tire, en
tenant compte des équations [3] et [5] du § 1,

_ FXgradu _ gradu X Agradu _
h= (X gradu)? ™~ (2 X grad u)? =nXin

puisque n est paralléle & grad w. En tirant n de I’ équation [1] et
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en portant cette valeur dans cette derniére équation, on obtient
la premiére des expressions [2].

La deuxiéme en est une conséquence immédiate.

La derniére forme de I’ équation résulte de 1’équation [4] du
§ 1, si I’ on remarque que grad u est proportionnel 4 Q — O et ﬁue
® est une forme quadratique.

Dans le cas des corps & structure symétrique, A est
une dilatation et 1’ ellipsoide de conductibilité, que nous
désignerons par @, coincide alors avec la quadrique des di-
latations ; les axey de conductibilité sont paralléles aux
directions doubles de A. Dans ce cas, si I’ on pose

U=0+gradu, P= 0+ F,
il vient
[8] F—grady®, gradw— gradp®,
c’ est-a-dire que ® joue le role d’un potentiel par rapport
au courant de chaleur et au gradient de la température.
Démonstration. — On a, en vertu de I’ équation [4] du § 1,
2®=(U—0)XA(U--0);
il en résulte, puisque A est une dilatation,
Add=A(U—0)XaU;
par suite ’
gradv®=A(U— O)=Agradu=F;

c’est la premiére des équations [8].

L’ égalité
F=P—0O=Agradu
entraine -
gradu =A—1(P— 0);
par suite '

2@ =(P—0)X A1 (P—0)
et, comme A—!est aussi une dilatation, on a
gradu=A—!{(P— 0)=gradp ®;

¢’ est la deuxiéme des équations (8]
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§ 4. Ellipsoide principal de Lamé.

« Considérons, en méme temps 'que, le point Q défini par
I’ équation [1] du § précédent, le point Q défini par I'é-
quation

(1] Q=0+ hn

Par le point @ menons le plan normal & #; il coupe
le diamétre conjugué de I’ élément plan isotherme par rap-
port & I’ ellipsoide ® en un point S qui, lorsque nm varie,
décrit un ellipsoide (ellipsoide principal de LAME)

[2] (8— 0) X DA~ (S— 0)=1.

Démonstration. — On a tout d’abord
| @=-0OX(@—0)=@—0X(E—0)=1
- Mais §—.0 est conjugué de- Q — O par rapport a I’ elhpsmde
® {équation [2] du § précédent}; on a par suite
S— 0=mDA(Q— O)=mgradq®,

m étant un coefficient 4 déterminer. En portant cette valeur dans
1’ équation . précédente on obtient m =1, toujours en vertu de 1’ é-
quation [2] du § précédent; on a par suite

(a) Q= 0=(DN—1(S— 0)

et I’équation [2] se trouve alors démontrée immédiatement.

Construisons, relativement au point O, 1’ ellipsoide
principal et 1’ellipsoide de conductibilité ®; les plans dia-
métraux conjugués des rayons S— O par rapport & &
donnent les éléments plans isothermes et la longueur de
. la perpendiculaire abaissée de O sur le plan tangent &

I’ ellipsoide de Lamé donne la valeur de /A

Démonstration. — La pré';niére partie de I’ énoncé est une con-
séquence immédiate de la construction faite. Rappelons-nous ensuite

que le vecteur (DA)=! (S — 0), ¢’ est-d~dire le vecteur Q — O, est

normal au plan tangent en § & I’ ellipsoide [2], puisque I’on a
adsS X (DAL (S— 0)=0

le plan mené par Q' normalement &4 » est donc tangent & I’ elhp-
soide [2] et puisque I'on a
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mod (¢'— 0)= vh

la deuxiéme partie du théoréme se trouve démontrée.

On conclut donc de 14 que les deux ellipsoides, ellip-
soide de conductibilité et ellipsoide de Lamé, donnent
d’ une fagon compléte la loi de distribution des coefficients
de conductibilité, lorsque la température varie.

§ b. Ellipsoide de Boussinesq.

1l reste encore & déterminer, sous forme géométrique,
la' direction du courant de chaleur et la loi de distribution
des coefficients k, lorsque le courant de chaleur varie; et
ceci ne peut pas 8tre obtenu & 1’aide des deux seuls ellip-
soides considérés jusqu’ici.

Définissons un point M par 1’ égalité

[1] n, X grad u. k(M — 0)= F.
Ce point M est lié & Q par la relation bien simple
2] - : M=0+4+1(Q—0)
et & S par la relation
B M =S+ Vi \ DV (S — 0).

Le. point M se trouve sur I’ ellipsoide (dit ellipsoide
de BoussINEsQ)

[4] (M—0) X\ (M — 0)=1.
- Démonstration. — D;as équations'[é] du § 2 on déduit
ﬂb—- _mX grad u
3 n X grad v
f;t, par suite, I’ équation [1] peut aussi s’ écrire

F=nX grad u. \'h(M — 0).

Mais I’ équation [3] du § 1, I’ équation (1] du § 8 et le fait que
n est paralléle a grad », montrent que ’on a

F=Agradu=nXgradu.An
=mn X grad u. /. A(Q — 0);

par suite la relation [2] est bien exacte.
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En décomposant A 4 la fagon habituelle, on tire de I’ équa-
tion [2]
M—0=DAQ—0)+VAA(Q—0),
ce qui, en vertu de I’ équation (a) du § 4, entraine la relation [3].

En multipliant les deux membres de la derniére équation .in-
térieurement par Q — O, on obtient

(M—0)X(Q-0)=(@—0)XDL(e—0)=1

ce qui donne I’ équation [4], par I’ intermédiaire de [2].

Le point M se trouve dans le plan tangent en S &
I’ ellipsoide de Lam®; les points M et S se trouvent dans
un plan normal & VA et ’on a en outre

(5] v'E=mod (M — 0).

‘Démonstration. — La derniére équation de la démcnstration
précédente entraine

M —0)X(QR—-0)=QR—-0X(8§—-0)=1;
par suite les deux vecteurs M — O et S — O ont la méme projec-
tion sur Q — 0, c’est-a-dire sur m, ce qui démontre la premiére
partie. ’
L’ équation [3] montre ensuite immédiatement que M — S est

normal a VA,
Enfin I’ équation [1] entraine

mod F =mn, X grad «. & mod (M — 0) = kn, X grad u

en vertu de I’ équation [1] du § 2. Par suite 1’équation [5] est dé-
montrée.

Ainsi il résulte de [1] et de [B] que I ellipsoide de
BoussiNesq donne 4 I’aide de ses demi-~diamétres la di-
rection du courant actuel de chaleur et la loi de distri-
bution des coefficients k correspondants.

Dans le cas des corps & structure symétrique A est une '

dilatation ; I’équation [3] montre que M coincide alors avec
S, ¢ est-a-dire que I’ ellipsoide de Lamé et celui de Bous-
siNEsQ coincident ; il suffit de comparer 1’ équation [2] du
§ 4 ot I’ équation [4} du § b.

Dans le cas des corps isotropes, ces ellipsoides se ré-
duisent & des sphéres.
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§ 6. Equations de la propagation de la chaleur.

En tout point intérieur & ‘un corps, la température. u
vérifie I’ équation '

_[1] co o = div [ gredul;

¢ est la chaleur spécifique, ¢ la densité, A 1’ homographie
des conductibilités. Cette équation peut encore prendre les
formes suivantes

ou (l d grad »

[2] €Q oy = I TP——) + (grad KA) X grad

[3] C.Q %_z: = div (DA grad ).

En tout point de la surface o du corps, on a au con-
traire :

(4] FXn=Ghgradu) X n=—c (u—1u,);

¢ désigne le coefficient de conductibilité extérieure, wu,
la température du milieu extérieur, en chaque point P
de o.

Démonstration. — Exprimons que la variation de la quantité
totale de chaleur relative & un volume arbitraire t pris dans le
corps dans le temps d! est égale au flux calorifique qui traverse
la surface ¢ pendant le méme temps. On obtient ainsi

fcgl'fdz=_JFxndo.
ot .
‘Transformons le second membre & 1’aide du théoréme de la diver-
gence et remarquons que le volume t est arbitraire. Nous obtenons
I’ équation ‘
U ..
ce 5= div F

qui, en vertu de I’équation [8] du § 1, entraine I’ équation [1].

L’ équation [2] se déduit de suite de [1] & I’aide de la relation
{3] I, n. 41}.

Pour établir la relation [3], remarquons que I’on a

Agrad w = DA grad u + VA /\ grad u

BugaLI-ForTI — MaRcoLoNGo. 1. . 6
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d’ ou, en vertu de I’équation {(3] I, n. 42},

div (A grad u) = div (DA grad %) + grad « ) rot VA — VA X rot grad .
Mais on a

rot grad # =0 et rot VA=0,
puisque A est indépendant de P, d’ ot I’ équation [3].

On démontre 1’ équation [4] par la°méme méthode qui a déja
servi plus haut 4 démontrer I’ équation [1].

Le probléme de la distribution des températures dans
le corps t revient & la recherche d’ une fonction % véri-
fiant 1’ équation [1] en tout point du corps t, 1'équation [4]
sur une portion ¢’ du contour ¢ (portion soumise au ra-
yonnement), prenant des valeurs données U sur la partie
restante o” (portion en contact, par exemple, avec un fluide
de température connue) et vérifiant enfin les conditions
initiales, ¢’ est-a-dire se réduisant pour ¢ =0 & une fonec-
tion connue des points du champ.

Le probléme ainsi posé n’ admet qu’ une seule solution
au plus. i

Démonstration. — En effet si le probléme admettait deux so-
lutions la diiférence v de ces deux solutions vérifierait les condi-
tions suivantes:

(a) ce %:— =div (A grad u)

dans le volume «t;
cdv=mnXhgrad u
sur la portion ¢' de la surface;
v=0
sur la portion ¢";
enfin v=0 pour ¢=0.

Multiplions les deux membres de (a) par v et intégrons dans
le champ t; des transformations évidentes donnent, en tenant
compte des conditions au contour:

- ~

1 \
—b%—(gfc o v? dr) = —J c' v¥do’ ——J grad v X A grad vdr.

Puisque ¢ et ¢’ sont des constantes positives, la fonction, non né-

gative, J cov?dr décrolt avec le temps; or ceci est impossible,

puisque cette fonction est nulle pour ¢=0. On doit donc avoir
constamment » =0 et le théoréme est démontré.
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Pour le probléme des températures stationnaires, on

a les équations suivantes valables respectivement dans T,
sur ¢ et sur ¢”: '

[6] div (A grad u)=20
(6] n X Agradu =c" (v — u,)
M u="U.

Dans le cas d’un corps & structure symétrique (cas
ou A est une dilatation), on peut énoncer le théoréme
suivant : _

Les équations [b] et [6] expriment que la fonction

(8] Qu=—;—J~gradu X Agradudr-{—% ¢ (v — u,)® do

est un extremum, ¢’ est-a-dire que 1’on a

3Q, =0.

Démonstration.. — L’ équation [56] découle immédiatement de [1],

puisgue %1:— est nul; I’équation [6] est identique & [4]. . ®

Calculons la variation 8Qu & I’aide de 1’équation [8] et remar-
quons que I’on a ) ’

& (grad u X A grad u) =2 grad du X A grad u,

puis
%f& (grad w X A grad u)dv = — |‘6u. div (A grad u)dr
—-I&u. n X Agrad u do'.
La ﬁariation 3Qy 8’exprime alors par la formule
8Qu = — | du. div (Agrad u)dv — | du. {m X Agradu — ¢’ (u — us )} do’.

Par suite I’ équation 8Qy =0 entraine les équations [5] et [6]
et réciproquement. .



§ 7. Recherc'he, de solutions particulidres
de I’ équation de la propagation de la chaleur.

L’ équation de la propagation de la chaleur ou, d’une
fagon plus précise, I’ équation [3] du § 6, prend la forme
suivante, si I’on suppose le coefficient cp englobé dans 1:

(1 %1-; = div (DA grad ).
En posant
(2] ¢*=(P—0) X (D1~ (P — 0),

I’ équation [1] admet les solutions particulidres suivantes,
ol a désigne une constante réelle et ot O est un point fixe :

. 1 e
. =8 _e Tip,T W@
[3] u‘ —_— t 2 e 41, u’ P t 2
e
- 2t - . .
[4] . = cos (ag) w o & ™ gin (ag).
3 Q R 4 0

Démonstration. — Cherchons & vérifier I’équation [1] & I'aide
de la fonction

ol ¢ désigne une fonction numérique du point P. On a successi-
vement

7

?
u 1 -5 -
0% __ ¢ 2 } 4
ot 4 (@ +60e

gradu:—%t-ie-ﬂgfad(p

7
div (D) grad u) = — %z 2 {t div (D grad @)
1
+Zgrad¢prlgradq>}.

En portant ces valeurs dans ’6quation [1], on trouve que l’on
doit avoir
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(a) ) : div(DA grad @) = 6
® grad ¢ XX DA grad ¢ = 4¢.

La premiére de cés équations, si I’on remarque que I’on a
[ apP
dlv(P—0)=I‘—&—1~)=3,

peut &’ écrird
div {DA grad ¢ — 2(P — 0)} =0;

et, puisque nous ne cherchons qu’ une solution particuliére, nous
pouvons poser

Digradp=2(P—0) d’ou gradg=2(DA)—1(P— 0).
Portons cette valeur dans (b) et nous obtiendrons, en vertu de
Péquation [2], ’équation ¢ = @?, puis la premiére des solutions [3]. On
- sait d’ailleurs que le second membre de [2] est essentiellement positif.

La seconde des solutions [8] est facile & vérifier.
Pour obtenir les solutions [4], posons

u=e=2flg),

oi a« désigne une constante et ol ¢ est la quantité définie par
I’ équation [2].
La fonction inconnue f doit vérifier I’ équation

div (DA grad ) + o2 = 0.
Mais Pon a tout d’abord i
o . .
grad f= —grad ¢ =/".grad ¢

oe
et I on tire de I’équation [2] {I, n. 42, |21]}
‘ 20 grad ¢ = 2(DA)—1(P — 0).

Par suite

gmdf=§(Dl)-l(P—0)

Digrad f= % (P—0); div(DAgradf)= 2—-0’ + 7.

On voit que f doit vérifier I’équation différentielle du second
ordre

2 ’
r+2 +ar=o,
laquelle admet les deux intégrales bien connues

__cos(ag) __sin(ap)
f———e ) f————Q .

Les formules [4] sont donc établies.




— 86 —

Dans le cas ou A est un nombre (corps isotropes), ou
une dilatation (corps & structure symétrique), on retrouve
des solutions particuliéres bien connues. Ainsi, dans le
premier cas, 1’ équation [2] montre que ¢® coincide, & un
facteur constant prés, avec (P — 0)%, ¢ est-a-dire avec le
carré de la distance du point variable P au point fixe O (¥).

§ 8. Formules intégrales.
Généralisation de la formule de Betti.

Conservons les notations du § précédent et désignons
par v la quantité définie par les équations suivantes :

S L
1] o= —1t ‘e “Ipourt =t
V= pour ¢’ < ¢t.

La valeur de la température » au peint O (intérieur
au champ 1) et & I’époque ¢’ est donnée par la formule:

_— . ) 3 2
2] 8ny/a T, DN (0,0) = |u, ¢=F e~ i7 de
tl

—[dt [gu.mgradu_u.mgmdv;xnda.
JE

Démonstration. — La fonction v est une- solution particuliére

(*) 11 est facile de voir que 1’ équation
(a) divp (A grad ) =0

(o A est une homographie indépendante de P), laquelle généralise
I’ équation

(a") Au=0,
admet pour intégrale particuliére la fonction l

Q
Par suite cette fonction joue, & I'égard de 1’équation (a), le méme

réle que % (potentiel élémentaire) & 'égard de (a').
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de I’équation adjointe de I’ equatlon [1] da § 7, c’est-a-dire de
I’ équation

g—;’ + div (DA grad v) =0

cette solution présente une discontinuité pour ¢ =1¢'.
On a d’autre part identiquement

div {v. DA grad # — u. DA grad vi
= v. div (DA grad «) — u. div (DA grad v)

au ov
ot T Yur

Par suite en intégrant dans le champ v, en appliquant le théo-

réme de la divergence, puis en intégrant de nouveau par rapport
au temps entre les limites O et ¢’ —e(e=>0), on a:

Y -
(a) [(uv)t/.‘;dt—J Uy vyt —-J dt [‘v DAgrad ¥ — u. DAgrad v} )X ndo.
Le premier membre peut s’écrire, en vertu de I’ équation {1,
8 _e
) 1=[u(P,t’——e)e 2¢” ‘“dt

Nous devons maintenant passer a la limite en faisant tendre
¢ vers 0. Posons s

1
P=0+22(P,— 0)

et soit t; le champ formé par le lieu des points P,; on aura
8
dv =8e? dv,
=4e (P, — 0) X (DA)=1(P; — 0).
Posons encore, @ étant un vecteur unitaire,

-1 —o="2
=aX(Dr)—1la, P,—O0 o

(% est donc égal & mod (P, — 0)); on aura

e*=ders
Décomposons le volume t; comme d’habitude, en posant
dvyy=r?drdo,

dwo étant 1’ élément d’aire de la sphére de rayon 1 et de centre O,
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et remarquons que r tend vers I’infini, lorsque ¢ tend vers zéro;
nous aurons -

.
3 *

lim I =81lim ul0+ 2 21'_ a,t _nr drsd(o.

e=0 e—‘) m m:

Posons encore

1
Ut') = lim (0+2§
e=0

W

¢ do
— € 773.

Cette limite est indépendante de » et la convergence est uni-
forme pour les valeurs de r comprises entre deux nombres p, q de
I’intervalle 0, 00 ; on a par suite

SI\:

mm-wmonf

w

m¥

Nous pouvons démontrer maintenant que 1’on a
(c) lim I=2y/x U(l').
) e=0

En effet, en se rappelant 1’ égalité

o

ul 1
‘e "r’dr:z\/n,
0

on peut écrire

mod [2y/x U{t') — 1]=8 mod[f{ Uit — f(r,t —el e " rtdr]

avec
1

fir,t' —e)= [u (O+2£§%a, 4 —e):i—(g.

W

D’autre part, & tout nombre arbitraire n aussi petit qu’on le
veut, on peut faire correspondre un nombre p assez petit et un
nombre ¢ assez grand pour que les inégalités

r ®
Je—ﬂr'dr<-q, Je—"r’dr<~q
0 q
soient vérifiées; par suite on peut choisir un nombre » compris
entre p et g.et tel que I’on ait, lorsque ¢ est suffisamment petit,

mod [U(t) — fir, ¢’ — )] <.
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On aura donc finalement

" b4 q ®
mod [2y/x U(') — 1] =8 mod U+ [+J' =8(2Mn + %v’:?n +2 My),
o p g ‘

-en désignant par M le maximum des valeurs de fir,t' —e) ou en-
core de U(t'). La relation (c) est donc démontrée.

Pour calculer finalement !’intégrale qui figure dans le second
membre de I’ expression de U(t'), considérons 1’ ellipsoide lieu des
points Q, défini par I’ équation ‘

Q—OXDN=1(Q—0)=1.
Si I’ on pose
Q=0+ ra,
ol @ est un vecteur unitaire et ou r représente mod (Q - O) (ayant
ainsi un sens différent du sens donné plus haut & r), on aura

‘ r’a)((D)L)—la=r2m’-_=1.
On en déduit

J 3 do = f dwfr’ dr,

de sorte que lintégrale du premier membre est égale au triple du
volume de l'ellipsoide considéré; sa valeur est donc
A
VDY)t
ou bien
I, OR). (*)

- (¥) Soit o une homographie. Considérons I ellipsoide
(Q—-0)Xa(Q—=0)=(Q—0)XDa(Q—-0)=1

dont les demi-axes a, b, ¢ sont pala]léles at g, k
On a

Doi = —i—

ey Daj—-‘j-’ Dak—--’f’

b2

- I (Da)=(Da.§)ADoj X Da kb = ——.

Le volume de l'ellipsoide a donc pour expression

1
4 f \ 2
57 (Do.}_

=§n{13u——(u Vo)X Vo.}—z.

[T
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Les intégrales qui figurent dans le second membre de I équa-
tion (a) ont aussi un sens pour e=0. L’ équation [2] est donc dé-
montrée. .

Dans le cas des corps & structure symétrique, on a,
sur tout le contour, d’aprés 1’ équation (6] du § 6, la relation

nXDigradu=c(u—u,);

par suite ’équation [2] donne la température en un point
quelconque O du champ & I’ époque ¢ en fonction des élé- -
ments fondamentanx qui sont la température initiale et
la température au contour.

§ 9. Généralisation de la formule de Mathieu.

Lorsqu’on procéde & lintégration des équations [1] ou
[3] du § 6 en employant la méthode des solutions simples,

on pose N

1] w=e=2p(P)

en désignant par v une fonction du seul point P vérifiant
I’ équation

[2] div (D) grad v) + k®v =0
avec
. k¥ = cg o®.

Deux solutions particuliéres de 1’ équation [2] sont

: k in (k
(3] v‘=cose(’ Q)’ vg=smg( 0)
avec
(4] ¢* =(P— 0) X Dy)=1(P — 0).

Démonstration. — Remplagons # par la valeur [1] dans ’équa-
tion [3] du § 6; nous obtiendrons immédiatement 1’ équation [2].
Les intégrales particuliéres [8] résultent des formules [4] du § 7.

Relativement & 1’équation [2], on a la formule suivante:



8] 47 (0) =

I, (DY) J (v gra d cos EEkg) __cos (ko)

grad u) X Din do.

Démonstration. — Soient v et w deux solutions de I’ équation
[2], réguliéres dans le champ t; on aura

w div (DA grad v) — v div (DA grad w) =0
ou bien . '
div (2. DA grad v — ». DA grad ) =0.

En intégrant sur toute la surface o qui limite le champ t, on a

[(v. grad w —w. grad v) X DA n do =0.

o/

Appliquons cette formule en prenant pour w la fonction », dé-
finie par la premiére des équations [3]. Nous supposons que le point
O est intérieur au champ v et, par suite, la solution v, présente en
0 une discontinuité (puisque ¢ s’annule en ce point); nous exclu-
erons donc le point O du champ v & 1’aide d’un ellipsoide o, de
centre O contenu dans t et d’équation

(P— 0)X (DV) =1 (P — 0)=¢.

La formule précédente donne donc, en désignant par e la va-
leur de ¢ sur o,

f(v grad 9—(5:—0 — %"Q grad v) X DAndo

(4

_—_I(v grad (%ke _Coske grad v) X DA ny do,.

e
o1

n, est un vecteur unitaire paralléle & la normale & o, et dirigé
vers 1’ intérieur de !’ ellipsoide o,.

. Passons & la limite, en faisant décroitre indéfiniment ¢; et fai-
sons pour cela la transformation '

(P— 0)=¢(P' — 0);

\
-

I’ équation [4] donnera

Pr—0)XDyy=1(PP—0)=1
' do, = e do’
de sorte que le lieu du point P' est un ellipsoide.

Lorsque e tend vers zéro, on voit de suite qu’il en est de
méme de L
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J%gmdvxmtn,do.
A )

¢’ est-a-dire de

fe'coske. grad v X DA n, do'.
o

On a ensuite

I= 'vgradco—seﬁ)(Dl.n‘do‘

gy

ke sin ke + cos ke
—_— v__e'—._

grade XX DA n, do,.

o
D’ autre part ’équation [4] nous donne
¢ grad o= (DV)—1(P— 0)
et, par suite, on a sur o,
egrade=DA) =L (P— 0)=¢e(DL)—1 (P — 0),
d’ont ) ‘
érads)(DA.nl = DAL= (P — 0)XDrAn,=(P' — 0) X n,.
On a donc finalement ’

I= —fv(kesinhe+coske).(l’-— 0) X n, do’,
o’ .

-

et il en résulte, par une méthode connue,

lim1=—vo[(P’—O)Xn,do'=voniv(P'—O)dt'=8vor',
e=0 .
o’

v, étant la valeur de v au point O et ¢’ le volume de I’ellipsoide,
lieu du point P'. En se rappelant la démonstration du § précédent,
on déduira immédiatement de 1a la relation [5].
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CHAPITRE VI

Electrodynamique des corps au repos ou en mouvement.

§ 1. Equations de Maxwell-Hertz
dans un milieu cristallisé quelconque.

Si I'on représente par m le vecteur de ia force magné-
tique, par e le vecteur de la force électrique, par & A, p
trois homographies qui dépendent de la nature du milieu,
les équations fondamentales du champ électromagnétique
8’ écrivent :

rotm=e¢-?f+4nke
(1] at

rote = om
=3 lL a t .

Démonstration. — Si I’on suppose égale a4 1 la vitesse de la
lumiére dans le vide et 8i e, A, p représentent la constante diélec-
trique, la perméabilité magnétique et I’inverse de la résistance
spécifique du milieu isotrope, les équations [1] coincident avec les
équations des pages 162 & 164 des Eléments, sauf a donner aux
symboles un nouveau sens.

On garde d’ailleurs la méme convention en ce qui concerne
lorientation du triédre fondamental.

Si le milieu n’est plus isotrope, on admet, avec Hertz, que les com-
posantes de e doivent étre remplacées par trois fonctions linéaires
et homogénes des composantes, avec des coefficients Ars; il en est de
méme des composantes de g—? et de DDL:" On obtient alors immédia-
tement les équations [1].
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Dans le cas d’un milieu isotrope, &, p, A sont des
nombres.

Dans un milieu quelconque non conducteur, la pro-
pagation d’une onde plane polarisée a lieu d’aprés des lois
analogues & celles du Chapitre III et, d’'une fagon plus pré-
cise, I'intégration des équations du mouvement se raméne
4 I intégration de 1’ équation des cordes vibrantes.

C’ est le cas, par exemple, des cristaux magnétiques.

Démonstration. — Posons A ==0 et, ainsi que nous ’avons fait
au Chap. III,
(a) 8 =ce=su

en désignant par s un nombre fonction de r et de ¢ et par w un
vecteur unitaire fixe. On a

e—=¢g—lg=se—1lu.

En outre, on tire des équations [1]

de ___ om
€ D—tg =rot W
%—?:— p=Tlrote, .
et par suite
2
€ gfg = —rot(p=1rot 8).

En vertu des équations (a), la valeur du premier membre de
cette derniére équation est

o%s

b—tg-u.

Pour transformer le second membre, remarquons que 1’on a suc-
cessivement . .

rote =gradsN\e ™! « = g—in/\é"‘u

avec les notations et les conventions du Chap. III, § 1
On a par suite

. 2
rot (u= ! rot e)=— -%. owu,
o étant 1’ homographie suivante

a=—afp~ @mAe").
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On a, par suite,

o %

b?u—-b—r—zuu.

()
Multiplions les deux membres intérieurement par » et posons
ot=uXau;
il vient finalement

s _ 5%
o= o

ce qui démontre la proposition énoncée.
. . \
On a aussi, en portant cette valeur de g—t‘:dans I’ équation (b),

(0®—a)u=0.

Dans I’ hypothése des ondes transversales, on a

uXn=0.
Par suite, si I’on pose
u =n/\u,
on obtient
at' = —n/\ AR~ @\ W)= — hn
en posant

v=p"'mA\e"'u), nXxXv=h

Nous obtenons ainsi une relation toute pareille & la relation
[6] du § 3 du Chap. IIIL.

Les formules précédentes se simplifient notablement
dans I’hypothése ot € et p sont deux dilatations ayant les
mémes directions doubles.

§ 2. Equations de Lorentz.
Dans la théorie des électrons de Lorentz, les équations "
fondamentales du champ magnétique sont, avec les nota-

tions du § précédent :

[1] . rotm=%(—f+vdive)
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' 1om
[2] —rote= E —a't—
[3] div e = 4o
[4] divm =0;

o est la densité électrique, v la vitesse des électrons par
rapport & 1’ éther supposé immobile.

Démonstration. — Nous avons déjad considéré ces équations
dans.les E"léments, page 169. Les deux premiéres s’obtiennent comme
cas particulier des équations [1] du § précédent dans 1’ hypothése
ol ¢ et p se réduisent & des constantes et, d’ une fagon plus pré-

cise, & une méme constante % En d’autres termes on suppose
égales & I’unité la constante diélectrique et la perméabilité ma-
gnétique. ‘

Aux équations [1]..... {4], on adjoint une cinquiéme
équation qui donne l’expression de la force électromagné-
tique agissant sur I'unité de charge animée de la vitesse v,

(6] F=e+ Topm.
Posons '
(6] 8= ﬁ g/\m

(8 = vecteur radiant de PoyNTING — E‘léments, page 166)
et définissons ane homographie B par 1’ égalité

|7] 4n. § = H(e,e) 4+ H(m, m) — —;— et — % mt.
On a alors
' 10s
(8] oF= ‘grad B — 237

Démonstration. — En effet, on tire des équations [5], [3] et [1]

1 . 1 e
oF= 47t(edlve—m/\rot:m + -c—m/\bt>
et I’équation [6] donne
1os__ 1 pe 1 ome
Got =Tyt \" i N\

BuraLi-ForT1 = MarcoroNco. II.

-3
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par suite, on a en vertu des équations [2] et [4]

108

QF_h(edlve—~e/\rote+md1vm m/\rotm) &3t

Pour démontrer I’équation [8], avec f défini par [7], il suffit
maintenant de remarquer que l'on a {I, n. 44 [8];

grad H (v, u) = u dive + u wdive + (rotu)/\u + (K )
ou encore v

udive — u/\rotu = grad{H(u, u) ——;—u*}.

L’ équation [7] montre immédiatement que f est une
dilatation ; d’une fagon- plus précise f est I’ homographie
des tensions électromagnétiques de MAXWELL.

Dans la théorie de MaxweLL et de Herrz, la force
électromagnétique ¢’ exergant sur 1’ unité de volume de
Péther s’exprime par grad f. :

Dans la théorie de LorrNTz, au contra.lre I’ équation
[8] montre que cette force électromagnétique est égale &

P expression précédente diminuée de -1—2 3;
Nous poserons encore
8 1
(9] 9=g=71.¢ N\m

et nous appellerons g le moment électromagnétique par
unité de volume.

En supposant que les équations fondamentales soient
vérifiées dans tout 1’ espace et que e, m soient nuls &
linfini, les deux théordmes fondamentaux relatifs & la quan-
tité de mouvement et au moment cinétique ont leurs ana-
logues dans la théorie actuelle; d’ une fagon plus précise,
si K et M sont respectivement la quantité de mouvement
et le moment cinétique, par rapport au point 0, des forces
électromagnétiques, c’est-a-dire les caractéristiques du sy-
stéme des forces électromagnétiques et K, et M, celles du
moment électromagnétique, on a
dK, am,

.

[10] K=— a
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L- monstration. — Intégrons en effet 1'équation (8] dans un
volu < limité par une surface o; le théoréme du gradient donne

K=(9th=—fﬁn.'dd-—~gzj'gdt;

par suite, en prenant pour ¢ une sphére de rayon infini, on obtient
la premiére des équations [10].
Un raisonnement analogue s’applique & la seconde, en posant

M1_=[(P—O)/\gdr;

S

il suffira d’appliquer la relation {[5], I, n. 56}.

§ 3. Intégrales des équations de Lorentz.

Désignons respectivement par j, J et ¢ le vecteur
du courant total, le potentiel vecteur et le potentiel ordi-
naire électrostatique : autrement dit, posons

. _de . de
‘[1} 4“]—(37+vdlve=‘-97+4ngv
(2] ’ : J= 1 f Jdv
, c) r

‘ (od
8] o= 255
les équations .[1] et [4] du § 2 sont satisfaites par les
intégrales (fonctionnelles) suivantes:

190

4] CT Tea e

Pour la démonstration, voir Eléments, pages 169-170.

Désignons ensuite par U’ le potentiel-vecteur, retards
~ . 1 . ' .
avec la vitesse e relatif au seul courant de convection

ov et par ¢’ le potentiel électrostatiqﬁe retardé , avec la
méme vitesse de retard; autrement dit, posons



__lw_

(oo (Pt =2 ax

(6] . |

(4 r

H

6] —f( “‘)*.

les intégrales du méme systéme [1].... [4] du § 2 seront

‘ e———-lé—U—l—— ad @’
[7) —T ot B9
m =rot U’

Voir la démonstration dans les Eléments, pages 170-172.

§ 4. Corps en mouvement.'

Représentons par 'v==%§ la vitesse d’ un point d’ un

corps en mouvement. En désignant par @ un vecteur quel-
. conque fonction de I” et de ¢, on a: :

da
1 at =9t Tap”
2] z adt-—-‘( +adlvv)dt

Démonstration. — L’équation [1] est bien connue; pour l’éqna-
tion [2], il suffira d’imiter la démonstration donnée dans -les Elé-
ments, page 114, pour le theor«;me relatif 4 la variation du flux.

Posons avec LoRENTz

da da .
(3] T TR div v.
On aura '
. da da
(41" S oF + grad H (v, ).

Démonstration. — On a en effet

+ad1v'v—b-2+‘1£'v+ad1v'v
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et, par suite I’équation [4] est établie, si Von tient compte de I’équa-
tion {[8], I, n. 44].

Le théoréme général sur la variation du flux (Elé-
ments, page 114) conduit de méme & poser (LoRENTz):

- da Jda .
[5] = W_F v diva + rot (@ \v).
On a
da da ) dv

et étant donnds deux vecteurs @ et b,

I

() % Ab+ap 7 =G [ 35— ot o Jiann)

Démonstration [6]. — Si on développe rot (¢/\v) & I'aide de la
formule {8}, I, n. 421, I’ équation [5] nous donne immédiatement

hada
ot

© d’ou I’ équation [6).
Démonstration [7). — De I’équation [6] on déduit

2 d(a/\b)

. dea\
+vd1va———-'v+ (dxvv—aﬁ)a - (dwa—a-l—))v,

/\+/\

dv
+2a,/\b dxvv+b/\dp a/\d—Pb.
Mais I’ équation {[1], I, n. 19} nous donne

dv dv dv dv

d’ autre part on a

dv __dv
KdP apP —rot v\, I,dp_dxvv,

en tenant compte de la relation [4], on obtient ainsi I’ équation [7].

Enfin, m étant un nombre, on a
dm __ dm. .
18] ST ~+- div (m v).

Démonstration. — Il suffit de poser dans 1’ équation [3]

a=mu,
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% étant un vevteur constant, et de remarquer que

dm_om ,dm _  am
W—~D—t+ﬁv-—'b—‘+vxmd"l.

§ 6. Equation du moment électromagnétique
‘et équation de I’ énergie.

Si I’on désigne par K le vecteur de la force agissant
sur 1’ unité de volume, par B I’ homographie des tensions
dlectromagnétiques et par ¢ le moment électromagnétique,
I’'équation [8] du § 2 donne, par analogie, ’équation suivante

(1 | K—grad — g—-‘{.
On a en outre |

(2] : K =grad §’ — 2!2

B p'=p+ H(v,9)

(4 VB =3 (Ag);

B’ (qui n’est plus une.dilatatio‘n) s’ appelle I’ homograpliie
des tensions relatives.

Démonstration. — L’équation [2] résulte immédiatement de [1],
en utilisant ’équation du § 4 et en adoptant la notation B’ définie
par [8]. Quant & I’équation [4], elle résulte de [3], si I’on tient
compte du fait que f est une dilatation et si 1’on utilise I’équation
{8}, I, n. 12}.

Soit Y Vénergie électromagnétique, Q I’énergie calori-
fique de JouLE, 8 le vecteur radiant: 1'équation de 1'énergie
est la suivante

6] vxK+Q==—divs_%.

Le vecteur
8 — Yo

est 1’ expression de I’ énergie relative.
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Le vecteur 8, rayon relatif, est défini par I’ égalité

(6] s'=s—yv+Kfv;

et ’on a

[7] Q+divs=-————|—vx +I ( KB)
Démonstration. — En multipliant intérieurement par » les

deux imembres de [2] et en utilisant la relatmn i8], I, n. 41} on
obtient .

KXv=— vx%'—;+ div (Kp'w) — I, (di',%‘ Kﬁ');

les équations [b], [6] et [8] du § 4 conduisent alors aisément ‘2
Péquation [7].

§ 6. Equations fondamentales de I’ électrodynamique
des corps en mouvement.

On a remarqué que, dans toutes les théories proposées
pour I’électrodynamique des corps en mouvement, les deux
premiéres équations ont une forme commune, quelle que soit
la théorie envisagée. Ces deux premiéres équations sont les
suivantes :

[1] crotm——é—f-l—i—J T
b
(2] crot e ==

Les seconds membres de ces équations peuvent étre
écrits sous une forme complétement absolue, grice & I’équa-
tion [6] du § 4; dans ces équations €' et m’ sont respec-
tivement les vecteurs des forces électrique et magnétique
qui s’ exercent sur un pdle unitaire; @ et & sont respec-
tivement 1’ excitation électrique et magnétique. On-a en
outre les deux équations suivantes :

(3] Q=J X €
(4] ' 8 =ce/\m,
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de sorte que, dans le cas des corps au repos le rayon relatif
coincide avec le vecteur radiant ou n’ en différe que par un
facteur constant.

Une cinquiéme équation servira & établir une relation
entre I’ homographie des tensions relatives et les vecteurs
introduits précédemment. Nous prendrons

6] pf=H(d€)+ H b, m) —%(e’)(d-i—m’)(b),

de sorte que, dans le cas des.corps au repos, on retrouve
pour f’ I’ expression définie par I’ équation [7] du § 2.

De la forme que nous venons de supposer arbitraire-
ment & f§ il résulte

(6] 1 (d" Kﬁ)
dv d 'v , ’ .
ex——d—i- dP §(e X d—+m' X b) dive.
Démonstration. — En effet des formules connues nous donnent

successivement
' , oy — Loy :
Kp =H(e"d)+H(m)b)—_(e Xd+m' XDb),
dv —Hu(e dv 1,, , dv
@.Kﬂ = (e fi_l:’d> +H(m,dP ) §(e Xd+m Xb)cﬁ-”
d’ ot I on tire I’ équation [6].

Il y a lieu de remarquer aussi que I’ équation [b]
entraine '

7 VY = d A\ + bAmM = G/Ag.

Démonstration. — Il suffit d’appliquer les relations {[3], I, n. 12}
et, pour obtenir la deuxiéme forme, d’utiliser ’équation [4] du § 5.

Dans I’ hypothése ou les différents vecteurs sont liés
par des relations contenant ¥, mais ne contenant pas les
dérivées de v par rapport au temps, on a les formules:

8] y=—1L8
9] %s=(e’——(l;'v/\b)/\(m"i‘%”/\d)_%i(”x W)v
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avec
W=d\b—cg.

Démonstration [8]. — Les équations [3] et [4] donnent, en te-
nant compte de [1] et de [2],

O+divs‘-—e’><J+c(m’)(rote’—e’)(rotm’)
——(m x % + ><

Le premier membre, en vertu de 1’équation [7] du § 6 et de
Péquation [6], est égal &

8"’+v><6"—e Xdpd-i'm Xﬁb——(e X d+m' X b)dive.

On a, par suite, en vertu des équations [3] et [7] du § 4,

dy
at —ox% o+ @ —vXg)dive

="'X?i_t +m'.>('d—t + §(e’><d+ m’' X b)div v.

Par hypothése, €,.... ne contiennent que v; I’ équation précé-
dente se sépare donc en deux équations et I’on a:

@ w—v><g=1(e'><d+m'><b)

®) WX W e x W w2

Mais I’équation [5] donne
Lp=eXad+m Xb— —g—(e’)(d+m’)<b)
L .
=—5(Xa+m X0

et I’équation [3] du § 5 donne d’autre part
Ip=Ip+vXg;

par suite 'équation (z) entraine immédiatement la relation (8] qu"il
fallait démontrer.
Démonstration [9). - L’équation [6] du § 5 donne, en verta de [4]

s—yv=8 —Kffv=ce/\m' —Kp'v
d’ou I’ on tire, 4 I'aide de 1’équation [5], '
8=yv 4 ce'\m' — H (¢,d)v — H(m/', b) v
+%(e’)(d+m’><b)v.
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Eliminons y & 1'’aide de 1’équation (a) établie précédemment.
Il vient

s=¢e  \wAQd)+m'\VA\b)+ceAm'+ k% Xg. v

et I’on a aussi
s=c (e' — % va) A (m‘ + % v/\d) + -i- @A) A\ PAD) + v X g. v.

On a d’autre part ’

WABDA@WNE)=vA\b X d. v

et I’ équation [9] se trouve établie.

En précisant les relations qui lient €’ et & d’une part,
m’ et b d’ autre part, on obtient les différentes théories
électromagnétiques de Hrrrz, LoreENTz, CouN, MINKOWSKI.

Par exemple dans la théorie de Herrz (qui, il est vrai,
n’est pas vérifide par I’ expérience), on pose

[10] d—=c¢e, b=pm;

¢ ebt.p sont des constantes, numériques, si le milieu est iso-
trope; dans un milien cristallisé, ce sont au contraire des
homographies. Le moment g est nul et I’ énergie électro-
magnétique est

1 ,
Y= 5 (c€" + pm?.

Démonstration. — Si 'on dérive I'équation (a) et qu’on retran-
che membre 4 membre !’ équation (b) ‘de I’ équation ainsi obtenue,
on aura, en vertu des équations [10]

dv
4 Xg7=0
L’ éqﬁation [4] du § 5 et I'équation [6] donnent ensuite :
1 1 ’ %
FUNG =T =3 (@\e + b \m)=0
d’ ou g= 0.

Quant & Pexpression de vy, elle résulte immédiatement de I'équa-
tion (a).
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§. 7 Les transformations de Lorentz.

Soit @ une homographie vectorielle non singulidre, @
et b deux vecteurs, 72 un nombre réel de valeur absolue .
supérieure & 1; nous appellerons ¢ransformation générale
de LoRreNTz la transformation qui fait correspondre & un
point P et & une valeur ¢ du temps un autre point P’ et
une valeur ¢ du temps vérifiant les équations

P—-0=a(P—0)+ta

[1]; =0X(P—0)4mt,

ol 0 est un point fixe, vérifiant en outre 1’ équation
(2] (P— 0 — t*=(P— 0)} — ¢

Cette transformation donne lieu aux propriétés suivantes

, Ka.a=1-+H (@ b)
[3] Koa = mb
: at=m*—1
s ' a.Ka=1+H («, a)
(4] . ub=ma
? B¥=m>—1
(5] ; P—O0=EKu(P —-0)—0bt
t=—a X P —0)+mt
(6] o Kua=m?a, oKa@\u)==a\u
[7] Ka. ub=m*®, Ku.aOA\uw)=0Au

ol @ désigne un vecteur arbitraire ;
[8] Lu=m
Ea=a—'+ L Ha,b)
m
o1 .
o=Ka—1+4 o H®,a)

[10] (ae) N@ = a (uw/\D)
(Ka w) \b = K« (v a).
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Ces derniéres peuvent aussi 8’ écrire

alNa=a.bA
(107 ) bAKa=Ka aA.

Démonstration [3]. — Portons les expressions [1] dans I’équa-
tion [2]; P équation obtenue doit étre vérifiée quels que soient ¢
et P— 0; on déduit immédiatement de 12 les deux derniéres équa-
tions [3]. On a ensuite

a(P—0)Xa(P—0)=(P—0)+bX(P—0).0X(P-0)

ou bien -
(P—O)XKaa(P—0)=(P. O0)X{P—0)+H(b,b)(P— 0)

d’ou I’ on tire la premiére des équations [3].

Démonstration [5]. — Appliquons I'opérateur Ka aux deux
membres de la premiére des équations [1}; on obtiendra ainsi, en
vertu des équations (8], 1a premiére des équations [5].

Multiplions maintenant les deux membres de la méme équa-
tion intérieurement par @; on obtiendra en vertu de [3]

aX(PP—0)=(P—0)XKaa+t(m?—1)=mt' —

d’ ot la seconde des équations [5). .

Démonstration [4]. — En portant les expressions [5] dans le
second membre de 1 équation [2], et en procédant comme dans la
démonstration de [3], on obtient les équations [4].

Démonstrations [6], [7]. — De la premiére des équations (4],
on tire, en vertu de la troisiéme équation (3] . .

o Kaa=a + at.a=ma
.a.Ka(aN\u)=a/\u + Ha,a)a\u=a/\u

Méme démonstration pour les relations [7].

Démonstration [8]. — Soient ¢ un vecteur unitaire paralléle &
«, j et k deux autres vecteurs unilaires perpendiculaires entre eux
et perpendiculaires & w; des équations [6] on déduit

I; (0. Ka) = (o. Kod) \(o. Kag) X (a. Ka k) = m2 i\ j X k=m?;
mais on a d’autre part
I, (0. Ko) = Ia. I (Ka) = (I3a);

Péquation [8] est donc établie, puisqu’ on peut évidemment choisir
le signe d’une fagon arbitraire.

Démonstration [9]. — Appliquons I’ opérateur a—1! a la pre-
miére des équations [4]; il vient

Ku=a—1+H(a,a—la)=u—l+;l;lH(a,b)
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en vertu de la deuxiéme équation [4].
Si Yon applique ensuite opérateur Ka & la premiére des équa-
tions [9], on en déduit la seconde.

Démonstration [10]. — D’aprés la deuxiéme équation [4], on a,

quel que soit u,
1
(au)\a = m (ou)\ab;
en appliquant Popérateur Ko aux deux membres de cette derniére
équation, on a, en vertu de I’équation {[3], I, n. 19}
" Ka [(aw)\a] = u/\b.

En opérant de nouveau avec @, on obtient, en vertu de la se-
conde des équations [6], la premiére des équations [10].

Une démonstration analogue s’applique a la seconde équation
qui @’ ailleurs résulte immédiatement de la premiére en y rempla-
¢cant u par Kaw.

La deuxiéme équation [3] et la deuxiéme équation [4]
ont une interprétation géométrique facile. Considérons en
effet les quadriques indicatrices de I’homographie a, ¢’est-
a~dire les quadriques définies par I’ équation

M—0)XaM—0)=(M— 0) X Ka{(M — 0) = const. ;
en posant ‘
Q—0=0

on voit que le vecteur ab, et par suite le vecteur @, sont

normaux & celle des quadriques indicatrices qui passe par Q.

Les trois derniéres équations [3] et [4] montrent en
outre que les deux vecteurs @ et b ont le méme module.
Enfin les équations [6] et [7] expriment que
1° la dilatation « Ko & pour directions doubles la
direction @ et toutes les directions normales & @
2° la dilatation Ko.a a pour directions doubles la
direction b et toutes les directions normales & b&.
Remarquons enfin que les équations (6] se déduisent
des équations [1], les équations [4] des équations [3] et les
équations [7] des équations [6] en remplagant dans les pre-
miéres a, @, b respectivement par Ku, — b, — a.
Dans le cas particulier ou o est une dilatation, on a
une t(ransformation particuliére de Lorentz.
Dans ce cas, on peut supposer

-
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[11} a=05>
et ’on a en outre
[12] a=1+4 _1}_ H(a, a)

_ 1
[13] o~ l=]— m H (a, a)
(14] aal\ =a =ala
[15] a—lLah\=a\ =a\a—

Démonstration [11] — Puisque a est une dilatation, on obtient
en rapprochant la premiére équation (3] de la premiére équation [4]

H(a,a)=H(b,b);

par suite l’équation {[8'), I, n. 6} montre que @ et b sont paralléles

et, puisque ces vecteurs ont le méme meodule, on peut toujours

choisir @ et b de fagon que I’ équation [11] soit vérifiée.
Démonstration [12]. — Les directions doubles de la dilatation

o coincident avec celles de a.Ka, ou a?; ce sont donc @ et les di-

" rections normales 4 a.

Or les équations [6] donnent

wla=mla; olc=¢, (aXc=0)
Il en résulte
(a) aa =ma, oc=_c.
La dilatation a doit donc avoir la forme
a=1+ h H(a,a)

h étant un certain nombre que nous allons déterxﬁiner. La seconde
des équations (a) étant ainsi satisfaite, la premiére devient

a + ha®. a = ma,
d’ o, en vertu de la troisiérae équation [3],
1+h(m—1)=m

et par suite la relation [12] est démontrée.
Démonstration [13]. — En appliquant I opérateur o=1 aux
.deux membres de [12], on obtient tout de suite la relation [18].
Démonstrations [14] et [15]. — De 1’équation [12] on déduit tout
d’ abord '

a(@\u)=a/\u;

puis on tire de la méme équation



au=u+ aXw.u;

+1

on a ainsi établi les équatlons (14].
On démontre par le méme procédé les équations [15].

Soient ¢ un nombre et w un vecteur, fonctions de P
ot de ¢; ce sont, par suite, des fonctions de P’ et de ¢,
en vertn des équations [].

On peut établir les formules de transformation qui
suivent :

(16] grad ¢ =Ko grad ) + 7 t’
(16] grad dop=u grad Q— 3‘1;
[17] div u = div («w) + a—'t‘, X b
' P P

(17 div e = div (Kaw) — 2% X a

P P at

o du

= -1 -_—

(18] arot u = m rot (Ka=)u) + (b A3 t,)

. u
’ —_ 1 —_— —_
(18] Ko ro}:ﬂu =m rot; (x='u) — Ka (a N 3 t) .

Démonstrations [16].... [18'). — En dérivant les équaiions [1] par
rapport & P, on obtient

P _ oP__ ot .
P~ %P~ % aP"’XaP bX
Ceci posé, on a

29 290 ,p 200
oPdP"oP' an + FYA anP’

grad(deP gradq>><o.dP+ b)(dP

ot'
09
= |Kagrad ¢ + ; b|X dP
P/ bt .

et comme dP est arbitraire, I'équation [16] est démontrée. On obtient
I’ équation [16'] par un procédé analegue.

On a aussi

oP . ' bubP' Uyl ou (

kel —d dP= = adP H b— aP
%= aP‘bP P“"at'ap 5P eaP+

Cml
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c' est-a-dire
du du
(@) ;ﬁ,-—@a-i-ﬂtb 37)
En appliquant aux deux membres I’opérateur I,, on obtient

(aw)

ive=I,{ad%| + ® o=
dl;“_l‘(abl")"'bt'xb—l‘ + )(b

d’ou 1’ équation [17]. On obtient I’équation [17] par un procéds
analogue.

Appliquons Popérateur 2V, puis I’ opérateur a aux deux mem-
bres de (a); nous obtenons, en vertu de {[3], I, n. 12|

®) arotu= 2aV(— n)-l- (b/\bt,
Or, o et f étant deux homographies quelconques, on a

aV (po) = V (Ra. B)
(voir Appendice Compléments au premier volume, n.° 25, [9]); par suite
ouw |\ ) _ oo 0 (Raw)
2aV(bP,a)—2V(Ru. b},)_ v
=rot (Raw) =rot (Isa. Ko —1u
P'( ) P'( 3¢. Ra )

en vertu de I'équation {[4'], I, n. 20,. En portant cette valeur dans
(b) et en se servant de I’équation [8] on trouve I’équation [18] qu’il
fallait démontrer. On opére de méme pour obtenir [18'].

§ 8. Principe général de rélativité.

Reprenons les équations [1].... [4] du § 2 en y rem-
plagant, pour simplifier, ¢ par 1 et 4np par o. Elles s’ écri-
vent alors

om
1] rot m — 27 =ov
[2] dive =g

om
[4] rot e + 8_t = O
[5] diV m =0.

En appliquant & ces équations une transformation gé-
nérale de LorenTz, elles se transforment en elles-mémes,
. ¢ est-a-dire qu’ elles prennent la forme
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’ ’ ae’ ’
1] roglm-v-at,=gv’
2! d‘ I= ’

(2] ive' =g

, oy Om
(3] ro;e + o7 =0
(4] divm’ =0,

P

équations dans lesquelles m/, €, ¢/, v’ sont définis par les
équations suivantes :

(5] Kam'=mm +bAe
[6] Koe'=me —b/\m
(7] ¢=0@Xb+m)

(8] QY =¢(w+a)

9] g - m' = Ram + a/\ce

¢ =Rae —a/\am.

On a aussi les formules suivantes :

[10] am=mm’' — a/\€e :
[11] we =mée +a\m

(12) mXa=mXb € Xa=eXb

[18] m Xe=mXe

[14) m? — e? =m® — e

Démonstration. — a) Remarquons tout d’abord que I’équation
[5] posée ci-dessus donne, en multipliant ses deux membres inté-
rieurement par b: ]
b X Kam' =mm X b;
on a d’ailleurs
DX Kam'=m/' Xab=mm' Xa

en vertu de la deuxiéme équation [4] du § 7; par suite, la pre-
miére des équations [12] se trouve démontrée.

b) Multiplions les deux membres de [4] par le nombre constant
m, les deux membres de [8] par b (intérieurement) et soustrayons
membre a membre les résultats ainsi obtenus. Puisque b est un
vecteur constant, on a

div (b/\e)=—b X rote

et, par suite, on peut écrire

BuraLi-ForT1 — Marcorongo. II. 8
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. . om _
dl;(mm-kb/\e)——b?)(b_o.

On en déduit, en introduisant m’ défini par [5] et en utilisant
la premiére équation [12],

. om'
LA Adnhiy —3
dl;Kum ") Xa=0;

cette derniére équation donne & son tour, en vertu de I’ équation
(17] du § 7,

divm' =0
P

et I’équation [4'] est ainsi établie.

En maltipliant de méme les deux membres de [£] par m, les
deux membres de [1] par b (intérieurement) et en ajoutant membre
4 membre les résultats obtenus, on obtient

diy}(me—b/\m)—%?)(b:ﬂv)(b+m)

d’ oY, en introduisant les quantités définies par [6] et [7] et en uti-
lisant la seconde des équations [12], .

. dxvKo.e-—-—Xa—Q

et, comme le premier membre est égal & div €' en vertu de I’équa-
P

tion [17'] du § 7, Péquation [2'] se trouve établie.

Aprés avoir été ainsi conduits & la définition simple des deux
nouveaux vecteurs m' et €' a l’aide des équations [5] et [6] et & la
définition du nombre ¢’ 4 I’aide de I’ équation [7], nous pouvons
maintenant procéder directement & la transformation des équa-
tions (3] et [1].

Appliquons l’opérateur a aux deux membres de [8]; nous obtenons

0 (am)

o =0

arote +
P

qui s'écrit, en vertu de I'équation [18] du § précédent

em) _

(a) mrot (Ka—le) +a (b/\ bt’) + ——==0.

Mais I’ équation [6] nous donne
& =mKa—le— Ka—1(b/\m);

la deuxiéme équation [9] et I'équation [10] du § 7 nous donnent'a
leur tour

Ka=1(b/A\m)=a(b/\m)=a/\am;
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on a par suite

mrot Ka - 1e =rot €' + rot (a/\am)
P P J 4 .

. d (am)

—_— ! -_—— 7

= ro; e' + tdl}; (am) P }

i8], I, n. 42}.
On a d’autre part
) (am) d (am) 0 (am)
3~ ap etm 5
d (om) bm
=—p a+ mKa=— bt' bt’x -a,

car, en vertu de la seconde des équations [9] du § précédent, on
peut écrire

am = Ko—1la + ;nl— H (b, a) m.

Par suite la relation (a) prend la forme

d (am))

T _
PY ro}:"e +(d1;'am P 5a+
d (am) _lam ( )
—ap @+t mKa=l-5 b,,xb a+ub/\b, 0;

mais 1’ équation [4], jointe & I’ équation [17] du § précédent, nous
donne

divm = divam +.

P P bt'xb—o

I’ équation précédente prend donc la forme
(2] ro}ge + m Ka— + (b/\bt,)—o;

enfin de 1’équation [5] on déduit successivement

om'

Ka az'"‘ mr tON\G

om/

= —mKu—l—,- +Ka—L(b/\

tl )
puis
-1 =
Ka (b/\ 2 (b/\ bt')
en vertu de la deuxiéme équation [7] du § 7.

Par suite I’équation (b) entraine ’équation [8'] qu’il fallait dé-
montrer. .
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Un procédé analogue s’applique & la démonstration de I’ équa-
tion [17; il suffit d’appliquer I’ opérateur o & I’ équation [1], de
multiplier les deux membres de [2] par @ et de se servir ensuite
de I'équation [8].

‘ Démonstration [9]. — Appliquons aux deux membres de [5] Popé-
rateur Ra. On a

mm' =m Rom + Ro.(b/\e)
et d’autre part '
Ra(®/\e)=(ab)\ae=ma/\oe;

la premiére des équations [9] est ainsi démontrée.
/© méme procédé, appliqué 4 I’équation [6], nous donne la
seconde des équations [9].
Démonstrations [10] et [11]. — On a, en vertu de la deuxiéme
des équations [10] du § 7, puis en vertu de )’ équation [6]

Ka(e'\a)=(Kae)\b=me/\b— (b/\m)/\b
¢’ est-a-dire
Ka(e'N\a)=me/\b —b2im + b X m.b.

Ajoutons membre &4 membre cette équation a 1’équation .[5],
aprés avoir multiplié par m les deux membres de cette derniére
équation ; on aura, en vertu de la troisiéme des équations [4] du
§ précédent,

Ko(mm' +€N\a)=m +bX m.b.

En appliquant 1’ opérateur a aux deux membres et en utilisant
la premiére des équations [4] du § précédent, il vient
mm' +eN\a+maXm'a=am+ b} m.ab

et cette derniére équation fournit I’ équation [10], en vertu de la
relation [12] déja démontrée et de la deuxiéme des équations [4]
du § précédent.
La méme démonstration s’ applique & I’ équation [11].
Démonstrations [18] et [14]. — Les équations [10] et [11] nous
donnent ’ -

am X ae=mtm' X e — (a/\e') X (a/\m').
Le premier membre a pour valeur
' om X ae=m X Ka.oe=mX e+ m>Xb.eXD,

en vertu de la premiére des équations [3] du § précédent; le se-
cond membre équivaut a

m*m' Xe —atm' Xe+mXa. e Xa,
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ou bien, en vertu de la troisiéme des équations [3] du § 7 et des
équations [12],

m’)(c’+m><b.‘e><b; )

de la comparaison des deux membres résulte 1’ équation [13].
Une démonstration analogue, que nous supprimerons pour
abréger, s’applique & I’ équation [14].

Les formules [9] expriment les nouveaux vecteurs m’
et € directement en fonction des vecteurs m et e et de
méme les équations [10], [11] expriment m et e en fonc-
tion de m' et de €. Les équations [10], [11] se prétent
mieux que les premiéres & I’ interprétation géométrique
des résultats. '

Nous avons déja vu (§ 7) comment on détermine @,
connaissant & et a; ceci posé, € et m’ une fois connus,
I’équation [10] fournira am comme somme de deux vecteurs
faciles & construire. La direction de 7 sera ensuite celle
du diamétre conjugué du plan normal & am par rapport
aux quadriques indicatrices de I’ homographie a; la pre-
miére équation [12] exprime que, étant donnés les deux
vecteurs de méme module @ et b, la projection orthogonale
de m sur b est égale & celle de /' sur @: cette équation
détermine donc complétement le sens et la grandeur de me ; .
la méme construction s’ applique au vecteur e.

On voit aussi que v/ et o’ sont lids & gv et & o par
les équations mémes qui expriment la dépendance entre
Pt d’une part et P, ¢ d’ autre part, c’est-a-dire par les
équations [1] du § 7. En effet, si dans ces derniéres nous
remplagons P—O, t, P’—(', ¢’ respectivement par ov, o,
o'V, ¢/, nous obtenons les équations [7] et [8]. Par suite on
aura aussi

" (1 —v*)=¢"' (1L — ).

Les formules se simplifient lorsqu’il s’agit d’une trans-
formation de LoreNTtz particuliére. L’ équation [b] devient
en effet

am' =mm+a/\e
et, par suite, on a, en vertu des équations [15] du § 7

m' = a1 m + a/\e;
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I’ équation [13] du méme paragraphe permet d’écrire cette
derniére sous la forme ‘

m’=mm—wx——ma+a/\e;

-m—+41

et I’on a de méme
axe
e’=me———La——a/\m.
m—41

En opérant de la méme fagon sur les équations |10] et
[11], on obtiendra les nouvelles équations

v

aX m’

m—=mm — a—a/\e
m-4+1 A
., aXxe ,
e=me — a+t+a/\m'.
m—+41 + A
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APPENDICE

L. Examen eritique de quelques concept‘s vectoriels
et de quelques notations vectorielles.

Il nous parait intéressant d’examiner les concepts et les nota-
tions que contient la traduction francaise de 1'% Encyklopidie der
mathematischen Wissenschaften ,, (1) et qui sont en pleine contradic-
tion avec les divers systémes vectoriels et les principes qui doi-
vent présider a la formation logique de leurs algorithmes.

Nous envisagerons en outre le systéme que M. PRANDTL a publié
a loccasion de la discussion projetée pour le Congrés de Cambridge
(1912) au sujet des notations vectorielles, discussion qui n’a d’ail-
leurs pas eu lieu.

1. Dans le calcul vectoriel absolu, il est rare qu’on ait a
considérer explicitement le module, ou longueur, d’un vecteur, car
dans toutes les questions de physique, de mécanique et de géo-
métrie c’est en général le vecteur avec sa longueur, sa direction et
son sens qui apparait et non pas la longueur du vecteur seule. Au
surplus si @ est un vecteur, a® est le carré de son module et la
notation mod @ n’ est pas si incommode (%) qu’il faille lui' substi-°
tuer une notation encore plus abrégée. .

Mais dans le calcul vectoriel ordinaire, basé exclusivement sur
les coordonnées cartésiennes, c’est seulement le module du vecteur
qui peut étre employé dans le calcul. C’est sans doute pour cette

(t) Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées, Tome
IV, vol. 2.

Tome IV, vol. 5, Notions géométriques fondamentales. Exposé ,
d’ aprés l'article allemand de M. ABraHAM (Milan), par P. LANGEVIN
(Paris), 1912.

(?) La notation |a| déduite de celle adoptée par WEIERSTRASS pour
les nombres ne convient pas, parce que dans le calcul géométrique
| désigne l'opérateur index de GRASSBMANN. On peut remarquer en outre
que, si o est une homographie, |a| est un opérateur linéaire entre bi-
vecteurs et bivecteurs et non pas le module de o. Si @ et b sont des
vecteurs, le groupement de signes |@|b, décomposé ainsi |.a| b, n’a
pas de sens parce que a|b est un trivecteur et qu’on ne considére
pas Vindex d’un trivecteur; si on le décompose ainsi |a.|b, ce méme
groupement désigne un vecteur, produit alterné (régressif, dans le
plan de l'infini) des deux bivecteurs |a, |b, tandis que |@|b devrait
étre équivalent & mod @. b.



— 120 —-

—>
raison que 1’ Encyclopédie (1) adopte la notation e pour indiquer un
vecteur et, dans cette notation, on doit entendre que a est le mo-
dule du vecteur. Il est & présumer, bien que cela ne soit pas dit

explicitement, qtie_:z> ne doit pas indiquer “ le vecteur dont le mo-
dule est a ,, car il existe une infinité de pareils vecteurs. Et 8’il
n’ est pas possible d’établir une correspondance univoque et réci-
proque entre un vecteur et son module, il est évident que la no-

tation_ZI’est pas opportune et posséde le méme degré d’absurdité
que toute convention fixe (Voir Eléments, page 218). . .

2. Deux vecteurs sont dits équipollents quand ils ont la méme
longueur et qu’ils sont paralléles et de méme sens; mais il faut
bien se garder d’appeler de pareils vecteurs des vecteurs égaux: (2).
C’est un fait que les étres ayant une longueur, une direction et un
sens forment une classe d’étres simples déterminés d’une facon uni-
voque (3), que deux étres de cette classe ne sont identiques (c’est-
a~dire égaux au sens logique général habituel établi par LEIBNI1Z)
que dans le seul cas ou ils ont en commun la longueur, la direc-
tion et le sens. La distinction établie par ' Encyclopédie corres-
pond 4 une analyse incompléte du concept exprimé par le mot
vecteur. Voici en effet comment 8’ y trouve justifiée la distinction
entre les vecteurs équipollents et les vecteurs égaux ().

On admet que la condition

B — A équipollent 4 D — C

peut étre vérifiée de trois fagons différentes.

1.° Les points A, B, C, D ne sont pas nécessairement en ligne
droite (vecteurs libres). ‘

2.° Les points 4, B, C, D sont nécessairement en ligne droite
(vecleurs glissants). '

8. On a nécessairement A = C, B=D (vecteurs liés @ un
point).

Selon les lois de la logique et de la grammaire usuelles, un
adjectif qualificatif associé au nom d’une classe restreint cette
classe (donne une sous-classe), mais il ne change pas la nature des
étres de cette classe. Par exemple, en analyse, le mot nombre dé-
signe une classe trés vaste ; les qualificatifs “ complexe d’ordre 7 ,,

() Encyclopédie des sciences mathématiques, Tome 1V, vol. 5,
page 7. :

(?) Encyclopédie, t. IV, vol. 2, page 4.

(3) BuraLI-FoRrTi, Gli enti astratti definiti come enti relativi ad un
campo di noszioni. - [Rend. Ace. Lincei, 8. 5., v. 21 (2. semestre 1912),
p. 677-682).

(*) Encyclopédie, t. IV, vol. 2, page 5.
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“ imaginaire ,,, “réel,, “irrationnel ,, “rationnel,, “ entier,/,
associés au mot nombre donnent des classes spéciales, mais qui
sont toutes composées d’étres qui ne cessent pas d’étre des nombres.

Or on se met en contradiction avec ces lois de la logique et
de la grammaire usuelles lorsque au mot vectewr on ajoute les qua-
lificatifsgglissant, lié a un point, car on obtient ainsi des étres qui
ne sont plus des vecteurs. Et il est aisé de le démontrer. En effet:

Dans le premier cas, le mot libre est inutile; un vecteur libre
est simplement le vecteur de HAMILTON et de GnAsBMANN. (dans le
champ & trois dimensions), car on a

distance de A 4 B = distance de Ca D
droite AB paralléle & CD
sens de A vers B— sens de C vers D

[ ] B—A=D—-C
dans le seul cas ou ?

et ces conditions déterminent une classe unique.

Dans le second cas, on obtient des formes spéciales de seconde
espéce de GRASSMANN; d’une fagon plus précise on obtient les
formes que M. PeaNo appelle des bipoints. Si 1’ on représente par
AB le produit alterné de A par B, on a

distance de A 4 B=distance de Ca D
le points A B C D sont en ligne droite
sens de A vers B = sens de C vers D.

AB=CD
dans le seul cas ou

1]

Il en résulte que AB = CD entraine B— A = D— C; mais I'éga-

litt B— A =D — C n’entraine pas nécessairement 1’égalité AB= CD.

Un vecteur glissant ne peut donc pas étre-un vecteur, mais
un étre d’espéce bien différente qui dépend de I’ importante et
puissante opération appelée produit alterné, opération introduite
d’une fagon géniale par GrassMANN. Du reste il suffirait de remar-
quer, en se reportant aux coordonnées, que le vecteur (libre) a trois
coordonnées, tandis que le bipoint (vecteur glissant) en a six, liées
par une relation quadratique.

Dans le troisiéme cas, l¢ vecteur @ lié 4 un point A n’est pas
aatre chose que le couple (logique) formé par le point A et le vec-
teur a@. Ce couple ne représente pas un vecteur, mais seulement
une force appliquée en un point d’un corps.

3. Dans 1 “ Encyclopédie ,, on considére encore le vecteur
axial qu’ on désigne par la longueur a du vecteur (!) avec une
fléche courbe au-dessus.

Quelle est lorigine logique de ce nouveau vecteur? Le couple
mécanique (systéme de deux forces représentées par deux vecteurs
paralléles, opposés et de méme longueur) dépend du produit alterné
de GrassMANN et ne peut pas &tre considéré d’une fagon directe
sans introduire I’ axe du couple ou le moment du couple. Soient

() Encyclopédie, t. 1V, vol. b, page 11.
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A et B les points d’application de deux forces représentées par les
vecteurs @ et — @, Le couple est alors

Aa — Ba= (A — B)a
et son moment est _
|{(A — B)ya} = (4 — B)\a.

Or c’est ce moment qu’ on indique par la notation avec la fleche
courbe et qu’on appelle vecteur axial.

Il suffit de remarquer que si @ et b sont des vecteurs, a/\b
est toujours un vecteur et en outre que si w est un vecteur, il
existe une infinité de vecteurs a et b tels que v = a/\b, pour pou-
voir conclure que 1'introduction du vecteur awial correspond elle
aussi 4 une analyse incompléte des concepts fondamentaux.

L’Encyclopédie elle-méme a soin de noter une velation (!) entre
le vecteur axial et le bivecteur (complément, Erginzung) de GRASS-
MANN ; mais ’auteur ajoute ces mots:

“ Mais tandis que le parallélogramme, comme surface, direction
et sens de parcours, reste identique & lui-méme par mirage dans
son propre plan, la droite représentative change de sens et n’en
fournit pas un symbole exact ,,.

Il y a lieu au contraire de remarquer que, en désignant par
u et v deux vecteurs orthogonaux, tels que @, b, u, v soient paral-
léles & un méme plan, on a: )

a=m(cosg.u + sing.v), b =mn(cosy.w + siny.v)
ab = mn sin (y — @) uv;

et 8i 'on désigne par a’, b’ les symétriques de @, b par rapport & w:

a’' =m(cos g.u — 8in @.v), b =n(cosy.u — siny. v)
’ a'b' =mn sin (¢ — ¢) wv;

d’ou il résulte

a'b=—ab

contrairement & ce qu’affirme I’ Encyclopédie.

) 4. En ce qui coneerne les autres notations adoptées par
1’ Encyclopédie pour le produit intérieur ou scalaire et pour le pro-
duit vectoriel, nous pourrions renvoyer le lecteur aux observations
faites par nous dés nos premiéres notes des Rendiconti di Palermo;
mais pour les raisons développées dans la Préface, il ne parait pas
hors de propos de réfuter une nouvelle fois des notations qui,
gelon nous, ne sont absolument pas acceptables.

(1) Encyclopédie, loc. cit. page 12, .
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Pour le produit intérieur ou scalaire de deux vecteurs, 1’ Ency-
clopédie adopte les notations (!)

al|b; ab; a.b ().

Ces notations sont a rejeter, soit pour des raisons historiques,
soit pour réserver la pessibilité de se servir du calcul de Grass-
MANN. Dans ce dernier calcul, il est nécessaire de considérer le
produit alterné de deux vecteurs; et il y a lieu de réserver la no-
tation @b pour ce produit alterné. Il est d’autre part nécessaire
d’envisager le bivecteur (produit alterné de deux vecteurs) qui est
lindex d’un vecteur donné b (c’est-a-dire le couple dont & est
le moment). Cet élément a été représenté par GRASSMANN par la
notation |b, le signe | étant un opérateur qui appliqué a b donne
le bivecteur considéré ; et nous ne voyons aucune raison pour aban-
donner le symbole employé par GRrassMANN. En outre, il est néces-
saire de considérer le produit alterné de deux formes géométriques
a, b quelconques; et il est opportun de le représenter simplement
par ab, en sous-entendant presque toujours le symbole d’opération
entre a et b (3).

11 est ensuite naturel d’écrire a|b au lieu de a.|b, autrement
dit au lieu de a(|b), c’est-a-dire d’indiquer par a|b le produit
alterné de @ par |b. Mais ce produit est un ¢rivecteur (produit
alterné de trois vecteurs) et c’est par suite un élément bien diffé-
rent du nombre, auquel se réduit le produit intérieur de @ par b.

Si Q est le trivecteur umtalre, T est précisément le nombre

- auquel se réduit le produit intérieur de @ par b. Un pareil produit
intérieur ne peut donc pas &tre représenté par a|b (trivecteur),

(1) Encyclopédie, t. IV, vol. 2, p. 14; vol. 5, p. 9.

(?) Nous estimons absolument inutile d’employer la notation
de 1’ Encyclopédie pour indiquer un vecteur. Notons cependant qu’en’
employant les caractéres de Clarendon pour représenter les vecteurs nous
n’ entendons nullement poser en principe “ qu’un vecteur doive tou-
jours étre représenté par les caractéres de Clarendon ,,; une pareille
convention serait logiquement absurde (Eléments, page 218).

(®) Il est pourtant nécessaire (Eléments, p. 183) d’avoir & sa dispo-
sition un pareil symbole et & cet effet nous avons le symbole Q.

Ta notation allemande [ab] est encombrante et illogique. Si ab
désigne déja le produit alterné de a par b, les parenthéses deviennent
inutiles, par suite encombrantes; si [ab] désigne une fonction de a et
de b, on devrait écrire [a,b] de méme qu’on écrit f(x,y) et non pas
fxy), mais dans ce cas le symbole de fonction (opérateur) serait con-
stitué par les parenthéses, et ceci est contraire aux lois algébriques
les plus communes, autrement dit ceci est illogique. Cf. G. Praxo,
Derivate e differenziali [Atti Acc. di Torino, v. 48 (1912)].
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mais il doit étre représenté par ‘#; et comme cette derniére no-

tation est encombrante, il est nécessaire d’ employer un symbole

d’ opération entre @ et b; le symbole employé primitivement par

GRASSMANN est le symbole ) et on a exactement ’
' _alp
aXb= o Q)

11 est vrai que PEANO, nous-mémes et d’autres autears ont fait
usage de la motation a|b au lieu de %é ou de @ )X b; mais, PEaNo
ayant reconnu linexactitude de la notation a|b, qui se trouve avoir
ainsi deux sens différents, nous avons abandonné cette notation.

La notation a.b est également. inadmissible, parce qu’il con-
vient de laisser au point le sens d’un symbole de séparation
(sens qu’ il a dans 1’ écriture vulgaire), afin d’éviter I’ emploi de pa-
renthéses surabondantes (2). Et on peut en voir un exemple dans la
fagon méme dont I’Encyctopédie écrit la formule qui exprime le théo-
réme du double produit vectoriel (p. 18).

5. La notation @ ) b proposée pour le produit vectoriel de
a par b est également inopportune (p. 18). Le symbole X est pro-
pre & l'algébre; si on veut I’étendre aux vecteurs, on peut le faire
4 condition de conserver autant que possible les propriétés for-
melles. Or si @ X b représente le produit vectoriel de @ par b, on a

axXb=-—-bXa

propriété complétement opposée & la propriété algébrique corres-
pondante, et si, en algébre, le signe X est “ généralement né-
gligé ,, il n’est certainement pas aboli. Si au contraire on emploie
le signe X pour le produit intérieur, toutes les propriétés formelles
sont conservées (3).

Le fait que GiBB8 a fait usage de la notation @ ) b pour le

(1) Die lineale Ausdehnung, 1844 (Ges. W., I,, p. XI); Geometrische
Analyse, 1846 (Ibid., p. 845).

La note (11) de I’ Encyclopédie, t. IV, v. 5, p. 8 n’est donc pas
exacte. Le symbole [a|b] a été6 employé par GRASSMANN dans 1’Ausdeh-
nung, 1862 (Ges. W., I, p. 112).

(%) Plusieurs des auteurs allemands qui s’occupent du calcul vec-
toriel sont déja d’accord sur ce point, par ex. M. PRANDTL; ce der-
nier, voulant s’éloigner le moins possible des notations de GiBBs, a
proposé de substituer au point gras le point rond o et de représenter
par suite le produit intérieur de @ par b par la notation @ o b. Ueber
eine einheitliche Bezeichnungsweise der Vektorenrechnung im technischen
und physikalischen Unterricht [Jahresbericht der deutschen math. Verei-
nigung, Band 13 (1904), p. 36-40].

(®) Eléments, page 34.
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produit vectoriel ne justifie pas 1’usage d’une pareille notation. On
doit accepter de GiBBs le principe excellent qui consiste & indiquer -
par un signe placé entre @ et b le produit intérieur ou le produit
vectoriel de @ par b; mais on ne peut pas adopter ses signes a.b
et @ X b et cela pour les raisons que nous avons déja développées
amplement.

Nous avons proposé pour les deux prodults les symboles X
et /\ et ce choix s’est trouvé étre trés opportun dans toutes les
applications, méme les plus élevées. La correspondance entre ces
symboles et ceux de GRASSMANN 8’ exprime par les égalités

alb

axb= , ap\b=(ab)

ou encore, en faisant usage du symbole O pour le produit alterné

a/\b=|aQb).

6. En vue de la discussion projetée au congrés de Cambridge
(1912), M. L. PrANDTL, de I’ Université de Gottingen, a présenté
quelques propositions (dactylographiées) qu’il dit devoir servir de
conclusion au travail d’'un comité allemand pour les notations vec-
torielles (1903-1904) (*): et qui, sauf quelques observations au sujet
- de nos propositions, reproduisent ce que M. PRANDTL avait déja
publié en 1903-1904 (’) Citons quelques—unes des opinions de
M. PrANDTL, opinions émises en 1904 et confirmées en 1912.

“ Es haben sich zwischen den Anhingern der Grassmannschen
Schule und den Physikern so durchgreifende Unterschiede in der
Denkuweise herausgestellt, dass eine Einigung sich als unmaoglich
erwies ,,.

Cet accord est si peu impossible que nous avons pu tirer du
systéme minimum (que M. PrRANDTL juge incomplet) le systéme
entier de GRASSMANN (3).

“ Der Unterschied zeigt sich deutlich heif den .orientierten
Flichenstiicken. Fiir die physikalische Richtung sind diese einfache
Vektoren: da sie sich bei nicht orthogonalen Transformationen an-

.

(*) Voir les articles de M. M. PRANDTL, MEHMKE, FISCHER, V. CoL-
LIN8, C. G. KNorT dans le Jakresbericht der deutschen mathem. Verei-
nigung, Bd. 12, 18, 14; et un article de M. F. Juna, Bd. 17, p. 883-
390 (1908).

(®) Grundsdtse fiir eine einheitliche Schreibung der Vektorenrech-
nung im technischen Unterricht [Jahresbericht der deut. math. Vereini-
guag, Bd. 12, p. 144 (1903)]; Ueber eine einheitliche Beszeichnungsweise
der Vektorenrechnung im technischen und physikalischen Unterricht [Ibid.
Bd. 18, p. 36-40 (1904)]. Nous avons déja fait allusion & ces travaux
de M. PrRANDTL dans notre note V des Rendiconti de Palerme.

(3) Eléments, p. 180.
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ders verhalten, wie ihre Normalen, braucht die Grassmannsche
Schule fiir das Flachenstiick eing\ besonderen Begriff, nimlich den
BIVEKTOR ,,.

Ceci signifie que 1’école de GRASSMANN a analysé mieux que les
physiciens (ou mieux, que certains physiciens) les concepts fonda-
mentaux: elle a va qu’ une aire ne peut pas étre un vecteur, mais
bien un bivecteur dont I’sndex peut représenter l’aire indirectement.

" % Da die Differentialgleichungen der Physik zwar die Gruppe
“ der Drehungen, gber fast nie die Gruppe der affinen Transfor-
“ mationen besitzen, kommt in der Physik der Unlerscheidung von
“ Vektoren und Bivektoren keinerlei verniinftiger Sinn zu .

De la sorte toutes les questions de mouvement d’un corps so-
lide qu’ on traite d’une fagon si simple et si rapide & I’aide des
bivecteurs, toute la géométrie métrique ou projective qui néces-
gite I’emploi des bivecteurs paraissent n’avoir plus ainsi aucun
sens raisonnable.

“ Ein “ Systema minimo ,, wie es die Herren MARCOLONGO und
“ BuraLi-ForTI vorgeschlagen haben, scheint auf den ersten Blick
“ den beiden Denkrichtungen gleichmissig gerechfigt zu werden.
“ Doch kommt das ganze Elend bei den dreifachen Produkten wie-
“ der herein ,,.

Le défaut réside non pas dans nes notatlons, mais dans les
notations erronées que quelques-uns, beaucoup méme, emploient
pour le systéme de GrassMANN. Si I’ on représente par ab le pro-
duit alterné de a par b, le volume du parallélépipéde d’arétes a, b, ¢
n’est pas abec, comme I’affirme M. PRANDTL; @ bc est un tri-
vecteur et non pas un nombre; le volume est gg_c et l'on a, avec
nos notations vectorielles

aXb/\c:%.

Le produit intérieur de @ par le produit extérieur (bivecteur)
de b par ¢ ne peut pas étre considéré (!) et par suite il ne peut pas
étre équivalent & a/\(b/\¢c).

M. PrANDTL pose ensuite la question suivante.

“ Hat die Grassmannsche Richiung heute noch so grosse Be-
deutung, dass sie als gleichberechtigte Macht mzt der physikalischen
Richtung betrachtet werden muss? .

Il n’y a méme pas lieu de mettre ceci en doute et tout ce qui
a déja été fait par la méthode de GrAsSsMANN est 14 pour prouver
son importance. Si M. PRANDTL entend parler de ce calcul de déter-
minants et de matrices qui semble faire les délices de certains
mathématiciens, on peut répondre, avec raison, que la puissaunce

physique de ce calcul est nulle; 8’il s’agit du calcul concret, pure-

(*) Voir notre réponse a M. TIMERDING : L’ Enseignement Matheé-
matique, XI année, p. 460-463 (1909).
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ment géomsétrique, de GRASSMANN-PEANO, il en est tout autrement.

Et enfin M. PRANDTL termine par une exhortation:

“ Nicht ein Systema minimo! sondern das ganze System mit
“ den dreifachen Produkten muss ins Auge gefasst werden,,.

Les trois produits sont le produit intérieur, le produit extérieur
et le produit dyadique; le calcul dyadique est trés important “ wie
sie G1BBS gelehrt hat ,,.

La dyade est un instrument vectoriel minuscule qui donne avec
de grands efforts les homographies générales, les dérivées par rap-
port & un point. Ainsi par exemple I’ homographie axiale

u/\
(avec nos notations) s’ exprime & aide des dyades par I égalité
u/\ = H(a,d) — H(b,a)
avec :
u=a /\b !

En outre les dyades ne forment pas un systéme linéaire!!

Pour tout le reste, nous renvoyons M. PRANDTL au premier
volume de notre Analyse vectorielle (Transformations linéaires) et
. aux applications qui se trouvent dans ce ‘volume.

IL. Visseur, Vissage et Vis de BaLL (!).

On peilt résumer d’une fagon simple et élégante, & I’aide des
formes géomeétriques de GrRASBSMANN-PEANO, les belles et importantes
recherches de BaLL (?). Donnons-en un rapide apergu.

(1) Nous jugeons inutile de parler des biplans, bipoints, moteurs
et impulseurs de Stupy. Les formes de GrASSMANN donnent en effet
sous une forme simple et réguliére des éléments qu’on peut substituer
aux bipoints et aux biplans. En outre les moteurs et les impulseurs
ne peuvent &tre d’aucune utilité, car la somme de deux moteurs par
ex. est définie comme un moteur qui est fonction, non seulement des
deux termes de la somme, mais encore d’une direction de plan qu’on
peut choisir arbitrairement; et, d’autre part, on sait que la somme de
deux isoméries vectorielles ne peut pas étre une isomérie vectorielle.

(®) RoBERT STAWBLL BALL, The theory of Screws: a geometrical
study of the Kinematics, Equilibrium and small Oscillations of a Rigid
Body [Trans. of the R. Irish Academy, vol. 25 (1871), p. 161}; ou encore
Theory of Screws (Cambridge 1900); WiLLiaM KiINGDON CLIFFORD ,
Preliminary Sketch of Biquaternions (Mathematical Papers, London,
Macmillan and C., 1882, p. 181; Proceedings of the London Mathe-
matical Society, t. 4, 881-395).



— 198 -

Un systéme de forces appliqué & un corps solide peut &tre iden-
tiié 4 une forme F, (forme de seconde espéce de GRASSMANN-
PBANO); par suite un visseur (wrench) de BaLL n’est pas aatre
chose qu’ une Fj.

Soient C,, C, deux positions différentes d’un méme corps so-
lide: on peut passer de C, & C, d’une seule fagon & I’aide d’une -
rotation autour d’un axe et d’une translation paralléle au méme
axe. L’opératenr qui appliqué aux points de C, donne les pomts
de C, n’est pas autre chose qu’ un vissage (twist) de BALL.

La relation entre le visseur et le vissage est la suivante. Si s
est une F, (c’est-a-dire an vissewr), 1’ opérateur

1 y=e—lu.s

est un opérateur entre les formes F, et F, qui conserve la masse
des formes F, (c’est donc un opérateur entre points et points, entre
vecteurs et vecteurs) et cet opérateur est précisément le wvissage
détermind par le visseur s.

Si P est un point, yP se déduit de P par une rotation autour
d’un axe, l’axe de s, et une translation paralléle au méme axe, si
Ton a ss 7 0; par une seule rotation, si ’on a sw #:0 ss=0 (s est
alors réductible & un bivecteur) ().

Dans les deux premiers cas, on peut poser

2] : s=qO0u + mju
avec

=" — mod (s0), m=— 55 _
“hod(sw) ¥ " ™= mod (sw)

O étant un point arbitraire de 1’axe de s. Dans ce cas le vissage -
y produit aune rotation de ¢ radiants autour de Ow et une trans-
lation mae.

A Y aide des formes F, de GRASSMANN-PEANO, on voit ainsi
clairement la relation entre le visseur et le vissage et cette relation
se trouve établie parce que dans la relation [2] la rotation ¢ ap-
parait comme coefficient de I’axe et 1’amplitude m de la transla-
tion comme coefficient du couple |u.

Il résulte également de 14 que V'interprétation vectorielle usuelle
est complétement erronée (). -

Remarquons que la relation [1] établie pour le vissage ne peut
pas servir poar la composition des mouvements hélicoidaux, parce
que le produit de deux exponentielles y est une exponentielle qui
n’a pas pour exposant la somme des exposants. L’étude des mou-
vements physiques d’un corps solide {[mouvements hélicoidaux, ou

(*) Peaxo, Calcolo geometrico, p. 164.
() Encyclopédie, t. IV, v. 2, p. bl.
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motor (1)] se fait trés simplement & P’aide des isoméries vectorielles,
ainsi que nous 1’avons fait rapidement dans les Omografie wvetto-
riali (2), et ainsi que M. Borrasso le développera complétement dans
le volume IV de cette série de volumes relatifs & 1'Analyse vecto-
rielle.

La vis (screw) de BALL est, en substance, la vis matérielle or-
dinaire; si on lie invariablement C, & cette vis et si on lui donne
dans un sens convenable une rotation convenablement choisie, C,
viont dans la position C,. La vis est donc déterminée par son axe

(Ou), par son pas réduit (%) et par son sens (déterminé par le

sens de u).
Considérons les-deux visseurs (ou Fy)

s=q@0u + mju, s =q¢'0uw +m'|w;
on peut supposer, sans nuire a la généralité, que 'on a:

0, (0'— 0) uu

(O — O\@AW)= 2 =0;

posons
’
d=mod (0 — 0), k= %‘, K =%‘,, © = angle (u,u');
on a alors immédiatement (3)

ss' = @@’ Ou O'u' + em' Ou|uw' +o¢'mO'u'|u

., (0= 0)Yuuw , njw , uwlu
et par suite
633’=;(p(p'dsin6+q)m’cose-l—(p’mcose

=g’ [(k + %') cos ® — d sin 6]
et
(k+ K')cos ® — dsin 6

est le coefficient virtuel de BALL: en écrivant que ce coefficient est
nul, on exprime que s et s' sont des wvisseurs réciproques.

Nous avons donné cet exemple pour montrer avec quelle faci-
lité on peut traiter, & I'aide des formes de GrASSMANN-PEANO, méme
la partie analytique de la théorie de BALL.

(*) PeaNo, Formulario mathematico, Editio V, p. 182.
(3) Omografie vettoriali, Torino, Petrini. 1909, p. 81.
(3) Eléments, p. 183, 189.

BuRALI-FoRTI = MaRcoLoNGoO. II. ’ 9
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Tout ce qui concerne les 18 coordonnées des vis (amplitude, com.
posante du vissage, vis reciproque) peut &tre éliminé complétement
par l'emploi des formes F, qui constituent un systéme linéaire & 6
dimensions.

On obtient de la méme facon le systéme linéaire de wissages
sous la forme :

8 =3x; 8

ot les s sont des formes F; au nombre de n. Pour 2 <6, on obtient
les systémes & liaisons d’ordre 2, 8...5; le systéme le plus général
est d’ordre 6. :
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Compléments au premier volume.

(TRANSFORMATIONS LINEAIRES)

*n 6 (bage 19).
Si w, v, w sont des vecteurs, on a
[8] H (w, v Aw)+ H (v, w/\w) + H(w,u \v) =u X v\w.

Démonstration. — Si « est un vecteur et si a est 1’ homographie
du premier membre de la formule [8'] on a:

ac=uXx.v\w+vXw wh\u+wXx u\v
—u/\{w)(m v—vXx. w+uXex. fv/\w
=u/\lx/\(v\w)] + u X . vA\w
=uXv\w. x—uXwx v)\w+ uXaw. v/\w
=uXv/\w. x.

* n. 11 (page 28).

On a encore les théorémes suivants :
TakorkME 1. — L’homographie a est singuliére lorsque
Ioa=0, et dans ce cas la seulement.

Démonstration. — D’aprés la troisiéme des formules [1'], on a
I;0 =0 lorsque les vecteurs od, oj, ak sont paralléles & un méme
plan, et dans ce cas l4 seulement.

TakorkME 2. — S f(a) est une fonction continue de
Uhomographie variable o, et si I on a démontré que, a
étant une homographie propre, on a toujours fla)=0,
alors on aura fla) =0 méme dans le cas ow I’ homogra-
phie a est singuliére.

Démonstration. — Si I'on a Ija =0, on peut trouver un nombre
réel x tel que 1'’on ait Iyx + a)5£0; alors flx + o)=0, et ’on a
limo[f(a: + o) — fla)] =0 en vertu de la continuité; par suite flo)=
=

méme pour Lo =0. (T. BogaGIo).



* 14 (page. 31).

La démonstration de l'identité [1] peut étre remplacée
par la suivante, qui est & la fois trés simple, élémentaire
et intrinséque : elle est due & M. RaBINovITCH, qui nous
a aimablement permis de la publier ici.

Démonstration. — Dans la premiére des équations [1] du n. 8
remplagons w par o%w; nous obtenons
(@) u/\»X ladw — 0. a?w} = — v/\(a?w) X ou — (a2w)\2 X ov
= (o) X (v \ou — w\ov};

dans la seconde des équations [1] du n. 8 remplagons ensuite w
par aw et tenons compte de la troisiéme des mémes équations ;
nous obtenons

u/\v X {La. aw — Lo w} = (av)/\( ufw) X u + (a2w)/\(ow) X v
= (a?w) X fu\ov — v/\auj.

En ajoutant membre 3 membre cette derniére équation et
Péquation (a), on obtient:

u/\v X {a® — La. a? 4 Lo. o — Lajw =0

d’olt I'on déduit 1’équation [1] & démontrer, & cause du choix arbi-
traire de u, v, w.

* n.° 20 (page 38).
On a:
[7] R(a + m) = Ra + m CKa + m?®

Démonstration. — Les équations [1] et [1'] du n. 19 nous donnent

R(a 4+ m) (x/\y) = (ax + max)\(ay + my)
= (ax)\ay + m (®/\ay — y\ox} + m* x\y
=.{Ru + m CKoa + m¥ (x/\y)

ce qui démontre I’équation [7], puisque le vecteur «/\y est arbitraire,

Si a,B sont des homographies on a
s Ra+ f)=

Ra + R — K (Ca. B+ B. Ca) + La+ B) — La— LB -
= Ra + Rf — K(a. Cf + B. Ca) + La. I, — IL,(af).



- 183 —

* 1.°20 (page 39, fin du n.° 20).
TutorkME. — On @ Ra=0 lorsque I’ homographie o
est une dyade et dans ce cas la seulement.

Démonstration. — Lorsque a est une dyade, 1’ équation [3] du
n.° 21 montre que Rg =0. '

Réciproquement, soit Ra=0; s8i & et y sent des vecteurs arbi-
traires, on a alors '

0 = Ra (@/\y) = (c@)\oy

et, par suite, oa a une direction fixe, quel que soit a; il existe
donc un vecteur unitaire » tel que Von ait, quel que soit «,

wx = M.
Multiplions les deux membres par % intérieurement; ii vient
u X o = X Kow =m;
par suiﬁe ‘
ax = x X Kou. v = H (Kaw, u) x

égalité qui prouve que 1’ homographie o, ou H (Kaw, %), est une
dyade.

* n. 21 (page 39).
31 Rjo 4 H (u, v){ =Ra — vA\. a. w .

Démonstration. — Ria + H(u, 2} (®\y) =
(ox + u X 2. v)\(ay + u X y.v) =
Ra(x/\y) + u X 2. v\oay — u X y.v\ox =
Ra(@/\y) —v\oju Xy v —u Xz yl=
Ra @/\y) — v/\e [u\@/\W)} =
{Ra — v/A\.a. u/\} (@/\y).

* n. 22%s, Opérateur R’ (page 41).

Si «, f sont des homographies et si @, ¢y sont des vec-
teurs, le vecteur

1) (ae) A\ By + (Bo) A ey

est une fonction alternée de a et de ¥ et, par conséquent,
(Int. n. 9, Théor. 1.) il existe un opérateur linéaire entre ve-
cteurs et vectewrs indépendant de a et de y (fonction de a, B
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seulement) qui appliqué aw, vecteur ax/\y donne le vec-
teur (1).
’ Cet opérateur sera indiqué par la notation

R/(q, B)

ot il résultera de 14 que: R'(a,B) est une homographie, fonc-
tion de a et B, telle que, ax, y étant des vecteurs arbi-
traires, on a toujours: ) ‘

(1] R'(a, B) (e Ay) = (a) A By + (B) \ ay.

Dans les formules suivantes, a, B, y sont des homo-
graphies, m, n sont des nombres, u, v, @, b sont des vec-
teurs :

2 R/(w) = Rla+ ) — Ra — Rf =
I(a + B) — Tpa -- I,f — K(aCB + BCa)
B]  R(wf =R
[4]  R(maB)—R(omp) = mR (of)
6] R(a+By) =TR(ay) +RB)
6]  VR(ap)—pVa+ VB
[ L R(a,f) =Ia+ B) — Lja — I =Ta I, — L(af)
8] KR(apf — R(Ke, Kf) D
9]  CR(w)p,—K(aCB + BCa) — K(Ca.p + CBa)
[10] R'(a,m)=mCKa , R'(m;)=2mn

[11] R/(o,u/\) — 2H (Va,u) + (Kau)\
‘ R’(u/\’”/\) = 2D(u,v)
(12] R'[0,H(w,0)] =

— vA.a. v/ \R [H(u,v), H@ab)) = H(u/Aa, v\b)
(18]  R'(aB,By) = Ra. R'(B;7)
(14]  R'(ay,fy) =R'(a,p). Ry.

* n.° 22 (page 41).
TrkorEME. — L’ équation
(1] RE=gq,

o o est une homographie donnée et & une homographie
inconnue , n’ admet des solutions que dans les deux cas
suivants : |
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1°) I,a >0 et dans ce cas E=+ R_a_;
vIa

2°) Ija=0, Ra=0; dans ce cas a est de la forme
H(u, v) (n.° 22, Théoréme) et l'on a

E=H(uw,, v,) + H(u,, v,)

ou u,, uz, v,, U, Sont des vecleurs assujettis aux deux seules
conditions

u N\Nuy=wu, v, \vy,=v.
Démonstration. — Appliquons les opérateurs I3 et R aux deux
membres de (1). On obtient
(L =I, LEE = Ra.
On doit donc avoir Ija =0 et de la deuxiéme, sous cette hypo-
thése, on déduit ’
(@) *yLet=Ra

Si l'on a I3a >0, I équation (a) fournit les deux valeurs de
€ qui vérifient (1). '

Si Yon a Ija =0, Ra =0, ’équation (1) n’a pas de solutions.

Si Von a Ija =0, Ra =0, I’équation [5] du n.° 21 fournit les
solutions en nombre infini indiquées par I’ énoncé.

* n.° 26 (page 44).

On a encore les formules suivantes :

(7] V(apa) =RaVp 4+ CK(af) Va
B V(o= V(Baf)

87 oV (B. Ka) = V(Ra. B) — a. CKf. Va
B BV(Bu) = V(. Rf) |
(9] BV(KB. a) = V(a.RB) — Ca VB.

Démonstration [7']. — L’équation [7] nous donne
V(ape) = V(af. Ka) + 2V(af. Va/\)

= V(of. Ka) 4+ 2V[Va AK(of)]

= RaVp + CK (af)Va.
Démonstrations [8], [8], [9], [9]. — Si dans I’équation [7] on

remplace § par Ro.f et a par Ko, on a successivement
V(Kea. Re. p. o) = RKo V(Ra. f)
I 0. V(Bo) = RKa V(Ra. B);

«
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en appliquant aux deux membres 1’opérateur a, il vient
‘ La. aV(Ba) = Iya. V(Ra. B).

Si I’on a Ij0 540, I’ équation [8] est démontrée.

Si 'on I3a =0, on peut trouver un nombre x tel que I’ on ait
I;(x + @) 540 et I’équation [8] subsiste si I’on remplace o par
2 + a; on a alors, en développant,

aV(Ba) + xu = V(Ra. ) + av

et, & la limite, on obtient de nouveaun, pour x =0, I’ équation [8].
Ou bien on peut appliquer le Théoréme 2 de ces compléments
(n. 11 page 28) et l'on obtient le méme résultat.
L’ équation [8'] se déduit de [8] comme on a déduit [7'] de [7].
La démonstration de [9] et de [9'] est identique & la précédente.

* n.° 25 (page 46).

8]  Iya—+m) =Ta—+2L,am+3m?

9] Li(a + m) =ILa + La.m + Lo.m® + m?
(10] I, e+ H(w,0)} = I,a + w X Cov

[11] I,}e+ H(w,w) =ILa + 2w X KRuv

[2] L iH@p) + Huw) = (@Aw X GAv).

* n. 7. Quelques formules différentielles (page 62,
fin du n. 6).

Soient w,v deux vecteurs et a,f§ deux homographies
variables fonctions d'un point ou d’un nombre. On a:
[1] d(w X v)=u X dv+vX du, d(u/\v)=u/\dv— v/\du
(2] d(awe) == adw + da. w, d (af) = a.df 4 du.p

do=—1= —a—Lda a1
8] dwA) = (dw)\, dH(w,v)= Hu, dv) + H(du, v)
(4] dl,a =1,da, dVa==Vda, dKa=Kdo
dDa = Dda, dCa = Cdu
[6] dRo = R(a 4 da) — Ra — Rda
6] dlya =1, (Ca. da)
(7] dl,a =I, (Ra. dKo).
Démonstration. — Les équations [1] & [4] sont ev1dentes

Soient @, b deux vecteurs constants; on a
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dRo (a/\b) = d {(aa)/\ 0b} = (ae@) \dab + (daa)/\ab
=R(a + da) (a/\b) — Ra (a/\b) — Rda(a/\b)
et, comme le vecteur @/\b est arbitraire, la relation [5] est dé-
montrée.

Soit ¢, j, k le systéme orthogonal habituel supposé constant
On a:

Lo = d o) \(@k) X & + ...} = dai X |FN\ok — K \aj + ...
=dai )} CKat +..... =1 X Ca.dof + ..... =1, (Co. da)
dIze = d {(af)/\(ef) X ok} = dad ) Rad +.....
=¢X dKa.Rad +..... =1, (dKo. Ra) =1, (Ra. dKa)

ce qui démontre les relations [6] et [7].

* n. 38 (page 74).

On peut remplacer la formule [4'] par le groupe suivant
de formules :

K iCB. Rot Ku — Rot (KB. Ka) -+ (Rot KB) Kd} (x \y)
~ (o) u = (o)
K Rot Ka (x\y) = (Z—%w).y — (g—[a)y) @x

7

p. KRot Ko (x/\y) = ([3. g—;w) y— (ﬁ. g%y)w.

(4]

La deuxiéme de ces formules se déduit de la premiére en y
remplacant B par 1. La troisiéme résulte immédiatement de la se-
conde, en vertu de la relation

[, do __allda 1
(p-g5=|y=r{z=)v
11 suffit donc de démontrer la premiére d’ une fagon générale

(Cf. page 76, démonstrations de [4], [4'], [4"]).
On a, en désignant par @ un vecteur constant

(720 v - (37 80) =} x o
_yx(dxaﬂw)a wX(dKu By)a

d (Kua) @ (Kaa,

=y X

—ov {d (Ko.a)

P —x By

B X =/\w.
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Employons maintenant la relation [4] du n.° 87 (sous la forme
[8] du n.° 41). On a:

2v {d (gl‘j“) p} —9ov {Kp K
+ 2V (KB. (Rot Ka @)/\}

d (Kua)}

d (Koa))

ap
= — Rot (Kp. Ka) @ + (Rot Kf) Kaa + CKp. Rot Kaa
= {C KB. Rot Ko — Rot (Kfi. Ka) + (Rot Kf) Kaj a.

=_2v {kp.

Si I’ on désigne, pour abréger, ce dernier membre par ya, on
obtient

- y\fda da
(F50)v— (33 o) ={ X a = (@) X 2w = a X By @A)
et, puisque @ est arbitraire, il en résulte
do dao
(F582) - (Gpv) e =v@@rw)
relation qui est précisément la premiére des relations [4'].
* n.° 39 (page 77, fin de la page).

Par convention, on peut écrire indifféeremment mwu
ou wm. Par suite on peut donner la forme suivante &
I’ équation [4]:

d(m u) dm
(4] aP dP+ "dP

Démonstration. — Soit  un vecteur arbitraire. On a:

H(gradm,u)az:gradm)(a;.u:u.gradm)(w

=u
=3P

* n.° 42 (page 8L).
(2] * grad (P — 0) X o(P — O} '
—2Da(P— 0)+{ dP(P—O)z(P——O)
— Rota (P— O} \(P—0),

o étant une homographie fonction du point P.
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* page 8b.
On peut adjoindre aux formules [9] la formule suivante:

Rot Ra = a {(grad Ka) A — K Rot K&} + K Rot Ka?
. — K Rot Ka. CKa

et supprimer par suite la note au bas de la page.

Cette formule résulte immédiatement de la premiére équation
que Yon rencontre dans la démonstration [12] de la page 89 et de
la premiére des équations [4'] que nous avons ajoutées plus haut
au n.° 38.

* n.° 48 (page 97).
[17] grad S(u,u) = (Aa)u — a(A'w) 4- grad( dP)
— (Acju+ 2 grada—}-gradC(gP )
au)
—2v )Rot 3p o~ Bota. 77!

d (Rotaw)

Rot S(a,u) = P

+ CRo t(K@K)

* n. 49 (page 100, fin du numéro).

Soient w un vecteur et m un nombre, fonctions 1’un
et 'autre d'un point P; si P est & son tour fonction d’un
point Q, on a:

o duw _, dP\ du dp
(8] A'qu = gradp (a—a K Q) P (g adp K E)
(9] Agm = divp ZZ dZ gradom
— gradpm X Z 0 gradp K ZIQ) (M. PiEgi)

Démonstration. — La relation [9] résulte immédiatement des
relations [2'], [1] du n.° 45, puisque l'on a

Dgm = divggradgym.
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L’équation [8] se déduit d’une fagon analogue de I'équation [2]
du n.° 45 (*). .
* n. 60 (page 101).
67  AAg=u\Ae+ (Au)\a

du du
+2 CKH-PRota Rot(dP )—}—(Rotaﬁ)a}

61 Al wA) =2A(CKaufA — AwAa)

| * n.° b4 (page 104).
(3] div grad Ka = div grad a.
Démonstration. — On a

div grad Ka = div grad (e« —2Va/\)
== div {grad a 4+ 2rot Va} = div grad a.

- * n° 56 (page 111).
JMX—Wdt—— (uXv.andc—Ju)(v.divwdr

fv X == aP w dr. (T. Boaaro)

Démonstration. — Cette formule se déduit de la relation (1]
du n.° 556 en y remplagant w par u X v.w.

* n.° 59 (page 115).

On peut établir aussi la formule suivante (dite formule
de Gauss):

1

2] 4’[u0=J(dP )udo—l—[dpgradl dr.

(*) Si l'on pose u =aa dans I’ équation [8], e étant un vecteur

constant, le premier membre devient (/\ge) @; mais dansle second
ap

membre on ne peut pas mettre gradp (d%z} K a 0) sous la forme ya,

ol y désigne une homographie (voir A. PENSA, Bibliographie n. 95).
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Démonstration. — Partons de I’identité

(1 du 1 ., du 1
grad(;d—ﬁ _;Au+‘—ﬁ)grad;

(n.° 41, [2]); intégrons dans le champ t et appliquons au premier
membre le théoréme du gradient.
Nous obtenons

1 du 1, du 1
f;-‘-ﬁ-)nda-{-f;A wdr +. d—Pgra.d;dt_O.

En ajoutant le premier membre de cette derniére égalité au
second membre de la relation [2] du n.° 59, nous obtiendrons im-
médiatement la formule [2'].

* n. 62 (page 122, Théorédme 2.).

Réciprogquement : s’ il existe un nombre fonction du
point P tel que, dans tout le champ,

w/\grad f=0,

on a
w X rotw=0.

Démonstration. — Puisque par hypothése v =m gradf, on a
‘rot w = mrot grad f + grad m/\gradf = grad m/\grad [
d’ou ’
u X rot w =m grad [ X grad m/\grad f=0.
* n° 71 (page 189, & la fin).
Si @ est un vectewr constant, Véquation différentielle
rot x =a/\ (P — 0)

admet comme solutions particuliéres:
1
®=z{P— O\fa
x=(P—-0)Xa (P—DO0)

x=—5 (P—OP.a. (T. Boaa1o)
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