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Ueber die nautische Aufgabe:
Aus den gemessenen Hohen zweier
Stermne, deren  Rectascensionen und
Declinationen bekannt sind, und der
Zwischenzeit der beiden Beobachtun-

gen die Polhihe und die Zeit zu
-' bestimmen. o
Yon' - R M |

dem'.Helf.ausgéber.

N

.-—-— :‘.-..,4"“‘d
§. L

Eine der’ wichtigsten Methoden, .z‘n; See di;a Polhﬂhe',' odey:
die Breite, und die Zeit zu bestimmen, hietet wegen der Alige-.
meinheit threr Anwendung upnd det Leichtigkeit der anzustellen
den Beobachtarigen jedenfalls die Aufgabe dar: S

Auws den -gemessenen Hihen zweier Sterne,.' derem
Rectascensionen und Declinationen bekannt sind, und

der Zwischenzeit der beiden Beobachtungen die Pol-
hdhe und die Zeit su.bestimmen; T

weshalb auch fir diese Aufgabe theils directe und vaiﬁg senwe,f
theils . indirecte und bloss amsihernde Auflisungen in ziemlich.
grosser Anzahl schon gegeben worden sind.

Urspriinglich wurde jedoch diese Aufgabe nicht in der obiged
erweiterten Gestalt, sondern in der folgenden viel eix:‘geschrnnk-
teren Gestalt zur Breiten- und Zeitbestimmung' auf der Sée in
Vorschlag gebracht: .

Theil XIV 1
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Aus zwei gemessenen Hihen eines Sterns, dessen
Position auf der Sphire bekannt ist, insbesondere aus
zwei gemessenen Sonnenhéhen, und der Zwischenzeit
der beiden Beobachtungen die Polhihe und die Zeit
zu bestimmen.

Wer diese wichtige Methode, die Breite und die Zeit zur
See zu bestimmen, zuerst in Vorschlag gebracht hat, habe ich
mit villiger Bestimmtheit nicht ermitteln kinnen, und muss mich
daher begniigen, was zwei geachtete astronomische und pautische
. Schriftsteller hieriiber sagen, im Nachstehenden anzufiihren:

In der Sammlung astronomischer Abhandlungen,
Beobachtungen undgNachriphten, herausgegeben von
J. E. Bode. Erster Supplement-Band zu dessen astro-
nomischen Jahrbiichern. Berlin. 1793. S. 42. sagt v. Zach
in einér Note zu einer von Peter Nieuwland ugter dem Titel:
Ueber die Methode des Nerrn Douwes, aus zweiea
ausser dem Mittagskreis beobachteter Sennenlichen
ie Breite pines Ortes zu finden, versfignsfichtep schr putpl’

yhandlung iiber unser Problem iiber dasselbe olﬁndes,; sPeter

onils oder Nunnez und Robert Hues,-ein Magus des Ear
of Netthgmberiand und Thomas Hatriets vertraulegiet
Freund; haben meines Wissens diese Aufgabe zuerst vorgetragen:
erstever in seinem Werke De Crepusculis®), letsterer ln sei-
nem Tractat De Globis et eorum uau; Lugduni. 8vo. Von
einem gewissen John Chilmead M. of A.of. Christ-Church
in Oxon. wurde 1659 eine von Joh. Jsac. Pontanus mit An-
merkungen versehene, aber verstimmelte Ausgabe in’s Englische
iibersetzt, unter dem ‘Titel: A learned Treatise of Globes:
both coelestiall and terrestriall:with their several
uses, written first in latine by Mr. Robert Hues: and
by him so published etc. Lond. 8vo. Daselbst stebet die
Aufgabe auf der 188sten Seite Cap. VI. und wird vermittelst des
Globus aufgelist.

Dagegen spricht sich Don Josef de Mendoza y Rios in
det Abbandlung: Recherches sur les Principaux Probleé-
mes de 'Astronomie Nautique (Philesophieal Trans-
actions. 1797. Part. L p. 45.) anf folgende Art iiber den ersten
Erfinder unserer Aufgabe in ihrer obigen eipgeschrinkteren Ge-
stalt aus: ,,Le celébre Pierre Nunnez (ou Nonius) s’occupa
beaucoup des moyens de détermimer la ‘latitude, et aprés avoir
démontré la fausseté des. régles. publides pacr Pierre. Ap-~
pian (Cosmographia) et-Jacob iegler (Commentatius,
in secundum librum Naturalis Hidtoriae Plinki) il donne:
différens problémes de son invention, et entre eux celui quion ré-
sout par deax hauteurs et I'arc’'d’horfaom comptis par les. verdi-
caux de l'astre (De Arte atque Rationb Nawig'andi. :11678..

T S b e

%) Nach anderen Angaben soll aich eine Aufiisnng mit Hiilfs ded
Globus von Peter Norius in dessen Bache: De Obscrv. Regul. et
Jnstrum. Geometr. Lib, Il. Cap. XIV. befinden. )




— De Observ..Regnl ot Instram. Geometin ete) Jo vai
pas.pu éclairdir celei qui e premigr subatitua au liew:du dersier
élément L'erc -de l'équatess ¢ompris extre les horaires, ‘ou biea
Iintervalle de.tems enire les ohservations; .mais on trouve cette
solution éuoncé comme wune -chese connue qnoi?e peu utile dans
lo teaité De Glohis ot eoyum Usa par Robert Hues. (Jo
n’ai jamais vu la premiére édition de ce livre; celles que je con-
nois, outre les traductions en Anglois et en Francois, sont une
cum Annott. J. Jsaaci Pontapi. Amst. 1617. et une autre
Oxon. 1663.). Le procédé mentionné par Hues éxige l'usage
des globes:.“' . ' L,
Nach diesen Zetignissen scheint also in'der That der vorher
erwiilmte Robert Hues der erste Erfinder unserer Aufgabe in
threr eingeschrinkteren Gestalt zu sein, obgleich zu wiinschen
wiird, - dass in den Sthriften des Nonius selbst, deren Einsiclrt
moir leider nicht zu Gebote ateht, Eenaue Nachforschungen an
stel wiirden, - mit welcher ‘Aufgabe derselbe -sich eigentlich be-
;fh‘iil}igt hat, wozu ich daher Leser, denen rei¢here literarische
dlfsyuellen als mir, namentlich in der &lteren astronomischen
und pautischen Literatut, zngig lich sind, aufsufordérn mir erfaw-
ben imiehte, zugleich 'mit der e, dieseiben im Archiv der Ma-
thematik und Physik mitzutheilen, : o

In der oben gleich im Eingange angegébenen sehr erweiter-
ten Form ist aber das Problem zuerst behandelt worden von
Gauss in dem Programm: Methodum peculiarem elevatio.
nem poli determinandi explicat simulque praelectio-
pes suas proximo semestri habendas indicat D. Caro-
las Fridericus Gauss, Astronomiae P. P. O. Gottingae.
1808., von welchem ein ziemlich ausfiithrlicher Auszug sich auch
in ‘der Monatlichen Correspoudenz. 1809, “Februar.
S. 134. befindet.

Es ist nun keineswegs meine Absicht, alle bekannten theils
villig genauen, theils nur annihernden Auflisungen unserér Auf-
gxbe in ibrer eingeschrinkteren oder erweiterten Gestalt von

ouwes, Gauss, Mollweide, Littrow; Hazewinkel,
Lobatto, Cailiet ﬂVater), Pagel und Andern in diesem Auf-
satze zusammenzustellen, indem man dariber in den meisten
Lehrblichern der Schififahrtskunde, naientlich’ in dem -Han dv
bwche der Schifffahrtskunde von C. Rimcker. Vierte
Aseflage. Hamburg. 1844, S. 141. . 8.193. fI;, in A
erst ganz neverlich erschienewen, wegen seiner streng wivsen-
schaftlichen Abfassung und Darstellung &ehr zu emiﬁeblenden
Traité élémentaire de Navigation. Par V. Caillet, Exa-
minateur de la Marine. Cours de lécole navale. —
Ire année d’études. T.1. Texte. Brest. 1848, p. 191. T. IL
Tables. Brest. 1846., auch in dem Handbuche der prak
tischen -Seefahrtskunde von. Dr. Eduard Bobrik.
Band ll. Ziirich und Hamburg. 1846. 'S. 1477, sehr gent-
gende Auskunft findet. Vielmebr ist es meine Absicht, in die-
sem Aufsatze ein Paar neue analytische Auflisungen zu geben,
vorziiglich aber auch gine, wie ich glaube, sebr einfache und elegante
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Construction unserer Aulgabe auf analytischem Wege zu eént-
wickeln, die ich wenigstens in theoretischer Riicksicht, nament-
lich auch weil sie ganz allgemein fir die Aufgabe in ihrer erwei-
terten Gestalt gilt, fir sehr bemerkenswerth und interessant halte.
Das Weitere tiber diese Construction, mamentlich auch was das
Historische und Literarische betrifft, wird spiterhin vorkemmen.

§ 2

Die bekannten Rectascensionen und Declinationen der beiden
beobachteten Sterse wollen wir durch «, o’ und 4, &, die beiden
gemessenen, wegen der Strahlenbrechung und, wo es nithig ist,
auch wegen der Parallaxe auf bekannte Weise gehirig..verbesser-
ten Hohen derselben durch A, A’ bezeichnen; ferner seien £, '
die gleichzeitig beobachteten in Stunden ausgedriickten Zeitep
der Ubr, und o, o' seien die entsprechenden Stundenwinkel.
Nehmen wir nun zuerst an, dass die Uhr genau nach Sternzeit
gebe, bei der Sonne nach mittlerer Sonnenzeit, so ist, wie durch
eine einfache Betrachtung, wenn man nur gehirig erwigt, wie
in der Astronomie die Stundenwinkel und geraden Aulsteigungen
genommen zu werden pflegen, sogleich erhellen wird: :

w=15t—a oder w=15t— a4 360°, L

jenachdem : S
15t—a§0 oder 15f—a< 0,

d..h. jenachdem 15¢—a positiv oder negativ ist; und ganz eben s0

o' =15t~ oder o'=15¢— o' 4-360°,

jonachaem . .

[
e
.
[

151'_.,";‘0 oder I5¢—o <0, die

d. b. jenachdem 15—« positiv. oder negativ ist. Die Rectascen-
siopen .a¢, ¢ miissen hierbei, da ¢, ¢ in Stunden ausgodriickt- ane

enommen worden siod, in Graden ausgedriickt sein, und die
Stundenwinkel o, w’ sind dann watiirlich auch in Graden ausge-
driickt. Folglich ist entweder . .

@ — 0'= 15 (I—t)— (a—),

oder
o— o'=15F—t) — (a—a’) — 3600,

oder

o—o'=15(t—t') — («—a’) 4 360°;



und setzen wir alse allgemein
1) 6=15t—t)—(a—0),

wo die Grisse 0 aus den beobachteten Zeiten der Uhr und den

bekannten Rectascensionen der beiden beobachtetes Sterne immer

\!:l;cllt bﬂechist net werden kann, und daher eine bekanate Grisse
; 80

2) w—a'=0+44.360°,
wo

4=0, oder A=—1, oder l.::-f 1

ist. Also ist, wie leicht mittelst der bekannten goniometrischen
Formeln erhellet, in villiger Aligemeinheit:

3) cos(w—w’)=cosf, sin (0—o’)=sing. ..

Bisher ist der Einfachheit wegen angenommen worden, dass
die bei den Beobachtungen gebrauchte Ubr genau nach Sternzeit
e, wofiir bei der Sonne immer mittlere Sonnenzeit zu setzen
ist. Weil aber vermige der Gleichung 1) die Grisse 6, um deren
Bestimmung es sich hier zuniichst handelt, bloss von der Diffe-
renz {—{ der beiden beobachteten Zeiten abhlnﬁt, 80 ist kiar,
dass es hier gar nicht auf den sogenannten Stand, sondern nur
auf den sogenannten tiglichen Gang der Ubr ankommt; und
gebt also die Uhr nicht genau nach Sternzeit, so muss man we-
nigstens ibren tiiglichen Gang aus anderweitigen Beobachtungen
genau kennen, um danach die erforderlichen Correctionen vorneh-
men zu kinnen. Unter dem tiglichen Gange einer Uhr versteht
man aber bekaootlich das Zeitintervall, weiches die Uhr in einem
Tage mehr oder weniger als 24 Stunden weist, indem man zu-
eich dieses Zeitintervall im ersten Falle, wenn pdmlich die
br in einem Tage mehr als 24 Stundeén weiset, d. h. voreilet
oder accelerirt, sls positiv, im zweiten Falle dagegen, wenn nim-
lich die Uhr in einem Tage weniger sls 24 Stunden weiset, d. h.
nachbleibt oder retardirt, als negativ betrachtet. Bezeichnen wir
also mit Ricksicht hierauf den aus anderweitigen Beobachtungen
genau bekannteu tiglichen Gang der bei unseren jetrigen Beobach-
mntgen gebrauchten Uhr gegon Sternzeit oder bei der Sonne gegen
mittlere Sonnenzeit durch (, das dem aus den beobachteten Zei-
ten i, ¢ abgeleiteten Zeitintervalle ¢—# entsprechende, in wirk-
licher Sternzeit oder bei der Sonne in wirklicher mittlerer Son-
nenzeit ausgedriickte wahre Zeitintervall aber durch z—7z'; 80
haben wir offenbar die Proportion

t

27— =244+G: t—-1,

wobei immer alle Zeiten in Stunden ausgedriickt angenommmen
werden, und es ist also nach dieser Proportion:
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' t—t [ ART A

A -
4) t—12 _W(I—f)—_;:z’
T4

oder, unter .d's' Voraussetzung, dass die Uhr nahe“bqial;t'i’g'i. unﬂ
also ﬁ"t‘fﬂ' #ehr kleiner Bruch ist: T e

6 r—r=(l— o § (%)""—'(‘254)“+... ) e—8),

also niiberungsweise: L .

sl 6) t—zf:(l-—%)(t—t').

Geht demnach die bei den Beobachtungen gebrauchte Uhr nicht
genan nach Sternzeit oder mittlerer Sonpenzeit, ist aber, wie hier
vorausgesetzt werden muss, der tigliche Gang aus anderweitigen
Beobachtungen genau bekannt, so muss man mittelst der obigen
Formemln 7+t berechnen, und dieses 7-t’ statt ¢—¢ i den Aus-
‘druck 1) von § einfiihren, wodurch sich : S TN

v -”(('7'_

" N e=Be-t—(ea); b
ofer v3lkg entwiokelt - ) . o S .
[P 24 .'. 4 . -l‘: »l".’
’ 8) 0=72%_5_",9_'G_(t—"t’)_(a—“‘)=-'16-(%‘2'—‘(“7-“9';:: PR

) ' . l '2—'4 . . | l
edes, wenn 57 em cohr Kicioer Bruch int, S

: G G a G . .. l; i ‘ ..
b i (5 (B ot

. . b
oder niiheringsweise rophaed

La

: G \
10) 0=15(1— 53) (¢—¥) ~(@—") "+ ..
ergiebt. | S R
Nachdem man die Grisse § vach der borherﬁabeﬁdenhﬁféi-
tung genau berechnet hat, kaim man pup za der Aufldsung utse-
rer Aufgabe selbst schreiten, wie jetet v den folgenden Paragra-
phen gezeigt werden soll.



§. 3.

!leu&clmon wir die Polhdhe \les Beobachtungsorts, deren
Bestimmung der niichste und bauptsiichlichste Zweck unserer
rme ist, durch @, so haben wir nach den Lehres der sphii.

Astronomie bekanntlich die beiden folgenden ganz an

mein giltigen (Fleichungen:
ijginh ==sindsing } coswecosdcosg,
§i)nla’ =sind’sinp 4 cosw’ cosd’ cosp;

1
SN TN ). . i .
tnd nebmen wir also zu: diesen beiden Gleichungen noch .die aus
dem vorhetgehenden Paragraphen. bekannte Gleichuny .
’ ) . " te - . : .

' ¥) o—o'=041.3600,

wo 4=0, —1, 41; oder statt derselben eine der beiden éanz
allgemein giiltigen Gleichungen "

13) cos(w—o)=cosf, dn(m—m’? =sind;

80 lnbsn wir offenbar zwischen den drei unbekannten Grisseu o,
o, o, drel ausser diesen unbekannten Griissen nur bekannte Gros-
sen enthaltende Gleichungen, mittelst welcher sich also die drei
ifn Rede stehendsn 'usbekannten Grisses hestimmen lasses mija.
sen, wesbalb es jetzt bloss auf die Auflizung dieser drei.Giel-
chungen askommen wird, was auf verschiedene Arten miglich ist,
von demen wir einige in den folgenden Paragraphen kennen ler-
nen werden.

&4
Zuerst wollen wir auf villig directe Weise die PolhGhe @ un-
mittelbar aus d": durch die Beobachtungen gegebenen Sticken
zu bestimmen: suchen. :
Weil nach Je:.em@.dg;_ beiden Gleichungen 13)
€080 =cosueosp’ - sipwsinw’
uad nach den Gleichungen 11)
{-

f
mm:m-—sindsﬂ , ' cosa'= sinA’ — sind’ sing
cosd cosp cosd’cosyp
ist; so erbilt man zur Bestimmung von ¢ unmittelba.r‘ di(é bloss
voch diese unbekannte Grisse enthaltende Gleichung
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.

sink— gind smq; sink’ —sind’sing
cos&cos<p cosd’cosp

VRS

odet, me man leloht ﬁndet CPI

N

cosf—=

A ..

cochosé’ cosocoscp —(smla—-smésmqa) (sinh’—slm" simp)-—

4V {cosdic {cosd’cos«p’-—(sinb-—sm&amp)’ﬂoosd”cmﬂ-—(qinh smd’smq))’

. Ly

Weun man nun “auf beiden Seiten dleser Gleichung quadrirt,

aufhebt, was sich. aufheben lisrt, damn dieselbe. dusgh ,gopg®

dmdu-t was: -wenigstens unter der Voraussetzung, daos,,mxxt

ist, jedenfalls verstattet ist, so erhilt man nach einigen

anz leichten Transformationen zur Hestimmung von ¢ die
Eilelchungz

. e g .o ' ] IO P
! 14) = cosd’cos&"sin&“coéqﬂ . b
—co8d%(gink’ ~ sind’sing)?.
‘ —co80"2(sink — sind singp)?
+%BSJcosﬁ’oosG(sinh—sindsinq;)(siuh’—éiué‘éibc}:) ,

oder naeh hari Entwwkelun , wenn wan . lelcb cas
duteb llmp‘ s:udrg:;t U 8 “8 W’

15) 0= cosérsznlﬁ o Sl
4 cosd’2 sink? o

— cos8d2cosd®sing?
— 2cosdcosd’sinksink’cosd
R " cosd¥smd’ sink’ IR
o +cosd”sin&smh et
- ) slnw.. PR PR

— sind cosd cosd’ sinh’cosa
—sind'cosd tosd'sink cosd
-+ cosd®pind
+ cosd’2sind? .
+ cosdZcasd singe sing#. .
— 25ind cosd gind’ casd’ cond

Das von sing unabhiingige Glied dieser Gleichung ist::




~~casd® cond’?

-4 sink3eosd'. -
+cond?sinhlis - i

i .. = sink®aimA . . .
..4sloh®sinh’d = ... )
. .. —2pinhs|nb’cosﬂcus6’cosﬂ

+c056’c086”c080’ .

= ;-(cosd’—sinh’) (eosd"-—-smh’ 1) !
+ (smhsmh’—cos(?cosd’coso)’

N

.‘d"yl L i

DetCooﬁideltm—-Qsiwwt":' ) Coeae o

cosd sink’(cosd sind' — sl_nJ cosd’ cosf)
+ coed’ sink (sind cosd’ — '(':056 Sim)’ cosf).

Der Coefliciest xen pﬁp’ ist mkllwll

‘\l. v oAt - H e
smd’sm&"

+cosﬂ’sm6”. )
+sm6’cosd" L ' s
. #-cosdicosdd .- -
' — g8ind®sind’?
A ,—2sind cosdsindcdsd’ cosh
S ' —cosdicosdPcosot
* . (aind? 4 cdsd?) (sindpcosd’®)
‘ — (sindsind" 4 cosdcosd’cost)®
" :,':‘:(': gl = 1 —(sm&sim” +c053 cosJ’cosB)' :

Folghch ist unsere oblge quadratwche Glelchung

N

16) ﬂww(caad’m qmlq’,) (@W...gnl,'g [ n e et
+ (sinA sink’ — coad cosd’ cos6)?
cosdsink’ (fosdsind’ — sind cosd'cosf) |
i + cosd’sink (sind cosd’ — . cos88ind’lcoesd) sing,

+ llp-(otﬂ-h& +m6mv5‘m0)ﬂwnv’ K

ey

Nimmt man mgt dlqser Glelch\mg dle geWohnhche Verwand-
lung der quadra.tlschen Gleichungen vot," so 'wird dieselbe:

\

P T B . N .
. . iR Y AT R
T TP T . - ce Ly
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z . + cosd'sink(sindcosd’+~doddsind’cosh)

sing——3_ (sind sind’s}gqsd €089  gos6)?

(cosd’ —sinA3)(cosd®—sink'®)-u{uiiikdink'—cosdcosd’cos)®
1 — (sindsind’ m&c%ﬁsﬂ)’

cosd sink’ (cosb‘sm&' - smtf cos(f’ cose)}

cosdsink’(cosdsind — ﬁodoos&‘cos&)‘ 2

+ cosd'sink (sindcosd’ — cos3 sm3' cosf)
( -—(slndsmﬁ-cosdbosﬁ osW ’
S0 g {
Der Zihler des Bruchs, in welchen slch die beiden Gliedet
auf der rechten Seite des Gleicliheitszeichens: in-diaser Gieléhung
zusammenziehen lassen, ist:

(cosd —sing) coptrsoiy
— (sink sink’ — cosd cosd’ cosfh)? '
— (cosd—sink?) (cosd—siriliBy (studbimdi4-coaddosdrednd)? |
+ (sinAsink’ — cosdcosd’cos 0)’(slnds|n6’+c056cosd'c080)’
+ cosd2sink'*(cosdsind’ — sindcosd'c 080)‘
+ cosd2sinA? (sindcosd’ — cosdsm&’cos())“ ’

+ 2cosdcosd'sinksink’ (cosd sind’ — sind cosd’cosh)
< (sind cosﬂ -—*—eosé slnB’ cosf).

Entwickelt man 11 dlesem Zkhler das Glied, welches
sink und sink’ gar nicht 'en ﬁlt femer ]edes der Glieder, welche

smb*; dnl#’, slﬁhllnld mh‘smh“

"W )
enthalten, fir uclh 89 ﬁndet :?an ml.ttalqt epuger leichten gonio-
metrischen Transformationen, deren Ausfﬂlimnﬁ figlich dem Leser
tiberldssen blelben kann, dass sich dieser Zibler auf dle l'qrm

Gane R I P IR [ AT

. 1~ (sindsind’ codcosﬂ’cosﬂ)’—-smll"— sink®
cosd®cosd?sin6? { +éehla|nk’(ﬁnasmﬁ'#- coéBeosd'cost)’ b
e RS PR %) I

bringen l&sst. . C i bm®) -
t,
Also MM d’m Ohlg‘“ lfiar i M, o =T

17) {1-Asindsind’40osdoosdbesstybing
= cosds\nh’(cosdsm6’—sm60086’c050)

e Y Gondaioh(sinBeiad L eokdeindcbepy U

1— (smésln6’+cos¢$oos&’cos&)’-—snnl&’—snnh’ 2

- cosd cosd’ sind + 2sinhsink'(sindsind’ + cosdcosdcosd)
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wodurch sing vollstlndli entwickels, durele die unmittelbar durch
die Beobachtungen gegebemen Grissen ausgedrilckt ist.

ich h . dass: singy, und folglieh auch o,
welches ﬁgﬂg%mr positiv unﬂiiht,gl’ﬁsser alg Bg" ist, im
Allgemeinen zwei Werthe hat, und dass also bei der Anwen-
dung’ diésér Meflibde zur Pestimmung dér Péflithe im Allgemeinen
eine vorlinfige geoiberte Kenntniss derselben erforderlich .ist. -

Um den vorkier firsind gefundenen Ausdruck zur logarith-
mischen Rechsung bequemer einzurichtem, wollen wir; was be-
kanatlicls: Immer’ verstattet ist: o '

sinf=cosd sind’ — sind cosd’ cosd

¢ cmind(cond —sind eotd coat),

= - shm' s singgasd —qped sind’cenq ..., . -

meind{cesd'+sind'catd cond), .-

sini=sind sind’ - gosdcoed e0sd
==9iné (sind’ 4 cosd’cotdcosl)
=sind" (sind + casdcaty‘onat) .

setven; und setzen wir davo ferngr | . '

18) coty==cotdcosb, ﬁotx' =cotd'cosf;

so ist ]
sing ST 0 ! bbb,
19) f' i sing
ini= sindcoa(y=—8) _ smd’cosly’~J)
. = sing _"\ siny ?
oder auch TR
_ sind'sin(y—=+®) . ., sindasin .
m) DE—T—, Sld?——'iin:jg ’
sini=sinf cot(y —8) =sin{'cot(y—389; .. 1. ., .., ..
mittelst welcher Formely dig & pke] s, .¢f, &, £', 1 ohne alle

Schwierigkeit berechnet werden konnen.” Zu bemerken hat man
'edoch,nsau man, was aus dem Vorhergehenden und dem Nach-
olgenden soileicb erhellet, gar nicht nithig hat, die Winkel §,
& selbst zu kennen, indemd mah! hleps sjufl):sinf’ zu berechnen
und die Winkel &, & aelbst gar night anfzusuchen braucht, was
natiirlich die Rechnung erleichtert. _

Fihrt man aber die Hillfswinkel £, §', i jn die Gleichung 17)
ein, so wird dieselbe:
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”)dﬂ#’m YU e e ‘,n.u

e _coéasfllh'sinﬁ-|-cos$"lsinh§‘m§'= . . Gt
4 coxd cosd’ mnovl—w W T,

ng' einem belumnten gommetmchen wzq' it pber ftq Jodec
’ »; 7 ..

e "-." LIV R A Y

l—m’—cosﬁ’*—qosy’-l-%osﬁlqo‘pp"&l it ]

St e n] it

...4sm 3 (a+ p+y) sing (ﬁ +y—a)sm 3 (H*y-—ﬁ) BIB 7 Mﬁ-‘"ﬂ)n L
also v N

1 — sin A2 Binh®=sini® 4 sinAstik sini
=1 — cos{90°--A)3 —c08(900-A)—cos(900—q)?
+ 2coﬂ(90°—- h)oom-—h’)cos(w'—i)

—-4sm2(270°"h h'-—i)' e

l

>sing (W AN -—-{) .
Xlln (900 — A4k — z.) caroter b o
><sin ;(900—1.—1.46

=daip 4504 5 b+ K+ )

= il §
H

i><sipt4§°+_% (l;.-l.'__.')'g - G
><sin 1450— 3-(h— K +)
\ : xaintl&"-—-_-;—(kfh'—m,
Setzen wir aber ‘ e f

28 2=00°+ KA+,

8o ist N T T R U R

900 (A==, LT
" 908 (AR~ i~ =), o
900 — (h—K'+ i) =2(s—h—0), -
000—(h 4K —) =G A=h);

. ] v o
LS IS R ] . A T T
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also AR TR BRI Y

t5 Lirei gl oo oinA® «-1aind® 4 dinAsinA’ gini
= 4smum (s——h—h’) sin (s—h—i)sm(s———ll —i),

Al

und folglich naclx 21) . Lo ,'. -
23) cosi?sing
==cosd sinh'sint -} copd’sinksint’
4 2cosécosd’sind ¥ sin :sm (s—A—R') sin (s—h—i) sin(s—A'—1).

w

Es werden [freilich-.iin Dblgg fdst alle Winkel durch ihre
Sinus bestimmt, was bekanntlich nicht immer mit der erforderli-
chen Geuauigkeit miglich ist. Sollte aber die Bestimmung des
beliebigen Winkels 7 mlttelst einer der beiden Glenclmngen

\ EERrA R

smn =A odor cosn =A

nicht mit der erfonlerlmhen Scb&lfe hmghdb sew, 20 brawchte
man bloss den Hﬂlfswmkel {' mittelst der Formel

tangt=A

zu berechnen, was immer mﬂder etforilerlichen Schirfe miglich
ist, und hiitte dann

1—sing _1— cos(m"——n) — tallit
14 sum. l+cos (909—p) l + tangt’

tang (450— % L) =tang(450._§) s tang (450_% 7) __.:‘/'W;
f o0 5 . i,
oder
v ‘) . . .
1—cosy _ 1—tang{
14cosy — 1-ftangl’
‘“"8%‘ ﬂ’étang(w—g), 'tangzlz— y= Y tang (#6°-0) 5

durch welche Methode immer eine villig genane Berechnung des
Winkels 5 miighch gemacht wird.

0

§. 5.

Wenn man einen und dengelben Stern zwei Mal beobachtet
bat, so ist, wenn diesér Stern ein Fixstern ist oder wenigstens
olme merkhcben Fehler als ein Fixstern betrachtet werden kann,
im Obigen «==o4 84" zu eetzen, alse nach 1) in diesem Fale
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24) 0=15(—0),

(8’;162) ,) we;m der Gang: dar Uht mchhgonnn hanclltigt ist, nach _

15.24 13 (t—t')
—v——hc—- .

' 25) 0_.—-7'7(t t)= ]
24

oder, wenn 224 ein sehr kleiner Bruch ist:

26) 0——15l1-—§4+(24) (2—4-)+ sa—t'). -

oder nﬁhernngswem -

27) 0—15(1—-—‘)@- t),
so dass man also in dlesem Falle die Rectascension des beobach-
taten Steres gar nicht su kenm brauollt.

Ferner hat man nach 17) zur Bestlmmung von snmp dle fol-
gende Gleichung:

28) - {1—(sind?4 eoad’cow)’uinq) 2

_25in60036’sm 0’(smh+smln‘) {

1— (sind? 4 ¢o8d2cds6)3--sink2—sink®
% cosd? ’“’”\[ +2smlzsmh’(sm6’+cosd“coq8)

Setzt man nun ﬁhnhch wie vorher
sini =sind® 4 cosd2cos b,
8o ist ' ;l o
t— sini==2sin (450 & 2=2eoadsin 3 6
also
. 1 N
sm(45°—§-i)’= cosd’smi 61,
und man wird daher den Hilfswinkel i immer aus der Gleichung
29) slp(45°—.%"z)—cosé‘sin;-0

zu bestimmen haben, was vie der g;ringst'en Schmengkut eater
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liegt. Wird ferner eben so wie im vorhergehenden Paragraphben
auch jetst wieder

30) 2=0004h+HK+i

+ . . .
L . . NN T ]

gesetat, so ist’, i .

3!)' . u:li’aimp
==dsind cosd*sin 5 63 siu{; (b My cos 3 (h—K)
42c088siny simin(c—'l—:lc")cin(c*h—-a’)s'in(:—h’—i).
Weil aber

!

cosi =sin (90°—1) =2sin(4!'$° —--;— ) cos (480 —-%- 7,
also nach 29) T o
;si’-*_- «;sa;.in ;s @cos (450 — %oz
ist, so ist auch ' '
i .:32) cos('t'l:.‘i"‘“—';:— z)‘lsin:p'

= ginc!:sin % (Iu-!-lg’):cos ;— h—K)

+ cot% 0 ¥ sins sie(s—A—A")sin(s—h—1i) sin(s—h —1) -
Setzt man, wos intmer - versdattet uts ’ '

siny==sindsin %— O sin %— (h+-h')cos z} (h—k"),
)

3) . L
sinr= cos%— 0¥ sinssin(s—A—h')sin(s—A—i)sin(s-—A'—i) ,

so ist ) ' '

sin %- faos (46° — %— i)2sinp =sinu+-sinv,
also

i A l .l
. L Qsiné-(uio)eosf(u%) .
34) sing = .

. .in%—()cos (450 — ;—i)’
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RUTIERENEYTE BN EETATIEY SR B
g .u.,i AN

§6

Wenn man die Polhohe ¢ gefunden hat so erhilt man die
Stundenwinkel @, o’ mittelst der aus 11) ﬂlessenden Fotmeln: "

smf!— sm6 qnn
' cos0r 3=

cosdcosp ¢+ - wivi-
sink!—sind’ sing. . s
cosd’ cosgp '

35)
' cose’ ==
Aus diesen Formeln ergiebt sich aber:

2 gin % o?—=1—cosm=— cos(8—g)—sink
€080cosQp

L —_—t ']
"smi u"—' —COS® $cos{(6 ;'p) smllz 5

also nach einer bekannten Zerlegung :

PO T |
sin 459— & ($+ig) | cos 1459 — 5 (3—h—9)

in— ot —=
8"12(0 =

cosdcosgp
sin{ 30— —21- '(6".'.[.'.'_.‘,); cos £450 _% (—h'— @)
sing n'2 = I ;
27 7 cosd'cosp - -

. ol . .
folglich, weil 5o und %u"ﬁnm twischen-0 ‘und.180° liegen:

sm{40°-- 5 ((Hh—-q; quﬁo_- 6—-]3—
s‘m =0 —-V )lco ¢ q))}

cosd COsQp ’

36)

1 Cioe
wloy T2 O+ =g cos—(0—Hg)
sin = ISt

cosd’ cosg

Auch ist
cos (0 4 ¢) +sink

1.
2cos§m,’:= 14ecose = cos&cosq) ’

’
L}

l L ey,
2cos§a;'¢= 14 cosw' =

+ coa(d' + q'J) +smh
cosd’cosp
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S 119em diod ., T .
.i' sl ddogr . L

P \»“‘N& 2(6—3ﬁwuco-:w FOKE L@ |
m,g?—- A

'n‘lfurfnnf.-...1c°wm¢ 5 ee—TTTL S

. ..wm-péqa.»wrwmmo —'(6’+k'+w)t

mﬂ ml’l—\l ol ) ‘ (ﬂ)/ ;) M‘éa"
folglich .. .- o5 0 i o0
G A e - —(a-r»wrcoszwo—-— (6+h+w))
008§- [ =' i ,
cosacosq) : ’
3
, v su! ! 4?0——(6‘—I;'+qy)lcos{45°—§ (J‘-l-lt’-f-w)!
m“- o “:E 4 cosJ’eoS'P o ;

Y

wenn man dle obern oder untem Zeichen mmmawenachdem o,
o xwisthen 0 und 180° ederriwisehen '£86% und Iiesll
jenachdem die Sterne auf der westlichen -oder dstlichen Selte d's
eridians beobachtet worden sind, was also ans den besonderen
Umstiinden der ‘Beobachtungen-in- jedent. efnzelnen Falle entschie-
den werden muss, wozu:man, hei wirklichen Anwendungen gewiss
auch immer . hinreichepde Rata haben wird.

Dass man, ‘wenn mgn: dq Stundenwmkel 'kennt, auch den
Stand der Uhr bestimmen kann, weiss Jeder aus den Elemeanten
% m;uma a0 dm dies hut‘ nicbt w‘itet etllutort su. were

HE] 1. [T i . ) R
P L I R ’ ! e ¢ v
moh oy T NV (N7 ARPCIT R
R e T (01 T L.

T EL

Bevor wir.zu einer anderen Aufligung unserer Aufgabe iiber-
heﬁéo :':‘l;.en wir 'zherst di¢ vmde ungtetsuchen ::gter dienen
ie .am vorthe 80,5 er meisten

Aussicht aof lligg':cben(lo Gén’a',mgl:elt zm’l Seb&r?etder aus den-
selben abzuleitendea Resultate, angestellt werden. fere,

Die Grundlage ﬁ(mﬂe Mﬁmg ,apaqrer Aufgabe bilden die
drei Gleichungen: . .

' o—0'= 9 -I- l 360"
omlc = smd sm«p + fosd cosw cosnp s
sinlc »==un6’smnp + cesdiossw’ cosp;’

wobei alle Griissen als villig fehlerfrei angenommen werden. Didh-
Thell XIV. 2
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men wir aber die Rectascengionsy.wmd Dealidatiomes- alls rfehlet:
frei an, wozu wir bei der grossen Genauigkeit unserer jetzigen
bternverze t' i und. ,astronomjschen lTatel? wohl berechtigt
sind, uﬂd %Qen die Fehler von A, &',

tive darch Gk ok’, 89, 6w, Aw’, dp; so sind dio nckgm lel-
chungen:

L@k B) (' G200 + A0

“sin (h+4-0h) =sind sin(p4-9¢) +cosd cos(w4dn) céb—(;' ¥ 3&-};«.-.
sin(h’+3h')=sin6‘sin(4p+aq,)+cosafco.(w,+aw,)w‘(¢+a¢).;“gh‘l
aus denen, ih Verhindung mit den drei obigen Gleichungen, pach

den Regeln' der Dlﬂ'erentidlrechnnng sich die w\ folge en flei-
chungen ergeben:

L

: 80 —dar'= 80,
) cosh 87;- (smdcaatp—coséwswsm«p)aw - cod'qmn cosbﬁp

cosh'ok'= (smd’costp—cos&’ cosm simp)atp—cosé’ sinw‘cospdaf .

e ah gng nns ..

Ans dneoen. drei Glenclumgen. erhiltnhn ﬁmh: ‘Elininsticw \voa

3. umd 3(0’ Gle Glelchlmg.: T Lo - ,l. it
RTINS : SRt :.'
st (smﬁcpsm—-coqéepsyamw)aqushah' E e
cote o ot L. o080isinacosg . 11 - '~'.fl ui
(s:nJ’cdb¢—cosJ’cosm smq))ab—éos/z'ah’ vt b

0 RERNE mmm t‘.od(p o . v"';f '—'v'.'ll
RO NURI T vt Al hasté

Buewhn\m it mm &c Asimuthe der beideh beobaohfem: Stemb
oder des einen zwei Mal beobachteten Sterns, indeni:wir. diesols
ben von Siiden an durch Westen hindurch von O bis 360° z&hlen,
durch @, &’; so haben wir nach bekannten Formeln der sphiri-
sﬁben Astronomie (Archiv. Thl. VII1. S. 90.) die folgenden Glei-
chungen:

S [T ENVPLIN |

TN A N PN -‘u:1--'~; A N
[T TR smdcosq’—cosacoswsmﬂ):"—c %k%ﬁﬂn"on L YL
e Slbd‘coﬂq) ,cosa‘GOSw‘élan“‘—T SEA‘LDs pusidantl oty

usl s noiatind Yug ddoinaus,

und (i e sen o s biees Toasbastioduaas oot
O I IO toﬂds'uw—-'bdslzsldﬁ' A oaurihanua) u(I
w l “wil) ln[l
cosd’smm’:coslt 8in®’ ; s

“wy

also ist nach dem Oblgen et
METVIRY SRR & TP W1

cosd0p + 5/5 coisﬁ’atp‘-l- ok’

‘sindoesg . (eime’ Cosp

qh "'.il.)" TR B LTS DT . '; ‘ oot 's‘tic-'.

00 =—
v €
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"z .tﬂWﬂ.ﬂ(ﬂ»”W&.Mf”{,ﬂWt 19 101

abont. o b oath gacombd e e ! ESARYRIL

aleort: 1 .. conth Laan e nl P N T u‘ [ETURIR TS [ TR T
[T "gi“"h o gl 40 -0 St L e df ‘)lul
. “w vlasio@ilLigy <are@iRG- i dind BiDEY 0
w = sin(0—0") oh sin(G—a’) X sm(t'.i—u’)w i ‘

Femer ist uach dem Obigen, wie man leicht findet:
8h—=— cosBop--€in® cospdm,

S SY T %vwmﬁwdnawo\ allon AN
o ey s e I P RS BT R T LY
oder
A ' dosi3dyp = — sind cosy did ,
» hld u HPL I a""i‘%ﬂﬁ@%—r-‘rmﬂawa ll O (R ﬂl‘bbt

PETER LN () [B]
f"m h“‘“"umﬂ de‘} °b'm W‘?Fﬂl Yop, @Q.,emﬁﬂxrt ; hu'l'lul b

= —, RERCIIRT LA
CcoO8% ) cos® o080 8in®

am(6—06) M sin(o—o) ¥ t 5|n(0—~0{)f 8PP0 T s

7y’

Cco8% cos Q‘ sx

sin(® —@‘) ok — sn(®@—0') ) sm((.) W’ \;:omp?ﬂ_ — cospda’;
: ‘Yo oy W
also fai ca
39 .
cos®’ = Ceosi co8Bsind’

do=— sin(0—o')cosp' oh + L sin{30— o)icosp' al‘ 3in(® — o‘)’)io

cos®’ cos@ it o 1l Ii/@ coslllal b

da’=— 8in(® —@')cosg okt Tsmgt'.i — o)cosqa “ sin(@ — @)

Aus den Formeln 38) und’ 39)’, namenthch aber zuniichst aus
der Formel 38) in Betr dm; Polhihe, sieht man, dass man die
Beobachtungen jede gnstellen touss, dass bicht nahe
sin(6—a) =0, sondern &iss vielilnebr miglichst nahe sin(G—a°)
=41 ist, d. h. dass der absolute Werth der Differenz der Azi-;
muthe der beiden beobachteten Sterne oder des einen zwei
beobachteten Sterns mj felchsﬁ ahe, PQ° ader 270° ist. Dies vor-
ausgesetzt, erhellet z f:mér aus den xﬂlﬂclmnﬁen 39) in
Betrefl der Stundenwinkal;” 'dass" aut’ dieselben die Fehler in den
gemessenen Hihen .einen desto ‘ge% amn Eiofluss ausiben, 'e
niher cosp=1, 3"!!’. je Kelner he gty mnter einer se
§rouae olhbbe, wo nghe " =40 jst, kann der Einfluss der

ehler in den gemessenen Hihen auf dle Stundenwinkel selu'
bedentend werden. s

Ueberhadpt 'hdt! inaii *siéh ‘afié"die 'prakitieht b za mer-
ken, welche als eine Hamptregel \ﬂrdle erfolgreiche Anwendung

2°




unserer Aufgabeq mBmtimmm% der: PolhBhe. oder der Heeite zu
betrachten ist, dass man bei den Beobachtungen die Umstinde
mit aller nur miglichen Sorgfalt so wihlen muss, dass der abse~
late Werth der Azimuthe der beiden beobachteten Sterme oder
des einen zwei Mal beobachteten Sterns moglicht :nahe 90° oder
2700 betrigt., . ST R L, e
ol : . teo TS B P

S 8. Yy

Wir wollen jetzt wnsere Aufgabe auf ‘eine andere Art wi
vorher aufzulisen suchen, und setzen zu dem Ende .

40) 8=0v—uw, Q=0 +a';

indem wir zugleich: bemerken, dass @ vermige der Gleichungen
1) und 2) eine bekannte Grisse ist, und daher die beiden Stun-
enwinkel o, o' gefanden sein werden, wenn man' 2 xu finden
im Stande ist.

Setzen wir nun ferner P IR
A43=2u, h—~3=20;
41)
A +8=2', K—3'=2v';
so ist
h=u+tv., d=u—v; .
K=w4o, &=w—o'; !
und folglich, weil hekanntlich . \
| __sinh—sindsing *

cosm =
i eooocoagp

e sink—sindising . 0 4
C [ - —] 1 LA A e
. . Lo cosa'cosp- i, .. .- - T
i.“: .‘.', \ . . ‘: :‘ : . UI . s :: ‘ P '
st (z+v)— sin(u—v)sing ' ,
cos(u—vjcosp . | ... .
sinw'+v') —sin(w'—o)aing.
cos(u'—w)conp .- . . S e

B DL [ —]

. . . tose’ =
oder ;
o .é““=sinu¢oav(l-_-¢iny)+ cosusino(1-}sing ;

: . cas(u—ov)cosp - -

A




a .

-sinefeon/(1sing) ¢ cosw'siny/(l +sing)

[ Q.
cose = © . cos(w'—v’)cosp
__1—sing .
-42) z—n—'ﬁr’» Ve
so ist
- ) i . . . l—c “'
R R it :
nd_ Bty L .. R B . J
N ;"("I - '.h' . v »
cosg?=1- l+s) =@y |

also, weil oﬁhbn z, l-]-z und, da ¢ nicht gtllcm als 900 ist,
cosp positiv sind:

U cosp -
}ot-sinp= 14z’ 1+4sing™ V‘l'

Nach dem Obigen ist o

Y AT | 1- "P
o shm'cowﬁ— + cosu ; sh\v )
coso=

89
Y - \c”(“"m)’_%'" m=$

mnu‘eon‘T_'_-—'—:Ez-l- eou’sino i

i” cos(u'—v')rﬂr—

also . CowW .
zsinucosvil-dosu&m tie O

cos(u—rv).vV/z

,_zsiow’cosy’ +-cosyfsine’ ;, ., . . o
O T os(W—v). V%




(uu.— t i, nku » Ftipmecsd heosusiny
iy - e “Rﬂl—*ﬂ)

e e 0D

asiny’cosy’ +cosu‘slndm| wie g9xied.

cosw’' V= cos(w—v")
oie ~-1 "
Folglich ist : euia LT

1ai 08

(cosw fcosw’) vz —Qcos 2 (0 —~’) cos 3 (m+m') va

_ [smu €08y sun('(_ q)( % dhEusing cose’ siny’
cos(u—v) ' cos(u'—v’) z + cos(u — v) + cos(s’ —v‘)

(coum-—-cosav’M(a:--—-K\\l2 (y — m’) qm % (m+m’) vz
sinu cosy sﬁlu 'co! cosusmv cosy’siny’ |

Lial "Ul i ‘snu lﬁm‘u{)_?';j by ‘iﬂ(\‘ ")u cilm((“h»ﬁ') osls

thuia vidieiy g

oder, wenn wir
A 102 (
M= 5B suultbs | g Sinw'cosy’ . ,
©) cos(u v) cos(u'— ')’ Yot sloun

cosu smv cosu'siny’

setzen: Bt i oy fond
km m'g— B!'w —Uut‘mﬂﬂw‘l‘”
— 28in 3 Qﬁ'f;’a-ﬂ‘v.*ﬁ(”—ﬂ’)z + N-—N‘
oder i waon 4 :’}—"
+ M N-I-N‘ -

2c°3 5'{'% Vﬁ —‘TFF-'- colg e
oals
MM N-N,
—2sin TR’\V:GQ: I [ X S
.‘.'(‘_‘pﬁngﬁ - dn e

d. i, wenu wir d&~Rlvie! wegen i ..

L 2R TEETS PRI - e

1ebo




My M MM
”‘=—3-1_—’-MII=M P
cosge slnge
) NiN . N_N
v =4, W= TS
co.tib 5\_sm§O
setzen: = ;
,.:, 7

1
|§.a le"'Nl’

“23" ) Q-’V@':Mn ‘at+Ny';
aus welchen zwei Glencﬁqngen Hie hei&en unbekannten Grissen
z und L bestimmt werden”miissen. = .

Quadrirt man, um 2w ellminirén’," die beiden Glelchungen
47), und addirt sie danlr-q‘ emgnder, Qerhﬁ!t man die Gleichung

4o =(M*+M, ")-f' ‘l’ (M, N, "‘Ml'Nn')-’” +N,*+N,?
oder : o
48) (M"l'Mx’)-"'i'WJ.Nﬂ'M{NL-‘Q)z + N2+ Ny *=0,

und [3st man nun diese liuadratuche Gleichung auf gewiholiche
Weise auf, so ergiebt m

s asm Biow Lo ddoos e e - & g T ten o e IsH

et ey it hgg (6)

Ay o (08 e Y elpa Yy L
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Hat man 2

43) and 44) die Formeln

1)) sin¢=:—'__'_;2, cosp=

hat.

WRTN R~

’

atle-
e
il

F@

v~

ooy

i Ty Ty AEs

AP o

Wz
Tz’ ""8=2vz

) = AL

! Y
¢ (_.Lj".‘
| _ TiA

1. N
L)
"
(5] ) \

RN L

Peded gsan v oo
aeid=ad L0 bow o
Crat Binhand

Toor b

SR

% 3

tae T

e s t
'l',‘i.u
[} Iy S
: . RN [Rets
B YNNI Y B s YT
T P (N TR r Y {4

3

S

funden, so kennt man auch @, weil man nach

Y

Bestimmt man vz aus den beiden Gleichungen 47), go er-

h&lt man

52) va=

‘M,'N,— M\ Ny’

2(M4'cos;f L + M, sin % )



und bestimmt man x aus denselben Glelchungen, so ergiebt sich

N,sin%—& + N;'cos %.Q.
53) #=-—

Mysing gﬂullm%a
Also hat man zur Bestimmung voi"'ﬁ die Gleichung: .
(M, — Hy'N,)*
=—4 (M,sin% Q4+ M cos%aﬁm uin% Q4N m%ﬂ).
oder _
(M, Ny —~B N (o 03+ co )
’ 1 1
=—-4(M.sh%- 24 Ml‘coc%-.ﬂ) (N_yin; Q4+ N,‘eugﬂ) ’
e amin b
(MNx‘—”x'w_M)’:?*!“Sg“’)
. - g \; l
=— (M, + M, thg} YN, 4N, tang 3 2),
d L mach gehtriger Entwickslung di¢ Gleichung:
.
N
+4(M,N,'+ M, Ny) tang 5 2
+ ‘M;‘Ng‘ + (”‘&_’-—-H"I‘.l)’ ’
oder -

LS
~
1 4 M N,'4+M'N,) 1
%) wogy O+ DN, + (W~ H NP 2753 2
o AN AN, M Ny
- M Ny + (M N, — M 'V, ) °
mittelst welcher Gleichung tang% R bestimmt werden muss.

Last man aber diese Gleichung auf gewdhnliche Weise auf,
so erhiit man nach einigen leicbten Transformationen:
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Fir die wirkliche Anwendung ist diese:vifilig divedte Auflé-
sung nicht geeignet. Jedoch kann man auf folgende Art zu For-

\gelqup a ‘ho.ﬂtl SQie }oq“n migchaBeachoung. sob{‘ beguqm

t,vsr..m«mwmswgosm S
(M, — My 2
.___4(g +ﬂ‘\f°’ l‘gN, sin 'Q',+ N‘ﬁg’ 5

P wrt\egg e L “'—;_ v

gehabt, dmawhqnf :hel‘f‘{n&‘ q\,‘..--;-
\\mi \ gie¢
n”ﬁ&:tﬁ”ﬁﬁd‘?ﬂf g lﬂfb’hﬂ?‘bf‘&’u el 1
L (MN M e e,
= M, N
bringen ldsst. Setzen évi’i-' 'rhixK H o

(R
o P!

é 2, ,*, tansQ—g‘—
so wird die vorhergehbnd'o Glﬁnﬁmng,
\l

& s(#"" n) Los(o—— Q)

(”‘T;W—M' /% cosPcos Q= — —T#—(MIN‘; _Ml ‘)t sin Psmd
& Ol ] | I
d. i nach einer behm‘ten—goniometnbﬁhen -Earmel:

1!'0

& «tf—li} 4 bob(P+Q—2)
O N cteont = I s aine,

AL
und folglich Q (I ;;um‘\wu‘.t«{ | a

a
m(P-{-Q—&):—cos(P—Q)—% ) cosPcos®.:

eaﬁmmi-%lﬁrlﬁ‘l’ sinPsin@,

oder (Q —l—- N)a02Vni4 b

eoo(Pm—sz)ﬂ-m;(Wé-n.'N., ,~75) cosPeos@

—Mﬂimﬂ%ﬂ,l\hrﬂ -N-) sinP 8inQ,
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Fir die wirkliche Anwendung ist diese: viftig: dbedte Aufld-
-mg nicht geexgnet. Jedoch kann man auf folgende Art zu For-

melh gelangen, fieflr, die Joggrithmiacha Bachnung. sehy, boguem

Wm.hhmvmn\%sﬂménsm Y=
(MINI _Hl.'lvl)’ b

—-4(“%‘“"-#1\?0! l\s 0 .BLII 9 .Q + \)‘}"?’2.“) W

AP PR T

gehabt, %wh“{ dle Form

- — Y Yooy =
' S‘l!li\ulf( o M= (@ — Vo

1
ﬂ‘w E’ﬁ;bmmﬁﬁd‘qu g ﬂ'*"mlm‘ml Yelotn
b (N —MeNg G
AR

bringen ldsst. Setzel wli 'nul i1 e

| Ay AL
K o [ !
57) taag P gfL, tang@= s
I
so wird die vorhergehhnﬁo Gﬁiq*mng,
\l

sd“l‘-‘é'ln) l:os(Q—-— 2
(”l‘qlﬂ-ul Z.l)’ 008::(:080':;'- (MlNz _:%:lNl)‘
A (1T} (14}
d. i. nach einer b ; gonionemb&wn -Farmel:
SKPZYy '+ bds(P1o—2)
M, N,'— M,'N;)? (M, N,'—M,'N;)? .
2}"1,1“»- E mﬂ —A’—z‘”ﬁlv—“— sinP sinQ,

AN

sinPsing”

\

h ‘
und folglich Q@ (I wus’iyncd | [ W

eoc(P+Q—&)=—cos(P—Q)—(—E‘—l;'-%€-‘Nl) cosPcosQ.: iy

&—{mswg—l%ﬂ_#ﬂ’ sinPsin@Q,

———g T Pt} e

oder 1—-‘“303&\:"4 e

3
cou(P+Q——9.)=—(¢b{(Wéﬂl’ ';;(ﬂl- - gi) cosPcosQ

_..43“.(.9_; s',.N ‘%-—.—'%'- sinP sin@,
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dutis naoh: C‘m @llglll |4l rarhy oot nilhin ot W
. v

o h vl tagr w1 Y

cos(P-l-Q—-R)._—coﬁ(k’—Q) 'l 'HI‘N ’(hn;gP-—fangQ)‘coaP\;o
=—cos(P—Q)= ;‘aiglv: (GobPacitQyrathPuth §

&, . N T
oder YT A" AL
T

88) mubw-‘ 555;-¥-co~(P—Q)-”-‘Nn g#a% -

fiiR b ‘__ FETHCMEN
——-COB(P—Q)— MgNl &'g('ﬁ?m »
mittelst weidl%i" Eom‘efn .12 Teléht’ bqrechnﬂ werlep Tainn,
Nach 83) ist & 7o) )

‘9;'.‘| ,7 -
\4-

Nl 1+N coth

”‘ l+$— .

l
Ny I*Nﬁh'gﬂ' “ifte 2 oib bhite o

=Ty T
= [R2A —S‘ /§1.‘ ,(mqﬁ.%
also | LS NG g, TG
R 1. ‘\.‘L

1
N Q.J_-J-gl Ww' ARTTEC BLRYACE S B
(1 Ty £

SVt a0 o Ve v N ) ]u .“ - ,|\l)

' RANIRS ﬂmm 1ot
l+hn3Phng§ 2 | ulg_:l..'] hay
EAN o v ___\",‘ “\‘
a ;'l"-’ ATRR : AL G "_M(("““)l‘\?kn')
e k'.“l. ' ‘l
Y LWOWQ‘&)

cancon(P—§- Q) il

‘. f(}"j’ ;;)M'WQQ%Q) O e
v (if 1"."‘1"1 n“’b"ﬂpﬂ'qﬂ)




Nach 52) ist | R
e FLAEa S ] "‘)'l .
: M Ny
Wy .‘-T.Hf" N
‘V.t‘=t 1 1
%‘gg l-{-Ml, un32 {Q
LA s -uux ‘Nm -
— Nx' _E'N——t
""Q‘slq%ﬂ. % cotgﬂ + l
also N U B i
va= Ni __1—tangProtQ :

: 1
ong 2 - JftangAlang 5 2
_ N cot Ptang@—1
25in$~ R cotPcot% Q41

A
-l

_‘_ N, sln(P_Q) IS IR
00? Vx- —funQ O%(P—*—.Q)

. win(P—o) '
F0sQ ) .(p——sa)

Auch ist

}_‘ \ M.+Nx)sin2 h +tw+ﬁv.')m2
£ (Ml-—-N,)sm K.} + (”l —-N,’)cos 2

n'l.'(ﬁi.;'-g-a+coepm,a)uv.(-iu%awmwmfaif il
T Mg beptPua g Th(ie 3 2 eotQeong D)
d. i —\‘! R
MysmQcon(P. "‘qaﬂ) + V1 sinfcon(R—: 2.9-) i
:"alnécon(P—— Q) —MsmPeos(Q —-59-) -

S .
[

61) shp=

nndcetxtmulw



[P RITT A

N, sinPcos(Q — ! gR

62) tangR: =]
- AL M,stcos(P—- .Q.)
. Dot AU T S S) oot
80 ist - (A
itang(45°— R),
" et
also i, R

ll—: sil;qr ' l‘--tang(ﬁo R)
1 4sinp = I+ tang(46°—R)’

d~ i- N,V .1_ l ) |,A . '
b i TN )
- Qang(lﬁ"——-él&)’:bﬂgn-
(-0 ':”\""',. R

und folglich l " .
r ' ' {‘ (\ gt

L.

64) tang(45° 2q:)—‘\rtangln’,,

oder nach dem Obigqn., N 3

7._&“ .,

N,sinPcos(Q—;- 2

0

A »

o Msincos(P—1.0)

auch

i "l—: l,cw&os(q—-l-a)
,' l M',cochos(P-l—Jr.Q).
Wenp man  mitfelst éiner (hr beiden For;neln 58) niim-

lich mwdu-mmau heldnd. Fattgln - 41 1 & ol
n gig(P—
s(m“&)“ m(PJM“Wm;%'
P—Q)? .
_cos(p—Q)-M,N, A e/ P:% i

berechuet, So: hat baan> ot « Foigmdps 2 behrked-
Bezelchada ‘\u' den kle[n’sten poitlng .ienf dﬁssen Cbsinﬁsu

e ", sin(P— Q)?

— cos(P—Q)— My'lVy’ 208Pcos@-... .o e ),




3F

oder LTV I L ‘\;
R § )

U wE- Y b kAL )2
—eon(Pody— . G

ist, durch U, so ist, wenn & eine belichigd positive bitr egat!
tive ganze Zahl bezeichoet, bekanatlich

PYEL YU,

ERE LA
also TSR NIV f‘ )
Q=P+ QFU—%=. |
i
Weil nun aber .
ol a‘i\-i- o vl ] q
e
ist, so ist VY R CR h -
0<2 <4", ER1INNT]
also nach dem Vorhergehenden \
o< P o¥t-tonctn, 1

folglic‘l "“' \.;." “\-_\’l\‘l'\
—(P+QFU)<—2%n4in—(P+QF D),

und hieraus

haig

{
- . \ ) PR DI §
-"“?—Q—*”—’ Sacag ERFY L,
20T 10y -y -
Aus -
"o
B i
, T P PR ,
ergleben sich zwei am (die Einheit Lmdﬁeﬁene\)“‘orthe von &,
welche wir duyrghyd, 044 L,bgneiphnq:‘ wollen; und eben so erge-

ben sich aus

P+Q+U

P+Q+U by
2% l—2<k< Eﬂ -

. TR N PR
zwei um die (E’inh‘eit vérbchiedene ‘Werthe Ivon, k, welche wir
durch g, y-_}-é l; eichndn wollen o habem wit nach dem Obi-

gen fir Q endén viér
P P4+ Q—U—2=% 1191
- T (P+Q-U—-20+D)x

und



' k¥ 3

P+ Q+ U—2%sn e
ip+ Q+ U—Aptbim.

Dm?mentswchend § )
LY | B R A

1, »(P—-QfU)'hM

T4 i vy 4t

P—

und
I Y )
1 ) (P?“Q‘ U)+pn
P—gz 8=, .
gP—@—D)4(t)m; 1o i
* ferner I
Vb e s gh At aely,
. (Q—P‘WH
Q_%_Q.;! { “(,u
L (@-PHU)HG D= ot i
and | I T e e A N A th I I R
- ne

Q—Q-'Q /\,. - - Y]

1, E@—P-Dpr.
(Q—P—U)+ (FH)" ;

folglich PR Nty

(% "m (ﬁ Q4+ 1)
Ao loos(ﬂ-t- ?ﬂ)m Ve e U N1 TR A
P R PN | T Sail Ta .(_..l)“l cosI(P_Q,',w : ,,' ! ,‘.'.

A TR §

- ..",

(=D cony (P—Q- U)

und

[IRET BV A
‘wn"‘“‘mi"(?r@- U}; o
3 o

3. ..‘. ‘-i

H g |

ferner
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con(Q —1 =

(—1)*.cos ;- Q-P+ D)
a (=141 cos 3 (@—P4 U)
und
1 (—1)~.cos ‘%( Q—-P-U)
cos(Q — ,}-.SZ) = 1
(—1)#+1con 3 (@—P-0).

Folglich ist nach 80)

,_'(.-1)1. IY; ) sin(P—Q)
2 cos 3 (P—Q+U)
vr= - 1)14". 1.71 ) sin(P—Q)
0 Ging (P—@+U)
und
N, sin(P—Q)

—D e T
cos (P-Q-0

N, ) sin(P— Q) .
28inQ cos %(P— Q-U)

Sowobl die beiden ersten, als auch die belden letzten Werthe
von 4z haben enigegengesetzte Vorzeichen. Nun ist aber im
Obigen 4/z immer als positiv betrachtet worden, und man hat
daher hierin offenbar ein sicheres Kriterium, ob man k=2 oder
k=21+41, und ob man k=g oder k=up+41, d. h. ob man

Y=
—(~ g1,

\

Q=P+ Q—U—2n
oder . -
9=P1+Q - U—2it ). ~
und ob man "
R=P4Q+ U—2ux

oder

Q=P+ Q+ U—=2u+D)n
Theil XIV. 3
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setzen soll, so dass man also fiir 2 immer nur zwei Werthe er-
hélt, wie es die Natur der -Aufgabe erfordert. Als einfache Regel
hat man sich zu merken, dass man von den vier Werthen, welche
L nach dem. Qbigen. haben kaon, jederzeit die beiden zu nehmen
hat, welche fir '

N, sin(P—@)
V= = .
. ,2me . cos(P—%R)

iy Ny sin(P—Q)
. Zeos@ cos(P — % )

positive Werthe liefern.

Nach dem Vofhergeb‘enden ist, wie man leicht indet, immer

[y

08(@—30) gos 5(@—P+ D)

T 1 =T
. eos(P-——‘;‘z-.Q) cos 5 (P—Q+ U)
oder

cos (Q --.;%SZ) cos %(Q—P— )]

.cos(P-‘— —;-.Q,) _cos%(P—Q—-U’)_ ’
also | '

cos (Q — %9’) cos %(Q‘Pi U)

T o . ¥) casé(P~Q¢|;U)’- IR
i ) FARRL

und folglich nach 66): .

IV, 'cas Pcos % Q-P4 )

1
o0 tangs—59) =Y/ — 2
, M, ’cos Qcos 3 P-Q+0U)

oder nach 65):

. 1
< N, sinPcos 5 (Q—P
tang(459— % 9) = _ 1 5inPeos 5 @ +0)

MsianoS%(P—Q:& U), '




"

we,. wie wir wisstn,, U.den kleinstén positiven en’ heaelchq
met, welcher: dér Gl;iclnmg' weoo- I e oo
Lot I e W s H . P—- .

%) conl=—con(P=Q)—My' Ny ge g

' sin(P— Q)3
2sinPsinQ

geniigt. Bei der Bestimmang von mittelst der Gleichun
oder 68) kann keine Zweideutigkeit{leiben, da offenbar g )

Witle -

]
0<45°——;%qp <900,

d. h. 450——%4;: immer: im -ersten Quadranten zu nehwen: lst.

S Y 2
Anniherhde oder indirécte AufiGsungen unseret Aufgabe las-
sen gich mehrere .finden; auf der See wird jedoch meistens die
Methode von Douwes gebraucht, weshalb es sich der Miihe ver-
lobnen wird, diese Methode hier, jedoch fn veraligemeinerter Ge-
stalt, weil das Verfahren von Douwes vur fiir das Problem in
seiner einfacheren Gestalt gilt, ausfiibrlich zu entwickeln, was
um so nithiger sein dirfte, weil die gewihnlichen Entwickelun-
en dieser Methode, wie es mir scheint, keine ganz deutliche

ingicht in das eigentliche Wesen derselben gewihren.
Wir wollen daher jetzt annehmen, .duss g, w";"m" nur Niihe-
rungswerthe der Polhiibe. und der beiden Stundenwinkel seien,
und wollen die genauen Werthe dieser Elemente durch ¢+ dep,

ofdw, o'+ 4o’ bezeichnen. Dann haben wir nach 11) die bei-
den Gleichungen: - .

sink — sindsin(p 4 J9)
70) cosdcor(p$dp)
s __sinh'—sind’sin(p+dgp) .
. (cos(w*+dw)=—"ccr cos(pt+dp) ’

cos(n4 do)=

oder, wenn wir der Kiirze wegen
) (@=9+4p, ()=wtdo, (@)=0"+do’ '
setzen, diei beiden ‘Gleichungen: . ' -

il oimbin(y) -
- ,_,co“lc“(w .

™ 'tc':os(w‘

3=
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’

Entwickeln wir nun die Grissen' auf den rechten Seiten dieser
Gleichungen nach den Potenzen von Jp und bleiben bel den
ersten Patenzen von dg stehen, so erhalten wir zuerst:

sink —sindsing — sindcospdp
cosdcosp—cosdsingdp

cos{w) =

b4

sink’'—sind’sinp —sind’cospdp
cos¥ cosqp — cosd'sinpdp

ecos(w’) =

also ferner

cos(w)=
(sink — sindsing — sindcospdp) (cosd cosp 4 cosd sinpdp)
(cosdcosp —cosdsingdy) (cosdeosptcoadsinpdp)

cos(w’) =
(sink’—sind’sinp—sind’ cosp 4p) (cosd’corp 4 cosd'singdp)
(cosd’cosp — cosd’singdp) (cosd'cosy + cosd'sing dp)

d. i., wenn wir immer hei den ersten Patenzcn von do stehen
hieiben: .

sink —sindsing

vos(w) = cosdcosgp
sindcosm’ — sm(p(smh—-emd‘tmcp)
cosdcosp? '
TS B )
cos(w) = sinh’ —sind’sing

cosd'cosp
__ sind’cosp?—sing(sink’ -—les‘smw)
cosd’cosgp?

also, wie sich hieraus leicht ergiebt:

sinA—sindsing  sind—sinksing"

cos(w) =

73) cosdcosp  cosdcosgpr <P’
cos( ,)_sinlz’-—siné’sinq) sind’—sink'sing
) = T eosdcosp  cosdcosg?

Hierans erhiilt man ferner leicht:

cos(a)—cos(w) =—Lsiny | (w}—w) ) sin gt @ w01

sinkcosd’ —sink’cosd — un(é—&') sing
cosdcosd’cosg

__ 8in(8—d')—(sinkcosd’—sink’cosd)sing
cosdcosd’cong? 4.
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cos(®) + cas(m?) =2cas (=)~ (@lo0s 31 (w) + (@)!
smkcos&' + sink‘cosd —sin(d 44’ )sing

cosdcosd’cosg
__ sin(3+4) —(sinkcosd’sink'cosd) sing dg.
cosdcosd’cose?
Nach 40) ist aber
(0)—(0)=6

wo © nach den Glelchmgen 1) und 2) eine bekannte Grossa ut
also werden die beiden vorhergehenden Gleichungen: . .

__sinkcosd' —sink‘cosd —sin(d—d')sing

smgt(ﬂH(o’)l i
2c086 cosd’sin g Bcosg

sm(d—&')—(smhcosd smh’cosJ)amqp 4
i Wcosd’un-e- Bcosyp?

+

" sinhcosd’+sink‘cosd —sm(& +6’);in4p
2cosacosa’cos 6Ocosy
sln(6-|—6’)——(amheosﬂ’+sinh’cosd)simp

2cochos¢!‘cos 5 Ocosg?
1

sin-.ﬁ—:(wmw')::

oder, wenn man die Grouen auf den linken Seiten der Gleich-
n nach Potenzen von Jo 4 Jo’ entwickelt, und bel deu
ersten Potenzen dieser Grisse stehen bleibt:

sin;-(o-l-w’) + % coa%(w-}w’) (dotdo’)
_ #inkcosd’ — sink’ eosJ — gin(6—&')sing

2cosd cosd‘sm 3! Ocosgp
+ 8in(d—4') — (sinhcosd’ —smh‘cosd)smqp Ao,
2cosd oosd’am g Bcosy?
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' cos % ('aa+m')‘—— 1 sin ;— (wfo). dotde’) -
sinkcosd’ 4:simA’cosd — sin(d4-4'sing \ 1’

2co0sd cos&’cos {9@:!93,

C e

_' éin(d 4 8') — (sinhcosd" +siuh’cosd')sin<p ;47
2cosdcosd’cos%9cos¢" [N TLI PV P

egt man nun der Rechnung einen bekannten Niherungswerth
der Po ohe zum Grunde, den wir wie bisher durch ?, bezeichnen
wollen, ' 'ynd ‘bestimnt':die- Nuherhnﬁmm‘he @, &' der beiden
Stundonwmkél mittelst ‘der beiden ‘Gleiwhungent 2io ' 1 .l

P TR U A Qlo—e f
ukgosd’—sm/l’cosd —510(6—6’) suup

74) sin2 (ao:'I ‘W) ="=
. " . 2qppﬁcosd’sm§ Ocos ¢
so ist, weil die¢ hohtige Gleichung
(m) (w’) (m-l-dm) (m +Aq‘)-(o——m’+dm—dm—8
ist, N P RTUA T [T
e dm——dw"‘*o dw=dw’
also ,mh.den Vorlwcsehaudep. b

‘ Bin(0—0!).— (sinkcosd’'— smh‘cosJ)sinw 4o

) do=AMis'= i
2cosd cosd’'sin 5 3 6 cos 5 3 (w + o')cosg?

I N4

. nllail -bonnte nut demlelhen Gru'dé dorl Gnnau ;k.ﬁlt anch .,
mittelst der Gleichungen . S e lg‘ 't ,mr."

m-—w’:O
76) cos 3 (m + ,')' bihbéosa'+smh'aow—-sin(6+6')sm¢
- Ce ‘Qcéidcosd’cos-%*eioow:
bestimmen, und hétte danr;:'li;éb' dér‘r:i"Vofbergebendeu
B sln(6+5")—-(s}nleos6’+smlt’cosﬁ)s:mp«

%os&cost?’cos L sing 3 (w+m’)cos¢’

7 do= d’

Die erste Methode ist Jedoch in dem Falle, wenn d=4' ist,
ihrer §rlisseren Einfachheit wegen vorzuziehen, weil in dlesem
Falle das Glied 5|n(6—6’) verscEwmdet und wird daher im Fol-
Einden vorzugsweise in’s Auge gefasst werden. Bei der zweiten

ethode verschwindet nimlich in dem in Rede stehenden Falle
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das Glied sin(d40) nicht, weshalb diesetbe in diesem Falle nicht
so einfache und zur Rechnong bequeme Ausdricke wie die erste
Methode liefert, was sich weiter unten deutlich zeigen wird. In
- dem allgemeinen Falle, wenn nicht §—=0’ ist, wiirde keiner der

beiden
kommen.

Ferner ist nach 72) -

und

und

ethoden ein besonderer Vorzug vor der anderen zu-

_ cos{3-(p)) — sink
cosdcos(p) __

cos{d’l—(«p)}i— sinj;’
cosd’cos(p)

1 —cos(m) ==2sin %.-(o)’=

1—cos(0’) =2sin %(w’)’——-j

itle 4

. - | m .
1+us(o)=2mé-(m)§=“"c:t‘fz§; =4
cosld'4(g) ) + sibA’

cosd'ces(p). _,

l+§:os(m‘)=2ms % ()=

]

g

cos(d —':"(9) j=sink -I’-?ﬁcosd cos(p) sin % (o :.

cos?" —-{cp)} = gink’ -l-.")cosﬁ’cos(q))si% ("%

w64 s Bty

cos E_O' : + (!)-l = —sink’ -‘i- 2c088’cos( ¢)§s‘ -12-(_0’)‘,

von welchen vier Gleichungen <wir aber jetst der Kfrze wegen

vur die erste etwas weiter etrachten wollen.

Entwickeln wi# nmlich die rechte Seite der :ersten dieser

vier Gleichungen nach.Potenzen von Jo und A4 .- upd bleiben
bel den die ersten Potenzen von Jw und 4¢ enthaliénden Glie-
dern stehen, so erhalten wir e

cos{8—(p)} = sink - 2cosdcosypsin % o®

hY
XL

)

+ cosdcospsinwdm — 2cosdsing sin % wdy,

und wenn wir nun fiir Jo seiven Werth aus 75) einfiihren, so
ergiebt sich:



78 cos|3— (p))=sinh + 2eosdconpsin 3 ?

_. o R
—2cosd sin § @ § sing sin & o — cos 3 0 22C—) (enkoost — ok conbsing

de.
wocuoaaua\mmum anu (o + ) cosep “

Weil aber nach 74)
. sinkcosd’ — u_nw\oou& luiz\vuﬁe

2cosdcosd’sin ml Gcosp=—
sing A8+ s.v
2

ist, so wird vorstehende Giichung:

. . . 4.3 ooim — (@) |=sinA 4 2cosd cospsin W eu

sin(8 —3")—(sinkcosd’ — sink’cosd) sing 3 4
sinhcosd’—sink’cosd—sin(§—d")sing P

—2cosdsin w.e .wm:.eu?m.. ® 4 cos Wenwumw.he + o)
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oder auchl, wie man mittelst einiger Transformationen leicht findet:
80) cos{d—(p)}=sink42cosdcospsin % w?

sin(d—d)sin %- o cosgp?
inkcosd’—sink‘cowd—sin(d —J)sing

1
~2c08dsin g o 1 > do .
37 ). sin(8—3)— (sinhcosd'—sink cosd)sing  °3® [

sinkeosd’ — sinA‘cosd — sin(d—35")sing”

co5%(w+m’)

Weil aber
08 {8 — (p)1=cos(3—p) + sin(d—¢) Jp
ist, so ist auch B

81) cos(d—g)—sinhA—2cosdcosgpsin !2- o?
sin(0—p) = - \
2cosd sin % 0"

1 sin d—c)’)sin% o cosgp?
=—2eosdsing 0 {4 ihcosd —sinh cosd S E—F)eimp ap.

. . 1 s
+sin(6——6’)-—(sinhcos&l_sin],:eod)sinv. singw
sinkcosd’ — sink‘cosd—sin(3—8)sing 1
cos‘z(p{-d)

Auch ist nach 79), wie man mittelst einiger einfachen Trans-
formationen leicht findet:

by i i L., ’ 1 .
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Fir §=¢', d. h. wenn man einen und ﬂen:se'lben Steﬁlluz"v'v‘éi“
L'ia‘l_ l;’eobachtet hat, werden alle obigen Formeln ungemein viel
einfacher.

Die Formeln 74), aus denen ®, o' bestinmt werden missen,
werden in diesem Falle:

0o—0'=86,

,—
83) sin,%— (0 4 0')= sink 1 sink H
2cosd sin ) 6 cosg

oder




s

H m——m’: ,
.o ORI 1.

, sing (Iz‘-—ll)cos » -l- h)
&) sm%(m-ﬁ o’):n: 2 1 2 —.
; - cosdsin §.8 c@ﬁlp\

]
Die Formel 80) wird:

' 86). Aosid~(@)} . ..

1 : sin .17 wsin 1 o’
-smlt-}-?cosécoscpsm—&‘ } Beosdsing -—l—m-«-—-— dy,

I(l sy

und die’ Glsichung 8D wird:.

T, et
I

~'88) cog(ﬂ-—q;)-—sinldhﬂoohdoobwsin
T Y RTINS Y TP sin) wsin2 :
‘. sin(«)——q))—?com!sm(p ——I—H*—r"" Ap;
: T ¥ . eedg (ot o)

oder, wie man b"ier;uﬂ’leiiiﬂf’ﬂnaeti"' )
1

TR

8 _cu(ﬂ——qi) —sink- ‘lcosdcosmm; w?

SO | Y ““ L34}

sin(d4 @) sin §wsin 7 o’ —sin(d —q,)‘cos'% wcos %p’ )
_ O I B .;_uid¢.
= 1 ’
puBRAgke he)

o - R . RS e 3.
i Pl

oder auch v b o

88) ool(&%)“liﬂ#ieos&:bnqwh g ©*

k

cosdsing coﬂz1 (m-—b')——dhdcos:ﬁdtié 5 (o + m’)

= 47:’(' [

cosg(m+m’)

A s te e e) sk et

T T ' oo S
’ [EYHE B Ry e e oo
1. " N T P i S URIY | TR TR
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3

89) cos(d—-q:j — sinhA—2cosdcosy sin ‘%

l )
coszz-(m»-—ao)
=~ (s8ind cosp —cosdsing —5—— Ap.
cosi(m-}o’)
Also ist:

c08(8—q)—sink — 2cosdcosy sin ;— 3

0 dy=—-} "
“sin(8—p) —Dcosdsing ° 2 P42 ©

[

cos% (o+a')

cos(d —¢) — sinh -—-2cosd cosg sin %n’

1
= cosy (wf ) T .1 T 1
© ' sin(d+g)singwsing ' —sin(d—gp)cosy wcosy o'

i :008(8—p)—sink—2cosds0sp sin % o?

= m.%( o+ o) 1 g 1
: co{qd sing cos 5 (0—a )—sindcdsg cos g(oto)

cos(8—g¢) — sinA—2cosdcospsin % ot

g:os-;- 0— w")

" sind cosp — cosdsing
' cos 5 (v + o)

Eudlich ist nach 75):‘ '

(sinh!— éi;xh)sln,

9]) do=do'= 1 1
2 cosd sin 1 9coa§ (o 4 o) cosg?

sin 3 (K'—&) oo 3 (-+&)elop

= 49 ’
- . cosdain grecos-;-(o-l-m')coﬁp’ .

oder nach 84):
92) Am=dw’=hng% (o + o) tange e .

Wie man sich nun der vorhergehenden Formeln zur Aufli-
sung unserer Aufgabe zu bedienen hat, wollen wir jetzt bloss in
dem Falle zeigen, wenn d=d’ ist, weil daraus dann von selbst
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bervorgehen wird, wic man sich is dém allgemeineren Falle, wenn
nicht §=24' ist, = verllalteq hat.

Mit einem geniiherten Werthe ¢ der Polhihe berechnet man
mittelst der Formeln 83) oder 84) die geniherton Werthe o, o’
der Stundenwinkel; dann sucht man die Verbesserung dp der
Polhéhe mittelst der Formeln 90), und hierauf die Verbesserun-

ea do—=do’ der Stundeawinkel mittelst der Formel 92), und
E-dot auf diese Weise die zweiten. Niherunﬁswetthe ,-549,
o4 do, o 4 Jo’ der Polhihe und der Stundenwinkel. .Dass
man dano ganz auf dienelbe Weise von diesen zweiten Nitherungs-
werthen zu dritten Niherungswerthen u. s. w. iibergaben kann,
verstebt - sich von selbst und bedarf hior keimer weiteren K-
liuterung. . o . S 0

So wie so eben gezeigt worden ist, welches nach meiner
Meinung das allein wirklich richtige Verfahren sein dirfte, ver-
fihrt man aber bei der Methode von Donwes nicht, sondern auf
folgende Art. .

Dabei hat man ,zuerst und vor allen Dingen als eine Haupt-
bedivgung bei dieser Methode, durch deren Erfiillung derselben
allein ein einigermassen gliicklicher Erfolg gesichert werden kann,
zu merken, dass die eine Hohe des beobachteten Sterns, etwa
die oben durch & bezeichnete Hihe desselben, so nahe wie irgend
maglich bei dem Durchgange dieses Sterns durch den Meridian
genommen werden wmuss,’ wobei es sich dann nach §. 7. ferner
ganz von selbst versteht, dass die andere oben durch A’ heazeich-
pete Hihe so nahe wie miglich bei einem Azimuth des Sterns'
von U0® oder 370° genommen werden muss, welche Regeln man.
bei der Anwendung der Methode von Douwes hauptsiichlich
beobachten und in keinem Falle aus den Augen verlieren darf.

Dies vorausgesetzt, berechnet man nun aus der geniherten
'golhi‘nhe ¢ zuerst die gentiherten Stundenwinkel w, o’ mittelst der
ormeln L

Vo
0o—a'=9,

sink’ —sink _

’

in%(m{-b}'): 1 -

e 2poséuin;j Gcosgp

oder )

IIJo—-nll.)'Z‘e,' .

SRV S DI

1 sing (h'—h)cos -2-(5 +4)

Biné‘(ﬂ""ﬂ')': T T 1 H

o'odlin;zecomp

oder auch, was ganz dasselbe ist\ mittelst der Formeln
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PR ETITR VTR R TS TN ...-.:ko A B

L (o sm2(/t—h’)c082(h+lc’) ‘
B L CE oS s
T T RTUPIPTO . '- e W“Blngbws¢‘ _ ' ‘
wo-nur @ fetzt fn einer ‘etwas undem Bedeutung wie votlner
nommen worden ist, was aber ganz: verauuet wt wio sog|
erh en w{rd K .
Woll man nun, was nie T nrim ist anm:lmt dau IlIO'
cink Hshe -k des Sterns sebr nahe - bei -dem Dutdlgange
‘Sterns durch den Mendlan enommen worden ist, so ist:in' der
Formel 85), ’nhmllcb in der ormel

('n e ')' u',

;'.. ":.". ' cozsta (lP)! ,
ain l ®sin 5 1 o'
u:dnhr{-ﬁcos&cosqmm 2— 0?42 oo“untp T de,
el . e obsz-(w{»o')
da sin -l-m der Null sehr mhe ‘kommt, nnd wénh nhn due meite
Hihe & sehr, vahe bei einem Azunutb van 90% oder 2700 genom-
men hat, cos; (o + m’) immer, wie leicht erbellet eme von Null'

mo&lwh vouehodene Grisse sein mrd der abuolute Werth des
Qll‘du - ) l.. R
1 1 ; o
Lo sing msm2 . e
I THOR h.osismcp ————r—-——-—d«p; .
0082 (o4’

jederzeit sehr klein, so dass man dieses Glied in der obigen
i?ormel vernachlissigen;, uvd ohne merklichen - Febier

cos| 6-(:p) }.—.sinlc-i—%osﬁcos, sio 9— o*

setzen, mittelst dieser Formel also unmittelbar den zweiten Ni-
herungswerth (?{'V ¢4 dgp der Pelhihe berechnen kann. Hat man
aber auf diese Weise d¢ gefunden, 80 kann maon ferner auch,
wozu librigens Douwes, skin Hauptaugenmerk auf die Be-
stimmung det' Pothihe odbr et 'Breite richtet, eine besondere
Anleitung plcht ertheilt, die Correctionen =4’ der Stunden-
winkel sebr leicht mittelst.der .Bormel

-dw:ﬁm’:ﬁ‘tangz}("’"‘ w’) tangy A9
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berechnen. Wie nithig es, wenn die Methode von Douwes einen
einigermassen ﬁlﬂcklichell Ei-fdlg. versprechen soll, ist, dass die
beiden l-]‘;'ihen' ’,dhl nacl:' der l:) en egebeﬁen Anwei;ung em:’m-
men wer wird . ,.obigen_Darstellung mit hinreichender
Deuﬂichke??’hervorge el&.‘q‘ o ryetiRs o

Douwes hat geiie Methode zuerst in dem ersten Bande der Ab-
bandl. der Gesellsch. d Wissenschaften zu Harlem*) bekannt gemacht,
und sie ist auf der,.?{ee,gligeﬁein in ‘Gebrauch vund findet sich in
allen Lehrbiichern der Schififahrtskunde, weshalb wohl auch zu-
weilen das ganze Problem die Aufgabe von Douwes genannt
wird, -obgleieh, wie'ln §. 1:'gezeigt worden ist, kéireswegs Dow
wes der erste Erfinder \der Aufgabe ist, gondern nur zherst eine
far den’ prakfischen Gebrauch zweckmissige Auflisung :derselbei
gegeben hat. Haurtsﬂcb]ich bekannt, scheint abzr‘dieZMeﬂde
von DowWes zitetst durch'den Beweis geworden zi ‘seiti; wel
chen fir dieselbe Pemberton in einer in den Philosophical
';'r:lnmn'ionc. uVo(Il. ki Part 1l 1760, }'rl 910 unter .dew
Fitel: Sqme, ideratiousy on a.late Treatisg intitu-
lade, . qmm z@?gf L aﬁtlplnic.i?gqhig#;fﬁblec,~ét'e. dutended
for a ‘'more commedious Method of finding the Lati-
tude at Sea, by Twa Observations' of the Synj by
H. Pemberton, M. D. R.'S. Lond. et R. A. Berol. S: erschie-

nenen' Abhandlung gegeben hat.

Douwes hat die Angendunf seiner Met'mde durch Tafeln
erleichtert, -did ‘hamn 2! B.''in den Tabtes requisite to be
used with'the nautical‘ephemeris for finding'the latiy
tude and lougitude at sea. Il edition. p, 58.—p. 80., wor:
auf ich mich hier beztehen ‘will, findet*) Um die Emrichtung
und dean Gebrduch: dieser Tafeln einigermassen zu etldatern, stelle
man die obigen' Formeln, indera man sich nur erinnert, dass im
Folgenden o—w* immer' den We"th’ 8 hat; unter der Form

2sin %—(m‘-l- w)= secdsecq,(si}lho—sinh')colec %(m’-—n?) UL

o ' ' QSiRI%W'Z.

v 4081 0= (g5 sink + secd seco ;
. . "l.

L RN

oder unter'der ¥Form *

"..".;.:' ' . H : Lot . N

! %) -Mij's, di¢ Uchereetzomg ven Kastner. Theil:l Alteaburg.
1758, 'S. &1, ' . et e
i 9y "Man findet ‘#iese oder dhmliche Tafeln aber duch in dén mei-
lten-.schiﬁfuhr(;fe'h‘n:pic:hern,' z. B. in dem scbon’ in §. 1. angefihrten
Buche von Bobrik Thi. IIL Taf. LXL und in sndern bekasaten
Werken dieser Art.
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log .2sin % (o' 4+ @)

'
y

o= (Iogseéd{-logsectp) + log(siuln—-sink’)-l-logcosec’:} (0 — ),

S’.cin% o
contd—(g)}=sink+ —oreecr

dar. Die Summe logsecd 4 logsecp heisst Log. ratio,
log cosecy (o' — w) heisst Log. half elapsed time,

log,%in;—(m'-l-m) wird Log. middle time genannt, und

log.2sin} o heisst Log. rising. Far die in Zeit susgedrick-

ten Stundenwinkel enthalten die Tafeln von Douwes eine Tafel
fir Log. half elapsed time von 0% bis 5%.50=, eine Tafel fiir
Log. middle time ebenfalls von 0= bis 5%.30m, und ejne Tafel
fir Log. rising fir 8 Stunden von 10 zu 10 Secunden. Der
Halbmesser ist i . Die Argumente der Tafeln sind respective

%—(w’— ), %(m'{-m) s oin Zeit. Man berechne nun mittelst der

gewohulichen_ trigonometrischen Tafeln Log. ratio, ziehe den
patiitlichen sin A" von dem natiirlichen »ink ab und schlage
log(sink—sink’) in der Logarithmeotafel auf, nebme Log. half
elapsed time aus den Taleln von Douwes, und addire die
auf diese Weise erhaltenen Zahlen zusammen, so ist nach dem
Obigen die Summe Log. middle time. Mit dierem Log.
middle time gehe man in die betrefflende Tafel von Douwes

ein, und nehme aus derselben ;:—(w' + o), worauf es, da man

auch ,lf(w’— w) kenut, leicht ist, o zu berechnen. Hierauf nehme

man aus der betreflenden Tafel von Douwes den entsprechen-
den Log. rising, ziehe davon Log. ratio ab, und schlage zu
dem durch diese Differenz dargestellten Logarithmus in der Lo-
sarithmentafel dig zugehiirige Zahl auf, welche man bierauf zu
em natiirlichen sink addirt, welches den natiirlichen cos{d—(p)}
giebt, woraus man dann leicht 4 — (p), und hieraus den gesuch-
ten zweiten Niherungswerth () der Polhihe berechnen kann.
Es war hier nur meine Absicht, die Einrichtung und den Gebrauch
der Tafeln von Douwes, die man in den meisten pautisches Ta-
feln in grosserer oder Eeringerer Austiibrlichkeit findet, im All-
ﬁemeinen kennen zu lehren, indem ich wegen des Niheren auf
ie Tafeln selbst zu verweisen mich begniigen muss, da ausfihr-
Iicbc(a!re‘ Auseinandersetzungen an diesem Orte zu weit filhren
wiirden. ’ :
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Auch auf folgende Art kann man unsere Aufgabe nitherungs-
weise autlisen.

Bekanntlich haben wir dle drei’ folgenden Gleichungon

(m+4m) (m’+ do')=6,

sink — sind sin(p 4 Jp)

cos(m+4m)— cosdcos(g+dg)  °

“sink’ ;smﬁ’sln(lp + 4p) .
cos(o’ +Ad) =" cosd'cos(p +dg)  ’

also, wie man leicht mittelst des Taylorschen Lehrsatzes findet,
indem man bei Gliedern, die 49, Jo, Aw nur in der ersten Po-
tenz entbalten, steben bleibt:

do —J0'=60 — o4 o',

sinh—sindsing .. sind—sinksing

cosw—sinodo= cosdcosg cosdcosg® <%°

, smh’—sm&’suw sind’—sinA’ sing
cosn’ —sine’'Jos cosd'tosp  cosd'cosg? 0

Bestimmt man nun o, o mlttelst der Formeln

) sinA—sindsing .— smh’ — sind'sing
93) cos cosdcosg SO =" cosdcosp ;

oder mittelst der Formeln:

( 1 v sin {450 — %(8{-’0——9), cos {450 — %- (6—h—0o)}
sin§m=

cosdcose ’
94)
V sin {45"-—- (0"+h'—g)} cost450 — 3 (6’—&‘— ,);
sin— o= cosd'cos9
80 ist

Theil XIV 4



8ind — sinksin
do= cos3sinwcos¢; 4y,
sind’'—sink’sing
A0 GosF ainef coag® 17"

Weil o nach 93)

95)

sinh = sindsing + cosd cosmcosy,
sinh‘:siné’sinq + cosd’cosa’cosp
ist, so ist’ .
sind — ginAsing =cosp(sindcosy — cosdcosmwing),
sind' —sink’sing ;cpsq»(sin&‘cosap—cod‘eola'simp) H
also nach 95): '

do==(tengdcosec o—~cotetangy)d e,
Aw'=(tangd’coseca’—cotw'tangy) Jgp.
Fiihrt man aber diese Werthe von Jo, 4o’ in die Gleichung
Ao—do'=60—0 4 o'
ein, so erhﬁl‘t man:

o7 P O—o+t o
) 49 ~(tangdcosecm—cotwtangy) — (tangd’cosecw’— eotar tang ¢)

Wenn man also fiir einen geniiherten Werth ¢ der Polhlhe mit-
telst der Formeln 942 die geniherten Werthe @, o’ der Stunden-
winkel berechnet bat, so berechne man die Hilfsgréssen G, G’
mittelst der Formeln: '

G = tangd coseco— cotwtangyp,
26’: tangd‘cosecw’ — cotw’ tangg ;
danu ist

O—o4 o
d="g=e
99) do = 6'49’
\do' =G'dp;

oder
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Nach W} lst, auch

101) dq_. 6—p }a

tug&maw—tinsa'wmm (cntw—-ootrﬂ’)msw
oder K

. y e (8""0"1»\"'“5““’ L
102) A"‘tz}ng«?sinm —tangé smw+sm(m m’)tangqa

Yir 8= ist P e

_ (68— + o')sinmsine’

103) A‘P— sin(g — w‘)mgé— (sipw — sina’) t&ns"
oder . )
0 gpm i O et eisinosing!

2sin ‘: (w—a’) {cos —(w-—-m’)tangcp - cos (m+ d) tangd;

Die Formeln 98) und 99) oder 100) scbemen mis alnr did,
bequemsten zu sein.

§. 11

Wir wollen uns ]L etzt zwei in einem gew:ssen Punkte O sich
schneidende gerade Linien MN, M'N’ denken. Die Theile OM,
OM' dieser Linien wollen wir als ihre ersltwen Theile, dieTheile
ON, ON derselben als lllre negativen Theile annehmen, so dass
alle von O aus aof ‘OM, OM ﬁesclim enen Linien als posltlv,
dagegen alle von O aus auf O eschnittenen Linien
als negativ betrachtet{ werden. Den mit O von QM einge-
schlossenen, von OM an nach elner 'gewissen Seite hin von 0"
bis 360° gezihiten Winkel bezeichnen wir durch «, und nehmen
aunf jeder der belden Linien MV ynd M'N' zwei beliebige Punkte
k und A', B’ an, deren pach:dem Vorhergehendes gehdri
als positiv oder negativ betrachtete Abstinde von dem Punkte;
res ective durch a, 6 und @', 6’ bezeichnet werden sollen. Nun
e wir dber-den Lisdien 48 uid'4'B' alsi Durchmessern zwei-
Krelse beschreiben, und uns die Aufgabe stellen, aus den als

4%
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gegeben betrachteten Grissen o und- a, b; a’, b’ die Durchschnitts-
punkte dieser beiden Kreise zp bestimmmen.

Zu dem Ende bezeichnen wir die Halbmesser dieser beiden
Kreise durch r, v, und nehmen OM, fir O als' Anfang der
Coordinaten, als den positiven Theil der Axe der x eines recht-
winkligen Coordinatensystems -der zy, und, den positiven Theil
der Axe der y so an, dass man sich, um von dem ositiv.eu
Theile der Axe der = an durch den rechten Winkel (zy) hin-
durch zu dem positiven Theile der Axe der y zu gelangen, nach
derselben Seite hin bewegen muss, nach welcher man sich be-
wegt, wenn man von der Linie OM an den Winkel « durchliuft.
Dano sind offenbar a,0; 4,0 die Coordinaten der Punkte 4, B,
und, wie mittelst efner einfachen Betrachtung ' sogleich erhellen
wird, in villiger Allgemeinheit a‘cosa, a'sina; b'cosa, b'siva die
Coordinaten ser Pulﬁ(te A’y B'. Weil nan nach den Lebren der

analytischen Geometrie flz—(a-l-b), 0' und %(a‘ + 0’) cosa,
;—(a' -l-b’)iinu die Coordinaten >der Mittelpunkte d;r beiden Kreise

sind, so sind

(z—3 @+D)P + 2=,
105) .
tz —-2—(a’+b’)cou}’+ly-:-%(a‘-l-b’)sinaz’:r"

die Gleicfmngen-diéser.beiden' Kreise. Fir 2=a, y=0 und fir
x=a’cose, y=a’'sine erhiilt man aus der ersten und zweiten Glei-
chung respective: : : S R AN

= la—%—(a-l—b)}’,
r=a'm g (@40) Peoselila'— 5 (@ + 5))3 sina?;
di B o
- . . :
106) M= z(w-—b)’. r"——-z (a'—b)3;
und die éleielmngen der beiden Kreise sind also:,

' lz— ;— (d+b) p+y§___!. (a—b)*,
il 1 . Ly
i.‘r—g(a' +b)cosa}? 4{ y—; %(a’vl'b')cinul’: :}_ (@' =898,



83

. Aus diesen beiddd Gleichungen muss man mittelst algebraischer
Elimination =z, d’ bestimmen, um die Coordinaten der Durch-
achnittspun!xte er beiden Kreise zu erhalten.

Za dem ﬁﬂe:bringe man die beiden Gleichungen auepst auf
die Form: ., ... S , C
08) - +y*—(a4b)x=—abd,
1224 g% = (o' + b) (2 cosa-+ ysing) =mah';

dann erhilt man durch Sﬁbtne,tion:. Py .
109) w4 divr(at}d’) cosa) z—~(a'+b)ysine=ab — a't’,
D i it
Fabrt man diesen Werth von y in die erste der beiden Gleichua-

gen 108) ein, so erhilt man mach. eisigen leichten Reductionen
sur Bestinmung von x die folgende Gleichung des zweiten

Grades:

\

S R T R SR my i« 0oL
o (@4d)(a? +5742ab)— Aa'+b)(ab —a'b)oose—~(a+b)a'+b)¥osa
- AP HB) (@ FD)eose HA 6P
__ a4 a% 4 ab(a® 1 b'Y)—ab(a’ 4 b')2 cosa® |
=TT (@ ¥8F—2a+b) (W Fb)cosa + (aFBE
A A
L3st man nun diese quadratische Gleichung auf gewihnliche Art

auf, so erhiilt man nach einigen zwar etwas weitliufigen, sonst
aber keineswegs schwierigen Transformatienen, wenn der :Kiirze

wegen . Ly

I3 F=.t@-+hb)@?*+63+3b) .. - PR
* —2(a'+6) (ab—a'b")cosa R A
—lad O @k b%o0met, .y

: '-G;u'.(,‘.'."’b).’(“'mbf)"?.‘-(“"‘!‘“'b?’ P A I TR
+4a4d) (@’ 4+6)(abt a'b)eosa ;o . ol

+2{2(a%® 4 a2?) — (a3 + 6%) (a2 4 62)} cosa?

—4(a+5) (¢'+5) (@b + d'¥) cosa® .

i
- -

T e bpfatpeont”

H= (a4 63+ (@ +b)2 -3 4b) (@ +b)cose

C o ot -

. i g . ‘" H
gesetzt wird :’ S :
N P A N TR
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[ IR llll Side R
Fihrt man aber in die Griissen F und G fir coso® und cosoa®
die gleich gelteriden Ausdrifeke’ 1-sina®und’ ‘kiedetne foina
ein, so erhilt man nach einigen leichten Transformationen, wene
der Kirze wegen

Ty T

) G dl(ob SR PP
+ 4(a+5) (' + 6') (ab+ a'b)cose
+ (a.'.b)’(a’*.b’).mﬁ.-'i- T R TR HEDNNTIPE
=—4{ (a0’ F-abla’ £ DP 4o’ Vb D)%} ¢
+4(a+5)(a’ + &) (ab + a'6')cosa
+ (@ +5)%(a'+6)*sino?
' = —4{ (ab - ¢8)? 4 (au’ 4 V) (ab'F: &D)} |
A4atb) (@ +b) @bt ab)cose.
ot MYt R T

[ IR TP .:I!a-i’: "
gesetzt wn-d

F=2(ab—a'b’){ a+l>—(¢1+6')eos¢ i+ (a+b)(a'+6’)’ﬂna’
v 116) }G Gsina®, | .|
—-(a+b)’+(a’+b‘)’—-2W)(¢’4-5’)cm.
also nach 113): ' W

8 = F;L(a’+2bgsin¢VG’ o !

Weil abes, mio manlloicbt ﬁn‘det, o ST
—4(aa’ 4 bb') (ab’ + a'b) + (a+6)X(a'+5)2= ("—6)’(‘1"'"5')’

ist, 80 kann man die Grisse G ofenbat hmﬁml Ngenda Art
ausdriicken: .. Voo .

117) G'=(a—b)¥a'—b)*—{2 (ab+ a'b')-tmy(ﬂb')cosap
und behalten wir_diesen Ausdrack von~ & in den ’ﬁﬂgem{en' For-
meln bei, so wird, wie man lelht fimdet: ! -~ - .1

- ;
118) z= '

ab—a'b') atb—(a'+b')cosal (o' +8)sina {(a-l-b)(a’-l-b’)mna;l;VG’!
2{(a+b6)*— 2(a+b), @+ b) cosa + (a’-l-b’)’t

Fiihrt man endlich diesen Ausdruck von x in den aus dem Obi-
gen bekannten Ausdrack



)

~ — Sba¥ o —ta't Vensmia
y= . (a'4b')sing :
ein, so erhilt man fir die Coordinaten der Durcbscl:mttspunkte

der beiden Kreise die folgondeu Ausdriicke, in denen die obern
und untern Zeichen sich auf einander beziehen: " :

119 z=

2(ab—a’t’) la+b—(a'+-b)cosal 4 (a'+b’)unat(a+b)(a’+b’)sln¢:l-v G’}
2{(atb6)2—2Aatd) (a’+ &) ooaa-i-(a’-l—b‘)’}

y=
_ Yab—a’t)) (a"t+b)sina—{at-b—(a'+b)cosa} {(a-l-b)(a‘ b’)sma;l:v G’!
2{(a+5)*— 2(“1'6) (a’+b6')cosa + (o’ +55 ;'f

oder, wenn wir der Kiirze wegen
120) R=(a-+5)(@+b)sinat 4G

setsen: . . : : ‘ "
.. 9(ab—a'){a+b—(a'+beone) 4 K(a'+6)sine.
11 ,.“‘ T Al F 2t @H)eosa T (CHI -

) ) 2(ab—a’6’) a'4p)sina— K ta-l-b—(a‘-l—b’)oom
y== 2 (a+b) “?T(" F0) @ TF)cose + (@' + i

Bezelclmen wir dle Entfemun o der Durcbachnittlpunkte der
beiden Kreise von dem Punkte 0 iberhaupt durch R, so ist

R= ¥ .1'"+y 3

also, wie man mittelst des Obigen leicht findet:

12) R= 4(ab—a’th? +{(a+b)(a’'+b)sine + v G'P
—2 (a+0)*—2a+b)(a'+b)cosa + (@' +5)5

oder

o1 Al =TT T KT .
1) B=3 \[(a+b)t—2(a+b) (@35 cosat (@b . -
Entwickelt man aber das Quadrat

' {(a+0) (e’ + 6)sinet-y/G' 12

gehorig, so ‘erh&lt man auch, wenn der Kiirze wegen




L

120) L= (aa’—b693 4 (abl— bt

+2 (a46) (a'+b) (ab4-8'b")cosa

. == (a4-b)*(a’+69)%cosa? o

| = (aa'—bb)2+ (ab' —ba’)® 4 (ab+ a'b)®

—t{ab+ a'b! —(a+b)(a’ + @’) cosal®

= (aa’'—bb")? 4 (a®+ a?) (62 +67)

v ={ab+d'% —(a4) (& +b)cosal® |

= (ab'—ba")? + (a4b?) (2 + b7)
~—{ab+a't’'—(a+b) (a'4-b)cosa|®

H P

gest.atzt wird :, I

= LI («4b)(a Fb)sinavV G
1) k= V—Q { (a4+0)2—2(a+-b)(a’+b")cosa+ (a’'+0')%}

Wenn wir die Linie O, fiir O als Anfang der Coordinaten, als
den positiven Theil der Axe der 2’ eines rechtwinkligen Ceerdi-
natensystems der z’y’, und den positiven Theil der Axe der y’
so annehmen, dass man sich, um vor dem positiven Theile der
Axe der ' durch den rechten Winkel (z’y’) hindurch zu dem positi-
ven Theile der Axe der y’ zu gelangen, nach derselben Seite hin
bewegen muss, nach welcher man .sich bewegen muss, um von
dem Kositiven Theile der. Axe der z durch den rechten Winkel
(zy) hindurch zu dem positiven Theile der Axe der y zu gelan-
an; so ist bekanntlich nach der Lehre von der Verwandlung der

ordinaten ‘in villiger Allgemeinheit:: - . s
T=a'cosa—y'sina,
¥ = x’sind + y'cose;

also

' == pcopa -+ ysina, P
© 'y x=—zsinetycoby.

Lisst man pun, so wie vorher 2, y, auch 2/, y' den Durch-
schnittspunkten der beiden Kreise entsprechen, so erhilt man
mitt:lst der beiden vorhergehenden Formeln und mittelst 121)
leicht: '

2(ab—a’t’){ a’ +b' —(a4-b)cosa} — K(a4-b)sine -
2t (a+b)’—2(a+b)(d +b')cosat(a'+67)3

__ 2ab—a't)(atb)sine 4+ Kia'+ b — (atb)cosal
Y = a6 2t )@ T B )cose T 575

2=

126)




87
Setzen wir,, o

F= 2(02—-0'6’) {a+b—(a'+6)cosalt(a+0)(a’+ &) *sina?,
F=9(a'b'—ab) la'+b'—(a+b)cosa) + (&' + &)(a-F6) sinad;

8o ist v Vot L= el o
l __ F4 (a'46)sinay G’ B
. r= °H »
128) e
- - Fi(atbsineyG .~ \
X0 5y o 9 NN
und setxzen‘ wir; . ' ) BRI
. ; wn o, i v ] . ~ N Y,
* 199) § =(a’-+b){a*+6342a'b'—(a4-b)(a’4-b’)cosa ) sina,
§'=—(a+b){ g2+ 524 2ab—(a'}4')(q-+D)cosal}sina;
oo ist A T T B T ) R Y :

\. _8;!;ta'1rb—(a'+b,’)¢0éﬂ” G) e
1 — 2” ) T

130)

§ Flatb—(@tbcosal v - v
y= . ... 2H .

voen i . H

oL T N B O U

-{ e N Ll . .

o 5-. i2- ER i v

Mit Riicksicht auf §. 8. wollen wir pun im vorhergehenden:
Paragraphen, unter der Voraussetzung, dass O positiv sei, was
anzunehmen ol'onbar. imnidr vérstattet sein wird,

BN S :
=6 !

a==tang 3 (G008 } 000} cot 3 (B4),
b=tang | 00—0) - (M0~ =tangy ()
so wie

a’=ung%!90°—e6’)-i1(«)°—‘h’)!=cot;(k‘+6’).
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b'—tans gf(90°-3’)-(9°°—"')!"'f“8§(5' ao‘ '

setzen; 80 lst pach s 8.

a=cotu, b=t&llgl; a'==coty’, b=uﬂ8‘0‘.
Folglich ist R SR

‘

M= sinucoso 1 1
= Cosucoso 4 sinusinp cotuttangos a+0’
N= cosusinp i ab
o8t cosv 4 sinu sino tangu + coto a + 5’
und oA g : N f ,',{
M'; . sintfcost’” I I '
~ cosu’ cosv’ + sinu’ sino’ — cotu’f-tango’ — a'+b”7 -
N = cosu’siny’ 1 at

cosy’ cosy’ 4 sin’ sing’ &= tangu’ +cot¢,>‘ = ‘+6’
Hieraus ergiebt aich-

N .
Y ;

1 _ (@+d) J:EH’)
MiM=gy Pt @+o)@16) *
at!  ab(a’+b)tat(atd)
NiN_a‘l'b t l_l_bl"'

CECE N
folglich

g @+6)4+(@bl). . .
1= 1°
(a+6)(a’+b)cos 54

N, = %@ tt) ta b'(a-l-b)
(a4b) (@) cosy @

M;‘ I (. 0 e (¢+b)

’

(a+b)(a’+b’)snn @ S

No— ab(a’+6)— a’b’(a+b)
1
S W (u—l—b)(a’ﬂ')ﬂm
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Also ist
Hx’-l-ﬂln

t(a‘~H')+(a+6)Psin o+ (a’+b')—(¢'i‘-b) Pm got

(atd)? (a'-l-b‘)’lm a® cos -2- a’

d. i., wie msan leicht’ lndet

(a}b)L2(a+6) (a'+3’)eos¢+(a’+b’)’
- 1«{-6)’( '4+5")*sim 9 a’ eosh o

=

und ﬁolglich nach 115):
H .
(a-i-b)’(a’-l-bj’sin 3 acos ; o3

M“"”x""'

Ferner ist -

’



b

boi gl

-

{ Am +6) * (a+b)) ?2& .N.S + as\?+§ sing 308 +i(a + b)—(a+b)){ ab(a'+b)—a'b'(a+b)icos ; 2¢ ot

-

M,N, + M Ny = ——— . 1 .
- P . .... "= (a4 0)%a’'+ Sun.: 3 a®cos 5 au
also, 85 Ew_. E_:o_u» _o.a_:o_. -«m@rn:sm ..mumon wenn man
.-m& : _ l ¥osa = cosy aulu?m ol
uons.."..” -_ -
R M, 3 + i_\ Ny = axa\.ws.+§§+3» l§+&$ ?+s (@+b)cose

w - (a4b6)Xa’'+4b)2sin 3 am cosy a-

und _:@_.nna ....ﬁ_.o_..

— (H i 2.- + MNy {.wv ?n\l.gon._.?m\l@ao»._.m?+s (a’ +$?o+e$onoanl?+Su?~+@o» eomnn
2a-4-0)2 (e’ + 3-!: 5 a3 cosg 3 a»

-,

d. i. nach ug"



: —(U,N, + MyNy'—2) = : "1 I, --
N - a4 6)3(a’+ b)2%in 5 o2cos mau

Eben so leicht m.im« man - i L

- : o 1 - B ,,Aa+@vaa.+@\vumlmnaew_w.a iy ) .-
und epdlich-- . ~ . : R

. a. Ny —MyN, = 2ab—ah)

. (MNyY I..a#nz.v-.#k\s?u + M, ‘N’ .Iv . .
2.& + RSJ.IA.IS»?RIS» —4(a$d) ?\._.S (ab+a’d’)cose 4 {a4b)? ?t—. S#ounu

- ..” K xu..u - ?‘—.SA&.._.@Q»E..M&»eomwnu :

i kst

omo_.. s.o_:_ Br: ml.u:.ao Bn @ua» uoin _ ..: o

L -

) . . 5 (MUN'— My NS+ (M N, + M Ny — ) S
" __4abtad)r 4+ g?\h_.&iv + 4a'b'(a® 0% —4(a + b) ? +&) ?& + a'b*)cosa — (. ﬁ+$n.? +$»u5au

(a+b0)3a' + Suu:. go oaaw. ol ~

ISP
IR
',

ELY A

[



d. i. nach 114):" )
" (M, Ny'— My Ny )24 48, N, + M'Ny' —1)
- G’ i "
T @+ b)’(af'+b')nsin%¢sco-%}'

Fiihrt man nun die vorhergehenden Ansdrﬂcke- von - |
M+ M3, — (M, N+ My Ny'—9), -
(M, Ny — My N+ 4 (M, Ny + M Ny~ 1)

in den Ausdruck 50) der in §. 8. durch = bezeichneten Grisse ein,
8o erhiilt man nach eimer ganz leichten Transformation:

_Li(@tb) (@ £)sina v & . )

o

oder . e w

o Li@+b)@4¥)sivay G
TE2NE@H =2 +0)\0 ¥b) cosat @ FFP;

also nach 125) - LT
z=R.. - )

Weil aber nach 42) i

_fosing_1-cot¥Po0)_ ppng (a0 — dop=sang oo oy

T=] {sing_l-l-coa(g()"—-tp) -

ist, so ist ' Y

i | q
tang (45°—; ¢) =tang‘2(90°—-¢p)=R

wo R beka'!lntlich zwei Werthe hat.

Vergleicht man nun dies mit dem vorhergebendéli Paragra-
pher, so ergiebt sich unmittelbar die folfende nach meiner ﬁ:.
nung sehr merkwiirdige Bestimmung der Polhdhe durch Construction.

Durch einen beliebigen Punkt O ziehe man zwei.Linien MN
und M'N’ so, dass mit dem Theile OM von MN, welchen man
als den positiven Theil von MN annimmt, der Theil OM' von
M'N’, welchen man als den positiven Theil von M’N’ annimmt,
den im Vorhergehenden durch © bezeichneten Winkel einschliesst,
wobei wir, was offenbar immer verstattet ist, annehmen wollen,
dass O positiv sei. Hierauf trage man mit Hilfe einer Tafel
der natiirlichen Tangenten nach einem gewissen Maassstabe von
O aus auf MN die anfenten der Hilften von (90° — 6) ¢ (90°— 4)
und (900—3)— (90°—A), auf M'N’ die Tangenten der Hilften



von (90°—&) 4 (0%~ &)’ mnd: (900—&)—(90°+ A’) auf, fndem
man diese Tangenten, jenachdem sie posiliv oder ne ghd,
von O aus auf den positiven oder negativen Theilen der Linien
MN uod M'N' abschoeidet. Sind dann 4,8 die Endpunkte der
anf der Linie MN von O aus abgeschnittenen Sticke, und 4',B’
die Endpunkte "der .apf.der Ligie L‘N‘ von O aus abgeschnittenen
Sticke, so beschreibe man iiber dem Linien 4B und 4'B’ als
Durchmessérn zwei Kreise, und messe die Entfernungen der bei-
den Durchschnittspunkte dieser Kreise von dem Punkte O nach
demselben Maassufnbe, nach welchem man die Tangenten auf die
Linien MN und M'N‘ aufgetragen bat; diese Entfernungen sind
die Tangenten der halben Complemente der beiden Werthe der
Polbihe, d. h. der balben Ergiinzungen der beidea Werthe der
Polhéhe zu 90°, un weqn ‘an also in der Tafel der natirlichen
Tangenten zu diesen Tangenten die eotsprechenden Winkel auf-
sucht, so erbilt man die halben Complemente der PolhGhe, aus
denen man dann auch die Polhthe oder Breite leicht selbst be-
rechoen kann. :

In der in §. 9. aungefibrten Abbandlung von Pemberton
wird die obige bemerkenswerthe Construction anf p. 921. ganz
ohne Beweis mitgetheilt, aber eingeschrinkt auf den Fall, wenn
ein und derselbe Stern swei Mal beobachtet worden ist. Die Er-
findung derselben wird Collins zugeschrieben, und, indem auf
dessen Mariner’s Plain Scale new planed. Book IIL p.
35. verwiesen wird, bemerkt, dass sie mittelst der Principien der
stereographischen Projection gefinden worden sei. " Die von mir
im Obigen gegebene analytische Darstellung zeigt zugleich, dass
diese nach meiner Meinung sebr bemerkenswerthe Construction
durchaus nicht auf den Fall, wenn ein und derselbe Stern zwei
Mal beobachtet worden .ist, eingeschriinkt ist, sondern ganz all-
gemein auch in Falle, weno zwei beliebige Sterne beobachtet
worden sind, welcher unserem Probleme jedenfalls einen sehr
grossen Theil seines Werthes verleibet, gilt. Es scheint mir
wiinschenswerth zu sein, dass fiir diese so verallgemeinerte Coustruc-
tion auch ein geometrischer Beweis gegeben werde, etwa mit
Hilfe der ster::frablﬁschen Projectidn, die nach dem, was vor-
her bemerkt wodden. ist, Collins, dessen oben angefiihrte Schrift
ich nicht habe zu sehen bekommen kinnen, angewandt haben soll.

Nach 47) haben wir nun die beiden Gleichungen:
2cos,=1, Qyzr=Mzr+N,, )
1o
—Qsmé Ryvz=M'z+ Ny;

1, M'ziN;
i I T

und folglich nach dem Obiger, wie man leicht findet:
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{0’ 4 b)—(art Bl - abla’ 5 — b + by
‘”“32“' m ‘99 (a'+b')+(a+bnz+ab(a'+n+a'b'(a+o)
odor'w,! Y

= (648 (a4 2 o (a8 @B 42) -
““‘2"* °°‘é°(d FOab+2)F @ FD) @+a)"

odgr B
: ab-{l-a: : '6’+a:
FEY a‘+6’
tlng2ﬁ- Wt28ab+z i
a0, + T
vder '

e @t B@ +2)
- @ 1)@ t2)
“""2“" %3 0, IEDIGETE
(@+6)abF )

und setzte man also

_ (@) (@b ta)
tang 0= @ F ) @b+ 2)°

so. fwiir'e .
) o 1 1
tangg = —cot 5 Ghng(w- Q)

Weil nan aber nach dem Obigen.

. L4 (a4b)(d + ') sinay G’
[ a 2«a+b)’-2(a+b)(a +b')cosu+(a'+b')’:
ist, so findet man mittelst leichter Rechnung::

al 1/
ab +a:=(a+l()- Fi( +.ﬂ;m¢VG ’

F' 4 (a+4b)siney G’
a't!+x=(a’+b H
=@ +8) o,
also

ab-4z F;!;(a +6')smaVG’
a+b— 2H

a'b4zx P ;l; (a4-b) sinay/ G’
a' 46— 2H '
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Bezeichwen wir'jetdt stso ‘die Coordinaten der Durchschnitts-
pu-ite der beiden Mreise im den beiden im vorhergehenden Pa-
;’ en angenommenety Coord;natensystemen durch X, F und

so ist nach 128):"
ab+ =z ab 4+
-m“x Y

folglich nacb dem Obigeq

e ll LI

1.
=X

tanggﬂtr- —Tcotie ’

£
und bieraus, weil

) 1 . tangy Q;!;tang 50
s fa°8§(-¢'i9)= 2 T 21
I FFtangg.Q.tangéO

wt, m man mttelst lelcbter Reelmung ﬁndet

tangg(& + 6)*'-—%%9 — eot 0-]- T cos7c 6,

tangz(.Q. O)...' i ';X%%O _.cote—%coseca;

also, weil . .
&+8=(m+o7+'(m;w')=2o,
2 ~G==§U’-k o)~ (0— 0)=2 o'
i‘t:’ Lo .

ungo=£_i-%)ei—e—=‘—cot6+ %cosece,

r A IBTIVC X
- tang o' =Tt cotO—-—r cosec o;

oder ' ' .

* Die' Grdssen X, -X' sind: die init llu'en rigen Zeichen ge-
nomnuenen Entfemungen der' Fusspu von den Durch-
schnittspunkten der beiden Kroisb auf dle Limou MN ond M'N

Theil XIV. 5



geoflillten Perpendikel von dem Punkte Q; und kinpen also im-

wer leicht constryirt und mit einem Maassstabe gemessen wwerden.

man aher diese Entfernungen auf die angegebene Welse aus

ger %elcbnlung entnommen, so kann man L sebr leicht mittelst
er Forme

)
1 -
tang 5 SZ:—-H cot z;' 6

berechuen. Uebrigens aber erhellet auch aus den Formeln

o Xein®
tang (30°— &)= ¥ Xecos @’

X'sin @
tang (@ — 0= ¥ ¥re0s°

dass man die Winkel 909 — @ und o’ —90° selbst sehr leicht durch
Construction finden kapn, wenn man die Fusspunkte der in Rede
stehenden Perpendikel, fir jeden der beiden Durchschnittspunkte '
der beiden Kreise einzelo genommen, durch gerade Linien mit
einander verbindet, ubd die Winkel betraclitét, weiche diese ge-
raden Linien mit den beiden ‘geraden Linien MN und M'IV’ ein-
schliessen. So elegant diese Construction auch .ist, s0 scheint es
doch nicht nithig zu sein, hier ricksichtlich derselben noch wei-
ter in’s Einzelne einzugehen und sie noch weiter zu erliutern,
weil auch selbst in der Praxis, wesn man tiberhaupt von dieser
Construction praktischen Gebrauch machen will, die gar keine
Schwierigkeit darbietende Rechnung nach der Formel

1 X-X 1
tang 3 .Q:'_.XTX—' cotg 9',

wenn man nun erst X und X' durch Messung mit einem Maass-
stabe aus der Zeichnung entnommen hat, am meisten zu empfeh-
len sein diirfte.

oyl I
§ 1. v
Um die Anwendung der im Vorhergehénden entwickelten Me-

thoden zur Auflisung unserer Aufgabe su erliiutern, wollen wir
jetzt das folgende Beispiel berechnen.

Zu Gittingen ward

1809. Mai 17.
beobachtet : )
aBootis: ¢ xx16s. 8m.25¢, k=500 3'.387,70;
aAquilae: ¢ =16. 37. 49, A'=33. 33. 0,00;

die Hihe & ward aufl der. Westseite, die Hihe &' auf der Ost-
ite 3es Meridians genommen, . Als Rectascensiones wad Decli-
natiengp, der heobachteten Sterne wollen wir annehmen:



o == 210,44/, 54”,88; § =20°.10°,56,02
o' =208 22, 17, 80; &= 8. 32 38,45

Es ist also in diesem Falle:

t== 16» 8= 26 a= 211°.44'.54" 88

= 16. 37. 49 o= 205. 22. 17,50
t—¢= =2, 24 a—o=-— 83. 37. 262 -

15(t—¢)=— 7. 2. 0183¢—t)=— 7. 2. 0,00

6= 76. 16. 22,62

Um dieses Beispiel nach det in §. 4. entwickelten Methode
zu berechnen, haben wir die folgenden Formeln:

coty=coté8cos 6, coty’ ==cotd’ cosd;

sin §=——-———-5in dls:;:l(:,’_d)
sini—=sin § cot (Y — ) =sin§’ cot (y — 8");

sindsin(3—J')

» sin §'= sin 2

. cosdsink’sinf = cosd’'sinksin§’
sing= cosi? cosi?
+ w——{.%.f—f‘-“—g A singsin (s—h—N)sin (s — & — 1) sin (s — A'—4),
far

=000 4 h + A 4 1.

Es ist nun:

logcos 6= 9,3752918
log cot =10,4346525
logcoty= 9,8099443

7==870, 9'.17%,52
&= 8. 2. 3545

7—8’ =48. 46. 42,07
log sind’'= 9,1633924
logsin (@' — &)= 9,3047784
18,4681708
logsiny'= 9,72202%8
logsin = 8,7461450
log cot (7' — 8)=10,6861996

logsini= 9,

lag cos 6= 9,3752918
- leg cot &' =10,8319497
log coty'=10,2072416
- =31°49 14°,12
$=20. 10. 56,02
y—4=11. 38. 18,10
logsin}!: 9,5378280

logsin (y — &)= 9,8763137
gsin (3 — &) : g%u
log sin y= 9,9243515
log sin ¢’ = 0,4897002
log cot (;— 8= 9,0425544
* logsini= 9,4

i=180.42'.2°,15

5*



log cos 8= 9,9724805 - logcos ' —=9,9963421
log sin &’ = 9,7424616 - logsin A ==9,8846399
log sin £=8,7461450 log sin ¢’ = 9,4897902
0,4610871 —2 0,3697722—1
iog cosi8==0,9669718 —1 fog.cos 19=0,9669718—1
04941153 =2 . 0,4028004 -1
: Nllm =0,0311972 Num.=0,2528130
S h— 80°. 3'.38",20
‘ = 33. 33. 0,00
) ,.'—_- 16. 42. 2,15
99, 18. 40,83
90. 0. 0,00
2s=180."18. 40,85
. s= 94. 39. 20,42
s= 94. 39. 2042
. k== 50. -3. 38,70

s—h="4.35 4,712
h'= 33. 33. 0,00
s—A—k="1II. 2. 41,72

s= 94. 39. 2043

h= 50. 3. 38,70
s—h= 4. B. A2
ci= 156, 42. 2,15
s—h—i= 28 53. 39,57
s= 94. 39. 20,42

K= 33.33. 000
s—k'= 61. 6. 20,47
i= 15. 42. 2,15

s—h—i= 45.24. 18,27

logsins = 9,9985646
log sin (s — A— A) = 9,2823469
logsm(:—h-—-z)_ 9,6841230
Ioglm(: —A' —i)= 9,852338
"0,8175683 —2
‘ 2) 0,4087842—1
log 2= 0,3010300 '
logcos 8= 9,9724805
log cosd' = 9,9953421
log sin 6= 9,9874147
0,6650615 — 1




0,6650515 — 1.
log.cos . 0,9669718 -1
X 97 —1

Num. = 0,4989761

0,0311972 0,0311972 -
_0,25%136__ 0,2528136
0,2840108 0,2840108
0,4989761 0,4980761
07820860  —0,2149653

Da sing nothwendig positiv sein muss, so gilt bloss der erste
Werth, und es ist folglich v 80 8

sinp = 0,7820860.

Also ist, weon man die Tafeln der natiirlichen Linien nicht
gebrauchen will,

<

logsin ¢ =9,8937545

folglich

¢ =510, 32", 5",56.

Die Berechnung der Stundenwinkel nach den Formelo in §. 6.

unterlassen wir, weil dieselbe eigentlich nur auf eine gewdhnliche
Aufllsung eines sphirischen Dreiecks hinauskommt, und daher
an diesem Orte eine besondere Erliuternug durch ein Beispiel
nicht bedarf. Im folgenden Paragraphen werden wir aber auf
diese Berechnung der Stundenwinkel zurdckkommen.

§ 14,
Das vorhergehende Beispiel wollen wir nun auch nach deér in
§. 8. entwickelten Methode berechnen. ' R

o Zur Berechnung der Polhihe ¢ haben wir die folgenden For-
meln:

0= a—o'=0'}1.360°, AR
wo A=0, oder A=—1, oder A==+41 ist..‘ Fernex!.
2u=Ah+3, 2'o=h—6;'
Qu'=Rk'4& 20 =k'—@; 7
__ sinucoso M,_sinu’cosv' .
“cos(u—v)’ “cos(u’'—v) ’

M

cosu sine ,__cosu’ sine’
N » N=coe=e’

= cos (u—0v)
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\

MI':‘#”—'LIM—!" M‘I= M—MI;
556 sin !0‘
cos56 . 3
IN+N ., N—N -
M= +1 M=
c0s5 6 sing®.
=M N,
tangP_ M;T’ tangQ_ N{"
_ o sin(P—Q)?
008 U=-—cos(P—Q)— M, Nlm. '
sin(P— Q)% ‘

=P Q - MYN sl

wo U den kleinsten positiven Bogen bezeichnet, welcher diesen
Gleichungen geniigt; endlich:

N, gin Pcos ‘% (R—P4 V)

g —39=\/ — .
M, sin Q cos Q(P- Q40

N, cos Pcos %(Q—Pi o)

i :
Ml'cochos‘—z(P—Q;l; U)
Bequemer tiir die numerische Rechnung stellt map. aber diese
Formeln auf folgende Art dar: ..
O=w—uw'=044.360°,
wo 4=0, oder A=—1, oder I.=+.l‘ ist. Ferner:

sinucos v sinu’ cosv’

!
—— = —————e
cos(u—v)’ - cos (u'—10') *
__cosusinp . Losu'sine’
Tcos(u—v)’ T T cos(u'—0')’ ‘

M+ M ]
mP=M—ilii tangé o,

N4 N 1
tang Q=-N—-_"_—N—,tang 58




1t

(M + M')(M N)sin(P—Q)*
2cos 2 O’sm Psm Q

cos U=-—‘c.os(b—'é)

= oo (P—)~ (M= MOD —Kysin(P— 07,
2sm29’”oosPeoaQ

wo U den klemoten ositiven Bogen b echmt welchar diesen
Gleichungen geniigt ; lt’mdllcb ogen deret

(N+N')sinPcos% (Q—P+ 0)
(M4 ) Qeos (P—Q L U)

1
taog (45°— 3 @)=

(N—N')gos Pcol;(Q-P;l; D)
—(M—-M’)cochoé;(P—Qi U)

Weil die Fithe 4 auf der Westseite, die Hthe A’ auf der Ost-
seite des Mendlans genommen wurde, so ist

O o<w<1mo, 180°<o'<,360°
und folglick =~ '-' ~
8= w—w—o-l-l 360o

negativ. Daber kan. offenbar nur A_-—l gesetzt werden, undl .
es istalse -

‘ 8=176°. 16/, 22",62 — 3600
l =~ 9830, 43’ 711

36=— 141° 81", ey
=S, 3. 38770 h=50°. 3. 38",70
§=20._10. 56,02 3=20. 10. 56,02
=T 1L 34,72 20==20. 82. 42,68
u=3%. 7. 1736 o=14. 56. 21,34

v=14. 56. 21,34
u—v=20. 10. 56,02

=330, 33. 07,00 h' =339, 38'. 07,00
a'— 8. 22. 3545 o= 8. 2. 3545
=41.755. B 20’ =35, 10. 24,58
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. w'=00 B7'. 47973,

v=12. 35. ]2,27
w—o'=>8 92 B -
logsinn=0,7500035 - logeinu’= Q5536020
log cob v ==9,9850069 . - - log cos v' = 9,9894352
9,7449704 9,543038T
log cos (u—-6)=0,9724808 - -log cos (u’'—v’)=9,9953421 P ' ©
log M=0,7724800 — 1 log M =10,5176980- guplet
M =059222?3 v —0,3629360
.y dogecosu=9,9127183. log cosu’'=9, omsm
logsinp =9, 2743 " logsin v’ =9,3382019
9,3239926 9,3085504
log cos (u —0) ==9,9724805 log cos (u —0f)=9,9953421

log N=0,3515121 — 1

L .w=180. 38 19797

- log N =0,3132083—1

N==0,2246529 'N'=0,2036877

St g suadans - " N—dgues29. |
M=03529360 '~ ' N=0,2056877"
M4 M'=09431653 - . N4 N=04303106

M — M'—0,2302033 EN—N=0,0189652., ..

log (M4 M)= 09755077 =1" "

log (N 4+ N = 0,6338123—1

léét;ngéb: 9,8949408 "iag'taﬁg%e= 9,8049408 '~
98704485, . .. . . 95BWII
log (M— M)= 0,3789306 —%.. _log(N~-N)= 02779574—2
log tang £ =10,4916179 _log tang@ = 11,2507967
P=T720. 7. 38°36 " - - - Q=" 860. 47 14°,25
P=

‘)._\‘. : . "

log (M 4+ M')=0,8765077 —1
log (N 4+ N)=0,6338123 — 1
log. sin (P— ©)2=0,8065226 — 2
. 0,4168426—2

0,0703094

b

—2

7, 38,36
Qlp= 14 B/
P—-Q=—M4, 39 3589
log 2=0,3010300
log sin P=0,9785187 — 1
logsin @ =0,9993169 — 1

log.cos ; 63=0,7914438 — 1

W 03094

G
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log (M — ) =0/ I0306 —1 - log 3==0,3010300
log(N— N)=0,2779574—2 = logces P=0,4870008 —1
" log.sin (P— Q)*=0,8065226 — 2 log cos @=0,7485210--2
QIBHIE—1 |, oin} 6305613256 —1

0,1178774—2'
b_—W— ganz wie oben 0,1178774—3

Num. = 0,0221581
cos(P— Q)= 097448 .
cos U=—10,9806020 -
U=171°. 4%, 50" 41

Q—P= 140 3¢. 357,89
U= 171 43, 5041

Q- P+U_ 186, 23.7 26,30
Q— P—U=flS7 4. 14,82

';(Q—P+U)-—; .11 4315
IS ¢ ¢
,(Q-—-P-—IJ)=— 78. 32 726

Q(P—Q+ U)= 78 32. 7%

JP—@—D)=— ®m. 1. 315 !
log(N+ N)=0,6338123—1  log (M + M")=0,9756077 —1

log sin P—0,9785187— 1 log sin @=0,9993169 — 1
logcosg(@—P-t U=0,74B1965—2ulogeosg(P-- @+ Uizt 083303 1
R ) 02731606 — 1
0,2731608 — 1 '
m3367—1 I
hsnng(ﬁ?wqw)ﬁ%&m T
ERTT P IR N2
log (N — N') =0,2779674—2 . log (M — M0, 95860651
logcos P= 0,4870008— log cos Q=0,7485210 —2
(Q——P-l— U}=0 7461665—2.[030082(11—% U)=0,2983362— 1
.-l I IR TRt W . . , ._.xs,u 8 .‘..u
‘e 0’4%7878-—-3 ' L e P L l'.- .::'1‘..
0,0853369 — 1

logtang(d50— %.,):9,54'266845‘
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Nehwmen wir .das Mittel zwischen den biidén- vather’ erbalte-
nen Werthen von log tang (460 — %w) , 80 ‘werdén wir. -+
log tang (459~} ¢)=9,5426684
setzen, woraus sich ergiebf:
|50 =100 13 577,16
Jo=25 46. 284 .
=51 32. B68 -

Ferner ist, wenn wir jetzt bloss bis auf Minuten gehen:

log (N4 N =0,6338123—1 log (M4 M)=0,9755077 — 1
logsin P=0,9785187 — 1 logsin @=0,9993169 -1
logeos;(Q—P—— U)=0,2983362—llogcos%(l’— Q—U)=0,7461665—2,
0,0106672—2 I 1. ) ]

0,7209911 —2 . . '
0,1896761 ‘

logtang(459— p)=10,0048380 1.

PO | L8

50— ;.,,'=510.‘ 12

so dass sich also hiersus ein negativer Werth von ¢ ergeben
wirde, der natiirlich unzuliissig ist, und daher bloss

=510, 32 5",68
gesetzt werden kann.

Die geringe Abweichung dieses Werthes der Polhihe von
dem im vorhergehenden Paragraphen gefandenen ‘Werthe dieses
Elements riibrt von den Fehlern her, welche bei dem Gebrauche
der Tafeln iibrig bleiben, .. Setzte man - | . T

..

logtang (45°— % )=19,5426685,

wozu man eigentlich dieselbe Berechtigung hat, wie zu dem vor-
hel:al angenommenen Werthe dieses Logaritbmus, so wiirde man
erhalten: '

45— S =190 13.57",18
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h ‘-:-.p'-_:es 46, 2,82
o=051.32. 5,64

Kiirzt man diesen Werth und den im vorhergehenden Paragra-
phen gefundenen Werth von ¢ bis auf.die erste Decimalstelle ab,
so erhilt man beide Mal dbereinstimmend

¢p=>510.32'.5",6.

Wir fibren dies bier nur an, um zu zeigen, dass es bei etwas
weitliuﬁgeren Rechqungen immer schwer dlt, sich vor den bei
dem Gebrauche der u’isgfeln noch iibrig bleibenden kleinen Feh-
lern véllig sicher zu stellen, und bemerken auch noch, dass wir
aus diesem qundo bei der in diesem Paragraghen gefiihrten Rech-
nung ausser dén gewdholichen Logarithmentaleln auch die Tafeln
der natiirlichen Linien von Sherwin (Correcteste Ausgabe von
1742) benutzt haben, welche. vortreffliche Sammlung von Tafeln
wir eigentlich allen dibrigen Tafeln vorziehen, wenn auch freilich
zu wiinschen wére, dass auch die Tafel der natiitlichen Linien
noch die Differenzen’ fiir eine Secunde enthielte, was leider nicht
der Fall ist, aber allerdings auch ein grisseres, d. h. breiteres
Format der Tafeln erfordért haben wirde.

‘Was nun die belden Stundenwinkel o, oo’ betrifit, so baben
wir zuvirderst nach dem Ohigen

O=n— o' =—2830, 43'. 37".38.
Fir =w + o' haben wir nach §. 8. die folgenden Ausdricke:
Q=P4+Q—U-2=

.1
.8

oder
Q=P+ Q—U—-2$Dn, .
und . :.
Q=P4+Q+U—%=xn
oder

a;bfo+ U—2uth)=,

indem man diejenigen zwei {ieser vier Werthe von & nimmt,
welche fiir o

Nl sin(P— Q)
vVe=-— < . —_
2smQ m(p_%u)




N’ ) sio(P—Q)
cos(P— % Q)

‘positive Wgrthe Iie(‘em'.' A, A41 sind die beiden ~aus

P1Q-U P+Q—U
e Ak

sich ergebenden Werthe der ganzen Zahl %, und g, x+1 sind die
beiden aus

, P+Q+U P+Q+U
0 —T~

—2<< k<

‘

mcll ergebenden Werthe der ganzen Zahl £ Es ist nun N |

‘..o . . P= T 7.387.36
e - Q= 86.47.14,% -
D " P+Q ="T88.B4.62,61
S e U=171.43.50,41 -.
P+Q+ U= "330. 3843, ,02‘
- P4Q—U=— 12.45.57,80.

Niherungsweise bat man zur Bestlmmnng von l A+l

".-2ﬁ <k <=— E ’
also
A=—2, Ai4l=—
und zur Bestimmung von w, w1 hat man niherungsweise :
1 1
- IE <k< TR
also B
F'=_" p+l=0.
Also erhilt man fiir & die vier folgenden Werthe :
| Y070, 1. 27,20
347 . ll 2,20

~-J690 . 38 .43,02 -
- 1330' ~3% . 43,02

Q=



77 L]

Weil nan aber N4 N poaitiv, eoo; 6 negativ, also N, negatlv
ist, weil ferner sin(P — Q) negativ und sin@ positiv ist, so ist

N,
_— 12;:‘#6 sin(P—Q)
negativ, und weil nun, wie leicht erhellet, col(P-—-;—.Q) respective

. 'positiv,
“negativ,
_pesitiv,
negativ
ist, so ist /z respective

negativ

positiv

negativ

positiv.
Also kann bloss - °

3470, 1¢. 2°.20

Q=
: 3330 . 38.43,02
gesetat werden. Aus

RQ=w+ 'n"= 3470, 11, 27,20
—o—o'=—283. 43.37,38

erhilt man aber:

@ =31°43". 427,41
o=315.27.19,79
und aus
Q=o+ao'= 3300 38. 43,02
=w—o'=—283.43. 37,38
ergiebt sich: . o

o = 230 27'. 327,82
'=307 . 11.. 10,20

Berechnet man nun hieraus die Corr;ection‘en‘ du Standes dct.
Ubr, so erhilt man fiiv die ersten Werthe von o, o’':
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w= 319, 43", 42°41
a=211. 44 . 54,88

w4 a=243.798. 37,20
3)8l. 9.32,43

(RS A Ay

6) 16x. 13m. 54,49
16. 8.25,00
5.29,49

o =205°. 22'. 177,60
3600 — o’'= 44 . 32. 40,21
o — (3600 — of) = 250", 49 . 37,20
’ (00° =) 3) 83 . 306. 32,43
5) 16s. 43=. 182,49
16 . 37 .49,00 .
~5.29,49

Die Uhr ging also hiernach 5™. 20049 zu langsam.

Fir die zweiten Werthe von o, »’ hat man:

o= 23° 27/, 327,82
a=211. 44. 54,88
wfa=235.12. 27,70
8)47. 2. 29,54

3) 154.40m. 49+, 85

16. 8 . 25,00
.—W. . 5

o' =2950. 22/, 17",50

3600— o'= 52. 48. 49,80

o — (3600 — o) =32, 33. 27,70

. 6) 48.30. 41,54

3) 16=. 10™. 13+,85

16 . 37 . 49,00

27 . 3,15
Hiernach wire also die Ubr 27m.35e, 15 zu geschwind gegangen
Fir die ersten Werthe von o, o' war folglich: ‘

Verspitung der Ubr =5=.20,49.

Fir die zweiten Werthe von w, o’ war dagegen:
" . Vireilung der Ubr == 270,35, 1.




79

4
Insofern man also zu der Annahme berechtigt ist, dass die Ubr
so weit berichtigt war, dass sie einen so grossen Fehler wie den
letzteren, d. h. eine so grosse Abweichung von der wahren Sterp-
zeit wie die letgtere nicE: haben konnte, wird man fiir o, o’ die
beiden ersten Werthe nehmen, d. h. man wird

o= 310 4%. 42%41
o'2515 .27, 1979

setzen milssen. Dass riickeichtlich ihres ' tiiglichen oder vierund-
swanzigstindigen Gangs die Uhr genau herichtigt sei, und in
dieser Beziehung ein Uhrfehler nicht Statt finde, ‘ist im Vorher-
gehenden der Kirze wegen. avgenommen worden.

Wir haben das obige Beis'piel so vollstindig gerechnet, um
die Anwendung der im Obigen ‘entwickelten analytischen Kriterien
mit miglichster Deutlichkeit zu erliiutern; in der Praxis wird man
sich Ofters kiirzer zu helfen im Stande sein. Es kam uns hier
darauf an, dureh strenge theoretische Kntwickelungen die eigent-
liche Natur des Problems in recht helles Licht zu setzen, wo-
dqrgh vach unserer Meiuung auch der Praxis wesentlich- genitst
wird. :

§. 1s.

. Wir wollen nun auch die in'§. 4. fir den Fall, wenn ein und
dasselbe Gestirn zwei Mal beobachtet worden ist, gegebene Auf-
15xung durch ein Beispiel erliutern.

Unter der Voraussetzung, dass die Ubr riicksichtlich ihres

lichen Gangs genau berichtigt ist, sind die Formeln zur Be-
stimmung der Polbdhe, welches Element wir der Kiirze wegen
jetzt allein in’s Auge fassen wallen, die folgenden:

0=15(t—¢t),

siﬁ(45°-—-;— #) = cosdsin % 6,

sinu = sind sin; 6&in ; (A+A")cos -;(Ic — k),

1

sinv= cos ;— 0 ¥ singsin (s—A—A~’) sin(s—h—i) sin(s — = i),

25in;(u;|;v)cos;-(u:|:v).

sinp—= H

ain; Ocos(lﬂ"—-;i)’

wo N
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.',',,‘ ' o =004 A4N i -
ist. '
" Das beobachtete Gestirn war die Sonne.’ Nach allen ndthi-

ﬁen bier keiner Erliuterung bedtrfenden Correctionen waren die
iden genommenen Sonwenhihen:

hx=360, 41’ 1”8

. . K==26.33.21,0 . ; B
und die entaprocbendon Uhbrzeiten:
=23, 37" 4,0
o ¢=21.1 .192"
'Also war, det ‘Zeitunterschied :
26, 35m. 44+,8.

Die Uhr blieb aber in 24 Stunden um 15,50 ruvck. ©Dide
macht auf .

1 Stunde, 1 Minute, 1 Secunde

respective
0 6046 100,0108; 0+, 0002;
aluo auf 28, 36=, 44+.8
N 1f‘,30-l-0'.,38-}0'.,01:1‘,69:1',7.. o
Daher st . . , ' ,
t— = 2b, 35, . 4498 4 1,7 =25.35% 4645

und folglich

0=16(t—t) = 38°. 66. 37",5

56=19. 28.18,7

zu setzen.
Die Declination der Sonne war
§=—20 14'.9"0;
also ist
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1 logooed s 9,0096603
Togsin 5 6 = 052980

————

Iogain(45°'-—%-'i)-== 9,6225018

00— i = 10grasne
C U yi=15.02.96,8
. i=51. 5.13,6
Es ist also
h=360.41.11",8 L e
L M=96.33.91,0 v T
) =51- 5-13,6 o . FLUE I RS
’,‘.‘_*_"I; = mm’ 1«;.:;3,3 5 (h44) =310, 37°. 167,4

2s=204. 19.46,4 %(1._1.')= 5.3, 65,4
s=102. 9.53,2
s—h—K= 38.56.20,4
s—h—1=14.23.27,8 ,
s—N—i=— 24.31.18,6 ' “u.
_Folglich .ist: C ‘
logsind —8,5012065,,
Iogsin%— 6 == 9,5228925
log s'm%— (B + k%) =2 9,7195810
logeos 3 (h—H) == 9,9983606 '

log sinu ="7,83196806,
U= mn 23‘ . w,g '

und’ ‘fern‘er b

Theil XIV, 8




S

e o £59,0901370

logein ) = 47981438

logsin (s—A—i) =9;3953939

logsist (gseo—} =9, .o

0,8017646 — 2

o ‘Iogqoq;- 6 = 9,9744220

. Ibg:sin;::m
T 9=2130,43/,387,8

Es ist also
Y= ma %’. 20',9

"
[ B

v=+13. 43.38,8 1 ("
u +o=+13.20.17,9 o (ko)== ¥ 60.407.8%,9
u—v=—14. 6.59,7 p o el
T N AR | ‘1_ i(u..-b)-_f—‘7.-'3\j:-?g,8
und in .der Formel. ] v ':l‘)_' a
TS
. si 3 (u;l;o)c032 (aﬂ’-'v) .
‘ln¢= Lo A a - ) “ i

sin%ﬂcos(«ﬁ“ﬂ—%&i}?!: 1= v -

liefern folglich die unteren Zeichen offenbar dined" négativen
Werth von sing, der hier unzulissig ist, weshalb man

so die
oheren Zeichen nebmep, & h, . .,
-+ Quin %:(u}'u) ¢os %(u—-v)
sing = ]
. 'ain;-‘GCoc(Aé‘?,-—;ii)’
setzen muss. Demzufolge. ist. omn: .\ . ‘ ol
, RO i o oo
logsin §(u-{-v) = 0,0649659 1
| 1 _ ‘ log.cos(45°—2—¢ ’=:0,9489%l
ogcos ;5 (u—0v)=9,9966962 94718101
13,3626921

9,4718191
logsing =9,S008730 p=510 3, 37,5
. AL e
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Diecsed Belsplol ist sys Bohnenberger’s An‘loltnng zur

cognph ischem Ortabestimmubg Gﬂttinﬁqn' 70

. 279, entichet, und dort: nach der. Methode von Douwes be-
rechnet. Bohnenberger findet am Ende o=<b1° @. 507, 3,
und dieselbe Angabe findet sich auch in Littrow’s theoreti-
scher und praktischerAgtronomie. Theil . Wien, 1821.
S. 188., wo dieses Beispiel glejchfalls zur Erlduterung der Me-
thode von Domw es besutst- wird,.aber ohne es vollstindig aus-
zurechnen, indem das Resultat wobl nur aus Bohnenberger’s
obigem Buche entnommen ist. Dieses Resultat ist aher falsch,
ond der Fehler kommt daher, weil Bohnenberger am Ende der
Rechnung (S. 282.) eine ganz andere Sonmen-Declination in An-
wendung bringt wie am Anfange (8. 2680. und S. 281.), nimlich
—20,16°.567,0 statt —20.14°.97,0. Hitte et am Ende, wie es er-
forderlich war, dieselbe Sonnen-Deelination wie am Anfange in

Anwendung gebracht, so wiirde er in seinen Zeichen gefunden
baben: 4 .

H= 360, 42'. 13%,7%
Abweichung der @=—2 . 14. b0 -
Aeq. Hohe = 38 .06 . %2,7
‘Breite = 51. 3.37,3

sehr nahe mit dem vorher nach unserer Methode erhaltenen Re-
sultate iibereinstinmend. Die von Bohneuberfer sum Grunde
gelegte geniiherte Breite war 519. 10.50”. Streng genommen
darf man, wenn man die Niherdngemethode von Pouwes an-
wendet, nie unterlagsen, diese Methode wenigstens zwei Mal
hinter einander in Anwendung zu bringen, um sich von der nahen
Uebereinstimmung der beiden erhaltenen Niherungswerthe zu ver-
sichern. Thut man aber dies, so wird die Anwendung dieser
Naherungsmethode immer weitlivfig ausfallen, insofern man sie
nicht durch den Gebrauch besonderer Tafeln abkiirzt. Ich habe
immer die vorhergehende ganz genaue Methode in der Anwen
dung sehr bequem gefunden, und ziehe sie fiir meinen eigenen
Gebrauch jeder, streng llgenommen, immer mindestens zwei in
Anwendung zu bringenden Niherungsmethode vor. Son

*) Udbrigens ist aber hier bei Bohmeaberger a o O. noch ein
andercr Rechnungsfehler, da za

éinf=9,7761176
nicht, wie Bohnenberger magiebt
‘ [ H=360.42". 157
sondern .
H=36°,42'.17",2

hort. Ich fihre dies hier an, weil Bohnenberger’s hekanutes Bach
mnmer noch hiufig von angehendcn Beobachtern gebraucht wird, und
auch meiner gleich nachher fol%endon Berechnung des vorhergehendew
Beispiels nach der Methode von Douwes wegen,

é*
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- Will man das vor hende Beispiel nach der Niherungs-
methode von Douwes nen, so muss man mittelst einer genl
berten Polhihe ¢ zuerst die geniherten: Stundenwinkel a, o’
mittelst der Formeln : .

0—0=80,

sin ;—(h—a')mz},;(h +49)

sin %(m‘ +o)= 1
L cosd sin 7-0 cosgp

wo A die in der Nibe des Meridians gémmniimé Hohe bessich-
pen soll, suchen. Dann findet man den. zweiten genttherten Westh
(¢) der Polhihe mittelst der Formel ‘

cos{d—-(qa)l:sinlz-l—%os&cosmsin%w’,
wo man aber, wenn man sich bloss der gewihnlichen trigonome-

trischen Logarithmentafeln bedient, am ‘besten noch einen Hiilfs-
winkel v mittelst der Formel

siny==2cosd cospsin % o3
berechuet, und dann (g) mittelst der Formel
cos {d—(p)i=2sin 21- (A+4)cos ‘]Z (h—v)
ofler '
' . 1 1
cos{8—(9)}=2sin 5 (¥ + k) cos 5 (¥ — &)
indet. '

Im obigen Beispiele war nun

h =36°. 41'. 11,8 =23 ,37m, 42,0
kK=26.33.21,0 *=21.1.1,2
d=—20_14’, 97,0
Auch weiss man, was vorher .zu bemerken nicht nithig war,
dass die beiden Sonnenhthen auf einer und derselben Seite des

Meridians genommen wurden. Mit Riicksicht hierauf findet man
nun fir die oben angegebene Verspiitung der Uhr gaunz wie vorher

0= ' —w=38°. 56‘'. 37,5
%—6:—.—19 .28 . 18,7
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Als genBberte Breite nehmen wir
Q=£ﬂ°. :IO’ . 50"

an; und fihren dann mit hier zweckmissiger Anwendung der de-
cadischen Erginzungen die Rechnung auf folgende Art:

K =360.41/.11"8

K=26.33.21,0
A 4k =63.14.32,8 %(1.+y)=31°. 37, 16",4
A—k=10. 7.50,8 ]
Fh—k)=5.3.55,4

log sin 1 (A—h")= 8,9459242
,logsing

logcos 5 (h-+A)==8,4302013
edlog cosd =0,0003307
 edlogsin 5 6=0,4771075
cdlogcosp =0,2028237
hglh%(’u'+o)=9,5563874

L (04 0)=210.6.1673
R %(wl—m)=19.28.18',7
' 0="1.37.57,6
3w 0.48.58,8

log2==0,3010300

logcosd=9,9096693
logcosp==9,7971763

log. sin 5 w® =16,3074598
logsiny = 6,4063354




p=. Q% @. 63",6
h9=36.42. 4,4
h—y=36 .40. 19,2

L h4p)=18 91" 2,2
LG—w=18.20. 9,6

. log2=03010300
log sin %(h%i;);co,Assons UL
log cosi—i—(h——ap) = 9,9773706
logcost{d—(¢) 1= 9,77?4780—

3—(g) = _°5é.;'o{ 17, 427,6

;_-{“+53<‘>. 17'. 42°,6
@=1lm2.14. 9,0

2= 61930 . 33,6

Da diese Polhdhe von der angenommenen Polhdhe um meh-
rere Minuten ubweicht, so. wiitde es immerhin nithig sein, die
vorhergehende Rechnung nochmals fiif die genZherte Polhihe
¢@=519. 3’. 33”,6 zu wiederholen, und einen dritten Niberungs-
werth der Polhihe zu suphen, deun nur auf diese Weise wird
man den erreichten Grad ‘der Nibérung priifen kinnen. Auch
weicht die jetzt gefundene geniiherte Pplhihe von der durch die
oben gefithrte genane- Rethnung gefundenen wahren Polhdhe
immer noch nahe um 4” ab, so dass also eine solche nochmalige
Wiederholung der- Néheruhgsrachnung in der That auch keines-
wegs liberfliissig sein wiirde , was wir jedoch hier fiiglich unterlassen
kionen, da es uns hier lediglich am die Erliiuterung der alige-
meinen Methode durch Beispiele zu thun ist.*) Ist aber eine

%) Weil ich jedoch die hetreffende Rechnung, bei welcher
 g=51C. 8’. 33,6

rsetst wird, ausgefiihrt babe, so will jch dieselbe zom Ueberfluss noch
ersetzen,
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Wiederholung nithig, so scheint es immer
vorzuzichen su sein, die glole gmz genau nach der
im Vorh on entmckdten urch ein Beispiel erliuter-
ten M e zau fihren.

» : i . 7]
[ Y] N (‘_‘,) s’m’ g

) . L ’ o e o

ug.u;ummw 99002013 - .

e L ﬁww T e i
cdloglmi-O—o,Q‘f‘llom e e

vt ’ cep o T gy

" cdlog cosp = 0,201684%
log sia 1. (wt) =9,86470

[P TR

" ) . ‘ s
% (o' fw)=215, &, 47%,7

, %(-'—u):_-.:ls_.n. 18,7
. . w= 1,34, 29,0
- ;--: 0.47. 1.6
SVt el L legR==0,3010800

logcosd —9,9996693
logcosp =9,7983158

U . . lng.sin %a*:lemmm
logsiny = 6,3760801

Pt A I = 0°. ol.”u’o
M., A4y=36 .49, 0,8 P
A—y=36 .40 . 23,8

‘}(h—l-v):ia .21. 0,4

;— (h—y)=18 ..‘so .1 ;a

!og!.—:‘o;wlgs.o s e
Yo #in 1 (M4 ¥) ==9,4980880

I o e S

m.al—@n-mmsa t
3—~(g) = —53°, 17°, 41,1
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§. 16.

Auf das in §. 13. und §. 14. berechnete Beispiel wollen wir
nun auch die in §. 12. ﬁq]ghrte Coustruction anwenden, wobei ich
bemerke, dass ich mich bei der Adafihrung dieser Construction
zu dem Auftragen der Winkel und Linjen eines mit einem Nonius,
der Minuten angiebt, - verselenen] ‘Boussolea - Transporteurs und
eines sogenannten tausendtheiligen Maassstabes, welcher letztere,
nicht sehr sauber auf M g -anfgetragen, keine sehr grosse
Genanigkeit gewihrte, bedient habe. .

Damit @ positiv werde, setzen wir jetst:
t=16s. 37m. 400, - 1330, 33, 0", 00;
¢=16. 8.9, W=80. 3.38,70;
und o ‘
a=2060. 2217450, " 8= 80, 22'. 36,45
«=211. 44 51,88, &=20. 10. 56,02;
8o ist .
0=15(t—1) — (e—u')=—T760. 16/. 22°,62.

45630, 17/, 47,1

(.’)=¥— 2.14. 9,0

= 51°% 3. 88,1

Dieser Werth dér Polhdhe weicht von der angenommesen geniherten
Polhdhe . . Co ‘

51°. 8.:38,6

nur bloss noch um wenige Secunden ab. Der oben gefundene gemane
Werth der Polhihe jst &° . L

510, 3. 37,8

wogegen der vorher gefundene Niherungswerth nur noch um 0,6 zu
gross ist. Streng genommen wiirde man die Niherung nun immer noch
einmal wiederholen miissen, da man nech zu keiner vollstindigen Ueber-
bereinstimmung mit dem zum Grunde gelegten Niherangswerthe ge-
langt ist, woraus sich, wenigstens nach meiner Meinung, ergiebt, dass
die obige genaue Methode der Niherungsmethede in den meisten Fiillen
vorzuzichen ist, wenn man die Niherung bis zu einer villigen Ueber-
einstimmung sweier auf einander folgenddn Nidherungswerthe treiben will,
w:fc “;loch natirlich eigentlich dic Strenge und Schirfe der Rechnung
erfordert,

EE]




Weil die Hibe A auf der Qstseite, die Hihe &’ aof der Westseite
des Meridians genommen wotden isf, sb is

; 380° < w < 3600, 0 <o’ <180° -

und in der Formel '

'8=u—u'=0+ 4.3600,

wo nur =0, —U¥, 1 :seip kinb;' ist-also offeabar A=+41 zu
setzen, welches giebt:

0= 3600 780, 187, 22, 62 == 2830, 431, 3718 ,

Nun ist

N S
6= 8°. 22/ 35,45 A=33°. 33 07,00
900 —3=81. 87. 24,56 .. 900-k=06 . 27 . 0,00
90°— A =56. 27. 0,00
- 38, 4. 94,85 = (O—8) + (O0°—A),.
‘ 25 10.. u,w (90"—6)—(900-&), .

v 12,36, 19, ._fg(w-,a)-.(noo—l.n.
Aemey H
#=20. 10. 86,02 . . .  A'==B0°. 3'.38,70
900—&'=69. 49. 3,98  90°0—A'=30 . 66. 2,30
W—ﬁ'—m 56 m” " Al C lh‘l Wan

109, 45. 25,28 = (900—4')+(90°—1.'),
29. 52. 42 68—(W)—(90°-—h’),

54. 88, 48,64::;;{(!”4—”4-(%‘!—1«‘);.’ IRTERNTS
14. 86, 21,34 1000 ) e (PR—").

Bis auf Minuten abgekiirzt ist: .

IR YT PSRN YO
6=u —o —283" 44‘
und - ,__-- L=

(W’—ﬁ"‘(m—‘)“ﬁm y' ettt Gt

LI A PR

t-llﬂl

Q(W—G) (900—h)} =12 .35;



0
R OP-p ey =sa.8g, N

L (G087~ ok = 14.. bo;

also e
CIL g 0N)  (300-E) =610

Ang 5 {90—0) — (90°—A) 10,923

taog 3 (90°—3) + —H)=1,
R oo
SET ::t,ng;.{(goo_w) — (000 k)) = 0,207 . - -

.. Y

Die Constrilction adf Taf, I ist mittelst-der obigen numerischen
Werthe ganz(iach: der fa §.'12. gegebened. :Anleitung ausgefiibrt
worden, und die betreffende Figur bedarf, als vblliB durch sich |
selbst verstiindlich,; keiner weiteren Erliuterwng. Der Radins,
fir welchen die Tangenten aufgetragen worden sind, ist ein preus-
sischer Decimalzoll. Die Durchschnittspunkte der beiden ise
sind C uod' B! umd ihre" Entfernungen' von dend Punkte O, auf
dem Maassstabe gemessen, finden sich: |

e 520,350 und ODE=TI040 T |
L2 B LN " v EY S .

welchen Linie‘l} uls Tanggnten die Widkel e A
e 190,07 wd B9,
entsprechen.. —Bie . erste Enﬂetqlung gielit also.
"%‘(m’ﬂ'qa)'&l&“éﬂ:%qféﬂ”.ﬂ',

und die zweite Entfernung giebt coe b e

1 PR
§(90°—¢)=45°—-2-4p=51°.7’.

Da sich aus dieser letzteren Gleichung -ela hier nicht zulissiger
negativer Werth von ¢ ergiebt, so kann bloss
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sein. In §. 13. ist gefunden

‘=810, 3% .
also . ' ) , !
WO—p= 328, 10— Fo=100. 14",
l"emm s“bt | . s
w-—;sl p,w - ,.1'
db Bemq Mum L . ) 0o -"'),: . [ o,
o p=nn. o, ’ ~ .

Ich gl:ube aba’, dus wan-bei Anwendung' noch grisserer SOI’Q
fallt L . Goustnction ejne voch anerp Debearr
;n;-hmmnhg swiac Condnchon und. Bedmm hitte mmhqn

Fm- den Punkt. Cq welaher det ‘wahren.Polhi;he empncht, int
'X-—-ﬂ- OE-—-O 250 K=+ OF “0'3003

X—X'=—005; X+X=0,55;
folglich nach §. 12.

24—y

1 1 005 1 1 1
hng§- a=tang§(m+o')=m eot§9=l—lcot-2- e,
wo nach dem Obigen

1 o=11o.51.48700=1410.52.

Nun ist

logcot 3 ©=10,1051082
Iogll— 1,0413927

logtang%- Q= 9,0637155,




1

2&::]73". 23,

Also ist

6= %—(n —o')=141°. 52

%—.Q:%(w-l—m’):l% .23
o=313 .15
o= 31 .31

was nicht viel von dem, was wir in §. 14. gefunden haben, ‘ab-
weicht, wenn man nur nicht uobeachtet lisst, dass, was o, o’
in §. 14. war, jetzt natirlich respective o, o ist.

Ich halte die vorhergehende Construction, namentlich in der
Emeiterut;f, welche ich ihr fiir das Problem in seiner allgemein-
sten Gestalt gegeben habe, und da sich auch aus ibr, wie ich
aezeigt habe, leicht die Stundenwinkel herleiten lassen, fir in

eoretischer Riicksicht sehr bemerkenswerth, glaube aber auch,
dass sich wegen -ilirer leichten Ausfiilbirbarkeit wobl auch manche
2weckmiissige Anwendung in der -Praxis von ibr machen lassen
dirfte. Es wirde sich selbst leicht ein besonderes Instrument
angeben lassen, durch dessen Anwendung die Ausfiihrung dieser
Construction noch mehr- erleichtert werden wirde. -

Vielleicht findet sich der .eine oder andere Leser veranlasst,
iiber ein solches Instrument weiter nachzudenken und das Ergeb-
niss mitzutheilen.
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Ueber die Bedingung, unter welcher
' a >z .sto :

Von dem

Herrn Professor Dr. Hessel -
an der Universitit zn Marburg.

Lehrsatsz

Weno e die Grundzahl des natirlichen Logarith-
mensystems ist und es ist a positiv, so isat, wenn -

a> ;’7‘)
ist, auch
a* >z,
gleichviel welchen Werth man der Zahl 2 giebt.
Beweis. Es ist a*>2, wemn z.la> Iz ist, d‘ h. wenn

Iz
la> =
ist.

D2 abeér diese Ungleichung fir jeden Werth von z gelten
soll, so muss sie insbesondere auch fir jene Werthe von = gel-

ten, welche die griesten Werthe von l::—- liefern.

e
*) Ve = 1,444568.... weil £¢=—2,7182818 ....



Um diese zu finden sei

Iz

Ia::g:; .

Es ist danu
) — 1 —3z + 2zlx
dy=""F dz wd dy="L2= app.

Setzt man

dy l1—Iz

&= =0,

ap ersicht mgn. snglewh dass, weno }—I.u.-.-o m, auch k=1,
also x=e ist, dass daher daibn la=— also a=V— ist,und dass,

weil fir x—e auch
1
=

eine negative Grisse ist, der gefundene Werth von l;: =£:— ein

. lz
Maximum von = oein miisse.

Um abor zu untersuchen, ob fdr posntlve Werthe von z keine

anderen (vnelleucbt grosseten) Maxima von -l-- mehr vorkemmen, 80
sei

1) z=e+&, also g=-‘—(:f:§—€).
Es ist dann
L—Uetd) -l
) dy— (ﬁ'l‘ﬁ)’ dg Y0 Ly )

und dieser Werth ist fir jeden positiven Werth von §, der zwi-
:«l:shen ¢=ce bis {=w Iwgt, slch{ stets negativ, weil l(e4£)> le,
o >1 ist. :

. Es hat alsp. heim Wachden von & zwuchen a:=,4gl Jhis z= o,
d. h. beim Wachsen von § zwischen §=0 die Grisse

stets ein negatives Differential, ein ne ahves achsthum, d. h.
y inmmt hierbei stets ab, erveicht also keinen Werth imohr, . der

>; ist.

2) Ist andererseits
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::.-c—ﬁ, also ,__“—!;-—“?y

wobei E:O und ?c, also x?e nnd';"o ist, g0 ist

=,

wd da, fir §c e wod S0, ‘such I(e—) K /e, also <1 ist, so ist

auch hier, beim Wachsem von } zwischen f =0 bis {=e, d. h.
beim Abnehmen von z dwidechen x—=e¢ bis =0, der Werth
vou dy stets negativ, also stets abnehmend, so dass y zwi-

schen z—=e¢ und =0 keinen Werth mehr erreicht. der‘—';- wiire.

Es ist also swischen =0 bis =00 der Werth von y—l‘—?
welcher zu x=e¢ gehlﬁ!, d. h. der Werth -

, lz_le 1
— = —— . -
x e e

der grésste Werth von %, und es existirt zwischen diesen Gren

zen kein anderes Maximum von l—-:

Es muss also, wenn fur ]eden posmven Werth von z stets
a*> z sein soll, la> ’ also a>V_se|n

Was nun negative Werthe von 2 betrifit, so ist, wenn a nur
positiv ist, obnebin, falls x=—v gesetzt wird, stets

eine positive Grisse, mithin stets
a®*>—v.

Auch ist ohnehis a®=1 also a°>0.

e
Es ist also fir a># ¢, fiir jeden Werth von z, stets a*>z.
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Anmerkung. Die wichtigsten zusammen gehdrigen Werthe

von z und von y== — sind folgende:

- L

=0 z=1 |z=e "z‘.—— ei= 3,9943.... =00
= =0 1 3 =0
y y y=, |ly=gr=03m63... | I
Maximum
o ‘(%)—,gebt,behWaeh-

y ' |=en vom.2, ans — in
' +‘mr- toet

‘ Soﬁatige interessante Werthe sind:

r=q . AT

3=

n . [
,="—.- y=—ne".




Ueber drei Hauptarten von Logarithe-
mensystemen.
' Von dem

Herrn Professor Dr. Hessel -
aa der Universitit za Marburg.

e

Aus dem im vorhergehenden Aufsatze bewiesenen Satze
(Siche Seite 93 : : A

) « . o Co
~Wenna>¥ e*), so ist fir jeden Werth von . stets
-¢‘>.‘l'1“ . . . “ . X R

ergiebt sich als intetessante Folgerung eine merkwirdige Ein-
theilung der Arten von Logarithmensystemen.

Man ersieht niimlich sofort:

1) dass es Logarithmensysteme giebt, in denen jede Zahl
(2) g)ﬂisiet als ihraioognith?:ey (Iog.artg.Z) ist. Es sind {lleu alle
. e

jene Logarithmenaﬁtemé,'deren Grundzahl a>4 ¢ ist; fir diese
18t also bei jeder belichigen Zahl Z stets

Z} log..art.Z;

dass demgemiiss insbesondere:
-1,1) im’ natirlichen Logatithmensysteme, wo a==e2=2,71828...
' also a>Ve a o
L S, 444868.
"1 - iet, suéh ZSIZ apim muss;

o T

e
‘) e=2,7182818... nud V& = 1,444568.5"
Theil XIV. 7



dass ebenso
1,2) im Briggischen Logarithmensysteme, wo

e
a=10> Ve
ist, auch Z>logZ sein muss; .
2) dass es ein Logarithmensystem giebt, in welchem die
e

Grundzahl a=4¢ ist, welches die merkwiirdige Eigenschaft be-
sitzt, dass in ihm ein Logarithme existirt, welcher der zugehiri-
en Zahl gleich ist, niimlich der Loge, dass aber eder anderé
ioganthme darin kleiner ist als dle azu gehdrige

2,1) lst nmlick - N .
S )
a=Ve=e¢,
N 1 )
a‘:(c‘)": e(')= el=e,

logarte=e.

so ist

also

- :.a.(l) S
2,2) Ist ferner Z=q**=e¢ =e*, und e ist 2 < 1 und
nicht =1, so ist z.e<e*, also Iog.art.Z(Z denn wiire
ze>e‘ so miisste e>— sein. Da oun aber fﬂf«

v

e'
y=3
’ ‘zd.eF—esdx
dy: :.'t,’ oo L
) ——;(z—i)dz

ist, und demgemﬂss ﬁir .z'—~l_.0 also fiir =1, auch
y ein Minimum (némlich y=¢) wird (indem fiir edes z,
. _das D1 ist, beim Wachsen von 2 der Werth. von y

wiichst, bis, bei =+ o, auch -—%—oo wird, und
auch fiir jedes x, das positiv und <1 ist, beim Ahneh-
men von x, der Werth von gy wichst, bis, bei r—-l-—-

auch y_(T)._oo wird), so folgt, dass fiir jedes po-
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sitive z, das > oder <list, bei a=%e, auch stets

z‘:'l;l.;;;.m., ! '.??_ej e*> e.x sein muss.

Da opn, ohbehin, fir einen neguti'veh Werth von
[ ]

z, a*¢> g.e ist, so ist bei a=¥¢e eder von -I-e ver-
ozeb':\lydeno Legarithmus kleiner als die dazu gehirige
a
/ ‘;‘ -
log.art.e=e,

+ lggart(e D)< (e 2).

ritbmensysteme giebt, in welchen auch Lo-
gatitbmen xlsmggw gﬂisse}; sind fls die dazu gehdrigen Zah-

ien (neben ginem dgr s=Ader betreflenden Zahl und neben anderen die
< als die betxelenden Zahlen smd) Es sind dneu die Logarith-

mensysteme, deren Grundzahl a<\’l— ist. "

B 1. ; . (L]

l 1 )
lst lellcb ‘azzen?, alsa. <c‘ 8o jst a""-c, also - ;
; N . : TR
JMogadrt.e=n.e * T n
>e. '

Es ist aber zugleich fesner, -faﬂl'Zﬂu‘":e’ ist, auch

nez > e*
A b log.art.Zy 2 32 WeOD ne >z

(i WS
()
x
: e L, e

d. b. wenn L
e’-l Lhrs e i
K > Sy . \
ist. ‘

Ist nun z. B. fir 2=4 gefunden:

=-i—=%c',

so ist, wenn

a=¢ i¢" J—c“—v—'
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a) ﬁir x—4 auch log.e‘_nez, .
!og.e‘— e’e4 e
so dass Iogl“-l;

) fier:f:; » auch log.é't%e'.e.:!‘

SRR zg..=34>
sodmlogZ‘>Z;

c)zm;;x>; ’ auehloge. nie’e 5

R S ='*'e‘=(ﬂ°‘<°‘”
T T ‘50 duss, 1§ BLE .

. Anmerkung Was das Log‘anthmensystem anbelangt, des-
sen Grundzahl a= V e ist, in welchem Z=¢‘ e==e* ist, 50

= 1,444568
ist bei ihm log.art.Z=—elZ, d. h. mian’ erbilt den log.att.Z, wenn
man den opatiirlichen Logarlthmen von Z mit der Grundzahl ¢ des
natiirlichen Logarlthmensystems multiplicirt.

Auch folgt aus

" 2= =t z=qex, i
dass e
z=y.110,
und dass
N ' ex=(ell0).y,

dass also

log . art .

; e % Z = (e.240).log.brigg. Z.

a=Ve



". coo u-"" Iv.v - . . .
Zur elementaren Quadratur des. .
N J . Kreise" . . s Ty

! Von dem - HEERE

" Herrn Professor Dr.'0. Schlémitch
an der technischen Bildungsanstalt zu Dresden.

Bezeichnen wic mit Es die Fliche des dem Kreise ein brie-
benen reguliiren nEcks und entsprechend mit U, die Fliche des
umschriebenen regelmiissigen Viclecks von n Seiten, so finden
zwischen den vier Grbssen Ega, Un, Ega, Usn bekanntlich fol-
gende Beziehyngen statt: A

) 1 Ega=V Bl U,

2) | Up'= 2-12;%'41%%:;

mittelst deren man aus E, und U, zua‘&chst Eyq und darauf U,
zu berechnen pflegt. So einfach :diese’ Formeln an sich sind, so
ist doch die Benutzung derselben zur niherungsweisen Berech-
nung der Ludolph’schen Zahl etwas milhsam, da man, bel n==4
anfangend, bis zum 32768Eck gehen muss, um 7 Dezimalstellen
von nm zu erhalten; dieser Umstand: hat bereits Herrn Prof. Kunze
zur Beproduktion der G;%x’?'scben Niherungsformelo _ veran-
lasst, welche schon beim 256 ck dieselbe Genauigkeit darbieten
wie auf jenem Wege das 32768Eck, und es kinnen die Freunde
einer synthetischen Betrachtunxsweise die genanunte Darstellung
gewiss als Muster derartiger Ableitungen betrachten. Um aber
auch den Verehrern heuristischer Methoden zu geniigen, gebe ich
hier . eln Seitenstiitk zt jener Darstellong, dem man wenigstens
die Kiirze nicht absprechen wird.
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Um zuniichst bequemere. Formeln zu haben, fiihre ich die
reziproken Werthe von E, und U, ein und setze:

1
3) E;=l'tl’ ’v;’——- ﬁu:
wodurch die Formeln 1) und 2) in die folgenden ibergehen:

4) Ep=y (Ea. On,

]
5) Upn=g (&t ).
Nach einem bekannten Satze der Antbmetuk da.rf man fiir das
geometnsche Mittel zweier Zahlen a und a4 d Gssere arith-

metinthie: Mt weluipg, ‘weon @t didsci ﬂ!ﬂl FeML wel-
cher weniger als - 8q betelgh, .aeic setlangten Grad von Genauig-
keit nicht beemtrﬁchtlgt') Benutzen wir diess von irgend einer
Stelle ﬂ..-::p E!F’“ 4d ap, so finden wir.der, Reipe nach

*) Es ist namlich identilch'
viard =\ @+ Jr-La,
wd folglich, darch ’Wughunpg ven !d’, L T

V a(afd)<a + d e ‘
Sei ferner / der Fehler, weleller begangen wird, 'wend ‘man ‘stmtt
¥ a(a+d) das zu grosse a+2d setzt, 5o hat man o

VaGTD) = o+ 34—/
oder S
e Vet =atid, '

dmd dnmn- ergicbt sich durch belderlelugo Quulm-ung

.. ‘ 2/¥a(a+d) +7r= -d'. o R

sfer, weny. man linkee Hand g fir a-4-d setst mld n vegw 'odtlreh
e liake Seite zu klein wird, '

2fa < -d’
l' o
.llwuua folgt der im Texie benutste Satx, clm f vqu nlc 5 bo-
‘fi‘t. Eowee gt
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®
E‘=.+d’ P \
6.:‘. T '
Escat ;—ds Coy |
6’.=¢+%‘d '
f«=¢+%d+%d. |
. s .‘,“ Tt
Cumat bt e, g
S s 1 1 1
t’l..=a+%d+115a+6—id

u. 8. W, '

Das Gesetz, nach welchem sich diese Ausdriicke bilden, ist
leicht zu iibersehen; die Werthe von ﬁ enthalten lmner dna

goometriaebe Progulslon des Exponqnten I als Fakior vou. d,,

" und die zngeboﬂgen Werthe von E differiren nur dario von j en.
dass ibr letztes Glied das Doppelte von dem letzten Gliede des

U betr!gt. Die gemeinschaftliche Grinze, gegen welche die E
und U convergiren, ist —, wenn wir den Radius des Kreises
=1 setzen; so ergiebt sich demn die Formel

1 1 1 1 1
;:a-{-zd-}-iad-}ad'l-ﬁ d+..

=a+§-d= 6. + %‘(E.—- b.):%(E’o +26¢) ’
und wenn man fir i. und l']. ihre Werthe setzt, so findet man
fir = die nicht dbele Niherungsformel
3E, U,
0) n= m .

Der dabei begangene Fehler betriigt weniger als g, d. h weuni-
ger als
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(ia—b.) (U.—E.)’ R TN
. 80,  SEAU.’

Um diese Fehlerbestlmmung etwas bequemer zu machen, bemer-
ken wir, dass fir s> 3 auch E,> E,, d. h. E.> 43 und je-
denfalls U,> 3 ist; demnach haben wir

sE.’.U.>s.i’%.3> 0,

und folglich betrligt der beim Gebrauche der Formel 6) begangene
Fehler weniger als %(U.—-— E,)2. HBiernach wt es sehr leicht die

Ludolph’sche Zahl schon aus Vielecken von' geringer Seitenzahl
mit vieler Genauigkeit zu berechnen; man hat z. B. fir s=256

U“—Eu°=0,m731<fso'in o

mithin ist in diesem Falle der Fehler kisiner als -

1 %62 °
010~ 10°°

woraus .xu_erselien .ist, dass man aus Egsq und U wenn letz-
tere auf eine Ilmrelcbende Stellenzahl berechnet smd’ acht rich-
tige Dezimalstellen fiiv 5 erhalten kann. Diese fltich . Andeu-
:n:nlgen mﬁgen dle Brauchbarkeit der Formel 6) zur enlige be-

eisen, . .




Ve

llemerkung ilber die Cowersm der
Retihen. ;

. Yon dem. ;.

Herrn Professor Dr. 0 SchlGnnlch
+ an der mhnuehm Blldungchnlhlt 28 Dr“del.

..

N
(] ewemme

”n .'.,. l‘

Zufolge eines Theoremes von qube convergirt oder diver-
girt die nnendhche Reihe

) "%+m+%+%+
jevachdem der Griinzwerth won .

N

(n= o)

mebr dder weniger als die Embelt betriigt. Man kann diesem
Satze noch' eine etwas andere Form geben, welche in vielen Fil-
len bequom sein mrd Setzen wir nﬁmlwb

.

' 13)@'.1.4 u.:g‘ba .
%0 converglrt oder dlverglrt die Relhe, Jenachdem .

v - Lim{n(e's mh—1)j

grosser: oder Lleimer ‘als die ' Linheit susfillt. Nus' ist aber
identisch ‘ ‘ 0

— +
L LR
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und folglich der Griinzwerth hiervon gleich

t--t —
[Lim f———'i—l] - [Lim{n(ta—~tat1) 1]

ta—tni1
Nach dem bekannten Satze, dass fiir unendlich abnehmende &
. el —1
Lim —3 = 1

ist, lisst sich der Griinzwerth des ersten Faktors bestimmen, indem
. man 8=ty—1n4; nimmt unod voraussetzt, dass die Differenz
tan—1tayy unendlich abnehme. Die Entscheidung der Convergens
oder Divergenz h jetzt nur noch von dem zweiten Faktor
Lim{n(ta—1tai,)} ab, und diess giebt den Satz:

- Die unendliche Roihe - v
e% -l- P +e:Fet +....

convergirtoderdivergirt, jenachdemder Gripz-
werth vou nfla—1n}y) grisser oder.kleiner als
die Einheit wird, vorausgesetzt, dass die Dil-
ferenz tya—tnpy sich der Grinze Null nihert

Setzt man aus der Gleichung 32 riickwiirts fiir #, seinen Werth
{(ua), so fiihrt der vorige Satz auf den folgenden:

Die unendliche Reihe

BN

wtuFutyte. 0t
convergirt oderdivergirt, jenachdem der Grénaz.
werth von e
"l(u,‘) I N
/ \%Ua+1

mehr oder wenig:er als J‘ie Einheit betrigt.

" Vorsusgesetat wird bierbel- aHerdings, dass fy—ts =i Yo )

sich der Griinze Null, folglich Bot1 gor Griinze 1 nihere ,'ib'éi- os
liegt darin keine Beschrimiung. Man weiss nimlich, dass die
Reihe o + u + etc. convergirt od'er"divergirt,‘ jerlna’qun.iegn
Lim “::’ Kleiner oder grosser als die Einheit ist, und man wird
das obige Criterium doch nur in dem: Falle anwenden, wo

Lh%‘:l _ist und man. sich.desswegen .pach ‘ einem anderen -

Kennzeichen umseben muss. Mit anderen Worten, die ‘bbige
Regel tritt erst da in Kraft, wo die gewdiholiche Regel versagt.

Wenden wir diess z. B. auf die Reihe




er
SRR S T T
. .‘ ) N .i;";"" g"' oo’ ,‘.' \ cr, 0ot
a, mq.s;:-, ‘a0 folgt auf der Stelle . ., 0"

P Y . 1y
N

o L L
.

Lim § az(%)i =Limal(1 + 5 )=,

wed falglick ‘convergiet dia: Reibe fir u> f, wie bekarint: ist. . . .

.Uel:'lil'igsanl’jgaben“ fiir Schllé'r;'

D] o i

N , . " . . A
Von dem Herru Professor Df. 0. Schlsmilch an'der technischen
Bildungsanstalt zu Dresden.

Man soll die folgenden der Geometrie der Lage al:fehﬁrigen
Eigenschaften des Dreiecks und Vierecks beweisen und die ver-
mige des Princips. der Reciprocitit iknen .entsprechenden Corre-
late aufstellen.

T S .

‘1) Voo einem Dreiecke abc sind die 3 Seiten ab, bc, ca
verlingert, bis sie eine willkiihrlich ausserhalb fezogene Gerade
wo in den Punkten p, ¢, r schoeiden. In jedem der Punkte-
systeme (a, b, f.)’ & c, Q) gz, a, r) construirt man den jedesma-
ligen vierten barmonischen Punkt, welcher zwischen die zwei
mener zderst gonannten Peskte fillt; hesen ¢, ¥, a' die sq.g0t-
standenen drei néuen Punkte, so schueiden sich die Geradenan’,
bd’, cc¢’ in einem Punkte. - . . Ca

‘
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2) Die vier Seiten ab, bc, cd, da éines Vierecks sind ver-
lingert, bis sie eine willkdhdich ausserhalb gezogene Gerade uv
in p, ¢, r, s schoneiden. Construirt man wie vorhin die zugehd-
rigen vierten harmonischep Punkte a’, &', ¢/, d’ zu den Punkte-

stemen (a, b, p), (b, ¢, ¢); etcli 8o bestimmen dievelben ein

iereck, dessen Gegenseiten a't’, c’d’ und b'¢’, d'a’ sich in zwei
Punkten f und ¢ der willkibrlichen Geraden uv schneiden; zu-
gleich liegt £ mit a und ¢, g mit b yad d in einer Geraden.

3) Sei wieder abed ein Viereck, A der Durchschnitt von ab
und cd, k der von bc und de; verliiagert man'die dréb o0
len ac, bd, hk des so entstandenen vollstindigen Vierecks bis
sie eine willkiihrlich ausserhalb gezogene G e uo inp, g, v
schneiden, und construirt in den unkteﬁemen (a, ¢, p),
(5, d, g). (b, k, r) den jedesmaligen vierten harmonischen Punit,
welcher zwischen die zwei immer zuerst genmannten Punkte fillt,
so liegen die entstandenen drei neuen Punkte in einer Geraden.

Welche schon bekannten Sitze folgen hieraus, wenn man die
willkidhrliche Gerade uv unendlich weit wegriicken lisst?

IL

1) Man soll einen ge benen Kegel mittelst einer Ebene so
durchschneiden, dass die ihrer Fliche nach grisste Parabel da-

bei zyny Vorsehein kopmt. - ;. - s, L5

2) Einen gegebeunen Kegel mittelst einer Ebene so zu durch-
schneiden, dass der Rotationskirper, welcher entsteht, wenon man
die als Parabel vorausgesetzte Schnittfigur sich um ihre Achse
drehen lisst, den grossten cubischen Inhalt bekommt.

.
lll . [ P RS
. . .

Arithmetiscbes,Tbeoréﬁ;:':‘ -f:|= oo

Sei N eine heliebige ganze Zahl und in iIn:o l"rimfaktoren
serfillt, so dass man setzen kann: ' . P
; PR AN MY

o f

. . (I o b ‘. I L | e
seien ferner Py, Py,.... P, die relativen Priizohlen 2u IV, welehe
kieiner als IV selbst sind (P, =1,... Fa==N ~1), so git: flir die
Summe ihrer mten Potenzen die Formel SR Y B

N=asbber .:, o

’
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S N-*;«l Hl_" :"1‘ .l_ "1'. =y,
=ar1 -g( )‘u?-(‘ —5) A=k

ot N AT B
+%m18. w—1 (1) (1-—b) (1—¢) ...

g Byl a0 .
+%~m;8.l‘v'7~‘(l1—¢")(l—bl‘) (} —cb)....

S

~
=t s @ e o s e s e s o e 0 00

Hier bedeuten m,, m,, ... die Binomialkoeflizienten des ganzen
Ex;:menten m, h., B;... die Bernoulli’schen Zahlen der Reihe
nach.

GO by " A \

0o h BETEer .

‘ : .".'.',Lehta:ait;‘." B N

Wenn y={(z) die auf rechtwinklige Coordinaten 'liezogbi‘né
Gleichung einer ebenen Curve bezeichnet,: welche sich ins Unend-
liche hinaus erstreckt und immer mehr. von der Abseissebnchse
entfernt [f(®)=o], 80 ist

die Gl;ichmg einer asymptotischen Curve zur e;-tm; A und- E
bedeuten hier willkiihrliche Constantan. Fir y— 2% = B. wird

)

3 _
-::‘:l\l;. ‘ o "- « .!-,QO:?v%i(h-}‘a)to—ﬂ R PO

[ . IR
und diess ist die Gleichung der Hyperbel als asymptotischer Curve.
[Der Begriff der Asymptote ist hier veraligemeinert und als rela-
tiver genommen; zwei Curven ‘y=g(¥) und y'==¢(x) -heissen
asymptotische, wenn y—y’ fir unendlich waclisende = gegen die
Grinze Naull convergirt.gj il

[

-A“J )

R
Man soll die. nachstehenden Formeln ableiten, welche zur
Berechnung der Ludolph’schen<Bahl sehr bequem siod:



n=?—3u+§%4’-§3".—:—?+"?.|"{" ‘
+%ll+%i‘?— +§%4' 1'(2')'0 ’-l-.l!: ~
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Aufgaben®

von Herrn O. B ermann, Kandidaten des hiheren Lehramts zu
Coblenz.

1) Die Spitze eines eine Kugel vom Radius r umhillenden
Kegels hat die Entfernung d vom Mittelpunkte derselben. Wie
oss ist der Kubikinhalt des audsérbalb der Kugel liegenden
heiles des Kegels?. . R
e e : 2. U WL .. iy
4... Resultat: %z;(d—c)’. T T AR 2 VT
A T A P
- 2) Ein Planet vom Radius r hat die Entfernung d von der
Sonne, deren Radius -wir -Ent ‘R ‘bespichgen wollen. Wie gross
ist der Inhalt des ausserhalb des Planeten liegenden Theiles des
let—cﬁatmkngels?; P L . R IR

o oy (AR
Resultat: 34 R—r °

3) Eine Kugel Ivom - Radips = pud in einen geraden ab
stummen Ke el.s Der Radius des’ Kmnmgskreisg: ist ¢. Ku-

bikinhalt und Mantel des Kegels zu bestimmen, C ol
g - . ... l r' H \ ' . . i HoTatt
- Resultat: zw 5(4%—0%, .1 ¢ va T
P T 3.! @ b L e e 2T e
zr" IR . ":;l?..‘:-.
40—2-

*) Der Einvender glaubt in den drei folgenden Aufgaben Das, was
sie sein wollen, aufgestellt zu haben, .

[
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VII,

Misnceilen.

Ueber ein Integral in Euler’s Theoria motus corporum
solidorum seu rigidorum. '

Von Herrn Doctor J. . Wolfers su Berlin.
In §. 723., Pag..202. vo éulerp thedria motus corpo-

rum solidorum seu'rigidorum wird als Iutegral des Diffe
rentials : , .-

di— ~dl(C— Dcosl) >
7 sinl V I=C*43CDcosl—= (14 D¥cosP
folgender Werth angegeben:

l=E+ai-c.sin'. :ﬁ:{sﬁ’),
wo E eine Constante isf. Dieses Inte, scheint picbt richtig
zu sein, wie man auch durch Differentmtion sehen kann, indem
man daraus nach einiger Umformung
n i-’.‘ " ' —dlilC— Deosl)
‘ sinl. ¥ 1 — (14 C?)cosl2 4 2CDcosl— D?

erhilt, Um 'nufi ‘das oben geggbene Differential; welches man
auch so sehrefben kaon: ' o

- —d{(C—Dcosl)
= sinl. A/ sinP— (C— D cosl)®
zu iotegriren, bin ich folgendermassen zu Werke gegangen.

Setzt ma;):

wo L éiné’ ﬁeue"Veriiqdég.llcl;e 'i”,' bo érhalt man hierans; N :

C—DL DA -y DA (DAL
cosl=p—CL’ sinp= ¢ (D—CL C’)C(l ),—L-’) , smldl=(—m——( _C')‘)l’l‘

und

di
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_pr—L,
C‘—Dcosl—-— CL ’

und wenn man diese Werthe in das gegebene Differential substi-
tuirt, nach einiger Umformung:

T
. "LALV' D=3 )
DD VISA IR~
Um nun ferner die Integration zu vereinfachen, setze man
ST y Li=g wd PA-C*=a?, = =

wodurch

di=

o

wird. Endlich ;tletze ﬁau st

‘V'l—(l+ai’)x=z,. wpmﬁﬁ z=‘-'1-§r'—'§ uod dz= -‘?%_-z%z folgt,

und wir erhalten

_dk

ad:
(e
also ‘
.— v :E-l—m-tg!(s)' ) ‘..“ : .~-’ ,‘;..“'.”r,
. . . . .t it
Nun muss man noch von z nach und pach zu den urspriinglichen
Veriinderlichen zuriickgehen, und es wird demnach ...

- ',G_-Dc .
Z'ﬂ—vml‘—)ﬁ__-_; \le.:—(l-}lﬂ-f(,?‘),_ﬁ,_..‘g ST z:g .

N VOG5

__ VsinP—(C—Dcosl)d _ ¥ I—C*§2CDeosi—(1-+ Di)cos,

= D—Ccosl  ~— " V- D=Ccosl 7
alsg .. . .. ’ R AR (LA TS

_ V I=C42CDcosl—(14 Dcosl?) "
d= E‘“"’"&( o D—Ceasl . S
wo E eine Constante ist. Durch Diﬁggwﬁaﬁon, kabn man, sic
a postetiori 'leibh‘t"u‘ibe’fz‘éﬁ%eh”, “ dass " dies '

ieses Integral dem gel‘;eb' -
nen‘l,)ilcrgnﬁale .gnts.pricbt‘.-\ ERTICRN LS A=)

- N v,
l‘l- . L DO ]

e .

- e




VI

Untersuchung iiber die Form eines
Wurzelausdruckes der Gleichung des
nten Grades.

Von

Hermn L. Mossburger,
Lehrer der Mathematik en der Kantonsschule zu: Aaran.

[0
Es sei allgemein:

F(z):.l'. "" alz"—l-l-a,z‘"—’-{- ------- -l-a.—,z"-l- a...,z-{- a.=0.... (1)

die Gleichung des nten Grades, worin @,,d,,.....an bekannte
Coefficienten sind. Im Allgemeinen soll zwischen diesen Coef-
ficidnten keinerlei Beziebuny stattfinden.

Nehmen wir ‘zuerst den speciellen Fall an, dass alle Wur-
zeln der Gleichung (1) einander gleich seien, so ist, wenn 2’ eine
solche Wurzel bezeichnet:

e §

n

Auch l3sst sich in diesem Falle die Gleichung (1) unter nachste-
hender Form darstellen: '

— a \"
F(z)—(a:-l— <
=a% 4 gzt fag 22+ ....... + o922+t o T+ an=0.....(2)

Differentiiren wir die Gleichung (2) (n— I)mal nach einander, se
erhalten wir:

Theil XVI. 8
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a \*-!
F(2)=n (z+ -’-"-)
=nzo=1 4 (u—1)a 2724 (1—2) 2y 2%+ ..cc. + 20092 +0a=0,3)

F(z)=n(n— l)(x + '—;l -

=n(n—1)2* -24 (n—1)(n —2)a, 223+ ..cone +2.1 an-9=0..... (7))
F(@)=n(n—1)(n—2){ = -|-—"al -
=n(n—1)(n—2)27—34(n—1)(n—-2)(n—3)a 2%—4.....+3.2. 1as—3=0 (5)

g .
Fo-3)(z)=n(n—1)....6.4 z+%)' =n(n—1)....0.42°

+ 0 —1)(n—2)....430,2* 4 (1 —2)(n —3)....... 32052 ( ~(®)
¢ +m—3)H(n—4).....2.1a,=0

P (z)=n(n—1).....4. z+%)’=u(a—1)....4sz'

(D)
+ (r —1)(n—2)....3.2a, 4. . 4 (n— 2)(n—3).....2.1.a3 =0
Fo-1)(z)=n(n—1)...3.2 :t-i-%) =n(n—1)...32x z ®
+@®—-1)(n—2).....2.1.q; =0 )

Da in den Gleichungen (1), (2), (3),...(8) die Ausdriicke

(s42)n(a42) "m0 (42) -
wen(m—1)...32(z+ L:z)

fir x=— '—;‘— z2u Null werden, so miissen auch die respective die-
sen Ausdriicken gleichgeltenden Ausdriicke:
?4ay 281 + ... +anz 4 an,

nz*it(n~1)a,2*?+ ... + 26232+ a4,

n(n—D)z"34(m —1)(n — 2)ay 3% 3+ ceveere + A2 Ga—ga 4 21. Gn—g,

2 ~D3.2.24 (0—1) (1 =2).... 21
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fir z=—% zu Null werden. Durch die auf einander folgende

Substitation von " statt wia Ne.(7), (6),....2) (1) erhlt man, wenn
der Kiirze wegen dle Resultate dieser Sobstitutionen durch
F(—-— !;:), F'(—% . F”(—-% > u. 8. w. bezeichnet werden:

F(— ‘-2-):0, r(— %):0, F”(— f’;')—.;o,...nn—z)(_ﬂ )=0...9)

n

Nebmen wir nun wieder an, die Gleicbunsv(l) habe lauter un-
gleiche Wurzeln, und es sei 2’ eine solche Wurzel, so wird:

x’:——a’—:--{-q)ﬂa,,a,,a,,..... agl . ... ... (10)

sem. Die in der Klammer eingeschlossenen Coefficienten werden
in verschiedenen Potenzen und Verbindungen mit einander vor-
kommen, und diese Verbindungen und Coefficlenten - Potenzen
werden wiederum in verschiedenen Wurzelzeichen eingeschachtelt
sein.

Essind aber nachstehende Eigenschaften des im Funktionszeichen
enthaltenen Ausdrucks (10) auch ohne weitere Beweisfiihrung
m giiltig vorauszusetzen: :

1) Muss sich der unter dem Funktionszeichen g, begriffene
allgemeine Ausdruck in Nr. (10) auf alle miglichen speciellen Fille
anwenden und reduciren lassen, wenn er fiir den allgemeinsten
Fall (nimlich fiir den, wo alle Wurzeln ungleich sind) giiltig sein
soll. Daraus folgt :

2) dass sich auch der in Nr. (10) gegebene Ausdruck auf den-
jenigen Fall zuriickfihren lassen muss, ir welchem alle Wurzeln
als gleich angenommen werden; in diesem Falle reducirt sicht aber

die Wurzel der Gleichung (1) auf z’=—%; mithin muss bel der

Votaussetzung gleicher Wurzeln die Funktion ¢, ta;, a,, as,....aa}
verschwinden. Nun finden aber fiir diesen Fall nur die Bedingungs-
gleichungen (9) statt, und keine mehr, und keine weniger; wiirde
non der Ausdruck o, ia;, ag, @3,....as} dadurch zu Null, dass an-
dere Coefticienten - Funktionen als die in Nr. (9) oder wenigstens
solche, in welchen die in Nr (9) nicht als Faktoren enthalten wii-
refi’, nebst jenen in Nr. (9) zu Null wirden, oder elnige von de-
nen in (9) vorkommenden sich nicht auf Null reduciren liessen,
so eotstiinden im ersten Falle zwischen den Coeflicienten a,, ay,...
...an Gleichungen, die der Voraussetzung gleicher Wurzeln nicht
gewlgen wiirden, weil ngr die in () aufgesteliten dieser Voraus-
. setzung geniigen; im andern Falle wiirden einige der Beziehungs.
gleichungen . mangeln, die in. 39) als nothwendige Bedingun glei-
cher Wurzeln dargestellt sind. Aus diesem allem geht Eervor,
dass die in (9) enthaltenen Funktionen alle in dem Ausdruck (10),

8
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der unter dem Funktionszeichen begriffen ist, vorkommen missen,
widrigenfalls der allgemeine Ausdruck einer Wurzel von einer
Gleichung des nten Grades mit n verschiedenen Wurzeln, nicht
auf den speciellen Fall von = gleichen Wurzeln reducirt werden
kionte, dass also die Wurzel 2’ der Gleichung (1) unter der Form:

= (=)} (~2)rs -2 o

begriffen sein muss.

Um einige Anwendungen von dem eben hewiesenen Satze als
Erliuterang zu geben, so sei:

L Fiz)=234aq,x+as=0
die gegebene Gleichung. Hier ist
F(z)=2z+a,=0.

Dies ‘giebt .:c=—-%; dieser Werth von 2 in der gegebenen Glei-
chung substituirt, giebt: -

a 2
F(—%):%—a"

Es ist aber in diesem Beispiele n=2, also »—2=0, also
H*—"(—'—:“—)=F(—g‘l) ; folglich hat nach Nr. (11) der Wurzel-
werth z’ die Form: A

g:—;—‘--}qﬁ ’F(—%)} oderz’:—%l'i'%. 241:_”2: ’

ﬂ_ﬂ
i

welche mit der wahren Waurzel 2’ =---%1 +
stimmt. .

ag iberein-

II. F(z)=2*4a 2%t aax+a3=0. ......(a)

Hier ist F' (2)=322 420, 2 4a;=0, ..... b
F'(x)=6x+4+2a,=0. ........ . (o)

Aus der letzten Gleichung erbalten wir x=—%; dieser Werth
von 2 in (a) und (§) substituirt, giebt:

? : 3
F’(—-%l =%——%=0,F(—a§l =j‘_1§g__2% —a; =0.

Nun ist, wenn man in Nr. (11) n=3 setat, n~2=1, 2—3=0;
folglich ist:
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a:’=—5131-|-¢pl {F(—%),F’(—%’)z oder ‘

SN O
aber die wahre Wurzel der Gleichung (a) ist

3

o\ IV TG
- . 2

A - IN 4

Aus der Vergleichung dieser Ausdriicke zieht man die Ueber-
einstimmung der darin enthaltenen Funktionen.

| 5. 2.
Sind in der Gleichung:
Fa)=antaa*1 +a 2"+ o + tag2 tany 7 + an=0...(1)

n —1 gleiche Wurzeln, und ist ¢ eine der gleichen Wurzelo, hin-
«, diejenige, welche mit den ibrigen Wurzeln nicht gleich
ist, 80 wird ie Gleichung (1) unter dieser Voraussetzung zu:

F(x)=(@ -+ z+0)=2"+ 42" }ag2" 2 ...+ an—272 4 Ga 24+0s=0... 2

Differentiiren wir diese Gleichung (z—2)mal nach einander, so er-
halten wir:

F(x)=@®—1)(z+a*-2 @+ )+ (@+ar-!
=nr—H(n—1)g 2934 (r—2)ay7*3+...... 4 2009 24 Bn—1=0.....(3)
F(z)=(m—1)n—2z + o)*> .(z+ o) +2n — 1)z + )

=n(m—1)as2 4 n—-1)(r—2)aqa"3+....... 4+21ar—g=0....(4)

F(x)=(n-1) (s—2) (n—3)(z+0)*Hz+¢)+3(n—1)(n—2)(z+a)*->
=n(r—1)(n—2)z"*3+(n—1 Yr—2)(n—3)a, 27—4+..43.2.1an—3=0..(5)

Fn—38)(2)= (n—1)(n—2)....4.3(z= + a),’(;,,‘-} o)
+ (=3 (r—1) e—2)(n—3)....4(z +0)*
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=nn—1)(n—+2)...4224+@w—-DR—2)...... 3a, 2*
+(r—2)(n—3).....2097 + (R— ) (% —4)..cn...2.1a3 =0

2—Q) .
F o= 1)(n-9). 3%z pa)@ to ) (--Dn—1)n—D. 43 2)*
=n(n—1)....43.224(n—1)(n—2)..... 3.2al.z; m .

+®n—2)(@n—3)......2.1.ag=0 e A
Da in den Gleichungen (2), (3)..... die auf der linken Seite
der Gleichheitsgeichen ndlichen Theile fiir 2=t—«a zu Null
werden, weil alle Glieder den Faktor z-4a¢=0 haben, so miixsen
auch die auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens befindli-

chen Theile zu Null werden. Der Werth von « bestimmt sich
aber aus der Gleichung (7), welche sich auf

Fo—2)(2) =n(r — 1) 2242n—1)a,z + 21.0=0 . ... (@)
reducirt.

Bezeichnet man die Wurzeln dieser Gleichung mit o und o,
so erbilt man:

SR | _.l_. a,?® 2aqy -
s=r=—3t VS -0

z=d'=_gl____l__ gl_’ 202_ -------- (9)
n ‘V; n _ s—1

Einer dieser Werthe von = muss dioGleﬁehmgen @3)....(?)
befriedigen, weil, wie wir so eben gesehen haben, JVOVS? denselben
eine Wurzel 2=—« hat, und einer dieser beiden Werthe gleich
—« sein muss. Wir nebmen nun an, o sei der Werth, der diese
Eigenschaft besitzt, also gleich— « ist, so erhalten wir aus (2)
@3).....(7) durch Substitution folgende Bedingungsgleichungen:

F(«)=0, F'(«)=0,F"(«') =0,...... F"'—S)(a')=Q ........ (10)
Wiire aber o’ ==—a, so hitten wir eben so:
Fo")=0, F(«")=0, F" (¢*)=0,. . . . F==3)(a")=0 ..... {an

Die Gleichungen (10) und (11) kiinnen nicht gleichzeitig statt-
finden, weil nur eine der beiden Grissen o' wnd o gleich —«
sein kann; finden daher die in (10) statt, so sind die in (11) un-
giiltig, und umgekehrt.

Nehmen wir nun wieder wie in §. 1. an, es seien lauter un-
gleiche Wurzeln in der Gleichung (1) vorhanden, und bezeichnen
mit =’ eine solche Wurzel, so werden wir beweisen, dass der
Ausdrack fiir die Waurzel 2’ folgende Form hat:
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@

s= P(—.:—‘)'p("% ’F'(--% - n._s,(_%

n 90 | AP FNAP @) PE)...
o faglF=3) (). F ta—3)(c")}]

In diesem Ausdrucke bezeich s [aseen einstweilen
sum Theil noch unb;:timmto F;n:t?:nz:l.ﬁ’ﬁ for-rifa-s clus

Sechliessen wir wieder wie in §. 1., s0 muss sich der Ausdruck
(12) auf alle speciellen Fille reduciren und anpassen lassen,
wenn er fir den allgemeinsten Fall tauglich sein soll, aleo so-
wohl auf d:sienigen, in welchem n—1, alsauch auf jenen, in welchem
n gleiche Wurzeln vorkommen.: Im letzten Falle muss er sich auf

#=—31 reduciren; dieses kann aber nach §. 1. nur sttt foden,
wenn

12

FLAF(0).F"), [ F(). F(@"))y....[n- ot F"—3) (). Fn—38)(a¥))

selbst Funktionen von F (—%), F( - %‘—), ...lv‘(n—al(—%

sind; im ersten Falle muss aber entweder den Gleichun 10),
oder aber jenen in (11) geniigt werden; da aber specielle Kiille
eintreten kionnen, wo o'—=—« ist, so wie auch wieder andere,
wo o = —a ist, so muss der allgemeine Ausdruck in (I2) so
beschaffen sein, dass er sich sowohl auf den einen als auf den
andern dieser Fille anpassen lisst; dies kann aber nur dann ge-
schehen,| wenn F(o’) und F(«'); F'(«) und F'(«”) ; F*'(«’) und F7"(a”);
u. 8. w. in einer solchen Verbindung vorkommen, dass dadurch sowohi
fir o =—a, als fir «’=—a«a, beziehlich den Gleichungen (10)
oder (11) geniigt wird. Diese Verbindungen kimmen aber, wie
leicht ersichtlich ist, keine auderen sein, als F(a’{._ F"),
F(«").F(a"), F”Sa’). F"(o"), u.s.w. Wiirde nun eine einzige Funktion
dieser Produkte in dem Ausdrucke 812) nicht vorkommen, oder andere
Funktionen als solche dieser Produkte vorhanden sein, so wiirden
bei der Voraussetzung von n—1 gleichen Wurzeln (und zwar so-
wohl fir o =—a, iir o =—a) zwischen den constanten
Coeflicienten der Gleichung (1) Bedingungs leichungen entstehen,
die fir « =—a den Gleichungen (10} un r ¢"=—=—a den Glei-
chungen (11) widersprechen wiirden. Weil endlich bei n—1
gleichen Wurzeln der Ausdruck im Funktionszeichen a der Glei-

chung (12) nicht Null werden darf, und dennoch die &leichimgen
MF@). RN =0, F@).F() =0,AF@).F)=0| .
cuenefamg t FO=3)(). F 0—3) (¢")}=0 - (13)

wie wir so eben gezeigt habenm, fiir n—1 gleiche Wurzeln statt-
finden mtissen, so miissen diese Produktenfunktionen, die in dem
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Ausdrucke (12) durch eine besondere Klammer eingefasst sind, durch
dasZeichen (4) oder(—) (oder mit beiden nach einander, weildieGriinde .
fiir das Vorhandensein von jedem dieselben sind) mit dep andern vor-
kommenden Fuunktionen verbunden sein; und nicht durch Multipli-
kation, oder durch Division; denn wire diese -eingeklammerte
Summe von Produktenfunktionen durch Multiplikation : mit den an-
dern vorkommenden Funktiouen verbunden, so wiirdeim Fall von
n—1 gleichen Wurzeln, wegen der Gleichungen in No. (13), der
Ausdruck im Funktionszeichen der Gleichung (12) verschwin-
den, was offenbar nicht sein darf; wire aber jene Produkten-
summe in (12) mit den andern dort verkommenden Funktionen
durch Division verbunden, so wiirde der Ausdruck im Funktions-
zeichen @y im Fall n—1 gleicher Wurzeln, wegen No. (13L,‘:lm-
endlich gross, was eheofalls im Aligemeinen picht sein n;
mithin kann diese Verbindung nur mittelst der Zeichen (4) und
(—? stattfinden. Dass iibrigens diese andern Funktionen, mit
welchen jene Summe der Produktenfunktionen, wie so eben er-
wiesen wurde, durch (4) oder (—) verbunden sein miissen. keine

anderen als F'( —‘%) , F:( - “;1-) o _E’:-) ,....n-—s)( -4

sein diirfen, wurde schon zu Acfang dieses Pa rhen erwiesen;
auch folgt dies nnmittelbar aus dem Beweise in g . Aus diesem
allem geht bervor, dass die in der Gleichung (12) aufgestellte
Warzelform einer Gleichung des mten Grades den Anforderungen
und Bedingungen von # und »—1 gleichen Wurzeln durchaus
Geniige leistet.

Wir wollen dieses in einem Beispiel zeigen.
Es sei wieder die Gleichung ’

Bt aqatagzrta=0........ ... (a)
gegeben, so haben wir wie in §. 1.
F(x)=32242qjx4as=0 ......... )

. Die Wurzeln o und o” dieser Gleichung sind:

) @ 1 (fa3
===+ 75\ ¥ —a

_,=¢~____-_.“_l____'_l_ s . ()
3 V3V 3%

Werden diese Werthe nach einander in (a) eingefiihrt, so erhilt
man:

F(a)=— [(a':?' —2—;'“;‘“') t .s% (a‘éf ""’)‘]’ |
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folglich ist ‘

nane [ -+ ) 45 ]

—3)=73 —w

Setzt man aber in No. (12) n=3, und wendet beide Zeichen (+)
und (—) an, so kommt: _

z'=—2+95 {F(%)M:F(«»M»( |

+93 {F (= 3)-h P Fe)|
oder

e (5o ) i ()]

(5= (P S (-]

Diese Form, verglichen mit der wabren Wurzel der Gleichung
(a), welche am Ende des §. 1. beigefiigt ist, lisst leicht die Ueber-
einstimmung beider erkennen, wie iibrigens die Funktionszeichen
@ und f;, so wie die im Nenner vorkommende Zahl 2, bestimmt
werden, werden wir gegen das Ende dieser Untersuchung noch sehen.

§. 3.

Wir haben in §. 2. die Beschaffenheit einer Funktion zu he-
stimmen angefangen, welche dieselbe haben muss, wenn sie dazu
dienen soll, einen Wurzelausdruck einer Gleichung des nten
Grades mit lauter nngleichen Wurzeln darzustellen. Bis jetzt
sind von dieser Funktion noch keine weiteren Postulate verlangt
worden, als dass sie sowohl jedem der einzelnen Fille von n,
und von n—1 gleichen Wurzeln insbhesodere, als auch beiden zu-

leich Geniige leiste. Das Gesetz der Bildung der Wurzelzeichen,
ie in diesen Fuoktionen vorkommen, wird einstweilen ganz un-
berticksichtigt gelassen. Wir gehen daher, abgesehen von diesem
Bildun setze, zur Bestimmung der Erfordernisse iber, wo »—2
gleiche Wurzeln in einer Gleichung des nten Grades vorkommen,
und untersuchen den Einfluss der sich ergebenden Resultate auf
die Beschaffenheit der Fanktion, welche den Wurzelausdruck der
Gleichung des nten Grades mit » ungleichen Wurzeln darstellt.
Zu diesem Zweck nehmen wir an, es seien —a,; und —oy die-
jenigen zwei Wurzeln, welche weder unter sich, noch mit irgend
einer der ibrigen Wurzeln gleich sind, —a bezeichne eine der
n —2 iibrigen gleichen Wurzeln der Gleichung:
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F(2)=a"+ 0 281403253 + ..... + Gn-32® 4ty 2+86=0 (1)
Zufolge der obigen Aonabme geht diese Glyichung iiber in:
F@)=( +ay—2a+ ) @+ o)
=a,*+a,.z¢-l+a,z'-’+......+a?_,z’+¢.-,x+a.=0.....(2)
Differentitren wir diese Gleichung (n—3)mal nach einander, so
erhalten wir:
F'(2)=(n—2)(z+ a)*—%z2 (g top) 24 ogon}- Hz-H )32zt g+ 05} 0‘ ®
—=nz*—14(n—1)a, 2°~3 4 (n—2)aga™ %t .....4 202924 an—y = \
F(z)=(n—2)(n—3)(z+o)* 4234 (a5 + o) -+ a0}
+2(n—2) (22405 + o) (z+ )"+ 2z + )~
==n(n—1)a*34(n—1)(n—2) 2y 2234 (n—- -2)(n—3)as2™—4+-...
....+3.2a._,z+2.1¢u-,=0;

@

H

Fr—6)(z)=Cy(z + o)*+ Gy(z + 0)* } Gz + &)
=n(n—1)....6.254(n—1) (n—2)..... 5.0, 24+ (n—2)(n—3).......4.
+(n—3)(r—4) .....3.a323 4 (n—4)(n—5)..... 20,2+ (r—5)(1—6)...2.1a, ®

=n(n—1)....524 4+ (n—1) (n — 2)........ 4a,2®
+(n—2)(n—3).....3a3 22 + (n —3) (n — 4) ..... 203 x

Fo—3)(2)=B;(z + a)3 4 By(x +0)3 4 By(z + o)f
f —
+(nr—4)(n—Y)......2.1.a,=0

=n(n—1)....4234 (n—1)(n—92)....... 323} e
+ (n—2)(n—3).....2a9x + (1 — 3)(n — 4)........ 20y =

In den drei letzten Gleichungen bezeichnen A,,A4,, 45, B,,
u. 8. w. die Coefficienten der Potenzen von z+4a, deren nihere
Werthbestimmung Gbrigens unndthig ist.

Auch in diesen Gleichungen wird der auf der lioken Seite
des Gleichheitszeichens befindliche Theil fir a—=-—a zu Naull,
weil alle Glieder desselben x4 a=0 zum Faktor haben, mithin
miissen auch die auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens
befindlichen Theile zu Null werdeo, wenn 2=—«a wird. Man
kaon daher fiir den Fall, dass »—2 gleiche Wurzeln in der
Gleichung (1) vorbanden sind, und wenn f, g7, §” die Wurzeln
der Gleichusg No. (7), also von der Gleichung

n(n—1)(n—2)z% 4 3(n—1)(n—2)a, 2243.2.(n—2)agx 4 3.2.1.a; =0........ )]

Fo-3)(2) =4,z + o) + A(a+0)*+ Ay(z 4 )® o‘
™
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sind, wie in §. 2. schliessen, dess ciner der drei Werthe §', 87,

p”, welche x aus dieser Gleichung erhilt, wenn man ihn in die
Gleichungen (2), (3),...(6) statt = einflibrt, diese befriedigen muss,
weil, wie wir 8o eben gesehen haben, jede dieser Gleichungen
eine Wurzel 2==-—a hat; nehmen wir um an, es sei f'==—ao,
%o erbalten wir aus (2), (3),...(6) folgende Bedingungsgleichungen:

F($)=0,F(§)=0, F"(§9=0, ... Fo-5(8)=0. . . . (9)

Wire aber pf?=—a, oder f”"= —a, 8o wirden wir die Bedin-
gungsgleichuugen : ‘

F(B")=0,F(8"y=0,F"(8")=0,......Fe—a) (") =0 . . . (10)

FE"=0,F @™ =0F"(") =0,...Fe-@"=0 .. ()

erbalten ; jedoch miissen wir wohl bemerken, dass die Gleichungs-
systeme (9), (10), (11) nicht gleichzeitig hestehen, sondern, wenn
die Gleichungen von einem dieser Systeme stattfinden, so beste-
ben die in den beiden iibrigen Systemen nicht.

Nehmen wir jetzt wieder an, es seien nur ungleiche Wurzely
in der Gleichung (1) vorhanden, und ex bezeichne 2’ eine solche
Wurzel, so wird der Werth von 2/, wie wir sogleich beweisen
werden, folgende Form habean:

12

/
\ '(__ﬁ':)’ p(__a,;l_ Pl — !::), ....ﬂn—.})(_:Tl
a —, n—.
P A ) FMAF ). F @ fasl P 0. F )]
EHUFB).FB").FE") G B).F(B"). FB"),...
wereefaal F —8)(B). -2} (%) Fio-a")]]
In diesem Ausdrucke bezeichnen %,fé,f, werefysfgseseene Funktio-

nen, deren niihere Bestimmung sich aus dem weitern Verlauf der
Untersuchung ergeben wird.

Dass in dem Ausdrucke, der in dem Funktienszeichen ¢,
enthalten ist, die Funktioneaverbindung :

a 9
l(.... ;‘), F'(.._% .....F(ﬂ—d;)(_..-;
L[ tF(@).F @) ft P (@).F (@)oo fagt F-2)(er). Fo=4)(a")]]

vorkommen muss, ist in §. 1. und §. 2. ausfiihrlich bewiesen wor-
den; dass aber mit dieser noch die Funktionenverbindung
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. [fltF(p').lﬂ(p").F(p');,f,{ﬂ(p').i‘(ﬁ').l_"’(p")}, epreaseanesans
............... Sfagl Fi—2) (8).Fn—~2) (87). F—43)(p")

mittelst des Zeichens (4) und (—) in Verbindung gebracht wer-
den muss, geht daraus hervor, dass der aligemelne Ausdruck
der Waurzel der Gleichung (1), wenn sie nur ungleiche Wurzeln
hat, sich auf den Fall aurickfiihren lassen muss, wo n—3 gleiche
Waurzeln in der Gleichung (1) vorhanden sind; dieser Fall hat
aber eine derGleichungsgruppen (9), (10) oder (11) zur Folge; da
nun aber sowohl f’=—a, oder auch p"=—=—a, oder endlich
" =—a sein kann, so kinnen wir wie in §. 2. schliessen, dass
in diesem Falle die Gleichungen:

fAF(B).FEHFE™M=0 ) = .
fulF(8').FB".FE™MN=0 ¢ ...... (13)
fa—sl Fie—2a) (8'). Fe—2)(6"). "~ 4)(8")} =0

nicht nur richtig sind, sondern eine nothwendige }olge der Am-
nahme von n—2 gleichen Wurzeln in der Gleichung (1) sein miis-
sen, und dass diese Produktenfunktionen in dem Ausdrucke s‘lcig N
vorkommen miissen, wenn jener aligemeine Wurzelausdruck

auf den speciellen Fall von n—2 gleichen Wurzeln anwenden
lassen soll; dass diese Produktenfunktionen mit dea vorhergehen-
den durch die Zeichen (+4) und (—) verbunden sein missen,
wird ganz auf gleiche Art wie in §. 2. bewiesen, woraus die Rich-
tigheit der Form des Ausdrucks in Nr. (12) hervorgeht.

Sind ¢, ¥", ¥”, yiv die Wurzeln der Gleichung
Fn—4) (z)=n(n—1)(n—2)(n—3)x*4+4(n—1)(n—2)(n—3)a, x3
+4.3.(n—2)(n—3)az 2* + 432 (1—3)ay = + 4.3.2La,=0)""
so kinuen wir ganz auf gleiche Art, wie in f 1, §.2, §. 3. zeigen,
dass die nachstehende \g’urzelform einer Gleichung des. nten Gra--
des die Bedingungen von n,n —1,2 —2 uod n —3 gleichen Wur-
zeln enthiilt, und sich daher auf jeden dieser speciellen Fille an-

wenden lisst; o'~ o’; 8, ", B” en hierin ihre friheren Be-
deutungen:

a9

)

I(—-% .F’(—-% ,F"(--%), ........1&--5)(_%.

& [UF(@) F@) [o F () F())y .. fag FO=5)(). Fo—=5)(a")]]
== 4 g, {EIRFELFE)FENAFE)F E)FE N,
wesfa—gl F8—5)(8"). Fla—5)(87). Fin—5)(8™))
i[suF(w.F(f'). Fy")Fr)h$a(F@)-F ") -F"). F'(yu»,...]
i rner- g F = 3)() = 5)y"). 7= 5)(y"). Fia—5) i)

\
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§ 4.

Gehen wir endlich zu demjenigen Falle ber, wo in der Glei-
chung oo

F(z)=z"+ g a1+ aga® 2+ ccenes +au.,z’}au_l.z'+ an=0..... @

our zwei gleiche Wurzeln Yorkommen, und nehmen — o wieder
als eine der zwei gleichen Wurzeln an, die ibrigen seien: -—-?,
—b @, — @y e — an—g. Dadurch geht die Gleichung (1) in folgende
Gber:

Flo)=(z + «)*R2)
=a"ta; 271 4 ap2®2 +.......... + an—27® 4 aa T tan=0 (2)
worin der Kiirze w;egen :
f@)=(z +a)z+ )z ta)......... (z+on—3) -.-@)
gesetzt wurde.
Durch Differentiiren finden wir:
&4
| F(@)=2(c+o)flx)Hz +ePf(z) d}
=nan—1 + (n—l)alx“-?+(n '—2)0’1“—3"' -------- -I-Q(l...,z-l-a._l
In dieser Gleichung miissen beide Theile fir £+ =—« verschwin-

den. Sind daher ,1%,4",...v—1) die Wurzeln der Gleichung

6]

8o muss eine dieser Waurzeln —= —« sein; es sei daher v——g¢q,
s0 muss, wenn man ¢ statt z in die Gleichung (1) oder (2) ein-
fihrt, sie auf Null reducirt werden, d. bh. es muss

F»)=0 .............. ©)

sein; es kinnen aber Fille eintreten, wo entweder v'=——«, oder
¥'=—a u.s.w. sein kann; in diesen Fillen miisste dann, wie in
§. 3., respective:

FO=0.... % ........ )
F@=0.............. ®)
Foo-1) =0 ............ ©

sein; der allgemeine Ausdruck muss sich aber picht nur auch
aunf den von zwei gleichen Wurzeln der Gleichung (1) reduciren
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und anpassen lassen, sondern es miissen selbst diese speciellen
Fiille alle in ihm enthaiten sein, d. h. fir jede der Wurzeln v,
v, Y™,....v®=1), es mag eine beﬁeb}ge von ibnen =——e« sein,
so muss aus ihm die entsprechende der Gleichungen (6) (7)...(9) de-
ducirt werden kinnen; da aber diese Gleichungen nicht gleich-
zeitig statt finden, sondern im Gegentheil, weno eine, z. B. die
Gleichung (7{% statt findet, die ibrigen alle nicht statt finden, so
wird diesen orderungen nur dano entsprochen werden kdnuen,
wenn in dem allgemeinen Ausdrucke fir die Wurzel 2’ der Glei-
chung (1) das Produkt

F(@').F(¥).F (#") coooor. F(y—1))

oder eine Funktion dieses Products vorkommt. Dieses Produkt
oder eine Funktion desselben muss mit den vorhergehenden Funk-
tionstheilen im Wurzelausdrucke durch die Zeichen (+) und ()
verbunden sein, was ganz eben so wie in §. 2. bewiesen wird.

§.5

Theils aus den im vm'li;gen Paragraphen angegebenen Griinden,
theils aus dem sichtbaren Bildungsgesetze, das sich in den gefun-
denen Wurzelausdriicken des §. 1., §. 2., §. 3., §. 4. offenhar aus-
spricht, endlich theils aueh aus dem allen diesen Entwicklungen
zu Grunde liegenden Grundsatz, niimlich: dass sich der Aus-
druck eines Wurzelwerths einer Gleichung des nten
Grades mit n verschiedenen Wurzeln, auf alle speci-
ellen Fille von =, n—1, n—2, n-3,....3, 2 gleichen
Wurzeln zuriickfihren lassen muss, d. h. dass jener all-
emeine Ausdruck so beschaffen sein muss, dass die einzelnen
ﬁelationen zwischen den Coefficienten der Gleichung (1), durch welche
diese specielien Fille charakterisirt werden, so zu sagen implicite
in jenem allgemeinen Ausdruck vorhanden sind, oder doch we-
nigstens aus ihm deducirt werden kinnen, glauben wir berechtigt
zu sein, dem Wurzelwerth, welcher allen diesen speciellen Fillen
von o, n—1, n—2,...... , 2 gleichen Wurzeln geniigt, welches
also der wahre Ausdruck fiir eine Wurzel der Gleich Nr. (1)
ist, wenn n verschiedene Wurzeln in derselben vorhanden sind,
folgende Form geben zu kinnen, wenn wir auf den Zeichenwech-
sel die gehdrige Riicksicht nehmen:

.\
F(—2)4£,(F@) Fe) 4+ A F@).FE").F@™)
a \ +SIFQ). F@)F@)Foyii+. . ... ...

+UF)F@LFO ... ... Eoe=))
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\

F(( = 2 )= Al P HAIF@).- P FE™)

+ 8iF@).Fo).Fy")Fipi+ .. . .. ...
+%—1 < +

[+ 2tF (). Fo). Fo™ . . .. . F (e}

n( — %) 4 AlF(@). ), F(B)- FB).F(6™)

+ S\ F@). Fly).F*).FyN+ . ... .
a2 T AP

I

LA COPACHE H Co IR F (1)
+ u. 8. w.

Die Reihenfalge der Glieder bricht ab, wenn der Zeichen-
wechsel erschipft ist. Die Buchstaben o/, o, £, 8%, % y'......
in diesem Ausdrucke haben die frihere Bedeutung. Hingegen sind
fis fi» Fi,.......x Funktionszeichen, die nwur durch Wurzelzeichen
qfnrgestellt werden kinnen. Man sieht aus der Betrachtung dieses
Ausdrucks fir eine Wurzel der Gleichung des nten Grades, dass
demselben noch eine Bestimmung der Wurzelzeichen, pebst ibrer
gehirigen Verbindung fehit. Die Bestimmung derselben, so wie
die einiger Zahlen-Coefficienten wollen wir im folgenden Paragra-
graphen an einigen Gleichungen versuchen.

§. 6.

1) Ee sei die Gleichung
Bd4aqrta=0.......... . (a)
segeben. Fiir diesen Fall erhalten wir nach dem resultirenden Aus-

rucke in §. 5., weil n=2 ist,
2
w=—gtatF(-Pi=—F+n {5 —al-

Setzen wir diesen Werth von 2’ in die Gleichung (a) statt =, so

erhalten wir:
~(F o)+ Lot i J=0.
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woraus 2“-4—"—a,f=:iv a_} —ag ist;

mithin bezeichnet hier das Funktionszeichen ¢, die Quadratwurzel,

folglich ist
2
e=—31V T -a

2) Es sei die gegebene Gleichung:
284 a 23 Yagxtay=0 ....... ee. (@
Es ist also nach dem Ausdrucke in §. 5., weil n=3,

=P+ 00§ F(— %) + ). F))

+ou3F( = %) ~fitF@). Fen}

oder wenn wir die bereits in §. 2. gefundenen Werthe von
F(—-%) und von F(«). F(«') gebrauchen, so ist:

®
= rnl(P ) i) -5 (e
IR )P ) -4

Da diese Wurzelform alle miglichen speciellen Fille uater sich
begreifen muss, also auch die mit zwei, und drei gleichen Wur-
zeln, so wie auch jene, wo einzelne Coefficienten, ay, ay oder
as, zu Null werden, so nehmen wir zuerst an, es sei x=—u’
eine der drei ungleichen Wurzeln der Gleichung (¢), so werden
die beiden andern #=—u" und r=—u* durcﬁ eine Gleichung
von der Form: .

‘24 Az4B=0 ............ ©
bestimmt, wo der Kiirze wegen
A=a,—u, B=as—u'(a;—u) ....... @)

gesetzt wurde; aus dieser Gleichu'ng erhalten wir:

x=—u”=_.—$+NA’—4B,

A )
== 3—3 A3—4B.

e e (e}
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Nebmen wir jetzt an, es seion in der Gleichung (a) zwei Wnruln
gleich, so folgt ans- (e), dass. "

TR R RO

. f A’—4B—0 ........... (2]

\\!

sein muss. Aus (b) folg aber nach § 2 dass ﬁ’lr zwei glenche'
Wurzeln ...... Loih A

Al ) w(vr-%) Y

sein muss; die Bedm en und mﬁasen nothwondl iden-
tisch sein, daher mu;‘: nﬁmh (I) (9) ¢

VA’——4B~f: 3("“"—%——«)’ Y —as)i

stin. Es wurde aber in §. 2. bewiesen, dass im Funktionszeichen
fy kein anderer Ausdruck der: Coeflicienten al, ag -und ay, als

2
) -4
enthalten sein kann, mithin musg auch. 43 —4 B mit diesem Aus-
druck identisch sein, daher muss sich das Symbol f; durcb%v

W

darstellen lassen, oder es muss

ml w-%t;_;.) ()t

NS
sein. Es w lrd daber der Ausdruck ) zua:
‘ ()

() W E ) -%@-«-)'f
5 W RS

Wir [erhalten endlich aus (1), wenn wir in jewer Gleu:hung
4 =a,=0 setzen:

Theil XVI. 9




Wil veax oy 0T -3 O
X'= Qg <+ ¢ e e o e 0 n oot (‘)

1
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|
|
|

Die Summe dieser Au;drﬁcke in den Fuoktionszeichen ¢y ‘kann |

3

aber nur auf ¥/ —.a, zgn‘u:k etPM werden, wenn, erste in @y
enthaltene Glied ‘(&;’- — 2'7 -La,) in (&) noch glit ginem jetzt
noch unbekannten Zahlen - Coefficienten n vervielfacht ist, indem
welér diesesiGied, noeh der ibrige im Waurzelzeichen - enalténe
Ausdruck eine andere Aenderung erleiden darf; selzen iwir uleo in (A)
n(ﬂz*w )Staﬂd ten Glied a,a,__ﬁ'__a)

3 o %) o es.serse [335—3— o —®):
80 vr'm{janes fik -4 =Ua2=0 Bu —may;; man -evtiitt dlso aus (A
statt des Ausdrdcks (k) Yolgenden: ‘

e

oo e . ‘v B
© =gy 'z ~mayt 5‘;241% {—nh,-—%‘- Lo (B
Aus der Verglel;:bcng vop i) und (/) folgt, dass tntweder:

IR TR +%’— =0
oder ‘

g »—-na,--%:io .

sein muss; lisst man Qie letgtere dieser Gleichunqen gelten, so

folgt n={3; dieser Werth in der eratern substituirt, gibt
2ay

+ 5 welcher Werth ‘unbrauchbar ist; _sefzt man aber

—nay + %’:0, 80 kommt n=+!2; dadurchwirdaber —na,-:-% zu
—ay, mithin ist 2'=g¢y|—a;). Hieraus, und aus (i) folgt:

oNL e .
\'('-“ G L 7" V=gt~ - < J

,’ (. .worans Hervo;%:t, dass das s whol g die dritte “Wugzel vor-
* \" stellén /muss. witd also der Ausdruck (6), wenn man das erste

Glied.in,gs mit % multiplicist:
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A/ EF- \f(%—%—«)’—%‘(%—'—'«x

Es versteht sich von “selbst, dass niemand einen so langen
Weg zur Auflisung einer (:lei“%ﬂ des 3ten Grades einschlagen
wird; allein es handelte sich ier gar nicht darum, eine neue
Auflisung der Gleichung des 3ten Grades zu feben, sondern

dewin , ‘thelis 4QH)0 Am duog ﬂeun‘g ¥: gdupdeian Anpdinld
z en, e a () em 1) [5) 1
m,l das é o '19 q‘?: Je!;“e‘:l andrui’l‘:ﬁ:lg:%%gar za *Iaghezl:

d#ch 1-? > il!!‘JH! Wolpgm €rnd
euer enchung ie hw:en iten .dieser Bestimmungen ver-
mehren; allein es Mbgliclikeit vorhanden, gerade

auf diesem Wege zu elnem alliememen Warzelbildungsgesetz zu
5lan gen, (welches allein nec fehlt), was auf dem Wege der

ombination, wie ich fest, iberzgugt bin, und,was erst ein neulich
erschienenes Werk, in welchem die Gleichungen des 5ten und
6sten Gtades geldst sein soliten, aber es halt nicht sind, neuer-
dings erwiesen hat, niemals geschehen wird.
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Ueber Paul Halcken’s Darstellung der
gewdhnlichen Auflisung  der " cubi-
schen Gleichungen: durch  die' carda-

“mische Formel. .. i’ . ..
- . "".ou ";I‘ ll‘n". “ - '(: ' ‘) ‘-"l.-_! : .<
~ dem Herausgeber.; '~ '
. . PN LN . . . '.h.;I- ;: . -" ' :’ o

Paul Halcken, Arithmeticus zu Buxtehude und Mitglied
der Societiit der Kunst-Rechner, oder vielmehr der im Jahre
1690 gestifteten, die Kunst-Rechnung lieb- und iibenden
Societdt zu Hamburg, aus welcher spiterhin die jetzt noch
dort blihende Geésellschaft zus Verbreitung der mathe-
matischen Wissenschaften hervorging, in dieser die Kunst-
Rechnung lieb- und iibenden Societit der Haltende genannt,
und nicht zu verwechseln mit seinem Bruder Johann Halcke,
Thro Konigl. Maj. zu Dinnemark und Norwegen bestelltem Mathe-
maticus und Arithmeticus zu Utersen, in der die Kunst-Rech-
nung lieb - und iibenden Societit der Harrende genanat, hat in
seinem viele schine Prohblemata und andere sinnreiche Dinge
enthaltenden Buche: Deliciae Mathematicae, ober Mathe-
matifded Sinnen-Confect, beftehend in Fanfhunvert viev und
ficfmtt%ig auderlefenen, zum Ibeil gar Kunftreiden Alge-
brai-, Geometri- und Astronomif{den Auffgaben, mit vies
Ien Fianftliden Solutionen und Reguln gegieret, infonbdes-
Deit einer curieusen Grfindbung der Logarithmorum, bon
per Quadratura Circuli, nad) der unendvlidyen Naherung,
und andern Sinnreihen=Sadien mehr u. f. w. Allen Liebha=
bern per Mathematifdhen Wiffenidafften, infonverheit ber
Edlen Reden=Kunft, jur wohlgemeinten Gemitths-Ergetzung
auffgetragen von Paul Halcken, Arithmet. in Buxtebube,
in ber Societaet ber KRunfiredner dem Haltenven. Su befoms
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men bel Jobann Hinvidh Wolgemuht, Schreib= und Redhene
meifter an ver Sdulen ju &St &icolai und bel jeven Sunffts
Berwandten der Kunftlichenden Societaet in Hamburg.
Hamb‘ll;g. 1719. 8. — die cardanische Formel nach einem von
dem .egenwﬁrtié ‘in

verschiedenen Verfahren. durch eipe blosse, Substitution eotwi-
ckelt, welcheo pach meiner Meinumg noch jelzt gekannt und bei’'m
Unterrichte angewandt zu werden verdient, weshalb ich dasselbe
in diesem Aufsatze mit verschiedenen von.mir, selbst hinzugetha-

nen Bem’erﬁ'x’ngen deo Lesérn ‘des’ Archivs mittheilen will, da es"

wohl noch wenig bekannt ist.

Wenn a und 6 ositive Grdssen- bezéichnen, so kann eine
von ibrgm zweiten ,(-};iede auf bekannte Weise befrei’te cubische

“den Lehrbiichern der Algebra gewUhnilichen -

Gleichung nur “unter einer der vier folgenden Formen auftreten: °

z? 43¢z —2b=0,
23 —3axr—26=0,
z*+3az +2b=0,
% —3az +2=0.

Weil aber die dritte und viegte Gleichung durch die Substitution

r=—y in .
—y‘—3ay+26=0,
—y®+43ay + 26=0;
A%

d i in - : %
R B Vo
343ay—26 = P,"

w1y e ':"y R DI TR o w0

9*—3ay—2b=
ﬂberg:hen; 80 ist klar, dass wir als specifisch verschiedene For-
men .

loss die beiden Gleichungen R

¢y B +3az—2b=0,
z®—3ax — =0

zu betrachten brauchen, wie auch Paul H'alcken tﬁult, wobei
noch zu bemerken:ist, dass die Coefficiepten 3¢ und 26 statt der
ewlhnlichen a und 4 'bloss der Vereinfachung der spiiter-

Y ue

sonst
hia .. den Formeln -wegen glejch won vorn berein eingefithrt
K lapn. Forml g gl o v ol dgetn,

' ﬁ&rﬁébten'w‘ir pun’ zuefst die Form ’
%4 3ax —25 =0,
und fdbhren, indem wir
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aico, 5 sder Sait & av
,,...::,e:."::':d i gL peden s.z'::.,nte ik, Ggiofg *““ ,4
1. 1t uh“ -Zﬁu‘—"¢’—(}! naes AN YCT Y 2 4

lc d i " s t;ww 0 syt ma'*m-
.'i’:n inn*'%.i“ﬁ&ssﬁi."g" Juslldlis nig sulge :

=5 F VTS,

-

also
u=v(b i Vlb’ + a‘)
und folgllch nell nach dem Oblgen ‘
et Haoo AT )
z=u-—g— v
v
: -
ist: ‘ .
z:{/(bfv-b’-l-a‘)— -.'—"—a———", TT
(bzl: 0%+ a8 '
also, wenn man Zihler und Nenner des letzten Bruchs mit
v(b vw b2+ a% .
i . . Tova bal O« Tt
multiplicirt' . o o BT T TIT

Z=v(bLy 3‘*‘"“”) ¥ V(b*-F Vm.

wo es nun genugt bloss
i Y] dwad et Lo

T f*‘*?wﬁfb‘*“m' Wcaw}’mn... el

ionon Hlllmluu Ho ‘—u .

(38 4 ) \

2 ‘Setadh: Mittéist didselt Wothiel ladkt diéh T diesbot ml
eine reelle Wurzel der gegebenen cubischen Gleich

nen; und wie man danm ferner die benden anderen Wnrzflp, ﬁn
det, ist bekannt.

Wenn ferner die Glelchung =~ ' "
x3—~3ax—26=0 Y TTRTE X T [ I TP
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gegeben ist, se. seiven wik - B TN 24
2
3;',‘_.3_'5,_ .
whd epbalien dedwrch die Gleichung LT e
R g e W T S
RERPY: | - o ;‘.1—. =V . .

aleo, wenm wis sul beiden Seitan mit w* mlﬁplicil;m' unﬂ.lmﬂh-
ben, was sich.aunfheben Misst: : B

ub— 2018 + a®=0.

L3sen wir diese Gleichung wie eine quadratische Glaighyng dnfu
so ergiebt sich

ACR LA )
\
RO

W=bVPB—a, '
[& A
also
u=VGIVE—@)y L
und folglich, weil nach dem Obigen T i)
a -
z-u-’--a e <o tood g
ist:

!
t

=y (V. b—i—:ai);ﬁa—'_:,.—* s

VGNP ad). s e S

oder, wenn man Zihler und Neaner des letzten Bruchs mit
SOV rioo

multiplicirt: !

=V VE—a + VOFVF—a), - -

wo es nun wieder genligt, bloss

T=v G+V T =) +v/(b-VP—a%)

Vb

. : O« 1~

zu setzen.
.. Wem b’--c;'z;(). ist, 80 kann man auch in diesem Fallg ipaner

cine reelle Wurzel der gegebenen cubischen Gleichung berechnep,
und w?? man dann fernxérsdfe beiden andern szelng 'ﬂnﬂet, '!s‘t
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Wenn aber 63—a?<0 ist, so erscheint die Warzeli : ! . .

2=y/(04V P—a%) + V(b—V FF=a¥)

unserer cubischen Gleichung unter einer fagin&ren Forth, wwd dech
lisst sich auf folgende Arf leicht zeigen, dass gerade in diesem
Falle alle drei Wurzeln der 'Gleichung nothwendig reell' sein miis-
sen. Da p¥mlich jede cubische Gleichung als eine Gleichung
eines ungeraden Grades nothwendig mindestens eine reelle Wur-
zel habén ‘muss, so wollen wir- diese reelle Wurzel unserer cubi-

schen Gleichung durch o bezeichnen, so dass-also
0% —3anw —26=0,

unid- folglleh ’ I R INE

2 —3ar —Wp=2—o? - Ja(z—w)

>
N AN |

oder o
23— 3az —2b = (z— o) (22 + oz+ 02—3a)

ist. Daher sind die beiden abdern Wurzeln unserer <cubischen
Gleichung mittelst der quadratjschen Gleichung . Co

22tz + w2—3a=0
zu bestimmen. Die Auflésung dieser Gleichung gieht
= -%-m :’:\/—3(“—{ %) -
Weil nun wegen - der Gleichung ' .

R B 0!%&.,—-%:&0 L. vea s
offenbar e '
2% 1 3 b .
w’=3a+;-, z—w’:;a-}% A
und folglich -~~~ ™ i e

v..__'.*'.r“:'.»,f,

o

l "
a—zm’.—-Ia—‘
R AR A ST

Y

st, so ist, wenn o negativ ist, offenbar a—} o® nicbt. negatiy,
und die drei Wurzeln der gegebenen cubjschen Gleichung. sind
dahber' in" diesem Falle “augenscheinlich simmtlich reéll. “Ware
aher,"wgnn:fd .'[i)g'sitiv :ils't,. a:,—::-'m" negativ oder—::m!> 4’;,,}3‘0

.....

wire o3>da oder w>24/a. Weil nun nach der Voraussetaing



18¢:

b2 <a?, b <ava ist, so ist 25 <2av/a oder 26 <a.2ya, folglich-
nach dem Vorhergehenden um so mebr 26 <aw. Nun ist aber
vach dem Obigen bekanntlich -~ » . -

fiee :!; R -'—»!‘; b-,.f i e oo b
h-—lm’_ld—%}, !

' Ty P 08 . Y
also, weil wir angengmmen haben, dass a—%ﬁm' negativ  sei,
AR S T S =Y
9%- > %a, d. i. 26> aw, was dem vorhergehenden 2 <aw wi-

N ] M g b

derspricht. Daber kann auch in diesem Falle a —7 ? nicht ne-
gativ sein, und es ‘wihd folgfith auch jetzt alle drei Wurzeln der
gegebenen cubischen Gleichung reell, wie bebauptet wurde. . |

In diesem Falle, wo alle drei Wurseln der gegebenen cubi-

schen Gleichung nothweidig ‘reell-séini Iniissen, die durch die
Formel )

=V (b + V=) + V(b —V P~

bene Waurzel derselben aber unter einer i Form
E:gl:'itt, sucht nun Paul Halcken die Wurzel maginigep Form

) (ervE |
er

~ ot

SOV TP, VR e

:lvirkliczl:l anuin:z‘iebel:;:lueili3 N::h einem. g; M Probi 'l'::n ll:guhen‘i
es und gewiss in allen Beziehyngen :iic qingese 8 un
man, lbages Verfahren Im?:t sich aber aus' den Beispielen, auf
welche er es anwendet, nicht mit hinreichender Deutlichkeit nnd..
Bestimmtheit entnehmen, und kann daher hier picht wiede:

ben werden, was auch bei der jedenfally grossep Mangelhafﬁg-
keit desselben wiehts ‘nittzen' -wﬂere‘,‘-.lla‘ man jetat weiss, dass
sich dergleichen Kubikwurzeln anf eipe Iﬁh leichte und elegante
Weise I:ﬁt Hiilfe der goniometristhen 'Fibctionen' wid der'in 'voll-
stindiger Berechnulg schon vorliegendep Tafeln derselben berech-
nen lassen, was aufidie lemVntarste Wéli¢ vielleicht auf folgende
Art gezeigt werden kann.

Setzen wir

:'!5 . R R

21T i' ::""".' " "‘""'\‘“:‘:;' ‘_—i "'.)--‘I T ot
) ! 3 ‘ r——i
v :"‘IV‘I(QN “D;.'-" 5?*’5 43 e
so ist I
a4V "T=0"4 0%V —1—Jows Fo?¥ 1
=3 thyBor0d I} (v0—w?)V —1,
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M; ’ : I A

’ v'—3vw5=3u, 3o’w-n-m'=a.,
Quadrirt man pun auf beidlen Seiten,.so’ wird

a’.j:v‘—ﬁv‘w’+90‘w‘
Br= ‘ 90‘w’—-60’w‘+w‘ '

. L 0!- LA
also, wenn map addirt:
ol LYy P oon

alnl [ R I -.. . . ~ -

e a’+ﬁ’—u°+'3v'4w’+3.=w4+wo )

di - Coamm
BRI L I ! ey e o

Coeen u’-inﬁh:.(v’-fw')‘ S

1

ety :. LY 0 N
ot =V o 4 B3, '
und folgheh =~~~ ', Lo

1 2 w
Gap) F (G
Daher ist man berecbt'wt / '

. h i

' wﬂ“w., Mgcﬂ..'” R e
r.,':, :.' 'vu"'"a" . ‘v-a-.‘.gi ¢’l| oo “: . : .'= o RIS
oder - T e R T A IR R R

S B e T
.n==siop Vm. w-—eowow W
znsqtqen, wagyin, die Glowhungen . .0 .. u!l A
T ,,‘,‘.':n",rrw}?%.dﬂ‘%v"’?ﬁﬁ: . .:=j=t -‘«.
gesetzt, giebt: ke 1 g
sinq»'w-&mg)cosqt’v_?—“’“ e
3sinq»’éos¢m = cos ‘P‘W=

oder
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cndp" Seobipitug® v‘—,-:'_—? -
Bekaontlich ist aber, was durch die elementarsten goniometri-
schen Fonneln soglelcb zu beweisen |sf

, (4]
sm3¢ 3&n¢m¢'-wiu¢' vt
PN GWW*WM;. . o N
alfo. mcin‘ dem Vdrhéf‘geMnl!eU‘ AR e
sindp=— s%( I ORI Ay

V"‘HF’ iy, VA

und folglmh aucb e ., . '
s a0 % l K RN (LY ot el
: 1:1 ),- hnswtip- .". TEIET NN

[P —“ PR

mélaf Mlser l"bh&elh tainl’ 3p. ulse mcﬂ ® Bdreclme‘! wérden ;
bat man aber ¢, so hat man auch P o

v=sing. VAT, w=ciop VEFF
und demnach auch EEUICTR B}
Vet BV STy=vLwy T,
Io Ricksicht auf unsere obige cubische Gleichung ist '«
a=ﬁ‘,.-’ .8::‘\:'41_':3‘,

folglich
atfr=ad, o o
und daher s o\a
b : S8 A A
. a4
‘ GVG l \\u !a v
so wie

. b
o 3.’—\’. b
Ferper ist'" '" '
. W

idmp Ya, w=cosp.va;

also T R Y B S FTUR Y T AT Te A S { ORI TP Y (IR Y B PR T
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&(b;!;\f b3~-ah) = ga. (sing LeospV —1),
folglich nach dem 'Obigén
(TR RS "f-_r‘zvj‘f'&“,‘h’r } W

'.! AL TR IO A T PO
Die weitere Discussion dieser Formeln unterlassen wir figlich
hier, da dieselbe allgemein-bekanst. ist..

Hilt man die Einfillrang .der ‘goniomsitischen Functionen far
der Algebra zu fremdartig, so kaon man den vorhergebenden Fall
der cubischen Gleichungen, den map bekapntlich den irredu-
ciblen Fall zu nennen pflegt, auch auf folgende Art behandeln.

Aus der Form der Glgig;l!gpg ,
i 28 3ar—2=0

erhellet nach einem bekannten leicht ganz elementar zu beweisen-
den Satze von den Gleichungen (Supplemente zum mathe-
matischen Wirterbuche. Thi. ll. Art. Gleichung. S.396.),
dass dieselbe jederzeit eine, " aber auch nur eine reelle positive
Wurzel bat, die wir vop,nuo an dusch.; selbst beseichnen wollen.

Weil o I C

z¥—3ex—2=0 °,

i't’soi’t v hG 1“! i o
25
oo B3t
oder s L T A LT PRI R
RERDR AT
HIBO G
Fv—&"" 2% . 1adah Lot
S\t Y
%::&2‘ '—%,___m' Lypn TR
3“ + N 0.
) o
\ .‘ X BERRL 1§11 26
+
Qbi-: o ok
LT IS SEL R ST '3¢+7

und bezeichnen wir nun die Briiche oder Grissen w-h
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ﬁ;V 3¢+———'\7 Sapioen v =y e

V“*Vs& St V_E_
‘ v

. A P N S O
der Reibe nach :lnrch ‘
Ty, Tgo Tyy Tgs o

ro lisst sich zuerst durch ganz Ielchte Schllsse, iber dlo wn-
hier fliglich hmweggeben kiinnen, zelgen,' @hss T
n'<z &1‘3:

3’5‘-’55'&3;

n<rg Ta

T > 2>,
‘gz <y, B

u 8. w.

il'l:"b so dass also je(lé'.‘ zwel' binandér bepachharte Glieder der
ihe

Xy, Tgy Ty, Tyy seeee

zwei, x zwischen stch faggende Grénzen sind, und es kommt jetat
nar darauf an, zu ubtersuchen, obidiese Gtiinzen einander bis zu
jedem beliebigen Grade nabe kommen kinnen, weil sie nur unter
dieser' Bedingwog- ¢lii ‘bicher mirh Zweck fibrendes Mittel, ,z. mjt
jedem belighigen.Grade des Gemauigheit ashiibernd zu herechuen,
an die Hand geben kinnen.

Es ist aber augenscheu?heb in, yilliger Allgemeinheit

26 26 .
Zat1 =v—3“+z“9 T = 30""’ _':l-
oder (
20
zﬂl'=3¢+ "" ) fl‘u —30 +x.—.;
also



a2

Tt b (o) g
folglich nach eingm bekanntqt;,‘al;itﬁfndischen Satze:
Zaty — Tn = (Tn— — Tan) . T 7n @ T 7ot
Das Product sl
‘ N Zn—y Ta(Za+ Znfy)
1ist aber offenbar iner g&ﬁuger. als
V34.43a.2V 3a:

d. i. grosser als 6v3.ay/a, folglich ‘

2 . . < 1 b
Zn—y Tn (Ta + Tnj1) 3v3 ava’
und folglich, weil im irreduciblen Ealle, den wir jetzt hier allein
im Auge haben,

e $2<at, b<vd,. 'a—b‘-;;<l P

ist, jedenfalls

) . . 2 ' iy m] 3
. Zary &n (Ta "‘-“"‘h) < ¥ ’ .‘ ".1-':' ‘ v

E‘n, immer bloss m..Raokq'eMmf liie.“agsn-
iferenzen snyy—-¥a und Bpepms.l ., . .,

'a‘so;¢naéh dem O
‘luten  Werthe der:

arbe g0,

. . . ] — & .
o . x-_}l.l-lz"(%——:s (LT P

Es ist also hiermach "_ o R
‘ v
:z,—:t,(";;;‘, i
:;‘4 — a3 <%‘§!; e
[ Ty —::(? < ‘%'_7;’., ' ‘
‘ ' -“'4;‘3‘5

xg—:CQ(TV—'a.’
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T —Tp

—x’< 3‘V3 ’ ) :'.' .‘_ v

Tg—Ty ' p v
3‘0—&( 3 ‘-':

g —2;
_z‘<_a§_-_’,
‘U 8 VIE. _

ahou ‘wie bicmla loglenei .oM«t. S e

.x.
-"v'a <m§v;

“‘wwr’
Y
—’=<f—-=§s7'

%’L% '
-‘l'u < (3V3.)‘ ’,1‘

g 24 t“hﬂ
Xy —T)

#o—ar <Gan

Sl
39 < (3v3)1 4

s BT

und weil nus die Potenzen ' v PR

f mmmm@ﬂ@wmwu@;mwwﬂaf L

ins Unendllcbe wachsen, go ist klac, dass die Differenzen

LS D i P
et prt V) i IF xg—-“s- -“'4"-3‘5’ "‘a"'-"a» o,

in’s Unendliche abnehmen, wepn man nur die Reihe' dgr;elben
weit genug fortsetzt.: : .-

Hieraug sieht mian nun, dad mittelst des Ausdracks

T



<144

o e Vrwe AR
.. —

. ,.,3a+V 3a + u. 8 Ww.
die eine reelle positive Wirzel, welche die cubische Gleichung
28—3az —2b=0

jederzeit nothwendig bat, im frfedacibles 'Falle immer durch An-
niherung mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit ‘berechnet
‘werden kann, und da die. Potenzen

3v3, Bv3, BvIP, BvIr, BV3P,

nimlich ~~. e
3V3\= 3‘23,
@vP=gT, -
(Bv3)*=8143,
@v3)4="129,
(Bv3)s=2187v/3,
(34/3)9=19683,
(3‘}3)7559049‘/3, '
(3vAP==631441,

u s w.

schoell wachsen, so scheint auch die Anniherung ziemlich rasch
fortzuschreiten; aber die successive Ausziehung der Quadratwur-
zeln wird immer Schwierigkeit machen, ‘namentlich wenn man
sich bei diesem Geschift nicht der Logarithmen bedienen wollte,
und die goniometrische Zusserst lejéhte- und ielégante Auflisung
wird daher immer in der Praxis bei Weitem vorzuziehen sein.
. . [N R .
Wie man, 'wenn man die ekne ‘Waurzel der cubischen Glei-
chung kennt, die beiden anderen finden kann, ist bekannt.
Die Zuriickfibrung der cubiychén Gléichungeh ‘dutch die Sub-
Sﬁtu'ﬁo'"'en' Sttty et A L i ed '

u’_a oder x_u’ +'a‘i PeaTte . o, 1
M:"; . . _

T=

auf eine quadratische oder wenigstens auf eine Gleichung, die
sich wie eine Gleichung des zweiten Grades auflisen lisst, ist,
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soviel ich finden kann, ganz Paul Halcken’s Eigenthum und
im Obigem von demselben entlehnt worden; das Uebrige ist Zu-
that von meiner Seite.

Zam Schluss will ich der Ergitzlichkeit wegen nun noch an-
fihren, wie der genaunte alte Arithmeticus in seinem Grimme
tiber den fatalen Casus irreducibilis, aber doch auch mit einer
ewissen Freude, dass er, wie er wenigstens zu meinen scheint,

i der Beseitigung desselben einen Schritt vorwiirts gethan hat,
sich iiber diesen Fall der Auflosung der cubischen Gleichungen
ausspricht. S. 63. seines oben erwihnten Mathematischen
Sinnen-Confects sagt er niimlich:

+Bifbicher ift gelehret worden, wie man die Cubiffien Aequationes
nady {hrer richtign Demonstration aud wabrem Grunde solviren foll,
babe) diefed pa8 mhbhjamfte und nAdytigfte ift, die Cubic-Wurgeln aus den
Binomiis ju extrabiren. @8 {ft aber eine deutliche Jegul davon gegeben,
baff man folde Extraction leicht und bald versichten fann. Bel der jwepten
und dritten Regul wied man angemerdet Haben: 2Warmn vafelbft der Cubus
bon bem dritten Iheil der Jabhl 3a grdffer ift, al8 dad Quadrat von der
Helffte ver levigen 3abl, vaf alfvamm Binomia imperfecta fommen, dazan
ber surdifhe Ihell ald &/ —a gang ungefihidt und absurd fich of,
befwegen audy die Sabhl-Kimftler mit {elbigen nicht gerne wollen zu fdaffen
baben, gleid) ivie ein Simmerman eln unartig tnaftrig ficd Holy vermetvet.”

Der berihmte Cardunus Hat, um fold;\c{n wicberfpenftigen Kumpen
aud vem Wege ju geben, tm 25 Cap. feined X-Budy8 16 particular-Res
ﬁdn efeget, von weldyen er aud) BHanvelt im 2 Cap. feined Bud)d De
egula Aliza, allein ¢8 wird dbavurd)_die Sadje nidht gehoben; Dann wan
man nady foldyen Regeln algebraifch procedivet, fo fommt wan wicder
auff folde ungefdhicte Binomia, bleibt alfo dex Karven im Kobt fleden,
derwegen ift biex Tein beffer Wittel, ald baf man bag Werd, wie ed die
orbentlihe Solution giebet, vollfiifjre, wie den nady unfer Extractions
ul folde ungefhidfte Binomia fid) gang {hHidlidy und wohl tractiren
en, wie folded aus den angeflihrten Erempeln genugfam erfdyeinst, *)

*) Uns aber doch nioht recht klar gewafdes ist.

Theil XIV. 10
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- X '
Zar Theorie 'der Reihen.

Von dem

Herm Dr. O. Schlémilech,

Professor der hoheren Mathematik und Mechanik an der technischen
Bildungsanstalt zn Dresden.

Mebr im Gefithle als im Besitze des wirklichen Nachweines
haben die Verfechter einer strengeren Behandlang der unendlichen
Reihen die Behauptung ausgesprochen, dass man bei dem sorg-
josen Rechnren mit jenen ¥ormen, wie es z. B. Obm fSrmli
sanktionirt hat, zu jedem beliebigen noch so absurden Resultate
gelangen kiene; im Gegensatze hierza wollten Ohm wund sein
Anhang geltend machen, dass solche Absurditiiten, wie man sie
thatsiichlich aufweisen konnte, nur von einer widerrechtlichen Spe-
zialisirung der Buchstabengriissen herrtihrten, mit anderen Worten,
es wurde uns verboten, in Gleichungen wie

i—h:l—z +22—2% 4 ...

das z fir eine allgemein gedachte Zahl anzusehen; = sollte nur
der ,,Triiger der Operationen*, ein allgemeines analytisches
Symbol oder, Gott weiss welcher, grosse oder kleine Unbekanntesein.
Ich will mich an dieser Stelle nicht auf die, allerdings nicht
schwierige Erirterung eiulassen, ob eine Gleichung, wie die vorhin
genannte, nur einen Sinn hat, wenn z keine | sein soll, ja
ob es iberhaupt miglich und deokhar ist, mit etwas Anderem
als Zahlen, gleichgiiltis ob dieses Andere allgemeiner oder spe-
zieller als eine Zahl ist, rechnen zu wollen; diese Untersuchung
gedenke ich einer noch zu schreibenden Philosophie der Mathe-
matik aufzubewahren, dagegen will ich nachweisen, diss man in
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der That durch die Ohm’sche ‘Leichtfertigkeit Alles herausbringen
kann, namentlich den Satz, dass f{( +v§= (w—u), wobei u, u,
v und die Funktion f willkiihrlich sind. “Ich bemerke dabei aus-
driicklich, dass'ich die Rechnung allgemein halte und keine Spe-
zialisirungen vornehme, die etwa den Triiger der Operationen zur
Zahl degradiren konnten, dass ich also eine Betrachtung anstelle,
die jeder Obmianer fiir richtig anerkennen muss,

Zufolge des Taylor'schen Satzes ist immer

h B,
Pt =9@+9 (@ + 9" @+ ...,
oder fiir A=z —a: '

p@)=0@ + T2+ T2 @ap¥..,

wofir nach Ohms Bezeichnung geschrieben werden mige: *
.o, . . ’
w—-waz%g (z—a) + %ﬁ(x—c)’i- i3t
Die Coeffizienten von z—u, (2 — )® etc. wollen wir zur Abkik-
zung mit a,, ag etc. bezeichnen, also

1) Ps—@a=a, (z—a) + ag .(:l:—u)’ + ay (x—a)® + ......

setzsen. Dabei ist es brigens fiir die nachfolgenden Operationen ganz
gleichgiiltig, ob man sich die Reibe als convergent oder divergent
denkt. — Erhebt man beide Seiten der Gleichung 1) aufs 6ua-
drat, so erhilt man efne neue Gleichung voo der Form

2 (Pr—9u)*=by(x—0)?+b5 (2 —0)* + by (z—0)* + ...

wabei by, by, etc. wiederup gewisge constante Coeffizienten bezeichnen,.
adf” deren Werthe es uns nicht weiter ankommt. Ebenso leicht
wiirde man durch Erbhehung auf die dritte, vierte Potenz gte. zu'
Gleicbungen Yoo nachstebendes Formen gelangen: - .
3 (Pr— 0a)= 05 (2—)¥ £ col@—a)t + 5 (a—a)S ¥ nens

4) (ps— 4»&.)‘.: d,(z—a)t+ ds (‘?‘—__f’)‘ + dg (z—a)® + ......

etc. etc.

0

Man multiplizlire jetzt die Gleichungen 1), 2), 3), 4), etc. it den
vor der.B4ud noch anbestimmten Coeflizienten -4, , 4y, 4, ete.,
so ist durch Addition ) .

i R}

- Ay (pz—pa) + A (pr— @) + As(Pr—a)? + witee

i

10*
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| =dylay(r—a) +ay(z—e)? + ay (2—¢)* + ...}
 + Ay by —a)T 4 by (z— )3+ b, (a:-_—az)4 . B
+ Asleg(x—a)3 4 ¢4 (2 —a)d 4 5 (2 ~0)8 + ..o}
P ' ‘

oder bei gehiriger Ordnimg nach den Potenzen von z—a:

5) A (Pr—@a) + Az (9~ 9a)+ A3 (Pr—@a)® + ooove..
= 4,0, (z—a) ' )
+1 4,03+ Agby} (x—a)?
+1 4,05 + Azb5 + Ascs } (2—0)®

Andererseits hat man zufolge des Taylor'schen Satzes fiir jede
Funktion f: :

6) fr—fa= %ﬂ(x—«x) + f—’;% (z—a)? I—% (z—a)® + .....

Diese Gleichung balten wir mit der vorigen zusammen, indem wir

Ayag + Asb, =%,

Ay agt Agby + A;ze4 =‘,;:
etc.

setzen und aus diesen Gleichungen die vorher unbestimmten Coeffi-
zienten A4, , Aa, As, ... bestimmen. Diese Bestimmung ist jeder-
zeit mdglich, weil die obigen Gleichungen in Beziehung auf A,
A,, Ag..... our vom ersten Grade sind; man findet aus der ersten
Greiehung A,, aus der zweiten A4,, aus der dritten A4, u. s. f.
Somit wird nun die rechte Seite der Gleichung 5) mit der rech-
ten Seite von Nro. 6) identisch und wir haben daher

Ay (Pe—@a)+ Ap(Px—Pa)® + Ay (@5 —@a)® +....eo..
= fl’_ fll )

oder endlich

N fr=fat A1 (@s—90) + As(Ps—pa)*+ A3 (Pe—00) 4 ..e.,

d. h. also in Worten: jede Funktion /. kanb in eil;e Reihe ver-
wandelt werden, welche nach Potenzen von @:—q. fortschreitet,

:obei hq:, eine beliebige Funktion und « eine beliebige Grisse
ezeichnet.
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gestehep, dass bei, dieser Rechnun

. M& wird mir gewiss.zu
nicht geringste Spezialisirung vorgenomnen worden ist, u
gleichwohl euthilt der obige Satz, in dieser Allgemeinheit ausge-
8 roq.hen, alle moglichen Absurditiiten in sich. — Da namlbig
die Funktion @, beliebig ist, so kaon sie auch beliebige Maxima
und Minima bekommen; gesetst nun, ein solches Maximum oder
Minimum trete ein flir z=y®), so mimmt die Funktion s iiber
x=p hinaus wieder einen q‘heil der’ Werthe an, die sie frither
hatte, und es Jgiebt eine unendliche Menge. zusammengehiiriger
Grissen u und v der Art, dass Quuw=g@u}o ist. (Sehr leicht
sieht man diess geometrisch, weon man die Curve construirt,
deren Gleichung y=q: ist; man braucht nur parallel zur Ab-
scissenachse eine Gerade zu ziehen, welche die Curve zweimal
lchngidet, dann &ind p—u und g 4o die Abscissen der Durch-
schnittspunkte). Setzen wir nun in der Gleichung 7) erst z=p—u,
n x=u+v, so isl zugleich

fu—w=[ec+ 4 (Pu—u— ¢a)~+ 4y (pu—u—pa)?+.....,
fl‘+' =f¢ + Al(¢[b}-"“'9¢) + 43 ((Py—]-.—q)a)’ F eeeees
und da @u-uw=oguts, so folgt auf der Stelle .

8) fu—u=futv.

Bedenkt man pun, dass erstens p, u und v Grissen sind,
welche nur in Bezichung auf ¢ Bedeutung haben, dass zwei-
tens sehr leicht eine Funmktion @ zu finden wire, . welehe fiir
willkiihrlich ansenommene #, u, v die Bedingung @u—u=sputo
erfiillte*) und dass endlich drittens fr in gar keinem Zusam-
menluu:;e mit s stebt, also villig willkiihrlich genommen wer-
den darf, so erhellt auf der Stelle, dass die Gleichung 8) reiner
Unsinn ist, womit sich die’ Gleichheit jeder zwei beliebigen Gris-
sen beweisen liesse. Vielleicht sind ein paar Beispiele hierza
nicht iiberflissig. Man setze erstlich o

. z :
Pz = Ff};’ ’ a=0;
so ist nach Nro. 7) bei gehirig bestimmten Coeflizienten :

9) . fr=h -l— 4, (,‘2:5;5:) + 4 (F:?Y'" 4, (ﬁ_;; ! +one

*) Dieses 4 braucht keine Zahl im Ohm’schen Sione zu sein; =z,

B. fir ¢ = k—’_:—;; wirdgu—=4 &%, nfnl:du ist ebea so sligemein wie z

und X selber. g
**) Man braucht nur rechts und links von der Ahscisse u beliebige
Strecken % und 9, #°‘ und ¢’, 4’ and 9’ etc. abzuschneiden und den

Abacissen p—t und s+49, p—8’ und u-}o’ etc. jedesmal gleich grosse,
sonst aber belicbige Ordinaten zu geben, so erhilt man sovicl Punkte

der Curve y=—gps als man will,
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‘Die Bestimmung der Coeffizienten whre hier sehr leicht; denn
entwickelt man die linke Seite nach dem Theoreme vom Mat;-
Laurin und rechter Hand jedes einzelne Glied nach dem Binomi-
schen Satze, indem man ’ o

z VW arf, at\
(pfa) == (1%
setzt, so findet man leicht durch beiderseitige Vergleichung’
A =R,
o
A= 'ff Yoy
l-k6 . )
Ay =lfo + gl |

s -
Ay =k +541 %o, ‘
u 8w ‘ 4

und es milsste nun die Gleichu:;g 9) r';chtig sein, wofern z nicht
zur Zahl spezlalisi;t‘wird. Nimmt man einmal z=u ‘und das

undere Mal :v-—:{:‘-, 80 bleibt die rechte Seite in. beiden -Fillen
dieselbe und man bat folglich ~ - oo

C =3
was schwerlich jemand glauben wird.. '
Fir ein zweites Beispiel nehmen wir

pe=8inx, o«=0;

so muss nach Nro. 7) sein: L.
100  fe=fot 4, sin:c-F,d,ain’a{-{-A, sindz+.......
und man findet durch be}del:seifige Entv;"lckélub/g und Vergleichung :
4y =f'o,
1
4y =§'f" 0’

1 1,
A:=§f'o+§f"o- .

u. §. W.
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Setzt man aber erst :c‘=’2-‘--- « und daon 1’:% +u, so
wird die rechte Seite der Gleichung 10) nicht gelindert, und mit-

hin folgt
rF-+)=r(G+=)-

Doch genug von diesen Absurdititen, deren Zahl sich sehr
leicht beliebig vermehren llesse. Vielleicht ist es den Lesern
angenebmer, wenn ich den Fehler aufdecke, welcher den obigen
Rechnungen zn 'Grunde. liegt,

Stellen wir die Gleichungen 1), 2), 3) etc. so dar, dass die
Reihen rechter Hand endlicﬁo sind, so miissen wir die Reste

1 4 It 11z
derselben beriicksichtigen; nennen wir letztere Ra, Ra, Ra etc.
so ist richtig:

Ps— Pa==ay (z—a)+ ag(z—)2tas(z—e)* ¥ ....

onrt Gn(2—0) + Ra,

(Psr—@a)2=0by (2—0)3+ b3 (x—a)® + by (z—)* +.......
eeen bn(@—0) 4 Ra,

(Pr—a)® = 5 (2~)3+ g (Tt)* + € (T —2)5 + .

et en(z—a)+ Ry’

u s f
- wnd die letzte dieser Gleichungen sei
(g—gar=H(z—o) + Ea.

Addiren wir diese Gleichungen nach Multiplikation mit den unbe-
stimmten Coeflicienten 4,, 4,,... 4, so ist, wenn zur Abkiirzung

Al k-"'dgii--.- oseve + ARR..-_—S'
gesetzt wird:

Al (¢!_¢¢) + A’(Vr“?u}’ + A; (97:-?-)3 + ceree
weee + An (pr—@a)®
= A,a, (z—e)
+14y05 + Aby) (z—0)®
+{4ya5 + dgb5 + Aycsl (z—0)®
+ e e
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+ ‘ A‘a.«l-A,b. + evee +A.k-’(z1-¢)‘
48,

und hier lassen sich allerdings die Coeffizienten 4;, Ag,..... 4o
ebenso bestimmen wie friiher; man erhilt dann

Ay (Ps—9a) + Ap(@—pa)® + Ay (Ps—Pe)® + oo
wee ¥ Ada (¢;—-¢¢)n

=’;—."(z—a) + %'5 (z—a)® +f-;.5 (z—ea)d + .....
. . :
et 22 a4 8.
Nennen wir ¢x den Rest der Taylor'schen Reihe, so dass also

fe=fa+ il—v—“! [e ‘l?(—f'.z_:z'):f'n + .’....~

.+ w4 o

ist, so kdmnen wir statt der vorhergehenden Gleichung schreiben:

4y (< — @a) + A3 (ps—a)* + Ay (Pr—92)® + oo
e An (Pr— P
= f < —f a=0n + sI )
oder endlich
fa—(en—Sn)=[o + 4, (ps—pa)+ Ay (Pe—@a)2+ ......
eceene + A. ((pg— wa). . °

Soll nun diese unbezweifelt richtige Gleichung in die Formel 7)
iibergehen, so muss fiir nnendlich.wachsende n .
Lim (gn — S») =0 "

sein, und hierzu gehort, ‘weil ¢» nur von f, ‘Sa aber auch von ¢
abblingt, und sich folglich gn und $x nicht aufheben kinnen, dass
gleichzeitig )

Limga=0, LimSz=0

sei. Diess ist aber nur miglich, wenn die Reiben .

(r—a)?

fs=fa+xra flat

(z—a)

Pr=gat x—-t——“lp’z +—13— ¢"at.....
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convergiren, weil im Gegenfalle gy und Ry (mithin auch Ra, Re
etc.) sich nicht der Grinze Null nihern wiirden. Obschon pun die
Convergenz der ebengenannten Reihen nothwendig erfordert
wicd, o ist sie doch noch nicht hinreichend; denn wenn auch

Limgx=0 und Limll?. = Lim;;- =0

ist, so folgt daraus schlechterdings nicht, dass fiir unendlich
wachsende n ‘

Lim Sa=Lim[ 4, Ra+ A3 Ra+ ...+ Aukts] =0

sein miisse; es wird zwar jeder einzelne Summand immer kieiner,
je mehr n wichst, dagegen wird aber auch die Anzahl der Sum-
manden immer grisser, und es kann folglich der Grinzwerth sehr
wobl eine endliche und sogar sehr grosse Zahl sein. Wer das
bestimmte lotegral kennt, wird wissen, dass jeme gesuchte Limes
in der That nichts Anderes als ein derartiges Integral ist. Hier-
aus geht klar genug hervor, dass ausser der Convergenz der fiir
f= und @ benutzten Reihen, noch anderweite Bedingungen zu
erfiillen sind, wenn die Gleichung 7) Bestand haben soll. Auch
a posteriori erhellt diess leicht; so z. B. convergiren die Reihen
fir e* und sinz immer; setzt man aber

es=1+4 4, sinz + 4y sin?z + 4, sin?z + .....,
woraus folgt .

4,=1, A,=%-. A.=%, d,= 951, ete.

so gilt die obige Entwickelung doch nur von =0 bis .1::7—2‘, ob-

schon die Reihe rechter Hand immer convergirt. — Welcher Art
diese' noch zu erfillenden Bedingungen sind (damit Lim Sa=0
werde), gedenke ich bei einer anderen Gelegenkeit zu zeigen;
hier kam es mir nur auf den Nachweis an, dass Ohm in einem
gewaltigen Irrthume befangen ist, wenn er die Reihentheorie auf
sichere Prinzipien gestiitzt zu haben glaubt und wenn er sich in
der Meinung gefillt, es hitten Abel| und &hnliche Meister aus
seinem ,,Geist der Analysis“ die wahre Reihenbebandlung lernen
kinpen ; allerd'z;ga findet sich Mancherlei 'in diesem O hm’schen
Werke, nor leider nichts weniger als Geist.” .
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Ueber die elementare Cubatur der
Flichen zweiten Grades.
- Von dem - L
Herrn Dr. O. Schlomilch,

Professor der hohern Mathematik und Mechanik an der' techaischen
: - Bildungsanstalt zu Dresden.

Die ebien so einfachen als elegantcn Betrachtungen, weldhe
mein verehrter Vo;ginget an dem hiesigen polytechnischen In-
stitute, Herr Prof. Franke, im 12. Bande des Archivs mitgetheilt
hat, veranlassten mich zu einer fliichtigen Untersuchung ther die
Cubatur der Flichen zweiten Grades iiberhaupt, namentlich um zu
entscheiden, ob sich nicht von beliebigen in den Richtungen der
Achsen genommenen Abschnitten oder Kappen derselben eine
elementare Volumenbestinmang geben liesse. Der 'Erfolg dieser
Betrachtung war ein so guter, dass er vielleicht allgemeiner Mit-
theilung nicht unwerth ist, wobei ich iibrigens die Bemerkung
nicht unterdricken kann, dass es mich sehr wundern solite,' wenn
nichtl schon irgendwo das vachstehende sehr naheliegende Vers
fahren benutzt worden wiire; doch habe ich in allea mir £u Gebote
stehenden Werken nichts dariiber. gefunden. L

ina gleich, wenn beide, "in glei-

nitten, tiberall Durchschuitte von

an kurz so ausdricken kinnte:

correspondirenden’ Querschnitte

n. Weno ich nicht irre,-ist die-

a aufgestellt*) und spiter vielfach

enutzt worden; ‘es kostet aber

e — semee e ceeu-uses der Exhaustionsmethode zu be-
weisen, und zwar kommt der Beweis in der Hauptsache darauf

*) Dies ist ganz richtig; jedoch dirftc wohl bemerkt zu werden
verdienen, duass zuerst Segner dieses Princip in allen seinen Elementar-
Lehrbiichern der gesammten Stereometrie als Grundprincip zum Grunde
gelegt und in den Elementar-Unterricht cingefihrt hat. M. s 3- B
Elcmenta Geometriae, §. 194, §. 258. G.
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linaus, zu zeigen, dass, wemm [}, f5,.... [widie pavallelen Quer
schuittfiichen des .Volumens. ¥V gnd,fzund ), .z‘:..,.z,. die Ent-
féinungen dieser Fliichen von éinander bedeuten’, die Gleichung
statt findet - . . _

V-%i‘iml-r;fi+z.f.¥-..-+w.f.!,'_ ' ' i

worin sich das Zeichen Lim auf das unendliche Wachsthum von
» und die unendfiche Abaghme:der 2 bezieht. — Eine Folge des
nbig(glen Satzes ist noch das Theorem: Stehen die correspondi-
renden Querschuittflichen zweier Volumina in einem constanten
Verhiltnisse, so findet zwischgn den betreflenden Kérperriumen
dasselbe Verhiltniss staty,” =~ . : ‘"

Dy

Das' Ellipsoid., (Taf. L Fig. 1.).
Geben wir der bekanuten Glelchung des Ellipsoides’-

EORONOE T

g Form .

. - . [ . l'!l:. . Verge .

so charakterisirt diese Gleichung denjenigen Schnitt des Ellip-
soides, welcher durch den'Endpunkt des z parallel zu 408 ge-
legt werden kann. Statt niimlich eine Gleichung zwischen tfen
drei Coordinaten QMexgy, MN=y, NP =z aulzustellen, kaon
man auch eine Gleich .zwis&h_eﬂ. inu{ zweien derselben O'M’
=0M=2z und MP= =y Verlangen, {ndem mau sich durch
P einen Schuitt gelegt denkt. Diese Gleichung zwischen O’ W’
und M'P ist aber die Gleichung der Schnittcuarve UPV. Letz-
tere bildet in unserem Falle eine Elipse mit den Halbachsen

R oy PR 1‘_(5)}

und’ daher ist dio Fliche des Sehniitss: NI

veatdan vedd o b gy -
ab ;s
O ONi
Denken wir uns eine Kugel mit dem Halbmesser ¢ beschrieben
und fibren in der Entfermang 2.biven Schinitt, so ist die Fliche

dieses Schnittes .
W m%c
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und es verhilt sich demnach jemer Schoitt des Ellipsoides zu

diesem cirkularen Schuitte der Kugel wie -‘-'c——l;:l; dasselbe Verhalt-

niss findet also auch zwischen den entsprechenden Kirpern statt.
Lassen wi.r nun z das Intervall 2—=0 bis z=4A durchlaufen, so
erhalten wir einerseits eine ellipsoidische, andererseits eine sphi-
rische Zone, beide von der Hohe A. Das Volumen der Kugelzone

ist bekanntlich (c‘la-—%—h’)z, und folglich das der ellipsoidischen
Zone :

%—2((:’ —;—h’)lm.

Fir A=c ergiebt sich hieraus der cubische Inhalt der oberen
Hilfte des Ellipsoides =§ abex, und folglich %abcn fir das ganze

Ellipsoid. Will man das Volumen einer Zone, deren Basis nicht
durch den Mittelpunkt geht, so braucht man nur einmal A=A#,
dann A=hy zu setzen nnd zu subtrahiren) man erhilt so das
Volumen einer beliebigen Zone, deren Begtinzungsebenen senk-
recht auf OC—=c stehen. Ebenso leicht ist es dhnliche Formeln

fir solche Zonen zu entdecken, deren Begrinzungsebenen auf
OB=06 oder OA=a senkrecht stehen; es wiirde hierzu eime

blosse Buchstabenvertauschung hinreichen.
) ‘ ’
\ v
Das einfache Hyperboloid. (Taf. ll. Fig. 2.).
Die Gleichung dieser Fliche Ist bekanntiich
Z\S - (y)? (1 s
(a) +(b) - v) =1, .

Yo " Wae)™

und mithin der Schnitt durch den Endpunkt von z eine Ellipse
mit den Halbachsen

V1+() oW 1+()" |

Die Schnittfiiiche hat demnach die Grisse

oder

22
ab(l-l--c;)z.
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Denken wir uns ferner denjenigen Cylinder construirt, wel-
cher das l%y erboloid in der Kehlellipse beriihrt, so besteht das
gesuchte o?nmen aus dem Cylindervolumen plus dem Raume
eines ringfirmiged Kirpers. . Der Querschnitt des letzteren wird
erhalten, wenn man vom Querschnitt des Hyperboloides den Quer-
schnitt des Cylinders, d. h. die Fliche OA4.0B.x=ab=, subtra-
birt; der Querschnitt des ringformigen Korpers ist also

a6 CENRY . \'
'.\ "T’lz’ ;. )

Constrairen wir einen Kegel, dessen Achse mit derfSeite einen
Winkel von 45° macht, =o ist der Querschnitt desselben in der
Entfernung z vom Scheitel ein Kreis mit dem Halbmesser z, und
folglich die Schnittfliche —22.7. Die Schnitifliche des ringfir-
migen Kirpers verhilt sich also zur Schnitifliche dieses Kegels

wie %i:l, und dasselhe muss von den Korpern ‘gelten, welche
entstehen, wenn man z das Intervall z =0 bis 2= 4 durchlaufen
lisst, d. h. der ringfirmige Kdrper ist das Produkt aus %{; und

eigem Kegelvolumen,: w?ches h zur Hihe und A zum Basishalb-
messer hat. Dieses Produkt wiire demnach

ab 1

aghs
und weun man den Keblcylinder von der Hihe A damit vereinigt,
so ergiebt sich .

T .aolm+%';%mn,"

oder
2
' ab(1 4 ; 2—,—)51&

als Velumen der hyperboloidischen Zone, welche die Kehlellipse
zur Basis utd 4 zur Hohe hat. Giebt man A zwei verachiedene
Werthe und subtrahirt, so kann man den Inhalt jeder Zone fin-
den, deren Begrinzungsebenen der Kehlellipse parallel laufen.

Fiir A=¢ wird das Volumen der obigen Zone =;—abcu,alsogleich

dem ganzen Ellipsoide, welches man aus den Halbachsen a, 5,
¢ construiren- kinnte und welches das ngerboloid in der Kehl-
;"hp”k bertihren wirde;: diess ist der Satz des Herrn Professor

ranke. : :
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"+ Das getheilte ‘Hypogboloid. (Taf. 11 Fig 3.).
" Geben wir der.Gleichang dieser Fliiche, nimlich
'z 2 " 2 ’_
ROROMOEE
qtt‘exFor‘m o . Lo
Ch z 2 ) ‘ ‘. .
N Eo =G
VI GV

s0 zeiét sich, dass der Schoitt, durch den Punkt zyz gelég't, eine

k)

Ellipse mit den Halbachsen

‘ a\/- (f.)’.._p bv-(—z-)z—I :
c .Y \eJ .
darste'lt, und dass nithin die Fliche des Schnittes gleich

2%
e
sein muss. Denken wir uns einen elliptischen Cylinder mit den
Halbachsen a und b hinzu, so wiirde der Durchschnitt desselben
in der Hohe 2 die Fliche adx besitzen; demnach bilden das Hy-

erboloid und dieser Cylinder zusammen einen Kirper, welcher
in der Hihe z die Schaittfliiche

ab S g-—l;:&fh&hz:—gz’x

begitzt. Construiren wir wie vorhin .einen Kegel, .degsen. Achse
und Seite einen halben reqhten Winkel einschliessen, so .geigt
dieper,, in der Hihg z geachaitten, die Schoittlliche 22x, und. folgs

lich verhit sich Jene Schnittfliiche zu dieser wie %2 :1." Lassen'

wir 2 das Intervall zi=c bis' =4 durchlaufen, so eotstében'jetzt
zwei Kirper; :der erste bestebt aus einer byperbolnidischenl(aptg
und. einem elliptigchen E;linder, deren gemeinschaftliche Hiobe
h—c ist; dex zwegite ist eip abgestympfier Kegel von derselbien

Hihe und sein ‘Inbalt

’

%h’n -—%c’u.
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Multipliziren wir " diess - mit, %,t-,sp erhalten wir (iie.Kgi)p:e plus
dem elliptischen Cylinder; subtrahiren wir endlich den fetzteter,
welcher den Inhalt ab(h—c) = besitzt, so kommt der Ausdruck
Lk 2
ab FTa h + §c) T

zam Vorschein, welcher den Inhalt der hyperboloidischen Kappe
zon der_ Hohe A—c angiebt. Nehmen wir h=2¢, so findet sich
guben, d. h. die hyperboloidische Kappe von der Hihe ¢ hat

ﬁl:iches Volumen mit dem ganzen Ellipsoide, welches aus den

Ibachsen a, 6, ¢ construirt werden kann und das getheilte Hy-

erboloid in seinen beiden Scheiteln beriihren wﬁrdg . — Diess

gt das Analogon zu dem fiir das einfache Hyperboloid geltenden
atze.

Das elliptische Paraboloi. (Taf. 1L Fig. 4.).

Die Gleichuog desselben ist bekanntlich

@@=t
(V) Gy

und mithin der Schnitt durch den Endpunkt von z eine Ellipse
mit den Halbachsen

[z z
av-é und b\/-—c--'

Die Schnittfliche wird demnach durch _—

oder

—ixm .
C e
¢ vy

ausgedvlickt. - Oonsfruiren wir ein Prisma, welches die Hobke A,
die Breite A und die_ Tiefe ‘—'cg‘u besitat, so ist der Qﬁersclmitt

desselben in der Entfetnung z ebenfalls = "c—(’m,-m wenn  wir
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also z das_Intervall 2==0 bis z—4 durchlaufen lagsen, so hat die
entstehende Kappe des elliptischen Paraboloides denselben Inhalt
wie dieses Prisma, niimlich

1 ab
' RS h*x.

Fir A=c giebt diese' Formel drei Achttheil des aus den drei
Halbachsen a, b, ¢ construirten Ellipsoides. Giebt man & zwei
- Werthe und subtrahirt, so lasst sich die Cubatur jeder Zone aus-
fiihren, deren Begrinzungsebenen der Ebene xy parallel laufen.

Das hyperbolische Paraboloid. (Taf. Il Fig. 5.).

Die Gleichung dieser Fliche ist

-0

'y b) e

Ein Schnitt parallel zur Ebene wiirde eine Hyperbel sein und
diess hilft uns nichts, weil die ‘(tgnadratur dieser Curve nicht ele-
mentar ausfiihrbar ist. Legen wir aber parallel zur Ebene
einen Schnitt in der Entfernung OM =z, so ist die Schnittfigur

eine Parabel, deren Scheitel in . ¥ liegt. Nehmen wir 2=0, so
geht y in MU iber und es ist daher

&-C) =

MU:—;I—.

oder

Nehmen wir dagegen in der Gleichung unserer Fliche y =0, so
geht z in MV iiber und es wird

z\3 MV ca?
(—a—) == oder MV=—;;-

Nach dem Archimedischen Satze ist die parabolische Schaittfliiche

MUV = 2MUMV =3 % 25 Diess lisst sich nicht gut mit

einer anderweit bekaunten Schoittfliche vergleichen und .man muss
desshalb einen anderen Weg einschlagen. Denken wir uns dem
z dén Spielraum =0 bis x=4A angewiesen, theilen % in n

gleiche Theile, deren einer = heissen mige, und setzen der
Reihe nach 2=4, 24, 34,...nd, so bedeutet die Summe
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be 2 b 25 2 be
a8 t3 a—‘:aa)-.a + 535,(30)-.a+...+3- 3 (8%

S R T R

2
3

seometrisch eine Summe von Cylindern, welche die gleiche Hohe
baben und deren Grundflichen die in den Entfernungen z=4,
2, ....nd gefiihrten Schuitte des hyperbolischen Paraboloides sind.
Nach bekannten Prinzipien ist der Grinzwerth dieser Summe
pichts Auderes als das Volumen desjenigen Abschnitts unseres
vom IlyBerboIiscllen Paraboloide begrinzten Kirpers, welcher zwi-
schen O und einem in. der Entfernung x=4A parallel zu yz ge-
legten Schoitte enthalten ist. Wegen

1'+2'+3'+'.f..+n'=(1(—"§'-"—'l)’
s Al raeni o cengm o v . . Py -1 SPT PTY 7
findet man Jetit daé Vofuion des Abschiithes gheich ;“" 3
P P P L A LR 14
. 1%ec ‘ - 1be,.
Lim g g3 (+9)* (a8 + * = Lim g 4%k +)%,
d"' P Lol g
1 be,,-
=6—£lb‘-

Nimmt man speziell A=a, s0 wird der Abschnitt =;— von dem

aus a, b, c construirten Parallelepipede. Giebt man A zwei
Werthe und subtrahirt, 5o bekommt man‘ den’ Inbalt eine! Walben
Zusmé(i 'wel!:%bee ‘von zwﬁi dzu 215 p;:a"elen Elwm:::i s Bc;:r der Ebeiie
5. der ne zz und.der e, begrijogt. wird. ganze ober-
.I’I?lb zy liegende Zone erhilt man oachher durch Verdoppelung
des vorhin Gefundenen. T

o Swun,. L . B hn.l b : [ ...—;.)\ U dd ;': .oi'.',q-){)

N oL

S LNRNUERTRLINY IS

Theil XIV, : v 11
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¥ \}X]I, -
Ueber die Bestimmung des Inhalts
der dre_lg(;itigen Pyralqp;gle.")
T vedm
Herrn Professor Dr. Hessel o
an der Univerfltit zsu Marbarg,

’ . '_ H | LT . ‘
..,.,-l: § l."l].ﬂl'fc;atz.'l{‘"ﬁi g.;nze Werthe der Zahlen'aund
% Jigst sich auf sehr elementare Art beweisen, dass

far eden Werth- von x, weno af% ist, auch a*>x sein

Beweis. 1) Weil 452, a0 ist a'>1 und a2 2.2, also a™2.
2) Ist aber fiir irgend einen bestinmten Werth von

%) Der Umstand, dass bei der Lehre von der Bestimmung des In-
halts der dreiseiti, Pyramide der Beweis dos Satzes, der die Gleich-
heit sweier dreiseiti Pyramiden bei Gleichheit der Grundflichen und
Hohen ausspricht, eigentlich der hthern Mathematik angehért, hat mich,
wie schon eine friher von mir in dieser Zeitschrift niedergel Arbeit
heweist, ofters su Versuchen veranlasst, dieson Uebelstand sa beseitigen.
Einer dieser Versuche hat mich zu einer Roihe von Untersuchnngen go-
fihet, von denen ich hier einige mittheile.

Obgleich die hier vorgetragene Aufldsung diescr stereometrischen
Aufgabe die Exhaustionsmethode nicht vermeidet, so scheint sie mir
doch, besonders in Verbindung mit den folgenden Arbeiten (@ber welche
man unter andern Salomons Grundriss der hihern Analysis
Secite 318 and 819, Beispiele 4, 5und 6 vergloichen mige), der
Veréffentlichung nicht unw: su sein.‘
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ot ban
7, der s 2lpt,\ m i.rgond eher A:t nmhgcmuen.dul a1 >l a!—nk
'St /0, ﬂt(’udl F.j z. \ e ..I ' ' \I ad "

Denn lst a""?.i—' RREANET A \

mda 32 | ce e

so ist aal‘-l>2(z i P

> x+,(z--"2), tnithin, da d‘—?"o sein soll,

a>a{ Yo e L
Da nun a!> 1, also a’-1>2—l 80, lst a’>2 S
ist aber a’>2‘lo)sta'—'>3 i,, n[ﬂo ! >3 u. 5. W.

.
e I T A P

Auch ista%=1, {lqo a®>0, und a—’——-pomtlv, also o —=
Y

v el g .
§. 2 Anmerkun Die Boscbrlinkung,‘ dalss la und 2 ganze

Zahlen sein sollen, kann man weglassen, wenn man den Be-
weis weiter ausdebnen mll Auch [fisst sich in &hnlicher Arthe-

weisen, dass, ; x ax’\ iet,, auch &*>,% seip milsse.
§ 3. Anmerkung ie dla Untermchung in der Abhandl. Nr. ll

zeigt, sv gilt die Ret el w ﬂa’>xnst,wann Wlsi 80,
mugsté, wgnn a groser’ ist als ‘der groqstae>Wartlr ‘ﬂen

V‘- haben kabn (d. h. >$,—‘ e), auch a’}z ein.
Hier geniigt obiger Satz fir ganze @ wod .. ' - . | ...
S 4. Lekrcatz. Bezeichnet man oin drelseiti es
Prisma und eine dreiseitige Pyramlde, wéliché ~éine
Ecke ¢ und das Verh&ltniss c4: cB: ¢D der Lingen der
drei imdie er/E&cvz\m calaM?l(dorK‘t Mh\len
gemejn haben,\
. has Pnsma &urc P,
die Pyramide durch p,
und fallsed in emev Ichen Gestalt die Linge cA=a hat:
Sani diarch P,
die Pyramlde durch p(a),

“l.-t me . \ Q \' PR TR
7

( ) R »p(a)=zP(25+9p(§) o

ewei cliyé (Taf. fl. Fig.6.) cipe. dseisoltigePyranide;:
welche dlesiﬂ‘{s(éﬁnd( die’ entel%c‘} cm, ci battl‘d:’r’;n Ver:

hﬂltmss_cA cB :cD sein rcie’ 8o wird, wenn man’ diec;
Seiten in a, b, d balbirt und durch die Halbirun punkte 6 und d
die Ebene ybdlc 80 legf;."dass ihr Jie Kante ¢l parallel ist, so-
wohl bg als d/ mit cl\pagallel seips dich ‘ist dann /m uod i in

i1*

\
QAT TR

N '
[ TR
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und % halbirt. Legt man pun durch ag eine Ebene, s ut
ﬂteso, “weil ugitem und aliffei ibt, der buae émiparatidl;

und al:ag:ak i ,E )
die Ecke (k'y)Q(wm) e arrod icx 'A::Bl?mb% .
cd : cé Y
Ist also cl=a, so ist - L
Pyramide elmi =p(a), . ... .. . ;..

o ?yrauglde algk = p‘(i), P

P o]

Prismacabdlcg P(— % <1y

P AL !/’

.
auch ist yk und bd mit mt parp,lle[. s gt
Leg{ man nun durch by die Ebone bgh # clt “uo ist

' ; TR £ PR ca

Pyram bgmﬁm alylc also =p (2)

1] . . i RPN I

.‘l(ﬂl ‘Bt “... , .5‘, ’_. ':..-_1..'. nlb A b A 1,‘

i.

- %

oy pmmabghdkt-—eabdky-— P( z)

i B A

indem Jedes dioser benden Pnsmen halb 80 gross ht ala ein Pa
raffelepiped:, ﬂaa die Ecke ¢ und*die_in dleser Ecke ' zusammen-

laufenden Kanten ’cA (m der Rlchtqu cl), ﬁcB (in, der Rich-
tung em) und 3 cD (in der Rlcbiung m) Imt
xEs ut dso : ‘

el i’:’:;;; (:’;:;,,,)+ .,w) ey}

also

5 PR p(u) QP(%) q@ i

s 5. Folgesatz L Da P 2)<P(Q)ut (indem, wenn mas
durch abd eine Ebené lggen wiirde, die Pyramide cabd=p (2)

oiri Tooil des Prisos_cabilhg lat, dn_p(z) kst;. %0 folgt .

dnss, wenq
bogg oot 1

.l o p(a)::?l’(‘))-l-‘Zp(?)“‘U

LR Y

[T 3 oni
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“\"l‘:'u Preed ) w1 S e R 1 I [T 4
P(W}‘?P(%) SETIRE e 04

o l.

A TR oy

- p(«><2P( )+2P(§

SHON O Ghel

soin -lfq\dus aleo;; da; (2) =1 P(o) ist (indem p@) sich in
CP(E) o e (1) ()11

npw>4Pm

. atd

und )
1) Wp@<gP@
ist.
§. 6. Fo(gm’at: IL lst
( ) r(«)—%(z +2p(§)
also

OOl

usw\‘

so folgt durch Substitation

, .

p(«)-ep(,)+(zp 5 ’:
—2p($)j227(4) +2.2p (4) |
—2P(Q)fép(")+2'p(§)+2'p(8) B

S BB W

p(") =ip(RimH(p)+e P(g )+ +2'H(2')w"(7‘)
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Weil aber jedes der hier in diesem Ausdrucke vorkommetiden
Prismen =7 des n¥chst e“%rewiqt so ist

P@=2g P(c)g?e SR AT P (@) 4 sP@+22(5)

=prw| (3 (4) +(4) +@) Jro(3)

Da aber ferner die Summe &{,r geometnschen Reihe

(4) (4) +(1) (4) (4)“" G)wn ai.

1\»
)= (Li%:{zi)‘l"(ﬂ)wﬂ'ﬂ ()

p(u)—a P@)—3 (4) PG+ (2")
_3;).,)_3‘:-( ) P(«Hrp(g,)
—:( P@ - 2"(3 wF (") r (‘2-))

Da oun aber g P(u) P(Q) |st so hat man den merkwirdigen
Satz:

ist, so ist

also

”‘“""3”‘“’—”[sp(%)ﬂf%)](??)(‘?_ L

§. 7. Folgesatz lll Da nun dqr Sstz

/ .

ple)= p(a)-2-|_3 P( (Qa
:ﬁt jeden denkba.L ertb( vdn'n gn[ er P iso " wohl als

3P («) gegebene constante Grijsgen, sind, so muss auch

2“[3 I’(g_)-fp( ] e;nfn \:onltfnb’w, von dem Wacl:gen

von n dnabhingigén Qerth baben,, welshoé w heissen moge




80
1) Ist nun dieser constante Werth w=0, so ist 1

po)= P(a)

) 'WMWMMWG&»M&:O umﬂuu
er entweder
bei jedem Werth van = pesitiv, also > 0, odot
bei jedem Werth von n negativ, also <0 lem,

uwnd man kinnte also fir jeden Wertl: von n
entweder o-—-l- Ly P(u) nnd eonsunt,

oder w=--;- P(a) und constant
setzen, wo m irgend eine constants.pasitive ganze, oder.: gebro-
chene, rationale oder irrationale Zabhl eufen kann, zu welcher
M B:ie nichst grissere,. positive ganze, also-rationale Zahl. sein
mage.
2,1) Wire nun fir jeden Werth von n

w=+ %P(a),

L343+ (D)]-2r0.
so mileste, da, wie oben; bekioun wﬁrdq,

"(ﬁ) > 4" (2-)

ist, auch o '
»[%v(%)—iv(%)]> Lo,
also
2'[12"(9-)]> P,
mithin
r[§ % P(a)]> PG),
sonach

ﬁ‘
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124m .

sein, und zwar ﬁ‘lr‘Loden\VVerth von n, also auch fir n=M.
Da nun aber 4>2, fir jedes denkbaven \Werth.von M (¢

anbieyrrtizn v ‘

who €07 e, -r‘.>Ml Tt ‘,'\'~:_ o
Mg PRI TR D P R H R R TR IR] i, Ad
ist, mithin um so mehr.mach . . ..,:\ ¢ 10 ot g id egm bus
1244 4
Vet by i o b B EISTIRE)

ist, folglich, da m< M ist, so mehr nocll
N P A .124x>,,,» e
ut‘ ‘80 kavin: w-micht pusitiv seln,:. I R T RPN T N A (TN T

an EN L (e CEE 1A LT g hu l’l avit; ] HI' ¥
'Y

o' WS ingeketiet fir jeden Warth obi s -t i ;
.-ailb<a)’ [TRRCIIS AN 7 A S IS

'~\ l

also
” I—" P(ﬂ") - (ﬁ)] = —P(a),
so miisste, da ( )
p(g,.) <2P(p) T
ist, auch |
: [3 p(")-" P(w-)]< - —P(u). .
also | .
- 2“[Bp(zu):l< - P(u), el

oder
d. b, ' AR

2"(176 % p(¢)> p(a),



alse .. o daituds e b Mie ﬂla u.- iau e e et e

': TERITRY{ VX TN PEITRRTIN l 'l st U IRITI ARPTE PR TS

SRk P RTIRN AR N -QPolB F’>—’ e ul i :
A im-;.Z. PRI Y B S N T T YU B T LR S I
mithimo . ;¢ ' mnlmuh -) «" s cmbee e '

Yy ."011".
4

-:'!!;"-, TN -OI"?”M' dnab e n-l-
qi!»l-l N R EYTR T el dd sty il ety
Ws' tid mu Y T S TS TR SESEEE

evhr rter adunlin D gt " &‘i}w L HERTIN T T R SN TR RN PR PTIPIG |
I n) b wng 3o [T TR e LT

sowhy-wud, avwhs! fiir Jodea Werth . viea n,: ahm lmnh: fﬁr»lﬂq:dl:
da aber 4> M, also 6.4 > M, folglich 6.4¥>m ist, so ist diess
nicht -iiglich El katn. -hlso 40 .auth:inibht. wegativ: sedn:i| Kann
aber die constante Grisse w nicht posmv und auch mcht negatlv

selp, 8¢ mtme.ﬁb. folslmh,. Tl b e o

ot e 'vf-l" "..'l.".‘)":

p@)=3 P(@);

d. b. die dreiseitige Pyramide -_--% des drelsqltigen Prismas, das
mit ibr auf derselben Grundfiiche steht und'drestlbe Hihe hat®).

.\\. ." -- ! ,’

Ly LD
‘——ﬁh\;}' )\‘\.;.,', v

XTIl

Ueber das merkwiirdige Mplel einer
zum Theil punetirt geblldel;éli ()urve,

'lll 2

" das der Gleichung entspncht. =
Von dem ¢ =, t =\

Herrn Professor, Dr. Heuel
an der Unlvernut sa mr{ i)

RATUN RS WURT | P S B

Beim Zoiehnen von ' Poly edern ‘pﬂo man hZufig die Linien
des Hintergrundes (gleich all ob das Polyeder durchsivhtig wire)

gloic?uw‘lﬁ:::ll:rhugwmrh'mh '°' 3'!‘??“5 G’Wichel und
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mit darzustellen, und man stellt sie dann gewdhnlich, um sie von
denen des Vordergrundes augenfyllig zu unterscheiden, als ”ﬁ;
nannte punctirte Linien -...... dar, deren jede als blosse Reil
von Punkten eine unterbrochene Linie bildet, wihrend die
Linien desVordergrundes als ununterbrochene d. h. gezogense
Linien dargestellt werden. | :

Fille, in denen durch Gleichungen Linien (Curven) bestimmt
werden, die ihrer Wesenheit nach als punctirt gebildete Li-
nien betrachtet werden kionnen, scheinen mir bisher in den
Compendien zu wenig hervorgehobien zu sein. Ich erlaube mir da-
her in Folgendem meine Arbeit iiber das, auch aus andern Griin-
den nicht uninteressante, Beispiel eines soichen Fulies , srelches

. s : ) ' . T

die leicbung y==4'7 darbietet, mitcatheilen. - . ....-

. . o ‘s
§. 1. Um etwaige grosste oder kleinsts Werthe von gy=4 =
zu bestimmen, hat man nach dep bekannten Regeln:
1 AR .
€ y=m’, !
PR Y l o e ) C . . o . . L
' =k, v . ,

'i;l =%,(l—lx).dx,

dy:y(-l_‘TIz-) Jdz

=‘?;:.(l—-la:).dz....([);
eo

' "‘!!=‘?f'.' fomd D - e T P
dz =z (01 ‘

a . SE. . L .
Setzt man 1—ly=0, so ist lz=1, also. z=¢=2,718... und
- r.‘.. - . - RIS N - . -, L
y=Vz=V3
— @ME1s )T .

== 1A44568.... | ly = ; = 0,3678796).

Eli‘tﬁl;eth“:k.:'ﬁ

P P T LI AV
ﬁ:(dz).’[z%d(’ :,")4_(‘ = )da;] :

TP
t o,




$ha

;ac' ¥ [ W] -, : 1'.

i omd

=(d.r)[z~=lc’(—;-r)+(lv—€h)-2”"")’9 + (l T‘T‘??‘ﬂ""?.ﬁ

.l:A'.:. il

==(aw,#. (-S4 2at 4+ w; e
Toistaloe e
e _* . to il T ) ' e, e . . PR A | ‘o

- . 1. . .
“n -1 ' S . oY

e R S RPN SN

R .
: \ F oo

diess gipht GIr x==¢ deo Werth . . . ;_ Pt
1 ST )
ey o [—30{-24: lc{-(l lc)’]
oder, da =1 s, den Werth , '
[ N A S T (N «

. =\
qn«lda d|9ser, vy;nn *-—c’ pomw wt, neg1h3 ist, 80 ist derﬁir x=¢ 8°'

'?!f!*?f Weith =/t Miimind der Werthe v g

- §.2¢ Da,. 'mnn ie g‘;—:f ®, oder = _satzeq. ..wdltm,
witan Wmtkenm sgnlangmniirdeu. mo aaﬂd az-ht ,.c<‘= o,

) |

2} v:'elcl:hen Werthe von’ y, wia y::a‘\r— a4, .,—; :Mqu.yﬁ\‘ -—q
die erst niher bestimmt werden miissen, gehiren; so schlagen wir
folgenden Weg ein.

t
3. Nahe et .z, &a& e glsb Jhr
‘Mﬁﬁges (I:‘me% i y wird ¥ d
hirige y klemer und nihert such dem Wortbe L Denn wenn

lg:lic kleiner wn-q so wird auel mkleher; oyn wi"l abel; lf.
wenn x—-c-l-z ;st, ‘beim Waehse xon .1! uin d.t—dz, Vel'éfl
- } T

um d(‘@"")) ] -.'~m<'l-‘ TR . A

i : /' l
1—[(5}1) l(a-l-z)r— 1
MG DY i G2 dz,... SENTIPIE

also vermindert,. da, prirklich Ke+2) = P;: ist, der positiv.: gegom-

mene Werth von : mge noch so sehr gross genommen werden,
was n:d::t auch dlrp noch der, Fall ist, wenn er, sichf dm ﬂVerthe
®
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Es wird also ancb y, fir x=e bis 2= , stots ubnehmen.

ie
von' ya=:14445 is 2t y¥ o — Det erth ,_..V ~kamn
aber nicht klelne 1 sein, demn wire y<I und >0 also ein
dchter Bruch, so koonte nicht

aus K—Vw folg en’, dhss 'yti=—00 " ibt, was: doch durch
{_‘]ll-he en beider belten dieser Gleichung zur Potenz ®
olgt

sondern es wﬂrde ¥° <y*), also um so mehr noch y° < 1 aem

Setzen wir aber y_l-l-J wo é ein unendllch kleiner Brucln
—al, ist, so0' vm'd sicher y”—(l-i-d)":w, also ist y—V'ao

=1 + d=1+ Q ; da aber ;—é gegeﬁ'l verschwindet, so st
y_V'w =1 zu setzen.

. 4. Gehen wir umgekebrt von z=@¢ allmihllg zu kleineren

Werthen von x iiber, und zwar zuerst zu, deu Werthen z<e. >l
i

8o wird dabei auch y—-ﬁ_ stets klemor Denn ist z=¢—:

und :<e, 80 ist y=4 e—-z\
I(e—z) l—l(c—z)
dly= “( 9 )"
;tets lue atlv, m;leme —z> i "also l(e:z)>dll (lll b S 0, aber <[e d.
< so 1— iy jst rend.a
Es wird atso innerhal d’gmgvegmeb'ém Gtenze?lcmg_l;)sfept: emer,
daherauchi gstets kleiner, bis endlich, ben.z'—l auch y—‘-V f=T'wird.

. 5. - Die ‘niichsten- nun fozfenh Werthe von: = 'sind -tichte
Bn’i e, die immer klemer wer en s0 dau dabei z( 1 und >0
m und man siel!t Ielcht dasl z SRR

s,..

V?} ='(z)t -.4 V_?f (é) ""2% V’txah—"'(xo)m lmww

uml dau ullg;nren; ﬂ—c 21 lpt, und dus dlecer Werﬂi
mit dom’ Wachsen' vbn 1>1 abnehmen muss" unil eudlich

V@

also W-—O leln muss.
“'E8” st ifled m s—o ‘quoh’ y=V"'~Wi-uo et v

P r————y . i , R B T

o ) “Swvett (—- , wean NS1 tind p>1’ i'lt, ctoﬁ <__ i o
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§. 6. Ehe wir zu den negativery'V en von z O hen,
wollen wir hier Hoch benherken, das in* der bisheérigen Unter-
suchung bloss auf die posltwen Went von Riicksicht genom-
men haben, dase es aber_aunch vega erthe von g giebt, die
zu positiven Wetthren' ‘véu'. 2/ s‘M ?N" denef \wﬁ aber, so
wie von der Bericksichtigung der negativen Werthe von z, vor-
erst noch ferner absehen wollea. A Ayt

" Detiken wirj'unter -dieser: Uorauuctzung, die Curws, in:welcher
die, ﬁ'm Enden der 4 Ile en, die yu, z=@ blg z= gehuren,
filr ein reéb(wmkliges %‘ ordinatbnsystem copstauirt und “untersu’
chen. wir dieselbs /noch. them;m ergiaht sich du in-den, fuly
genden Paragraphen; Entwicke) S N te ol

§. 7. Fragen wir caerst, oh, fir dsy ya:mtniu 49 ,welches
die Tangente der Nelgung des Elementes der Curve gegen die
Abcissenaxé angieht,’ etwaige Maxinia Yotkommen, 8o  Jjaben wir,: da

- \\l'

(%w,’j—f[—lwi (AT e

ist, falls dieser Differentialquéticirt =40 gesetzt wird, di¢ Gleichdmg:

_m_awhjgz_'_a_’_'h)‘:o! hide oo
'
oder, da 1=le, 80, dasé u_.l lx?le—-l( ) die bequemere

Gleichung: !

(e,

so, dass, wenn I ")——-T:k W 23 igt, ein solclaes Ma.nmmn
statt haben hnn Beriicksichtigen wir abet, dass, wenn z<a
ist, der Bruch = <l also { -—) eine negatlve Zaﬁl ist folgllcb
_.—p gesetzt werden kann, und dags, wenn x> e ist, auch
-> 1, also ! ( )}0 folglich positiv ist, und =+ P gesetzt wer-

den kann; dass aber aodererseits die Zahl 4 4 z 23> x ist,
gleichviel welchen poajtjven; Werth & !at, ,dm mithin

+ +z’_x ) Fles b e
stets positiv ist, also = T gesetat wetden imlm, wihrend
SRR l—(V"_sz) G d i

stets negativ ist, also - —1t goaetzt werden kann, so ist ersicht-
lich, dass
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'. M ml‘-ﬁ(h ;lﬂl': I(é),——(w ; +;):'I—‘I'—'Y 9 t
ﬁrz> o, nur l( ),.rm/ x*—w)uQ-T

moghch |st. t "
l) :Dd non filr <6, heim Wnobm der Zahlnc, van 0—0

bls z¢, auch’ l(;) wichst von —ao bw 0, also P abnimm®

vot p=wbis p=40, wihrend beum Wathsen von: w=x0 bls acze
die Zahl t=z 4234z wihchst'von 220 bis’ v

)
N \

.....-’--.‘..' ’ t_._.v‘—‘—;.*e...om R .'.',

o folgt, 88 zmscben x—o [us ;u:e sicher lu, abe ch nyr
zin eggilg?; Fall vorkommt, wo p=1ist, w?) i W

(D)=ehy W Ca

wird,. d; k ww.g ¢in Maximum wesden kaem. - 1.
Auch findet man leicht, dass zvqiqchqn o

AN z=;—. pod, z=1,

[N ' ':
genauer =g und = m
. .1:__058 and &
»» x=0§8 und z_O,od
der Wertb (;:‘)y, aus +, durch’ 0 m -‘- (ibel'g a\ i '
Es lst dabel\ well G

T PR T | 3:—-$¢ (‘ ,

u"la"';l'. . .. "(::"‘.t\'. a s
A I | B RIFTE S I R
l “)3—-—(.!.‘-4/V zﬂ); e Dot
also lz—l—(z-}-VH::T mt, S
auch C e Y b ecde el e o
y= 1—(z+Vx+z’) 13- 088+ V088 10883
: 0,58...

' d . . .__._093 P Y | VR |
: 3 P



folglich ! [
! .-T-: e‘, ¢ v
I—(:+V' ;—i:*

=e—%9 ohngefihr
—-0,394
T T |
11) \Vas nuo das fernere Wachsen der Zahl z von z=e bls
x=w anlangt, so ist zu-Bembrken, dass

1) Die Zahl T=4 x H32x dabei gleichfalls stets wlcbst
von T=¥e +e’—¢=0m bis 7’._.5/.u:'-l-¢>’---0t)<2

L,1) Es ist n&mlich T’ stets wach send, weil dT stets politlv.
d. h. >0 ist; denn wollte man annebhmen, gs ghibe einen Werth

dT<0 so miisste fir denselben ) A

PP TI PR g t

B s

mltlnn, da dx mcmo sein- snll ST

Z.X-

' “ ]1—2:«:(2‘/:;{-3", o
also ’ T ;"r.!.'~' oL oa.- )

O T N T Cg

l+4$+4z’z4x+4z’, ' ':-.'t -
d. b. ) .

l <0 ‘o
sein, was nicht miglich jst. - T \'
1,2) Ks ist aber ferner »‘ stél's

\ -
5 denn wﬁre

h?ll—l

ivo A stets positiv ist,
T— V‘?T.‘r?d ewell T posm£seln muss,

also ™
. N a4adsAd ta,

so wiire

Lot g f 2= A4z,
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oder
zQ@A—1)="—4
also‘ o '.'
wlidon b "’——ﬂ_ 1,

da nun aber‘ x pc'n::tlv ..?h soll so muss 2A—-;l negatw, also

’ '241"‘“1‘0 e “”v '

A b e QA T

SRR B2 S

R LR Y T H— VLM e w l"‘.,',. ol -

Pt . t o0 e

ulso Tsteta <2 seln e o .

Es ist aber ferner zu beachten, dass L
2) bei dem Wachsen der Zahl x,,von z=e bis r=w, auch

die Zabl P— I( _stets_wichst, von p:ﬂ( )=0bieP—m'

" dass also nothwendig wenigstens einmal P so gross wn'd um
dem betreflenden Werth von T gleitth.zu sein: ! ... .-

Gesetzt diess sei der Fall bei dem Werthe =B, und zwar,
wenn mehrere solche Fille vorkommen, so sei =28 innerhalb
der Grenzen x=¢ bis 2=d - der kleinste solche Werth von z,
der die betreflende Gleichheit herbeifiibrt.

Um nun zu untersuchen, ob noch ein zweiter u.s.w. solcher Fall,
z. B, fiir z=B+4=x, vorkommt, kaon man in folgender Weise
verfahren R
Es ist aligemein ’ '

dP=1—~ dzy;
x .
1422
A== — da
‘;d,T“_ &x &3, l) o
e e, JJ'*'Z"" 2V ztat Az,
R TN :'@Vx-[—z"‘ :
mithin da
| B2 2V z 4 23,
folglich

o e Rz—24 2 423<1




7wh
ist, anch . ERT ::u- . . ;o
S ”<§7=z- )
Da aber l'i;;nﬂ"vn;‘?>z, also’ umso mehr noch2\’ Z§ >z,

also Wzl <z dso\ um sd 'n’ehr noch dT< dx ist, so
fdd;t dm allgenem (fjr\p D unserer Wettlle von z) stets

wt aluo auch fﬁr .t> aoch immer d T<dP. Daraus

Jf aber, dass die Summe def zu 2=B bis z=B+{x, gehirigen

einander folgenden' V erthe dT kieiner ist als die. Summe

von eben &n vielen dazu ‘gebirigen Werthen von dP, dass also

beim ferneren’ Wachsen von 2 und ‘T die Zahl P kein zweites

Mal gleich der Zabl 7'werden: kanm,: dass also .auch fir z> e
mr ein bestimmter Werth von z. der Gleichung

ont

L4

Genige leistet. ' A s
Anch fiodet man leight,. 4&88 . SR

- gwischen z==4 und =6
geauer zw |schel x=4 und r=4%

» » X243  und 2=48 -

” » x=43 und z=44 B

e x==4,35 und'zo=d4 -
s \,.,,.1'=436 und 2=4,4

und endlich zwischen z=4,36 und 24,37 die Zabl -a‘g’-,- aus +
durch 0 in — iibergeht. . )
Ist aber 2=4,36....2nd

NI HToRTH E

AN . \”l(:i) =~¢+Vﬁ—zi- LR At
also L
Cle=1—z4W zFad ‘
und - ‘.:',_:\‘ ,' "' b Iy !"-A ‘. . l:l il : B8
o z-—l,zx_l "“ .
NN 0y, q\\\'u o e R 4
80 ist “" et !

Theil XIV. 12
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. 8. Es finden also fiir £2=0,85... und fir =438 dle

Maxima der Steilheit des Curvenelementes statt, bei welchen dle

l,urve eine Wendung. wmacht, d. b, apa posltwer Convexitit in

Eatlve, oder umgekehrt,: ﬁbet‘veht, indem (bei constantem dx)
nntllch dle qllgememe Forme’i l"‘r den Krﬂmmungsradlus

.'1‘!

elold L i ot (dx),)

“1nt ARERTE Yy

it

M!Wemm' Blletmimlqdctiinte. ,%) all Nenllar-l M 'nho

[0

: l".. O

"8 9. Re lstvalso: did Curve. gegen dia Alshlsuhaxe R

zwischen =0 und’ .1_058 . codvex!' © Pl

zwischen = 0,58 und £=4,36... conca
zwischen z=4,36... und- o con,vex,( )
bei =0 ist y=0,
bei 2> 0 his z<e wichst y beim Wachsen Yop.&, ...
. e Ayl AL AR I

bei z=e¢ erreicht y das Maxtimum Ve sefer ‘Gridse -
bei > ¢ und < o himmt g ah baim: Wachsen von z,

bei 2= wu¢_y_ " Vo e

§. 10, Substituiren wir ﬂber*;qpt in dle bekannten allgemei-
nen Ausdriicke

.
oLt

fiir das Element del: ;(;urvo’ : !i!-\ V@-"’)’—W

e i, Towbny drmiin T !‘%ﬂ ..
fir die Subtangeate Subt. :-%ﬂ—- s .'_"':’i' ’ L
far die Normale -~ '« - Nowm.s={9. (d"d):“ ®,

fir die Subnormale ;. Subn,s= %’ s

far den Krimmangsradius R=— ﬂ;xf;%‘-’l’f

« o .. 1

die betreflenden Werthe von y und dy und d”, 8o erhalten wir
nach gehiriger Vereinfachung: 4 .

- a=(EW Seamvar

aus’ 4. — ubergeht weRt dleﬂel  Nepner aus ‘—,/m -]— \‘lbergc'ht.
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P
- Iz

z?

Subt.s= i l.é’ )

P
ot ="m\ st a—VER

Subn.s=(y 5%, 1_;_;9_,

.

X - \3.
R—— ‘(\/w'ﬂ(l—lzw?}')
2N z[—~2— (1 —I£). 22+ (1--&)?]

und wir ensehen, dass in jedem dieser Ausdiicke die Grésse
1—lx eine wichtige Rolle spielt, . . - ‘

Da nber die Grisse 1+ /z einfuche: Formen annimmt, wenn
= eine Petenz von ¢ mit einfachen ganzen oder gebrochenen Ex-
ponehten z. B:. a=¢°, el, 2 ete. &, €. 02, e = wind,
weil dann Iz =ler=nle=n, also 1 —lx=1—n wird, wihrend
dabei zugleich die in mehreren dieser Formeln vorkommende Grisse

L =
oy ) ry -+ ). d.
=V = = 0('.> =Nen
=¢" "' wird, s0 wird io diesem Fallo jede der betroflenden For-
meln eisfiacher. ‘

.. § 1%, Der wichtigate Fall ist.der, wobei. nz=0, also &r=0
und =1 ist. Es ist dann

i_ N Tge=¥2, Subt.s=1; Subn.s=1;
} R=4¥2 = Norm. s=4732.

§. 12." Gehen_ wir jetzt zur Berdicksichfigang “der, negafiven
Werthe von g und auch der negativen Werthe von z {ther, so
kommt es zuniichst wesentlich darauf an, ob z als eine 3erade
eder als ¢ine ungerade Lahl. T coe |

§. 13. Ist nimlich & eine ﬁer de gapze 'Zahl, oder ein
gerader Bruch:¢d. b. din Bruch, ddr, wenn er .durch’ Atfheben
gleicher Factoren im Ekhler und Nenner auf die einfachste Form
gebracht ist, einen geraden Zihler und einen ungeraden-Nea-
ner hat), oder ist = eine gerade Irrationalzahl (d. b. eine
Irrationalzahl, Rie: das Doplpelh, ist von einer apderen lrmativnal-
zahl) z. B. =2x, wo = also ganz oder gebrochen oder irrationa-
sein kann, so ist ' :

12¢
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L

2n ETS
y=Vz= ﬁn.._—.;l;\/’m'

n
so dass, wenn 4/ 27 miglich und positiv ist, sicher y zwei Werthe
bat, einen positiven und einen negativen miglichen Werth.

Was insbesondere den Bégriﬂ' Irrationalzahl betriffit, so
ist eine Irratiopalzahl nichts weiter, als ,,eine Zahlengrdsse.
,.deren Verhiltniss zur Einheit nuc durch unendlich grosse Zahlen
»genau ausgedriickt gedacht werden kann. Z. B

m: 1=93,14159.... : 1,00000...
= 3814159 ....:100000...

Auch ist z. B. von den beidgn Irrationalzahlen 0,13113111311113....
und 0,26226322622226... die, letztere sicher im Vergleich zur er-
steren, in unserem Sinne, gerad. Die Irrationalzahl ist uns also
ein Bruph»:xjt wendlich grosspm,Zahler und unendlich grossem
Nenner, und es kann bei thr, sowohl beim Zihler als beim Nen-
ver, gefragt werden, ob.er gerad oder ungerad ist, - gleich wie diess
bei einem gewihnlichen Bruche gefragt werden kaan. ‘

. §..14.. "Wiirde man hierbei, wie wir es oben stilschweigend

than.-haben, annehmen, doss alle Zahlen z (also auch alle: ge-
g?ochenen und allg Irraticnalwerthe z), wenn sie’ in .Bruchferm
als. '-f-.aifsg?drfii;kt, werden, einen und densel bpn.(constantbh;,

unendlich grossen Nenner u haben*), so wiirde dieser ausdriicken,
wie viele dz in der Einheit enthaltén sind, und der Zihler § wirde
angeben, wie viele in dem betreflenden Werthe von 2 enthal
teu sind. Die Zahf » milsste aber dabei entweder nur eine un-
gerade, oder nur eine gerade Zahl sein, und es wirde z. B. ange-
messen sein, (damit die Einbeit wnd jede andere ganse’ ungerade
Zahl ihre Bedeutung als ulig:rade Zahl nicht verliere) die Zahl «
als ungerad zu denkem. . kiime dann nur auf die Frage‘an,

™
ob £ gerad oder ungerad :ist, um zu entscheiden, ob y=v—.§

3 ) S .
=v (%)' zwei oder nur einen, oder, falls 5- negativ und &
gerade ist, gar keinen muglichen Werth hat.

Man hat némlich bei conah%tem ungeraden Werthe «

1) wenn z=+ %, also y=(§)? =v‘(§)'ist:

S ——

< *) Dase aleo jeder mdgliche Werth von z durch g.mit constantetn

unendlich grossen u erreichbar sci.
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LI) hei ‘?prad,_op Werthenvop £ bloss positive:\Verthe von

=V o

1,2) bei geraden Werthen von'é, sowohl positive als nega-
oY N e e _' - B
tive Werthe ven y;-'_iv-(i_)'; . .

2) wenn x::—-% > wobei y=(-—-§-)—%='{/-( - 5_) .“; ;\Is:) !
£

.
=v—( _u\e,
[ , .
N . ._ V ; i I A N
also, da u ungerade ist, so dass 'y_'-:v:'_;(.'.‘g.)? iist,
2,1) bei ungeraden Wertbgn von §; bloss "n’ egatiie'..Werthe

von y, indem y:—v-(%)—' ist;

2,2) bei geraden Werthen Zon & keinen miglichen Werth von

9, indem dann yziv._(%)u unmiiglich ist.
§. 15. Beriicksichtigt man aber; dass fiir eine Irrationalzabl

+ x recht wohl ihr Verhiltniss zar Eloheit- durch einen Bruch f

mit unendlich grossem Zibler und mren.'dlich grossem Nenner)
argestellt gedacht w§ en kamn, ohne dase darum auch fiir ver-
schiedene ‘irrationale Werthe von & die Nenner u der Briiche wie

5— dieselben sein miissen, beriicksichtigt man weiter, dass ai bei

seinem stetigen Wachsen sicher auch Werthe erreicht, die als
Briiche mit gn%:demtlcﬂenur (bei mti’geradem Zihler) auszudriitken
sind, indem z. B. x=g-, oder z=g u. 8. wi, durch‘ 55;‘— _ mit

ungeradem Nenner u, sei u auch noch so gross, nie .absolut

nan anaEedrﬂckt gedacht werden kani, so’sieht man leicht ein,
5:” man hier nicht nur § sondérn-anch « “als veriinderlich den-
ken muss. Es versteh{ sich dabc;i_yon\ selbst, dass der Bruch

-E-(dnrch Aufheben der gem'einsch'gftlich'én Factoren im Zihler

und Nenner) auf die einfachste Form gebracht ansunehmen ist,
(weil sonst ein und derselbe Werth von x in unendlich vielen
verschiedenen geraden und ungeraden Formen in Betracht

kime); dess’ also in- dem Bruche'é Zibler und Nenner nie

gleichzeitig (d. h. fir einen. und denselben Werth von z) ge-
rad sein kinnen.
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"Wird dies vorausgesetzst, so #id mur foigende Fafle muglich:

=(+9% “*°a=\f(+§) O

1,1) & ist geud‘ also u ungemks dann ist

LT

d. b. es giebt fir ein gerades § sowohl einen negativen als
einen positivep Werth von y.

1,2) & ist ungeradj.es mag dann u gerad oder ungerad sem, "s0
hat doch y nur den eineq. muglncheu Werth

y=+ \/— (5—) -

2) z ist negativ, also'a:-—.—g X also

L -4—oe—Vc~> N
RIGES <w%- :

21) egerad also i ungerad, so ist ( —--—) —-—-("—‘ y dlqo ﬁe-
gativ, mithin y unmiglich. . ‘

Ist dagegen o ‘
22) £ ungerad ‘und es ist o Choawhan
2,21) wuch u ungetad soist Lo Ene

also ( E)——(t) o
ey (,i),____.(g')é' .

also ein negativer (aber kein positnver) Werth von 'y
vorhanden;

1) z ist positiv, also z=+ L s daon ist '5' \ .

I E U




13
2,22) u gernd.(sp st \\

L (g

PR

also

e
EE T O S | L BT u_,lj';v-( (u)sgs
. . PH } [T RS [T 4 ﬁ I TR IR
folghch ein posmver, aher kc‘m' negativer 'Wel'th"wb
y 'vorhanden LY

§ 16." £s glebt/alsol, wem{ x poslﬁv alge ""-I- q‘lst,
1) indem Quadcawtey: H\Xfl- ) ool jedem Werthe von .1:_.+ q

einen dazu gehirigen Werth y:rl-\fq, und dig. Gmmn‘&eadm

durch die Gleichung y= V bestiminten Puh bildet, wenn
man: ¥ stetig wacgs%nd &m' eliié ununter ?e)e Litie! einen
ezogenen Curvenschenkel, den wir bereits oben beschrieben

ben ;
* el'i) in dem Quadrahten (-‘—X—- ¥y fur &u Je&em geraden Werth

z=+q einen dazn’ ge’hongen Werth" 'y =— 9, und dic; ld

e b ———V*_ bestlmmten Pnnkte

nmmthelt der durch '&6 " Gletbptin
bildet,; weil pur. die, goraden ‘% ¢ vm 4 berﬁcmbtnst nerm

eine unter rochene mle, eten unkhrt
den Curvenschenkel, der Ssls ununterproc l{i ac t) dem in

dem Quadrp: ,n(-txr;rl’} ich ist. Es

fehlen aber o ibm dlejemgen elche zu un-
geraden Werthen von g gehq’ebuu .-',-: .

§. 17. Setzen wir jetzt: &' wiegdtiv, Gloe!: w=—oqmw 54" thmie

bt. !
by V’ '&?f;a:.&;(.,mn wug. sw(jadpmsoldhen Werthe

von q_-'-‘-- bei dem Sowobl u als § uogerad ist, eingn tlazugehi-
rigen, miglichep Wgrtb yon y__hig'l‘c!lr R

ul -7 -':”’ I‘(gm)ﬁ-l 1»(%)-: aoi e

wide wx o Cadd aenaeae AR CIONRERT. ¥ 7 4
grg)atdyn o e o lllli" I Eat

@i&rw 15 N, 2.2!)‘;‘ e

(173 P -

i\ lh dem Quadraptep (X 4 ¥) aber nur zy jedem solchgo
Werthe von g==-, hei dem- § upgerad, u aber garad ist, einep
dazu gehiingen mc‘ighchon Westh von y, niimlich:
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"‘*ge)?* ( o
=} (si&he §. 15. Nr. 2,22)

q
§. 18/ D& wir ob gwqh- baben, dass zu ungeraden Wer-

then von N-x nur positwe Wertbe von V x gehoreu, und dass,
weon #,die Werthe hat: - , vl

=ILYO 4 ma < it <0
o el (e undi<an) (=) .. .
auch ¥z die dart fehdrigen Werthe hat: =~ ¢ 0

V F—-i(*—t) &2 —_ und <1>;d=l>.c> L wnd <V i

! car et s axeg
—[V—] (<V_ und> 1);(=1) et

R TR |
nnd da das, was yon emem ungeraden z und dem dazu gehBrigen

Wertbe V z gllt, auch von dem ungerad.eu Werthg von ¢ und

q
dem dazu gehari n Werthe von V'— sélten muds, 8o 'fol t, dugd,
wenn q die Wenglfe hat: 78 b ,.g.: oy

( )r ol und(t) {=~.l) (>l um!’('uj a4 ) gl

[—e] (>e und(m),(:;:o) i e

anch dis Gri)ue-.'—'-die Waerthe haben mass: - ¢
Ve
<) e ' W, 'lh'

-—-—=(+w)-(<mnd>t) (""l)‘ <1m>v-- i
V—-l A T]

[—- e ]’ (> __"“n‘<1) (

“gh 19. Wollten wik dv)her mg Quadranten (—X~7) fir

e der in (—X) zu nehmenden Absciss die zwischen
0 und g==op liegen, jene ununtdrbrocben edacbto Curve
construlren, fir welché bei jedem solchen Werthe von ¢ ein

y=—’—1—m Betracht kommt, das also die Grisse T hat und

W ",
{n der Richtung (—Y) hagt, so wilrdén wir di¢ ében angegebe-
nen Hauptwerthe von K und 'ven ;l—benutzen\konnen t

v o .rv’;’ B A MR TIE LA




Um aber die i dies r Curve werk oomenden Wud.punkte
zu bestlmmen, 'll! e, man 3 berﬂe.ksicbtlgbn, dass. | ..

+'__ ,)q and 4‘9 --[wﬁv(l lq)+(l l9)*]
th B ¢~r_
ist, und dasaays. d,u (xlelclumg SR

(19—1)’-21('7—-1) 1- g=0,
also aus der Glelclmng

() roirin

der Wertb von ! (9-) gefunden wnrd als

d":—

(s ..

oder was. im. Wesentlich daul t,.dasa wenn d I
c:hlmggeltﬂlmll.".3 I~ o ‘beiﬂ " " lwﬁe.

‘o lq=b+(q+l)=w~q+v o

sein muu.

Daraus ‘wirde sich’ sogleuch ergel'»en, dass it Wertlld von
q,dne>0 und il sind, diese Glelchung nicht miglich it (zu un-
miigllebeq Werthen von ﬂibr ass also zwischen ¢ =0 und
g=1 fiir diese Curve kem 'Wen puinkt exisfitt."

Daraus wirde ferner soglelcb ersichtlich seln, da.ss, wenn

q>l nlso 2 —q+q moglich ist, nur der Werth

-u’ll, - | , Coies, ser e gt

o =gt -V —-q+q§ .

Waschhar sein: kaun, indem: ohnehin g > fy | wt (wclll £ g>lq '}p

o>V'c' ist), also.um so mebrnoch (. '
(q+t)+V:-;-F?>l¢i WLt L e e

ist. Daraul wiirde folgen, dals zw’fsc’be‘: q::‘l"'b‘nd q=aa nut ein
W vorionmt, vad-dass’ fyr'ign - .. R

Y . .~:?|uu£ " '»5,11

) B :_Iq—+(q+i)—\’:47"" ":‘

seip myws; wad' man, wiizde leight. findep,, . .. , .
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dasd swischer 4 wd gl ) b g
genauer zwischen 31:4,5 und z::ﬁf . die Grogse | |
» ” ¢=4,6 und ¢=5 (@+h)—V —g+4¢*
e IR =46 pnd q:‘,’l 'aus + ln,.—ﬂbe'rgoht,

. u. 5 W, :
.o ' v
so dass der gesuchte Wendepunkt zu eingm Werthe von, gehort,
der zwischen ¢=4,6 und q=p4,7 hégt, ﬁf‘d dass” dabel I

y=— 'i =g =—038, ;
vy Vim
[ZRAIY . <N
ist. U ()
In dieser Curve Iieg:lan natiirlich auch C“j jene Puakte, die
e

durch die Gleichung y=V‘;5: fir den Fall
welchem £=—¢ und qf; LT bgsfh_all'(n‘"‘.ist, dass sowohl ¢
als u ungerad ist. ‘ N

§. 20." Das Bild der ununterbrochen gedachten Curve,
welches in dem Quadranten (—X+ ¥) so construirt werden koonte,
dass in (— X) die Ahscisse —q (abgesehen von der Richtung,
also vom Vorzeiches) >0 und ‘in: der ﬁliclltqh%v(i- Y) die Orfi.
nate y %enummen wiirde, wenn zu jedem erthe von ¢ ein

%=+ 77 gphirte, -bedarf, als ?én blosses Gegenbild &r im vo-
;".' Viq—' T IR ‘ !
rigen Paragraphen erwihnten Ciyve, wo y=——L war, “k?iﬂef

9 _
P

\ oo,
immt werden, in

weitern Elziﬁut'e'l"u;g. ,

. Qoten [ 4o .
Da es alle Punkte umfasst, die durch die Gleichuag y=+'L

in der angedeuteten Weise be;tim'mt 'werden, 50 umfasst es aucz
. ., . . L

ille jene Punkte, welché durch-dle Gléidhung 'y = Az i den Fall

bestimmt werden, in welchem h':tzh-—'q'na%-ilo\ -begchdfien / ist,

dass § ungerad, u dagegen gerad ist. |

. §n 21 Die Curve y=¥« bat alsg S

I)ind adranten (4 X4 F) éinem:ganogeuen. Schenkel, in
wezcl::m ’:;il? &ld::dern P(;x'l-lktﬁ'eﬂt'i ’

II) in dem Quadranten (-}‘X—i’) eiven punktirt gebildeten

Schenkel, in welchem die zu ungeraden Werthen von z=_ also
zu ungeraden Werthen von 2, gehirigen bildenden Punkte foblen;



Il) in dem Quadranten (—X—7Y) einen punktirt gebildeten

Schenkel, in welchem diejenigen bildenden Punkte der Curve fehlen,
1) welche bei z=— 3 2u geraden Werthen von £ gehiren, sowie

2) jene, welche zu geraden Werthen von u gehiren;
IV) in dem Quadranten s—X-i- ¥Y) einen punktirt gebildeten
Schenkel, in welchem diejenigen bildenden Punkte der (ununter-

_ brochen gedachten) Curve fehlen, welche bei .t=—;f-

1) zu geraden Werthen von £ &aht“)ren, sowie
2) jene, welche zu ungeraden Werthen von u gehiren.

. - z
§- 22. Die Zeichnung auf Taf.Il.’soll dienen, die Curvey=Vz
zu versinnlichep. Die Unterbrechungen einer Linie durch oqoo
soll elve unendliehe. Erstreckung dndeGted.. - . 2.7 0L
§. 23. Merkwiirdig sind die verschiedenen Ursachen des
Feblens bildender Punkte in den, den verschiedenen Quadranten
angehirigen Schenkeln der Curve.

Im ersten .Q'&dranlbq (+ X+ Y)ylzrlt kein bildender Punkt.

Im zweiten Quadranten $+X-- fehlen die zn ungeraden

Werthen von-'z' gehdrigen bildenden Punkte, weil die wageradel

ate Wurzel aus einer positiven Grésse ¥ keinen Werth von der
£

Form — 4z bhat.
Im dritten Quadranten (— X — ¥) fehlen
1) die zugerades Werthen von x gehirigen bildenden Punkte der
: ct ' . . . s

'Cnrve, well die gergdg — ate Wurzel aus -2, d. b V_ Sy

[

. unmdglich ist;’ 1 \
* 4 . R RNy T
2) die zu geraden Werthen won — -~ . gehdrigen _bildendem,
Punkte dér Curve, weil- bei geradem’ Wertho. von ~.'i .i.:ﬁ
(I . A R N b

. L g o . . ' w e
Werth ~(2): fur ¥ = nieht exiatin,” "))

Im vierten Quadranten (— X 4 ¥) fehlen ' )
1) die zu geraden Werthep von 2 gehirigen bildenden Punkte

; : gl

.der-Curve, weil fiir gerade Werthe von —z die Grisse &/ — =
L unpiglich .ﬁt;'-: o IR it i.; ll ! )y

~2) die zu ungeraden Wettbo:n von —;; gehirigen _ bildenden
. Punkte der Curve, weil, bei ungeraden Weyt_ben von —-l;,ehl ‘

Lo e -
- Werth + (3 )2 it V=3 sicht emintirt.: -

] . -——-i-w--v-—-



Ueber eine gnomonische Aufgabe.*)
PRV - Von :" - L
" Herrn Dr. B'enjamixi_Wi't'gschgil',;- X

Lehrer der Mathematik und der Naturwissenschafton am ,bmnﬁinm -
o . Zwickan im K. Saphsen. .o I

'ity : . ‘el

.
Y . .
. DRI

Auf einer Horizontalebene stehen 'in drei Puikten A, B.' C,
vap deren gegenseitigen Entfernungen nur eine, z. B. 4B, bekannt
ist, drei vertikale Stabe A'A, B'B, C'C von 'ﬂfgebener Liinge.
An welchem Orte der Erde und an welchem Mage' des Jahres
wird" es nich zutragen, dass das Sthattenende des, Stabes 4'A
durch den Fusspunkt B und C des zweiten und dritten Stabes,
das Schattenende dow Stahes B'B duwsch den Fusspuukt C und 4
des dritten und ersten Stabes, und das Schattenmo des dritten
Stabes C'C durch den Fusgpunkt 4 des erstent'und somit auch
durch den Fusspuokt B des zweiten Stabes geht]

PEANE B

I Aaff¥sung.

Der Einfachheit wegen'stelle min sich vor,. dass die ‘Somne
innerhalb 24 Stunden sich um die Erde in° einem Kreise der
S ZENSTTOUN TASSEEE— ) - T

‘)“ Zu dieser schon ziemlich alten aber gowiss nicht uninteressanten
Aufgabe hatSchoatenindepZusitsen snr Geometrje des Cartesius
cine sumerische . fir den jetzigen Stand 8éf Wissenschdft weilschweifige
Lasung beigebracht. Die am genanntem Octe ge ne Fassung der
Aufgabe ist folgende : ’l‘ouipore.fmo erecpis alicupi tpriarum: ed per-
pendiculum tribue baculis in plano horizentali in pbactis 4, B, C, quo-
ram is qui in 4 sit 6 pedum, qui in B 18 pedum et qui in C 8 pedum,
existente linea AB 33 pedum: contigit quodam die extremitatem
umbrae bacali 4 traosire per pmmtta-B et C, baculi autem B per
puncta 4 et C et baculiC per punctum 4, unde fit, ut etiam per punctum
B sit transitora. Quaeritur jam, quo terrae loco atque anni (ﬁo haec
evenerint ?
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HMimmelskugel bowege. Der Mittelpunkt dieses Knhestﬁ?,'in

der Himmelsaxe und entfernt sich von dem Mittelpunkte der Kugel
um den Sinus der Deklination. 6 der Sonne. Der Radjug .dessel-
ben Kreises ist dem Cosinus der. Deklination 6 gleich zu setzen.
Es werden demnach dié Richtungen eines..innerhalb 24 Stum;@n
durch ein und denselben Punkt 4’ gehenden Sonnenstrahles eine
Kegelfliiche zweiter Ordnung beschreiben, als deren Leitlinie der
von der Sobne scheinbar beschriebene Kreis angesehen werden
kanm, deren Sebeitelwinkel dem doppélten: GComplement (v —r24)
der: Deklimation gleich komimnt, und- deren Axe wegen des Paral-
lelismus: aller .an ‘verschiedenen Orten zu gleicher Zeit einfallen-
den- Sonbenstrahlen der ‘Erd- oder Himmelsaxe parallel sein muss.
Ob der Punkt A’ nach seiner materiellen Beschafiénheit die Son-
nenstrahlen ungebrochen hindurchliisst, oder diexelben ganz unter-
bricht, bleibt sich hierhei ganz gleich, indem im letatern Falle die er-
wihnteKegelfliche vonihrem Mittelpunkte aus zur einen Hiilfteals von
Sounenstrablen, zur andern als von Schattenstrahlen erzeugt gedacht
werden kann. DerKiirze wegen wirdin derFolge die eineHiilfte derSon-
nenkegel, dieandere der Schattenkegel genannt sverden, weon sich die
Nothwendigkeit, beide Hiiliten von einanderzuunterscheiden, herauns-
stellen solite. Das Schattenende einer von A4’ auf die Horizon-
talebene gefillten Vertikale 4‘A4, die als einer der in der Aufgabe
erwahnten Stibe angesehen werden kann, muss nun in der Durch-
schuittslinie der gedachten Kegelfliche mit ‘der Horizontalebene
liegen. Es ist ferner leicht einzusehen, dass diese Vertikale A'4
oder der Stab mit der Axe der Kegelfliche emen’ Winkel bildet,
der dem Complement zur Polhihe @ desjenigen Orts, in welchem
der Stab eingesteckt ist, gleich kommt.. -Die Gleichung der er-
wihaten Kegelfliche ist™ bezogen auf ein rechtwinkliges Coordi-
vatensystem - .

224 y2=27 co:f 5",

‘wobei & wieder die Deklination der Sonne bedeutet, und di¢ Axe
der z’ mit.der des Kegels, sowie der Coordinatenanfang mit dem Mit-
telpunkt desselberl zusammenfillt. Hinsichtlich der beiden andern
Coordinatenaxen soll noch bestt = -~ dass. .die Ebere det
z's’ ‘in der Meridianebene des

it “dieser Gleichung die der H

Gleichungen der "Prpjectionen

Schattenende des Stabes inner

um_ dessen Bestimmung es sic

wiirde aber zu schon jetzt ersic

wicklungen fithren, die auf folge

nen. n' drebe das Axensy

die neue zAxe mit dem Stab. ... o .. swur, | sy wo
Dréhungswinkel dem Complement der Polbihe ¢ gleich ist. Ver-
mittels der dazi gehirigen Tagesformationsformeln: . .

Ly (X =asipp—zcosg,
T Y Y=zsinp 4 zcosp .

 geht obige Gleicheng  der Kegelfiiiche ber in; ©.
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#3(ing? < eond¥) 4 yPein 8% 2o skt ook -4 2Neltl P sidip®) =0.
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-~ ‘Da nach diesem -néven Axensyntem die Horizontalebene zaur
Axze def z normal, oder der zy- Ebene puraljel isti, so hat man
fir dieselbe die einfache GleieZung A o .

et s ye=#,

nte B , .

swvenn b die. Edtfernang der Ebene -vdm'Goordinatenanfaiig, d. b
die Liinge des -Stabes hezeichnet.' Dureh einfache Sabstitution
vou- & fiir £ o der Gleichung der Kbgelfliche -erhalt: man die
Gieichung des durch die Horizontaleliene mit der Kegelliche ge-
bildetoh Kegelschnitte: - = . . R S

RN S . ' Coae
33(sing® - cos §%) 4 yPsin 202 slug cosp 43 (sin 2 —sin p?)x(,
© MAENy 2P0z Q2=0, ... ... ... (o))

wobei

'
)

N=4ind3,

R Do . A. o 0! :. ?: . 9

o 4'4 N \ ‘:l‘nt)’—ﬂ)ﬂa’:ﬁw}!-
:'P=-s.imptlzo._n¢p- = 'EL:Q-.

Q=sin 6’—T§in ?’ = cos 29 —cos2d —;eos 29

®) die Gleichung des vom.
riebenen Kegelschnitts, weon
schieht, = ¢ und die Dekli-
it es vor sich geht, =3 ange-
en Fusspunkt des Stabes und
p‘legt wird. Sind oun b, b,
»C; dy, dg, dy die Entferoun-
A, B, C ' dieser Stihe, von
z. B. AB=d,, als bekannt
Coordinatenani’ang im Fuss-
id die Coordinaten der Fuss-
titten Stabes resp. fa un
er x und die B auf die der
mﬁen der von den Schatten-
schriebenen, pndapf eip und
' Kegelschnitte: *  ~°

Mad 4 Ny*—2Pb 2+ Q5,2 =0.... (I)
M(z— eg)3 4 N(y — Bs)—2Pby(z — 03) + Q652=0.... (1)
M(z— 03)* + Ny — By)*— Pbs(x— o) 4 Qb2 =0.... R
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Naoli) den Bedingungen. dde Ad{gabe splleq * .. (.

l) die Fusspunkte des zweiten und dritten Stabes in der vom
Selnathn -des butoi bonlmebemn Linie lnagem SN
N
u"-l—Nﬂ,’—ZPbla,{- Qb,"zo " LR (o‘) '
Cor , Moy NB2— 2Pl 0y + @Qy2=0......(2
9) die Scbattenrn"le des zwenteu und drﬁten Stabes durch den
I?n,s_punkt der ersten gel\en ,» & h
. . Mag? +Nﬁ,‘4-QP,&,a, +Qﬁg‘=0 ..... .3
b et MR 2Pbyoy £ Q020 - - L (4),
3) endlich dne bchattenlnme des zwenten btabe'a durch den Fuss-
punkt des ‘Qritten.. sehen, die. Entférnung .. des ersten und
zwelten Srabes =d, sein, also '
M(oy )+ N By — o) - 2Pb.(’«;-u.)+eb,*'=o."-.'.’(5x.
o 4 ’—'d,’ ............. . (6)

Die in dlesen 6 Gjencbu q enthaltenen 6 Unbekannten, as,
Bs, @3, Bs, @ uid'd kinned auf folgende' Wéise hesSmmt wer en

Darch hubmlkhon dur SI (la nnd {2) ‘vom . resp. (3)mnd (0
erb t- dmnml i I

l' . . . -
ll'hnl!‘ . i} . ||

. |: 2’)(61 +bi)a'l_Q“'; —",F’), “’—-,Q‘l(b;—-bg).... .(7)

2 *“M“W’.’"ﬁ'?;j"-—?gﬁ(bn - By) e ern s ()
folglich I S .o ann

Vo St ,"", \';. K
L "t"“”-—gp(ba "a)

bDer Werth von ag— o3, im drltten Gliede von (5) elngéselzt,
giebt R

Moy —ag) 4 N(es — "s)"— Qba(bg —b)+ Qbs’,Fo R
* Moy — o) + N(oy — c)® 4 @laby =0....0c....... . B)

Addirt man zur letatera Glelchuno “~ Qls24 Qb2 =0 und be-

;g«l:kslch(igt, dpss rqaq (a,—a,)’ iir (c:s—cx,)2 sgtzeu kann, 80 er-
t .

b+ N o~ Qs ~ bn)#%' =% .
oder, da B ' N ' v

2 . ) .‘..-,)).\“

T
'\ o . .
L - -

o ep
Satae L b= 5:—‘7)("’—'“:)
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L Mlea—a) 4 NGy ~ ) — 2Py ey~ ) + @y =0 )
woraus, mit- Verglelclmng ‘Yon (lll), etvorgebt »dass aoch Ju

Schattenende des dntten Stabes durch den Fusspunkt des zwei-
ten’'gehen "muss.¢ "'’

" Man fihre ferner ‘it ‘den Glenclmngen (3) und (4) die uoter
(") und (§) enthaltenen Werthe von ¢y und ey ein, so ist

Mog® 4 NB34 Qbb,=0". . .. ... . ... @
Mo NG +Qoyby==0. oo . @p

Dle Summe belder Glelcﬂdngen von (5)’ abgezogen, giebt

12 Moy, 43NS + Q(b.b,- baby + byly) =0

oder, wenn man QNM, transpomrt und hierauf die (:Ieicllung
quadrirt, ~

4 N’ﬂ.’ﬁ,’
_41"‘%!%’ + 4”Q¢z“s(bl 6:"5:5:"' b3by) + Q’(blbl-bzbt "‘bsbn)’
Versetst man ebenfalls in’ den Gleichungen @) und_(4)* resp.

NB,? und NB,? aul die andere Seite, multh’lclrt dann beide Glei-
chuogen mit einander und vervierfacht das Produkt, so erhilt man

4N, ﬂa’—"M’%’%’ T4 Qe by 4 0y%6,8) 4+ 4 @, %65y,

Zieht man beide 2uletzt gefundenen Gleichungen iven ¢inander ab,
und dividirt den Rest durch @, so hat man

-

4 Magery(byby — baby + byby)+Q(by 6a— baby + byby)*
= 4M(ox byl +0a%016) + Qby b

Nup ist
cnta by — bbb byb)
o Xty ba—bub +-6a6) — (o — by 13,
. ca2byby + 0326, b
% 6126y by + b35)) ¥ 6,65%65 4 6,5,642 —Abl’b,b.gq,

Diese Werthe substituirt geben, nachdem man das Resultat durch
Q abermals dividirt und mit P? multiplicirt hat, _

MQb, (b, by —babs +b3b,) — (MQ — P2)(bybg—baby + 6;61)’
= MQ(by*(5165 + b3b1) 1y (g% + 610gh5%)— 4(MQ ~ P2)b,%yb,
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oder ‘
Qb, 636y (b, b3 + b5) ]
+ (MQ— P?)1by%by® + 26345526, — 26, 5yb3 (by + b3+ 8,)! =05
MQp + (MQ— P (g—2p)=0;
wenn man der Kirze wegen '
01626561 + b3+ 6s)=p,
0,26, 16,205 + 6420, =¢q

setzt. Fihhrt man statt der abgekiirzten Bezeichnungen M, P, @
die durch die doppelten Bogen von ¢ und J ausgedriickten Kreis-
fanktionen wieder ein, setzt also

. PO
sin 2 ¢ . sm?&’smu Q.

8in 202
-]

» MQ—P3%;

so erhalt man

sin 2g2 = "p‘” 5in 203,

Dem Ausdrucke des Faktors

=P __ by 2bo2-4-06,2b5 3463201 2—b, bebs (by +b4-1b5)
r by 5905 (61+09+03)

kinnen noch. einige andere Formen gegeben werden, als: -

bbgly 1 1 1Y . \.
bR ot &)
' R T | 1
sitept g

I S A
bybs VBl T 5tn

by bty b2y =0 b5 by — b [

b, bl (by +05-10) ’

5;’—%)'1‘1- (b';—l%)'*l G—5)s
(g tanteg)

Theil XIV. 13

m -~
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von denen die beiden ersten zur Vereinfachung der numerischen
Berechoung dienen diirften, die beiden letzten inshesondere aber bewei-

sen, dass dér Werth von b A stets positiv sein muss. KEs soll

daher auch in der Folge dieser Faktor durch C2 bezeichnet wer-
den, um dadurch zugfeich den stefe positiven Werth desseiben
anzudeuten. Somit hat man als die erste