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iufgaben aus dem Attraétionscalcul..
Von -
dem Herausgeber.

Unter den vielen interessanten Aufgaben, welche der At-
nctionscalcul *) darbietet, haben vorziiglich zwei, wegen ihrer
sressen Wichtigkeit fiir die physische Astronomie und die Theo-

der terrestrischen Schwere, die Mathematiker vielfach beschif-
igt, nimlich die Aufgaben iiber die Bestimmung der Anziebung

Kugel und der eines dreiaxigen elliptischen Sphiroids. Es

t mir aber wiinschenswerth, dass theils diese Aufgaben
rermebrt, theils friher schon aufgeliste nach neuen Methoden
jebandelt werden. lch will daher in einer Reihe von Abhand-
en, welche durch die vorliegende eriffnet wird, die Resultate
er mehrjibrigen gelegentlichen Beschiftigungen mit diesem
ustande- vorlegen, in der Hoffnung, dass dadurch auch andere
ematiker mehr als bisher zu dergleichen Untersuchungen und
eilungen veranlasst und angeregt werden. In der vorliegen-
Abhandlung mache ich den Anfang mit einigen leichteren
fgaben, die aber spiteren Untersuchungen theilweise zur Grund-
dienen, und an die sich daber einige kiinftig noch zu ver-
ntlichende Abhandlungen zweckmiissig anschliessen lassen
den. Unter den hier behandelten Aufgaben findet sich iibri-
s auch schon das fiir die physische Astronomie so wichtige
blem von der Anziehung einer Kugel, welches ich hier auf

?) Ich bediene mich dieser zweckmissigen, vou Herrn Professor

.Schlémilch in seiner nenerlich erschienenen Schrift: Der At-

hctionscalcul. Eine Monographie von Dr. 0. Schlomilch
o. w. Halle., 1851, eingefihrten Benennung. . )

il XVI1I. 1
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«ine von der bisherigen Eanz verschiedene Weise aufgeliist habe,
eine Auflisung, die sich wegen ihrer Anschaulichkeit vielleicht
vorzugsweise fiir Anfiinger empfehlen michte, wenn ich auch gern
zugebe, dass die bekannten allgemeinen Formeln, welche u. A
auch Herr Professor Schlémilch a. a. O. mittheilt, kiirzer zum
Zweck fiihren.

Wirkung der Anziehung eines Punktes von der Masse
- w auf einen Punkt von der Masse Eins.

In Bezug auf ein beliebiges. rechtwinkliges Coordinatensystem
seien r.y, 3 die Coordinaten des angezogenen Punktes von der
Masse Eins; die Coordinaten des anzichenden Punktes von der
Masse p seien z, g, z; die Entfernung der beiden Punkte von
einander sei r; so ist die Wirkung des Punktes (zyz) von der
Masse u auf den Punkt (ry3) von der Masse Eins, wenn wir wie

ewihnlich die Anziehung gerade der Masse und umgekehrt dem
au’adrate der Entfernung von dem anziehenden Punkte propor-
tional setzen:

r2’

und diese Kraft muss man sich als von dem Punkte (xy3) nach
dem Punkte (zy:) hin wirkend vorstellen, weil der Punkt (zyz)
auf den Punkt (ry3) anziehend, nicht abstossend, wirken sofl.
Legen wir nun durch den Punkt (ry3) drei den primitiven Coer-
;l(inaftenaxen parallele secundire Coordinatenaxen, zerlegen die

raft . . )

@

72

nach diesen secundiren Coordinatenaxen, und bezeichnen die ent-
sprechenden Composanten durch X, ¥, Z, die von der als von
dem Punkte (xry3) aus nach dem Punkte (2:yz) hin gehend gedach-
ten geraden Linie 7 mit den positiven Theilen der drei secundi-
ren Coordinatenaxen eingeschlossenen, 180° nicht iibersteigenden;
Winkel aber durch ¢, v, 7; so ist

X=:‘—2cosq), Y= f—?cosw, Z=$"—2 cosy.

Bezeichnen wir nun aber die Coordinaten des Punktes. (zyz) inﬂ»
dem durch den Punkt (ry3) gelegten secundéren Systeme durch

N
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2, y', 2'; so ist nach de¢ Lelire von der Vetwandlang der Coor-
dinaten bekanntlich:

z=x+a, y=yiy, =3+
=z =X, y=y—y, ¥=1—3.
Nun ist aber allgemein
x'=rco8p, y'==rcosy, z'=r7cosy;

also

& —x=rcosgp, Y—Yy=rcosy, z—3=rcos);
oder

' cosq>=z;—x s CcOsY ="y_~;_7 s COSy= z_:-__
Folglich ist nach dem Obigen:

- Me—r) o ?-V) __(z-3)
X=_‘ra—', Y——-—g".‘_‘) Z—P‘T'—' .

i

Bekanntlich ist aber mach den Lehren der analytischen Geometrie
: r=l(@—1) + @9+ —3)%1 4
also
'! X= ! ulz—rx) :
T2+ P+ )R
Y. B
{@—0?+ (y—y)*+ (—3)%
=2+ @9+ -3

1L

Wirkung der Anziehung einer geraden Linie auf
einen Punkt von der Masse Eins.

Die Grisse und Lage der Eeraden-Linie, deren Anziehung
asf einen Punkt voin der Masse Kins wir jetat betrachten wollen,

1%
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sei d:'l::: ibre beidew Endpunkte (abc) and (a,6,c;,) bestimmt, so

dass .
T —a —-b z—c
a —a—-z,—b= —c¢

die Gleichungen dieser geraden Linie sind; ihre Linge wollen
wir darch L bezeichnen.

Theilen wir oun die gerade Linie in n gleiche Theile, und
setzen der Kiirze wegen .

L.
—=A1,
P
80 wie
aq—a_ . b—b__. e¢—c
p =1, =1, p =1}

so sind die Coordinaten der beiden Endpunkte der geraden Linie
und aller auf derselben liegenden Theilpunkte von dem Punkte
(abc) an nach der Reihe: . .

a, b, .6
a+iq, b+, c+ic;
a4 2i,, b + 2, c-F2ic;
a +43is, b+ 3a, ¢+ 3i;
u. 8, W. u 8. W, u. 8. W.

a+nia=ay, b4nis=b;, ctnic=c¢.

Bezeichnen wir die Coordinaten des angezogenen Punktes wie
fraher durch x, y, 3; die den_Coordinatenaxen parallelen Compo-
santen der Anziehung durch X, ¥, Z; die Dichtigkeit der anzie- .
henden geraden Linie durch J, ihre Masse also durch dL, so wie
die Masse eines jeden der n gleichen Theile, in welche dieselbe
getheilt worden, durch di, und setzen der Kiirze wegen:

o z—F
%O =T - T o

— y—y
P =G+ G-+ e

—3

= P Gt P,
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®0 sind nach L. die Composanten X, ¥, Z offenbar die Griinzen,
depen die Grissen

34y (0) + Bh0y(a-Fie) + Thpya+2ie) + ...+ Shpy(a + (a—1)ia),
31y + Sigy(b i) + Bgp6-+20)+ -+ Shgy(6-+ e—1)),

gy () + Shpy(ctie)+ Bgy(c+2ic) +...+dhgy(e + (n—D)i);

eder, weil .

61—-‘—’5 oL dL oL .
T n a,—a""bl—b“—c,—c“

ist, die Griinzen, denen die Grissen

SL . i or .
-?_‘a io { ?x(a) + %(“""6) + 9’;(“"‘2'0) +. +¢;(¢+m¢) }

L
> ,,l__,,ia%(a;)»
B 19y 0) + oyb )+ 946 +26) + .+ y(0-4ni0)
' oL

'—b-"__bl'b%)(bx) »

3L
o—c — lelp;(c) + py(ctio) + p;(c+ on) + ot py(c4nio)}

oL
. c,—c"’%(c')

sick niihern, wenn n in’s Unendliche wiichst. Weil aber unter
dieser Voraussetzung die Grissen

affa W;(ax)s bl -—b “%(b‘) N 0-‘— ciwa(cl)

sich simmilich der Null nkhern, so ist nach dem bekannten Haupt-
satze von den bestimmten lntegralen

_ 6L
= ti—a
a

SL s,
Y= r"; Py(y) oy,

=% f 9,(2)013

f wenn wir die Masse unserer geraden lee, nimlich JL,
; durch @ bezeichnen:-

X

* ¢y2)oz, .



= a—a .
u \
g '
Y= bl_b‘[ ‘Pl)(!l)a!l, 3
s f ‘Pg(‘)az

W|r wollen nun das Integral

f @y(z)ox *

zu entwickeln suchen.

Weil
: x-—x
@)= PE G G
ist, und
z=a+::::(z a),
g=b +”’ 2 (@—a),

z=c+%_’_—'_—d (z—a).

gesetzt werden kann; so ist, wenn wir der Kiirze wegen
o —b —c
1 — ﬁ: G

a—a- P a—a~7
und
' a—r=f, b=y=y, c—3=};
rT—a=m, y—b=y, s—c=xn

* setzen:

0+ )
"’r(") (G Az G0 B G
Aber 3.1:_8.1'1, -also

_ (r1+21)0x,
N = e O, 4 B+ Griran T

und folglich, weil fiir z—=a, x=a, respective 2,=0, 2,=a,—a i

x— f“"‘“ (xy+,)0x, ,
o A {+20)2 4+ +B:00)% 4 G+ yx) 43

oder, wenn wir der Kiirze wegen



v

=n*tn?+352
g=n+prn+ v,
Ch=14p42
setzen: : o

X=—=t_ [ _tz)dz
u—aJ  (F+2xn+hi

Es ist aber, wie man leicht findet:

£+ 22 +hep=L7 0 1 GHAT

wnd ) _

fh— g2 =144y (1 24724312 — (5 + B F 51
=Frn—y)*+ (J’ry"ﬁ)""(ﬂin —77 )%

also fh— g%, eben so wie [ und h, eine posltlve Grijsse. * Daher
ist es verstattet

yjl"hal'l —u
Vih—g i
za setzen, woraus
h—a2—o fh—a%
z =M'TQ_..-‘Z, oz, = _s.f_/_e’;‘_i‘a,,

nta =:—-£I‘_'0TM;

: — g2 ’
f+9yzn'+hz'1’-'§ﬂ.'h9 Mu?;
| also, weil £ und fh—g*® positive Grissen sind:

— '
(f + 2+ By = = ”/‘)/{f" 2 1y

folgt. Nach gehiiriger Substitution. erhiilt man:

(xy+21)0zy uN Th—g?—(g—hxy) o
(F¥ 29, + ka2 =~ (th—g®) vk, (1 + )i
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oder . S . .
fxyl=(ab, —ba)) — (a—a,)y+(b—b,)r,
3] =(bey—eby) — (6—b,)3+ (¢ —¢,)y ,
Brl=(cai—ac;) —(c—ey)r + (a—ay)3;
oder
- [rl=—Aa—Nb—(—a)b—(a—a,)y,
[y3]=—(b1—y)e—(y- 'b)cl—'(b_bl)s ,
, Brl=—(e1—3)a— —c)ay—(c—cy)x
setzen: .

FH-G*=[yP+IpsP D)%
F(a;—a)—Gr, =— (b—y)xy] + (c¢—3)[x3],
' (F46) (ay—a)—(G+H)x =— (b—p)[xy]+(c:—3)[3x];

also nach dem Obigen

. (6 —9)[xy]—(e;—3)[5x]

_ w Va2 + (b—9)F+ (6, —3)*
TP ) (6=Ixv]—(c -3)[31]

Va=p + 0 —72+(c—3)*
Es ist aber auch:

(b =y)xyl—(er=3)Bxl= (a—ay){ (a;—F)%+(by—y)%+(c;—3)?}
—(a—N){(a—a )(ay — )+ (6—b,) (b —y)+(c—¢;)(e;—3,

b—y)xy]—(c—3)[3x] =— (a1 —a){ (a—x)2+(b—y)%+ (c—3)?}
M + (a—x) { (ay—a) (a—x) 4 (b1 —bXb—y)+ (¢, — ) (c—3)

und folglich, wenn wit der Kiirze wegen
P =(a—x?+(6—yP2+(c—3)?,
Py=(a;—x)?+(6,—y)*+(c,—3)%;
ferner
Q =(n;—a) (a—x)+ (6,—5) (b6=Y) + (¢1—¢) (¢—3),
h=(r—a)(m—n+ (6—06,)(by—y)+(c—e1)(e;—3)

setzen, zugleich mit Verwechselung der Zeichen:

/
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.

(5 + 7,)0z, - Vfh—g* +(g—hx;)u
(F4292, + ka2t (—gdV A0 Fa?)

Fiahrt man non fir « seinen aus dem Obigen bekannten Werth
ein, so erhiilt man: -

Gtz)dn, . f—gnt@—hn)n ,
F+2z+ hx®2™ 7 (fh—g2)V 292, Fhe®

und es ist folglich nach dem Obigen:

X= [ f—gn __[—ght(a—a)g—hr) (.
(m—a)fh-9) | v N f¥29(a,—a) ¥ hia,—a)®)

Es ist oun

_ (ay—a)x, +(b; =b)y, + (e, =)
9= a—a ’
1

h= (e3—a)®* 4 (b, — 624 (¢, —¢)? ;
(4 —a)?

| aleo, wenn wir

F=r2+y2+352

G=(n—a)k; + (6 —0)y +(c;—c)3y,
H=(a;—0)*+(bs~b)*+(c;—¢)*

N .

: G H
f=F, g= a—a’ h=(‘.'17‘“)2 .

Fithren wit F, G, H statt f, g, h in den obigen Ausdruck
von X ein, so erhalten wir nach einigen leichten Verwandlungen:

X—= B 3F(a,-—a)—Gx, _ _(F “l‘@(f_n:“)“ (G+H)x, :.
FH— vF V@, —1+ (b =7+ (e —3)*

‘ Es ist aber, wenn.wir der Kiirze wegen
[ry]l=(a—a;) (b—y)—(b—b,) (a—),

[73]=(6—b,) (c—3) — (c—¢;) (b—Y),
B3x]=(c¢—¢,) (a—1) —(a—ay) (c—3);
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Bezeichnen wir die an den Spitzen (abc) und (a,6,¢,) liegen-

den Winkel des zwischen den Punkten (abc), (¢10,¢;), (xy3) lie

enden Dreiecks A respective durch o und o;, 8o ist nach den
iehren der ebenen Trigonometrie:

9LRcosw= (a—ay)®+(6—5,)2+(c—c,)?
+(@a-1?+(6—y)*+ (c—3)*
— (a1 —0)*—(o—y)*—(e1—3)%,

2LR,cosw, = (a—a;)?+4(6—b,)*+ (c—c,)?
+(a =5+ (—y)? +(c,—3)*
- = (a=p— (=)t —(c-3)%;
also, wie man leicht findet: .
LRcosw =— (a,—0) (a—F) — (b=b) (b—1) — (es—¢) (c—3),
L Rycosmy=—(a—a;)(ay—F)—(b—b;)(by —1)—(e—e,) (e —3);
"d. i. nach dem Obigen
LRcoso=—@Q, LR,cos0,=—@,;
folglich '

X=g13(@—0) (R—Ry) + (a~§)Leosw H(a,—x) Leosay),
Y= 4'%‘, { (bl—‘é)( R—R,)+(b—y)Lcosw+ (b, —y) Leosa, },

Z= 37:_’ { (e1=—¢) (R—Ry) +(c—3) Leos w4 (c,—3) Leosay § .
Weil |
+R: Ry =sina, :sinn,
R :L =sino, :sin(ofoy),
R, :L = sinw:sin(o 4 o;)
ist, so kann man mit den obigen Ausdriicken noch verschiedene

einfache Transformationen vornebmen, bei denen wir aber jetst ‘
picht verweilen wollen. Man kann auch -

' L=Rcosw + R,cosw,
setzen.

. Bezeichnen wir die Resultirende der drei Krifte X, ¥, Z
durch X, und die auf gewdhnliche Weise genommenen Winkel,
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welche deren Richtung mit den drei Cuordinatenaxen einschliesst,
durch o, ¥, g; so ist

Reosp= X, Rcos:[):: Y, Xcosy=2Z;
also ,
R=¥ X24 Y24 23.

Wird ferner der an der Spitze (rys) des Dreiecks A liegende
Winkel - dieses Dreiecks durth 6 bezeichnet, =o ist

2RR,cos0=(a—r)+(b—y)?+(c—3)?
+ (@1—x)2+(0—y)? + (—3)*
—(a—a,)*—(b—by)2—(c—c,)?,

also, wie man leicht findet:

RR, cos6=(a—r) (a;—F) + (b—) (bs—y) +(c~3)(c;—3).
Daber ist nach dem Obigen:

afa
X2= ‘;6_::‘ {(R—R,)%+ R%cosw?® 4 R,%cosw,®
. — 2R(R — R;) cosn?

o 4+ 2R, (R—R,)cosm,?

+2RR,; cosmcosm cosd

= lf;i—: tR’sinq’ 4 R, %sinw,?
) — QRRI‘( 1—cosw® —cosm 2 —coswcosw, cosf)
Weil aber
cosf=— cos(w+} @)
ist, so ist, wie man leicht findet:

1—cosm2—co8w 2—cos wcosw, cosd =sinmsinw, cosd,
1

'sad folglich nach dem Vorhergehenden:

2 BPL2 poin ot t R 2sine,®—2RR, sinwsi
R*=1¢ A4 (R%inw?+4 R 2sinw, 2 -2 R R, sinwsinw, cosb) .

Bezeichnen wir nun die in Bezug auf L als Grundlinie ge-
wsmmene Hihe des Dreiecks A durch H, so ist-

H=Rsino=R,sinw, ;
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~ also ist’
2Ll
. Rr= ‘—"—gA—‘ (1—cos6),
oder, weil
2sin % 62=1 — cosf
ist:

’a. 22
8’:“41&{1 -sin_%e",

und folglich o ‘ .
' LH . 1
R= -l‘;—A; smgo.

Aber LH= 2A, also

-«

xz-gsin;—a. : S

Nehmen wir jetzt der Kiirze wegen die Ebene des Dreiecks '
A als Ebene der zy, den Punkt (abc) als Anfang der (2yz), und -
die Linie L als den positiven Theil der Axe der z an; so ist im .

Obigen - .
a=0, =0, ¢=0;
a=L, b=0, ¢,=0;
x=x, y=y, .3=0

zu setzen, 'und es ist folglich

X= -EA% { R—R,—xcosw + (L—F)cdsa, !,

Y=-—‘—FKI;)'(cosb + coswy),
Z=0. . Wi

Es ist aber allgemein -
r=Rcoso,
L—yx=L—Rcoso=R,coso,,

folglich
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X ML R inw2— R, si P
= 4_A—2( sinw? — ,'smm, ),

Y=— r_—;,y(cosw + cosw,),
Z=0.

Nimmt man nun die positiven y von der Seite L des Drei-
ecks A an nach der dieser Seite gegeniiberstehenden Spitze des-
selben hin, so ist

' H:y:Rsinw-—-R‘inco,;
also - '

X= %g(sinw——sinwl), .
Y= ——%—lé—[; (cosw + cosw,),
Z=0;7

tolglich, weil LH=2) ist:

-

X= Q—%(sinm-—sinw,): ing (m-ml)_cos.]j'(w""wl)’

Pl=

Y=-ﬁ (cosw 4 cosw;) = —-# cos%(a) —ay) cos,—i(w-l-wl),

A
Z=0. ,
Weil g
R: R, =sinw, :sinw
und
L=Rcosw } R,cosn,

' ist, so ist auch:

~

—_ s

X= AR, sinw ,
nl,___ ® .L—(R—R,)‘cosm
—72A R,

Z=9;
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oder . ,

R—R, .
X=—§%- yia ! giney ,

et L4(R—R,)cosm,
—, 2A R ’
Z=0.

Weil nach dem Obigen

X Y Z

cosp= ?‘cosw:: X’ cosy— X
ist, so ist i
*

1 1
sin Q(“’—' o) cosé( o+ o)
cosp= 1 >
sin§ 6 ‘

cos %(m—-—ml)cos;; (o4 o)

COSY = — ’

sin,’;ﬂ )
cosy=0.

Die Gleichung der Richtung der Resultirenden in der Eb
der zy ist:

_cosy
y—ryr= cosp z K):
also
‘ 1
y—y=—_(xr—x) cot;z (0—ay),

oder .
y— Rsino = — (z — Rcosw) cot ; (0 —a).

Bezeichnen wir die erste Coordinate des Durchschuittspu
tes der Richtung der Resultirenden mit der Axe der z, d. i.
der Linie L, durch p, so ist

— Rsine=— (p — Rcosw) cot}, (0 —ay),

\
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raus leicht - o BN

1
cosy (04 @)

p=R .
' c:)s‘—z(m-,— o)
gt Also ist n ' ) .
1
cos‘,(m +y )
L—-p—Rcosm -I-I?lcosm,-—R 1 :
. cos2(w-—w1)

coswsing;  SMP1C08G (0? + o)

=R, {cosw, .
1 v+ e

’

'sino)cos%(m——mi)
! . co; !-(w + ®;)

R, ;sm(w{-aol)—sma‘o, L :
) cosé(m—-ml)

~ sinw

’ l - o . . . H
008—2$m-[-ml) y2sin %(m{-ml)-— ls"_‘ﬂl__._
~ sinw ’ :

cosy (0 — 0y)

) . co_s%(m-l-w'l) 2sin~;(m+ w,)cosz:(w—wl)-4sinwl

.o sme C ‘cos%(m—col)

so, weil . -

sinw -i-_éinrol:?sin;— CEXN )cos% (0—ay)

t: '
. N . -
B . ) cosij(\”‘f‘f’l).
- L-p=R——"—.
cos;i-(w-—m‘)

. Weil w+40,, und noch ‘mehr der absolute Werth von o—o,;,
amer kleiner. als 180° ist, so sind cos 2((0-[-00,) und cos 2(0)—-071)

-

%eil SVIIL ‘ ‘ 2

N 1
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‘stets positive Grissen. Also sind auch ‘; und L—p positive
Griissen, und weil nun nach dem Vorhergehenden 3

p:L'-—p=-R:R',
ist, so erhellet aus einpm bekannten geometrischen Satzé, dass
die Richtung der Resultirenden den der Seite L des Dreiecks A
gegeniiberstehenden Winkel 6 halbirt.

‘Weil p=3L ist, so kann man die Resultirende X auch auf
, folgende Art ausdriicken: '

- Nun ist aber

4=;— RR,sing= RR, sin ;Gfos i 0,

also
R=
RR, cos 20 R
Weil bekanntlich
1 _1V(R+R1+L)(R+R,—L)
cosy 0_9 RE,

" ist, so ist

RRycos 3o=3V RERF RALRT 1),

.
~

folglich
R = 2L '
" YRR (R +L)(RtR,—L)’

Bezeichnet man die den Winkel 0 im Dreieck A halbirende-
Linie durch %, so ist _ : .

i R:u:sin(éo-l- @) :sikm
! .o 1 1
= sin 56cotw +cos§{9:1, L

waraus . : o
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) . R—ucos % 6
coto =

. 1
s . ustO

lolgt Fémer ist L
R:R, =sin(‘0+m).: sine ..
=sinfcotw+4-cosh: 1,
\wonus sich », '
R — R, cosh

i v cote= R, sin6
ergiebt. Also ist
1
R—ucos;6 __ R—Rycos0
] " Rysin@ ’
- .. ' chln‘—ZO
woraos man leicht ' N

4 ;2‘IlR,co§%0=(R+R,):u -
" findet. Also ist nach dem Qbigen:

2L
(R+Ry)u’

Den Fall,’ wenn der angezogene Punkt in der anziehenden
geraden Linie liegt, muss man nun noch besonders betrachten.

R=

Die gegebene anziehende gerade Linie sei AB—=L, und der’
angezogene Punkt liege in deren Verlingerung, etwa iiber den
Penkt B hinaus. Die Entfernung. des angezogenen Punktes von
dem Punkte B sei . Theilt man ‘die Linie AB =L in n gleiche
Theile und setzt o .

- v
L—i
.n—- ’

so ist X offenbar die Grinze, welcher die Grisse

%. & " 8i S L
stermt eppt-tera-—ne
gl Lo 1 _t h
=it ottt Grs — @ e

sich nihert, wenn a iun's Unendliche wiichst. Also ist nach der ¢
Theorie der bestimmten Integrale: o

\ 2%
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L ox

Fiir ¢  x=0, 02 =00 ist . '
oz o _ [ s U _1_' Iy
(etayr =) @ —) T = T = T T T et 2’

also

2t=635_e-|-L£_ e(e+L) "e(e+L) -

Fir e=0, d h. wenn der angezogene Punkt der End\punkt
- B der Linie AB=L selbst ist, wird X=e. , - R

Wenn der angezogene Punkt,in der Linie AB =L selbst,
d. h. zwischen thren Endpunkten liegt, so wollen wir die beiden
Theile dieser Linie,* in welche dieselbe durch- den angezogenea
Punkt getheilt wird, durch 1 und 1, bezeichnen. Nehmen wit
dann die positive Richtung der Kiiifte mit dem Theile 1 als zu-
sammenfallend an, so kann die gesammte Wirkung der Linie L
anf den in Rede stehenden Punkt nach dem Vorhergehenden
offenbar desto genauer, je kleiner ¢ ist, durch

- \

N

6(A—¢) _ 6 (dy—¢) . "

\ - €A &

d. h. durch - - . '
' 8 8 8¢
e ity

dargestelit werden, was augenscheinltch

IG—4)
: — i
- giebt,

s

Ich erlaube mir bei dieser Gelegenheit eine allgemeine Be-
merkung zu machen, deren weitere Priifung mir angenehm sein
Wwird. Mah kommt pimlich bei Aufgaben des Attractionscalculs,
tiberhaupt bei Untersuchungen, denen das Attractions - oder Gra-
vitationsgesetz zum Grunde liegt, sehr hiufig in gewissen beson-
deren Fillen auf das sogenannte Unendliche. Der Grund hiervon
scheiat mir aber in dem.analytischen Ausdrucke des Attrattions-
gesetzes, oder, wenn man will, in diesem Gesetze selbst zu lie-
gen. Denn driickt man, wenn im Allgemeinen u die Masse und

r die Entfernung bez\eichnet, die Attraction durch %aus, éofiot
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wohl klar, dass dieser Ausdruck in das sogenannte’Unendliche
#bergeht, wenn man r verschwinden lisst, und dass dies wohl
auch auf jede Untersuchung, der das Attractionsgesetz zum Grunde .
legt, von Einfluss sein muss, unterliegt gewiss keinem Zweifel.
t Man bat, wie es mir scheint, diese Bemerkung, iiber die ich mich
Gbrigens jefzt nicht weiter verbreiten will, bisher bei Untersuchun-

fen dieser Art nicht .so beachtet, wie es hiitte geschehen sollen.
- Ich miichte wohl wiinschen, dass dies kiinftig mehr geschihe, .
und ‘bin wenigstens der Meinung, dass bhei Untersuchun-
gen, denen das Attractionsgesetz zum Grunde liegt, mit Riicksicht
auf das vorher Gesagte, wenigstens jedenfalls besondere Vorsicht
. zu empfeblen ist. . )

118

. I

Wirkung der Anziehung einer Kreisfliche auf einen

., Pankt von der Masse Eins, welcher in der auf der

Kreisfliche in ihrem Mittelpunkte senkrecht stehen-
den geraden Linie liegt.

Man nehme die Ebene des gegebenen Kreises als die Ebene
. det xy eines rechtwinkligen Coordinatensystems der zyz an,
dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt des gegebenen Kreises ist,
dessen Halhmesser wir durch r bezeichnen wollen. Der 'l:hell-
der Axe der z, in welchem der aniez’ogene Punkt (xy3) liegt, -
werde als der positive Theil dieser Axe angenommen, so dass,
also 3 eine positive Grisse ist. Dies vorausgesetzt, betrachte man
mvirderst iberhaupt die Anziehung einer auf -der -Axe der z
senkrecht stehenden Sehne des gegebenen Kreises auf den Punkt
.073). . Bezeichnen wir die erste Coordinate des Durchschuitts-

nkts dieser Sehne mit der Axe der & durch 2 selbst, so ist
E’ diese Sehne, mit Riicksicht auf 1., offenbar:

a=z, béfw, c=0;
"al=.1:, b,:—\fm,“ ¢,=0;
r=0, y=0, ' =3.
Mo ist” - -
L l=-uvVE—a,

[3] = — BV r*—a?,

[3x1=0; ‘
glich : , -
_ PR+ BR=104% 02— 2?).




22

F’efner ist
P=2a% §13—a%} 3’=r"’+ 32,
Py=a® 4 r—a? +.;2_—_4-,.2 +32;
Q =—2V PN P =—2r2—?),
Q=—-2v AR r-’_—-?= —20r3-a?;
also . ' ' ‘ ‘
P=P,, Q=6,.

Daher sind nach Il die Composanten der Anziebung unse
Sehne:

_ g 4a(r®—a?)
GIE—D Vate
" 0’ - -
u HB(r*—a?)

B2 Ve

odér, weil
) u=0L == 20/ r3—2?
ist, wie man leicht findet:
W _ NP
Vs  324a0
) 0, o
P S VA
IV R

»

Bezeichnen wir nun die ‘Composanten der Anziehung, welclfe
ianze Kreisfliche auf den gegebenen Punkt (xy3) ausiibt, du
‘, Y, Z; so ist offenbar: !

X'—'.‘—i_: L/‘+"_z_._v._,£:’_:_—£_&a
. Veind Tt P
¥=0,
Z2=—_2B f*"_f’_’_’—:?f .
. Vg2 P 4a? O
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Weile nun aber offenbar

. | N
. . ‘[: W 3.1::(\) .
’ M, 80 ist ‘ ‘. .
X=0,
. ¥=0, ) o
g% /‘1 NP, |
- R VA e .
wo es nun auf die Eotwickelung des Integrals
viza,
32+.Z’2 &

ankommt, die sich auf folgende Art bewerkstelligen lisst. :

Es ist _ .
TN P—at (e,
3 rar T a9V PP OV —a22
o '
! also .
f _ o _ ox
i e W B Vi JVe—at
-Setzt man nun - '
£ _ Iso _2? .
Vata v P apaT

so ist, da x und u_gleiche Vorzeichen haben’und bekanntlich 3 °
positiv ist:

. z_ e
~ . N .V:EI’ .
woraus sich leicht - '

30n

ox= -—_gl—“’)\/-f_ft—?i ’ .
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\

Lo R r A
St T S S v e

ergiebt. Also ist . : .

oz . du \
(;’1-::;9) Vi z‘z V12— (12 130) 0

und lolgllch nach dem Obigen

Vr*—.’r*a r’-l-}"f f .
P e 0= V_z—-(f*-l-;“)u” Vﬁ

Setzt man nun .- : T

' u — x
v=—Nr2 4352, w=r;

. also

0 -
u= -—r-:q_-;—a, O0x = row;
so wird, weil nach dem 6bigen
Vg r*—:r‘ 2 + 32 1 Ow
32 + ,,:2 = V ,,.2_|_;2 T ;__.1:‘2

T2

Vr"-—xﬁ V,.-z *32“/" /
32+a:2 i Vize? . ‘Vl—w2

Nimmt man nun ‘die Bogen zwischen —;— n und -h% @, so ist

i

ist:

VT ;*"
- === =A =A —_—
f V 1 - resiny resin Ve |'$2
_ 8w _ Aresinw = Arcsin % -
Vioo— resinw = Aresin =3 |

also
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VASH, . VETE, . VAP

0r = — Arcsm-——_.—._—Arcsin‘z,‘
#Ha? T 3 T T TeVsipar

wad folglich .
| VAR, VAR )- o
ﬁL ,—;g-i-—w-z—axz .—-’-—-- -1)m. .-
Daher ist nach dem Obigen: . | '

- . 203 Vﬁ.};ﬁ
X=0, ¥Y=0, Z=——r—-—of —>— ;

0’ 0 v r2gs2 H l)”
oder ' - :

X=0, ¥=0, Z=—25 (1_—_’-_—:
"\ Vr’+3)’

oder auch, weil .

;. =
p=0rx, 6_r3
ist:. ’

=0, P=0, z=—20(1—_3-_
X=0, ¥=0, Z_'—r“(l"v;“r—“‘;‘z)’“

Dass Z negativ herauskammt, entspricht ganz der Natur der
Sache, weil man den Theil der. Axe der z, in welchem der an-

Eez«:’g‘e‘ne Puokt liegt, als den positiven Theil der in Rede ste-
- hen :

en Axe angenommen hat.

Iv.

Wirkung dél; ;\nziehung einer Kugel auf einen Punkt

von der Masse Eins.:

Wir wollen zuerst die Anzichung betrachten, welche ein.
Kugelsegment auf einen Punkt ausiibt, der ausserhalb des Kugel-
segments in der geraden Linie liegt, die durch den Mittelpunkt
der Kugel geht, und auf der Ebene des das Kugelsegment begrin-
zenden Kugelkreises, den wir die Grundfliche des Kugelsegments
sennen werden, senkrecht steht.
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. Den Anfang der Coordinaten legen wir in den-Mittelpunkt der
Kugel, und nehmen das ven demselben auf die Grundfliche des °
Kugelsegments gefillte Perpendikel als Axe der x an, indem wir
zugleich den "l‘ieil dieser Axe, welcher der Richtung von der
Grundfliche des Kugelsegments nach dem angezogenen Punkte’
hin entspricht, als deren positiven Theil annehmen. Die gehorig .
als positiv oder negativ betrachtete Entfernung des angezogenen
Punktes von dem Mittelpunkte der Kugel sei ¢; die Entfernung
der Grundfliche des Kugelsegments von dem Mittelpankte der
Kugel, welche gleichfalls positiv und ‘negativ sein kann, sei &.

Denken wir uns nun irgend einen auf der Axe der 'z senk- .
recht stehenden Schnitt des Kugelsegments, dessen gehirig als
positiv oder negativ betrachtete Entfernung von dem Mittelpunkte .
dér Kugel durch x bezeichnet werden mag; so fillt wach IIl. die
ganze Anziehung, welche der Schnitt auf den gegebenen Punkt
ausiibt, upd daher offenbar auch die ganze Anziehun;gI des Kugel-
o ,segments auf diesen Punkt, in die Axe der z, und die Wirkun
der Anziehung des Schnitts auf den gegebenen Punkt ist nac
III., wenu 'r den Halbmesser der Kugel bezeichuet, offenhar

.—?61: Ji= . } ,

V2§ (e—a)?

woraus sich, wenn wieder X die Anziehung des Kugelsegments
- bezeichnet,- auf der Stelle , :

-

e—x

, x=—2§n [: $1— Vrg—:c’-l-(e—-x)?%ax 3

ergiebt, und es nui auf die Ehtwickelqng des Integrals

' / e—x
f%l_v r2—224 (e—z)“za't . i

—x—-‘/\ =
- N =gy (e—z)2 .

also auf die Entwickelung des Integrals

f =T oz
N2 22 F (e—x)?
. ankommt. Setzen wir zu dem Ende e—z=u, 0x=—0u; so ist

e—z o = ' e—z ax—-. o uwow
V322 f(e—a)2 ;?—e’:}—ﬁ—e—@:_x) T AP e
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und wenn wﬁ‘ pun

T 224 2eu=12, edu=rvdr

selzen, so wird
. " udu L (v3— 12 4 Moo

L Veagems 2@
also '

7 f e
: ) v r2— 24 2eu
=2L¢-', 3;03 — (2 —e)o}
= oo (2 — 4 2ew)—(2 — o] VA= 2eu

—e? i
L =-—f—-e@—~€—“‘\(r'—.-e’+2eu
9,2
= '_’_2330_.'"_2_3"”*62_2&1.

Daher ist nach dem Obigen

f { TN - x’ + (e—-a:)’z

, —9¢2 .
- ' =z—ra—2aiéwvrﬂ+gﬁ—2ex,,

wd folglich ,

St gt
- = x“ T (e—2)*

(e +r) (12224 er) (r2—2e2te)V e §12—Jes
=&t 3e2 : 3e2

r’—-?e‘ (r’-—?e’-l-es)v e’+r2—2ce :
_3?’ 3e? -
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90 (-0 o) VT Ty |
R I e VT,

- Will_man. die Anziehung haben, welche das Kugelsegmest
auf den Mittelpunkt seiner Grundfliche ausiibt, so muss mané=t
setzen ;" was nach leichter Rechnung :

R=— g%:-tr’ +3—(r2—e2)V )
oder
R=- &s—({;:,i)f {‘ 1“‘—1; + s"‘—(r—e) VA o !
‘giebt. ) ‘ '

Will man die Anziehung haben, welche die ganze Kugel asf
einen ausserhalb liegenden Punkt ausiibt,. so muss man in
allgemeinen Ausdrucke van X, wo e die Entfernung des an
genen Punktes von dem Mittelpunkte der Kugel bezeichnet, e=t

setzen, was . . ~
_ 19963 (12—2e7 4 er) (1)
R=—2n [r+ 3e2 3e2 ’
folglich nach leichter Rechnung ' ,
4873
’ . x=—"'3?2_

\

giebt. Der Inhalt der Kugel ist gr%, also, wenn wir ihre Masse

durch p bezeichnen,

o=t
. folglich nach dem Obigen
s=-b

Da dieser Ausdruck von dem Halbmesser der Kugel ganz unab-
hangig ist, d. h. eigentlich seinen Werth gar nicht indert, wie -
gross auch der Halbmesser sein mag,’ wenn nur, natiirlich -unter
‘oraussetzung derselben Entfernung ¢, die Masse u ungeiindert
bleibt, so erhellet, dass die Kugel auf einen ausserhalb ihr lie-
enden Punkt ganz so wirkt, als wenn ihre ganze Masse in ihrem
ﬁ‘littelpunkte‘ concentrirt wiire, und dass dies auch von einer von
\ ) .
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“wwei concentrischen Kugelflichen begriinzten Kugelschale gilt, er-
“giebt” sich bieraus uumittelbar, Dies fiilhrt zu dem folgenden
Satze: .

Die Anziéehung, welche eine von zwei concentri-
schen Kufelfliichen begrinzte Kugelschale anfeinen
ausserhalb ilfr befindlichen Punkt ausiibt, ist jeders
seit ganz dieselbe, als wenn die gesammte Masse der
Kugelschale in dem gemeiuschaftlichen Mittelpunkte
der beiden begrinzenden Kugelflichen concentrirt
‘wlire. .

- Dieser Satz ist fiir die physische Astronomie oder Mechanik
. des Himmels wichti% weil man nach demselben hei der Theorie
_der Bewegung der Planeten um die Sonne, insofern man deren
Massen gegen die Sonnenmasse als unendlich klein betrachtet,
‘die Masse der Sonne in dem Sonneumittelpunkte concentrirt an-
nebmen kann. oo

Wir wollen nun auch die Anziehing . einer Kugel auf einen
ln ihrem Innern liegenden Punkt hetrachten, dessen als positiv
betrachtete Entfernung von dem Mittelpunkte der Kugel durch &
bezeichnet werden mag. Legen wir durch den angezogenen Punkt -
éinen auf dem durch diesen Punkt gehenden Durchmesser der .
Kugel =enkrecht stehenden Kugelkreis, so theilt dieser Kugel-
kreis die Kugel in zwei Segmente, und ndch dem Obigen ist die
al; ];)ositiv _betrachtete Anziehung des grisseren Kugelsegments
offenbar : ’

207
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uwnd die gleichfalls als positiv betrachtete Anziehung des kleine-
ren Kugelsegments ist

gf;‘{,-a_ss_ (r*—2) V13 =), .

wobei sich nach’ dem Obigen von selbst versteht, dass die Rich-
tang der Anziehung in beiden Fillen. mit dem durch den angezo-
genen Punkt gehenden Durchmesser der Kuagel zusammentilit.

Also ist offenbar die Anziehung der ganzen Kugel: .

~

{r3 463 —(r2—82) V13 g3},

gng (13488 — (12 —2) V12—

-8t VA=,

.

Li, wie sich hieraus auf der Stelle ergiebt:

géex.
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. Bezeichnet wieder p die Masse der Kugel, so ist

~

p=§6f’ﬂ:, also 5=£%‘; i

folglich nach dem Vorhergehenden die Anziebung

I
5

Denken wir uns eine von zwei concentrischen Kugelflichen
begriinzte Kugelschale, und in deren Hihlung einen Punkt, so ist,
die Anziehung, welche die Kugelschale auf diesen Punkt ausibt,
nach dem Obigen offenbar

4

3657::0,

4
3 Oem —

und verschwindet also, was zu dem folgenden merkwiirdigen
Satze fiibrt: o :

'

Die Anziehung, welche eine von zwei concentri-
schen Kugelflichen begriinzte homogeneKugelschale,
oder eine von zwei concentrischen Kugelflichen be-
grinzte hnmogene Hohlkugel, auf einen innerhalb
ihrer Hohlung befindlichen Punkt ausiibt, verschwin-
det jederzeit, und wo sich also auch dieser Punkt.
innerhalb der Hohlung befinden mag, sind die auf iho
wirkenden Kriifte unter einander im Gleichgewichte,
der Punkt bedindet sich folglich diberall innerhalb der’
Hohlung in Ruhe. ‘

~ Hiermit will ich diesen Aufsatz schliessen, in der Hoffaung
jedoch, bald wieder auf den Attractionscalcul zuriickzukommen.
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Die Krimmungstheorie der Hegel-
" schnitte, elementar geometrisch
begriindet.
“Von ‘
Herrn Planck,

Repetenten an der polytechnischen Schule zu Stunttgart.

Mittelst einiger Lehrsiitze iiber Centralprojection lisst sich
der folgende, die Kriimmungstheorie der Kegelschnitte enthaltende
Satz aufstellen. (Taf. L. Fig. 1.).

»Zwei Sehnen MP, MQ eines Kegelschnittes, die symmé'-
trisch- zu dessen Hauptaxen liegen, gehiren einem Berihrungs-
kreis des Kegelschnittes im Punkte M an.« '

Das Projectionscentrum C liege in der Ebene, die man durch
den Mittelpunkt O des zu projicirenden Kreises senkrecht zur
Spur der %reisebene gelegt hat. Auf dem Schoitt der Kreis-
ebene mit der durch C parallel zur Grundebene gqleiten
Ebene nehme man zwei Punkte 4 und 4’ in \gleicher Eont-
fernung von O, und ziehe an den Kreis die Tangenten AM,

, AM', A'N'. Es werden alsdann, wie aus den Sitzen von
der Polare folgt, die Geraden MN’, M'N sich in einem Punkt D
der AA’ schoeiden, der zugleich auf dem zu A4’ senkrechten .
‘Durchmesser liegt. Von A’ aus ziehe man eine Sekante, die den
Kreis in P und @ schneidet, so hilden die Geraden N'A'," N'P,
NM', N'Q ein System harmonischer Linien, folglich auch die
Geraden- MD, MP, MM', MQ, da A/'NP=DMP u. s. w. Es
mojiciren sich oun A'P_und A'M' als parallele Geraden, und
symmetrisch gegen die Projection der Tangente AM. Die Seh-
sen MP, MQ aber projiciren sich, da die Projection_von D in .
wendliche Entfernung fillt, als zwei Sehnen symmetrisch zur
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Projection von MM, Es werden folglich, wie der Winkel der
Tangente AM mit MQ dem Peripheriewinkel MPQ gleich ist,
so auch die Projectionen beider Winkel einander 'Fleich sein,
hiernach ist die Tangente am Kegelschnitt auch Tangeénte an dem
die beiden Sehnen enthaltenden Kreise, mithin ist dieser Kreis
Beriibrungskreis.

. Liisst man jetzt beide Sehnen sich um gleichviel drehen, bis

die eine in die Tangente fillt, so geht der Beriihrungskreis in
den Kriimmungskreis dber. Die Sehne MR, nach der dieser dep

Kegelschnitt schneidet, ist dic Projection von 4'M. Sie ist dem -
Durchmegser zugeordnet, der mit dem der Taniente zugeordoe: |

ten symmétrisch liegt: construirt man den Punkt R des Kegel
schnitts, so lassen sich mittelst dieses Punktes  heliebig viele
Sehnen, wie MP, M@ construiren, da RP und MQ sich immer
auf demselben Durchmesser schueiden. :

Aus den Gleichungen des Kegelschnittes und des Berlilirungs-
kreises lisst sich der erwiesene Satz auf so einfache Weise ab-
lesen, dass es uns wundern sgollte, wenn er, da er doch immer
interessant genug ist, nicht irgendwo ausgesprochen wire. Ver
legt man den Coordiuatenurspruur in den Punkt M, und bezieht
den Kegelschuitt auf Axen parallel zu den Hauptaxen, so heisst

, seine Gleichung
. A2} Cp4 Dzt Ey=0 (1.

Die Gleichung der 'l‘anlgente im Ursprung heisst Dz-§ Ey=0,
folglich die Gleichung der Normale Exp— y=0.

Die Gleichung des Kreises (wenh X, Y sein Mittelpunkt) heisst:

22 4942 —2Xz—2 Y£y=0,

oder, da EX—D¥=0: .
z?+y2—ex""’—;;li” =0. ' (L)

Durch Verbindung von I. und II. aber erhilt man eine Glgi(':hnnig
von der Form .

y2=m222,

eine "Gleichung, die zweien dem Kreis und dem Kegelschnitt-g-o-'

meinschaltlichen, symmetrischen Sehnen zugehort.

Die obige Construction des Kriimmungsmittelpanktes ist fie

die Scheitel der Kegelschnitte nicht brauchbar; da aber fir, diese

der Kriimmungshalbmesser gleich der Subnormale ist, so lassen
sich die von dieser bekannten Eigenschaften beniitzen, wie =. B.
dass hei der Hyperbel jeder Punkt dieselbe Subnormale hat mit
dem zu derselben Abscisse gehiirigen Punkt der Asymptote, u. dgl.

-_' v
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- Iirekter Beweis der -Undulations-
theorie des Lichts aus der Aberration
' . 'der Fixsterme.
Von .
. Herrn Professor Dr. Riecke-

an der Iti‘miél. wirttembergischen land- und forstwirthachaftlichen
Akademie zn Hohenheim. )

—— o——

Die sogenannte Aberration der Fixsterne besteht im Wesent-
lichen darin, dass, wenn die Erde E (Taf.l. Fig. 2) in ibrer
Babn um die Sonne sich in der Richtung von E nach A4 bewegt,
¢in Stern .S dem Auge nicht in der Richtung ES, sondern in der
Richtung ES’ erscheint. Dabei betrigt der Abweichungswinkel
SES’, wenn derselbe seinen grossten Werth erreicht, nahezu
2 Sekunden und diese Abweichung findet immer auf der Seite
gegen EA zu Statt. -

Wollte man zur Erklirung dieser Erscheinung davon ausge-
bea, daes das Licht hei seinem Eintritt in die Erdatmosphiire
mhen seiner eigenen Bewegung an der Bewegung der Erde Theil
shmen mfisse, so wiirde sich daraus zwar auch eine Abweichung
va der Richtung ES ergeben, aber nach der entzegengesetaten
8site. Tritt nimlich das Licht bei B (Taf. I. Fig. 3.) in die
H'atnoghﬁre und stelit BD den Weg des Lichts in einer Se-
kmde, BC (parallel mit EA) die Geschwindigkeit des Erdkirpers
v, so miisste unter jener Voraussetzung das Licht seinen Weg
i der Diagonale BF des Parallelogramins fortsetzen und, wenn
es das Auge des Beobachters in E’ erreichte, der Stern in der
Richtung E’S” erscheinen. Fiir den Fall, den ich hier allein
betrachte, dass SE senkrecht auf EA steht, wire dann

Theil XVIII. . . 3
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§SBS" __DF _ BC __ Geschwindigkeit der Erde
'8-¢ pBF= BD — BD ~ Geschwindigkeit des Lichts

“beilfinfig =—4% =0,0001"

'

nnd somit der Abweichungswinkel SBS”, wie bei der Aberratios,
nahezu =21 Sekunden. )

Da die Beobachtung aber lehrt, dass die Abweiclmns bel der
Aberration der Fixsterne nach der entgegengesetzten Seite Staft
findet, so folgt daraus, dass die ‘Voraussetzung, wonach das
Licht beim Eintritt in die Atmosphiire an der Bewegung der Eide
Theil nimmt, unrichtig ist. Man sieht sich somit, wie diess schon
Fresnel bemerkt (vergl. Gehler's Warterbuch, Artikel Lidd
© 8. 338.), zu der Annahme geniithiget, dass der den Weltraum
erfiillende Aether, durch dessen Vibrationen die LichtempSnduag
entsteht, im ruhenden Zustande verbleibt, wahrend die Erde
sich in ihm und durch ihn bewegt. Diese Annahme setzt freilich
eine alle Vorstellung iibersteigende Porositiit des Erdkirpers und
eine ehenso alle Vorstellung iibersteigende Feinheit des Aethers
voraus. Indessen erfordert, wie Arago hemerkt (vergl. Gehler's
Wirterh. Art. Licht 8. 339.), auch die Erklirang der astronomi-
schen Strahlenbrechung die gleiche Annahme, und es stimmt sol-
ches zugleich mit der bekannten Thatsache iiberein, wonach fast
alle Bewegungen der Himmelskirper genau so erfolgen, als ob
sich dieselben im leeren Raume eweﬁten, ein Widerstand des
Aethers also bei astronomischen Berechnungen in der  Regel als
nicht vorhanden angenommen werden darf.

Etwas befriedigender fillt die Erklirung der Aberration aus,
wenn man, den Aether als ruhend annehmend, nur die Bewegung
des Auges dabei in Betracht zieht. Ist nimlich die Axe des
‘Auges AB (Taf. L. Fig. 4) in dem Moment gegen den Stera §
gerichtet, in welchem der Lichtstrahl S4 in das Auge tritt, so
wird dieser seine geradlinige Bewegung im Auge fortsetzen, wih-
rend das Auge mit der Erde sich in der Richtung AC fortbewegt.
Der Lichtstrabl trifit also die Netzhaut nicht in der Mitte B,
sondern in dem Punkte B’, wenn niimlich das Auge sich mit der
Erde in derselben Zeit von A nach A4’ bewegt hat, in welcher
das Licht von 4 nach B’ gelangte. Das Auge erhiilt somit. den
Eindruck des Sternlichts in _dem Punkte B wnd versetzt dama
den Ort des Sterns in die Verlingerung der Linie B'A4’. Der
Winkel 4B’A’' oder SB’S' ist hiernach der Abweichungswinkel,
und zwar findet hier die Abweichung iibereinstimmend mit der
Beobachtung nach der Seite hin Statt, nach welcher die Erde
sich bewegt. Auch ist hier fiir den Fall, dass SAC ein Rechter
Ist, wie friher,

__ AA’ _ Geschwindigkeit der Erde
—AB' — Geschwindigkeit des Lichts"

. tg. SBS

-~
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Es sei AB (Taf. 1. Fig. 6.) die Rihre, F das Fadenkreu
und FC die Richtung, in welcher sich die’ Rihre zugleich mit
der Erde bewegt. Wollte man nun die Axe des Rohrs in gera-
der Linie nach dem Sterne S richten, so sieht man leicht, dass
kein Bild desselben im Fernrohr entstehen kinnte. Der bei 4
in die Rihre eintretende Strahl SA bleibt niimlich in der gem-
den Linie SA4, wiihrend das Rohr sich gegen C hin fertbew
so dass in dem Moment, wo der Strabl nach F gelangen wiirde,
das Fadenkreuz bereits in F' sich befindet. Man muss also dem
Rohr eine solche Neigung gegen SA gebeu, dass sich FF' m
AF' (Taf. L Fig. 7.) verhilt, wie die Geschwindigkeit des
Rohrs zur Geschwindigkeit des Lichts. Bei dieser Stellang der
Rihre wird der Strahl SA, wiihrend er seine geradlinige Bewe-

ung fortsezt, immer in_der Axe des Fernrohrs bleihen und se -
en Durchschnitt des Fadenkreuzes in I7Y treflen. Der Abwei-
chungswinkel SE'S’ wird aber auf gleiche Weise, wie oben, von
dem Verhiltniss der Lichtgeschwindigkeit zur Erdgesehwindigkeit
abhingig sein. : ‘ .

Nach dieser Erklirung ist die Geschwindigkeit des Lichts,
wie sie sich aus der Aberration berechnen lisst, seine Geschwin-
digkeit in der Luft,, — wihrend die aus den Verfinsterungen
der Jupiterstrabanten berechnete Lichtgeschwindigkeit die im lee-
ren Raume ist. Die Resultate beider Bérechnuugen stimmen
auch mit hinreichender Genauigkeit tberein, weon man erwiigt,
dass das Licht in.der Luft sich in demselhen Verhiltniss lan
samer bewegt, in welchem der Sinus des Brechungswinkels iu
der Luft kleiner ist, als der Sibus des Brechungswinkels im leeren
Raume. Da nimlich Struve die Geschwindigkeit aus der Ap-
erration zu 41519 Meilen berechnet hat und der ‘Brechungsexpa: -
nent beim Uebergang des Lichts aus Luft (von mittlerer, ﬁicbtig-
keit) in den leeren Raum =l,000’294‘ﬁist, xo ergibt sich daraus
die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume

= 1,000294.41519=41531 Meilen.”

Dieses Resultat ist nun zwar, da Herschel die Geschwindigkeit
des Lichtes im leeren Ranm aus den Verfinsterungen der Jupi-
tersmonde zu 41560 Meilen berechnet hat, immer noch um 29 Mei-
len zu klein. * Aber diese Differenz liegt noch ﬁanz innerhalb der,
.beiderseitigen Fchlergranzen, welche Struve bei seiner Berech-
nung zu 22 Meilen angibt, und es dlirfte also in dieser Differens
kein Grund liegen, die Richtigkeit obiger Erklirung in Zweifel zu-
ziehen.*%) '

) Pouillet- Miillers Lehrbuch der Physik, 1815, I}d. 2. 8. 390,

*2) , Nach neueren Untersuchungen (vergl. Fischer’s Natarlehre
Bd. 2. S. 331.) wiire frcilich die Differenz der heiden Resultate aber die
Lichtgeschwindigkeit, wie sie sich aus den Beobachtungen der Jupiters-
monde und der Aberration der Fixsterne ergibt, vicl bedeatender, nam-
lich um 2%’ kleiner, d. h. die Geschwindigkeit finde sich

[y
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Resultate werden vielmebr als iibereinstimmend *) hezeichnet und
- der geringe Unterschied den nothwendigen Unvollkommenheiten

der geobachtun en und Messungen zur Last ﬁel_egt. Indessen ist
es schen zum Voraus auflullend, dass von den verschiedensten
Berechnern die aus der Aberration abgeleitete Geschwindigkeit
immer kleiner, nie grisser gefunden worden ist, und aus den
neuesten sorgfiltigsten Berechnungen, bei welchen zugleich die
Fehlergriize angegeben ist, zeigt sich, dass die Diflerenz jeden-
falls bedeutender ist, um aus einer Ungenauigkeit der Rechuung
sich erkliren zu lassen. Dieser Unterschied ist also nicht zufal-
lig, er ist vielmehr in dem Umstand wohl begriindet, dass die
Geschwindigke:t selbst in beiden Fallen eine andere ist.

Eine vollkommene Uebereinstimmung der Beobachting mit
den Voraussetzungen der Undulationstheorie hier nachzuweisen,
ist allerdings schwierig, — denn setzt man die Geschwindigkeit .
des Lichts im Vakuum zu 41560 Meilen und den Brechungsexpo- -
nenten fiir Luft selbst zu 1,0003, wonach die Géschwindigkeit des
Lichts in der Luft = 41547 Meilen sein miisste, so betriigt der
ganze Unterschied doch nur 13 Meilen, — also viel weniger als die
Fehlergriinzen bei der Rechnung. Zieht man aber andererseits
in Erwiigung, dass die Emissionstheorie eine um so viel gris-
sere Geschwindigkeit in der atmosphirischen Luft voraussetzt.
" so muss man doch in dem Umstand, dass aus der Aberration.
jederzeit eine kleinere Geschwindigkeit des Lichts . herechnet
wird, einen vollen direkten Beweis fir die Richtigkeit der tUndu-
lationstheorie anerkennen. R

Endlich sei noch bemerkt, dass nach dieser Darstellung der
Aberrationserscheinungen zwar aus der Gleichheit des Aberrations-
winkels fiir alle Fixsterne gefolgert werden darf, dass das Licht
aller Sterne in der atmosphirischen Luft gleiche Geschwin-
digkeit besitzt, — nicht aber, wie man schon folgern wollte, dass
das Licht iiberall im Weltall, von welchem nahen oder fer-
nen Sterne es auch komme, sich mit derselben Geschwindigkeit
bewege. Letzteres darf zwar, unter der Voraussetzung luftleerer
Riume, aus der thatsdiehlichen Gleichheit seiner Geschwindigkeit
in der Luft mit Wahrscheinlichkeit angenommen werden, aber ein
direkter Erfahrungsheweis fiir diese Behauptung liegt in der Ab-
- erration der Fixsterne nicht. ’

*) Vergl. Reuschle, Kosmos. Bd. 1. S, 92,
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Die Differentiation unter dem Inte-
) gralzeichen.

Von

Herrn Oskar Werner,
Lehrer der Mathematik zu Dresden.

Wean das lntegtal ‘

ff(a',y)dw ' \

‘dessen Grenen von g abhiingig sind, mit der Forderung gegeben
:sit lérrnaclh y einmal zu dlﬁerentnren, so hat man dazu berelts
. die Forme

5 f(x.s)dxf LA .

gefunden. Der Umstand nun, dass man diese Dlﬂ'erentlatwn
nicht weiter gefriechen pat und dass das Gesetz, unter welchem
die hiheren Differentialquotienten des obigen Integrales stehen,
durch geringe Kanstgriffe auf einen einfachen mde!rendenton Aus-
drack gebracht werden kann, hat mich zur Redact on der folgen-
genden kleinen Untersuchnng hestimmt, .

Vmittglst des Satzes

du d(zw) @
“dz= dz Yz

crweitern wir zuniichst die obige Formel zu folgender: i
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d Yo _ Y'df(x, y_)
1)) 7!;[ f (=, y)dr—[ ~dy dx

+ d[Ylﬂ Y3, 9)} _d Yf( Y, 9] Yl'd/ ( ) & T11) t Y.-df (dY. y)
dy .y y
"Um den zweiten Differentialquotienten unseres lntegrales

‘m erhalten, differentiiren wir die Gleichung l) wach y, wodurch
wir erbalten

&/ f(x,w de=g; "’""L dz
Y

\

IRV, )] d'[Yf(Y 9l "[’ 22
dy? 'dJ

,I[Ydf(Y y)]

Addiren wir hierzu die Gléichung

&I e [P0
Y dy ¥

df(’ dfrs, g df (Y, y)
d[”‘ "[” A _ &y
s
PAY, 3
_ dy*
df(z, y) _
welche aus 1) hervorgeht, wenn wir — dy anstatt f (z, g)
* setzen, so erhalten wir

9) f fa, yyda f gaica) l‘; 9 tx
4 d‘[Y;/;(Y )] d’[Yr‘(lyY ] Y,d'(Yl, »,y d*f(Y_g_.

‘liine weitere D‘lﬂ'orentiirung dieser Gleichung giebt uns:
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B Y dif(x,
T;;,—st/‘/(z,y)dt_;l-— ,}y"’)

d[l d’ﬂ;’:y)

d[Y ]

welche ll-lit‘_ der aus 1) fﬁ,:\%-‘ﬂ anstatt f(z, y):siéh ergeben-
den Gleichung b

Y'd’ﬂz,z Y'd’f(.z, c/)
dyf dy f

d'[ Y’f( Y‘_] SLFAY, »l_
dy3

-
~

llJ
d? rl, dy(¥, :
d[ P, f( Y) d[ /( y)] da/'(rl, .
dy'- N dy’
: +r.8 fg (Y, y)

e

durch Addition verbunden sogleich zu der Formel

, o
Y & iy 1 a0 e

JETAe, y)] d=[ YAE, 91 _ p LY y)
dy? dy3 dy3 -
- ¥ Q{(l-;; ¥

~ . v

fiihrt.

Wie wir diesen einfachen Calciil weiter fortfiihren ‘kénnen,
ist klar. Betrachten wir aber die Resultate unter 1), 2) und 3)
einigermassen mit Aufmerksamkeit, so werden wir zur ermutbung .
hingeleitet, dass der nte Differentialquotient des Integrales

- .
f(:c, 3) dx

S . Y

von folgender Form sein werde:
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e [Ydfy -
4) ey f(x: .'/) dz= —a—"dx ,
. d‘c{ ._[ ' dy» .
+ d[Y'AYLe)]_ d[F/(V,9)] Y. d"/( | & y) d‘f( Y _.';_)

dy dy* dy* dy*

Um_die volle Gemssbent dleses vor der Hand nocll hypotheti-
schen Resultates zu haben dlﬂ'erenturen wir dasselbe nacln ['A
uodureh wir erbalten

.’ Y n ,
y-u ey de=g f A e el da

‘ d”f (Y ) )
d"+‘[Ylf(l’_!_1 d"+l[}'f(Y,y)] d [Y — 2 Y
g
d[ Y. _—-_Lf (¥, ] ‘
Aus 1 Ielten wir aber, ‘wenn wir f(a: y) durch drf(z (y:‘ y)
. setzen, leicht die ‘Gleichung , ,
Y‘d'f(-'%_y_ Y‘d“"‘f(z, y) LY
d.'/f dz f yﬂ-l Ldz.
d"ﬂY ,9) d°f( ¥, ,,)
: d[ ki | d[ ) i dy_ ] d_“f( rg
", . yﬂ+l S
. L dntrf(F,
) + ]’ ._@/;g—ll -

ab, welche zu ihrer Vor'gﬁngerin addirt, auf die Formel

d=t1 Y'dntif(z, 9)
’ y"'l"f f(z, y)d.z' f ,.:(ﬁ L dz

-dat1if P2 Yl’ dr [ FAY, dr i (FL
BRI ERUIREY) g, ST )

d"+lﬂY )
+7Y. __CWL

fiihrt. Dasselbe Resultat gewinnen wir auch, wenn wir in 4) n-l-l
fir » setzen, wodurch das. in 4) ausgesprochene (xeset7 von Je-
dem Zweifel frei ist.

In dem Falle Yi=q, wo a cine Constanfe bezeichiiet, folgt
aus Gleichung 4): ‘
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d» a :

 pedefiz, g), " d[FF(Y,y) 1Y,
= oL — S0 ?1+Y"_’31y7*"‘){

Y

und, wenn Y'=20, aus derselhen Gleichung:

d» v
6) . [ [z, y)dz ' .
_ fY'd"f(a:, W gy 4 LA EL 9]y, VLY -

< T

. .

Weon endlich gleichzeitig ¥'*=a und ¥Y=04 gesetzt wird, so
erhalten ‘wir aus 4) die bereits bekannte Formet: .

- d Y L AC))
7. ;l—;,[f-(a‘, y) dz= _ ay L 4z .

b

- X . ~
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. Die Umformung der irrationalen ge=;
- brochenen Functionen in andere, ',
welche einen rationalen Nenner . ,°

a haben. .

. - ’ ~ Yon . . T2

Herrn B. Sommer, -

' zu Coblenz. .

1. Hat man die gebrochene Function 1—{,, wo der Zihler *.:n

ein ganz beliebiger irrationaler Ausdruck sein mag, dessen eim-%2
Yelne Glieder aber keine Separatnenner 'haben spllen, in welches,
‘Whurzelwerthe vorkommen, so findet: sich in jedem Lehrbuche M‘ﬂ
Arithmetik dargethan, wie man, sobald N'die Form rtave odﬂ;‘“ﬂ

avatbyv hat, eine Umformung von 1ZV bewerkstelligt, in" w .. w

cher ein rationaler Neuner vorhanden ist. ,Man multiplicirt n¥m
lich Zihleér und Nenner der gegehenen Function resp. mit r—av'e
oder avo-bvp. ) -

2. Ist Z derselben Bedingung unterworfen, 'd. h. ist Z eh
irrationaler ganzer Ausdruck. so lisst sich auch fiir die aus;
dehnteren Formen von IV, némlich fiir r+ava+6b4/f und sel f=
r+ave+byvB+cvy noch die verlangte Umformung ausfiih
man geht dann nur successive zu Werke und schafft eine Wursf!/\«
nach der andern fort, indem man sich den gegehenen Nennérd!:—
zwei gleich- oder doch miglichst gleichgliedrige Ausdriicke zerled'in
denkt, die man dann statt wie im Nenner IV durch 4 zu verbif%s

den, substractiv nimmt. e
AT
So gibt die Multiplication von ' Ty
‘ W n
wyr
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_ . N=r+ava+bvﬁ
wit dem Factor.
- F=(@+lave—bvp
) einen'“’ertb, der nur noch eine Wurzel enthiilt, so wie Rir
N=r+avaet+bvB t+cvy
mit ' }
F=(r tave)—®vE+evy),

als Resultat einen Ausdruck liefgrt, der nur noch zwei Warzeln hat.

In diesen Fiillen kann man mithin durch fortgesetzte M ultipfication
;ulletzt zu einer Umformung kommen, die gar keine Wurzel ent-
alt. -

~ ’ \ '
Den Factor 'F als Differenz zweier miglichst gleichgliedrigen
darzustellen, ist uunerlisslich; hitten wir z. B. fiir

N=rtavetbvp+cevy

iha nicht gleichgliedrig gemacht, sondern etwa ‘ .
F=(r tava+ bVﬁ)—l:Vy

genommen, dann wiirde das Product F. N auch wieder drei Wur- -
seln enthalten, die ganze Multiplication hitte dann mithin nicht
das Geringste geniitzt, '

8.-Enthilt nun aber IV als Glieder vier Quadratwurzeln aus-
ser dem rationalen Gliede » oder ‘gar noch mehr als vier Quadrat-
.wurzelo, dann [lisst sich das Verfahren, nach welchem man stets
sise Warzel weniger erhilt, nicht mehr anwenden; denn man

. N=r+avetbvp+cvy+dve,
F=(r+avat by —cvy+ave),

Producte F.N auch wieder vier Quadratwurzeln, indem deren
in (r+aveatbyp)? und noch eine in (cv'y +dv/9)3 enthal-
sind. (Wir nehmen nimlich » als von Null verschfeden an,
It wir "den allgemeinen Fall betrachten wollen). — Ebenso lisst
leicht zeigen, dass bei einem 2ngliedrigen Ausdrucke die
iplication mit der Differenz der beiden ngliedrigen Werthe
=adtiplicirt (und dies ist noch der giinstigste Fall) nur fiir 20 =2
Wl 2n—=4 einen Werth gibt, der weniger als 2r—1 Wurzeln ent-
ilt, d.i. weniger Wurzeln als der gegebene 2ngliedrige Ausdruck; —

4
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ehenso dass hei einem 2n+41 gliedrigen Ausdrucke die Multiplication
mit der Differenz aus einem x- und einem (n+1) gliedtigen ner -
fir 224 1=1, oder 3 dies noch gibt. — Wir unterlaseen es dem
Beweis hier weiter auszufiihren, da derselbe sebr leicht ist, se-
baldﬂi 't.nan nur die Anzahl der Combinationen zur zweiten Klasse
einfiihrt. . ' :

' 4. Um nun einen Ausdruck von der Form:

N=r+ava+bvf+..Ivi,

der n Quadratwurzeln enthalten mag, durch Multiplication mit
einem noch unhekannten Factor F rational zu machen, wihles

wir F von der Form: o
ij-_-e-f(x1Va+x,Vﬂ+.....+a:.Vl)
4V aptyV eyt .. - |

+(n \r;ﬂ—y + 12“"-'_5‘-5"' wes)
Foeennn. e
_ +w ¥ afy...hs

wo mithin die erste Reihe alle Combinationen der Wurzeln. ent-
kilt, dic in N vorkommen, zur ersten Klasse, jede mit einem
noch unbestimmten Coefficienten multiplicirt, die zweite Reihe die

Combinationen zur zweiten Klasse u.s.w. bis zur nten Klasse. —
Im Ganzen enthiilt daher der Factor F

1+n+"('l';') o 1,

d. i. 2= Glieder.

Bildet man nun das Product F.N, so werden hierin, wie nian
leicht erkennen wird, nur Waurzeln .vorkommen kiénnen, die auch
in F vorkommen. Macht man nun die Bedingung, dass alle Coel-
ficienten dieser siinmtlichen Wurzeln verschwinden sollen, so er-
halten wir hierdurch 22—1 Gleichungen, die, weil 2* unhekaonte
Coefficienten vorhanden sind, noch einen derselben willkihrlich
anzunehmen gestatten; dies letztere werden wir wohl am geeig-
netsten dadurch benutzen, dass wir ¢—=1 annehmen. = Der neue
rationale Nenner wird nun fiir g=1: -

r+acx, +0fxe+ cyxs + wldzq,

w:odfiir die z ihre Wertlie aus den 2%—1 Gleichl‘mgen einzusetzen
sind. - ‘

Die x Werthe sowohl wie diejenigen aller anderen unbekannt
angenommenen Coefficientén konnen aber nicht Wurzelausdriicke
enthalten, da sie sich ja simmtlich aus Gleichungen vom eérgten .
. Grade herleiten, die Constanten aber, welche in diesen Gleichungen
vorkommen, selhst keine anderen als rationale Grissen sind. -

N

v
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Beispiel. Fiir : l
A N=3+V2+2v3
.“t \
Fe=14 2,424 2av3+9V 55

also . ; l

F.N=@+42x, +6z,) + Bz, +14+6y)v 24 (B2 +2 4+ 2y)v'3
-+ @y+aat2z)v6.

Die Coelficientert a,, 5, y ergeben sich daher aus den drei Glei-
chungen: ' :

3z +146y=0

Bz +24 2y=0

3y txo42x;, =0. -
Die erste dieser Gleichungen, mit 2 multi licirt, hierzu die 2t:e
addirt und von dieser Summe die mit 3 multiplicirte dritte subtra-
. hirt, gibt B )

: 4
y=—p

und dabei' aus der ersten und zweiten nun
] v 2
.’El=ig’ .1'22—’]_5:
e dai
5. Sind'unter den Quadratwurzeln, die in IV enthalten sihd,
such solche, welche Combinationsformen von andern gleichfalls-

vorkommenden sind, so kann man diese bei der Aufstellung der
Form von F als gar nicht vorhanden ansehen; so z. B. hat fiig

» N=r+ax‘a-]-bvﬁ-l-cv-¢$
der Factor die ganz %hnliche Form
14z etz vBEtyVep,

&e er auch baben wiirde, wenn das Glied ¢4/ of gar nicht in N
vetkime, oder wenn ¢ =0, d. h. wenn

~
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=r4avatbvfp -
wiire. ’ i .

6. Enthilt N nun aber nicht nur Quadratwurzeln, sondem
auch hbhere Wurzeln, so bleibt das Verfahren dochr ganz dasselbe,
nur wird die Form von F etwas ausgedehnter werden. Sei z B.

N=r+ a;a +b:/ﬁ-|-c:/y-|-

’

Dann missen wir in der Form von F bei der Combination der

Waurzelwerthe :7«, '\'/ﬁ,... auch stets diejenigen Ausdriicke be- -
rilicksichtigen, die man aus jeder einzelnen Confhinatinnsform er-
hilt, wenn man an die Stelle von et

m » m m ’
Vv setat v/ad, v, ... yam—1;

0

~

ebenso atatt

n n n ]
VB setzt V2, VB3, ... vpe-1;

1’/7 setzt t'}y’, :/7’,---- 1'73""; .

.

und zwar, wie sich von selbst versteht, ist jeder dieser Ausdriicke !
mit einem eigenen unhekannten Coeflicienten zu multipliciren.

So sind mithin z. B. in der einen Form :/a.:/ﬂ die Fomen.
enthalten:

» . » n m )
vai v, vad. 4B, ....¢/am—1, vE;
L] L] » L] » n » ]
VeV vaty/f2, Vel VL. vVar—ly g3,
L ) m " m n "~ n T,
‘/«.Vp._l, \‘c’.\’ﬁ*", ‘\’a’~Vﬁ""s o Vﬂ-_‘.Vﬁ"—'.

Es wird hiernach der Factor F die Form erhalten:

~

rF=1+ ‘.r‘. : 'a-l-.r',:"u’ + x’.;-. v’::*-'

--------
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. m n 4 w _u
+ Ve vetva sy ..
" m n ” m 21.
1 V“‘Vﬁ2+y 2V“ .Vﬂz‘j" oo
+ e e e e e e e e e
!).ie Anzahl der verschiedenen Wurzelwerthe in F plus dem einen
rationalen Gliede, das wir schon der Einheit gleich gemacht ha-

* ben, wird daher

14 [m—i)4 (=D + (p=1) + ....]
+ [m=Dr~—D)+m—D)p—D+..] .
+ ~

4 Hn—)(-D(p-1)....].
~ Es ist aber dieser Werth nach der Algebra nichts anderes als:
A+ @m-DI14+@=DI[l+@E-b]... .. ,
d i ’ :
m.n.p....
Der Factor F enthslt mithin MNP ;ninus 1 unbekannte .

Coefficienten, die wir-auf dieselbe Art, wie in Nr. 4., durch ebenso
viele Gleichungen ermitteln. .

Das Verfahren in Nr. 4. selbst ist nur ein besonderet: Fall
von dem-ehen behandelten fiir m=n—=p=...

'Die Bemerkung in Nr. 5. lisst sich auch .hier leicht- iiber-

tragen; kommen hier z. B. Glieder vor wie :'/q, Vo?,.... und
. m n

Combinationen mehrerer Elemente wie 4/a. 4/f2 etc, so be-

m L ]

achten wir auch nur die Werthe 4/, 4/8 als Elemente, beriick-

sichtigen. aber wohl, dass fiir jedes Element auch seine stellvertre-
tenden zu setzen sind. ’ :

Beispiel. Fir ‘
N=3—245
wird
F=142,V5+ 2,75
wi  NF=(3—252) + Gr—2)v5 + Bza—22,)V/5%,

daber fiir
Theil XVI1I. 4
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3z, ~2=0, 3x,—%x; =0,

oder .

2 , .
.‘L’l=3, a‘ﬂ: g

wird der neue Nenner werden: 3——§— =-9g-

7. Sind nun im Nenner auch Glieder von der Form

[N

V-a+:/ﬁ V(;rhanden, was wir bis _jetzt als nicht stattfindend
angenommen, so lassen sich indessen auch diese wegschaffen,
soEaId wir nur dem F eine solche Form geben, dass wir unter

seinen Elementen ausser a+¢'}ﬁ und dessen stelh;ertretenden
m m

m n h n
PotenzenV(a—i—Vﬂ)’, V (e+v/B)=—1 auch noch 4/ mit seinen
n Y ?
Stellvertretern &ﬁ’,...vﬁ"-l aufnehmen. .

Man sieht daher hieraus, dass z. B,

N_=r+a\/a+ VB+bvB+cyy+ dvp

ganz dieselbé Factorform hat wie der Nenner

rt+a a+\n/ﬁ.

N

Man behandelt also hier V_a-l-:/ﬁ wie die Wurzel aus einem
rationalen Werthe, nur dass man noch seine innerhalb stehende
Warzel beriicksichtigt. ,

Analog zihlt der Ausdruck

V etsi@tery,
fiic die drei Elemente:

\[a-ib:/ (ﬁ+c$}‘7),\/—ﬂ+c:/y s J?

jedes mit seinen Stellvertretern.




|

51

A )

8. Kommen Warzeln vor, in denen sich die innerhalb stehenden
Warzeln nicht stets bis zu Ende erstrecken, wie z. B.. bek )

{‘/____”___._;. '
“"'b'Vﬁ"l'cVT’
so gilt -dieser fiir die dx:ei‘ Elemente

‘/ T n ? n p
a+bVﬁ+_cV7', VB, vy

jedes mit de;x' stellvertretenden Potenzen. -

Man sieht biorau\s und aus deil- vorigen Nummer, dass wihrend

et Y provirave)

die Elemente vertritt:

.

V«MV B+c€77+d€/6,\/ﬁ+c

dagegen’ der -Ausdruci_z:

-

a+bv-p+ch+d3/a

die Elemente bedingt:

- v -
Vtﬂb» ﬂ-l-cz/Hd\q/&, t Btevy, vy, V4.

Hiermit sind alle Fiille vorgesehen, die in irrationalen Aus-
driicken vorkommen kinnen. — Wenn nun auch die Ausfiihrung
in den meisten Fillen eine sehr complicirte ist, da man so viele,
freilich nar lineare Gleichungen zu lisen hat, so ist es doch nicht -
ohne Interesse die Muglichkeit anheim gestellt zu haben, die Irra-
tionalitit gebrochener Functionen ganz allein auf den Zihler zu

4

» ~__ »
V-7+d€fa"/y+d€/6,{'/a,'
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werfen, da ja bekanntlich bei Briichen der Zahler viel biegsamer
ist als der Nenner. . .

+ 9. Das Verfahreén, welches wir geaeigt haben, ist patiirlich
auch giiltig, wenn man statt der Constanten r, a, 6, . . . @, B, y
Functionen irgend welcher Variablen hat. Um bequem zu rechnen,
wird man sogar sich diese Functionen durch solche Buchstaben
ersetzen, dann die unbekannten Coeflicienten ganz auf die gezeigte

" - Art bestimmen und erst dann wieder die gegebenen Functionen

einfibren. Will man auch hier wieder =1 annehmen oder will
man es gleich dem kleinsten Vielfachen aller Nenner der ermittel-
-ten Coeflicienten annehmen, um pimlich diese Coefficienten selbst
als ganze und nicht als gebrochene rationale Functionen zu- erhal-
ten, das bleibt natiirlich gleichgiiltiz; am vortheilhaftesten dirfte
es indessen auch hier sein den ¢ -Werth gleich 1 zu wihlen.

Es folgt hieraus z. B. fiir

N=f+Vz—d 4+ Vz—d"+.....

und f und £ als rationale Function von a, sobald der Z&ihler auch
nur solche Wurzeln oder deren Combinationen enthiilt, dass die
complicirteste Wurzel im umgeformten Ausdrucke mit ihrem
Coelficienten: .

,%,V (z—@)(z—-d') veres ' .

sein_wird, wo @ und FJV rationale Functionen sind. Vermittelst
der Zerlegung in Pactialbriiche, die wir auf den Coeficienten noch
" anwenden _kionnen, wiirden wir noch weitere Vereinfachungen vor-
nehmen kinnen; es hitte dies Bedeutung fiir die Integration ge-
brochener _irrationaler Functionen, wenn es nur erst gelungen
wiire. das Integral von

vV (z—a) (z—)....

in endlicher Form zu ermitteln, wenn man mehr als zwei Factoren
unter dem Wurzelzeichen hat.

-

. 10. Es kann zuweilen geschehen, dass, wenn man die zweite
Factorform von Nr. 4. oder diejenige von Nr. 6., bei welcher =1
ist, benutzt, man fiir die unbekannten Coefficienten Ausdriicke

1 .
von der Form o oder j erhilt. Geschieht dies nun auch, so deu-

tet dies doch keineswegs dahin, dass ein Factor nicht existirt,
sondern nur darauf, dass die angewandte schon reducirte Factor.
form (fir ¢=1) unter dieser reducirten Form nicht aufgestellt
werden kana. Es ist niimlich die zweite Form von F in Nr. 4.
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aus der ersten hervorgegangen, indem man @ herausnahm und
schrieb ) _ ‘ '

\

o[l + Vet PVB+.]

und hier nun den g-Werth, als ganz ratienalen, nicht mehr beriick-
sichtiget. — Ein solches Herausnehmen von ¢ ist aber nicht zu-
lissig, wenn ¢ selbst verschwindet, wenn also mit anderen Wor-
tén gauz rationale Glied des Factors F* gleich Null ist; dann
missen, wie man dies auch aus dem Ausdrucke

. x
1421 ot S
+ e ve+ o Vit
schom ersieht, wenn man trotzdem die reducirtt Form von F an-
gewandt hat, sich die Coefficienten unter Formen wie 0 oder 0 e

f .

geben, und zwar unter 1 , wenn sie nicht in Wirklichkeit in: ihren
correspondirenden Werthen in der ersten Form von F' verschwin- '
den, dagegen unter 5, wenn ibre correspondirenden Werthe ver-
schwinden. ’

Es gibt dies uns daher die Regel:
Nimmt bei der friiher angegehenen Regel bei der Bestimmung

. des Factors einer also alle Coefficienten Bruchformen mit dem

Nenner Null an, so hat man nur die Factorenform in der Art
su modificiren, dass man alle Coefficienten, die unter der Form

0 . . .
0 erscheinen, so wie auch das constante rationale Glied 1, weg-

lisst, und nun die Rechnung mit einer kleineren Anzahl von un-
bekannten Coefficienten vorzunehmen. (Einen dieser Coefficienten
kann man nun wieder der Einheit gleich annehmen).

. Beispiel. Fir
. N=3—v24v7
wirde fiir ‘

) F=14 2, v2 4 2,/ 7THyv14
fir z;, 3 und y dié Form (!) resultiren; wir wihlen daber

F=42+4+2vT+yvl4. -

Zur Bestimmung von z und ¢ resultiren die drei Gleichungen:
1
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v\

: o 34 7y=0,
. SR 32—29y=0,
‘ 143y—x=0.

Die zweite von der ersten subtrahirt zeigt schon, weil sie die: :,
mit 3 multiplicirte dritte ist, dass diese drei Gleichungen in Wirk- -
lichkeit nur zwei unabhiingige Gleichungen sind. .

‘Wir finden V S

\ y-:_j’—; und .Z:-?,

so dass also S ’
92 3
F=v2—5svT—sv14
wird: und -
S NF=—2-32.7=—14
- ist. ‘ .

Dies Verfahren findet auch seine Anwendurng, wenn statt
constanter Coefficienten Functionen verhanden sind, wie dies in
der vorigen Nummer beriihrt wurde.

e o L



- VL
Ueber den Winkelspiegel.

Von

Herrn Doctor Julius Hartmann,

Gymnasiallehrer zu Rinteln.

- -

Der Winkelspiegel wird von den’ Physikern als ein unwichti-
s Instrument gewdihnlich nicht sonderlich beachtet; daher
sich in den meisten Compendien iber denhselben entweder nur-
kurze specielle Fille berihrende, oder gar unrichtige, — weil zu
allgemein ausgedehnte, — Angaben finden.”) Deshalb erlaube

*) Z. B. Miller (Pouillet) 2te Auflage 1844. pag. 356.: ,,Betrige
der’ Winkel :;, %, %) des ganzen Umfanges, so hiitte man 6, 8, 10 Bilder
‘wben.“' i . .

G ehler. Worterbuch, Art, Kaleidoskop, ven Brandes, 5. Band
p- 815, enthilt nur den Fall, wo ¢ in 360° aufgeht. Im Art. Spiegel
v. Muncke, 8. Band. pag. 932, ist nur von parallelen Spiegeln die

e.
Clemens. Kinigsberg 1839: ,,Ist der Neigungswinkel 2°, so ist die
Aszahl der Bilder -3—:3—-1, wennz-‘-z—o- gerade ist. ht%—- ungerade, so

entstehen a-%o-— 1 oder 3%0- Bilder, jenachdem der Gegenstand gieich

eder ungleich weit von dem Spiegel steht*. Aber wieviel sieht man?
Kop pe. Essen 1847: pag. 355. ,,Wenn ¢ in 360° nicht aufgeht,
sondern zwischen # und #-§-1 mal darin enthalien ist, kénnen 7 und 241
Bilder erscheinen, was vom Ort des Gegenstandes abhdngt. Wenn
in 360 Zzmal aufgeht, so sieht'man den Gegenstand # mal**
Muncke, 1830, p. 558,: ,Zwischen einer Neigung von 180° bis 0°
liegt also eine der Grisse des Ncigungswinkels umgekehrt propor-
tionale Menge von Bildern.c [?7] .

v
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ich mir im Folgenden elnige Bemerkungen dariiber, namentlich um
zu zeigen, dass in den meisten Fiillen fir einen bestimmten
Neigungswinkel der Spiegel, je nuch dem' Standpunkte des Au-
ges, drei verschiedene Anzahlen von Bllde;n gesehen werden.

Um die Erscheinungen zu sehen, kann man sich sehr leicht
einen Winkelspiegel anfertigen. Man befestige die Spiegel*) —
etwa- in Form ‘von Rechtecken von 2 und 4 bjs 5 Zoll Seite ge-
schnitten — auf Rechtecken von Pappe, diec am obern und vordern
Rande**r) rahmenartig iiberstehen kinnen, durch aufgeleimte Pa-
pierstreifen; und klebe, die Spiegel mit der spiegelnden Seite -
auf einander gelegt, iiber die Schnittlinie ein Stiick Leinwand, das.
das Charnier bildet. Den einen Spiegel hefestigt***) man nachher
auf der Linie M0° eines eingetheilten Halbkreises, wihrend der
andere anf der Eintheilung herbewegt werden kann. Ein Papp-
streifchen, rechtwinklig umgebogen, mit einem Schenkel an die
Eintheilung sich anschliessend,~und mit einem Index versehen, auf
dem andern, aufrechtstechenden, eine Oeflnung senkrecht iiber
-dem Index tragend, dient, den Ort des Auges zu fixiren.

~

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die Spieﬁl von der Schei-
tellinie aus nach drei Sciten unbegrenzt seien. Die in praxi ni-
thige Beschrinkung, kann, ohne .der Allﬁemeinheit Eintrag zu
thun, dadurch unschiidlich gemacht werden, dass man nur das'Auge
nahe genug an die Scheitellinie und dem eingetheilten Kreise bringt

§. 1. B

v

Aus dem-~Reflexionsgesetz: ", Der Ausfallswinkel ist dem Ein- -
fallwinkel gleich u. s. w.*“ ergiebt sich bekanntlich: '

(1) Dass das Bild hinter einem ebenen Spiegel so
weit.liegt, als der Punkt vor ihm. — Der Ort des Bildes
zeigt sich als-Spitze eines Kegels, dessen Basis die Pupille ist. —
Hier soll der Einfachheit wegen bloss die Axe dieses Kegels, mit

A}

Baumgartner. 8te Aufl, 1845. p, 550: ,,Deshalb geben solche
Winkelspiegel auch nur z—1 Bilder, [¥?]. ’

Eisenlohr. dte Aufl, 44. p. 249: ,,1st mon der nte Theil von 3600,
so entstthen n—1 Bilder:¢ [??].

Lauteschliger. Figurentafeln 1841. V, Fig. 8: ., Es erscheinen
die Bilder so oft (weniger ein) mal vervielfacht, als der Ncigungswin-
kel in 3600 enthalten ist [??] u. s. w. -

) Am Dbesten mectallne. Gewdhnliche geben keine scharfe Scheitel-
linie auch doppelte Bilder; geschwiirzte Glasspiegel zu wenig Licht.

*) Der hintere die Scheitcllinie bildende und der untere Rand miis-
sen ohne Rahmen sein, _ .

***) Geschieht dies bloss etwa durch 2 ans der Linic MO hervorra-
gende Stecknadelspitzen, welche in die Papprahmen eindringen, so ‘lisst
sich der Spiegel abnchmen, aufklappen tnd bequem anfbewahren.
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M # -

welcher ‘der sehr schlanke Kegel ohne dies fast ganz zusammen-
lhllté- in Betracht,gezogen, d. h. das Auge als Punkt betrachtet
werden. - :

52) Auge u}ﬁ-d Gegenstand liegen ifnmer vor, das
Bild Ainter der Spiegelebene. - '

§. 2.

Bilden zwei Spiegel RM und. AM (Taf. Il Fi 1) einen Win- -
kel (=¢) mit, einander, so sind die vier Winkelriume zwischen
ihoen i'md ihren Erweiterungen so unterschieden, dass ‘ '

L (RMA) vor RM und vor 4M
Il (4AMR’) vor - - hinter *
Il (RMA) hinter - - vor. -
lV: (RMA)hinter - - hinter - liegt.

3y Auge und Gegenstand miissen daher immer im
Raum 1. (RM4) zwischen den Spiegeln selbst, die Bil- .
der aber inTL 111 und IV. liegen. N

§. 3.

Ein Ge%a’nstan‘d, (Punkt) B (Taf. Il. Fig. 1. und 2.) zwischen
RM und 4M gibt, im Spiegel KM sich spicgelnd, hinter diesem
ein Bild b,. Dies vertritt gleichsam die Stelle eines neuen Ge-
genstandes und gibt, in' ZM sich spiegelnd, das Bild B,*) wohei

Bb, senkrecht zu M stelit und von RM halbirt wird
Babs - - - AM - - . 4M - -

§. 4. B ‘

Um den wirklichen - Gang der Lichtstralen zu iibersehen,
ziche man (Taf. Il. Fig. 2.) vom Aunge O nach dem letzten Bilde
B; die Gerade O, welche AM in 2, trifft. Von diesem Punkt
muss der letzte Stral ins Auge gelangen. Ferner ziehe man von
2, nach dem vorhergehenden Bilde 6, die 2,0,, welche RM in 2,
trifit, und endlich 2, B, so ist $2,2,0 der Gang des zweimal
reflectirten Strales. — Es ist leicht zu zeigen, dass dadurch
Winkel 2,2, M= 02,4 und 2,2, =B R wird, . o

¥y Die Bilder, die sich hinter R gebildet haben, sind mit & (latei-
sisch), die durch Spiegclung in AN entstandenen aber mit 8 (griechisch)
rezeichnet. Die angchingten Zahlen geben die Zahl der Reflexionen an.
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§. 5.

Das Bild 8, (Taf.1l. Fig. 1. und 2.) kann nun wieder die Stelle cine
Gegenstandes fiir BM vertreten und hinter diesem ein Bild b
geben, wenn wieder . . .

B2bs senkreeht zu RM steht und von RM halbirt wird.
Der wahre Gang des dreimal reflectirten Strales ergibt sich wiede
wenn man (Taf. II. Fig. 2.)
" Oby zieht, welche RM in 3y. trifft
33#2..\.,.... AMin3,-
36, ...,.... RMin3 - und
3, B zieht. '

Er ist B3,3,3;0. . _

Ebenso kann 6, wieder als Gegenstand fiir den Spiegel 4]
%‘e’lten und hinter cfiesem ein Bild f, geben u. 8. w. Der wakr
eg der Lichtstrahlen wire B4,4,434,0. u. 8. w. -

-

§. 6.

Wie wir hier eine erste Folge von Bildern

b B2 b3 By bg..o.
betrachtetep, die dadurch entstand, dass wir abwechselnd

zuerst blos RM als vorhanden dachten, worin b,
dann blos 4M - - . - B
daon blos RM - = - - - by

sich bildeten, erhalten wir noch eine zweite Folge von Bildern®
die dadurch entsteht, ‘dass wir abwechselnd (Taf. 1I. Fig. 1.)

zuerst blos 4M als vorhanden anschen, worin 81 ~
dann blos RM - - - - b

, dann bles AM - - - - B

sich bildet. )

) (4) Diebeiden Folgen unterscheiden sich blosdurc
den Anfangsspiegel. ‘ o

*) Die Bilder der crsten Folge sind -mit arabischen, die d
zweiten Folge mit romischen Zahlen versehen.
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§. 7
- . A
Alle entstelienden Bilder liegen im Umfang eines

{reises aus-M vom Radius MB, indem (Taf. II. Fig. 1.)
MB. ind Mb;, Mb, und MB,, MBa=Mb; u. s. w.

s, Hypotenusen je -zweier congruenter rechtwinkliger Dreiecke
eich sind. Ebenso ist ' .

MB=MBi, MBi=Mbn u. s. w.

D § 8.

Die in §.5. angedeutete fortgehende Eotstehung neuer Bilder
! nicht ohne Ende.” Die Folge schliesstsich, sobald ein Bild in oder
mter die Ebene des Spiegels tritt, in der es sich zunZichst
iegeln miisste, .

" Num liegen' die lateinischen Bilder, 5, hinter RM, also im
aume IIL oder 1V. Die in IIl, welche zugleich vor 4M

n, geben hinter 4M weitere Bilder. Nicht so aber die in
A'und die in dem Raume 1V. liegenden. Die griechischen, hinter
4M liegend, sind im Raume 1I. oder 1V, In IL sind sie zugleich
vor RM, pflanzen .sich also weiter fort; nicht aber die in MR’
dem Raume IV. liegenden.

() Das erste Bild einerFolge also, das inden Schei- -
lraum }V.'der Spiegel (die Schenkel desselben mit-
rechnet) gerdth, ist das letzte (Schluss-) Bild die-
et Folge. - Ty '

’ §. 9.

Dass aber von den anfeinandérl’olgeilden Bildern jeder Folge
einmal in den Scheitelraum treten muss, sieht man Ieicgt.
die Verbindungslinien (Taf. II. Fiz. 1.)

Bb, Babs Babs senkrecht zu RM
b,fs bsp, bsf6 senkre(;bt zu AM

, so machen je 2wei benachbarte dieser Linien denselben
(Peripheriewinkel), den RM und 4M machen, also ¢.

(™ Der Bogén zwischen je zwei alternirendenBil-
mderselben Folge, wie

by by, by bg..... BB, Py Pa-.--
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“ist also =2p. Von den lateinischen Bildern b, &5 b5-z. B. 1
daher eines einmal um - weniger als 2¢p von R’ abstehen. —
dieser Abstand nun =0, <¢ oder =¢, so liegt das fragliche
selbst im Scheitelraume ung ist Schlussbild ; steht es aber w
als «p, aber weniger als von K’ ab, so liegt' es um wenige
1p rechts von 4’ im Raume 1li; es eutsteht dann noch
folgende (griechische) Bild, das aher dann um weniger als lgp.
" von A, also im Scheitelraum liegt.

Al

Ganz Gleiches gilt von deh Bildern der zweitep Folge. _
(8) Im Scheitelwinkelraum (die Sche’nkelmitg;n'

net) gibt es daher immer zwei Bilder, von jederFo
eines. '

. §. 10.

< lst der Gegenstaixd B von RAl um den Bogen y entfernt,
AM aber um y=@—7, so sind die Bogen fiir die erste- Fc

- Rb, -'57 ' -
: ‘Afy=@+y B
T RBy=20+ Y
Apy=3p +y
, : Rby=49 +7
AP =B +y . s W
fiir die zweite aber: '
Apr=y ’
Rbii=o¢+y
. ABri=2¢ +y'

) Rbir=39+ 7'
> Apr=4p +y'
o Bbri=bpt+y us

§ 11.

Was von einem Punkt B gilt, gilt von allen im Bogen .
Neben einander liegende Punkte werden sich auch neben einan
_ liegend abbilden, da, wenn y um 4y zunimmt, die Bogen

% 0. um 4y zu- resp. abnehmen. Es werden sich also die g:
eihe von R bis 4 (0° bis @), der ganze Bogen, im Allge
nen ebenso wiederholt abbilden, wie der Punkt B. Auch wel
die Bilder aller Punkte der Stralen MR und M4 in den Str
von M nach den Bildern der Punkte R und A liegen, also
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[¢)) F.ﬁcher(Sebtor'en) mit der Einthei-h’mgzw’lschen\
'und 4 entstehen. . .

(N

\ : -

§ 12

Betrachten wir der Einfachheit weien neben” B nur noch ei-
:n Punkt A4 im Bogen R, so. entstehen auf Taf. Il. die Figu-
:» 3. bis 8., Fig.3. und 6. fiir die erste Folge, Fig. 4. und 7. fiir
ie zweite Folge. Man iibersieht dabei sogleich,  dass hei jeder
or beiden Folgen

(10) die beiden ersten Ficher (das Ote und 1Iste,
te und Iste) und die beiden letzten an einanderstos-
'n, durch eine Spiegelehene resp. deren Erweiterung getrennt
nd — dazwischen aber .

(11) abwechselnd allemal eines leer, das andere
it einer Bilderreihe erfiillt ist (vergl. §. 10.), dass aber,
enn man beide zusammengehirige Folgen auf einander gele
enkt (Taf.1ll. Fig. 5. uod 8), wie es der Wirklichkeit entspricht:

(12) ein Fach, das bei der ersten Folge leer ist, bei
le{r?ten Folge eine Bilderreihe enthilt und umge
tehrt; ; . /

(13) ferner dass die Ordnung der griecﬁischen Bilder im
Zeigergang *) bei erster Folge: gofid ,
3 zweiter Folge fag

fie lateinischen Bilder im Gegengang bei erster Folge rabl
- zweiter Folge lbar -

i, also die

griechischen in der Ordnung (Taf. 11. Fig. 5. und 8.
e (oglermn) omifin (h1111dg) oty (oalon)erBr (h lq,fl)l'

& lateinischen in der Ordoung

«(Blry ﬁl by (411 b11 anx(riiirs) ag by(bll1p)... ..
° 4 [ ®

gen, wobei die eingeklammerten in einen Punkt zusammenfal-
wmd die darunter stehende Gradzahl enthalten, und -

) Zeigergang: in demselben Sinne herumgeziblt, wie die -
kiger einer Uhr umlaufen ; Gegengang im umgekehrtea Sinne.
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(14) dass die geradstelligen Bilder: -
bei der ersten Folge im Raume I1. und IV. (links) griechisth
. - zweiten - - - 1L und IV, (réchts)

die un-geradstelligen aber -
bei der ersten Folge in 1II. und 1V. (rechts) lateiniseh * .-
- « gzweitem - - IL - [1IV. (links) griechisch

sind.

(15) (Ferner wird man bemerken, dass die ge.nd'-
stelligen Bilder Ebenbilder, die ungeradstelliges
Gegenbilder sind) . '

§. 13.

Dabei aber bedarf die Gegend um den Scheitelwinkelrasm
noch einer niheren Betrachtung. '

Wenn man 180°=gg® 4+° nimmt, wo g eine ganze Z‘al_ll ud
vz @, nicht aber =0 sein soll, g0 hat man von 4 an im Gegengang

und von R an im Zeigergang allemal ¢ Fiicher (Hau ptfigboﬂ
(deren erstes allemal das mit 0 bezeichnete zwischen den Spiegels
ist) — die nicht bis an den Scheitelraum, noch weni--
ger hineinragen.

~ Das dann folgende: ,,Endfach reicht fir v=¢ bis an, fir
v <o in den Scheitelraum hinein. Ist nun '

g gerade (Taf. 1L Fig. 3., 4. und 5., p=709*), so ist das letste
Hauptfach ungeradstellig (weil das erste mit 0 hezeichnet isi)
das Eiﬂndfacﬁ also geradstellig. Dies liegt also (14). fiir die

erste Folge hinter 4M.4, (auf der linken Seite von 4M 4,
ist griechisch und endif.t mit Ag (¢°) (s. 14. und 13.), welches o
links von 4’ liegt. — FKir v=¢ 'stisst es bis an MR';.fir
v<@ liegt MR in diesem Fache. — Der Theil des Fachs, (Bo-
gens), welcher nach links von MR’ liegt, kann sich (als griechisch) !
noch einmal in MR spiegeln, gibt also darin noch ein lateini- '
nisches ,,Schlussfach* (ein ganzes fir v=¢, ein Stick fir -
v < @), welches sich mit r44,(0° endigt. Letateres liegt v° rechts
von R, also p—v=¢° Iinl‘(rs von A'. — Fiir die :

*) Zur leichteren Uebersicht sind die mit griechischen Bildern
erfilllten Bogen stiirker, als die lateinischen, die der ersten Folge

angehdrigen ganz ausgezogen, die der zweiten aber unterbro-.
ch en gezeichnet. .
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zweite Folge liegt das geradstellige Endfach hinter
R’ (auf der rechten Seite von RMR'), ist tateinisch und
gt mit 7 5 , welches 0 links von 4’ liegt. — M. stisst
»=¢ gerade an dies Fach, fir v=q liegt es in demselben. —
Theil des Bogens, welcher noch rechts von M 4 liegt, wird
iesem Spiegel M A ein griechisches Schlussfach geben;
Jllt:s Sifg mit Agq4y (99 endigt. Dies liegt 0 links von '
at also S '

)ggerade: erster Folge griechisches Endfach endigt
. “mit 1, v° links von A

- - lateinisches Schlussfach endigt -mit
. Tetr, € links von 4’

zweiter i*‘olge ‘lateinisches Endfach endigt mit

vy, &0 linkd vop £

- - griechisches Schlussfach endigt mit
. Agt1> 00 links von 4.

mch ganz Zhnliche Betrachtungen findet sich fiir

(I7) g ungerade (Taf. IL Fig. 6., 7., 8, p=48%-
mler Folge latein. Endfach endigt mit Z;, © links von £’
+ - griech. Schlussfach endigtmit gy, ©° ... ..
witer Folge griech. Endfach endigt mit ¢, * v° ... " .
' - !atefn. Schlussfach endigt mit /g4, €© . . .. ..

» dass sich also fiir beide Fille, (d. h. fir jedes @)

98) erster Folge Endfach und zweiter Folge Schluss-
leh; ebenso zweiter Folge Endfach und erster Folge
Mlussfac!l aneinander anschliessen. ‘

}' (1Y Dadurch enthilt der Scheitelraum gerade zwei
listindige Bilderreihenvon 0° his @; jede theilweise latei-

und tﬁeilweise griechisch, aus dem Schlussfach:und einem
scines Endfaches bestehend, um v, resp. um & gleichsam
engefaltet und auf einander gelegt.

;-Fl'l't erade griechisch4v(v+1)..9%g".. s-l-l) iechisch
S M ot St AT e 4

lateinischRv®........10900°1..... teinisch.

'gnngerade lateinisch 4:°(s41)..9%@%@—1)...0% lateinisch
, ~ griechisch &¢°...... lO", 00(1.....1:0 griechisch.

N

thaliemal eive Fachlinie (Radius).

) (Von- M nach }.Aun'd nach ¢ (¢° und 0° eatsteht
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: ) §. 14. -
Will man jetzt bestimmen, wieviel Bilder (den urspriingliches
Gegenstand mitgerechnet) entstehen kiinnen, so braucht ma
nur_nachzusehen, wie viel mal ein bestimmter Grad in den ver
chiedenen Fiichern zusammen genommen vorkommt. :

-

Zuerst sieht man sogleich, dass ein Hauptfach . jeden Punkt
_zwischen 0 und ¢ enthilt. Hauptflicher sind es aber 2g—1=k
Im Scheitelraum kommt jeder Gradpunkt zweimal vor. — Fit
die beiden ausserhalb des Scheitelraumes liegenden Sticke der

<
Endficher aber muss man unterscheiden, ob v=s ist*)

Ist v=3s (wenn @ in 360° eine ungerade Anzahl_ven Males
aufgeht), so erhalten die beiden Endfachstiicke zusammen geradé
einmal die gaiize Gradreihe von (° bis V. -

: lst' v<ée, 8o fehit ihnen zusammen das Stiick von v bis ¢
.(Taf. II. Fig. 11., ¢p=80Y).

Ist v>¢, so enthalten sie znsammen ei\ne' ganze Gradreibe, und
aussc;rot)lem noch die zwischen ¢ und v liegenden. (Taf. 1I. Fig. %
un .

(21) Zihlen wir nun zwei zusammenfullende gleichlautende
Bilder nur einmal, so entstehen, wenn

) v<sist (p in 360 zwischen einer gera«len und die folgende
lll)ng(i:'tﬁde Anzahl von Malen enthalten ist s. (Taf. 1L. ‘Fig. 11.)voa
unkten : 4 '

_ zwischen 0 und v
zwischen ¢ und ¢

| 443 Bilder

oder: zwischen 0° und g
Y42 Bilder
. Q
?—3 und .
zwischen v und ¢
von v und & selbst

L +2 Bilder
zwischen;g und q)—-;—g
‘ n+41 Bilder
] von % und qa—‘% )
von 0 und ¢ selbst h;3('=y+l) Bilder von 0 und g-l-l-‘

*) In der angehiingten Tabelle aind fiir die verschiedenen ¢ der 4,
v und ¢ zur bequemen Uebersicht angegeben, ehenso moch™ die 7 und ¢

aus der Relation: 360=np 4o, — wo fir n=2¢, o =2u; fir n=2¢4
aber p=2v—¢p ist.
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'2) v=¢ ist, (p in 360 einé ungerade Anzahl von Malen au_fgeht)

von Punkten ) -
wwischen 0 und ¢ oder v

wischen ¢ oder v und q,‘ k+3 Bil(?er

oder zwischen 0 und f})
N - n 4 1 Bilder

zwischén gund ®

von z oder ¢ . ... A+2 Bilder

s . von%’..’..nBﬂder'
vonOund‘p.....’%g’Bilder' ‘
von 0 und @ . ... %—I‘Bilder;

.3)v>e ist, (p. in 360 zwischen einer ungeraden und der folgenden
. geraden Anzahl von Malen enthalten ist) von Punkten :

. awischen 0 und ¢

ischon o und of 443 Bilder

. n+1 Bilder
zwisehen q:;—a und ¢

oder -zwischen 0 und g—e

wischen ¢ und v h+4 Bider . ..

zwischén q’;@ und 2—}-—0 n+2 Bilder

¢und v A4 3 Bilder

". von 'P_;:_O und 22-!-—9 n+ . Bilder

Ound @ é—-QL?f‘Bilder
. evon 0 und qal%"— Bilder;

=09, 8=b, (p in 360 eine gerade Anzahl von M;len adfgeht)
von. Punkten o .

axvim : ( 6
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N 66 " .
zwischen 0 und @ A+43 oder n Bilder
von 0 und o ’%_@ odgr; Bilder.

§ 15

/ . .
- * Haben wir im Vorhergehenden gesehen, welche Bilder sich
" iiberhaupt bilden kdnuen, so kommt es doch eigentlich darauf as;
welche von ihnen man von einer bestimmten Stelle aus (fiir eines-
bestimmten Ott des Auges) auf einmal ibersiecht. — Von des
auf einander fallenden lateinischen und griechischen Bildern des
Scheitelraumes wird das Auge allemal nur eines sehen, aber
welche, bedarf noch der niiheren Unterguchung.

Damit das Auge ein Bild sehen kiénne, muss die Grade vom
fraglichen Bild nach dem Auge den Spiegel treffen, in welchem
sicﬁ das Bild zuletzt gespiegelt haty nach unseren Figuren sind
deshalb die-lateinischen Bilder nur sichtbar, wenn die Ver
bindungslinien derselben mit dem Auge den Spiegel MR; die
griechischen nur, wenn sie den Spiegel M4 trefien. .
. Denkt man sich durchs Auge und den Scheitelpunkt (eigentlich 1
Scheitellinie) M eine Gerade (Ebene), welche -den Bilderbogen -
des Scheitelwinkels in S trifft, so treffen alle Linien von Punkten
* auf der rechten Seite von S nach irgend welchen im Spiegelrauml._
liegenden Punkten der gedachten Linie (Ebene) (als O des Ac-
_ges) den.Spiegel RM, von Punkten links von S den Spiegel £M.

(22) Wenn der Winkel . den die gedachte Linie (Ebene)
mit dem Spiegel RM macht, sich #indert, und das Auge sich in der
Richtung von R nach . bewegt, so indert sich auch det
Ort §, mithin wechseln im Scheitelraum die sichtbaren Bilder.

. I)aéegen macht es keinen Unterschied, ob das Auge in jener
Linie (Ebene) bei unveriindertem a, sich bewegt, und dem Schei-
tel M niher oder ferner steht.

§. 16.

Sehen wir nun, welche Bogentheile sichtbar sind, so kommen
za den 4 ganzen Hauptfichern noch die mit dem Winkel & ver-
tinderlichen Stiicke der beiden End- und Schlussficher hinzu.
Dariiber hat man z. B. folgende Uebersicht:

r B -
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) furg gerade: z. B. p=70° g=2, v=40%, =30° (Taf.II.
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) Der dem Punkt ¥ niichste Bogen im Scheitelwinkel enthillt die
wo § sich befindet, wenn das Auge in des ‘gleichnamigen Pnnkten
— Rechts von den betreffenden Punkten (die also gewisser-
ta die Orte des Auges repriisentiren) sind daher die diinngezeich -

(lateinischen), links dic starkgezeichneten (griechi-
1) Bilder zn nehmen.

In den allgemeinen Ausdriicken die Differenzen nur herab bis 0°,
mmen nur hinanf bis ¢°. . :

Fir a=¢ b;thman von ¢ bis g ‘
- - a=@—ad hat man von ¢}J bis ¢
also 3‘__—-9»-a u s w.

' : -. 5. -
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23) flir g ungerade: z. B. p=480, g=3, v==360, ¢=!
(Taf. 11, Fig. 10)
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Wie man sieht, so beschriinkt sich der Unterschied zwisct
- den Fillen, wo g ge.rade und ungerade ist, darauf, dass lal
nische und gricchische Bilder und ¢—a und o« ibre Rol
tauschen. 5

§. 19
Solghe Uebersichten fiir andere @ kinnen“wir leichter dui
eine Art graphischer Darstellung, d. h. durch Figuren gewinn
die dasselbe Gesetz befolgen, aher leichter zu construiren t
abzulesen sind.
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Zeichneten wir ninlich Tiir jedes der 4 Fiicher (die zwei End-
und zwei Schlussficher) je ein Quadrat vop derSeite =g, (TafIL. Fig. .
12. bis 15 und 16 bis-19)*) nihmen auf der Grundlinie gleichsam
zu Abscissen die Winkel ¢, zu Ordinaten aber die fiir das frag-
liche e sichtbaren Bogenstiicke (gOrte der sichtbaren Gegenstinde),
so bekiimen wir eine Reihe von Ordinaten fiir die-auf einander folgenden
Abscissen, die gezeichnet eine schraffivte Stelle des Quadrats ge-
ben. Fillt dann die Kréuzungslinie von « und einem Winkel y (den-
der Gegenstand mit dem Spiegel RM macht), in eine schraffirte
Stelle, so ist der Gegenstand si¢htbar, sonst nicht. Legt man
nan diese vier Quadrate auf einander, so erhiilt man Taf. Il. Fig.
20. und 2. (fir g gerade und g ungerade), die die Bilder In
den vier Fichern zusammen repriisentirt. . o

125) Es zcigen sich darin in 2 Ecken I, in den beiden
anderens 3, in der Mitte 2 schraffirte Stellen auf
einander liegend. . :

Der Unterschied zwischen diesen - zusammengesetzten (Qua-
- draten fiir ¢ iorade und ungerade ist der, dass » uynd &, nicht
tber die Gradbezeichnung umgekehrt ist. :

Qﬁ 20.

Mittels eines solchen Quadrats inatl‘irﬁch mit Weglassung

der nun unnithigen Schraffirung) (Tat. II. Fig. 22.) beantworten
sich dann sehr leicht die beiden Fragen: :

l). Wenn das Auge [fir =70 z. B.] in einem bestimmten

Grade steht, z. B. (40 (von RM entfernt), in welchen Bo-

entheilen muss der Gegenstand stehen, wenn man in

Jenen vier Fiichern 1, 2 oder 3 Bilder seben will?

Die Dreiecke a 64 40, so wie b 64’ 30' sind gleich- ~

gchenklig, daher - . .
64.a =64. 40=24 Grade

b.64'=64'30' =34 -

3

’

Steht also der Gegenstand B -

zwischen 0 und 24° (von RM) so gibt es I Bild**)
- 24 und 36° - - - - - 2 Bilder
- T3owd70° - - - - .. 3 Bilder.

2) Wenn der Gegenstand in einem bestimmten Grade steht
z. B. y=13, wo sieht das Auge 1.. 2... 3 Bilder?

) *) Die Figuren entsprechen Nr. (23) und (24) nach den glcichlmi-'
tenden Buchstaben, (@) (0) n. 8, w. o
f*) S. Nr. (27) und (28).
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Es ist .
. . 13 m =13 40"=27 Grade
n 13' =13/ 30"=17 Grade. -

;zlso sieht das- Auge

zwischen 0°'und 27° (von RM), . .. ... . 3 Bilder
.- 2°undB3® - - - - - 2 Bilder
- 53° und 70° - - - - 1 Bild.

’

(26) Zu diesen 1,2 oder 3Bildern kommen nun alle-
mal noch die 4 Bilder in den Hauptfichern (deun Ge-
genstand B mitgezihlt) hinzu, so dass man fir alle .
sichtbaren Bilder A+1, 442 oder 443 zu nebmén hat.

. Hiervon machen jedoch die Punkte 0° und ¢° (als Gegenstand
angesehen) eine Ausnahme. Wenn man diese Punkte as der -
Grenze der Haupt- und End-Ficher, (wo sie in (23) und (24) —
bei den Quadraten mitberiicksichtigt werden) nicht mitaihit, so
kommt jeder derselben in den Hanptfiichern nur (9— 1)mal vor,
weil immer je zwei zusammenfallen.

(27) Fiir die Gegenstinde 0° und ¢° hat man also
statt A blos g—1 zu lesen.

- Einer besonderen Beachtung bediirfen auch noch bei unsern
Quadraten die Grenzfille, wo die Kreuzungslinien in die Ecken
oder Grenzlinien des iussern Quadrats oder inneren .Rechtecks
fallen. Man sieht nimlich bald (am leichsten an Taf. 11. Fig.9.und 10.).

(82) dass, wenn der Kreuzungspunkt fillt

1) in die Ecken, oder die obere und untere Grenzlinie
des iussern Quadrats, man, wo 3 Bilder angegeben sind,
nur 2 zu nebmen [weil von den Punkten 0 und ¢ zwei
gleichlautende zusammentfallen]; ‘

2) in den Ecken des Rechtecks (resp. inneren Quadrats)
immer 2 zu lesen; [weil fiir das Auge.in 0 oder ¢
2 Punkte v oder ¢; fiir das Auge in*e oder v 2 Punkte 0
oder ¢ zusammenfallen] )

3) in den Grenzlinien des Rechtecks resp. inneren Quadrats
die griésste der zu beiden Seiten angegebenen Zahlen
zu nehmen hat.

In ‘)‘raxi modificirt sich dies sogar noch weiter, weil die hier
.mitgezihlten Bilder,- welche dem Auge gerade in der Scheitellinie
der Spiegel zu stehen scheinen, wegen Unvollkommenheit des
Apparates nicht leicht wirklich zu sehen sind. Dann hat man
also in den Grenzlinien und Ecken das Rechtecks z. B. immer die
kleinste Zahl zu nehmen. :
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§..21.

Den-Uebergang dieser Verhiiltnisse bei fliessendem ¢ iiber-
iebt man aus der Tabelle, noch besser aber durch eine Reihe
uadrate (Taf. 1I. Fig. 23.) o '

Bei 180° hat man eine nach links oben gerichtete Diagodale.
ei abnehmendem ¢ kommen an den Enden derselben zwei Eck-
eiecke zum Vorschein; die Diagonale verbreitert sich zu einem
echtecke. — Die Eckdreiecke werden grisser, das Rechteck
eiter, die fritheren Dreiecke kleiner bis bei 1200 das Rechteck
m Quadrate geworden. In demselben Sinne geht es fort,
s Quadrat wird wieder zum Rechteck, dessen Lingenrichtun
er jetzt nach rechts oben geht; bis bei 90 die friiberen Drei-
ke ganz verdringt, das Rechteck, zur Diagonale zusammenge-
hmolzen und die neuen Eckdreiecke ‘den ganzen Raum -einge-
mmen haben u, 8. w. _ Ce .

§. 2.

Als Resultate kann man also zusammenstellen: Wenn o in
0° » ganze Male mit oder ohne Rest enthalten ist und

) st =2,4,6, 8. (== und p=0;

0 , ,
=180, 90, 60, 45 u. s. w. " .
» sieht das Auge O an jedem Ort, vom Gegenstand B an jeg-

hem Ort, ausser in 0° und ¢° nur eine Anzahl von Bildern, nim-
th =, 8. (27); .

(30) n ist =3, 6, 7, 9..(= 4z F1) und o=0 p

L - e=1200 720, 513, 40... und v=e

» sicht man :

- a) wenn das Auge der Mitte. des Bogens niher ist, als
- der Geégenstand dem niichsten Spiegel, n(=A+2) Bilder;
6) wenn aber umgekehrt der Gegenstand B dem niichsten

?pﬁegel niher ist als das Auge O'der Mitte des Bogens,
alls

«) g ungerade, also - o
n=4z~1; ¢ =120, 5-17, 32rl..24-

s
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und

1) Auge und Gegenstand in derselben
Hilfte des Bogens sich betinden =-1 ]
(=h+1) Bilder; .

92) Auge und Gegenstand in’ entgegenge-.
setzten Hilften " der Bogen sind =+l
(=h+3) Bilder;

B) g gerade, also
n=4141; ¢==720,4oo,27193'....

und
" 1) Auge und Gegenetand in derselben Halfte
sind: n+1(=4h+3) Bilder**)
2) Auge und Gegenstand in der entgegenge-
; sotuten Hillts n—1(=A+1). * =~ =
Als specieller Fall von a), hebt sich heraus: \

Steht das Auge in der Mitte desBogens,‘so sieht fiir jeden
Ort des Gegenstandes und -

Ist der Gegenstand in der Mitte des Bogens, s sioht dns
Auge an jedem Ort n Bilder.

(31) o ldsst in 360 einen Rest.

a) g ist ungerade, n:iz:%, @ zwischen 180° und
909, 600 und 489, 360 und 308,
. Auge .
. 1 Gegenstand zwischenOu.¢
und B niiher an 0°
als O an & n—l=h ¢l
Auge zwischen v [ Bilder

Gegenstand und ¢
und B niher an ¢°

als O an 1°

?)

*) Die crste’ Anzahl, wenn 7 gerade —1%—2; die zweite (die der
ersten gleich ist) wenn 2 ungerade — 43—1 ist. '

**) Um dic grosstc Anzabl von Bildern zu sehen, wird man also
im Aligemeinen: fir ¢ gerade Auge und Gegenstand nur nahe genug an
dasselbe Ende; - fiir ¢ ungerade aber Auge und Gegenstand nur nahe
genug an cntgegengesctzte Enden des Bogens bringen dirfen.
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Auge

3) Gegenstand } zwischen ‘? :; )
und B gl%ic.l:sna(l;ea:d?o nii.hcr :: 1'-_‘-1:’
. Auga: _(p ’ . g =B?I<Tef
H Gegenstand; z'mschen- Ou.v
uod B gleich nahe oder-niiher

an 0° als O an & . | ,

, In den Gegensiitzen dieser) n+1’
4 Fillle,d.h. ,,wenn Bebenso{- =

weit oder weiter von 00 ab\ = A42
steht etc. Bilder

By geraflé, ”.:4:-1-(1” @ zwischen 90° und 609,

450 ‘und 36°; 300 und 25? abnlich wie fir g unge-
sade, nur ¢ und v verwechselt. (Vorige Seite**):
(32) Ueber die Grenzfiille s. §. 20. Nr. (27) und (28).
Uebrigens kinnen (2?) und 30). als specielle Fille von (31)
angesehep werden; in (30) ist v=€=%, in (20) v=¢, ¢=0, in_
beiden ¢ =0. '
Diese Résultate fassen sich jedenfalls anders; symmetrischer '

oder kiirzer zusammenstellen, schwerlich dber wohl die einfache
Uebersicht gewihrend wie die Reihe der Quadrate Taf. 11, Fig.23.

5. 923,

Einiges Interesse bieten vielleicht noch die Winkel dar, -
unter denen der- vom Gegenstand ausgehende Stral die Spiegel

_abwechselnd trifft, um endlich ans Ayge zu gelangen.

Fillt ein Stral B6, (Taf. Il. Fig. 24,) unter dém Anfangs-
Winkel B6;, R=6, ein, so der reflectirte 6,6, unter dem Winkel ;

6,6, 4 =06,=6, + ¢;

der hier ‘reflectirte Stral. 6,6, triflt den Spiegel RM wieder un-
ter dem Winkel .

. | 66 R=6, =6+ =6, +2p,

u. s. w.d. h
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: (33) die Reflexionswinkel eines mehrmals gebro-
chenen Strales wachsen bei jeder neuen Reflexion um
@. — lst der Wjnkel dadurch grisser als 90° geworden, so kam
.man auch statt seiner die Erglinzung zu 180° nehmen, — wobei
nur Ein- und Aysfallsstral verwechselt wird, — dann bimmt von da an
jeder Reflexionswinkel um ¢ ab. Vom letzten, End-Winkel,
an gerechnet, aber anch allemal um ¢ zu. — So Iange der Win-
kel unter 90° bleibt, nihert sich der Stral dem Scheitel M, wird

er grisser, so entfernt er sich wieder. -

For die Winkelfolge desselben Strales hat man also nur
nthig den Anfangs- oder End-Winkel zu kennen: ‘

§. 4.

Suchen wir die Endwinkel ms. Zuerst fir den Fall, dass
Gegenstand und Auge gleichweit von M entfernt sind.

Da s af. Il. Fig. 25.) senkrecht xu RR’ (resp. fa b-
sonlracht tu 1) stebts oo 150 dor Bodwinkel o e '

) 93 =90°— Qbufin—y =90°—; Bogen Of._,.

Die Werthe dieser Bogen stellen sich nbel: so dar: Sél der
frihere Bogen BR=y, OR=a, so hat man, wenn zur Ahkdr-
sung gleich d fir L5~ und s fur L= geschrieben wird, fir die
erste Folge: .

) et

(35) 5;0B=+d"%
l —
506=+s
3 OBR=ptd
1
30b=9+s
108, =20 +d
] .
30h=29 +:
*) « ist, wenn wic in Taf.1l. Fig.2. B wit 8,, 8, adf en

Seite von 0 liogt, ucgativ. Der Gleichformigkeit in (36) wegea ist hier
‘50. megativ stchon gelassen, :
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] . .
G OBs=39+d

;;Ob,=3¢+: u. 8. W,
X Somit werden dic Endwinkel:

36) 1,=0OLR=%0—(+d)
2, = 024 =90—(+)

3,= 03, R=90—(p +d)
44=04,4=90 — (9 +9)

55—0553 90 —(29+d)
© Bg= 004 =90—(29 +3)

7,= 07T, R=90—(3p + d)
8= 08y 4=90—@3q +3)

u. 8. W,

Fir die zweite Folge setze man

BA—y=g¢—y; OA—a'—tp—a, (y‘—a’)_ 4, (yl )—8 ,

(woraus, beiliufig bemerkt, :’-—w—-: und d'=-—d flolgt); so
w erden die Bogen

€70 N ;-OB=+d‘

1

1
3 Opfr=s' -
l 4
3 Obn=op+d
1 .
- gO0BLI=9 ¢ &
1
g Obiy =29+ d'
1
) Ofr=2¢+4s

u. 8. W,

nnd die Endwinl‘:eI

,
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(38) “h=0ld=% —(4d)
1= OllnR =9%0—s'

HLy=01ljr.4=%0—(p + d)
IViyr=01VirR=%—(p +¢)

| Vy=0VrA=%0—Q2p+d) )
Vipi=0VIy IR =%— (2¢ +¢)

i 8. W,

§. 25.
Daraus ergeben sich auch leicht die End-Entfernungen)
des Mittelpunkts M vom.Scheitel der Endwinkel
(39) Es ist niimlich (Taf. II. Fig. 25.)
’ 1
s M Osin Oty _ 7053 0,
"= sinMnbs . sinwe

also z. B. namentlich (35 und 36):

’

—,, 2088 —,, c0ss
(40) M\ll =r ]llh—r.cos 3’

‘cosd
o . cos(p td) _ cos(g+d)
ill),_,r.’ cors Mllll—f.'—ca;"f—’y

cos(p4s)

., C05@ )
M3y =r. @td - Millji=<r. cos(ptd’)’

_LosCotd) =y, S50 4d)
”’44—1..005(0)-{-8) ﬂlu-__r.-cm»
cos(29-}s) __ cos(2p s

T cos 2p +d) MYy =r. cosQRp+d’)’
oy C05Op 4 ) 1=y, 250G 4 d)
M6g—r. c0s(2p+3) M lfl; 1=7. s F5)

M5,—=

) Eigentlich deren Projectionen auf die Ebene des cingetheilles
Kreises. o
.
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§ 2. °

Aus diesen Endentfernungen folgen weiter leicht die vorher-
enden Entfernungen der Mitte M von den Durchschoitten des
und her geworfenen Strales mit den betreffenden Spiegeln:
» man hat z. B : .

1
_ M,.sion, T. cosQOb,{ r. cosQObu

dn Maa = sinnn—, sinng—, = sin(nq+) ;

150 .
1 .
r.cosy Oby .
sin(ns 4 2¢9)
. w., also namentlich z. B. 35), (36) . -

2)  Mbs=r.cos(3p + d)soc(2p+3)
) M5 =yr. cos(?qg +s)sec (29 +d),

Mnp_o=

M6,— C*) sec(p+s) o
CoT M8, = C sec(pta),
M6, = c sees. - . h -
. M5z = C secd
M6;,= . T sec (p—s) I - '
o M5, = C  sec(p—d),
, M6,= c sec(2p—s) ‘ ’
' M3, = C’ - sec(2p—d),

M6, = (5 sec (3p—3s).
M, —=rcosp +d)sec(pts) -
‘ ' M35 =rcos(p + s)sec(p + d),

4= c” Iilsecs N .
M3,= C" | secd,

Ma,= c’ sec(p—s)
’ o M3= C" sec(p—d),
M4, = c, sec (2p—s).

/

i ') Der in der ganzen Folge vorkommende Factor, rcos(3¢4d) =C
wizt, Achnliches gilt auch fiir die anderen Folgen. :



78 .
Mi,:rtv:ou(cp‘-l— d)secs M1, =rcosssecd
M2, = C7  gec(p—9).

. Fir die aweite Folge lauten die entsprechenden Liingse
wertil‘:)gmz ehenso nur mlts: statt s und d’t?tatt-d. .

(44) Diese Auftfittsentfemungen lassen siei), da sie sich whk
sine l‘;tl)lge von Secanten verhalten, auch durch (Taf. II. Fig. %)
arstellen. .

8. 27.
Wenn endlich Au;;e und enstand nicht gleich weit vo

-Ge
M abstehen z. B. M O'=R, Ilf8=r ist, 80 hat man aus dew
Dreieck MO'6a (Taf. Il. Fig. 25) wegen :

1 ~ R 1
185 (=) = g, o018 3 Obn

und , -
- 1 1

| t25 (4 +%) = t2 (00— 5 Obw)

den Anfangswinkel n'y=0'n's )

1 . . -
45) na=c+4v=a4(90 -3 Oby)—arctg [:—1:' cotg% Ob-] -

was fir R=r in die friitheren Formen iibergeht.
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VIE.

Bestimmung der geographischen
Breite und Liinge aus geodiitischen
Messungen. ’

Von

Herrn Professor Dr. J. Dienger :
N 1

an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe.

§. 1. "

Nehmen wir die Erde als ein Rotationsellipsoid an, in dem a
der Halbmesser des Aequators, b die halbe Rotationsaxe, neb-
men wir ferner die letztere zur Axe der 2; die Axen der y und 2
in der Aequatorebene, so ist die Gleichung der Erdoberfliche

(mathematisch gesprochen):

2 -

~  H-1=0. W
Die geoditische Linie auf dem Erdsphiroid ist aber eine\
kiirzeste Linie, daher ist ihre Gleichung, neben (I):

Oy 01 oy\2, [0z)\2 '
vy 1)+ (&) @

worin ¢ eine Konstante.

Heissen wir Breite eines Ortes auf der (mathematischen
Erdoberfliche den Winkel, den die Normale in diesem Punkil
mit der Aequatorebene macht, so ist, wenn sie durch B bezeich

" net wird:
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a3z

PPt taz

wobei B von 0 bis g— auf der nirdlichen Erdhilfte, von O bis

sinB=

—-g auf der siidlichen gezihit wird. Die Linge eines Ortes

ist der Winkel, den die Ebene des durch ihn gehenden Meri-
dians (d. h. die Ebene durch jenen Ort und die Erdaxe) mit der
Ebene irgend eines bestimmten ersten Meridians macht. Wir °
gihlen die Linge von 0 bis 360° von West gen Ost, wie wir auch
die Richtung von der positiven Axe der z zur positiven Axe der .
in derselben Weise zihlen, und die Axe der 3 in die Ebene
es ersten Meridians verlegen. Ist 4 die Liinge, so ist:

62

o Ve ia Vo
a 1— iﬁ

iqlm ist aber, wie man leicht findet:

. y y
sinl = = s
2 2
vV y2t: av 12

= a(l — e?)sinB
~ M1—e%sin?B’

also ist .
_ l_:_:f sind= asinlcosB
y=ay 1-75- N 1—%miB’
.. o \/.l- = cosl e acosicosB
- 6* T 4/ T—¢2sin?B
EBestimmt man B so, dass
— b
tgp=V1T—e*tgB=_1gB, ®)-
Mo ergiebt sich:
x=bsinf,
y=acosfsink, 4)
z=acosfcosi.
eil XVIII. 6
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Fiibrt man mum die neuen Ver#inderlichen 1 und § (die reds.
zirte Breite des Ortes) in die Formel (2) ein, so ist dieselbe:

a%cos?f g—;

—=c,
v b’cos’ﬂ-I-a“sin’ﬁ-l—a’cos’ﬁ(g—-;)
woraus man als Gleichung der geodiitischen Linie zieht:

0A\3_ c3(b%os?B 4 a%sin?p)
(53 ~ a%cos3p (alcos®f—c?) ®)

Die Linge dieser Linie zwischen zwei Punkten, denea die
reduzirten Breiten B, und Sy (B> f,) zugehdren, ist also:

‘/p:p.\[li-(%-: 2 + gi)z %% a,s

2 ’ 1
=al Pos vwa‘g. .
()

a3cos?f —c?

Die Konstante ¢, die in diesen Formeln vorkommt, wird durch
die anfingliche Richtung der geoditischen Linie bestimmt, welche
Richtung bekanntlich bei dem uns vorliegenden Problem immee
als bekannt angenommen werden darf.

Ist diese anfingliche Richtung die des Meridians, so ist ar
fianglich %’;:0, d.h. man hat ¢=0, und also ist. die Gleichung (%

n

o, oz
:E—Z—yﬁ':o’ y=c's;

wo ¢’ eine Konstante. In diesem Falle ist also die geodatische
Linie eine ebene, und der Meridian selbst. Was die Linge a»
belangt, so ist in diesem Falle aus (6) dieselbe:

f e ¥ b2cos?8 + a?sin?fof=a e Y 1=¢%cos?p 08
F 1 # 1

n

- f VT Eeos

T
zh

=a[E(g-ﬁpe)—E (g—ﬁzoe 1,
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| wean aligemein

v T Tsmipdp= E(o, , k)

In_jedem anderen Falle ist die geoditische Linie von dop
rimmung.

§ 2

die Gleichungen der durch diesen Puunkt gehenden Meri-

Sei (2’y'z)) der Anfangspunkt der geoditischen Linie (5), so
e: \

2 2 2
Cyr—y=0, X 2y

i oun « der Winkel, den die Meridiankurve und die geoditi-
Linie machen, so findet man leicht:

oa



a2y %u.wl.» ol i 8 _‘.os@a.-\uﬁvw.ua\ + a?2'2'12 4+ [0%(y? + u.sv ._. a2z'y']?

M sin%a== :+A v + M.m..v u?pﬁa&s.-.ah.ei&é._.aa (y2+2?)]
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Fihrt man hier die Winkelkoordinaten (4) ein.‘so ergiebt sich:

a2cos?B (%"B)ﬁ
b3cos?B + a%sin?B + a®cos?p (88_:.3) f ,

sin2a =

ko ist
a2cos?f g—;

acosfsina= K
Vbscosep+a=sinsﬁ+a=cos’p(a~p)

Vergleicht man dies mit dem Fritheren, so ist:

acosfisine=c. ®

Ist also B die reduzirte Breite eines Punktes der Erdoberfliche,
Winkel, den die durch ihn gehende geoditische Linie mit
Meridian macht, so ist die Grisse cosfsine fiir alle in die-
geodiitischen Linie liegenden Punkte konstant.

Kenot man also den Winkel ¢;, den die geoditische Linie
ihrem Aufanﬁspunkt mit dem durch jenen Punkt gehenden Me-

macht (ibr Azimuth) und ist §, die reduzirte Breite die-
Anfangspunktes, so ist

c=acosf,sing, . )

§ 3.

Nachdem nun ¢ bestimmt ist, bietet die Berechnung der Liinge
geodi‘tlischen Linie keine Schwierigkeit dar. Aus Formel é)
nanmehr :

fﬂa b2cos28 + asin?f - cosfif =s

cos2f—cos?f; sin%e,

1—cos?B, sin2a; —sinZf

ﬁ: N2
— f 02+ uZe2sin2f cosB08.
8

sin = cosp ¥ 1—cos?p; sin’e, ,
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was immer miglich ist, da 1—cos?8, sin, z({, so ist:

L O

=T/‘9: Vs Faie(l—c “’ﬁl singal) — ases(l_cosiplsin’al)si
[ 21

=V 6_’+a’e’(l—eo_siﬁ;lin’¢;2f, .V 1 ba...::::ll:?;sss”%::’:‘;))d
P

worin ¢,, g bestimmt sind durch

sing;=cosg,.¥ I—cos?p, sinlq, ,
sinBy = cospy N T cosiBreimde, .
Nun ist
624 a2e2(1 — cos?B,; sin%ay) =03 | g%¢3—a2e2cos25,; 8in%a,
= a2?(1—e¥cos?P, sin?y, ).
Bestimmt man also y und 3, so, dass
cc‘)sy =cosf,;sine;, cosy; =ecosf,sing, ; l

80 ist

Y l-—cogﬁﬂlsin%:, = siny, ¥ 52} a%*(1—cos®p,sin%a;) = asin
und @,, @, sind bestimmt aus

sing,'=siny.cosp,, sinfy=siny.cosg,, d

so dass endlich

P 2 si
s=asiny, f v l-—esii';;?sinzlp op
[ 23

= asiny, [E (P15 esiny )—E(gs, esiny )] . 12

siny, siny,

Dadurch ist nun unsere Aufgabe gelést. Hat man Tafeln
elliptischen Funktionen, so entnimmt man ibnen unmitteli
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Die Entwicklug der Niherungsformeln ist hier nicht unsere
mfgabq, auch ist dieselbe, nach den mitgetheilten genauen For-
seln leicht. Man wird die Niherung nicht &iber die vierte Po-
w2, freiben.

~.
~

~

§. 4.

In der Regel liegt in der Geodisie die Aufgabe nicht so, vielmehr
iennt man die geographische Liinge und Breite eines Ortes, den
Winkel oy, den die geoditische Linie von diesem Punkte aus an
jmen andern mit dem Meridian des ersten macht, so wie die
Jer ﬁeoditischen Linie zwischen beiden, und soll daraus Linge
»d Breite des zweiten Ortes finden.

In Formel 312) diirfen also als bekannt angenommen werden s

md @, neben den jedenfalls bekannten Grissen e, y, y,. Daraus
wmgiebt sich :
. esiny esiny. s

E(9gs, sinyl) =E(p1» siny,) asiny, - (13

Tafeln der elliptischen Funktionen vorausgesetzt, entnimmt man
den hieraus folgenden Werth des Argumentes @y, woraus
(11) sich g, und dann nach (3) B, ergiebt.

Man sieht, wie hichst einfach die Sache sich gestaltet, wenn

Tafeln der elliptischen Funktionen besitzt, uud
wﬂngc:llenswerth eben desshalb auch in diesem Betreff solche
b sind.

Die Entwicklung der Niherungsformel fiir p,, wenn man die
die vierte hinausgehenden Potenzen von e vernachlissigt,

aus (13) keiner Schwierigkeit. Wir kommen vielleicht
spiiter zuriick und bemerken hier nur noch, dass man dazu
Lagrange’schen Umkehrungstheorems keineswegs bedarf, wie
gewshalich geschieht, sondern mit dem Taylor'schen Satze
mmen ausreicht.

§. 5.

Eine zweite Frage ist nun die nach der geograpbischen Linge
des zweiten Ortes. Die Formel (5) giebt:

3 aZcos?f, sin2e, (b%c0s?B -+ a3sin?B _ cosdy (b2 4 a%e?sin?p)
= a%*cos?f(a%cos2f—aZcos?P, sin%e;) — alcos?P (sinty—sin2p)’




P a*cain®p ap
l-=:t°°'7”f"\[—;,;.“;5}'39 osp Th» a

worin das obere Zeichen gilt, wenn ;> 4;, das untere, we
<}y .
Setzt man wieder, wie in §. 3.:
sinf =sinycosp,
so ist das in (14) vorkommende Integral:

__cosy ‘/ P Y 7 ¥ a2e?sindycosiyp - —sm ’ycos ’¢P

__ cosy ./‘% 524 a?e2sin?y—aZ2e2sin?ysinZp &
- (cos?y + sin2ysin2p)V b2 + aZe3sin?y—aledsinysin’p -

Nun ist
0? + a?e?sin®y=a?sinY, ,

also ist obiges Integral:

e?sinly . ,
cosy 4 - sinZy, sin“p
g_ -asiny; — aq’-
acos?y - esindy .
J,, (14tg%y.sinZp)y 1-— %y, sinZp

Bezeichoen wir allgemein

f a+ nsmch)\/’t — F%sin?p durch (g, =, k), (15

80 ist

/“P sin®pdp
. 1+ nsin2p)¥ T—A2sin3 g

1 ‘/'9’ (14 nsin2¢p)op /
- (14 . sin2p)¥ 1 — A2 sinZep (l+nsm"<p)V_ 1—&2sin

i

=—F(p, k)— l H((p, n, k).

Darnach ist obiges Integral:



8y

[0, oy, 22)- S22 o, ST

smy ™ sin?y, siny,

e’cos’y esiny
+ Eﬁ-’y tg”’ siny — igs, tg% smy,)

e’cos’r esmz e2cos?y esiny .
+ sindy, F(ge, siny; )= sinZy, (2, te%, siny, )]

ist
e%cos?y _ sin%, + eZcos?y
+ sin%, — sinZy,

1—e2cos?f, sin’ey + e2cos?Pysin%e; 1

= - sin?y, sm*y;

ist endlich:

W=+ cosyslny [% (g, tg’y. m;— o esmy)g

siny,
(16)
i, ST 0, 1) .

it nun unsere Aufgabe geldst ist.

Die genauesten Werthe von a und b, die in diesen Formeln
ommen, sind bekanntlich:

a=3272077,14 Toisen,
b = 3261139,33 Toisen.
Die Formel (13) setzt voraus, dass §,>8,. Ist aber umge-
it B.<B;, so erhilt man statt (12):

siny, siny,

s=—asiny, [E(tpl, esiny )‘- E(p,, esiny )_I 12,
) statt (13 :

esiny ) = E(g, , esiny s R
E (9., siny, amyl) asiny, ’ (13



w.

wihrend die Formel (16) allgemein gilt, wenn man in ibr das
Doppelzeichen so spezialisirt, wie es die Differenz 1,—1, erheiseht.

Die Formel gﬂ) 16st auch zugleich die Aufgabe, di:l];euigen
Punkte auf der Erdoberfliche zu bestimmen, durch welche eine
bestimmte geoditische Linie hindurchgeht. Diese Linie schnei-
det ndmlich den mit dem Aequator parallelen Kreisschnitt, des-
sen reduzirte Breite §’ ist, in einem Punkte, dessen Liinge 1*
bestimmt ist durch:

an .
, _ 1 esiny , esin
¥-ty =3 g [ 0, e, G100 o2 S0}

. - , esin csinz
+0’°06‘7 %P‘(Q s ;l'n_y-i! —KFe,, liinh): ]' '
‘ j
worin @' bestimmt ist durch die Gleichung: i
sinfl’ = sinycosg’. *:
'l

.‘hi . ’r ”. Al e

-\
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VIIL

Weber die Gleichungen der Bewe=-
gung. Anwendungen derselben.
(Nach Jules Vieille in Liouville's Journal, Juillet 1849.)

Von dem
Herrn Professor Dr. J. Dienger,
an der polytechnischen Schule zu Carlsrauhe.

Sind z, y, z, Z'y wee.. die 3n Koordinaten der n zusammen e-

unkte eines Systems in Bewegung, X, ¥, Z,.... die
ieselben wirkenden bewegenden Krifte, so ist dle Gleichung
Bewegung:

z[(x—m )6.‘::+(Y—m )ay+(z—ma")az =0, ()

mm die Masse des Punktes (z, y, z), oz, ? dz gemsse
derungen der Koordinaten z, Yz sind und das Zeichen &
af alle Punkte erstreckt. (Poisson, Mechanik. §. 531).
Angenommen nuo, es bestehen zwischen den 3n Koordinaten
%3 &,.... die i Gleichungen

L=0, M=0, N=0,.....

kn man mittelst dieser Gleichuogen die Grissen z, y, ..
Funktionen von 3n —i derselben oder anderer Verinderlichen
cken, und wenn 6, 9, ¢,.... diese 3n—i unabhiingigen Ver-
ichen, ¢ die Zeit ist. so wird- man allgemein setzen kinnen:

z=f (t, 0, @, ¥,..)
¢ w. Ist nun, zur Abkirzung,
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00 __, 0p__ , 0y
=05 =% F=v',.
so wird man also haben:

aa‘:=a+a6’ +a9+..., 6z = add + a,09p + ....,

g—';lzxﬂ + 66' 46,9 +...... Oy =00 + bop + ..., @
g—; =y+ct+ca9' +..., 0z=¢00 + ¢;0p + .....,
worin a, £, {)dle partiellen Dll'erenzialquotlenten von x, y, 2 i
Bezug auf ¢ bedeuten, wihrend a, b, ¢, .... Funktionen von ¢, 6,
@, .. sind.
Da man hat
oz
e PR

—i?t %f""’""gt"y*at"') "z" (ﬁ ,+(%yi),+(g_: ’)

so wird die Gleichung (1) sein:

2’"‘_8: 8:"”“"“ +at"*) (%ft‘)“'(a ( ))]

— 2 (X0z+ Yy + Zdz)=0

Man setze nun in diese Gleichung die Werthe aus (3),
muss man schliesslich die Koeffizienten von 06, dp, ... Null setzen.
Da aber diese Veriinderlichen offenbar in derselben Weise in die
Gleichung (3) eintreten, so wird es geniigen, den Koeflizienten
von 06 zu berechnen.

Man findet leicht:

a’ax+ 6y-|- 28 =(H+ P8 +Q¢' +...) 30+ ...,

(ORONEETrT

a4 p2 4 92=G
aat b -I-yc_.
a?+4 0%+ c”=P,
aay +pb, +ye, =Q,

.....

wo
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Hieraus folgt:

’ox 0 0 6.0
\—676x+3%6y+6—:-6z =387 (H4+ PO’ + Q9+ ...)

+(H+ Po'+ Qp'+ ...) 36’ +
iGe)+ () + (G )f

-la(; oH 6%P L
S5ty O et )00+ (H + PO 4Qy 4. )00

Setzt man dies in (3), so verschwinden 'die mit 06’ behafte-
) Glieder uad man hat als Koefﬁznenten von d6:

zm[a, (H+P6' + Qo' +..)*- (;%C + 6'8?+ )]

Ist oun T die] halbe Summe der lebendigen Kriifte des Sy-
dems, so ist

| r:,lizm ( %‘tf)’.; @5‘%)5, %%)z): Zm (g +HY 4 P%"+ )

wird (4) zu

oT
96’ ) 8T
: ot
- Was das Glied
Z(Xoz + Yoy + Zdz)

gt, so sei
= (Xox+ Yoy + Zoz)=0V,
e ia der Regel wird angenommen werden kinnen, und man hat

2 (Xoz + Yoy + Z6)= av_a;; 4.,

tass der Koeffizient von 06 in (3) ist:

a.(—g—}') aT ov

T ot ~ 96 06

Man sieht hieraus, dass (3) sich in folgende 3n—i Glei-
n auflist:
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2(%) or av_
ot ~ 00 98—

3-(2‘;?:) oT_w_ 1t ®

o ~Op Op
wof 3T
M_?E_ﬂ_o ]
ot op O

Wenn T die Zeit ¢ nicht entwickelt enthiilt, so findet man
aus diesen Gleichungen, wenn man sie beziiglich mit 86, dp

5 «.. Mmultiplizirt:
& P T — V=Const. . ©)

bekanntlich das Prinzip der lebendigen Krifte aussprechend.

Von diesen Sitzen sollen nun im Folgenden einige Anwes
dungen gemacht werden.

1. Aufgabe.

Man soll die Bewegung einer schweren gerades
Linie bestimmen, die sich, frei im Raume um eines
festen Punkt in ihr drehen kann.

Sei (Taf.I. Fig.8.) O (der feste Punkt) der Anfangspunkt der Keor
dinaten, die Axe der z vertikal im Sinne der Schwere, AB die Stange.
Die Veriinderlichen, die den Zustand der Bewegung bestimmes,
sind nur zwei an der Zahl, pimlich der Winkel 6, den 4B mit der
Axe der z macht, und der Winkel 4'OX=1, den ihre Horizon
. talprojektion mit der Axe der  macht.

Sei M die Masse der Stange (ihr Gewicht, dividirt durch die
beschleunigende Kraft der Schwere), a die Entfernung ihres
Schwerpuoktes von O, r die Entfernung Om eines Punktes m
von O, 7' die Horizontalprojektion OP von r. Man hat offenbar

V= Mag.cos6.
2 2 2
r=ban (4 (5)) = d 2o 02 4t
= % (6" + sin20. ¢?) M (a4 K¥),

wenn MK? das Trigheitsmoment der Stange in Bezug auf eine
Axe ist, die, senkrecht auf ihrer Richtung, durch ihren Schwe-
pgn;)l;t eht. (Poisson, Mechanik. §. 156.). Die Gleichung (6)
giebt also

0 4 sin20.9y2=C+ ?‘qK, cos 6. 7
a + 'a— (
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Setzt man eine der Geichungen (5) hinzu, so wird die Auf-
lﬁ!l)j gelist sein. Da 7 und V die v nicht enthalten, so
e man

ie giebt .
T
"(5) =0,
. ot
. h.
orT
o= C»
sin20.9'=C’' ®)

Die Gleichungen (7) und (8) lisen die Aufgabe. Wire die
itange ein blosser Punkt, dessen Entfernung von O gleich ! wire,
o wire K=0, a=!, d. h. die Stange bewegt sich” wie ein ein-

aches Pendel von der Linge !=a-} —.
a

Aus (7) und (8) folgt:
e ot sin §
o 39 - 2q ’
t, (C+—i—cosﬂ)sin’0—0"
b .
sin 6 VC+ -27“! cos ) sin 20 — C'3

_
0=

e Formeln auf elliptische Funktionen zuriickgefiihrt wer-
kénnen.

Um die Konstanten C und €' zu bestimmen, sei (Taf. 1.Fig. 9.)

Anfan%swerth des Winkels 6, CD die Richtung des Stosses,
en die Stange aofiinglich erhalten, die man senkrecht auf 40
men darfl. Die Stange wird anfénglich in der Ebene OCD
zu dreben, welche Ebene man als die von zwei Haupt-
n der Stange in Bezug auf den Punkt O betrachten kann
bisson, Mechanik $380, 389). Ist o die Winkelgeschwindigkeit
Anfang, uv die Intensitit des Stosses, f=0C, so hat man
misson, Mechanik § 385):

o=
=M@+ K%)

Die Anfangsgeschwindigkeit v eines Punktes m der Stange
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ist ro. Ersetzt mab also in der Gleichung (7) das erste Glied

5; durch w2, so ist

w2=C+-2-l‘zcosa, )
wodurch C bestimmt ist. Nach (8) hat man

¢ = sin?a (%—f)o s

wo sin u(aa—':) die Anfangsgeschwindigkeit der Horizontalpr-

jektion des Punktes_der Starge ist, dessen Entfernung von 0
gleich 1; ist ¢ der Winkel der Richtung CD mit einer Senkrech-
ten auf der Ebene :04, so ist also

sin a (%’-) =wcose, C' = wcosssina. (10
0

Wir stellen nun die Frage, wie muss o beschaffen sein, dr
mit die Stange einen geraden Kegel um O:z beschreibe?

In diesem Falle ist bestindig 6=a, also %%:0 und somit
: 29
sin?¢( C + 7 cosa —C2=0.

Diese Gleichung driickt aber nur aus, dass -g—ta =0 ist fir
0=c, d. h. im Anfange der Bewegung. Soll es allgemein sttt
haben, so muss man die Gleichung FTR T =0 damit verbinden
Diese giebt

g c'?
cosa  sinta’
in 2
Diese zwei Gleichungen geben ¢=0, 2= 9;::;;:’ d. h. der

Stoss muss senkrecht auf der Vertikalebene sein, die durch die
Stange geht. Aus der Gleichung (8) folgt, dass der Kegel mit
@ beschriecben wird. Br -

sin 3¢

setzt man @ durch seinen Werth, so ist dieselbe v g _.

Ccos o

Zur vollsttindigen Lisung der Aufgabe bleibt nun noch dis
Berechuung des Druckes auf O iibrig. Zu dem Ende denken wit
uns in O eine Kraft angebracht, die dem Drucke P direkt eot:

en wirkt; alsdann kinnen wir die Stange als frei betrachten. Sind
1» Y1, Z; die Komposanten von P; x;, ¥, 5, die Koordinaten
des Schwerpunktes derStange, so werden die verlornen Krifte sein:

gleichfirmiger Gescbhwindigkeit —
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0%ry Sy, a2
-M 3‘-;;:-—” 3t”_M(—3—t’-—9)'
2 nun die verlornen Krifte und der Druck sich im Gleich-
it halten, so hat man (Poisson, Mechanik. §. 261.):
8 Ty

2
Xl +M'W =0,

i+ M %%'-:o, ... (D

Z,+M(%L—y)=0;

xy=asin 6 cos v,

sr=asinfsiny, ... (1%

2 =acos0.
ie Gleichungen (11) bestimmen X,, V;, Z;, da 6 und ¥ als
onen von ¢ bekamnt sind. Fiir den Fall der Bewegung auf
geraden Kegel ist w:s%t“ + P, 6=0, wenn 1, der an-
the Werth von v ist. Man findet alsdann

T 2ot — a® _
p=iy oo iz = Mo e G
b '

Maw? ! Mao® , ot
wna ¢\ Ging T V) ¥, T sina s"n(silm-""p0 » Z=Mg.

2te Aufgabe.

lan soll die Bewegung eines biegsamen unaus-
baren Fadens bestimmen, der an einem festen
te O (Taf.1.Fig.10.) aufgehingt und mit zwei schwe-
unkten m und m’ beladen ist. Man setzt voraus,
z2u Anfang der Bewegung die zwei schwereu
tte von der Vertikalen entfernt worden sind, ohne
sie aus einer durch O gehenden Vertikalebene
18 getreten wiren, und dass sie sodann sich
it.tilberlassen wurden ohne Anfangsgeschwin-
3

lie schwingende Bewegung eines jeden Punktes hat offen-
i der Vertikalebene yOx Statt, die durch die anfingliche
des Fadens geht. Sei Om =a, mm'=b, mOy=20, m'my
wenn my’ parallel der Vertikalen Oy.

lan hat fir m:
x=asinb,

y=ucosl;

IVIIL 7



Z'=asin 8+ bsing,
y'=acosf+bcosp;
also
V=(m+4m')gacosf 4+ m'gbcosp,

T= % [(m 4m’) a36'2 4 m'b%p’ 2 + 2m‘ab cos (p — 6).6'p

Also erhiilt man aus (5):
Op (0p Ot

926 02 s
(m+ m) a5 +m'beos(p—6) 5 ~mbsin(p—0) 7 (57 —5;
2 .
—m'bsin (y—s)(%%) %9} + (m4m’) gsin 6=
o2 026 . 86 fo 00
ba—g-}acos (p—6) 526 sin (p — 6) Fr 5%-:- Tt
. 00 fOp\2
+ asin (p— O)Ft-(-a%,) +gsingp=

Man konnte die Gleichung (6) in Auwendung bringe
nur vom ersten Grade ist, allein obige Gleichungen entsy
unserm Zwecke mehr.

Angenommen, die Schwavkungen seien sebr klein, s

man die Quadrate von 6, ¢, %, %‘g und die Produkte dies

#nderlichen vernachliissigen kinnen, und findet dann:
220 92 '
(m+m')ass +mbos + (m +m’) go=0

02 026
537?-“ 5 +99=0.
Durch Verbindung beider findet man:
' 026
ma —n +g(m+4m)6—gm'p=0
20 , , O
a5m t+o -5% + gp=0
Man findet als Integrale:
0=4, costVr, 4+ AycostN 3+ B, sintV r, + B,sintA r,
@=A, y,costV r+ AguscostV o+ By py sintV 1+ BaoposintV

4, 4y, B,, B, sind willkiibrliche Kontanten; r;, r, sind re
positiv; die Wurzeln der Gleichung

[(m 4 m’) g — mar] (g — br) —m'agr=0
1. #g sind die entsprechenden Werthe, die aus der Gleicl
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ar .
06 P .
m. Da fir t=0"87 == =0, so ist B;=B,=0. Sind fer-

2, § die Anfangswerthe van 6 und @, so ist
4, 4 dpy=0c, Ay + Appa =,

us A,, A, folgen, so dass nun

0=dA,cost ¥V r,+ AycostV rg, f
@=dAyp,costV 1, + Apugcost N 1y

Man kénote die Frage aufwerfen, welche Bedingung erfillt
miisse, damit jeder Punkt wie ein einfaches Pendel schwingt,

. damit z. B. 4,=0. In diesem Falle ist 4, =a, p,l=-g
aus (16)

an

—_Pg
rl—-a“-'_b ’

diess in (15) gesetzt, giebt als gesuchte Bedingung :
(mn +m") ac®§-(m 4 m) (b—a) eff —m'652=0. 18

Fir a=p ist diese Gleichung unmiglich, da alsdano mbd=0
‘sollte. Sei z. B. a=10, so folgt aus (18)

L J

=58/ ™ _, 4 = tm 9

Im Allgemeinen, wenn die Bedingung (18) erfiillt ist, hat man

0=acost¥ r;, p=Pcost ¥V r,,
fus die Schwingungsdauer beider Punkte gleich ist.

3te Aufgabe.

Ein kreisrundes Rad (Taf.l Fig, 11.) hat an seinem
ngkeinen ringférmigen Kanal, in dem sich eine
e uEel m befindet, deren Durchmesser gleich
.des Kanals; dieses Rad stiitzt sich in B auf die
ontale Ebene 40OB und in seinem Mittelpunkt §
ie Vertikale SO, die mit der Ebene des Rades
Winkel BSO=—« macht. Man lisst das Rad so auf
horizontalen Ebene rollen, dass B einen Kreis
Halbmesser OB mit unverinderlicher Geschwin-
eit beschreibt. Der gerade Kegel, dessen Axe
wmd dessen halber Winkel an der Spitze « ist,
also nach und nach in allen seinen Erzeugungs-

1%
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linien von der Ebene des Rades berihrt. Man

langt die Bewegung des Mittelpunkts der Kuge
abgesehen von der Reibung.

- Sei OS die Axe der z, und es gehe die Ebene der a2 «
S4, in welcher Linie das Rad den Eegel im Anfange der B
gung beriihre. Sei SB die Beriihrungslinie am Ende der
i, SC die Stellung der Ebene des Rades, die in diesem Ai
blicke der anfingliche Radius SA4 einnimnit; Sm=r sei der|
messer, der der Kugel zugehort, und

mSO=¢, PSx=v,
weno PS die Horizontalprojektion von Sm ist.

Sei CSm=0 und es bedeute K die bekannte Geschwi
keit, mit der der Winkel AOB beschrieben wurde, so ist .
= K¢, und da arc. AB—=arc. BC, so ist

BSC;Kt.sin e, mSB=0 — Ktsinc.
Bezeichnen wir also mSB durch o, so ist
o=0— Ktsin a. (1
Aus der kirperlichen Ecke SOmB ergiqbt sich
CO8 == CO8 ZCOS M. (
Ist SB’ die Horizontalprojektion von SB, so ist
v=PSB'+ B'Sz=PSB'+ BOA=PSB’ + Kt;

aber PSB’ ist in der genannten Ecke der Flichenwinke
SO, also ist

2o
. tg PSB'= sina
und endlich .
= — 82
y=Kt + arc (tg—'sina . ¢

Man bedarf also jetzt nur noch einer der Gleichungen (5), d
sich bloss um die Bestimmung von o handelt. Man findet

V'=mgrcos p=mgrcosacoso,
L2V (Y (%)
7 =gn () + (&) + (a))
= ;- mr? ((%;3)2 + sin 2p (%—;E)z) s

oder wenn man aus (19) und (20) substituirt:

T= %mr’(m”-}Qsin aKw’' 4+ (1 — cos2acos?w) K?].
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Vendet man nun die dritte der Gleichungen (5) an und in

t, nachdem man mit 2%;2'multiplicirt hat; so erhilt man :

r %1:)’ — R?rcos?acos 2w —2gcosacosw + C=0, (21)
15
_ f‘” + V700
= J ¥ 2gcosacos o— K cos?a cos 20 —C.
o

(22)

als besonderer Fall, im Anfange
ow
0=0, ot =0
, was dasselbe ist,
n 08 .
6=0, 5 = K sin a,

Statt haben wird, wenun die Kugel aufinglich in A4 ist, und
1 sie dort eine Geschwindigkeit erhilt gleich der, mit der
den Anfang des Rades durchliuft.

Alsdann giebt (21):
C=2g cos a— K%*r?cos2e

@)
0w

t= w-/' & (T=cos o) [ K?rcos 2 (l + cos w) — 2gcos ]

¢ man hier tg %w:u, K?rcos?a— g cosa=a, gcosa=1J, so
¥ sich

V7 o = VG (RN,

XV Vot lotva

ce =

0

tg%—m s
Betzt man_hier, um ¢’ zu bestimmen, =0, w=0, so ist
P und tg%-w ist also fortwihrend Null. In diesem Falle

wirde die Kugel die Horizonlalebene nie verlassen und sie

Ne den Kreis um O mit der Geschwindigkeit Kr sin abeschreiben.

ih allgﬁmeinen Falle wird ¢ (22) durch die Quadraturen ge-
werden.

R —
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Aufiésungen der Aufgabe, bei einel
Gasgemenge von viererlei brennbare
Gasen die unbekannten Glieder gy, Ca
Cy’ und Cy zu bestimmen.
Von
Herrn Professor Zenneck
zu Stuttgart.

Es sei das Gasge m'enge = /i bestehend dem Volumen nd

aus Wasserstoffgas =g/,
. Kohlenoxydgas = Cz,
Einfachkohlenwasserstofigas = Cy’

und Doppeltkohlenwasser-

stoffgas = Cy ; ,
so erhilt man durch Detonation mit Sauerstofigas = O
Eudiometer: !
1) Kohlensaures Gas aus Cz und aus dem Kohlenstoff &
Cy' und Cy mit einem Theil von O; . i
2) W/assergas im Augenblick des Verbreanungsprocesses a
y und einem anderen Theil von O, das aber bei einer Ter
peratur unter 80° R. sich alsbald in liquides Wass,
verwandelt; :
3) einen Riickstand von dem zur Detonation hinreichend g
nommenen Sauertsoffgas = O'. '

Nach Erhaltung dieser dreierlei Gase (= K+ W+ 0')*)

*) K = Volumen des kohlensauren Gases. -
V= Volumen des bei 80° R. bestehenden Wassergases.
0= Volumen des von der Detonation des # mit 0 zuriickgebl™

benen Sauerstoffgases.
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M=y4Cz+ Gy + Cy=M,
o=+ Ci2cy + 3cy=10— R,

K= Cz+ Cy'+2Cy=R— R',
W=y +2Cy+2Cy=R°—(K+0)=R°—R;

und aus diesen durch Elimination und Substitution die vier m
bestimmenden Gasvolumina:

y=0CM+40")—AK +3W) oder=(2M 4+40) — (3R° + R),
Cz = (2K 4 W)—20". . oder=(R° 4+ R)—20,
Cy'=0BK+5W)— (2M+60")oder=BR°+ R') — (2M+460),
Cy=(M+40")— BK 4 3W) oder=(M440)— (R° + RY);

wenn man sie nach den Griissen M und O, sowie nach den Riick
stiinden R%, R und R’ bestimmen will, wiihrend Poggendorff
bei seinen Formeln zur Auflisung dieser Aufgabe in seinen An-
nalen der Physik (Bd. XLVL. p. 622) zum Theil nar mit a-
dern Zeichen*) die ersten Gleichungen aufgestelit hat. Da ma
aber (nach dem angegebenen Verfahren 2.\ den Rickstand der
Detonation R® nothwendig seinemn Volumen nach messen®)
muss, wie die nachherigen Riickstinde R und B’ (nach 3 —6), 0
sind die zweiten Gleichungen, welche die nach diesen Riickstin
den bezeichneten Griissen enthalten, zu den Bestimmungen von
¥, Cz u.s.w. tanglicher.

Cz und Cy’ geben mit O ein ihnen gleiches, Cy aber cin doppeltes Vol.
kohlens. Gnses; ¥ liefert mit 0 cin ihin gleiches, Cy’ und Cy aber du
doppelte Vol. Wassergas ihres Volumens.

*) Poggendorff bezeichnet y mit @,

Cx - 0,
Cy' - ¢,
wCy - d,

M wit m u. 0 - 8 und
giebt die Gleichungen :
a=2m+44s— &K -3,
b= —2s42K4 W
€= —2m—6s 45K45W.
d=m+44s— 3K —3IV.

**) Pogzendorff sagt bei den zur Analyse erforderlichen Ope
rationen nur, dass der Rickstand der Detonation xa messen sei,
der sich der Wasserdampf bilde wnd wieder verdichte, so dass ma |
das dadnrch Verschwundene als \Wasserdampf auvzusehen habe, aber
nicht. dass dieser Wasscedampf noch vor seinem Verschwindea
mit den andern Gasen (A" n, 0’) des Rickstands gemeasen werden mus,
noch. wie dieser Ritckstand za messen sci. dass dieses nehmlich eatwe-
der unmiittelbar (bei der oben angegebenen Einrichtung des Eudiometers)

oder mittelbar (nach 1. vermittelst Wagung) dem Volumen nach aws-
sufiheen sei.
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lumen von M’ gleiches Volumen Kohlensiiure als Riickstand
liefern, und zwar:
a) Wenn K=2 (R—O0) ist, so ist M = Cz.
l? Wenn K=0— R ist, so ist M'=Cy'".
¢) Wenn K weder =2(R — 0), noch = O—R ist, so ist
M=Cz+Cy. .

3) Oder zeigt der Absorptionsversuch, dass M’ zwar Kohlen-
skure enthilt, aber ein Volumen (K), das kleiner als M’ ist,
so beweist dieses, dass das Gemenge theils Wasser-
atoffgas(y?,tbeils irgend ein oder beide kohlenhaltige
Gase enthielt, da bei der Detonation y sowohl fiir sich, als
aus seiner Verbindung mit C in Cy’ mit seinem zugehdri-
gen Sauerstoff (0) verschwindet.

a) Wenn nun K < M', M' aber =2(0 — R') ist, so ist M'=y
+Cz, da man aus jener Gleichung eine firx R’ erhilt,
welche nur mit der Annahme von M'=y 4 Cz stimmt,

b) Wenn K< M, M’ aber =20+ R’'—3R ist, so ist M

=y + Cy’, da man aus jener Gleichung eine andere fiir /
Kziten ‘{xann,

ab deren Glieder nur mit der Annahme von M’
=y+ Cy ibereinstimmen.
M M

=0-—R, also X'— T 7 =M'+4+0—R, wae nur bei N'=Cc
statt findet.

$) Ist A=0—R=1’, e0 ist auch 24'=M'40~R, was nur bei
M= Cy’ statt findet. .

¢) Da bei K=M' dieses =—Cz, oder =Cy' oder = Cz -} Cy’ sein muns,
¢0 kann ¥’, wenn es weder = CZ, noch = Cy’ ist, nur = Cz+4Cy’ sein.

Beweise ad‘ 3).
s) Wean &'=2 (0—R) ist, so ist‘%’:O—R‘, also

R=0— 'g'
f _ ,— 3M’
' =o4mw—
' =y«+a_ﬂ_'!2‘_0£).

%) Wenn hier M'=—20-4 R'—3R ist, so ist — M’ = —20 — K} 3R,

_ also 2M'—H'=—=2M'—20 —R'+4 3R, d. h. I =2(H'— O+ R) 4R — kR,

. Ist mun M=y } Cy’, also Cy*'=MH’'—y; so ist 1) da R=H"
-}0—%—201/‘ ist (nach der obigen Bestimmung 111.)

— Y
R=M 40— —2n 4

=_y-+o+-§,

‘ y=2(M'—0+R);
md 2) Cy'=R—K’, da die Differenz der Gleichungen von R und R*

=Cy’ ist- In obiger Gleichung von i’ stimmt also dus Glied
AM'— 0+ R) mit ¥ und das Glied R — R’ mit Cy’.



108

c) Wenn K< M’, M’ aber weder =2(0— R'), noch =20
4+ R'—3R ist, so ist M=y + Cz+ Cy’, weil unter der
Bedingung, dass K M’ ist, nurdiese drei Falle a), b) und
c) stattfinden kinnen, folglich wenn dievon a) und b) nicht
statt finden, c) statt finden muss.

Ausls;lrdeénRgeben die obigen Besﬁmn;uugen von y=M'—(R—R'),

Kennzeichen vom Dasein oder Nichtdasein eines Gasgliedes in
M’ an die Hand; denn da jede dieser Gleichungen aus einem
positiven und negativen Theil besteht, so fehlt in M’ diejenige
Griisse, deren Gleichung nach Uebersetzung der M, O, R und

in ihre Zahlenwerthe —=Null wird, und diejenigen sind vorhanden,
deren Bestimmung einen gewissen Werth angiebt; z. B. M’ sei
=100 Vol., 0 =200, R =140, und R’ =120 Eg%esenéoso Ii;t
M — (R—R')=100—20=80, alsoy vorhanden;g" )-3-( +£)
__ 520—520 20—(M'4+2R) _ 400—340
=3 3 - 3

auch noch

=0, also Cz fehlend; und

=20, also Cy’ vorhanden.

Hat man etwa iiber Quecksilber experimentirt, und es
zeigt sich auf demselben, oder an der Wandung des Eudiome-
ters, kein Tropfen von Wasser, so enthielt M’ kein y, noch
Cy', sondern nur Cz, da dieses allein kein Wasser liefern kann; -
zeigt sich aber Wasser, wenn auch nur in noch so geringer’
Menge, so kann M’ entweder y allein, oder Cy’ allein, oder beide
enlt]ha.n‘llten haben, woriiber dann obige Kennzeichen (1. 2.) ent-
scheiden.

EENT A




LAvUY

X.

Problema.
Auctor

Christianus Fr. Lindman,
Lector Strengnesensis.

Invenire Rhombum maximum et minimum, qui in
Ulipsin datam (axes=a, b, a>b) inscribi possit.

Quia latera opposita Rhombi inscripti sunt chordae inter se
ctllelae, diameter quidam Ellipsis utrumque in duas partes aequa-

dividat, necesse est. Cetera latera huic diametro parallela
wat (Eucl. 1. 33). quamobrem a diametro conjugato in duas par-
s aequales dividuntur. Posito igitur diametro, qui sub angulo =«
min majorem secet,—2a’, diametro vero conjugate. cujus angulus
B axin majorem sit=c’, =20", et o’>a, acquatio Ellipsis

a2y 4 12z =a%?
rmatione coordinatarum ex formulis
‘ ¥'=zSine+ ySine’,z' = xCosa + yCosa’
tar in
a’?y? +b222=a'3,
est

P . AN b‘n_____aib_’__:__ 1
B=—1 7.0 — a2Sin2a 4 02Cos2’ ""a”Sin"u’-l—b*Cos’a'( ),

lateraRhombi quaesiti axibus parallela sint ab iisque ae?ua-
secentur, problema propositum in inveniendis quattuor Ellip-
punctis continetur, quorum omnes coordinatae valore absoluto
2 se aquales sint.  Qui valor facillime invenitur esse
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= V"_a%z’ quamobrem latus Rhombi cujusdam inscripti est
a
2a’'b’ . 4a2b?
=7ﬁ; et area= }=;,,_'_—b.-,Sm(u‘—a), e . (®

quia alter angulorum ejus est =o’—a. Si cl;abetur variabilis in-
dependens, invenitus ex aequ. tgatga’'=—z,:

b4Cos%e Cos 3a'— a*Sin%e .
aSinfa163Cos% “°° "~ a*Sin?atb*Cos?a’
__a%Sin%a4-b*Cos?a
= a?Sin%a$-52Cose’

a28Sin% 4 §2Cos®a
v a‘Sinza-l-b‘Cos“u'
qui valores cum valore ipsius a2 in (2) ducti suppeditant:
_4a26*¥ a*Sin%e 4 53Cos® ;
— (a?+02)(a2Sin2a+ 62Cos%a)
unde differentiatione obtinetur:
dY ___ 4a%3(a®—b6%)SinaCosa b2Cos?ac—a?Sin%e_
dz =~ (a®+5%)(a®Sin%«+5%Cos%)? * 4/ g4Sin2a 463 Cos®a
2
At vero quum fiat z{=o et ZTZ >0 pro «=0 et 'g=o et ﬂ(“

pro tga =%, Rhombus pro hoc valore ipsius @ maximus est, pr@

Sin2¢'=

[} b2

Sin(e’—a)=

illo minimus. Rhombus maximus construitur conjungendis inter s&
punctis extremis axium principalium, sed Rhombus minimus, qu¥
est quadratum, si puncta extrema diametrorum inter se aequalina®
conjunguntur.




XI.

Untersuchung der biquadratischen
Formen.

Von
Herrn Doctor F. Arndt,

Lehrer am Gymoasium zu Stralsund.

- Wenn von den beiden biquadratischen Formgn
=azt | 4bz%y + Gea2y? + 4dxy® + eyt =(ab,c.dse) ,
;JX4 +46'X3Y 4 6c' X2 Y2 4 4d' X V3 + ¢ Y= (a’,b',c',d',€’)
erste in die zweite durch die lineire Substitution
| z=aX+8Y, y=yX+4Y,

, kurz, durch die Substitution e, §, y, J libergeht, so hingen
Coefficienten der zweiten Form von denen der ersten durch
Gleichungen [5] ab, in der Abhandlung: ,,Ein Satz tiber
hire Formen von beliebigem Grade und Anwendung
sselben auf biquadratische Formen.“ (Th. XVIL pag.
£). Wir hatten die Gleichung

A'=(d—By)2A

en, wo A eine rationale Function der Coefficienten der
F ist, von welcher die Natur der letztern wesentlich ab-

Fir den Werth von A sind verschiedene Ausdriicke ent-
t worden, niimlich
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(1) A= aBe3 —6403d3— 18a2c2¢? + 3602c2d2—27b%2 + 108abc
+ 54a%cd2e —b54ac3d?
— 12a2bde® — 6alb2d2e — 180abc?de 4 81acte — 27 a%d*
4+10803cde+54ab2ce2—5402c3¢,

@) A=8Iflk+ 18fhgk +Ygihy— h® — 27/ — 2hg?,
C () A =8Tfhyk+ 27fhak + Oy ho? — ho®—27f2—2Tkg?;

wo
f=bb—ac, g=bc—ad, h;=cc—bd
) hg=0d —ae
i=cd—be, k=dd—cc, A=3k+hy

ist, und auch
hiky t fh=gi.

Eine nothwendige Bedingung fiir die Aequivalenz von F wm
F' ist mithin A=2A'. Bemerkt man aber, dass zur Bestimmm
von o, f, y, 0, die Aequivalenz vorausgesetzt, sechs Fundamel
talgleichungen gegeben sind, néimlich die schon angegebenen Gle
chungen [5] und die Gleichung (ad—pfy)2=1, so ist ersichtliel
dass zwischen den Coefficienten von F', F' mindestens zwei R
lationen statt finden missen, dass also ausser der Bedingur
A=A’ noch eine zweite existiren muss. Diese ausfindig 1
machen, ist Gegenstand der gegenwiirtigen Arbeit. Wir kinne
auf mehreren Wegen zum, Ziel gelangen; ich betrete zuerst dei
jenigen Weg, der sich mir zuerst dargeboten hat, und werde s
dann einen einfachern zeigen.

In der erwihnten Abhandlung habe ich eine Correspondan
von F entdeckt, nimlich

® = (6. 39, k, 3i, 6k),

welche die Eigenschaft hesitzt, dass sie durch die Substitutic
e, 8, y, J, mittelst welcher F in F' iibergeht, sich in die For

1 o ’
D' = W"—W(ﬁf” 30/, It', 31., 6L‘)

verwandelt, wo die accentuirten Buchstaben sich auf die For
F' beziehen. Bezeichnen wir also die Determinante von der Fon

(Gf) 3.9’ h’ 33'9 6k) mit Alf

die von
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- (', 39, &, 3i', 6k) mit A,
so hat man, beachtend, dass die Determinante von ¢’ offenbar

=AU
T (ad—pp)t

¢

ist,

@—5_%57)‘;1 =(ad—F7)2A,,

oder
®) Ar'=(ad—Py)2A, .

Wird nun diese Relation zwischen den Determinanten der Cor-
respondanten von F und F' weiter entwickelt, so wird sich wie-
derum eine Relation zwischen den Coefficienten von F und
egeben, welche mit der Bedingung A’= («6—py)!2A nicht iden-
tisch sein kanu. Weitere Nachforschungen haben ergeben, dass
8 bei dieser Untersuchung nur auf die Verhiltnisse %—1 s A',—
gikéome, und die letztern Quadratzahlen: sein miissen. Um sﬁ:
en direct zu iiberzeugen, berechnet man am einfachsten die
s A; nach (2), indem man die Grissen f, g, &y, hy, ¢, &
ek andere ersetzt, welche aus 6f, 3¢, k, 3i, 64 gerade so
gt sind, wie f, g, 4, i, k aus a, b, ¢, d, e. Herr Con-
tear Wasmund hieselbst, ein gewandter, mit tiichtigen mathe-

pischen Kenntnissen ausgeriisteter, Rechner, hat diese Berech-
g ausgefithrt; es gelang ihm durch mehrere Umformungen- das
Philtniss 2! wirklich auf die Form eines Quadrats zu bringen, -
2 ich hebauptet batte, und zugleich ergab sich ein hemerkens-

Werth von A, wodurch die Bedingun§ A’ = (a0—Fy)12A

in zwei einfachere Bedingungen auflisen liess. Da aber der
tel sehr verwickelt und ermidend ist, so diirfie es zweckmiis-
) sein, nun eine einfache Methode zu zeigen, durch welche man
uagedentsten Resultate auf eine ganz einfache Weise. erhalten

. Aus (3) folgt

A= @by~ = —2(fi2+ k23 k—fhak—~In*ha+ B3

es findet sich, indem fiir £, g, &, etc. ihre Werthe substituirt
rden,

kP31 hy b — flok — hy2he + h, 3= (ad? + eb?{¢3—ace—2bed)?,
3hy — hy=3c2—4bd + ae;

ich, wenn man zur Abkiirzung
il XvIn. 8
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v =3c2—4bd +ae, R = ad®+{eb®+e*—ace—2bcd
() {setat: '
A=R3-2702,

Berechnen wir nun die Werthe Qj"‘, f,, in welche 75,

iibergchen, wenn man die Form F durch ibre Correspondante

9 = (6f, 3¢9, &, 3i, 6k)
ersetzt. — Es ist also
1 =3k2—36(gi—[fk)=3(3h, —ho)? =3(3c2—4bd tae)?,
folglich

Y o =32
Ferner

. 8y = —18gki | 843 4 54kg? — 30k + A3,
oder, wenn man 3, +hy, hikhy+ [k statt h, gi setzt,

Sy == 04134 54kg® — 162y h—54 7 hofo— T by g — Oy hg? + Ry X4 7Tk
=—2A + 3k, —h9)3;

folglich
® 2 =15'—2A=— '+ 5422,
Nach (6) ist endlich
Ar=7%12—212,2,

woraus durch Substitution der Werthe von 25;, £, aus (7) und
(8) folgt:
© A1 =(0(42)%A.

Bezeichnet man jetzt die Werthe, welche den Grissen 7, 4
in Bezug auf die Form F’ zukommen, mit 5', &', so ist ebessw

Av=(429°A%

es war aber

A =(ad—ppms, L= (-pps;

folglich kommt
Q72 = (ad— fy)12Q2,

oder
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Q' =4 (af—py)oR.". -

eicht man ferner die Relationen-

A=y3-2722, A'=yTt-—27R%2,
eachtet

QE=(ad—fy)12082, A'=(cd—Py)A;
st . L
&= (—py)%s, oder 5= (ed—Py)%s.
'a in dem Werth von Q' noch das Zeichen unbestimmt ist,
twickele man diese Grisse direct mit Hiilfe der Fundamen-
ichungen [5] in der Abhandlung Thl. XVIL é)h 409. f. Um

‘echnung abzukiirzen, braucht man nur die Glieder wirklich
rechnen, welche in

Q=ad? 4 eb?+c®— ace—2Lbcd
mmen, indem alles Uebrige sich aufheben muss. Man fin-

lann in 2’ das obere Vorzeichen. ‘Auf &ihnliche Art kann
sich von der Richtigkeit der Gleichung

¥ = (b — )5

ceugen, wenn man 3¢2—4b'd’+}a’e’ berechnet. Das Resultat
rer bisherigen Betrachtungen ist also Folgendes:

Wenn die biquadratische Form
F=aa* 4 4023y + 6ca?y® + 4dzy® + ey?
ie biquadratiéche Form - S
F=aX' 4 4' XV 46 XV 44 XY 4 ' V4
th die Substitution
z=eX4BY, y=yX+46Y

reeht, so finden zwischen. den Coefficienten bei-
lgormen folgende Gleichungen statt:

' = (ed—By)*s
L' =(ad—Py)8R;

g =3c2—4bd+ ae, 5'=3c?—4b'd’ +a'e,
udtfeb? e —ace—2bcd, Q' =a'd?4e'b?+ c'3—a'c'e'—2W'c'd’
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ist; und wenn man
A=33—-27Q2, A=y -2
setzt, so folgt noch
A’ = (a3 — )12\

Wenn also die heiden Formen aequivalent sind, so w
die drel Gleichungen 3p'=7%5, =R, A’'=A statt linden
deren beiden ersten die dritte folgt.

Hiermit ist der erste Anfang zu einer Theorie der biq
tischen Formen gemacht. Die weitere Untersuchung der !

valenz biquadratischer Formen gehiirt zu den schwierigsten,
Uber nlichstens ein Mebreres.

Beispiel.
F=a 4 122% + Ry + 5y'=(1, 0, 2, 3, 3);
a, 8, y, 6=—0, —2, 43, +1, 3—Fy=+1;
F=(2110, 808, 309, 118, 45)
=7, Q'= 20379640— 29339550

+ 20378880 — 58922592 } =7.
+ 20503629
v =17, '= 28644338137 =17
494950 -

Noch einfacher als bisher lassen sich die gelundenea §
tate entwickeln, wenn man die Function F als Product In
Functionen darstellt Zu dem Ende bezeichnen wir die Wi
der Gleichung

azt 4 4623 4 6c:2 4 4d: 4 =0
wit T'. I'. T". T". und setzen
iy = art + xly §6cx3y® + dry® + eyt
=a(r—Ty' s— P} x—T"00—T"y .
Hieraus folzt
feX+43F, 7 X42F
=X N=a X—-TH{X—-T1I X-I"Y X—r-r.

no

2 = et 4 LbePp 4 Geet 4 Mt et =2, o
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po 8B g 3B g =B . 07—

a—ty a—7y a—1"y’ a—ty

Nun findet sich ;

T—T= ey @D ete..

"o (z—7) (z"—"") e
—-T') ( ™-—-1v ’) = (“'.‘Y) (ﬁ—-‘l"}') (d—“"y) (a—t"'y) (“6 . ﬁ}')a

=f_“:‘_'7-) (@3 —py)2= z—'(aﬁ—ﬁy)’;

glich hat man, wenn zur Abkﬁrzul{g

G—=p, (—¥)=g, (—r")=r, (F—F)P=s,
(.‘l__:m)’= t’ (f" _.fll)’: u,

"'.1;'.)"‘:'.17!! (T—T")’.=¢Ip (T_Tu)g___.rl’ l(T—T‘)’=8|,
(T'—Tp=t, (T"—T"R=y

setzt wird:

a’py =“’P';(“3 —ﬁ)’)‘-.
(10) a’qyt, = algt(ed— fy)*,
a?r s = a’rs(ad — fy)3.

die Grissen . ) .
putqttrs, puglt+purs+tgtrs, pu.glrs

mbar symmetrische Functionen der Wurzeln =z, ¢/, ¢/, +* sind,
werden sie sich durch die Coefficienten der Gleichung

az* § 4023 4 6¢22 4 ddz 4 e=0

ional ausdriicken lassen. Um dies mit Leichtigkeit zu hewerk-
ligen, beoutzen wir die Tabellen zu ,Meier Hirsch, Samm-
1g von Aufgaben aus der Theorie der algebraischen
eichungen. Berlin 1809. In diesen Tabellen findet man
trthe der Summenausdriicke [afyd....x], auf welche sich jede
nmetrische Function zuriickfibren lisst; ein solcher Ausdruck
aber eine Summe von Gliedern, die man findet, wenn man alle
mbinationen der Wurzeln der Gleichung zur mien Klasse bil-
ty wo m die Zahl der Buchstaben «, 8, ¥, d,...%, den in jeder
mplexion vorkommenden Wurzeln die Expoventen «, g, y,...x
bt, und die letztern auf alle miglichen Arten permutirt. Die
y Tabellen zu Grunde liegende Gleichung ist
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z°— Az»1 4 Bx»2 — etc.
8o dass wir zuletzt
—4b +6c —4d e

3 —

a a a a
statt A, B, C, D zu setze.n haben.
~ Man findet .
pu+ gt +rs=2[22] —2[112] 4 12{1111] = QBB;—6AC+24D
folglich ' ' -
1)) .... a¥(put qt4rs) =24(3c2—4bd+ae) =2435. '
Ferner kommt . - ' o
P+ o2 4 r%’
= 2[44] +6[224] 4 108[2222] — 4[134] -+ 32{ 133] —24[ 1223]
=2B*—124B*C+184%C*+48B%D —1444CD + 288 D8,

folglich )
(12) ..... a¥(p?u4¢?1241%2) =288(3c2—4bd|-ae)? =288¢52.
Aus (11) und (12) folgt leicht: '

(13) ..... a¥(pu.gt +pu.rstqtrs) =144(3c2—4bdtae)2 = 144752,
Mit der Berechnung des Products pu.qt.rs habe ich mich in
Abhandlung: ,,Ein Satz iiber binire Formen etc.* (Thl. X
Nr. XVIL. Heft IV. S.409.) ausfiihrlich beschiftigt, und es fand ol

(14) ...... a%(pte.qt.rs)==256 A .
Da nun nach (10)
a*(pyuy + 1ty +ri5)= a*(put gt +rs) (ed—By)?,
a'S(pyuy.qy b1y 5) = ﬁ“(pu.qt.rs) (ed—By)22
ist, so folgt nach (ll_) und (14),
v'=w@—pt  A'=A(d—fy)",
wie oben gefunden worden. — Hieraus folgt weiter, dass

. sy, Wiy? 2664,
Pl -8

diejenige kubische Gleichung sein wird, deren Wurzeln pu, »
rs sind, oder :
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9} —205'y? 4 184757y — 2564 =0 .

e Gleichung, deren Wurzeln a%mu, a%t, a’rs sind. Folglich
sst sich jede symmetrische Function der drei Combinationen pu,
!, rs durch die Griissen 7¢ und A ausdriicken.

Die Natur einer biquadratischen Form hingt nun von den bei-
en Grissen 75, & ab, welche wir die erste und zweite
leterminante nennen kionnen, wihrend A=75%—2722 eine
us beiden abgeleitete Determinante ist.

Stralsund, den 20 September 1851.

(Fortsetzung in einem der niichsten Hefte.)

XI1I.

thetische Beweise der S8iitze in
. XVE Nr. XVIIL. und Nr. XIX.
des Archivs.
L oed »"m ' K
Herrn Professor Pross
zu Stuttgart.

XVIIl. Man denkesich in Thl. XVI. Taf.IV.Fig.3. an den Durch
schoittspunkt der Geraden AM und BN den Buch-
staben P gesetzt, so ist:

AC:AD=NP: AP, weil AACDcOA ANP
=MN:AB, weil AMNPcOA ABP;

. AB.AC
[olgl:ch MN= 7D—- .
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X1X. Man denke sich in Thi. XVI. Taf.1V. Fig. 5. die G
Db, Dc und Db, De? gezogen, so sind die Dreiecl
und b’¢’ D Bhulich, well die. Winkel'd und &’ al
fangswinkel auf der Sehme AD und die Winkel
¢, als Nebenwinkel der gleichen Umfangswinkel
und Dc‘A, gleich sind; es verhalten =ich al
Hihen dieser Drelecke wie ihre Grundlinien (¢
. (q. e. d). -

Anmerkung. Diese beiden wichtigen Sitze verdienter
Lehrbiicher der Geometrie aufgenommen zu v
und zwar der erste unter der Form:

,Wenn man in einem Dreieck ABC (Thl. XV
»1V. Fig.3.) beliebig eine Transversale 4 Dzieht, .
,Hhillt sich die Transversale A zu der eine
.schliessenden Seite 4C wie die andere eins
,.sende Seite 4B zu einer Sehue JMN des w
s Dreieck beschriehenen Kreises, welcher ein Un
»swinkel entspricht, der dem Winkel ADC glei
»unter welchem die Transversale die Gegensei
»Schneidet.*

Druckfehler

Theil XVL Taf. IV. Fig. 5. muss in der zweiten und
der drei Figuren, aus denen Fig. 5. besteht, an den zweit
teren) Durchschnittspunkt der beiden Kreise der Buchstabe
setzt werden.
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XIXIX,

er die Berechnung der Cometen-
bahnen.

Fortsetzung der Abhandlung: Neue Methode zur Berech-
nung der Cometenbahnen.*))

Von
dem HerausYeber.

Einleitung.

pichste Zweck meiner Abhandlung: Neue Methode
rechnung der Cometeinbahnen, war allerdings, wia
dieser Abhandlung bemerkt worden ist, die Mittheilung
lig directen, d. h. hier, gar kein Probiren in Ansprac|
len Niherungsmethode zur Berechnung der Cometenbah-
iese Methode le&t aber, wie aus der angefiihrten Abhand-
tannt ist, vier Beobachtungen zu Grunde, da im Gegen-
s eigentliche sogenannte Cometenproblem, wie es in der
mie gewihnlich aufgefasst wird, nur drei Beobachtungen
ruch nimmt, welche auch in der That hinreichen, um die
ses Cometen in_ der Earabolischen Hypothese vollstindig
ien zu kinnen. Mein Zweck bei der oben angefiihrten Abh-
g war nun aber auch zugleich, durch dieselbe, wenigstens
Sssten Theile nach, diejenigen Grundlagen zu gewlinnen,
zur Auflisung des eigentlichen Cometenproblems, nach
gewihnlichen Auffassung in der Astronomie, erforderlich
ad ich will nun in der vorliegenden Abhandlung, die der
mannten Abhandlung zur Fortsetzung dienen soll, mich mit

PR
o

Archiv der Mathematik und Pbysik., Thl XVII, Nr IV.
{VIII. 9
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der Auflisung des eigentlichen Cometenproblems heschiiftigen, wo-
bei ich zugleich, — mich iibrigens durchaus nur auf das Noth-
wendigste beschriinkend, — einige eigne Ansichten liber die Li-
sung dieser so hichst wichtigen Aufgabe den Astronomen nnd
Mathematikern zu geneigter Beachtung empfehlen machte. Die
in der friiheren Abhandlung gebrauchten Bezcichnungen werde ich
auch hier siimmtlich beibehalten, und werde Abiinderungen, die
in dieser Bezichung etwa getroffen werden sollten, sorgfiltig an-
zeigen. .

Bevor ich mich zu der Auflisung des Cometenproblems selbst
wende, will ich vorliufig und ein fiir alle Mal darauf aufmerksam
machen, was die in der friiheren Abhandlung gebrauchten Sym-
bole u;, uy, u; eigentlich bedenten, weil, dies zu wissen und
stets vor Augen zu haben, fiir das Folgende von Wichtigkeit ist.
Nach §. 8. der friiheren Abhandlung hat man die Gleichungen:

n=—u;sinfy’, B=—uysinfy, z3=—ussinB;’;

und da nun hekanntlich 8,/, B, §;’ die geocentrischen Breites
des Cometen in den Momenten der ersten, zweiten und drittes
Beobachtung bezeichnen, so erhellet auf der Stelle, dass u;, %
u; die negativ genommenen Entfernungen des Cometen von
der Erde zu den Zeiten der ersten, zweiten und dritten Beobach:
tung sind. Man kinnte leicht die wirklichen Entfernungen des
Cometen von der Erde in den drei Beobachtungen in die Rech
nung cinfiihren, was aber eine Erleichterung der Rechnung nicht
herbeifiihren wiirde, und daher von mir unterlassen werden soll,
um mich desto leichter unmittelbar an die (riihere Abhandlung
anschliessen zu kinnen, wodurch die vorliegende , Abhandlung
wesentlich abgckiirzt werden wird.

Immer legen wir nun im Folgenden hloss drei Beobachtunges
zum Grunde, aus denen wir die ganze Bahn zu bestimmen suches.
Dies vorausgesetzt, werde ich zuerst zeigen, wie das Cometen

roblem ganz im Allgemeinen, ohne irgend eine Niherung m
{fliilfe zu nehmen, aufzulisen ist, ‘und dann die Niherungen an-

eben, welche man sich erlauben darf, und zu denen man in det

hat auch meistens seine Zuflucht genommen hat, um sich die
Auflésung miiglichst zu erleichtern. Dabei wird auch inshesonders
von der Auflisung von Olbers die Rede sciu, deren man sich
jetzt in_ der Astronomie fast allzemein bei der Berechnung der
Cometenbahnen bedient, indem ich wenigstens im Allgemeinen die
Hauptmomeute angeben werde, auf welche diese Auflisung zuriick-
kommt, iibrigens aber das Studium der in meiner friiheren Ab-
handlung angefiihrten wichtizen Abhandlung von Olbers selbst
dem eignen Fleisse des Lesers iiberlasse, da diese Auflisung,
nebst den ihr durch Gauss zu Theil gewordenen wichtigen. Ver-
vollkommnungen, zu allgemein bekanut ist, als dass ich es zweck-
missig finden kinnte, iiber die bei derselben in Betracht kom-
menden Einzelnheiten mich hier schon jetzt weiter zu verbreiten.
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+-

Um zuerst die allgemeine Auflisung des Cometenproblems,
shne eine nur niiherungsweise richtige Voraussetzung irgend einer
Art zu Hilfe zu nehmen, kennen zu lernen, so haben wir nach
§. 2. der friheren Abhandlung zuvirderst die Gleichung

VIR 0

Ay 4+ Bysg + €y 4 Dy vy ey + By gty + Sittaty + Bronwguy =0,

wo die Coefficienten

. A, By, €, Dy By, §iv Gy

wenn man dieselben durch die geocentrischen Liingen und Breiten
: o) Bi's s B’ o' By

'des Cometen in den Momenten der drei Beobachtunfen ausdriickt,

wie aus der friiheren Abhandlung leicht geschlossen wird, wenn
man nur bemerkt, dass in den Zeichen jener Abhandiung

D,=—3%,), B =—21%, 31=—zn' G,=2
ist, die folgenden Werthe haben: ‘

A, =— Ry Rysin(Ly — Ly) singy’, ‘
By=— Ry R,sin(Lg— L,)sinf,’,
€, = — R, R.sin(L,—L,)sinf;’;

!

0y == Bycosf ‘eoufy’{ tangfy'sin(e '—Ly)—tang; ‘sin(oy'— Ly));
£, = R, cosfl,'cosfy  tangfy sin(ay'— Ly) —tangy'sin(ey’— Ly))
8, =Racosfy‘cosfy’ tangf, ‘sin(ey'~ Ly)}—tangy sin(ey'—Ly) |

(B, =—cosp,‘cosPy'cosfy’t tangp, ‘sin(ey’—ay’) 2

e s o 0 RATMOT | L 1 NI

+ tangy'sin(ey'~e;)
+tangfy'sin(ey ‘—ey’)
Ferner ist nach der friheren Abhandlung :
A, =— R, cos(ey’— L,)cosf,’,
Ay =~ Rjcos(ay'— Ly) cospy’,

=— Rycos(ay'— L3)cosfy’;
g¢
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3=R,3{1 — cos(oy—L,)3cosp,?|,
B3 = R;3{1 — cos(ay'—L,)%cosfy?},
By3=Ry3{1—cos(ey'— Ly)cosfy)

.'.‘...'.. S | :
U n=NGRPTE,

=V =B,

n=v G—wP T B
so wie

2y =—RycosL; —u,cose, ‘cosp,’,
% = — Rysinl, — uisinal'cosﬁl',

L = —wy8infy’; .
@y = — Racon Ly —usgosay/cosfy’,
$Br=-— Rgsin Ly — ugsinay’ cosfy’,
1= —uysinfly’;
&y =— Rycos Lz — ugcoswy'cosfy’,
ys = — Ry sinLy — ugsinay‘cosfy’,
73 =—uy8infy’.

Bezeichnet man nun die Sehnen der Cometenbahn zwis(

dem ersten und zweitep, und zwischen dem zweiten und dri
Cometenorte respective durch s, und s5,3; so ist

31a=V (@& —2 T (11—92° + (1—2)%, :
28 =V (Za—3)*+(ya—93)% + (22—2)>;

oder, wenn man fiir die Coordinaten

Zys Y1s 213 X5 Yas 235 T3, Y3, 33

:iln;le tobigen Werthe einfiibrt, wie man nach leichter Rechi
ndet:
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=2 x93

setzen wollen. Ist nun ferner & ein In der Zeit ¢ von dem Rs
dius Vector des Planeten beschriebener Sector seiner Babn, s
ist fiir diesen Planeten nach dem zweiten Kepler'schen Ge-

setze der Bruch -? eine constante Grisse, die wir durch 1 be
zeichnen, und daher

S=u

setzen wollen, wobel wir nochmals besonders darauf hinweises,
dass 1 nur fir jeden einzelnen Planeten constant, filr verschie
dene Planeten verinderlich ist. Bezeichoen wir jetzt den Fliches
inhalt der ganzen elliptischen Baho des Planeten durch E, eo it
nach der vorstehenden Gleichung

E=AT, l=‘g H
also
3=§;'t.

Weil aber, wenn b die kleine Halbaxe der Bahn bezeichnet, be
kaontlich E = abx ist, so ist

abn
3:—71' t,
und folglich, weil
T=xal=%xava
ist:
bn
=%va va t.

Bezeichnet nun p den Parameter der Bahn, so ist bekanntlich

208 b P.
a =P W—\/‘I’

also nach dem Vorhergehenden:

—T4/ P
—xV‘Z't'

Diese Gleichung, welche bloss von dem Parameter abhiingt, ist
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rer offenbar auch auf parabolische Bahnen anwendbar. Driickt
w dieselbe nun auf folgende Art aus:

t=£.-—$—, ’
™ \/z

 ergeben sich aus dem Obigen in den Zeichen der friiheren Ab-
wdlumg die beiden folgenden Gleichungen:

=% = % “Tp = ﬁ,‘, try4rats02)l—(ry +72—-51,0)8),
g

=133 = % 6—2’—;,‘ = jg;,{ (retrytsap)i—(ro+r3—325)H}.

Jie Griisse -1%‘;‘ ist eine Constante, welche wir durch u bezeich-
¥a, also

—_ %
b= 1%

dzen wollen. Daher ist nach dem Vorhergebenden:

(ry +ra45,0)8—(r) 41— .z)i_-:-t%—tl = T ,

@
("a"‘fs"’z:a);“('a+rs—’z’a)¥=&-t’ f_:_a .
® Werth der Constanten

=T
%—a V a )
W daher auch den Werth der Constanten
I
t=1nz’
mst man aber aus der Theorie der Planetenbewegung mit gros-

I"‘Eenanigkeit, so dass man also denselben im Obigen als eine

nte Grissse betrachten kann; es ist nimlich, alle Zeiten in
®en ausgedriickt angenommen:

logpu=0,9862673.

In den obigen Gleichungen ist nun offenhar die vollstindige
Misung des Cometenproblems in der parabolischen Hypothese



128

enthalten. Um dies jedoch noch in etwas anderer Weise rocht
deutlich zu machen, wollen wir mit der Gleichung

Ay + Byug + Cyus + Dy ug+ Byugus + Syyt + By ueny =0
noch eine kleine Verlinderung vornehmen. Wir wollen n&mlich
w =tuy, Uy=wiy
setzen. Dann wird die vorstehende Gleichung:

2A,0uy + Byus + € 10uy + Dy o1y + £ 0153 + §, 00020, =0
+ G,mu,' —

und ‘folglich, weil im vorliegenden Falle offenbar nicht wy,=0
sein kann:

2‘10."' bl -+ ¢l‘w+(blﬂ"'tel‘lD"'leW)ll"l"Blm’:o.

Wir wollen nun setzen, dass man durch irgend ein Verfabres
zwei NXherungswerthe der Verhiiltnisszahlen v, w gefunden hitte,
und nun deren Genauigkeit priifen wollte; so wiirde man aucs des
durch die Beobachtungen und die astronomischen Tafeln gegebe
nen Grissen nach den obigen Formeln die Grissen

2‘1’ bl’ ¢l’ bl:‘eh 31’ (51
berechnen, und dann durch Auflisung der Gleichung

Ao+ By + C 0+ (D0 + B, 0+ §,vw)uy+ B, ve0u,2 =0
die Griisse uy, so wie mittelst der Formeln
U =0vUy, U3=—WUy
die Grissen u;, uy, uz finden. Hat man aber diese Grissen, 'so
kann man mittelst der im Obigen gegebenen Formeln auch die
Grissen
T1, Ta, T3 und 8,9, Sppg

finden, und dann, indem man dieselben in die beiden Gleichunger

(rt4rats 12)% — (1 Fr2—s8;,9)t = !%tl —_ "'::‘3 ,

ts—ts_ Ty
w

(ratrs+s2:3) — (ra4 r3—8a03)i =

einfiihrt, untersuchen, wie weit diese beiden Gleichungen erfillt
wetden. Ergeben sich diese Gleichungen als genau erfiillt, sv
werden die zum Grunde gelegten Wertﬁe von v, w die richtigen,
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as Problem also aufgelidst sein, indem schon in der fritheren
idlung gezeiit worden ist, wie die Lage der Bahn im Raume
imt werden kann, wenn die obigen Grissen simmtlich be-
sind; sollten sich die beiden in Rede stehenden Gleichun-
ach nicht vollstindig erfiillt ergeben, so wiirde man-die N&-
sswerthe der Gréssen v, w, von denen man ausging, weiter
iren miissen, wovon nachher weiter die Rede sein wird. Man
s auch von zwei Niherungswerthen von 2;, u, ausgehen,
uy mittelst der Gleichung

1+ Byt + G us + Dy uat By ugus + 1051 + By oy g, =0

men, und hierauf ganz wie vorher verfahren. Uebrigens
man aus dieser Darstellung mit vollstindiger Deutlichkeit
ehen, dass durch das Obige das Cometenprohlem zu einer
mnten Aufgabe mit zwei unbekannten Grissen v, w oder u,,
:.emacht worden ist. .

:h will nun noch einmal die Formeln aus dem Obigen zu-
enstellen, welche, wenn zwei Niherungswerthe der Grissen

gegeben sind, zur Berechnung der entsprechenden Betrige
srossen

f (°s”)=('x#ma)3 —(rtra—s ,,):_f:‘_” ,

POAN=(rytrstsma) —~ (rat ra—tga)l — ot

wandt werden mn’issén. Diese Formeln sind nach dem Obi-
in der Ordnung, wie sie zur Anwendung kommen, die fol-
en: T

i— Ry Rysin(Ly— Ly)singy’,
i~ Ry Ry sin(Ly — Ly)sinfy’,
= R, Rysin(Ly—Ly)sinfy’;

PRycosfy ‘confy'| tangfy'sin(e '— Ly) — tangfy ‘sin(ay’—Ly)!
;R,wsﬁ,'cosﬁ,'%ta_ngpa’sin(ag'—L,)— tangfy'sin(ay'—L,)}, .
ERycosB,"conp, ' ttangB,sin(ay’'— L) — tangfy'sin(ey'—Ly) 15

—cosf, ‘cosfy'cosfy’t tangf,’sin(ey’'—e3’)
+ tangBy'sin(e’ —ey ") } 3
+ tangfy'sin(oy'—ay)

Batirlich kinnte mnan auch ,, ¥, oder #5, ¥; zu unhekannte
wihion.
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Ay =—Rycos(e,’ ~ Ly)cosfy’, -
=-—Rycos(ay'— Lo)cosfy’,
Ay=— Rycos(ay’— Ly)cosfy’;
B 3= R,*{1—cos(a)'— L;)2cosf; 2],
B, Ry* | 1—cos(ay' — Ly)® cosfy),
Bd= Iy 1—cos(ay'— L3)*cosfy?};
042 + G+ (Dyo+E 04 §yowup + Gy vwu,® =0
n =V (4—u 2t B3,
ra=V (4;—u*+ B3,
= (dy—1)*+ B;%
s,,,’.= R\24+R,3—2R, Rycos(L,—L,)
+ 21 R, cos(ey ‘—L;) — Rycos(ay'—Ly) | cosfy ‘uy

+ 2{ Rycos(aty' —=Ly) — B, cos(eg'—Ly) | cosfy'u,
—24 sinﬁ"siqﬁ,’-l— cos (o '—ay’)cosfy ‘cosfy’ Vuy g+ 1y 2+ up?

spa?= R+ R;*—2R,Rycos(Ly—Ly)
+2{ Bycos(ay'— Ly) — Rycos(ey'—Ls) ) cosfla'ug
+2{ Rycos(e3'—Ls)—Rycos(ay'—La)} cosfs'us
—21sinfy’sinfy'Fcos(oy'—og)cosfy confy’ lugus tun2uy?;

T2

(@)= (ri+rats152)} — (11 4ra—s1.2)4— Mk

"’(”"")=("2+"s+‘z’a)=-—(rs+ra-s,,a)‘—ng )

Ein Uebelstand bei dieser Art der Auflésung ist es freilich, d
u, durch eine Gleichung des zweiten Grades bestimmt wird, v
sich eine allgemeine analytische Entscheidung, welchen
beiden Werthe von up man zu nehmen hat, nicht geben lisst

Ist es gelungen, die genauen Werthe von v, w zu finden,
berechnet man, um eine Probe fiir die Richtigkeit der Rechn
zu haben, noch die Sehne s,,; zwischen dem ersten und dri
Cometenorte mittelst der Formel
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= B34 By* — 2R, Rycos(Ly—Ly)y - .-

+2t R, co8(a; '—Ly)— Rycon(a;'—Ly)) edofl n;

+2{ Rycos(ey'—Ls)— Ry cos(ag’—Ly) } cospy'us

—21 sinf, ‘sinfy'}cos(e, '—ay)cosfy ‘cosfy’ Juyus + 1,2+ u_,’: N

d untersucht, ob die Gleichung

(4 taa)i—(r4rs—e ) =t""1":‘;""""7
fillt ist. ,
Den Werth einer Grisse von dgr Form
\ r+ e+l —(rto—s)

amn man, wie es mir scheint, zweckmissig auf folgende Art
wochuen. Es ist

(rtett— (et =(teto JI— ,+(,+,) f s
wd berechnet man nun den Hdlfswinkel @ mittelst der Formel

(rte—s rto—s
cosp= r+e+s) v rt e+8)
jederzeit moglich ist, so ist

(rtets)i— (rte—a)i=(rtets)ising?,

sich Alles mit Hilfe der Logarithmen leicht berechnen Iisst.
kionte auch den Hiilfswinkel 4 mittelst der Formel

s‘“f""‘ r+e+t) V-(r-t:;:

, und hitte dann
(rt+eotn)i—(r+e—s)i=(rte+s)icosy?.

 man den ersten oder den zweiten Weg einzuschlagen hat,
| sich immer danach bestimmen, welcher der beiden kael
sl ¢ mittelst der Tafeln am genauesten berechnet werden

Zavirderst ist nun die zweckmiissigste Methode anzugeben,
er man, wenn man scl:on zwei den Grissen v, w nahe

wde Werthe durch irgend ein Verfahren gefunden hat, sich
wd nach zu den genauen Werthen dieser Gruuen erheben



132
kann. Da man aber schon Nihernn, e der.:Gr3ssen
kennt, so kann man sich immer leicht drei Systeme
a,b; a,bt'; a", b

;Inesen Grissen nahe kommender Werthe bilden. Fir diese
-Eysteme berechne man nach der vorher gegebenen Anlemm,
rissen

A=fla,b), B=g(ab);
Al:ﬂal’b') , ’ — ¢(al’bl);
A"=fla",b"), B"=gp(a",b").

Nach den Principien der Dlﬂ'erentmlrechnung lst aber, wenr
enauen Werthe der Griissen v, w0 durch diese Symbole &
ﬁezelchnet “erden, nhherungswelse

ﬂv-l'av,w-l'aw)_.ﬂg,w)_|_a"ﬂ”,w)8 + 3uf(v,w) 8!0

w(p+8p,-u%aw)=¢(a.u)+ ai"gﬂ")a 4 o) 3w¢(v,w) dw; |

folglich, weil naeh dem Oblgen
foa0)=0, plow)=0

sein soll, wenn wir der Kiirze wegen

_8uﬂv,w) . p_M(v,w) )

v ° - ow

_ 8yp(v,) __Sup(rw)
=% * =%

setzen: '
[(v 4+ 0e,w + 0w) = v + fow,
@(v+ 0v,w + Ow) =700 + 60w .
Setzen wir nun successive
ov=a —v, Ow=bb—w;
wv=a'—v, Ow=0b—1w;
ov=a"—v, aw'—-b”—w'

so erhalten wir aus dem Vorbergebenden die beiden folgel
Systeme von Gleichungen:. - .
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| A=o(@ — o)+ —w),
. A'=a(a"—0)+f(p"—w) . ;

B =y(a—0)+8(b —u),
=y(a’ —v) 4+ 06(b'—w),
' B =y(a"—0)+3(6"—w).
lus diesen Gleichungen erhilt man mittelst leichter Rechnung : :

A'B*— 4" B' = (ad—y)\ (a'—v) (" —io)—(a"—v) ('),
4"B— AB"'==(ad—fy) { (a"—v) (b—w) — (a—0) (6"-w) |,
AB'— A’ B = (a3—By)t (a—0) (b'—w) — (a'—1v) (b—w))
sder
4'B"—4"B'= (e3—fy){ a't"—a"b'+ (b'—b")o—(a’—a")w},
4'B—AB"=(a0—py) | a"b—abd” + (t""—b)o—(a"—a)w},
AB' — 4'B = (ud—y)lab'—a'b+ (b—bYo—(@—a)o).

licirt man diese Gleichungen nach der Re.ihe nmit a, a’, a”
- sdirt sie dann zu einander, so erhilt man:

a( A Bll_ AIIBI) + al( Au B__ A BII) + au( g, | BI _— AI B)
=(ad—By)la(b'—b") + a'(b"—b) + a"(b—6)1o

a(4'B"—A"B" + o' (4" B~ AB") 4 «{AB'— A'B)
= («d—py){ (a—a’) (b—b") — (a—a") (6—b')).

man dagegen die drei obigen Gleichungen nach der
mitb, b’, " und addirt sie dann zu einander, so erhilt man:

(A’'B"—A"B") 4 b/(4“B—AB") 4 b*(4B'— A'B)
= — (ad—BPlb(a’'—a")+ b'(a”—a)+b"(a—a") | w

b(4'B“—A4"B") + b'(4"B—AB") + *(AB'—A'B)
=(ad—By){(a—a') (6—b") — (a—a") (b—b)} w.
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d19:d33="19: 723

sei, d. h. indem man annimmt, dass die Beobachtungen so
bei einander liegen, dass fiir die von dem Vector des Col
zwischen der ersten und zweiten und zwischen der zweiten’
dritten Beobachtung beschriehenen Sectoren ohne merklichen ¥
ler die in denselben liegenden geradlinigen Dreiecke, deren
tzen die Sonne und die Oerter des Cometen in seiner Bahn a
gesetzt werden kinnen. Gestattet man sich nimlich diese Vora
%etzun » 80 hat man in den Zeichen der friheren Abhandlungd

ormeln: . . 3

= — Osinf's 4 73,3 Kyu, :
T a8y F anB =132y
___8sinf'a— 133Ky, '
- 712K, ’ 3
H\S
oder auch: I
. ’ i
= Osinf’s + (11908 + % R) up ¥
= - T3(&— Quy) ’ +
.
— . Osinf—(maBy + 73 By, i
- T1a(R—Qurg) ’ ;

wo
O=—R, {71,y R3sin(Ly—Ly)—753 R, sin(L,—Ly)1;

K =— Rycosf;cosf's{ tangf'ssin(e'y — Ly) —tangf’, sin(a’s— Lg) },
Ky—=—Rycosf'scosf's | tangf'ssin(a’y—Ly)— tangf'ssin(a’s—Ly)) ,: )
Ky=—R;cosf;cos8, {tangf’ sin(a’y—Ly)—tangfssin(e’; —La) i3, -:

AR =—R,cosfscosf's ttangﬁ’ssin(d,-L,)—tangﬁ’,sin(a’a-L,); s
R, =—Rycosf’ycosf's { tangf'ssin(a'y —L3)—tangf'osin(a’s—Ly) 13 -
R’ =— R, cosf’|cosf’y { tangf'asin(e’; — L, )—tangB sin(e',—L,) }; -
R'y=—R;cosf’ cosf’s { tangf'ssin(a’y — Ly)—tangf sin(a’y—Ly) |3
2 =K,;
R =—cosf’ cosf'zcosf’y{ tangf’ sin(e’y—a';)

+ tangf’sin(ay—a'y)

+ tangf’ssin(a’y—a’y)

ist.
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a—a’ _ a—a"
b__bl—" b__b“

fillen oder derselben entsprechen.

Wie man sich dieser Methode zur successiven Annkherung
lbediel:ben hat, bedarf einer weiteren Erlduterung an diesem
rte nicht. '

Ueberblickt man alles Obige nochmals, so wird man zugeben,
ass die vorhergehende Methode zur Bestimmung einer Cometen-
aho allen Anspriichen vollkommen geniigen wiirde, wenn man
wr im Stande wire, in allen Fillen erste Niherungswerthe der
srissen v, w mit Leichtigkeit zu finden. Wie man aber nach
sciner Meinung sich am besten solche erste Niherungswerthe
fieser Verhiltnisszahlen verschafft, werde ich erst weiter unten
wseinandersetzen. Die Griisse uy wird, wie schon erinnert wor-
ten ist, freilich durch eine q‘uadratische Gleichung bestimmt, und
ht also im Allgemeinen zwei Werthe. Hat man nun keine ande-
mn Kriterien, mittelst welcher sich entscheiden lisst, welcher
deser beiden Werthe genommen werden muss, so wird sich frei-
b nur der Weg einschlagen lassen, dass man fiir jeden dieser
ilen Werthe die Betriige der Functionen f{v,w) und ¢(v,w) er-
itelt, und untersucht, fiir welchen der beiden Werthe von u,
Gleichungen

f,w)=0, @(,w)=0

der grissten Genauigkeit erfillt sind.

Mehrere der obigen Formeln wiirden durch Einfithrung von
inkeln und andere Transformationen sich zur numerischen
ang vielleicht noch etwas bequemer einrichten lasseri, wobei
indess jetzt nicht verweilen will, da jedem nur einigermassen
en Analytiker und numerischen Rechner dergleichen Abkii-

sich immer leicht von selbst ergeben. Es kommt mir fiir
hier besonders nur darauf an, die Methoden im Allgemeinen
sizziren, und in méoglichst deutlicher Darstellung dem Leser
fis Augen zu filhren, indem ich die weitere Ausfibrung im
nen spiiteren Aufsitzen " vorbehalte.

IL

Han kann das Cometenproblem, welches im Vorhergehenden
tie Aufgabe mit zwei unbekannten Grissen sich darstellte,
daer Aufgabe mit nur einer unbekannten Grisse machen,
man sich bei demselben eine nur niiherungsweise richtige

nnF ﬁestattet, niimlich die Voraussetzung, dass in den
der friheren Abhandlung



136

d1,9:d33="71,9: %3

sei, d. h. indem man annimmt, dasz die Beobachtungen so nal
bei einander liegen, dass fiir die von dem Vector des Cometet
zwischen der ersten und zweiten und zwischen der zweiten uw
dritten Beobachtung heschriebenen Sectoren ohne mnerklichen Feb
ler die in denselben liegenden geradlinigen Dreiecke, deren Spi
tzen die Sonne und die Qerter des Cometen in seiner Babn sind
gesetzt werden kinnen. Gestattet man sich niimlich diese Voraus
z‘etzuu , 80 hat man in den Zeichen der friheren Abhandlung die
ormeln: .

Bsinf's 4 743 Kou,
T1851 + Taa R — 73Ry
__Gsinf'y — a5 Kuy
712K, ’

> = — ’

oder auch:

—_— Oshlﬁ', :!'__(“l,sxl +&3._R£l_g R

W= - Taa(B— Quy)
___ Osinfi—(m B +19R)y,,
- 109 (R —SRug) ’

wo
O =—R,|7,,0Rysin(Ly— L) —7g,3 R, sin(L,—Ly)!;
K =— Rycosf’;cosf's | tangf'ysin(e’y — Ly) —tangf’ sin(a’'s— Ly) |,
Ki=—Rycosf'scosf's | tangf'ssin(a’y—L,)— tangf'zsin(a’s—L,)},
Ky=—R;cosf’;cosf; {tangf’, sin(a’s—Ly)—tangf’ssin(ay—Lo)};
&R =—R,cosfsconf’s { tangBysin(a'y ~L; ) —tangf’,8in(a’s—Ly)},
R, =—Rjcosf’ycosf'y { tangf'ssin(e's — L;)—tangf'asin(a'y—Ly)1;
! =— R, cos ¥’y cosf’y { tangf’ysin(a’y — Ly ) —~tang B’ sin(a’o— Ly )},
t=—Rycosf’ cosf’s { tangB'ssin(e’y — Ly)—tangf’, sin(a’y—Ls)};. '
L =K,;
R =—cosf cosf'sco8f’yt tangf sin(a'y—a's)
+ tangfysin(e’y—ay)
+ tangfssin(a’y—a’y)

ist.
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Nimmt man nun entweder u; oder w, als unbekannte Gris-
w’) an, und keomt schon einen Niherungswerth einer dieser
n, so kann man untersuchen, wie nabe dieser Werth . der
Nabrheit kommt, wenn man mittelst der obigen Formeln re-
Qedlv3 eotweder %y, u; oder %, , u; bestimmt, wodurch man also
@ betden Fillen zur Kenntniss von w,, u,, uy gelangt; daon
e Grdesen 4,, 4; und B,?, B,? mittelat dor Formeln ,

=—Rycos(a,’ — L)cosp,’

h=—Rycos(ey’—Ly)cosPy’s .
B=R,3{ 1—cos(e;'—Ly)*cosf, '),
'=Ry®{1—cos(ay'—L3)2cosfy?}

immt; und hierauf r;, r;, 5,3 mittelst der Formeln '

=V (4,—u)®+ B,2,
=N (dy—us)* + Bs%;
‘= B2+ Ry?—2R, Rycos(Ly — Ly)
42t B, cos(e;'—L,) — Rycos(ay'—Ls)} cosf, ‘uy

+2t Bycos(ay'—Lys) — Ry cos(ey'—L,) }cosfy'ug
—2{sinB,‘sinf;’ + cos(a,'—ay‘)cosp, ‘cosfy ' ugus+u; 2 uy®

N
L Dann kaon mao untersuchen, wie weit die Gleichung

(’1""3"‘81,8)! — (fl-l-rs -8 ’3)8 = ‘5:"_’3_ )

ist, und wird auch auf dem Wege der successiven Niihe-
nittelst der bekannten Methoden den genauen Werth von u,
%, und dann auch mittelst der obigen Formeln die Werthe
%, % oder u;, u3; zu ermitteln im Stande sein, also zur
iss von u; , uy, ug gelangen kinnen. g

Berechnet man noch ry, 8;,5, S5,3 mittelst der ans dem Obi

bekannten Formeln, so kann man zur Probe der Rechnung
noch untersuchen, wie weit die Gleichungen

(et e) — (i dra—sp,e)i = ﬁf 9
(ratratsas)i— (r,+r,—;,,,)a=52’“-3
sind.

%) Natiirlich kénnte man aich anch leicht Formeln far u, als un-
Krossen entwickeln. T

XVIIL, 10
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Bringt man diese Adflssung auf ihre einfachste Fo

macht », zur unbekannten Grisse, so ist dieselbe- ganz
folgenden Formeln enthalten:

K =— Rycosf, ‘cosfy’ { tangBy'sin(a, ‘— Ly)—tangp, ‘sin(ay’—1
K, = — Rycosf,'cosf’ { tangPs sin{ey’—Ly)— tangfy’sin(ay’—1
== Ry {11, Rysin(Ly— L) — 73,3 By sin(ILy —Ly) ;

—_ Gsinﬁ”'.— Tas3 Kul .
BET T LK
A, =— R, cos(e;'—Ly)cospy’,

Ay =— R;,coé(a,’—-L,)cosﬁ,’;

Bl’:‘. R1" i _COS(ull-Ll)’cosﬂl 2 = Rl’ - Al’ ,
By2=Ry2\1—cos(ey'—Ly)eosfy' = Ry — Ag?;

n =V (4—u)* 1+ B2,

ry=V (ds—u)*+ B3%;

2= gl 2+ Ra""'le Rycos(Ly — Ly)
+2{ Ry cos(oy'~L,) — Rycos(oy'— L3) } cosfy 'uy
+2{ Rycos(eg’—=L3)— By cos(ey'—L,) | cosPs'uy
—2{sinf, ‘sinf;’ + cos(e,'—o3’)cosP, ' cosfy’ | 115 + u; 24

(b ratsi)i—(r Hrs—s1 )i = -ﬁf '
Bemerken will ich poch, dass, weil

51532 = (21— 23)2 + (G —¥3)® + (1 —13)%
= 224 4, 2424, 2524 a2 4 132 — 21 25 Y1 s+ 2 7s)
=242 —2z 75 + y1ys+ 112)

ist, das Quadrat der Sehne s,,3, wie man leicht findet, a
folgenden Ausdruck gebracht werden kann:

81,82=n247;2—2R, Rycos(L,—L;)
—2R3cos(a;‘—Lj)cosP, 'uy
— 2R, cos(ety'—Ly )cosfyug
—2{sinp, ‘sinf;'+cos(o;'—ay’)cosf, ‘cosfy’ L uy u
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Dass &hnliche Ausdriicke auch fiir die Quadrate der Sehnen 4,4
s gelten und im Obigen statt der dortigen Ausdriicke in Anwen-
mg gebracht werden kiénnen, versteht sich von =elbst. - Man
mn dieselben dberall statt der oben angegebenen Ausdriicke
thtituiren, wenn man es fiir zweckmissig balten sollte.

Die Frage bei dieser Aufliisung bleibt nun zuletzt auf ihnliche
# wie in 1. wieder die, wie fir u; oder u;, jenachdem man das
ine oder das andere als unbekannte Grisse annimmt, erste Ni-
erungswerthe gefunden werden kinnen, worauf ich weiter wuten

wrickkommen werde.

1.

Noch etwas vereinfacht wird die vorhergehende Auflisung,
n man sich, wie wohl zuerst Olbers gethan, und dadurc
e Astronomie mit der Auflisung des Cometenproblems be-
kt hat, welche gegenwiirtig fast aligemein bei der Berech-
der Cometenbahnen in Anwendung gebracht wird, noch eine
eite nur niherungsweise richtige Voraussctzung gestattet: wenn
nimlich die Zeiten 7,.5, 75,3 als so klein voraussetzt, dass
fir die von dem Vector der Erde in diesen Zeiten beschrie-
en Sectoren ohne merklichen Fehler die in denselben liegen-
eradlinigen Dreiecke gesetzt werden kinnen, deren Spitzen
Sonne und die Qerter der Erde in ihrer Bahn sind. Unter
r Voraussetzung ist, wie aus der friilheren Abhandlung (§. 6.)
unmittelbar ergiebt,

6=0;

die Auflisung unserer Aufgabe ist dann vollstindig in den
den Formeln enthalten:

=— Rycosp, ' cospy’{ tangfa'sin(a,'— Ly)—tangh, ‘sin(ay'—Ly) |,
=— Racosp,’cosfy’ { tangfs'sin(ey'—Ly)—tangfa'sin(ey’ —Lg) 1

voch kiirzer, weil man im Folgenden bloss das Verhillniss
Grissen K und K; gebraucht: ) .

K __cosfy’ tangfy'sin(ey'—Ly)—tangf, ‘sin(ay'~Ly)
K, ™ cosf;’ * tangﬁ,‘sin(u.,’-—l,)—tangﬁ,’sin(a,’—p,) !

—as K_ ..
"3*—.‘1” . R—l 3
Ay = — R, cos(a,’—L;)cosfy’,

Ay = Rycos(cy '—-L,)cosﬁ,i ;
10%
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Bl’= nl._ Al’ ,
B"= Ra’— A” H

n =V (4, —u)"+ B3,
rs = V (dy—up)*+ By;

81093272 4+ 733 —2R, Kycos(Ly —~ Ly)
—2Rgcos(e,'—Ly)cosf; ‘uy
—2R, cos(ay'—Ly)corfiy'uy
—2{sinf,; ‘sinfy’+ cos(; —ay’)cosf ‘cosfy’ uyny;

(73 ¥ s19)t— (1 15— s18)i = "l—;! .

Noch wollen wir zu diesen Formeln bemerken, dass, we
pach dem Obigen ®=0, und nach der friheren Abhandlung

0 =— Ry{7 o Rynin(Ly—Ly)— 73, Ry sin(Ly—Ly)},
also
7,9 Rysin(Ly—Lg) — 79,3 Ry sin(Ly—L,;) =0,
folglich

ist, im Obigen auch

_K Ry sin(L—Ly)
us - Kl ) Rl : sin (Ll"—Lz) ul

gesetzt werden kann. Weil nur niherungsweise 6 =0 ist, .lﬂ
natiirlich auch alle diese Ausdriicke nur nitherungsweise richtig

Die am Ende der in II. gegebenen Auflisung aufgeworfes
Frage sieht natiirlich auch bei der hier gegebenen Auflisung ibre
Beantwortung noch entgegen.

Die hier gegebene Auflisung ist in den Principien Gt
Auflisung des Cometenproblems von Olbers. Meine obigen For
meln sini jedoch nicht mit den Formeln von Olbers identisch;
namentlich bringt Olbers statt der wirklichen Entfernungen —
—ug des Cometen von der Erde in der ersten und dritten
achtung die entsprechenden sogenannten curtirten Entfemul?:
desselben von der Erde in Anwendung, worunter man die au
Ebene der Erdbahn projicirten wirklichen Entfernungen versteht
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achtang seien t;.5, f5,3; und die Zwischenzeiten zwischen d
zweiten Hauptbeohachtung und der zweiten Hiilfsbeobachtung, zv
schen der zweiten Hiilfsheobachtung und der dritten Hauptbenhai
tung seien t'j,s, t'35. Nehmen wir nun au, dars die drei Hau
beobachtungen nur durch missige Zwischenzeiten ,,5, 733 vON @
ander getrennt sind, so wird man auf die beiden folgenden Systen

Erste Hauptbeobachtung, erste Hiilfsheobachtung, zweite Han
beobachtung ; '

Zweite Hauptbeobachtung, zweite Hilfsbeobachtung, dritte Hauy)
beobachtung;

die beiden in IIl. gehrauchten nur niherungsweise richtigen Vi
" aussetzungen anzuwenden berechtigt sein, und wird daher nma
den aus lIl. bekannten Formeln, wenn wir der Kiirze wegen

__cosfy’ tangbsin(ay'—L)—tangp,'sin(a—L)
~ cosp,’ ' tangp, ‘sin(a—L)—tangbsin(e;'—L)’

¢

__cosf,’ tangb’sin(ey’'—L‘)—tangfly'sin(a'—L)
" cosfy’ " tangPy’sin(a’—L’)—tangb’sin(ay’'—L’)

setzen, die folgenden Gleichungen haben:

. t'a,
uy =812y, u, =P 3y,
tos3 t'e

Vergleichen wir nun diese Gleichungen mit deu Gleichungen

PR

U =TUy, U3 = W0U,
so ergiebt sich, dass wir als erste Niherungswerthe ;

152 t'ss
v=F_"—* w=F-=
s’ 12

setzen kinnen, und diese ersten Nitherungswerthe werden, we
die Beobachtungen nur zweckmiissig gewiihlt sind, meistens sch
der Wahrheit ziemlich nahe kommen. Wie man von diesen erst
Niherungswerthen weiter zu gehen hat, ist aus 1. bekannt, ¥
dariiber hier nichts weiter zu sagen. ;

Mancher wird die Frage aulwerfen, ob es iiberhaupt els
guten Methode entspreche, dergleichen Hiilfsbeobachtungen y-
vorher in Aowendung zu bringen, d. L. im Allgemeinen mehr
obachtungen zu benutzen als zur Auflisung des Problems un
dingt erforderlich sind. Diese KFrage wiirde ich unbedingt &
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sen worden ist, ich mich jetzt nicht einlasse. In der. hiteren Ah-
handlung iiber die leichteste und bequemste Methode
die Bahn eines Cometen zu berechnen. Weimar 1797.
Neue Ausgabe 1847. geht Olbers von ganz willkiihrlichen
Voraussetsungen fiir die eine unbekannte Grisse, auf welche das
Problem von ihm zuriickgebracht wird; aws, wie man aus den
Adort zar Erliuterung der Methode gerechneten Beispielensehen kann.

Weil bei der vorhergehenden Methode die Bestimmung der
Sehne 5;,3 aus der Gleichung

T,
(1 + 75+ 81,5)3— (1, +r3—sm)5=-‘f -

tn Hauptmoment bildet, so will ich jetzt noch zeigen, wie sich
Bese Gleichung nach meiner Meinung am besten auflisen lisst.

Weil 7y, r;, 3,5 die drei Seiten eines ebenen Drefecks sind,
ist immer
S8 <r 47y,

od man kaon also
sino = —"L3_

rtrs

n  Dadurch wird die aufzulisende Gleichung

(r 473 +’1;a): — (1 try—s sa)3=1‘?

die folgende Form gebracht:

. 3 (eeg! = ___1198 *
(1+4sinw); —(1—sinw)i p(ry +73)d

¢l aber, wie man mittelst leichter Rechnung findet:

(cos%m isin%—m)’: 14 sino

s kann man die obige Gleichung auch auf die Form

_ Tz
p(r +r)i’

, wenn man die beiden Cubi auf der linken Seite des Gleich-
ichens entwickelt, auf die Form

(cos % w+4sin % )3 -(qqs %— 0—sin % )3 =

T3

1 _.1 .1
6cosz2-co'zsm§m + Qsm:zj ma:m
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bringen.. Setst man nun .
cosé o?=1—sin %m’,
80 mrd die vorstehende Glelclmng

1] 3

6 1 4 !
sing o — smﬂw _p(r,-{-r,)ﬁ

oder

Weil 5153 <r, +rs |st, so |st

n +"3 +3m < 2(ry +13),
und folglich
(r 473 ta,8) < 2(ry¥rg)i.
Also ist um so mehr .
(rytrsts1,) — (ritry—sy,3)t <2 (ry+rs)i,

und daher, weil

(74 rsFapp)t — (ryFrg—s.5)F = ﬁf
ist:
" U3 9% (ry + 15d)
oder ‘o

T1:3
TVE Al S

Daher ist man berechtigt

T153

SN0 = 2eva.(ry Fro)t
zu setzen, wodurch wir nach dem Obigen die Gleichung

1

N .
mém 3 sm:zto 1 .
’—17-9—— '—a . ‘/Q p— —13"’0
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die Gleichung SR
3
/sin;i—w 3 sin;‘zm 1
k—v—2- i v +4 sinO:.—.Q
len. Nach einer bekannten goniometrischen Formel ist aber
sinéo"—%:singo-} %s‘:no;:(). .

leigl;lt man diese Gleichung mit der "vorhérgehendon.' 80 er-
- sich: - -

.1

Sing @ l 1 .

73—=8i"3 6, sin g @ =sin 30.1/2,
man hat also zur Berechnung von s,,; nach dem Obigen die
:nden sehr bequemen Formeln:
no= ——_“"_’3_-_.

2uv2.(ry 4k

| aber

» 8in % w=sin :-130. y‘) s fs=(n +ry)sine.

cos :1, 02=1—2sin :-l} 62 = cos fl; 62—sin ;]; 0’=cosg 6

woraus sich .
sino=2sin :l! wcos % w:".ﬂvi.siué o,\/—éos.; 0

bt, so kann man die Formelu zur Betechnungl' von s;,5 auch
olgende Art darstellen: »

D)

v T1s3 — { 2 ! <
me= mﬁ s 8§ ’3_2VQ° (1'. +7")s“\ 3 ) 0033 6-

s die Gleichung

t !’
(ritrstsn)i—(rtrs—s5)i= '—:
Seang auf 5,5 als unbekannte Grisse immer nur eine reelle
live Wurzel, die kleiner als »,4r; ist, haben kann,elisst sich
b wf folgende Art zeigen. Sind némlich tiberhaupt s und s
i reelle positive Grissen, die unter sich ungleich und beide
et als r,4r; sind; so ist, wenn wir s als die grissere dieser
. Grissen annehmen: .

(rytrs 83D (rtrgts)i,
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(rtrs— ) < (rp 4 r3—8)%;
also

(r 449t — (413 —0)1 D> (i 4r348) 5 —(r+rs—8),

woraus unmittelbar erhellt, dass es nicht zwei reelle positive
Werthe von 5,5, di¢ kleiner als r,4r; sind, geben kann, fir
welche die Grosse '
(rtratss)i =trs—a)t
ein und denselben Werth erhilt, wodurch die oben ausgespre
chene Behauptung erwiesen ist. '
Die eine reelle positive Wurzel der Gleichung

(ritrstan)i—(rtrs—ane) = ?'F’! ,

welche unter r4r, dieselbe nach dem Vorhergehenden nur haben
kaon, erhiilt man aber, wenn man in den Gleicbungen

=T g 1V 2
smO—-zu VG, 4’ $153 =2v2.(ry471)sin 30 cos3 6

den Winkel 6 positiv und kleiner als 90° nimmt, was vermige
der ersten dieser beiden Gleichungen offenbar verstattet ist. Dam

sind niimlich offenbar auch 2—1;0 und .—;0 positiv und kleiner als W,
und die Formel

2
81,3 =242.(; + rg)sin% OVcos 3 (V]

liefert also, die Quadratwurzeln positiv genommen, fir s,,; einen
reellen positiven Werth, welches der gesuchte ist. '

‘Wie schon oben bemerkt worden ist, habe ich in dieser Ab-
handlung zunfichst und hauptsiichlich den Zweck vor Augen
habt, die zweckmissigsten Auflosungen des Cometenproblems im
Allgeneinen zu skizziren und in einer Generaliibersicht dem Leser
vor die Augen zu fiihren. Die hin und wieder noch nithige Aus
feilung der betrefflenden Formeln, um ihnen zur Anwendung bei
numerischen Rechnungen eine miglichst bequeme Gestalt zu
geben, werde ich, insofern sich die vorliegende und die friihere
Abhandlung iiber das so wichtige und wegen seiner Schyierigkeit
so hichst interessante Cometenproblem des Beifalls der geehrtea
Leser des Archivs einigermassen erfreuen sollten, vielleicht noch
zum Gegenstande einiger spiiteren kiirzeren Aufsitze machen, wo
deun zur besseren Erliauterung auch vollstandig ausgerechnete Bei-
spiele nich¢ fehlen sollen, iudem diese Beispiele mir zugleich eine
passende Gelegenheit darbieten werden, zu zeigen, wie die simmt-.
lichen Elemente einer Babn zu bestimmen sind, was freilich, wenig-
stens in Bezug auf die Neigung und die Linge des Knoteos, schos
aus der friiheren Abbandlung mit hinreichender Dentlichkeit erhel-
let, und iibrigens in seiner weiteren Ausfiihrung keinem mit der
wi_sse'r:schal'tlichen Astronomie gehirig vertranten Leser unbekanat
sein kann.

- ——————— -
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XTIV.

ber die Ausgleichung der Beobach-
tungsfehler.
(Methade der kleinsten Quadraté.).

Von dem
Herrn Professor Dr. J. Dienger

an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe.

Die Grundsitze, um die es sich in diesem Aufsatze handelt,
allerdings schon seit geraumer Zeit festgestellt, so’ dass es
jetzt mehr um die Methode dér Darstellung und detr Beweise
leln wird, als um jene selbst; trotzdem aher scheint es mir,
i gerade die Nachweisuni: eben jener Grundsiitze sehr Vieles
wvinschen iibrig lasse. Ich habe es desshalb im Folgenden
wcht, eine folgerichtig durchgefiihrte, zusammenh#ingende Dar-
kg l;ener Grundsiitze nnd der auf sie gebauten Lehren zu
m. Die Grundansicht, von der ich ausgegangen bin, ist die
Hagen, wie sie auch Wittstein i seiner Uebersetzung
Naviets Differential - und Integralrechnung befolgt hat. Dass
sinem schon mehrfach bearheiteten Gegenstande die Lehrsitze
nen sind, versteht sich von selbst; es war auch nicht meine
, dergleichen neue zu erfinden, soudern bloss die verhan-
in mathematisch strenger Weise zu begriinden.. Die paar
Je aus der Wahrscheinlichkeitslehre, die angewendet wurden,

sich in jedem elementaren Lehrhuch dieses Zweiges der
tischen Wissenschaften. .

S L

' Alle unsere Beobachtungen sind mit Fehlern behaftet, und es
s gewissermassen unmiiglich, diese Fehler durchaus zu ver-
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meiden, zum mindesten haben wir kein Mittel, diess zu erkennen,
so dass wir also jedenfalls auf Fehler rechnen miissen. Diese
Fehler werden mehr oder weniger leicht begangen werden, ,f
nachdem sie kleiner oder grisser sind. Je mehr ein solcher Feh-
ler miglich ist, desto eher wird er begangen werden, desto eber
wird man also darauf zihlen ktnnen, dass er zum Vorschek
komme; je griosser er ist, d. h. je weniger er, bei guten Be
obachtungen, miglich ist, desto weniger wird man auf ihn zihlen
diirfen. Ueber eine gewisse Grinze hinaus wird es bei genane
Beobachtungen miglicher Weise keine Fehler mehr geben; ebe
so wird man auch annehmen diirfen, dass ein jeder Fehler pos-
tiv oder negativ vorkommen kann, d. h. dass man eben so leicht
fiber den wahren Werth des durch Beobachtung Gesuchten fek
len kinue, als unter denselben. .

Man setzt natiirlich voraus, dass die Beobachtungen selbst
mit so viel Sorgfalt als miglich angestellt seien, so dass, m
den wahren Werth % einer durch Beobachtung zu bestimmer-
den Griisse zu finden, man zu ihrem durch Beobachtunﬁ gefunde
nen Werthe £; nur noch eine sehr kleine Grisse X’ hinzufi
muss. Diese Bedingung ist durchaus nothwendig; schlechte
nba::lbtungen kénnen nicht durch die Methode zu guten gestempelt
werden.

Jeder Fehler, der einer Beobachtung anhaftet, kann betrach:
tet werden als das Ergebniss eiuner grossen Anzahl sehr kleiner
Fehler, durch deren Zusammentreflen er entsteht. Jede Beoback
tung lisst sich néimlich offenbar zerlegt denken in eine sehr grosse
Anzahl Operationen, deren jede mit Fehlern hehaftet ist; die
Summe aller dieser einzelnen Fehler ist nun der Beobachtungs
fehler, der begangen wurde. Es wird daher erlaubt sein, im Al
gemeinen jeden Beobachtungslehler anzusehen, als entstanden
durch Summirung einer unendlich grossen Anzahl unendlich klek
ner gleicher Fehler, die wir Elementarfehler nennen wolles.
Jeder dieser Elementarfehler kann positiv oder negativ sein. Diest
Voraussetzung zugegeben, entwickelt sich nun die gesammte
Theorie leicht.

§. 2.

Sei « der Elementarfehler und sei m die Anzahl der Elemer
tarfehler, indem wir alle diese Elementarfehler gleich gross vorass
setzen. Jeder dieser m Fehler kann positiv oder negativ sein
Aus der Lehre von den Verbindungen findet man fiir die Anzabl
der miglichen Verbindungen:

wenn alle Elementarfehler positiv sind ... 1, und also der gan
Fehler ma;

wenn m—} Elementarfehler positiv sind, 1 negaliv ist ... =, uad
also der ganze Fehler (m —2)a;
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. . m(m —1)
m—2 Elementarfehler positiv, 2 negativsind ..—75—, und
also der ganze Fehler (m—4)«;

m—3 Elementarfehler positiv, 3 negativ sind ‘"ﬂ-'-—;)—gn:g—),
und also der ganze Fehler (m—6)c;
A Y

alle negativ sind ...... 1, und also der ganze Fehler —ma.

.8 ist offenbar erlaubt, m als gerade Zahl anzusehen und
m=2n zu setzen. Nun ist klar, dass ein Fehler in dem
se moiglicher sein wird, als die Anzahl der Verbindungen,
 die er entstehen kann, griisser ist. Heissen wir also all-
in v den Beobachtungsfehler, = seine relative Miglichkeit,
it man folgende Uebersicht:

= r =
0 2 (2n—1).... (n+1)
"""" 1.2....n ’
m(2n—1)....(n+2)
*2% ....... 12 =1 °’
2(2n—1).....(n4+3)
o ol 12..—9)
+2e ... ... ... 1

Die Zihler der zweiten Reihe haben nur insofern eine Bedeu-
i,‘als sie die Verhiltnisse der Moglichkeiten der betreffenden

chtungsfebler ausdriicken. Ein Gesammtfebler 4 2na, im
Ailtniss zum Fehler 0, wird also moglich sein im Verhiltniss

1z 2"(2"-;;)"';‘(""-]) - Erinnert man sich, dass n unend-

1gross ist, so ist dieses Verhiltniss unendlich klein, also ist

‘Fehler 32na, im Verhiltniss zum Fehler 0, so viel als unmdg-

L Ganz bestimmt wird ‘man diess im Allgemeinen- aber ‘nur

| dnem unendlich grossen Fehler behaupten diirfen, so dass
als unendlich grosse Zah!l ansehen miissen.

Sei nun 5, die (absolute) Miglichkeit eines Fehlers 0, s die
!g’:hlers v=2%0a, v’ die eines Fehlers (27 4+2)«a, so ist nach
& Obigen : :
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w(20—)).... (r tr+1) 20(2n—1).....(n4r42
s 12...(n—r) o 120 e—r=1)
s 2a@n—N)..(n¥1y ° s, 20(2n—1)...(n+D)
oo 12..n T 12.m
Sei nun !
v —v=dv=2a, §'—s=ds;
8o ist ' o S
S=s_ s
S %

Nun ist iber:

o 5_’_-‘_1(_"__-' ;_)___1 241 s
o Sso\n-tr+l ST ntr 41T 5,

v
Py —T r———3
v=dre==rdo, r=-_;

also '
ds_ s 04 dy . ds _ vide
S0 So ndvoyr¥dv’ sdv = ndvifodotdv®

Nun ist dv, so wie 4s, unendlich klein, ndvo=2nc unen
gross, also ndr? im Aligemeinen endlich und positiv, so -

wir seinen Werth =/7»l-i setzen wollen. Daraus folgt also:

1 os
et A — b2p?
pe 2%, s—c.e b,

worin ¢ eine willkdhrliche Konstante ist. Fiir 0=0 ist s:
also endlich:

s==55. e~ h*0*, )

Diess ist nun der Aﬁsdruck der relativen Miglichkeit e
Fehlers v, in Bezug auf einen Fehler 0.

§. 3.

Suchen wir nun die Wahrscheinlichkeit, dass ge
ein bestimmter Fehler begangen worden sei. Es ist von -
herein klar, dass, da eine unendliche Zahl vonFehlern migl
ist, die Wahrscheinlichkeit, dass gerade ein einziger bestim
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aus. dieser- Menge be‘,mngen- worden, “1mendlich: klein: sein wird;

dafliv aber’ wird das Vérhiiltniss. der ‘Wahrscheinlichkeiten zweier

soleher bestimmter Fehler ein endliches und offenbar gleich sein

dem Verhiiltniss ihrer relativen Miglichkeiten. Sei also w0,y die

(unendlich kleine) Wahrscheinlichkeit, dass gerade der Feh?er 0
- begangen worden, so ist die Wahrscheinlichkeit w, dass gerade
i der Fehler v begangen wurde: : :

=wy.e—, 2)

worin also w'die Wakhrscheinlichkeit ist, -'duis v der Fehler'd;;r
gemachten Beobachtung sei. " Do .

Nach den Grundsitzen der Wahrscheinlichkeitsrechourig ist
aber die Wahrscheinlichkeit, dass von einer gewissen Anzahl Er-
cignisse, von deren jedem man die Wahrscheinlichkeit kennt,
irgend eives eintrefle, gleich der Summe der Wahrscheinlichkei-
ten der einzelnen Ereignisse. Daher ist die Wahrscheinlichkeit,
dass irgend ein Beobachtungsfehler begangen worden sei, Zw,e—h"*,
worin das Zeichen 2 andeutet, dass man die Summe aller Gris-
sen wye—h'** nehmen. soll fiir alle moglichen Werthe von ». Nun
wt aber gewiss, dass irgend ein Beohachtungsfehler begangen
wurde. Daher hat man: ’

. Ewge-Wri=1. ' (3
folgt : .
nem“ Sy, - . — 1 — ov _ oo
so d o= X = e Fe g S

% .
e—hv"gy
—» .

aber bekanntlich

st s= f “e-h1%gy ='%;E.
. -2
W also
eit e ' o= _h 9%
. 0= V=
blglich :
h
w=—--,-7== e—1*v'gp, 4)
ss ge
von Grisse driickt also die (theoretische) Wahrscheinlichkeit

m i g i, das o der Fehler sei, den man in der gemachten Beobach-
n babe. :

IVIIL 11
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Nach dem . ahgefthrten Satse der  Wahrseheinlichkeits:

uiag folgt daraus, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der bei
gemachten Beobdchtung -begangene Febler zwischen a un

(f>e) liege, ist:
& e,

Diese Grisse (5) driickt somit auch die Wahrscheinlichkeit
dabs der gemachte Beobachtungsfehler die Grinzen « und g1
Giberschreite. Daraus folﬁt, dass die Wahrscheinlichkeit a pi
dass bei der gemachten Beobachtung kein Fehler vorkomme,
sen absoluter Werth « iibersteige, ist: :

V—-"_;f' ~o'dp =—2V!‘;.f°e—v--ao, a>0. - (6).
- (/]

§. 4.

Das Integral, das wir so eben gefunden haben, ist fiir un
Untersuchungen sehr wichtig. Man hat Tafeln dafiir, und nan
lich hat Encke in dem Berliner astronomischen Jahrbuche
1834 zwei solche gegeben. Setzt man in (6) An=¢, so wird j

D) t

Integral zu yvas e—*0t, wofiir nun Encke eine Tafel g
,‘ .
o 2 "
ben. Eine andere hat er fiir — f ® erot gegeben, wo
Vi,

0 =0-4769360 . 5.).

Man ersieht aus (6), dass, je grisser A2 ist, desto unw
scheinlicher grissere Beobachtungsfehler. sind. Daraus folgt, «
von zwei Beobachtungsweisen, fiir welche 42 verschieden ist,
jenige die bessere ist, fiir die A? grisser ist. Daher kommi
dass man A fir das Maass der Genauigkeit der Beob
tungsweise, der es zugehirt, nimmt. Fiir verschiedene
obachtungsarten wird also A2 verinderlich sein, aber kons
fiir Beobachtungen, die nach derselben Weise gemacht wer

§. 5.

Vermige der in §. 4. erwiihnten Tafeln wird es leicht «
a priori liber die Wahrscheinlichkeit des Vorkemmens besti:
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F=az +by+cz+.nun-, (8)

worin a, ¥, ¢, ..... Konstanten sind. Seien 'l'erner 2, Y52y eem
3:5 Bﬁ:bachtungen zu bestimmen, und nehmen wir an, man wisse,
8

a=a, b=b,, c=c,..., sei F=5M,,
a=ay, b=b’, C=Cgy eoeen o3 9y F'—'—'l"’,

a=ay, b=y, .c=|cs......, » F'=0My,

wo
a, bis €1y e gy Ug, Cgyeeeeee UL 8. W

entweder Konstanten sind, die man zam Voraus kennt, eder die
durch ‘die nimlichen Beobachtungen bestimmt sind, durch welche
M;, M,, ... bestimmt wurden. Man wird somit haben:

az+bytezt . =My,
o + bay + izt . =My,
T + bgy + C32 + eseqe =M’, (9)

wo es sich um die Bestimmung von z, y, 2 ... handelt. Wene
die Werthe der Grissen a, b, c, ... , durchaus genau wiren,
so wilrden von den Gleichungen (9) so viele, als Unbekannte vor- |
handen sind, geniigen zur Bestimmung dieser Unbekannten, und
die etwa noch weiter vorhandenen Gleichungen miissten durch die
Werthe dieser gefundenen Grissen erfiillt sein. Diese Vorauw
setzung ist aber unzuliissig (§. 1.). Nun ist klar, dass wir, be
der Unvermeidlichkeit‘dergBeobachtungsfehler, uns der Wahrheit
immer mehr niihern miissen, je mehr genaue Beobachtungen maa
macht; desshalb wird man in unserm Falle mehr Gleichungen
haben, als zur unmittelbaren Bestimmung von =, g, z, ...
nothwendig sind, und es muss also eine Rechnungsweise gesucht
werden, die jede Beobachtung nach dem ihr zukommenden Werthe
mit in Anschlag bringt. :

Wir haben so eben vorausgesetzt, dass die Gleichungen (9)
aus ciner einzigen Gleichung (8) entswingen. Diese 5oraul-
setzung ist aber keineswegs uuerliisslich; im Gegentheil ist es
gleichgiiltig, woher die Gleichungen (9) stammen, und wir werden
desshalb nur annehmen, dass man ein System (9) von Gleichun-
gen (des ersten Grades) aufzulisen habe, in dem mehr Gleichun-
gen als Unbekannte vorhanden sind.
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Man kann z. B. allgemein annehmen, -dass
F=dz+by+cz+ o,
Fo e 46y 4z + oy -
ol dass fir .
a=a, ¥=b, ¢'=0¢15 enerc t F'=M,

a'=ag, b"=by, ¢"=cCpy eerr. : F'=M,, -

N

wd man erhiilt so die Gléicbungen (9) weit allgemeiner.

Sei nun 13 das Mass der Genauigkeit (§. 4.) fir die Béob-
whtingsmethode, aus der die Grissen in der ersten Gleichun,
Eerl\alten worden; k,; eben so fiir die zweite u. 5. f.; sei wei-
v, die Wahirscheinlichkeit eines Fehlers ‘=0 filr die' erste
Methode , w0’ fiir die zweite u. s. f., so ist die Wahrscheiplich-
kit eines FeblerstF'—M, =v, : ’

'

woe—hnt (§. 3),
f einen Fehler F* —My=wv,:
w'ye—h’e: u. 8. f
ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle diese Fehler zugleich
woowuo"vmo e e—(hlﬁt;ﬁ-{—hg‘lvfg{i,’t'r,‘; -!-....'.)_

A . - vt o T L
mchdem -man - nun eine Annahme wmacht: iiber die. wahren
der Unbekannten z, y, z, ... » werden die Werthe von
) weey als0 auch der Fehler vy5. vy, ..., -sich iindern.. Jede
Annahme kann demnach angesehen werden, als eine Ur-
e, deren Wirkung das Bestehen der bestimmten Fehler o,
vl ist. Da, bei willkiihrlichet Annahme, £, v, z, ... all‘e
(reellen) Werthe von — o bis + o haben kinnen, so
¢ somit eine Unendlichkeit solcher Annahmen, und nun. ist,
den Grundsitzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, - die
heinlichkeit, dass eine bestimmte dieser miiglichen An-
gerade die rechte sei, ein Bruch, dessen Zahler gleich
der Wahrscheinlichkeit der Fehler unter der Annahme des
jener Werthe von z, ¥, 3, ..., und dessen Nenner die
aller der dhnlichen Wahrscheinlichkeiten fiir alle miglichen
YOO T, Y, %, ist, d. h, die Wahrscheinlichkeit, dass
2 ein bestimmtes System der 2, y, z, ... das rechte sei, ist:
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fo”"g&” peoseee € “a"’u’+h"q’+‘.'!a'+..l
zw’owuowo. ..... G_(‘A 29,24 Ag2ve24A3 20384 e, )
e— (8,30, 34-hg303 345 20334.....)
= Te—(bv, 3 Fhatvas 1 Bstegt foner)’

wo das Zeichen Z eine #hnliche Bedeutung wie friher hat. Die
ser Ausdruck ist auch gleich:

‘e (B 29 34Ry 3952 4hy20ts ----«)aza,az.....

Aus der unendlichen Avnzahl aller miglichen Hypothesen ibe
die wahren Werthe von z, ¢, z,.... wird man nun die auszuwih
len haben, deren Wahrschemlichkeit ein Maximum ist; d. h. ma
wird das System der z, y, 3, ...... auswihlen, fiir das die Grisse

e—(h30, 34 be%vy34By29,y24-.....)
ein Maximum, folglich die Griisse
h|20‘2+hgzva’+"3203’+ ------ = .Q. (12)

ein Minimum ist. Hierin liegt der Grund der gebriuchlichen Be
nennung der Methode der kleinsten Quadrate.

Man wird also haben miissen:

o i Ke 0
a;-:o, $=0' E—:O, ...... , 13

d. h.



Iu’vla% "‘&"’nao""hs"’sgh ""'—Lo’- -

av‘

b +».=,."’§z+/.,s.,""= —=tt (1)

0
.h.*v.—"kwa.%.—ﬁu.’v. Bt ..-o. .
ist
OI;M —F=Ml—(ﬂlz'i‘b‘.y"‘ch"'-...;),. '

v,—M,-I"”—Mg—(a,x-l-b,y-l-c,z-l- ------ ),

o 8 o |

a; ——al’ ayl b‘, a”l——c‘, oevee - ..
avg — av, . 8‘0’ _ -
r-—-"’ﬂg, ay ""‘.bg, '5; '-"'c.’, ------

r werden die Gleichungen (14)

‘ ---Ials(Ml —a,z-—b,y c,z-—- )al :—0‘
—"a’(Ma—asz—bgy—o‘z—- ....)u,

: g—-ln’(Mx—-axz—-bw—cﬁ—- )by :.=o’-'-.,._.» |
—h (My—ayr—byy—Cqz—i-Yoa—il) 0
man nun zur Abkiirsung: o
hy2a,3+ haag® hyPa?+ ... =[h%?], :
y2a by + hoPagby+ hyPagby + ... = [A%ab],
hy3a,6, + holages + h,*a,c, + .. =[A%c], (15)

yilt man die Gleichungen:
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(el + (Pply + [Wgls -+ 5[],

[A2ap)z + [A%3]y + [Wbe)e 4. = [A2MB].

o [i.zai-]x+[mc]y}[l.ace]z},'....-;':-_-[a«yé],-' :(16)
aus denen nun ‘¥, y, %, ... zu ‘béstimmen-sind. - Fir'den besc
deren (allerdings hiufigen) Fall, dass k) =—hy=hs=....., werd
die Gleichungen (16) zu:

[a®]x+ [ably + [ac)z +.....=[Ma],
lable+ [0y 4 el +o= L0,
[ac)z +,[§c]y, +[c”]z +onee =.[Mc]”,‘ - ( 17)

Seien g, 92> g3, -- Zahlen, so bestimm.t, dass
Ry kg2 kg ... =g1:92: 935 woe
so werden die Gleichungen .(6) zu: _
) [9a®)z+ [gab]g('+ [gaclz +.....=[Mag], .
[gabla ¥ [96%y + [gbels-+ o =[Mbg],
[gaclz + [gbcly+[gc?)z + ... =[Meg], a®

Sind g, gg, ... ganze Zahlen, was man immer einrichten kan
so sieht mau, dass. das Gleichungssystem (18) auf das (17) 2
riickkommt, wenn man nur bei der Ableitung des Systems (1
aus den Grundgleichungen (Y) jede dieser letztern so viel m
zihlt, als die ihr entsprechende Zahl g angiebt. Daher rihrt ¢
Benennung: Gewicht einer Beobachtung, die man den Ze
len g beigelegt hat. Da die Gewichte blosse Verhiltnisse sir
80 ist es weit bequemer, dieselben statt der Genauigkeitsmas
einzufiihren. Ist allgemein r der wahrscheinliche Fehler @ £
der dem Genauigkeitsmass % entspricht, so ist:

1 1 1
D1:92:9s¢ ....:;lg- 3-7—22- 2;:,—," LI (19
§. 7

Wir haben in §. 6. vorausgesetzt, dass dié Grundgleichunge
(9) die lineare Form haben. Jede andere Form kann aber aw
diese zuriickgefiihrt werden. Gesetzt es sei:
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FEE, g, 5o 0,0y €02)y - 1508
F”— "(x, Ys %y werens s @, b, c.....), N C
nan babe wieddr fir
a=ay, b=b;, c=¢1,00.., F'==M,,

a=aqy, 6'—62, C=02,. .y F”:Ms,

‘ihle man = der dadurch zu erhaltenden (zlelcbungen aus
2 n die Anzahl der Uebekannten Ty Ys Ty aeee ist) und be-
ie_nun daraus Werthe von z; Y 3yl Selen 2o, yo, 79 ..
Werthe, zo+2', yoty' sotz's e aber die wabrschemllcb- '
Werthe der Unbekannten, so werden &y 9, 5. . im"Allge-’
en sehr kleine Grissen sein, deren die erste ﬁberstel ende
nz vernachlissigt werden kann. 'Ist also F, .der. Weeth.von
|lr. T==Zy, Y=o, 3=%,-.; Fy eben so der ven F fiir dbese:
the, =zo ist:

F oF, , ,oF
F'.—.F.+xa‘+!/ o+ g
—res ,an,u Gt L

l i .
.. BRI

s folgt dass man zur Bestimmung von 2, y,,z, - die For-

v des §. 6. hat, svenn'man dort andert: ‘v 0

M,,y, by Cp s T, ¥ ,_-...'.'.-.'I ) .
dglich 'iﬂ.:':- ol R e !
L] : L . '-;..-: o A T

M—F, gos gy0? Bg? = TRy iy
dass man. hat: -
@n
g;-gio '*[9350 o |y +[9§£, %]z Fom
= [(M—F)yr]
rgf., aF] ['laal;o gf]y+[_ ?,: g% .....

" fnmo]
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J:ﬂg% g,']‘”' + [!I% 245].«/ +[9%23% P -
=[—nsE]

worin

F.=w”(z0’ ytn 205 eeseey g, b’, c’, 'nn) a. 8 WwW.°

ist, und wo ganz wohl ¢'=¢".... sein kann,

'Sind noch Bedingungsgleichungen vorhanden, so ist die Ilo-

bandlung wie bekannt.

§. 8

Angenommen man habe fir die Grossen N, NV, ..... die wakr
scheinlichsten Werthe n, n/,...., gauz unabhiingig von eis-
ander gefunden, und seien r, 7, ... die wahrscheinlichen Fehle
dieser wahrscheinlichsten Werthe. Sei pun:

1) V=aN, « eine Konstante, und man suche den wahn
echeinlichsten Werth von ¥, so wie dessen wahrscheinlichen
Febler. Sei A so beschaffen, dass kr=¢ (§. 5.) und sei n, der
wahre Werth von NNV, so ist die Wahrscheinlichkeit eines Fe‘llen
N—n,=v, indem man N einen willkiihrlichen Werth beilegt:
woe—*v3 (§. 3.). Also wird, nach dem in §. 6. aufgefiihrten Grund-
satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die Wahrscheinlichkeit
dieser Annahme fiir IV sein:

e—b2v2p [V

I
S eman

= ke-b"3N, k f ® i N—1.
-®

Diese Wahrscheinlichkeit muss ein Maximum sein, weon man N
seinen wahrscheinlichsten Werth n beilegt, d. h. man muss haben
v=N —n (also fiir #, den Werth n wi lenl}\; so dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein gewisser Werth [V der rechte sei, ist
ke—-»(N—m3 9N, Was %k anbelangt, so findet sich:

h
‘/‘G e~ (N-nm2gNN = %—;, also k= T—“h’,

-
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mit die Wabmheinlicbkelt, dass dcr becﬁmmte Werth N
chte sei: - -~ . .

, V—"_ =43 ON,
= )

it V=alN, N= {: ; also ist diese 'Wabfschelnlich_k,eit: .

h _ e_:?;(r—m)o oV,

« £ 9

ugleich auch die Wahrscheinlichkeit lst, dass. ein bestimm-_
etth ¥ der wahre Werth d;eser Griosse sei. Diege Wahr-
lichkeit ist ein Maximum fgr V=on, also ist der. wahry
lichste Werth von ¥V gleich an. o

lie Wahrscheinlichkeit eines Fehlers o ist

_;.s(V_ ) Brp_ems B A p—amy
2 e —=—=wye as Pt~} as a V
=Wy 0 « V“,; >

man’ leicht nach §. 3. ﬁndet Daher Ist (- 6) der Wahr-
dliche Fehler r, bestimmt durch r,-=9, d. b. man hat

m, so dass der wahrscheinliche Fehler von ¥V |st er, webnn
et wabrscheinlichste Werth von P-ist. ©

) Sei nun ¥=N+4 N’, und man sucht eben so den wahr-
slichsten Werth von V' mit dem wahrscheinlichen Fehler
t Bestimmung.

lien h, & bestimmt durch die Gleichangen rh=g, A’ =0
t, wie oben, die Wahrscheinlichkeit, dass ein estlmmter
% N der wabre Werth dieser Grusse sei: .

— e—B(N—mp
V T
80, dass NN’ der wahre Werth dieser zweiten Grisse sei:
h’ N S ' _
— e"‘"(N""")‘a ", e
V=

Vahrschemhcbkent also, dass diese zWel Werthe zngleich d|e.
n seien, ist

hh’ " )
— ¢=hH(N=n):—R¥N'—w)? § NBN‘
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¢ Db N'=V—N,; w0 kann-nian also auch sagen, die Wahrschew
lichkeit, dass N und V' — N die wahren Werthe seien, sei -

N v Y
= e=ht(Nen)3—W3(V=N—n')2d NON".
n

Diese Grisse driickf also auch die 'Wahrsclleinliéhkeit aus, 1
zwei bestimmte Werthe N und ¥ die wahren Werthe dieset
Grilssen zu gleicher Zeit seien.

Um die Wahrscheinlichkeit zu haben, dass der (bestimmts,
aber ‘willkgibrlich angenommétie) 'Werth ¥ der wahre sei, wmis
auch’ immier IV sei, muss ntdn die Simme der Werthe obige
Grasse nehmen, indem man IV alle Werthe von — oo bis 4o
beilegt. Diese Summe ist : :

l‘_!'_’aNf f ae—h(l\’—u)’—h”(V—N—u’)‘aN,
p o , |
und diese Grigse driickt also die Wahrscheinlichkeit aus, dailk
der bestimmte Werth F der wabre Werth sei, was auch N s,
d. h. also unabhiingig ven N. Nun ist aber: ‘
Lo - . ] —_ Ll

BN B Vs Nyt (R4 ) (N-— "—”‘L,T,’%T,—“l”

© h2p

t g (Y=
also wird obige Griisse zu:

hly B2R2 ()2 fae e_(hq way N h2F ARtk 2w,

“_N'e Bt TR 9N -
™ -
, (L T
=V_"‘~hf_’;’2‘?}ii',c‘h_a+m‘ e
T G

Diese Wahrscheinlichkeit ist ein Maximum fiir F=n+4 2’ ml
sonit ist der wahrscheinlichste Werth von ¥V gleich n 4 .

Sei h, das Mass der Genauigkeit dieses Werthes, so wird
man wie in Nro. 1. finden, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eines
beliehigen Werth von V ist

L R —rr Y
k(7
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i haben wir aber gefunden,  dass dieée, Wahrscheinlichkeit ist

hh! v _ b3 (Fe—n)d

VN Rl o,
;o hat man .
R foe e A
2T N Rk

‘enn re der wahrscheinliche Fehler von V=n 42’ ist, so0 ist
kg=¢p; also ’

Vh’ I;"‘ '3

' 3) Sei

V=eN+48N',
und g Konstanten sind. Der wahrscheinlichste Werth "von
st an (Nro. 1), von BIN':fn’; die wahrscheinlichen Fehler

or und gr, Also ist (Nro. 2) der wahrscheinlichste Werth
¥V: an 4 fn’, mit dem wahrscheinlichen Fehler

: . ' A o3 F g2 B33,
8 Sei '

"ea
rNi
ind
na

M=ol + pN'+7N".

wahrschemhchsten Werthe von «NN, BN, yN" sind: an, pn’,

ro. 1.), mit den wahrscheinlichen Fehlern or, pr‘, yrv.
ist der wahrscheimlichste Werth von ¢V 4 fIV': an 4 ﬂn’ mit
wahrscheinlichen Fehler

Voot + 5 (Nro. 3),
auch der wahrschemhchste Werth von
V= (eN+paN)+ yN" gleich an 4 fn’ 4 yn"
; dem wahrscheinlichen Fehler

V WaEmimmae 4 o =V BT ,

5 Fihrt man so fort, so sieht man, dass der wahrschein-
e Werth von

V=aN}gN +yN"+6N”'+ ......
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- an4 o' fyn* 4 "™ p.ic.,

* mit dem wahrscheinlichen Fehler
V2 F B 5 F 6 4

Wir haben hier ¥V als lineare Funktion von N, N',.....
nommen. Im aligemeinen Falle, da also

V=f(N, N', N“, .....),

wird man immer -
N=n+44N, N"'=n‘-|-.dN', Ni=n"+ AN, .......
annehmen i:c'fnhen, ‘und dabéi voraussetzen (in‘irfen, dass 4N,
.. sehr klein sind. Ist nun

Vi=/{f(n, ', n .....),

so_ist dann:

vep =30 vy L any S ey .,

Die wahrscheinlichsten Werthe von 4N, 4N, ..... sind off¢
Null, also ist der wahrscheinlichste Werth von ¥V gleich ¥
dem wahrscheinlichen Fehler

AN LA SN LA
\f —6;) r2 4 67'-) r24 e 2+t

§. 9.

Die bisher bewiesenen Lehrsifze liefern uns nun die M
die wahrscheinlichen Fehler der durch die Gleichungen des
bestimmten Grissen z, y, z,..... anzugeben. Seien 7, 1
die wahrscheinlichen Fehler der Griossen M, M,, ....., die
die Beobachtung unmittelbar gegeben sind, und nehmen wi
dass die Auflisung der Gleichungen (18) oder (16) des §. 6
geben habe:

x':al]']l +02M2+ %Ma + vesny
y=6My+ My + B3 My ..., 22
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so hat man, nach dem aligemeinen Lehrsatze des §. 8., als wahr-
scheinlichen Fehler von : .

z:¥Te?r%], von y: N [F%%], von z:V 2] u. 8. w.,

we das Zeichen [o¢2?r?] eine Bedeutang hat, die in % 6. erklirt
wurde. Wenn man die Gewichte statt der wahrscheinlichen Feh-
ler einfilbren wollte, 2o hiitte man nach §. 6.:

. 1.1.1
’, 3:" ’3 ’: corese T3 S =2 Leues
R L 9.'92 9 ’

wd wenn R und G der wahrscheinliche Fehler und das Gewicht
vem & ist:

1.1, 1 ‘m
Fz—l‘?fr_,i =G:g1gaieeens r’:;:R’r-

QIS

» keonstant, also, da R=4[o3r3]:

1
. G= —a2-3 ?

7l

we natlirlich die Grilssen ¢ und & auf dieselbe Einheit des Ge-
wichtes bezogen sind. Eben so ist, in Bezug auf dieselbe’ Ein-
heit dag Gewicht von

, von z:

1 1
S = Ty e
51 7]
Gesetxt man habe eine lineare Funktion

- Q=qoxtqyt+ gzt ...
Griesen 7, y, :, ..., 80 ist also nach (22): .

Q= (q.4+ b+ +... )M
""(9'9“2 + qlpﬁ + qﬁ”"" "“)MS
+ (9003 + q1Bs +qays F o )My
F+ cteeny

tho nach dem allgemeinen Theorem des §. 8. der wabrschein-
kbe Fehler von Q:
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‘{ (g + 918 + gorit<-.-)?n 24 (qm-tq:ﬂﬁ L )*'
+ (goes + 1y + gers +...)%5% +...

=vlq 02[“m] +2qo 91[“.3’ %] +2q° %[“)"2] +. ) .

T gt [Bre] 4 29,0508} '|' )

R + q42[7*r%] +~- -

I R

Wenn alle Beobachtungen, durch die M,, M,,...... erha
worden sind, von gleicher Genauigkeit whren so wiren die G
sen ry, re.... alle gleick; und wenn also r der wahrscheinli
Fehler dleser Beobathtungsmethode wire, so hatte man fiir

wabrscheinlichen Fehler von 2, y, z,....:
e, VB, V[, e

und der wa;hrscli'e'inlicbe'Fehler von Q wire:

rvigu?[e?]+29.9: [@f] +29¢qa[ay] +ooe
+ 02 [82] + 2q190[67] + ...
+ ‘122[7’] + .

‘Wir wollen pun em paar besondere Fille untersuchen.
) sel (§08) L | |
- F=z,

d. h. sei eine Grisse o unmittelbar durch Beobachtung 7u best
men. Man hat also (§. 6.) alle a=1, b=c=.. =0, also [g
=|g] und folglich

_ oM tg. Mo+ gy ils+... +9"'Mm
[ole=loM]: == gat 93t F g

wenn m die Anzahl der Beobachtungen ist. Das Gewicht voi

ist, da , a=m

1 1

A T
Rl Rt Et-tiee
Sind also Beobachtungen gleich so kann man eine da

mit der Einheit des Gewichts in echmmq bringen, also set

D =g2=cwe.=0m= 1 ,
und hat dann
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a:::”l +M’+.-.+ Mm

m
mit dem Gewicht m, oder dem wahrscheinlichen Fehler %

Diess ist die bekannte Regel des arithmetischen Mittels.
Bei m gleich genauen Beobachtungen derselben Grisse ist also
das arithmetische Mittel der wahrscheinlichste Werth dieser Griisse.
Zugleich haben wir hierin eine weitere Bestiti ng des in §. 6.
Aunigefihrten, dass ein Gewicht m, das einer Beobachtung (Be-

| stimmung) zugelegt wird, bedeutet, die Beobachtung sei gleich

t )

m Beobachtungen zu rechnen, denen das Gewicht 1 beigelegt wird.
Der wahrscheinliche Febler ist aber nicht der mte Theil des wahr-

;.eillngilnliehen Fehlers jeder Beobachtung, sondern nur der 4/ mte
eil.

2) Sei

F=ax,

__[gaM
xr= T—ql-lya
mit dem wahrscheinlichen Fehler:

)%, ( ra)? i
Ve TV P

Far g,%,:.... ist ry=ry=..==", also der wahrscheinliche Feh-
r
lr von z: “Vi—.a_a:]: .
J) Sei

so ist, wie so eben:

-

F=ax+ by,
» ergiebt sich:

' p (9871 [ Mga] —[abg] [Mbg]
= [90°][9t%] — [abg][abg]

__[a%91[Mbg] — [abg] [Mag]
Y= Ta2g][629]— [abg][abg]

Algo ist
Theil X VIII. , 12
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o =90y —[abglbyg,
1 _[aﬁg] [b“y]__[abyT[;bg] s seeey

fi= [a%g]bign — [abglayg .
= [ [5% —[abo][abg)”

 [96%][a%g*%]—2( b?g][abg][abg>r®]+[abg P{6%*"] -
[o*?] = t1a%g] [6%9]— [abg] [abg]}?

(gra) 0o 0%™7)2(% abglabs™*] 4 [abg g

\[a?g] (6%9]— [aby fabg]

Flr r, =rg=...==7r ist:

b%]r2 ar . [a%]r®
[e22%] = W[_[I’Q]]_ l—a’[‘,]i' » (7%= [az][(,:;].i [at]® ’

u. 8. W.

Wir wollen eine Bemerkung iiber eine praktische Frage bei:
fiigen, da sie sich leicht durch das Gegebene ldsen lisst. "Ange
nommen man messe zwei Linien L und { mittelst desselben Maas-
ses A und habe bei jeder Niederlegung der Messstange 4 einen

wahrscheinlichen Fehler r zu firchten. Sei m==> 80 ist also

L=A44441+.... (m mal),

also nach §. 8. der wahrscheinliche Fehler von L:
1'.‘\/.1; = \/-lé’

eben so der wahrscheinliche Fehler von : r\/% Nehmen wit
nun an, man habe bloss {(/ < L) gemessen, mit dem wahrscheio-

lichen Febhler r %, und man habe (etwa vermittelst eines geo

ditischen Dreiecks) L berechnet, und gefunden L=pl, so wird
jetzt der wahrscheinliche Fehler von L sein (§. 8. Nro. L):

pr lr, wiithrend er im ersten Fall nur

o« L | =
N =N vp
war. Misst man also ! nur_einmal, so ist der wahrscheinliche

Fehler dieser Messung r\/—){_-, und also der jeder andern Linie,
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die avs der ersten geschlossen und pmal go gross gefunden wird,
gleich pr -i— Gesetzt nun, man habe Z jorxial;gemessen und
ws den Ergebnissen das arithmetische MlﬁVﬂommen, so ist

ler wahrscheinliche Fehler dieses Mittels r

sern Linie L :
1 V'ﬁ v’l
pr [;T— A—__ i

Daraus ergiebt sich, dass, wepn man aua einer gemessenen Basis
¢ines Dreiecksnefzes / eine pmal so grosse Seite schliessen will
uit derselben Genauigkeit, als hitte man sie einmal gemessen,
nan die Basis pmal messen muss.’

{ -
i also der gris-

§. 10.

Man kat-m die wahrscheinlichen Fehler der Unbekannten z,
%;%.... einfacher bestimmen, als diess so eben geschehen ist,
vie in folgender Weise erhellen wird.

Gesetzt man habe aus den Gleichungen (18) z. B. gefunden:

__E[Mag] + FI Mbg] + G[Meg] + ...
*= T Elacg} 4+ Flbeg] + G[Pg) +- °

inein E, F, G,.... weder M noch c enthalten. Die Form, die
Werthe von z gegeben wurde, ist keineswegs willkiihrlich,
man weiss, dass, wenn P der allen Werthen der Uebekann-
z,y, z.. gemeinschaftliche Nenner jst, man den Zihler von z
en wird, wenn man tberall ¢ mit M vertauscht, und P kein
athalt. (Su%plemente zuKliigels Wirterbuch, zweite
thlg. S. 53. ff.). .

Wire M=a, so wire in (18) ofienbar z=0, d. h. man bat

dhen so: ‘E[a2g] 4 F[abg] + G[acg] + .... 2::0»’
" 5" Elabg] + F[t%g] + G[beg] + ... =0, @3)

E[adg] + Flbdg] + G[cdg] + e ==0.

Ist also P der Nenner in dem Werthe von z, so ist der
jent von:

12¢
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. F G
M, gleich gy + phigr+pag +-s

E F G '
M, ., P U9+ pbayz'l“i)cz!h"' wened

also nach §. 9. der wahrscheinliche Fehler von z:

+ F{E[abg??] + F[b%9?%] + Glbcg?r%] + ......}
+ G{E[acg?®?] + Flbcg®r?] + G[c%¢* %] + ...}

Nun ist, wenn r der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung
vom Gewichte 1 ist:

1 1
l:y,:;;-;l-;’

also
nn2=r% gini=gr, .;

demnach obige Grisse:

r
PV E{E[ga®|+F[gab] + Ggac] + ...}
+ F{E[gab] + F[gb%]+ G[gbc] + ...}

d. h. wenn man die Gleichungen (23) beachtet, gleich r g
Man folgert daraus leicht, dass, wenn man aus (I8) zieht:

z=A'[Mag] + A"[Mbg] + A"[Mcg] + ...,
y=B'[Mag] + B[ Mbg]+ B"[Mcg] +...., (24)
2= C{Mag] + C"[Mbg] + C"[Mcg] +.....
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1d wenn r dieselbe Bedeutung hat, wie so eben, die wahrschein-
hen Febler von =, y, z,.... sind:

WA, VB, N, ... (25)

Wiiren alle Beobachtungen gleich genau, s» kiinnte maralle g=1
zen und r wire dann der wahrseheinliche Fehler einer solchen
eobachtung. : .

Will man die Gewichte von z, y, z,... kennen, so seien die-
slben G,, Gs,..; also:

1 1 1
G;:]:m;‘;—g, GI=ZT;

L1 1
6’=F, Ga:'(':'ﬁ’ eer y

. h. die Gewichte von z, g, z, .... sind:

1 1 1
B O 26)

In ganz Zholicher Weise kann man den wahrscheinlichen Feh-
er einer linearen Funktion @ der Gréssen .z, y, z, .. bestimmen.
ll:nal bat (23) fiir das Quadrat dieses wahrscheinlichen Fehlers
erhalten :

90! 9o [0*%] + a[afr®] + o ey®] + ...}
+ g1l qo[efr®] + q[6%r%] + 9o Brr®] + ...
+ ] tgoleyr®] +ai[By] + qaly??] + ...}

hben also A, ..... B,..... u. ». w. dieselbe Bedeutung wie so
e, s0 ist, wie diess aus §. Y. unmittelbar sich ergiebt:

[¥3)=r2d, [f*r2]=rB", [Pr?]=r2C",....,

wm r obige Bedeutung hat. Um die Summen [«¢fr2], [o7?],. ..
lethltenfebemerke mgan, dass: [«67%]

oG = A’a,gl + A”bl.ql + A'"c,gl "' ..... N
pr=Bag, + B"b,9,+B"c19, +.....,
n=Ca,g + C',g, + e,y + .....,
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|efrd)= (A'a,+A"0, 44", +...)(B'ay+B"b;+B"¢,+...)1*
+ (A'aytA"byt A"cy +...) (B'ag+ B"byt B¢y +...) ga*r
+ ® o o s o o K
.= A'{B'[a%?r?]+ B"[abg*?] -t B"[acg?*?]+....}
+ 4" Bluby??] + B*[6%9%*] + B"[bcg*?] +...4
+ 4" B'lacg®?]+ B“[bcg*2] + B"[c%¢?*?] 4 ...}
; _

— 4\ Blag]+ B'labg] + B"[acg] +.....
+ 724" { Babg]+ B'[b%] + B"[beg] + ...}
+124"{ B'lacg]+ B"[bcg]l + B[]+ ...}

= g,

wenn man beach-tet, dass nach (23):

B'[a%g] + B"[abg] + B"[acg] + .....=0,
B'[abg]+ B"[b62g] + B'“[bcg] + .....=1,
B'[acg] + B"[beg) + B[] + .....=0,

Man hiitte offenbar den Ausdruck fiir {of72] auch so ord:
kiinnen:

12B'{ A{a%g]+ A"[abg]+ A“[acy] +....}
+72B"{ A'[abg] + A"[0*g]+A"“[beg] + ...
+ 12B" | A'[acg] + A"[beg]+A"[c2g]+....}

=B,

da
A'[a2g]+ A"[abg] + A"[acg]+...=1,
A'labg] + 4"[V*g]+ A [beg] + ... =0,
A'lacg] +A4"[begl + A" [cXy] + ....=0,

Demnach ist
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[efir?] = 134" =138’ und awch 4"=B'.
anz eben so: '
[rr?] =124/ =22C", also A"=C
- [abr®]=r2A1F=12D', ,, AW =D

[ﬂrrﬁ] = ’.QB;u:__rz 0’, . BIII — Cw’

lso endlich fir das Quadrat des wahrscheinlichen Fehlers von
Q=g+ ¥+ ¢z +..~:

gor¥(god’' + 1 A" 4-go 4" + ...)
+ q17%(goB' + ¢y B"4-¢oB'' + .....)

Man kann diess auch noch in folgender Weise aussprechen:
Denken wir uns an die Stelle von [Mag], [Mbg], [Mcg]h,
abe

a den Gleichungen (18) gesetzt ¢,, ¢;, ¢25....... und man
sdann z;, 41, 315 e ir 2, ¥, Z,.... gefunden, so ist:

z=Aq,+ A4+ A"q+.....,
yl = Rqo+B"ql "'.B'”qg + vess sy

dso ist der wahrscheinliche Fehler von Q:

Vgox, + g+ gan +oene (28)
Ist G das Gewicht von @, so ist

G= 1 —
T gt nys gt

(29

In allen unseren Formeln ist nun noch ein Element, r, das noch
mbestimmt ist; es ist diess der wahrscheinliche Fehler fiir eine
Beobachtung vom Gewichte 1. Natirlich zieht die Unbestimmt-
kit dieses Elements auch die der wahrscheinlichen Fehler von
%9, 2,... mit sich. Die Gewichte ¢g,, 95,.. kinnen als bekannt
ugenommen werden. Wiire z. B. Mz bestimmt durch m; gleich
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gute Beobachtungen, My durch my solcher Beobachtungen u. s. w.,
80 wire gy=m,, go=myg,...... (§. 9.). Uebrigens ist es in der
Regel immer misslich, eine Schitzung des Gewichts vorzuneh-
men, so dass es vorzuziehen ist, Beobachtungen von gleicher
Genauigkeit (also vom Gewichte 1) anzuwenden, so oft die Um-
stiinde diess erlauben. Eine Schitzung des Gewichts einzelner
Beobachtungen gegen einander ist schon darum misslich, weil
man sich gar zu gern_dem Vorurtheile hingiebt, Beobachtungen
als minder genau zu betrachten, deren Ergebniss bedeutend ab-
weicht von den iibrigen. Auch ist es bei %eodﬁtischen Beobach-
tungen z. B. fast unmiglich, den Einfluss der Witterung, Ermi-
dung u. s. w. in Rechnung zu bringen. .

Der Werth r ist, wie man aus dem Obigen ersieht, nicht
nithig, wenn man sich bloss damit begniigen will, die Gewichte
der gefundenen Grissen zu kennen (immer g, , gs,.... als bekannt ;
angenommen). Will man aber die wahrscheinlichen Fehler kennen, ¢
deren Kenntniss nothwendig ist, um ein Urtheil fillen zu kinnen -
tiber die Genau}gkeit der erhaltenen Resultate, so muss r he.
stimmt werden. Diess geschieht nun aus den gegebenen Beobach-
tungen in folgender Weise. g

]

§ 1L

Seien wieder £, h;,.... die Genauigkeitsmaasse (§. 4.), die
zu den Beobachtungen gehiren, deren Gewichte g;, g3, .... sind;e=
h das Genauigkeitsmaass fir eine Beobachtung vom Gewicht J,fm
so ist (§. 6. und §. 5.):

2= 0%, h2=gh2, ...

Unter der Annahme, dass % einen bestimmten Werth habe, war'
die Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Bestehens der Fehler
D15 Ugyeen (§. 6.)2

0,10 " Wo" ... =20 =y wo"w,"" ... e~ = P;
also ist die Wahrscheinlichkeit, dass A der wahre Werth dieser
Grisse sei, nach dem bereits mehrfach angefiihrten Grundsatze
der Wahrscheinlichkeitsrechnung:
P Polk

zp f“ Poh

-

wenn k’fml’ah:l. Nun ist (§.3.):
-z

=/'Poh,



g, . Wy AT

w, = rvgs 0y, w 0=7’-_‘ g, w''y= Vs 0rg ...

aus ergiebt sich leicht, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der
enomraene Werth von % der wahre Werth dieser Grisse sei,

byl e—h*gv2)0h
m %, bestimmt ist aus der Gleichung
k& f ® ’f"‘c“”“'”ﬂh:l.
-

o wird also nur denjenigen Werth von & wihlen miissen, fiir
1 obige Grisse ein Maximum ist. Differenzirt man nach 4, so
fiebt sich:

(mhm—1—2hm+ 1 gp2])e—h2(eo)=0), A2= 2[;:.3] ’ (30)

win m die Anzahl der Beobachtungen (vielmebr der Grundglei-
ungen (9)) bedeutet.

[oe%
Man pflegt die Grisse \/_ :‘] den mittleren Fehler der

whachtung vom Gewichte 1 zu nennen; bezeichnen wir ihn mit
80 ist

— !
S=VL,”%], h2=;.12—£-2, r2=20%2,

" r=go¥ 2 = 0:6744897.c. (%))

Viren die Beobachtungen von gleicher Genauigkeit, so wire
Eg,:....:l, und r der wahrscheinliche Fehler einer der Be-
tungen. In diesem Falle ist:

= vrl_.ﬂ_ , A2 = le'T P =0’6744897.8 . (3-,)

m =&
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§. 12

Der Werth von 4, den wir so eben gefunden, ist nur d
wahrscheinlichste; ob er der wahre ist, kiinnen wir nicht entsch
den. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen beliebigen Werth 4 v

ky ka4 (eoh= qhme—hr(6v®), n=10h.

Sei nun A, die durch die Formeln (31) bestimmte Grisse, nimnli
h1=ev.——§_; by 44k ein Werth von h, so wird mithin die Wal

scheinlichkeit, dass %, -+ 4h der wahre Werth von A sei, we
4h willkiibrlich, aber bestimmt ist, sein:

9(hy 4 Ah)me—(hit Ab2)(g0?)

Die Grisse 4h wird man immer sehr klein annebhmen dirfeo, 1
der wahre Werth von % nicht viel verschieden sein kann von k

ferner ist [gr?]= 2,—%, also ist obige Grisse:

dh 2 Ak Ah\2

nihy 4 akyms TR = ppm O TCHE)

4h dh_m Jh 2_m (Ah\2 Ah\3
=nhme 77._—% "k 2 ( )-—-,7], mg 2 e m( .

Was 5 anbelangt, so ist diese Grisse:
8 Ah o(dh

JB(AR) = ( _) = ( )

f hyme . .e G(Ah) hme 2 'V.;‘

!

-—®

also die Wahrscheinlichkeit, dass 44 die wabre Verbessern
von h, ist:

N = (dhye
e h? o(dh).
hlv-ﬂ? € (dh) 33)

Der Ausdruck (33) hat dieselbe Gestalt, wie (4) in §.3.; o
Al driickt auch den Fehler aus, den man begeht wenn man
fiir den wahren Werth von h nimmt. An der Stelle von A in
ist in (33): Iz 23 woraus nun wie in §.4. folgt, dass derwal

scheinlichste Werth von 4k Null ist, und der wabrscheinlic
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. h
Febler dieser Bestimmung: R ::‘:7"‘;;‘—‘. Man kann also 1 gegen

1 weiten, dass der wahre Werth von A zwischen

wd

YoV m T

athalten ist. Ist also r; der Werth von r, bestimmt durch die
Formeln (31), so sind die Grinzen von r:

n__ = 0 \_ __ 04769360
=) = (75050)

PR L. Wy (1—7";—), e=0-4760360

14—
“Nm

man die _h'«'phern Potenzen von ——ov:-;_; vernachlissigt.

§. 13.

Um den mittlern Fehler ¢ (§. 11.) zu bestimmen, miissen wir
e wahren Werthe der Fehler v,, vy, .... kennen, d. h, die
bren Werthe der Grissen z, ¥, z,.... Diese aber kennen wir
tlleicht nicht, indem wir ja bloss die wahrscheinlichsten Werthe
melben gefunden haben.” Wobl sind wir der Ueberzeugung,
s diese wahrscheinlichen Werthe von den wahren sehr wenig
ichen, aber gerade diese etwaige Abweichung zu bestimmen,
n uns die Mittel. Wir werden uns also abermals darauf be-
prioken miissen, die wahrscheinlichsten Werthe dieser Abwei-

gen zu untersuchen.

Seien also 4z, 4y, 42,.... die Verbesserungen, die den
inthen von 2, y, z,..., wie sie aus den Gleichungen des §. 6.
een, und die wir mit 2y, 3o, %, ... bezeichnen wollen, zuzu-
 sind.  Alsdann ist

o= (o + A7)0 + (o + 49)6-+ o+ 42)c + .o — M,

welcher Formel die Werthe von v;, v,,..... erhalten werden,
sy man den a, b, c,..., M die Zeiger 1, 2,... beisetat.
pach ist

g2 =g(@ea+y,b+s. ¢+ -- My
+29(ax,+by, tczo+ ... — M) (adz 4+ bdytcds+ .. .)
+ g(adz+bdy+{cd:z + ....)2.
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Nun ist:

[9(az, +by.+c30 F ... — M) (adz+bdy+cdz + ...) ]
= dz(z.[a29] + y.[abg]+z,[acg] + ...)
+ dy(x [abg] +y.[6%g] + zo[beg] + -..)
+ du(zo[acg] +y.[bcg] +3.[c%g] +....)
H =0,

wenn man beachtet, dass zo, yo, %o,.... aus den Gleichungen
bestimmt sind. Demnach ist ° : .

[g?1=[g0.%1 + [9(adztbdytcas+ ..)*], @
worin .
[yo«’]:[y(aro-"byo"‘ C3o + IS M)a].
Der zweite Theil der zweiten Seite der Gleichung (34), den
durch R bezeichnen wollen, kann in eine Summe zerlegt wer

die quadratische Theile enthilt. Man habe z. B. ner die
Korrektionen 4z, 4y, 43, du, so ist

Q=(dz)*ag] + 24zx4y[abg] + Ay*[6*g] + 24z 43[acg]
+2 dyd3{begl+ 432 c?g] + 2d:x dufadg] + 24y Au[bdg]
+ 242 dufcdg] + 4u?{d2g]. .

Setzen wir nun:
da[a®g]+ dy[abg] + d2[acg]-+ u[adg] = ,
s0 ist .
2
2] —r—}zélg = 4 4y>+ 24,4y 45 + 245 Ay du+ 4, 422
+ Agdu® 245 42 4u,,
worin 4,, d,,..Ag nicht von Az,...du abhingen. Sei eben
A\ dy+ dp ds + Aydu=g,,
so ist
Q.9 9’_32—-3 4242 By4%4u 4 B, 4u?
[wg] ~ 4, = B4 +26, e
fiir

B, 43 y Bydu=g5:
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'Plf_ ®s? ‘PS_’...
&= gl 4,7 B =04

wenn
Gau=gy:

=0 % 9’ 9
=[aqt 4, + Bt

Man sieht leicht, dass allgemein, welches auch die Anzahl der
sen dx, Ay, 4s,... sei, man setzen kann:

Q= qu’l2+k2¢22 +IK3¢32 + eveeey

1 @15 Pg,... lineare Funktionen von 4z, dy, 4x... sind, und
"¢, von allen, @, von allen ausser der ersten, ¢3 von allen
er den zwei ersten u. 8. w. Da Q immer positiv ist, was
| dz, dy, d=,..... seien, und diese Umformung eine rein
tische ist, so iiberzeugt man sich leicht, dass 4, &;,.... po-
e Grissen sein miissen.

Es handelt sich also um den wahrscheinlichsten Werth der
me R, den man erhalten wird, wenn man fiir 9,2, @,2,
... ihre wahrscheinlichsten Werthe setzf. Um diese selbst
‘zu finden, bediirfen wir noch einer weiteren Untersuchung.

§. 1d.

Angenommen, die Wahrscheinlichkeit, dass ein willkihrlicher,
t bestimmter Werth von z der wahre Werth dieser Grisse ist,

L..e—"'”ax, worin 9z die unendlich kleine (konstante) Zu-
” .

me von z ist. Suchen wir nun die wahrscheinlichsten Werthe
s und 22 Zuerst siecht man, dass zwei Werthe von 2, die
¢h, aber von verschiedenen Zeichen sind, gleich wahrschein-
.sind. Daraus folgt ferner, wie in §. 5., dass von m Wer-
tvon 2 ihrer .
2m k

—_— et Bt
V= A

xhen —,é; und -l—llf- enthalten sein werden; eben so, dass es

k'
-?,.1._-_ f e—t*0ot
T

k

) ’
m werde, deren absoluter Werth zwischen ;: und !I:— liegt.
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Man wird also folgende Uebersicht bilden kinnen, die
richtiger sein wird, je grisser m ist (wenn o unendlich kl

Zahl der Werthe von 2, deren absoluter Zahlenwerth zw
0 und %:

2m a 2m
—_— t = —= e~0%;
| v;[ THEVET

Zahl der Werthe voi 2, deren absoluter Zahlenwerth zw

%, und f:
2m’ ! ' 9m
—_— —t1Qf == ——— p—afqy:
Vad TR
Zahl der Werthe von 2, deren absoluter Zahlenwerth zw
P 3,
v und 5
2m 3% .. m
—=- o= —— e—(20)3y -
Wa TEGTT

Was die Summe der Werthe jeder einzelnen dieser /
lungen anbelangt, so ist sie offenbar Null, da gleich vi
gleich grosse positive und negative Werthe darin sind; a
die Summe aller m Werthe von -z auch Null, folglich au
arithmetisches Mittel, d. h. der wahrscheinlichste Werth
(§. 9.) ist Null.

Nicht so verhilt es sich mit 22, da dieses immer posi
Man hat nun wieder dieselben Abtheilungen, wie so 2eben;

ersten Abtheilung ist 22 immer 0, in der zweiten ;{—2, ind

2 2
ten -(%;)— , in der vierten (i‘;) see U. 8. W. bis oo in der |

Also hat man:

Anzahl der Werthe von 22 zwischen 0 und o2:

2
V"L;‘e—o*a, Summe derselben: 0;
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Qo

1izahl der Werthe von z2 zwischen Izi und

2
3——9_—43-“’0:, Summe derselben: QTm(%) e~
z T

. 3 2 . 2
nzahl der Werthe von z2 zwischen (2,:2 und %‘2_:
2m 2m
V—e"@")‘a, Summe derselben: ) e—(20)2q;
n

G2 . @R,

inzahl der Werthe von 2* zwischen g e

2
%—T_,—‘ e(39%q, Summe derselben: %(—3{) e—(30)3g;

Daraus folgt fiir die Gesammisumme aller Werthe von 22, wenn
s dieselbe gleich durch in dividirt, also das anthmetlsche

Mittel nimmt :

[0.e~ 02 (1a)2e—22 4 (20)2—(20)2 | (30)2e—(3002 §.....]

2 f 2p~23
h’ Ve x2e~*%0g .

L/.;e—"t’az‘ = — %e—zﬁ’

\ ‘/:;:’e—”az = — ;—zc""+% f 60z,
f aTe—*20x = % f me""a.’l:=l
[\ (1]

Loist endlich der wahrscheinlichste Werth von z2:

WE 1
TV T

P
2
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§. 15.

Wir haben in §. 6. gesehen, dass die Wahrscheinlichkeit d
gleichzeitigen Bestehens der Fehler v, vg,.... (§. 11.) ist

ce—h3(gv?)
worin ¢ eine Kohstante ist. Diese Fehler entsprechen den Werth
rotdx, yo+4dy, z0+4z,...

Daraus folgt, dass die Wahrscheinlichkeit, die Werthe 4z, 4
4s,... seien die wahren Verbesserungen von x4, ¥4, 20, il

e—h2(gv2)9 420 4y0dz... o

" @
[/ f e B3 94204y 042 ...
-0
+®
3 j]f A w2y gz04y000...=1.
FEy o .

Fiihrt man fiir £ den in §. 13. gegebenen Werth ein, so b
man das vielfache Integral zuerst umzuformen fiir die neuen Ver
inderlichen ¢;, @3, @3,.... Da diese letzteren durch lineat
Funktionen von 4z, 4y, 4z,... gegeben sind, so wird

= ke—b'R94204y04: ...,

0420 Ayd s ....= c09, 0093 ..,

wo ¢ eine Konstante ist. Daraus folgt, dass die fragliche Wabe
scheinlichkeit ist:

(35)
e~ ko, 24ke 24 kpat4..... )89),6(;;28% .....
D
w ":?e—"z("n¢na+kﬁ¢2"+k:¢ag+'")a(plawza¢3 .
¢ -
—=ke—h2 (k@ 2 tkop224kyp,24....) 3% 89’26% erey

wo k' bestimmt ist durch

+o
kj[/ e =0 ki@ 2+ k2,2 4k g0t o) 09, 0pp0@3 ... =1. (ot
-
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Die Grisse (35) driickt also die Wahrscheinlichkeit aus, dass
illkihbrlich gewihlte, aber bestimmte Werthe von @;, @g, @g, ...
¢ wahren Werthe dieser Grissen seien. Will man die &ahr-
heinlichkeit haben, dass der bestinmte Werth ¢, der wahre
'erth dieser Grisse sei, was auch ¢y, ¢,.... seien, so muss
an (35) integriren nach ¢y, @;... zwischen den Griinzen — oo und
. Also ist diese Wahrsc(ﬁxeinlichkeit:

K e—hk:9: ‘/‘]‘NIb oW @+ @i ) JpaBeps ...
. -®

=K'e—FHgp,,

+®
= f a1 2 2T I S ) 00y ...
")

tegrirt man aber in der Gleichung (36) zuerst nach g, gs, ....
o ergiebt sich _

orin

7 f Ttk g, =K. VT _ ),

—o Wh
k= M/E H
b ' M=
F ist endlich die Wahrscheinlichkeit von ¢, :
Wk

e e,

mithin (§. 14.) der wahrscheinlichste Werth von ¢,2: 21;101 ’
so erhilt man fir die wahrscheivlichsten Werthe von g3,

1T 1
W, TR

‘endlich den wahrscheinlichsten Werth von Q:
1 1 1 n
aptoptopt-=op. .
n die Anzahl der Grissen z, y, z,.... ist. Nun ist

1 o
= [r)mes
1 XVIIL 13
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also hat man: - o .

N T i t]
me2=[gv®] 4 ne3, s:_—.v-%?—'_l;}; @
wodurch nun endlich definitiv der Werth des mittlern Fe
bestimmnt ist. [gv(,? hat hier die in §. 13. festgestellte Bedeu
m ist die Anzahl der Grundgleichungen (9) in §. 6., und = is
Anzahl der durch die Formeln des f 18. zu bestimmenden '
sen T, ¢, Z,....., insofern als diese Grissen wirklich von e
der unabhiingig sind, so dass, wenn z.B. zwischenden » Unbeka
X, ¥, z,.... noch r Bedingungsgleichangen bestinden, als
Wahrseit nur n —r Unhekannte vorhanden wiiren, auch n —
die Stelle von n in (37) triite.

§. 16.

Seien w;, wy, ws,...., wm die wahren Werthe unbeka
Grissen; e,, ey, €3,...em ibre durch Beobachtungen gegel
Werthe mit den Gewicliten. ¢,, gp,....gm, bezogen auf ein
stimmte Einheit. Angenommen [grner, die Grissen w;, wy; -
miissen den Bedingungsgleichungen

F (w0, , wy,....)=0,
Fy(wy, wgs.00.) =0, . (38

geniigen, die zur Abkiirzung mit Fy, F,,... bezeichnet w
migen. Es ist keineswegs erforderlich und wird im Allgem
auch nicht der Fall sein, dass von den Gleichungen (38) jed:
Grissen w entbalte. Setzen wir endlich noch voraus, das
* Differenzen w—e sehr klein seien, was man wohl immer a
men dirfen wird, da wir annehmen, die Beobachtungen sei
senau als miglich, und sollen nun so ausgeglichen we
ass die Bedingungsgleichungen (38) erfiillt sind.

Sei nun
wy =6+, wy=e+25,..; Wm=em+t Tm;
so miissen diese Werthe den Gleichungen (38) geniigen.

Bezeichnen wir nun die Grissen:

.0F, oF,

Fl’ 5'1; 372, .....
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w=e durch #,, a;, ag,.....; .
0w, 7 5;0; :
o=e durch ny, b;, by,....;. .

Fz,

thilt man aus (38) fqlégnde'liné&re Gleichungen: '

"t ey, 4“2-‘”;'" a3y +..r. =0,
”2+blz! + baxy + b3 + ....=0,

: 1 39
73 + 617 + €%y + c375 +-... =0,

Da z,, x5, #3,...7m die Fehler der Beobachtungen fiir die
ssen e, d. h. fiir die durch Beobachtung als wahrscheiunlichste
the der Griissen w gefundenen Werthe sind, so folgt daraus,
i (§ 6.) die Summe [g2?] ein Minimum sein muss. Man

0: ‘

9121071 + 9222025+ §573023 + .+ gmTmOzm =0. (40)

tinde nun keine Bedingungsgleichung zwischen den Grissen
Zg,..05 50 folgt hieraus

.1:1 =zz==.... =Im =0,

begreiflich. Aber die Bedingungsgleichungen (38) geben:

alax; +a0z9+ ... + amdz2m =0,
bla_-fl +b,8x2 + . +bma$’. = 0,

, o (41) .
€0y + €075 +F oo + CmOxm =0, .

in figlich manche der Koeffizienten Null sein kinnen). Multi-
ren wir pup die Gleichungen (4]) mit noch unbestimmten
[aienten k, kg,..., kr, wo r die Anzahl der Bedingungs-
hungen (38) ist, und sind B, By, B5.... die Werthe von

oF, ~ OF OoF fiir w=-e:
awl s an, au,s seee IUF W==e€5

wird man die so multiplizirten Gleichungen zu %0) addiren
danp den Koeffizienten von 0z, 0zy,.....02m Null setzen
lorch erhélt man

18¢
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ylxl + a],kl "‘blk’ +""+plk'=0,
y‘x‘l-'-aﬂk[ +b’k’+ e +ﬁ,kf = 0,
gss +ask; + bgka+ ... + B3ker =0,

42

Kennt man die Grissen k, so geben diese Gleichungen die Gi
sen z. Um die k& zu bestimmen, wenden wir die Gleichun
(393 an. Man ziehe niimlich aus (42) die Werthe der Grissen
und setzé sie in (39), so erhilt man, wenn man zur Abkirx

sefzt:
R Y.
5 + 92 +et gm Lq.]’
@by

aaby | ambn _ [ab
)1 + 92 +oot gm _[9 ’

folgende Gleichungen:
['5-' b+ [9;]1:, + [‘g] by ot [% r=ny, |
[‘;—6] k4 [3—2 bt k,+...+[9£] ja—

1zy_c o+ [%q]"a + [;—n k,+...+[°y_5] kh=ng, | @

2N N (O L

die nun zur Bestimmung der Grissen % gerade hinreichen. A
(42) folgen dann die Werthe der Grissen x, also endlich ¢
ausgeglichenen Werthe von w,;, w,,....

Was die Summe tha:”] anbelangt, so ist sie sehr leicht
hestimmen. Die Gleichungen (42) geben nimlich, wenn man (
erste mit x;, die zweite mit a,,... multiplizirt, sie addirt und:
Gleichungen (39) beachtet:

lgx2l=n ki Angka+ ...+ nrkr=[nk]. 4,
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§ 17.

Es istklar, dass die uns im Augenblicke beschiftigende Auf-
be angesehen werden kann, als hiitte man bloss m—r Griissen
s m Beobachtungen zu bestimmen, weil vermige der r Glei-

n (38) nur m—r Grissen unabhingig bleiben. Daraus folgt

i .),l datss der mittlere Fehler ¢ einer Beobachtung vom Ge-

chte 1 ist:

Der wahrscheinliche Fehler R dieser nimlichen Beobachtung ist
V2, also der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung vom

iewichte g: V%' @ 9).

Gesetzt nun, man solle eine,Grisse u aus den Beobachtun-
,a berechnen. Es ist klar, dass man zu derselben auf verschie-
| sen Wegen wird gelangen kinnen, je nachdem man eine Verbin-
ils der Werthe ¢, €;,.... anwendet. Einer dieser Wege wird,
& die Grissen e nicht genau sind, der vortheilhafteste von allen
#i. Sei die Verbindung der beobachteten (noch nicht aus-
: Vchenen) Werthe e, welche die vortheilbafteste von allen ist,
tchnet durch

i u=1(e;, €2,...), (46)
ibrend eine andere durch
u=¢(01 s €35 "") . (47)

deichnet werden mag. Nun sind die wahrscheinlichen Fehler
k Grissen e, , €s,..., (da ibre Gewichte g,, g,,... sind) gleich

kB
V-g—l V-gg ’ ’

ist nach §. 8. der wahrscheinliche Fehler von u#, wenn die
dung (40) angewendet wird:
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Der wahrscheinliche Fehler von %, wenn (47) angewendet wird,

ist
Rv- E:—I: (49)

wenn

_Op _Op
""5?;’ =gl

Nun ist klar, dass, wenn man stait der Grissen e die wahren
Werthe w setzen wiirde, offenbar

qz(wl s Waye .) =1p(w1 s Wy, ...-) (50)

sein milsste, da es alsdann offenbar gleichgiltig ist, auf welchem
Wege u erhalten wird — immer muss dasselbe Resultat zum
Vorschein kommen. Nicht so ist es freilich, wenn fiir die w
bloss ihre durch Beobachtung gefundenen wahrscheinlichsten
Werthe e gesetzt wérden.

Aus der Gleichung (50) erg'lébt sich aber, dass die Differenz
. P(ers €25 ) —@(er, €25.0) ®1)

verschwinden muss, wenn an die Stelle der e die w treten. Ueber
die w selhst steht uns gar keine Entscheidung zu Gebot, wir
missen die e4z (§.16.) statt derselben annehmen, da diese lets
teren Grissen ohnehin auch den Bedingungsgleichungen (38) (resp.
(39)) geniigen. Die Differenz (51) muss also verschwinden, wenn
an die Stelle der e die ¢4« treten. Diess ist der Fall, wenn
diese Differenz die Form

o Fl. + szz + oo + arl"r (52)

hat, worin ¢;,...ar noch unbestimmte Koeffizienten sind, und in
den Grissen F' statt der w die e gesetzt sind. Die Werthe der
Griossen I' sind also sehr klein. Es ist klar, dass es noch un-
zihlig viele Formen, ausser (52), geben wird, dic derselben Be
dingung geniigen. Ist

W(F,, Fy,...F)

eine solche, und bemerkt man, dass die Werthe von F, ... F, sebr
klein sind, so wird sich diese Grisse, nach dem Taylor’schen Satze,
offenbar unter die lineare ¥orm (52) stellen lassen, da sie ver
schwinden muss, wenn

F,=0,.., F=0.

Also ist die Form (52) allgemein. Daraus folgt nun, dass die
vortheilhafteste Verbindung der Grissen e, um u zu erhalten,
aus der bestimmten (47) erhalten wird unter der Form:
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1’(‘1 ’ e’n"!)?’.(‘l b4 ﬁ"“) +‘“IFI(¢I . ‘SD"')»'l' ‘lpi(ﬁ ’ t‘o '-0) + o
. - ....+ arkr(ers €g,0) 53)

Daraus folgt, wenn die Grissen a, b, ¢,.... dieselbe Bedeutung
haben wie in § 16 :

Ll =4 t oo +ub +ose, +.. torfy,
2 (54)

L§= L+ yag+ ogby + agcy + ... Forfly,

Da aber (53) die vortheilhafteste Verbindung darstellt, so
muss der ihr zugehirige wahrscheinliche Fehler (43) ein Minimum

sein, d. h. o, o,,...; ar sind so beschaffen, dass [——-] ein Mi-
nimum ist. Man hat also

8«, L2] "-3_ < 1=0: *? Bar [L’_]—o’

d. h.
L d Lm

0
EE(L‘H'g aaz(L;)-!- +q g-;(lm)-o

woraus, weno man (54) beachtet, folgt:
3 1Y Y 1 PO 1 P
’ [%f] + [a_g@] o + [%‘2].“3-1-....-}[%#] =0, | )

7+ [0+ (2ot o[ E] om0 |

woraus pun die « bestimmt werden. Daraus erhiilt man die L
vermittelst ‘g54), und dann den wahrscheinlichen Fehlerder vortheil-
haftesten Verbindung der Grissen e vermittelst (48).

Wir haben bereits oben bemerkt, dass
(e, eg,...)s (e, e,...)

zusammenfallen miissen, wenn man statt e setzt e 2. Nun ist
aber
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P+ 21, eatzas.) =0 (e, &3, ) thzr+laZat -
v tay, egtza,.)=W(er, €3,.) +Inz +LaZat .3
also, 'da
oley 2, a4 22,...) =Y(ey +25, e+ 24,..)¢
1"(‘1 s €3, u.)=¢ (el s €,y ..-) -I-(ll—Ll)a:l + (IQ—L’).T’ + oo

=o(e1, eg,)— (a0 + brog + 15+ o + fronm

—(agey +bo0 + Co3 + o..c + Ba0r)Ts
=6, €g..) — o (21 + ag2g +....)
— o3 (612 + bozy +.0)

=g@(ey, €g,+-.) + 1ny + oo+ yng 4., (56)

wenn man die Gleichungen (39) beachtet. Es folgt diess iibrigens
auch unmittelhar aus (53), da

Fl (el, e,,....)=nl, u. 8. w.

Hitte man statt der beobachteten Werthe e die ausgegliche-
nen ez, die wir als die wahren anzunehmen gezwungen sind,
angewendet, so wire es ganz gleichgiiltig gewesen, welchen Weg
man zur Bestimmung von u eingeschlagen hitte. Hitte man also
den bestimmten (47) gewihlt, so wire

u=g(e;+ 2y, e+ 23,..)=0(ey, €3,.) +hz1 + za+ .. @)

Nun erhilt man aus (42), wenn man die erste mit 3—', die
1

zweite mit ;l,.... multiplizirt und addirt:

2
[lx] + [%’] ky + [g] ko 4. [%’] k=0,

und wenn man hier aus (55) die Werthe von [E—l], [b—l s on
. 9 9
eingetzt:

= {55+ | % ]et s [ L] 5 ta

+ 3[‘:;‘3] b+ [gﬁ’] Lyt o+ [‘;—z] ke { e
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Daraus folgt nun, unter Beachtung der Gleichungen (43):
[ke]=[on),

L h. die Formel (57) giebt denselben Werth, wie (56). Neben-
wi folgt daraus, dass FL::: =0 ist, so dass die vortheilhafteste
jethindung der e so beschaffen ist, dass sie denselben Werth
ir u giebt, als wenn man statt der e die efx angewendet
itte.

Man schliesst aus diesen Entwickelungen, dass, wenn man
ine Grisse u berechnen soll, und man dazu irgend einen Weg
tnschliigt, dieser gleichgiiltig ist, vorausgesetzt, dass man die
msgeglichenen Beobachtungen ez anwende. Das so erhaltene
Resultat fillt zusammen mit dem, das man erhalten hitte, wenon
mn die vortheilhafteste Verbindung der beobachteten Grissen e
ngewendet hiitte.

Der wahrscheinliche Fehler des so erhaltenen Resultats

o (48):
2V [Z]-

Damit ist nun die Theorie der Ausgleichung der Beobach-
ehler geschlossen. :

Bemerkung des Herausgebers.

In diesem Aufsatze haben in den Potenz-Exponenten runde
mern () gesetzt werden miissen, wo eigentlich eckige []
n gewesen wiren, weil in der Druckerei solche eckige
ern augenblicklich nicht in der erforderlichen Kleinheit vor-
waren, und der Abdruck der obigen lehrreichen Abhand-
nicht aufgehalten werden sollte. Es wird aber dies, nach-
i es hier besonders bemerkt worden ist, Undeutlichkeit hof-
nicht hervorbringen.
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XV,
Die Anﬂiisung algébraischer Glei-
o e chungem. T
Von

Herrn August Weiler,

Gymaasiallehramts - Candidaten.
(Darmstadt,)

1. Wein mehrere Grissen in einer Abhingigkeit zu eina
der stehen, nach welcher der einen bestimmte %Verthe entsp1
chen, nachdem man jeder andern einen solchen beigelegt
und wenn es darauf ankommt, jene erstern Werthe herzuleite
so muss vor Allem dic zwischen den Grissen bestehende A
hiingigkeit in algebraischer Form dargestellt sein. Nachdem -
in einer Gleichung ausgedriickt worden, worin die fragliche Groa
mit den andern durch Addition, Subtraktion, Multiplikation, 3
vision, Potenzirung, Wurzelausziehen u. s. w. verbunden erscbo1
stellt sich die Algebra die Aufgabe, einen Ausdruck zu bestl
men, welcher an die Stelle der Unbekannten eingesetzt, der (&
chung identisch geniigt; oder dieselbe dergestalt umzufornm
dass die unbekannte Grisse unmittelbar als Zahl hervorgeht,
dem ‘sie in einfachster Gestalt ohne irgend eine Verbindun
andern Grissen die eine Seite der Gleichung einnimmt, wihre
auf der anderen Seite nur Gegebenes vorkommt. — Die Alge
umfasst hiernach ein ausserordentlich weites Feld. Allein ru
sieht sich genithigt, dasselbe in verhiltnissmissig enge Grin =
einzuschliessen, weil nur in deren Bereiche die erwihnte Abs®
mit lohnendem Erfolge erreicht wird. Man betrachtet nim]
nur diejenigen Gleichungen, die aus mehren Gliedern bestel
deren jedes durch eine ganzzahlige Potenz der Unbekannten
bildet ist. Doch auch diese Gleichungen kinnen bis jetzt in il
Allgemeinheit noch nicht hetrachtet werden; der Erfolg zieht
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es als gemeinsamen Faktor ausscheiden; und das Imaginfire wird

nur dano verschwinden, wenn der Faktor von 4 —1 sich auf Null
zuriickfithrt.

z=a%4 (b+cV —=1)(b—eV =),

auf diese Weise veriindert, wandelt ,sicb um in

z=ad} bf-/—c’.
Eben so geht )
z=log(a+5¥ —1) +log(a—bY —1I)
oder
z=log[(a4b6¥ —I)(a- 6V =1)]
iiber in

x=log (a? f- 6%).

Wenn & —1 als Exponent mehrer Glieder eines Ausdrucks
oder in sonst einer andern Zusammenstellung vorkommt, welche
in ihrer vorliegenden Form nicht gestattet, den gemeinsamen
Faktor 4 —1 auszuscheiden, so miisste man_die betreffenden
Funktionen in Reihen entwickeln, so dass 4 —I nur als Faktor
verschiedener Glieder dieser Reihen auftritt; und die Gleichung
wird dann in der That eine reelle Abhiingigkeit ausdriicken, wenn
sich wie vorher die Gesammtheit der Coeflizienten von 4/ —1 auf
Null zuriickfiihrt. Allein man wird ein weit vortheilhaflteres Ver
fahren einschlagen, wenn man bemerkt, dass die nach dem Ver
schwinden von 4 —1 zuriickbleibenden Reihen auf andere ver-
wandte Funktionen zuriickfiihren, fiir welche wir uns in der Al-
gebra kiirzerer Zeichen hedienen. Fiir die logarithmischen und
trigonometrischen Funktionen lassen sich alle hierher gehirigen
Reduktionen aus den nachfolgenden einfacheren herleiten.

Es ist
—_— 72 73 —_—
\_£7V—l=l+yv—-] —-g nv—l

7 ANy
tosgtazas V¥V —1—

©

4 3 5 —
=1 —%— + ',2—'73'.4—.-- + (y— :_)_y'T;' + 12.;_‘{4—'5'—'"") V_l

=cosy +¥ —Tsiny.




197

Man hat also die Bezlehnng
‘ e‘fV_l-—cosy-i-V —lsiny, ... 1.

und durch Vertauschen von y gegen —y eine andere
s—W_—1=cosy—V —Isiny, ... 2.

welche beiden Gleichungen alle vorher erwihaten Reduktlonen
in sich einschliessen. So geht die Gleichung

85V I0 eV T =by
" mit deren Hiilfe iiber in
2cosaz=by,
da hier az die Stelle von y vertritt.

Beide Beziehungen lassen sich in einer andern fiir den Ge-
brauch oft vortheilhafteren Form darstellen. Man hat némlich:

B
a-l-ﬁV__l_\'a’l-ﬁ" ﬁ““g“ .

. o 8
L a— BV I=VBFRE. Vg,
; welche mit den vorigen identisch sind. Denn setzt man
f_
arctg a—"1
%0 ist
E e, ] _ __B I
. o =ters V.ag_..w_cosy, und l Varm =siny.

Die Gleichung

. 1 -1
(z +V:ly)’V:i(z-V-——!y)W'—_1=az
=. B. geht wegen der letztern Beziehungen iiber in
Y

sarclgz

az,
oder
y=1tglogaz.

Dies Resultat wird erhalten, wenn man « mit z, 8 mit y ver-
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tauscht, sodann in 1’. beiderseits den”fx'pii‘nénteﬁ'-é;!i._—'i; it

den Exponenten 2_\/?121 giebt, und so beide Gleichungen
einander multiplizirt. Co '

4. Wenn die Unbekannte z in - einer' ‘Gleichung auf ¢
ersten Grade vorkommt, wenn sich also die Gleichung auf
Form z 4 a=0 :bringen lisst, so giebt.sie der' Unbekanntea
Werth z=—a. Man nennt eine solche Gleichung eine Gleich
des ersten Grades. Allgemeiu spricht man von einer Gleich
des nten Grades, wenn n die hichste Potenz, auf welche
Unbekannte z erhoben vorkommt, nachdem alle negativen Pof
_zen aus der Gleichung entfernt worden sind. Sie kann darges
werden unter der Form:

27 - g, 271 + ap*~24-... + a,.:-..o_.
F ﬁbren‘ wir das Produkt
(3—a)(3—p) (5—7)...=0

aus, das aus n Faktoren bestehen soll, so erhalten wir
- Gleichung:

1 —(a4Etr+ )1 4 (of }ay+--+ﬂy +.)" 2. tafy.. =0

in deren letztem Gliede das Zeichen 4 gilt, jenachdem n ger
oder ungerade ist. Die Vergleichun%_zeigt die Identitit die
Resultates mit der oben angefiihrten Gleichung des nten Grad
wenn man folgende n Beziehungen bestehen liisst:

aq =-—-(l¥ +ﬂ+7+ -‘)’
ay=oftayt..+ 87+ ...,

an=H-afy....

Das Bestehen dieser n Beziehungen ist aber immer moglich, v
darin die n unbestimmten Griossen @, §, y.. vorkommen;
man kann demnach die allgemeinste Gleichung des nten Gra
als das Produkt von n Faktoren z—e«, z—pf... ansehen. Di
Grissen o, 3, y... sind zugleich die gesuchten Werthe, wel
der Gleichung geniigen; denn vertauscht man z mit irgend ei
unter ihnen, so geht einer jener Faktoren in Null iiber, und
durch die Multiplikation aller Faktoren entstehenden Gleich
wird identisch geniigt. Eine Gleichung

a2 14 a7 2 f..F an=0

giebt also » im Allgemeinen unter sich verschiedene Werth:
welche man die » Wurzeln der Gleichung nennt, und welche
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kannt sind, sehald .man die: Gleichung in das Produkt von n Fak-
toren aufgelist hat.

Die eben gefiihrte Betrachtusgsweise giebt uns einen klaren
Aufschluss iiber die Zahl der Wurzeln einer Gleichuug, und dber
die Art des Vorkommens derselben. Sie gestattet uns :ausSer-
dem, mancherlei Schliisse zu ziehen in Bezug auf die Beschaffen-
heit der Wurzeln. So z. B. schliessen wir, dass imaginire Wur-

® szeln nur paarweise vorkommen, kénnen, und zwar pur unter der

e L

e

RN S 4

Gestalt ¢48Y —1, sobald die Glieder a;, ay, a;.... der entspre-
chenden Gleichung alle reell- sind. Dénn nur unter dieser Form
der imaginiren Wurzeln giebt das Produkt

— e BV TI) (s—a £ BVT)

den verschiedenen Potenzen. von z reelle Faktoren. Die Ausfiih-
rung giebt nimlich

z’—?az+a“—5-ﬁ”. .
Wenn alle Wurzeln einer Gleiéhung bekannf ‘sind, so kann sie
hiernach stets in das Produkt von » Faktoreo des-ersten uad
zweiten Grades in Bezug auch z aufgelist werden, in denen keip
imaginidres Glied vorkommt, indem man das Produkt je zweier
sogenannten konjugirten Wurzelfaktoren .

- z—a—pV =1 und z—eatfV —1' .- SR

ausfiihrt.

. Allein, um die Wurzelwerthe selbst zu erhalten, dazu erscheint

uns diese Betrachtungsweise verhiltnissmiissig weniger brauchbat.
Denn wollten wir in dieser Ahsicht ‘die ‘oben gegebenen n Bezié-
bungen benutzen, und dafaus eine andere herleiten, in der nur
eine der Unbekannten ¢, 8, y,... vorkommt, s miisste man auf die
Gleichung des nten Grades zurickkommen, weil die Unbekann.
ten symmetrisch vorkommen, und jede Beziebung, welche man
als fiir die eine geltend herleitet, ebenso fiir die andere besteht
‘Wir missen vielmebr zu mancherlei Mitteln unsere Zuflucht neh-
men, um nmiglichst einfachk und bestimmt das Ziel zu erreichen.

. 5. Die.nichsteinfache Gleichung ist
12 4-a;2+ ay=0.

Vertauschen wir darin z-!-'—;’- gegen y, so verwandelt sio
sich in

a ’
Y = —az;
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und indem wir beiderseits die Wurzel ausziehen, entsteht

VT

ndﬁ daraus

z=— %1 + l‘i—- —dg .
Auf dieselbe Weise 1isen wir die allgemeinere Gleichung

— 2 — ——
z"+alz"—1+z!l—',2-1 Ly ("—li)z('; ) M s .. 4ap=0.

Denn durch Vertauschen von z+% gegen y verwandelt sich die

selbe in
a, .
."/" = <,—{) —dy.

Um aber die » Wurzeln dieser Gleichung zu erhalten, bietet sich
folgendermassen eine Beziehung dar. Vertauscht man in

e Ti=cosy LV —lsiny '

die Grisse y mit ny, so hat man
etV 1 =cosny + ¥ —lsinny.

Erhebt man in der erstern Gleichung beiderseits zur nten Potens,
so entsteht eine andere Form:

etmV i = (cosy 4+ ¥ —Isiny)*.
Man zieht daraus die erwihnte Beziehung
(cosy 4 ¥ Zlsiny)* = cosny 4+ ¥ —lsinny.

Die ohige Gleichung lisst sich aber auch anschreiben unter den
Formen

a2\ . _— Y
=\, )% (cos2im & —Isin2in)
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d )
p= (a, - (:’,—‘)") (cos@i+Tym 4V Zsin@i+ D),

sachdem (g) ~— ay positiv oder negativ ist, wenn wir uns unter

eine ganze Zahl denken. Daraus gehen nun unmittelbar die
Turzeln

VT (e va®)
der
”=\7"2T(;—'7(°°8 GHDT ¢ v —Tain BEDT)

ervor. Denn erhebt man in diesen Beziehungen beiderseits zur
fen Potenz, so kehren die vorigen Gleichungen zuriick.

i,

Statt i setzt man nach und nach die Zahlen 1, 2, 3...7 ein,
mdurch jedesmal ein anderer Wurzelwerth hervorgerufen wird.
t man den Zahlenwerth i noch weiter anwachsen, so kehren
Wurzelwerthe in der nimlichen Ordnung wieder, und dies je-
al, so oft { um n Einheiten zugenommen hat.

n B N
In Allgemeinen bedeiitet 4 o n:verschiedene Werthe, nim-
die » Wurzeln der Gleichung z7=¢2. Allein in den obigen
Mricken wird diese Bedeutung iiberflissig; wir denken uns
ter den einen positiven reellen Wurzelwerth.

Idem wir erwiigen, dass
cosy=rcos(2m—y), siny=—sin(2x—y),

sich die beiden Wurzelausdriicke fiir y, weil unter den n
hiedenen vorkommenden Winkeln je zwei in der erwiihnten
_l;'ung zu einander stehen, auch unter folgender Gestalt an-
en: .

n
R 3 - 2!
y:\/-(%')"— ay (cos 2—;1 + vV —tsin %‘

XVIIL. 14
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g=\ a,— n) cos(ﬁz-l—l)n:':v- (‘2:’:1)1:),

worin man statt ¢ nach und nach die Werthe 1, 2, 3’2—‘-
1, 2, 3...&'5-1 zu setzen hat, je nachdem n gerade oder t
rade ist.

Die Faktoren des zweiten Grades, in welche sich die
chung y*=a zerlegen lisst, sind demnach

1 , "
2—2a%; cosg;-:—‘ + an

oder

Qi+)n

22—2( ~a) 208 “— = — 4 (— a)* ,
je nachdem a positive oder negative Bedeutung hat.

6. Die allgemeine Gleichung des dritten Grades
234 a3 apz a3 =0

erhilt nach dem vorhergehenden Verfahren nur unter der
dingung

a; \2

ay _
3) —3 =0

ihre Lisung. Die allgemeine Losung macht ein anderes Ve
ren uithig. Man hat die Beziehung

cos3ne—=4cos3x — 3cosc.
Daher

'cosBe — -i— cos;:\w .

Fiir die kubische Gleichung
8- —z2=a

gilt daher

1
1=cos are cosda
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Vurzelausdruck. Wenn man fiir arccosda ein y gefunden, so
ccosda -auch gleich 2ix 4y, worin i irgend eine ganze Zahl
Ait, indem allen diesen gogen der nimliche Cosinus ent-
it. Es ist also

-H’

= COS —_‘—

ie drei Wurzeln der Glelchuno werden erhalten, wenn mao
i nach und nach die Werthe 1, 2, 3 setat. ,

'er Auflisung der allgemeinen Gleichung
234 a;2? +aztaz=0

nun weiter kein Hinderniss im Wege. Denn wir fiihren
auf die eben geliste Form zurick, indem wir z gegen
¢ vertauschen. ir erhalten dadurch

3c+a 3c2t-a, 2 f-a, c34a,c?tacta,
a ¥t a® "yt a’®

,S_I_ =0,

lie beiden Grissen ¢; und ¢ bestimmen sich aus den Be-
agen

3c+ta, —0 und 3c3ta, Qc-l-a,
(51

_3
c? T4

mstere giebt

lann die andere

Yy oy

abkiirzend
| : ' =2v-5 s
R wir B

%— —ay =b,

&. Eodlich folgt

14*
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' a;\3 a
c’-{-alc’-l-a,c-l-a, 2 —) - a’?:- ta

a=—
, a® \[ by
2y (% )

oder abkiirzend

b=—2(—31) ’-I- a,g-l-—a, .

Fir die Gleichung

wenn

284 ayzt apz + a3=0
gilt demnach

y=cos g arccos ——————
NG

oder, nachdem man einen Bogen

==4arccos "“'—"b—"‘———-
Y= g v ([_,}‘)3
3

gefunden hat,

Dieser Ausdruck erscheint unter imaginiirer Gestalt, wen

imagindr, wenn also

oder auch, wenn
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iden Fillen geben wir dem Imaginiren die Form a4V —1
. die nfimliche Umwandlung. Da némlich -

!-i—ms;':l’=2 cosgg-‘cos 3—;- -2sin2.§‘s’m %
= cos %’_‘ [(cosy + ¥ =lsiny)i 4 (cosy—A —Isiny)i]
+V —1sin gg;—ia[(cosy + & =Tsiny)i—(cosy— —1sinp)i],

ner

it der Ausdruck

L} cos i [V%NMT
' NIVE-6))

v:mn?i—"[\sfgﬂfw
ViVO-O7

m die drei Wurzeln der aligemeinen Gleichung hervorgehen,
v man statt # nach und nach die Zahlen 1, 2, 3 einsetzt. Von
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den Wurzeln ist demnach in einem der. oben genaunten Fille
eine reell, pimlich diejenige, welche man fir :=3 erbiilt. Sie

VIVE-E

7. Um das niimliche Verfahren auf eine Gleichunﬁ des af
Grades anwenden zu kiénnen, muss vor Allem die Reihe beka
sein, welche cosny durch Cosinus des einfachen Winkels y &
driickt. Wegen

(cosy 34 —1siny)* = cosny + ¥ —1sinny

hat man
Ycosny=(cosy + ¥ —1siny)" 4 (cosy — &/ —Lsiny}*
=ur4o",
indem man abkiirzend
u=cosy + ¥ —Isiny
und
v=cosy—4/ — Lsiny
setzt. Da nun
2cosy=u+v,

so wird die in Frage gestellte Reihe bekannt sein, nachdem
Coeffizienten a, b, ¢... der Reihe

(uto)” + a(uto)*—2 + b(utv)"—24 ... + k(utv)=un 4 o*

so bestimmt worden, dass dieser identisch Geniige geschieht.
nun wegen up =1 das Glied

(w4 o)r=ur+ vn 4 n(un~2-4o"-2) 4 "(7;31 ) (=t o4 + ...

so ergeben sich nach und nach jene Coeffizienten, wenn 1
um+4ow geordnet worden, und die Reihe selbst ist:
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(2cosy)* — n(2cosy)*3
+n '-—2——3 (2cosy)n—4—n gn;4§):_(3n:5_) (2005;")""

(n—5) (n—6) (n
tn 934

=7 (2cosy)*~84-...=2cosny .
iernach lisen wir die allgemeine Gleichung

Pt a4 a3+, +Fan=0,

mn diese so beschaffen, dass sie durch Vertauschen von
5_9”; gegen y sich verwandelt in:

b3 __,_&° (n—4) (n—b)
T at 3

N 3 D 3, YOt —b=0,

win 8, und b beliebige Grissen. Denn vertauscht man y mit
VE

5 8¢ geht die Gleichung iiber in

n—4) (n—b) b
2.3

t-u'-’-l-n’#z"—‘ - a0t —\/—(?""—-‘—),—ﬂ’o

d man erhiilt daraus auf der Stelle:
1 b
z.-:?cos;‘arccos -Tf s
Na
r, nachdem ein Bogen
y= amcos—L——
- by
2 &
gefunden ist;
_ o€/ b 2inty
=2 -,-‘-_cos "T »

| endlich
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! +2\/- 2m+y

Dieser Wurzelausdruck erscheint unter imaginirer Ges

wenn v fT' imaginir, wenn also b, negdtiv, oder auch v

b
NG
")
In beiden Fillen bringen wir denselben durch die folgendeR

nung 'auf'die Form o4 & =1
Man hat

3im +7 2«:092 cost-—&sm?n sin -

2cos
=cos _::_z [(cosy +V =1 siny)-" + (cosy—4 —Isin

—_ % _, Y — !
+v —lsm%‘[(cosy+\f —I siny)n—(cosy—A —lsiny)

Da weiter

cosy=
2\[ (")
siny = l——bb—z-"—
21
()

so verwandelt sich jener Ausdruck

— =42 b cos Zinty

n

in
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e [\ T O (O]
—n«l—cosn[ gt (§ —(n) .
1{__ 6\2 b, \"
+\/2 } V(Q) "(n)]
fn
— . %xm —V'_b TNE (b \"
+VTsn |\ 5+ \/ (2)__ (;)
. n
b 0\ [\
ViV O-@1
» man nach und nach statt i die Werthe 1, 2, 3...n zu setzen
damit alle Wurzelwerthe zum Vorschein kommen. Der erstere

zelausdruck giebt nur reelle Wurzeln; der andere nur imagi-
, mit Ausnahme der einzigen

8 n eine ungerade Zahl ist.

Die Formen dieser beiden Auﬂtisi'mgen michten im ersten
enblicke als sehr verschieden erscheinen. Die Aehnlichkeit
ichen den beiden Auflésungen ist aber augenfillig, wenn wir
Bedeutung einer Wurzelgrisse festhalten, und darnach

TNy

&t der jener Bedeutung entsprechenderen Gestalt

sV G -

lMellen, weil dann -in beiden Auflésungen

} 1 ll
| o (1}
o cos ~arccos und & %8

cinander entsprechen.

Der letztere Wurzelausdruck lisst sich nach und nach in an-

Formen bringen, unter denen sich diejenigen durch Einfach-

auszeichnen, fiir welche n irgend eine Potenz von 2 ist.
Unwandlung kann nimlich im Allgemeinen ausgedriickt
durch die Gleicbung:
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<..w +V () - @_.v..+qml VO-Cr

N E)+

ViNo-G+ +
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deren zweiter Theil durch Quadriren des ersten Theils, und dann
Wiederausziehen der zweiten Wurzel hervorgeht. Wenn darin
vorerst m—=n, und » eine Potenz von 2, so erhalten wir nach

VOO VNI~
ENT-OT NN
S E RO
V=@V EVO-®

Va5 V2B WD) 0w e

8 Um die allgemeine Gleichung des vierten Grades

‘B4 ay23 4 0,224 a52F a, =0

mlisen, sehen wir sie als entstanden an durch die Multiplika-
der Faktoren

(1®—cyz2—c)(22—dyz—d).

‘Wir betrachten dempach 22 als die Unbekannte, fiir welche sich
de beiden Werthe c1z4¢ und dyztd ergeben miissen. Diese bei-
s Werthe sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung

244 (02— 2)22 4 o'+ ap):2 t ag2 + 2, =0,

wirin 2’ eine noch unbekannte Grisse vorstellt, weil nimlich das
meite Glied @;2—z’ die negative Summe, das dritte Glied

(Z+ap)r®tazzta,
& Produkt der Wurzeln ¢;2+ ¢ und d;3+d vorstellt.
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Man erhilt dbrigens durch Auflisen

2+ % (z—2)=4 ‘[‘% (ayz—2')® — (2’ + ax)22—azz—ag ?

und die Griosse z' bestimmt sich aus der Bedingung, dass «
beiden Wurzeln z2 die Gestalt clz-l-c und dlz-l-f baben miiss
was zutrifit, wenn

(ay7—2)2—4(z'}az)2® —4dazz—4a,

oder
(2,2 —45'—4a,)3% — 2(a, 2" +2a5)3-442—4a,

ein vollstindiges Quadrat ist in Bezug auf 2, oder wenn
(a,2—4z'—4a5) (22—4ag) = (a,5'42a5)2.

Aus dieser Bedingung erlmlt man zur Bestimmung von 2/ ¢
Gleichung

234 ay2'2+ (aya3—4ay)'+ a,%a,—4ay0, 4 a2 =0.

Nachdem man ein 2’ bestimmt, und in die obige Gleichung eing
setzt bat, geht sie, weil dann

1Y j @ ta)—ai—ay

_ay (‘Tél)“"_z:__.,;;s;a \[(_Jra _,
iiber in:
%lz-l-aa
& B

oder, indem man abkiirzend

o=

setzt, in:

Z+ﬂa

z’+(2 ;!;b) g =F =0.
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Daraus aber erhalten wir die vier Wurzeln:

ﬂ#_l_a

_ fa b a (o, b 2—ay  2°T73

B=— I+§)i G +a)t o g
a ,

’ 5 +ta;

= (u_"% afm by, r—ay 2 ;

r=— 2“‘2)'—': 2 4"2)’“ T %

relche Ausdriicke keiner Verinderung mehr bediirfen, indem unter
en drei Werthen 2’ in allen Fillen ein solcher vorkommt, welcher

2 .
a,
(2) ""‘zl— ay

tell und positiv macht, so dass unter jenen ZHussern Wurzel-
eichen keine imaginire Grisse vorkommt. Wenn wir nimlich
ie Gleichung :

28 40,234 a2 azz -t a,=0

urch Multiplikation der Faktoren 22—c;7—¢ und 22—d;z—d ent-
tanden ansehen, so ist

ag==c,—d;, a3+2'=c,d;

md daher
a\? c-bdp)? —d,)?
(-Ql) —2'—ay =-————( L 41) —4-‘1dx=--——-(cl 1 ) K

4 aber stellt die Summe zweier Wurzeln der Gleichung des vier-
en Grades vor, dwdie Summe der beiden andern Wurzeln; und
rie immer diese Wurzeln beschaffen sein mégen, so ist doch in
dlen Fallen wenigstens eine Zusammenstellung méglich; welche

% und d; von A —1 frei lisst. Die Wurzelgrisse

V-

kam demoach in allen Fillen fiir reell gelten.

Dass die Grisse 2’ aus einer kubischen Gleichung hervor-
gehen miisse, dies konnte vorausgesehen werden. Denn eine Glei-
chung des vierten Grades lisst sich auf dreierlei Art in zwei qua-
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\

dratische Gleichungen zerlegen, indem die vier Wurzeln «, 8, 9,
d nur auf ebenso viele Arten in Gruppen von je zwei vertheiltwer
den koonen. Diese drei Gruppen sind:

of, 49,
ay, f4,
ad, fBy.

Aus dieser Betrachtungsweise geht hervor, dass die Zerle
gung in zwei Faktoren fir Gleichungen, welche den vierten Grad
iibersteigen, nicht mehr mit Hiilfe einer Gleichung von geringerem
Grade erlangt werden kann. Denn wollte man z. B. die Gleichuog
des sechsten Grades

26 + alzb"' a2’4+ 032’ + 0423"' 06‘3 + ag =0
in die beiden Faktoren
23—cy3?—¢y2—c und 23—dy%2—d,5—d

%erlegen, so wiirden wir diese Gleichung anschreiben unter det
orm:

204 (a,22—2%'5—2")33 4 (3’4 ap)2 2+ (3"+a5)23+ 0,32 4 a3 + ag =0;

wir wiirden also zwei unbekannte Grissen 2’ und 2” einfiihren,
damit die Zulissigkeit der Wurzeln

233 =¢3% 4,2+ ¢ und 33=d,22+4d5+d

entstehe. Allein wollten wir nun die beiden 2’ und 2” so bestin:
men, dass in der That den beiden Wurzeln 23 die verlangte Form
zukommt, so wiirde man auf Gleichungen des zehnten Grades
gefiihrt, weil eine Gleichung des sechsten Grades auf zehofache
Weise in zwei Faktoren des dritten Grades zerlegt werden kan.
Die Vertheilung der sechs Wurzeln «, ... in den beiden Fak
toren wiirde in Folgendem sich darstellen:

ofy , 0¢&, 1. aye , B¢, 6
ofd , yeb, 2 eyt , Bds, 7
offe , 905, 3. ode , By, 8.
ef , yoe. 4. ads , Bye, 9

ayd , e, b. ag; , fyd. 10.

|
i
|
i
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9. Indem wir die bisherigen Auflidungsweisen mit einander
rbinden, kinnen die Bedingungen, unter welchen die Gleichung
s nten Grades mittels algebraischer, logarithmischer und trigo-
metrischer Funktionen auflosbar ist, noch etwas erweitert wer-
m. Wir bestimmen niimlich die Wurzeln der Gleichungen

228 4 g, 5" + a,=0,
23 4 @,92% 4 ¢p2* - a,=0 u. 8. w.;

eon, nachdem man die Wurzeln s® dieser Gleichungen aufgefun-
tn, bleibt im allgemeinsten Falle die Lésung einer Gleichung

sn=a 4 V-1,
fiese Gleichung kann aber angeschrieben werden unter
3= 4 a3 B2(cos(2inty)+ ¥V —Isin(Rix+7)),

rorin i irgend eine ganze Zahl vorstellt, und y einen Bc}gen, dessen
. Denn

wsinus gleich V_ai:—_—{-ﬁ? und dessen Sinus gleich W
st

cos(2in 4 y) =cosy
ad

sin(2in4y) =siny.

Yese Form aber liefert ohne Weiteres die n Wurzelwerthe.
Re sind: i
1 s o
8= (o2 4?2 (cos ?ﬂtnil +4 =Isin ‘-Z%I) ;

lmo erhebt man beiderseits zur nten Potenz, so kehrt die letz-
we Gleichung zuriick, weil

(cos dinty : y—l—\f —1sin 2_______1’1:}. 7)..
==cos(2in+ y)+V —1sinRix+y).

. Die n Warzelwerthe kommen zum Vorschein, wenn man statt
[sach und nach die Werthe 1, 2, 3...n einsetat.

10. Wir losen endlich die Gleichungen

2cos2nz 4 ay 2cosnzx -+ ay =0,

v
t

2cos3nz+ a;.2c082n2 + a,.2cosnz 4 a3 =0, u. 8. w.;

[worin die folgenden Abkiirzungen vorgenommen sind:




216

2cosnz
3 (y—4)(n—
——2'—612'—""6" “23 _?}_M—Mzﬂ 6.'_ wes

2 cos2nx
bl Mm—3 6,3 (2n—4)(2n—b)
3 =G 2.3

2cos 3nz

_z2n_blzzn —2 + 22864

bA3 (b2 (Gn—t)On=5)
2 (3n)? 2.3

=29 — p, 3% 2+ 3304

Denn diese Gleichungen vom Grade 2n, 3n u. s. w. verwandel
sich wegen
cos2nx =2cos?nzx—1,
cosInxr=4cos’nx —3cosnz, u. 8. w
beziiglich in die Gleichungen des zweiten, dritten u.s. w. Grades:
(2cosnz)?+a,.2cosna + ag—2=0,
(2cosnz)® + a,(2cosna)?+ (a;—3).2co8nz 4 ag—2a; =0.

Nachdem aber die Wurzeln 2cosnz der letztern Gleichungen be

stimmt sind, bleibt, da jene im Allgemeinen die Form a-l-ﬂ\/-l
haben, eine Glexchung

gy 32 l.bl p—‘} n—4 brlz:: (n— ';?én—‘)) gn—6 } ...

=atpV—1,

deren Lisung nach dem Friiheren die Form

otV —1 )

=2 é-cos(Qm-l—— arc cos ————
2 "‘)
n
darbietet; und die weitere Aufgabe besteht darin, diesen Wurzet
ausdruck in allen Fillen unter die Form 44+ BV —1 zu bringen.

In dieser Absicht betrachten wir den Bogen, dessen Cosinus gleich

a-l—ﬁ\/.—-

N
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als die Summe deér Bogen y und 4, und. bestimmen beide Bo-
s0, dass die Glewhung [

c0§(7+6)'—a+ﬁv_

SN O

b das Bestehen der beiden Glewhungen

Eoy

—pVT

VY

edigt ist. Aus diesen erhilt man aber die meuen:

cosycos& =—

slnysma

2

cos?ycos?J =‘—Z_1)—"— reuserees 1L
4=
n
1-——008271) (I-COt’6)=-Y )n ) ....,'.'.'.... 2.

durch deren Subtrahiren eine dritte:

2

-t ﬁbz - +1, e
G () |

n nj - SR
S: in Verbindung mit de'r' ersten unm’itteibar die quadratische
ung

cos?y + cos?20—=

o? B3 o3
os*y—[ 4(ﬁ)" + 4(6_1)" +l].4cos2y+——-(b_l)n =
n n n
lestinmung ;'on 2cos?y und 2cos?d liefert. Diese Grossen

I XVIIL. - 15
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o3
2costy=

O]

\/[4 ORCORNOE

" 9c0sM=

(ﬂ)‘ O
Vool

Daraus gehen wieder hervor:

ol

O

VGG

Ot

ey

B VEOATORENO

weil nimlich die beiden Ausdriicke:

,[4(2;_:)&4 (g),. oy (?:2)'7

—2sin?y =

—92sin2d =

und
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FOROBMO)

der identisch sind.

Nachdem so die Bogen y und J niher bekannt geworden,
dieselben einzufiihren in den Wurzelausdruck

_ ‘/ 6, 2i7r;+_l:_|£_'
72=2 n tCos— .

Eine genauere Betrachtung der obigen Ausdriicke lisst uns
n

nen, dass fiir ein positives (%‘) ebensowohl cos?y als
unter allen Umstinden positiv bieibt, dass also cosy und
reelle Bedentung haben; dass aber sin2d stets negativ, wih-
c0s28 positiv ist, dass also cosd und sind imaginare Gris-
vorstellen. Um dem Imaginiiren die gewiinschte Form zu
n, setzen wir, wie schon friiher:

1 1
2cos ;—i-: (cosd 44 —Tsind)* 4 (cosd— & —1 sind)*,

|

.
W —1sin 2 =(cosd+V —1 sin&)’); —(cosd—4 —1sind)*;

erhalten somit aus

1= 2\/—:—’ [cos ‘2-'-7—‘-;-'—.-’—’ cosgl- — sin ‘:’_z%ﬂ sin g]

gesuchten Wurzelausdruck unter der Form
~ VYLV NIV
a2V VIV IV V]

die Bedeutungen von 4 und B hervorgehen aus den Be-

l * 15*




RORORO)
N+ (-
a4 @) -C)
N+ @-@Y+ Y

Wenn jedoch % einen negativen Werth erhilt, so erken

wir, dass umgekehrt cos2d und sin2d beide positive Werthe, 1
zugleich reelle Bedeutung annelimen; dass "aber sin?y negl
bleibt, wihrend cos?y stets positiv. Weil dempach fiir ein ne

tives (%'—)“ 'der Winkel y eine imaginire Bedeutung erhilt,
setzen wir: . .

1 1
2cos % = (c:my-l- v -_:l"siny); +(cosy—V —1 sin;_r);
und
— - 1 1
24/ =1 sin % =(cosy+¥ —Isiny)"—(cosy—4 —1siny)";
und erhalten aus

_ ‘/ b, 2in4d g . 2im4d , 7y
=2 n [cos —,, —¢os - —sin —"—sin 7—1-]

den gesuchten Wurzelausdruck unter der Form
. n_ — — | n .. — —
= OV EV VY-V E]
~n = __ -
v ek (VYRR A VR Ve

worin 4, und B, die folgenden Bedeutungen haben:




=@+ (¢
V@G O~

n=)'+ (- ()
V-G~ 0

Wenn =0, so geht der erstere Wurzelausdruck fiir ein po-
(—-—) wxeder tiber in

- 2v_ b, 2m

in

COgY ===

WV & ?%)
B
G)'<G)
‘wenn
o

Ist dagegen

.o ——->l
NG
n
rrwandelt sich der erstere Wurzelausdruck in

p—
o
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Derzweite Wurzelausdruck fiir ein negatives (%‘) aber g
B=0 in allen Fillen in den letzteren iiber.

11. Dies miigte wohl Alles sein, was uns algebraische
rithmische und trigonometrische Funktionen iiber die An
algebraischer Gleichungen geben kinnen. Eine allgemeine ]
ist darnach nur fiir die Gleichungen des zweiten, dritten u
ten Grades miglich: alle hohern Gleichangen aber bleiber
Iost, wenn deren Glieder nicht hesondere Bedingungen eir
Nun miissen aber, was die Auflisung der Gleichungen mi
Unbekannten betrifit, noch die Untersuchungen angereiht v
dariiber, wie man den Grad einer Gleichung vermindert,
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1e Beziehung zwischen zwei oder mehreren Wurzeln derselben
kannt ist.

Vorerst haben wir dabei die Frage zu beantworten, wié sich
ne Wurzel bestimmen liisst, welche den beiden Gleichungen

a4 ;3714 a2 4. .t an=0
‘d .

b 4 by 31 4 bam—3-.... 4 bm=0
eziglich vom nten und mten Grade gemeinsam ist.

Indem wir beachten, dass z in beiden Gleichungen als die
fmliche Grisse gngesehen werden kann, kinnen wir durch Eli-
saation der hichsten Potenzen von z zwei andere Gleichungen

en, wEl::l; in Iilezug auf das gemeinsame fragliche z von ge-

e sind.

Um dies deutlicher zu zeigen, nehmen wir beispielweise
p=n{2 an, so dass die obigen Gleichungen dargestellt sind in:

, a4 a; =1+t ap* 24 ... 4+ an=0 ..ceeene.... 1.

b b2 byt By oot baga=0. ... 2.

ir multipliziren die erste mit 522, die andere mit a, durch Ab-
entsteht dann die Gleichung vom (n41l)ten Grade:

(a;b—abl)z*+1 + (agh—aby)z™ ¥ ... — abap3=0. ...ccen. 3.

en jedoch a und b einen gemeinsamen Faktor haben, so dass
@ und b=10'y, so multipliziren wir die obigen Gleichungen
ich nur mit 622 und @’, weil wir im andern Falle der neuen
ichung des (n4l)ten Grades den gemeinsamen Faktor u giben.

Eine Gleichung vom (n41)ten Grade erlangen wir auch durch
Bimivation von 3% Diese wiire:

3.
Wl:—_ anhy2*+ (abni-f“aubz) 214 . 4 an— buya—anbny = 0.

Durch li'limination von 3*+1 aus 1. und 3. leiten wir aber eine
ung 4 her, in welcher n der hichste Exponent von 3 ist.

Wenn also zwei Gleichungen vom nten und mten Grade ge-

sind, so leiten wir auf dem bezeichneten Wege eine zweite
g vom sten Grade her, so dass nun vorliegen:

as* 4 a,3" 14 a3t .. tan=0
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und: . ... oL e e e

cm + clz"“l 'l' CZM_Q‘I‘-.- + Can=0.
Diese-aber gebien ,~'iﬁdem' man das einemal 27, -das anderem:
eliminirt, ein anderes System Gleichungen vom (n+1)ten Gr

(a1 — acy)2m =24 (@3¢ — 1)z 2 4 ..oove + @nC — ace =0

.

und _— O .
(aca— an€)2" =14 (@) Ca — @n€1)i" 2+ w.. 4 fin—y Lo GyCa—g =|

".Man kinnte auch, .nachdem die eine Gleichung dieses Sys'
géwonnen, sogleich diese. mit einer des vorhergehenden Sys
zur Elimination ‘von 2° oder 3® verbinden, um:die zweite ‘(
chung dieses Systems zu erhalten. Man wird das éine oder
andere Verfahren einschlagen, jenachdem eine kiirzere Rech
dieselben empfiehlt.

Es ‘ist einleachtend, dass man, so fortfalirend, -endlich
System von Gleichungen erhilt, in welchen z nur auf dem e
Grade vorkommt. Dasjenige 3, welches gleichzeitig den urspr
lichen Gleichungen vom nten oder mten Grade geniigt, ge
zugleich allen Gleichungen, welche aus diesen beiden hergel
worden sind. Es geniigt daher auch den Gleichungen des let
Systems' vom eérsten Grade. Da diese aber iiberhaupt nur
Wurzel enthalten, so werden sie identisch sein, und jenes
durch dieselben bekannt. Wenn die urspriinglichen Gleichu
zwei Wurzeln gemeinsam enthalten, so werden diese iden
sein mit den Wurzeln desjenigen Systems, in welchem z auf
zweiten Grade vorkommt; und dessen Gleichungen werden
selbst identisch sein. Aehnliches gilt fiir eine grisssere Ar
gemeinsamer Wurzeln. Umgekehrt lehrt uns diese Untersuch
dass in zwei Gleichungen von hiherem Grade eine, zwei u. .
Wurzeln gemeinsam sind, wenn die Gleichungen des letzten,
letzten u. s. w. Systems identisch sind.

Der Einfachheit halber nehmen wir ein Beispiel vor, in
chem die Coeflizienten von z durch Zahlen vertreten sind.

Die Gleichungen
28— 24 43— 422 L 4 —4=0 ... 1
und )
Bzt —4z34 12:2—8: 4 4=0 ........... 2.
geben durch Elimination von 20 die Gleichung

244234 8:-4=0 ... 3
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und aus dem ersten Systeme 1. und 3. erhilt man nach einander
die beiden Systeme:

338 —2244:—2=0
#4220’
22+2=0l
242=0"

Die gemeinsal;len Waurzeln sind demnach z=44/2.

Die Bestimmung einer oder mehrer Wurzeln, welche einer
beliebigen Anzahl Gleichungen: hiheren:Grades gemeinsam zukom-
men, ist hiernach keinen weitern Schwierigkeiten unterworfen.
Man setzt nimlich an die Stelle zweier Gleichungen, am vortheil-
haftesten der beiden Gleichungen des niedersten Grades, jene an-
dere, welche deren gemeinsame Wurzeln enthilt. Diese wieder
in Verbindung gebracht mit einer dritten der vorliegenden Glei-
chungen lisst sich auf die nimliche Weise behandeln, und man
vermindert so immer mehr die Anzahl der Gleichungen. Die ge-
meinsamen Wurzeln des letzten Gleichungenpaares kommen dann
auch allen iibrigen Gleichungen zu. .

12. Wenn nun eine Beziebung bekanot .ist, welche zwei oder
mehrere Wurzeln einer Gleichung verbindet, so ist man stets im

"Stande eine zweite Gleichung herzuleiten, welche mit der urspriing-

lichen eine oder mehre Wurzeln gemein hat, die dann nach dem

_ Vorhergehenden gefunden werden. Wir betrachten hier mehr bei- ®

spieliveise die einfachste Beziehung, durch welche zwei Grissen
mit einander verglichen werden: kinnen. Wir nehmen an, dass
zwei vder mehre Wurzeln der Gleichung

az:n +a1:"-1.-|- ag:"2 4 ... + @pn=0 ............ L.
‘i dem Verhiltnisse 1:5 zu einander stehen.

Wenn o eine Wurzel” dieser Gleichung, so ist hiernach auch
b einé Wurzel; und man bat zur Bestimmung desjenigen z, fiir
welches eine andere Wurzel 0z besteht, die zweite Gleichung

G b 4l o ap =0, s 2.

Wenn nun die erstere Gleichung p Wurzeln 2=« und ¢ Wur-
zeln z2=06c enthéilt, so muss -die andere ¢ Wurzeln ¢ enthalten;
und beiden gemeinsam miissen p oder ¢ Wurzeln z—=¢ sein, je-
nachdem p:oder q die kleinere Anzahl vorstelit. Man.erhalt diese
durch die allmihlige Bildung jener verschiedenen Systeme. Das
nichste System wiire:

(B — 1)+ @y (br—1 — a1 o (b2 D)= ...
. [ . L ceoe -'— an.-'-l(b—l):o,'
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und
ay(b — 1)bn—122—1 4 g(63—1)bn-2:n—3 4 ay (b3 — 1)bn—303 4.,
wee F an(é*—1) =0.
Es sei z. B. bekannt, dass die Gleichung
2423 —2246:46=0

Wurzeln enthiilt, welche in dem Verhiltnisse 13-2 zu einander
stehen. Da nach dem Obigen 6=2, so hat man:
15234722324 6=0
42'—6:°+35z+45=0g’

1181’—-5372—-655=0$
13122 4 69: — 62 =0%’
z241=0,,
z-l-l=02 ?

daher kommen die Wurzeln z=—1 und z=—2 vor.
Fir die Gleichung

284623 —20:24-12: 4+ 12=0 -
sei b—=—3 bekaont. Man findet dann die Systeme

! 60:2 — 42:2 — 58: — 12:=0,
54:3—17422484: 4 80=0%"
3:2—»32—2=0g
3:2-3:—-2=0°"
Die beiden Wurzeln der Gleichung
22 —3:—2=0.

sind demnach mit —3 zu multipliziren, und man kennt die vier
Waurzeln der obigen Gleichung.

13. Wenn b in —1 iibergeht, so verdoppelt sich die Anzabl
der in beiden Gleichungen eines Systems gemeinsamen Wurzeln.
Denn wenn die Gleichung

az® 4 a;27 1t agn2 + ... + an =0
p Wurzeln «, und ¢ Wurzeln — o hat, so kommen der Gleichung
abmzn 4 a,br—1n—1 4 apbn—2n—2 ... 4 aa=0

fir $=—1, q¢ Wurzeln « und p Wurzeln —e zu. Gemeinsam
werden demnach sein p oder g Wurzeln «, je nachdem p oder g
die kleinere Anzahl vorstellt, und eben so viele Wurzeln —a.
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Die Gleichung
425 —2A 4 223 — 23 — l2z-|.-6=0
5. B. giebt als erstes System die beiden identischen Gleichungen

. 24 422 —-6=0),
224 4:2—-6=0.

‘Wenn alle positive Wurzeln einer Gleichung auch mit dem nega-
tiven Zeichen als Wurzeln. vorkommen, wenn also die Gleichung
nor gerade Potenzen von z enthilt, so kann dieselbe nach dem
eben eingeschlagenen Verfahren nicht mehr auf einen niederen
Grad gebracht werden. Wenn man aher 22 mit y vertauscht, so
kommt der Grad der Gleichung auf die Hilfte- herab. Auf diese
Weise fiihrt man die Gleichung :

244 20—6=0"
iber in
292 +y—6=0.

Wenn =1, wenn also gleiche Wurzeln vorhanden sind, so
werden die Gleichungen des nfichsten Systems in der Form:

a(b® — 1)22—1 4 a,(br—1—1):7—2 § ay(bn—2 —1)2*—3 + ......
cvacen + An—) (b'-— 1)'—_-'0,
a (b — 1) (b2)"—1+4 ag(62—1) (b2)—2 +} az(b3— 1) (b2)*—3 +......
wesee F a”(b"-—- l)=0

unbrauchbar, weil durch Einsetzen von =1 alle Glieder in Null
#bergehen. Wenun wir aber erwiigen, dass

b1 =14 b*-34 b3+ ...+ 1) (6—1),
so fihren wir jene Gleichungen, nachdem man aus beiden den
, Eemeinlamen Faktor b —1 gestrichen hat, iiber in die folgenden
ormen: '
naz*! 4 (n—1)ay2*—2 4 (n—2)a2" 3+ ....4 an—; =0
wd
a; "1 4 2a3:72 4 3agz"—3 +.... + na.=0.
-Um nun die obige Betrachtung iiber die Gemeinschaft der in

dlesen - beiden Gleichnngen vorkommenden Wurzeln auch hier in
Anwendung bringen zu kinnen, stellen wir uns vor, irgend ein
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Verhiltniss & zwischen zweien Wurzeln der vorliegenden Glei-
chung sei in die Einheit iibergegangen; und wenn viele gleiche
Wourzeln vorkommen, so stellen wir uns vor, jede einzelne dieser
gleichen Wurzeln sei aus einem andern Verhiltnisse zu irgend
einer « unter ihnen in das Verhiltniss der Einheit iibergegangen..
Wenn aber zwei Wurzeln o und § in einem Verhiltnisse 6 zu
einander stehen, so dass eb =g, wenn zwischen den Wurzeln «
und y die Beziehung ol’=y besteht, zwischen den Wurzeln «
und g die Beziehung «¢b“=0 u. s. w., 8o werden 'die Gleichun-
gen eines Systems die Wurzel 8 oder y oder § gemeinsam haben,
je nachdem man das Verhiltniss §, 6’ oder 4" gelten lisst. Wenn
nun aber die Verhiltnisse &, 6, b”... gleichzeitig in 1 ibergehen,
und man also wegen der Annahme 4=1 gleichzeitig die Verhiilt-
nisse b, b', b”... gelten lisst, so miissen die beiden Gleichungen
eines der obigen Systeme gleichzeitig die ungleichen Wurzeln 8,
Py Oue in sich aufnehmen. Wenn demunach eine Gleichung m
gleiche Wurzeln enthilt, so kommen deren m—1 den Gleichungen

nan=14(n—1)a; 272 4 (n —2)ap2" 3 F....+ an—y =0,
;2% 14 20,2024 3agn—3 ... + na, =0
gemeinschaftlich zu.

Es sei z. B.
24—4234162 — 16=0.

Man erhiilt daraus nach und nach die Systeme:

2332 4= O%
23—12:416=0%

12—4z+4=0§.

224z 4 4=0
Da nun die Gleichung
22— 4:44=0
die Wurzel z=—2 zweimal enthiilt, so kommt diese in der ur-

spriinglichen dreimal vor.
14. Wenn unter den Wurzeln der Gleichung
azt 4 ay2n—14 apzn—2+4.... + an=20

b
solche vorkommen, welche beziiglich durch z und oy sich ausdrii-

cken, worin b eine bekannte Grisse, so ergeben sich diese mittels
einer . zweiten Gleichung
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an?* § dn—p b2~ 1 4 an_622*2 4.... 4 ab®=0.

Kommen p Wurzeln « und ¢ Wurzeln g— vor, 8o kommen jenen

zwei Gleichungen ﬁ oder ¢ Wurzeln o gemeinsam zu, je nach-
dem 2 oder ¢ die kleinere Anzahl, und man gelangt endlich zu
einem System, welches nur diese Wurzeln enthalt. Fiir den Fall
b=1 aber sind gemeinsam p oder ¢ Wurzeln o, und ebensoviele

Wurzeln o 80 dass der Grad der Gleichung, aus welcher sich

diese bestimmen, doppelt so gross ist als vorher. Dasselbe gilt
fir 6=—1.

Fir '
25424 —423412:2-1=0
ist 5=—1 gegeben, und man erhiilt hieraus und aus
26 —12:3—42—z41=0
die niichsten Systeme:
24 48:3 4162242 —2=0),
244 23— 16:2 4 8:—1=0\’
5234 16:2—2: — 1=0

28—2:2—16z +5=0{’
2243:—1=0
24 3:—1=0{"

Die Wurzeln « und ——% ergeben sich also aus
243:—~1=0.
Wenn zu jeder Wurzel « einer Gleichung auch eine Wurzel
5 gehirt, wenn also die Gleichung ungeiindert bleibt, indem man

' darin z mit-:—- vertauscht, so vermindern wir den Grad der Glei-
chung auf eine andere Weise. Sie erscheint unter der Form:

arta;2n 14 a2+ ... + a2 + ayz 4+ a=0,

und wenn n ungerade, so geniigt offenbar als Wurzel z=—1.
Durch Dividiren mittels z§1 bleibt also stets eine andere zuriick,
worin n gerade. Wenn zu jeder Wurzel ¢ eine Wurzel ——3— ge-

hirt, so gilt die niimliche Bemerkung. Fiir ein ungerades n lisst
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sich dann aber der Faktor z—1 abscheiden, weil 2=1 eine War-

zel ist, und es bleibt wiederum eine andere Gleichung, worin »

gerade. Diese beiden Gleichungen, welche durch Division mittele

fr—l und z-}1 entstanden, kinnen dargestellt werden unter den
ormen:

n_ .
a(z*+ D+ayz(-24D) +..... + an 125‘ l(z’i )4an?2=0,
: 2 2
wenn n=4i, und i eine ungerade Zahl, und unter den Formen:
a@@41)+az2(*-24+ 1)+ ... 4 an lz*_l(z’:}; l)+a,._ziz:o,
27 2

wenn n=2i. Da weiter je awei Wurzeln dieser Gleichungen zum
Produkte 4-1 haben, deren Summe y aber unbekannt ist, so las-
sen sich dieselben in Faktoren von der IForm

22—gyz 41
‘zerlegen; und die Elimination von z mittels

224 l=4y2
muss auf eine neue Gleichung fiihren, welche in Bezug auf g
vom Grade ;—l- ist. Die Elimination selhst fiihren wir am vortheil-
haftesten aus mit Hiilfe der beiden Beziehungen:

(D@ D=4 1L DR

und

24D @) =41 £ 44 D)2,

von denen die erstere fir n—4i, die andere fiir n=2¢ Geltung
bat. Wegen :24-1=yz entsteht dann nach und nach:

4 1=(y2 F9):2,
. # £1=(F )3,
841 = (y2F 492 +2):4,
2104 1 =(y5F 5934 5):° u. s. w.
So verwandelt sich die Gleichung
624 4 35234 62:2 4 352 4 6 =0

in die Gleichung des zweiten Grades
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y die letzte Gleichung identisch auf Null brinﬁen, s0 schliessen
wir, dass durch die niimlichen Werthe y die beiden Gleichungen
L und 2. identisch sein miissen. Diese geben dann die gleichzei-
tig entsprechenden Werthe z. Auf diese Weise fauhren wir fort,
die durch Elimination der verschiedenen Potenzen zon z entste-
heunden Gleichungen von ihren Faktoren in y zu befreien, wobei
dann die solchen y entsprechenden z immer aus denjenigen bei-
den. Gleichungen hervorgehen, welche die letztere mit jenem Fak-
tor von y beEaftete Gleichung lieferten, indem diese durch Ein-
setzen des beziiglichen y beide identisch werden. Die letzte Be-
ziehung endlich, in welcher kein.z mehr vorkommt, giebt dann
noch diejenigen Werthe y, welchen nur ein einziges z gleichzei-
tig entspricht, das man aus der Gleichung des letzten Systemes
herleitet, worin z nur auf dem ersten Grade vorkommt.

L Es seien
22—3yz 442+ 5=0
2:2— 92 l='0. """
Daraus: C
2yz—y2—3=0) 2 .
(y2+ 3)z—(ya—l)y =0 0..."' 3
Yy —8y2—9=0. ...... 3
Aus 3. erhiilt man die Werthe y, und aus 2. dann die zuge

hirigen z,

2. Es seien:

2:2 — (dy— 1)z — 292  y =0, 1

23 +z2—yz—y2=0 TR TY XYY ) .

Daraus: ‘
4y +1)22—y: —242=0. e 2
(16y2—2y—1)z + (8.1/2—6‘1/—-])3/::02 3
(8!/2—6!/——1)2-'-(6!/-—1)3/:0 ®eesenree .
y(dy*—12y243y +1)=0. ... 4.

Die Gleichung 4. giebt die: Werthe y und eine der Gleichungen 3.

die zugehirigen z.

24 (y—3):+y2—3y + 2=O§ )

3. 2—22 4 y2—y=0

Daraus:

G=1Dr—2+2=0. v 2.
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agen des gemeinsamen Faktors y—1 geniigt dieser Gleichung
and man erhilt das zugebiinge z aus 22—2z=0. Die Ver.
¢ von 2 —2=0 mit 1 giebt y2 —y=0, woraus y=0, dem
'2=2 entspricht. .

34 2y+)z + 42+ 2y=0, ........ L. :

33— 3(y—2)324 (3y2—12y 4+ 8)3—y?+6y7—8y==0 ....... 2.

By—4)99—2(y?—Ty +4)5+ 4642+ 8y==0. ... 3.
n Gleichungen 1. und 3. erbalten wir dann
31/(3/-—-1)5-{-3,’-}33,’ 4y=0. ... 4.
ﬁﬁ?ﬁ? lznx?g'elﬁﬁllggn mhe eel:;e%)‘:nvg ch ann ezﬁg
242:=0 und z’-|-4z+3—0
Abscheiden Jenes Faktors blexbt aber als Gleichung 4.:
Sty +4=0. ... v,
erbindung von 4’. und 1. giebt:
Gy + 2z + 32+ 6y=0. ...... 5.
mit 4°. wieder': ) '
y -y-2—°
tuen Werthe y=—1 und- ,,=~2 finden ihroWeﬂbe ! aus: 4

i xvin. 16



' 'Einfache Berechnung der Zahl
Von
" Herrn C. Hellwig,

Lehrer der Mathematik za Firstenwalde.

Man denke sich in and um einen Kreis mit dem Halbm
R die regelmissigen Vielecke von n und 2n Seiten beschri
Die Seiten der eingeschriebenen Vielecke von n und 2r 8
migen beziiglich mit s, und 550, die der umschriebenen ent
chend mit S, und Syn, und die Lothe vom Mittelpunkt des
ses auf die Seiten s; und sy, ebenso mit r, umf T9n hezel
werden. Wir wollen Formeln aufzustellen suchen, niittelst «
S2n, Sn und S,n aus su berechnet werden kinnen; dadurch

. . . N.Sn
sen wir zu Niherungswerthen von n gelangen, indem SR

%n.s,. fir R=1, um so mebhr mit = iibereinstimmt, je

ser n ist.

Aus den in der oben angedeuteten Figur vorhandenen r
winkligen Dreiecken entnimmt man leicht die folgenden
ziehungen:

@ Ton? = R3— ,% 0%,

@) 32ni =(R—r.)? 4 ‘%Sua s
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1

® Y 2= R2 —r,3,
Die Elimination von ':"‘Sa’ aus-(2) und (3) fiihrt zu:
1 1 1
(V) h:,,’:g-m—‘—z-ll.r,.,

woraus man in Verbindung mit (J) erbiilt:

r,{.’:%— R2 %R.r.

1 1 7,
®) ra=R\ 3+ 1.7

Wegen Achnlichkeit von Dreiecken der IFigur hat man ferner die
Proportionen:

oder

(6) Son 3%‘ 8.'=RSTQF
and
: 1 1
v o) raiR=ga: 5 S.
. Hieraus ergiebt sich:
) n
(8) ‘”—2"!' 'R,
w0 wio-
n
) Sn-‘:;;- R
uad ebenso
=
ao S,....m.R.

Fir R=1 verwandeln sich die Werthe von ran, 5,0, Se und
S;» in die folgenden: -

T 1
an Ton= v—§ + g,




(12) &.zé—:?;;" - .

P S
1y o Se=E,-

Y
a4 s’;"—rgi »

Diese Formeln verwenden wir in der Weise zur Berechnung
von 7, dass wir von eitiem -hestimmten Werthe von re und s .
ausgehen, daraus rou, san, S., Syu bestimmen und hieraus wie-
derum 74, s41, Sy finden u, & f. Nimmt man =6, geht also
vom regelmiissigen eingeschriebenen Sechseck aus, so bhat man
bekanntlich ss=1 und

r,:-;-\/ 3=9,§6?0254.

* Mit Hiilfe dieser Werthe gelangf’ man bei ‘Anwendunﬁ siebenstel-
o

liger Logp,;i!tbxlngl_l zu_folgendem Schema fiir die Berechuung von z:
| log.l =1 -1 R i
? ro == 0,4330127 log.rs =0,9375306—1 log. S, =0,0624694
g =05 log.rm’;-;'l',gﬁmﬁg_ '
re? =0,9330127 log.r;g =0,9849437—1 e
“' *812 = 0,30103 '
02859737 |
r1a =0,9659254 —0.7140263=1" -
2)0.4830627 log.s;5 =0,7140263—1 (log.S,,=0,72900826—1
0,5 Iog.rg42—;: 1 ,9925370 -2
2 =—0,9829627 )
ru® =09829627 | | grse =0,0962685—1
0,30103

roa =0,9914447 02072085
~ 2)8.4*957—223 log.s;4 =0,4167278—1 |log . Sy, = 0,4204593—1
5

Iog.r“22==1,9981382—_2_

log.r,g =0,9990691 - 1

. 0,30103 -
res =0,9978589 03000001
2)3’4989295 log.sss =0,1166287—1 [log.Ss =0,1175596 — 1

S

res? =0,9057223

r”Q =0’9989295 . log.7962§1,9995348—2 |
log.rgo -—_—3,33]9(7)374—‘1
ros =0,9004647 : _
2)0,4997323 0,3007974

log.s9s =0,8158313—2 llog. S, =0,8160639—9

9
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i S PR e S I PR SN FLTt RPE Tr PR PP P
3997323. .. . - log.r;”’-'—'- 119998838"‘2l T L N

log.r, Zbovwasto—t
HUdRE62 ¢ g e 030103 ;
poeeez 7\ OFOOTO | o i
4999331 - i logaln -ﬁ0,6148694—-2 Iog.S.g, =0,5149176 2

TN I 9999’"”..- ' LT MR
ml h ’logr““;)lm— e ey )
: "... .’ogr384 ‘“0999985“" 'f .'”’ ' cl ""; .
PP 30103 : et "-.:'a. .

99966‘ . ' OW -‘- ' .:ll . U ..l‘!,t
o — .. :Iogrn, ._19999924—2 Pemot e e

log T768 -»-033%996562— ol
9999912 0,3010262
1999956 log.s765 =0,9128178—3 log. Syes =0,9128216—3
b log.ru“ —1] ,%99982"'2

og.r, ,9999991—

8- T1536 030103

1999908 0,3010201

log.sy535 =0,6117887  [log. S, 556=0,6117896—3

,400099
.,5 log 3072 l 9909996—
),009999 0,30103

Om
log.s3079 =0,3107589  |log.S3072=0,3107591—3

Durchschuittswerth folgt aus dieser Berechnung:

log. § =0,3107590 — 3.
w hierzu
log.1536=3, 1863912

I

bt sich
log. = =0,4971502.
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Diesem Logarithmus euntspricht die Zahl 3,14159, welche

in der That den Werth von x auf 5 Decimalstellen richtig..

angiebt.

Die mitgetheilte Berechnung scheint mir hauptsiichlich zwei - .

Vorziige zu besitzen, nimlich dass sich einmal die meisten der
darin vorkommenden Zahlen einfachen Grenzen immer mehr nihern,
indem die Werthe von 72 und » der Einheit und die Summe der
Radienloﬁarithmen mit 0,30103 dem Logarithmus von 2 zustreben,
oder doc

die Werthe von logs und logS, und dass zweitens das Auf-
suchen der vorkommenden Logarithmen, so wie der Zahlen. zu

denselben sehr bequem geschieht deshalb, weil man von log.ry, . *

an kein Blatt in den siebenstelligen Logarithmentafeln mebhr um-
zuwenden braucht. Dabei ist der Mechanismus der Rechnung
der einfachste, den es geben kann, und bietet keinerlei Schwie-
rigkeiten dar, weshalb auch jeder mit den nothwendigen Vor-
kenntnissen ausgeriistete Schﬁier mit Leichtigkeit in den Gang
der Rechnung sich bineinfinden wird.

wenigstens eine gegenseitige Aoniherung zeigen, wie:

T



239

X VIL

Miscellen.

Eine Felegentliche Veranlassung fihrte mich neulich einmal
wieder auf die Bestimmung des Inhalts der dreiseitigen Pyramide
aus drei in einer Ecke zusammenstossenden Kanten und den von
deuselben eingeschlossenen Winkeln. Wie leicht diese Aufgabe
durch die sphiirische Trigonometrie zu erledigen ist, weiss Jeder;
es kam jedoch auf die Anwendung der blossen. ebenen Trigono-
netrie an, und da die Auflisung, welche ich fand, mir sehr ein-
fich scheint, die Aufgabe sich auch wohl zur Uebung fiir Schiiler
Oignet, 8o will ich meine Auflésung hier mittheilen. Taf.1V.Fig.1.
wird fiir sich verstiindlich sein, und nur kurzer Andeutungen zu
ver Erlduterung bediirfen.

Die gegebene Pyramide sei ABCD=P. Die Kanten AD=a,
BD=b, CD=c und die Winkel

LADC=e, LBDC=p, LADB=y

seien gegeben. "CE sei auf der Ebene ADB, CF und FG seien
af AD und BD seokrecht, und EF, EG, DE seien gezogen.
Man setze der Kiirze wegen ' '

LFDE=¢, LGDE=vy;
% ist '
1 1 .
P=3AADB.CE=g ab.CE.siny.

Ferner ist

’
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EF =ccosatangp, EF= DE. sing;
EG=ccosftangy, EG=DE.sinyp.

Also ist
EF _ cosa tangp _sing
! G~ cosf “tangy ™ siny’
woraus
cosa cosy
cosf” cosp ’

also, weil p=y — ¢ ist:

__cosa cos(y—-q’)
cosﬁ COs(p

~

prv ﬁ (cosy-l- sinytanggp),

.

Tt )
L. S ..

und hieraus
__ cosf—cosacosy
tanggp = cosasiny

folgt. Daher ist nach dem Obigen

EF'-"= ¢ cosE -_— cdsamsz ,
smy ]

und .'v'l"eil-mm3 h'fe'ruaeb .

cosﬁ—-—cosacosy) i
siny

CE”—" C’F2 EF“—— c? 3sma’—-

ist, so ist, wie man sogleich findet:

CE = -s—l-';; VI —-cosa“—cosﬁ’—-cosyz + 2cosacosﬁ cosy ’

also nach dem Obigen

P=éabcv l-cosaﬂ_c-)sﬁ“_cosya ¥ 2cos¢cosﬁ cosy,

oder nach einer sehr bekannten Transformation der Grﬁsse w
dem Waurzelzeichen:

' . i
P= ;—; abe Vsin%(a + ﬁ-l-y)sin.';(ﬂ +y—e) siné(y-l—a—ﬁ)siné(a-l-ﬁ—

welches die bekaunte Formel ist.
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Erste Abtheilung.

§ 1.

Wir_wollen uns zwei beliebige conjugirte Halbmesser einer
Hiipse denken, die wir als positiv betrachten und mit Riicksicht
Weraof durch an, ba bezeichnen; die Durchschnittspunkte dieser
mil:’girten Halbmesser mit der Ellipse seien respective An, By;
ud der von densclben eingeschlossene, 180° nicht iibersteigende
Winkel werde durch ox bezeichnet. Sind nun, wenn wir an, b
ds die positiven Theile zweier Coordinatenaxen betrachten, in
fesem seinen Anfang im Mittelpunkte O der Ellipse haben-
Rin Coordinatensysteme zx, ya die Coordinaten eines heliebigen
! tes der Ellipse; so haben wir nach der Theorie dieses Ke-
‘Bplschuitts bekanntlich die Gleichung

G-

o' Denken wir uns nun aber einen Bogen der Ellipse, welcher, bei
ahm Punkte As als gemeinschaftlichen Anfangspunkt aller Ellipsen-
gen anfangend, bei dem durch die Coordinaten zq, yn bestimm-
Punkte (zaya) der Ellipse sich endigt, indem wir diesen Bo-
Jo immer als positiv oder als negativ betrachten, jenachdem er
As an durch den 180° nicht iibersteigenden Winkel 4,0B.
durch nach B, hin, oder von A4, an durch den 180° iiberstei- °
aden Winkel 4,0By hindurch von B, abwiirts genommen wor-
ist, und bezeichnen mit Riicksicht hierauf diesen Bogen durch

; 80 kdnnen wir offenbar die Grissen 31' s ‘%‘ jederzeit als
R R

a
metionen dieses Bogens wn betrachten, und wollen dieselben

e e a
mer unter dieser Voraussetzung respective durch @,.o;.., Sawa

e a " e a
2) %:&.wa, g:= S, 0n

0. Der Buchstabe e ist in diese Symbole deshalb aufge-
men worden, um anzudeuten, dass dieselben der Ellipse an-
ten; dies konnte liberflissig scheinen, wird sich aber als noth-
dig erweisen, wenn es spiiterhin darauf ankommen wird, die
s, Hyperbel und Parabel von einander zu unterscheiden.
esen Symbolen haben wir nun nach 1) die Gleichung:

3) (@non)? + (Snon)2=1.
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Nehmen wir den Punkt B, als Anfan'gspunkt aller Ellipsen
an, und bezeichnen einen bei B, anfangenden, bei dem
die Coordinaten xa, ya bestimmten Punkte (z»ys) der Ellips
endigenden Ellipsenbogen, indem wir denselben als positi
als negativ betrachten, l‘}'enachdem er von dem Punkte

durch den 180° nicht iibersteigenden Winkel B,OA. hii
nach A4, hin, oder von B, an durch den 180° iibersteig
Wiokel B,0A, hindurch von A, abwiirts genommen wor

durch wa; so ist in ganz &holicher Bezeichnung wie
offenbar ~

e b
4) :—::Snw,. #;:én@n;
also nach 2):
e a e d e a e b
5) Sa0a="Sr0n, Spn=0Ou0s;
folglich nach 3):
e b e b
6) (@..w,.)’ + (San)2= 1.

Ich will nun besonders die Gleichung 3) in’s Auge fasset

- zuvdrderst die Differentialquotienten der als Functionen v

e a é a a
betrachteten Grissen ©,wn, Snws in Bezug auf w, als una
gige verinderliche Grisse entwickeln.

§. 2.
Weil nach dem vorhergehenden Paragraphen
e a e a
(®n mn)2 + (Snﬂ)n)2=l
ist, so ist
e a e a c a e a
' enw'uaenmu + Snﬂ)u'asnﬂ)n=o.

Nach den Lehren der hiheren Geometrie ist aber offenbar i
liger Allgemeinheit:

8:;,.2= 0Zn? + 0Yn® + 2cos0n020y ;

und weil nun nach dem Obigen
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x.=ané..:o. s Yn =bnS:W: H

0zn= auaéugn, OYn== bngnl;n
bt; so ist
’ L] e a e a e G e a
0023 = an?(0x 0n)2 + 6x2(05non)2 + 2anbnC080x0 S nwa0Snwn -

Nach dem Vorhergehenden ist ferner

Butn 5 2

e a e
0Sn op= — o2 3 @netu;
Saos

also, wie man nach gehiiriger Substitution leicht findet:

(Sa0e) B2 .
aﬂ’(s’l :)n)"‘l'bu!(én:)n)ﬁ— Qanbncos“n én(;u senign

(353.;.. 2 =

‘Bhiglich ist offenbar mit Beziehung der oberen und unteren Zei-
auf einander:

e a a
S,.m,.a (]

&;zi e a e a e a e a ?
x2(Sp 00)2+ bn2(Sn0n)2—200nCO80n Sn s Snodn

S udan

ﬁ.; =¥ e a e a e
v @2%(Satin)?+ 64 (Bn00n)2—2anbncosenSncin Sp 0n

.
’

Yo sich nun friigt, wie in diesen Formeln die Zeichen zu nehmen
ad. Mittelst einer sebr einfachen Betrachtung erhellet aber,
immer

e a asa -
©nox und 1;0);;
v an

Vorzeichen haben, woraus sich ergiebt, dass man in den
Formeln die unteren Zeichen nehmen, und daher
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. b‘- ;ua ‘;’l
86am.
\/_a.’(snwg)“-k b-’(enw.)’—%.buoosu..em..s.m

’

. .7)
e a a
Snndwn

v an? (él:h)""' bn’(éu:on)“—Qa.bncos a..én‘ :D.Se..o:.

e a
0Sn0n =

setzen muss.
Weil bekanntlich

(Suan)? + (Suani=1
ist, so ist
auz(éu:)a)’ + ba? (éu:)n)’ =a,2 “(an’—ba’)(én (:u)’
=bn? + (ax2—04?) (scn‘;u)z ’

also, wenn wir

2 ba? P bn
a2 * T pY
8)
ba 1 Vi
an — en?s —-- + &
setzen:
a-’(Saaou)’+ba’(®nwu)’ a2}l —en (@m»)’%
=ba?{1 + &2 (Snwn)’3
oder

e a e a e a
('rtn’(sumn)2 + bnz(enwn)2 =an?— bn?g”?(@,, wn)?
= bn2 + a;ﬁe,ﬁ (§n :)n).z .

Folglich ist nach dem Obigen auch:
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o Saandon

=9

C-v l—cu’(éno:u)’—Qcosa,V T=¢,2. és:na S.M;u

- Euiiion —

b-v l+8.’(8-m.)’—2cosa. NT¥ed @naaou Suwn

oder:

c e ' Sawsdwn
ae.a” = e G e & e a
6-v 14£a3(Snom)?—2c080a ¥ T+ €43 .@non Snoon

’

e _ Snaondern N
a,v‘l—e.’(ﬁaw.)’—%osu..\/'l-—e,’ .@u”ﬂ Ssﬂ)n

.
?

] e a a

ae.m.__ — S.m.an — s
v ba? 4 anlen? (samu)"“2auba008¢nen 0aSx0n

S S wn00s

[ 3
L —
V 0253056 s —2nbacoscaOninSuin

.
]
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!/ ¢ a ' se aaa
ae‘.w-= 0Ol On

e a e a e a
v aug—bn,&;n(enwn)a—Qanbacow;[eawnSn @n

-\

12) e a_a
Sn0,00, '

v.b +a,.’e.’(b.w.)’-—2aubacosvlu eﬁ ‘ﬂnbn fDu

S 3
Wir wollen pun
gﬂ é a
e a e a n
13)  Tees =70 Taons -
eﬂmll Suw.
sefzen, wo also
a a
14) Taoom. Taoon=1

ist. Dann ist nach den Regeln der Differentialrechnung:

£ a 3S,.con ¢ @3@nwn

e a Sn on “"—‘su (22—
aTnOJn am,, Oon
a = ¢ a s
‘ o (Sawn)?
oder
e a e a e a e a
0Tx0n _ 1 3Sn(0n Sn 0, 8_@,@_,,

a — e a ' a e a a
0wn  ©Snon Own (Gnwa) Oy

Also ist nach dem vorhergehenden Paragraphen
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ca
0Tacon 1 ‘-

V a-*(éu:)u)g'l- b.a(é:m-)n —Qa-bacosmnén ;néu:)u

+ s?.o:.)’_ 1 ,
oe

eﬂwl a."(&m)‘-l—h‘(@:;wn)’—"anbncosaneumusuwa

d. i., weil _
(Sawn)®+ (Snivn)? = 1
ist:
15) Mas
aﬁ)n
1 1

(é';')’ V anz(seu:’n)"‘l'bna(én;n)z"2aubncosanénf:n S: O:n
oder

_l_ . ‘ 80:,.
(é':'-)’ v M’(S‘u;u)"l'b-z(éuﬂ:n)’—2anbn608aa éu;n S’n :’n

.
.

oder auch

17 Tawn
_1 darm
(e'w')’ an l—eug(én:)a)ﬁ—QC()Sﬂu V 1—en? en;n sca:bn

1 ' dan
(el;')’ 6- ]. + é'n‘(Sn (Dn)z—' 2008¢uv.l + Sn’ én:’n éﬂ:’ﬁ
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Weil nach dem Obigen

Thon. Thoe=1 s é.&:('ii.:).)“

ist, so ist

ae 3 5 1:3 a
e «
5:011:_ —(Tuwn)_zo‘zi""
am,. ao’u
oder
e a
6’£nmu (6,.0),.)2 aTnmn
3:0. (Sawu)’ 00m
also
9Zn0
18) aln
80)1;
=—"¢a ° -
(sﬂ m")2 v (lu’(sea(;n)2 + bnﬂ(én;n)z—?anbncosaué:mn §n:’n
oder
e a
19) 0Znwa
a
__l__ . 80311 e .
(bn“’n)a v a,.’(S,.w,.)2+b,.2(©,.w,.)“ 7anbncosanépt;nbenmau
oder auch
e a
‘20) Blamn
1 dom

(Sﬁmﬂ)2 Qn ]'—en,2 (én:)n)z 2cob“nv.l—l’n2 @n:’n bnfl)n

1 awn

— — -
—_—— . prm—— P p———

Saon)? b\ 1402 (Snoon)?— 2cosent T +sn2 e‘nmn St
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§ 4
Setzt man
¢ O e o e O e a6
1) Svaa=1—nwn, ©Svaoa=1—S;on;
o ist
e a e a e a e a -
2) 8Svaaou= bnd aenmn, aevlwﬂz‘-'—asﬂ‘Dﬁ ’

nd diese Differentiale kinnen daber aus §. 2. unmittelbar ent-
ommen werden.

Setzt man
e a 1 e a
23) s‘}nmﬂ:',—“—s €cnttn= —;
©nop Sron
o ist

écal;l=(éu ;h)—l, écs(;a=(seu:3u —-1; 1

Iso
3Sente = — 222 | 3 canm ——0n
(eu())n)2 (Suwn)’

tho nach §. 2.



e a a

¢ a Tawn Own
mwoﬂeau rEr — = e —— |a.c||‘
an3(Sn0n)2 + 62X Dn0n)? —2unbncosan@awn Sq wn

Snon
whv e a a
e a Snon O0wn .
-0Scamn= e & ¢ a e a ca ¢ a
m:ea <I§8ﬁﬁ@ﬂ3=vs + @B&A@Ben.vnlws;@:00an.®=8= Sx @n
m oder
¢ a m.a“u: QM.:-
mmaas. =—— — —= al%l. ,
@:3‘ §a< ﬂln&u-NA@as:vﬂlwoown«ﬂi\..—‘&?& . @338 m: (TN
mmv e a a
n 0
m&aah-“ maw. o . =m————
1—en2. Snwn Sn wn

m.-.- @n  gq —.I&nuﬁwa.“:vu —2cosan



(93
1po

i

—==¥00%Q 0
B ) a
= ®w®dgp
2 9
Fl

U us
9
2

oy
up uQy
e

Pt N9
S+t N

uf)
2
(U]
»

ﬁme
2
A\URS00—4(%

2 + 1 A*0800g—g(

9
£

Qe+ 1

9
Uy us
1

ue vg HoEQ *
L(u)

§. 5.

zeichnen wir die beiden Halbaxen der Ellipse durch aq,
en von denselben eingeschlossenen Winkel also durch e;
2%, =90° cosaey=0, und die im Vorhergehenden entwickel-
imeln vereinfachen sich daher in diesem Falle sehr.
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oder
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27
Somuity
ao’(éog’o)2 + 6, (éo‘:o)’

e a
S wy= V

Someden

aéo(;o—_ e & e a 3
- v_ao’ (Sowo)2+ bo? (S m)?

a
e a 1 0
Momp= — 4= e,
(eomo)’ v ao’(SoWo)2+bo’ (eowo)’
e' a 1 ] 5
alo“’o= e e e o = e a ;
(bo“’o)a v 002(80%)’ + bo’ (@owo)”
. W se a 5 .
OSvomp = e aowo = e o
\/ ao* (Soo)® + bp*(Sowo)?
ea a
c ¢ Spw,Cwp

08vywy=— — —
\/ a2 (Sow0)? + bo%(Spwo)?

e a a
aécOG:o-_—" T:wa"‘ amo  a i
So05 a02(Sp00)2 + 62 (BSpw,)?
e a a
0S oy =— 220 Jee

S000 Y agk(Soce)? + 6.2 @0)?



sl XVIII.

i

28)

R
38y wp= '__#—e"‘”"a”"
Q 1 — €2 (@owy)?
Lo & oa : i B
aéown"_"-—"""—"—' o‘—m "-"'—‘% e 3

o, e
1 — 2(Som0)?

a .

we® . .1 Oox

3i'o“o= e a . ° ¢ o
(©@om® o 1~ ety

. l o ' . e
d%qmp=
TGt ao\/ f @l

!

' . " . S aw . -
ag‘v“‘;o:'l, e owo_%:.“ab. ’
ao l — eoz(eowo)z
:- é [T
-8 [ ] o
a-zvomo'-' g f -omo-. ‘@
- 17— 62 (&ym,)?
e i . 00 !
R
0@ a,¥ 1 — e,2(S,m0)2
3ec°wo=-‘--9—-9 “-—-—.:..gmzzzi

e a
so“’o a¥ 1 — €2 (Som,)®

29)
ea a

”fo;o . @00)080)0 s
1+ g¥ So""o)a

13



e &8 L]
aéo::o — Somoaw‘: - :
boy 1+ 8*(Spm,)?

1 om
(@0t 5, 1+ et (Somo®

e &
aTomo =

1 Sonp
.(§°:’°)’ bov 1+ "?o’(éoa"’»)-g

.
’

92w =

. Sotoda
asv‘)mo:: 5 o ’
bov 1 + £? (Somo)®
é a a
0B8v wy= M‘ H

e a6 *
bV 1+ 2 (Somoyr

e a a

aSGCO:)o:‘ 1;0‘20 . _ﬁ)——_ﬁ_.,
00 5\ 1 + st (Bou®
se a . 80

e a

0o = ——2 i

ea ’ — ¢ a
S° @9 bov_l + &2 (soma)2

Fiir den Kreis ist a,—=b,, also e¢,=¢&,=0, wod_urch sich
obigen Formeln noch mehr vereinfachen, und auf die bekant
goniometrischen Differentiale zuriickkommen.

§. 6.

Einen bei dem Punkte 4. anfangenden Bogen der Elli
dessen im Vorhergehenden durch das Symbol S, bezeichn
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Function die Gr3sse = ist, d. h. den Werth 2 hat, wollen wir
jetst durch o

iro.é.(:x)
bzcichnen, so dass also
§.t3ru§.(=z):=z,

uder, wenn wir

;.=A‘rc.§,.(=::)
meizen,

e a
Sawe=2x

it; woraus nun auch von selbst die Bedeutung #hnlicher Symbole
[ iiezu§3 auf die iibrigen oben eingefiihrten Functionen der ellip-
fschen Bogen erhellen wird, was hier nicht weiter erliutert zu
verden braucht.

s 7.
Setzen wir daher

5.=Rr¢.§. (=a),

w ist
'&'=§n;as
wd folglich nach 7):
e 8
d Suon

a..' v—ﬂl’(s.- :o-)’-l-b-’(éa:oa)’—‘la.b.cosa.é.:o- §I;I

m ist aber nach den Lehren der Differentialrechnung

Own__dwn _gf__.l
dom % Boom

18*



ATt | (T TN PO S TR UM A ot B O N
Oon ox
—=1:=
oz

und folglich nach dem Vorhergehenden:

. Q_Aa_l'fnén(=@, .
ox

1 e a e a : e ‘c e a
= e a  ° n’ Su n 2 bn’ n®n 2—2anbncos Ien n Snwu
enwu va ( m)+ (g“r) v o @

Weil aber bekanntlich

o i [ (@um-)ﬂ_'.(s“m“)ﬂ 1

ist, so: st .. -
e a e a e a
(Gnom)t=1—(Spwn)2=1—22, Gron=H4V1—23;
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem
e a [] e e .
Snon= en{ ArcaSn ( =ux) }

positiv oder negaliv ist. Also ist, immer mit derselben Best
mung wegen des Vorzeichens:

30) achnén (= .Z‘)
‘/bn2 + (an?~ 01?22 F 2anbncosan. x\f 1 —=2 .
Ni=2z?
oder
30*) vaxl’Cnéu (=.‘!‘)
bnv—l + 222 F 2cosenV 1+ en2. 2V 1 — z?
i ox.
VT =22

Folglich ist auch umgekehrt:



' 1—-(e.w.)*+ (mn)’-(@w)* {H( m‘) {

1= (@il 1+ (Faton? 1 =(1 + 2% (Snin)® .
so ist - .
(Q.Mu) _T—;’, equ—tv‘l :—.’l" .
ist o ' '

e a €6 a
buwn = Gut0a Tt = z@.mu,

b,.m,..— "'

2

z
Vits

Beziehung der oheren und unteren Zeichen auf emander folg-
allgemein: .

én:‘hsen:)a= i"_i_‘z‘z“j:s :

daher. ‘
e a '.'ea- ,,ea‘ca."
a.’(S,.m.)H—b.’(@nmu)’—QanbucosanGuwnSm.
_ b2 —2anbazcosen + ax27?
= 1+ a2 '

w ist nach dem Obigen:

38) ) [T BN
vos et N B Ou baztosa, | atad,
" 0A: T'. =x) = n : Rdubutn 0. .

rexTa (=) (I+a9)Vita? i
ﬂfolghch umgekehrt -
L ). . |
- L 2a.la,.xcosu.+a
b= =2 (T+eV TF 2

ST L, T



e @
2 =Ba00n,
und folglich nach N ,
‘e @
oz S 0on

80). v anz(scn:)u)’+ba’(é.:)n)a—%nbucosu.én:’ﬂs.nu '
Nun ist aber nach den Lehren der Differentialrechnung:

_30;.. 8z _,
don % dng
also B
8_«:_“__]'.&_
oz — " ,% °

Owa
und folglich nach dem Vorhergehenden:

[ [
0ATca®n(=x)
ox

1 e a e a e a e 6
= ~—"ea v f1112(81|(1))1)5 + bn‘(eumn)’—Qaﬂbnmenwn snml
Snon

Weil aber bekanntlich
e a e a
(@nﬁ)n)z + (Snwn)2= 1
ist, so ist
e a e a6 e a —_—
(Snon)?=1—(Snan)2=1—22, Spon =LV 1— 2%
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem
e a e e (4
Snwu =S,;{Arc"©n(=$) ’

positiv oder negativ ist. Also ist, immer mit derselben Bes
mung wegen des Vorzeichens:



203
3 aire;é.(=x)

V;. — (an®—ba2)22F '2a.b,.eom 2T =
=¥ Vi=z )

der

34*) azrc. é,{(:.'v)

1—en22 F 2c0800V 1 — en. le-z’a
Vi—at v

Folglich ist auch umgekehrt:

Arc, &4 (=2)
- f V ‘;’-(ﬁ’-h’)z’;g.ﬂba cosay.z V1 — z’a

V=2 *

; 3.5*) :hc,.é. (=2)
[V 1 —errFeoseV T—cd N T—22
_:F an v_l ——3 ox.

Sefzt man 2z=—cosp, und nimmt, was offenbar immer ver-
ist, ¢ so, dass sing positiv |st, so ist

0x= —singdp, 1 — 23 =sing;

36)
é.(:coup):i‘;/%w\f a25ingP T 2anbucosansingcosp4baZcos p?

Setzt man x=sinp, und nimmt, was offenbar immer verstat-
it, ¢ 80, dass cosp positiv ist, so ist

0z =cospdp, N 1—22=cosp;




also ‘ .

an
Arc,.e,.(-'—slnq»)—:l:fawmsq)’%?a”bacosunslntpcos(p-i- [

§.9
Wir wollen nun
. = L :a a t e L
on=AreaTa(=£2)
setzen, so ist e
a

t—TuWu, ‘
und folgllch nach 15) T .
Sl T R <. |l: 5
ox -1 co e ;
e

a — e ﬁ. e a e a B e
8”’3 (enwn) \/_anﬁ(snmn)"-l-bn2(®nmn)2—2anbncosanenwu§
Nun ist aber nach den Lehren der Differentialrechaung:

dwn _ dan 0
= = " =L
aﬁ)n 803,.

also,

PP
wn_ o 0z
bk

a
3(0,.

b
und folglich nach dem Vorhergehenden:

6‘;\rc,.'ei‘,.( =2)
ox

= (én(gn)'g\[ a,.“(buwn)z-l- by (@n‘”n)‘z ‘)anbncos“nenmn bn‘;n

Weil aber



ﬂ l‘
(Q.w.)’{- (bﬂmn)a"-'(ewmn)2 ) i

1= (@nim? {1+ (Taon 1 =(1 + 2% (Saion)?
so ist'" -3

(Cuam)? #'T_-f!;gs é.:)._'.-'—-'i':’ﬁ.—,lT;--

o - ° +a*
) ist ' ' ' SO

;.;. = Q,w..Tnm. = z@nwu,

x

1422

e a
San'-'—' i >

Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf emander, folg-
1 allgemein: .

éa:o.S}.m,_i-—f; I
| daher S

ax? (se-;u)’ + 6ai(én a)’—?a;bnco'sa.;én:hs: (:n '
bn2 —2anbnzcoses ¥ an®2?

14 a2
® ist nach dem Obigen:
: 38) TR,
o VI TR,
u folghch umgekehrt b
f Lo 39).

vb.’—-2a.bnxcos“ﬂ+a'£f£f 'l,' .
142V 22 ’

‘o ifc.i.'..l'-(= )=



Durch Construction kann man das Integral

N 5:2—2anbaacosan+ axlz?

(42?) V1122 il

auf folgende Art finden, wobei wir annehmen wollen, dass z pe
sitiv sei. :
. Mit den conjugirten Halbmessern ax== O4ys, ba==OB, (Tellll
Fig. 1.) und dem Coordinatenwinkel an=— 4,OByx beschreibe mu
nach einer aus der Lehre von den Kegelschnitten allgemein be
kanoten Aufgahe, fiir die man schori mehrere elegante Aufidsar
gen hat, eine Ellipse. Soll dann der “elliptische Bogen A48
einen Werth des obigen Integrals darstellen, 80 muss, wenn wi
BC mit OB, parallel ziehen,

__BC  _0OC __ 04, BC
2=0B, 04, OB, OC’

also
Mo == 08,
sein; d. b.' es mus; ' o
OC: 04,=BC:2.0B,

sein. Ziehen wir nun durch An eine Beriihrende der Ellipse,
welche bekanntlich mit OB, parallel ist. und die Linie OB,
welche, iiber B hinaus verlingert, die durch 4. gezogene Be
riihrende der Ellipse in D schneidet; so ist

0C:04,=BC: 4,D,
also nach dem Obigen
AnD = z.OBn = bz,
Dies fiihrt unmittelbar zu der folgenden Constraction:

Durch den Punkt 4, ziehe man eine Beriihrende der beschrie:
benen Ellipse, welche mit OB, parallel ist, schneide auf dieser
Beriihrenden von dem Punkte A, aus ein Stiick

AnD:Z. OBn

ab, und ziehe durch den Mittelpunkt O der Ellipse und den Punkt
D die gerade Linie OD, welche die Ellipse in dem Punkie B
schneidet; so ist der elliptische Bogen A4,B, und, wie leicht er
hellet, iiberhaupt jeder bei A, anfangende und bei B sich ends
gende Bogen der beschriebenen Ellipse ein Werth des Integralé
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© N B I —Tagbrcostn 4 €323 o L A
- (1 4+aHV1{a? '

Diese Construction weiter zu verfolgen, ist jetzt nicht meine

Absicht, und auch hier nicht nithig, da Jeder sogleich selbst be-

eifen wird, worauf 8. bei derselben und bei andered &hnlichen
onstructionen ankommt.

Setzt man a —=tangp, und nimmt, was offenbar immer ver-
stattet ist, p so, dass cose positiv ist, so ist

L14a22=secp?, ¥ l4a2=secp, (1+a3V l4a?=secp?®;

ferner '

‘V b.’—2a.b.:tcosu,. + an’z’

= secp¥ an?singZ—2anbacosuasingpcosp + bulcosp?
und . ‘
Ox= -—Q(P—, = secp0p.
cosy "
Also ist |
40)
.Are,'i'.(=tang¢p) == ‘/‘atp\/ aa?sinp?—2anbacosaasinpcosptbutcosp?.

Setzen wir .

anx— bucosﬁ —t
Gasina, . B

und nehmen wieder, was offenbar verstattet ist, ¢ so, dass cosg
positiv ist, so ist :

g %:-(mm +F sinas tangp) _bn cos (m—gp) -

an cosp
__ap2cos@? -} ba?cos(an — p)?
1+a%= an2cosp? ’
A4 23 = { an2c08g3 -t bn2cos(ay — )2} 1

an3cosp’.

Ferner ist



piit, N

ba2— zanbnzcoﬁﬂ‘a + n22% = (onz — byoomon)? 4 b, 2siney?
<, = baSsineg3sece?,

also .
A ba® ~Dasbrroosan 4 223 = bysinas secy,
u‘rgd ' - .
'8x’=b'sm“" . 99 ,ii
an  COSQ
also

ba?sinan® dp
ax  cospd '

0V b2 —2aubazcosanta2z2 =

Folglich ist

cac

V- b,.z—.-2a..b'~xcosa,.+an2z’ oz
(1 + 22V T4a?

= ay2ba3s8in0,2 . {au"cosq)z ‘FE’COS (a“_q,)gﬂ ’
also nach dem Obigen

bn cos(a,. q;)z

4) Arc,.T,, ’ an’ cosp

op
— 20 2s1 2 — e ————
= aa2n®sine, ﬁ w6059 Fhntcos(an—gPBlT

Fiir ¢,—90° sind, wie schon friher, ay, &, die beiden Hal
axen der Ellipse; also unter dieser \oraussetzung

&rco'l‘o (= — tang?) =a% f a,,“(.osqﬁ-l- b,2sing?)i’

oder .
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43)

. e b, o 3 op
Are, T0(= a—.; tallg (P) —,au’.b..:/" a2 — (aoi — boﬁ)sinqﬂ }i

. - Lit aq) .- _,..,':‘ HIH
= aoﬁb,."/‘{ 6,2+ (a,3— o’)cosquta'—

b2 O
~ ao (I—-e.,”simp”)!
Lt de2 ST _

. J A+ e2cosgii

Es ist schon oben erinnert worden, dass es in dieser Abhand-
lng nicht, meine Absicht ist, mich sehr viel mit Transformationen
tr gefundenén Fundamental- Integrale zu beschiiftigen; deshalb
kit man fiir jetzt die vorstehenden Transformationen nur als bei-

lnfige Bemerkungen zu betrachten.

L

§. 10.

Wir setzen nun;ferner
. H P B -
\ ]

N a e .
" aa=ArcaIn(=2).

ist
e a.
=000,
M folglich nach 18):
ox:
. - _a
) . ) - 30).
A I ...;l B L0 SERTITRLARTN R I o f eaiy, e,

(é-i:h-)a v an’(bsn(:n),’_-l-b’g’(enu'c:n)?—2anb,.cosané,.¢;..§n:;,.

s Ve

m ist aber nach den Lehren der Differentialrechnung

don _don Do _,
don 0% omn
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dus_ 1 Ox
ox ' .8’
Bow

und folglich nach dem Vorhergehenden:

' a;l’cni. (=£)
x

= — Saim)™ 6x3(Sn )34 ba2(Gn0n)3—20nbnC08aSnon Sn iin

Weil aber

1= <e..m.)’+ (Suwn)t=(Suwa® {1+(e”w') f

also
1=(Saom)?{ 14+ (Znuwn)?)=(1 4 2) (Sson)? .
ist, so ist
¢ a B
Sl =10 Sem=dum—s
Nun ist
Snton=SatonTnton=TSnion,
also

@nmn -——"‘

3

V_I-O—:c:2

mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf einam
folglich allgemein

¢ a e a x
SawnSpon= 1+ 22’
und daher
e a e a a e a
au2(Sq w“)2+bn2(@"wn)2 2anbncosan @nwn Snoon
—2anbnzcosan+ (),.’.z‘2

1+ a2
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Alo ist nach dem Obigen:
4)

Vi asbuzcossn f b
A +2)VT + 22 ’

Birc.'.‘in(m)=

wd folglich umgekehrt: -
45)

. K % (=2)=— f Va"LQ""bﬂzc"s“rl-b,’z’a
TCadn (=) — (1 _'_xg)m’ X .

Setzt man £ =e¢otp, und nimmt, was offenbar immer verstat-
ktist, @ so, dass sing positiv ist, so ist

l423=—=cosecq®, ¥ l4a?=cosecp, (1 + 2V 14+22=cosecy?;

¥ as®—2anbuzcoson + bu?2?
= cosecpV aising? — QabnCO8RSIDPCOSPT ba? cosgp?

ist
46)
e
(=)= f 9V an?sing? —2axbacosansingcosy + badcosg? .

wir

bnx — axcosan
a,sma,. cottp ’

nehmen wieder, was oﬂenbar verstattet ist, ¢ so, dass smq)
ith ht, 80 l.t )

a,. sm (a,. + q))’

S £ (cosa.. + sinos cotp) = sing
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ba2sing?® -t ax2sin(ox -4 ¢)‘
14+a22= baZsing?
bn’s 24 an?® n+ @)21*
o e

R
Ferner ist

a2 — 2anbaxcoscn 4 62222 = (bnx — ancosan)? 4 an2sinen?

= anZsinan®cosecy?,
ﬂlsoi ot et i '
e vs o N 6a®— Janbazensan Hr bu*al = ansineg cosecy,
Lt Lt FEETIE R .
und
G vepraieest R " . G
ERNPIH] AR al i a_;smu,. aw :
r= ba ‘sing?’
also
5= M — ap2sinen? 8<p_.
an ax Qa.bazcosan-f b = T  ding?

Y

Folglich ist

v an —_— Qanbnxcoban + bn2x2

(423 V-l-l-'::2

Jp
— — an2b.2s1 b ), o ——
= an bn SIN&R” . ib,.“sin 03 } an“sin(an } )2 T ’
alsn-nach dem Obigen

4 an sin(ont @)
47) Arcn‘z,. 3—- _n —W

99
= an2b.2sinan2
= an2bn?sines ‘f{b,‘?sinqﬂ-l-ﬂn sin(an + @)%

Fiir ¢,=90° sind, wie schon friher, a,, b, die beiden F
axen der Ellipse; also unter dieser Voraussetzung:
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48)

« ¢ ( a - o9
Are,Z, (" Bo “‘9’) = %‘%%a.,«eow b,%sing?i’

oder
49)
e e a, op
Arc, ‘zo(z 5, cot (p) = aﬁb.{/} 4.2 — (a.2— b Dsing?)1

. aq’
= a.,’bo?/; bo2 + (a,2— bo2)cosgp?|d

_ b2 op
- -a—o (I — eoasinwz);

—8* f_ﬂ.____
T8 J Wt e2cosgi’

§. 1L,
Setzen wir

a a e
we=ArcaSca(=2)

w ist | ’

e a6
T=SCntdn,
s nach 24):
#_ Taon 1

e a ° e a e a e a
e’m‘ v an”(s:;w:;)z"'bnz(enmn)z—‘2anbncosanenmn8amn

ist aber nach den Lehren der Differentialrechnung:
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Bw..c ox
Oy, &2
3 =1: ,

doom

und folglich nach dem Vorhergehenden:

3t{rc,§c,.(=__;.z_‘)

53'
¢ - . .
= ?}#‘vaua(én;n)g + buz(én :Jn)a—‘zanbncos“neumn Snon
nln
Weil aber
e a 1 . e a 1
Scavn=a=—7—- ist, s0 ist Gnwn =7
©non

und folglich

e 2 ___
Sron?=1—(Bumar=" 1

Also ist
>
e a :; il 2
(Tnwn)?2= (——';’) =a2-1,
nOn
folglich

e a ——
Tawn= iV z2—1,
wo man das obere oder untere Zeichen nehmen muss, jenach:
e a e e e
Trom="Tal ArcaSca(=z)}

positiv oder negativ ist. Immer mit dieser Bestimmung we
des Vorzeichens ist also

Ernoon
=4 —

und



275

Vz’—l’

én:’n= én:)n'i‘n:h-:i z

0n? (S n)? 4 n?(Snon)2—20buCosnSnanSaon

— bn2 + an2(22—1) F 2anbncosapny 22—1

x2

Folglich ist nach dem Obigen:

a e
50) 0Arc:Sen(=2)

=+

1 V Ba® + an? (22— 1) F 2anbucosen ¥ 25 — 1
PV | z3 oz,

und umgekehrt:

1) Krc,.é’c,.( =x)
j‘ 1 b2 + an? (22 — 1) F 2anbncosany z2—1 oz
22 ?

=+ xV z’—i

?welche Formel wir jetzt der Kiirze wegen nicht weiter umgestal-
ten wollen.

§. 12.

Wir wollen nun ferner

o:..= X:c.écn (==)

setzen, so ist

e a
x=camn,

wd folglich nach 24):

19*
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ox — ‘3:.0:. . 1

a:’. seﬂ ;ﬂ v a.’(Sc,;,.)ﬁ-l-b.’(é,.;.)’—Qa.b..cosa.é.‘m.i

Nun ist aber nach den Lehren der Differentialrechnung:

don % oom
also
don _,, Bz
%

und folglich nach dem Vorhergehenden:

a e :
0Arca@ca(=2)
: ox
e a
Suon e & e a ea ea
=—"%3 V @22(Sn0n)2 + bn%(Sn0in)2—2anbacosanSnwn Sna
n On
Weil aber
e a e a L
Sepon =z = P ist, so ist Spwx =z
Su(ﬂn -

und folglich

én:)n=1 — (St,.o:n)’ = xz; 1
Also ist
e a6
Gt (Sen) o,
Saon
folglich

e a
ann=i z? —1 N

wo man das obere oder untere Zeichen nehmen muss, jenach
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e a e a
Lnon==Tal Arca&ca (=2x) }

:ﬁv oder negaliv ist. Immer mit dieser Bestimmung wegen
Vorzeichens ist also

e a
Seow _ 1
Tton zV 2?—1 L
ud .
é-::,:Se,(;n‘i.:o. =;':V¢:— l »
also
®

XS 0n)2+ b Sn00n)3— 20nbaCOStn Sitn Suoom
- an?+ bn2(22—1)F2anbncoscnV z2—1

x’

Folglich ist nach dem Obigen:

. 52) azrcaéc,. (=x)
— "1 . an2+ ba2(23—1) F 2anbncosony z2— 1
TN 2= iv 22 o,
‘h umgekebrt:
- 53) . Zrméc»(:x)

71 A a2 46:2(22—1) T 2anbacoseny 22— 1
_?-/;V- x’—jv x? o

§. 13.

Sei jetzt
[ 4 [ [}
wa=ArcaSva(=2),
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‘also

e. a
&= Svgq 00g,
so ist nach 22) und 7):
N e a
oxr ) Sq0,

am— .

\/ an? (én :’n)z'l' bna(én:h)z—2anbncosane@n?”n §n :hn

—
=

a
Bun

Nun ist aber

dom_d0n B2 _,
don % Baom
)
also
a
Ocon ox
—=1: ~a ?
ox 5
On

und folglich nach dem Vorhergehenden:

a e
0Arca Svn(=2)

ox
1 e a e a e a e a
= é a '\/ anz(snwn)z'l'bnz(@nwn)z_Qanbncosan@n(Dn Snoy
nWn
Weil aber

3.' a e a e a
bv,,m,,=z= 1 -— enwn s also @nﬁ)n= l—a:

ist; so ist

(Saon)2=1— (Snom)?=1—(l — 2)?= 22 —a),

und folglich

Snoon = LN Z(2—7),

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muss,
nachdem
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e a e a e
Snon=8s{Arc,Sva(=2)]
psitiv oder negativ ist. Ferner ist

a..’(é,;:o.)g + bn’( éng)n)n —_ Qanbncosanén;nsen(:u

=a2z(2—2) + bn2(1—2)2 F 2anbacosan.(1—2) Vz(2—2),
folglich

54) 3zrc,. §Vg( = x)

V an22(2—x) 4 6:2(1 —2)2 F 2ansbucoson.(1—2) Nz(2—2) .z')
+ .
Nz@—2)

oz,
ler umgekehrt:

a e
ATCnSVn ( = .'t)

‘/an’:c@-x) +602(1—2)? F 2anbncosen.(1— )V 2(2— .z(z-—-x)
Nz(2—2) 0x.

§. 14.

Sei endlich

=ch..®.v,.(=z).

5

e a
2 =6va005,

» ist nach 22) und 7):

e a
nWn

v au’(seu ‘:-)3 + bn’(éﬂ:)n)z - 2anb.¢0§“uéu£u§n Z)n

L ALY

tm ist aber



aWn 3%
. also
a
doa_, 0z
ox 8‘ ’
(07 ]

folglich nach dem Vorhergehenden:

8Zrc,.év,.(=£)
ox

l e a e a e a e a
_v ﬂne(SnO)n)z"‘ b.’(@,.m,.)a—ﬂanb,cosangnn. Sn Wn

e a
S;Wn

Weil aber

e a e a e a
OVawp=2=1—S.w,, also Spoa=1—z

ist; so ist
e a e a '
(Sn0n)2=1—(Spon)2=1—(1—2)2 = 2(2—2),
und folglich
én:)n =iv.1: (2 ;:t—),

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muss,
nachdem

¢ a e a e
@nwn= @n{ Al'CneVn( =$) }
positiv oder negativ ist. Ferner ist

(‘.’ a e a e a e a
a,F(b,. &)n)2 + bu2(enu)n)2'—2ﬂnbncOsan@nwnbnmn

= bn?x(2—2z) + an2(1—2)2 F 2anbacosay . (1 —2)V z (2 — z)»

folglich
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56) Barc.év. (==x)
TV ba22(2—2) +an¥(1 —2)2 F 2anbncoson. l—z)¥ x (2—;)a
T Vz@2—2) zs
oler umgekehrt:
57) f&rc.. év.. (=x)
V b.’x(?—x) +ax2(1—2)2 F 2anbacosen . (1—2z)¥ '.1:(2 —x)
=¥ Vai—a) oz.

Zweite Abtheilung.

§. 15,

Es ist schon im Obigen bemerkt worden, dass weitere Ent-
sickelungen, Anwendungen und Umformungen der in der vorherge-
ienden Abtheilung gewonnenen Formeln jetzt nichtzu meinem Zwecke
jehiren. Dagegen wiirde aber das Vorhergehende sehr unvoll-
sindig sein, wenn es nicht miglich wire, fiir die im Obigen ein-

fihrten Functionen der elliptischen Bigen eine éhnliche Theo-
rie zu entwickeln, wie dieselbe die Mathematik schon seit langer
Leit fir die sogenannten gonivmetrischen Functionen der Kreis-
bigen besitat. Freilich stehen der Entwickelung einer solchen
Theorie fiir die aus dem Obigen bekannten Functionen der ellip-
tischen Bogen mancherlei Hindernisse im Wege; indess halte ich
dieselbe nicht fiir unmiglich, und will versuchen, in dieser zwei-
ten Abtheilung der vorliegenden Abhandlun% die Grundlagen zu
entwickeln, auf denen nach meiner Ansicht diese Theorie aufge-
fibrt werden muss. So weit auch das Feld neuer mathematischer
Untersnchungen mir zu sein scheint, welches durch die im Fol-
E:nden entwickelten Fundamentalsitze, wobei ich mich absicht-

h ganz elementarer Methoden bedient habe, eriffnet wird, so
werde ich mich doch, meiner Absicht in dieser ganzen Abhand-

g gemdiss, fiir jetzt eben nur auf jene Fundamentalsiitze be-
schrinken, indem ich die weitere Entwickelung der Theorie, wel-
cher dieselben zur Grundlage dienen sollen, spiiteren Abhandlun-
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gen vorbehalte, zugleich aber auch die geehrten Leser des Arcl
ersuche, diesem Gegenstande ihre Aufmerksamkeit zu widn
Wenn im Folgenden einiges ganz Bekanute iber die Beriihren
und die Durchmesser der Ellipse vorkommen wird, so bitte
deshalb um Verzeihung; es ist theils der hier angewandten .
thode der Entwickelung wegen, theils um den spiteren Sitzen «
miig:ichst leichte Verstindlichkeit zu sichern, mit aufgenom:
worden.

§. 16.

Die Gleichung der Ellipse in Bezug auf das System ibrer |
den Axen ist bekanntlich:

o) !/9.)2_

) &)+ (k) =1 ‘

Um nun die Gleichung der die Ellipse in dem in ihr liegen
egebenen Punkte (X,Y,) Beriihrenden zu finden, nehme man
ger Ellipse einen zweiten durch die Coordinaten Xo4+4X,, ¥4«
bestimmten Punkt an, und denke sich durch die beiden durch
Coordinaten X,, ¥, und X,44X,, Y,+4Y, bestimmten Pun

eine gerade Linie gezogen, deren Gleichung nach den Lehren
analytischen Geometrie bekanntlich

AY,
Yo — Y"=AT': (zo—X,)

ist. Weil die durch die Coordinaten X,, ¥, und X; 4 4.

Yo+ 4F, bestimmten Punkte beide in der Ellipse liegen, so
ben wir nach 1) die Gleichungen

X,\? , (¥o\2_
o) ()=

X, 4A4XN\2 YV, 44F,)\2
G R () =1

ao

und

durch deren Subtraction sich die Gleichung

2X 4Xo+4X2 2Y AY,+ AY,2
a,? + 6,2 =

0,

also die Gleichung

V. AV 44¥.2 b
X, IX,+4X2~ T a?’
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oler die Gleichung

¥, + A¥, AV, b}
2X° +Z’Xo : AXO - a,?

opiebt. Hieraus folgt
4y, b2 2X,4+4X,

nd die Gleichung der durch die beiden Punkte (X,V,) und
Xo+4X,, Yo+4Y,) gehenden geraden Linie ist folglich nach
dem Obigen:

b2 2X 44X,
yo— Yo: —.-aT,é. 2‘Y:—+—2Yo (zu— Xo).

Li#sst man nun 4X, sich der Null nihern, so wird auch 4Y,
. sich der Null nihern, und die beiden durch die Coordinaten X,
¥, ond X, +4X,, Y,+4Y, bestimmten Punkte der Ellipse- wer-
den immer genauer und genauer mit einander zusammenfallen,
die durch den Punkt (X,¥,) gehende Beriihrende der Ellipse
' wird aber offeubar als die Grinze zu betrachten sein, welcher die
durch die Punkte (X;¥,) und (X, + 4X,, Yo+ 4Y,) gezogenen

raden Linien sich immer mehr und mehr nihern, wenn man
4X, sich der Null nihern lisst. Also wird die gesuchte Glei-
chung der Berihrenden der Ellipse in dem Punkte (X,Y,) die
Gleichung sein, welcher als ihrer Griinzgleichung die Gleichung

b02 2Xl) + AX"
Yo— Yo =— a2 3V, AV, (zo—Xo)

sich pihert, wenn man sich 4X, der Null nihern ldsst. Da aber,
wenn 4X,, sich der Null nihert, auch 4F, sich der Null nihert,
so ist die Grinzgleichung der vorstehenden Gleichung offenbar
die Gleichung

' ’ bc)2X0
2) Yo— ’o=—a_om (o — Xo)»

ud diese Gleichung ist also die gesuchte Gleichurg der Beriih-
renden der Ellipse in dem Punkte (X,Y,) derselben.

§ 17.

Durch den Punkt (X,Y,) der Ellipse ziehe man jetzt einen
hmesser derselben, so ist der diesem Durchmesser conju-



284

girte Durchmesser - der Ellisss bekanntlich der durch den Punkf
(Xo¥,) gehenden Beriihrenden derselhen parallel. Diese beiden

conjugirten Durchmesser nehme man jetzt respective als die Axen

der 2n, yn eines schiefwinkligen Coordinatensystems der zayn an,

welches seinen Anfang im Mittelpunkte der Ellipse hat, wie iber- i
haupt alle hier zur Betrachtung kommenden Coordinatensysteme. |
Sind nuo %, v in dem Systeme der beiden Axen der Ellipse, d. s
h. in dem rechtwinkligen Systeme der zoy,, die Coordinaten !
des Fusspunktes der Coordinate yn auf der Axe der zn; so ist, '
wie sogleich erhellet: :

xn2=u2+} 02,

Punkte der Ellipse wie 22, yn in dem Systeme der beiden con- !

und, wenn x4, yo in dem Systeme der beiden Axen demselbeli,—i
jugirten Durchmesser entsprechen: :

a2 = (o—w)2 + (3o —0)2-

Da aber in Bezug auf das System der beiden Axen, wenn wir ,
jetzt zy, yo als veriinderliche oder laufende Coordinaten betrach- ;
ten, die Gleichungen der beiden conjugirten Durchmesser oﬂenbu‘!!

) & 602X,
= d = — gy :
Yo X, Zo und gy, a,2Y, Zo i
sind, wobei man den vorhergehenden Paragraphen zu vergleichen'"
hat; so haben wir, wenn jetzt 5, y, wieder ihre obige Bedeu-
tung haben, offenbar die beiden Gleichungen

Y, b2 X
v:ﬁ u und go—v =— a(:,“‘Y:: (zo—u)-
Aus den Gleichungen
bo2X
=@+ o) Jo—o=— 15 @ —)

ergiebt sich

b,4X,2 a3 V246,24 X,2,
ya? = 31+ 71“—4?%,2: (£o —u)?= —‘ﬁ;‘ﬁz;r-—(ﬂo —u)?,

also

z " a,? Yo."/ n
O - — ——————— o~ f)
NV a Yo F b,5X,2
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B wo wir uns die Quadratwurzel im Nenner positiv oder negativ
gesommen denken wollen. Verbindet man dies mit der Gleichung

bo*Xo

Yo—V=—4 77, (Zo—w),

so erhiilt man

_ ao? Voyu — 602 Xoyn .
RO AR T XD SRR AET R £f

wo man die Quadratwurzel in den Nennern sich positiv oder ne-

genommen zu denken hat, dieselbe aber in beiden Formeln
stets mit demselben Vorzeichen nebhmen muss. Ferner folgt aus
den beiden Gleichungen

Za3=ud 4 03, o=§—:u

sogleich
=314 X0 X2t KR
z.’——fl-l- onzu = X2 u?,
also
u= 1 Xozn ,
VISHTS

'wo man sich die Quadratwurzel im Nenner positiv oder negativ
genommen denken kann. Verbindet man dies mit der Gleichung

V= ‘—X‘—:;u,
so erhilt man
= Xoxn — Yozu .
TNXIYR’ TN XIFF?

vo man die Quadratwarzel in den Nennern sich positiv oder ne-
‘ativ genommen zu denken hat, dieselbe aber in beiden Formeln
slets mit demselben Vorzeichen nehmen muss. Weil nun nach
dem Obigen

zo=u+ a0® Yoyn —o— bo®Xoyn
B3 AFTO AL PO AR XD &
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ist, so ist

Xoon __ . 0 Y(_);'/n
VX(F S A R 004Xo

. Y oZn . 602X0y1| .
W= VXE L P2 Nagh Vb1 Xg?
also )
To__ ‘_X_'O & + a, Y oyn
0% @ VX3t F?  Vatlo?+6,X,2
JO Y Zo, Tn boXOy,.

bo~ by NIXZT V2 N adV21653X2

und folglich, wenn man quadrirt und addirt:

(X ) ( ) g 22 (aoﬂ ) AEW X on)ynz;
X02+ o2 T at¥o®+ 060 X,?
also, weil

0= (B (-

ll02 I’o‘z + 602Xo =day bo

ist:
L‘n :I/n2 -1
Ao+ Yo2+ a0 Yo + 0o* Xo> T
ag2bo?

Setzen wir nun, die Quadratwurzeln positiv nehmend,

3) an=V X2+ Y2, bn= Vao“Y 2 1 bo4 X,2;

so wird die vorstehende Gleichung:

o @G-
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welches die Gleichung der Ellipse in Bezug auf die beiden con-
ugirten Durchmesser ist. :

Fir ya=0 ist zn=q an, und fiir 2n=0 ist yn=+4ba, wor-
us man sieht, dass an, 6. die Hilften der beiden conjugirten
urchmesser sind, welche wir als Axen der zn, y» angenommen
iben, so dass also die Gleichung der Ellipse in Bezug auf zwei
sliebige conjugirte Durchmesser ganz von derselben Form wie
e Gleichung in Bezug auf die beiden Axen ist.

Sind Xn, Y. die Coordinaten eines beliebigen Punktes der
llipse in Bezug auf die beiden in Rede stehenden conjugirten .
archmesser als Coordinatenaxen, so findet man ganz auf dieselbe
rt wie in dem vorhergehenden Paragraphen, dass in diesem
ysteme

bn2Xn
5) yn— Ya=— a_:z_ﬁ (zn — Xn)

ie Gleichung der durch den Punkt (X.¥n) gehenden Beriihren-
en der Ellipse ist.
Bezeichnen wir die Coordinaten des Durchschnittspunkts die-

er Beriihrenden mit der Axe der xn durch (za), (yn); so ist,
ie man mittelst der vorhergehenden Gleichung leicht findet:

n2 Y32 4 bn? Xn2

ber nach 4), weil der Punkt (Xa¥n) in der Ellipse liegt:

2

iso nach dem Vorhergehenden:

2
6) @) =% (ym=0.
§. 18.

In Taf. 1L (l;i . 2, sgien jetztbOAn= an, OB :i-l bn und
=@ 41 =0b0nq, zwei Systeme conjugirter Halbmes-
er um den Miltelpunkt O besciriebenen l:'l.ll?pse. Von den
kten 4, und Any, in der Ellipse an seien, indem im Kolgen-
immer die oberen Zeichen dem Falle Fig. 2. a., die unteren
en dem Falle Fig. 2. b. entsprechen, die elliptischen Bogen



B'D
" Odn4:0B"=0B:0C= 4.}, B:B"C;
also nach dem Obigen

. e e c e @
Gut i Ot Onty Onts =0aOBnt0n: OC =bsSnwrn: B“C,

woraus

e a 6 a e & 6 [ )
OC=01®200sCn}10n}1; B'"C="03820a@n};0n4y
folgt.

Bezeichnen wir nun die Coordinaten in dem Systeme der «
jugirten Halbmesser an, ba tiberhaupt durch zq, y»; die Coc
naten des Punktes 4.y, in diesem Systeme durch X,., Va;
ist nach 5) die Gleichung der geraden Linie, in welcher dex

Anty=ant, conjugirte Halbmesser OBguy; =bny, liegt, in
Systeme der zaya:

_ baX,
I == oAy, T
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Bezeichnen wir die Coordinaten der Durchschnittspunkte dieser
Linie mit der Ellipse in dem Systeme der znya der Kiirze wegen
dorch 2a, ya selbst; so hat mad zu deren Bestimmung die Glei-

chungen:
e (N

g‘us denen sich

Tn )2 0a2 X2 T\ 2 A2 Y”B_'_ b2 X, 2 .‘2. ﬂ— .
(a—n) -'- a.’]",.’ ' ;i;) = auQYaz — (au J — l’

Also, weil der Punkt (Xa¥,) in der Ellipse liegt, und folglich

ot

2
%)’ + (’b_:) =1 s an? Y2+ b“ZXuz = an2bs?

(b“z");l, baza =41, z,.:j:g"; ) A

an¥a an¥n
Lebt. Verbindet man hiermit die Gleichung

b2 Xa
I ="gaP, "

eﬂ(;slt man, mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf
nder: .

x’g:—'i%‘: Yn, yn=:Fg—:Xﬂ~

. Hiemach ist offenbar, wenn wir Bx41E mit OB, parallel
en:

OE=$"4,11B, Buy.E=_".0B;
nach dem Obigen

.
OE=2"bu8s0n, BrrE="2". anSrims
n Qn

Yol XVIII. 20
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e @ e a
OE=0s8:000; Ba41E=b:Cnws.
Nun ist
OB.-]—I H 0E:Bn+lE= An+2B”:B”.D H Al+gl),

also nach dem Vorhergehenden:
e & e a e a ’
bn41:@0Sn0n:62@nwn= & bny1Sat10041:B"D: AnyaD,

e a e a e a -
1:a,8000: 60Ba0n =1 Sap10e41: B"D: Any2D;

folglich:

B"'D=4 a,.é,.:o;.éuu :Ju+1 , AnpeD=14 6..én:».§n+1:aa+1.
Es ist aber
OB'=0C¥FB"D,
Any2B' = BYC4 AuyaD;

also nach dem Obigen:

e a e

e a a e a e a a
an&n(0n+ 0n41) = anGn0nSn 10041 — AnSponSnf10a41,

e a a e a e ‘a e a e a
bnSn(on + 0n41) =0nSn©02@n 10041 + 62Sn0nSni10ng1;
folglich

a e

e a a e a e a e a
So(wn F 1) = Sn0nSnt10n41 — SnwnSni10a41,
e a a e a e a e & e a
Sn(wn + 0nt1) =Sn0e@nt10n41 4 SnwaSnr0n41.

Weil bekanntlich

Tn(wn + C0n+l) = ‘S”(w + wn+‘)

@n( ont wn-l—l)
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tz."(‘;;u + ‘;n-l-l) = ?_"(:"'—"';”"‘h_)

sn(ﬁh + wu+1)

; so0 ist nach 7)

SB-G é ] é a é a

e a ‘a 0:

Ta(on+ onpr1)=-; ‘:' e .&H- en? e-“?“ ’
€000 n 410041 — Sp0rSn 10041

: Sumrirints—Sniaiio
a —
Tn(on + oa1)= - ,;w.. > "Haw""'l e"':" 3"“‘:"“:
snwnen{-lﬁh—{—l + enwasn-l-lwn{-l

1, wenn man im ZZhler und Nenner des ersten Bruchs mit

e a e a
Sa0nSn 1000 41,

Zihler und Nenner des zweiten Bruchs mit

a e a

e
SnonSn410041
dirt :
e a e a .
TnO)n + Tn-}-lmn-]-l

e a a
Tn(wn'l- (Dn-H)—— e a € @
1 —TaonTap10n41

e a e a
‘E..mnlnh WOn+y —1 .
ea e a

Lnoon+Tntr Onty

in(‘:l + ‘:rl-l)—

\

Die Formeln 7) und 8) sind diejenigen Formeln. auf welche nach
iner Meinung die Theorie der in fieser Abhandlung eingefiihr-
1 Functionen der elliptischen Bogen gegriindet werden miisste,
® auch, nachdem nun bereits die obigen Grundlagen dieser
worie gewonnen worden sind, einer wesentlichen Schwierigkeit
#t unterliegen diirfte, ohne dass fiir jetzt eine weitere Ausfiih-
i dieses Gegenstandes meine Absicht ist.

20‘
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§. 19.

Wir wollen nun zeigen, wie das Vorhergehende sich auf
Rectification der Ellipse anwenden lisst, bemerken aber, d
wir dabei verschiedene Wege hiitten einschlagen kinnen, den
genden Weg jedoch deshalb gewihlt haben, um uns so viel
miglich der Methode anzuschliessen, welche man bei der Re
fication des Kreises in Anwendung zu bringen pflegt.

Der Kiirze wegen nehmen wir im Folgenden die Griss
positiv an. Lassen wir dann den durch

a e
ArepTh(=2)
bezeichneten elliptischen Bogen den zwischen den Schenkeln

Winkels on liegenden elliptischen Bogen nicht iibersteigen,
ist nach 1. 39) offenbar

2— 2.2
3rc,.’i‘,.(= )= f 24 p2—2anbpxcoscg + a2z o
°

A+ 29VI T 22

Wenn nun z kleiner als die Einheit ist, so ist nach dem Bi
mischen Lehrsatze

3 3.5 35.7
A+ad)-i= 1—‘2.12 + ‘zz.‘t‘l _ m.‘tﬁ + s

und folglich nach einem aus der Integralrechnung bekannten Saf
immer unter der Voraussetzung, dass z kleiner als die Einbheiti

9) Zrcn'el'.. (=a)= / : 0z bn2—2anbnxcoson+ an?x®
o

- g f 1x23.rV bn2—2anbnzcoson+ G222
0

+ g—i— xx“&zv bn2— 2anbnxcosant-an2a®
0

3.5.7 z n )
— 546 ] =%0xV bu®>—2anbnzcoscntan’s?

0
+ . .
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Es kommt alse hierbei vorziiglich auf die Entwickelung des
tiategrals

fz"aa"v boF —Sabarcose, | andad

m, dle slch auf verschiedene Arten ausfiihren l&sst. Hier wird
s zu meinem Zwecke geniigen, nur auf die folgende Methode
Inzuweisen.

Man setze
GnZ —bncoses _ an
10) tangp = buSinan - basinag * — coten,
der, wenn noch
an

11) cot@= bosine, T
psetzt wird:
" 19) tangp= cot6 — cotan = s—:;—‘f:—;;—-z) ’

t

t welcher Formeln sich ¢ leicht berechnen lisst. Dann ist

z= 6"8"19‘—" (coten 4 tanggp),

folglich, weon man nin', was offenbar immer verstattet ist,
swischen —37 und +§n’ nimmt, wie man leicht findet:

13) z%02Y bn®—2anbnzcoson + an?z?

__ bati3sino,tt2 _(coton + tangtp)*
apttl! cosg?®
__ batt2sine,? sin(ea + )f 5
= TaaHtT " cosgkts  %9-

ch ist das Integral

f 2202V bn2—2anbazcosan + anz?

auf das Intcgral

angok
f cosgp? op
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gurlickgefiihrt, welches sich auf folgende Art entwickeln l#sst.

Nach einer bekannten Reductionsformel ist:

tangpt, singt L
cosg® a¢_fcos¢ﬂ+3 op ...fsmq:#cosq: 4~ 30
sing#—t  p—1 M1sinps—?

= 3cosput? T 3 J cosgitd dp

sinpe—1  u—1 Nsinpr—2(sing?4 cosp?) 3
= 3cosprt2— 3 cosput3

__ sing®-1  u—1 singH 3 p——l snmp."-ﬁ
= Bcosputz — 3 cosgut3 %9 cosqa#-l-l

__ tangpr—1 u—1 tangq:“ pt—f/“tzmgt;ol"'-2

— 3cosg® 3 costp3 cosg3
also
14)
tangq:# ___ tangge—1 = 1 tangpr—2
coscp‘ — (p+2)cospd e42 cosg’

Aus dieser Relation ergiebt sich:

tangg tang? 1

cosp3’? = 3gosgp? ~ 3cosp®
"/’tangc;o2 5 _ tangp! 1 Op

cosp® 7 4dcospd 4 cosp?® ’
tango3 B tangtp‘ tangg 2
cosp3 7 T Beospd 5 cosgpd P>

tangp*,  tangg? tanﬁr(p2
——27 3
cosQp 6003@ b cosgp®

tangq>_5a tanz:(p4 4 tanfrq)"’
cosgp? = Tcosgp3 cosp?

u.

so dass es also jetzt bloss noch auf die Entwickelung des Inte

9
cosp3
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pkommt, Es ist aber bekanntlich
dp _ sing ! dp
cosp® ~ 2cosgp? t3 cosp

_Op

1 1 1
cosp = — gl ttang (37 —59)1%,

top _ sing 1
cospd - 2cosp? 4

1 1
I. {tang (37— 3 9)1%,

durch nun die obigen Integrale vollstindig entwickelt sind, und
rer

-] []
ArcgTa(=2)

ner gefunden werden kann, wenn nur z kleiner als die Einheit
, was hierbei immer vorausgesetzt wird.

Nach 1. 43) ist auch, wenn wir
a e _60
ArcoTo(= % tangyp) ,

ter der Voraussetzung, dass tanggp positiv ist, nicht grosser als
2 elliptischen Quadranten nehmen,

Arc T (=2 b [ O
ArcoTo(= aotang‘l’)—- a (T—e,2singd)t ’
o

d weil nun ¢,2sing? immer kleiner als die Einheit ist, so -ist
¢h dem Binomischen Lehrsatze

(1~ e,sing?)-t

3 .. 35 . 357 .
=1+ 3 ey3sing? + 94 eotsing® 4 246 eo08ingt +- ...,

o nach einem bekannten Satze der Integralrechnung
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a e bo
‘ 14) AreoTy (=2 tangy)
be? 3 P, 3.5 9.
= -a% 3¢p + Qeoi/‘ sing®p + 5 eo* f sing%dp
o [\]

e 9. {
+ gi‘lz e[ sing%dp + f :

o

wo man zur Berechnung von

f singkdp

die bekannte Reductionsformel hat:
17)
ingk—1 -
f singp*dp = e yA cosp + k % 1 f sing*—20p .
Bezeichnen wir jetzt den zwischen den Schenkeln des Winkel:
‘lie‘gienden elliptischen Bogen durch E,, so erhellet aus dem Obi

und aus den bekannten Eigenschaften der conjugirten Durchm
ser der Ellipse sehr leicht die Richtigkeit der folgenden Zerlegu

18) En=AreaTa(=1) + AreTu(=1);

und um also E, zu berechnen, kommt es auf die Berechnung
beiden Bogen

e b e
Krc,.'l‘n(zl) und ArcnTa(=1)

an. Wir wollen bloss die Berechnung des ersten zeigen, welc
hioreicht, da die Berechnung dieselbe bleibt, man mag den el
tischen Bogen von dem Endpunkte 4, des Halbmessers an o
von dem Endpunkte B, des Halbmessers 6, anfangen lassen,
bekanntlich das Erste bei dem durch

a e

AI'CnTn(= I)

bezeichneten Bogen, das Zweite bei dem durch
b e
Arc,Ta(=1)

bezeichneten Bogen der Fall ist.
Weil nun



1.1 1 1
2t _ 3ts
S IITIT

23 1732

t, so erhellet aus der ersten der beiden obigen Gleichungen 8) in
18. auf der Stelle die Richtigkeit der folgenden Zerlegungen:

19)
a e a e 1 a e 1
ArcaTa(=1)= AresTa(= 5) tAreap Tapy (= 3)
er
20) :
a e a e 1 a e 1
Al'chu(= l) = Arc,.T,.(: 3) + Al'c,.+1 T“‘l’l ( = ¢2 ) >
d die elliptischen Bogen auf den rechten Seiten der Gleichheits-
ichen in diesen Gleichungen wird man nach 9) mittelst conver-
‘ender Reihen berechnen kinnnen, wenn man nur aniy, bay,,

, aus den gegebenen an, On, @, und x berechnen kann, was
ter im folgenden Paragraphen im Allgemeinen gezeigt werden soll.

§. 20.

In Taf. III. Fig. 3. sei

_Au-'-lB. OB_ 9_. An..'-lB
T="b, "“an b OB’

AB__OB OE

1 4oy B,

b T’ ez ba

1d weil nach der Gleichung der Ellipse in Bezug auf ibre conju-
irten Durchmesser bekanntlich

(22 (42 v =1

0B 1 ApB_
ATtz b NIt 2?

t, so ist

.
,



. 298

folglich
bua:
OB -_— —-a’:——: » .
Vita - BEyns
Weil
Odnty=0rt1;, OBnpy=bayy
und

&L A20Ba = oa

ist, so ist offenbar
@n412= OB? 4 Auyy B2 42.0B.A4s 4, B.cosen,
also nach dem Vorhergehenden:

2 a2+ 2anbnxcosen 4 6,222
ant "= 1§22 ’

folglich

V aa® + 2anbn xcosan + b,.’.z:a
21 =
) anty Vit

Nach §. 18. ist:

a ., b
OE:b—:.AH.lB, Bﬂ+ll"=5'“’:-OB;
also nach dem Obigen:

an b,.

OE = ———= > B E =
VI¥a? i Vl +:::2
und weil nun

bn+12= OFL2 + Bn-l-],E2 —2. OE-Bll+1E.COS(¥”

ist, so ist
b 2 __ bn2 —2anbazcoso, _|_ an2a?
nf1”= 1o ,
also
22) bugr = ¥ b2 —2anbnzcosontan’z? .

N T§a?
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Aus 2]). und 22) folgt auch sogleich die bekannte Gleichung
23) aa’-l-b,. —-au+12+bu+1,.
Nach §. 18. ist die Gleichung der geraden Linie, in welcher

der conjugirte Halbmesser OBy, liegt. in dem Systeme der con-
Jjugirten bmesser OAn, OBg:

5:2.0B
a”’ . A.-l—] B Tns

In ==
d. i., weil nach dem Obigen
OB an

A"*‘l B = buzx

ist:

bn
Yn=— &;xu .
Bezeichnen wir -also den Winkel 4,0B,.4; durch w, so ist nach
den Lehren der analytischen Geometrie bekanntlich

bn ___ sino
aax  sin(en—)’
oder
%—-——w)—sin cotow — cosap = I

sing  _ onoa L T

woraus
bacosan — a2 bpsines
coto =—5——— —

basina,  ’ tangm_b.cosa,.—a..z
folgt. Bezeichnen wir ferner den Winkel 4a0Any, durch &, so ist

OB: Au}y B=ay: bnz = sin(ex—):8ind0,

also
sin(aa—Q) n_
e — 8ineacot® — cosa,y = bz
ud folglich
—__ an+bazcosan —_ bnzsinen
coto= bazsina, ° tango = an + bnzcosen

Nm ist anpy=0—, also
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tango — tang®
1 4 tangwtang®

tanga,..h =
und folglich nach dem Vorhergehenden, wie man mittelst leicht
Rechnung findet:

(14 22)anbasinen
@ubncoStn— (@n2—bn2)Z — Unbnz?COBR

24) tangoa, =

Man hat daher zur Berechnung von aayy, bnty, Ongy @
den gegebenen an, bn, an und z die folgenden Formeln:

_ ¥ an® £ 2anbazcosent ba2z3
an.i-l = . V‘l—.'.;z ’
25) ' A 6,.2—2anbazcoscn +antz?
| b= vire
_ (l+x’)anb,.sin¢n,
tangonts = o osan— (an®—bn?)x—anbaz®cosan

Fir n=0 ist ¢,=Y0°, also

AT I
V1 4a2 ’
VT +a2

aghy(1 + 22)

(a2 —b®) x '

26)

by =

tango; ——

Fiir x:é ist z. B. in diesem Falle:

4ao® + 0® _ V- a0 +4bo% .
a = — 75 - =Y —5 °’
27) Baobo 5
Joree =~ s = gy
. “\Nby  ap

Fiir x:% ist in demselben Falle:



301

\/ 9“0’ + 6 802 1 952,
al —, bl = 10 -—

28) A _ lanbo _
ange; = — 3(a2—-b® — 3 (% ab::)
bo  ao

In dem Falle, wenn =0 ist, kann das Integral

f * x%3xV by2 —2anbazcoson + as2.c?
o

welches in diesem Falle in

f : 2*3aV b2+ ay22?®

[

ibergeht, auch auf folgende Art berechnet werden.

Nach einer bekannten Reductionsformel ist:
f * 2302V bo® + a‘,’:zr:2

x(02 + ag222)i 1),
= '4000 ) 4a‘:,“‘/‘ 0zV bo® + ap222,

f " 202N bR F i

[
30524 03,2\ 2 .
— "':‘L".";'l“_ﬂ — %f‘zzax\fboa_}%zxz,

0002
[
/ z:z:"BxV' boP ¥ ap2z®
5(b 2t a.222)
x—&’ggf&ﬁ) 56,2 f 2402V b2+ a, by2+ a2,
f zx‘BzV- b2t a2z
o
a:’ b24az® 762 [z S
( ol(-"-a:o d ) lozoz f z‘ax V.bog"' ao’.‘t’,
[
u & w.

°
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Setzt man nun

2
602+ ag222 =6,2(1 + Z—:’P.ﬁ) =b,%(1 +tangu?)

—b-2secu? — —
—09 sSecu” — cosuﬁ 2
wo
tangu= %x
0
. . 1
gesetzt worden ist, und u zwischen —3 % und 435 = genom
werden soll, so ist :
Ou [/ bo Ou
cosu® Z;ax, oz a, ' cosu?
folglich
——35_ boft? sinuk
x*ﬁ.’tbe—i—a@ —-a k-l-l W,a
und

bok+3  sinuk
k(p 2 2,2y —-0 _ % |
z¥(by® + ag’2%)} ao* cosukt3
Setzen wir nun allgemein

29) (Kl = f * kN BEF aia? s
[

so ist nach dem Obigen

sinu 1 1
30) [0]1 [ 2_(-:738_11,2_ ‘il.tang(ln— éu)*} >

2L = sinu 15,2
r —

4u 3" cosut  da, 1a 2 0=

ay _ be®  sinu® 3!).,
[4]‘”—611 5 "cosu®  6ug? 2[2]e;

bo® sinu®  5b,2
[6] S

o Sa cosud  8Sa,? [4]s,

bo 0 sinu? 7b
[8le= 10a,° "cosul, ~ 10a, 12 (6]

u. S. w,



303

und nach 9) ist:
3)
AreTo(=2) =[0): —5 2l oo [4]— gk [B): + ..
Dass die Grissen

[O]I ’ ['2]::: [4]z ) [6]: 9 eeoy

insofern x positiv ist, simmtlich positiv sind, erhellet aus der
Form des bestimmten Integrals

[£]:= f * okozV bo2+ ug22?

i anf der Stellg.

§. 21.

Es ist schon frither erinnert worden, dasé es jetzt nicht meine
e
Absicht ist, eine vollstindige Theorie der im Obigen durch S,
e

[ e

©s, Ta, Ta, u. s. w. bezeichneten Functionen zu liefern, indem
kh durch diese Abbandlung hauptsichlich nur zu weiteren For-
schungen iiber diesen Gegenstand anregen wollte. Indess kann
ich nicht unterlassen , zum Schluss noch Folgendes zu bemerken,

Wenn némlich
OAu, OA13+1, OA';H, coor OAQ,'.m .

beliebige auf einander folgende Halbmesser der Ellipse, und wie
gewohnlich deren cenjugirte Halbmesser :

OBn, OB:y;, OBy, ... OBoim
snd, die respective darch .
Gn, Gniys Gnizs Gnigs oo Anim
‘od
by bnt1s Onizs Onyzs oo Onim

bzeichnet werden; so bezeichnen wir in Zhnlicher Weise wie
biber die elliptischen Bogen

A-A.—{-l » AQ-'-I Anh, Amdnﬂ s seee A’l-l-’l—l A”.'.m
lllpective durch
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a a a a a
@On, Wnyy, Onfo, Wnfz, .o Opfm—y -

Dann ist, wie man leicht durch Multiplication findet:

e a e a - e a e a
(en‘DniSnWmV—I) (©"+l ®Ony i Sn-l-] @Onty « V -—l)
e a e a e a e a
= @n&)n@n-{-l Wnfy — SnwnS,,Jd Wp-43
e a e a e a e a
£ (5200@niy Ongy + BuwaSnty 0ay)V —1),

also nach §. 18. 7):

e a e a e a e a *
(SnoontSnwn .V —1)(Gniy 0nt14Snty0ngy .V —1)
e a a e a. a — .

= Gn(wn+ wnt1) £ Sa(wn+ wnty) R v [

Setzt man nun diese Multiplication imaginiirer Factoren we
fort, so erhilt man auf ganz #hnliche Art wie bei dem Bewe
der nach Moivre benannten Formeln in der Goniometrie die
gende Gleichung:

e a e a —
32) (@n”n i Snmn .V-'—i)
e a e a S
><(Sutr0nts £ Suty 0ngy NV =T)
e a e a
< (Snya0nte £ Snponts ¥ —1)
e a e a R
> (Ont3@nts  Suts @ngs -V —1)

u. 8. w.

e a e a —_—
> (@n-{-m—l On{-m—y i Sn+m—1 Ong4m— QV-— l)
e a a a a
= ©n (wn+mn+1 + wn+2+.-.+ﬁ7n+m—l)
e a a a a —
4+ Su(en+ Wnpy + 60n+2+...-|-wn+m—1) . ~r—-l .

Hitte man die elliptischen Bogen

a a a a a
Wn, @nirs Oafzs Onfpzs e Onfm—

so bestimmt, dass

e\ a e a e a e a
Daon= @n—{»l On4y = @n-{»gwn—l—z == @n{-m—l Wn{m—y

wiire, was, wie sogleich erhellen wird, durch eine einfache g
metrische Construction miglich ist, so wiirde wegen der G
chung 1. 3) auch
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e @ e a e a e a
Sron=Set; Ont1 =Ssi0nis=...=Sntm—; Onym—y

sein, und die obige Gleichung 32) wiirde sich daher unter dieser
Voraussetzung in die folgende verwandeln:

33) (Gnton - Sacre . A Tym
= én(;a + :anh + :onﬂ-!—»- + :own—:)

250 (0nt onts + Ontat o+ Oupm) ¥V —I.

Man kinnte sich hier noch eine Mengo anderer Fragen vor-
m, wie z. B. die Entwickelung der hiberen Differentialquo-
enten von

e 8 e g e a e G
Saoa, Onws, Taws, Tewn, u. 5. W,

o .
in Bezug auf ws als unabhiingige verinderliche Grisse mittelst
der in der ersten Abtheilung gefundenen ersten Differen-
tialquotienten dieser Functionen, wodurch dann zugleich mittelst
des Maclaurin’schen Theorems die Entwickelung der obigen Functi-

a

saen in nach Potenzenvon w, fortschreitende Reihen gegeben sein
wirde, von denen die bekannten cyclometrischen Reihen beson-
dere Fille sein miissten, u. dergl. ‘Aber alle diese Untersuchun-
g muss ich spiteren Arbeiten aufbehalten, und wiirde mich

jetzt nur freuen, wenn ich durch das Obige vielleicht auch
wderen Mathematikern Veranlassung geben sollte, diesem Gegen-
shnde ihre Aufmerksamkeit zu widmen.

Theil XVIII. 21
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XTIX.

Ueber die independente Bestimmun
der Coefficienten unendlicher Reihe
und der Facultiitencoefiicienten
insbesondere.

Von dem
Herrn Professor Dr. 0. Schlémilch

-za Dresden.

Einleitung.

Wenn man darauf ausgeht eine gegebene Funktion ein:
Variabelen in eine Potenzenreihe zu verwandeln, also eine Gl
chung von der Form

F(.’L') :Ao +Alx + A2x2+ A3x3+ ......

aufzustellen, so bieten sich zur Bestimmung der Coefficienten £
A, , A, ete. zwei Wege dar. Man benutzt namlich entweder irge
eine Eigenschaft der Funktion F(zx), gewihnlich eine Beziehw
zwischen ihr und einem ihrer Differentialquotienten, um zunich
eine Recursionsformel fiir jene Coefficienten zu erhalten, und suc
dann von dieser aus zu einer independenten Formel zu gelange
oder man hilt sich an das Theorem von Mac Laurin, de
zufolge

o F(k)(())
¥ 1.2.3...k
ist, und bestimmt nun Ai dadurch, dass man _erst F&(x) e

wickelt und hierin =0 nimmt. Beide Methoden sind aber im
fern mangelhaft, als sie oft genug in ein Labyrinth von Rechnu
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o(x)=ay+ qyx + a,22 '....
ist, so hat man identisch

(qv(lx >)”= <a(l,>~ " :

a+ a—: z+ ﬁx’-l- rees)B

und wenn nun a, nicht Null ist, die Funktion l?(:r.) also fiir 2=
mcht verschwindet, so kann man den zweiten Faktor rechter Hu
in eine Reihe verwandeln, die mit der Einheit anfingt uod mx
Potenzen von x fortschreitet. Da es sich mithin immer nur ¢
eine Entwickelung von der Form

1
A+oz+ ez tazz3+....)"°

=1+ A,z + 4322+ Az2® + ...

handelt. so diirfen wir ohne Beeintriichtigung der Allgemeinhe
voraussetzen, dass sich in dem Ausdrucke (;(iz—))'die Funkf
o(z) fir 2 =0 aufl p0)=1 reduzire.

Bezeichnen wir @(z) kurz mit y, so ist mittelst des Binomi
theoremes

Ge)=v =y

() ¥y -

=14 (—n), (.’I‘—l)‘l'(—")-z(."/ — D24 o (—n)e (y—D)k
+ (— gy (P— D1 (— )iy o(y—DH42 4 ...

und wenn man sich im zweiten Theile der Reihe fiir y—1 seil
Werth ¢, c+a2.z2+ gesetzt denkt, so erhidlt man ein Resul

von der Form
(L)=L
p(x) )~ ym

=1+ (=) (y—=1) + (—n)o(y—1)2 + ... - (—n)i(y—1)¥
+ Lakttf Mkt 2 4 Nzk43 ...,

wo es auf die Werthe der Coefficienten I, M, IV etc. nicht:
ter ankommt. Die vorstehende Gleichung differenziren wir &
in Beziehung aul = und setzen damn z= 0 es verschwinden d

die mit L, M, N etc. behafteten Glieder und bleibt
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) 1
D [Dk(ﬁi)— )j 0 _
[D¥{ 14 (—n); (y—1) +(—n)o(y--1)2H.co. +- (—2)e(y—1)*} ] (s=0) -

Die eingeklammerte Reihe ist einer fiir unsere Zwecke wichtigen
nsformation fihig, die darin besteht, dass wir die Potenzen
. y—1 auflésen und alle entstehenden Glieder nach den Poten-
von y=q(z) ordnen. Man findet nun auf der Stelle

14 (—1)y (g— D)+ (—n)aQy—D)2+ o+ (= (y—1)*

=1
+(—n) [loy —1,]
+ (—n)s [2092— 2,y + 2]
+(—n)[30y®—3,19%+ 32y — 35]
e R

+ (— n)elkoy* — Ryt gyt — .ot (— 1)Hhi]

d durch Vereinigung aller gleichartigen Glieder entsteht hieraus
e neue Gleichung

9 14 (=m ) nay—) ey~
=8+ S1y+ Sy® + ... + Siyk,

orin irEend einer der mit S bezeichneten Coefficienten, etwa
i, durch folgende Formel bestimmt wird:

8i = (—n)ito — (—n)its ((4+1); + (—1)iyo((+2)p — ...
wee F (= D)= (— )k (i E—2)b—i.

lieser Ausdruck lisst sich bedeutend zusammenziehen, wenn
w die bekannten Gleichungen beachtet:

(et = (- H G =4,

(—n)—i (—n)—i—1

(Mipa=(=m— 7 gz -’ D=

(i+2)+D)
1.2’

an erhilt dann fiir S; die neue Form:

: i+1
fi=(—mn)i [H-’%-i + (lii)—g%-i—) + -

(n4)(ntitl).... (nt-h—1)
ot L2..G—) - I’
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und durch Summirung der eingeklammerten Reihe*)

) (4i4) .. (0 HR)
Si=(— "oz 06— °

oder endlich, indem man durchgiingig Binomialcoefficienten
positivem Exponenten benutzt:

Si =(=Di(nti—1)i(n+k)i—i .

Die Formel 2) ilestaltet sich nun bei umgekehrter Anordnung
Glieder rechter Hand wie folgt:

14 (=) (y— )+ (—n)a(y—1)2 + c.c. ¥ (—n)e (y—1}*
= (= D [(ntk—1)u(ntk)oy* — (n4+h—2i—, (R + £) 5+~
+ (n+k—)p—o(n4-k)oyt—2—...

wobei die Reihe soweit fortzusetzen ist, bis sie von se
abbricht.

Substituiren wir die obiﬁe Formel in die Gleichung 1), d
renziren jedes einzelne Glied und setzen

3) [D¥y*](0) =[ D¥ep(x)*0) = @a,

so gelangen wir augenblicklich zu der Formel

¥) Bezeichnet man mit 4r den Ausdruck

* (a+1)(@42)... (at7)
1.2.3...r ’

so findet man sehr leicht die Beziehung
a(a$1) (a+2)...(a4r)
1.23....(71) :
Fir r=0, 1, 2, ..... (g—1) und darch Addition aller so cntstche
Gleichungen ergiebt sich, indem man 4, fiir 1 rechnet:

_a,a(at)) a(a¥1)...(e49~—-1)
A —1=3+-Ty—+-+ 1.2...¢ ’

Argr—4r =

oder vermige der Bedcutung von 4r:

a , a(a41) a(e1y...(atg9—1)
1+i+ 1.2 ++ 1.2.3....q9

— (a41) (a42)...(a49)
1.2.....q ?

wovon im Texte fir a=n4i und g=Kk—i Gebrauch gemacht worde:
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o  [7z5l,

= (—D*[(n+K)o(n + k=1 Qs — (n+£), (04 k—2)k— @i~
+ (n4L)a(n+5—3)i—-2Qtg—....],

welche die Entwickelung von ——., angiebt, sobald man die Dif-

L
. o(x)" . .
renzialquotienten von q)(.z?, @(z)? etc. oder wenigstens die fiir
z2=0 eintretenden Spezialwerthe derselben finden kann.

Ein passendes Beispiel hierzu bildet die Annahme

1
9@ =5(c +1),
~wo die Bedingung ¢(0)=1 erfilllt ist. Setzt man n&mlich

v s B B
(;’—-‘H) -V°+Tz+i._2z’+""’
so ist

Pa=(—1)* [(n-+B)o(r+ k—1)s@u— (4K, (4 h—2)k—; Qi -,
+ (n4-E)p(n+k—3)i— Qt—g—...]

wd man hat zugleich

a=[2(=)1,,

= ga Lot 4y (=D + ha(h—2)E 4 .].

Fir n=1 me diess eine independente Bestimmung der
Bernoulli’schen Zahlen.

§ 2

Entwickelung von

x n
(w(x)) '
Wir setzen hier voraus, dass ¢ (x) eine mit 2 gleichzeiti
verschwindende Funktion ist, welche ausserdem die Eigenschaft

besitst, dass q%z) fir z=0 in die Einheit iibergeht, wie z. B.
¥(z) eine Reibhe von der Form
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& + ag7?® 4 azz® + ete.

bildet. Wenden wir die Formeln des vorigen Paragraphen auf

den Fall q»(z)=w;x) an, so ergiebt sich sogleich

x )
.l) [”'(«Tx)) ](o) ,
= (—DH(n+E)o(n +£—1)u@r— (n+ k), (n+hk—2)i— @iy
A4kt k~3i—Qk—q — ... ]

und darin ist @ durch die Formel bestimmt:

%= [D'(Eg—))h](o') '

Man kann derselben eine andere;Form geben, welche nur die
Differenziation einer Potenz von 7(x) allein verlangt. Es ist néim.

lich identisch
B
(57) =veer.

mithin bei (% &) maliger Differenziation, indem man die bekannte
Regel fiir die Differenziation der Producte anwendet,

h h
(h+ E)ozh Db (@) 4 (h + E), hzb—1Db+E-1 (‘@) o

ot (b4 Bph(h—1)..2.1.D (‘ﬂgﬁ))"
= Dhtkyp(x)h.

Fir 2=0 verschwinden linker Hand alle Glieder mit Aus
nahme des letzten und es bleibt

(b4 Bn1.2.h. [Dk(%))"]m) =[D+p()](q)

oder endlich

w@) V] __ [DHe@te)
[D*( z )]m)— FADGEFD) . kTh

Der Werth von @ erhiilt demnach folgende Gestalt:

9) Q= [Dh+k1p(x)h](0)
= =T D) CA2) (kR
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Nehmen wir beispielweis
Y(x)=e*—1,

wodurch die fiir v (z) angegebenen Bedingungen erfiillt sind, so
ist nach Nro. 1) jeder Coeflicient in der Entwickelung

3 E2)

Py

s PP
=P,— —l‘ x+-€22:c’—-mx3 F oo

augenblicklich bestimmbar, niimlich

Ld x n
4) . Pir= (—1)* [D" ;‘,—;—]) ](0)
=(n+E)o(ntk—1)1Qr — (n+k), (n+h—2)i—y Qi—;
+ (4 £)o(nthk—3)k—p Qk—g — -...
. wod darin gilt fiir Qs die Formel '
[DAtE(ez— 1)H](p)
G+D)E+4D)...(k+h) °

oder bei Ausfiihrung der angedeuteten Differenziation

=

5) Q= hohbtk—py (h—DM* 4 hy(h—2)btE—
= A0 k12 -n. i h)

An die Formeln 4) und 5) kniipfen sich einige sehr bemerkens-

werthe Folgerungen, die wir im niichsten Paragraphen aus einan-
der setzen wollen.

§. 3.

Die Facultitencoefficienten und die Bernoulli’schen
Zahlen.

Fibren wir fiir die sogenannten Facultitencoefficienten die
bigende Bezeichnung ein:

)] z(z+1) (z42) (z+3) ... (@ +n—1)
= z‘o»""" + z"p’”"" + 623""2 + e+ (:'n—v’” s

® ist es sehr leicht eine Recursionsformel fiir dieselben zu ent-
d::. Indem man niimlich die Facultit des niichst hoheren
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z@+1)z+2)... x4 n—1)(z+n)

einerseits im Ganzen, andererseits als das Produkt aus z-l-n,m
der friiheren Facultiit ansieht, hat man die Gleichung

"Coxrtt 4 G 4 G 1t s
=(@4m) [Ga* + Gz .. 4+ Cayal,

und aus dieser t"olgt durch ldentificirung der beiderseits zu 2+
gehorenden Coeflicienten:

2) %:: Z‘un&_. .

Um oun zu einer independenten Bestimmung von C: au gelangw
gehen wir folgenden Weg.

. . " 1 1 1
Bezeichnen wir die Bernoulli’schen Zahlen 8 30 B ek

mit B,, By, B, etc. so gilt bekanntlich fir alle zwischen %
und 42z liegenden 2 die Gleichung

x 1
) Foi=1—37
Bl ‘B3 B5
+122 — 132t 1o 6%

dieselbe, aus welcher Laplace eine independente Bestimmu
von Bi—, (k gerade) herleitete, indem er die in der Formel

4) [D"(e “-z—l)](o) = (=118,

postulirte %fache Integration mittelst eines sehr speziellen, |
eben auf die Funktion x:(ed’—g passenden Kunstgriffes ausfih
Denkt man sich beide Seiten der Gleichung 3) auf die nte Pot
erhoben, so ergiebt sich ein Resultat von der Form

x n n n n n
5) eT:T) =do~dyo+ Ay2®— Ay +-.....,

wo es nun auf die Bestimmung der mit 4 bezeichneten Cot
cienten ankommen wiirde. Um fiir dieselben zuniichst eine ]
cur;*it_)nsformel zu erhalten, differenziren wir die Gleichung
wobei
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D(ezi 1)'=" e"ai l)“.-l[e’l 1~ (ef:;)—‘]
-1 "
=n 7= ) (1—z)—n (e*—1)=+

zu setzen ist, und multipliziren darauf mit z; es wird so

' x x \H
| ”(e_:i) e
! n n n
= — 142 424522 — 34,23+ 4 A 2% —....

Linker Hand kann man die Formel 5) zweimal benutzen, einmal

geradezu, das andere Mal, indem man n-}1 an die Stelle von »

treten liisat; fihrt man diese kleine Rechnung aus und vergleicht

;::nl;bler die Coeflicicienten von z*, so findet man die Recursions-
el: .

nfl n »
6) ndy=n—k)As + nds—, .

Besondere Aufmerksamkeit verdienen die n ersten Coeffi-
denten in Nro. 5), fiir welche

k=0, 1, 2,...(n—1),
uso idberhaupt kleiner als » ist. Setzt man o#mlich fir die-
= Fall

1
(n—k)(n—k+1)(n—k+2)...(n—1)

» verwandelt sich die Gleichung 6) in die folgende:

2’;& >

] A=
n$l n n
A= 2Ar + ”2"‘-1 s

deren Vergleichung mit Nr. ¢) die Identitit von i}, und Ci
Man hat demoach die bemerkenswerthe fiir

wm>Sz>S—2n
. geltende Formel:
x n
8 ()
C (=1)*~1Cay

s, :' G ) _
il Sy T v oom bl g Y o) St K
+(— l)'[;n&'”‘-—:’g*.‘x"'l'l + 2)34.2.2'“'{'2 -— ....J-
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Will man eine independente Bestinmung simmtlicher mi
bezeichneten Coeflficienten, so ist nach Nro. 5) unmittelbar

[D'r( EEfT))”]((,) = (—1H.2.3..k. 4,

wo sich linker Hand die Differenziation nach den Formeln 4) .
) des vorigen Paragraphen ausfiihren lisst. Fir £ <n giebt di
die independente Bestimmung der Facultitencoeflicienten, d

man hat nach Nro.7) und vermége der Identitit von ilfk und

I‘Dk(é’i—i)n](o) = (13—51_)1(rl§)3(n1;k) Ci,

d. i. umgekehrt bei Benutzung der Symbole fiir die Binom
coefficienten:

9) Ce = (n—)(—1)* [Dk(-e,—f’q)"](o) . E<n.

Dagegen ist fir =1 und ein gerades 2> 1 nach Nro. 4):

10) B = (—1)it-1 [D*(Eé_l)](o) :

Mittelst der Formeln 4) und 5) des vorigen Paragraphen erl

man nun aus Nro. 9) folgende independente Bestimmung der

cultitencoefficienten :

11) Cr = (n— Dk [0 +Ro(mA k=D @e—(n4-B)y (24 h—2Di—y €
+ 4R+ k—3)k—g Qk—g — ...

worin @ nach der Formel bestimmt wird:

Rkt (h—1)btb g (b2 — ..
12) &= EADETD. 1R :

Fir =1 und ein gerades % folgt daraus fiir dic Berno
schen Zahlen die Formel

13) By =D [(A4D)o@k— (A4 D)1 Qk—y +(k+4 1) Qk—y —

Wir geben im nichsten Paragraphen einige Reihenverwand.
. 4 ' :
gen, bei denen die Facultitencoefficienten vorkommen.
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§. 4.

Entwickelung von .

[l(l-l—z)]"' und [lﬁf'i:l'.j]n

L. Denkt man sich beide Seiten der fir 1> 2> —1 gelten-
' den Gleichung

l(]-l—.w:)=:::-—-;;.2'2 + %z’-—....

aan die mte Potenz erhoben, so entsteht ein Resultat von der
orm,

) [0 +2)]m = Apzm — dyzmt1 | dpgmte — ..,

worin noch die mit 4 bezeichneten Coeflicienten zu bestimmen
wiren. Man gelangt zu diesem Zwecke, indem man die analoge
Gleichung

1 2 +
[+ 2)]™H = gzt gt 4 daemts — ..

differenzirt und das Ergebniss mit (14 ) multiplizirt; man findet
hierdurch

m+ DA +2)]m

m1 mi2 mi3
=1 +42)[(m+ ) 4yz™ —(m+2) d 2™t 4 (4 3) dgzmt2 — ... ].
Indem man linker Hand die Gleichung 1) benutzt, rechts die an-
gedeutete Multiplikation ausfiihrt und nachher die Coefficienten
vergleicht, erhilt man die Recursionsformel

) . $h41 mtk +k
(k4D b =(41) A + b8 Aiy

welche mittelst der Substitution

mik 1 m-k

J" = (m ) (m+2)...(m+k) A
i die folgende iibergeht:

kb1l mik +k
2) m'llk ==m21k + (m-l-l.-%lbl .

iis der Vergleichung derselben mit Nro. 2) des vorigen 'Para-
Juphen folgt augenblicklich
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m4k mtk
A= Cx,

mithin .
mit_ &

— (m+Dm42)...(m+4-k)’

Substituirt man diess in die Gleichung 1) und beachtet,

Ay=1 sein muss, so hat man fir 1> 2> —1 die Re
entwickelung

m4-1 m-'|~2'
3) [|(1+x)]M= zm__m_-'...l amtl _l_ ('__nT'__i(_)’_%'_n_.*_.é_) amt2— .
oder ‘auch
I(144) "¢ i
)™ ]
) [ x _.l =1- m 11-1 =+ (m+1) (m+‘_))za'—'"”

Von diesen Gleichungen kann die erste dienen, um eine
Potenzen von I(14x) fortschreitende Reihe in eine andere v
setzen, welche nur Potenzen von z enthilt. Als Beispiel nel
wir die Sold ner’sche Formel fiir den Integrallogarithmus von
Setzt man nimlich dem Taylor’schen Theoreme zufolge

. . 1 1 1
5) li (a42)=li(a) + i Az + 5 Ax22 3 dsz®+ o
so ist durch Differenziation

_ 1
la+2)
Soldner bestimmt die Coefficienten A recursiv; will man

independente Formel dafiir gewinnen, so beachte man, dass
linker Hand stehende Ausdruck

6) =Al +A2:+A313 + oo

1 1

T la

.. l+|(ll'l':;_5
a .
i (DT

ist, und benutze jetzt die Formel 3), indem man x:;z;undr
2, 3 etc. setzt. Ordnet man hierauf alle Glieder nach Pots
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on = und vergleicht die so entstehende Reihe mit der unter Nr.6)
orkommenden, so findet man sehr leicht eine independente For-
sel fiir einen beliebigen Coefficienten As.

II. Aus der Gleichung 4) ergiebt sich durch %malige Dife-
enziation nnd nachherige Nullificirung von z:

mi-k
[D*(l z ) ](o) = mE)(m42).... m+k) 123..%,

der kilrzer ausgedriickt:

N [Dk(m—;ﬂ)m](m = (1%3;)&— .

Wenn es sich nun darum handelte den Ausdruck

(¥ o)

a eine Potenzenreihe zu verwandeln, so wiirde man setzen kiinnen:

E I S
(l(l-i-z)) =1+ T 2t 52t 1932+

es ist

dv= [m(l_(l{tl-?)']m) )

lisst sich das Theorem 4) in §. 1. anwenden, indem man

1a
o) =" :x)

t; man hat dann
=(—D¥ (n4+-k)o(n+5—1)iQr— (n+k); (n+k—2)i— Qi+,
+ (-+E)a (1 +Hhe—3)—a Qig— .1,

i Qs nach der Formel

Q= [Dk(l(_lgi))b](o)

bestimmen sein wiirde. Vermige der siebenten Formel ist nun

(=1)k bk
Qh=m ék)
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mithin , wenn man diesen Werth in die Formel fir A.k einsetz

n @Rt h=Di 2¥ (k) (n4k—Di, 2

9 A=, ) 5 |
(n4-B)g(n4+k—3)e—o %2
+ =g Ck

und diess ist insofern eine independente Bestimmung von 4, 1
die Facultiitencoefficienten nunmehr independent bestimmt sin
Die Bedingungen, unter welchen die Gleichung 8) richtig bleil
bestimmen sich leicht aus der Bemerkung, dass zunichst

glaiz)} =[ 1— | l_ili’r_w); T

n I(142) n(n41) 1(142)) 2
=14} 112} | nAD ) MU ["+..
gesetzt werden kann, wenn nidmlich die Determination
10) 15132 g ger 0n 1D o

erfiillt ist. Denkt man sich weiter in der obigen Reihe

Id42), 1 1 1
1——--‘-2‘— I—Q'_Q‘z‘l'&‘zz"'"‘

gesetzt, so muss die weitere Bedingung

11) 1>a>—1
statt finden; nach Ausfiihrung der angedeuteten Potenzirung
wiirde man nun die Reihe 8) wieder erhalten und es gilt letate

daher fiir alle z, welche den Bedingungen 10) und 11) gleichu
tig geniigen; hieraus findet man leicht

12) 1>a>—08.

Ill. Aus der Gleichung 8) lisst sich noch eine auf denl
tegrallogarithmus beziigliche Formel ableiten, die nicht ganz obt
Interesse ist. Fiir n=1 ist niimlich
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B im=lt T et et iy et
, 1>2> 08
{ wobei die Coefficientenbestimmung durch die Formel

(kD)o 2 (k41), %t (k41)y %52

W) A= @ Ce— k=1 Cv +(’k —2) G —...

ugegeben wird. Multiplizirt man die Gleichung 13) mit d und
integrirt, so folgt

Z
W S

=z |-l2a:’+l,,3x +1—‘2_4 4 ..

Um linker Hand dle Integration auszufiihren, setzen wir

I(14z)=12,
nithin
z=e*—1 und dr=dz;

& wird dann

es—1
sy ie= T ed:

f— dz —f%’ dz
= li(e?) —li(e*) + Const.;

in, wenn der Werth von e* wieder eingesetzt wird:
16) K[ -l-x)’] —li[1 -l-a:] + Const.

Ay A
=""+T‘” + 1932 + Tagatt

Um die Constante zu bestimmen, lassen wir z in Null iiberge-
vad haben dann

') Lim {1 [(142)?] —-Ii [142] 1+ Const. =0.
| Theil XVIIL 22
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Der Grinzwerth auf der linken Seite bestimmt sich durch
wendung der hekannten Formel

Ii () = 0,5772166 4 1 (l)

ll lu)?

man findet nfimlich

B[ (+2)] — i [1+2] =121 +2)]— 1[I0 +2)]

2-11042) B ld4)] 28 l[l(l+a:)]’
T 7t 1.2 123 T

wo die rechter Hand vorkommende Differenz kiirzer durch 12 &
gedriickt werden kann. Fiir 2=0 geht die rechte Seite in
iiber, und die Gleichung 17) wird demnach

124 Const. =0;
mit Nr. 16) verbunden giebt diess
18) li [(l-l- z)“]-—-li[l+a:]

Ax

wobei wie friiher z zwischen 1 und — 0,8 enthalten sein muss

§. 5.

Die Facultitencoefficienten mit negativem
Exponenten.

Versteht man nach Crelle’s vortrefflicher Bezeichnung un
, + 1)» die Facultiit

4D . GHn—1),

so muss man hekanutlich, um nicht inconsequent zu werde
unter dem Symbole (z, -l-l)-" den Ausdruck



323

1
G=1) c—2)(c—3)... t—n)

begreifen*); dieser lisst sich offenbar in eine mach Potenzen von
Py fortschreitende Reihe verwandeln, sobald z>n ist, und man wird
_ daber entsprechend den Fritheren zu setzen haben:

. )
) N2 G=3)a—n)

-1 b I | . |
=Guwt Gapr+ Gt

 dder fir z=-15-, wo pun ﬁ<% sein muss:

1 .
(I—p)(1—=2)(1—3p)...(i—np)

=Co+ CB+ Cof* + Cf* + .

Diese Gleichung erhilt eine zur Bestimmung der Coefficienten C
uchbarere Form, wenn man sich zuniichst an folgende fiir ganze
piitive n und beliebige a geltende Gleichung erinnert:

2

1.23..n
s a(a+1)(a+2)(a+3)..(a+n)
i — % G na

Ja | Ts
a*a_f-‘l"—a-l-i! a+3+""

wn welcher ich im 9ten Theile des Archivs S. 377. (von Formell
K. ab) einen elementaren Beweis gegeben habe. Fiir 6=—3
t die vorstehende Gleichung in die folgende iiber:

=D)r1.23..n88
1—p)(1—2p) (T —3p)...0A—np)

I’ 1 1
=nRe—n 1—8 +"’l—2ﬁ+"31—3§—"”

wenn man die Gleichung 2) zu Hiilfe nimmt:

) Supyloiente sum mathem, Worterbuch; Artikel Facultit.
22%
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(=1 L2.0[Cof" + Cop1 + Gf*2+ ]
1

=Ny —n; l':l_? + "’1':_12‘3 + mm-ﬁ—....

Der Coeflicient _é'ker jebt sichnun, indem man beiderseits (2 k)
differenzirt und nachher =0 setzt, niimlich man hat:

. (—1)1.2..n.12...(n4 &) Ci
= —1n;,.1.2..(n 4 £).10* | 0. 1.2..(n 4 £) 20k — .,

oder

2 _ Iy
3) =g [t g2tk —ng3eti 4|

Bei umgekehrter Anordnung der eingeklammerten Reihe ist end!

£t m I b,

4 1.2.3.n

wobei % nicht kleiner als » sein kann, wie aus Nro. 1) unmit
bar hervorgeht.

Die so eben entwickelte Formel weist unmittelbar auf
Zusammenhang zwischen den Facultitencoefficienten positiver
negativer Exponenten hin. Schreiben wir A fiir n, so ist pim
durch Vergleichung mit der Formel 12) in §. 3.:

o= 1.2.3..h holhtk— by (h—1)htk 4.
k+1)(k4+2)...(k+R) 12..A4
_ 12..A oo 1 2
= FAREFA—D D) T ket hm F°

mithin nach Formel 11) in §. 3.:
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5)
k k—1)e X k k— —(k—1)

(ntk)s(nt k—3s—g —K2
+ (2k—2)k—2 Cﬁ' - -.o.o] .

Aus den Facultiitencoefficienten negativer Exponenten, die nach
der Formel 4) unmittelbar bestimmt werden, lassen sich also mit-
felst der vorstehenden Relation die Facultitencoefficienten positi-
rer Exponenten herleiten. .

Wir geben schliesslich noch eine kleine von m=—4 bis
|=3-9 _gehende Tabelle der Facultitencoeflicienten, von welcher
fie Einrichtung unmittelbar klar sein wird:
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O $I4HWHIV(HY 4 VI

1 3 6
2 11

10

24

15

225

LZON

120

+ Vvl

21

175

735

1624

1764

720

+ VIl

322

1960

6769

13132

13068

5040

+IX...

546

22449

67284 .

105056

109584
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nach der gewihnlichen Art in einen gememen Bruch
so erhélt man:

P1P2PsPaPsPs + P1PaPsPs + PiPapsps
By= [+ p\p:psps + 11PapsPe + PsPapsps + ipe
+ p1pat P1Pe + P3pa+ Psps + Pspe +1

PaPsPaPsPs + PaPsPa
: it Papspet Papspe + PaPspe
+ patpatps
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Es ergiebt sich nun sogleich, dass der Ziihler sowohl als der
Nenner eine Summe von Produkien aus den Partialnennern ist,
dass diese Produkte Combinationen aus den Partialnennern sind,
und dass diese Combinationen nach einem bestimmten Gesetze
gebildet werden miissen. Indem wir das Gesetz aus unserm Falle
empirisch zu bestinmen suchen, bemerken wir, dass zur Bildung
des Zihlers simmtliche Partialuenner, zur Bildung des Nenners
pur die Partialnenner vom zweiten bis sechsten beitragen; wir
bemerken_ ferner, dass der Zihler nur Combinationen der sechsten,
vierten und zweiten Klasse, der Nenner nur Combinationen der
finften, dritten und ersten Klasse hat, und dass bei der Bildung
der Combinationen beim Fourtschreiten zur niichsten Complexion
das nichstfolgende Element ibergangen wird. Wir erhalten dem-
saich Combinationen, in welchen eine Klasse — das Wort im wei-
testen Sinne, viimlich auch fiir die Klassen einer Klasse gebraucht
~ um die andere ibersprungen wird. Nennen wir solche Com-
binationen alternirende, so erscheint der Zihler des reducirten
Kettenbruchs als Inbegriff simmtlicher alternirenden Combinatio-
mn vom ersten bis sechsten vermehrt um 1, der Nenner als
Somme simmtlicher Combinationen der Partialnenner vom zweiten
Ms sechsten. Bezeichnen wir also die alternirenden Combinatio-
sen der mten Klasse aus den Partialnennern vom rten bis zum

tten durch E’, so ist
r.t

6 4 2
C+C+C+1
1.6 1.6 1.6
Bs= 5 ) 1 *
cC+C+C

2.6 2.6 2.6
ist die Symmetrie des Baues im Zihler durch das letzte
gestirt. ~ Der Fortgang der Klassen fihrt uns darauf,

l=6 zu setzen. Dadurch wird
La

6

a 2 o
C+C+C+C
-6

1.6 1 i W 1.6
By = 5 3 1 .
< C+C+¢C
2.6 26 2.6

Weon wir hiernach die allgemeine Formel aufstellen, so erhal-
wir

2 2n—2 2,-'54 é OC
1.3. +1.g. +1.2u et l.2n+l.2n '

Bayn= 3o - — 1
T4+ CHCF..+C+C
2.2n 2.

22z 2.2n 2n 2.2n
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a4l 2m—1  2a—3 a . 1

b C+ C +..4+4 C + C
— L@s4]) 1.@2n41) 1.(2n41) 2.(2n41) 1.(2a+1,
Bonyy = 2 2n—2  2n—4+ 2 o 9

+ - C +
2.(2n41) 2.@2a41) 2.(2n41) 2.(2n41) 1.(2nf1)

0
wobei C=1 zu setzen ist. Diese Formeln lassen sich, d:
Bildungssatz an sich klar ist, vereinfachen. wenn wir den Inbe
simmtlicher alternirenden Combinationen der Partialnenner
rten bis zum tten durch C bezeichnen. Denn dann erhilt m:

T.t
. l.C
Bn=":6_ o e 2 . (l)
2.0

Es entsteht nun die Frage, ob diese empirisch gefundene Fou:
richtig ist.

ll-

Aus dem Begriff der alternirenden Combinationen ergiebt ¢
dass dieselben sowohl vom rten bis zum tten, als auch vom
bis zum rten Gliede alterniren:

cC=¢C....®

.t t.r

Die Fragen nun, welche uns hier in Bezug auf die alte
renden Combinationen angehen, sind:

1) wie aus den Combinationen der Elemente vom 2ten
nten die Combinationen aus den Elementen vom lten bis s
oder allgemein, wie aus den Combinationen aus den Eleme
vom rten bis tten die Combinationen vom (r—1)ten bis zum
abgeleitet werden kinnen;

2) wie aus den Combinationen der Elemente vom lten
nten die Combinationen der Elemente vom Iten bis zum (n-}1
oder allgemein, wie aus den Combinationen vom rten bis 1
Elemente die Combinationen vom rten bis zum ({41)ten Elem«
gefunden werden kinnen.

Die Elemente seien e, ey, €3, €5....€n, €np; und die ein
nen Combinationen miigen als Produkte, der Complex dersel
S N
als Summe der Combinationen angesehen werden — was offer
erlaubt ist, da das Produkt und die Summe immer wieder im
gemein combinatorischen Sinne genommen werden kann.
Nun wird offenbar Caus Cerhalten, weun allen Complexionen vc
1.n 2.n
das Element e, vorgesetzt wird und von den Complexionen
C diejenigen heibehalten werden, welche nicht mit eq anfang

2n
d. h. es ist



ast
C=¢.C+C....0
so ist allgemein

C=¢e¢4.C+C
PSP +(r+1).:
C=e.C+C
rt (rH).t  (r42).t

ie Formeln, wie leicht ersichtlich, nur dann richtig sind, wenn
1 gesetzt wird.

liermit und wegen des Satzes (2) ist zugleich die andere
» erledigt. Es ist

L Lincd) -'i.(.-.z)'" - ®)
C=C.e + C .. 6)
r.t r.(t-1) r.(t—2)
ei nun
) ™
Br=mtoTa
ptl
Ps -+
o
+—*'7'_ 1
p. ]
By = %‘ ........ , 8
2.2

i sich C auf den Zeiger py, pa, Pss Pgs.--ps bezieht. Durch
ssive Anwendung degs Satlzesp e'(3)1’231-111’ ten ev’;r:

L mtie _ _i

G=—"g = =n+i
2n 2.0 2.5
c C 1
28 .32 3n
C = T p.CHC T
3.n 2.n 3m 4.n 4.n
rat—¢



1..—- 0.‘_'-_— . 4.8 —
<=vo=YCy¢e= 7’
4.8 3.n 4.n 5.n 5.8
Pa-l-’zv—"
6.0

woraus folgt:

S "

B"_pl +p’ + 1

pstl
p“"' PYTeeS

mithin ist B'n= B oder die Gleichung (1) ist richtig. Zu e Ji
selll.)eltn Resultat gelangt man, weon man den Kettenbruch e
richtet.

Unser Satz hat ein doppeltes Interesse. Einmal niimlich ist
es sehr leicht, mit Hiilfe der alternirenden Combinationen jedes
Niherungswerth des Kettenbruchs unmittelbar zu finden; zweites
aber ist die combinatorische Auflisung unserer Aufgabe die w
spriingliche, d. h. unmittelbar aus der Natur der Verbindug
der Partialnenner abgeleitete. Sie muss also auch die bekannt
dependente Auflésung enthalten.

Sind Ba_y, Bn, Bay, drei auf einander folgenden Niherungs
werthe des Kettenbruchs, und setzen wir

Zn—y
Bu—l — Nn-—l )
Z
Bn = N: >
— Znty
Bati = Noyy ’

80 ist
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Zayy =Mgl';—- g.pn+g -!-(gl)= Zn.patr + Za—y

N”"'l =C= Co?ﬂ+‘ +(C ;= Nn-ﬂ-.}' +Nl—];

2(nfl) 2.» 2.(n—1,
ithin
— Za.pryr + Zn
Bl+| —_— N’l .pﬂl +'— Nu—-l ....... (10) .

V.

Fir die Benutzung unserer Formel zur wirklichen Berech
mg g;r N'iherangswerthe diirfte sich folgendes Schema empfeh-
L sei z. B.

1
By=1+457

ro| =

Nenner 1 5 4 6 3 2
12345686
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( P z 8 B,
¢ = 123486 | 154632 | 720 1142
1934 1546 | 120
1236 1542 40
¢ =) 126 1532 30
1456 1632 | 36
3456 1632 14
12 15 5
14 16 6
. 16 12 2
¢ = 34 6] wu
36 42 8
56 32 6
¢ 1 1 1 1142
¢ = 23456 | 54632 720 %9 | 959
234 546 120
3 236 542 40
C = o 532 | 30
456 6321 36
2 5 5
C = A 6 6
6 9 2
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Der Pascal'sche Lehrsatz in seiner
- Anwendung auf die geometrische
Analysis.
Von
Herrn Planck,

Repetenten an der polytechnischen Schule zu Stuttgart.

_ Der Pascal’sche Lehrsatz lisst folgende, seinen Beweis und
in Verstindniss erleichternde, und zugleich fiir die geometrische
ysis sehr fruchtbare Fassung zu.

Lehrsatz. Wenn AB und A'B’ Projectionen einer
d derselben Sehne eines Kreises auf eine und die-
tlbe Gerade vou zwei Punkten C und € des Kreises
ws sind, so ist von jeder andern Sehne, von welcher
tdemselben Sinne 4B eine Projection ist, auch 4'B’
ine Projection.

. Beweis. Zu der Geraden, auf die projicirt wird, und die
den Grundschnitt nennen, ziehe man Parallelen durch die
nkte D), E einer Sehne des Kreises. Diese Parallelen
wden (Taf. IV. Fig. 2.) den Kreis in ', G, und FE, DG
n den Grundschnitt in M und N. Ist nun AB eine Pro-
von DE vom Punkt C des Kreises aus, so sind, weil

ACB= DFE =BME=AND,
Dreiecke ACB, BME, AND einander ihnlich, und man hat

*
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diess nicht moglich ist, 2) dem fzegebenen Kreis denjenigen

Systeins substituiren, dessen Mittelpunkt im Grundschnitt lic
Im erstern Falle lisst man an die Stelle der gegebenen Sel
des gegebenen Kreises den zum Grundschnitt parallelen Dur
messer des neuen Kreises treten, im zweiten Fall einen Du
messer, dessen Lage gegen den Grundschuvitt von der Lage
Punktes M (oder V) abhiingt. .

Als erstes Beispiel kann die Lisung der Aufgabe
in IlL. fir den schon besprochenen Fall dienen. Man findet «
dem System zugehirigen Durchmesser des neuen Kreises, 1
Taf.V. Fig. 4. zeigt. Ist AB die gesuchte Projection des Dur
messers DE, und O’ die Mitte von AB, so sieht man leic
dass OCO'=A40D, dass somit das Dreieck OCO’ gegeben

Man wird bei dieser Gelegenheit bemerken, dass jede P
jection des Durchmessers DE als Durchmesser eines Kreises |
trachtet’ werden kann, der den Kreis O unter dem Winkel AC
schoeidet. Ehenso kann die Projection des zum Grundschnitt par
lelen Durchmessers eines Kreises als Durchmesser eines Krels
betrachtet werden, der den ersten beriihrt.

V.

Zweite Hauptaufgabe. Die gemeinschaltlichePr
%uec({ion fiir zwei gegebene Sehnen zweier Kreise |
inden.

Oder: Ein Viereck zu construiren, wenn gegeb:
eine Diagonale der Lage nach, die ihr gegeniiberli
genden Winkel und vier Punkte, durch welche die vi
Seiten gehen sollen.

Auflisung. Nach IV. wird die Aufgabe auf eine der di
folgenden sich zuriickfiihren lassen. Es soll die gemeinschaftlicl
Projection gefunden werden

1) fir die zum Grundschnitt parallelen Durchmesser zwei
Kreise;

2) fiir den zum Grundschnitt parallelen Durchmesser ein
Kreises, und einen Durchmesser eines zweiten Kreises, desst
Mittelpunkt im Grundschnitt liegt;

3) fiir zwei Durchmesser zweier Kreise, deren Mittelpun
im Grundschuitt liegt.

Nach der Schlussbemerkung zu IV. aber lassen sich die
Aufgaben folgendermassen fassen:

1) Einen Kreis zu construiren, dessen Mittelpun
aufl einer gegebenen Geraden (dem Grundschnit
liege, und der zwei gegebene Kreise beriihre.
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2) Einen Kreis zu construiren, der einen gegebe-
en Kreis beriihre, einen zweiten unter gegehenem
Ninkel schneide, und dessen Mittelpunkt auf einem
rgebenen Durchmesser des letztern Kreises liege.

3) Einen Kreis zu construiren, der zwei gegebene
Kreise unter gegebenen Winkeln schneide, und dessen
littelpunkt auf dem gemeinschaftlichen Durchmesser
beider Kreise liege.

Die elementare Lisung von Aufgabe 1) wird als bekannt vor-

getzt werden diirfen. Aufgabe 2) wird man mit Leichtigkeit
den Fall zuriickfiihren, wo der gegebene Winkel ein rechter
Am meisten Schwierigkeit macht Aufgahe 3). Sie lisst sich
die Form bringen: auf dem gemeinschaftlichen Durchmesser
peier Kreise einen Punkt zu bestimmen, so dass die Differenz
von ihm an die beiden Kreise gezogenen Tangenten eine
ene Grisse habe. Sind (Taf. \t? Fig. 5) OP uwnd O'P
Balbmesstr der beiden Kreise, @ der gesuchte Punkt, so
iden die mit den Halbmessern O und O‘Q) beschriebenen
biigen auf den in P und P’ errichteten Scheiteltangenten
ti Sticke PR, PR’ ab, gleich den von @ an die beiden Kreise
enen Tangenten. Macht man jetzt PS=0O'P', ST gleich
ifferenz der Tangenten, so ist OR+ RT=OR+ O'R'
00'. Man hat sonach iiber OT als Grundlinie ein Dreieck zu
iren, dessen Spitze auf der in P errichteten Scheiteltan-
liegt nnd dessen beide andere Seiten zusammen gleich 0O’
eine bekannte Aufgabe der Elementargeometrie.

Als besonderer Fall unserer Hauptaufgabé erscheint z. B. der
de: Ein Viereck zu construiren, wenn gegeben
¢ Diagonale der Lage nach, mit den ibr gegeniiber-
enden Winkeln und Ecken. Man kommt auf diese Auf-
,wenn die beiden vurspriinglich gegebenen Sehnen dem Grund-
itt parallel und der Grésse nach gleich sind.

Die Hauptbedeutung unserer Aufgabe wird sich im Folgenden

VL

- Wir werden nun die ein System von Projectionen cha-
erisirende Bedingungsgleichung aufsuchen, und
i besonders den Fall beriicksichtizen, wo man ein System
Kreisen hat, die den Grundschnitt schneiden.

s sei (Taf. VI. Fig. 1) DE die Sehne, welche projicirt
,ud im Uebrigen Alles, wie in I, so hat man

i ’ BE<BC
3 AN=‘-‘—DZ>%"-’1’, 9) BM= ——j-%-.
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Sind R und S die Punkte, in welchen der Grundschnitt dem Krek
begegnet, so ist “

AD><AC—=AR><AS, BEx<BC=—BR><BS,
und man hat )

3 AN-BM=AB—yN=2Bx<A5 BB,

oder

MN><AB = AR><AB—AR><AS+BR<BS
=(AR+BR)(AS—BS)—AR<AS+ BR<BS
=BR><AS—~ ARXBS.

vl . . okl .. AT we

Setzt man AR=«, BR=f, BS=y, folglich RS=p§+y,

hat man
__BletBty)—ay
MN= ._u__T%___ s

RS+MN=2 (‘"++ ;,’ ),
('3

e N N S

—MN=2-2_;
RS MN-%“_HS,

woraus

RSHMN _ fatBty) _ AS AR

Y RS—MN=" o« —BS'BR’

Fiir den Fall, dass die Punkte R und S zwischen M und IV li@
gen, erhilt man ebenso .

MN+RS_ AS AR
MN—RS™ BS'BR’

VIL

Die in V1. gefundene Bedingungsgleichung fiir ein System v
Projectionen enthilt nicht nur einen neuen Beweis fiir alle iu
Bisherigen aufgestellten Sitze, sondern sie gibt denselben ang
erst ihre wahre Bedeutung. Es ist nemlich das durch die Gleichulll

AS AR _

Bs'BrR=K
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. susgenprocbene Verhiiltniss kein anderes, als dasjenige, welches
in der neueren Geometrie unter dem Namen eines anharmo-
schen Verhiiltnisses vorkommt, weil es fir K=1 zu einem

* barmonischen Verhiltnisse wird. Man wird hiedurch auf eine
neue,vomKreis unabhiingige, rein linleiire Erzeugungs-
art eines Systems von Projectionen in dem bisher hespro-
cb:ll:eln Sinn hingewiesen. Dieselbe ist im folgenden Liehrsatz
enthalten.

Wenn (Taf. VL Fig. 2) AB die Projection einer be-
grenzten Geraden DE, die .verlingert den Grund-
schnitt in S trifft, von einem Punkte C einer Geraden
aus ist, die den Grundschnitt in R trifft, so findet fiir
jede Lage des Punktes C auf dieser Geraden die Glei-
chung Statt: -

48 4R _ .

BS BR
Der Beweis soll hier ganz, wie in VI, gefiihrt werden. Man
siehe durch D und E Parallelen zum Grundschnitt, die die Ge-
rade CR in F und G treflen. FE, DG treflen den Grundschnitt
in M und N. Dann ist, wie leicht zu sehen,

ARXAS __BRx<BS
4B’ ) BM=""gp—

wd da pun Alles, wie in VL, ist, so wird man auch die dort
gefmmdene Gleichung

b

1) AN=

wieder erhalten.

) Man kann bei dieser Gelegenheit einen Lehrsatz der neueren
Geometrie herleiten, den wir fir unsern Beweis hiitten benutzen
kinnen. Es ist, wie die Figur zeigt:

SN= DS><EG’ SM— ES;;DF ;
. also
SN DS__EG

SH= ES™ DF"
‘Schneidet CR die Gerade DE in @, so ist
- EG _EQ
DF~— DQ’
und folglich
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SN _ DS, D@
SM = ES'EQ

Nun ist, wie lcicht zn sehen,
RN=SM, SN=)RS+MN), SM=}(RS—MN)
und man erhilt demnach die Gleichung

DS, DQ_ RS4MN_ AS, AR
ES EQ— RS—MN— BS BR~

Man vergleiche hieriiber die Geometrie von Kunze.

VIl

Da sich nach VII die Aufgabe, eine begrenzte Gerade vo
einer zweiten gegebenen Geraden aus auf den Grundschnitt son
projiciren, dass die Projection eine gegebene Bedingung erfille,
auf die Aufgabe zuriickiiihren lisst, eine Sehne eines Kreises ra
einem Punkt dieses Kreises aus in der verlangten Weise zu pre
jiciren, so sind, wie man sieht, mitden bisher fir den Kreis
gelisten Aufgaben eben so viel analoge fiir den Fall
gelbst, wo statt des Kreises und der Sehne eine unbe
grenzte und eine begrenzte Gerade gegeben sind.

Besonders bemerkenswerth erscheint hier dic Aufgabe, einen
Dreieck cin Dreieck einzubeschreiben, dessen Seiten

durch drei gegebene Punkte gehen sollen. In Taf VL .

Fig. 3., wo D, E, I (lie gegebenen Punkte sind, ist 4B sowohl
eine Projection von DE, als DF, und folglich mittelst der zwei
ten Hauptaufgabe zu bestimmen.

Es lisst sich aber sogar die allgemeine Aufgabe: Einem
neck ein neck einzubeschreiben, dessen Seiten durch
n gegebene Punkte gehen sollen, nach den aufgestellten
Principien liisen. Da jedoch die Liisung praktisch nicht wobl
brauchbar ist, so mige dariiber folzende Andeutung geniigen.

Wenn AB und BC zwei verschiedenen Systemen angehi-
rende, den Endpunkt B aber gemein habende Projectionen sind,
so wird, wie leicht cinzusehen, zwischen den Punkten A und C
eine Abhiingigkeit derselben Art Statt finden, wie zwischen A und
B oder B und C, d. h. auch AC wird einem bestimmten System
von Projectionen angehisren. Um dieses System geometrisch zu
bestimmen, hitte man zunichst irgend drei Lagen von AC
zeichnen, und dann die Aufgabe zu lisen, wenn drei Projectio-
nen von einem System gegeben sind, das System von Kreisen,
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if welches sie sich beziehen, zu finden. Die Lisung dieser Auf-
ibe enthilt der Satz, dass, wenn AB und 4'B' Projectionen
ver und derselben Sehne DE sind, ADA'=BEB' ist.

Betrachtet man nun z. B. (Taf. VI. Fig. 4.) das Viereck,
essen Seiten durch die Punkte D, E, F, G gehen sollen, so
ehort AC sowohl zu einem unmittelbar gegebenen System als
rojection von DE, als auch zu einem mittelbar gegebenen Sy-
tem, weil 4B und BC ﬁegebenen Systemen zugehiren. Dem-
ach ist man wieder auf die zweite Hauptaufgabe zuriickgefiihrt,
nd wird diess ebenso, wenn es sich um (ﬁe allgemeine Auf-
abe handelt.

IX.

Wir sind nun mit den Hauptanwendungen zu Ende, und ge-
en noch zu ein}§en besonderen iiber, zunichst fiir den Fall, wo
ie Punkte A, R, B, S harmonisch liegen, oder wo es sich um
ie Projection einer durch den Pol des Grundschnittes gehenden
lebne handelt.

Zundchst fillt in die Augen, dass mit den bisher gelisten
lufgaben eine Reihe von Aufgaben in Bezug auf die Con-
truction eines Systems harmonischer Linien gelist ist.

deine Reihe neuer Anwendungen aber eriffnet sich durch fol-
en
Lehrsataz:

Wenn man alle Projectionen einer durch den Pol
¢s Grundschnitts gehenden Sehne von einem will-
brlich angenommenen Punkt aus_ wieder projicirt
feine Gerade, die parallel ist zur Verhindungslinie

es Punktes und des Fusspunktes der vom Pol auf
a2 Grundschnitt gefiillten Senkrechten, so ist das
lerb&ltniss der ersten Projection zur zweiten von
nstanter Grisse.

Beweis. Ist P der Fusspunkt der Senkrechten, .folglicb die
- von ﬂs, so lisst sich die Gleichung

AS AR _ 1. od A4S _ AR

BS'BR="" *l B5= B
der Form schreiben
- AP+ PR _ AP—PR
_§P+PR— PR—BP
' erhiilt man unmittelbar

AP PR
F‘—z:'ﬁ, oder

AP+ PR _ PR+BP

oder I5—PR= PR— BP

AP><BP=PR*.
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Fiir den Fall, dass der Grundschnitt den Kreis nicht trifft, erbil
man leieht aof directem Wege, indem man die durch den Pi
parallel zum Grundschnitt gezogene Sehne projicirt : :

AP><BP = PT*,

wo PT die von P an den Kreis gezogene Tangente ist.

Ist oun (Taf. VL. Fig. 6.) O der Punkt, von welchem
die Projection 4B projicirt wird, @ der Schoittpuokt der zu 0P
Parallelen und des Grundschnitts, ab die Projection von 4B,
und zieht man durch A4 eine Parallele zu OP,, die den Pr
jectionsstrahl 06 in C trifft, so ist

1) AB=AC:%—),, 2) ab=‘4037q=‘40"-;—?,

und folglich
3 4B _ APx<BP
“ab — OPx<PQ’
ein constanter Ausdruck, da das Product AP><BP constai

Fiir den Fall, dass der Punkt O selbst auf dem Krelse
enommen wird, und O’ der zweite Schnittpunkt von QP mitda
reise ist, ist sowohl 7’R2, als PT?2=— 0OP>< O'P, und die Gi¢

chung 3) nimmt die Form an

o AB_oP
) a6 = PQ

Mit Hilfe dieses Satzes wird man folgende Aufgaben Iises:
I. Durch einen gegebenen Punkt zwei Gerades

zu legen, dass sie auf zwei gegebenen Geraden zwti
Stiicke von gegebener Grisse abschneiden.

I1. Durch einen gegebenen Punkt zwei Geradest
legen, die mit einander einen gegebenen Winke
machen und auf zwei gegebenen Geraden zwei Sticke
von gegebenem Verhiltniss abschneiden.

Man wird in beiden Aufgaben den gegebenen Punkt als da
Punkt O unseres Lehrsatzes betrachten, die gegebenen Gerads
aber als diejenigen, auf welche dort projicirt wird. Den Kre
wird man mittelst der Gleichung 4), die den Punkt O’ gibt, o
struiren. Bei der ersten Aufgabe handelt es sich dann dars
durch den Pol eine Sebne zu legen, die sich von O aus inﬁ'
bener Grisse auf den Grundschnitt projicirt (Aufgabel) in ll}
Bei der zweiten Aufgabe wird man, da die Projectionsstrab
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einen gegebenen Winkel mit einander machen sollen, durch den
Pol eine Sehne von gegebener Grdsse zu legen haben.

Eine direktere und hithschere Auflisung von Aufgabe I. ent-
hélt folgender Lehrsatz.

X
Lehrsatasz.

Wenn der Grundschnitt den Kreis im Punkte P be-
rihrt, . und es werden von einem willkiibrlich ange-
nommenen Punkt O aus alle Projectionen von einer-
| lei System auf eine zu OP parallele Gerade projicirt,
so ist diese zweite Projection von constanter Grisse.

Beweis. Die Gleichungen 1) und 2) in L. geben in diesem

AN4By=aB—2qp=22 1 PP,
woraus, da AB=AP4{BP,

_APx<BP
MP="—p—-

Nun ist, wie in IX.,,

b= a5 9200
E und sonach hier

, _0Px<PQ

; ab=—3p—

Der Lehrsatz lisst eine andere Fassung za, wenn O selbst
r auf dem Kreise liegt. Liisst man nemlich alsdann ab sich fort-
| bewegen, so werden Oa und Ob lauter Sehnen von einerlei Sy-
y stem aus dem Kreise ausschneiden.

Durch Combination dieses Lehrsatzes mit friiheren Aufgaben
und Lebrsiitzen lisst sich nun noch eine Reihe von Aufgaben
lésen, die wir nicht namentlich aufzufiihren brauchen.

Anhang

Die im Vorhergehenden bewiesenen Hauptlehrsiitze lassen
sich in einen Lehrsatz zusammenfassen. enn man die



348

Sehne DE eines. Kegelschuitts von  der Peripherie
des Kegelschnitts aus auf eine Gerade projicirt, die
dem Kegelschnitt in den Punkten R und S begegnet,
so iat die Abhéngigkeit zwischen den Endpunkten 4,
B der Projection durch die Gleichung ausgedriickt:

AS AR

BS ' BR

Um diesen Satz anf dem Wege der analytischen Geometrie mig

lichst einfach zu erhalten, nehmen wit zu Coordinatenaxen die

Gerade RS und den der Sehne RS zugeordneten Durchmesser.

Die Gleichung des Kegelschnitts wird sich dann in der Form
anschreiben lassen:

=K.

22— o2=2py + q)2.

Die Coordinaten der Endpunkte der gegebenen Sehne seien (a, )
und (a’, 6), die Abscissen der Endpunkte der Projection -aber

zy und ;. Um die zwischen xy und 2; Statt findende Abhin
igkeit zu erhalten, kann man die Bedingung anschreiben, dass
ie beiden Brojicirenden Geraden dem Kegelschnitt in einem und
|(}e.mselben unkte begegnen. Die Gleichungen dieser Gerades
eissen

(a—xo) (y — b) = b(x—a), wobei a2—a2=2pb | ¢b2,
(a'—2,) (y—b" =V'(a—a’), wobei a2—a®=2pb’+ qb3.

Es seien (X, 1) und (X, V") die Coordinaten fiir die zweiten
Schoittpunkte dieser Geraden und des Kegelschnitts. Dann fin-
det man durch eine einfache Rechnung:

__2xo(pb o) —a(ry2+ (_x_‘zl

X _ 2y (pb'+o?)—a’(x,24d)
= 2pb +22azytaxy? ’

A= 2pb'+o2—2a' x; +a,2

b'(a: 1 2—‘“2)

b(ag? —a?)
- St T TR

T Wb ¥ o2 —2az, + a2’

"=

) 4

d

Wir schreiben jetzt die beiden Gleichungen an %: S5 und

Y=Y, und erhalten hieraus:

1)) 2pbb’ (xg—1y) (o + )
+b(2o?—0?) ez —a' (21 2+ 02)) — b/ (2, 2—e?) 202z — (20?4 o2))=0),

2) 2pbl’ (xo— 1) (xo + 21)
-+ b(xg2— o) (2,2 — 2a'7; + o) —b'(2,2 — o?) (22 — a7y §- ¢?) =0;

woraus durch Elimination von p:
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Hzo?—aD[(zo +21)(2027y —a' (2,2 + 02))— (207, +02) (7 2—2a'z; }0?) |
— b (2,2 — o®) [(z + 21) o271y — a (T2 + a2))
— (wyzy + a¥)(z2 — 2axy + «?) ]=0.
Diese Gleichung reducirt gibt
3) (Zo? — ?) (22 —a?) [b[a'(zy —2,) + ®— 201, ]
~b'[a(z, —zy) + @ -~ x97,]] =0,

und wenn man mit den unbrauchbaren Factoren wegdividirt, erhilt
man endlich

8 zomy — T * (2 —ay) — 2=,

eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung leicht za erken-
nen ist.

Zu bemerken ist noch, dass in der vorausgesetzten Gleichung
des Kegelschnittes der Fall nicht enthalten ist, wo die Gerade,
auf die man projicirt, J)arallel zu einer Asymptote ist. Die Be-
dingur:lgsgleichun fir die Projection wird aber in diesem Fall
besonders einfach: namentlich ist bemerkenswerth, dass die
Projection der Sehne einer Hyperbel auf die Asym-

tote selbst von constanter Grisse ist. Man kann diesen
atz leicht aus der in X. bewiesenen Eigenschaft des Kreises
durch Centralprojection desselben herleiten.

Die Umkebrun% unseres Hauptsatzes ist folgender, sehr leicht
direkt zu beweisender Satz. Der geometrische Ort eines
Punktes, von dem aus eine begrenzte Gerade sich auf
eine zweite Gerade so projicirt, dass die Projectio-
nen ein gegebenes System von Projectionen in dem
bisherigen Sinne bilden, ist ein Kegelschnitt, von
dem die begrenzte Gerade eine Sehne wird. Wird ein
auf diese Weise gegebener Kegelschnitt von einer dritten Gera-
den in den Punkten r und s geschnitten, so gehirt nach dem
Hauptsatze jede Projection ab der gegebenen Sehne auf diese
Gerade zu einem bestimmten System in Bezug auf die Punkte r,
s. Diese Punkte wird man in jedem einzelnen Falle mittelst der
sweiten Hauptaufgabe bestinmen kiinmen, mnd sucht man dann
weiter eine Lage von ab, die einem unmittelbar gegebenen Sy-
stem von Projectionen zugehirt, so hat man folgende wichtige
Aufgabe gelist:

Durch zwei gegehene Punkte zwei Gerade so zu
legen, dass sie auf zwei gegebenen Geraden zwei
Sticke abschneiden, welche gegebenenSystemen von

rojectionen zugehiren.

Ein besonderer Fall dieser Aufgabe ist z. B. der, wenn ver-
langt wird, dass die beiden gesuchten Stiicke eine gegebene Grisse

baben sollen.
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e Construction im Wesentlichen dieselbe, wie im vorigen Fall.
’8hit man nemlich den Punkt C' wieder so, dass

C'c® = Ac><Be,
» wird auch
G'g*=Ag><Bg
erden, weil alsdann das Viereck AKE'D ein Kreisviereck ist
(BE'F = BC'c = BAD')
1d somit
BG'9g=BD'F=BAG'.

s wird sich also das Viereck ABG'G durch eine der vorigen
mz analoge Construction zeichnen lassen. Zu bemerken ist
ich, dass die Aufgabe sich in folgender merkwiirdigen Form fas-
wm lisst. Ein Parallelogramm zu construiren, dessen
ier Ecken auf vier in einem Punkt sich schneidenden
eradeon aufliegen, und dessen Seiten gegebene Win-
sl mit einander machen.

Macht man nemlich (Taf. VII. Fig. 2.) AF, AG parallel und
eich den Seiten CB, CD des Vierecks ABdD, so ist FBDG
n Parallelogramm, weil FB gleich und parallel GD ist.

Interessant fiir die beschreibende Geometrie ist der Fall, wo
eses Parallelogramm ein Rechtleck ist. Ziebt man alsdann durch
m Schoittpunkt der vier Geraden eine Gerade parallel zu einer
or Seiten des Rechtecks, so wird man diese Gerade als Spur
mer Ebene beirachten kbnnen, in der zwei Gerade liegen, von
wichen das eine Paar der gegebenen, (das der Spur niher iegendtg,
ie Projection, und das andere die Umklappung in die Grund-
bene vorstellt. Man hat somit die Aufgabe gelist: Die Ebene
weier in der Grundebene sich schneidender Geraden
ufinden, wenn gegeben ist 1) die Projection der Ge-
aden und 2) ihre Umklappung.
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XXI.
Wann liegt der Schwerpunkt eix

ebenen Viereckes ausserhalb des
o selben?

Eine Gelegenheitsfrage
' l?eantwortet von
Dr. Wilhelm Matzka,

Prof. der Math, an der Prager Universitit.

1. Sei in einem Viereck 4BCD (Taf.VILFig.3.)eine innere(
selbe zertheilende) Diagonale 4C gezogen, und seien inden en
henden Theildreiecken ABC, ACD die Schwerpunkte F, & dad

bestimmt, dass man EA=EC, EF:?;EB und EG = :IT

machte. Dann ist bekanntlich die Strecke F'G eine sogena
Schwerlinie und wird durch den Schwerpunkt M des ga
Viereckes zertheilt. Soll nun dieser Schwerpunkt ausser
Viereckes Fliche fallen, so muss diess schon mit einem TI
dieser Schwerlinie FG der Fall sein; was aber nur gesch
kann, wenn das Viereck an einem Grenzpunkte der
theilenden Diagonale AC, etwa an C, einen eingel
den Winkel hat.

2. Man ziehe auch die iussere Diagonale BD, und ve
gere bis zu ihr noch die innere Diagonale AC, welche s
auch die Schwerlinie G in H schneiden muss. Damit 3
Aussenwinkel BCD liege, muss auch scbon H darin lie
folglich

EH> EC



sein. So wie nun

1
EF—= :TEB’
ist anch
oy 1 _EC+CJ,
| LH~3-EJ_ 3 H
daher soll sein
EC:;I--CJ:_-): EC,

also

cI2EC a5 cIca.

Der Schwerpunkt filltdemnach nur dann ausserhalb
des Vierecks, wenn die Verlingerung seiner inneren
Diagonale bis an die iussere mindestens so lang als
die innere selbst ist.

3. Man bestimme nun auch die Schwerpunkte der Dreiecke
ABD, CBD, deren Unterschied das Viereck ABCD ist. Hiezu
:i:gt m:l':tm der Mitte O von BD die Transversalen 04, OC

ma

0P=304, 0Q=} 0C,

h P, @ die verlangten Schwerpunkte sind. Die durch sie
de neue Schwerlinie PQ des Viereckes muss sofort die frii-
Schwerlinie F'G in dem verlangten Schwerpunkte M schneiden.

* 4 Nun ist PQ|| AC, folglich, so wie OP=3 04, auch ON
"'_,_%-91, daher JN::% OJ; ferner wegen FG| BD ist HM
JN. Es ist jedoch unter der Vorauseetzung, dass

BISID
. o

Bl= JD—JB’

=0J='BO—-BJ=-; BD-BJ=1’L’;—J-’3.-
her

wil XVII. 24



1,
3‘(-1")-13).
X '\ LA

dfte Alre ¥

g.’D—HG wnd 3-J.B=HF,

B o

folglich ¢ BEC
. HM=HG—HF,
und endlich R A

GM = HF,
was cino h3chst einfache Bestimmung des Schy
punktes M auf dor Sghwerhnie £G darbiotet.

S DamltjoﬁtlhdanhhlJCDfdh muss

flodiozann nn, - A o
('H'mm (EIRELE uua-”&ﬂ#-ii. it i _u-,'.,,,. L
win pun! va -«H*.-- G N8 / # '!i'b'-.x Pt i anew

'-‘i ’.-,:"i'v
X Alldl : :
adaniand s avtany s wife e, -'m-'! DR AT
nasibt e (UYAY .nw.mgm:a S o

MLy pebee o AV pav o 'er; ,'i ST

CH:EHf-EC,
ferner
| Ed=1E1=1c1+ cp=Lcs+1c
=3 bl=3((V+ CE=3((V +5,C4)
1 1
=3 o -l--aCA
und
=%CA;
daher ist
cu:}s(c'J- CA)
und somit‘ ‘
JD CJ— CA

HL="3y —— -
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ndet man dies mit dem oben gefundenen

folgt
JD—JB ,CJI—CA
HM:HL = 7 B |
_,_ B _ct4
=tTUD T T or
wan
an S HL
len, so muss.
JB> C4
JD=CJ
d. h. damit des Viereckes Schwerpunkt ausser
»s — in den Aussenwinkel seines eingehenden Winkels —

, muss zwischen den Abschnitten JB, JD und CA,
seiner beiden Diagonalen die Bedindungsver-
:hung bestehen:

JB> C4.

JD=1CJ’
. Diese Bedingung, von der sich leicht ersehen liisst, dass
ir die gestellte Forderung zureicht, lisst sich noch auf maon-

:i brauchbarere Weisen ausdriicken. Z. B. wenn man die Punkte
, J, B feststellt, so kann man leicht JD' so construiren, dass

JB _ C4
JD— CJ

etwa indem man A4A’' 3 JB macht und A'C bis D' in der
_lg‘grtﬁn BJ fiihrt. Dann verwandelt sich obige Bedingung in
infache

ap S g,
)a ferner auch

JD> JB

soll, so muss, wenn man JB'=JB abirigt, die noch
relnde Spitze D des Viereckes nothwendig auf
mnerhalb der Strecke B'J) gewihlt werden.



7. 8ol insh
CD lisgen, muss
JD: =UJY:¢4

uln. mithin D in D’ liegen. — Damit er auf die vorlhgm
Disgonale CJ falle, muss HM==0, also .

AT E \1 %

 ID=UB= ]
folglich D i l -~ Soll ¢ endlich auf die Spit
4] “"".%“0 uuu.us mm‘tﬂ—o,‘:'olgﬂeh G'I:- .ui: v

in Taf. VL Fig. 4 St
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XXIIN.

‘eber die Coyverse des Satzes: Im

leichschenkligen Dreiecke sind die

ie Basiswinkel nach gleichem Ver-

#ltniss theilenden Transversalen ein=-
ander gleich.

Von
Herrn C. Schmidt,

Lehrer an der hiheren Birgerschnle zu Stolpe.

Im Archiv Thl. XVI. 8. 201. #. finden sich zwei Beweise fir
len Satz: Sind die Transversalen, welche zwei Dreieckswinkel
nch gleichem Verhiiltniss theilen, einander gleich, so ist das
Dreieck gleichschenklig. Da dort auf eine ,,Aufforderung® in
eimem friiheren Theile des Archivs hingewiesen ist, so will ich

einen Beweis des angefiihrten Satzes mittheilen. Derselbe
wmterscheidet sich von jenen beiden dadurch, dass er nicht andere,
Aot Schulgeometrie fremde Sitze vorausschickt.

Lehrsatz. Werden in einem Dreieck zwei Winkel
urch Transversalen nach demselben Verhiiltniss ge-
eilt und sind diese Transversalen einander gleich,
0ist das Dreieck gleichschenklig.

In Bezug auf Taf. IV. Fig. 3. ist

Hyp. £CBD=""8, LBCE=",, Bh=CE,
Yp : n w?
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worin ;x”}_ einen echten Bruch darstellt.
Thes. AB—=AC.

Beweis. Man trage £ als ZBCF in Can BC, ma
CF=BE und ziche BF. Nun ist

ABCFX A CBE,

und wegen der Voraussetzung BD— BF. Man verbinde D
F, so ist A BDF gleichschenklig und

LBDF=AZBFD=:.
Angenommen,  sei >y, also [3:’-{- d, worin J positiv.

Nach der gemachten Annahme driicken wir nun die Wir
CDF und CFD durch dieselben Stiicke aus, um eine Verg
chung derselben miglich zu machen.

Im ACDB ist
ZCDF=2R—y—"f—:,

also nach unserer Annahme

Im A CFB ist
LCFD=2R—F—""y—5
also nach der nimlichen Annahme
=2B—y-4¢ —ﬂny—e.

Durch Subtraction der zweiten Werthe finden wir den Unterschi
der Winkel CDF und CFD, uimlich

m

éCl)F-—ACI"I):é‘—;«&.

Da ¢ positiv und ;’: ein echter Bruch ist, so ergiebt sich -

ZCDF> LCFD,
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folglich in dem A CDF CF> CD, folglich in den beiden Drei-
ecken CBF und CBD, in denen zwei Seitenpaare gleich, das dritte
aber ungleich:

LCBF> LCBD,
oder '

m m

also y> 8, was unserer Aunahme §> 7y geradezu widerspricht.
Ebenso wenig kann y> 8 angenommen werden, weil daraus fol-
gen wiirde: 8> y. Es ist also =y, das Dreieck ABC also
- gleichschenklich.

Apmerkung 1. Der Satz gilt auch, wenn die Transver-
salen die Verlingerungen der Seiten treffen, wobei dann

z— ein unechter Bruch wird. Der Beweis bleibt wesentlich

derselbe.

Anmerkung 2. Den einfachsten Fall erhalten wir, wenn
die Transversalen die Winkel halbiren. Im Beweise erscheint -

hn% an der Stelle von 2‘-
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Berichtigung zu Theil XVI.

S. 220. und S. 221. muss man ab und a’d’ iberall in bc und .
umindern, niimlich im zweiten Absatze auf S. §
und in den beiden ersten Absiitzen auf S. 221. -

Oben in diesem Hefte (Thl. XIII. Heft 1I
Seite 352. muss die Nummer des Aufsatzes nicht XJ
sondern XXII. sein.
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XXIVv.
Die 15 letzten Winter in Berlin,

dargestellt und besprochen

von

Herrn Professor Dr. J. Ph. Wolfers

in Berlin.

(Zu diesem Aunfsatze gehdren Taf. VIII. uud Taf. IX.)

. Bereits vor linger als 4 Jahren habe ich im zehnten Theile
dieser Zeitschrift einen kleinen Aufsatz iiber strenge und gelinde
Winter abdrucken lassen, seitdem aber mich ferner mit diesem
Gegenstande beschiftigt. Damals lagen 11 Winter zur Uuntersu-

ung vor, jetzt ist deren Anzahl auf 15 gestiegen, aber auch
ausserdem habe ich die Grundlagen dieser Untersuchungen gegen

als zu vervollkommnen gesucht. Wihrend ich friiher die Tem-
K:ratur-Curven vom 15. November bis zum 15. Miirz ausgedehnt
hatte, erstrecken sie sich jetzt vom 1. Novbr. bis zum 31. Mirz,
den Schaltjahren bis zum 30. Mirz, so dass sie einen Zeit-
raum vomn 150 Tagen umfassen. Aus einem in dem erwihnten
Aufsatze angegebenen Grunde hatte ich damals die Mittagstempe-
nturen eingezeichnet, wiihrend ich jetzt die mittlere Temperatur
- tines jeden Tages aufﬁgtragen habe, so wie sie in den Beobach-
fingen der hiesigen Kiniglichen Sternwarte abgedruckt sind.
Hierbel habe ich mir eine Eleine Inconsequenz zu Schulden kom-
men lassen, welcher ich aber wegen Anlage dieser Beobachtun-
en nicht ausweichen konnte. Vom 1. November 1836 bis zum

. December 1840 habe ich niimlich das Mittel aus drei zu pas-
snden Stunden abgelesenen Thermometerstinden, hingegen vom
LJaouar 1841 an das Mittel aus dem maximum und minimum an
jedem Tage benutzt. Wesentliche Unterschiede werden aus die-
ser Incongruenz nicht hervorgehen.

Die hauptsiichliche Erweiterung dieser Untersuchungen scheint
mir aber im Folgenden zu bestehen. Friiher hatte ich nur
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Tabelle A,
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Aus den Resultaten digser Tabelle, welche Zholich wi
Curven eine Uebersicht der Varﬁolhmdgél‘em r dibe
ganzen Winter darbietet, bt sich hentolge der e
nen Winter, welche wik sibber'idie oben erwiZhnte:

- Tage auedebngn..
&
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"
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}..—_g
} L
g
b
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Wollte ich diese Discussion der vorhandenen und bere
ten Beobachtungen beibehalten, und daraus Schliisse ziehe
wiirde man mir mit Recht einwerfen kinnen, dass ich einer
willkdhrlichen Zeitraum als Dauer des Winters angenommen
Auf der andern Seite erschien es mir, nach den graphisch v
Zablen vorliegenden Resultaten, noch weniger als zweckm
mich auf die gewShnlich zum Winter geziiblten drei Monat
cember, Januar und Februar zu beschrinken. Auf diese \
wiire ich nimlich gezwungen gewesen, fast in allen Jahren
bedeutenden Theil der Betrachtung zu entziehen; ich ha
daher vorgezogen, die Dauer jedes einzelnen Winters so zi
stehen, dass er sich vom ersten bis zum letzten entschie
Frosttage erstrecken soll. Natiirlich wird auf diese Weis
Dauer der einzelnen Winter von einander verschieden, alle
werden so eine feste Anschauung von ihrem wirklichen V
gewinnen. Indem ich nun nach dem Verzeichniss der Bec
tunﬁen diejenigen Frosttage hinzuﬁ‘ife, welche ausserhall
1. Novhr. und 31. Mirz liegen, nimlich

1837 bis zum 10. April
11838 ”»” » 1‘ ”»
1839 ”» » 3‘ ”»
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Da die letzte Periode am 28, Januar endet, so kann man mir eis-
werfen, dass ich erst nach dem Verlauf des grisstenTheiles des Win-
ters meine Vermuthung hiitte aussprechen kinnen. Hierauf erw
dere ich, dass ein Schluss bereits nach der ersten kleinen abe
entschiedenen Kiilteperiode;miglich, jedoch ‘fewagt gewesen wire,
ich im Allgemeinen aber diesen Winter zu den Ausnabmen sihly,
was auch in meinem friilhern Aufsatze bereits der Fall war, usd

woriiber ich oben schon einiges bemerkt habe.

- Im Winter von 1837 trat der erste Frost am 23. Novembor
ein, und ohne dass hier die Zahlen der Tabelle A. zu Hiilfe
rufen werden diirlen, zeigt ein Blick auf die Curve, dass bereis
im ersten Drittheile des Decembers seine nicht strenge Beschaffes
heit nach der hier aufgestellten Regel entschieden war.

In dem Winter von 1840 kamen die bereits am 28. und il
October stattgefundenen, wenn auch nur eintligigen und geﬁnﬁz
doch entschiedenen Kilteperioden zu Statten, um die eben
nur geringe eintiigige Periode am 1. December zur Geltung m
bringen. Ganz entschieden zeigte sich die nicht strenge Natw
dieses Winters in der 9tigizen Periode hoher Temperatur voa
22. bis zum 31. December. '

In dem schon oben, seiner auffallenden Kiirze wegen be
sprochenen Winter von 1846 trat die erste Kilte am 13. Doces
ber ein, und es folgten . \

auf 3 Tage mit —6,5 2 Tage mit 4 2,2
l » » —‘0,5 15 £ ” +m,2’

also gegen 4 Tage mit —7,0 17 Tage mit 4 29,4.

Die letzte Periode endet am 3. Januar, indessen ersieht ma

aus der Curve, dass bereits am 25. Decbr. seine nicht streng &

Beschaffenheit entschieden war.

Der Winter von 184Y gehirt zu den Ausnahmen, ich hal¢ |,
oben bereits erwiihnt, in wiefern er zu den strengen gezahlt wer
den kann und werde spiiter zeigen, dass er auch das charakt
ristische Merkmal eines solchen in seinem ersten Theile enthit

In dem Winter von 1839 trat die erste Kiilte am 19, Nover
ber ein, und es folgten

auf 11 Tage mit —38,9 19 Tage mit 53,7;

am 18. December war daher entschieden, dass er ein nicht strer
ger sein werde.

In dem Winter von 1844 trat die erste Kilte am 11. Deceﬂh

ber ein, uud es folgten
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auf 2 Tage mit —0,6 22 Tage mit 465,0.

's es gewagt gewesen sein wiirde, diese kurze Kilteperiode, und
ben so die eintfigige am 5. Januar gelten zu lassen; so trat der
otscheidungstag erst am 18. Januar ein, wo die grisste und
war 9 tigige Kalteperiode dieses Winters bereits zu Ende ging.

Todem ich nun die zwei Winter von 1842 und 1849 aus den
sgegebenen Grilnden zur Seite lasse, ergeben die 7 iibrigen nicht
rengen Winter folgende iibersichtliche Momente:

‘Winter.  |Erste Kilte. |Tag der Ent-/Letzte Kalte.

scheidung.
1843 | Novbr. 5 | Decbr’ 7 | Mirz 28
1851 s 17 » 11 11

1837 » 23 ' 3 | April 10
1840 Octbr. 29 ,» o1 | Mirz 28
. 1846 Dechr. 13 . 25 | Febr. 19
1839 Novbr, 1V . 18| April 3
1844 Decbr. 11 | Jan. 18 | Mirz 24

Wir hahen nun die strengen Winter zu betrachten, und zwar
B;‘im Winter 1850 die erste Kilte am 20. November ein; es
folgten

aof 1 Tag mit — 0,1 1 Tag mit +0,1
s 9 Tage »» _27:7 1 T 00
gegen 10 Tage mit —27,8 kommen 2 Tage mit +0,1.

Am 2. December trug ich hiernach kein Bedenken, mich fiir
[¥e strenge Natur desselben ausznsprechen.

h Im Wi'nter von 1847 trat die erste Kiilte vom 17. November
» es folgten

auf 1 Tag mit — 0,7 13 Tage mit 44,2
2 20 Tage » —059,6 3 » » 4 44

- gegen 21 Tage mit —60,2 16 Tage wit + 48,6.
2. December war seine strenge Natur entschieden.

. Im Winter von 1848 trat der erste Frost am 15. December
» und es folgte sogleich eine Periode



Winter, der dann auch, wie oben besprochen, im Februa
Mirz sich einstellte, . .

In dem Wmter von 1841 trat die erste Kalte am L D
ber eipn, es folgten-

auf 1 Tag mlt - 02 5 Taige mit 48,9,
danu 25 Tage rmt --133 6. o .

Wihrend der |etsten Kilteperiode fand die Krisis am. 20
21. December statt, wo jedoch die Temperatur nur bis an
stieg, und’ am : 22.. December konnte: man die strenge Natt
entschieden ansehen

Die 6 strengen Winter ergeben nun folgende, der ohige:
sprechende Uebersncht



377

Winter. | ErsteKilte. |Tag der Ent-|Letzte Kilte.
scheidung. ‘
1850 Novbr. 20 | Dechr. 2| April 1
1847 9 17 » 24| Mirz 13
1848 Dechr. 15 s 24 s 9
1838 s 11 » 27| April 1
1845 Novbr. 29 » 20| Mirz 23
1841 Decbr. 1 s 22 » 6

In dem Winter von 1849 trat die erste Kiilte am 20. Dcbr.
in, und es folgte eine Periode '

von 27 Tagen mit —150,6.

Am 23. und 24., so wie am 26. und 27. Decbr., stieg die Tem~
eratur bis an und iiber —2°, und diese beiden Erscheinungen
wssten als entscheidend fiir die strenge Natur dieses Winters
elten. In wie weit man diesen Winter wirklich als einen stren-
en betrachten kann, ist oben besprochen worden, wesshalb ich,
m Wiederholungen zu vermeiden, abbreche und nur noch be-
ierke, dass die zwei Winter von 1842 und 1849 hier als Aus-
shmen angesehen worden sind.

Ehe ich diesen Aufsatz schliesse, erlaube ich mir, noch
rnige kurze Bemerkungen za machen. Sein Inhalt ist eine wei-
lere Ausfiihrung der in meinem friihern Aufsatze angestellten Be-

chtungen, und jetzt wie damals betrachte ich sie als einen
ersuch, die Erscheinungen auf eine neue und wo miglich frucht-
gende Weise zu deuten.

Ferner habe ich hervorzuheben, dass eben so, wie allein in
trlin angestellte Beobachtungen zu Grunde liegen, auch meine
hlisse nur fiir Berlin gelten sollen. Fiir andere Orte miissten
Binliche Untersuchungen der dortigen Beobachtungen angestellt
werden, um fiir sie Schliisse zu ziehen, und sollte diess in Folge
der Mittheilung meiner Untersuchungen geschehen; so wiirde es
mir zur grossen Freude gereichen,

tl

:
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Summe | 200,91108] 46,0] 42
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Hiernach nimmt dieser Winter, wenn man die 150 Tage vom
. November bis zum 30. Miirz in Betracht zieht, in der Tafel B.
lie dritte Stelle ein, indem wir haben:

Winter. Ueberschuss der Temperatur. Im Mittel fiir 1 Tag.
1852 42239 +1,49.
Rechoen wir hingegen wie oben die Dauer des Winters vom ersten

bis zum letzten entschiedenen Frosttage, so nimmt derselbe in der
Tafel C. die oberste Stelle ein, indem wir nimlich haben: -

Wi Summe der Tempe-|Ueherschuss im Mittel fir
inter ratur der Tempe- | Daner in 1 Tag
ratar Tagen
+ |Ta-| = |[Ta-

ge ge
1852 1217,2| 89| 46,0 42| +171,2 131 +1,31

Wir wollen hier bemerken, dass er unter allen 16 betrachteten
Wintern die kleinste Summe der negativen Temperatur enthilt,
md da er fiir die Tafel D. die folgenden Werthe hat:

Winter Anzahl der | Daver der

Kailteperio- | grossten in | Summe der
den Tagen Temperatur
1852 13 9 —152

% nimmt er auch in Bezug auf die Angabe der letzten Rubrik
dié oberste Stelle unter den nicht strengen Wintern ein.

Ueber seinen Charakter hatte ich mich am 20. December ent-
schieden ausgesprochen nach folgenden Daten:

Auf 9 Tage mit —15,2 folgten 7 Tage mit 4 3,8
”» 3 ;’ » 3’8 » 10 b1 » 44’9

”» 2 » » 0’4 ‘ » 2 » » 2’0

dempach kamen gegen 14 Tage mit —19,4, 19 Tage mit
+ 50,7.

26*
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Vier Tage friiher am 16. December hatte sich der Charakte
des Winters auch schon entschieden herausgestellt, da ich abe
erst am 20. die Beobachtungen eintrug, sprach ich mich auch ers:
an diesem Tage aus.

Zum Schluss folgen hier noch die, der obigen Zusammen
stellung entsprechenden, Werthe dieses Winters:

Erste Kiilte Tag der Entscheidung Letzte Kiilte
Nov. 18. Dec. 16. : Mirz 27,

Berlin, April 9. 1852.
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XXV

Zur Differenzenrechnung.

Von

Herrn Professor Dr. O. Schlémilch
an der polytechnischen Schule zu Dresden.

Man hat sich lingst schon mit dem Zusammenhange zwischen
kn Differenzen und den Differentialquotienten derselben Funktio-
en beschiftigt, namentlich die Fragen erirtert, ob sich nicht
#flz) durch Alz), fY(z), f"(x) etc., oder umgekehrt fim)(x)
krch f(x), 4f (z) , £ (z) etc. ausdriicken liesse, aber man kennt,
wiel ich weiss, keine Methode, mittelst welcher sich derartige
leziehungen rasch entdecken lassen; ich theile hier ein solches
lerfahren mit, welches gleichformig auf jede Art des Zusammen-
anges zwischen Differentialquotienten oder Integralen einerseits,
ud Differenzen oder Aufstufungen amdererseits passt, mithin all-
emein genug ist. Um aber auch seine Schattenseite nicht zu
etheblen, will ich gleich bemerken, dass es die Giiltigkeitsgriin-
to der entwickelten Formeln unmittelbar nicht angiebt, dass

z. B. die Convergenz der vorkommenden Reihen in jedem
peziellen Falle a posteriori zu bestimmen sein wiirde.

Wenn @(u) eine beliebige Funktion von u, und z eine will-
#hrliche Constante bezeichnet, so ist der Werth des bestimm-

@ Integrales
]
S gt

toe Funktion von x; setzen wir also



) f . ep(u)du={(x),

a
80 folgt jetzt durch beiderseitige nmalige Differenziation
ziehung auf z:
b
2) f urertp(u)du=f"(z) = D*f(z).
a

Andererseits hat man, 4z immer =1 gesetzt,

b 1
S estnguyau— | motdun= et @)= 41

d. i. bei Zdsdfrmensiehing der Integrile: . -
b
oS o=@,
Tl g

und wenn man dasselbe Verfahren des Differenzenbildens
wiederholt:

3) f ’ (et—Dremvp(wydu=4f(z).

Aus der Vergleichung der Formeln 2) und 3) ergiebt sic
folgende Bemerkung: Hat man irgend eine analytische Bezi
in welcher einerseits u oder verschiedene Potenzen von u,
rerseits e—1 oder Potenzen dieses Ausdruckes vorkomme:
det also eine Gleichung von der Form

-

4) Ao + Alu + A2u2 + A3u3 + e
=By + B(c"—1) + By(e*~1)* + ..

statt, so braucht man beiderseits nur mit e**p(u)du zu m
ziren und zwischen den Griinzen u=a und u=b zu inte
um sogleich ein Resultat von der Form

Aof(x) + AlDf(Z) "‘ AzD2f(1‘) + .....
=Bof (z) + B, 4f (x) + B 4*f () + ....;
also eine Beziehung zwischen Differentialquotienten und

renzen zu erhalten. Wir wollen diess an einigen Beis
zeigen.
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L. Entwickelung von 4™f(z).

Da sich e* in eine Reihe von Potenzen entwickeln lisst, so
uss dasselbe mit e*—1 und (e*—1)™ der Fall sein; setzen wir,
23...k imier mit £° bezeichnend,

_ Am Am+l Amﬂ
| (e¥—1)m = w um 4 m umtl 4 (Tn—-FiT umt3 4
) ist nach dem Theoreme von Mac Laurin
Ar=[D¥e*—1)"Ja=0)

ud wenn man den Binomischen Lehrsatz anwendet, so findet
ich bei wirklicher Differenziation

t) A = mgm¥F—m, (m—1)k 4 my(m—2)k—....,

onit die Coeffizienten A bestimmt sind. Aus der Gleichung 5)
giebt sich jetzt durch Multiplikation mit e™@(x)du und Inte-
pation )

)dm (@)= % D (2Lt Db @) 4 (A D) +.

it ist die Aufgabe gelist, irgend eine Differenz durch Diffe-
ialquotienten auszudriicken.

b II. Entwickelung von Dmf(z).,

’
Dass eine Gleichung von der Form
=By 4 BrL g Brda
P'.—-m-_’(e _l) + W_'_l)’(e .—l) +1 +(m +2), (eu_l) +’+..

stehen miisse, . erkennt man leicht mittelst der Substitution
“l=p oder u=|(1-}v); denn es ist dann

BA4oln =770 + ot i+ iR omt

Anderes als das Resultat einer Potenzirung von der be-
Gleichung .

I40) =v — lév“ +%v3——iv4+
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» o= E-GE) SR
i1, 1\Aif@)
s led) 2o

diess Alles ist sehr bekannt, wenn auch auf anderem Wege und
iwar von Laplace mittelst symbolischer Formeln bewiesen wor-
len. Nen dagegen diirfte das Folgende sein.

Ill. Entwickelung von fae-'ﬂa:-l-l)dt.

Setzen wir dhnlich wie friiher
b
14) )= f e—*p(u)du,
a
woraus die folgenden Formeln hervorgehen:

15 . f e mp@di= - 1rDer),

16) f ' (I—ere-=tp(u)du =(—1)"4"f(z) ;

‘so liasst sich nach Nro. 14) auch f(x4f) durch ein Integral aus-
driicken und es ist dann

o R ® b
f etfetodi= [ etat [etctompudu
0 . 0 a
5 e
= f - f e—40tde
a

o

b 1
= f e—vp(u)du T+
a

Man ibersieht nun leicht, dass eine Reihenverwandlung ven der
Form

l A -t .4.2 u
17) m:l-{- Tsl‘(l-—e )+2, (l—e 2+ ..



Av=(—DH[CF — Cyk—1) + Go(h—2)'— ...].
Bezeichnen wir wie folgt "

%) J,,__'k'q, (k—1y C|+(I:—2) C-—---.-i. ;

go ist Ak—(——])"J;,, und mithin geht die Formel 19) in die f(
gende iiber; o _

o [ Cetetod=f@ +'I,u/(z) + gf 2f()

[}

A\ i

+ 3£,’ d’f @) +.....

Will man 4z nicht =1, sondern =h getzen, so ﬁndet man et
sprechend

B esperiti=na) + 3 41@ + 3 1)

J @
L P e
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Vabit man f(2) so, dass sich die linker Hand postulirte Integra-
ion, sowie die rechts vorkommepden Differenzen, ausfiibren liisst,
to gelangt man unmittelbar zu neuen Theoremen, wie z. B. flir
f)=sinx, flx)=cosz u. dergl, : L . .

IV. Entwickelung v_onfmf(xi-t)costdt..

o

Zufolge der Formel 14) erhilt man zun&¢hst

® ® b . o
f [Getcostdt = f costdi f e— =+t p(u)dy ‘
b ®
= f e—~sp(u) du e—¥eostdt

[ o]

] : u
= f e—%8gp (u)du iFa’

ud wenn hier eine Reihenverwandlung von der Form

A A ;
= T Q- Pt

gefibhrt wird, so geht die vorige Gleichung in die folgende
r: .

/"o flz+t)costdt = — T Af( ) -I- A*ﬂa:)—.....

Un jene Relhenentwlcklung niher zu untersuchen, setzen wir
—~e—z=—2z; es ist dann

l(l+2) Al A’
IFMap=T 2 =t

mithin bestimmen sich die Coeffizienten 4 nach der Formel
_ 1(142)
e 1+[l(l+~)]“] =0

= (=Dt [D l-l-(lz)“ ](;=1)-

men wir in Formel 9)




0

(e—b'—-l) +4 2 (omab 261t 4 1)

. ) "
S TITTRR R 1

| é(mm—&—w +3e 9 —1) 4.... 4

und hieraus -ergiebt wich fiir e+i=g, also —A?=lq:

IR .
"Vﬂ,— esy =3 (—-g) + $(l—?q+ 7%
Vi) |

+52 (1-30 43¢ —g9)+ .

worin, wie sich von selbst versteht, ¢ ein positiver dichter Bru¢
sein muss.




oo

V. Eptwickelung vonfaf(:c-i-'t)sin‘tdt. .
. B . ) . o

Unter Benutzung der Formel 14) findet sich
f f(a:-l-t)smtdt'— / smtdt e"'(’*l")“q)(u)du

- f e=sp(uydu [ Ce-sintdt
a " -

)

, . i :
=f e-‘"tp(u)dul_'_—;‘fr

en wir eine Reihenentwicklung von der Form

l_h‘,_ 1+ (1-¢-«)+§r(1-e—d)= YR

us, so geht die obige (xlelchung in die folgende ﬁber
@
) [Tt tonintt=f@) — 1+ (=) + G P —

Fir 1 —e—%*=—z nimmt jene Reihenentwickelung die nach-
nde Form an:

1
14+[I(1+2)]

es ist mithin
|
A= 2 ]

=0 {.Dk T—Fa—:v)—“‘] (z=1).

man sich, dass fiir

=lo—-i:,1z+i;—?- 22

1
fo)= BEYN
bekannte Formel
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So. allgemein bekannt dieses Verfahren ist, so scheint man
einen Umstand dabei tibersehen zu haben, der nicht ohne '
tigkeit ist und namentlich bei bestimmten Integralen ganz k
ders erwogen sein will; es kaon nimlich vorkommen, das
nach z aufzulésende Gleichung z=gp(y) mehrere Wurzel
sitzt, wie es schon bei einer in Beziehung auf = quadrati
Gleichung der Fall sein wiirde, und es entsteht dann von !
die Frage, welche von diesen verschiedenew Wurzeln fi
weitere Rechnung zu nehmen ist. Handelt es sich z. B. un
Werth des Integrales

1 .
—_———_-d ’
-/;/21-::—:1:“ *

so kann nan setzen

N owrz—2? =y,
und hieraus t;olgen fir = und dz die Doppelwerthe:
entweder
w=r+V’r’—3ﬂ, mithin dz=_71%fg-/_?;
oder
—r N =y 3%
z=r—V g2 s dz =+ Vo yg'
Im ersten Falle geht das obige Integral in das folgende iibe
f 1 —gﬂl—;-’/—)—‘ — AresinZ  Const
A=Y r ‘

und man hat dann

1 . A — z2
fmjx—g dxr = -—Arcsmlzr__ﬁ +Const_

Im zweiten Falle erhilt man auf gleiche Weise

1 . N %z — 22
fm de =+ ATCS'“——T—J + Const.

Welche von beiden Formeln die richtige ist, entscheidet sich
leicht durch Differenziation, und man wird finden, dass jed
beiden gefundenen Formeln. gebraucht werden kann, nimlic
erste, wenn man
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wd die zweite, wenn man dieselbe Wurzel —=r —x setzt. In der
Aswendung auf bestimmte Probleme wird man aber aus der Natar
des Gegenstandes jederzeit wissen, ob jene Wurzel =a—r oder
=r—ax zu setzen ist, und dann bleibt auch keine Wahl mehr
swischen den beiden erhaltenen lnfegrall‘ormelu. So kaun man in

em Falle durch Diflerenziation einerseits und durch genaue

rterung seiues Problemes andererseits sich vollstindig ori-
entiren.

Ganz anders wird die Sache bei bestimmten Integralen; hier
gehen die Substitationen bekanntlich nie riickwiirts (von y nach
z) sondern immer nur vorwirts, indem man zugleich die Veriin-
derungen anmerkt, welche die Integrationsgriinzen erleiden, und
eine Probe durch Differenziation ist an Ende gewdhnlich gar nicht
ausfiilhrbar, weil man es in den meisten Fiillen mit solchen Diffe-
renzialformeln zu thun hat, die sich unbestimmt nicht integriren
lassen. Um die hier entstehende kleine Schwierigkeit an einem
recht frappanten Beispiele zu zeigen, betrachte ich das Integral

f +'f(x’ + 2r2)dzx.
—3r

Setzt man 234 2rz=y, so folgt

o= —riV ATy,
nithin
1@ + 2ra)do= £ f(g) sordees ;
. ' V2 1y

it ferner = gleich der unteren lnte%:-ationsgriinze —3r geworden,
w0 bat y den Werth 9r2—6r2=3+2 erhalten, und ebenso entspricht
der oberen Integrationsgriinze 2=+ r die obere Griinze

y=r2 4 22=32;

man hitte demnach

+r R Y AL R B

—ar 3’-!

Der Werth eines zwischen gleichen Griinzen genommenen Inte-
] ﬁes ist aber im Allgemeinen die Null, und so gelangt man zu
. offenbar widersinnigen Resultate, dass fiir jede beliebige
* #¥mktion £ das fragliche Integral der Null gleich sei. — Um ein
i Iﬂtjges rgebniss zu erhalten, muss man hier folgendermassen
whliessen. Weon & das Intervall —3r bis +r durchliuft, so
Indert sich der Ausdruck y=2a%+2rz in der Weise, dass er

Theil XVIIL 27
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whhrend des Intervalls —3r bis —» abnimmt, fiir r==—r s
Mipimum erreicht und darauf x=-r bis z=-+r wiichst; dabei wi

fir 2=—3r ,, y=+3¢3,
» T==—F y='-'1",

w@=+r , y=+3r.

Sieht man z als Abscisse, y als Ordinate an, so kommt je
zwischen —#2 und 4 3r2 liegende individuelle Ordinate zwein
vor, einmal als geh(’irig zu einer zwischen —3r und —r liege
den kleineren und dann entsprechend einer zwischen —» und 4
enthaltenen grisseren Abscisse; eine Ausnahme hiervon mac
- nur die Ordinate 472, die blos einmal vorkommt. Zerlegen w

jetat das Integral Nro. 1) in folgende Integrale:

2) f - @2+ 2rz)dx + / +'}‘(x’+21x)dz,

—37 -t

so enthilt das erste Integral alle vorhin als kleinere bezeichnet:
x, und das zweite Integral lediglich die grisseren x; hiera
folgt, dass, wenn in beiden Integralen 2242rz =y gesetzt wir

umgekehrt fiir das erste Integral in Nro. 2) nur die kleinere Wt
zelz=r—¥ 24y und fir das zweite nur die grissere Wurz
=74V 2y zu gebrauchen ist. Nach dieser Bemerkung ve
wandelt sich die Gleichung 2) in die folgende: -

—72 l

i f(y)[—;‘f—‘—r—;y—‘_’ﬁl] +l_/r:+3r;(y)[+ rf;'lzlﬁ .

Kehrt man im ersten Integrale die Integrationsgriinzen um, gie
ihm_ also das entgegengesetzte Vorzeichen, so lassen sich nu
mehr beide Integrale zu einem einzigen zusammenziehen, nimlic

+3r* dy
A CE

-

3r

und dieses ist die richtige Transformation ven Nro. I).

Das so eben auseinandergesetzte Verfahren dient gleichfi
mig auch zur Unmwandlung des allgemeinen Integrales

[ ez

man bhat ndmlich vorerst zu untersuchen, wieviel Maxima und M
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nima der Funktion y==¢(z) zwischen die Integrationsgrinzea o
und § fallen; treten diese ima und Minima fir 2=y, , ri=p,,
etc. ein, so ordne man die Grissen py, pg etc. nach ihrer Grosse,
8o dass a<py <pg....<f ist. zerlege das gegebene Integral in
eine Reihe anaerel:‘ln egrale, welche die Integrationsgrinzen x—«
bis x=u,, x=pu, bis x=u, etc. umfassen, und substituire in
den einzelnen Integralen diejenigen Umkehrungen der Funktion
%V=§o(a:), welche den zugehirigen Intervallen entsprechen. —
M ir geben hierzu einige Beispiele von miglichst allgemeinen

ormen, . ’

L Es sei zuniichst das dem vorigen ziemlich #holiche Integral
®
= [ fers2earie,
) -r
zu transformiren, so hat man zunichst

J= _£ (@4 2rz)dzs + 'Z: *fe3 4 2r2)d

und vermige derselben Substitutionen wie vorhin
1 p-r dy - 1 i d
=) Tt 5 [ =
— [P B
=/ oy
!

Setzt man noch y=r%, so erhilt man durch Vergleichung der
verschiedenen Formen des J

§) f *Ha? + rayda = v f > fg—’ii—g :
it

-1

Will man das Wurzelzeichen rechter Hand vermeiden, so kann
man z=u2—1 setzen, und hat dann

5) L * {4 2ra)dz =2 [ mﬂr%u’—l)]du.

Aus den gefundenen Gleichungen lassen sich leicht allgemeinere
Formeln dadurch herleiten, dass man mehrmals in Beziebung aut
die willkiihrliche Constante r differenzirt; da die Ausfiihrung die-
ser Operation nach den von Herrn Dr. Hoppe und mir gleich-

27+
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bekaont gemachten Formeln nicht die mindeste Schmerig
kei at, so kann ich sie figlich tibergehen.

I1. Das zu transformirende Integral sei

J= of Flez+ 2)da.

Da y=cx+% fir a:=V} sein Maximum y=2¥ ac erreicht,
so ‘zerlegen wir wie folgt:

V-g a ® L a
J.-_—..f f(cx -I-})dz-l-f f(c.r-l—:t)dx.
A _
Vi
Aus y= cz-l-— ergeben sich nmgekehrt fiir x die Werthe

p =¥V Ly, Y e,

durch deren Substitution man erhilt:

1 Va0
= g )" - vy

+2,,f rO0 + =t 1dy.

Kehrt man im ersten Integrale die Integrationsgriinzen um und
vereinigt dann beide lntegrale, so wird einfacher

1 _ydy
I=2 f 1) V 2_4ac

Eine noch bessere Gestalt erhilt das Integral, wenn man

Vy2—4ac=.

setzt; es wird nimlich schliesslich

6) lo/.m/"(c"l?'l‘ g)dx=%10/‘wf(~ dac + 2 d:.
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Diese Formel lisst sich wiederum duréb mehrfache Differenzia-
tionen in Beziehung auf a oder ¢ verallgemeinern, womit wir uns
jetzt micht aufhalten wollen.

Nimmt man in Nro. 6) z. B.
1

ro=F(5g3):

s0 ergiebt sich

® z ° 1 1
N [ F\attztes) 4= F‘O/\GF(IAV 4ac+—z°) dz.

Eine andere Supposition wiire

f(@)=F (u®—2ac);

_ sie giebt
. a® 1
8 [’ F(chad 4 S)do= [” F(ac + 29dz,

was ich schon friiher einma;,l bekan;lt gemacht habe.

III. Als drittes Beispiel diene das Integral -
, J=fnf(ww+ tand.sinz)dz,
[\]
. worin & einen constanten Bogen des ersten Quadranten bezeich-
nen mige. Wollen wir

cosz 4 tand.sinz =y

. setzen, mo ist zuniichst zu erinnern, dass die Gleichung

%v_ =—ginz 4 tan®.cosz =0,

d. h.
tanxz —tand

zwei Warzeln besitzt, welche in das Integrationsintervall 0 bis 2
fallen; diese Wurzeln sind 2=4® und 2 == 4&; die erste macht
" 9 su einem Maximum nZmlich sec®, die aweite giebt das Mini-
mum —secd. Wir zerlegen nun wie folgt:




XX VIIL.

Die Beziechung der Ellipse auf ih
zwei gleichen conjugirten Dure
" messer-.
Yon
Herrn Doctor Kosters
zu Warendorf.

Unter den verschiedenen metrischen Relationen zur Bes
mung eines Kegelschnittes gibt es auch eine, welche in sehr
facher Weise die Ellipse und Hyperbel auf zwei gerade Linien
zieht. Sind nimlich zwei gerade Linien L und L,, welche .
unter einem Winkel (2¢) schneiden, der Lage nach gegeben,
ist der Ort des Punktes, dessen Abstinde « und § von den 2
gegebenen Geraden im Quadrate eine konstante Summe oder D
renz p2 geben, piimlich:

o2 4 f2=p?,
eine Ellipse oder gleichseitige Hyperbel.
Betrachtet man nun den Fall, in dem
o g2=p?,
so ist der Ort eine Ellipse, fir welche durch einfache (
struction sich die einzelnen Punkte, so wie die Achsen nun le
bestimmen lassen. Es ist:

der Halbmesser der gleichen conjugirten Durchmesser
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w

grosse Halbachse

=P '
8= sing’

=W-€0—&,T’ *

w

kleine Halbachse

Excentrizitit

w

= L . A 3cos%a
e= sinZg ° V 2cos2p »

r Parameter

— 2
20= 1—/2—(':3.35 .tangp = 2btangop,
e Leitstrahlen

pv2 _ V22125

sing * sing

m4n=

Dieser Beziehung der Ellipse als Ortslinie anf zwei feste
eraden entspricht folgende Betrachtung. :

Eine Ellipse wird gebildet durch die Peripherie eines Krei-
18, indem sich alle auf einem Durchmesser senkrechte Sehnen
‘ibrem Fusspunkte um einen gleichen Winkel drehen.

Sind (Taf. X. Fig. 1.) AB und C,D, zwei senkrechte Durch-
iesser des Kreises M, und dreht sich jede auf 4B senkrechte
ehne, z. B. PE,, wie MC;, in ihrem Fusspunkte um den Win-
el ¢, so bilden die so verschobenen Punkte der Peripherie des
ureises in ihrer neuen Lage, z. B. E und C, die Ellipse.

Dieses liisst sich auch also nachweisen.

Die Coordinaten (v, y) des Punktes E fiir die Coordinaten-
wchsen MA und MC sind gleich den Coordinaten (z,, y,) des
Panktes ﬁ des Kreises fiir die rechtwinkligen Coordinatenachsen
NA uwnd MC,. Ist nun r der Radius des Kreises M, so ist seine
Gleichung bezugs der Coordinatenachsen HA und MG;:

z3+y2=12,

fglich die Gleichung der Ellipse bezugs der Coordinatenachsen
A wd MC:

2?4 y2 =13
Fillt man nun von einem beliebigen Punkte (., y) der Ellipse
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Senkrechten « und B auf MA und MC, so ist, wenn der
kel AMC=2¢p gesetat wird:

a2 4 % = r%inRep.

Dieses ist die Gleichung, von der wir ausgegangen, wenn me
r28in22¢p = p?

setzt. Bei dieser Darstellung der Ellipse lassen sich leich

den Eigenschaften des Kreises entsprechende fiir die Ellips

leiten, z. B.:

Jede zwei senkrechte Durchmesser des Kreises werden
conjugirte Purchmesser der Ellipse. -

Wie im Kreise jede zu einem von zwei senkrechten D
messern parallele Sehne vom andern halbirt wird, so wird
in der Ellipse jede zu einem von zwei conjugirten Durchme:
parallele Sehne vom andern halbirt,

Wie beim Kreise jede im Endpunkte eines von zwei |
rechten Durchmessern zum andern parallele Gerade Tangent:
Kreises ist, so ist bei der Ellipse jede im Endpunkte eine:
zwel conjugirten Durchmessern zum andern parallele Gerade

gente der Ellipse.

Es gibt fiir jeden Winkel () der Drehung der Sehne
bestimmte Ellipse iiber AB und CD, als den zwei gleichen

jugirten Durchmessern. Wiichst der Winkel ¢ von 0 bis g—, so

die Ellipse alle Gestalten durch vom Kreise bis zur geraden |
als Grinze, deren Liinge =2rV2.

Im zweiten Quadranten, d. h. wenn der Winkel 9 von g—b

wichst, dehnt sich die Ellipse wieder bis zur Peripherie
Kreises.

Bei der Drehung der auf AB senkrechten Sehnen des |
ses (Grundkreises) beschreibt jeder Punkt seiner Peripheric «
Kreis, und ist in jeder Lage ein Punkt einer Ellipse; somil
gen also die entsprechenden Punkte simmtlicher Ellipsen i1
stimmten Kreisen. Die Scheitel jeder zwei conjugirten D
messer bewegen sich bei Aenderung des Winkels v in zwei |
sen, welche sich in dem festen Durchmesser AB beriihren,
fir deren Radien ¢ und ¢, man die Gleichung hat:

e*+o?=1%

Fiir die Scheitel der Achsen ist noch ausserdem
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e=0,-

Ferner die Tangenten der entsprechenden Punkte siimmtlicher
lipsen (aus dem Grundkreise M) dreben sich um einen festen
ikt in dem Durchmesser 4B, und daher sind, wie die Ordi-
ten, avech die Subtangenten s der entsprechenden Punkte unter
th gleich and zwar ist:

2
=2
x

‘Wenn die zwei gleichen conjugirten Durchmesser der Lage
ch und ausserdem p oder ein Punkt der Ellipse oder eine Tan-
mte Eegeben sind, so ist die Ellipse bestimmt und der Nach-
sis ihrer Eigenschalten, sowie die Constructionen, zeichnen sich
er durch Einfachheit aus.

Sind L und L, der Lage nach gegeben und ausserdem ein
unkt E der Ellipse, so findet man leicht den Grundkreis. Man
che die Ordinate EP, und PE,(=PE) senkrecht auf AB, be-
hreibe dann aus M mit ME, eiuen Kreis, so ist dieser der
rundkreis der Ellipse. Zieht man ferner den Durchmesser MH,
sdann H, 04 AB, und OH(=OH,) parallel zu DC, und dana
IH, so sind MH und ME die Halbmesser zweier conjugirter
urchmesser. Durch die Verbindung der durch den Grundkreis
estimmten Scheitel der zwei gleichen conjugirten Durchmesser
thiilt man ein Rechteck, welches der Ort des Punktes ist, des-
tn Abstinde ¢ und 8 von den zwei conjugirten Durchmessern
Jiagonalen) die constante Semme p geben, nimlich:

e f=p.

Ihrer Einfachheit wegen migen die folgenden zwei Aufgaben
werden.

1. Sind L und L, und ein Punkt E der Ellipse gegeben, in
§ eine Tangente an die Ellipse zu ziehen.

Man ziehe EPH{L, und PE,(=PE) senkrecht auf L, ziche
Eﬁ“:md E,G-+ ME,, verbinde G mit E, so ist GE Tangente

ipse.
9. Sind L und L, und ausserdem eine Tangente @ der
{egeben, den Beriihrungspunkt in @ zu finden; oder:

Punkt i

n Q zu finden, fiir den die Summe der Quadrate der
ernungen « und § von L und Z,, nimlich

o2 4 2,

s Minimum ist.
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Man ziehe MY, (=MYL: senkrecht auf L, verbinde ]
G, fille MEI-LGY;, und E, P+ L, ziehe PE parallel :
so ist E der verlangte Punkt.

Vergleicht man den Grundkreis' der Ellipse noch mit den |
iiber den zwei Achsen beschriehenen Kreisen, so ist jenec
Ort dhes Punktes, der zu den beiden letzten Kreisen gleick
tenz hat.

Anmerkung. Beschreibt man aus dem Halbirungspunkt
Centrallinie (=2m) zweier Kreise, deren Radien R und r
einen dritten Kreis mit dem Radius :

go ist dieser der Ort des Punktes; der zu den beiden ¢
Kreisen gleiche Potenz hat.
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XXVIIL.

merkungen zu den Elementen der
Arithmetik.

Von dem

Herrn Doctor R. Baltzer,

Oberlehrer an der Kreuzschule za Dresden.

.

1. Zu den Waurzeln.

)ie Elementarlehre von den Wurzeln vereinfacht sich ein
'» wenn man von der Wurzel aus einer Potenz ausgeht,
o wie man in der Lehre von den Quotienten hesser die
ion der Producte an die Spitze stellt. Die Gleichungen

Van =(Wam=ar

st man durch Potenzirung mit n, und zwar die letztere zu-
t unter der Voraussetzung, dass m durch n theilbar. Die

lungen
%: :’7='V "z:

e durch Potenzirung mit mn bewiesen werden, und aus
(abgesehen von den Vorzeichen, als welche man die Wur-
ws 1 betrachten kann)

V=@
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” n
folgt. so wie die Entwickelung von 4 ab und ¥ a:b, besti
dann, dass

1 m

a, a*
n n _
adiiquate Ausdriicke fir 4’ und 4 a™ sind.

Was das Vorzeichen anlanst, so ist in tbrigens sorgfilt
Darstellungen noch zu finden, dass dabei die Entstehung des
dicanden in Betracht komme, dass also

¥ (a—b)>=a—b (nicht b— a)
eindeutig, dagegen '

Nadi=2ab+ 0> =4 (a—0b)

aweideutig sei. Z. B. Heis Sammlung §. 48. Dagegen muss
merkt werden, dass so lange der Radicandus denselben W
hat, auch die Wurzel dieselbe ist, und zwar ndeutig wie ]
nte Wurzel. Nun ist tiber die ldentitit von (a—0)* und

a? —2ab - 62 ein Zweifel nicht miglich, folglich hahén beide !
meln dieselbe Quadratwurzel, welche eben so gut negativ als
sitiv genommen werden kann. Dass iiberhaupt, wenn « eine
sitive Zahl und e*=a, man

n ’l_
Na= V1
n —
zu setzen habe, wobei ¥ T wie ein Vorzeichen erscheint, ist-
der kritischen Schule hinreichend besprochen, und sollte 2
von den elementaren Darstellungen nicht ganz mit Stillschwei
tibergangen werden.

Il. Zu den Logarithmen.

Der Mangel eines bequemen Ausdrucks fiir die Zahl,
welcher £ potenzirt die Zahl a giebt, ist oft_genug beim Ur
richte empfunden worden, wie verschiedene Versuche anzei
Am gebriuchlichsten ist der Ausdruck ,,Logarithmus vo
zur Basis £ und die Bezeichnung eine der folgenden:

k k
loga, loga, logwa.

Nach der bei Functionen mit einem Parameter {iblichen Sch
art kionnte man das Zeichen
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log (%, a)

brauchen, welches jedoch mit den vorigen Zeichen die unbe-
.eme Liinge in Schrift und Rede zum Theil gemein hat, obgleich
dem Druck mehr zusagt. Der in J. H. T. Miiller's Arithme-
k S. 287. angenommene Ausdruck ,,Hochzahl von a durch
exponentiirt® ist zwar zur Bildung von Lehrsiitzen nicht
geschmeidig, allein die Bezeichnung dafiir

L)

ird schwerlich Eingang finden, weil sie den bereits feststehen-
:n Zeichen loga, la fir den gemeinen und natiirlichen Logarith-
en von a sich nicht anschliesst.

Von jeder Bezeichnung verlangt man Dbillig, dass sie nicht
ar fiir Schrift und nameaotlich fir Druck leicht ausfiihrbar, son-
ern dass sie auch in der Rede leicht wiederzugeben d. h. les-
ar sei, Diesen Forderungen entspricht die erste Bezeichnung,
obald man % nicht iiber log; sondern links oben an log stellt:

Hoga*)

od ,k-Logarithmus von a* ausspricht (etwa wie nte. Wurzel
ms a). Die Zeichen '

loga, log.vulg.a, loga
ind als gleichgeltend zu geben, sowie

tloga, log.nat.a, Ina, la.

i vermisse ich in den elementaren Lehrbiichern die Bemer-

, dass ¢loga, und nicht loga, natiirlich heisst, weil er

p eine unmittelbare Berechnung zulisst, wihrend andere
kiinstliche) Logarithmen nur durch Probiren aus Wurzeln der
lasis oder durch natiirliche Logarithmen bestimmbar sind.

. Ferner gehiirt auch in ein Elementarbuch die Anmerkung, dass
Re Logarithmen vieldeutig sind wie die Wurzeln, nur unendlich-
leatig, dass wenn « eine positive Zahl und A*=a, vermige der
lermel fiir logab man

Hoga=a+ Hogl,
Hogk=1 4 *logl,
kog(—a)=a+*log(—1)
9 Die:e Bezeichnung, die ich Hrn. Prof, Schlémilch mitgetheilt,

# von demselben bereits mit der Aufnahme in dessen nene Ausgabe
er algecbraischen Analysis (S. 8.) beehrt worden.
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2u setzen hahe, dass aber Hogl einen andern reellen Werth
Null nicht zuldgst, wihrend Flog(—1) durchaus imaginir ist. Sol:
Aussichten ermuntern zu weiterem Studium.
Aus der Definition wiirde ich zuniichst ableiten, dass
atlogh = bHloga,
indem
a =kkloga, b=FK¥lops,
folglich jede der beiden Potenzen
= k¥logaklogs ,
Ferner

Hoga
mloga=— Hogm *

indem
mﬂogq’!logm: J¥logm (Floga:klogm) = kkloge —=gq.
Dann folgen die auf den Numerus beziiglichen Formeln fiir
klogab, *Iogg, Hogas ,

denen noch beizugeben sind

Fog(a—b) =*oga—*log 1 b [a> 6],

a

um zu dem Gebrauch der Gauss’schen Hiilfstafeln anzuleil
welche nach der neuen Einrichtung (wie sie bereits 1844 vor
H. T. Miiller in den hichst zweckmissigen vierstelligen Tal
gegeben worden) bei dem Argument loga—logb die zur Erl
gung von log(a+ 6) und log(a — b) nithigen Correctionen

log (l -l-g) und log l'b
12
a

darbieten. Vergl. die vortrefflichen Beispiele in Heis Sammlu
§.59., welche iibrigens noch die altere Einrichtung heriicksichtig
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entweder den sovielten Theil des Dividendus, als der Divis
angiebt;

oder das Verhiltniss des Dividendus zum Divisor, d. h. d
Zahl, welche angiebt, wievielmal der Divisor im I
videndus enthalten, oder das Wievielfache der Dis
dendus vom Divisor ist.

Wenn nun von zwei Grissen 4 und B die erste a solch
Theile hat, deren die andere & hat, so ist

YIS

B
b »

folglich

d. h. das Verhiiltniss von 4 zu B ist g-,' A verhilt sich zu k

wie a:b u. 5. w*),

3. Die Unklarheiten im Begriff ,, Verhiltniss ‘¢ zeigen sicl
nicht selten bei Definitionen der Mechanik und Ph?'sik. So steh
Pouillet-Miller Physik 1. §. 84. ,,Das Verhiiltniss zwischei
Raum und Zeit heisst die Geschwindigkeit der gleichformi

en Bewegung.” Brettner Physik §. 33. ,,Geschwindigkeit de

ewegung ist das Verhiltniss des Raumes, den ein Kirper durch
lauft, zu der Zeit, die er dazu nithig hat.“ Lamé cours de
rhysique §. 21. ,,On donne le nom de vitesse au rapport de
’espace parcouru divisé par le temps employé® u. s. w. Gleich-
wohl zweifelt im Ernst Niemand daran, dass (ausser im Witz)
vom Verhiltniss ungleichartiger Grissen nicht gesprochen werden
kinne. Die Geschwindigkeit einer Bewegung ist gar nicht ein
Verhiltniss, sondern ein Theil der durchlaufenen Bahnstrecke, wie
anderwiirts oft genug richtig gesagt ist. Gleichartig mit Geschwindig-
keit ist die Beschleunigun g einer Bewegung, welche gewihnlich
mit dem unpassenden Namen beschleunigender Kraft belegt wird,
Nur die Geschwindigkeit (des Wachsthums) einer Fun-
ction, welche mit der Variablen gleichartig ist, kann ein Ver-
hiltniss genannt werden, niimlich das Verhiltniss ihrer Aende-
derung zur zugehirigen Aenderung der Variablen, welches heim
Verschwinden dieser Aenderungen sich ergiebt (Fluxion, Deriva-
tion, Differentialverhiiltniss). Ist die Function ungleichartig mit
der Variablen, so kann unter ihrer Geschwindigkeit nur ein Theil
von der Aenderung der Function verstanden werden, und di€

") Die hier entwickelten Ansichten habe ich einer klecinen Sechrift
Rechenbuch fiir den Standpunkt der Mittelschule. 1850
zu Grunde gelegt.
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Zwei Verhiltnisse sind gleich, wenn sie diesel -
M+l e beliehigess

ben'Nﬁh'erungswerthe haben (% und
n, und ein dazu gehdriges m).

n

Beweis.. Es sei .

m m+41
nB<A<S—B,

™ p<c<™p;
so ist
. A:B<'in"-'—l, C:D>7;
folglich
(4:p—C:n <" _(c:p<mH 2.

Diese Differenz muss Null sein, denn von Null verschieden wiire

sie nicht kleiner als :7 bei beliebigem n. Also ist

A:B=C:D.

Diese Schlussweise fiihrt auf allgemeine Sitze der Geometrie
iber das Verhiltniss von Strecken, Flichen, Riumen, Winkeln,
Kriimmungen, wobei auf Incommansurabilitit dieser Grissen Riick-
sicht zu nehmen ist.

6. Aus dem Lehrsatze folgt zuniichst die Zusammen-
setzung der Verhiltnisse

A:B=(A:C):(B:C).
Beweis. Es sei
m m+1
wB<A<T B,
so ist
™ B:0)<4:c< " (B 0),
folglich u. s. w.

Nun ist
1:(B:C)=C:B,
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aso auch
4:B=(A:(,')(C:B).
Wenn z. B.
A:C=P:Q, C:B=R:S,
80 ist ‘

A:B=(P:Q)(R:S).
Von derZahlengleicbung£o§= %‘ entlehnt man die kiirzere
Schreibart PR:QS statt (P:Q)(R:S), und erhilt

A: B=AC:BC,
wler in dem gegebenen Beispiel
A:B=PR:QS.

An sich n#imlich ist ein Grissenproduct bedeutungslos, weil der
fultiplicator nur eine Zahl sein kann; wodurch nicht ausgeschlos-
en ist, dass in bestimmtem Sinne eine Grisse als Product von
irissen dargestellt werden kann. (Vergl. 4.).

7. Hierauf griinden sich die bekannten Eigenschaften der
infachen Proportion (Gleichung von zwei Verhiltnissen)

A:B=C:D.
ichreibt man dafiir
(4:B)(D:C)=1 oder AD:BC=1,
io ergiebt sich
AD=BC,

ms mit dem Grijssenproduct zugleich Bedeutung gewinnt. Ande-
rerseits folgt aus der gegebenen Gleichung

(4:B)(B:C)=(B:()(C: D),
L b. vach dem Obigen (6):
‘ 4:C=B:D.
Diese Proportion hat dann Sinn, wenn C gleichartig mit 4 oder
Zahl ist; jedoch hirt sie im zweiten Falle auf, eine Propor-
im ei entld:hen Wortsinne zu sein, da A: C dann nicht mehr
tnivs, sondern einen Theil von 4 bedeutet.



&

AL
o
- g K o "
Die Gleichung

DY ‘%b"o’r“m
bedarf nach dem geg.‘i!ot{le% Verh“tniqﬁ‘_ keinel [y

undm ist Ergebniss der Doﬂniﬁon. (Vergl 6=c)

... Wenn
l.-.F :H.

A: R,c__plw nouydoyng O
woﬁirauell (nuh7) ':'*-9:‘ o

e m; :i Py p',n 'l
E L AR v' . :

sind folgende L T L
L
a. Es ist .8
' AL:BL:CL=F:G:H. 5
b. Es ist ) £
AL:BM:CN=FL:GM:HN. |
c. Wenn noch L:M:N—=P: Q R also auch
o FL:GM:HN=FP:GQ:HR, "
8o ist ;
AL:BM:CN=FP:GQ: HR.
Daher insbesondere ‘
A*:B2:C*=F2: G2: I u. s. w. ' ﬁ

\

"h".('l.,'l:i:s ist -
Az+ By{Cs: Ap + Bg+ Cr=Fz 4 Gy 4 Hz: Fp+ g+ Hr.
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Dies ergiebt sich am einfachsten, wenn mar; Az mit F:A,
y mit G:B, u. s. w. multiplicirt.

Wenn also z. B. F+ G=H, so ist A+ B=C. Oder wenn
t+By+ C:=0, so ist auch Fz 4 Gy{-Hz=0. Und umgekehrt,
nn A'i—l-BM-l- CN=0, so kann man

AL:BM:CN=—v:1:v—1,

v 1 ov-—1

A:B:C:—zom.—ﬁx—

tzen, wobei —v das durch die gegebene Gleichung unbestimmt
lassene Verhiiltniss AL: BM bedeutet.

9. Wihrend ich so eben meine Verehrung fiir die Proportion
. unbestimmten Gleichungen zu erkennen gegeben, kann ich
bt umhin meine Einstimmung mit denen zu versichern, welche
der sogenannten Regel de tri die Proportionen nicht leiden
gen. enn m Pfund a Thaler kosten, so schliesst man leicht

wg, dass 1 Pfund 1—‘;’; Thaler und » Pfund ':;'f Thaler kosten.

+ altherkdmmliche Regel de tri antwortet dafegen auf die vor-
egte Frage: n Pfund kosten x Thaler, bildet die Gleichung
1=n:m und list dieselbe auf. Wenn eine so directe Methode

die erste zum Ziele fiihrt, so ist die indirecte algebraische
thode mindestens iberflissig. Dass aber die directe Methode
g ist auch in den zusammengesetzten Fillen allen Anspriichen
geniigen, kann von dem, der sie versucht hat, nicht in Zweifel
ogen werden. Den nihern Nachweis davon findet man z. B.
neinem oben erwihnten Rechenbuche.
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) Limiﬁ:ﬁ‘, und ;Lm%‘:(:,, |

worin G; und G, ein paar endliche positive Zahlen bedeuten.
Fir G; =G, heisst der unendliche Kettenbruch ein convergen-

ter, fiir Glsz ein divergenter, und man kann nur im ersten

Falle sagen, dass der Kettenbruch einen bestimmten Werth
abe, wihrend er im zweiten Falle eine symbolische Darstellung
weier Grissen ist. Jedenfalls wiire es nun interessant, entschie-
len divergente Kettenbriiche kennen zu lernen, und zugleich die
eiden Grinzen G, und Gy a priori zu bestinmen. Man kann
ierzu u. A. auf folgendem sebr einfachen Wege gelangen.

Nach einem bekannten Satze, dessen Beweis man in §. 80.
er zweiten Auflage meiner algebraischen Analysis findet, gilt
sigende Gleichung:

1 1,1 (Dm
toate—t

—_ 1
- 2
1 @ .
T ®
4 _t°+°——__(ta)’
e S
. ee ® _tm +_tm.,.-_; ]

I welcher &, ¢, y, ete. villig beliebige Zahlen bedeuten; man
leitet hierans leicht die noch etwas bequemere Formel ab:

To_ M T 4™
2 w w T Y
— 'o 2 ¢
= 71 (%)
+ T 2
ora(tty)
'o“r'"n“o*'ru_ru + 73 ()3

Tm—1 Um—TmUm —

diese Formel fiir jedes m gilt, so kann man m auch ins
dliche wachsen lassen, ohne irgend einen Irrthum besorgen
miissen; denn bezeichnet man die Summe der m ersten Glie-
der Reihe mit S, und den mten Niherungsbruch des Ketten-

es mit 'ql'—' , so ist nach No. 2) immer
»

_Pm
3) Sm - qm,



und.: hier ‘liigst sich’ die links . sﬁehende Snmme S,.. auf folge
Weise schreiben:: -

1 1
Sm=1+ 1*)‘-(1 +t3)+(0+3)—
1
=114 ),
woraus sich fiir ein ungerades m ergiebt:
e L 1,1 1
, Sz-—x‘—‘-“r(i —+ 3‘"--'-+§,7:|)’

mithin fiir unendlich wachsende »

1 1
leszn—x—]+1—' +3—
‘=1412
und diess ist nach No. 3) zugleich der Grinzwerth von ’(ﬂ
oder G,. Dagegen hat man fiir ein gerades m: ”
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1 1 1 1
San= 0+-l -9 + 3T T 9,2
. 1 1
ansz,.=-1— 3 +ee.=12

wd diess ist zugleich Lim%&::Gg. Der unendliche Ket-
tenbruch ?

2
3T
MH—
l+—| 5.3
+ =18
L

1 + ete.

ivergirt also in der Weise, dass sich seine Nihe-
ungshriiche ungerader Ordnung der Grinze 1412
nd die gerader Ordnung der Grinze |12 nihern.

Behilt man nur den Theil dea Kettenhruches bei, welcher
ach einem und demselben Gesetze fortschreitet, so wiirde fiir
en Kettenbruch

3.13
15
I+ —53
W—F5
1"‘l + etc.

?1=|22-—I und G"=T—%—l72—1 sein.

Nach demselben Verfahren lassen sich unzéhlige Kettenbriiche
biger Art entwickeln (z. B. wenn man von der Reihe i—3

I-g— etc. ausgeht); einen besondern wissenschaftlichen Werth

at dasselbe natiirlich nicht, nur hichstens in so fern, als es
mmer wiinschengwerth ist, von einer blos logischen Distinktion (ent-

rder G, = G, oder G, z G;) die empirische Realitit pachzu-
reisen.
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meine Giiltigkeit des Taylor’schen Satzes in's Licht zu setzen,
braucht man, weiter abseits liegende Fiille fiir jetzt bei Seite las-
send , nur an die allgemein bekannte Reihe

Arctangz =.’c—§x’ + -;xb - .;.1:7-[-.....

erinnern. Denn entwickelt man diese Reihe mittelst des Mac-
“laurinschen Satzes in alterer Weise ohne gehtrige Beriicksich-
tigung des Restes, so hindert in der That nichts, die Reihe als

z allgemein giiltiz anzunehmen, und dennoch zeigt eine sorg-

tige Discussion des Restes derselben, dass sie nur von 2=—1
bis x=-1 giltig ist. Solche allgemeine, auf keiner sicheren
Basis ruhende, und vor dem Richterstuhle strenger Wissenschaft-
fichkeit: jetzt nicht mehr Stich haltende Ausspriiche, wie wir aut
8. 25. d'Les genannten Buchs finden, sind daher namentlich fiir- mit
den Fortschritten der Wissenschaft nur noch wenig vertraute An-
finger hichst gefiibrlich, und sollten deshalb, namentlich in fiir An-
ﬁngder bestimmten Biichern, sorgfiltigst und giinzlich vermieden
werden. .

Die im Obigen mehr erwiihnten, insbesondere fiir die Astro-
somie sehr wichtizen Reihen will ich nuo im Folgenden mittelst
‘de8 Maclaurin’schen Satzes in villiger Strenge, auf eine den neu-
'tren Ansprichen der Wissenschaft gehirig genigende Weise zu
ebtwickeln suchen, und beabsichtige dadurch zugleich einige na-
kentlich fiir Anfiinger in der Differentialrechnung lehrreiche Bei-
‘iele der strengen Anwendung des Restes der Maclaurin'schen

he zu liefern, ausserdem aber dem strengen Vortrage der Leh-
‘ren der Astronomie einigermassen firderlich zu werden, indem
kh die Bemerkung nicht unterdriicken kann, dass man sich
"a dieser herrlichen Wissenschaft bei den in derselben
i!uﬁ&’ vorkommenden Reihenentwickelungen immer noch gerade
am Wenigsten mit den neueren strengeren Methoden zu befassen
wd dieselben zu kennen scheint. Bevor ich aber zu den in Rede
stehenden Entwickelungen selbst ibergehe, halte ich es in die-
sem Falle fiir nithig, die verschiedenen- Formen, unter denen
‘man jetzt das Maclaurin’sche Theorem darzustellen pflegt, im
Nachstehenden anzugeben, indem ich wegen der Beweise mir auf
‘meinen Leitfaden fiir den ersten Unterricht in der ho-
hern Analysis. Leipzig. 1838. zn verweisen erlaube. Man
kaun pEmlich das Maclaurin’sche Theorem auf die folgenden ver-
‘schiedenen Arten ausdriicken:

I. Wenn die Functionen
), F@), '@, @), - ")
yon =0 bis 2=z simmtlich stetig sind, und ¢ eine

awisse positive die Einheit nicht iibersteigende
rdsse bezeichnet; so ist immer
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1 f
=10+ §1() +51"® + T33O+ oy MO

e

+

II. Wenn die Fanction f(z) nebst ihren s immtli-
chen Differentialquotienten von 2=0 bis 2=z steti
ist, und, indem ¢ eine gewisse positive die Einhei
nicht ibersteigende Grisse bezeichnet, die Grésse

l.‘fn ™ (9‘?)

sich, wenn n wichst, der Null immer mehr und mehr /
nihert, und derselbe beliebig nahe gebracht werden {
kann, wenn man nur n gross genug annimmt; so ist
immer

3
F@=O+E O+ 5 O+ S5O .o

IIl. Wenn die Function f(z) nebst ihren simmtli- ;
chen Differentialquotienten von =0 bis =2z stetig |
ist, und, indem ¢ eine gewisse positive die Einheit 2
nicht ibersteigende Grisse bezeichnet, der absolute ~
Werth von fi"(ex), wie weit man auch n wachsen las- =
sen mag, doch niemals eine gewisse bestimmte end-

liche positive Grisse iibersteigt; so ist immer
d IO x2 IO x3 "
f@=10O+70) + 15 MO+ 53/"O0) +...

IV. Weunn die Function f(x) nebst ihren sdmmtli-
chen Differentialquotienten von 2=0 bis x=a stetig
ist, und, indem o eine gewisse positive die Einheit
nicht iibersteigende Grisse bezeichnet, die Grisse

1—o)n—1zn
s 1)

sich, wenn n wichst, der Null immer mehr und mehr
nihert, und derselben beliebig nahe gebracht werden
kann, wenn man nur » gross genug nimmt; so ist
immer

3
f@=10+7 o+ f—; ) 419370 +
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“'Welehen dieser vier Siitze man bei Entwickelungen der Functi-
onen in Reihen am Zweckmiissigsten in Anwendung zu bringen
hat, muss in jedem einzelnen Falle besonders beurtheilt werden.

Hiernach wollen wir nun zu dem eigentlichen Gegeunstande
dieser Abhandlung iibergehen, und bemerken nur noch, dass man
die im Folgenden enfwickelten Resultate wenigstens theilweise
allerdings auch noch auf anderem Wege in villiger Strenge erhal-
ten kann, wie aus unserer Abhandlung Thl. VIII. Nr. XXV,
diber dus allgemeine Binomialtheorem zu ersehen ist; aber die An-
wendung des Restes der Maclaurin’schen Reihe zu zeigen, indem
besonders auch astronomischen Schriftstellern die Anwendung des
Maclaurin’schen Satzes, wenigstens in ilterer Weise, sehr geliiu-
fig zu sein, und in dieser Wissenschaft sich hesonderen Beilalls
su erfreuen scheint, war mit ein Hauptzweck der vorliegenden
Abbandlung, aus welchem Gesichtspunkte man daher dieselbe
bauptsiichlich zu beurtheilen haben, und dies zu thun gewiss auch
gern geneigt sein wird.

§. 2
Zuerst wollen wir uns die Aufgabe stellen, weun

asina
) tangy =1 cose

ist, den Bogén y in eine nach den mit positiven ganzen Expo-
senten behafteten Potenzen von z fortschreitende Reihe zu ent-
wickelp, wollen jedoch bei der allgemeinen Entwickelung der Diffe-
rentialquotienten des Bogens y nach der veriinderlichen Grisse @
die allgemeinere Gleichung ’

a Fhasina
a’' 4 b'zcosa

2) taugy =

betrachten, von der die Gleichung 1) ein besonderer Fall ist.
Setzt man
3) bsina=rsing, bO‘cose=rcosu;

erhilt man zur Bestimmung der Griéssen r und g die bekann-
®n Gleichungen:

4) r=V1%sine? + b2cosa®
d

’

s » b
=- . SU = — COS, u = - tangew.
) sinp =g sine,  cosp=_cose, tang 7 tang

heil XVIIIL 29



SuNp—y)

a’sing — acosy) co
a’'+frzcosp = ( :in(p, —y’;) Y,

also
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(a+rxsinp)? + (a' 4 racosp)? = Q—ls:!il;‘”(;_f;;’:—@—’ .

Nach 6) ist nun

(a+4rzsing)? + (a’'4racosy)? '
(@' + rzcosp)® ~ ’

also wegen der unmittelbar vorhergehenden Gleichung:

secy®=14 tangy?=

cosy® sin(p—y)?
(a’ 4 racosp)?™ (a'sinp—acosp)?’

folglich nach dem Obigen:

n W _reine—y?

8z~ a'sinp — acosp
Also ist

8) (a'sinp—acosp) %‘:!c =rsin(u—yg)2,
folglich durch fernere Differentiation:

. . o
(a’sing — acosp) g% = — rsin(p— y)cos(p — y) 51 s

i., wenn man fiir den ersten Differentialquotienten von y sei
obigen Werth einfiihrt:

(a’siop — acosp)ﬁg—;% = — 2r%sin(u—yg)3cos(u—y),

9 (d'sinp— acosy)’(%'! =— Lrsin(u—y)%sin2(u—y) .
Differentiirt man nun wieder, so erhilt man:
(e'sing — acosp)? g—;y, = 12r%sin(u—gy)cos(u—y)sin2(u—y) gg
" +1.2r%sin(is — y)%c0s2(n — y)g—z
=1.3sin(u—y) sin2(u—g)cos(u—y) + conp—y)sin(u—3) | o2

13in(p—g)sind(u—gy) 52 ,

20%



12) (a'sinp —acosy)" 5 .1:5— 1.2.3.4r%in(u—y)%sind(u—g). . g

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, unterliegt keing
- Zweifel, und es ist also:
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. o . .
rsinu—acosu)! 5% = rsin(u—y)sinl(u—y),

i 2y _ 3 25 ,
Usinp— acosp) = 1.r2%in(u—y)?sin2(p—y) ,
‘oi 0% . . '

sinu—acosy)? 5= 1.2r%in(u—y)3sind(u—y),
z‘éinp—aoosp)‘%% =—12.3rin(p—y)Isind(p—y),
s 9% . .

'sinu— acosp)® 5ab= 1.2.3.4r%in(p—y)3sinb(n—y) ,

¥ sinp«acosy)‘%: —1.2.3.4.5r8sin(u—y)%inb(p—y) ,
u. 8. w.
Hieraﬁs ergiebt sich, dass, wenn

B) y=f(2)
esetzt wird,

(o . TEID(p—g)sinl (w—y)
1) fla)= (a’sinp—acosp)t ’

ad fir jedes die Einheit dbersteigende n
|

; W) e 1 1:23.(n—D)r"sin(u—y)"sinn(u—y)
f‘) feXz)=(=1p=. (a’sinp—acosy)*

~ Von jetzt an wollen wir den durch die Gleichung 2) bestimm-
Bogen y immer zwischen —%u_: und + %m nehmen.

Fir x=0 ist nach 2)
'tangy =-:7,
y= Al’ctﬂﬂg%’

setzen wir pun, indem wir u zwischen — % n und + 57
ten,



™ O0)=(=*1123.(r=1) (%; cosu)"sinn(u—u).

Bezeichnen wir den Werth, welchen y—/f(x) erhilt, we
indem ¢ wie gewihnlich eine gewisse positive die Einheit ni
iibersteigende Grisse bezeichnet, ¢z fir x gesetzt wird, du
V;soist na,ch dem Gbigeni‘.; P st U i e H -

128..:.(n—1)r*din{p—o) sinn(s—0)
(« sing.—qcosp)".

[N FEPE SR O SR

i

o (ez)=(—1)*1.
oder

12.3..(n—1)rcosursin(p—v)tsinn(u—v)
a'mgin(p—u)* ’

f® (ez)=(—D)-".

Folglich ist

xn _ _, (rzcosusin(u —v)) * sinn(u—v)
1. nﬂ"l(ex)_.(--l)"('.’ a'sin(u—u) ’ n ’

“itze §. 1. 1. ergieht sich daher, immer unter
dass
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a+basina

tangy = a’'+ b'zcosa

is, und der Bogen y, so wie auch der Bogen u, zwischen
—g% und +§n genommen wird, die Gleichung:

1 y=u oS0l &
rlcosu?sin2(p—u) 2
- a? )
rcosu’sind(p—u) 28
a’® 3
_rcomtsind(u—u) z*
a4 ‘4

a. S. w.

— r—lcosun—lgio(n— 1) (u—u) a1
+ ("'l) " a'n—1 ° n—1

o1 (racosusin(p—o)) * sinn(p—ov)
+=D l‘l a'sin(u—u) ) n )

Far

tangy= zsing
8Y =T rcosa

a=0, a=1; b=1, bo'=-—L.
Allo ist in diesem Falle

r=V b2sina? + H'2cosa®=1.

Weil ferner

. b . .
sinp =" sine=sine, cosp = - cose=—cosc

fst, so ist offenbar
p=mw—a

'z setzen; und da

u==Arctang g—,—: ArctangO



TENENT
ist, so ist die Grosse 1— gzcosa oﬂ'enbar pos;tlv' cosp ist au
positiv, weil » nach dem Oblgen zw1schen ;Qn und + 3% lieg
also ist B I EEIDEL R

» 1—ozcose o
V (ezsine)® + (I — gz cosa)®

CNSY =

folglich
cosp 1
1—pacosa ™ 4/ (exsine)? ¢ (1—eozcosa)? ’

(e4v) | sinn(etv)

ina oome -
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der Reihe 18) kam daher auf den folgenden Ausdruck gebracht
werden:
x iﬂ sinn(a4v)

3 v (ozsine)? } (1 — pzcosa)? n

Nach §. 1. 1V. kann man aber diesen Rest, wie leicht aus dem
Vorhergehenden erhellen wird, auch auf folgende Art ausdriicken:

f (1—e)z -t zsinn(e4v)
1V (ozsine)® + (1 —ezcosa)® = A (ozsine)? + (1— gzcosa)?’

Ist nun zcose negativ, so erhellet aus der Form

) z | " sinn(etv)
% (ozsine)? 4 (1 — gzcosa)?) ) n

des Restes auf der Stelle, dass derselbe unter den gemachten
Voraussetzungen sich der Null bis zu jedem beliehigen Grade
nihert, wenn man n in’s Unendliche wachsen lisst.

Ist dagegen zcose positiv, so ist

ozcose _ o,

Al

also
1— o.tcosoc§ 1—op;

und da nun offenbar

V (oxsine)®+ (I—oacosa)® =1— o cosa

>

ist, so ist

V (exsine)24() —gxcosa)”f 1—o,
also, weil

—1<x<+1

iet, die Gosse

v . (oxsin)? 4 (1 —ezcosa)?

grosser als der absolute Werth von (1 —g)z, wobei man zu be-
ahten hat, dass die Grisse

V (ozsine)® - (1—oxcosa)?
siemals verschwinden kann, weil, wenn dies der Fall wire,
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W= (pxsina)? + (1—ozxcosa)?

entspricht. Da der absolute Werth von w=gz unter den ge-
machten Voraussetzungen immer kleiner als die Einheit ist, so ist
die Gleichung w=—cosa nur statthaft, wenn nicht cose= 41, also
nicht sina=0 ist, so dass also, wenigstens wenn nicht sine=0
ist, der kleinste Werth des Nenners

 (ozsina)®+ (I—g.rcosc)?

des Bruchs

zsinn(a+v) *
Y (ezsina)? + (1 — ezcosx)?
der nickt verschwindende absolute Werth von sine ist. Hieraus

sieht man nun, wenigstens wenn man fiir's Erste den Fall sina=0
ausschliesst, dass der Rest

(1—o)x 4 3 ﬂ;l. zsinn(e+ v)
¥ (exsine)24(1—pzcosa)®| ¥ (exsina)? + (1 — gzcosa)?

sich der Null bis zu jedem beliebigen Grade niihert, ‘wenn man
n in’s Unendliche wachsen lasst.

Wenn also

—1<z<+1

ist, und der Fall sine—=0 fiir's Erste ausgeschlossen wird, so
nihert sich der Rest der Reihe 18) immer der Null bis zu jedem
beliebigen Grade, wenn n in’s Unendliche wichst. Daher ist in
einer hinreichend bekannten Bezeichnung:

—1<z <+

Dass aber diese Gleichung auch fiir sine=_0 gilt, erhellet auf der
Stelle, weil- wegen der Gleichung

tansy= asina
A08Y = 1—zcosa

der Bogen y verschwindet, wenn sine=0 ist, ein Resultat, was
sich fiir sine==0 auch aus der Gleichung 19) ergiebt, da, wenn
sine verschwindet, auch die Sinus der simmtlichen Vielfachen
von ¢ verschwinden.



und

25) sina"%‘—'f—.: 1.2.3.. m—Dsin(e-fy) sinn(ety) .

Nun ist nach 20)
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__usiny _ 1—ucosy
T sine T cosa

’

also, wie man bieraus leicht findet:

sina
9 _——
26) u"“'sin(a—l—y)’
wo wir immer annehmen kinnen, dass y mittelst der Gleichungen
. asine ! 1—zcosa ¢ ____asina
siny — PR Cosy — _—‘u ’ angy=— 1—zcosc ’

wo u den Werth 22) oder 23) hat, so bestimmt sei, dass u po-
sitiv ist, weil man in den folgenden Fillen:

zsine positiv, 1 —azcose positiv;
sina positiv, 1 — zcosa negativ;
‘wsine negativ,  1—azcose positiv;
zsine negativ, 1—azcose negativ

respeclive y nur so zu nehmen braucht, dass

1
0<y<‘jﬂ,
1
5u<y<m,
0> !
- 3/>—§75,

— ; aDY>—n
ist.
Dies vorausgesetzt , ist nun
u_ o u_ 1
0x ~ Ou 0z u Oz’
Aber nach 26)

%:: — sinesin (a+9)—zcos(u +y) gﬁ- s

4. &. nach 24)

0
-a-%=~coS(a+y),



sina?z—5 = 12sin(a+g)%sin2(a+y) ;Y
— 1.2sin(e+y)cos(a+y)cos2(e+y) g{ ,
d. i. nach 24):
,sinu‘g% = -1.2sin(aﬂ)'tcos(aﬂ)cos2(a+y) —sin(e4y)sin2(e+y
folglich
30) sina8%%= — 1. 2sin(c+4 y)%o0s3(¢+ 9) .

- Die fernere Differentiation giebt:

sina’%: 1.2.3sin(e45)3%in3(e + y) g%l:

- l2-38iﬂ(¢+!/)2008(a+y)cos3(a-l-y)g% ,
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. i. nach 24):

olu
sina? e

=—1.2.3sin(e+y)* cos(e + y)cosd(a+y)—sin(a+y)sind(a+y)}, *
iglich

31) sinet 24 7 = —1.2.3sin(e 4 y)2cosd(e + y).

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, erhellet hier schon
it volliger Deutlichkeit, und es ist also:

sina glju =—sin(a + y)cos(a +9),
<o 0%y Lei 2
sine? 33 = — Lsin(e 4 y)2cos2(a+ y) ,
5 0%lu
sina Fres =—1.2sin(e+ y)%co0s3(a+y),

sina? %“ - 1.2.3sin(e: 4 y)%cosd(a + v),

u. 8. w,

sina"g—-:% =—1.2.3...(n—1)sin(a+4y)?cosn(a+y),

u. 8. Ww.
Fiir
. 32) flr)y=lu
bt ~
3) @)= 8____.__‘“‘“+2;zs<«+w
fir n>1: "
Uy forg)=—123 (‘n—l)SI:l(::;y)ﬂcosn(uﬂ)

- Fir =0 ist 1—zcose=I] und folghch positiv; also ist y=0
=0, und folglich

f0)=0, [Y0)=—cosa.
n>1 ist



wie in § 2. Dasselbe von dem dortigen Reste

gxsin(a +7)) " sinn(e+ )
sine  ( n

was wir daher hier nicht wiederholen wollen, und fiiglich d
Leser iiberlassen kinnen.

Also ist

36) lu = W (zsine)?F (I—zcose)2=I14"1 —Qxcosq-l-x“

x z? x8 x
=—=cosle — 5 cos2a0 — = cos3a — - cosda—.....
T cosle— gcos 3 4 °os

. {—1<z<+ 1.
+ Waili nach -dem Obigen

asina

tangy = I<zcosa:

ist, so ist nach dem vorhergeﬁenden Paragraphen:



41
i7) yzif-sinlu + %zsinﬂu + %isinlia + ?simia-l—
{(—1<z< 41}

wodurch man jedoch nur den zwischen —%m und +% n -liegen-
den Werth von y erhilt, welcher der Gleichung

asine
J—acosa

tangr =

geniigt. Hieraus aber in allen Fillen den wahren Werth von y
abzuleiten, welchem ein positiver Werth von u entspricht, hat
nach den im Obigen fiir die Bestimmung von y gegebenen Re-
geln nicht die geringste Schwierigkeit, und bedarf hier keiner
weiteren Erliuterung.
Auf diese Art sind nun die beiden Gleichungen
xsine=usiny,
1 —zcosa =ucosy

fiir —1<2 < +1 vollstindig durch Reihen aufgelist.

§ 4
Hat man die Gleichung
1 1
38) tang gy =atangy «,

so sefze man

ﬁ! sin
30 tawgu=-2EL -
l-—;—i—l cosa
dann ist, weil
1
1 tamg:2 o § tangu
tang(:z atu)=

3

L 1—tang % ctangu

_ist, wie man leicht findet:
i Band XVINL, 30
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. 0
cotazg—a—"ia;2 =~ 2cosysiny %

=~ 2tangacosy’siny -
=-—{langacosy?sin2y,

so
43) cota’g—iy = — Lcosy?sin2y.

ieraus ergiebt sich ferner:
0% - 9
cotaf%%: - l.2cosy%os?y§£

+ 1.2cosysinysin2y gg

= — 1.2tangacosy®(cosycos2y—sinysin2y) .
= —1.2tangacosy’cos3y,

Iglich
4 cotu‘—l = — 1.2cosy®cos3y .

ifferentiirt man von Neuem so erhilt man:
eota’%: 1 2.3cosy‘smdy ai/

+ 1.2.3cosy2sinycos3y 5% |

=1.23tangacosy?(cosysindy + smycos3y)
= 1.2.3tangacosy?sindy,

lglich
3y
45) cotet 52 =12. 3cosy48m4y

ben so ergiebt sich ferner

cota‘%%: - 12.3.4cosycosdy gz

— 1.2.3.4cosy’sinysindy %
= 1.2.3.4tangacosy’(cosycosdy—sinysindy)

=1.2.3.4tangacosy®cosby,
: sor



-

eota2n 1 aszi: (=D=.1 ._2.3....2ncosy"+‘cos(2n + 1y,

o u s w.

N .

§. 5.
Sei jetzt ~~.;;:_. 3‘\.,.., o
48) tangy—tanga + =z,
so ist
otangy . dtangy dy 0y
dx 1T Oy oz Y 8’

“ 49) 'g‘%\:éosycosy.
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‘glich ist

g%% = — 2cosysiny 81 = 2cosy®siny
= —1.cosy?sin2y,

%’; =— l.2cosy’c032yg;—:

+ ’l.2cosysin1/sin2vg‘l',,t

= — 1.2cosy¥(cosycos2y — sinysin2y)
=—1.2cos¥3cos3y,

1.2.3cosy3sindy gg-

§lE
I

+ 1.2.3cosy2sinycos3y %

= 1.2.3cosy¥(cosysindy 4 sinycos3y)
=1.2.3cos¥4sindy,

2, ay
55—’;: ].2.3.4cosy4co§4y5; '

— 1.2.3.4cosy3sinysindy g—;

=1.2.3.4cosy%(cosycosdy — sinysindy)
=1.2.3.4cosy5cosby,

u. 8. Ww.

zen wir also
50) y=F@),
ist ,
51)

f (@)= cosycosy,

1" ()= — L.cosy3sin2y,

[ (x)=—12cosy3cos3y,

Y (x)= 123cosyisindy,

V(@)= 123.4cosyscosby,

u. 8. W.



2
x .
¢ — g cosasin2e

3

—%- cosa3cosda
4

+ '% coscdsinda

o
+ 5 cosadcosde

........

Eine #hnliche Reihe kann man fiir

83) coty=cotatz

entwickeln, was wir dem Leser auszufiihren tiberlassen.

man aber die vorstehende Gleichung unter der Form

tang ( % u-—y):tang(% w—ea)tx

St
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dar, 80 ergiebt sich die gesuchte Reihe unmittelbar aus 52), in-
dem man pimlich auf diese Weise, immer unter der Voraus-
setzung, dass der absolute Werth von 2 nicht grisser als die
Einbeit ist, leicht erhilt:

) y=oa— %sinasina
2
+ ';— sine2sin2e
3
—_ % sine?®sindo
a‘
+ T sinadsinda

5
- ‘% sineSsinbe

Weil die Reihe
1, =, 23, 2%, 2%, 25, ...

—I<z<+1
kkanntlich convergirt, so convergirt unter derselben Voraus-
wtzuog fiir jedes @ auch die Reihe
1, zcosw, zx2cos2w, 23c083w, ...
ud bat daher eine gewisse Summe, welche wir durch f(w) be-
sichnen, also
f(0) =1+ zcosw + 22cos2m + 2%cos3w + ........
{(—1<z<+1)}

wollen. Daher ‘ist nach einem bekanntenSatze der Integral-
peng*), immer unter’ der Voraussetzung, dass

%) M. o meine Elemente der Differential- und Integral-
chaung., Thi. IL Leipzig. 1837, §. 8. Dieser Satz, welcher
i sciner gressen wissenschaftlichen Bedeutung dem Taylor-



{=1<z<+1}
wenn nur die Bedingung

—1<z< +1

erfillt ist, fiir jedes wvgilt, so dass also auch nach unserem (
Sutze die Gleichung

fw,(w)aw = f a',aw.'.z f é’comaw + _,:L.:/' ® cos2wiw
[ ‘ [4 [ ]
+z:/ é‘copwaw-i-z:/wcquwaw

] [

+oeiiiii

. . . e
fir jedes w gilt, d. h. die Integration zwischen den Griinzen 0
fir jedes w verstattet ist, wenn nur die Bedingung

—1<z<+1

erfiillt ist. Dass auch’ die in allen solchen Fallen nie bei -Seite 1
zende Bedingung der Stetigkeit aller vorkommenden Grdssen zw
den betreffenden Grinzen erfillt sein muss, versteht sich von sell
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JGKW)am;fwam +szcosm8w+zszcosgwaw

+ a3 f wcos3m8w + a2 f wcos4w8w

d. i

f ° ()00 =0 + :-a:sinw +%-z’sin2m + :-l;xasin?m +..
() :

Nach 19) ist aber, wenn wir

xsinw
Arctang T—zconm

zgwischen —%ﬂ: und +;1¢ nehmen:

asinw

Arctang 1—2cosw

= % zsinw ;z’sin2m+ :!;.z’sin3w +..
.E‘Alao ist nach dem Vorhergehenden:

« zsinﬁo
[ flo)do= -l-Arctang-l—__m .

' Differentiirt man nun auf beiden Seiten nach o, so erhiilt man:

xsino

0
f@)=1+ 5, Arctang 7= s

’Fllittelst leichter Rechnung erhilt man aber

xsinw xcosm — 22
—3 .
—zcosw  1-—2zcosw 4 22

5 ,
3% Arctang 1

. Also ist nach dem Vorhergehenden, wie man leicht findet:

1—2coso
f(w)= 1—2zcoso+ 22 ’

! und weil oun
' " f(w) = 14zcosm + 22cos2m+ 2%cos3w + ...
ooy {=1<z<+1}

« 3st, so ist



zsinw, 2%in2w, z%indw, a%sindw, ..

und hat daher eine gewisse Summe, die wir durch f{w) bezei
nen, also

fo)= zbinm+.i’sin2w + 23sin3 0 4 24sind 0 4 .....
{(—1<2<+1}

setzen wollen. Also ist nach dem im vorhergehenden Parag
phen angewandten Satze aus der Integralrechnung, immer un
der Voraussetzung, dass . R

—1<x<+1

ist und o einen beliebigen Bogen bezeichnet:

f © f(») 0= :: f wsinaoaw -l-z’;/‘ wsin2w8m
o [}

0
+23 f “sin3wdn +a:‘fwsin4m6w
0 0

+
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[ f(®)0w

1 aCO8M — ‘-1 x2c0820 — %x'cos!iw—-% Zicosdr — ...

d. i

-l-ia: —l-%a:’ +:-:.1:’ +ix‘ F oenee
Nach 33) ist aber

1 ¥V 1I—2zcosw + a?
—_1 1 4 s2 1, s3 134 sd
— j zcose — ;5 a%cos20 — 3 zicosdm — ; ricosdo — ...,

und, wenn man w=0 setzt:
W{I—z22=1(1—=2)
—-i—a:— z’—%z’—-}w“ — ..
Also ist
f * )=V T—Yzcosw T 22 — I(1 —2),

)

l—x
f [(w)aw_ - A 1—2zcos0 1 l—‘).'ccosw-l-a:’

folglich, wenn man auf beiden Seiten nach w differentiirt:

-

a 1—2z
flm)=- 3“’ L% l—%cosw-l-z’

Weil nun aber, wie man leicht findet:

8 l—z xsinw
V'l__.m + z2  1—2zcosw + z®

i, so ist

asinn

T—2zcoso Y22 — =fw),
dse nach dem Obigen:
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XXXTT.

Abriss einies Beweises fiir den soge-
nannten elften Euklidischen
- Girundsatz.

"Von dem

Stndirenden der Theologie Herrn H. Th. Hérlych

aus Schleswig-Holstein zu Bonn.

Alle diejenigen Erklirungen, Lehrsitze, Aufgaben u. s. w.,
e wnabhiingig sind von dem sogenannten 11. Axiom des Euklid
©d in den meisten Ausgaben der Planimetrie schon vor diesem
rgestellt werden, setzen wir hier als vollkommen begriindet
wans, indem es uns hier allein darauf ankommt, die Entbehr-
keit dieses sogenannten Gruudsatzes nachzuweisen, ohne uns
wf die allgemeinere Frage einzulassen, ob Grundsitze iiberhaupt
nlissig und unentbebrlich sind in der Mathematik.

Erster Satz
ill!‘.l einem Dreieck ist die Summe der Winkel nicht

Beweis. In dem Dreieck ABC (Taf.X. Fig. 2.) sei
BC> AC> AB
folglich
LBAC> LABC> LACB;

la Construction und Beweis fiir die beiden andern maglichen
, dass zwei oder drei Seiten und folglich auch zwei oder alle



dsel Wiskel gleich sind, S
selbst ergebenden Verlinder
'ﬁﬂ, d‘“ - .

' ZBACHZABC+ZLBCAIR

‘ist. Zu dem Ende halbire man AB in J, zieche
diese bis DJ=CJ ist ypd ziche DA, in dem so
ﬁEDAC halbire AC in ‘ C,

E=DK, Im man
siehe LE, , ) .
wvon den beiden

in
und :
der
"L.
' sollen
verschiedenen W 8w,
der beiden,nbﬁggn o 4
A'=A4 LABC, ‘ Caw

At Z=A4Z=A"4Z" v 5. w. =S,
Z'=Z—4LABC, 2'=7Z'—4DCA u. 5. w.
Nach der Annahme ist : ‘
' LABC> LACB, .
und aus der Construction folgt:
LDCA> LCDA u. s. w.;
Z>2Z', Z'>2Z", Z'>2Z" wu. 8. w.;-
Z>S2Z'S>AZ'> 8Z" u. s. w.;

) |
242, 2<%, Z'<ZL, ZU< 7, u. s

Es ist hieraus klar, dass Z durch lange genug
Construction kleiner gemacht werden kann als jede bestimmt
gebene Winkelgrisse. Wirenun S'etwa um x grisser als 2R, so
man die Construction so lange fort, bis 2> Z( ist; daoun
=S ist, so wire
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A® 4 Z® =2R+z,
AW=2R + (z—2Z™),
Ar>2R;

la doch A als Winkel elnes Dreiecks immer <2R ist. Also ist
§nicht > 2R, w. z. b. w.- .

Folgerunge.n.

1. Der. Aussenwinkel ist nicht kleiner als die Summe der
beiden inneren ihm gegeniiberstehenden Winkel eines Dreiecks.

2. Zwei Winkel eines Dreieckes sind zusammen <2R.
3. Die Summe der Winkel eines Viereckes ist nicht S4R.

4. Zwei gerade Linien in einer Ebene, die von einer dritten
w0 geschnitten werden, dass die Summe zweier innerer Winkel
w einer Seite =2R ist, schoeiden sich nach heiden Seiten hin

rerlingert nie. "

Zweiter Satz.

Sind drei gerade Linien in einer Ebene gegehen,
lie sich nie schneiden, so schneidet die mittlere jede
sinie, welche man sich gezogen denkt zwischen zwei
reliebigen Punkten der beiden Zussern.

Beweis. Wenn ich zwei gerade Linien AB und CD (Taf. X.
Tig.3.) habe, die sich nie schneiden, so istklar, dass eine dritte EF,
lie keine von beiden schneidet, entweder zwischen diesenbeiden lie-
'en muss oder ausserhalb und zwar entweder nach der Seite von
2D bin: dann ist CD die mittlere; oder nach der Seite von AB
in: dann ist AB die mittlere; auf jeden Fall also liegt unter
Irei sich nie schneidenden Geraden in einer Ebene, eine von
hpen zwischen den beiden andern; in unserm Falle sei EF die
sittlere zwischen AB und CD. Von einem beliebigen Punkte L
a AB ziehe man nach einem beliebigen Punkte K in CD eine
terade KL, dann soll bewiesen wetden, dass EF die KL schuneidet.

Von einem beliehigen Punkte O in EF ziehe man nach den
‘unkten H in AB und G in CD gerade Linien, wo H und G allerdings
eliebig angenomimen sein sollen, aber so, dass sie auf derselben
leite von KL liegen wie O. Da nun OH gunz auf einer Seite
on EF liegt, weil zwei Gerade sich nur einmal schueiden kin-
en, und ebenso OG, so folgt, weil H und G nach der Voraus-
etzang. auf verschiedenen Seiten von EF liegen, dass auch die
Linien OH und OG auf verschiedenen Seiten von EF liegen.
Burch diese Construction erhalten wir also das geschlossene Finfeck

Theil XVIIL 31
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.

XXXIIT.

Ueber eine Aufgabe in der Kreis-
theilung.
) Yon
Herrn Doctor F. Arndt,

Lehrer an der Realschule zu Stralsund.

Gauss zeigt in der siebenten Section der Disq. Arithm,
fass fiir jede positive ungerade Primzahl n das Polynom

AX=4(zr=14 22 4. F 22424 1)
ich auf die- Form
' YY —n(—=1)ji—) ZZ
xingen lisst, wo Y .und Z ganze Funktionen vomn z vom

fn—
!i_i_)ten Grade sind. Die Kreistheilung selbst liefert nur eine

Zerlegung; wir wollen hier untersuchen, ob diese Zer-
legung auf mehrere Arten gemacht werden kann?

Eisenstein sagt, dass die Beantwortung dieser Frage wich-
{gsei fiir den Beweis des Fermat’schen Satzes, von welchem
Euler und Dirichlet specielle Fille behandelt haben. (Crelle
Journal. Band 27. p. 88).

Die Kreistheilung geht bei dieser Zerlegung von den Wer-
fhen der beiden Perioden

p=2rR, p'=2rN




X' — X" =(am—1 4 Byr™3+...+ Bm) (p' —p);
wo ' | |
Ar=a)+ by =2%—Br—Ca,
a)—b), o

ﬂ"*P = @1 —Ba

B) =

ist. Nun ist P .
4X=4X'X"=(X'4+ X")? - (X'— X")2,
folglich

4X=YY—ncZZ,

wo

V =2zgm+} am—14 dpam—24 ...+ Am,
= gm—14 Bygm—2 4 .....+ Bm
1 umgekehrt
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Y=Apz™ 4 A, 2™ | ... A,
Z= Bozm’*' Bzxm-l"' 0000+B’] ’

AX=YY—neZZ, m—_—_-l-z n=1), e=(—I)m;

wo die Coeflicienten in ¥, Z ganze Zablen sein sollen. Die
Meltiplication zeigt zunichst, dass

] .. i (4p2—enBy%)=1

ist. Es ergiebt sich ferner

Y Z Y Z
X=(-2— + 3 Ven) (f_ g Vm) ,
2] ... X=(a@™tazm=2+ ...t am)><@™+ 6,214 ..t bm)
wo

_&tBive 4 Ben
R=AtB,yen’ " =4,—Byye’

sder

a1 =3 (Aodi—nBoB) + § (4o Bi—Bod)Y en=rrtgi¥/on,
VR

b= i(AoA;.—mBo B)— :!t (4o Bi—ByA) v en=fr—given;

[4] Ai=Aifr+enBogr, Bi=Augi+ Bofa.
Bie Wurzelo der Gleichung

z"‘-l- a,a:’"“ + osse + am=0

#d nach [2] Wurzeln der Gleichung X=0, Iassen sich_ also
Potenzen einer beliebigen Wurzel » der Gleichung X=0

cken; man bezeichne diese Wurzeln mit 76, ré, ... *m und
@f ihnliche Weise bezeichne man die Wurzeln der Gleichung

am 4 byam=14 ...+ bn=0
it %, %, ..... 7™, und setze
P=rhprbt .t

P=ri ... 42"



oder : '
[6] <. P— P £2,p F21p'=0.

Setzen P, p, p, x:
r und bezei n a:pmn!: P,

Pas P's 80

fir 2=r ([6]), ist folglich durch & — theilbar, ehenso wic
folglich muss das grisste gemeinschaftliche Maass von @z un
eine Funktion von z sein, die hichstens vom (n—2)ten Grade
wird, da gz durch -z theilbar ist, und X fiir 2=0 nichtverschwii

Dieses griisste gemeinschaftliche Maass hat nun nothwe
sndinnale Coafficionton,  wie sich aus der gewihnlichen Metl
rgiebt, folglich ist X durch eine algebrai

em Grade als X selbst mit rationalen Cc

'8 .ist aber nicht miglich, ausser went



465

e
dentisch der Null gleich ist. (Gauss Disq. Arith. Sect.
/Il art. 341.). Da aber die pimliche Potenz von z nicht zu-
fdeich in pz, p’s als Glied vorkommt, so ist ersichtlich, dass ¢:
icht identisch — 0 sein kann, wenn nicht 29, =41, oder

h=i§ist; also ist

entweder P, — P/, +P.t-—plz oder Pz—-P’z'—'pz-!-p'z
identisch =0.

Inter der ersten Voraussetzung miissen die Glieder von P/;
immtlich Glieder der Summe P;4p: sein, aber Pz hat mit P,
ein Glied gemein, wie leicht erhellt, folglich ist P; mit pg,
be.:so Pz mit p’; identisch, also auch P mit p, P mitp’ identisch. In
er andern Voraussetzung findet man auf &bnliche Art, dass P
it p, P mit p’ identisch ist, d. h. wenn man sich X in die
actoren '

x”'-l-alz'"-’-l-....—l-am, z"'-l- blz"'-l-l-....-{—bm

2

) zerfillt denkt, dass die Coefficienten a1, ba allge-
ein unter der Form

- a=fitgwen, b=fi—eaven

'scheinen, so ist nothweddig

=(z—rh) (z—rh)...... (x—rnm)x(z—riv n)(w—rst (x—rN") s
h. man findet die durch die Kreistheilung selbst ge-
ebenene Zerlegung von X. ~

Setzt man nun

ar—ba
p-r
Y=2am4 am—14 Ag2™2 +.... + Am,
{Z =.’t""—1 + ng”'" "l' vonce + Bm;

a)+bi=Ax, =Ba;

it 4X=Y¥ —esZZ die durch die Kreistheilung gefundene
g. Aber nach [3]

1
ar+bi=2fy, ar—bi=2qven, f;,=§ Az,

_1(p—p)Ba,
9A=9 “Vemn °’

man diese Werthe von f3, ga in [4], so erhilt man,



' 4x-— Y‘Y —en2'Z"

. sein muss, wenn man

Y'=A,a™+ Aam— l+ +A,.,
=Box"'+Bx‘[z-l+....+Bm,

A2 —enBod= '

setzt, und die Coel’ﬁclenten A;., B;. sach [8] bestimmt. — 1
That folgt aus [7] in Verbindung mit [8]:

. Y.'SQAOY;': QMBozi
o .
{(Z= choYi‘EAOZ;

und hiernach findet sich»

Y —enZ'Z' =; (Ao - snB ) ( YI/ —enZZ)=4X.
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Das Endresultat unserer bisherigen Untersuchung ist also fol-
gendes:

Wenn
AX=YY—eenZZ

die durch die Kreistheilung gegebene Zerlegung des
Polynoms 4X ist, so findet man alle miglichen Zerle-
gungen dieses Polynoms, niimlich

AX=YY —eanZ'Z,

vermittelst der Formeln [Y], oder auch die Coefficien-
ten Ay, Bi der allgemeinen Zerlegung und die Coeffi-
cienten A, Bs der besondern Zerlegung (welche die
Kreistheilung giebt) mit Hiilfe der Formeln [8], in-
dem 4, B, beliebige Werthe der Gleichung

A2—eaB2 =4
bedeuten.
Die Gleichung

A2+ nB,2 =4

hat mit Ausnahme von n=3 nur die Wurzeln 4,=2, B,=0
(offenbar g;niigt es, Ay, B, als positiv zu betrachten), folglich
nach [9] ¥'=Y, Z'=+Z, daher die Zerlegung in dem Falle
=3 (mod. 4.) nur auf eine Art miglich ist. — Fiir n=3 aber
fann man 4,=2, By=0; A4,=1, By=1 setzen, und erhilt
sach [9]

.1 i, .1 1,
Y.._Q Y:FQZ, VA =5 YiQZ,
die Kreistheilung giebt ¥Y=22+1, Z=I1, folglich ¥'=ax—1,
Z'=x+41, wieHerr Eisenstein richtig bemerkt, aber auch noch
VY=x+42, Z'=a.
In dem Falle n=1 (mod. 4.), wo e=I1, geniigen der Gleichung
A2—nB2=4

wendlich viele Systeme ganzer Zahlen, weshalb die in Rede
webende Zerlegung alsdann auf unendlich viele Arten miglich ist.

In Bezug auf die Zerlegung von 4X in Y¥—enZZ mit Hiilfe
& Kreistheilung sind noch einige Bemerkungen iibrig, um die-
wn Gegenstand vollstindig zu erledigen.






469

e Gleichung, deren Wurzeln die Glieder in (f, 1) sind.
Ist nun 10 f gerade, so ist allgemein
ly(U+0)e=J,gl(n—1)y5¢ =-ig% (mod. n),
dglich kommt in der Periode (f, 1) jede Wurzel mit ihrer reci-
roken zugleich vor, also hat die vorhergehende Gleichung die-
elben Wurzeln wie die folgende:
It el gz 41=0,
aher
' @ =0, O0p=0or,, etc.

der die ersten Coefficienten sind den letzten in umgekehrter Ord-
ung gleich.

20, Ist f ungerade, so sei
(') . af +oqal—14 ... +af_lw;-l=0
ie Gleichung, deren Wurzeln die Glieder in (f, 1),
@) .. T4l 14 i 4 fr—2—1=0
ie Gleichung, deren Wurzeln die Glieder in (f, —2).

Die Waurzeln der Gleichung SQ‘) sind die reciproken Werthe
er Warzeln der Gleichung (9), also werden (9) und die folgende
leichung

&S —fr SV —...—fz—1=0
ie nimlichen Werthe haben, folglich
af—y=—H1, or—o=—F, etc

a man nun die Coefficienten § findet, wenn man in den Aus-
idcken fiir die Coefficienten o, welche bekanntlich auf die Form

A+talf, )t a (f, g) + - tadf, g5

bracht werden kinnen, iberall (f, —pu) statt (f, p) setat, so
det man die letzten Coefficienten der Gleichung (Y), wenn man
den Werthen der ersten Coefficienten die vorhergehende Sub-
itation macht, und die Zeichen veriindert.

— — l(_l—ytj)__ Yn __
ay=(= 1P, P=rS ) = Ve =,

glich ap=(— 1)f.



[11] Ay=-Amjy’ By=Bm-u;
woraus folgt, dass man nur die Coefﬁcienten
v Aﬂ, Aa, .ouo Ali(m-l) Bg, Bao [T B%(m—l)

zu béreéﬁnen braucht. .,

IlI. Der Coefficient ax |st =(—l)7~a;,, wo a dxe Summe alk
Combinatwnen der Glieder in ' .

p=rBifrB} . +rR

zur l).ten Klasse bedeutet; vollstindig entwickelt gedacht enthi
er also

setzt man nun



4R

=W+ Dap+&p',
> muss H
At Bam + am=m,

ein, da die Aggregate-p und p' je m Glieder entbalten;' folglich

2As+(n—1) (Va4 €1) =2m;, 2A2—Br—Ca=2mi—n(V1+€2),
d i
A =(~—1)"2my (mod. n),

wie Legendre zuerst bemerkt, aber, wie ich glaube, nicht streng
nachgewiesen hat. (Théorie des Nombres. Tom. IL p. 194).
Wenn Legendre aber ferner behaul)tet, dass man, um die 43 zu
bestimmen, in der vorhergehenden Congruenz statt 2m) den klein-

sten Rest dieser Zahl nach dem Modul » (unter %n liegend) set-

xen miisse, so ist dies unrichtig. Es trifit diese Behauptung frei-
lich zu bis =37, aber fir grissere Werthe von nverhilt es sich
anders, wie man aus der nachfolgenden Tabelle ersehen wird.

Man findet in dieser Tabelle die Coeflicienten a,, ag,a; ete.; Ay, Ay,
etc.; B,.Ilisotc. vonn=3l bise—=79 berechnet, wo der Zeiger nach li.
die Zahl 3 (m—1) oder ;"m nicht zu dbersteigen braucht. Die

Coefficienten b, findet man sogleich aus den Coefficienten az, in
fiesen ggmit p" verwechselnd. Legendre’s Tabelle reicht
s n=29.



Ca=%l

-2
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Uebungs=- Aufgaben.

] .‘3

.

Von dem Lehrer dor galhematik Herrn Werner zu Dresden.

Folgendes ist zu beweisen:

n - : ?—2ab.cosTp 4 62
) , ’l—l ’s . r
s VE oDtV
R 3

—(a-mrE eo-;+b)(w+2*’_ @5+ O

: n—1 \
,-f, 2 o
‘.' . e

.ju—l

(¥ a2 ab.cqs,z-%l""'?) 2

W absing N sid *

o— N

- a2V aboosy 1) 2’(Va+ W ab. co%7+v'b)

.
- ® .

V ab. sm——

o
N ’ . @ - : .
2 ¥ ab.singe—y Z dbsin2g
g- P a1 a2—2ab.cosp -} 62
(v a—2¥ ab. cosQ,,_I-Hf D e

=1

+ +- gn—1 gn on—1
o (Y a+2¥ ab.cosT +Vb)
"

woraus flir a==b=1 die bekannten Formeln

32*

>
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.
b 4 LB

sing @ o -9
3) %sm q,—-cosg co¥ . cos§ ..... cos g, 5
In 0
L3 d
1 1 1
H o P ¢ ot¢_§tg2 +4tg:' RE ettt o

orhalten werden, welche, w? man n ins Unbo‘;inzte wachsen
lisst, in die folgendgn (iber

5) ' 8!;¢__cosg. 00'8% corgg......... '

1 1 1
6) —— cottpczétgg-‘- }tg%l— gtg 2

Fetner ist zu beweisen, dass 1nnerhalb der Grenzen der Cen-
vergenz

= flue) _RO) , efiz) ﬂ‘Za:) uf3z)
n 2 sinum 2“, +]'2._——“ gl:;ﬁ"'@_” emoepeeses

n fla)_ f) 3f8n) | 3fda)
Vo i AT +W‘
75/";("26/4 who), cza_,.a)mz) N4,

9 eTT= Cg*-mfw (v—r‘L) TR

S il PO (AW ...,
e (A= @- (32— B sn) 7’

wobei in den Formeln 7) und 9) f(z) die Eigenschaft f(—x)=f(g;
und in den Formeln 8) und 1 l; f(a:) die Eigenschaft f(—z)=—f
besitzen muss. Die erste Forderdng erfiillt man, ‘wenn f(z)

—qJ(.z')-l-qJ(-—:c), und dlc zweite, wenn f(a:)_<p(.z:) @(—x) gesetzt
wir .

10)

X

-
»

— e -

1
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Zum Winkelk‘i;elx.‘

\ °
' Von dem Herausgeber.
e s 0 ’

Will man mit dem falschen Winkelkren?, dessen Winkel «
it, den Flicheninbalt ej Dreiecks ABC (Taf. X. ¥ig. 5.
bestimmen, so stelle man das Winkelkreuz in einer Seite B
Dreiecks ABC so auf, dass die eine Visirlinie in die Rich-
der Seite BC fillt, und die andere genau nach der Spitze

tet ist. Ist dann.D der Punkt der Seite BC, in welchem, um
'su bewirken, das Winkelkreuz aufgestellt werden muss, so
dass algo etwa L ADC=« ist, und bezeichnet A den Flichen-
t des Dreiecks ABCy so ist ,

[ ]

A= A4DC + AADB =4CD.ADsina + 3 BD.AD sina

¥

=3(BD4 CD).AD.sina=} BC.AD sine.
Misst 1pan also BC=a und AD=d, so ist
» ' A= %tulsina,

nach welcher Formel sich A\ berechnen lisst, wenn man BC und
AD gemessen hat und den Winkel « des Winkelkreuzes kennt.
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Die Kenntniss dieses Wipkels ist nun yven ganmbesonderer
Wichtigkeit, und um zu derselllenau gelarigén, scheint folgendes
Verfabren das zweckmiissigste zu sein. Man messe die drei 39

BC=a, CA=b, AB=c R

dew Dreiecks ABC mit aller nur miglichen Genauigkeit mit Maaw-
stiben, und eben so die Linie AD=d, wobei es zugleich dar
auf ankommt, das Dreieck ABC auf einem villig ebenen horizon.
talen Boden mnzunehmeq, Wird dann der Kiirze wegen wie ge-

wohnlich A :
a4+b6+c=2% '
Besetzt, so ist bekanntlith . . P
»
A= ¥ s(s—a) (s—b) (:-a s
] »
also nach dem Obigen
1 2 :
ia@na:—-' s(s—a) (s—b) (s—c) » ’
folglich S’ o
olgli 9 :; -
. sina=& s(s—a)(s—b)(s—c) :
od . . {

[ 1
mittelat welcher Formel sina berechpet werden kann. Stellt man
das. Winkelkreuz in den drei Seiten des Dreiecks ABC auf und :
wiederholt das obige Verfahren, so kann man sine auf drei ver-
schiedene Arten bestimmen. und nimmt dann zwischen den drei .
fir sine gefundenen, jedenfalls immer einigermassen von einander .
verschiedenen Werthen auf gewihnliche Weise das arithmetische ;
Mittel, welches man als definitiven Werth von sina betrachtet, |
wenn nicht durch noch ifter wiederholte Bestimmungen dieses
Sinus eine Aenderung des in Rede stehenden Werths bedingt-"
wird, Hat man aber auf diese Weise sina sso genau als miglich be-
stimmt, so kann man nun sine als einen constanten Factor be-
trachten, den wir durch 2u bezeichnen wollen; dann hat man zur
Berechnung des Flicheninhalts A in allen Fillen nach dem Obi-
gen die Formel

A=pad.

Ist @ wenig von 90° verschieden, so ist 2p wenig von der Ein-
heit verschieden, und setzen wir also 2u=1—2:, wo & immer
einc sebr kleine Grisse ist, so ist

A=%a¢l—-s.ad,



wo c.ad dig sehr kldive Cprregtion ist, welche voq'%ad abgezo-
g"gerdén muss, wm deén richtigen Flicheninhalt A zu erhalten.

Nagjitlich kann man mittelst der Formel
» . 2 [y »
sing— 2v @ﬁl‘.—b) (s—c)
% « * L
x: den Winkel « selbst bestimmen; nur ist dabei fmmer eine
ndere Bestimmung ndthig, ab « spitz oder stumpf ist, - was
trbeg den Sinus_picht unmittelbaxyentschieden wird; durch ein-
the praktische V.rﬁ ngsartep, die wir hier nicht zu erliuter®
eRy wird man daWiber immer leicht eine Entscheidung geben
nen. | » G.

o 9 ®

& %o&

Herr J. J. Xstragd Privatlehrer ¢der Mathematik zu Go-
hen Mrg jn Schweden, den die Leser des Archivs schon aus
hl. 3] S. 420. und Thi. XIII. S. 398. kengan, hat #ir folgen-
en h3chst einfachen Beweis‘er Bkannsen Mrmeln fiir sigzr-by)
od cos(zty) mitzutheilen dNP Ggite gebabt. '

. u .
In Qe Dreiecke ABC (Taf, X. Fig. 6.) ziehe mane BD
auf AC,gCE senkrecht auf A%, EG senkrecht auf
D, senkrecht auf AC; so ist .

"~

¢ o - .
Y (A4 B)::-'.dr%':%: %E-E - i
. @
__EB.sinA+EC.cos4
- BC

¥ __ BC.cjaBsinA+ BC.sinBcosA
- : BC

=..:- sindcosB+ cosAsinB,



. Dru.d%'ehler ,=

s. 4. z%s setze mamTal, X. g1 statt'mxn

v S. 41 Z.5. setze mais ’tan’rstatt tang z.
. . PR Y
S , . )
=
’

























Bemerkung

In Bezug auf die im Liter. Ber. Nr. LXVI. S, 836. iibe:
Maclaurin’sche Reihe, welche in dem dort angezeigten B
des Herrn Professor Franke dem berihmten englischen M:
matiker F. Stirlin 8 beigelegt wird, gemachten Bemerkunge
nachzutragen, dass Cauc Zin den Lecons sur le calcul
férentiel. Paris. 1829. 4. p. 257. sagt: ,,M. Peacock a
marqué que le théoréme, géneralement attribué au
ométre anglais Maclaurin, avait été donné, des 1’

ar son compatriote Stirling, dans Pouvrage intit
liineae tertii ordinis Newtonianae” Auf diese Be
kung Cauchy's kinnte sich vielleicht die’ von Herrn Profe
Franke gebrauchte Benennun ,,Stirlings Reihe griln
Die von Peacock angefiihrte Schrift Stirlings kinnen wit
der nicht einsehen; auffallend bleibt es aber immer, dass S
ling in der weit spiiteren Schrift: ,,Methodus differenti
etc. Londini. 1730. von der erwihnten Reihe einen besti
ten Gebrauch eigentlich gar. nicht macht,” wozu gerade ¢
Schrift wohl hiitte Gelegenheit darbieten konnen. Cauchy s
nennt iibrigens die Reihe, obiger Bemerkung ungeachtet, in a
seinen Schriften stets ,,le théoréme de ﬁlaclaurin“ und
wir glanben ganz mit Recht, da es uns nicht gut und immer e
gewagt zu sein scheint, solche allgemein recipirte Bezeichnu
eines wichtigen wissenschaftlichen Objects mit einem Male
iindern. Jedenfalls scheint es uns aber wiinschenswerth, di
historisch und literarisch wichtigen Gegenstand vollstindig a
kliren, wozn die Leser des Archivs, denen noch grissere li
rische Hiilfsmittel zu Gebote stehen als uns, aufzufordern,

niichste Zweck dieser Zeilen ist. P
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LXX.
Literarischer Bericht.

Arithmetik.

Allgemeine Zahlenlehre nach strengwissenschaft-
lichen rincipien bearbeitet, nebst einem Anhange,
enthaltend die Elemente des numerischen Rechnens
wit einer grossen Anzahl von Beispielen und Rech-
mngskunstgriffen, verfasst von Dr. F. A. H. Willing,
Lehrer der Mathematik. Berlin. 1851. 8. 3 Thlr.

2y, Sgr.

Dieses grosse, weitliufige und allerdings vieles Eigenthiim-
liche. namentlich eine grosse Anzahl von Rechnungsvortheilen
enthaltende Werk ist nach dem Tode des Verfassers von dem
Herrn Dr. G. Eisenstein herausgegeben worden, und muss
wegen seiner Eigenthiimlichkeit und Reichhaltigkeit namentlich in
der angedeuteten Beziehung jedenfalls zur Beachmnﬁ empfohlen
werden, ohne dass wir uns hier auf eine weitere Besprechung
desselben einlassen kionen.

Die algebraische Analysis von Dr. Edmund Kiilp,
Professor der Physik und Kc‘iheren Mathematik an der
boheren Gewerbeschule zu Darmstadt. Als freie Be-
n'beitunﬁ eines Theils der hiheren Algebra des fiinf-
‘en Buchs von Francoeur’s vollstindigem Lehrcurs
ler reinen Mathematik. Darmstadt. 1851, 8. 1 Thir.

Dieses in einer einfachen und sehr verstindlichen Sprache
eschriebene Buch schliesst sich, wie auch der Titel besagt, an

land XVI1I. 70
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Kiterarischer Bericht.

Simon L huilier gehirt unstreitig zu den ausgezeichnetsten Ma-
thematikern der neueren Zeit, scheint aber (wenigstens jetat) lange
nichtso allgemein, wie er immer noch verdient, bekannt zu sein. Mein
wmir unvergesslicher Lehrer, Johann Friedrich Pfaff, stellte
Lhuilier sehrhoch und empfahl das Studium seiner Schriften jiingern
Mathematikern angelegentlichst. Ich selbst verdanke diesen Schrif-
ten sebr viel und greife noch jetzt ifters mit besonderem Wohl-

fallen pach denselben, Dass Lhuilier ein sehr hohes Alter
erreicht hatte, war mir bekannt; iiber seine piheren Lebens
umstinde ist aber wenig bekannt geworden. Desto mehr Freude
machte mir eine von Herrn R. Wolf in Bern in einem der
neuesten Stiicke der ,Mittheilungen der naturforschen-
den Gesellschaft in Bern*, welche immer viel Lesenswer-
thes enthalten, gelieferte Lebensbeschreibung Lhuiliers; und
da die genannten ,Mittheilungen* wthnicht in die Hiinde
vieler Leser des Archivs kommen michten, die Lebensbeschrei-
bung eines so ausgezeichneten Mathematikers, wie Lhuilier
war, aber allgemein von grossem Interesse sein muss, so_erlaube
ich mir diese Lebensbeschreibung auf den nachfolgenden Blittern
den geehrten Lesern des Archivs mitzutheilen. Seines Lehrers
L.esage, der, so viel ich weiss, nichts Mathematisches ver-
offentlicht hat, gedenkt Lhuilier in fast allen seinen Schriften
mit der grissten Achtung und Dankbarkeit; die Leser werden
diese Gefiihle wirmsten Dankes auch im Folgenden ausgespro-
chen finden, und sich daran gewiss ebenso erfreuen wie ich.

G.

IMBand XVIIL 7)





















18) Maniére élémentaire d’obtenir les suites par lesqu
s'expriment les quantités exponentielles et les fonc
ilgggilométriques des arcs circulaires [Philos. Tran:

5

dann die Be;rliner Academie theils mit seiner

16) Solution élgébraiqne du probléme suivant: A un e
donné, inscrire un polygone dont les cotés passent
des points donnés [Mém. de Berlin 1796] ;

theils in Verbindung mit Pierre Prévost mit zwei Abhandlw

®) In dem schon erwihnten Discours, pag. 6.
) III. 262.
1) Discours, pag. 7.
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17) Sur les probabilités [Mém. de Berlin 1796.]

18) Sur lapplication du calcul des inobabilités a la valeur
du témoignage [Mém. de Berlin 1797.]

Zu Lhuilier’s vorziiglichsten Werken gehirt unstreitig die

19) Anleitu&g zur Elementar-Algebra. Zwei Theile. Tibin-
gen 1799 — 1801. 8.,

welche nach dem Verfasser eine neue Bearbeitung seiner zwan-
sig Jahre friiher polnisch herausgegebenen Algebra sein, und dem
Gange folgen soll, welchen Lesage beim Unterrichte Lhui-
lier's einsc¢hlug; sie wird mit Euler’s Algebra die Mehrzahl von
Werken dieser Art iiberdauern. Die in diesem Werke, in Ver-
wllkommnung des Euler’schen Verfahrens, auf die fiir jeden
Werth von m und n erwiesene Richtigkeit der Beziehung

iD= +GZD ++GE)

Ableitung des allgemeinen Binomischen Lehrsatzes!!) ver-
t besondere Beachtung. — Am 1. April 1800 (11 germinal an
kamen seine

20) Théorémes de polyhédrométrie [Mémoires présentés.
Tom. 1.]

w der Pariser Academie zum Vortrage und fanden' eine sehr
ge Aufoahme, da es Lhuilier nicht nur gelungen war,
vor ibm bekannten Eigenschaften der Polyeder zu veralige-
iern, sondern ihnen eine grosse Anzahl neuer Eigenschaften
mufiigen. Manche dieser Eigenschaften entwickelte bald darauf

beribmte Carnot in seiner Géométrie de position1?), sich
h mit folgenden Worten verwahrend, Lhuilier’s Arbeit be-
txt zu haben: ,,Cette partie de mon ouvrage était & I'impres-
gon, lorsque j’aﬁ)ris qu’il existait depuis longtemps, sur le
me sujet, un Mémoire manuscrit de Simon Lhuilier de
dve. Ce Mémoire, déposé au secrétariat de I'Institut natio-
» contient en effet le principe fondamental énoncé ci- dessus,
i que diverses conséquences importantes que l'auteur en a
nites avec sa sagacité ordinaire. 1l est de la nature des vé-
mathématiques d’étre souvent découvertes & peu prés en
e temps par différents moyens et par différentes personnes;
je me puis qu'étre flatté de m’étre remcontré avec le cit.

11) Siehe Satz 47 —50 meines Taschenbuches fir Mathe-
#tik ond Physik,

- 13) Paris 1803, 4°, — wihrend Lhuiliers Abhandlung erst 1805
Drucke kam.

T1*



w

den, die in den Annales erschienen:

23) Analogie entre les triangles rectangles, rectilignes ef
sphériques [Vol. L].

24) Recherche du plan de la plus grande projection orth
gonale d’'un systéme de surfaces données de grande
sur des plans donnés de position dans I'espace ﬁ’ol. n
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25) Détermination du centre des moyennes distances du
triangle sphérique. [Vol. 1.}

26) Lieu aux sections coniques [Vol. 1I.] ‘

27) Eclaircissements sur le troisiéme et le sixiéme eas de
la trigonométrie sphérique. [Vol. II.]

28) Solution d’un probléme de combinaisons. [Vol. I1I]

29) Démonstrations diverses du théoréme d’Euler sur les
polyédres, et examen des divers cas d’exception aux-
quels ce théoréme est assujetti. [Vol. HL]

30) Mémoire sur la possibilité et la construction des polyé-
dres réguliers. &ol. 1L} ’

31) Solution d’un probléme de probabilité. [Vol. IIL]’

Warum Lhuilier mit dem Schlusse des 1812 erschienenen drit-
ten Bandes plitzlich verstummte!3), ist mir unbekannt geblie-
ben, — immerhin hatte er seine litterarische Thiitigkeit bis in ein
hohes Alter bewahrt. Seine Lebrthitigkeit war noch ausdauern-
der, — erst 1823 im Alter von 73 Jahren verlangte er seine Ent-
. lassung; bis auf diese Zeit erfiilite er seine Pflichten mit so gros-
. ser Gewissenhaftigkeit, dass er sich sogar bei Gichtanfillen eher
in sein Auditorium tragen liess, als seine Lectionen versiumte.
Von seinen Schiilern (zu denen auch Guizot lingere Zeit ge-
horte) zeichneten sich manche in wissenschaftlichen Laufbahnen
aus, — nameontlich ist Sturm, schon seit vielen Jahren eine der
Zierden der Pariser Academie, zu erwiihnen, um den sich Lhui-
* lier besondere Miihe gah.

Trotz so langer Uffentlicher Thitigkeit, war es Lhuilier
' moch vergénnt, von einem Scohne und einer Tochter gepflegt, eine
* Hingere Reihe von Jahren in verdienter Ruhe zuzubringen. Nicht
dass er dariiber die Wissenschalten vergessen hiitte; im Gegen-
theile zeigen seine Manuscripte wie ihn dieselben noch immer be-
schiftigten, wie namentlich seine frilhern Arbeiten in der Poly-
gonometrie und Polyedrometrie bis in seine letzten Tage fast be-
.stiindig vor seiner Seele schwehten, — versuchte er ja noch sogar
zu wiederholten Malen seine Gedanken weitern Kreisen vorzu-
legen:

32) Expressions de la capacité d’un polyédre dans ses élé-

ments extérieurs [Bibl. univers. 1828.]

33) Eléments de la doctrine générale des polygones et des
polyédres [8 S. in 4° ohne Titel.]

13) Nach Mittheilung meines |. Freundes, Herrn Ingenieur Denz-
ler in Zarich, der die Giite hatte, alle 20 Biande der Annalen fiir mich
durchzuschen, .
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diesen Gebrauch ganz zweckmiissig, fir jetzt nur auf die e
mentaren Theile der beiden aul dem Titel genannten Wisses
schaften erstreckt. Es umfasst in dieser Weise, verhiltnissmis §
sig in gleicher Vollstindigkeit, die Arithmetik und Algebra, ebest
und kirperliche Geometrie, die analytische Geometrie, die Kegel:
schnitte, Goniometrie, ebene und sphirische Trigonometrie, Poly-
gonometrie, Statik und Mechanik fester und flissiger Korper,
stik, Optik, Wirmelehre, Magnetismus, Electricitit und Galna-
nismus, Geodisie, Projectionslehre (polare, perspectivische,’
orthogonale und Schatten-Projection), und in ziemlicher Vollstin.
digkeit die Astronomie. Ausserdem sind folgende Tafeln bei

eben: Potenztafel, Logarithmentafel, trigonometrische Tafel,
Sehnentafel, 'Tafel der Vielfachen von =, Interpolationstafel,
Zeittafel, Ortstafel, Refractionstafel, Planeten- und 'éometenhl’el,
Sterntafel mit der Pricession. Den Beschluss macht eine histo-
risch-literarische Tafel, in welcher die wichtigsten Entdeckuogea
und literarischen Erscheinungen auf dem Gebiete der Mathematik,
und Physik chronolegisch verzeichnet sind. Das Ganze umfasst
nur 152 Seiten und idberschreitet also den Raum eines T :
buchs durchaus nicht. Wir wiinschen, dass es dem Herm Ver-
fasser ﬁefallen miige , auch fiir die hthere Mathematik ein kbm-
liches Biichlein zu liefern.

g

Arithmetik.

Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der |
Differenzial- und Integralrechnung mit Verwandlung
der Functionen von F. W.Hesselbarth, Dr. phil. Zweite
verbesserte Auflage. Leipzig. Arnold. 1852. 4.

Indem wir diese Schrift aus ihrer ersten Auflage als hinrei-
chend bekannt voraussetzen, wollen wir nur noch bemerken, dass
wir in der That, auch bei dem besten Willen, nichts zu ihrer
Empfehlung zu sagen wissen.

Transformation und Ausmittelung hestimmter In-
tegrale. Abbandlung, welche bei der Hochverordne-
ten philosophischen Fakultit der Kaiserlichen Uni-
versitit zu Dorpat zur Erlangung der Magisterwiirde
eingereicht hat und iffentlich vertheidigen wird Dr
Ph. P. Helmling. Mitau und Leipzig. Reyher. 1851 4

Eine sehr gute Gradualschrift, die zu allgemeiner Beachtung
empfohlen und weiter, als es bei dergleichen Schriften gewdhr
lich geschieht, verhreitet zu werden verdient. Es beschiiftigt sich
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ieselbe mit der Entwickelung der Integrale, welche unter der

Wgemeinen Form: o
f "ot f(2).02

o

shen, wobei ein Integral dieser Form der Herr Verf. als gefun-
tn betrachtet, wenn es auf ein anderes von der Form

f “e=0z, oder f “e-zfax, oder f ac+_=’8a:
a ° .

3 o

| .
miickgefihrt ist, und wenn iibechaupt bei dem reducirten die me-
wanische Quadratur hequemer angewendet werden kann. Haupt-
ichlich ist vermittelst der sogenannten Methode der Variation
ir Constanten die Auswerthung bestimmter Integrale von der
tegration vollstindiger oder reducirter linearer Differentialglei
mngen abhiingig gemacht, und dadurch sind viele Integrale auf
idche von einfacherer Form und anderen Grinzen zuriickgefiihrt
orden. Die Schrift enthalt einen grossen Reichthum bemerkens-
trther Formeln, und ist auch Anféingern in der Integralrechnung
r Uebung in dieser Wissenschaft recht sehr und mehr zu em-
‘thlen, als viele unserer Sammlungen von Beispielen dus der
tegralrechnung. In der Vorrede spricht der Herr Vf. dem Herrn
tofessor Minding seinen Dank fiir mehrfache ihm von demsel-
o gewordene Belehrung aus, und bemerkt auch, dass das von
m entwickelte Integral

» pg—axify
mta?

[\)

hon friher von Herrn Collegienrath Clausen fiir den apeziellen
Ml r=1, a=1 entwickelt worden sei. Solche Inauguralschriften
dchte man allen Universititen, selbst manchen grossen und weit
iribmteren, wiinschen. Moge der Herr Verf. bald einen seinen
khigkeiten entsprechenden Wirkungskreis finden!

Ueber die bestimmten Integrale von der Form
* 0p
N’
2 denen
N=1 4 l'cos?p + I"sinp -} 2meospsing + 2m'singp+ 2m"cosgp
E Von A. Wichert, Oberlehrer am Gymnasium zu

nita. (Programm des Gympasiums zu Konitz vom
ten August 1851). Konita. 1851 4 '

2
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e=m 20. und 26. September zu Vislau mehrmals begleiteten. —
- A64. Briicke: Ueber Meyer's optischen Versuch. — S. 485.

itzer: Zusiitze zu seinen Arbeiten iber hilhere Gleichungen.
— S. 471. Skuchersky: Die Theorie der Theilungspunkte als
witrag zur Lehre von der freien Perspective.

Jahrgang 1851. VII. Band. 4. und 5. Heft. S. 563.
oué: Ueber die Nothwendigkeit die Erdbeben und vulcanischen
amscheigungen genauer als bis jetzt beobachten zu lassen. —
- 684 Stampfer: Ueber die kleinen Planeten zwischen Mars
mad Jupiter. — S. 756,. Derselbg iiber denselben Gegenstand.
~ 8. 776. Boué: Ueber das Erdbeben, welches Mittel-Albanien
m October d. J. so schrecklich getroffen hat. — S. 801. Kreil:
» ericht iiber die Broschiire: lustruction for taking meteorological
bservations at the principal foreign stations of the Royal
= ngineers.

-t . A

Mittheilungen der naturfdrscl;enden Geselilschaft
miBern. Nr. 219—-230. " . :
(M. vergl. Literar. Ber. Nr. LXX. S, 893))

L. R. Fellenberg, Analy._se des Mineralwassers von Blu-
menstein. Nr. 219. und 220.

R. Wolf, Simon Lhuilier. Erster Artikel. Nr. 221. bis 223.

~ C.Brunner, Chemische Notizen (Darstellung von reinem
+ilber aus Chlorsilber. — Ueber Fillung von metallischem Kupfer
md Bereitung von Kupferoxyd). Nr. 225.

C..Br.l'mnor,'Sobn,; iiber die wichtigste Arbeit, welche wir
a der Geologie der Alpen besitzen. Nr. 227. und 228.

R.KWolf , Sonnenﬂecken;Beobachfungen in dér éweiten Hiilfte
.e8 Jahres 1851. — Beobachtung der totalen Mondfinsterniss am
- éh;;%“ 1852. — Beobachtungen iiber das Alpenglihen. Nr. 229.
| .



Neue, mdglichst Fenaue und umfassende Bestimmung der
net'em'naéseu,‘ namentlich der wxchtigeren Hauptplaneten

Termin der Emsendung 31. December 1853. Pr
300Duca¢en

(S ebendas S. 685)
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