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_Zu der Abhandlung des Herrn Neuberg
nuber drei Sétze von Dr. P. Zeeman G:‘.')
Erste Mitteilung.

Von W. Fr. MEYER in Konigsberg i. Pr.

Im Folgenden moge auf den zweiten Zeemanschen Satz niher
eingegangen werden, einmal im Sinne seiner projektiven und
n-dimensionalen Verallgemeinerung, sodann aber auch hauptsichlich
hinsichtlich der mit ihm verkniipften algebraischen Identititen.

1. Der Zeemansche Satz in der Ebene. — Es liege ein Koordinaten-

drei
iock z,=0, 2,=0, =0 ok 1=1,2,9)

mit den Ecken A4;, 4,, A, zugrunde; dessen Innenwinkel seien bezeich-
net mit «;, ihre Kosinus mit ¢; = ¢,; = ¢;;, ihre Sinus mit s,, Es wird
der Ort eines Punktes P(z) gesucht, fir den die senkrechten Pro-
jektionen P, auf die Seiten des Dreiecks in einer Geraden liegen.
Durch einen Punkt (z) eine Senkrechte (u) zur Dreiecksseite z;, =0
legen, heiBt diejenige Gerade (u) durch (z) ziehen, die zu z; = 0 be-
zliglich des ,Kreispunktepaares:
(1) K =c, 4] + cyytf + 5t + 20,50, %y + 20,34,y + 2Cpytuyu; =0
(Cii=—1, cp=cp;=c =cosa)
konjugiert ist.
Somit bestehen fiir die Koordinaten der Geraden (x) die beiden
Relationen:

10)) U Cy + ey + %6, =0, wz, + wz + wxr,=0.
Fir den Schnittpunkt P, von (v) mit z, =0 wird das Koordinaten-
(9 —
verhiltni z—;’—) = —-‘—‘;—‘, also gemiB (1):
) ) _ T,
) ) Ty,

Sollen die drei Punkte P, (i =1, 2, 3) auf einer Geraden liegen, so
muB das zyklisch genommene Produkt der drei Verhiltnisse (2) den

1) 8. dieses Archiv 11, 225—238.
Archiv der Mathematik und Physik. IIL Reihe. XIL 1






Zu der Abhandlung des Herrn Neuberg ,,Uber drei Zeemansche Sitze. 3
Setzt man alsdann zur Abkiirzung:

6 — B = 2a.b,(a,b, — a;b,) = 2 a;b,(ab)y,
so geht nach einfacher Umrechnung die linke Seite C; von (II*) tiber in:
®) G _=_2i'x,- (ad)y, - ;xtxzﬂ( .

Es zerfillt also die Kurve 3. Ordnung C, = 0 wiederum in eine Ge-
rade g: 3'7z,(ab),, = 0, die keine andere ist, als die Verbindungslinie
der Punkte 4, B, und in einen Kegelschnitt C,: S'z,z,8, = 0, der
durch die Ecken 4,, 4;, A; des Koordinatendreiecks geht, und tiberdies
durch die Punkte 4, B.

Denn setzt man z. B. z,=a,, s0 wird 3a,b,a,4,(ab),, = a,a;a, Zb,(ab),,,
verschwindet also identisch.!) DaB die Gerade g einen Bestandteil des
geometrischen Ortes C; bilden muB, ist geometrisch unmittelbar zu
erkennen. Sei S, der Schnittpunkt von z, =0 mit g, so konstruiere
man auf g den zu S; beziiglich des Punktepaares harmonischen Punkt S
Dann erhilt man fir irgend einen Punkt P der Ebene die durch ihn
gehende und zur Dreiecksseite x; = 0 in bezug auf den zerfallenden
Klassenkegelschnitt (4, B) konjugierte Gerade (4), wenn man P mit S; ver-
bindet. Liegt nun P insbesondere auf der Geraden.g, so fallen die drei
zu P gehorigen Geraden () mit g zusammen, die Schnittpunkte von g
mit z,=0, 2, =0, ;=0 sind wiederum die Punkte S,, S,, S, die
eben in g liegen.

Hieraus geht zugleich hervor, daB die Punkte der Geraden g nur
uneigentliche Losungen der in Rede stehenden Aufgabe sind. Zugleich
ist ersichtlich, daB die Ecken des Koordinatendreiecks dem geometrischen
Orte C,, mithin dem nach Ausscheidung von g verbleibenden Kegel-
schnitte C;, angehdren.

Nimmt man nunmehr umgekehrt einen nicht zerfallenden Ordnungs-
kegelschnitt C; beliebig an und markiert auf ihm einmal drei Punkte
4,, A, A,, andrerseits ein Punktepaar 4, B, so erscheint nach Obi-
gem C, als der (eigentliche) Ort eines Punktes P, fiir den die drei
durch ihn laufenden Geraden, die resp. zu den Seiten des Dreiecks 4,, 4,, 4,
in bezug auf das Punktepaar 4, B konjugiert sind, jene Seiten stets
in drei auf einer Geraden liegenden Punkten schneiden.

1) Umgekehrt ist die Gleichung des durch die Punkte 4,, 4,, 4,, 4, B
gehenden Kegelschnitts:

[T T BT, T,

GG B9 49,

bb, bbd, bbd

=z, zabd (ab), =0.
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z y 1
bedeutet ferner (zik) die Determinante (2; ¥, 1, so nimmt (1) die
5yl '
Gestalt an: o :
(8) K=r1(x12)(z13) + r3, (x21) (£ 23) + 3, (231) (z32) = 0.

GemAB § 1 muB es moglich sein, diese Gleichung in eine hinsichtlich
der Koordinaten der vier darin auftretenden Punkte symmetrische Gestalt
zu bringen. Da der Grad von K in den Koordinaten der drei Punkte
(1), (2), (3) zu hoch ist, némlich gleich drei, liegt die Vermutung nahe,
daB K den Faktor (123) enthilt, und daB der Restfaktor die gewiinschte
Eigenschaft besitzt.

Der Beweis soll so gefiihrt werden, daB er sich weiterhin auf den
entsprechenden Fall im Raume von n Dimensionen ausdehnen laBt.

Zunidchst ist leicht zu sehen, daB K identisch verschwindet?), so-
bald (123) =0 ist. Denn ist die letztere Bedingung erfiillt, so kann
man setzen, fir 4,, 4, als zwei homogene Parameter:

4) Zy(Ay + Ag) = 2 A + T9dg, Y3 (A4 + 45) = ¥, 24, + Y d5.
Dann bestehen die Relationen:
(& + 25) (12) (z13) = 2, (2 12)7,

©) (4 + 45) (221) (2 23) = 2, (z 12)},
(4 + 2,)(231) (232) = — 1, 44(12)},
6) ~ (Wt A=A, (W L) =4,
und die Gleichung (3) geht iber in die identisch verschwindende:
U, (4 + ) K= (212)'r}, (44 — 4, 15) =0.

Um nonmehr fiir drei beliebige Punkte (1), (2), (3) aus K (3) den
Faktor (123) abzusondern, schreibe man lieber fiir z, y die Koordina-
ten z,, y, irgend eines vierten Punktes (4). Setzt man zur Abkiirzung:

(8) N==).1+1,+l‘,

so lassen sich die Koordinaten von (3) mittels dreier homogener Para-
meter 4, 4,, 4, linear durch die der Punkte (1), (2), (3) ausdriicken:

9) Nzy = 42y + 473 + 4,2,, Nyy= 4y + &y, + 4y,

1) Geometrisch ist einleuchtend, da8, sobald (123) =0 ist, d. h. sobald die
drei Punkte (1), (2), (38) in einer Geraden liegen, jeder Punkt der Ebene die
Eigenschaft besitzt, daB die FuBpunkte der drei, auf die Seiten des uneigentlichen
Dreiecks (1), (2), (3) gefillten Lote einer Geraden angehdren.
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unter (ik7) die Determinante der Dreieckskoordinaten der Punkte (7),
(%), (1) verstanden:

l (412) (413), (421) (423), (431) (432) |
1) 4=1(512)(513), (521)(523), (531)(532)
| (612) (613), (621) (623), (631) (632)

Da der Ausdruck 4 zwar in den Koordinaten der Punkte (4), (5), (6)
vom Grade 2, dagegen in denen der Punkte (1), (2), (3) vom Grade 4
ist, so 1aBt sich vermuten, daB in 4 der Faktor (123)* ent-
halten ist.

Zunichst kann man zeigen, daB die Unterdeterminanten irgend
einer Zeile von 4, etwa der ersten, simtlich den Faktor (123) be-
sitzen.

Die Unterdeterminante 4, von (412)(413) hat den Wert:

|(512) (531) |
|(612) (631)|

=0.

@ 4, = (523) (623).

Bezeichnet man die ersten Minoren von (123) mit den resp. griechi-
schen Buchstaben, so entwickelt sich die zweireihige Determinante in (2),

wie folgt:
' (512), (531)| i Zsks + Yshs + Z5bss 265 + YsT + 255
;(612): (831)! ‘xcgs + Ysmis + 2685, Zeks + Ysns + 2655

®)
= A%l L 2s % %8| _ _ (128) (156
lesyc!gga’h! ( )2"1]% Ys (123)(156),
da
|62 7
! =g, (123), etec.
| €5 s 5 (123), ote

,Dumit ist die oft brauchbare Hilfsformel bewiesen:

i, oy = @G

)

Daher spaltet sich aus der Determinante 4 (1) der Faktor (lé3) zu-
vorderst emmal ab:
4=(123)4’, — 4'=(412)(413)(523)(623)(156)

+ (421) (423) (531) (631) (256)

+ (431) (432) (512) (612) (356).

(I
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und der Relationen (5) geht 4” ohne weiteres iiber in:

. (415)(426), (416)(425)
® ~ | (315) (826), (316)(325) |’

wo das Verschwinden der rechten Seite unmittelbar aussagt, daB ein
Kegelschnitt des Biischels {(1), (2), (5), (6)} auch die Punkte (3), (4)
enthilt.

Die Form (V) von 4” liBt sich endlich in eine, auch &uBerlich
hinsichtlich aller sechs Punkte symmetrische Gestalt iiberfihren, nim-
lich in die der sechsreihigen Determinante |22, ¥3, 21, x.y,, 7,2, y,2,].

Denn man erkennt leicht bei der wirklichen Ausrechnung der
sweireihigen Determinante 4 (V), daB das Glied 23y} . z,y, . Z52; - Y52,
-z,2, wirklich auftritt. Da aber nach Obigem 4" bei Vertauschung
irgend zweier der Indizes 1, 2,...6 stets sein Vorzeichen iindert, und
4" in den Koordinaten aller sechs Punkte homogen vom zweiten Grade
ist, so wird in der Tat nach der Definition einer Determinante:

” 2 g2 0 i
(VD) 4" =|at, y}, 2, 2.y, 7,2, Y5 (=1,3,...6).

6. Der spezielle Fall der Kreisgleichung. — Nunmehr mogen zwei
der sechs Punkte des § 4, etwa die Punkte (5), (6), die ,Kreispunkte“
sein. LBt man die z,, y;, 5, jetzt homogene rechtwinklige Koordinaten
bedeuten, so werden die Koordinaten der Kreispunkte 1, 4 ¢, 0, wo ¢
die imagindre Einheit bedeutet. Indem man bei den iibrigen vier
Punkten die dritte Koordinate wieder gleich Eins nimmt, hat man die
Beziehungen (r, s =1, 2, 3, 4): :

(59‘3) = (yr - yn) - ‘l(.l,". - .17.),
6rs)=(y,—9,) +i(e,—3),

(5rs) (6rs) = (2, — )" + (¥, — 9.)%,
(r56) = — 2i.

Damit erhilt man unmittelbar zwischen den Formen 4 (§ 4, (1)) und
K (§ 3, (3)) (letztere gebildet fiir die vier Punkte (1), (2), (3), (4)) die
Identitat:

@ 4 = 2i(123)1‘22;(412) (413)r3, = 2i(123)K,

ty

also mit Riicksicht auf die Identititen (IV) und (VI) der Nr. 4:
m 2iK=(128) -1l 4!, 24, 2, Uy 1| C=rmsuse

Die rechtsstehende sechsreihige Determinante nimmt aber im Falle der
Kreispunkte (5), (6) der Reihe nach die Gestalten an:
'
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73, ¥}, TYy, Ty, Yy, 1 %, ¥1, T4, Ty, Y, 1]

4 . . . .. |, N
@) 3, . .. .. - %, . . . . ‘
, . . . z,

1, -1,44,0 00/ |1,—1 & 0 0 0
1,-1,—i,0 00 |0, 0,—2i,0 0 O

73, ¥, 2y, Y1y 1 2+ 9L ¥ T %y 1
z, . . . . z3 + ¥,
=242}, . . . .|=27|z} 44},
@, . . .. |23 + 3, .
1,-1,0 0 O; l 0o —1,0 0 0
= 2i|2} + ¥}, Zby Y» 1] *k=1,3,3,4).
Folglich geht die Identitit (II) diber in:
) K=(128) |2} + 4}, 2, %o, 1! €=nt50,

d. h. die in Nr. 2 auf Grund der Aufgabe der Nr. 1 erhaltene Form K
der Kreisgleichung ist direkt in die bekannte Form umgewandelt worden.

6. Der Zeemansche Sats im Raume. — Es liege ein Koordinaten-
tetraeder T':2,=0, z,=0, ,=0, z,=0 (¢, %k, 1!, m=1,2, 3, 4)
mit den Ecken A zugrunde; die Kosinus von dessen inneren Flichen-
winkeln «,, seien ¢, =c¢,,. Es wird der Ort eines Punktes P(z) ge-
sucht, fir den die senkrechten Projektionen P; auf die Ebenen des
Tetraeders in einer Ebene liegen. Durch einen Punkt () eine zur
Ebene z, = O senkrechte Gerade legen, heiBt, diejenige Gerade durch (z)

ziehen, die zu z, = O beziiglich des , Kugelkreises“:
D K=cyui+---t+eui+2¢,uu+--+2¢cuu =0

(cji=—1, cig=cosa;r)

konjugiert ist, oder, was dasselbe ist, die den Punkt (z) mit dem Pole
8S; (€iis Cxs s Gm) der Ebene z;, = 0 beziiglich K verbindet. Somit be-
sitzt der Schnittpunkt P, dieser Geraden mit 2; =0 die Koordinaten 0,
X6 — TpChyy %yC — ZyCiqy ZiCim — T Ciy, und das Kriterium dafir, da8
die vier Punkte P, einer Ebene angehoren, lautet:

i 0 y Xl — TpCyyy TiCyy — TyCpyy TiCipy — T €
— 1 T ™ Tl 0 y TeChy — ZiCry LpCho — TnCix

dD F,= (=0,
i LGy — ZiCyy Tl — Ty, 0 » TiCim — Ty

Zalmi ™ ZiCums TmCmt — ZiCmmr ZmCmi— Lilmm) 0
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0 daB der Ort des Punktes P(z) eine Fliche 4. Ordnung F, = O ist.
Daf die unendlich ferne Ebene E, einen Bestandteil der Fliche F,
bildet, ist zundchst geometrisch leicht einzusehen. Denn verbindet man
irgend einen Punkt P, der Ebene E, mit dem Punkte S;,, der eben-
fals der Ebene E, angehort, und schneidet die Verbindungsgerade
mit z, = 0, so milssen diese 4 Schnittpunkte in einer Ebene, namlich
ében in der Ebene E_, liegen.

_ Dasselbe Ergebnis erhdlt man analytisch, wie folgt. Irgend ein
Pukt P, von E, hat Koordinaten von der Form:

(1) Ay + ey + Mcyy ooy ACup t My t+ 4iCpe

Die Elemente der Determinante (II) werden daher ebenfalls ganz linear
ud homogen in den drei Parametern 4,, 4,, 4, so daB die De-
terminante fiir die Koordinaten aller Punkte P, identisch verschwindet.

Die Fliche F, zerfillt daher in die Ebene E, und eine Fliche
3. Ordnung F;. Letztere kann man aber leicht direkt erhalten.

Fallt man von irgend einem im Endlichen gelegenen Raumpunkte
P(z) die drei Lote z,, z,, z,, auf die Ebene z, =0, 2, =0, z, =0,
% bilden die FuBpunkte P,, P,, P, mit P ein Tetraeder 7}, dessen
sechsfacher Inhalt 6 7, das Produkt aus z,z,z, mit dem Eckensinus X
Jjener drei Lote ist. Aber X, ist zugleich der Sinus der Koordinaten-
Tetraederecke A,, und die Sinus X, der 4 Tetraederecken A, verhalten
sich wie die Seitenflichen 4, der im Koordinatentetraeder gegeniiber-
ligenden Dreiecke. Andererseits ist die algebraische Summe der vier
Inhalte 7', gleich dem Inhalte des von den vier Projektionen S; ge-
bildeten Tetraeders, und dieser letztere Inhalt verschwindet dann und
nur dann, wenn die 4 Punkte P, in einer Ebene liegen. Mithin ist der
eigentliche Ort der Punkte P(z), fiir die die zugehdrigen P, in einer
Ebene liegen, die Fliche 3. Ordnung Fj:

() Fy = A nz2, + 4555, + 45,58, + 4,2,5,5,=0,

die in den Ecken A4; Knotenpunkte besitzt.!)

Nunmebhr seien die 4, vier beliebige Raumpunkte (7), (k), (), (m)
mit den rechtwinkligen homogenen Koordinaten (z,,y,, 2,) ¢ =1,2 3, 4;
#=1. Die Gleichung der Ebene (2), (3), (4) ist (#234) =0, unter
(z234) die aus den Koordinaten der vier Punkte (), (2), (3), (4) und
vier Einern gebildete Determinante verstanden.

1) Uber diese Fliche F, findet man Niheres in meinen Abhandlungen: dieses
Archiv (3) 1 (1901), S. 872; Verhandlungen des 3. internationalen Mathematiker-
kongresses in Heidelberg (1905), S. 833f.
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so nimmt F; (IV) die Gestalt an:

(V) N*Fy = — (1234) (1235)" - {4,234y Ajyy + 41 Agds By + A Ayds Ay
a2 ),

oder kilrzer:  hidad L)

) F, = (1234 F;.

Vertauscht man jetzt irgend zwei der Punkte (1), (2), (3), (4),
etwa (1) mit (2), so @ndert sowohl (1234) wie F; (IV) sein Zeichen,
mithin bleibt der Restfaktor Fy in (V') hierbei ungeéndert. Bei Ver-
tauschung von (5) mit einem der Pumkte (1), (2), (3) bleibt ersicht-
lich Fy ungeiindert; das Gleiche muB aber auch gelten, wenn man (5)
mit (4) vertauscht, da man an Stelle von (3) ebensowohl den Punkt (3)
durch die Punkte (1), (2), (4), (b) hitte ausdriicken konnen.

»Somit ist der Restfaktor Fy, der nach Abspaltung des
Faktors (1234) aus F, verbleibt, hinsichtlich aller fiinf auf-
tretenden Punkte symmetrisch“

Das ist das algebraische Aquivalent fir den Zeemanschen Satz
im Raume: ,Wenn von finf Raumpunkten (von denen keine vier in
einer Ebene liegen) irgend einer die Eigenschaft besitzt, daB die FuB-
punkte der Lote, die man von ihnen aus auf die Ebenen des von den
vier andern gebildeten Tetraeders fillt, einer Ebene angehoren, so kommt
auch jedem der vier iibrigen Punkte die entsprechende Eigenschaft zu.*

Offenbar bietet es durchaus keine prinzipielle Schwierigkeit, den
soeben gefilhrten Beweis auf den Raum von # Dimensionen aus-
zudehnen.

1. Projektive Verallgemeinerung. — In Nr. 6 war indirekt gezeigt,
daB die Determinante (II) bei Zugrundelegung des Kugelkreises (I) in
die beiden Faktoren Xz,d; und X4,z z,x, zerfallen muB.

Die entsprechende Zerlegung moge jetzt fiir eine im iibrigen ganz
beliebige in einen Kegelschnitt ausartende Fliche 2. Klasse:

D Dd=cyul+---+c ul+2¢,uu+ -+ 2¢c,uu, =0, (=0

direkt ausgefiihrt werden; man gelangt dadurch zu einer bemerkens-
werten Eigenschaft der Fliche 4. Ordnung F, = 0, dem Ort der Punkte
P(z), fir die die Spuren der vier Geraden, die durch P gehen und zu
den Koordinatenebenen z; = 0 bez. der Fliche & konjugiert sind, einer
Ebene angehoren. Ersetzt man in der Determinante F, (Nr. 6, II) die
vier Diagonalnullen resp. durch die Nullwerte z,c;— z;c, c=1.2.3.9,
und entwickelt die Determinante in der iblichen Weise, indem man
vorderhand von der Bedingung |c|= 0 absieht, so ergibt sich sofort,
daB von den 16 so hervorgehenden Teildeterminanten 11 identisch ver-
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so bleibt, twie auch im ibrigen die Koeffizienten ¢,, von @ variiert
werden mogen, die Fliche 3. Ordnung Fy; = 0 (III) ungedindert. Um-
gekehrt, hilt man die irgend einem Kegelschnitt @ entsprechende
Fliche 3. Ordnung F, fest und desgleichen die Ebene von @, so sind
damit gerade die drei obigen Bedingungen erfiillt. Um daher das
eben ausgesprochene Ergebnis geometrisch auszusprechen, bedarf es
nur noch der geometrischen Deutung der Bedingung 3).

FaBt man zuniichst den Spezialfall ¢, = ¢y = ¢y = ¢,, ins Auge,
s0 sagt das aus, daB (bei Erfiilltsein der Bedingungen 1) und 2)) die
entsprechenden Klassenkegelschnitte K, der Ebene E; apolar sind zu
den drei Ebenenpaaren:

1) B—2=0, 2—2}=0, al—2}=0,

ud damit zu dem Netze N von Flichen 2. Ordnung, dessen Grund-
punkte M (c =1, 2,...8) die Mittelpunkte der dem Tetraeder T ein-
beschriebenen Kugeln sind. Die Klassenkegelschnitte. K, bilden dann
noch eine lineare oo®-Schar, der der Kugelkreis K angehért. Durch
jeden Kegelschnitt K, der Schar gehen acht Flichen 2. Ordnung, die
dem Tetraeder T’ einbeschrieben sind, und deren Mittelpunkte mit den

Punkten M {ibereinstimmen.
Der oo?-Schar (K,) gehort insbesondere eine lineare oo!-Schar

von Punktepaaren an; jedes Paar (), (y) dieser Punkte ist apolar
(konjugiert) zum Netze N, geniigt also den Bedingungen:

@ oz,y, = 1.

Vermoge der Transformation (2) geht aber die unendlich ferne Ebene E, :
) E, =42 + 4,2, + dy2y + A7, =0

iber in die F, des § 6: )

4 Fym 4, 2,532, + 432,237, + Ay %y %37, + 4,2, 2,75 = O.

Da die oo! Punktepaare (z), (y) den Bedingungen (3), (4) zugleich
geniigen, so erfiillen sie als Ort eine Kurve 3. Ordnung C,, den Schnitt
voo Fy (4) mit E_, d h. die C; erscheint in bekannter Weise als
Ort der Punktepaare einer linearen co?-Schar von Klassenkegelschnitten,
nimlich eben der obigen Schar von K.

Unter den Punktepaaren (z), (y) der Ebene E_ befinden sich
speziell die Gegenpunkte des Vierseits, das die Ebenen von T aus

der Ebene E_ ausschneiden. ,
Umgekehrt ist durch diese drei Paare von Gegenpunkten und

durch den Kugelkreis X die Schar der K, und damit die C; vollig
und eindeutig bestimmt.
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augrunde gelegte Kugelkreis K durch einen beliebigen Raumkegelschnitt
K, ersetzt wurde. Nunmehr soll gezeigt werden, daB der Zeemansche
Satz aufhort zu gelten, wenn man an die Stelle von K, irgend eine
nicht ausgeartete Fliche 2. Klasse @ setzen wollte.

Es seien (r), (s), (¢), (») vier beliebige (nicht in einer Ebene
gelegene) Raumpunkte mit den Tetraederkoordinaten (z,, y,, 2,, g,)
(r=1,s, t, ), ferner @ eine vorerst ganz beliebige Fliche 2. Klasse ®:

O . D= 3 e uu, =0.

Versteht man unter (¢,rst) die aus den ¢;,, ¢4, ¢4, ¢;, und den
Koordinaten der Punkte (r), (s), (f) gebildete Determinante, so sind
die (¢,rst) ¢=1234 die Koordinaten des Poles P, der
Ebene (rsf) bez. ®. Irgend ein Punkt der Geraden g,, die einen
Raumpunkt P(z) mit P,,, verbindet, die also bez. @ zur Ebene (rst)
konjugiert ist, hat Koordinaten von der Form

(0) z+a(erst), y+ A(erst), .2+ A(erst), g+ l(c‘rst).
Setzt man daher zur Abkiirzung
@ G =Z(erst)(rst),

wo die (rst), die Determinanten der aus den Koordinaten z,,y,, 2, ¢,
(k=r,s,t) gebildeten Matrix sind, so sind die Koordinaten des Schnitt-
punktes P, von g, mit der Ebene (rsf), wenn man noch die Determi-
nante (zrst) mit X, bezeichnet, proportional den Werten:

8 zC,,,—(qrsH)X,, yC,,,— (rsd)X,, 2C,,, — (crst)X,,
nl (cl.rSt)X

mithin ist der Ort der Punkte P, fir die jeweils die vier zugehdrigen
Punkte P, in einer Ebene liegen, eine Fliche 4. Ordnung F, deren Gleichung
durch das Verschwinden der Determinante der GréBen (3) angegeben wird:
(II) 0= F “’Ix rst (clrSt)Xw r:t—(ctrSt)Xu’ zor:t—(cert)Xur
quu ("4"“) Xu l‘

Die rechte Seite von (II) ist in den Koordinaten der vier Punkte
("), (8), (¥), (») vom 'Grade 6, es 1aBt sich daher wiederum erwarten,
daB sich der Faktor (rstu) zweimal absondern lassen wird. Indessen wird
sich zeigen, dap diese Absonderung von (rstu) sogar dreimal moglich ist.

Entwickelt man die Determinante (II) analog wie in Nr. 7, so
nimmt sie die Gestalt einer finfreihigen Determinante an. Nimmt
man namlich die vier Indizes r, s, ¢, u stets in dieser Reihenfolge,
und bedient sich der Abkiirzungen:

(zrst) = X,, (zrtu) = X,, (zrsu) = X,, (zstu) =

4 =
D Narsn =, @riny =09, (@rsn)— 00, (ot = C(r)( a8

Archiv der Mathematik und Physik. IIL Reihe. XII.

ru
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g0 geht F, tiber in:

uuxnxtxu! CY)’ qﬁ; q')’ qr)

€. XXX, 0, 0P, O, CP

riu<tr

ar) F,= C.XXX, @ 0, 0,

rsu

C X,.X,X” qu)’ C(l.)! qu)’ C‘:)

raif
X X, XX, gz, Y, s q !

Entwickelt man diese Determinante nach den Elementen der ersten
Kolonne, und versteht unter 4,, ¢=r4+4w die mit den Koordinaten
der Punkte P und (r) gerinderte Determinante der c,,, wihrend die
letztere selbst mit |¢| bezeichnet wird, so kommt unter Anwendung
elementarer Determinantensitze:
M)  F,=(rst?[cl(rstw) X, X,X,X, + C.. X, X,X,4.,,

- CrluXerXuA:n + CnuXrXoXudzt - C"‘X,X,X‘d,.].
Hier ist das in der eckigen Klammer von (rstu) freie Aggregat weiter
zu untersuchen.

Zuniichst haben die C,,, eine einfache Bedeutung. Fihrt man
die ersten Minoren ¢, 6, 7,, v, (=1334 von (rstu) ein (d. s. die
Koordinaten der vier Ebenen des Tetraeders (r), (s), (¢), (v)), so wird
vermbge (2) unmittelbar:

(5) Cnl - ¢V’7 etc'

Dann soll gezeigt werden, daB, selbst wenn A__ eine ganz beliebige,

in den Koordinaten von P und (r) bilineare Form vorstellt, das Aggregat

(6) Gl = ‘D(:'XaXtX 4., — Qd'XrXtXudza + Q?ertxudst

u—zr

- ¢u’XrXcXtAzu

den Faktor (rstu) besitzt.
Aus der Annahme des Verschwindens von (rsfu) wird ndamlich
das Verschwinden von G, folgen.
Fir (rstu) = O darf man setzen:
) x, = Az + Az, + Az, etc.
Dann wird aber:
X, =-2X, X,=-1X, X, =1X,
8) Dy = B Dy, D2 = A Dyp, D= ilDy,
4, =44, + 44, ,+44,,
und G, (6) geht tiber in
9) G =P X2 — B der ddy — W A2 idp by — A3 A2 idr Ay
+ (lr"sr + 1,4“ + ltdsl)lrl:lt})
verschwindet also in der Tat identisch.
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Damit tritt aus der Form F, (III) der Faktor (rstw)® heraus,
der Restfaktor stellt mithin eine Form vierten Grades in den Koor-
dinaten z, y, 8, ¢ von P dar, die, solange [¢| von Null verschieden
ist, sicher nmicht zerfallt, wie aus (7) hervorgeht, wo im besondern die
Punkte (r), (s), (f), (») als Ecken des Koordinatentedraeders gewiihlt
waren. Andererseits ist der nidmliche Restfaktor nur vom dritien
Grade in den Koordinaten der Punkte (r), (s), (¢), («), sein Verschwinden
kann demnach keine in den Koordinaten aller finf Punkte symmetrische
Gestalt besitzen, d. h. der Zeemansche Satz gilt dann nicht mehr.
Sobald dagegen die Determinante |¢| von @ (I) verschwindet, also
das Glied mit X X, X, X, in F, (III) herausfillt, wird der Faktor 4,
aws F, heraustreten und der Restfaktor F, wird sich wiederum nach
Abspaltung von (rstu) in eine in den Koordinaten aller finf Punkte
symmetrische Gestalt bringen lassen. In der Tat, sobald |¢| =0,
artet die Fliche @ in einen Kegelschnitt K, aus, und es wird z. B. die
nit den z, y, 2, ¢; Z,, ¥,, 2,, 4, gerinderte Determinante der ¢ pro-

portional dem Produkte 4,4, wo

(10) dy=dx+ Ay + dyz + 4,9 =0
die Gleichung der Ebene von K, ist, und:
(11) A=Az, + 4y, + dyz, + 4,9,

Es tritt also jetzt aus der rechten Seite von F, (III) zunichst der
Faktor (rstu)®*d, heraus, und der Restfaktor wird:
AV) Gy = PpX X, X A — X X, X A9+ ®-X X, X A9
g — P, X X X, 4.
Um nunmehr aus Gy den Faktor (rstu) nochmals abzuspalten und
zu erkennen, daB der verbleibende Restfaktor in den Koordinaten der
finf Punkte (7), (s), (¢), (%), (P) symmetrisch ist, bezeichne man die
letzteren wiederum lieber mit (1), (2), (3), (4), (5), und stelle etwa
den Punkt (4) linear durch die Punkte (1), (2), (3), (5) dar:
(12) Ty =4 + A%y + A%y + 4575

Dann gelten die Relationen:
X, = (5234) = 2,(5123), X, = (5134) = — 4,(5123),
X, =1,(3123), X, 6 =(5123), (1234) = — 4,(5123),
AD) o= 4 A0 4 A, 49 4 YR 49 + A A(b),
Q(su)’ - li ‘D(m)‘ + 1: d’(ass)’ + 24,44 d’(m), (285) 2
'p(m)' - 3-: d’(m)’ + 1? ‘D(m)' + 2‘1‘-5X(us), (185) »
d’(lu)’ = I': d’(m)’ + l: Q(m)‘ + 213 Ay ‘p(xzs), (125) »

(13) ¢

2.
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Geometrographische Beitrige.

Von JAKoB REuscH in Thann i. E.

Im folgenden méochte ich einige Vereinfachungen und Erginzungen
zu Konstruktionen angeben, welche Herr E. Lemoine in seiner ,Géo-
métrographie, Collection Scientia, und in (3) 1, 334 dieser Zeitschrift
mitgeteilt hat. -

Zu Scientia XXXVIII. — Die vierte Proportionale z zu den drei
Strecken m, n, p su konstruieren.

Ist die groBere der beiden Strecken n und p ausgezogen, so wird
die auf dem Sekantensatze beruhende klassische Konstruktion geometro-
graphisch, wenn man folgendermaBen
verfahrt. m

Geometrographische Konstruktion. n
— Sei p > n. Man beschreibe
(Fig. 1) einen beliebigen, aber hin-
reichend groBen Kreis % [C;] und
um einen beliebigen Punkt B von
k den Kreis B(n)[3 C, + C, + Cs].
Damn schneide man # von p ab
[C, + C4], beschreibe B(p — n)
(2C, 4+ G,], der k in C schneidet,
tiehe BC[2 R, + R,], welche B(n)
in R trifft (R auBerhalb BC). Dann
it RC=n + (p —n) =p. Ferner
beschreibe man R (m) [3C, + G],
der k in A schneidet, und ziehe Fig. 1.
schlieBlich RA[2 R, + R;]. Ist D
der Schnittpunkt von RA und k, so ist RD die gesuchte Strecke z.

Op: (4R, + 2 R+ 9C,+ (;+ 5Cy): S=21; E=13; 2 Gerade, 5 Kreise.?)

Zu Scientia LXIII. — Gegeben ein Punkt A auf einer Geraden
BC; auf dieser Geraden Punkte A, derart su bestimmen, daf man hat
AB A B
A..éa * A—‘_d’ *

1) Zur vorstehenden Aufgabe hat Herr R. Giintsche eine in geometrogra-
phischem Sinne einfachere Konstruktion angegeben (vgl. dieses Archiv (3) 9, 258,
289, 1905). .
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Zweiter Fall. A liegt zwischen B und C.

Geometrographische Konstruktion. — Man konstruiere (Fig. 2) tiber
BC als Durchmesser den Kreis [2R, + R, + 4C, + 3C,;]. Sei O

gein Mittelpunkt, D und
D’ seine Schnittpunkte
mit der Mittelsenkrech-
ten von BC. Dann
beschreibe man den
Kreis 4(0OB), der die

4, Mittelsenkrechte in E

Fig. 2.

trifft [C, + C,], nehme,
wahrend die Zirkel-
spitze in A Dbleibt,
AO in den Zirkel und
beschreibe den Kreis
E(A0)[2C, + G4], der
O(OB) in F schneidet.

SchlieBlich ziehe man DF und D'F[4R, + 2R,]. Diese treffen
BC in den gesuchten Punkten A4, und 4.

Beweis: EFAO ein Rechteck und AF Hohe in dem rechtwink-
ligen A BFC; ferner DF | D'F und <X BFD' = CFD’ = 45° mithin

A

Fig. 3.

BF und CF Halbierungslinien der
rechten Winkel bei . Darum
A,B:4,C=BF':.CF’
=AB: AC ete.

Op.: (6R,+3R+7C,+5C;):S=21;
E =13; 3 Gerade, 5 Kreise.
(Reduktion um 2 Elementar-
operationen.)

Zu Archiv der Math. u.
Phys. (3) 1, 334, Nr. 16. — Den
Feuerbachschen Kreis des Drei-
ecks ABC zu Fkonstruieren.

Geometrographische Konstruk-
tion. — Man konstruiere (Fig. 3)
iber BC als Durchmesser den Kreis
k, der AB in C; und AC in B,

schneidet (2R, + R, + 4C, + 3C,]. Hierauf beschreibe man mit dem
Radius %. den man im Zirkel hat, die Kreise C, (%) und
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B,(3)[2C,+2C;}. Der Kreis k werde von C,(3) in X und ¥, von

B,(%) in U und V getroffen. Man ziehe XY und UV, die sich in

F schneiden [4 R, + 2 R;], und beschreibe F(FC,)[2C,+ C,]. Dies
ist dr Feuerbachsche Kreis.
Op: (6R,+ 3R, + 8C,+ 6C;): S = 23; E = 14; 3 Geraden, 6 Kreise.
(Reduktion um 2 Elementaroperationen.)

Zu Scientia XLIII. — Eine Strecke AB nach dem goldenen Schnitte
o teilen.

Far die dritte Konstruktion schlage ich folgende Form vor, welche,
falls nur die Strecke AB (nicht auch ihre Verlingerung) gezogen ist,
und falls man nur den inneren Teilpunkt braucht, einen Vorteil bietet.

D ’

Fig. 5.

Geometrographische Konstruktion. — Man beschreibe (Fig.4) A(A B)
ud B(AB), die sich in C schneiden [3 C, + 2 C;], danu C(4B), der
A(B) in D und B(4B) in D’ triftt [C,+ C,]. Dann ziehe man
AD'[2 R, + R;)], welche A(AB) in E trifft, und beschreibe D (DE)
[2C,+ C,]. Dieser trifft BC in den gesuchten Teilpunkten.

Op: 2R, + R, + 6C, + 4C;) : S = 13; E = 8; 1 Gerade, 4 Kreise.

Anstatt die Gerade AD’ zu ziehen und dann den Kreis D(DE)
7 beschreiben, kann man auch (Fig. 5) die Mittelsenkrechte CC’ von
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0,0, in I,. Man ziche I,I,[2R, + R,). Dies ist eine zweite Ahn-
lichkeitsachse. Man ziehe I, I, [2 R, + R;], welche O, 0, in A4, trifft.
Dies ist eine dritte Ahnlichkeitsachse. Endlich ziehe man 4, 4;[2 R, + R,].
Dies ist die vierte Ahnlichkeitsachse.

Op: (20R,+ 10R,+ 5C,+ 2C;); S=3T; E=25; 10 Gerade, 2 Kreise.

12. Mai 1904.

Zu Scientia XV. — Durch den Punkt A auperhalb der Geraden g
eme Gerade 2u sichen, dic mit g einen Winkel = < 6 bildet.

FolgendermaBen 1dBt sich die Aufgabe mit S = 15 l6sen:

Geometrographische Konstruktion (Fig. 7). — Mit einem hinreichend
groBen Radius ¢ beschreibe man um den Scheitel S von 6 den Kreis

Fig. 7.

8(¢), der die Schenkel in X und Y schneidet [C; + C,]. Dann be-
schreibe man A(g), der g in A’ trifft [C, + C,), dann A’(p), der g in
B’ trifft [C, + C,], dann- B’(p), der A(¢) in B trifft (4 und B auf
derselben Seite von g) [C, + C).

Nun mache man in dem Kreise A(p) Bogen BD = XY[3C, + C;]
und ziehe A D, welche g in E trifft [2 R, + R;]. Dies ist die verlangte
Gerade; denn A A’ B’ B ein Rhombus und X AEB'= DAB=XSY=o0.

Op.: 2R, + R+ 71C, + 5C;) = (15; 9) (1 Gerade, 5 Kreise).
23. Juni 1904.
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Ober eine Dreiecksaufgabe und beziigliche Sitze.

Von A. KIEFER in Ziirich.

Ein Dreieck aus dem Hohenpunkt H und den Mittelpunkten M, m
des Um- und Inkreises zu konstruieren.!)

1. Bezeichnet man die Radien der beiden Kreise mit R, 7, 80 ist
bekanntlich
R* — 2Rr = Mm*.

Die Mitte N von HM ist der Mittelpankt des Fenerbachschen
Kreises, dessen Radius 1R ist, und welcher den Inkreis beriihrt.
Somit § R —r = Nm und durch Division der zwei Gleichungen

Mm?
B=iNm
und ferner
,— Mm®— 4 Nm* )
2Nm

Legt man den Feuerbachschen Kreis und den Inkreis und beriick-
sichtigt, daf der erstere die Fufpunkte der Lote enthilt von den Punkten
M, H auf die Dreiecksseiten, so ergeben sich die letzteren als gemeinsame
Tangenten des Inkreises und der Ellipse, fiir welche M, H die Brenn- -
punkte sind, und deren grofe Achse gleich R ist.

Eine der vier Tangenten stellt eine uneigentliche Losung dar.
Es gibt nimlich unendlich viele Kegelschnitte, welche die Seiten
des Dreiecks berithren und die Mittelpunkte auf der Geraden mN
haben. Alle diese Kegelschnitte bilden eine Schar, deren vierte Grund-
tangente auch den Inkreis und die beniitzte Ellipse berithrt und die
uneigentliche Losung bildet.

Die Aufgabe liBt sich noch anders 15sen: Die Tangentenpaare von
M, H an die konzentrischen Kreise mit dem Mittelpunkte » bilden
zwei halbperspektivische Strahleninvolutionen, deren Erzeugnis eine
einfache zirkulare Kurve dritter Ordnung ist, welche den Umkreis in
den Ecken des Dreiecks schneidet.

1) Fir die beziigliche Literatur sei auf das Dezemberheft 1904 des Inter-
médiaire verwiesen, das auch eine analytische und eine geometrische Losung
der Aufgabe enthdilt. Vorliegende Arbeit war schon geschrieben, als ihrem Ver-
fasser jenes Heft zu Gesicht kam.
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Die Kurve ist nimlich der Ort eines Punktes, von dem aus die
Strecken m H, m M unter gleichen Winkeln erscheinen; daher ist sie
auch der Ort der Brennpunkte fiir die Kegelschnitte der oben erwidhnten
.Schar. Unter diesen Kegelschnitten gibt es eine Parabel, deren einer
Brennpunkt der unendlich ferne Punkt der Geraden m N ist; ihr anderer
Brennpunkt wird also gefunden, indem man durch H, M die Parallelen
zu mN zieht, um m den Kreis legt, der die Parallelen berithrt und dann
von M, H die Tangenten an den Kreis legt. Der Schnittpunkt der
Tangenten ist der Brennpunkt Z der Parabel. Bekanntlich liegt derselbe
aif dem Umkreis des Dreiecks A BC, und die Leitlinie der Parabel
geht durch den Hohenpunkt H. Folglich ist die Mittelsenkrechte von
ZH die vierte Grundtangente der Kegelschnittschar, oder die uneigent-
liche Losung. Man hat folgende Konstruktion:

Sind H, M, m die gegebenen Pumkte und ist N die Mitte von HM,
0 ziehe man durch H, M die Parallelen zu m N, lege um m den Kreis,
der die Parallelen beriihrt, und ziche von H, M die Tamgenten an den
Kreis. Ist Z ihr Schnittpunkt, so kann man den Umkreis des gesuchten
Dreiecks legen, indem er durch Z geht und den Mittelpunkt M hat;
kievauf ergibt sich der Feuerbachsche Kreis, der N zum Mittelpunkt,
$MZ als Radius hat, ferner der Inkreis, der m zum DMittelpunkt hat
und den Feuerbachschen Kreis im Schnitlpunkt mit der Verlingerung
ton Nm diber m hinaus beriihrt. Legt man jetzt die Parabel mit Z als
Brennpunkt und dem Lot von H auf Nm als Leitlinie, so ist die Mitiel-
senkrechte von ZH eine gemeinschaftliche Tangente von Parabel und
Inkveis, und die drei anderen gemeinsamen Tangenten bilden das gesuchte
Dreieck.

Die oben erwiihnte Kurve dritter Orduung schneidet den Umkreis
anfer in Z in den Ecken des Dreieckes und trifft die Seiten des
Dreiecks in ihren Schnittpunkten mit der vierten Grundtangente.
Denkt man sich um H als Mittelpunkt den Kreis gelegt, fiir den das
Dreieck A BC ein Tripel ist und dann die oben aufgetretene Kegel-
schnittschar in bezug auf diesen Kreis polarisiert, so entsteht ein Kegel-
schnittbiischel, dessen Grundpunkte 4, B, C und ein vierter Punkt Z*
sind. Die Polarfigur der Parabel ist eine gleichseitige Hyperbel, deren
Mittelpunkt derjenige Schunittpunkt des Feuerbachschen Kreises mit
ZH ist, der nicht in der Mitte von ZH liegt; die Asymptoten der
Hyperbel sind parallel zu den Halbierungslinien der von HZ und dem
Lot von H auf Nm gebildeten Winkel. Die Hyperbel geht durch H;
der vierte Grundpunkt Z’ ist der zweite Schnittpunkt der Geraden ZH
mit dem Umkreis, nimlich der Pol der vierten Grundtangente in bezug
auf den Polarisationskreis. Wird auch die Kurve dritter Ordnung
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Die Lote in m auf den Winkelhalbierenden m A, m B, m € mogen

die zu ihnen parallelen Hohen des Dreieckes 4,B,C, in P, @, T

ud die beziiglichen

Gegenseiten von ABC }
in P, Q,, T, schneiden; :

dann folgt

P=mdAdl?=mP-mP,
=mBl=mQ -mQ,

=mC2=mT-mT,.

Nun  verldngere
man m H, bis F, sodaB

rP=mH, - mF

!
|
I
|
i

ist, so miissen die

Vierecke P H, F P,,

0EFQ, THFT,

Kreisvierecke mit rech-

tn Winkeln bei F

%in; die Punkte P,, Fig. 1.

¢, T, liegen also auf
der senkrechten Geraden durch F zu der Geraden Mm, und man hat

rs

mF=mH°;
aber mm=Mm-1%, also
F rR
M= Mm -
Aus R'—2Rr=Mm* folgt r=-R’;1%‘—1'- Eingesetzt
R*— Mm?
mF =—— .

2Mm
Bezeichnet man den Schnittpunkt der Geraden Mm mit der Potenz-
linie von Um- und Inkreis mit @, so ist
MG*— mG* = R — 3, ,
1
MG —mG=Mm, MG+mG="",
R*—r*— Mm?
mG = eMm

Somit ist der Abstand der Geraden P, Q,7, von jener Potenzlinie

rs

mF—mG=GF=2Mm-
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kreises mit u, dessen Radius mit ¢ und die Mitte von m H, mit n,
%0 hat man '
P wE =2, lr—um—o,
folglich
r*—mu?=2r (1r — un), mpd=2r-un.

Diese Relation sagt aus, daf fir die Dreiecke AyB,C, die Mittel-
punlte shrer Inkreise auf einer Kurve vierter Ordnung liegen.

Weil SXmPHy=mQH,=mTH,=90° so liegen die Punkte
P, ¢, T auf dem Kreis mit m H, als Durchmesser, und weil m P, m (),
mT parallel zu B,C,, C,4,, 4,B, sind, so ist Dreieck PQT &hnlich
AB,C,

Fiir die Dreiecke PQT gelten also dieselben Sitze wie fiir die
Drtiecke AyB,C,.

Denkt man sich m, H, gewshlt, » gegeben, so folgt aus den zwei
@leichungen

— R mM
R*— Mm*=2Rr, = -E—E,
B= ——— Liad , Mmm 2""”H°-, d h.:
r—mH,* r*—mH,*

Bewegt man die Ecken eines Dreiecks AyB,C, auf einem Kreis m (r),
%daf der Hohenpunkt H, des Dreiecks fest bleibt, so bilden die Kreis-
tangenten in den Pumkten A,, B,, C, solche Dreiecke ABC, die einem
festen Kreise eingeschrieben sind.

Fir die Dreiecke ABC bewegt sich, wie eingangs Abschnitt 2
geeigt ist, der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises auf einem
Kreis, und der Radius des erstern ist konstant 1R, d. h.:

Die Feuerbachschen Kreise der Dreiecke ABC beriihren zwes feste
konzentrische Kreise. i

Verlangert man m 4,, mB,, mC, je um sich selber iiber 4,, B, C,
hinsus, so sind die entstehenden Punkte m,, my, my die Ankreismittel-
punkte des Dreieckes A BC, folglich:

Die Ankreismittelpunkte der Dreiecke ABC bilden Dreiecke m,mgmy,
die einem festen Kreis vom Radius 2R eingeschrieben sind; da die
Dreiecke m,mgm, den festen Punkt m zum Hohenpunkt haben, so gelten
fir sie dieselben Sitze wie fiir die Dreiecke AyB,C,.

4, Zum Schlusse soll die Abb. 2 benutzt werden, um einen ein-

fachen Beweis des Feuerbachschen Satzes und einige metrische Re-
lationen fiir ein Dreieck abzuleiten. (Abb. 2). Von dem Schnittpunkt I
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der Winkelhalbierenden 4.4, mit der Gegenseite BC ziehe man das Lot
auf die Linie DL, die zu M A parallel ist, so muB dieses Lot IK
aus Symmetriegriinden (SCCAM = BAH) den Inkreis und auch den
Ankreis, der zu BC gehort, berithren. Legt man den Inkreisradius
mK’ nach dem Berithrungspunkt, so sind ND und mK’ parallele
Radien von Feuerbach- und Inkreis, und zum Beweise fiir die Be-
rihrung der zwei Kreise geniigt es, nachzuweisen, daB die Gerade D K’

Fig. 8.

die zwei Kreise im gleichen Punkte L’ schneidet, der dann &uBerer
Ahnlichkeitspunkt und Berithrungspunkt ist. Die vier Punkte 4, m, I, m,
(wobei mA, = A;m, und m, der Mittelpunkt des Ankreises ist) sind
harmonisch und also auch ihre Projektionen auf BC. Folglich

DD*=DI-DA"

Aus dem Kreisviereck KIA'L mit rechten Winkeln bei K und
A’ folgt
DI-DA’=DK-DL, also DD*=DK-DL.
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Nun hat man fir L’ auf dem Inkreis DK DL’'= DD’ und fiir
L suf dem Feuerbachschen Kreis wegen des Kreisviereckes KK'L’'L
mit rechten Winkeln bei K und L’ :
DK DL'=DK-DL=DD",

wie es sein muB.
Auf dieselbe Weise zeigt man, daB der Feuerbachsche Kreis auch

die Ankreise beriihrt.
Verlingert man die Hohe 4.4’ des Dreieckes ABC bis zum
Schnittpunkt 4” mit dem Umkreis, so ist bekanntlich

HA'=A'A", HA"=2HA".

Die Potenz des Hohenpunktes H in bezug auf den Umkreis des
Dreieckes ist daher 2. HA - HA'. Dieselbe ist aber auch R — HM?,
folglich
¢ HM*=R*—2.HA HA' .

Da N in der Mitte von M H liegt und Nm = } R — r ist, so hat
man Hm?® + Mm? = 2(112]-’—[)’ + 2($ R—r)?; setzt man hierin fiir HM?®
den obigen Wert und Mm* = R® — 2Rr, so folgt
2) Hm*=2r*— HA-HA'.

Wihlt man den Mittelpunkt m, des Ankreises iiber BC, dessen
Radius r, sein moge, so ist

Mm? = R? + 2Rr,, Nm;=%}R+r,
Hm: + Mmt = 2(55) + 2GR + 7).

Also

(3) Hm?=2r — HA-HA/,
und analog

4) Hmi=2r2— HA-HA',
(3) Hm} =213 —HA-HA"

Betrachtet man H als gegeben und den Umkreis, beziehungsweise
den Inkreis oder einen Ankreis gewihlt, so enthalten die Formeln 1 bis
5 folgenden Satz:

Alle Dreiecke mit dem Hiohenpunkt H, die dem Umkreis einbeschrieben
und ebenso diejenigen, die dem Inkreis umschrieben oder einem Ankreis
anbeschricben werden kinnen, sind Tripel fiir demjenigen Kreis, der H
sum Mittelpunkt und den Radius Vi (HM® — R*) hat. Die Seiten der
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dasselbe leisten, wenn nur eben diese Daten bekannt wiéren. Durch die
Forschungen der letzten Jahre ist das nun in der Tat fiir eine zweite
Substanz der Fall, nimlich fiir ein von gleich temperierten Wiinden
umschlossenes Vakuum, in dem die schwarze Strahlung herrscht, mit
anderen Worten fiir den Kirchhoffschen Hohlraum.

Wir wissen durch dié experimentellen Untersuchungen von Lummer
und Pringsheim, daB die Energie pro Volumeneinheit eines solchen
Hohlraumes gleich ist 67*, wo T die Temperatur in Celsiusgraden,
vermehrt um 273° bedeutet; o ist eine Konstante, deren absoluter
Wert bekannt ist, uns aber hler nicht interessiert.

Hat der Hohlraum das Volumen ¥, so ist die Energle

@) U=oT*7V.

Auf die Winde dieses Hohlraumes wirkt der Maxwellschen Theorie
mfolge ein Druck

@ p=1T

desten Existenz und Betrag durch die Untersuchungen von Lebedew,
Nichols und Hull festgestellt ist. Das ist hinreichend, um in dem
Beweise des zweiten Hauptsatzes das ideale Gas zu ersetzen durch den
schwarzen Korper.

Wir wollen zunichst den ersten Hauptsatz auf diese ,,Substanz® an-
venden, und zwar wollen wir zwei besonders einfache Fille betrachten,
nimlich einen isothermen und emen adiabatischen ProzeB, die beide
reversibel gefﬂhrt werden.

Setzt man in die Gleichung des ersten Hauptsatzes fir U und p
ihre Werte aus (2) und (3) ein, so folgt fiir den isothermen Vorgang:

dU=0oT'dV=dQ+ A=dQ— 3 T'dV,

oder

‘dQ=4aT4dV;
fir einen endlichen isothermen ProzeB folgt also
4 Q=3 (V- V),

~wemn ¥, des Volumen des Endzustandes, V; das des Anfangszustandes
bedeutet

Der adiabatische Vorga.ng ist charakterisiert durch d Q = 0; also
liefort der erste Hauptsatz die Beziehung:

®) AU=—pdV
oder mit Benutzung der Werte aus (1) und (3):

¢T'dV + 46 T*VdT = — g T*dV
8¢
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dabei ist, wie aus den Grenzbezeichnungen ersichtlich, das erste und
dritte Integral auf isothermem, das zweite und vierte auf adiabatischem
Wege zu erstrecken. Es ergibt sich so der Reihe nach:

LK, : v,
jpdvag-z‘:(v'.— V), fpdV=§T§(V.—K);
nr LY

ferner nach Gleichung (5)

Ty ¥, T,V .
[vav——fav-—osr,— 17,
f A v,

v, TV, _
fpdV=—de=—6(T} V,—T147,).
T, ¥, TV,

Durch Addition folgt daraus

® X fpav=—Aa=4o(T(V— V) + TV~ T)).

Diesen Ausdruck kann man vermittels Gleichung (6) vereinfachen.
Beachtet man nimlich, daB V, und V, einerseits, und ¥, und ¥
andrerseits durch einen adiabatischen ProzeB ineinander tibergefithrt
werden, so folgt:

Vs =13V, T3V, =13V,
oder durch Subtraktion:
IVy = V) =I5V, — V).

Dies in (8) eingesetzt, ergibt
) —A=36T}(Vy — V))(T, — Ty).

4ist die dem System von auBen zugefithrte Arbeit. Setzt man A =— A’,
% ist A’ die vom System nach auBen geleistete Arbeit; also geht (9)
dber in :
(%) A =30 Ti(V;— V)T, — Ty).
Das Verhaltnis von A’ zu der aus dem ersten Warmereservoir ent-
nommenen Wirmemenge ¢, nennt man den Wirkungsgrad % des
Carnotschen Kreisprozesses. Derselbe wird demgemaB nach (9a) und (7):
(10) A pe T =V —T) L -1,

$6TH(V, — V) T,

das ist der namliche Wert, den man bei Benutzung eines idealen Gases
ethilt, wie es sein musB.






Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamiik. 39

Die bei dem KreisprozeB geleistete Arbeit wird durch den In-
halt des krummlinigen Vierecks 4 BCD gegeben, welches aus geo-
metrigchen Griinden sich ergibt zu:

DT op dV  op AV .
04’ = (57 55— 35 57) 95 0T

der Klammerausdruck ist die Substltutxonsdetemmante von dp und d ¥
als Funktionen von S und 7.
Der Wirkungsgrad wird gegeben durch den Ausdruck:

op oV op oV
(13) IA _ 2Q,+3Q, _ (37 75 — 55 97) s8aT
50, g ¢,

Nun ist auf den Adiabaten, d. h. den Kurven dS = 0, auch die Glei-
chung dQ = O erfiillt, d. h. S und Q verschwinden glelchzeltlg, sodaB
man setzen kann

dS=h-dQ,
% b eine Funktion der Zustandsvariabeln ist, in der im allgemeinen
sber noch als Parameter die individuellen Eigenschaften des betreffenden
Korpers enthalten sein konnten. In unserem Falle also gilt die Doppel-
gleichung: A
(14) 68 =h0Q = —h8Q,(=hd¢s)
wo h, und h; die den Temperaturen 7, und 7, zugehorigen Werte
dieser Funktion bedeuten. Wir kinnen also in (13) setzen

84’ [(9p 9V _ opeV _ .
(15) §¢, \3T 25 — =58 o7) MT =F(S,1)T;

der Faktor von 37 ist hier, um seine Natur zu charakterisieren, in
die Form F(S,T) gebracht worden.

Es 188t sich nun zeigen, daB F'(S,T) fir alle Korper denselben
Wert hat, wenn man diese Korper zwischen den nimlichen Tempera-
twén 7, und 7, arbeiten l@Bt; darauf gehen wir hier nicht ein, da
lisser Beweis in allen Lehrbiichern der Thermodynamik eingesehen
Werden kann. F kann also nur Funktion der Temperatur sein, und
war fir alle Korper die ndamliche.

Es ist nun immer nach Gleichung (14)

P

1 1\ oo
30, +38Q = (5 — ) 95;
d8 T, — T, = 8T sehr klein ist, darf man setzen %—-:—=—L6T,
1 3
1

-
also JA' =3Q,+0Q, =50 TS

1



40 Cr. Scrarrer: Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik.

bildet man den Wirkungsgrad, so folgt

sl
SA" 8Q,+8¢Q ‘a%"s‘”' 311; *
(16) 70— —ag =hT g =h5p ol
Vergleicht man diesen Wert mit dem andern in Gleichung (15), so folgt
ot
b =F(T) oder %' =_F(T)aT
log b = -—fF(T)dT+ v (S
—fF(nadr
h=e’ -9 (8).

@(S) ist dabei eine vollkommen willkiirliche Funktion der andern
Zustandsvariabeln S.

Wir erhalten also unendlich viele integrierende Faktoren: zu jedem
@(S) gehort ein h. Setzen wir willkiirlich ¢(S) =1, so ist durch
Kenntnis des Wertes von A fiir eine einzige Substanz h fir alle Sub-
stanzen bekannt.

Nach Gleichung (12) ist aber fiir einen Hohlraum A = - folglich

T
filr alle Substanzen h = LT Also ist allgemein
—d—I?— = dS ein totales Differential.

Das ist der Inhalt des zweiten Hauptsatzes.")
Breslau, im Februar 1907.

1) Ich mdchte hier auf eine Arbeit von A. Byk (Ann. d. Phys. 19, 1908) hin-
weisen, die mit der vorliegenden mehrfache Berihrungspunkte hat; Herr Planck
hat mich auf dieselbe aufmerksam gemacht. Was die von mir gewihlte Beweis-
form des zweiten Hauptsatzes angeht, so habe ich mich anHelmholtz’s, Vorlesungen
iiber die Theorie der Wirme" mit Absicht so eng als mdglich angeschlossen, um
mich hier kiirzer fassen zu konnen.
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Tangentenkonstruktionen fiir die Unikursalkurven,
welche als Orthogonalprojektionen der Selbstschattengrenzen
von Regelschranbenfliichen auf eine achsennormale Ebene

auftreten.

Von Epuarp JaNisch in Prag.

1. Hat man zwei konzentrische Kreise €, IT und in ihrer Ebene
einen festen Punkt a gegeben, und zieht wan durch a einen beliebigen
Strahl a, der € im Punkte ¢ trifft, zeichnet man ferner in dem Punkte
2 suf I7, der mit ¢ und dem Mittelpunkte o der beiden Kreise in
gerader Linie liegt, die Tangente an I, dann trifft diese die a in einem
Punkte p, der eine Unikursalkurve 4. Ordnung beschreibt, wenn a um
@ sich dreht. Diese Kurve stellt die orthogonale Projektion auf die
Leichenebene der Eigenschattengrenze einer offenen Regelschrauben-
fliche vor, deren Achse durch o senkrecht zur Zeichenebene geht.!)

Errichtet man noch in o auf dem Radius ocx die Senkrechte, so
trifft diese die a in einem Punkte d, welcher ebenfalls einer Unikursal-
kurve 4. Ordnung angehért, die analoge Bedeutung wie die Kurve (p)
bat, nur ist die in Betracht kommende Regelschraubenfliche eine ge-
schlossene.

2. Eine Quelle fiir mannigfaltige einfache Tangentenkonstruktionen
fir die d- und die p-Kurve unter 1. liefert die Auffassung dieser
Kurven als tafelparallele Schnitte einer windschiefen Fliche 4. Grades,
die wie folgt zustande kommt.

Es sei o, in der Tafel gelegen, die Spitze eines Rotationskegels (K)
mit tafelnormaler Achse; € und I7 seien beziehungsweise die ortho-
gonalen Projektionen auf die Zeichenebene zweier Parallelkreise (€),
(I1) von (K), so daB ocx die Projektion einer Mantellinie von (K)
darstellt. In @ endlich treffe die Zeichenebene eine zu ihr normale
Gersde (). Stellen wir uns nun vor, die a sei die Projektion einer
Tangente (a) des Kegels (K) und zwar jener, die den Parallelkreis (C)
im Punkte (c), dessen Projektion der Punkt c ist, trifft, so bemerken
wir, daB die (a) die () in einem Punkte (a) schneidet, dessen Pro-
jektion @ ist. Der Ort der Geraden (a) ist ersichtlich eine windschiefe

1) Vgl. etwa Rohn-Papperitz, Darstellende Geometrie, 2. Bd., 8. 144ff,
wo eine Ubersicht Gber die verschiedenen Gestalten gegeben wird, welche diese
Kurve annehmen kann.
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Fliche (F) vom 4. Grade, deren Tafelspur durch die d-Kurve dar-
gestellt wird, wihrend die p-Kurve die Projektion ihrer Schnittkurve
mit der Ebene des Kreises (I7) bedeutet.

3. Die Doppelkurve 3. Ordnung der (F) zerfdllt in die Gerade ()
und in eine Ellipse (B), deren Projektion der iber ao als Durchmesser

¢ e tb «0¢ b aqa

1)

’ t bo. & ¢

beschriebene Kreis B ist. DaB (%) eine Doppellinie der (F') vorstellt,
sicht man unmittelbar ein, denn die tafelnormale Ebene durch ao ist
ja eine Symmetrieebene von (F).

Bemerkt man, daB in der tafelprojizierenden Ebene durch (a) noch
eine zweite Erzeugende (a*) der (F) enthalten ist, deren Schnitt-
punkte (¢*) und (d*) mit (€) beziehungsweise mit der Tafel leicht
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angegeben werden konnen [denn es ist offenbar ¢* der zweite Schnitt-
punkt von G und a, wihrend d* so liegt, daB cd* und c*d gleich, aber
entgegongesetzt gerichtet sind], so findet man die Projektion b des
Schnittpunktes b* = (a) >< (a*), welcher der Doppelkurve (8) angehért,
als Mitte von cc* oder also als FuBpunkt des Lotes aus o auf a.

Der Ort von b ist mithin der fiber ao als Durchmesser beschriebene
Kreis. Bedenken wir jetzt, daB die o(b) in der Tangentialebene des
Kegels (K) léngs o(c) liegt, so stellt uns § — der Schnitt der Tan-
gente an € in ¢ mit der ob — die Projektion des Spurpunktes () der
o() mit der Ebene des Parallelkreises (€) dar. Der Ort von B ist
sber die Polare von a fiir €, somit ist (B) eine ebene Kurve und zwar
ist die zu ao normale Gerade 8 durch o die Tafelspur der Ellipse (3).

4, Wir sind nunmehr in der Lage fiir irgend einen Punkt der (a)
die Tangentialebene der (F') anzugeben, denn wir kennen die Tan-
gentialebenen in den drei Punkten (a), (b), (¢). Nenmnen wir a, b, ¢
die Tafelspuren dieser Tangentialebenen, so ist a idenfisch mit der
gleichbezeichneten Projektion der (a), und ¢ ist die Tafelspur der Be-
ribrungsebene an (K) lings o(c). Die b ist die Gerade dd, wo & den
Schnittpunkt von 8 mit der Tangente an den Kreis B im Punkte b
bedeutet. Dieser Punkt ist die Mitte der Strecke, die von o und dem
Punkte @ >< 8 begrenzt wird. Um fiir einen vierten Punkt (p) der (a)
die Tafelspur p der Tangentialebene verzeichnen zu kdnnen, beriick-
sichtigen wir die bekannte Beziehung, daB das Doppelverhiltnis
(@)(®)(¢) (p)) gleich ist dem Doppelverhiltnisse der vier Tangential-
ebenen in (a), (b), (c), (»), welches aber denselben Wert hat wie das
Doppelverhiltnis (abcp) der vier Tafelspuren jemer Ebenen. Da die
Projektionen a, b, ¢, p ein Doppelverhiltnis besitzen, welches dem
Doppelverhiltnisse der vier Punkte im Raume gleichkommt, so haben
wir mithin p so zu bestimmen, daB (abcp) = (abep) ist. Man sieht
leicht ein, daB die p eine Parallele der Tangente in p an die Projektion
des tafelparallelen ebenen Schnittes der (F) durch (p) darstellt, so daB
Jede Ermittelung von p zugleich das Problem der Tangentenkonstruktion
der p-Kurve 18st.

5. Wir wenden die Ausfilhrung des vorigen Artikels zunichst an,
um die Tafelspur d der Tangentialebene im Tafelspurpunkte d der (a)
W konstruieren. Die D ist offenbar zugleich Tangente im Punkte &
der ¢.Kurve. Wir kénnen unmittelbar den Schnittpunkt d, der b mit
igend einer Geraden g, der Zeichenebene ermitteln. Nennen wir q,,
b, ¢, die Schnittpunkte der g, mit beziehungsweise a, b, ¢, so ist
(8bed) = (a,b,¢,d,), und es gibt also der Punkt z, = be, >< ¢b,, mit a
verbunden, die Direktionsachse 4 der beiden projektiven Punktreihen
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La spirale de Pappus;
Par M. GiNo LoriA & Génes.

1. Un célebre géometre grec, Pappus d’Alexandrie, a remarqué’)
que, comme on fait naitre dans le plan une spirale par la trace d'un
point qui se meut avec une vitesse constante sur une droite tournant
autour d'un de ses points avec une vitesse également constante, on
pent engendrer sur une sphére ume spirale d'une maniére semblable.
Imaginons, en effet, qu'un grand cercle de la sphére (dont mnous
sppellerons O le centre et R le rayon) tourne uniformément autour
dun de ses diametres ('axe de la figure) en partant d’'une certaine po-
sition initiale; supposons encore qu'un point P parte d’'une des ex-
trimités A4 de l'axe et parcoure la périphérie de ce cercle avec un
mouvement également uniforme et tel que, lorsque le plan du cercle a
fait un tour complet, le point P ait décrit un quadrant.?) Par le con-
cours de ce double mouvement le point P tracera sur la sphére ume
courbe, qui est l'analogue de la spirale d’Archiméde, et qu'on peut bien
appeler (ce que nous ferons) «spirale de Pappus».

Pour la représenter analytiquement nous nous servirons d'un
sysme de coordonnées polaires sur la sphere: & savoir 'arc ¢ du grand
cercle compris entre le point considéré et le point A et 'angle @ que
lare AP fait avec la position initiale du grand cercle mobile. Alors
les conditions imposées au mouvement donnent tout de suite la relation

1 ®=4p

qui est précisément 1'équation polaire de la courbe dont il s'agit.

A l'aide de cette équation il est aisé®) d'établir une propriété mé-
trique dont jouit la courbe de Pappus et qui n'a pas échappé a ce
géomitre. En effet, la différentielle d.S de I'aire balayée par l'arc AP
lorsque le point P décrit la courbe, s'exprime par la formule

dS = R*do (1 —cos )

1) Collectiones mathematicae (ed. Hultsch), p. 264.

9) Cette dernidre condition peut bien &tre supprimée sans qu'il en résulte
1a perte d'un bon nombre des propriétés de la courbe en question; en l'dtant
o1 voi{ naitre toute une classe de courbes, quelques-unes algébriques, d’autres
trnscendantes.

8) Comp. mon ouvrage Le scienze esatte mell’ antica Grecia. Libro II: Il
Periodo argenteo della geometria greca, p.12.






La spirale de Pappus. 47

Il est en général plus avantageux de comserver ¢ comme variable
indépendante et par suite les équations (2) ou (3) comme équations de
la courbe.

3. De ces équations on tire

y—2>b
z—a

= tg 4o, J:—a’+y—-6’—R’sin’p;

si donc on pose
1t igg, Va-a 4y B =u,

z—

on aura

¢ =4p, u=Rsing
d'od, par I'élimination de ¢, y
) u= Rsin5;

cest T'équation, en coordonnées polaires u, ¢ de la projection ortho-
gonale sur le plan zy, de la spirale de Pappus; or I'équation (4) re-
Présente une rosace,’) done:

La projection orthogonale de la spirale de Pappus sur un plan
wormal ¢ Uaze est une rosace (du diziéme ordre).

On parvient a deux autres courbes du méme ordre, mais qui
Nappartiennent, & ce que je crois, & aucune classe connue, en projetant
Ia spirale de Pappus (sur le plan z2z, c'est-a-dire) sur un plan paralléle
i la position initiale du cercle mobile ou bien (sur le plan yz, clest-
idire) sur un plan parallele & l'axe de la figure et normal & cette
Position initiale.

Si au contraire on projette la courbe du centre O (a, b, ¢) de la
sphére donnée sur le plan zy, on parvient & la courbe ayant les équa-
tions suivantes:

_c(linbo—sinap) b c(cos 89 — cos 59)

r=a 2 cos ¢ » Y 2cos ¢

Or ces 6quations donnent

x_a"*'.;/—:'—b’_(Ct‘g(’)” y—b=tg40)

r—a

¢ si Ton introduit deréchef les variables u, g définies ci-dessus, on
amve & I'équation polaire de la projection:
®) w—ctgl.

—_—

1) Comp. Spesielle algebraische und transzendente ebene Kurven (Leipzig 1902,
B.G. Teubmer), p. 297 et suiv.
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x'

faite du point O sur un plan a l'axe de la figure; et si 'on considere

le point M comme placé sur la correspondante génératrice du cylindre
Archiy der Mathematik und Physik. III. Reibe. XIL 4
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construisons & présent le triangle O”1J rectangle en O” et dont l'angle
aigu 0"1J soit égal a ¢; il viendra
0"J = 0"I cotg = R cotgVcos'p + 16sin’g = M'T".

Si donc on porte & partir du point M’ sur la direction positive
de la tangente ¢’ le segment M’7" = 0"J, Yordonnée qui passe par T’
coupers en T la droite O”B”. M"T” sera la projection cherchée
verticale ¢”.

6. On peut remarquer que, lorsque le point M décrit la spirale,
le point T détermine sur le plan horizontal la courbe dont les équations
sont (comme il est facile de voir)

R
Xe=a— 5’517»(00829 — cos4p —cos6p),
Y=b——1—t—(sin2o —sin4¢ — 8in6yg).

sin ¢

Cette courbe est la projection horizontale de la section de la
développable osculatrice de la spirale de Pappus sur le plan horizontal
mené par O; il s'ensuit que la tangente u’ en T’ & cette courbe est
ls projection horizontale de la trace sur ce plan du plan osculateur
e M a la spirale; u” tombe évidemment sur O”B”. Or les droites
t=(t,t") et u=(u’,u”) suffisent évidlemment pour déterminer le plan
osculateur en M (point quelconque) de la spirale. Rien ne prouve,
cependant, qu'on ne puisse pas trouver pour ce plan une construction
plus simple; nous engageons les lecteurs & la chercher.

Génes, 30 octobre 1906.

Strenstrome in der Riickleitung elektrischer Bahnen.

Von CarL MICHALKE in Charlottenburg.

1. Elektrisch betriebenen StraBenbahnwagen wird am einfachsten
und wirtschaftlichsten die erforderliche Energie zugefithrt, wenn die
Schienen zur Fortleitung des elektrischen Stromes benutzt werden. In
der Regel wird der oberirdisch gefilhrte Fahrdraht mit dem positiven,
das Gleis mit dem negativen Pol der Gleichstrommaschine verbunden.
Die Verwendung der Schienen fiir die Riickleitung des Stromes gibt
Jedoch zu verschiedenen Stérungen Veranlassung. Hauptsichlich stéren
die aus den Schienen in den Erdboden entweichenden Streustrome, die .
sogenannten vagabundierenden Strome. Es ist ndmlich im allgemeinen

nicht mdglich, die Schienen vollkommen von dem umgebenden Erd-
4‘
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Den Verlauf der Erdstrome in gréBerer Entfernung, sowohl seit-
lich von den Gleisen als auch in groBerer Tiefe zu verfolgen, hat viele
Vorteile; fiir die Frage der Gefdahrdung der Rohrleitangen kommt aber
im wesentlichen Richtung und Dichte des Stromes in der Erde in
Betracht, der von den Rohren zu den Gleisen verlduft.

2. Gewdhnlich ist der positive Pol der Gleichstrommaschine mit der
Oberleitung der elektrischen Bahn, dem Fahrdraht, verbunden, wihrend
die Schienen an einem oder mehreren Punkten (Schienenspeisepunkten)
mit dem negativen Pol der stromerzeugenden Maschine verbunden sind.
Die Schienen bilden also die Riickleitung des Stromes. Die aus den
Schienengleisen in den Erdboden austretenden Streustrome verbleiben
zum Teil in der Erde, um an geeigneten Stellen wieder zu den Gleisen
zurfickzukehren, ein Teil, und dieser interessiert besonders, dringt in

TTTTTITTIT]

-—J

MOttt 111
[==> » = =" =

die Rohrleitungen ein. Parallel zu den Gleisen besteht also noch der
Stromweg: Erde, Rohrleitung, Erde. Es sei im folgenden zunichst
angenommen, daB der Strom im wesentlichen von den Gleisen nach
Rohrleitungen flieBe (Fig. 1), wie dies von Haber!) bei nicht zu
groBer Rohrentfernung beobachtet wurde.

Der von der Oberleitung durch die Wagenmotoren den Gleisen
zuflieBende Strom sei vom Endpunkt der Strecke aus gerechnet I (z).
Der Wert hiingt von der Entfernung und der Belastung der Wagen
ab. Sind die Wagen in geringen Abstinden gleichmiBig tiiber die
(unverzweigte) Strecke verteilt, so kann man setzen

I(z) = "Iif’
wenn z die Entfernung vom Endpunkt, L die Linge der ganzen Strecke
(gewohnlich freitragende Strecke genannt) und J,, der gesamte Maschinen-
strom ist.

1) Zeitschr. fir Elektrochemie 1906, 12, 49.
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demnach erhilt man fir den Gleisstrom:
_ LWz Jo Wi (&% — e *7)
LW, +Ww,) (W, +W)(" — ")
unter der Voraussetzung, daB den Gleisen gleichmiBig Strom zugefiihrt
wird (I () = {}TI) Werden andere Voraussetzungen fiir I(z) gemacht,

so andert sich die Differentialgleichung. Befindet sich z. B. nur ein
Wagen am Ende der Strecke, so ist I(z) = J, = const.

Der Streustrom i ergibt sich ausi=I—J= 'Llf —J:

1) J

+

@ o (2o
~ W,.+W, L L Ja__,La

Fir die praktischen Bediirfnisse geeigneter sind einfachere Gleichungen
in Anndherung.- Wenn man Zahler und Nenner des Exponential-
ausdrucks von Gleichung (2) in Reihen entwickelt, erhilt man den

Naherungswert
2 . J,W,z(L*— z% .
(29) = Ilewt L' (W, T W]

Der Hochstwert von ¢+ wird erreicht fiir 2 = i% .

Fir diesen Wert wird -
- 0,385 J, L' W,
(2P) T= G LW W)’
Am Anfang und am Ende der freitragenden Strecke ist der Streu-
strom Null

Nun war :V‘-;——JPV, oder
‘ x

LW, (W, | W&+ e-""]“
W,+WwW,L 2L « elr e Le

'z

jdV,——W, Jdz = —

=, n

Der Spannungsverlust lings der ganzen freitragenden Strecke L des
Gleises ist

- AE LW, Wt ]
(3) EI Wr+m 9 + « eLa_e-—LG
oder angenihert:
J W, L 8w+W,L*
(3a) E = =3 sy ow Fwy

fiir 90 == 00, d. h. wenn durch Isolierung der Schienen die Entwicke-
lumg von Streustrdmen verhindert ist, wird E, = ‘E_I;QE.
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einen solchen Fall zu bestimmen und so die Spannung zwischen Gleis
und den einzelnen Punkten der Erde zu finden, hat meist nur theo-
retisches Interesse, da hierbei die Erdstrome nur an den Gleisen selbst
Korrosionen veranlassen. Sind parallel zu den Gleisen in nicht zu
weitem Abstande Rohrleitungen verlegt, so ist die Spannung zwischen
Gleis und Rohr: 0
1]
] e=w—=V,—V,
® _ S Ww [l u(e“-}—re-"_“)]

oder angenihert:
e Lo Wo. (L'—3zhw
L 6w+ L (W, +W,)

Demnach ist der aus den Gleisen oder Rohren auf einer Strecke dz
(z. B. auf eine Linge von 1 m) austretende Strom
d_ LW, L-sh
dz L ew+LN(W,+ W,)
Es treten die Hochstwerte fir die Spannungen zwischen Gleis und
Rohr und demnach auch fiir Stromung zwischen Gleis und Rohr am
Schienenspeisepunkt (z = L) und dem Endpunkt der freitragenden
Strecke (z = 0) auf. Der Strom in den Rohren selbst ist an diesen °
Stellen Null. Sind mehrere Schienenspeisepunkte vorhanden, setzt
sich also die (leisstrecke zwischen zwei Speisepunkten aus zwei frei-
tragenden Strecken zusammen, so wechselt an den Enden der frei-
tragenden Strecke der Strom in den Rohren die Richtung.

(33)

In der Entfernung 1% vom Endpunkt der freien Strecke ist bei

den Voraussetzungen, unter denen die Rechnung durchgefithrt wurde,
die Spannung zwischen Gleis und Rohr Null (neutraler Bereich); es
findet demnach keine Stromung zwischen Gleis und Rohr statt, wiahrend
der Rohrstrom (Gleichung 24) seinen Hochstwert erreicht. Ist der
Fahrdraht mit dem positiven Pol des Generators verbunden, so ist
nach dem Endpunkt der freitragenden Strecke hin der Erdstrom von
den Gleisen nach dem Rohr gerichtet. Infolge der Wasserstoff-
polarisation wird das Rohr geschiitzt (Schutzbereich), wihrend nach
dem Speisepunkt hin die Stromrichtung umgekehrt ist. Im letzteren
Bereich (Gefahrbereich) werden die Rohre korrodiert, falls sich das
Eisen nicht passiv (unangreifbar) verhilt, was jedoch im Erdboden fast
nie der Fall ist.

Auch im Schutzbereich sind Korrosionen nicht v5llig ausgeschlossen.
Sind z. B. Robrleitungen von verschiedenem Widerstande in ver-
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zwischen verschiedenen Rohrleitungen, ferner die Spannungen lings
der Gleise und der Rohre. Der Strom in einer unverzweigten Rohr-
leitung kann aus Spannungsmessungen bestimmt werden, wenn der
Widerstand der Rohre bekannt ist.

Der Rohrwiderstand kann am vorteilhaftesten nach BetriebsschluB
gemessen werden. Voraussetzung ist hierbei, daB lings der MeBstrecke
keine wesentliche Stromentweichung nach der Erde stattfindet. Er-
forderlich ist eine Starkstromquelle, die entsprechend Fig. 2 an die
Rohrleitung an den Stellen 4 und B resp. A und C angeschlossen wird.!)
Der Strom J verzweigt sich in dem Rohrleitungsnetz. Ein Teil J
,  flieBt direkt zwischen den AnschluBpunkten, den aus den Gleisen in
die Rohre gelangten Streustrom verstirkend oder schwiichend. Wird
gleichzeitig die Spannung ¢, an den Klemmen ab innerhalb AB und

~ A N P-.1 u ~

v ng v

o
r

——4—9

i

—iJ—iHbh

Fig. 2.

der Spannung e an den Klemmen cd gemessen, so ist, wenn ¢, und ¢,
die bei AnschluB an 4 B gemessenen Spannungen, ¢; e, die Spannungen
bei AnschluB A C sind, und J der MeBstrom ist:
__eceg—e-e _ e )
W=7 Mi=qM
Dis sind in Ohm gemessene Widerstinde. Der Widerstand pro
Lingeneinheit wird durch Division mit der MeBlinge gefunden. Ist
der Rohrwiderstand der MeBstrecken bekannt, so kann nach Abschalten
der MeBbatterie aus den Spannungsmessungen e, oder e, wihrend des

Betriebes der Rohrstrom i ermittelt werden: i = SVI = Terf— Sind in
1 ]

den MeBstromkreisen Polarisationsspannungen z. B. in den Rohrmuffen
vothanden, so sind diese, falls sie gegeniiber den gemessenen Spannungen
in Betracht kommen, bei der Berechnung zu beriicksichtigen. Solche
Polarisationsspannungen lassen sich nur nach BetriebsschluB ermitteln,
wenn keine Strome von den StraBenbahngleisen oder anderen Strom-
litungen herrithrend die Robre durchflieBen.

—

1) Journ. fiir Gasbeleuchtg. u. Wasserversorg. 1907, S. 226.
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fir jede Entfernung der Rohrstrom gleich dem Gleisstrom sein. Die
MeBstrecke L sei geniigend lang, so daB die Wirkung der Enden ver-
nachlissigt werden kann.

Sind ¥, und ¥V, die Gleis- oder Rohrpotentiale, so ist unter Ver-
wendung der frither gewihlten Bezeichnungen (Fig. 5)

d aJ _dv, adv,

aJ=(V,— Vr) 5; Wa™ 4z dz

aV,=JW,dz, dV,=—JW,dx

aJ .+ W,

Rk A

Zur Bestimmung der Konstanten C, und C; hat man die Grenz-

gleichungen

=0, J=0,e*+ Cye-==.

LaJ e Lad ¢
fir z =0: a—z-;, filr x = L: E;a.‘;’ also

-La La
G —ee L a—6e
Cl cw(cLa_e-—l.u)’ C’ aw(eLa__ c—Lu)?
folglich
J_ cl(‘za_i_e-:a)_e’(e(l.-:)a_i_ e(z-L)a.
aw(el,a_ e—La)
Der Strom am Ende der Leitung ist
P )
z=0 aw(e“"—c'"“)

Am AnschluBpunkt der MeBbatterie ist der Strom
N AN Cinle L i) bk .
z= aw(el*— e~ %)
Ist am Ende der Strecke kein Widerstand zwischengeschaltet, so
daB nur durch die Erde Strome vom Gleis zum Rohr flieBen, so ist
J._o=0. Dies ist der Fall, wenn 2¢, — ¢ (e?+¢-%2) =0, d. h.

2¢ La -La
— = e
& +

ist. Wird dieser Wert in die Gleichung fiir J,_, eingesetzt, so wird

Nach einigen Umformungen erhilt man hieraus w = Vi—dq , ferner

aJ;
cla_cl+:|“w — 4+ Pe:{—e;’ o = _;: loge' +]:,e{——e_§,

J, log ﬂe__:?—_‘;
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Punkte auf der Verbindungslinie Q,@Q,. Ist D der Abstand der Quell-

e A9 _ 49
punkte, AB = 2R, BO =z, so ist 51—1_= 0’1;,

D*=42R+2)x.

Bei homogenem Rohrmaterial verlaufen die Rohrstrome im wesent-
lichen in der Langsrichtung des Rohres. Die #@uBere Peripherie des
Robrquerschnittes stellt daher einen Aquipotentialkreis dar, der (ex-
zentrisch) einen Quellpunkt umschlieBt. Die Strombahnen schneiden
senkrecht den Aquipotentialkreis. Die Stromlinien treten senkrecht
aus dem Rohr aus.

Nach Kirchhoff ist fiir einen Peripheriepunkt P eines Aqui-
potentialkreises die Spannung gegen den Punkt O in der Mitte von @, @,

2116 log

wobei 7, und 7, die Entfernungen des Penpheriepunktes P von.den
Quellpunkten @, und @, sind, ¢ der spezifische Widerstand des Erd-
bodens, 4 eine (kurze) Rohrstrecke ist. J bedeutet den gesamten
zwischen den Quellpunkten @, und @, flieBenden Strom.

Die Gleichung kann, wenn nur das Potentialgefille lings der
Geraden Q,Q, betrachtet wird, geschrieben werden
ck lo L—2zx

€= 2xs gI',+2:c'

Den Gleisquerschnitt kann man sich ersetzt denken durch eine
aquivalente Kreisfliche, deren Peripherie ebenfalls ein Aquipotentialkreis
darstellt. Die Gleise befinden sich an der Grenzfliche von leitendem
und nichtleitendem Medium. Fiir die Rechnung sei zunichst an-
genommen, daB Rohr und Gleis allseitig von homogenen Medien um-
schlossen seien, wobei die gesamte Leitfihigkeit etwas zu hoch an-
genommen wird.

Bezeichnet man die GroBen links von der Mittellinie M, die einen
Aquipotentialkreis vom Radius co darstellt, mit dem Index 1, die ent-
sprechenden rechts mit dem Index 2, so ist »

— 2z, Je L 4 2x,
6= 2,:31 gL+"z ) 6= gl T
Die Spannung zwischen Gleis und Rohr ist dann
I og (L t22) (L A 22,

€= 6— "l—m 08 (L —2z)(L 2z,
Es ist o D
T-2R1xl+xi’ T=2R,1‘,+:L‘:.

Archiv der Mathematik und Physik. IIL Reihe. XIL b
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stand groBer, steigt aber nicht in gleichem Verhaltnis, als der Rohr-
durchmesser abnimmt. Fiir Rohre von nur 10 ¢cm Durchmesser ergibt
sich unter sonst gleichen Verhiltnissen ein Uberleitungswiderstand von
0265 Ohm fiir 1 km.

Haben die Rohre, wie dies gewdhnlich der Fall ist, groBeren Ab-
stand von den Gleisen, so wichst der Ubergangswiderstand, und zwar
in bedentend geringerem Verhiltnis als der Abstand. Fiir ein Rohr
von 50 cm Durchmesser wiirde bei einem Abstand von 50 ¢cm von den
Gleisen der Widerstand fiir 1 km Rohrlinge 0,155 Ohm, bei einem
Abstand von 2 m 0,257 Ohm sein.

Die Stromdichte ist nicht gleichmiBig tiber den Rohrumfang ver-
teilt. Die mittlere Stromdichte ist unter den obigen Annahmen bei
Im Abstand fiir ein Rohr von 1 m Durchmesser bei 1 Volt Spannung
wwischen Rohr und Gleis 0,0174 Amp pro qdm, fiir ein Rohr von
%0 cem Durchmesser 0,0313 Amp/qdm, fiir ein Rohr von 10 ¢m Durch-
messer 0,120 Amp/qdm. Es sind demnach bei gleicher Spannung des
Gleises gegen das Rohr und gleichem Abstand diinnere Rohre stirker
gefihrdet als Robre von gréBerem Durchmesser. Durch den gréBeren
Rohrwiderstand der diinneren Rohre in der Lingsrichtung wird ent-
sprechend den frither entwickelten Gleichungen eine geringere Spannung
gegen die Gleise erzeugt, da die Spannung lings der Rohre sich um
80 mehr der der Gleise nihert, je groBer der Rohrwiderstand ist. Sind
jedoch diinnere Rohre in Verbindung mit stérkeren, z. B. bei Ab-
wweigungen fiir Hausanschliisse, so sind die diinneren Rohre stirker
gefihrdet als die dickeren.

Die Stromdichte auf dem Rohr ist, da der benachbarte Aqui-
potentialzylinder nicht mit der Rohrfliche konzentrisch ist, auf der den
Gleisen zugewandten Seite groBer als auf der entgegengesetzten.

Ist C (Fig. 7) der Mittelpunkt eines Aquipotentialkreises mit dem
Radivs R, der von der Mittellinie M den Abstand z hat, C’ der
Mittelpunkt eines Aquipotentialkreises in der Entfernung z’, so ist

L* =8Rz + 42%, L*=8R'z'+ 42"

Sind die Kreise unendlich nahe, so ist der Stromiibergang von einer
Potentialfliche auf die benachbarte (also auch die Stromdichte) dem

Abstand der Kreise umgekehrt proportional. Es wird R'— R=dR,

I'—z=dz. Man erhilt dz = — ;—i—li . Bezeichnet man den Abstand

der Kreise auf der abgewandten Seite mit dy, so ist dy + 2R’ + dz = 2R
oder dy 4 2dR + dz = 0, woraus

dy — 2(R-{;z)dz

dy _2R+=z

dz z

+ dx = 0 oder
6.
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Dies Verhiltnis stellt das Verhiltnis der Stromdichten auf der den
Gleisen zugewandten und der abgewandten Seite des Rohres dar. Setzt
man fir z den fir den Abstand des Rohres von der Mittellinie M
(8. 66) gefundenen Wert (r,) ein, so erhilt man
dy 4R, (a+ R, + R,)
® T
Die Stromdichte auf dem Rohre kann auf folgende Weise be-
rechnet werden. Es ist fiir eine Aquipotentialfiiche (Rohroberfliche

von geringer Liinge 0)
cJ log L—2z

€=3xe L¥2=z

Fig. 7.

Die Spannung zwischen zwei unendlich nahen Aquipotentialflichen, die
auf der den Gleisen zugewandten Seite die Entfernung dz haben, ist

2JLcdz,

de = — ST —ia)

Der Widerstand fiir einen Rohrstreifen von der Liinge 8 und der Breite d's
ist bei einem Abstand dl (Fig. 7)

vy =S4l o _ de _ JLdmds
4l 3ds’ 4wy, 4R x =dl
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Die Stromdichte (Strom pro Flicheneinheit) ist demnach
R JLdz,
R 1Rz, xdadl’
Bezeichnet man die mittlere Stromdichte am Rohr mit J’, so ist

’ J .7 J'Ldz
ks o Dl v
Setzt man fir L und x, die gefundenen Werte ein, so ist

i gim /@ 2R+ 2R T 2R,
al a(a+ 2R,)

Fir die Bestimmung von 2 47 bat man die Gleichungen (Fig. 7)

R*=¢ 4 (R + dl)* + 2¢(R’ + dl) cos g,
R=¢+ R +dz oder dz + dR = — ¢ = — 292,

x
Man erhilt so
az z
dl T R+ z— Reosg
Unter Beriicksichtigung der Indizes fiir die eine Seite von der Mittel-

linie aus

d:c, x,
TRtz — Roosg’
,10) é_ﬁ _ a(a+2R,) .
= dl ~a@+2R,)+2R @+ R, + B)(I —cos9)

Es ist dies das Verhiltnis der Stromdichte an irgend einer Stelle
des Rohrs zu der maximalen, den Gleisen zugewandten. Fiir ¢ — 180°
ergibt sich das (S. 68) gefundene Verhiltnis.

Die Stromdichte ’ ist

(11) i—g_ V@t?R)a+2R) @+ 3R f2R)a
. a(a+2R,)+2R, (a+ R, + R,) (1 —cos @) (1 —cos )

Der Hochstwert auf .der den Gleisen zugewandten Seite (fir ¢ = 0) ist

v _ 1 /@FER)@F 2R T2k
(11s) it ala+2R,)

Fir @ = 180° also auf der den Gleisen abgewandten Seite des Rohrs,
erhilt man als den Niedrigstwert

(11b) -J Ya@+2R)a+2R,)(@a+2R +2R,)

@+2R, +2
@+ 2R)F4R @+ B +Ry)
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Um den Stromaustritt aus den Rohren ungefihrlich zu machen,
ist schon wiederholt vorgeschlagen worden, die Rohre an den Stellen,
wo sie positiv gegen die Gleise sind, metallisch mit diesen zu verbinden.
Ferner wurde versucht, durch Erdung der Rohre die Stréme ungefahrlich
abzuleiten. '

Die metallische Verbindung von Rohr und Gleis kann zwar an
der Verbindungsstelle die Spannung zwischen Rohr und Gleis nahezu
aufheben, durch eine solche Verbindung werden jedoch die Rohrstrome
erhoht. Sind die einzelnen Rohre im ganzen Netz metallisch gut
leitend verbunden, so konnte wohl durch eine derartige MaBnahme die
Rohrleitung geschiitzt werden; es werden aber gleichzeitig auch die
Erdstrome vermehrt, die in benachbarte metallisch nicht verbundene
Metallmassen eindringen und an diesen Zerstorungen veranlassen
konnen. .

Auch durch Erdung der Robre an den gefihrdeten Stellen kann
die Stromiiberleitung zwischen Rohr und Gleise begiinstigt, die Rohr-
strime konnen verstirkt werden. Durch Verwendung von gewdhnlichen
Erdplatten kann nicht viel erreicht werden, da der Stromiibertritt vom
Robr zum Gleis nur in dem MaBe vermindert wird, als die Spannung
vermindert wird. Soll die Erdung wirksam sein, so muB, da die
Aquipotentialfiichen von niedrigerem Potential die Rohrleitungen ganz
umschlieBen, auch die Erdung rings um das zu schiitzende Rohr er-
folgen. Dies kann durch ein weiteres, mit dem zu schiitzenden Rohr
metallisch verbundenes Rohr geschehen. Dieses Schutzrohr nimmt als-
dann die Korrosionen auf. Eine solche SchutzmaBnahme kann praktisch
nicht dber den ganzen Gefahrbereich ausgedehnt werden, hat daher nur
rein ortliche Bedeutung. Sie kann z. B. von Vorteil sein, wenn Rohr-
leitungen nur an bestimmten Stellen, etwa an Kreuzungen gefihrdet sind.

GroBere Bedeutung haben die MaBnahmen, die eine Verminderung
der Rohrstrome bezwecken. Nach den entwickelten Gleichungen wird
dies erreicht, wenn der Gleiswiderstand, ebenso der Gleisstrom, méglichst
vermindert, der Rohrwiderstand, ebenso der Ubergangswiderstand von
(leis zur Erde oder Rohr, moglichst erhoht und die freitragende Strecke
moglichst kurz gewahlt wird.

Der Gleiswiderstand kann durch Verwendung starker Schienen-
profile und moglichst widerstandsloser, unter dauernder Kontrolle ge-
haltener StoBverbindungen klein gehalten werden. Den Rohrwiderstand
etwa durch isolierende StoBverbindungen zu vergréBern, macht tech-
nische Schwierigkeiten, ist aber anscheinend mit Erfolg schon versucht
worden. Voraussetzung ist fir eine derartige MaBnahme, daB es ge-
lingt, die Entwicklung von Erdstrémen, die die erwihnten Rohr-
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Jx

J, =7 - Die Spannung zwischen den Endpunkten dieser Strecke ist,

wenn W der Widerstand fiir die Liéngeneinheit ist:

L,
‘ JWL}
Jowas =728

Ist oJ, der Strom der Saugdynamo, so ist auf der Strecke zwischen
L, und L der Gleisstrom >

xJ
Jx = 1T J:’

die Spannung zwischen den Speisepunkten L, und L
L
J JW . .
f("f — J)Wdz ="y, (L' — L)—J,W(L—L).

Soll an den Speisepunkten Potentialgleichheit herrschen, so muB
J(L+ L,)=2J,L sein oder

J,

L]

=JLt+ L)
2L

Wiirde man hiernach L, =% wihlen, fir welche Verhiltnisse die

Spannung in den Gleisen den niedrigsten Wert annimmt, so wiirde die
Lange der freitragenden Strecke, ebenso der Hochststrom in den Gleisen,
auf den dritten Teil verringert werden.

Stimmen die Speisepunkte fiir Oberleitung und Gleise ortlich iiber-
ein, so stimmen, gleiche Stromverteilung in Oberleitung und Gleisen
vorausgesetzt, auch die Speisestrdme fiir Oberleitung und Gleise iber-
ein. Es gibt dies schon eine Kontrolle fiir richtig bemessene Schienen-
speisung, falls nicht noch durch Messen der Spannung zwischen den
Speisepunkten eine weitere Kontrolle vorgezogen wird.

Die Spannung der Saugdynamo muB den Spannungsverlust der
Saugleitung decken. Je mehr Saugleitungen und in je kiirzerem Ab-
stand diese vorhanden sind, um so mehr i#hnelt die Anordnung einer
Dreileiteranlage, in der die Schienen als Mittelleiter dadurch, daB ihnen
S8trbme von verschiedener Richtung von zwei Seiten zugefiihrt werden,
von Strom entlastet werden.

Ein Dreileiternetz in der Weise herzustellen, daB bei zweigleisigen
Bahnen fiir das eine Gleis ein positiver, fiir das andere ein negativer
Fahrdraht verwandt wird, wiihrend die Gleise den Nulleiter bilden,

macht wegen der Isolation an Kreuzungen technische Schwierig-
keiten.
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- Unter Verwendung von nur wenig Saugleitungen konnen dem
Dreileitersystem #hnliche Verhiltnisse geschaffen werden (Fig. 9). Es
werde wieder gleichméBige Verteilung der Streckenbelastung angenommen.
Die Schienenspeiseleitung sei am Ende unmittelbar in einzelnen Ab-
stinden durch Widerstinde mit dem Gleise verbunden. Die Abzweig-
widerstiinde seien w,, s, - - -, die von Stromen ¢,,,,- - - durchflossen werden.

T T
EEEREE

Fig: 9.

Die Widerstiinde in den einzelnen Teilen der Speiseleitung seien r,, 7y, - - -,
die von den Stromen J,, J, --- durchflossen werden. Wenn.an den An-
schluBpunkten Potentialgleichheit herrschen soll, muB sein:

Jir,— 4w, =0
w, + Jyry — hwy, =0

gty + Jyry — fgwy =0

in—lwn-l + Jnrn_ in‘wn = 07
ferner:

J1+i1=Ja
Jy + is = J

Jn-l + iu—l = Ju
I, +i,=d

Die Strome ¢ miissen der Belastungsverteilung auf der Strecke ent-
sprechen. Bei gleichmiéBiger Streckenbelastung miissen die Absaug-
strome ¢ gleich sein, 4 =4y =4y = ... =i =J,.
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Hieraus ergeben sich fiir die Abzweigwiderstinde die Werte:
w, =7,
u’, = i‘l + 2"’

Wy =1, + 27, + 37

W, =1, + 27, + 31, + - - - + 07,

Die Stromstirke in der Speiseleitung nimmt nach dem Ende zu
ab. Der Querschnitt kann demnach hinter jedem Abzweigpunkt kleiner
gewdhlt werden. Wiirde man, wie dies bei Verwendung einfacher
Speiseleitungen erforderlich ist, diese bis zum Ende gleich stark
wiihlen, und wirden die AnschluBwiderstinde in gleichen Abstéinden
angeschlossen, so wiirde 7, =7, =... =14, =7 sein. KEs ist dann

w,=r(n+ 1)2—- Der Spannungsverlust am ersten Abzweigwiderstand,

um den die Maschinenspannung erhéht werden muB, um die verlangte
Spannung zwischen Gleis und Oberleitung zu erhalten, ist unter den
gemachten Voraussetzungen

e =iy, = i,rn (’1-‘;_—1)’ iy = n:‘}r: »’
also
_dra
=g
nr ist der Widerstand des ganzen Kabels. Ist dieser R, so ist ¢ = '-’—213 .

Gegentiber der Anordnung der Schienenspeisung mit nur einem
AnschluBpunkt der Speiseleitung hat die zuletzt beschriebene An-
ordnung den groBen Vorteil, daB die Liénge der freitragenden Strecke
ohne Vermehrung der Speiseleitungen beliebig verringert und die
Schienen in hohem MaBe von Strom entlastet werden konnen. Dies
geschieht fiir die ganze Gleisstrecke, wenn die Speiseleitung bis an
das Ende der Strecke gefilhrt wird. Bei verzweigten Bahnnetzen
konnen die Abzweigwiderstinde (w) durch Abzweigspeiseleitungen
ersetzt werden. Dieses Speisesystem kann in einzelnen Fillen auch
mit den vorher erwihnten Systemen mit einfachen Speiseleitungen
unter Einschalten von Widerstinden oder Saugdynamos verbunden
werden. )

Es gibt noch eine Anzahl von MaBnahmen, die gegen die zer-
storende Wirkung der Streustrome getroffen werden, die aber zum
Teil nur drtliche Bedeutung haben.
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Die Gleise ganz von der Stromfiihrung auszuschlieBen, ist aus
technischen und wirtschaftlichen Griinden in vielen Fillen nicht an-
gingig; werden aber die Gleise auch nur teilweise zur Stromfithrung be-
nutzt, so ist eine vollkommene Beseitigung der Erdstrome nicht
moglich. Es sind in diesen Fillen dann MaBnahmen zu treffen,
um die Stromentweichung moglichst niedrig zu halten. Von seiten
der Beteiligten ist den Erdstromfragen dauernd die groBte Beachtung
geschenkt worden. Bei der Schwierigkeit des Stoffs sind umfangreiche
Untersuchungen erforderlich und Aufgaben physikalisch-chemischer
Art zu losen, um die zweckdienlichsten SchutzmaBregeln aufzustellen,
ohne die Wirtschaftlichkeit einzelner Anlagen in Frage zu stellen.













































Vermischte Mitteilungen.

1. Aufgaben und Lehrsitze. Losungen.

A. Aufgaben und Lehrsitze.

180. Die kubische Parabel
y=ay+ a,z + a;2* + ag2®

ist das Erzeugnis eines Strahlenbfischels und einer gleichseitig-hyperbolischen
Panllelstrahleninvolution, welche den Schnitt einer gewdhnlichen Parabel
wd eines Parallelstrahlenbiischels projiziert. Beide Strahlenbiischel sind
projektiv und erzeugen eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten z =1
ud y = O sind und deren Potenz — a, ist. Dieser geometrische Zusammen-
bang ist aus der Kurvengleichung herzuleiten.

Holzminden. G. Koser.

181. Gegeben eine Cassinische Kurve (in rechtwinkligen kartesischen
Koordinaten): (2 + 97 — 2a%(z* — ¢*) = ¢ — at.

L Wenn a® > ¢!, besteht die Kurve aus 2 getrennten oval-dhnlichen
8ticken, deren eines das Spiegelbild des andern (fir die y-Achse als Spiegel
it Unter allen Ellipsen, die mit dem einen Kurventeil einen Brennpunkt?!
gemeinsam haben, diejenige zu finden, die sich dem Cassinischen Ovale am
besten anschlieBt. Dazu ist der Abstand der Ellipse vom Oval, gemessen
auf der Ovalnormalen, zu betrachten, dieser hat fiir jede der erw#hnten
Elipsen irgendwo ein Maximum, und nun soll diejenige Ellipse gefunden
werden, fiir die das Maximum seinen kleinstméglichen Wert besitat.

II. Ist ¢®* > a?, so besteht die Kurve aus einem geschlossenen Zuge,
dor bei festem @ und hinreichend groBem c eine ellipsenshnliche Gestalt
umimmt. Es soll wieder die Ellipse bestimmt werden, deren Brennpunkte
dis der Cassinischen Kurve sind, und die sich dieser mdglichst gut an-
whlieBt. Ebenso ist der Radius desjenigen Kreises um O als Mittelpunkt
@ bestimmen, fir den die groBte Abweichung zwischen den beiderseitigen
Peripherien, gemessen auf der Normalen der Cassinischen Kurve, ein
Minimum ist.

Potsdam, 4. Februar 1906. OrTo MEISSNER.

1) Z. B. den, der die Koordinaten z =a, y =0 hat.
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B. Lisungen.

Zu 9 (Bd. I, 8. 207) (St. Jolles). — ,Es ist durch geometrische
Betrachtungen zu zeigen, daB die Differenz w — sin @ bei infinitesimalem w
von dritter Ordnung unendlich klein wird* — Es ist geometrisch evident,
daB ftir jeden zwischen Null und = enthaltenen Winkel w die Ungleichung

_ 2sin s <0< 2tan g
besteht, weil ® am Einheitskreise den Bogen, 2 sin :- die hierzugehorige

Sehne und 2 tan % die zur Sehne parallele Tangente, soweit sie zwischen

die Schenkel von « fillt, bedeutet. Aus dieser Ungleichung folgt durch
Subtraktion von sin @ '

2sin';—-sinw<w— sinw<2tan;——sinw.

Nun ist aber:

(] . . 0@ (7] (1] (<]
2¢in .. — = — ) = ins" - a
2sin 5 — sin @ 2 sin _2(1 cos 2) 8 sin 4 C08
(] O

@ __ s . @ (1 — cos?®
2 tan sin @ 2tan2(l cos”

. (] (0]
) )=28m’2tan‘2';

also haben wir:

8sin":- cos ‘;-< w—sine < 2sin"; tan';-
. Da man bekanntlich bei infinitesimalem Winkel den Sinus und die Tangente
durch den Bogen und den Kosinus durch 1 ersetzen kann, so erhdlt man -
hieraus, wenn  infinitesimal ist,

o? . o?

8 <o—sino < o

Die Differenz @ — sin w ist also bei unendlich kleinem « infinitesimal von
der dritten Ordnung.

Aussig (Bohmen). stud. math. J. Krua.

Zu 10 (Bd. I, 8. 207) (St. Jolles). — ,Es ist der Wert vom

2k+1 gipn? :;cos f:k zu bestimmen.*

k=2 =

" Erste Losung. — Setzt man in der identischen Gleichung
g

D) — £k — 1)] = f(w) — £(1)

k=2
die willkiirliche Funktion
. f(k) = 2%-1sin -2

2&—1’
s0 wird
1 . 1. ®
f(k) —f(k— 1) = 2k+1 [~4 sin 2—,:'-11 — g sin '21_-'!]
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Da aber allgemein

1.1 2 s
4-81!13 8 sm z=-sm 10082
so ist
f(k) — f(k—1) = 2t+1gind |, cos ,,

ok
und die obige Identitit lautet:

"
22"‘“51&2—*005 g =2 e — sin 0.
=

LaBt man » ins Unendliche wachsen, so wird daraus:

. [} ) .
2t+1 sm'z—‘r cos 5; = o —- sin .
k=3

Zweite Lésung. — Es ist durch eine einfache Betrachtung klar, daB
die Glieder der Folge

a, — © —sinw, a,—m—2sm-~ a,=w—3sma,---,a,—w—nsin2

”
mit wachsendem n unbegrenzt abnehmen, sodaB also Pn}‘ a,=0. Es gilt '
daher folgende identische Gleichung:

& = (s, —a,) + (s, — a) + (a, —a,) + - - - in inf,

worin die Indices t,, ty, 45, * behebige Zahlen der natfirlichen Zahlenreihe
sind, die nur der Bedmgung 1 <ty <ty <ty < + geniigen milssen.

Wihlen wir nun 4, = 2, 4y = 4, 4y =8, ..., allgemem i, = 2", s0 geht
die ;ngefﬁhrbo Identitat uber m

— mm—2(2" ° 2’2'-- (2 sin 2 —sin — )

ne=l n=1

Nun ist aber, wie man leicht findet:

@ _ 28 gind O .
-1 2% sin o+l °°s2n+1

2 sin 52_ sin
Wir haben also:
® — 8in @ = 22'*’ Sm"‘s::_l cos
n=1

Die Annabme i, = 3" fﬂhrt zu folgender Gleichung:

2n+l'

m—sinm— (8"m——3" ‘sm—f—)
ne]

oder nach kurzer Umformung:

® — sin o = 423--1 sin"‘si:-

Ganz #hnliche Uberlegungen gelten beziiglich der Folge:

=1

5 —tanw—o, b =2tan 5 —a, by=3tang—a, -, b,=ntan 2—w,
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wird. Durch weitere Zerlegung J f + / erhilt man:

L] 3 t ] t]
J’_4Jasm«p+b co“’d(p

a‘sin’gp - b*cos’yp

Durch die Substitution tg g =" geht dieses Integral #iber in f a?4 b?

J @eooue

Die Methode der Partialbruchzerlegung liefert:

att? 4 b dt—= 1 dt a’h? dat
@ir = ae) ivetaie ) sy
0
Das erste Integral rechter Hand ist bekanntlich 3; das weite -y 3. Mithin
Jo — ix
2 g3 + [N
Das Integral J, geht durch dieselbe Teilung des Integrationsintervalls mit
nachfolgender Substitution tge ==t tiber in:

i 3 2
3 bl t] ins ]
ey [t e

: ] b 3
"‘4(“’*"’)’[@—3’;’«»#‘»‘7 ‘

Durch Zerlegung in Partialbriiche zerfiillt letzteres Integral in eine Summe von
vier Integralen:

d a"l_'_b"l
(l+t')'(¢‘t'+b‘)’ t"Bf +t’+BB/:l+t’)’+BJ:‘t’+b‘
+B f T

wo die Konstanten B, die Werte haben:

B=—@rme—m BT @ree—e
a‘dh? ath®
Brwrme—y BT @

Die vier Integrale ergeben:

dt . dt =
14682} aFeyr~ 1

dt . / 1 =
PIGE S 2 a*b""z’ (a't'+b‘)'_"7'1'

LR |
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also 4= smy Wenn wir von dem selbstverstindlichen Extremum 4 = 0
absehen, welches dann entsteht, wenn % und v unendlich sind, d. h., wenn
die betreffende Tangente durch den Ursprung des Koordinatensystems hin-
durchgeht, so wird 4 damn ein Maximum oder Minimum, wenn uv ein
Minimum oder Maximum wird, also wenn %dv 4 vdu == 0 ist; d. h. die
Kurve kann an der Berithrungsstelle ersetzt werden durch einen Bogen der
Hyperbel uov = const., deren Asymptoten die Koordinatenachsen sind.
AuBerdem ist diese Differentialgleichung noch erfiillt, wenn du — O und

glawhzeltlg dv == O ist, welches.die bekannten Bedmgungsglewhungen fur
eine Wendetangente smd

AuBig (Bohmen). : stud. math J. Kave.

Iweite Ldsung: In dem Koordinatensystem, dessen Ach.sen dig Geraden
C4 und CB sind, sei
y=F()

die Gleichung der Kurve K, und man setze
dy _dF@ _ ., dy C@F@) —

= dr =Y @ dav
Die Tangente im Kurvenpunkte P- schneidet von der Abszissenachse die

Strecke CA = —!7-—— und von der Ordmatenachse die Strecke CB =y — y a:
ab; mithin ist

—y'z)r 1 .
L,

woraus man durch Differentiation erhult
dd _y"@w+y'ny—y' 2 1
dx y? 2 S
Die gbeben oder kleinsten Werte von A4 treten also ein, wenn entweder
y”" =0 oder y+yx=0 oder y—y'z=0

ist. Die erste dieser Glexchnngen liefert die Wendepunkte der Kurve K
aus der zweiten erhiilt man in Verbindung mit der Gleichung CB =y — y'z
¥ = 3CB, d. h. Punkt P ist die Mitte von AB; aus der dritten Gleichung
und der fir CB ergibt sich CB =0, d. h. Punkt P ist einer von den
Punkten, deren Tangente durch C geht.

Um zu entscheiden, welche von den ausgezeichneten Werten dés
Dreiecks ABC Maxima und welche Minima sind, bilde man den zweiten
Differentialquotienten der Funktion 4, nimlich

a4 _ W —y D+ yy y+yny—yn—2y 'y 1

Pl : v - 2
Hieraus ergibt -sich t

"~ 1. fary” = 0: die Funkt.xon 4 wird ein Maximum oder ein Minimum,
Jje mhdem v (y +y ‘z) (y-— y'x) negativ oder positiv ist;

2. fir y + y'x = 0: die Funktion 4 wird ein Manmum oder ein
Minimum, je nachdem y'?y” (y — y'z)
oder gleiches Vorzeichen haben;
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Vermischte Mitteilungen. 99

Zu 160—162 (Bd. X, S. 327) (G. Kober). — Erste Ldsungen:
Auf dem Kegelschnitt A =z, :2, = 2,:2, oder K=uz,2,— s} =0 seien die
Punkte P, und P, durch

@i+ ari+a,=0

bestimmt; ferner seien R, und R, die Kegelschnittpunkte 4 = — % und

0
1=—2. Die Gleichung des Strahls P, P, ist
@
9%y + 6,23 + a2y = 0.

Er ist der gemeinsame Strahl der beiden Strahlenbiischel, die als Grund-
strahlen
(1) @yz, +a,23=0 und z3=0 oder A;R, und A 4,,
2 =z,=0 und a,z; + ayz; =0 oder Ay4; und AR,
haben. In dem besonderen Falle a, = O fallen beide Strahlenpaare mit
dem Strahlenpaar A, A; und A4, A, zusammen; es ist A, = — iy; A, P, P,
ist eine Gerade, und die Punkte A,, 4y, P,, P, sind harmonische Punkte
des Kegelschnitts.

Es seien jetzt vier Punkte P,, P;, P;, P, des Kegelschnitts K = 0
durch die Gleichung

aght + a,A% + ayA* + ad +a, =0

gegeben. Setzt man hierin A% = ;—‘ und A = 2‘- = %, so erhiilt man die

Gleichung eines Kegelschnitts
H=ayz} + 6,2, + 0,2, 2 + ay 2323 + a, 253 = 0,
der durch die vier Punkte P geht. Man kann diese Gleichung in den
Formen 2, (a2 + 61%) + 23(0y 7, + a3y + 6,75) = 0,
2, (0% + 0,73 + y%y) + 73 (ay7y + 6,23) = O

schreiben. Demnach gehdrt der Kegelschnitt H =0 erstens dem Kegelschnitt-
bischel an, das durch die Strablenpaare z, =0, a,z, + a,7; = 0 und
f=0, ay2, + 632y + 6,23 = O bestimmt wird, und zweitens demjenigen,
das durch die Strahlenpaare z, = 0, a,2; + 6,7 + GyZ = O und z; = 0,
%% + a2y = O bestimmt wird. Hierin sind die Strahlen z, =0 und
Zy=0 die Dreiecksseiten A;4; und A; A,; der Strahl ayz, + a,2, =0

Verbindet die Punkte A; und A = — %:, der Strahl ayzy + a,zy = 0 die

Punkte 4, und 2 = — %:; der Strahl agzz, + ag7; + a,2; — O geht durch

die beiden Punkte ay4* + ayd 4 6, =0 und der Strahl a,z, + 6,7 + a3z, =0
turch die Punkte ayd® + a,A + a, = O. :
In dem besonderen Falle a, == O ist eine der Wurzeln der gegebenen
Gleichung vierten Grades, etwa ,, unendlich groB, und Punkt P, fullt mit
del{l Punkte A = oo, d. h. mit A, zusammen, so daB nur 3 Punkte dbrig-
bleiben: die Gleichung reduziert sich auf eine Gleichung dritten Grades.
i Es seien nun die drei Punkte P,, P;, P; des Kegelschnitts K = O
urch die Gleichung g + a, 1%+ agd + gy =0

7.
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mithin die Abscisse von P o

T=a — 2 =

FR+VR +43r(+ R—1)
1410
Setzt man hierin 4 = %, so erhilt man die Gleichung des Ortes von P,
4. b die Gleichung der als Kreis-Kissoide bezeichneten Kurve, nimlich
@@+ )@+ 9+ 2Rz) —4r(+ R—r)y* = 0.
Fir R = 0o wird hieraus
z(a* + ¢*) — 2ry* = 0,

alio die Kissoide des Diokles; fir R = 2r, wenn sich die Kreise KX und KX’
von innen beriihren,
@+ v+ 9+ 4rz) — 48y = 0,

d. i die Kardioide.

Hiernach 14Bt sich die Kardioide als Kreis-Kissoide konstrmieren. Um
0 wigen, daB diese Erzeugungsweise der Kardioide der sonst tiblichen
dquivalent ist, zeichne man noch den Kreis K” mit dem Durchmesser
44'=2y. Der durch A’ gelegte Strahl treffe K” in S. Nach dem ge-
wihnlichen (konchoidalen) Verfahren erhilt man einen Kardioidenpunkt X,
wesn man auf dem Strahl in der Richtung von 8 nach A’ die Btrecke
8X =2y abtrigt. Nun ist, weil die Kreise K’ und K” kongruent sind
wd 4’ ihr innerer Ahnlickeitspunkt ist, SA’ = 4'Q’, also A'X = 8X
—84'=2r— A'Q =A'Q— A'Q = A’'P; folglich fllt X mit P zu-
sammen, was zu beweisen war.

Prenzlau. W. SteoEMANN.

Eine #hnliche Lésung von stud. math. A. Wieferich (Mtnster i. W.).
- Red.

Zu 156 (Bd. X, 328) (H. Wieleitner). — Man zeige, daB die acht

unkte der gemeinsamen Tangenten zweier Kreise mit den

Radien R und r, wenn der Mittelpunktsabstand a = Y 2(B® + #°) ist, suf

twei zueinander senkrechten Geraden liegen, deren Schnittpunkt die Zentrale a
m Verhaltnis R?: s teilt.

Erste L3sung: Ich lege der Betrachtung ein rechtwinkliges Koordinaten-
fystem zugrunde, dessen Ursprung in dem Mittelpunkt des Kreises mit dem
Badius R liegt, und dessen z-Achse mit der Richtung der Zentrsle a zu-
Smmenfillt. 8ind (z,, y,) und (23, y:) die Koordinsten eines beliebigen
Punkies auf dem Kreise mit dem Radius X bezw, r, dann mbgen die acht
Berhrungspunkte der gemeinsamen Tangenten hesichnet werden mit

A, =(z,,y,), A =(s,y), 1,234
Wobei sich die Indices 1 und 2 aof die ZuBeren, 3 und 4 suf die inneren
Taagenten bezieben. Vermage der Relstion a =}/ 2(/f 4 1*) wrgeben vich
die Lingen der duBieren und imneren Taagenten gleich /L 4 v bezw, B — 1.
Anlytisch ausgedréickt, ist
@ (Zg— 2P + Y= 90 = (Ut 1)} (e,
) (2, — 2.)' + (yu— o)t = (2t — 1)}, =34
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gibt sich ein Parallelenpaar, das fir a <J/R® 4 #* in eine Ellipse itber-
geht, bis schlieBlich fir 4 = O ein zwischen den beiden gegebenen Kreisen
verlaufender Kreis resultiert. .

Speyer. H. WIELEITNER.
Ahnliche L3sungen noch von den Herren C. Hoffmann (Schorndorf,
‘Wirttemberg) und H. Egerer (Frankfurt a. M.). Red.

Zu 156 (Bd. X, S. 328) (0. MeiBner). Dem gegebenen Dreieck ABC
mit dem Inhalt J ein ihm #hnliches vom Inhalte i (< J) einzubeschreiben.

Wann (bei welchem Verhiltnis %) hat die Aufgabe mehr als die drei

evidenten L&sungen? — Nimmt man der einfacheren Behandlung wegen
die Punkte A'B'C’ so an, daB A’ auf AB, B’ auf BC und € a.quC
liegt, und setzt man ferner die Seiten des gesuchten Dreiecks zu a', ', ¢’
an und é:C B'C=<XA'CA=XB A'B=g, sowie AA ' =¢, BB =z
and CC =y, so folgt

zsinf = c¢’'singp, ysiny=a'sing, zsina=>'sing.
Liegen nun zuerst A’, B’,C’ auf den Seiten von 4 BC selbst, und nicht

auf deren Verlingerungen, so ergibt sich mit Benutzung der Inhalts-
gleichungen:

(ab—a'd")siny =singp(c’'c—2) + a’(@a—2z)+ b'®—y).

-8etzt man fir z, y, z die aus den ersten Gleichungen berechneten Werte
ein, so folgt

(@b — a’b") sin a sin B sin’ y = sin @ (@’ sin a sin y(a sin  — ¢’ sin @)
+ b’sin asin B(b siny — a’sin @) + ¢’ sin Bsin y(csina — b"sin @)).
Nimmt man sinf = > sina, siny = = sina sowie J = 7%, also
a'=-1a, b'-=1b, c'=lc,
R 7 7
so folgt nach einiger Umformung
(n*— 1)b*c?sin’a = sin @ sin & - nbc(a®+ b* + ¢*) — sin? p(a?b? + a®c? + b¥c?)-
Die Diskriminante dieser Gleichung ist mit Weglassung des von Null ver-
schiedenen fiberfliissigen Faktors b?c?sin?a:
D = 7*((a® + b* + N — 4(a®b? + a’c® + b¥cY)) + 4(a'd? + a®c® + b¥P)
Daraus folgt, daB fir ¢ entweder 2, 1 oder keine reelle Losung vor-
handen ist, je nachdem
a'd? 4 a'c? + bic? 1
"’< 4% — (@' —b'— %) sin’c + sln’ﬁ + sm’

Liegen nun A4, B’, ¢’ auf den Verlingerungen der Selten von ABC,
so geht die Inha.ltsglexchung iber in

(a’d’ —ad)siny =sinp(a’@+2) +d' O+ y +c'c+9)
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2. Anfragen und Antworten.
(Vacat.)

3. Kleinere Notizen.

Uber eine Aufgabe der Biomechanik.

In Fig. 1 ist ein Teil des Samenstandes der Sonnenblume in schema-
tischer Weise dargestellt, wobei die rautenférmigen Felder die einzelnen
Samenkorner repriisentieren. Die Kdrner schmiegen sich nun nach 2 Rich-
tungen besonders innig aneinander. Verfolgt man dieselben in diesen
Richtungen, so bemerkt man, daB sie durch zwei entgegengesetzt laufende
8charen von polygonalen Ziigen eingeschlossen werden: AB und A'B’.

Betrachtet man die Seiten
eines Polygonalzuges als Tan-
genten; so kann man nach
der Kurve fragén, die von
einem solchen Polygonzug um-
hiillt wird, oder — mit an-
deren Worten — ,In welches
Kurvensystem geht das dop-
pelte System polygonaler Zige
ilber, wenn die einzelnen
Korner immer kleiner wund
schlieBlich  unendlich  klein
werden ?

Fig. 1. Fig. 2.

[Fig. 2 enthdlt die Konstruktion der Rauten, wenn man etwa Radius
mc und Raute (1) gemessen, oder passend gewshlt hat. DE || CD' ete.]

Die Aufgabe diirfte ein doppeltes Interesse beanspruchen, da sie zeigt,
wie eine interessante Kurve der h8heren Geometrie in der Natur vorkommen
kann. Die Kurven sind — wie leicht zu erkennen — isogonale Trajektorien
der Radien, also logarithmische Spiralen. Die beiden Kurvensysteme sind
auch welchelseitig isogonale Trajektorien. In einer biomechanischen Unter-
suchung miiBte nun gezeigt werden, wie diese Anordnung aus einem Prinzip
mit Notwendigkeit gefolgert werden kann.

Sulzbach-Saarbriicken. L. BLATTER.












Das Prinzip der speziellen Lage.

Von RupoLF STURM in Breslau.

Das ist der Name, welchen Schubert zuerst in einer Verdffent-
lichug in den Gittinger Nachrichten vom Jahre 1874 dem Prinzip
8o gzeben hat, wihrend es spiter von ihm Prinzip der Erhaltung der
A 2 73h] genannt wurde. Ich ziehe den ilteren Namen vor, und Schubert
teidt mir mit, daB er es jetzt auch tue.

In den ersten Paragraphen des ,Kalkiils der abzihlenden Geometrie“
(K .eipzig 1879) erortert Schubert den Begriff der Konstantenzahl eines
g < ©metrischen Gebildes oder, wie ich lieber sage, seinen Mannigfaltig-
ke itsgrad: z. B. neun fiir die Fliche zweiten Grades, zwolf fir das Tetra-
el er, ebenso fiir die kubische Raumkurve, acht fir den Kegelschnitt
lwxx Raume, usw.

Darauf wird besprochen, daB fiir ein Gebilde eine ihm auferlegte
Bedingung eine bestimmte Vielfachheit hat. So ist die Bedingung,
Auarch einen gegebenen Punkt zu gehen, fiir eine Fliche einfach, fir
eime Kurve zweifach, die Bedingung, eine gegebene Ebene zu beriihren,
£ar beide einfach, diejenige, eine gegebene Gerade zu tangieren, fiir
€ine Fliche einfach, fir eine Kurve aber dreifach.

Die mangelhafte Orientierung iiber diese Dinge hat friiher vielfach
2u Fehlern gefithrt. Ich erinnere an den Fehler iiber den Ort der Spitzen
der Kegel zweiten Grades durch sechs gegebene Punkte, als welchen
Wan die kubische Raumkurve durch diese Punkte annahm, wéhrend er
doch eine Fliche sein muB; ferner an den ungliicklichen durch mehrere
Bicher fortgeschleppten Fehler iiber den Ort der Geraden, von denen
lach vier gegebenen Punkten Ebenenbiischel von gegebenem Doppel-
Verhiltnisse gehen, an den Irrtum iiber den Grad der Mannigfaltigkeit
der Baschel-Grundkurven in einem Netze von Flichen, u. a.

Schuberts Erdrterungen haben in dieser Beziehung, nach meiner
El'fahmng, fordernd und aufklirend gewirkt, und sein Buch sollte viel
hoher geschiitzt werden, als es neuerdings geschieht.

Nach diesen Feststellungen kommt dann Schubert in § 4 zum

erwibnten Prinzip. Werden einem Gebiete I' so viele Bedingungen

suferlegt, daB deren Vielfachensumme gleich seinem Mannigfaltigkeits-
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Frage gar nicht in das Gebiet, in welchem das Prinzip anzuwenden
ist. Wenn nun den drei Flichen ein gemeinsamer Kegelschnitt gegeben
wid, so werden ginstigere Verhiltnisse geschaffen; dann wird die
umdgliche Aufgabe zu einer moglichen und hat zwei Lésungen und
kam, wenn auch die Ebene noch eine giinstige Lage bekommt, drei
oler vier Losungen haben. Ahnlich kénnte man bei vier Flichen
wieiten Grades verfahren, indem man die vierte durch eine beliebige
Anzshl von den gemeinsamen Punkten der drei ersten fithrt. So er-
halten wir, immer giinstigere Annahmen machend, verschiedene Zahlen,
was aber gar nicht gegen das Prinzip spricht; denn fiir solche An-
whlen, die nur bei giinstigen Lagen sich ergeben, wdhrend im allgemeinen
keine Losung vorhanden ist, weil zu viel verlangt wird, ist das Prineip
nicht anzuwenden und von uns niemals angewandt worden.

Auch das zweite Beispiel Kohns, ihm von Study mitgeteilt, ist
von dieser Art. Es lautet: Wie viele Projektivititen transformieren ein
Quadrupel von vier Punkten einer Geraden in sich selbst. Da handelt
& sich wiederum um ein Problem, welches verallgemeinert Unmagliches
verlangt und nur durch eine giinstige Verhiiltnisse herstellende Speziali-
sering Losungen erhilt. Die Verallgemeinerung ist: Wie viele Pro-
jektivititen fithren das Quadrupel A BCD auf einer Geraden in das
Qusdrupel A’ B’C’D’ aut einer anderen oder derselben Geraden iiber?
Keine, weil zu viel verlangt wird. Liegt aber der giinstige Umstand
vor, daB die beiden Quadrupel dasselbe Doppelverhaltnis haben, dann
werden Projektivititen moglich und zwar 4, und sie kdnnen noch zahl-
reicher werden, z. B. wenn die Quadrupel harmonisch sind. Dieser
ginstige Umstand liegt in dem Study-Kohnschen Beispiele vor.

Von anderer Art ist Kohns erstes Beispiel: Die Aufgabe, die
Geraden zu konstruieren, welche vier gegebene Geraden in verschiedenen
Punkten treffen, hat im allgemeinen zwei Losungen, dagegen nur eine,
wenn zwei von den vier Geraden sich schneiden. Hier wird nicht zu viel
verlangt; aber der Zusatz ,in verschiedenen Punkten“ bringt eine
Modifikation in diese Anzahlbestimmung, durch welche sie wiederum
dem Anwendungsgebiete des Prinzips entzogen wird. Das Prinzip ist
mr fir die Ermittelung der Gesamtzahl 2 der treffenden Geraden an-
2uwenden; wie dies auch in § 9 des Schubertschen Buches geschehen
it. Die Unterscheidung der treffenden Geraden in verschiedene Arten
wd die Abzihlung, wie viele zu jeder Art gehoren, hat nichts mit
dem Prinzip zu tun. Illustrativer ist vielleicht folgendes Problem: wie
viele Geraden treffen vier gegebene kubische Raumkurven? Nur die Frage
tach der Gresamtzahl (2 - 3% = 162) der Treffgeraden konnte mit Hilfe
des Prinzips beantwortet werden. Wenn Begegnungspunkte zwischen

8‘















120 Epuarp Javisca:

die unendlich fernen Punkte von e, und a sind, stellt ¢, eine Ecke
dar; eine zweite Ecke ist der unendlich ferne Punkt von pes. Dem-
zufolge liefert der Schnittpunkt der t mit der Parallelen zu po durch
¢, einen Punkt der zu e, parallelen Asymptote von H. Ein Punkt
der nimlichen Asymptote ist auch der Schnittpunkt von b’ mit der

7 a 3 cct ¥ BY
| »-
7:2 | ///

/

T o )

Parallelen durch @, zur Z!. Denn diese Asymptote ist offenbar der
AufriB jener horizontalen Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloides
(P), die zur X' parallel lduft, deren GrundriB die angegebene Gerade
durch a, repriisentiert.

Wie man nunmehr die Ermittlung der zu a parallelen Asymptote
durchfihrt, braucht wohl kaum auseinandergesetzt zu werden. Hin-
sichtlich der Konstruktion des oskulierenden Kreises fir die H in



Die Versiera der Agnesi und verwandte Linien als Orthogonalprojektionen. 121
» i etwa auf die Ausfihrungen in dem Lehrbuche der dar-
stelleiden Geometrie von Rohn und Papperitz verwiesen (1. Bd.
1. Adfl. S. 283). Die angegebenen Konstruktionen konnten fiir den
gevwihlten Punkt p in der Figur nicht ersichtlich gemacht werden.
6. Bezeichnen wir mit ¢’ die Mitte von p’d’, so ist der Ort von
g  die von Herrn Peano mit dem Namen Visiera der Agnesi belegte
Kurve!) Wir betrachten ¢” als GrundriB eines Punktes (¢) auf dem
hyperbolischen Paraboloide (P) und finden dann den AufriB ¢ als
Mitte von pb. Der Ort von ¢ ergibt sich dergestalt als eine orthogonal
Affine der Versiera fiir b als Affinititsachse. Die Visiera tritt also
auch als Normalprojektion einer Raumkurve 3. Ordnung (X,) auf,
welche dem Paraboloide (P) aufgeschrieben ist.
Die Tangente in ¢ an den Aufrif R, der (R,) geht durch vy=1t><b,
und mithin ergibt ein Punkt %’ der Tangente in ¢" an R; — die
Visiera — als FuBpunkt des Lotes auf e, aus v — ad, >< gqv,, Denn
€ ist der AufriBspurpunkt der Tangente in (g) an die (RY), weil ad,
die Vertikalspur der Tangentialebene in (7) an das hyperbolische
Paraboloid (P) darstellt. Die Tangentenkonstruktion gestaltet sich
Wwiederum einfacher, wenn der Schnittpunkt (7,) der Tangente in (q)
der (R') mit der riickwirtigen Halbierungsebene verwendet wird. Der
Punkt %,, mit welchem die beiden Projektionen von (7,) zusammen-
ff‘-uen, liegt offenbar in d,b, dem Aufrisse und Grundrisse der Schnitt-
l:lnie der riickwirtigen Halbierungsebene mit der Tangentialebene in
&Q) an (P), und zwar ist x, =, || ¢, wo =, derselbe Punkt ist, der zum
Schlusse des Art. 3 benitzt wurde. Zum Beweise dessen bemerken
Wirx vorerst, daB x, = bd,>< vyq ist, und denken uns nun ¢ und d, auf
bezw ¢ und e, kongruente gleichstimmige Punktreihen beschrieben.
Pl‘ojizieren wir die Reihe [¢] aus v, und die Reihe [d,] aus b, so
€T gxeben sich zwei perspektive Strahlenbiischel, deren Erzeugnis offenbar
©ime i ¢, parallele Gerade ist, auf der 7, und z, liegen miissen, denn
Eelangt ¢ nach p, so fillt d, nach ¢, und vyp <be, ist ja z, Da
Qie Orter von #x, und =, othogonal affin sind (Affinitdtsachse b), so
VWird auch der Ort von z, durch eine Ellipse dargestellt werden.
S cheitel dieser Ellipse bilden die Punkte v} und by
7. Die vorliegende Visiera konnen wir iibrigens auch auffassen
als GrundriB eines Horizontalschnittes der windschiefen Fliche 3. Grades
(F"), welche zu Leitlinien besitzt: den Kreis (8) in der GrundriBebene,
die Gerade a in der AufriBebene und eine horizontale (erade (6),
deren GrundriB mit der b’ der Figur zusammenfallt. Die ¢’ stellt uns

1) Gino Loria, 1. c.
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Zylinder (Z,) ausgeschnitten wird. Nach einem bekannten Satze des
Herm Mannheim iiber gerade Konoide sind die beiden Kurven (R)
und (R,) selbst kongruent. Die vorliegende Projektionskurve ist aber
nichts anderes als eine Newtonsche Serpentine.!) Ihre Wendetangente
in g, als KreuzriB der (b) ist unter 45° gegen die Asymptote a
geneigt.

Die Erorterungen in den Art. 3—5, welche zu Tangenten- bezw:.
Krimmungsmittelpunktskonstruktionen fir die Versiera gefithrt haben,
konnen wortlich gleichlautend fir die Serpentine angestellt werden.
In der Figur sind die betreffenden Punkte und Linien, die denen fiir
die Versiera entsprechen, durchwegs mit denselben Buchstaben be.
zeichnet, denen rechts unten ein * beigesetzt wurde. Es ist ferner
ohne weiteres klar, daB auch die Art. 6 und 7, welche sich mit der
Versiera beschiiftigen, analoge Auseinandersetzungen gestatten fiir den
Ort der Mitten g, der Strecken b'p,. Der Ort der Punkte r) ist

natirlich nicht mehr eine gemeine Kissoide, sondern eine solche all-
8emeinerer Art, fir welche tibrigens auch recht einfache Tangenten-
konstruktionen bekannt sind.?)

9. Mit geringfiigigen Modifikationen konnen die oben durchge-
fidhrten SchluBfolgerungen auch dann noch Verwendung finden, wenn
an Stelle des Kreises £ irgend ein durch «, gehender Kreis der
G rundriBebene als Basis eines Rotationszylinders tritt, der mit dem
Paraboloide (P) zum Durchschnitte gebracht wird. Es ergeben wsich
amtereinander orthogonal affine Kurven 3. Ordnung fir die Aufrisse
©inerseits und fir die Kreuzrisse andererseits fir alle Durchdringungs
karven von (P) mit Rotationszylindern, welche lings a von derselben
XEbene berithrt werden.

Fassen wir speziell jenen Rotationszylinder ins Auge, densen Basis

der um b, mit dem Radius b,a, beschriehene Kreis ist, wo ist dor
Avufri§ der Durchdringungskurve mit (/) die von Herrn Lorin
Pseudoversiera genannte Kurve, dic oft mit der Versiers verwechselt
wurde?)

Prag, 25. Juli 1904.

e —

1) Gino Loria, 1 c.

A 2) Vergl. G. Stiner, Metrische Eigenschaften der Kurve 3. Ordnung it
®inem Doppelpunkte, Mathem. Monatshefte 4, Jahrgung 18938, 5. 99 - 114.

8) 80 noch in Herrn E. Pascals Hepertorium der hbheren Muthematik I
®. 527 ff) trotz der Bezugnahme suf Loria Die deselbut angegebene Taugenten-
k"fllt:ruklion ist wesentlich umstindlicher als irgend eine der nach den obigen

ipien zu gewinnende.
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Es gibt dann (von einem unwichtigen Spezialfall abgesehen) eine be-
stimmte Reihe

1 1 1 1
z=xl+x_’+, R._

+..._+...’

Tyte

Ty 41

fir welche der absolute Betrag von jedem der Reste R, Ry, R, ...
Keiner oder iwcenigstens nicht grofer ist als der mit gleichem Index ver-
sehene (absolut genommene) Rest jeder andern der obigen Reihen.
Von dieser so definierten Reihe sagen wir, sie habe unter allen Reihen

der betrachteten Art die stdrkste Konvergenz und nennen sie kurz die
Blaximalreihe von z.

Es ist offenbar, daB der Begriff der stirksten Konvergenz, der
sich auch auf Reihen anderer Art erweitern liBt, ein relativer ist und
sich nach den Verfiigungen richtet, die iiber die Form der Reihen-
glieder getroffen worden sind. Wenn wir z. B. bei den obigen Reihen
noch verlangen, daB die Glieder alle positiv, oder abwechselnd positiv
und negativ sind, oder daB die Nenner bestimmte Primzahlen enthalten,
80 erhalten wir jedesmal eine wesentlich andere Maximalreihe als wenn
wir von solchen Einschrinkungen abschen.

Wir begniigen uns hier auf den Fall niher einzugehen, wo die
Glieder der Reihe alle positiv sind. Wir verstehen demnach, wo nichts
anderes bemerkt wird, unter x,, y,, & lauter reelle positive Zahlen. Ist
eine Zahl z zur Entwicklung vorgelegt, so trennen wir die grioBte in

z enthaltene ganze Zahl davon ab und bezeichnen den Rest mit %, wo
also y > 1 ist.

Setzen wir dann sukzessive

; 1t 1,1 1 1 1 11 1
QG t_+t,t 1 _ 1 1 1 1,01
) Yy x+.'h’ Y x,+y,’ 'y, Z, yn+l,
80 erhalten wir
(2) 11, 1,
y x + y + Za + Yn+1
z, 1, Ty, ... sollen ganze Zahlen bedeuten. Um unsere Reihe
griBter Konvergenz zu erhalten, haben wir z, z,, z;, . .. 80 zu wihlen,

daB die einzelnen Reste !—/l-, ;l-, ... moglichst klein ausfallen. Dies
1 ]

tritt offenbar ein, wenn wir allgemein fiir z, die niichste auf y, folgende
ganze Zahl nehmen. Nur wenn zufillig y, selbst ganz ist, miissen wir
z, =y, setzen. In allen Fillen haben wir also zu setzen

h=z—¢ wo 0Z¢<1.



Durch Einfithrung der GroBen ¢ gewinnen wir aus (1) das folgem <
gleichbedeutende Gleichungssystem

y=x—g,
Ly
h="F=%—¢&,
X, &
B= V=" "%&
(3)
 La_gee X
yn—;_'_ .'_'sy=a'n_£n’
n—1
L Ly &
k!l..+1 T,y e T I T

Eliminieren wir y aus den beiden zuletzt angeschriebenen Glei-
chungen, so erhalten wir

2
4 x,,+1+:1:,,=‘:—:+s,,+1.

Bezeichnen wir allgemein mit iz] die nichste auf 2 folgende ganze
Zahl, und beachten, daB &, , ein echter Bruch ist, so konnen wir aus
(4) schlieBen, daB

+ +
2]
(5) ‘I:n-'-l = & J - ‘("n’ £n+l =
n

)=
!R !ﬂ

} ]
mit Ausnahme nur wieder des Falles, daB zufillig ¢,,, =0 und i:-‘?

ganze Zahl ist. Die Rekursionsformeln (5) dienen zur sukzessiven Be-
rechnung der Teilnenner z,.

Da ¢, die Eins zur oberen Grenze hat, so ergibt sich aus den
ersten Formeln (5)

(6) -T,,Hgfl?i—x,,-{- 1.
Die Nenner der Stammbriiche wachsen also etwa wie z:. Brechen
wir die Reihe nach dem Glied | ab, 80 ist der Rest

n

1 1 1 1 1
_—— . < —_—— = + -
Yu 41 L4l " Eag .'l?ﬁ-—-'tn zﬁ ‘”E(xa—l)

also kleiner oder nur wenig grioBer als das Quadrat des letzten Gliedes.
Um eine Zahl 2z —f;- etwa bis auf die 1000. Dezimalstelle genau zu

kennen, braucht man nur wenige Glieder unserer Entwicklung zu be-
sitzen, nimlich fiir den kleinsten Wert x — 2 hdchstens 13, sonst sicher
weniger.
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Die Formeln (5) bedurften einer Modifikation in dem Fall, daB
eine der GroBen &, = 0 wird. Ein Blick auf das System (3) lehrt,
da dann die Reihe der Stammbriiche mit : abbricht und y eine

rationale Zahl ist. Umgekehrt, wenn y rational ist, so ist die Minimal-
reihe endlich, also wird ein gewisses &, = 0. In der Tat, falls etwa

y= -Z» gesetzt wird, ist das System (3) dem Wesen nach identisch

mit dem folgenden

b=za—a,, a, < a,
zb = z,a, — ay, a; < ay,
(M l 2, 2b = 303 — ay, a3 < @y,
zn—ﬁxb=x 10y — Gy, a'n<a'n-l‘
Da hierin @, @, a5, ... eine Reihe monoton abnehmender ganzer

Zahlen sind, muB @, = 0 werden fiir einen Index n < a.
Beispielsweise ist

19 1

1 1 1 1
T tutmt

166795 T 40974296680 '
Ist also z irrational, so kann die Reihe der x nicht abbrechen. Aber
auch jedes rationale z =% kann natiirlich durch unendliche Reihen

von Stammbriichen dargestellt werden, und man darf nach derjenigen
unter ihnen fragen, welche stirker konvergiert als alle iibrigen. Es

ist klar, daB diese unendliche Maximalreihe fiir % mit der oben definierten

endlichen Maximalreihe von () Gliedern in den (» — 1) ersten Gliedern
dbereinstimmen muB, da sich sonst eine andere Reihe angeben lieBe,
die stirker konvergiert. Man erhilt also die unendliche Maximalreihe
einer rationalen Zahl, indem man das letzte Glied der endlichen Maxi-

malreihe ;1—— ersetzt durch die entsprechende unendliche Entwicklung

n—-1

starkster Konvergenz. Die Aufgabe ist also zuriickgefihrt auf die Frage
nach der Maximalreihe eines Stammbruches.

Nehmen wir aber in den Gleichungen (3) y als ganze Zahl an,
%0 erkennt man, daB ¢ und ¢, &, &, usw. alle gleich Eins sein miissen,
da ¢, =0 ausgeschlossen wurde. Tragen wir diese Werte in die
Rekursionsformel (5) ein, die auch fiir diesen Fall gilt, so finden wir
fir jeden Index n

(%) Ty =22 —1z,+ 1.
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Insbesondere wird das Innere des Krexses (E - —) + 4% = - auf das

Innere des Kreises (51-— —) + 9= abgeblldet der im Inneren des
ersteren liegt und ihn im Punkt § = 1
bertihrt. Zieht man durch £ — - einen

Durchmesser des grioBeren Kreises, so

entsprechen seine beiden Endpunkte

seinem zweiten Schnittpunkt mit dem ¢ +
kleineren Kreis. Man schlieBt dann
leicht, daB die Bilder des kleineren
Kreises wiederum auf einer Kurve
liegen, die von ihm eingeschlossen ist
und nur den Punkt § = 1 mit ihm
gemein hat. Und da dieser SchluB
fortgesetzt gilt, so ergibt sich, daB lim z, = 1 fiir alle Punkte = des

Kreises vom Radius —;— wirdk. W. z. b. w.
Aus (10) zieht man ferner die Formel

O O L A IR S

Bestimmen wir einen Radius r, so daB

1 1\ 1
(-3)-("-3) -+
so erkennt man leicht, daB die Bilder aller Punkte auf einem Kreise
vom Radius R > 7, fir die also

E—D'+7=B>2 4 )L qeomy,
auf das AuBere eines konzentrischen Kreises von gréBerem Radius

fallen, daB also fir alle Punkte auBerhalb des Kreises vom Radius
1,2071... lim 2, == oo sein muB.

Fir reelle Werte von z leuchtet iibrigens ein, daB die betrachtete
Reihe konvergiert fiir alle Punkte auferhalb des Intervalles von O bis 1,
divergiert fiir alle Punkte innerhalb und auf der Grenge desselben Intervalles.

Aus der einen Darstellung von

tionen kann durch folgenden ProzeB eme Menge anderer gefunden
werden. Schreiben wir namlich in
1 1 1 1
z—1 = + r—zxz+41 + zt—2z* 422 —x 41
1
+ £ — 4z} 82° — 102° F 9z — 6z’ +-8x* —x 1
Archiv der Mathematik und Physik. III. Reihe. XIL 9

Fig. 1.

als Summe rationaler Fank-

+-.-
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Nun folgt aus a,4, = 2a% — 1 leicht (a24, — 1) =(2a.)* (a2 — 1) und
somit
(@41 —1)=(2a,-2an41...20a)%(a® — 1)=22(a® — 1).
Da a > 2 sein muB, so ist also immer
1 >2 und z,Vaii,—1> (Znlny1 — 1),
d. h. es wird
Tpps = Zn - 20np1, Ong1=Zn(Gnp1—Va41—1), q.e d

Wir haben so den Satz erhalten:

Sind a, b positive ganze Zahlen, welche der Pellschen Gleichung
a® — 2D =1 geniigen, so gilt fiir die Irrationalzakl a —bY'D die
Reihenentwicklung <

L1 1 2 .
a — I)VD = ETI + m;‘ + 3a. 2—01_2_0, + e ad. inf,
(2ak+l) = (201)’ -2,

und zwar konvergiert die Reihe rascher als jede andere Darstellung der-
selben Zahl als Summe positiver Stammbriiche.

Die Rsihe (10) hat zur numerischen Auswertung die denkbar
giinstigste Form und kann gelegentlich zur Berechnung einer Quadrat-
wurzel dienen, falls zufillig eine Losung der zugehorigen Pellschen
Gleichung bekannt ist, indem meist schon die beiden ersten Glieder
eine groBere Genauigkeit geben, als mit den gewdhnlichen Logarithmen-
tafeln zu erreichen ist. So ist z B.

V63 =8—(5+ . 1L ) = 193725393 ...

Die Giiltigkeit der Gleichung (10) hért im allgemeinen nicht auf,
wenn wir dem a irgend welchen komplexen Wert geben, nur ist dann
der Wert der Quadratwurzel jedesmal zu bestimmen. Die Reibe ist
auch noch dadurch interessant, daB die simtlichen Punkte, fiir welche
sie nicht mehr konvergiert, ein endliches, nicht geschlossenes Linien-
stick stetig erfilllen. Es gilt nimlich der Satz:

Die Reihe

5 1 1 1
(10a) + 2z, + 2,

2z

oo ad. inf.
€0 54y = 2af — 1 ist, konvergiert in der ganzen Ebene mit Ausnahme
der Pupkte der reellen Achse zwischen — 1 und + 1 und stellt den-
Jenigen Wert des zweideutigen Ausdrucks xz +V a3 — 1 dar, dessen ab-

soluter Betrag kleiner als Eins ist.
9‘
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Beweis.
Betrachten wir die ganze algebraische Funktion z von z, die durch
die Gleichung gegeben ist

(11) 22 —2zs4+1=0.
Es leuchtet ein, daB die Potenzen von z wieder Gleichungen derselben

Form geniigen miissen. Setzt man insbesondere
k

=z, =g, .., =g,
2x’—1=zlr ERY) 2&')’:—-1=xk+1,...,
so gilt
(12) A—2x2+1=0, ..., & - 2025 +1=0,

welche Relationen wir auch in der Form schreiben kdnnen
(13) 2z=z+%, ey 2xk-3’k+r’k.
Nun folgt aus den Gleichungen (11), (12) die Formel

1 2! 1 s, 1 1 2,
t=ntz— et~ Tiz ez T2z 93,
also
1 1 1 : 1 "
(14) ’=2_:-z:+2z-2:c, +‘za:'Q:c:l-2.’::,-"”"-'-2:1:-2:::,...2:.:,.-*-23:-23l o2z,

Es bleibt noch iibrig, das Restglied der Reihe rechts zu unter-
suchen. Ziehen wir in der Ebene den Einheitskreis um den Nullpunkt
und betrachten die Punktzuordnung, die durch die Gleichung (11) ver-
mittelt wird.

Zu jedem z gehdren zwei verschiedene Wurzeln dieser Gleichung
(ausgenommen fiir z = +1, wo z=2z wird). Da ihr Produkt =1
ist, so liegt die eine im allgemeinen innerhalb des Einheitskreises, die
andere auBerhalb. Wir bezeichnen die erstere mit s, die andere mit
2 = %, so daB also immer |#| <1 ist. Eine Unbestimmtheit tritt

nur ein, wenn der absolute Betrag beider Wurzeln gleich Eins ist.
Suchen wir die Werte von z, fiir welche dies eintritt, und setzen dazu
2 =¢9. Nach (13) wird dann

Z=1Co8Q, ..., T =1co8(2"p).

Also: Fir alle recllen Werte von z swischen — 1 und + 1 und
nur fir diese wird 2| = 1. Zugleich bleibt |z,| bei wachsendem n end-
lich und < 1, und die Reihe (10a) divergiert.

Umgibt man also die gerade Strecke von — 1 bis + 1 durch ein
beliebig schmales Rechteck, so bleibt fiir das ganze #&uBere Gebiet



Uber eine Klasse unendlicher Reihen. 133

z<lund |2’ >1. Fiir alle diese Werte wichst aber nach (13)
z, mit » dber alle Grenzen, so daB also die Reihe (10a) gleichmiBig
konvergiert und diejenige eindeutige Funktion von z, die wir mit 2
bezeichnet haben, vollstindig darstellt.

Um den Zusammenhang zwischen # und z noch etwas zu verdeut-
lichen, denken wir uns irgend einen Punkt z im Einheitskreis. Indem
vir ihn erst an der reellen Achse und dann am Einheitskreis spiegeln,

gelangen wir zum Punkt 2’ = ; - Der Mittelpunkt auf der Geraden

(3 2) ist dann das zugehoérige x. Man sieht hieraus, daB zusammen-
gehorige Werte von « und 2 stets auf der gleichen Seite der Ordinaten-
achse, aber auf entgegengesetzten Seiten der Abszissenachse liegen.

Fig. 2.

Redllen Werten von z auferhalb des Intervalles (— 1, + 1) entsprechen
reelle 2, 2". Einem reellen Wert x, zwischen — 1 und + 1 entsprechen
wwei Punkte 2y, 2, des Einheitskreises, die man erhilt, wenn man in z,
die Ordinaten bis zum Kreis zieht. L#Bt man z sich von der negativen
Seite her diesemn Punkte nihern, so wandert das positive z zam Punkt
% hivauf Kommt aber x von der positiven Seite an z, heran, so
uibert gich ¢ dem Punkte 2, Also hat ¢ an beiden Réindern des
Verzweigungsschnittes (— 1, + 1) konjugiert komplexe Werte.

Wir haben im Vorhergehenden nur die Stammbruchreihen mit
lauter positiven Gliedern behandelt. Das Verfahren bleibt aber im
wesentlichen dasselbe, wenn iiber das Vorzeichen der Glieder andere
Betimmungen getroffen werden. Um z. B. die Reihen mit alternierend
Positiven und negativen Gliedern zu erhalten, haben wir in den Gleichungen
(3) rechts den GroBen & das positive Vorzeichen zu geben. Die Re-
kursionsformel der Teilnenner wird jetzt

2 4 ra
Typr = & + &, 1 = T %)’
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zahl oder das Doppelte einer solchen Potenz ist. Sei in Primfaktoren
zerlegt
(1) m=2%p'p; ...}
o irgend eine zu m relativ prime Zahl, so bestehen die Kongruenzen
a’(’:l) = 1 modp], a"(’:') =1modpy ..., a"(":”) =1 mod p_*,
und dazu kommen
fir ¢y=0,1 a =1 mod 2=,

=23 a*=1 mod 2%,

%>3 o™ =1 mod2~.
Wir bezeichnen das Kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen a,

b ¢ ... mit

wd bilden?) (@56
|ﬂ1r %=0,1,2,3 v(m)=[9(s}), (s),--- 9 (2],
lfﬂr %> 3 w(m)=[2"7", 9(57), @(#7)-- - #(27)]-

Dann ist nicht nur fir jede zu m relativ prime Zahl a:
a¥™ =1 mod m,

sondern
2¥™ =1 modm

ist die Kongruenz miedrigsten Grades, die alle Zahlen eines reduzierten
Restegystems mod m zu Wurzeln hat.

Die so definierte zahlentheoretische Funktion y(m) mdge ,,Haupt-
ezpoment zam Modul m“ heiBen.?) Sie ist immer ein Teiler von ¢(m)
ud nor fir m = p* und m = 2p* ist sie mit @(m) identisch. Fir
jede zu m relativ prime Zahl a gibt es einen Kleinsten Exponenten e,
)

b a*=1modm
ist; diese Zahl e ist immer ein Teiler von u(m) und soll ,Minimal-
cpoment von a fir den Modul m“ heiBen. Der Hauptexponent u(m)
ist der grifte far den Modul m mogliche Minimalexponent.

Eine Zahl, die den Hauptexponenten sum Minimalexponenten besitzt,
Mt primitive Wurzel von m.

1) Vgl. Lucas, Théorie des nombres, S. 429.

2) Merkwiirdigerweise wird dieselbe deutsch e Bezeichnung ,,Hauptexponent*,
— ther in anderer Bedeutung —, in einer Arbeit von Cunningham, Mess. of
Nath, Ba. 88, 8. 146 gebraucht.
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Wir stellen uns die Aufgabe, fiir einen Modul » die Anzahl der
Zahlen mit gegebenem Minimalexponenten und insbesondere die Anzahl
der primitiven Wurzeln von m zu bestimmen.

2. Es bedeute

1(m, p) die Anzahl der inkongruenten Lisungen der Kongruenz

1) z* =1 mod m,

6(m, u) die Anzahl der Zahlen mit dem Minimalexponenten u.
In diesen Funktionen kann u beliebige ganzzahlige Werte annehmen;
ist p relativ prim za @(m), so ist y(m,u) =1, und wenn px nicht
Teiler von ¥(m) ist, so ist jedenfalls 6(m, u) = 0.

Wo kein MiBverstindnis beziiglich des Moduls mdglich ist, kann
man das Argument m weglassen.

Ist =9 (m), so ist O(m,pu) die Anzahl der primitiven Wurzeln
von m, und wir schreiben dann

@ fir p = p(m): 0(m, u) = @ (m).

Jede Losung der Kongruenz (1) hat entweder u oder einen Teiler von
p zum Minimalexponenten, und umgekehrt ist jede Zahl mit einem
solchen Minimalexponenten eine Liosung der Kongruenz. Also besteht
zwischen den Funktionen y und 6 der Zusammenhang

3) g(m, u) =0(m,d), 0 alle Teiler von g.
0 u

In der Summe auf der rechten Seite sind nur diejenigen Funktionen 6
von Null verschieden, bei denen 0 zugleich Teiler von %(m) ist; es
braucht also & nur die Gesamtheit der Teiler des groften gemeinsamen
Divisors von p und ¢(m) zu durchlaufen. Bezeichnen wir diesen mit
d, so haben wir folglich den Satz:

Es ist stets

(4) x(m, p) = z(m, d).
Oder anders ausgedriickt: Die Kongruenz z* =1 modm hat dieselbe
Anzgahl Losungen, wie die Kongruenz z* = 1 mod m.

Es sei nun

a,

1. m ungerade: m=plp ... pm"

Die Losungen von z*=1modm sind die simultanen Lésungen der
Kongruenzen

#'=1modp?, «'=1modpy,.,., =1 modp:"
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Diese haben der Reihe nach d,, d;, ..., d, Losungen, wobei
(3) d; der grifte gemeinsame Teiler von u und (p(p:."')

ist.") Durch Kombination der Losungen der einzelnen Kongruenzen
miteinander erhiilt man sémtliche Losungen von 2 =1 modm also ist

r(m,p)=dd,;...ad,.
Ist aber
2. m gerade: m = 2%p* ... pi,

so kommt zu den obigen Kongruenzen noch
2" =1 mod 2%
hinzu. Diese besitzt
fir ¢y=1: eine Losung
fir ¢y> 1 und p ungerade: eine Losung,
u gerade: 2 d, Losungen, wobei
(5a) d, der grofte gemeinsame Teiler von u und 221
ist.
Fassen wir alles zusammen, so konnen wir also sagen: Wenn m

durch 4 teilbar und u gerade ist, so ist

(6a) 1(m, w) =2dd, ...ad,.
In allen iibrigen Fillen ist
(6b) a(m,p)=dd,...d,.

Nimmt man beispielsweise g = ¢(m), so ist es jedenfalls eine gerade Zahl
und d,= (p(p:."') (#=1,2,...,n). Weiter ist, sobald &, > 2 ist
dy, = 2%-3, also 2d,= @(2%), folglich erhilt man, wie es sein muB:

1(m, v(m) = 9 (2) 9(27) - .. @ (P5") = @(m).

Aus den Formeln (6) erkennt man, daB fiir zwei relativ prime Zahlen
u, p’ stets

) 2(m, pu’) = x(m, p) z(m, ")

ist.

3. Wir wenden uns nun zur Bestimmung der Funktion 6(m, ¢) und
bedienen uns dabei des folgenden Satzes?®):

1) GauB, Disquisitiones arithm. Art. 85.

2) Dieser einfache Satz, der bisher noch nicht ausdriicklich formuliert zu sein
scheint, 1dBt sich auch aus einem kleinen Aufsatz von Liouville, Journ. de
Math. 18567, S.110 ablesen. Er bildet die Quelle fiir zahlreiche Relationen zwischen
zahlentheoretischen Funktionen.
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Sind swei zahlentheoretische Funktionen y und 0 fiir jedes Argument
u durch die Relation

1) ﬂ@=22%®,6thﬂuwmy,
I
verbunden, ist y(1) = 1 und fiir irgend swei relativ prime pu, p’
@ 2(ep’) = 2(w) 2(u”),
so ist auch
3 O(up’) = 0(n) 6(u"),
und wenn, in Primfaktoren serlegt:
p=p"gr ...

sst, so st
@ 0(u) = (2@ — 20°7Y) (2@ — 2@°~Y) - ...

Beweis. Ist p Potenz einer Primzahl:

w=p%

so folgt aus (1):
0(p*) = 2(p*) — 2(@*7Y).
Ist ¢® Potenz einer zweiten Primzahl, so ist
1(p°g) = 0(p°¢%) +§ 6(3°).

Darin durchliuft ¢° alle Teiler von p*¢” mit Ausnahme von p®¢® selbst.
Diese kann man so erhalten, daB man sdmtliche Teiler von p=g¢*-1,
ferner von p*—!¢gf nimmt; dabei erhilt man die Teiler von p=—1¢*-!
zweimal, man hat sie also einmal wieder wegzunehmen; daraus folgt

1(°¢") = 0(p°¢®) + 1(p°¢* ") + 2(p*~1¢") — 2 (2" ~1¢# V),
also nach (2):
0(p°9") = (x(@» — 2@*~Y) (2(@®) — 1@ -)

oder auch

6(r*9”) = 0(p") 6(¢").

In entsprechender Weise weiterschlieBend gelangt man unmittelbar zu
dem obigen Satze.

Figen wir in Formel (4) simtlichen Funktionen ein erstes Argu-
ment m hinzu, so haben wir die Aneahl 0(m, u) der Zahlen, die fiir
den Modul m den Minimalexponenten u besitzen, durch die im vorigen
Paragraphen bestimmte Funktion y(m, u) ausgedriickt. Wir wollen die
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Formel nur fir den Fall g = y(m) weiter ausfilhren!) und erhalten
dadurch die Aneahl der primitiven Wurzeln von m. Es sei in Prim-

faktoren zerlegt:
(3) p(m) = 2‘°qi’ q:’ ... q:" ,  w(m)=2%¢qlq...q"

Dann ist nach (4), wenn wir fiir u = y(m) anstelle von 6(u) die
Bezeichnung w(m) wihlen und bei den y-Funktionen wieder das erste
Argument m weglassen, die Anzahl der primitiven Wurzeln:

©) o(m)=[2(@*)— 2@ )] [2(a) =2 (e ")) [2 (@) —2 (2 7") ]-

Wir bestimmen zundchst fiir irgend eine der umgeraden Primzahlen g

die Werte von z(g") und z(g"?%).
Es seien die hochsten Potenzen von ¢, die der Reihe nach in den

Funktionen (p(p‘:‘), qp( p;"), R ¢p(p:") enthalten sind,
qYl, qr’, MR | qyﬂ.
Damn ist ¢ in der Funktion @(m) mit dem Exponenten
A=ntnt - tn

enthalten; dagegen ist der Exponent » von g in ¥(m) nach der De-
finition dieser Funktion die grifte der Zahlen y,,...y,. Folglich ist
nach (6) des vorigen Paragraphen:

(8a) 2(g) =gt =g

Um sber y(¢”~!) zu bestimmen, bezeichnen wir mit

(V) ¢ die Anzahl der durch " teilbaren Funktionen ¢ ( p’l") sy @ ( p:")
wd finden durch eine leichte Uberlegung

(3 2(q ) = gt i
also st -
8¢) 0(@) = 2(@) — (@) =¢*(@'— D)

Eine entsprechende Formel findet man fiir die Differenz y(2%) — y(2"~1),
pimlich
(9 0(2%) = 2(2%) — (2% 1) = 2b=%(2% — 1),

nar muB man dabei die Zahl ¢, in geeigneter Weise definieren. Ist
1. m nicht durch 4 teilbar, so ist
& die Ansahl der durch 2 teilbaren Funktionen

(7a) o (2), 9 (p7),--» 9(p3")-

1) Der allgemeine Fall wird in Nr. 5 behandelt.
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2. Ist m durch 4 teilbar und »,> 1, so ist
& die Anzahl der durch 2% teilbaren Funktionen

(7b) 19(2%), 9(2y"),--» 9(r")-

3. Ist aber vy= 1, was immer eintritt, wenn m keinen Primfaktor
von der Form 4h + 1 enthdlt und durch keine hohere Potenz von 2
als 8 teilbar ist, so ist
(Te) &= 4.
Aus (8) und (9) findet man nunmehr, wenn man die nach (7) zu be-
stimmenden Zahlen ¢ durch Indizes entsprechend den Primfaktoren g
von 3(m) unterscheidet, die Anzahl der primitiven Wurzeln von m:

(10)  w(m)=2%""(2°—1)gh" (q;‘— 1) I (q:"— 1) .

Fithrt man aber eine zahlentheoretische Funktion

(11) (m) =27 gyt g

ein und bezeichnet mit S(u) die Summe der Teiler von u, so kann

man, wie man leicht sieht, schlieflich folgenden Satz aussprechen:
Um die Anzahl der primitiven Wurzeln einer Zahl

m=2%p"* ... p*

zu bestimmen, berechnet man die Funktionen ¢(2%), ¢ (p;") s P (p:") ,
ferner , ,
p(m) = 21°q1‘ RN
und nach Formel (2) in Nr. 1 den Hauptexponenten
v(m) =2"gq ... q*
Ermittelt man dann nach (1) die Zahlen &, ¢, . .. & und entsprechend der

Formel (11) die Funktion m(m), so ist die Anzahl der primstiven
Wurzeln von m:
Sa(m)

(12) o(m) = @g(m) “am)

Ist m = p= oder 2p so ist 4(m) =1, und man hat die aus den
Elementen bekannte Anzahl der primitiven Wurzeln: o(m) = @@ (p°).

4. Ist a primitive Wurzel von m, und bildet man die Reste der
Potenzen von @ nach dem Modul m, so ist @, = @* modm dann und
nur dann ebenfalls primitive Wurzel, sobald g relativ prim su ¥ (m) ist.

Umgekehrt ist dann auch a = a{* mod m, wobei y, die zu p assoziierte
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Zahl, d. h. g, =1 mod ¢(m) ist. Solche primitiven Wurzeln, von denen
Jede einer Potenz der anderen modm kongruent ist, sollen miteinander
verwandt heiBen. Dagegen moge eine Zahl b, welche keiner Potens von
a kongruent ist, fremd zu a genannt werden. Ist b auch primitive
Wourzel, so sind sémtliche mit b verwandten Wurzeln fremd zu simt-
lichen mit a verwandten und umgekehrt. Hieraus folgt der Satz:
Simtliche primitiven Wurzeln von m lassen sich in ,,Familien“
von je @(p(m)) miteinander verwandten Wurzeln einteilen. Jede Famalie

. . . e s om)
ist fremd zu jeder amderen. Die Anzahl der Familien ist 7 (o m)

Die Einteilung liBt sich aber weiter treiben. Sei a primitive
Wurzel und r eine zu a fremde Zahl vom Minimalexponenten 2, also
eine Losung der Kongruenz

1) z* =1 mod m,
80 ist
(2 = ra mod m

ebenfalls primitive Wurzel und fremd zu a. Denn wire der Minimal-
exponent 8 von b ungerade, so wire b = ra’ =1 modm, also
r = a¥™-F, was unmoglich ist, da r fremd zu a sein soll. Fiir einen
geraden Minimalexponenten B ist aber » = a®=1 modm, also kann
nur f = ¢ (m) sein. Wire nun b mit a verwandt, so kinnte wieder r
nicht fremd zu a sein.

Aus (2) folgt aber, wenn u relativ prim zu y(m), also jedenfalls
ungerade ist:
(3) ¥ =ra”* modm,

es geht also auf diese Weise die ganze Familie primitiver Wurzeln,
zu der a gehort, in eine neue Familie iiber. Macht man denselben
Ubergang mit Hilfe von simtlichen zu a fremden Losungen der Kon-
graenz (1), so kann es vorkommen, daB man dieselbe neue Familie
mehrmals erhilt. Es miiBte dann, wenn 7’ eine zweite zu a fremde
Léosung von (1) ist:

4 r'‘a=ra* modm (p relativ prim zu y(m))
sein, also wenn man beiderseits zum Quadrat erhebt:

a?*—1) =1 mod m.
Hieraus wiirde aber, da jedenfalls u < ¥ (m) ist,
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Es seien @ und b primitive Wurzeln, und es moge fiir einen Ex-
ponenten u die Kongruenz

1 a* = b mod m
bestehen. Bedeutet d den groften gemeinsamen Teiler von u und ¥ (m),
o diB p=dp, w(m)=dy’

und ¢’ relativ prim zu ¥’ ist, so liBt sich eine Zahl u, derart be-
stimmen, daB w’y, = 1 mod ¢’ ist. Erhebt man also die Kongruenz (1)
ur u,"" Potenz, so folgt
2) a* = b* mod m.
Bezeichnet nun g(m, u) die Anzahl aller inkongruenten Werte, die a*
annimmt, wenn a simtliche primitiven Wurzeln von m durchliuft, so
wird offenbar
3) g(m, u) = g(m, d)
sein. Andererseits ist aber nur dann

g(m, u) = g(m, v),
wemn u und v denselben groften gemeinsamen Teiler mit y(m) besitzen;
denn nur unter dieser Bedingung kann fiir zwei primitive Wurzeln die
Kongruenz @ =b" mod m
bestehen. Da also hiernach die Funktionen g(m, «) nur fiir den Fall
zu betrachten sind, daB das zweite Argument ein Teiler von y(m) ist,

so konnen wir mit einer leichten Anderung der Bezeichnung an ihrer
Stelle die Funktionen

4 fm, d) =g (m, *3?)

einfibren, und wir stellen uns die Aufgabe, den Wert von f(m, d) fiir
enen gegebenen Teiler d von 3 (m) zu ermitteln.
Es bedeutet also f(m,d) die Anzahl aller inkongruenten Werte
w(m)
vona ¢ . Die Kongruenz
(d) 49 =a * modm
hat 1(m, ﬂ--)-) Lésungen. Durchléuft a alle primitiven Wurzeln, so

erhilt man f(m, d) Kongruenzen, deren Losungen simtlich inkongruent
sind, also haben alle Kongruenzen zusammen

©) ~ F(m, )z (m, )
verschiedene Liosungen.
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und hierin ist die Summe auf der rechten.Seite iiber alle su d relativ
primen Teiler von ¥ (m) zu erstrecken.
Wir wollen nun allgemein einen Teiler ¢ einer Zahl #, der zu

seinem komplementiren Teiler tl relativ prim ist, einen Hauptteiler

von n nennen. KEs gehort dann zu irgend eimem Teiler d ein ganz
bestimmter Hauptteiler, der alle in d vorkommenden Primzahlen in den
Potenzen enthilt, in denen sie in n aufireten. Sei in unserem Falle

(d) der zu d gehorige Hauptteiler von w(m),

so durchlduft § alle Teiler von ¥ die wir mit 8 bezeichnen wollen,

. @ ’
und es ist also
1p(m) (d) F)

.

und 4 relativ prim zu (d). Folghch ist
2 0(m, 1Mm)) = O(m, (d)) 2 0(m,0) = 0(m, ) 1 (m, 1”(‘(1) ))
s s / !ll(m)

und wir erhalten

6(m, @) % (m, w(gr):))
f(m, d) = P (m) o
4 ("'- T)
Es ist aber
yim) _ @ pm)
d~d @

und (d) relativ prim zu %, folglich

1 28 =2 9) 10 %)

und daher schlieBlich
(10) fom, d) = Xm0

(d)

7‘( ' d)
Ist d’ ein zu d relativ primer Teiler von #(m), so sind auch die zu-
gehorigen Hauptteiler (d) und (d’) relativ prim, und der zum Produkt

dd’ gehorige Hauptteiler (dd”) ist gleich dem Produkt der einzelnen
Hauptteiler; es ist also

(11) f(m,dd") = f(m,d) f(m,d’).

Die Entwicklungen in Nr. 3 machen es méglich, die Funktionen f(m, d)

explicite durch die Primfaktoren von ¢ (m) darzustellen; wir benutzen
Archiv der Mathematik und Physik. ITL Reihe. XII. 10
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das, um als wichtigste Eigenschaft dieser Funktionen den Satz zu be-

weisen, daB immer
. f(m, d) < 6(m, d)
1st.

Es sei, wie in Nr. 3

a.

m=2%p*...p",
p(m) =2"q ... ¢,

p(m)=2"q ... q*

Es geniigt, wenn wir m als nicht durch 4 teilbar annehmen.
Irgend ein Teiler d von ¥ (m) sei

d=2%g" ... g¢%
dann ist nach (11), wenn man das Argument m weglaBt:
F@d)=r2)f(a) - f(e%),

wir brauchen also nur den Wert von f(¢g¢) fir =0, 1,..., » zu be-
rechnen, wobei g irgend einen der Primfaktoren von %(m), auch 2
bedeuten kann und » den Exponenten, mit dem ¢ in ¥(m) auftritt.
- Nach (10) ist

0(g) _ 2(¢") — (™"
12 = = .
(12) @)= w9 22779
Die hier vorkommenden Funktionen 7 bestimmen wir nach (G) in Nr. 2.
Wir haben dann die Zahlen

(13) o (), o(2y), - o (p;")
ins Auge zu fassen, und es bedeute unter ihnen
x, die Anzahl der durch ¢ teilbaren Zahlen,
2

,’ﬂ ”» ” ” » q ” ”

,'ts ” ”» ” ” q3 » ”
,r)' » » » ” q.’ » ”
Es ist also =, gleichbedeutend mit ¢ in Nr. 3, (7). Dann ist
Mm2A, DAy 2T,
und ferner ist
7, — 7y die Anzahl der nur durch g teilbaren Zahlen (13),

—_ 2

,:’ k2 s » ”» ” ”» » q ”» ”
—_ 3

”3 ks 4 » ” » ”» ” q ”» »
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Man erhélt nun leicht nach (6) in Nr. 2:
1(@) = g™,

z(q’) = q"x‘"a"”ﬂ:: q"x"'ﬂ:’

(14) 2(g7) = g+ 33 gt

2(g°) = g™t 7, (0=1,%...,7)
Der Exponent 4, mit dem ¢ in ¢(m) auftritt, ist offenbar
A= — R+ 2(Hg—my) + 3 (g — ) + - - - + v,
=M+t ant---+a,
also ist tibereinstimmend mit (8) in Nr. 3:
@) =g @) =g
Nach (12) und (14) erhalten wir jetzt

A—n,( =n
15 ’ "— 1 e
(10) f(’”’ qe) = _,q;l—_*_—”,_('_q—',% = qn’—(’+l+”v—e+9+ ﬂ,_l(qn,_ 1)'
q
Vergleichen wir dies mit

0(m, &) = g™ +™F " e—1 (g% — 1),
so 1ist
T —p+1 <m, “'—Q-I-’g Mgy ..y By S To—1;, Ty < Toy

folglich

f(m, ¢¢) < 6(m, ¢°)
und daher auch fiir jeden Teiler d von ¥ (m)
(16) f(m, d) < 6(m, d).

Wenden wir uns nun zu der im Anfang dieses Paragraphen gestellten
Aufgabe, so bedeute g(m) die Anzahl der inkongruenten Werte, welche
die Reste der Potensen aller primitiven Wurzeln von m annchmen kinnen.
Man findet dann unmittelbar

g(m) = S'g(m, d)
d/y(m)
oder auch
(17) g(m) = 3'f (m, d).
a/y(m)
Nach (16) ist also
9(m) < D' 6(m, ),

10*
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aber nach Nr. 2:

20(m, d) = g(m, pm)) = o(m),

folglich ist

(18) g(m) < 9 (m),

und man hat den Satz:

Im allgemeinen ist es nicht moglich, jede su m relativ prime Zahl
als Rest einer Potens irgend einer primitiven Wurzel von m darzustellen,
sondern es gibt @(m) — g(m) Zahlen, welche keiner Potens irgend eimer

primitiven Wurzel modm kongruent sind.

6. Zur Erlduterung der vorstehenden Entwicklungen mogen einige

Beispiele dienen.
Es sei

1. m=63=23%.7. Dann ist

p(m)=6-6=2%.3% y(m)=6=2-3.
Die folgende Tabelle enthilt die Reste aller Potenzen fir den Modul 63.

a a? al at a® at
2 4 8 16 32 1
4 16 1
5] 25 62 H8 38 1
8 1

10 37 b5 46 19 1
11 58 8 25 23 1
13 43 55 22 34 1
16 4 1

17 37 62 46 26 1
19 46 55 37 10 1
20 22 62 43 41 1
22 43 1

23 25 8 58 11 1
25 H8 1

26 46 62 37 17 1
29 22 8 43 50 1
31 16 55 4 61 1
32 16 8 4 2 1
34 22 55 43 13 1
37 46 1

38 58 62 25 5 1
40 25 555) 58 52 1
41 43 62 22 20 1
43 22 1

44 46 8 31 53 1
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a a? a® a' a® a®

46 37 1

47 4 62 16 59 1
50 43 8 22 29 1
52 58 55 25 40 1
53 37 8 46 44 1
b)) 1

58 25 1

59 16 62 4 47 1
61 4 85 16 31 1

62 1.

Es sind also 24 primitive Wurzeln, was mit Formel (12) in Nr. 8 tiber-
einstimmt; denn es ist nach (7) und (7a) dieses Paragraphen

&§=2, =2, also n(m)=2-3, Sy(m)=12,

ferner @@(m) =-12, mithin
o(m) =12 .2 =24

Die primitiven Wurzeln zerfallen nach Nr. 4 in 12 Familien von je
g ¢(m) = 2 Wurzeln. Nach dem SchluBsatze dieses Paragraphen’bilden
je zim,2)—1=3 Familien einen Stamm; mit Hilfe der Losungen
], 59, 62 der Kongruenz 2* =1 mod 63 findet man leicht die folgende
Einteilung der primitiven Wurzeln:

L ' om | m | o
2,82 5,88 | 10,19 ' 18,34
47,69 10,62 | 17,26 | 41,20

61,81 | 2811 63,44 | 5029

Die Entwicklungen der Nr. 5 zeigen, daB fiir alle Teiler d von y(m):
f(m, d)=0(m, d)

ist, also ist
g(m) = o(m),

d. h. in diesem Falle treten unter den Resten der Potenzen der
primitiven Wurzeln alle zu m relativ primen Zahlen auf.

2. m=35=5.1.
p(m)=4.6=2%.3 p(m)=2-6=12=2%.3.
Hier ist ¢gg=1, ¢ =1, also y(m) =1 und

a(m) =@e(m) =8.
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Wir haben folgende Tabelle der Potenzreste:

a a! ad at a’ ad a' a® a' axo all all

2 4 8 16 32 29 23 11 22 9 18 1
3 9 27 11 33 2 17 16 13 4 12 1
4 16 29 11 ,9 1

6 1

8 29 22 1

9 11 2 16 4. 1

11 16 1

12 4 13 16 17T 29 33 11 27 9 3 1
13 29 27 1

16 11 1

17 9 13 11 12 29 3 16 271 4 33
18 9 22 11 23 29 32 16 8 4 2
19 11 34 16 24 1

22 29 8 1

23 4 22 16 18 29 2 1 8 9 32 1
24 16 34 11 19 1

26 11 6 16 31 1

271 29 13 1

29 1

31 16 6 11 26 1

32 9 8 1 2 29 18 16 22 4 23
33 4 271 16 3 29 12 11 13 9 17
34 1.

Hier ist @y(m) =4 und gz(m, 2) = 4, also bestehen die 8 primitiven
Wurzeln aus 1 Stamm von 1y(m,2) =2 Familien zu je 4 primitiven
Waurzeln, nimlich:

1. Familie: 2, 32, 23, 18.

2. Familie: 3, 33, 17, 12.
SchlieBlich ist

-

-

0(m, 8)

6(m, 4
flm1)=1, f(m,2)= ZE:’Q; =4¢=1, f(m3)= m 2,
6(m, W _Bim, 12) ;
f(m, 4) = ﬁ;%=4, f(m, b)=-;z:,"; —8=2, f(m, 12)=0(m, 12)=8,

also g(m) =3f(m,d) =18, und es sind @(m) — g(m) =6 Zahlen
nicht durch Potenzen primitiver Wurzeln darstellbar, ndmlich die Zahlen
6, 34; 19, 24, 26, 31.

StraBburg i. E., Mirz 1905.
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_Zn der Abhandlung des Herrn Neuberg
suber drei Si&tze von Dr. P. Zeeman Gz“.')

Zweite Mitteilung.

Von W. Fr. MEYER in Konigsberg i. Pr.

Versteht man unter der Hohenfliche eines Tetraeders die die
™ Shen des Tetraeders enthaltende Regelfliche zweiter Ordnung, so lautete
der dritte der Zeemanschen Sitze: ,Liegt irgend einer von 5 Raum-
Punkten auf der Hohenfliche des von den 4 anderen gebildeten Tetraeders,
80 kommt die namliche Eigenschaft auch jedem der 4 anderen Punkte zu.“

Der Satz gilt, wie im Folgenden gezeigt werden soll, auch dann
noch, wenn der ihm zugrunde liegende imaginiire ,Kugelkreis“ durch
eine vollig beliebige Fliche zweiter Klasse ® ersetzt wird. Der
Kiirze halber mag die so entstehende projektive Verallgemeinerung der
Hohenfliche als ,®-Hohenfliche“ bezeichnet sein. Zugleich wird
man den eigentlichen geometrischen Grund des Satzes erkennen.

1. Die Gleichung der ®-Héhenfliche des Koordinaten-
tetraeders. — Es liege ein Koordinatentetraeder T mit den Ecken 4,
und den Ebenen A, (i =1, 2, 3,4) zugrunde, und {iberdies eine be-
liebige Fliche zweiter Klasse ®:

@ Op=0=3Sec,uu,=0.

Die Ebene A,(z; = 0) besitzt als Pol bez. ® den Punkt P, mit
den Koordinaten ¢,,, ¢,q, €3, ;. Die Gerade g,, die die Ecke 4, mit
P/ verbindet, die also zur Ebene A, bez. ® konjugiert ist, trifft die
Ebene A, in einem Punkte P, mit den Koordinaten

2,=0, z,:3: 2, =cp:¢;:¢, 3,k l,m=1,2,3,4).

Dann hat (5. meine Abhandlung dieses Archiv (3)8, 1904, S. 142f)
eing Fliche zweiter Ordnung G:

A =60 =220a,2,=0,
die die vier Geraden g, enthalten soll, die 3 -4 Bedingungen zu erfiillen:

(Ia) a, =0,
(b) Gir Cix + Gy €y + G i = 0,
(Ilc) Gie G Gim o,

Cim Cem Cri

1) 8. dieses Archiv (8) 11, 225—238.
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2. Die Gleichung der ®-Hohenfliche eines beliebigen
Tetraeders. — Nunmehr sei T ein beliebiges Tetraeder mit den Ecken
(1),{2), (3), (4), wo z. B. die Ecke (1) die Koordinaten z{V, z{", z{D, 25
besitze.

Wollte man, um zur Gleichung der ®-Hohenfliche des Tetraeders

T zu gelangen, dasselbe Verfahren wie in § 1 einschlagen, so wiirde
man zunichst eine Gleichung erhalten, die in den Koordinaten der
Punkte (1), (2), (3), (4) vom sechsten Grade wiire. Erst durch eine
Reihe nicht einfacher Operationen, die den in der ersten Mitteilung
verwendeten analog sind, gelingt es, aus jener Gleichung den Faktor
(1234) viermal abzuspalten, unter (1234) die Determinante der
1'(G,k=1, 2, 3, 4) verstanden, und so eine Endgleichung herzustellen,
die sowohl in den Koordinaten (z;) eines beliebigen Punktes der Fliche,
wie in denen der Ecken von T nur vom zweiten Grade ist.

Man gewinnt indessen weit kiirzer die fragliche Endgleichung der
¢-Hohenfliche von T im Anschlusse an Nr. 1 mit Hilfe einiger geo-
metrischer Uberlegungen.

Indem wir etwa von der Gleichung (IIIy) der ®-Hohenfliche G
des Koordinatentetraeders ausgehen, fragen wir nach einer geeigneten
geometrischen Bedeutung des Verschwindens der einzelnen, in jener
Gleichung auftretenden Faktoren, und iibertragen dann diese Bedeutung
suf ein beliebiges Tetraeder.

Die Gleichung

(6) My — My = CyCy5 — C3Cy = 0
sagt aus'), daB die Kanten (1), (3) und (4), (2) des Koordinaten-

tetraeders in bezug auf die Klassenfliche ® (I) konjugiert sind.

Die entsprechende Bedingung fiir das beliebige Tetraeder T lautet
gemiB der Polarititstheorie der Flichen zweiter Klasse:

Pey €y Gy €y T af
I
| o Cn Gy G 2 2P
6 |G O G Gy ) )
(67 20 2@
Cau G Cs Cu XY XY
2D 20 P ) 0 0
) 00

und analog die beiden anderen.

018,42 = 0:

1) 8. meine Abhandlung »Uber Grundzige einer Theorie des Tetraeders",

Verhandlungen des 3. internationalen Mathematikerkongresses in Heidelberg 1905,
g. 336. '
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Tetraeders T verlangt, und iiberdies, daB sie die Kanten (1), (3) und
(4), (2) ganz enthalte; existiert diese Fliche, so muB sie zu T in
derselben Beziehung stehen, wie die Fliche (9) @, — ¢, = O zum Koor-

dinatentetraeder.

Nun ist die Bedingung fiir das Konjugiertsein zweier Ebenen
(z6), (v) in bezug auf & (I):

(10)

®,,= 2 Supe, =0.
Pk

Die Koordinaten z. B. der Ebene (213) sind die dreireihigen Deter-

mimnanten der aus den Koordinanten der Punkte (), (1), (3) gebildeten
M a trix:

x, ry xy x|
Q1 1 1 1) |.
w2 ) Pl
) 3 3

o

(11)

diese Koordinaten u,, uy, uy, %, der Ebene (213) seien so normiert, daB
sie geradezu bez. gleich jenen (mit alternierenden Vorzeichen genom-
menen) Determinanten werden, wobei der u,-Determinante das positive
"V oreichen beigelegt werde. Genau das Entsprechende gelte fir die
XK oordinaten der Ebene (z42) usw. Setzt man alsdann in die linke

Seite o, , von (10) die soeben normierten Koordinaten der Ebenen

(a 13), (z42) ein, wodurch sie in ®, .3, 249 lbergehe, so ist damit dieser
A

wsdruck einschlieBlich des#Vorzeichens eindeutig festgelegt, und analog
die beiden weiteren Ausdriicke @, o5, P19 .30

Damit ist bewiesen, daB die Fliche:
(12) ¢zls.xu =0
die gewiinschte Fliche zweiter Ordnung ist, denn die Gleichung (12)
Wird erfilllt durch die vier ®-HéhenfuBpunkte von T und enthdlt ganz
die Kanten (1), (3) und (4), (2).

Die linke Seite von (12) ist linear in den ¢, und quadratisch in
den 7, und kann hinsichtlich der ¢,, und z nicht reduzibel sein, da es
die spezielle Gleichung (9) nicht ist; endlich ist (12) linear in den
Koordinaten der Ecken von T und auch hinsichtlich dieser GroBen
irreduzibel; denn da bei Vertauschung zweier Ecken von T (12) héch-
stens sein Vorzeichen #ndert, miiBte ein etwa sich abspaltender Faktor,
der die Koordinaten irgend einer Ecke (linear) enthielte, zugleich die
der anderen Ecken enthalten, mithin wiirde der verbleibende Rest-
hfl.l:ior von den Ecken von T ganz unabhingig sein, was nicht mog-

ist.
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Nun iiberzeugt man sich ohne weiteres, daB, wenn man T wieder
speziell als Koordinatentetraeder wihlt, bei Zugrundelegung des nor-
mierten Schemas (7) direkt die Reduktionen eintreten:

lq’z:s, 28— Qo — Q= (61,8375 + 637, 7)) — (19257, + 61y y),
(13) ld’zu, 2o —> Qo — @y = (€327 + €32, %5) — (613237, + €347, %),

Dis, 280> @5 — Qs = (€152 T, + €3,y Ty) — (€14 T3 %5 + €337, %) -
FaBt man daher die betreffs der Ausdricke C,, ,, und ®,; ;.
(7, k, 1, m zyklisch = 1,2, 3,4) erhaltenen Ergebnisse zusammen, so
erkennt man, daB sich die Gleichung der ®-Hohenfliche eines be-
liebigen Tetraeders T in eine der drei kovarianten Gestalten setzen laBt:

(IV“) G = Cls,cd’ns,z:u - 012,34 d’xla,zu =0,
(IVAB) G= 012,34 d)zl-L,.rZS - Cu,:’s ‘Dxu.zsu =0,
dvy) = Cu,ss (b:ls,z-l! - Cxa,n ¢zu,223 =0,

deren linke Seiten genau in die entsprechenden linken Seiten von (III)
ilbergehen, wenn T auf Grund von (7) als Koordinatentetraeder ge-
wihlt wird.

Der Identitiit

(@— Q)+ (Q—Q)+(©—@)=0
entspricht die allgemeinere (die man leicht direkt bestétigt):

(14) ¢212,384 + d)zxs,us + ¢zl4,z!3 = O;

und diese, zusammen mit den Darstellungm; (AV), fithren zu dem Satze:

,Trifft es fiir einen Raumpunkt P zweimal zu, daB die
Ebenen, die ihn mit je zwei Gegenkanten eines Tetraeders T
verbinden, zueinander in bezug auf eine beliebige Fliche
zweiter Klasse ® konjugiert sind, so trifft es auch fiir das
dritte Paar zu. Der Ort dieser Punkte P ist eine Raumkurve
vierter Ordnung (1. Art) C,, die durch die Ecken von T und
durch die ®-HohenfuBpunkte von T geht, und umgekehrt
durch diese 8 Punkte v6llig bestimmt ist.“

3. Der projektiv verallgemeinerte Zeemansche Satz. —
Nunmehr mége in einer der Gleichungen der Fliche G, etwa in (IVy)
der laufende Punkt (#) mit irgend einer der Ecken von T, etwa mit
(1), vertauscht werden.

Dadurch gehe die Fliche G tiiber in eine Fliche G:

(V) G = Cu,ea ‘Dns,us - Czs,u 4 14,188 — 0.

x

Sobald sich beweisen 1i8t, daB die Flichen G und G’ dber-
einstimmen, ist damit auch der Zeemansche Satz und zwar
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fir eine beliebige Fliche zweiter Klasse ® (I) abgeleitet.
Wie in § 2, bediene man sich geometrischer Schliisse.

Die Gleichung
(15) Crps3=0

z

sagt aus, daB der Punkt () der Ebene angehort, die durch den
Punkt (4) geht und zur Kante (2) (3) bez. ® konjugiert ist, und das
Entsprechende gilt fir C,4 4 = 0.

Oder, was auf dasselbe hinauskommt, man fille im Dreieck (234)
von den Ecken (4) bez. (3) aus die ®-Héhen auf die Gegenseiten und
lge durch diese die Ebenen, die zur Ebene des Dreiecks bez. ® kon-
jgiert sind.

Bezeichnet man den Schnittpunkt jener Héohen als ,,®-Hohen-
shnittpunkt K, des Dreiecks (234), so schneiden sich die beiden
Ebenen C,, 43 =0, C,4,3 =0 in der Geraden hj, die durch K, geht
und zur Ebene (234) bez. ® konjugiert ist.

Die Fliche G’ enthilt daher diese Gerade A;.

Die Gleichung
(16) . ¢z13,142 =0

sagt aus, daB der Punkt () der Ebene angehort, die die Kante (1) (3)
enthilt und zur Ebene (142) bez. ® konjugiert ist, die also auch die
von der Ecke (3) auf die Gegenebene (142) gefillte ®-Hohe hy ent-
hilt, und das Entsprechende gilt wiederum von der Ebene D14, 198 = 0.

Beide Ebenen schneiden sich in einer Geraden /;, die durch die
Ecke (1) geht und die beiden ®-Héhen hy, b, trifft.

Diese Gerade k) liegt also sowohl auf G’ wie auf G, und zwar
gehSxt sie auf letzterer Fliche derjenigen ,zweiten“ Regelschar an, die
die ®-Hohen von T nicht enthilt.

XEndlich schneiden sich die Ebenen C,, g3 =0, ®,,, 153 = O in der
®-H&She h,, und analog die Ebenen Crs,6=0, &5 15 =0 in der
®-H &She hy.

~ Auch diese beiden ®-Hohen h,, Iy liegen daher sowohl auf G,
we auf G.

Aber die ®-Hohenfliche G enthiilt auch die zuerst erwihnte Gerade 7.

Sei, wie in § 1, der Pol der Ebene (234) bez. ® mit P; be-

wichuet durch den also die ®-Héhe %, hindurchgeht, so geht durch
den Punkt P; der ®-Hohenfliche G eine Gerade g| der zweiten Regel-
‘c}f‘u‘- Diese Gerade g fiillt aber mit 4] zusammen. Denn jede der
beiden Geraden gehort der zweiten Regelschar der ®-Hghenfliche an
und st gerade diejenige Gerade der Schar, die zur Ebene (234) bez. ®
konjugiert ist.
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Uber Aufnahme von Wechselstromkurven
durch Oszillographen und ihre Analyse.

Von E. OrLICH in Charlottenburg.?)

I. Theorie der Oszillographen.

Oszillographen sind Galvanometer, deren bewegliche Systeme so
auberordentlich kleine Abmessungen haben, daB die Ablenkungen den
Avgenblickswerten eines das Galvanometer durchflieBenden verdinder-
lichen Stromes in jedem Augenblick nahezu proportional sind. Sie
baben in den letzten Jahren in der Wechselstromtechnik eine griBere
Bedeutung gewonnen, weil man mittels dieser Apparate in bequemer
Weise den Verlauf der Wechselstrome innerhalb einer Periode (d. h.
iire Kurvenform) studieren kann.

Erfinder der Oszillographen ist Blondel.?) Er hat nicht nur die
vllstindige Theorie der Apparate entwickelt, sondern auch zuerst seine
lieen in brauchbaren Konstruktionen durchgefiihrt. Um die weitere
Ausbildung der Apparate haben sich verdient gemacht Duddell®) (Type
der Cambridge Scientific Instrument Cie.) und die Firma Siemens & Halske,
die neverdings gut durchkonstruierte Apparate in den Handel gebracht hat.

Theorie der Oszillographen. — Fiir die Drehung des beweglichen
Srstems eines Galvanometers gilt die Differentialgleichung:

Q) KL +49+ 00~ F.

Darin bedeutet: & den Winkel, welchen das System zur Zeit ¢ mit
der Ruhelage des Systems bei stromlosem Galvanometer bildet; K das
Trigheitsmoment des beweglichen Systems; A die Dimpfungskonstante
(die bremsende Kraft ist proportional der jeweiligen Geschwindigkeit
des Systems); C die Direktionskraft (zuriicktreibende Richtkraft im
siromlosen Galvanometer); F' das Drehmoment der duBeren ablenkenden
Krft. Weiter sei zur Abkiirzung gesetat:

K __4 .
@ o=/ “Twek

1) Der gréBte Teil dieser Arbeit entstammt dem Werkchen des Verfassers:
Aufushme und Analyse von Wechselstromkurven (Bd. VII der Elektrotechnik in
Eineldarstellungen, herausgegeben von Dr. Benischke) Friedr. Vieweg & Sohn,
Braunschweig.

2) Compt. rend. 116, 502, 748. 1898.

8) Electrician 89, 686. 1897.
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Ist das Galvanometer stromlos, so ist F' =0, und die Gleichung
hat das Integral:

na

- ,' -
(3) f,=¢ ° Msin(*3VI—a'+4p), wenn a<1
na
___._‘
4) 9, =Me ° , wemn a=1,

_’.’oi‘.v;r:l‘
], wenn « > 1

2t o
(5) 9,—¢ ° [M,e oVt L M

(M, w, M,, M, sind Integrationskoustanten).

In jedem Fall wird also 8, =0 fiir ¢ = oo, d. h. das bewegliche
System des stromlosen Galvanometers kehrt schlieBlich in die Ruhe-
lage zuriick. Ist die Dampfung nur schwach (¢ < 1), so fithrt es mehr
oder weniger rasch abnehmende Schwingungen von der Dauer 6/)/1 — a*
aus. @ ist die Dauer der Eigenschwingung des ungedimpften (« = 0)
beweglichen Systems.

Sei nun das #uBere ablenkende Drehmoment F' nicht gleich Null,
sondern ebenfalls mit der Zeit verdnderlich. Hat man ein partikuldres
Integral &, gefunden, welches der Gleichung (1) geniigt, so ist
9, + Const. &, das allgemeine Integral, d. h physikalisch gesprochen,
lber die Ablenkung &, die von der #uBeren Kraft herrithrt, lagert
sich beim Einschalten die mehr oder weniger gedimpfte Eigenbewegung
des beweglichen Systems, die nach einer gewissen Zeit praktisch
verschwindet und nur bei einer etwaigen Diskontinuitit von F wieder
hervortreten kann. Kommt es darauf an, daB &, moglichst rasch ver-
schwindet, so ist es, wie leicht einzusehen ist, am giinstigsten, den
Diimpfungsgrad so groB zu machen, daB « =1 ist.

Die ablenkende Kraft werde nun hervorgebracht durch einen
Wechselstrom von beliebiger Kurvenform; dann kann man F in einer
Fourierschen Reihe darstellen:

(6) F=DFsin(kot—gp,),
k=1

wo ® das Produkt aus 2z und Frequenz (Periodenzahl pro Sekunde)
des Wechselstromes bedeutet. Man findet das Integral:

7 sin(kot— @, — )3
( ) CZV(I—L’ UE +4a’k'1" ( @ Pr 7k)’

darin ist zur Abkiirzung gesetzt

¥ A =g (r Dauer einer Wechselstromperiode)

_2akl
(9) tg 7k aktlt
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Soll der Oszillograph richtige Kurvenbilder geben, so miiite ' pro-
portional & sein; abgesehen von einer Konstanten miiBten also die
Reihen (6) und (7) tibereinstimmen. Dies ist in aller Strenge nicht
mglich, vielmehr sind die Teilamplituden der Abbildung im Verhiltnis
& = 1: V(1 — F2%? + 40%%*4* verkleinert und die Teilwellen in der
Phase um y, gegen
die entsprechenden
wvon F verschoben.

Es handelt sich .
also darum, die N -
Bedingungen auf- T S
msuchen, unter -
denen die Verzer-
ruigen moglichst -
gering werden. Zu
dem Zwecke sind
inFig. 1 die Werte
von ¢ als Funk-
tionen von (k4) fir
verschiedene Damp- o
fungsgrade o« auf- -
getrigen. Wie man -
sicht, weicht ¢-z. T. * S
sehr stark von dem S
gewiinschten Wert
1 ab. Die gitns-
tigten Resultate o
erhilt man fir o« = 7
]% und A1 <O,1. -
Nun bedeutetA s
nach G1. (8) das Ver-
biltnis der Schwin-
gungsdauer der ,
Eigenschwingung - , :
des ungedampften
beweglichen  Sys-
tems zur Perioden-
daver des aufzuneh-
menden  Wechsel-
stromes, Die Zahl Fig. 1

Archiv der Mathematik und Physik. 1II. Reihe. XIL 11

— > kA






{"ber Aufnahme von Wechselstromkurven durch Oszillographen u. ihre Analyse. 163

II. Ausfihrungsformen der Oszillographen.

Nachdem die allgemeinen Bedingungen, welche die schwingenden
Svsteme der Oszillographen zu erfiillen haben, festgestellt sind, hat
man nach passenden Konstruktionsformen zu suchen, die diesen Be-
dingungen genfigen. Dazu erinnern wir uns, daB es zwei Formen von
Galvanometern gibt: die Nadelgalvanometer, bei denen die Stromleiter
fest sind, und der Magnet beweglich ist, und die Spulengalvanometer,
bei denen die Stromleiter beweglich und die Magnete fest sind.

Dementsprechend gibt es zwei Oszillographentypen: die Nadel-
weillgraphen und die bifilaren Oszillographen.

Die Nadeloszillographen sind von Blondel in verschiedenen Formen
ausgefiihrt worden.!) Bei den ilteren Apparaten (Fig. 2) besteht das
bewegliche System aus einem
schmalen Eisenblech M, das
durch einen permanenten
Magneten oder einen Elek-
tomagneten NS quer-
magnetisiert wird. Um die
magnetischen Kraftlinien auf
das Blech zu konzentrieren,
sind in die Pole zwei diinne
trapezformige Polschuhe P P
eingesetzt. Das Eisenblech
endet oben und unten in
Spitzen, die in Steinen ge-
lagert sind; auf der Mitte
des Bleches ist ein winziger
Spiegel befestigt. Zu beiden
Seiten der Nadel sind zwei
Spulen BB’ aufgestellt, welche von dem zu untersuchenden Wechsel-
sirom durchflossen werden. Die Pole PP sind in horizontaler Richtung
unterteilt, weil sonst das von den Spulen BB’ erzeugte Wechselfeld
in den Polen storende Wirbelstrome erzeugen wiirde.

Unterbricht man den Kraftlinienweg des Richtungsmagneten an
zwei Stellen, so kann man zwei Systeme unterbringen und auf die
Weise gleichzeitig zwei Kurven aufnehmen (z. B. Strom und Spannung),
und ihre Lage zueinander studieren.

Eine wesentliche Vereinfachung und Vervollkommnung des Nadel-
oszillographen wurde dadurch erzielt, daB Blondel die Nadel durch

1) Zu beziehen durch Carpentier, Paris, Rue Delambre.
11%
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netisches Feld gebracht werden. Man bringt deshalb das bewegliche
System in den Luftraum eines kriftigen Elektromagneten, dessen
Pole NS zugeschirft werden, um die Kraftlinien auf die Bénder zu
konzentrieren.

Sollen gleichzeitig mehrere Kurven aufgenommen werden, so wird auch
hier der Kraftlinienweg durch mehrere Luftzwischenrdume unterbrochen,
in welche die Systeme eingesetzt werden. Die -

Dimpfung wird genau ebenso wie bei den T
N adeloszillographen durch Ol bewerkstelligt.

Die bifilaren Oszillographen haben
gegeniiber den Nadeloszillographen den
Vorteil, daB sie praktisch induktionslos

sind und eine groBere Empfindlichkeit
besitzen. Sie kdnnen sehr gut im Neben-
schluB gebraucht werden. Demgegeniiber
sind sie viel leichter Beschiddigungen aus-
gesetzt. Eine Stromiiberlastung hat ein
ReiBen der Binder und in der Regel damit
einen Verlust des Spiegelchens zur Folge;
letzterer wird schon durch ein ungleich-
m#Biges Anspannen der beiden Biinder ge-
fihrdet. Das Einziehen neuer Biinder er- Fig. 3.
fordert ziemliche (bung und Geschicklichkeit.

Die Richtkraft des aus Bindern bestehenden beweglichen Systems
wird nicht nur durch die geradlinig hin- und herschwingende Be-
wegung, sondern auch wesentlich durch die Torsion der Binder ver-
ursacht.

Mit Aluminiumbéndern von 10 bis 15 mm Linge erzielte Blondel
Eigenschwingungen von 10000 bis 15000 pro Sckunde und eine
Enpfindlichkeit von 4 em fir 0,1 Ampere bei 4 m Skalenabstand.
Dibei hatte der Spiegel eine Fliche von 1,5 >< 0,5 mm und war
01 bis 0,2 mm dick.

Die Eigenfrequenz der Apparate von Siemens und Halske
(Fig. 4), ist normalerweise 6000 pro Sekunde. 0,1 Amp. geben bei 0,5 m
Skalenabstand etwa 4 bis 5 cm Ausschlag. Wird die Eigenfrequenz

sf 4000 in der Sekunde erniedrigt, so wird die Empfindlichkeit etwa
whnmal so groB.

. Eine gewisse Schwierigkeit bildet bei den winzigen Spiegeln, die
angewandt werden miissen, die Optik der Oszillographen. Ein wesent-
liches Moment bildet dabei die von Boys eingefiihrte Zylinderlinse,
die jetst allgemein verwandt wird. Als Lichtquelle wird eine Bogen-
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Bewegung proportional der Zeit zu erteilen. Dies geschieht am ein-
fachsten dadurch, daB man den schwingenden Lichtstrahl im rotierenden
Spiegel betrachtet, wobei die Achse dieses Spiegels parallel zur
Schwingungsrichtung des Strahles verlaufen muS8.

Treibt man den Spiegel durch einen passenden Synchronmotor an,
s0 kann man auf einer Mattscheibe das Bild der Kurve erblicken
(Blondel, Duddell). Storend wirkt dabei zuweilen das Pendeln des
Synchronmotors.

Die Kurven konnen photographiert werden, wenn man die Matt-
scheibe durch eine photographische Kassette ersetzt. Hat man Pendeln
des Synchronmotors zu befiirchten, so muB durch einen geeigneten
Kontakt Vorsorge getroffen werden, daB nur wihrend einer Welle
die Platte den Lichtstrahlen ausgesetzt wird. Oder man verwendet
statt rotierenden Spiegels und Synchronmotors in bekannter Weise eine
fallende photographische Platte.

(Fortsetzung folgt.)
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L. Heffter und C. Kohler. Lehrbuch der analytischen Geometrie.
Bd I. XVI, 526 S. gr. 8°. Leipzig 1905, B. G. Teubner.

Mit diesem Werke legen die Herren Verfasser der mathematischen
Welt den ersten Teil eines durchaus modernen Lehrbuches der analytischen
Geometrie vor, denn es entwickelt diese Disziplin nach den Grundsitzen,
die uns heute nach Cayley und F. Klein als die einzig richtigen erscheinen
muiissen. Nach Herrn F. Klein haben wir nimlich bei systematischen geo-
m etrischen Forschungen vom Beguiffe der Transformationsgruppe auszugehen;
Jeder Gruppe von Transformationen, die sich auf irgendwelche Raumelemente
. beziehen, entspricht eine besondere Art der Geometrie, diejenige (eometrie
n#imlich, die nur mit solchen Begriffen arbeitet, welche gegeniiber allen
Transformationen der Gruppe invariant sind. Fiir unser Buch kommen nur
die Gruppe der projektiven Transformationen und ihre geometrisch wichtigsten
Untergruppen, die der affincn und der dguiformen oder Ahnlichkeitstrans-
formationen, in Betracht. Wir treiben dementsprechend, indem wir von der
Hauptgruppe zu den Untergruppen vorschreiten, nacheinander projektive, affine
und dquiforme Geometrie, wobei wir ganz im Einklang mit Cayley die
S%ogenannten metrischen Begriffe der affinen und #quiformen Geometrie durch-
Weg als mit Hilfe der unendlichfernen Raumelemente spezialisierte projektive
nyn’/fe erhalten.

Schon dieses Wenige diirfte zur (eniige zeigen, wie sehr sich unser
lfueh von den tiblichen Lehrbiichern der analytischen Geometrie unterscheidet.
Vo vorn herein herrscht ein fester Plan, nach dem das Lehrgebiude auf-
gefahrt wird, nichts erscheint willkiirlich in der Anordnung des Stoffes,
Soradern jedem Gegenstand ist eine bestimmte Stelle zugewiesen, an der er
exst behandelt werden kann. Durch systematisches Spezialisieren von pro-
jelctiven Sitzen werden wir die affine und quiforme Geometrie mit neuen
S& tzen bereichern; tritt uns umgekehrt ein Satz entgegen, so werden wir
dax-an gewshnt zu fragen, welcher Geometrie er angehort; ist es ein affiner
oder aquiformer Satz, so werden wir weiter fragen, ob er sich projektiv ver-
allgremeinern 14Bt, und so zu neuen projektiven Sitzen gelangen konnen.
Wir dirfen daher nicht nur das von den Verfassern befolgte Prinzip mit
diesen als ,ordnend und klirend“ bezeichnen, sondern auch ihre Methode
eine fruchtbare und ungemein anregende nennen.

Sehen wir jetzt zu, wie das Lehrgebiiude der Geometrie nach dem eben
in den Grundziigen entworfenen Plane im Euklidischen Raume aufgefiihrt
wird Die Bausteine bilden, wie in der Einleitung ausgefihrt wird, die
einfachsten Raumelemente: der Punkt, die Gerade und die Ebene; ver-
bunden werden sie durch die drei elementaren Besiehungen der Inzidenz,

der Parallelitst und der Orthogonalitit, die durch Einfihrung der

unendlich fernen (uneigentlichen) Raumelemente und der orthogonalen
tarung von Punkten und Geraden der uneigentlichen Ebene simtlich als
idenzheziehungen aufgefaBt werden konnen.

Nachdem hierauf die Teilgebiete des Raumes, die Grundgebilde I
wd II. Stufe definiert wurden — der Raum selbst erscheint als Grund-
gebilde IMI. Stufe —, kann eine Klassifikation der Geometrie nach den
denutzien Gebieten erfolgen; wir haben diesen entsprechend die Geometrie
o den Grundgebilden I, II. und III. Stufe zu unterscheiden.






Rezensionen. 175

der our parallelmetrische (orthogonalmetrische) Sitze enthiilt, beiBt die
Parllelmetrik (Orthogonalmetrik).

Der Hauptteil unseres Buches beschiftigt sich zuniichst mit der projek-
ticen Geometrie in der cigentlichen Punktreilie; wir lernen hier zuerst die
Messung einer absoluten Strecke durch eine andere und die Multiplikation
einer absoluten Strecke mit einer absoluten Zahl kennen. Will man diese
Dinge nicht iiberhaupt als bekannt voraussetzen, so sollten sie auch wirk-
lich vollstindig vorgetragen werden, und Ref. hitte es gern gesehen, wenn
dies geschehen, wenn also insbesondere ausfilhrlich dargelegt worden wire,
wie auf Grund des Dedekindschen Stetigkeitsaxioms, auf das nur in einer
Anmerkung hingewiesen wird, die erwihnte Multiplikation ausgeftthrt werden
kann. — Nunmebr konnen das Abstandsverhdéltnis (AV) eines Punktes
in bezug auf zwei beliebige Punkte, die Abszissen als besondere AVe und
weiterhin der uneigentliche Punkt der Reihe mit der Abszisse oo, sowie
die imaginaren Punkte eingefhrt werden. Es wird bei solchen grundlegenden
Betrachtungen stets mit sehr anerkennungswerter Strenge verfahren, wie
2. B. das Imagin#ire hier und spéterhin mit besonderer Sorgfalt behandelt
wird. Wenn aber die Verfasser deu uneigentlichen (unendlich fernen reellen
oder imaginiiren) Punkten des Raumes alle tibrigen Punkte, also auch die
fibrigen imagindren Punkte, als eigentliche gegeniiberstellen, so kann Ref.
dies nicht billigen. Denn von einem imagindren eigentlichen Punkte zu
sprechen, erscheint doch als eine Vergewaltigung des Begriffes ,eigentlich“.
Fir ganz fiberfliissig halten wir ferner die Neueinfilhrung: ,aggregiert ima-
ginire“ statt ,konjugiert imaginire Punkte“, weil eine Verwechslung von
konjugiert imaginiren Punkten mit Punkten, die in bezug auf ein Gebilde
II. Ordnung konjugiert sind, durch das — ohnehin fast nie fehlende —
Wort ,imaginér* vollig ausgeschlossen werden kann (S. 24—35).

Das Doppelverh#ltnis (DV)!) eines Punktwurfes A. B, ', D

. A, CD)
il durch (4 BCD) = 57
iweier AVe. Es ist eine absolute Invariante der projektiven Gruppe, und
zwar eine charakteristische, weil eine ein-eindeutige Zuordnung zweier Punkt-
reiben, bei der jedem Wurf der einen ein Wurt der anderen von gleichem
DV entspricht, eine projektive ist. Daraus ergibt sich nach dem in der
Einleitung erwiihnten Schlusse die wichtige Tatsache, daB jede projektive
Bezichung zwischen den Punkten einer Punktreibe sich lediglich auf Be-
zichungen zurtickfihren liBt, die durch die Werte von DVen auszudriicken
siid  Damit sind wir zu der oben in Aussicht gestellten positiven
Charakterisierung der projektiven Geometrie in der Geraden gelangt, und
zwar auch von unserem Standpunkt aus. Denn nach dem vorhin Gesagten
kam jeder projektive Satz in der Geraden so abgefaBt werden, daB er nur
Aussagen fiber die DVe von Punkwiirfen macht. — Hieran schlieBen sich
der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie, die DV-Koordinaten, die
als naturgemiaBe Koordinaten der projektiven Geometrie nachgewiesen werden,
und endlich die Formeln fiir die Transformation der DV-Koordinaten, die

definiert, erscheint sonach als Verhiltnis

1) Diese vom Ref. nach einem Vorschlag des Herrn Pasch eingefiihrte, sehr
praktische Abkirzung haben die Herren Verfasser erfreulicherweise adoptiert und
weitere analoge Kiirzungen eingefiibrt.
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der nur parallelmetrische (orthogonalmetrische) Siitze enthilt, beiBt die
Parallelmetrik (Orthogonalmetrik).

Der Hauptteil unseres Buches beschiftigt sich zuniichst mit der projek-
tiven Geometrie in der cigentlichen Punktreihe; wir lernen hier zuerst die
Messung einer absoluten Strecke durch eine andere und die Multiplikation
einer absoluten Strecke mit einer absoluten Zahl kennen. Will man diese
Dinge nicht iiberhaupt als bekannt voraussetzen, so sollten sie auch wirk-
lich vollstindig vorgetragen werden, und Ref. hitte es gern gesehen, wenn
dies geschehen, wenn also insbesondere ausfiihrlich dargelegt worden wiire,
wie auf Grund des Dedekindschen Stetigkeitsaxioms, auf das nur in einer
Anmerkung hingewiesen wird, die erwihnte Multiplikation ausgetthrt werden
kann. — Nunmehr kdnnen das Abstandsverhidltnis (AV) eines Punktes
in bezug auf zwei beliebige Punkte, die Abszissen als besondere AVe und
weiterhin der uneigentliche Punkt der Reihe mit der Abszisse oo, sowie
die imaginiren Punkte eingefiilhrt werden. Es wird bei solchen grundlegenden
Betrachtungen stets mit sehr anerkennungswerter Strenge verfahren, wie
2. B. das Imagin#re hier und spiterhin mit besonderer Sorgfalt bebandelt
wird. Wenn aber die Verfasser den uneigentlichen (unendlich fernen reellen
oder imaginiren) Punkten des Raumes alle iibrigen Punkte, also auch die
tibrigen imaginéiren Punkte, als eigentliche gegentiberstellen, so kann Ref.
dies nicht billigen. Denn von einem imaginiren eigentlichen Punkte zu
sprechen, erscheint doch als eine Vergewaltigung des Begriffes ,eigentlich®.
Fir ganz @iberflitssig halten wir ferner die Neueinfithrung: ,aggregiert ima-
ginire“ statt ,konjugiert imaginire Punkte“, weil eine Verwechslung von
konjugiert imaginiren Punkten mit Punkten, die in bezug auf ein Gebilde
Il Ordnung konjugiert sind, durch das — ohnehin fast nie fehlende —
Wort ,imaginér* véllig ausgeschlossen werden kann (S. 24—35).

Das Doppelverh#ltnis (DV)!) eines Punktwurfes A. B, (', D
wird durch (ABCD)E%gi definiert, erscheint sonach als Verhiltnis
wweier AVe. Es ist eine absolute Imvariante der projektiven Gruppe, und
war eine charakteristische, weil eine ein-eindeutige Zuordnung zweier Punkt-
reiben, bei der jedem Wurf der einen ein Wurt der anderen von gleichem
DV entspricht, eine projektive ist. Daraus ergibt sich nach dem in der
Einleitung erwiihnten Schlusse die wichtige Tatsache, daB jede projektive
Beziehung zwischen den Punkten einer Punktreihe sich lediglich auf Be-
Ziehungen zuriickfohren l1aBt, die durch die Werte von DVen auszudrficken
siid.  Damit sind wir zu der oben in Aussicht gestellten positiven
Charakterisierung der projektiven Geometrie in der Geraden gelangt, und
war auch von unserem Standpunkt aus. Denn nach dem vorhin Gesagten
kenn jeder projektive Satz in der Geraden so abgefaBt werden, daB er nur
Aussagen iiber die DVe von Punkwiirfen macht. — Hieran schlieBen sich
dor Fundamentalsatz der projektiven Geometrie, die DV-Koordinaten, die
als naturgeméBe Koordinaten der projektiven (ieometrie nachgewiesen werden,
und endlich die Formeln fiir die Transformation der DV-Koordinaten, die

1) Diese vom Ref. nach cinem Vorschlag des Herrn Pasch eingefiihrte, sehr
praktische Abkiirzung haben die Herren Verfasser erfreulicherweise adoptiert und
weitere analoge Kiirzungen eingefiibrt.
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MR obert Fricke. Hauptsitse der Differential- und Integralrechnung
als Leitfaden sum Gebrauch bei Vorlesungen. 4. Auflage. VII,
218 8. Braunschweig 1905, Vieweg und Sohn.

Die dritte Auflage dieses bekannten trefflichen Buches ist in Bd. VL,
S. 325 dieser Zeitschrift besprochen worden. Die neue Auflage unter-
scheidet sich von der voraufgehenden nur durch eine grbBere Reihe stilis-
tischer Anderungen und durch einige sachliche Umgestaltungen in der Erklirung
von Begriffen und der Anlage von Beweisen.

StraBburg i. E. ) Paur EpsTEIN.

Oskar Schlémilech. tbungsbuch zum Studium der hdheren Analysis.
Finfte Auflage, bearbeitet von Dr. E. Naetsch. Erster Teil: Auf-
gaben aus der Differentialrechnung. VIII, 372 8. Mit 85 Fig. gr. 8°.
Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 8 .

. Schldmilchs Ubungsbuch, das sich gleich den anderen Lehrbiichern
dieses Verfassers bei vielen Generationen von Studierenden einer groBen
Beliebtheit erfreute, hat in Herrn Naetsch einen sorgfiltigen Herausgeber
gefunden, der treu bemittht war, dem Werke seine Eigenart zu erhalten.
Er hat deshalb weder im Stoff noch in der Anordnung wesentliche Ande-
Mangen vorgenommen und seine eignen Zushtze auf wenige Einschaltungen
©Schriinkt, von denen nur eine iiber Transformationen in der Ebene einen
8Xr5Beren Umfang besitzt. Fast mochte man wiinschen, er hitte sich etwas
Weniger Zuriickhaltung auferlegt, denn nach meiner Auffassung liegt in der
©igung des Verfassers zu speziellen und oft abseits fithrenden, wenn auch
fast immer interessanten Entwicklungen eine gewisse Gefahr fiir jiingere
Studenten, fir die es doch in erster Linie bestimmt ist. So kdnnte die
Einleitung iiber Grenzwerte von Funktionen sehr stark gekiirzt, das Kapitel
Bber Reihen mit fibersprungenen Termen ganz weggelassen werden; dafiir
Wtirde man gern eine weitergehende Beriicksichtigung der Anwendungen in
Tawusch nehmen, denn obwohl § 62 die Uberschrift trigt: ,Geometrische
and physikalische Aufgaben, so findet man hier nur eine einzige sehr
Speziclle Aufgabe mit physikalischem Anstrich, ndmlich tber das Maximum
der Flichenbeleuchtung, wenn die Lichtquelle sich auf einer vorgeschriebenen
Bahn bewegt; sonstige Anwendungen, mit Ausnahme von geometrischen,
sucht man im ganzen Buche vergebens.

StraBburg i. E. Paur EpstEIN.
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+ B. Lsungen.

Zu 157 (Bd. X, 8. 328) (0. MeiBner). — Man trigt auf den Seiten
des Dreieckes ABC von A aus auf AB bis D, von B aus auf BC bis E,
von C aus auf CA bis F die gleiche Strecke p ab; wie ist p zu wihlen,
damit ADEF = ;A ABC wird?

Erste Ldsung. — Wenn ADEF = ;A ABC ist, so ist auch

AADF + ABED + ACFE = } AABC.
Nun ist
AADF=1p(b—p)sine, AABC=1}besina,

ABED=-%p(c—p)sinﬁ=%p(c—p)§sina,
ACFE=%p(a—p)sinys%p(a—p)%sina.
Also ist p zu bestimmen, aus der Gleichung
Ip(®d— )sma+,p(c—p) sma-{-,p(a—p) sina = }bcsinea,
woraus ap(b—p)+bp(c—p)+cp(a—p) ;abe,
(a+b+c) p* — (ab + be + ca)p + Fadbec=0,
_8bt+bctecatVa'd'{blc’ +c'a’

r= 2@+b+o
Es existieren also zwei Werte fiir die Strecke p.
Berlin. stud. math. ALFRED BArUCH.

Eine #hnliche Lsung ist noch von Herrn stud. math. WERNER GAEDECKE
(Berlin) eingelaufen

Zweite L8sung. — Wie ist p zu wihlen, damit 4 DEF = —AABC?

— Nach dem bekannten Satze, daB die Flicheninhalte zweier Drelecke mit
einem gemeinschaftlichen Winkel sich wie die Produkte der diesen Winkel
bildenden Seiten verhalten, ergibt sich aus der Gleichung:

4ADF  4BED 4CFE_ . 1
2480 T G4aBc T 2480~ 1 7%

die folgende:

p(bb—c-p) +p(c—p) +p(a—-g) _n—1

ab n
hierauns folgt:
(bc+ca+ab)nj:V(b’c’+c'a’+a’b’)n’—2n(n—2)abc(a+b+c)
2n@a+b+c¢)
Der groBte Wert, den n annehmen kann, ist:
4abc(a+bd+c¢)
"= %abc(a+ b+ o) — (b'c* + da’ + a'b?)’
in diesem Falle ist: be+ca+ ab
= 2@a+b+o

und das eingeschriebene Dreieck ist am kleinsten.
Aussig (Bohmen). stud. math. J. Krue.
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worawas sich ergeben

a'=-g-, b'=g, C'=;-
Die Punkte A4, B, I sind also die Mitten von BC, CA, AB.
Berlin. stud. math. ALFRED BarucH.
Eine #hnliche L8sung noch von den Herren stud. math. A. Wieferich
(Manster i. W.) und W. Gaedecke. Red.

Zn 162 (Bd. XI. 129) (P. Schafheitlin). Steht in einem gewdhn-
\ichen oder #iberschlagenen Trapeze der eine Schenkel auf den Grundseiten
senkrecht, und beschreibt man um beide Schenkel als Durchmesser Kreise,
%0 bilden ihre zwei Paare Schnittpunkte mit den Gegenschenkeln wieder ein
Trapez, in dem der eine Schenkel auf den Grundseiten senkrecht steht. —
Erste Losung: Tch fasse den Satz all-
gemeiner: Beschreibt man in einem beliebigen
Trapez ABCD um beide Schenkel als
Durchmesser Kreise, so bilden ihre zwei
Paare Schnittpunkte mit den Gegenschenkeln
wieder ein Trapez EFGH, dessen Winkel
mit den Winkeln des urspriinglichen Trapezes

gleich sind, so daB (s. Fig.)

XA=<E <B=<F,
X C=¥G, <XD=<H.

Beweis: Man fillt von der Mitte jedes
Trapezschenkels ein Lot auf den andern Schen-
kel und zwar MM’ | BC und NN’ 1 AD.
Da sich diese Lote wie die Trapezschenkel verhalten, diese aber wie die
Kreisradien, so hat man die Proportion MM’ : NN' = MH: NG oder

MM NN’

MH ~ NG’
Daher ist ST MHM' = L NGN’, das Viereck MNHG ist also ein Sehnen-
viereck; aus analogen Griinden ist auch das Viereck MNEF ein Sehnen-
viereck. Es ist daher SC FEN=n — <X FMN=<GMN=<DAB
oder <C A = < E, und ebenso bei den tibrigen Winkeln.

Aussig (Bshmen). stud. math. J. Krue.

A — B

Zweite Lsung: Ist in der Ebene eines Kreises auf einer Sekante, deren
Schnittpunkte E und F sind, A B die Projektion eines Durchmessers DC und
HG anf diesem die Projektion der Sehne EF, so soll HG Sehne desjenigen
Kreises sein, dessen Durchmesser A B ist. Um dieses zu beweisen, verbinde man
nicht nur die Punkte 4 und B mit H und G, sondern auch D und C mit
E und F; dann 1dBt sich leicht zeigen, daB JC AHB = JC DEC und
X AGB = X DFC ist. Denn sowohl EH als auch FG teilt das Trapez
A BCD in Kreisvierecke; infolge dessen ist das eine Mal SC EAH=<_EDH
und <X EBH = < ECH, das andere Mal C FAG = <X FDG und
X FBG=<XFC(, mithinauch CLAHB=<.DECund LAGB=<DFC
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Im Fall des tiberschlagenen Trapezes ist jedesmal eines der beiden
Kreisvierecke, deren Gegenwinkel die benutzten Winkel sind, nicht tber-
schlagen; der eine dieser beiden Winkel ist also dann durch seinen Neben-
winkel zu ersetzen.

Holzminden. G. Koser.
Eine #hnliche Losung noch von Herrn K3stlin. Red.

Dritte Lésung: In dem gegebenen Trapeze ABCD sei M die Mitte
von AB, N die Mitte von CD, und man setze MA = r,, ND = r,.

Man ziehe die Gerade M N, fille von D aus auf MN das Lot DJ,
von M aus auf CD das Lot MO, von E aus auf MO das Lot EP. Dann
folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke NDJ und NMO

MO:MN=JD:ND=MA:ND=r,:r,

MO ist die Entfernung der Sehne G H des Kreises (M, r,) vom Mittel-
punkte M und MN die Entfernung der Sehne EF des Kreises (N, r,)
vom Mittelpunkte N. Da sich diese Entfernungen wie die Radien verhalten,
8o haben die genannten Sehnen in den Kreisen #hnliche Lage und verhalten
sich ebenfalls wie die Radien; dasselbe gilt von den halben Sehnen, und es

verhiilt sich demnach
HO:EM=r,:1,.

Ferner folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke DNJ und EMP
EP:EM=JD:ND=r,:r1,,

und aus beiden Proportionen ergibt sich HO = EP. Nun sind nach Kon-
struktion die Winkel HOP und EPO rechte Winkel, mithin ist Viereck
EPOH ein Rechteck und HE | GH. In gleicher Weise 148t sich zeigen,
daB auch GF | GH, und damit ist der verlangte Beweis gegeben.

Prenzlau. W. STEGEMANN.

Zu 166 (Bd. XI, S. 129) (F. Schlegel). — Der Satz ,Alle Ebenen,
die aus zwei festen Kugeln Kreise von gleichem Radius ausschneiden, um-
hiillen ein Rotationsparaboloid, das die Potenzebenen der beiden Kugeln
zur Scheiteltangentialebene und die Mitte der Zentrale zum Hauptbrennpunkt
hat“ ist eine Folgerung aus dem Satze der Aufgabe No. 145 (Beweis 8. 149),
der da besagt, daB eine Gerade g, die aus zwei festen Kreisen Sehnen von
gleicher Liinge ausschneidet, diejenige Parabel P umhiillt, deren Scheitel-
tangente die Potenzlinie der beiden Kreise und deren Brennpunkt die Mitte
der Zentrale ist. LiBt man némlich diese ganze Figur um die Zentrale
rotieren, so beschreiben die Kreise die beiden festen Kugeln und jede Gerade
g einen Rotationskegel. Alle Tangentialebenen eines jeden dieser Rotations-
kegel schneiden aus den beiden Kugeln Kreise von gleichem Radius aus
und beriihren zugleich das durch die Parabel P erzeugte Rotationsparaboloid,
das mit dem im obigen Satze bezeichneten Rotationsparaboloid identisch ist.

Prenzlau. W. STEGEMANN.

Eine #hnliche Lésung ist noch von Herrn C. Hoffmann in ‘Schorndorf
(Wiirttemberg) eingesandt. Red.
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Zu 166 (Bd. XI, 8. 130) (0. Meissner). — Gegeben ist eine regulire
Astroide mit dem Parameter a. Die auf den positiven Halbachsen liegenden
Bpitzen seien A und B. Um den Punkt P (z=gy==a) ist mit dem Radius
a derjenige Viertelkreis beschrieben, dessen Endpunkte A und B sind. Ge-
suht wird die Maximalentfernung zwischen dem Kreisbogen AB und dem
Astroidenbogen A B.

Erste Ldsung. — Zieht man von P aus einen Strahl, der den Kreis-
bogen in @,, den Astroidenbogen in @, trifft, so kann man die Strecke @, @,
als die Entfernung der beiden Kurvenbogen fiir den Kreispunkt @, bezeichnen.
Es ist unmittelbar ersichtlich, daB bei dieser Definition das Maximum der
Entfernung eintritt, wenn der von P ausgehende Strahl durch O geht Trifft
PO den Kreis in @, die Astroide in @;, so ist die Strecke QIQ, oder
+ 0Q; F 0Q, die gesuchte Maximalentfernung. Setzt man z =y in der
Astroldenglewhung P | + y§== a* so ergibt sich z =y = ‘a]/— mithin ist
0Q;=Vz* + y* = La. Ferner ist 0Q, = PO :F P =a(V2E 1). Also
1a(3 — 2)/2)~ 0,0864a

a(Y2 + 1)~ 1914a.

Prenzlau. W STEGEMANN.

ist die gesuchte Maximalentfernung @, Q, = {

Eine shnliche Losung ist noch von Herrn stud. math. J. Krug (Aussig)
eingetroffen. Red.

Zweite Losung. — Die Glelchung der Astroide 2% + y¥ = a! lautet in
Polarkoordinaten:
rg - a*

cos§¢ + sinixp.

Aus den Symmetrieverhiltnissen folgt, daB die gréBte Entfernung zwischen
Kreisbogen und Astroidenbogen fir ¢ = 45° eintritt, es ist dann cosg =
sing =§V§, folglich:r= g. Firden entsprechenden Kreispunktist:r; = a(]/§:|: 1),
(1,5—¥'2)a~0,08584a

. (V2+0,5)a~1914a
Den Wert 7 - fir die Astroide kann man auch sofort angeben, wenn man

folglich ist die Entfernung beider Punkte 4 » I 7, ={

sich auf die Erzeugung der Kurve als Envoloppe der Strecke a zwischen
den Koordinatenaxen beruft.

Schorndorf (Witirttemberg). C. HorFmaxk.
Eine #hnliche Losung ist noch von Herrn H. Wieleitner (Speyer)
eingelaufen. Red.

Zu 169 (Bd. XI, S. 131) (J. Krug). — Es ist ein beliebiger Kegel-
schnitt mit dem Halbparameter p und der numerischen Exzentrizitit ¢ ge-
geben. Fir den Scheitel § ist der Oskulationskreis konstruiert, dessen
Radius p, dessen Mittelpunkt O ist, und der von der Hauptachse des
Kegelschnittes zum zweiten Male in C getroffen wird. Von dem beliebigen
Kegelschnittspunkte @ aus sind diejenigen beiden Kegelschnittssehnen QP
und QR gezeichnet, die zugleich Tangenten des Kreises O sind und diesen
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Hieraus folgt
1 1 2sing —=3t 1 11 2siny _2t 1
PAT QA  plitcong) pB2P RB QB plfcosy) p B2 Vi

1 1 1 1 2 1
Fi—qitEE— g5~ p(83 7+ 5Y),
also mit Récksicht auf (IV)
12 1 43

bR T T
w. z. b w PR

Liegen die Punkte 4 und B auf derselben Seite der Abszissenachse, so
ist einer der Winkel @ und 1 als negativ anzusehen; im #ibrigen bleiben
die vorstehenden Entwickelungen ungeindert.

Aus den Gleichungen (V % ist ersichtlich, daB die Tangentenabschnitte
t, und ¢, niemals unendlich oder negativ werden kdnnen. Dasselbe gilt

auch fﬂr tep wemn £ < 1, der Kegelschmtt also eine Ellipse ist. Ist e =1,
d. h. der Kegelschmtt eine Para,bel., so wird ¢, unendlich in dem einen Falle
@ = ¢ = 90°% AOB ist dann eine Gerade, die zur Achse senkrecht ist,
und es ist tP=tn=-%p. Fiar e>1, d. h. wenn der Kegelschnitt eine
Hyperbel ist, wird {, unendlich in den beiden Fillen sing = siny = %
Dann sind ¢ und ¢ Supplementwinkel, und AOB ist eine Gerade, die zu
einer der belden Asymptoten senkrecht ist. Wenn sin g > ist, so ist
auch sm1p> und ¢ + ¢ > 180°% dann liegt Punkt @ a.uf dem andern
Hyperbelast, und t, wird negativ.
Prenzlau. W. STEGEMANN.

Zusatz des Aufgabestellers: Nimmt man am Kegelschnitt mehrere

Punkte Qp, @, @3y ¢, .- 50 an, daB die Sehnen Qy@;, @@ Q3@ - - -
den Oskulationskreis O berithren, und ist allgemein #; die Lénge des Tan-

gentenabschnittes von @, bis zum Beriihrungspunkt am Kreise, so ist also:
1 2 1 4: 1 2 1 4e

W aTRT e a aTET
nnd’dm'cb Subtraktion }._3+E_l=0.
t Lt 4 !
allgemein gilt fir alle ganzen n > 2:
1 n\ 1 n\ 1 n\ 1
2~ 0+ =0t

Aussig, 2. Dezember 1906. stud. math. J. Krua.

Zu 171 (Bd. XI, 8. 131) (H. Wieleitner). — Ein Rotationskegel und
eine gewdhnliche Schraubenfliche, deren Achse mit der Kegelachse susammen-
fallt, schneiden einander in einer gewissen Raumkurve; es soll bestimmt werden,
welche Gestalt die Kurve bei Abwickelung des Kegels in eine Ebene annimmi.

Archiv der Mathematik und Physik. III. Reihe. XIL 138
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Zu 80 (B4. XI, 8. 278) (0. Gutsche). — Die Formel tg8=tg = tg’ L4

findet sich an mehreren Stellen, z. B. in J. H. van Swinden, Elemente
der Geometrie, deutsch von C. F. A. Jacobi, Jena 1834, S. 337, Nr. 824
und in Lieber-v. Lihmann, Trigon. Aufgaben, 3. Aufl,, Berlin 1889, 8. 81.

Charlottenburg. P. ZtuLkE.

3. Kleinere Notizen.
Uber einige zahlentheoretische Funktionen.
1. Es bezeichne o,(m) die Anzahl der Teiler von m:

@ (1‘_[ ) []em+v,

r=1

6(m) die Teilersumme selbst:

2) (Hp. ) = 1”1 "npt: .,

r=1

1(m) die Summe der echten Teiler:
3) t(m) = o(m) — m,
6,(m) die Summe der %-Potenzen der Teiler:

E(my, +1) _ 4

o )

v=1

Es bedeute ferner a ~ b, daB a hochstens von der GroBemordnung von b
unendlich wird.

2. Es ist oo n iy
m =!l pi"'(Py—_l),
also:
(1) g <H -
Andrerseits ist offenbar: =
a(",:.) > H?.-{- 1

., p,+1 P
Es sei min 2<p <p,<---<p,, so ist: <1

P P ai—1
P41 — p, = 1; folglich ist:

- a(m) . b,
(2) > 172 =1
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5) Die kleinste Zahl G unter allen (ganzzahligen) G’, die der erwihnten
Ungleichung gentigen, kann als zahlentheoretische Funktion G/(m) von m auf-
8:faBt werden. Im allgemeinen ist, wenigstens fir m < 200, G = 0, wihrend
fir eine vollkommene Zahl G dieser gleich, fir befreundete Zahlen G gleich
der griBeren ist.

6. Es sei t“*D(m) > ¢ (m) fir u < N. Dabei ist unter t®(m) die

Zahl m selbst zu verstehen. Auch N kann als zahlentheoretische Funktion
von m aufgefaBt werden. Wachst N mit m ins Unendliche? Nein. Aber
man kann fragen, ob N beliebig groBer Werte fihig ist. Es kdnnte auch
Zahlen m von der Beschaffenheit geben, daB t(+V(m) > ()(m) ftir jedes
endliche p whre; dann wire N(m) = oo, folglich auch G(m) = oo.
7. Welches ist @iberhaupt der Zusammenhang zwischen N und G?
4. Es ist log log m < log m und:

tim () — 0.

m=®
Bei Anwendung der Bezeichnungen von Nr. 1 ist nach Nr. 2:
(L t(m) ~ m log m,

also 1¥(m) ~ z(m log m) ~ m log m log (m log m), t®(m) ~ m log* m, und
allgemein:

@) ™ (m) ~ m log" m,
daher:
©) lim =6 — 0

fir ein beliebiges endliches, aber festes u. Hieraus folgt auch die Kon-

vergenz von 2'0:("‘).

m=1

&. Es ist in dblicher Bezeichnung fir komplexe s = R(s) + iﬂl(—‘:—):

(0=

ms
m=1 .

die R iemannsche Zetafunktion, wenn $(s)>1. In dieser Halbebene
18t {(8) eindeutig und:

O 1

’ ogm

£(s) = — 5.
m=1

Nach Nr. 2 ist o(m) ~ m log m, folglich:

(1) 2."’73?2 ~¢(s—1)

m=1

far s> 1. Aus Nr. 4 folgt ferner:

(2) gtoj':_f"f) ~ (s — 2).
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6. Nach Nr. 1 ist:
A ptmy+1) 4

am _ ”P
ml’ 11 km'(p )
also:

om) 11 %

(1) o<

k
m v=1pr_l

Da nun das Produkt iiber alle Primzahlen:
l l = §(k)
o P —1 2

( ")

fir kK > 1 konvergiert
groBer Werte fihig, sondern:

)
@) 0< “:f:‘ <g*
oder:
() o (m) ~ mt.

Das ist ein Unterschied gegenfiber dem Falle k = 1, 6, = o.

7. Zusammenfassung. — 6,(m) ~ log m, o(m) ~ z(m) ~ m log m,
0(“)(m) ~ t®)(m) ~ m log" m, o,‘(m) ~mt(k 2>

DM s —1), s>3,

m=1

)
SEm -, s>3,

m=1

2“() ts—k—1), s>k+1.
m

m=1

Potsdam, den 15. Juni 1903. OTTo MEISSNER.

Zur Konstruktion der vier Normalen eines Kegelschnittes in einem
Punkte seiner Ebene.

Wenn man die Gleichung der FuBpunktkurve eines Kegelschnittes fiir
irgend einen Punkt der Ebene mit der Gleichung des Kegelschnittes kom-
biniert, so erh#lt man als Ort der vier Bertthrungspunkte die Gleichung
eines zweiten Kegelschnittes

mim,=g,:a

In ihr bedeuten m, und m, die Neigungsverhiltnisse der Fahrstrahlen
im Mittelpunkte O und in dem “Punkte P; ¢, ist der Kriimmungshalbmesser
im Endpunkte der Halbachse OA = a. Auf jedem Durchmesser O X des
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Albert Girard und die Waringsche Formel.

Die Auflésung der Newtonschen Formel zwischen den Koeffizienten
einer algebraischen Gleichung A, 434 .

.. und den Potenzsummen ihrer
Wharzeln s, 8,8, ..., nimlich
(1) S+As  + A8 s+ -+ A4, 18 +k4,=0
mittels der Gleichung
- — 1! a d
(2) 31: = k2(— l)ra! ;’;-’T!—;!—'—Al A{;A; A‘ LIS
r

wobei affiyd ...

simtliche ganzzahligen nicht-negativen Aufldsungen der
Gleichung

«+28+3y+40+---=k
sind und fir jede Aufldsungsgruppe

.

et+f+y+dt---=r

Zesetst ist, wurde solange immer auf Waring zurtickgefihrt, bis in einem
A xtikel des Herrn Vahlen in der wBncyklopidie der mathematischen Wissen-
schaften (1. Bd. 8. 451) Albert Girard durch die Bezeichnung der Gl. (2)
als _ Girardscher Formel* zum Erfinder derselben erklirt wurde. Das kann
Aaber nicht zugegeben werden. Waring schreibt in der Vorrede zu seinen
editationes algebraicae 3. Auflage Cambridge 1782 auf S. VIII: ,,Albert
Girard fand die Summe der Quadrate, Kuben, Biquadrate der Wurzeln einer
Gleichang [aus den Koeffizienten], die [allgemeine] Regel gab Newton?). ..,
©er entwickelte aus den gefundenen Summen aller niedrigeren Potenzen der
‘Warzeln einer Gleichung die Summe der nichst hoheren Potenzen. In der
ersten Auflage dieses Werkes®) wird das Gesetz der Reihe [d. h. des Aus-
drucks] angegeben, welche die genannte Summe durch die Koeffizienten
der Gleichung darstellt“. Das hier von Waring Gesagte entspricht genau
den Tatsachen. Die Summe der 1., 2., 3. und 4. Potenzen der Wurzeln
der Gleichung

& — 02"+ G — G+ Ot F =0
stellt A. Girard®) in folgender Art durch die Koeffizienten dar:

3) {31" 1 S5 =0 —2G,, s =C; —3CC+3C,
s,=C1 —4C1Cy + 4C,Cy + 2C; — 4C,.

Aber weder gibt er die Art ihrer Ableitung an, noch spricht er ein Wort
ber gio Darstellung hoherer Potenzsummen, noch legt er diberhaupt Gewicht
2uf  Qiegelben; im Gegenteil — diese Formeln (3) stellt er fast als ab-
scln-ac

kendes Beispiel fiir den Mangel an Einfachheit auf. Girard betont
\_- ——— .

1) Arithm. univers. 1707 8. 251.

2) 1762, wie 8. XI der Vorrede zur 3. Auflage angegeben wird.
de 8) Invention nouvell een Ualgébre, Amsterdam 162%, neu herausgeg. von Bierens
B aan, Leyden 1884. Obige Gleichungen Seite F2.












Wher die Darstellung algebraischer Funktionen
Axad Abelscher Integrale aus gegebenen Elementen.

Von HERMANN STAHL in Tiibingen.

Seit Riemann sind die allgemeinen Sitze tber algebraische

Fonktionen und Abelsche Integrale auf mannigfache Weise hergeleitet
uwd begrindet worden. Weniger entwickelt ist die explizite Darstellung
dieder Funktionen und Integrale. Hier ist eine Liicke, zu deren Aus-
fillung das Folgende beitragen mdchte. Besonders einfach und natirlich
erscheint ein Weg, den bereits Christoffel?) und spiter Fields?) vor-
rug8weise zum Beweis von Sitzen gewihlt haben. Die weitere Ver-
folgung dieses Weges fiihrt aber auch in vielen Fillen zu einer sehr
einfachen Darstellung der Funktionen und Integrale. Es zeigt sich,
daB zu diesen Bildungen eine einzige Funktion A(z;z,) geniigt, die
nur von zwei Punkten abhingt und die auch in komplizierten Fillen
noch eine einfache Form bewahrt. An dieser Stelle soll kurz und
mit Ubergehnng einiger Beweise der einfachste Fall behandelt werden,
in dem die algebraische Grundgleichung F(z, y) = O nur Doppelpunkte
und die zu bildende Funktion R(z,y) nur Unstetigkeiten erster
Orinung besitzt. Dieser Fall ist in einer Weise vorbildlich, daB beim
Auftreten von hoheren Singularititen und von hoheren Unstetigkeiten
der Gedankengang genau derselbe bleibt und nur die analytischen Aus-
dricke entsprechend sich @ndern.

Ich kniipfe an eine frither gegebene Ubersicht®) iiber die Theorie
der algebraischen Funktionen an. Vorausgesetzt wird, daB die algebraische
Grundgleichung F(z, y) = O eine Kurve vom Grade # und vom Ge-
schlecht p sei, und daB die » Tangenten im Unendlichen alle verschieden
seien, oder die n Blitter der Riemannschen Verzweigungsfliche von y
im Unendlichen getrennt verlaufen, was sich durch lineare Transformation

—_—

1) Christoffel, Annali di Mat. (2) 10, 81ff. 1880.

2 F'ields, Acta Math. 26, 15671 1901 und Journal fir Math. 124, 179 . 1902.
4..,? H. Stahl, Archiv d. Math. u. Phys. (8) 7, 15ff. 1904.

iv der Mathematik und Physik. IIL Reihe. XII 14
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Sind die m oo'-Punkte der Funktion R(z, y) von allgemeiner Lage,
d. I. derart unabhingig, daB sie nicht simtlich Nullpunkte ein und
dexselben adjungierten Funktion & sind, so muB m > p sein. Von
dexnn m 0-Punkten sind alsdann noch m — p willkiirlich, die p letzten
aber durch sie und die m oco'-Punkte eindeutig bestimmt.

Sind dagegen die m oo!-Punkte der Funktion R(z, y) nicht un-
abhiingig, sondern von solch spezieller Lage, daB fiir jeden von ihnen
die mimlichen g linear-unabhingigen @-Funktionen verschwinden, so
muaB m>p—gq sein. Von den m O-Punkten sind alsdann noch
m — p + g willkiirlich, die p — g letzten aber durch sie und die m

oo~ Punkte eindeutig bestimmt.?)

Klnlich wie (3) beweist man auch, daB fiir die allgemeinste ganze
dlgebraische Funktion G(z, y), die in jedem der » Punkte im Un-
endlichen von der Ordnung s > n — 2 (éhnlich fir s £ n — 2) oo wird,
die Darstellung gilt:

(4a) G(z,y) =§’Ak T(z; ) + Go(z,y),

wo (e, B,) die r Doppelpunkte und A, ganz beliebige Konstanten
sind, wihrend G,(z,y) die Form hat:

GO(z) y) =4, + Y4, +--+ y‘.-lun-n+lr
wobei 4, eine ganze rationale Funktion in z vom Grade i ist. Die

Zahl der Koeffizienten in (4a) ist ==-r+ns+"'”2_8==ns—p+l,

if’ Ubereinstimmnng mit dem Riemannschen Satze, da die Funk-
tion (4a) in jedem der #» Punkte im Unendlichen = o' wird, also
von der Ordnung ns ist. Soweit Fields.

2, Umformungen. — Wir gehen weiter, indem wir zuniichst
die Bezeichnung indern. Die r Doppelpunkte seien wie bisher
Gk=1,..., r), die zugehorigen Konstanten A,; die m oo'-Punkte
Yon R(z,y) aber seien fortan (z,,y,) oder kurz (z) (I =1, ..., m), die
":@hi’)ﬁgen Konstanten B, Ferner seien @,,..., @, p linear-unab-
hf‘"gige, adjungierte Funktionen vom Grade » — 3, d. h. Funktionen,

den Gleichungen geniigen:

(5) ¢»(¢n ﬁk) =0 h=1,..,p;k=1,...,r

ud g, .y %, ¥ nicht adjungierte Funktionen vom Grade u» — 3, die
\—

1) Belbstverstandlich kann die Eindeutigkeit aufhren, wenn man die m — p
oder P+ ¢) willkiirlichen 0'-Punkte nicht allgemein, sondern so wihlt, daB
durch g mehr als eine Funktion R(x, y) bestimmt wird (s. SchluBbemerkung).

14°*
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Sie ist = oo! in (z, y) = (2, y,) wie (F'y),,, - (z — 2,)7"; sie ist
= oo""?! in jedem der » Punkte im Unendlichen; sie ist endlich und
vexrschiedenwertig in den beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes
(ce,., B,); sie ist stetig in allen iibrigen Punkten der Verzweigungsfliche,
besomnders auch in jedem zu (z,, y,) gehdrigen konjugierten Punkte (z,,y;).

Dagegen hat i(z; z,) als Funktion von (z,,y,) folgende Eigen-
schaften:

Sie ist = 0! in jedem der r Doppelpunkte («,, B,); sie ist = oo?
in (x,y) wie — (F'y),,, (2, — 2)7'; sie ist = co"~? in jedem der » Punkte
ioa Wnendlichen; sie ist stetig in allen {ibrigen Punkten der Verzweigungs-
fi& che, besonders auch in jedem zu (z, y) konjugierten Punkte (z, y’).

Daher zeigt der Ausdruck
(10D A(@; 2) : (F'Y).,y,

als TFunktion von (z,, y,) folgendes Verhalten: -

Er ist = oo! in jedem Verzweigungspunkt; er ist endlich und
verschiedenwertig in den beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes;
er st =oo! in (z,y) wie — (z, —z)"'; er ist = O0' in jedem der
" Punkte im Unendlichen und zwar im ¢ten Blatte wie — N a7

Wobei N, unabhingig von (z, y) und Z{’Ne =1 ist.
=

4, Weitere Darstellungen durch die Funktion A(z; xz,). — Eine
algebraische Funktion R(z, y) der mten Ordoung, die in den
m  Punkten (z,, y,) gleich oo!, in den m Punkten (zf, yf) ¢=1,...,m
gleich 0! wird, ist bis auf einen konstanten Faktor bereits bestimmt
darch die m oo'-Punkte und m —p der O-Punkte. Zwischen den
¢m oo! und 0'-Punkten bestehen p Gleichungen. In der Tat, soll (9)
fir die m —p ersten 0'-Punkte verschwinden, so muB sein

0= D'Bi(a% @) + B, (r=1y..com—p)

=1

Aus diesen und den p Gleichungen (7) kann man die Verhiltnisse
der Koeffizienten B bestimmen und in (9) eintragen. Man erhilt so
fir R(z, y), abgesehen von einem unbestimmt bleibenden, konstanten

akior, einen Determinantenausdruck, der sich in leicht verstindlicher

Abkiirzung schreiben liBt:
Mz z,) ... A(z; 2,) 1
(11) Az; 2). .. (255 @) 1 ’
®,(z) .... B,(z,) O] A=y oo

(r==1,...m—p)
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Dies Verhalten charakterisiert die Funktion (14) von (z,, y,) als
Integranden 3ter Gattung oder den Ausdruck

(15) W= [[h(os 20 — A 2]

als  Integral 3ter Gattung, das logarithmisch wird in (z, y) und (a,, b,)
bezOglich wie

(16 + log (z, — 2z) und — log (2, — a,)
and die Ableitung nach z, nimlich

- di(x; a
¢ ra= _f_, (d;fx).. 17”;1,
o

als Integral 2ter Gattung, das in (z, y) gleich co! wird wie — (z, —z)~.

Das allgemeinste Abelsche Integral setzt sich aus den p Integralen
1 ter Gattung, aus Integralen 3ter und 2ter Gattung der Form (15)
und (17) und ev. aus algebraischen Funktionen der Form (9) und den
Logarithmen solcher Funktionen zussmmen, Bildungen, die sich alle
mittels 1(z; z,) herstellen lassen.

6. Die Primfunktion P(z; z,, z,). — Die Funktion i(z; z,) fihrt
endlich zu einer sehr einfachen Primfunktion.

Nach Nr. 3 hat der Ausdruck (14) als Funktion von (z,y) folgende
Eigenschaften. Er ist = 0! fiir (z,y) = (6, b,); er ist = oo! in (z, y,),
wie — (z —z,)"%; er ist = 00"~? in jedem der #» Punkte im Un-
endlichen; er ist endlich und verschiedenwertig in den beiden Punkten
eines jeden Doppelpunktes.

Hiernach hat der Integralausdruck (15) als Funktion von (z,y)
folgende Eigenschaften:

Er ist = 0! in (a,, b,); er ist logarithmisch oo in (z,, y,) und
(%o, y;) bezw. wie + log (z — 2,) und — log (z — z,); er ist = oo"~?
in jedem der # Punkte im Unemdlichen; er ist stetig und eindeutig
0 allen anderen Stellen der Verzweigungsfliche mit Ausnahme des
twischen (z,, y,) und (%, y,) verlaufenden Integrationsweges, an dem
r eine Wertdifferenz = 2ix hat.

Hiernach endlich zeigt der Ausdruck

(18) P(z; z,, 7)) = ewf;::

als Fumktion von (%, y) folyendes Verhalten:
Erist =1 in (ay, by); er ist = 0" in (z,, 9;) und = oo! in (7, y,);
O ist wesentlich singulir in den » Punkten im Uuendlichen; cr ist
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7. Verallgemeinerungen. — Fiir den Fall, daB F'(z, y) = O hdhere
Singularititen und R(z, y) Unstetigkeiten hoherer Ordnung besitzen,
gelten dhnliche Betrachtungen und Formeln. Man ersieht dies bereits
aus dem nichst einfachen Fall, auf den auch Herr Fields!) seine
Beweise der Sitze ausgedehnt hat. Die Gleichung F(z, y) =0 be-
sitze r vielfache Punkte (mit getrennten Tangenten oder getrennten
Blittern) «,, ..., «, bez. von der Ordnung ¢, ..., ¢,, und es sei

o = %20*(""— 1). Dann ist das Geschlecht p bestimmt durch die
k=1

Gleichung

(21) ptoe=1(n—1)(n—2).

Die Funktion R(z, y) habe m Unendlichkeitspunkte z,, . . ., z,, bez. von
der Ordnung p,,...,pu,,, und es sei u —lfy,(y, — 1). Bedeutet T(x- o)

=1

wieder den Ausdruck (2), so wird die Funktion R(z,y) dargestellt
durch den Ausdruck .

@2)  Ry) =2Akmx; )] +§B,[T<x; 2 + By

Hier gind aber die A, und B, nicht konstante Faktoren, sondern
Ol’erahonssymbole namhch

=22 ”k( ) (aﬂ,,) (c+l=0,l,...,pk—3)
.Bf'=2 21)'"(25,) (33;,) =01, =i

Die Zshl der Koeffizienten a,, in 4, ist =}, (p;— 1) und die
Gesamtzahl der q i gleich o. Die Zahl der Koeffizienten b,,, in B,
ist (g, — 1) und die Gesamtzahl der b,, gleich u. Fir die
ingungsgleichungen gilt folgendes. Seien @,,..., @, p linear-
unabhingige adjungierte Funktionen vom Grade n — 3, d h Funktlonen,
die den Gleichungen geniigen:

(23)

k=1,...,r; h=1,...,
(24) (a o".) (3 ﬂt) [Ds(e, B)] =0 ( a+lf=0, l.u'-.c,,—:)
und y,. ... 1, @ nich! adjungierte Funktionen vom Grade n — 3, unter

1) Fields, Journal fiir Math. 124, 179ff 1902
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Ich mdchte die Erwiihnung des Riemann-Rochschen Satzes (Nr. 1) benutzen,
um einige Bemerkungen richtig zu stellen, die sich in der Habilitationsschrift
von Herm G. Rost ,Theorie der Riemannschen Thetafunktionen* (Leipzig,
Teubner 1901) finden. Es heiBt dort S. III: ,,Diese Theorie enthilt noch wesent-
liche, von den bisherigen Bearbeitern nicht bemerkte Liicken, und es hat dies
seinen Grund darin, daB die Mdglichkeit des Auftretens von Punktsystemen mit
speziellem Charakter iibersechen worden ist. Die vorliegende Arbeit bezweckt,
die in der Theorie der Riemannschen Thetafunktionen noch vorhandenen Liicken
auszufillen. Auffallend ist, da Herr Rost auf seinen Hauptzweck, niimlich auf
die Untersuchung jener iibersehenen speziellen Punktsysteme in seiner Arbeit mit
keinem Wort mehr zurickkommt. Er gibt nur ein dem hyperelliptischen Fall
entnommenes Beispiel (I. c. 8. 63, Anm. 6). Es ist nicht schwer zu sehen, daB
die ihm vorschwebenden speziellen Punktsysteme sich einfach aus dem Umstand
erkliren, daB im Riemann-Rochschen Satze bei einer algebraischen Funktion
R(x, y) der mten Ordoung die Eindeutigkeit in der Bestimmung der p letzten
O'- Punkte aus den iibrigen 0'-Punkten und den m 0o!-Punkten aufhSren kann,
wenn man die m—p ersten 0!-Punkte nicht allgemein wihlt (vergl. Anm. zu Nr. 1).
Ich habe diese Bemerkungen ibrigens Herrn R. schon im Jahre 1901 mitgeteilt.
Nach dem Vorstehenden diirfte auch das Referat von Herrn Krazer (Jahrbuch
iber die Fortschritte der Mathematik Bd. 32, S. 468) und ebenso diec Bemerkung
ip seinem Lehrbuch der Thetafunktionen (Leipzig, Teubner 1908) 8. 436: ,daB die
Mangel, welche friiheren Darstellungen von v. Dalwigk, Stahl und Christoffel
anhaften, durch Herrn Rost eingehend kritisch beleuchtet seien*, als wenig zu-
treffend erscheinen. Was Herr Rost bez. des Riemann-Rochschen Satzes
und der zugehdrenden Sitze iiber das Verschwinden der Thetafunktion gibt, sind
wGbrigens leicht ersichtliche Anderungen, welche die Gleichungen dieser Stze
im  Falle mehrfacher Null- und Unendlichkeitspunkte einer Funktion f(x, y)
(Quotient zweier Integranden erster Gattung) zu erfahren haben“, wie Herr
Kra zer in seinem Lehrbuch 8. 416 Anmerkung richtig bemerkt.

Uber das Problem, eine Fliche II. Grades in einem der
Gestalt und GroBe nach gegebenen Kegelschnitte zu schneiden.

Von W. LupwiG in Braunschweig.

1. Einleitung. — Die Ebenen, die aus einer Fliche II. Grades Kegel-
s'chnitte ausschneiden, die einem gegebenen Kegelschnitt kongruent
Snd, pjlden eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, einen Torsus;
solcher Torsen gibt es, entsprechend der Anzahl der nach Gestalt und
Gr88e verschiedenen Kegelschnitte, bei derselben Fliache II. Grades ein
floppelt unendliches System. Dieses Torsensystem nun hat M. Krewer
l_n_\g\iner mit dieser gleich betitelten Abhandlung') im 12. Bande der

. 1) Bie ist hervorgegangen aus einer Preisarbeit, die Herr F. Schur, wie ich
%elner gitigen Mitteilung verdanke, in Dorpat kurz vor seinem Fortgange von
dort gestellt hat.
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szt ist die Schnittkurve durch die Gleichungen

A+ By +2Cry+2Dr +2Cy+F=0,35=0
> gz <ben, wobei

W =af? + bg} + chi, ‘D=}z(aflu+byxV+0h1W)r
SB = afi 4 bl + cht, € = (afy,U+bg, ¥V + chy W),
C =af,f; + bg,9; + ch by, §}=&,(aU’+bV’+cW2)—1;

st sie zunichst ein zentrischer Kegelschnitt mit den Halbachsen 4 und
B w«and mit der Diskriminante A, so bestimmen sich 4 und B durch
die Gleichungen

1,1 @B—CYA+W) (4, B! @A+ D)

@ stE= A , (312) —wwew
umd

A beU*+caV*+abWr—abe __ &

_beUtteal =2

% beU? 1 4 bW _ X

®) aP — G = beUica i W1,

_0+oU (et Vi +@+h W _ ¥

A+ B = Fh(etd =2,

in demen wir @, X, ¥ als Abkiirzungen eingefiihrt haben. Unser

Kegelschnitt ist nun einem gegebenen zentrischen Kegelschnitt kongruent,
wenn  die (leichungen

® S

erfillt sind, in denen die GroBen r und s sich aus den Achsen des

gegebenen Kegelschnittes den Gleichungen (6) entsprechend berechnen.
Da umgekehrt

s+Vss—4) 8— Vs —4)
(82) 4’ = gy B=r— 2r

’

ist, sehen wir, daB wir nur reelle Werte von » und s, und auch diese
wur zum Teil, werden in Betracht zu ziehen haben; es ist ndmlich
bei einer reellen Ellipse:
r>0, 4<s< o0,
bei einer Hyperbel, die im stumpfen Winkel ihrer Asymptoten liegt:
r>0, s<0,
bei giner Hyperbel, die im spitzen Winkel ihrer Asymptoten liegt:
r<0, s<O0,
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schreiben kdnnen, in der «, 8, y verdnderliche Parameter sind. Mit
seiner Hilfe bilden wir den Raum X, in dem wir bisher gearbeitet
haben, so auf einen andern Raum o’ ab, wie es fir den dualen Fall
Herr Th. Reye in seiner ,Geometrie der Lage* im 3. Band der 3. Auf-
Iage, Seite 142, schildert: Wir denken uns in ¢’ dasselbe Koordinaten-
System wie in X, nur daB wir die Koordinaten mit z’, y’, 2°, bezw. mit
%, v’, w’' bezeichnen, und ordnen jeder Fliche des obigen Systems den
in bezug auf sie der Ebene 4’ — v’ — w’ — 1 zugehtrigen Pol zu; da

dessen Gleichung

auw + Bv +yw' =1

ist, driickt sich die Beziehung der Ebenen der Riume X und ¢’ folgender-
maBen aus: ‘
UCP=vu, M=y, Wi=w"

Der Anschaulichkeit halber ersetzen wir noch den Raum ¢’ durch den
zu ihm in bezug auf die Einheitskugel polaren Raum o, in dem die, auf
dieselben Achsen bezogenen, Koordinaten mit z,y, s, bezw. u, v, w be-
zeichmet seien. So erhalten wir die Abbildung:

®) Ul=g, V'=y, W=z
durch sie gehen die Ausdriicke @, X, ¥, & iiber in

@ =bcx + cay + abs — abe,
g1 =bcz + cay + abz,

©)
v=0b+c)zr+(c+a)y+(a+be
o=zx+y+=2

ud djg Gleichungen (7) in

(10) X, =r-9go—p=0, x,=s5-g0—3p'=0.

D‘.e Bilder der beiden Flichen IV. Klasse IT, und K, sind also die
Iden Flichen IL Grades x, und x, und das Bild des jenen gemeinsamen
T°'_'°lls XII Klasse ist die diesen neben der Geraden v = 0, @ = 0 ge-
Melnggme kubische Raumkurve, die wir mit R, , bezeichnen. Wir
.ben auf diese Weise das System von Torsen XII. Klasse durch ein
viel bequemer zu behandelndes System von kubischen Raumkurven er-
se.tzt‘ Vermége der Transformationsgleichungen (8) stellt sich auch
die Frage nach der Realitit der Torsen sehr einfach dar: Ein Torsus
et reelle Ebenen, wenn die sugehirige R_, in den positiven Oktanten

3 xys- Koordinatensystems eintritt. Jedoch wollen wir, ehe wir uns
dieser Hauptfrage zuwenden, noch einige Worte iiber das System der

Rf, s sﬂgen.
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sind’), und untersuchen die zu unserem Biindel gehorigen ebenen
Kuven III. Ordnung, die diese Kegelbiischel mit dem in die Doppel-
ebene ¢ entarteten Kegel x,, bezw. mit dem in das Ebenenpaar z, ®
zerfallenen Kegel x, gemeinsam haben; es sind dies die in ¥ liegenden
Kuven R,,,, und die in y liegenden Kurven R_,,.
Fir die Punkte eines durch die Gleichung (11) oder (12) definierten
Kegels ist nach (10)

s 1
S=m, bezw. —=n
rs

'l
und deshalb nach (6) fiir die durch sie gelieferten Kegelschnitte
A‘B*
A*B? = m, bezw. (T’-*-—B’)_’ =n.

Di? erste Bedingung bestimmt bei positivem m flichengleiche Ellipsen?),
1 nmegativem m aber Hyperbeln, bei denen der konstante Inhalt des
¥Yon den Asymptoten und einer beliebigen Tangente begrenzten Dreiecks
®Men gegebenen Wert hat; deshalb ist bei einer gleichseitigen Hyperbel
. A-Y—1) m = — A* zur Bestimmung ihrer GroBe geeignet. Die
YWeite Bedingung geht, wenn es sich um eine Parabel handelt, wenn
also A und B so unendlich werden, daB der Parameter p = —f;—' endlich

bleibt, fiber in p*=n und definiert uns ebenfalls die GroBe der
( 5Q_\-l‘a.bel (wir kommen hierzu auch unmittelbar von den @leichungen
D aus, weil eine Parabel durch
4
ﬁ%—6’=‘0, p’=m

. h. durch
X=0, 02 —p* P*=0

lelstﬁndig bestimmt ist). Die Parabel ist nur reell, wenn n > 0.

6. Der Gang der Realititsuntersuchung. — Wie am Ende von Nr. 3
gesagt wurde, ist die Frage, ob ein durch ein Wertepaar r, s gegebener
:tﬁgelschnitt auf der vorgelegten Flache II. Grades reell mdglich ist,

entisch mit der Frage, ob die zu demselben Wertepaar r, s gehorige
k‘lbische Raumkurve E,, in den positiven Oktanten des Koordinaten-
| ¥ stems eintritt. Dafiir, daB das geschieht, ist die Vorbedingung, daB
QAer Kegel x, auf dem R,_, liegt, und dessen Scheitel der Koordinaten-
“Arsprung ist, Kanten hat, die im positiven Oktanten (und in seinem
S"-':heil:eloktani’.en) verlaufen. Da x, durch die projektiven Ebenenbiischel
Qy) s1+iv=0, ¥+4iw=0
—

1) Vgl. Heinrichs, a. a. O. Seite 38.
A'Q'Vgl. Diem, a. a. O. Beite 13 u. 14.
v der Mathematik und Physik. III. Reihe. XII. 15
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erzeugt gedacht werden kann, entspricht jeder seiner Kanten eindeut—
ein Wert des Parameters 1; auf ihr ist

z:y:e
=(c—b)(A*+ asi+a%s):(a—c)(A*+bsA +b*s):(b—a)(A?+ csi+ ct s

und es handelt sich somit darum, ob es auf x, ein oder mehrere
Intervalle von 1 gibt, fiir die

14 (c—0b)- (2 + asd + a's), (a—c)- (A?+ bsd + bis),
l(b —a)- (A + ecsd + ¥s) gleiches Vorzeichen haben,

und welches die untere Grenze 4, und die obere Grenze i, jedes dieser
Intervalle sind.

Haben wir nun ein solches Intervall (4, <4 < 4,) festgestellt, so
milssen wir des weiteren noch untersuchen, ob auf den zugehorigen
Kegelkanten die Punkte der R, , im positiven Oktanten selbst oder in
seinem Scheiteloktanten liegen. Das geschieht am einfachsten dadurch,
daB wir die Punkte der R,, uns in die Kanten von x, eingeschnitten
denken durch Ebenen, deren jede immer nur den einen der beiden
fraglichen Scheiteloktanten, aber niemals beide zugleich durchsetzt,
also z. B. durch Ebenen, die zur Ebene @ parallel sind; dann ist aus
diesem Parallelebenenbiischel jeder Kante 4 von x, eine Ebene zugeordnet
(die umgekehrt zu drei Kanten gehort), und ihre Gleichung erhalten
wir folgendermaBen: Nehmen wir zu den Ebenenbilscheln (13) noch
den zu ihnen projektiven Biischel

(13a) ro +4z=0

hinzu, so ist verméoge der Gleichungen (10) R, , der Ort der Schnitt-
punkte je dreier zusammengehorigen Ebenen aus diesen drei projektiven
Biischeln; mit Hilfe der aus (9) folgenden Identitit y = @ 4 abe ergibt
sich aus (13) und (13a) durch Elimination von g, 7, % sofort die ge-
suchte Gleichung

abers abers
(15) (O—im=0 oder $+y+ﬂ=m’
Damit diese Ebene in den positiven Oktanten eintritt, muB
abers
(16) et g

sein; also lautet unser Problem jetzt so: Wann gibt es ein Imtervall
(A, £4<L1), in dem die Bedingungen (14) und (16) erfillt sind?
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Zur weiteren Untersuchung miissen wir jetzt die drei Fille unter-
scheiden, die bei einer zentrischen Fliche II. Grades moglich sind;
sie sind:

1. Ellipsoid: a>b>c>0.
II. Einmanteliges Hyperboloid: ¢ >b>0>c¢c.
III. Zweimanteliges Hyperboloid: a > 0> b > c.

Durch diese Festsetzungen nehmen die Bedingungen (14) fiir alle drei
Flichen die einfachere Form an:

(148) {aE A+ asd+a’s und p =A%+ csd + c*s miissen dasselbe
? Vorzeichen haben, aber f=4*+4 bsi + bs das davon verschiedene.

Ferner folgt, daB in allen drei Fillen die i eines jeden Inmtervalls
(2, 4L1,) ein und dasselbe Vorseichen haben; denn die sich fiir
A =0 und 2 =00 ergebenden Kegelkanten, die Geraden 79 und vy,
liegen immer auBerhalb des positiven Oktanten.

Bei jeder dieser drei Flichen sind dann noch die sich auf den
Kegelschnitt beziehenden drei Fille zu unterscheiden, némlich (vgl. Nr. 2):

1. Ellipse: r>0,s>4
2. Stampfe Hyperbel: » > 0, s <O.
3. Spitze Hyperbel: r <0, s<0.

Da die Kombinationen 12 und I3 von vornherein fortfallen, erhalten
wir 7 Fille; und zwar ist die Bedingung (16) erfiillt:

in den Fillen 11,112, III'1, III 3, wenn » + 4 > 0, und in
den Fillen I11, 11 3, IIT 2, wenn » + 4 < O ist.

Das heiBt: Die Bedingung (16) ist fiir ein Intervall (A, <4 < 4)
erfillt in den Fillen 11, II12 und III 1, wenn entweder 4, > 0 oder
A, <0 und zugleich |4, <r ist; in den Fallen 111 und III 2, wenn
A, <0 und zugleich 4, > r ist; im Falle II 3, wenn entweder i,<0
oder 4,>0 und swar A, <|r| ist; im Falle II13, wenn 2, >0 und
zugleich 2,> |r| ist.

6. Die Ellipsen auf dem Ellipsoid. — Wir gehen jetzt daran, die
Realititsbedingungen im einzelnen aufzustellen und zwar zuerst fiir den
Fall 11. Da es sich dabei umm die Vorzeichen von «, 8, y handelt,
brauchen wir die Nullstellen') dieser drei quadratischen Funktionen
von 4. Die Nullstellen von « sind

) de =—1ad’, Ai=—}ac”,

1) Diese Nullstellen sind die Werte von 1, die die Schnittkanten des Kegels
»¢ mit den Koordinatenehenen liefern; das ist der geometrische Grund ihres Auf-
tretens an dieser Stelle.

15*
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also Cctar | B+

ca be
ist, so haben wir folgendes Resultat:
Sollen auf unserem Ellipsoid die durch ein Wertepaar r, s gegebenen
Ellipsen reell moglich sein, so muf entweder

4<s<OET s 1o
oder
(b+c) <8/ (c+a) , > %co.r
sein.)
Hat das Ellipsoid die Halbachsen %, B, €,%) so daB

1 1
a“uln b=§n czﬁi) A<B<E

ist, und die Ellipse die Halbachsen A4, B, so daB nach (6a)

B-2 A4>B

2 _ 9
4 2r

2r’
ist, so gehen die Bedingungen r > 1b6”, r > lco’ ohne weiteres iiber
in B<B, A<€ und vermige (6) jede Bedingung s, <s<s, in

Wﬂ<4+ <|Vsl;

setzen wir % + g = ﬁ; ~ = m und betrachten wir % als Funktion von §,

8o kommt es hier nur auf den Zweig 7= 1(§ — | V& — 4|) an, der stetig
von 1 bis O abnimmt, wenn & von 2 bis oo wichst; mithin folgt, sobald
8, = 4 ist, aus der Bedingung s, <s < syt

1(Val—1Va—1) <2 <3 (Vs — Vs —4)).

Hiernach konnen wir das gewonnene Resultat auch so®) ausdriicken:
Sollen auf einem Ellipsoid, dessen Halbachsen U < B < € sind,
reelle Ellipsen von den Halbachsen A > B liegen, so muB entweder
§<§<g und A< CE

2 *
1) ® + 9’ (c -:—aa) , (a-l-_b)_ sind die Werte von s, fiir die die zugehdrigen

Kegelg.gerade durch die z-, bezw y-, bezw. z-Achse des Koordinatensystems
gehen; darin liegt-der geometrische Grund fiir die Rolle, die sie spielen.

2) Wir brauchen hier und im folgenden ¥, B, € in anderer Bedeutung als
in Nr. 2.

8) Vergl. G. Diem a. a. O, S.28.
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Die zu analysierende Kurve ist darstellbar durch eine Fourier-
sche Reihe von unendlich groBer Gliederzahl:

(10) y =39, sinkat + 5B, cos kat.
k=1 k=1

Hat man es nicht mit einem reinen Wechselstrom zu tun, d. h. ist die
gesamte innerhalb einer Periode tramsportierte Elektrizititsmenge nicht
gleich Null, so tritt noch ein konstantes Glied B, auf, d. h. iiber den
reinen Wechselstrom ist ein Gleichstrom gelagert. Man rechnet in
diesem Falle einfach alle Summen von %k =0 an. Die folgenden For-
meln werden hierdurch nur unwesentlich veriindert.

Eine weitere Beschriinkung wird dadurch eingefithrt, daB in der
Reihe (10) nur Glieder ungerader Ordnung vorkommen (k ungerade).
Dieser die Praxis allein interessierende Fall tritt ein, wenn Ordinaten,
die einen Abstand von einer halben Periode haben, einander gleich
sind, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben, d. h. wenn positive und
negative Kurvenhilfte einander spiegelbildlich gleich sind.

Wir teilen nun vom Anfangspunkt der Koordinaten aus auf der
Abszissenachse eine Periode v in p Teile und messen die Lingen y,,
Y,--- Y, der in den Teilpunkten errichteten Ordinaten ab. Dabei ge-

hére die Ordinate y, zur Abszisse ¢, = 2;«- Diese zusammengehdrenden
Werte y, und ¢, miissen aber die Gleichung (10) befriedigen, d. h.

(10a) N =2 U, sinkot, + 2 B, cos kwt,.

k=1 k=1

Sei nun p eine ganze Zahl, die zunichst noch unbestimmt ge- -
lassen wird, so werde gebildet?):

P

. 2myd
Y, s1n SR A S, + ;.
=1 4

1) Fir das Folgende ist es niitzlich, sich an folgende Formeln zu erinnern:

? ginP%in?2 T 1.,
. 2 2
finla = -—— —
1=1 sin &
2
. 1
v sin?% cosl T 1o




~
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Dabei ist:

?

. 2mkd . 2wyl
8 = ¥, sin ——— gin —
! k=1 2=1 * : r
S 271 21
=3 S i conZh(— 5) — con 222k 4 )]
k=1 21=1
® sina:(k—y)cosp—'- nk—1y)
=2%?I,t k ?
i=1 sinu
p
2 sinu(k-l—y)cosp;l;lu(k-{-y)
— >
ST

d. h. simtliche Summanden werden gleich Null mit Ausnahme der-
jenigen, in denen auch der Nenner Null wird, wo also %’ = ¢ eine

ganze Zahl ist. Mit Einfihrung dieser Bezeichnung wird:
vl %A sin zpz cos (p + 1)z

=0 v P pery sinxs
r ]
_Zlﬂ sin wpz cos ®(p + 1)z
g Vpi-y sinxz ’

also

-5 2%, 5 2%,

wo die Summe iiber alle Zahlen s zu erstrecken ist, die einen positiven
ungeraden Index fir % angeben.
Andrerseits ist:

Sg =22%, (3082’;,‘1 sin 2_,;,7}
=221 B[ s'“%l(" +7)— smm(k —7)]

l%sinn(y+k)sm pt1 n(y + k) sinz(y—k)sinpj;ln(y-—k)
= 18 _ - . .1 —_— e F
238 oie )
sinzpzsinx(p + 1)z sinzpzsinx(p 4 1
=2 pity sin n2 _2! 3 %ﬂ‘- sin x5 s

= 0.
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In genau derselben Weise wird die Rechnung durchgefiihrt fiir

2xly
Y, cos
=1

=¢+6G.

Man findet:
¢ =0,

4=} 2%, +5 28,

Ebenso werde die Rechnung wiederholt, nachdem der Koordinaten-
anfangspunkt um eine Viertelperiode nach vorn verschoben ist; setzt

man in (10) t+£— statt #, so erhilt man:

(10Db) q=2(— )k:1$ sin kmt+2(— ) 2 i[, cos kot.

Zur Berechnung der Koeffizienten ¥ und B stehen daher folgende
Gleichungen zur Verfiigung:

() 2‘%51,1’_“‘1 HPR S P

k=ps+y k=ps—y
(12) 2!/1003 258 + 5 p 2%
k.-pt-i—y k=ps~y
- t+1 L3
(11a) M sm—P-Z 32'1 2(— 1) 2 %,‘—% 2(— 1) 2. 8,
=1 : k=pz+y k=ps—y

) .J
(12a) 17100521’37 2 - 1) T 2 (- 1) .
=1 k=pz+y Ic =p3—y
Diese Gleichungen enthalten die Methoden von Fischer-Hinnen?)
und von Runge.?)
a) Die Methode von Fischer-Hinnen erhdlt man, wenn man
p = O setzt. Dann ergeben die Gleichungen (12) und (12a):

5—-1

2y1=p2 P2 é:’?z=1’2(— l)e’— 2[‘”7

1) Elektrotechn. Zeitschr. 1901, S. 396.

2) Zeitechr. f. Math. und Phys. 48, 443, 1908. Diese Methode war zwar
schon vor Runge bekannt, ist aber von ihm am vollkommensten begriindet
worden.
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d. h. ftir:

p=38 y+u+ .'Is=::5(§83+ By+Bys+---) (v in 3 Teile geteilt)
p=5 y+-+y="5(B; +By+---) (v in 5 Teile geteilt)
p=9 y++y=9( By+ - )  (z in 9 Teile geteilt);
p=3 m+nt+n=3—U+L—A+--)

p=5 mt-tm=5( %  —Ug+--)

p=9 m+-+m=9( U—-r ).

Sind also die Koeffizienten ¥ und B hoherer Ordnung so klein, daB
man sie vernachlissigen kann, so kann man auf bequeme Weise die
einzelnen Koeffizienten niederer Ordnung finden.

b) Methode von Runge. Es sei p eine gerade Zahl = 2n, so
folgt aus (11) und (12):

2n
. i
zyl sm"i = ”[?[y+ 2[y+in-*_ g‘y-{-ln + -
=1
—9 uln-—y_"']
2n

ylcos!:'l = n[%y'{_ sy+ln + %y+4n+ e
=1
+ %!n—y'*- %4n—y+ o ]

n—y

Es mag nun 2% so groB gewihlt werden, daB alle Koeffizienten von
¥A,,, und B, ., an vernachlissigt werden konnen. Gibt man p nach-

einander die Werte 1, 3, 5,...#n, so folgt, wenn man wieder statt »
den Buchstaben & setzt:

3n
(13) 1%, = Dy, sin "X
= E=Q,...n—1)
(14) nB, =2y1 cos 3':-" '
i=1
(14a) 2nB,= D'y, cosmd.

=1

Diese Formeln lassen sich weiter vereinfachen. Es war vorausgesetzt,
daB Ordinaten, die einen Abstand von einer halben Periode haben,
einander entgegengesetzt gleich sind. Da nun auf eine halbe Periode
n Teilpunkte fallen, so ist fiir diesen Fall

Ynia = —Ys)
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und wenn man bedenkt, daB % nur ungerade ist, d. h. cos kw = — 1,

so folgt
y,“sink(n'*"') —ylsin',f:"”-, yﬂlcosk(”_*"')” ylcosli’f

Man kann somit in den Summen (13), (14) je zwei einander gleiche
Glieder zusammenfassen und erhilt zwei nur iiber eine halbe Periode
zu erstreckende Summen:

n, “223/1 sin * ¥, n®, —22y1cos——

i=1

In diesen Summen lassen sich, wenn n gerade ist, wiederum je
zwei Glieder zusammenfassen, die gleich weit von dem in der Mitte
stehenden Gliede ( =- ) entfernt sind. Es ist ndamlich:

. k(n—)=n . kixm
8l ————— =8Il -
n n

k(n—2)n kix
CO8 ————— = — CO8 —-- -
n n

Daraus ergibt sich:

(15) nd, =2 2 (y,+ ¥,_,) 8in ——’ + 2y, sin 1521
i=1 2
2

(16) nB, =2 Z(yz Yu_)eos 2% oy,

Diese Formel mag durchgerechnet werden fiir den Fall n = 12
(Halbperiode in 12 gleiche Teile geteilt). ~: entspricht also 15°

Man schreibe die Werte der 12 Ordinaten in der folgenden Weise
untereinander und bilde di¢ Summen % und die Differenzen v:

Y Ys Ys Y4 Ys Ye
Yis Y Y10 Y Ys Yz

Summe. . . . . . . %, Ug Uy Uy Uy U
Differenz . . . . . . s v, vy vy v,
wobei

Uh=Y +Yy, %=Y— Y

und

Usg = Y6 Y6 = — Y13
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Setzt man die Zahlenwerte fiir die Sinus ein, so ergibt sich fol-
gende fiir praktische Berechnungen brauchbare Tabelle:

0043 14| u, u, ug ug, |
0,083 83| u, — Uy U, — U, |
0117 86| u, Uy — ug — U, u, + uy — u, % 4wy — 1,
0144 34| u, —u, —u, u,
00160 99| u, U, TR u, ‘
0,166 61| u, — Ug g | Uy — U, — (U —ug)
%W W [ow v,
bzve, ‘ 8, | —9, B, | B, — 3, B,

Iach dem Gesagten ist es nicht schwer, die Rechnung auch fir
andexe¢ Werte von # durchzufiihren.

IV. Harmonischer Analysator von Michelson und Stratton.!)

Vergleicht man die Formeln (10a) und (13, 14) miteinander und
bedenkt, daB kot = "—”-“ ist, so erkennt man, daB zwischen den Or-
dixaaten y, einerseits und
deny Kooffizienten ¥ und B
S Aeryerseits ein gewisses
R €23 prozititsgesetzbesteht.
G elingt es also einen Ap-
PArxat zu konstruieren, der
e endliche Reihe von
Gliedern der Form (10a)
ZW  summieren gestattet, so
&ann ein solcher Apparat
dazq dienen, sowohl die
Qaxve zu einer gegebenen
O urierschen Reihe zu
Z®ichnen, als auch die
O uriersche Reihe zu der
&egebenen Kurve zu finden.
Ein derartiger Ap-
Parat igt von Michelson
and Stratton angegeben
Worden,
. Eine Achse D (Fig. 6) ist gekuppelt mit einer Trommel, auf welche
die Kurve gezeichnet werden soll; andererseits tragt /) cine Reibe von

rag, D) Der Apparat ist zu beziehen durch Wm. Gaertner & Co. Chiesgo,
3475349 Lake avenue.

¥ig. 8.
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Die 80 Punkte z sind durch ebensoviele, einander gleiche Spiral-
federn s mit einem Hohlzylinder C verbunden, der auf zwei Schneiden
ruht; eine stirkere Feder S hidlt dem durch die 80 Federn ausgeiibten
Drehmoment das Gleichgewicht. Die Bewegung des Zylinders C wird
durch Hebel » und Draht w auf eine Schreibfeder tibertragen, welche
auf der Registriertrommel aufliegt. Seien nun L und ! die natiirlichen
Lingren der entspannten Federn S und s, L und 6! ihre Verlinge-
rungren in der Anfangslage von 4, dann kann man setzen:

die Zugkraft je einer kleinen Feder . . . p=° ;’?,

die Zugkraft der groBen Feder . . . . » =1i2_14’
WO e und E Konstanten sind. Sind » Exzenter vorhanden, so ist also
(17 anedl _ b Eia_L
(17) 21 _bEIL

~ Nun werde D aus seiner Anfangslage herausgedreht, dann erfihrt S
€ine gewisse Verlingerung y, folglich muB der untere Befestigungs-

Punkt jeder Feder s um :y gehoben werden.

A ndrerseits wird aber der obere Befestigungspunkt der kt*® Feder s
g¢hoben um 2,; d. h. die gesamte Verliingerung der kt**® Feder betrigt nun-

mehr 47 4 4, - —:—y; die Zugkraft dieser Feder ist % (Jl + 2z, — ‘; y),
folglich die Gleichgewichtsbedingung fiir den Zylinder C

(18) 2“78(61 +2,- Z y) = bTE(aL +y)

k=1

Davay Gleichung (17) abgezogen ergibt:
(1€ bE
19) % (S—n y) =5V

Dies gureh (17) dividiert, folgt:

(%251—%!/) oy
°del- T T e
(20 =_2’k _=21dfsin_kmi.
) D )

% Stellt man also an den Hebeln d die einzelnen Amplituden
1> ¥, ... der Oberschwingungen ein, so beschreibt die Schreibfeder

'©  zugehorige Fouriersche Reihe. Der Nenner des Ausdruckes (20) ist
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Uber den Wechsel der unabhiingigen Variablen
bei Differentiationsprozessen.

Von OTT0 BIERMANN in Briinn.

Ist eine Funktion # von » unabhingigen Variablen z,, z,,...z,
gegeben, und sind die Ableitungen von #z nach diesen Variablen durch
Ableitungen nach neuen Variablen %,, u,,...u, darzustellen, die etwa
durch Transformationsgleichungen

Ty =y (g, s, - . - %),
Zy = @y(thy, %g, - - ., %),

Ty =@, (th,%, - ., u,)
eingefihrt seien, worauf auch s eine Funktion dieser Variablen wird:
8= ‘Pu+1(“'1) Ugy o ooy Uy),

so 1aBt sich diese wohlbekannte Aufgabe in folgender Weise ganz all-
gemein ausfihren, und in der Allgemeinheit der Behandlung besteht
allein der Wert des hier vorgelegten Gedankens.

Man entwickle z,, ,, .. ., 2, in der Umgebung einer Stelle u3, %9, ..., 42,
wo die Werte von z,, z,,...,z, der Reihe nach 29, 23, ..., 20 seien,
bilde also bei Gebrauch der symbolischen Schreibweise

N1/0 9 ®
2 — B = D' (0 (=) + -+ (e — ) Vo,
x=1
r=12...n),

wo der Index , bei der symbolisch genommenen xten Potenz anzeigen
soll, daB die Ableitungen an der Stelle (4°) zu nehmen sind, kehre
diese als konvergent angenommenen Reihen um, entnehme also, welches
die Koeffizienten in den Reihen

4, — = a{)(z, — 2) + -+ + a(z, — 2))
+ gilef e — )t + (e, — 2T
ry=12...n)
sind, setze dann diese Reihen in der Darstellung

A=
1/0 0 @
£ == D i O =)+ g — ) U9

Archiv der Mathematik und Physik. IIL Reihe. XII. 16
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meters ¢ durch die Gleichungen 2z = @ (%), y = ¥(?), und ist (z,, y,) eine
regulire Stelle der Kurve, die dem Parameterwerte ¢, zugehdren mag, so
gelten die Entwicklungen

Y—Y% = %,(%)o(x — ) + 51(33)

/o

(& —z)+ -
1, ; 1, 9
£ gm 5O )+ RO o

Y—Y= %w’(t_'— t) + ;1—,¢"(t — )+

wo @', ¢”,..., ferner ¢’, v”,... die Werte der ersten, zweiten, ..
Ableitungen von ¢(t) bzw. ¥ (¢) an der Stelle #, vorstellen sollen.
Nun hat man die vorletzte Reihe umzukehren, hat somit in der
Reihe
b ty= oy (@—2) + B — )+

die Koeffizienten so zu bestimmen, daB der fritheren Reihe fiir z — z,
nach Substitution der letzten identisch Geniige geleistet wird.
Man erhilt so die Gleichungen

“1¢,"1,

“!2;""" “:?? =0,

’ ’ al .,
6%+ 79" + Fo” =0,

i
aus denen schrittweise hervorgeht

o

1 9 89”1
H=gr T T GB= T

"

€8

iy

Und wenn man nun die zu bildende Reihe fiir # — #, in der Entwick-
lung fir y — y, nach Potenzen von ¢ — {, einsetzt, so folgt:
' . LB

1 1
.'I—'!lo’—,z’?(”_xo)+2_1'2—'¢a‘(-'”—%)’+”'

dy

4 dt

dy dt\ dx

1 1 dat
e @— @) + 3,

11 —dz ~@=F)+y
dat

I

&
&8 &

16*
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so sind die Koeffizienten « und B bei den Gliedern erster und zweiter
Dimension aus folgenden Relationen zu bestimmen:

o9 + oy =1,
e + vy =0,
e @ + 9y =0,
G+ v, =1,

. %uP + B s + (¢lgyy + 2¢, B, 95 + Bigy) = 0;}
ey ¥y + By ¥y + (elvyy + 20,955 + Bivg) =0

3P, + Pia®s + (059, + (4,5 + 43915 + BB Psg) = O;}
oy + Bty + (a0 ¥y + (& By + @3B Wiy + By By¥sy) = 0

o3Py + B ps + (“;‘Pu + 2038, 915 + Bipss) = 0,}'
ys ¥y + Bag ¥y + (@3 ¥y + 20503 ¥ys + Bi0y) = O

Bestimmen wir die Reihen fiir u — %, und v — v, setzen diese
in die aus der Relation 2= y(u,v) flieBende Reihe ein und ordnen
nach Potenzen von z — z, und y —y,, so liefert uns der Vergleich
der Koeffizienten gleichnamiger Glieder in dieser und in der aller-
ersten Reihe folgende Relationen:

(az) —|nk|
ox P %
Ps Yy

Py, Py Put¥;—

0z 1
(3—12’)o= (%1‘,’ . q,,.ll,l‘)a "’1) "’n 7"11 V’; -
X1 ey Zu'l’g -

P1y PPy —
22z 1

3_;—3?/) (] = (P19 —

+
(g—!zl)o - X

P13 (P %5+ P ¥)) + Py P, ¥y, Py
-y )n"l’u V11 Py U3 — Uyo (@ %3 + Po¥) + V3@, ¥y, Uy,

P %
Ps2s

)

Py Py
2039, ¥ + @5V} |
2930, + Vg ¥
220:¥¥s + 23 ¥}

H

| T ZuPa¥s — %o (@i ¥ + P ¥y) + 25 P1 ¥y, Z:'

0* 1
(ay’) (‘P{'Ps [N )' wu‘p’

| 2u9P: —

i‘Pu‘Ps — 20,30,9; + P55 9], 1y ‘Psi
29,530,095 + Ve P}, W1, Yy -
2059195 + 2393, % Zsl

Ableitungen von hoherer als der zweiten Ordnung sind methodisch in

gleicher Weise zu bilden.
Brinn, den 6. Dezember 1905.
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In jedem der beiden Tetraederpaare fallen je drei Kantenpaare in die-
selben Geraden; im ersten Fall liegen sie in derselben Ebene, im zweiten
gehen sie durch denselben Punkt. Nun nehme man zwei Tetraeder,
ABCD und A,BCD, (vgl. die Figur), von deren Kanten auch dreimal
Je =zwei in dieselbe Gerade fallen, okne aber in derselben Ebene zu
liegen oder durch denselben Punkt zu gehen. Projiziert man die Figur
von einem allgemein gewihlten Raumpunkt auf eine allgemein gewihlte

Ebene, 1iBt die Verbindungslinie BC der beiden gemeinsamen Tetraeder-
eckken fort und fiigt die Gerade DEF ein, so hat man die Pascalsche
Kon figuration. ‘

Da8 D, €, § in
¢inexr Geraden liegen, er-
gibt sich folgendermaBen
3us der riumlichen Figur.

Duxch 4D und 4,D,
als  konjugierte Polaren
und BC als Leitstrahl
ist  ein Nullsystem be-
sti xamt. In diesem sind
die beiden Tetraeder ein-
ancller zugeordnet, und
ZWr zar entsprechen den
Ebenn 4BC, BCD,
C &34, ADB des einen
l)zﬁi'v.dieEckenB,C',D,,A,
dexss andern. Es sind zwei
M &Sbiussche Tetraeder
im  besonderer Lage. Da also die Kanten D, B, 4,C, A, D, bzw. zu AC, BD,
A D konjugiert sind, so miissen, wenn S das Projektionszentrum bedeutet,
di© Raumgeraden SD, SE, SF Leitstrahlen sein. Als solche liegen sie in
edmer Ebene, also D, €, § in einer Geraden. Diese noch hinzukommende
G erade ist also der Schnitt der Projektionsebene mit der Nullebene des
Projektionszentrums. Es konnen also im Desarguesschen sowohl
wie im Pascalschen Falle die Tetraederpaare durch bloBes
Verbinden und Schneiden von Punkten, Geraden und Ebenen
hergestellt werden. Wihrend aber zur Vollendung der Raum-
figur im ersten Falle dann nur noch die Verbindungslinie
tweier Punkte, bzw. die Schnittlinie zweier Ebenen ndtig
ist, bedarf man im zweiten Falle dazu der Nullebene eines
Ifﬂnktes in einem eindeutig bestimmten Nullsystem. Hierin
ligt der wesentliche Unterschied.
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The groups of isomorphisms of the simple groups whose
degree is less than fifteen.

By G. A. MiLLER in the University of Illinois.

A list of the orders of all the possible simple groups which can
be represented as substitution groups on 14 or a smaller number of
letters was published in the Quarterly Journal of Mathematics, volume 29
(1897), page 225. The groups of isomorphisms of most of these
groups are well known. The principal exception is the important five-
fold transitive group of degree 12 and of order 95040. We proceed
to determine the group of isomorphisms (9) of this well known group
(G) which was discovered by Mathieu nearly half a century ago, but
whose simplicity was discovered much more recently.

It is known that G is not invariant under a larger group of
degree 12. It can therefore not have any other isomorphisms unless
it contains subgroups of degree 12 and of order 7920. Moreover, the
existence of such subgroups implies other isomorphisms. Their exist-
ence may be proved as follows: It is known that the subgroups of
order 7920 and of degree 11 which are contained in G include sub-
groups of order 660 and degree 11, and therefore also the transitive
icosahedral group of degree 10!). With respect to such a subgroup
of order 660 each of the given groups of order 7920 may be repre-
sented as a transitive group of degree 122). If it is represented in this
way, we may-suppose that it contains a particular subgroup of order
660 and degree 11 which is included in G-

To complete the proof that G contains a transitive subgroup of
degree 12 and of order 7920, it is only necessary to observe that one
of the jcosahedral groups of degree 10 is transformed into itself by
exactly 120 substitutions both under G and also .under ome of the
group of degree 12 and order 7920. As these substitutions must be
positive and involve 12 letters, they are completely determined by
those of the given icosahedral subgroup. This proves that the given
group of orders 95040 and 7920 and of degree 12 may be constructed
by adjoining the same substitution to the groups of orders 7920 and
660 respectively, the latter being a subgroup of the former.

1) Cole, Quarterly Journal of Mathematics, 27 (1894), 49.
2) Dyck, Mathematische Annalen, 22 (1883), 172.
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The group of isomorphisms of the groups of order 2, 3, 5, 7, 11,
13 are the cyclic groups of orders 1, 2, 4, 6, 10, 12 respectively. The
alternating groups of degrees 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 have the
sy mmetric groups of the same degrees for their groups of isomorphisms,
while the alternating group of degree 6 has for its group of isomor-
phisms a group of order 1440 which may be represented as a primi-
tive group of degree 10 or as an imprimitive group of degree 121),
annd is included in the pablished lists of these groups. The only other
simple groups which can be represented as substitution groups on 14
orx a smaller number of letters are given in the following list:
Degree of group 7 9 11 1 - 12 13 14
Order of group 168 504 660 7920 95040 5616 1092
Order of its & 336 15612 1320 7920 190080 11232 2184.

The simple groups of orders 660 and 7920 may be represented
as transitive groups of both degrees 11 and 12, while the simple
group of order 168 appears among the transitive groups of degrees
7, 8 and 14. The group of isomorphisms of this group appears among
the transitive groups of degree 8, the group of isomorphisms of the

simple group of order 504 is the well known triply transitive group
of degree 9 and order 1512, while the groups of isomorphisms of
simple groups of orders 660 and 1092 appear among the transitive
groups of degrees 12 and 14 respectively. All the other groups of
180morphisms were considered above as substitution groups.

Uber die griBte Schwankung einer analytischen Funktion
auf einer Kreisperipherie.

Von K. A. PourgaA in Helsingfors.

Es sei
f@) =ay+az+a2*°+---+a,2"+- -

tine regulire analytische Funktion fiir |z < R. Wenn a und b zwei

beliebige Punkte der Kreisperipherie || — R bedeuten, so nennt man

d.en groBten Wert von f(a) — f(b)| die groBte Schwankung der Funk-
tion f(z) auf dieser Kreisperipherie und bezeichnet diese groBte

Schwankung mit D.
——
1) Bulletin of the American Matbematical Society vol.1 (1895), p. 258.
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Die Herren E. Landau und O. Toeplitz haben bewiesen'), daB
D>2|a|R

ist, und Herr Hartogs hat in demselben Aufsatz gezeigt, daB das
Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn f(r) eine lineare

Funktion ist: f(@) = a,+ a,2.

Wir werden aber hier ganz allgemein beweisen, daB fiir jedes
n>1
- D>2|a, R
ist und das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn f(z)
die Form hat
f(x) = ay+ a,z".

Der Beweis des ersten Teiles unseres Satzes ergibt sich aus der
bekannten Ungleichheit

M>|a,|R oder |a,|< g,

wo M den griBten absoluten Betrag von f(z) auf der Kreisperipherie
bedeutet. Fiir den zweiten Teil miissen wir zeigen, daB die Gleichung

M=]|a,|R
dann und nur dann gilt, wenn f(x) die Form hat
f(z) = a,z".
Die Ungleichheit
.M
la, < g

folgt, wenn C die Peripherie des Kreises z|= R, in positiver Rich-
tung genommen bedeutet, direkt aus der Gleichung

n 2xs,) pntl

. 2n
= oo | Do = J f(R&®)R-"e="*'dg

oder
2

0= o [ 17(Re®)| B-re0=r0idg,

0

wo @ das Argument von f(Ré¢) bedeutet.

Damit die Gleichung M

la,| =

1) Archiv der Mathematik und Physik, (8) 11, 802—3807, 1907.
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gilt, muB man zuerst notwendig
n
1 ¢
|0, = o= [ 1(Re)| dg
0

haben, was voraussetzt, daB das Argument des Integranden fiir das
ganze Intervall 0 < ¢ < 2% denselben Wert ¢ hat, so daB

P=np+tc
wird. Zweitens ist notwendig, daB
| |f(Be?)| = M
fiir alle ¢ auf der Kreisperipherie ist.

Es ist also
f(Re?) = Méc.- ére.

Wenn -man dies in die Gleichung fiir a, einsetzt, sieht man, daB

Mé¢ =a,R*
sein muB und also
f(Ré?) = a, R ere.
Auf der Peripherie des Kreises |z = R haben wir also
f(z) = a,z",

und nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung muB diese Glei-
chung iberall bestehen, w. z. b. w.

Nun gehen wir zum Beweis unseres eigentlichen Satzes itber und
bilden dazu die Funktion

f(z) — f(e?x) = (1 — eg"l) a,z + (1 — e!z—‘) agz®+ - -+ 2a,2™ + - -+
Hieraus sieht man sofort, daB auf der Kreisperipherie |z} = R
Max| 1) — (6% 2) 2 21, | B0
ist und somit auch
D> 2|a,| R
Das Gleichheitszeichen kann nur dann gelten, wenn in der Reihe

ni
fir f(z) — f(e7z) alle Koeffizienten, derjenige von z* ausgenommen,
Null werden. Es muB daher a,= 0 sein, wenn » nicht gleich n oder
2kn(k=0,1,2,...) ist. Die Funktion f(z) muB also folgende Form
haben:
f(@) = @y + a,2" + a3, 2%" + a, 2"+ - -



254 H. WIRLEITNER:

Wir zeigen, daB auch die Koeffizienten ay,, a,,, a,,, ... ver-
schwinden miissen.
Wenn man 2" = z setzt, ist
9(#) = ay+ a2 + 05,8 + a8t + - - -

fir !2| < R* eine regulire Funktion von z. Wiren die Koeffizienten
G,y B4y Bgyy - - - Dicht sdmtlich Null, so wiirde nach dem Satz von
Herrn Hartogs die groBte Schwankung von g(¢) auf der Kreisperi-
pherie |z| = R* und somit auch unser D groBer als 2|a, | R* sein.
Wir haben also bewiesen, daB fiir das Bestehen der Gleichung

D=2|a, R

auch das Verschwinden aller Koeffizienten ay,, a,,, a,,, - - - erforderlich
ist. Die Funktion f(z) kann mithin nur die Form haben:

f(®) = &g+ a,2"
DaB fiir die Funktion f(z) = a,+ a,2* wirklich
D =2a,| R
ist, kann man leicht ersehen. KEs ist, wie man am besten geometrisch
sieht,
|F(Réw) — f(Ré®)’ = 2|a,| B~ |sin 2B 9)|

’

und somit haben wir fiir
k41
¢1_¢2‘_='(_:§'ﬂ *k=0,+1,+2,..)

die groBte Schwankung = 2a | R"
Den 4. Juli 1907.

Die Scheitel-Konchoiden der Kegelschnitte.

Von H. WIELEITNER in Speyer.

Zu jeder Kurve ' gehéren oo® aus ihr durch den ,konchoidalen
Prozef“ abgeleitete Kurven. Man nehme I als Basis, einen beliebigen
Punkt O der Ebene als Pol und verlingere, bzw. verkiirze jeden Radius-
vektor um die konstante Strecke I. Von diesen , Komchoiden“ sind bis
jetzt nur die der Geraden (Konchoiden des Nikomedes), des Kreises
mit dem Pol auf dem Kreise (die Pascalschen Schnecken) und die der
archimedischen Spirale, die der Basis kongruent sind, ndher untersucht
worden. Wir wollen im folgenden zu der Theorie der Konohoid\
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einen kleinen Beitrag liefern, indem wir die Konchoiden der Kegelschnitte
einer niheren Betrachtung unterziehen, mit der Spezialisierung, daB der
Pol O in einem Scheitel liege.)

Um alle Kurven dieser Art gleichzeitig zu erhalten und alle Uber-
gange verfolgen zu konnen, gehen wir aus von der Scheitelgleichung?)

(1) y' = 2pz + g2},
wo fiur die Ellipse
p=—"bYa; g=—"0a* g+ 1=(a®—")a®=ceYa?=¢?

oder umgekehrt
a=plg; b =—pYg.

Dann erhalten wir fiir unsere Konchoidengleichung in Polarkoordinaten

(e, o) sofort
&3 ___2pcosp +1

e= sin®p — gcos’g
Die Transformation zn Punktkoordinaten ergibt
)Y (@* + 9")(s® — 2pz — g2*)* = B(y* — g2")*
odex geordnet
(3= { (@' + ¥)(y* — ¢o") — 4pz(2’ + ¥*)(v* — ¢2?)
+ (4p° — V")t + 2(2p° + Pg)a’y’ — Py = 0.
Q

Q — 0 stellt das Tangentenquadrupel des Anfangspunktes dar, der so-

Aach in jedem Falle ein vierfacher Punkt ist. Wir beginnen, wegen

©x=  Realitdit der unendlichfernen Singularititen, am besten mit einer
erbel, indem wir ¢ > 0 (b rein imaginér) voraussetzen.

- 1) Von solchen Kegelschnittkonchoiden spricht allerdings schon de l1a Hire
X0 W¢m, Ac. Sc. 1708 (Paris 1780), S. 82 ff. und Réaumur, ebd. S. 197f. Der erstere
?lmmt einen Brennpunkt als Pol, gibt aber nur einiges iiber Flicheninhalte, der
St =tore zeichnet wohl Stiicke der Kurven, hat aber von deren Gesamtverlauf noch
kein, Vorstellung. Aus der neuesten Zeit ist zu erwilhnen F. Gomes Teixeira,
- ¥@tado de las curvas speciales notables, Memorias de la Real Academia de Cien-
Gima de Madrid 22, 1905, S. 242—258, der auch einen Brennpunkt als Pol wiihlt.
7 Das Progr. von F. Spencker , U'ber Konchoiden“, GroBh. Gymn. Schwerin

M 1902, 11 8. 4° sei aus rein bibliographischen Riicksichten genannt. — Ein

M Bearbeitung befindlicher Band der Sammlung Schubert ,Speziclle ebene
Urven* wird Niheres iiber mehrere Gattungen von Konchoiden bringen.

2) Hier erlaubt sich der Verfasser auf den kleinen Aufsatz ,,Zwei Anwendungen

80g. Scheitelgleichung der Kegelschnitte in Ztschr. f. math. u. naturw. Unterr. 85

({904) 8. 498/97 hinzuweisen, wo der U'bergang der Kegelschnitte in einander auf

tine vielleicht weniger bekannte Art anschaulich gemacht wird.
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in den unendlich fernen Punkten des Kegelschnittes vereinigt. Um
tiber das Verhalten der Kurven in diesen Punkten GewiBheit zu er-
halten, fihren wir neue Achsen ein mittels der Gleichungen:

y+aVa=t | y—it+0
(6) 1
y—aVa=n | z=gzE-n.

Dadurch wird die Kurvengleichung
) %[(E’ +7)(1+ %) + 289 (1 — %)] : [ﬂ(& + l%z) - E}%]L- rg

7, 4
./
/
N '/
J ,/
Vo )
i !
T
!
oo
/ ! T |
; AR \
N P
Ay N
e N\, \
Va \
VR \
/7 7/ \
7 7 7

Fig. 1.

Hiernach ergeben sich die Tangenten der Kurve in der Ecke £ =0,

£ == O durch den Faktor von 7t zu

(-

el)ellao die der Ecke 7 =0, z = 0 durch den Faktor von §* als

(r=ya)=°

Alag zusammenfallend. Setzt man aber in (7) etwa & + P =0, 80

llgb

\

t sich £? heraus, so daB nur eine quadratische (Gleichung tbrig bleibt.

Aher beriihrt die Tangente in der Singularitit vierpunktig. Das zeigt

ey Bertihrungsknoten an. Dasselbe gilt fir die andere Kcke. Nun
A8t aber (fir die Hyperbel)

P __ p _ 1z y o 1fxda y
E+V_§=xﬁ+y+i/—;='5(;+b+l)"‘:b( a +b)’
Archiv der Mathematik und Physik. I1I. Refhe, XII. 17
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als Niherungskurven fir die zwei nach dem Unendlichen laufenden
Zweige der Parabelkonchoide. Da %%, ?-;!—;: und t‘%’; fir y = 0 mit den
entsprechenden Differentialquotienten von s, tibereinstimmen, beriihren
sich die Naherungskurven vierpunktig in y = 0, 2z = O; daher hat auch
die Kurve einen vierpunktigen Beriihrungsknoten. In der Tat konnen
wir uns leicht vorstellen, daB die beiden zweipunktigen Berithrungsknoten
der Hiyperbel fir die Parabel in einen vierpunktigen zusammenriicken.
Durch die Figuren 1(a) und 2(a) wird
dies deutlich gemacht. Dieselben stellen
ungefihre Projektionen der betreffenden
Konchoiden ins Endliche vor.

Eine weitere stetige Deformation
fihrt wieder die Trennung der beiden
Bertihrungsknoten herbei, die dann kon-
jugiert imaginir werden. Wir kommen
zmur Ellipse. Hier ist im Unendlichen
analytisch alles so wie bei der Hyperbel,
mar imagindr. Nachdem wir da nichts
ehen konnen, wenden wir unsere Auf-
merksamkeit dem vierfachen Punkt des
Koordinatenursprungs zu, der um so
interessantere Erscheinungen bietet.

Es sei zundchst ¢ <0, ¢| <1,
d.h. ¢ > b, so resultieren den Pascal-
schen Schnecken duperlich dhnliche Kur-
ven, langgestreckt, die filr | <2a, =2a,
> 2a Knoten, Spitze, isolierten Punkt
im Ursprung haben.

Fir g=—1, d h. a = b(p = —a) miissen die Pascalschen
Schrzecken selbst sich ergeben. Die Erniedrigung der Ordnung sieht
Dam  am besten aus (3), wo sich 2? + y*® abspaltet. Man erhilt durch
die Ubrigbleibenden Faktoren sofort die gebriuchliche Form

@+ v+ 2a2) —B(2*+y5) =0
fir e Gleichung der Pascalschen Schnecken.

Es sei nun aber ¢ <0, ¢! >1, die Ellipse also hochgestellt.
Auch hier werden die entsprechenden Kurven, solange ! ziemlich klein
bleibt, Pascalschen Schnecken duBerlich ihnlich sehen (Fig. 3, Kurve ).
Auch werden die Kurven, solange b < a}/2(|g| < 2) genau so wie diese
Variieren, wenn man ! variiert. Denn der Kreis um den Anfangspunkt

mit ] gls Radius schneidet dann die Ellipse, wenn !> 2a, gar nicht,
17*

Fig. 8.






Rezensionen.

leyer, W. Fr. Differential- und Integralrechnung. Zweiter Band:
Integralrechnung. (Bd. XI der ,Sammlung Schubert*) XVI u.
444 8. Leipzig 1905. Goschen. ’

N Uber den ersten, die Differentialrechnung behandelnden Teil des vor-
liegenden Werkes, ist im Bd. 4, . 164 des Archivs berichtet worden. Die
dort gegebene allgemeine Charakteristik gilt auch vom zweiten Teile. Der
Verfasser hat eine in Stoffauswahl und Anordnung selbstindige Darstellung
der Integralrechnung geliefert, welche insoweit eine exakte Entwicklung
des Gegenstandes abgibt, als dies ohne durchgiingige Arithmetisierung
mEglich ist. Zahlreiche, sowohl zur Einfihrung der Begriffe, als zur Er-
Buterung dienende Beispiele sind der analytischen Geometrie entnommen.

&s Buch wird mit Vorteil den Studierenden der Mathematik beim ersten
Studiom der Integralrechnung dienen kdnnen, wihrend es wegen der Dar-

3tellung im einzelnen und der Disposition im groBen (Fehlen weitorgehender

M wendungen, starkes Zuriicktreten der Differentialgleichungen) etwas weniger

T solche Leser geeignet erscheint, welche die Differential- und Integral-

hnung nur als Hilfswissenschaft betreiben wollen.

Die Einteilung des Stoffes ist in der Art vollzogen, daB im ersten
“Abschnitte die wesentlichsten Grundbegriffe entwickelt werden, die alsdann,
®he 4 die systematische Durcharbeitung der Integration der Differentiale
§eg'angen wird, zu geometrischen Anwendungen verwandt werden. Hier ist
K‘s Buch besonders reichhaltig und bietet an Quadraturen, Rektifikationen,

Qbaturen und Komplanationen vielseitige Ausfithrungen.

Im AnschluB an diese geometrischen Anwendungen der Integralrechnung

ﬁ":lﬂen sich dann hier auch diejenigen der Differentialrechnung, welche im

n Bande vermiBt wurden. Bei dieser Gelegenheit sind einige An-
de‘ltungen fiber Differentialgleichungen eingeschoben. Dagegen fehlt jedes
SY¥ ®tematische Eingehén auf die Integration einfacher Differentialgleichungen,
SdAn  Gegenstand, den man sonst gewdhnlich in Lehrbiichern der Integral-

*echmng antrifft.

Der zweite Abschnitt gibt in einem ersten Kapitel den systematischen
Acusban der elementar ausfihrbaren Integrale, wobei (hier ein wenig de-
Plaziert) eine lingere Erdrterung tiber komplexe Variabele und Funktionen
©lngegchoben ist. Den BeschluB bildet das zweite Kapitel, in dem fiinf
Verschiedene Gegenstinde zusammengestellt sind. Weiter wird ein ge-
d"‘llg‘ter AbriB der elliptischen Integrale und Funktionen nach Legendre-

acobi gegeben. Es finden sich endlich der Satz @ber Differentiation eines
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bezogenen) Anderung des Querschnittsdurchmessers zur entsprechenden
Anderung der Zylinderlinge bezeichnet. IV. Experimentelle Untersuchung
dor vollkommen elastischen Deformationen, Kritik des Hookeschen Gesetzes.
V. Zugkurven bei bleibender Deformation. VI. Torsionskurven bei bleibender
Deformation. VII. Uber die Theorien der elastischen und bleibenden Deformation.
Berlin. E. JABNKE.

Macfarlane, A. Veotor analysis and quaternions. Nr. 8 der Mathe-
matical monographs. 4. Auflage. 50 S. New-York 1906, J. Wiley.

Das Biichelchen bietet eine recht geschickte Zusammenstellung der
elementarsten Begriffe aus der Vektoranalyse nebst einer Menge einfacher
Ubungen aus Geometrie, Mechanik und Elektrizitdt. Der Verfasser legt
Wert darauf, auch den Quaternionenbegriff einzufiihren und seine Bedeutung
an der sphirischen Trigonometrie und an der Zusammensetzung endlicher
Drehungen darzulegen, im Gegensatz zu den neueren Schriftstellern iber
Vektoranalyse, welche fast durchweg geneigt sind den Quaternionenbegriff
sbzulehnen.

Das Werk kann als Seitenstiick zu dem in derselben Sammlung er-
schienenen Bichelchen von Hyde bezeichnet werden, wo die GraBmannsche
Vektorenrechnung ihren Interpreten gefunden hat.

Berlin. ) E. JABNKE.

Dressel, L. 8. J. Elementares Lehrbuch der Physik nach den
neusten Anschauungen fiir hdhere Schulen und den Selbstunter-
richt. 3. vermehrte, umgearbeitete Auflage mit 665 in den Text
gedruckten Figyren. 2. Binde, XXVI und 1094 8. Freiburg 1905.
Herdersche Verlagsbuchhandlung. Geheftet 16,00 ., gebunden 17,60 4.

Das Dresselsche Lehrbuch nimmt eine Mittelstellung ein zwischen den

I‘ehl‘bﬁcher'n, die unmittelbar fir die Hand des Schiilers bestimmt sind,

un? den umfangreicheren Werken, wie z. B. Miiller-Pouillet, Willner,

M Inkelmann, Gray, Chwolson usw., die fiir spezielle wissenschaftliche

tudion geschrieben sind. Da das Buch dem neuesten Stande der

Phyg;kalischen Wissenschaft angepaBt und in allen seinen Teilen wissen-
;;ha-ftlich durchgebildet ist, kann man es als ein vorziigliches Werk fiir die
S Bng des Lehrers empfehlen, der seine Kenntnisse fiir die Zwecke der
- <hule vertiefen und sich mit den neuesten wissenschaftlichen Ansichten
&ertrnut machen will. Auch auf die praktischen Anwendungen der Physik,
e}lf die Technik ist vielfach Ricksicht genommen. So wird z. B. an einer
;hgehenden Durchfihrung der Berechnung einer Dynamomaschine die An-
.~ ©ndung der elektrischen Gesetze auf die Technik gezeigt. DaB das Buch
? erster Linie fir die Hand des Lehrers geschrieben ist, geht daraus her-

Or, daB am Schlusse jedes Paragraphen die in der ,Zeitschr. fir den

B My gikalischen und chemischen Unterricht“ enthaltene Literatur iiber den be-
EtQ'ldelteu Gegenstand angegeben ist. Dadurch wird der Lehrer in den Stand

%esetzt, fir die Ausfahrung der Versuche sich leicht n#her zu informieren.

A8 Buch kann in jeder Beziehung empfohlen werden.

Homburg. E. GRIMSEHL.
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Es ist zu hoffen, daB die Fortsetzung des Werkes nicht allzu lange
auf sich warten lassen wird. Fiir den Physiker ist es unentbehrlich, der
Inhalt wird aber auch gewiB jeden Mathematiker interessieren.

Breslaun. CLEM. SCHAEFER.

Ebner, F. Leitfaden der technisch wichtigen Kurven. VIII, 197 S.
8° Mit 93 Fig. Leipzig 1906, B. G. Teubner. Geb. A 4.—.

Das vorliegende Buch will einerseits das groBe Werk von Loria er-
ginzen, insbesondere in bezug auf die Koppelkurven jeder Gattung, und es
soll andrerseits ,dem mathematischen Unterricht an -technischen Mittel-
schulen ein weites und fruchtbares Gebiet der Anwendungen erschlieBen,
das bisher aus Mangel an einer zusammenhingenden Darstellung fast ganz
vernachlissigt werden muBte*. Beide Absichten, das wollen wir vorweg
sagren, erreicht der Verfasser vollkommen. Freilich muBte infolge der
tweiten Absicht manches elementarer dargestellt werden, als es fir die erste
Absicht gut war. Wir glauben aber, daB der Verfasser, nachdem einmal
beide Zwecke verfolgt wurden, den richtigen Mittelweg eingeschlagen hat.

Das Buch enthilt zun#chst einen kleinen Exkurs iiber die zykloidale
l'?1lipsenerzeugung, sodann ein Kapitel iiber die Schubkurbelbewegung und
eam oroBes Kapitel fiber die Dreistabbewegung, bez. die Koppelkurve. Die
Beha.ndlung ist analytisch und sehr durchsichtig. Uberall sind auch die
b_et-reﬁ'enden Polbahnen in Betracht gezogen. Die Einhilllenden der St#be
SAxxd ja wohl technisch nicht wichtig, vielleicht hitte aber doch die Astroide
b_ei der elliptischen Bewegung erwihnt werden kdnnen. Die Koppelkurven
Sinad far die verschiedenen Getriebe bis ins einzelne fibersichtlich diskutiert
2nd viele Fille mit anschaulichen Figuren belegt. So exakt sind aber die

2guren doch nicht, daB sie der Verfasser im Vorwort selbst hiitte loben missen.
WWir erwihnen folgendes. Fig. 4 dfirfte auBerhalb B, B, keine Wende-
Puankte mehr haben; Fig. 5 miBte in B,, wie Fig. 76 (8. 139) die y-Achse
ZWr Wendetangente haben; in Fig. 10 liegt C unnitigerweise gerade auf
dem Kreis; die Kurven der Figuren 16a, 16b u. 69 haben deutliche Ecken
Statt nur scharfgekriimmte Stellen; in Fig. 27 und 29 und bes. in Fig. 44
St der Mittelpunkt von 4B sehr ungenau; in Fig. 69 soll C’ A’ um sich
Selbst verlingert den zweiten Zweig treffen — man muB es aber um das
L3 fache verlingern. Merkwiirdig ist auch, daB auf S. 142/44 der Erfinder
des Inversors durchweg Peancellier statt Peaucellier heiBt.

Es folgen noch zwei Kapitel, kurz und gut, eines iiber héhere Parabeln
ng Hyperbeln mit Einfuhrung des Differentialquotienten und Integrals und
SIn Jetstes fiber die zyklischen Kurven im AnschluB an die Arbeit von
S chilling im 44. Bd. der Zeitschr. Math. Phys. Vielleicht trigt dieses
Ka-pitnl mit dazu bei, die einzig mogliche, schon seit mehr als 20 Jahren
bekannte Einteilang der zyklischen Kurven in weiteren Kreisen Wurzel
faf&n zu lassen. Erwihnt sei nur noch, daB in Fig. 93 die Ziffern I’
X s IO’ fehlen. Auch hitte angegeben werden kénnen, daB die »stern-
t?sl'lmigen Trochoiden« (8. 186) schon seit Guido Grandi »Rhodoneen
(Rosenkurven)( heiBen.

Speyer. - H. WIELEITNER.
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B. L3sungen.

Zu 172 (Bd. XI, 8. 132) (H. Wieleitner). — Gegeben ist eine
Bernoullische Lemmiskate mit der Achse AB = 2a und dem Mittelpunkte
M. Eine beliebige parallel sur Achse gezogene Gerade treffe die Kurve der
Reihe nach in P, Q, Q' , P'; durch die Punkte M, P, Q' wird der Kreis ge-
legl, dessen Mittelpunkt X sei. Zu bestimmen ist der Ort von X, wenn die
Parallele ewr Achse ihre Lage dndert, und aus dem Ergebnis soll eine ein-
fache Konstruktion der Lemniskate hergeleitet werden.

Erste Ldsung: Man nehme MA zur Polarachse eines Polar-
koordinatensystems oder zur positiven x-Achse eines rechtwinkligen
Koordinatensystems und setze ‘

MP=MP =r,, MQ=MQ =r,,
X AMP = BMP =9,, LAMQ=BMQ = 3,.
Aus der Polargleichung der Lemniskate r — a/cos 28 folgt sodann

1)) r} =acos 28,, r}=a’cos 28,
und auBerdem besteht die Bedingung
(Im r, sin &, = r, sin 8.

Hieraus erhilt man
cos 29, sin® 8, = cos 28, sin? 8,,
(cos 28, — cos 28,;)(1 — cos 28, — cos 28;) = 0.

Der erste Faktor auf der linken Seite der letzten Gleichung bezieht sich

auf zwei symmetrisch zur y-Achse liegende Kurvenpunkte und kommt da-
her nicht in Betracht; mithin ist

() cos 28, + cos 28; = 1.
Weiter findet man aus (I)

cos 28, = !,00820, rz,r{+r§=a’,

. —r
(Iv) cos’® = ;;,'i, sin’9, = 2a’ !,
a'+ry . —
cos?9, = 7y ’, sin®8; = oo

Es ist nun X der Durchschnittspunkt der Mittelsenkrechten von MP und
MQ'. Die Gleichungen dieser Mittelsenkrechten sind

Q)] zcos 9 + ysind, =1r, —zcosd + ysind=1r,
Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit sin &, die zweite mit
sin §; und subtrahiert, so ergibt sich

12(sin 28, + sin 28,) + y (sin?8; — sin?9;) = 1(r, sin9, — r, sind,)
oder mit Rficksicht auf (II) und (IV)
(V) a’z(sin 29, + sin 28y) —y (F — ) =0.
Quadriert man ferner die Gleichungen (V) und subtrahiert, so erhilt man
z*(cos?®, — cos?®,) + 2y (sin 2 8, + sin29,) + y*(sin?8, — sin?y) =1 (rI—rd)
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zu legen; hat sein Mittelpunkt die Koordinaten «,f, so ist sein Radius
=Vo + % und seine Gleichung hat die Form:
2' —2az + y' — 2By = 0.
Damit kommen fir o und § die Gleichungen:
2az, + 2By, = 2} + 9y, 20z, + 2By, = 2* + 4,
woraus folgt: ,
2a—zi::,‘{—=z, + z

2p = z, z) (2, — )+ yi@@) — =) S ﬁﬁ,
% (@3 — =) ! [

mun ist aber:
ng, =—V(@ -y — @ — 44)) = — 5, V2" + 4,
folglich wird:
0 20—y, +VETT -
Um die Gleichung des Orts der Mittelpunkte zu erhalten, eliminiert

man . 2p? —a?
Y,; es wird: y, = ~T3g ferner kommt:

4o =2(a'— y}) — 29,V 20° + o} = — 44° + 4d’.

Die Gleichung des Ortes ist also:
@ o + f1 =,
die Mittelpunkte dieser Kreise liegen somit auf einem Kreis um den Mittel-

Pankt der Lemniskate, der durch die Brennpunkte geht.
Aus (1) und (2) 148t sich nun eine Konstruktion der Kurve ableiten.

fis Seien A und B die gegebenen Brennpunkte, dann beschreibt man um
® Mitte O von AB = 2a den Kreis mit Radius 04 = a und errichtet

uf 4B in O das Lot. Ferner macht man auf A B die Strecke 0C = a}/2
i 4 errichtet in C aut OC das Lot h. (Dieses ist dann Scheiteltangente
®r Lemniskate.) Sollen nun die Kurvenpunkte auf einer Parallelen ! zu
4B iy beliebigem Abstand (aber < %) gefunden werden, so verbindet man

den Sechnittpunkt D von 7 und b mit O, macht 0C’ = 0D + DC und
;‘?ht im Abstande OE = ]OC’ zu AB die Parallele, die den Kreis in
und F’ schneidet. Um F' und F’ beschreibt man die durch O gehenden

ise, die auf ! die 4 Kurvenpunkte ergeben.
Schorndorf (Wiirttemberg).
Dritte Ldsung: Subtrahiert man in der Lemniskatengleichung
(Achse 2a), die man in die Form bringen kann
() A+ (0 + o) = (a* — 297"
beid ergeits 22V y® + @, so erhalt man nach Radizierung fir z (bei kon-
ntem y) die quadratische Gleichung

(2) 22—y Vy’ tat=z2Val -2 ¥ — 29V + a*-

C. HoFFMANN.
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sein. Dieses System ist offenbar durch die Werte

(10) oy 7] = 0y73 = ay7]

erfillt. Es gibt also vier Doppelpunkte mit den Koordinaten
-1 -1 -1

(10%) Ty Ty Ty=ay Titay Pita .

Was die Gestalt von A betrifft, so sind zwei Fille zu unterscheiden.
Erstens kann das Fundamentaldreieck reell sein. Damit dann K reell sei,
muB einer der Koeffizienten «; negativ sein. Infolgedessen werden die
Doppelpunkte s#mtlich imaginér, wihrend vier Spitzen reell sind. Man
kann nun sofort alle Gestalten der Kurve iibersehen, wenn man bedenkt,
daB das Viereck dieser vier Spitzen in ein Quadrat projiziert werden kann.
Man hat dann nur zy; = O als unendlich ferne Gerade, z, = 0 und z, = 0
als rechtwinklige Achsen zu nehmen und «, = @3 = — ay =1 zu setzen.
Diesem Falle entspricht nach Konstruktion und Gleichung die regulire
Astroide (vierspitzige Hypozykloide). Die Kurve A ist also eine reelle Pro-
Jektion der reguldren Astroide, eine sogemannte » Projektive Astroide« (vgl.
Loria, Spezielle Kurven, Leipzig, B. G. Teubner 1902, S. 226). Sind
% =0 und z, = O schiefwinklige Achsen, xy = O die unendlich ferne
Gerade, o, 4= a3, 80 ergeben sich Amesedersche Astroiden (Loria 8. 229),
und wenn z, = 0, z; = O rechtwinklig sind, die Evoluten der Ellipse und
Hyperbel (s. Wieleitner, Zeitschr. math. nat. Unterr. 87, 1906, 8. 249—252).
Es kann nun aber zweitens das Fundamentaldreieck konjugiert imaginére
Seiten haben. Sei
(11) =t +ils, %=1 ik,
daan muB, wenn die Kurve reell sein soll, a, = oy = « sein, und es lautet
ibre @leichung
12)  A'=[2a( — &) + 2] — 27z} + 132} = 0.
Es sind dann nur zwei Spitzen reell (auf z; = 0), aber auch zwei Doppel-
Pankte (auf g, = 0, wenn « > 0, az > 0; auf §; = 0, wenn a > 0, ay < 0),
Wie man aus (10%) leicht ableitet.
Um eine typische Form zu erhalten, setzen wir etwa t;, =1, g3 =y,
s =z fur rechtwinklige Koordinaten, ¢y = 2a. Dann ergibt sich
(13) A, =4(z — o + 1) — 27(1 + y})*2* = 0.
Diese Kurve A; bat auf =0 die beiden Spitzen mit den Ordinaten
Yy < + 1; auf y = O die beiden Doppelpunkte mit den Abszissen £ = + V%
And ;wei imaginiire Schnittpunkte (z = 4 2i); auf der unendlich fernen Ge-
en zwei reelle Punkte (Asymptoten y =+ 1)
Unq gzwei imaginire Doppelpunkte (y = +iz}/2).
Yhre Gestalt ist die der beigegebenen Figur. Die
K}“‘vc A’ ist also eine reelle Projektion der durch
d}e Figur gegebenen Kurve, eine imagindre Projek-
tion der yeguldren Astroide. Dieser Typus scheint
wch nicht ndher untersucht worden zu sein.
Da die Aufgabe projektiv ist, 1aBt sie sich ins Dualistische umwerten,
¥as wir nur andeuten wollen. Dem ersten Typus entspricht die Kreuskurve
(Loria 8. 210), dem zweiten die Bernoullische Lemniskate.

Speyer. H. WIELEITNER.
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and entsprechend
la‘jk‘|=a(¢ [C=kl...km],

dann ist:

2 Qqc &ce = Oqe,
i

wobei iiber die verschiedenen ¢ summiert wird und d,, nur dann von O
verschieden ist, wenn a mit e iibereinstimmt, dann aber den Wert 1 an-
nimmt (vgl. Math. Ann. 86 (1903, 258).

Berlin. E. JAHNKE.

3. Kleinere Notizen.
Uber konvexe Kurven mit einer iiberall dichten Menge von Ecken.

Herr Jensen hat in einer Arbeit: Sur les fonctions convexes et les
inégalités entre leurs valeurs moyennes (Acta Mathematica Bd.30, p.175—193)
ein analytisches Beispiel einer konvexen Kurve gegeben, welche in der
Umgebung jeder Stelle Ecken besitzt. Man kann nicht leicht aus jeder
perfekten linearen Menge geometrisch eine solche Kurve auf anschauliche
Weise aufbauen. Es sei P eine solche nirgends dichte perfekte lineare
Punktmenge, welche bekanntlich durch eine Intervallmenge {8, }(v=1,2,3,...)
definiert wird.

Wir denken nun diese Menge P als Wertmenge {y} der Werte y = f(z)
einer stindig wachsenden hdchstens zweiwertigen Funktion auf der y-Achse
in folgender Weise ausgebreitet:

Mittels einer dhnlichen Abbildung (d. h. einer Abbildung mit Aufrecht-
erhaltung der Ofdnung) entspricht jedem rationalen Werte z, der Abszissen-
achse ein Intervall o, der Intervallmenge {4,} mit den oberen und
unteren Endpunkten 7, und y,. Diese seien die zu z, gehdrigen beiden
Funktionswerte. Im fibrigen aber sei die Funktion y == f(z) eindeutig, und
zwar mgen den Punkten der Menge P, welche Grenzpunkte einer unend-
lichen Reihe von Intervallen {d,) sind, diejenigen irrationalen Punkte ent-
sprechen, die in 8hnlicher Abbildung Grenzpunkte der entsprechenden {z,‘} sind.

Diese Funktion ist, da infolge der Zhnlichen Abbildung zu gr8Beren
2-Werten groBere y-Werte gehdren und umgekehrt, eine stindig wachsende
Fuktion. Wir wollen es durch geeignete Wahl der Abbildung einrichten,
da8 sio fiir z = O selbst Null, aber fiir negative x negativ, fiir positive z
Potitiv ist. Zugleich ist sie aber auch das, was man eine mdglichst stetige

ion nennt. Geht man namlich von einer iberall dichten Menge von
s‘fﬁxkaitastellen der Funktion aus und bildet nach rechs und links die Ab-
litungen, so erhilt man wieder genau die simtlichen Funktionswerte.

Da in einer Intervallmenge {d,} die Zahl der Intervalle S, >k, wo
h eine willkarliche Zahl ist, endlich sind, falls man sich auf einen endlichen
Bereich beschriinkt, so erkennen wir, daB die Integrierbarkeitsbedingung
fir unsere Funktion erfillt ist, da ja diese Intervalle zugleich die (ir&Ben
des Sprunges an den Unstetigkeitsstellen bedeuten.



.
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z . )
Das Integral F(z) —[7(z) dz der Funktion f() ist Gberdies, da sie

)
moglichst stetig ist, so beschaffen, daB eindeutig wieder F'(z) = f(z) ist.
Die Funktion F(x) ist die verlangte konvexe Funktion. In der Tat ist der
Differenzenquotient
F(@) — Fz,)

z—a,

D(z) =

fir z > z, eine stindig wachsende Funktion. Denn er besitzt eine Ab-
leitung nach z, die gleich )

' () = F'@) F@—F@)_ F@)@—2)—[F@&— F@)]
z—zx, (x— x,)? (—=,)*

ist. Wir formulieren jetzt den ersten Mitfelwertsate fiir integrierbare
Funktionen in der genaueren Form:

Ist f(x) eine hochstens zweiwertige integricrbare Funktion im Intervalle
(a...b), so ist

f f(z) dz = (0 — a) - M(f@),

wo M(f(x)) einen Wert bedeutet, der derartig beschaffen ist, dap f(z) im
Intervall grofere und Kkeinere Werte annimmi, falls nicht alle Werte mit
Mf(z) zusammenfallen, d. h. Mf(r) ist ein inmercr Punkt des Intervalls der
Ordinatenwerte von f(z) ewischen a und b.

Der Satz folgt unmittelbar aus der Definition des bestimmten Integrals.
Ist die integrierte Funktion monoton, so ist die Ordinatenmenge begrenzt
3

durch f(a) und f(3) und also M(f(2)) < f(b) oder f f(z)dz < f(b)(b— a),

was auch unmittelbar klar ist.
Wenden wir diesen Satz auf den Zibler von ®’(z) an, so folgt sofort

[ @) dz = F@) — Fa) = (e—2) M(f@) < 2) (e — ),

also ist stets @’(z) > 0 und ®(z) eine stindig zunehmende Funktion.
Setzen wir jetzt z, < x; und 22y = z, + 23, 80 ist
Fla) — Fla) _ Fla) — F@)
Ty — T zZ,—z
oder da
27—y = 2(% — 7),

ep (BB < F@IEIE o g

Halle. FELIX BERNSTEIN.
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Uber einen Satz von Steiner.

Steiner hat in dem Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,
Bd. 2 (wiederabgedruckt in seinen gesammelten Werken, Bd. 1, S. 161)
folgenden Satz aufgestellt:

‘»Ist im Raume irgend eine Anzahl n beliebiger Punkte gegeben, und
ordnet man dieselben auf willkiirliche Weise, zieht dann aus dem ersten
nach dem zweiten die Gerade A; aus der Mitte der Geraden A nach dem
dritten Punkte die Gerade B; aus dem Punkte, welcher von der Geraden B,
von ihrem Anfange an gerechnet, das erste Drittel abschneidet, nach dem
vierten Punkte die Gerade C; aus dem Punkte, welcher von D das erste
Viertel abschneidet, nach dem fiinften Punkte die Gerade D; aus dem
Punkte, welcher von D das erste Fiinftel abschneidet, nach dem sechsten
Punkte die Gerade E usw.; multipliziert hierauf die Quadrate der genannten
Geraden nach der Ordnung mit den Briichen

1328 45 n—1
3 B 6 ) n

so hat die Summe aller Produkte, niimlich die Summe

1A IR 430+ 4D+ S ... + 21

”

allemal einerlei GrdBe, in welcher beliebigen Ordnung man auch die
gegebenen Punkte aufeinanderfolgen 148t.

Dieser Satz 148t sich nun in folgender Weise verallgemeinern:

Es seien n im Raume beliebig gelegene Pumkie gegeben und in will-
kiirlicher Reihenfolge mit Py, Py, - - -, P, beceichnet. O sei der Schwerpunki
dieses Punkisystems. Man ziche die Gerade OP, und teile dic Strecke
OP, =1, durch den Punkt Q, so, daf das Verhdlinis der gerichteten Strecken

0Q: QP =1:p

ist, 100 p eine beliebige Zahl, ausgenommen nur die Zahlen — 1, —2,-.+, —n,
bezeichnet. Darauf verbinde man den Teilpunki Q, mit dem Punkie Py und
teile die Strecke Q, Py =l durch den Punkt Qg so, da sich

Q0 : QP =1:p+1
verhdlt. Weiter verbinde man den Punkt @y mit dem Punkie Py und teile
die Strecke Qu Py = l; durch dén Punkt Qg so, daB sich

@Qs: QP =1:p+2
verhdll. So fahre man fort, schlieflich verbinde man den Punkt Q,_,, der
die Strecke Q,_q P, _, =1,_, so teilt, daf sich

O3 @u1:@ur Py =1:ptn—2

verhdlt, mit P, und seize Q,_, P, —=1,.
Mullipliziert man dann die Quadrate der Strecken 1, Iy, ---, I, der
Reihe nach mit den Briichen

s e+ ptn—1
p+1’ p+2’ 7 pfn
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liebiges Punktpaar und X’, Y’ ein benachbartes, so muB zunéchst XX'=YY’
sein und der Schnittpunkt M von XY und X’Y’ wird innerhalb der Fliche
liegen. Nehmen wir XX’ sowie Y Y’ als geradlinig an und setzen

A A
XM=z, YM=y, X=§, Y=y,
s folgt aus der weiteren Bedingung A XX'M = A YY M die Gleichung
x sin § =y 8in 7.
Wihlt man nun X" zwischen X und X', so liegt der zugeordnete
Punkt Y” zwischen ¥ und Y, und es ist XX ' = YY”. Schneiden sich

die Geraden XY und X”Y” in M, und setzt man XM ' =z', YM =y,
so folgt aus der Bedingung A XX“"M' = A YY"M' die Gleichung

z' sin £ = g sin 7.
Da aber z +y =z’ + y’, so ergibt sich x =z, y =y', M’ fillt mit M
wsammen und endlich ist XX' || YY"
Es folgt also der Satz:

Ein im Endlichen gelegener, geschlossener, sich mnicht durchsetzender
Linienzug von der Eigenschaft, da$ durch jeden seiner Punkte eine Gerade
geht, die Umfang und Inhalt zugleich halbiert, ist eine Figur mit Mittelpunkt.

Als Beispiel sei etwa erwihnt die A
Eﬂipso, ferner ein Polygon mit gerader
Eckenzahl und parallelen Gegenseiten. Jede
d“f'ch den Mittelpunkt gehende Strecke XY
¢iBt ein Durchmesser der Figur.

Mit Hilfe des soeben bewiesenen

Satzes kann man nun einfach zeigen, dag
uniea~ qllen Linien gleicher Linge in einer b g
berze der Kreis die grofte Fliche um-
sche3 e pt.
Zuniichst ist sofort klar, daB die
g%\ chte Maximalfliche gegebenen Um-
3 gres von einer nach auBen iiberall kon-
"Xen Linie begrenzt ist, also ein Oval A
%lca muB, oder ein ,gewdhnliches Poly- B Flg. 3.
orn ,  dessen Seiten geradlinig oder krumm
rn. knnen. Man wiirde ja sonst durch Uberbriicken einer etwa vorhandenen
s ypringenden Ecke eine Figur von kleinerem Umfange und griBerer Fliche,
S durch #hnliche VergroBerung eine Figur von dem gegebenen Umfange
WA noch groBerer Fliche erhalten.
. Sei nun k die gesuchte Linie, und bestimmen wir zu irgend einem
hrer Punkte X den zugehorigen, den Umfang halbierenden Punkt Y, so
DB die Gerade XY auch den. Inhalt halbieren. Denn wollte man be-
h“pton, daB der Teil XAY groBer whre als XBY, so spiegle man jenen
i XY; dann wiirde das neue Stiick XA'Y mit XAY zusammen eine
Figur ergeben, die bei demselben Umfange eine groBere Fliche einschldsse,
is XAYB. Die Figur k¥ hat demnach die Eigenschaft, daB durch jeden
lhrer Punkte eine den Umfang und zugleich den Inhalt halbierende Gerade
teht; sie hat also einen Mittelpunkt.
Archiv der Mathematik und Physik. IIL Reihe. XII. 19
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von einem Prisma umschlossen, in dessen Achse sie liegt; die Hohe eines Prismas
sei mit & bezeichnet (Fig.2.). Dabei soll bemerkt werden, daB, falls der Kérper

Fig. 1.

¢n stellenweise konkaver ist, dies bei der Beweisfilhrung kein Hindernis
#, weil wir ihn dann so in andere Teilkdrper zerlegen, daB diese auf der

97 2
/
—_ N E LR 2 A NN
Ji —_— e L/
g ;
Fig. 3.

gahzen Oberfliche konvex sind, und fohren dann den Beweis fiir jeden
Kbrper einzeln. Nach den Grundprinzipien der Infinitesimalrechnung (Kubatur)ist

4 lim 2 P= 1 2 _ p1
) lim JP~ lim gt = y),
wom mon, s Py 7n
CARY I T ar A
e o -
Fig. 8

& js hd* das Volumen eines jeden einzelnen Prismas bedeutet. (Die Sum-
Mation igt iber den ganzen Korper zu erstrecken.) Wenn n die Anzahl der

) Anzat
%f der Achse der Prismen liegenden Gitterpunkte bezeichnet, so ist (Fig. 3)
(®) h=(n—1)0+¢6+6 (0L 6| +]e6]<L29),

1) P sei das Volumen eines einzelnen Prismas.
19°*
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daB es auch eine groBte Zahl von der Eigenschaft gibt, daB alle zu ihr
teilerfremden und unter ibr liegenden Zahlen hichstens zwei Primfaktoren
enthalten.

1. a) Ich betrachte das Produkt A =p, pyp; ... p,, wo p, =2, p,=3,
pPs =5, p, = 7 ist, ferner py, ps, Py, ... p, simtlich Primzahlen sind und
endlich auch noch p; < p; <p;--- <p, ist. Von diesem Produkte sondere
ich ab das Produkt der ¢ ersten Primzahlen, also B = p, pyp, ... p;, WO i
der Bedingung geniigt: #n —i + 1 <p,. Fiir 4 =p p;ps ... p, bekomme
ich also etwa: B=p, pypsp, =2 -3-5-7. Nun ist aber B=2-3-5-7
<<Vpps-.. 01, da pgpgp; > 11-13-17 ist. Fiige ich zu diesem A weitere
auf die friheren und aufeinanderfolgende Primfaktoren hinzu, so kann ich
stets zu A mindestens 3 solche Faktoren hinzufiigen, ehe ich zu B, um immer
noch der Bedingung » — ¢ 4+ 1 < p, zu geniigen, einen Faktor hinzufiigen
muB, da ja die Differenz zweier Primzahlen > 2 ist. Fiige ich aber immer
nur dann, wenn ich zu A wieder drei Faktoren hinzugefiigt habe, zu B einen
Primfaktor hinzu, der iiberdies noch kleiner ist als jeder der zu A hinzu-
kommenden Primfaktoren, so muB auch stets B < /4 bleiben fir n > 7.
Bewoeise ich nun noch, daB es eine Zahl ¢ > 1 und < p, pgps --. p; gibt,
die zu p,p,p, ... p, teilerfremd ist, so ist sicher auch ¢* <p,p; ... p,
teilerfremd zu p, p; ... p,, also nicht mehr simtliche zu p,p, ... p, teiler-
fremden Zahlen sind Primzahlen.

b) Es ist (p,pyps...0,_,) — 1 teilerfremd zu p,p;... p,_,, also
sind auch alle Glieder der arithmetischen Reihe (p,p3 ... p;_,) — 1
+ Z(pypy...p;_1) wo 0 <1<y, ist, teilerfremd zu p,py... p;,_,. Unter
den Gliedern dieser Reihe ist aber hochstens ein Glied durch p;, ein Glied
durch p,,, usw., endlich hdchstens ein Glied durch p, teilbar; denn wiire
(Pypy...0_)—1+4(p,ps-..p_,) und auch (pyp; ...p_,)— 1
+ 4(pyps ... p;_y) durch p, ,, wo 0 <o < (n— i) ist, teilbar, so miiBte
aach /; — /; durch p, , teilbar sein, und das ist unmdglich, da /; sowohl
wie ), <p,, , sind Da die arithmetische Reihe aber p; Glieder hat und
nar # — i + 1 Faktoren von der Form p;, , vorhanden sind, so muB sicher
wegen n — i 4 1 < p, ein Glied der Reihe zu p;p;,, ..., teilerfremd sein,
und da jedes Glied zu p, p,...p,_, teilerfremd ist, so muB sicher ein Glied

der arithmetischen Reihe zu p, p, ... p, teilerfremd sein.

¢) Es existiert also eine Zahl ¢ > 1, die den Bedingungen geniigt:

e<Vpp,...p, und ¢ zu p p;...p, teilerfremd.

S8ind dann Pyy D3y Pgy - - Pyy Ppyyy die n + 1 ersten unmittelbar aufeinander-

folgenden Primzahlen, so muB ¢ mindestens einen Primzahlfaktor > p, ent-
lten. Aus ¢*<p, p;...p, folgt also fir » > 7 allgemein p 41 <p, ;... P,
8 ist aber auch

£ P=17"<2-3.5-7-11-13 = p, p, ... pg,
€rner

Pi=132<2-3.5-7T-11 =p,p, ... pg
ung

p; =113<2-3-5.7 = Py Py Pg ¥y-
Also gilt allgemein der Satz:
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und endlich
Pg=13"<2.3-5-7-11 = p, 030, 0, P5.

Es folgt also allgemein der Satz:

Die dritte Potene der (m + 1)ten Primeahl ist kleiner als das Produkt
der n ersten Primsahlen, wenn nur n > 5 ist.

¢) Kein Produkt der » ersten unmittelbar aufeinanderfolgenden Prim-
zahlen hat also fiir n > 5 die verlangte Eigenschaft; dasselbe gilt von jedem
Moultiplum eines solchen Produktes. Die Zahl " 2-3-.5.7 = 210 hat die
verlangte Eigenschaft, aber auch noch die Zahl 6 - 210 = 1260; nicht mehr
hat aber m = ¢-210 fir ¢t > 7 die verlangte Eigenschaft, da ja, wenn ¢
den. Faktor 11 nicht enthslt, 113> < m und zu m teilerfremd ist, und wenn
¢ den Faktor 11 enthdlt, wir auf den oben schon erledigten Fall zuriick-
kommen, wo m das Produkt der n ersten Primzablen, n > 5, enthilt. Ent-
h&lt endlich m den Faktor 2 oder 3 oder 5 oder 7 nicht, so muBte m,
wenn es doch noch die verlangte Eigenschaft haben sollte, schon << 23 oder
33 oder 5% oder 7% sein. Mithin ist 1260 die groBte Zahl, die die ver-
langte Eigenschaft hat. Alle Zahlen, die diese Eigenschaft haben, sind:

1, 2, 3 4,5 6 17, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 30, 36, 42,
48, 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 96, 102, 108, 114, 120, 150, 180, 210,
240, 270, 300, 330, 420, 630, 840, 1050 und 1260.

Zusatz: Um zu zeigen, daB es eine groBte Zahl gibt von der Eigen-
Schaft, daB alle unter ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen hdchstens
drei Primfaktoren enthalten, beachte ich den Umstand, daB die Differenz
©iner Primzahl und der #iberndchsten > 6 ist. Ich sondere also wieder wie
A Nr. 1 und 2 das Produkt der i ersten Primzahlen B = p, p, ... p; ab von
dem Produkte 4 = Py Ds ... D,, doch so, daB jetzt i der Bedingung geniigt:
(n —it 9) <p,. Ich kann dann stets zu A erst 8 Primzahlen hinzu-
mehmen, ehe ich zu B zwei Primfaktoren hinzufigen muB, um immer noch
fler Bedingung zu genfigen: # — i + 1 <p,. Also bleibt auch, da ich zu 4
Axmumer 4 mal soviel Primzahlen hinzufiige als zu B, auch immer B* < 4,
Wenn es nur eine erste Absonderung B = p, p, ... p; gibt, fir die B*<4
ist; daB es eine solche gibt, zeigt der Versuch. Indem ich analog verfahre
wWie in Nr. 1 und 2, finde ich dann, daB 30030 die groBte Zahl ist vom
der Eigenschaft, daB alle unter ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen
hdchstens drei Primfaktoren enthalten.

Minster, Juli 1907. ) H. Boxss.

Veraligemeinerung der Aufgaben 145 (P. Epstein) und 165 (F. Schlegel)-

Geht man in 145 von der urspriinglichen Ebene zu einer affmem
Ebene fber (etwa durch Parallelprojektion), so erhilt man den Sais: SAlle
en, die aus zwei festen, ibnlichen und ihnlich liegendem NNpsen
Sehnen von gleicher Liinge ausschneiden, umhiillen eine gewisse Fusakel <






Uber hyperboloidische Wiirfe.

Von J. NEUBERG in Liittich.

Ich nenne hyperboloidisches Quadrupel oder kiirzer hyperboloidischen
W usf den Verein von vier Erzeugenden derselben Art eines Hyper-
boloids. In der neueren Geometrie bilden oft vier analoge Ecktrans-
Ve@rsalen eines Tetraeders ein solches Gebilde und ersetzen die drei sich
in einem Punkte treffenden - Ecktransversalen des Dreiecks. Dies ist
=. B. der Fall mit den Htéhen des Tetraeders; mit den Geraden, welche
die Ecken und die Berithrungspunkte der gegeniiberliegenden Ebenen
it der eingeschriebenen Kugel (oder irgend einer eingeschriebenen
Quadrik) verbinden usw. An Stelle von zwei perspektiven Dreiecken
Txreten oft zwei hyperboloidische Tetraeder auf, d. h. solche, deren Ver-
bindungslinien der entsprechenden Ecken oder, was dasselbe ist, deren
Schnittgeraden der entsprechenden Ebenen einen hyperboloidischen
"Warf abgeben.

Die folgende Abhandlung enthélt bekannte Tatsachen'), mitunter
aber auch einige neue Sitze. Sie hat zum Hauptzwecke, stirker als
@8 gewohnlich in den Lehrbiichern und Zeitschriften geschieht, die
einfachsten geometrischen und analytischen Methoden hervorzuheben,
am hyperboloidische Wiirfe zu erkennen. - Ich selbst habe ofter diesen
Gegenstand behandelt?) oder Beispiele angegeben.

1. Es seien m,, my, my, m, vier von den Ecken des Tetraeders
A, 4, A, A, ausgehende Geraden, welche die gegeniiberliegenden Ebenen

in den Punkten M,, M,, M,, M, schneiden. Wenn sie einen hyper-
boloidischen Wurf bilden, so geht durch 4, eine Gerade n,, welche

_ 1) Die nachstehenden Betrachtungen zeigen unter anderem manche Analogien
it den Untersuchungen von O. Hermes: ,S#tze iiber das Tetraeder, welche dem
n Desargues diber ebene Dreiecke analog sind* im Programm des Cdlnischen
Mnasiums, Berlin 1856, 8. 1—25. — ,,Uber homologe Tetraeder*, Journ. fir die
1® und angewandte Mathematik 56, 218—246, 1857.

2) Ich fihre nur an: Nouvelle Correspondance mathématigue, Band V, 1879,
© 315—320; Mémoire sur le Tétraédre, 1888, verdffentlicht in den Mémoires de
Adémie royale de Belgique.

\xchiv der Mathematik und Physik. IIL Reihe. XII. 20
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dingungen sofort: e,; = ag,, &g = @y, 044y = 035 Dieses Ergebnis kann
man folgendermaBen ausdriicken:

Das Tetraeder B, B, By B, ist hyperboloidisch mit dem Bezugtetraeder
A 4,4, 4,, wenn die Matriz (I) der Koordinaten der Ecken sym-
metrisch ist oder nach Multiplikation der Zeilen mit geeigneten Zahlen®)
symmelrisch wird.

Wir werden jetzt immer die Symmetrie der Matrix (I) voraus-
setzen.

3. Die Gleichungen der Geraden m,, m,, mg, m, sind .

&, &, X,

Jood P ad RISt )

Oy Oy Oy
&5 T _ %

= = ’
Gy oy Gy
X,

n_ s e
Oy Use 2T
z, Ty Ty

Man kann die Nenner als Koordinaten dieser Ecktransversalen auffassen
und sie in der symmetrischen Matrix

. Gy G Gy

i Ogy = Ugg gy

G3 Oy3 ° Gy

Gy Gy Oy

()

mit leerer Hauptdiagonale aufstellen.
Die Gleichungen (II) der Geraden », werden jetzt
Gy Ty = CQygy = Cgg7y;

hieraus schlieBt man die Koordinatenmatrix der Erzeugenden zweiter
Art der Regelfliche m, mymym,, welche durch die Punkte A,, 4,, 4,, 4,
gehen:

1 1 L
ZA “_u Gy
1 11
(]V) ‘; ‘ 4 %3
' . 1
"‘n_c Cqy ot
1 1 1
Gy @y Gy

—_—

. 1) Aus dieser Regel kann man leicht die von Herrn E. Jahnke angegebenen
gungen der vierfach hyperboloidischen Tetraeder ableiten (Archiv (3) 8, 81).
20°



300 J. NevBeRG:

Man nenne komplementar die Elemente o, und ay,, o, und oy g
«,, und oy einer symmetrischen Matrix vierter Ordnung; dann geh ewr——
man von (III) zu (IV) tiber, indem man die Elemente durch die ummr— sy
gekehrten Werte der komplementaren Elemente ersetzt.

4. Es seien jetzt p,, p,, py, p, vier in den Ebenen des Tetraederme -
A, A, A, A, liegende Geraden. Wenn sie einen hyperboloidischen Wur— g
bilden, trifft die durch p, gehende Ebene 4,4,4, die Linien p,, ps, &
in drei Punkten @Q,, @;, Q,, welche auf einer Geraden ¢, liege ===
Diese Punkte sind offenbar die Schnittpunkte (py, 454,), (s, 44
(., 4;34,); die Kollinearitit wird oft in den Anwendungen mit HilANNNER
des Satzes von Menelaus bestitigt. Ahnlich verfihrt man in de
anderen Tetraederebenen.

5. Betrachten wir jetzt ein Tetraeder B, B, B, B,, dessen Eben____ <
die entsprechenden Ebenen des Grundtetraeders A4, 4,4, 4, in v ——mme
hyperboloidischen Geraden p,, p,, ps, », schneiden. Die Gleichungmmse— g,
der ersten Ebenen seien

Uy 2y + U Ty + U2y + U,z =0 (¢=1,23, —4).

Die oben genannten Punkte Q,, @,, @, geniigen in der Eb ee==pc
Ay A3 A, den Gleichungen

2, =0, Ugs Ty + g, Z, = O,
g =0, gy, + gz, =0,
=0, ugry + g x, =0.

Driickt man aus, daB sie auf derselben Geraden liegen, so firm «clet
man die Bedingung
ggtlg Uy = thggU gl
Fihrt man auf diessm Wege fort in den anderen Koordina#= <1
ebenen, so gelangt man zum folgenden SchluB:

Wenn die Schnittgeraden der Ebenen eines Tetraeders B, B,B’ B‘
mit den Ebenen des Koordinatentetraeders A, A, A, A, einen hyperbe> &0
dischen Wurf bilden, so sind die Koordinaten der ersien Ebenen d”
Elemente einer symmetrischen Matrix oder iwerden es wach Muie & 2
kation der Zeilen mit passenden Zahlen.

Man kann die GroBen (uyy, 5, 1)), (g, thyy, ), - - . als KK»OT
dinaten der in den Koordinatenebenen liegenden Geraden p,, p,, ps >
auffassen.

Der Ubergang von der Koordinatenmatrix der Geraden P, 0y, Ps 2 P
zu der Koordinatenmatrix der Geraden g,. gy, q;, g, geschieht, ~1°
schon oben (3) angedeutet wurde.
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Das Dualititsprinzip hdtte uns erlaubt sofort die Schliisse der

zwel letzten Nummern aus den vorhergehenden abzuleiten.

6. Sind zwes Tetraeder A, A; A A,, B, B, B, B, so beschaffen, daf

die Verbindungsgeraden der entsprechenden Ecken einen hyperboloidischen
W wrf bilden, so kommt dieselbe Eigenschaft den Schnitten der entsprechen-
den Ebenen su.

In der Tat, die Koordinaten der Ebenen des Tetraeders B, B, B; B,
sind den ersten Minoren der Matrix (I) gleich und sind somit die
XElemente einer zweiten symmetrischen Matrix.

7. Ein Tetraeder und sein Poltetraeder in bezug auf eine Quadrik
sind hyperboloidisch.

Zum Beweise geniigt es die Gleichungen der Polarebenen der

Ecken des Koordinatentetraeders hinzuschreiben.

8. Jede lineare Verwandtschaft verwandelt einen hyperboloidischen

Wourf in einen andern hyperboloidischen Wurf.

Es gibt auch andere Verwandtschaften, welche die hyperboloidische

Lage beibehalten. Die Matrix (1) bleibt noch symmetrisch, wenn man

die Elemente durch ijhre umgekehrten Werte ersetzt. Legt man nor-

male Koordinaten zugrunde, so verwandeln sich die Ecktransversalen
in jhre isogonal verwandten (oder winkeltreuen); fihrt man bary-

Zeéntrische Koordinaten ein, so werden die Ecktransversalen durch ihre
18B0tomisch verwandten ersetzt. Auch kann man die Elemente einer
SY mmetrischen Matrix einmal als Punktkoordinaten, ein andermal sie
°der ihre umgekehrten Werte als Linienkoordinaten ansehen.

N 9. Nach einem Satze von Desargues schneidet jede Transversale
die drei Paare gegeniiberliegender Seiten eines vollstindigen Vierecks
2nxd jeden diesem Vierecke umgeschriebenen Kegelschnitt in Punkte-
P&aren einer Involution. Eine Umkehrung dieses Satzes lautet:

. Schneidet ‘eine Transversale « die Seiten eines Dreiecks A, A4, 4;
X den Punkten B,, B;, B,, und sind C,, G, C; die zu B,, B,, B;
It':’llljugiert,en Punkte einer Involution, so gehen die Geraden A,C,,
‘ﬂ_: C,, 4,C, durch einen und denselben Punkt A,, und alle durch die
Vier Punkte 4,, 4,, 4, A, gelegten Kegelschnitte schneiden u in zwei
zngeordneten Punkten derselben Involution.

Den ersten Teil dieser Umkehrung habe ich kiirzlich folgender-

™MaBen auf den Raum ausgedehnt!):
\—_—

1) Siehe Mathesis, 1904, S. 833. Einen einfachen synthetischen Beweis hat
.E_le'l'r H. De Vries in den Wiskundige Opgaven, 1904, S. 185 gegeben: Er pro-
3iziert nimlich die Involution (B,C,, B,C,, B,C,, B,C,) sus jeder Ecke des
Teﬁnedon A, A, A, A, auf die gegeniiberliegende Ebene und wendet dann den
®Planimetrischen Satz an.
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zeichnet man mit f,(u), fy(v), f3(«), f,(») die halben Derivierten der
Funktion f(«) nach w,, ug, uy, %,, 8o sind die Koordinaten der Pole

der beiden Ebenen g und 4, 4,4, bzw.:
L), @), @), L),
fus fa fi fe
D, Yegt auf der Verbindungslinie dieser Pole; mithin sind seine .Ko-
ordimaten von der Form
Au+efi(w); s +efs(w), Afis+efi(w)y ifu+ efi(w);

Setzt man sie ein in die Gleichung der Ebene yu, so kommt:

Afy(e) + of(w) =0
and folglich

A=fw), e=—Fw.
Miithin sind die Koordinaten von D,:

fuf®) — AW W), fiufE) — AWAW), ---

Man sieht sofort, daB die Koordinatenmatrix der Punkte D,, D,, D,, D,
Sy mmmetrisch ist.

Der korrelative Satz lautet:

Man gibt ein Tetraeder A, A3 As A, und einen Kegel zweiter Ord-
nwrng mit belicbiger Spitse P. Die Polarebenen der Geraden PA,, PA,,
P A, PA, in bezug auf den Kegel treffen die Ebenen des Tetraeders in
vier Geraden eines hyperboloidischen Wurfes.

11, Im Vorhergehenden haben wir die geometrische Deutung
einer symmetrischen Matrix vierter Ordnung gegeben.

Ohne Beweis erinnere ich hier an die Deutung einer schief-
8ymmetrischen Matrix:

0 a b ¢

—a 0 d e
—b —a 0 f
—c¢c —e —f O.

Die Zeilen geben die Koordinaten der Ecken (oder Ebenen) eines dem
Koordinatentetraeder zugleich ein- und umgeschriebenen Tetraeders.?!)

12. Die Systeme (III) und (IV) (3) fallen zusammen, wenn

—_ Cypligy == Gyggy = 0y Gog-

de 1) Neuberg, Sur les tétraédres de Mibius (Mémonres de la Société Royale
®  Slciences de Liége, 1884).
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Man bestimme die Hohenschnitte C,, C,, Cy, C, der Dreiecke B, B; B,,

B, B,B,, B,B,B,, B,B,B; und fille aus diesen Punkten die Lote c,, c,,

¢, c, auf die Ebenen Ay A, A,, .... Die acht Geraden b, c; liegen auf

demselben Hyperboloid 9; die aus den Mittelpunkten D,, Dy, Dy, D, der

Strecken B,C,, ... beziiglich auf die Ebenen Ay A A,, ... gefillten Per-

pendikel treffen sich im Zentrum des Hyperboloids §, und die acht Punkte
B,, C, liegen auf eimer gleichseitigen Hyperbel.

Die Gerade ¢, ist parallel zu b, und trifft b, b;, b, Denn die
Gerade b,, welche senkrecht zur Ebene A4,A4,A4, ist, ist senkrecht zu
der Geraden A,;4,; so ist auch ¢, senkrecht zu A;4;; auch ist die
Gexade B,C,, welche senkrecht zu B;B, steht, senkrecht zu der Ge-
raden A4,4,, da diese sich in B; By auf die Ebene u projiziert. Hieraus
folgrt, daB die drei Geraden b,, ¢,, B,C, sich in einer zu A, 4y lot-
rechten Ebene befinden.

Wir haben somit vier Paare paralleler Erzeugenden des Hyper-
boloids §; die Mittelparallelen dieser Paare treffen sich offenbar im
Zentrum von §. Der Schnitt der Fliche § mit der Ebene p ist ein
Keggelschnitt, welcher durch die acht Punkte B,, C; geht; da aber C,
dexr Hohenschnitt des Dreiecks B, B, B, ist, ist dieser Kegelschnitt eine
gleichseitige Hyperbel. _

Wenn das Viereck B, B, B, B, ein Kreisvierek ist, fallen die vier
Pankie D, zusammen ins Zentrum des Hyperboloids 9.

Uber das Problem, eine Fliche II. Grades in einem der
Gestalt und GroBe nach gegebenen Kegelschnitte zn schneiden.

Von W. LupwiG in Braunschweig.
(SchluB.)

7. Die Ellipsen auf den Hyperboloiden. — Nachdem wir fiir den
F?'ll 11 alle nétigen Uberlegungen ausfiihrlich dargestellt haben, kinnen
VX uns im folgenden kiirzer fassen. Im Fall II 1 haben wir
A< <0, <Af<0, O0<A/ <Ay A<y, A <Af;
;l,?o muB das gesuchte Intervall (1, < 4 <4,) wieder zwischen i; und
é’"_ and auBerhal® sowohl von 4, und 4. als auch von i, und A, liegen.
4 Im  golches Intervall ist immer vorhanden; es ist bei ihm 1, gleich
S groBeren der beiden Werte A; und 27 und immer 4, = 4;. Da
lie A des Intervalles negativ sind, kommt es auf 4, an, und wir finden
wie vorher:
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und
’ ” 1'; b 6"
®) 1> 2 oder o = L1801 <

y ;0! 6

noch unterschexden, ob lc <b oder |¢|>b 1st
Da - o,l =1—106" stetig von oo bhis 1 abnimmt, wenn § von
— oo bis 0 wachst, ist fiir ¢/ <b die Bedingung (b) unerfiillbar;
dagegen ist (a) erfillt, sobald s < (b—:'%)’ ist; im Fall einer stumpfen

Hyperbel muB dann asuBerdem noch » > |Ax| = 3 bo’ sein.
Ist i¢c. >b, so wird (a) durch alle negativen Werte von s be-

friedigt, (b) aber nur, wenn (b+c)’<s<0 ist; daraus folgt, daB

Jetzt alle spitzen Hyperbeln méglich sind und von stumpfen die,
far die

e@ntweder — o0 <s< &:—%)’ und > 1 be’ ist oder ® -;'cc)’ <s<O.

Die gegebene Hyperbel habe nun die Halbachsen A’ und B’-y— 1;
dann st vermoge der Glelchungen (6a), wenn die Hyperbel stumpf ist,

A _ A’= —- B"— —B="!uyd B >4’ und, wenn sie spitz ist,

AT B 21,',,B =—A’=# und 4’>B’. Eine Bedingung

8; < s<s, geht hiernach im Fall einer spitzen Hyperbel tiber in
P B' A' - —— .
— V=T -5 <—V—s
und im Falle einer stumpfen Hyperbel in

—_B & -
|V—32|§T—‘B"§—|P—sll-

Setzn wir % — ; =§ und 71:7 =1, 8o durchlaufen wir alle spitzen

Ungqg darsuf alle stumpfen Hyperbeln, wenn wir £ von — oo itber O
18 | oo wachsen lassen; von 7 kommt dabei nur der positive Zweig

M =~1(£4+|VE¥+4)) in Betracht, der stetig von O iiber 1 bis + oo
‘WEchst. Demnach erhalten wir als Bedingung fiir die spitzen Hyperbeln'

H-W=ml+lV=s+0) < E < v=5'+IV=a +4)
Wxyq fir die stumpfen: :

:(V‘-——sal’*‘ V—33+4) ‘é%(lV"sx +|P“‘sx 4)1
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gibt, wenn J—B; gg ist. Die zwischen den beiden Tangentialebenen

befindlichen Ebenen unseres Biischels dagegen tragen Hyperbeln, die der
gegebenen konjugiert #hnlich sind, die also den Asymptotenwinkel
# = — & haben und die Bedingung &' >z — ¢ erfilllen. Ist nun

€=, also p < ’—2'-, so bestimmt die Bedingung &' >z — ¢ oder

B-

Z’
ist aber € < B, also (p>%>7c—(p, so ist dem nicht mehr so,
sondern wir erhalten nur fiir & > ¢ oder i>g neue Hyperbel-
arten. Diese neuen Hyperbelarten aber, von deren Ebenen jede zwischen
Zwei zu ihr parallelen Tangentialebenen des Hyperboloides verliuft, haben,
‘Wie man sofort sieht, je eine oder mehrere groBte mogliche Hyperbeln,
deren Ebenen unter den Durchmesserebenen des Hyperboloides zu
Ssuchen sind; wir haben oben gefunden, daB diese Ebenen, entsprechend
der Bedingung 4 < B, den Biischel um die groBere reelle Achse des
My perboloides bilden.

9. Die Hyperbeln auf dem zweimanteligen Hyperboloid. — In den
Fallen III2 und III 3 haben wir
L<0<AE, H<B<O<A <A

also bestehen fiir die 4 des gesuchten Intervalles (1, < 1 < 1) wieder

zwei Maglichkeiten:

(a) Sie sind, unter der Bedingung i, < i, negativ, wobei 1, = 1
oder = 47 und 4, = 4 ist.

(b) Sie sind, unter der Bedingung y; > 43, positiv, wobei 1, = 13
und j, = i, oder = 1, ist.

Die Bedingung (16) ist im Fall III 2 mit (b) und im Fall III 3
mit (a) unvertriglich; also sind nur die Kombinationen III 2a und
1 3p mdoglich, bei denen r < |4,, bezw. !r| < 1, sein muB.

Ist nun a < |b! (und folglich auch a < !¢’), so ist die Bedingung
(@) oder

= % ganz andere (stumpfe) Hyperbelarten als die Bedingung 8 < ¢;

LN
), a ¢’

<1

durch keinen negativen Wert von s erfillll. Die Bedingung (b) oder

18t e nur, wenn
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” ’

ist; dabei ist dann, wie aus dem Verhalten von -1-? i

y '

B= 1 fir —o0 <s < T ung 4, — 17 far XV <5 <@L
Ist aber a > |b|, so ist die Bedingung (a) erfillt, wenn

“a Ss<0

l” i P
ist; dabei ist wegen des Verhaltens von ;7 = % . 1:—,', wenn c¢!>a
@

ist, immer 4, =2, und, wenn |¢|<a ist, 1, = 4, fir e : bb_). Sss € -:aa)f

und 2, = 4 far €2 <5 <0,
Der Bedingung (b) dagegen gentigt jede’r negative, Wert von s,
)
le:>a, A,= 4y fir — o0 <s g%’-’ und 4,=1g ftir-(c—-"l::—).=<s<0 ist,
daB dagegen, wenn |¢| < a, immer 4, = 1 ist.
Fassen wir nun zusammen, so erhalten wir folgendes:

Ist |¢|>|b|>a, so gibt es iiberhaupt keine stumpfen Hyperbeln,
aber spitze, und filr diese ist entweder:

<€D ri<glele

und es ergibt sich aus dem Verhalten von daB, wenn

—o0o<s
oder:
2 4 b)? ’
('i,‘ci_'d‘i)_ésé%)_, lr|<ia|d].

Ist |¢|>a>|b], so gibt es stumpfe Hyperbeln, fiir die
@IV <s<0 md 0<r<iad,
und spitze Hyperbeln, fiir die entweder:

—oo<s§_(c—1—'ai)’, rl<ile o
oder:
“r<s<0,  Iri<tald]
ist. .
Ist a >|c: > |b]|, so gibt es stumpfe Hyperbeln, fir die entweder:
ﬁ‘f—:ib'?)-'»gsg(”f—(l")', 0<r<tad

oder: ,
et <s<o0, 0<r<ilelld],

ca
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und spitze Hyperbeln, bei denen s jeden negativen Wert annehmen
kann und |r| < }|c|d ist.

Analog wie frither konnen wir dieses Ergebnis auch so ausdriicken:.

Auf einem sweimanteligen Hyperboloid, dessen Halbachsen ¥, B -V —1
und € - Y/—1 (B> Q) sind, liegen reclle Hyperbeln von den gegebenen Halb-
achsen A’ und B’ -Y— 1 unter folgenden Bedingungen: Ist € <B < ¥,
so sind keine stumpfern Hyperbeln moglich, aber die spitzen, fiir die
entweder:

0< F <y wmd B>G

oder :
<o und 4>

Ist € <A< B, so sind die stumpfen Hyperbeln moglich, fir die
1<Z<Dund 4>9,

und die spitzen Hyperbeln, ﬁ'i»r die entweder:
0<% < g umd B>€C

oder:
< 1 und A'>H

&
by

<
ist. .
Ist A< C < B, so sind die stumpfen Hyperbeln moglich, fir die ent--
weder :

1 undB’>GS

oder:

A

w b &y
IA
2R

e <y <Pund 4>,

und die spitzen Hyperbeln, fir die
0<¥<1ud B>6

ist.
Das liBt sich in folgender Weise zusammenfassen:
Es mufl entweder:
O<§§% und B> G
oder:
€ _B _93 ’ .

sein.
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Endlich finden wir noch analog wie friiher:

Die Ebenen der Hyperbeln, die von jeder auf dem zweimanteligen
Hyperboloid moglichen Art die kleinsten Achsen haben, bilden die Biischel
um seine reelle Achse und um die seiner beiden anderen Achsen, der die
Kleinere reelle Achsenstrecke zugehort.

10. Die gleichseitigen Hyperbeln und die Parabeln auf den Hyperbo-
loiden. — In den Ergebnissen von Nr. 8 und Nr. 9 ist vermdge der
Kontinuitét schon der — dort eigentlich ausgeschlossene — Fall der
gleichseitigen Hyperbel mit inbegriffen. Der Vollstindigkeit halber sei
er aber noch mit Hilfe der am Ende von ‘Nr. 4 angegebenen Mittel
behandelt: In der von uns benutzten Abbildung entsprechen den Ebenen,
die gleichseitige Hyperbeln tragen, die Punkte der Schnittkurven Ry .
der Ebene ¥ mit den Kegeln (11). Um zu erkennen, wann diese
Kurven in den positiven Oktanten des Koordinatensystems eintreten,
werden wir zunichst das Intervall (1, < 1 < A,) aufsuchen, das in dem
Strahlenbiischel $=0, 7+ 10=0
die im positiven Oktanten verlaufenden Strahlen liefert, d. h. das der
Bedingung geniigt, da8

(18) {a’ — 4 und ¢® — 4 dasselbe Vorzeichen,
b® — 1 aber das davon verschiedene haben miissen.
Dann werden wir durch die beiden vom Koordinatenursprung ver-

schiedenen Schnittpunkte eines jeden dieser Strahlen mit jedem der
Kegel (11) die zur Ebene @ parallelen Ebenen

—abe
19 4 + + g = —‘—a“__—
(%) y 1(1£|ymij)
legen und nachsehen, wann wenigstens eine dieser Ebenen den positiven
Oktanten durchsetzt, wann also

—abce o
(20) m reell und positiv

ist.

Beim einmanteligen Hyperboloid (¢ >%>0>¢) ist die Be-
dingung (18) nur erfiillbar, wenn ¢: > b ist; dann ist 4, = b* und
A, =a® oder = ¢ Ist A’ die reelle Halbachse der durch m bestimmten
gleichseitigen Hyperbel, so ist m = — 4’4; in (20) handelt es sich also
b reell und positiv ist, und das ist fir die 4
(144t 1v1|)
unseres Intervalls immer der Fall, wenigstens soweit das obere Vor-
zeichen im Nenner in Betracht kommt. Wir haben somit:

darum, daB
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Auf dem einmanteligen Hyperboloid (U < B, € - Y—1) sind, wewn
€ > B, gar keine, wenn € < B, alle gleichseitigen Hyperbeln miglich.

Beim zweimanteligen Hyperboloid (@ >0>b>c¢) ist die Be-
dingung (18) nur erfiillbar, wenn ‘5| <a ist; dann ist 4, = b* und
4y = a? oder ==c®. Bei der Bedingung (20) handelt es sich darum, da8

—aib'-|e| - '
@"‘h/ﬂ) reell und positiv, daB also >0 und 1 — A".|V2|<0

sein muB; die 1 unseres Intervalls sind immer positiv, so daB nur noch

A2 > Fvi‘_l’ d. h. A" groBer als der groBere der beiden Werte % und
0
zu sein braucht. Mithin haben wir:

Auf dem sweimanteligen Hyperboloid (4, 8-Y/—1,8-Y—1, 8>Q)
sind, wenn C < B < U ist, keine gleichseitigen Hypertgln miglich, da-
gegen, wenn € < A < B ist, digjenigen, deren reclle Halbachse A’ > ¥,
und, wenn A < € < B ist, diejenigen, bei denen A’ > € ist.

Die Behandlung der Parabeln, deren Ebenen in unserer Abbildung
durch die Punkte der Schnittkurven R,,, der Ebene z mit den Kegeln (12)
dargestellt sind, ist genau analog der Behandlung der gleichseitigen
Hyperbeln. An die Stelle von (17), (18), (19), (20) treten:

(17a) 1=0, v+ io=0;

s ) {a(a-l—).) und ¢(c+ 4) miissen dasselbe Vorzeichen haben,
b(b4 4) aber das davon verschiedene;

1
le]

(194a) x+y+z=':,—zf;
(203) %f>0 oder, da @ >0 und » >0, z.c'>0-

‘Wir erkennen hieraus ohne weiteres:
Auf den Hyperboloiden sind alle Parabeln reell vorhanden.

11. Die Kegel und Zylinder sweiten Grades. — Mit den Kegeln
bravachen wir uns nicht weiter zu beschiftigen; denn es ist ja klar,

man aus einem Kegel immer einen gegebenen Kegelschnitt aus-
":'hheiden kann, sobald es diesem dhnliche Kegelschnitte auf dem Kegel
gbt und das letztere ist stets der Fall, wenn der Kegelschnitt eine
mipu oder Parabel ist oder eine Hyperbel, deren Asymptotenwinkel
uchyt groBer als der groBte innere Winkel des Kegels ist.

Den elliptischen Zylinder erhalten wir als Ubergangsfall zwischen
den Ellipsoid und dem einmanteligen Hyperboloid, wenn wir a>b>0
InQ ¢ 0 sezen. Gegen die allgemeinen Fille tritt dann die Ab-
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\2
7o = }ac’, wenn aber a>|c| ist, r,=4ae’ fir s < .§°_ja_")__, und
r, = }ca” fir (i-{;a)i <5< 0 wird. Hieraus folgt:

Auf einem hyperbolischen Zylinder, dessen Halbachsen % und € .Y/ —1

sind, liegen reelle Hyperbeln von den Halbachsen A’ und B'-V— 1 unter
olgendm Bedingungen :

Ist A> G, so sind die spitzen Hyperbeln maoglich, fir die
' entweder: 0 < v,_g_ﬁ und B'>G

oder: S <1 und A" 29,
und alle stumpfen Hyperbeln, fiir die
A>9.
Ist A < €, so sind alle spitzen Hyperbeln miglich, fiir die
B >G,
wund die stumpfen Hyperbeln, fiir die

entweder: 1<5 <& wni B’ 26
oder: GsB<cx> und A >

ist. Das heiBt zusammengefaBt genau wie beim zweimanteligen Hyper-
boloid:

Es muf entweder
oder

sein.

12. Die parabolischen Flichen zweiten Grades. — Die gangze von uns
sngewandte Methode 1iBt sich auch fiir den Fall umgestalten, daB die
gegebene Fliche zweiten Grades ein Paraboloid oder ein parabolischer
Zylinder ist. Doch konnen wir bei diesen Flichen unser Problem auf
viel einfachere Weise erledigen.

Aus einem elliptischen Paraboloid kann man zu jeder Ellipse und
88 einem hyperbolischen Paraboloid zu jeder Hyperbel durch reelle
Ebenen wirklich #hnliche Kegelschnitte ausschneiden ); nehmen wir

—_—
1) Vgl. W. Ludwig, a.a.0. S.24 u. 26,
21*
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Nennen wir 7; den Schnittpunkt e] >< f}, &} den zweiten Schnitt-
punkt von €] mit 4%, und verbinden wir beide Punkte mit 2°, so ist 2*£] || *;
und As*m®y] ist gleichschenklig, da offenbar 2*m® = &’n* = 2°y} ist.
Hieraus folgt nun <X §}2°S; = C u*m*S; und X 7}2°S; = 2 < v*m* S,

= 2 X u'm*S;; d. h. der Bogen 7%}8S; ist doppelt so groB als der

o .

..‘

-~

@ ~a

Fa

Fig. 1.

Bogen £1S;, und der Schlagschatten S* des Konoides auf die Grumdrif-
€bene ergibt sich demmach als Enveloppe der Verbindungsgeraden gleich-
Zeitiger Lagen zweier Punlte des Kreises A°, die von Sy aus in ent-
9egengeseteter Richtung den Kreis mit gleichbleibenden Geschwindigkeiten,
die im Verhiltnisse 1:2 stehen, durchlaufen. S* ist folglich eme

Steinersche Hypotrochoide mit A" als dem sic dreifach beriihrenden
Scheitelkreis.
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7. In der Figur sind noch eingetragen die Konstruktionen des

sogleich niher zu charakterisierenden Erzeugeudenquadrupels (i), (i,),
(), () samt den Schlagschatten der vier Geraden, den auf ihnen ge-
legenen Punkten (i), (i), (k), () von (S) und deren Schatten auf die
‘GrundriBebene. AuBerdem sind die auf (L) gelegenen Punkte (g), (h)
von (S) ersichtlich, die den beiden durch (z) gehenden Erzeugenden
{8), (§) des Konoides angehéren. Ihre GrundriBschatten g*, A" fallen
in t;, und sie gehdren zugleich als Punkte g , h, der Z’ an, woraus
folgt, daB der AufriB X in S; die Projektions-Achse berithrt. DaB
¢’ und A’ Berithrungspunkte der zu t; normalen Doppeltangente von S’
sind, ist leicht einzusehen. Die Aufrisse von (g), (k) fallen zusammen;
der betreffende mit ¢ und A bezeichnete Punkt ist offenbar ein Scheitel
von S. Da (i), (i,) als die durch die Mitte von (2)(S,) und (%), (t,)
als die durch die Mitte von (2)(S;) gehenden Erzeugenden des Konoides
angenommen wurden, so schlieBen i’ und i; mit t; einen Winkel
von 30° ein, wihrend ¥, f; gegen t; unter 60° geneigt sind. Die
Punkte ¢’, 3; liegen auf 4'; ¢*, 4] sind daher Scheitel von S*. In den
Pankten (k), (k,) sind die durch sie gehenden Lichtstrahlen Haupt-
tangenten des Konoides, denn der GrundriB des Lichtstrahles durch (%)
schlieBt mit & — dem GrundriB der Erzeugenden durch (k) — einen
Winkel von 60° ein, also einen doppelt so groBen Winkel als t’
mit t; bildet. Analoges gilt aber von (¥,).

Demzufolge fallt (k,) mit (k) und (k,,) mit (k) zusammen,
ud (3,) kommt auf (f) zu liegen, wihrend (7,,) auf (f,) enthalten ist,
da ja die auf eine Erzeugende fallenden Schlagschatten von Punkten
der (S) herrlihren, die auf zueinander rechtwinkligen Erzeugenden
ligen. Die Normalen in k, und i, an =’ schneiden sich in i’ (Nr. 6)
ud sind aufeinander rechtwinklig. Daher sind die Tangenten der X’
in k), k{, | t,, wihrend sie in i, ¢;, zu t; normal sind und in eine
Gerade fallen. In k', k; beriihren sich demnach S’ und X'

8. Wir konnen nunmehr in die Untersuchung des Aufrisses der
Kurven (S) und (X) eingehen. Zunichst zeigen wir, daB S eine
Kurve 2. Grades ist. Der Gesamtschnitt des Konoides mit dem Licht-
sirahlenzylinder durch den Kreis 4" der GrundriBebene besteht aus
der Ellipse (4) und einer Raumkurve 4. Ordnung (H), die offenbar
Symmetrisch zur aufriBparallelen Verbindungsebene von (t;) und (a)
liegt und daher zum AufriB eine Kurve 2. Grades hat. Diese Kurve
ist aber schiefsymmetrisch zum AufriB S fir die Gerade 4 (oder ;)
als Symmetrieachse und fiir zur Projektions-Achse parallele Symmetrie-
strahlen. Daraus folgt dann, daB auch S vom 2. Grade ist. Um dies
alles einzusehen, geniigt es einen Punkt () von (H) ins Auge zu












Zur Schattenkonstruktion fiir das Pliickersche Konoid. 327

Erzeugenden (e,) mit dem durch (¢) auf (¢) gehenden Lichtstrahle ist.
Wir kénnen nun leicht zeigen, daB & der Mittelpunkt von E ist.
Wir brauchen bloB einzusehen, daB e, (u,S;) die Normale in S; an E,
also einen Durchmesser von E vorstelll. Die Normale an E in S
muB aber mit t, denselben Winkel einschlieBen, den die Normale in
ty >< ¢® mit der t, bildet. Der letztere Winkel ist nun als Normalwinkel
dem Winkel (e, t,) gleich, welcher wiederum mit (e, t;) iibereinstimmt.
vermége der Symmetrieverhiltnisse des Pliickerschen Konoides.
Dyamit ist £ tatsichlich als Zentrum des Kreises E nachgewiesen.
D er Punkt ¢=e¢>< E der Projektion der Eigenschattengrenze (S)
exrgibt sich dergestalt einfach als FuBpunkt des Lotes aus g, auf Sju
(oder ¢). Der Ort der Punkte ¢ — die Projektion S der (S) — er-
scheint auch hier als FuBpunktslinie einer Steinerschen Hypotrochoide
mit dem Scheitelkreise L und fiir S; als Pol. Nennen wir 1, den
Zwweiten Schnittpunkt der ey, mit L, so muB zum Beweise dieser
Behauptung gezeigt werden, daB bei einer gleichmiBigen Drehung
Vvon e um S;, die zugehorigen Punkte u,, 1, in entgegengesetzter-
Richtung auf L sich gleichformig bewegen mit Geschwindigkeiten im
Verhiltnisse 1:2. Gelangt bei dieser Drehung ¢ speziell nach g,
80 kommt p nach g,, p, nach S} und i, nach . Der Punkt pu, hat
also den Bogen 11:@; durchlaufen (itber w) und 1, den Bogen 1:7;
(@ber v). Nun ist Sov || en;, folglich are v, — arc u, S3; ferner ist
auch wegen p,v | Sih arc vh = arc y:g';, und mithin in der Tat.
arc f;l: =2 arc p;S\‘;

Ziehen wir jetzt durch e die Projektion des Lichtstrahles, die
Parallele zu [, so trifft diese die E noch in e, — einem Punkte der
Pl‘ojektion Z des Schlagschattens (X), und der Schnitt mit e* ist der

kt ¢* — der Berithrungspunkt ¢* der S*. ‘Die Tangente in e,
Stimmt iberein mit der Tangente an die E, so daB X als Enveloppe
der durch S; gehenden Kreise auftritt, deren Zentren auf dem Kreise 4
liegen. Die 2 ist demnach wiederum eine Kardioide mit S; als Spitze,
die guch als FuBpunktslinie von L fir S} als Pol erhalten werden
kann,

Um endlich die S* als Steinersche Hypotrochoide nachzuweisen,
genigt es, zu zeigen, daB 7°¢* — 27°E" ist. Denn kommt, wie hier
tie &, eine Kurve als Enveloppe der Verbindungslinien zweier gesetz-
mibig auf einem Kreise £ sich bewegender Punkte £*, 1* zu stande,

. \ % ist vor allem klar, daB, wenn ¢* der Beriihrungspunkt einer Lage ¢*

der beweglichen Geraden £'7" ist, das Verhiiltnis E:_:- lediglich in sehr
7
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Resetzt wird, weiter
(3) cosz Gin (z tan @) = %!xPl—Al—x'P +ix"'P5—
(4) sinx@in(xtantp)nﬁz’P, x‘P+ xP—
(5) cos z Cof ( tan ¢) = 1—-‘—x'e,+nx‘e.—ﬁz°o.+
(6) sinz Cof (z tan ) = 1 7 Q — 57 2@y + 57 2°Q; —

worin &in und €of die Funktionszeichen fir den hyperbolischen Sinus
bezw. Cosinus bedeuten.

2. Durch Multiplikation von (3) und (5) mit sin # und von (4) und
{6) mit cos z ergibt sich

(7) [zP - 31 z’P'_'_ +( 1)”(2”+1),P2u+1+
=COS$'[§1T$’P 41z‘P4+"'+(_1)n— (,.”)'P,'-]-

® sin:cl:l——x Q+ -+ (— 1) @i Q’" ]
-cosz[x@—ﬁQs+...+(_1)nmqh+l+...],

woraus durch Ersetzung von sinz und cos z durch Potenzreihen,
Multiplikation und Gleichstellung der Koeffizienten hervorgeht:

(21”) P+ (23”)P3+""'f(2n21 s) LEI "‘(2:: 1) Pyue
- (”2") P, +(’”) p‘+...+( ”: ) Pan_s +(::) P,
(10) ! (2n(-){-1)+(2n+1) @+ +(zn+1) G._ ,+(2n+1) o,

(2n+1) o +(2”+1)Q,+ +(2n+1) O 1_,_(:;'11)9,",.
3. Wird (7) in die Formen

@

8a—1
(11) xPl—'gl'!‘xs-Ps‘*' +(—1).-1(zt ) Pin l+
: 1
-I:%Pa—ﬁx‘Prl‘ (= 1) l(:;n)vPsn"' :I-cotgx
xl

'ﬁPi—II!'“APt'*‘"“*‘("1)"-lWP:.+"‘

-1
—tan 2+ [P, — 2Pyt (B ]
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die Beziehungen
2
(16) tan*"g=E,— () B, 1 @+ () Buss @t + (=1 (5 0) Es @i,

7))  temgte =SV R 4+ L)@ -1 B, P -

- (2:)(2’"”5 — DB, P+ +(=1) ( o )(2l -1 B Px.—a:l:

aus welchen durch Differentiation beziiglich ¢ mit Beachtung von

8 p "% _iQ ,,_"'P""_l
dp ™ cos’yp’ do VM cos® @

nach Kiirzung mit sec’ ¢ und 2n bezw. 2n — 1 hervorgeht:
(18)  tan™-'g (’” )E P — ( T )E Pt

+ (=1 (Gn 1) Bo Pra_s,

(—1)" ¢4, 2 2n 41
(19) tantrp =0 Smniy 2 [ ("N B g,

+ (" F)et - 0B e+ T )E - B Q.

6. Da in den Resultaten (12) bis (19) eine Veriinderliche auftritt,
die jeden Wert annehmen kann, so konnen dieselben als Ausgangspunkte
fir die mannigfachsten Relationen zwischen Bernoullischen und
Eulerschen Zahlen gelten.

Insbesondere kann der einfache Zusammenhang dieser Zahlen mit
dem Sinus bezw. Cosinus der Vielfachen des Bogens zur Ausscheidung
aller jener B bezw. E, deren Zeiger einer vorgegebenen Zahl beziiglich
eines bestimmten Moduls kongruent sind, verwendet werden.

So bewirkt die Einsetzung ¢ = ’—’ 1<p<2n—1,p ungerade,

in (18) das Verschwinden aller Gheder mit E,__, wo r=0modp

lst desgleichen in (12) das Verschwinden aller Gheder mit B, _1y
wo r=0 modp ist.

Ferner verursacht die Annahme ¢ = 211’, 1<p<2n-—2, in (17)

den Ausfall aller B, _,, »=0modp, p ungerade, ebenso in (12); ferner

in (15) und (19) aller B, ;. _,,, r =0 modp; in (16) aller E,_,,

r =0 mod p und in (15) aller B,_,,_,,.
22*
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gebracht, tan 2 und cotz durch Potenzreihen ers __rch dis Ein-
so kommt :

(12) 2nP,, =P+ ()2

o (= 1) ( 2n )22..-4 P+

" ungﬂﬂde

(13) @n+ 1) B, = (ST
(2,;4— l) 24(24— 1)B, Py, s+ - ' o

+(_ 1)n+l /f (] j(’,l’ n=4
’ ‘-", 4
wodurch die P ungerader v 1(}3*, =0, n=2
u;;,geteh;t liall:sgedriltlzlkt 7 . Vi mod 4
¢ ehe ot
( ) ez g ¢ g 4‘ I{"’n()B*'=n ”-——O

v 3t ’ ‘; 1

"" 15) bis (19) die Zahlen B und E <
wenn noch mit s .. ﬂ"’ den fir n =0, w=1,... herv
,,;den’), 8o erhélt man neue, eine ga

f"
(14) @n+1)Q w"" tende Ausdriicke und zwar:

Pn- D3,
/ lﬁ—’ie -‘+p"" Cst ’ @1"' i
" 1”/11

(15) 20 @y, P,
[ p‘ = ﬁ
s + (_. 1 ﬁ# + k) . .

R (,t)'/f:." ErREE AR SR C R RS
woaurc “i‘t e LIt 2"
umgek -t ‘.+’:f-—1+ 4! G" s+t Ea s 2)'@’+(§§7!’

' 1
gesc‘ (" 1)« (o, + + + “l) 2. 0k l’)
reil o~ ”lft"z(— ye EATARE N a0 s
S T und (26) fanden auf anderem Wege bereits J. C. Kapteyn
- wDie hoheren Sinus“ Sitzungsb. d. Kais. Ak. in Wien
$07% . seln (77. und (78).
( 1‘ sP° g, Foro

die B und E als Unbekannte eines Systems von Glei-
G‘u” godet sich schon in den Vorlesungen von Herrn L.Saalschiitz
Jlischen Zahlen,
/ mﬂ‘" Uber die hiheren Ableitungen eines Quotienten zweier Funk-
P }‘"’wf Math. u. Physik I, 1890, 33 ff.).

‘

’
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\ nicht negativen, den Bedingungen
« o +2ay+ By + -+ key=Fk
. . und
\\:“. Qia%’ z=tan @.
p h B und E auch in Determinantenform dargestellt
A die Herren Saalschiitz und Haussner gezeigt
- = ergeben sich hieraus einfache independente Ausdriicke
r. E.

Gleichungen (16), (17), (18), (19) ermdglichen die Ent-

einer endlichen oder unendlichen, nach Potenzen von tan g = ¢

Reihe nach den P und Q. Die Frage, ob sich dieselbe

eine einzige Art bewirken liBt, erledigt sich durch die aus den bis-
Ergebnissen hervorgehenden Tatsaclren:

«) Zwischen aufeinanderfolgenden {g} bestehqn die linearen Be-
Ziehungen (9), (10). ’
B) Zwischen einer endlichen Anzahl gerader {Iq)} oder ungerader

‘IQ)] besteht keine Beziehung.

7) Es bestehen Nulldarstellungen durch die sémtlichen
[ ogerden) {
ungeraden| | QJ-
Denn es ist, zufolge
P — A4ty —@1— .‘t)" Q. = a+ “)r-: (__1___—_192

r 24

(28) i‘(— 1)?§ ,= 1 [sink (1 + i) + sin k(1 —it)] = sink Cof k¢,

=13
@© a—1 .,
@) > 1) 7 L P,=Llsink(1+i0)—sink(1—if)) = coskSinke,
am], 8

@0) (- 1) £ P, = X [cosk(1+ i) —cosk(1—it)] = —sink Ginkt,
"=0,3,4

(31) 2(—— 1)%f—: Q,= L[cosk (1 + ) + cosk (1 — )] = cos k Cofkt.

=U,2,4
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6. Bemerkenswerte besondere Formeln entstehen dur . negativ
setzung von ¢ = Y,z in (14), (16), (16):

sositive oden y
(20) m%‘o(— 3 23 3'—:1‘1()3..;;+_,=;, ' 1 Reike =
(e1) 02(— 1)4 9% (:) ..__,u 1, n gerr
>,
(22) ggo-ﬁ?2%¥ﬂnp-»—‘s+~-

—3 v ."‘qﬂll Die Anzahl der Gheder
(24) 2 DT 2y @-1n Jw jedes & jedoch gleich groB.

v=1,6,10... 3 ,'hrer allgemeinsten Form sind
C gt ;~‘
@)y  D(=DT 2T (e -
v=4,8,12,... E . :"‘K.Q. - O’

7. Wenn in den Form' =
Unbekannte angesehen ur ¢
gebenden Systemen berec i *KP =0,

2! ¢

willkiirliche Veriinderlir K%
g
9 (g?" T e
1)1 — '~ L (= _

o S R R,
worin .2
26 4. 1 Le (™)’
(1 E=2 A

£ d pan:
(27) E, P fusktion f(®) =f(—t) laBt sich entweder durx" -~
worin ﬁf: f:g amgerader Ordnung und eine ganze FunktiC—

: _un@, durch P gerader oder ungerader Ordnuss’

‘, I’ = .u,drﬂcken
’ﬂl‘he Potenzreihe f(¢) = f(— ¢) kann in eine unend—

r gweder nach ¢ von gerader oder von ungerader ~
und " und eine unendliche Potenzreihe g(t) = — g(—*)
xor T gerader oder von ungerader Ordnung fort-
o a":' suf unendlich viele Arten transformiert werden.

N / ungen durch {Q] von gerader und ungerader Ordnung
L' ‘nﬂdhch viele Arten bewirkt werden.

»*
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und a, «;, @, ... @, slle ganzzahligen, nicht negativen, den Bedingungen
%+eteag et =0+ 20+ 30+t ke =k

gentigenden Werte durchlaufen, und

Ubrigens kénnen B und E auch in Determinantenform dargestellt
werden, wie bereits die Herren Saalschiitz und Haussner gezeigt

haben.
Fir ¢ =z ergeben sich hieraus einfache independente Ausdriicke

fir die B und E.

8. Die Gleichungen (16), (17), (18), (19) ermdglichen die Ent-
wicklung einer endlichen oder unendlichen, nach Potenzen von tan g = ¢
fortschreitenden Reihe nach den P und Q. Die Frage, ob sich dieselbe
suf eine einzige Art bewirken liBt, erledigt sich durch die aus den bis-

herigen Ergebnissen hervorgehenden Tatsachren:
«) Zwischen aufeinanderfolgenden {5} bestehqn die linearen Be-

ziehwangen (9), (10). ‘
B) Zwischen einer endlichen Anzahl gerader {IQ)} oder umgerader

{ r ) )
Q} besteht keine Beziehung.
7) Es bestehen Nulldarstellungen durch die simtlichen

{ E:gei:gen} {5}

Denn es ist, zufolge
P — A4ty —@1 —st)

r 24

Q= a4ty -: a— o't)',

b

(28 i‘(— 1)':-“1§ ,= A [sink (1 + if) + sin k(1 — i£)] = sink Cof k¢,

=13
L) a—1 .,
(29, (—1)* X P,= Lsink(1+i)—sink(1—it)] = cosk Gink,
=1, 8
®Boy Y- 1)%f—;P,=%.[cosk(l+it)—cosk(l—it)]=—sink@inkt,
=0,3,4

®B1) SV 1)7E g = 2[cosk (14 it) + cosk (1 — 1] = cosk Goft.

=V,3,4
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9. Beispiele. 1. Potenzen von P:

a—-1
me— -

3
2=t D' My, P,,_,, n usgerade

x=0

v (12 0 () () + () C0) -
+ (= 1)im+D Z3) ("_;_3> (mn—;—8>
2 x
+ (- 1)11 (m+1)(n—1) ('f_:_l> (m”';l):l
2 %

. jma
(37) Pae (172" DR, Qn._; # gorade

x=0

Rppnm = (— 1) 2" [(— (D) (D + ()N +--

+ (— 1 +ne-9 (n:2> (’”L;—s> + (—Tl)*‘"'ﬂ)n (z) (E;L‘)J
D x i L

1

(36 Pam(—1)

N

2. Potenzen von Q:
imn
(38) On = 2"'*‘2 Rnn—x Qunexs n gerade
z=0

Boums= (02 0 (3) (2) + (3) ()

e () e F (7).

n-1
m——

3
(39) Qn= 2-n+12 Man—x Qua_x, 7 ungerade

x=0

Mn—x = (— 1) 2¢ [(_ () +G) N+

R [ T G Q)



336 . Fraxz Rocer:

3. Gerade Potenzen von sec g:

(40) sec’" @ = @y, + (— 1)”;: (— 12 (:) Crnos-

4. Kugelfunktionen K, (x) erster Art:

1) K= (1* 2n2 (*" ") %10_r @, » gorade
= 2| (1) () (3) (D) +-
+(;il) () +%<;) (3]

(42) K,(O)=(- 1)"?’2--“»2 (*" ") Baaes Pu_y, n ungerade
8= 12 (3) (2) + (3) (1) +--
#(x20) (79 + (+20) 079)]

5. Bernoullische Funktion B (g, n), nach Schlémilchs Definstion:
(48)  (—ymerizmoiB (Y, 2m—1) 442 pmers
—-@m—1)1D (= 1) @m—2x—1)@™-»-1_1)B,_ P,
x=0,1
(t=tangp, m>1),

(44) (— 1)m+1i2mm-2B ({2‘ 2m — 1) + L It N

2
- (_ ) 2x x-—-l) Bm-z‘P2x-l’ m>1’
x2=0,1
(45) (_ 1)m+l Qim-1p (?‘;, 27”) + imEm Tt -

=Z‘ (= e @ — ) (o0) Br_, @y,

x2=0,1
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(46) (— 1m+128m-1B ( 2m) + imfin-1—

- (2m!)2 (—1p2m=22 = lom-tt_1)B. Q1w

<5 2x 41
6. Eulersche Funktionen E (t,n) erster Art'):
(47) E(t,n) = ('(;)Eot"—.(:)E,t"—’+ (3) Bt =+ -

(— 1) :) E, n gerade,

+

(=1) o (”_I)E _it n ungerade.
(E,=1, Ey=1, E,=5, E,—=61,--.
Sekanten-Koeffizienten)
Im—2
18) EGt,am) =(— troe=e D p I g g,

2
x=0,1 2x(m

. n Z 22m Sx— 1_1 2 m'
(49) E(zt,2m)=E,..+2’"Zo,:(—1 P i (32) Bacx @oess

m

2m—3x
) EGHL2m—1)= (-1 DNy YT

= 2% (m — 1)

221:1—!:-1 2
) $E(ét, 2m — 1)=2*m+12( - = (00 B, By

x=0,1

Limbach, September 1905.

1) 8. d. Verf. ,,Theorie der Eulerschen Funktionen'* Sitzgs.-Ber. d. Kgl. Bohm.
Gesellsch. d. Wiss. 1898. XXIIIL
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Ein Punkt im Innern einer Seite werde mit P, einer auf der Ver-
lingerung vor dem Anfangspunkte mit ¢, einer auf der Verlingerung
hinter dem Endpunkte mit R bezeichnet; die Seite, auf der ein solcher
Punkt liegt, wird als Zeiger angebéingt. Sind z, y, z, ¢ die auf den
Schenkeln der Winkel und AuBenwinkel A, B, C, D bis an eine ein-
geschriebene Kugel reichenden Tangenten, ihren absoluten Lingen
nach, so gilt fir diese Strecken ein Verein von vier Gleichungen, die
aus je einer Gleichung jeder der folgenden vier Zeilen besteht:

P Q R

z+ty=2a y—zr=2a rz—y=2a
y+z2=2b z2z—y=2b y—2=20%
z4+t=2¢c t—z2=2¢ z2—1t=2¢c
t+z=2d z—t=2d t—z=2d

Die zugehsrigen Losungsvereine haben die Form
+a+bic+d;

zur Abkéirzung soll gesetzt werden

a+b+ect+d=1, at+b—c—d=05,
a+b+c—d=2, a—b+c—d=06,
a+b—c+d=3, a—b—c+d=1,
a—b+ec+d=4, —a+b4c+d=8.

S.ieht man zunichst von den relativen GroBen der Seiten ab, so lassen
sich doch aus den %1 Vereinen mehrere ausmustern, die unbedingt un-
Miglich, und andere, die nur bedingt mdglich, im allgemeinen nher
¢benfalls unmoglich sind. Um diese auszuscheiden, braucht man nicht
alle 81 Vereine zu untersuchen, sondern kann wie gruppenwaeise zu-
Smmenfassen, dergestalt, daB alle Vercine einer Gruppe immer zugleich
Wrlickgewiesen werden konnen. Bezeichnet man niimlich oinen Veroin
durch die Folge der Berihrungspunkte, z. B. /,Q,¢./t,, wo yilt du,
W28 unabhingig von der GriBe von a, b, ¢, d gilt, in gloichor Waise,
Veun man die Zeiger zyklisch vertuuncht; en gilt ferner duswolhs, wenn
man die Umlaufsrichtung umkehrt, wobei nur zu henchton ist, duf
dabei B und @ gegen cinsnder vertnuwcht werdon mtuwen  Dunach
gehbren zu einer Gruppe z. B.

PRQ.E, QQILP, QN,0104, 11y,
Q.R,RCP‘, If“ I‘b I". (L’u ”n I'l; U. ”.u l'u ‘1’& ”.. "-0
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die man auch ersetzen kann durch
1)5>0, 6>0,
2)5>0, 6>0,
3) 5>0, 6<0, 7>0;
4)5<0, 6>0, 7>0.
Um die Untersuchung zu Ende zu fithren, hat man die 24 Vereine
Nr. 2), 9), 11) aufzuldsen, der Reihe nach diese Voraussetzungen 1) bis 4)
anzuwenden, und zu ermitteln, welche Vereine positive Losungen ergeben.

_ Die 24 Losungsvereine sind aus folgender, sofort verstindlicher
Ubersicht zu entnehmen:

7>0;
7 <04

Nrﬂaa:zb 2c!2d‘ z |y |z 2b 5t
1Pl PlPlQ| 4 5 8| 6 5 4 1 3
2!EPIPiQiP' 71 2/—6| 8 8 1 4] 1
3iiPIQiPiPl 3| 6 2—5 1 8—5 2
4 QP P Pi—6 3—1 4 27 3| 1
5'P!P|P|R 6| 3—1 4 RQ 38 6 2 5
GlPiP|R[P 4| 5| 8l—6 Q!P!—e 3 1 4
7;PiRiPiP 71 2| 6| 8 4—5 8 6
8'R'P PP 3-6 2-5 —7 2-6] 8
9pglelr| o 7 3 1 6 3 17 4
ldQ!QiRIP—E) 4 1| 3 4—5 8-6
11 Q;RiP' Q| 8 1] 4—1 -7, 2 6| 8
12/R- P|Q| Q] 1 8 5l 2 PI|R,Q 3—6 2 5

Unter der Voraussetzung 1): 5> 0, 6 >0, 7> 0 geben positive
Losungen nur die Vereine Nr. 1, 7, 9, 12, 13, 14, 17, 21;

unter der Voraussetzung 2): 5> 0, 6 >0, T <0 geben positive
Losungen nur die Vereine Nr. 1, 5, 11, 12, 13, 16, 17, 23;

unter der Voraussetzung 3): 5> 0, 6 <0, 7> O finden sich posi-
tive Losungen nur bei den Vereinen: Nr. 2, 6, 9, 12, 13, 14, 18, 24;

und unter der Voraussetzung 4): 5 <0, 6 >0, 7> 0 sind posi-
tive Losungen bei: Nr. 3, 7, 9, 10, 14, 15, 19, 21.

Da es nun in jedem Falle acht berithrende Kugeln gibt, so sind
die je acht Losungen nicht nur nicht unmdoglich, sondern wirklich vor-
handen.

Entwirft man sich eine ganz einfache Zeichnung, die weiter nichts
zu enthalten braucht, als das Viereck mit Punkten auf den Seiten, die






Die Kugeln, die einem unebenen Vierecke eingeschrieben sind. 343

woraus die Formeln hervorgehen
o= (2? tan® « + y* tan? f — 22y tan « tan B cos a) sec’a,
g = (y® tan® B + 2#* tan? y — 2y 2 tan B tan p cos b) sec? D,
@ = (2% tan®p + #* tan® 0 — 2 2¢ tan p tan d cos c) sec® ¢,
= (t* tan?d + 2? tan®’« — 2¢2 tan 0 tan « cos d) sec®d.
Mit Hilfe der Cayleyschen Gleichung!) der Strecken zwischen

finf Punkten kann man ¢? auch durch die Seiten und Diagonalen des

Tetraeders ausdriicken.
Bezeichnet man die Diagonalen AC und BD mit 2¢ und 2f und
beachtet, daB M von den Ecken des Vierecks die Quadratabstinde hat

e+ o'+yh o'+, o'+ 1

80 hat man nach Cayley

0 1 1 1 1 1

1 0 4a® 4e? 4d® o'+ 2?

1  4a® 0 45 417 P+ ¢y

1 4¢ 4P 0 4 o'+ 2| 0.
1 4 47 4¢ 0 o +#

1 o'+2® o°+y o'+ o'+ 8 o |

Entwickelt man hier nach Potenzen von g% so erkennt man leicht,
daf der Koeffizient von ¢* verschwindet; fiir @* erhiilt man den Quo-
tienten

01111t
|1 0 4da* 4& 4da* 2°, L 0 da1 g 41d,
(L et 0 b o4 g ' , e
B O=11 40 412 0 4o .1 4 O 4B 4p

! o 2 3 2
1 4@ 4 4t 0 # .!: :fr ib 40, 4e|
1 2 2 B 0 | f* 4c 0

Fiir die Abstinde MM, MM,, MM, MM,, die homogenen Koor-
dinaten der Kugelmitte M fiir das Tetraeder ABCD, hat man,
wenn h k, I, m die auf den Ebenen der Winkel 2«, 28, 2y, 20 stehenden
Hohen sind,

MM, MM, MM, K MM,
S S T

1) Vgl. u. a. Baltzer, Determinanten, 4. Aufl., S. 218.

.
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die Dreiecke MM P,, M P, A usw. ergeben .
) @ {MM3=9’—x’tan’a, MM} = ¢ — y* tan? B,
MM} = o*— 2 tan*y, M M3 = o®— £ tan?d?;
daher folgt fiur ¢ die Gleichung -
Ve — atanta + 1 Vo — y tan’B + 1 Vo' — &' tan'y
’ LRV y yreop S

Die rechtwinkligen Koordinaten £, n, { einer Kugelmitte ergeben sich
aus den rechtwinkligen Koordinaten §,, 7,, £,, . . . der Ecken 4, B, C, D.
Man hat zuniichst

E—ES+(—n)+ (E— L) =o'+,
E-8)+m—m'+E—-8)"=e"+y,
E-El+m—n)+E—8)=e"+ 4,
E-El+m—n)'+(E—L) =0+
Hieraus folgen, wenn man die Abstinde des Nullpunktes von
4, B, C, D mit r,, r,, r, r, bezeichnet,

(E— E)E+ (a—m)n + (G— Wt = 33—l — 2+ 9,

E—E)E+ (n,—n)n+ (gb‘_gc)t':*(’%_rg_ y' + 57,

E—E)E+ (. —m)n+ (E—E)E=3(2 —ri— 8+ 1%).

Sind az, ay,az,... die Winkel der Achsen mit den Seiten 2a,.. ., so
hat man

¢, — & =2acosar, n,—n,=2acosay, §{, — ¢ =2acosas

®)

usw. und erhdlt daher fiir §, 5, { schlieBlich den Verein
cosaz - £+ cosay -n + cosaz-§=—!—(r3—r§—z’+y’),

cos bz - &+ cos by -n + cosbe - & = (rt —yi+ ),

coscz £+ coscy-q +coscz-§=z—c-(r2—r.§—z’+ 2);
hierzu tritt noch die vierte Gleichung
cosdz-§+cosdy-n+cosda-§=—d(r3 — 8 4+ 29).
Dresden, Februar 1907.
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Sur la génération cissoidale des quartiques unicursales
bicirculaires;

Par M. E. MaLo a Caen.

M. H. Wieleitner (Spire) a demandé dans 7 Intermediaire des
Mathématiciens (Question 3147, tome XIV, 1907, p. 8) si la génération
cissoidale des quartiques unicursales bicirculaires avait été déja signalée
dans quelque ouvrage mathématique: cette génération est la suivante.

Etant donnés un cercle de centre 4 et un point O sur ce cercle,
puis un second cercle de centre B, on meéne par O une droite quel-
conque rencontrant le cercle (4) en un certain point P et le cercle (B)

en deux points @, Q": sur cette sécante, a partir de O et dans le sens F&,
on porte un segment OM égal & PQ, puis un segment OM’, égal & PQ’;
la quartique est le lieu des points M et M’.

M. Gomes Teixeira (Intermédiaire, tome XIV, 1907, p. 120) s’est
référé & une étude publiée par lui dans les Awmmali di Matematica
(Milan 1904). — En ce qui concerne la cubigue unicursale circulaire
générale, qu'on obtient en supposant que le centre B du deuxitme
cercle passe & l'infini, j'avais eu antérieurement plusieurs occasions
d'invoquer sa génération cissoidale dans I'Intermediaire des Mathématiciens
méme, comme je l'ai rappelé en 1905 (Tome XII, p. 235) et 1906
(Tome XIII, p. 204).

Quoi qu’il en soit, et bien que des considérations extrémement
ingénieuses aient été développées & ce propos par MM. Retali et
Bickart, il me semble que le sujet n’est pas si complétement épuisé
quil n'offre encore matidre & quelques remarques d'un certain intérét.

Tout d’abord, puisque la construction précédemment décrite fournit
deux points du lien sur une sécante quelconque issue de O, qu'il ne
peut y avoir sur cette sécante d’autre point couramt du liem, et que
Pour deux positions particulitres de la sécante (celles qui joignent le

Point O aux intersections des cercles (A4) et (B)) I'un des points mobiles,

®n méme temps qu'elle, se réunit au péle fixe O; cela, dis-je, en con-
"é‘Iuenoe de la notion mémne de l'ordre d'une courbe, entraine qu'il
S'agrit d'une quartique, nodale en O.

Jimagine maintenant que sur chaque vecteur OQ on marque les
points R et R’ qui le divisent dans un certain rapport donné et

An s le rapport inverse: les segments OR et R’Q sont égaux, et, lorsque
“Aurchiv der Mathematik und Physik. III. Beihe. XII. 28

d eux
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le vecteur pivote autour de O, les points R et R’ décrivent deux
cercles homothétiques du cercle (B) relativement au pole fixe O; les
points od chacun de ces cercles coupe le cercle (4) correspondent &
deux des points o I'autre cercle coupe la quartique étudiée. Or, lorsque
le rapport donné est négatif et qu'on lui attribue successivement des
valeurs absolues indéfiniment croissantes, les cercles R et R’ passent
en méme temps a linfini et leurs intersections avec la quartique
viennent coincider avec les points cycliques, que celle-ci par suite admet
comme points doubles.

On sait par d'autres considérations que les quartiques unicursales
bicirculaires sont identiques avec les transformées par rayons vecteurs
réciproques des coniques comme avec les podaires de coniques, et il
ne s'agirait que de montrer comment par exemple s'effectue la déter-
mination de la conique antipodaire relativement au pole O de la quar-
tique considérée, au moyen des éléments intervenant dans la génération
cissoidale.

Négligeant pour le présent ce détail, je montrerai de préférence
comment de la génération cissoidale envisagée par M. Wieleitner on
peut géométriquement conclure & la reduction de certaines aires trapé-
soidales miztilignes de la quartique & des aires analogues circulaires, e,
notamment, de Uaire totale de la quartique a Uaire dum cercle.

En effet I'aire élémentaire balayée par le segment MM’ a pour
expression

$(0M* — 00 do — P2 ¥ (08’ — O0M) do,

do mesurant la rotation infinitésimale de la sécante. Or on a mani-
festement ] S

OM — OM = 0Q’' — 09,

OM'+0M 0Q'4+0Q 5

—-g = T g —OP,
et par suite l'expression de l'aire élémentaire devient
(0" — 0¢)dw — 0P - Q' - da.

Donc, la sécante tournant autour de O, l'aire finie balayée par le seg—
ment M’ est égale & l'aire balayée par le segment QQ’ (c’est-d-diree=
4 une certaine aire trapézoido-circulaire) diminuée d'une aire d’'une autre==
nature, qu’il est cependant possible d’évaluer moyennant la suppositions—
suivante,

J'envisage simultanément les secteurs élémentaires correspondan— -
i deux sécantes OPQ¢’, OPF,¢,¢Q; symétriques par rapport & la droite=
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OB, dont je désignerai par S le deuxiéme point d’intersection avec le
cercle (4). Le point S étant projeté en 7' sur OPQQ’ et en T, sur
OPQ,Qi, jaurai deux segments OT, OT,, égaux entre eux et a la
demi-somme des segments OP et OP, (je passe sur la démonstration
géométrique qui est des plus simples). De 1i suit que la somme
des deux secteurs élémentaires est

2-—0"1_'-00—'-(100,

et la suppression du facteur 2 reviendra & faire varier la sécante dans
la méme étendue angulaire totale que précédemment.

Mais le cercle décrit par le point 7' est hemothétique par rapport
82 pole fixe du cercle décrit par le point U, milien de la corde @@’

le Tapport d’homothétie étant %; d’autre part OU - do est le chemin

Mre décrit par le point U perpendiculairement & la direction
OoP QQ’; en conséquence QQ' - OU -dw est 'aire élémentaire balayée
Par 1o gegment QQ’, et laire finie qu'il s'agissait d’évaluer est celle

de Yare trapézoido-circulaire Q@Q,Q;Q’, multipliée par le coéfficient de
28°¢






Creuexs Scaacrer: Theorie zweier Beugnngsvefsuche mit elektrischen Wellen. 349

Theorie zweier Beugungsversuche mit elektrischen Wellen.

VYon CLEMENS SCHAEFER in Breslau.

In seinem bekannten Buche ,Die Optik der elektrischen Schwin-
ggungen® hat Righi auf Seite 111 ff. zwei Beugungsversuche beschrieben,
dlie infolge der dabei auftretenden Dimensionen mit Lichtwellen kaum
anzustellen sind. _

Er 1iBt ebene elektrische Wellen von 10 ¢cm Linge auf ein zylin-
drisches Hindernis aus dielektrischem Material auffallen; der Radius des

Z ylinders betriigt 2 cm, die Achse desselben ist parallel der elektrischen

Kraft. Hinter dem Zylinder steht in einiger Entfernung der Empfénger

der elektrischen Wellen. Gemessen wird die Energie derselben, einmal

bei freier Strahlung, d. h. wenn der Zylinder entfernt ist, ein zweites

Mal, wenn er in der beschriebenen Weise in den Strahlengang eingefiihrt

Worxden ist.

Man beobachtet dann regelmiBig eine Verdnderumg der Intensitiit

der Strahlung.

Aber es lassen sich zwei Fille deutlich unterscheiden:

1. Besteht der Zylinder aus Paraffin, Ebonit, Olivensl, Benzin (letztere
in diinnen Glasrohren), so wird durch Einschieben des Zylinders in
den Strahlengang die Intensitdt gesteigert.

2. Besteht dagegen der Zylinder aus Spiegelglas oder Alkohol, so tritt
eine deutliche Abnahme der Intensitit auf.

Righi vermutet bereits ganz richtig, daB der Unterschied im Ver-
halten der beiden Fille durch den Unterschied im Reflexionsvermogen,
d. h. durch den Unterschied der Dielektrizititskonstanten hervorgebracht
Werde. Indessen wird sich zeigen, daB man mit leichter Miihe Fille

realisieren kann, wo Paraffin und Spiegelglas sich vollkommen gleich-
ortig verhalten. Mit anderen Worten: Es wird sich zeigen, daB die
Righische Beschreibung der Versuche nicht vollstindig hinreichend ist.
Aus diesen Griinden erschien es mir wichtig, die genaue Theorie

der Erscheinung zu entwickeln. Vorarbeiten, allerdings ohne Bezug-

nahme auf diese Righischen Versuche, liegen bereits vor von

J J Thomson?), W. Seitz?), W. von Ignatowsky?), Lord

1) J. J. Thomson, Rec. researches in Electricity and Magnetism. p. 428.
2) W. Seitz, Ann. d. Phys. 16, 747, 1905; 19, 554, 1906.
3) W. von Ignatowsky, Ann. d. Phys. 18, 495, 1905.
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und magnetischen Kraft stefig sein miissen. Bezeichnen wir die auf
den AuBenraum beziiglichen GroBen durch den Index 1, die den Innen-
raum betreffenden mit 2, so ist dementsprechend:

(4) 8) (E)=(€), b) (Pph = (Dy)s-

‘Statt der letzteren Gleichung kann man, wie sich durch Differentiation
xach ¢ und Beachtung von (3¢) leicht ergibt, auch schreiben
1 (€, 1 [0€,

) ()G,
"Jndlich tritt noch eine Bedingung hinzu, die aussagt, daB in unend-
licher Entfernung von dem zylindrischen Hindernis (r = oo) die durch
-dasselbe hervorgebrachte Storung unmerklich klein geworden ist, d. h.
-daf wir in unendlicher Entfernung wieder eine reine ebene Welle haben.

Nach nebenstehen- v

derxr Figur wollen wir
ans denken, da8 parallel
der z-Achse, und zwar
in  Richtung der ab- ) .
nehmenden z, der ebene eby‘a(iifa% en

‘W ellenzug auffillt; dann .

ist zu setzen:

44d)(€,),—u=

?—;"-‘(ct-l-rooup) <
=€ .

\

et
[

Duarxch Differentiation
on (3a) nach ¢ und

. 2 0
Einsetzen der Werte ;-:i’ und ~§7’~
fir §, folgende Beziehung:

*e *€ o€ '€

5 ewf = 0 7 195 L 10 2

®> ¢ 9t or? r or + 5 op*
Da €, die einzige Komponente der elektrischen Kraft ist, die vorkommt,
80 ist der Index ¢ iiberflissig und kann fortgelassen werden. Der
Gleichung (b), die ganz allgemein gilt, sowohl fir den AuBen- als den
enraum des Zylinders, hat die elektrische Kraft zu geniigen.
Um zu einer Integration der Gleichung (5) zu gelangen, ist zu
ten, daB wir einen rein periodischen Vorgang betrachten wollen,
80daB wir also & in der Form schreiben kinnen:

e

) E=e? "‘u=enrt.yu,

aus (3b) und (3¢) erhidlt man dann
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L)) =habg Io(as),

HENTES X9 e

I my)) = kb, Iy ().

mmmn

2m Unbekannten, die also

-immen. Man erhilt nach

i in
+ g

)
nken Seite zu unterdriicken;
. doch interessiert uns im

1 also als endgiiltige Losung:

-

p,)} cos mg + e‘Pl°°"l'J,

- Fillen gut konvergent,
n beschrianken darf.
1iBt man nun stets den

:vichnen wollen. Bringt

+ Berechnung der kon-
. ist: € = 2: ferner nach
2em: A= 10em; also

0,625, .
k =0,888.

-2 2
= 1,58
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kyr mit p, (Innenraum), so ergibt sich nach (15) und (6) fiir den
AuBenraum:
t

(16) & = Db, 1,(1) + ty | Kn(p) — TLn(py))} ] co8 mo;

fiir den Innenraum:

o

A7) & =& D[bn1n(m) + a5 | En(mr) — 5 Tn(m)] ] o mop.

Die Koeffizienten a,, b,, a,,, b, sind durch die Grenzbedingungen (4a,
4c, 4d) zu bestimmen, was in folgender Weise geschehen kann.

Aus den asymptotischen Darstellungen geht hervor, daB im Un-
endlichen der reellen Achse die @, verschwinden. Fiir » = oo reduziert

sich also €, nach Formel (4d) auf
G, = e""meIm(p,) cos me = gniem ooy,

'd. h.: ®
melm(pl) CO8B M = P o7
[

Wir haben also die Aufgabe vor uns, e‘71°*? nach Besselschen Funk-
tionen zu entwickeln. Wir entnehmen das Resultat dem schon genannten
Werke von Gray und Mathews auf S. 18, Formel 39 u. f.:

(18) én w9 — I (p,) +225m1,,(p,) cosmp; d. h.: by=1; b, = 2im.
1

Ferner 1iBt sich zeigen, daB die simtlichen Koeffizienten a,, in Gleichung
(17) verschwinden miissen; denn nach (10) wird fir p, =0, d. h. fir
r =0 (in der Achse des Zylinders) K, (p,) unendlich; um also die End-
lichkeit der elektrischen Kriifte zu erhalten, miissen die a,, verschwinden.

Wir haben also jetzt noch die ibrig bleibenden Koeffizienten a,
und b/ zu bestimmen. Dazu verhelfen uns die Bedingungen (4a, 4c);
setzen wir den Radius des Zylinders = ¢, so werden diese Bedingungen
erfiillt, indem man die zu jedem m gehdrigen Werte gleich setzt. Also
erhilt man folgendes System von Gleichungen (x, resp. =, sind die
Werte von p, und p, fiir » = g):

I(m) + ay | Ko(m) — ‘TI(m,)| = b L),
(19) 2iL,(m) + a|K(m) — Th(m)| = b1 (m),

2im Im (“1) + am ][ Km(ﬂl) - i: Im(ﬂl)} = b:ulm(n2)‘
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K L(m) + kyao| Ko(m) — “FIi(m) | =kybs (),
20) | 2ak11'(n1> + klal{K () — 71 <:=1>} kb (m

2k I, (%) + kya {K (=) — ,,.(ao} - kmb:..l;.(no.

Dies sind 2m lineare Gleichungen mit 2m Unbekannten, die also

gerade hinreichen, die letzteren zu bestimmen. Man erhilt nach
leichten Rechnungen:

k: , I (%)
, K () — ™2 ——»Km(n,) .
2¢m n In(= ) i
1) - S A ‘I, + 5
( l) I (”) m( 2)

Dabei ist fiir m = O der Faktor 2 auf der linken Seite zu unterdriicken;
eine d@hnliche Gleichung erhilt man fiir b,, doch interessiert uns im
folgenden der Innenraum nicht. Wir erhalten also als endgiiltige Losung:

v () €] Sa (K, (5) — EL(n)) cos m + e,
(@2) [Z | #a) ]
b) €, = e‘"‘Zb,’,.Im(p,) cos Mm .

Die Reihen sind in den uns interessierenden Fillen gut konvergent,
80 daB man sich auf ein paar Glieder derselben beschrinken darf.
Bei Messungen mit elektrischen Wellen miBt man nun stets den

zeitlichen Mittelwert von @2, den wir mit €} hezeichnen wollen. Bringt
man § in die Form:

(23) €, = A cos nt + Bsin nt,
80 ist

— . 2 ]
(24) &= _;r_ff_;

dieser Ausdruck miBt die Strahlungsintensitit.

Wir sind jetzt soweit gelangt, daB wir zur Berechnung der kop-
kreten Fille ibergehen konnen. Fir Paraffin ist: ¢ = 2; ferner nach
den Versuchsbedingungen von Righi: ¢ =2cm; 4 =10cm; algo

2 = 2 5
My =% =125; k= F = 0,628;

k
! —0,6888
k o
my =TT o= 180y k=" =156 0
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Genau ebenso gestaltet sich die Berechnung fiir Spiegelglas. Dafiir
ist ¢ = 6,25; ist ferner nach den Versuchen von Righi, wie vorher,
e =2cm, 2=10cm, also:

% =270 = 125; k, = 0,628;
’.l = 0747
=Y =312; k=156

dann findet man fiir Spiegelglas die 3 ersten Koeffizienten:
ao = 0,016 — 0,6361,
a; = 0,910 4 0,675¢,
as =— 0,146 4 0,0174.

Wir konnen nun zur Berechnung von @2 fir beide Fille iiber-
gehen. Zunichst aber wollen wir zum Vergleich diesen Mittelwert fiir
den Fall berechnen, daB wir freie Strahlung haben, d. h., daB der Zylinder
Zar nicht vorhanden ist. Dann ist € = e/**+ros9)  Begeben wir
ans (s. Fig.) auf einen Punkt der negativen Abszissenachse (d. h. hinter
lie Stelle, wo sonst der Zylinder sich befindet), so ist ¢ — = zu setzen.
Also ist €, = ¢®*—2) oder, bei Beschrinkung auf den reellen Teil:

€, = cos (nt — p,) = cosntcosp, + sinntsinp, .

Daraus ergibt sich nach (23) und (24) die freie Strahlung: & = 1.
Soll also unsere Theorie das Resultat der Righischen Beobachtungen
ergeben, so miissen wir im Falle des Paraffin-Zylinders einen Wert
erhalten, der groBer ist als 1, und im Falle des Spiegelglas-Zylinders
®inen Wert, der kleiner als 1 ist. Das wird in der Tat der Fall sein.

Bei Beschrinkung auf die 3 ersten (lieder konnen wir nun nach
(22 4a) schreiben:

(25) €, =er—n 4 e[a,Q(p) — 0,0 (1)) + ;05 ()],

Wobei Q(p,) als Abkiirzung von K (p,) — %‘I (p,) gebraucht ist. Fir
8rofe Werte von p,, d. h. fiir groBe Entfernungen r des Beobachtungs-
Punkies von der Zylinderachse konnen wir die asymptotischen Werte
benutzen, denen zufolge @, (p,) = 9" Qo (py) ist. Setzen wir dies in
(25) ein, so folgt:
€ =Pt e [ay — aji — &] @y (1)

Setzen wir hierin

. . k4 -
am = am + lpm? QO (pl) = - ngpx e'("'.‘—h))
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so folgt, wenn wir uns auf die reellen Teile beschrinken,

€, =cos(nt —p,) + 2Lm{A°sin(nt + %)+ Bycos (nt + ¥)},
wo zur Abkiirzung:
dy=ey+p—ay, By=fy—ey—fy, v=a/d—p,
gesetzt ist. Ordnen wir diesen Wert, so erhalten wir

(26) €, = cosnt [cos », +V;% Ay siny +l/Z B, cos w]

+ smnt[smp, +V A,,cosw V B smw]
Nach (24) ist dann

€ = %[{cosp, +V§:Aosm¢' + Q%B.,cow}’
RPNV DU P
—i[14 5 (4B +2)/ 5 Ausin(p+ 9) +2)/ - Bocoa(pit 49 |
oder, da ¥ — x/4 — p, ist,
G- -[1 + o5 (41 + B + 2]/ - A, sinx/4 + 2]f B, cosx/4]

oder L
@) @i+ I+ B +) T4+ B

In diese Formel (27) haben wir nun unsere Werte von A4, B, p, eimmm-
zusetzen. Die ersteren sind durch die Koeffizienten bereits festgele;"f;
dagegen wurde éiber p, bisher nur vorausgesetzt, daB es so groB s==,

daB wir die asymptotischen Formeln der Besselschen Funktionen b-ese-
nutzen diirfen. Wir wollen »=100cm nehmen; dann ist p, = 2_:;7-_20’.

Fiir Paraffin erhalten wir so
4,4+ B, =0,685; A3+ By=1,785.
Daraus der Wert fiir .
& =1-1198>1,

d. h. nach Einschieben des Paraffin-Zylinders ist die Strahlung um ches20
20°%, verstirkt.
Fiir Spiegelglas dagegen ergibt sich

A, + B,=—0826; A2+ B:=2,986.
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Daraus der Wert fiir o :
@’? = ';' : 07891 <%;

d. k. nach Einbringen des Spiegelglas-Zylinders ist die Strahlung um etwa
17°%/, vermindert. -

Die Theorie bestitigt also die Richtigkeit des Righischen Versuches.

Es wire indessen durchaus falsch, zu glauben, daB nun unter allen
Umnstinden ein Paraffin-Zylinder den entgegengesetzten Effekt geben
miisse, wie ein Spiegelglas-Zylinder.

Vielmehr siecht man aus der theoretischen Darlegung, daB es
saBer auf die Dielektrizititskonstante auch noch auf das Verhiltnis

Zylinder- Radius
1 = (“Wolloulings ) #nkommt.

Wiirde man z. B. einen Spiegelglas-Zylinder von 0,1 cm Radius zu
dexn Versuche benutzen, so wiirde er eine Verstirkung liefern; ja sogar
Wasser (¢ = 81!) wiirde in zylindrischen Réhren von 0,1 cm Radius
1och verstirkend wirken. Wiirde man umgekehrt den Zylinder-Radius
erheblich groBer wihlen wie 2 cm bei derselben Wellenlinge, so wiirde
man auch erzielen konnen, daB Stoffe mit kleiner Dielektrizititskon-
stante wie Paraffin schwichend wirken.') Diese Aussagen miissen zur:
Righischen Beschreibung seiner Versuche erginzend hinzutreten.

Breslau, im Oktober 1907.
Physikalisches Institut der Universitit.

Berichtigung.

Von CLeMENs SCHAEFER.

Am Schlusse meiner Arbeit: ,,Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik“') habe ich folgende Anmerkung gemacht. ,,Was die von mir
€O wihlte Beweisform des 2ten Hauptsatzes angeht, so habe ich mich mit

Sicht so eng als mdglich an Helmholtz, ,,Vorlesungen @iber die Theorie der
. ¥ 8rme* angeschlossen, um mich hier kiirzer fassen zu konnen.“ Diese Notiz
ISt insofern unvollstindig, als ich auBer dem Helmholtzschen Texte auch
Gedanken des Herausgebers, Herrn Prof. F. Richarz, verwertet habe, die
&ls golche durch die Note n»Anmerkung des Herausgebers® kenntlich sind.
Och bemerke ich zur Vermeidung von MiBverstindnissen, daB sich das nicht’
Auf den Gedanken bezieht, den ich in jener Arbeit allein fiir mich in Anspruch
nehme, némlich auf die Ersetzung der thermodynamischen Daten eines idealen
Ases durch die des absolut schwarzen Korpers.

Breslau, den 11. November 1907.
—_—

1) Cl. Schaefer, Ann. d. Phys., 28, 163; 1907.
2) Dieses Archiv (8) 12, 40.
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-r Regulierung am Elektromagneten, sie ist infolge-
Ansicht des Verfassers, zu Projektionszwecken

X ’ vas ausfilbrlicherer Form in das Werk
V2 xfahrene Leser sich eine Kritik bilden
) .ate einen Weg findet, auf dem er ver-

L Ich habe hier nur ein Beispiel anfiithren
‘ ‘ a1es Werk ausgestattet dichte. Das, was ich
~ apen gesagt habe, 188t sich leider auf manche
«~ [ pen g .

\/‘. nwenden, wo ich die einfache Beschreibung ohne

- * ‘ a fiir ungeniigend halte.
\‘ .5 wieder gar nicht genug anzuerkennen, daB sich der
.dlichen Mithe unterzogen hat, ein altbekanntes und mit
S ~tlich beliebtes Werk, das in seiner Anlage zwar seinerzeit

., aber bei dem rapiden Fortschritt der Technik natirlich

.en muBte, von Grund aus umzuarbeiten und daraus ein eigent-

.nmen neues Werk, neuen erhdhten Anspriichen genfigend, zu

Erwigt man dabei die auBerordentliche Schwierigkeit der sich

:1ederholenden Frage: ,Was ist zur Aufnahme und Besprechung ge-

6, was nicht?, so kann man sich einen ungefihren Begriff davon

chen, welche Fiille von Kenntnissen auf allen miglichen Gebieten, welche

-angwierigen Studien zerstreuter Literaturerzeugnisse allein schon notwendig

%Ind, ehe ein Autor iiberhaupt nur an die Schaffung solch eines Werkes

denken darf. Und schlieBlich ist diese Riesemarbeit am Ende recht un-

dankbar. Denn wie leicht ist es mdglich, daB der Anfang des Werkes zu

¢inem Zeitpunkt schon nicht mebr ganz aktuell ist, wo das Ende des

Werkes noch nicht erschienen ist. Da auch der Verleger seinerseits es an

hichts bat fehlen lassen, was geeignet und notwendig ist, dem Buche ein

Ansprechendes Gewand zu geben, so ist der Wunsch wohl berechtigt, daB

die Arbeit und Mtihe beider durch ein reges Interesse an dem Werk seinen

Yerdienten Lohn finden mige.

Berlin. — Hans Boas.

J. Horn, Gewdhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung.
Sammlung Schubert Nr. 50. Leipzig 1905, Gdschen.

Das vorliegende Werk unterscheidet sich von dem in derselben Samm-
lung erschienenen des Herrn Schlesinger dadurch, daB nicht, wie bei
diesem, die Begriffsbildungen und Probleme der Fuchsschen Theorie im
Mittelpunkte stehen, wenngleich sie in den Grundziigen behandelt werden.
Wenn dadurch das vorliegende Werk einer einheitlichen Methode entbehrt,
so gewinnt es doch grioBere Freiheit und besonders die Mdglichkeit, die fiir
die Anwendungen interessanten Fragen aus der Theorie der Differential-
gleichungen, besonders die nach der asymptotischen Darstellung der Integrale,
nach der Existenz periodischer Lsungen, nach der Gestalt der die reellen
Integrale darstellenden Kurven eingehend zu behandeln. Das Werk ist
fiberhaupt mit Erfolg bestrebt, den Leser mit allen wichtigen Untersuchungs-
richtungen bekannt zu machen und iberall zam neusten Standpunkte der
wissenschaftlichen Entwicklungen hinaufzufithren. Der Verfasser muBte filr ein
solches Unternehmen durch seine vielfachen hdchst erfolgreichen Unter-

24*
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<etwa wie sin z verhdlt. Dieser Fall ist in den Anwendungen so ziem-
JRich der wichtigste; es wire deshalb erwiinscht gewesen, wenn nicht nur
auf die Literatur verwiesen, sondern die ndtige Erg#nzung der Theorie
~wirklich gegeben wire, etwa auf Grund der im 4. Bande dieser Zeitschrift
abgedruckten Abhandlung von Herrn Horn selbst. Ferner wire es an
dieser Stelle vielleicht angebracht gewesen, auf die neuen wichtigen
_Arbeiten von Herrn Dini in den Annali di matematica zu verweisen,
die, auf sukzessive fortschreitender Approximation beruhend, allgemeine
wand zur Diskussion geeignete Formeln zur Darstellung der Integrale in der
IN#he der Unbestimmtheitsstellen ergeben.

Doch es wird Zeit, den reichen Inhalt unseres Werks weiter zu durch-
xmustern. Wir finden einen Abschnitt fiber die Anwendungen unendlicher
IDeterminanten und in ihm ein fiir die mathematische Physik und Astronomie
wwichtiges Beispiel, die Gleichung

¥” + (@ + bcos2z) y = 0;

endlich als letztes, den linearen Differentialgleichungen gewidmetes Kapitel
das tiber Gleichungen mit periodischen Koeffizienten, in dem die Lamésche
G leichung kurz betrachtet wird.

In eine andere Welt von Begriffen, die Eulersche und Jacobische,

f@hrt der Abschnitt fiber elementare Integrationsmethoden und Multiplikatoren;
Zwxa modernen Gegenstinden kehren wir im elften Abschnitt zurtick, der die
f@r die Himmelsmechanik, wie fiir die analytische Mechanik #iberhaupt
wichtigen Fragen nach den von Herrn Poincaré herrithrenden Methoden
exdrtert. Der EinfluB desselben Forschers macht sich auch in dem Kapitel
Qber die Singularititen geltend; in ihm werden besonders die Formen der
L.&sungen simultaner Systeme in der Nihe solcher singulirer Stellen unter-
Sucht, wie sie bei den dynamischen Differentialgleichungen durch die Gleich-
gewichtslagen des bewegten Systems geliefert werden; man erhilt so Sitze, die
fuir das Studium der kleinen Schwingungen in hoherer Annéherung, sowie fir die
Theorie der asymptotischen Bewegungen an labile Gleichgewichtslagen heran
zu verwerten sind. Daneben werden eingehend gewisse Singularititen der
reellen Losungen von Differentialgleichungen erster Ordnung mit einer ein-
zigen Unbekannten behandelt. Endlich erwihnen wir nur die Uberschriften
der letzten beiden Kapitel: Singulire Losungen; Differentialgleichungen zweiter
Ordoung mit eindeutigem Integral.

Man sieht, unser Werk bringt vieles und wird deshalb manchem etwas
bringen. Wir bezweifeln nicht, daB es binnen kurzem ein unentbehrliches
Hilfsmittel der wissenschaftlichen Arbeit sein wird, vor allem fiir diejenigen
Mathematiker, die die Fragen der mathematischen Physik, der allgemeinen
Dynamik und der Himmelsmechanik mit allen Mitteln der modernen Analysis
bearbeiten wollen.

Breslau. A. KNESER.

E. Grimsehl, Ausgewihlte physikalische Schiileribungen. 42 S.
Leipzig 1906, B. G. Teubner. Preis gebunden 80 $.
Wiewohl fiir die physikalischen Schiileriibungen, die von Jahr zu Jahr
Immer weitere Verbreitung finden, bereits eine Anzahl von Aufgabensamm-
lnngen vorliegt, kommt die vorliegende kleine Auswabl doch einem Bediirf-












Rezensionen. 369

Stellen bersichtlicher geworden, auBerdem wurden mit Riicksicht auf die
Lehrplane von 1901 je ein Abschnitt itber Verhiltnisgleichungen, iiber Kom-
binationen und @ber Wahrscheinlichkeit hinzugefiigt. In den letzten beiden
neuen Abschnitten 148t sich einiges noch durchsichtiger gestalten.

Von Wrobels Ubungsbuch bietet der in den fritheren Referaten noch
nicht erwihnte Anhang fiir die auf realistischen htheren Lehranstalten zu
behandelnden Reihen, die kubischen Gleichungen und die Maxima und Minima
eime recht brauchbare Erglinzung des zweiten Teiles. Auch den Gleichungen
4. Grades ist ein Paragraph gewidmet.

Der Leitfaden der Stereometrie hat durch Neuzeichnung der Figuren

gewonnen. Die frithere Darstellung durch weiBe Linien auf schwarzem
Grxrunde wurde aufgegeben zugunsten der empfehlenswerteren durch schwarze
L.inien auf weiBem Grunde. Zugleich wurden verschiedentlich Verbesserungen
axn den Figuren vorgenommen. Es finden sich freilich auch noch jetzt nicht
eXnwandsfreie Figuren, so Fig. 75 und 76. Neu bringt die dritte Auflage
edime zweite Ableitung fiir den Inhalt des Obelisken und Ubungsaufgaben
Zuxa den einzelnen Kapiteln des ersten und zweiten Abschnittes. Eine Be-
r®&kcksichtigung des Projizierens und Korperzeichnens ist leider nicht erfolgt,
axach nicht in den Ubungsaufgaben.

Gera. E. KuLLrICH.

Congresso di Parma 1907,

8i & costituita la ,Societs italiana per il progresso delle scienze*. Essa

ha tenuto il suo primo congresso a Parma dal 23 al 27 Settembre 1907.

T discorso inaugurale, intitolato ,,J1 movimento scientifico presente e la nuova

SoOciets italiana per il progresso delle scienze® & stato pronunciato dal prof.

SBenatore Vito Volterra. Questo fu poi eletto Presidente della Societd alla
Quasi unanimits dei suffragi.

La societd consta di 14 sezioni, in cui sono rappresentati i vari rami
delle scienze matematiche, fisiche, naturali, tecniche ed economiche.

La sezione I (Matematica, Astronomia e Geodesia) fu presieduta dal prof.
Benatore V. Cerruti, che tenne un discorso di apertura di carattere storico ,Le
Imatematiche pure e applicate nei precedenti convegni degli scienziati italiani‘.

Ecco i titoli delle comunicazioni di matematica e di fisica matematica,

fatte in quel congresso:
U. Amaldi ,Intorno agli ultimi risultati nella teoria dei gruppi continui di
trasformazioni“ (rapporto).
E. Bortolotti ,,Sulla ristampa dei lavori matematici di Paolo Ruffini*.
P. Burgatti ,Sulle equazioni differenziali.
G. Fubini ,I recenti metodi per la risoluzione del problema di Dirichlet*.
A. Garbasso ,]Il miraggio* (rapporto teorico e sperimentale).
6. Lauricella ,JIntorno alle equazioni funzionali®.
Levi-Civita ,Sulla massa elettromagnetica* (rapporto).
- Marcolongo ,Rapporto sull’ elasticita®.
- Somigliana ,Sulla preparazione matematica degli allievi-ingegneri®.
Tedone ,Sulle equazioni della fisica matematica®.
& Vailati »oull’ insegnamento della matematica nelle scuole secondarie.
Padova. T. Levi-CrviTa.
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1. Aufgaben und Lehrsitze. Ldsungen.
A. Aufgaben und Lehrsitse.

189. Ein geometrischer Trugschiuf. DaB ein jeder Punkt C auf dem
Durchmesser AB des Kreises A BE auch auf dem Umfange dieses Kreises
liegt, 188t sich so beweisen. Man konstruiere zu A4, B, C den vierten
harmonischen Punkt D und halbiere CD durch H. Dann ist, wenn noch
M den Mittelpunkt des Kreises bezeichnet, nach einem bekannten Satze:
MC-MD=MA? Nun hat man aber: MC=MH—CH, MD=MH+CH,
also ist
1) MH? — CH®* = MA®
Andererseits ist, wenn das in H auf AB errichtete Lot den Kreisumfang
in E schneidet:

ME!= MH®+ HE?,
CE*=CH! + HE?,
also ist
(2) ME*— CH*=ME*— CE?
] M C H = MA*— CE*.
Aus (1) und (2) zusammen folgt, daB
(3) MA?— MA®— CE?
ist, also muB CE = O sein, d. h. der
Punkt C liegt auf dem Umfange des

Kreises, und da C ganz beliebig gewiihlt werden durfte, gilt dies fiir jeden
Punkt des Durchmessers AB. Wo steckt der Fehler?

Hannover. PacL STACKEL.

190. Ein Kegelschnitt sei auf das System der Tangente und Normale
eines Kurvenpunktes A bezogen. Welches sind die Koordinaten seines Mittel-
punktes, wenn die Halbachsen a, b und der Kriimmungsradius in 4 gleich R
gegeben sind?

Speyer. H. WIELRITNER.
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B. Lsungen.

Zu 16 (Bd. I, 8. 370) (E. N. Barisien). — Wie die Herren
L. Saalschiitz und stud. math. W. Gaedecke (Bd. XII, S. 96) bemerkt

haben, muB das Resultat des Aufgabenstellers in a"%:_b' umgetndert
werden. Herr Saalschitz macht noch folgenden Zusate. Bei Aus-
wertung der Barisienschen Integrale kann man den Wert des Integrals:
n

J— | _B—xcosp
“J «*+p*—2afcos @
)

sich, daB J eine gewisse Analogie mit dem bekannten Diskontinuitits-Integral

do benutzen, und bei dieser Gelegenheit zeigt

U= ﬂg‘—z) dz besitzt, denn wie dieses im allgemeinen von a un-

abhangig, jedoch gleich 3, 0,— 7 ist, jenachdem a % 0, so ist J unab-
hingig von dem speziellen Werte von «, aber:

J =0, wenn o > 6% J = 2—7:3, wenn o' = g% J = %, wenn of < p%.
Hier 188t sich auch noch durch Differentiation unter dem Integralzeichen
vermdge der Rekursionsformel

dp bsing —ccosg do
@+ —a) ) Gi=—g —— —8)] 5>

wo
@ =a+ bcos g + c¢sin ¢,

direkt seigen, daB 5o fir of 2 B* verschwindet und fir of = B unbe-
stimmt wird.
Konigsberg. T T "~ L. Saarscairz.

Zu 30 (Bd. O, 8. 212) (E. Lampe). — Ein beweglicher materieller
Punkt, der von einem festen Zentrum nach dem Newtonschen Gesetze an-
gezogen wird, hat beim Beginn der Bewegung den Abstand 1m von dem
festen Punkte und die Geschwindigkeit 5cm, deren Richtung mit der Ver-
bindungslinie beider Punkte den Winkel 60° eiuschlieBt. Die Umlaufszeit
betriigt eine Minute. Die Bewegung zu untersuchen, insbesondere die Lage
und die Dimensionen der Bahnkurve zu bestimmen. Welches ist das Re-
sultat, wenn die Anziehung der Entfernung proportional ist? Welches aber,
wenn die Anziehung umgekehrt proportional dem Kubus der Entfernung
ist und nicht die Umlaufszeit gegeben ist, sondern die Anziehungskonstante
-denselben Wert hat wie in der ersten Frage? —

1. Das feste®Zentrum sei Anfangspunkt der Koordinaten. Dann er-

gibt: 1) das Prinzip der lebendigen Kraft fiir den ersten Fall ¢* — 2 % = C,

wo g die Geschwindigkeit bezeichnet, C durch ¢, und r, im Anfangspunkt

der Bewegung bestimmt ist: C = ¢ — 270, und 2) das Prinzip der Flichen:
3 .
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[ )
durch Drehung der positiven X-Achse um 135° Der Nullpunkt bleibt un-
verindert. Die Quadrate der Halbachsen werden

7 T
o §C—|/%—c".c Y %—C".c

= === ’= =
¢ b 41 c » b b —1 ¢

Un die Zahlenwerte der Halbachsen angeben zu konnen, muB man noch
die Anziehungskonstante ¢ berechnen. Es war: 4a?b?n®= C'? T% woraus

2
sich ergibt ¢ = % = 0,0190662. Daher wird C = g} + cr} = 134,662,

Fir die Halbachsen folgt a = 103,34 cm und b = 40,015cm. Unsere
Bahnkurve ist eine Ellipse, deren Mittelpunkt das feste Zentrum ist. Man
sieht leicht, daB sie gleiche Strecken auf der X- und Y-Achse abschneidet.
Es wird

. e
2=0, y=+) 5=t 5 Va0
y=0, z=15V20=15271.

3. Im dritten Falle liefert das Prinzip der lebendigen Kraft: ¢* — :—,— (4]

in Verbindung mit dem Prinzip der Flichen r*dep = C’'dt als Gleichung
der Bahnkurve:

------ T C
yer—c, 1 +V1 — 0 ".

Dies ist die Gleichung einer spiralfsrmigen Kurve. Die Konstante C wird,
wenn der im ersten Falle fir ¢ ermittelte Wert ¢ = 4091,875 genommen
wird, C = 24,5908125. Dann wird unsere Gleichung ibergefithrt in:

27000013408 r* 0,989
oy _ LEVIZOOOIGE 2 _
4 & 09899 1 000013408
Fir ¢ = 0 ist r = 1,998832. r 14Bt sich auch auf die Form bringen:
r——— 2
osmeg 000013408
¢ + 9895

Man erkennt dann, da8 den von O bis 4 oo wachsenden ¢ unendlich viele,

immer enger werdende Windungen entsprechen, die sich dem Nullpunkte,

unserem festen Zentrum, als asymptotischem Punkte n#hern. Schreibt man
2

D899

fir die negativen Werte von ¢: r = -— - --— , 8o ist ersicht-

) . 9995 | (00018408
lich, daB » mit wachsendem @ zuniichst sehr schnell zunimmt: fir

x . )
9 =—g, —n wird r=9,4296 bzw. 41,906. r crreicht den Maximal-
wert von 86,361 cm bei o — — 275° 16’ 48” — die Anfaugslage (r =100)
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ridp = C’dt, wo die in allen drei Fillen gleichr  och graﬁ.erem MaBe ab

und « der Winkel ist, den die Ri <
vektor bildet. b don die Richtung der 6", — g wind r— 28,92

. Die Bahnkurve, die sich durch Verb; ,iendem negativen @ langsam
eine Ellipse, deren Gleichung die Gest- vielen immer enger werdenden
nnhert Aus diesen Daten libt
@ == arc cos ;

“stud. math. WERNER GAEDECKE.

Die Integrationskonstante C” - -
gemeinheit Abbruch zu tur

Lage der X-Achse die V ;
A g T Epstein) — Sind s,, die Elemente
ue ier vorstehenden ‘. " GroBen, bedeutet (: eine n* Ein- —
p= ?C" und die v‘ 1r irgend ein ganzzahliges x die GI'OBGDQ‘
«
achsen sind o et sobald es groBer als n wird. der— —.
GréBe C X . * .n ist, so bilden die GriBen ¢ , ein ‘o/MiscI:e{
nehmen. - p ‘.,-'~_.‘\ . .harakterlstlsche Gleichung die Wurzeln 0%, 0°= F

e werde durch S, das konjugierte System durch S<mes
N 5--*_‘.; « und das Einheitssystem durch E bezeichnet. Es i . s

Di s pogonalitit von St S§'= E oder §'= 8. Betracht <t
& ::"I':f;.- Systes 010 0...0)
o 0 010...0

H=]0 0 0 1...0],
0o 0 0 0...1
1 0 0 0...0

| arhennt man leicht folgende Eigenschaften:
* 1 Host vin syklisches orthogonales System. d. h. es ist H=H amnd

-t -
o) i charakteristische Gleichuny von H ist
1 (§]
O : 1
00— 1 =(—1)E—-1D=0,
O 0 0., —z: 1
1 (4 0O — =z
ae hat  2ulso die Lisungen o, 0% ..., 0", wihrend die charakteristis < Je
Glewhunge des duuh z-fache W mderhol\mg entstehenden Systems H* Aie
Lostngon @’ 0™ e/ besitzt.  Mit Hilfe dieses speziellen zykliscle €0

Systems 13 I3t mh nun das System ), der GriBen Qo folgenderm&aen awms-
drilchen: € ), - N"H”S, und man erkennt daraus. daB die byst.eme @ 2
[T i lQ‘ .ultomandel tolgenden Potenzen des Systems @ = S'HS slad
alao l‘, (.,'.
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ieht nun sofort, daB @ ein szyklisches orthogonales System ist,
asselbe von allen Systemen @,, deren es n verschiedene gibt.
ieite der charakteristischen Gleichung von @ ist die Determinante
3

Q— Ez=S8HS— 8'Se =8(H— E2)8,

S’ -|H—Ez,-,8|=|H—Ez|,

arakteristische Gleichung von @ stimmit iberein mit der charak-
Gleichung von H, hat also die Losungen o, ©?, ..., o*. Damit
¢ bewiesen.

eterminante des Systems H hat den Wert (— 1)*~!, also ist
nante von Q. |Q,| = (— 1)*®-D.

wgeradem n erhdlt man also nur eigentliche orthogonale Systeme,
n dagegen gehdren zu gradem x uneigentliche orthogonale Systeme.

urg i. E. PauvrL EpsTEIN.

b (Bd. X, 8. 328) (H. Wieleitner). — Seien O,, O, die Mittel-
zwei Kreise mit den Radien R, r; dann A4, 4,; B,, B, die Be-
okte der duBeren, %A, Uy; B, , B, die der inneren gemeinschaftlichen
C der suBere, € der innere Ahnlichkeitspunkt. Ist nun O, Op =
+ r%), so zeigt man zunichst leicht, daB 4, 4, = B, By=R +r,
B,= R —r. Dann kann man folgende beiden parallelen Be-

anstellen:
re 0,0, in M, A, A, in N.
f = NA, = NA,, mithin
ser A; Ay errichtete Kreis

chtw. Dreieck A, M A, ist
dig, folglich die Basis-
15°. Der Kreis A, A4,
: Zentrale noch in P, dann

M = A, A, M = 45°,

LPC = A, A M = 45°
inden der Symmetrie auch

2 ByPC = 45°,

By eine Gerade und eben-
1

Ay B; schneiden die Zen-
unter einem Winkel von
By L A, B,.

ferner O,P- O, M = r%,
= 1t%, also O,P:0,P=

Halbiere 0,0, in M, ¥, %, in N.
Nun ist RM = NY, = NY,, mithin
geht der iiber ¥, U, errichtete Kreis
durch M.

Das rechtw. Dreieck %, M, ist
gleichschenklig, folglich die Basis-
winkel = 45° Der Kreis %%
schneide die Zentrale noch in P, dann
ist
1) XU PM =UAM = 45,

ferner C %, PG — U, U, M = 45°
und aus Griinden der Symmetrie auch

2) X B, PC = 45°,

mithin %, B, P eine Gerade und eben-
falls B, A, P

oder:

%, B, und %B, schneiden die Zen-
trale in P unter einem Winkel von
45° und A, B, 1 AB,.

Es ist ferner OgP - Oy M = %,
0,P- 0,M = R}, also O,P:0,P=
ri: R,
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Scheitel nennt, in denen das Differential des Krilmmungsradius den Wert
Null hat, so fallen unter diesen Namen auch solche Punkte, hei denen der
Krtmmungskreis im Berithrungspunkte mit der Kurve eine ungerade Anzahl
n >3 von Punkten gemeinschaftlich hat (n =5, 7, 9, ...); dies scheint
aber nicht angemessen zu sein.

Berlin. - - E. Lawre.

Zur altigyptischen Bruchrechnung.

Schon als ich zum ersten Mal in meiner Vorlesung Winter 1903
altagyptische Mathematik behandelte, wurde mir klar, daB die #gyptische
Bruchrechnung vielfach miBverstanden ist. Von Eisenlohr, der 1877 den
Ahmose herausgab, abgesehen, hat noch der um die Geschichte der hellenischen
Mathematik so hoch verdiente Fr. Hultzsch in einer lingeren Abhandlung
vom Jahre 1895 (Sichs. Abhandlungen) erklirt, die Agypter kannten keine
gememe Bruchrechnung, sondern nur Teilung in der Einheitsreihe. Eisenlohr
sagt, ein Bruch wie °/; war ihnen undenkbar. — Die Sache liegt meines
Erachtens so: Zu der aufsteigenden Zahlenreihe bildeten die Agypter die
absteigende. Es sind ganz #hnliche Gedanken und seltsamer Weise im
hieratischen auch dieselbe Bezeichnung wie bei den Indern. Diese faBten
die aufsteigende Reihe z. B. 3 als O + 1 + 1 4 1 und die 3 in der absteigenden

ist dann 0 — 1 — 1 — 1, das ist 3. Der Agypter faBt die 3 als 1>< 3
und dem entspricht absteigend die Zahl, welche mit 3 multipliziert 1 gibt,
das ist !;. Die 1 entspricht sich selbst. Diese auf- und absteigende Reihe
war ihnen so geliufig wie uns die unsere. Und wie wir von der GriBe
des Bruches erst eine wirkliche Vorstellung haben, wenn wir ihn in Dezimal-
form vor uns haben, so war fiir jene die Rechnung erst zu Ende, die
genaue Vorstellung der im Bruche enthaltenen GriéBe erst gewonnen, wenn
der Bruch in Zahlen seiner Reihe ausgesprochen war. Wie aus-
gezeichnet die Agypter die gemeine Bruchrechnung samt Doppelbriichen etc.
beherrschten, dafiir geniigen schon allein die Beispiele Nr. 31, 32, 33 der
sogen. ,Hau (‘h*)* Rechnung.

Meine Ansicht wurde mir gewiB, als ich das nis 2 jent [h = ch] deuten
lernte. Es heiBt: Sprich aus 2 vor (z. B. 17), das chent entspricht genau
dem franzdsischen ,sur und unserem auf, also 2 auf 17, und nis, determiniert
durch den auf den Mund zeigenden Mann, heiBt: Verkiinde, mache deutlich,
gib den Wert ibersichtlich an. Und noch eins: Ganz Asien bildete vor
4000 v. Chr. bis 1000 vom Jangsekiang bis zum Nil ein einziges Kultur-
gebiet, und wie uns die Tel-Amarna-Funde hewiesen, mit Priiponderanz der
Babylonier um 1800, d. h. zur Zeit des Ahmose; wie aber diese schon
1000 Jahr frither rechneten, beweist u. a. die von J. Oppert untersuchte
magische Quadrattafel, Zeitschr. tiir Assyr. 1903, p. 60 und die Einmaleins-
Tabelle bis 1>< 1350, die Hilprecht aus sargonischer Zeit konstatiert hat.
8ehr schwierige zahlentheoretische Aufgaben, vollige Kenntnis der Zerlegung
in Quadrate (Pythagoras?), Kubikzahlentabellen waren ihnen geliufig und
damit sicher auch der igyptischen Intelligenz.

Max Siyon.

Acrxchiv der Mathematik und Physik. III. Reihe. XII 26
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46. Sitzung am 31. Oktober 1906.

Vorsitzender: Herr Knoblauch.

Herr Farber erstattet den Kassenbericht. Bei der Neuwahl des Vor-
standes wird, nachdem Herr Knoblauch von vornherein die Erklarung abgibt,
daB er eine Wiederwahl nicht annehmen wiirde, Herr Schafheitlin zum
Vorsitzenden gew#hlt. Zum stellvertretenden Vorsitzenden und Schriftfiihrer
wird Herr Jahnke und zum Kassenwart Herr Fiarber wiedergewthlt.

Anwesend: 35 Herren.

Wissenschaftliche Mitteilung:

Herr MeiBner: Einige Bemerkungen zu Herrn M. Simons Bericht
iber die Entwicklung der Elementargeometrie im XIX. Jahrhundert.

47, Sitzung am 28. November 1906.

Vorsitzender: Herr Schafheitlin.

Die Schaffung einer Redaktionskommission wird beschlossen, und zu
ihren Mitgliedern werden auBer dem Schriftfidhrer die Herren Knoblauch
und Hessenberg gewihlt.

Auf Antrag von Herrn F. Miller wird iiber eine Feier von Leonhard
Eulers zweihundertstem Geburtstag (15. April 1907) beraten. Es wird
eine Festsitzung geplant, wo voraussichtlich drei Mitglieder der Gesellschaft
Vortriige halten werden, und zwar iiber Eulers Aufenthalt in Berlin, seine
bahnbrechenden Arbeiten und eines seiner speziellen Forschungsgebiete.

Anwesend: 33 Herren.

Wissenschaftliche Mitteilungen:

Herr Fleck: Drei zahlentheoretische Satze.

Herr Giintsche: Rationale Tetraeder (s. S. 2).

48. Sitzung am 12. Dezember 1906.

Vorsitzender: Herr Schafheitlin.

Fortsetzung der Beratung iiber die Eulerfeier, insbesondere iiber die Fest-
schrift, wo die in Aussicht genommenen Vortriige zum Abdruck kommen sollen.

Anwesend: 28 Herren.

Wissenschaftliche Mitteilungen:

Herr Koppe: Zwei einfache Aufgaben #ber scheinbare Schwere und
relative Bewegung.

Herr Hessenberg: Beitrag zur zeichnerischen Behandlnng der Kegel-
schnitte (s. 8. 17).
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47. Sitzung, 28. November 1906. 5

Flachenwinkelsupplemente bezeichnet werden. Aus den Neperschen Ana-
logien entstehen folgende Formeln

(6%) ab +)B—2)+® —9@By +1)=0,
(6% a(be — 1)@+ )+ (bc +1)By—1)=0
(6°) e +7)6—)+(B —y(®bc+1)=0
(69 a(By —1)(6 +¢) + (B + 1)(bc — 1) = 0.
Aus den analogen Formeln, welche a, b, ¢, «, § enthalten, folgt
__ o be—ca4ab41
M “=B e catabF 1’
_1bct+ca—ab+1
@®) = fbc+catab—1’
oder, wenn man
9) 2t="bc+ca+ab+1
einfithrt,
(10) a=pr i,
(11) «= i%__—?'
Hiernach ist
(t —ca)(t —ab)
- = = s0E=D
)
(13) o = (bc—ca+4ab+41)(bc4ca—ab41)
(—bec+4ca+ab4 1)(bc+ca+$ab—1)°
hieraus folgt
(14) ot = OO — 174 Ge+1)°

et 6—0)F

Aus (6*) und (6°) ergibt sich ferner durch Elimination von « nach

einer einfachen Umrechnung
a’4+1  b*41 41

a b 3
(15) a’+l=ﬁ’+l=7’+l=“;

« [J é

u bedeutet hierbei den ,Modul“ des Dreikants. Die Formeln (12)—(14)

hntte man auch aus dem sphiirischen Kosinussatz, (15) aus dem Sinussatz
erhalten konnen. Buchstiblich analoge Formeln erhllt man durch polare
Transformation. Auf die Wiedergabe dieser, sowie der durch zyklische
Transformation und Transformation auf die Nachbardreiecke zu erhaltenden
Formeln mdge hier verzichtet werden.

7. Unser Hilfsproblem, Dreikante zu finden, fir welche die gonio-
metrischen Funktionen der Kanten- und Flichenwinkel rational sind, kommt,
wie man aus den angefiihrten Gleichungen erkennt, darauf hinaus, eine
diophantische Gleichung, in welcher die vier Unbekannten bis zam zweiten
Grade sufsteigen, rational zu 18sen. Es liegt also eine Aufgabe vor, die
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hierin ist
(22) A={r(p'—1)+q(@'—1)}*+{r[a(r*+1)+2p]+[g 20+ (»"+1)]}*,
(23) B ={r'(g-2p + '+ 1)+ [’ 2p + ¢ - 2(p* + 1) + 2p]+[a*(»* + 1)
+ ¢ 2] +{(#* — )[r*a — (" + 1) + 4]}
folglich
(24) 4= @+ D(PPE + D)+ a-4p+ (o' + D]+ 2r(0" 2p+4-2(s+1)
+ 2p]+[a*(p* + 1)+ ¢-4p +(¥* + 1)]}
Al +1)[ P@'+1) +q-4p +(p*+ 1
+7%-2-[ —¢*(p*—6p"+1) +¢*6p(p’+1) +a(r'+10p"+ 1)+ 2p(p™
) B={+*(0*+1)[¢'(P*+1)+ ¢*- 12p +4%10(p*+1)+¢-12p +(* +:
+r-2-[¢-2p(»*+ 1)+ (p*+10p*+1) +¢* 6p(p*+ 1) —a(p'— 60+ 1)]
+@E+ D[P+ 1)+ ¢ 4p + (' + 1))

Eine Ldsung der Aufgabe ist gefunden, wenn es gelingt, durch passende
Wahl von rationalen Werten fiir p, ¢, » und a’ die Gleichungen (21), (22)
und (23), oder (21), (24) und (25) zu erfillen. — Statt dessen soll, was
auf dasselbe hinauskommt, der Ausdruck C* = A- B zu dem Quadrat einer
rationalen Zahl gemacht werden.

10. Es sei

(26) C*=A-B=1%cg+ ¢+ rc, + rPcy + rcg + re; + ¢, wo

(¢ ={(#* + 1)[¢*(@* + 1)+ ¢-4p +(»* + 1)]}*

6 =2+ D[*®* + 1)+ - 4p +(p* + 1)][¢*(— »* + 69" — 1)
+ g*(82° + 8p)+ a(3p* + 14p" + 3)+ (42" + 4p)],

co= (0" + 1)[¢*(»® + 3p* + 39" + 1)+ (80" + 809> + 8p)
+ ¢*(4p® + 172p* + 172p* + 4)+ ¢*(120p° + 368p° + 120p)
+ ¢*(21p® + 255p* + 255p® + 21) + ¢ (48p° + 160p® + 48p)
+ (2p® + 22p* + 22p° + 2)],

g = (0 + 1)[¢°(87° + 162 + 8p)+ ¢*(4p° + 108p* + 108p* + 4)
+ *(120p° + 368 p® + 120p) + ¢*(40p® + 376 p* + 376p® + 40)
+ ¢*(120p° + 368p® + 120p) + ¢ (4p° + 108p* + 108p* + 4)
+ (8p° + 16p* + 8p)],

¢ = (9* + 1)[*(2p° + 22p* + 22p* + 2)+ ¢*(48p° + 160p° + 48p)
+ ¢*(21p° + 255 p* + 255 p* + 21)+ ¢3(120° + 368p® + 120p)
+ * (4% + 172p* + 172p% + 4) + q(8p° + 80p° 4 8p)
+ (»* + 3p* + 3p° + 1)),

¢, = 20" + [ (@ + 1)+ ¢-4p +(0* + 1)][¢*(49° + 4p)
+ ¢*(3p* + 14p® + 3)+ q(8p® + 8p)+(—p* + 6p* — 1)],

o ={(0* + )a[a* @ + 1)+ ¢-4p +(* + 1)]}*.

(27)
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Die Ausdriicke fir f,, f;, f, in (30) erhalten wir aus (28), (26), (27),
(32), (83); es ist
£y = 16[¢*(s* — 20* + 1))+ ¢* (29" + 20° + 20° + 29)
+ ¢ (0®+ 119°+ 129" + 119+ 1)+ ¢*(8p" + 24 p°+ 249"+ 8p)
+ ¢*(0®+ 15p° + 24p* + 15p° 4+ 1)+ ¢(29" + 10p°+ 10p*+2p)
+ (2 + 27* + "),
fi = 16[g%(42° + 4%+ ®(12p° + 32p* + 12p?)
+ ¢*(12p"+64p°+ 649+ 12 p)+¢°(49°+48p°+104p*+48p*+4)
+ *(129" + 64p° 4 64p° + 12p)+ ¢(12p° + 32p* + 12p")
+ (40° + 49%),
fo=16[g*(®* + 20* + ")+ ¢*(2p" + 10p° + 10p® + 2p)
+ ¢*(P°+ 1504 24p* + 159+ 16)+ ¢*(8p "+ 24 p° + 24+ 8p)
+ (0% + 11p° + 12p* +11p* + 1)+ ¢(20" + 29° + 2p° + 2p)
|+ (0*— 28 + ")

Durch geeignete Absonderung gewinnen sie eine einfachere Gestalt; wir
kdnnen setzen:

(34);

(35) F=16(¢+2)(er +1)- &,
wo
(36) G =r'g +rg + 9,

95 = (* — 2p* + 1)+ ¢(49* + 4p)+(s* + 20" + 1),
(37) ‘yl = ¢*(4p° + 4p)+ q(4p* + 16p* + 4)+(40° + 4p),
9o =(0* + 29° + 1)+ q(49* + 4p)+(»* — 20* + 1).

Man kann G auch nach fallenden Potenzen von ¢ statt von r ordnen und
schreiben:

(38) H = g*hy + ghy + hy,

hy = r3(p* — 29* + 1)+ r(4p® + 4p)+(* + 20* + 1),
(39) l"x =r’(4p* + 4p)+ r(4p* + 169’ + 4)+ (49 + 4p),

ho = r*(p* + 29" + 1)+ r(49* + 40)+ (' — 29 + 1),
wobei man erkennt, daB G = H inbezug auf ¢ und r symmetrisch ist.

Um C aus (28) rational zu erhalten, reicht es hin, die Gleichung F' =0
zu erfiillen; unsere Aufgabe ist also jetzt, die Gleichung

(40) G=H=0
durch geeignete Wahl rationaler Werte flir p, g, r zu ldsen.

11. Hierzu dient uns ein Verfahren, #hnlich dem, das von Euler?),
Kummer?), Schwering®) u. a. oft bei verwandten Aufgaben angewandt

1) s. z. B. Comm. Arithm. coll. 2, p. 474.
2) J. f. Math. 87, S. 1ff. 1848,

8) vgl. insbesondere die angefithrte Programmabhandlung.
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Fihrt man in (38) (39) und (40) ¥’ fir r ein, so wird hy, hy, hy zu
hy, Iy, by, und eine neue Wurzel ¢” fiir ¢ ergibt sich aus

h3 hqy
(48) d+q" =_h_;’ oder aus ¢'q” =h—,-
Man findet:

(49) ¢"'—= PP+ —4p1°—26p°—21p°—8pT+++8p5+11p'—8p+4p*—3p+1
PUH3p Y Fap {8p T L 11p°—3p+e 4 8p°—21p5+26p —4p*tetp1

Die Gleichungen q —q (44) und r =y’ (47) stellen eine partikulire
allgemeine Losung unserer Aufgabe dar, eine sweite die Gleichungen q = ¢’
(49) und r =1y' (47); beliebig viele neue lassen sich in der soeben dar-
gelegten Weise ermitteln.

13. In diesen Gleichungen werden ¢ und r durch den Parameter p
rational ausgedriickt; die Kotangenten der halben Kanten- und Flichenwinkel
der Ecken O und 1 finden sich aus (17) und (18); aus (19) und (20)
folgt dann, daB auch an der Ecke 2 vier Kanten- oder Flichenwinkel
rationale goniometrische Funktionen haben; die fibrigen beiden ergeben sich
aus den oben in Art. 6 angefihrten Formeln, etwa aus den folgenden, die
man aus den Gleichungen (9) —(11) erhalt:

(50) 2ty =06 + o’ + a'b + 1,
t,—b¢ 1 t,—a’b
(51) ﬁg ’t,—t(l a’ t,—l L]
t, — b¢’ 1t,—ca
(52) 7’=a’t,—u'b=2 t, —1 )

Wie die Ecke 2 konnte man — etwa zur Kontrolle — die Ecke 3 be-
handeln. Aus den Funktionen der einem Begrenzungsdreieck angehérigen
Kantenwinkel «, §,y ergeben sich die Seiten @, b, ¢ des Dreiecks nach be-
kannten Formeln: ist der Inkreisradius des Dreiecks ¢, der halbe Umfang
s, der Inhalt J, so ist

s—a 8—b §—¢ s—a)(s—Db)(s—o)
(69 a =30, p=tT, gt o m)/ERRTREST,
mithin
(54) a=e(B+7) b=0e(y+0a) c=e(a+p), J=e'afy=0o'(c+B8+7)
woraus man &, b, ¢ und J, vorliufig noch mit einem Proportionalit&tsfaktor,
erhilt; durch geeignete Wahl dieser Faktoren kann man die gemeinsamen
Selten dieser Dreiecke in Ubereinstimmung bringen. Nachdem man so die

Kanten des Tetraeders berechnet hat, erhil