This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of
to make the world’s books discoverable online.

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was nevel
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domair
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover.

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey fro
publisher to a library and finally to you.

Usage guidelines

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belon
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have take
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying.

We also ask that you:

+ Make non-commercial use of the fild&e designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these fil
personal, non-commercial purposes.

+ Refrain from automated queryirigo not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on m:
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encc
use of public domain materials for these purposes and may be able to help.

+ Maintain attributionThe Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping ther
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it.

+ Keep it legalWhatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume |
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in al
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe.

About Google Book Search

Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on
athttp://books.google.com/ |



http://books.google.com/books?id=jqwEAAAAQAAJ&ie=ISO-8859-1



















A wehiv

der

Nathemnatik und Physik

smit besonderer Riicksicht

auf die IBediirfnisse der Lehrer an
héhern Unterrichtsanstalten.

H er?gfl;'g'ai:\n

Y

.E' “:“ B ;!

— - -
Johann A&Qﬂ‘ Grunert
dlatvald. ’

Professor zu

Dreizehnter Theil.
Ny

Mit sieben lithogruphirten Tafeln.

Grelifswald.
C. A Koch's Separat-Conto.

1849.



U
a
L=
o
2

. 7
. —
S e
L) L
I +
Ler e



Iihhltsjetzeichﬂi@ des dreizehnten Theils.

% der
Abhandlung.
L

w.

VIIL

XVIL

‘

-

'
——

I )

"Arithmetik.

Theorie der Modulge- (onﬁm..‘? Funktio-
nen. (Forts “denaAnf N, Xio in
Thl. XI. S. 395.)a~Vou. deis Hgten Doetor J.
Dienger, Lehrbr der Mathematik und Physik
sn_ der hdheren Birgerachule zp’ Sinsheim
bcinei(!elb«g. ¢ ce el e e s . e e
Bemerkungen iber Inhalt und Behandlungsweise
der Differenzen- und Summenrechnung mit
Ricksicht auf die Schrift ,,Theorie der o~
reazen und Summen, ein Lehrbuch von Dr. O.
Schiémilch, ansserord. Prof. a. d. Univ. Jena.
Balle bei Schmidt 1848.« 241 8. Pr. 3 fi.
24 kr. Von dem Hrn. Hofrath L. Oettinger
sa Freiburgi. B.. . . . . . . ...
Usber das Rationalmachen vonm Neunern 'mit¢
unbestimmt vielen irrationalen Gliedern. Von
dom Herrn Dr. E. W. Grobe, Gymnasial-
fehrer su Casgel . . . . . . . . . .

sarjTheorie dor quadratischen Formea.
Ven dem Herrn Docter F. Aradt, . Lehrer
am Gymoasivm sz Stralsand . . . .

Nete sur Vibtégrale définie . .
‘ J xl(!—!rco-c-l-r').Comaz.

Far Mensicar D. Biercans de¢ Haan, Doe-
teur ¢s sciences & Deventer . . . , .

N

* Heft. Seite.

L 1
L 36
L 68
L 106
1 8 193



Nr. der
Abhandlang.

XVIIIL

XXV.

XXVL

XXXIL

",
XXt

XXXIX.

XLL

XLIIL

.

X.

cet K

XIV.

. héherer Grade mit

Heft. Seite.

Arithmetische Sitze. Von Herrn Professor C.
A. Bretschneider zu Gotha . . . . . IL 223

Ueber die Bestimmung von ) g(s) unter ciner
':liutimmten Voraussetzung. Beweis des Satzes,
ass

2(Uotuyttat . in inf)=Iu,43u, +.... in inf.

Von dem Herm Dr. J. Dienger, Vorstand
der hohern Birgerschule zu Ettenheim . . IIL. 281

Ableitung einiger bestimmten Doppelintegrale.
Von dem Herrn Dr. J. Dienger, Vorstand
der héhern Biirgerschale za Ettenheim . . 1. 286

Zur Abhandlung VII. in Theil XII S. 93. Von
dem Herrn Dr, J. Dienger, Vorstand der hé-
lh'm‘Bp‘u-gqgglq]o zu Ettepheim . . .. °, l? 333
Schreiben des Herrn Doctor Thomas Clau-
‘'sen, Observator an der Sternwarte zu Dor-
pat, an den Herausgeber . . . . . . . . 0L 334

Direktes Verfahren zum Rationalmachen der
Gleichungen. Von Herrn H. Scheffler, Bau-
condukteur bei den Hergoglich Braunschweigi-
schen Eisenbakmen-zu Braunschweig . . IV, 389

Ueber die Ausdriicke, welche fir Warseln

et (BHAVOB—AYE. .

-analog sind. -Vom dem Heirm Dr.. E. W. Grebe,
-Gymnadinlishrer wo'Casselt, ... .. .o, . IV, 400

Mémoire sir Ia théorie des formes quadrati-
‘qites. Par M .

onsiecur F. Arndt, Decteur; on

ues.
'%’hiléuo"phict‘_stullhnil R A 3 ()

oyt

" ui. ) "\G‘Ae‘:ome.t-l-,i.e‘ - BTN
De ollipsi' minima dats qualdrangulo "circuin-

sovipta. Qaaesivit Franciscts Seydewits L 54
‘Wit welcher Genauigkeit lassen sich die’ Linge

eiies kleiner Kreisbogens , écif Sinus und seine

"l‘inﬁen(e ‘einander gleich stellen? Untersuchit

von Herrn Dr. Wilh. Matzka, k. k. Professor .

‘de¢ Mathématik nhd- praki. Geometrie an.dér

atind, techn. Lebranstalt za Prag: . . . . IL 138

Vom Maximum und Minimten, dem e¢ine eder .~

zwei Gerade unterworfen sind, welche von 1

oder 3 gegebenen Punkten as ecinen gesuchten,

in einer Curve gelegenen, Punkt gehen, Punkte

und Curve in derselben Ebene gedacht. Von

-Herrn Brenner, Lehror zuo. Tuttlingen im

Konigreich Wiirtemberg. . . . . . . . . IL 167



\r. der

m

Abhandineg.

m

i

.

AU

1%L

xxvm,

Ushber die Achallchkeit der Curven und Kde-
per. Von Hersn Brenner, Lehror su Tutt-
lingen im Kainigreich Wiirtemberg . . .
Ucber Normsl-Carven tnd Nonbil - Fldchen.
Yon Herrn Brenner, Lehrer zsu Tattlingen
im Kl'migl‘.ich wﬁm"w e e & o e @ o

Ueber gemischte Coordliaten. 'Von Herrp
Brenner, Lebrer zu Tottlingen im Konig-
reich Wl'lthlllbu‘g. @« 4 1 e.c b & w & o

Elementare Darstellnng ‘der wichtigsten Eigen-
schaften der gemeinen Cycloide, - (Rectificatioi
und Quadratur ‘derselben.) Von Herrn Frofes-
sor Dr. Schuiz von Strasznitzki am k. k:
polyse¢hniachen Institat. zu Wien . . . . «

Ucher die Transformation techtwinkliger Coor-
dtnaten im Raome. Von Herrn R, Wolf, Lek-
rer ‘der Mathematik zu Bery . .. . . .

Ueber dic Relation zwischen dem neun Cosi-
mus, durch welche die gegenseitige Lage
sweier rechtwinkliger Coordinaten-Systeme be-
stimmt wird, Von Herrn L. Schlafli, Privat-
docenten der Mathematik zu Bern . .

Ucber eine geometrische Aufgabe. Vou dem
Heraunsgeber . . . . « « . . o .04

Beweis des Satzes: Sind ‘die Linien, :welche
sus zwei Dreieckswinkeln auf die Gegenseiten
gesogen sind, und diese Dreieckswinkel in
gleichen Verhiltnissen theilen, einsnder gleich,
s ist das Dreieck gleichschenklig, und swar
sind die erwihnten Gegenseiten einander gleich.
Vou Herrn Theodor Lamge, Studirenden
der Mathematik za Berlin . . . . . . .

Bachachrift des Herausgebers . .

Beber "Tiansversalen im Dreieck und den fhnen
sugeordneten Ponkt. Von dem Herrn Dr, J. R.
Boyman, Gymnasigllehrer zu Coblens . .

Entwickelung dér Gleichung der Loxodrome
suf dem durch Drehung ‘der Parabel um ihre
dussére Axe cutstehenden: Rofationspamaboloid,
Voa dem Herrn Dr. J. R. Boymann,. Gymh
maginllchrer 2o Coblenz , .. ... . . .

Ucher parallele Transversalen im Dreieck,

welche von den Dreiecksseiten nach demselben

Verhiltniss geschnitten werden. Von dem Herrn

2: J. R. Boym'ah'y Gynmasiallehrer zu Co-
ens ., . .

e e 8 © 8 o o e o o

Usber die Theilung eines ebenen Dreiecks
durch swei sich innerhalb desselben schnei-
dende gorade Linien in vier gleiche Flichen-
sticke. Von dem Herrn Dr. E. W. ‘Grebe,
Gymnasiallehver ‘su Cassel . . ... . . .

Hefi. Seite.
IL. 182
111, 225
1, 244
IH. 22
m. 214
UL 216
111, S04
1v. 337
IV. 341
Iiv. 364
IV, 375
Iv. 378
1v. 385



Nr. der

Abhandluig.

XL.
_XLIL

XLIV.

- XLVL

Methodé¢ um die Linge eines Kreishogéns
annithernd ‘durch Counstraction civer Goraden. o
finden. Von Hermn J.J. Astrand, Privatichrer
der Mathematik su Gothenburg in Schweden

Findung der Hauptaxen aas zwei comjugirten
Purchmessern. - Von Hervn M. H. Meyer, Leh~
rer an der mechanischen Baugewerkenschule s
Fl'e.ibﬁl"..._..m.o---.n-

Geometrische Nihemnsluethodo sur Rektifi-
kation und Quadratur-des Kreises. Von Hermn
H. Scheffler, Baucondukteur bei den Herx-
soilfu-.h Bravnschw. Eisenbabnen za Braun-

.
schweig . . . , ¢« ¢ . ¢ o o0 e oo,

Ueber: die -Sternpolygone wnd Sterapolyeder,
nach Poinsot. (Frei aus den Nouvelles Annales
von Terquem; Février et Avril 1849). Von dem
Herrn Dr. J. Dienger, Vorstand der hohern

" Biirgerschule su Ettenheim . . . . . .

XLVIIL,

XLVIL

Ucber den Tnhalt einer gewtuen Art von Kbr<
ern, die vielleicht bei der niherungsweisen

estimmung der Schiffsriume von Natzen sein:

kénnen. Von dem Herausgeber . . . .

Schreiben des Herrn Franz Dietzel, Lehrer
an der Kboniglichen Baugewerkenschule zu

' Zittau, an den Herausgeber, den Inhalt der

XIL

VIL

abgekiirzton Pyramide betreffend . . . . .

Trigonometrie.

Betrachtusg sweier besonderea Arten von Glei-
chungen, und .ibre Anwendung wur Herleitung
der Hauptgleichungen der ebenen Trigonome-
trie, Von Hecin Dr. Wilb. Matzka, Prof.
der Mathematik zu Tarnow in Galigien. . .
Zwei bemerkenswerth einfache Herleitungen
der Hauptgléeichungen der sphérischen Frigeno-
metrie. Von Herrn Dr. Wilh, Matzka, .Pro-
fessor der Mathematik zu Tarnow in Galizien

Démonstration des formuies de Mr. Gauss

davs la Trigonomiétrie sphérique.  Far Men-
sieur Arndt, Dacteur en Philosophie & Stral-

sand . . . . . . , . v e e

Geodisie
Usber die mittlere Entfernung dos Ackers vom
ofe, in Bezug auf Anwendung. Von dem
Feld:;l«'el" Herrn C. Wasmuad zu Stral-
sun L T P S .

Nachschrift des Heu.og‘ciors e

IV. 39
v 40¢
Iv. 419
Iv. 434
v, 443
Iv. 447
I 73
1 88
1L 169
. 96
98



RN

XIL

1XVIL

v,

IXX.

LY,

Heft. Seite.

der Fehler der Horizontalwinkel bei

igter Ebene des Messtisches oder des Ho-
rizontalkreises am Winkelmesser, Von Herrn Dr,
With. Matzka, k. k. Professor der Mathema-
tik und prakt. Geometrie an der stind. techn.
Lehranstalt 30 Prag ‘¢ o ‘vee o o « o o

Ein Wort fir dic Romershansen’schen Mess-

mstruwente -don Herron Barfuss uad Schaeitler
gegeniber, Voo dem Herrn Dy. August Wie-
gand, Oberlehrer an der Realschule zu Halle

Ueber das Rickwirtseinschneiden mit dem Mess-
tische oder das Problem der drei Punkte. Von

den Hersusgeber . c e s e

Mechanik.

Ueber die Rotation eines Kirpers, der nur in
Elnem, mit det fixen RotationsgXe unabinderlich
verbundenen, aber ausserhalb decselben gele-
genen Punkte, gehaltea wird. Yon Herrn Bren-
mner, Lehrer zu Tuttlingen im Konigreich
Wartemberg . . . . . . . . ¢ o . .

Astronomie.

1L

Populire Vorlesu uber wissenschaftliche -

eustinde von F. W, Bessel. Nach dem
Tode des Verfassers herausgegeben von H. C.
Schumacher. Hamburg. gerthec, Besser &
Maunke. 1848, Von dem Herre. Br. P. Wol-
fors, astremomidokom Redkner an dor Kénig-
lichen Sternwarte xu Berlin . . . . . .

Physik

Ueber den Heber. Von dem Herrn Dr. J.
Dienger, Vorstand der hihern Biirgerschule
sa Ettenheim . . . . . . . . . . .

Ueber eine dnrch serstreutes Licht bewirkte
Interferenzerscheinung. Von Herra L. Schlifli,
Privatdocenten der Mathematik stu Bern . .

Theorie des Condensators. Von Herrn A. Weiss,
Lehrer der Mathematik, Physik und Chemie
an der Koniglichen Landwirthschaft- und Ge-
werbschale I. Klasse zu Firth in Mittelfranken

Ueber die Bewognn eines galvanischen Drah-
tes unter dem inﬂ%u des Erdm tismus, —
Reduktion einigor Integrale auf elliptische
Fanktiouen. Von dem Herrn Dr. J. Dienger,
“oint, dor hihern Biirgerschule zu Ettenheim

1L

.

113

102

143

297



Nr. der 2
. Abhandlung. Heft.: Sain

Uebungs Anfgaben fi‘:,r Sc}n'iler.
XVM. -Zwei goonetnuho-Anfg‘lbcu . .1 P | 5 2%

XXXL Aufgabea von dem Hervn Doctor J. Dienger, ..
Vorstand: der héhern Birgmclnle ‘za Ettow-
h'im o o ® e o o LI P | | 335

.~ " Deutsche Maasse, Minzdy wnd "
Gewichte.
(Haben fir sich- Yortlauferde Nummern und
Seuenuhlen.)
V. Ueber denuchu Munz- Mnn-, nn!l Ge- )

wichts-Wesen.. Voo dem Herrn Professor Dr.
.(-erhn;; an llor Umvptutit zu Marbnrg . L 51

‘e

Literarische Berichte *).

.3 7 T A A N 679
L . « e e e A | 5 689
Lle w ¢ 0 o 0 v 4 « « o » ol o L6 w . m- 701
LI ©. . . .. v 6 & o7v e # o h.e o ..- . 1V, 11

' P ' . L

*) Ich bemerke hidrbei, ‘dase die Litcrarischea Befichte mit be-

‘conderen fortlnafenden Seitonzahlen verdehen sind. - '
Lt e oL . e !
P .o
L
- . RN
1 o H
1y _
[
i ' " !
- noe : e .
' A £ I f . 5



| B

Theorie der Modular- (elliptischen)
Funktionen.
(Fortsetzung des Aufsatzes Nr. XL. in Thl. XL 8. 39.)

Von dem

Herrn Doctor J. Dienger,

lahwer der Mathematik und Physik an der hdheren Biirger
Sinsheim bel Heidelberg. sebelp xa

§. 14.
Hat man zu integriren

oz _f o=
S e S
%0 sisd wieder folgende Fille zu unterscheiden:
L Die Gleichung

@(z)=0
hat vier imaginire Wurzeln. In diesem Falle setze man
¢ (@)=(a+2z +c2?) (a' +2'z + 27,

worin @, b, ¢, ', &', ¢’ reelle Grissen 'sind. Damit ¢ (z) positiv
wi, da ¥ @(x) als reell vorausgesetzt werden muss, milssen
die Grdssen

a42zxfcx®, a'4+26'z+4c'a® von demselben Vorzei-
chen sein. Ldst man die Gleichungen

a4 2z + c23=0, o' -l- W'z +c'a2=0;

Theil XIH A
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so diirfen sie bloss imaginkre Werthe fiir # geben, d. h. es mus
62—ac<0, 62—a'c’' <0;

oder, da 52 und ' positiv sind, es missen a, c dasselbe Vor
zeichen haben, eben so a’, ¢’, und zugleich muss

ac> 62 a'c'> 6'?

sein. Zugleich ist

2 2

a+ 2z + cz’=(a+b’t) +a(ac.——6’)a: H

also miissen a 4 2bx 4 cz? und a«, folglich auch ¢, dasselbe Vor-
zeichen haben, und eben so die Grissen a’' +2Vx + ¢'22, a', '
Da. aher a4 382+ ca? und @' 4 26’2+ ¢'a? dasselhe Vorzaichen
‘(positiv oder negativ) haben, so haben folglich auch a, ¢, a’, ¢

asselbe Vorzeicﬁnen; augleich darf 2 immer nur so gewihlt wer-
den, dass die Grissen a426x+4cx?, a'+26'z+4c'2® immer inner-
halb" der Griinzen der lntegration dasselbe Vorzeichen habenm, wie
a, ¢, @', ¢'. Es ist leicht einzusehen, dass man diese letztern
Grissen immer als positiv betrachten kaon, da ja

(—a42b2x—c23) (—u' 420’z — ¢’ 2%) =(a—Bbzx+c2%) (o' — W' z4-¢' 2?),

und wir wollen also dies annehmen und die Griinzen der Integra-
tion darnach bestimmen. Setzen wir nun:

a_ a+t2bxtca? _ \/— a$2bx4ca® |
Y= ar Wt oz’ /z_j; o200z +c'x3’

so findet sich

fe G FMIVE,

* c—c'2®
worin: | '
Ze=(b—b'2%)2—(a—a's? (c—c'7%).
Demnach
b+ cx— (b'-l-c’.r)z’:;_}; NZ.
Da aber .

. (@' + W'z 4/ 20):2=a 4 2ba+ ca?,
sa ergiebt sich: : '

(' z)2 4 (0" 420’z 4 c'2%)s % =b4cx,
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tex—(6'4c'x)22=(a’' +2b'z+c’z-’)z a_z = i ﬁ

=(a’ +26':t+c'z’) (i\/'a“ﬁﬁ%”j}, 3z

=4 ¥ () 1p(a;)
ih
0z
Vo). = NZ.
Nuz it
*/; (x) - fVO'(x) f\’_—(z _.[VZ’
und da Z von der Form der in §. 13. betrachteten Ausdriicke ist,

kaan unsere Aufgabe als gelist angesehen werden.

Die Gleichung @(2)=0 habe zwei reelle und zwei ima-
inire Wurzeln. Dle beiden reellen Wurzeln seien ungleich, =
und zwar sei n>n’; der reelfe Faktor des zwé! en Gra-
a+2b:r+ca:’ worin aleo ac> 6% sein muss. leich

man, dass a+26:r+ca: ‘a, ¢ dasselbe Vonﬂchen aben
niiuen, das man, wie oben, immer als positiv voraussetzen kann.
Hierbei hat man wieder folgende Fille zu unterscheiden:

iiih

.. 1. Die lntegranonsgrinzen seien so gewkhlt, dass zimmer
»' und n sei, zugleich sei

Jvve
Mull fir z=n’. Alsdann muss
?(2)=(z —n')(n—z)(a+2bz + €2?)
sein, demit ¢ (2) positiv sei. Setat man

'

! e z—n
R p—

i

n—zx ’

so bildet sich das vorliegende Integral in ein anderes von der
fom in §. 13. um. .

I 2. Es sei z<n’, das Integral aber wieder Null fir z==n'.
Is Gesem Falle muss

9 (2) =(n'—2) (n—1) (a4 2z + c2%)

|



sein. Setzt man hier

n -2

2
Sy

so erhilt man wieder eine Form des §. 13.
1I. 3. Endlich sei > n, und das Integral sei Null fiir z=n.
Alsdann ist
9 (2)=(z—n')(z—n) (a+ 26z + c2¥),

und man setze
.
um die verlangte Umbildung zu erhalten.

II. Die Gleichut;g (2)=0 habe vier reelle Wurzeln a, b,
¢, d, welche so bes azen seien, dass d>¢c> 6> a. Nun ist
entweder .

@ (2) = (z—a) (2—b) (2—c) (z—d),
oder

@ (2) =—(z—a) (z—b) (x—c) (—d).

. Im ersten Falle ist ¢(z) nur pesitiv, wean x zwischen & und ¢
oder ausserhalb der Griinzen von a und d liegt; im zweijten dage-
gen nur, wenn x zwischen a und 4, oder ¢ und d liegt.

HI 1. Set
9 (z)=+ (x—a) (x—b) (z—c) (z—d),
und zwar
«) die Integrationsgrinzen so gewdhit, dass x zwischen &und

¢ liege, wihrend das Integral Null sei fir 2=b4. In die-
sem Kalle setze man

f) x ausserhalb der Grinzen a und d, und das Integral sei
Null fir x=d. Alsdann setze man

p—T=d c—a

“z—a'd—c’

Il 2. Es sei ‘
?(2) = — (x—a) (z—b) (v—c) (z~d).

o) & zwischen a und 6, das Integral Null fir z—a. Man
setze :
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x—a d—a

"=b—zm'
f) x zwischen c¢ und d, das Iotegral Null fir z=c¢. Man
setze

4, T—C c—a
Y=z d—a’

§. 15.

Wie in §. 10. kano man leicht eine Reihe neuer Formeln ab-
leitea, die nach Art des §. 13. angewandt werden kdnuen.

Setzt man nimlich
Ffo)yP==x,
worin f{v) eine Modularfunktion von v ist, so ergiebt sich:

0f(v) v ox
2,‘”'_%”—'8_5:1’ llaoo: ;f(——o)a%@.

Ist also z. B. .
L f(v)=sn(p), d. h. (snv)®=z, so ist:

1 o oz _lf' oz
=§[ snv.cno.dno ~ 2, A Va(l—z)(1—miz)

IL f()=cnv, d. h. (cno)*=2z, so ist:

1 /M oz
°=§.[ Vz(—2) (wifmiz)
L f(v)=tnv, d. h. (tnv)*=2, so ist:
1 = oz
'—f‘[ VzI+z)A+mPz)
IV. f(v)=ctno, d. b. (ctno)®=2z, s0 ist:
1 po oz
'—gj: Yzl t2) (W tz)

V. flv)= dov, d. h. (doo)*=z, so ist:



1 1 ox -
v—f”[ ¥ z(1—2) (z—m'%)

VI. f(v)=tang. (%amn), d. h. (tang.%amv)’:z, so ist:

o= f ‘ bz
- A ¥V z42(m*—m¥ 23t 2°

| 1
VIlL f(o):m:-js d. b, Wm:z, 8o ist:

1 ox
"‘2«[ Vall—a)mw—z)
VIIL. f(v)=cn(M—v), d. h. (cn (M—0))2=z, so ist:

u=l / * ind .
2 ) Nt (m—m )2 t—ma?

\ §. 16.

Schreiten wir weiter zu Integralformeln, welche Modular-
funktionen einschliessen. Die einfachsten sind folgende:

Man hat (§. 3.)

—'—a;—-=dn v,
also auch . !
d.am (: +0) ?dn (‘-H‘v').’ | )
folglich | |
‘/"c’in (:a + .;)aa= am(a 4 v)—ama,
f " dn(a—n)Op=ama— am@a—v). O
Da ° i

am»=arc (sin==snv)=arc(cos==cnv) uw s. f,,
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so kann man in diesen Formeln die zweiten Glieder auch noch

anders ausdriicken, wozu ibrigens die Formeln in §. 5. auch dienen.
Setzt man hier M —a statt &, so ergiebt sich (§. 6.):

' f 'an—(%"ﬁ—_-am(m—a)—.m(m—(;fo))

=xare (sin ='§£—Z)— arc(sin= 3—:5:—1—3) s 2.
cn(a—v) cna

WO .
"[ d (o) = ¥e(H0= gy gy ) —are Gin= g

oder auch:
f rrYes _'_ o) =are(tang= ————)—ar c(tang=

m f dn(a— v)_.:u'c(tan‘5 ctn(g— ))

Setzt man in (1) statt des Modulus m den Modulus m, (3 14)
und zugleich ma, mo statt @ und v, so findet sich:

ctn(a +v))

arc(tang: (a)) .

m f cn(atv)do=arc (tang=m %:(&%) —are (tang = m dn a ()

)

Vertansebt mav in (3) die Moduln m und m', setst af, vi otutt
a, ¢, so findet sich (§. 11.):

(4)

n:/:cn ::’_h) ;[uc(tang—' i (a+,,)v)) —arc(tang="" zsna)]

dn(a+40)-fm’sn(a+v) dna—m'sna
= log- v (dn(a-{-o)—-m ‘sn(a4v) " dna § m'sn a)

Bekanntlich ist

3 “’8\/—1 ‘ 3sn(M--u) ;n"snu.
—'I t’ o ~ dn% °

Setzt man also t=msn(M—(a4v)), so erhiilt man:

14msn(M—a—v)
C-l-logv l-m sn(M—a—v) —ﬁ —m’sn(ﬁ—a—o)’

' . —mm'*sn (a4 0)0r _ - ‘
=J @ (atv) dn(M=a—r)? f = "“‘" (a+r)dr,




also
®

_ dna4mcna don(a+4v) — mcn(a+40)
m[m(a-l-v)&v-logV (dna—-mcna dn(a40) +mca(a+t v)/’

Da ¢ nicht =1 sein darf, so darf auch hier nicht a=0 sein.

Vertauscht man in S:S) die Moduln m und m', setst ai, vi
statt a, v, so ergiebt sich (§. 11.):

, v _ dn(a-l;o) +m dna—m'\"
m‘[ tn(a-l-v)av_logv (dn(a+v) —n?'dna-}-m’)' (6)

Macht man hier v negativ und setzt M—a statt a, so erh&lt
man @. 6.): ' : .

14dna 1—dn(a4v)
[' ctn (fz+v)av= |08v I—dna " 1+dn(a40)/’ @

AN

Vertauscht man hier m mit m', ai, vi gegen a, o, 80 er

folgt (§. 11.):

v O cna4dna cn(a4v)—dn(afv)
‘[ sn(a+o)—|°8v («E—-’Tdn_& “en(av) +dn(at e ®
Aus den gegebenen Formeln leiten sich eine Menge anderer durch

Zusrdtmmensetmng ab. Beispielsweise mag eine einsige gebildet
werden.

Da
sn(a+4v)+ sn(@a—v)  snacnodno
2 = 1= m%mn%asu®’
80 folgtaus ®):

osnacnodnodo dna$mena
m . T—misnabanos — 1°8 v dog—men a)
1 | dn (a4v) +men(atv) dn(a—v)—mcn(a—o)
—g R v (dn (a+v) —men(a4v) de(a—v) +men(ato)/°

§ 17.

e

Ehe wir weiter gehen, miissen wir der Legendre’schen Be-
zeichmmgsweise kurz gedenken. Legendre beseichnet nimlich
die Grisse '



j:' Ve it Flo),
so dass, nach unserer Bezeichnungsweise, da
Y N S o S T
g (sn=2) “.[ Ve o VI—mieniy
| =arg. (sn=sing),
F(p)=arg.(sn=sing). )
Legendre’sche F(9) ist also das in g 8. zu g verlangte o,

Das
und da L egendre theilweise Tafeln fir F(p) berechnet hat, so
ist also das dort Verlangte in gewisser Beziehung schon ge-

Es ist nicht schwer, die oben erhaltenen Resultate in die
Legendre’sche Bezeichnungsweise diberzutragen. Wir wihlen als
Beispiel das Resultat in §. 13.

Dort ist

v==arg(cn= m:) =arg(cn=cosp)=F(p),

wenn

a—b2®
: coup:;l—_i_—E, .

Bezeichnet man den Modulus mit m, und setzt also

14 op _
-[ V i—m’sin’qa—F(%m)'
% ist demnach das dortige

__F('P’ VT;;_“) a—b:?

,— -Tv—ﬁ;——_, cosﬂ:a__'?——bz’-

Ist also

1) sno=k, so ist v=arg (sn=~k)=F(p,m),sinpg=4k .
D eno=k, , , v=arg(cn=k)=F(p,m),cosp=k%,
3) tmo=k, , , v=arg(tn=4kK)=F(p,m)tagp=k,
&) ctov=k, , ”=u'8(ctn=h)=F(¢’m)’c°t8¢=k!

5) dno=k%, ,, ., o=arg(dn=k)=F(p,m), sinp = -
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Die oben gebrauchte Grisse M ist F (g, m).

Die Formeln des §. 16. kbnnen auch. durch cyklische Funk.
tionen ausgedriickt werden. So ist, wenn p=am.v, e=am.a:

sn (a+.,)=5'"‘"°°8¢\f F—m3%in%p + sin wco;um ,

1—m3sinda sindp




dn(a+v)—men(a+v) _ VT —msinFa ¥V T _m¥5in?p—meosacosp 4+ msinasing V' 1 — msimdaV 1—m3sinp—m3 eitacosasinpeosy
dn(a+v)+men(a+0) ™ &/ T—mIsin®a¥ I—mPsinSp 4 mcosacosp—msinasingy 1 — m?sin®a 4/ [—m?sm¥p —m®sinacosasinpcosy
Also: .

:..\4 sin ¢ cos o V-I—m?sindp 4 cos usin ¥ 1— m3 sinde O
(] - .

1—m2®sin?asindg - ¥ T—m?sin%p

I I\ A( T—m?sin¥a + mcosa ¥ T—msinte. ¥ T—m sin’p—mcosacosp 4 msinasing ¥ T—m3sinda I—mesindg—m3sinacosasing cosp
BV \V1—asin%a—m cosa ¥ I—msina. ¥ I—m?siulp-{ mcosacosp — msinasing ¥ 1= m3sinda ¥ T—mdsintp—m9sinacbsasinpcosp/’
u. 8. W,

'
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§. 18,

f- dn?odv - @

soll durch E(v), oder, wenn man will, spiter auch durch E (v,m)
bezeichnet werden, so wie man i erlmupt, zu grisserer Deut-
Ilchkelt, die Modularfunktionen durch

sn(v,m), cn(o,m), tn (D,m) » cto (v,;m), do(v,m)

bezeichnen kinnte. Die gebrauchte Bezeichnungsweise ist aber
einfacher, und, so lange die Deutlu:bkent picht darunter leidet,
mag sie beibehalten werden, so wie auch die Bezeichnung E(v)
gebraucht werden sell. Ist

Das Integral

amo=aq,
8o ist
dno=1—m2sindp, dv= V‘f:%sm’w
also ist dann

E(v)=‘/"\/'i —m3 sm¥p dp, @p=amo -

Legendre bezeichnet dieses Int eﬁral durch E(g) oder E(qp,m),
so dass das hier gebrauchte E(v) und das Legendre scbe E(qa) ahn.
liche Bedeutung haben und fir amv=¢ zusammenfallen

Eben so sei
‘/‘.dn"oav=E'(o).
Hiernach ist ‘
E(—v)=—E(v), EQ)=0. )]
Da )
sn?o= —-':n’v + cn® o—-?;tf-n—‘o, ¢ 2)

8o ist
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f' sn%vdo = ;l,— (v—E(v))
. ) @
/ en®ody = 3 (—m'%+E(v)).

Setzst man in (1) M—v statt v, so erbilt man '(§. 6.)

m's
- ‘/"F;&a:—E(M—o),
™

woraus leicht:

m'3

o E(M—E (M— ‘
San=m A @

Man findet leicht:

: .
8.0!?;;1!!0 = c':;' + m® —msnty,

N,
'\

woraus, webn man integrirt, and die vorstehenden Formeln be-
achtet: .

tnodnv=m"? f 'c_na%i +m2o—v4E(v),

also.
S tnodno{m'2v—E(v)
e'_n_"v= m'3 N (5)
Da
1
tn2o— enio — b
so erhilt man

‘/‘.tn’o 5o =tnodnvl—-E@ ) ©)
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. | §. 1.
Setzt man a4 v statty, so erhilt man Iei;:ht:
f " dn¥a+0)9r=E(a+0)—Ea),
f ® 4% (a—o)do = E(a)—E(a —o);
hieraus °
f " [ dn¥(a-+0) 4 dn3{é—0) ] do=2 E(a)— E(a—o) — E(a-+v).

Aus §. 5. folgt leicht:
dn?(a—v) — dn?(a+0)=(dn(a—v) + dn(a-+v)) (dn(a —v)—dn (a4 v))

4m®snacnadoasnocavdny
= (1 —m®sn?asn?v)?

1
0. ) . e weperer g §
=2ctnadoa. a:n’asn’n) ’

also
J" (dn2 (a—v)—dn®(a + ”)a":rg%f::n’v —2ctnadna s

__Qm’snacnadnasn’v
1I—m?snasn®o

also endlich

2E (a) — E(a—r) — E(atr)="pnacmadnosy

2m2snacnadnasn®yp

E(a+0)+ E(a—0)=2E(a) ——

I—m3sn®asndy
Vertauscht man hier @ and o, so ergiebt sich (2. des §. 17.):

2 sn2
E(a+v)—E(a—v) =2E(v) — 9—"'1{——-—':“::;;':::-'%:3 :

Durch Addition findet sich nun leicht:
E(a+tv)=E(a) 4+ E(v)—m3?sna sno sn(atv). )
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Setzt man Inet a= M-—v, so ist:

EM)y=E (M—q’) + E(v) — m’sn(]ll—v) sno

= E(M— )+ E(o)—m? “:;;’:" ,
werans - . >
E(M—-u)::E(M‘)—-E(o)-}- T, e
wl P
EMio)=EM+E@)—m =32, O

E(M40) + E(M—0) =2EM). @
Setzt man in (4) M—o statt »:
¢ EQM—v)+E@0)=2E(M),
£ 2M4v)=E()+2E(M);
vonans leicht: )
E@xM 4 v)=E(v) + 22EM),
EQ@nM—v)=-— E(t) + 20 E(M).

Setzt man hier M+ o statt' v, so ergiebt sich, ‘mit Beriicksich-
tigmg von (3):

®)

m2snovcnov

E(Gath) M+o) = E()+@n+DEM) —"—55=,

m® snoemo
dno

(©)

5(@!+1)M—v)——5(v)*(3n+l) E@)+

Dadurch ist die Funktlon E(v), so lange v reell bleibt, bekannt,
wean sie es innerhalb der Griinzen 0 und M ist.

§. 20.

Setzt man in (1) deg §. 18. vi statt v, so findet sich:
f andpdo =280,

d b
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W e

woraus, mit i}eachtung der Formeln des §. 18.:
E(vi) =i]v—E'(v)4tn' vdn'v]. (0]

Setzt man hier v=2nM', so erhilt man, wenn man (5) des §. 18
beachtet:

E 2nM'i))=i{[2n M—2:E'(M")],
also, wenn man in (1) §. 19. u=2nM'i setzt und §. 11. beachtet:
E(a+2nM'i)=E (a)+2ni (M'—E'(M")). b))

Aechuliche Formeln lassen sich leicht weiter bilden.
Bezeichnet man, wie in §. 12., den Werth von E(v) fir den

Modulus l durch E,(v), so ist:

Ey(0) f dn,00p = f cn-(—)ao,

E,(mv) = M”

Eo=—"0—. @

§. 21.

Zwischen den Grissen M, M, E(M), E'(M') besteht eine
Gleichung, die nun aafgesucht werden soll.

Es ist, wie sich aus §. 18. und §. 3. ergiebt:

Ean=/ N T siaty dp,

E'M)= /' ;V 1—m'%in3pdp = E(M',m’)

. o
nach der in §.18. noch erwihnten Bezeichnung. Ferner:

f V—_——l-—m*sin’tp’ M ‘f N T—m'%sintyp
Hieraus folgt :
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w_1 5 oy Ry
h—'\[ (1—m3sin? )V I—m®sin?p m,[ NT—mdsily .
1w M _EM) M

“m, A % m - mm's m’
also
EM)=mMinsh) @
Gama eben so findet sich durch Differenziation von E(M):
M=E@)—n"5520. @
Hieraus :
E' (M) =md (M 4+m' g%) ,
=5 w25,
Da aber allgemein
OR_OR dm _ OR m'
'~ om m'— —OM m’
8o ist
E'(M) =m’M’—mm”%'--
. ('} '’ it (3)
N=EM) 4 %a_m.ls 0.
Hieraus folgt:

WAEDD W (BB gy
= LAMEQ+ME M) gy sty 4 MUE(M)—ME' (M)

Eben so:
wi o u a%__:g_.%g_): MM (/%) 4 M E(M) — ME'(M")»

mithin: . .
o[M E(M)+ ME'(M') ] _a (MM —0
om om —’

Theil XIIIL 2
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M E(M) + ME' (M) — MM’ = Const. }

Um die, bloss von m abhingende Konstanta zu bestimm
setzen wir m=0, m'=1; alsdann ist: 1
= |

289) _ 3 _r
_.f a¢=§,u'_f v Ean=["t=5.

o

E’(H’):f‘cosq)&p::'l;
also . ’ ‘ :

n
2

n
dp = m [:dp _ _n,
[eos¢+§_§ A cosq:—c’ C=3z;

(k]

d. h.
N E(M) 4 ME (M) — MM =7, @
oder nach Legendre'scher Beaeichoung:
F(g VisD). E(;—.u) +F(§,m).5(;-, V=3
-F(g,m).r 2 VT=m -

LUk}

welcher Satz der Legendre’sche Satz heiast,

§ 2.

Es bleibt, zur Vervollstindigung der Theorie von E{(v), nuch
iibrig, - zu zei en, wie E(v) berechnet werdem kann flr o zwi-
schen 0 und

Setzt man
@p=am.v,

so haben wir in §. 9. gesehen, wie zu jedem ¢ das zugehirige
v gefunden werden kann.

Gapz wie dort findet man hier

Eo=o—(5)'fi @-m +5(55 )f.(«p)m’ %3% il

t7 (zig Z) fu(9)m®—..
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Da, derch Legendre’s Berechnung in eivigar Beziehung
die Berechnung geschehen ist, so kennt man also tnl e Werthe
von E;o). Die Werthe von E(v) wiren in die nach §. 8. aufzu-

s en Tafeln neben die von v zu setzen.

5. 23.

Den Werth des Integrals
v sn?ody
. T—m3sn2asn®

bezeichnen wir durch J(v,a), d. h. wir setzen:

f "~ J(oa). 1)
Nun ist: .

1 _ dnasn?y ca¥p
dna™ T=m¥sn¥asn®  dna(I—m®sn®asn’v)’

®  cntody
, f T=ooraet; = — tntaJ (v,0). 2)
o

Ferner ist

dn?v __ m3co%asn?y

}- l—@’on’asn‘;— T—m%sa?asn®’

dn®v do
TFeriasy ="~ enta.J(00). (
°

Aus (1) und (2):

3)

f I-_—;,—igqmzo-l-m‘sn’al(o,é). ()
Ferner ist, wie man leicht findet:

m'3sn?p dn%o dn%p —m3sn®ocn?o

+ — .
atad _(g_nn_:)’ snto) 1—m2sn%asn?r co®vr—in%a dna sn?rdnte

2.
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cn(a—vo) =1 (l-l-tnadnatnvdlw
cn(a+n) o I—-tnadnatnvdny/’

0. ‘/ cn (a—vi_dnatna(dn’v—m’sn’vcn'v). :
o 108 cn(a4v) —  cn?r—tn2adnZasnipdniy

demnach

sn’oav dn?v 9
.cn’a‘/‘ ) I——m’ sn?a sh®op

. cn (a—vo)
dna tna log \/_cn (a+0) ’

und mit Beachtung von (3):

S _(d": ; >

cn2a cn’a v “en (a—t.;)

=——zot ,,cn‘a.l @)+ 7 dna sna!og en(a$v)
Ferner ist:
dn%p m'2s0?p =1,
dn a) %o ~ on?e—dnTa snle
“\cna/ "
also

f" dn2p0dv { m'2 /‘ . sn*vav
b )
l_(dn() " cnda o a)

d. h
/-- dn2v dp
o 1— gnl-: "anto ' '
1 \ [en(a—
=m’cn’(¥-’(”,a) + dn-a tn alog ::: ((:"':;' (6)
Da " :

dolo 4 m2snlv=1,

so ist

®)
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d ’vav sn2vdvp
f' dn +m f l dna
1—- ) sn?v a)

cn

- _f 1—("" ) anto ‘
S T*_i)“

m3cnZa 2ad '
= B e Sy O

Eadlich aus (7) und (5):
/‘v cn?odp ¢
° l—(gs—s)’sn’v ®)

=cn’a.o+m’on’alsn’a-’(v,a)+macnal"g v %:ég;ﬂ? ’

Setst man in den Formeln (1) — (8) ai statt a, so ergiebt
sich (§. 1L.):

worams :

oo .
T—;ﬁwn’o—" (,ad),* ®)
® . 2
ﬁnf—ft:f:-f—m—ﬁ- Sra) I, (10

dn2p 00

[ Tmwann = e, D

» oo .
./. TFmita3g sutp — 0" tn"%aJ(v,a0), (12)
o

*  sn2p0p .
/: T—do%aente © @B

m?J (v,ai 1 .
== mico'Ta t A c(nT ; mcn’asn’ o dn’ ¢ ro(ta0g==tn‘adn’atorduy)

" dn2o0v
| 1=do"asn®o 149

3 ;
= c:.;"a J(v,ai) + t?cTiF’E arc(tang=to’'adn’atno dny),
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o .
[j —dn3q sn®o (18)

%  wAdn" dn’
== teat eattg J0A) + g sre(tang=tu'adn'at
enpdo
‘T—dn'%asn® (16)
o

m3tn’2 tn'a
— Eﬁ%_a—' _c?;;‘f "(”"”)'—8:77 arc(tang=tn'adn’a tnv dnv).

Die hier betrachteten integrale haben die Form:

e
A T4 nsodo’

worin Yy==snv, cnv, dov, 1 ist Man bildet aus ihnen gewihe
lich vier Klassen und reclme§:,

1) zur ersten Klasse diejenigen, in denen n zwischen 0 und «
. enthalten ist, d. h. die Integrale (9), (10), (11), (12);

2) zur zweiten Klgsse diejenigen, im denen n zwischen 0 und —m
enthalten ist, d. h. die Integrale (1), (2), 3), (4);

3) zar dritten Klasse diejenigen, in denen n zwischen -—m? und — .
enthalten ist, d. h. die lotegrale (13), (14), (15), (16);

4) zur vierten Klasse diejenigen, in denen n zwischen —1 und —a

eothalten ist, 4. h. die Integrale (5), (8), (7), (8).

Fiihrt man den Modnlns-:-; m=m, statt m ein, und bezeichuel
durch J, (v,a) das, was J(v,a) wird, o ist ' )

J; (v,0) —f ;nl’vao =m? - .'% i '
1(9,8)= A 1—m,2sn,2asn,®v o J—m’sn‘(%)én(%)
d. h , ” .
J; (mo, ma) ==m3J (v,q)

oder

J‘(v,a)=m’.’(% ) ’%‘)) W1 (v, lﬂ)"—’ﬂl’ :’(""') z (17)
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§ 4.

Zwr Berechnung der Funktionen J(v,a), J(v,ai) dienen fol-
gole Betrachtungen.

sn2pdv
J@a)= | Tpieniasm®s’
o

| ot wven p—amuwo:
__sin?9dp
J (0,0)-— v fma—m’sn’ann’w)

Setzt mpn nun
tang ¢':==dna.tang g,
(‘ so ist
) oy’ doa f
. %% I—mPsnlasindp’ dna m

Nun ist
’ 4 sin?pdyp P sin? ¢ a¢
Vi—m3sinp (l—m’sn’asm’¢) I-—- m3sn?usin® p
L sin® sin ¢a¢
M 3.‘.[ i—m’sn’asm + m‘f T—m?sn%asin®p +ees

sagleich

sin?+2p dp
—m?sn?asin®p

1 9  sin®@dp 1 ?.
_m’sn’a( I—m2sn®asin?g m’sn%[ sin¥pdp.

Setast man also

9 siowgdp __Tr(9)
T—mPsn®asin’p m¥sn¥a’

soist (§. 9.)

5.
Pr 41 (9)=Pr(9) —m¥>su¥a. 132_46&‘ V.o
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Also ‘ N

wl (‘P) =j,;._’; -9,
Ty (9) =32 — gy ¥s0%a f; (9)

'1’:(w)-— z —¢—%m’n afi (9) - 23m‘sn‘aﬁ(¢)- ¢

T (p)=5— dn -—(p—— m’ln af; () —5 '3m4sn‘¢f,¢p—....

- ;._256_-((%52)2 m¥—San¥-2afry (9);

worin
¢’ =arc (tang=dnataogyp).
Sodann ist

@

1 1'%, 13 &, 135 P,
T °:8)=pa s:.ﬁz)‘*a —s#+24 s‘n‘(‘?-"m 31:‘(‘?"' -]

Setzt man ai statt a, so ergiebt sich:

1 _¥ie),1 Fap)_ 13 ‘p"s@’)

Jea) =25 —na +2 Wa 24 @it -
1.35 ¥4 (9) — }
+ 378 wea
wihrend
T (=0T~ 9
'!".(¢)=¢ :',: ——9 -I-2 m* to"2af; (), @
¥e(p)=9' 3;— —¢+ mitn'3a f; (p) — 3m‘tn"afs(¢)+ .....

Lt = L)

d I
¢'=ar¢(hns-cn: ?). .

v



§. 2.

Durch die Formeln des vor. Paragr. ist J(v,a) bestimmt fiir v
wwischen den Grinzen 0 und M zuniichst. Fiir v iiber diese
Grinzen hinaus, wird sich J(v,a) durch folgende Fpmeln be-

stimmen.
' Man setze ’ [
S Eow=re, o
s0 ist, da mnach §. 18.:

nm3
E (a+9) + E(a—v)=2E(a) — 2”;:::’,':‘:;‘1‘:: ‘::"’ ,

auch

TNa+4v) —T(ﬁ—v): 2vE(a)—2m?snacnadna . J(v,a),
woraus
Jou=EQRIAZH. o
Dempach ist: !

Ao+0)E(a) +Na—v—w)—~Tatotw)
J(o4w,a)= 9m®snacnadna
‘ 20 E(a) + Ta—v)—T(a+v)
Jo,0)=—— 5 senadoa
20E(y) + T(a—w0) ~TNatw),
J(w,0)= 2m?snacnadna

woraus sich leicht ergiebt:

J (v + w,a) =J (v.6) 4 J (w,a)
+ T -4 wv—a)—No+ w4 a)— No—a) + Nota)—Tw—a) + Tw + a)

2m2snacnadna

wenn man die Gleichung .
T(—o)=T(v) )]
beachtet. ’

Map wird aber aus den Formeln des § 18. ohne Mithe fol-
gende Formel ableiten:
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E(w+4w+a)
=E(v-|-a)+E(w+aj— E(a)— 58;; log (14m?*snasnvenwsn (v+w+a)),

tvoraus, wenn man integrirt:

Tw+w+ta).
= T(v+a) 4+ T(wta) — T(a) —log (14 m?snasnvsnwsn (v4w-44)).
Setzt man hier —a statt a, so erbilt man:

T(v+w—a)
=T (v—a) + T(w—a) — T'(a) —log (l—-—m’gmsnv snwsn (v4w—a));
zieht man beide Gleichungen von einander ab, so erhilt man:
TNo-4w—a) — T(v4w+a)— T'(v—a) + T (v+a) — T(wv—a) 4T (w+a)

14m?snasovsnwsn(v{wia)
I—m3®*snasnvsnwsn(vw—a)/ ’

Setzt man dies endlich in den obigen Werth von J(v+w,a), so
erhiilt man: -

=log

Jo+w,a) @
— . 1 (1 4 m3snasnvsnwsn(v+4-w+a)
=J(0.a)+J(w.0) +orsnacaadoa *B\ 1 — mPsn asnosnwsn(v+w—a)/

Vermige dieser Formel kann man nun auch die Werthe von
J(v,a) fir v > M berechnen, indem man nach und nach weiter ge-
heo kann. Zugleich ist

J(—v,0)=—J(v,a). ®).

§. 26.

Von den so eben behandelten Integralen hingen eine Reibe
anderer ab, die wir betrachten wollen.

Man hat
(¢))
* snpdv ® supdp —o [ menasutoby
l—msnasnv_o 14+mspnasnv— A —1n3sn3asny
=2msnal(v,a),
»  snode /" snodo _2"/" snoav___.
g l-msnauno"' . 14minasne™ . l—-m’sn"mn‘q'




27 .
oo ist

s0 (e4v)—sn(s—e) cmadoa sno
2 — 1—~m%sn?asnty @5

Darans folgt (§. 16.):

» - snodo
I<"m%sn%asn®

_ 1, dna4 mcoa dn adno'—-mcnaeno)
mcnadna dna—mcoa'dnadup +mcnaenv/ ’

Derch Addition und Subtraktion der Gleiehungen (1) erhilt man
om die Werthe von

v sovdo
14 msnasny’
Da
oo _ 111
14 msnasny msna  msna I{msnasno’
fv o snodp .
A Fmenasno 7 MEuG . 1-+menasuo’ - (2
In ganz derselben Weise erhiilt man die Werthe von

* . cnodo f" toovdy * Oy

dogdno £ menacno’ toattoo’ / sna4 sov’

,/..cncivena’ fdm:akodno;

eno 4 cn’ e L L P dnodn’atcn’a a, *  coodp
l;{;cn acn’y do’ a4 co’adny 9o, ‘ 4cn'acne’

»  dnodo -
n afcn’adno

v s. [., deren Ableitung eine blosse Uebung ist.

3 2.

Eine peue Reihe von Integralen erwlichst aus den vorher-
gchenden, wenn man Mod unktionen einfiibrt, die sich auf
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einen Modulus g bezichen, der zu m in einem bestimmten Ver-
hiltnisse steht. lmFolgenden wollen wir voraussetzen, das Argu-
ment u beziehe sich auf den Modulus u, wihrend das Argument
v sich auf den Modulus m bezieht.

I. Sei

cna
B="dne’

worin @ sich auf den.Modulus m bezieht, und sei farner
" tou=dnatno, oder tn (4, )= dn (a,m) tn(v,m) ;

so ist
dnadnv - cnv
Y=, U= ==
& T—m3u%asn® " 4/ 1—m®*sn®asn®
u s. £
dna
&“Vr——ﬁm
o
pe—y ——————————————————, l
w=dne [ T mvsniasn® ®
wodurch nun dieses Integral bestimmt ist.
IL Sei
p=me, s z 1,
und sei zuniichst
dnu=dnv odet dn(u,p)=dn(v,m),
so findet sich . R v
du_mie _ env u__f' cnodv, @
o u? .V-e’——m - A A @ —sn?v
Um also
v  cnudv
. v e2—snlv

zu erhalten, bestimmt man % se, dass dn(u,me)=dn(o,m).
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Sei
snu==snp, oder sn(u,u)=snp;
s findet man leicht

"=f, Vi ®
dou=dns, d h. do(u,p)=dn(r,m);
so ist

s 80%udu ___ f' sn’.a.cnaav
T+m*6%sntu ) a4/ d—end (14mn2628n%) @
Da gnant.das erste Integral finden kamn, so ist auch das z;feite
Sei
snu=anv,
so ist Zhnlich: . . .
sn?udu sn?% dnody
, 1Feen%™) & T—pien®o(l { m%%snt)’ ®

p=m"
und
snu=sny, d. h. sn (u,m'):sn (o,m);
%o ergiebt sich ! o

u f dnod» . ©
T VI—m™sn® '
Auf Zhnliche Art kinnen weitere Formeln gebildet werden.

IV. Es ist nicht schwer, die allgemeine Formel fir dlese
Umbildungen anzugeben.

Sei niimlich
p=f(m), .
und sei ferner t(u.p) eine Modularfunktion von u, @(v,m) eine
von m, die wir beide, der Kiirze wegen, mit ¢ (u) und @ (o) be-

zeichnen wollen. Setat mn pun



Y(u)=ep(),

8o ist .

L
v (u) = =9 ().
Da v'(u) ebenfalls Modulmfunktlonon enthilt, so kann es dur

Modularfunktionen von o ausgedriickt werden, und man kann als
annebmen, dass ¢’ (u)==4(?) ist. Daraus ergiebt sich nun:

a= z,((:)) w4+C, @D

welches die allgemeine Formel ist. Sei z. B.
fm)=mn, ¢ (u)=snu, p(r)=da(r), alse snu==dny;
so ist | ‘
P’ (v)=cnudnu, ¢'(?)=— m2snocoo.
Nun folgt aber
cnu=4¥ l—snPu=4% 1—dno=msno,
dnu=4T—p%sn®u="V I—3dn%=V 3t u>misn¥;

also

e /‘ —m?snpcnode +C
"J msoo ¥ p 3 u®mPsn%
Da fir u=L, wenn Lder zu m" gebﬁrlie Modularquadrant ist,

snu=1, also dnv—-l d. h. =0 ist, so hat man:
L—u f' msn? en ooy —m v cavdv
- sn vV'—"-[-p*m’sn“v V ——;;m

Stellte man sich, unter denselben Bedingungen, dic Aufgabe,

den Ausdruck .
/‘ sn?u ou

zu transformiren, so erhielte man statt dessefbew; -

dn3o — m2snvcnvdr
1—-62dn%2 " ygno. & w3t u2mosnty

—m f cardo?y o0
- (1—63du2y ¥ @ f p¥mdsn? ’



worans denn:

/L sn®udu =m ' ) cnvdn’oap
g T—6®m™ a m.«a)V“ E P P

d b.
v cno dn%oor : fL sn?wdu 1 s0udx
, (1-5%dn%) &/ 42} u?m? sn®; pc I—b%nd%u l —b%sn%u’

in welcher Formel die lategrale rechter Hand vach S 23. gefun-
den werden kinnen.

§. 28.

Zum Schlusse migen noch einige Reduktionsformeln aufge-
fabrt werden, welche die Anwendung der obigen Formeln in vie-
leo Fillen erleichtern. .

Es bezeichne ¥V eive Modularfunktion von # und mabn solle
das Integral /‘ Vado bestimmen. Wie man aus §. 10. ersieht, ist
immer

o 1
] s atbVifcrs’
worin @, b, ¢ bestimmte, konstante Werthe haben. Also ist

Sro=frre

Man setze nun

y=V"—3NatbV24cV4,

Oy__(u—3e Vl-"-l»(n—Q)b Vo-3 4 (n—1)e Vﬂ
ar— VaFbVifcps

woraus

P24 a6 Vo4cV* 4)]
=n—3a [ V-ttet 08 [ Vo130t u~Da [ Vo,
welche Formel eine leichte Reduktion gewiihrt.



Ist nun n eine gerade Zahl, so kann man das lntegra!/‘V-a,

durch die Formel (1) suf f30=0und f V33 zurlickihren, von
denen das letztere durch §. 18. bestimmt wird. Ist aber n unge-
rade, #o wird das Integral [ V=0» auf f ¥ und f V330 zuriick-

bracht. Das erstere bestimmt man nach § 16.; was das letz-
geie anbelangt, so iaf:

%23——- (14m?)suo+ 2m*sn’o,

—5‘— = (——l-’-ﬁm’) cno —2m2enldo,

a—;%'e:(l-l-m")tnv{&m"tn'v,

3_’%-!_(1 +m'%) ctor 4 2ctudo,

A o (L4m)dno—2dut;
also: .
2 [sutoto=(14m%) [ snodo +cusdus,
om? ‘/::n'030=(2m’—1) fenoav+md..u,
2m’?/‘ tn%B0—=—(1-4n'3) f wodo+ 22, @
2 ctn'vav——(l-}m"‘)’/‘ctnvav-—-dn,:,
2 f dndodo=(14m'D) ﬁnowm-mocm.

Es ist leicht, die Formel. ‘Sl) auf spezielle Fille anzuwenden.
Ist z. B. V=snv, so ist (§. 10):

a=1, b=—(14m3), c=m?, also da ¥ a}bVitc 4.%;: cnpdno:
sndpcnodno
=(1—9) fare—so0—(n—2)(1-4m%) fone—toin (1) fanns o1

In §. 14. haben wir gesehen, dass, wenn
¢(x)= A+ Bz + Ca?+Da*+ Ex?,



33

Srem

af die Form [ Gov=Gv+ H, worin G und H Konstapten sind,
arickgefGhrt werden kann. Hat man oun einen Ausdruck

* Xz
Vo@'

woria X eine rationale Funktion von x ist, so setze man in X
dea Werth von =z, der

oz
Ji Vo hS &

bringt, wodurch /.V.LE—_S die Form f Wov annebmen wird, wo-
z,

fio W eine rationale Funktion von Modularfunktionen (7) von
v bezeichnet. Durch Zerlegung wird man also immer auf

Formen:
VAT Iy

kommen. Man kann pimlich bemerken, dass die Substitution fir

oz . - . .
=, 'M/‘T;‘i?) auf die Formwa bringt, immer die Form

afd¥V _a4bP®
ﬂm odﬂ 43——c+ V’

bat. Die erste der obigen drei Formen habed wir so eben be-
trachtet. Was die zweite anbelangt, so ist

/‘ v _/' av

tBPy =J @tBPy@toVite Vi

Setst man in dem Ausdruck —?}%ﬁy——ijw' afp V=4, diffe
venzirt ihn in Bezug auf A und bemerkt, dass

1 _.W
NV afbVcVE v’
80 ethilt man
Theil XIII 3
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1 BV apb T

VYT
o
=—(ap*+ba®F4cod)(r—1) T‘;_—'_a-g-p)—'-l-(?ca'{baﬂ’)(‘b—:{)/‘m,j

) . . Ow .
— Gety b ) [ s t e 0 -5) [y

ov .
— Y - ) = 6]

Ganz eben so, wenn a4 f¥2=1 gesetzt wird, und unter der-
selben Bedeutung fir das Doppelzeichen:

(4) . - ; R
PV atoVigcVs_ (o ov
i%r':?-;"‘f*:#- = °-'35-ba’+uﬂa) @r—2) @187 |
3ca?) dv I
' 3ea\ dv € o » v |
~(o=7F) e~ famprom—h oo famry

welche beide Formeln ein Integral auf eine Reihe anderer redu-
ziren. Die obige Bebauptung, dass

or
o Yo@)

aof die Form f GDu- darch eive Substitution

.';:= gj‘—li’ oder x__a-l-b e
c4dV

¥ “ct+dPs
gebracht werde, bederf nuo noch einer karzen Rechtfartigung.

In den §§. 13. 14. liegt dies nicht so ganz klar vor Augen, und
doch muss es der Fall sein, wenn obige Reduktionsformeln sol-
len angewendet werden kinnen. Wir wollen desswegen die Fille
des §. 14. noctmials kurs, euch in dibser Bexiehang, betrachten,
und nachweisen, dass durch eine derartige Substitution der Zweck
erreicht wird. (Die Nummern beziehen sich auf die des §. 14).

FUBET IR . B

1. Man sefze

L[ tghtov '
1 ¢htno

und bestimme f, g, so, dass
atbg+bf+cfg=0, o' +b'g4+b'f+c'fy=0;
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aus welchen Gleichungen £, ¢ unzweideutig bestimmt werden kin
ven. Ferner bestinme man 4 so, dass dann

b= V'a+‘333+c
=V at26g+cs?’
nd der Modulus m sei so bestimmt, dass
o +2'g +c'g*
m”_—T‘,%.c f’/l ’
% findet man fir das Integral:

J‘ (g—{)hdv “ .
Yol m V@I @+ +I

m’fwﬂ en- Substitutionen fihren za einer Formel in
2, weleis nfit

i des §. 13 zasammentrifft. Es ist also dapn
“ .

z-—n' - . . ~

M-

l—eno Ju'—=x

A= kl-l-cnv n—x
7

“le—n
L A\P—n

woraus der Satz folgt.

Nl. Simmtliche Fiille fihren auf die Formel in ll s 13,
werans war ebenfalls -der Satz erwiesen ist:

Die Formen , "

/ % f B
. . Je¥BY JaiprE ,
;flf%mlcl'ie5 dli). I;‘)«;rtl::‘ill:»t e(?e)n und (4) fibren, gehiren zu den in

Damit. schliessen wir. die Uebemcht der Thoone der ell
schea Funktionen. Etwas Vollstindiges zu geben, lag, wie p
fn'lhr wurde, nicht in' unserer Absicht, doch glauben vnr
ptmonente, die in der Anwe.ndun% auf die Integralrech-
Nllg wichtig sm , angedeutet zn lmben s mag zum Sc hlusse
Ilr noch bemerkt werden, dass die in. §. 23. eingeflibrte Funktion
G&a) zux, dritten Gattung der elh tlschen Funktionen, vach Le
Benennung , gehirt, und dieser sie mit I7 als Funktions
%ichen bezeichnet.

A N LT

Theil XMI. 3
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Bemerkungen fiber Inhalt und Be-
handlungsweise der Differenzen- und
Summenrechnung mit Riicksicht auf
die Schrift ,, Theorie der Differenzen
und Summen, ein Lehrbuch vomr IDr.
O. Schlomilch, ausserord. Prof. a. d.
Univ. Jena, Halle bei Schmidt 184S+
241 8. Pr. 2 11. 24 kr.

Von dem

Herrn Hofrath L. Oettinger
zu Freiburg i. B,

. 1

Um den Gang unserer Bﬁmukungen nicht zu usterbreches,
und um den Leser in den Stand zu setzen, sich selbst ein Ur-
theil iiber die Brauchbarkeit des vorliegenden Lehrbuches su
bilden, soll Inbalt und Umfang desselben nach des Verf. eigener
Angabe hier mitgetheilt und, wo es nithig achien, in kurzea Zu-
siitzen das Nihere der einzelnen Ausfihrungen angedeutet werden.

1. Theil. Differenzenrechnung. §. 1. Die Functionen u
ibre Differenzen (Begriff beider.) §.2. Die Differenzen der ein-
fachsten Functionen. §.3. Zusammengesetzter Funct. (Summen,

Producte und Quotienten). §. 4. Diff. h3herer Ordnun Az
und Anwendung auf die besondern Fille: #s, x*, Sinz, . §.5.
Umke!mm: des im vor{gen §. behandelten Problems. (Entwicklung
von flz+A) nach den Unterschieden von b(.t.'). §. 6. Digression Gber
das Theorem von Taylor (und das von Maclaurin.). §. 7. Die In-
terpolationsformel (mit Anwendungen). §. 8. Diff. der Funct. meh-
rerer Variabeln. (§. 3. und §. 8. gehirt eigentlich zusammen). §. 9.
Zusammenhang zwischen den Differenzen und hthern Differensial-
quotienten einer Function. §. 10. Zwei Recursionsformeln fiir die Ber-
noulli'schen Zablen. §. 11. Summirung ‘einer Reihe von Differenzen.
§. 12. Restbetrachtung. §. 13. Entwicklung von A: (et—1). §. 14.

Entwicklung von I'(x) (der Fakultit 1s-1i2 oder (1, 1)s—1). §.18: N&he-
nmgsforman fir Factoriellen. )
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.2 Thel. Summenrechnung. §.1. Begriff und Bezeichuumgs-
weise der Summenrechnung. §. 2. Summen der einfachsten Fune-

tionen (oI, — Sinz, Cosx). §. 3. Allgemeine Regeln fiir

die eadliche Integration zusammengesetzter Funct. (Summen, Pro-
ducte). §. 4. Endliche Integration der rationalen ganzen algebrai-
schen Functionen (2™). §. 5. Gebrochener rationaler algebraischer
Fanctionen. §. 6. Summirang von 2™ a*, zmCosz, 2™ Sinx (lte
md 2te Potenz von 2) §. 7. Integration von Cos™z, Sin™z und &hn-

licher Functionen. §.8. Die vielfachen endlichen Integrale (=" a%

" Smz, Z"Cosz). §. 9. Integration durch Potenzenreiben. §. 10.
Dweh gomiometrische Reihen. §. 11. Durch balb convergente Rei-

htt § 12 Beispiele zu den Theeremen des vorigen §. (Zz™,
x5 z%, zl_f-%c_’) §. 13. Digression iiber dié nherungsweise
Berechmung bestimmter lotegrale. §. 14. Einfache Summirung durch
Quadraturen. §. 15. Beispiele und Erweiterung des vorigen Theo-
6. Reduction vielfacher Summen einfache bestimmte -

Tems. & ) {

Theil. Difforenzengeichungen. §. L. Allgemeine Be-
grifle. §. 2. Integration der ileronzengleichun en ersten G
etster Ordnung. §. 3. Diff. Gleich. 1ten Grades und beliebiger Ordnung.
$ 4. wad §.5. Fortsetzung. § 6. Integration durch bestimmte Inte-
m §- 7. Beispiele zur vorigen Methode. §. 8.-Integration mit

aneodlicher Reihen. §. 9. Diff. Gleich. mit zwei unabhiingigen
Variabeln. §. 10. Fortsetzung. §. 11. Diff. Gleich. mit mehreren unah-
\\hp,iﬁ: ariabeln. Literarhistorisches. ’

Zweck des Verf. bei Bearbeitung dieser Schrift war, ein
Compendium fiir akademische Vortrige und zugleich ein Lehrbuch
zum Selbstunterrichte zu geben und dadurch mebr zur grissern
Verbreitumg dieser Wissenschaft, als zu ihrer Erweiterung beizu-
tragen. Zwr Durchfiihrung seines Zweckes stand ihm reiches Ma-
terial zu Gebot, das in den hierher gehirigen Werken und Zeit-
schriften enthalten ist. An StoffzurVerarbeitungist daherein Arbeiter
weaiger arm als zweifelhaft diber die Art, wie ein so reichbaltiger,
i so vielen Schriften zerstreut liegender und aus den verschiedenen
Z;m der Mathema(ik herbei zu bolender Stoff in eine Theorie
v itet werden soll, deon nicht nur und vor allem die Diffe-
reazen - Rechnung, sondern auch die Differenzial-, die Iotegralrech-
nung, die combinatorische .Analiysis, die Umformung der Functio-
ven in Reiben etc. liefern in (reigebigem Wetteifer ihre Gaben
wr Beveicherung und Erweiterung des hier in Frage stehenden

iges der Mathematik. ] 4

Verdienstliche einer solchen Arbeit, worauf der Verf. in
winem Vorworte Anspruch macht, wird gewiss jeder Freund der
Wisseuschaft gerne anerkennen, und eine derartige Schrift wird
ireapdlich begrisst werden, da bis jetzt in Deutschland keine
solche existirt, worin der Gedanke einer Verarbeitung des vor-
handenen Materials durchzefiihren versucht wurde, ob er gleich
nicht alle dienstbare Zweige der Mathematik zu seinem Zwecke
in Anspruch nabm, sondern eine Auswahl traf, und auch nichbt
alle vorhandenen Vorarheiten (gerade in der Differenzen-Rechnung)
benutzte, was er durch Verlassensein von literarischen Hiilfsmit-
tein entschaldigt wissen will.
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'Die ersten Grundziige zit einer Differenzen- und Summen-
reehnung ‘sind im 2. Bande von Eulers Diflereazisirechnung su
finden. Von Lacroix wurden sie spiiter in seinem Traité d. cale.
différ. et intégr. T. 111 Chap. I —1. weiter ausgefithrt. Sie
fahrendie Aufschriften I. Calcul direct dea différences (Djfferenzenrech-
nung). Il. Calcul inverse des différences (ddrin behgndelt Lacroix

zweierlei: die Differenzen mit negativen Exponenten, die er- mit 2
bezeichnet und die Summen, die er mit-S bezeichnet, ohne jedooh
elnen Unterschied zwischen beiden festzustéllen. Euler hat schon
diese zwei Zeichap gebraucht). Mk Intégration des équations aux
differences (Differenzen-Gleichungen). Die gleiche Einthgilung hat
dey Verf. gewiihlt. . e
‘Dass von ihm nicht alle zu seiner Aufgabe gehirigen Betrach-
tungen und’ Untersachungen -beigezogen -und mitgetheilt - wurden,
?as,t, gich begreifen, Es wire fiit ein Lehrbuch zu weltfijhrend,
enn hierbei kann man nur sichtend und augwadhlend zu- Werke
gebn. Avuch muss oboedem jede Unatersuchung, die in eine anf
zustellende Theotie. aufgenommen werdeo sell,. digser angepasst
werden, 'was oft mit.Schwierigkeiten, die mit dem Erfolgg nicht
im Einklange stehen, verbunden ist. Auch mﬁgen eschidhtliche
Notizen dber die Orte, wo die beziiglichen arsathuages Rach-
2ulesed sind. Bei Lisung seiner Aufgabe bat der Verf. die Diffe-
renzial- und Integralrechnung als ‘dienstleistedde Nebenzwidige in
Anspruch genommen. Eine Reibe von Untersuchungen, ‘die mit
dem in Frage stehenden Gegenstand genau zusammienhingen, und
die in Crelle's Journmal 1lter—1{6ter. Band 'und 33ster
B d. enthalten sind, hat er nicht benutst, .worauf wir. gelegentlich
wieder zuriickkommen werden. . vl e
Gesteht.man nun, und diess ist Pflicht,. einemd Verf. das Recht
2u, einen enstand, den er bearbeiten will, einsugrenzen und
die Art und Weise, wie evr ihn bearbeiten will, festzustetien, »o
ist gehoten, die gelieferte Arbeit nach dieser Eingvenmg zu be
urtheilen. Ich kann nen nicht umhin sofort zu bemerken, dass
d. Verf. seinen Gegenstand mit Gewandtheit und Rleganz behan-
delt, und kurz und klar entwickelt hat, was er en wollie. Der
Leser wird nicht bereuen, den Darstellungen des Verfs. gefolgt
zu sein.. Weniger tbereinstimmend ist meine Amsicht mit der
des' Verl. ither die Grundlage, worauf er den in Frage stehenden
Zweig der Mathematik als Wissenschaft aufbauen zu miissen
5::: . Da ich gerne das Verdienst des Vesf. in Bezichung auf
vorliegende Schrift anerkenne, so wird es :auch wobl nicht
missdeutet werden, weon ich die Ansicht iber. die Art und Weise
bier ausbpreche, welche ick fir die. zweckmiissigste in der Be-
ndung einer Theorie der Differenzes- und -Summien-
eechnung, aweler in innerm uwnd des’weﬁeo\notibwéndigem
Zusammenhang stehenden Dodtrinen, halte, und diesd in eini-
n Bemerkungen nachzuweisen suche. Ich thue diess in der
aborzqugnng; dass eine solche Besprechusg nur die Sache selbst
fardern und der Wissenschaft dienen kann. Der kitnflige Bearbei-
ter mag dann, wenmn er diese Zeilen etwa liest, bemessen, was
an der hier vorgetragenen Aunsicht, gegeutiber. dér von dem Veyf,
befolgten, sich bew . heiten wird, was nicht. -

. . 2. : .
. Die Hanptaufgabe des hier&bupi'ochedn Zweiges der. Mathe-
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wikist die DarstellungderSaemmenausdriicke fiir eine
Reibs vor Gliedern, dicnacheinem gemeinschaftlichen
Guetse fortschreiten, oder Iwtegral-Rechnung 'fur

erllide Differenxzen. ‘ ‘

hdisser Weise ist die Aufgabe.vorerst nicht bestimmt, den
seammt, wie schon oben bemerkt, alle Zweige der Mathematik,
po Mr ibren Zweck verfiighare: und dieusame Mittel, jeden
&.ﬂ Kunstgriff fiir ihre Lisung in Amspruch, und ist in
Usbestimmtheit auch nicht einer systematischen Behand-
Wemg zughinglich, denn sie hiingt von Aeusserlichkeiten und
igkeiten ab. Letateres wird sie erst dann, wenn man auf
& cmelven ihr dienenden Zweige der Mathematik selbst ein-
mﬂ fragt: konnen Mittel beschafft werden, wodurch fiir die
hdn md zusammengesetzter Functionen der Analysis, welche
sk Relhen gruppiren lassen, sich Sammenausdracke nach all-
foemes Gesetzen auffinden lassen. Diese Mittel liefert die
R“hlng mit eéndlichen Differenzen am vollstindigsten,
od g in der Weise, dass sich fiir sie ein in sich abgeschlos-
#ws System  aufstellen und durchfithren lisst, wie sich im Fol-
pades 2eigen wird. Ist nun auf diesem, W@ﬁe eine feste Basis
fewnen und sind die-Mittel derDifferenzen-Rechnumg erschipft,
Gmig es an der Reihe, sich nach andern-Mitteln aus den ibri-
s lncigen der Mathematik zur Ergiinzung, Firderung und Er-
volrwg der vorhandenen. umzusehen., Diese finden sich sofort
“ex in der Differenzial- und Integralrechnupg, beide aber nur
oy “"':{ Linie, worauf dann noch weitere ﬁﬁlgsmittel gesucht

n. . . . v .
Gebt man nun auf den in der Summenr'ecbnunﬁ zu verarbeiten-
den Soff selbst nither ein, so gruppiren sich die Reihen in zwei
iplarten: in salche, deren Glieder. mit einerlei. Zeichen,
, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen ver-

benden ging, . 2

Ve Unterscheidung kann aber in einer Theorie der Sum-
" , .wenn dieae anders ibrer Aufgabe em‘l%an will,
ik} orirt werden. Schon Euler hat in seiner Differen-
Llrecioug einige hierhergehirige Fille der zweiten Art betrach-
" wilacroix ist in dem oben angefiihrten Werke auch darauf
wd en. Iu beiden Scbriften liegep aber nur ungeordoete
., Bummenhangslose Anfinge vor. Der Verf. ist hierauf gar
"*Wugé.. In eiber Theorie gendigt es nun, wie sich von
?:"Wt, nicht an der Auffiihrung einiger Fille, sondern an
Mﬁhﬂmg eines Princips, und an Auffindung der Mittel,
*dda diese sicher stellen. Ich habe in einer Reibe von Abhandiun-
M beinCrelle’s Journal 11ter—16terund im33sten Bd. er
W sind, urid die auch unter dem Titel ,,Die Lehre von den
" tteigenden Functionen nehst eineraufsie. gegtinde-
:;:hl:enﬂdl-eehun t;gg “(.l Bel:‘lz;': 1836« als]l;el::dere Schrift
i wurden, gezeigt, dass e Arten'von Reihen ganz alige-
::?G!selzen lmteglgo ), dieunter einander in sehr engem Zasam-
) ange stehn, und sich eben so einfach als consequent einem
‘:d‘. tilenden Systeme fiigen. Von der ersten Hauptgruppe
v tiben (deren Glieder it einerlei Zeichen versehen sind)
‘l,'eﬂl schon thedlweise bekaniut, denn-die Vorarbeiten waren
. Bel der zweiten Hauptgruppe fehlen diese Vorar-
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beiten. Nichts desto we ist ihre nihere Untersuchung lohnend,

und fihet aof Resultate, die denen an Interesse nicht machstehen,

welche bisher dber die erste Hauptgruppe der Reihen aufgefun-

den wurden, und die dem Verf, gewiss manehe neue Anbalt-
nokte geboten haben wiirden, wenn er ibnen seine Aufmerksam-
eit sugewendet hitte.

Der Zusammenhang, worin nun die genannten zwei Hauptar-
ten von Reihen unter einander stehen, -ist sehr einfach und folgender.
& Der Begriff von der Differenz einer Function ist in der Glei

ung

1. Afe=f(z4+h)—fz

enthalten, Hiernach hat man den ver&inderlichen Theil der
Function um eine bestimmte Zunahme wachsen zu las-
sen, nnd von der so verinderten Function die ur-
apr(iniliche Function abzuziehen, Die weitere Verfolgun
dieses Begriffs fiihrt auf eine Reihe, deren Glieder durc
einerlei Zeichen mit einander verbunden sind:

% fo+fEANEL @) .ot (@+mb).

Dem Begriffe der Differenz stehtder der Zuzihlung oder Auf-
stufung einer Function, wie ich ihn genannt habe, zur Seite.
Er beruht darauf, dass man wie vorhin den ver%nderlichen
Theil einer Function um eine bestimmte Zunahme
wachsen liisst und zu der so verinderten Function die
urspringliche zihlt. Da fir dieses Geschift ein Zeichen ge-

wihilt werden musste, so thabe ich nach Analogie von A den
griechischen Buchstaben ¢ gewihlt. Hiernach ist

3. ffx =flzt+h)+f.

Die weitere Verfolgung dieser Idee fiihrt zu dem Begriffe von
Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden
sind und hestimmten Gesetzen folgen:

4 fz—f@+ Ntz +R)—.....Lf(z+ mh).

Es ist nun nicht zu leugnen, dass durch Auofnahme der hier
angedeuteten Grundiage die Arbeit etwas ausgedehnter geworden
wire. Ich glaube aber, dass ein Zusatz von einigen §§. mehr hio-

reicht hitte, die erweiterte Theorie durchzufiihren, denn es

andelt sich hierbei nicht um Aufpahme grisserer und weitfiihren-
der Untersuchungen, sondern um Begriindung des Systems.
meiner Algebra habe ich es versucht, in dieser Weise die alige
meinen Grundziige fir eine auf den Differenzen und Aufsmfm.lgg
beruhende Summenrechnung fiir beide Hauptgruppen der Rei
zu geben und die Ausfithrung, die sich allerdings nicht weiter als
aaf die einfachen Functionen erstreckte, fiillt nicht zwei volle

n aus.

Dabei stehen die Methoden, welche die Verfolgung der oben
vorgelegten Idee an die Hand gibt, den bisher bekannten weder
an Aligemeinheit, noch an Leichtigkeit der Anwendung, noch an
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md« Brauchbarkeit nach, wie eine Vergleichung an die
i Der Verf. bat nimlich nach dem Vorworte mit
Recht vermieden ,,sehr weitiiufige Untersuchungen* aufzunehmen,
die entweder nur einen ,,geringen Grad von Allgmeinhoit“ besas-
sen, oder zu 8o ,unfirmlichen Resultaten fiihrten, dass man
ibre ,,praktische Brauchbarkeit” in Zweifel ziehen rausste. Gerade
in Einverstindniss mit der Absicht des Verf. wire es wﬁns%enp-
werth gewesen, wenn er auf eine eben so einfache als klare, ebenso
&meme als praktische ldee eingegangen wire, denn die Re-
tate, worauf sie fibrt, dberraschen durch ihre grosse Anwend-
barkeit, und durch das Zwanglose, womit sie sici den strengen
Forderungen eines Systems unterordnen, was wir leider in dem
welchen der Verf. verlolgte, nicht hervorgehoben_finden.
Un zu zeigen, seben wir uns veranlasst auf einige Einzeln-
heiten einzugehen. "

. 3.

Durch Wiederholung des in§L und 2. des vorigen §. angedeute-
ten Geschilts wird man auf die zweite, dritte, vierte Differenz
oder Aufstufung etc. (Differenzen und Aufstufungen hiherer
Ordoung) gefiibrt. Bezeichnet man der Kiirze wegen die Glieder
der urspriinglichen Reibe (Grundreihe) durch Xj, X, Xr... X,
%0 dass ﬂz-l—mb):l.. bedeutet, so ergeben sich durch einen
sehr einfachen Calcul folgende Gleichungen:

1. A.x°= X-—mx-—l -|-(m),X._, - eoee (—)-(m)-&
(§- 24. Crelle’s Journ. 12. Bd.)
3 (o Xy=XutmXu—gt(m)aXm—gt ... (M)mX, (§: 3.Cr.J. 11.Bd)*)

worin (.)':_:T?;'—i)(g—.‘?)-:-:(?:r-l-l) bedeutet.

Eben so findet man fir das umgekehrte Problem :

3 Xa=Xo+mAX, +(m)3 A2X; + ... (m)mA" X,
(§. 26. Cr. Jour. 12. Bd.)

L XalnXomf Kot mp Ko (Ko (5. 5)

Es zeigt sich nun leicht, ,dass diese Gleichungen auch fiir
¢n negatives m gelten, und man erhilt:

5. A=Xy=Xu+m Xy +[my X gt (§ 28
6 o X=X u—mX oy} [y Xy (5 4)
7. X =X, —mAX, 4 [mLA X, —[m},A%X,... (§. 26

*) Die Citationea sind hier nach §§. gegeben, damit sie nicht nur
jm Journ. v. Crelle, sondern auch in meiner Schrift ,,Lebrs von dea auf-
steigonden Functionen

‘“ wachgeschon werden kismon.
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8 Xip—dm¥opmlomifo p[mhfm-2X ... (§ B)

worin [m]nr.’;'(m%—l—)-(; o+ LEE (m.:.' n_hodentqt. Voun diesen
Gleichungen, die sich so enge einander anschliessen, hat ‘der Verf,
nur L. und 3.in'§. 3. und §. 8. entwickelt. Den Zusammenhang,
der zwischen den positiven und négativen hdhern Unter-
schieden einer Function herrscht, hat er ausser Acht gelassen
und damit eine ‘reiche Quelle der Vergleichung und der'Vervoll-
stﬁndiFung_ einer Theorie nicht benutzt. Auf S, 118. scheint ‘er so-
ar diesen Zusammenhang upd die allgemeinen Gesetze fiir . die

Shern'Unterschiede in Abrede zu stellen. - . '

“ Diesé Gleichurgen §ind zwar vorerst nur formell, geften aber
von jeder einfachen Function ohoe Unters¢hied. Um ihnen In-
halt zu geben, hat man die Gesetze des Unterschiedsnehimens
und des Aufstufens auf die einzéinen. Functionen apzpwenden.
Diese sind bekamtlich zp, a*, Igz, 2#¥, Sin z, Cos x..... icht
alle lassen sich gleich leicht behandeln. Aber auch die weniger
schmiegsamen lassen "sich-einem allgemein, fiir positive' und ne-
gative m giltigen Gegetze unterwerfen. Wir weisen dieas durch
olgende- Zusammensteltung nach. C K h

9; 'Amqr=(ah—Ijmas G.32)
. . N " Sl o
. "I&-—‘ .1—"(1‘ .ln “n
- 10. Au‘%;_- = ) = . 32)
B 11 Amgpib=pol=1g fmbyp-mbim (5. 30,
1. . pep )
2 A’."m#—)‘f%.um—u ¢ 30)

.
il

13. AﬂSil::Siﬁ'(.é-{—n'«’-‘%r?—)‘ ?ﬂi&r;@!! (8. 33)

1. A" -Gon 2= Con (e +an "4 E)om Sing i 8. B)

e

15. A-m w:w—-j_{-l—);i(a.-‘-l)"‘a’ N (ﬁ.. 39.)

. I a"" l : l.——n —m {
1.91_9_.7'?.: —dme— —;rf) . ¢ 39.)
.o ‘ m|—1 B~ ’. (at—m‘ r‘.
7 Aemgpiv B R > e - 38

. | =il - S T ‘
18. A-mm_—,:(-v—)—ﬂp Ff(_)n@_]”l:l - ".o (Qv %‘)
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- Sln(z—m—-—) . o
19. A—'Slnmu: (§- 40.)
- QP(Simih)n e
. Cos(m-—ﬁT S
20. A—"Cos.c._. ) . (§. 40.) .
) Q'U(Sm—-lt)"'

Dne Identnt.‘at der. Darstellungen 914, fiir positive Unter:

e ‘mit demen wan 15-—20 fiir negapve Unterschiede dex-
selben, Functionen lxegt so. kiar yor, Augen, dass pr gar nicht be~
t werden kann. Fir die -pasitiven uod negative u[stp .

gea der einfachen Fuictionen erhilt man auf glexchem Jega: ,.;

;= <‘+a‘>"“'. T 10

1 ab T .

‘@ Ot _.(—i,—) = S 15Y

23. ?Smx_ﬂﬂ Sm(z-{- amh)(Coa—b)" §. 11.)

24, {"‘Cosz_2-Cos(z+2 mh)(cosn)- (5 12)%

9%, ¢ mar=" a—-a;)—,,—(l—#a") mas (5. 14

] m -?‘- .

2. §"%: ]‘J'ra,, " 1_ +" 2 s
N ' ' Sin(a:——2—

2. { ™ Sing=—"7— . 15)
Q'(Cos h)
. Cos(z—%mh)

' — 35 .. .. 16

28, ;’_"Cosax.:.- 2~(C ‘;Io)" S '(s ‘ )

% Amm. : In den oben an eﬁhrten §§. (5. 11, 12, 18 und 16 Crelleu‘
Journ. 11, B‘.) cind dnrch om8 Vmohon anoh die Fomen

X g-s;..a;—(_)uz-s-n(z-l- ‘m)(o“ h) o

é-Cq-s__(-)ma-cu(s—ir-mem;h)- "

yo 7 .
abs giltig lnssgchu worden, . Diess ist- lnclu der Fall, was ich. lna'
verbessernd bemerko. Das Glelc’?le gilt von den ngrfuven Aufstufungen
vou SinZz und Cosz.
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Auch bier tritt die Identitit der Gleichungen 21—24 mit 25—28
fir %osltlve und negative Aufstufungen klar hervor. Ja
der Zusammenhang zwischen den hohern Unterachieden und
de::khahern Aufstufungen 9—20 und 21—28 ist nicht zu
verkennen.

Die Darstellung fir AY™g= und $t™as, at- al'-; und f_*.";l.‘

A= Sinz und ™ Sinz, AY™Cosz und gi'Coazergﬁnzen sich
gegqnsemﬁ im Systeme, und sollten aus diesem Grunde schon
in einer Theorie nicht iiber angen werden, abgesehen von der An-
wendbarkeit und Brauchbarkeit, welche sie in der Summeonrech-
nung zeigen. Die Gleichungen 13. und 14.; 15., 19. und 20. siod
zwar von dem Verf. (S. 19. §. 4. u. S. 117. §. 8.) angegeben, auf
den Zusammenhang aber, der zwischen ihnen herrscht (fir die
Theorie der Differenzen gewiss nicht unwichtig), ist nicht hinge-
wiesen. Er ist sogar durch die Darsteljungen, die auf der Seite
117. gegeben sind, verwischt. Zu dem hat sich in die dort mit-
getheilten Darstellungen ein Versehen eingeschlichen. Die For-
meln, die wir in der Bezeichnung des Verl. hier geben, sollea
wobl heissen: ’

*Sin z = (;— Cosec %—h)*Sin (z—nn—;é) und

Z*Cosz = (;;— Cpaec%h)- Cos(zf—n’%! ,

wihrend sich dort vorfindet: -

'
N AN

=*Sinz=(2Cosec %h)‘ Sin(z—u"TH ,

rCosz:@Cosec%h)* Cos(x— nf-g;é) H

was mehrere mal vorkommt, wihrend die Gleichungen, woraus
diese Darstellungen abgeleitet sind, in § 2. S. 90. richtig stehen.

. 4.

Nicht ‘so willig lassen sich die Functionen 2P und Ige fir
die Differenzen und Aufstufungen und z?/* fir die Aufstufunges
bebandeln. Um auch diese dem allgemeinen Gesetze zu unter-
werfen, dient die Methode der Darstellung der Unterschiede
und Aufstufungen durch Differenziale und Lntegrale.

Um diess nachzuweisen, sind allerdings einige andere Unter-
suchungen néthig, die jedoch durchaus nicht weit ausgreifend gind.
Die hierzu erforderlichen Gleichungen finden sich (3. 42. Crelles
Journ. 12. Bd. §. 19. und 20. Cr. Journ. 33. Bd.) angegeben, und
entwickelt. Sie sind - : ‘ .
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=X.hm  SC(1,9,..m) ™1 X kwt]
@z vt g1 @z)+1

.. 8C'(1,2,...m)% Oms2 X hmt2
T mAT  (@mm

1. AnX=

)
2 ATX=(5 )X,

Ad m
3 {"X=(1+¢ .) X.

Alle drei Darstellungen sind aligemein und gelten fir ein po-
sitives und negatives (ja sogar fiir ein gebrochenes pos. und
neg.) m. Unter SC (1,2...m)" ist der Summenausdruck der
Verbinduungen mit Wiederholungen aus m Elementen zur
iten Classe verstanden, oder ein Fakultiten-Coefficient, wie
thn der Verf, den Begriffl von einem speciellen Fall ableitend,
pennt und womit er sich mehrfach (§. 10. S. 44. §. 16. S. 165.),
i immer nur im besondern Falle, beschiftigt. Die Darstel-

dieser Summenausdriicke fir die verschiedenen Classen ist
sehr wichtig, denn sie sind in der Analysia sehr verbreitet, ' und
haben fiir viele Entwicklungen (nicht allein fiir die Fakultiten) die-
selbe Bedeutung, wie-die Binomialcoeflicienten Rir andere.
lohut sich daher wohl der Mithe sich mit ihnen za beschiftigen,
und die allgemeinen, filr sie geltenden Bildungsgesetze zu er-
mitteln. Hat man sie gefunden, so ist man der Mihe, sie in je-
dem speciellen Fall wiederholt  autzusuchen, iberhoben. Ibre Dar-
stellang wird. durch eine merkwdirdige Beziehung, worin die Sum-
mensausdricke der Verbinduogen mit und obhne Wiederho-
lungen zu einander stehen, und die ich (§. 8. 33, Bd. Crelle’s
Journ.) nachgewiesen habe, erleichtert. Ist viimlich der Ausdruck
fir $C(1,2,3,...m)r, gefunden, so gilt derselbe unmittelbar far
§C(1,2,3,..m—1)" wenn (—m) statt -l‘-m% in ihm gesetzt wird und
umgekehrt. Die Bernoullischen Zahlen sind ein hesonderer Fall
dieser Summenausdriicke. Man findet sie, wenn m=—1 gesetzt
wird. Beoutzt man diese Bemerkungen und die im 33. Bd. Crelle’s
i‘o:n;:l 8 19. und 20. gegebenen Entwicklungen, so erhilt man aus

mwy =X = mistl X Im41  omi3X
4L A Xé(v).ﬁ +-§ Bapti h"""l-{-—ﬁ—l. am Wﬁﬂ’
m(m41)m omi3 X
+5.1.2.3.4 @ami M

15m3430m345m—2 w4 X
+—g1e1 m Gawrehmte
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5' A x—L X(a:;)v-— m’ ! X(zjm—1
- =hm pm—1

+ 14||/,-:—': X(a“')'-’
-1
—%";I_W—L:ni X(az)n—i
3__20m2
y B w%‘:{fhﬁ'ﬁ—m ‘/"" X 0z

/

Beide Darstellungen unterlugen oﬁenbar efnemund demsel-
ben Bildungsgesetze fiir (4m) und (—m), wenn man, wie sich
leicht erwqtsen lisst, bemerkt, dass

o Gy K@y [ X i (=3

Sie gelten sogar l'(ir gebrochene m.. Der besondere Fall, wean
m=1 in 5. ist, wafiir der Verf. seiner Wichtigkeit wegen_zwei zu-
riicklaufende Bildungswelsen mittheilt, gibt d;e. bekannte Bernoulli-

sclu Renheg und e qst K
70 A-IX,-_-,.EX-@E-—I)X DR o n" "

' 1...:8%X
: };fxa“" X+ Ty 2 momg(ax)s "'
: . 1. a»xz.o S S ';
So oft man sun“ die hohera Dll'erenzhle md lnbagrale efner
Function ‘darsteller kam, ‘8o ‘oft kamn' man auch . héernach

ﬂr ....trl(dle noch fragliche Function)
x sind die hShern Differenziale
[ntegrae aber sind, so viel mixr bekaant
schstehenden Gleichungen wérden die
o und das Fehl¢nde erg!tuzen i

8 f |8.'I(38) =1ri1 (lsy elit 2]5:111’)P‘.l), -

. l/‘rl»l_gf____ lrll(w‘ﬂ%fﬁ)fi); ‘.

worin 1r/1z==1.2.3...p und: §C(1,2,3,,.p)r—! 'die Summen der Ver-
bindungen ohne Wnederholungen aus p Elementen zur (p—1)ten

Classe sind.
Aus 3. erhiilt man mit diesen Mitteln ausgeriistet:

10. {mX=2mX 4 momThox
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+(m.9-—‘n.mmn.g-,—-)t’%’a_g‘); D
: ARV X

. -'+(ﬂf‘+§m’-ﬁk2;¥'¥“';;‘2*")m

u e - hir X
+ (2o L T = 1292 4 ¥l = 1me 3 - 13 8) 231 (0z)*
. ot . R i .-:-‘!.-4 ‘-u.:c: LA e LU
E . ,'t“l!-‘;.":\|l "E'
Diese Darstellung gilt: fiir. jedés belipbige m und stellf ‘die po-
s'lﬁven. und neghtivethgufstufnﬁEan jeder heliebigen Function (a?:o
gz, 2# otc) dar. Der b'qs’qtidéie‘JFall, wenn m= —1, gibt eine
bemerkenswerthe Reihe; sie ist

RPN G 1. S A S U . &
- M =y - d23@=)d 114 1.8.5.(62)°
‘ 17 WX, ., - . -

. 1% 12.7@)T ™ :

und steht der Bernoullischen Reihe zur Seite, denn sie lehrt die
Potenzeureiben mit abwechselndgn Zeichen

AP—20 430 —4p 4 ., 2P

summiren, wie die Bernoullische Reihe die Potenzenreihen mit
einerioi Zeichen sunimiten. Jehrt, -und hat daber diesslhe prak-
tische Bedoutumg in.tiner Thedrie der Summ eunrechnung wie
bﬂm-l' eR‘lh I B R I t .

T - 5. . o

_ Die §§. 2~4 enthaiten nact unseriy Evachten in kerzem. Ga-
riss die 4s :elper, Rechpuag mit epdlichen Difierenzen, und
zwar vorerst fis. einfhclie Functlonep., Hieran reiht -sich sodngn
die Darstelling der positiven und negativenUnterschiede
und Aufstufungen der zusammengesetzten Functio-
ven, was wie nicht. wditer verfolgen, gondern nur andeuten. Erst
wenn diese Vorarbeiten vollendet sind, kann zu einer Summen-
techoung mit einfachen uod zusamme ,nﬁxsgtgten Functionen dber-
gegangen werden. Ueberblickt man bt die hier mitgetheilten
Resultate, so zeigt sich, dass die soglenaqnte Differenzen-
Rechnung den grissten Theil des ‘caldul direct et inverse
aux différences bei Lacroix, und auch der Differenzen-
tnd Summenrechaung des Verf.. umschliesst, und mit Recht
mmschliessen muss, deon das Zeichen Z, welches Lacroix und
der Verf, gebraucht, , ist ni?hta. anders ' ajs ‘das Zeichen A mit
tinem negativen Exponeoten. Da nun alle Gesetze fiir AY™ X und
4™ X unter einen Gesichtspunkt . fallen, so konnen sie nicht von
der geschieden werden. Eine Trengung. in zwei iprer }Vatur
nach’ geschiedene Abtheilungen, wie Lacroix.upd der Verf. vor-
tmmt, steht daher mit einer Theorie dieser Gebilde nicht im Ein-
kiang. Dass sie aber einem und demselben Bildungsgesetze
mterliegen, kamm nach den hier gegebenen Mittheilungen nicht in
weifel gezogen werden. Endlich liegt auch der Zusammenhang



awischen AT* X und A™ X,{" X und ¢ ™ X so einfach zu Tage, ‘
dass alle Complicationen wegfallen, und dass also auch der Zwei- |
fel des Verf, ob iiberbaupt ein ,,allgemeines Bildungsmet:“ ab-
gesehen werden kann (S. 118. §. §) nicht gegriindet ist, da ein
solches existirt.

. . 8.

Mit den bisher aufgefunden’en Halfsmitteln kaon nun eine Sum- |
menrechnun% ohne Schwierigkeit durchgefithrt werden, worin
die Trennung in zwei Hauptarten von Reihen, mit einerlei und
abwechselunden Gliedern, sogleich hervortritt. Die Betrachtungen
nun, welche derselben eine 7este Unte ‘feben, sipd (§. 72 u
f. u. §. 104. u. ff. Cr. Jour. 14. u. 15. Bd.) der Lehre v. d. anfst
Funct. niedergelegt. Bezeichnet man nun auf folgende Weise:

L X+ X, + X5+ X; ... + Xa= SXa,
2 X— X + X— Xy . ()" Xn=8(—)*Xa;

so erhiilt man durch eine elementare Erdrterung folgende Grund
E‘esetzeiﬁlr die Darstellung der Summen aller einfachen
unctionen:

3. SXa=A"'X,}, —AK,,
1
4 S Xa=(—)""Xaps + {7 Xo.

Die Auffindung des fraglichen Summen-Ausdrucks beruht daber
auf der entwickelten Darstellung zweier Ausdriicke der
ersten negativen Differenz oder Aufstufung_ einer Func-
tion. Da nun in §.3. und §. 4. igt wurde, wie sie filr alle Fille

fanden werden kdmmen, so ﬁ:: auch die vorliegende Anfgabe
fle.-t immer geldst werden. Als Beisziol diene der weaiq:r L3
ache Fall, wenn X,==2» ist. Man erhilt daon auns 7. §. 4. nach
der Vorschrift von 3.:

5. SXa=a? 4 (z+h? + (z4+20)P 4 .....(x4nk)?
='(pTll)7; [+ (n+DR)pt? —artl]
et Dhr— 2
“+f [+t Dhp—1—zr—1h

— BB [ 4 (4 et — - *

Aus 1. §. 4. erhilt man nach 4. folgende zwei besondere File
fiir ein gerades und ungerades n:

6. 2 —(z 4 AP + (2 42h)P... + (x + nhp = S(—)*Xa
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=3[+ AP +27]
— & M@ +m+ DRy 4 2]

$ BB DD o oy b Dkt pars)
Y S i

7. 2#—(z +h)?+(z+2.h)9... —:(z+nl¢);=8(——)"X- . |
=L {e+mt Diyp—m)
+ B+t Dhyp-1—20-1]
VP2 isj (a4 4 DR 422)

Die ans B. sich ergebenden besondern Fille sind bekannt. Die
ass.6. und 7. sich ergebenden weniger. Wir stellen daher einige
bier zusammen, damit man daraus die Anwendbarkeit der hier

mitgetheilten Methode ermessen kinue:

8 1-243—4+..£a=231

14 oty gnd=

l-2‘+34-44+...1n4=’—f;+nt-;-
= —"2—‘—:.34-;-,
t—2ﬁ+3t—4°+...inﬂ=’$+5%-—5—4”—'+ % ~

Theil XIIIL
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u. 8. w. Die ersten Ausdriicke gelten fiir ein. gerides n», also fir
eine ungerade Gliederanzahl, die zweiten flir -efn ungerades n,
' also fiir eine gerade. Das Fiordernde dieser Methode macht sich
besonders klar, wenn man die Art higmit verglei¢ht, wie Euler
Diff. Rechnung 2. Thl. §. 178. u. fl. und nach ihnr Lacroix, Cale.
difi. et int. T. IlL. p. 997, u. fl. diese Rethen hehandelt haben,
ohne aus den speciellen Fillen herauszutreten.

Die Gleichungen 3. und 4. zeisen den Zusammenbang zwischen

S (Bﬁsril' der Summe) und A™ oder ¢! (hereto negative Diffe-
renz oder Zuzihlung) und beweisen dadurch, dass beide nicht
identisch sind, obgleich im einzelnen Falle beide zusammen-

fallen kinnen. Hiufig wird A™™ durch =™ bezeichnet, diess thut
Laplace, derauch A™*=3" angibt, Lacroix und auch Euler.

Die Bezeichnung des Begrifis voo A™™X durch Z™X halte ich
nicht fiir zweckmiissig. Sie verwischt den Zusammenhang, der

zwischen A™ X und =™X herrscht, beinahe ganz, withrend die Be-
zeichnung A™™ X ihn hervorhebt und die Theorie auf A™" X, nicht
aber auf Z” X fiihrt. Zu dem hat Laplace (Théoriedesproba-

bilités) sich nur mit der Darstellung von A™™, durchaus aber
nicht mit Apffindung von Summenausdriicken (S) beschiftigt.
Der Verf. entwickelt S. 86. §. 1. der Summenrechnung den
B:friﬂ' von Summe gant richtig, verdisst ihn aber alsbald wieder,
ul kehrt zu dem gewihnlichen Begriff der ,willk#&hrlichen
Constante* zuriick, der ihn dann zu folgender Darstellung fihrt:

0. fr=Z9(@)+C.

Wir balten diese Definition im Rifekblick auf 3. und 4. nicht fir
zweckmiissig, da ibr die nithigende Kraft des innern Zusammen-
hangs fehit. In dem Begriffe der Summe (3. und 4.) ist nichts

Willkihrliches. Die Ausdricke (A™*X, und ¢ X, gewohn-
lich Constante genannt) sind eben so gut integrirende Theile des

Summenausdrucks wie A” Xaty=ZXng; und {1 Xni,, unddaher
weder {Gberhaupt willkiihrlich, noch enthalten sie etwas Will-
kihrliches. Sie sind durch und durch bestimmt, wie denn auch
diese Bestimmtheitin der Consequenz der Theorie einer Wissenschaft
liegen muss. Sogar fir die Integral- Rechnung sind diese Be-
merkungen _von Belang, wo der Begriff der Constante (ins Be-
rondere bei dem bestimmten Integrale) wieder hervortritt, wie
denn iiberhaupt derZusammenhang zwischen Differenzen- und Dif-
ferenzialrechnung, Summenrechnung und Integralrech-
nung unbezweifelt vorausgesetzt werden darf.

. 7.

Ist nun der Begriff des gummenausdmckea einer einfachen
Function gegeben, so wird man durch ‘Wiederholung auf Summen
von den St{mmen, wiederholte Summen, von dem Verf
vielfache Summen genannt, gefihrt. Hier ist zweierlei zu
stimmen: a) wie die Summenausdricke fiir sie gefunden werden
b) was unter ihnen zu denken sei?
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Die Beantwortung dieser zwei Fragen fihrt zu folgenden Dar-
:wlch e, ﬂz in §.73. und §. 90;; §. 91. meiner oben genannten Schrift
sind:

1. &X. =(ﬂ+l)Xo+nXl +(ﬂ'—‘l).x.+'..- +.X.
. =A—’ .X“". — ”i'-l A_I.XO—A_’X],
$ Xa=[n+1} X, + [n]s X; + [n—1]3 X;..... + Xa
=A" Xy —[n+11A7 Xo—[n41},A7 X, —A-2X,,

5 Xe=[n41]n~5 Xo+ [8)m—y X; + [1—T]y Xg+ . Xn
=" X pa— [ H1]am A7 Xo— [1H1]ms B X, —. —A7" X,
. L S%(—)= Xo== Xo—[2]m—y Xay +[3]m—1 Xn—g— .. [5+ 1]m—y Xo

=C " Katmt[ntH]ml Kok [n+ Hmeal Xy Xy

Die Form der sich aus §.90. und §. 91. ergebenden Reihen mit
ihren Summen - Ausdriicken ist

3 X42X, 43X, +4 X, ..+ (n4+1)X,
=(4)A ™ Xapy—A" Xay, + A7"X,,
442k X +Bh X[k X, .. [n+1] Xa
=[HRA ™ X —[r + 1A Xopy + A Xay, — AT X,
X+ (2km—1 Xy + [3lm—y Xy +-[4]m—1 Xs... {71+ D]en—y Xn
=fnt1]aey A7 Xopr—{n41]m-sA"> Xy, ...
; =)= AT X (—)m AT X
& X—[2)o—1 Xi 4 Blma Xo—{ 4]y Xyoo £ [ 4 Vm—y Xa
STUCET) MR b AVE Y (T3] M gup SR Yau) A V) &

Hierin isf[q].-— +l)i ;2)( '-l-r-—i) - Diein1. und 2. ange-

gebenen Summen-Ausdriicke enthalten so viele Constanten (wenn
mau diesen Ausdruck gebrauchen will) als die Wiederholung der
S!Il-c“d.'.;odlmg verlangt; die in 3. und 4. angegebenen nur eine

4
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Der. Verl. behandelt. swar §. & 2te Abth. S. 115, die vielfa-
chen endlichen Integrale. Was sich aber der Lieser darunter fir
einen Begriff zu bilfen habe, geht nicht klar und deutlich hervor.
Diese Unbestimmtheit michte zam Theil darin ihren Grund haben,

dass nicht zwischen SXa (Summenausdiuck) und £ X,=A-1 X,
(negativer Unterschied einer Function) gehdrig unterschieden ist.

Auf Seite 117. ist'z. B. fir S ¢ =A"" as (vergl. 15. §. 3. fol-
gende Gleichung angegeben:

5. %™ a‘=ﬁ)‘;. +G+G2+..Coqat,

dabei aber nicht erbrtert, was unter S®ae gu verstehen, noch
wie die ,willkiibrlichen Constanten Co, Gy, Cy.... Ca—y gefunden
werden. Nach den hier gegebenen Mittheilungen ergibt sich
aus 15. §. 3. und 1. dieges Paragraphen unverziiglich

6. S*ar=[n4l]m—105 4 [n}n—ya=ti{[n—1]m—yari2h. asisk
_asted Dh—astm—1b  [ndljma*  [n41]mgarts
= @—i= _— a"—tl “L'(;E?ji'
('. 1 +(m—2)b R
...._—EE——( T

Auch Laplace spricht (Théorie anal. d. probab. Chap.

1. Nro. 1L bei Darsteltung von =™ =A"™ der Functionen von ,,will-
ktihrlichen Constauten‘; die man bei der wiederholten Integration qle‘
wiunt, lisst aber ihrenhe%ﬁc gleichfalls'unetirtert. Welche Stell
soll aber ein unerirterter Begriff in einem Systeme einnehmen?

’ .8
Die iu dem Vorhergebendegn siedergelegten Bemerhng: bil-
den meines Erachtens die Grundlage fiir die systematische Durch
fiilhrung einer Theorie der Differenzen und Summen. Ist
nach dieser Grundlage das hierher gehirige Material verarbeitet,
dann reihen sich an sie, als ein arganigches Guanze, die dbrigen
Mittel zur Summirung der Reihen (einfacher und zusammenge-
setzter), welche noch aus andern Zweigen der Mathematik
schaflt werden kinnen, sowie die Kritik der hiebei zu benutzen:
den Mittel, wie Convergenz der Reihen etc., welche der Verl.
auch gegeben hat.

Ich bio nun weit entfernt, die hier gegebenen Andeutungen
fiir etwas anderes als was sie sind, nfimlich die subjective Ansicht
eines Einzelnen, und daher weder fiir besser als die eines Andern,
noch fiir die einzig richtige Auffassungsweise des hier einzaschis-
genden Systems zu halten. Doch glaube ich, dass_sie
manches gute, zur Aussaat brauchbaré Korp und manchen Vor-
zug vor der bisher befolgten Behandlungsweise enthalten. Sie
fabren ‘wenigstens einen Zweig (Aufetufangen und Sammen
der Reihen mit abwechselnden Zeichen) in das Systen
und dberbieten die bisher angewendeten Methoden an b
barkeit und in Erzeugung des Materials. Ich darf daher wobl die
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Ueberzeugung aussprechen, dass der Verf. bei seiner Gewandtheit
in Handhabung des Calculs, eine gehaltreichere Schrift dem
Publicum Gbergeben hiitte, wenn er von der hier angeregten, all-
gemeinern Ansicht in Durchfiihrung der Differenzen- und Sum-
mesrechnung ausgegangen wiire, daran die weiter en Resul-
tate gekniipft hatte, welchein der neuesten Zeit von anderen Schrift-
stellern eroffinet wurden, und dadurch zur Feststellung der Grund-
zige einer Wissenschaft, ihrer Verbreitung und Erweiterung bei-
getragen hiitte.

Die hier niedergelegten Bemerkungen sind keiner Nehenab-
sicht, sondern dem Wunsche entspruogen, nach Vermigen zur
wissenschaftlichen Begriindung des von dem Verf. behandelten
Iweigs der Mathema:iir beizutragen. Ihr Zweck soll daher nicht
¢in leeres und unfruchtbares Negiren sein, sondern ein gemein-
sames Aufbauen. Hiezu ist Austausch der Ansichten und vereinte
Kraft nGthig, denn nur auf diesem Wege wird die Wissenschaft

Grdert werden. Die vorliegende Schrift soll als Compeadium

akademische Vorleswugen diesen. Vielleicht nimmt der Verf.
hiebei gelegentlich die Veranlassung, das Gesagte zu heachten
wnd zu prillen, ob und was daran als richtig sich bewibre; es
hat ja ohnedem grossen Reiz, bei wiederkehrenden Vortriigen
einen und denselben Zweig der Wissenschaft von verschiedenen
Seiten ans zu betrachten wad zu beleuchten.

. Unter die Verbesserungen sind noch nachtriiglich, ausser den
m §. 3. angegebenen, aufzunchmen:

S. 192.12. v. 0. A%Sinz=1 (2Sing k)*Cos (z+§§")

g mtt‘(?Sh%M‘Sh(z-&%é ,

z42h
)

8.178 Z. 13.v. . ’—?—"z.

-

¥ statt
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De eilipsi minima date quadrangulo
o circuamscripta.
Ql;lelt'it
Franciscus Seydewitz.

]

’o

Perlegenti nuper, quae de problemate suprascripto lllustr. Ange-
rus, nasii Gedgoensis Professor, disseruit, in mentem mibi venit
propositionis cuiusdam, in quam paullo antea incideram, quum de
persimili re, scilicet de ellipsi maxima quadrilatero inscribends
3uaererem, et qua iam tunc mihi videbatur ad einsdem problema-

s solutionem via ab illa Eulerlana plane diversa aperiri. Neque
ea me spes fefellit; intellexi tamen, postquam proprius ad rem
accessi, solutionem, quam inde obtinui, ad eas quidem figuras,

uae ad universum quadrangulorum geous pertinent, accommoda-
tissimam esse ac praesertim peculiari geometriae usui magis se
applicare, quam illam, cuius Eulerus inventor fuit, paene totam
in numerorum spinis versantem: in speciebus vero, nt in trapezio,
in parallelogrammo et in quadrangulo decurtato sive triangulo,
excepta una, ubi alterutra diagonalium per alteram bipartitar, omni
plane usu carere. In his iﬁt:r ad alias methodos confugiendum
er‘it, quas tamen, quum nihil difficoltatis habeant, bic praeter-
mittam. ‘

s 1

Finiamus (Tab. 1. Fig. 1.), esse rectas PQ, QR, RP tres
S:Izues armonicas coniugatas, ad ellipsin ABCD relatas; recan
semidiametrum huius ellipseos per punctum R ductam et
lmeam PQ in puncto ¥ secantem, atque MX esse semidiame-
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tum lineae PQ parallelam: primum  apparet, hchR et ¥V duos
polus esse harmonicos coniulg).atos rectl;':aaMZ,P:t ob eam caussam

MR.MYV=M23.

Deinde quum sit PQ polaris harmonica ;mch R, eademque
lineae MX parallela, erit MX semidiametro MZ coniu?ata e
ideo puncta ¥ et y, ubi MX per lineam PR et per lineam Qy,
rectae MZ parallelam, secatur, erunt duo poli harmonici coniugati
lincae MX, itaque

"MY.My=MX"

Jam vero, si angulos QRV, PRV, RMY (seu RVP), QPR
et PRQ deinceps literis «, 8, @, y, ¢ designemus, aequationes
prodeunt hae: .

[

_ sinf nv_pa Sine o sina.siny
YY=MR. siny et My_Q.V_RQ * ging = m'simp -;E% 3
unde sequitur: » )
[MZ .M X sinp]*= [2AZMX]®

sina.sinf. sin @

=MR.MV.MY. Mysinip=MR*MV.PQ . T H

vel &i literis p, ¢, r rectae perpendiculares e centro M ad QR,
PR, PQ dell}:iuqae notonturzp e

RAZMXP= .’i’n‘i,.p.q.r,
quia p=MR.sine, ¢= MR .sinf et r= MV .sinp esse debent.

Quoniam duarum ellipsium areae ut triangula a binis semi-
efris coniugatis earum couostituta se habent: si tres polares
onicas coniugatis PQ, QR, RP easdem simul ad diversas
ellipses referamus, et literis (),‘ Pii 9> qu; 7, vy aut, petinde ut
supra, ternas rectas perpendiculares aut omnind ternas paralielas,
¢ centris earum ad lineas QR, RP, PQ demissas designemus,
eX aequatione modo inventa colligiinus, areas illaram ellipsinm qua-
esse sicut producta p.q.r et p,.¢,.r; id quod in hune
Dodun exprimere possumus :

Theorema 1

Bisarum ellipsium areae quadratae sunt inter se,
it ternorum segmentorum producta, quae, tribusrectis
lineis utcunque datis parallela, inter centra ipsarum



56

et tres rectas polares harmonicas coniugatas, curvis
ipsis communes, intercipiuntur.

Hinc autem, quoniam lineae PQ, QR, RP, quae intersecti-
ones P, @, R laterum oppositorum quadranguli completi ABCD
inter e iungunt, quoad onmmes ellipses per puncta 4, B, C, )
transeuntes, polares tres barmonicae coniugatae sunt, sine ullo
negotio eflicitor: - .

Theorema 2.

Inter omnes ellipses, per eadem quattuor puncta
transeuntes, eiusarea minima erit, e cuiuscentro si ad
eas lineas, quae coraustorum®*) quadranguli completi,
per illa puncta constituti, intersectiones tres coniun

unt, tria segmenta datis quibuslibet rectis parallela
ucantur, istorum segmentorum productum omnium mi-
nimum existet.

Praeterea constat, quod etiam in tomo quarto ,, Archivi Gru-
nertiani ¢ geometrice 8 me ostensum est:

Theorema 3.

Ompium sectionum conicarum, per eadem quattuor
puncta transeuntium, centra in alius sectionis conicae
Peripberia sita esse, Tme quadranguli completi, per

Ila puncta constituti, latera sex bifariam secet atque
ingupte:r coraustorum eius tres intersectiones cor-
tineat.

Duobus hisce theorematis posterioribus perspectis, cetera
ompia per se patent. Primum enim aequatio eius seclionis co-
nicae, quae omnium ellipsium quadraogulo dato circumscriptarun
ceatra complectitur, quaerenda et, quo facilior theorematis secundi
applicatio fiat, ita cooformanda erit, ut segmenta, quae tria nv
mero e singulis huius sectionis conicae’ punctis ad polares har-
monicas coniugatas, illis ell?sibus communes, ducuntur, sim
coordinatarum vices sustineant; deinde istius aequationis ope opor-
tebit productum trium illorum segmentorum per haec ipsa seg:
menta variabilia exprimatur et differentiale eius =0 ponatur; quo
facto, assumptaque ad duas aequationes ita ortas tertia, quae
inter tres cuiusque puncti coordinatas intercedit, conditiones centri
ellipseos quaesitae apparebunt.

) Haec vox, a lexicographis neglecta, apud Boétium vel potivs
Julium Froutinum, quem ille sequitor, quadranguli latus basi tglw‘"
tum, hic omnino latera eius opposita significat (Chasles Gesch.d. Geom,
ibersetzt v. Sohnke, p. 522.).
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5. 2.

Ponamus igitur, esse 4, B, C, D puncta quattuor data, per
ellipsis minima ducatur: ante omnia moneo, haec puncta ita
inter se collocata esse, ut nullum eorum intra triangulum

a reliquis effectum cadat. Sint porro P, @, R iotersectiones co-
nustoram AB et CD, AC et BD, AD et BC quadranguli com-
plet, quod per illa puncta constituitur; puncta J, G,L, E, F. H
es istorum laterum, et P,, @,, R, ea puncta, ubi lineae

QR, PR, PQ a lineis P4, Q4, RA secantur. Su%onitur autem
hic, A illud esse e q;:ttuor punctis 4, B, C, D, quod intra
triasgulum PQR se habet. Denique segmenta PP,, QQ,, RR,;
4P, AQ,, AR, deinceps literulis py, ¢, n; =, %, ¢ desig-

Consentaneum est, coordinatarum munus eis segmentis iniun-
gere, quae rectis PP, QQ,, RR, parallela ex quolibet puncto
uque ad rectas QR, PR, tendunt, istaque, literis p, ¢, r
notanda, sensu aut positivo aut nefativo accipere, prout puncfum,
quod definiunt, ex eadem parte linearum QP, PR, atque
ugli eis oppositi P, @, R, aut ex parte cootraria sumatur.
Hoe autem pacto, notum est, inter cuwiuslibet puncti coordinatas
basc aequationem existere:

2 9,7
" +91 + =l1. U]

Et quoniam sectio conica, ellipsium illarum centra continens,
per puncta PP, @ et R meat, aequationi igitur eius binis coordi-
nats pet g, p et r vel ¢ et r=—0 positis satisfieri necesse est;
p uwe quum omnis sectio conica quinque punctis suis datis
ab omni parte determinata sit, perspicuum est, aequationem istius
sectionis sic debere cemparatam esse: - -

pg+p.pr4v.qr=0;

wi g et v quantitates duas depotant constantes, quarum valores
¢ duorum uc curvae punctorum coordjaatis eruendi sunt.

‘§ 3. .
! \ ‘

Coordinatae p et ¢ omnis puncti, quod ad rectam infinitam
RR, pertinet, légem sequuntur hanc: '

p AP, _m,

;—HQ,_t’ . '
et si ¢ puncto C ad rectam QR lingas €P,;, liveae AP, paral-



lela ducatur, punctorum @, 4, @,, C quattuor harmonicorum ra- ‘
tione habita, proportio haec evadit: !

Cpll__ CQ_ CQ] sive CP][___’_‘___ .
AP, —4Q T 4Q,’ CQ ~xT —q

Itaque linearum infinitarum . . ‘

RA T et RC'.aeguationes ‘
erunt: '
" q . 2.9 9.
TS0 THI=6. O

perindeque pro lineis '

Q4 . et @B aequations;
' r p T4l - .
e &=y et - oH=0; @
et pro lineis .
‘ PA et PC. aequationes :
9_r T
g_%=0 et L4 e =0 ®

. Jam ad determinationem punctorum 4, B, C et D venimus.
Primi quidem iam supra statuimug coordinatas esse

pP=%, q=%, T=@,

quamobrem aequatio (1) ad istud punctam relata in banc abit:
% % @ . . .
~4t+—+==l. 4
] +'h + 41 ' @
Deinde, quum sit DR: AR—=DR,: AR, , sive DR, —r,:r,—¢=DR, e,

erit DR,= T10 quo valore pro r in aequationes linearum QB

ot PC tl'tmsacriptol , puncti D coordinatae prodeunt:

__n® _ m%x ., ne ,'
P="Tw’ 1= "Tw' "“k-n’
et quum sit CQ, : 4Q, =CQ : 4Q, sive
CQ: » =CQ +4q\:qy 8,



i segmentum CQ, negatire sumendam est et ¢, > 2x, eflicitur
Q=— q—?‘:%—‘. indeque, adhibitis linearum RC\ et PC aequa-
timibus, coordinatae puncti C, nlmiram:
=BT o WA e
P=q,9x* 9= q,—?x; = q,—?;'
smilique modo coordinatee puncti B ) '
‘o L .
p=—;’%_—2;; q=;h%;; r=p—F:'.-92;glgnuntur.

Horum tandem valorum. ope et adhibita apquatione («(4’) facili
segotio iam linearum 4D, BC, AC, BD, AB, CD medietates
ie pmeta F, H, L, E,J, @ deterininari possugt. Procul dubio
eoim erunt coordinatae

puncti &:

_1 rnT eI,
p—é("—%“"’x) s 20—r,’

1 _nx\ _ n—e .
9_2(“—2o—n) =T % %=n’
_1 M_) _ .
) r—2(°+20f'1 , —: 0 2_9'""1 "_ .
‘puncth Hs -, - '

__! ﬂ'l__'.ﬂl‘ __I_n-nﬂ ®' N
P—Q(’h‘f'z" n—2m) = “ e —=27) (—2%)’
1 ®_ % \._ .. uE—px
=4GR ase) = * e =
_1f pe , @10 _ Pae .
'_Q(Ia—‘ toa—2 ) = i —2n) (i —2%)°
- ' plmcti'L:C _
pet?

=} Q® Y ., h—*
P=3 “+9,—~23 =T —2'

125 (x~35) =+ g

"

o0y, a—* .
: "-"2(0"';9.—4“_ 0o =%
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puleﬁ E: . ) 1
p=—Y(nE mmY __ penm
2\2¢—n, " ;2= (m —232) (2 —ry)
_lfpx  nx\ _ PN .
=2\ p—2= 2/ = "ql(p,—Qx)(Qp——ﬁ)’
_l7 ne _}_’13_)_ e—nm .
~2\ % tpi—2n) = O 2321’ -
puncti J: ‘ |
' : B |
— LIPS | Snu, SRS ./ Saa. |
o p_f"pl.—ilu’?'?”p,-.-ﬂu’ ""'ep,—-.‘h’ !
. .. ) .Ot.'. ﬂ.\G: - ot
inw 11‘0‘—":1".

P i —2mCe—m1)’ 4= ™ * (q1—2%) Ce—r)’

r= e—nx% .
=e <_3f_‘_ql -23) 2e—11)

i
§ 4
Yoo
Ex his posterioribus sex punctis iam ad’ computandas quanti-
tates u et v duorum quorumlibet. coordinatae cient.
si punctorum L et J coordinatarim valores in aequationen
P9+ p.pr+v.qr=0 transscribuntur, praesto sunt apquationes:

nx® — g (g —x).p + 2. v=0; *’
et and+omdu—ni(p —mv=0; :

e quibus .
= pt o mad
“= Q(anl‘fﬂg’?'—%“) 7 al
q _nx*
L 2

et v=

nanciscimur,

Hinc igitur compertum est, sectionis eoﬁcac, per centra om-
nium illarum ellipsium transeuntis, aequationem esse hanc quae
sequitur : \

P9-P1 1 +Pr.pin P+ gr. g7 A3=0,
vel elegantius scriptam :




PR PR : I
mtmtm= an

Ceteram eandem nos aequationem nactos fuisse, si pro ppnctis
L et J bina quaepiam e quattuor reliquis cepissemus, facile ex
eo comprobabitur, quod introductis in illam aequationem ceteris
valoribus, quos in fine antecedentis §. invenimus, aequationis ve-
vitas baud perit.

" §. 5.
Jam consideremus 'aeqnationes' basce tres:
rantopntrma=pan; ®
qreqiTy - w24 prpyn 2 +po.mmgr.02=0; {n
et : ' . '
(g7 +ppr 2t pigr0® R=0; (m

Tae posterior ex antecedente nascitur, litera R productum p.q.r
esignante. . o
Differentiemus unamquamque earnm secundum quantitates va-
riabiles p, ¢ et r, -et ut producti minimi R conditio in rationes
inferatur, differentiale buius producti =0 ponamus. Quod si fit,
aequitiones differentiales prodeunt hae:
qa171-0p 4 pr71Og + py gy Or==0;, av)
4%
P1 (9910 +17,%%).8p4-q, (rry 22 4 ppy 0)-0g 471 (pP1 22+ g 7?) . 8r=0;
P1¥3r.0p + ¢y ntr. 04 2(ppy 22 D .0r=0;  (VI)
ad quas nova accedit, si postrema ab antecedente subducitur, post-
qam factore r, affecta est, videlicet haec:

Pr1910”93p 1@ p.Ag—ri(pprx*Hgqun®)8r=0. (VID)
E duabus posterioribus inter se iunctis colliguntur differentialia.

e+ 99, ) Cppttma?).
P (g a™—pp ¥

%9 _ _(@pix® +9917%) (29910 + rryx?)
o Q0¥ qnni—pp 2
" Quorum valorum ope nunc si ipsa differentialia ex aequa-

tione (IV.) expelluntur, ista aequatio bang formam induet:
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" pa, qa, ra; pd, qd, va; pa, qd, rc et pd, [ga, rc ternas io
gnattuor punctis a, d, b, ¢ concurrere.

§7

E mutuo situ punctorum P, L, R, J, Qet G, F, E, quae
cuncta in eadem sectione comica sunt, concludere licet, priora
quinque ad wnum eundemque, tria reliqua ad alterum curvae ra-
mum pertinere, ipsamque igitur ex hyperbolarum genere esse.
Nam ex illis nullum intra triangula’ per quattoor reliqua constituta
cadit; at contra, quoties ex iisdem quinque punctis aut quattuor,
aut tria, aut duo deinceps cum uno, vel duobus, vel tribus e
posterioribus coniunxeris, mnova quaeque haec quinque puncta sic
disposita erunt, ut saltem uoum eorum in aliquo triangulo per re-
liqua constituto includatar.

Istinc sequitur, chordam PG et rectam pd, quae illi

lela est, ntrumque curvae ramum perscindere, ideoque illud pun-
ctum, ubi ramus PRQ a linea pd secatur, inter puncta p et d
cadere; cootra vero rectas PJ et apab solum hunc posteriorem
ramum secare, duarumque intersectionum alteram a dextra, alte-
rem a laeva parte puncti p iacere. Ergo manifestum est, angu-
lum .apd,,gui per asymptotas pa, in contrariam partem srolonga-
tam, et pd formatur, totum i e. inde ab altero usque ad alterum
crus, per aliquem rami PRQ arcum praesepiri, proptereaque hanc
ipsum arcum atque eum hyperbolae Sr,Pgq;,-ramum, qui in eo-

em angulo extenditur, quia iofinitus est et punctum ¢, , a curva
PRQ inclusum, continet, in duobus se invicem punctis P et N
perscindere.

Quodsi tandem totius hyperbolae Sr, Pgy, cursum, quatenus
ad asymptotam apab inclinatur, inde a punctis ¢,y et P usque ad
punctum eius infinite remotum atque 1istinc, a:l alterum ramum
traiecti, rursus usque ad punctum S, mente prosequimur, modo
illam in P ab interiore ad exteriorem rami PSR partem transmi-
grantem, modo ab exteriore ad interiorem reversam videmus, id
quod Eoti-lon. potest, nisi eundem ramum in novo puncto K per
rumpat. -

Ex bis apparet, byperholas Sr, Pg;, et PRQGE reverasese
invicem in tribus punctis P, N et K, et ob eam ipsam caussam
etiam in. quarto Jf penetrare; quod vers de una hyperbolarum
Sr,P?", %p.Qr" et 8¢, Bp,; demonstratum est, idem sine dubio
de reliquis quoque valet. Atque igitar Iguncta illa, quae supra tri-
bus istis hyperbolis cum hyperbola PRQGE communia esse dixi-
mus, haud fictitia sunt sive imaginaria putanda, sed revera exi-
stunt. Plura autem illa quam tria numero non esse, ipsa figura
docet. Nimirum duo, N et K, ad ramum PRQ, tertium vero, M,
solum ad alterum curvae ramum GFE pertinent.




§: 8 . <
- .

Etiamnunc superest, ut naturam sectionum comicarum, quae
qudraagulo ABCD circamscriptae centris M, N et K utuater,
investigemus. Ad parabolarum quidema genus eas non pertinere,
certam est; nam ilfa centra loca finita obtinent; utrum autem ellip-
sibes an hyperbolis,- et quaenam gutbusnam, adnumerandae sint,
boc ex sequentibus diiudicari poterit:

Omnis puncti polaris harmosica, prout illud extra vel intra
carvam se habet, ad ellipsin relata aut eam secat et inter cen-
trum eius atque illud ipsum punctum migrat, aat extrinsecus et
ab eadem centri parte atque illud punctum existit; ad hyperbolam.
vero relata aut curvam secat et e contraria centri parte atque po-
s suus iacet, aut non secat et inter cemtrum curvae et polum
suum transit.

Quae quum ita sint, puncta N et K eéllipsium centra, per 4,
B, C, qumtium. essl::“:mn possuat. Na?l:hlineae QR? PR,
PQ punctorum P, @, R polares harmonicae snnt respectu om-
tium sectionum' counicarum, quae pef 4, B, C, D transeunt;
seque tamen QR aut inter puncta P et IV, aut ab eadem parte
ceatri N atque P se habet; eademque rectae PR et punctorum
Q et K ratio est. Ex contrario autem neque eentrum M ad
Fboh- potest referri;. quia, hoc si fieret, recta QR, quum inter

et M intercedat, tota extra curvam caderet, ergo PR, externi
puacti @ polaris harmonica, ultra- @' et M dimoveretur; id qu
absurdum est. Perstasum igitur.habemus, M ellipseos, N et
duarum by, laram centra esse. Neque vero, quid istae qui-
dem hic sibi velint, latere poterit, dum ad o;&nem' aequationis -
(M) regrediamur. Etenim quum expressio MZ.MX.sing, quae §. 1.
usuvenit, in hyperbola triangulum, ambabus asymptotis et tangenti
cuilibet inteﬁemm significet, perspicuum. est, triangulam istud in
dubus illis hyperbolis omnium minimum esse. ,

Fieri deni est, ut hyperbolarum Sr, P : Qry, Sq, Rp
st wna st :'q;e f.i" dwarum rectaram qﬁa&l&nﬁﬁ Q..J&

si enim aut
&= ’-‘} &:: ":, ,ﬂ= "‘
Y ;L” autrt ;Le’ autrl ;[:o .
eresint, vel, qued eodem redit, si aut ‘BC et AD, aut

Cd et BD, aut- AB et CD una per alteram in partes aequales
secotur, sequationes’ (1X) singulae in binas hasce simpliclores
dissolventus : . o '
3(preqm)=pix et pxFqx=0; -
S(pedrm=pye et poFrn=0;
3(gefrm)=—=qo et geFr==0.
Theil XII. 5

-\
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Ex. gr. si ex illis sex condjtionibns_ eam, quae sola ad ﬁgl;ram
nostram quadrat, admittimus, videlicet ut 'ﬁ:; evadat, sive ut
recta BC per AD bifarigm secetur, erit:

B(px+ gm)=p,x et px—gqn=0;

unde, agsumpiis aequatiosibus (1) &t (1), cehtrorvm N, Ket M
- coordinatae ol"ﬁdnntur hae: co )

puncti IV:
p=g 2o+ VEFER—0Y

1 2 s
¢=6-%'- (e—V &+ 2(n — o r=gn}
poncti K: ,.
p=p o= VETTm =% |
1

N
y=5- L+ VEFIE—oMs r=3n:

o

et puncti M:

-._ A—:vt—' . — "l—‘.e— O -
PE—®ge—r 1 “%:'x"=¢(’m

Sub_illa igitur conditione centrum ellipseos quaesitae cum
puncto F' confunditur

~

8. 9.

Totims: iam disquisitionis westrae haee feré summa Writs

Theorema 4.

Slin quadrangsle completo per centrum.grayitatis
eius trianguli, quod coraustorum intersectionibus de-
terminatur, tres reotae lateribus parallelae -ducantar,

rimo: unicuique parallelogrammorum, quae sic otiun-
ur, hyperbola circumscribi poterit, cuius asymptotae
coraustis, in ipsa curva comcurrettibus, parallelae
sint; deinde: tres istae hyperbolae praeter gravitatis
centrum per mova tria eademque puncta transibunt,
et ea quidem puncta.simul in quarta byperbola sita
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erait, qeae coraustorum quadranguli ot niedietates et
interséctionts complactitut; denique, id qued gravissimum
est: si quattaor puncta, qwibus goadrangelum consti-
taitar, ita disposita fuerint; ut nullum eorum intra tri-
angulum a reliquis effectum cadat, unum e tribus illis -
punctis, quod intra ipsum quadrangulum est, centrum
erit ellipseos, omnium, quae huic quadrangulo circum-
acribi possunt, minimae; at dao reliqua duarum hyper-
bolarum, eidem quadrangulo gircumscriptarum,-centra
ernnt, in qu‘ibns triangula, inter asymptotas et tan-
gentes quaslibet interjecta, omnium minima et ob eam
ipsam caussam inter’'se aequalia existent. .

~

Theorema b.

Quodsi in quadrangulo simplici una diagonalium
per alteram bifariam secetunr, inter omnes ellipses, ei
quadrangulo circumscriptas, ‘illa minima erit, cuius
czl‘stnn medietatem diwpeonatis inaequaliter divisae
obtinuerit. ' '

§. 10.

Ilust. Angerus problematis nostri inventionem ad resolutio-
vem aequationis cubicae redegit ‘atque ita ellipsin quaesitam per
ssmeros irrationaleg sive per :s‘propinquationem determinavit.
Nostrae solutionis similis ratio est; tantum quod duarum hyper-
bolarum intevrsectione machinamur, quod ille duarum_radicum cubi-
descriptio o jata compufatione ¢ ﬁ:ldlti" s i diﬁ:

numerorum ista computatione evadat, praesertim g
inftio % ts Adn G0 tnrim's‘:sd dethreari tussa fuérit, facile ex
¢o perspicitur, quod ad imvéhiendam illem Intersectionem perpau-
cis duntaxat punctis determinatis opus est. Nam quum is hyper-
bolae Sg, Rp,, ramus, qui punstum ‘M continet, inter rectas 4D
et rd porrigatar oporteat, et quym eiusdem hyperbolae curvatura
prope centrum M satfs exipua dit, totum negotiura in eo consi-

, ut hyperbolae PRQGA ea particula, quae inter F punctum
et rectam rd interiacet, punctatim deseribatur, et praeterea duo
puncta byperbolae Sg¢, Bp,, sive Sr, Pg,,. Sp, Qry,, quae in ea
regione sunt, per rectam lineam coniungantur.

Annmotatioa,

Quum in c’onipmtione problematum sibi invicem cognatorum
!lm'tdlh saepe utilitatis fusit, haud abs re puto, alterius quoque
thus, de dtz ititio mentionem feci, problematis solutionem, quod
acidm, a incognitam prepewere, culus tationes vel e theote-

. 5%

-~




mate 1., q;od supra_demonstravimus, vel ex is, quae Claris.
Gauss in Zachii ,,Monatl. Corresp. August. 1810, p." 112
. ==121% de eodem problemate ducuit, repetendae suut:

-

'~.'I‘llet.)-'rema.~

Si in quadrilatero completo super tribns segmentis, quae
trium diagonalium medietates coniungunt, totidem triangvla aequi-
latera erigantur, circulus, qui per gravitatis centra Istorum trian-
gulorum transit, rectam medigtates illas . continentem im duobus

unctis secat, quorum alteram ellipseos centram est, inter omnes
lli quadrilatero inscriptas maximae, alterum hyperbolae, eidem

uadrilatero inscriptae, cuius inter asymptotas et tangentem quam-
libet triangulum omnium maximum intereipitur.

Ueber das Ratienalmachen ven Nen-
nern mi¢t unbestimmt vielen irrationa-
" lem Gliedern.

Ven dem .

Herrn Doctor E. W. Grebe,
Gymnasiallehrer zn Cassel.

Das Rationalmachen solcher Nemner, in welchen lauter irratio-
nale Quadratwurzeln entweder allein oder in Gesellschaft mit
+  einem rationalen Ausdrucke als Glieder vorkommen.

Man behandelt in den Elementen zum Zwecke des Rational-
machens gewdhnlich nur Nenner von den Formen a4-6¥ B und
aV A1V B, und wendet dabei dea bekannten Satx von dem Pro-



decte der Semme. und Diffesenz an. Die Bemerkung liegt dann
vicht fern, dass man darch wiederholte Anwendun ura“” Satzes
anch Nenner bis zu den Formen a4V B +cV%+dV'D und
aﬁ{—bﬁ-{-cﬁ-}-d\" D = es wird ni¢bt nithig erscheinen, hier

im Fo en stets das doppelte Zeichea zwiscben die -ein-
2elnen Gli zu setzen — ratienal zu machen im Stande ist.
Hat man wun aber schon die Form a6 BicV C4dV D4eV'E,
so erhilt man, wenn nicht dureh den spesiellen Werth der ge-
brauchten Buchstaben eine Vereinfachung eiutritt, im gilostigsten
Fall wiedor einen Ausdruck von derselben Form und dersahl, .
und man verzweifelt an dem Gelingen der Arbeit. Und doch zeigt
cine genmauere Betrachtung, dass das Rationalmachen auch bei
;l::e':t und jeder grissern Auzahl vou Gliedern ilimer noch mdg-

Wir wollen jetzt ahrehinen, Elus_s in dem Ausdrucke

a+0VE+ N C+AVD+NE+[VF. ...

die gebrauchten grossen Buchstaben keinen quadratischen Factor
mehr eathalten, und mit 8, 7, 8, ¢, {,....., von denen dasselbe
Iten soll, und ausserdem noch vorausgesetit werden mag, dass
ﬁme’ zwei dieser Elemente einen gemeinschaftlichen Factor haben,
eatweder identisch oder durch Multiplication aus mehreren von
ibnen susammengesetat seien. Es ist dann kiar, dgss der eben
bingestellte Ausdruck ein besonderer Fall von einem andern sein
wues, welcher, weho wir sus z. B. auf drei Elemente beschran-.
ken_z ausser dem rationalen Gliede noch Glieder mit A" B, v 7>
V3, ¥ Py, N B3, 78 und ¥ ByS baben, im Aligemeioen aber
als Radicanden simmtiiche Unionen, Binionen, Ternionen u. 8. w.
ohne Wiederholung bis zu dem Product simmtlicher vorhande-
nea Elemente a v wiirde. Wir betrachten einen solchen
Avedruck wie den zuletzt gedachten etwas niher. Derselbe hat
dflenbar die Eigenschaft, dass wenn er mit einem oder mehreren
Ausdriicken, die sich von jhm nur darch den besonderen
Werth des rationalen Gliedes und ‘der Coefficienten der irrationa-
len Glieder unterscheidew, mul irt wird, immer wieder Aus-
dricke von derselben Form und Gliederzahl zum Vorschein:- kom-
men. Die Anzabl ‘der Glieder eines solchen Ausdrucks betriigt.
aber bei n Elementen - s

‘; '*‘i‘""”(';-_') _._’ﬁﬂ:l%%:?_) TR~

oder, da dieses die Binomialcoeflicienten der nten Potenz gind,
> Einen vatiosal 2u machenden Nenner mit lauter Quadratwur-,
itin kgnnen wir also immer, wenn wir in den Radicauden 2 Ele-.
meote unterschieden haben, durch Einfithrang der Null als ratio_
vales Glied oder als Coeflicient eines oder mehrerer irrationaler
= einem gliederi Ausdrucke vervollstindigen, und es han-
delt sich mithin jetzt nur um das Rationalmachen dieses letate-
tea. Sondern wir ein Element, etwa 8, von den’'n—1 dbrigen

\}

.
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Elementen ab; so bedingen diese lotateden fiir sich nur einen
2e—1gliederigen Ausdruck, welcher mit Af beueichnet werde. Das
Elemeat f# komust alsa in dep 2*—1 ibrigen Gliedern vor, und das
Aggregat dlescr liisst sich durch NV {, der gapze F»gliederige
Ausdruek atso durch M4 NV B darstelten. Erweitert man nus

den gegebenen Bruch mit M—NY/B, so erhilt man als wewen
Nenner M2-—-N23, welcher offenbar nur 22— gliederig sein kaan.
Ebenso iwie man sich aus einem 2ngliederigen Neaner eiuen
2n—~lgiiederigen verschafit hat, gelangt man nun weiter von diesem
zu einem 2¢~3gliederigen, und bei gehtriger Fortsetzang suletat von
eisem zweigliedrigen Nenner zu einem rutienalen. ‘

Belspiel. Es sel ein Bruch

22/ *2-—.40\/% +20¢1046V13—10Y 30
TV2—-3V5—-5V642V 104V 30

703&'3(. der s¢ umgeformt werden soll, dass sein Nenner rati-
ona wird. Da in dem vorgelegten Nenner nur die Zahlen 2, 3
und 5 als Elemeute der Radicanden vorkommen, so wiirde der-
selbe bis aul acht Glieder vervollstindigt

04+ 724/3 404/ 33V 5—8Y BHIVIOHOVIBIVR -

lauten. Sondert man die Gheder, welche den Factor ¥/ 5 haben,
von den Gbrigen ab, se kans man dem Nemuor anch schroiben:

V25V O+ (—3 42V HVOVE.

Erweitert man nun dcn ganzen Bruch wit der dies: Samme et
sprechenden Differenz ng?l reducirt, so erhilt maae' ¢

89246304 3—540V3 110804/ 5420 8180V T0—266V T 190VH
133460 2180V 3430V 6

Erweitert mamr ab;rmals mit (133460 V%) +(180~30V V3,

80 kommt
105316 4 104307 42 4 1854324/ 16 — 168720V'30
‘ —77711 4 84360 V' 2 ’

und wenn man diesen Bruch abermals mit 77711 4 84360 V3 exwei-
tl:l" so entsteht ein Bruch wit rationalem Neossr, der sich dase

zu dem Endresultat - .
443V I

umiwandeln Lisst. -




Es wt shoichtlich in dem Bisherigen anerst gezeigt worden,
dass zem Ratiouslmachen einen Nenners mit lanter Quadsatwur-
tela der Satx vou dem Producte der Symme uad Diflerenz allein
schon hinreicht. Doch wiirde man aach hier durch ein Verfah-
ren von aligemeiner Aawendbarkeit bghen zom Ziel ngew kin-
veu, nimlich durch die Methode der unbestimmten Coefficienten.
Hitte mam fiie das .g:ebene Belspiel angenommen, der Werth
des vorgelegten Br sei .

AtV e VI +a VB 15V 8 42,V 1042,V B +x,V B

wd hitte man mun diesen Assdruck mit dem Nemnmer multiplicirt;
so wirde man wieder zu acht Gliedern gelangt sein, .die. man it

dem vorgelegten Zihler hiitte vergleichen kiunen. Es wiirde sich
auch dann ergeben halien:

T =4; 23=3; 73=0; 2,=0;
a5=0; x4=0; 29 =—2; 7,=0.

~

a. 2.

Uneere Anfgabe in ikrer Allgemeinheit mit der einz;'yei beschrin-
kenden Bedingung, dass die Wurzelexponenten der vorkommen-
den irrgtionalen G]ieder rational seien.

Sollen wirden Nenner eines Bruchs rational macﬁen , dessen simmt-
Glieder ausser einem etwa vorhandenen rationalen von der Form

U

p\T sind, und gestatten wir nur rationale Werthe fiir den Wur-
zelexponenten ¢; so kinoen wir durch hekannte Umformungen et-
waige tive und g:brochene Wourzelexponenten beseitigen, und
wir en demnach ussere Betrachtungen nur auf ganze posi-
tive Wurzelexponenten zu erstrecken. Sind ferner die in demsel-
ben Nenner vorkominenden anlexsmunton alle oder doch zum
Theil ungleich; so kinnen wir wieder so umwandeln, dass ein
iberall gleicher Wurzelexponent entsteht, der dem kleinsten Di-
videus der frilheren Exponenten eatspricht. - Ist dieses alles ge-
schehen, so sei unser ner

Al

”~

atb 17§+ c :‘Tj d‘:/ﬁﬁ— e:’E_+M7I~“‘+-...... ]

Legen wir auch hier den Buchstaben 8, 7, 9, ¢, {,... eine &bn-
liche ng wle oben bei, nur mit dem Unters-hiede, dass-
jetzt jeder der Buchstaben B, C, D, E, F,.... auch die Poten-
zen von B,y,4,¢, §,..... his zur (m—1) ten Potenz einschliess-
lich als Factoren edthalten darl; so lisst sich auch bier wieder
behaupten, der rational zu machende Nenner sei ein besonderer
Werth eines allgemeinen Ausdrucks, der die Eigenschaft hat, mit
andern AudlicE:n dersetben Art multiplicirt jedesmal wieder nur -
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Ausdriicke von derselben Beschalleaheit und Gliederzabt hetvor-
znbrinfn. Die fragliche -Gliederzahl ist_aber eben so gross, als
die Zahl der Glieder in der Entwickelung des Products

A4B84B 44575 (LA Fe e ™Y (o) () W 8. W5
alse fiir nElemente —=m®. Die Regel fir das Rationalmachen des
gegebenen Nenners ist nun die, dass man sich den etforderliches
::ﬂiederi n Ausdruek mit unbestimmten Coefficienten bilde, des-

s mit dem Nenoer multiplicire und das Product, welches
ebenfalls m~gliederig sein muss, mit dem Zzhler oder einem Factor
des letzteren, wozn man der Einfachheit wegen immer die Zahll
nebmen kann, vergleiche, - ‘

Beispiel. Man mll den Nenner des Bruchs -
-1 -
14 V24 ‘
rational machen. Man setze den Werth dieses Bruchs gleich
) +-l‘:' &‘2+z.&3+:.h+z.h+z.h+xy\"i—2
+z,\.’T§+z, ‘\.’3

3 3
M it man diesen Ausdruck mit 14+ 4244V 3 und setat
das uct, gleich 1; so erhflt man die neun Gleichungen

~

zy +2‘t.+3z.=l,

Zy+ 7 +32,=0,

zy + %y + 2y =0,

T4+ x5+ 32,=0,

.'l‘.+2’l‘. +. X3= 0.

ze + x3 + 23=0,

T+ zg+ 2,=0,

Zot zp + 76=0, .

't 25 + 7, =0; /
" aus welchen folgt :

1 1
‘£‘=—§ z‘=-’-6'
1 1
Ts=+73 n=+y
=0 ¢ .r.=—%




1 . 1
Ty= + 6 1‘. =—-6 .
. =0 -
Der vergélegte Bruch ist also an Werth gleich dem Ausdrucke

—; +;;’2’+;~"1+§h—;\"6+;\7ﬁ—%\;?6
oder dem Bruche . :
—243V3 4V 442V 02V B4V BV 36
6 :

V.

Betrachtung zweier besonderen Ar-
ten von Gleichungen und thre Anwen-
dung sur Herleitung der Hauptglei-
chungen der ebemnen Trigonometrie.

- Von
Herrn Dr. Wilhelm Matzka,
Profeasor dor Mathematik su Tarvow ia Galisien.

N

. 1.

Es 'i'n.'?l wﬂxsebon;u\;ert:', dass die Lebrl:‘:eber der Algebra
manche er " Anwen er vorkdmmende ichnete
Arten voh Gleichungen snllge?:-gin und Mndnm:acben

/
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michten, damit die bnizse in der Folge an den geeigueten

.Stellen sogleich vertheilhaft beoutzt werden kinnten. e ich

dies meine, wird aus dem Folgenden villig klar werden.

2.
A. Betrachtung gloicﬁa’rtiger Gleichungen.

Bekanntlich heisst ein algebraischer Ausdruck, der mebrere
Grissen A, B, C,.., derselben Art enthilt, ileichartig (ho-
mogen), wenn alle seine Glieder die niimliche Abmessung (Di-
mension), d. i. einerlei Summe der Exponenten der in je einem
Gliede vorkommenden solchen Grissen, haben; und man nennt
diesen Ausdtruck von der so vielten Abmessung, als diese
Summe angiebt. Eine Gleichung ist gleichartig, wenn ihre
beiden Theile sowobl einzeln als auch unter sich gleichartig sind.

Lehrsatz. Sind die in_etner gleichartigen Glei-
chung vorkommenden Grissen 4, B, C,.. derselben
Art proportional gewissen anderen a, b, ¢,... der nem-
lichen oder einer anderen Art, ist nemlich

A:B:C:..=a:b:c:...;

so ist es gestattet, jede der ersteren Grossen durch
ihre proportionale aus der letzteren zu ersetzen.

Beweis. Seien erstlich wenigstens Jie Grissen der zwei-
tém‘ A'FQ Z(a)hlen, nndu.siei Qder Quoti::t A:a‘= @, so ist auch
H 2 S » @@= gowmy i“ C.U\. ‘6” {- 4 A G“
tung wie 4, b, y ..o 80 wie anch 4=a@, B=bQ,'$=cQ,...
Brsetst sy num I der eeston Gloichysg dle Grivaem 4, 8B, (...
durch die Producte aQ, 6Q, ¢@,..., und fihrt man die Rechnun-
Eei mit thaen — fe nachdem es angehit — withlich oder nar com-
ioatorisch (symbalisch) aus; so muss in beiden Thcilﬁn,det Glai;
chung diejenige Potenz von @ als gemeinschaflicher Factor of
Glieder heraustreten, als von welcher Abmessung siimmtliche Glie-
der, also auch beide Gleichungatheile sind. Dabach fillt nun die-
ser gemeinsame Factor aus der Gléichul‘nﬁ‘heraus, und "an die
Stellen der Grissen £, B, €,... sind dle ibnan proportionirten
Zahlen a, b, c,.... getreten. Wire die Gleichung insbesondere
- _vou der nullten Abmesaung, so wiitde dieser Factor achon
aus jedem einzelnen Gliede herausfallen.

Da hiebei auch 4:Q=a, B:Q=06, C:Q=c,... ist, so sind

a, b, ¢, die Zahlwerthe (Werth- oder Masszablen) der Grissen
4, B, C,... in Bezug auf Q@ als Masseinheit dieser Grissen-
saﬂung. Mithin ist es gestattet, in ‘i.edeevgleichartigen' Gleiclmn‘
je vorkommenden Grissen durch ihre Werthzahlen zu ersetzen,

Dann aber ist e — weil der Rilckschrit, wenigstens bei cembi-
natorischex Rw, unverwebrt bleibt — erlaabt, wmge-
kebet dia Wi den, in Beaug aul welcha <we (deichang

.
.

-
’
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gleichartig ist, durch dle Griissen selbet, denen sie angehiren,
1a ersefzen. . ’ .

Zweitens selen helde Arteu der Grilssen nock unnéqn;es-

sen, also z. B. Winkel, Strecken, Flichen- oder Kirperriume, a

ZLeiten, Gewichte u. dergl. selbst, noch nicht durch Zablen vor-
gestellt.- — Sind sie zugleich von einerfei Art, 30 darl mannoch -
wie vorher jede der ersteren Art durch. jhre proportionale aus der
weiten Art theilen, nur ist hier der Quotient @ eine Zahl, und
es gilt deher wiader die. varige Schlussweise im Beweige.— Sind
jedoch die Grissen von verschiedener Art, z. B. die einen Fli-
chen, Zeiten,..., die anderen Winkel, Strecken,...; so ist jenes
Theilen nicht nebr erlanbt. Seien dase e, 8, 7,.. die Zahleo-
werthe der Griissen A, B, C,... 'in Bezug auf was immer fiir
cine Masseinheit, die von ;ieﬂer aus ihnen verschieden ist, so -
dass kein Zahlwerth =1 wird; so kinnen diese durch jeue ersetzt
werden, und die Gleichung bleibt mooh gleichartig. - Weil aber
4:B:C:..=a:bia1.. vorausgesetzt iat, 8o muss such a:f:y:...
=a:b:e,... sein; folglieh kinnen «, B, y,... auch als zasamnien-
gehirige Zahlwerthe von «, 6, c,.. angesehen und daher, ver-
mige Obigen, auch wieder durch diese Grissen ersetzt wer-
den. Duoo aber sind die nrspriinglichen Grissen 4, B, C,....
ciner Gattang eigentlich durch die thnen propectionalen «, 4, ¢,..:
ciner anderen Gattung ersetzt. ) .

Da sonach alle maglichen Filla ersehtpft sind, so gilt der
Satz ganz allgemein. i

3.
AA, Bo;ﬁtzung dieser Gleichungen zur Ableitung ven
Hauptgleichungen der geradlinigen Trigonometrie.

Sind a, b, ¢ die Seiten eines geradliniFenADreieckes und o,
mh derselben OI'dllIl!ﬁ ibre Gegenwinkel, sa erweist man be-
tlich hchst einfach die beiden folgenden Sitze:

(1) a4 f+y=1800, -

@ - « b _ e

sina ='sinp “giny

A reymibge des we elen erwiemenen
lﬂim?zg‘en:cmhen :a:mr;etﬁ‘ag;tgldcl::nge,n.:ghr lei'::ht
ableiten. .
1. Aus (1) w sine=gie(f 4 7) oder
(o)} sina=sin fcos y-+ sinycosf.

Ersetat man nun hierin die sio durch die ihnen verméige (2) pro-
portionalen Seiten, so erhilt ‘man . : ‘
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(3) a=beosy+ ccos f,

bekanntlich dne Grundgleichung der geammten ebenen Trigo- 1
nometrie.

IL_ Die Gleichung (©) glebt ferner
sina=sin f (cos y 4 siny cotff)
folglich, wenn man sine, sinf darch ibre Propettionalen a, b
ersetzt, . ‘

a=beosytbsimy.cotf,

‘woraus man .
: 3 i l
TR
findet.
MI. Etbebt man die Glelchung( zm xweite n Potedz und |
umstaltet diese in fohoud« Weise, so
erhiit man )

sin a? = sinf%cosy® ¥ siny3cosf® 4 2sin fsin yeosﬁcosy - 1
=sinf*(1—siny®) + siny® (1 —sinf®) 4 2sinfsinycosfcosy -
=sinfd’} siny* 4 2sinPsiny (cosp cosy — sinfsiny)
=sinf?4 siny" + 2sinfsinycos (B +79),

oder weil vermige (1)
cos(f +y) =—cosa

i‘t, . K \
sina®=sin f* 4 sin y*—2sinfsiny .cos a.

Sefzt man abermals ahtt der sin die .ihnen portionirten
Secten, so erfolgt pro

®) a’=b’+c’——%ceu¢,
der bekannte erweiterte Pythagorische Lehrsatz.

) 1V. Aligemein gelten fir jede zwei Winkel c und f8 die
Gleichungen

sina $-sinf= an ;— (¢+ﬁ)m 7 (a—P),
sin a—sing =‘2cos 3 («+8) sin 3 («—pB);
daher ist auch
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1
sina 4 sing_ 2787 (4P
sinag — sipﬁ‘mg;(a—; .

Gehdren nitn diese Winkel einem geradlinigen Dreiecke an,
und ersetzt man ihre Sipus durch ibre proportionalen Gegenseiten,
so erhilt man den bekannten Satz .

{ ‘
tang 5 (a+p)
a4 b 2 ..
® a—b"

ta;g% (a=p)

Aomerkung. Aus denselben zwei Grundgleichungen (1)
uwnd (2) hat auch schon Cauchy in seinem €Cours d'analyse,
Paris, 18321. S. 436. 437., deutsch von Huzler, Koni rg.
1828., 8. 308. — 310, so wie Herr Prof. Grunert im Archiv,
II. Theil, 1842, 2. Heft. 8. 215. — 218. die Haupt- und mehrere
m wichtige Gleichungen der geradlinigen Trigonometrie ab-

t - ' ) '

-

B. Betrachtung :weier'und\dreier e;stgudiger Glei-
chungen mit drei Unbekannten.

4.

Das Folgende einleitend betrachten wir zuvirderst folgende
el erstgradige, die drei Unbekannten z, y, : enthaltende .

a - ez 4 by 4 c3=0,
a'z+b'y+c'z=0.

Diese Gleichu: konnen nicht die volletindigen, sondern
(rermige des Art. 2) nur proportionale Werthe der. Unbekannten
bestimmen, weil sie in Bezug auf diese gleichartig sind. Zar Er-
nitiekng dieser Proportionaten eliminiren wir je eine der drei Un.

bekannten, indem wir die erstere Gleichung mit einem umbestimm-
ten Multiplicator 4 multipliciren, und im Unterschiede beider Glei;

. (@—10) 3 + ') y + (' —Ac)2=0

dea Factor der zu eliminirenden Unbekannten Null machen.

Setzen wir, z eliminirend, a'—1a, so wird _

-
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. S
Ae—c U ~1b°
daber, wenn wir die Nenver mit a wmultipliciren und ia durch «'
ergetzen,
y Tg
cal—ca &b —a'l’

Setzen:wir, g eliminirend, &6’=16, oder vertauschen wir in
der _letzten Gleichung g nfit =, alsd b mit a; so erhalten wir

x a; z .
Ve—bd a'b—ab'’

Diese Ausdriicke gleich stellend &nden wir zu den Gleichun-
gen (1) die ibnen gleich geltenden Verbiltnmsgleichungen

. z .. ¥y |
@ b b o —ca— ab — '’
in denen die, den Unbekannien =, &, 2 '!)mbof'tionirten, Unter-
leic

schiede aus den Coeflficienten der ungen (1) nach eigem
leicht iiberschaulichen Gesetze gebildet werden.

5. -

Untersuchen wir gls weitere Vorbereitung auch noch die fol-
gend:n drei erstgradigen Gleichungen eben der drei Unbe
annten: *

-3 ax 4 by + ez =0,
'z 4b'y+e'2=0,
a"z 40"y +c"2=0;

so erhellt auch hier, dass aus gleichem Grunde wie vorher selbst

diese drei Gleichungen blos proportionale Werthe der Unbekann-

. tew mu béstimmen geeignet sind, und auf zwel ihnen gleichgsitende

Verhiltnissgleichungen zurlickgebracht werdén kinaen,  se desen

lgdoc‘b for die dreimal drei Coefficienten eive Bédingungagieichuny
N MUSS. . . .

Diese Beding;lngsgleiclmn ergibt sich leicht, wenn man
aus zwei Gleichungen, z. B. aus den beiden ersten mit ‘den obi-
sen (l) tibereinkommenden, die Propogtiom[u (2) bestimmt, und

iese in der dritten Gleichung substituirt; sie wird sonach
) ab'c"—a"b'c+a'b"c—a'b"c' +a"bc'—a'be"=0."

Weil jedes der drei aus den drei Gleichungen (3) sich eréebenden
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Paare von Gleichnngen drei Proportionalen zu dem Unbekannten lie-
fert, so wiitde man drei mal drei solche Proportiovalen finden, von
deseo aber jade bur aus den Caeflicienten jo sweier Gleichun-
gen gebildet wiire. . ) :

Um — wo mighth — Propottisnalen zn finden, dfe
ans den mzlente- allegm;l tel Gleichungen symmemscfn -
sammengestellt werden, setzen wir

) Lz + My + Nizzu, -

indem wir L, M, N spiter passlich zu wihlen uns vorbebal-
ten und eine neue Unbekannte u einfithren.

Multipliciren wir sofort die Gleichungen (3) mit den unbe-
stimmten Moultiplicatoren 1, p, ¥, und 2iehen die Producte von-
der Gleichung (4) b, so finden wir,

. w=(L—ia)z + (M—Ab)y + (N—Ac)z.
- =(L—pa)z-+(M—pb')y+(N—pc'):
=(L-vd")z 4+ (M—vb")y + (N—vc")z.

Wiren nun die Multiplicatoren L, M, Nund 4, g, v 80 be-

messen, dass im ersten Ausdrucke von u nur z, im zweiten nur
y und im dritten nut z bliebe, daber

® wi= (i) o (Ml Yyt (N9l
ausfiele; so misste
©) L=p¢'= # M=vl"=Ab, N=ll'=pc‘

sein. Dies kann ;iedot;h nnt.geschebon, wenn
LMN:Mpry=a'b"c=g"bc' .
ist, also die weitere Bedingungsgleichung

< a't"é¢=qa"bc’

besteht. Zagleich finde man ‘
L v M _» 4 N_1_gu
O  FE=F= FITESP w—d—e

Um aber, wie es die Giélchhlgen(ﬁi) erheischen, die sechs un-
bestimmten Cpeﬂicienten unter sich zu verkniipfen, setzen wir

entweder ﬁ g‘leicb'einer‘ der Zahlen 6, ¢, denen in den bei-
den anderen Gleichungen v und g proportional sind;

odegé{t gleich eimer der Zahlen ¢, @', denen In den Yeiden
anderen Gleichungen A und » proportiopal sind;
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oder endlich%gleich einer der ZINO:H a” 0", denen in des
zwei itbrigen Gleichungen s und 2 proportional sind.

Danach ergeben sich jene Coeflicienten leicht, und sind nur .

noch in die Gleiclm:fn su setzen, um die gewlnschten Ver-
?g)ltniug'l:icil::ngen Stellvertreter der vorgelogton Gleichungen
zu el n.

Beispiel. Setzen wir ;,%;:b w0, wird

L=d'e"b, p=a"b, v=a'b; )
M=a'b"b, A\=d'0"; b
N=a'b"c=a"bc';

folglich sind die gesuchten Verhiltnissgleichungen:

) (a"b = ab")a’ z=(q'b"—a"b') by=(c’'a®—c"a’) bs.

\

0. . ) -

‘

Eine besondere Art der aligenreinen Gleicl;nngen ) ist
diejenige, bei welcher der Bedingungsgleichubg (7) dadurch eat-
sprochen wird, dass

a0 V"=¢=A4, c=a"=B, a'=b=C
ist. Hier iibergehen die Gleichungen (8) in

. . L M N v
ap Be=cA=aB=4A~B=C

Schreibt man nun die Glolclmn(fen (3) mit Beachtung der
Gleichheiten {10) und (11) ab, und lisst bei den Buchstaben ¥,
c" die jetzt entbehrlichen Striche weg, so erbilt man folgende
merkwiirdige und in vielen Forschungen auftretende Axt von Glei-

chungen*):
19 az+ Cy+ B:=0,
- Cz 4 by + 4:=0, .
Bz 4 Ay+ cz=0.

Sie sind demuvach vermige (4) an die Bedingangsgleichung

.*) Cauchy dirfte wohl der Egste scin, deg sie s0 anordaet, s B.
in 12— Exercices de mathématiquea, 1827, t. JL. p. 87, bei dea
Trigheitsmomenten, 1838., ¢. 1IL, p. 6., 10, 17., 83. bei don Fliches
der 2. Ordnung.

|
|
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a3 abe—a42—b6B% —cC? + 2ABC=0
gebmden uad den Verhiltoissgleichungen
() (BC—ad)x=(CA—bB)yy=(4B~c():
gleichgeltend. ~ S

Diese Verbiltnissgleichungen lassen sich noch wie folgt um-
gestalten. Setzt man fiir einen Augenblick

(15) BC—aAd=2%, CA—~bB=Y, AB—eC=C;
wodurth sich die.Gleichungen (14) auf ' -,
(16). Az=2By=0Cz

vereinfachen, so findet man durch Multiplication :

BE=A2BC— AbB*— AcC? 4 beBC,
€A = B2CA— BcC*—~BaA*+4 caCA,
AB = C24B — Cad'— CH B>+ abAB.

Zicht man biervon die der Reihe pach mit 4, B, C multipKcirte
eichung (13) ab, so erhilt maf: .

M:bc(.BC—aA)-—A’(BC-'—aA) =A(be—A43),
CA=ca(CA—b6B)—B*(CA—bB)=D (ca—B?3),
ABD—ab(AB—cC)— CHAB—cC)=C(ab—-C?).
Setzt man noch fiir einen Augenblick
an bo—M=a, ca—B3=p, ab—C3=y;
%o tbergehen die letzten Gleichungen in

BC_ Cx_, AB_
E it Rl il

welche paarweis multii:licitt

18 A3=Fy, Bi=ya, C2=0cf
md sonach .
19) | X =BY=yE'=afy,
AVa=BYVE=CVy=Vapy '

geben; woflir man bequemer
Theil XIII. ’ 6

.
’
.




setzew kann.

In den Gleichunien.(lﬁ') wird man demnach X, 3, € durch
1 ! ersetzen, und erhiilt sofort

, ibre Proportionalen Ya' VB’ 7;'
oz _y 3.
; ' Ve VBT vy

odér nach den Gleichungen (17) ~

z v z
Vb=~ Vea—B —V ab—C
- als die neue Form der Verbiltnissgleichungen.

Fihrt man noch in den Gleichungen (18) und 39) an die
Stelle der Hilfszablen X, 2, €; «, B, y ihre Ausdriicke (15) und
(17) ein, so ergeben sich . : .

@1 (BC—g A= (ca—B") (ab—C?),
(CA—bB)2=(ab—C3) (be—49),
(AB—cC)*=(bc—A42% (ca— B?)

" @20)

)

»

und )
22 :
(be— A% (BC—a A% =(ca—B)(CA—b B == (ab—C?) (A B—cCV*
=(bc—A4%) (cafB’) (ab—-C?), "
als andere Gestalten der Bedlngungsgl?ichuhg 13).

Diese Bedingungsgleichung gestattet noch eine andere merk-
wiirdige Darstellang. Theilt man sie durch ABC, so wird sie

abe ad B cC
Y=4Bc—Bc Ca~ 4B t? _
ad . bB cC. . abc
. =(1— BC)+(1—'(TZ)+(1—ZE)_(l—m)’
und man sieht sich aufgefordert, zur Abkiirzung i

zu setzen. Dadurch wird
ad_ . B _ cC _
- ge=1—¢%, m-‘-l-—-b. 4B=1-c
1
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ud das Preduct. dieser Ausdeiicke

A =(1-9)(1-b)1-) ‘
=1—a—~b—¢ 4 bc+ ca + ab—abc.
Substituirt man oben, so wird M

"0=bc + ca+ ab—abe
Theilt man diese Gleichung durch abc, so iibergeht sie in

1. 1.1
atpte=l
oder, wenn man die friberen Ausdriicke wieder herstellt, in
L 1 1 R
@) at—st—c=")

1-g¢ '—ta '~ aB

welches die gesuchte bemerkenswerthe Gestalt der Bedingungs-
gleichung (13) ist.

© 7.
.

. Will man die eigenthiimlich geformten Gleichungen (12) un- |
mittelbar, ohne von einer allgemeineren Form zu ihnen herab-
zusteigen, in Bebhandlung nehmen, so dirfte der folgende
Vorgang vor anderen den Vorzug verdienen. L

Theilt man diese Gleichungen der Ordnung nach durch BC,
C4, 4B, so lassen sich ihnen folgende Formen ertheilen:

. ed T .y z.__
) ‘3—0'-2""31'6—0,
zx OB z
Z+C_A'%+Z'éo’
2

x cC
Ztetap c=0

Diese Formen fordern aber sogleich zur Einfithrung nachste-
bender Abkiraungen auf:

@) 2=b F=n o=t
A 6B__ - cC_
® | go=ega=h am=1



84

. durch deren Einfihrung die letzsten Gleichungen die- hichst ein-
fache Gestalt

@) et +i=0 -
- Etpntt=
- Etntn=0

annehmen, in der sie sogar nur noch drei Loelﬁdenten anstatt
der fritheren sechs enthalten. .

Setzt man noch fiir einen Aungevblick ,

tnti=o0,

‘ zieht hievon die Gleichungen (27) einzeln ab, und benutst die Ad-
dition der Verhiltnissglieder; so erhXit man

o=1—a)i=1—pfr=0-n¢

E 2 _ ¢
=71 T71.- 1
I—a , T=p' T—¢

§+n+t=m

l——a+ j - B+l—y

o Mithin lassen sich die Gleichungen (27) durch die Verhilt
nissgleichungen

(28) (A=) §=1A-pfn=1A—p)¢
.emtzen.‘und ibre Coeflicienten sind an die Bedinguugsgleichung

' 1 1 1
(29) l—¢+l—ﬁ+l-—-y=l
gebunden, welche durch Beseitigung der Nenner die Form
(30) ofy—a—P—742=0

anpimmt. .

" Aus ehen jener Bedingungsgleichung findet man anderweitig
1 _ 11 py-1

I—= "I 1T~ a—A0—p

oder

(€1} (1—p)(1-p)=(1—e)(fy—1), und nachgebildet
A-9)A—~a)=1-p)(ra—1),
(1—e)(1—f)= (A—p)ap~1).
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Die Producte jé-x;veier solcher Gleichungen Jiefern sofort
@ . (1—a)?=(af—1) (ay-1), .
a—p*=(y—1 Be—1), .
(F—pr=@e—1) @B-D).

Multiplicirt man aber jede der Gleichungen (31) mit dem
erstes Factor ihres, zweiten Theiles, so findet man

@) - Br—)=(—ppe—T)=(1—7") (B—1) \
- =1-a)(1-fA—),
and hieraus 3 .
B)  A-9VF=T=(1—pVye—T =(1—pVep—1. .
Sofort kionen in den Gleichungen (28) die Factoren 1—a, -
1-8, 1—y durch ibre Proportionalen '
1 1 I
: VE-1' V-1 Vep-l
ersetst werden, wodurch jene Verhlltnisskleichunpn die Form

R . I
). VBy-1” Yyp=1 ¥Yap—1"'

ansebmen.

Stellt man. nun endlich in den Gleichungen SQS).. (29), ((32.?.
), 33), 35) fir &, 5, { und «, B, y ihre Ausdriicke aus (2))
(26) wieder her; so erhiilt man mittels ganz leichter Zuriick-

leitungen die vorher in Art. 6, genannten Gleichungen (14), (23),
3, @), @, @). :

1

8.

~

BB. Verwendung dieser Gleichungen zur Aufstellung
voo Hauptgleichungen der ebenen Trigonometrie.

Bezeichnen a, 6, ¢ die Seiten und «, B, y die ihnen gegen-

tiber liegenden Winkel eines ebenen Dreieckes; so findet man da-

. man die dasselbe begrenzende geschlossene, dreiglie-

drig gebrochene Linie abc der Reihe nach auf drei Axen rrojicirt,

deren positive Richtun%en denen der Seiten a, 6, ¢ selbst ent-
gegengesetzt sind, geradezu die Gleichungen :
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(36) ~&-4bcosy4ceosf=0,.
a cosy — b + c cosa=0,
~ acosf + beosa—c=0.
Hilt man sie an die obigen Gleichungen (12), so hat man zu
ersetzen .
die dortigen z,9,2; a, b, ¢; A, B, G
durch die hiesigen a, b, 0; —1, —1, —1; cosa, cosf, cosy.
Dadurch gewinnt man aus dea Gleichungen (13), (21), (22) ued

. (23) durch geringe Vereinfachung die folgenden einander gleich
geltenden:

(€2)) cosa® 4 cosf?4 casy?—1 4 Pcosa cosf cosy=0;

38) cose | cosfl cosy=sinf siny,

cosf cosy cosa=siny sina,

v cosy 4 cosa cosf—sina 8ing;
(38,) cotBcoty + cotycota+ cotacot f=1;

welche, vornebmlich die ‘)38), weil simmtliche dieser Drefecks-
winkel hohl sind; auf die bekanote Gleichung -

. @9 o+ B +y=1800

zurtickfihren.

Endlich geben die Gleichungen (14), verbunden mit , oder
die Gleichunggen (20) altein, diesf’ropor;ionen @8

L. R

(40) sina —sing . smy
Bemerkung, Wer demnach in einem Lehrbuche der reinen
Mathematik in der Lehre von den Gleichungen die Gleichungen
(12) ertorsghen wiirde, der kinnte in der ebenen T1'rigonometrie,
sobald er die Gleichung (36) erwiesen hiitte, aus ibnen vem%ﬁ
der Ergebnisse jener Forsc unwn die Gleichuagen (39) und (4)
sogleich in der hier gexeigten Weise folgern. )

g °

. Es diirfte vielleicht nicht unangemessen sein, hier noch zu zei-

' seu, wie auch ohne solche Vorbereitung aus den Gleichungen (36)
ie beiden Hauptgleichungen (3Y9) und (40) der geradlinigen Tri- |

gonometrie hichst leicht und zugleich abgeleitet werden kanen.!) ‘

*) Ich habe diese Ablcitung, ohne sie irgend wo anders gefundes
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Eliminirt man aus den Gleichunien (36) eine Dreiecksseite,
etwa die ¢, was am einfachsten geschieht, wenn man ibren Aus-

druck aus der letzten Gleichung in die beiden ersten setzt; so er-
bilt man

asinf2=0b (cosacosf + cosy),

bsina® =a(cosa cosf + cosy) .
Aus diesen Gleichungen leuchtet ein, dass der gemeinschaftliche
Schlussfactor weder Null noch negativ werden kann, weil a, b

als Dreiecksseiten, und sina, sinf als von (hohlen) Dreieckswin-
kelo herstammend, positiv und von Null verschieden sind.

Multipliciren wir demnach diese Gleichungen erstlich wie sie
iber einander stehen, dann ibers Kreuz, theilen dann durch die
vie verschwindenden Factoren ab und cosacosf 4 cosy, und zie-
hey' endlich aus den Producten die zweiten Wurzeln, die nur po-
sitiv ausfallen kiinpen ; so erhalten wir

uod
) asinf=bsinc.

Die erstere Gleichung gibt:

co8y =—(cosa cosf} — sina sinf)

=—cos(a+f), -
folglich, weil «, §, y hohl sind, o
39 «+p +y=180°;
die andere aber
40 8D 7 und nachgebildet noch = 2.
A 14

tu haben, In §. 557. meiner Uebenrbeltnngwdu 2. Bds. von Vega's-
Voriesungen dber d. Mathematik. fen. 1. Anfl. 1835.,
2 Aufl. 1848. gegeben. Unmittelbar davor in §. 556, zeigte ich nach
J. J. Littrow's Elemonten d. Algebra u. Geometrie, Wien
1827. 8. 208. §. 1. die von Herrn Dr. Ridell im Archiv. 1. ThlL 4.
B. 1841, 8. 444. milfotieilh Herleitung des erweiterten Pythogori-
sches Lebraatses ((3) in A4), die aber mach schon Carnot in seiner
Eh-ﬁtic de position. Paris, 1803. ¢, Il num. 251, gelohrt
at.

“—Q—'b'
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Zwei bemerkenswerth einfache Her-

leitungen der Hauptgleichungen der
'sphiirischen Trigonometrie.

Von dem’
- Herrn Dr. Wilhelm Matzka,,

Professor der Malhematik zu Tarnow in Galisien.

Bekauntlich giht es mehrere (darunter eine sogar von La-
grange herriihrende) Ableitungen der in der sphiirischen Trigo-
nometrie zwischen den Seiten und einem Wiokel eines Kugel-
dreieckes bestehenden Grundgleichung, aus der alle librige
Hauptgleichungen blos analytisch hergeleitet werden kinnen. Jede -

derartige Ableitung. weodet auf die, zweien geradlinigen Drei-
ecken gemeinsame Seite den erweiterten Pythagorischen Lehrsatz
an. Eine solche Ableitung wird jedoch unbrauchbar, wenn ent-
weder eine Seite oder ein Winkel des Dreieckes = 90° wird;
auch unterlisst man gewihnlich die Giitigkeit der Gleichung fiir
alle miglichen Falle nachzuweisen. Im Folgenden theile ich
zwei Ableitungen dieser Grund- und Bwptﬁleichungen mit, |
welche der Beachtung der Geometer nicht unwilrdig sein dirfies.
Die erste stellt jene Grundgleichung spgleich mit voller All-
gemeingiltigkelt nach der bisher zu wenig beachteten und

arum auch riicksichtlich ihrer unschitzbaren Vortheile gar nicht
gekannten Lehre von der techtwinkligen Projection auf, d@ber
welche ich — vielleicht in nicht ferner Zeit — eine ausflibrliche
Abhandlung veriffentlichen zu kinnen hofle. Die zweite leitet
. simmtliche Hauptgleichungen geometrisch und zwar aus einer
einzigen Figur ab, wozu die Projectionslebre gleichfalls einen
hochst schitzbaren Beitrag liefert. ) -
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A. Erste Herleitung.

' 1.

Grundgleichung. Sei (in Taf. L Fig. 2) ABC ein Ku-
geldreieck oder OA£C das ibm am Mittelpunkte O der Kugel
eatsprechende dreikantige Eck; danach seien 4A=«, B=f, C=
seive Winkel und a, 6, ¢ deren Gegenseiten. Im Kugelmitt—ez
punkte O stelle man auf den Halbmesser OA einer Spitze A4
des eldreieckes oder auf die eine K Kante OA des Eckes die

senkrechte Ebene XA aaf, projicire (winkelrecht) in diese die Halb- -

messer OB, OC der beiden anderen Dreiecksspitzen oder die
zwei Jbrigen Kanten nach OB, OC'. Damn ist, wenn man etwa
noch zur leichteren Einsicht die Seiten AB—=c¢ und AC=5) zu
Quadranten bis D und E verlingert, BOB'=BD—AD— DB
=%0°—c, COC=CE=AE— AC=9%"~—b, mnd B'OC=a.

Voo einer der beiden letzteren Kanten, etwa von OB, pr(gli- '

cire man ein beliebiges in O anfangendes Stick OM=—r (wolir
man auch die Langeneinheit also O =1 nehmen kann), mittel-
bar, und zwar benitzend die Ebene A, auf die Projection-OC
‘;f’ anderen Kante OC, folglich seinen Endpuokt M wnach IV und
. Dann ist )

ON=0Mcos BOB' =rsinc,

NM=0Msin BOB'=rcosc;
OP=0NcosB'OC =rsinc.cosc,

PN=ONsinB' OC' =rsinc.sina.

Nun projicire man jene Strecke oder den Radiusvector OM
in der ersten Kante OB einerseits, und 'die zwischen denselben
Grenzpunkten O und M begriffene dreigliédrig gebrochene Linie
Oﬁg andererseits auf die zweite Kante OC selbst; so sind
;nhe:e algebraischen Projectionen einander gleich, und es haben

1ebei - ’

die Strecken: OM, oP, PN, NM

die Projectionswinkel: BOC=a, COC=%°-b, %0°, COA=b.

Mithin ist — gaoz aligemein giltig —
r.cosa=—r sinccosa. c;os(90°-b) + rsincsina.cos90° 4 rcosc.cosb
oder wenn man durch r theilt uad sonst reducirt, sogleich
(1)) co8 a=cos «. sinb sinc 4 cosbcosc,
die in vollstindiger Allgemeinheit bestehende Grund-

leichung zwischen den Seiten und einem Winkel eines Kugel-
reiecks. : ’

~®
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* 1. Erste Hauptgleichung. Bildet man zur gefundepen
Gleichung (1) eine gleichgestaltete durch Verwechselung von a
und b, so wie von « mit §; so findet mav :

. cosb= casfl.sinc sina. + cosc cosa.
Substituirt man diesen Ausdrack vom cosb in (1), so wird
cosa (1 — cosc?)=cosasinc® = (cosasinb 4 casfcoscsina)sinc.

Weil keine Seite eines Kugeldreiecks 0 oder 180° sein kann, folg-
lich sine nie =0 ist, so ist es gestattet durch ihn die letzte
Gleichung zu dividiren; und sofort erfolgt

@) cosasinc=cosasinb + cosfcoscsina, .

di: zwischen den Seiten und swei Winkeln besteheade Hauptglei-
‘chung.

Il. Eine Hilfsgleichung zwischen allen sechs Stiicken des
Dreiecks: Vertauscht man in (2) @ und ¢ unter sich, und a mit
y, 8o erscheint

coscsina= cosysind + cosf cosasinc.

Schreibt man nun diesen Ausdruck von coscsina in (2), so iiber-
geht diese in '

cosasinc (1 — cosﬁ’) =cosasinb + cosfl cosysind
' oder in )
® _ cosasincsinf?=(cosa + cosficosy) sinb. .
IIIl. Zweite und dritte l-l'auptgleichung. Wenn man in

(3) die B und y so wie die b und c unter einander verwechselt,
so verwandelt sie sich in

cosa sinf siny® = (cose 4 cosfi cosy) sinc.

Multiplicirt man diese zwei letzten Gleichungen mit einander, und
zwar zuerst,so wie sie {iber einander stehen und dann kreuzweis,
und zieht man aus den Producten die zweite Wurzel; so erbilt
man

4 cosasinfsiny= cosa -+ cosfcosy,
4 sinf sinc =siny sind.

Io diesen Gleichungen kiinnen jedoch nyr die oberen Vorzei-
chen gelten, In der ersten, weil fir f==y=90%, wie man aus der
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Lebre von den srb&rischen Winkeln weiss, a==« sein muss; in
der zweiten, weil nur solche Kugeldreiecke, in denen Seiten und
Winkel swischen 0 und 180° liegen, betrachtet zu werden pflegen.
Dasach wird die erstere Gleichung .

@) cosa ==cosasinfsiny — cosf cosy,

die zweite Hauptgleichung zwischen den Winkeln und einer
; .

die letutere Gleichung aber

sinb _ sing
sinf~ siny’
oder durch Verwechseluag von & mit @ und § mit « vervall-~
stindigt : .

sing sind sinc

. ® sine— sinp—siny” “~
die dritte Hauptgleichung zwischen je zwei Seiten und ihren
Gegenwinkeln *). ' '

IV. Vierte Hauptgleichung. Setast man in der ersten
Hauptgleichung (2) fiir sind seinen aus der dritten Hauptgleichung
(3) erfolgenden Ausdruck R \

ainbf-sina:l—:—x,
m b ans diesea zwei Gleichungen zu eliminiren; so ergibt sich

cosasinc = sinficotasina 4 cosf coscsina,

daber wenn man durch den nie verschwindenden sina theilt:
(6y) sinc cota=sinf cota + cosccosfl,
oder symmetrischer georduet :_

() cose coef =sinc cota —sinf cota

ds die vierte Hauptﬁleichung -zwischen vier unmittelbar
nach einander folgenden Dreieckssticken «, ¢, #, a, von denen
zwei, ¢ und §, Mittel- oder eingeschlossene Stiicke, die

iden anderen, @ und « Aussen- oder #ussere Stiicke und
mu einander Gegenstiicke sind, ,

*) Diese gleichzeitige Ableitung der zweiten und dritton Haupt:
gleichung habe ich — viclleicht der Erste — in meiner Ueberarbeitung
des zweiten Bandes von Vega's Vorles. iber d. Mathem,, Wiean.
1. Aufl. 1835., 3 Aufl. 1848, in §. 567. v. 568, gegoben,
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B. Zweite Herleitung.
' B 2

Grundgleichung und erste Hauptgleichung. Indem
man die obigen Bezeichoungen beibehilt und nur noch Ees Kugel-
halbmessers Zahlenwerth wie ilblich =1 setat, projicire man (in
Taf. L. Fig. 3.) eine Dreiecksspitze 4 mittels sen ter. Ebe-
nen auf die Halbmesser oder Kanten OB, OC der zwei anderen
Dreiecksspitzen B und C nach E uod F, und dadurch zugleich
mittels der als Durchschoitt dieser zwei projicirenden Ebenen sich
ergoibmen senkrechten Geraden AD auf die Ebene ‘BOC jever
awe ten. : )

Danach ist N
OUE=cosc,  EA=sinc, AED—=8 )
ED=EAcos AED=sinccosf, DA= EAsinAED =sinc sin8
OF=cosb, , FA=sinb, AFD=y .
FD=FAcos AFD=sinbcosy, DA= FAsin AFD=sinbsiny.
Projicirt man nun den Umfang des .(ebenen) Viereckes OFDE,
in welchem EOF=a, E=9%°=l",- also EDF—=180° — q ist,
auf die Seite OE (als Hauptaxe) und auf ihre Sedkrechte (als
Nebenaxe der Projection); so haben .
die Vierecksseiten @ OE,-OF, FD, DE
die Projectionswinkel 0, a«, a—90° —90°;

und sonach erhélt man fir die Haupt- und Nebenprojection der
Seite OE den Doppelausdruck . , -

-

co8

OE g, 0= OF g a 4 FD % (a—90%4DE S (— 90°).

Substituirt man den Seiten ihre obigen Ausdriicke, vereinzelt dic

Gleichungen, reducirt die goniometrischen Stammfunctionen und

'vl";:s'(lmt die Glieder in geeigneter Weise, so erhilt man eines
eils

)] cosc ==cosy sina sinb 4 cosa cosd
die Grundgleichung, und anderen Theils
(2 cosb sina = cosf sinc 4 cosy cosa sind

die erste Hauptgleichung. .

Anmerkung. Die Projection auf OF liefert ein Paar ver
wandte Glei¢hungen.
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' 4.

I. Dritte Hauptgleichung, Setzt man die vorher fir
DA yefandenen zwei Ausd_n'lcke einander gleich, so ist

. sincsinf= sinb siny,
m - ~
sinb__ sinc
" sinf ™ siny’

oder durch Vertauschung von b mit a und g jnit « vervollstlndi'gt:

®) sina__sinb__sinc

welches die dritte Hauptgleichung ist. - A .

. Zweite Hauy)tﬁleichuug. Projicirt man in den recht-
winkligen Dreiecken ADE, ADF die Spitze D) des rechten Win-
kels- mittels der Senkrechten DG, DH auf die Hypotenusen AE,
AP; 80 sind bekaontlich die Winkel ADG=AED=8 und ADH
=4FD=y. Zugeich stehen diese projicirenden Senkrechten auch
auf den beiden Seitenebenen AOB, AOC der Kante OA im drei-
kastigen Ecke OABC seukrecht. '

Denn weil die Ebene - AED auf OB senkrecht steht, so ist
sic auch auf der Ebene AOB senkrecht; und weil in der erste-
rea Ebewe auf die Durchschnittslinie 4E beider Ebenen die DG
senkrecht gefillt ist, so muss diese auch aunf der anderen Ebene

40B senkrecht stehen. Eben so erweist man, dass auch die
DH auf der Ehene AOC senkrecht steht.

Der Winkel GDH Ver Normalen DG, DH der zwel Ebe-

ves AOB, AOC erginzt sich aber mit der Schmiege*) dieser '

~ -

*) -Mit Besug auf den von Herrn R. Wolf und mir im Archiv.
Theil 3., H. 4., S. 46. und Th. 6., H. 2., S. 120, Note 1, ausgespro-
cheaen Wunsch hemerke ich, dass. ich fir den s. g. ,, Winkel zweier
Ebenea‘ eine passende Benennung gefunden zu haben glaube. Ich
whlage nemlich vor su neanen: die Ablenkung (der Streckungen) zweier
Ebenes oder genauner zweier Halbebenen (Ebenenhiilften) an ihrer Darch-

ittslinie von einandor die Schmiege (franz. le binis) dieser Halb-
tbenen; jhre Darchschnittslinie die Schueide oder Schirfe, die Halb-
tbesen selbst aber die Winde oder Wangen dor Schmiege. — Zur
Rechtfertignog diene Fol es: Nach Heinsius und Heyse iat ,,die
Schmiege 1. bei den Workleuten ein Winkel sowohl iiber als unter
% Grad, welchen zwei Linien oder Flichen (Ebenen?) bilden (auch
Schmiegung), 2. ein Werkzeng, welches in einem beweglichen
Winkelmansse besteht, das sich mittels einer Stellschraube 6ffnen und
tinschlagen lisst und zum Messen der gedachten Winkel voa den Tisch-

N
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- zwei Ebenen zu 180°; was man leicht einsieht, wenh man seine
auf diesen Ebenen und also auch auf ihrer Durchschnittskante OA
senkrechte Ebene bis zum Durchschnitt mit ihnen ‘erweitert. Mit-
hin ist- GDH=180°— . '

Endlich ist der Winkel EDF, den wir oben =180°—g fan-
den, gleich der Schmiege der zwei Ebenen AED aund AFD, weil
Al; auf der Ebene BOC, also auch auf DE und DF senkrecht
steht. o

In dem an der Spitze D entstandenen dreikantigén Ecke
DAGH hat man demoach die Seiten ADG=pf, ADH—y und
GDH=180°—«, und den Winkel an der Kante DA gleich
EFD=180°—a. Wendet man daher auf dieses Eck oder aof
ein ihm entsprechendes, auf einer um D) als Mittelpunkt gelegtén
Kugelfliche gebildetes, Kugeldreieck die bereits gefundene Grund-

g (1) an; se findet man - :

cos (180 —a)=cos (180 —a) sinfisiny 4 cosf cosy,
folglich nach leichter Reduction ,

@) cosa = cosa sinf siny — co.sﬁ cosy ,
die zweite Hauptgleichung.

. Vierte Baup.tﬁleicbung. Ziebt man die Verbin- |

,danga erade OD, so sind die Strecken DE, DF Katheten in
zwei Paar rechtwinkligen Dreiecken, von denen das eine Paxr
ADE, ADF, die zweite Kathete AD, das andere Paar OED,

OFD die Hypotenuse OD gemeinsam hat. Das erstere Dreiecks-

paar gibt
' DE_DF _ .
DE-:DF—.:A—bt‘—‘-D_hngDAE.tngAF
= cotAED: cotAFD=cotf: coty,
das letstere aber, weom man fir einen Augenblick EOD=d',
FOD=a" setat,

lern, Schlossern u. dergl. gebr.lncht wird (der Winkellappen, dus

Schrigmanss).‘* (Vergl. Karmarsch, Grundr. d. mechan. Techael

2. Bd. 8. 98.). Rollin (Noav. Dict. de poche, Berlin'1822) dbersetst
Schmiege mit le biais und umgekehrt dieses mit Schrige, Schiefe;
biasis gras, maigre, l;iﬂ stumpfer, scharfer, spitriger Winket. Bei
nschmiegen‘ sagt Heinsius: ,, die Werkleate schmi (macher
gensu anpassend) eine Wand, wenn sie dieselbe nach ‘einem Winkel iiber
oder unter 90° genau nach der Schmiege auffihren. Nach Kalt-
schmidt heisst die Kante (sweier Ebenen an einem ebenflichigen Kir-
per) so viel als die Schirfe, die Schnefde. Beide letxteren sind -
gleich analog der Spitze beim Winkel, Als Analo fir Schenkel
am Winkel passt bei der Schmiege am besten Wand, weil die Maoer-
und wndere so genannten Wiinde fast immer eben sind und vielfaltig sich
durchschneiden, such noch Wange, insofern diese Kirpertheile bet Thie-
ren meiet convergiren, auch manche Seitencbenen an Maschinenbestand-
theilen so heissen.
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DE:DF = 31E) zz_ smEOD sinFOD

=sina’:sina”, )
folglich der Verein beider Verhaltnissgleichheiten :
cotf:coty=-sina’: sina” .
Es ist aber a’+a"'=a, also a"=a —a’, und

coty cotf=sin (a—a') : sina’
= sinavoea’—cosa sina’ : sina’,
folglich wenn man theilt : -
tangf coty=sinscota’ —cosa.
Es gibt endlich das an & rechtwinkfige Dreieck OED:

. __Q_l_'I__ cosc __ cotc,
cota’= gp= .sinccosp— cosp’

daher, wenn man substituirt und den Nenner cosf weg multipli- °
cirt, erhilt man .

sinf coty— sina cotc — cosu cosf
oder versetxt
© cosacosf==sina cote—sinf coty,
die vierte Hauptgleichung.
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- Ueber die mittlere Entfernung des
- Ackers vom Hofe, in Bezug auf
o Anwendung. o

Von dem

Feldmesser Herrn C. Wasmund
zu Stralsuad.

In der vor Kurzem unter dem Titel: Ueber die mittlere
Entfernung einer Figur von einem Punkte, oder iiber
die sogenannte mittlere Entfernung des Ackers vom
Hofe. Von J. A. Grunert. Greifswald. 1848%) erschienenen

*) Um Lesern, denen obige Schrift etwa noch nicht su Hindea
kommen sein solite, wenigstens anzudeutem, woram es sich handelt, will
ich den Begriff der mittlern Entfernung der Kirze wegen in der Sprache
des vorigen Jahrhunderts hersetzen: Unter der mittlern Entfernung eiver
Linie, Fliche oder eines Kdrpers von einem Punkte wird verstanden das
arithmetische Mittel ans den Entfernungen- simmtlicher Eleniente der-
selben vom nchten Punkte, oder hieraus hervorgehend und noch be-

uemer fir die Ankniipfung der Rechnung: Die mittlere Entfernung ist

ie Summe der Entfernangsmomente simmtlicher Elemente, dividict darch
die Summen simmtlicher Elemente, unter Entfernungsmoment das Pro-
dact des Elements in seine Entfernuag verstanden,

Ist aleo y=/s die Gleichung einer ebenen Curve fiir rechtwinklige
Coordinaten, so ist die mittlere Fntfernung des Curvensticks zn dem

- Abscissenintervall @ — a vom Anfange der Coordinaten ab: ¥= ‘

[V Ty vy - ]
. s - s » wo der Neoner natiirlich das Curves-
V)

stiick selbst ist. Fir die gerade Linie ab, of, Joam Gloichung als®
d—, ap—abd . Ofs .
y=f.---__—-pz+—a: ist, giobt dies, weil hier 3'—: conetant i, |

a—a ‘

' l
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Schrift giebtder HerrVerfasser, nachdem zuniichst der Begriff festge-
stellt worden ist, Formeln fiir die mittlere Entfernung eines Drei-
ecks von einem Puvkte, und zeigt dann, wie sich hiernach die
wittlere Entfernung ,ieder geradlinigen Figur durch ihre Zerlegung
i Dreiecke finden lasse. Die Formeln sihd jedoch etwas com-
plicirt, und @berhaupt hat man es in 'der Praxis auch mehr mit
ganz gesetzlosen Curven zu thun. [ch suchte deshalb mach einem .
miglichst einfachen Verfabren fiir diese Fille, wo man sich doch - -
Iedl:slich mit Naberangen behelfen muss, und kam dabei adf fol-
en Satz:

gel .
Fir den concentrischen Ring mit den Halbmessern r und 's
oder einen Ausschuitt desselben, ist vom Mittelpuukte abgerechnet .

2 2 .
die mittlere Entfernung M=§— :—#*’—9 »- woraus fir ¢=0,,
fur d;n Kreis oder Kreisausschoitt vom Halbmesser r, hervorgebt

-

N=zr. ' .

3 ~ .
Hiotaof lisst sich nun das nachstehepde Verfahren griinden,
welches mir fir die Praxis geniigend scheint. Soll die mittlere
Entfernung der Fliche aaa..... (Taf. 1. Fig. 4), deren In-
"halt= F, vom Punkte C ermittelt werden, so theile man die-

.

= ;-l—‘- [ ‘oz 3‘-&-_(/:)‘, oder eqtv'ickelfz

=l (B—a)at(b—p)b o rois 1 (4=}t O—B)B a5
YSiaade=a ¥ ramayrop Y o
|J . (ap—ad)* o (a—a)a{-(0—p)04/, a—a) i L (6—F . Va* Fo°
Ve im0 ——— —
V(@)Y F—8%" " (—a) st O—BFtV(a—ay +o—py Vartp® .

Sind forner 2=—Fp und s=—/p die Polargleichungen zweier Curven,
%0 ist die mittlere Entfernung dos Flichensticke zwischen beiden Car-

' f ‘ 9‘”/"’ 2203

. a 7
- : N=
ves fir das Bogeaintervall 4 —« ‘vom Pole ab W"’.&s
. . [ !¢

wo der Nenner das Flichenstick selbst ist. .

Fic den concentrischen Ringausschnitt mit den Halbmessern r und e
und dem Mittelpunktswinkel a, sind fiir den Mittelpunkt als Pol die Glei-
chungen der beiden Kreise $=xFp=—=r und s=/p==¢, daher dessen
mittlere Entfernung vom Mittelpunkte ah:

f .a?‘/r"ar 2(r*—e*\_8¢r*4roto* ,

,=j=a_"T’_a’—-=§ '-o')—ﬂ rte )-

0 e .-
weiches der oben benuiste Sats ist. Dies mége zur Andentung des Be-
griffs hier gentigen. - .

\

Theil XIIL 7
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selbe von C aus in concentrische Ringe 1, 2, 3,.....n, ermiftele
die Flachengrissen £;, f2, f,..... fa, 80 wie nach obigem Satze
auch die mittlern Entfernungen w; , my, my,....:.ms dieser Ru;;ge j
von C ab, dann ist der Gesammtfiiche mittlere Entfernung: M=

mh +mafy -'i_:"’ fs ot mafn (Grunert a.a. 0.§. 17). Liegtder

Punkt C innerhall der Fliche aaa....., so wird bei der Einthei-
lung auch noch ein voller Kreis, oder ein Kreisausschnitt vor-
kommen, was jedoch in der Berechnung keinen Unterschied macht.
Betreflend die weitere Anwendung der mittlern Entfernung.
balte ich es noch fir eine sehr schwer zu lisende Aufgabe, selbst
unter Voraussetzung einer ganz speciellen Nutzangsart, die Fnok-
tion der Flichengrissc F, Bonitit B und wittlere Entfernung ' \
eines Grundstiicks von einem Punkte zu ermitteln, welcher die
Werthe mehrerer Grundstiicke in Bezug auf diesen Punkt propor-
tional zu nehmen sind. Namentlich wirde man der Praxis sebr
widersprechende Resultate erhalten, besonders fiir extreme Werthe

von F, B und M, wollte man diese Funktion:%setzen. Wenn ‘

auch vielleicht der Zihler FB sollle bleiben kiomen, so wiirde
doch dann der Nenner .ausser von M auch noch wieder voo F
und B abh&niig sein miissen, wie dies auch schon zum Theil aus
Herrn von Thinen's Bemerkungen iber diesen Gegenstand in
seinem isolirten Staate hervorgeht. Bei der Schwierigkeit,
welche die Herstellung einersolchen stichhaltigen Funktion hat, wird
die Gkonomische Beriicksichtigung der Entfernung bei der Werth-
bestimmung von Grundstiicken wohl nur in der Art Statt finden
kiinnen, dass man Grundsticke in verschiedenen Entfernungen
veranschlagt, und dadurch eine Progression von Werthreductions-
factoren ermittelt fiir stufensweise wachsende Entfernungen. Hier-
bei wird dann aber die Kenntniss der juittlern Edtfernung von er-
heblichem Nutzen sein.

Ganz natiirlich wird man bei Betrachtungen obiger Art nocb
zu der Aufgabe geleitet, fiir den Acker den vortheilhaltesten Ort
des Hofes zu ermitteln, riicksichtlich der Entfernung, d. h
eine gegebene Fliche den Punkt zu bestimmen, von welchem
ab die mittlere Entfernung derselben ein Mininmum ist. Fir ein
Dreieck wird aber hierzu schon ein betriichlicher Rechnungsauf:
wand erfordert werden, so dass man_bei wirklichen neuen Hofan-
lagen wohl aul eine mathematische Lisung wird verzichten, und
sich danit trosten miissen, dass in den aHermeisten Fillen doch
auch noch andere Umstiinde als die Entfernung eine entschiedene
Mitberiicksichtigung verlangen. .

.

Nachschrift des Heraus;ebers.

In meiner Schrjﬂ: Ueber die mittlere Entfernung einer
Figur von einém Punkte oder tiher die sogenannte
mittlere Entfernung des Ackers vom Hofe. Greifswald.

. . ’
- .
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1848., auf welche sich die Bemerkungen in_demn obigen Aufsatze
beziehen , habe ich vorzuEsWelse die geotnetrische oder eigentlich-
dberbaupt die thearetische Seite dieses Gegenstandes in's Auge
gefasst, und habe versucht, mit villiger mathematischer Strenge,
welche bei derartigen Untersuchungen leider nur zu hiufig ver-
nachlissigt wird, zu Resultaten zu gelangen, welche sich sowohl
durch ihre Aligemeinheit, als auch durch ihre F.leganz auszeich-
ven wnd empfehlen, und flauhe, dass auf diese beiden Pridicate
insbesondere der Ausdruck 8. 79. §. 11, Nr. 71., welchen ich als
das in dieser Schrift gewonnene Hauptresultat betrachte, Anspruch
machen zu diirfen vollkommen berechtigt ist. Wenn ich deshalb
anch dergleichen elegante Ausdriicke nicht mit dem Namen ,,com-
licirt: belegen miicﬁte, so bin ich doch mit dem geehrten Herrn
erfagser des obigen Aufsatzes darin vollkommen einverstanden,
dass die Rechnung nach den in meiner Schrift entwickelten Aus-
dricken ungeachtet ihrer Eleganz fiir die gewdihnliche Praxis in
den meisten Fillen noch za weitliufiz ist, und. habe daher auch
schon in der im Literar. Ber. Nr. XLIIL S. 602. gelieferten An-
zeige der obigen Schrift die Leser des Archivs zur gefilligen.
Mitwirkung bei der weiteren Vereinfachung des fraglichen Gegen
standes, und dessen Gestaltung fiir der gewdhnlichen praktischen
Gebrauch anfgefordert. Es kann mich demnach auch nur (reuen,
daza in dem obigen Aufsatze, ungeachtet der grossen Einfachheit
seines Inlfalts, eimen nach meiner Meinung recht zweckmiissigen
Anfang gemacht zu sehen, und hoffe, dass es dem geehrten Herrn
Verfasser desselben nicht unangenehm sein werde, wenn ich mir
eriaube, seinen Betrachtungen noch die folgenden Bemerkungen
hinzuzuftigen, indem ich ihn zugleich zu weiteren Untersuchungen,
zu denen ihm viellcicht seine Praxis Gelegenheit darbieten diirfte,
aufzofordern mir erlaube, . .

Der von dem Herrn Verfasser angegebenén Methode liegt
hagptaichlich ein Ausdruck fiir die mittlere Entfernung eices zwi-
schen zwei concentrischen Kreisen entbaltenen. Rings von deren
gemeinschaftlichem Mittelponkte zum Grunde. Dieser. Ausdruck,
welchen der Herr Verfasser In einer Note durch die Integralrech-
nung ableitet, ixt, wie ich jetzt zeigen werde, eine unmittelbare
oder wenigstens leichte Folge aus den in meiner Schrift enthalte-
nen Ausdriicken, wenn er auch in dieser Schrift nicht selbst ge-
geben worden ist, was nicht nﬁthif war, weil ich keineswegs die
Absicht hatte, 'in derselben den fraglichen Giegenstand ganz zu
erschpfen. :

Wenn wir die Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks
durch @, seine beiden gleichen Schenkel durch 6, seinen Inhalt
durch A, die balbe Sunime seiner Seiten durch s, und seire mitt-
lere. Entfernung von geiner’ Spitze durch M _beseichuen, so ist

nach der Formel Nr. 79) auf S. 104, meiner Schrift, wenn wir -

in dieser Formel 6—c setzen: N
-1 4A% a
M=§b~-§_a_5’“—;)

Weil aber in diesem Falle
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. a % _%—a -
oder
- \ a
1=
a 26
l—;:l_f
+3,
.lst, 8o ist ’
1 a
2 1795
S POV Pt |3
37 3a 143
26
Nun ist ferner, wie man leicht findet:
’ b’—-;—'a’

[
’

1 b . 4A?
Ad=gad (42— a¥), 'ﬁi"‘ —_—
also

. a
m=1p— — 11 2%
=3t~ —ma ! a
. . g

Denken wir uns jetzt in einen mit dem Halbmesser r beschrie
benen Kreis ein regulires Vieleck von n Seiten beschrieben, ud
hezeichnen jede Seite desselben durch a, so ist fiir jedes der »
sleichscben ligem, im Mittelsunkte des Kreises zusammenstossen:

en Dreiecke, in die sich dasselbe zerlegen lisst, in Bezug ad
den Mittelpunkt des Kreises nach dem Vorhergehenden:.

1 a
”_l'_r’-—za’ ll—.-g’
3 3a l+—%

und folglich immer in Bezug auf den Mittelpunkt des Kreises fir
das ganze reguliire neck nach S. 111. meiner Schrift:
A (1 ""i’ ';',1 —%
M=n_x ls'-'—sz—' e’
. ey

d. i. eben so wié vorher:



- 1 a
r2——a? 1 -3
=3 =gt

N l-l-;; '

oder

1 a

a2l g8

I S
M_—‘gf-l- 3 4

8’
2r

1

Also ist, da jedenfalls' immer

—1<g <+l

ist, nach einer sehr bekannten logarithmischen Reihe (m. s. u. A.
meiven Leitfaden fiir den ersten Unterricht in der hd-
hern Avalysis. Leipzig. 1838. S. 64):

,.s._% a®

L R ORI Pl

1 -2 1 \\1 .1 17a\,1 1/7a\* -
M_:-;r-l-g(r’—;‘a’) *—2;{-3'2' g;) +3'2_r(2—;') + ‘ i

ud wenn man nun, um M fir den Kreis selbst zu erhalten, =

in's Unendliche wachsen, also a in’s Unendliche abnehmen lisst, "

und in der vorbergehenden Gleichung zu den Griinzen ibergeht,
so ergiebt sich fir den Kreis: '

d i

~

1 2 1 2
M=3r+3 . o’ d. i.ﬁ':sr.

Fiir einen Kreisausschnitt, der % des ganzen Krei-ses ist, sei -

jetzt M die mittlere Entfernung vom Mittelpunkte des Kreises,
0 ist nach S. 11]1. meiner Schrift offenbar

§r=k. %M. also M=§r;

wie fir den' ganzen Kreis, was sich auch von selbst versteht.

Endlich sei die mittlere Entferoung M eines ringfGrmigen
Sticks wie ABA'B' in Taf. L. Fig. 5. von dem gemeinschaft-
lichen Mittelpunkte C der beiden Kreise, zwischen denen dieses
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ringfirmige Stick enthalten ist, zu finden. Zu dem Ende seien
r und 7' respective die Halbmesser des grisseren und des klei-
peren Kreises; die Flichenriume der beiden Kreisausschnitte
ACB und A'CB' seien respective S und &', und N3 und MY’
seien deren mittlere Entfernungen von C; so- haben wir .nach
S. 111. meiner Schrift die Gleichung: :

’ ! .
m=%ml+666 ”"

Aber bekanntlich, da die Sectoren S, &' demselben Winkel am
Mittelpunkte entsprechen:. . :

S: R/ =r2:¢'3, also S:S5—-S'=r%:r2—'2;
und nach dem Vorhergehendep:
m:?;f, m' =§r’;
folglich nach dem Obigen '
'3 2_p/2

oder
22y iy,
woraus )
M=‘_)_'r’-—vr"=2. 73 —y'd ____‘?.i‘/-i-v"r' +r's
3BT r)r—)"3 r4r
folgt, ganz wie der Herr Verfasser des obigen Aufsatzes auf an-

derem Wege gefunden hat, wenn man nur in der dottigen Formel
v’ fir ¢ setzt. Auch ist )

u=3(r+57) =5(+757)-

Dass Ableitungen von Forimeln, wie die obige, durch strenge
. Griinzenbetrachtungen aus anderen Formeln, zu den instructivsten
Betrachtangen, namentlich fiir Anfiinger, gehren, wenn sie auch
von einer gewissen Weitliufigkeit zuweilen nicht ganz frei zu spre-
chen sind, diirffte wohl jetzt ziemlich allgemein averkannt sein,
. und ich selbst bin der Meinung, dass Anfinger, welche in der
Mathematik weiter zu gehen, und namentlich die Analysis in
ihrem neunesten Zustande kennen gu lernen beabsichtigen, nicht
h!nﬁs genug sich mit dergleichen Betrachtungen bekannt machen
und dieselben selbst anzustellen versuchen kdnnen.

\
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’

So wie im vorhergehenden Falle wird man auch fast in allen
in der Praxis sich vielleicht darbietenden Fillen die erforderlichen
Formeln aus den in meiner Schrift entwickelten Ausdriickeh ohne
Schwierigkéit abzuleiten im Stande sein. .

Bei der wirklichen Anwendung der von dem Herrn Verfasser
des obigen Aufsatzes vorgeschlagenen praktischen Methode wird
man hiufig in den Fall kommen, die Flichenriuime ringfirmiger
Sticke wie ABA'B’ bestinmen zn miissen. Deshalh wird es
vielleicht zaweckmiissig sein, such dariiber noch ein Paar Bemer-
kungen dem Obigen bivzuzufiigen. - :

Bezeichnen wir den Flicheninhalt des ringformigen Sticks
ABA’'B’' durch F, und einen den Winkel ACHB oder A/CB’ am
. Mittelpunkte messenden Kreishogen in einem mit der Eioheit als
Radius beschriebenen Kreise durch w; so ist nach bekaonten
Satzen

F::%(r’ —r"Yo= ;(r-r')(r .
Bezeichnen wir nun die Sehne des. Bogens AB' durch -0, so ist
a=2rsia;-m,‘ sin% = %;
folglieh )
‘ ;fm = Arcsin—%,, m=2Amin7;;~
Weil aber, da jedenfalls ‘
| 0< %‘ <1

ist, nach einer bekavuten Reihe (m. s. u. A. meine Elemente
der Differential- und lntegralrechnung. Zweiter Theil:
Leipaig. 1837. S. 92) ' .

e = £+ 4 (8) A3 (2 +EaR (5
ist, so ist mach dem Obig'eu, ' ’ | ,
| F=e—n6t )5y 5 (3) +515 ()
+ éz—’g ; . (%)r +',...‘

d i
0 () 4o () 4 1
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‘oder ) -

(- D) Y 4 ) w4

Von diesen Reihen wird man immer nur ‘so viele Glieder bei-
,behaldten, als die bei der Rechnung beabsichtigte Genauigkeit
erfordert.

Fir das Produet des ringﬁirmigen Sticks ABA'B' in seine
mittlere Entfernung vom Mittelpunkte C hat man pach dem Vor-
hergehenden den Ausdruck

. 2 ]
32T rer) 47 Avesin 3

g(r—r')(r’ ' -};'”) Arcsin%_ ’

also nach dem Vo;hergehenden ‘
1 —r) @4 4rDe 1 (N 3 fo)¢ .
:-" 'r ) gl+2—4'(;) + 6‘0'(;) + uu-z!

oder aueh

2 r v T\ 1 70\ 3 fo\s =

3—:-’6(1—;)311-; +(;') g 3]-'-2—4'-(;) +ﬁTo- (;) + ... g .
Diese Ausdriicke scheinen mir bei der Ausfibrupg der durch

die Anwendung der von dem Herrn Verfasser des obigen Auf-

satzes angegebenen fiir die Praxis recht zweckiniissigen Methode
nithiggemachten Rechnungen die meisteBequemlich‘kei’ arzubieten.

Riicksichtlich der in dem letzten Absatze des obigen Auf-
satzes gemachten Bemerkung stimme ich dem Herrn Verfasser
desselben vollkommen bei.- Uebér das aber, was'in dem vorletz-
ten Absatze dieses Aufsatzes bemerkt worden ist, muss ich die
Entscheidung den Landwirthen und Nationalikonomen anheim
stellen, und bemerke nur noch, dass einige auf den in diesem
Absatze angeregten Gegenstand beziigliche Bemerkungen schon
von dem sehr einsichtsvollen Recensenten meiner Scbrift in den
Heidelberger Jahrbiichern. 1848. Nr. 29. S. 459., Herrm
Doctor J. Dienger, friiher in Sinsheim bei Heidelberg, jetszt
Varstand der hiheren Biirgerschule zu Ettenheim, gemacht wor-
den sind, worauf ich daher die fiir diesen, 'namentlich-in der jetsi-

. gen beweften “Zeit bei der Beurtheilung des Werths der Grund-
stiicke mit Beriicksichtigung aller dabei in Betracht kommenden
Elemente, wie Areal, Bonitiit, aufzuwendende Arbeitskraft u.
dergl., gewiss der allgemeineren Beachtung in landwirthschaft-
licher und dberhaupt national - Skonomischer Rilcksicht sehr wer-
then Gegenstand, sich etwa interessirenden Leser des Archivs

’
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zu verweisen mir erlauhe. Die am Schluss und in der Vorrede
meiner Schrift bloss ganz in der Kiirze angegebenen Verhiltnisse,
iiber deren Richtigkeit oder Unrichtigkeit Untersuchungen ganz
ausserhalb des Zweckes meiner zunichst lediglich eine geometri-
sche Tendenz babenden Schrift lagen, sind in der That auch
nur deshalb von mir hingestellt worden, um zu einer sorgfiltigen
Untersuchnung dieses rractisch sehr wichtigen” Gegenstandes zu
veranlassen; und vielleicht wird das Archiv bald eine Abhand-
lung iiber denselben bringen. Eine andere ganz eben so einsichts-
volle Recension meiver Schrift von Herrn Bittcher in Rudol-
stadt, die von allen denen, welche dieselbe bei ihren etwa;ien
theoretischen oder praktischen Arbeiten tber den mebr erwihn-
ten Gegenstand zu .benutzen beabsichtigen, wegen verschiedener
sebr za beachtender theils agemeiner, theils specieller Bemer-
kungen gleichfalls nicht unbeachtet gelassen werden darf, findet sichin
einem der neuesten Hefte der Jahrbiicher fiir Philologie
und Pidagogik, das ich, — weil ich in diesem Augenblicke
dazu nicht im Stande bin und diese Zeilen iiberhaupt nur aus dem
Gedichtnisse schreibe, — seiner Nuimer nach spiter noch
{docenﬂicb angehen werde, und fiir jetzt nur dem geehrten Herrn
yerfasser flir seine hichst einsichtsvolle Beurtheilung verbind-
lichst xu danken, die hier sich dargebotene Gelegenheit nicht un-
benutzt vorfibergehen lassen will. -

VIIL

Beitrag zur Theorie der quadra-
N tischen Formen.
V;n dgm
Herrn Doctor F. Arndt,
Lehrer am Gymnasinom zu Stralsund.

N

In den art. 213. und 214. der Disquisitiones arithme-
ticae findet man einé l.Gsung des Problems: ,,Zu beurtheilen,
ob eine Form (F) von der Determinante D eine andere (f) von
der Determinanté Dee eigentlich einschliesst, oder nicht, und im
erstenFalle alle eigentlichenTransformationenaus Finfzu berechnen.*

Nach der von Gauss hiezu angewaundten Methode muss man
vorerst alle die Formen () entwickeln, welché aus F darch die
Transformation m, k, 0, n entstehen, so dass m jedweden posi-
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tiven Theiler von e, & jedwedo zwischen den Grenzen 0 und m—1
incl. eingeschlossene ganze Zahl, n den Quotienten”% bedeutet.

Hierauf hat man mit allen Formen Q, deren Anzahl offenbar der
- Summe aller Theiler von e gleichkommt, den Versuch ‘anzustelien,
ob sie mit f eigentlich aequivalent sind, oder nicht, und nur die-
jenigen unter ibnen, ', R, Q", etc., welche es wirklich sind,
in Betracht su ziehén. ln Bezug auf die erste derselhen 2’, welche
aus F durch die Substitution m', &', 0, n’ entstanden sein mag,
stelle p, ¢, r, s jedwede eigentliche Transformation gus &' in f
dar; man wird mehrere eigeutliche Transformationen auns F ivo f
unter der Form m'p + K'r, m'qg+4 k's, n'r, »'s erbalten, und weun
man it den dbrigen. Formen 7, Q", etc. ebepso verfibrt, so
gehnﬁt. m;n .2u den skimmtlichen eigentlichen Transformationen
aus F in f.

Man wird nicht verkennen, dass das angedeutete Verfabren
in der Ausitbung sehr weitliufig, in den meisten Fallen so gut
wie unausfibrhar ist, und dies bat mir Veranlassung gegebeu,
elne andere Auflisung des obigen Problems zu suchen, “welche
sieh in practischer Beziehung (ll%erch Kiirze, in theoretischer durch
mehrere Bemerkungen, zu welchen si® Gelegenheit giebt, zu
empfehlen scheint. . - .

Die Form F von der Determinante D sei (A, B, C), die
Form f von der Determinanté Dee sei (a, b, c). Wir nehmen
zuvirderst an, dass F in f durch die eigentliche Substition «, 8,
E, d @ibergehe, und sehen zu, was daraus folgt. Man bat folgende

leichungen: :

... dea42Bay+ Cyy=a,

[2] - . . AuB+ B(od+pp) + Crd=0, -
[3] ... ABB+2Bps + C3d=c,

[4]..... od—Byt=e (@ positiv und > 1).

. Die Zahleo ¢ und y kinnen ein grisates gemeinschaftliches Maass
n haben, welches poxitiv genommen wird, so dass a—ne®, .-=n(°,
o® und #° relative Primzahlen sjad; nach 54] wird n ein Theiler
von e sein, oder wenn e—=nm gesetzt wird, so ist m eine ganze
Zahl, und die Gleichung &4] reducirt sich auf «°d — yR=m. Be-
stimmt man nun zwei _andere Zahlen (0, &° so, dass a%d% — §Y%°
=1 wird, (was auf unendlich viele Arten mc‘igﬁcbz, so muss he-
kanntlich §=F%n44a®, d=03%n + ky® sein, wo k eine beliebige
ﬁanze Zahl bedeutet, und man kann zugleiclr 8°, 6° so nehmen,

ass k zwischen den Grenzen 0 und m—1 incl. enthalten ist. Sub-
stituirt man nun die fiir @, §, y, J gefundenen Werthe in [1], [2].
[3], so kommt

A¢9a°+23¢°7°+07070=£_l' .
M ... A¢°ﬂ°+B(¢DJO+W).+W=bn—-aL’

- AM+2BW+&°M=¢L‘£M,
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Hierags sieht man, dass —, , ganze
nn man mmnn

Zablen sind, welche wir resp. durch A4', B’, C' bezeichnen, und
dass die Form F..(4, B, C) in die Form F'..(4', B', (') durch -
die Substitation o9, £, r, 89, fir welche o030 — poy0=1 ist, dber-
reMt, folglich mit derselben _eigentlich aequivalent ist. Aus den
Werthen von A’ und B’ folgt, dass n in b aufgeht, setzen wir
b=nd’, so folgt .

48 g YAk Wkt Abk,
BE R mm ,

ud da E’-4’0=B‘—'—ZC= D, so kann U auch aus der For-
nel ' =£§2_,_—2 bestimmt werden, falls A’ nicht verschwindet.

Aus diesen Betrachtungen ziehen wir den ersten Schluss:
Bestinmt man alle die Theiler von e, nimlich », deren Quadrate
die Zahl @ messen, und welche folglich wegen der Gleichung

bb—ac=Dee in b aufgehen, und ﬁndot(-:m, '—:‘;-.-.-:A’, é..:b’

e
n n

. . O — Ak
gesetzt) fir keinen derselben eine Zahl %k unter m, die —
Mb’%ﬁk—k zu ganzen Zahlen macht, so ist" die Form f un-
ter der Form F nicht enthalten. Findet man aber Werthe von »
uwd £, fir welche alle diese Bedingungen erfiilit sind, so ist zu
tniersuchen, ob eine oder mehrere der resultirenden Formen (4/,
B, 02 mit F eigentlich aequivalent sind, oder wmicht; ergiebt
sich keine solche ﬁoﬁn, 8o ist f uoter F nicht enthalten; findet
sich wirklich eine ('), a0 wird £ von F eigentlich eingeschlossen.

Denn bedeutet o0, f9°, l", d° eine gigentliche Transformation
s Fin P, so sind die Gleichungen [3] vorhanden, und man
iindet, dass die Gleicbun}enm[y bis [4] durch die Werthe. e=na®,
f=mfo 4 ke®, y=ny°®, §=md%+ Ay befriedigt werden, weshalb
%, 8,7, 8 eine eigentliche Transformation aus F in f sein wird.

Diese Resultate babnen uns den Weg aur Auflisung des Pro-
blems: ,, Alle eigentlichen Transtormationen .der Form F in die
Form £, welche unter jener eigentlich enthalten sein soll, zu finden:

Man stelle alle miglichen, im Vorhergehenden charakterisir-
tea, Formen (A', B’, (') auf, und ziehe diejenigen unter ihnen,
welche mit F eigentlich-aequivalent sind, in Betracht; man be-
wtichne dieselben mit F', £, F™, etc. Hierauf suche man alle
cigentlichen Transformationen aus F in F', niimlich af; g9, y°, 8°;
e entstehen auf diese Weise eben. so viele eigentliche Transfor-
nationen aus F in £ whter der Form na®, mf°+ ka®, ’;ﬁ’ md°
t+k®, und wenu man’ mit den iibrigen Formen F¥, s etc.

ver(Bhrt, so wird man zu allen eigentlichen Traunsformatio-
mo aus F in [ gelangen. : .

ie Richtigkeit dieser Aufissung erhellt aus dem Vorherge-
benden. Man kasn ferner acigen, dass alle auf die obige Weise

’



108

bestimmten Transformationen unter einander verschieden-sind. Dass
zwei verschiedene Transformatiohen aus F in dieselbeForm F'
nicht dieselbe Transformation aus F in f hervorbringee kinnen,
wird mao sogleich bemerken. Es seien also o, 9, #°, 8% o,
Y, ¥, 6% Transformationen aus F in die verschiedenen Formen
F', F", z2u den Werthen n', m’, k' gehirend, welche die nimlichen
Werthe von a, ﬂ,“?', d geben. anp ist na®=n'a?...(1), mf"
+/¢a°=m'f“’+k’ "...s ), my° = A'y?...(3), mO®+ ky° = m'dY
+¥HyY...4), mm=m'n' =e¢...(5). Aus (1) und (3) folgt
nn' a0y’ —J“a"') =0, f:!glicb, da wir annehmen, dass n, n’ nicht
verschwinden, a% — y%a% =0, aber o* und y°, so wie o und
y°' relative Primzahlen, folglich e=«%, y=y", mithin auch n=n', -
m=m'; daher nach (2) und (4): m(ﬁ°-—&')=(k‘—k) o, m(8§°—3%)
=¥ —k)g’, folglich siad (k' —k)e®, (K —k)y°, mithin auch
() » (' —k) B°y°, also die Differenz (X' — %) (¢°0°—p°y°)
=K —k durch m theilbar, was wegen £ <m, K <m unmiglich
ist. Deshalb ist X' =k, p0=p%, 6°=4%, und die Formen F', F”
werden sonit identisch. .

Die vorhergehende Methode mag nun an einem Beispiel e
liatert werden, welches zugleich nach der Gaussischen Methode
bebhandelt werden soll, um den_Unterschied beider deutlicher her-
vortreten zu lassen. .

Es sei F...(4, B,C)=(2, 7, 16), wo D=19; f...(a, b, ¢)
=(—9. 12, 60), wo bb—ac=19.6%, also e=6. Die gemein-
schaftlichen Theiler von ¢ und a sind 1, 3 und heidér Quadrate
B 7% g i T b =

edinguog & — A'k=0 (mod. m) giebt k=0, 2, 4; B' =2, |
S BB D —is tr

resp.; C' = 7 =—3g =9’ —8; also kommt nur die

eine Form (4, B, C) = (—9, 8, —5). Man findet, dass sie mit
F eigentlich aequivalent ist, und daraus durch die eigentliche Sub-
stitution +3, —2, —1, 31 hervorgeht; daher sind nach den_be-
kannten Formeln Disq. Arithm.'art. 162. p. 181, simmtliche

_ Transf. aus F in (4', B’, C') begrifien’ in 3t —6u, — 2t —u, —t—u,
t+43u, wo t, u alle Werthe bedeuten, welche der Gleichung
B —19u3=1 geniigen. Hieraus folgen die zu den Werthen n =1,
k=4 gehirenden Transformationen

[T]... &B,7,6=3t—6x, —30u, —t—u, 2+ lix.

Fir n=3, m=2 kommt 4'=—1, §'=4, —k=4 (mod.2), &=0,

=2, C'=15. Die Form {-—l, 2, 15) ist mit F eigentlich aequi-
valent, 44, —25, —3, +19 eine eigentliche Substitution, folg-
lich alle” Substitutionen in 4¢417u, —25¢—110u, —3t—13u,
1914 83u enthalten, daher die folgenden Transformationen aus F'in f:

[T]...0,8,7,6=12t 4 5lu, — 50t —220u,”—0t—3%u, 38¢4166u.

Nach der Gaussischen Methode hat man folgende 12 Formen
R, welche aus F durch die Substitutionen 1, 0, 0, 6; 2, 0, 0, 3;
210 3;3,0,0,2;3,10,2; 3,20, 2;600,1;6,1,0, 1;
6,20, 1;6,3,0,1; 6, 4,0, 1; 6, 5 0, [ bervorgehen

-
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(3, 42,540) (8,42, 135) (8, 46, 179) (18,42, 60) (18,48, 90) (18,564, 124) ~
72,42, 18) (72,54, 31) (72, 66, 61) (72,78, 75) (72, 90, 103) (72, 102,135) *)
Von diesen Formen sind, wie der Versuch zeigt, nur die fol-
enden vier, . welche den Substitutionen 6, 0, 0, 1; 6, 2, 0, 1;
g, 3,0,1; 6,6, 0,1 entsprechen, mit £ eigentlich aequivalent:
72, 42, 15) (72, 66, 51) (75, 78, 78) (72, 102, 135), und man fin-
det die simmtlichen eigentlichen Transf. aus diesen Formen in f
resp. . ..
1247—1081 U, 195T—1700U, —1317 4 11420, —206T41796U;
3006718788 U, 6141 T—53536 U, — 3061 7426598 U,
—47%T+41828U;
—~T+U, T+24U, T4+2U, —27—-28U; e
167—139U, 25T +120U, —9T+4+ 78U, —l4T+124U;

wo T, U alle Werthe bedeuten, welche der Gleichung 72— 76 U
=1 Geniige leisten. Daraus resultiren endlich die folgenden vier
Formeln, in denen alle eigentlichen Transformationen aus F in f

begriflen sind:

{r]...744T—6486 U, 1170T—10200U, —131T 411420,
’ ' —206T + 1796 U;
[¥]...1738T—60732U, 272507 —237660U, —30517 4 26598U,
— 47987 41828 U;
[#*]...—3T+12U, 60U, T+2U0, —2T—28U; ‘
[*T1...51T—444U, SOT+1340U, —9T 478U, —14T41240.
Wiewobl die erste Methode nur zwei allgemeine Formeln [77],
57‘1 lieferte, wihrend die zweite deren, vier giebt, =0 giebt es
och keine in den letzten Formeln begriffenen Werthe, welche in
den ersten nicht ebenfalls enthalten wiiren; es wiirde sich {bri- .
gens leicht zeigen lassen, dass die Formel [T] die Formeln {z]
u.dl&:". ,» [T] die Formeln [t"]nsu.md, [#"] augleich umfasst. Die-
ser

weis darf dem Leser ich iiborlasqen werden.

Einige besondere Fille, welche nicht selten vorkommen, ver-
dienen noch hesonders betrachtet zu werden.

19. Es sei «=0, so dass b6 = Dee, mithin D eine Quadrat-

zahl AA ist, und 6=£¢ esetzt” werden kann, wenn man das Zei-
" chen von A& so.nimmt, dass es mit dem von 6 ﬁbereitllkommt. Fir
diesen Fall ist oun 4'=0, B'="2-=i, C="=2% rglicn ¢ -

darch m theilbar, oder c=mc’', mithin C =1‘_—"?L,-‘ Die Con-

*) Wie man sich die Berechnung dieser Formen sehr erleichtern kann,
wird der Erfahreno teicht finden. .
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graenz. Zhk=c’ (mod. m) ist nur lisbar, wetn 2k und m ‘entwe-
der relative Primzahlen sind, oder ihr grisstes gemeinschaftliches
Maass & die Zabl ¢’ misst, und im letztern Falle lisst & ver-
schiedene Werthe von %4 unter m zu.

20. 1lst e gegen a prim, so hat n nur den einen'Wertll 1,
und es kommt A'=a, B‘=—:—a, 0=££-:—D. Die Congru-
enz ak=>b (med. e) ist immer lisbar, und lisst nur einen Werth
von % unter e zu; fiir diesen Werth, der durch A° bezeichnet
werde, ist also B’ R el L N ganze’ Zahl. Ferner wird he-

hauptet, dass ¢’ ebenfalls eine ganze Zabl wird. Deun es ist
eB'=§(mad. -a); mulﬁslioirt man diese Congruenz mit £, und be-
stimmt diese Zahl so, dass ¢f=1 (mod. a), so kommt B'=bf,
B’B’—BEI:;J’—D mod. a). Da nuu bb—ac==Dee,t2== Dee,
(mod. '23’4 %D(e =D, so folgt B'B'~ D=0 (mod. a),

eine gal;ze Zahl. Dies fiihrt zn dem aligemeinen

mithin

Theorem: Wenn ¢ gegen a prim ist, und f...(a, b, ¢)
eine Form von der Determinante Dee, so giebt es im-
mer Formen F...(d, B, C’LVOI) der Determinante D, wel-
che die Form-f eigentlich einschliessen, aber sie sind
" alle der Form (a, B, () eigentlich aequivalent, oder

gehiren in eine Klasse, indem B = b:ak, & die .Zahl

unter e ist, welche 6 —ak durch e theilbar macht™®).

Beispiel. F...(4,B,0)=(3,2,8), D=—11; f...(a,b,¢c)
=(44, 168, 1125), bb—ac=—11. 453, also e=45. Da e gegen
a prim ist, so hat man 444=165 F(mod. 45), k=16, folglich A’
B, C' resp.=44, —11, 3. Die Form (44, —11, 3) findet rman
mit F eigentlich aequivalent, und es ;iie t nur- zwei eigentliche
Transformationen, namlich —3, 1, —1, 0; und 43, —1, +1,
0, daher auch nur zwei.eigentliche Transformationen aus F in f,
nimlich —3, 0, —1, —15; und 43, 0, +1, +15.

Die Zahl e hat die Theiler 1, 3, 8, 9, 16, 45; nach der
Gaussischen Methode misste man aldo 1434 5494 154 485="78
Formen () aus der Form F durch die Substitutionen {1, 0, 0, 45;
3,0, 0, 16; 3,.1, 0, 15 etc. herleiten, und.jede derselben in Be-
zug auf ihre Aequivalenz mit f untersuchen — eine harte Probe
fir die Geduld des Rechners!

30. Es sei a durch kein Quadrat theilbar, und & das grisste
meinschaltliche Maass zwischen a und ¢, a=9a’, e=60¢, so
ass @’ und ¢’ relat. Primzahlen sein werden. Da nun bbh — ac
=Dee, 8o wird 8 in bh aufgehen; aber 8 st durch kein Quadrat
theilbar (da a keinen gnadratischen Factor enthiilt), folglich geht
# in b aunfl, oder 6=00. Daher kommt 86’b’ — a’c—=DO¢’¢’,a'c durch
© theilbar; nun ist & gegen a' prim (weil sonst a=—=6u’ einen qua-
dratischen Factor enthielte), folgﬁch ¢ durch & theilbar, oder c=8¢’

*) Etwas Achnliches gilt fir den Fall, in welchem ¢ gegen ¢ prim iat.
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ond 36 — a’c'=2De'e’. Hieraus folgt, dass D quadratischer Rest
von o’ ist. Ist nun die Form f unter F enthalten, so dass sie da-
raus “durch die Substitution «, §, y,  bervorgeht, folglich Aaa -}
28Boy4 Gyy=a sein wird, wo « und y relative Primzahlen sein
missen, indem a ‘durch kein Quadrat theilbar, so ist BB —
AC=D quadratischer Rest von a=8a’ (Disquisitiones arith-
meticae. Sect. V. art. 154), mithin auchRest von &. Daher das

Theorem: Es sel f...(a, b, ¢) eine Form von der'De-
terminante Des, a durch kein Quadrat theilbar, ¢ das
%ri}sste gemeinschaftliche Maass von a und e. Istdaon

ein Nichtrest von &, so kann keine Form von der
Determinante D die Form feinschliessen.

Es werde mm angenommen, dass D Rest von & sei. Nach
dem Vorliergehenden ist von selbst a—==90a’, e=28¢’, b=90', c = ¢’
(« und ¢’ relat. Primzablen). Die Congruenz ak=¥4 (mod. ¢)*
welche mit a'k==6' (mod. ¢) zusammenfalit, istimmer lisbar, un
lisst & verschiedene Werthe 'voo % unter e zu, niimlich ¥, 4'+4¢',
k'42e,... K+ (B—1)e¢, indem X' den positiven Werth von & un-
ter ¢ bedeutet. Fiir jeden dieser Werthe ist B’ =b‘-:/a £ cine
gahze Zabl, Man hat nun'e’'B'=5’ (mnod. a), folglich, wenn man
miz‘[ multiplieirt, und ¢/f=1(mod. a’) macht, B'=)7, B‘B'—D
=62f3—D (mod.a). Nun war 6= De? (mod. a’), folglich 622
=D, also B'B'— D=0 (mod. a') fiir jeden der obigen Werthe von £.
Im Aligemeinen aber werden diese Werthe von & nicht simmtlich

ienet sein, um B'B'— D durch #a’ theilbar zu machen, und
ﬁfeeaieser Bedingung wirklich genligenden Werthe ergeben sich
darch folgendes Verfahren:

Da vorausgesetzt worden, dass D) Rest von & ist, so hat die
Congruenz 2:=D (mod. &) mehrere verschiedéne Wurzeln r, v,
77, etc. Sind diese Werthe simmtlich bestimmt, so suche man
z. B. in Bezug auf den ersten derselben den kleinsten positiven
Werth von k, welcher der Congruenz a’k = b'—re’ (mod. 9¢')
Gentige leistet®®), und verfahre ebenso in Bezug auf die Werthe,
v, ¥ etc., so werden die resultirenden Werthe von k& alle mtg-
lichen sein, fiir welche B’ =2:e,a,’, C’=——-Ba—u ganze Zah-
fen werden. Denn xuerst ist ofienbar B’ eine ‘fan'ze Zabhl, sodann
kommt e'B'=re’ (mod. 8¢), oder B'=r (mod. &), B?=r3=0D
(mod. 8); da nun B3— D auch durch a’ theilbar ist (was vorher
bewiesen), und & gegen & prim, so. wird B2~ D durch 9a’theil- -
bar sein. Ist endlich £ so beschaffen, dass B’ und €' ganze Zah-
len werden, so muss es der Congruens a'k=b'—re’ %mod. be’
Geniige leisten, so dass r eine Wurzel der Congruenz =
(mod. &) bedeutet, wie man leicht finden wird, _folglich hat man
auch alle geeigneten Werthe von k& erhalten.

Dies Resultat ist in folgendem Theorem enthalten: )
Es sei f...(a,b,c) eive Form von der Determinante

Da @ dorch kein Quadrat theilbar, so muss =1 sein.
*) 9¢ ist ndmlich prim gegen a'.
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Dee, a durch kein Quadrat theilbar, & das grisste ge

meinschaftliche Maass zwischen a und e, welches folg-
lich ebenfalls keinen quadratischen Factor enthalten
wird. lst nun D quadratischer Rest von &, und man be-
zeichnet die verschiedenen Werthe von 1z, welche der
Congruenz zz=0D(mod.d) Geniige leisten, durch r,-v/, 7,
etc., ihre Anzahl durch i, so existiren immer i Formen
a, B, C) von der Determinante D, welche so beschat-
en sind, dass jede Form F von der nimlichen Deter-
minante, welche(‘eigentlich einschliesst, einer (oder
mehreren) derselben eigentlich aequivalent ist. .Setxzt

. ' l__ ’
man a=3%d, e=39¢, b=290', so werden 6, e'ak’ b da’k ,

ll‘::i’f-”etc. die simmtlichen Werthe von B’sein, inden

e
k, ¥, K, etc. die kleinsten positiven Werthe bedeuten,
welche den Congruenzen a’k=H'—re (mod. B¢'), a'k'=h'—vr'e’
(mod. &¢), a’'¥"=0'—r"e' (mod. &¢’) ete. Geniige leisten.

. Beispiel. (a, b, ¢c)=(35; 10, 20), b —ac=—6.10%, 10,
D= —6. Hier ist 8=0, a'=7, §'=2. ¢=2. Die Congruenz 1:
=—06(mod.B) giebt r, »'=2, 3; Thk=—2 (mod. 10) gielt k=4;
k'=—4 (mod. 10) giebt &’'=8; daber B'=—13, —27; C'=5,
21. Alle Formen von der Determinante —6 also, welche die Form
(35, 10, 20) von der Det. —600 eigentlich einschliessen, sind mit
einer der Formen (35, —13, 8), (35, — 27, 21) eigentlich aequi-
' valent, und da man diese uanter einander eiﬁfntlich aequivalent
findet, so werden alle jene Formen in eine Klasse gehiren, de-
ren Reprisentant (3, — 1, 4) ist, wie man leicht ﬁntfe'i. .

. Aus dem Vorhergehenden ersicht man, dass es iiberhaupt im-
mer eine endliche’Anzahl von Formen der Determinante D giebt,
deren eiuner wenigstens jede Form der niimlichen Determivante ei-
gentlich aequivalent sein muss, wenn sie eine gegebene Form
von der Determinante Dee eigentlich einschliesst, und man kann
alle einschliessenden Formen in ebenso viele Klassen theilen, so
viele verschiedene Klassen es giebt, welchen die simmtlichen
Fol:men (4, B, ), die wir oben aufzustellen gelebrt haben, an-
gehdren. . ' :

Zum Schluss wird bemerkt, dass, wenn man den Fall, in wel-
chem die Determinante b6 —ac verschwindet (wobei BB — AC
Null oder nicht Null sein kann), nach unserer Methode einer be-
sondern Betrachtung unterwirft, man zu denselben Resultaten
langt, welche Gauss im art. 215 der Disquisitiones arith-
meticae entwickelt, und an Einfachheit nichts zu winschen
tbrig lassen.
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x.

Berechnung der Fehler der Horizon-

talwinkel bel gencigter Ebene des

Messtischies oder des Horizontalkrei-
ses am Winkelmesser.

Von

Herrn Dr. Wilh. Matzka,

k. k. Professor der Mathematik und prakt. Geometric an der stind.
techu. Lehranstalt zn Prag.

\

L
-

Die Lehrer der praktischen Geometrie sind iiber die Grisse
des Fehlers in den Horizontalwinkeln, welche eine vom Horizonte
abweichende Stellung der Ebene des Messtisches oder des Hori-
zontalkreises an einem Winkelmesser verursacht, nicht einig; was
wobl zpmeist nur daher riibrt, dass sie zu wenig geniiherte Auf-
losungen dieser Aufgabe aufstellten, die jedoch gerade bei jenen
Hobenwinkeln der Visuren unriehtig wurden, welche bei dem Ge-
brauche des Messtizc! es oder Theodoliten am gewihnlichsten
vorkommen. Jene Ungewissheit und die eigenthiimlichen analyti-
schen Schwierigkeiten dieser Aulgabe, welche die Bestimmung .
des méglich griossten Fehlers mit sich fiihrt, gaben ibr in
meinen en einen besonderen Reix, der mich autrieb, sie mdg-
fichst umstiindlich und scharf zu l6sen. ’

~

9, -

Die Ebene eines Messtisches oder Horizontalkreises, von de-
aen jemer die Winkel zeichnet, dieser sie misst, sei gegen die
Horizontalebene unter einem gewissen Winkel ¢ geneift; wess-
wegen sie diese in eingr bestimmten Geraden CU (Tuf. Il. Fig.1.)

. 8

Theil X111 '
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schneidet. Eine Visur CM, mittels eines Diopters oder Fer
rohrs, auf den Horizont selbst (winkelrecht xrojicirt, fal
in die eigentlich geforderte und tichtige Gerade CP; wihrend si
aul die geneigte Messtischebene projicirt in die fast immer ul
richtige éerade CQ zu liegen komme. Danach werden im Allg

meinen diese Projectionen mit jener fixen Horizontallinie CO u
gleiche Winkel Oi‘l’:a und OCQ=ca’' machen, deren Unterschie

1)) o —a=d«

der eigentlich gesuchte Fehjer im Horizontalwinkel « ist.

Zur Bestimmung desselben Ieg':n wir um den Scheitel C d¢
vetrachteten Winkel eine Kugelfliche; diese werde von dem H
vizonte in demKreisbogen OA, vom der Messtischebene im Boge
OB und von den die Visur CHM projicirenden Ebenén in MP un
MQ geschnitten. Danach ist /OB=¢, OP=qa, 0Q=d w
dor Hohenwinkel MCP=MP gei.==h.

- Lieht aram zar Hilfe noch den Kreishogen OM, wnd set
90°—0M =4, 9 —MOA=y; so_gibt das an P rechtwinklig
Kugeldreieck OPM

) A tang n=sinacot
und
tange = cotksiny, -
das hei @ rechtwinklige Kugeldreieck OQM aber
tang o’ = cotk sin (9 § ¢).

Eliminirt man aber aus den beiden letzten Gleichungen det
Hilfsbogen % durch Theilung, se findet man .

®3) . tange’ _ sin(y+2) oder hnga':m tange.

: siny

tang a™ “sing
. Man wird demnach aus @ und A nach (2) zonlichst den Hilfs
winkel #, dann hieraus und aus & nach (3) den unrichtigen Hor:
zontalwinkel o' und endlich nach (I‘Z seinen Fehler- 4o berech
nen; wobei man die Logarithmen vortheilhaft benutzen kann, weil
¢ immer nur sehr klein ist, also % und %4 ¢, daher auch « und
¢, in der goniometrischen Tafel nicht weit von einander abstehen.

Will man « unmittelbar derch die Angaben (Daten) . a, 4
ausdrgc‘l‘:en, so wird man aus (2) und (3) % eliminiren; w
man findet

sin: tangh
cosa

. 4 tang o’ = cose tange

Diese Gleichung erhilt man unmittelbar und einfacher, wenn
man noch den grissten Kreis ABA'R' der Pole K und L des
Horizontes und der Messtischebene beniitzst. Deon da ist im

~
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ot L 75 s, Kl
;!I'P—c": daher t =t —OB:— ¢
mWf«):ah&M (90°—4)~8in(90°4-a) cot (90°—a’),
folglich wieder

“4) tanga’ = cose tang @ 4

sing  °
c“ahnglc.

3.

Suchen wir noch den unmittelbaren Ausdruck von e, so fin-
den wir d

_ __tgd' —1ga 4
daher nach der Substitution fir tgo’, wenn wir abkirzend
5) sine tangh —sinve sin a=u
setzen,
. * " ucosq )
(6) t.lls da= -mm .

Aus diesen Gleichungen ersieht man mit Leichtigkeit in Be
trell der algebraischen Beziehungszeichen der vorkommenden Gris-
sen Folgendes:

. 1. Wenn die Winkel « und A zugleich ibre Vorzeichen iin-
dern, erfolgt dasselbe auch bei u, dagegen bleiben die Vorzei-
chen von cosx und usinae ungeiindert, mithin &ndert 'sich das

Voezeichen des Fehlers Ja.

8. Wenn der Winkel « In seinen Supplementswinkel 1800—a
thergeht, bleiben sina und u unge&ndartp, aber vosa, daher auch
Adu, Endern ibr Vorzeichen. ' B

Man wird demnach wie gewiGhbnlich den Neigungswinkel &
nur spita und positiv, die Winkel « und & zwar auch nur spitzig
aber eben sowohl positiv als negativ voraussetzen.

4

. s

Da die ¢ der Messtischplatte nur immer sehr klein
ist, s¢ wird man leicht versucht, Ja in eine nach den Potensea
von 2 aufsteigende Reihensumme zu entwickeln. Thut man
dies, so findet man, wenn man den Gehren (d. i.' den Winkel,

~
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deasen iwstimmendet Kreisbogen so lang wie sein Halbmesser
ist) hdurci T bezeichnet, und zur Abkéirzung tangA=a setzt, zu-
niichst :

' u=a ;_;_s;;¢(;)’_ga(§)’+9‘3m.(;,)‘+,§,...’(;,)°.7., :

tang da= ;:.acosa— (-;-,)’ (c’-l-;lz—) sina cosa
+ (%)'.(a’sinu‘;.-l-— sina® — % acose
+(%)‘ [; a*sina® ;— —gaina’) - %—nina’ +é]oina cog«x

+ (%)b [aﬁ sina® —a %—-2slna') + %aiqa‘ —-‘-‘l-sina‘-}-l%,] acosa

und sofort
) Aa:e.acm-e.-;—, a’-l-;—) sinacosa ’

e ( % )’ [al.ﬂz——“’_l + .ina-‘-.%-] acose
+e -(%)g[a‘(l—%inaz)—aﬁ(%im’—%)— -:—sinu’ -l-%] sina cosa

+e (%)¢[a‘6siné —:sina’-l- t{a’(zsinc‘—;-sinc')'- s
«
+ einat—Jaina® + i%)-l

Ich habe diese Reihensumme in so viel Gliedern entwickelt,
um ersichtlich zu machen, welchen nambaften Einflues auf den
) Fehler da des Horizontalwinkels der Hihenwinkel &.der Visar
#ussert, und wie unfiigsam diese Glieder gestaltet sind, so dass
man, selbst wenn man nur noch das zweite Glied ausrechnen
wollte, weit mehr zu thun hfitte als wenn man die ganz scharfe
Recii.oun'g nach den Gleichungen (2), (3) und (1§ ausfilhren
mdchte. *) .

%) Diescr Fall tritt auch bhei manchen anderen Reihenentwickelan-
gen und niherungsweisen Rechnangsformen der praktischen Geometrie
ein. Zumeist sucht man dabel die Anwendang dor Logarithmen oder
goniomeltrischen Functionen sa umgehen , die (s0 wie die Decimalbriiche),
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5.

In den geschriebenen Heften der Vortriige’ dese Herrn Profes.
sors Stampfer iiber praktische Geometrie am polytechnischen
i su Wien, finde ich in zwei Exemplaren anstatt des zwei-

gliedrigen Factors a® 4 ;— des zweiten Gliedes nur den eingliedri-

gen%. Dies ribrt von einer unrichtig eingeleiteten Abkirzang

her, indem er zwar richtig sin Ja—=d«, aber burichtig cosda=1
setzt, also in der Grundanlage zwar die zweiten Potenzen von
da and & vernachlissigt, in dem Endergebnisse sie aber gleich-
wohl noch mit bestimmt.

- Er macht ferner die Unterschiede zweier solcher Fehler da,
um den Fehler des Winkels sweler Visurprojectionen auf dem
Messtische zu bestimmen. .- Allein weil Ilsgrl;»eu sowohl zweierlei

a als auch zweierlei A vorkommen, muss dieses Unterschiedes
Ausdruck sehr complicirt ausfallen. Zudem kommt es doch haupt-
sichlich blos darauf an, den éiussersten Betrag des Feblers
dae ' zu erfahren. Desswegen ziehe ich es vor, zuerst zu’erfor-
schen, wie jedes einzelne der Rechbmgnlemente e, h, a aul
diesen Feliler Ja einwirkt, und dann, weil derselbe in Bezug auf
simmtliche Werthe von « ein Grosstes zullisst, dieses zu be-
stimmen. ’ ‘

Dabei bleibt aber noch zu erwiigen, dass mao des miglich
grisstea Fehler des Winkels zweier Visurprojectio-
nen dem Doppelten dieses grissten Fehlers da gleich halten
misse, wenn der eipen Visur derjenige Winkel «, fiir den dieses
Grdaste von da« eintritt, der anderen Visur aber der Winkel
180—a zugehirt; was durch Nr. 2. in Art. 3. gerechtfertiget ist.

6.

-

I. Wichst der Neigungswinkel ¢ allein, so muss, weil
mit « und A vermige der Ieiciung (2) auch 7 unveriindert bleibt,
in Gleichang (3) das fast immer positive Verhiltniss sin(q-l-eg:sin ,

- daher auch das ibm gleiche tang (a4 da):tange, desto mehr sic
ve , je mebr ¢ wiichst; darum muss auch der absolute Be-
fr:f des Fehlers Ja um so mehr zunehmen. — Dasselbe zeigt
Tal.Il. Fig. 2. Denn hleibt « bestindig, so bleibt P und PK an
seiner Stegile; bleibt dann auch noch A bestlindig, so ist auch der
Punkt M fest. Wichst nun :t=AOB, so wachsen auch die mit
ibm gleichgradigen Bogen 4B und KL, der Punkt L entfernt

-trotz der Maglichkeit' einer Ieicht verstandlichen Darstellung, leider noch
i‘;-er vielen Praktikern und Zifferrechnern mathematische Schreckbil-

-
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sich von K, also nimmt im Dreieck KLM der Winkel an L ab,
daher auch der ihm gleichgradige Bogen BQ; folglich wichst der
Bogen- OQ=qa'=a+} d«, und sonach auch der Fehler /0—=0Q—O P.

Il. Wichst der absolute Betrag des Hihenwinkels
A von 0 bis Y0°, so wiichst in Gleichung (4) auch jemer des
Schlussgliedes und desto mehr &ndert sich auch tange’ und damit
o =a ¥ de, daher auch der Betrag des Fehlers Ja selbst. —
Nach Taf.ll. Fig. 2. muss, wean s==4 O Bbestfindig bleibt, mit 04 anch
OB, daher mit K auch L unverriickt an seiner Stelle bleiben.
Bleibt sich nun auch a= OP gleich, so bleibt auch der Quadrant
- PK fest; daher wenn A= PM wichst, muss M von P vach K
hin sich bewegeu, daher wird der Punkt @ ‘'von O sich entfer-
ven, also UQ=a+ da wachsen und sofort auch der Febler Ja
= 0Q—OP sich vergrissern. — Dies bestitigt endlich auch die
Gleichung (6), wenn man jbr die Form

. tang4 cosa

Silli!-[- Py

ertheilt, weil nach Gleichung () mit wachsendem A aoch =
wiichst, folglich t abnimmt, daber tangde und da sich ves-
griesert. ' o :

IIl. WE&chst endlich der Horizontalwinkel a allein,
nnd zwar von —U0° bis -} 909, so wird Rir diese beiden Grenz-
werthe, cosa=0, daher nach Gleichung (6) die tangde also aueh
da=0. — Dies erheliet auch avs Taf.ll. Fig. 3. Denn fir OP==—90°
=04' witd 0Q=0B'=—90° und fir OP=+490°= 04 wird
0Q=0B = 490°, daher jedesmal 0Q— OP= du=0 — Fix
=0 wird tang Ja—wn=ginetangh. Mithin muss es zwischen
a=—90° und a=490° ein Grisstes von da geben. Mit der
Aufsuchung dieses Grissten werden wir uns fortan beschiftigen,
da es hinreicht, nur den grissten Fehler Jo zu kennen, dem
man bei einer gewissen Neiguog ¢ der Messtisch- oder Kreisebene

ausgesetzt ist.

/ 7.

Bestimmen wir nun, da mit da auch tangda zugleich stetig
wiichst und abnimmt, von tangde das nach a genommene Diffe-
rentialverhiltniss, und setzen es gleich Null; so erhalten wir ge-
miss den Gleichungen (6) und (5§

(1 4+ usina) (cow%g — using) —u cosw(sine % 4+ucosa) =0

oder reducirt
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co,sag—-:-—u(ti + s'uu;z) =90,
und nach der Gleichung (5) - | .
) g ==—(1 —cose}cosa = -—villvz;:osa,
daher -
®) u2 4 usine 4 sinvé. cosa3=0.

Diese Gleiclmu n Verbmdnng mit (5) dgib't denjenigen Werth
der Hilfszahl ¥ und des Winkels «, fiir den der Fehler 4« am
sﬁuten ausfiillt. Leichter ist es aus ihnen x zu bestimmen, in-

em man sina eliminirt, wodurch man erbiilt:
z 2 2
(¢)] u’—-3utg~2- tgh=2sin 3 (tg—§ —tgh?),

"und, weno man_zur Abkirzung . ,

. 1 -
slllqe

10y . ik ="

WAELAELL, ‘2 T 48 tang 5 tangh -

Das richtige Vorzeichen der Wurzel findet man ass folgen-
der Betrachtung. Nach Gleichung (5) ist
sinvuma—sim tangh + u=0,

daher, weun man fiir u substituirt, nacll einigen emﬁclm. Re-
ductionen .

31y '1
sini-lmaeotlc—cos2 + £ l:' =0.
° 4cos§l
Fir lims=0 erhilt man nun auch lime=0 und
-l + i%‘! =0, . -

welche Gleichung aber lediglich be: dem oberen Vonelchep be-
stehen kann. Mftllm

\
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(”) o &—v—;f-%-tanggtmgh.

Setzt man zur Vereinfachung ' IR

12 ______M =v,

so ist, weil ¢ also auch » von Null verschleden vorausgesetzl
wird, v)l und :

a u_.(u-l-l)tang tangh.

® i'sfhr:;bt man nun diesen Ausdruck in dem aus der Gleichung
olgenden ,
‘ (14) sina:s———-s—imt“ A—u >

sinve

S

~ so erfolgt

sine—(v+1) txmg2
sinag= i .tangh
. 2sin §s’

2cos le’—- (v 41

oder, weil v>1> cose ist,
(15) sing—— ——— u-—icou tang k,

woraus erhellet, dass 4 und « Jederzent entgegengesetate Bezie-
hungszeichen haben.

8.

. FEin aoderer Ausdruck fir sina ergibt sich folgendermassen.
Es ist nach Gleichung (14)

sina= cot2 Mgk—z(——r—- —cot§ t’-l-l)

1

='-—§—-cot§(‘7cot§ —#tangh). T
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.

daber, wenm man das letztere u nach (13) ausdriickt, -7

. B € v—1
—sma-—§-=cot§-tan‘gl¢(T) . -
Setst man demnach ) } . '
(16) + (v—1)tanghcot 5—: (p——i) t_a:g_: =4,
- tang 3
so ist
an —&in a=t+—2—-“ .

ulstelles. Es ist vach Gleichung (12)

Fir ¢ Iisst sich noch ein anderer bemerkenswerther Ausdruck

, @o—I1=148a%, ~
daber nach der Annahme (10) )

1,
. ' sm§¢
0(v~l)=2m >
folglich

1
) 9 smgs
v l=g

.

ngscosie’
't—g Bng‘cuﬁl

v sinkcosh !
oder .

' R 2 sine’
. (18) ) == .=—>57"
Dabei ist das Verbiltniss

o411 1,. 2}
=g ga=tmgg et o7 tngy
in A
=t8lls%_t’+°sn1
,cos';zz’ -
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-y siok(sink 4 Y sink® 48sing ef)
= tangge® + - : :

1
m§¢

Ist nun nicht allein ¢ — wie immer — sondern auch noch 4
sebr klein, so filit dies Verhiltniss u:¢ offeabar so klein aps,
dass man u in Vergleich gegen ¢ vernachMssigen, folglich nihe-
rungsweise .

. o t 1 tangk - si
(19) —sing =— §=°~—;—- . P ”i:;‘
yt.ngf
setzen darf.
9. )

Hat man x und « sur Hilfe berechnet, so bestimmt man den
gesuchten maglich grissten Fehler Ja selbst nach der Gleichung

(6) tang da= ﬁﬁ%

Nun ist u vermbge der Gleichung (5) von derselben Ordnung
der Kleinheit wie e, folglich usine gewiss noch kleiner und so-
fort der log(l 4 usina) fast immer so klein, dass' er ausser Acht
gelassen werden darf. Besitzt man eine lo%xithmiscll-goniomo-
trische Tafel, in welcher die kleinsten Winkel von Secunde zn
Secunde vorschreiten, so michte die Berechoung von da wohl
am einfachsten nach Gleichung (6) erfolgen. -

Dividirt man im. zweiten Theile von (6), so wird

(20) tang da—ucosa ~ ucosa . using + ....
| B ||

=ucosa—L usina+....,

wo man nur hichst seiten von dem beﬁci:ﬁgendcn zweiten Gliede
Gebrauch machen wird. .

Besitzt man jedoch keine wie oben beschriebene goniometric
sche Tafel’, so is(, es besser da selbst nach der Fomslo

%‘: =ungda—%tgda' + é;tg do® — ...

zu entwickeln, wonach man erhilt

1) " da=TIucesa — I.usina + ......
1 Il

~
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Da wo der Winkel « zureichend i:lein ist, kann man die
Gleiclmilg (6) auch dadurch umgestalten, dass man cosa=
l-bingc’ setst. Danach ergiebt sich

» 4 tang%-u
tang Jo=u— W .usina.
Ist nun das zweite Glied wggen der Kleinheit von a schon genil-

gead klein, so kann man es vernachlissigen, folglich niherun
weise setzen § ¢ 4 &

22). : hnglaéu:(v{-l)tmg%mgh -
nd .
@) da=Tu=I(o+ l)tang% tangh.
10.
Bevor wir in unserer Unters weiter schreiten, hetrach-

ten wic gewisse ausgezeichnete Hohenwinkel A, auf die
uwmﬂs die Natur der Aufgabe, theils die Annabme (10) auf--

merksam macht, nemlich A=0, 5' und 90°.
L Fir k=40 )

witd » und o=o00, aber taniIc:iO, daher in’ 813) und (15)
otangh—=4 ©.0. Es ist jedoch gemiss (12) und (10)

v sinA? 4 Ssiné-t’ + sink

v 2cosh

>, otangh=s
wd fir A=40
=j:v2.sin;-n.
daher mach (13) und (15)

, ‘ u=-_!;sin;-¢uug;-c.v2,‘
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ain;l-c : . 1

(24) sina=F V2=F —75-
sine cos %“,2 .
Aus dem Letzteren findet man ° a
EERVE L '
coOSQ = "'T . 9 ’
cosze
Co. 1
(26) . . tangea=F m-; H -
eos?a——tang)e’ sm2a==FV°°“ ;
L coa;z-e'
- mse.__i Vmg .

sin ‘7"

Sofort ist
sinlsf
tangda=+ Coos: *

daher

tang do . tang2e =1,
und also

4 24 da=+ a4+ o' =90°.

Demnach diirfte zur Berechnung von d« am geeignetesten sewn
4 sin Ja=cos 4 2a= — uug_—;l’
oder
' (26) sin da:thaug; €,

oder in eine Reibe entwickelt

27) Fdaix 1—1-.{- +..

Wegen der Kleinheit von ¢ ist in (24) und (29) '
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coc%.=l, cou:-tl, daher sina;.--..]f ;;E’ 'tnngd'=§;l, und sofort

bichst mabe a—=F459. Wenn demnach A=+0, folglich die Visur,
borizontal ist, so fillt sowohl fiir a== — 489 als fiir a=-445, also
an den Halbirungslinien der 4 horizontalen Quadranten, der Feh-
ler e am griesten aus, und dieser ist sebr nahe der zweiten
Potenz des Neigungswinkels der Messtischebene proportional.

Dies F.lfebniss wird auch von der Gleichung (4) bestitigt,
welche filr A—=40 in - 6 ( ‘ 8

“ tang (o’ = o 4 dat) = cose tange

fibergeht, und zeigt, dass nicht nur fir = 4 90° sondern auch.
fir a=%0 der Fehler 4o in Null dbergehe, und dass demnach
sowohl im- positiven wie auth im negativen ersten Quadranten von .
a cin grisster Fehler do statt finde.

Bestimmt man dieses Grisste nach der letzten, auch aus
civer leicht zu entwerfenden Figur unschwer ableitharen Gleichung,

indem man sie nach a differenzirt un ".’—3';"_—.0 setzt; so findet
man ,

1  cose .
- cosa’d — cosad®’

lolglich, wenn man durch die urup;ﬂogliche Gleichung dividirt,
sine’ cose’ =sinacosa, ’

I'to . N

8in 2o’ =wnin 2«

ud
+2a 4 2o’ = 1809,
oder wie oben ’ .
i;aj;a‘:;];%;[;da:w.
Sopach ist
L C . gunla 94l
1 1 _ cose __l—cose _ “%NZ* “ainge
corcd  sinat cosad  sinei—cosa®  —cosda  Fsinda
. ) ___1+4cose —9 1,
. = sindd fcosad /GG

folglich wie oben
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coc9¢=—hng%c’ and sinda=TF hngé-a’.

'~ Umgekehrt findet man eben so ieicht den a:rngawhh
e, bei dem der Febler dua eine bestimmte zugestandene Grenze
nicht Gbersteigt. Dafiir ist nach (26) oder (27) -

28 tang%c: vsin(F 4o), céQVﬁ&Tﬁ_

wo Fda den absoluten Werth von da vorstellt.

: Bei der hischen Triangulirung soll dieser Fehler nichi
30 Secunden ml?agen u;eg.zen wir degmnach F da=30", so fin-

den wir ¢=1922'55"=15 . Also um 15 Grad darf der Mess

thoch oder ein Winkelmesser gegen den Horizent genoist sein,
bis der grisste Fehler der Horizontalwinkel, wena die Objecte
genau im Horizonte liegen, 30 Secunden betrigt. Da ‘man nun
einen so groben Fehler in der Neigung nie begeben wird, so
dirfte dieses Ergebniss leicht en zu dem Irrthume verlei-
ten, iiberbaupt den .Einfluss dieser Neigung auf die Richtigkeit
der Messung gering zu schiitzen; wir werden ibn jedoch bald
eines Besseren belebren. )

11.

1L l«*nr'l.=21
wird vermdge (10), (12), (13), (16), (18), (17)

=2, v=2, u=3hng%s’, t=1; "

29 —sinc=-'-;-'—! =!2*+%tan‘gz}a’.
‘ céa:g;(l—%u—%u’m..);
@) - tlngdq:?iw iu + % L %%u’-{».....)
=%V3( Mz}c’+-;-tang;-s‘+ !?tang %—z‘ + e
und ‘

*) Herr Prof. Stamgpfer fludet dafir §96 Minates. w
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1 1 1
@31) da=gTY3u+ g + g t.)
] 1 1
=% T'v3 (g5 +3 -;— gz o4 ..)
3 & 7 £¢\* 237\
=gyt +0(2) e+ 1m(D) o+ -]
Wegen der Kieinheit von  ist -—sinaé% , also @ sehr nahe
=—30°. Wihrend also der Winkel 4 nur von O bis ;'- aufsteigt,
timat « son 359 bis 30° ab wnd der Febbor u wird 3 ¥/3==2-6

mal so gross.
Umgekebrt findet man_zur Fehlergrenze da die Neigung s aus

@2 hng%c’é,-a% tang Ja oder & = 3%.4«.')

Soll z. B der maglich grisste Febler 4a=30 Secunden sein,
so findet man :=0°51'26" ond It=-%=0°‘b’43”.

NI Far #=00° geben die Glei @, @), @), 7=0
w0l PG V"geben die hfchungen() @, @),

¢+4¢=§W° und Ja=000—a;

was auch aus Tal. il F’g. 2. aloleachtet, weil, weng M nach K
kommt, LMQ nach LKB, also @ nach B kommen und 0Q=«'
=OB=?)° werden Touss. ) .

Je niher demnach & an 08° réckt, desto nliher kommt da
an 90°—a; woraus man ersieht, wie genau der Horizontalkreis
Wagreclnt gestellt sein muss, wenn die Azimute von sehr hoch
stehenden Gestirnen zu messen sind. -

"

2. . . -

Die in den Art. 7—9 behandelte verwickelte Bestimmung der
Wickel @ und da riith zuvirderst zu einem Versuche einer Rei-
henestwicketung nach ‘den aufsteigenden Potenzen des stets
ngrkzll.ghen — wobl nie einen Grad erreichenden — Neigungs-
winl .. .

. ") Ich meide hier und auch sonst gern das Wurzelzeichen, da man
ia die Gleichung 2= —a auch gleich also lesen kann: z ist die mte
Warzel ans a.

-
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Hierbei fillt aber sogleich auf, dua bei der Entwickeluag der
/T4 8a* zu unterscheiden komme, ob 8n'<—>l sei, was offen-

bar von dem Hihenwinkel A ablllngt, -und wegen des Ausdruckes
(10) von = erheischt, dass

};sinh}:(sin-g-e.VB, oder nabe 44> =<ev2,
. also tfir e=10’; 20; 30'; 0; 80 10
dass £4>=<14"1; 28'3; 42'4 56/-6; 1°10'7; 1°24'-8 gei.

l. Betrachten wir dsher den ersten Fall, wo die Ent
" wickelung von (148n%)i vach den Potenzen von n oder ¢ auf-
steigend gem#iss dem binomischen Lehrsatze ausfibrbar; folglich

8wd S1, oinksio 3e.v8

ist. Da ist
. 4 4 { /e\2 1 8\t
8n?= s (1— cose) =m-[i(T) ~ 334 .4(1‘)
1 AU ,
+gza(r) —]
-1 @ 1 /1 1 \&
=1t A Tk 6+m ™
] l ‘ . E‘
+ 4cinla’ (l_&) * o 1 H‘)T‘+ -

& 1 .
f~+u F* Wﬁ*u-

tang

und wenn man tangk=a setzt:
Ly
““"r*(:: za)r- (ﬂi“*u*ﬁ-

@ e “*f)r (si sat 41- ;:
| (m“ HIa%I- +4u' + 4.0)

,°"“‘—"' (7+2 s..s) (24+r+ "—H‘sa)
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= ot (o 1\2 D
wose = a L —\gtg—g,)
‘ a® a. 1 1\
f(*i‘fﬁ)f::‘z&*ﬁt)ﬁ ----- ‘
. g 1Y a2 1 1\ .
l+lllmu=].—- a’{-?— -\6—2%8aa)T%

_ a® a 1)&,
mpde=ar. +(F+5+g;) 15 g
a 1 1

a®  3ad &0 .
3 3 . ‘
&) te=act (5 +5 +5:) o
- (4a® 17a® 7a 1 1\ ¢
B —(-5-+ Wt Rt Bs) i

Die fiir sina und A« erbaltenen Reihenentwickelungen (32)
und (33) biren jedoch in der Nihe der &ussersten Werthe 0 pnd

.W’des Hohenwinkels A auf anwendbar zu sein, weil dort ;=cotl¢, .
hier a==tangh sebr gross ausfilit.

1. Far die von diesen Grenzen geniigend abstehenden Mit -
telwerthe des Hobhenwinkels & kaon man demnach diese
Reibenentwickelungen geradezu verwenden, und erhilt so

6 —sine= (tangh 4 ;—eoth) %

. . 3
) A¢=ztangh+(‘£i tgh=+%tgh+-icath Fareeee:

In diesem Falle ist der Winkel a nahe =0, folglich tritt der
isste Febler da da ein, wo die Projection der Visur nabe mit
Durchschnittslinie der Horizontal- und Messtischebene &Gber-

einfiillt oder zu einer auf der Messtischplatte ziehbaren wagrech- .

ten Geraden nahe parallel liuft, also selbst nahe wagrecht ist.

Um die Grdsse des 2ten Gliedes in Jo einiger Massen schit-
zen zu kdnnen, bemerken wir, dans selbes, wenn e=1Grad ist,
fir nabe 5=21°23' und A=233°35' etwa 1Sec. betrage, und fir

h=27°21" seinen, miglichst kieinsten Werth nabe 5 Secunde . er-

halte, endlich bei gleichem Hihenwinkel deér 3ten Potenz von ¢
proportional sei. . .

Theil XHI. ) 9
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2. Fiir die mdglich kleinsten Hohenwinkel A wer
den die mit den h&chs}en Potenzen von %:coth behafteten Glie-
der in (32) und (33) die ausgiebigsten. Behilt man nur sie bei,
und setzt abkirzend -;1—..= -;—,:tanglc = %cot]n:k; so erhiilt man

.1, 1
—sina =§-k—- -l:’-l-‘—‘-k" ...... y
da—lk’e—@k‘z ...... H
ersieht aber auch zuglelcb dass diese Reihen. zu langsam con-

vergiren.

3. Bei den n"»ssten Hiohenwinkeln A fallen in (32)
und (33) die mit tﬁm hdchsten Potenzen yon a=taugh hebafte-
ten Glieder am grﬂuten aus. Behiilt man nur sie bei und setzt

zur Abkiirzung as I.tangh g; 8o ﬁndet man

1e 318 .
—sine= tangh(%—(\,- ;—,—, + FZT)%“ ) =g,

4
da= I'(g-l-gg‘ A

ersieht aber auch ‘dass dle letzte Reihe zu langsam convergirt.

13. -
N Im ;weiteu Fall, w
825 1, ;Lsinh(sin%sV‘Z

ist, miluste man die ¥ 1482 nach den fallenden Potenzen von '
n entwickeln, ibr also zuvor die Form 2nV2(l+ 8—‘—",)‘ ertheilen.
Setzen wir abkiirzend

1  sinh
2"V2_2W.sip ;lz-e —’\n’ '
so wird S _
o= Yitmtm, |

m
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AL IS

.V 2.8in %;’ .
cos - o8 A

Vu_»#dm(t —Asin;-e’)

W.cos%-ecosh .
Ve
Fiir lim A=0 wird limm=0, also
—sina=— 1 unda_i.—45°,,

4/2.co8 3¢

wie schon in Art. 10. gefunden wurde.

Die Entwickelung in Reihen kann, wie man leicht -ibersicht,
auch hier keinen Vortheil darbieten.

- 14.

Wenn der H&henwinkel'k klein ist, kann man ¢ am
figlichsten nach den Gleichungen (10), (123é 13), (16; oder (18),
und (17), bestimmen, dann aber 4a nach (22) oder (23 berechnen.

Ist e‘ndlieh der Hihenwinkel so klein, dass man
sin .‘:’T',.éhnsla setzen darf; so wird, weil man jedenfalls auch

1
. ‘-s

sin% E= -T.=tang;:s :

2u setzen berechtiget ist, nach den erwilinten Gleichungen :

T =t
n 2h,

ae o= YEERL,
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Den Winkel & wird man entweder gemliss der Gleichung

-~

an —sina= t—-’éﬁ

oder, weil hier u in Vergleich gegen t-vervachlissigt werden dar
nach der Gleichung -

a —sincé-i ’

\

berechnen. Endlich wird man da pach der Gleichung
1) de=Tucosa
bestimmen.

In den Ausdriicken .(36) und (37) wird man anstatt ¢ und /
einfacher nur ibre kleinsten Proportionalzahlen setzen.

Bleibt sich das Verhiiltniss i gl.eicb, 8o bleiben v, und nahe¢
auch « gleich, ux und da aber sind der * nahe proportionirt.

Beispiel. . Sei e==19=60’, A=29, also u:.—.%, e:h=1:2
dann ist ) . -

v642. . ’
'-‘:'-."—'4-—' =111237, t=V6—2=;0'44949
o+l = 000064
=0-32477 )
e = o3 . t+ u=0-45013
2log L =351625, I'in Gr. — sina=—0-22506
- —a=13°0""4
logu=0'63-4 de=129"3
logI'=531443, I' in Se{:. | —gigg
log cosa—=9-98872
logda=2-11167

Bleiht e:h=1:2, so ist fir g':30’ und A'=1°

t' =t = 044949
1 — o' =12059'5 .
u = = 0-00016 1
- de’ =7 da=32"3.
t + ' =0-444965 v )

—sina’ =0-22482 '

) N
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15.

Dort wo keine der angegehenen Nﬁhermégsrechnungen hiorei-
chend genau.ist, oder wenn der Grad der Genauigkeit einer sol-
chen pung in einem bestimmten Falle ermittelt werden sell,
wird es unumgioglich nothwendig, die umstiindliche aber genaue

oung von & und de nach Art. 7.—9. vorzunebmea. Um
aber _biebei durch 'ngig die Logarithmen beniitzen zu konnen,
wird man sich der Hillswinkel bedienen.

Setzt man in den Gleichungen (10) und (12) '

sin -l-c .
@9 nyv8= Y. V8=tang¢,
so ist '
) (40) v=__§__aec¢+l.

Dabei muss secp=4" i‘-l-su’ stets positiv ausfallep, folglich ¢
von —00° bis 4 90° gewiihlt werdeo. posi e

Eotweder, wenn man eine Secantentafel hat, berechnet man v
ganz einfach aus (40), oder man beniitzt die folgende Darstellung:

_l4cosgp
' = "%cosp ’
wonach man erh&it
1,
cosg @
2)) O s -
Nach dem ersteren Ausdrucke ist die in u vorkommende. Summe
' ' - cow + .l.'- . EY
°+l=l+3comp_3 3 -

2cosp 2cosp
daber, wenn man den Winkel 2 so bestimmt, dass
%:cos?l
ist, wonach jedenfalls 24 =70°31’'43"-6 und
“2) © A=315518 .

ist; findet man
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cas (i + 5 P)eos(A—3 @)

v41=3 cosp

Demgemiiss verwandelt sich die Gleichung (13) in

“3) u= E—f—;pcu(&-{-%w)cosd—;y)tmg%hngk. |
Oder man setzt im ersten Ausdrucke von o 41
1
m:cotw,
also C
(44) tangy=3sing; .
- dann wird

o+l _3sin(p+v)

~ 2cosgp siny
und

3 sin(p + ) e
. =3 co;wsinvpmfm"

Zur Bestimmung von « beniitst man entweder die Gleichung
(15), wenn man eine Tafel der Cosinus zu Gebote bat, oder man
umwandelt diese Gleichung wie folgt. Es -ist '

48)

4

o—1 +2sin%e’
— sine=-——j 7 tangh
2lin§-¢cos§- e

=(°—;1 +Bin;— e’) ::'—;% . tan§;e

=(l+ o-l—l tan'g%etangk.
23in-2- s :

‘Nach (41) ist aber .
sin % o*
A l = W ’

folglich, wenn man
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) 1 -1 sin,l:
(46) siné—ziv -5 =71 V‘lcnsqp:tangm
ainTp '

selzt, wonach @ immer politi\; und’ spitz ausfilit,

47) -— sina:s—i-:w—, tang% 3 tanglc."')

16.

Um die Betrige des grbssten Fehlers Ja im Horizontalwin
kel o einiger Massen in besonderen Fiillen beurtheilen zu kinnen,
babe ich mir die Miihe genommen, folgenden Abriss einer Tafel
za berechuen, in welcher zu gewissen Ne;rlgun swinkeln ¢ des
Messtisches und fiir gewisse Hiohenwinkel A der Visur nicht allein
jener grdsste Fehler da, sondern auch derjenige Hotjzonlnlwin-
el «, bei dem er xtatt findet, aufgefiihrt ist. Die Neigungswin-
kel ¢ wurden geflissentlich so aussergewihbnlich gross gewihlt,
weil man daraus fiir kieinere & leicht o angeniifiert danach be-
technen kann, dass wenigstens von A=25 Min. an, bei eine.rlei
k, die Fehler daden Neigungswinkeln & nahe proportional sind.
Eine grossere Ausdehnung dieser Tafel muss ich jemand iiber-
lassen, dem mehr helfende Hinde als mir zu Gebote stehen.

-

*) Wean o genug klein ausfillt, kann man mittels der logarith-
wisch - goniometrischen Tafel, obne den Winkel « selbst zu bestimmen,
ven logtangw unmiltelbar auf logsinw ‘ibergehen. Denn fir jede zwei
Winkel & und w’ ist .

,__siny sine’ ., cosw
tang o : tango’ == —— : ‘=(s||}m.linm')m )

daber

log tangw — log tango)’ = log sinw — log sin o’ log ::mm‘ .
Sind puh die W.iill(el w und o’ ¢o klein, dass man sehr nahe cosw=—cose)’
setzen darf, so ist hinreichend genau '
log tangw —log tangw’ = log sinw — log sinw’
und sofort :
' log sina =log sino)’ -} (log tgey — log tgw’) .

Bezeichnet demnach ' den Winkel, dessen logtang dic untere Grense
von logtange in der goniometrischen Tafel ist, so ﬁat man nur logt‘gu;‘
von dem gefundenen logigw abzpzichen, und den Unterschied su dem

in der Tafel anf derselhen Zeile stehenden logsine’ zu sddiren, um no-
gleich den verlangten logsinw sa haben.

A

—_— e .
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Aus dieser Tafel ersiecht man, wie der Winkel «, - bei dem
der grisste Fehler da statt findet, fir A=0° noch ein wenig iber
45° stebt,- und wie er schon, wihrend A nur auf %anl'steig’t, auf
30° herahsinkt, und bereits fir A=5° nur wenige Grade und bei

.£=10’ nicht mebr einen vollen Grad betriigt. Dagegen sieht man,

dass da hei einerlei ¢, so wie A, in arithmetischef Progression
aulsteigt.
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Mit welcher Genauigkeit lassen sich
dlie Linge eines kicinen Krelsbogens,
sein Sinus und seine Tangente einander
‘ glelch stellen?
Untersacht von _
Herrn Dr. Wilh. Matzka,

k. k. Professor der Mathematik umd prakt. Geometrie an der stind.
techn. Lehranetalt su Prag.

\ . ~

Diese fiir angeniiherte goniometrische Rechaungen, vornehm-
lich.in den verschiedenen Zweigen der praktischen Geometrie und
Mechanik, hdchst wichtige Frage habe ich noch nirgends aufge-
worfen und beantwortet gefunden, wesshalb ich dies hier selbst thue.

Sei « eines Kreisbogens Gradmass, a seine Linge oder sein
Zahlwerth, wenn sein Halbmesser die Liingenelnheit ist; oder sei
« eines Winkels Gradmass, und a=2u: I'sein analytischer Zahl-
werth, weon er nZmlich durch die analytische Winkeleimbeit, den
Gehren I, ausgemessen wird. Dann ist bekanntlich

' at a® :
sin¢=¢—-m + 2.5’

3 16a®
tanga=a+4 ]—2-;—3- +m+ .....

I. Sot nun a.mit sing bis auf eine Decimaleinkoit der Aten
Ordnung, d. i. bis auf 'f:_)" bereinstimmen, algo’

a? 1
2 ()<
sein; 8o kaon mann, weil hiezu a jedenfalls schon klein sein muss,

fiir eine erste Auniherung, wenn man die geniherten Werthe von
« und @ mit o’ und @’==a’: I" beseichnet,

)
a—qina:-%— (l

N
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® <1

setzen. Dies gibt .
. . .
, 6
a <v W, ' -
VK

also ! lx':::I'a’{PV o
sd ' C k=3m—n!
wist ¢ <jis VI
also C Iogn’(%—(n-l—logﬁ)-{»logf'—m.

Nellmeq wir o und I in Minuten, so finden wir

firn=0, log o’ < 379565 —m, o' < 62467:10=,
- n=1, loga’ <412809—m, o' <13458:10m,
- n=9, loga’ <446232 ~m, o <28995:10=.
. Fir eine schirfere Anniherung setzen wir nun oben in .
% fir a den genZbhrten Werth a’, und erhalten

I — o f |
a’ _a’

al
. | B
ag a-’(l—‘g...)"} ,

a:'a’ +6i0 ad...,

-1
tlso a<a 4y,

‘Wenn wir sonach mit I multipliciren, und Kirze halber des
Naherungswerthes o', Correction durch A« bezeichnen, nimlich

Iv__: 3‘37/.7
(105

da'=

setzen, so erbaiton wir
' alu'4da’. -



140

Nimmt man nun fir k die Zahlea 9 bis 2, so ergibt sich fol-
gende Zusammenstellung:

a? :—.,—sina <'

k|lm|n o da

91 3|0 ¥ 0 0°6-2 | 1:10°
LRERE 1346 0 01346 | 1:10°
7|32 %0 O 020 1:107
6120 625 0 1 25 ~1:10%
(21| 16| 0 2 146 | 1:10°
41212 2900 0 4 500 :

3|1 (0| 647 3 |10 247 | I:10°__
211 13888 34 | 2022 | 1:108
1. Soll a mit tange bis auf eine Decimaleinheit der kten

Ordoung, d. i. bis auf i%*-’ iibereinstimmen, also °

tangu-—a:%z(l +§a’+ ) < l_:)‘

sein; so kano man w;}en der Kleinheit von a fiir eine erste An-
nkherurig, wenn man die obige Bezeichnung beibehilt,

a? 1
. ':_;‘ < W ‘
setzen. Dies gibt
, .8, 3
a < V W ’ ,
s 3
also. ae=Ta' Iy 10’
re____
oder a'<< (O;V 310", '

. folglich
( log & <:l?(n+ log3) 4 log I' — m.

Nimmt man abermals I" und a in Minuten, so findet man
lir 8=0, logo’ <369831 —m), o <4938':10m, k
- n=1, loga' <402866 —m, o < 10682:10™,
- n=2, logo < 436188 —m, o <23013:10~.
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Filr eine scll—lrfer’e Anniberung setze man oben in %a’
fir ¢ den geniherten Werth a’; danach erhilt man

a’ 2 =a'?
§-(l+ga” +.-.)<'§' s
folglich -
a :a’(l + :-:a"...) =i,
a z q‘— %a”....,
= 4 ‘
o @I

Multiplicirt ‘man mit I, und bezeichnet wieder des Niiherungg-
werthes a‘ Verliesserung durch 4«’, nemlich : )

AT=1375V

Aa'=—w—y
so erbilt man
. a?a’—du’.

Setzt man abermals fiir £ die Zahlen 9 bis 2, so e’rgibt sich
folgende Zosammenstellung:

_f_ min o .Aa’ a:‘—<‘ 'mnga-—%z
9130 | 50 0 | 0°50 1:10°
813 | 1| 107 0 0107 _| 1:108
T3 2 20 | 0 0230 | I:107
6| 2(0| 496 | 0 | 04906 | 1:10°
5|2 | 1| 1068 |~ 0 - | 1468 | 1:108
A2(2|7W00 | oI | 3490 | 1:10¢
31,0\ 4958 | 1.4 8§ 144 LI0s
2| 1T T [10682 138 | 17 341 1:108

. Damit sine mit tanga bis auf. eine Decimaleinheit der
ken Ordoung iibereinstimme, also

tang u;sin a= %,(l-i-g-a’ +..) <T§F

&ei; kann man fir eine erste Annéherung, indem man die ge-
brauchte Bezeichnung, beibehilt, wieder
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a'® | 1 .
' o <TF .
sétzen, wie in I. Danach erhiilt man zu den drei Werthen von n
auch wie in I. die obern Grenzen von o' .

Zu einer genaueren Anniherung erhilt man dann durch
den bekannten Vorgang

»  3u% —a®
. TG +I3T
daher a :a‘—e; ceey
d ( . =, __I5 .
oaer - a<¢—w~ - -

Wird nun mit I’ multiplicirt und des N!llemngﬂvorﬂu;s o
Verbesserung durch da’ bezeichnet, nemlich

15r 51566
Ao = QT = TORT

geuetit: so erhiilt man
az a'—de. .

Nimmt man wieder fir % die Anzahlen 9 bis 2, so erhilt
man folgende Zusammenstellung:

k{m|n o 4o Leg ltangat—sincz
9 (3|0 ¢® | 0 0962 1:1°
B3| 11346 0 |"01346 | "T:108
73| 2| 290 0 0290 | 1:100
6| 2(0]| 628 0 128 1:10°
| 2| T | 1346 0 2146 | 1P
412 2(200 | 05 4 498 1: 107
3| T | 0] 647 52 |10 198 1: 102
21, 1 |I3488 | 616 | 21342 | 110"

Die Interpretaion der in den zwei Schlussspalten dieser drei
Tiifelchen enthaltenen Ergebnisse ist so einfach, dass ich sie bier
Kiirze halber wohl weglassen darf.

e ——
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XI.

Populire Vorlesungen iiber wissen-

schaftliche- Gegenstiinde von ¥F. W.

Bessel. Nach dem Tode des Verfas-

sers herausgegeben von H. C. Schu-

macher. Hamburg. FPerthes, Besser
& Mauke. 1S4S,

Von dem

Herrn Dr. P. Wolfers,

sstrosomischem Rechner an der Kdniglichen Sternwarte zu Berlin.

Der Herausgeber des vorliegenden Werkes hat hierdurch sei-
nem unsterblichen Freunde das schinste Denkmal gesetzt, denn
weng es auch den Minnern der Wissenschaft vollkommen bekannt
ist, wie vielseitig und (was selten der Fall ist) griindlich zugleich
die Wirksamkeit des grossen Astronomen gewesen; so erfahren

urech das vorliegende Werk auch die zahlreichen Liebhaber der
astronomischen und physikalischen Wissenschaften, wieviel diese
dem verstorbenen Verfasser verdanken. Wiihrend derselbe in =0
vielen Zweigen der Wissenschaften erschiipfende Untersuchungen
angestelit hat, wusste er doch sich noch Zeit abzumiissigen,
diese eben so aligemein fasslichen, als griindlichen und eleganten -
Abhandlungen zu schreiben. Der aufmerksame Leser derselben -
kaon nur bedauern, dass der Verfasser nicht, wie nach einer An-
deutung des Herausgebers seine Absicht war, dazu gelangt jst,
die vorliegenden Bruchstiicke in ein Ganzes, eine.populiire Astro-
nomie; zu vereinigen; reichlichen Dank bleiben wir aber auch fir
diese Gabe schuldig. Das erwlhnte Devkmal ist nur dadurch
uwollsuodég, dass der Verfasser zu bescheiden gewesen ist, um
io den einzelnen Abhandlungen tberall anzugeben, was er selbst
in den einzelnen dort besprochenen Geafnatlnden geleistet hat.
Diese allgemeinen Bemerkungen -enthalten bereits unser Urtheil
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iiber das Werk, wir glauben - keine undankbare Arbeit zu unter-
nebmen, wenn wir die einzelnen Abbandlungen vorzugsweise be-
sprechen, und hierbei werden wir Gelegenheit finden, jenem Man-

el theilweise abzuhelfen. Wir werden bei dieser Hesprechun
gie Reibefolge des Buches nicht beobachten, sondern die Abhand-
‘lungen mehr wach der Verwandtschaft ihres Inhalts ordoen. Die
erste Abhandlung hat die Ueberséhrift:

Ueber den gegenwiirtigen Standpunkt der Astronomie.

Dieselbe nimmt nur eimen Raum von 33 Seiten ein, allein
der Verfasser hat es verstanden, auf demselben mannichfache
interessante Darstellungen niederzulegen. Um den 5egenwﬁrtigeu
Standpunkt der Astronomie klar zu machen, gibt der Verfasser
eine kurze Uebersicht ihrer Geschichte aus dem vorigen Jahrhun-
dert; er zeigt, wie wechsehweise besonders seit Newton die
Theorie und Praxis einander voransgeellt ‘waren und wie eben
. das Vorauseilen des einen Zweiges die Veranlassung war, welche

das Vorwirtsschreiten des andern herbeifiihrte. Wiisste man
nicht obnedem, dass der Verfasser auf der Hihe beider Zweige
der Wissenschaft stand, so miisste man diese Ueberzeugung dar-
aug abnehmen kinnen, dass er die Leistungen der hervorragend-
sten neuern Astronomeén mit wenigen Worten klar darzustellen
. verstanden. hat. Als eigentliche Aufgabe der Astranomie gibt er
bei dieser. Gelegenheit an, dass sie Vorschriften ertheilen
muss, nach welchen die Bewegungen der Himmelskir-
per, so wie sie uns von der Erde aus erscheinen, be-
rechnet werden kiUnnen. Zuerst wird Newton’s Verdienst
um ‘die Theorie dargestellt, hierauf folgen Flamsteed’s Verbes-
serungen der astronomischen Instrumente und Beobachtungsmetho-
den, in deren Folge die Theorie der Praxis vorauseilte.
Die hgemuen Beobachtungen des letztern konaten desshalb micht
durch die Rechnung dargestellt werden, weil die Stirungen
nach Newton’s ‘aligemeiner Gravitation noch nicht berechnet
waren. Hierzu bahnten Clairaut und Euler den Weg. Noch
enauere Beobachtungen als Flamsteed stellt Bradley an, und
iese benutzt Tobias Mayer zur Constraction von Mondstafeln,
mittelst deren man die Qerter des Mondes mit einer Genauigkeit
voraus berechnen konnte, welche man [riiher nicht fiir miiglich
ﬁehaltgn hatte.- Jetzt koonte man durch Beobachtungen des &w
es die geogr?zhische Liinge auf dem Meere finden. Durch Brad-
ley war die Praxis vorausgeeilt, Lagrange und Laplace for-
- dern die Theorie, die Mécanique céleste des letztern fiillt eine
grosse Liicke aus. Wie in den Wissepschaften iiberhaopt, las-
sen in der Astronomie insbesondere die Gréssen sich nicht abso-
" lut genau bestimmen, die Grenzen ihrer Uusicherheit kinnen nur
verengert werden. Die Theorie muss daher zu jeder Zeit die zu
beohachtenden Griissen &0 genau darstelfen, dass der Unterschied
zwischen Rechpung und Beobachtung den miglichen Fehler der
-letztern nicht iibersteige. So sprickit sich der Verfasaer iiber die
bisherigen Leistungen aus, er verlangt aber, dass kiinftig Theo-
rie und Praxis unbekidmmert um einander vorwirts gefibrt wer-
den soliten. .

Piazzi bearbeitete im Anfang dieses Jahrhunderts ein Ver-

seichniss von 7000 Fixsternen, #hnlich wie friher Tycho de

.
-~ -
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Brabke, Flamsteed, Bradléy und Lalande, und entdeckte
bei dieser Gelegenheit am 1. Januar 1801 die Ceres. Die leich-
teste Borechaung der Cometenbahnen hatte Olhers bereits 1797
gelebrt, die der Planetenbahnen mittelst weniger einander nahe
liegender Beobachtungen fehite noch; in Folge der Entdeckung
der Ceres schuf diese der grosse Mathematiker Gauss. Weitere
Entdecknngen von Planeten folgten schoell auf einander. Brad-
ley's Beobachtungen wurden vom Verfasser scharf reducirt und
in seinem Werke ,,Fundamenta astronomiae“,niedergelegt. Sie ha-
ben den Weg eriifinet, die scharfen Beobachtungen der letzten
100 Jahre so fruchtbringbnd als miiglich zu benutzen. Durch die
von Legendre und Gauss unabhéingig von einander erfundene
Methode der kleinsten Quadrate wird, nach des Verfas-
sers Ausdruck, die frithere Kunst, aus Beobachtungen eines
Wandelsterns eine sich ihnen anschliessende Bahn 2u finden, in
eine Regel verwaudelt. Ausser den bisher erwihnten ‘Namen -
von Astronomen und Mathematikern fiihrt der Veérfasser die Ar-
beiten der Mechavniker Bird, Ramsden, Troughton, Rei-
chenbach und Repsold an und hedauert am Schluss, dass
er die Arbeiten von Struve und Encke zu schildern verhindert
sei. Bleiben trotz des angefilhrten mannichfachen Inhalts dieser Ab-
handlung Licken &brig, so werden diese durch die Abhandlun-
geu 11, I3. und 14. ausgefiillt. Ihre Ueberschriften sind:-

Ueber- die Verbindunf der astronomischen Beo
bachtungen mit der Astronomie; ‘

Astronomische Beobachtungen;
Oerter der Fixsterne an der Himmelskugel.

~

Wir bemerken sogleich, dass die zwei ersten Abhandlungen
nicht pur verwandten Inbalts, sondern die eine wahrscheinlich
eine Umarbeitung der andern ist; zum Theil kommen wdrtlich

ichlautende Stellen in beiden vor. Wir betrachten zunichst
ie erstere (11.) und finden nach einer angestellten Unterschei-
dung zwischen der Astrologie und Astronomie das Wesen der
letstern bestimmt angegeben, welches niimlich in einer Kennt-
niss der Bewegungen der Gestirne besteht. Die Beobach-.
tungen benutzt der Verstand, um das Gebliude der Astronomie
aufzofiibren. Es werden allgemein geltende Regeln fir die Be-
wegungen a'ler Wandelsterne aufgestellt, fir einen einzelnen
milssen besondere Zahlenwerthe, die 6 Elemente seiner Bahn be-
stimmt werdlen. Die Uebereinstimmung der mittelst der letztern
berechneten Oerter mit den beobachteten bestiitigt zugleich die
Richtigkeit dec allgemein aufgesteliten Theorie, " lisst sich hio-
die letztere durch keine Verbesserung der Elemente
en Beobachtungen in einem bcsondern Falle anpassen; so ist
diess ein Beweis fiir die Mangelhaltigkeit der Theorie. Die ersten
astronomischen Theorien’ waren unrichtig, Keplers Theorie
war richtig und erschien auch so lange vollstindig, his neu-
ere genauere Beobachtungen widersprachen. Newton entdeckte
hieraaf die aligemeine Anziehung der. Himmelskirper uod babate
so -den Weg sur Vervollstindigang von Kepler's Theorie. Die -
so vervollptiin Thorie stimmte lange mit den Beobachtungen
iiberein, erst jetst (1840) erhebt der Widersprnch wieder

" Theil M1, 10
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sefne Stimme und bringt nahe Entdeckungen in Aussicht. Diese
Entdeckung ist, wie wir nnten sehen werden, erst-mach Bessel's
Tode erfolgt und hat auf's Neuwe die volls@indige Richtigkeit jewer
" Theorie besthtigt. -

In grosserer Ausfihrlichkeit als in der ersten Abhandlung
erfahren wir hier, wie allmihlig von der altesten Zéit herab bis
zur neusten die Beobachtungen vervollkommnet wurden, die Lei-
stungen einzelner Astronomen  werden kiar dargelegt. Hervor-
rageud sind hier die Namen: Ptolem#ius und Almamon aus
der alteri, Johann Miiller Regiomoutanus, Copernicus
Wilbhelm IV. vou Hessen, Tycho de Brahe, lamstegc‘
Bradley in der neuern Zeit, den letztern figen wir einen,- im
Werke nicht erwahnten Namen, Bessel hinzu. Wie die Astro-
nomen, werden die nach und nach eingefiihrten Instrumente er-
withut, es wird gezeigt, wie jedes die Genauigkeit der Bevbach-
tungen zu erhihen im Stande war. Wir erinuern an die Armillar-
sphire; den Quadranten, Sextanten, die Pendeluhr, den Mauer-
i]uadranten, das Mittagsfernrohr, den Mittagskreis. Jedes dieser
ngtrumente bezeichnet eine Epoche in der Geschichte der beob-
achtenden Astronomie und in der neusten Zeit hat man gelernt,
ihre Fehler zu bestimmen und durch Rechnung aus den Beobach-
tungen fortzuschaffen. Einige Momente mussten bestimmt wer-
den, ehe man die genau angestellten Beobachtungen auf absolute
Grossen zurdckfOhren konnte; es sind diess die erst in der neuern
Zeit bestimmte Strahlenbrechung, die Bestimmang des wirklichen
Widderpunktes als Anfangspunktes der geraden Aufsteigungen u.
8. w,, kurz die Fundamente der Astronomie, welche Bes-
sel aus Bradley's Beobachtungen, in Verbindung ‘mit den in
Konigsherg angestellten, hergeleitet hat.

,Nach dem Ausspruche von Laplace entspricht die New-
ton'sche Anziehung, wenn ihre Folgen mit der gﬁlﬁiﬂgw Voll-
aﬁndierit entwickelt werden, vollkommen allen Beobachtungen
der Planeten. Diese Aeusserung war aus den eigenen Arbeiten
dieses grossen Meisters borvorxeg‘angen. Delambre und Bowu-
vard batten in Folge seiner Aufforderung die in der Mécanique
céleste dargestelite aligemeine Theorie auf die Planeten: Erde,
_ Jupiter, Saturn und Uranus angewandt und Tafeln fur diese be-

rechnet, welche zwar die Beobachtungen weit besser als frihere
darstellten, indessen noch immer Unterschiede von 10" u. m. dbri
liessen. Besonders auffallend zeigten sich diese Unterschiede bei
dem 1781 von Herschel entdeckten Uranus, dessen bereits vor
der Entdeckung angesteliten, nachher aber erst aufgefundenen, so
wie auch dessen neusten mach 1821 angesteliten Beobachtungen
die Tafeln durchaus nicht entsprachen. Wir ersehen aus dieser
Abbavdlung, dass Bessel bereits 1840 aussprach, diese Unter-
schiede wiirden -zu einer neuen Entdeckung im Sonnenay-
ateme, niimlich eines jenseit des Uranus befindlichen
Planeten fithren, dessen Bahn und Masse im voraus angege-
ben werden wiirde. Indem er selbst die dahin zielenden Arbei
tea bereits begonnen hatte, ereilte ibn der Tod und kaom brau-
cAh:: wir da_rall:h :u erinaern, d:’u k:n“n 1:‘ch:::r Ll:""li: ﬂd;ml
ms, unabb¥ogig von einander, die tisch angekiindigte
Eatdeckung buplut&glici sur Wahrheit glm rt haben. s &
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Die bisherigen Ausxstige haben wir der 1L Abhandlung ent-
nommen, die 13. enthilt viele Mittheilungen, welche in jener be: _
reits vorkemmen. aber auch manche neune und interessante. Wir
finden ausfiihrlich angegeben und erldutert, wie Kepler seine
Gesetze ﬁefnnden bat, Newton’s Adziebungsgesetz wird hier
“erklirt. Durch” Zablen wird angegeben, wie die ‘Beobachtungen
Tyecbo's, Flamsteed’'s, -Bradley's-und die der neusten Zeit
an Scharfe zugenommen hahen und der Mittel erwihnt, durch
welche diese Fortschritte herbei gefiihrt worden sind. Wegen
sothwendiger Kiirze begniigen wir uns mit diesen Andeutungen,
damit der Leser erfabre, dass er in jeder dieser beiden nahe
verwandten Abhandlungen cigenthlimliche und lehrreiche Mitthei-
longea finden wird. Ehe wir diesen Gegenstand verlassen, miia-
sen wir aber noch bemerken, dass am Schluss dieser 13. Abhand-
h‘f diejenigen Untersuchungen angegeben werden, welche B es-
sel selbst nach eigenen Ideen. augestellt hat, um die Fehler der
anzuwendenden Iustrumente zu bestimmen und ibren Einfluss auf -
die Resultate der Beobachtung fortzuschaffen. )

Wihrend die beiden ehen besprochenen Abhandlungen vor-
zugsweise der Bewegung der Planeten gewidmet sind, beschil-
tigt sich die Abhandlung 14., wie auch ibre Ueberschrift andeutet,
mit den Fixsternen. Der Verfasser bemerkt, was nicht in allen
m-liten Schriften geschieht, dass die Fixsterne bei ihrer tig-
ichen scheiobaren Kewegung keine Kreise beschreiben, eine
Folﬁ der Strahlenbrechung. Von dieser, ibren Ursachen und
Wi en, wird eine deutliche Uebersicht gegeben, wnatirlich
konnte hierbei nicht auf Rechnung eingegangen werden: Da man
nur eine maugelbafte Kenntniss von dem Eiofluss hat, welchen
die Veriinderungen in der Atmesphiire auf die Strablenbrechung
ausiilben, diese also nur immer unsicher bekannt wird; so zeigt
der Verfasser, wie man die zu beobachtenden Sterne auszuwiih-
len habe, um diesen Einfluss zu vermindern. Tycho de Brahe
hat zaerst durch Beobachtungen die Griisse der Strablenbrechung
zu bestimmen versucht, J. I). Cassini verband damit die Theo-
rie, nach ihm vervollstindigten diese Kenntniss Simpson durch
Theorie, Bradley. durch Beobachtungen und in der neusten
Zeit haben Laplace, Kramp und Bessel dieselbe besonders
bereichert. ‘

Das #lteste Verzeichniss von Fixsternen hat Hipparch”
138 v. Chr. verfertigt, die Vergleichung desselben mit den 150
Jahre friher von T?moch aris angesteliten Beobachtungen fiibrte
zur Eotdeekung dor, Praecession génannten, Erscheinung. Der
Einfluss derselben auf die Lage des Frithlingsnach hpunktes
wird hier erkiirt. Es werden hievanfl die spitern Sternverzeich-
pisse besprochen und gezeigt, wie sie unsere Keuntniss der ein-
zelnen Sterne ibrer Lage nach erweiterten und wie di¢ awzubrin-
genden Correctionen vermehrt und verfeinert wurden. In der neu-
ern Zeit war das Bediirfniss, die Qerter der Fixsterne zu kennen,
grésser als friher, um mittelst devselben zu jeder Zeit deu Ort
cimes beweglichen Gestirns bestimmen zu kdonen. Bradley ent-
deckt die Noutation und Aberration und setzt se die Astronomen
in deo Sfand, die Oerter der Fixsterne weit genauer als friiher
zu bestimmen. Die geraden Aufsteigungen, sowobl die absolu-

10*
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ten als die reldtiven, werden mittelst der F undamentalsterne
bestimmt. Unter den Arbeiten, welche die Kenntniss der Fix-
sternirter erweitem soliten, macht Piazzi's Katalog Epoche.
Durch Vérbindung desselben mit den 45 Jahre friiber von Brad-
ley angesteliten Beobachtungen bestimmt Bessel weit genauer
dic Praecession und die eigene Bewegung vieler einzelnen Sterne.
f.alande liefert in der H?stoire céleste 50000, Bessel selbst,
von 1821 — 1823, 75000 Beobachtungen von Sternen, die letztern
in der 30° breiten Aequatorealzone. Die vier Verzeichnisse von
Bradley, Piazzi, Lalande und Bessel lietern die Grund-
lage zu der, auf des letztern Betrieb von der Berliner Akademie
veranlassten, Herausgabe von Karten. Diese haben, wie Bessel
voraus gesagt, nach seinem Tode die Entdeckung 6 neuer Pla-
neten herbeigefiihrt. Diesen schiuen Lohn seiner umfassenden
Arbeiten zu erleben, war leider dem grossen Astronumen nicht
verginut! } oo

Wir gehen nun zur Besprechung der 7., ihrem luhalte nach
mit der vorhergehenden verwaudten, Abbandlung iber, deren
Ueberschrift lautet : , .

Messung der Entferoung des 61. Sterns im Stern-

+bilde des Schwans.

Der grissere Theil dieser Abhandlung dient dazu, zu zeigen,
dass die versuchte Bestimmung der Entfernung eines Fixsterns
manche Entdeckung herbeigefihrt hat, im Vergleich mit welcher
die endliche Liisung der Aufgabe unbedeutend ist. Nachdem
Copernicus die jibrliche Bewegung der Erde gezeigt hatte,
mussten die zu verschiedenen Zeiten des. Jahres béohachteten
Fixsterne eine Ortsverfinderung, die sogenannte Parallaxe erge-
ben, eine um so grissere, je kleiner die Entfernung des Sterns
von der Erde war. Die damaligen Beobachtungen zeigten keine
derartige Ortsvertinderung, Copernicus nahm kiihn eine zu
grosse Entfernung der Fixsterne von der Erde, nach der damali-
gen Beobachtungsschiirfe iiber 1146 Halbmesser der Erdbahn an,
als dass sich eine Parallaxe von 3’ zeigen kimne. Die Beobach-
tungen mussten zuniichst verschiirft werden, Tycho bestimmte
die Oerter bereits bis auf 1° genan. Seine gleich scharfen Be-
obachtungen der Planeten fiihrten Kepler zur Entdeckung seiner
beriihmten Gesetze. Seine Beobachtungen des Polarsterns zeig-
ten dem letztern, dass die Parallaxe dieses Sterns kleiner als
30”, svine Entfermung grisser als 6875 Halbmesser der Erdbahe
sein miisge. .

Picard und Azout 'brachten das Ferorobr an den Mess-
instrumenten an, Flamsteed und Riomer vervollkommneten die
letztern anderweitig. Des erstern mehr als 3(jihrige Beobach-
tungen waren sechsmal se genau als die Tychonischen wud da
sie .keine Parallaxe der Fixsterne zeigten, mussten diese iiber
41250 Halbmesszer der-Erdbahn entfernt sein. Unterachiede in den
Beobachtungen dieser Astronomen schrieb man filachlich der Pa-
rallaxe zu, ihre wahre Ursache zu entdecken, waren die Beobach-

. tungen noch nicht hinreichend scharf. Hook suchte diese wu ver-
scharfen, ebev so Molineux in Kew: Der letztere fing mit einem
festgestellten Fernrobre von 24’ Brennweite am 3. Decemb. 1725.
Beobachtungen des Sterns y Draconis an, Bradley setzte die-
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selben fort und fand in der That Unterschiede im Orte, welche
bis auf 40" anstiegen. Diese Unterschiede « entsprachen nicht
einer Parallaxe, ‘nach dreijihrigem Studium erklirte Bradley
sie durch die wichtige Entdeckung der Aberration des Lich-
tes. Hiermit hatte man einen directen Beweis fiir die von Co-
ernicus aulgestellte eigene Bewegung der Erde. Bradley
d ferser aus seinen Beobachtungen: eine andere, bereits von
Newton angedeuntete Veriinderung, die Nutation, welche eine
Periode von 19 Jahren hat und aus der Anziehung des Mondes
aaf die abgeplattete Erde hervorgeht. Die oben erwahnten Un-
terschiede in dep Oertern der Fixsterne wurden jetzt vollstindig
erklirt, Bradley's Beobachtungen deuteten nichts an, was éiner
Parallaxe hitte zu hrieben werden miissen, die Sterne muss-
ten daher iber Halbmesser. der Erdbahn entfernt sein.

Herschel d. A. wollte die Parallaxe mittelst der optisch er-
scheinenden Doppelsterne bestimmen und entdeckte die physi-
schen, d. b. die aus mebrern Fixsternen zusammengesetzten Sy- °
steme. Piazzi und Calandrelli glanbten, wie Bessel gezeigt
hat, filschlich, eine betriichtliobe Parallaxe mehrerer Fixsterne
1. Grasse gelunden zu haben, Fehler in dem vielfach benutzten
Instrumente des erstern waren die Ursachen dreser Tiuschung.
Brinkley glaubte am Athair eine Parallaxe von fast 3" gefunden
zu haben, allein Pond, welcher ihm widegsprach, verengerte die
Grenzen der Parallaxe fiir diesen Stern nebst Wega und Deneb
bis anl einige Zehutel einer Secunde, eine von seinem Nachfol-
ger Airy bestiitigte Bestimmung.

So weit batte man mittelst absoluter Ortsbestimmungen die
Parallaxe, aber. vergebens zu entdecken versucht, wesshalb Be s-
sel es nothwendig fand, andere Wege einzuschlagen. Um die
Feblerursachen auszuschliessen und so die Genauigkeit zu ver-
mehren, verfiel er darauf, einen Stern mit einem ihm sehr nahe
stehenden mikrometrisch zu vergleichen. Struve hatte hereits
1835 — 1837 derglcichen Untersuchungen . am Begleiter der Wega
angestellt ‘und aus denselhen efanden, dass die Parallaxe des
letztern kieiner ist als die von Brinkley gefundene sein misse.

Bessel wiblte den Stern 6l. im Schwan aus, theils weil
dieser cine betriichtliche eigene Bewegung hat, also anch die Pa-
rallaxe smuthmassiich gross sein komnte, theils weil er als Doppel-
stern sich. genauer als ein cinfacher beobachten liess, thells we-
gen seiner fir Konigsberg bequemen Stellong am Himmel. Er.
henntete das damals ‘grosste 1l Rissige Heliometer und verglich
diesen Stern vom 16. August 1837 bis zum 2. October 1838 wie-
derholt mit zwei benachbarten Sternen. Die erhaltenen 183 Re-
sultate entsprachen dem Einfluss einer Parallaxe, diese ergab sich -
+ =07,3136 und die Entfernung des Sterns von. der Sonne =57700
Halbmessern der Erdbahn, eine Strecke, welche das Licht in
10 Jabren zuriicklegt. Dieser Stern legt demnach in einem Jahre -
einem Weg von 16 Halbmessern der Erdbahn zuritck. Weil er ein

ist, wird man kiinftig die Masse des Systems und
jedes einzeluen Sterns bestimmen kiinnen. Das gefundene Resul-
fat erweitert die Ausdehnung des sichtharen Weltalls ungeheuer

-
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" und hat fir die Wissenschaft als besondern Natzeu die Schiirfe
der Beobachtungen dargestelit. -

Wihrend die bisher besprochenen Abhandlungen slcil vor-
zugsweise mit den Planeten und Fixsternen beschiftigen, sind
c'}‘ie l4. ufd 5. der Betrachtung der Kometen gewldmet. Ihre
-Titel sind:

Uaber den Halley'schen Komgten, und

Von den Erscheinungen, welche der Halleysche
Komet gezeigt hat.

Nach dei erstern haben die Kometen schop sehr frih die
Aufmerksamkeit der Menschen auf sich gezqgen, allein Gegen-
stand der astronomischen Beobachtung wurden sie erst sebr spiit.
Miiller Begiomontanus stellte zuerst i. J. 1472 derartige an.
Dureh die Egrkliirung der Keplerschen Gesetze mittelst Newton’s
‘allgemeiner Anziehung wurde Edmund Halley veranlasst,” die
vorhandenen 200jithrigen Beobachtungen ven Kometen zu berech-
nen. Jm Jahre 1708 machte er 24 Kometenbahnen bekanut, wo-
bei jedoch die grosse Axe und semit die Umlaufszeit nicht an
'foben'war. Drei derselben, die vom 4. Sept. 1531., 26. Octbr.

607. und ]4. Sept. 1682. stimmten #o auffallend in ihren Klemen-
ten unter einander iberein, dass Halley auf den Gedanken ver-
fiel, es sei ein und derselbe mehrmals erschienene Komet. KEr
berechnete hiernach seine elliptische Bahn und bestimmte seine
Wiederkehr {dr das Jahr 1789 voraus. Diese Vorausbestimmung
traf bekanntlich zu, daher die Benennung dieses ersten jodi-
schen Kometen nach seinem eysten Berechner. Die drei Umlaufs-
zeiten zwischen den vier Erscheinungen sind nicht einander gleich,
hetragen vielmebr respective: 76 § 2M, 74 J.10% M., 76 J.
6 M. Die Unters-hiede entspringen aus den Storongen, ‘welche
.die Plapeten auf den elliptischen Lauf des Kemeten um Jie Sonne
ausiiben. Newton hatte zwar die Bahn aur Berechnung dieser
Stdrungen gebrochen, Halley <ie aber noch nicht hergeleitet.
Vor der Wiederkehr des Kometen im J, 1759 hatte Lalande
nach Clairaut's Vorschriften die beiden Umliiufe von 1607—1682
und von 1682~—~1739, mit Riicksicht auf die- Stirungen, neu be-
rechnet. Den neusten Umlauf von 1759 —1836 hal mebhrere
Astronomen, Damoiseau, Pontéconlant, Rosenberger und
Lebmann vor der Wisderkebr berechuet und bekannt gemacht.
5!:1'0’ bAngnben wichea theils mehr, theils weniger von einan-

er ab, - :

Wihrend in der ersten dieser zwel Abhandlungen das Bis-
herige besprochen war, gibt der Verfasser in der zweiten zuniichst
dartiber Auskunft, in wie fern der Komet in rein astrononiischer
Beziehung, d. h. in Betreff selner Bewegung den im veraus‘an-

gesteliten Berec’ nungen entsprochen habe. Rosenberger's Ele- *

mente sind hiernach den Beobachtungen am niichsten gekommen,
Es l'ollgt eineReihe von Beobachtungen in Betreff desiiussern Ansehens
des Kometen, namentlich der Bildung seines Schweifes, mehrere
Figuren- dienen zur Erliuterung und es werden diese Erscheinun-
geb mit Lhnlichen verglichen, welche friilhere Kometen von 1744,
1769, 1807, 1811 und 1824 geseigt haben. Der Verfasser hat
rugleich Messungen angestellt und zwar so scharfe, als sie bei
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derastigen nicht genau bagrensten Himmelskiirpern erlangt wer-
den kionen. Er stelit eine Hypothese iiber die Entstehuog der
Schwelle anfl. erwihnt der fast ganz .verschwindenden Kralt der
Kometenmaterie,- das Licht zu brecheu, uod .spricht Giber das po-
lavisirte Licht der Kowmeten selhst. Der grissere Theil dieser
Abhandlung beschiftigt sich mit dem dussern Ausehen der Kome-
ten, und bildet daher nicht mehr eiuen eigentlichen ‘Gegenstand
der-Astronomie ; noch mehr ist diess bei den nun zu besprechen-
den zwei Abhandlungen der Fall..

3. Ueber die physische Beschaffenheit der Hinr
melskirper. '

15. Ueber den Mond,

Withrend der Verfasser in der erstern erwithnt, dass die
- Kraft unseres Auges, in Bezug auf die Erkenntniss der Himmels.
kirper, ew bogrenzt sei, macht et zugleich auf anschauliche und -
fu?iicbe eise klar, wie auch fiir die durch das Fernrobr ver-
stirkte Kraft eine nothwendige Grenze gesteckt ist. Hierauf zeigt
er, was wir von dem wns nichsten Himmelskirper, dem Monde
wissen, dass er Berge und Thiler ‘hat und wie die Hihe der
exstern gemessen worden ist. Die Arbeiten Schriters und
Lobhrmauns werden besprochen, die Karte des erstern stellt
dea Mond dar, wie er sich dem gehirig bewafineten Auge zeigt,
die des letztern, wie .er wirklich ist. Die Mondberge werden,
nach der Aogabe des erstern, mit denen der Erde verglichen.
Es wird durch Griinde daiethan, dass der Mond keine oder nur °
eine, im Vergleich mit der Erde hiichst unbedeutende , Atmo-
sphire habe, so .wie zugleich der Verfasser die Griinde widers
legt, welche man Rir das Dusein einer Mond- Atmosphire aufge-
stellt hat. Der Mond hat demnach weder Luft, noch Wasser,
voch Feuer und es kinnen daher auf demselben keine lebenden
Wesen, wie wir sie kennen, wohnen. Die Zelten des Umlaufs
und der Axendrehung des Mondes sind einander gleich, wess-
halb wir stets nur die eine, Seite des Mondes sehen, dasselbe
ist wabrscheinlich bei -den Trabanten tler iibrigen Planeten der
all: | .
Hieranf heapricht der Verfasser die Sonne, deren leuchtende
Hille uns verhindert, ihren festen Korper selbst kennen zu ler-
nen. Liicken in jener Hille bilden die segenannten Sonnen-
flecken. Manche Beohachter wollen auf den Himmelskirpern vie.
les wahrgenommen haben, was eine Aehnlichkeit zwischen ihnen:
und der Erde darthun solite, der Verfasser hat keine Spur davon
wahrgenonimen und fithrt einige Beispiele an; dagegen hebt er
die Aehnlicbkeit, welche wahracheinlich zwischen dem Mars und
der Erde stattfindet, besonders hérvor. Wihrend man durch
blosses Beschauen nur wenig vou den Planeten erfahren’ kann,
zeigt dor Verfasser, wie man mittelst der Beobachtung ihrer Tra-
banten ihre Masse und, durch Verbindung derselben mit ihrer
Grisge, ibre Dichtigkeit bestimmen kann. :

" Die Abhandlung ,,Ueber den Mond“ verdankt ibre Entuste-
huog dem Erscheinen der Karte von Beer und Miédler. Die
angleichférmige Bewegung des Mondes in aeiner Bahn und
seine gleichféirmige Axendrehung werden besprochen, wic
auch die .Griinde, wesshalb Leide von gleicher Dauer sind. Aus
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der Vereinigung beider Bewegungen entspringen scheinbare
Schwankungen des Mondes, in Folge deren wir etwas mehr
als seine halbe Oberfliche zu sehen bekommen. Der erste Me-
ridian des Mondes wird erklirt und ausserdem geze‘iﬁt, waram
nothwendig seine kugelfirmige Oherfiiche auf eine Ebene . proji-
cirt werden muss. Der Verfasser zeigt, was moglicherweise auf
einer Karte vom Monde dargestellt werden kann und beweist aus-
{thrlicher als oben, dass man keine Atmosphire auf demselben
annehmen kiinne. Er gibt hierauf eine Uebersicht dessen, was
diese Karte unebst dem sie hegleitenden Werke iiber die Ober-

" fliche des Mondes gelehrt haben, als die Hihen der Berge, die
Bildungen der letztern, die Ringgebirge und Crater. Die heiden
letztern hat man ;,als die Ueberreste von Aufblihungen anzu-
»schen, iwelche die Oberfliche des Mondes im mehr oder weni-
»ger fliissigem Zustande erfabren hat Eine fast wirtlich gleich-
lantende Erldarung vernahnitn wir vor Jahren aus dem Munde des
genialen Schinkel. . .

Ausser der Craterform gibt es auf dem Monde unsem Alpen
dholiche Gebirge, die Lingenthaler fehlen aber durchaus. KEin-
zelne Theile des Mondes hab&n verschiedene Lichtstirken, fiir
die so genaunten Rillen weiss der Verfasser keine Erkliirung zu
geben. Er schliesst diese Abhandlung mit der Erwihnung der
grossen Steitheit und Rauhigkeit der Mondberge und ibrer Un-
ver@inderlichkeit. . .

Die nun zu besprechende Abhandlung, im Werke die zweite, hat
den Titel: Ueber das, was uns die Astronomie voanderGe-
stalt und dem Innern der Erde lehrt. Der Verl. erklirt zu-
nichst «Iigjec;ige Oberfliche der Erde, von welcher in astronomwi-
scher Beziehung allein die Rede sein kann und wonach man sich
die Erde als mit einer stillstehenden VWassermenge bedeckt vor-
zustellen hat, Aus zwei Ursachen ist die Gestalt der Erde her-
vordgegnn en, aus der a%gemeinen Anziehung oder der'Schwere -
und der ixeudtehung. Wie aus beiden eine abgeplattete Gestalt
hervorgehen musste, wird klar gemacht; Newton hat es zuerst
bewiesen. Dieser fand, indem er die Erde iiberall gleich dicht

amnahm, die Abplattung =§:l—- » wogegen diese nur =g=g eein

wiirde, weon in der Nihe des Mittelpunkts der Erde die Dichti
keit ihren alJcrﬁn‘iuten Werth hiitte. Diese Grenzwerthe konn
man durch Rec nung" finden, die Beobachtung musste den wijrk-
lichen Werth der Abplattung ergeben und aws dieser kann man,
mittelst obiger Zahlen, auf das wirkliche Verhiiltniss der Dichtig-
keit im lonern der Erde schliessen.

Na-h Clairaut sollte man die Zunahme der Schwere vom
Aequator his zu den Polen wittelst Pendelschwingungen bestim-
men, aus dergleichen Versuchen an verschiedenen Punkten wurde

eine Abplattung =% hergeleitet.  Diese erste Methode, die

letetere durch Beobachtungen zu finden, . bedarf astronomischer
Zeitbestimmungen, um die Dauver der Schwingungen zu ermitteln.
Die zweite Methode beruht aufl astronomischen Beobachtungen
Aes Mondes. Dieser wird, wie wir hereits erwihnt hahen, anders

-
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durch oime kugelfirmige Erde, als durch eine abgeplattete ange-
zogen. Die unter der ersten Voraussetzung angestelite Berech- .
nung seines' Laufes kann -micht mit den. Beobachtungen iiberein-
stimmen. Laplace fand durch die bereits erwiihnte Nutation eine

Abplattung =:—!~l)5- Die dritte Met’hod‘e besteht’ in einer wirkli-

chen Messung auf -der Erdoberfliiche, einer so ‘genannten Grad-
messung. Diese wird beschrieben und es wird eine kurze Ueber-
sicht der verschiedenen Gradmessungen gegeben. Die grosse
franzGsirche unterwirft der Verfasser einer scharfen Kritik und
zeigt, dass die erst nach der Aufstellung des Meters ausgefiihr-
ten Gradmessungen die Liinge des Erdquadranten genauer kennen
gelebrt baben. Nach dem von Bessel hergeleiteten Resultate
aller bisherigen Gradmessungen kann man keine regelmiissige Fi-
gur der Erde anﬁeben, welche sie alle zugleich erklirte. Die
ubrig bleibenden Unterschiede deuten Unregelmiissigkeiten in der
Figur der Oberfliche an, welche auf eine unregelmassige Verthei-
lung der Massen von verschiedener Dichtigkeit im Innern schlies-
sen lassen. Jede einzelne Gradmessung ergibt die Krimmung
eines Stiickes der unregelmiissig geformten Oberfliche, nicht
aber, wie man frither erwartete, die Gestalt ihrer ganzen regel-
missigen Oberfliche. Die von Bessel aus allen Gradmessungen
he tete mittlere Grundform der Erde hat eine Abplattung

z,ﬁ, von dieser mittlern Oberfliche weicht die wirkliche bald

vach innen, bald nach aussen ab. Am Schluss der Abbandlung
werden die lostrumente und Operationen bei einer Gradmessung

beschrieben.

Die 8. Abhandlung hat die Ueberschrift: Ueber Mass und
Gewicht im Allgemeinen und das Preussische Liingen-
maass im Besondern.

Es werden zuniichst die bestimmten Masse verschiedener -
Linder besprochen und wir erfahren, wie schwierig ein-gemein-
schaftliches diherall einzufiibreg sei. Drei Urmasse, ein Lingen-
niass, ein Mass fiir flissige Kirper und Getreide und eines fiir
Gewichte sind erforderlich, um ein Maasssystem festzusetzen,
dieses muss bestimmt und unveriinderlich sein. Jm J. 1734., als
Bouguer und Condamine unter dem Aequator, Maupertuis
aber unter dem Polarkreise eine Gradmessung ausfithren sollten,
wurden hierzu zwei Exemplare der Toise von Eisen angefertigt.
Das eine derselben wurde spiiter durch Schiffbruch beschiidigt,
das andere kam unversehrt zuriick und wird die Toise de Perou
genannt. Dieselbe stellt die Einheit des franzisischen Lingen-
masses bei 13° R. dar. In England hatte man bis 1758 ein aus
den Zeiten der Elisabeth herrihrendes Exemplar der dortigen,
Yard genannten, Lingeneinheit. Dasselbe bestand aus Messing
und da man es im J. 1758 als unvoltlkommen erkannte, verfertigte
Bird ein neues Urmass, den Standard Yard 1757. Dasselbe
ward erst im J. 1824 fiir die gesetzmiissige Lat‘%eneioheit erklsrt,
war aber, wie Baily im J. 1834 fand, -znr Regulirung anderer
Masse nicht geeignet, wesshalb sein Untergang beim Brande der
Parlamentshiaser ‘nicht zu beklagen ist:
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Der Verfasaer kritisirt hier, wie iw der vorhorgehenden Ab-
handlung, das der Erdmessung entnemmene.-motrische System
der Wranzosen und spright sichk dherbaupt gegen ein derartiges
Natur- und Urmass .aus. Aebnlich verhilt es sich mit dem Na-
turmasse , welches der Lﬁnfe des Secundenpendels zu entnebmen
wiire. Den eraten Vorschlug hierzu hatfe Huygens bereits in
der Mitte des 17. Jahrhunderta gemacht, Damals. wusste man noch
nichts von der Verschiedenheit dieser Linge an verschiedenen
Ortev der Erde, eine Folge der Abplattung, die gefundeye Linge
hiitte also nur fir Einen Ort Giiltigkeit gehabt. Wenn spiiter
Borda und Kater die Linge des Pendels bestimmt haben, so
3eigt Besael die Febler dieser Bestimmung\? nach, indem die
maogelbafte Schirfe der Schneide und der Widerstand der Louft
nicht beriicksichtigt worden waren. Der Verfasser erklirt sich
demnach gegen ein Urmass, welches zu- einer von der Natur ge-

benen Liinge ein bestimmtes Verhiiltniss haben sell, weil man
iese nie mit absoluter Genauigkeit bestimmen kann, Er verlangt
aber, dase ein einzuliihrendes )

1) villig unzweideutig gemacht werde, _
2) durch jedes Erfolg verheissende Mittel erhalten werde,

3) dass Mittel ergrifien werden, miglichst vollkommene Co-
pien mit mdglichst grosster Leichtigkeit erbalten zu kinnen.

Rierauf bespricht der Verfasser speciell seine Arbeiten in
Betreff der Regulirung des preussischen. Lingenmagses im Jahre
1835. Bei der Erklirung desselben im J. 1816 waren einige Un-
bestimmtheiten iibrig gebliehen, statt des damaligen Urmasses ist
ein nenes angefertigt worden, welches gegen Abnutzung und Be-
scllﬁd‘iiguuﬁl gesichert ist, leicht - {ihertragen werden kann und an-
verindert bleiben muss. Dasselbe verhiilt sich zum franzisischen
wie 139,13: 144, diese Zahlen sind das Resultat 48 einzelner Mes-
sungen, welche so gut mit einander {ibereinstimmen, dass der

mittlere Fehler nur ?—771,00 Linie- hetrigt, Zur Vergleichung hat

eine von Fortin verfertigte Copie der Toise de Perou gedient,
welche Arago und Zahrtmann mit dem Original verglicken haben.
Der Apparat, welcher zur Vergleichung von Copien mit dem von Bau-
mana verfertigien preussischen Urmasse dient, so wie die Ope-
ration ‘der Vergleichung wird beschrieben. Besonders schwierig
war es hierbei, die erforderliche bestindige Temperatur herzu-
stellen. Die” diinische Regierung hat bereits .dasselbe Mass in
ihrem Liande eingefiihrt.

Die 6, Abhandlung ist betitelt:
Ueber Flut und Ebbe.

Riose Erschelnung sah man vor Newton als ein Zeichep
des Liebens der Erde an, die allgemeine Anziechung dea letztern
getzt wos in ded Stand, Jahrhunderte lang varauszubestimmen,
wann_an eivem gegehenen Tage und bis zu welchar Hahe
¢ing Flut eintreten muss. Newton’s Naturlehre hat die Flut und
Ebba voq allem Wynderbaren entkleidet und in dem Kreig des
Nothwendigen xuriickgefihrt. Die¢ ganae Erscheinung wird,
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itrer Daver und ikrem Verlauf nach, beachrieben und Figuren
dieven rur Krifuterung. Auf einer idealen, ganz mit Wasser be-
deckten Erde wiirde der Verlauf ein anderer sein, als er auf der
virklichen Erde ist. Im erstem Falle wiirde jedes Viertel der
Erde, welches Flut hat, etwa 100 Cubikmeilen \{La:et mehr ent-
halten, als jedes Ebbe habende Viertel. Der grissere Theil der
Strimomg ven Osten gegen Westen, welche das Meer hat, ist
vermuthlich der Flut und Ebhe zuzuschreiben, der andere Theil
mess Unterschieden der Temperatur zugeschricben werden. Die
cinzelnen Continente verindera di¢ Richtungen der Strimungen,
aber umgekehrt lisen diese Theile der einzelnen Kiisten ab und
verindern go ibre Gastalt. Die Form der Kiisten wirken guf die
Zeit und Hohe der Flut ein, welche Einwirkung nicht mehr be-
rechnet werden kann; hier muss die Beobachtung zu Hiilfe gezo-
gen werdes. Der Erfahrung zufolge ist Hohe und Zeit der Flut
vom Stande des Moundes gegen die Sonne und Erde, sowobl der
Richtung alg Entfernung nach, abhingig, Die Fiut und Ebbe
aeigt sich gar nicht oder nur unbedeutend in kleinen eingeschlos-
senen Mearen, vielmebr pur im Weltmeere, und die Frauzosen
und Englinder haben in diesem eigene Thiirme zur Beobachtun
dieser Krscheinwug erbaut. Das von ﬁesen elieferte Material
dient zum Beweise der aus Newton's Lehre der Schwere gezo-
genen l"olgerunfen. — Zur Erklirung der mechanischen Gesetze,
welche die Flut und Ebhe befolgen, erklart der Verfasser auf
kurze Weise die Kriite, ihre Richtungen, Zusammensetzung und
erwibnt der Reibuncf. Mittelst dieser voransgeschickten Ecklirun-
sw se?t derselbe deutlich die Wirkung der Sopne und des Mon-
es aul dig Erde und ihre fliissige Hﬁﬁe, eben sp erhiilt man
eine dentliche Vorstellung von der geringen ‘Einwirkun;(ri der miich-
tiges Sovne auf diese Erscheingng, im Vergleich mit der des weit
einern Mondes, weil hierbei hatgtsﬁchlicb der Unterschied der
Entfernupgen in Betracht kommt Die Wirkung der Sonne betriigt -
nor % voo der des Mondes, heide crfolgen zugleich heim Neu-
und Vellmonde upd es entstehen so die grissten Fluten; bei den
Mondyierteln triflt die Flut des einen Kirpers mit der Ebbo des
andern znsamen und daher ist hier die erstere am kleinsten.
Besonders beim Monde ist auch sein Alstand vop der Erde in
Betraght zu zichen. Die oben erwihnten Thiirme liefern, gleich
den Sternwarten, Materialien zur Berichtigung ungerer Kenntniss
vom Lauf und der Masse der Sonne und des Moudes. Nach La-
place’s Bestimmungen befindet sich das Meer im Gleichgewicht,
cine Ueberschwemmung des Festlandes ist daher nicht zu besorgen.

Die Ueberschrift der 12. Abbandlung ,,Gleichgewicht und
Bewegung* erregte wns Zweifel, ob iiber diesen Gegenstand
ein fir Dilettauten deutlicher und umterhaltender Vortrag gehal-
tem werden kinne; der geniale Verfasser hat aberbeide Schwie-
rigkeitem berwunden. Er erklirt zuniichist die Kraft, welche
wir nur dureh ihre Wirkung erkenmen, so wie diese auch ibre
Grisse bestimmt. Indem die Wirkung einer bestimmten Kraft als
Einbeit angenommen wird, kann man jede andere Kraft durch eine
Zahl ausdriicken und so die Betrachtong der Krifte sum Ge
stand der Mathematik machen. Bei dieser Gelegenheit schildert
der Verfasser die Krat der neuern Mathematik und zeigt dem

¢
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grosserr, durch Decartes herbeigefibrten, Fortschritt von der
altern zur neuern um so deutlicher, gis er ein passendes Beissiel
anfiibrt wnd bespricht. Er deutet an, wie die Aufsuchung der,
jeder Frage angemessenen, wmathematischen Uperation zar Ent-
deckung der Analyse des Unendlichen durch Newton und
Leibnitz gefibrt hat und wie in der neusten Zeit ein besonde-
rer Zweig der Mathematik, der mathematische Calcil ent-
standen ist. Nach diesen und mehrern andern nicht unmittelbar
zur Sache gehirenden Betrachtungen kehrt der Verfasser zar
Mechanik zurtick und erklirt die-Masse, die bewegende Kraft
und das Gleichgewicht. - P

Archimedes ging vom Gleichgewicht der gleicharmigen
Wage aus, Galilei und seine Nachfolger vom Parallelogramm
der Kriifte, Johann Bernoulli figte diesem den Grandsatz der
virtuellen Geschwindigkeiten hinzu, dessen Wabhrheit Lairan dge
aul einfache Weise bewiesen hat. Dieser Grundsatz hat dem
grissten Nutzen fiir die Vervollkommpung der Lehre vom Gleich-
gewicht — der Statik. Einiﬁe hervorragende Siitze dieser Lehre
werden angefiihrt, namentlich der Schwerpunkt und die Figuren
der Korper, z. B. die Figur der Erde und die Anziechung einer
Kugel auf Punkte, welche inner- oder ausserhalb derselben lie-
gen. Findet kein Gleichgewicht unter den auf einen Korper ein-
wirkenden Kriften statt, so wird dieser, wenn er rubt, sich zu
bewegen anfangen und weon er sich bereits bewegt, seine Ge-
schwindigkeit, oder Richtung oder beide zugleich indern. Durch
d'Alembert’'s Grundsatz, wounach die Kriifte, welche die verlo-
renen oder gewonnenen Bewegungen der einzelnen Massentheile
irgend eines Systems zu erzeugeu fahig sind, unter einander im
-Gleichgewicht stehen, werden die Aul’gsben der Lehre von der
Bewegung — der Dynamik — auf die Statik’ zuriickgefihrt. Spe-
ciell teaprocben und durch interessante Beispiele erlintert wird
das Gesetx der Bewegung des Schwerpunktes, das Gesetz der
Winkelflichen und das Gesetz der lebendigen Kraft. Das letztere
gibt dem Verfasser Gelegenheit, des perpetuum mobile zn
erwihnen und die Fruchtlosigkeit, dasselbe zu suchen, aus ein-
ander_zu setzen. Die Aufgabe der Mechanik ist erfillt, wenn sie
jede Frage hiusichtlich des Gleichgewichts und der Beweguung in
eine bestimmte Forderung verwandelt hat, welche der mathema-
tische Calcill erfiillen muss. So weit es diesem nach seinen neu-
sten Fortschritten miglich ist, erfillt er seine Aufgabe, die- Me-
chanik aber bat die i{rige ganz erfiillt.

Die 10. Abhandlung ist dberschrieben: Ueber Wahrschein-
lichkeits-Rechnung. Es wird suniichst gezeigt, was man fiir ge -
wiss oder fir wahrscheinlich zu halten habe; im gemeinen

* Leben wird beides bisweilen mit einander verwechselt. Die ganze
Theorie der Wahracheinlichkeiten berubt auf dem sogenanntem
Zufalle; an einem Belspiele wird erliutert., welchen Sion man
mit diesem Worte verbindet. Man bat Mittel gesucht, die soge-
nannten Zulllle im Allgemeinen zu beurthem. Jacob Ber-
noulli brach in seinem 1713 herausgegebenen Werke ,,ars con-
jectandic die Bahn, Laplace hat in seinem grossen Werke die
vielfliltigen spiitern Untersuchungen der Mathematiker vor Augen

gelegt.
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Ein Wiirfel dient. dem Verfasser als Beispiel, um das
Mass der Wahrscheinlichkeiten zu erlintern und zu zeigen, wie
man aus der Beobachtung auf die Beschaffenheit der Ursache
schliessen kann. Ein anderes Beispiel dient dazu zu zeigen, wie
man die Wahrscheinlichkeit eines Ereignis.es bestimmt ange-
ben und von dieser_ Angabe -Anwendung machen kann. Mit der
Anzahl der zu Grunde gelegten Beobachtungen nimmt das be-
stimmte Mass der Wabrscheinlichkeit an. Richtigkeit. zu und zu-
fetzt wird der wahrscheinliche Fehler.so klein, dass das heraus-
gebrachte Verhaltniss nicht mebr merklich von der Wahrheit
abweicht. Dagegen wird durch Beispiele gezeigt, wie man filsch-
lich ein Ereigniss fiir wahescheinlich balten koonte, weil die za
Grande liegenden Beobachtungen nicht richtig angestellt waren.

Durch die astronomischen Beobachtungen erhiilt man nie
den wahren, sondem nur den wahrscheinlichen Werth und dieje-
nige Bestimmung desselben - Gegenstandes ist die beste, deren
wahrscheinlicher Fehler am kleinsten, déren Wahrschein-
lichkeit also am grissten ist. Die Wahrschei lichkeits: Rech-
sung hat gelehrt, mittelst beliebig vieler Beobachtungen eines
Himmelskirpers seine beste Bahn zu bestimmen, vorher: hing
diess von der Geschicklichkeit des Rechners ab. Dieselbe Rech-
nung lebrt die Uusicherheit des gewonnenen Resultats kennen
und diese dient theils dazu, unter verschiedenen Resultaten das
beste auszuwiblen, theils. zu beurtheilen, wie weit man dem Re-
sultate vertrauen diirfe. Die Anwendung der Wahrscheinlichkeits-
Rechnung auf die astronomischen Beobachtungen hat anch An-
grife erlitten, welche der Verfasser mit gewichtigen Grinden
wriickweist, so wie er auch den Grund. angibt, warum er diese
Betrachtungen vicht aut andere Wissenschalten angewandt hat. -

Die letzte Abbandlung, welche wir zu besprechen haben,
ist die 9., jhr Titel ist: Ueber denMagnetismus der Erde.

. Diese Abhandlung ist die einzige, deren Thatsachen ohne
Beitrige des Verfassers sind;, wie er selbst am Eingange erwiihnt.
Die Anzichungskraft und Polaritit der magnetischen K-
er, die magnetische Abweichung oder Declination und die

eigung oder Inclination, wie auch déer magnetische Meri-
dian werden erklirt. Die Declination hat Columbus, die In-
clination Robert Norman entdeckt," beide sind Wirkungen der
magnetischen Kraft der Erde. Beide Erscheinungen sind an
verschiedenen Orten der Erde, sowohl wihrend eines Tages als
wihrend grisserer Zeitrijume, verschieden. Diese Verschieden-
beit kaun zur Auffindung der geographischen Linge auf dem
Meere dierien, wesshalb Edmund Halley bereits 1700 eine
Karte fir die Abweichungen, Wilcke 1768 ‘eine ahnliche fiir die
Neigungen an den einzelnen Punkten auf dem Meerc entwarf.

Zur Richtung der magnetischen Kraft kommt noch ihre
Stirke oder Intensitit, welche zuerst Humboldt an vielen
Punkten der Erde bestimmt hat. Mehrere namentlich aufgefihrte
Reisenden haben gpiiter derartige Untersuchungen angestelit.-
Auch die Intemsitiit hat an einzelnen Punkten der Erde verschie-
ge:le Werthe, welche man wittelst Karten anschaulich gemacht
at.
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Nur -in Bezug auf die Declination hat man bis jetzt die tig-
liche Verlindorung des magnetischen Zustandes der Erde uater-
sucht, dieselbe ist von 8 Ubhr Morgens bis 1 Uhr Mittags am

ssten im April, etwa 15, am kleinsten im December. Diese
esultate verdankt die Wissenschaft Gausrs, welcher einen eige-
- men Apparat zu diesem Behuf construirt hat. Ausser diesen re-
elmissigen Veritinderungen treten andere plitrlich, und zwar an
sen verachiedenaten Orten dee Erde gleichzeitig, ein. Diese zu
erforschen; hatte Humboldt hereits 1806 und 1807 gleichzeitige
Beobachtungen an verschiedenen Orten veranlasst, die Zeitum-
stinde brachten diese in’s Stocken. Arago fand durch #holiche
Beobachtungen unter anderm einen Einfluss der Nordlicliter auf
die Magnetnadel und zwar 'einen gleichzeitigen in Paris und Casan.
Humboldt rief von 1828— 1830 aufs neue gleichzeitige Beobach-
tungen an 6 Orten ins Leben, allein an Genauigkeit wurden die
bisherigen Beobachtungen bei weitem durch diejenigen tibertroffen,
welche von 1836 au Gauss an verschiedenen Orten mittelst des
bereits erwihnten Apparates herbeiftihrte. Die Gleichzeitig-
keit dieser Verdnderungen ist nun durch unzihlige Beobachtun-
en, welche an den verschiedensten Orten scharf angestelit wor-
gen sind, bestatigt.

Wie man sich die Wirksamkeit der magnetischen Kraft in
einer Nadel zu denken, damit jedes Tlreilchen der letstern wie-
der einen besondern Magneten bilde und diese ‘Kraft durch Kuast
bervorgerufen werde, wird ausfihrlich besprochen. Wir erfahren,
dass die. magnetis¢he Kraft wie die Schwere dem Quadrat der
Entfernung umgekehrt proportional sei; diess haben €oulomb,
Hansteen und hesonders vollstindig Gauss durch Versunche
dargethan. Hieraus folgt die Wirkung eines magnetischen Kir-
pers und sein sogenannter freier Magnetismus. Dieden wird
man schwerlich jemals auf geradem Wege durch Rechuung an
jedem Punkte der Erde kennen lernen, die Erscheinungen, unter-
stiitzt dorch dus Gesetz, miissen uns dahin fiibren.

In_der Astronomie suchte man, ehe .mao die Erklirung
einer Erscheinung gehen konnte, ihren Grund zu errathen. Co-
ernicus, Kepler und Newton folgen auf einander, dieser
erkliirte die Bewegung der Himmelskiirper. Eben so dachten sich
Euler und Tobias Mayer, zur Erklirung der magnetischen
Erscheinungen, einen in der Erde befindlichen Magneten. Han-
steen nabm, nachdem die Erscheinungen vervielfiltigt waren,
deren zwei an. Gauss verlisst alle Annahmen und bestimmt
die unzweideutigen Bedingungen, denen das Hervortreten der
magnetischen Kraft auf der Oberflliche der Erde durch ihr Geseta
selbst unterworfen ist. Diese Erklirung oder, astronomisch zu
aprechen, diese Elemente gelten nur fiir eine bestimmte Zeit,
auss selbst hat siec mit 103 beobachteten Declinationen, 102 In-
clinationen und- 95 Inteusititen verglichen, Erman hat auf zwei
., Karten derartige Vergleichungen in Bezug auf Declination darge-
stellt. Am luss der Abbandlung werden die vielfachen ‘66.
tetsuchungen, welche Gauss io Gemeinschaft mit Wilhelm
Weber iber den Magnetismus angestellt hat, besprochen.
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Hierniit ist ‘meine Aufgabe, den Iohalt dieses Werkes in
Ausziigen anzudeuten, beendet; solite diese Darstellung dazu die-
uen, dem trefllichen Werke manchen Leser zuzuwenden, so wiirde
ich mich vollkommen belohnt fihlen. Die Erinnerung an den ge-
vialen Verfasser wird dadurch in jedem Leser erweckt und rege
erhalten werden. :

’

Démonstration des formules de Mr.
Gauss dans la Trigenométrie sphé-
" rique. '
Par
Monsiear F. Arndt,
‘Dogteur en Philosophie & Stralsund.

.

s

On sait, que les relations entre les six parties d'un triangle
sphérique, connues sous le nom de celles de Mr. Gauss, ont été
déduites fréquemment des analogies de Néper; mais celles-ci
Ksultant de celles-13 par une simple division, il est, ce me
semble, plus naturel, de démontrer les formules de Mr. Gauss
uns avoir recours aux analogies de Néper. 1l eat vrai quelques
wteurs ont donné des démonstrations directes de ces formules;
mis toutes ces démonstrations n’étant pas assez courtes pour un
objet si élémentaire, j'ai jugé utile de donner ici la mienue.

En désignant les trois cdétés du triangle sphérique par a, b,
¢; les angles opposés resp. par 4, B, C, la formule connue
cosa=cosh cosc 4 sindsinccosd donne !

cosa= cos(b—c) —2sinbsinc sin ": A2,
cosa =cos (0} 0) 4 2sinb sinc cos -; M.

Ajoutez. d'upe part chaquevmembre de ces équations & I'unité, et
le soustrayez d’autre de celle-ci, faisant usage des formules

L
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L] v

2cos %—a’: 14 cosa, 2sin %— a?=1 —’c;ua s
vous aurez

[l]....cos.;-lz- at = con;lz— b — c)’—sinbsincsin%—d’ ,

{3].... cos% a? = cos ;—(b-l—c)’ + sinbsinccos;— A3,

[4]..... cos !2 a® = sin ;(b +¢)? —sinbsinccos % A
Au moyen de I'équation cosd=-—cosBcosC {sinBsinCcosa, ou
bien des équations précédentes, en changemt les quantités a, b,

¢, 4 en les suppléments 1800—A, 180°—B, 180°—C, 180°—a, on
trouvera les quatre snivantes: ~

[2'].... cog%- A3 =sin -;— (B—-0C)*+ sinB;in Ccos z:- a®,

[3]....sing A*=cos § (B+C)® + sinBainCin 3 a*,

[4]... °°‘;— A*=sin ‘;'(B + C)’—-l'lnB sin Csin %— at.

C'est par une simrle combinaison de ces huit équations qu'on ‘
obﬁenr les quatre formunles de Mr. Gauss, savoir

1 la premiére:
cos;Acos-i(b—c):;};cos%—a&in:}(ﬁ-}-(b
par[1].cos ‘21- A3— [4'] cos .::-a’, .
la seconde: ,
! Asin )} b— )= sin) asiv (B
cos 5 4s n“( —c)—ismgfw ﬂg( —)
par[2]. cos -21— A%—[2/] sin ;—a’,
. " la troisiéme: '
sin Q—Acosg b+c¢) ='j;cos;—acos%(3+ (52
par[3]. sin %— A2—[3] cos%- o,

AN
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la quatriéme :

'oin%, Aain%—(b +¢) =j;s,in;}acos%— (B-C) .

par{[4].sin -‘12- A2 —[1']sin ;— a?,

En [faisant le calcul prenez ;—siqA au lieu de sin %A cos %— A,

o1 ) 1 1 .
de méme g sina au lieu de singyacosya, remarquez ensuite
quon a toujours P'équation sind sine sinA? = sin BsinCsina®, qui
résulte immédiatement par la multiplication de ces formules con-
oues: sinasin B—sinAsinb, sinasinC—=—sinAsinc.

Quant aux doubles signes dans les équations ci- dessus, pour
lever le doute, je fais remarquer qu'on suppose ici un triarﬁ)l‘f
sphérique dont tous les cétés et les angles n’excédent pas 180°.

Cela posé, d’abord il est clair qu'il faut prendre le signe su-
périeur dans la premiére et quatritme équation, tous les sinus
et cosinns étant positifs; mais ce qui concerne les deux autres,
pour démontrer que le signe +a également lieu, voici une mé-
thode pour y parvenir. :

Ensubstituant dans les équations cosb=cosccosa+sincsinacos B,
cosc=cosacosb ¢ sinasinbcos C, la valeur cosbcosc + sinbsinc cos A
i la place de cosa et faisant les réductions nécessaires, on ob-
tiendra lés équations suivantes: ‘

cosb sinc = sinb coee cos 4 + sina cos B,

cosc sind = sinc cosd p?sA + sinacosC;
desquelles on deduit sin(bk¢) (1T cos.d)=sinu(cosC-+ cosB), ou
1) sin(b 4 c)sin ;— A"=sina cos-;— (B+C)cos %-(Bé- 0,
2) 'sin(b—c) cos %A‘ = sina ain;- (B + C) sin %—(B—C) .
Maintenan; la-premiére équation de Gm;u étant
e cos%—Acos;— (b—c):co's%asin% (B+0),

supposons qu'on premne. le signe inférieur dans la seconde, de '
maniére qu'on ait

cos %Asin % (b—c)=—sin % “Si"‘} (B-0),

la maltiplication de ees deux équations donnerait
Theil X1 11

’
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. )

sin (b—c)cos % A’=—slna sin -‘lz (B+4C)sin % (B—"C) ,

ce qui ne saccorde pas avec la formule 2). De méme o'il fallait
prendre le s ne inférieur dans la troisiéme équation, la multipli-
catnon de celle-ci par la qua(tiéme donnerait

sin(b+¢) sin 3 A%=—sgina cos —2- (B+4C)cos ;— (B-C), . ‘

contre la formule 1). ‘

. Voila done gnéralement démontré Ju ‘il fant prendre le signe |
supérieur dans toutes les quatre form de Gauss, dés qu'on
suppose qu'aucun cdté et qu'aucun angle n’est plus grand que 180°.

Stralsund le 19. mai 1849.

). 411 A

Ein Wort fiir die Romershausen’schen
Messinstrumente den Herren Barfuss
und Schaeitler gegentiber.

Von dem

Herrn Dr. August Wiegand,
Oberlehrer an der Realschule zu Halle.

-

In den Schriften: ,,Handbuch der hGhern und niedern
Messkunde etc.'* von Dr. Barfuss, Weimar 1847. und ,,Die
, Instrumente und Werkzeuge der hGhern und niederen
' Messkunst etc. von Schueitler, Leipzig 1848. sind auch die
Romershausen’schen Messinstrumente theilwense einer Beurthei-
lung unterworfen worden, und zwar wird derselben in beiden
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Sclriften sur wit Geringschiitzung und einér gewissen Wegwer-
fimg gedacht. Keineswegs deshalb nun, weil ich in meiner Schrift .
wDer geoditische Messapparat und sein Gebrauch“ 2.
Auflage. Halle. 1848. jene Instrumente alg zweckmiissig und vortheil-
baft aufgefiibrt habe und durch die Urtheile genannter Herren meine
Actorebre verletst glaubte, sondern lediglich aus dem Grunde,
weil ich die Romershausen’schen Instrumente durch Hingeren-um-
ausgesetzten Gebrauch binlénglich z4 erproben Gelegenheit hatte,

sehme ich. Veranlassung
Urtheil jener Herren das

das unbegriindete und iibereilte

en
&:Et zu.ergreifen. Hiren wir zuniichst
die Herren dber das Spiegeldiopter.  Der besseren V

leichung

wegen setze ich die Urtheile beider gleich neben einander:

Schoeitler sagt S. 56.:

nDie Idee zu diesem Instru-
mente ist sehr einfach und nicht
nea, da im ‘Grunde das Fallon-
sche Spiegellineal, ein zu dem
beschriokten Gebrauche viel zu
theures Instrument, dasselbe ist.

_Bei a und b (Fig. 65.) be:
foden sich Dioptern, von denen
jedes durch zw ei messingene
Stifte gebildet wird, die eine
schmale Spalte zwischen sich
lasgen. Die Spalte des Objec-
tivdiopters & 1ist jedoch -etwas
breiter als die des Oculardiop-
fers @, damit man noch deutlich
enug einen Fluchtstab durch
ieselbe sehen kann. Gegen die
Visitfinie ab ist nun der ebne
Spiegel ed unter 45° .Neig nﬁ
gestejit und wenn daher ein Strah
ma so daraaf filit, dass er mit der
Visidinie ab einen rechten Win-
kel macht, so_ wird er in der
Richtung dieser Linie reflektirt
und gebt folglich durch das Oku-
lardiopter a. :

Hieraus ergiebt sich der Ge-
auch des Jnstrumentes leicht.
Die ganze Vorrichtung ist in
tioem viereckigen prisma-
tischen Gebiuse von 4" Lin.
ge, das an der Seite entspre-
chende Ausuchaitte bhat und worin
vsoch eine &holiche zum
Abstecken von Winkelo von 45°
befindet. -

B;rfuss sagt S. 159.:

Der Gedanke zu diesem Instru-
mente ist Husserst einfach und
keineswegs neu, denn das Fal-
lon’sche ~Spiegellineal ist im
Gronde dasselbe Werkzeug.

Bei a und b S’l’al’. V. Fig. 10)
befinden sich Dioptern, von de-
nen jedes, dureh zwei messin-
gene Stifte gebildet wird, die
eine schmale Spalte zwischen
sich lassen. Die Spalte des Ob-
jectivdiopters b ist jedoch etwas
reiter als die des Okulardiop-
ters a, damit man voch mit ge-
horiger Helligkeit einen Abstecke-
stab durch dieselhe sehen kann.
Gegen die Visirlidie ab ist nun
der ebene Spiegel cd unter 45°
Neigung gestellt und wenn da-
her ein Strahl mn so darauf fillt,
dass er mit der Visirlivie ab ei-
nen rechten Winkel macht, so
wird er in der Richtung dieser
Linie reflektirt und geht folglich
durch das Okulardioper a.

Hieraus ergiebt sicht der Ge-
brauch des trumentes leicht
etc. Die ganze Vorrichtung ist.
in einem viereckigen prisma-
tischen Geh&use von 4 Par.
Zoll Linge angeordnet, worin
zugleich sich noch eine dhuliche
befindet, 'mit der man Winkel
von 45° abstecken kann.
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Ohne mich weiter auf eine Untersuchoug einzulassen, ob Herr
Schneitler von Herrn Barfuss oder ob beide von einem drit-
ten wirtlich abgeschriehen haben; will ich nur so viel sagen, dass
weder die Beschreibung noch die beigefiigte Zeichnung die ge-
ringste Aechulichkeit mit dem Romershausen’schen Spiegeldiopter
haben, dass somit beide Herren das betreflende Instrument micht
eimnal gesehen, geschweige denn gepriift haben und beide also
urtheilen, wie der Blinde von der Farbe. :

Das Romershausensche Spiegeldiopter®) hat mit dem
Fallon’schen Spiegellineal nicht die geringste Aehn-_
lichkeit — seine Diopter sind weder durch messingene
Stifte gebildet, noch ist dasselbe ini einem vierecki-
gen Gehiduse eingeschlossen. Es hat dagegen dic beque:-
mere Form eines kleinen Taschenfernrohres, dessen QOcular
zwei parallele Durchsichten enthiilt, welche mit einer auf das
Objectivglas gelitzten oder durch ein feines Haar gebildeten Rich-
tungslinie correspondiren. Im Innern des Rohrs befinden sich
zwel feine, fiir die Winkel von 90" und 43° unwandelbar recti-
ficirte Metallspiegel. Didse Einrichtung gewihrt vor allen
anderen Ghnlichen Instrumenten, wegen einfacher Brechung des
Lichtstrahls. mehr Klarheit, Sicherheit und Leichtigkeit im Visi-
ren aus freier Hand; sie gestattet die bei praktischen Messungen
so iberaus niitzliche Construction des rechtwinklig-gleichschenkli-
gen Dreiecks auf eine schnelle und leichte Weise und in Folge
dessen nicht allein Horizontal-, sondern auch Hohenmessungen,
sie macht die sofortige Bestimmung der Entfernunﬁ unzuginglicher
Punkte bei coupirtem Terrain maglich und giebt die Factoren zur
Flichenberechnung unmittelbar auf dem Felde.

Hieraus ergiebt sich nun von selbst, dass der von obigen
Herren empfohlene, mir durch langeren Gebranch iibrigens eben-
falls vollkommen bekannte, alte Adamsche Winkelspiegel
nicht die Hilfte der Leistungen des Romershausen’schen Spiegel-
diopters [iir sich in Anspruch nehmen karn — abgesehen davon,
dass seine doppelte Spiegelung und wandelhare Rektification we-
nig_Klarheit und Sicherheit im Visiren gestattet. Hr, Barfuss
hofft zwar die beim Spiegeldiopter angegebenen Vortheile auch
auf den Winkelspiegel Gibertragen zu kinnen und will zu dem Ende
entweder zwei dergleichen Instrumente fiir die verschiedenen Win-
kelgrissen vorrichten oder vier Spiegel in einem Kasten anbrin-
gen. Letzteres miochte aber wohl schwer ausfihrbar sein und das
complicirte Instrament sehr vertheuern, ohne dass es zugleich die
Bequemlichkeit und Sicherheit des' kleinen und billigen Spiegel-
diopters erlangte. :

Nicht besser wie mit den Beurtheilungen des Spiegeldiopters
sieht es wit des Herrn Schneitler Urtheile iiber den Romers-
hausen’schen ‘Liingenmesser (Diastimeter) aus, und ich glaube
auch'. hier dreist behaupten zu kinnen, dass der genaunte Herr
dieses Instrument ehenfalls nie gesehen, geschweige denn geprift

)] Romershausens Spiegeldiopter und Lingenmesser etc. Halle, 1845.

-
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bat. Es liesse sich wenigstens dann gar nicht hegreifen, wie der-
selbe jenes Instrument mit dem, nach gavz andern Grundsiitzep
wnd auf ganz verschiedene Weise construirten, uralten Pantome-
trum Paceccianum zusammenstellen kaon. Wunderlicher Weise
stitst er sich bierbei auf ein im Jahre 1819 von Schulz-Mon-
tanus abgegebenes Urtheil, wonach dieses unter allen Distanz-
messern der zweckmiissigste ‘'und brauchbarste sein soll, indem
es auf 10000’ nur einen Febler von 4, der ganzen Linge zulasse.
Er figt mit einer gewissen vornehmen Verachtung noch hinzu:
nAbermals ein Beweis, was von allen solchen geometriechen Wun-
derwerken, an die ein Newton, Tob. Mayer, Hadley, Rams-
den etc. nie gedacht (?) bei Messungen, wo es auf mebr als
ungefihre Weitenbestimmungen ankémmt, zu halten ist.

Hierzu nur ein paar Bemerkungen. Schulz-Montanus konnte
natinlich das jetzige Diagtimeter des Dr. R. nieht kennen und
exs ist. desbalL licherlich, wenn sich Herr Schneitler auf das
Urtheil desselben beruft; noch auffallender ist es aber, wenn er
Nichts ancrkenunen will, woran nicht schon jeve alteren berithm-
ten Mathematiker gedacht habien. Er verneint dadurch jeden i,
lichen ‘Fortschritt und setzt sich mit sich selbst in Widerspruch,
indem seine Schrift doch den jetzigen vervollkommneten Stand-
ponkt eimmtlicher Messapparate darstellen soll. Er hatte daher
diesen schwierigen fiir Civil - Militairmessung wichtigen Distanz-
messungen "eine besondere Aufmerksamkeit widmen und sich kein
absprechendes Urtheil dariiber erlauben solien, ohne sich vorher
petsl‘"inlich mit den neueren Iustrumenten dieser Art bekannt zu
machen. .

Die Messung mit dem Romershausen’schen Diastimeter
gielt bei genauer und richtiger Behandlung in gehiriger Sehweite
der unnittelbaren Kettenmessung nichts nach und iibertrifft die-
selbe an Genauigkeit bei coupirtem Terrain. Es gewiibrt diese
Vortheile durch das ihm zu Grunde liegende eigenthiimliche Prin-
zip, wornach.es bei constanter Tangente des parallaktischen Win-
kels nur den Radius idndert und deshalb auch bei Messungen
sehr kleiner Winkel nach meinen sorgfiltigsten Priifungen dem
kostharsten Theodoliten nichts nachgiebt. Eine lingere Einiibung
erfordert dies Instrument allerdings; das kann aber doch wahr-
lich! kein Vorwurf fiir dasselbe sein, sonst wiire auch das Ur.
theil eines ungeiibten Schiitzen gerechtfertigt, dass eine Biichse -
nichts tauge, weil er nichts damit trefle.. -

Herr Dr. Barfuss scheint vom Romershausen’schen Di-
astimeter gar nichts gehdrt zu haben, deon er erwihnt nur den
praktisch villig unbrauchbarén Reichenbach’schen Distanzmes-
ser. Ehen so wenig scheint ihm, sowie anch Herrn Schneitler,
das nicht minder interessante und zar Messung grisserer Entfer-
oungen bestimmte Militairfernrohr*) bekannt zu sein. Schon
heim ersten Gebrauche dieses Instruments iiberraschte mich die
Genauigkeit der damit erlangten Resultate so ungemein, dass mir

*) Romersbausen’s Militairfernrohr etc, Halle 1848,
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die aligemeinste Anerkennung desselben unsweifelhaft schien und
meine Vermuthung wurde auch bestitigt . suntichst durch das
Urtbeil des Konigl. Preues. Premierlieutenant Hellmuth*) sowie
durch die zu meiner Kenntniss gekommenen Urtheile der vierten
preussischen Artilleriebrigade und eines wérttembergischen Inge-
nieurofficiers **). .

, Ebenso unbekannt wie das vorige Instrument sind den Her-

ren Schneitler und Barfuss das Romershausen’sche Spie-
gelniveau und das Reductionsniveau. Was das erstere betrifft,
80 habe ich damit ein Nivellement vom Geistthore in Halle lings
der Magdeburger Chaussee und von da aus links seitwirts nach
dem' Bade Wittekind unternommen und dasselbe mit einem sehr
fenau gearbeiteten Nivellirinstrumente mit Fernrohr wiederholt.
ch babe mich da iiberzeugt, dasa der Gebrauch von jenem die-
sem nicht nur nichts nachgiebt, sondern namentlich wegen hedeu-
tenderer Abkiirzung der Arbeit einen grossea Vortheil voraus hat.
Seine vorziigliche Brauchbarkeit diirfte auch wobl aus der That-
sache hervorleuchten, dass die Nivellements der Prinz Wilhelms-
. Babn vorzugsweise damit ausgefiibrt worden sind. Mit dem Re-
ductionsniveau habe ich eigene Messungen zar Zeit noth nicht
unternommen und enthalte mich deshalb jeden Urtheils, mnss
aber hinzufiigen, dass ich es von den mit der. Separation in der
ungemein coupirten Wettiner und Lobejiiner Gegend beschiftigt
gewesenen Feldmessern habe ganz vorziiglich rilhmen horen.

Maochten diese Mittheilungen die Folge haben, dass den
Romershaushausen’schen Instrumenten die allseitige, verdiente An-
erkennung zu Theil wirde. )

In Bezug auf das sonst so treflliclie Werk des Herrn Schneit-
ler kinnen wir schliesslich den Wunsch nicht unterdriicken, dass
der Herr Verfasser bei einer neuen Auflage auch den neuveren
Instrumenten eine gerechte und aus eigener Priifung hervorgegan-

ene Wﬁrdiﬁung'zu Theil werden und nicht nur dem Alten und

ekannten allein das Wort reden mige.

*) Die Distanz-Messungen der Artillerie u. s. w. mit Hilfe des Ro-
mers hansen’schen “Lingenmessers. Von O. Hellmnuth, Premier
Lieutenant im Prenss. 27. Inf.-Regiment. .

#*) So eben erfahre ich durch den hiesigen Mechanikus Herrn Ju-
lius Schmidt, dass in Folge zahlreither Bestollungen, eine Mcnge
Militair- Fernrohre pach Schleswig-Holstein abgehen.  *
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X1IV.
Vom Maximum und Minimum, dem
cine oder wzwei Gerade unterweorfen
sind, welche von 1 oder 2 gegebenen
.Punkten an einen gesuchten, ia  ef-
mer Curve gelegenen, Punkt gehen,
Punkte und Curve in derselben Ebene
gedacht. :

Von

Herra Brenner,
o Lehrer sa Tuttliogen im Kaiaigreich Wirtemberg.

Sind die Coordinaten der Curve durch 2 und y, und die des
gegebenen Punktes durch a und 6 dargestelit, so ist fiir den
ersten Fall fragliche Linie

u=V =T 6%,

und ma;l .hat als Bedingung des M.M. . _
_(a—2)+(b—y)dss '
Do (a-—z)’+—(_6%y) =0
woraus folgt : . A

1 by
T Oys a-—z’

—-é; ist die Tuge.nte des Winkels, dn die Normale der Curve

mit dor Abscissenaxe macht. Ebenso ist :\:_——_.ltdie Tangente des Win-

kels, den eine durch die Punkte (a, 5) und (x,‘q) gehende Linie
mit derselhen Axe bildet, woraus folgt, dass die gesuchte Linie
mit der Normale der Curve Zusammenfslit.

Im zwelten Fall seien (Taf. U1. Fig.3.) die beiden Punkte A und B
mit den Coordinaten a und 6, o’ und &, und die Curve CV, wih.
rend <O X die Abscissenaxe darstellt. Ist M der gesuchte Punkt,
uad ziehe ith AMund BM, so ist die Summe dieser beiden-Geraden
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| ]
u=V{a—2P+ =3+ ¥ @ —a2+ O —y*
Die Bedingung des M. M. liefert nun die Gleichung
=2 (b—9)dys d—24 W' —g)dys _,
Vi T l—gp Via—apt gy
woraus folgt . ‘

_1_ =9V @—P o=y + (b —y) ¥ @—aP 1 Oy
%9~ (a'—2) ¥V (@—2)"+6—9)* + (@ —2) ¥ (a—2) + —y)*

Theilen wir nun den Winkel AMB durch LM i gwei gleiche
Theile uad untersuchen, ob nicht .LM'die Normale der Curve
ist. In diesern Falle miisste identisch sein tg(L[llN):.--—g; » indem
wir MN parallel -OX ziechen. Wir haben aber .

(b—y)a'—2+) (b'—y)a—z)
(a—z)(a'—2)—(b—y)(b'—y)

tg@RLMN)=tg(BMN + AMN)=

Da man aber die Gleichung hat tg2Z (1 — tgZ%)=2tg Z, so
setze man in diese Gleichung Z=LMN und fiir tgLJ}N und

tg2 LMN obigeWerthe, wilirend —x- durch dessen Werth in z,
3}. a, b, o’ und ¥’ ersetzt wird, Macht man noch zur Abkérsung

a—z=A,

al_z=Al’

b —a=B,

b'—z=05B'; so kommt endlich -
AB'+ABr, B'Y BB+ BNV A5} B ,]
ax—s "~ (v a5 s av )

o BN AT B BV FA¥B?
AV 24 B AV AT} BR

eine Gleichung,- von deren Indentitit man sich durch Reduction
bald iiberzeugt. Es folgt hieraus, dass AM und BM mit dg,t
Normale gleiche Winkel machen; und zwar geht die’Normale mit-
ten zwiscﬁen A und B so hindurch, dass der eine Punkt auf der
einen und der andere auf der andern Seite derselben gelassen
wird, weil 2LMN=BMN 4+ AMN.

Will man nun die Aufgabe lisen:

Von einem gegebenen Punkt C an einen gesuchten
in einer Curve gelegenen Punkt dine Gerade zu ziehen,
lie ein M. M. sei, so muss man in die Gleichung

Oys(b—y) +a—a=0
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fir y und dys die aus def Gleichung der Curve gezogenen Werthe
substituiren und die Gleichung in Beziehung auf z auflisen. Oder
kaon man, anf Polarcoordinaten ibergehend, sfatt der Gleichung

a.y,(b—y)-l-a—z:'o
cime andere aufstellen. ' )
" Es.sei (Taf. II. Fig. 4.) .die Curve LM, der ge ebene Punkt.
4,0B die Axe, RM s,er Radius - Vector », Winkel MRB=w,

AN die Normale, sv dass M den gesuchten Punkt darstellt,
so0 ist bekanntlich

wNuR=2,
L] - ‘w_-r_. '
tg ANB =tg (w— NMR)= s
) 14 tgw.

::;lnacll. ist die Gleichung der Normale, die darch den Punkt A
t: .

' — ——

y_b=_'_& (2’—a), wo 2’ und y’ die Coordinaten der

14tgw— .
Normale. :
Mau hat aber fir M y’=rsinw vnd 2'=rcosw, folglich
’ —Q .
D reinw—b—= gr (rcosw — a),
14tgw— :

welche noch mit der Gleichung der Curve zu werbinden ist,
m r und ¢ zu bestimmen.

Will man aber von zwei Punkten an einen in einer Curve gesuch-
ten Pankt zwei Linien ziehen, deren Summe ein M.M. sei, so ist

ig (3 MNB) (Taf.IL. Fig. 4) —tg 2 LMN) (Taf. IL.Fig. 3.).

_ (=) @—2) + (' —y)(a—2z)
(a,‘-fz)(a‘—x)—(b._’)(bf_’): . '» .

or

wibrend tg MNB '_—__” z
ren = .
1+ tgw

Setzt man diése Werthe in die Gleichung
g2 MNB(1—tg3 MNB)=2tg MNB, so hat man
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: . N i
o [ ey ) B
(a-:-.t)(a —x)—(b—y)(b'~y) 'l:——g: _—_ﬂm

wo nur noch z durch rcoaw und y durch rsinew zu ersetzen ist.
Zur Aowendung des Obigen gehen wir auf einige specielle Auf-

gaben iber.
Aufgabe 1.

Voneinem gegebenenPunkte soll ineinen nochge-
suchten Punkt eines Kegelschnittes eine Gerade ge-
-zogen werden, die ein M.M. ist.- .

: g Aufldsung. .
Die aligemeine Gleichung -fiir ﬁiue Art von Curven ist

r= .1'+—£5—°-5’ woraus

pesinw

#={ Fecoswys "4
or esinw
| ¥ =Ttecosss”
Hieraus ergibt sich
. o . o
8T x _ sinw o dadurch wird mach
F et costo’ un urch wird n )
L4-tgeo— ‘
psinw—b(l 4 ecosw)= e;‘:;;bcosw—c(l+cmw)]. ’

Die weiteren 'Entwicklupgen und Reductionen HKefern
3) pe sin w 4 (14ecos w) [asin w— b (e 4 cos )] =0. .

Hat man einen Werth «' gefunden, der disser Gleichung
beinahe gen(gt, so ist der Correctionswerth . :

A pulnw’-l-(l-l-cco;w') [a ein to'—~b (e 4 coneo’)]
" p ecosw’+ (1 +ecosw’) acosw’+bsinew’]|—esinw’ asinw’—b(e + cosw)]

Geht man aber auf ein anderes Coordinatensystem tiber, so dass
die Axe durch den Punkt 4 selbst geht, so wird das neae ¥

gleich Null und jenes a geht iiber in a'=4 g3+ 6% Die Winkel
aber werden von RA angezihit. Setzt man nun ARM=p und

ARB=v', 80 ist w=0+1v' und tgv’:%. wibrend ist

I —
1+ecos(v4v)
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Hieraufl wird ,
\ _B_r -
) tge r .\___.tsv + etg v cos (v 4 v') —e sin(o 4 ) ’
l-l'tgv%r —I-I-eco'l/(v-i'v)-}etgvsm(v-]-o)

Gleichung 1) gnbt somit

. tgo+etgocos(v v')—esin{o+ 07
Mmgecos(ﬂv’)ﬂtsvsiq(vﬂ')
welches nach allen Reductionen gibt

[pmv—-a‘(l:}cc“'(v + 9],

) ’;,—esin e+ o)+ (sinv— e sin )[1 + ¢ cos (v 4 v)] =0.

Ist " ein Werth, der dieser Gleichung beinahe geniigt, vo
bat man den Correctionswerth

,::"" sin (v"+ ') 4 (sin 0"— esin ') [1 + e cos (o + 0)]
; gw’""”"’“‘”’[l"‘mv"}")]—-esh(b" 4079 (;inv"-— e s‘im:’)..

Ist der gegebene Punkt nicht sehr weit von der Curve ent-’
erat, so kann man fir einen ersten Niherungswerth sino—v und
coso=1 setzen, weil o klein ist, und es entwickelt sich dann aus 4)

esinp! (l+ ccogo‘—-e‘) .
econ’(l -l-:l,)-l- e+ e2siny’

Fir éinen Punkt, der in der grossen Axe der Curve selbst
liegt, hat man 6=0 und v'=0 und es ergibt sich sowohl aus 3)
als auch aus 4)

=

' sinw(pe.+ a+ aecosw)=0. ¢
Diess liefert die vier Werth»
o w=0, .
w=180°, h

couo:—%.-—%, und wenn der \Weérth w’ der letztern Gleichung
entspricht, -
10==300— w’'.

lst% + %y«‘iuor als + 1 oder — 1, »o gibt es nur awei M. M.
Punkte. ' .
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‘Um zu entscheiden, wie viele MM im Aligemeinen hichstens
- existiren, gehe man zur Bedingung (a—z)+(b— ) Oyz=0 zu-
riick und verbinde sie zuniichst mit der Gleichung fiir die Ellipse

B2a? . .
und Hyperbel y?= B‘;{;T, 8o wird man entwickeln

2A%

oY
[ AAFBWL(ALBY Y . 4%, A%at .
+a] (AL B3 ]I.:Fﬁiﬁzi(A’iB*)’:o’

wodurch hichstens vier Werthe angezeigt werden. Fiir die Para-
bel aber ergibt sich bei Beniitzung ihrer Gleichung y2—=2pz,

y* +2py(p—a')—2p2%=0;

wo a' die vem-Scheitel an geréelmete Abscisse des Punktes 4
ist. ' ' .

Will man aber die Gleichung 3) in Anwemiung bringen, so
“muss man e=1 setzen und hat

p sinw+4(1 4 cosw)asinw —b(1 -l-_cuw)]:O,
welches naeh gehiriger Entwicklung gibt

c«‘;séw[ts % wi+ tg.;w(h:” ) —-%?—]:0.

welches zuerst gibt %w: Wund;- w=270°, Beide Werthe lie-

fern w=180°, wodurch ein unendlich entfernter, folglich gar kein .
Punkt angezeigt wird. Die andere Gleichung

1 .- 1 (Ya-l- B) 26,
Stgsw(—=)—==0
tggwittggw P )
kaol: hichstens drei Werthe liefern, so wie es auch mit

v+ 2py (p— o) —2p26=0

der Fall ist. Demnach bietet die Parabel hiichstens drei M.M.
Punkte dar. - °

Fiir die Grenze, wo beide Gleichungen anfangen, zwei imaginire
Werthe zu liefern, hat man vermige der Cardanischen Kormel

53,,_(21;’1'-2)':0, wenn man bedenkt, dass e +a‘=;p.

Aufgabe 2. : .

Von zweibeliebi§gelegenen Punktenaneinen gesuchten

in der Peripherie eines Kreises liegenden Punkt zwei
Gerade zu ziehen, deren Summe ein M. M. sei.
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Au fl6sun§. ’

‘Esseien (Taf. Il. Fig. 5.) von 4 und B an einen noch gesuchten
Puokt D in der Peripherie eines um C beschriebepen’ Kreises
wwei gerade Linien 4D und BD zu zielien, deren Summe ein
M.M. sei. Bezeichne ich die Coordinaten von 4 mit o, 6 und
die von B mit a', b, die fragliche Summe mit », so wie die
Coordinaten des Punktes D mit z, y, wibrend alle Coordinaten
von C aus gerethnet werden, wo CX die Abs®sgenaxe ist, so
haben wir folgender Bedingung zu geniigen:- ‘

a—ztG—ydy: , d—z+®—ydy: _
Vie—z2+(b—y? " V(@—2)T+ 0 —y)?®

Die Gleichung des Kre'u'ses
r3=23 4 y? liefert_aber

8y;=-—§, und diess substituirt, gibt

yo—2)—b—ps  yW—2)—F-gz_,
Vie—ar 1 C—yr P N@—apt -y

Nehﬁen wir nun fiir einen Augenblick an, CX habe die Lage,
dass sie den Punkt des M.M. in der Peripheric gerade ' treffe,
so0 hat map in diesem Falle y=0 und x=r, folglich -

o0 + b .
V(@240 ¥(@—r)2to®

5) ={.

Es ist nun zweckmiissiger, wenn wir uns an diese Bedingung hal-
ten, anstatt die Gleichung 2) zu beniitzen. Da die Wurzelgrossen,
als absolute Werthe der Linien 4D und BD, nur das positive
Zeichen haben kinnen, so sicht man zundchst, dass einer der
Werthe 6 oder 4’ negativ sein muss, dass demnach der den
MAM. Punkt treffende Halbmesser oder dessen Verlingerung
stets awischen 4 und B auf solche Weise hindurch gehen muss,

dass der eine Punkt auf der einen und der apdere ouf der andern
Seite desselben zu liegen kommt, wie auch diess oben schon.

bemerkt worden.

Obige Relation lisst sich noch einfacher ausdricken, wenn *

man die eine Grisse auf die andere Seite der Gleichung bringt,

quadrirt, reducirt und wieder die Wurzel auszieht. Es ergibt sich

biedurch

¢ - . b _ bl

e = ‘

Um nun die Fille auszuscheiden, in denen das ‘gosiﬁve oder
negative Zeichen zu wiihlen ist, geben wir dieser Gleichung fol-
- gende Form: , <

N
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b=4 %=,

a—r

Haben die beiden Gr3ssen o’ —r vnd a —r das gleiche Zei-
chen, d. h. liegen 4 und B innerhalb” oder beide ausserhalb des
Kreises, so ist, unter der Voraussetzung, dase b positiv ist, das
negative Zeichen za nehmen, weil 4’ negativ sein muss, und da-
durch wird wirklich B) befriedigt. .

Haben hingegen a’—r und a—r verschiedene Zeichen, welches
der Fall ist, wenn der eine Punkt .innerbalb, und der andere
ausserbalb des Kreises liegt und der den M.M. Punkt treffende
Halbmesser selbst (nicht dessen rickwirts gehende Verlangerung)
zwischen 4 und B hindurchgebt, so ist'das positive Zeichen zu
nehmen, damit 6’ negativ wird.

Auch diese B'edingung befriedigt die Gleichung 5). Denn

- .
setzt man b'=b a—y"’ %0 gibt 6)

- fa'—r
b +' . b (a —-r) .
YV (a—r34 63 \/' a' —r\2 24 7a .
(5=5)ia—rrro
Der Nenner im letztern Posten stellt noch immer die absolute

Grisse B dar und damit sie wirklich positiv werde, hat man
die negative Warzel zu nehmen. Dann hat man aber

b : b
V- 468 V(a1

Wenn demnach beide Punkte in_oder beide ausserhalh des
Kreises liegen, so steht die einzige Bedingung fest

=0,

b b =0.

+

a—r a—7r

)

Liegt hingegen der eine Punkt in dem Kreise, der andere aus:
serhalb desselben, so hat man ausser der obigen auch noch fol-
gende Bedingung zu untersuchen:

b o .
a—rl-_ a'—r =0.

7

Um nun den M. M. Puukt in der Peripherie des Kreizes wirk-
lichzu bestimmen, gehen wir wirklich vom urspuiinglichen Coordina-
ten -System mit der Abscissen-Axe CX zu einem andern dber,
dessen Abscisse CX' durch den gesuchten Punkt D'geht. Setzen
wir den Winkel X'CX=w, so wie die secundiiren Abscissen des
Punktes A gleich o, 8 und des Punktes.B gleich o', §', se hat
man fiir diesen Uebergang bekanntlich

.
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a=bsinw+4 acosw,
ﬁ=bmw;a;inw;
o = b'sinw 4 a’cos w, , |

=1U cosw—a’ sine. “

Die Bedingung £ 4+ _F= —0 liofert aber die Gleichung

2sinwcos w(aa’~ blY) -+ (sinwd— cosw)(ab’ 4 lm’); -0
treosw(b +b)—rsinw(a+a) -

oder auch
8) sin 2w (aa’—586') — cos 2w (ad’ + ba’) —0
. +rcosw (b 4 b) —rsinw(ata) |

Die Bedingung ;é—f - .’Fi; =0 aber gibt

rsinw(a’—a) —rcosw (b'~~b) —(ba’ —ad’)=0.
Bringt man diese Gleichuog unter die Form . o ' |

b'— b\ _ ba’ — ab’

v—a)= va—a) aod !ettt

sinw —casw

h—b
a’'—a

=tgu, so hat man hieraus

ba’ — ab’

9) lh(w—p)-—'— m co8s .

Diese Gleichung gibt zwei Werthe fiir . Denn wenn der eine .
« ist, so istder andere =—w’'42u. Die beiden hiedurcl angezeigten -
Punkte sind aber nichts anders, als die Durchschnittspunkte
der die Punkte 4 und B verbindenden Geraden mit dem Kreise.

Denn substituire ich in die Gleichung
rsinw (o'~ a) —rcos w (b'— b) — (ba' — ab’) =0
y sht_t rsinew und x statt rcosw, so geht sie— dber in
y (@' —a) — z (b' - b)— (ba’ — ab’)=0,

welches nichts avders ist, als die Gleichung fiir die Linie, die
durch die Punkte Sa,bz) und (a’, } hindurchgeht. Uebrigens fragt
sichs noch, ob beide Punkte M.M. Punkte sind.
Es lisst sich schon a prieri einsehen, dass nur Ein Maximam
und Ein Minimum existiren kana. Dennoch ist es interessant zu
wissen, wie viele Werthe fiir w die Gleichung 8) liefert. Zu die- .
sem Zwecke setzen wir in der der Gleichung 8) unmittelbar vor-
mgebeuden

1
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. ' X .
smw:%/ und cosw= ot welches gibt

2zy (aa’—bb*) + (y2— 22) (ab’ + ba) + 22 (b+b)—r2y(a + a’) =0.
. Verbindet man diese Gleichung mit der des Kreises -
z2 4 y"'=1-2

und eliminirt eine der Unbekannten, um die andere zu bestimmen,
so wird man hiedurch auf eine Gleichung des vierten Grades gefihrt,
wodurch im Aligemeinen vier Punkte hestimmt werden.

Um die Bedentung der heiden andern nicht zu den M. M.
Punkten gﬁhi‘»rigen Punkte zu erfahren, bedenken wir, dass es
noch zwei Lagen des Radius, wie z. B. CE gibt, in denen AE und
EB nit demselben zwei gleiche Winkel AEC und BEF machen.
Nimnit man hier CF als Abscissenaxe an, so liegen beide Punkte
A und B auf Einer Seite dieser Axe und man hat als Bedingung
fir die Gleichheit der Winkel

b b b b
r—a q‘-—-ro‘lerr—a + =0

Da sich diese Bedingung von 6) in Nichts umterscheidet, so ist
klar, wie bei der angegehenen Coordinaten-Verwandlung auch hier
die Gleichung 8) zim Vorschein kommen muss. Demnach liefert
8) ausset den beiden M. M. Punkten auch noch zwei andere Punkte
mit der Eigenschaft, dass die von 4 und B an sie gezogenen
Geraden mit dem betreffenden Radius gleiche Winkel machen. In
der That befriedigt auch obige Bedingung
a'—r

b=—b a—1’ ~

.
’

wo —— eine negative Grisse ist, die Gleichung 5) nicht. Deno

diese gibt ‘die Griisse
b “'_"_')

a—7r

b
Vie-—nte : \[(-‘:——;')’. [(a—r)® -l- 63 |

" Allein aus dem angegebepen Grunde muss die Wurzel des zwei-
ten Postens negativ genommen werden, und dann hat man eine
Grisse, die nicht =0 ist, nemlich.

2%
) V(a—r2 46
. Wollten wir nun unsere M. M. Punkte auf algebraischem Wege

erhalten, so kinnte diess nur durch Auflisung einer Gleichung des
vierten Grades geschehen, indem man dazu obige zwei Gleiphun-
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ges in x und g benizte. Besser ist es, 8) niherungsweise auf-
zdlisen. st w0’ ein Werth, der dieselbe. beinahe befriedigt, so
ist ein Ngherungswerth -

sin?w‘(aa’—bb’)—c:)s?w'(ab’-i-ba')-l-‘rcosw’tb-l-b’)—rsinw’(a-}-’a’) .
20082w’(@a’—bb") ¥ 2sin2w’(ab’ + ba'y—rsinw’(b+ b)—reosw'(ata’)
Die Gle’i;:hung 8) und deren Niiherungswerth lassen sich verein-

fachen, weon man zu einem neuen Coordinatensystem iibergeht, .

af solche Weise, dass die neue Abscissenaxe den Winkel ACB
halbirt. Denn gesetzt, es sei, fir unsern jetzigen Zweck, CX”

diese Abscissenaxe, so ist X"CX—= 3(4CX + BCX), folglich

ba’ 4 ab’
tg2o= _—_aa'-'-b_b—' s
wenn mas X"CX=v setzt. .
“ if:etzt man nun die neuen Coordinaten gleich 4,B und 4,8
’ A=bsinv+acose,
B=bcosp—asinv;
A'=Vsinv + «'coso,
B'=1{'cosv —a’sine.

Nuon ist A8’ 4 BA’=0, und so bekommen wir statt 8) -und
deren Niherungswerth -~ - ) -

10) 2sinw(44'— BB)+ (B + B) —rtgw(Ad+ 47)=0 und

2sipw(AA'— BB) 4 (B4 By —rigw'(A 4 A’)
r(4'+ A)=2cos w'¥(AA'— BB) ’

wo aber w0 von der Axe CX” an zu rechuen ist.

Ausser der Vereinfachung: bietet die Gleichung.10) noch einen
andern sehr bedeutenden Vortheil dar. Sind nemlich die beiden
Punkte 4 und B so ziemlich gleich oder auch nur sehr weit vom
Kreise entfernt, oder ist der Winkel ACB ziemlich klein, so wird
der das M. M. treflende Radius auch beinahe den -Winkel ACB
in zwei gleiche Theile theilen und fir eine erste Anniherung kann
man dano setzen :

A=cosw™,

sinw’ = tgw'=w', welches gibt

v VBtB)
- YSHATA)-K44—BF)

Ist auf solche Weise der Wiokel w bestimmt, so- wird man habeo

AD= V¥ a®4b3 4 r* —P(acosw + bsinw),

BD=¥ a3 Fr3=2(a’cos w + b’sin w)
Theil XIIL : ' _ '




] 178
Schliesslich bemerken wir noch, dass sich auf die Gleichung
2%y (aa’ — b)) + (2 —a%) (ab’ 4 ba") +122(b + b) —riy(a + a)=0
eine Methode griinden liesse, vorliegende Aufgibe durch Construc-

tion, vermittelst eines Kegelschnittes, aufzulasen.'
An diese Aufgabe bcﬁliesst sich von selbst die folgende an:

Au}‘gcbe 3.

In einem Dreieck einen Punkt zu bestimmen, von dem

. aus drei Gerade in die Spitzen desselben gezogen,

ein Minimum seien. ‘
Auflésun § ’

‘Essei (Taf.11. Fig. 6.).das Dreieck ABC und der gesuchte Punkt

D, so wird AD+ DB+ DC fragl. Minimum sein. Der Punkt D

wird bestimmt sein, wenn ich anch nur zwei der letzten drei Li-

nien kenne. Ich setze

- 4AD=z, BD=y, CD=:;

so wie die Seiten des Dreiecks _
- BC=4a, AC=0b, AB=c. ‘

Soll 4y fir einen belicbigen, aber bestimmten Werth
von z, ein Minimum sein, so kann man sich mit z um C einen
Kreishogen gezogen denken, und dann muss, wie diess schen oben
bewiesen worden, L ADC=.4L BDC sein. Gleicherweise ist
L ADB=LBDC, wenn z +: bei beliehigem Werth von y ein
Minimum sein soll. Hieraus ist klar, dass )

ADC=ADB=BDC=120°, wenn z4y+z ein Min.
Man hat daher . -
y* + 1% —2yzcos 1200=q® oder
1) 9?+:24g:=<at, und ebenso
12) z’+z’+'.‘tz=62, )
13) 22492 tay=ct
Die Summe dieser drei Gleichungen liefert

W) gty b= @B ),

» Nun ist dor Inhalt des Drefecks ADB=1zysin120° oder

\

4A08=ﬁ"-z-"i- Gleicherweise ist
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44DC= ‘r"i‘ und
4BDC= f""i‘ .

Die Somme aber gibt den Flicheniohalt i des ganzen Dreiecks, d. h.

1,“—.':f‘(.’t‘y + 2z 4 yz)=i, woraus
3
5@y + o2 4+y=24/3.i.

Addire ich diess zu 14) gn& ziche die Wurzel aus, so kommt

‘2 +y+ :=v';-(a’+b’+c’) }24 3.1, welches ich = q setse.

Ztelle ich ]l) von 12) ab, so babe ich
53—

—y= » welches gibt:

z’-l-g’-—%y: (9-::3:) » und diess von 13) abgezogen: -

=[50

Wird diese Gleichung anfs Neue mit z-—g_.b. 7
so entwickelt sich '

o =SBV

so wie durch Buchstabenverwecbslung

16 - | __c*—a’ va[bg_ cc_az)]
m o °’“ FWI-GD1
o ST

-9 | 2=* 2«: *\/7[”’—( )]

verbunden ,
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~ Die Waurzelzeichen ergai)en sich durch folgende Betrachtung.
Gesetzt, es sei a die. grisste Seite des Dreiecks, b die mittlere,

c die kleinste, so kann die Wurzel in 15), da wir nur positive

Werthe fiir 2, y und z annehmen diirfen, nur positiv sein. Die

Wurzeln in 15) und 18) sind an sich gleich; allein sie miissen

auch noch gleiche Vorzeichen, d. h. das positive, haben, weil
b3—q?
— > wie sein muss. Dasselbe

" man sonst nicht hitte r—y=

kann auch in Beziebung auf die ibriges Wurzeln gefolgert werden

aus der Verbindung von 16) mit 19) und von 17) mit 20).
Von Interesse ist auch die Beantwortung der Frage, ob es

nicht Fille gebe, wo kein Minimum miglich sei? Diese Unmaglich-

keit ergibt sich fiir imaginire Werthe von x oder y oder z oder
auch voun ¢g. Die Grissen unter den Wurzelzeichen kiunen nitht

negativ werden, bevor sie durch Null gehen. Es wird also z. B.

: er?t anfangen imaginir zu werden, wenn schon vorher gewor-
en ist

02 —a2\2
2 .
C —?zq— =0

’

Es ist aber klar, dass nicht der eine Werth 15) von 2 imaginir

sein kann, wenn es nicht gle'lc;ueitzig ’der andere 16) auch ist. Es
. muss daher auch sein 53— (< ;; )=0. Somit ist auch -die

Waurzel in 18)=0; folglich auch in 17) aemlich

3 —b2\3
“’—( 2¢ ) =0.
Und so sind aFleicbzeiﬁg alle Wurzeln in 16) —20) der Null gleich.
Addirt man alle Gleichungen 15) —20), so hat man

. Az +y+1) =2¢=0. -

Setzen wir nun in g den Inhalt i gleich der bekannten Formel,
8o haben wir ' .

a3 462 + A4V 3V aTb FoaFI—oa—bToN—atbFo) =0.

Setzen wir die Wurzelgriisse auf die andere Seite des Gleichheits-
. 'zelrtgiler:s, quadriren und reduciren, so werden wir auf die Gleichung
gefiihr :

ab 4 0 p5— a202 — a%e? —b2c2=0.n

Lisen wir diese Gieichung nach einander in Beziehung auf a®
02 und ¢? auf, s0 hommt: .

3, ' . '
at=—, (6*—c??, 6’:—-% (a®—cf)?, 1=~ g(b’ —a®%
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welche Gleichungen nicht existiren kiinoen, wenn nicht. ist
b2 —c2=0, a®—c2=0, 62—a?=0; woraus folgt
a=b=c=0 und ebenso z=y=:=0.

Somi$ hat sich alles auf den Punkt zurﬂckgezogen, woraus
folgt, dass im Allgemeinen #o lange ein Minimum existiren wird,
so lange a, & und ¢ noch Werthe haben, d. h. also fir jedes
Dreiec! Dennoch gibt es einen Fall, wo insofern kein Min.
sttt findet, als man keine négativen Werthe fiir 2, y und z zu-
lasst. Bevor jedoch einer dieser Werthe negativ wird, muss er
durch Null gehen, und nehmen wir diess in Beziehung auf z an,
8o haben wir R T

b’;g +V— ;_[c‘_(.b%—q_'.g)’] =0, woraus folgt

c2gt= (6® — a2)2.

Ersetzen wir ¢ und i durch deren Werthe, so k;)tﬁmt .
U—aTP=c a7+ 3+ ¥ 3V 20363 | 2a2c> 1 230 —a'—bo—ch).

Diese Gieichung wird befriedigt durch den Werth-
a3=52+c2 4 bc, und vergleichen wir diess mit
a2=062+4 ¢ — 2bc.cos BAC, so ist

cos BAC=~ yund BAC=120°, .

lo der That, nimmt man an, dass die Dreiecksspitze 4 aul AD
mebr ‘und mebr zariickweicht, so bilden 7, y und z doch stets
msammen das Minimem, bis in D das Dreieck ABC mit DBC
musammenfilit. Weicht A auf der Verlingerung von AD noch
weiter zuriick, 8o wird z negativ und £ BAC> 1200
Daraus folgt, dass fir Dreiecke, die einen- rosseren: Winkel als
120° haben, kein Min. statt findet, in so fern negative Werthe
von z, y und z ausgeschlossen sind,
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XV. ]
Ueber die Aehnlichkeit der Curven
und Korper. C
" Yon
T Herrn Brenner,
-Lehrer zu Tuttlingen im Kdnigreich Wiirtemberg.

A, Polg'gone oder gebrochene Linien sind shnlich, wenn sie
leich viel Seiten und Winkel haben, wenn die in gleicaer Reiben-
golgq liegenden Winkel einauder gleich sind, und die gleiche
Wiunkel - einschliessenden Seiten nach derselben Reihenfolge
elnander proportional sind, Homolog heissen diejenigen Seiten
oder Sticke, z. B. Diagonalen, di¢ die Schenkel der gleichea
Winkel 'sind. Homolog beissen ferper zwei Punkfie, von de-
pen aus man jedes Po ygon in_&hnliche Dreiecke zu theilen im
Stande ist, wofern in jedes Eck ein Strahl gezogen wird. Dem-
vach sind anch digjenigen Ecken der Poly%:,ne oder gebrochenen
Linien homolog, die die Scheitel gleicher Winkel e¢nthalten. Ge-
rade Linien heissen homolog, welche die Verbindung zweier ho-
mologen Punkte vermitteln, und man schreibt ihnen eine homolofe
Lage zu, selbst wenn man sich dieselben unbegrenzt denkt. In
Jetzterm Fall heissen sie auch homologe Axen, welche nichts
anders sind, als eine ununterbrochene Reihenfolge homologer
Puokte. Diejenigen Seiten bomologer Axen nennt man ebenfalls
homolog, auf denen die ihnltchen Theile der Polygone liegeo.
Zieht man von beliebigen homologen Punkten im” Umfang des
Polygons oder in der gebrochenen Linie auf homologe Axen senk-
rechte Linien, so sind nicht nur diese Senkrechten selbst homo-
lgtgn, I‘sonl(’lem sie schneiden von jenen Axen auch homologe

cke ab.

B. Man bezeichne die Seiten zweier lihnlichen » Ecke durch
8,5",8",5".....s% und &, 8", 8" S"..... 8%, wo die mit gleichen
Stellenzeigern versebenen homolog sind, so hat man

- 4
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Moltiplicirt man je die 2 ersten, 3 ersten u. s. w. Gleichungen
mit einander, so hat man '
) S_ s 8§ s

Al Ak e B

7] 4 .
Alle diese Verbiltnisse %—, -87,%- haben demnach eine con-

stante Grisge, die wir gleich ¢ setzen, und dann haben wir

Dasselbe constante Verhéltsiss lisst sich fir alle homologen Li-
nien pachweisen, z. B. auch fiir die oben beriihrten Senkrechten
wad die durch dieselben von homologen Axen abgeschnittenen

C. Da sich pun jede Curve als ein Polygon oder als eine
sebrochene Linie von unendlich vielen unendlich kleinen Seiten
betrachten lisst, so gilt alles oben Gesagte auch von #bnlichen
Curven. Die Curven aber sind in der Regel durch Gleichungen
ﬁegeben, und so liisst sich demnach die Krage stellen: Weleche

edingungen miissen erfiillt sein, damit zwei Curven
ibolich sind? ‘

Nehmen wir swel beliebige Ehnliche Carven an, legen ihre Coordi- .
saten - Axen homolog, und stellen wir die Coordinaten der erstern
durch z, y, die der fetztern durch 2/, ¢, vor, so haben wir, wenn
wir uns in diesen Curvén zwei homologe durch (z, y) und (z, ¥)
gegebene Punkte denken;

. S
f:c und eben so 2=

Ist demnach die Gleichung der einen Curve y=fi(z), der-
wndern y'==g(z"); so ist -

o) o(cx)

—f(_.z:—)' =c oder -7(}—)- =¢.

Diess ist die Bedingung der Aechnlichkeit, usd man sieht, dass

N
L]
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die beideo Funktionen f und w’diuelbe Form baben
miissen, : .

Die Bedingungen aber, die die einzelnen Conflicienten der
Veriinderlichen z und 2’ zu erflillen haben, finden sich, wenn
man in @(z’) die Veriinderliche 2’=cx setzt, die Funktion f{x)
nit ¢ myltiplicirt ynd in der Gleichung T

glex)=cf(x)

die Coeflicienten der gleichen Potenzen von z.einander gleich sett,
z mag mit irgend welchen Vorzeichen versehén sein, oder nicht,
2. B, mit trigonometrischen oder logarithmischen. Nur miissen die
den Vorzeicﬁen voranstehenden Coefficienten, wofern gie sich nicht
unmittelbar vor & setzen, d.h wofern sie sich nicht unter das
Vor;eichen bringen lassen, gleichfalls einander gleich gesetzt
‘werden. . s

In Beziehung auf implicite Funktionen y von z, die durch
eine Gleichung zwischen y und z gegeben sind, ist Folgendes zu
bemerken, immer unter der Voraussetzung, dass von homologen
Axen ausgegangen wird, :

+ Obschon die Auflisung einer solchen Gleichung mehrere Frmk-
tionen .f von x liefert, so Btellt immerhin Eine Gleichung nur Eine
Cutve dar und die verschiedenen Werthe von y repriisentiren nur
verschiedene Zweige der Curve. Sollen nun zwei Gleichungen dyrch-
aus gleich viele und lauter thoWhe Zweige liefern, so kann diess

. nicht anders sein, als wenn beide filr y gleichviele und durchaus
Funktionen von derselben Form (von x) darbieten, und diess fin-’
det nur statt, wenn auch beide Gleichungen durchaes dieselbe
Form haben. Die Aebnlichkeitsbedingungen werden sich hierauf
dadurch finden, dass man in die Gleichung swischen 3’ uad {
durchweg y’ durch und 2’ durch cz ersetzt, und die .
cienten der gleichen Potenzen von = und y einander gleich setat,
m;t welchen soustigen Vorzeichen umY y auch hehaftet sein
mbgen.

Um fir die vorgelegte Form der Gleichungen die miglichst
kleine Anzahl von Bedingungen zu erhalten, wird man vorher
jede Gleichung mit einer miglichst kleinen Anszabl ven Coeffici-
enten <oder Constanten darstellen.

So lisst sich 2. B. die Gleichung

ay"-l- b+ c2®=0 einfacher durch
2+ Az + B2®*=0 ausdriicker.

’

Coefficienten vor logarithmischen und Wurzelgriissen lassen
sich unter das Zeichen bringen.

So lisst sich
alogx® darstellen durch log2™ (oder auch durch Alogz) und

a¥ ﬁ-c;f'— ‘durch VA+BaA.
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Da die Verhilinisszahl ¢ unbestimmt ist, so kann man dieses ¢
vermittelst einer der erhaltenen Gleichungen eliminiren, wodurch
sich die Anzahl der Bedingungsgleichungen auf eine weniger re-
ducirt. Dennoch ist es leicht, ¢ zu bestimmen und dann wird ¢
den lineliren und c2 den quadratisch vergrisserten Zustand der
dn.rcll: die Gleichung zwischen 2’ pnd y' dargestellten Curve be-
zeichnen.

- 1. Bejspiel.
Man habe die Gleichungen
) $?*+ar+4b2?=)0 und ,
9 y2*+ Az’ +Ba2=0, ad ist,‘g‘=cy und z’=cx setzend,
c3y? + Acz + Bc?22=0, und mit ¢? dividirend:
g’f%z-l—Ba':’:'O‘, Die Verglei'clmng mit 1) gibt a=§.

X A
< woraus ¢==— und
. ™" a
b=RB als die einzige -stattfindende Bedingung.

2. Beispiel. '
Man habe
J) y=aVbtead,
. ) y=A4Y F-{-Ea_:”j so ist, weon y'—cy und *'=cz

esetzt wird, so wie die vor dem Wurzelzeichen stehenden Coef-
2cienten unter dasselbe gebracht werdens -

y== Va¥+ddez®
-y=v %‘##A’Ex’; woraus

a2b= ‘%ﬁ. welches gibt c=-‘;~[§; und

~

a%e—= A°E.

3. Beispiel.

1) y=asinbz tecosfr und
2 y'=AsioB2' 4 EcosFz' geben

~
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y=-‘;sinBca:+ g-col Fex uud

LYES

, welches gibt c=—

T
3

% e

=

Die Eliminationen aber liefern:

5]

|

Hai

b=

*
Il
al

Ra
.

4. Beispiel
1) y=a¥ b+ ecosdfr> \
9) y=AN BtEcos®Fz’' liefern
y= ¥ a*+a’ecos’fx;

3
’ = AccB + Ec‘: T €08 Fc.z', folglich

%=A’B,worausc——\/— A

E
ale = Ac,E oderb- B’
B
f= Fe oder FA 7

D. Hat man aber Polarcoordinaten, so nehme man die Axen
mit homologer Lage und als Anfangspunkt homvloge Punkte. Bei
gleichen Winkeln v, die nach den homologen Seiten der Axen
geziihlt werden, sind die beuden Radu vectores r und r' selbst

homolog, und so hat mau %_c, bel demselben v. Die Bedin-
gungen der Aehnlichkeit werden sich daher einfach dadurch erge-
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ben, dass man ¢ durch re ersetzt, die beiden v aber einander
gleich macht, wad im Uebriien ganz wie oben verfihrt, withrend
auch bier dieselben Bemerkungen in Beziehung auf die Vorzei-
chen von v und r'gelten. Dass hiefin auch das Verfabren fur
implicite Funktionen eingeschlossen ist, wird kaum zu erinnern
nithig 'sein, eben so wenig als dass beide Gleichungen zwischen
rund v, ¥ und o' durchaus dieselbe Form haben miissen.

Hat man z. B.

a

T=TPsineo+1 co8gv u
4 g

v= BsinEv + FcosGo'® '

so gehen diese zwei Gleichungen vach obigem Verfahren tiber in

nd

a' ’
re=__ b und
sinep + fb; cosgr
: 4
r= B"f » woraus folgt
sin Ev 4 5 o8 Go
g=34c" welches gibt:c:%-%,

E=¢,

- %:% und
G=g.

F. Aus dem Obigen folgt, dass sich desto mebr Bedingun-
der Aehnlichkeit darstellen, je mehr die Gleichung constante
flicienten hat. :

Jede Curve aber lisst sich durch verschiedene Gleichuugs-
formen darstellen, d. h. durch Gleichungen mit mehr oder weni-
ger Constanten; und zwar bietet die allgemeinste, Gleichung einer
Curve die miglich grisste Anzahl von Constanten dar, wihrend
die einfachste Gleichung die miglich kleinste Anzahl derselben
enthilt. Geht man pemlich fiir eine vorgelegte aligemeinste Glei-
ch auf ein nenes Coordinaten-System ber, dessen Axen durch
¢ und v ropriisentirt sein miogen, so hat man, wenn die Coordina-
ten des neuen Anfgngspunktes @ und 8 sind, s0 wie der Winkel,
dg:d die” Axe der ¢ mit der Axe der x macht, gleich v gesetzt
wira,

- r=u+ gcoso—v;inv; )
y=> 4 Esino 4 veose.
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. Substituirtt man nan diese Werthe fiir z und y in die allge-
.meinste Gleichung, so kanu man iiber die drei beliebigen Gras-
sen a, b und v auf solche Weise verfiigen, dass im Allgemeinén
drei Coeflicienten auf Null gebracht werﬁen. Daraus folgt

.. 1) dass zwei Curven ihnlich sein kinnen, wenn auch die Form
ihrer Gleichungen nicht dieselbe ist, in welchem Falle ihre Axen
keine homologe Lage haben; -

2) dass nur dann die miglich kleinste Anzahl von Aeholich-
keitsbedingungen zum Vorschein kommt, wenn die Form der Glei-
chungen die einfachste ist.

Will man daher die Aebunlichkeit zweier Curven untersuchen,
so versuche man, ibren Gleichungen durch Coordinaten-Verwand-
lung dieselbe Form zu gebeo, wobei zu hemerken, dass man na-
tirlich keineAeholichkeit vermuthen darf, wenn die eine Gleichu:ﬁ
transcendent ist, die andere aber nicht, oder wenn beide unglei
transcendent sind.

¢ Will man aber die miglich kleinste Anzahl von Bedingnng;-
gleichungen erhalten, so gebe man jeder Gleichung ihre einfach-
ste Form und stelle die Bedingungen ganz nach oben angegebe-
ner Weise auf, oder noch besser, man nehme die Coordinaten-
Verwandlung nur in Beziehung auf Eine Curve vor, stelle, wie
oben, die Aehnlichkeitshedingungen auf, wodurch, wenn wirklich
Aehnlichkeit vorhanden ist, eine Eomologe Lage der Axen bezweckt
wird, und eliminire zuletzt, aus den erhaltenen Gleichungen,
nebst ¢, noch a, 6 und ».

So enthilt z. B. die allgemeine Gieichung' der Kégelsdlnitte

fianf Constanten, woraus sich zuniichst finf Bedingungsgleichungen
ergeben. Die Elimination von ¢, 2, & und v reducirt sie aier

auf Eine, woraus folgt, dass im Allgemeinen fiir die Kegelschnitte .

-hochstens Eine Aehnlichkeitsbedingung existirt.

F. Tnteressant ist auch die Untersuchung der i“ragé: Welche
bﬁklainlr;;eren Curven sind unbedingt und welche nur bedingt
&hnlic! ‘ -

Um diese Frage zu beantworten, ist es unumginglich-nithig,
die einfachste Form der Gleichungen zu wéhlen. :

. -1) Die Gleichung der geraden Linie ist
y=0, y'=0 oder cy=0;

woraus weder eine Bedingungsgleichung noch eine Bestimmung
fiir ¢ hervorgeht. In der That lisst sich die Gerade ganz belie-
bi% als Curve oder gehrochene Gerade betrachten, wo_zwei anein-
ander stossende Sciten einen Winkel von 1800 mit einander machen.
Setzt man c=1, so sind beide Gerade congruent. .

2) Die Gleichung des Kreises ist
ria2=rt, y*tai=R3,
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Aus det letztern ist

!.'.zs.—.&, daher r=E und c'—E-
c r

Dempach sind alle Kreise unbedingt hulich, wie auch aus der
Elementargeometrie bekannt.
3) Die Gleichung der Parabel ist
y*=2pz, y'*=2Pz'; daher
y’—gg—’z, p-—g und cb;-
Alle Parabeln smd unbedingt #holich.

4) Diess ﬁndet tiberhaupt fir alle zweigliedrigen Curven statt.
Deno habe ich
y+pzm=0, y'=4 Pa'm=0;

8o ist
y" + Pcv—nam=0 und p=Pcm",

voraus
m-s

—\/ 2.
: °—V p
'5) Die ‘Gleichung der gemeinen Cyecloide ist

z=rarc(sin .vers, = 3’)— V2ry -9

1’ = Rarc (sin.vers. = % —& QRy'—y’i 5

wo r und R die Radii der Erzengungskreise hedeuten. Aus der '

aweiten Gleichung folgt:
_R e ers. =Y \/' 2K
‘= arc (sin.vers. =)~ y—y
Diese Gleichung fillt mit der ersten zusammen, wenn man ‘setzt

r R woraug ¢=
=%ec’ 5 =5

Demoach sind alle gemeinen Cyclz)iden ibnlich.

. 6) Anders verhilt es sich mit der Ellipse und vaerbel Thre
Gleichung in Polar-Coordinaten ist: '
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=P =P
"=7¥ecoso’ rlf' +Ecosp’

woraus ]
£.

c
rer—a——
14 Ecoso’

Zwei_Ellipsen oder Hyperbeln sind also nur danon &hnlich, wenn
ihre Excentricititen gleich sind-

Will man auf die Axen {ibergehen, so hat man
p=ta(i—em, - P=1 AQ—EY;

p=§, oder c=§|md e=E.

’ Al
e2=1F Z—,, . E‘.—.FF%;
woraus man ableitet A—ca und B=cb, und wenn man ¢ eliminirt:
A:a=B:b.

G: Will man aber eine Curve construiren, die einer gegebe-
nen lhnlich ist, so kann man sich entweder vorsetzen:

1) die neue Curve um ein gegebenes -Vielfaches VOW :
er Ver-

oder verkleinert darzustellen. In diesem Fall muss man

hiltnisszahl ¢ den bestimmten Vergrisserungswerth zuweisen, die

neue Gleichung in derselben Form, nur mit unbestimmten: Coefli-
cienten, hinschreibgn, und diese letzteren vermittelst obiger Bedin-
gungsgleichungen bestimmen. Oder *

2) kann man sich vorsetzen, irgend einen oder vielleicht meh-
reren Coeflicienten einer bestimmten Zahl, z. B. der Einheit gleich
zu bringen, wo dann c erst einen dieser Bedingung euntsprechne-
den Werth erhalten wird. o

Habe ich z. B.

v

(3
S ViTewr
so setze ich ,
. S
TN BYEwFz®
Aus 1) habe ich '
1

y= ey ———
"
at aigtSf’.

und aus 2):
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y= ] =
. — ’ ——t. e
VR s

welches liefert :

60 B3 e k Ec®
r=Fe, 5=Z5 a=Tg
Hier kann man nun. entweder- F oder B oder E; oder z.ugleiclu
B und A4, E und A4, nicht aber B und E der Einheit gleich
setzen. Setzt man_ B=A=1, so ist : .
~ v‘z

c=

e fa

s E=4 und F=-"—"=.

b Yo
H. Alles, was iber die Aehnlichkeit der Curven in der Ebene
ﬁg‘ worden ist, lisst sich mit Leichtigkeit auch auf die Aehn-
keit der Fliichen, der Kirper und der Curven im Raume aus-
dehoen, nor ist zt bemerken, > dass, wenn die Bemerkungen in
E. auf den Raom dibertragen werden, man nicht bloss iber drei,
sondern Gher sechs beliebige Constanten der Coordinaten - Verwand-
lvag frei verfiigen kann, woraus sich die Folgerung von:selbst
¥ Auch bier haben die homologen Coordinaten homologer
Punkte das constante Verhiltniss c. Habe ich z. B. zwei Curven
des Raumes, die durch folgénde Gleichungen dargestellt werden:

y=az 4623, z=ex+f2?

und ;
y'=Ax 4+ Bx'?, =Ez'+Fz'%;
8o setze ich ' i
y=¢ty; =cz uMd 2'=cx
und habe dann

=Ax+ Bc:t*, :=Exz 4 Fca?®
und folglich
a=A; e=E; b=Bc und f=Fec.

I. Sind zwei Differential eichunFen gegeben, “und ich “will
untersuchen, ob sie dbnliche Curven liefern, so kaon ich bei un-
gleicher Form nicht auf die Nichtexistenz der Aebnlichkeit schlies-
gsen, weil eine und dieselbe Urgleichung sehr verschiedene Diffe-
rentiale von jeder Ordnung haben kann wund demnach die Mig-
lichkeit vorhanden ist, dass zwei verschiedene Differentialgleichun-
gen dieselben Integrale aufweisen kinnen.

Allein wenn zwei Differentialgleichungen von derselben Form
(also nur mit verschiedenen Constanten) verhanden sind, so ist
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cwiss, dass sie auch Integrale von gleicher Form liefern, welche

r die €urven- Aehnlichkeit bloss noch die oben angegebenen
Bedingun en in ibren Coeflicienten zu erfiillén haben. Diese Aehn
lichkeit nder Uni#bnlichkeit lisst sich jedoch schon aus den con.
stanten Coeflicienten der Differentialgleichungen selbst absehen,
indem man setzt:

. y’=¢,.y; x'=cx;
- Oy'=cdy; 0x'= cox; .
By’ = cdy; 6%’ =cd%zx; (Woraus noch folgt):

ooooooooooooooo

. 1_ ay . & r—
%%—3_5:’ &ﬁ_gg, u. 8. w., odgr
. Oy'r=0ys; 3’1/’s'=:—’3’y, u s w.

und hierauf die Coefficienten derselben Differentiale oder dersel-
ben Potenzen der Verdinderlichen mit einander vergleicht.

Hat man ferner nur Eine Differentialgleichung, so kann wman
vermittelst obiger Methode eine andere Differentialgleichung dar-
stellen, welche eine der obigen Curve Hhnliche Curve liefert.
Hiebei schreibt man sich -eine Differentialgleichung von derselben
Form, nur mit unbestimmten constanten Coeflicienten, hin, setzt

=cy, x'=cx, 0y'ss=0yr u. s. w. und macht die betreflenden

oefficienten beider Gleichungen einander gleich. Man kann bhie-
mit den Zweck verbinden, eihe der Constanten einem bestimmten
Werth z. B. der Einheit gleich zu machen. Hat man hierauf das
Integral gefunden y‘=fz"), so ist

y=1flca).
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XVI.
Note sur Fintégrale définie
: f " i1—2r Cos.z 4 %) Cos nzdz.
Par \

Monsieur D. Bierens de Haan
Docteur és sciences & Deventer.

!

L Op a fait plusieurs fois la remarque, que plus une intégrale
définie contient de constantes, plus elle peut donner lieu généra-
t A d’autres intégrales définies, non-seulement en les spécia- -
hsant, mais surtout par I'application des théorémes plus ou moins
éoéraux de cette branche de lanalyse. Moh but est de traiter
e cette maniére I'intégrale mentionnée ci-dessus, qui en fournira
plusienrs autres, & ce que je crois nouvelies.
Cette intégrale . définie:

f (1 —2rCosz + 1% Cos nzdz=—n> (1)

et 7(1‘-—21' Cos 2 4902 =0 (2), -

[oi dans la premi¢re »>0..(«) et partout-l—l_?__ri—l...(ﬁ)]

bien connue, se trouve entre autres dans les Beitriige zur
Theorie bestimmter Integrale du Prof. Dr, O. Schli-
milch, page 34. Nr: [10] et [11]. ) .

Commencons par la constante r, et différentions par rapport
i elle, il vient : ‘ : .

x*—2Cosz 4 2r .. _ 7 —2€osx 42r ‘ L
[ T9rCosz 478 08 0= —m"" | J g Cogar 4180705

Theil XII. T : 13

~




R

~
-~

‘d‘ol‘:, puiéque ”Cokuzazz-O...(a)...., / T az=a...(b),

' " Cosnxdr -
. 1—2rCosz 43
o

1 [ r(1—2rCosz 4r9)—r(=2Cosz43) (- o

P ot

g 1—2rCosz +r*
1 nrs
o = () =15, @
zCosnzCos 20z 1 [*72r—(—2Cosx+2r)
f [—wCosz+r—49,) 1-2rCosatrs Loome0®
- = ; ?:: r-‘—(—nr";ﬂ)‘ = g-l—?l t"ﬂ—‘ ’ “4
= ox
' f 1—2rCosz 472
1 fn(1—2rCosa +13)—r(—2Cosz+2r) T
=Y, ~ 1—2rCosz 2 - 1—r®

x  Coszox
. 1—2r Cosz 1%
¢ _1 /" x2r—(—2Cosz+2r)
-3
o

1 3 nr
1—2rCosz4r? az=§.2r. I~ 1= ©

La formule Cos(n—1)z=Cosnx Cosx + SinnzSinz...(c)
donne par l'application & (3) et (4) :

"SinnzSin.z:Q.z: -l m 1497 e
I—2/Cosz4rd —1—2 — 2 ' 12" =

3
gt @

J.es formules (3), (5) et (7) sont respectivement les mémes
Eue Prof. Schlimilch a trouvées 1. c. formules [7], 522] et [lﬂ
.Cette coincidence résulte des propriétés des séries, dont il 4 f;
usage pour parvenir & ces intégrales, d’étre les unes les dérivées
des autres par rapport & r, ou du moins, de pouvoir étre trans-
formées aisément pour ce but. :

1l y a de plus & observer, que les intéﬁrales ®) et (6) an-
raient été trouvées par la substitution de n=0 et n=1 dans l'in-

tegrale (3), qui jouit ainsi de la condition’n_>__._0....(y).

2. Quant A lintégration par rapport & r il convient de faire
usage des formules suivantes:
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/;—i.ﬁ-‘j;:‘=—rmm'8§ alt%xwﬂ:

r Sinz
Sina:A retg {— Cosz (@
Cosz rSinx
,/‘-—‘ZrCos'c-}r’—fl(l 2rCosz+1%) +Sm.1: Aretg 1 Cosz
o — 1 ;1=2rCosz4s? Cos.z'A rSinz :
THCoszit——2 — B 1 S8 T—Cosz’
dont la somme et la différence donnent
-1 C Si
I"FCLW Eerra gt Aretg ;g te)

f I=2r Cosz-i-r’ !T‘=”' ~U1—2rCosz +1%)...(N

En aypllauant la formule (d) & (8) et (6), et (1‘? 4 (6) [puluque
applimtuon e (¢) & (§) coincide avec celle de (d) & (6), comme
il est aisé de voir] on obtient a l'aide de la transportation des

fonctions sous les signes d'intégration dans les intégrales doubles,
qul en résultent,

— rSina: ox = l-l-r '
f Arctg | CosaBimz i =2 = ®
Si Cosza
f Are tglr mz 2 ﬁ—“"—él(l_") ®

f[lr-l—"Arctgl rSncm: gio:z Cos 20z =1 llj"a,-

)
1
o).
qui donne A laide de (a)
rSinz Cos’.rax 14r '
f Arctg i Cosz Sinz 2(‘ 10
La difiérence de (8) et (10) donne
f xArcth'—'sT':g—Sm 20z=" g - ()]

Les formules (djet (e) donnent de cette maniére pour I'intdgrale (1)

J 7 Avctg IR0 Sinnatz =3 frror=3T ()
[\ - -

13¢




. ' 196

./');l[k-l-?A tgi'—si{- bmx]Smnszm

,.--n ,..n
_2'/;-."'-’(l-l-r’)ar=2 170 |
ou, puisque "Sin »xSin 20x=0....( ):
/ Arctgl Sum.'t:Cos:ata.z:._.4(”_'_l + . ---o(l3;

Au moyen de la formule Sin (n 4 1) z=SionaCosz 4 CosnzSina (h)

on a par les intégrales (12) et (13) & I'aide de la’ substitution de
ntl gu lieu de?‘:lana (12):

-1 1 -
f Arctg1 rC Cosnszzax—g"_}l 1 :—% :_ll
ﬂ: ratl a1
TACT S Q| ‘ - a9

Enfin on obhent r I'application de la formule (f) aux inté Iu
(4) et (7) au moyenPSe Iapfnéme méthode que ci-dessus g

f [lr—1(1—2rCosz47%)] Cosnx(losxﬂzzg- f (1 417 ra-0n

w1l gt
=s\a=t t x¥1

r ‘[lr —I(1—2r Cosz+7%)] Sin nzSinzdx =g (1—rHr—2%r
° : N

d’'oli & cause de (g) et de "Cosna Coszax=0....(i

(]

. fﬂ {(1—2rCosx 472) Cos nax Cos zaa::—- § o 'H ) (15)

) _x
St Sunssnate 3 (EEs ). 00

. L’application de la formule (f) aux intégrales (3) et (5) rep rodm-
rait les mltégrales (1) et (2).. — L’intégrale (11) rentre dans 12)
our n=
P Les deux derniéres mté%rales auraient pu étre calculées au
moyen de I'intégrale (1) & Vaide des formules connues -

’




197

2CosnzCosx=Cos(r—1)x 4 Cos (n + 1) z...(k)
et 2SinnxSinz=Cos(n—1)z—Ces(n+1)x...(1)
comme aussi les intégrales (4) et (7) au moyen de (3); ‘de méme
ou trouverait les intégrales (13) et (14) au moyen de (12) par les
formules anologues ) - ' -
2Sin nzCos z =Sin (n + 1)z 4 Sin (» — 1)z...(m)
et 2Cosnz Sinz= Sin (n 4 1)z —Sin(n—1)z... (n).
De ces diverses intégrales les (8) et (10) se trouvent chez

Prof. Schldmilch I c. form. Pl,] et [14], la derniére pour une
‘raison semblable A celle ment

et (7). i
On a ici partout la condition n>0...(a).

3. Passons A la constante n, et commengons par la différen-
tiation par rapport & m. A cause de la conformité entre les va-
leurs des intégrales (1) et (12), on peut les combiner: on obtient
alors: i .

—_ f xl(l —2rCos 2+ r?) Cosnzox
_ ® rSinz Sinnzd.c= 1
=42 Al’ctgi—:r—co—sz um; .c_m"'“,
[ ]
+ f * KL —2r Cosz -+ ¥z Sinnzdz

nlr—1

=+%/.nAtctg I:—?—:;‘T—:z 2 Cosnzox =‘m" per

' . +f ’l( 1—2rCosz 4 r2)22Cosnzdz -
(nir)2—2(nkr-1)

= —2./‘ 'Antgléf-%?& 22 Sin nxox = nr® o s
o ~

3 — f ‘l(i —2rCosz+1%) 2’Sinnzdz

o
) -
— Qi/‘ﬁAretg ::inx 3Cosnzd lm(nlr)’(nhb--—lz-‘l-...3(»lr l)’

- f "X —2 Cos 2 4 r%) z* Cos nzdz

T =2 A (0T A Sinwads
L]

onnée pour nos intégrales (3), (5)

\
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—rye (»lr)é —d(nlr)3 (nlr—3)—2.3.4(nér—1) B
= o

. gtc. etc. etc.

“d’odt se déduisent alsément les formules génerales pour p;() et
entier (J):

f *1(1 —2r Cos z + 2% Cos nadz
(1)

= -‘f/‘ “Arct 81 Scm iz Z2PSin nzdz

—-,—ﬂ—-- +67 2p(5--ulr)(nlr)‘+ cvore
" e Ip(Ip— L) (k)= (mir)00

—1ptigm I (2p +1 5
—(ChrtimerCp [a—nir+ S5 i+ g5 (i

@p—1)—nlr _(=i)? 7
gy (b e -
(—-l)ﬂlm"IXQp ) 1— nly (nlr)’ (nir)®

I [ Tti2 23
(nir)¢  (nk)8 +o (nlr)’r-l (nlr)’l']

+934 — 2345

('—l)'*‘""'“n2 +1)=2r (— h‘)‘
n’l'“ -fo T’(_ffﬁ (A7 et !8)

/ "I(1 —2r Cosz + 13)29+1 Sinnads
z-l-z/‘ Arctg 7 rSua: 2%+ Cosnzdz

(—lyrmyn (230 + Dintr—1) 445...0p + Dnkr—3)(uir)*
i +6.7...2p + 1) (nbr —5)(nir)t + ...
-t (nlr—-2p 1)(nir)%

( 1)rH iy I2p +2) '=’5+ t (—nb)e
n2rt2 e=0 I(a+1)

11 résulte de Ja conformité entre les valeurs des intégrales (13)
et (18), (14) et (16) respectwemeut qui dépend seulement de celle
entre (1) et (12), qu'on alt en se servant des formules (k) a (n)

+2/ 1—2rCosx + r’)Cosm:Cou:az
‘ﬂ . -

(19et20)
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rSinx

=‘—f/‘ “At:ctg 1=+ Cosz Sin nzCoszdz -
- =/'l(1—2r0osz+}=)coa (n— 1).:3::
Yy
+ f "1(1—2rCos = +73) Cos (n + 1) ziz,
+2 "1(1—2fcosz+r')sm,msmxaz

°
) =+¢"Awtg&§%o%xCostinzaz
"o

= f 11 —%rCos.z 4 1%) Cos (n —1) 20z
_../:”l(l —2rCosz + %) Cos(n + 1) z0x.

Si donc on différentie les premiers membres de ces équations par
napport & n, le résultat pourra se déduire des formules ‘217) et 89)
en y faisant successivement n éga'l an—1 et an+41; tandis que
le nouvean factear Coa z ou Sinz, ne contenant pas de n, la forme"
des intégrales elles-mémes sera celle des intégrales (17 et 18),
(19 et 2) sauf le facteur Cosz ou Sinz, qui 8’y est istroduit.

si on aura, en faisant attention au -changement de signe, in-
troduit par la différentiation, aprés une reduction facile:

(21 et 22) a .
f "l (1—2r Cos x4 r2) 2% Cos nx Cos 20z

=—2f ”Arcth_% s%Sinnz Coszdz
' 1__'sei—(a D)t
_(~lptae-t2p4 1)) (=1 S, T I(a+1 ,
-T2 et (—(ngl)irle
RGES I t=N Xy )

@3 et 2)
f "1 (1 - 2rCos z 4 r2)x?+1Sin nz Cos 20z

—7rCosz »

= ‘{/”Arctg erSinz _ a%+1 Cosna Cos xdx



. . 1 =xtp+| [-—-(n—l)lﬂ'
_=hrim-1n2p 42))  (n—DH1 S, T(a¥1)
- 2 B ewh @il

Yarwel, TTeFD

. (35 et 26)
f "1(1—2r Cos z + 1% 2% Sinnz Sin 20z

o

2?/”: Arctg-l:r_%%; % Cos hz Sin z0x
' 1 e=2p {— (n— 1) brj® }

T (=DrHae-gp 4 1)) —D®H S, Ia+))
- 2 e —(nil)hrie
Tt D¥H e T@a+))

(27 et 28)
/ I(1 —2r Cos z 4 1%)2*+Cos nz Sin 205

= y x’Arctg —l—-:—s}%i:s—z-wl Sinnz Sin 202
Yo .
1 "—;,’H‘ t{—(n—1)ir}®
- (—1)parn—1 I'(2p +2 (n —1)%1+3% =, I'at1) -
- 2, r2 ot {—(nt 1)ir}e
. T(m DS, iL'(a+1)

4. En différentiant les formules (3) et (4) par rapport & =,
_ on obtient, en observant la conformité des talglurs, dep:el: inté-
grales quant & cette constante: .

. 7 Simmzdz - 2 pn Cosnzdz 2Si
-J I Cosz 42" = 1—p3 | I=%Coszir® inz

; % o
={—srh

x  Cosnxoz s 2r 7" Sionzox
—9r on:-l-r’»x ="1- \ 1—2rCosz+

—

r,a:’Sin.c
= Earr

13
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o x  Cosncoxr

Sinrzdz "
+f I_WF’”' =—1-pJ. 1= Coszirr™ >*

. = T:—rr"‘.(")"

d'oii Pon conclut généralement:

x  Cosnxox :
S T BCoa A 2 = (0P o %, @)

. f l:_%'l;"f__ ﬁ,z%l (—-1)P+l ——a ,.-(1,.):,1-1 (30)

Sinnzdz -
f oo " A Sinz=(—1)r zr'-’(lr)'r . @
x  Cosnxox )

m”’“s*"”=(—l)’§r'—‘(lr)~+n. @

S

Au contraire en multipliant de part et d’autre simplement par :
on, et en intégrant par rapport 3 n, on trouve

%  Sionzdzr 1
1-2r Cow-{—r’

% Cosnz oz Sm.z' T ™
=15 l——2rCosz+r’ z - 1- 2T’
A 2

%  Cosnzozx 1

I—2rCosztr® 2

2r %z Sinnzdxr  Sinx ] ol
,=‘"i_“ I—2Cosztr® 2 1—1° (b)v

L = Signzdzr 1
l—%rCos.z-l—r’ a? )

= Cosnza.z Sing_ _x ™
—+r—r= T=%CosziP 2° —I—n (&P

Ainsi on'a les formules générales: .
s Cosnzdx (-l)!' n
I Wosx-{-r’ z""

-




#  Sionzoz 1 % r2
T=2rCosz 7% W=V s e G9

~Smn.1:az Sinz x ro—1
1—2rCoszfrd = —C 3 (Ir)’l" 35)

7 Cosnxdx Sm.z- -
| T%Cosztrs bt~ g (b)’r @6)

On déduit des intégrales (4) et @) la relatinn

x Cosnza.z' 1+r’ Sinm:aa:
b-Cosz-{-r’C ”"‘ f 1- 2rCosa:-|-r’ Sinz,

dont on conclut, punsque Ieur rapport est mdépemhnt de n, que
la différentiation et 1 intégration par rapport & la coustante n dé
cette lntégrale “) nous fourniront les suivantes:

\

f _g;,:)max 2% Cosz = (_l)p;ii:’r‘-l(h:).’, : @

g s‘“"’i’—,zanlcm_(—lyu)’f”m’-’- re-(l)l (38)

x Cosnzbxr Cosz _ —1 ul-{-f’;ﬂ:
 T=%Coszir® 2% — (V3T @

39

Sum.zaz 'Cosz n 1473 !
J‘ l—ﬁrCow-l-r’ 2 =(=Dp#? -3 -3 (% 40

De ces intégrales toutes lont soumises & la condition >0 ()
~ exceptées les (29) et (30), qui jouissent de la condition n Z0....(y)
. & cause de la formule (3) dont elles sont déduites. De méme on

a partout p._?._O et entier (6). De plus la condition l;rz—l(ﬁ)
se change dans les intégrales (17) & (40) dans la suivante
1;72.. .0(¢), puisque les valeurs de toutes ces intégrales sont des

t"lonctwns (r) et ainsi valent seulement pour des valeurs positives
e r.

" Les intégrales (17) 2 (40) se divisent naturellement en quatres
groupes, savoir: .

~
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17, 19, 21, 23, 25 et &7
18, 20, 92, A4, 2% et 28

99, 32, 33, 36, 37 et 39
30: 8]: 34, %, 380( ‘0

dont les deux derniers groupes surtout sont assez simples.

5. Aprés avoir vu de nouveaun la fertilité de ces principaux
théorémes, la diflérentiation et I'intégration par rapport 4 une
constante sous le signed’intégration définie, passons & l'usage d'une
propriété curieuse, dont jouissent les fonctions )

R ’.S’
K1—2¢Coaz +1%), (1—2rCosz 4191 ot Arctg Ty Coss

et qui nous servira, non- seulement & obtenir quelques nouvelles
i es, mais avssi & réduire la limite de quelques unes de nos
intégrales » & son double, moyennant quelque restriction & I'égard
des constantes. : . .

Prenons & ce but r successivement pbsitif et négatif et fal-
s008 13=p......({); de sorte qur pour cette nouvelle constante la
condition (8) devienne -

v
IV

e=0......(%).

Oa obtient alors

. (0 : .
1(1—2rCosz + r2) 4 I(1 -+ WrCosz 4 r3)=I[(1 4 r%)2— (2rCosz)?]
=] [l +r—22(2Cos3z—1)}=i(1—2r2Cos2z 14)=I(1—2¢Cos2x+¢*),

1 1 —2 1492
=% Cosz ¥ t T2 Cosz ¥73 = (A4 —(2rCosa)}

14 )
=2 =T Coss T’ ®

1 : 1 _ 4rCosz
1—2rCosz 1+~ T4 ZCosz + 1%~ (1 +r¥*~(Coez)*

- 4rCosx (@
= T=%Cos3z ¥+ ¢*’ q

\
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AN

. r Sinz r Sinz
rSinz .—rSinzx 1—rCosz ~ I4rCosz
Arct | Cosz T AT 4, Cosz = ATl8 LT
; 1—¢3Cos’z

) 2r2Sinz Cosz ‘0 Sin2z _
=Arctg | a(Cos"z—Sinir) = AT CosZe’ ~ @

rSioz . rSinz

rSinx —rSinz ’l——rCosx"' 14rCosz

- Aretgy Coss — A8 1+Em-A'°‘8 1 2 Sin?z
T I—1r3Cosz
=Arctg%‘t ®)

On voit de suite que ces transformations ne sont pas apgli-
cables aux intégrales (17) & (40), puisque leurs valeurs étant des
fonctions de (ir), ne valent parsuite que pour r positif. Occupons-
nous donc des intégrales (1) 3 (16) et premi¢rement quant an
changement des intégrales elies méme. 1 faut observer, que par-
tout, ol dans les valeurs de ces intégrales r est élevé a une puis-
sance, fonction de n, il faut distinguer les cas de n pair et im-
pair ou égal & 2m et a 2m—1. - ° .

(1) doune par (o), pour.n=2m—1:

: /' " I(1—2¢Cos2z + ¢)Cos(2m—1)adz =0; @)

(2) donne par(o):
A “I(1—2¢Co82z 4 Nor=0, (4

qui, au fond, ne difiere pas de (2);

@ dc;nne par (p) pour n=2m—1:

7Cos @m—1)zdx __
T—2¢Cos2z fot— “3) .

(3) donne par (9) et (4) par (p) pour n=2m:

/axcoqamcoua;;=o_ "
} T5eCotz 16
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(? donne pour ® = 2m—1, par application successive de (p)

% Cos (2m— l).r Coszdx__= o™

1 —2¢Coslz -} ¢® =31=¢’ (5)
nCos (2m—1)z.Cos®z 0z __ ’
i ==l o)
doit a canse de 2Cos?zr—1=Cos2z par (43):
n Cos(?m -1z CosQ:tBa: ' .
f T—2¢Cos2z + ¢* =0; 7 A
(3) donne par ©:
n Cosx 0z
/ 1—2¢Cos 2z + ¢? =0; (‘8.)

(4

(7) doone par (p) pour n=2m et n=2m—1, et par (9) pour
n=m—1, auccesslvement

7 Sin2ma Sinx oz
IT-Qg()os:Lz;? =0, “9)
o
= Sin (‘Zm—l)xbmzaz n o™
f 1— ‘2¢Cos§re’ =32 lg.'._ga (50

[\]

‘/"‘ Sin 2m — 1)z Sinz Coszdz 0
1—2¢Cos2z+9¢2 -

dou

= Sin 2m—1)z Sin2z 0z __
f I—2¢CosZz + ¢* =0. 6D

Lapphcatnon de la formule (r) a (8), 9 et (10) nous fourmt
les mtéguleu suivantes:

eSin2z oz _ '
f Arety T Costz Sinz " 62)

21 Cos x0
f Arctg 0:;032.1: _og-_xxz —'_”l(‘l—” ’ 63)
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_e8in2z Coszix
fAr gy —0Cos2z “Sinz

De méme (12) (13) et (14) donnent par (l’) pour n=2m et

n=2m—1 succesivement:

=0,

2 .
f Arctg p(?os.;z S|n2m.taz=x% ,

/ Arctg osomc‘?;zbn(%n—l)zaz—o,

_eSin22
f Arc tgl —eCos2z Sm2m.zCos.za.r—.0,v

_oSin2a
/ Arctg ;& e.(.; S;zb' (m — 1)2Cos zdr=

f Arctg lo m2a: Cos2mxSma'3x—0,

f Arctg l ¢ s;nfs% Con(Qm—-l)szzaz = ——(

)

(85)

()
%) ®
‘ ®9)
£ @

Si I'on fait le méme usage de (s) pour les mtégrales 8), ()

- et (10), et, en prenant successivement n=—=2m et A=2m—1, d

méme pour les intégrales (12), (13) et (14), on obtient:

27rSinax 8.1:
/ Aretg r’—\Sin x
[ ]

uA 27 Siox Cos 20.x
f rotg I1— "Sinz-
o

l+r
my

=0,

TP 2 ..
,antct 2rSinz Cos220z

+
8T—3 Sz —”al—

r
r '-f) >

f"A t gl'it_f Sip 2m2dz=0,

f " Are tgaig ;- Sin (-m-—l)a:az_u % _

e Qi
f ”Amg&.‘%’.'_gl".“’{ Sln2meoszaz=;
o ) ,

r'h— 1

rimi1
it Yo

63)

G

(65)
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.
G

f aKAN:tg g—{—%—’éin@m-l)z%zﬂz=0‘, . (675 .

~e 241 S—1
/ 'Arctgg!l-_b-f:-; Costz:Sinxa.‘t:g %n’ﬁ—ﬂlm (68)

‘/‘xAr;:th%S_i—:';LtCoo(‘Zm-—l)zSinzB.z’;O .
’ °

L'application de Ia‘formnle (o) aux intégrales (15) et (16) donne
respectivement pour n=2metn=2m—1:

-f'I(l—2QCos2z+(;’)Cos2ma-Coszaz=0, (70)
f'l(l —20Cos2 z + ¢%) Sin2ma Sin 202=0;"- @n
f" {(1—2¢Cos2x 4 ¢3)Cos(2m—1)2Cos 20x=— g(%"’ ‘:—;) 72

f "U1—-2¢Cos2z 4 ¢MSin(2m—DzSinzde=—35(T— ). 73)

Dans toutes ces intégrales (41) a (73) on a m> 0, exceptée l'in-
tégrale (44), qui vaut encore pour m =0, comme le démontre I'in-

tégrale (48).

Les intégrales (52) & (60) ot (@) d (69)) forment devx nou-
veaux groupes diverses de celui, que composent les intégrales (8)
i (%2 en ce que les fonctions sous le signe Arctg y soot difié-
rentes. .

6. Nous avons observé que ces mémes trdnsformations
vent servir & changer les limites de quelques unes entre les inté-
grales (I) A (16); effectuons ce changement, en faisant partout
;:2: (6), ce qui réduit les limites de 2,0 et =, pour y a0et
2x. 11 est clair que ce changement ne peut avoir lieu que pour
des valeurs paires de n ou égales a 2m. .
Alors (]f donne par (o) :

~

- jNl(l—2¢Cosy‘+Q’)Cosmy3y=—2u%', 74)

) par (p)-

2%  Cosmydy _ 2mo™
S e )



et (4) par (9

n Cos2mzCos?zoz _ 1412 1 _=mlye .
1—20Cos 2z + ¢® _"r-ﬂ'”-l"dg—4 T—o® h
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:l’ol‘n, puisque Cos2z—=2Cos?z=1, & laide de Iintégrale (74)

- [*27Cos myCosydy 14¢%
1—2¢Cos y+ ¢ _’l—e’e..l' 6)

~

"Enfin I'intégrale (7) donne, par I'application de (q)

/‘ﬂSianxSina::Cossz —nr"—‘—l~ B
. T1—2¢Cos2x4¢* — 4r

: ,o s f27Sinmy Sin .
. don:/l 'l—\Q osy_*_o,_u@m—l. (77)

Les intégrales (42), (53) et (55); trouvées dans le Paragraphe
précédent, nous offrent encore pour potre but actuel les suivantes:

f 101 —2Cosy +Mdy=0, ~ . (9

. 27 eSiny - 14Cosy ., _ '

f "Arctgl-?_—?é'-l‘@ Sinmydy= z%'-‘ (80) |

L’intégrale (74) 'donno au moyen des formules (h) et (1).

-1 omi1
f 27'1(1-—‘2 0Cosy+ ¢?)Cosmy Cosydy ==— u(’-ﬁ:_—l- + :;'_-l-'i 81
o

m—L X

ful(l—2e'Cosy+e’)SinmySinyQy:—z ;%:i—m-l- . (82

. De méme l'integrale (81) nous fournit, 4 c‘ause des forma-
les (m) et (n):

Yen Sin e xfpmtl  gm-1
‘ / Arctg I%C_oé‘% Sinmy Losybg: ?I(gﬁ + ’!;_:_-‘. 83)

- 2% _ eSiny . . _mfomtl om-1
'/: . Arctg iJ;WLt;sy (,osn::SmyBy_ 5(;_-'-_-1—”‘—-_1) '(34)

Il s’ensuit que la valeur de ces intégrales prises entre les Ii-
mites 0 et 27 est précisément la double de la valeur des mémes
intégrales prises entre les limites 0 ot », savoir: .
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les intégrales (74), (75), (78), (77), (78), (80), (81), 82, (83) et (84)
respectivement de (1), (3), (4), (7), (2), (12), (16), (16), (I3) et (14).

Quant & I'intégrale (79) on vérifie cette méme propriété en pre-
nent fa somme degr?ntégrales ®) et (9). prop P

Du reste cette propriété de ces intégrales dépend uniquement
de ce quelle ait lieu pour les intégrales (1) et (74) ;- car ce chan-
t de limites n’altére aucunément I'équation (a), & laide de
me les autres intégrales (2), (3), (4), (7); ot (12)-a (16) sont dé-
rivées de I'mtégrale (1) comme nous I'avons montré an 3 1, sans
autre restriction & I'égard de la valeur de r que la condition ®),
qui comiprend celle (7) comme cas particulier. ‘Ainsi nous pou-
Yons conclure, puisque pour ce méme changement de limites la
valeor de I'intégrale (6) est doublée aussi, que les intégrales re
stantes (%), (8), (?2 et (10) devront jouir de la méme propriété,
de sorte ‘que l'on doive avoir: .

wo gy 9
[ 1—2Cosy+3~ 1T—¢3° ' @) .

b pSin' — ,1l+e p
ST At s = o

~

] eSiny  Cos: .
S At S G -, @D

% .  @Siny Cos —oqlte_
‘/o‘ Al’ctglt_w"%y %’—”(’ — 0- (&)

Oo a ainsi pour toutes ces fonctions la rélation

S " plajir=1 yA M @)de= S ooz
. ° . () 3

7. Plusieurs des intégrales définie3, trouvées dans les §§. 5.
et 6. sont susceptibles d’gtre assu&éties aux méthodes, dont nous
avons fait usage aux §§. 3. et 4., a I'égard de la constante n.

Leur application sera bien facile ici, soit que les valeurs des
es & traiter soient zéro, soit, parceque au moyen de la for-
mule évidemment vraie

2 ‘/"g(a.x)éx=@—:)‘ v Faniz,  ®

% a, b et p sont des constantes, on peut, en posant b=m,
' © 14




210

p=3 et a=2m eu =<2m—1, suivant les cas divers, d’od tewjours

( ) (g) » ramener aisément ces imtégrales anx intégrales

espoudantes qui se trouvent parmi eellu (3), (4), S? et (12)
a (16), qui sont traitées successivement

opération faclle, puisque le rapport des valenrs de ces intégrales
respectivement correspondantes est I'unité, ou du moins une
fonction indépendante de la constante n.

Dans le Vouier eas, ol la valeur des intégrales est aéro,

I'influence de dal'érentution, comme de l'int par rapport
‘& n, se présente du premier abord: dass le cas contraive, pour
toutes les intégrales, qui se rapportent & un’ lozantbme ou &
un Arctangente, on ne pourra &e servir qu

tion par rapport”a ecette constante sn.

Commencons par les in es, ot I'on frouve ‘;?n oﬁ
rithmique sous le signe d'intégration définie. Il est de v
que les intégrales (El), 70) et (91) donneront tant par Ia diffé-
rentiation que par lmtégnhon par rapport & n:

f I(1-2¢Cos2r 4 )z t% Cos@m—1)zdz=0,  (89)
f "1(1—2¢Cos2z 4 ¢zt e+ 1 Sin@m—1)z8z=0,  (90)
f "1(1—2 Co82z 4 ¢%) 1% Cos2mz Coszd =0, | )
f "1(1—20Cos2z 4 oMt OetD Sin2mz Coazdr=0,  (89)
f "1(1_29cosexﬂ’)zi-psmxsmazw, @
f "1(1—2¢cosez+¢:);i<zp+nicosém¢sinza;x_—. L@

Quant aux intégrales (72) et (73) elles donneront 3 Paide de
I'équation de réduction (B) et des intégrales (17) a (20):

/"'I(l——2p Cos2z + ¢*) 2% Cos(2m —1)2Cos 202

1t i (o
(—l)h“mv"-l ggt i(m—l)’ﬂ".—o NMa+ 1) )

05 (—mlo)e
o, I'e+1)

>
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f z(l-eoCooszz-u-)ztwsmam-nwuzax

St i=m—ilgiy
m-l)” F’s=o T'(a+])

C=’p+|(_m[ ). (m)
+ ‘é“'m Ta+1)

f * I(1— 2¢Cos2 4 ¢%) 2% Sin (2m—1) zSin 20z

(-lw«e-lmpw

(—lwn-lr@pw

1 1 (m e
(’"*1)”* e=o_ Ila+tl)
_o _Sir(—mig)
, — w2y Ta+1)

@n

f ”za~9§co.2a-+q')z-nxc“am—l)zsmmaz

1 - esarhii—(m—1)lgle
(—l)rsg:; Topep) fm—trisy TEED | g

o Strii(—mlgy

e, Tath

8. Puoou maintenant aux deux groupes, ot la fonction principale
sous le signe d'intégration est un Arctg, et traitons en pre-

mier lieu le groupe des intégrales (85) a &o) dont celles (56),

(67) et (59) donneront tout de suite:
[Zretg i—% "'irSin(Qni-l)zaz:OA, . (99)
/Z'x g%zﬁm:wuam—m@go, - (100)
fAWl’s'"?’ +=psm2mcouaz._o @101
thctg %zﬁu}i’ 1)CosImzCoszdz=0, (102)
_[&'rctg %ﬁgv Cos2mzSinzdz=0, (103
| jK' retg 12 Sin22 :ti(!P“)Sinﬁquinzaz:O- (104)

taadis que les intégrales , (58) et (60) fourniront au moyen
du proc?;lé du §. précéden(twe)t des mémes formules (17) & (20):

14¢
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/X otg (222 "s"‘“ z22Sin2maiz

(-l)me-r'(2p+l) a=3p (—mlp)s '
22p m2r+1 cgo SIWPIT (105)

/mr ctg isS_m2_::x z2#}1Cos 2m x 0z

_ (ClptimghIOp 49) et (—mie
= 2”:101::2?-!-,: y Natl)’ . (106)

'/z-ctgle—?c?;—z 227Sin 2m—1)z Coszaz

o

= (CWPae=—TEp )

¢ (m—1)2e+t o=y  Na+4l)
¥

e =3*(—mie)*
m2rt+l o= Ia+tl)

(» @aon
.+

{ 1 =2r{—(m=1)lple

JX' tgr"%“ﬁ;—z»n Cos(2m—1)zCosxdz

—eCos
A (4

) 1 =2+ {—(m~—1)lo}*
— (g1 +9) J Gy s .i; TatD) (g
N 2%p43 0 v (—migy* ~{~
+an =, na+t)
‘/Ztctg l—% z’?Cos(Zm—l).szxaz
1 =2ri—(m—1)lg)®
== 1)P+‘7=o""‘f’(2p+1) (m—1)2r+1 o= Iatl) 109
T Oapfe 0 ¢=£P(-mle)c s ( )
T m2¥1 oo Na+tl)

./.'Arctg 1-0-?('3‘023;.1: x2r+1Sin (2 m--l).r Sin za.r

m—D’" =0  Iatl)
e “25-7"'(_”"0)‘
T mar¥s S, T(atl)

Aprésent nous avons a traiter le gr 64
intégta‘l’es (64), (67) et (69) donnent de sui "fe ( )3 (69) dont les

ﬁrgtg 2’3:: ai2?Sip 2mabr=0, an
o

_ (=Dr#imgm-119p42)
22p+3 ;

=1 t—(m—wga-
; (110
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. ﬁrctg g;i—':: zH2?2+0) Cog2madzr =0, ag °
- 0 - ’

JZrctg %’f:‘,’xi"&q@n—l)zcomm ’ (113)

/Xtctse,'s_':’.’;zi‘”’f"co.(-z,.-l)z'c;.u;ax_—.o,' auy

L]
‘/zrctg zziizfzi”Cos(Qm—l)zSinéazﬁ), s o

/Zrctg ?:?::z*—("’“) Sin(2m—1)zSinzdz=0. (116)

Au contraire les jintégrales (65), (66) et (68) toujours a Iaide
des mémes formules, que ci-dessus, engendrent les suivantes: :

ﬂretg%-]:ie—: 2% 8in@m—1adz

(= )prrdm- i 2p 4 1) =3¢ |2 — Dirje n
=@ e . Mt 0 W

/xrctgz;s%:: 2% +1Cos(2m —1) 20z

(—1)prrie—1I2p42) =22+ {—Om—1)irje '
= B ti@m 1)+ .é: Mat)) > 119
S " Arctg 2T 302 1% Sin2mz Cos 2da

1 '§=vt—(2m—l) &)ie
Cm—1y%¥1 .2, (a4
#_ en—Omihap 119
t @mih@h2, Natl)
. ' (120) ‘

f * A'r..-tggiii.';:‘xWICoﬂmzCos zox
L]

_(=lpxr*=-1FQp41)
= T

AN

1 =t {—(2m—1)érls
Cm—T% ¥ = Ta+1)

2 s=2p+1{—2m+4 1) Ir}e
t @2,  Ta+D

_ (=hpimsm—12p 492)
- P22
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. () -

f’Aretg %Ex’?()os%az&nzaz .

L1 e —(Cm—1)irje
_(pm—12p 4+2)) (@Gmn—D¥ile= I'(atl).
= ™ B = —OmiDie

T i, T T'@+))
122

S "Arctg 27302 30418102 m 2 Sin 20z
[ ]

1 e=20t1 |—m—1)ir}s
_ (lpmtirepyy)) Em-l . —F_—}_(a-l- j

I ‘3"*‘2—(‘2#-!-!!!')_: )

CmiD)¥F ., e+l

9. Restent les intégrales, qui ont le d'inté
une I’om:tione npri::ip:le (l—?qa:ﬂ?t-l-sp.‘n:'. sT?:i:ons leag:l‘;::

lfordre suivant ;
43), (&49), (45), (49), (50), (47) et (51).

On pourra appliquer a toutes et Ia difiérentiation et I'intégration

r:t rapport & n' sous le si,gn.e d'intégration définie, dont les resul-

ts se présenteront ou d’eux-mémes, ou comme des suites neces
saires des résultats ohtenus dans le §. 4. Aionsi I'on trouvera:

[ Eeamast=t.

* Sin (2m — 1) 2oz

mﬂ%'):ﬂ N a2
% Cos 2mz Cosz 0z 4.
b= el 1=
S O e Conhs e e 2 em GO, ()
: ! ‘
. s (128 -
% Sin 2m~1) 2 Coszdx (=1t = - ‘
A 2otz ¥ 8 ="' = i T—g 0¥

-
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* Cos (lm—I)x Cosadz 1 x o
T3 Conr o7 A —VIr e (139

"Sia @m—D)r Coszd 1 _ x g
/ 1-2Cos2z + o2 z»+n—(")’-2”r;7,-w—m’ (130)

% Sio 2mx Sinx 0z
-[ T—2¢Costarf 3> 7 =0- —
Cos2mz Sinz 0z gtoin=o0, (132 .

A 1—2¢ Cos2z 4
Si H — .
T——cf.;———'"fé":" 2 ;_‘:"ffa’ we= S T e, (8)

2 Cos (In—1 Sinao. -1 A
[ S s G = em e, )

*Sin 2m—1)zSinzdz 1 __ ., ™ o™
S 1-2¢Cos2z + @@ 2% —C D Ty Qo 13
z2Cos(2m—1)zSinzxoxr 1 .- .3 LB
et = e Ty (90

% Cos (2m—1)x Cos2x 0z
1 —2¢Cos22 £ ¢*

o

zir =0, (137)

*Sin@m—1)zCodzdz 4. . o
[, T GeCaeta Tt~ ZHV=0, (139

= Sin(2m—1)z Sin22 8z _ _
[ T 1—2¢Cos2z + ¢ zire =0, .(139)

4 \ R in<
’ f c_l____% l)"g—il:_———":f‘” EOpnz=0. (140)
[ ] . :

10. Enfin, les infégrales '
@9, @), B2, B0), (), @), @), (76) et (77,
doubles de celles |
M), (15), (16), (12), A3), (14), @), @) et (7),
donneront de méme, au moyen des méthudes des ,§§. 3. et 4., des

i ales doubles de celles, qui sent déduites desderniéres. De cette
maniére les intégrales (17) & (40) prises enfre les limites 0 et 2x
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suront aussi une valeur double de celles prises entre les limites 0
et x, de sorte yue pour toutes ces intégrales oo a la rélation

"fxﬂx)8z=%f“ w(z)azé "w(z)az. -(A)

lln'est pas hesoin de transcrire toutes ces intégrales ici, puisque
ni leur forme ni Ieur valeur ne change proprement, pourva que

I'on mette partout 3 j a la place de f n, et qu'on fasse atten-
0 ' .

- ion i la condition actuelle 1 ~ > > 20. -

ll On t remarquer én dermier lieu, ue daus les inté-
grales de la £:“ o ’ q

= f Arctg 02 ’:‘2’ f(at, Cospz.Singz)ox » ©
A= f Aretg 40— "?szhf(z'.pospg,squ)az, (D)

p= f Arctg %&? f(2*, Coopz,quz)az , (E)

f Arctg 7— ev”y f(y‘ Coapy,Shq,)ay (F)

od nppartiennent respectivement les groupes .

®) 2 (14), (18), (20), (22), (24), (26) et (28),
(52) & (60) et (99) & (110),
(61) a (69) et (111) & (122),
(80), (83), (B4), (86), (87), (88)

et celles désignées au §. précédent, on peut faire usage des formules
~ connues

1 :
Arelg 1% =% —Arcigp, ®
Arctg l=-;—‘ — Arctg o, ()
“Arctg %%%=-4' + Arclgg. . O

/



217

De cette maniére on trouvera des nouveaux groupes au moyen des
formules de réduction suivantes, o Fon a mis simplement f au

lica de f(z*, Cosp,Singz) ou de f(y*,Cospy,Sinpy):

1—rSinz —rCosz 7
Sl = e =Ff e,

./‘.‘”“ltgig:x z - =7;’ ™oz —x,
S s iiig'.'f.ii',gﬁﬁ =i oz 41,
f. A'“‘ ﬁﬁﬁﬁ%ﬁiﬁ =1 ‘/; foz—a,
[renlogi® e =f [T,
/: m}izgiﬁﬁiiﬁﬁiﬁﬁx = z”_/;_”ﬂz+ 1,
T o= VI o
* N 0 -

/”M%%—éﬁ%’a‘ =;’: “foz—p,

14 2rSinzx — T A .
fml—erinz?ﬁ' =z Rztes,.

1—oSiny — ¢ Cos: LN
f A‘dgl-}QSiny—o_dﬁy, =4 foy—v,

l__ocu _E X —-\

f oSing —Smy- =3/ foy—v,
‘14 ¢Siny—¢Cosy .

Arct 8 T —oSiny — oCosyﬁy _4 ’a’+"’

©
(B).
a .
®)
@
™)
™
©
®

Q@

(R)

S

ol toutes les intégralee f fox et./‘ foy, que l'on trouve au

second membre de ces équaﬁons se reduisent aux dmvantea

%
[m:%&gq:@ (A')' j: iny:o ‘(D');
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fn%;.??szin.t:O(B'), ,f”c—;‘:n!:-"—=0 E);

o

. [7Cos®zdz = . 3% Cos —p iy
S =Toetags=acc), O <0 @

Sinz

T esmpre =i [ Tesmets, @)
- ,

o 1 por -
fz‘Cospzaz =-7pm ) 1t Cosz0z; H")
o

o
j "% Sinpz Coszdz (I') et f " ##Cos pz Sinz 3x (K'), qui se dé
duisent de G); °

t

f mz‘Cpsp:vCoszaz(L’) et‘/‘“ z‘Sin\pzSinzba(H’), qui se dé¢-
duisent de (H'). °

Des formules (A’) & (F') il suit, que les intégrales (8) et (10), (62)
et (54), (61) et (632 donnent pour 1’ésultat Vinfioi pos)jﬁl' pour les
angements de la fonction sous le signe circulaire inverse dounés
dans les formules (G) & (P). Lorsqu'au contraire on change les
fonctions dans les intégrales (9), (53), et (62), Eriuu entre les limites
0 et =, & l'aide des formules de réduction (G) A (P) leurs valeurs
restent les mémes, sauf le signe, qui change seulement pour les
deux premiéres fransformations, tandie qu'tl reste le méme pour
la troisiéme. De méme pour les intégrales (86) & (88), le change-
ment de fonction au moyen des formules (Q) 2 (S), entre les limi-
tes 0 et 27, n'a aucune influence sur la valeur propre, mais sea-
lement sur le signe, qui ne reste le méme, que pour la troisiéme
transformation. . ‘

Les autres intégrales indiquées, au contraire, peuvent étre
transformées aw moyea des formules de réduction (G) & (S) et des
formules (G’) 4 (M’), sauf d'étre ex?osées a la complication, que
comportent les intégrales (G') et (H').

Or, cette complication s’en va complétement dass fe cas, ok
I'on aurait t=0; car alors ces formules se réduisent aux suiyantes:

~

S sn2mete =— STCosomai=0, @)
o ® . .

/ ”8&1(2;-1).:%:-#3 zCos(ﬁu—l)#sn—g_:y Y
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[’(}oapa-az =%Z$npz;({, o ) (Fa) .
dod par les équations (k), (1), (m) et (3):

[snmacoste =} (2t glr)= iy @

S “-sw%—nzcm:o, W
f c«hzsmaz_z(%“ 2"._1)_4,", S
S CosCm—DysSinzts=0, &)
j' "Cospz Coazdz =0, )
j:‘ 'sa}.pzsma{=o; ™)

et de méme pour les limites 0 et 2x: |
\ - .
> .
f Sinp,a,=%’§co.p,=o, (6
d'oi I'on obtient: ’

f "Sinpswaav:o, ()
f Cos pySiny dy=0 . (Ky)

Aingi Tes valeurs des intégrales (12) pour »=2m, (13) et (14)
powu=2m—l (55),(58).(60), ), (67) et (68) changent seulement de
signe t:andormahons reapectivement a l'aide

m (® ct (B), K) et (L), (M) et (Q); elles restent
tmt i fait les mémes pour les transformations respectives (l),
(M) et (P). Au centraire les valeurs des intégrales (12) p
=2m—1, (13) et (14) gom’ *=2m (56), (57), (8Y), (05).(60) et (08)
sobiront, par ces transformatio angements de sigue, que

plusieurs des fonnllu dt l“neﬁon (G) A (P), comme
o I'a va précédemment, eturont cuoutnug-entmdutw-

mes (G;) & (Ky) multipliés par I“ g selon. 'occasion. Quant



aux intégrales (80), (83) et ‘;84) on n‘a pas besoin de faire aucune
distinction entre les cas de n=2m et n=2m—1 .commé nous
avons_da faire pour les intégrales (12) & (14); et par I'application

des formules (Q) & (S) elles ne changeront point de valeur et
seulement de signe par (Q) et (R). )

Toutes ces intégrales resteront donc bien simples: ce n’est

as le cas pour les transformations analogues ‘des intégrales (18),

» (22), (24), (26), (28), (99) a (110), (111) & (122) et celles

désignées dans le §. précédent, qui, outre la moindre simplicité,

qu'ellés comportent déja, seront de plus compliquées par les
intégrales (G’) et (H'), qui 8’y introduisent.

. Nous ne transcriront point toutes ces intégrales,” qui d'ailleurs
se déduiront aisément au moyen des formules de eoqﬁ. .
Remarque. On a eu partout i¢ci les conditions
12721 et 12,20.

Mais il est quelquefois aisé de trouver les valeurs des mémes
intégrales, dans le cas, ol I'on aurait :

® _>__r’~_>__l ou —1 ir‘z—-w;

on n'a qu'a poser rr'=1 et g¢'=1, d'oii ces conditions:
w;r';l ou ;-l;r’;—co, aoz__q‘;l;
tandis que la forme des fonctions, pour r, comme pour ¢:

{(1—2rCosx 4 13) se change en 1(1—2¢' Cosz + r'%)—2'

(1—2rCosx 4 r?)—! . r'2(1—2r'Cosz 4 r'?)-),
. 1Qe
Arctg -——2;5:?‘ - — Arctg 2{—?:: ,
A= o l—¢2
Arctg ) Sinz : | —Arelg S

de sorte que la forme des intégrales reste la méme daus ccs
- quatre cas, ce qui n’a pas lien dans les autres fonctions.

N. B. Nous avons cru devoir réserver pour la fin une appré-
. ciation de la validité du procédé de differentiation et d'in agion
su rapport & une constante sous le signe d'intégration définie,
ont nous avons fait un si frequent usage. Pour pouvoir appliquer
rigoureusement & une formule quelconque o
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f .f(p»z)az=¢(p)

&oeédés, ll faut qu'on ait (voyer entre autres les ,,Analy-
lsu eg?tndlen da Prof. Dr. O. Schldmilch. Abthl L
eite

Limf 'aa,;é%o, (Y)
ﬁ ) ) - T
- 6 . El A '
=5 m_g__"’:“”) ‘ ()

devient :&o Iorsqne & decroit jusqu'a aéro (on a 1>1>0). ’
Dans le cas, ou ¢(p) ne ‘contient pas de 2, comme il arrive
partout dans notre note, la condition (Y) devient le~tf ox=0

» .
(Y) qui est satisfaite partout, puisque f oz, pour a=0 et b==

ou=2x, étant une constante = ou o, son produit avec ¢ qui est
2éro, reste zéro lui- méme.
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) XVIIL |
Uebungsaufgaben fir Schiiler-

_ Wenn man tiber den drei Seiten eines rechtwinkligen Drei-
ecks ausserbalb desselben Quadrate beschreibt, 80 sind die Mit-
telpunkte dieser drei Quadrate die Spitzen eines Dreiecks, des-
sen Flicheninhalt dem FKlicheninbalte des Quadrats gleich ist,
welches sich Gber der halben Summe der beiden Katheten des
rechtwinkligen Dreiecks, iiber dessen Seiten die drei Quadrate |
beschrieben worden sind, beschreiben lisst.

Die Mittelpunkte der finf Diagonalen eines Finfecks and die
Schwerpunkte der fiinf von zwei Diagonalen und einer Seite des
Finfecks eingeschlossenen Dreiecke sind die Spitzen zweier ein-
ander #hnlichen, aber verkehrt liegenden Fiinfecke. :

— O G
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X VI
: Miscellén

Von

Herrn frofmor C. A. Bretschneider
in Gotha. '

Es ist
O=1—Cm Iy - ,, 2l+<2m+n. G ,,,,’2*-(2«#). —;;z-
+@m 1) oYt
. s =1—(my (,,,,,9 +<9m). ol ~<2m>,%—2
‘l-(%n)r@;;?‘— + .3

.oder wenn
Fepra=145 —9 $ 2t DEGA Dy
gesetzt wird,

0=F(—2m-1,—n,—2n,2 ; n beliebig;

(=)= (T:-_);. =F(—2m,—n, =M, 2) |\ m positiv und ganz.

’
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Druckfehler im 3ten Hefte des 12ten Theils.

Seite 281 Zeile 3 von oben ist zu lesen Halskreis statt Halbkreis.

»» 282 , 1 von cében ist zu lesen ¢z statt ox.
» 282 , 15 von oben ist zu lesep a,8,=4, 4, statt a,5,—=4 4.
. an - a% )
99 283. A” 4 von unten lrel m staft. ﬁ.
» 284 ,, 15 von unfen ist zu lesen ix statt sk. )
» 284 5 10 von unten ist zu lesen or=os statt ol=o0s.
) 285 ‘n . 1 v¢‘)n:oben % statt ébgy—,- . -
» 288 ,, 2 der Aufgabe 5 ist zu lesen RCN statt CRN.
2,20
,» 200 ,, 2 von unten ist zu lesen n’y’—(x-}-?——";i—-z)’_—...
. 3 .9
statt n?y?—(z 4 -"—4-‘-;—'2—3)’=....
,», 202 ,, 17 und 18 ven oben muss wenigstens wegfallen:

»in Crelle’s Journal®“, da der Bruder des Herm

Verfassers des Aufsatzes Nr. XX. seinen fri-
" her fir das Crelle’sche Journal bestimmt gewe-

senen Aufsatz sphiter zuriickgenommen bat.

Druckfehler im 1sten Heft des 13ten Theils..

Seite 86 in den Gleichungen (40) statt 2, y, z soll stehen @, b,c.

.»» 94, in der Note, Zeile I, statt ,Winkellappen« soll
stehen ,,Winkelfasser*. T

RS

In dem Aofsatze XIV. sind leider wegen Undeutlichkeit des Mano-
scripts wabrscheinlich einige Drackfehler stehen geblieben.. Ich bitte
Herrn Doctor Bierens de Haan nach sorgfiltiger Durchsicht des
Aufeatzes mir die in demselben etwa stehen gebliebenen Fehler sar.
Anzeige im Archiv.recht bald mitzathcilen. : G.
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Ueber Normal-Curven und Normal-
Fliichen.
. Von
Herrn Brenner, \
Lebrer su Tuttlingen im Kdnigreich Wirtemberg-

——— e

A. Gleitet eine Gerade a mit einem ihrer Endpunkte iiber
eine ebene Curve auf solche Weise hin, dass sie derselben stets
normal bleibt, so beschreibt der andere Endpunkt eine neue Curve,
die wir Normalcurve heissen, wihrend wir der Erseugungs-
Cerve den Namef Urcuarve beilegen. Die Gerade a heissea wir
Erzeugungslinie und ihre beiden Endpunkte, bezieblich ihrer
L'T in beiden Curven, correspondirende Punkte. Hieraus
ist kiar, dass jeder in a angenommene Punkt eine Normalcurve
beschreibt.

Es sei (Taf. 1ILFig.1.) die Curve LM mit der Abscissenaxe 4X,
wihrend deren Coordinaten durch 2 und y bezeichnet sein migen.
Ein beliebiger Punkt in derselben sei /N, in welchem BN=a
normal stebt, so bildet die Verliingerung NC die Normale, welche
gleich ist y 41 4 oy.>. Ziehe ich BD und NE senkrecht auf
AX, so wie ND Qatallel mit AX; so ist EC die Subnormale
=yoys, und die Dreiecke BDN und NEC sind einander #hnlich.
Bezeichoe ich die Coordinaten des Punktes B mit 2’ und y', 80
bhat man folgende zwei Proportienen:

ng-}g S:y=a:y'—y und y¥ 1+5§,=:,a,,= ¢:37—-x.
woraus sich ergibté :
1 -9 VTFoy®—a=0

und B
Theil XINI - . 18
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2) (@' —2) VT § Oys® + adys=0.

Verbindet man hiermit noch die Gleichung der Urcurve
3) y=F()

und eliminirt aus allen dreien y und z, so restirt eine Gleichung
zwischen z' und y', welches die Gleichung der Normalcurve ist

Will ich auf die Normalcarve abermal eine Normalcurve
bauen, und zwar mit der gleichen Erzeugungslinie a, jedoch riick-
wirts nach der Richtung BC genommen, und stelle ich deren
Coordinaten mit z” und y'’ vor, so darf ich in den Gleichungen 1)
und 2) dewn a nur das_entgegengesetste Zeichen geben, z durch
z', y durch y', 2’ durch 2” und y’' durch y” ersetzen. Ver-
wechsle ich hierauf noch alle Zeichen, &0 habe ich :

3) @'—y") ¥V 140y'e® —a=0,
§ | @) VI + ady'e=0.
Eliminiren wir aus 1) und 2) dy., so kommt
@—9*+ @ —t=a?,
und nehmen wir bievon das Differential, indem wir einen neuen
Eanz beliebigen unabhfingigen- Ver#inderlichen annebmen, s0
omm¢t . :
5) ('—y) Gy'—95) + (2/—2) (02' —62) =0.

Elimioirt man jedoch aus 1) and 2) v l—+ 3, so folgt unter der
selben Vorau-s':(tlzung, aus) der man 5) etaﬁ':lten hat: &t

(y'—y)oy + (z'—x)dx==0
und durch Subtraction von b)

(y'—9) 89" + (== 2)32=0.
Die Division der beiden letztern gibt‘

0 ! .
a%-: % oder ay“'_':ay"« ,
und folglich auch

Vi +8y.r, = Vm-

Zicht man endlich voch 1) und 3), so wie 2) und 4) von einander
ab, so kommt

y=y" uad z=2".

\
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Hieraus folgt, dass die nach angegebener Welse auf die Nor-
malcwrve gebaute zweite Normalcurve mit der Urcurve zusammen-

fillt und dass demnach von. einer Ur- und Normal-Curve jede
als die Normalcurve der andern betrachtet werden kann. Auch
fallen die Normalen und Kriimmungshalbniesser beider fiir corre-
spondirendé Punkte zusammen. :

Wihrend man nun fir die Urcurve bat:

~

B Tangente =yV iF 0zy2>
* Subtangente = yozy,-

Normale = 4/ W.
~ Subnormale = ydys;

~

%o ist fir correspondirende Punkte der Normalcurve:

Tangente = dzy(a +y V1§ 0ysY),
Subtangente =3z, (y-i-'-v—— ﬁ]’)—y_’) ,
. &
~ . Normale =a+y¥'1+ 53/,’_,

’ -, Snbnomnle = B‘f[; (y+ -Vlz_‘:rt:a;?) ) .

Beide Curven haben dieselbe Abgewickelte, und der Kriim .

mupgshalbmesser der Normalcurve ist fiir correspondirende Punkte
um @ grisser, als der der Urcurve. .

Als Beisplel fiir den Uebergang von einer Urcurve zur Neor-
malcurve migen die Kegelschnitte dienen. lhre allgemeine Glei-
"chung ist - ’ .

y2=2%x  g23.
Daraus ergibt sich: '

i : = pter -
SE T

_ g2+ 9) 42z (1 +9)+p*
140ys"= %> + qa* '

Diess in 1) und 2) substituirt, gibt
‘ o——— ¢/ 92%(1+9)+2pz(11¢) +p*
o' —Vipztgs) \/ o £ qa® =a
m . ’

156°
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g2 At9) +2px(tg)tp® _Pigz
2p= +92? Vopz g2t~
Die Elimination.von z zwischen diesen beiden Gleichunges
fihrt zu einer sehr combinirten Gleichung zwischen y' und z'.

Nehmen wir aber die Gleichung des Kreises y*+23=r%, so
hat mau:

0.

(@' —=

v=—Z und 143ys2="3
a,.t—-*y un +a,r —y"
. Dadurch gehen 1) und 2) iiber in:
;(yf—y)—a=0, r(z'—z) —az=0;

und diess gibt:

T _rx
Y=a¥r’ TTa¥r
Substituirt man diese Werthe in die Gleichung:

i y*+2?=r* so kommt ¥ 4ar=(a4r)t |

Die Normalcurve des Kreises ist demnach wieder ein Kreis, |
folglich beide einander Hhnlich. Diese Bemerkung fihrt zur fol |
genden Untersuchung: ;

'B. Beschiftigen wir uns mit der Frage:
Welche Curven liefern Normalcurven, die ibnen Xhulich sind?
Zum Behuf dieser Untersuchung darf man nur in dew Glei-
chungen 1) und 2) y’=cy und z’=cx setzen, so hat man:
(e—1)y ¥V T10ys"—a=0 und

(c— Dz V T+ 35,54 ady.=0.

Die Integrale dieser beiden Gleichungen, so wie die Elimimtion
von Oys aus beiden liefern nach eimander: :

2Cz _a®-C?
Y +at— c_—_1=?c- )R’

2Cy_a®— (3

2y .3 4Ly @ —C"
y+z c—1"" (c—=D1*%’

’

s'+z’=——i—“’ ; .
(=07

v{odc und C aus den lntegratione;w ‘hervorgegangene Constanten
smd.

Alle drei Gleichungen aber geben den Kreis.
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Noch untersuchen wir, ob nicht die obigen- zwei Differential-

Mu durch singulire Werthe befriedigt werden. Bekannt-

t sich der einer Diflerentialgleichung zukommende sin-

erth am Kirzesten dadurch, dass man deren aligemeines

in Beziehung auf die Constante differentiirt, und zwischen

In und diesem Differential die Constante selbst elimi-

igt der aua der Eliminationsgleichung gezogene Werth

(oder z) die Dll’e:entialgleicbmw, hingegen das Integral

so hat man einen singuliren Werth. Auf solche Weise
man: '

i

1]

it
C=2z(c—1) wmd C'=y(c—1),
femer als wirkliche singulire Werthe:

-

i g

a . a
,:;{;E:i ud =4 —i’

; , .
wofern man das positive Zeichen fiir y und das negative fir
simmt. ‘Beide Gleichungen zeigen aber die gerade Linie anm.
Daraus ziebt man den Schluss, dass es, ausser dem Kreis und
der geraden Linie, keine Curven gibt, denen ihre Normalcurven
sholich wiiren. :

C. Obschon die Gleichungen der Normalcurven meist von
sebr combipirter Natur sind, so bietet deren Rectification und
Quadratur dennoch keine grisseren Schwierigkeiten dar, als die-
jenigen der Urcurven. e

Stellen wir uns zwei einander unendlich nahe liegende Krim-

m bmesser in beiden Curven vor, welche paarweise einan-
der en, so ist der Krimmungshalbmesser der Urcurve gleich
S
, 0zP%y—0yPx’
und der correspondirende der Normalcurve
0s?

et

wo s den Bogen der Urcurve bezeichnet. Stellen wir nun durch
s’ den correspondirenden Bogen der Normalcurve dar, so hat man:

o ( os? +a)=ds:3s"

9200y —oyPz \dxPy—oyorz 10 )T W
woraus sich ergibt: ’
os®

a:&W =a¢'—'-al:al

3(:’—:):4:%2!&-
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Nun aber ist --%—‘-': die Tangente des Winkels w, den die Nor-

male mit der Abscissenaxe macht, d. h. tgcoz-%t, worans

. bw __ OyPz—dzoyy

cosw?® oy®

-dy®
‘Da  nun ,cosw‘:-ar,, 8o ist

o= 0zd%y —:318’.2' ,

‘ und so hat man

hd ) 0(s'—s)=abw und :‘—-::dw-l-C.
Sind die beiden Grenzen des Winkels t gleich w’ und o', so ist
1) Y=s4a(@Ww’ —w). - '

Es ist aber w” —w’ der von den Hussersten Normalen eingeschlos-

sene Winkel, und a(w”—w') ist der von diesem Winkel einge-

sehlossene Kreisbogen, beschrieben mit dem Radius a. Hieraus
+ ergibt sich der Satz: .

Man findet den Bogen einer.-Normalcurve, wenn
man dep eutsgrecbendon Bogen der Urcurve um den-
jenigen Kreishogen vermehrt, welcher mit dem Radius
a in dem Winkel beschrieben wird, dendie Gussersten
Normalen mit einander machen.’

Es sei ferner (Taf. 111. Fig.2.) 4 B eine beliebige Curve, tiber welche

in ihrem Mittelpunkt G eine Gerade CD normal dabingleitet, so

+ sei der Flichenraum gesucht, den diese Gerade CD in ihrem

Laufe beschreibt. Ist EF eine det CID unendlich nahe Lage,

so ist GH=ds, und, weil CEFD ein Paralleltrapez ist, indem

die Punkte C und D Normalcurven beschreiben, auf denen CD
gleichfalls normal ist, .

Flichengebalt CDFE=ads,

wenn man CD=a setzt. Diess gibt fiir den-ganzen beschriebe-
nen Flichenraum : -

’

a(s"—s), ‘
wofern s’ und s” die Hussersten Grenzen der Curv:en bezeichneo.
So haben wir den andern Satz:

Gleitet eine.Gerade mit ihrem Mittelpunkt normal
dber eine Curve hin, so beschreibt gsie einen Flachen-

raum, welcher dem Produkt aus der Linge der Curve

und der Geraden gleich ist.

’
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Wenden wir diesen Satz auf den zwischen einer Urcurve und

ikrer Normalcurve liegenden, ringfirmigen Flichengehalt u' an,
so werden wir eine in der Mitte liegende Normalcurve annehmen

mit der Erzeugungslinie %~ Ihr Bogen ist

s=s+ ;~' (0;7"—-w') ,

ond folglich der gesuchte \Flﬁchenihbalt: .
a? '
2 u’=a:+—2-(w"—w') "

No. 1) und 2) lseen die Rectlfication und. Quadratur fiir Gren-
zen, die in Beziehung aaf die Urcurve gegeben sind, oder sich
vermittelst der Gleichung der Urcurve bestiumen; depn w und s
sind Funktionen von z (oder auch von y), dem die Werthe von
w’ und w” und auch von s fiir bestinmte Grenzwerthe, die wir
durch (z)’ und (z)” Soder auch durch (y)* und (y)")-bezeichnen,
eotsprechen. Allein denkt man sich die Grenzwerthe (2)’ und
()" (oder auch (')’ und (y)*) der Normalcurve gegeben, sa be-
oiitzt man die Gleichung A. 2), nemlich (z'—z) ¥ %—}51.’:]:@83'.
=0, [oder auch die Gleichang A.1),.neml. (y' — )V 1 4+0ys* — e °
=0}, welche Gleichungen in Verbindung mit denjenigen der Ur-
curve (z) und (x)” [oder auch (y) und (y)"] in (=) wnd (
oder auch in (y‘{ und (y)"] bestimmen wird, welche Werthe

n nur irr die obigen 1) und 2) substituirt werden diirfen. -

Will. man jedoch den von der Normalcurve, der Abscissen-
axe und den beiden Grenzordinaten {y’)’ und (y')” eingeschlosse-
nen Flichenraum . .

u"=ABLF (Taf.lll. Fig. 3.

bestimmen, so wird man zuerst den Flichenraum DCMG der
Urcurve : : . .

) 4 u=f»yd.t /

berechnen, xzwischen den oben bestimmten Grenzen, und hié:u
:l;zi ;z wie das Trapez! ABCD addiren und das Trapez FLMG
en. . . .

Man hat aber, wenn man die Subnormalen zu Hilfe nimmt,

A )

. - 'l l
ABCD = ABE— CDE=g(y'yoy:| v+ V_T%'??] —~ 5(9)Nye

Ersetzt man aber y' durch den aus A.1) gezogenen Werth, so
2 ’




. 232

_oys Fove 8
ABCD= Al O +ivivgal
Eben so ist . :
FLMG= _@L’Vﬁi;;i [+ ’_Y‘T"W] ;
J ,

folglich ist
n”=u+8’+7%,[@)'+w—f:—ﬁ]
~vigale  sydmal

wofern im letzten Posten die Grenze (z)” [oder auch (y)*] und
im yneinsletzten die Grenze (z)’ [oder auch (y)”] genommen wird.

D, Gleitet eine Gerade @ mit einem. ibrer Endpunkte
nath allep moglichen Richtungen normal #ber eine Fliche hin,
8o beschreibt 5er andere En? unkt ejne Fliche, die wir Nor-
malfliche heissen, wihrend die erstere Urfiache heissen mag.
Hieraus ist klar, dass auch jeder Punkt in jener Geraden eine
Normalfiiche beschreibt. Was man hier Erzeugungselinie, so
wie correspondirende Punkte heisst, geht aus den Erkli-
rungen in A. hervor. -

Die Gleichungen der Normale einer Fliche sind;
| & — 241 G"—)=0 °
und
y"—y+ 05" —2)=0,

wenn z”, y* und z” die Coordinaten der Normale selbst be-micll-
nen. Der Punkt, in dem diese Normale die Coordinaten -Ebene
(f.rl,y) schneidet, findet sich, wenn man 2" =Null setzt, and dann
olgt: :

‘

3’=z+3az‘, ,":’-'—23!’.

Nun aber ist die Linge der Normale [vom Punkte (zy:) der
Urfliiche an bis auf die Ebene (zy) gerecbmet]

=" —2) 4 (y"~y)* +3+*
oder . :
Normale =: 41 +&,’+&;’:

g:::;.uch die correspondirende Liinge der Normale der Notwal-
e

- ’
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Beseichnen wir nun die Coordinaten der Normalfiiche mit =/, y
wd ¢, md stellen durch 2 und ﬁ die Coordinaten des Punktes

x, is welchem die Normale die Ebene (zy) schneidet, so haben

I ESF 053 (a4 V T F A T = (2—27) : (&' —2)
. | =@-y): 0'—")

‘ =1z:7,
woraus folgt . .
) (' —2) VT -F 0% Oz + adz, =0,
) & —NVTT33 105 + ady=0,
3. (' —2) VIT 05 F 0t — a =0,

Durch gegenseitige Division leitet man noch ab:
' O02s T~z

9 b y—y’
- 5) 8‘3=—%:
0 am=—¥=Y

adrirt man aber 1), 2) und 3) und addirt, so heben sich
alie Partialdifferentiale weg, und man hat

n @ =2 +(y—9)*+ (' —1)*=ad, '

Vou den Glei wﬂen 4), 5) und 6) ist jede die Folgeru
der beiden andern. | man daher die Gleichung der Normal-
fiiche herstellen, so eliminire man aus 1), 2) und §) und der Glei-
chung dc;; Urcu'm, oder aus dreien der 4)bis 7) und der Urcurve
z, y und z - . .

Legt man dureh die Ersen inie @ eine beliehige Ebene,
so schueidet sie die Ur- und chhe in zwei Curve'n‘,e von de-
"nen die erstere als Ur- und die letztere als Normalcurve zu be-
trachten ist; und da jede dieser Curven als Normalcurve der
andern angesehen werden kaon, so folgt daraus, dass diese Tan-
gential-Ebenen correspondirender -‘Punkte parallel sind, und dass
demnach-von beiden Fliichen jede die Normalfiiche der andern ist.

Die Gleichungen der Normalfiichen stellen sich in der Regel
in gebr combinirter Ferm hin. Jedoch weisen die angegebenen
Eliminationen von z, y und : fiir die Ebene, die Kngmeen ge-
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meinen Cylinder und Kegel, beziehlich dieselbe Fliche nach. Die
Ebenen kiinnen sowohl als bloss liholiche, als auch als congruente
Flichen betrachtet werden, wiibrend alle Kugelon &bulich sind.
Ferner sind zwar gemeine Cylinder nur dann &bunlich, wenw thre
Hohen ihren Durchmessern prohortional sind; allein, da die Glei-
chung eines Cylinders dessen Hohe keine Beschriinkung gibt, so
miissen wir bei gegenwirtiger Betrachtung Ur- und Normalcylin-
der als #hulich betrachten. Um aber das Verhalten dés Normal-
kegels zum zugehdrigen gemeinen Urkegel auszumitteln, stellen
* wir dessen einfachste Gleichung dar durch:

z’=4’(x’+y’).
Hieraus hat man:

dre=Z, 6:,=A’!;
, 2 z
wodurch sich die Gleichungen 1), 2), 3) umwandeln in:

(@ — ) NTT A A=+"‘:' z_o,

_ o -9 VITA+99 0,
=) VIfA8—a=0.
Aus der letztern ist

- 2 % ]-l-A’—-a,
=— A

und wenn man z aus den zwei erstern ellmhirtf -
== [ At
V1§ A2—a
Y=Y LT A —a a4
Setst man diese drel Werthe in die Gleichung
’ =A% (z*+99),

so kommt

: =AM (2?4,
wenn man setst: o
. d—a VT B=:". '
Demnach ist der Normalkegel dem Urkegel congruent.

3 -
.



E. Wie béi den Normalcurven, derea Rectification und Qua-
dratur vermittelst der Gleichungen ihrer Urcurven durchgefibrt
werden konnte, so lisst sich fir die Normalflichen deren Qua-
drat:'r und Cubatur mit Hilfe der Gleichungen ibrer Urfliche er-
mitteln.

Denkt man sich durch zwei einander schneidende und unend-
lich nahe liegende Normalen der Urfliche, und daher aunch durch
die denselben correspondirenden und mit ihnen zusammenfallenden
Normalen der Normalfliche eine Ebene gelegt, so schneidet sie
beide Fliichen in zwei Curven. Von diesen Curven stellen wir das
swischen beiden Normalen liegende Element der Urcurve durch
ds und das der Normalcurve durch ds, so wie die respectiven
Krimmungshalbmesser durch » und » dar, so hat man offenbar :

ds:dg=r:vr,

-~

‘oldiell:‘

r T -
weil Y=a+r. g -

Euler und Monge haben zuerst gezeigt, dass man von einem
in einer Oberfliche gegebenen Punkte nicht nach beliebiger Rich-
tung gehen kann, um zwei sich schneidende Normalen und folg-
lich wirkliche Kriimmungsbalbmesser zu finden, dass es aber In
der That zwei auf einander senkrechte Richtungen gibt, in denen
solches im Allﬁemeinen der Fall ist, und zwar sind die beiden

Krimmuogshalbmesser ungleich und findeo sich vermittelst der

Glok_:hmg: .
(@204 s,y l ‘

=~ [(14022) D32y —W2:339P 25,y + (14987 02 7 W TH 52240253 0.
+ (140252 4 0z47)%

Schlagen wir mun eine auf obige Richtung senkrechte Rich--
tung ein, und bezeichaen die neuen Curvenelemente und Kriim-
ml;lenngslmlbmesser respective mit do, do’, ¢ und @’, so haben wir
ebenfalls: - -

" do=de¥ede 2t0.
e . e .
Diess gibt flir das Flichen-Elemeot der Normalfiiche:

dy do'= dsdo ( ‘-‘—’;—") ( "—‘;—") ,

wd far die Fliche selbst:
w=j]‘a.a.:+«f dulc%‘i.

o

|}
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Das evste Integral i-t die quadrirte Urflliche, die sich bohnntheb
vonnittalst des Integrals

‘/]' dedy VIFEA 100 |
findet, und obschon dsde nicht gleich ist ‘

dxdy ¥ l-l-&a""a;’v

so ist denvoch : ' -
f"’@"“ VW""'?'.'G
/fdad ‘[/dzdy 1 . ttete,

wofern beide Int :wiochen denselben Greuen genonmcn
werden. Denn stellen wnr uns in der Oberﬂlche einen Punkt vor,
um welchen beide Elemente ‘

dedy ¥ TF 33 1 07 wnd deda

genommen sind, und es sei
o=ndzdyV T35+ b5,

so kasn lllll; sich fir dieselbe Region die Funktion '+:+a die-

selbe Grisse habend vorstellen, indem sie sich vur um unendlich
kleine Zuwachse verindert, wenn man vom Element dsdo zum

andern

drdy V1437484
dbergeht, so dass demnach auch
dedo .'—‘”r"T‘”f—ndzdgV FoIFES '“:'“
Also hat man:
d:[/‘dzdyv 11 40,

ta ([ dzdy v IFEIFEp. TEELS |

Der zwischen der Ur- und Normalfiiche liegende K&rper bll
det eine Schaale, und der zwischen den einander co
den Flichenelementen ds'ds’ und dsdo liegende Theil duut
Schaale einen abgestumpften Keil, dessen Hthe —a, und dessen
die parallelogrammen Grundfischen emacblieamdon Kaaten d/, do
und ds, do sind.



. 237

. hlli'lr diesen abgestu'mghn Keil findet sich aber der cubische °
nbalt - -

do‘='%-c[d:‘(2da‘+d¢)+d:(2dc+d¢‘)].
Und setzt man hier wieder: -
dr=ds*t und do'=do i—t—" |
und entwickelt, so kommt
-v‘=a[/‘dsd¢+%a"[/‘d:da.:i-(-’i,.g‘z;-"—’2—'-',
wd aus denselben Griinden, wie oben bei der Quadratur:
2 o':‘ajf«ery Vitos+oy , e
+%a"/fd.zdyv'l—m’_+-3h-’ 3ﬁ%ﬂd-

In diesem Ausdrucke ist bemerkenswerth, dass das rechte In-
tegral einen_prismatischen Kirper reirisentitt, dessen Grundfiiche
glan{h der Urfliche und dessen Hihe gleich der Erzeugungslinie
a . ) .

Um r und ¢ durch ibre Funktionen in z und y zu ersetzen,
hat man nicht nothwendig, die obige, r und ¢ liefernde Gleichung
aufzuldsen, indem sich unmittelbar aus derselben ergibt:

o
r 4 o= EDPer 0 St (O y T ¥ B

r0=(l+az" +6x_,i: .

l:,’

In 1) und 2) kann man in den meisten Fillen vortheilhaft je
das zweite Integral in zwei zerlegen, nach der Zerlegung von

N et4rt+a. o+4r
v e t

-~

.
e

und von -

‘ 3etn)t+2a. otr) +2_q‘ .

re. ro ro

Far den Fall, dass 9%:,0%%y —3%2,® =0 ist, ist einer der
Krimmungshalbmesser unendlich. Der andere dagegen ist



(149234 8s M)}
(Tl’ak’)a'lg—z’azzazﬁ’zs,ﬂ(l-l-&, Yo%zs’

- wodurch die beiden Werthe filr « wnd o’ itbergehen nn

u—[/'udyvmsz+a‘/fudyvr+m}

und

v'=a ‘[/. dxdyN 1 40:.2+ E’-{- %a?/“/‘d:rdy v ]'_ijz‘i.}é;;i.}.
Ist aber noch tiberdiess -
(1 4 0252) 0%y — 202503y 0%24,9 + (1 4+ 02%) P2e =0,
" so sind beide Kn'lmmuug shalbmesser unendlich gross, was z. B.

bei der Ebene der Fall ist. In diesem Fall bleiben von «' und o'
nur die ersten lntegrale. Wiihlen wir als:

1. Beispiel.

Die Quadratur und Cubatur des gemeinen Normalkogola.'
Die Gleichung desselben ist: '
' B=AY2+y7).

Da hier 9%:,8%, —8%.,2=0, so ist der eine Krﬁmmungsbalbmel
ser unendhch er andere aber ist:

Vljdm—;

r=

y .
Da man nun hat

140243 4 0292=1 4453,
so ergibt sich: '

u’=m‘/f¢zdy+ad‘[/‘v.’d§‘!_i

Das erste Integral ist die Oberfliche des Urkegels und das let:-
tere gibt, indem man zuerst in Beziehung auf y integrirt,

aA/f%:aA/dxlos(Q{'Vm),
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welches noch awisechen den Grenzen

s
- y=0 und y= 2—,——3’

2a nehmen ist, wofern 4 die Hihe des Kegels vorstellt. Diess

gibt
: dzd
od [
;.Afdxloig[v;;- =t %]w—ad‘/‘dxlogz '
oder ‘ . )
\/ B h
.=¢Afd.tiog g 4 zz’-‘.“ )

- * .
0

Nm setze man z=§iiml’, so ist

A
dr=—cosXdX,
und unser Integral -geht nach und nach dber in:

ah | dXcosXlog cozif;l.

= ahsin Xlog (l—%‘.‘%}a! —ah f dXsinX? [log(l—%i—:—‘:‘;l—‘-)]

=aksinXlog —t%;!) t‘ahX.

Will man zuerst die halbe Oberfliche das Normalkegels, so
simmt man dieses Integral zwischen den Grenzen =0 und 2=0,
d. h. zwischen X=0 und X=1m, und verdeppelt es zuletzt fiir die
ganze Oberfliche. So findet sich: .

2ahx.

F‘E man das erste Integral, oder 'die- Oberfliche des Urkegels
voch hinzu, so hat man: ‘

o =x (R Y R34 42ah),

wenn man den Halbmesser der Grundfiiche ;:R setzt. Unter

~
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Bentitzung der obi Integrale bt sich ferner der e.llhcbe
Inhalt (der Sd.”leym 0'8‘

o'=ax(R Vﬂ-l— ah).
Wir nehmen als: -

2. Beispiel

Die Quadratur und Cubatur des Normal.Umdrehungsparaboloides.
Die Gleichung der Urfliche ist:

1
i=gp@*ty?.
H'ienns ergibt sich:
=pz,
oy=py,
Pz =y =p,
a‘l:,g =0;

und diese Werthe liefern:

'+e . 24pXz*1y%
[l+p’(w’+s’) e

—-“P’ ey 3

Wir haben uns nun mit der Entwickelung folgender drei In-
tegrale zu beschiftigen:

S sty v T, |
W4 R el Wil
Wi

Hier kinnen wir fiir z und y auf Polar- Goordinuten tibergehen,
und sefzen wir den Radius-Vektor =« so dass u*=2% 4 und
den Winkel, den derselbe mit der Abscigsenaxe macht, =0,
stellt sich die Gleichung des Umdrehungsparaboloides eintwlm

dar durch s=g pu.
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.Da sich nun das Flichenelement dzdy durch ududo ersetze
lisst, so verwandeln sich obige lIntegrale in: -

‘/]‘ududv Vifpha,
[ e ff e

Will man die Fliche oder den cubischen Inhalt des ganzen
Paraboloides, so bat man die Integrale in Beziehung auf v zwi-
schen den Grenzen v=0 und v=2x zu nehmen,fund hat:

‘

‘Zu/udu Vl+p§f,

[’ - udn
2% f udu 4 2% T‘Fr’“”
9 wdu
) Tt
Die lntégrationen vollziehen sich leicht, wenn man setat:
- 14p2ud=wt.

lst oun die Hihe des Paraboloides gleich A, so ist
z=h= ;pu',

und demnach die Grenzen von u gleich 0 und gleich \/-%,_E . Aul
diese Weise hat man: '

3% [0 42ph0— 1,

2 T
-:—h o log (14 2phk),

2z 1
»L! i1
Um die Oberfliche zu haben, milssen wir das zweite Integral

nit pa und das dritte mit p%® multipliciren und hierauf alle drei
uldig;. Diess gibt die P

Theil XIIL 16



, 22
, Oberfiiche
1 a - a®
=2 33;;[(1 +2pR)—1] + alh-+0) b log(142pH)— 7t
Will_man aber den cubischen Inhalt (der Schaale), so ist das

erste Integral mit a, das zweite mit zpa®’ und das dritte mit

%p’a' zn multipliciren und hierauf alle drei zu addiren. So kommt

Cubischer Inhalt '
2 . 2 .. a 2 a*
=ax 3:3;,[(l+2ph)‘—l)]+a(h+§- a) + 27,!03(1-!-2})73)—3 VT‘{TPEI .

E. Will man aber obige Integrale, statt zwischen Grenzen
von x und Y zwischen bestimmten Grenzen von 2’ und y’ neb-
men, die wir durch ('), ()" und (y)', (y')" bezeichnen, so wer-
den sich die Grenzeu von x und y darnach bestimmen.

Setzen wir nun die Grenzen (z')’, (2')” und (3')’, (y')" nach
einander beziehlich in die beiden Gleichungen o) ¢

(&' — ) VITEA T 0 + adra=0),
Y —ypV1 402+ 8:,_’ + adzy=0; _

so stellen sich, mit Hilfe der Gleichung der Urcurve, selbst wena
(y")’ in’ Funktion von (2) und ({2" in Funktion von (z)" gege-
ben wiiren, vier Gleichungen zwischen y und x dar, und wir bezeich-
nen die daraus hervorgehenden Funktionen y von x mit |

a) y=[12), .
b) y=r*(=),

) y=/*(), .

d y=f@)..

Sind (Taf. 1L Fig. 4.) AX und A ¥ die Coordinatenaxen der Ebene
(zy), so sei die Curve BD durch die Gleichung a), EC durch b),
BC durch c¢) und DE durch d) dargestellt uod das Viereck BDEC
repriisentirt die Grenzen, zwischen denen die Integrale zu nebmen
sind. Verbindet man die. Gleichungen a) und c¢) mit einander, so
bestimmt sich dadurch der Punkt 5, dessen Abscisse wir du
Z; bezeichnen. a) und d) bestinmen des Punkt D, dessen Ab-
scisse wir =y setzen. b) und c) bestimmen C, dessen Abscisse
=3 und endlic’: bestimmen b) und d) den Pnnktlf. dessen Abscisse
=T .

Es ist nun aber Viereck

I
\l



e) BDEC—=BDz a, - CEé,z¢—BC¢,z,+DEx,¢..
Nachdem nus eines der obi Integrale in Besiehung auf
genommen worden ist, wirdg:lan es fuit y=0 beginp?n lassez
und in dasselbe nach einander die Funktionen

- 9=rY2), y=[*2), y=1*(), y=F*@)

sbstituiren, hierauf in Beziehung auf 2 integriren, und

das 1ste zwischen den Grenzen z, und x5,
das 2te » 8w e xy und z,.
das 3te » w © s & und xg und
das 4dte » » m xg und x4

nehmen, und dieselben mit den im zweiten Theil der Gleichung
¢) enthaltenen Zeichen additiv zusammensetzen. Ist aber 23<a,,
so muss BDzx,x, vegativ genommen werden. Gleicherweise indert
sich das Zeichen von CEzyz,, wenn 24> 713.

Hiedurch bezweckt sich die Quadratur eines Stiicks der Nor-
malfiiche, wélches von parallelopipedalisch aneinandergereihten
Ebenen, die mit den Coordinaten-Ebenen (zx) und (zy) parallel
laufen, abgeschnitten wird. ,

Weit schwieriger ist hier die Cubatur auf solche Weise, dass
dadurch ein Korper bestimmt werde, welcher ~prismatisch zwi-
schen dem abgeschnittenen Stiick der Normalfliiche und der Ebene
(xy) liege; denn obige lotegrale geben mwoch immer einen Kirper-

I, welcher normal zwischen den correspondirenden Stiicken

der Ur- und Normalfliche liegt.

Will man zu diesem Zwecke nicht unmittelbar die Gleichung
der Normalfiiche bestimmen uud beniitzen, so handelt es sich darum,
vier prismatische Kiitperstc‘icke theils zu addiren, theile zu
subtrabiren, doren Seitenflichen senkrecht auf der Ebene (zy)
stehen und im Uebrigen theils von der Ebene (zy) und, dieser
gegenliber, von einer durch den Fortgang der Erzeugungslinie a
gebildeten krummmen Oberfliche begrenzt werden. Das erste Ge-
schift ist, die!Gleichung dieser letztern (oder vielmehr vier letztern)
au entwickeln. .

Hiezu dienen die Gleichungen der Normale
2" — 2 483 (" — 1) =0 .
und ' ‘
¥’ —y 406" —2)=0,

wo ¥, und 27 die Ordinatenwerthe der Normale bezeichnen,
wihrend beide Gleichungen noch iiberdiess x, c’h und 2 enthalten.
z eliminirt sich vermittelst der gegehenen Gleichung der Urcurve. -
Hierauf wird .man nach einander die oben bestimmten Funktionen

16¢*
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((a), b), c) und d)) statt y substituiren, und zwischen beiden
%as noch iibrig bleibende z eliminiren. Die Eliminationsgleichun,
wird dann fn esmal die gesuchte Gleichung zwischen z‘g, ¥’ tni
z"” jener Oberflachen sein. .

. Die theilweise Coordinaten- Verwandlung im obigen zweiten
Beispiel fiihrt uns zur der Betrachtung im folgenden Aufsatze.

Ueber gémischte Coordinaten.

Von

Herrn Brenner,
Lehrer zu Tuttlingen im Kénigreich Wirtemberg.

.

Es Ist bei der Behandlung der Kdrper, so wie bei derjenigen
der Filichen und Curven des Ranmes, oft sehr zweckmiissig, statt
der reinen rechtwinkligen oder statt der reinen Polar,Coordinaten
ein Gemisch derselben in Anwendung zu bringen. Diesg kann ge-
schehen, wenn man die Axe z unveriindert lisst, dnggen statt
z und y einen in der Ebene (zy) liegenden, bis an die Projektion
eines betrachteten Punktes gezugenen Radius- Vektor, und den
Winkel « nimmt, den derselbe mit der Axe & macht.

Die Formeln zur Cubatur und Quadratur der krummen Ober-
flichen, so wie zur Rectification der Curven des Radmes gestal-
ten sich fiir gemischte Coordinaten wie folgt. '

. A. Cubatur.

Denkt man sich im Korper einen beliebigen Pankt, lsst des-
sen Radius-Vector um dr, den Wiokel @ um de und : um d:

A}
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wachsen, so bestimmen die (,il'ei aul einander senkrecht steben-
den Kanten dr, rda und dz’ein Parallelepipedum, dessen Iubalt
rdrdzdx list. Demnichst ist der cubische Inbalt ¥ des Kirpers

=J]‘/'r¢rdzd;. R
B. Quadratur der Oberflic;he.

Es stelle (Taf. I11. Fig.5.) BCG einen mit der Ebene (zy) oder (ra)
lelen Durchschoitt dar, in der Fntfernung z des letzterp von
ra), ung eben so C einen in obigem Durchschuitt fixirten Punkt.
uch sei AX’' mit der urspriinglichen Axe der z parallel, so dass
LCAX'—a. Nun lasse man « 'um da wachsen, so dass BAC
=da. - Daon wird BE=dr sein, so genommen, dass z constant
gedacht ist, wodurch BE=0r.da wird. Hierauf denkt man sich
3 beliebjg um dz wachsend und legt durch z und AC eine Ebene.
Dieser Schnitt, so wie der mit (ra) parallele und von (re) um
:+dz eotfernte Schnitt werden sich in der krummen Oberfliche
in einem Punkte schneiden, den wir /) heissen. Ziehe ich nun
von D ein Loth DD’ auf AC, so stellt CD’ das Wachsthum von
r vor, so genommen, dass nur z variirt, dagegen a constant bleibt.
Demnach ist : .

: CDI '—_—'ar.ch
L _Das gesuchte Elementarparallelogramm bat nun als Seiten dje
inien
BC=da VA3 0r8
und
DC=d: ¥V TFord.

N . . \
Der Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels ergibt sich
aber nach der sphiirischen Trigonometrie, wenn man cos BCD/
mit cos DCDY multiplicirt. Demnpach ist:

[}

cos DCB=cos DCD' .cos BCD'
o Ors Ora
SVIitas Votod
folglich ' a .
1

SnDCB = sV o Y A o
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Demnach das Elementarparalielogram selbst ~

. = BC.DC.sinDCB =dadz ¥ (1 4+0r,%) 4+ ors. .
So findet sich also die krumme Oberfliche

Fs jf dods VAT TIS

C. Rectification der l;iuie cies Raumes.

Hier findet. sich nur Eine unabhiingi e Verlinderliche, und wir
nehmen « als solche an. Die Transversale des Paraﬂelerﬁpedumn,
deseen Kanten sind rda, Oreda und 9z.da, ist aber gleich

do ¥ FFEITOD.

Demnach findet sich der Bogen unserer Curve
a=‘/‘d¢~‘r’+6z.' + orad.

Als Anwendung hievon .geben wir Folgendes:

a). Eine ebene Curve bewegt sich mit sich selbst parallel
vach einer auf ihrer Ebene senkrechten Richtung, wiihrend sie
nech dberdiess um eine feste Axe rotirt, so dass der Rotations-
Winkel der Erhebung stets proportional ist und dass ebep dene
Axe auf genannter Ebene senkrecht steht. Ees soll nun die Glei-
chung der von der Curve beschriebenen Oberfliche dargestelit
werden. Es befinde sich in der Ebene (xy) (Taf.lll. Fig.6.) die Curve
&, fir welche die Gleichung y=/F(x) gegeben ist. Hat sie sich
nun auf angegebene Weise um 3z iiber fe erhoben, so stelle
LB ihre Projektion auf (2y) vor, eo wie £X und EY die Pro-
jektionen ihrer Coordinaten-Axen, die mit der Curve rotiren, wih-
zend wir die.Axe z in die Rotatiomsaxe verlegen. Nehme ich in
LB den beliebigey Punkt C an, und ziche das Loth CD, so
ist CD die Ordinate und ED die Abscisse dujenign Punktes,
von welchém C die Projektion ist, und setze ich ED=X und
CD=Y, so findet zwischen X und ¥ dieselbe Gleichung statt,

wie zwischen z und gy, d. h. man hat .
Y=f(X). .
Den Drehungswinkel XEx setze ich =f, so ist bekanntlich:
X=gysinf+ zcosf,

Y =gycosf—xsinf.

Allein da f"dem : proportional ist, so setzen wir B=Az und baben
8o die Gleichung: -

~




247

y o8 (ds) — z sin (42) = f[ysin(4z) + zcos (43)].
Setzen wir nan . . :

 y=rsine !
wd
Z=rcosa,
s0 pimmt dfeﬁe Gleichung folgende Form an:
rshi(a-Az):f[rcos (a—A2)].

~

1. Beispiel

Setzen wir als Erzeugungslinie eine Gerade, die durch die
Rotationsaxe geht, so ist, wenn sie Anfangs mit der Abscissen-
axe gelbst zusammenflilit, y=0, d. h. 42—« die gesuchte Gleichung
der enenFten Oberfliche, und es weist sich demnach r von z
und « villig unabbingig aus. : .

Wollen wir nun zuerst den von unserer Fliche begrenzten
Kirper cubiren, so haben wir

=y r’:/‘ duda,

wo r swischen den Grenzen r=0 und r=r' genommen ist, Hier-
auf kommt '

Vﬂ%"’ adz,

wo das - Integral mit a=0 begiont. Die andere Grenze aber ist
«=<ds, und 8o haben <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>