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ft ^Man hat iu den neuern Zeiten wohl mit Recht die

Geometrie der Lage von der Geometrie des Masses un-

terschieden, indessen gleichATohl Sätze, in welchen von

keiner Grösse die Rede ist, gewöhnlich durch Ketrach-

tnng von Yerhältuissen bewiesen. Ich habe in dieser

Schrift versucht, die Geometrie der Lage zu einer selbst-

ständigen AVissenschaft zu machen, welche des Messens

liicht bedarf. Lin jedoch diejenigen Eigenschaften der

Curven und Flächen II. Ordnung, welche auf Mittel-

punkte, Axen, Brennpunkte u. s. w. sich beziehen, nicht

ganz unberührt zu lassen, habe ich das Wesentliche hie-

von in einen Anhang aufgenommen.

Jeder geometrische Unterricht muss von allgemeinen

Betrachtungen ausgehen, welche den Schiller mit den

Tcrschiedenen Arten von geometrischen Gebilden bekannt

machen und sein Anschanungsvermögen üben. Die mei-

sten Lehrbücher der Geometrie gehen aber zu bald zum
Besondern, nämlich zur Congruenz und Aehnlichkeit der

Dreiecke über, daher sie auch manche Begriffe nicht in

der gehörigen Allgemeinheit aufstellen. Aehnliche ebene

Figuren sind nichts anderes als homologe Stücke von

ähnlichen ebenen Systemen, ähnliche Körper aber homo-

loge Stücke von ähnlichen räumlichen Systemen. Der
Betrachtung von centrischen Figuren sollte die des cen-

trischen ebenen Systems und der Betrachtimg von sym-

metrischen Figuren die des symmetrischen ebenen Systems
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vorangeschickt werden. IJebrigeiis ist in vielen Lehr-

büchern der Geometrie, obgleich Natur und Kunst in al-

len ihren Gebilden nach Symmetrie streben, dieser Be-

griff gar nicht entwickelt.

Wenn es für den Geübtem keine Uebung mehr ist,

zu dem einen von zwei reciproken Sätzen den andern zu

suchen, so ist diess doch für den Anfänger eine zweckmäs-

sige Aufgabe, welche ihn veranlasst, durch eigene Thätig-

keit Gebilde zur Anschauung zu bringen, Dass aber das

Gesetz derReciprocität jeden für die Geometrie empfängli-

chen Schüler mehr anrege, als irgend ein einzelner Satz,

wird jeder Lehrer erfahren , der seine Schüler auf das-

selbe aufmerksam macht. Yielleicht wird diese Schrift

einige Lehrer bestimmen, ihrem Unterrichte in der Geo-

metrie des Masses das Wesentliche aus der Geometrie

der Lage voranzuschicken, damit ihre Schüler gleich An-

fangs denjenigen Ueberblick über die Wissenschaft ge-

winnen, ohne welchen das rechte Verständniss der ein-

zelnen Sätze und ihrer Beziehung zum Ganzen nicht wohl

möglich ist.

Erlangen, im August 1847.

Der Verfasser.
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§ 1'

Einleitung, Der SlrahleiibiiudeL Wiakelränme «md Winkrlflacheo.

1, MPie Geometrie geht von der Vorstellnng eines unl>e-

grcnzten Rauiocs aus 4 ein vollständig btgreii^es Stück desseilje«

hdsst ein Körper,

Köriier nud überhaupt köqtcrViche Räunie werden dnrch Flä-

chen, Flächen dtirch Linien, Liaien durch Pankle getbeilt und

begrenzt. Oberfläche eines Körpers ist die Fläche, welche ihn

eioschJiesst, oder der Inbegriff der Flächen, welche ibti be^enzen.

Jede Fläche hat zwei Seiten^ dasselbe kann von jeder Linie

in einer Fläche, so wie auch von jedem Punkte in einer Linie

gesagt werden.

2, Ein Punkt ist nnlheilbar. Belegt sich ein Pimkt, so be-

schreibt er eine Linie; durch die Bewegung einer Linie kann eine

Fläche, durch die Bewegung einer Fläche ein kbrj»erlicher Raum

erzeugt werden, EUae Linie geht durch jeden in ihr ficgeudeu

Punkt, eine Fläche aber durch aDe in ihr liegenden Punkte und

Linien.

Körperliche Rä^nne, Flächen, Linien, Punkte und Znsam-

mensetzungen ans denselben sind geometrische Gebilde. Luter

einer Fig\ir versteht man gewöhnlich eine voUstäadig begrenzte

Fläche, Umfang einer Figur ist die Linie, welche sie einschliessl,

oder der Inbegriff <ler Liuten, welche sie begrenzen.

3, Jeder Punkt einer geschlossenen (in sich zurückkehrenden)

Linie kann als Anfang und Ende derselben betrachtet werden.

Beschreibt ein Punkt eine geschlossene Linie, welcher die drei

Punkte A, B, C augehören, so muss er entweder im Sinne ABC,

I



welcher mit dem ton BCÄ oder CAB ganz einerlei ist, oder in

dem dem erstem entgegengesetzten Sinne , welcher durch B A C
oder ACB oder CBA angezeigt werden kann, sich bewegen.

Werden in einer Linie, welche sich nicht schliesst, drei Punkte

angenommen , so sind die beiden äussern durch den mittlem ge-

trennt. Unter vier Punkten einer geschlossenen Linie sind zwei

Paar getrennte.

4. Von einer Fläche und einer Linie, welche durch einen

nnd denselben Punkt gehen, sagt man, dass sie in diesem Punkte

, l berühren ) .. , ,. , r^, ., ,

sich < }, wenn die ihm zunachstliegenden Ifaeile der
/ schneiden

)

i einerlei /

Linie auf { } Seite (n) der Fläche liegen. Wer-
(
entgegengesetzten \

den in einem körperlichen Räume, welcher durch eine Fläche in

zwei Theile getheilt ist , zwei ausserhalb dieser Fläche befindliche

Punkte durch eine Linie verbunden, so schneidet diese die Fläche

parmal (gar nicht oder zweimal oder viermal u. s. w.) oder un-

parmal, je nachdem jene Punkte auf einerlei oder entgegengesetz-

ten Seiten derselben liegen.

5. Zwei Linien, welche in einer und derselben Fläche liegen

und durch einen und denselben Punkt gehen , { , . , > sich
( schneiden \

in diesem Punkte, wenn die ihm zunächstliegenden Theile einer

/* einerlei }

jeden von den beiden Linien auf i ) Seite (n)
(^entgegengesetzten \

der andern liegen. Werden in einer Fläche, welche durch eine

Linie in zwei Theile getheilt ist, zwei ausserhalb dieser Linie

befindHche Punkte durch eine andere Linie verbunden, so schnei-

det diese die erstere parmal oder unparmal, je nachdem jene :

Punkte auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten derselben liegen.

Eine Linie kann auch sich selbst schneiden oder berühren

und daher ein zweien Linien gemeinschaftlicher Punkt ein viel-

facher (öfter als einmal zu zählender) Schnitt- oder Berührungs-

punkt oder auch beides zugleich seyn.

6. Zwei Flächen, welche durch eine und dieselbe Linie gehen,

( berühren / . , . ,

< , > sich in dieser Linie, wenn die ihr zunächstliegenden



( einerlei )

Theile einer jeden von den beiden Flachen auf < i
•* (entgegengesetzten!

Seite (n) der andern liegen. Zwei Flächen berühren sich in einem

Punkte, durch welchen beide gehen, wenn der zunächst um ihn

herum liegende Theil einer jeden von den beiden Flächen ganz

auf einerlei Seite der andern liegt.

Wenn eine Linie, welche in der einen von zwei sich schnei-

denden Flächen liegt, die Schnittlinie derselben in einem Punkte

(schneidet/ jschneidetJ . . , lu t> i * u r
{ l , so < , s sie in demselben Punkte auch die
J berührt )

/berührt
)

andere Fläche. Berühren sich zwei Flächen in einem Punkte oder

in einer Linie, so wird auch jede von den beiden Flächen von

allen Linien berührt, welche in der andern liegen und durch den

Berührungspunkt oder einen Punkt der Berührungslinie gehen.

7. Eine Linie, welche, wenn sie in zwei Punkten festgehal-

ten ist, ihre Lage nicht ändern kann, keisst gerade. Eine Linie

heisst gebrochen, wenn sie aus geraden Linien zusammengesetzt

ist, ohne gerade zu seyn; — krumm, wenn kein Theil derselben

gerade ist; — gemischt, wenn sie aus geraden und krummen Li-

nien zusammengesetzt ist.

Ein gerades Gebilde ist im Allgemeinen der Inbegriff von

sJlen Punkten (Elementen), welche eine Gerade (unbegrenzte ge-

rade Linie) erfüllen, und von welchen man annehmen kann, dass

jeder seine Stelle in der Geraden, auch wenn diese bewegt wird,

unverrückt beibehalte. Ein gerades Gebilde im engern Sinne be-

steht aus einzelnen Punkten oder auch Stücken einer Geraden.

Eine Fläche, welche durch die Bewegung einer Geraden er-

zeugt werden kann, heisst eine Regelfläche,

8. Zwischen je zwei Punkten ist eine von ihnen begrenzte,

durch je zwei Punkte eine unbegrenzte gerade Linie möglich.

Zwei Gerade können hiernach, wenn sie nicht ganz in einander

fallen sollen, höchstens einen Punkt gemein haben. Ist ein nicht

gerades Gebilde nur in zwei Punkten festgehalten, so kann es

noch um die durch diese beiden Punkte bestimmte Gerade gedreht

werden.

Eine Gerade wird, wenn sie als Element erscheint, auch ein

Strahl geuannt und durch jeden in ihr angenommenen Punkt in

1*
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zwei Halbstrahlen gethellt, welche eine gemeinschaftliche Spitze

aber entgegengesetzte Richtungen haben, und von welchen jeder

die Ergänzung des andern heissen soll.

Aus einem gegebenen Mittelpunkte A wird ein anderer Punkt

B durch den Strahl AB projicirt, welcher durch beide Punkte

geht. Der Halbstrahl AB projicirt denjPunkt B aus der Spitze A.

9. Ein Strahlenbiindel ist der Inbegriff von allen Strahlen,

welche durch einen und denselben Punkt (Mittelpunkt) denkbar

sind. Der Inbegriff von allen nur denkbaren Halbstrahlen, welche

einen und denselben Punkt zur gemeinschaftlichen Spitze haben,

soll ein Halbstrah lenbündel heissen. Bei einem Gebilde der er-

stem Art werden Strahlen , bei einem Gebilde der letztern Art

aber Halbstrahlen als Elemente betrachtet,

10. Ein einfacher Winkelraum ist ein Theil von einem Halb-

stralilenbündel und also so beschaff"en, dass jeder Halbstrahl, wel-

cher mit ihm (dem einfachen VVinkelraume) einerlei Spitze hat

und durch irgend einen Punkt in ihm geht
,

ganz in denselben

fällt. Eine Fläche, welche die erwähnte Eigenschaft hat, welche

man also von Halbstrahlen, die eine gemeinschaftliche Spitze ha-

ben, erfüllt sich denken kann, soll eine einfache Winkel- oder

Kegelfläche heissen.

Einfache Winkelräume werden durch einfache Winkelflächen,

einfache Winkelflächen durch Halbstrahlen begrenzt. Die Grenze

eines Winkelraumes nennt man seinen Mantel, die Grenzen einer

WinkeKläche aber ihre Schenkel.

Bewegt sich ein Halbstrahl um seine Spitze als festen Punkt,

so beschreibt er eine einfache Winkelfläche. Jeder Halbstrahl in

einer geschlossenen einfachen Winkelfläche kann als Anfang und

Ende derselben betrachtet werden, daher unter vier Elementen

einer solchen Fläche nur zwei Paar getrennte sind.

11. Wenn einfache Winkelflächen, welche eine gemeinschaft-

liche Spitze haben, sich schneiden oder berühren, so geschieht

solches in Halbstrahlen. Würde gesagt, dass zwei geschlossene

einfache Winkelflächen, welche nur die Spitze mit einander ge-

mein haben, in diesem Punkte sich berühren, so würden nicht

mehr Halbstrahlen sondern Punkte als Elemente der beiden Flä-

chen betrachtet werden.



Werden in einem Halbstrahlenbundel , welcher durch eine

einfache Winkelfläche in zwei Theile getheilt ist, zwei ausserhalb

dieser Fläche liegende Halbstrahlen durch eine andere einfache

Winkelfläche verbunden, so schneidet diese die erstere parnial

oder unparmal, je nachdem jene Halbstrahlen auf einerlei oder

entgegengesetzten Seiten derselben liegen. Zwei geschlossene ein-

fache Winkelflächen, welche eine gemeinschaftliche Spitze haben,

schneiden sich also parmal.

(räume) • . ,
(räume/

12. Zwei einfache Winkel <„_ , > sollen Scheitel ^,.. , \
(flachen) ftlaclienl

zu einander heissen , wenn jeder Halbstrahl, welcher dem einen

von den beiden Gebilden angehört, seine Ergänzung im andern

findet. Die Mäntel ron Scheitelräumen sind Scheitelflächen zu

einander. Jeder einfache A>inkelraum, welcher ganz ausserhalb

seines Scheitelraumes liegt , ohne dass der Mantel des einen den

Mantel des andern berührt, heisst auch ein Halbstrahlenkegel.

13. Ein vollkommner Winkelraum ist ein Theil von einem

Strahlenbündel und also so beschaffen, dass jeder Strahl, welcher

mit ihm (dem vollkommnen Winkelraume) einerlei Mittelpunkt hat

und durch irgend einen Punkt in ihm gebt, ganz in denselben

fällt. Eine Fläche, welche die erwähnte Eigenschaft hat, welche

man also von Strahlen , die einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt

haben, erfüllt sich denken kann, soll eine vollkommne Winkel-

oder Kegelfläche heissen.

Vollkommne Winkelräume werden durch vollkommne Winkel-

fiächen, vollkommne Wiukelflächen durch Strahlen begrenzt. Be-

wegt sich ein Strahl um seinen Mittelpunkt als festen Punkt, so

beschreibt er eine vollkommne Winkelfläche. Unter vier Elemen-

ten einer geschlossenen vollkommnen Winkelfläche sind nur zwei

Paar getrennte.

14. Ein vollkommner Winkelraum, welcher aus zwei Halb-

strahlenkegeln (Scheitelkegeln) besteht, von welchen aber, wenn

Strahlen als Elemente betrachtet werden, nur wie von einem

Baume gesprochen wird, heisst auch ein Str7blenkegel. Von je-

dem Strahle, welcher mit einem Strahlenkegel einerlei Mittelpunkt

hat , aber nicht im Mantel desselben liegt , kann man sagen , dass



er ganz auf einerlei, nämlich entweder der innern oder äussern

Seite (lieser Fläche liege.

VoUkommne Winkelflächen, welche einen gemeinschaftlichen

Mittelpunkt haben (concentrisch sind) , schneiden und berühren

sich in Strahlen. Werden zwei Strahlen, welche mit einem Strah-

lenkegel einerlei Mittelpunkt haben, aber nicht im Mantel dessel-

ben liegen, durch eine vollkommne Winkelfläche verbunden, so

schneidet diese die erstere parmal oder unparmal
,

je nachdem

jene Strahlen auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten derselben

liegen.

15. Eine vollkommne W^inkelfläche heisst von parer Ordnung,

wenn sie aus zwei geschlossenen einfachen Wiukelflächen (Schei-

telflächen) besteht, und also ein Strahl, welcher die Fläche be-

schreibt, zuletzt wieder in seine anfängliche Lage kommt; — von

unparer Ordnung aber, wenn sie zugleich als eine einfache Win-

kelfläche betrachtet werden kann, und also ein Strahl, welcher

die Fläche beschreibt, zuletzt in eine der anfänglichen entgegen-

gesetzte Lage kommt, nämlich mit Verwechslung seiner beiden

Hälften die ursprüngliche Stelle wieder einnimmt. Von der Ord-

nung einer Winkelfläche kann nur gesprochen werden, wenn die

Fläche eine geschlossene vollkommne Winkelfiäche ist.

Eine Winkelfläche { \ Ordnung, welche sich selbst
(unparerj

schneidet oder berührt, kann als der Inbegriff von zwei oder meh-

reren geschlossenen vollkomumen Winkelfiächen betrachtet werden,

A'On welchen keine öfter als einmal durch einen und denselben

Spare )

( Anzahl von Winkel-
unpare.

flächen unparer Ordnung sich befindet.

IG. Durch eine Kegelfläche parer Ordnung, welche sich selbst

weder schneidet noch berührt, wird ein Strahlenbündel in zwei

Theile getheilt, von welchen der eine ein Strahlenkegel ist, wäh-

rend im andern unendlich viele Winkelflächen unparer Ordnung

denkbar sind.

Durch eine Winkelfläche unparer Ordnung, welche sich selbst

weder schneidet noch berührt, wird ein Strahlenbüudel nicht ge-

theilt, indem kein Strahl desselben von einem andern durch die



Fläche getrennt ist. Ein Halbstrablenbundel wird durch eine Flä-

che der erwähnten Art in ein Paar Scheitelräimie getheilt, wel-

che einen gemeinschaftlichen Mantel haben , daher die beidea

Hälften eines jeden Strahles, welcher der Fläche nicht angehört,

aber durch ihren Mittelpunkt geht, auf entgegengesetzten Seiten

derselben liegen, und jede einfache VVinkelfläche , welche zwei

«olche Halbstrahlen zu Schenkeln hat, die erstere unparmal

schneidet.

Da eine »inkelfläche tinparer Ordnung als einfache Winkel-

Sache betrachtet, durch jeden in ihr liegenden Strahl in ein Paar

Scheitelflächen getheilt wird , und also die beiden Hälften eines

jeden andern Strahles der Fläche auf entgegengesetzten Seiten

des erstem liegen, so wird überhaupt von zwei Geraden, welche

durch einen und d-enselbeu Punkt gehen, gesagt, dass sie in die-

sem Punkte sich schneiden.

17. Zwei geschlossene volikommne Winkelflächen , welche ei-

nen gemeiaschaftlichen Mittei|)uukt haben, schneiden sich panual,

wenn entweder beide von parer Ordnung sind, oder die eine voa

parcr und die andere von unparer Ordnung ist; — unparmal

aber, wenn beide von unparer Ordnung sind. Folgt aus 1$

tuid 16.

§. 2.

Die Ebene- Der Slrahlenbüschel und der EbcnenbuscheL

18. Eine Ebene ist eine Winkelfläche unparer (erster) Ord-

nung, in welcher jeder Punkt als Mittelpunkt betrachtet werden

kann.

Geht also eine Gerade durch zwei Pnnkte einer Ebene , so

fällt sie ganz in dieselbe. Von einer nicht in ihr liegenden Ge-

raden kann hiernach eine Ebene höchstens einen Punkt enthalten.

Haben eine Ebene und eine ausserhalb derselben liegende

Gerade einen Punkt gemein, so (16) schneiden sie sich in die-

sem Punkte, welcher die Spur der Geraden in der Ebene oder

auch die Spur der Eigene in der Geraden heisst.

19. Durch zwei Punkte und also auch durch eine Gerade

sind unendlich viele Ebenea dcakbcu:. Durch drei Punkte, weiche
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nicht in einer nnd derselben Geraden liegen, also auch durch eine

Gerade und einen ausserhalb derselben befindlichenPunkt, so wie auch

durch zwei sich schneidende Gerade ist eine Ebene möglich. Von

der Ebene, welche eine Gerade a mi-t einem ausserhalb dersen>en be-

findlichen Punkte P verbindet, soll gesagt werden, dass sie aus der Axe

a den Punkt P oder aus dem Mittelpunkte P die Gerade a projicire.

Wird eine Ebene lun eine in ihr liegende Gerade als feste

Axe gedreht, bis sie mit Verwechslung ihrer beiden Hälften (der

heiden Halbebenen) die ursprüngliche Stdle wfetler einnimmt, so

fällt sie nach und nach mit jeder durch jene Gerade gehendca

Ebene zusammen.

20. Eine Winkelfläche )
^^^^

> Ordnung wird (17) von
j unparer i

, parmal \

einer jeden durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebene > >
{unparm<<i>

geschnitten ; die Schnittlinien sind Strahlen. Eine geschlossene

einfache Kegelfläche wird von einer jeden durch ihre Spitze ge-

henden Ebene parma! geschnitten.

Zwei Ebenen, welche durch einen und denselben Punkt ge-

hen, schneiden sich in einer Geraden, welche ebenfalls durch je-

nen Punkt geht, ausserhalb welcher aber (19) die beiden Ebeneu

keinen Punkt mit einander gemein haben. Drei Ebenen, welche

tlurch einen und denselben Punkt gehe», schneiden sich entweder

in einer Geraden oder in drei Geraden. Im letztern Falle haben

die drei Ebenen ausser jenem Punkte, welcher ihr Schnittpimkt

heisst, weil in ihm jede der Ebenen die Schnittlinie der beiden

übrigen schneidet , keinen Punkt mit einander gemein.

21. Jedes Gebilde, welches ganz in einer und derselben Ebene

liegt, wird ein ebenes Gebilde, jedes Stück einer Ebene, so wie

auch die Ebene selbst , eine ebene Fläche genannt. Eine Fläche

heisst gebrochen, wenn sie aus ebenen Flächen zusammengesetzt

ist, ohne eben zu seyn; — krumm, wenn kein Theil derselben

eben ist; — gemischt, wenn sie aus ebenen und krummen Flä-

chen zusammengesetzt ist.

Eine krumme Linie (Curve) heisst einfach gekrümmt, wenn

sie gauz in einer und derselben Ebene liegt} — doppelt ge

krümmt aber, wenn es keine Ebene giebt^ welche durch alle
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Punkte der Linie gebt. Gewöhnlich versteht man unter einer

doppelt gekrümmten oder gewundenen Curve eine Linie, voa

«reicher kein Stück eben ist.

22. Der Inbegriff von allen Strahlen, welche einen gemein-

schaftlichen Mittelpunkt haben und in einer und derselben Ebene

liegen, heisst ein Strahlenbüschel. Ein Halbstrahlenbüschel ist der

Inbegriff von allen Halbstrahlen, welche von einem und demselben

Punkte ausgehen und in einerlei Ebene liegen. Bei einem Gebilde

der erstem Art erscheint die Ebene als eine vollkommne, bei ei-

nem Gebilde der letztern Art aber als eine einfache Winkelfläche.

Unter vier Elementen eines Gebildes der einen oder andern Art

sind nur zwei Paar getrennte.

Jede von zwei Schenkeln begrenzte ebene Winkelfläche heisst

auch ein ebener Winkel. Ein Halbstrahlenbüschel wird durch

n Halbstrahlen in n einfache, ein Strahlenbüschel durch n Strah-

len in n vollkommne ebene Winkel getheilt. Jede gebrochene

I einfache x ,„. ,,„_,. ( einfachen >
, ,„.

{ ,,, s Winkelflache ist aus \ ... \ ebenen um-
c vollkommne } ( vollkommnen >

kein zusammengesetzt. Unter einer Kegelfläche versteht man ge-

wöhnlich eine krumme Winkelfläche.

23. Der Inbegriff von allen Ebenen (Elementen), welche

durch eine und dieselbe Gerade (Axe) denkbar sind , heisst ein

Ebenenbüschel. Alle Halbebenen (Elemente), welche von einer

und derselben Geraden (Kante) begrenzt sind, bilden einen Halb-

ebenenbüschel.

Ein einfacher Flächenwinkel ist ein Theil von einem Halb-

ebeuenbüscbel und also so beschaffen, dass jede Halbcbene, wel-

che von seiner Kante begrenzt ist und durch irgend einen Punkt

in ihm geht
,

ganz in denselben fällt. Man kanu einen solchen

>N inkel auch als einen einfachen Winkelraum betrachten, dessen

Mantel aus zwei Halbebenen zusammengesetzt ist. Ein vollknmm-

ner Flächenwinkel ist ein Theil von einem Ebenenbüschel oder

ein von zwei Ebenen begrenzter vollkommner Winkelraum. Die

beiden Grenzen eines Fiäcbenwinkels beissen seine Schenkel.

Ein Halbebeuenbüschel wird durch nHdlbebeneu in n einfache,

ein Ebeneubü'chfl al>cr durch n Ebenen in n vollkosuutae Fliichcu-
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Winkel getheilt. Unter vier Elementen eines Büschels der einen

oder andern Art sind nur zwei Paar getrennte.

24. Ein einfacher Winkel heisst hohl, wenn die Ergänzungen

seiner Schenkel ausserhalb desselben liegen; — flach oder auch

gestreckt, wenn seine Schenkel zu einer Geraden oder Ebene sich

ergänzen; — erhaben, wenn er die Ergänzungen seiner Schenkel

m sich enthält. Die Schenkel eines flachen Winkel sind zugleich

die Schenkel seines Scheitelwinkels. Durch zwei seiner Elemente

wird ein Halbstrahlen - oder Halbebenenbüschel entweder in zwei

gestreckte oder in einen hohlen und einen erhabenen Winkel ge-

theilt.

Ein hohler ebener Winkel kann von einer durch seine Spitze

gehenden Ebene höchstens in einem Halbstrahle und also nur

dann geschnitten werden , wenn seine Schenkel auf entgegenge-

setzten Seiten der Ebene liegen. Der Schnitt eines hohlen Flä-

chenwinkels mit einer Ebene, welche seine Kante und also auch

seine beiden Schenkel schneidet, ist ein hohler ebener Winkel.

25. Zwei hohle Winkel heissen Nebenwinkel zu einander,

wenn sie einen Schenkel gemein haben und ihre beiden übrigen

Schenkel zu einer Geraden oder Ebene sich ergänzen.

Ein Strahlen- oder auch Ebenenbüschel wird durch zwei Ele-

mente a, b in zwei vollkoramne Winkel ab, a"b getheilt, welche

Nebenwinkel zu einander heissen sollen. Unter den vier einfa-

chen Winkeln, aus welchen zwei solche Winkel bestehen, sind vier

Paar Nebenwinkel und zwei Paar Scheitelwinkel.

Sind a, b, c drei Elemente eines Büschels, so ist der Win-

kel ah, welcher das Element c nicht in sich enthält, im Sinne

abc, welcher mit dem von bca oder cab ganz einerlei ist, der

Winkel a"b aber, welcher das Element c in sich enthält, in dem

<lcm erstem entgegengesetzten Sinne, welcher durch acb oder

cba oder bac angedeutet werden kann, beschrieben.

26. Das gerade Gebilde , der Strahlenbüschel (oder auch

Halbstrahlenbüschel) und der Ebenenbüschel (oder auch Halbebe-

nenbüschel) sollen die einförmigen Grundgebilde oder die Grund-

gebilde der ersten Stufe heissen. Der Punkt kommt im geraden

Gebilde, die Ebene aber im Ebenenbüschel als Element vor. Die

J
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Gerade, welche zwischen Punkt und Ebene gleichsam die Mitte

hält, erscheint im Strahlenbüschel als Element, während sie am

geraden Gebilde der Träger von Punkten und am EbenenbSschel

die Schnittlinie von Ebenen ist.

27. Häufig wird ein Gebilde in einem BQschel, wenn es auch

nur aus einzelnen Elementen des vollständigen Büschels besteht,

selbst ein Büschel genannt. Indessen soll solches in der Folge

nur geschehen, wenn durch nähere Angaben jede Zweideutigkeit

beseitigt ist.

Ein aus vier Punkten bestehendes gerades Gebilde ABCD
wird aus einem ausserhalb der Geraden befindlichen Punkte durch

einen Strahlenbüschel ab cd projicirt, welcher aus vier Strahlen

besteht, und von welchem das gerade Gebilde ABCD ein Schnitt

ist. Das gerade Gebilde BADC, welches vom ersten wohl zu

unterscheiden ist, wird durch den Büschel bade, das gerade Ge-

bilde CADB durch den Büschel cadb projicirt. Auf diese Weise

muss allgemein , wenn für das eine von zwei Gebilden , welche

auf einander bezogen sind, eine Permutation desselben gesetzt

wird , auch die ihr entsprechende Permutation mit dem andern

vorgenommen werden, wenn die vorige Beziehung noch fortbe-

stehen soll.

28. Da in einem Strahlenbündel unendlich viele Strahlenbu-

schel oder Ebenen enthalten sind, alle Ebenen aber, welche einen

Strahl mit einander gemein haben , einen Ebenenbüschel bilden,

so erscheinen in einem Strahlenbündel nicht nur Strahlen sondern

auch Ebenen als Elemente, obgleich das Gebilde gewöhnlich nach

den Elementen der erstem Art genannt wird. Eben so enthält ein

Halbstrahlenbündel nicht nur unendlich viele Halbstrahlenbüschel

sondern auch unendlich viele Halbebenenbüschel.

Eine Ebene soll, in so ferne unendlich viele gerade Gebilde

und Strahlenbüschel in ihr enthalten sind, auch ein ebenes Sy-

stem heissen. Das ebene System und der Strahlenbündel (oder

auch Hall)Strahlenbündel) sind die Grundgebilde der zweiten Stufe.

Es entsprechen ihnen zwei besondere Tlieile der Geometrie, näui-

lich die Geometrie der Ebene und die des Strahlenbündels. Der

Strahlenbüschel erscheint • im ebenen Systeme als der Inbegriff

von allen Geraden , welche durch einen und denselben Punkt ge-



hen, im Strah^enbundel aber als der Inbegriff voa allen Geraden,

welche in einerlei Ebene liegen.

Das Grundgebilde der dritten Stufe ist das räumliche Sy-

stem oder der unbegrenzte Baum, in welchem unendlich viele

Grundgebilde der ersten und zweiten Stufe denkbar sind. Jede

Ebene ist der Träger eines ebenen Systems, jeder Punkt der

Mittelpunkt eines Strahleubundels, jede Gerdde der Träger eines

geraden Gebildes und die Äxe eines Ebenenbüschels.

29. Wenn zwei Linien aus einem als Spitze angenommenen

Punkte durch eine und dieselbe einfache Winkelfläche projicirt

werden, so sagt man„ dass die beiden Linien von jenem Stand-

punkte aus betrachtet nur eine und dieselbe Linie zu seyn schei-

nen oder dem Scheine nach einerlei seyen. Ein Gebilde im Halb-

strahlen- oder auch Strahlenbündel soll daher ein Schein von ei-

nem andern Gebilde heissen, wenn jetles Element des erstem

Gebildes aus seiner Spitze oder seinem Mittelpunkte ein Element

des letztern projicirt, nnd jedes Element des letztern durch ein

Element des erstem projicirt wird.

Der Schein einer begrenzten geraden Linie, ans einer nicht

in derselben Geraden befindlichen Spitze genommen, ist ein hoh-

ler ebener Winkel, welchen die gerade Linie spannt. Der Schein

einer ebenen Figur, aus einem ausserhalb der Ebene befindlichen

Mittelpunkte genommen, ist ein Strahlenkegel, von welchem die

ebene Figur ein Schnitt ist.

30- Der Schein einer unbegrenzten geraden Linie ,^ aus;

einer nicht in ihr Hegenden Spitze genommen, ist ein flacher

ebener Winkel. Der Winkel kann nämlich nicht erhaben seyn,

weil jedes Element desselben die Gerade schneidet und also keine

xwei seiner Elemente zu einem StraI*Ie sich ergänzen. Der Win-

kel kann aber auch nicht hohl seyn, weil, was als Grundsatz

angenommen werden darf, eine Gerade oder ein flacher ebener

Winkel nicht ganz in einem hohlen ebenen Winkel liegen kann.

Da die Schenkel des Winkels als Grenzen desselben die

Gerade nicht schneiden, so folgt, dass jeder Strahlenbüschel,

welcher mit einer Geraden in einerlei Ebene liegt, aber seinen

Mittelpunkt ausserhalb der Geraden hat, einen Strahl enthält,

welclior die Gerade nicht schneidet.



§. 3.

Von den Parallelen.

31. Zwei Gerade, welche in einerlei Ebene liegen, ohne

sich zu schneiden, heissen zu einander parallel. Der zwischen

zwei solchen Geraden (Schenkehi) liegende Theil einer Ebene

soll ein Parallelstreifen heissen.

Zwei in einerlei Ebene liegende Gerade naüssen entweder

sich schneiden oder zu einander parallel seyn. Wenn zwei Ge-

rade sich nicht schneiden , so sind sie entweder zu einander pa-

rallel oder sie liegen nicht in einerlei Eigene, je nachdem näm-

lich eine Ebene, welche die eine von den beiden Geraden mit

irgend einem Punkte der andern verbindet, durch die an<lere

geht oder die andere schneidet. 19.

32. Durch jeden ausserhalb einer Geraden befindlichen

Puntt giebt es (30) eine zur erstem parallele Gerade. Da

hiernach zwei sich schneidende Gerade nicht zu einer nnd dersel-

ben dritten Geraden parallel sejn können, so muss, wenn drei

Gerade in einerlei Ebene liegen , einer von folgenden vier Fällen

statt finden:

a) Die Geraden schneiden sich in drei Punkten.

b) Die Geraden schneiden sich alle drei in einem Punkte.

c) Zwei von den drei Geraden sind zu einander parallel, wor-

den aber beide von der dritten geschnitten.

d) Die Geraden sind alle drei zu einander parallel.

33. Schneiden sich drei Ebenen in drei Geraden, so schnei-

den sich diese entweder alle drei in einem Punkte oder sie sind

alle drei zu einander parallel. Wenn nämlich irgend zwei von

den drei Geraden sich schneiden und also die drei Ebenen einen

Punkt mit einander gemein haben, so geht durch diesen (20)

auch die dritte Gerade.

34. Werden zwei zu einander parallele Gerade und noch

eine dritte Gerade angenommen , so ist diese entweder zu jeder

von den beiden erstem oder zu keiner derselben parallel. Lie-

gen nämlich die drei Geraden in einerlei Ebene, so folgt der Satz

aus 32. Wenn abt^r die Geraden nicht alle drei in einer und

derselben Ebene liegen, so müssen zwei Ebenen, welche die bei-
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den erstem Geraden mit einem ausserhalb ihrer Ebene befind-

lichen Punkte der dritten verbinden, entweder in der dritten oder

in einer vierten Geraden sich schneiden. Im erstem von diesen

beiden Fällen ist (33) die dritte, im andern aber die vierte Ge-

rade zu den beiden erstem parallel, daher alsdann (32) die dritte

zu keiner derselben parallel ist.

Wenn also von beliebig vielen Geraden die zweite zur er-

sten und so jede folgende zu einer der vorhergehenden parallel

ist, so sind alle zu einander parallel.

35. Zwei gerade Linien, welche Stücke von parallelen Ge-

raden sind, heissen einstimmig- oder entgegengesetzt - parallel
,
je

nachdem sie auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten der durch

ihre Anfangspunkte gehenden Geraden liegen. Da nun ein Halb-

strahl durch seine Spitze und seine Richtung, diese aber durch

irgend eine zu ihm einstimmig-parallele gerade Linie bestimmt ist,

und hiebei jede von zwei einstimmig -parallelen geraden Linien

die Stelle der andern vertreten kann, so kann von solchen Li-

nien auch gesagt werden, dass sie einerlei Richtung haben oder

darstellen.

Eine Richtung (die Richtung einer geraden Linie) soll in

einer Winkelfläche oder einem Winkelraume enthalten heissen,

wenn irgend ein Element dieses Gebildes jene Richtung hat. Alle

nur denkbaren Richtungen werden durch einen Halbstrahlenbün-

del, alle Richtungen aber, welche in einer und derselben Ebene

sich vorfinden, durch irgend einen in ihr liegenden Halbstrahlen-

büschel dargestellt.

36. Von den beiden einander entgegengesetzten Richtungen,

M'elche in einer Geraden enthalten sind, wird häufig nur wie von

einer Richtung (mit einem Doppelsinne) gesprochen, so dass

alsdann zwei Gerade einerlei oder verschiedene Richtungen ha-

ben, je nachdem sie parallel oder nicht parallel sind, und alle

nur denkbaren Richtungen durch einen Strahlenbündel, alle Rich-

tungen aber, welche in einer und derselben Ebene sich vorfinden,

durch irgend einen in ihr liegenden Strahlenbüschel dargestellt

werden. Es ergeben sich hieraus leicht folgende Sätze

:

Wenn eine Gerade und eine Ebene sich schneiden, so ist in

dieser die Richtung der Geraden nicht enthalten. — Enthält
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eine Ebene von einer Geraden einen Punkt und die Richtung, so

liegt die Gerade in der Ebene. — Sind von einer Ebene ein

Punkt und eine Richtung gegeben, so ist auch eine Gerade ge-

geben , durch welche die Ebene gehen muss, — Alle Ebenen,

welche durch einen und denselben Punkt gehen und eine und

dieselbe Richtung enthalten, bilden einen Ebenenbüschel , dessen

Axe durch jenen Punkt geht und jene Richtung hat. — Zwei

sich schneidende Ebenen enthalten nur eine Richtung gemein-

schaftlich, nämlich die Richtung ihrer Schnittlinie. — Durch

jede Gerade, welche eine gegebene Richtung nicht hat, ist eine

Ebene möglich, welche die gegebene Richtiuig enthält. — Durch

jeden Punkt ist eine Ebene möglich, welche zwei gegebene

Richtungen enthält.

37. Eine Ebene und eine Gerade heissen zu einander pa-

rallel , w enn sie keinen Punkt mit einander gemein haben , und

also jede Ebene, welche die Gerade mit einem Punkte der er-

stem Ebene verbindet, diese in einer zu jener Geraden parallelen

Geraden schneidet.

Werden eine Ebene und eine Gerade angenommen, so muss

die Gerade entweder in der Ebene liegen oder zu ihr parallel

seyn oder sie schneiden. Da nun die Richtung der Geraden so-

wohl im ersten als auch (nach dem Obigen) im zweiten Falle in

der Ebene enthalten , im dritten aber (36) nicht in ihr enthalten

ist, so folgt, dass eine Ebene und eine Gerade sich nicht schnei-

den oder sich schneiden, je nachdem die Ebene die Richtung der

Geraden enthält oder nicht enthält. \A enn daher eine Ebene zu

der einen von zwei parallelen Geraden parallel ist oder durch die

eine geht, so schneidet sie auch die andere nicht. Wenn aber

eine Ebene und eine Gerade sich schneiden, so schneidet die

Ebene auch jede zur erstem Geraden parallele Gerade.

Durch jede von zwei Geraden, welche nicht in einerlei Ebene

liegen, giebt es eine zur andern parallele (die Richtung der an-

dern enthaltende) Ebene. — Ist eine Gerade zu zwei sich

schneidenden Ebenen parallel, so ist sie auch zur Schnittlinie

derselben parallel. 36.

38. Zwei Ebenen, wdche sich nicht schneiden und also kei-

nen Punkt mit einander gemein haben, heissen zu einander pa-
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rallel. Der zwischen zwei solchen Ebenen (Schenkeln) befindliche

Baum soll ein Parallelraum heissen.

Wenn zwei Ebenen zwei Richtungen gemeinschaftlich enthal-

ten, so sind sie (36) zu einander parallel. Da aber jede Gerade,

welche in der einen von zwei parallelen Ebenen liegt, zur andern

parallel ist, so folgt, dass parallele Ebenen alle Richtungen,

welche in ihnen sich vorfinden, gemeinschaftlich enthalten. Es

ergeben sich hieraus noch nachstehende Sätze:

Ist eine Gerade zu der einen von zwei parallelen Ebenen

parallel, so ist sie entweder auch zur andern parallel oder sie

liegt in der andern. Wenn aber eine Gerade und eine Ebene

sich schneiden, so schneidet die Gerade auch jede zur erstem

Ebene parallele Ebene. — Zwei Ebenen, welche zu einer und

derselben dritten Ebene parallel sind, sind auch unter sich pa-

rallel. Wenn aber eine Ebene die eine von zwei parallelen Ebe-

nen schneidet, so muss sie auch die andere schneiden ; »lie Schnitt-

linien selbst sind zu einander parallel. — Durch jede zu einer

gegebenen Ebene parallele Gerade, so wie auch durch jeden

ausserhalb der Ebene befindlichen Punkt giebt es eine zur er-

stem parallele Ebene (eine Ebene, welche von der erstem zwei

und folglich alle Richtungen enthält).

39. Werden drei Ebenen angenommen , so muss nach dem

Bisherigen einer von folgenden fünf Fällen statt finden:

a) Die Ebenen schneiden sich in drei Geraden und in einem

Punkte.

b) Die Ebenen schneiden sich in drei zu einander parallelen

Geraden.

c) Die Ebenen schneiden sich alle drei in einer Geraden.

d) Zwei von den drei Ebenen sind zu einander parallel, wer-

den aber beide von der dritten geschnitten.

e) Die Ebenen sind alle drei zu einander parallel.

40. Parallele Ebene haben etwas Gemeinschaftliches, was

an jeder derselben aufgefasst werden kann und ihre Stellung

heissen soll, so dass also die Stellung einer Ebene durch jede zu

ihr parallele Ebene bestimmt ist, und zwei Ebenen einerlei oder

verschiedene Stellungen haben, je nachdem sie parallel sind oder sich

schneiden. Ob in einer Ebene eine gegebene Richtung enthalten
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oder nicht enthalten ist, hängt (38) nur von der Stelhmg der

Ebene ab , daher man sagen kann , dass diese Stelhmg in dem

einen Falle jene Richtung enthalte, ira andern aber sie nicht ent-

halte. Kommen mehrere Richtungen und Stellungen in Betrach-

tung, so ist es in der Regel vortheilhaft , sie durch Strahlen und

Ebenen anzuzeigen, welche alle durch einen und denselben Punkt

gehen. Alle Richtungen , welche in einer und derselben Stellung

enthalten sind, werden alsdann durch einen Strahlenbuschel, alle

Stellungen aber, welche eine und dieselbe Richtung cnthedten,

durch einen Ebenenbüschel angezeigt.

Durch zwei Richtungen ist eine Stellung bestimmt, welche

nämlich beide Richtungen enthält. Durch zwei Stellungen ist

eine Richtung bestimmt, welche nämlich in beiden Stellungen ent-

halten ist.

41. Der Inbegriff von allen Geraden, welche nach einerlei

Richtung in einer und derselben Ebene liegen, heisst ein Pa-

rallelstrahlenbüschel , der Inbegriff von allen Ebenen aber, welche

einerlei Stellung haben, ein Parallelebenenbüschel. Der Parallel-

strahlenbüschel ist als eine besondere Art von Strahlenbüschel, der

Parallelebenenbüschel als eine besondere Art von Ebenenbüschel

zu betrachten. Ein Strahlenbüschel hat hiernach entweder einen

Mittelpunkt oder eine bestimmte Richtung, ein Ebenenbüschel

aber entweder eine Axe oder eine bestimmte Stellung.

Der Inbegriff von allen nur denkbaren Geraden, welche eine

und dieselbe Richtung haben, soll ein Parallelstrahlenbündel

heissen. In einem Parallelstrahlenbündel sind also nicht nur un-

endlich viele Parallelslrahlenbüschel , sondern auch unendlich viele

gewöhnliche Ebenenbüschel und Parallelebenenbüschel enthalten.

Eine Ebene gehört nämlich jedem Strahlenbüudel an, dessen Mittel-

punkt oder Richtung sie enthält.

Ik
Geraden)

, i . , .,

42. \on einer { > sagt man, dass sie nach ihrer

(
Ebene )

!{ jeden in ihr liegenden Punkt projicire. Ein gerades
Stellung \

^
^ ^ **

Gebilde wird also nach einer von seiner Richtung verschiedenen

Richtung durch einen Parallelstrahlenbüschel , nach einer Stellung

aber, welche seine Richtung nicht enthält, durch einen Parallel-

2
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ebenenbüschel projicirt. Jedes begrenzte Stuck der Geraden wird

im erstem Falle durch einen Parallelstreifen, im letztern aber

durch einen Parallelraum projicirt, welchen dasselbe spannt.

Ein ebenes System wird nach einer Richtung, welche in ihm

nicht enthalten ist, durch einen Parallelstrahlenbüudel projicirt,

von welchem das ebene System ein Schnitt ist. Jedem Punkte

der Ebene entspricht ein Strahl des Bündels, jeder Geraden eine

Ebene
,
jeder begrenzten geraden Linie ein Parallelstreifen

,
jedem

Parallelstreifen ein Parallelraum, jedem ebenen Wiukel ein Flä-

chenwinkel, jeder Linie eine Cylinderfläche und jeder Figur

ein Strahlencylinder, dessen Mantel dem Umfange der Figur

entspricht.

Die Ebene kann man als eine unbegrenzte, die Halbebcne

als eine einseitig begrenzte und den Parallelstreifen als eine von

zwei Schenkeln begrenzte Cylinderfläche betrachten. Gewöhnlich

versteht man jedoqh unter einer Cylinderfläche eine krumme

Fläche, welche man von Parallelstrahlen erfüllt sich denken kann.

§. 4.

Von den nEcken, nKauten und Polyedern.

43. Eine ebene Figur, welche von geraden Linien (Seiten)

eingeschlossen ist, wird geradlinig und entweder nach der Anzahl

n der Ecken ein nEck oder nach der Anzahl der Seiten, deren

eben so viele sind, ein nSeit genannt.

Ein Viereck, welches zwei zu einander parallele Seiten hat,

heisst ein Trapez. Ein Parallelogramm ist ein Viereck, in wel-

chem je zwei Gegenseiten zu einander parallel sind oder in

welchem zwei Parallelstreifen sich durchschneiden.

44. Statt Kegel sagt man lieber Pyramide, statt Cylinder

aber Prisma, wenn der Mantel des Gebildes eine gebrochene

Fläche ist. Der Mantel einer nseitigen Halbstrahlenpyramide ist

aus n einfachen, der Mantel einer nseitigen Strahlenpyramide

aus n vollkommnen ebenen Winkeln, der Mantel eines nseitigen

Strahlenprismas aus n Parallelstreifen (Seiten) zusammengesetzt.

Gewöhnlich wird aber ein solches Gebilde nach der Anzahl n
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seiner Kanten ein nKant genannt, so dass also ein ebenes nEck

aus jedem ausserhalb seiner Ebene befindlichen Punkte, so wie

auch nach jeder Richtung, welche in seiner Ebene nicht enthal-

ten ist, durch ein nKant projicirt wird.

45. Der unbegrenzte Raum wird durch drei Ebenen, welche

in einem Punkte sich schneiden , in acht einfache oder vier voll-

kommne Dreikante getheilt. Durch vier Ebenen , welche durch

"seinen Mittelpunkt gehen , von welchen aber keine drei in einer

«nd derselben Geraden sich schneiden, wird ein gewöhnlicher

Strahlenbundel in vier Dreikante und drei Vierkante getheilt. Die

vierte Ebene wird nämlich durch die drei Strahlen, in welchen

die drei erstem Ebenen sie schneiden, in drei Winkel getheilt,

deren jeder eines von den vier Dreikanten, welche die drei er-

stem Ebenen mit einander bilden, in ein Dreikant und ein Vier-

kant theilt.

46. Ein Körper, welcher von ebenen Flächen eingeschlossen

ist , wird ebenflächig und nach der Anzahl n seiner Flächen, wel-

che sämmtlich geradlinige Figuren sind, ein n Flach genannt. In

jeder Kante eines Polyeders (ebenflächigen Körpers) stossen zwei

seiner Flächen, in jedem Eckpunkte aber drei oder mehrere

Flächen (eine Raumecke bildend) und eben so viele Kanten zu-

sammen.

Der Mantel einer Pyramide , der ein nEck znr Grundfläche

dient, ist aus n Dreiecken zusammengesetzt, welche die Seiten

des nEcks za Grundlinien imd einen ausserhalb seiner Ebene be-

findlichen Punkt zur gemeinschaftlichen Spitze haben. Wird von

einer Pyramide durch eine zu ihrer Grundfläche parallele Ebene

ein Stück abgeschnitten, welches selbst wieder eine PyTamide ist,

so bleibt eine abgestumpfte Pyramide übrig, deren Deckfläche

zur Grundfläche parallel ist und deren Seitenflächen Trapeze sind.

Ein nseitiges Strahlenprisma und ein Parallelraum , dessen Stel-

lang die Richtung des erstem Gebildes nicht enthält, durchschnei-

den sich in einem nseitigen Prisma, dessen Mantel nämlich aus

n Parallelogrammen zusammengesetzt ist.

47. Betrachtet man irgend eines von den vier Dreiecken,

welche ein Tetraeder (Vierflach) begrenzen, als Grundfläche und

also die übrigen als Seiteuflächen, so erscheint der Körper als

2*
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eine dreiseitige Pyramide. Ein Tetraeder wird durch eine Ebene,

welche dasselbe schneidet, entweder in zwei Tetraeder oder in

eine dreiseitige und eine vierseitige Pyramide oder in ein Te-

traeder und einen von zwei Dreiecken und drei Vierecken ein-

geschlossenen Körper oder in zwei solche Fünfflache getheilt, je

nachdem nämlich die Ebene eine oder zwei oder drei oder vier

Kanten des Tetraeders schneidet. In den drei erstem Fällen ist

der Schnitt des Tetraeders mit der Ebene ein Dreieck, im vier-

ten aber ein Viereck. Ist die schneidende Ebene zu zwei einan-

der gegenüberliegenden Kanten parallel, so ist der Schnitt ein

Parallelogramm.

48. Ein Parallelepipedon ist ein Körper, welcher von seclis

Parallelogrammen eingeschlossen ist, oder in welchem drei Pa-

rallelräume, deren Stellungen nicht alle drei eine und diesellje

Richtung enthalten, sich durchschneiden. Je zwei von drei sol-

chen Parallelräumen schneiden sich nämlich in einem vierseitigen

Strahlenprisma, dessen Schnitt mit dem dritten ein Parallelepi-

pedon ist.

Durch drei Gerade, deren Richtungen nicht in einer und

derselben Stellung enthalten sind, und von welchen auch keine

zwei sich schneiden, ist ein Parallelepipedon bestimmt, von wel-

chem nämhch jede der drei Geraden eine Kante enthält, und

welches entsteht, wenn man durch je zwei von den drei Geraden

zwei zu einander parallele (die Richtungen beider enthaltende)

Ebenen legt.

49. Wenn jeder Eckpunkt eines Polyeders mit jedem an-

dern durch eine Kante oder eine aus Kanten zusammengesetzte

Linie verbunden werden kann, und seine Oberfläche durch jede

aus Kanten zusammengesetzte geschlossene Linie, welche nicht

öfter als einmal durch einen und denselben Punkt geht, in zwei

Theile getheilt wird, so ist die Anzahl E der Eckpunkte mehr
der Anzahl F der Flächen gleich der Anzahl K der Kanten mehr
zwei.

Wenn nämlich der Körper E Eckpunkte hat, so sind E—

l

Kanten, von welchen die erste zwei Eckpunkte unter sich, die

zweite einen derselben mit einem dritten, die dritte einen der

drei vorigen mit einem vierten u. s. w. verbindet, hinreichend
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um von jedem Eckpunkte auf jeden andern übergehen zu können.

Da nun in einem solchen Systeme von Kanten keine geschlossene

Linie enthalten ist, jede der übrigen (noch freien) Kanten aber

mit zwei oder inehreru Kauten des Systems eine geschlossene

Linie bildet, so sind die übrigen Kanten hinreichend aber auch

alle erforderlich, um durch sie von jeder der F Flächen des

Körpers auf jede andere übergehen zu können , woraus man

schliessen kann, dass die Anzahl der übrigen Kanten F— I , mit-

hin die Anzahl aller Kanten E-|-F— 2 und demnach E-j-F

rr=K-l-2 spy.

50. An den vorigen Satz lassen sich noch folgende Bemer-

kungen knüpfen,

I. Weil in jedem Eckpunkte wenigstens drei Kanten zusam-

menstossen, aber jede Kante nur zwei Eckpunkte verbindet, so

ist 3E nicht grösser als 2K. Weil ferner j^de Fläche wenig-

stens von drei Kanten begrenzt ist, aber in jeder Kante nur

zwei Flächen zusaramenstosseu , so ist auch 3F nicht grösser als

2K. Da hiernach keine von den beiden Zahlen 3E, 3F, deren

Summe =: 3K-f-6 ist, grösser als 2K ist, so ist auch keine

kleiner als K-|-6, folglich jede grösser als K, woraus man

schliessen kann, dass weder in jedem Eckpunkte mehr als fünf

Kanten zusammenstossen können, noch jede Fläche von mehr als

fünf Kanten begrenzt seyn kann.

II. Wenn in jedem Eckpunkte m Kanten zusamraenstossen,

so ist mE = 2K und mithin

E:F— 2:K=:2:m— 2:m.

Ist jede Fläche von nKanten begrenzt, so ist nFr:r:2K und

mithin

F:E— 2:K=r2:n— 2:n.

III. Wenn in jedem Eckpuukte m Kanten zusammenstossen

und jede Fläche von nKanten begrenzt, folglich EF:(E — 2)

(F — 2j z=: 4:(m— 2) (n— 2) und mithin (m—2)(n— 2) <4
ist, so muss entweder mnr3 und nnrS oder m:r=:3 und nrr:4

oder m:zr4 und n^3 oder mn^S und n=r5 oder mr=:.5 und

ntri^S seyn. Im ersten von diesen Fällen ist, wie aus II. leicht

hervorgeht, der Körper ein Tetraeder, im zweiten ein 8 eckige»
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6Flach, im dritten ein Geckiges 8 Flach, im vierten ein 20 ecki-

ges 12Flach und im fünften ein 12eckiges 20 Flach.

51. Da die aus den beiden Schenkeln eines einfachen ebe-

nen Winkels zusammengesetzte Linie durch ein beliebiges die

Spitze des Winkels in sich enthaltendes Stück derselben bestimmt

ist, so sagt man, dass jede aus zwei geraden Linien zusammen-

gesetzte gebrochene Linie einen hohlen und einen erhabenen

ebenen Winkel und eben so jede aus zwei ebenen Flächen zu-

sammengesetzte gebrochene Fläche einen hohlen und einen erha-

benen Flächenwinkel bilde.

- Von den beiden einfachen Winkeln, welche zwei aufeinan-

derfolgende Seiten eines ebenen nEcks oder einfachen nKants

oder Strahlenprismas oder zwei aneinanderstossende Flächen

eines Polyeders mit einander bilden, betrachtet man gewöhnlich

entweder nur den- innern oder nur den hohlen, welcher im

Falle er zugleich der innere ist, ein ausspringender, im entge-

gengesetzten Falle aber ein einspringender Winkel genannt wird.

Die Nebenwinkel eines ausspringenden Winkels sollen positive,

die Nebenwinkel eines einspringenden Winkels aber negative Aus-

senwinkel heissen.

52. In der Folge ist, wenn nicht ausdrücklich das Gegen-

theil bemerkt wird , unter einem Winkel immer ein vollkommner

Winkel und unter einem nKante immer ein nKant im Strahlen-

bündel zu verstehen.

Alle Strahlen , Avelche den Umfang eines ebenen nEcks in

einem und demselben Eckpunkte berühren, erfüllen, je nachdem

die Berührung auf der äussern oder innern Seite statt findet,

einen positiven oder negativen Aussenwinkel, dessen Nebenwinkel

im erstem Falle ein ausspringender, im letztern Falle aber ein

einspringender Winkel der Figur ist und alle Strahlen enthält,

welche den Umfang derselben in jedem Eckpunkte schneiden.

Eben so erfüllen alle Ebenen, welche den Mantel eines nKants

oder die Oberfläche eines Polyeders in einer und derselben Kante

(von aussen oder von innen) berühren, einen Aussenwinkel, wel-

cher von einem (ausspringenden oder einspringenden) Winkel des

Gebildes der Nebenwinkel ist.

53. Wcün der Umfang eines ebenen uEcks oder der Mantel :
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eines iiKatits oder die Oberflüche eines Polyeders vou keiner

Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten wird, so hat da«

Gebilde offenbar lauter ausspringende Winkel. Umgekehrt kann

uian , wie man sich leicht überzeugt, aus der letztern Eigenschaft

immer auf die erstere schliessen.

Der Umfang eines nEcks kapn von einer Geraden höchstens

in n Punkten und folglich, wenn n eine unpare Zahl ist, höch-

stens in n — 1 Punkten geschnitten werden. Hat ein ebenes nEck

lauter ausspringende Winkel, so gilt diess auch von jeder PjTa-

mide, welche das nEck zur Grundfläche ht-it. Hat ein Polyeder

lauter aus«pringeude Winkel, so gilt diess auch von jedem

Schnitte desselben , so wie auch von jedem der beiden Theile,

in welche dcis Polyeder durch die schneidende Ebene getheiit

wird.

§. 5.

Uneudlich ferne Elemente.

54. Aus den Sätzen des vorletzten §. ist zu ersehen, dass

in vielen Fällen ein Punkt durch eine Richtung, eine Gerade

aber durch eine Stellung vertreten wird, und dass also zu den

Elementen einer Geraden auch noch ihre Richtung, zu den Ele-

menten einer Ebene aber auch noch ihre Stellung und alle in

derselben enthaltenen Richtungen gehören. Zwei Gerade, welch^^^

in einerlei Ebene liegen , haben entweder einen Punkt gemein

oder einerlei Richtung. Zwei Ebenen haben entweder eine Ge-

rade gemein oder einerlei Stellung. Eine Ebene enthält von

einer nicht in ihr liegenden Geraden entweder nur einen Punkt

oder nur die Richtung. Es wird hiernach nicht unzweckraässig

seyn für Richtung und Stellung noch andere Ausdrücke einzufüh-

ren, welche au das, was sie vertreten, unmittelbar erinnern und

Sätze, welche nur besondere Modifikationen von andern sind,

auch als solche bezeichnen.

55. Wenn in einer Ebene die eine von zwei sich schnei-

denden Geraden um eijien ausserhalb der andern befindlichen

Punkt in unverändertem Sinne gedreht wird, so rückt der Schnitt-
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bei der parallelen Lage der beiden Geraden sich ganz verliert.

Von parallelen Geraden sagt man daher, dass sie in einem un-

endlich fernen (uneigentlichen) Punkte sich schneiden. Wird die

Drehung im vorigen Sinne fortgesetzt, so kommt der Schnitt-

punkt der beiden Geraden auf der entgegengesetzten Seite zum

Vorschein und gelangt am Ende, wenn die sich drehende Gerade

einen Strahlenbüschel beschrieben hat, wieder an seine anfäng-

liche Stelle. Eine Gerade erscheint hiernach, wenn man ihr

einen unendlich fernen Punkt zuschreibt, in welchem sie von al-

len zu ihr parallelen Geraden und Ebenen geschnitten, als eine

geschlossene Linie, daher alsdann unter vier Punkten in ihr nur

zwei Paar getrennte sind.

56. Von allen unendlich fernen Punkten einer Ebene wird

gesagt, dass sie in einer unendlich fernen (uneigentlichen) Linie

liegen, welche, weil sie von einer jeden (andern) mit ihr in

einerlei Ebene liegenden Geraden in einem Punkte geschnitten

wird, selbst eine Gerade heisst. Gleichwie in jeder Richtung

ein unendlich ferner Punkt liegt, so liegt in jeder Stellung eine

unendlich ferne Gerade, in welcher alle Ebenen, die diese Stel-

lung haben, sich schneiden.

Parallelstrahlenbüschel, welche in einerlei Ebene liegen, ha-

ben einen Strahl, nämlich die unendlich ferne Gerade, welche

von jedem der Büschel den uneigentlichen Mittelpunkt enthält,

mit einander gemein.

57. Von allen unendlich fernen Punkten und Linien wird

gesagt, dass sie in einer unendlich fernen (uneigentlichen) Fläche

liegen, welche, weil sie von einer jeden nicht in ihr liegenden

Geraden in einem Punkte und von jeder (andern) Ebene in einer

Geraden geschnitten wird, selbst eine Ebene heisst. Alle Paral- |

lelebenenbüschel haben hiernach ein Element, nämlich die unend- |

lieh ferne Ebene, in welcher alle ihre uneigentlichen Axen liegen,
|

mit einander gemein. Eine Gerade, welche sich bewegt, ohne ^

ihre Richtung zu äödern, dreht sich um einen unendlich fernen

Punkt, eine Ebene aber, welche sich bewegt, ohne ihre Sttl-

lung zu ändern, um eine unendlich ferne Axe.

Ein unendlich ferner Punkt liegt in einer unendlich fernen
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Geraden, wenn die Stellung, welcher diese Gerade entspricht,

«lie Richtung enthält, welcher jener Punkt entspricht. Ein unend-

lich fernes (uneigentliches) gerades Gebilde entspricht also dein

Inbegriffe von allen Richtungen, welche in einer und derselbeu

Stellung enthalten sind, ein unendlich ferner (uneigentlicher)

Strahlenbüschel aber dem lnbegriff"e von allen Stellungen, welche

eine und dieselbe Richtung enthalten. Zu den Elementen eines

Parallelslrahlenbiindels gehören auch die unendlich ferne Ebene

nnd jede unendlich ferne Gerade, welche durch seinen (uneigent-

lichen) Mittelpunkt geht.

58. Durch die in diesem §. aufgestellte Ansicht, welche im

Gegensatze zur gewöhnlichen die perspektivische heissen soll, wer-

den oft anscheinend ganz verschiedene Sätze in eine Aussage zu-

sammengefasst und die Ausnahmen beseitigt, welche ausserdem der

Aufstellung allgemeiner Gesetze bäußg im Wege stehen würden.

Der Satz, dass eine Gerade durch zwei Punkte bestimmt

spy, begreift zwei besondere Fälle in sich, indem der eine von

den beiden Punkten oder auch beide im Unendlichen Hegen kön-

nen. Eine eigentliche Gerade ist nämlich auch durch einen Punkt

imd ihre Richtung, eine Stellung (unendlich ferne Gerade) aber

durch zwei Richtungen bestimmt.

Von dem Satze, dass durch eine Gerade und einen ausser-

halb derselben befindlichen Punkt eine Ebene bestimmt ist, ist

der besondere Fall , in welchem der gegebene Punkt im unend-

lichen liegt (statt des Punktes eine Richtung gegeben ist) , in 36

und der besondere Fall, in welchem die gegebene Gerade im Un-

endlichen liegt (statt einer eigentlichen Geraden die Stellung der

Ebene gegeben ist) , in 38 enthalten. Liegen die gegebenen Ele-

mente beide im Unendlichen, so ist die durch sie bestimmte Ebene

die unendlich ferne Ebene selbst.

59. Zwei Grundgebilde heissen auf einander bezogen, wenn

jedem Elemente eines jeden ein Element des andern zugewiesen

ist, welches jenem entsprechend heisst. Wenn also von beliebig

vielen Gebilden das zweite auf das erste und jedes folgende auf

eines der vorhergehenden bezogen ist, so sind alle auf einander

bezogen.

Die einfachste Art, ein gera«les Gebilde s und einen Ebenen-
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biischel, dessen Axe das erstere Gebilde nicht schneidet, auf ein-

ander zu beziehen , besteht darin , dass man das gerade Gebilde

als einen Schnitt des Ebenenbüschels (mit der Geraden s) be-

trachtet. Es liegt alsdann jeder Punkt des geraden Gebildes in

«ler ihm entsprechenden Ebene des Büschels. Ist von einem Ebe-

nenbüschel ein Strahlenbüschel und von diesem ein gerades Ge-

bilde ein Schnitt, so ist auch das gerade Gebilde ein Schnitt des

Ebenenbüschels.

In zwei Strahlenbüscheln, welche Schnitte eines und dessel-

ben Ebenenbüschels sind, entsprechen einander je zwei Strahlen,

welche in einer und derselben Ebene des Ebenenbüschels liegen,

in zwei Strahlenbüscheln aber, welche Scheine eines und dessel-

ben geraden Gebildes sind, je zwei Strahlen, welche einen und

denselben Punkt des geraden Gebildes projiciren.

60. Betrachtet man ein ebenes System S als Schnitt eines

Strahlenbündels Si , dessen Mittelpunkt nämlich ausserhalb der

Ebene S liegt, und also den Strahlenbündel als einen Schein des

ebenen Systems, so entspricht jedem Gebilde in Si ein Gebilde

in S, welches vom erstem die Spur ist, und jedem Gebilde in S

ein Gebilde in Si, welches das erstere projicirt. Ist Si ein ge-

wöhnlicher Strahlenbündel und S eine eigentliche Ebene, so ent-

spricht der zu dieser Ebene parallelen Ebene P des Bündels die

unendlich ferne Gerade des ebenen Systems
,
jeder andern Ebene

eine eigentliche Gerade, jedem Ebenenbüschel, dessen Axe in der

Ebene P liegt, ein Parallelstrahlenbüschel, jedem andern Ebenen-

büschel ein gewöhnlicher Strahlenbüschel u. s. w. Ist Si ein Pa-

rallelstrahlenbündel, so entspricht jedem eigentlichen Elemente ein

eigentliches Element und jedem uneigentlichen Elemente ein unei-

gentliches Element. Wenn endlich S die unendlich ferne Ebene

ist, so entspricht jedem Strahle des Bündels ein unendlich ferner

Funkt, jeder Ebene eine unendlich ferne Gerade, jedem Strah-

lenbüschel ein unendlich fernes gerades Gebilde und jedem Ebe-

nenbüschel ein unendlich ferner Strahlenbüschel.

Nennt man in zwei gewöhnlichen Strahlenbündeln je zwei

Strahlen, welche einerlei Richtung haben, einander entsprechend, so

betrachtet man die Strahlenbündel als Scheine eines und desselben

ebenen Systems, dessen Träger nämlich die unendlich ferne Ebene
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ist. Merkt man bei- der Bewegung einer eigentlichen Geraden

mir auf die Aenderung ihrer Richtung, so betrachtet man die

(nneigentliche) Linie, welche ihr unendlich ferner Punkt be-

schreibt.

61. Je<le Gerade wird durch je zwei in ihr befindliche Punkte

A, B in zwei Strecken AB, Ä-B (oder AB, B'A) getheilt, von

welchen jede die Ergänzung der andern heissen soll. Eine Strecke

ist also entweder eine endliche oder ins Unendliche oder durch

das Unendliche gehende oder im Unendlichen liegende Strecke.

Eine eigentliche Gerade wird durch zwei eigentliche Punkte in

eine Strecke der ersten und eine Strecke der dritten Art , durch

einen eigentlichen und ihren unendlich fernen Punkt aber in zwei

Strecken der zweiten Art (in zwei Halbstrahlen) getheilt. Jedes

Stück einer unendlich fernen Geraden ist eine Strecke der vier-

ten Art.

Nach der perspektivischen Ansicht sind Halbstrahlen und

Halbebenen nicht Elemente sondern Stücke von Gebilden , daher

auch in der Folge unter einem Büschel ein Strahlen- oder Ebe-

nenbüschel und unter einer Kegelfläche, wenn sie nicht ausdrück-

lich eine einfache genannt wird, eine Fläche im Strahlenbündel

zu verstehen ist. Eine Cylinderfläche ist eine (uneigentliche) Ke-

gelfläche, deren Mittelpunkt im Unendlichen liegt.

62. Nach der perspektivischen Ansicht wird jeder Büschel

durch je zwei seiner Elemente in ein Paar Nebenwinkel getheilt,

so dass es fünf Arten von ebenen Winkeln und vier Arten von

Flächenwinkeln giebt.

Zwei Gerade, welche in einem eigentlichen Punkte sich

schneiden, bilden mit einander zwei ebene Winkel der ersten Art

(eigentliche ebene Winkel). Ein Parallelstrahlenbüschel wird durch

zwei eigentliche Strahlen in einen ebenen Winkel der zweiten Art

(Parallelstreifen) und einen ebenen Winkel der vierten Art, wel-

cher den unendliclj fernen Strahl in sich enthält, durch einen ei-

gentlichen Strahl und den unendlich fernen Strahl aber in zwei

ebene Winkel der dritten Art (Halbebenen) getheilt. Je zwei un-

endlich ferne Gerade sind die Schenkel von zwei ebenen Winkeln

der fünften Art.

Zwei Ebenen, welche in einer eigentlichen Geraden sich
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schneiden, bilden mit einander zwei Flächenwinkel der ersten Art

(eigentliche Flächenwinkel). Ein Parallelebenenbüschel wird durch

zwei eigentliche Ebenen in einen Flächenwinkel der zweiten Art

(Parallelraum) und in einen Flächenwinkel der vierten Art, welcher

die unendlich ferne EI)ene in sich enthält, durch eine eigentliche

Ebene und die unendlich ferne Ebene aber in zwei Flächenwin-

kel der dritten Art getheilt.

Ist ein ebenes System S ein Schnitt von einem Strahlenbün-

del Sj, so entspricht jeder Strecke in S ein ebener Winkel in

Si, jedem Winkel in S ein Flächenwinkel in Sj
,
jedem ebenen

Winkel in Si eine Strecke in S und jedem Flächenwinkel in Si

ein Winkel in S.

63. Hat man von zwei nicht in einerlei Ebene liegenden Ge-

raden die eine als Axe , aus welcher und die andere als Projek-

tionslinie, auf welche projicirt werden soll, angenommen, so ver-

steht man unter der Projektion eines Punktes den Schnittpunkt

«ler Projektionslinie mit der Ebene » welche aus der ange-

nommenen Axe jenen Punkt projicirt. Die Projektion einer

Strecke, welche mit der Projektionsaxe nicht in einerlei Ebene

liegt, ist der Schnitt der Projektionslinie mit dem Flächenwinkel,

welcher jene Strecke projicirt. Liegt eine Linie mit der Projek-

tionsaxe in einerlei Ebene, so ist ihre Projektion nur ein Punkt.

Wenn die Projektionsaxe im Unendlichen liegt und also nach einer

bestimmten Stellung projicirt wird, so ist die Projektion einer

jeden endlichen Strecke, deren Richtung in jener Stellung nicht

enthalten ist, ebenfalls eine endliche Strecke.

Ein gerades Gebilde imd seine Projektion auf eine andere

Gerade aus einer Axe, welche mit keiner von den beiden erstem

Geraden in einerlei Ebene liegt, sind nichts anderes als Schnitte

eines und desselben Ebenenbüschels mit zwei Geraden. Liegen

diese in einerlei Ebene, so sind die geraden Gebilde zugleich

Schnitte eines und desselben Strahlenbüschels, so dass es alsdann

einerlei ist, ob man sie aus jener Axe oder aus deren Spur iUj

jener Ebene auf einander projicirt.
^

64. Unter der Projektion eines Gebildes auf eine Ebene (Pro-

jektionsebene) aus einem ausserhalb derselben gegebenen Mittel-

i

punkte (Projektionscentrum) versteht man den Schnitt der' Pro-



jektionsebene mit dem aus jenem Mittelpunkte genommenen Scheine

des Gebildes. Die Projektion einer Strecke, welche mit dem

Projeklionscentrum nicht in einer »ind derselben Geraden lifgt,

ist also der Schnitt der Projektionsebene mit dem ebenen Winkel,

welcher jene Strecke projicirt. Die Projektion eines ebenen ^^ m-

kels, welcher mit dem Projektionscentrum nicht in einerlei Ebene

liegt, ist der Schnitt der Projektionsebene mit dem Flächenwin-

kel, welcher jenen ebenen Winkel projicirt. Liegt eine gerade

Linie mit dem Projektionscentrum m einer und derselben Gera-

den, so ist ihre Projektion nur ein Punkt. Liegt eine Fläche mit

dem Projektionscentrum in einerlei Ebene, so ist ihre Projektion

nur eine Linie.

Ein ebenes System und seine Projektion auf eine andere

Ebene aus einem ausserhalb beider Ebenen befindlichen Punkte sind

nichts anderes als Schnitte eines und desselben Strahlenbfmdels mit

zwei Ebenen. Wenn diese Ebenen zu einander parallel sind oder der

Mittelpunkt des Strahlenbündels im Unendlichen liegt (also nach einer

bestimmten Richtung projicirt wird) oder beides zugleich der Fall

ist, so entspricht jedem eigentlichen Punkte einer jeden von den

beiden Ebenen ein eigentlicher Punkt in der andern, jeder end-

lichen Strecke eine endliche Strecke, jedem gewöhnlichen Strah-

lenbüschel ein gewöhnlicher Strahlenbüschel
,
jedem Parallelstrah-

lenbüschel ein Parallelstrahlenbüschel u. s. w. Wenn aber die

Ebenen in einer eigentlichen Geraden sich schneiden und das Pro-

jektionscentrum ein eigentlicher Punkt ist, so entspricht der un-

endlich fernen Geraden einer- jeden von den beiden Ebenen eine

eigentliche Gerade in tler andern , daher es alsdann nur ein Paar

einander entsprechende Parallelstrahlenbüschel giebt, und weder

zwei einander entsprechende Strecken noch zwei einander entspre-

chende \Vinkel nothwendig von einerlei Art sind.

65. In dem Satze, dass eine Fläche und eine Linie in einem

Punkte sich schneiden , wenn die ihm zunächstliegenden Theile

der Linie auf entgegengesetzten Seiten der Fläche liegen , wird

vorausgesetzt, dass man unter den beiden Seiten der Fläche zwei

körperliche Räume sich denken könne, welche in der Fläche, aber

nicht zugleich in einer andern durch jenen Punkt gehenden Fläche

zusammenstossen. Um daher zu entscheiden, ob eine Ebene E
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und eine ausserhalb derselben befindliche Linie L, welche durch

einen und denselben unendlich fernen Punkt P gehen, in diesem

Punkte sich schneiden oder berühren , nehme man irgend eine

Ebene F an, welche nicht durch P geht. Wenn nun die Linie L
im Punkte P von einem der beiden Flächenwinkel EF, E*F in

den andern übergeht, so ist P ein Schnittpunkt, im entgegen-

gesetzten Falle aber ein Berührungspunkt der Ebene E und der

Linie L.

Zwei zu einander parallele Halbstrahlen AP, BP treffen die

unendlich ferne Ebene in einem und demselben Punkte und zwar

auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten, je nachdem sie ein-

stimmig- oder entgegengesetzt- parallel sind. Die gebrochene Li-

nie ÄPB wird nämlich im Punkte P von der unendlichen fernen

Ebene im erstem Falle berührt, im letztern aber geschnitten.

Ein Strahlenkegel wird durch das in ihm liegende Stück der un-

endlich fernen Ebene in zwei Halbstrahlenkegel getheilt, welche

auf entgegengesetzten Seiten ihrer gemeinschaftlichen unendlich

fernen Grundffäche lieoren.

§• 6.

Gesetz der Reciprocität.

66. Schon die ersten Sätze der Geometrie lassen ein gewis-

ses Gesetz der Reciprocität oder Dualität erkennen, nach welchem

im Räume der Punkt und die Ebene einander gegenüberstehen

(reciproke Begriffe sind), und jeder Satz, in welchem zwischen

eigentlichen und uneigentlichen Elementen kein Unterschied ge-

macht wird, seine Ergänzung in einem andern findet, der aus dem
erstem hervorgeht, wenn man Punkt und Ebene (also auch gera-

des Gebilde und Ebenenbüschel, Strecke und Flächenwinkel u. s. w.)

mit einander vertauscht. Gewöhnlich werden zwei solche Sätze

wie die beiden Seiten eines Satzes neben einander gestellt z. B.

a{) Durch zwei Punkte Ä, B
ist eine Gerade A B bestimmt,

welche nämlich durch beidePunkte

geht.

ßi) Durch eine Gerade a und

einen ausserhalb derselben be-

«2) Durch zwei Ebenen A, B

ist eine Gerade AB bestimmt,

in welcher nämlich die beiden

Ebenen sich schneiden.

ß-i) Durch eine Gerade a und

eine nicht durch sie gehende
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findlichen Punkt B ist eine Ebene

a B bestimmt, welche die Gerade

mit dem Punkte verbindet.

;^i) Durch drei Punkte A, B,

C , welche nicht in einer und

derselben Geraden liegen, ist

eine Ebene ABC bestimmt,

welche durch die drei Punkte

geht.

^i) Zwei Gerade, welche ei-

nen Punkt gemein haben, liegen

auch in einerlei Ebene.

Ebene B ist ein Punkt aB be-

stimmt, in welchem die Gerade

und die Ebene sich schneiden.

yi) Durch drei Ebenen A, B,

C, welche nicht durch eine und

dieselbe Gerade gehen, ist ein

Punkt ABC bestimmt, in wel-

chem die drei Ebenen sich schnei-

den.

öi) Zwei Gerade, welche in

einerlei Ebene liegen, haben auch

einen Punkt gemein.

67. Die vorigen Sätze führen auf folgende Aufgaben (For-

derungen) :

«i) Durch zwei gegebene

Punkte eine Gerade zu ziehen.

ßi) Durch eine gegebene

Gerade und einen ausserhalb

derselben gegebenen Punkt eine

Ebene zu legen.

/i) Durch drei gegebene nicht

in einer und derselben Geraden

liegende Punkte eine Ebene zu

legen.

8i) Durch zwei gegebene Ge-

rade, welche einen Punkt mit

einander gemein haben, eine

a^) Die Schnittlinie von zwei

gegebenen Ebenen zu Gaden.

ß'i) Den Schnittpunkt einer

gegebenen Ebene mit einer nicht

in ihr liegenden Geraden zu

finden.

^'2) Den Schnittpunkt von

drei gegebenen nicht in einer

und derselben Geraden sich

schneidenden Ebenen zu finden.

Sji) Den Schnittpunkt von zwei

gegebenen in einerlei Ebene lie-

genden Geraden zu finden.

Ebene zu legen.

Legt man durch einen gegebenen eigentlichen Punkt eine

Ebene, welche zwei gegebene Richtungen enthält, so hat man

durch drei gegebene Punkte , von welchen zwei im Unendlichen

liegen, eine Ebene gelegt, \\eiss man von zwei Geraden, dass

sie zu einander parallel sind, so ist durch die eine von beiden

auch ihr Schnittpunkt gegeben.

68. Wenn A, B, C, D vier
[

Wenn A , B, C, D vier Ebe-

Punkte sind , und die Geraden
j
nen sind, und die Geraden A B,

AB, CD sich schneiden, so lie- I CD sich schneiden, so gehen
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gen die vier Punkte in einerlei

Ebene, daher alsdann auch die

Geraden A C, BD, so wie auch

die Geraden AD, BC sich

schneiden.

die vier Ebenen durch einen

und denselben Punkt, daher

alsdann auch die Geraden AC,

BD, so wie auch die Geraden

AD, BC sich schneiden.

69, Wenn von beliebig vielen Geraden je zwei sich schnei-

den, aber nicht alle in

einem Punkte sich schneiden,

so liegen alle in einerlei Ebene.

einerlei Ebene liegen, so schnei-

den sich allein einem Punkte.

70. Gleichwie ein Gebilde, welches aus den Elementen A,

B, C, D besteht, gewöhnlich durch AB CD bezeichnet wird, so

soll ein Gebilde, welches aus den Elementen SA, SB, SC, SD
besteht, durch S(ABCD) bezeichnet werden. Sind A, B, C, D
Punkte, so muss S entweder

ein Punkt oder eine Gerade seyn.

Ebenen , so muss S entweder

eine Ebene oder eine Gerade seyn.

71. Soll in einer gegebenen Ebene durch einen in ihr ge-

gebenen Punkt eine Gerade gezogen werden, weiche eine ausser-

halb der Ebene gegebene, nicht durch jenen Punkt gehende Ge-

rade schneide, so wird man entweder den Schnittpunkt der ge-

gebenen Ebene mit der gegebenen Geraden suchen und alsdann

durch diesen nnd den gegebenen Punkt eine Gerade ziehen, oder

man wird durch den gegebenen Punkt und die gegebene Gerade]

eine Ebene legen und alsdann die Schnittlinie dieser Ebene mit^

der gegebenen Ebene suchen. Jede von diesen beiden Auflö-

sungsarten kann der andern, die Aufgabe aber sich selbst gegen-

über gestellt werden.

72. Durch einen gegebenen

Punkt eine Gerade zu ziehen,

welche zwei gegebene Gerade,

von welchen keine durch den

gegebenen Punkt geht, und

welche auch nicht beide mit ihm

in einer und derselben Ebene

liegen, schneide. — Man lege,

durch den gegebenen Punkt

und die eine von den gegebenen

Geraden eine Ebene, so ist die

In einer gegebenen Ebene

eine Gerade zu ziehen , welche

zwei gegebene Gerade, von wel-

chen keine in der gegebenen

Ebene liegt, und welche auch

nicht beide mit ihr einen undj

denselben Punkt gemein haben,

schneide. — Man suche dei

Schnittpunkt der gegebenei

Ebene mit der einen von dei

gegebenen Geraden, so ist di<
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Aufgabe auf die vorige zurück-

gcfiihrt.

Aufgabe auf die vorige zurück-

geführt.

Soll eine Gerade gezogen werden , welche drei gegebene Ge-

rade, deren keine zwei in einerlei Ebene liegen, schneide, so

wird man entweder in einer von den gegebenen Geraden einen

beliebigen Punkt annehmen und alsdann durch diesen eine Ge-

rade legen, welche die beiden andern schneidet; oder man wird,

was das Reciproke ist, durch eine von den gegebenen Geraden

eine beliebige Ebene legen und alsdann in dieser eine Gerade

ziehen , welche die beiden andern schneidet.

73. \^ euu zwei Gebilde auf einander bezogen sind und ein

Element des einen Gebildes mit dem ihm entsprechenden Ele-

mente des andern zusammenfallt (identisch ist) , so soll von die-

sem Elemente gesagt werden, dass es den beiden Gebilden ent-

sprechend gemein sey.

In zwei ebenen Systemen,

welche Schnitte eines und des-

selben Str;»hlenbündels sind, ent-

sprechen einander je zwei Ele-

mente, welche von einem und

demselben Elemente des B'\n-

dels die Spuren sind. Die

Schnittlinie der beiden Ebenen

entspricht sich selbst ; dasselbe

gilt von einem jeden in dieser

Geraden befindlichen Punkte.

Die beiden ebenen Systeme ha-

ben hiernach ein gerades Ge-

bilde (alle Punkte desselben)

entsprechend gemein.

74. Zwei Strahlenbüschel,

ifelche Schnitte eines und des-

selben Ebenenbüschels sind, ha-

ben entweder einen Strahl ent-

sprechend gemein , oder sind

zugleich Scheine eines und des-

selben geraden Gebildes
, je

In zwei Strahlenbündeln, wel-

che Scheine eines und desselben

ebenen Systems sind , entspre-

chen einander je zwei Elemente,

welche ein und dasselbe Element

des ebenen Systems projiciren.

Der den beiden Bündeln gemein-

schaftliche Strahl entspricht sich

selbst; ilasselbe gilt von einer

jeden durch ihn gehenden Ebene.

Die beiden Strahlenbündel haben

hiernach einen Ebenenbüschel

(alle Elemente desselben) ent-

sprechend gemein.

Zwei Strahlenbüschel, welche

Scheine eines und desselben ge-

raden Gebildes sind, haben ent-

weder einen Strahl entspre-

chend gemein, oder sind zugleich

Schnitte eines und desselben

Ebenenbüschels, je nachdem sie

3
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nachdem sie nämlich concentrisch

oder nicht concentrisch sind.

nämlich in einerlei oder nicht

in einerlei Ebene liegen.

75. Das System von allen im Räume denkbaren

Punkten wird durch zwei Ebe-

nen A, B in zwei Systeme ge-

theilt, welche die beiden Ebe-

nen (als Träger von Punkten)

zu gemeinschaftlichen Grenzen

haben und von welchen das eine

im Winkel A B und das andere

Ebenen wird durch zwei Punkte

P, Q in zwei Systeme getheilt,

welche die Ebenenbündel P, Q
zu gemeinschaftlichen Grenzen

haben und von welchen das eine

die Strecke PQ und das andere

die Strecke P'Q schneidet.

im Winkel A-B enthalten ist.

Sind zwei Elemente durch zwei andere getrennt, so sind

auch diese durch jene getrennt. Wenn z. B. der eine von den

beiden Punkten P, Q in dem Winkel AB und der andere in dem

Winkel A-B liegt, so schneidet auch die eine von den beiden

Ebenen A, B die Strecke P Q und die andere die Strecke P-Q.

76. In der Ebene stehen der Punkt und die Gerade, im

Strahlenbündel aber der Strahl und die Ebene einander gegen-

über. Z. B.

Das System von allen in einer und derselben Ebene befindlichen

Punkten wird durch zwei Ge-

rade A, B in zwei Systeme ge-

theilt, welche die beiden Gera-

den zu gemeinschaftlichen Gren-

zen haben und von welchen das

eine in dem Winkel AB und

das andere in dem Winkel A-B

Geraden wird durch zwei Punkte

A , B in zwei Systeme getheilt,

welche die beiden Strahlenbüschel

A, B zu gemeinschaftlichen Gren-

zen haben und von welchen das

eine die Strecke AB und das an-

dere die Strecke A-B schneidet

enthalten ist.

Das System von allen einem Strahlenbündel zugehörigen

Strahlen wird durch zwei Ebe-

nen A, B in zwei Systeme ge-

heilt, welche die Ebenen (Strah-

lenbüschel) A , B zu gemein-

schaftlichen Grenzen haben und

von welchen das eine in dem
Winkel AB und das andere in

dem Winkel AB enthalten ist.

Ebenen wird durch zwei Strah-

len A , B in zwei Systeme ge-

theilt, welche die Ebenbüschel

A,B zu gemeinschaftlichen Gren-

zen haben und von welchen das

eine den Winkel AB und das

andere den Winkel A-B schnei-

det.
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77. ai) Werden in einer Ebene

zwei Punkte (als Mittelpunkte)

angenommen, so ist jeder dritte

Punkt der Ebene, welcher mit

jenen beiden nicht in einer und

derselben Geraden liegt, durch

die beiden Strahlen bestimmt,

welche ihn aus den angenomme-

nen Punkten projicireu.

c(3) AVerden in einem Strah-

lenbündel zwei Strahlen als Axen

angenommen, so ist jeder dritte

Strahl desselben, welcher mit

jenen beiden nicht in einer und

derselben Ebene Ifegt, durch

die beiden Ebenen bestimmt,

welche ihn aus den ancrenom-

Ui) Werden in einer Ebene

zwei Gerade angenommen , so

ist jede dritte Gerade der Ebene,

welche nicht durch den Schnitt-

punkt der beiden erstem geht,

durch ihre Spuren in den ange-

nommenen Geraden bestimmt.

a^) Werden in einem Strah-

lenbündel zwei Ebenen ange-

nommen, so ist jede dritte Ebene

desselben , welche nicht durch

die Schnittlinie der beiden er-

stem geht, durch ihre Spuren

(Strahlen) in den angenomme-

nen Ebenen bestimmt.

menen Axen projiciren.

In der Folge werden von vier solchen zusammengehörigen

Sätzen, von welchen zwei der Geometrie der Ebene und zwei

der Geometrie des Strahlenbündels angehören, gewöhnlich nur die

beiden erstem ausgesprochen werden, da aus ihnen die beiden

letztern hervorgehen , wenn man ein ebenes System als Schnitt

eines Strahlenbündels betrachtet , und also für die Ausdrücke

:

Punkt, Gerade, gerades Gebilde u. s. w. die Ausdrücke: Strahl,

Ebene, Strahlenbüschel u. s. w. substituirt. Stellt man Punkt

und Ebene einander gegenüber, so ist cii das Reciproke von Ui

und Us das Reciproke von ao-

78. Die einfachsten Arten , die Elemente eines körperl'chen

Systems durch die Elemente von andern Grundgebilden zu be-

stimmen, sind in nachstehenden Sätzen enthalten.

ai) Werden eine Gerade und

ein Punkt angenommen, welcher

mit der Geraden eine Ebene

bestimmt, so ist jeder ausser-

halb dieser Ebene befindliche

Punkt durch die Ebene und den

c^i) AVerden eine Gerade und

eine Ebene angenommen, welche

in einem Punkte sich schneiden,

so ist jede nicht durch diesen

Punkt gehende Ebene durch ihre

Spuren in der angenommenen



36

Strahl bestimmt, welche ihn ans

der angenommenen Geraden und

dem angenommenen Punkte pro-

jiciren.

ßi) Werden in einer Ebene

drei Gerade angenommen, wel-

che nicht in einem und dem-

selben Punkte sich schneiden,

so ist jeder ausserhalb jener

Ebene befindliche Punkt durch

die drei Ebenen bestimmt, wel-

che ihn aus den angenommenen

Geraden projiciren.

yi) Werden zwei Punkte an-

genommen, so ist jede Gerade,

welche nicht mit beiden in ei-

ner und derselben Ebene liegt,

durch die beiden Ebenen be-

stimmt, welche sie aus den an-

genommenen Punkten projiciren.

Geraden und der angenomme-

nen Ebene bestimmt.

^2) Werden drei Gerade an-

genommen, welche nicht in ei-

nerlei Ebene liegen, aber durch

einen und denselben Punkt ge-

hen , so ist jede nicht dunh

diesen Punkt gehende Ebene

durch ihre Spuren in den drei an-

genommenen Geraden bestimmt.

^2) Werden zwei Ebenen an-

genommen ,"so ist jede Gerade,

welche nicht beide in einem und

demselben Punkte schneidet,

durch ihre Spuren in den ange-

nommenen Ebenen bestimmt.

§. 7.

Von den n Ecken, n Kanten u. s. w. in einer andcru Bedeutung.

79. Unter einem ebenen n Ecke versteht man häufig nur den

Inbegriff von n in einerlei Ebene liegenden Punkten (Eckpunkten)

und den n Geraden (Seiten), deren jede zwei aufeinanderfol-

gende Eckpunkte verbindet. Man denkt sich hiebei die n Punkte

in einer bestiuunten Aufeinanderfolge, so dass auf den letzt eal

wieder der erste folgt, und setzt voraus, dass keine drei aufein-

j

anderfolgende in einer und derselben Geraden liegen.

Die 2nElemente des ebenen nEcks Ai Aj A3 . . . A,, sind derJ

Ordnung nach der Punkt Ai, die Gerade Ai A2, der Punkt A2J
die Gerade A2 A3 u. s. w. Dem ersten Elemente heisst das

(n-f-l)'S dem zweitem das (n -f-
2)'" u. s. w. gegcniiberüegend,|

so dass also, wenn n eine pare Zahl ist, jedem Eckpunkte eir
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Eckpunkt und jeder Seite eine Seite gegenüberliegt, während im

entgegengesetzten Falle das eine von zwei einander gegenüberlie-

genden Elementen ein Eckpunkt, das andere aber eine Seite ist.

Jede Gerade, welche zwei nicht aufeinanderfolgende Eck-

punkte eines ebenen nEcks verbindet, heisst eine Diagonale des-

selben. Die beiden Diagonalen des ebenen Vierecks AB CD sind

gemeinschaftliche Seiten der Vierecke ACBD, ÄCDB.
80. Ein vollständiges ebenes

uEck besteht aus n Punkten

(Eckpunkten), welche in einerlei

Ebene, von welchen aber keine

drei in einer und derselben Ge-

raden liegen, und den - —
Geraden (Seiten), deren jede

zwei von den n Punkten mit ein-

ander verbindet. In jedem Eck-

punkte schneiden n — 1 Seiten,

daher die Anzahl aller Seiten

"i^'^ ut.

Ein vollständiges ebenes nSeit

besteht aus n in einerlei Ebene

liegenden Geraden (Seiten), von

welchen keine drei durch einen

und denselben Punkt gehen, und

n(n— 1)den
2

Punkten (Eck-

punkten), in deren jedem zwei

von den n Geraden sich schnei-

den. In jeder Seite liegen n—

1

Eckpunkte, daher die Anzahl

aller Eckpunkte ist.

81. Wenn in zwei reciproken Sätzen der ebenen Geometrie

dem Ausdrucke nEck derselbe Ausdruck gegenübersteht, so ver-

steht es sich von selbst, dass ein nEck gemeint sey, welches zu-

gleich ein nSeit ist. Dasselbe ist der Fall, wenn von den Dia-

gonalen eines nEcks gesprochen wird.

Die vier Seiten und die bei-

den Diagonalen eines Vierecks

sind die sechs Seiten eines voll-

ständigen Vierecks. Je zwei Sei-

ten, welche nicht durch einen

und denselben Eckpnnkt gehen,

heissen einander gegenüberlie-

gend.

Die vier Eckpunkte eines Vier-

ecks und die beiden Punkte, in

deren jedem ein Paar Gegen-

seiten sich schneiden , sind die

sechs Eckpunkte eines vollstän-

digen Vierseits. Je zwei Eck-

punkte, welche nicht in einer

und derselben Seite liegen, heis-

sen einander gegenüberliegend.

82. Ist ein ebenes System ein Schnitt eines Strahienbündels,

so entspricht jedem nEcke, wekkes zng}eich' ein nSeii ist, ein
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nKant, welches zugleich ein nSeit ist, jedem vollständigen nEcke
ein vollständiges nKant, jedem vollständigen n Seite ein vollstän-

diges nSeit. Ist von den Eckpunkten oder von den Kanten eines

nSeits die Rede, so versteht es sich von selbst, dass im erstem

Falle ein ebenes nSeit, im letztern aber ein nSeit im Strahlen-

bündel gemeint sey.

Die vier Seiten und die bei-

den Diagonalen (Diagonalebenen)

eines Vierkants sind die sechs

Seiten eines vollständigen Vier-

kants.

Die vier Kanten eines Vier-

kants und die beiden Geraden,

in deren jeder ein Paar Gegen-

seiten sich schneiden, sind die

sechs Kanten eines vollständigen

Vierseits.

83. Unter einem nEcke, welches zugleich n Flach ist, ver-

steht man den Inbegriff von n Punkten (Eckpunkten) , den n Ge-

raden (Seiten, Kanten), deren jede zwei aufeinanderfolgende

Eckpunkte verbindet, und den n Ebenen (Flächen), deren jede

durch drei aufeinanderfolgende Eckpunkte geht. Man denkt sich

hiebei die n Punkte in einer bestimmten Aufeinanderfolge, so

dass auf den letzten wieder der erste folgt, und setzt voraus,

dass keine vier aufeinanderfolgende in einerlei Ebene liegen.

Wenn in einem Sechsecke, welches zugleich Sechsflach ist,

je zwei einander gegenüberliegende Seiten (Kanten) sich schnei-

den, so gehen die drei Geraden, deren jede ein Paar Gegen-

punkte verbindet, (als Schnittlinien von drei Ebenen) durch einen

und denselben Punkt, während die drei Geraden, in deren jeder

ein Paar Gegenflächen sich schneiden, (als Verbindungslinien von

drei Punkten) in einer und derselben Ebene liegen.

84. Ein vollständiges nEck im Ein vollständiges nFlach be-

Raume besteht aus n Punkten steht aus n Ebenen (Flächen),

(Eckpunkten), von welchen keine von welchen keine vier durch

vier in einerlei Ebene liegen, den

Geraden (Kanten) , deren jede

zwei, und den Ebenen (Flächen),

deren jede drei von den n Punk-

ten verbindet. In jedem Eck-

punkte schneiden sich n— 1 Kan-

ten, in jeder Kante n—2 Flä-

einen und denselben Punkt ge-

hen, den Geraden (Kanten), in

deren jeder zwei, und den Punk-

ten (Eckpunkten), in deren je-

dem drei von den n Ebenen sich

schneiden. In jeder Fläche lie-

gen n--l Kanten, in jeder Kan-
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eben, daher die Anzahl aller

n(u--l)
KaHten

zahl aller Flächen

ist.

und die An-

n(n-l)(n-2)

2.3

te n —^ 2 Eckpunkte , daher die

Anzahl aller Kanten
2

und die Anzahl aller Eckpunkte

n(n—l)(n—2)
2.3

ist.

Ist n=i:4, so wird das Gebilde gewöhnlich nach der Anzahl

seiner Flächen ein Tetraeder genannt. — In der Bedeutung von

§. 4 sind die Ausdrücke nEck, nKant, u Flach in der Folge nur

dann zu nehmen, wenn solches ausdrücklich bemerkt wird, oder

von einem Umfange oder Mantel u. s. w. die Rede ist.

85. Die vier Eckpunkte und

sechs Kanten eines Tetraeders

werde« aus jedem Mittelpunkte,

welcher in keiner seiner Flächen

liegt, durch die vier Kanten und

sechs Seiten eines vollständigen

\ ierkauts projicirt.

Die vier Flächen und sechs

Kauten eines Tetraeders wer-

den von jeder Ebene, welche

durch keinen seiner Eckpunkte

geht , in den vier S«iten und

sechs Eckpunkten eines vollstän-

digen Vierseits geschnitten.

A u 111. Wo Punkt und Ebene einander gegenüberstehen, steht das

vollständige ebene nEck dem vollstäudioeu n Seite im Stralileu-

biindel und das vollständige ebene n Seit dem vollständigen

nivuntc gegenüber.

86. Die zehn Kanten imd

zehn Flächen eines vollständigen

Fünfecks im Räume sind die

Kanten und Flächen von fünfTe-

traedern und zugleich (85) die

Kanten und Seiten von fünf

vollständigen Vierkanten, und

werden daher von jeder Ebene,

welche durch keinen der fünf

Eckpunkte geht, in den zehn

Eckpunkten und den zehn Sei-

ten von fünf vollständigen Vier-

seiten imd fünf voUständicren

Die zehn Kanten und zehn

Eckpunkte eines vollständigen

Fünfflachs sind die Kanten und

Eckpunkte von fünf Tetraedern

und zugleich die Seiten und

Eckpunkte von fünf vollständi-

gen \ ierseiten, und werden da-

her aus jedem Mittelpunkte, wel-

cher in keiner der fünf Flächen

liegt, durch die zehn Seiten

und zehn Kanten von fi'mf voll-

ständigen Vierkanten und fünf

vollständigen Vierseiten projicirt.

Vierecken geschnitten.

87. Zwei ebene nEcke heisjcn auf einander bezogen, wenn
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jedem Eckpunkte eines jeden ein Eckpunkt des andern, welcher

jenem entsprechend (homolog) heisst, und dadurch auch jeder

Seiten eines jeden eine Seite des andern zugewiesen ist. Analo-

ges gilt von n Seiten , n Kanten u. s. w.

Wenn zwei auf einander be-

zogene Dreiecke in zwei Ebenen

liegen, deren Schnittlinie mit

keiner der sechs Seiten zusam-

menfällt, aber je zwei homologe

Soten sich schneiden (in einer-

lei Ebene liegen), so sind die

beiden Dreiecke Schnitte eines

und desselben Dreikants.

88. Wenn zwei auf einander

bezogene vollständige ebene

Vierecke in zwei Ebenen liegen,

deren Schnittlinie durch keinen

der acht Eckpunkte geht , und

fünf Seiten des einen Vierecks

die homologen Seiten des an-

dern schneiden , so sind die

beiden Vierecke Schnitte eines

und desselben vollständigen Vier-

kants, daher auch ihre beiden

übrigen Seiten sich schneiden.

Wenn zwei auf einander be-

zogene Dreikante zwei Strahlen-

bündeln angehören, deren ge-

meinschaftlicher Strahl mit kei-

ner der sechs Kanten zusam-

menfällt, aber je zwei homologe

Kanten sich schneiden («inen

Punkt gemein haben), so sind

die beiden Dreikante Scheine

eines und desselben Dreiechs.

Wenn zwei auf einander be-

zogene voUständigeVierseite zwei

Strahlenbündeln angehören, de-

ren gemeinschaftlicher Strahl in

keiner der acht Seiten liegt,

und fünf Kanten des einen Vier-

seits die homologen Kanten des

andern schneiden , so sind die

beiden Vierseite Scheine eines

und desselben vollständigen ebe-

nen Vierseits, daher auch ihre

beiden übrigen Kanten sich

schneiden.

Folgt aus 87, wenn man bemerkt, dass Dreikante, welche

zwei Kanten gemein haben , concentrisch sind , Dreiecke aber,

welche zwei Seiten gemein haben , in einerlei Ebene liegen.

89. Zwei in einerlei Ebene Hegende n Ecke oder n Seite,

welche auf einander bezogen sind, heissen zu einander perspekti-

visch (perspektivisch liegend), wenn sie von einem und demselben

dritten ebenen n Ecke oder n Seite N die Projektionen (aus zwei

Punkten M, Mi) sind, und also die Geraden, deren jede ein

Paar homologe Eckpunkte jener Gebilde verbindet, alle durch

einen und denselben Punkt (die Spur der Geraden MMi) gehen.
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die Punkte alier, in ilcren jedem ein Paar homologe Seiten sich

schneiden , alle in einer und derselben Geraden (der Spur der

Ebene N) liegen.

90. Wenn zwei aufeinander bezogene Dreiecke ABC, AiBiCi

in einerlei Ebene liegen, aber kein Element mit einander geraeia

haben, und

die drei Punkte, in deren je-

dem ein Paar homologe Seiten

sich schneiden, in einer und

derselben Geraden u liegen, wel-

che von keinem der beiden Drei-

ecke eine Seite ist, so liegen

die Dreiecke perspektivisch, da-

her auch die drei Geraden, de-

ren jede ein Paar homologe Eck-

punkte verbindet, in einem Punkte

sich schneiden. — Projicirt man

nämlich das Dreieck ABC auf

irgend eine andere durch die

Gerade u gehende Ebene, so

erhält man ein drittes Dreieck

A-iBoCj, von welchem (nach

87) auch das Dreieck Ai Bi Ci

eine Projektion ist.

die drei Geraden , deren jede

ein Paar homologe Eckpunkte

verbindet , in einem und dem-

selben Punkte S sich schneiden,

welcher von keinem der beiden

Dreiecke ein Eckpimkt ist, sn

liegen die Dreiecke perspekti-

visch, daher auch die dreiPimkte,

in deren jedem ein Paar homo-

loge Seiten sich schneiden, in

einer Geraden liegen. — Pro-

jicirt man nämlich das Dreieck

ABC ans irgend einem Punkte

M und das Dreieck Ai Bi Ci

aus eitlem andern Punkte Mi

der Geraden MS, so erhält maa

zwei Dreikante, welche (87)

Scheine eines und desselben drit-

ten Dreiecks A2B2C2 sind.

Es kommen in den obigen Sätzen, welche im Grunde nur

durch die Form der Aussage sich von einander unterscheiden,

zehn Punkte und zehn Gerade vor, welche die Spuren von den

zehn Kanten und den zehn Flächen eines vollständigen Fünfecks

im Räume tind daher auch die Eckpunkte und Seiten von zehn

Paar perspektivischen Dreiecken sind. Anstatt zu sagen: die drei

Punkte D, E, F, in welchen die Seiten AB, AC, BC des Drei-

ecks ABC von den homologen Seiten des Dreiecks AiBjCj ge-

schnitten werden, liegen in einer Geraden, kann man auch sagen:

die drei Geraden, deren jede ein Paar homologe Eckpunkte der

Dreiecke BBi D, C Ci E verbindet, schneiden sich in einem

Punkte.
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91. Wenn zwei auf einander

bezogene vollständige Vierecke

in einerlei Ebene liegen , und

eine Gerade u, welche durch

keinen ihrer Eckpunkte geht,

von fünf Seiten des einen Vier-

ecks in denselben Punkten ge-

schnitten wird, in welchen die

homologen Seiten des andern

sie schneiden, so liegen die Vier-

ecke perspektivisch, daher auch

ihre beiden übrigen Seiten jene

Gerade in einem und demselben

Punkte schneiden u. s. w.

Wenn zwei auf einander be-

zogene vollständige Vierseite in

einerlei Ebene liegen, und aus

einem Punkte S, welcher in kei-

ner ihrer Seiten liegt, fünf Eck-

punkte des einen Vierseits durch

dieselben Strahlen projicirt wer-

den, welche aus ihm die homo-

logen Eckpunkte des andern pro-

jiciren, so liegen die Vierseite

perspektivisch , daher auch ihre

beiden übrigen Eckpunkte aus

jenem Punkte durch einen und

denselben Strahl projicirt wer-

[
den u. s, w.

Diese Sätze lassen sich eben so auf 88 zurückführen, wie

die vorigen auf 87 zurückgeführt wurden.

92. Wenn zwei Tetraeder, welche kein Element mit einander

gemein haben, aufeinander bezogen sind, und die vier Geraden

(p), deren jede ein Paar homologe Eckpunkte verbindet, durch

einen und denselben Punkt gehen , w'elcher von keinem der bei-

den Tetraeder ein Eckpunkt ist, so liegen die vier Geraden (q),

in deren jeder ein Paar homologe Flächen sich schneiden, in

einer und derselben Ebene, welche von keinem der beiden Te-

traeder eine Fläche ist; und umgekehrt. Zwei solche Tetraeder

beissen zu einander perspektivisch.

Gehen die Geraden (p) durch

einen und denselben Punkt, wei-

ther von keinem der beiden

Tetraeder ein Eckpunkt ist, so

schneiden sich auch (68) je zwei

homologe Kanten in einem Punk-

te, welcher von keinem der Te-

traeder ein Eckpunkt ist. Da

ferner von den sechs Punkten,

in deren jedem ein Paar homo-

loge Kanten sich schneiden, je

Liegen die Geraden (q) in

einer und derselben Ebene, wel-

che von keinem der beiden Te-

traeder eine Fläche ist, so lie-

gen auch (08) je zwei homologe

Kanten in einerlei Ebene, wel-

che von keinem der beiden Te-

traeder eine Fläche ist. Da fer-

ner von den sechs Ebenen, de-

ren jede ein Paar homologe Kan-

ten verbindet, je drei, welche
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drei, welche in einer und der-
|

durch einen und denselben Eck-

seiben Fläche des einen Telrae-
'

punkt des einen Tetraeders ge-

ders liegen, auch in der honio-
]

hen, auch durch den homologen

logen Flüche des andern und ! Eckpunkt des andern und rait-

niitbiu in einer und derselben
'

hin durch eine und dieselbe Ge-

Geraden liegen, so sind jene

sechs Punkte die Eckpunkte ei-

nes vollständigen Vierseits, des-

rade gehen, so sind jene sechs

Ebenen die Seiten eines voll-

ständigen Vierkants, dessen Kan-

seu Seiten die Geraden (q) sind,
i
ten die Geraden (p) sind.

Es kommen hier 15 Punkte, 20 Gerade und 15 Ebenen in

Betrachtung, welche die Eckpunkte, Kanten und Flächen von 15

Paar perspektivischen Tetraedern, dann von 6 vollständigen Fünf-

ecken und 6 vollständigen Fünfflachen sind. Die 10 Eckpunkte

und die 10 Kanten eines jeden dieser Fünfflache liecen in den

10 Kanten und den 10 Flächen des vollständen Fünfecks, wel-

ches die fünf übrigen von den 15 Punkten zu Eckpunkten hat.

§. 8.

Harmonische Gebilde.

93. Wenn in einer Geraden drei Punkte A , B , C gegeben

sind, und alsdann ein Viereck so construirt wird, dass eine Dia-

gonale durch den zweiten der gegebenen Punkte geht, in jedem

der beiden übrigen aLer zwei einander gegenüberliegende Seiten

sich schneiden , so schneidet die andere Diagonale des Merecks

ijene Gerade in einem vierten Punkte D, welcher durch die drei

gegebenen Punkte bestimmt ist und zu denselben der vierte har-

monische Punkt heisst. Ist nämlich E F G H ein anderes Viereck,

von welchem eine Diagonale EG durch den Punkt B geht, ein

{Paar einander gegenüberliegende Seiten E F, GH im Punkte A
imd die beiden übrigen Seiten FG, HE im Punkte C sich schnei-

den, so schneidet seine andere Diagonale (nach SS und 91) die

Gerade AB in demselben Punkte D, in welchem diese Linie von

der andern Diagonale des erstem Vierecks geschnitten wird.

Die Punkte A, C sind durch die Punkte B, D getrennt.

Betrachtet man nämlich das ebene System, dessen Träger die

Ebene ACE ist, als Schnitt eines gewöhnlichen Strahlenbündels S,
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so entspricht der ans den drei Strecken CHE, EFÄ, ABC zu-

sammengesetzten Linie der Mantel der dreiseitigen Strahlenpyra-

mide, welche die drei Strahlen SC, SE, SA zu Kanten hat und

den Strahl SG in sich enthält Da nun die Gerade HF die

Strecken CHE, EFA und also die Ebene SHF die diesen

Strecken entsprechenden Seiten der erwähnten Strahlenpyrainide

schneidet, so folgt, dass die dritte Seite von der Ebene SHF
und also auch die Strecke ABC von der Geraden HF nicht ge-

schnitten werde.

94. Ein harmonisches gerades Gebilde ABCD wird ans je-

dem ansserhalb der Geraden befindlichen Punkte S durch einen

harmonischen Strahlenbüschel projicirt, welcher nämlich von jeder

Geraden, die mit ihm in einerlei Ebene liegt, aher nicht durch

seinen Mittelpunkt geht, in einem harmonischen geraden Gebilde

AiBiCiDi geechnitten wird.

Man constniire in einer Ebene, welche <Inrch die Gerade AB
aber nicht durch den Pimkt S geht, ein Viereck, so dass zwei

einander gegenüberliegende Seiten desselben im Punkte A , die

beiden übrigen Seiten im Punkte C sich schneiden , eine Diago-

nale durch den Punkt B und also die andere durch den Punkt D
geht. Projicirt man nun dieses Viereck aus dem Punkte S auf

eine dnrch die Gerade AiBi gehende Ebene, so erhält man ein

Viereck, von welchem zwei einander gegenüberliegende Seiten im

Piuikte Ai, die beiden übrigen Seiten im Punkte Ci sich schnei-

den > die eine Diagonale durch den Punkt Bi und die andere

dnrch den Punkt Di geht, was zu beweisen war.

95. Ein harmonisches gerades Gebilde ABCD wird aus jeder

Äxe s, welche mit ihm nicht in einerlei Ebene liegt, ein harmo-

nischer Strahlenbüschel also aus jedem ausserhalb seiner Ebene i

befirullichen Punkte durch einen harmonischen Ebenenbüschel pro-

jicirt, welcher nämlich von jeder Geraden, die seine Axe nicht!

schneidet, in einem harmonischen geraden Gebilde Ai Bi Ci Di«

und also von jeder Ebene, die nicht durch seine Axe geht, iail

einem harmonischen Strahlenbüschel geschnitten wird. 1

Man nehme in der Axe s zwei beliebige Punkte an und pro-lj

jicire aus dem einen das Gebilde ABCD und aus dem andernl

dis Gebilde AiBiCiDi, so erhält man zwei StrablenbiisehelJl
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welche (74) Scheine eines und desselben dritten geraden Gebildes

A2B2C2D> sind. Da nun das Gebilde ABCD harmonisch ist, so

gilt diess auch (94) von dem Gebilde A2B2C2Daf und mithin auch

von dem Gebilde AiBiCiDi.

96. Wenn ABCD ein harmonisches Gebilde ist, so sind auch

BCDA, CDAB, DABC, DCBA, CBAD, BADC, ADCB
harmonische Gebilde.

Es sey ABCD ein harmonisches gerades Gebilde , so kann

man ein Viereck E F G H construiren, so dass die Seiten E F, G H
im Punkte A, die Seiten FG, HE im Punkte C sich schneiden,

die Diagonale EG durch den Punkt B und die Diagonale FH
durch den Punkt D geht, woraus sogleich erhellt, dass auch ADCB,
CDAB, CBAD harmonische Gebilde sind. Es sey ferner K
der Schnittpunkt von EG und FH, so sind (90) EFC, DBK
zwei zu einander perspektivische Dreiecke, daher die drei Gera-

den ED, F B , CK in einem und demselben Punkte L sich schnei-

den. Bemerkt man nun, dass von dem Vierecke EKFL zwei

einander gegenüberliegende Seiten im Punkte B, die beiden übri-

gen im Punkte D sich schneiden, die eine Diagonale durch A und

die andere durch C geht, so folgt, dass auch BADC, BCDA,
DABC, DCBA harmonische Gebilde sind.

97. Nach dein Bisherigen ist durch drei Elemente eines har-

monischen Gebildes und durch die Angabe, von welchem dersel-

ben das vierte getrennt ist, auch das vierte bestimmt. W eun da-

her ABCD, abcd zwei ungleichartige harmonische Gebilde sind,

und die Elemente A, B, C bezüglich in den Elementen a, b, c

liegen, so ist das erstcre Gebilde ein Schnitt des letztern.

Liegen drei Punkte A, B, C
eines harmonischen geraden Ge-

bildes ABCD in drei gegebe-

nen Ebenen, welche in einer und

derselben Geraden sich schnei-

den, so liegt auch der vierte

Punkt in einer gegebenen, durch

diese Gerade gehenden Ebene.

98. Je zwei getrennte Elemente eines harmonischen Gebildes

I, sollen durch die l>eiden übrigen harmonisch getrennt heissen. Ist

Schneiden drei Ebenen a,b,c

eines harmonischen Ebenenbü-

schels abcd eine Gerade in ge-

gebenen Punkten, so wird diese

Gerade auch von der vierten

Ebene in einem gegebenen Punk-

te geschnitten.
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das eine von zwei harmonischen Gebilden ein Schnitt des andern,

so kann man auch sagen, dass je zwei getrennte Elemente eines

jeden durch die ihnen nicht entsprechenden Elemente des andern

harmonisch getrennt sind.

Durch zwei Ebenen und ei-

nen ausserhalb ^lerselben befind-

lichen Punkt ist eine dritteEbene

bestimmt , welche durch die

Schnittlinie der beiden erstem

geht und jeden Punkt enthält,

der von dem gegebenen Punkte

durch die gegebenen Ebenen

harmonisch getrennt ist.

Durch eine Ebene und zwei

ausserhalb derselben befindliche

Punkte ist ein dritter Punkt be-

stimmt, in welchem jede Ebene,

welche von der gegebenen Ebene

durch die gegebenen Punkte har-

monisch getrennt ist, die durch

diese Punkte bestimmte Gerade

schneidet.

Man kann hier für die Ausdrücke: Ebene, Schnittlinie, die

Ausdrücke : Gerade, Schnittpunkt setzen, wenn man nur Elemente

einer und derselben Ebene betrachtet.

99. Die beiden Diagonalen eines ebenen Vierecks sind (93)

durch die beiden Punkte, die beiden Diagonalen, eines Vierkants

also durch die beiden Strahlen, in deren jedem ein Paar Gegen-

seiten sich schneiden, harmonisch getrennt.

In einem vollständigen ebenen

Vierecke sind je zwei Gegen-

seiten durch die beiden Punkte,

in deren jedem von den vier

übrigen Seiten zwei einander

gegenüberliegende sich schnei-

den, harmonisch getrennt.

In einem vollständigen Vier-

seite sind je zwei Gegenpunkte

durch die beiden Geraden, de-

ren jede von den vier übrigen

Eckpunkten zwei einander gegen-

überliegende verbindet, harmo-

nisch getrennt.

100. Wenn von zwei zu einander perspektivischen Dreiecken

das eine ABC um das andere Ai Bi Ci und alsp dieses in das

erstere beschrieben ist, so dass nämlich die Eckpunkte Äi, Bi, Ci

beziehlich in den Seiten BC, CA, AB liegen, so ist (99)

dar Punkt S, welcher mit je

zwei homologen Eckpunkten in

einer und derselben Geraden

liegt, von jedem Punkte, in wel-

chem ein Paar homologe Seiten

sich schneiden, sowohl durch die

die Gerade u , welche je zwei

homologe Seiten in einem und

demselben Punkte schneidet, von

jeder Geraden, welche ein Paar

homologe Eckpunkte verbindet,

sowohl durch die übrigen Eck-
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übrigen Seiten des einen aU auch

durch die übrigen Seiten des

andern Dreiecks harmonisch ge-

trennt.

Projicirt man den Punkt S

aus jedem Eckpunkte des Drei-

ecks Ai Bi Ci auf die diesem

Eckpunkte gegenüberliegende

Seite, so erhält man die Eck-

punkte eines Dreiecks A2B2C2,

welches mit den beiden Drei-

ecken ABC, ÄiBiCi perspek-

tivisch liegt, und in das letztere

beschrieben ist. Je drei homo-

loge Seiten der drei Dreiecke

schneiden sich in einem und

demselben Punkte, weil es in

jeder Seite des Dreiecks Ai Bi

Ci nur einen Pimkt giebt, wel-

cher durch die beiden übricren

punkte des einen als auch durch

die übrigen Eckpunkte des an-

dern Dreiecks harmonisch ge-

trennt.

Projicirt man jeden Punkt, in

welchem die Gerade u von ei-

ner Seite des Dreiecks ABC ge-

schnitten wird, aus dem dieser

Seite gegenüberliegenden Eck-

ptiukte, so erhält man die Sei-

ten eines Dreiecks A^B^C',

welches mit den beiden Drei-

ecken ABC, AiBiCi perspek-

tivisch liegt, und um das erstere

beschrieben ist. Je drei homo-

loge Eckpunkte der drei Dreiecke

liegen in einer und derselben

Geraden, weil es dtirch jeden

Eckpunkt des Dreiecks ABC
uTir eine Gerade giebt, welche

Seiten desselben vom Punkte S '• durch die beiden übrigen Eck-

harmonisch getrennt ist. punkte desselben von der Ge-

, raden u harmonisch getrennt ist.

Durch irgend eines von den beiden Dreiecken ABC, AiBiCi
und irgend eines von den beiden Elementen S , u ist auch das

andere Dreieck, so wie auch das andere der erwähnten Elemente

bestimmt.

101. Wenn von zwei zu einander perspektivischen Tetraedern

das eine AB CD um das andere A| Ei Ci Dj und also dieses in

das erstere beschrieben ist, so dass nämlich die Eckpunkte Aj,

B,, Ci, Dl beziehlich in den Flächen BCD, ACD, ABD, ABC
liegen, so ist (99)

der Punkt S, welcher mit je 1 die Ebene U, welche je zwei

zwei homologen Eckpunkten in

einer und derselben Geraden

I

liegt, von jedem Punkte, in

i welchem ein Paar homologe Kau-

homologe Flächen in einer und

derselben Geraden schneidet, von

jeder Ebene, welche ein Paar ho-

mologe Kanten verbindet, so-
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ten sich schneiden, sowohl durch

zwei Flächen des einen als auch

durch zwei Flächen des andern

Tetraeders harmonisch getrennt.

Projicirt man den Punkt S

aus jedem Eckjjunkte des Te-

traeders A| Bj Ci Di auf die die-

sem Eckpunkte gegenüberliegen-

de Fläche , so erhält man die

Eckpunkte eines Tetraeders A-^

^2^2 1^2? welches mit den bei-

den Tetraedern AB CD, AiB,

Ci Dl perspektivisch liegt, und

in das letztere beschrieben ist.

Je drei homologe Kanten der

drei Tetraeder schneiden sich in

einem und demselben Punkte,

weil es in jetler Kante des Te-

traeders AiBiCiDi nur einen

Punkt giebt, welcher durch die

in der gegenüberliegenden Kante

sich schneidenden Flächen vom

Punktes harmonisch getrennt ist.

wohl durch zwei Eckpunkte des

einen als auch durch zwei Eck-

punkte des andern Tetraeders

harmonisch getrennt.

Projicirt man jede Gerade, in

welcher die Ebene U von einer

Fläche des Tetraeders ÄBCD
geschnitten wird , aus dem die-

ser Fläche gegenüberliegenden

Eckpunkte, so erhält man die

Flächen eines Tetraeders A^B"^

C D', welches mit den beiden

Tetraedern AB CD, A,B.C,D,

perspektivisch liegt, und um das

erslere beschrieben ist. Je drei

homologe Kanten der drei Te-

traeder liegen in einerlei Ebene,

weil es durch jede Kante des

Tetraeders A B C D nur eine

Ebene giebt, welche durch die

in der gegenüberliegenden Kante

befindlichen Eckpunkte von der

Ebene L) harmonisch getrennt ist.

Durch irgend eines von den beiden Tetraedern ABCD,
AiBiCiDi und irgend eines von den beiden Elementen S, U ist

auch das andere Tetraeder so wie auch das andere von den er-

wähnten Elementen bestimmt.

J02. Versteht man unter der Projektion eines Punktes aufl

eine Seite eines Dreiecks seine Projektion aus dem dieser Seite

gegenüberliegenden Eckpunkte und unter der Projektion eines

Punktes auf eine Kante eines Tetraeders seine Projektion aus

der derselben gegenüberliegenden Kante, so hat man (nach 100

und 101) folgende Sätze:

Wenn in jeder Seite eines Dreiecks zwei Punkte angenom-

men werden , welche durch die in derselben Seite befindlichen

Eckpunkte harmonisch getrennt sind, und von den sechs angenom-

menen Punkten drei
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die Projektionen eines und des-
j

die Spuren einer und derselben

selben Punktes sind, so sind die I Geraden sind, so sind die drei

drei übrigen die Spuren einer übrigen die Projektionen eines

und derselben Geraden,
j
und desselben Punktes.

Wenn in jeder Kante eines Tetraeders zwei Punkte ange-

nommen werden, welche durch die in derselben Kante befindlichen

Eckpunkte harmonisch getrennt sind , und von den zwölf ange-

nommenen Punkten sechs

die Projektionen eines und des-

selben Punktes sind, so sind die

sechs übrigen die Spuren einer

und derselben Ebene.

die Spuren einer und derselben

Ebene sind, so sind die sechs

übrigen die Projektionen eines

und desselben Punktes.

Projektivische Verwandtschaft zwischen einförmigen Gebilden.

103. Zwei einförmige Grundgebilde heissen zu einander pro-

Jektivisch (A), wenn sie so auf einander bezogen sind, dass jedem

fairmonischen Gebilde in dem einen ein harmonisches Gebilde im

jundern entspricht. •*

Wenn von beliebig vielen Gebilden das zweite dem ersten,

jedes folgende einem der vorhergehenden projektivisch ist, so sind

alle zu einander projektivisch. Dieser Satz gilt nicht nur von

einförmigen, sondern auch, wie aus spätem Erklärungen hervor-

gehen wird, von andern Gebilden, daher er auch, um Wieder-

holungen zu vermeiden, sogleich allgemein ausgesprochen wurde.

104. Zwei projektivische einförmige Gebilde können überdiess

perspektivisch liegen. Es heissen aber zu einander perspektivisch,

nämlich projektivisch und zugleich perspektivisch liegend:

a) ein gerades Gebilde und ein Büschel oder ein Strahlenbü-

schel uud ein Ebenenbüschel, wenn das eine Gebilde ein

Schnitt des andern ist;

ß) zwei gerade Gebilde, wenn sie Schnitte eines und desselben

Strahlenbüschels sind

;

9 y) zwei Strahlenbüschel , wenn sie entweder Scheine eines und

desselben geraden Gebildes oder Schnitte eine* und dessel-

ben Ebenenbüschels oder beides zugleich sind;

4
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5) zwei Ebenenbiischcl, wenn sie Scheine eines' und desselben

Strahlenbiischels sind.

103. Projicirt man in einer Ebene

ein gerades Gebilde u aus zwei

Punkten Si , S2 auf eine und

dieselbe andere Gerade v , so

erhält man zwei zu einander

projektivische gerade Gebilde ui

,

U2, welche in einer und dersel-

ben Geraden v liegen und einen

oder zwei Punkte entsprechend

gemein haben
,

je nachdem die

Geraden u, v, Si S2 in einem

Punkte oder in drei Punkten

sich schneiden.

zwei gerade Gebilde, welche

Schnitte eines und desselben

Strahlenbüschels sind, aus einem

und demselben andern Punkte, so

erhält man zwei zu einander pro-

jektivische Strahlenbüschel, wel-

che concentrisch sind und einen

oder zwei Strahlen entsprechend

gemein haben, je nachdem der

Schnittpunkt der geraden Ge-

bilde mit den beiden Mittelpunk-

ten der drei Büschel in einer

oder nicht in einer und dersel-

ben Geraden liegt.

Dem Punkte Ai des Gebildes ui entspricht der Punkt A2 des

Gebildes H2, wenn die Strahlen SiÄi, S2 A2 die Gerade u in

einem und demselben Punkte A schneiden. Die drei Gebilde u,

ui, U2 haben also den Punkt uv, die beiden Gebilde Uj, U2 aber,

wenn die Gerade v von der Geraden Si S2 in einem von uv ver-

schiedenen Punkte geschnitten wird, auch noch diesen Punkt ent-

sprechend gemein.

106. Wenn zwei projektivische einförmige Gebilde drei Ele-

mente entsprechend gemein haben, so haben sie alle ihre Elemente

entsprechend gemein.

Es ist hier hinreichend, zwei projektivische gerade Gebilde

zu betrachten, welche in einer und derselben Geraden liegen.

Haben nun die Gebilde die Punkte A , B und jeden Punkt der

Strecke AB entsprechend gemein, so haben sie auch (103) jeden

Punkt, welcher von einem Punkte dieser Strecke durch die Punkte

A, B harmonisch getrennt ist, nämlich jeden Punkt der Strecke

B"A eutsprechend gemein. Würden aber die Gebilde keine ste-

tige Aufeinanderfolge von Elementen, jedoch mehr als zwei ein-

zelne Elemente entsprechend gemein haben, so würde, wenn A, B
zwei aufeinanderfolgende sind , die eine von den beiden Strecken)!
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A B , B'A gar kein , die andere aber wenigstens ein sich selbst

entsprechendes Element P enthalten , was auf einen Widerspruch

fuhrt, da es in der Strecke AB einen Punkt Q giebt, welcher

Tom Punkte P durch die Punkte A , B harmonisch getrennt ist.

Zwei projektivische einförmige Gebilde können also, wenn nicht

jedes Element des einen mit dem homologen Elemente des andern

zusammenfallen soll, höchstens zwei Elemente entsprechend ge-

mein haben.

107. Wenn ein gerades Gebilde und ein Büschel oder ein

Strahlenbüschel und ein Ebenenbüschel zu einander projektivisch

sind , und drei Elemente des einen Gebildes in den ihnen ent-

sprechenden Elementen des andern liegen (also das eine Gebilde

mit einem Schnitte des andern drei Elemente entsprechend ge-

mein hat), so ist (106) das eine Gebilde ein Schnitt des andern.

108. Wenn zwei projektivi-

sche gerade Gebilde u, «i , wel-

che in einerlei Ebene, aber nicht

in einer und derselben Geraden

liegen, ihren Schnittpunkt A ent-

sprechend gemein haben, so sind

sie Schnitte eines und desselben

Strahlenbüschels. — Es sey S

der Schnittpunkt von zwei Ge-

raden BBj, CCt, deren jede

einen Punkt des Gebildes u mit

dem homologen Punkte des Ge-

bildes ui verbindet. Da nun

(103) der Strahlenbüschel, wel-

cher aus dem Punkte S das ge-

rade Gebilde ui projicirt , auch

dem geraden Gebilde u projek-

tivisch ist, und drei Punkte A,

B, C dieses Gebildes in den ho-

mologen Strahlen des Büschels

liegen, so folgt der Satz aus 107.

- Haben zwei projektivische Strah-

lenbüschel, welche concentrisch

Wenn zwei projektivische Strah-

lenbüschel S, Si, welche in ei-

nerlei Ebene liegen , aber nicht

concentrisch sind, den Strahl a,

welcher ihre Mittelpunkte ver-

bindet, entsprechend gemein ha-

ben , so sind sie Scheine eines

und desselben geraden Gebil-

des. — Man verbinde den

Schnittpunkt b bi von zwei ho-

mologen Strahlen mit dem Schnitt-

punkte cci von zwei andern ho-

mologen Strahlen durch eine Ge-

rade. Da nun (10-3) der Schnitt u

des Büschels S| mit jener Ge-

raden auch dem Büschel S pro-

jektivisch ist, und drei Strahlen

a , b , c dieses Büschels durch

die ihnen entsprechenden Punkte

des geraden Gebildes u gehen,

so folgt der Satz aus 107.

Haben zwei projektivische Ebe-

nenbüschel, deren Axen sich

4»
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sind, aber in zwei Ebenen lie-

gen, die Schnittlinie dieser Ebe-

nen entsprechend gemein, so

sind sie Schnitte eines und des-

selben Ebenenbüschels.

109. Wenn zwei projektivi-

sehe gerade Gebilde in einerlei

Ebene, aber nicht in einer und

derselben Geraden liegen, und

von den Geraden > dereö jede

ein Paar homologe Punkte ver-

bindet, irgend drei in einem

Punkte sich schneiden, so sind

die beiden geraden Gebilde

Schnitte eines und desselben

Strahlenbüschels. Sind also zwei

sich schneidende gefade Gebilde

projektivisch, ohne perspektivisch

zu liegen, so schneiden sich von

den Geraden, deren jede ein

Paar homologe Punkte verbindet,

keine drei in einem Punkte»

schneiden, die durch diese Li-^

nien bestimmte Ebene entspre-

chend gemein, so sind sie Scheine

eines und desselben Strahlenbü-

schels.

Wenn zwei projektivische Strah-

lenbüschel in einerlei Ebene lie-

gen, aber nicht concentrisch sind,

und von den Punkten, in deren

jedem ein Paar homologe Strah-

len sich schneiden , irgend drei

in einer Geraden liegen, so sind

die beiden Büschel Scheine ei-

nes Und desselben geraden Ge-

bildes. Sind also zwei in ei-

nerlei Ebene liegende, nicht con-

centrische Strahlenbüschel pro-

jektivisch , ohne perspektivisch

zu liegen , so liegen von den

Punkten, in deren jedem ein

Paar homologe Strahlen sich

schneiden, keine drei in einel*

Geraden.

Die Beweise dieser Sätze, welchen zwei Sätze aus def Geo-

metrie des Strahlenbündels entsprechen, stimmen mit den vorigen

ganz überein.

110. Will man zwei einförmige Grundgebilde projektivisch

auf einander beziehen, so kann man zu drei Elemeüten des einen

drei Elemente des andern, welche jenen entsprechen Sollen, nach

Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem Elemente des

einen Gebildes ein Element im andern zugewiesen ist.

L Sollen zwei sich schneidende gefade Gebilde u, üi pro-

jektivisch so auf einander bezogen werden, dasS sie ihren Schnitt-

punkt Ä entsprechend gemein haben und den Punkten B, C deS

einen die Punkte Bi, Cj des andern entsprechen, so müss (108)

das eine eine Projektion des andern aus dem Punkte Seyn, in

welchem die Geraden BBi, CCi sich schneiden.
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II. Sollen zwei gerade Gebilde u, iij, welche nicht in einer

und derselben Geraden liegen
,

projektivisch so auf einander be-

zogen werden, dass den Punkten A, B, C des erstem die Punkte

A2, B2, C2 des letztern entsprechen, so projicire man aus einem

Punkte S, welcher ausserhalb der beiden Gebilde, aber mit zwei

Punkten A, A3, die einander entsprechen sollen, in einer und

derelben Geraden liegt, das Gebilde U2 auf eine Gerade Uj, wel-

che die Gerade u im Punkte A und die Gerade U2 in irgend ei-

nem von Aa verschiedenen Punkte schneidet. Da nun die gera-

den Gebilde uj , U2 projektivisch auf einander bezogen sind, so

ist dieser Fall auf den vorigen, nämlich darauf zurückgeführt, die

Gebilde u, uy projektivisch so auf einander zu beziehen, dass

den Punkten A, B, C des erstem die Punkte A, Bi, Ci des

letztern entsprechen, welche von den Punkten Ä2 , Bj, C2 die

Projektionen sind. Gehen die drei Geraden AA2, BB2, C C2

durch einen und denselben Punht M, so muss (109) u eine Pro-

jektion von n2 aus dem Punkte M seyn.

III. Sollen zwei gerade Gebilde u, U3, welche in einer und

derselben Geraden liegen
,

projektivisch so auf einander bezogen

werden, dass den Punkten A, B, C des erstem die Punkte A3,

B3, C3 des letztern entsprechen, so darf man nur, um diesen

Fall auf II zurückzuführen, das Gebilde U3 auf irgend eine an-

dere Gerade no projiciren. Ist etwa A mit A3 identisch, so kann

man diesen Fall, indem man die Projektionslinie durch den Punkt

A legt, sogleich auf I zurückführen.

IV. Die Fälle, in welchen ein gerades Gebilde und ein Bü-

schel oder zwei Büschel projektivisch so auf einander bezogen

werden sollen , dass drei bestimmten Elementen des einen Gebil-

des drei bestimmte Elemente des andern entsprechen, lassen sich,

da für jeden Büschel sein Schnitt mit einer Geraden substituirt

werden hann , auf die l>ereits betrachteten zurückführen.

III. Zwei projektivische ge- [ Zwei projektivische concentri-

rade Gebilde u, u,, welche in sehe Strahlenbüschel S, Si, wel

einer und derselben Geraden

liegen und einen Punkt A ent-

che in einerlei Ebene liegen nnd

einen Strahl a entsprechend ge-

sprechend gemein haben, kön- mein haben, können als Scheine

neu dlä Projektionen eines und \
von zwei geraden Gebilden be-
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desselben dritten geraden Ge-

bildes betrachtet werden. Pro-

jicirt man nämlich das gerade

Gebilde n aus irgend einem Punk-

te M und das gerade Gebilde ui

aus einem andern Punkte Mi

der Geraden M A, so erhält man

zwei zu einander projektivische

Strahlenbiischel , welche den

Strahl M Mi entsprechend ge-

mein haben und also (1 08) Scheine

eines und desselben dritten Ge-

bildes U2 sind.

trachtet werden, welche Schnitte

eines und desselben dritten Bü-

schels sind. Wird nämlich der

Büschel S von irgend einer Ge-

raden V und der Büschel Si von

einer andern durch den Punkt

a V gehenden Geraden vi ge-

schnitten , so erhält man zwei

zu einander projektivische ge-

rade Gebilde, welche den Punkt

V Vi entsprechend gemein haben

und also Schnitte eines und des-

selben Strahlenbüschels sind.

Wenn die Gerade U2, welche von je zwei homologen Strah-

len MB, Ml Bi der Büschel M, Mi in einem und demselben

Punkte geschnitten wird, nicht durch den Punkt A geht, so ha-

ben die Gebilde u, ui noch einen Punkt entsprechend gemein.

Sollen also zwei in einer und derselben Geraden befindliche ge-

rade Gebilde (oder zwei concentrische Strahlenbüschel, welche

in einerlei Ebene liegen, oder zwei Ebenenbüschel, welche eine

gemeinschaftliche Axe haben) projektivisch so aufeinauder bezogen

werden, dass sie nur ein Element A, welches gegeben ist, ent-

sprechend gemein haben, so kann man nur noch zu einem Ele-

mente B des einen Gebildes das homologe Element Bj des an-

dern nach Belieben annehmen.

In 104 wurde noch nicht beachtet, dass projektivische gerade

Gebilde in einer und derselben Geraden liegen können. Zwei

solche Gebilde heissen perspektivisch liegend, wenn wenigstens

ein Element des einen mit dem homologen Elemente des andern

zusammenfällt. Eben so heissen zwei Strahlenbüschel, welche con-

centrisch sind und zugleich in einerlei Ebene liegen, so wie auch

zwei Ebenenbüschel, welche eine gemeinschaftliche Axe haben,

perspektivisch liegend, wenn sie wenigstens ein Element entspre-

chend gemein haben.

112. Aus 110 geht hervor, dass zwei projektivische gerade

Gebilde, wenn sie auch nicht Schnitte eines und desselben Strah-

lenbüschels sind, doch als das erste und letzte von drei oder vier
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gornden Gebilden betrachtet werden können, von welchen jedes

folgende eine Projektion des vorhergehenden aus einem Punkte ist.

Es ist hierdurch nicht nur der Ausdruck „projektivisch" erklärt,

sondern zugleich bewiesen , dass jeder stetigen Aufeinanderfolge

\ on Elementen in dem einen von zwei zu einander projektivischeu

rinförraigen Gebilden eine stetige Aufeinanderfolge von Elementen

im andern entspricht.

Wenn in zwei zu einander projektivischeu einförmigen Gebil-

den u, «1 zwei homologe Elemente sich bewegen, so dass sie

nämlich immer homologe Elemente bleiben, sq muss , wenn das

eine Element das Gebilde u beschreibt, das andere das Gebilde ui

beschreiben. Sind u, ui zwei in einer und derselben Geraden

liegende gerade Gebilde oder zwei concentrisch% Strahlenbüschel,

welche überdiess in einerlei Ebene liegen , oder zwei Ebenenbü-

schel, welche eine gemeinschaftliche Axe haben, so sollen sie ein-

stimmig- oder entgegengesetzt -projekti\isch heissen, je nachdem

zwei sich bewegende homologe Elemente in einem und deraselhen

Sinne oder im entgegengesetzten Sinne sich bewegen. Im letztern

Falle haben die Gebilde offenbar zwei Elemente entsprechend ge-

mein, durch welche je zwei homologe Elemente getrennt sind.

Liegt ein Stück A B (eine Strecke A B oder ein Winkel A B) des

Gebildes u in dem ihm entsprechenden Stücke Ai Bi des Gebil-

des ui , ohne dass eines von den beiden Elementen A, B mit

dem ihm entsprechenden Elemente zusammenfallt, so kann man

ebenfalls schliessen, dass die Gebilde zwei Elemente entsprechend

gemein haben, von welchen das eine in dem Stücke AB und das

andere in dem Stücke Ai"Bi liegt, welches dem Stücke A"B ent-

spricht.

113. Wenn einem Dreiecke ein anderes einbeschrieben ist,

so giebt es unendlich viele Dreiecke, deren jedes in das letztere

und zugleich um das erstere beschrieben ist.

Bezieht man nämlich (HO) die drei geraden Gebilde, welche

die Seiten des letztern Dreiecks zu Trägern haben, projektivisch

so aufeinander, dass sie von jeder Seite des erstem Dreiecks in

homologen Punkten geschnitten werden , so sind je drei andere

homologe Punkte die Eckpunkte eines Dreiecks, welches in das

letztere und zugleich (lOS) um das erstere beschrieben ist.
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114. Wenn die n Eckpunkte

eines ebenen nEcks in festen

Geraden sich bewegen, welche

alle durch einen und denselben

Punkt S gehen, während n — 1

Seiten desselben um festePunkte

sich drehen, so dreht sich auch

(108) die noch übrige Seite um

einen festen Punkt. Die n Eck-

punkte des n Ecks »ind nämlich

homologe Punkte von n zu ein-

ander pro^ktivischen geraden

Gebilden, welche alle den Punkt

S entsprechend gemein haben.

—

Zwei nicht aufeinanderfolgende

Eckpunkte können auch in ei-

ner Geraden sich bewegen. Be-

wegen sie sich aber in zwei

Geraden, so dreht sich auch

die sie verbindende Diagonale

ura einen festen Punkt.

Wenn in einer Ebene die

n Seiten eines n Ecks um feste

Punkte sich drehen, welche alle

in einer und derselben Geraden u

Hegen, während n— 1 Eckpunkte

in festen Geraden sich bewegen,

so bewegt sich auch der noch

übrige Eckpunkt in einer festen

Geraden. Die Seiten des n Ecks

sind nämlich homologe Strahlen

von n zu einander projektivi-

schen Strahlenbüscheln, welche

alle den Strahl u entsprechend

gemein haben. — Zwei nicht

aufeinanderfolgende Seiten kön-

nen auch um einen Punkt sich

drehen. Drehen sie sich aber

um zwei Punkte, so bewegt sich

auch ihr Schnittpunkt in einer

festen Geraden.

Ein besonderer Fall vom Satze rechter Hand ist;

Wenn die Richtungen der vier Seiten eines ebenen Vierecks

gegeben sind, und drei Eckpunkte in gegebenen eigentlichen Ge-4

raden liegen, von welchen keine mit einer von den beiden Seiten,]

deren Schnittpunkt sie enthält, einerlei Richtung hat, so hegti

auch der vierte Eckpunkt des Vierecks in einer gegebenen Ge-

raden.

115. Wenn zwei projektivisch gerade Gebilde u, ui nicht inj

einerlei Ebene liegen, so erfüllen die Geraden (V), deren jedej

ein Paar homologe Punkte verbindet, eine geschlossene Regel-

fläche R, welche auch noch von einer andern Schaar U von Ge-

raden erfüllt wird.

Jede Gerade der einen Schaar schneidet jede Gerade der

andern Schaar, während von den Geraden, welche einer und der-

selben Schaar angehören, keine zwei sich schneiden.
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Jeder Punkt, welcher in einer

Geraden der einen Schaar liegt,

liegt auch in einer Geraden der

andern Schaar.

Jede Ebene, welche durch eine

Gerade der einen Schaar geht,

geht auch durch eine Gerade

der andern Schaar,

Es seyen v, vj, V2 drei Gerade der Schaar V. Projicirt man

nun die geraden Gebilde u, ui aus einer Axe U2, welche die drei

Geraden v, vi, vj schneidet, so erhält man zwei zu einander

projektivische Ebenenbüschel, welche die drei Ebenen ujv, 112 vj,

«2^2 "od folglich (106) alle ihre Elemente entsprechend gemein

haben, daher jede Gerade der Schaar V, weil die homologen

Punkte, die sie verbindet, mit der Geraden uo in einerlei Ebene

liegen, diese Gerade schneidet, und umgekehrt je<le Gerade, wel-

che die drei Geraden u, ui, 03 schneidet, der Schaar V ange-

hört, mithin jeder Punkt der Geraden U2 in einer Geraden dieser

Schaar liegt. Was aber so eben von der Geraden U2 gesagt

wurde, gilt von jeder Geraden, welche irgend drei Gerade der

Schaar V schneidet (der Schaar U angehört).

Zwei projektivische Ebenenbüschel u, ui, deren Axen u, ui

nicht in einerlei Ebene liegen, erzeugen ebenfalls eine Regelfläche

« der obigen Art. Jede Gerade nämlich , in welcher ein Paar ho-

mologe Ebenen der Büschel sich schneiden, verbindet auch ein Paar

homologe Punkte der geraden Gebilde u, ui, von welchen das

crstere ein Schnitt des Büschels ui mit der Geraden u und das

letztere ein Schnitt des Büschels u mit der Geraden uj ist.

Anstatt von zwei zu einander projektivischen Gebilden aus-

zugehen, kann man auch drei Gerade u , uj , «2 annehmen, von

welchen keine zwei in einerlei Ebene liegen. Durch jede Gerade

V, welche die drei angenommenen Geraden schneidet, sind drei

Ebenen vn, vui, vh^ und drei Punkte vu, tuj, vn2 bestimmt.

Nennt man nun je sechs solche Elemente einander entsprechend,

so hat man die drei Ebenenbüschel u, uj , u? und die drei gera-

«len Gebilden u, ui, U2 projektivisch aufeinander bezogen.

116. Werden zwei Gebilde G, Gi, von welchen etwa jedes

nur aus einzelnen Elementen besteht, projektivisch genannt, so

beisst diess nicht anderes, als dass zwei Grundgebilde projektivisch

»o aufeinander bezogen werden können, dass dem Gebilde G in

«lern einen das Gebilde Gj im andern entspricht. Ist also ABC!)
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A abcd, so ist auch BCDA A BCDA, ACDß ä acdb

u. s. w.

Zwei einförmige Gebilde, deren jedes aus drei Elementen be-

steht, sind (110) immer zu einander projektivisch. Die Aussage

aber, dass zwei einförmige Gebilde ABCDE..., abcde...,

deren jedes aus n Elementen besteht, zu einander projektivisch

sind, vertritt, da durch das eine Gebilde und drei Elemente des

andern auch die übrigen Elemente des andern bestimmt sind, die

Stelle von n— 3 von einander unabhängigen Aussagen, in deren

jeder nämlich nur vier Elemente des einen Gebildes und vier Ele-

mente des andern in Betrachtung kommen, Ist z. B.

1) ABCD A abcd

und 2) ACDE a acde

so ist auch ABCDEAabcde
mithin auch ABDE A ab de

BCDE A bcde

u, s. w.

Ist ferner 3) CDEF A cdef

so ist auch ABCDEF A abcdef

ADEF A adef

u. s. w.

117. Alle harmonischen Gebilde sind (nach HO und 103> zu

einander projektivisch. Und wenn das eine von zwei zu einander

j)rojektivischen einförmigen Gebilden, deren jedes aus vier Ele-

menten besteht, harmonisch ist, so ist auch das andere harmo-

nisch.

118. Wenn das eine von zwei zu einander projektivisch en

einförmigen Gebilden ABCD, CBAD, deren jedes aus vier Ele-

menten besteht, aus dem andern durch Vertauschung zweier Ele-

mente hervorgeht, so sind diese durch die beiden übrigen harmo-

nisch getrennt.

Es sey ABCD ein gerades Gebilde und HKFD seine Pro-

jektion auf eine andere durch den Punkt D gehende Gerade aus

einem Punkte G. Wenn nun CBAD A ABCD und mithin auch

CBAD A HKFD ist, so schneiden sich (108) die Geraden CH,

BK, AF in einem und demselben Punkte, woraus (93) der Satz

folgt. Bemerkt wird noch, dass (116) die Aussagen: ABCD A
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CBAD, ÄCBD A CABD, BDAC a BDCA u. s. w. alle mit

ciaander übereinstioitr.en.

119. Jedes einförmige Gebilde AB CD, welches aus vier

Elementen besteht, ist, wenn zwei derselben, so wie auch die

beiden übrigen mit einander vertauscht werden, dieser seiner

Permutation projektivisch.

Es sey ABCD ein gerades Gebilde, EFGD seine Projek-

tion auf eine andere durch den Punkt D gehende Gerade aus

einem Punkte M und N der Schnittpunkt der Geraden MC,AF,
8o ist von den vier Gebilden ABCD, EFGD, MNGC, BÄDC
das zweite eine Projektion des ersten aus dem Punkte M, das

dritte eine Projektion des zweiten aus dem Punkte A und das

vierte eine Projektion des dritten ans dem Punkte F, daher auch

ABCD A BADC ist. Eben so wird bewiesen, dass ABCD A
CDAB A DCBA (oder ACBD a CÄDB und ADBC a
DACB) ist.

Ist also abcd A ABCD, so ist auch abcd A BADC A
CDAB A DCBA.

120. Wenn zwei projektivische einförmige Gebilde MNAB,
M NÄ|B , deren jedes aus vier Elementen besteht, zwei Ele-

mente entsprechend gemein haben, und von den vier übrigen

Elementen zwei , welche weder einander entsprechen noch einem

uud demselben von den beiden Gebilden angehören, mit einander

vertauscht werden , so entstehen wieder zwei projektivische Ge-

bilde MNAAi, MNBB,.
Es seyen MNAB, MNAiBi zwei projektivische gerade Ge-

bilde, so sind die beiden Strahlenbüschel, von welchen der eine

das gerade Gebilde MNAB aus einem Punkte S und der andere

das gerade Gebiid MNAiBi aus einem andern Punkte Si der

Geraden MS projicirt, Scheine eines und desselben dritten gera-

den Gebildes M2NA2B2. Bemerkt man nun, dass die Gebilde

MNAAi, MNBB, Projektionen des Gebildes MM2SS] aus den

Punkten A2, B2 sind, so folgt der Satz.

Liegen die Punkte A, Ai in der Strecke MN, die Ptmkte

B, B| aber in der Strecke M'N, so muss, wenn in der ersteru

Strecke auf den Punkt A der Punkt Ai folgt, in der letztem

auf den Punkt B der Punkt Bi oder, was dasselbe ist, iu der
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strecke N'M auf den Punkt Bi der Punkt B folgen. Es sind

alsdann MANB, MAiNBi homologe Gebilde von zwei einstim-

mig-perspektivischen, hingegen MÄAjN, M B Bi N homologe

Gebilde von zwei entgegengesetzt - perspektivischen Grundge-

bilden,

§« 10.

Pi-ojektiviSche Verwandtschaft zwischen Grundgebilden der zweiter»

Stufe und zwischen räumlichen Systemen.

121. Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe oder auch zwei

,. , ^ , . IcolUneär/
. ,. - ,

raumliche Systeme heissen { . , > , wenn sie so aufeinander
*

/ reciprok \

bezogen sind , dass je zwei ungleichartigen Elementen P, q des

einen Systems, von welchen das erstere P im letztern liegt, zwei

ungleichartige Elemente Pjt, qi des andern entsprechen, von wel-

„ (ebenfalls im letztern liegt/ ,,, ,

che« das erstere "i < , , , , , i
. *» enn also

/ durch das letztere geht )

den Elementen A, B des einen Systems die Elemente Ai, Bj des

andern entsprechen, und durch die beiden erstem Elemente ein

drittes Element AB bestimmt ist, so muss auch durch die Ele-.

mente Ai, B^ ei« Element AiB| bestimmt se^n, welches deni

Kiemente A B entspricht.

Zwei Systeme, welche einem «nd demselben dritten reciprok

sind, sind unter sich coUineärj daher in der Betrachtung von re-

ctproken Systemen die Betrachtung von collineären Systemen, wenn

nicht aqf eine besondere Lage derselben Rücksicht genommen

wird, begriffen ist. Handelt es sich nur von Grundgebilden der

zweiten Stufe, so kann man, wenn ihre Lage zu einan<ler nicht

in Betrachtung kommt, für jeden Büschel irgend einen Schnitt

desselben substituiren , damit man es nur mit ebenen Systemen zu

thuu habe.

In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jedem gera-

den Gebilde ein Strahlenbüschel, jedem vollständigen nEcke ein

vollständiges nSeit u, s. w. In zwei reciproken räumlichen Sy-

stemen entspricht jedem geraden Gebilde ein Ebenenbiischel , je-



dem Strahlenbüschel ein Strahlenbüschel, jedem ebenen Systeme

ein ihm reciproker Sirahlenbündel, jedem vollständigen ebenea

liEcke ein vollständiges nSeit im Strahlenbündel, jedem vollstän-

digen ebenen n Seite ein vollständiges n Kant u. s. w.

122. Zwei Systeme, welche entweder coUineär oder reciprok

sind, heissen auch zu einander projektivisch, weil in l>eiden

Fällen jedem harmonischen Gebilde in dem einen Systeme ein

harmonisches Gebilde im andern entspricht, imd also (103) je

zwei homologe einförmige Gebilde zu einander projektivisch sind.

So entspricht z. B. in zwei reciproken ebenen Systemen jedem

harmonischen geraden Gebilde AB CD ein harmonischer Strahlen-

büschel Ä, B, CiDi, da jedem vollständigen Vierecke, von wel-

chem ein Paar Gegenseiten im Punkte A , ein Paar Gegenseiten

im Punkte C sich schneiden, eine Seite durch den Punkt B und

eine Seite durch den Punkt D geht , ein vollständiges ^ ierseit

lentspricfat, von welchem jede der Geraden Äi, C' ein Paar G«-

genpunkte, jede der Geraden Bi, D' aber einen der übrigen

Eckpunkte enthält.

In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jetler Strecke

AB ein Winkel AiB,^ jeder Geraden, welche die Strecke AB
schneidet, ein Punkt, welcher in dem Winkel AiBi liegt, u. s. w.

In zwei reciproken räumlichen Systemen entspricht jeder Strecke

AB ein Flächenwinkel A, B^ jeder Ebene, Welche die Strecke

AB schneidet, ein Punkt, welcher in dem Fläckenwinkel A|Bi

liegt, jedem ebenen Winkel, welcher die Strecke AB projicirt,

ein ebener Winkel, welcher von dem Flächen« inkel Ai Bi ein

Schnitt ist, u. s. w.

Haben zwei projektivische Systeme drei Elemente eines und

desselben einförmigen Gebildes entsprechend gemein, so haben sie

(106) alle Elemente desselben entsprechend gemein.

123. Wenn zwei collineäre Grundgebilde der zweiten Stufe

vier gleichartige Elemente, von welchen keine drei einem und

demselben einförmigen Grundgebilde angehören, entsprechend ge-

mein haben, so haben sie alle ihre Elemente entsprechend gemein.

Haben z. B. zwei collineäre ebene Systeme die vier Eckpunkte

Und also auch (121) die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks

Mitsprechend gemein, so haben sie (122) jede Gerade, welche
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durch einen Eckpunkt des Vierecks geht, und mithin jeden Punkt

(Schnittpunkt von zwei solchen Geraden) entsprechend gemein.

Es gehört hieher auch noch folgender Satr:

Wenn ein ebenes System einem Strahlenbündel collineär ist,

und vier gleichartige Elemente des erstem Systems, von welchen

keine drei einem und demselben einförmigen Grundgebilde ange-

hören , in den homologen Elementen des letztern liegen, so ist

das ebene System ein Schnitt des Strahlenbündels.

124. Wenn zwei collineäre räumliche Systeme vier gleichar-

tige Elemente, von welchen keine drei einem und demselben ein-

förmigen Grundgebilde, welche aber alle vier einem und demsel-

ben Grundgebilde der zweiten Stufe angehören , entsprechend ge-

mein haben, so haben sie (123) alle Elemente dieses Gebildes

entsprechend gemein. Haben zwei collineäre Systeme fünf Punkte,

von welchen keine vier in einerlei Ebene liegen , oder fünf Ebe-

nen , von welchen keine vier durch einen und denselben Punkt

gehen, entsprechend gemein, so haben sie alle Elemente entspre-

chend gemein. Die beiden Systeme haben nämlich, lun nur den

einen Fall zn betrachten
,

jede Gerade , w eiche zwei der fünf

Pnnkte verbindet, mithin nach dem erstem Satze auch jede Ge-

rade, welche durch einen der fünf Punkte geht, und folglich je-

den Punkt (Schnittpunkt von solchen Geraden) entsprechend

gemein.

125. Zwei collineäre Systeme können überdiess perspektivisch

liegen. Es heissen nämlich zu einander perspektivisch:

a) ein ebenes System und ein Strahlenbündel, wenn das erstere

System ein Schnitt des letztem ist.

b) Zwei ebene Systeme , welche nicht in einerlei Ebene liegen,

wenn sie Schnitte eines und desselben Strahlenbündels sind.

c) Zwei in einerlei Ebene liegende collineäre Systeme, wenn sie

ein gerades Gebilde und einen Strahlenbüschel (alle Ele-

mente dieser Gebilde) entsprechend gemein haben.

d) Zwei nicht concentrische Strahlenbündel, wenn sie Scheine

eines und desselben ebenen Systems sind.

e) Zwei collineäre concentrische Strahlenbündel, wenn sie einen

Strahlenbüschel und einen Ebenenbüschel entsprechend ge-

mein haben.
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f) Zwei collineäre räumliche Systeme, wenn sie ein ebenes Sy-

stem und einen Strahlenbündel entsprechend gemein haben.

Aus diesen Erklärungen folgt, dass in zwei perspektivischen

Systemen je zwei homologe einförmige Gebilde und in zwei per-

spektivischen räumlichen Systemen auch je zwei homologe Grund-

gebilde der zweiten Stufe zu einander perspektivisch sind.

126. Wenn zwei collineäre

ebene Systeme, welche nicht in

einerlei Ebene liegen, drei Punkte

und fbJglich (122) alle Paokte

ihrer Schnittlinie entsprechend

gemein haben, so sind sie

Schnitte eines und desselben

Strahleubfiudels. Da nämlich

(68) von den Geraden, deren

jede ein Paar homologe Punkte

verbindet, je zwei sich schnei-

den, so gehen (69) alle durch

einen und denselben Punkt.

127. Projicirt man ein ebenes

System aus zwei Punkten auf

eine und dieselbe andere Ebene,

so erhält man zwei perspekti-

vische ebene Systeme, welche

io einerlei Ebene Hegen. Die

drei Systeme haben ein gerades

Gebilde, die beiden letztern

auch noch den Strahlenbüschel

entsprechend gemein , dessen

Mittelpunkt mit den beiden Pro-

jektionspunkten in einer und

derselben Geraden liegt.

Wenn zwei collineäre nicht

concentrische Strahlenbündel drei

Ebenen und folglich alle Ebe-

nen, welche beiden angehören,

entsprechend gemein haben , so

sind sie Scheine eines und des-

selben ebenen Systems. Da

nämlich von den Geraden , in

deren jeder ein Paar homologe

Ebenen sich schneiden, je zwei

in einerlei Ebene liegen, so

liegen alle in einer und dersel-

ben Ebene.

Projicirt man zwei ebene Sy-

steme, welche Schnitte eines

und desselben Strahlenbündeis

sind, aus einem und demselben

andern Punkte , so erhält man

zwei perspektivische Strahlen-

bündel , welche concentrisch

sind. Die drei Bündel haben

einen Ebenenbüschel, die beiden

letztern auch noch den Strah-

lenbüschel entsprechend gemein,

welcher die Schnittlinie der bei-

den ebenen Systeme projicirt.

128. Zwei in einerlei Ebene liegende collineäre Systeme,

welche

ein gerades Gebilde entspre-

chend gemein haben, haben

aach einen Strahlenbüschel ent-

einen Strahlenbüschel S entspre-

chend gemein haben, haben

auch ein gerades Gebilde ent-



sprechend gemein. — Proji-

cirt man nämlich das eine Sy-

stem auf eine andere durch die

Gerade u gehende Ebene, so

erhalt man ein drittes System,

von welchem (126) auch das

zweite eine Projektion ist, wor-

aus (127) der Satz folgt.
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sprechend gemein. — Projicirt

man nämlich das eine System

aus irgend einem Punkte M und

das andere aus einem andern

Punkte der Geraden SM, so

erhält man (126) zwei Strah-

lenbündel, welche Scheine eines

und desselben dritten ebenen

Systems sind, woraus (127) der

Satz folgt.

Aus diesen Beweisen und dem vorigen Satze geht hervor^

dass die Erklärung 125, c mit der in 89 übereinstimmt.

Haben zwei coliineäre concentrische Strahlenbündel einen

Strahlenbüschel entsprechend gemein , so haben sie auch einen

Ebenenbüschel entsprechend gemein; und umgekehrt.

129. Will man zwei Grundgebilde der zweiten Stufe pro-

jektivisch aufeinander beziehen, so darf man nur auf zwei einför-

mige Grundgebilde Ä, B des einen, welche ein Element AB ge-

mein haben, zwei einförmige Grundgebilde Ai, Bi des andern, i

welche ebenfalls ein Element Ä|Bi gemein haben, projektiviscU

so beziehen, dass das gemeinschaftliche Element AjBi der bei-

den letztern Gebilde als Element eines jeden dem gemeinschaft-

lichen Elemente der beiden erstem entspricht.

I. Sollen zwei ebene Systeme U, Ui reciprok aufeinander

bezogen werden, so darf man nur auf zwei Strahlcnbüschel A, B

des einen zwei gerade Gebilde Ai, Bi des andern projektivisch

so beziehen, dass der Schnittpunkt A|Bi der beiden geraden

Gebilde als Pimkt eines jeden dem gemeinschaftüchen Strahle Ä B

der beiden Büschel entspricht. Jedem Punkte, in welchem ein

Strahl des Büschels A von einem Strahle des Büschels B- ge-

schnitten wird, entspricht eine Gerade, deren Spuren in den Ge-

raden Ai, B| jenen Strahlen entsprechen. Jedem geraden Ge-

bilde s, welches entweder ein Schnitt des Büschels A mit einer

durch den Punkt B gehenden Geraden oder ein Schnitt des Bü-

schels B mit einer durch den Punkt A gehenden Geraden oder

ein gemeinschaftlicher Schnitt von beiden ist, entspricht ein Strah-

lenbüschel Sj, welcher im ersten Falle das gerade Gebilde Ai aus
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nein Punkte der Geraden Bi , im zweiten das gerade Gebilde

i'i aus einem Punkte der Geraden Ai, im dritten aber (108) das

eine von diesen Gebilden auf das andere projicirt. Im letrten

Falle sind nämlich durch die Gera<le s die beiden Büschel A , B
und dadurch auch die geraden Gebilde Aj , Bi projektivisch so

aufeinander bezogen, dass ihr gemeinschaftliches Element sich

selbst entspricht. Schneiden zwei Gerade s, t des Systems U die

Gerade AB in einem und demselben Punkte, so liegen die ihnen

entsprechenden Punkte si, ti des Systems L'i mit dem Punkte

Ai Bi in einer und derselben Geraden, weil, wenn diess nicht

der Fall wäre, die Gerade Sj ti einem Punkte st ausserhalb lUr

Geraden A B entsprechen würde. Es ist hiernach auch jedem

Punkte in der Geraden AB eine durch den Punkt Aj B| gehende

Gerade zugewiesen.

11. Sollen zwei ebene Systeme colHueär aufeinander bezogen

werden, so muss man entweder auf zwei Strahlenbüscbel A, B
des einen zwei Strahlenbüschel Ai , Bj des andern oder auf zwei

gerade Gebilde A, B des eineu zwei geraile Gebilde Ai, Bi de*

andern projektivisch so bezieben , dass das gemeinschaftliche Ele-

ment der Gebilde Ai, Bi als Element eines jeden dem gemein-

schaftlichen Elemente der Gebilde A, B entspricht. Im erstem

Falle entspricht jedem Punkte, in welchem ein Strahl des Büschels

A und ein Strahl i\es Büschels B sich schneiden, ein Punkt, in

welchem die ihnen entsprechenden Strahlen der Büschel A| , Bj

sich schneiden, u. s. w. Im letztern Falle entspricht jeder Gera-

den, welche die geraden Gebilde A, B in zwei Punkten schnei-

det, eine Gerade, welche durch die ihnen entsprechenden Punkte

der Gebilde Ai, Bi Wstimmt ist, u. s. w.

III. Will man ein ebenes System und einen Strahlenbündel

reciprok aufeinander beziehen, so wird man entweder auf zwei

Strahlenbüschel A, B des erstem Systems zwei Strahlenbüscbel

Ai, Bi des letztern oder auf zwei gerade Gebilde A, B des er-

stem zwei Ebenenbüschcl Ai, Bi des letztern projektivisch so be-

ziehen, dass das gemeinschaftliche Element Ai Bi der Gebilde

Ai, Bi als Element eines jeden dem gemeinschaftlichen Elemente

AB der Gebilde Ä, B entspricht. Im erstem Falle entspricht

I
jedem Punkte, in welchem ein Strahl des Büschels A und ein

5
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Strahl des Büschels B sich schneiden, eine Ebene, deren Spuren

in den Ebenen Ai, Bi jenen Punkten entsprechen, u. s. vv. Im

letztern Falle entspricht jeder Geraden, welche tlie geraden Ge-

bilde A, ß in zwei Punkten sclinei<let, ein Strahl, in welchem

die diesen Punkten entsprechenden Ebenen der Büschel Ai, Bi

sich schneiden j- n. s. w.

In dein obigen allgemeinen Satze sind noch drei Sätze IV,

V, VI enthalten, von welchen der eine von einem ebenen Systeine

und einem ihm collineären Strahlenbiindel, der andere von zwei reci-

proken und der dritte von zwei collineären Strahlenbündeln hanrlelt.

130. Will man zwei Grundgebilde der zweiten Stufe pro-

jektivisch aufeinander beziehen, so kann man zu vier gleichartigen

Elementen A, B, C, D des einen, von welchen keine drei einem

und demselben einförmigen Grundgebilde angehören, vier solciie

Elemente Ai, Bi , Ci, Di im «ndern , welche jenen entsprechen

sollen, nach Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem

Elemente des einen Systems ein Element des andern zugewie-

sen ist.

Um sich hieven zu überzeugen, darf man nur bemerken, dass

auf die einförmigen Gebilde A , B die einförmigen Gebilde Ai, üi

projektivisch so bezogen werden können und müssen , dass den

Elementen Aß, AC, AD des Gebildes Ä die Elemente Ai Bji,

AiCi, AiDi des Gebildes Ai und den Elementen BA, ßC, BD
des Gebildes B die Elemente BiAi, BiCi, Bi Di des Gebildeiä

Bi entsprechen.

Ein vollständiges ebenes Viereck und ein vollständiges Vier-

seit sind hiernach immer reciprok. In der Aussage, daäs ein

vollständiges ebenes nEck und ein vollständiges nSeit, welche

aufeinander bezogen sind, reciprok seyen, sind (116) 2 (n - 4)

von einander unabhängige einfache Aussagen enthalten. Es müs-

sen nämlich zwei Strahlenbüschel, deren jeder aus n — 1 Seiten

des nEcks besteht, den ihnen entsprechenden geraden Gebilden,

deren jedes aus n Eckpunkten des nSeits besteht, projektivisch seyn.

131. Will man zwei in einerlei Ebene liegende Systeme per-

spektivisch so aufeinander beziehen , dass sie einen gegebeneu

Strahlenbüschel S und ein gegebenes gerades Gebilde u entspre-

chend gemein haben, so kann mau noch in einem Strahle des
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nüschels S zu fincm Punkte A des einen Systems den hoinolo-

u'cn Punkt Ai des andern nach Belieben annehmen. Wenn man

lutüilich jeden Strahl des Büschels S sich selbst entsprechend

nennt, die Strahlenbüschel A, Ai aber als Scheine des geraden

Ge^iUl;"S u betrachtet, so hat man auf zwei Strahlenbüschel S, A
«'es einen Systems zwei Strahleubüschel S, Ai des andern pro-

jtktivisch so bezogen, dass der gemeinschaftliche Strahl der bei-

den letztem als Strahl eines jedtu dem geraeinschafllichen Strahle

der beiden erstem entspricht.

Der Punkt S , welcher mit je zwei homologen Punkten in

einer untl derselben Geraden liegt, kann das (perspektivische)

Projectiimscentrum, die Gerade u aber, welche von je zwei ho-

mologen Geraden in einem und demselben Punkte geschnitten

wird , die (perspektivische) Spurlinie der beiden Systeme genannt

werden.

13?. Um zwei räumliche Systeme 3", —i reciprok aufein-

ander zu beziehen , darf man nur irgend eine von folgenden

«irei Verfahrungsarten anwenden, die sich jedoch nicht wesentlich

von einander unterscheiden

:

I. Man beziehe auf drei Ebenenbüschel a, b, c, deren

Axen die Seiten eines Dreiecks sind, drei gerade Gebilde ai, bi,

ci, deren Träger die Kanten eines Dreikants sind, projektivisch

so , dass der Schnittpunkt der drei letztern Gebilde als Punkt

eines jeden der gemeinschaftlichen Ebene der drei erstem und

also jedem Punkte, in welchem eine Ebene des Büschels a, eine

Ebene des Büschels b und eine Ebene des Büschels c sich schnei-

den, eine Ebene entspricht, deren Spuren in den Geraden ai,

bi, Ci jenen Ebenen entsprechen.

II. Man beziehe auf einen Strahlenbündel Ä und einen ausserhalb

desselben befindlichen Ebenenbüschel a ein ebenes System Ai und

ein ausserhalb desselben befindliches gerades Gebildes ai projektivisch

so, dass der Schnittpunkt der beiden letzten Gebilde als Punkt

eines jeden der gemeinschaftlichen Ebene der beiden erstem und

also jedem Punkte, in welchem ein Strahl des Bündels A von

einer Ebene des Büschels a geschnitten wird, eine Ebene ent-

spricht, deren Spuren in der Ebene Ai und in der Geraden ai

jenen Elementen entsprechen.

5*
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IIT. Man beziehe anf zwei Strahlcnbünclel A , B zwei ebene

Systeme A], Bi projeklivisch so, dass jeder gemeinschaftlichen

Ebene der beiden erstem Systeme, man mag sie als Ebene des

einen oder als Ebene des andern betrachten , ein und derselbe

gemeinschaftliche Punkt der beiden letztern und also jedem

Punkte, in wdchem ein Strahl des Bündels A und ein Strahl

des Bündels B sich schneiden, eine Ebene entspricht, deren

Spuren in den Ebenen Aj, B) jenen Strahlen entsprechen. Es

entspricht alsdann ferner jedem ebenen Systeme U, welches ent-

weder ein Schnitt des Strahlenbündels A mit einer durch den

Punkt B gehenden Ebene oder ein Schnitt des Strahlenbündels B

jnit einer durch den Punkt Ä gehenden Ebene oder ein gemein-

schaftlicher Schnitt von beiden ist, ein Strahlenbündel Ui, welcher

im ersten Falle das ebene System Ai aus einem Punkte der

Ebene Bi, im zweiten das ebene System Bi aus einem Punkte

der Ebene Ai und im dritten (126) das eine von diesen beiden

Systemen auf das andere projicirt, da in diesem Falle durch die

Ebene U die beiden Strahlenbündel A , B und dadurch auch die

beiden ebenen Systeme A] , Bi coUineär so aufeinander bezogen

sind, dass sie jedes gemeinschaftliche Element entsprechend ge-

mein haben. Schneiden zwei Ebenen U, V die Gerade AB in

einem und demselben Punkte P oder, was dasselbe ist, eine

durch die Gerade AB gehende Ebene R in einer und derselben

Geraden , so gehen alle Ebenen , welche die den ebenen Systö-

men U , V entsprechenden Strahlenbündel Ui , Vi mit einander

gemein haben, durch einen und denselben Punkt Ri der Geraden

AiBi, woraus man schliessen kann, dass die beiden Punkte Ui,

Vj, mit der Geraden AjBi in einerlei Ebene Pi liegen. Es ist

hiernach auch jedem Punkte P in der Geraden AB eine durch

die Gerade AiBi gehende Ebene Pj zugewiesen.

Da nach 129 ein Strahlenbündel A und ein ebenes System

Ai reciprok aufeinander bezogen sind, wenn auf zwei Ebenen-

büschel b, c des erstem Systems zwei Gebilde bi, ci des letz-

tern projektivisch so bezogen sind, dass der Schnittpunkt dieser

Geraden als Pimkt einer jeden der gemeinschaftlichen Ebene der

beiden Büschel entspricht, so sind in jedem der drei obigen Ver-

fahrungsarten, aus welchen von selbst hervorgeht, wie man räum-
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liehe Systeme colliiiear aufeinander beziehen kann, die beiden

übrigen enthalten.

133. Will man zwei räumliche Systeme reciprok. aufeinander

bezieben, so kann man zu fünf Punkten A, B, C, D, E de«

einen, von welchen keine vier in einerlei Ebene liegen, fünf Ebe-

nen Ai, Bi, Ci, Dl, El des andern, von welchen keine vier

durch einen und denselben Punkt gehen, nach Belieben annehmen,

wodurch aber alsdann jedem Elemente des einen Systems ein Ele-

ment des andesn zugewiesen ist. Man kann und mu5s nämlich

auf den Strahlenbündel A das ebene System Ai projektivisch su

beziehen, dass den Strahlen AB, AC, AD, AE die Geraden

AiBi, AiCi, AiDi, AiEi entsprechen. Ferner können und

müssen der Ebenenbüschel B C (dessen Axe die Gerade B C ist)

und das gerade Gebilde BiCi projektivisch so aufeinander be-

zogen werden, dass den Ebenen BCA, BCD, BCE die Punkte

BiCiAi, BiCiDi, BiCiEi entsprechen, woraus (132) der Satz

folgt.

Sollen zwei räumliche Systeme collineär aufeinander bezogen

«erden, so kann mau entweder zu fünf Ptmkten des einen, von

welchen keine vier in einerlei Ebene liegen , fünf solche Punkte

des andern , oder zu fünf Ebenen des einen , von welchen keine

vier durch einen und denselben Punkt gehen, fünf solche Ebenen

des andern naclr Belieben annehmen , w odurch aber alsdann jedem

Ellcmcnte des einen Systems ein Element des andern zugcwien ist.

Ein vollständiges räumliches Fünfeck und ein vollständigem

Fünffiach sind nach dem Obigen immer reciprok. In der Aus-

sage, dass ein vollständiges räumliches nEIck imd ein vollständi-

ges n Flach , welche aufeinander bezogen sind , reciprok seyen,

sind 3(n—5) von einander unabhängige einfache Aussagen ent^

halten. Es ist nämlich erforderlich, aber auch hinreichend, dass

drei Ebenenbüschel , welche eine Ebene mit einander gemein ha-

ben, und von welchen jeder aus n— 2 Flächen des vollständigen

nEcks besteht, den ihnen entsprechenden geraden Gebilden, von

welchen jedes aus n — 2 Eckpunkten des vollständigen nflacKs

besteht, projektivisch sind.

134. Zwei coUineäre räumliche Systeme, welche

«in ebenes System Li entspre-
j einen Slrahlenbündel S entspre-



chend gemein haben, haben auch

einen Strahlenbiindel entspre-

chend gemein.

Die Ebene U wird von je zwei

homologen Ebenen in einer und

derselben Geraden und von je

zwei homologen Geraden in ei-

nem und demselben Punkte ge-

schnitten, daher (126) je zwei

homologe ebene Systeme V, Vj

Schnitte eines und desselben

Strahlenbündels S sind. Da nun

jede Gerade, welche ein Paar

homologe Punkt A , Ai verbin-

det, weil sie auch durch einen

Pimkt R der Ebene U geht,

sich selbst (die Gerade AR der

Geraden A] R) entspricht, so

foJKt der Satz.

chend gemein haben, haben auch

ein ebenes System entsprechend

gemein.

Der Pimkt S liegt mit je zwei

homologen Punkten A, Ai in ei-

ner und derselben Geraden und

mit je zwei homologen Geraden

in einerlei Ebene, daher (120)

je zwei homologe Strahlenbiin-

del A , Ai Scheine eines und

desselben ebenen Systems U sind.

Da nun jede Gerade, in welcher

ein Paar homologe Ebenen V, V
sich schneiden, weil sie auch in

einer Ebene N des Strahlenbün-

dels S liegt, sich selbst (die Ge-

rade V N der Geraden Vi N)
entspricht, so folgt der Satz.

Auf analoge Weise hätten auch die in 128 enthaltenen Sätze

bewiesen werden können.

135. Sollen zwei räumliche Systeme perspektivisch so aufein-

ander bezogen werden , dass sie einen gegebenen Strahlenbündei

S und ein gegebenes ebenes System U entsprechend gemein ha-

ben, so kann man noch in einem Strahle des Bündels S zu einem

Pimkte A des einen Systems den homologen Punkt Ai des an-

dern nach Belieben annehmen. AVenu man nämlich jeden Strahl

des Bündels S sich selbst entsprechend nennt , die Strahlenbün-

del A, Ai aber als Scheine des ebenen Systems U betrachtet, so

hckt man inii zwei Strahlenbündel S, A des einen räumlichen S}-

stems zwei Strahlenbündei S , Ai des andern projektivisch so be-

zogen, dass jede gemeinschaftliche Ebene der beiden letztern Gebilde,

man mag sie als ein Element des einen oder als ein Element des

andern betrachten, einer und derselben gemeinschaftlichen Ebene

der beiden erstem (und zwar sich selbst) entspricht.

Der Punkt S mag das (persjxiktivischc) Projektionscentrum,
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iVio Ebene V aber die rper-äpoktivische; Spurebene der Widen

Systeme genannt werden.

136. Wenn zwei räumliche Systeme ^, ^i zu einander per-

spektivisch sind, so ist jedes gerade Gebilde SÄÄiR, welches

ans dem Projektionscentrum S, einem Punkte A des Systems ^,
<lein homologen Punkte Ai des Systems ^i und dem Punkt R
besteht, in weichem die Gerade AAj die Spnrebene U schneidet,

jedem andern solchen Gebilde projektivisch. Sind nämlich SB BiN,

SCCiR zwei andere solche Gebilde, so ist SBBiN eine Pro-

jektion von SAAiR ans dem Piuikte, in welchem die einander

entsprechenden Geraden AB, AjBi die Sj)iirehene schneiden, und

eben so SCCiR eine Projektion von SBi^, N, woraus der Satz

folgt. Sind die Punkte A, Ai durch die Punkte S, R nicht ge-

trennt, so sind je zwei homologe gerade Gel)ilde, welche in einem

Strahle <les Bündels S liegen , und also auch je zwei homologe

Ebonenbüschel, deren Axe in der Ebene Li liegt, einstimmig -per-

spektivisch, daher alsdann die Systeme selbst einstimmig -perspek-

tivisch heisson sollen. Sind aber die Punkte A, Ai durch die

Punkte S, R getrennt, so sind die System entgegengesetzt - per-

spektivisch.

Alles diess gilt nnch, wenn Spurlinie für Sp<ircbene, Slrah-

lenbüschel für Ebenenbüschel gesetzt wird, von zwei in einerlei

Ebene liegenden perspektivischen Systemen.

]:M. Da zu jedem Systeme ^ ein ihm reciprokes System

angenommen werden kann , und dadurch das in §. 6 angedeutete

Gesetz der Reciprocität bewiesen ist, so ist es in der Folge hin-

reichend , wenn von zwei reciproken Sätzen der eine oder der

andere bewiesen wird. Je zwei unter sich collineären Gebilden

G, G* in ^ entsprechen zwei unter sich coUineäre Gebilde Gi, G'i

in ^j. Jedem Elemente in ^, welches die beiden ersten Ge-

l)ihle entsprechend gemein haben, entspricht ein Element in -3*1

,

welches die beiden letztern Gebilde entsprechend gemein haben

u. s. w.

|:3S. Zwei coUineäre Systeme, deren jedes sowohl eigentliche

als auch unendlich ferne Kiemente enthält, heissen affin (eigent-

licii vcrw.Mult ', wenn jedem eigentlichen Elemente ein eigentliches

Elenunt uriil also jedem unendlich fernen Elemente ein imcndlich
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fernes Element entspricht. Zwei zu einander colüneare eigentliche

ebene Systeme sind also affin, wenn der unendlich fernen Gera-

den der einen Ebene die unendlich ferne Gerade der andern,

folglich jedem Parallelstrahlenbiischel ein Parallelstrahlenbüschel,

jfdem Parallelstrelfen ein Parallelstreifen, jedem Parallelogramme

ein Parallelogramm entspricht u. s. w. Zwei collineäre räumliche

Systeme sind affin, wenn sie die unendlich ferne Ebene entspre-

chend gemein haben, folglich jedem eigentlichen ebenen Systeme

ein demselben affines System, jedem Parallelraume ein Parallel-

raum, jedem Parallelepipedon ein Parallelepipedon entspricht u. s. w.

Sind zwei perspektivische räumliche Systeme affin, so muss ent-

weder ihr Projektionscentrum im Unendlichen liegen, oder ihre

Spurebene die unendlich ferne Ebene oder beides zugleich der

Fall seyn.

Will man zwei eigentliche ebene Systeme collineär so aufein-

der beziehen, dass sie affin sind, so kann man zu drei nicht in

einer und derselben Geraden liegenden eigentlichen Punkten A,

B, C des einen Systems drei solche Punkte Ai, Bi, Ci des an-

dern nach Belieben annehmen. Den unendlich fernen Punkten der

Geraden AB, AC müssen die unendlich fernen Punkte der Ge-

raden AiB], AiCi ensprechen. Sollen zwei räiunliche Systeme

projektivisch so aufeinander bezogen werden , dass sie affin sind,

so kann man zu vier nicht in einerlei Ebene liegenden eigentli-

chen Punkten des einen Systems vier solche Punkte des anderu

nach Belieben annehmen.

§• II.

Von den Linien, Flüchen und den ihnen verwandten Gebilden.

139, Nimmt man den Begriff Büschel im weltern Sinne, so

kann man jede stetige Aufeinanderfolge von Geraden, welche in

einerlei Ebene liegen, einen Strahlenbüschel und jede stetige Auf-

einanderfolge von Ebenen einen Ebenenbüschel nennen. Es ent-

spricht alsdann in zwei reciproken ebenen Systemen jeder Linie

(stetigen Aufeinanderfolge von Punkten) ein Strahlenbüschel, in

zwei reciproken räumlichen Systemen aber jeder Linie ein Ebenen-
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stetigen Aufeinanderfolge von Geraden wieder eine stetige Auf-

einanderfolge von Geraden. Das Reciproke von einer aus Strecke«

zusammengesetzten Linie ist ein aus >YinkeIn zusammengesetzter

Büschel.

Lässt man in dem einen von zwei reciproken ebenen Systemen

zwei Strahlen um zwei feste Punkte A, 13 sich drehen, so dass ihr

Schnittpunkt irgend eine Linie s beschreibt, so beschreibt die

diesem Punkte entsprechende Gerade des andern Systems, indem

ihre Spuren in zwei festen Geraden Ai , Bi sich bewegen , den

Strahlenbüschel si, welcher der Linie s entspricht, und, wenn

diese geschlossen ist, ebenfalls sich schliesst, Ist kein Stück der

Linie s gerade, so ist auch kein Stuck des Strahlenbüschels sj

ein Winkel. ^^ enn überdiess keine n Pimkte der Linie s in einer

und derselben Geraden liegen , so gehen auch keine n Strahlen

des Büschels S| durch einen und denselben Punkt.

Lässt man in dem einen von zwei reciproken räumlichen Sy-

stemen drei Ebenen um die Seiten a, b, c eines Dreiecks als

feste Axen sich drehen, so dass ihr Schnittpunkt irgend eine Li-

nie s beschreibt, so beschreibt die diesem Punkte entsprechende

Ebene des andern Systems, indem ihre Spuren in drei festen Ge-

raden ai , b|, C| sich bewegen, den der Linie s entsprechenden

Ebenenbüschel s . Liegen keine n Punkte der Linie s in einerlei

Ebene, so gehen auch keine n Ebenen des Büschels s, durch einen

und denselben Punkt.

140. In zwei reciproken räumlichen Systemen entspricht je-

der Fläche F, deren Elemente Punkte sind, ein Ebenenbündel Fi,

welcher der Inbegriff von allen den Ebenen ist, deren jede einem

Punkte jener Fläche entspricht. Hat die Fläche F mit keiner

Geraden mehr als u Punkte geraein, so können auch durch keine

Gerade mehr als n Ebenen des Bündels Fi gehen. Betrachtet

man die Fläche F als eine stetige Aufeinanderfolge von Linien,

so erscheint der Ebenenbündel Fi als eine stetige Aufeinander-

folge von Ebenenbüscheln.

Wenn man unter einer Regelfläche nur eine stetige Aufeinan-

derfolge von Geraden als Elementen versteht, so entspricht jeder

Regelüäche R eine Regelfläche Ri, Betrachtet man aber Punkte
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als ElpiTiPtifo der orsfcrri Fläclio, so entspricht derselben der Ebe-

ncnbimdel Ri, dem jede Ebene angehört, welche durch eine Ge-

rade der Regolfläche Ri geht.

141. .Teder Punkt B in einer Curve s kann als der Endpnnkt

eines Sti'icks AB und als der Anfangspunkt eines Stückes BC
oetrachtet \ver<lt^n , so dass keines von diesen beiden Stücken d« r

Curve von einer durch den Punkt B gehenden Ebene in mehr als

zwei Punkten und, im Falle die Curve eben ist, von einer durch

B gehenden Geraden in mehr als einem Punkte geschnitten wird.

Projicirt man nun die Curve AB (das Stück AB der Curve s) aus

den) Mittelpunkte B, so erhält man eine VVinkelfläche (eine Kegel-

fläche oder einen ebenen Winkel), deren Anfangsschenkel die Ge-

rade BA ist, während jeder in ihr liegende Strahl durch einen

in der Curve AB befindlichen Punkt geht.

Von dem Endschenkel der Winkelfläche soll gesagt werden,

dass er der Curve AB im Punkte B sich anschmiege oder aus

«lern Punkte B den mit diesem Punkte zusammenfallenden Punkt

<ler Curve projicire. Wenn der Anfangsschenkel der WinkeUläche,
|

welche aus dem Mittelpunkte B die Curve B C projicirt, von dem

Endschenkel der erstem Winkelfläche verschieden ist, und es ako

zwei Gerade giebt , welche im Punkte B der Curve ABC sich

anschmiegen, so bildet diese in jenem Punkte eine Ecke.

Eben so giebt es, wenn abc eine Kegelfläche ist, entweder

eine oder zwei Ebenen, welche ihr im Strahle b sich anschmie-

gen
,

je nachdem näudich der Endschenkel des Flächenwinkels,

welcher aus der Axe b das Stück ab der Fläche projicirt, mit

dem Aufangsschcnkel i\es Flächenwinkels, welcher aus derselben

Axe das Stück bc projicirt, zusammenfällt, oder von demselben

verschieden ist.

Ist A B eine gewundene Curve, so versteht man nnter der ihr

im Punkte B sich anschmiegenden Ebene, den Endschenkel des

Flächenwinkels, welcher die Curve aus der ihr im Punkte B sich

anschmirgcuden Geradon projicirt Fällt diese Ebene mit der

Ebene, welche im Punkte B der Curve BC sich anschmiegt,

nicht zusammen, so giebt eS durch diesen Punkt zwei Elx'uen,

welche in ihm der Curve ABC sich anschmiegen. Von einer
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Ebene sich anschmiege, in der sie liegt.

142. Schmiogt der Ciirve Aß im Puiikt B die Gerade b sich

an, so schmiegt der Fläche S (AB), welche aus dem Punkte S

die Curve AB projicirt , in dem Strahle SB, der auch mit h zu-

sammenfallen kann, die Ebene Sb sich an, welche aus der Axe

S B den mit dem Punkte B zusammenfallenden Punkt der Curve

A B projicirt. Wenn daher der Curve ABC im Punkte B zwei

Gerade b, ß sich anschmiegen, so bildet jede Kegelüäche, welche

die Curve ABC aus einem ausserhalb der Ebene bß befmdlichea

Punkte projicirt, eine durch den Punkt B gehende Kante. Das-

selbe ist der Fall, wenn der Curve ABC im Puukte B nur eine

Gerade aber zwei Ebenen sich anschmiegen und aus einem in je-

ner Geraden beGndlichen Punkte projicirt wird.

In der Folge wird, wenn von einer Curve die Rede ist, und

nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt wird, immer vorausge-

setzt, dass der Curve in jedem Punkte, durch welchen sie näm-

lich nur einmal geht, nur eine Gerade und eine Ebene sich an-

schmiegen.

143. Die stetige Aufeinanderfolge von Geraden, welche einer

und derselben Curve sich anschmiegen, soll die der Curve sich

anschmiegende Regelfläche oder auch , wenn die Curve eben ist,

der ihr sich anschmiegende Strahlenbüschel, die stetige Aufeinan-

derfolge von Ebenen aber, welche einer und derselben gewuntlenen

Curve oder auch einer und derselben Kegelfläche sich anschmie-

gen, der ihr sich anschmiegende Ebenenbüschel genannt werden.

Wird eine gewundene Curve durch s bezeichnet, so ist unter

der Regelfläche s die der Curve s sich anschmiegende Regelfläche

und unter dem Ebenenbüschel s der der Regelfläche s (oder der

Curve s) sich anschmiegende Ebenenbüschel zu verstehen. Drei

zusammengehörige Elemente B der drei Gebilde s sind ein Pimkt

B der Curve s , die in diesem Punkte der Curve sich anschmie-

gende Gerade.B und die in dieser CetaJen der Regelfläche s

(also im Punkte B der Curve s^^ sich anschmiegende Ebene B. Der

Punkt B ist als der Mittelpunkt der Geraden B, diese Gerade

aber als die Axe der Ebene B zu betrachten. Bewegen sich drei

zusammengehörige Elemente P, so dass der Pimkt P die Curve s,
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also die Gerade P die Regelfläche s tind die Ebene P den Ebe-

nenbüscliel s beschreibt, so bewegt sich der Punkt P in der

Geraden P, während die Gerade P in der Ebene P um de»

Punkt P und die Ebene P um die Gerade P sich dreht.

Wenn s eine ebene Curve ist (alle Ebenen des Ebenenbü-

schels s in einander fallen), und der Punkt P die Curve s, also

die Gerade P den Strahlenbiischel s besehreibt, so bewegt sich

der Punkt P in der Geraden P, während diese Gerade in der fe-

sten Ebene s um jenen Punkt sich dreht. Wenn endlich die Re-

geltiäche s eine Kegelfläche ist (alle Punkte der Curve s in ein-

ander fallen) und der Strahl P die Kegelfläche, folglich die Ebene

P den derselben sich anschmiegenden Ebenenbiischel s beschreibt,

so dreht sich die Gerade P um den festen Punkt s in der Ebene

P, während diese Ebene um jene Gerade sich dreht.

144. Wenn AB (141) eine ebene Curve ist, der also ein

Strahlenbüschel AB sich anschmiegt, so ist

der Strahl B der Endschenkel
[

tler Punkt B der Endpunkt tlcr

des Winkels, welcher die Curve Strecke, in welcher der Strah-

AB aus dem Punkte B proji-
;
lenbüschel AB von der Gera- |

eirt.
I

den B geschnitten wird.

145. In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jeder

Curve ABC ein Strahlenbüschel Ai B^ Ci , welcher der Curve

ÄiBiCi sich anschmiegt, die dem der erstem Curve sich an-

schmiegenden Strahlenbüschel ABC entspricht. Da nämlich die

Strecke, in welcher der Büschel A B von der Geraden B geschnit-

ten wird, im Punkte B sich endigt, so muss auch der jener

Strecke entsprechende Winkel, welcher aus dem Punkte Bi die

Curve Ai Bi projicirt, in dem Strahle Bi sich endigen, welcher

dem Punkte ß entspricht.

Das Reciproke von einer geschlossenen Curve s, welcher, weil

sie eine Ecke bildet, ein nicht geschlossener Strahlenbüschel sich

anschmiegt , ist ein geschlossener Strahlenbüschel si , welcher

einer nicht geschlossenen Curve sich anschmiegt. Dem Eck-

punkte der Curve s, in welchem also derselben zwei Strahlen

sich anschmiegen, entspricht der Strahl, welcher der Curve si in

ihren beiden Grenzpunkten sich anschmiegt und also zwei Mittel-

punkte hat. Das Reciproke von einer geschlossenen Curve, wei-
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liängende Strablenljiisehei sich anschmiegen , ist ein Strahlenhii-

Achd, welcher drei nicht mit einander znsammenhängendeo Cur-

ven sich anschmiegt. Es folgt hieraus, dass jeder Strahlenbüschel,

welcher keinen Winkel als Stück in sich enthält und folglich von

einer krummen Linie das Reciproke ist, einer oder mehrern Cur*

ven sich anschmiegt. In der Regel wird aber, wenn von einem

«tetigen Cebilde, welches einem andern, oder welchem ein ande-

res Gebilde sich anschmiegt, die Rede ist, vorausgesetzt, das«

auch in dem andern keine Unterbrechung der Stetigkeit statt finde.

Sind ein ebenes System und ein Strahlenbiindel zu einander

reciprok, so entspricht jeder Curve ein Ebenenbüschel, welcher

der Kegelfläche sich anschmiegt, die dem jener Curve sich an-

schmiegenden Strahlenbüschel entspricht.

140. Jede Regelüäche, welche entweder eine Kegelfläche ist,

oder einer gewundenen Curve sich anschmiegt, heisst abwickelbar.

Eine Curve und die ihr sich

anschmiegende Regelfläche wer-

den (142) aus jedem Punkte,

welcher, im Falle die Curve

eben ist, ausserhalb ihrer Ebene

liegt, durch eine Kegelfläche

und den derselben sich anschmie-

genden Ebenenbüschel projicirt.

Eine abwickelbare Regelflii-

che s und der ihr sich anschmie-

gende Ebenenbüschel s werden

von jeder Ebene U, welche, im

Falle die Fläche eine Kegelflä-

che ist, nicht durch den Mittel-

pimkt dersen>en geht, in einer

Curve und den derselben sich

anschmiegenden Strahlenbüschel

geschnitten.

Nimmt man nämlich an, dass zwei zusammengehörige Ele-

mente P der Gebilde s nnd also auch ihre Spuren p in der Ebene

U sich bewegen, so bewegt sich der Punkt p in der Geraden p»

während diese Gerade um jenen Punkt sich dreht, woraus man

schliessen kann, dass der Punkt p eine Curve und die Gerade p

den derselben sich anschmiegenden Strahlenbüschel beschreibt.

Ob hiebei der Punkt P fest ist oder ebenfalls sich bewegt, ist ganz

gleichgültig und kann auch an der Bewegung der Elemente p

nicht erkannt werden. Der Fall , in welchem die Regelfläche s

einer Curve sich anschmiegt und die schneidende Ebene durch

eine Gera<le der Rcgelfläche geht, kann vorläufig noch ausser
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Acht gelassen werden, indem dieser Fall bei dem Beweise des

folgenden Satzes nicht vorausgesetzt \vir<l , ans dem folgenden

Satze aber hervorgeht, dass die obigen Sätze zn einander reci-

prok sind nnd also, wenn man zwei reciproke Systeme sich denkt,

aus dem einen sogleich der andere folgt.

147. In zwei reciproken räumlichen Systemen Ji\ J^i ent-

spricht jeder Curve ABC einen Ebenenbüschel AiBiCi, welcher

der RegeKläche AiBiCi sich anschmiegt, die der jener Curve

sich anschmiegenden Regelfläche ABC entspricht. Wenn ferner

ABC eine gewundene Curve ist, so schmiegt die Regeifläche

AiBiCi der Curve AiBiCi sich an, welche dem der Regeifläche

ABC sich anschmiegenden Ebenenbüschel entspricht.

Der Fall, in welchem ABC eine ebene Curve ist, ist schon

in 145 betrachtet worden. Da nun, wenn ABC eine gewundene

Curve ist, der Ebenenbüschel AB von jeder nicht durch die Ge-

rade B gehenden Ebene in einem Strahlenbüschel geschnitten winl»,

dessen Endschenkel die S[)ur der Geraden B zum Mittelpunkt

hat, so folgt, dass jeder Kegelfläche, welche die Curve AiBi aus

einem ausserhalb der Geraden Bi beflndlichen Punkte projicirt,

in ihrem Endschenkel die Ebene sich anschmiegt, welche aus dem-

selben Punkte die Gerade Bi projicirt, und dass also diese Ge- 1

rade die der Curve Ai Bx im Punkte Bi sich anschmiegende Ge-

rade sey. Da ferner die Regelfläche A B aus jedem ausserhalb

der Geraden B befindlichen Punkte durch einen Ebenenbüschel

projicirt wird, dessen Endschenkel die Gerade, welche aus dem-

selben Mittelpunkte den Punkt B projicirt, zur Axe hat , so folgt,

dass jeder Curve, in welcher die Regelfläche Ai Bj von einer

nicht durch die Gerade Bi gehenden Ebene geschnitten wird, in

ihrem Endpimkte die Spur der Ebene Bi sich anschmiegt, nnd

dass also diese Ebene die der Regelfläche Ai Bi in der Geraden

Bi sich anschmiegende Ebene ist. Will man den obigen Satz nicht

auf 146 zurückführen, so darf man nur bemerken, dass, wenn

drei zusammengehörige Elemente P der Gebilde ABC diese Ge-

bilde beschreiben, auch die ihnen entsprechenden Elemente Pi

der Gebilde Aj Bi Ci sich so bewegen, dass die Ebene Pi um
die Gerade Pi und diese Gerade in jener Ebene um den Piuikt

P, sich dreht, während der Punkt Pi in jener Geraden sich bewogt.
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Das Uecipruke von eiiieiu Ebciiciiljüscliel, von welchem kein

Stück einem und demäelbeu Strahleuljüiidel angehört, i?t eine

Curve, von welcher kein Stück eben ist. Findt-t in den beiden

der Curve sich anschmiegenden Gebilden keine L'nterbrechiuig

der Stetigkeit statt , so gilt diess auch von den beiden Gebilden,

welchen der Ebenenbüscbel sich anschmiegt.

14S. \\ enn AB eine ge«nn<lene Curve ist, der also eine

RegelüücLe A ß und ein Ebeuenbüschel A ß sich anschmiegen,

so ist

die Gerade B der Endschenkel ' die Gerade B der Endschenkel

der Kegeltiäche, welche die
,
des Strahlenbüschels, in wel-

Curve A B aus dem Punkte B
j
chem der Ebenenbüschel A B

projicirt, die Ebene B aber der
;
von der Ebene B geschnitten

Endschenkel des Flächenwiukels, wird, der Punkt B aber der

welcher die Curve AB aus der . End[)uukt der Strecke, in wel-

Axe B projicirt, und zugleich eher der Ebeneubüschel AB die

der Eudschenkel des Ebenen-

büschels, welcher die Regel-

fläche AB aus dem Punkte B

Gerade B schneidet, - und zu-

gleich tier Endpunkt der Curve,

in welcher die Kegeltiäche A B

projicirt. und die Ebene B sich schneiden.

H9. Von einer Geraden soll gesogt werden, dass sie einer

Fläche in einem Punkte sich anschmiege, wenn sie in diesem

Punkte irgeud einer in der Fläche liegenden Linie sich anschmiegt.

Liegt also eine Gerade in einer Fläche, so schmiegt sich die Ge-

rade in allen ihren Punkten der Fläche an.

Von einer Ebene soll gesagt werden, dass sie einer Fläche

F in einem Punkte sich anschmiege, wenn die Ebene entweder

eine stetige Aufeinanderfolge von Geraden, die der Fläche in je-

nem Punkte sich anschmiegen, in sich enthält, oder einer von sol-

chen Geraden erfüllten Kegelfläche sich anschmiegt. Wenn übri-

gens ein Ebenenbüschel so beschaifcn ist, dass nach der so eben

gegebenen Erklärung alle seine Ebenen mit Ausnahme seines End-

Schenkels der Fläche F sich anschmiegen, so ist auch diese Ebenfe

2ils eine der Fläche F sich anschmiegende Ebene zu betrachten.

Schmiegt eine Ebene einer abwickelbaren Regelfläche sich

an, so geschieht solches (I4t>) in einer Geraden vin allen Punk-

ten einer Geraden^, daher einer abwickelbaren Regeiüäche nur
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ein Ebenenbuschel , einer andern krummen Flache aber ein Ebe-

nenbündel sich anschmiegt.

150. In zwei reciproken räumlichen Systemen entspricht je-

der krummen Fläche F, von welcher kein Stück abwickelbar ist»

ein Ebenenbündel Fi , welcher der Fläche Fi sich anschmiegt,

die dem der erstem Fläche sich anschmiegenden Ebenenbüudel F
entspricht.

Jede in der Fläche Fi enthaltene Curve AiBi entspricht

einem in dem Ebenenbündel F enthaltenen Ebenenbüschel A B.

Gleichwie nun der Endschenkel der Regelfläche A B durch den

Punkt geht, in welchen die Ebene B der Fläche F sich an-

schmiegt, so liegt auch der Endschenkel der Regelfläche Ai Bi

in der jenem Punkte entsprechenden Ebene des Ebeneubün

dels Fl.

151. Wenn der Ebene U in dem einen von zwei collineären

räumlichen Systemen ^, ^i die unentllich ferne Ebene des an-

dern entspricht, so entspricht jeder Curve AB C, welche die Ebene

U in einem Punkte B schneidet, eine Curve AiBiCi, welche die

unendlich ferne Ebene in einem Punkte Bi schneidet, und jeder

Kegelfläche, welche die erstere Curve aus einem ausserhalb der

Ebene U befindlichen Punkte S projicirt, eine Kcgelfläche, welche

die letztere aus einem eigentlichen Punkte Si projicirt. Die bei-

den einfachen Kegelflächen, welche die Stüke AiBi, ßi Ci der

Curve AiBiCi aus der Spitze S projiciren, hängen aus dem

Grunde nicht zusammen, weil der Anfangsschenkel der letztern

vom Endschenkel der erstem die Ergänzung ist. Wenn aber die

Curve ABC die Ebene U im Punkte B und also die Curve

AiBiCi die unendlich ferne Ebene im Punkte Bi berührt, so

findet auch zwischen den erwähnten einfachen Kegelflächen , da

der Endschenkel der erstem zugleich der Anfangsschenkel der

letztem ist, Zusammenhang statt.

Jeder geschlossenen Curve, welche mit der Ebene U n Punkte

gemein hat, entspricht eine geschlossene Curve, welche aus n

Aesten besteht, deren jeder in einem unendlich fernen Punkte

anfängt und in einem unendlichen fernen Punkte (dem Anfangs-

punkte des folgenden) sich endigt.

Jeder Fläche F, welche die Ebene U in einer Linie s
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(schneidet]

i K "},}' ^^tspricht eine Fläche Fi, welche die unendlich

P T^i . . T. . i schneidet) „ ... ,. ^,- ,
ferne iLoene in einer Linie si >' > . Berührt die Flache

( benihjt
)

F die Ebene L nur in einem Punkte, so berührt auch die Flä-

che Fl die unendlich ferne Ebene nur in einem Punkte. Wenn
endlich die Fläche F mit der Ebene ü gar keinen Punkt gemein

hat, so sind alle Punkte der Fläche Fi eigentliche Punkte

152. Jede eigentliche Gerade, welche einer Curve in einem

unendlich fernen Punkte sich anschmiegt, heisst eine Assjmptote

derselben. Projicirt man eine ins Unendliche gehende gewundene

Curve AB nach der Richtung, in welcher ihr unendlich ferner

Endpunkt B liegt, so erhält man eine Cj linderfläche A'B, wel-

cher in ihrem Endschenkel B (dem Endschenkel der Regelfläche

AB) der Endschenkel B des Ebenenbüschels AB sich anschmiegt.

Jede Ebene, welche jene Richtung nicht enthält, schneidet die

Cylinderfläche in einer Curve a^b, welcher in ihrem Endpunkte b

die Spnr b der Ebene B sich anschmiegt. Ist die Gerade B eine

Assymptote der Curve AB, so ist auch der Punkt b ein eigent-

licher Punkt. Ist die Gerade B eine unendlich ferne Gerade,

aber doch die Ebene B eine eigentliche Ebene, so ist die Gerade

b eine Assymptote der ins Unendliche gehenden Curve a^b. Wenn
endlich die Ebene B die unendlich ferne Ebene ist, so sind die

Elemente B, b sämmtlich uneigenthche Elemente.

Ist eine Curve der Schnitt einer eigentlichen Kegelfläche mit

einer eigentlichen Ebene E, so entspricht jedem Strahle der Ke-

gelfläche, welcher zur Ebene E paraJlel ist, ein unendlich ferner

Punkt der Curve, und jeder Ebene, welche zur Ebene E nicht

parallel ist, aber der Kegelfläche in einem zu dieser Ebene pa-

rzdlelen Strahle sich anschmiegt, eine Assymptote der Curve.

§. 12.

EintheiUing der gesclilosscneu Linien, Flächen u. s. w. in solche von

parer und in solche von uuparer Ordnung.

153. Eine geschlossene Linie s heisst von parer oder unpa-

rer Ordnung, je nachdem sie von einer Ebene U, welche kein

6
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Stück derselben in sich enthält, parmal oder unparmal gcschnit-
\

ten wird.

Es werde die Linie s von der Ebene U in m Punkten und

von einer andern Ebene V, welche kein Stück derselben in sich

enthält, in nPunkten geschnitten. Da nun die Linie s sich

schliesst und in jedem Punkte, in welchem sie die eine oder die

andere von den beiden Ebenen schneidet , von einem der beiden

Flächenwinkel UV, Ü*"V in den andern übergeht, so folgt, dass

m-j-n eine pare Zahl sey, und dass also die Linie entweder von

jeder der beiden Ebenen parmal oder von jeder unparmal ge-

schnitten werde.

Eine geschlossene ebene Linie ist hiernach von parer oderi

nnparer Ordnung, je nachdem sie von einer Geraden (Linie er-

j

ster Ordnung), welche kein Stück derselben in sich enthält, aber!;

mit ihr in einerlei Ebene liegt
, parmal oder unparmal geschnitten

j

wird.

154. Wenn drei Linien AMB, ANB, ARB von densel-

ben zwei Punkten begrenzt sind, so sind diejenigen Linien, de-

ren jede aus zweien der drei erstem zusammengesetzt ist, entwe-

der alle drei von parer Ordnung oder es ist die eine von parer

Ordnung, während die beiden übrigen von unparer Ordnung

sind.

Es schneide eine Ebene, welche weder durch A noch durch

B geht, die Linie A MB in m Punkten, die Linie ANB in nPunk-

ten und die Linie ARB in r Punkten, so wird von derselben

Ebene die eine der oben erwähnten geschlossenen Linien in

m-j-Oj <lic andern in m-j-r und die dritte in n-j-rPunktcn

geschnitten. Da nun die Summe 2ra-j-2n-{-2r dieser drei Zah-

len eine pare Zahl ist, und also entweder alle drei pare Zahlen

oder die eine pare, die beiden übrigen aber unpare Zahlen sind

so folgt der Satz.

Substituirt man in einer Linie } | Ordnung, welche
unparer

'

aus Strecken zusammengesetzt ist, für irgend eine dieser Strecket

deren Ergänzung, so erhält man eine Linie < [ Ordnung
f parer >

A nm. Wird von einem Gebilde gesagt, dass es von parer ode
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iinparer Ordnung ist, so versteht es sich von selbst, dass das

Gebilde geschlossen ist.

155. Eine Fläche ist geschlossen, wenn sie von keiner Li-

nie begrenzt ist. Das Reciproke von einer solchen Fläche ist ein

geschlossener EbenenLüiulel, welcher nämlich von keinem Ebenen-

biischei begrenzt ist. Eine einfache Winkelfläche ist, wenn auch

ihr Enilscbenkel mit ihrem Anfangsschenkel zusammenfällt , von

einer unendlich fernen Linie begrenzt »md also nicht als eine

wirklich geschlossene Fläche, sondern nur als eine sich schliessende

stetige Aufeinanderfolge von begrenzten Linien (Halbstrahlen) zu

betrachten.

Uenn gesagt wird, dass zwei geschlossene Flächen F, G in

einer Linie FG < ( Ordnung sich schneiden, so heisst
f unparer \

diess nichts anderes, als dass die Anzahl der Linien unparer

Ordnung, in welchen die Flächen sich schneiden, eine \ >

( unpare

i

Zahl sey. Man kann hier auch unter FG den Inbegriff aller

Linien verstehen , w eiche die beiden Flächen mit einander gemein

haben; nur ist alsdann jede Linie, in welcher sie sich berühren,

doppelt zu zählen.

156. Eine geschlossene Fläche F heisst von parer oder un-

parer Ordnung, je nachdem eine Gerade a, von welcher kein

Stück in der Fläche Hegt, dieselbe parmal oder unparmal

schneidet.

Es sey c eine andere Gerade, von welcher kein Stück in der

Fläche F liegt. Man nehme ferner zwei Ebenen an, von welchen

die eine G durch die Gerade a und die andere H durch die Ge-

rade c geht, so dass aber die Fläche F weder von der Ebene G
noch von der Ebene H noch von der Schnittlinie b der beiden

Ebenen ein Stück in sich enthält. AVenn nun die Fläche F und

die Ebene G in einer Linie parer Ordnung sich schneiden, so

wird diese Linie und also auch die 'Fläche F von jeder der Ge-

raden a, b parmal geschnitten. Ist aber die Linie FG von un-

parer Ordnung, so wird die Fläche F von jeder der Geraden

a, b unparmal geschnitten. Eben so wird die Fläche F von der

Geraden c parmal oder unparmal geschnitten, je nachdem sie von

6*
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der Geraden b und also auch von der Geraden a pariual oder

unparmal geschnitten wird.

Eine Fläche | | Ordnung wird hiernach von jeder
(unparcr

'

Ebene (Fläche erster Ordnung), welche kein Stück derselben in

sich enthält , in einer Linie | | Ordnung geschnitten,
Minparer'

Wird eine Winkelfläche von einer nicht durch ihren Mittel

punkt gehenden Geraden in n Punkten geschnitten, so wird sie

von der Ebene, welche diese Gerade aus jenem Punkte projicirt,

in n Strahlen geschnitten, woraus hervorgeht, dass die obige Er-

klärung mit 20 und also auch mit 17 in Uebereinstimnuing ist.i

Der Mittelpunkt einer geschlossenen Winkelfläche parer Ordnung

ist, wenn Punkte als Elemente der Fläche betrachtet werden, ein

Punkt, in welchem sie sich selbst berührt, welcher also, wenn in

ihm die Fläche von einer Geraden geschnitten wird, zweimal zu

zählen ist.

157- Zwei geschlossene Linien, welche in einerlei Ebene

liegen, schneiden sich parmal, wenn entweder beide von parer

Ordnung sind , oder die eine von parer und die andere von un-

parer Ordnung ist-, — unparmal aber, wenn beide von unparer

Ordnung sind. Folgt aus 17, wenn man das ebene System als

einen Schnitt eines gewöhnhchen Strahlenbündels betrachtet.

158. Eine geschlossene Fläche F und eine ausserhalb der-

selben befindliche geschlossene Linie s schneiden sich unparmal,

•wenn beide von unparer Ordnung sind , in jedem andern Falle

aber parmal.

Es sey st eine stetige Aufeinanderfolge von geschlossenen

Linien, deren jede ausserhalb der Fläche F liegt, so wird diese

Fläche entweder von jeder der Linien parmal oder von jeder un

parmal geschnitten, indem die Anzahl der Schnittpunkte beim

stetigen Uebergange von einer Linie zu einer andern nur um eine

pare Zahl sich vermehren oder vermindern kann. Aus demselben

Grunde sind die Linien entweder alle von parer oder alle von

unparer Ordnung. Da man nun annehmen kann, dass die Linie t

in einer Ebene G liege, welche von der Fläche F kein Stück

J
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enthält (elwa eine Prujektiuu der Liuie s auf die Ebene G sey),

so folgt der Satz aas 156 und 157.

Durch die Betrachtung einer stetigen Aufeinanderfolge von

Linien kann man auch, wenn ein Stück der Linie s in der Flä-

che F liegt, leicht entscheiden, ob dasselbe die Stelle eines

Schnitt- oder eines Berührungspunktes vertritt-

159. Zwei geschlossene Flächen F, G, welche kein Stück

mit einander gemein haben , schneiden sich , wenn beide von nn-

parer Ordnung sind, in einer Linie unparer Ordnung, in jedem

andern Falle aber in einer Linie parer Ordnung. Die Anzahl

aller Punkte, in welcher drei geschlossene Flächen F, G, H, von

welchen keine zwei ein Stück mit einander gemein haben, und

welche auch nicht alle drei durch eine und dieselbe Linie gehen,

sich schneiden, ist, wenn alle drei Flächen von unparer Ordnung

sind, eine unpare, in jedem andern Falle aber eine pare Zahl.

Da in jedem der im letztern Satze erwähnten Punkte jede

der drei Flächen von der Schnittlinie der beiden übrigen ge-

schnitten wird , so folgt der letztere Satz aus dem erstem und

aus 158. Um aber den erstem zu beweisen, darf man nur an-

nehmen, dass H eine Ebene sey, und bemerken, dass nach 158

die Anzahl der Punkte, in welchen die Fläche F von der Linie

G H und also auch die Ebene H von der Linie F G geschnitten

wird , nur dann eine unpare Zahl ist , wenn jedes von den beiden

Gebilden F, GH und also auch die Fläche G von unparer Ord-

nung ist.

160. Wenn zwei geschlossene Gebilde G, Gi zu einander

projektivisch sind , so sind entweder beide von parer oder beide

von unparer Ordnung.

Sind nämlich G, Gi zwei Linien oder eine Linie und eine

Winkelfläche oder zwei Flächen, so folgt der Satz aus 153 und

156. Ist das eine von den beiden GJebilden G, Gi eine Linie

und das andere ein Büschel oder das eine eine Fläche und das

andere ein Ebenenbündel, so ist der Satz als eine Erklänmg zu

betrachten. In den übrigen Fällen folgt idsdaun der Satz aus 103.

W ird eine Gerade um einen festen Punkt in einer festen

Ebene oder eine Ebene um eine feste Axe in unverändertem Sinne

gedreht, bis sie wieder ihre anfängliche Stelle eiunlmuit, so be-
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schreibt dieselbe einen Büschel erster Ordnung. Ein Ebenenbiin-

del erster Ordnung ist der Inbegriff von allen Ebenen, welche

durch einen und denselben Punkt gehen.

Substituirt man in einem Büschel } } Ordnung, wel-
^ unparer

'

eher aus Winkeln zusammengesetzt ist, für einen dieser Winkel

seinen Nebenwinkel, so erhält man (154) einen Büschel | j
^ parer '

Ordnung.

161. Betrachtet man nur Gebilde, welche in einerlei Ebene

liegen, so ist in der Regel die Anzahl der

Punkte, welche eine Linie s

/ parer > ^ , . .

{ J
Ordnung mit emer &e-

' unparer

'

raden gemein hat, eine f [
l unpare

'

Zahl. Die Geraden, welche in

Hinsicht auf die Linie s von der

Regel eine Ausnahme machen,

gehören einem Strahlenbüschel

an, welcher mit keinem Strah-

lenbüschel erster Ordnung, des-

sen Mittelpunkt M ausserhalb der

Linie s liegt, ein Stück gemein

hat.

162. Die Anzahl der Punkte,

welche eine Fläche U } J

^ unparer

Ordnung mit einer Geraden ge-

mein hat, ist in der Regel eine

I I
Zahl, so dass die Ge-

^ unpare

'

raden, welche in Hinsicht auf

die Fläche ü von der Regel

eine Ausnahme machen, und

durch einen und denselben aus-

serhalb der Fläche befindlichen

Strahlen , welche ein Stahlenbü-

schel s
{ } Ordnung mit
l unparer

)

einem Strahlenbüschel erster Ord-

nung gemem hat, eme {
|

Zahl. Die Mittelpunkte der Bü-

schel erster Ordnung, welche in

Hinsicht auf den Büschel s von

der Regel eine Ausnahme ma-

chen, liegen in einer Linie, wel-

che mit keiner ausserhalb des

Büschels s befindlichen Geraden

ein Stück gemein hat.

Die Anzahl der Ebenen, welche

{
parer i

ein Ebenenbündel U !
}

^ unparer

'

Ordnung mit einem Ebenenbü-

schel erster Ordnung gemein hat,

ist in der Regel eine | j
^ unpare'

Zahl, so dass die Axen aller

Ebenenbüschel erster Ordnung,

welche in Hinsicht auf den Ebe-

nenbündel U von der Regel eine

Ausnahme machen, und eine aus-



87

Punkt gehen, einer oder einigen

>\inkelflächen angehören und

also keinen Winkelraum erfüllen.

scrhalb desselben befindliche Ebe-

ne mit einander gemein haben,

einem oder einigen Strahlenbii-

scheln angehören.

163. Zu jeder Regeltläche R ( 1 Ordnung gehört ein
' unparer^

Ebenenbundcl R f } Ordnung, welcher nämlich der Inbe-
' unparer

'

griff von allen Ebenen ist, deren jede durch eine Gerade der Re-

gelfläche geht.

Es sey a eine Gerade, so dass weder die Regelfläche R und

die Gerade a noch der Ebenenbiindel R und der Ebenenbüschel a

von den im Vorigen erwähnten Regeln eine Ausnahme machen.

Bemerkt man nun, dass zu jedem Punkte, welchen die Fläche R
mit der Geraden a gemein hat, weil in ihm diese Gerade von

einer Geraden r der Fläche geschnitten wird, eine Ebene ar ge-

hört, welche der Ebenenbündel R mit dem Ebenenbüschel a ge-

mein hat, so folgt der Satz.

164. Wenn in einem einförmigen Grundgebilde ein Element P

sich bewegt hat und während der Bewegung mit dem festen Ele-

ment^3 zusammengefallen ist, ohne hiebei den Sinn der Bewe-

gung^^ändert zu haben, so soll gesagt werden, dass das Ele-

ment P über das Element B sich hinwegbewegt habe.

Beschreibt in einem einförmigen Grundgebilde u ein Element

P ein Gebilde | \ Ordnung, so bewegt es sich, von wel-
' unparer

'

chej» festen Elemente die Bewegung ausgehen mag, über jedes

parmal i

unparraal'

hinweg.

Da hier statt eines Büschels sein Schnitt mit einer Geraden

betrachtet werden kann, so kann man annehmen, dass u eine

Gerade sey. Beschreibt aber in einer Geraden ein Punkt P von

A ausgehend eine geschlossene Linie, welche eine nicht durch A

gehende Ebene n mal schneidet, so muss er über die Spur der

Ebene u mal sich hiuwegbewegen , woraus der Satz folgt. Wenn

z. B. em Punkt zuerst die Strecke ABC und alsdann die Strecke

andere feste Element des einrörmigen GrundgebiUies |
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CBA beschreil»t, so hat er eine Linie parer Ordnung beschrieben.

Substituirt man fiir ein Stück AB dieser Linie dessen Ergänzung

A-B, so erhält man eine Linie unparer Ordnung.

A n m. Wenn nicht ausdrücklich bemerkt wird oder aus dem Zn-

sammenhange hervorjrclit, dass ein Gebilde eine stetige Aufein-

anderfolge von Elementen enthalte oder enthalten könne, deren

jedes öfter als einmal zu zählen ist, so wird, wie hislier, so

auch in der Folge angenommen, dass dem nicht so sey.

165
—,. T (

parer )

5. Eme Linie s ( >

unparer
Ein Ebenenbiischel

parer ^

t. unparer i

Ordnung wird von jeder ihm

nicht zugehörigen Ebene in ei-

nem Strahlenbüschel !
V- iiiinnunparer

Ordnung geschnitten.

Ordnung wird aus jedem ausser-

halb derselben befindlichenPunkte

S durch eine Winkelfläche S

. parer ^ _ ,

\ S Ordnung propcirt.
l unparer

)

Schneidet nämlich die Linie s eine durch den Punkt S ge-

hende Ebene n mal, so wird diese Ebene auch von der Winkel'

fläche S n mal geschnitten. In der Geometrie der Ebene steht

dem Satze linker Hand folgender gegenüber

:

Die Spur eines Strahlenbüschels 1 { Ordnung in einer
^unparer' ^ ^^

. / p^u-er \

Geraden u, welche ihm nicht angehört, ist eine Lmie { >

* unparer

'

Ordnung, so dass also, wenn ein Strahl den Büschel beschreibt^

seine Spur in der Geraden u über jeden festen Punkt derselben

parmal ic parmai i

j , ( hmweggeht.
MinparmaF

166. Eine Linie s | }
l unparer

'

Ordnung wird aus jeder Axe a,

M'elche weder mit der Linie ei-

nen Punkt gemein hat, noch

mit ihr in einerlei Ebene Hegt,

durch einen Ebenenbüschel

, parer .

\ \ Ordnung nroiicirt.
(unparer) o i j

i p3rer >

Ein Ebenenbüschel { \
^ unparer

'

Ordnung wird von jeder Gera-

den, welche weder in einer sei-

ner Ebenen liegt, noch von al-

len in einem und demselben

Punkte geschnitten wird , in ei-

ner Linie
/ parer

unparer

'

Ordnun«

geschnitten.
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Sclmeiilet nämlich eine ilurcli a gelientle Ebene E die Linie 3

in n Punkten , so muss auch , wenn ein Punkt P von eiueni aus-

serhalb der Ebene E befindlichen Punkte ausgehend die Linie s

beschreibt, die Ebene aP ninal über die Ebene E sich hinweg-

bewegen. Aus dem Satze rechter Hand folgt noch:

\\ enn eine Ebene einen geschlossenen Ebenenbiischel be-

schreibt, welchem die unendlich ferne Ebene nicht angehört, so wen-

«let sie am Ende jedem eigentlichen Punkte, der nun nicht in ihr

liegt, dieselbe Seite zu, welche sie ihm Anfangs zugewendet hat,

oder die entgegengesetzte Seite, je nachdem der Büdchel von

parer oder unparer Ordnung ist.

167. Eine Begelfläche R i ] Ordnung wird aus jedem
(unparer»

nicht in ihr liegenden Punkte S durch einen Ebenenbüschel

Darer
) ] Ordnung projicirt, welcher nämlich, wenn eine Ge-
( unparer)

o
* j

rade p die Regelfläche beschreibt, von der Ebene Sp beschrie-

ben wird.

Es entspreche dem Ebenenbundel R in dem einen von den

zwei reciproken Systemen die Regelfläche Ri im andern imd dem

Punkte S im erstem die Ebene Si im letztern. Da nun die Re-

gelflächen R, Ri nach ICO und 163 entweder beide von parer

oder beide von unparer Ordnung sind, und dasselbe von dem im

Satze erwähnten Ebenenbüscbel und der ihm entsj»rcchenden Li-

nie gut, in welcher die Fläche Ri von der Ebene Si geschnitten

wird, so folgt der Satz aus 156.

168. Wird eine Regelfläche {

^^^^^
] Ordui

( unparer
'

unendlich ferne Gerade angehört, von einer Geraden beschrieben,

' (ohnei
so nimnrit diese ziuetzt l . J Verwechsluna: der beiden in ihr

enthaltenen Richtungen die anfängliche Stelle wieder ein.

Da nämlich hier nur die Linie c in Betrachtimg kommt, in

welcher die endlich ferne Ebene von der Regelfläche geschnitten

wird, so kann man für diese Fläche, wenn sie keine Winkelfläche

ist, eine Wiukelfläche substituiren, welche jene Linie c aus irgend

einem eigentlichen Punkte projicirt. 15.
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§. 13.

Von den ebenen Figuren und den ihnen verwandten Gebilden.

169. Jedes Stück einer Ebene, welches als der Schnitt eines

Strahlenkegels betrachtet werden kann, soll eine ebene Figur heis-

sen. Gleichwie nun in einem Strahlenkegel keine Winkelflächc

unparer Ordnung, so ist auch in einer ebenen Figur keine Linie

unparer Ordnung enthalten.

Tst von einem gewöhnlichen Strahlenbündel ein eigentliches

ebenes System ein Schnitt, so entspricht jedem Strahlenkegel,

dessen Mantel von der zum ebenen Systeme parallelen Ebene des,

Strahlenbündels weder berührt noch geschnitten wird, eine eigent-

liche (endliche) Figur. Wird der Mantel eine« Strahlenkegels von
i

jener Ebene in einem Strahle berührt, so geht die ihm entspre-

;

chende Figur ins Unendliche. Wird ein Strahlenkegel durch jenej

Ebene (einen in ihr befindlichen Winkel) in zwei Theile getheilt,

so wird die ihm entsprechende Figur durch die in ihr befindliche

iincndllch ferne Strecke in zwei Theile getheilt, welche, weil ihr

Znsammenhang im Unendlichen liegt, nach der gewöhnlichen An-

sicht nicht zusamenhängen.

Jede ebene Figur, deren Umfang mit irgend einer Geraden

a, welche in der nämlichen Ebene liegt, keinen Punkt gemein

hat, kann, wenn sie auch keine eigentliche Figur ist, doch als

die Projektion einer eigentlichen Figur betrachtet werden. Pro-

jicirt man nämlich die Figur aus irgend einem ausserhalb ihrer

Ebene befindlichen eigentlichen Punkte M, so erhält man einen

Strahlenkegel, welcher von jeder zur Ebene Ma parallelen Ebene

in einer eigentlichen Figur geschnitten wird.

170. Eine Ebene wird (16)

als System von Punkten durch

jede in ihr befindliche Linie f

parer Ordnung, welche durch

keinen Punkt öfter als einmal

geht, in zwei Systeme getheilt,

von welchen das eine eine von

der Linie f eingeschlossene Fi-

gur ist (keine Linie unparer

Durch jeden Strahlenbüschel

fi parer Ordnung, in welchem

kein Strahl öfter als einmal zu

zählen ist, wird das System von

allen mit ihm in einerlei Ebene

befindlichen Geraden in zwei

Systeme getheilt, von welchen das

eine, welches von dem Büschel (i

ausgeschlossen heissen soll, kei-
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Ordnung in sich enthält), wäh-

rend im andern unendlich viele

Linien unparer Ordnung ent-

halten sind. Jede Linie, «eiche

in der Ebene liegt und einen

Punkt des einen Systems mit

einem Punkte des andern ver-

bindet, hat mit der gemein-

schaftlichen Grenze f der bei-

den Systeme, durch welche die

Punkte von einander getrennt

ind, wenigstens einen Punkt

remein.

nen Strahlenbüschel unparcr Ord-

nung in sich enthält, während

im andern unendlich viele sol-

che Büschel enthalten sind. Je-

der Strahlenbüschel, welcher eine

Gerade des einen Systems mit

einer Geraden des andern ver-

bindet, hat mit der gemein-

shaftlichen Grenze fi der bei-

den Systeme, durch welche die

Geraden von einander getrennt

sind , wenigstens einen Strahl

gemein.

Von je zwei begrenzten Systemen, welche einerlei Grenze

laben, soll jedes die Ergänzung des andern genannt werden.

Sind ein ebenes System und ein Strahlenbündel zu einander reci-

>rok, so entspricht in ihnen jeder Figur (jedem von einer Linie

angeschlossenen Systeme von Punkten) ein von einem Ebenenbü-

ächel ausgeschlossenes System von Ebenen und jedem von einem

Strahlenbüschel ausgeschlossenen Systeme von Geraden ein von

;iner AVinkelfläche eingeschlossenes System von Strahlen. Die

Ergänzungen von entsprechenden Systemen entsprechen einander

ibenfalls.

171. Jede Linie f, durch wei-

he eine Ebene als System von

*unkten in zwei Systeme F, F*

jetheilt wird, die in jedem Stücke

ler Linie aneinander stossen, ist

'on parer Ordnung.

Jeder Strahlenbüschel , durch

welchen das System von allen

in einerlei El)ene liegenden Ge-

raden, in zwei Systeme getheilt

wird, die den Büschel zur ge-

meinschaftlichen Grenze haben,

ist von parer Ordnung.-

Die Linie f wird nämlich von jeder in der nämlichen Ebene

efindlichen Geraden , da diese eben so oft von F in F^ als von

^Mn F übergeht, parmal geschnitten.

172. Versteht man unter einem ebenen n Ecke eine ebene

?ignr, welche von n Strecken eingeschlossen ist, so giebt es sechs

Irten von Dreiecken. Die drei Seiten eines Dreiecks können

lämlich scjfn:
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1) Drei endliche Strecken , was beim endlichen Dreiecke der

Fall ist.

2) Eine endhche Strecke nnd zwei (einstimmig-parallele) Halb-

strahlen.

3) Zwei Halbstrahlen und eine im Unendlichen liegende Strecke.

4) Zwei (entgegengesetzt-parallele) Halbstrahlen und eine durch

das Unendliche gehende Strecke.

5) Eine endliche und zwei durch das Unendliche gehende

Strecken.

6) Drei im Unendlichen liegende Strecken , so dass also das

Dreieck der Schnitt einer dreiseitigen Strahlenpyramide mit

der unendlich fernen Eljene ist.

Durch die in ihm liegende unendlich ferne Strecke wird ein

Dreieck der vierten Art in zwei Dreiecke der dritten Art, ein

Dreieck der fünften Art aber in ein Dreieck und ein Viereck ge-

theilt.

Eben so giebt es, wenn man unter einem n Kante eine (eigent-

liche) n seitige Strahlenpyramide oder ein n seitiges Strahlcnprisma

versteht, sechs Arten von Dreikanten, nämlich das gewöhnliche

Dreikant, welches einen eigentlichen Mittelpunkt hat, und fünf

Arten von dreiseitigen Strahlenprismen , welchen den fünf ersten

Arten von Dreiecken entsprechen , wenn ein ebenes System als

ein Schnitt eines Parallelstrahlenbündels betrachtet wird. Jedem

Dreiecke der ersten Art entspricht ein eigentliches dreiseitiges

Strahlenprisma. Jedem Dreiecke der dritten Art (hohlen ebenei

Winkel) entspricht ein dreiseitiges Strahlenprisma der dritten Ar

(ein hohler Flächenwinkel}.

173. Eine Ebene wird durch drei Gerade, welche nicht ii

einem und demselljen Punkte sich schneiden, in vier Dreiecke ge-

theilt, von welchen je zwei eine Seite und den ihr gegenüberliC"

genden Winkel mit einander gemein haben. Je zwei von dei

drei Geraden bilden nämlich mit einander zwei Winkel, dere^

jeder durch seinen Schnitt mit der dritten Geraden in zwei Drei]

ecke getheilt wird. Liegen zwei Punkte in einem und demselbei

von den vier Dreiecken, so wird von den beulen Strecken, wel-j

che sie verbinden, die eine von keiner der drei Geraden und also

die andere von jeder derselben geschnitten.
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Schneiden sich die drei Geraden in drei eigentlichen Punk-

ten, so ist das eine von den vier Dreiecken ein endliches Drei-

eck, während die drei übrigen von der fünften Art sind. Sind

zwei von den drei Geraden zu einander parallel, so sind zwei

von den vier Dreiecken von der zweiten, die beiden übrigen aber

von der vierten Art. Schneiden sich nur zwei von den drei Ge-

I
raden in einem eigentlichen Punkte, so dass also die dritte Ge-

rade die unendlich ferne Gerade der Ebene ist, so sind alle Tier

Dreiecke von der dritten Art Ist die Ebene selbst die unend-

lich ferne Ebene, so sind alle vier Dreiecke von der sechsten Art.

174. Wenn die drei Eckpunkte eines Dreiecks und ein

Punkt P, welcher in ihm liegt, oder eine Gerade p, welche mit

seinem Umfange keinen Punkt gemein hat, aber mit ihm in einer-

lei Ebene liegt, gegeben sind, so ist das Dreieck bestimmt.

Jede Strecke, welche zwei von den drei gegebenen Eckpunkten

verbindet, uud von der Geraden, die aus dem dritten Eckpunkte

den Pimkt P projicirt, geschnitten, oder von der Geraden p nicht

geschnitten wird, ist eine Seite des Dreiecks.

Hat man irgend eines von den vier Dreiecken, welche die

drei Punkte Ä, B, C zu Eckpunkten haben, durch ABC be-

zeichnet, so kann man die drei übrigen, von welchen das eine

die Seite A B, das andere die Seite AC und das dritte die Seite

BC mit dem erstem gemein hat, durch AB'C, A C-B , BC'A

Lezeichnen , so dass also von diesen drei letztern Dreiecken das

erste und zweite die Seite B'C (oder C*B), das erste und dritte

die Seite AC uud das zweite und dritte die Seite Ä'B gemein

baben.

175. Zwei nicht concentrische Winkel ab, ac, welche in

einerlei Ebene liegen und ei uen^ Schenkel gemein haben, durch-

schneiden sich in einem Dreiecke , dem jeder Punkt angehört , in

welchem ein Strahl des einen Winkels von einem Strahle des an-

dern geschnitten wird. Werden jene Winkel durch p, q und ihre

Nebenwinkel durch pi, qi bezeichnet, so kann man die vier

Dreiecke, welche die Geraden a, b, c mit einander bilden, durch

pq> Pqij Piq^ Piqi bezeichnen.

176. Wird in einem gewöhnlichen Strahlenbündel, von wel-

chem ein ebenes System ein Schnitt ist, ein Vierkant augenom-
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men, so entspricht diesem nur dann ein endliches Viereck, wenn
|

die schneidende Ebene eine eigentliche Ebene ist, und die zu ihr

parallele Ebene des Strahlenbündels den Mantel des Vierkants

weder berührt noch schneidet. Da aber diese Ebene den Mantel

des Vierkants in einer Kante oder in einer Seite berühren oder

,

das Vierkant in zwei Dreikante oder in ein Dreikant und einj

Vierkant oder in ein Dreikant und ein Fünfkant oder in zweil

Vierkante theilen oder die schneidende Ebene die unendlich fernej

Ebene seyn kann, so giebt es acht Arten von ebenen Vierecken,

vorausgesetzt, dass nur Vierecke mit ausspringenden Winkeln be-l

trachtet werden. Allgemein ist die Anzahl der verschiedenen Ar-!

ten von ebenen n Ecken, welche lauter ausspringende Winkel ha-J

3n4-3 , 3n-f 4 . ^, .. ,. ,
ben entweder — • oder •

, le nachdem namlicn n
2 2 '

^

eine unpare oder pare Zahl ist.

177. Vier Gerade a, b, c, d, welche durch einen und

denselben Punkt gehen, von welchen aber keine drei in einerlei

Ebene liegen, sind die Kanten von drei Vierkanten ab cd, acdb,

adbc, deren jedes lauter ausspringende Winkel hat, und von

welchen je zwei in zwei einander gegenüberliegenden Seiten an

einanderstossen. Man erhält die sechs Seiten dieser drei Vier-

kante, wenn man je zwei von den vier Geraden dnrch einen

ebenen Winkel verbindet, welcher von der durch die beiden übri-

gen Geraden bestimmten Ebene nicht geschnitten wird. Eben so

sind vier Punkte, welche in einerlei Ebene, von welchen aber

keine drei in einer und derselben Geraden liegen, die' Eckpunkte

von drei Vierecken , deren jedes lauter ausspringende Winkel hat,

und welche zusammen die ganze Ebene erfüllen.

178. Wenn die Grenze eines Strahlenkegels von keiner

Ebene in mehr als zwei Strahlen geschnitten wird, so ist jeder

Strahl a seiner Ergänzung die Axe eines um ihn beschriebenen

Flächenwinkels. Man kann nämlich eine Ebene, welche durch die

Gerade a geht und den Mantel des Strahlenkegels schneidet, in •

jedem Sinne um jene Gerade sich drehen lassen, bis die Schnitt-

linien in einander fallen. Geschieht diess bei der Drehung in dem

einen Sinne in dem Strahle b und bei der Drehung im andern

Sinne in dem Strahle c, so sind ab, ac die Schenkel des er-
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wäboten Flächenwinkels. — Würden die drei Geraden a, b, c

in einerlei Ebene liegen , so würde diese um jede vierte Gerade,

weiche durch die beiden letztern von der erstem getrennt, so

gedreht werden können, dass sie den Mantel des Strahlenkegels

in vier Strahlen schneiden müsste.

Wird der Umfang einer ebenen Figur von keiner Geraden

in mehr als zwei Punkten geschnitten , so ist jeder Punkt ihrer

Ergänzung der Mittelpunkt eines um sie beschriebenen ebenen

Winkels, daher die Figur (169), wenn sie auch keine eigentliche

Figur ist, doch als die Projektion einer eigentlichen Figur be-

trachtet werden kann.

179. ^Venn der Umfang f einer ebenen Figur F von kei-

ner Geraden in mehr als zwei Puukten geschnitten wird , so soll

die stetige Aufeinanderfolge g von Geraden, welche die Linie f

berühren , der diese Linie oder auch der die Figur F umhüllende

Strahlenbüschel genannt werden. Durch den Strahlenbüschel g
wird das System von allen in der Ebene befindlichen Geraden in

fcwei Systeme getheilt, von welchen das eine G von dem Büschel,

so wie auch von der Linie f ausgeschlossen ist, das andere G^

aber unendlich viele Strahlenbüschel erster Ordnung in sich ent-

hält. Eine Gerade, welche nicht in der gemeinschaftlichen Grenze

dieser beiden Systeme liegt, gehört dem erstem oder dem letz-

tern an, je nachdem sie die Linie f nicht schneidet oder schnei-

det. Ist F eine geradlinige Figur, so ist der Büschel g aus den

Aussenwinkeln derselben zusammengesetzt. Bildet aber die Linie

f keine Ecke, so ist g der ihr sich anschmiegende Strahlen-

büschei.

Eine Gerade hat mit der Li- Ein Strahlenbüschel erster

nie f entweder zwei Punkte A, B Ordnung hat mit dem Büschel

oder gar keinen Punkt oder g entweder zwei Strahlen a, b

eine Strecke oder einen Punkt oder gar keinen Strahl oder

gemein, je nachdem sie nämlich
|
einen Winkel oder einen Strahl

in dem Systeme Gl oder in dem
j
gemein, je nachdem nämlich

Systeme G enthalten ist, oder ' sein Mittelpunkt in dem Sv-

die Linie f in einer Strecke steme F' oder in dem Systeme

oder in einem Punkte berührt,
j
F enthalten oder ein Eckpunkt

Im ersten Fjüle wird die Gerade ! der Linie f oder ein anderer
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durch die beiden Punkte A , B

in zwei Strecken getheilt, von

welchen die eine in die Figur

F beschrieben , die andere aber

in der Ergänzung Pi dieser Fi-

gur entlialtcn ist. In den übri-

gen Fällen liegt kein Punkt der

Geraden in der Figur F.

Punkt derselben ist. Im ersten

Falle wird der Strahlenbüschel

erster Ordnung durch die bei-

den Strahlen a, b in zwei Win-

kel getheilt, von welchen der

eine dem Systeme G angehört,

der andere aber um die Figur

F beschrieben ist. In den übri-

gen Fällen liegt kein Strahl des

Strahleiibüschels in dem Sy-

steme G.

ISO. In zwei reciproken ebenen Systemen ^, 2i entspricht

jeder Figur F , deren Umfang f von keiner Geraden in mehr als

zwei Punkten geschnitten wird , ein vom Umfange einer solchen

Figur ausgeschlossenes System Fi von Geraden. Gleichwie näm-

lich der die Linie f umhüllende Stnihlenbüschel g mit einem Strah-

lenbüschel erster Ordnung, dessen Mittelpunkt in der Linie f liegt,

entweder nur einen Strahl oder einen VYinkel, mit einem andern

Sirahlenbüschel erster Ordnung aber entweder gar keinen Strahl

oder zwei Strahlen gemein hat, so hat die Linie gi mit einer

Geraden, welche dem Büschel fi angehört, entweder nur einen

Punkt oder eine Strecke, mit einer andern Geraden aber entwe-

der gar keinen Punkt oder zwei Punkte gemein. Jeder Winkel,

welcher um die von der Linie gi eingeschlossene Figur Gi be-

schrieben ist, entspricht einer Strecke, welche von einer in die

Figur F beschriebenen Strecke die Ergänzung ist, u. s. w.

AVenn die Linie f aus m Strecken und n Curvon zusammen-

gesetzt ist und r Ecken bildet, so muss die Linie gi aus r Stre-

cken und n Curven zusammengesetzt seyn und m Ecken bilden.

Ist F ein nEck, so ist auch Gi ein n Eck. Jeder Seite des einen

entspricht ein Aussenwinkel des andern.

Nimmt man an, dass das zweite ^i von den zu einander

reciproken Systemen ein Strahlenbündel ist , so ist Gi ein Strah-

lenkegel, dessen Mantel gi von keiner Ebene in mehr als zwei

Geraden geschnitten wird , und Fi das von der Fläche gi und

dem sie umhüllenden Ebenenbüschel ausgeschlossene System von

Ebenen. Je zwei Nebenwinkeln, von welcher der eine um die

•
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Fignr F beschrieben ist, und also der andere dem Systeme G
von Geraden angehört, entsprechen zwei Nebenwinkel, von wel-

chen der eine ein Schnitt des Systems Fi , der andere aber in

den Strahlenkegel Gi beschrieben ist, u. s. w.

181. Es sey wieder F eine ebene Figur, deren Umfang f

von keiner Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten wird,

und G das von der Linie f und den sie umhüllenden Strahleubü-

schel g ausgeschlossene System von Geraden.

Dreht sich eine Gerade, wel-

che die Linie f in zwei Punk-

ten schneidet, um einen Punkt,

der entweder in der Figur F

oder in ihrer Ergänzung liegt,

so bewegen sich die Schnitt-

punkte in der Linie f im letz-

tern Falle im entgegengesetzten

Sinne, im erstem Falle aber in

einem und demselben Sinne, so

dass, wenn die Gerade einen

Strahlenbüschel erster Ordnung

beschreibt, zuletzt jeder von

Bewegt sich der Mittelpunkt

eines um die Figur F beschrie-

benen Winkels in einer Gera-

den, welche entweder im Sy-

steme G oder in der Ergänzung

desselben enthalten ist , so be^

wegen sich seine Schenkel in

dem Büschel g nn letztern Falle

im entgegengesetzten Sinne, im

erstem Falle aber in einem und

demselben Sinne, so dass, wenn

der Mittelpunkt des ^^ inkels

jene Gerade beschreibt, zuletzt

den beiden Schnittpunkten die
j

jeder seiner Schenkel die an-

anfängliche Stelle des andern

einnimmt.

In der Linie f sind zwei

Punkte , in welchen sie von ei-

ner Geraden geschnitten wird,

durch zwei andere solche Punkte

getrennt oder nicht getrennt, je

nachdem der Schnittpunkt der

beiden Geraden in der Figur

F oder ausserhalb derselben

liegt.

Die Figur F wird durch jede

Gerade, welche die Linie f

fdngliche Stelle des andern ein-

nimmt.

In dem Büschel g sind die

Schenkel eines um die Figur F
beschriebenen Winkels durch

zwei andere solche Strahlen ge-

trennt oder nicht getrennt, je

nachdem die Gerade, welche

die Mittelpunkte der beiden

Winkel verbindet, dem Systeme

G oder seiner Ergänzung an-

gehört.

Das System G wird durch

jeden ausserhalb der Figur F
schneidet, (durch jede in sie befindlichen Punkt (durch den

7
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beschriebene Strecke) in zwei

Figuren getheilt. Jecle Strecice,

welche einen Punkt der einen

dieser Fignren mit einem Punkte

der andern verbindet, und die

Linie f nicht schneidet, wird

von jener Geraden geschnitten.

Nebenwinkel eines jeden um die

Figur F beschriebenen Winkels)

in zwei Systeme getheilt. Jede

Gerade des einen dieser Systeme

bildet mit jeder Geraden des

andern zwei Winkel, von wel-

chen der eine die Figur F, der

andere aber jenen Punkt in sich

enthält.

182. Das System von allen in einer und derselben Ebene

befindlichen Geraden wird durch drei Punkte A, B, C, Avelchc

nicht in einer und derselben Geraden liegen, in vier Systeme ge-

theilt, deren jedes vom Umfange eines Dreiecks ausgeschlossen

ist. Je zwei Gerade, welche einem und demselben von den vier

Systemen angehören, können durch einen Winkel verbimden wer-

den, welcher keinen der drei Punkte in sich enthält, während je

zwei Gerade, welche verschiedenen Systemen angehören, durch

jene Punkte getrennt sind.

Bezeichnet man die vier Dreiecke, welche die drei Punkte

A, B, C zu Eckpunkten haben, durch ABC, AB-C, AC'B,
BC'A, so kann man durch dieselben Ausdrücke auch die vier

Systeme von Geraden bezeichnen. Dem Systeme BC"A von Ge-

raden, welches nämlich vom Umfange des Dreiecks BC"Ä ausge-

schlossen ist, gehört jede Gerade an, welche die beiden Seiten

AB, AC des Dreiecks ABC schneidet.

183. Eine Ebene wird als Das System von allen in ei-

System von Punkten durch n

Gerade, von welchen keine drei

durch einen und denselben Punkt

, . n(n— 1) ,

gehen, in —--^~^ +1 Sy-

steme getheilt. Ist n > 2, so

ist jedes dieser Systeme eine

geradlinige Figur, welche lau-

ter ausspringende Winkel hat

und von keiner der n Geraden

ein Stück in sich enthält. Je-

ner und derselben Ebene be-

findlichen Geraden wird durch

n Punkte , von welchen keine

drei in einer und derselben Ge-

nfn-1)
raden liegen, in

2

Systeme getheilt. Ist n > 2,

so ist jedes dieser Systeme vom

Umfange einer geradlinigen Fi-

gur ausgeschlossen , welche lau-

ter ausspringende Winkel hat,
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der Winkel, welchen z^Yei der

n Geraden mit einander bilden,

ist von zwei solchen Figuren

ein Aussenwinkel.

Der Ausdruck
n(n— 1)

und diejenigen der n Punkte,

welche keine Eckpunkte dersel-

ben sind, in sich enthält. Jede

Strecke, welche zwei der n Punkte

verbindet, ist eine gemeinschaft-

liche Seite von zwei solchen Fi-

' garen,

stellt die Anzahl der Punkte vor,

in welchen die n Geraden sich schneiden. Um sich nun zu über-

zeugen, dass die Anzahl der Systeme jene Zahl immer um eins

übertrefl'e, darf man nur bemerken, dass diess fiir n=:2 Tauch

für nrzzl) gilt, und dasä, wenn zu m Geraden noch eine hinzu-

kommt, jede von den beiden Zahlen um ra vermehrt wird, indem

die letzte Gerade durch die m Punkte, in welchen sie die m er-

stem schneidet, in m Strecken getheilt wird, deren jede eines

der vorigen Systeme selbst wieder in zwei Systeme theilt. Es

lassen sich hierUn noch folgende Bemerkungen knüpfen.

I. AYenu die Ebene eine eigentliche Ebene ist , aber unter

den n Geraden die unendlich ferne Gerade derselben sich befindet,

und die Anzahl der übrigen durch r bezeichnet wird, so ist die

Anzahl der ins Unendliche gehenden Figuren =r2r und also

die Anzahl der endlichen Figuren nr
r(r-fl)

-j-1— 2r =

II. Ist unter den Figuren ein nEck, so sind die übrigen

Figuren n Dreiecke und
n(n— 3)

Vierecke.

Je zwei aufeinanderfolgende

Aussenwinkel des nEcks durch-

schneiden sich in einem Drei-

ecke, je zwei nicht aufeinander-

folgende Aussenwinkel aber in

einem Vierecke.

Jedes System von Geraden,

welches zwei aufeinaderfolgende

Seiten des nEcks schneidet, ist

vom Umlange eines Dreiecks,

jedes System aber, welcTies zwei

nicht aufeinanderfolgende Seiten

schneidet, vom Umfange eines

Vierecks ausj^eschlossen.
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III. Ist nr=r4, so sind die Figuren vier Dreiecke und drei

Vierecke.

Die zwölf Seiten der vier

Dreiecke sind zugleich die zwölf

Seiten der drei Vierecke. Je

zwei von den vier Geraden ent-

halten von einem der drei Vier-

ecke zwei einander gegenüber-

liegende Seiten, von jedem der

beiden übrigen aber zwei auf-

einanderfolgende Seiten.

Die zwölf Aussenwinkel der

vier Dreiecke sind zugleich die

zwölf Aussenwinkel der drei

Vierecke Je zwei von iIqu

vier Punkten sind in einem der

drei Vierecke zwei einander ge-

genüberliegende, in jedem der

beiden übrigen aber zwei auf-

einanderfolgende Eckpunkte.

IV. Ist nmS, so sind die Figuren fünf Dreiecke, fünf

Vierecke und ein Fünfeck. Kommt nämlich zu vier Geraden,

durch welclie die Ebene in vier Dreiecke und drei Vierecke ge-

theilt wird, noch eine fünfte Gerade hinzu, welche die erstem in]

vier Punkten schneidet, so werden durch die fünfte Gerade zwei

von den vier Dreiecken und zwei von den drei Vierecken ge-

theilt. Dass aber nicht jedes von diesen beiden Vierecken in ein]

Fünfeck und ein Dreieck und auch nicht jedes in zwei Vierecke]

getheilt werde, folgt aus II und III.

§. 14.

Von den Körpern und den ihnen verwandten Gebilden.

184. Jeder körperliche Raum, welcher keine Linie unparer

Ordnung in sich enthält, soll von nun an ein Körper und von

der Fläche, welche ihn von dem übrigen Theile des unbegrenz-

ten Raumes trennt, eingeschlossen heissen. Da hiernach der

Schnitt eines Körpers mit einer Ebene entweder eine Figur oder

der Inbegriff von zwei oder mehrern Figuren ist, nnd also aus-

serhalb eines Körpers unendlich viele Linien unparer Ordnung

denkbar sind, so folgt, dass die Ergänzung eines Körpers kein

Körper ist.

Das Reciproke von einem Körper ist ein von einem Ebenen

bündel begrenztes System von Ebenen, welches keinen Ebenen-

t
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büschel unpyrer Ordnung in sich enthält und daher von jenem

Kt»enenbrindel ausgeschlossen heissen soll.

Jeder EbeneilfcQndel , durch

welchen das System von allen

im Räume denkbaren Ebenen

in zwei Systeme getheilt wird,

die den Ebenenbündel zur ge-

meinschaftlichen Grenze haben,

ist von parec Ordnung.

iSo. Jede-Fläche, durch wel-

che der unbegrenzte Raum (als

System von Punkten) in zwei

Theile P, Q getheilt wird, die

iu jedem Stücke der Fläche

aneinanderstossen, ist (15€)von

parer Ordnung.

Eine Gerade geht nämlich eben so oft Ton P in Q als von

Q in P über. Ist in dem einen von diesen Raumtheilen eine

Ebeue enthalten, welche mit der Fläche keinen Punkt gemein

hat, so ist der andere, da keine Linie unparer Ordnung iu ihm

denkbar ist, ein Körper.

ist). Durch jede Fläche F,

welche von parer Ordnung, aber

nicht aus zwei oder mehrern

geschlossenen Flächen zusam-

mengesetzt ist, wird das System

von alleu im Räume denkbaren

Punkten in zwei Systeme ge-

theilt. Jede Linie, welche ei-

nen Punkt des einen «lieser

Systeme mit einem Punkte des

andern verbindet, hat mit der

Fläche F wenigstens einen Punkt

gemein.

Durch jeden Ebenenbündel

parer Ordnung, welcher nicht

aus zwei oder niehrern geschlos-

senen Ebenenljündelu zusam-

mengesetzt ist, wird das Sy-

stem von allen im Räume denk-

baren Ebenen in zwei Systeme

getheilt. Jeder Ebenenbüschel,

welcher eine Ebene des einen

dieser Systeme mit einer Ebene

des andern verbindet, hat mit

jenem Ebeu;ubündel wenigstens

eine Ebene gemein.

Es spy AB irgend eine Linie, welche die Fläche F in einem

Punkte schneidet, so muss auch (158) jede andere J^inie, welche

den Punkt A mit dem Punkt B verbindet, da sie mit der erstem

eine geschl(»ssene Linie bildet, die Fläche F schneiden, woraus

hervorgeht, dass durch diese Fläche der Punkt A vom Punkte B
getrennt ist, und also der Raum getheilt wird. Da aber jeder

Theil von einer geschlossenen Fläche begrenzt seyn muss, und

diese keine andere als die Fläche F seyn kann, so folgt, dass

<* nur zwei Theile sind.

187. Iu zwei coUineäreu Systemen entspricht jedem Körper



102

K ein Körper Ki, dessen Oberfläche Fi der Oberfläche F des

erstem entspricht. Hat die Fläche F mit derjenigen Ebene U
des erstem Systems, welcher die unendlich ferne Ebene des an-

dern entspricht, keinen Punkt gemein, so ist Kj ein endlicher

(eigentlicher) Körper. Es ist alsdann jeder Punkt in der Ebene

U der MittelpuiAt eines um den Körper K beschriebenen Strah-

lenkegelsj dem ein um den Körper Ki beschriebener Strahlency-

linder entspricht, und jede Gerade in der Ebene U die Axe eines

um den Körper K beschriebenen Flächenwinkels, dem ein um
den Körper Ki beschriebener Parallelraum entspricht.

Wenn die Fläche F von der Ebene U in einem Punkte B
oder in einer Linie oder in einem Stücke berührt wird, so geht

der Körper Kj iijs Unendliche. Wenn ferner im ersten von die-

sen Fällen jede Gerade, welche die Ebene U im Punkte B schnei-

det, aus zwei Strecken besteht, von welchen die eine in dem Kör-

per K, die andere aber ausserhalb desselben liegt, so wird jede

eigentliche Gerade, welche durch den unendlich fernen Punkt B^

geht, durch den eigentlichen Punkt, in welchem sie die Fläche

Fj schneidet, in zwei Halbstrahlen getheilt, von welchen der

eine in dem Körper Ki, der andere aber ausserhalb desselben

liegt.

Wird der Körper K (iurch die Ebene U in zwei Theile ge-

theilt, so besteht der Körper Ki aus zwei Theilen , welche in |

einem Stücke der unendlich fernen Ebene aneinanderstossen und

also nach der gewöhnlichen Ansicht nicht zusammenhängen.

188. Versteht man unter einem Tetraeder einen von vier

Dreiecken eingeschlossenen Körper, so giebt es acht Arten von

Tetraedern.

Die Flächen eines Tetraeders können nämlich seyn

:

1) Vier endliche Dreiecke, was beim endlichen Tetraeder der

Fall ist.

2) Ein endliches Dreieck und drei Dreiecke der zweiten Art.

3) Zwei Dreiecke der zweiten und zwei Dreiecke der drit-

ten Art.

4) Drei Dreiecke der dritten und ein Dreieck der sechsten Art.

5) Zwei Dreiecke der dritten und zwei Dreiecke der vier-

ten Art.
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ein Dreieck der fünften Art.

7) Ein endliches Dreieck und drei Dreiecke der fünften Art.

8) Vier Dreiecke der fünften Art.

Denkt man sich ein Tetraeder und eine Ebene, so wird die

Ebene entweder mit der Oberfläche des Tetraeders gar keinen

Punkt gemein haben, oder diese Fläche in einem Eckpunkte oder

in einer Kante oder in einem Dreiecke berühren , oder eine oder

zwei oder drei oder vier Kanten des Tetraeders schneiden. Nimmt

man nun an, dass die Ebene die unendlich ferne Ebene sey, so

führt diess auf die obigen acht Arten von Tetraedern.

189. Der unbegrenzte Raum wird durch vier Ebenen, wel-

che nicht durch einen und denselben Punkt gehen , in acht Te-

traeder, jedes von den vier Dreikanten nämlich, welche drei der

vier Ebenen mit einander bilden, durch seinen Schnitt mit der

vierten Ebene in zwei Tetraeder getheilt. Die acht Tetraeder

bilden zwei Gruppen, von welchen jede aus vier Tetraedern be-

steht, so dass je zwei Tetraeder, welche einer und derselben

Gruj)pe angehören, ein Paar Gegenkanten mit einander gemein

haben, je zwei Tetraeder aber, welche nicht einer und derselben

Gruppe angehören, in einem Dreiecke an einandcrstossen und zu-

sammen ein Dreikant erfüllen. Verbindet man zwei ausserhalb

der vier Ebenen befindliche Punkte durch eine Strecke und dann

auch durch deren Ergänzung, so wird entweder die eine dieser

Strecken von keiner der vier Ebenen und also die andere von

jeder derselben, oder jede von zweien, oder die eine von einer

und die andere von den drei übrigen geschnitten werden, je

nachdem nämlich jene Punkte in einem und demselben Tetraeder

öder in zwei Tetraedern einer und derselben Gruppe oder nicht

in einer und derselben Gruppe liegen.

Schneiden sich je drei der vier Ebenen in einem eigentlichen

Punkte, so besteht die eine Gruppe aus einem endlichen Tetrae-

der und drei Tetraedern der achten Art, die andere aber aus

vier Tetraedern der siebenten Art. Schneiden sich drei von den

vier Ebenen in drei zu einander parallelen Geraden, so besteht

j ule von den beiden Gruppen aus einem Tetraeder der zweiten

un<l drei Tetraeder der sechsten Art. Sind zwei der vier Ebe^
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nen zu einander parallel , so besteht jede Grnppe anz zwei Te-

traedern der dritten und zwei Tetraedern der fünften Art. Ist

unter den vier Ebenen die unendlich ferne Ebene, so sind alle

acht Tetraeder von der vierten Art (einfache Dreikante.)

190. Wenn die vier Eckpunkte eines Tetraeders und ein

Punkt P, welcher in ihm liegt, oder eine Ebene p, welche init

seiner Oberfläche keinen Punkt gemein hat, gegeben sind, so ist

das Tetraeder bestimmt. Jede Strecke, welche zwei von den vier

gegebenen Eckpunkten verbindet, und von der Ebene, die durch

die beiden übrigen und den Punkt P bestimmt ist, geschnitten

oder von der Ebene p nicht geschnitten wird , ist eine Kante des

Tetraeders.

Hat man irgend eines der acht Tetraeder, welche die vier

Punkte A, B, C, D zu Eckpunkten haben, durch AB CD be-

zeichnet, so können die drei übrigen Tetraeder derselben Gruppe

durch AB-CD, AC-BD, ADBC und die vier Tetraeder der

andern Gruppe durch ABCD, ABDC, ACDB, BCDA
bezeichnet werden , so dass also z. B. das erste und vierte die

Kanten AD, B C gemein haben , das erste und letzte aber in

dem Dreiecke B C D aneinanderstossen.

191. Drei Flächenwinkcl ab, ac, ad, welche einen Schen-

kel a mit einander gemein haben, deren Axen aber nicht alle drei

durch einen und denselben Punkt gehen, durchschneiden sich in

einem Tetraeder, dem jeder Punkt angehört, in welchem eine

Ebeue des ersten, eine Ebene des zweiten und eine Ebene des

dritten Winkels sich schneiden. Bezeichnet man die drei Winkel,

von welchen je zwei in einem Dreikante sich durchschneiden, des-

sen Schnitt mit dem dritten jenes Tetraeder ist, durch p, q, r

und ihre Nebenwinkel durch pi, qi, ri, so kann man die acht

Tetraeder, welche die vier Ebenen a, b, c, d mit einander bil-

den, durch pqr, pqiri, piqrj, piqir, pqrj, pqir, piqr,

piqiTi bezeichnen, so dass also im letzten die drei Winkel

pi, qi , ri sich durchschneiden.

192. Wenn die Oberfläche F eines Körpers K von keiner

Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten wird, so gilt diess

auch vom Umfange einer jeden ebenen Figur, welche ein Schnitt

des Körpers ist. Jeder Punkt M, welcher ausserhalb des Kör-
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ppr? liegt, ist der Mittelpunkt eines um ihn beschriebenen Strah-

icnkegels, dessen Mantel von keiner Ebene in mehr a!s zwei

Strahlen geschnitten wird. Jede Gerade, welche mit der Ober-

fläche des Körpers keinen Punkt gemein hat, ist die Axe eines

um ihn beschriebenen Flächen winkeis, welcher, wenn die Gerade

durch den Punkt M geht, zugleich um jenen Strahlenkegel be-

schrieben ist. Jede Ebene E, welche durch den Punkt M geht

und den Körper K schneidet, enthält einen Winkel, welcher den

Punkt M zum Mittelpunkt hat und um den Schnitt beschrieben

ist. Lässt man um eine in diesem Winkel liegende feste Gerade

<lie Ebene E sich drehen, so dass sie einen Ebenenbüschel erMer

Ordnung beschreibt, so beschreiben die Schenkel des Winkels

die erwähnte Kegelfläche.

Da es unendlich viele Ebenen giebt, welche die Oberfläche

des Körpers K nicht schneiden, so kann man zu demselben, wenn

er auch kein endlicher Körper ist, einen ihm collineären euülicheu

Körper sich denken.

193. Wird die Oberfläche k eines Körpers K von keiner

Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten, so soll der Inbe-

grifif s von allen Ebenen, welche die Fläche k berühren, der

diese Fläche oder auch der den Körper K umhüllende Ebenen-

bündel genannt werden. Durch den Ebenenbündel k wird das

System von allen im Räume denkbaren Ebenen in zwei Systeme

getheill , von welchen das eine S von der Fläche ausgeschlossen

und (185) das Reciproke von einem Körper ist, das andere aber

unendlich viele Ebenenbündel erster Ordnung in sich enthält.

Eine Ebene, welche nicht in der gemeinschaftlichen Grenze dieser

beiden Systeme liegt, gehört dem erstem oder dem letztern an,

je nachdem sie die Fläche k nicht schneidet oder schneidet. Ist

K ein ebenflächiger Körper, welcker n Ecken hat, so ist der

Ebenenbündel s aus n Ebenenbündeln , deren jeder vom Mantel

einer Strahlenpyramide (von einer Raumecke) ausgeschlossen ist,

zusammengesetzt, so dass aber auch noch die Grenzen dieser

Ebenenbündel ihm angehören. Wird tlic Fläche k in jedem ihrer

Punkte nur von einer Ebene berührt, so ist s tler dir sich an-

schmiegende Ebenenbündel. Bezeichnet man das System von Ge-

raden, welche die Fläche k schneiden durch V uud das System
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von Geraden, welche mit ihr keinen Punkt gemein haben, durch

VV, so gilt Folgentles:

Jede Gerade des Systems V

wird durch die beiden Punkte,

in welchen sie die Fläche k

schneidet, in zwei Strecken ge-

theilt, von welchen die eine in

den Kiirper K besclirieben ist,

die andere aber ausserhalb des-

selben liegt. Alle Ebenen, wel-

che durch die Gerade gehen,

liegen ausserhalb des Systems S.

Jeder Ebenenbüschel T. Ord-

nung, dessen Axe eine Gerade

des Systems W ist, wird durch

die beiden Ebenen, welche er

mit dem Ebenenbündel s gemein

hat, in zwei Winkel getheilt,

von welchen der eine dem Sy-

st me S angehört, der andere

aber um den Körper K be-

schrieben ist. Alle Punkte der

Geraden liegen ausserhalb des

Körpers K.

Liegt eine Gerade h in der gemeinschaftlichen Grenze der

Leide» Systeme V, W, so hat

«las gerade Gebilde h mit der

Fläche k entweder c^) nur einen

Punkt oder ß^ eine Strecke ge-

mein.

der Ebenenbüschel h mit dem

Ebenenbündel s entweder ai)

nur eine Ebene oder ßi) einen

Winkel gemein.

Wenn K ein ebenflächiger Körper ist, so findet der Fall ac/.i

oder cißi oder ßai oder ßßi statt, je nachdem die Gerade h

die Fläche k in einem in einer Kante befindlichen Punkte oder

in einem Eckpunkte oder in einer Strecke, welche keine Kante

oder eine Kante ist, berührt.

Die gemeinschaftliche Grenze der beiden Systeme V, W
bat mit

jeder Ebene, welche ausserhalb

des Systems S liegt, einen Strah-

lenbüschel gemein , der die Li-

nie umhüllt, in welcher die Ebene

die Fläche k schneidet.

jedem Strahlenbündel , dessen

Mittelpunkt ausserhalb des Kör-

pers K liegt, eine Kegelfläche

gemein, welche der dem Strah-

lenbündel und dem Ebenenbün-

del s gemeinschaftliche Ebenen-

büschel umhüllt.

194. In zwei reciproken Systemen entspricht jedem Körper

K, dessen Oberfläche k von keiner Geraden in mehr als zwei



107

»wei Punkten geschnitten wird , ein von der Oberflache eines sol^

eben Körpers ausgeschlossenes System Ki von Ebenen.

Dem «^on der Fläche k ausgeschlossenen Systeme S von Ebe-

nen entspricht nämlich ein Körper S}, dessen Oberfläche si dem

die Fläche k umhüllenden Ebenenbündel s (der Grenze des Sv'

stems S) entspricht. Jeder Geraden, welche die Fläche k schnei-

det, durch welche also keine Ebene des Bündels s geht, ent-

spricht eine Gerade, welche mit der Fläche si keinen Punkt ge-

mein hat. Jeder Geraden, welche mit der Fläche k keinen Punkt

gemein hat, in welcher also zwei Ebenen des Bündels s sich schnei-

den, entspricht eine Gerade, welche mit der Fläche sj zwei Punkte

"geraein hat. Wenn eine Gerade a die Fläche k berührt, und also

der Ebenenbüschel a mit dem Ebenenbündel s entweder nur eine

Ebene oder einen Winkel gemein hat, so hat die ihr entspre-

chende Gerade mit der Fläche si entweder nur einen Punkt oder

eine Strecke gemein. Jedem Punkte, welcher in dem Körj>er K
liegt, durch welchen also keine Ebene des Bündels s geht, ent-

spricht eine Ebene, welche mit der Fläche si keinen Punkt ge-

mein hat. Liegt ein Punkt P in der Fläche k, so dass also der

Ebanenbündel P erster Ordnung mit dem Ebenenbündel s entwe-

der nur eine Ebene oder einen Winkel oder ein von einer A\in-

kdfläche ausgeschlossenes System von Ebenen gemein hat, so ge-

hört die jenem Punkte entsprechende Ebene Pj, da sie mit der

Fläche si entweder nur einen Punkt oder eine Strecke oder eine

Figur gemein hat, dem diese Fläche umhüllenden Ebenenbündel

an. Jedem Punkte M, welcher ausserhalb des Körpers K liegt

und also der Mittelpunkt eines um denselben beschriebenen Strah-

lenkegels ist, entspricht eine Ebene Mi, welche den Körper Si

schneidet. Gleichwie nun der Körper Si durch die Ebene Mi

(dnrch seinen Schnitt Fi mit der Ebene Mi) in zwei Theile ge-

theilt wird, so dass jede Strecke, welche irgend einen Punkt des

einen Theils mit irgend einem Punkte des emdern verbindet und

die Fläche si nicht schneidet, von der Ebene Mi geschnitten wird,

so wird das System S Ton Ebenen durch den Punks M fdurch

den von dem Mantel jenes Strahlenkegels ausgeschlosseneu Ebe-

ndnbündel F) in zwei Systeme getheilt, so dass jede Ebene des

einen dieser Systeme mit jeder Ebene des andern zwei Winkel
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bildet, von welchen der eine den Korper K, der andere aber den

Punkt M in sich enthält.

Ist K ein cbenflächiger Körper, so ist auch Si ein ebenflä-

chiger Körper. Jeder Kante des einen Körpers entspricht alsdann

ein Aussenwinkel des andern, jedem Eckpunkte des einen, in

welchem n Kanten 'zusammenstossen, eine Ebene, welche die Ober-

fläche des andern in einem n Ecke berührt.

195. Durch vier Punkte A, B, C, D, welche nicht in einer-

lei Ebene liegen, wird (180) das System von allen im Räume

denkbaren Ebenen in acht Systeme getheilt, deren jedes von der

Oberfläche eines Tetraeders ausgeschlossen ist, welches jene Punkte

zu Eckpunkten hat. Jede Ebene, welche durch keinen der vier

Punkte geht, bildet mit jeder andern solchen Ebene zwei Winkel,

von welchen entweder der eine gar keinen der vier Punkte und

also der andere alle vier, oder jeder zwei oder der eine einen

und also der andere drei in sich enthält, je nachdem nämlich die

beiden Ebenen in einem und demselben Systeme oder in zwei Sy-

stemen einer und derselben Gruppe oder nicht in einer und der-

selben Gruppe liegen.

Das System ABC'D, welches nämlich von der Oberfläche

des Tetraeders ABC'D ausgeschlossen ist, schneidet die drei Kan-

ten AD, BD, CD des Tetraeders ABCD, während das System

AB -CD die vier Kanten AC, AD, BC, BD des Tetraeders

ABCD schneidet. Jede Ebene des Systems ABCD bildet also

mit jeder Ebene des Systems AB C'D zwei Winkel, von welchen

der eine die drei Punkte A, B, C und der andere den Punkt D
in sich enthält, mit jeder Ebene des Systems AB* CD aber zwei

Winkel, -von welchen der eine die Punkte A, B und der andere

die Punkte C, D in sich enthält.

196. Der unbegrenzte Raum

wird als System von Punkten

durch n Ebenen, von welchen

keine drei durch eine und die-

selbe Gerade und keine vier

durch einen und denselben Punkt

n(n—l)(n—2)
gehen , in n -|-

2.3

Das System von allen im Räu-

me denkbaren Ebenen wird durch

n Punkte, von welchen keine drei

in einer und derselben Geraden

und keine vier in einerlei Ebene

n(n— l)rn-2)
liegen , in n -j-

Systeme getheilt.

2.3

Istn> 3, so
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Theile gethcilt. Ist n > 3, so ist jedes dieser Systeme von der

ist jeder der Raumlheile ein Po-

lyeder, welches lauter ausspria-

gencle Winkel und lauter drei-

kantige Ecken hat, und durch

keine der n Ebenen selbst wie-

der getheilt wirfi. Jede Ecke

eines jeden dieser Polyeder ist

von einer Ecke eines andern die

Scheiteleckc.

Oberfläche eines Polyeders aus-

geschlossen, welches lauter aus-

springende ^Vinkel und lauter

dreieckige Flächen hat, und die-

jenigen von den n Punkten, wel-

nicht Eckpunkte desselben sind,

in sich enhält. In jedem Drei-

ecke, welches drei der n Punkte

zu Eckpunkten hat, stossen zwei

der Polyeder aneinander.

Um sich Zu überzeugen, dass für jeden Werth von n die

Anzahl der Raumtheile der Anzahl der Ebenen mehr der Anzahl

•ihrer Schnittpunkte gleich sey, darf man nur bemerken, da^s

diess für nmrS (auch für nr=l und n=r3 2) der Fall ist, und

dass, wenn zu m Ebenen noch eine hinzukommt, dadurch die

Anzahl der Ebenen um 1, die Anzahl ihrer Schnittpunkte um

—

^

) und die Anzahl der Raumtheile um die Summe 1 -{-

Ol (m— 1)
sich vermehrt, indem die letzte Ebene (183) durch die

Spuren der m erstem in 1-j- ——~ Theile getheilt wird, de-

ren jeder einen der vorigen Raumtheile selbst wieder in zwei

Theile theilt.

Durch r-^1 Ebenen, von welchen keine drei durch eine und

dieselbe Gerade und keine vier durch einen und denselben Punkt

(r-f 1) r (r— 1)gehen, wird also der Raum

r(rr-f-5)

+ 1
2.3

-{- 1 Theile getheilt. Ist unter den Ebenen die nn-
u

endlich ferne Ebene, so dass r also die Anzahl der übrigen be-

zeichnet, so ist die Anzahl der ins Unendliche gehenden Raiun-

theile m: r(r— l) -|- 2 und also die Anzahl der endlichen

__ (r—l)(r—2)(r-3)~
2.3
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§• 15.

Ilückkehrelemente.

197. Man nehme an, dass ein Punkt P in einer Geraden P

sich bewege, oder die Gerade P in der Ebene P um den Punkt P

oder die Ebene P um die Gerade P sich drehe, oder dass auf

diese Weise zwei von den drei Elementen P oder alle drei zu-

gleich sich bewegen. Hat nun der Punkt P sich bewegt und in

der Stelle B den Sinn seiner Bewegung in der Geraden P geän-

dert, so soll der Punkt B ein Rückkehrpunkt der Vom Punkte P

beschriebenen Linie oder auch, wenn diese krumm ist (die Ge-

rade P zugleich um den Punkt P sich gedreht hat) ^ eine Spitze

derselben genannt werden. Hat die Gerade P sich gedreht und

in der Stelle B den Sinn der Drehung geändert, so ist die Ge-

rade B ein Riickkehrstrahl der von der Geraden P beschriebenen

Regelfläche. Wenn endlich die Ebene P sich gedreht und in der

Stelle B den Sinn der Drehung geändert hat, so ist die Ebene B
eine Rückkehrebene des Von der Ebene P beschriebenen Ebenen-

büschels. l)er Mittelpunkt eines Rückkehrstrahles in einem Strah-

lenbüschel, welcher einer ebenen Curve sich anschmiegt, heisst

auch ein Wendepunkt dieser Curve.

19S. Bezeichnet man den Fall, in welchem ein Element B
kein Rückkehrelement ist, durch — , den Fall aber, in welchem

dasselbe ein Rückkehrelement ist, durch -(-, so muss in Hinsicht

auf jeden Punkt B einer ebenen Curve s und den dazu gehöri-

gen Strahl B des ihr sich anschmiegenden Strahleubüschcls s

einer von den vier Fällen

, _ -^, -j , -j [-

Statt finden. Der Punkt B ist im ersten Falle ein gewöhnlicher

Punkt der Curve, im zweiten ein gewöhnlicher Wendepunkt, im

dritten eine gewöhnliche Spitze und im vierten , in welchem so-

wohl der Punkt B ein Rückkehrpunkt der Curve s als auch der

Strahl B ein Rückkehrstrahl des Büschel s ist, Spitze und Wen-

( ersten /

depunkt zugleich. Die Curve s wird im | , . ? Falle im Punkte
I
dritten

)

T. I ^ 1 T^ ( berührt ) . , .
, , *

j3 von der Geraden B ?
} , von jeder andern durch den

' geschnitten'
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geschnitten
Punkt B gehenden Geraden aber in ihm | , „, , J . Im° f berührt '

I I
Falle wird die Cnrve von jeder durch den Punkt B

l vierten
'

,. T» . (
geschnitten

)

gehenden Geraden m diesem Punkte
J . _, }. Im ersten

*= ^ berührt '

Falle heisst die Cnrve im Punkte B auf der Seite, auf welcher

sie Von der Geraden B berührt wird, erhaben, auf der entgegen-

gesetzten Seite aber hohl.

\Venn der Curve s in dem einen von zwei reciproken ebenen

Systemen der Strahlenbüschel si im andern und also dem Strah-

leabiischel s die Curve Si entspricht, und in Hinsicht auf den

Punkt B uud den Strahl B der Fall xy Statt findet, so findet in

Binsicht auf den dieser Geraden entsprechenden Punkt Bi der

Curve si und den dazu gehörigen Strahl des Büschels si der

Fall yx Statt, daher die Anzahl der AVendepunkte in einer jeden

vou den beiden Curven der Anzahl der Rückkehrpuukte in der

andern gleich ist. In collineären Systemen ist in dieser Bezie-

hung zwischen zwei einander entsprechenden Fällen nie ein Unter-

schied.

Bezeichnet xy eine Combination aus den Zeichen — , -j-,

so soll unter xy das Zeichen — oder -\- verstanden werden, je

nachdem die Anzahl der in der Combination enthaltenen — Zei-

chen eine unpare oder pare Zahl ist.

199. Bildet in einer Ebene eine krumme Linie eine Ecke, so

uird sie in dem Eckpunkte von den Geraden, welche in ihm sich

ihr anschmiegen , entweder berührt oder geschnitten oder von der

einen berührt und von der andern geschnitten. Im letztem Falle

ist der Eckpunkt zugleich ein W endepunkt.

Ist von zwei aufeinanderfolgenden Stücken AB, B C das eine

auf der einen Seite, das andere aber auf der entgegengesetzten

Seite der Linie hohl, so muss der Punkt B ein Wendepunkt der-

selben seyn.

200. Wenn in einer Ebene die eine P von zwei sich schnei-

denden Geraden , um einen ausserhalb der andern Q befindlichen

Punkte P sich drehend, einen Strahlenbüschel beschreibt, so be-

schreibt der Schnittpunkt Q der beiden Geraden eine Linie. Je-
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der Rückkehrpunkt dieser Linie liegt in einem Rückkehrstrahle

jenes Büschels. Es wird hiebei vorausgesetzt, dass der Punkt P

entweder fest sey oder nur in der um ihn sich drehenden Gera-

den P sich bewege, und dass die Gerade Q entweder gar nicht

oder nur um den in ihr sich bewegenden Punkt Q sich drehe.

201. Es bezeichne wieder xy den Fall, welcher in Hinsiclit

auf einen Punkt B einer ebenen Curve s imd den dazu gehöri-

gen Strahl B des ihr sich anschmiegenden Strahlenbüchels s Statt

findet.

Beschreibt ein Punkt die

Curve s, so beschreibt die Ge-

rade, welche ihn mit einem fe-

sten Punkte S verbindet, einen

Strahlenbüschel, der von der

Curve ein Schein ist. In Hin-

sicht auf denjenigen Strahl die-

ses Büschels, welcher den Punkt

B projicirt, findet der Fall x

oder xy oder y Statt, je nach-

dem der Punkt S ausserhalb der

Geraden B liegt , oder ein vom

Punkte B verschiedener Punkt

dieser Geraden oder der Punkt

Beschreibt ein Strahl den Bü-

schel s, so beschreibt seine Spur

in jeder festen Geraden Si eine

Linie, welche ein Schnitt des

Strahlenbüschels ist. In Hinsicht

auf denjenigen Punkt dieser Li-

nie, welcher von dem Strahle ß

die Spur ist, findet der Fall y

oder xy oder x Statt, je nach-

dem die Gerade S^ die Gerade

B in einem vom Punkte B ver-

schiedenen Punkte oder im Punk-

te B schneidet, oder die Ge-

rade B selbst ist.

B selbst ist.

202. Jedes geschlossene Gebilde, welche in einem einformi-

cen Grundgebilde enthalten ist, hat eine pare Anzahl von Rück-

kehrelementen. Hat z. B. in einer festen Geraden ein Punkt von

A aus sich bewegt und den Sinn der Bewegung n mal geändert,

so hat er zuletzt, wenn n eine pare Zahl ist, in dem anfängli-

chen , im entgegengesetzten Falle aber in dem entgegengesetzten

Sinne sich bewegt. Ist nun die vom Punkte beschriebene Linie

geschlossen, so ist der Punkt A als ein in ihr liegender Punkt im

erstem der erwähnten Fälle kein Rückkehrpunkt, im letztern aber

ein Rückkehrpunkt, und mithin in jedem Falle die Anzahl aller

Rückkehrpunkte eine pare Zahl. i

203. Eine geschlossene ebene Curve s, der also ein geschlos-
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>ener Strahlenbüschel s sich anschmiegt, hat eine pare oder ua-

ji ire Anzahl von

\\ endepiinkten, je nachdem sie
j

Rückkehrpunkten, je nachdem

Non parer oder unparer Ord- i der Strahlenbüschel s von pa-

ming ist. rer oder unparer Ordnung ist.

Wenn nämlich die Curve m Wendepunkte hat, und von einer

(ieiadeu u, welche weder durch einen dieser Punkte geht, noch

(iem Strahlenbüschel s angehört, in n Punkten geschnitten wird,

so enthält (201^ der Schnitt dieses Büschels mit der Geraden u

m -\- n Rückkehrpunkte, woraus man (202) schliessen kann, dass

die Zahlen m , n entweder beide pare oder beide unpare Zah-

len sind.

204. Wenn in Hinsicht auf eiuen Punkt B einer ebenen Curve

und den dazu gehörigen Strahl B des ihr sich anschmiegenden

Strahlenbüschels der Fall xy Statt findet, und xy durch yi be-

zeichnet (izr yi gesetzt) wird, so kann man an der Combiuation

xyi, in welcher das Zeichen — Schneiden, das Zeichen -}- aber

Berühren bedeutet, sogleich erkennen, ob die Curve von einer

durch den Punkt B gehenden Geraden in diesem Punkte geschnit-

ten oder berührt wird. Das erstere Zeichen in der Combination

bezieht sich auf eine von B verschiedene Gerade, das letztere

aber auf diese Gerade. Will man umgekehrt aus der Combi-

nation xyi die Combination xy ableiten, so daif man nur be-

merken, dass y nr xyi ist. Es sey z. B. xyi = , so dass

also die Curve von jeder durch den Punkt B gehenden Geraden

in diesem Punkte geschnitten wird, so ist xy r=: — -|- und mit-

hin der Punkt B ein gewöhnlicher Wendepunkt. Es sind hie-

dnrch die in 198 enthaltenen Sätze unter ein einfaches Gesetz

gebracht.

205. In Hinsicht auf einen Punkt B einer gewundenen Curve

s, den dazu gehörigen Strahl B der ihr sich anschmiegenden Re-

gelfläche und die dazu gehörige Ebene des beiden Gebilden sich

anschmiegenden Ebenenbüschels muss einer von den acht Fällen

, ^, __!-_, _4-4.
H ,H [-+ + -,4- + +

Statt finden. Im ersten Falle heisst der Punkt B ein gewöhnli-

cher Punkt der Curve.

8^
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"Wenn der Fall, welcher Statt findet, durch xyz liezcicliiut

wird, und dem Ebenenljüschel s in dem einen von zwei recipro-

ken Systemen die Curve Si im andern entspricht, so findet in

Hinsicht auf den der Ebene B entsprechenden Punkt Bi der Curve

sj, den dazu gehörigen Strahl der ihr sich anschmiegerulen Regtl-

fläche und die dazu gehörige Ebene des beiden Gebilden sich an-

schmiegenden Ebenenbüschals der Fall zyx Statt.

206. Wenn in Hinsicht auf den Strahl B einer al)wickell)aren

Regelfläche und die Ebene B des ihr sich anschmiegenden E!)e-

nenbüschels der Fall yz Statt findet, und yz nr zi gesetzt wird,

so erkennt man an der Combination yz', in welcher das Zeichen

— Schneiden, das Zeichen -f- aber Berühren bedeutet, olj die

Fläche von einer durch die Gerade B gehenden Ebene in dieser

Geraden geschnitten oder berührt wird. Das letztere Zeichen in

der Combination bezieht sich auf die Ebene B, das erstere aber

auf eine andere durch die Gerade B gehende Ebene.

Es ist hier ganz einerlei, ob ein die Fläche beschreibender

Strahl um einen festen Punkt oder um einen in ihm sich bewe-

genden Punkt sich dreht. Im erstem Falle, in welchem die Flä-

che eine Kegelfläche ist, entspricht der Satz dem in 204 ent-

haltenen.

207. Wenn in Hinsicht auf den Punkt B einer gewundenen

Curve s, den Strahl B der ihr sich anschmiegenden Ilegclüäche s

und die Ebene B des beiden Gebilden sich anschmiegenden Elje-

nenbüschels s der Fall x y z Statt findet , und x y r= yi , x y z

(oder yi z) rzz zi ist, so erkennt man an der Combination xyizx,

in welcher das Zeichen — Schneiden, das Zeichen -\- aber Be-

rühren bedeutet y, ob die Curve von einer durch den Punkt B ge-

henden Ebene in diesem Punkte geschnitten oder berührt wird.

Das letzte Zeichen in der Combination bezieht sich auf die Ebene

B, das mittlere auf eine andere durch die Gerade B gehende

Ebene b und das erste auf eine Ebene a, welche die Gerade B

im Punkte B schneidet. Ist z. B. xyz :^r — — — und folg-

lich xyiZi r=: — -}- — , so wird die Curve im Punkte B von

den Ebenen a, B geschnitten, von der Ebene b aber berührt.

Ist xyz m
1

\- und folglich xyiZi zzz — — — , so wird'

Jl
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die Curve von jeder durch den Punkt B gehenden Ebene in die-

sem Punkte geschnitten. "

^^ ill man aus der Combination xyizi die ComLination xyz

ableiten, so darf man nur bemerken, da?s y zzr x yi und z =: yi zi

ist. Wenn z. B. die Curve im Punkte B von der Ebene B be-

rührt, von jeder andern durch ihn gehenden Ebene aber geschnit-

ten wird, und also xyizinz 1- ist, so ist xyzr= 1 .

208. Es bezeichne wieder xyz den Fall, welcher in Hinsicht

auf einen Punkt B einer gewundenen Curve s, den Strahl B der

ihr sich anschmiegenden Regelfläche und die Ebene B des beiden

Gebilden sich anschmie(;enden Ebenbüschels Statt findet.

Beschreibt ein Punkt P die

Curve s, so beschreibt die Ebene

h P, welche den Punkt mit ei-

ner festen Gerade verbindet, den

Ebenenbüschel, welcher die Curve

aus der Axe h
.
projicirt.

In Hinsicht auf die Ebene hB
dieses Büschels, welche nämlich

den Punkt B der Curve proji-

cirt, findet der Fall x oder xy

oder y oder z oder yz oder

xyz statt, je nachdem die Ge-

rade h die Ebene B in einem

ausserhalb der Geraden B be-

findlichen Punkte, oder in ei-

nem vom Punkte B verschiede-

nen Pimkte tler Geraden B oder

im Punkte B schneidet, oder die

Gerade B oder eine andere durch

den Punkt B gehende Gerade

der Ebene B oder eine nicht

durch den Punkt B gehende

Gerade der Ebene B ist. In

den drei letztern Fällen fällt die

Ebene hB mit der Ebene B zu-

sammen.

Beschreibt eine Ebene P den

Ebenenbüschel s, so beschreibt

ihre Spur h P in einer festen

Geraden h die Linie, in wel-

cher der Ebeneubüschel von der

Geraden h geschnitten wird.

In Hinsicht auf den Punkt h B
dieser Linie, welcher nämlich

der Schnittpunkt der Geraden h

mit der Ebene B ist,, findet der

Fall z oder y z oder y oder x

oder xy oder xyz statt, je nach-

dem die Gerade h die Ebene B

in einem ausserhalb der Gera-

den B befindlichen Punkte oder

in einem vom Punkte B ver-

schiedenen Punkte der Geraden

B schneidet, oder, ohne durch

den Punkt B zu gehen , in der

Ebene B liegt, oder die Gerade

B oder eine andere durch den

Punkt B gehende Gerade der

Ebene B oder eine durch den

Punkt B gehende, aber ausser-

halb der Ebene B befindliche

Gerade ist. In den drei letz-

8 -,
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tern Fällen fällt der Punkt h B

mit dem Punkte B zusammen.

Wenn z. B. h die Gerade B ist, und der Punkt P bei sei-

nem Durchgange durch den Punkt B von der einen Seite der

Ebene B auf die andere Seite dieser Ebene und in der Ebene

hP von der einen Seite der Geraden h auf die andere Seite die-

ser Geraden übergeht, oder auch, wenn weder das eine noch das

andere der Fall ist, so muss die Ebene B eine Rückkehrebene

des Büschels h seyn.

209. Angenommen dass s, B, xyz das Vorige bedeuten, so

werden

die Curve s imd die Regelfläche

s aus jedem Punkte M durch

eine Kegelfläche S und den der-

selben sich anschmiegenden Ebe-

nenbüschel S projicirt. In Hin-

sicht auf den Strahl M B der

Kegelfläche, welcher nämlich den

Punkt B projicirt, und die ihm

zugehörige Ebene 31 B des Ebc-

nenbüschels S findet der Fall yz

oder xyz oder xyz oder xy

statt, je nachdem der Punkt M
der Punkt B oder ein anderer

Punkt der Geraden B oder ein

ausserhalb dieser Geraden be-

findlicher Punkt der Ebene B

ist, oder ausserhalb dieser Ebene

liegt. In den drei ersten Fäl-

len fällt die Ebene M B mit der

Ebene B, in den beiden ersten

auch die Gerade MB mit der

Geraden B zusammen.

210. Eine Curve \

''''''''

}
'^unparer'

Ordnung wird aus jedem Punk-

te, welcher in ihr liegt, aber

die Regelfläche s und der Ebe-

nenbüschel s von jeder Ebene N
in einer Curve K und dem <ier-

selben sich anschmiegenden Strah-

lenbüschel K geschnitten. In

Hinsicht auf den Punkt N B der

Curve K, in welchem nämlich

die Ebene N von der Geraden

B geschnitten wird, und den

ihm zugehörigen Strahl des Bü-

schels K findet der Fall xy oder

xyz oder xyz oder yz statt,

je nachdem die Ebene N die

Ebene B oder eine andere durch

die Gerade B gehende Ebene

ist, oder diese Gerade im Punk-

te B oder in einem andern Punk-

te schneidet. In den drei er-

sten Fällen fällt der Punkt N B

mit dem Punkte B, in den bei-

den ersten auch die Gerade NB
mit der Geraden B zusammen.

( parer i

Em Ebenenbuschel { }
^ unparer '

Ordnung, der einer Regelfläche

sich anschmiegt, wird von jeder
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keiu Rückkehrpunkt derselben ! Ebene, die ihm angehört, aber

ist, durch eine Winkelfläche ! keine Rückkehrebene desselben

(iinpareri
) l

Ordnung, aus jedem
' parer '

Riickkehrpunkte aber durch eine

ist, in einem Strahlcnbüscbel

(unparer)
{

i Ordnung, ron jeder
* parer '

.... . , ,1 parer ' ^ . Riickkebrebene aber in einem
A\mkelfläche * ' Ord-

.. .
'

"'i'"^^ ^
i
Strahlenbüschel {

^''''
] Ord-

nung projicirt.
j

' unparer

'

j
nang geschnitten.

Wenn nämlich eine Ebene, welche durch den Punkt S der

Curve, aber nicht durch die in diesem Punkte derselben sich an-

schmiegende Gerade geht, die Curve in n Punkten schneidet, so

schneidet sie die Fläche, welche aus dem Punkte S die Curve

projicirt, in n oder u — 1 Strahlen, je nachdem der Punkt S ein

Rückkehrpunkt oder kein Rückkehrpunkt der Curve ist.

211. Die Anzahl m der Rückkehrpunkte einer geschlossenen

gewundenen Curve s ist eine pare oder unpare Zahl, je nachdem

die der Curve sich anschmiegende Regelfläche s von parer oder

unparer Ordnung ist. Dasselbe gdt von der Anzahl n der Rück-

kehrebenen des der Regelfläche s sich anschmiegenden Ebenen-

büschels s.

Die Regclflüche s wird nämlich nach 209 von jeder Ebene,

welche durch keinen Strahl derselben geht, in einer Curve ge-

schnitten, welche n ^Vendepunkte hat, woraus (20-3) der letztere

Satz folgt. Es ist aber hiedurch auch der erstere (reciproke)

Satz bewiesen. 167.

212. Die Anzahl r der Rückkehrstrahlen einer geschlossenen

Regelfläche s, welche einer gewundenen Curve sich anschmiegt,

ist eine pare Zahl, wenn die Curve s und der ihr sich anschmie-

gende Ebenenbuschel entweder beide von parer oder beide von

unparer Ordnung sind. Ist aber das eine von diesen beiden Ge-

bilden von parer und das andere von unparer Ordnung, so ist r

eine unpare Zahl.

Es werde die Curve s von einer Ebene, welche weder durch

einen ungewöhnlichen Punkt der Curve noch durch einen Strahl

der Regelfläche s geht , in n Punkten geschnitten , so hat (209)

die Curve K, in welcher die Regelflächc s von jener Ebene ge-
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schnitten wird, n-j-r Rückkehrpnnkte, woraus man (203) schlies-

sen kann, dass der der Curve K sich anschmiegende StraFilenl)ü-

schel und mithin auch (165) der Ebenenljüschel s von parer oder

unparefr Ordnung sey
,

je nachdem n -|- r eine pare oder unpare

Zahl ist.

§. le.

Involutionen.

213. Wenn in zwei zu einander projektivischen Grundgebil-

den je zwei homologe Elemente P, Pi einander doppelt (abwech-

selnd) entsprechen , nämlich dem Elemente P des einen Gebildes

das Element Pi des andern und dem Elemente Pi des erstem

das Element P des letztern entspricht, so heissen die Gebilde in-

volutorisch liegend (Ä). Es wird hiebei vorausgesetzt, dass die

zu einander projektivischen Grundgebilde nicht alle ihre Elemente

entsprechend gemein haben, aber doch jedes Element des einen

auch ein Element des andern sey.

Gewöhnlich wird von zwei involutorisch liegenden Gebilden

nur wie von einem Gebilde gesprochen, dessen Elemente involu-

torisch gepaart seyen , daher das Gebilde, wenn in ihm je zwei

einander zugeordnete Elemente mit einander vertauscht werden,

so dass dasjenige, welches vorher als das erstere betrachtet wurde,

alsdann als das letztere erscheint, dieser seiner Permutation pro-

jektivisch sey. Sind z.B. AÄi, BBi, C Ci drei Elementenpaare,

soistAAiBBiCCiAAiABiBCiC, ABiCAiBCiÄ AiBCj AB^C
11. s. w.

214. Zwei ungleichartige einförmige Gebilde oder ein ebenes

System U und ein Strahlenbündel S, welche zu einander projek-

tivisch sind , sollen involutorisch liegend heissen , wenn das eine

Gebilde mit einem Schnitte des andern involutorisch liegt. Ent-

spricht dem Elemente P des ebenen Systems das Element S P^

des Strahlenbündels, welches nämlich die Ebene U in Pi schnei-

det, so muss, wenn die Gebilde involutorisch liegen, dem Ele-

mente Pi des ebenen Systems das Element SP des Strahlenbün-

dels entsprechen. Liegen ein gerades Gebilde u und ein Ebenen-
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töschel s, welche zu einander projektivi<ch sind, involutoriscb, so

innss, wenn dem Punkte P des geraden Gebildes die Ebene sPi

des Büschels entspricht, welche die Gerade u in dem Punkte Pj

schneidet, diesem Punkte des erstem Gebildes die Ebene sP des

h'tztern entsprechen.

215. Wenn in zwei zu einander projektivischen einförmigen

Gebilden irgend zwei Elemente A, Ai einander doppelt entspre-

chen , so liegen die Gebilde involutoriscb.

Wenn nämlich B ein drittes Element des einen Gebildes und

ßi das ihra entsprechende Element des andern bt, so muss, »eil

(119) AAiBBi A AiABiB ist, auch dem Elemente Bi des

erstem Gebildes das Element B des letztern entsprechen. Da als-

ihuio ferner dem Stücke ABAi das Stück AiBiA entspricht, so

fo'gt noch, dass die beiden Gebilde entweder gar kein Element

oder zwei Elemente entsprechend gemein haben, je nachdem näm-

lich die Elemente A, Ai durch die Elemente ß, ßi getrennt oder

nicht getrennt sind. 112.

Sind ein gerades Gebilde und ein Ebenenbüschel, desses Äxe

das gerade Gebilde nicht schneidet, projektivisch so aufeinander

bezogen, dass von irgend zwei Punkten A, Ai des geraden Ge-

bildes jeder in der dem andern entsprechenden Ebene des Bü-

schels liegt, so liegen die Gebilde involutoriscb. Das gerade Ge-

bilde enthält alsdann entweder gar keinen Punkt, welcher in der

ihm entsprechenden Ebene des Büschels liegt, oder zwei solche

Punkte
, je nachdem nämlich der >> iukel , welcher aus der Axe

des Büscheb die Strecke AAi projicirt, der Strecke Ai'A oder

der Strecke AiA entspricht.

216. Ein involutorisches einförmiges Gebilde enthält entweder

(215) gar kein Element, welches mit dem ihm zugeordneten Ele-

mente zusammenfällt, oder zwei Elemente (Ordnungselemente),

deren jedes sich selbst zugeordnet ist, je nachdem nämlich zwei

einander zugeordnete Elemente durch zwei andere solche Elemente

getrennt oder nicht getrennt sind. Im letztem Falle sind (118)

die Ordnungselemente M , N durch je zwei einander zugeordnete

Elemente P, Pi , da MNPPi A MNPiP ist, harmouiscb ge-

trennt.

217. Will man die Elemente eines einförmigen Grundgebildes
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projektitisch paaren (das Gebilde als ein ?nvolutoriscbes betracli-

ten) , so kann man in ihm (nach HO und 215) zwei Paare AAi,

BBi oder ein Paar AAi und ein Ordnungselement M, oder zwei

Ordnungselcmente nach Belieben annehmen , wodurch aber als-

dann jedem Elemente P ein Element Pi zugeordnet ist. Werden

jjn letztern Falle. die Elemente M, N durch zwei Elemente A, Aj

Larmonich getrennt , so ist derselbe auf den vorletzten zurück-

geführt.

218. Wenn von zwei zu einander projektiviscben Gebilden

ABC , AiBiCi..., deren jedes nur aus einzelnen Elementen

besteht, gesagt wird, «lass sie involutorisch liegen, so heisst diess

nichts anderes, als dass sie homologe Gebilde von zwei involuto-

risch liegenden projektiviscben Grundgebilden sind.

Ist nur von Elementen eines und desselben einförmigen Grund-

gebildes die Rede, so ist (215) die Aussage ABC Ä AiBiCi
mit der Aussagt AAi BC Ä Ai ABi Ci, die Aussage MAB A
MAiBx mit der Aussage MAAiB A MAiABi und die Aussage

MNA Ä MNAi mit der Aussage, dass MANy\i ein harmoni-

sches Gebilde (A MAiNA) sey, ganz übereinstimmend. Ferner

kann alsdann aus ABC Ä AiBiCi und ABD Ä AiBiDi auf

ABCD Ä AiBjCiDi, ausMABÄMAiBi und MBCÄMBiCi
auf MABC Ä MAiBiCi und aus MNA Ä MNAj und MNB
Ä MNBi auf MNAB Ä MNAiBi geschlossen werden.

219. Der Inbegriff von drei oder auch mehr als drei Elemen-

tenpaarcn eines involutorischen einförmigen Grundgcbildes heisst

eine Involution. Wenn also die einförmigen Gebilde AAiBC,
AiABiCi zu einander projektivisch sind, so ist AAi.BBi.CCi
eine Involution. Sind die einförmigen Gebilde MAAjB, MAiABi
zu einander projektivisch, so ist M.AAi.BBi eine Involution, in

welcher das Element M die Stelle eines Paares vertritt. Ist

MANAi ein harmonisches Gebilde, so ist M.N.AAi eine Invo-

lution, in welcher jedes von den beiden Elementen M, N die

Stelle eines Paares vertritt.

Durch zwei Elementenpaare einer Involution und ein Element

eines dritten Paares ist auch das andere Element dieses Paares

bestimmt. — Wenn von beliebig vielen Elementenpaaren eines

einförmigen Gebildes da» dritte mit den beiden ersten und jedes
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folgende mit zwei vorhergeheuden eine Involution bildet, so bilden

(2 IS) alle und also auch je drei eine Involution. — Jeder Invo-

lution in dem einen von zwei zu einander projektivischen Gebil-

den entspricht (103) eine Involution im andern, daher namentlich

jede Involution von Punkten aus jedem ausserhalb der Geraden

befmdlichen Mittelpunkte durch eine Involution von Strahlen pro-

jicirt wird.

220. Sucht man zu den drei Elementen A, B, C eines ein-

förmigen Grundgebildes in jeder Anordnung das vierte harmoni-

sche Element, so erhält man drei andere Elemente^ zu welchen

in jeder Anordnung eines der drei erstem das vierte harmonische

Element ist. Auch können die sechs Elemente auf viererlei Art

zu einer Involution gepaart werden.

Wenn nämlich ABCBi, BCACi, CABAi harmonische Ge-

bilde sind, so ist (117) ABCBi A ACBCi und folglich (219)

A.BC.BiCi eine Involution, daher die Elemente A, Ai, welche

durch die Elemente B, C harmonisch getrennt sind, auch durch

die Elemente Bj, Ci harmonisch getrennt seyn müssen. Eben

so wird bewiesen, dass AiBiCiB, BiCiAiC harmonische Ge-

bilde sind. Da hiernach AAiBC A AjABiCi A AxACiBi, so

sind AAi.BBi.CC, , A Ai.BCi.BiC und eben so B Bi . A Ci . Ai C,

CCj.ABi.AiB Involutionen.

221. Werden in einer Ebene ein gerades Gebilde u, ein

Strahlenbüschel H und ein Dreieck EEG angenommen, von wel-

chem kein Eckpunkt in der Geraden u liegt uud keine Seite durch

den Punkt H geht, und alsdann das gerade Gebilde u und der

Strahlenbüschel H projektivisch so aufeinander bezogen, dass den

drei Punkten A, B, C des erstem Gebildes, welche von den

Seiten EF, FG, GE des Dreiecks die Spuren sind, die drei

Stnihlen HG, HE, HF des letztern entsprechen, welche die je-

nen Seiten gegenüberliegenden Eckpunkte projiciren, so liegen

die beiden Gebilde, wenn die Gerade u nicht durch den Punkt

H geht, involutorisch. Geht aber die Gerade u durch den Punkt

H, so entspricht diesem Punkte des geraden Gebildes der Strahl

u des Strahlenbüschels. — Es schneide der Strahl HG die Gerade

II im Punkte Ai und die Gerade EF im Punkte K. Da nun der

Strahlenbüschel H(GEFA) dem geraden Geblde KEFA, also
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Buch (lein geraden Gebilde AjCBA, welches vom erstem eine

Projektion aus dem Punkte G ist, mithin auch (119) dem gera=

den Gebilde ABCAi projektivisch ist, so entspricht dem Punkte

Ai des geraden Gebildes u der Strahl HA des Büschels H, wor-

aus (215) der Satz folgt.

Anni. Der BrörilT n Eck wird in diesem § wieder in der Bcdcii-

ttui'v von 71) «rcnojiinicn.

222. Die Seiten eines vollstän-

digen ebenen Vierecks EFGH
werden (221) von einer jeden

Geraden, welche mit ihm in

einerlei Ebene liegt, aber durch

keinen seiner Eckpunkte geht,

in einer Involution , nämlich je

zwei Gegenseiten in zwei ein-

ander zugeordneten Punkten ge-

schnitten.

Die Eckpunkte eines vollstän-

digen Yierseits werden aus je-

dem Punkte, welcher mit ihm

in einerlei Ebene, aber in kei-

ner seiner Seiten Hegt, durch

eine Involution, nämlich je zwei

Gegenpunkte durch zwei einan-

der zugeordnete Strahlen proji-

cirt.

Wenn also zwei Vierecke aufeinander bezogen sind, und eine

Gerade, welche durch keinen Eckpunkt derselben geht, von den

vier Seiten und einer Diagonale des einen in denselben Punkten

geschnitten wird , in welchen die homologen Seiten und irgend

eine Diagonale des andern sich schneiden, so wird sie auch von

den beiden übrigen Diagonalen in einem und demselben Punkte

geschnitten. Ein besonderer Fall von diesem Satze heisst

:

Wenn zu den vier Seiten eines Vierecks die vier Seiten eines

andern der Ordnung nach parallel sind, und überdiess zu einer

Diagonale des erstem irgend eine Diagonale des letztern parallel

ist, so sind auch die beiden übrigen Diagonalen zu einander

parallel.

223. Sind zwei Punkte M, N
durch je zwei Gegenseiten eines

Vierecks harmonisch getrennt,

so sind sie entweder auch durch

die beiden Diagonalen harmo-

nisch getrent, oder sie liegen

Sind zwei Gerade durch je

zwei Gegenpunkte eines Vier-

ecks harmonisch getrennt, so

sind sie entweder auch durch

die beiden Punkte, in deren

jedem ein Paar Gegenseiten sich
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in einer und derselljcn Diago-

imle. Folgt aus 219 und 222.

Wenn daher je zwei Gegen-

seiten eines vollsländigenVierecks

durch zwei andere Gerade har-

monisch getrennt werden , und

Von diesen sechs andern Gera-

den drei in einem und demsel-

ben Punkte M sich schneiden, so

gehen auch die drei übrigen flurch

einen und denselben Punkt N.

224. Durch zwei projektiv!

-

sehe gerade Gebilde s, si , wel-

che in einerlei Ebene, aber nicht

in einer und derselben Geraden

liegen , ist eine Gerade v be-

stimmt, welche nämlich, wenn

das eine von den beiden gera-

den Gebilden aus einem belie-

bigen Pimkte des andern und

da? andere aus dem homologen

Punkte des erstem projicirt wird,

von je zwei homologen Strahlen

der zu einander projektivischen

Strahlenbüschel in einem und

tlemselben Punkte geschnitten

wird.

Es entspreche der Schnittpunkt Pi, der Geraden s, si als

Punkt der letztern dem Punkte P der erstem und dem Punkte

P] der erstem der Punkt P2 der letztern. Ferner seyen A , B
irgend zwei andere Punkte der Geraden s und Ai, Bi die ho-

mologen Punkte der Geraden si, so sind (lOS) die beiden Strah-

lenbüschel, von welchen der eine das gerade Gebilde s aas dem

Punkte Ai und der andere das gerade Gebilde si aus dem Puuktc

Ä projicirt , Scheine eines und desselben geraden Gebildes v und

eben so die beiden Strahlenbüschel , von welchen der eiue das

schneiden, harmonisch getrennt,

oder sie schneiden sich selbst

in einem dieser Ptmkte.

Wenn daher je zwei Gegen-

punkte eines vollständigen Vier-

seits durch zwei andere Punkte

harmonisch getrennt werden, und

von diesen sechs andern Punk-

ten drei in einer imd derselben

Geraden liegen, so liegen auch

die drei übrigen in einer und

derselben Geraden.

Durch zwei projektivische

Strahlenbüschel S, Si , welche in

einerlei Ebene liegen, aber nicht

concentrisch sintl, ist ein Punkt

V bestimmt, welcher nämlich,

wenn der eine von den beiden

Büscheln von einem beliebigen

Strahle des andern und der an-

dere von dem homologen Strahle

des erstem geschnitten wird, mit

je zwei homologen Punkten der zu

einander projektivischen Schnitte

in einer und derselben Geraden

liegt.
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gerade Gebilde s ans dem Punkte Bi und der andere das gerade

Gebilde si aus dem Punkte B projicirt, Scheine eines und des-

selben geraden Gebildes w. Dass aber, was nur noch zu be-

weisen ist, die Geraden v, w in einanderfallen, geht daraus her-

vor, weil beide sowohl durch den Schnittpunkt N von A Bi und

AjB als auch durch die Punkte P, P2 gehen, welche übrigens,

wenn die Gebilde s, sj Schnitte eines und desselben Strahlenbü-

schels M sind , mit dem Punkte Pi zusammenfallen. In diesem

Falle ist die Gerade v von der Geraden PM durch die Geraden

s, Si harmonisch getrennt. — Liegen die Büschel S, Sj nicht

perspektivisch, so ist der Punkt V der Schnittpunkt der beiden

Strahlen, welche dem gemeinschaftlichen Strahle pi derselben ent-

sprechen. Sind aber die Büschel S , Si Scheine eines und des-

selben geraden Gebildes u, so ist der Punkt V zu den Punkten

S, upi, Si der vierte harmonische Punkt.

Da aus ilem Punkte N die Punkte A , B durch die Strahlen

NA, NB, die Punkte Ai, Bi aber durch die Strahlen NB, NA
projicirt werden , so folgt noch

:

Die geraden Gebilden s, s^

werden aus jedem Punkte, wel-

cher in der Geraden v aber in

keiner von den beiden erstem

Geraden Hegt, durch zwei in-

volutorisch liegende Strahlenbü-

schel projicirt.

225. Wenn von einem Sechs-

ecke ABiC AiBCi je drei Eck-

punkte, unter welchen keine zwei

aufeinanderfolgende sind, in ei-

ner und derselben Geraden lie-

gen , so liegen auch die drei

Punkte, in deren jedem ein

Paar Gegenseiten sich schnei-

den, in einer und derselben Ge-

raden. Aus jedem vierten Punkte,

welcher in dieser Geraden, aber

Die Strahlenbüschel S, Si wer-

den von jeder Geraden, welche

durch den Punkt V, aber durch

keinen von den Punkten S, Si

geht, in zwei involutorisch lie-

genden geraden Gebilden ge-

schnitten.

Wenn von einem Sechsecke

je drei Seiten, unter welche kei-

ne zwei aufeinanderfolgende sind,

in einem und demselben Punkte

sich schneiden, so schneiden sich

auch die drei Diagonalen, deren

jede ein Paar Gegenpunkte ver-

bindet, in einem und demselben

Punkte. Jede vierte Gerade,

welche durch diesen Punkt, aber

durch keinen von den beiden

in keiner von den beiden erstem I erstem Schnittpunkten geht
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Hegt, werden die drei Paar Ge-

genpuokte des Sechsecks durch

eine Invohition von drei Paar

Strahlen projicirt.

schneidet die drei Paar Gegen-

seiten des Sechsecks in einer

Invohitiou von drei Paar Punk-

ten.

Es folgen diese Sätze aus den vorigen, wenn man bemerkt,

dass zwei einförmige Gebilde projektivisch so aufeinander bezo-

gen werden können, dass drei gegebenen Elementen A, B, C des

einen drei gegebene Elemente Äi, Bi , Ci des andern entspre-

chen. Die erstem Theile der obigen Sätze können auch in fol-

genden zusammengefasst werden:

Wenn die Dreiecke FFiFj, GG1G2 perspektivisch liegen,

und dasselbe von den Dreiecken FF1F2, GiGjG gilt, so gilt es

auch von den Dreiecken FFiFj, GaGGi.

§. 17.

Involutorische Systeme.

226. Wird von zwei ebenen Systemen oder von zwei Strah-

lenbündeln oder von zwei räumlichen Systemen , welche projekti-

visch sind und iiberdiess involutorisch liegen, nur wie von einem

Systeme gesprochen, so soll dieses, wenn die Systeme coUineär

sind , ein involutorisches System , im entgegengesetzten Falle aber

ein Polarsystem genannt werden. Der Inbegriff von zwei einan-

der zugeordneten Gebilden G, Gi eines iovolutoriscben Systems

ist ein involutorisches Gebilde GGi.

227. In zwei collineären ebenen Systemen, welche involuto-

risch liegen , ist durch je zwei einander entsprechende Elemente

A, Ai ein Element AAi bestimmt, welches sich selbst (dem Ele-

mente AiÄ) entspricht, daher die beiden Systeme unendlich viele

Elemente entsprechend geraein haben und mithin auch perspekti-

visch liegen. Und wenn zwei collineäre ebene Systeme einen

Strahlenbiischel S und also auch ein gerades Gebilde u entspre-

chend gemein haben, und irgend zwei Punkte A, Ai einander

doppelt entsprechen, nämlich durch den Punkt S und einen Punkt

R der Geraden u harmonisch getrennt sind, so gilt diess (136)



liö

von je zwei homologen Punkten , daher die Systeme auch involu-

torisch liegen. •

Will tnan ein ebenes System als ein involutorisches betrach-

ten, so darf man nur in der Ebene eine Gerade u als Ordnungs-

iinie und einen ausserhalb dieser Linie befindlichen Punkt S als

Ordnungspiuikt annehmen und alsdann in jeder Geraden, welche

durch den Ortlnungspunkt geht, den Punkt, in welchem sie die

Ordnungslinie schneidet, als den andern Ordnungspunkt, in jedem

Strahlenbüschel aber, dessen Mittelpunkt in der Ordnungslinie

liegt, den Strahl, welcher durch den Ordnungspunkt geht, als

den andern Ordnungsstrahl betrachten.

228. Jede Curve SAT, welche den Ordnungspunkt S eines

involutorischen ebenen Systems mit einem Punkte T der Ord-

nungslinie u verbindet, bildet mit der ihr zugeordneten Curve

SAiT eine involutorische Curve unparer Ordnung, in welcher der

Punkt S ein gewöhnlicher Wendepunkt, der Punkt T aber ein

gewöhnlicher Punkt oder ein gewöhnlicher Rückkehrpunkt oder

ein Eckpunkt ist, je nachdem in diesem Punkte der Curve SAT
die Gerade TS oder die Gerade u oder eine dritte Gerade sich

anschmiegt. Die Gerade u bildet nämlich mit jeder durch den

Punkt S gehenden Geraden zwei einander zugeordnete Winkel,

daher die involutorische Curve im Punkt S von jeder durch ihn

gehenden Geraden geschnitten, im Punkte T hingegen von der

Geraden ST berührt, von der Geraden u aber geschnitten wird, i

Schneidet eine durch den Punkt S gehende Gerade die Curve in

dem einen von zwei einander zugeordneten Punkten, so schneidet

sie dieselbe auch im andern , daher die Anzahl der von S ver-

schiedenen Schnittpunkte eine pare Zahl ist.

Jede Linie TAU, welche von zwei Punkten der Ordnungs-

linie begrenzt ist, bildet mit der ihr zugeordneten Linie TAiU
eine involutorische Linie parer Ordnung, welche, wenn sie nicht

öfter als einmal durch einen und denselben Punkt geht, der um-

fang einer' involutorischen Figur ist, die durch das in ihr liegende

Stück der Ordnungslinie in zwei einander zugeordnete Theile ge-

theilt wird. Der Ordnungspunkt S liegt ausserhalb der Figur.

Jede Linie ABAi, welche von zwei einander zugeordneten

Punkten begrenzt ist, bildet mit der ihr zugeordneten Linie AiB^A
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eine geschlossene Linie parer Ortlnung, welche, wenn sie durch

keinen Punkt r)fter als einmal geht (also auch mit der Ordnungs-

linie keinen Punkt gemein hat), der Umfang einer involutorischen

Figur ist, die den Ordnungspunkt S in sich enthält. Eine solche

involutorische Figur wird durch jede in ihr liegende, z«ei Punkte

ihres Umfangs verbindende Linie ÄSAj, welche nicht öfter als

einmal durch einen und denselben Punkt geht und aus zwei ein-

ander zugeordneten Linien SA, SAi zusammengesetzt ist, iu

zwei einander zugeordnete Theile getheilt. In zwei collineären

Systemen entsprechen einander nämlich zwei Figuren , wenn der

Linfang der einen dem Lmfange der andern entspricht.

229. Wenn in zwei collineären Systemen, welche einen Strah-

lenbündel S und also aiich ein ebenes System ü entsprechend ge-

mein haben, irgend zwei Punkte A, Ai einander doppelt entspre-

chen , und also durch den Punkt S und einen Punkt R der Ebene

U harmonisch getrennt siud, so gilt diess (136) von je zwei ho-

mologen Punkten, daher die Systeme involutorisch liegen. In je-

der Ebene, welche durch den Ordnungspunkt S eines solchen in-

volutorischen Systems geht, erscheint die Spur der Ordnungsebene

als Ordnungslinie, in jedem Strahlenbündel aber, welchem die

Ordnungsebene angehört, der Strahl, welcher den Ordnungspunkt

projicirt, als Ordnungsstrahl. Die Ordnungsebene bildet mit jeder

durch den Ordnungspunkt gehenden Ebene zwei einander zuge-

ordnete Winkel.

Jede gewundene Curve, welche deoEunktS mit einem Punkte

T der Ebene Ü verbindet, bildet mit der ihr zugeordneten Curve

eine involutorische Curve unparer Ordnung, welche im erstem

Punkte von jeder durch ihn gehenden Ebene geschnitten, im letz-

tern aber von der Ebene ü geschnitten und von jeder durch die

Gerade ST gehenden Ebene berührt wird. Jede Lmie, welche

von zwei Punkten der Ebene U oder von zwei einander zugeord-

neten Punkten begrenzt ist, bildet mit der ihr zugeordueten Linie

eine involutorische Linie parer Ordnung.

AVenn ein involutorischer Körper, welcher einem involutori-

schen Systeme der obigen Art angehört, durch ein Stück der

Ordnungsfläche in zwei einander zugeordnete Theile getheilt wird,

so liegt (184) der Ordnuugspunkt ausserhalb desselben. Weno
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hingegen der Körper den Ordnungspunkt in sich enthält, so hat

seine Oberfläche mit der Ordnungsfläche keinen Punkt gemein.

Im letztern Falle giebt es unendlich viele durch jenen Punkt ge-

hende Flächen, deren jede den Körper in zwei einander zugeord-

nete Theile theilt.

230. Sollen zwei räumliche Systeme collineär so aufeinander

bezogen werden, dass sie zwei nicht in einerlei Ebene liegende

gerade Gebilde s, u und also auch die Ebenenbiischel s, u ent-

sprechend gemein haben, so kann man noch in einer Geraden

MN, M'elche einen Punkt M der Geraden s mit einem Punkte N
der Geraden ii verbindet, zu einem dritten Punkte A des einen

Systems den homologen Punkt Ai des andern nach Belieben an-

nehmen. Wenn nämlich G, J noch zwei Punkte der Geraden s

und H, K noch zwei Punkte der Geraden u sind imd die Sy-

steme projektivisch so auf einander bezogen werden, dass den

Punkten G, H, J, K, A des einen die Punkte G, H, J, K, Ai

des andern entsprechen, so haben sie auch den Punkt M, in wel-

chem die Gerade GJ von der Ebene HKA (oder HKAi) ge-

s.':hnitten wird, mithin (122) das gerade Gebilde s und eben so

das gerade Gebilde u entsprechend gemein, daher auch je zwei

homologe ebene Systeme, welche in einer durch die Gerade s

oder durch die Gerade u gehenden Ebene liegen, zu einander

perspektivisch sind.

Da es durch jeden Punkt und in jeder Ebene eine Gerade

giebt, welche die Geraden s, u schneidet, und also sich selbst

entspricht, so muss auch jede Gerade, welche zwei homologe

Punkte verbindet oder die Schnittlinie von zwei homologen Ebe-

nen ist, die Geraden s, u schneiden. Jedes gerade Gebilde

MNAAi, welches aus einem Punkte der Geraden s, einem Punkte

der Geraden u und zwei homologen Punkten besteht, ist jedem

andern solchen geraden Gebilde GHCCi projektivisch. Sind

nämlich B, Bi zwei homologe Punkte »1er Geraden M H , so ist

(136) MNAAi Ä MHBBi ä GHCCi.
Die Systeme können einstimmig- oder entgegengesetzt -pro-

jektivisch genannt werden, je nachdem die Punkte M, N durch die

PiuikteA,Ai nicht getrennt oder getrennt sind. Im letztern Falle ent-

spricht jede Strecke, welche einen Punkt der Geraden s mit einem
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P i:ikte der Geraden n verbindet, ihrer Ergänzung, «nd jetler

j'lächenwiiikel, welchen eine Ebene des Büschels s mit einer Ebene

uos Büschels ii bildet, seinem Nebenwinkel.

231. Wenn in zwei collineären Systemen, welche zwei nicht

in einerlei Ebene liegende gerade Gebilde s, u entsprechend ge-

mein haben, irgend zwei homologe Punkte einander doppelt ent-

sprechen und also durch einen Punkt der Geraden s und einen

Punkt der Geraden u harmonisch getrennt sind , so gilt dies»

(230) von je zwei homologen Punkten, daher die Systeme invo-

lutorisch liegen. In jeder Ebene, welche durch «lie eine von den

beiden Ordnungslinien s, u eines solchen involntorischen Systems

geht, erscheint die Spur der andern als Ordnungspunkt, in je-

dem Strahlenbfindel aber, welchem eine von den beiden Ordnung-

linien angehört, die Ebene, welche die andere projicirt, als Ord-

nungsebene.

Jede gewundene Ctirve, weiche einen Punkt M der Geraden

s mit einem Punkte N der Geraden u verbindet, bildet mit der

ihr zugeordneten Curve eine involutorische Curve unparer Ord-

nung, welche im Punkte M von jeder Eigene des Büschels s ge-

schnitten, von der Ebene Mu aber berührt wird. Ist eine Linie

von zwei Punkten einer und derselben Ordnnngslinie oder von

zwei einander zugeordneten Punkton begrenzt, so bildet sie mit

der ihr zugeordneten Linie eine involutorische Linie parer Ord-

nung.

In jedem involntorischen Körper, welcher einem involntori-

schen Systeme der obigen Art angehört, sind unendlich viele Fla-

chen enthalten, deren jede den Körper in zwei einander zageord-

nete Theile theilt und durch das in ihm liegende Stück der einen

Orduungslinie in zwei einander zugeordnete Theile getheilt wird.

2.32. Will man zwei räumliche Systeme collioeär so aufeinan-

der beziehen, dass sie involutorisch aber nicht perspektivisch lie-

gen , so darf man nur zwei nicht concentrische Strahlenbündel

A, Ai projeklivisch so auf einander beziehen, dass zwei Ebenen,

welche durch die Gerade AAj gehen, einander doppelt entspre-

chen, und alsdann die Strahleubündel A, Ai selbst als zwei ein-

ander doppelt entsprechende Gcl)ilde der räumlichen Systeme be-

trachten. Jedem Punkts P , in, welchem ein Strahl A P des Bün-

9



dels A )ind oin Slrahl AiP drs Bündels Aj sich sclineiden, ist:

ein Punkt Pi ziigeortlnot , in welchem die den Leiden erstem

Strahlen entsprechenden Strahlen AiPi, A Pi der Bündel Aj , Ä

sich schneiden.

Enthält der involiitorische EbenenLüschel , dessen AXQ die

Gerade AAi ist*, zwei Ebenen, deren jede sich selbst zugeordnet

ist, so enthält (227) jpde dieser Ebenen eine Ordnungslinie und

also das involutorische System zwei Ordnungslinien. Enthält abef

der erwähnte Eberienbiischel keine Ei)ene, welche sich selbst zu-

geordnet ist, so enthält das involutorische System weder eine sich

.«('Ibst zugeorthiele Ebene noch einen sich selbst zugeordneten

l*imkt. Wäre nämlich eine FJjene, welche die Gerade AAi schnei-

»let, si:h selbst zugeordnet, so wi'irde diess auch von jeder Ebdie

gelten , welche aus der Axe A Ai einen sich selbst zugeordneten

Punkt der erstem Ebene projicirt. Wäre ein Punkt M sich selbst

zugeordnet, so wiinle diess auch von jeder Ebene gelten, welclie

durch zwei einander zugeordnete Strahlen des Strahleübiindels !\]

bestimmt ist.

233. In einem involutorischen Systeme, in welchem kein Punkt

und also auch keine Ebene sich selbst zugeordnet ist, ist jede

Strecke ihrer Ergänzung und jeder Flächenwinkel seinem Neben-

winkel zugeordnet. Jede Linie ABAi, welche zwei einander zu-

geordnete Punfe.te verbindet, bildet mit der ihr zugeordneten Linie

Ai Bi A eine involutorische J>inie unparer Ordnung,

Wird nämlich die Linie A BAi von einer Ebene V, welcl.e

weder durch den Pimkt A noch durch den Punkt Aj geht, in

m Punkten und von der der erstem zugeor(bieten Ebene Vi in

n Punkten geschnitten, so muss, weil der eine von den beiden

Punkten A, Ai in dem Winkel VVi und der andere in dem Win-

kel V ' Vi liegt, m-j-n eine unpare Zahl seyn. Bemerkt man mm,

dass jedem Punkte, in welchem die Linie ABAi von der Ebene

Vi geschnitten wird, ein Punkt zugeordnet ist, in welchem die

Linie AjBiA von der Ebene V geschnitten wird, so folgt, dass
|

auch die Anzahl der Punkte, in welchen die erwähnte involutori-

sche Linie und die Ebene V sich schneiden , eine unpare Zahl

nämlich m: m -\- n sey.

Verbindet man in einem involutorischen Körper zwei einander

I
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zugeordnete Punkte durch eine Linie, so bildet diese mit der ihr

zugeordneten Linie eine geschlossene Linie, welche ganz in «lern

Körper liegt und also von parer Ordnung ist. Da nun ein invo-

lutorisches System der obigen Art keine solche Linie enthält, so

enthält es auch keinen involutoriscben Körper.

§. IS.

Polarsystein in der Ebene und im Strahleiibiindi-I.

234. Wenn zwei reciproke Systeme in einerlei Ebene liegen,

und den Eckpunkten irgend eines Dreiecks ABC die ihnen ge-

genüberliegenden Seiten entsprechen, so liegen die Systeme invo-

lutorisch.

Entsprechen nämlich den Punkten A, C, C des eiupn Systems

die Geraden BC, AC, AB des andern, so entsprechen auch den

Geraden BC, AC, AB des erstem Systems die Punkte A , B, C
des letztern. Wenn ferner der Geraden A P des einen System?,

welche den Eckpunkt A mit dem Punkte P der Seite B C ver-

bindet, der Punkt Pjt des andern entspricht, so entspricht auch

(215) der Geraden A Pi des erstem Systems der Punkt P des

letztem und folglich auch dem Punkte Pi des erstem die Gerade

AP des letztern. Da hiernach .je zwei homologe Elemente, von

welchen das eine durch einen Eckpunkt des Dreiecks ABC geht,

Mnd also das andere in der diesem Eckpunkte gegenüberliegenden

Seite liegt, einander doppelt entsprechen, so gilt diess auch von

jedem Pimkte, in welchem ein Strahl des Büschel A von einem

Strahle des Büschel* B geschnitten wird, und dtr Geraden, wel-

che die jenen Strahlen entsprechenden Punkte verbindet.

235. In einem ebenen Polarsysteme heisst jeder Punkt der

Pol der ihm zugeordneten Geraden und jede Gerade die Polare

des ihr zugeordneten Punktes, so dass also die Pole von allen

Geraden, welche in einem und demselben Pimkte sich schneiden,

in der Polare dieses Punktes liegen und die Polaren von allen

Punkten, welche einer und derselben Geraden angehören, in dem

Pole dieser Geraden sich schneiden. Liegt ein Punkt in seiner

9*
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Polare, so liegt jeder andere Punkt dieser Geraden ansserhalL

seiner Polare.

Jedes gerade Gebilde P, welches nicht durch seinen Pol Pj

geht, liegt (215) mit dem ihm zugeordneten Strahlenbüschel P|

involutorisch. Wenn nämlich der Punkt A der Geraden P der

Pol der Geraden PiAi ist, so ist auch der Pnnkt Ai, in welchem

diese Gci'ade von der Geraden P geschnitten wird, der Pol der

Geraden Pi A. Die Gerade P enthält entweder gar keinen Punkt,

welcher in seiner Polare liegt, oder zwei solche Punkte, je nach-

dem der Winkel, welcher aus dem Punkte Pi die Strecke AA(

projicirt, der Strecke Ai'A oder d.er Strecke Ai A zugeordnet ist.

Um noch, was hier vorausgesetzt wurde, Zu beweisen, dass

nämlich nicht jeder Punkt der Geraden P in seiner Polare liege^

nehme man au, dass die Punkte A, B der Geraden P die Pole

der Geraden Pi A , Pi B sind. Wenn nun dem Punkte G derGe-

raden Pj A die Gerade A H zugeordnet ist, so ist auch dem Pimkle

H, in welchem diese Gerade von der Geraden B Pi geschnitten

wird, die Gerade BG, folglich der Geraden GH der Schnitt-

punkt Q von AH und BG und mithin dem Schnittpunkte C von

P und GH die Gerade Pi Q zugeordnet, deren Spur in der Ge-

raden P vom Punkte C durch die Punkte A, B harmonisch ge-

trennt ist.

Liegt ein Punkt Pi in seiner Polare P, so giebt es nach dem

Obigen in jeder andern Geraden , welche durch den Punkt Pi

geht, noch einen Punkt, welcher in seiner Polare liegt, und eben

so in jedem Strahlenbiischel, dessen Mittelpunkt ein von Pi ver-

schiedener Punkt der Geraden P ist, noch eine Gerade, welche

durch ihren Pol gebt.

23G. Tu einem ebenen Polarsysteme sind unendlich viele (ab-

solute) Polardreiecke enthalten.

Nimmt man nämlich in einer Geraden, welche nicht durch

ihren Pol A geht, einen Punkt B an, dessen Polare die Gerade

in einem andern Punkte C schneidet, so ist jeder Eckpunkt des

Dreiecks ABC der Pol der ihm gegenüberliegenden Seite, daher

dasselbe ein Polardreieck heisst.

Sind den Eckpunkten eines Dreiecks die Seiten eines andern

und also den Seiten des erstem die Eckpunkte des letztern zu-

_Jfll



li^rordnet, so heisseii die Dreiecke Polardreiecke zu eniander (re-

lative Poiardreiecke).

237. Wenu in einer Ebene ein Dreieck A B C ;iis Polardreieck

angenommen und aisdnnn noch einem Punkte P, welcher in kei-

ner Seite des Dreiecks liegt, eine Gerade Pi , welche durch kei-

nen Eckpunkt desselben geht, zugeordnet wird, so ist dadurch

eiu Polarsystem bestimmt. Folgt aus 130 und 234.

Versteht man unter einem Dreiecke eine von drei Strecken

begrenzte Figur, so sind die Punkte A, B, C die Eckpunkte vou

vier Dreiecken, von welchen das eine ABC den Punkt P in sich

enthält. Wenn nun der Umfang dieses Dreiecks von der Gera-

den Pi nicht geschnitten wird, so ist otfenbar jedem der vier

Dreiecke das von seinem Umfange ausgeschlossene System von

Geraden zugeordnet, daher alsdann kein Punkt der Ebene in sei-

ner Polare liegt. Wenn aber die Gerade Pi die Seiten AB, AC
des Dreiecks ABC schneidet, so ist jedes von den beiden Dreiecken

ABC, BC'A und eben so jedes von den beiden Dreiecken AB"C,

jAC'B dem vom Umfange des andern atisgeschlossenou Systeme

von Geraden zugeordnet. In diesem Falle enthält jede Strecke

AH, welche den Punkt A mit einem Punkte der Geraden BC
verbindet, einen Punkt, welcher in seiner Polare liegt, und jeder

AVinkel , welchen die Gerade BC mit einer durch den Punkt A

gehenden Geraden bildet, welcher also einer in ihm liegenden

Strecke AH zugeordnet ist, eine Gerade, welche durch ihren

Pol geht.

238. Durch jedes ebene Fünfeck ABC DE ist eiu Polarsy-

steni bestimmt, in welchen« nämlich jeder Eckpunkt des Fünfecks

der Pol der ihm gegeuiiberliegenden Seite ist.

Es sey F der Schnittpunkt von A B ua<l C D. VV'enu man

«an das Dreieck A D F als Polardreieck und den Punkt E als Pol

der Geraden BC annimmt, so sind den Punkten B, C, in wel-

chen diese Gerade von den Geraden Ä F , D F geschnitten wird,

die Geraden ED, EA zugeordnet, welche den Punkt E mit den

Punkten D, A verbinden.

239. Wenn der eine von zwei Punkten eines ebenen Folar-

systems in der Polare des andern und also auch der andere in

Polare des erstem liegt, so heissen sowohl die beiden Punkte als
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auch die beiden Geraden, deren jede durch den Pol der andern

geht, einander conjiigirt. Liegt ein Punkt in seiner Pohire, so

kann man von jedem dieser Elemente sagen, dass es auch sich

selbst conjugirt sey. Es ist hiernach jeder Punkt allen Punkten,

welche in seiner Polare liegen, und jede Gerade allen Geraden,
'

welche durch ihren Pol gehen, conjugirt. Sind zwei Punkte ei-

nem und demselben Punkte conjugirt, so ist dieser der Pol der

«lurch die beiden erstem Punkte bestinmiten Geraden. Sind zwei

Gerade einer und derselben Geraden conjugirt, so 'ist diese die

Polare des durch die beiden erstem Geraden bestimmten Punktes.

Jede Gerade P, welche nicht durch ihren Pol Pi geht, ist

(235) der Träger eines involutorischen geraden Gebildes, jeder

Punkt Pi, welcher ausserhalb seiner Polare P liegt, der Mittel-

punkt eines involutorischen Strahlenbüschels, in welchem je zwei

in Hinsicht auf das Polarsystem conjugirte Elemente einander zu-

geordnet sind.

240. Wenn ein gerades Gebilde h und ein Strahlenbüschel H,

welche zu einander projektivisch sind , entweder involutorisch lie-

gen , oder die Gerade h durch den Punkt H geht und diesem

Punkte des geraden Gebildes der Strahl h des Büschels entspricht,

so können die Gebilde als zwei einander zugeordnete Gebilde ei-

nes und desselben Polarsystems betrachtet werden. Man hat nur

noch, damit das Polarsystem bestimmt sey, zu einem von H ver-

schiedenen , ausserhalb der Geraden h befindlichen Punkte V eine

nicht durch den Punkt II gehende Gerade v , welche die Gerade

u in dem Pole B der Geraden HV schneidet, als Polare anzu-

nehmen.

Es seyen im erstem Falle A, Ax zwei von B verschiedene

Punkte der Geraden u, deren jeder in der Polare des andern

liegt, so ist durch das Polardreieck HAAi und die einander zu-

geordneten Ebmente V, v ein Polarsystem bestimmt, in welchem

den Punkten A, Ai, B die Geraden HAi, HA, HV zugeordnet

sind. — Es sey im letztern Falle, in welchem nicht nur der

Punkt B sondern auch der Punkt H in der Geraden h liegt, C
ein dritter Punkt dieser Geraden, welchem der Strahl c des Bü-

schels H entspreche. Bezieht man nun das gerade Gebilde c und

den Struhlenbüschel C projektivisch so aufeinander, dass sie in-
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votutorisch liegen und den Punkten H, cv die Strahlen h, CV
entsprechen, so ist durch sie und die einander zugeordneten Ele-

mente B , H V nach dem erstem Falle ein Polarsystein bestimmt,

m welchem die Punkte H, B, C, V die Pole der Geraden h, U\',

c, V sind.

Soll der Punkt V in seiner Polare v liegen, so ist durch das

eine von diesen beiden Elementen auch das andere bestimmt. Nur

darf alsdann, wenn etwa zwei Punkte INI , N <ies geraden Gebil-

des h von den ihnen entsprechenden Strahlen H>1, HN di-s Bü-

schels H die Spuren sind, der Punkt V in keinem dieser Strahlen

liegen.

241. Durch zwei Dreiecke EFG, efg, welche weder einen

Eckpunkt noch eine Seite mit einander gemein haben , aber in

einerlei Ebene und iiberdiess perspektivisch liegen, ist ein Polar-

system bestimmt, in welchem nänlich die beiden Dreiecke Polar-

dreiecke zu einander (den Eckpunkten eines jeden die ihnen ge-

genüberliegenden Seiten des andern zugeordnet) sind.

Nach der Annahme schneide;! sich die drei Geraden Ee, Ff,

Gg in einem Punkte H, wäl.rend die drei Punkte B, C, A, in

welchen die Seiten FG, GE, EF des einen Dreiecks von den

homologen Seiten fg, ge, ef des andern geschnitten werden, in

einer Geraden h liegen. Weiui nun «las gerade Gebilde h und

der Strahlenbüschel H pn)jektivisch so aufeinander bezogen wer-

tlen, dass den Punkten B, C, A die Strahlen HE, HF, HG
entsprechen und dem Punkte E die Gerade fg zugeordnet wird,

so hat man nach 221 und 240 ein Polarsystem, in welchem der

Geraden EA der Schuittpimkt g von fg und HG, folglich dem

Schnittpmikte F von EA und HF die Gerade gC oder ge und

eben so dem Punkte G die Gerade ef zugeordnet ist.

X)ie zehn Punkte und die zehn Geraden, welche hier in Be-

trachtung kommen , sind die Eckpunkte und Seiten von zehn

Paar relativen Polardreiecktfn und zugleich die Eckpunkte und

Seiten von fünf vollstiindigen Vierecken und den ihnen zugeord-

neten vollständigen Vierseiten.

242. In jedem ebenen Polarsysteme liegt jetles Dreieck EFG,
von dessen sechs Elementen keine zwei einander conjugirt sind,

siml , mit seinem Polardreiecke efg perspektivisch.
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Würde nämlich die Gerade HG, welche den Schnittpunkt H
von Ee und Ff mit dem Punkte G verbindet, die Gerade fg ia

einem von g verschiedenen Punkte gi sclineiden, so gäbe es (241)

ein vom erstem Polarsysteme verschiedenes Polarsystem, in wel^'

ehern den Geraden ef, fg, EG, FG, Ee dieselben Punkte zu-

geordnet wären, welche ihnen im erstem zugeordnet sind, was

(130) nicht möglich ist.

243. Wenn ein Dreieck EFG und ein Polarsystem in einer-

Jei Ebene liegen, aber kein Eckpunkt des Dreiecks der Pol der

ihm gegenüberliegenden Seite ist, so schneiden sich die drei Ge-

raden Ee, Ff, Gg, welche die Eckpunkte des Dreiecks mit den

Polen der ihnen gegenüberliegenden Seiten verbinden, in einem

und demselben Punkte H, während die Punkte, in welchen die

Seiten des Dreiecks von den Polaren der ihnen gegenüberliegen-'

den Eckpunkte geschnitten werden, in einer und derselben Gera*

den h (der Polare jenes Schnittpunktes) liegen.

Sind die Seiten EF, EG des Dreiecks EFG einander con-.,

jugirt, so dass also der Punkt f in der Geraden EF und der

Punkt g in der Geraden EG liegt, so fällt der Punkt H mit

dem Punkte E und die Gerade h mit der Geraden fg zusaaunen.

Sind die Eckpunkte F, G des Dreiecks EFG einander conjugirt,

so fällt der Punkt H mit dem Punkte e und die Gerade h mit

der Geraden F G zusammen. Ist keines von den sechs Elementen

des Dreiecks EFG einem andern conjugirt , so liegen die Drei'

ecke EFG, efg perspektivisch, 242.

244. Sind in einem Vierecke EFGH, welches in der Ebene

eines Polarsystems liegt,

je zwei Gegenseiten einander

conjugirt, so sind es auch (243)

die beiden Diagonalen,

je zwei Gegcnpnnkte einander

conjugirt, so sind es auch die

beiden Punkte, in deren jedem

ein Paar Gegenseiten sich schnei-

den.

245. Jedes ebene Polarsystem wird aus jedem ausserhalb der

Ebene befindlichen Punkte durch ein Polarsystem im Strahlenbün-

del projicirt, so dass je zwei einander zugeordnete Elemente A,Äi

des ebenen Systems von zwei einander zugeordneten Elementen

«j ai des Struhlenbündels die Spuren sind. Werden je zwei eiu*
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ander zugeordnete Elemente des einen Systems mit einander ver-

tauscht, so dass alsdann <len Elementen A, Aj die Elemente ai,a

entsprechen, so sind die beiden Systeme zu einander reciprok und

involiitorisch liegend. Und wenn ein ebenes System imd ein Strah-

lenbündel zu einander recipruk sind und involutorisch liegen, so

erscheint die Ebene als Träger eines Polarsystems , in welchem

jedes von zwei einander zugeordneten Elementen durch das dem

andern entsprechende Element des Strahlenbündels projicirt wird.

§. 19.

Curvcn und Kegelfläclien II. Ordnung,

246. In einem ebenen Polarsysteme giebt es (nach 235 und

236) entweder gar kein Element, welches sich selbst conjngirt ist.

oder es giebt eine Curve s parer Ordnung, welche dem ihr sick

anschmiegenden Strahlenbüschel zugeordnet ist , so dass nämlich

jeder Punkt, welcher der Curve angehört, in seiner Polare liegt,

die in ihm der Curve sich anschmiegt, jeder Punkt aber, welcher

jener Curve (der Ordnungscurve des Polarsystems) nicht ange^-

hört, ausserhalb seiner Polare liegt. Die Curve hat mit keiner

Geraden mehr als zwei Punkte gemein und wird in jedem in ihr

befindlichen Punkte von der Polare dieses Punktes berührt, von

jeder andern durch denselben Punkt gehenden Geraden aber ia

ihm und in noch einem Punkte geschnitten.

Das von der Curve s eingeschlossene System F von Punkten

ist dem von ihr ausgeschlossenen Systeme von Geraden zugeord-

net. Von jedem Polardreiecke enthält die Figur F einen Eck-

punkt; die ihm gegenüberliegende Seite hat mit der Curve s kei'

nen Punkt gemein. Jedem geraden Gebilde V, welches die Curve

s in zwei Punkten A, ß schneidet, ist ein Strahleubüschel Y zu-

geordnet, welches mit dem Strahlenbü>chel s zwei Strahlen A, B
gemein hat, Durch diese Strahlen sind je zwei conjugirte Strah-

len des Büschels V, durch jene Punkte je zwei conjugirte Punkte

tles geraden Gebildes V harmonisch getrennt.

,1- T 1 II (ebene Curve,
, , . „ ,

24/. Jede geschlusseue
{ ,. ,„.. , }, welche die Ordnungs-
' Keirelüache )
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{curvG }

} eines Polarsyslcms oder, was dasselbe ist, dem ihr
fläche '

sich anschmiegenden Büschel projektivisch ist, so dass jedem

.Punkte der Ciirve. , -, • , ,.
. , . .

,

{ , ) das ihr in demselben sich anschmiecrende
t Strahle der Flache'

^

-.1 . , , . . 1 Kegelflächä
}

Element des Buachels entspricht, heisst eme
{ ^ i zwci-
^ Curve '

ter Ordnung.

Entspricht der geschlossenen Curve s in dem einen von zwei

reciproken ebenen Systemen der Strahlenbiischel s des andern, so

dass den Punkten A, B, C, D u, s. a^. der Curve die ihr in den-

selben sich anschmiegenden Strahlen A, B, C, D u. s. w. entspre-

chen, so entsprechen auch (145) diesen Geraden des erstem Systems

jene Punkte des letztern, woraus man (130) schliessen kann, dass

je zwei homologe Elemente der Systeme einander doppelt entspre-

chen und also s die Ordnungscurve eines Polarsystems sey.

Jede Curve 11. Ordnung wird aus jede?« ausserhalb ihrer

Ebene befindlichen Punkte dtirch eine KegeHläche II. Ordnung

projieirt, jede KegeUiäche II. Ordnung von jeder nicht durch ih^

ren Mittelpunkt gehenden Ebene in einer Curve II, Ordnung ge^

schnitten.

Wenn überhaupt ein ebenes System «nd ein Strahlenbündel

zu einander collineär sind, so entspricht jeder Curve II. Ordnung

s eine Kegelfläche U, Ordnung s^. Werden in dem ebenen Sy-

steme je zwei in Hinsicht auf die Curve s einander zugeordnete

Elemente mit einander vertauscht , so entspricht der Curve s der

Ebenenbüschel S| und dem Strahlenbüschel s die Kegelfläche S|.

In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jeder Curve IL Ord-

nimg ein Strahlenbüschel II. Ordnung, welcher der Curve Il.Ord-r

nung sich anschmiegt, die dem der erstem sich anschmiegenden

Strahlenbüschel entspricht.

248. Eine Curve II. Ordnung oder auch die von ihr einge--

schlossene Figur heisst eine Ellipse,. Parabel oder Hyperbel, je

nachdem die Curve mit der unendlich fernen Geraden tler Ebene

gar keinen Punkt gemein hat, oder diese Gerade in einem Piuikte

berührt oder in zwei Punkten schneidet. Jeder um <lie Figur

beschriebene uneigentliche Winkel ist im ersten Falle ein Parallel-
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streifen, im zweiten (62) ein Winkel der dritten und im dritten

ein Winkel der vierten Art. Betrachtet man diis ebene System

als den Schnitt eines PardlU-Istrahlenbündels, so entspricht der

Curve im ersten Falle eine elliptische, im zweiten eine paraboli'

sehe und im dritten eine hyperbolische Cylinderfläche.

Der Schnitt einer eigentlichen Kegelfläche II. Ordnung mit

einer Ebene, welche nicht durch den Mittelpunkt der Fläche geht,

ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem die Kegel-

fläche mit der durch ihren Mittelpunkt gehenden zur erstem Ebene

parallelen Ebene gar keinen Strahl oder einen Strahl oder zwei

Strahlen gemein hat. Im letzten Falle schmiegen in diesen Strah-

len der Kegelfläche die Ebenen sich an , von welchen die Assym-

ploten der Hyperbel die Spuren sind. Von den beiden Winkeln,

welche die Assymplolen einer Hyperbel mit einander bilden, heisst

derjenige, welcher um die Hyperbel beschrieben ist, der Assympto-

tenwinkcl.

Eine Curve H. Ordnung kann auch, was im Obigen nicht

Angenommen wurde, im Unendlichen liegen, so dass sie also der

Schnitt einer Kegelfläche II. Ordnung mit der unendlich fernen

Ebene ist.

249. Wenn man (227) einen Punkt S, welcher mit einer

Curve II. Ordnung in einerlei Ebene, aber nicht in der Curve

liegt, als Ordnungspunkt und seine Polare u als Ordnungslinie

annimmt, so erscheint die Curve als eine involutorische Curve,

Je zwei Punkte A, B der Curve, welche mit dem Punkte S in

einer und derselben Geraden V liegen, sind (24C) durch diesen

Punkt und einen Punkt R der Geraden u und eben so je zwei Tan-

genten A, B der Curve, welche (235) <iie Gerade u in einem und

demselben Punkte schneiden, durch diese Gerade und eine durch

den Punkt S gehende Gerade harmonisch getrennt. W ird die

Gerade V um den Punkt S gedreht, so bewegen sich ihr Pol

(der Schnittpunkt der Tangenten A , B) und ihre Spur in der

Geraden u in einem und demselben oder im entgegengesetzten

Sinne, je nachdem die Curve und die Gerade u sich nicht schnei-

den oder sich schneiden. Die von der Curve eingeschlossene in

Hinsicht auf die Ordnungslinie ü und den Ordnungspunkt S invo-

lutorische Figur \\ird im erstem Falle durch jede durch tliescn
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Punkt gehende Geratle, im letztem aber durch die Gerade u i'u

z.wei einander zugeordnete Theile getheilt.

250. Ein n Eck (79) heisst in eine Curve beschrieben, wen»

alle seine Eckpunkte in der Curve liegen. Jedem einer Curve

IL Ordnung einbesehriebenen vollständigen n Ecke ist ein iini

dieselbe beschriebenes vollständiges ii Seit zugeordnet, dessen

Seiten die Folarell von den Eckpunkten und dessen Eckpunkte

«lie Pole von den Seiten des ersten Gebildes sind.

Jedes Dreieck EFG, welches in eine Curve II. Ordnung

beschrieben ist, liegt mit dem Dreiecke efg, dessen Seiten fg,

ge, ef die Curve in den Eckpunkten E, F, G des erstem be-

rühre», perspektivisch.

Je zwei Eckpunkte des ein-

beschriebenen Dreiecks sind

durch die Polare des dritten

Eckpunktes und durch die Ge-

rade, welche diesen Punkt mit

4eift Po-ie der ihni gegenüber-

liegenden Seite verbindet j har-

Bjonisch getrennt.

Je zwei Seiten des umbe-

schriebenen Dreiecks sind durch

den Pol der dritten Seite uud

durch den Punkt , in welchem

diese Seite von der Polare des

ihr gegenüberliegeuden Eck-

punktes geschnitten wird, har^

monisch getrennt.

Da nämlich (2.35) die Gerade Gg die Polare des Punktes A

ist, in welchem die Geraden EF, ef sich schneiden, so sind

(246) die Puukte E> F durch den Punkt A wu\ «lurch den Schnitt-

punkt von EF und gG und also auch (94) die Punkte e,f durch

die Punkte Ä> G harmonisch getrennt, daher auch (93) die Ge-^

laden Ee, Ff, Gg in einem und demselben Punkte sich schnei-

den müssen. Dasselbe folgt auch aus 242,

25 L Die drei Punkte, in deren jedem e'm Paar Gegensei-

ten eines in eine Curve 11. Ordnung besehriebeuea vollständigen

Vierecks ABCD sich sichueiden, sind die Eckpunkte eines Po-

lardreiecks , von dessen drei Seiten jede durch ein Paar Gegen-

jmiokte des dem vollständigen Vierecke zugeordoeten vollständi-

gen Vierseits abcd geht.

Es werde die Gerade AB Yon der Geraden CD im Punkte

P und von der Geraden p, welche den Schnittpunkt von A C und

BD mit dem Schnittpunkte von AD undBC verbindet^ im Punkte

Q geschuitteOj so sind (94) die Funkte P, Q durch die Puukte
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A, B harmonisch getrennt «ttd also in Hinsicht auf die Cnrvc

einander conjiigirt. Da eben so der Schnittpunkt von C D und p

dem Punkte P conjiigirt ist, so folgt, dass die Gerade p die Po-

lare des Punktes P ist und demnach auch durch die Pole ab, cd

der Geraden AB, CD geht.

m
Die Diagonalen eines um eine Curve II. Ordnung beschrie-

benen Vierseits sind also einander conjugirt und durch die Dia-

gonalen des ihm zugeordneten Vierecks harmonisch getrennt. Eben

so sind die Punkte, in deren jedem ein Paar Gegenseiten dieses

Vierecks sich schneiden, (die Pole der beiden erstem Diagona-

len) einander conjugirt und durch die Punkte, in deren jedem

ein Paar Gegenseiten jenes Vierseits sich schneiden, harmonisch

getrennt.

252. Wenn man in der Ebene eines ebenen Polarsystems

irgend zwei einander nicht conjugirte

Gerade annimmt und alsdann

auf jeden Punkt der einen den

ihm conjugirten Punkt der an-

dern bezieht, so sind die gera-

den Gebilde, da jedes ein Schnitt

lies dem andern zugeordneten

Strahlenbuschels ist, projekti-

visch und folglich , wenn ihr

Schnittpunkt sich selbst conju-

girt ist, perspektivisch.

253. Jede Gerade, welche

einer Seite A B eines in eine

Curve II. Ordnung beschriebe-

nen Dreiecks ABC conjugirt

ist, schneidet die beiden andern

Seiten in conjugirten Punkten.

Und wenn eine Gerade zwei

Seiten AC, BC des Dreiecks

in zwei conjugirten Punkten

Punkte als Mittelpunkte von

Strahlenbüschelti annimmt und

alsdann auf jeden Strahl des

einen Büschels den ihm conju-

girten Strahl des andern be-

zieht, so sind die Büschel, da

jeder ein Schein des dem an-

dern zugeordneten geraden Ge-

bildes ist, projektivisch und

folglich, wenn ihr gemeinschaft-

licher Strahl sich selbst conju-

girt ist, perspektivisch.

Jeder Punkt, welcher einem

Eckpunkte eines um eine Curve

II. Ordnung beschriebenen Drei-

ecks conjugirt ist, wird aus den

beiden andern Eckpunkten durch

conjugirte Strahlen projicirt. Lnd

wenn ein Punkt aus zwei Eck-

punkten des Dreiecks durch

zwei conjugirte Strahlen proji-
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sclineidet, so geht sie durch

den Pol der dritten Seite.

cirt wird , so liegt er in der

Polare des dritten Eckpunkte?.

Da nämlich die Polare a des Punktes A die Geraden A C,

B C in zwei conjugirten Punkten schneidet und dasselbe von der

Polare b des Punktes B gilt, so ist (252) ab der Punkt, wel-

cher mit je zwei'^onjugirten Punkten der Seiten AC, BC in einer

und derselben Geraden liegt. Projicirt man aus den Eckpunkten

A , B einen und denselben Punkt D der Curve auf die ihnen ge-

genüberliegenden Seiten, so erhält man (251) zwei einander con-

jugirte Punkte dieser Seiten, woraus hervorgeht, wie die obigen

Sätze auch mit den in 251 enthaltenen zusammenhängen.

Wenn zwei Seiten eines Drei-

ecks eine Curve II. Ordnung

berühren und die ihnen gegen-

überliegenden Eckpunkte aus

irgend einem Punkte, welcher

in der Polare des dritten Eck-

punktes, aber nicht in der Curve

liegt, durch conjugirte Stral.len

projicirt werden, so wird die

Curve auch von der dritten

Seite des Dreiecks berührt.

Zwei gerade Gebilde, welche

eine Curve M. Ordnung berüh-

ren und Schnitte des ihr sich

anschmiegenden Strahlenbüscliels

sind, sind zu einander projck-

tivisch.

Jeder Punkt C der Curve wird aus dem Punkte A durch

einen Strahl A C des Büschels A und aus dem Punkte B durch

den homologen Strahl B C des Büschels B projicirt. Da nun die

Büschel (nach 239 und 253) von jeder Geraden, welche durch

den Pol der Geraden AB, aber durch keinen von den beiden

Punkten A, B geht, in zwei involutorisch liegenden projektivi-

schen geraden Gebilden geschnitten werden, so folgt der Satz.

254. Wenn zwei Eckpunkte

eines Dreiecks itt einer Curve

Jl. Ordnung liegen und die ih-

nen gegenüberliegenden Seiten

von irgend einer Geraden, wel-

che durch den Pol der dritten

Seite, aber durch keinen von

jenen beiden Punkten geht, in

conjugirten Punkten geschnitten

werden, so liegt auch der dritte

Eckpunht des Dreiecks in der

Curve. Folgt aus 109 und 252.

255. Zwei Strahlenbüschel A

B, welche eine Curve 11. Ord-

ntmg aus zwei in ihr liegenden

Punkten A, B projiciren, sind

zu einander projektivisch.
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256. Zwei projfktivische nicht

COncentrische Strahlenlniscliel A^

B, welche in einerlei Ebehe^

aber nicht perspektivisch liegen-,

et-keugen eine Ciirve II; Ord-

nung 5 der hälnlich jeder Punkt

angehört, in welchem ein Strahl

des einen Büschels von dein

homologen Strahle des andern

geschnitten wird. Die Strahlen

a , b, welche dem gemeinschaft-

lichen Strahle der beiden Bü-

schel entsprechen, berühren die

Curve in den Punkten A , B.

Zwei projektivische gernde

GeWide a, b, welche sich schnei-

den, aber nicht perspektivisch

liegen^ erzengeO eioeü Stl"t»h-

lenbüschel II. Ordnung, drra

nämlich jede Gerade angehört,

welche einen Punkt des einen

geraden Gebildes mit dem ho«-

mologen Punkte des andern

verbindet. Die Punkte A, B,

welche dem Schnittpunkte der

beiden geraden Gebilde ent-

sprechen, sind die Pole der

Geraden a, b.

Es seyen G , tt irgend zwei Punkte, welche durch die Punkte

A, B harmonisch getrennt sind. Da nun (224) die Gerade b,

welche den Punkt ab mit dem Punkte G verbindet, die BüscIh-1

A, ß in zwei involutorisch liegenden geraden Gebilden schneidet,

so kann man (2-10) das eine dieser Gebilde und den Strahlen-

büschel, welcher das andere aus dem Punkte H projicirt, als zwei

einander zugeordnete Gebilde eines Polarsystems betrachten, des-

sen Ordnungscurve die Gerade a im Punkte A berührt, folglich,

Weil die einander conjugirten Punkte G, H durch die Punkte

A, B harmonisch getrennt sind, auch durch den Punkt B geht,

Und mithin (254) von je zwei homologen Strahlen AC, BC der

Büschel A, B in einem und demselben Punkte geschnitten wird.

Eben so erzeugen zwei projektivische aber nicht perspekti-

vische Ebenenbüschel , deren Axen sich schneiden , eine Kegel-

fläche II. Ordnung, und zwei projektivische Strahlenbüschel, wel-

che concentrisch sind, aber weder in einerlei Ebene noch per-

spektivisch liegen, einen Ebenenbüschel II. Ordnung.

257. Die drei Punkte, in de-

ren jedem ein Paar Gegenseiten

eines in eine Curve II. Ord-

nung beschriebenen Sechsecks

ABCDEF sich schneiden, lie-

gen in emer urnl derselben Ge-

raden.

Die drei Diagonalen, deren

jede ein Paar Gegenpunkte ei-

nes um eine Curve II. Ordnung

beschriebenen Sechsecks verbin-

det, schneiden sich in einem

und demselben Punkte.
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Es .werde die Seife AB von den Seiten Cl), DE in den

Punkten K, M und die Seite BC von den Seiten AF, EF in

den Punkten L , N geschnitten. Da nnn (255) die Strahlenbü-'

schel D(BCEÄ), F(BCEÄ) und mithin auch ihre Schnitte

BKMA, BCNL zu einander projeklivisch sind, so liegen (108)

die Punkte M, N mit dem Schnittpunkte von KC und AL (oder

CD und AF) in einer und derselben Geraden.

Was oben von den sechs Sei-

ten eines in eine Curve 11. Ord-

nung beschriebenen Sechsecks

gesagt wurde, gilt auch von

den fünf Seiten eines einbe-

schriebenen Fünfecks und der

Geraden , welche die Curve in

einem Eckpunkte desselben be-

rührt , dann auch von den vier

Seiten eines einbeschriebenen

Vierecks und den Tangenten an

zwei Eckpunkten und endlich

auch von den drei Seiten eines

einbeschriebenen Dreiecks und

den Tangenten an seinen drei

Eckpunkten, vorausgesetzt dass

man jede Tangente, welche in

Betrachtung kommt, zwischen

den beiden Seiten einschaltet,

welche im Berührungspunkte

derselben sich schneiden.

Was oben von den sechs Eck«

punkten eines um eine Curve

II. Ordnung beschriebenen Sechs^

ecks gesagt wurde, gilt auch

von den fünf Eckpunkten eines

umbeschriebenen Fünfecks und

dem Berührungspunkte einer

Seite, dann auch von den vier

Eckpunkten eines umbeschriebe-

nen Vierecks und den Berüh-

rungspunkten zweier Seiten und

endlich auch von den drei

Eckpunkten eines unbeschriebe-

nen Dreiecks tmd den Berüh-

rungspunkten seiner drei Seiten,

vorausgesetzt dass man jeden Be-

rührungspunkt, welcher in Be-

trachtung kommt, zwischen den

beiden Eckpunkten einschalte, die

mit ihm in einer und derselben

Seite liegen.

258. Durch jedes ebene Fünfeck ABC DE sind zwei Cur-

ven Tl. Ordnung bestimmt, von welchen nämlich die eine k durch

die fünf Eckpunkte des Fünfecks geht, die andere s aber die

fünf Seiten desselben berührt. Befrachtet man (238) die Eck-

punkte A, B, C, D, E des Fünfecks als die Pole der ihnen ge-

genüberliegenden Seiten, so erhält man ein Polarsystem, in wel-

chem jeder von den beiden Curven der der andern sich anschmie-

gende Strahlenbüschel zugeordnet ist.
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Die Strahlenbüschel A , B er-

zeugen die Curve k, wenn sie

projektivisch so aufeinander be-

zogen werden, dass den Strah-

len A C , AD, A E des erstem

die Strahlen B C, B D, B E des

letztern entsprechen. — Yen

den beiden Strecken AB, A'B

ist diejenige von der Curve k

eingeschlossen, welche von gar

keiner der drei Geraden C D,

C E, D E oder von zweien der-

selben geschnitten wird. Die

Punkte A, B sind in der Curve

k im erstem Falle durch die

Punkte C, D, E nicht getrennt,

im letztern aber getrennt.

Die geraden Gebilde a, h er«

zeugen den Strahlenbüschel s,

wenn sie projektivisch so auf-

einander bezogen werden , dass

den Punkten ac, ad, ae des

erstem die Punkte bc, bd, be

des letztern entsprechen. — Von

den beiden Winkeln ab, a*b

ist derjenige von der Curve s

ausgeschlossen, welcher gar kei-

nen der drei Punkte cd, ce,

de oder zwei derselben in sich

enthält. Die Strahlen a, b sind

in dem Büschel s im erstem

Falle durch die Strahlen c, d, e

nicht getrennt, im letztern aber

getrennt.

Eine Curve II. Ordnung ist auch bestimmt, wenn ein cinbe-

schriebenes Viereck und die Tangente an einem Eckpunkte des-

selben oder ein umbeschriebenes Viereck und der Berührungs-

punkt einer Seite oder ein einbeschriebenes Dreieck und die Tan-

genten an zwei Eckpunkten desselben oder ein umbeschriebenes

Dreieck und die Berührungspunkte zweier Seiten gegeben sind.

259. Liegen die drei Punkte, Schneiden sich die drei Dia-

in deren jedem ein Paar

Gegenseiten eines Sechsecks

ABCDEF sich schneiden, in

einer und derselben Geraden,,

so liegen die sechs Eckpunkte

des Sechsecks entweder in einer

Curve II. Ordnung oder es lie-

gonalen , deren jede ein Paar

Gegenpunkte eines Sechsecks

verbindet, in einem und dem-

selben Punkte, so berühren die

sechs Seiten des Sechsecks ent-

weder eine Curve II. Ordnung,-

oder es schneiden sich je drei.

gen je drei, unter welcher keine i unter welchen keine zwei auf

zwei aufeinanderfolgende sind,

in einer Geraden.

einanderfolgende sind, in einem

Punkte.

Es werde die Gerade AB von den Geraden CD, DE in den

Punkten K, M und BC von den Geraden AF, EF in den Punk-

ten L, N geschnitten. Wenn nun der Schnittpunkt von KC und

10
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AL (oder CD und AF) in der Geraden MN liegt, so sind die

geraden Gebilde BKMA, BC^NL niul also auch die Strahlcn-

biischel D(ßCEA), F(BCEA) zu einander projektivisch , wor-

aus der Satz folgt.

260. Wenn von einer Curve II. Ordnung fünf Punkte A, B,

(", D, E gegeben sind, so ist durch jede Gerade p , welche

durch den Punkt A geht, ein Punkt F der Curve bestimmt, wel-

cher nämlich aus dem Punkte A durch die Gerade p projicirt

wird. Man erhält den Punkt F, wenn man den Schnillpunkt von

AB und DE mit dem Schnittpunkte von CD und p durch eine

Gerade verbindet und alsdann aus dem Punkte, in welchem diese

Gerade die Gerade BC schneiilet, den Punkt E auf die Gerade

p projicirt. Soll der Pinikt F mit dem Punkte A zusammenfallen

und also die Gerade p die Curve im Punkte A berühren, so muss

sie durch denjenigen Punkt der Geraden CD gehen, welcher mit

dem Schnittpunkte von AB und DE und dem Schnittpunkte von

B C und E A in einer und derselben Geraden liegt. Umgekehrt

findet man, wenn von einer Curve II. Ordnung fünf Tangenten

a, b, c, d, e gegeben sind, die Berührungspunkte dieser Tan-

genten, wenn man in irgend einem der Fünfseite abcde, abced

n. s. w. aus jedem Eckpunkte auf die ihm gegenüberliegende

Seite den Schnittpunkt der bei<len Diagonalen projicirt, von wel-

chen keine durch jenen Eckpunkt geht und auch keine die ihm

benachbarten Eckpunkte verbindet.

Aehnliche Aufgaben vom ersten Grade, welche nämlich auf

<lie in 67 enthaltenen sich zurückführen lassen, bieten sich dar,

wenn von einer Curve 11. Ordnung vier Ptmkte und die Tan-

gente an einem dieser Punkte oder vier Tangenten und der Be-

rührungspunkt einer dieser Tangenten u. s. w. gegeben sind.

261. \Venn die n Seiten ai,

32> 33 > • • • ''n eines ebenen n Ecks

nm feste Punkte Ai, A2, A3 . . .

An sich drehen, während n - 1

Eckpunkte aji a2, a2a3..aa_ian

in festen Geraden sich bewe-

gen, so bewegt sich der letzte

Eckpunkt entweder auch in ei-

VVenn die n Eckj)uidvte eines

ebenen n Ecks in festen Gera-

den sich bewegen , während

n — 1 Seiten desselben nm feste

Punkte sich drehen, so dreht

sich die letzte Seite entweder

auch um einen festen Punkt,

oder es beschreibt der Punkt,
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ner festen Geraden oder in ei- ! um welchen sie sich dreht, in-

iier Cürvc 11. Ordnung, welche dem derselbe in ihr sich bewegt,

durch jene festen Elemente be- eine durch jene festen Elemente

stimmt ist.
j
bestimmte Curve II. Ordnung.

Die Geraden ai, a^, 33, ... an sind nämlich homologe

Strahlen von n Strahleubüscheln Ai, Ao, A3,... An, von welchen

jeder folgende dem vorhergehenden und mithin auch der letzte

»lern ersten projcktivisch ist. Stellt man das veränderliche n Eck

in drei Zuständen dar, so hat man zu drei Strahlen des Büschels

Ai die homologen Strahlen des Büschels A«. Da übrigens die

Büschel Ai, A2 auch projcktivisch sind, wenn der Punkt ai 82 in

einer durch die beiden Punkte Ai, A2 gehenden Curve 11. Ord-

nung sich bewegt, und Analoges von den Büscheln A2, A3 u. s. w;

gilt, so lassen sich die obigen Sätze und die in (311) enthalte^

uen Aufgaben leicht noch verallgemeinern.

262. Wenn von zwei zu ein-

ander projektivischen Strahlen-

büscheln der eine gegeben ist,

und vier Strahlen des andern,

welche gegebenen Strahlen a, b,

c, d des erstem entsprechen,

durch vier gegebene Punkte A,

B, C, D gehen, die nicht alle

Vier in einer und derselben Ge-

raden liegen , so liegt der Mit-

telpunkt M des andern Büschels

entweder in einer gegebenen

Geraden oder in einer gegebe-

nen Curve II. Ordnimpr.

Wenr von zwei zu einander

projektivischen geraden Gebil-

den das eine gegeben, und vier

Punkte des luuiern , welche ge-

gebenen Punkten des erstem

entsprechen, in vier gegebenen

Geraden liegen, die nicht alle

vier durch einen tiud dciiselberi

Punkt gehen , so geht die Ge-

rade, in welcher das andere Ge-

bilde liegt, entweder durch ei-

nen gegebeneu Punkt oder sie

berührt eine gegebene Curve

II. Ordnung.

Liegen nämlich die Punkte A, B, C, in einer und derselben

Geraden, so giebt es in dieser Geraden einen Punkt Di, so dass

ABC Dl A ab cd ist. In diesem Falle ist oflenbar die Gerade

DDi der geometrische Ort des Punktes M. Liegen aber keine

drei von den vier Punkten A , B , C , D in einer und derselben

Geraden, so ist, wenn durch den Punkt D eine Gerade DD ge-

legt wird, «so dass D(ABCD|A abcd ist, auch M(ABCI))

A D(ABCl)) und mithin (250) der geometrische Ort des Punk=

10 *
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tes M die Cnrve 11. Ordnung, welclie durch die vier gogeLcnen

Punkte geht und im Punkte Ü die Gerade DD berührt. — ^Ven^

umgekehrt der Mittelpunkt M des Sirahlenbüschels M(ABCD),
der dem gegebenen ab cd projektivisch ist, in einer gegebenen

Cnrve II. Ordnung liegt, und drei Strahlen desselben gegebene

Punkte A, B, C der Curve projiciren , so projicirt auch der vierte

Strahl einen gegebenen Punkt der Curve.

263. Es sind in einer Ebene Es sind in einer Ebene fünf

Gerade a, b, c, d, e gegeben,

von welchen keine vier durch

einen und denselben Punkt ge-

hen; man soll eine sechste Ge-

rade p finden , so dass das ge-

rade Gebilde p(abcde) einem

gegebenen projektivisch sey.

fünf Punkte A, B, C, D, E
gegeben , von welchen keine

vier in einer und derselben Ge-

raden liegen-, man soll einen

Punkt M finden, so dass der

Strahlenbüschel M (A B C D E)

einem gegebenen abcde pro-

jektivisch sey.

Liegen die Punkte A, B, C in einer und derselben Gera-

den, so nehme man in dieser Geraden die Punkte Di, Ei so,

dass ABC Dl El ä abcde ist. Zieht man alsdann die Geraden

DDi, EEi, so schneiden sich diese in dem gesuchten Punkte.

Wenn aber keine drei von den fünf gegebenen Punkten in einer

und derselben Geraden liegen, so ziehe man durch den Punkt I)

zwei Gerade DD, DEi, so dass D(ABCI)Ei) A abcde ist,

und suche alsdann (260) in der Curve II. Ordnung, welche durch

die vier Punkte A, B, C, D geht und im Punkte D die Gerade

DD berührt, den Punkt Ea, welcher aus dem Punkte D durch

die Gerade D Ei projicirt wird. Wenn nun M (ABC DE) A
abcde A D(ABCDE2) seyn soll, und E ein vom Punkte E2
verschiedener Punkt ist, so muss M derjenige Punkt der Curve
seyn, welcher aus dem Punkte E2 durch die Gerade E2E pro-

jicirt wird. Fallen aber die Punkte E, E2 in einander, so leistet

jeder Punkt der Curve der Aufgabe Genüge.
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§. 20.

Projeklivische Beziehungen zniscbea Cui-ven II. Ordnung.

264. Will man zwei gegebeue Ciirven II. Ordnung s, si

projektivisch aufeinander beziehen, so kann man zu drei Punkten

A, B, C der einen die homologen Punkte Ai, Bi, Ci in der

andern nach Belieben annehmen, wodurch aber aUdann jedem

Punkte der einen ein Punkt der andern zugewiesen ist.

Sollen nämlich zwei ebene Systeme collineär so aufeinander

bezogen werden, dass der Curve s und den Punkten A, B, C
des einen die Curve Si und die Punkte Ai , Bi, Ci des andern

entsprechen, so muss auch dem Pole P der Geraden AB der Pol

Pi der Geraden Ai Bi entsprechen. Und wenn man die ebenen

Systeme projektivisch so aufeinander bezieht, dass den Punkten

A, B, C, P des einen die Punkte Aj , Bi , Ci, Di des andern

entsprechen, so entspricht der Curve s, welche die Geraden PA,

PB in den Punkten A, B berührt und durch den Punkt C geht,

die Curve si, welche die Geraden PiAi, PiBi in den Punkten

Ai, Bi berührt und durch den Punkt Ci geht.

Vertauscht man in dem einen von den beiden Systemen je-

den Punkt mit seiner Polare , so sind alsdann die Systeme pro-

jektivisch so aufeinander bezogen, dass der Curve s der der

Curve Si sich anschmiegende Strablenbüschel und den Punkten

A, B, C die Strahlen entsprechen, welche die Curve si in den

Punkten Ai , Bi, Ci berühren.

265. Jeder Strahlenbüschel P , welcher die eine s von zwei

zu einander projektivischen Curven II. Ordnung aus einem in ihr

befindlichen Punkte projicirt, ist jedem Strablenbüschel Qi pro-

jektieisch, welcher die andere si aus einem in ihr befindlichen

Punkte projicirt, so dass nämlich je zwei Strahlen PA, QiAi,

welche homologe Punkte A, Ai der Curven projiciren , einander

entsprechen. Der Büschel P ist nämlich dem ihm entsprechenden

Büschel Pi, dieser aber nach 2-55 dem Büschel Qi projektivisch.

Eben so sind je zwei gerade Gebilde u, vi, von welchen

das eine ein Schnitt des Strahleubüschels s mit einer Tangente

der Curve s und das andere ein Schnitt des Strahlenbüschels si

mit einer Tangente der Curve si ist, sowohl unter sich als auch
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(264) Jonen Strahlcnbiisclielu erster Ordnung projiktiviscli , so

dass nämlich durch je zwei einander entsprechende Punkte A, Ai

der Curven und die Tangenten a, äi an diesem Punkte vier ein-

ander entsprechende Elemente PA, QiAi, na, via^ der GebiUie

P, Qj , u, Vi bestimmt sind.

266. Will man zwei gegebene Curven 11. Ordnung projek-

tivisch aufeinander beziehen, so darf man nur nach 264 und 26i5

auf einen Strahlenbüschel, des-

sen Mittelpunkt in der einen

Curve liegt, einen Strahlenbii-

schel, dessen Mittelpunkt in der

andern liegt, projektivisch be-

ziehen und alsdann je zwei

Punkte der Curven, welche aus-

den Mittelpunkten der Büschel

durch homologe Strahlen proji-

cirt werden, einander entspre-

chend nennen.

267. Wenn der Mittelpunkt

eines Strahlenbüschels ein ge-

ineinschaftlicher Punkt von zwei

Curven II. Ordnung ist, und

man je zwei Punkte der Cur-

ven , welche durch einen und

denselben Strahl des Büschels

projicirt werden , einander ent-'

sprechend nennt , so sind die

Curyen projektivisch aufeinander

bezogen. Haben die Curven in

jenem Punkte eine gemeinschaft-

liche Tangente, so sind sie zu

einander perspektivisch, daher

alsdann die Punkte , in deren

jedem ein Paar homologe Tan-

genten derselben sich schneiden,

alle in einer und derselben Ge-

raden liegen.

auf ein gerades Gebilde, wel-

ches die eine Curve berührt,

ein gerades Gebilde, welches

die andere berührt
,

projekti-

visch beziehen und alsdann je

zwei Tangenten der Curven,

welche die geraden Gebilde in

homologen Punkten schneiden,

einander entsprechend nennen.

Wenn eine Gerade u eine

gemeinschaftliche Tangente von

zwei Curven H. Ordnung ist,

und man je zwei Tangenten

der Curven, welche jene Gerade

in einem und demselben Punkte

schneiden einander entsprechend

nennt, so sind die Curven (266)

projektivisch aufeinander bezo-

gen. Berühren die Curven jene

Gerade in einem und demsel-

ben Punkte, so sind sie zu ein-

ander perspektivisch, daher als-

dann die Strahlen, deren jeder

ein Paar homologe Punkte der-

selben verbindet, alle in einem

und demselben Punkte sic^

schneiden.
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Der Salz rechter Hand gilt auch , wenn die Curven nicht in

tiiierlei Ebene liegen. Die beiden collineären Svstcine, von \w!-

cbeu die Curven homologe Geliilde sind , haben , wenn diese die

Gerade u in einem und demselben Punkte berühren, jeden Funkt

dieser Geraden entsprechend gemein.

268. Zv\ei Curven H. Ord-

nung, welche in zwei Ebenen

liegen und die Schnittlinie die-

ser Ebenen in einem und dem-

selben Punkte berühren, sind

(2Ü7) Schnitte einer und der-

selben Kegelfläche II. Ordnung.

269. Zwei Curven II. Ord-

nung, welche in einen und den-

selben Winkel beschrieben sin<l,

Zwei nicht concentrische Ke-

gelflächen II. Ordnung, welche

einen Strahl mit einander ge-

mein haben und in ihm von

einer und derselben Ebene be-

rührt werden, schneiden sich

in einer Curve II. Ordnung.

Zwei Curven 11. Ordnung s,

Si , welche von einer Geraden

u ein untl dasselbe Stück ein-

künnen auf zweierlei Art per^ l schlies$en, können auf zweierlei

spektivisch so aufeinander be-
j
Art perspektivisch so aufeiuan-

zogen werden, dass je zwei der bezogen werden, dass je

homologe Funkte aus dem Mit^
i
zwei homologe T.iugenten der-

telpunkte S des W inkels durch I selben jene Gerade in einem

einen und denselben Strahl pro- und demselben Punkte schnei-

jicirt werden. Dasselbe gilt
j
den. Dasselbe gilt auch, wenn

auch, wenn kein Strahl des Bü- , die Curven mit der Geradon

schels S die Cuiven berührt,

aber wie im erstem Falle je

zwei Strahlen desselben, wel-

che in Hins. cht auf die eine

Curve einander conjugirt sind,

es auch in Hinsicht auf die an-

dere sind.

gar keinen Punkt gemein ha-

ben, aber wie im erstem Falle

je zwei Punkte dieser Linie,

welche in Hinsicht auf die eine

Curve einander conjugirt sind,

es auch in Hinsicht auf die an-

dere sind.

Es seyen P , P^ die Pole der Geraden u in Hinsicht auf die

Curven s, sj. Mau ziehe durch den Punkt P eine Gerade, wel-

che die Curve s in zwei Punkten A, B schneidet, so wird auch

die Geratle PiE, welche den Punkt Pi mit dem Schnittpunkte E
von AB und u verbindet, die Curve Si in zwei Punkten Aj , Bi

schneideu. Es sey ferner in der Geraden u dem Punkte E der

Punkt F und den» Punkte G der Punkt H conjugirt. AVerden
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nun zwei ebene Systeme coUineär so aufeinander bezogen , dass

den Punkten G, H, A, B des einen die Punkte G, H, Äi, Bi

des andern entsprechen, so haben sie auch den Punkt E und

folglich alle Punkte der Geraden u entsprechend gemein, woraus

inan schliessen kann, dass die beiden Systeme perspektivisch lie-

gen, »md dass der Curve s, welche die Geraden FA, FB in

den Punkten A , B berührt und (254) durch den Schnittpunkt

von GA und HB geht, die Curve si entspricht, welche die Ge-

rade FAi, FBi in den Punkten Ai, Bi berührt und durch den

Schnittpunkt von GAi und HBi geht. Eben so entspricht der

Curve s die Curve S] , wenn zwei ebene Systeme perspektivisch

so aufeinander bezogen werden, dass den Punkten G, H, A, B
des einen die Punkte G, H, Bi , Ai des andern entsprechen.

Geht die Gerade AB nicht durch den Punkt Pi, so ist das per-

spektivische Projektionscentrura der beiden Systeme im erstem

P'alle der Schnittpunkt von AAi, und BBj, im letztern aber der

Schnittpunkt von ABi, nnd AiB, welcher vom erstem Punkte

durch die beiden Punkte P, Pi, die in jedem Falle einander ent-

sprechen, harmonisch getrennt ist.

Aus diesem Beweise geht hervor, dass der obige Satz rech-

ter Hand auch gilt, wenn die Curven nicht in einerlei Ebene lie-

gen. Nur ist alsdann derselbe einem andern Satze gegenüberzu-

stellen.

270. Wenn zwei Curven II.

Ordnung in zwei Ebenen lie-

gen und von der Schnittlinie

dieser Ebenen ein und das-

selbe Stück einschliessen , so

giebt es (269) zwei Kegel-

flächen, deren jede durch beide

Curven geht. Dasselbe gilt

auch , wenn die Curven mit

der Schnittlinie der Ebenen

gar keinen Punkt gemein ha-

ben , aber wie im erstem Falle

je zwei Punkte dieser Geraden

WQlghe in Hinsicht auf die eine

Zwei nicht concentrische Ke-

gelflächen II. Ordnung, welche

in einen und denselben Winkel

beschrieben sind, schneiden sich

in zwei Curven II. Ordnung,

Dasselbe gilt auch , wenn die

Kegelflächcn gar keine gemein-

schaftliche Berührungsebene ha-

ben , aber wie im erstem Falle

je zwei Ebenen, welche in Hin-

sicht auf die eine Fläche ein-

ander conjugirt sind und durch

den Mittelpunkt der andern

gehen, auch in Hinsicht auf
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die andere einander conjngirt

sind.

Je zwei Kegelflächen , wel-

che eine und dieselbe Ctirve

H. Ordnung projiciren, aber

keinen Strahl mit einander ge-

mein hüben, schneiden sich in

noch einer Curve H. Ordininr.

Cinrve einander conjugirt sind,

es auch in Hinsicht auf die an-

dere sind.

Durch je zwei Curven, wel-

che Schnitte einer und dersel-

ben Kegelfläche H. Ordnung

sind, aber keine gemeinschaft-

liche Tangente haben, lässt sich

noch eine Kegelfläche II. Ord-

nnng legen.

Die Pole der Geraden, in welcher die Ebenen der Curven

sich schneiden, sind durch die Mittelpunkte der Kegelflächen, die

Polaren der Geraden, welche diese Punkte verbindet, durch jene

Ebenen harmonisch getrennt.

271. Wenn zwei colüneäre ebene Systeme einen Strahlen-

büschel S und also auch ein gerades Gebilde u entsprechend ge-

raein haben, so entspricht jeder Curve s des einen Systems, wel-

che die Gerade u in einem Ptuikte T berührt, eine Curve si des

an lern, welche die Gerade u ebenfalls im Punkte T berührt.

Wenn femer der Geraden a des erstem Systems, Welche durch

keinen von den Punkten S, T geht, die Gerade ai des letztern

entspricht, so entspricht auch dem Winkel au, welcher die dem

Funkte T zunächstliegenden Theile der Curve s enthält, der

^> inkel Biu, welcke die dem Punkte T zunächstliegenden Theile

der Curve si enthält, woraus hervorgeht, dass die Curven ipi

Punkte T die Gerade u auf einerlei oder entgegengesetzten Sei-

ten berühren, je nachdem die Systeme einslimmig- oder entge-

gengesetzt-perspektivisch sind. Man nehme nun an, dass die

Systeme einstimmig- perspektivisch seyen und dass der Punkt T
ein gewöhnlicher Punkt der Curven sey, so hat miin folgende

Fälle zu unterscheiden

:

I. Wenn der Punkt S ausserhalb der Geraden u liegt, so

wird die Curve s im Punkte T von der Curve si auf ihrer hoh-

len oder erhabenen Seite berührt, je nachdem die Gerade h,

welche den Punkt S mit dem Punkte aai verbindet, von der Ge-

raden a durch «lie Geraden aj, u oder von der Geraden ai durch

die Geraden a , u getrennt ist,
—

' Jedes gerade Gebilde S P Pi R,
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welches aus dem Punkte S, einem Punkte P der Curve s, dem

homologen Punkte Pi der Curve si und einem Punkte R der

Geraden u besteht, ist (136) dem Strahlcnbüschel haa^u proj<.'k-

tivisch,

II. Wenn der Punkt S ein von T verschiedener Punkt tler

Geraden u ist, so schneiden sich die Ciirven s, sj im Punkte T.- —

Schneidet eine durch den Punkt S gehende Gerade die eine Curve

in den Punkten C, D und die andere in den Punkten C] , Di,

so ist (112) von den einander entsprechcntlen Strecken CD,

CiDi keine ganz in der andern enthalten.

III. Wenn der Punkt S mit dem Punkte T zusammenfiillt,

so wird in diesem Punkte die Curve s von der Curve si auf der

hohlen oder erhabenen Seite berührt, je nachdem der Winkel au

den Winkel ai u otler dieser den erstem in sich enthält. — Sclinei-

det eine durch den Punkt S gellende Gerade die Curven s, Si in

den Punkten c, ci und (lie Geraden a, ai in den Piniktcn A,A|,

so liegt von den einander entsprechenden Strecken CA, CiAj

keine ganz in der andern.

272. Wenn zwei collineäre ebene Systeme einen Strahlenbü-

schel S und also auch ein gerades Gebilde u entsprechend ge-

mein haben, so ents])riclit jeder durch den Punkt S gehenden

Curve s des einen Systems eine ebenfalls durch diesen Punkt ge-

hende Curve Si des andern. Wenn ferner S ein gewöhnlicher

Punkt der Curven ist, in welchem sie also von einem Strahle v

des Büschels S berührt, von allen übrigen Strahlen desselben

aber geschnitten werden, und dem Punkte Ä des erstem Systems,

welcher in keiner der Geraden u, v liegt, der Punkt A^ des letz-

tern entspricht, so entspricht der Strecke AS, welche die Curve

s auf der hohlen Seite trifft, die Strecke AiS, welche die Curve

si auf der hohlen Seite trifft, woraus hervorgeht, dass die Cur-

ven die Gerade v auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten be-

rühren, je nachdem die Systeme einstimmig- oder entgegenge-

setzt-perspektivisch sind. Sind die Systeme einstimmig -perspek-

tivisch, so hat man folgende Fälle zu unterscheiden.

1. Wenn die Gerade u nicht durch den Punkt S geht, so

wird die Curve s von der Curve si auf der hohlen oder erhabe-

^\en Seite berührt, je nachdem (^cr Schnittpunkt R von AAi und
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H vom Punkte Äi durch die Punkte S, A oder vom Punkte A

durch tue Punkte S, Ai getrennt ist. — Jedes gerade Gebilde

S P Pi Q , welches aus dem Punkte S noch einem Punkte P der

Ciirve s, dem entsprechenden Punkte Pi der Curve si und einem

Punkte Q der Geraden u besteht, ist dem Gebilde SAAjR pro^

jektivisch.

H. Wenn die Geraden u, v im Punkte S sich schneiden,

so schneiden sich in diesem Punkte auch die beiden Curven. —

^

Kein ^\inkel, welcher einen Punkt der Geraden u zum Mittel-

|Muikt und zwei Tangenten der einen Curve zu Schenkeln hat,

liegt ganz in dem ihm entsprechentien ^Vinkel.

III. \\ enn die Gerade u mit der Geraden v zusammenfuiit,

so >vird (271) die Curve s von der Curve Si auf der hohlen

oder erhabenen Seite berührt, je nachdem die Strecke AS die

Strecke AiS oder diese die erstere in sich enthält.

273. Es sejen k, ki, kj, ka homologe Curven von vier zu

einander perspektivischen Systemen , welche in einerlei Ebene lie^

gen und ein und dasselbe gerade Gebilde u entsprechend gcmeir.

A\ cnn nun die Curven die Gerade u im Punkte T berühren, von

jeder andern durch diesen Punkt gehenden Geraden aber in ihm

geschnitten werden, und das gemeinschaftliche Projektionscentruin

von k und ki der Punkt T, das von k und kj ein anderer Punkt

Ti der Geraden u, das von k und ka ein ausserhalb der Gera-

den u befindlicher Punkt T2, folglich das von ki uud kj ein drit-

ter Punkt der Geraden u, das von ki und ka ein dritter Punkt

der Geraden TTj und das von k2 und ka ein dritter Punkt der

Geraden Ti T2 ist, so kann im Punkte T, in welchem die Cur-

ven k, kl sich berühren, die Curve ka, welche beide in ihm

schneidet , nicht zwischen den beiden erstem , und die Curve k«,

weil sie die drei erstem in T berührt, nicht zwischen zweien der-

selben durchgehen. Es ist hiedurch bewiesen, dass die Curven

s, si im zweiten der in 271 näher betrachteten Fälle inniger als

im ersten und im dritten inniger als im zweiten sich aneinander

anschmiegen. Eben so kann dies» von den Curven s, sj in 272

bewiesen werden.

Man kann ?uch sagen, dass im zweiten Falle ein Berühr

rungspunkt der Curven mit einem Schnittpunkte, im dritten aber
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zwei Berührungspunkte vereinigt seyen. AVenn z. B. in 272 die

Curve s und die Punkte S, A, Ai als gegeben betrachtet wer-

den, so ist durch jede Gerade u, welche durch keinen von den

beiden letztern Punkten geht, eine Curve Sj bestimmt. Niinuit

man nun an, dass die Gerade u um einen ausserhalb der beiden

Geraden AAi, v befindlichen Punkt sich drehe, so fällt einmal

der Punkt II und zugleich ein Schnittpunkt «ler Curven s, Sji mit

dem Piuikte S zusammen. Dieser Fall macht alsdann den Uebcr-

gang von dem einen der in I erwähnten Fälle zum andern.

Nimmt man an, dass die Gerade u die Curve s in einem Punkte

P berühre und alsdann den der Curve s sich anschmiegenden

Strahlenbüschel beschreibe, so muss, wenn die Gerade u mit der

Geraden v zusammenfällt, auch der Berührungspunkt P der bei-

den Curven s, si mit ihrem Berühnuigspunkte S zusammenfallen.

Endlich wird noch bemerkt, dass auch der Fall II, wenn man

die Curve s und also auch die Curve s^ in einem bestimmten

Sinne sich beschrieben denkt, selbst wieder zwei Fälle in sich be-

greift, indem die Curve si im Punkte S entweder von der hohlen

Seite der Curve s auf die erhabene oder von der erhabenen auf

die hohle übergeht. Wird die Gerade u durch den Punkt S ge-

legt und alsdaiu] um diesen Punkt so gedreht, dass sie einmal

über die Gerade v hinweggeht, so bildet der Fall III den Ueber-

gang von dem einen der beiden in II enthaltenen Fälle zum

andern.

274. Wenn zwei Curven II. Ordnung eine Gerade p in ei-

nem und demselben Punkte P berühren, so sind die geraden Ge-

bilde p, pi, von welchen das eine dem Strahlenbüschel P in Hin>

sieht auf die eine und das andere demselben Büschel in Hinsicht

auf die andere Cnrve zugeordnet ist, einstimmig- oder entgegen-

gesetzt projektivisch
,

je nachdem die Curven im Punkte P die

Gerade p auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten berühren.

Sind die geraden Gebilde p, pi einstimmig- projektivisch, so hat

man ferner zu unterscheiden, ob sie zwei Punkte P, Q oder nur

den Punkt P oder alle ihre Punkte entsprechend gemein haben.

Im zweiten dieser Fälle schmiegen sich die Curven inniger als

im ersten , im dritten inniger als in jedem der beiden erstem an

einander an.
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Im ersten Falle enthält nämlich der Strahlenljuschcl P zwei

Strahlen p, q deren Pole P, Q in Hinsicht auf beide Curven die-

selben sind. Im zweiten Falle gilt diess nur von dem Strahle

p, im dritten aber von allen Strahlen des Büschels P. Bezieht

man dßher die Curven perspektivisch so aufeinander, dass je zwei

homologe I*unkte mit dem Punkte P in einer und derselben Ge-

raden liegen, so niuss die Gerade u, welche von je zwei homo-

logen Tangenten in einem und demselben Punkte geschnitten

wird, im ersten Falle die Gerade p im Punkte Q, im zweiten

Falle im Punkte P schneiden, im dritten Falle aber mit der Ge-

raden p zusammenfallen. Bezieht man die Curven perspektivisch

so aufeinander, dass je zwei homologe Tangenten die Gerade p

in einem und demselben Punkte schneiden , so ist ihr gemein-

schaftliches Projektionscentrum im ersten Falle ein ausserhalb der

Geraden p befindlicher Punkt, im zweiten ein von P verschiede-

ner Punkt der Geraden p und im dritten der Punkt P selbst.

275. Durch die drei Eckpunkte eines gegebenen Dreiecks

SÄiBi eine Ctirve II. Ordnung zu legen, welche einer gegebenen

Curve II. Ordnung, welche nicht durch alle drei Eckpunkte des

Dreiecks gebt, aber zwei Seiten desselben in einem Eckpunkte

S schneidet, in diesem Punkte so innig als möglich sich an-

schmiege.

Es seyen Ä, B diejenigen Punkte der gegebenen Curve, wel-

che aus dem Punkte S durch die Geraden SAi, SBi projicirt

werden. Bezieht man nun zwei ebene Systeme perspektivisch so

aufeinander, dass sie den Strahlenbüschel S und das gerade Ge-

bilde, welches den Punkt S mit dem Schnittpunkte von AB und

AiBi verbindet, entsprechend gemein haben und dass dem Punkte

A des einen der Punkt Ai des andern und also dem Punkte B

des erstem der Punkt Bi des letztern entspricht, so ist die

Curve, welche der gegebenen entspricht, die gesuchte.

Sind eine Curve 11. Ordnung und zwei Punkte S, A gege-

ben , von welchen der eine S in der Curve, der andere aber we-

der in der Curve noch in der Geraden u liegt, welche im erstem

die Curve berührt, so fiudet man diejenige Curve II. Ordnung, wel-

che durch die beiden gegebenen Punkte geht nnd im erstem der

gegebenen Curve so innig als möglich sich anschmiegt, wenn
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ihäri zwei ebeiie Systeme perspektivisch so aufeinander beziolitj

dass sie den Strahlenbüschel S und das gerade Gebilde u ent-

sprechend gemein haben , und dass der Punkt Ai demjenigen

Punkte der gegebenen Curve entspricht, welcher aus dem Punkt

S durch die Gerade SAi projicirt wird. Eben so leicht lassen die

reciproken Aufgaben sich auflösen.

276. Sollen zwei in einerlei Ebene liegende Systeme projek-

tivisch so einander bezogen werden, dass sie eine gegebene CiirVe

11. Ordnung entsprechend gemein haben, so kann man (2(54) in

dieser Curve zu drei Punkten A, B, C des einen Systems die

homologen Punkte Ai^ Bij Ci des andern liach Belieben anneh-

men, wodurch aber alsdann jedem Elemente des einen Systems

ein Element des andern zugewiesen ist. VVenri nun die gegebeue

Curve als Gebilde des einen Systems durch s und als Gebilde

des andern durch s^ bezeichnet wird, und die Systeme nicht alle

ihre Elemente entsprechend gemein haben, was nur der Fall wäre,

wenn Ä mit Ai, B mit Bi und C mit Ci zusammenfiele, so gilt

Folgendes.

I. Projicirt man die Curven s, Si aus einem und demselben

in ihnen befindlichen Punkte IM , so erhält man (-65) zwei zii

einander projektivische Strahlenbüschel, «eiche zwei Strahlen oder

nur einen Strahl oder gar keinen Strahl entsprechend gemein ha-

ben^ je nachdem die, Curven zwei Punkte oder nur einen Punkt

oder gar keinen Punkt entsprechend gemein haben. Den Strah-

len MA, MB, MC des einen Büschel:^ entsprechen die Strahlen

MAi, MBi, MCi des andern.

II. Projicirt man die Ciirve sj acis einem sich nicht selbst

entsprechende Punkte A der Curve s und diese aus dem homolo-

gen Punkte Ai der Curve si, so erhält man (noch 108 und 265)

zwei zu einander perspektivische Strahlenbüscheb Den Strahlen

AAi, ABl, A Ci des erstem Büschels entsprechen die Strahlen

AiA, AiB, AiC des letztem. Die Gerade h^ welche von je

zwei homologen Strahlen dieser Büschel in einem und demselben

Punkte geschnitten wird, geht, wenn die Curven s, si zwei Punkte

entsprechend gemein haben, durch diese beiden Punkte. Haben

die Ciirven nur einen Punkt entsprechend gemein, so werden sie

in diesem Punkte von der Geraden h berührt. \Venn al)cr die
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Curven gar keinen Punkt entsprechend gemein haben, so habeii

sie auch mit «ier Geraden h keinen Punkt gemein.

Hl. Wenn irgend zwei Punkte der Curven s, Si und also

auch zwei Strahlen der in l betrachteten BTischel, demnach (215)

je zwei homologe Strahlen dieser Büschel und also auch je zwei

homologe Pimkte der Curven einander doppelt entsprechen , so

müssen die Systeme, da jede Gerade, welche ein Paar homologe

punkte verbindet, sich selbst entspricht, einen Strahlenbüschel ent-

epfechend gemein haben und folglich (227j involutorisch liegen^

IV. Wenn drei Gerade AAi, BBj, CCi, deren jede einen

Punkt der Curve s mit dem homologen Punkte der Curve sj ver-

bindet, in einem und demselben Punkte sich schneiden, so kann

man ebenfalls schliessen , dass die Systeme involutorisch liegen.

Da nämlich (251) dieser Schnittpunkt sowohl dem Schnittpunkte

Von ABl und Ai B als auch dem Schnittpimkte von A Ci AiC

conjugirt und mithin der Pol der Geraden h ist^ folglich diese

Gerade auch von den Geraden AB, AjBi in einem Und demsel-

ben Punkte geschnitten wird , so entspricht der Pimkt B der

Curve si dem Punkte Bi der Curve s. Dasselbe folgt auch aus

249 und 264.

V. Die zu einander collineären ebenen Systeme haben die

Gerade h, die von je zwei Geraden PQi, Pi Q, von welchen die

eine irgend zwei nicht homologe Punkte der Curven s, Si und

die andere die ihnen entsprechenden Punkte verbindet, in einem

und demselben Punkte geschnitten w ird , und eben so den Pimkt

H (den Pol der Geraden h), welcher (251) mit dem Schnitt-

punkte p qi von je zwei nicht homologen Tangenten der Curven

s, Si und dem Schnittptmkte piq der ihnen entsprechenden Tan-

genten in einer und derselben Geraden liegt, entsprechend ge-

mein.

Projicirt man aus dem erstem von den beiden Punkten P, Pi

die Curve si und aus dem letztern die Curve s , so erhält man

zwei zu einander perspektivische Strahlenbüschel. Dass aber die

Gerade, welche von je zwei homologen Strahlen dieser Büschel in

einem und demselben Punkte geschnitten wird , mit der in II. er-

wähnten Geraden h zusammenfällt
,
geht , w enn auch die collineä-

ren Systeme nicht involutorisch liegen und die Curven s, si kei-



neu Punkt entsprechend gemein haben, daraus hervor, weil die

drei Punkte, in deren jedem ein Paar Gegenseiten des Sechsecks

APiQA|PQi sich schneiden, in einer und derselben Geraden

liegen. Da ferner (251) der Schnittpunkt von P Qi und Pi Q
mit dem Pole pq von PQ und dem Pole piqi von Pi Qi in ei-

ner und derselben Geraden liegt, und mithin die Gerade h, im

Falle sie von zwei homologen Punkten pq, pi qi der collineäreu

Systeme den einen enthält, auch den andern enthalten muss, so

folgt, dass die beiden Systeme die Gerade h und also auch ihren

Pol H entsprechend gemein haben.

277. Wenn von den*n -j- 1

Punkten , in deren jedem ein

Paar Gegenseiten eines in eine

Curvell. Ordnung beschriebenen

(4n-j-2) Ecks sich schneiden,

^n in einer und derselben Gera-

den h liegen, so liegt auch der

letzte in dieser Geraden.

Wenn von den^n-f-1 Diago-

nalen, deren jede ein Paar Ge-

genpimkte eines um eine Cur-

ve If. Ordnung beschriebenen

(4n-}-2) Seits verbindet,! n in

einem und demselben Punkte sich

schneiden, so geht auch die letzte

durch diesen Pimkt.

Man nehme an, dass die Pimkte, in welchen die vier Seiten

ABl, B]C, CDi, DiE eines in eine Curve II. Ordnung be-

schriebenen Zehnecks A Bi C Di E AiBCi DEi von den ihnen ge-

genüberliegenden Seiten geschnitten werden , in einer und dersel-

ben Geraden h liegen. Bezieht man nun zwei Systeme collineär

so aufeinander , dass sie die Curve entsprechend gemein haben,

und dass den Punkten A , B , C des einen Systems die Punkte

Ai, Bi , Ci des andern entsprechen, so entsprechen auch (276)

den Punkten D, E des erstem die Punkte Di, Ei des letztern,

daher auch der Schnittpunkt der Seiten EAi, Ei Ä in der Gera-

den h liegt.

278. Werden die Elemente einer Curve II. Ordnimg s invo-

lutorisch gepaart, so dass nämlich die Geraden AAi, BBi, CCi

u. s. w. , deren jede zwei einander zugeordnete Punkte der Curve

verbindet, alle in einem und demselben Punkte H sich schneiden

und also die Punkte a ai , bbi, cci u. s. w., in deren jedem zwei

einander zugeordnete Tangenten der Curve sich schneiden, alle

in einer und derselben Geraden h liegen, so wird (276) jede In-

volution AAi.BBi.CCi von drei Paar Punkten der Curve aus
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jedem in ihr befindlichen Punkte durch eine Involution Ton drei

Paar Strahlen projicirt und jede Involution aai.bbi.cci von drei

Paar Tangenten der Curve von jeder Tangente derselben in einer

Involution Ton drei Paar Punkten geschnitten.

Wenn die Gerade h die Curve in zwei Punkten P, Q schnei-

det, so heissen in der Curve je zwei einander zugeordnete Punkte

durch die Punkte P, Q und in dem der Curve sich anschmiegen-

den Strahlenbüschel je zwei einander zugeordnete Strahlen durch

die Strahlen HP, HQ harmonisch getrennt. Im erstem Gebilde

vertritt jeder von den beiden Punkten P, Q, im letztern aber

jeder von den beiden Strahlen die Stelle eines Paares.

Sind also die Diagonalen eines in eine Curve II. Ordnung

beschriebenen Vierecks einander conjugirt, so liegen in der Curve

die vier Eckpunkte des Vierecks, die Tangenten an diesen Punk-

ten aber in dem der Curve sich anschmiegenden Strahlenbüschel

harmonisch. Die vier Eckpunkte des Vierecks werden aus jedem

Punkte der Curve durch einen harmonischen Strahlenbüschel pro-

jicirt, die vier erwähnten Tangenten aber von jeder Tangente der

Curve in einem harmonischen geraden Gebilde geschnitten.

279. Durch ein vollständiges

Viereck sind (262) drei Curven

II. Ordnung bestünmt, deren

jede durch die vier Eckpunkte

des Vierecks geht und in jedem

dieser Punkte von einer Gera-

den berührt wird, welche mit

den drei durch denselben Eck-

punkt gehenden Seiten einen

harmonischen Strahlenbüschel bil-

det. Jeder Punkt, aus welchem

die Eckpunkte des Vierecks durch

'vier harmonisch liegende Strah-

len projicirt werden, liegt in

einer der drei Curven.

2S0. Durch eine Curve II. Ord-

nung s und zwei Punkte H, P,

von welchen der letztere weder

Durch ein vollständiges Vier-

seit sind drei Curven II. Ord-

nung bestimmt, deren jede Seite

des Vierseits in einem Punk-

te berührt, welcher mit den

in derselben Seite befindlichen

Eckpunkten harmonisch liegt.

Jede Gerade, welche die vier

Seiten des Vierseits in vier harmo-

nisch liegenden Punkten schnei-

det, berührt eine von den drei

Curven,

Durch eine Curve II. Ordnung

s und zwei Gerade h, p, von

welchen die letztere weder die

II
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in der Ciirve noch in tler Polare

des erstem noch mit dem er-

stem in einer und derselben

Tangente der Curve liegt, ist

eine andere Curve 11. Ordnung

k bestimmt, welche durch den

letztem Punkt geht und die

Bedingung erfüllt, dass der Pol

einer jeden durch den erstem

Punkt gehenden Geraden in Hin-

sicht auf beide Curven derselbe

Curve berührt noch durch den

Pol der erstem geht , noch die

erstere in einem Punkte der

Curve schneidet, ist eine andere

Curve IL Ordnung k bestimmt,

welche" die letztere Gerade be-

rührt und die Bedingung erfüllt,

dass die Polare eines jeden in

der erstem Geraden befindlichon

Punktes in Hinsicht auf beide

Curven dieselbe sey.

sey.

Durch die Curve s und die Gerade h ist auch der Pol H
dieser Geraden und umgekehrt durch die Curve s und den Punkt

H die Polare h dieses Punktes gegeben. Da nun das gerade Ge-

Tbilde h und der Strahlenbüschel H eben so, wie sie in Hinsicht

auf die Curve s einander zugeordnet sind, auch in Hinsicht auf

die Curve k einander zugeordnet seyn sollen, die im Punkte P

dieser Curve sich anschmiegende Gerade p durch den Pol der

Geraden PH gehen und umgekehrt der Berührungspunkt der Tan-

gente p in der Polare des Punktes p h liegen muss, mithin durch

jedes von den beiden Elementen das andere bestimmt ist, so folgt

der Satz aus 240.

In jeder Geraden, welche die

'eine von den beiden Curven in

einem Punkte berührt und die

andere in zwei Punkten schnei-

det, sind diese Punkte durch

jenen Punkt und durch die Spur

der Geraden h harmonisch ge-

trennt. Schneidet eine Gerade

die Gerade h im Punkte F, die

eine Curve in den Punkten A, Ai

und die andere in den Punkten

G,Gi, so istF.AÄi.GGi eine

Involution. Der Punkt, in wel-

chem jene Gerade von der Po-

Die Schenkel eines jeden Win-

kels, welcher um die eine von

den beiden Curven beschrieben

ist und seinen Mittelpunkt in

der andern hat, sind durch die

Gerade, welche in diesem Punkte

die andere berührt, und durch

die Gerade, welche aus dem-

selben Punkte den Punkt H
projicirt, harmonisch getrennt.

Schneiden sich zwei Tangenten

a, ai der einen Curve und zwei

Tangenten g, gi der andern

Curve in einem und demselben

„JiL
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lare des Punkes F geschnitten
j
Punkte, so ist, irenn die Ge-^

wird , ist nämlich von diesem
| rade, welche aus diesem Punkte

sowohl durch die Punkte A, Ai

als auch durch die Punkte G, Gi

harmonisch getrennt.

den Punkt H projicirt, durch f

bezeichnet wird, f.aai.ggi eine

Involution.

Es folgt hieraus ferner, dass die beiden Curven keinen aus-

serhalb der Geraden h befindlichen Punkt und also entweder gar

keinen oder nur einen Punkt oder zwei Punkte mit einander ge-

mein haben
,

je nachdem sie den Punkt H einschliessen oder in

diesem Punkte die Gerade h berühren oder von dieser Geraden

geschnitten werden, nnd dass im ersten so wie anch (274) im

zweiten Falle die eine Curve von der andern eingeschlossen ist,

im dritten Falle aber in ihren gemeinschcdtlichen Punkten ent-

weder die eine die andere von innen oder jede die andere von

aussen berührt, je nachdem sie in einen und denselben oder nicht

in einen und denselben von den 'beiden Winkeln beschrieben sind,

welche ihre gemeinschaftlichen Tangenten mit einander bilden.

281. AVenn zwei coUineäre ebene Systeme eine Curve II.

Ordnung s aber nicht alle ihre Punkte entsprechend geraein ha-

ben nnd auch nicht involutorisch liegen, so berühren die Geradm

AAi, BBi, C Ci u. s. w. , deren jede ein Paar homologe Punkte

der Curve s verbindet, eine andere Curve II. Ordnung k, wäh-

rend die Punkte aai, bbi, cci u. s. w., in deren jedem ein Paar

homologe Tangenten der Curve s sich schneiden, in einer dritten

Curve II. Ordnung liegen, welche in Hinsicht auf die Curve s

dem der Curve k sich anschmiegenden Strahlenbüschel zugeord-

net ist

Nach dem vorigen Satze ist durch die Curve s, durch die

in 276 erwähnte Gerade h und die Gerade AAi eine Curve II.

Ordnung k bestimmt, welche die letztere Gerade berührt imd die

Bedingung erfüllt, dass die Polare eines jeden in der erstem be-

findlichen Punktes in Hinsicht auf beide Curven dieselbe sejr. Um
sich nun zu überzeugen, dass die Curve k auch von jeder andern

Geraden BBi, welche ein Paar homologe Punkte der Curve s

verbindet, berührt werde, darf man nur bemerken, dass (251)

der Punkt L, in welchem die Gerade h von den Geraden ÄBi,
A] B geschnitten wird, der Pol der Geraden ist, welche den
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Schnittpunkt M von AAi und BBi mit dem Schnittpunkte N von

AB und ÄiBi verhindet, und dass die einander conjugirten Ge-

raden ML, MN durch die Geraden AAi, BBi harmonisch ge-

trennt sind.

282. Wenn die Eckpunkte ei-

nes Dreiecks in -einer gegebenen

Curve II. Ordnung sich bewe-

gen, während zwei Seiten um
zwei Punkte sich drehen, wel-

che in Hinsicht auf die Curve

einander conjugirt sind, so dreht

sich (253) die dritte Seite um
den Pol der Geraden , welche

die beiden erstem Punkte ver-

bindet.

283. Wenn die Eckpunkte ei-

nes nEcks ÄiA2A3.,.Än in ei-

ner gegebenen Curve II. Ord-

nung liegen und n— 1 Seiten

desselben durch gegebene Punkte

gehen, von welchen keiner in

der Curve liegt, so geht die

letzte Seite entweder ebenfalls

durch einen gegebenen Punkt

oder sie berührt eine gegebene

Wenn die drei Seiten eines

Dreiecks eine gegebene Curve

IT. Ordnung berühren und zwei

Eckpunkte desselben in zwei

gegebenen Geraden liegen, wel-

che in Hmsicht auf die Curve

einander conjugirt sind, so liegt

der dritte Eckpunkt in der Po-

lare des Punktes, in welchem

die beiden erstem Geraden sich

schneiden.

Wenn dife Seiten eines nEcks

eine gegebene Curve II. Ord-

nung berühren, und n— 1 Eck-

punkte desselben in gegebenen

Geraden liegen, von welchen

keine die Curve berührt, so

liegt der letzte Eckpunkt ent-

weder ebenfalls in einer gege-

benen Geraden oder in einer

gegebenen Curve II. Ordnung.

Curve II. Ordnung.

Die Punkte Ai, Ä2, A3,...A„ sind nämlich homologe Punkte

von n collineären Systemen , welche die gegebene Curve entspre-

chend gemein haben , und von welchen je zwei aufeinander fol-
|

gende involutorisch liegen. Wenn nun auch das erste und letzte

involutorisch liegen, so geht die Gerade AnAi durch einen gege-

benen Punkt. Ist aber diess nicht der Fall, so berührt (281)
die Gerade AnAi eine gegebene Curve II. Ordnung.
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§. 21.

Von der Anzabl der gemeinschaftliclien Punkte und Tangeuten zweier

Curren II. Ordnung.

2S4. Zwei Curvea II. Ordnung haben (258) höchstens vier

Punkte, die ihnen sich anschuiiegenden Strahlenbüschel höchstens

vier Strahlen mit einander gemein. Berühren zwei CurTen II. Ord-

nung eine Gerade in einem und demselben Punkte, so haben sie

höchstens noch zwei Punkte mit eioander gemein und höchstens

noch zwei gemeinschaftliche Tangenten. Berühren zwei Curven

II. Ordnung zwei Gerade in denselben zwei Punkten, so haben

sie weder einen dritten Punkt mit einander gemein noch eine

dritte gemeinschaftliche Tangente.

Wenn zwei Curven II. Ordnung, welche zwei Gerade in den-

selben zwei Punkten berühren, perspektivisch so aufeinander be-

zogen werden, dass je zwei homologe Tangenten die eine gemein-

schaftliche Tangente in einem und demselben Punkte schneiden,

so liegen je zwei homologe Punkte mit dem Berührungspunkte

der cindern in einer und derselben Geraden. Da nämlich die an-

dere gemeinschaftliche Tangente und also auch ihr Berührungs-

punkt sich selbst entspricht , so muss dieser Punkt das Projek-

tiouscentrum der zu einander perspektivischen Systeme sejn. Es

folgt daher auch aus 27 i, dass in ihren gemeinschaftlichen Punk-

ten entweder die eine von den beiden Curven die andere von in-

nen oder jede die andere von aussen berührt, je nachdem sie

nämlich in einen und denselben oder nicht in einen und densel-

ben von den beiden \A inkelu beschrieben sind, welche ihre ge-

meinschaftlichen Tangenten mit einander bilden.

285. Die Anzahl m der gemeinschaftlichen Punkte zweier

Curven s, k II. Ordnung, welche in einerlei Ebene liegen, ist

eine pare oder unpare Zahl, je nachdem die Anzahl n ihrer ge-

meinschaftlichen Taugenten euie pare oder unpare Zahl ist.

Es sey r die Anzahl der Punkte, in welchen die Curven sich

berühren, so ist m— r die Anzahl ihrer Schnittpunkte und n— r

die Anzahl derjenigen gemeinschaftlichen Tangenten, deren jede

die Curven entweder in zwei verschiedenen Punkten oder in ei-

enm Schnittpunkte berührt. Bemerkt man nun , dass das System
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von allen in der Ebene befindlichen Geraden durch den Strahlen-

büschel s in zwei Systeme getheilt wird , und dass eine Gerade,

welche den Strahlenbüschel k beschreibt, in jeder der erwähnten

n— r Tangenten von einem der beiden Systeme in das andere

übergeht, so folgt, dass n — r eine pare Zahl sey, gleich wie

m— r eine pare Zahl ist. Es sind also m, n, r entweder drei

pare oder drei unpare Zahlen.

286. Versteht man unter einem nEcke eine von n Strecken

eingeschlossene Figur, so heisst ein nEck in eine Curve II. Ord-

nung oder auch diese um das nEck beschrieben, wenn das nEck

von der Curve eingeschlossen ist und alle seine Eckpunkte in

derselben liegen. Umgekehrt heisst eine Curve II. Ordnung in

ein nEck oder auch das nEck um die Curve beschrieben, wenn

diese alle Seiten des nEcks berührt, und also in dem nEcke

liegt. Jedes nEck, welches in oder um eine Curve II. Ordnung

beschrieben ist, hat lauter ausspringende Winkel.

Wenn zwei Curven II. Ord-

nung in vier Punkten sich schnei-

den, so haben sie entweder vier

gemeinschaftliche Tangenten oder

gar keine gemeinschaftliche Tan-

gente.

287. Wenn zwei Curven II.

Ordnung s, k vier gemeinschaft-

liche Tangenten a, b, c, d ha-

ben, so schneiden sie sich ent-

weder in vier Ptmkten oder sie

haben gar keinen Punkt mit ein-

ander gemein.

Durch die Geraden a, b, c, d wird die Ebene in drei Vier-

ecke und vier Dreiecke getheilt. Sind nun die Curven s, k in

ein und dasselbe Viereck beschrieben, so müssen sie sich in vier

Punkten schneiden. Sind aber die Curven nicht in ein und das-

selbe Viereck beschrieben, so haben sie keinen Punkt mit einan-

der gemein.

Zwei Curven II. Ordnung, welche vier gemeinschaftliche Tan-

genten haben, berühren (284) keine dieser Geraden in einem und

demselben Punkte. Eben so werden zwei Curven IL Ordnung,

welche vier Punkte mit einander gemein haben, in keinem dieser

Punkte von einer und derselben Geraden berührt.

288. Haben zwei Curven II.

Ordnung s, k keinen Punkt mit

einander gemein, so haben sie

Haben zwei Curven II. Ord-

nung keine gemeinschaftliche

Tangente, so haben sie entwe-
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cutweticr auch keine geiueiu- tler auch keineu Puukt mit ein-

»chaftliche Tangente oder vier ander gemein oder sie schnei-'

gemeinschaftliche Tangeuten. ' den sich in vier Punkten.

Es kommt hier nur darauf an, ob die eine oder keine voa

den beiden Curven s, k die andere eiuschliesst. Im letztern

Falle wird das System von alhjn in der £bene befindlichen Ge-^

raden durch die beiden Strahlenbiischel s, k in fünf Systeme

getheilt.

2S9. Wenn zwei Curven II.

Ordnung s, k drei gemeinschaft-

liche Tangenten haben , so ha-

ben sie entweder (285) auch

«irei Punkte oder nur einen

Puukt mit einander gemein.

Wenn zwei Curven II. Ord-

nung drei Punkte mit einander

gemein haben, so haben sie

entweder auch drei gemeinr

schaftliche Tangenten oder nur

eine gemeinschaftliche Tangente.

Da die Anzahl der Punkte, welche die Curven s, k mit ein-

ander gemein haben', eine uni>are Zahl ist , so müssen sie in ei-

nem Punkte sich berühren. Sind nun die beiden Curven in ein

und dasselbe von den vier Dreiecken beschrieben, welche ihre

gemeiuschafüichen Tangenten mit einander bilden, so schneiden

sie sich in zwei Punkten. Sind aber die Curven nicht in ein

uud dasselbe Dreieck beschrieben, so haben sie nur jenen Punkt

mit einander gemein.

200. Haben zwei Curven H. Ordnung zwei Punkte mit ein-

ander gemein, so haben sie auch nach 285, 287 und 288 zwei

gemeinschaftliche Tangenten , uu«l umgekehrt. Sind nun die Cur-

ven in einen und denselben von den beiden Winkeln beschrieben,

welche ihre gemeinschaftlichen Tangenten mit einander bilden, so

muss entweder die eine die andere in zwei Punkten von innen

berühren oder sie müssen sich in zwei Punkten schneiden. Im

Iclzteru Falle kann man ferner unterscheiden, ob die Curven jede

ihrer gemeinschaftlichen Tangenten in zwei verschiedenen Punkten

oder ob sie die eine in einem ihrer Schnittpunkte berühren, Smd
die Curven nicht in einen und denselben Winkel' beschrieben, so

berühren sie sich in zwei Punkten von aussen.

201. Nach 285 und 290 ist die Anzahl m der gemein«

schaftlichen Punkte zweier Curven 11. Ordnung, welche nämlich

in einerlei Ebene liegen , f-ntweder der Anzahl n ihrpr gemein-
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schaftlichen Tangenten gleich, oder es ist die Summe dieser bei-

den Zahlen n: 4 oder es findet beides zugleich statt. Ist

mnrnnzrS oder mmn=^l, so berührt die eine von den beiden

Curven die andere in einem Punkte von innen. Ist aber nirr:3

und nrrr:l oder mnrl und nr:r:3, so berühren sich die Curven

in einem Punkte von aussen.

292. Wenn von einer Curve II, Ordnung s fünf Punkte

A, B, C, D, E und von einer andern Curve II. Ordnung k,

welche durch die drei ersten Punkte, aber durch keinen der bei-

den übrigen geht, ebenfalls noch zwei Punkte Di, Ei gegeben

sind, so kann man leicht finden, ob die Curven in einem ihrer

gemeinschaftHchen Punkte sich berühren, oder in welchem vierten

Punkte sie sich schneiden.

Man suche in der Curve s zuerst den Punkt Da» so dass

E(ABCD2) A El (ABC Dl) ist, und alsdann den Punkt F, wel-

cher aus dem Punkte D2 durch die Gerade Dj Di projicirt ist.

Da nun (255) F(ÄBCD2) A E(ÄBCD2) nnd mithin auch

F (ABC Dl) A El (ABC Dl) ist, so folgt (256), dass der Punkt

F auch in der Curve k liegt, und dass also dieser Punkt, wenn

er mit keinem der drei Punkte A, B, C zusammenfällt, der vierte

Schnittpunkt der beiden Curven ist. Fällt aber der Punkt F
etwa mit dem Punkte A zusammen, so folgt auf dieselbe Weise,

dass alsdann die Gerade, welche die Curve s im Punkte A be-

rührt, in demselben Punkte auch die Curve k berühre.

293. Werden zwei vollstän-

dige Vierecke A B C D , Ai Bi

CiDi angenommen, so dass je-

der Punkt, in welchem ein Paar

Gegenseiten des einen Vierecks

sich schneiden, auch der Schnitt-

punkt von zwei solchen Seiten

des andern ist , so haben die

beiden Vierecke ' entweder zwei

Seiten mit einander geraein, oder

es liegen ihre acht Eckpunkte in

Werden zwei vollständige Vier-

seite angenommen, so dass jede

Gerade , welche ein Paar Ge-

genpiinkte des einen Vierseits

verbindet, auch durch zwei sol-

che Punkte des andern geht,

so haben die beiden Vierseite

entweder ein Paar Gegenpunkte

mit einander gemein, oder es

berühren ihre acht Seiten eine

Curve II. Ordnung.

einer Curve II. Ordnung.

Es sey M der Schnittpimkt von AB und CD, N der Schnitt-
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pnnkt TOB AC und BD und R der Schnittpunkt von AD und

BC Wenn nun etwa der Punkt Äi in der Geraden AB liegt,

und AiBi diejenige Seite des zweiten Vierecks ist, welche durch

den Punkt M geht, so fällt diese Seite mit der Seite AB und

folglich, da alsdann diese Gerade durch die Geraden MN, MR
sowohl von CD als auch vonCiDi harmonisch getrennt ist, auch

die Seite CD mit der Seite CiDi zusammen. Lässt sich aber

durch die fünf Punkte A, B, C, D, Ai eine Curve II. Ordnung

legen, so geht diese, da die Punkte Ai , Bi durch den Piuikt M
vnd den Schnittpunkt von Ai Bi und NR harmonisch getrennt

und die letztern Punkte (251) einander conjugirt sind, auch

durch den Pimkt Bi und eben so durch die Punkte Ci , Di. Es

ergeben sich hieraus und aus 251 noch folgende Sätze:

Haben zwei Curven H. Ord-
j

Schneiden sich zwei .Cnrven

nung vier gemeinschaftliche Tan-
j

It. Ordnung in vier Punkten, so

genten, so liegen die acht Be-

rührungspunkte dieser Tangen-

ten entweder in einer dritten

Curve 11. Ordnung oder in zwei

Geraden. Der letztere Fall kann

vorkommen, wenn die Curven

sich nicht schneiden.

berühren die acht Geraden, de-

ren jede eine von den beiden

Curven in einem jener Punkte

berührt , entweder eine dritte

Curve II. Ordnung, oder es

schneiden sich vier in einem

Punkte und die vier übrigen in

einem andern Punkte.

294. Zwei colHneäre Systeme, welche in einerlei Ebene, aber

nicht perspektivisch hegen, haben entweder die drei Eckpunkte

und die drei Seiten eines Dreiecks oder nur zwei Punkte und

zwei Gerade, von welchen die eine durch beide Punkte, die an-

dern aber durch einen derselben geht, oder nur einen Punkt und

eine Gerade entsprechend gemein.

Es entspreche dem Punkte A des einen Systems der Piuikt

Ai des andern, so entspricht der Geraden AAi des erstem Sy-

stems eine durch den Punkt Ai gehende Gerade u des andern.

Wenn nun, was man annehmen kann, diese Linien nicht in ein-

ander fallen, so erzeugen (256) die Strahlenbüschel A, Ai eine

Curve II. Ordnimg k, welche offenbar durch jeden Punkt geht,

welchen die collineären Systeme entsprechend gemein haben. Der

Curve k des erstem Systems entspricht ferner eine Curve ki des



' andern, welche tue Gerade u und die Curve k im Punkte Ai

schneiden muss, weil diese die Gerade AAi im Punkte A schnei-

det und die Gerade u im Punkte Ai berührt. Da endlich je zwei

homologe Punkte der beiden Curven aus dem Punkte Ai durch

einen und denselben Strahl projicirt werden, so folgt:

I. Wenn die beiden Curven in noch drei Punkten P, Q, R
»ich schneiden, so haben die collineären Systeme die Eckpunkte

und also auch die Seiten des Dreiecks PQR entsprechend gemein.

II. Wenn die Curven nur noch in einem Punkte P sich

schneiden , in einem Punkte Q aber sich berühren , so haben die

Systeme zwei Punkte P, Q und zwei Gerade PQ, von welchen

nämlich die letztere die Curven im Punkte Q berührt, entspre-

chend gemein.

III. Wenn die Curven nur noch in einem Punkte P sich

schneiden und in diesem Punkte von einer und derselben Gera-

den p berührt werden, so haben die Systeme nur den Punkt P

und die durch ihn gehende Gerade p entsprechend gemein. —
Dass keine durch den Punkt P gehende, von p verschiedene Ge-

rade PB mit der ihr entsprechenden Geraden PBi zusammenfällt,

geht daraus hervor, weil je zwei homologe Punkte B , Bi der

Curven aus dem Punkte Ai durch eine und dieselbe Gerade pro-

jicirt werden. Eine Gerade q aber, welche nicht durch den Punkt

P geht, kann desshalb sich nicht selbst entsprechen, weil der

Funkt pq sich nicht selbst entspricht.

IV. Wenn die Curven nur noch einen Punkt P gemein ha-

ben, in diesem Punkte aber nicht von einer und derselben Ge-

raden berührt werden, so haben die Systeme nur den Punkt P

»md eine nicht durch ihn gehende Gerade entsprechend gemein. —
Nach dem, was in III bemerkt wurde, haben die Systeme weder

eine durch den Punkt P gehende Gerade noch mehr als eine Ge-

rade entsprechend gemein. Um sich aber zu überzeugen, dass

es eine Gerade giebt, welche sich selbst entspricht, tlarf man nur

xwei homologe gerade Gebilde c, ci betrachten, welche im Punkte

P sich schneiden und also Schnitte eines und desselben Sirahlen-

büschels S sind. Wenn nun dem Punkte S des einen Systeujs

der Punkt Si des andern entspricht und die Gerade SSi die Ge-

raden c, ci in den Punkten C, Ci schneidet, so entspricht die
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Gerade SiCi der Geraden SC, also sich selbst. Eben so leicht

findet man, wenn eine Gerade gegeben ist, welche die Systeme

entsprechend gemein haben, einen sich selbst entsprechenden Punkt.

295. Wenn man in einer Ebene zwei Polarsysteme annimmt

und je zwei Punkte Vi, V2 der Ebene, welche von einer und

derselben Geraden V die Pole in Hinsicht auf jene Systeme sind,

einander entsprechend nennt, so hat man offenbar drei Systeme

^, ^1, ^2 projektivisch so aufeinander bezogen, dass die bei'

den letztern dem erstem reciprok, also unter sich coliineä» sind

und mithin entweder einen Strahlenhüschel S und ein durch sei^.

nen Mittelpunkt gehendes gerades Gebilde u, oder einen Strah-

lenbüschel S und ein nicht durch seinen Mittelpunkt gehendes

gerades Gebilde u, oder nur die Eckpunkte und Seiten eines

Dreiecks PQR, oder nur zwei Punkte P, Q und zwei Gerade

PQ, p, welche im Punkte Q sich schneiden, oder nur einen

Punkt P und eine durch ihn gehende Gerade p, oder nur einen

Punkt P und eine nicht durch ihn gehende Gerade p entsprechend

geraein haben.

Im ersten Falle berühren sich die Ordnnngscurven s, k der

Polarsysteme im Punkte S so innig, dass der Pol einer jeden

durch den Punkt S gehenden Geraden in Hinsicht auf beide der-

selbe ist.

Im zweiten Falle haben die Polarsysteme unendlich viele Po-

lardreiecke mit einander gemein. Die Curven s, k berühren sich

(280) entweder in zwei Punkten, oder sie haben gar keinen Punkt

mit einander gemein,

Im dritten Falle haben die Polarsysteme nur das Polardreieck

PQR mit einander gemein. Die Curven s, k schneiden sich enl*

weder in vier Punkten oder haben gar keinen Punkt mit einander

gemein. Gehen nämlich beide Curven durch den Punkt A, so

muss dieser, wenn nicht der zweite Fall Statt finden soll, aus-

serhalb der drei Geraden PQ, PR, QR liegen, Sucht man nun

zu dem Punkte P, Ä und dem Schnittpunkte von PA imd QR
den vierten harmonischen Punkt B , so hat man noch einen ge-

meinschaftlichen Punkt der beiden Curven. Eben so kann man

aber in jeder von den beiden Geraden Q A, RA einen Punkt fin-

den, in welchem die Curven sich schneiden.
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Im vierten Falle berühren sich die Curven s, k im Punkte Q,
so dass es aber nur noch einen Punkt P giebt, dessen Polare p
in Hinsicht auf beide Polarsysteme dieselbe ist, daher die Curven

entweder nur den Punkt Q oder noch zwei Punkte mit einander

gemein haben, in welchen sie sich schneiden.

Im fünften, Falle schneiden sich (274) die Curven s , k in

dem Punkte P, in welchem beide von der Geraden p berührt

werden, und also noch in einem andern Punkte.

Iffi sechsten Falle, in welchem es auch nur einen Punkt P
giebt, dessen Polare p in Hinsicht auf beide Polarsysteme die-

selbe ist, diese Gerade aber nicht durch jenen Punkt geht, haben

die Curven s, k zwei Punkte mit einander gemein, so dass aber

in keinem dieser Punkte beide von einer und derselben Geraden

berührt werden. Da es nämlich in der Geraden p keine awei

Punkte giebt, welche in Hinsicht auf jedes der beiden Polar-

systeme einander conjugirt sind, so schneiden sich (309) die

Curve s und die Gerade p in zwei Punkten, die durch die Punkte,

n\ welchen dieselbe Gerade von der Curve k geschnitten wird,

getrennt sind, daher auch die beiden Curven sich schneiden müs-

sen. Würden sie sich in vier Punkten schneiden, so hätten (251)

die Polarsystemc ein Polardreieck mit einander gemein.

Wenn ein ebenes Polarsystem keine Ordnungscurve hat, so

sagt man, dass seine Ordnungscurve imaginär sey, Ist also ir-

gend eine von den beiden Curven s, k imaginär, so muss ent-

weder der zweite oder dritte von den obigen Füllen Statt finden.

§. 22.

Von den Linien II. Ordnung überhaupt.

296. Unter einer Linie II. Ordnung versteht man entweder

eine Curve II. Ordnung oder den Inbegriff von zwei in einerlei

Ebene liegenden Geraden. Das Reciproke hievon ist in der Ebene

ein Strahlenbüschel II. Ordnung , welcher nämlich entweder einer

Curve II. Ordnung sich anschmiegt, oder der Inbegriff von zw^

Strahlenbüscheln I. Ordnung ist.
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Darch zwei zu einander pro-

jektjvische gerade Gebilde, wel-

che sich schneiden, ist einStrah-

Icnbüschel II. Ordnung bestimmt,

dem jeder Strahl angehört, wel-

cher durch einen Punkt des ei-

nen Gebildes and zugleich durch

den homologen Punkt des an-

dern geht. Liegen die geraden

Gebilde perspektivisch, so ist

der Strahlenbiischel II. Ordnung

der Inbegriff von zwei Strah-

lenbüscheln I. Ordnung, von

welchen der eine den Schnitt-

punkt der geraden Gebilde zum

Durch zwei zn einander pro-

jelctivische Strahlenbiischel, wel-

che in einerlei Ebene liegen,

aber nicht concentrisch sind, ist

eine Linie II. Ordnung bestimmt,

der nämlich jeder Pimkt ange-

hört, welchen ein Strahl des ei-

nen Büschels mit dem homolo-

gen Strahle des andern gemein

hat. Liegen die Strahlenbiischel

perspektivisch, so besteht die

Linie II. Ordnung aus zwei Ge-

raden, von welchen die eine die

Mittelpunkte der beiden Büschel

verbindet.

Mittelpunkt hat.

297. Wenn in einer Ebene zwei Dreiecke perspektivisch lie-

gen, aber weder einen Eckpunkt noch eine Seite mit einander

geniein haben, so liegen (259) die Punkte, in deren jedem zwei

nicht homologe Seiten der beiden Dreiecke sich schneiden, in ei-

ner Linie II. Ordnung s und die Geraden, deren jede zwei nicht

homologe Eckpunkte der beiden Dreiecke verbindet, in einem

Strahlenbüschel II. Ordnung si, welcher in dem (241) durch die

beiden Dreiecke bestimmten Polarsysteme jener Linie zugeord-

net ist^.

Liegt ein Eckpunkt des einen Dreiecks in einer Seite des

andern , so wird diese Gerade in jenem Punkte sowohl von den

Curven s, Si als auch von der Ordnungscurve des erwähnten Po-

larsysteras berührt. Ist das eine von den beiden Dreiecken in das

andere beschrieben, so fallen die drei Curven in einander.

298. Jedem einer Curve II. Ordnung einbeschriebenen voll-

ständigen Vierecke AB CD ist ein um dieselbe beschriebenes voll-

ständiges Vierseit zugeordnet»

Je zwei Gegenpunkte des voll-

ständigen Vierseits liegen mit

den vier Eckpunkten des Vierecks

in einer Linie II. Ordnung.

je zwei Gegenseiten des voU-

stäniligen Vierecks liegen mit den

vier Seiten des Vierseits in ei-

nem Strahlenbüschel II. Ordnung.
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Es seyen E, F die Pole tlcr Geraden AB, CD, so liegen

(251) die drei Punkte, in deren jedem ein Paar Gegenseiten des

Sechsecks Ä E B C F I) sich schneiden, in einer nnd derselben Ge-

raden, woraus (259) der Satz folgt.

299. Wenn man in einer Ebene

ein vollständigesTicreck A B C D
und eine Gerade d annimmt,

welche durch keinen Eckpunkt

desselben geht , und je zwei

Punkte P, Pi der Geraden d,

welche mit den vier Eckpunk-

ten des Vierecks in einer Linie

II. Ordnung liegen, einander zu-

geordnet nennt, so sind die Ele-

mente des geraden Gebildes d

involutorisch gepaart.

Wenn man in einer Ebene

ein vollständiges Vierseit ab cd

und einen Punkt D annimmt,

welcher in keiner Seite dessel-

ben liegt, und je zwei Strahlen

des Strahlenbüschels D, welche

mit den vier Seiten i\es Vicr-

seits in einem Strahlenbüschol

II. Ordnung liegen , einander

zugeordnet nennt , so sind die

Elemente des Büschels D invo-

lutorisch gepaart.

Es werde die Gerade AB von der Geraden d oder PPi im

Punkte G und von der Geraden PD im Punkte H geschnitten,

so ist (119) ABGH Ä BAHG A P (BADPi). Da aber nach

der Annahme P (BADPi; ä C (BADPi) ist, so ist auch ABGH
A C (BADPi), woraus hervorgeht, dass in dem Polarsysteme,

in welchem (237) die Eckpunkte A, B, C des Dreiecks ABC die

Pole der ihnen gegenüberliegenden Seiten a, b, c sind, und dem

Punkte D die Gerade d, folglich dem Punkte G oder cd die

Gerade CD zugeordnet ist, der Punkt H der Pol der Geraden

CPi, mithin der Punkt Pi, in welchem diese Gerade von der

Geraden d geschnitten wird, der Pol der Geraden HD oder DP
ist , und dass also P, Pi conjugirte Punkte und D Pi , DP con-

jugirte Gerade des erwähnten Polarsystems sind. Der Linie II.

Ordnung s, welche durch die Punkte A, B, C, D, P, Pi geht,

ist ein Strahlenbüschel II. Ordnung si zugeordnet, welchem die

Geraden a, b, c, d, DPi, DP angehören. Es bieten sich hier

noch folgende Bemerkungen dar:

I. Wenn der Punkt P in einer Seite des vollständigen Vier-

ecks AB CD liegt, so liegt der Punkt Pi in der gegenüberliegen-

den Seite, so dass alsdann die Linie s der Inbegriff von zwei



175

Geraden und der Strablenbüsche) si der Inljegriflf von zwei Bü-

scheln erster Ordnung ist.

II. Wenn die Gerade d von den sechs Seiten des vollständi-

gen Vierecks ABCD nur in vier Punkten geschnitten wrd, oder

zwei einander zugeordnete Schnittpunkte durch zwei andere solche

Punkte getrennt sind, so giebt es keine Curve U. Ordnung, wel-

che durch die vier Punkte A, B, C, D geht und die Gerade d

berührt, und eben so keine Curve II. Ordnung, welche die vier

Geraden a, b, c, d berührt und durch den Punkt D geht. Im

erstem Falle besteht nämlich jede Linie II. Ordnung, welche

durch die Pu.ikte A, B, C, D und einen Ordnungspunkt des in-

volutorischen geraden Gebildes d geht, also mit dieser Geraden

nur einen Punkt gemein bat, aus zwei Geraden. Im letztem

Falle aber enthält das involutorische Gebilde keinen sich selbst

zugeordneten Punkt.

III. Schneidet die Gerade d zwei Seiten AB, CD des voll-

ständigen Vierecks ABCD in einem und demselben Punkte, die

übrigen Seiten aber in vier verschiedenen Punkten, so giebt es

eine Curve II. Ordnung s, welche durch die vier Punkte A, B,

C,'D geht und die Gerade d berührt, und eben so eine Curve

II. Ordnung si, welche die vier Geraden a, b, c, d berührt und

durch den Punkt D geht. Der Berührungspunkt N der Curve s

mit der Geraden d liegt in der Geraden, welche den Schnitt-

punkt von AC und BD mit dem Schnittpunkte von AD und BC
verbindet. Die Curve si wird im Punkte D von der Geraden DN
berührt.

IV. Wenn das involutorische Gebilde d zwei Ordnungspunkte

oithält, aber in keinem derselben zwei Seiten des Vierecks ABCD
schneidet, so sind die JPnnkte A, B, C, D die Schnittpunkte von

»wei Curven II. Ordnung, welche die Gerade d berühren, und

die Geraden a, b, c, d die gemeinschaftlichen Tangenten von

zwei Curven, welche durch den Punkt D gehen.

300. Wenn von zwei Dreiecken ABC, DPPi, welche weder

einen Eckpunkt noch eine Seite mit einander gemein haben, ir-

gend eine von folgenden drei Aussagen gilt, so gelten auch nach

dein Beweise des vorigen Satzes die beiden übrigen.
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I. Die sechs Eckpunkte der Dreiecke liegen in einer Linie

II. Ordnung.

II. Die sechs Seiten der Dreiecke gehören einem Strahlenbü-

schel II. Ordnung an.

III. Die Dreiecke sind (absolute) Polardreiecke eines nnd

desselben Polarsjstems.

301. Die in 299 enthaltenen Sätze lassen sich, wenn man

nicht auf die letztern Rücksicht nehmen will , noch etwas kürzer

beweisen. Liegen nämlich die Punkte A, B, C, D, P, Pi in ei-

ner Curve II. Ordnung, so ist Ä (P Pi C D) A B (PPiCD).

Bezeichnet man also die Punkte, in welchen die Gerade P Pi von

den Geraden AC, AD, BC, BD geschnitten wird, durch Q, R,

Ri, Qi, so ist PPiQR'A PPiRiQi, also auch PPiQR A PiP

Qi Ri und mithin PPj.QQi.RRi eine Involution.

Lässt man den Punkt D der Curve mit dem Punkte A zu-

sammenfallen, so dass AD in eine Tangente übergeht, so wird

die Gerade PPi in den Punkten Q, Qi von zwei Seiten des

Dreiecks ABC, im Punkte R von der Geraden, welche die Curve

im Schnitlpjmkte dieser Seilen berührt, und im Punkte Ri von

der dritten Seite geschnitten. Fällt überdiess C mit B und also

auch Q mit Qi zusammen, so sind in der Geraden P Pi die Punkte

R, Ri die Spuren von zwei Tangenten, deren Berührungspunkte

mit dem Punkte Q in einer und derselben Geraden liegen.

302. Wenn zwei Punkte P, Pi

durch je zwei Gegenseiten eines

Vierecks A B C D harmonisch ge-

trennt sind, so sind sie in Hin-

sicht auf jede Curve II. Ord-

nung, welche durch die vier

Eckpunkte des Vierecks geht,

einander conjugirt , daher sie

auch in Hinsicht auf das Vier-

eck einander conjugirt heissen

sollen.

Es sey M der Schnittpunkt von A B und 'C D , N der von

AD und BC und S der von AC und BD, so sind die Geraden

Wenn zwei Gerade durch je

zwei Gegenpunkte eines Vier-

seits harmonisch getrennt sind,

so sind sie in Hinsicht auf jede

Curve II. Ordnung, welche die

vier Seiten des Vierseits berührt,

einander conjugirt, daher sie

auch in Hinsicht auf das Vier-

seit einander conjugirt heissen

sollen.
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NA, XB sowohl dnrch die Geraden NM, XS als auch durch

die Geraden XP, XPi harmonisch getrennt, daher N (ABMF)
Ä X' (ABSPi) ist. Wenn also die Gerade MP von den Gera-

den NÄ, XB in den Punkten a, b und die Gerade MPi von

den Geraden NA, XB, XS in den Pinikten d, c, e geschnitten

wird, so ist auch abMP A dcePi- Da nun die Geraden MP,

MPi durch die Geraden MA, MD, demnach auch die Punkte a, d

durch die Punkte A, D harmonisch getrennt sind, folglich der

Funkt a dem Punkte d und eben so der Punkt b dem Punkte c

und überdiess der Punkt M dem Punkte e conjngirt ist, so sind

auch (252) die Punkte P, Pi einander conjugirt.

303. In }Iinsicht auf ein voll- In Hinsicht auf ein vollstän-

ständiges Viereck A B C D ist diges Vierseit ist jedem Strah-

jeder Geraden v, welche je zwei lenbüschel erster Ordnung, des -

Gegenseiten in zwei Punkten sen Mittelpunkt nicht mit zwei

schneidet, eine Curve H. Ord- Gegenpunkten in einer Gera-

nung Vi conjugirt, welche den '< den liegt, ein Strahlenbüschel

pol jener Geraden in Hinsicht ' H. Ordnung conjugirt, welcher

auf jede durch die vier Eck-
|
die Polare jenes Punktes in Hin-

punkte des Vierecks gehende ! sieht auf jede die vier Seiten

Curve II. Ordnung k enthält. des Vierseits berührende Curve

;
11. Ordnung enthält.

Wenn nämlich M, N, S das Vorige bedeuten und dem Punkte

P der Geraden v der Punkt Pi conjugirt ist, so sind MP, XP,

MPi, XPi homologe Strahlen von vier zu einander projektivi-

schen Strahlenbüscheln, von welchen der erste und zweite ein

und dasselbe gerade Gebilde v projiciren, der erste und dritte

aber und eben so der zweite und vierte involutorisch liegen. Fällt

der Punkt P mit dem Schnittpunkte von MX und v zusammen,

so fällt der Punkt ?i mit dem Punkte S zusammen. Die beiden

letztern von den erwähnten vier Strahlenbüscheln erzeugen also

eine Curve II. Ordnung vj , welche die sechs Seiten des vollstän-

digen Vierecks in den drei Punkten M,.N, S und in den Punk-

ten E, F, G, H, 1, K schneidet, welche in Hinsicht auf dasselbe

den Spuren seiner Seiten AB, CD, AD, BC, AC, BD in der

Geraden v conjugirt sind. Ist Qi der Pol der Geraden v in Hin-

sicht auf die Curve k, so muss der Punkt Q, welchem dcf Punkt

12
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Q\ in Hinsicht auf das vollständige Viereck nnd also auch in

Hinsicht auf die Curve k conjugirt ist , in der Geraden v und

mithin der Punkt Qi in der Curve vi liegen.

Da die Punkte B , D vom Punkte A durch die Geraden v,

EG harmonisch getrennt sind, so geht (98) die Gerade EG und

eben so auch die Gerade F H durch den Schnittpunkt von v und

BD. Eben so ist der Schnittpunkt von EH und FG zugleich

der Schnittpunkt von v und Ä C. Man kann hieraus ferner schlies-

sen, dass die Gerade v von je zwei Gegenseiten des vollständigen

Vierecks in zwei Punkten geschnitten wird, welche in Hinsicht auf

die Curve vi einander conjugirt sind, und dass die drei Geraden

EF, GH, TK in einem und demselben Punkte sich schneiden,

welcher nämlich der Pol der Geraden v in Hinsicht auf die Curve

Vi ist.

Aufgaben vom zweiten Grade.

304i Wenn irgend eine Curve II. Ordnung gegeben ist, so

kann man mit Hilfe derselben leicht finden , ob und welche Ele-^

mente zwei projektivische einförmige Grundgebilde, welche in ei^

iier und derselben Geraden liegen, oder eine gemeinschaftliche

Axe haben, oder concentrisch sind und in einerlei Ebene liegen,

entsprechend gemein haben, vorausgesetzt, dass zu drei Elemen-

ten des einen Gebildes die homologen Elemente des andefn gege-

ben sind.

Haben z. B. zwei projektivische Strahlenbüschel j welche mit

der gegebenen Curve in einerlei Ebene liegen, einen Punkt M
der Curve zum gemeinschaftlichen Mittelpunkt^ aus welchem drei

Strahlen des einen Büschels die Punkte A ^ B ^ C und die ihnert

entsprechenden Strahlen des andern Büschels die Punkte Ai, Bj, Ci

der Curve projiciren, so darf man nur (276) suchen, ob und wel-

che Punkte die gegebene Curve mit der Geraden h gemein hat,

die den Schnittpunkt von ABi und AiB mit dem Schnittpunkte

von ACi und AiC verbindet* Liegen izwei projektivische gerade

Gebilde in einer und derselben Geraden und mit der gegebeneil
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Curve in einerlei Ebene, so darf man nur, um diesen Fall auf

den vorigen zurfickzufiihren , die beiden geraden Gebilde (drei

Punkte des einen und die ihnen entsprechenden Punkte des an-

dern) aus einem und demselben Punkte der Curve projiciren.

Eben so kann jeder antlere Fall durch Projiciren und Schneiden

auf den ztierst betrachteten zurückgefiihrt werden.

Wenn die einförmigen Gebikie involutorisch liegen und also

nach den Ordnungselementen eines involutorischen einff'irmigen

Gebikles gefragt wird, so sind schon durch zwei Elementenpaare

aai, bbi zu drei Elementen a, b, ai des einen Gebildes die ho-

mologen Elemente ai , bi, a des andern gegeben. Die oben er-

wähnte Gerade h ist alsdann die Polare des Pimktes, in welchem

die Geraden AAi, B Bi sich schneiden.

305. Es sind in einer Ebene \ Es sind in einer Ebene fünf

fTuif Punkte Ä, B, C, D, E,
i
Gerade, von welchen keine drei

von welchen keine drei in einer
i
in einem Punkte sich schuei-

Geraden liegen, und eine Ge- den, und ein Strahlenbüschel

rade u gegeben, welche durch erster Ordnun;;; gegeben, dessen

keinen der fTmf Punkte geht;

man soll die Punkte finden, wel-

che diese Gerade mit der durch

die fünf gegebenen Punkte be-

Mittelpunkt in keiner der fünf

Geraden liegt; man soll die

Strahlen finden, welche dieser

Büschel mit dem durch die fünf

stimmten Curve II. Ordnung s gegebenen Geraden bestimmten

gemein hat. Strahlenbüschel II. Ordnung ge-

mein hat.

Man beziehe die Strahlenbüschel A , B projektivisch so auf-

einander, dass den Strahlen AC, AD, AE des einen die Strah-

len BC, BD, BE des andern entsprechen, so werden diese Bü-

schel von der Geraden u in zwei zu einander prujektivischen ge-

raden Gebilden geschnitten , welche , wenn die Curve s und die

Gerade u sich schneiden, diese Schnittpunkte entsprechend ge-

mein haben. Haben die geraden Gebilde nur einen Punkt ent-

sprechend gemein , so wird in ihm die Curve von der Geraden u

berührt. Wenn aber die geraden Gebilde keinen Punkt entspre-

chend geraein haben , so hat auch die Gerade u mit der Curve

keinen Punkt gemein. Wären statt der fünf Punkte A, B, C, D, E

fünf Tangenten der Curve s gegeben, so dürfte man nur (2b0")

12*
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von Hroi Tangenten a, b, c die Berührungspunkte A, B, C su-

chen und alsdann die Büschel A , B projektivisch so aufeinander

beziehen, dass den Strahlen a, AB, AC des erstem die Strahlen

BA, b, BC des letztern entsprechen. Ein anderes Verfahren,

die obige Aufgabe auf 304 zurückzuführen, besteht in Folgendem

:

Es seyen M; N die Spuren der Geraden AB, AC in der

Geraden u. Man suche (260) den Punkt F der Curve s, wel-

cher aus dem Punkte C durch die Gerade CM projicirt wird, so

ist die Gerade, welche den Schnittpunkt von AF und BC mit

dem Schnittpunkte von AC und BF verbindet, die Polare des

Punktes M und mithin ihre Spur Mi in der Geraden u dem Punkte

M conjugirt. Sucht man auf diese Weise auch den Punkt Ni

der Geraden u, welcher dem Pimkte N conjugirt ist, so kommt

es alsdann nur darauf an, ob die Punkte N, Ni in einer und

derselben Strecke M Mi liegen, oder ob der Punkt Ni mit dem

Punkte Ml zusammenfällt, oder ob die Punkte N, Ni durch die

Punkte M, Ml getrennt sind. Im ersten Falle schneiden sich die

Curve s und die Gerade u in den Punkten , welche Sowohl durch

die Punkte M, Mi als auch durch die Punkte N, Ni harmonisch

getrennt und also die Ordnungspunkte des involutorischen gera-

den Gebildes u sind. Im zweiten Falle haben die Curve s und

die Gerade u nur den Punkt Mi , im dritten Falle aber gar kei-

nen Punkt mit einander gemein.

306. Eine Gerade zu finden, welche vier gegebene Gerade a, b,

c, d, von welchen keine zwei in einerlei Ebene liegen, schneide.

Man projicire das gerade Gebilde c sowohl aus der Axe a

als auch aus der Axe b auf die Gerade d, so erhält man zwei

projektivische gerade Gebilde, welche in einer und derselben Ge-

raden d liegen. Haben diese Gebilde drei Punkte und also alle

ihre Punkte entsprechend gemein, so giebt es durch jeden Punkt

der Geraden d eine Gerade, welche die vier gegebenen Geraden

schneidet. Ist aber diess nicht der Fall, so ist die Aufgabe auf

304 zurückgeführt.

307. In n gegebenen Geraden aj , aa , 83, 34,... Bn, von

welchen jede folgende die vorhergehende, die letzte aber auch die

erste schneidet, n Punkte Pj , P2, P3 , P4,...P„ zu finden, so

dass die n Geraden P1P2, P2P3) P3P4,-..PnPi der Ordnung
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nach durch n gegebene Punkte Ci , Cn, C3,...Cn gehen. Es

wird hiebei vorausgesetzt, dass der Punkt Ci in der Ebene aj 82,

aber in keiner von den beiden Geraden ai, aj Hege, dass man

also das gerade Gebilde ai aus dem Punkte Ci auf die Gerade

32, eben so das gerade Gebilde 82 (die Projektion von ai) aus

deiu Punkte C2 auf die Gerade 83, das gerade Gebilde 83 aus

dem Punkte C3 auf die Gerade 84 u, s. w. und das gerade Ge-

bilde an aus dem Punkte Cn auf die Gerade ai projiciren könne.

Man erhält alsdann n-j-l zu einander projektivische gerade Ge-

bilde, von welchen jedes folgende eine Projektion des vorherge-

henden ist, das letzte aber mit dem ersten in einer und derselben

Geraden liegt. Haben nun diese beiden Gebilde drei Punkte un<I

also alle ihre Punkte entsprechend gemein, so kann jeder Punkt

der Geraden 81 der Punkt Pi seyn. Ist aber diess nicht der Fall,

so ist die Aufgabe auf 304 zurückgeführt. Wenn die gegebenen

Geraden die Seiten eines n Ecks sind , so kzinn die Aufgabe auch

so ausgesprochen werden

:

In ein gegebenes n Eck ein u Eck zu beschreiben , dessen

Seiten der Ordnung nach durch n gegebene Punkte gehen.

Lm eine gegebene Curve If.

Ordnung ein n Eck zu beschrei-

ben, dessen Eckpunkte der Ord-

nung nach in n gegebenen Ge-

raden liegen, von welchen keine

die gegebene Curve berührt.

308. In eine gegebene Curve

II. Ordnung s ein nEck zu be-

schreiben, dessen Seiten der

Ordnung nach durch n gege-

bene Punkte Qi, Q,, Q3,...Qa

geheu, von welchen keiner in

der gegebenen Curve liegt.

Nennt man n-|-l Punkte Pi , ?>, P3, P4,...Pn, Pn^i der

Curve s eiuauder entsprechend, wenn die Geraden P1P2, P2P3»

P3 Pj , . . . Pn Pn+i der Ordnung nach durch die Punkte Qi, Qj,

Qsj--- Qn gehen, so hat mau n-f-1 ebene Systeme projektivisch

so aufeinander bezogen, dass alle die Curve s entsprechend ge-

mein haben und jedes folgende mit dem vorhergehenden involuto-

risch liegt. Wenn nun das erste und letzte drei Punkte der

Curve s und also alle ihre Punkte entsprechend gemein haben,

so lässt die Aufgabe unendlich viele Auüosungen zu. Ist aber

diess nicht der Fedl, so findet man auf die in 276 angegebene

Weise, indem man nämlich zu drei in der Curve s befindlichen
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Punkten A], Bi, Cy des ersten Systems die homologen Punkte

A„-j-i, Bull, Cn-|-i des letzten sticht und alsdaim den Schnitt-

punkt von AiB„+i und Än-f-i Bi mit dem Schnittpunkte von Ai

Cn_|-l unil Ä„_]_iCi durch eine Gerade h verbindet, ob und wel-

che Punkte der Curve s das erste und letzte System entsprechend

gemein haben.

309. Es sind zwei involutorische einförmige Gebilde gegeben,

welche entweder in einer und derselben Geraden liegen, oder

concentrisch sind und in einerlei Ebene liegen, oder eine gemein-

schaftiiche Axe haben; man soll zwei Elemente finden, welche in

j^edem <ier beiden Gebilde einander zugeordnet sind.

Man nenne drei Elemente V, Vi, Y2 einander entsprechend,

wenn in dem einen invoiutorischen Gebilde dem Elemente V das

Element Vi und im andern dem Elemente V das Element Vj zu-

geordnet ist, so hat man oflenbar drei projektivische Gebilde v,

^'ij V2, von welchen das erste mit jedem der beiilen übrigen in-

volutorisch liegt, daher es nur darauf ankommt , die Elemente zu

finden, welche die Gebilde vj , V2 entsprechend gemein haben.

Ist irgend eine Curve II. Ordnung gegeben , so kann man
ferner annehmen, dass die gegebenen invoiutorischen Gebilde

Strahlenbiischel sind, welche einen Pimkt M der Curve zum ge-

meinschaftlichen Mittelpunkt haben und mit ihr in einerlei Ebene

liegen, indem auf diesen Fall (wie in 304) jeder andere Fall zu-

rückgeführt werden kann. Es seyen nun in dem einen invoiutori-

schen Bsischel den Strahlen MA, MB, welche die Punkte A, B
der Curve projiciren, die Strahlen MAi, MBi zugeordnet, welclie

die Punkte Ai, Bi der Curve projiciren, so werden (27S) je

zvvei Puidcts der Curve, welche mit dem Schnittpunkte H von

AAi und BBi in einer Geraden liegen, durch zwei einander

zugeordnete Strahlen jenes Büschels projicirt. Eben so findet man

einen Piuikt J, welcher mit je zwei Punkten A, A2 der Curve,

die aus dem Punkte M dur^ih zwei einander zugeordnete Strahlen

des andern invoiutorischen Büschels projicirt werden, in einer

Geraden liegt. Wenn also die Gerade H J die Curve in zwei

Punkten P, Q schneidet, so sind die Strahlen MP, MQ in jedem

der beiden invoiutorischen Büschel einander zugeordnet. Wird

aber die Curve von der Geraden HJ nur in einem Punkte P be-
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rührt, so Iiabeu die involutorischen Büschel einen Ordnungsstrahl

AIP mit einan<ler gemein. Wenn endlich die Gerade HJ mit der

Curve gar keinen Punkt gemein hat, so giebt es auch kein Element,

welches in beiden invohitorischen Gebilden sich selbst oder einem

und demselben andern Elemente zugeordnet ist. Dieser Fall fin-

det ofienbar nur dann Statt, wenn jedes von den beiden involu-

torischen Gebilden zwei Ordnimgselemente hat, und überdiess die

Ordnungselemente des einen durch die Orduungselemente des an-

dern gelrennt sind.

310. Es sind in einer Ebene ein invohitoriscber Strahienbü-

schel und ein involutorisches gerades Gebilde u gegeben , welches

aber weder durch den Mittelpunkt des Büschels geht, noch eiu

Schnitt desselben ist; man soll in dem geraden Gebilde zwei ein-

ander zugeordnete Punkte finden , welche in zwei einander zuge-

ordneten Strahlen des Büschels liegen.

Um diese Aufgabe auf die vorige zurückzuführen, darf inau

nur entweder das gerade Gebilde aus dem Mittelpunkte des Bü-

schels projiciren oder den Schnitt «les Büschels mit der Geraden u

in Betrachtung ziehen. Wenn das eine von den beiden involuto-

rischen Gebilden zwei Ordnungselemente hat und diese gegeben

sind, so kann die obige Aufgabe, in welcher statt des Strahlen-

büschels auch ein Ebenenbüschel gegeben seyn kann, dessen Axe

das gerade Gebilde nicht schneidet, anders ausgesprochen wer-

den. Z. B.

In einem gegebeijen involutorischen Ebenenbüschel zwei eiu-

ai)der zugeordnete Ebenen zu finden, welche durch zwei gege-

bene Punkte, die mit der Axe des Büschels nicht in einerlei Ebene

liegen , harmonisch getrennt sind.

311, Um ein gegebenes Vier-

eck, welches lauter aussprin-

gende Winkel hat, eine Curve

11. Ordnung zu beschreiben, wel-

che eine gegebene Gerade , die

mit dem Umfange des Vierecks

keiuen Punkt gemein hat, be-

rühre. 299.

312. Durch ein Dreieck ABC i Durch ein Dreieck und zwei

In ein gegebenes Viereck, wel-

ches lauter ausspringende Win-

kel hat, eine Curve II. Ordnung

zu beschreiben , welche durch

einen innerhalb des Vierecks

gegebenen Punkt gehe.
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und zwei Punkte D, E, welche

vom Umfange desselben einge-

schlossen sind, aber mit keinem

der drei Eckpunkte in einer und

derselben Geraden liegen , ist

ein vollständiges Viereck be-

stimmt, von dessen sechs Seiten

je zwei einander gegenüberlie-

gende sowohl durch zwei Seiten

des Dreiecks als auch durch die

beiden gegebenen Punkte har-

monisch getrennt sind.

von seinem Umfange ausgeschlos-

sene Gerade, deren Schnittpunkt

nicht mit zwei Eckpunkten des

Dreiecks in einer und derselben

Geraden liegt, ist ein vollstän-

diges Vierseit bestimmt , von

dessen sechs Eckpunkten je zwei

einander gegenüberliegende so"

wohl durch zwei Eckpunkte des •

Dreiecks als auch durch die bei"

den gegebenen Geraden harmo-

nisch getrennt sind.

Nach 310 enthält der Strahlenbüschel A zwei Strahlen p, pi,

welche sowohl durch die Geraden A B , A C als auch durch die

Punkte D, E harmonisch getrennt sind. Eben so kann man in dem
Büschel B zwei Strahlen q, qi finden, welche sowohl durch die

Geraden BA, BC als auch durch die Piuikte D, E harmonisch

getrennt sind. Bezeichnet man nun die Punkte pq, piqi, pqi,

piq durch M, N, S, T, so sind A(BMCN), B(AMCN) zwei

harmonische und also auch zu einander projektivische Strahlenbü-

schel, welche den Strahl AB gemein haben, daher die Punkte

M, C, N in einer Geraden liegen. Eben so lässt sich beweisen, 1

dass die Gerade S T durch den Punkt C geht. Dass aber die

Seiten MN, ST des vollständigen Vierecks sowohl durch die Ge-

raden CA, CB als auch durch die Punkte D, E harmonisch ge-

trennt sind , folgt aus 99 und 223.

Aum. Würde die Gerade DE durch den Punkt C gehen, so würde

eine von den Geraden MN, ST mit der Geraden DE zusani^

uienfalleu.

313. In ein gegebenes Drei-

eck ABC eine Curve II. Ord-

nung zu beschreiben , welche

xlurch zwei innerhalb des Drei-

ecks gegebene Punkte D, E gehe.

Um ein gegebenes Dreieck

eine Curve II. Ordnung zu be-

schreiben, welche zwei gegebene,

vom Umfange des Dreiecks aus-

geschlossene Gerade berühre.

Geht die Gerade DE durch keinen Eckpunkt des Dreiecks

ABC, so führt jeder von den vier Eckpunkten des im Vorigen

betrachteten Vierecks MNST (als Pol der Geraden DEj auf
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eine Auflösung der Aufgabe. Beschreibt man z. B. eine Curve

II. Ordnung, welche die Geraden MD, ME in den Punkten D, E
und überdiess auch die Gerade A B berührt , so ist in Hinsicht

auf dieselbe der Schnittpunkt der Geraden AN, DE, welcher vom

Schnittpunkte der Geraden AM, DE durch die Punkte D, E har-

monisch getrennt ist, der Pol der Geraden AM und folglich die

Gerade AM der Geraden AN conjugirt. Da aber diese Linien

durch die Seiten AB, AC des Dreiecks ABC harmonisch ge-

trennt sind und die Curve die Seite AB berührt, so niuss sie

auch die Seite AC und eben so die Seite BC berühren. Geht

die Gerade DE durch einen Eckpunkt des Dreiecks ABC, so

lässt die Aufgabe nur zwei Auflösungen zu.

314. Es sind in einer Ebene ein Dreieck ABC und ein in-

volutorisches gerades Gebilde u gegeben, welches von den Seiten

AB, AC, BC des Dreiecks in drei Punkten P, Q, R geschnit-

ten wird, deren keiner sich selbst zugeordnet ist; man soll durch

die Eckpunkte des gegebenen Dreiecks eine Curve II. Ordnung

legen, s"o dass je zwei einander zugeordnete Punkte des involuto-

rischen geraden Gebildes in Hinsicht auf dieselbe einander conju-

girt sind.

Man pröjicire den Punkt P2 , welcher vom Punkte P durch

«lie Punkte A, B harmonisch getrennt ist, aus dem Punkte R auf

die Gerade AC und aus dem Punkte Q auf die Gerade BC, so

erhält man noch zwei harmonische gerade Gebilde A Q C Q2,
BRCR2, daher auch R2 eine Projektion von Q2 aus dem Punkte

P ist. Es seyen ferner in dem involutorischen geraden Gebilde u

den Punkten P, Q, R, welche die Spuren «1er Geraden Q2R2>

P2R25 P2Q2 sind, die Punkte Pi,Qi, Ri zugeordnet, so schnei-

den sich (222) die drei Geraden P1P25 QiQ2> R1R2 in einem

Punkte M, welcher in keiner Seite des Dreiecks ABC liegt, da-

her die Gerade u von den Geraden MA, MB, MC in drei Punk-

ten Ai, Bi, Ci geschnitten wird, von welchen keiner, wie man

sich leicht überzeugt, sich selbst zugeordnet ist. Würde nämlich

der Punkt Aj mit dem ihm zugeordneten Punkte A2 zusammen-

fallen, so müsste auch, da AiPBiPi (als Projektion von APBP2)
«in harmonisches Gebilde ist, der Punkt Bi und eben so der

Funkt Cx sich selbst zugeordnet se^u , was nicht möglich ist.
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Wenn nun den Punkten P, Q, R, A die Geraden iM Pj , MQi,
MRi, AA2 zugeordnet werden, so erhjdt man (240) ein Polar^

System, dessen Ordnnngscurve die Gerade AA2 im Punkte Ä be-r

rührt, aber auch, weil dieser Punkt vom Punkte B durch die

einander conjugirten Punkte P, P2 harmonisch getrennt ist, durch

den Punkt B und eben so durch den Punkt C geht.

Man betrachtet eine Curve II. Ordnimg als gefunden , wenn

man das Polarsystem gefunden hat, von welchem sie die Ord-

nnngscurve ist. Die obige Aufgabe ist hiernach eine Aufgabe vom
ersten Grade, die aber desshalb hier aufgenommen worden ist,

um einige Bemerkungen über imaginäre Elemente daranknüpf.ii

zu können.

315. Wenn in einem Satze zwei Elemente als Ordnungsele-

mente eines involutorischen Gebildes erscheinen , so kann derselbe

in der Regel dadurch allgemeiner aufgefasst werden , dass man

von der Voraussetzung, das involutorische Gebilde habe zwei Ord-

nungselemente, abstrahirt. Um hieran zu erinnern, sagt man von

einem involutorischen einförmigen Gebilde, in welchem kein (reel-

les) Element sich selbst zugeordnet ist, dass seine Ordnungsele-

mente imaginär seyen,

Eine Gerade und eine Curve

11. Ordnung, welche in einerlei

Ebene liegen, aber keinen (reel-

len) Punkt mit einander gemein

haben , schneiden sich in zwei

imaginären Punkten , die gege-

ben heissen, wenn in der Ge-

raden zu irgend zwei in Hin-

sicht auf die Curve einander

nicht conjugirten Punkten die

ihnen conjugirten Punkte gege-

ben sind.

Ein Strahlenbüschel, dessen

Mittelj)unkt von einer in dersel-

ben Ebene befindlichen Curve

11. Ordnung eingeschlossen ist,

hat mit dem dieser Curve sich

anschmiegenden Strahlenbüschel

zwei imaginäre Strahlen gemein,

welche gegeben heissen , wenn

in dem erstem Büschel zu zwei

in Hinsicht auf die Curve ein-

ander nicht conjugirten Strahlen

die ihnen conjugirten Strahlen

gegeben sind.

In der vorigen Aufgabe sind , wenn das involutorische gerade

Gebilde keine (reellen) Ordnungstlemente hat, von der gesuchten

Curve drei reelle und zwei imaginäre Punkte gegeben. Die re^^

ciproke Aufgabe, in welcher von einer Curve II. Ordnung drei
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reelle und zwei iinjginäre Tangenten gegeben sind , kann man,

wenn der Ausdruck „imaginär" vermieden werden soll, so aus-

sprechen :

Es sind in einer Ebene ein involutorischer Strahlenbüscbel,

in welchem kein Strahl sich selbst conjugirt ist, und ein Dreieck

gegeben, von dessen drei Seiten keine durch den Mittelpunkt des

Büschels geht; man soll eine Curve II. Ordnung finden, welche

die drei Seiten des Dreiecks berühre, so dass überdiess je zwei

einander zugeordnete Strahlen des gegebenen involutorischen Strah-

leubiischels in Hinsicht auf die Curve einander conjugirt seyen.

316. Eine Curve II. Ordnung

zu finden , welche die drei Sei-

ten eines gegebenen Dreiecks

ABC berühre und durch zwei

Eine Curve II. Ordnung zu

finden, welche durch die drei

Eckpunkte eines gegebenen Drei-

ecks gehe \md zwei gegebene

gegebene imaginäre Punkte gehe, 1 imaginäre Gerade berühre, die

in keinem Eckpunkte des Drei-

ecks sich schneiden, aber mit

die in keiner Seite des Drei-

ecks, aber mit ihm in einerlei

Ebene liegen. ' ihm in einerlei Ebene liegen.

Es seyen in dem involutorischen -geraden Gebilde u, dessen

Ordnungspunkte die gegebenen imaginären Punkte sind, den Spu-

ren P, Q der Geraden AB, AC tiie Punkte Pi, Qi zugeordnet.

Es sey ferner (312), wenn die Gerade u durch keinen Eckpunkt

des gegebenen Dreiecks geht, MNST das vollständige \iereck,

von dessen sechs Seiten je zwei einander gegenüberliegende durch

zwei Seiten des Dreiecks harmonisch getrennt sind und die Gerade n

in zwei einander zugeordneten Punkten schneiden. Wenn nun Pj

der Schnittpunkt von AB und MPi ist und den Punkten P, Pi,

Q, Po die geraden MPi, MP, MQi, AB zugeordnet werden,

so ist dadurch (240) ein Polarsystem bestimmt, dessen Ordnungs-

curve die Gerade u in den gegebenen imaginären Punkten schnei-

det und die Gerade A B im Punkte Po berührt. Da aber die

Geraden BM, BN die Gerade u in conjugirten Punkten schnei-

den, mithin der Schnittpunkt von BN uud u der Pol der Gera-

den BM ist, folglich die Geraden BM, BN einander conjugirt

und überdiess nach der Construktion durch die Geraden B A,

B C harmonisch getrennt sind , so berührt die Curve auch die

Gerade BC und eben so auch die Gerade A C, — Eben so führt
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jeder andere Eckpunkt des vollständigen Vierecks MNST auf

eine Auflösung der Aufgabe. Geht aber die Gerade u durch ei-

nen Eckpunkt des Dreiecks ABC, so lässt die Aufgabe nur zwei

Auflösungen zu.

317. Durch eine Curve II.

Ordnung s und ein in dersel-

ben Ebene befindliches Dreieck

ABC, von dessen drei Seiten

keine die Curve berührt, auch

keine zwei durch zwei Tangen-

ten der Curve getrennt sind,

ist ein vollständiges Viereck be-

stimmt, von dessen sechs Sei-

ten je zwei einander gegenüber-

liegende durch zwei Seiten des

Dreiecks harmonisch getrennt

nnd in Hinsicht auf die Curve

einander conjugirt sind. Jeder

Eckpunkt dieses Vierecks , in

welchem zwei Tangenten der

Curve, deren keine durch einen

Eckpunkt des Dreiecks geht,

sich schneiden, führt auf eine

Auflösung der Aufgabe:

Eine Curve II. Ordnung zu

finden, welche die gegebene

Curve in zwei Punkten und

überdiess die drei Seiten des

gegebenen Dreiecks berühre.

Durch eine Curve II. Ord-

nung und ein in derselben Ebene

befindliches Dreieck, von des-»

sen drei Eckpunkten keiner in

der Curve liegt, auch keine zwei

durch die Curve getrennt sind,

ist ein vollständiges Vierseit be-

stimmt, von dessen sechs Eck-

punkten je zwei einander gegen-

überliegende durch zwei Eck-

punkte des Dreiecks harmonisch

getrennt und in Hinsicht auf

die Curve einander conjugirt

sind. Jede Seite dieses Vier-

seits, welche die Curve in zwei

Punkten schneidet, deren kei-»

ner in einer Seite des Dreiecks

liegt, führt auf eine Auflösung

der Aufgabe;

Eine Curve 11. Ordnung zu

finden , welche die gegebene

Curve in zwei Punkten berühre

und durch die drei Eckpunkte

des gegebenen Dreiecks gehe.

Der Strahlenbüschel A enthält zwei Strahlen p, pi , welche

durch die Geraden AB, AC harmonisch getrennt und in Hinsicht

auf die Curve s einander conjugirt sind. Eben so kann man iu

dem Büschel B zwei Strahlen q, qi finden, welche durch die Ge-

raden BA, BC harmonisch getrennt und in Hinsicht auf die

Curve s einander conjugirt sind. Bezeichnet man also die Punkte

PPi> Pi^ij P<lij Pi<l durch M, N, S, T, so sind (312) die Ge-

raden MN, ST durch die Geraden CA, CB harmonisch getrennt



189

und (244) in Hinsiebt anf die Ciirve s einander conjagirt. Wenn

nun die Polare Mi des Punktes M die Gerade AB in einem Punkte

schneidet, welcher nicht in der Curve s liegt, so giebt es (2Sfl^

eine Cnrve IL Ordnung k, welche die Gerade AB berührt und

die Bedingung erfüllt, dass die Polare eines jeden in der Gera-

den Ml befindlichen Punktes in Hinsicht auf beide Curven die-

selbe sey. üa hiernach die Geraden AM, AN auch in Hinsicht

auf die Curve k einander conjugirt und überdiess durch die Ge-

raden AB, AC harmonisch getrennt sind, so berührt die Curve k

auch die Gerade Ä C und eben so auch die Gerade B C.

Wird die Curve s von der Geraden Mi in zwei (reellen)

Punkten D , E geschnitten , so berühren sich die Curven s , k in

diesen Punkten , daher auch keiner derselben in einer Seite des

Dreiecks ABC liegt. Geht die Gerade Mi durch ihren Pol M,

so kann man sagen, dass die beiden Berührungspunkte D, E mit

dem Punkte M zusammenfallen. Wenn endlich die Gerade Mi

mit der Curve s keinen Punkt gemein hat, so sagt man, dass

die Curven s, k in zwei imaginären Punkten sich berühren, welche

in der Geraden Mi liegen und aus dem Punkte M durch zwei ge-

meinschaftliche imaginäre Tangenten der beiden Curven projicirt

werden.

Aus dem Obigen folgt noch, dass die Punkte D, E, wenn

irgend eine Seite AB des Dreiecks ABC durch keinen derselben

geht , auch ausserhalb der beiden andern Seiten liegen. Wenn

aber in jeder Seite des Dreiecks ABC wenigstens einer von den

beiden Punkten D, E Hegt, so muss wenigstens einer derselben

mit einem Eckpunkte des Dreiecks zusammenfallen , so dass als-

dann im Punkte M zwei Tangenten der Curve s sich schneiden,

von welchen wenigstens eine durch einen Eckpunkt des Dreiecks

ABC geht. In diesem Falle besteht der Strahlenbüschel II. Ord-

nung k, welchem die drei Seiten des Dreiecks ABC und die bei-

den Strahlen MD, ME des Strahlenbüschels s angehören (deren

Mittelpunkte in Hinsicht auf beide Büschel die Punkte D, E sind),

ans zwei Strahlenbüscheln D , E erster Ordnung.
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§ 24.

Polarsysteme im Räume.

318. In einem räumlichen Polarsysteme ist jedem Punkte

eine Ebene, jedem ebenen Systeme ein Strahlenbündel zugeordnet,

dessen Strahlen und Ebenen den Geraden und Punkten des ebe-

nen Systems zugeordnet sind. Jede Ebene wird die Polare des

ihr zugeordneten Punktes und dieser der Pol jener Ebene genannt,

so dass also die Polaren von allen Punkten, welche in einer und

derselben Ebene liegen, durch den Pol dieser Ebene gehen, und

die Pole von allen Ebenen, welche durch einen und denselben

Punkt gehen , in der Polare dieses Punktes liegen. Ist der Ge-

raden a die Gerade ai zugeordnet, so ist dem geraden Gebilde

a der Ebenenbüschel ai und dem Ebenenbüschel a das gerade

Gebilde ai zugeordnet. Da hiernach die Polaren von allen Punk-

ten, welche in der einen von den beiden Geraden liegen, in der

andern sich schneiden , so heisst auch jede von den beiden Ge-

raden die Polare der andern.

Wenn die Pole A, B von zwei Ebenen Ai,Bi in der Schnitt-

linie AjEi derselben liegen, so ist diese Gerade sich selbst (der

Geraden A B) zugeordnet. Ist von zwei sich schneidenden Gera-

den die eine der andern oder jede sich selbst zugeordnet, so ist

ihr Schnittpunkt der Pol der Ebene, in welcher sie liegen.

319. In einem räumlichen Polarsysteme heissen einander con-

jugirt:

Zwei Punkte, wenn der eine

und also jeder in der Polare

des andern liegt.

Ein Punkt und eine Gerade,

wenn die Gerade in der Polare

des Punktes und also der Punkt

in der Polare der Geraden liegt.

Zwei Ebenen, wenn die eine

und also jede durch den Pol

der andern geht.

Eine Ebene und eine Gerade,

wenn die Gerade durch den Pol

der Ebene und also die Ebene

durch die Polare der Geraden

geht.

Es ist hiernach ein Punkt allen Punkten und Geraden, welche

in seiner Polare liegen, eine Ebene allen Ebenen und Geraden,

welche durch ihren Pol gehen, eine Gerade aber allen in ihrer

Polare befindlichen Punkten und allen durch ihre Polare gehenden
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Ebenen conjiigirt. Liegt ein Punkt in seiner Polare, so ist jedes

von diesen beiden Elementen auch sich seli)St conjiigirt.

320. Zwei Gerade a, b sollen in einem räumlichen Polarsy-

steme einander conjugirt heissen, wenn die eine und also jede mit

der Polare der andern in einerlei Ebene liegt. Ist durch die

Gerade a und die Polare bj der Geraden b eine Ebene abi be-

stimmt, so schneiden sich die Polare ai der Geraden a i;nd die

Gerade b im Pole jener Ebene.

Eine Gerade ist hiernach sich selbst conjugirt, wenn sie ent-

weder sich selbst zugeordnet ist, oder ihre Polare schneidet.

Schneidet eine sich selbst zugeordnete Gerade c die eine a von

zwei einander zugeordneten Geraden a, ai , so muss sie auch die

andere schneiden. Der Pol der Ebene ca muss sowohl in der

Geraden c als auch in der Geraden ai liegen.

321. Ein räumliches Polarsystem soll, wenn nicht jeder Punkt

sich selbst conjugirt ist, ein gewöhnliches Polarsystem, im Falle

aber jeder Punkt in seiner Polafe Hegt, ein ISullsystem genannt

werden. Wird irgend eine Gerade a eines Polarsystems von ihrer

Polare ai geschnitten, so ist das System ein gewöhnliches Polar-

system. Der Punkt aaj ist nämlich der Pol der Ebene aaj, jeder

andere Punkt P der Geraden a aber der Pol von einer andern

durch die Gerade ai gehenden Ebene, welche also nicht durch

den Punkt P geht.

In einem Xulisysteme hat jeder Strahlenbündel S mit dem

ihm zugeordneten ebenen Systeme U einen Strahlenbiischel ent-

sprechend gemein; Jede Gerade, welche durch den Punkt S geht

und in der Ebene U liegt, fällt mit ihrer Polare, da diese eben-

falls in der _Ebene U liegt und durch den Punkt S geht, aber

die erstere nicht schneidet, zusammen.

322. In einem gewöhnlichen räumlichen Polarsysteme liegt

jeder Strahlenbündel S, dessen Mittelpunkt S ausser seiner Polare

U sich befindet, mit dem ihm zugeordneten ebenen Systeme invo-

lutoriscb, daher in dem räumlichen Polarsysterae unendlich viele

ebene Polarsysteme, polare Strahlenbündel, Polardreiecke, Polar-

dreikante und Polartelraeder enthalten sind.

Wenn nämlich dem Punkte A der Ebene U die Ebene Sa

zugeordnet ist, welche die Ebene ü in der Geraden a schneidet,
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so ist dieser Geraden die Gerade SA zugeonlnet, welche den

Pol der Ebene Sa ans dem Pole der Ebene U projicirt. Es er-

scheint hiernach die Ebene ü als Träger eines ebenen Polar-

systems und der Punkt S als Mittelpunkt eines polaren Strahlen-

biindels, so dass im erstem dieser Systeme ein Punkt und eine

Gerade, im letztern aber ein Strahl und eine Ebene einander zu-

geordnet sind , wenn sie in dem räumlichen Polarsysteme einander

conjugirt sind. Jedes Polardreieck ABC des ebenen Polarsystems

wird aus dem Punkte S durch ein Polardreikant des Strahlen-

bündels projicirt und bildet mit diesem Dreikante ein Polartetrae-

der ABCS, in welchem jeder Eckpunkt der Pol der ihm gegen-

überliegenden Fläche ist. Je zwei Gegenkanten des Tetraeders

sind einander zugeordnet, je zwei sich schneidende Kanten aber

einantler conjugirt.

Hat das ebene Polarsystem U eine Ordnungscurve, so hat

das Polarsystem im Strahlenbündel S eine Ordnungsfläche, von

welcher jene Curve ein Schnitt ist. In dem räumlichen Polar-

systeme ist die Curve dem der Kegelüäche sich anschmiegenden

Ebenenbüschel, die Kegelfläche dem der Curve sich anschmiegenden

Strahlenbüschel, die von der Curve eingeschlossene Figur dem
von der Kegelüäche ausgeschlossenen Systeme von Ebenen >md

der von der Kegelfläche eingeschlossene Strahlenkegel dem von

der Curve ausgeschlossenen Systeme von Geraden zugeordnet.

Jede Tangente der Curve wird im Berührungspunkte von dem
ihr zugeordneten Strahle der Kegelfläche geschnitten, in welchem

diese Fläche von der durch die beiden Geraden bestimmten Ebene

berührt wird.

323: In einem gewöhnlichen Polarsysteme liegt jedes gerade

Gebilde a, dessen Träger weder sich selbst zugeordnet ist, noch

von seiner Polare geschnitten wird, mit dem ihm zugeordneten

Ebenenbüschel ai involutorisch.

Läge jeder Punkt F der Geraden a und eben so jeder Punkt

G der Geraden ai in seiner Polare, so wäre (318) jede Gerade

FG, welche die Geraden a, ai schneidet, sich selbst zugeordnet

und also jede Ebene FGH sich selbst conjugirt, was gegen die

Annahme ist. Es sei nun V ein Punkt, welcher in irgend einer

von den beiden Geraden a, ai , etwa in der Geraden a, aber nicht
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in seiner Polare ai Q fiegt, so Hegt in dieser Ebene (322) das

gerade Gebilde a i mit dem ihm zugeordneten Strahlenbüschel Q
und also in dem räumlichen Polarsysteme das gerade Gebilde a i

mit dem ihm zugeordneten Ebenenbüschel a involutorisch. Dasä

aber auch das gerade Gebilde a und der ihm zugeordnete Ebe-

nenbüschel ai involutorisch liegen, geht daraus hervor, weil den

Punkten P, Q die Ebenen aiQ, a^P zugeordnet sind.

Ist dem Flächenwinkel, v^elcher aus der Axe ai die Strecke

PQ projicirt, die Strecke Q"P zugeordnet, so liegt kein Punkt

der Geraden a in seiner Polare. Ist aber dem erwähnten Winkel

die Strecke Q P zugeordnet , so enthält die Gerade a zwei sich

selbst conjugirte Punkte, durch welche je zwei einander conjugirte

Punkte derselben harmonisch getrennt sind.

324. In einem räumlichen Polarsysteme sind je zwei einander

conjugirte Punkte P, Q die Mittelpunkte und je zwei einander

conjugirte Ebenen die Träger von zwei einander zugeordneten

Strahlenbüscheln P, Q. Jeder Geraden, welche durch den Punkt

P geht und in der Polare des Punktes Q liegt, ist eine Gerade

zugeordnet, welche in der Polare des Punktes P liegt und durch

den Punkt Q geht.

Wenn ein Punkt A in seiner Polare Äi liegt, und in dem

Strahlenbüschel, welcher den Punkt A zum Mittelpunkt hat und

in der Ebene Ai liegt, jeder Strahl sich selbst zugeordnet ist,

so liegt jeder Punkt der Ebene Ai in seiner Polare, daher jedes

gerade Gebilde, welches in der Eben^ Ai liegt, aber nicht durch

den Punkt A geht, ein Schnitt des ihm zugeordneten Ebenenbü-

schels und also (lJ2'i) das Polarsystem ein Nullsystem ist. Wenn

aber irgend ein Strahl des erwähnten Büschels sich nicht selbst

zugeordnet und also (321) das Polarsystem ein gewöhnliches ist,

so enthält der Büjchel entweder gar keinen Strahl , welcher sich

selbst zugeordnet ist , oder zwei solche Strahlen , durch welche

alsdann je zwei einander zugeordnete Strahlen desselben harmonisch

getrennt sind. Im erstem von diesen beiden Fällen ist der Punkt

A der einzige sich selbst conjugirte Punkt der Ebene Ai. Wäre

nämlich noch ein anderer Punkt B dieser Ebene sich selbst con-

jugirt, so wäre (3I8> die Gerade AB sich selbst zugeordnet.

325. Durch jedes Fünfeck A B C D E , von dessen füpf pck-

13
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punkten keine vier in einoilci Ebene liegen, ist ein Nullsystcm

bestinniit, in welchem jeder Eckpunkt des Fünfecks der Pol (Null-

punkt) der Ebene ist, welche ihn mit den benachbarten Eckpunk-

ten verbindet.

Bezieht man nämlich zwei rUtimliche Systeme projektivisch so

aufeinander j dass ilen Pimkten A, B, C, D, E des einen die

Ebenen EÄB, ABC, BCl), CDE, DEA des andern entspre-

chen, so entsprechen auch diesen Ebenen des erstem die Funkte

A, B, C, D, E des letztem, woraus man (133) schliessen kann,

dass je zwei homologe Elemente einander doppelt entsprechen.

Da nun die Gerade DE, welche den Punkt D mit dem Punkt «^

E verbindet, der Schnittlii^ie der Ebenen CDE, DEA, also sich

selbst zugeordnet ist, so ist der Pimkt P , in welchem diese Ge-

rade die Ebene ABC schneidet, der Ebene BDE und mithin

auch die Gerade BP, welche den Punkt B mit dem Punkte P
verbindet und zugleich die Schnittlinie der Ebenen ABC, BDE
ist, sich selbst zugeordnet. Da diess aber auch von den Gera-

den BA, BC gilt, so ist (324) das Polarsystem ein Nullsystem.

In einem Nullsysteme ist jedem vollständigen n Flache ein

i?ollständiges uEck zugeordnet, so dass die Eckpunkte eines je-

den von den beiden Gebilden in den ihnen zugeordneten Flüchen

des andern liegen.

326. Wenn in zwei reciproken Systemen den Eckpunkten eines

Tetraeders AB CD die ihnen gegenüberliegenden Flächen entspre-

chen, so liegen die Systeme involutorisch.

Entsprechen nämlich den Punkten A, B, C, D des einen

Systems die Ebenen BCD, ACD, ABD, ABC des andern, so

entsprechen auch diesen Ebenen des erstem die Punkte A, B, C, D
des letztern. Wenn ferner der Ebene A B P des erstem Systems,

welche durch die Schnittlinie der Ebenen ABC, ABD geht und

mithin dre Gerade CD in einem Punkte P schneidet, der Punkt

Q des letztern entspricht, welcher also in der Geraden CD liegt.

So muss, weil der Ebenenbüschel AB (CDPQ) dem geraden Ge-

lbilde CDPQ und also auch (118) dem geraden Gebilde DCQP
projektivisch ist, der Ebene ABQ des erstem Systems der Punkt

P des letztern imd mithin dem Punkte Q des erstem, in welchem

die Ebene ABQ die Gerade CD schneidet, die Ebene ABP des
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letztern entsprechen, welche den Punkt P aus der Geraden AB
projicirt. Indem so jede Ebene , welche durch »ine Kante des

Tetraeders Aß CD geht, und der ihr entsprechende Punkt einan-

der doppelt entsprechen, gilt diess auch von jedem Punkte, iu

welchem eine durch AB, eine durch AC und eine durch BC
(oder eine durch AB, eine durch AD und eine durch BD) ge-

bende Ebene sich schneiden, und der ihm entsprechenden Ebene.

327. Wird ein Tetraeder A B C D als Polartetraeder angenom-

men, so kann man noch zu einem Punkte E, welcher in keiner

Fläche des Tetraeders liegt, eine Ebene Ei, welche durch keiuea

Eckpunkt desselben geht, als Polare jenes Punktes nach Belieben

annehmen, wodurch aber alsdann nach 133 und 326 ein Polar-

system bestimmt ist. Durch die vier Flächen des Polartetraeders

A B C D wird der imbegrenzte Raum in acht Tetrae<ler getheilt,

deren jedes von vier Dreiecken eingeschlossen ist. Wenn nun das

Tetraeder AB CD, welches den Punkt E in sich enthält, von der

Ebene Ei nicht geschnitten wird, so ist jedes der acht Tetraeder

dem von seiner Oberfläche ausgeschlossenen Systeme von Ebenen

zugeordnet, daher alsdann kein Punkt in seiner Polare liegt.

W ird aber das Tetraeder A B C D von der Ebene Ei geschnitten,

so hat man folgende zwei Fälle zu unterscheiden

:

I, Wenn die Ebene Ei nur drei Kanten AB, AC, AD des

Tetraeders AB CD schneidet und also von der Oberfläche des

Tetraeders BCD'A ausgeschlossen ist, so ist jedem der acht

Tetraeder ein System von Ebenen zugeordnet, welches von einem

der übrigen Tetraeder ausgeschlossen ist, so dass je zwei solche

zusammengehörige Tetraeder drei in der Ebene BCD beflndliche

Kanten mit einander gemein haben, während die übrigen Kanten

des einen von den übrigen Kanten des andern die Ergänzungen

sind. Da hiernach kein Punkt der Ebene BCD in seiner Polare

liegt, so giebt es auch keine sich selbst zugeordnete Gerade und

mithin (324) in keiner Ebene, welche durch ihren Pol geht, noch

einen- sich selbst conjugirten Punkt. Da aber jede Strecke, wel-

che den Punkt A mit einem Punkte der Ebene BCD verbindet,

in dem ihr zugeordneten Winkel liegt, so giebt es (323) in je-

der durch den Punkt Ä gehenden Geraden zwei sich seU>sI con-

JMgirte Punkte.

13*



197

TT. Wenn die Ebene E vier Kanten AB, BC, CD, DA des

Tetraeders ABC D schneidet, also von der Oberfläche des Te-

traeders AC'BD ausgeschlossen ist, so ist jedem der acht Te-

traeder ein System von Ebenen zugeordnet, welches von einem

der übrigen Tetraeder ausgeschlossen ist, so dass je zwei solche

zusaramengehörlge Tetraeder zwei in den Geraden A C , BD lie-

gende Kanten mit einander gemein haben , während die übrigen

Kanten des einen von den übrigen Kanten des andern die Er-

gänzungen sind. Da hiernach jede Strecke, welche einen Punkt

der Geraden AC mit einem I*unkte der Geraden BD verbindet,

in dem ihr zugeordneten Winkel liegt, so giebt es in jeder Ge-

raden, welche die beiden Geraden AC, BD schneidet, zwei sich

selbst conjugirte Punkte. Da ferner (318) jede Gerade, welche

einen sich selbst eonjiigirten Punkt der Geraden A B mit einem

sich selbst conjiigirten Punkt der Geraden CD verbindet, sich

selbst zugeordnet ist , folglich jede Ebene mehr als einen sich

selbst conjiigirten Punkt enthältj so schneiden sich (324) in jedeiM

Punkte, welcher in seiner Polare liegt, zwei sich selbst zugeordnete

Gerade.

§. 25.

Flächen II. Ordnung.

328. Wenn irgend ein Punkt P eines gewöhnlichen Polaf^

Systems in seiner Polare Pi liegt, so hat das System eine Ord*

nungsfläche F, welche nämlich dem ihr sich anschmiegenden Ebe-

nenbündel zugeordnet ist, so dass jeder Punkt der Fläche in sei-

ner Polare liegt, die in ihm der Fläche sich anschniiegt, jedei"

Punkt aber, welchei* der Fläche nicht angehört, auch ausserhalb

seiner Polare liegt. Ist keine Gerade des Polarsystems sich selbst

zugeordnet, so soll die Fläche F eine gewöhnliche Fläche II. Ord^

nuug heissen. Wenn aber in jedem Punkte P, welcher in seiner

Polare Pi liegt, zwei sich selbst zugeordnete Gerade p, a sich

schneiden , so ist die Fläche F eine Regelfläche II. Ordnung.

Eine gewöhnliche Fläche IT» Ordnung F wird (328) in jedem

in ihr befindlichen Punkte von der Polare dieses Punktes berührt,

von jeder andern Ebene aber (322), welche durch denselben Punkt
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geht , in einer Curve II. Ordnung geschnitten , daher die Fläche

mit keiner Geraden mehr als zwei Punkte gemein hat. Dem you

dör Fläche eingeschlossenen Körper K, welcher von jedem Polar-

tetraeder einen Eckpunkt enthält, ist das von ihr ausgeschlossene

System von Ebenen zugeordnet, welches von jedem Polartetraeder

eine Fläche enthält. Jeder ausserhalb des Körpers K befindliche

Punkt S ist der Mittelpunkt eines um ihn beschriebenen Strahlen-

kegels, dessen Mantel die Fläche F in der Curve s berührt, in

welcher dieselbe von der Polare jenes Punktes geschnitten wird,

pescbreibt der Ptmkt S eine Gerade a oder das ausserhalb des

Körpers K befindliche Stück einer Geraden a, so beschreibt die

Curve s, indem ihre Ebene um die Polare ai jener Geraden sich

dreht, die Fläche F und die von der Curve s eingeschlossene

Figur den Körper K. Liegen zwei einander zugeordnete Gerade

nicht in einerlei Ebene, so ist die eine die Axe eines um den

Körper K beschriebenen Flächenwinkels , welcher der ausserhalb

iles Körpers liegenden Strecke der andern zugeordnet ist. Wenn

aber zwei einander zugeordnete Gerade sich schneiden, so berüh-

ren sie in ihrem Schnittpunkte die Fläche F.

Eine Regelfläche II, Ordnung wird von jeder Ebene Pi, wel-

che durch ihren Pol P geht, obgleich die Ebene der Fläche in

diesem Punkte sich anschmiegt, in zwei Geraden p, a, von jeder

fuidern Ebene aber in einer Curve II. Ordnung geschnitten. Be-

schreibt der Puukt P das gerade Gebilde p und also die Ebene

Fl den Ebenenbüschel p , so beschreibt die Gerade a die Ord-

pungsQäche F des Polarsystems, welche jeden sich selbst conju-

girten Punkt enthält und den unbegrenzten Raum in zwei Theile

theilt, von «eichen der eine vom Winkel pa und der andere vom

Winkel p'a beschrieben wird. Da aber in einem solchen Polar-

systeme jeder sich selbst conjugirte Punkt der Schnittpunkt von

zwei sich selbst zugeordneten Geraden ist, so wird die Fläche F

noch von einer andern Schaar der Geraden erfiillt , so dass ia

jedem Punkte derselben eine Gerade der einen Schaar und eine

Gerade der andern Schaar sich schneiden. Jedes Polartetraeder

hat vier Kanten^ welche die Fläche F schneiden; die beiden übri-

gen Kanten , welche mit der Fläche keinen Punkt gemein haben,

sind durch dieselbe getrennt. Jeder Puukt S, welcher nicht iu
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der Fläche F liegt, ist der Mittelpunkt eines Stralilenkegel>, des-

sen Mantel die Fläche F in der Curve s berührt, in welcher die-

selbe von der Polare jenes Punktes geschnitten wird. Jede Ebene,

welche die Kegelfläche S in einem Strahle h berührt und also auch

durch eine Tangente hi der Curve s geht, schneidet die Fläche F

in zwei Geraden, welche durch die einander zugeordneten Gera-

den h, hl harmonisch getrennt sind. Jede Ebene, welche die

Kegolfläche S in zwei Geraden und also den Strahlenkegel S in

einem Winkel schneidet, schneidet die Fläche F in einer Curve,

welche in den Nebenwinkel jenes Winkels beschrieben ist. Wenn
endlich eine durch den Punkt S gehende Ebene mit der Kegel-

fläche S gar keinen Strahl gemein hat, so schneidet sie die Flä-

che F in einer Curve, welche jenen Punkt einschliesst.

329. Jede Regelfläche F, welche noch von einer andern

Schaar von Geraden erfüllt wird , ist eine Regelfläche II. Ord-

nung.

Es seyen a , b , c drei Gerade der einen Schaar und p, q, r

drei Gerade der andern Schaar. Bezieht man nun zwei räumli-

che Systeme projektivisch so aufeinander, dass den Punkten a]>, 1

aq, bp, bq, er des einen die Ebenen ap, aq, bp, bq, er

des andern entsprechen, so haben die beiden Systeme die Gerade

a, welche den Punkt ap mit dem Punkte aq verbirnlet und zu-

gleich die Schnittlinie der Ebenen ap, aq ist, und eben so die

Geraden b, p, q entsprechend gemein. Da ferner der Geraden c,

welche die Geraden p, q schneidet und durch den Punkt er geht,

eine Gerade entsprechen muss, welche die Geraden p, q schnei-

det und in der Ebene er liegt, demnach die Systeme auch die

Gerade c und eben so die Gerade r entsprechend gemein haben,

so entsprechen den Ebenen ap, aq, bp, bq, er des erstem Sy-

stems die Punkte ap, aq, bp, bq, er des letztern, woraus man

(133) schliessen kann, dass je zwei homologe Elemente einander

«loppelt entsprechen und dass die Fläche F die Ordnungsfläche

des Polarsystems sey.

Zwei einander zugeordnete Gera<le h, hi, welche sich schneideif,

berühren (32S) in ihrem Schnittpunkte die Fläche F auf entgegen-

gesetzten Seifen. Wenn aber zwei einander zugeordnete Gerade

nicht in einerlei Ebene liegen, so hat die Fläche F entweder mit

J



109

keiner von deu beiden Geraden eine« Punkt genuin oder sie wird

vcm jeder derselben in zwei PüJikten ge^clinitttn. Der Geraden,

welche den Punkt ap mit dem Funkle bq verbindet, ist die Schnitt-

linie der Ebenen ap, bq zugeordnet j welche durch die Pmikte

bp, aq geht.

330. Eine gewöhnliche Fläche 11. Ordnung F oder auch der

von ihr eingeschlossene Körper K heisst ein Ellipsoid oder ein

elliptisches Paraboloid oder ein zweischaliges Hyperboloid, je nach-

dem die Fläche F mit der unendlich fi-rnen Ebene gar keinen

Punkt gemein hat oder diese Ebene in einem Punkte berührt oder

in einer Curve s schneidet, oikr, was dasselbe ist, je uachdem

der Pol M der unendlich fernen Ebene in dem Körper K o<ler ia

seiner Oberfläche oder ausserhalb dcssell>en liegt. Im letzten Falle

ist der Punkt M der Mittelpunkt des Ässymptotenkegcls, dessen

Mantel uäinlich die Fläche F in der uuendDch fernen Curve s

herührt.

Eine Regel/lache II. Ordnung F lieisst ein hyperbolisches

r'arab«>l«»id oder ein einschaliges Hyperboloid, je nachdem sie die

unendlich ferne Ebene in zwei Geraden «xlcr in einer Ciurve IL

Ordnung schneideL Im erstem Falle sind die Richtungen von

allen Geraden einer und derselben Schaar in der Stellung enthal-

ten, in welcher <lie unendlich ferne Gerade der andern Schaar

liegt. Im letzlern Falle ist der Pol der unendlich fernen Ebene

der Mittelpunkt des Assymptotenkegel, dessen Mantel nämlich

(auf seiner äussern Seite) von der Fläche F in jener unendlich

fernen Curve berührt wird.

A n m. Wird eine Fläclic II. Ordnung Hiebt atiscliücklicli eine Kcgel-

fläclie genannt, so ist gewüliulich tiuc andere Flüche II. Ord-

nung ^die Ordouugsfiäcbe eiites räuudielieu Polai Systems) ge-

meint.

331. Da in jeder Geraden, wclclve eine Fläche II. Ordnung

in zwei Punkten schneidet, diese Punkte durch je zwei einander

conjugirte Punkte harmonisch getrennt sind, so kann man die

Punkte der Fläche auf uuendlich viele Arten involutorisch paaren.

Man darf nur entweder irgend eine Ebene L, welche nicht durch

ihren Pol geht, als Ordnungsebene und ihren Pol S als Orduungs-

punkt, oder irgend zwei einander zugcordutte Gerade s, u, wel-
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che nicht in einerlei Ebene liegen, als Ordnungslinien annehmen.

Im erstem Falle sind je zwei einander zugeordnete Punkte der

Fläche durch den Punkt S und einen Punkt der Ebene U, im

letztern Falle aber durch einen Punkt der Geraden s und einen

Punkt der Geraden u harmonisch getrennt.

332. Es sind eine Kegclfläche II. Ordnung, eine Ebene U,

welche die Kegelfläche in einer Curve s schneidet, und ein Punkt

A, welcher weder in dieser Ebene noch in der Kegelfläche liegt,

gegeben; man soll eine Fläche II. Ordnung finden, welche die

gegebene Kegelfläche in der gegebenen Curve s berührt und über-

diess durch den gegebenen Punkt A geht.

Es werde die Ebene U von der Geraden, welche den Miltel-

])unkt S der gegebenen Kegelfläche mit dem Punkte A verbindet,

in dem Punkte P geschnitten. Es sei ferner LMN in Hinsicht

auf die Curve s ein Polardreieck, von dessen drei Eckpunkten

keiner in der Polare p des Punktes P liegt. Wenn nun das Te-

traeder LMNS als Polartetraeder angenommen und dem Punkte

A die Ebene Ap zugeordnet wird, so ist dadurch ein Polarsystem

bestimmt, dessen Ordnungsfläche F die gegebene Kegelfläche in

<ler gegebenen Curve berührt und <lurch den gegebenen Punkt

A geht.

Die Gerade SP schneidet die Fläche F in dem Punkte A

und in dem Punkte B, welcher zu den drei Punkten S, A, P der

vierte harmonische Punkt ist. Schneiden zwei Gerade, von wel-

chen die eine durch den Punkt A und die andere durch den Punkt

B geht, die Ebene U in zwei einander conjugirten Punkten, wel-

che mit dem Punkte P in einer Geraden liegen, so schneiden

sie sich selbst (254) in einem Punkte der Fläche F. Ist statt

des Piuiktes A der gesuchten Fläche eine ihr sich anschmiegende

Ebene Ai gegeben, welche nicht durch den Punkt S geht und

die Ebene ü in einer sich nicht selbst conjugirten Geraden p

schneidet, so findet man den Pol A der Ebene Aj, wenn man

auf dieselbe den Pol P der Geraden p aus dem Punkte S projicirt.

Die Kegelfläche und die gegebene Curve können auch ima-

ginär sein. Wenn nämlich ein ebenes Polarsystejn U, welches in

einem räumlichen Polarsysteme enthalten ist, keine (reelle) Ord-

üuugscurve hat, so sagt man^ dass die OrdnungsUäche des letz-
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tern Systems die Ebene U in der Imaginären Ordnnngscurve des

erstem schneide und in dieser Curve die imaginäre Kegelfläche

berühre, welche dieselbe aus dem Pole S der Ebene U projicire.

333. Eine Fläche II. Ordnung

XH finden, welche durch eine

gegebene Curve II. Ordnung s

und durch die vier Eckpunkte

eines gegebenen Tetraeders

A B C D gehe , von welchen

keiner in der Ebene ü der ge-

gebenen Curve Hegt.

Eine Fläche II. Ordnung za

finden, welche eine gegebene

Kegelfläche II. Ordnung in einer

Curve berühre und den vier

Flächen eines gegebenen Te-

traeders sich anschmiege, voa

welcher keine durch den Mittel-

punkt der gegebenen Kegelflächc

geht.

Es werde die Ebene Ü von den Geraden AB, AC, A D ia

den Punkten P, Q, R geschnitten, deren Polaren in Hinsicht auf

die gegebene Curve die Geraden p, q, r seien. Sucht man nun ia

den Geraden AB, AC, AD die Punkte Pi , Qi , Ri, so dass

APBPi, AQCQi, ARÜRi harmonische Gebilde sind, so schnei-

den sich die Ebenen Pip, Qiq, Rir in dem Mittelpunkte S der

Kegelfläche, welche die gesuchte Fläche in der gegebenen Curve

berührt. Liegt nämlich der Punkt A nicht in der Kegelfläche S,

welche aus dem Schnittpunkte S die Curve s projicirt, so kann

man nach 332 eine Fläche II. Ordnung F finden, welche die Ke-

gelfläche S in der Curve s berührt und durch den Punkt A gebt.

Da nun in Hinsicht auf die Fläche F der Punkt P der Pol der

Ebene Sp, also dem Punkte Pi conjugirt und APBPi ein har-

MMnisches Gebilde ist, so geht die Fläche F auch durch den Punkt

B und eben so durch die Punkte C, D. Liegt aber der Punkt A

in der Kegeißäche S, so geht diese auch durch die Punkte B, C,

D und ist also selbst die gesuchte Fläche.

334. Es sind ein Tetraeder ' Es sind eine Kegelfläche II,

ABCI) und eine Curve II. Ord-

nung s gegeben, welche entwe-

der mit keiner Fläche des Te-

traeders einen Punkt gemein hat,

oder von jeder dieser vier Ebenen

geschnitten wird, man soll eine

Fläche II. Ordnung finden, wel-

Ordnung und ein Tetraeder ge-

geben, dessen Eckpunkte ent-

weder alle vier in dem von der

Kegelfläche eingeschlossenen

Strahlenkegel oder alle vier aus-

serhalb desselben liegen; man

soll eine Fläche II. Ordnung
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che (liircli die gegebene Ciirve

gehe und den vier Flächen des

gegebenen Tetrae<lers sich an-

schmiege.

finden , welche die gegebene

Kegelflächc in einer Curve be-

rühre und durch die vier Eck-

punkte des gegebenen Tetrae-

ders gehe.

Man lege durch die Gerade AB die Ebenen p, pi , durch

die Gerade BC die Ebenen q, qi und durch die Gerade CA die

Ebenen r, ri, so dass von diesen sechs Ebenen je zwei, welche

durch eine und dieselbe Kante des Tetraeders AB CD gehen,

durch zwei Flächen desselben harmonisch getrennt sind und die

Ebene U der gegebenen Curve s in zwei in Hinsicht auf die?e

Curve einander conjugirten Geraden schneiden. Wenn nun der

Punkt pqr ausserhalb der Ebene U liegt, uöd also die Curve s

aus dem Punkte pqr durch eine Kegelfläche S projicirt wird, so

kann man (332) eine andere Fläche IL Ordnung F finden, welche

die erwähnte Kegelfläche in der gegebenen Curve berührt und

der Ebene ABC sich anschmiegt. Da aber die Geraden pU, piU

in Hinsicht auf die Curve s, mithin die Ebenen p, pi in Hinsicht

auf die Kegelfläche S und folglich auch in Hinsicht auf die Fläche

F einander conjugirt und durch die Ebenen ABC, ABD harmo-

nisch getrennt sind, so muss die Fläche F auch der Ebene ABD
und eben so den Ebenen BCD, CAD sich anschmiegen.

Was von dem Punkte pqr gesagt wurde, gilt von jedem

Punkte, in welchem eine von den beiden Ebenen p, pi, eine von

den beiden Ebenen q, qi und eine von den beiden Ebenen r, ri

sich schneiden, so dass also, wenn diese acht Punkte ausserhalb

der Ebene U liegen, die Aufgabe acht Auflösungen zulässt.

335. Es sind eine Fläche U
Ordnung und ein Tetraeder ge-

geben, von dessen vier Flächen

keine jener Fläche sich anschmiegt

und auch keine zwei durch den

jener Fläche sich anschmiegen-

den Ebenenbündel getrennt sind;

jnan soll eine Fläche II. Ord-

nung finden, welche die gege-

bene Fläche in einer Curve bc-

Es sind eine Fläche II. Ord-

nung G und ein Tetraeder

A B C D gegeben , von dessen

vier Eckpunkten keiner in jener

Fläche liegt und auch keine

zwei durch jene Fläche getrennt

sind; man soll eine Fläche IT.

Ordnung finden, welche die ge-

gebene Fläche in einer Curve

berühre und durch die viec

J
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Eckpunkte des gegebenen Te^

traeders gehe.

rühre und den vier Flachen des

gegebenen Tetraeders sich an-

schni"ege.

Man suche in der Geraden AB die Punkte P, Pi, in der

Geraden AC die Punkte Q, Qi und in der Geraden AD die

Punkte B, Ri, so dass von diesen sechs Punkten je zwei, welche

in einer und derselben Kante des Tetraeders Ä B C D liegen, durch

zwei Eckpunkte desselben harmonisch getrennt und in Hinsicht

auf die Fläche G einander conjugirt sind. Wenn die Fläche G
von einer Kegelfläche berührt wird, so kann man (332) eine

Fläche II. Ordnung F ßnden, welche diese Kegelfläche und also auch

«lie Fläche G in jener Ciirve berührt und durch den Punkt A

geht. Da aber die Polare eines jeden in der Ebene P Q R be-

fi idlichen Punktes in Hinsicht auf die beiden Flächen G, F die-

selbe ist, und also den Punkten P, Q, R die Punkte Pi, Qi, Ri

auch in Hinsicht anf die Fläche F conjugirt sind, so geht diese

auch durch die Punkte B, C, D. — W as von der Ebene P Q R
gesagt wurde, gilt von jeder Ebene, welche durch einen von ilen

beiden Punkten P, Pi, einen von den beiden Punkten Q, Qi und

einen von den beiden Punkten R , Rj geht.

Aifilaiaiig:.

330. Gleichwie Affinität ein besonderer Fall von collinearer

Verwandtschaft ist , so ist Äehnlichkeit ein besonderer Fall von

Affinität und Congruenz ein besonderer Fall von Äehnlichkeit. In

ähnlichen Systemen sind je zwei homologe Winkel, in congruentrn

Systemen auch je zwei homologe Strecken einander gleich. Zwei

zu einander projektivische Gerade sind ähnlich, wenn dem unend-

lich fernen Punkte der einen Geraden der unendlich ferne Punkt

der andern entspricht. Ist überdiess irgend eine endliche Strecke

in der einen Geraden der ihr entsprechenden Strecke in der an-

dern gleich, so sind die Gebilde cougruent.

Will man zwei ebene Systeme so auf einander beziehen, dass

sie ähnlich sind, so kann man zu zwei eigentlichen Punkten A, B

der einen Ebene zwei solche Punkte Ai, Bi der andern Ebene,
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welche jenen entsprechen sollen, nach BelieLen annehmen. Es ist

alsdann nur noch festzusetzen, welche von beiden Seiten der Ge-

raden Aj Bi einer bestimmten Seite der Geraden AB entsprechen

soll. Sind die unendlichen Strecken AB, AiBi einander gleich,

so werden die Systeme congruent.

337. Zwei congruente Strahlenbüschel, welche in einerlei

Ebene, aber weder perspektivisch liegen noch concentrisch sind,

erzeugen entweder einen Kreis oder eine Hyperbel, deren Assymp-

toten zu einander senkrecht sind. — Wenn in einer Ebene der

Mittelpunkt eines Winkels, ohne das$ dieser seine Grösse ändert,

in einer festen Geraden sich bewegt, während der eine Schenk«}

«ra einen festen (eigentlichen) Punkt sich drAt, so beschreibt

der andere Schenkel einen parabolischen Strahlenbüschel. Der

Mittelpunkt des Winkels und der unendlich ferne Punkt des andern

Schenkels sind nämlich homologe Punkte von zwei zu einander

projektivischen geraden Gebilden , welche Schnitte von ?;wei con-

gruenten Strahlenbüscheln sind.

338. Wenn man in einer Geraden einen Punkt als Mitteln

punkt annimmt und je zwei Punkte, welche von ihm gleichweit

abstehen, einander zugeordnet nennt, so siod die Punkte der Ge-

raden involutorisch so gepaart, dass je zwei einander zugeordnete

Strecken einander gleich sind. Der Mittelpunkt und der uqend^

lieh ferne Punkt sind die Ordnungspunkte eines solchen involuto-

rischen Gebildes, welches centrisch oder auch symmetrisch genannt

werden kann. In einer eigentlichen Geraden ist hiernach der un-

endlich ferne Punkt von jedem Punkte durch je zwei Punkte, wel-

che von diesem gleichweit abstehen, harmonisch getrennt.

Die drei Geraden, welche die Eckpiuikte eines endlichen Drei-»

ecks mit den Mittelpunkten der ihnen gegenüberliegenden Seiten

verbinden, schneiden sich (102) in einem Punkte. — Die bei-^

den Punkte, in welchen die Assymptoten einer Hyperbel von einer

dritten Tangente derselben geschnitten werden, stehen (250) vom

Berührungspunkte dieser Tangente gleichweit ab.

339. Sind in einem involutorischen Strahlenbüschel je zwei

einander zugeordnete Winkel einander gleich, so hat der Büschel

entweder zwei zu einander senkrechte Ordnungsstrahlen (Axen),

oder es sind je zwei einander zugeordnete Strahlen zu einander
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5C nkrecht. Ira erstem Falle soll der Büschel symmetriscli, im letz-

tern aber rechtwinklig heissen.

Nennt man in einer unendlich fernen Geraden je zwei Punkte,

welche in zwei zu einander senkrechten Richtungen liegen, einan-

der zugeordnet, so sind die Elemente des geraden Gebildes in-

Tolutorisch gepaart Wenn daher zwei Seiten eines vollständigen

ebenen Vierecks, welche in einem Eckpunkte desselben sich schnei-

den, zu den ihnen gegenüberliegenden Seiten beziehlich senkrecht

sind , so sind auch (222) die beiden übrigen Seiten zu einander

senkrecht.

340. Will man die Elemente eines ebenen Systems involuto-

risch So paaren, dass je zwei einander zugeordnete Gebilde con-

gruent sind, so darf man nur entweder einen Punkt als Mittel-

punkt oder eine Gerade als Axe (Symmetrallinie) annehmen. Im

erstem Falle sind je zwei Punkte, welche vom Mittelpunkte gleich-

weit abstehen und mit ihm in einer und derselben Geraden liegen,

im letztern aber je zwei Punkte, welche von der Axe gleichweit

abstehen und in einer zu ihr senkrechten Geraden liegen, einan-

der zugeordnet. In einem centrischen ebenen Systeme ist also

die Ordnungslinie die unendlich ferne Gerade, daher je zwei ein-

ander zugeordnete Gerade .parallel sind und vom Mittelpunkte

gleichweit abstehen. In einem symmetrischen ebenen Systeme ist

der Ordnungspunkt der unendlich ferne Punkt, welcher in der

zur Axe (Ordnungslinie) senkrechten Richtung liegt, daher je zwei

einander zugeordnete Gerade einen Winkel elnschliessen, welcher

durch die Axe halbirt wird.

341. In einem ebenen Polarsysteme helsst jede Gerade, wel-

che der unendlich fernen Geraden, aber nicht sich selbst conju-

girt ist, ein Durchmesser und der Richtung zugeordnet, in wel-

cher ihr unendlich ferner Pol liegt. Jeder Durchmesser einer

Curve II. Ordnung halbirt also (249) jede endliche Strecke, wel-

che die ihm zugeordnete Richtung hat und von zwei Punkten der

Curve begrenzt ist. — Alle Durchmesser einer Parabel sind zu

einander parallel und mithin zu einer und derselben Richtung

Senkrecht, welcher die Axe der Parabel zugeordnet ist.

342. Alle Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel schneiden

«ich in ihrem Mittelpunkte (dem Pole der unendlich fernen Gera-
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einer und derselben Geraden liegen, gleichweit absteht. Wenn
nun je zwei conjugirte Durchmesser, von welchen also jeder der

Richtung des andern zugeordnet ist, zu einander senkrecht sind

folglich jeder Durchmesser eine Axe ist, so ist die Curve, da alle

Punkte derselben vom Mittelpunkte gleichweit abstehen, ein Kreis,

Wenn aber diess nicht der Fall ist, so hat die Curve (313) zwei

Axen, nämlich zwei Durchmesser, welche einander conjugirt und

zugleich zu einander senkrecht sind.

Man nehme an, dass den Durchmessern MA, MB die Durch-

messer MAi, MBi conjugirt und dass M, A, B, Ai, Bj die

Punkte sind, in welchen die vier Durchmesser von einem durch

den Mittelpunkt der Curve gelegten Kreise geschnitten werden,

so erhält man (278) die Axen der Curve , wenn man aus dem

Punkte M diejenigen Punkte des Kreises projicirt, welche mit sei-

nem Mittelpunkte nnd dem Schnittpunkte der Geraden ABi, AiB
in einer und derselben Geraden liegen.

Die Hauptaxe einer Hyperbel halbirt den Assymptotenwinkei

und schneidet die Curve in ihren beiden Scheitelpunkten. Eine

Ellipse hat vier Scheitelpunkte und schliesst von ihrer Hauptaxe

ein grösseres Stück ein , als von der andern Axe.

343. Die Mittelpunkte von allen Curven 11. Ordnung, welche

die vier Seiten eines gegebenen vollständigen Yierseits berühren,

liegen in einer Geraden, welche (302) jede von zwei Gegen-

punkten des vollständigen Yierseits begrenzte endliche Strecke

halbirt.

Schneiden sich je zwei Gegenseiten eines vollständigen Vier-

ecks in einem eigentlichen Punkte, so liegen (303) diese drei

Punkte mit den Mittelpunkten der endlichen Strecken, deren jede

von zwei Eckpunkten des Vierecks begrenzt ist, in einer Curve

11. Ordnung, welche von jeder durch die vier Eckpunkte des

Vierecks gehenden Curve II. Ordnung den Mittelpunkt enthält.

Sind je zwei Gegenseiten des Vierecks zu einander senkrecht, so

ist jene Curve ein Kreis.

344. Wenn von einem Dreiecke, dessen Eckpunkte in einer

gegebenen Curve H. Ordnung s liegen, ein Eckpunkt S gegeben

ist und die in ihm sich schneidenden Seiten zu einander senkrecht
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iind, so geht (278) die dritte Seile durch einen gegebenen Punkt

H. Wenn aber die beiden Seiten, deren Schnittpunkt gegeben

ist , einen schiefen Winkel von gegebener Grösse mit einander

bilden, so berührt (281) die dritte Seite eine gegebene Curvc

11. Ordnung.

Ist die Curve s kein Kreis , so ist die Polare des Punktes H
eine eigentliche Gerade h, zu welcher also eine durch den Ptinkt

S gehende Gerade u parallel ist. Bezieht man nun zwei ebene

Systeme coliineär so aufeinander , dass sie den Strahlenbüschel S

wnd das gerade Gebilde u entsprechend gemein haben und dass

der Geraden h des einen die unendlich ferne Gerade da andern

entspricht, so entspricht der Curve s des erstem ein Kreis des

Kitzteru , tlesscn Mittelpunkt M dem Punkte H entspricht. Man

findet also den Mittelpunkt M des Kreises, welcher der Curve s

im Punkte S am Innigsten sich anschmiegt, wenn man irgend

einen von S verschiedenen eigentlichen Punkt F der Geraden u

aus dem Punkte H auf die Gerade h projicirt, die Projektion G
mit dem Punkt S verbindet und alsdann durch F eine zu GS
parallele Gerade FM zieht.

345. W?nn a die Axe einer Parabel oder eine von den bei-

den Axen einer imdern Curse II. Ordnung ist, welche nämlich

nur zwei Axen hat, so giebt es in der Geraden a zu jedem ei-

gentlichen Punkte P, »elcher nicht der Pol der unendlich fernen

Cieraden ist, einen eigentlichen Punkt Pi, so dass je zwei einan-

der conjugirte Gerade, von welchen die eine durch den Punkt P

und die andere durch den Punkt Pi geht, zu einander senkrecht

sind. Nennt man je zwei solche Punkte einander zugeordnet, so

sind die Punkte der Geraden a iuvolutorisch gepaart.

Es sey R der Pol der Axe a, p eine Gerade, welche diese

Axe im Punkt P unter schiefen Winkeln schneidet, und Pi der

Punkt, in welchem die Axe a von der Geraden pi geschnitten

wird, die durch den Pol der Geraden p geht und zu dieser Ge-

raden senkrecht ist. Da nun drei Strahlen a, PR, p des Bü-

schels P zu den ihnen conjugirten Strahlen PiR, a, pi des Bü-

schels Pi senkrecht sind, so kann man aus 252 schlicssen, dass

jeder Strahl des einen Büschels zu dem ihm conjugirten Strahle

des andern senkrecht ist. Da ferner auch die beiden Parallel-
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strahlenbüschel , von welchen der eine die Richtung der Geraden

p und der andere die Richtung der Geraden pi hat, wenn auf

jeden Strahl des einen der ihm conjugirte Strahl des andern be-

zogen wird, zu einander projektivisch sind, demnach von der Äxe

a in zwei zu einander projektivischen geraden Gebilden geschnit-

ten werden , und je zwei homologe Punkte dieser Gebilde ein-

ander doppelt entsprechen , so folgt anch der letztere Theil des

Satzes.

Wenn die Curve eine Parabel ist und also die beiden Pa-

rallelstrahlenbüschel die unendlich ferne Gerade entsprechend ge-

mein haben, so ist der unendlich ferne Punkt G des involutori-

schen geraden Gebildes a sich selbst zugeordnet, daher der an-

dere Ordnungspunkt F desselben , welcher der Brennpunkt der

Parabel heisst, von je zwei einander zugeordneten Punkten gleich-

weit absteht. Ist aber die Curve eine Ellipse oder Hyperbel , so

enthält das erwähnte Gebilde, da dem unendlich fernen Punkte U
desselben der Mittelpunkt M der Curve zugeordnet ist, entweder

zwei von diesem Punkte gleichweit abstehende Ordnungspunkte

(Brennpunkte) oder gar keinen Ordnungspuukt, je nachdem die

Gerade a die Hauptaxe oder die andere Axe der Curve ist (je

nachdem die Geraden p, pi durch die Punkte M, U nicht getrennt

oder getrennt sind).

Schneiden sich also zwei zu einander senkrechte Gerade im

Brennpunkte F einer Parabel oder in einem von den beiden Brenn-

punkten F, G einer Ellipse oder Hyperbel, welche nämlich mit

ihnen in einerlei Ebene liegt, so sind sie in Hinsicht auf die Curve

einander conjugirt. Dasselbe ist der Fall, wenn die zu einander

senkrechten Geraden SP, SPi durch die Punkte F, G harmo-

nisch getrennt sind und also die von den beiden Geraden S F,

S G eingeschlossenen Winkel halbiren. Liegt der Punkt S in der

Curve, so ist die eine von den beiden Geraden SP, SPi eine

Tangente derselben. Wenn aber im Punkte S zwei Tangenten

der Curve sich schneiden, so werden auch die Winkel, welche

diese Tangenten mit einander bilden, durch die Geraden S P, SPj

halbirt.

_. ( Summe
/ , • n- i o. » it^ ^ c^

346. Die Ir^.^ l
von je zwei endlichen Strecken FS, GS,

(
Differenz

)
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welche die Brennpunkte einer <.. , ,] mit einem Punkte der
I
Hyperbel

)

ein f

Curve verbinden, ist dem von derselben \ } geschlossenem Stücke
f aus

)

AB der Hauptaxe gleich. Jeder Punkt einer Parabel steht von

ihrem Brennpunkte und der Polare dieses Punktes gleichweit ab.

£s wird hinreichend seyn, denjenigen von den obigen Sätzen

zu beweisen, welcher auf eine Ellipse sich bezieht. Die Tangen-

ten ST, BT bilden nach dem Vorigen einen Winkel, welcher

durch die Geraden FT, GT in drei Theile a, ß, y gctheilt wird,

so dass «= ;' und also «-]-.9=9-[-/ ist. Man schneide nun

in der Geraden AB vom Punkte B aus ein Stück BJzrrBG ab,

so ist auch TJ=:TG und F Jrz: FB+BG—FB+ FArzz AB.

Es werde ferner die Gerade FS von der Geraden, welche durch

den Brennpunkt G geht und zur Tamgente ST senkrecht ist, im

Punkte K geschnitten, so ist, weil die geraden Linien SG, SK
mit der Tangente ST gleiche Winkel bilden, SGr^SK und also

auch TG= TK. Da endlich in dem Vierecke TJFK die Sei-

ten TJ, TK einander gleich sind und der Winkel am Punkte T
durch die Diagonale TF in zwei gleiche Theile (2a-\-ß^z^2y-\~ß)

getheilt wird, so ist auch FK:=FJ d. i. FS-}-GSr=AB.
347. Drei Gerade, welche in drei eigentlichen Punkten sich

schneiden, bilden mit einander sechs Winkel, deren Hdlbirungs-

hnien die Seiten eines vollständigen Vierecks sind. Die Eckpunkte

dieses Vierecks sind die Mittelpunkte von vier Kreisen, deren je-

der jene drei Geraden berührt. Hieher gehört auch (316j die

erste von den drei folgenden Aufgaben, während die beiden übri-

gen besondere Fälle von 315 sind.

Eine Curve II. Ordnung zu finden, welche durch die drei

Eckpunkte eines gegebenen Dreiecks gehe und einen vierten in

derselben Ebene gegebenen Punkt zum Brennpunkt habe. — Lm
ein gegebenes endliches Dreieck einen Kreis zu beschreiben. —
In ein gegebenes Dreieck eine Curve 11. Ordnung zu beschreiben,

welche einen innerhalb des Dreiecks gegebenen Punkt zum Brenn-

punkt habe.

348. Will man die Elemente eines räumlichen Systems invo-

lutorisch so paaren , dass je zwei eincmde;* zugeordnete einförmige

14



«210

Gebilde congnient sind, so darf innn nur entweder die unendlich

ferne Ebene als Ordnungsebene und einen eigentlichen Punkt M
als Ordnungspuiikt, oder eine eigentliche Ebene S als Ordnungs-

ebene und den unendlich fernen Punkt, welcher in der zur Ebene

S senkrechten Richtung liegt, als Ordnungspunkt, oder eine ei-

gentliche Gerade a und die unendlich ferne Gerade, welche in

der zur erstem senkrechten Stellung liegt, als Ordnungslinien an-

nehmen. Im ersten Falle sind je zwei Punkte, welche mit dem

Mittelpunkte M in einer Geraden liegen und von ihm gleichweit

abstehen, im zweiten Falle je zwei Punkte, weichein einer zur Sym-

metralebene S senkrechten Geraden liegen und von der Ebene S

gleichweit abstehen, im dritten Falle je zwei Punkte, welche in

einer zur Axe a senkrechten Geraden liegen und von der Axe

gleichweit abstehen, einander zugeordnet. Zwei einander zuge-

ordnete Körper sind im ersten und zweiten Falle symmetrisch-

gleich, im dritten aber congruent.

340. \Vird in einem gewöhnlichen Strahlenbündel jedem

Strahle die ^u ihm senkrechte Ebene zugeordnet, so soll derselbe

rechtwinklig heissen. In einem solchen Polarsysteme sind also

auch je zwei conjugirte Elemente zu einander senkrecht.

Sind in einem vollständigen

Vierkante zwei einander nicht

gegenüberliegende Seiten zu den

ihnen gegenüberliegenden Seiten

beziehlich senkrecht, so sind

auch (244) die beiden übrigen

Seiten zu einander senkrecht.

Sind in einem vollständigen

Vierseite zwei einander nicht

gegenüberliegende Kanten zu

den ihnen gegenüberliegenden

Kanten beziehlich senkrecht, so

sind auch die beiden übrigen

Kanten zu einander senkrecht.

350. Wenn zwei concentrische Sirahlenbüschel in zwei Ebe-

nen liegen, welche unter schiefen Winkeln sich schneiden, so ist

zu jedem Strahle des einen Büschels ein Strahl des andern senk-

recht. Nennt man je zwei solche Strahlen einander entsprechend,

so sind (252) die Büschel projektivisch auf einander bezogen, da-

her die Ebenen, deren jede die Büschel in zwei zu einander senk-

rechten Strahlen schneidet, alle eine Kegelfläche IL Ordnung

berühren. — Drehen sich zwei zu einander senkrechte Ebenen

um zwei feste Axen , welche unter schiefen Winkeln sich schnei-

den j so beschreibt ihre Schnittlinie eine Kegelfläche II< Ordnung.
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351. In eine:ii gewöhnlichen polaren StrahlenLüiidel, welcher

le Ortlnungsüähe hat, ist jedem Strahle a, welcher nicht in

»i <<er Fläche liegt, eine Ebene A zugeordnet, so dass die Mittel-

punkte von allen endlichen Strecken, deren jede zu der Geraden a

parallel und von zwei Punkten der Kegelfläche begrenzt ist, iu

iii-r Ebene A , die Mittelpunkte von allen Curven aber, in welchen

die Kegelüäche von den zur Ebene A parallelen Ebenen geschnit-

ten wird, in der Geraden a liegen. Sind die Elemente a, A zu

einander senkrecht, so ist die Gerade a eine Axe und die Ebene

A eine Syramelralcbene der Kegelfläche. Hat der polare Strah-

leiibraidel mit dem rechtwinkligen Strahlenbündel, der mit ihm

cosiceotrisch i-»t, nur (295) ein Polardreikant gemein, so hat die

Kcgelfläche nur drei Axen, von welchen die eine a (liie H:iuptaxe)

von der Fläche eingeschlossen ist. Wenn aber jeder Ebene des

Ebenenbüschels a in Hinsicht auf beide Polarsysteme ein und der-

selbe Strahl zugeordnet ist (tlie Kegelfläche die imaginäre Ord-

nungsfläche des rechtwinkligen Polarsystems in zwei imaginären

Strahlen berührt), so ist die Kegelfläche eine Drehungsfläche,

welche nämiich von jeder zu ihrer Hauptuxe senkrechten Ebene iu

einem Kreise geschnitten wird.

352. Die drei Seiten eines

gewöhnlichen Dreikants bilden

mit einander sechs Flächenwin-

kel, deren Halbirungsebenen die

Seiten eines vollständigen Vier-

kants sind. Jede Kante dieses

Vierkants ist lüe Axe eines Dre-

hungskegels, dessen Mantel die

drei Seiten des Dreikants be-

rührt. 31 7.

Die drei Kanten eines ge-

wöhnlichen Dreikants bilden mit

einander sechs ebene Winkel,

»leren Halbirungsiinien die Kan-

ten eines vollständigen \ierseits

sind. Jede Seite dieses Yier-

seits ist zur Axe eines Dre-

hungskogels senkrecht, dessen

Mantel durch die drei Kanten

des Dreikants geht.

353. NVcnn eine Kegelfläche U. Ordinuig nur drei Axen a, b, c

hat und also auch in der Hauptaxe a nur zwei Symmetralebenen

sich schneiden, so schliesst die Fläche von der einen ab dieser

Ebenen einen grössern Winkel A B ein als von der andern , da-

gegen dem Schnitte des Strahlenkegels mit der Ebene ac ein grös-

serer Flächenwinkel W zugeordnet ist. Der Winkel Ä B enthält
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zwei Stratilen F, G, der Winkel W aber zwei Ebenen H, J, von

welchen Folgendes gilt:

Je zwei Ebenen, welche in

Hinsicht auf die Kegelfläche ein-

ander conjiigirt sind und in einer

von den beiden Geraden F , G
sich schneiden, sind zu einander

senkrecht. Die ebenen Winkel

FG, F"G werden aus jeder

Geraden S, welche durch den

Mittelpunkt der Kegelfläche geht,

aber ausserhalb der Ebene FG
liegt, durch zwei Flächenwinkel

projicirt, deren Halbirungsebe-

nen zu einander senkrecht und

einander conjugirt sind, folglich,

wenn in der Geraden S zwei

Berührungsebenen der Kegel-

fläche sich schneiden, auch die

von diesen Ebenen gebildeten

Winkel halbiren. Liegt aber die

Gerade S in der Kegelfläche,

so wird diese von der einen der

erwähnten Halbiiungsebenen be-

rührt. Ferner ist alsdann die

Summe der innerhalb des Strah-

lenkegels befindlichen ebenen

Winkel FS, GS dem Winkel

Je zwei Gerade, welche in

Hinsicht auf die Kegclfläche ein-

ander conjugirt sind und in einer

von den beiden Ebenen H, J

liegen, sind zu einander senk-

recht. Die Flächenwinkel HJ,

H*J werden von jeder Ebene

U, welche durch den Mittelpunkt

der Kegelfläche aber nicht durch

die Axe b geht, in zwei ebenen

Winkeln geschnitten, deren Hal-

birungslinien zu einander senk-

recht und einander conjugirt

sind, folglich, wenn die Ebene

U die Kegelfläche in zwei Strah-

len schneidet, auch die von

diesen Geraden gebildeten Win-

kel halbiren. Wird aber die

Kegelfläche von der Ebene U
berührt, so ist der Berührungs-

strahl die eine von den erwähn-
g

ten Halbirungslinicn. Ferner ist
'

alsdann die Summe der von der

Kegelfläche ausgeschlossenen

Flächenwinkel HU, JU dem
Winkel W gleich.

A B gleich.

Die Beweise dieser Sätze sind denen von 345 und 346 ganz

analog, daher nur noch bemerkt wird, dass die Kegelfläche von

jeder zu H oder J parallelen Ebene in einem Kreise geschnitten

wird.-

354. In einem räumlichen Polarsysterae wird jede Ebene,

welche einem nicht in ihr liegenden unendlich fernen Punkte zu-

geordnet ist, eine Diaraetralebene, jede Gerade aber, welche einer

mit ihr nicht in einerlei Ebene liegenden unendlich fernen Geraden
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zugeordnet ist, ein Durchmesser genannt. Jede Diametralebene

halbirt also jede endliche Strecke, welche die ihr zugeordnete

Bichtung hat und von zwei Punkten der Ordnungsfläche F be-

grenzt ist. Jeder Durchmesser enthält den Mittelpunkt einer jeden

Curve, in weicher die Fläche F von einer ihm conjugirten Ebene

geschnitten wird. Ist F ein Paraboloid, so sind alle Durchmesser

zu einander parallel und also zu einer und derselben Stellung senk-

recht, welcher die Äxe des Paraboloids "zugeordnet ist. ^Venn

ferner jede durch die Axe a gehende Ebene eine Symmetralebene

(zu der ihr zugeordneten Richtung senkrecht) ist, so ist die Fläche

F ein (elliptisches) Drehungsparaboloid. Enthält aber der Ebenen-

btischcl a nur zwei Ebenen, welche einander conjugirt und zu-^

gleich zu einander senkrecht sind, so enthalten diese von jeder

Curve, in welcher die Fläche von einer zu ihrer Axe senkrechten

Ebene geschnitten »ird, die beiden Axen. Die erwähnten Sym-

inetralebenen selbst schneiden die Fläche in zwei Parabeln, welche

in ihrem gemeinschaftlichen Scheitelpunkte die in diesem Punkte

zur Axe a senkrechte Ebene auf einerlei oder entgegengesetzten

Seiten berühren, je nachdem das Paraboloid ein elliptisches oder

bjperbolisches ist. Lcbrigens wird das Paraboloid von jeder Dia-

xnetralebene in einer Parabel geschnitten, in welcher demselben

eine parabolische Cylinderfläche sich anschmiegt.

355. Alle Durchmesser un^ Diametralcbenen eines Ellipsoids

oder auch Hyperboloids gehen durch seinen Mittelpunkt, nämlich

den Pol der unendlich fernen Ebene, welcher von je zwei Punkten

der Fläche, die mit ihm in einer Geraden liegen, gleichweit ab-

steht. Ist unter allen den Polardreikanten, deren jedes drei ein-

ander conjugirte Durchmesser zu Kanten hat, nur eines, dessen

Kanten alle drei zu einander senkrecht sind, so hat die Fläche

nur drei Axen und drei Syrametralebenen. U enn aber ein

Durchmesser a mit je zwei Durchmessern, die zu ihm und unter

sich senkrecht sind, ein Polardreikant bildet, so ist die Fläche

eine Drehungsfläche und jener Durchmesser die Drehungsaxe der-

selben. Wenn endlich jeder Durchmesser zu der ihm conjugirten

Diametralebene senkrecht ist, so ist die Fläche, da alle Punkte

derselben vom Mittelpunkte gleichweit abstehen, eine Kugelfläche.

356. \^ cnn ein Ellipsoid, welches nur drei Axen hat, von der
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euien <fas Stikk AB, von der andern das Sti'uk CD luul v«»n

der dritten das Stück EF einschliesst , so dass AB> CD> EF
ist, so wird die Fläche von der mit ihr concentnschen und durch

«lie Punkte C, I) gflienden KugelOäche in zwei Kreisen geschnitten.

Die Kugeltlüche schneidet <!ie Elune AEBF in einem Kreise k,

ilieser Kreis aber die Ellipse AEBF in den vier Eckpunkten

eines Rechtecks, dessen Diagonalen die zum Durchmesser CD
senkrechten Durchmesser jener Kreise sind. Die gemeinschaftlichen

Tangenten der Ellipse AEBF und des Kreises k bezeichnen die

Eichtungen von zwei um das EUipsoid beschriebenen Drehungs-

cjfindern.

357. Jeder in einer Fläche 11. Ordnung liegende Kreis s

gehört einem Systeme von Purallelkreisen an, welche die Fläche

erfüllen.

Es sey a derjenige Durchmesser der Fläche, welcher der

Ebene E des Kreises s conjugirt ist. Da nun der in dem Polar-

systeme enthaltene involutorische Ebenenbüschel a von der Ebene

E und mithin auch von jeder zu dieser Ebene parallelen Ebene

iii einem rechtwinkligen Strahleubüschel geschnitten wird, so folgt

der Satz.

358. Jeder Durchmesser eines Hyperboloids ist der Diame-

tralebene conjugirt, welche ihm in Hinsicht auf den Assymptoten-

kegel zugeordnet ist, daher die Axen des Assymptotenkegels zu-

gleich die Axen des Hyperboloids sind. Ob eine Curve, in wel-

cher das Hyperboloid von einer Ebene geschnitten wird, ein Kreis

oder eine andere Ellipse oder eine Parabel oder eine Hyperbel

sei, kann an der Curve erkannt werden, in welcher dieselbe Ebene

oder eine zu ihr parallele Ebene den Assymptotenkegel schneidet.

Jede Ebene, welche den Assymptotenkegel eines eiqschaligcn

Hyperboloids in einer Geraden beriihrt, schneidet das Hyperboloid

in zwei GJeradeq, welche zu jener Geraden parallel sind und von

ihr gleichweit abstehen, Diirch je drei Gerade, welche einer und

derselben Schaar angehören, ist (48) ein Parallelepipedon bestimmt,

dessen Mittelpunkt zugleich der Mittelpunkt <les Hyperboloids ist.

Zieht man zu jeder der drei Geraden eine Parallele, welche «lie

beiden übrigen schneidet, so erhält man drei Parallelstreifcn, deren

Halbirung'^linien in dein erwähnten Punkte sich schneide«.
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359. Wird eine Ciirve II. Ordnung um ihre Hauptaxc ge-

dreht, so erzeugt sie eine Fläche II. Ordnung S, welche zwei

Iir«?nnptuikte F, G hat. Aus j»dem dieser Punkte wird jede Curve

s , in welcher die Fläche S von einer nicht durch ihn gehenden

Ebene E geschnitten wird, durch eine Drehungsfläche K projicirt,

deren Axe durch den Pol P jener Ebene geht.

In Hinsicht auf die Fläche S ist nämlich jeder durch dca

Punkt F gehenden Ebene Q ein Punkt Qi ztigeordnet, welcher

mit dem Punkte F in einer zur Ebene Q senkrechten Geraden

FQi Hegt. Wenn nun die Ebene Q auch durch den Punkt P

geht, folglich der Puukt Qi in der Ebene E liegt, so ist in Hin-

sicht auf die Curve s der Geraden EQ der Punkt Qi, mithin in

Hinsicht auf die Kegelfläche K jeder durch die Geraden FP ge-

benden Ebene Q eine zu dieser Ebene senkrechte Gerade FQi
zu;reordnet.

Punkte
I

Gerade'

'

3()0. Je zwei unendlich ferne ! . } , welche in zwei zu

( Richtungen i n- . i

emander senkrechten { _ n \ hegen, smd m Hmsicbt auf
' Stellungen '

die imaginäre Curve einander conjugirt, in welcher die unendlich

ferne Ebene von allen Kugeln imd den imaginären Ordnungsflächen

aller rechtwinkligen Strahlenbündel geschnitten v^ird. Es heisst

dies aber nichts anderes, als «lass dasjenige unendlich ferne ebene

Polarsystem, welches aus jedem eigentlichen Punkte durch einen

rechtw inkligen Strahlenbündel projicirt wird , in jedem räumlichen

,

Polarsj steme enthalten sei , dessen Ordnungsfläche eine Kngel-

fläche ist.

Durch vier gegebene eigent-

liche Punkte, welche nicht in

einerlei Ebene liegen, eine Ku-

gelfläche zu legen (eine Fläche

II. Ordnung, welche durch die

oben erwähnte imaginäre Curve

gehe). 333.

Eine Kugel zu beschreiben,

welche (334) die vier Flächen ei-

nes gegebenen Tetraeders ABCD

Eine Fläche II. Ordnung zu

finden, welche die vier Flächen

eines gegebenen Tetraeders be-

rühre und einen ausserhalb die-

ser vier Ebenen gegebenen Brenn-

punkt habe.

Eine Fläche II. Ordnung zu

finden, welche durch die vier

Eckpunkte eines gegebenen Te-
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berühre, von dessen sechs Kan-

ten keine im Unendlichen liegt.

—

Die vier Flächen tles Tetrae-

ders bilden zwölf Flächenwin-

kel, deren Halbiningsebenen die

Seiten von zwölf vollständigen

Vierkanten sind. Die Mittel-

punkte dieser Vierkante sind die

\ier Eckpunkte des Tetraeders

und acht andere Punkte. Wenn

nun M irgend einen der acht

letztern Punkte bezeichnet, so

kommt es darauf an , ob er im

Unendlichen oder nicht im Un-

endlichen liegt. Im erstem Falle

ist die Gerade DM die Axe ei-

nes Drehungskegels, welcher die

Ebenen D A B, D A C, D B C und

die durch den Piuikt D gehen-

de, zur Ebene ABC parallele

Ebene P berührt. Im letztern

Falle ist der Punkt M der Mit-

telpunkt einer Kugel, welche

die vier Flächen des Tetraeders

AB CD berührt. Die Aufgabe

lässt daher fünf oder sechs oder

sieben oder acht Auflösungen zu,

je nachdem es drei oder zwei

oder einen oder keinen Dre-

hungskegel giebt, welcher die

vier Ebenen D A B, D A C, D ß C,

V berührt.

traeders AB CD gehe und ei-

nen gegebenen Brennptmkt F
habe, der in keiner Kante des

Tetraeders liegt. — Die vier

Geraden FA, FB, FC, FD
bilden mit einander zwölf ebene

Winkel, deren Halbirungslinien

die Kanten des Tetraeders in

den zwölf Eckpunkten von zwölf

vollständigen Vierseiten schnei-

den. Die Träger dieser Vier-

seite sind die vier Flächen des

Tetraeders und acht andere Ebe-

nen. Ist nun E irgend eine der

acht letztern Ebenen, so kommt

es darauf an, ob sie durch den

Punkt F oder nicht durch ihn

geht. Im erstem Falle ist die

Ebene E zur Axe eines Dre-

hungskegels senkrecht, dessen

Mantel durch die vier Geraden

FA, FB, FC, FD geht. Im

letztern Falle ist die Ebene E
die Polare des Punktes F in

Hinsicht auf eine Fläche, welche

der Aufgabe Genüge leistet. Die

Aufgabe lässt daher fünf oder

sechs oder sieben oder acht

Auflösungen zu
,
je nachdem es

drei oder zwei oder einen oder

keinen Drehungskegel giebt, des-

sen Mantel durch die vier Ge-

raden FA, FB, FC, FD geht.

Berichtigung.

In .277 ist 2n+ l statt n+1 und 2n statt n zu lesen.
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V r w r t.

Indem die Mathematik darnach strebt, Ausnahmen von

Regeln zu beseitigen und verschiedene Sätze aus einem Ge-

sichtspunkte aufzufassen, wird sie häufig genöthigt, Begriffe

zu erweitem oder neue Begriffe aufzustellen, was beinahe

immer einen Fortschritt in der Wissenschaft bezeichnet. Dahin

gehört namentlich die Einführung von imaginären Grössen in

der Aualysis und die Einführung von imaginären Elementen

in der Geometrie. Dass eine Ellipse oder Hyperbel durch ihre

Brennpunkte und eine Tangente bestimmt ist, war schon den

altem Geometera bekannt. Dass aber die Curve aus dem

Grunde bestimmt ist, weil von ihr eigentlich fünf Tangenten

gegeben sind, und dass also der erwähnte Satz nur ein be-

sonderer Fall von einem allgemeinern Satze ist, ergab sich

erst aus der Betrachtung der imaginären Elemente. In meiner

im Jahre 1847 erschienenen Geometrie der Lage aber konnte

ich in die Lehre von den imaginären Elementen, deren Be-

gründung der nächste Zweck dieser Beiträge ist, schon dess-

halb nicht tiefer eingehen , weil es mir damals noch nicht

gelungen war, zwei einander conjungirte imaginäre Elemente

von einander zu unterscheiden.



IV

Dass die Theorie der imaginären Elemente, durch welche

das Gebiet der Geometrie um ein Bedeutendes erweitert und

zugleich die Uebersicht über die Sätze erleichtert wird, eine

gewisse Ausführlichkeit in der Behandlung erfordert, liegt in

der Natur der Sache. Sind ja selbst bei dem Satze, dass

durch zwei Punkte eine Gerade bestimmt ist, sechs Fälle zu

betrachten. In der analytischen Geometrie nennt man, was

sehr einfach zu sein scheint, einen Punkt imaginär, wenn seine

Coordinaten nicht sämmtlich reell sind. Indessen ist hiedurch

nur die Sprache der Algebra auf die Geometrie übergetragen,

keineswegs aber nachgewiesen, dass ein imaginärer Punkt,

gleichwie ein reeller Punkt, etwas vom Coordinatensjsteme

Unabhängiges sei. Wo ist, fragt sich wohl Jeder, der ima-

ginäre Punkt, wenn man vom Coordinatensysteme abstrahirt?

So entbehrte denn bisher die Geometrie, wenn sich's von

imaginären Elementen handelte, der Evidenz, welche man sonst

an ihr rühmt .und wohl auch mit Recht von ihr verlangt.

Erlangen, im Mai 1856.

Der Verfasser.
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Beiträge

Crcoiuetrie der Iia^e<

Elementargebilde.

1. Durch drei Gerade a, b, e, deren keine zwei in einerlei

Ebene liegen, ist (G. 115"^ eine Regelschaar a b c bestimmt, wel-

cher die drei gegebenen Geraden angehören, und welche von einer

andern Regelschaar p qr die Leitschaar ist. Jede Gerade der einen

Schaar schneidet jede Gerade der andern Schaar, während keine

zwei Gerade, welche einer und derselben Schaar angehören, in

einerlei Ebene liegen. Jeder Punkt, welcher in einer Geraden der

einen Schaar liegt, liegt auch in einer Geraden der andern Schaar,

daher die Fläche abc mit der Fläche pqr zusammenfällt. Liegt

eine Gerade ausserhalb der Regelfläche, so hat sie mit derselben

höchstens zwei Punkte gemein , da jede Gerade, welche mehr als

zwei Gerade der einen Schaar schneidet , ein Leitstrahl dieser

Schaar und also eine Gerade der andern Schaar ist. Jede Ebene,

welche durch eine Gerade a der einen Schaar geht, geht auch

durch eine Gerade p der andern Schaar und schmiegt im Schnitt-

punkte der beiden Geraden der Regelfläche sich an, indem alle

Punkte, welche diese Fläche mit der Ebene ap gemein hat, in

den beiden Geraden a, p liegen und also jede dritte Gerade, welche

der Ebene a p angehört und durch den Punkt ap geht, in diesem

Punkte die Regelfläche berührt. Jede Gerade, welche die Fläche

in zwei Punkten ap. bp schneidet ist zugleich die Schnittlinie

Standt, Beiträge zur Oeometrie der Lage. 1



von zwei der Fläche sich anschmiegenden Ebenen ap, b q. Und

wenn durch eine ausserhalb der Fläche liegende Gerade zwei

derselben sich anschmiegende Ebenen gehen, so schneidet die

Gerade die Fläche in zwei Punkten.

Der Ausdruck Regelschaar ist auch in der Folge immer

in der obigen Bedeutung zu nehmen, so dass es also zu jeder

Regelschaar eine andere giebt, welche von der erstem und von

welcher die erstere die Leitschaar ist. Eine Regelschaar und

ein gerades Gebilde sollen zu

einander perspektivisch heissen,

wenn der Träger des geraden

Gebildes ein Leitstrahl der Re-

gelschaar ist, und auf jeden

Punkt desselben die durch ihn

gehende Gerade der Regelschaar

bezogen wird.

2. Eine Curve II. Ordnung

und ein Strahlenbüschel I. Ord-

nung, welche in einerlei Ebene

liegen, sollen zu einander per-

spektivisch heissen, wenn der

Mittelpunkt S des Büschels ein

Punkt der Curve ist, und auf

jeden andern Punkt P derselben

der durch ihn gehende Strahl

S P des Büschels bezogen wird.

Dem Punkt S entspricht der

Strahl SS, welcher durch keinen

andern Punkt der Curve geht.

ein Ebenenbüschel I. Ordnung

sollen zu einander perspekti-

visch heissen, wenn die Axe des

Büschels ein Leitstrahl der Re-

gelschaar ist, und auf jede

Ebene desselben die in ihr lie-

gende Gerade der Regelschaar

bezogen wird.

Ein Strahlenbüschel IL Ord-

nung und ein gerades Gebilde

sollen zu einander perspekti-

visch heissen, wenn der Träger s

des geraden Gebildes ein Strahl

des Büschels ist und auf jeden

andern Strahl p desselben der

in ihm liegende Punkt des ge-

raden Gebildes bezogen wird.

Dem Strahle s entspricht der

Punkt SS, durch welchen kein

anderer Strahl des Büschels

geht.

Werden zwei in einerlei Ebene liegende Gebilde, welche

nach den obigen Erklärungen zu einander perspektivisch sind,

aus einem und demselben ausserhalb der Ebene liegenden Punkte

projicirt, so hat man vier Gebilde, unter welchen auch ein Ebenen-

büschel ist. Das Punktgebilde und der Ebenenbüschel sollen nicht

nur zu jedem der beiden übrigen Gebilde, sondern auch zu ein-

ander perspektivisch heissen.

3. Unter einem Elementargebilde ist entweder ein einförmiges



Gebilde oder eine Curve oder eine Kegelfläche oder ein Büschel

IL Ordnung oder eine Regelschaar zu verstehen , so dass es also

drei Arten von Elementargebilden I Ordnung und fünf Arten von

Elementargebilden II. Ordnung giebt. Eine Curve EI. Ordnung

kann auch ein Punktgebilde II. Ordnung genannt werden. Eine

Kegelfläche II. Ordnung ist als Elementargebilde nichts anderes

als der Inbegriff von allen in ihr liegenden Geraden.

Alle einförmigen Gebilde, welche zu einem und demselben

Elementargebilde perspektivisch sind , sind zu einander projekti-

visch. — Es sind hiemit nur mehrere bekannte Sätze in eine

Aussage zusammen crefasst.

4. Zwei zu einander pro-

jektivische nicht in einander

liegende gerade Gebilde erzeu-

gen ein zu ihnen perspektivi-

sches drittes Elementargebilde,

welches entweder ein Strahlen-

büschel erster oder zweiter Ord-

nung oder eine Regelschaar

ist.

Zwei zu einander projekti-

vische Strahlenbüschel I. Ord-

nung, welche in einerlei Ebene

liegen, aber nicht einerlei Mit-

telpunkt haben, erzeugen ein

zu ihnen perspektivisches Punkt-

gebilde erster oder zweiter Ord-

nung. Dasselbe gilt von einem

Strahlenbüschel I. Ordnung und

einem zu demselben projektivi-

schen Ebenenbüschel I. Ord-

nung, dessen Achse weder durch

den Mittelpunkt des Strahlen-

büschels geht noch mit ihm

in einerlei Ebene liegt.

Zwei zu einander projekti-

vische nicht in einander lie-

gende Ebenenbüschel I. Ordnung

erzeugen ein zu ihnen perspek-

tivisches drittes Elementarge-

bilde, welches entweder ein

Strahlenbüschel I. Ordnung oder

eine Kegelfläche oder eine Re-

gelschaar ist.

Zwei zu einander projekti-

vische Strahlenbüschel I. Ord-

nung, welche einerlei Mittel-

punkt haben aber nicht in einer-

lei Ebene liegen, erzeugen einen

zu ihnen perspektivischen Ebe-

nenbüschel erster oder zweiter

Ordnung. Dasselbe gilt von

einem Strahlenbüschel I. Ord-

nung und einem zu demselben

projektivischen geraden Ge-

bilde, dessen Träger weder

durch den Mittelpunkt des Bü-

schels geht noch mit ihm in

einerlei Ebene liegt.

5. Wenn in einem einförmigen Gebilde die Elemente A, C

durch die Elemente B. D harmonisch getrennt sind, und ein Ele-

1*



ment d, welches dem Gebilde nicht angehört, entweder durch D

geht; ohne durch B zu gehen, oder in D liegt, ohne in B zu lie-

gen, so sollen die Elemente A, C auch durch die Elemente B, d

harmonisch getrennt heissen. Wenn ferner das Element b ent-

weder durch B geht, ohne durch D zu gehen, oder in B liegt,

ohne in D zu liegen, so sollen die Elemente A, C auch durch die

Elemente b, d harmonisch getrennt heissen,

Ist also F eine Fläche II. Ordnung und S ein ausserhalb der-

selben befindlicher Punkt, so sind je zwei Punkte der Fläche,

welche mit dem Punkte S in einer und derselben Geraden liegen,

so wie auch je zwei der Fläche sich anschmiegende Ebenen, welche

die Polare U des Punktes S in einer uud derselben Geraden schnei-

den, durch den Punkt S und die Ebene U harmonisch getrennt. —
Durch zwei nicht in einerlei Ebene liegende Gerade und

einen Punkt, welcher in keiner

von den beiden Geraden liegt,

ist ein anderer Punkt bestimmt,

welcher vom erstem durch die

gegebenen Geraden harmonisch

getrennt ist.

eine Ebene, welche durch keine

von den beiden Geraden geht,

ist eine andere Ebene bestimmt,

welche von der erstem durch

die gegebenen Geraden harmo-

nisch getrennt ist.

6. In einem Elementargebilde II. Ordnung sollen vier Ele-

mente harmonisch liegend heissen, wenn diess von den ihnen ent-

sprechenden Elementen irgend eines und also eines jeden einför-

migen Gebildes gilt, welches zu dem Gebilde II. Ordnung perspek-

tivisch ist. Es ist hiernach in jedem Elementargebilde durch drei

Elemente A, B, C ein viertes Element D bestimmt, welches näm-

lich zu den drei gegebenen Elementen das vierte harmonische Ele-

ment ist.

Berührt eine Curve II. Ordnung in den Punkten A, C die

Geraden a, c, so sind in der Curve je zwei Punkte B, D, welche

mit dem Punkte ac in einer und derselben Geraden liegen, durch

die Punkte A , C und in dem der Curve sich anschmiegenden

Strahlenbüschel je zwei Strahlen b, d, welche die Gerade AC in

einem und demselben Punkte schneiden, durch die Strahlen a,c

harmonisch getrennt. Bezieht man nämlich den Strahlenbüschel

A auf die Curve perspektivisch, so entsprechen den Punkten A, B,

C, D die Strahlen a, AB, AC, AD, welche harmonisch liegen,



weil die Punkte B, D durch den Punkt a c und die Gerade A C
harmonisch geti-ennt sind.

7. Gleichwie zwei einförmige Gebilde, so sollen überhaupt

zwei Elementargebilde zu einander projektivisch heissen, wenn

sie so auf einander bezogen sind, dass je vier harmonisch liegen-

den Elementen in dem einen Gebilde vier harmonisch liegende Ele-

mente im andern entsprechen. Zwei ungleichartige Elementarge-

bilde sind zu einander perspektivisch, heisst nun nichts anderes, als

dass sie zu einander projektivisch sind und überdies jedes Ele-

ment des einen von den beiden Gebilden in dem ihm entsprechenden

Elemente des andern liegt. Es ergeben sich hieraus und aus der

Lehre von den einförmigen Gebilden nachstehende Sätze:

Ist von beliebig vielen Elementargebilden das zweite zum

ersten, jedes folgende zu einem der vorhergehenden projektivisch,

so sind alle zu einander projektivisch. — Zwei zu einander pro-

jektivische Elementargebilde , welche in einander liegen, haben,

wenn nicht jedes Element des einen Gebildes mit dem ihm ent-

sprechenden Elemente des andern zusammenrällt. höchstens zwei

Elemente entsprechend gemein. — Will man zwei Elementargebilde

projektivisch aufeinander beziehen, so kann man zu drei Elemen-

ten des einen Gebildes drei Elemente des andern , welche jenen

entsprechen sollen, nach Belieben annehmen, wodurch aber als-

dann jedem Elemente des einen Gebildes ein Element des andern

zugewiesen ist. — Sind zwei Elementargebilde zu einander pro-

jektivisch aber nicht perspektivisch, so kann man sie doch als das

erste und letzte von drei oder mehreren Elementargebilden betrach-

ten , von welchen das zweite zum ersten und so jedes folgende

zum vorhergehenden perspektivisch ist. — Sind zwei Systeme zu

einander projektivisch, so entspricht, da je zwei homologe einför-

mige Gebilde derselben zu einander projektivisch sind , überhaupt

jedem Elementargebilde, welches in dem einen Systeme enthalten

ist, ein zu demselben projektivisches Elementargebilde im andern.

Wenn von zwei zu einander projektivischen Elementargebilden

ABC..., abc ... die Rede ist , so versteht es sich von selbst,

dass den Elementen A, B, C des einen Gebildes die Elemente

a, b, c des andern entsprechen. Will man andeuten, dass ferner

dem Elemente D des erstem Gebildes das Element d des letztern



entspreche , so darf man nur die Gebilde durch A B C D . . .

,

a b c d , . . bezeichnen.

8. Will man zwei räumliche Systeme i^rojektivisch so auf

einander beziehen, dass den drei Geraden a, b, c des einen Systems,

von welchen keine zwei sich schneiden, die drei Geraden ai,bi, Ci

des andern Systems entsprechen, von welchen ebenfalls keine zwei

in einerlei Ebene liegen, so kann man noch zu drei Leitstrahlen

p, q, r der Regelschaar a b c drei Leitstrahlen pi , qi, ri, der Re-

gelschaar aj bi ci; welche jenen entsprechen sollen, nach Belieben

annehmen, und es ist alsdann nur noch festzusetzen, ob die Sy-

steme collineär oder reciprok zu einander sein sollen.

Bezieht man nämlich die räumlichen Systeme projektivisch so

auf einander, dass den Punkten ap, a q, b p, b q, er des einen Sy-

stems die Punkte (oder die Ebenen) a-i Pi, a^q^, bj pj, biqi,ci rj

des andern entsprechen, so entsprechen den Geraden a, b, p, q

des erstem Systems die Geraden aj , bj
, pi , qi des letztern.

Ferner entspricht der Geraden c, welche durch den Punkt c r geht

und die Geraden p, q schneidet, die Gerade Ci , welche durch den

Punkt Cx ri geht (in der Ebene Cj r^ liegt) und die Geraden pj,

qi schneidet. Eben so entspricht der Geraden r die Gerade r^.

Jeder Geraden d der Regelschaar a b c entspricht eine Gerade dj

der Regelschaar aj b^ cj, so dass die einförmigen Gebilde p (abcd),

Pi (ai bj ci dl) zu einander projektivisch sind, daher der obige

Satz auch so ausgesprochen werden kann.

Will man zwei zu einander projektivische Regeischaaren ab

cd..., ax bi Cj dl . . . als homologe Gebilde von zwei zu einan-

der projektivischen räumlichen Systemen betrachten, so kann man

zu drei Leitstrahlen p, q, r der einen Regelschaar drei Leitstrah-

len pi, qi, ri der andern, welche jenen entsprechen sollen, nach

Belieben annehmen und hat alsdann nur noch festzusetzen, ob die

Systeme collineär oder reciprok zu einander sein sollen.

Auch zwei (nach 7) zu einander projektivische Elementarge-

bilde IL Ordnung, von welchen keines eine Regelschaar ist, sind

nichts anderes als homologe Gebilde von zwei zu einander projekti-

vischen Systemen. Man nehme an, dass eine Kegelfläche abcde . .

.

und ein Strahlenbüschel a^ bi ci d^ e^ . . . IL Ordnung zu einander

projektivisch sind, so sind auch der zur Kegelfläche perspektivische



EbenenbtischeKa (abcde...) und das zu dem Strahlenbüschel

perspektivische gerade Gebilde aj fa] bj c-j dj ej . . .) zn einander

projektivisch. Bezieht man also den Strahlenbündel , weicherden

Punkt ab zum Mittelpunkt hat, und das ebene System, dessen

Träger die Ebene aj bj ist, projektivisch so auf einander, dass den

Geraden a , b , c , d die Geraden a^ , bj , Cj , dj entsprechen , so

entspricht derKegelfläche abcde... der Strahlenbüschel ai bj Cj dj ej...

9. Wenn ein Strahlenbti- |
Wenn ein gerades Gebilde

schel ab c d.. . I, Ordnung und
i
und ein Strahlenbüschel II. Ord-

eine Curve A B C D . . . IL Ord-

nung zu einander projektivisch

sind, der Mittelpunkt des Bü-

schels aber ausserhalb der Curve

liegt, so gehen höchstens drei

Strahlen des Büschels durch die

ihnen entsprechenden Punkte

der Curve.

nung zu einander projektivisch

sind , der Träger des erstem

Gebildes aber kein Strahl des

letztern ist , so liegen höch-

stens drei Punkte des geraden

Gebildes in den ihnen ent-

sprechenden Strahlen des Bü-

schels.

Man nehme an, dass die Strahlen a,b,c beziehlich durch

die Punkte A, B, C gehen. Es sei ferner S derjenige Punkt der

Curve, welcher aus dem Punkte A durch den Strahl a projicirt

wird. Da nun der zur Curve ABCD ... perspektivische Strahlen-

büschel S (ABCD . . auch zu dem Büschel a b c d . . . projekti-

visch ist, so liegt der Schnittpunkt der Geraden S D, d in der Ge-

raden BC, also ausserhalb der Curve und mithin der Punkt D aus-

serhalb der Geraden d.

Wenn also ein einförmiges Gebilde und ein Elementargebilde

II. Ordnung, welches keine Regelschaar ist, zu einander projekti-

visch sind, und mehr als drei Elemente des einen Gebildes in den

ihnen entsprechenden Elementen des andern liegen, so sind die

Gebilde zu einander perspektivisch. Ist ein einförmiges Gebilde

zu einer Regelschaar projektivisch, so kann man schon, wenn drei

Elemente des einen Gebildes in den ihnen entsprechenden Elemen-

ten des andern liegen, daraus schliessen, dass die Gebilde zu ein-

ander perspektivisch sind.

10. Wenn ein gerades Ge-

bilde ABC. . . und eine Curve

ABCi... II. Ordnung, welche

Wenn ein Strahlenbüschel

erster und ein Strahlenbüschel

zweiter Ordnung, welche zu ein-
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zu einander projektivisch sind,

zwei Punkte A^B entsprechend

gemein haben, so erzeugen sie

einen zu ihnen perspektivischen

Strahlenbüschel I. Ordnung.

ander projektivisch sind, zwei

Strahlen entsprechend gemein

haben, so sind sie zu einem

und demselben geraden Gebilde

perspektivisch.

Das gerade Gebilde und die Curve können nämlich nur auf

eine Art projektivisch so auf einander bezogen werden, dass den

Punkten A, B, C der Geraden die Punkte A, B, C^ der Curve

entsprechen. Dies geschieht aber , wenn man beide Gebilde auf

den Strahlenbüschel perspektivisch bezieht, dessen Mittelpunkt S

in der Curve liegt und aus dem Punkte Cj derselben durch die

Gerade C^ C projicirt wird.

Anm. Ausjedem Satze, in welchem von zwei in einerlei Ebene

liegenden zu einander projektivischen Gebilden dieRede ist, welche

ein zu ihnen perspektivisches Gebilde erzeugen, ergeben sich zwei

oder drei ihm verwandte Sätze, wenn man jene Gebilde aus einem

und demselben ausserhalb der Ebene befindlichen Punkte projicirt.

Man hat dann vier zu einander projektivische Gebilde, von

welchen je zwei, deren keines das andere projicirt, ein zu ihnen

perspektivisches Gebilde erzeugen.

11. Zwei zu einander pro-

jektivische Curven II. Ordnung,

welche drei Punkte A, B, C ent-

sprechend gemein haben aber

nicht in einander liegen, erzeu-

gen einen zu ihnen perspektivi-

schen Strahlenbüschel I. Ord-

Zwei zu einander projektivi-

sche Strahlenbüschel II. Ord-

nung, welche drei Strahlen ent-

sprechend gemein haben aber

nicht in einander liegen, erzeu-

gen ein zu ihnen perspektivi-

sches gerades Gebilde.

nung.

Es bezeichne S, im Falle die Curven noch einen Punkt mit

einander gemein haben, diesen vierten Schnittpunkt, im Falle aber

die Curven in einem der drei Punkte sich berühren, diesen Berüh-

rungspunkt. Bezieht man nun beide Curven auf den Strahlenbü-

schel S perspektivisch, so sind sie projektivisch so auf einander

bezogen , dass sie die drei Punkte A, B, C entsprechend gemein

haben, woraus der Satz folgt. — Im ersteren der erwähnten Fälle

hat die Gerade, welche im Punkte S die eine Curve berührt, mit

der andern noch einen Punkt gemein, der dem Punkte S der erstem



entspricht. Wenn also auch zwei zu einander projektivische nicht

in einander liegende Elementargebilde II. Ordnung vier Elemente

mit einander gemein haben, so haben sie doch höchstens drei von

diesen Elementen entsprechend gemein.

Ans dem obigen Satze ergibt sich ein einfaches Verfahren,

durch welches man, wenn zweiCnrven Tl. Ordnung und drei Schnitt-

punkte A, B, C derselben gegeben sind, ihren vierten Schnittpunkt

S finden kann. Ein anderes Verfahren besteht in Folgendem:

Es sei P der Pol der Geraden A B in Hinsicht auf die eine

Curve und Pi der Pol der Geraden A B in Hinsicht auf die andere

Gurve. Es sei femer P der Punkt, welcher vom Schnittpunkte der

Geraden AB, PP^ durch die Punkte A, B harmonisch getrennt ist.

Da nun der Punkt F in Hinsicht auf beide Curven der Pol der

Geraden PPi ist, so ist S derjenige Punkt der Geraden FC, welcher

vom Punkte C durch den Punkt F und die Gerade PPj hormonisch

getrennt ist. Würde die Gerade PPj durch einen der drei Punkte

A, B, C gehen, so würden in diesem Punkte die Curven sich

berühren.

12. Jede Regelschaar abcd... wird von jeder der Regel-

fläche sich nicht anschmiegenden Ebene U in einer zu ihr perspek-

tivischen Curve U (abcd...) geschnitten und aus jedem ausserhalb

der Regefläche befindlichen Punkte S durch einen zu ihr perspek-

tivischen Ebenenbüschel S (abcd.. ) II. Ordnung projicirt.

Je zwei zur Regelschaar per- Je zwei zur Regelschaar per-

spektivische Ebenenbüschel I.

Ordnung werden von der Ebene

ü in zwei zu einander projektivi-

schen Strahlenbüscheln I. Ord-

nung geschnitten. Die Curve,

welche diese Strahlenbüschel er-

zeugen, ist auch zu den beiden

Ebenenbüscheln und daher auch

zur Regelschaar perspektivisch.

13. Wenn eine Curve II.

Ordnung zu einer Regelschaar

oder zu einerKegelfläehe IL Ord-

nung projektivisch ist, und vier

spektivische geradeGebilde wer-

den aus dem Punkte S durch

zwei zu einander projektivische

Strahlenbüschel projicirt. Der

Ebenenbüschel II.Ordnung, wel-

chen diese Strahlenbüschel er-

zeugen ist auch zu den beiden

geraden Gebilden und daher

auch zur Regelschaar perspek-

tivisch.

Wenn ein Ebenenbüschel

II. Ordnung zu einer Regel-

schaar oder zu einem Strahlen-



Punkte der Curve in den ihnen

entsprechenden Geraden des an-

dern Gebildes liegen , so sind

die beiden Gebilde zu einander

perspektivisch.

10

büschel II. Ordnung projekti-

visch ist und vier Ebenen des er-

sternGebildesdurchdie ihnen ent-

sprechendenGeraden des letztern

gehen, so sind die beiden Ge-

bilde zu einander perspektivisch.

Denn die Ebene, in welcher die Curve liegt, schneidet die

Regelschaar oder Kegelfläche in einer zu diesem Gebilde perspek-

tivischen Curve. Da nun die beiden Curven zu einander projekti-

visch sind und vier Punkte entsprechend gemein haben, so liegen

sie in einander und haben alle ihre Punkte entsprechend gemein.—
Weiss man von einer Curve II. Ordnung, welche zu einer Regel-

schaar oder Kegelfläche projektivisch ist, dass sie in der Fläche

liegt, so kann man schon, wenn drei Punkte der Curve in den ih-

nen entsprechenden Geraden des andern Gebildes liegen, daraus

schliessen, dass die Gebilde zu einander perspektivisch sind.

14. Zwei zu einander projektivische Regeischaaren abc...,

ai bi Cj . . ., von welchen jede die Leitschaar der andern ist, er-

zeugen eine zu ihnen perspektivische Curve II. Ordnung und zu-

gleich einen zu ihnen perspektivischen Ebenenbüschel II. Ordnung.

Die beiden Regeischaaren können nämlich nur auf eine Art

projektivisch so auf einander bezogen werden, dass den Geraden

a, b, c der einen Schaar die Geraden aj, b^, c^ der andern ent-

sprechen. Diess geschieht aber, wenn man je zwei in der Regel-

fläche liegende Gerade, welche die durch die drei Punkte a a^,

b bi , c Cj gehende Ebene U in einem und demselben Punkte

schneiden oder aus dem Schnittpunkte S der drei Ebenen aa^,

bbj, ccj durch eine und dieselbe Ebene projicirt werden, einan-

der entsprechend nennt. — Da die Curve, in welcher die Regel-

fläche von der Ebene U geschnitten wird, mit jeder Ebene des der

Regelfläche sich anschmiegenden Ebenenbüschels S nur einen Funkt

gemein hat, so folgt noch, dass der Ebenenbüschel ein Schein des

der Curve sich anschmiegenden Strahlenbüschels und die Curve

ein Schnitt der dem Ebenenbüschel sich anschmiegenden Kegel-

fläche ist.

Anm. In G. 329 war noch nachzuweisen, dass das daselbst er-

wähnte Polarsystem kein Nullsystem sei, was nun daraus hervorgeht.
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weil jeder ausserhalb der Regelfläche liegende Punkt S auch ausser-

halb seiner Polare ü liegt.

15. Durch eiue Curve II.

Ordnung und zwei nicht in einer-

lei Ebene liegende Gerade a, b,

welche den Träger der Curve in

zwei in ihr befindliehen Punk-

ten schneiden, ist eine zurCurve

perspektivische Regelschaar be-

stimmt, von welcher die beiden

iiegebenen Geraden Leitstrahlen

sind.

Durch einen Ebenenbüschel

II. Ordnung und zwei sich nicht

schneidende Gerade, -welche aus

dem Mittelpunkte des Büschels

durch zwei Ebenen desselben

projicirt werden, ist eine zu dem

Büschel perspektivische Regel-

schaar bestimmt, von welcher

die gegebenen Geraden Leit-

strahlen sind.

Bezieht man die beiden Ebenenbüschel a , b auf die Curve

perspektivisch, so erzeugen sie die im Satze erwähnte Regelschaar,

welche von einer andern zur Curve perspektivischen Regelschaar,

der die beiden Geraden a, b augehören, die Leitschaar ist. —
Unter dem Träger eines ebenen nicht geraden Gebildes ist die

Ebene zu vei-stehen, in der das Gebilde liegt.

16. Wenn ein gerades Ge-

bilde ABC... und eine Curve

ABiCi... n. Ordnung, welche

zu einander projektivisch sind,

einen Punkt A entsprechend ge-

mein haben aber nicht in einer-

lei Ebene liegen, so erzeugen

sie eine zu ihnen perspektivische

Regelschaar.

Denn die zur Curve A Bj Cj

Wenn ein Ebenenbüschel er-

ster und ein Ebenenbüschel zwei-

ter Ordnung, welche zu einander

projektivisch sind, eine Ebene

entsprechend gemein haben,aber

der Mittelpunkt des letztern

Büschels nicht in der Axe des

erstem liegt, so erzeugen sie

eine zu ihnen perspektivische

Regelschaar.

. . . perspektivische Regelschaar,

welcher die Geraden BBj, CCi angehören, ist auch (9) zu dem

geraden Gebilde ABC... perspektivisch.

17. Zwei zu einander pro-

jektivische Curven A B C D . .

.

ABCi Dl . . . II. Ordnung, wel-

che zwei Punkt« A, B entspre-

chend gemein haben aber nicht

in einerlei Ebene liegen, erzeu-

Zwei zu einander projekti-

vische Ebenenbüschel II. Ord-

nung, welche zwei Ebenen ent-

sprechend gemein aber nicht

einerlei Mittelpunkt haben, er-

zeugen ein zu ihnen perspekti-
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gen ein zu ihnen perspektivi-

sches Gebilde, welches entweder

eine Regelschaar oder eine Ke-

gelfiäche II. Ordnung ist.

Denn die zur Curve ABCD

visches Gebilde, welches entwe-

der eine Regelschaar oder ein

Strahlenbüschel II. Ordnung

ist.

. . perspektivische Regelschaar

oder Kegelfläche, welcher die beiden Geraden CCj, DDi angehö-

ren, ist (13) auch zur Curve ABCiDj... perspektivisch. Die

Curven erzeugen eine Kegelfläche oder Regelschaar, je nachdem

die Geraden, welche denselben in den Punkten C, C, sich anschmie-

gen, die Gerade AB in einem und demselben Punkte oder in zwei

Punkten schneiden.

18. Wenn ein gerades Ge-

bilde ABCD... und eine Re-

gelschaar a b c d . . . projektiv isch

aber nicht perspektivisch zu ein-

ander sind, und irgend ein Punkt

A des ei'stern Gebildes in der

ihm entsprechenden Geraden a

des letztern liegt, so erzeugen die

beiden Gebilde einen zu ihnen

perspektivischen Ebenenbüschel

erster oder zweiter Ordnung.

Wenn ein Ebenenbüschel I.

Ordnung und eine Regelschaar

projektivisch aber nicht per-

spektivisch zu einander sind, und

irgend eine Ebene des erstem

Gebildes durch die ihr entspre-

chende Gerade des letztern geht,

so erzeugen die beiden Gebilde

ein zu ihnen perspektivisches

Punktgebilde erster oder zwei-

ter Ordnung.

Denn der Ebenenbüschel, welcher die Regelschaar ab cd...

aus der Schnittlinie oder dem Schnittpunkte der Ebenen B b,

Cc, Dd, projicirt, ist, da vier Ebenen desselben durch die ihnen

entsprechenden Punkte A, B, C, D des geraden Gebildes gehen,

auch (9) zu diesem Gebilde perspektivisch.

In dem Satze linker Hand kann ein Strahlenbüscbel II. Ord-

nung, welcher mit dem geraden Gebilde nicht in einerlei Ebene

liegt, in dem Satze rechter Hand aber eine Kegelfläche II. Ord-

nung, deren Mittelpunkt nicht in der Axe des Ebenenbüschels liegt,

die Stelle der Regelschaar vertreten. Nur ist alsdann das Gebilde,

welches die zu einander projektivischen Gebilde erzeugen, noth-

wendig ein Gebilde II. Ordnung.

19. Wenn ein gerades Ge-

bilde ABC... und eine Curve

ABiCj ... II. Ordnung, wel-

Wenn ein Strahlenbüschel

erster und ein Strahlenbüschel

zweiter Ordnung , welche zu
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einander projektivisch sind, in

einerlei Ebene liegen und einen

Strahl entsprechend gemein ha-

ben, so erzengen sie ein zu

ihnen perspektivisches Punktge-

bilde erster oder zweiter Ord-

nung.

che zu einander projektivisch

sind, in einerlei Ebene liegen,

und einen PunktA entsprechend

gemein haben, so erzeugen sie

einen zu ihnen perspektivischen

Strahlenbüschel erster oder

zweiter Ordnung.

Betrachtet man die Curve ABi Ci . . . als den Schnitt einer

Regelschaar, so folgt der Satz aus dem vorigen.

20. Wenn eine Curve und ein Büschel II. Ordnung oder eine

Kegelfläche und ein Ebenenbüschel IL Ordnung zu einander pro-

jektivisch sind und fünf Elemente A, B, C, D, E des einen Ge-

bildes in den ihnen entsprechenden Elementen A|, B], Cj, Di, E^

des andern liegen, so sind die Gebilde zu einander perspektivisch.

Es sei das eine Gebilde eine Curve und das andere ein Ebenen-

büschel II. Ordnung, so ist nur zu beweissen, dass es ein aus Ge-

raden bestehendes Elementargebilde giebt. welches zu den beiden

erstem perspektivisch ist.

Liegt der Mittelpunkts des Ebenenbüschels in der Curve, so ist

(9) der zur Curve perspektivische Strahlenbüschel S ( ABCDE...) auch

zum Ebenenbüschel perspektivisch, woraus zugleich hervorgeht, dass

in diesem Falle der Träger U der Curve ein Element des Ebenenbü-

schels ist. Und wenn die Ebene ü dem Ebenenbüschel angehört, so

ist der zu diesem Büschel perspektivische Strablenbüschel U (A^ Bj

Ol Dj Eij . . .) auch zur Curve perspektivisch und daher S ein Punkt

der Curve. Wenn aber der Punkt S nicht in der Curve liegt, und

also auch die Ebene U kein Element des Ebenenbüschels ist, so

erzeugt jedes zu diesem Büschel perspektivische und also auch

zur Curve projektivische gerade Gebilde p (Ai Bj Ci Di Ei . . .),

dessen Träger p die Ebene U im Punkte A schneidet und, im

Falle durch den Punkt A nur die Ebene Aj des Büschels geht,

in dieser Ebene, im Falle aber durch den Punkt A noch eine

Ebene des Büschels geht, in dieser andern Ebene liegt, mit der

Curve eine Regelschaar, welche nicht nur (16) zu den beiden

Punktgebilden, sondern auch (13) zu dem Ebenenbüschel perspek-

tivisch ist. Bemerkt man noch, dass auch jeder Leitstrahl der

erwähnten Regelschaar dui-ch einen Punkt der Curve geht und

in einer Ebene des Ebenenbüschels liegt, so folgt:
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Wenn eine Cnrve und ein Ebenenbüschel II. Ordnung, dessen

Mittelpunkt nicht in der Curve liegt, zu einander perspektivisch

sind, so bleiben sie es auch, wenn man jede Ebene des Büschels,

welche die Curve in dem ihr entsprechenden Punkte und also in

noch einem Punkte schneidet, auf diesen andern Punkt oder, was

dasselbe ist, auf jeden Punkt der Curve, durch welchen nicht nur

die ihm entsprechende Ebene, sondern noch eine Ebene des Bü-

schels geht, diese andere Ebene bezieht.

21. Wenn eine Curve

ABCDE... II. Ordnung und

eine Regelschaar a b c d e. . . pro-

jektivisch aber nicht perspekti-

visch zu einander sind, und ir-

gend zwei Punkte A , B der

Curve in den ihnen entsprechen-

den Geraden a, b der Regel-

schaar liegen, so erzeugen die

Gebilde einen zu ihnen per-

spektivischen Ebenenbüschel

Wenn ein Ebenenbüschel II.

Ordnung und eine Regelschaar

projektivisch aber nicht per-

spektivisch zu einander sind,

und irgend zwei Ebenen des

Büschels durch die ihnen eut-

sprechonden Geraden der Regel-

schaar gehen, so erzeugen die

beiden Gebilde ein zu ihnen

perspektivisches Punktgebilde

erster oder zweiter Ordnung.

erster oder zweiter Ordnung.

Denn der Ebenenbüschel, welcher die Regelschaar abcde...

aus der Schnittlinie oder demSchnittpunkte derEbenen C c, D d, E e

projicirt, ist auch zur Curve ABCDE . . . perspektivisch.

In dem Satze linker Hand kann ein Strahlenbüschel II. Ord-

nung, welcher mit der Curve nicht in einerlei Ebene liegt, in dem

Satze rechter Hand aber eine Kegelfläche II. Ordnung, welche mit

dem Ebenenbüschel nicht einerlei Mittelpunkt hat, die Stelle der

Regelschaar vertreten. Nur ist alsdann das Gebilde, welches die

zu einander projektivischen Gebilde erzeugen, noth wendig ein Ge-

bilde II. Ordnung.

22. Haben zwei zu einan-

der projektivischeCurvenll.Ord-

nung, welche in einerlei Ebene

ü liegen, zwei Punkte entspre-

chend gemein, so erzeugen sie

entweder einen zu ihnen perspek-

tivischen Strahlenbüschel erster

Haben zwei zu einander pro-

jektivische Strahlenbüschel II.

Ordnung zwei Strahlen entspre-

chend gemein, so erzeugen sie

entweder ein zu ihnen perspek-

tivisches Punktgebilde erster

oder zweiter Ordnung, oder es
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giebt eine Gerade, welche kei-

nem der BQschel angehört, aber

von je zwei homologen Strahlen

derselben in einem und demsel-

ben Punkte geschnitten wird.

oder zweiter Ordnung, oder es

giebt ausserhalb der beiden

Curven einen Punkt, welcher

mit je zwei homologen Punkten

derselben in einer und dersel-

ben Geraden liegt.

Denn jede Regelschaar, welche zu der einen Curve perspekti-

visch ist, erzeugt (21) mit der andern einen zu allen drei Gebil-

den perspektivischen Ebenenbüschel, welcher, wenn er ein Büschel

I. Ordnung ist oder sein Mittelpunkt ausserhalb der Ebene U liegt,

von dieser Ebene in einem zu den beiden Curven perspektivischen

Strahlenbüschel geschnitten wird. Liegt aber der Mittelpunkt des

Ebenenbüschels in der Ebene ü, so findet der letzte der im Satze er-

wähnten Fälle statt.

23. Zwei zu einander pro-

jektivische Curven 11. Ordnung,

welche in einander aber nicht

involut-orisch liegen , erzeugen

einen zu ihnen perspektivischen

Strahlenbüschel II. Ordnung.

Zwei zu einander projekti-

vische Strahlenbtischel II. Ord-

nung, welche in einander aber

nicht involutorisch liegen , er-

zengen eine zu ihnen perspek-

tivische Curve II. Ordnung.

Denn jede zu der einen Curve perspektivische Regelschaar er-

zeugt (14) mit ihrer zur andern Curve perspektivischen Leitschaar

einen zu allen vier Gebilden perspektivischen Ebenenbüschel, wel-

cher von der Ebene, in der die Punktgebilde liegen, in einem zu

beiden perspektivischen Strahlenbüschel geschnitten wird.

24. Der Inbegriff von vier Elementen A, B, C, D eines

und desselben Elementargebildes, mit Rücksicht auf die Ordnung,

in der dieselben angeschrieben werden , und mit Rücksicht auf

das Elementargebilde selbst, soll ein Wurf heissen. Es ist hier-

nach nicht nur der Wurf ABCD von dem Wurfe ABDC sondern

auch, im Falle zwei nicht in einander liegende Elementargebilde

die Elemente A, B, C, D, mit einander geraein haben, der Wurf
ABCD in dem einen von dem Wurfe ABCD in dem andern zn

unterscheiden.

Zwei Würfe ABCD, AiBjC,Di , nämlich der Wurf ABCD
in dem Elementargebilde G und der Wurf Aj Bj Cj Dj in dem

Elementargebilde Gj sollen lu einander projektivisch heissen, wenn
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die Gebilde G, Gi projektivisch so auf einander bezogen werden

können, dass den Elementen A, B, C, D des einen die Elemente

Ai , B| , Ci , Dl des andern entspi-echen. Da hiernach je zwei^

Würfe, welche zu einem und demselben dritten Wurfe projekti-

visch sind, auch unter sich projektivisch sind, und da jedes Ele-

mentargebilde IL Ordnung auf jedes einförmige Gebilde projekti-

visch bezogen werden kann, so folgt aus der Lehre von den ein-

förmigen Gebilden

:

Unter den 24 Würfen, welche in einem Elementargebilde aus

vier Elementen A, B, C, D desselben sich bilden lassen, indem

man diese Elemente in jeder Ordnung anschreibt, sind entweder

acht harmonische Würfe oder es ist keiner derselben harmonisch.

Im ersteren Falle ist jeder der 24 Würfe zu sieben andern, im

letztern Falle aber zu drei andern projektivisch. In jedem Falle

ist nämlich ABCD A BADC ä CDAB ä DCBA.
25. Durch zwei nicht in einerlei Ebene liegende Gerade

a, c und zwei

Ebenen, welche die Geraden

in vier verschiedenen Punkten

schneiden, sind zwei Gerade

bestimmt, welche durch die

gegebenen Geraden harmonisch

getrennt sind und beziehlich in

den gegebenen Ebenen liegen.

Punkte B, D, welche mit keiner

der Geraden in einerlei Ebene

liegen, sind zwei Gerade b, d

bestimmt, welche durch die

gegebenen Geraden harmonisch

getrennt sind und beziehlich

durch die gegebenen Punkte

gehen.

Es sei Bi derjenige in der Schnittlinie der Ebenen Da, De

befindliche Punkt, welcher vom Punkte D durch die Geraden a, c

harmonisch getrennt ist, so ist b die Gerade, welche die Punkte

B, Bi mit einander verbindet und d die durch den Punkt D ge-

hende Gerade der Regelschaar ab c. Die Geraden b, d sind übri-

gens auch bestimmt, wenn der Wurf ab cd, anstatt harmonisch

zu sein, zu irgend einem gegebenen Wurfe projektivisch ist.

26. Wenn zwei nicht in einerlei Ebene liegende Gerade a, c

zwei Kanten p, q eines Tetraeders schneiden und durch zwei an-

dere Kanten b, d desselben harmonisch getrennt sind, so sind sie

auch durch die beiden übrigen Kanten harmonisch getrennt.

Da nämlich p (ab cd), q(adcb) harmonische Würfe sind,
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so sind die Geraden a, c auch durch die Geraden harmonisch ge-

trennt, von welchen die eine den Pnnkt pb mit dem Punkte qd

und die andere den Punkt p d mit dem Punkte q b verbindet.

27, Wenn zwei Kanten b, d eines Tetraeders der einen nnd

zwei andere Kanten bj, d^ desselben Tetraeders der andern von

zwei Regeischaaren angehören, welche zwei Gerade a, c mit ein-

ander gemein haben , so sind diese sowohl durch die beiden erstem

als auch durch die beiden letztern Kanten des Tetraeders harmo-

nisch getrennt, während die beiden übrigen Kanten desselben zwei

gemeinschaftliche Leitstrahlen der Regeischaaren sind.

Denn da die Gerade p, welche durch den Punkt bbj geht

und die Geraden a, c schneidet, auch die Geraden d, d| schneidet,

aber nicht in der Ebene dd^ liegt, so muss sie durch den Punkt

ddj gehen. Eben so geht ein anderer gemeinschaftlicher Leit-

strahl q der beiden Regeischaaren durch die beiden Punkte bd^,

bi d. Da nun der Wurf p (ab cd) sowohl zu dem Wurfe q (abcd)

als auch zu dem Wurfe q (ab^ cdj) projektivisch , so ist auch

q Tab cd) A q (ad ob), woraus man schliessen kann, dass die

Punkte qa qc durch die Punkte qb, qd und mithin die Geraden

a, c sowohl durch die Geraden b, d als auch durch die Geraden

bj, dj harmonisch getrennt sind.

28. Durch einen Wurf abcd und vier gleichartige Elemente

A, B, C,D, welche entweder in einerlei Ebene liegen oder durch

einen nnd denselben Punkt gehen, von welchen aber keine drei in

einem und demselben einförmigen Gebilde enthalten sind, ist ein

Elementargebilde IL Ordnung bestimmt, welchem die vier gegebe-

nen Elemente angehören, so dass überdies der Wurf ABCD in dem-

selben zu dem gegebenen Wurfe projektivisch ist.

Es seien A, B, C, D die vier Eckpunkte eines Vierecks, so

giebt es in jeder durch den Punkt D gehenden Geraden u, welche

die drei Geraden BC, AC, AB in drei verschiedenen Punkten Aj,

Bj.Ci, schneidet, einen Punkt Dj, so dass der Wurf Ai Bi Cj D^

zu dem Wurfe ab cd projektivisch ist. Legt man nun durch die

Punkte A, B, C eine Curve K IL Ordnung, welche die Gerade n

in den Punkten D, Dj schneidet oder, wenn Dj mit D zusammen-

fällt, in diesem Punkte berührt, so ist der Wurf ABCD in der

Curve K zu dem Wurfe Di (ABCD), also auch (G. 221) zu

S t a n d t . Beiträge zur Geometrie der Lage. 2
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dem Wurfe Aj B^ Cj Dj und mithin auch zu dem gegebenen Wurfe

projektivisch. Ist K^ eine andere Curve II. Ordnung, welche durch

die vier Punkte A, B, C, D geht, und D2 derjenige Punkt der-

selben, welcher aus dem Punkte D durch die Gerade u projicirt

wird, so ist der Wurf A B C D in der Curve K^ zu dem Wurfe

Aj Bi C[ D2 projektivisch und also zu dem Wurfe abcd nicht pro-

jektivisch.

§. 2.

Flächen II. Ordnung.

29. Durch zwei sich nicht

schneidende Gerade p, q und

drei Punkte A, B, C, von wel-

chen keine zwei mit einer der

Geraden in einerlei Ebene lie-

gen, ist ei ne Kegelfläche F be-

stimmt, welche durch die beiden

gegebenen Geraden und durch

die drei gegebenen Punkte geht.

Durch zwei nicht in einer-

lei Ebene liegende Gerade und

drei Ebenen, welche die Geraden

in sechs verschiedenen Pnnk-

'ten schneiden, ist eine Eegel-

fläche bestimmt, welche durch

die beiden gegebenen Geraden

geht und den drei gegebenen

Ebenen sich anschmiegt.

Unter einer Regelfläche ist hier und auch in der Folge immer

eine Fläche II. Ordnung zu verstehen, welche zwei Schaaren von

Geraden enthält. Bezieht man die Ebenenbüschel p, q projekti-

visch so aufeinander, dass den Ebenen pA, pB, pC des einen

die Ebenen qA, qB, qC des andern entsprechen, so erzeugen sie

diejenige in der Fläche F enthaltene Rygelschaar, von welcher die

Geraden p, q Leitstrahlen sind. Durch ein Tetraeder und

einen Punkt, welcher in keiner

Seite desselben liegt, sind drei

Regelflächen bestimmt , deren

jede durch vier Kanten des

Tetraeders und durch den ge-

gebenen Punkt geht.

eine Ebene, welche durch keinen

Eckpunkt desselben geht, sind

drei Regelflächen bestimmt, de-

ren jede durch vier Kanten des

Tetraeders geht und der gege-

benen Ebene sich anschmiegt.

30. Von zwei Regelflächen soll gesagt werden, dass sie in

einer Geraden p, welche sie mit einander gemein haben, sich be-

rühren, wennjede durch diese Gerade gehende Ebene beiden Flächen
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in einem und demselben Punkte sich anschmiegt, mithin jede Ge-

rade, welche in der einen Fläche aber ausserhalb der andern liegt

und mit der Geraden p einen Punkt gemein hat, in diesem die

andere berührt.

"Werden zwei Regeischaaren, von welchen die Gerade p ein

gemeinschaftlicher Leitstrahl ist, auf den Ebenenbüschel p perspek-

tivisch bezogen, so sind sie auch unter sich projektivisch und werden

also von der Geraden p in zwei zu einander projektivischen geraden

Gebilden geschnitten, welche, wenn die Regelflächen in der Gera-

den p sich nicht berühren höchstens zwei Punkte entsprechend ge-

mein haben. In diesem Falle enthält also jede von beiden Regel-

schaaren höchstens zwei Gerade, welche die andere Regelfläche

nicht schneiden.

31. Durch eine Regelfläche

F, eine in ihr liegende Gerade

p und drei Punkte A, B, C,

von welchen keine zwei mit der

Geraden p in einerlei Ebene und

wenigstens einer ausserhalb der

Fläche F liegt; ist eine andere

Regelfläche F^ bestimmt, welche

die gegebene in der gegebenen

Geraden berührt und durch die

Durch eine Regelfläche, eine

in ihr liegende Gerade und drei

Ebenen; welche die Gerade in

drei verschiedenen Punkten

schneiden und nicht alle drei

der Regelfläche sich anschmie-

gen, ist eine andere Regelfläche

bestimmt, welche die gegebene

in der gegebenen Geraden be-

rührt und den drei gegebenen

drei gegebenen Punkte geht. Ebenen sich anschmiegt.

Es seien Aj, Bi, C^ die Punkte, in welchen die Ebenen pA,

pB, pC der Fläche F sich anschmiegen, so ist Fj die Regelfläche,

welche durch die drei Geraden AAj, BB^, CCi geht.

32. Wenn zwei Regelflächen, welche in einer Geraden sich

berühren, in einem ausserhalb dieser Geraden liegenden Punkte

einer und derselben Ebene sich anschmiegen, so berühren sie sich

in noch einer Geraden.

Haben nämlich zwei Regelflächen, welche in einer Geraden p
sich berühren, irgend einen ausserhalb dieser Geraden liegenden

Punkt A mit einander gemein, so haben sie auch, da die Ebene

pA beiden in einem und demselben Punkte sich anschmiegt, die

Gerade a mit einander gemein, welche diesen Punkt mit dem
Punkte A verbindet. Wenn nun alle gemeinschaftlichen Punkte

2«
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der beiden Flächen in den Geraden p, a liegen, folglich jede dritte

Gerade, welche in der einen Fläche liegt, mit der andern nur einen

Funkt gemein hat, so berühren sich die Flächen auch in der Ge-

raden a. Wenn aber die Flächen irgend einen ausserhalb der Ge-

raden a,p befindlichen Punkt B und also noch eine Gerade b, wel-

che die Gerade p schneidet , mit einander geraein haben , so

haben sie doch keine dritte solche Gerade und also auch keinen

ausserhalb der drei Geraden p, a, b liegenden Punkt mit einander

geraein , daher in diesem Falle jede Gerade q, welche in der einen

Fläche aber mit der Geraden p nicht in einerlei Ebene liegt, die

andere Fläche in zwei Punkten aq, bq schneidet und also keine

Ebene beiden Flächen in einem und demselben ausserhalb der Ge-

raden p liegenden Punkte sich anschmiegt.

33. Durch eine Regelfläche F, zwei in ihr liegende sich

schneidende Gerade a, p und

einen Punkt Q, welcher weder

in der Fläche noch mit den

beiden Geraden in einerlei Ebene

liegt, ist eine andere Regelfläche

bestimmt, welche nämlich die

gegebene in den gegebenen Ge-

raden berührt und durch den

gegebenen Punkt geht.

eine Ebene, welche weder der

Fläche sich anschmiegt noch

durch den Schnittpunkt der bei-

denGeraden geht, ist eine andere

Regelfläche bestimmt , welche

nämlich die gegebene in den

gegebenen Geraden berührt und

der gegebenen Ebene sich an-

schmiegt.

Es seiQi der Punkt, in welchem die Ebene aQ der Fläche F sich

anschmiegt. Legtman nun (31) durch die beiden Geraden p, QQi eine

Regelfläche, welche die gegebene in der Geraden p berührt, so

berühren sich (32) die beiden Flächen auch in den Geraden a.

34. Wenn von zwei Geraden u, v, welche einen Punkt S

mit einander geraein haben, die eine u

die drei Seiten BC,AC,AB eines

DreiecksABC in drei verschiede-

nenPunkten Ai,B],Ci schneidet,

die andere v aber mit keinerSeite

desselben in einerlei Ebene liegt,

so ist der Wurf AjBiCi S zu dem

Wurfe V (ABCu) projektivisch.

dlj drei Seiten b c, a c, ab eines

Dreikants in drei verschiedenen

Punkten Aj, B^, Ci, die andere

V aber alle drei Seiten im Mit-

telpunkte desselben schneidet, so

ist der Wurf AiB^CjS zu dem

Wurfe V (ab cu) projektivisch.
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Denn der Wurf Ai B^ Cj S ist (G 221) zu dem Wurfe S

(ABCAj) projektivisch, welcher Ton dem Wurfe v (ABCu) ein

Schnitt ist.

35. Wenn eine Gerade u die Seiten BCD, ACD, ABC ei-

nes Tetraeders ABCD in vier verschiedenen Punkten Ai,Bi,Ci,Di

schneidet, so ist der Wurf Aj Bj C^ Di zu dem Wurfe u (ABCD)

projektivisch.

Projicirt man nämlich den Wurf AjBiCiDi aus dem Punkte

D auf die Ebene ABC, so erhält man eineu Wurf A2B2C2D1,

welcher zu dem erstem projektivisch ist. Da nun die Punkte A2,B2,

C2 beziehlich in den Geraden BC,AC,AB liegen, mithin (34) A2B2C2D1

A u (ABCD) ist , so ist auch A^ B^ Ci Dj An (A BCD). —
Wenn das Tetraeder ABCD gegeben, der Wurf Aj Bi Ci Di aber

und also auch der Wurf u (ABCD) zu einem gegebenen Wurfe

projektivisch ist, und die Gerade u

durch einen gegebenen Funkt ;' in einer gegebenen Ebene liegt,

geht, welcher in keiner Seite welche durch keinen Eckpunkt

des Tetraeders liegt , so liegt des Tetraeders geht, so berührt

sie (28) in einer gegebenen ! sie eine gegebene Curve II. Ord-

Kegelfläche II. Ordnung. 1
nung.

36. Durch ein Tetraeder ABCD, eine Gerade u, welche

keine Kante desselben schneidet und

eine Ebene uE, welche durch

die Gerade u aber durch keinen

Eckpunkt des Tetraeders geht,

ist eine Kegelfläche II. Ordnung

bestimmt, welche durch die vier

einen Punkt, welcher in der

Geraden u aber in keiner Seite

des Tetraeders liegt, ist eine

Curve II. Ordnung bestimmt,

welche die vier Seiten des ge-

Eckpunkte des gegebenen Te- gebenen Tetraeders und über-

tra^ders geht und in der ge-
j

diess in dem gegebenen Punkte

gebenen Geraden die gegebene die gegebene Gerade berührt.

Ebene berührt.
!

Bezieht man den Ebenenbüschel u und das gerade Gebilde u

projektivisch so auf einander , dass den Ebenen uA, uB, uC die

Punkte Ai,Bi,C| entsprechen, in welchen die Gerade u die Ebe-

nen BCD, ACD, ABD schneidet, so ist der Punkt Ej, welcher

der Ebene uE entspricht, der Mittelpunkt der im Satze erwähnten

Kegelfläche. Denn nach 34 ist, wenn man die Gerade DEj durch
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V bezeichnet, der Wurf Aj B^ Ci E^ zu dem Wurfe v (AB Cu)

projektivisch. Da nun Ai Bi Q E( A u (ABCE), so ist auch v

(ABCu) A u (ABCE), woraus man schliessen kann, dass die

Kegelfläche IL Ordnung, welche durch die fünf Geraden u, v,

El A, Ej B, El C geht, in der Geraden u die Ebene uE berührt.

Diese Ebene ist zugleich der Träger derjenigen Curve IL Ordnung,

welche die vier Seiten des Tetraeders ABCD und Überdies im

Punkte El die Gerade u berührt.

Anra. Das Reciproke von einer Kegelfläche IL Ordnung, als

deren Elemente die in ihr liegenden Punkte betrachtet werden, ist

ein durch eine Curvell. Ordnung bestimmter Ebenenbündel IL Ord-

nung, welchem nämlich der Träger der Curve und jede Ebene an-

gehört, die die Curve berührt.

37. Durch zwei sich schneidende Gerade g, h und ein Te-

traeder ABCD, dessen vier

Eckpunkte aus den zwei Gera-

den durch acht verschiedene

Ebenen projicirt werden, ist eine

Fläche F IL Ordnung bestimmt,

welche durch die beiden gege-

benen Geraden und durch die

vier Eckpunkte des gegebenen

Tetraeders geht.

Seiten von den zwei Geraden in

acht verschiedenen Punkten ge-

schnitten werden, isteinEbenen-

bündel IL Ordnung bestimmt,

in welchem die beiden Ebenen-

büschel f, g und die vier Sei-

ten des gegebenen Tetraeders

enthalten sind.

In der Geraden g, welche von den Ebenen BCD, ACD, ABD
in den Punkten Aj, B^, C^ geschnitten werde, gibt es einen Punkt

S, so dass der Wurf Aj B^ Ci S und also auch (34), wenn man
die Gerade DS durch v bezeichnet, der Wurf v (ABCg) zu dem

Wurfe h (ABCg) projektivisch ist. Fällt nun der Punkt S mit

dem Punkte gh zusammen, so ist die im Satze erwähnte Fläche

eine Kegelfläche, im entgegengesetzten Falle aber eine Regelfläche.

38. Wenn in einem Polarsysteme jedem Eckpunkte des Te-

traeders ABCD die ihm gegenüberliegende Seite und der Geraden

u, welche keine Kante des Tetraeders schneidet , die Gerade v

zugeordnet ist, so sind die Würfe u (ABCD), v (ABCD) zu

einander projektivisch.

Da nämlich den Ebenen vA, vB,vC, vD diePunkte Ai,Bi,Ci,Di

zugeordnet sind, in welchen die Gerade u die Ebenen BCD, ACD,
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ABD, ABC schneidet, so ist der Wurf v (ABCD) zu dem Wurfe

AiBiCiDj und also auch (35) zu dem Wurfe u ,ABCD) pro-

jektivisch. Eben so ist, wenn die Gerade v die Ebenen BCD,
ACD, ABD, ABC in den Punkten A2,B2;C2jI>2 schneidet, auch

der Wurf A2 Bj C2D2 zu den erwähnten drei Würfen projektivisch.

Haben also die Geraden u,v einen Punkt mit einander ge-

mein, so gibt es eine Kegelfiäche II. Ordnung, welche durch die

beiden Geraden und die vier Eckpunkte des Tetraeders geht, und

eine Curve II. Ordnung, welche die beiden Geraden und die vier

Seiten des Tetraeders berührt. Liegen aber die Geraden u, v nicht

in einerlei Ebene, so gibt es eine Regelfläche, welche durch die

beiden Geraden und die vier Eckpunkte des Tetraeders geht, und

eine andere Regelfläche, welche ebenfalls durch die beiden Gera-

den geht und den vier Seiten des Tetraeders sich anschmiegt.

39. Durch ein Tetraeder ABCD und zwei Gerade, u, v, aus

welchen die Eckpunkte des Tetraeders durch zwei zu einander pro-

jektivische Würfe u (ABCD), v (ABCD) projicirt werden, ist

ein Polarsystem bestimmt, in welchem jedem Eckpunkte des Te-

traeders die ihm gegenüberliegende Seite und jeder von den bei-

den gegebenen Geraden die andere zugeordnet ist.

' Es schneide die Gerade u die Ebenen BCD, ACD, ABD,
ABC in den Punkten Ai,Bi,C„Di, so ist der Wurf AiBiC^Di
zu dem Wurfe u (ABCD) und daher auch zu dem Wurfe v

(ABCD) projektivisch. Es sei ferner Ej irgend ein fünfter Punkt

der Geraden u und vE eine durch die Gerade v gehende Ebene,

so dass V (ABCE) A AiBiC^Ej ist, so ist auch v i^ABCDE)
7^ Aj Bi Ci Dl El. Da nun der Punkt Ej in keiner Seite des Te-

traeders liegt und die Ebene vE durch keinen Eckpunkt desselben

geht, so gibt es ein aber auch nur ein Polarsystem, in welchem

jedem Eckpunkte des Tetraeders die ihm gegenüberliegende Seite,

und dem Punkte Ej die Ebene vE, mithin dem geraden Gebilde

AiBjCiDiEi ein Ebenenbüschel s (ABC DE) zugeordnet ist,

dessen Axe s in der Ebene vE liegt. Weil aber s (ABCDE) A
AiBiCiDiEi Av(ABCDE) ist und die Ebene vE durch kei-

nen Eckpunkt des Tetraeders geht, so folgt, dass die Gerade s

mit der Geraden v zusammenfällt. Auf analoge Art werden nach-

stehende Sätze bewiesen

:
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Durch ein Tetraeder AB CD und eine Gerade u, welche keine

Kante desselben schneidet, ist ein Polarsystem bestimmt, in wel-

chem jeder Eckpunkt des gegebenen Tetraeders der ihm gegenüber-

liegenden Seite, die gegebene Gerade u aber sich selbst zugeord-

net ist.' — Durch ein Tetraeder ABCD und zwei Gerade u, v,

welche zwei einander gegenüberliegende Kanten AB, CD desselben

beziehlich schneiden, so dass nämlich die Gerade u nur die Kante

A B und die Gerade v nur die Kante CD schneidet, ist ein Polar-

system bestimmt, in welchem jedem Eckpunkte des Tetraeders die

ihm gegenüberliegende Seite und der Geraden u die Gerade v zu-

geordnet ist.

40. Durch ein Tetraeder ABCD, eine Gerade u, welche

keine Kante des Tetraeders schneidet, und

einen Punkt S, welcher in kei-

ner Seite desselben liegt, ist

eine Kegelfläche II. Ordnung

bestimmt, so dass in jedem Po-

larsysteme, in welchem das ge-

gebene Tetraeder als Polarte-

traeder enthalten und dem ge-

gebenen Punkte die gegebene

Gerade conjugirt ist, dieser Ge-

raden eine in der Kegelfläche

liegende Gerade zugeordnet ist.

eine Ebene, welche durch kei-

nen Eckpunkt desselben geht,

ist ein Strahienbüschel II. Ord-

nung bestimmt, so dass in je-

dem Polarsysteme, in welchem

das gegebene Tetraeder als Po-

lartetraeder enthalten und der

gegebenen Ebene die gegebene

Gerade conjugirt ist, dieser Ge-

raden ein Strahl des Büschels

zugeordnet ist.

Nach 28 gibt es eine Kegelfläche S, welche durch die vier

Geraden SA, S B, S C, S D geht , so dass überdiess der Wurf S

(ABCD) in derselben zu dem Wurfe u (ABCD) projektivisch

ist. Wenn nun in einem Polarsysteme, in welchem das Polarte-

traeder ABCD enthalten ist, dem Punkte S eine durch die Ge-

rade u gehende Ebene uE und also der Geraden u eine durch den

Punkt S gehende Gerade v zugeordnet ist, so liegt diese , da v

(ABCD) A u (ABCD) ist, in der Kegelfläche S. —Schneidet

die Gerade v die Ebenen BCD, ACD, A BD in den Punkten k\,

Bi, d, so ist der Wurf AiB^CjS dem Wurfe u (ABCE) zu-

geordnet und also zu diesem projektivisch. Da aber auch (36),

wenn die der Kegelfläche S in der Geraden v sich anschmiegende

Ebene durch vP bezeichnet»wird , A^BiCiS A v (AB CP) und
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daher auch v (ABCP) A a (ABCE) ist, so folgt, dass die Ebene

u E nnd die Gerade v homologe Elemente der zu einander pro-

jektivischen Gebilde u (AB CD...), S (AB CD...) sind.

Will man durch sechs gegebene Punkte A,B,C, D, E,S, Ton

welchen keine vier in einerlei Ebene liegen, und eine gegebene

Gerade u, welche nicht mit zwei von den sechs Punkten in einer

und derselben Ebene liegt, eine Fläche IL Ordnung legen, so

kommt es nur darauf an, eine durch den Punkt S gehende Gerade

s zu finden, so dass s (ABC DE) A u (ABC DE) ist. Man

suche zu dem Ende in dem Polarsysteme, in welchem das Polarte-

traeder A B C D enthalten und dem Punkte S die Ebene u E zu-

geordnet ist, die der Geraden u zugeordnete und also durch den

Punkt S gehende Gerade v. Geht nun diese Gerade auch durch

den Punkt E, so kann s jede Gerade der Kegelfläche II. Ordnung

sein, welche durch die fünf Geraden SA, SB, SC, SD, v geht,

daher es in diesem Falle unendlich viele Flächen II. Ordnung gibt,

welche durch die sechs gegebenen Punkte und durch die gegebene

Gerade u gehen. Wenn aber die Gerade v nicht durch den Punkt

E geht, so ist s diejenige Gerade der erwähnten Kegelfläche,

welche aus der Axe v durch die Ebene v E projicirt wird.

41. Durch eine Curve K II. Ordnung, eine Gerade p, welche

den Träger der Curve in einem in ihr liegenden Punkte schneidet,

und zwei Punkte A, B, welche ausserhalb der erwähnten Ebene

und auch mit der Geraden p nicht in einerlei Ebene liegen, ist

eine Fläche F IL Ordnung bestimmt, welche nämlich durch

die gegebene Curve, durch die gegebene Gerade und durch die

beiden gegebenen Punkte geht.

Es seien A^, Bi diejenigen Punkte der Curve K, welche aus

der Axe p durch die Ebenen pA, pB projicirt werden. Wenn nun

die Geraden AA|, BB^ die Gerade p in einem und demselben

Punkte schneiden, so ist F die Kegelfläche, welche aus diesem

Funkte die Cnrve K projicirt. Wenn aber die Geraden AAj,

BBj nicht in einerlei Ebene liegen, so ist (15) die Fläche F

eine Regelfläche.

Geht eine Fläche II. Ordnung durch eine Gerade nnd durch

zwei Punkte, welche ausserhalb dieser Geraden aber mit ihr in

einerlei Ebene liegen, so geht sie auch durch die Gerade, welche



26

die beiden Punkte mit einander verbindet. Geht eine Fläche

II. Ordnung durch die vier Eckpunkte eines vollständigen ebenen

Vierecks und durch eine Gerade, welche keine Seite desselben

schneidet, so geht sie auch durch die Curve II. Ordnung, welche

die vier Eckpunkte des Vierecks enthält und mit der Geraden

einen Punkt gemein hat.

Anm. Die Sätze, welche den in dieser und den nächstfol-

genden Nummern enthaltenen Sätzen nach dem Gesetze der Reci-

procität gegenüberstehen, werden der Kürze wegen übergangen.

42. Durch eine Curve K II. Ordnung, dann zwei Ebenen

U, V, welche die Curve in zwei verschiedenen Punkten A, B berüh-

ren, und zwei Punkte C, D, von welchen keiner in dem Träger

der Curve liegt und welche auch nicht beide mit jenen Punkten

in einer und derselben Ebene liegen, ist eine Fläche IL Ordnung

bestimmt, welche den gegebenen Ebenen in den beiden erstem

Punkten sich anschmiegt, oder die gegebenen Ebenen berührt

und überdiess durch die gegebene Curve und die beiden letz-

tern Punkte geht.

Es werde der Träger der Curve von derGeradenCD im Punkte

P geschnitten, dessen Polare in Hinsicht auf die Curve die Gerade

p sei. Es sei ferner Q der Punkt, welcher vom Punkte P durch

die Punkte C, D harmonisch getrennt ist, und S der Punkt, in

welchem die Ebene Qp und die Gerade ÜV sich schneiden, so dass

also die Ebene Sp entweder durch die beiden Punkte C, D geht

oder diese Punkte durch den Punkt P und die Ebene Sp harmo-

nisch getrennt sind. Wenn nun die Kegelfläche, welche aus dem

Punkte S die Curve K projicirt, durch den einen von den beiden

Punkten C, D geht, so geht sie auch durch den andern. Wenn

aber diese Punkte ausserhalb der erwähnten Kegelfläche liegen; so

gibt es (G. 232) eine Fläche II. Ordnung, welche die Kegelfläche

in der Curve K berührt und überdiess durch den Punkt C, mithin

auch, da in Hinsicht auf dieselbe die Ebene S p die Polare des

Punktes P ist, durch den Punkt D geht.

43. Durch zwei Curven K, K^ II. Ordnung, welche nicht in

einerlei Ebene liegen aber zwei Punkte A, B mit einander gemein

haben, und einen Punkt C, welcher mit keiner von den beiden

Curven in einerlei Ebene liegt, ist eine Fläche II. Ordnung be-
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stimmt, welche durch die beiden gegebenen Curven und durch

den gegebenen Punkt geht.

Es seien ü, V die Ebenen, von welchen die eine im Punkte

A und die andere im Punkte B die beiden Curven K,Ki berührt.

Legt man nun durch die Curve K, den Punkt C und einen aus-

serhalb der Geraden AB liegenden Punkt D der Curve Kj eine

Fläche II. Ordnung, welche in den Punkten A, B den Ebenen ü,V
sich anschmiegt oder die Ebenen ü, V berührt, so geht diese Fläche

auch durch die Curve Kj. Denn die Fläche schneidet den Träger

der Curve K^ in einer Curve II. Ordnung, welche die Ebenen

U, V in den Punkten A, B berührt und durch den Punkt D
geht, folglich mit Kj zusammenfällt.

Durch zwei Curven K, K^ IL Ordnung, welche in zwei ver-

schiedenen Ebenen liegen aber die Schnittlinien dieser Ebenen

in einem und demselben Punkte berühren, und durch einen ausser-

halb der beiden Ebenen liegenden Punkt C ist ebenfalls eine Fläche

IL Ordnung bestimmt, welche durch die beiden gegebenen Cui-ven

und durch den gegebenen Punkt geht. Legt man nämlich durch

den Punkt C eine Ebene, welche die Curven K, Ki in vier Punk-

ten schneidet, so ist durch diese Punkte und den Punkt C eine

dritte Linie K2 11. Ordnung bestimmt. Legt man nun durch die

beiden Linien K, K2 und irgend einen ausserhalb derselben lie-

genden Punkt der Curve K^ eine Fläche IL Ordnung, so geht die^ß

auch durch die Curve K^.

44. Wenn eine Fläche F, welche mit der Ebene U nur den

Punkt S gemein hat, von jeder andern durch diesen Punkt gehen-

den Ebene H in einer Curve IL Ordnung geschnitten wird, in der

aber auch alle in der Ebene H liegenden Punkte der Fläche F ent-

halten sind, so ist diese Fläche eine Fläche IL Ordnung, welche

die Ebene ü im Punkte S berührt.

Es seien A, B, C drei Punkte, welche in der Fläche F aber

mit dem Punkte S nicht in einerlei Ebene liegen, so schneiden

die Ebenen SAB, S A C, S B C die Fläche F in drei Curven K,

Kj, K2 IL Ordnung; welche im Punkte S die Ebene U berühren,

daher die Fläche Fj 11. Ordnung, welche durch zwei von diesen

drei Curven und irgend einen ausserhalb derselben liegenden Punkt

der dritten geht, auch durch die dritte geht. Es sei ferner D ir-
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gend ein ausserhalb der Ebenen SAB, SAG, SBC liegender Punkt,

so kann man durch diesen eine Ebene H legen, welche die Curven

K,Ki, K2 im Punkte S und in noch drei andern Punkten P, Pj,

P2 schneidet. Da nun die Ebene H die beiden Flächen F, F^ in

einer und derselben Curve IL Ordnung schneidet, welche nämlich

durch die vier Punkte S, P, P^, Pg geht und im Punkte S die

Ebene U berührt, so folgt, dass jeder Punkt D, welcher in irgend

einer von den beiden Flächen F, F^ liegt, auch in der andern

liegt und dass also F mit F^ identisch ist. Der obige Satz

kann auch so ausgesprochen werden

:

Wenn ein System F von Punkten mit dem ebenen Systeme U
nur den Punkt S, mit jeder andern durch diesen Punkt gehenden

Ebene aber eine Curve II. Ordnung und zwar nur die in der Curve

liegenden Punkte gemein hat, so ist das System F nichts anderes

als der Inbegriff von allen Punkten, welche in einer und derselben

Fläche IL Ordnung die im Punkte S die Ebene U berührt, ent-

halten sind. Eben so kann auch in den nächstfolgenden Sätzen

F ein System von Punkten genannt werden, da in denselben

mehr angenommen ist, als unter der Voraussetzung, dass F eine

(zusammenhängende) Fläche sei, nothwendig wäre.

45. Wenn eine Fläche F, welche mit der Ebene U die Ge-

raden a, p aber keinen ausserhalb dieser Geraden liegenden Punkt

gemein hat, auch von jeder andern Ebene, welche durch a oder

durch p geht, in noch einer Geraden, von jeder Ebene H aber,

welche die Geraden a, p im Punkte a p schneidet, in einer Curve

II. Ordnung geschnitten wird, die alle in der Ebene H befindlichen

Punkte der Fläche F enthält, so ist diese Fläche eine Regelfläche.

Wie. vorhin lässt sich eine Fläche Fj IL Ordnung finden, so

dass jeder ausserhalb der Ebene ü liegende Punkt, welcher der ei-

nen von den beiden Flächen F, Fj angehört, ein gemeinschaftlicher

Punkt von beiden ist. Da hiernach auch jede Gerade, welche aus-

serhalb der Ebene ü aber in der Fläche F liegt, beiden Flächen

gemeinschaftlich ist, so ist P^ eine Regelfläche und mit F identisch.

Wenn eine Fläche F, welche mit der Ebene U die Gerade p
aber keinen ausserhalb dieser Geraden liegenden Punkt gemein hat,

von jeder andern durch die Gerade p gehenden Ebene in noch einer

Geraden und von jeder Ebene H, welche die Gerade p im Funkte
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S schneidet, in einer Corve II. Ordnung geschnitten wird, welche

alle in der Ebene H befindlichen Punkt« der Fläche F enthält,

so ist diese Fläche eine Kegelfläche II. Ordnung.

46. Durch zwei zu einander reciproke Strahlenbündel S, S|,

welche nicht einerlei Mittelpunkt haben, ist eine Fläche F II. Ord-

nung bestimmt, der nämlich jeder Punkt P angehört, welchen zwei

homologe Elemente der zu einander projektivischen Grundgebilde

(ein Strahl des einen nnd die ihm entsprechende Ebene des

andern) mit einander gemein haben.

Liegt der Strahl Sj P in der Ebene, welche dem Strahle S F

entspricht, so liegt auch der Strahl S P in der Ebene, welche dem
Strahle Sj P entspricht. Geht eine Ebene, welche die beiden Strah-

lenbündel mit einander gemein haben, durch den ihr entsprechenden

Strahl des einen, so geht sie auch durch den ihr entsprechenden

Strahl des andern. Wenn nun der gemeinschaftliche Strahl der

beiden Bündel S, Sj als Strahl des erstem der Ebene Ui des letz-

tern und als Strahl des letztern der Ebene ü des erstem ent-

spricht, so hat man folgende Fälle zu unterscheiden:

Ist der Strahlenbüschel fS. U). welcher den Punkt S zum

Mittelpunkt hat und in der Ebene U liegt, ein Schnitt des ihm

entsprechenden Ebenenbüschels, so besteht die Fläche F aus den

beiden Ebenen U,Uj.— Liegen nur zwei Strahlen a, p des Büschels

(S, U) in den ihnen entsprechenden Ebenen, so ist die Fläche F
eine Regelfläche, welche die Ebene ü in den Geraden a, p schnei-

det. — Liegt nur ein Strahl p des Büschels (S ü) in der ihm ent-

sprechenden Ebene, so ist die Fläche F eine Kegelfläche, welche

der Ebene U in der Geraden p sich anschmiegt. — Liegt kein

Strahl des Büschels (S, U) in der ihm entsprechenden Ebene, so

hat die Fläche F mit der Ebene U nur den Punkt S, mit jeder an-

dern durch diesen Punkt gehenden Ebene H aber eine Curve

II. Ordnung gemein, welche nämlich der Strahlenbüschel (S, H)

mit dem ihm entsprechenden Ebenenbüschel erzeugt.

§. 3.

Vom Sinne der Gebilde.

47. Durch drei Elemente A, B, C eines geschlossenen Gebil-
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des, welches aus einer stetigen Aufeinanderfolge von Punkten oder

Geraden oder Ebenen besteht^ ist ein Stück ABC desselben be-

stimmt, welches von dem Elemente A ausgeht, das Element B in

sich enthält und in dem Elemente C sich endigt. Wird das ganze

Gebilde durch ABC bezeichnet, so kann dadurch zugleich der Sinn

angedeutet sein, in welchem man dasselbe beschrieben sich denkt,

und welcher, auch wenn die Elemente A, B, C in dem Gebilde sich

bewegen, so lange keine zwei derselben in einander fallen, unver-

ändert derselbe bleibt. Der Sinn ABC kann auch durch B C A
oder CAB; der demselben entgegengesetzte Sinn CB A auch durch

B A C oder A C B bezeichnet werden ; auch ist es ganz einerlei, ob

man sagt, dass die Gebilde ABC, P Q R in einem und demsel-

ben Sinne, oder dass die Gebilde ABC, RQP in entgegenge-

setztem Sinne beschrieben seien.

Sind zwei Elementargebilde zu einander projektivisch, so ent-

spricht jedem Sinne ABC in demeinen ein Sinn A^BjCi im andern,

so dass, wenn man das eine Gebilde im Sinne ABC beschrie-

ben sich denkt, man alsdann das andere im Sinne AjEiCj be-

schrieben sich zu denken hat. Liegen die Gebilde in einander,

so sind sie in einem und demselben oder in entgegengesetztem

Sinne beschrieben, je nachdem der Sinn AiB^Ci mit dem Sinne

ABC oder mit dem Sinne C B A tibereinstimmt.

48. Ein gerades Gebilde ABC und ein Ebenenbüschel P Q R
dessen Axe s mit dem Träger u des geraden Gebildes keinen Punkt

gemein hat, sollen in einem und demselben Sinne beschrieben

heissen, wenn in dem geraden Gebilde der Sinn u (PQR) mit

dem Sinne ABC und also in dem Ebenenbüschel der Sinn s

(ABC) mit dem Sinne PQR übereinstimmt.

Ein Strahlenbüschel p q r und

ein gerades Gebilde ABC, wel-

ches mit dem Büschel in einer-

lei Ebene liegt aber nicht durch

seinen Mittelpunkt S geht, sol-

len in einem und demselben

Sinne beschrieben heissen, wenn

der Sinn S (ABC) mit dem

Sinne pqr übereinstimmt.

Ein Strahlenbüschel pqr und

ein Ebenenbüschel ABC, dessen

Axe die Ebene U des Strahlen-

büschels im Mittelpunkte dessel-

ben schneidet, sollen in einem

und demselben Sinne beschrie-

ben heissen, wenn der Sinn

U(ABC) mit dem Sinne pqr

übereinstimmt.
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Änm. Wird von dem Mittelpankte eines Strahlenbüschels oder der

Aie eines Ebenenbnschels gesprochen, so ist dadurch von selbst

angedeutet, dass der Büschel ein Büschel I. Ordnung ist.

49. Zwei in einerlei Ebene

liegende gerade Gebilde ABC,
PQR sollen in Hinsicht auf ei-

nen Punkt S . welcher in der

nämlichen Ebene aber in keiner

von den beiden Geraden liegt,

in einem und demselben Sinne

beschrieben heissen , wenn der

Sinn S (A B C ) mit dem Sinne

S (PQR) übereinstimmt.

Zwei Strahlenbüschel abc,

p q r, welche einen gemeinschaft-

lichen Mittelpunkt haben, sollen

in Hinsicht auf eine Gerade s,

welche durch diesen Pankt geht

aber keinem der Büschel ange-

hört, in einem und demselben

Sinne beschrieben heissen, wenn

der Sinn s (abc) mit dem Sinne

s (pqr) übereinstimmt.

50. ZweiSeiten AB, BC eines

Dreiecks, deren gemeinschaft-

licher Grenzpunkt als Endpunkt

der einen und als Anfangspunkt

der andern betrachtet wird,

sind (47) in Hinsicht auf einen

Punkt S, welcher in der nämli-

chen Ebene aber mit keiner von

den beiden Seiten in einer nnd

derselbenGeraden liegt, in einem

und demselben oder in entgegen-

gesetztem Sinne beschrieben, je

nachdem die Gerade S B, welche

diesen Punkt mit jenem Eck-

Zwei in einerlei Ebene lie-

gendeStrahlenbüschel a b c, p q r

sollen in Hinsicht auf eine Ge-

rade u, welche in der nämlichen

Ebene liegt aber von keinem der

Büschel denMittelpunkt enthält,

in einem und demselben Sinne

beschrieben heissen, wenn der

Sinn u (abc) mit dem Sinne

u (pqr) übereinstimmt.

Zwei Ebenenbüschel ABC,
PQR, deren Äsen einen Punkt

mit einander gemein haben, sol-

len in Hinsicht auf eine Ebene

U, welche durch diesen Punkt

geht aber keinem der Büschel

angehört, in einem und demsel-

ben Sinne beschrieben heissen,

wenn der Sinn U (A B C) mit dem

Sinne ü (P Q R) übereinstimmt.

Zwei Winkel eines Dreiecks,

deren gemeinschaftlicher Schen-

kel als Endschenkel des einen

und als Anfangsschenkel des an-

dern betrachtet wird, sind in

Hinsicht auf eine Gerade, welche

in der nämlichen Ebene liegt

aber von keinem der Winkel den

Mittelpnnkt enthält, in einem

und demselben oder in entgegen-

gesetztem Sinne beschrieben, je

nachdem diese Gerade diejenige

Seite des Dreiecks, welche in

dem gemeinschaftlichen Sehen-
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punkte des Dreiecks verbindet,

den Umfang desselben schneidet

oder berührt.

Zwei Seiten eines Dreikants,

deren gemeinschaftlicher Schen-

kel als Endschenkel der einen

und als Anfangsschenkel der an-

dern betrachtet wird , sind in

Hinsicht aufeineGerade, welche

durch den Mittelpunkt des Drei-

kants geht aber mit keiner von

den beiden Seiten in einerlei

Ebene liegt, in einem und dem-

selben oder in entgegengesetz-

tem Sinne beschrieben, je nach-

dem die durch diese Gerade und

jene Kante des Dreikants geh-

ende Ebene den Mantel des-

selben schneidet oder nicht

schneidet.

51. Zwei sich schneidende

gerade Gebilde ABC, PQR sind

in Hinsicht auf einen Punkts,

welcher in keiner der Geraden

aber mit beiden in einerlei Ebene

liegt, in einem und demselben

oder in entgegengesetztemSinne

beschrieben, je nachdem (50)

dieser Punkt in dem einen oder

in dem andern von den beiden

Winkeln liegt, welche die Ge-

raden mit einander bilden.

Zweistrahlenbüschel abc, pqr,

welche einerlei Mittelpunkt ha-

ben aber nicht in einerlei Ebene

kel der beiden Winkel liegt,

nicht schneidet oder schneidet.

Zwei Winkel eines Dreikants,

deren gemeinschaftlicher Schen-

kel als Endschenkel des einen

und als Anfangsschenkel des an-

dern betrachtet wird , sind in

Hinsicht auf eine Ebene, welche

durch den Mittelpunkt des Drei-

kants aber weder durch die Axe

des einen noch durch die Axe

des andern Winkels geht, in ei-

nem und demselben oder in ent-

gegengesetztem Sinne beschrie-

ben, je nachdem diese Ebene die-

jenige Seite des DreikantS; wel-

che in dem gemeinschaftlichen

Schenkel derbeidenWinkel liegt,

nicht schneidet oder schneidet.

Zwei Strahlenbüschel abc, pqr,

welche in einerlei Ebene liegen,

aber nicht einerlei Mittelpunkt

haben, sind in Hinsicht auf eine

Gerade, welche der nämlichen

Ebene aber keinem der Büschel

angehört, in einem und demsel-

ben oder in entgegengesetztem

Sinne beschrieben, je nachdem

diese Gerade die eine oder die

andere von den beiden Strecken

schneidet, welche die Mittel-

punkte der Büschel mit einan-

der verbinden.

Zwei Ebenenbüschel ABC,
PQR, deren Axen sich schnei-

den, sind in Hinsicht auf eine
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liegen, sind in Hinsicht auf eine

Gerade,welchedurchjenenPunkt

geht aber keinem der Büschel

angehört, in einem and demsel-

ben oder in entgegengesetztem

Sinne beschrieben, je nachdem

die Gerade in dem einen oder

in dem andern von den beiden

Winkeln liegt, welche die Träger

derBüschel mit einander bilden.

52. Zwei geradeGebilde ABC,

PQR sollen in Hinsicht auf eine

Gerade s, welche weder mit dem

einen noch mit dem andern Ge-

bilde in einerlei Ebene liegt, in

einem und demselben Sinne be-

schrieben heissen, wenn der

Sinn s (ABC) mit dem Sinne

s (PQR) übereinstimmt.

Sind also zwei gerade Gebilde,

welche in einerlei Ebene liegen,

in Hinsicht auf einen Punkt die-

ser Ebene in einem und dem-

selben Sinne beschrieben, so sind

sie es auch in Hinsicht auf jede

Gerade, welche die Ebene in

jenem Punkte schneidet.

Ebene, welche keinem der Bü-

schel angehört aber durch den

Schnittpunkt ihrer Axen geht,

in einem und demselben oder in

entgegengesetztem Sinne be-

schrieben, je nachdem die Ebene

den einen oder den andern von

den beiden Winkeln schneidet,

welche die Axen der Büschel

mit einander bilden.

Zwei Ebenenbüschel ABC,
PQR sollen in Hinsicht auf eine

Gerade u, welche weder mit der

Axe des einen noch mit der Axe

des andern Büschels in einerlei

Ebene liegt, in einem und dem-

selbenSinne beschrieben heissen,

wenn der Sinn u (A B C) mit dem

Sinne u(PQR) übereinstimmt.

Sind zwei Ebenenbüschel, de-

ren Axen sich schneiden, inHin-

sicht auf eine durch den Schnitt-

punkt gehende Ebene in einem

und demselben Sinne beschrie-

ben, so sind sie es auch in Hin-

sicht auf jede in dieser Ebene

liegende aber nicht durch jenen

I

Punkt gehende Gerade.

53. Zwei Winkel DXb C, A'BCD eines Tetraeders ABCD,
welche einen Schenkel ABC, der als Endschenkel des einen und

als Anfangsschenkel des andern betrachtet wird, mit einander ge-

mein haben, sind in Hinsicht auf eine Gerade s, welche weder mit

der Axe des einen noch mit der Axe des andern Winkels einen

Punkt gemein hat, in entgegengesetztem oder in einem und dem-

selben Sinne beschrieben, je nachdem die in den Axen der Winkel

liegendenKanten AB, BC des Tetraeders, deren gemeinschaftlicher

Grenzpunkt als Endpunkt der einen und als Anfangspunkt der an-

Staadt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 3
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dern zu betrachten ist, in Hinsicht auf jene Gerade in einem und

demselben oder in entgegengesetztem Sinne beschrieben sind.

Denn der ebene Winkel, welcher ans dem Punkte B die Kante

A C des Tetraeders projicirt, wird von der Ebene sB geschnitten

oder nicht geschnitten, je nachdem diese Ebene die gebrochene Li-

nie A B C im Punkte B schneidet oder berührt. Der erwähnte ebene

Winkel ist aber diejenige Seite des durch die Flächenwinkel DABO,

A B C D bestimmten Dreikants, welche in dem gemeinschaftlichen

Schenkel derselben liegt.

54. Wenn zwei gerade Gebilde ABC, EFG, deren Träger

p, q nicht in einerlei Ebene liegen, in Hinsicht auf eine dritte

Gerade r in einem und demselben Sinne besehrieben sind, so sind

in Hinsicht auf diese Gerade auch die Ebenenbüschel q(ABC),

p (E F G), welche die geraden Gebilde, jedes aus dem Träger des

andern, projiciren, in einem und demselben Sinne beschrieben.

Es seien a, b, c diejenigen Leitstrahlen derRegelschaar pqr,

welche beziehlich durch die Punkte A, B, C gehen, so stimmt nach

der Annahme in dem Ebenenbüschel r der Sinn r(abc) mit dem

Sinne r (E F G) , demnach in dem geraden Gebilde q der Sinn

q (ab c) mit dem Sinne EFG und mithin in dem Ebenenbüschel

p

der Sinn p( ab c) mit dem Sinne p(EPG) überein, woraus, da die

Ebenenbüschel p(abc), q(abc) in Hinsicht auf die Gerade r in

einem und demselben Sinne beschrieben sind, der Satz folgt.

Anm. Will man das gerade Gebilde p(abc) von dem Ebenenbüschel

p (a b c) durch Zeichen unterscheiden, so kann man das erstere Ge-

bilde durch p(ab c) und das letztere durch p(abc) bezeichnen.

55. Wenn zwei gerade Gebilde ABC, EFG, deren Träger

p, q nicht in einerlei Ebene liegen, und mithin auch die Ebenen-

büschel q(ABC), p(EFG) in Hinsicht auf eine dritte Gerade r

in einem und demselben Sinne beschrieben sind, so sind sie nicht

nur in Hinsicht auf jede vierte Gerade der Regelschaar p q r, son-

dern auch in Hinsicht auf jede Gerade, welche mit der Regelfläche

gar keinen Punkt gemein hat oder dieselbe in einem ausserhalb

der Geraden p, q liegenden Punkte berührt, in einem und demsel-

ben Sinne, in Hinsicht auf eine Gerade aber, welche die Regel

-

fläche in zwei ausserhalb der Geraden p, q liegenden Punkten schnei-

det, in einem und demselben oder in entgegengesetztem Sinne be-
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schrieben, je nachdem diese Punkte in der Fläche darch die Gera-

den p, q nicht getrennt oder getrennt sind.

Es seien a, b. c diejenigen Leitstrahlen der Regelschaar pqr,

welche beziehlich durch die Punkte A, B, C gehen, so stimmt in

dem geraden Gebilde q der Sinn EFG mit dem Sinne q(abc)

überein. Es sei femer s irgend eine Gerade, welche mit keiner

von den Geraden p, q in einerlei Ebene liegt, so werden die zur

Regelschaar abc . . . perspektivischen und also auch unter sich pro-

jektivischen geradenGebildep (abc...), q(abc . ..) ausderAxes

durch zwei zu einander projektivische Ebenenbüschel projicirt, wel-

che nur dann in entgegengesetztem Sinne beschrieben sind, wenn sie

zwei Ebenen sm, 8 n entsprechend gemein haben, welche durch je

zwei einander entsprechende Ebenen getrennt sind. Diess ist aber

nur der Fall, wenn die Gerade s zwei Gerade der Regelschaar abc

und also auch zwei Gerade m, n der Regelschaar pqr schneidet

und überdiess in der R^gelfläche die Geraden m, n, mithin auch

die Punkte sm. sn durch die Geraden p, q getrennt sind.

56. Durch zwei Gerade p, q, welche als Träger von zwei

geraden Gebilden ABC, EFG (oder auch als Axen von zwei Ebe-

nenbüscheln A B C, E F G) betrachtet werden, wird das System von

allen Geraden, welche keine der gegebenen Geraden schneiden, in

zwei Systeme getheilt, so dass nämlich eine Gerade r, welche weder

mit der Geraden p noch mit der Geraden q einen Punkt gemein

hat, dem einen oder dem andern dieser beiden Systeme angehört,

je nachdem in Hinsicht auf dieselbe die Gebilde ABC, EFG in

einem und demselben oder in entgegengesetzem Sinne beschrieben

sind, was, im Falle die Geraden p, q in einerlei Ebene liegen und

also zwei Winkel mit einander bilden, nur davon abhängt, welchen

von diesen beiden Winkeln die Gerade r schneidet. Liegen aber

die Geraden p, q nicht in einerlei Ebene, so ist durch sie und jede

Gerade r des einen (gleichviel welchen) Systems eine Regelfläche

pqr bestimmt, welche ( 55) von jeder Geraden des andern Systems

in zwei Punkten geschnitten wird, die in der Fläche durch die Ge-

raden p, q getrennt sind, woraus hervorgeht, dass auch in diesem

Falle eine sich bewegende Gerade nicht von dem einen Systeme in

das andei'e übergehen kann, ohne während ihrer Bewegung wenig-

stens einmal mit einer Geraden zusammenzufallen, welche der ge-
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meinschaftlichen Grenze der beiden Systeme angehört, nämlich die

eine oder die andere der gegebenen Geraden oder auch beide schnei-

det. Zwei Gerade; welche einem und demselben von den beiden

Systemen angehören, sind im Räume, wie man sich leicht überzeugt,

durch die Geraden p, q nicht getrennt.

57. Wenn im Räume zwei Gerade r, s durch zwei andere

Gerade p, q getrennt sind, so sind auch die beiden letztern durch

die beiden erstem getrennt.

Man kann nämlich (56) die Geraden p, q als Träger von zwei

geraden Gebilden ABC, EFG betrachten, welche in Hinsicht auf

die Gerade r in einem und demselben Sinne, in Hinsicht auf die

Gerade s aber in entgegengesetztem Sinne beschrieben sind. Da

nun die Ehenenbüschel r (ABC), s(ABC) in Hinsicht auf die Ge-

rade p in einem und demselben Sinne, in Hinsicht auf die Gerade

q aber in entgegengesetztem Sinne beschrieben sind; so sind auch

die Geraden p, q durch die Geraden r, s getrennt. Der Satz kann

übrigens auch so bewiesen werden:

Die Geraden r, s sind durch die Geraden p, q und eben so

diese durch jene getrennt, wenn es (56) zwei Gerade f, g giebt,

welche die vier Geraden p, q, r, s schneiden, so dass die Punkte

f p, f q durch die Punkte fr, fs getrennt, hingegen die Punkte

g p, g q durch die Punkte g r, g s nicht getrennt sind.

58. Eine Curve ABC II. Ord-

nung und ein in derselben Ebene

befindlicherStrahlenbüschel pqr,

dessen Mittelpunkt S entweder

in der Curve liegt oder von ihr

eingeschlossen ist, sollen in ei-

nem und demselben Sinne be-

schrieben heissen, wenn,während

ein Punkt T in der Curve im

Sinne ABC sich bewegt, der

ihn projicirende Strahl ST des

Büschels um den Punkt S im

Sinne pqr sich dreht.

Ein Strahlenbtischel a b c

IL Ordnung und ein gerades

Gebilde PQR, dessen Träger s

entweder ein Strahl des Büschels

ist oder in jedem seiner Punkte

von zwei Strahlen desselben ge-

schnitten wird, sollen in einem

und demselbenSinne beschrieben

heissen, wenn, während im Bü-

schel ein Strahl t im Sinne abc

sich bewegt, seine Spur st in

der Geraden s im Sinne PQR
s ich bewegt.

In dieser und den nächstfolgenden Nummern kann jede Linie,

welche eine ebene Figur einschliesst und von keiner Gerade-n in
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mehr als zwei Punkten geschnitten wird, die Stelle einer Curve

II. Ordnung und der die Figur umhüllende Strahlenbüschel die Stelle

eines Strahlenbüschels II. Ordnung vertreten. — Werden zwei in

einerlei Ebene liegende Gebilde A BC, pqr, welche in einem und

demselben Sinne beschrieben sind, aus einem ausserhalb der Ebene

befindlichen Punkte M projicirt, so hat man vier Gebilde ABC,

pqr. M (ABC), M l^pqr), welche sämmtlich in einem und dem-

selben Sinne beschrieben sind.

59. Wenn ein Punkt T und eine durch ihn gehende Gerade

t eine Curve IL Ordnung und den derselben sich anschmiegenden

Strahlenbüsehel beschreiben, so sind die Curve und der Strahlen-

büschel in einem und demselben Sinne beschrieben. Jedes dritte

Gebilde, welches im Sinne des einen von den beiden erstem be-

schrieben ist, soll auch im Sinne des andern beschrieben heissen.

Es können hiernach auch ein gerades Gebilde und eine Curve II. Ord-

nung (oder auch ein Strahlenbüschel erster und ein Strahlenbüschel

zweiter Ordnung), welche in einerlei Ebene liegen aber höchstens

ein Element mit einander gemein haben, in einem und demselben

Sinne beschrieben sein.

Vertritt im Obigen der Umfang einer geradlinigen Figur

die Stelle der Curve IL Ordnung, so ruht die Gerade t, während

der Punkt T eine Seite beschreibt, der Punkt T aber, während

die Gerade t einen Aussenwinkel beschreibt.

60. Zwei Gebilde ABC, EFG sollen in Hinsicht auf ein

drittes Gebilde, welches nur an sich gegeben ist, in einem und

demselben Sinne beschrieben heissen, wenn das dritte Gebilde im

Sinne ABC beschrieben werden kann und alsdann auch im Sinne

EFG beschrieben ist. Wird von zwei in einerlei Ebene liegenden

Gebilden A B C, E F G gesagt, dass sie in Hinsicht auf eine Gerade

s in einem und demselben Sinne beschrieben sind, so versteht es

sich von selbst, dass die Gebilde ABC, EFG in Hinsieht auf das

gerade Gebilde s oder in Hinsicht auf den Ebenenbüschel s in einem

und demselben Sinne beschrieben sind, je nachdem die Gerade s

in jener Ebene oder ausserhalb derselben liegt. Wäre es aber

zweifelhaft, ob die Gerade s als Träger von Punkten oder als

Schnittlinie von Ebenen zu betrachten sei, so müsste solches

ausdrücklich bemerkt werden.



38

Sagt man von zwei in einerlei Ebene liegenden Winkeln, welche

nicht einerlei Mittelpunkt haben, dass sie in einem und demselben

Sinne beschrieben sind, ohne ein drittes Gebilde anzugeben, welches

dabei in Betrachtung zu ziehen ist, so heisst diess nichts anderes

als dass die beiden Winkel in Hinsicht auf die unendlich ferne

Gerade der Ebene in einem und demselben Sinne beschrieben sind.

61. Wenn ein Strahlenbüschel pqr und ein gerades Gebilde

E F G, dessen Träger s mit dem Büschel in einerlei Ebene liegt

aber nicht durch seinen Mittelpunkt S geht, in Hinsicht auf eine

in der nämlichen Ebene liegende Curve K H. Ordnung in einem

und demselben Sinne beschrieben sind, so sind sie auch abgesehen

von der Curve in einem und demselben Sinne beschrieben.

Nach der Annahme können ein Punkt T und eine durch ihn

gehende Gerade t die Curve K und den derselben sich anschmie-

genden Strahlenbüschel so beschreiben, dass die Gerade ST um
den Punkt S im Sinne pqr sich dreht und der Punkt st in der

Geraden s im Sinne EEG sich bewegt. Fällt nun während dieser

Bewegung der Punkt s t höchstens einmal in die Gerade S T, so

kann man schon daraus schliessen, dass die Gebilde pqr, EFG in

einem und demselben Sinne beschrieben sind. Wenn aber der Punkt

S in der Curve K liegt und die Gerade s die Curve in einem Punkte

F berührt, so nehme man in der Gerade S F einen Punkt Si an,

welcher von der Curve eingeschlossen ist. Da nun, wenn der Punkt

T im vorigen Sinne die Curve K beschreibt, nach dem bereits be-

trachteten Falle die Gerade S^T um den Punkt Si im Sinne Si (EFG)

sich dreht und die Geraden S^T, ST sowie auch die Punkte, in

welchen sie die Gerade s schneiden, nur einmal in einander fallen,

so muss auch die Gerade S T um den Punkt S im Sinne S (E F G)

sich drehen. Von andern hiemit zusammenhängenden Sätzen

soll nur folgender angeführt werden.

Sind zwei Curven II. Ordnung in Hinsicht auf eine Gerade,

welche mit beiden in einerlei Ebene liegt, in einem und demselben

Sinne beschrieben, so sind sie in Hinsicht auf eine andere in dieser

Ebene liegende Gerade, welche ebenfalls keine von den beiden

Curven schneidet, in einem und demselben oder in entgegenge-

setztem Sinne beschrieben, je nachdem die Geraden durch die

Curven nicht getrennt oder getrennt sind.
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62. EineRegelschaar abc

und ein gerades Gebilde EFG,
dessen Träger s entweder ein

Leitstrahl der Regelschaar ist

oder mit der Regelfläche nur

einen oder gar keinen Punkt

gemein hat, sollen in einem und

demselben Sinne beschrieben

heissen, wenndiess von dem gera-

den Gebilde und irgend einem,

alsojedem, zur Regelschaar per-

spektivischenEbenenbüschelgilt,

dessen Axe mit dem geraden Ge-

bilde nicht in einerleiEbeneliegt.

Eine Regelschaar und ein

Ebenenbüschel, dessen Axe ent-

weder ein Leitstrahl der Regel-

schaar ist oder mit der Regel-

fläche nur einen oder gar keinen

Punkt gemein hat, sollen in ei-

nem und demselben Sinne be-

schrieben heissen , wenn diess

von dem Ebenenbüschel und ir-

gendeinem, also jedem, zur Re-

gelschaar perspektivischen gera-

den Gebilde gilt, welches mit der

Axe des Ebenenbüschels nicht in

einerlei Ebene liegt.

Es seien p, q, r drei Leitstrahlen der Regelschaar abc, von

welchen keiner mit der Geraden s einen Punkt gemein hat, so sind

die Ebenenbüschel p(abc\ q(abc) in Hinsicht auf dieGerade r

und mithin (55) auch in Hinsicht auf die Gerade s in einem und

demselben Sinne beschrieben, woraus hervorgeht, dass das gerade

Gebilde EFG und der Ebenenbüschel qfabc in einem und densel-

ben Sinne beschrieben sind, wenn diess von dem geraden Gebilde

EFG und dem Ebenenbüschel p(abc) gilt.

63. Wenn eine Regelschaar
!

Wenn eine Regelschaarund

ab c und ein gerades Gebilde ein Ebenenbüschel, dessen Axe

EFG, welches ausserhalb der

Regelfläche liegt, in einem und

demselben Sinne beschrieben

sind, so gilt diess auch von dem

geraden Gebilde und jeder zur

Regelschaar perspektivischen

Curve ü (abc) IL Ordnung,

welche mit dem geraden Gebilde

in einerlei Ebene U liegt.

ausserhalb der Regelfläche liegt,

in einem und demselben Sinne

beschrieben sind, so gilt diess

auch von diesem Ebenenbüschel

erster undjedem zur Regelschaar

perspektivischen Ebenenbüschel

zweiter Ordnung, dessen Mittel-

punkt in der Axe des erstem

! Büschels liegt.

Es sei p ein Leitstrahl der Regelschaar abc, welcher die Ge-

rade EF nicht schneidet. Da nun das gerade Gebilde E F G und

die Curve U( abc) in Hinsicht auf den Ebenenbüschel p in einem

und demselben Sinne p(abc) beschrieben sind, so sind sie, wie
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aus 61 leicht hervorgeht, auch abgesehen von dem Ebenenbtischel

in einem und demselben Sinne beschrieben.

64. Sind zwei zusammengehörige ßegelschaaren abc, pqr^

von welchen nämlich jede die Leitschaar der andern ist, in Hin-

sicht auf eine Gerade s als Träger von Punkten in einem und

demselben Sinne beschrieben, so sind sie in Hinsicht auf die näm-

liche Gerade als Schnittlinie von Ebenen in entgegengesetztem

Sinne beschrieben.

Man kann annehmen, dass die Gerade s weder mit der Gera-

den c noch mit der Geraden p in einerlei Ebene liege. Da nun

die Strecken p (abc), c (pqr), r (cba), a(rqp), welche sämmtlich

von derEbene bq geschnitten werden, vierKanten eines Tetreanders

sind, und da die Winkel p (abc), c (pqr) in Hinsicht auf das

gerade Gebilde s in einem und demselben Sinne sind, so sind (53)

die Strecken p (abc), c (pqr) in Hinsicht auf den Ebenenbüschel

s in entgegengesetztem Sinne beschrieben, woraus der Satz folgt.

Die Regeischaaren abc, rqp sind in Hinsicht auf das gerade Ge-

bilde s in entgegengesetztem Sinne, hingegen in Hinsicht auf den

Ebenenbüschel s in einem und demselben Sinne beschrieben.

65. Zwei zusammengehörige ßegelschaaren ab c, pqr sollen

in Hinsicht auf

eine der Regelfläche sich nicht

anschmiegende Ebene U in einem

und demselben Sinne beschrie-

ben heissen, wenn in der Curve, in

welcher die Ebene U und die

Regelfläche sich schneiden, der

Sinn ü (abc) mit dem Sinne

ü (pqr) übereinstimmt und mit-

hin (63) die Regeischaaren in

Hinsicht auf jedes gerade Ge-

bilde, welches in der Ebene U
liegt aber die Regelfläche nicht

schneidet, in einem und demsel-

ben Sinne beschrieben sind.

einem ausserhalb der Regelfläche

liegenden Punkt S in einem und

demselben Sinne beschrieben

heissen, wenn in dem der Regel-

fläche sich anschmiegenden Ebe-

nenbüschel, welcher den Punkt S

zum Mittelpunkt hat, der Sinn S

(abc) mit demSinneS (p q r) über-

einstimmt und mithin die Regel-

schaaren in Hinsicht auf jeden

Ebenenbüschel I. Ordnung, des-

sen Axe durch den Punkt S geht

aber die Regelfläche nicht schnei-

det, in einem und demselben

Sinne beschrieben sind.

Sind zwei zusammengehörige Regelscbaaren in Hinsicht auf
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eine Gerade als Träger von Punkten in einem und demselben Sinne

und also in Hinsicht auf dieselbe Gerade als Schnittlinie von Ebenen

in entgegengesetztem Sinne beschrieben, so sind sie nach dem

Obigen auch in Hinsicht auf jede durch die Gerade gehende der

Regelfläche sich nicht anschmiegende Ebene in einem und demsel-

ben Sinne und in Hinsicht auf jeden ausserhalb der Regelfläche lie-

genden Punkt der Geraden in entgegengesetztem Sinne beschrieben.

66. Sind zwei zasammengehörige Regeischaaren abc, pqr

in Hinsicht auf

eine Ebene U in einem und dem-

selben Sinne beschrieben, so sind

sie in Hinsicht auf einen ausser-

halb der Regelfläche liegenden

Punkt S der Ebene in einem

und demselben oder in entgegen-

gesetztem Sijme beschrieben, je

nachdem dieser Punkt von der

Curve K, in welcher die Regel-

fläche und die Ebene sich schnei-

den, eingeschlossen oder nicht

eingeschlossen ist.

einen Punkt in einem und dem-

selben Sinne beschrieben, so sind

sie in Hinsicht auf eine durch

ihn gehende der Regelfläche sich

nicht anschmiegende Ebene in

einem und demselben oder in

entgegengesetztem Sinne be-

schrieben, je nachdem die Curve,

in welcher diese Ebene die Re-

gelfläche schneidet, jenen Punkt

einschliesst oder nicht ein-

schliesst.

Man kann annehmen, dass die Punkte üa, Uc mit dem Punkt«

S in einer und derselben Geraden liegen, und dass die Geraden

p, q, r die Ebene ü beziehlich in den Punkten Ua, üb, Uc
schneiden. Es sei ferner d diejenige Gerade der Regelschaar abc,

welche in der Ebene Sq liegt, so liegen auch die Punkte üb, üd
mit dem Punkte S in einer und derselben Geraden. Da nun die

Ebenen Sp, Sq, Sr beziehlich mit den Ebenen Sc, Sd, Sa zu-

sammenfallen, so ist nur zu beweisen, dass in dem der Regelfläche

sich anschmiegenden Ebenenbüschel S der Sinn S (abc) mit dem

Sinne S (cda^l oder mit dem Sinne S (ade) übereinstimmt, je

nachdem der Punkt S von der Curve K eingeschlossen oder nicht

eingeschlossen ist. Es geht diess aber daraus hervor, weil im er-

stem Falle in der Curve K die Punkte U a, üc durch die Punkte

üb, Ud, demnach in der Regelschaar abc die Geraden a, c

durch die Geraden b, d und mithin in dem Ebenenbüschel S die

Ebenen Sa, Sc durch die Ebenen Sb, Sd getrennt, im letztern
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Falle aber nicht getrennt sind. Bemerkt wird noch, dass die Ebene

U und die dem Ebenenbüschel S sich anschmiegende Kegelfläche im

erstem Falle keine Gerade mit einander gemein haben, im letztern

aber in zwei Geraden sich schneiden.

67. Sind zwei zusammengehörige Regeischaaren abc, pqr

in Hinsicht auf

den einen von zwei ausserhalb

der Regelfläche liegenden Funk-

ten in einem und demselben

Sinne beschrieben , so sind sie

(66) in Hinsicht auf den andern

in einem und demselben oder in

entgegengesetztem Sinne be-

schrieben, je nachdem diePunkte

durch die Regelfläche nicht ge-

trennt oder getrennt sind. Das

letztere ist nur der Fall, wenn

jede von den beiden Strecken,

welche die Punkte mit einander

verbinden, von der Regelfläche

geschnitten wird.

die eine von zwei der Regel-

fläche sich nicht anschmiegenden

Ebenen in einem und demselben

Sinne beschrieben , so sind sie

in Hinsicht auf die andere in

einem und demselben oder in

entgegengesetztem Sinne be-

schrieben
,
je nachdem die Ebe-

nen durch den der Regelfläche

sich anschmiegendenEbenenbün-

del nicht getrennt oder getrennt

sind. Das letztere ist nur der

Fall, wenn jeder von den beiden

Winkeln, welche die Ebenen mit

einander bilden, eine der Regel-

fläche sich anschmiegende Ebene

enthält.

Wenn daher eine Gerade s die Regelfläche in zwei Punkten

A, B schneidet und also auch die Schnittlinie von zwei der Regel-

fläche sich anschmiegenden Ebenen P, Q ist, so wird der Ebenen-

büschel s durch diese Ebenen in zwei Winkel PQ, P.Q und das

gerade Gebilde s durch jene Punkte in zwei Strecken A B, A.B

getheilt, so dass die Regeischaaren abc, pqr in Hinsicht auf jede

Ebene des Winkels P Q und jeden Punkt der Strecke A B in einem

und demselben Sinne, hingegen in Hinsicht auf jede Ebene des Win-

kels P.Q und jeden Punkt der Strecke AB in entgegengesetztem

Sinne beschrieben sind. Jede durch die Gerade s gehende der Re-

gelfläche sich nicht anschmiegende Ebene schneidet dieselbe in

einer Curve II. Ordnung, welche die Strecke AB oder A.B ein-

schliesst, je nachdem die Ebene dem Winkel PQ oder P.Q ange-

hört. Jeder ausserhalb der Regelfläche liegende Punkt der Geraden
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s ist der Mittelpunkt einer Kegelfläche, welche die Regelfläche in

einer Cnrve II. Ordnung berührt und in den Winkel PQ oder P" Q

beschrieben ist, je nachdem ihr Mittelpunkt in der Strecke A*B

oder A B liegt.

68. Sind zwei zusammengehörige Regeischaaren ab c. pqr in

Hinsicht auf eine Gerade s in einem und demselben Sinne be-

schrieben, so sind sie in Hinsicht auf eine andere Gerade u, welche

ebenfalls mit der Regelfläche höchstens einen Punkt gemein hat,

in einem und demselben oder in entgegengesetztem Sinne beschrie-

ben, je nachdem die Geraden auf einerlei oder entgegengesetzten

Seiten der Regelfläche liegen, vorausgesetzt, dass entweder beide

Gerade als Schnittlinien von Ebenen oder beide als Träger von

Punkten betrachtet werden.

Man nehme an, dass die Regeischaaren ab c, p r q in Hinsicht

auf den Ebenenbüschel s und also auch (65) in Hinsicht auf jeden

ausserhalb der Regelfläche liegenden Punkt der Geraden s in einem

und demselben Sinne beschrieben sind, so sind sie in Hinsicht auf

den Ebenenbüschel u und jeden ausserhalb der Regelfläche liegen-

den Punkt der Geraden u in einem und demselben oder in entge-

gegengesetztem Sinne beschrieben, je nachdem (67) die Geraden

s, u durch die Regelfläche nicht getrennt oder getrennt sind. Die

Regeischaaren abc, rpq, welche (64) in Hinsieht auf das gerade

Gebilde s und jede durch die Gerade s gehende der Regelfläche

sich nicht anschmiegende Ebene in einem und demselben Sinne be-

schrieben sind, sind in Hinsicht auf das gerade Gebilde u und

jede durch diese Gerade gehende der Regelfläche sich nicht an-

schmiegende Ebene im erstem Falle in einem und demselben Sinne,

im letztern aber in entgegengesetztem Sinne beschrieben, daher in

letzterm Falle auch je zwei der Regelfläche sich nicht anschmie-

gende Ebenen, von welchen die eine durch die Gerade s und die

andere durch die Gerade u geht, durch den der Regelfläche sich

anschmiegenden Ebenenbündel getrennt sind.

69. Wenn die Geraden a, b, c, a^, b|, Ci einer und der-

selben Regelschaar angehören, von welcher die Geraden p, q, r,

Pi, qi, ri Leitstrahlen sind, nnd man bezieht zwei räumliche Sy-

steme projektivisch so aufeinander, dass den Geraden a,b,c,p,q,r

des einen Systems die Geraden a^, bi, Ci, pi, qj, r^ des andern
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entsprechen, so entspricht jeder Geraden s des erstem Systems,

welche mit der Regelfläche höchstens einen Punkt gemein hat, eine

Gerade Sj des letztern, welche ebenfalls mit der Regelfläche höch-

stens einen Punkt gemein hat, so dass, wenn die Regeischaaren

abc, pqr in Hinsicht auf das Gebilde s in einem und demselben

Sinne beschrieben sind, die Regeischaaren ai b| Cj, pi qj ri in

Hinsicht auf das gerade Gebilde Sj oder in Hinsicht auf den Ebenen-

büschel S) in einem und demselben Sinne beschrieben sind
,

je

nachdem die Systeme collineär oder reciprok zu einander sind.

Wenn also die Systeme collineär zu einander sind und überdiess

entweder der Sinn abc mit dem Sinne aj bj Cj und zugleich

der Sinn pqr mit dem Sinne pi qj ri übereinstimmt oder der

Sinn abc dem Sinne a^ b^ c^ und zugleich der Sinn pqr dem

Sinne pi qi rj entgegengestzt ist, so liegen die Geraden s, Sj

auf einerlei Seite der Regelfläche. Dasselbe ist der Fall, wenn

die Systeme reciprok zu einander sind und überdiess entweder

der Sinn abc mit dem Sinne aj b, Cj und zugleich der Sinn

pqr mit dem Sinne r^ q) pi oder der Sinn abc mit dem

Sinne Cj b^ a^ und zugleich der Sinn pqr mit dem Sinne p^ q^ r^

übereinstimmt. In allen übrigen Fällen sind die Geraden s, Si

durch die Regelfläche getrennt.

§. 4.

Involutorische Gebilde.

70. Wenn in zwei zu einander projektivischen Elementarge-

bilden, welche in einander liegen, irgend zwei und mithin (G. 215)

je zwei homologe Elemente einander abwechselnd entsprechen, so

heissen die Gebilde involutorisch liegend und je zwei homologe

Elemente derselben einander zugeordnet. Gewöhnlich wird aber

von zwei solchen Gebilden nur wie von einem Gebilde gesprochen,

dessen Elemente involutorisch gepaart seien.

Will man die Elemente eines Elementargebildes involutorisch

paaren, so kann man zwei Elementenpaare AA|, B Bj nach Be-

lieben annehmen und dashiedurch bestimmte involutorische Gebilde

durch A Aj . B Bi . . . bezeichnen. Wird das Gebilde durch A A^

.
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BB) . CCj ... bezeichnet, so ist angedeutet, dass CCi ein drittes

Elementenpaar desselben und also AA^ . BBi.CCi eine Involution ist.

Anm. Der in G. 215 för einförmige Gebilde geführte Beweis gilt

auch (24) für Elemeutargebilde II. Ordnung.

71. In einem involutorischen Elementargebilde A Ai .B Bj . .

.

ist entweder jeder Sinn sich selbst oder dem ihm entgegengesetzten

Sinne zugeordnet. Im erstem FallC; wenn nämlich der Sinn AB Aj

mit dem ihm zugeordneten Sinne Aj Bj A übereinstimmt , wird

das Gebilde durch je zwei einander zugeordnete Elemente in zwei

einander zugeordnete Theile getheilt, daher jedes Elementenpaar

durch jenes andere Elementenpaar getrennntund keinElement sich

selbst zugeordnet ist. Im letztern Falle, wenn nämlich der Sinn

A B Ai dem Sinne A| Bj A entgegengesetzt und also kein Elementen-

paar durch ein anderes Elementenpaar getrennt ist, enthält das

Gebilde zwei Elemente M, N, welche sich selbst zugeordnet nnJ

daher (24) durch je zwei einander zugeordnete Elemente harmo-

nisch getrennt sind. In diesem Falle kann das involutorische Ge-

bilde, da es durch seine Ordnungselemente M, N, so wie auch

durch das eine dieser Elemente und zwei einander zugeordnete

A, Aj bestimmt ist, auch durch MM. NN. .. oder MM.AAj...
bezeichnet werden. Vorausgesetzt wird hiebei, dass das Elementar-

gebilde an sich gegeben und also nur anzudeuten ist, wie seine

Elemente involutorisch gepaart sind.

In der Involution MM.AAj.BBj vertritt das Element M,

welches sich selbst zugeordnet ist, die Stelle eines Elementenpaares.

Die Involution MM.NN. AAi sagt nichts anderes aus, als dass

die Elemente M, N durch die Elemente A, A^ harmonisch ge-

trennt sind.

Sind A, B, F, G, P fünf Elemente eines und desselben Elemen-

targebildes, so ist entweder A B. FG. PP eine Involution, oder

es giebt ein von P verschiedenes Element Q, so dass AB .G F. PQ
eine Involution ist. Ist A F B P kein harmonischer Wurf, so ent-

hält das Gebilde auch ein von P verschiedenes Element R, so dass

AB.FF.PR ein Involution ist.

72. Sind zwei Elementargebilde ABC...,abc... zu ein-

ander projektivisch, so entspricht jeder Involution A A^ . B Bj . C Cj

in dem einen eine Involution aa^ .b b^ . ccj im andern. Denn von
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den vier Würfen aai hc, AA^ BC, Aj AB^ Cj, ai ab^ Cj ist jeder

folgende zum vorhergehenden, mithin auch der letzte zum ersten pro-

jektivisch. Wenn man also die Elemente des einen von zwei zu

einander projektivischen Elementargebilden ABC. . .,abc.. . i n

volntorisch paart und alsdann je zwei Elemente des andern, welche

zwei einander zugeordneten Elementen des erstem entsprechen,

ebeafalls einander zugeordnet nennt, so sind auch die Elemente

des andern involutorisch gepaart. Sind ABC..., abc... zwei

ungleichartige zu einander perspektivische Gebilde, so sollen auch

die involutorischen Gebilde, welche mau auf die angegebene Weise

erhält, zu einander perspektivisch heissen.

Ein involutorisches gerades Gebilde AA^.BBi... und ein

involutorischer Strahlenbüschel ee^ .ffj ... I. Ordnung, dessen

Mittelpunkt S nicht in dem Träger u des geraden Gebildes liegt,

sind also zu einander perspektivisch, wenn in dem Strahlenbüschel

dem Strahle SA der Strahl S Aj und dem Strahle Sß der Strahl

S Bi zugeordnet ist, mithin der involutorische Strahlenbüschel auch

durch S (A Ai . BBj . ..) und das involutorische gerade Gebilde

auch durch u (eci .ff| ...) bezeichnet werden kann.

73. EininvolutorischesPunkt-

gebilde A A, . B Bj . C Ci . . .

II. Ordnung wird aus jedem

Punkte S der Curve durch einen

involutorischen Strahlenbüschel

S (AAi . BB, . CCi.. .)pro-

jicirt.

Eine involutorische Regel-

schaar wird von jedem ihrer

Leitstrahlen in einem involu-

torischen geraden Gebilde und

von jeder der Regelfläche sich

nicht anschmiegenden Ebene in

einem involutorischen Punktge-

bilde II. Ordnung geschnitten.

Ein involutorischer Strahlen-

büschel aa^ . bbj . . . IL Ord-

nung wird von jeder Geraden s,

die ihm angehört, in einem in-

volutorischen geraden Gebilde s

(a aj . b b^ . c Ci ... geschnitten.

Eine involutorische Regel-

schaar wird aus jedem ihrer

Leitstrahlen durch einen involu-

torischen Ebenenbüschel I. Ord-

nung und aus jedem ausserhalb

der Regelfläche liegenden Punkte

durch einen involutorischen Ebe-

nenbüschel Il.Orduung projicirt.

74. Wenn ein Punkt S mit einer Curve IL Ordnung in

einerlei Ebene aber nicht in der Curve liegt; und man je zwei

Punkte A, A^ der Curve, welche mit jenem Punkte in einer und
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derselben Geraden liegen, einander zugeordnet nennt^ so sind

die Elemente der Curve involutorisch gepaart. Dasselbe gilt von

den Elementen des der Curve sich anschmiegenden Strahlenbüschels,

wenn man je zwei Strahlen a, a^, welche die Curve in zwei ein-

ander zugeordneten Punkten berühren und also die Polare s des

Punktes S in einem und demselben Punkte schneiden, einander

zugeordnet nennt. Es sind nämlich sowohl die Punkte A.Aj als

auch die Geraden a, ai durch den Punkt S und die Gerade s har-

monisch getrennt und daher in dem involutorischen ebenen Sy-

steme einander zugeordnet, dessen Ordnungspunkt der Punkt S

und dessen Ordnungslinie die Gerade s ist.

Wenn im Punkte S zwei Tangenten der Curve sich schneiden

und also die Gerade s mit der Curve zwei Punkte gemein hat, so

sind diese Punkte die Ordnnngspunkte des involutorischen Punkt-

gebildes und jene Tangenten die Ordnungsstrahlen des involutori-

schen Strahlenbüschels. "Wenn hingegen durch den Punkt S keine

Tangente der Curve geht und also die Gerade s mit derselben kei-

nen Punkt gemein bat, so enthält keines von den beiden involuto-

rischen Gebilden zwei sich selbst zugeordnete Elemente. In beiden

Fällen aber soll der Punkt S das Involutionscentrum und die Ge-

rade s die Involutionsaxe sowohl des einen als auch des andern

involutorischen Gebildes heissen. Projicirt man beide Gebilde aus

einem und demselben ausserhalb der Ebenen liegenden Punkte M,

so erhält man eine involutorische Kegelfläche (eine Kegelfläche,

deren Elemente involutorisch gepaart sind) und einen ihr sich an-

schmiegenden involutorischen Ebenenbüschel. Die gemeinschaft-

liche Involutionsaxe MS dieser Gebilde liegt mit je zwei einander

zugeordneten Geraden der Kegelfläche in einerlei Ebene, wäh-

rend ihre gemeinschaftliche Involutionsebene Ms von je zwei ein-

ander zugeordneten Ebenen des Ebenenbüschels in einer und

derselben Geraden geschnitten wird.

Indirekt folgt aus dem Obigen und aus 70, dass die Geraden,

deren jede zwei einander zugeordnete Punkte einer involutorischen

Curve II.Ordnung verbindet, alle durch einen und denselben Punkt

gehen, und dass die Punkte, in deren jedem zwei einander zuge-

ordnete Strahlen eines involutorischen Strahlenbüschels II. Ord-

nung sich schneiden, alle in einer und derselben Geraden liegen.
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Sind ein involutorischer Strah-

lenbüschel II, Ordnung und ein

involutorischer Strahlenbüschel

I. Ordnung, dessen Mittelpunkt

das Involutionscentrum des er-

stem Büschels ist, zu einem und

demselben involutorischen gera-

den Gebilde perspektivisch, so

sind je zwei einander zugeord-

nete Strahlen des letztern Bü-

schels in Hinsicht auf den er-

stem einander conjugirt. Und

wenn je zwei einander zugeord-

nete Strahlen eines involutori-

schen Strahlenbüschels I. Ord-

nung, dessen Mittelpunkt das

Involutionscentrum eines invo-

lutorischen Strahlenbüschels II.

Ordnung, in Hinsicht auf diesen

Büschel einander conjugirt sind,

so schneidet jede nicht durch

den Mittelpunkt des erstem Bü-

schels gehende Gerade des letz-

tern beide Büschel in einem und

demselben involutorischen ge-

raden Gebilde.

Anm. Zwei Elemente heissen in Hinsicht auf eine Curve KIT. Ord-

nung so wie auch in Hinsicht auf den derselben sich anschmie-

genden Strahlenbüschel einander conjugirt, wenn sie in dem Po-

larsysteme einander conjugirt sind, dessen Ordnungscurve die

Curve K ist.

76. Wenn zwei nicht in einerlei Ebene liegende Gerade f, g

in Hinsicht auf eine Regelfläche R einander zugeordnet sind,

so giebt es zu jeder in der Fläche liegenden Geraden a, welche

jene Geraden nicht schneidet, eine andere in der Fläche lie-

gende Gerade a^, welche von der erstem durch jene Geraden

harmonisch getrennt ist.

75. Sind eine involutoriscbe

Curve II. Ordnung und ein in-

volutorisches gerades Gebilde,

welches in der Involutionsaxe

des erstem Gebildes liegt, zu

einem und demselben involuto-

rischen Strahlenbüschel I. Ord-

nung perspektivisch, so sind

(G. 253j je zwei einander zu-

geordnete Punkte des geraden

Gebildes in Hinsicht auf die

Curve einander conjugirt. Und

wenn je zwei einander zuge-

ordnetePunkte eines involutori-

schen geraden Gebildes, welches

in der Involutionsaxe einer in-

volutorischen Curve II. Ordnung

liegt, in Hinsicht auf die Curve

conjugirt sind, so werden beide

Gebilde aus jedem ausserhalb

des erstem liegendem Punkte

des letztern durch einen und

denselben involutorischenStrah-

lenbüschel projicirt.
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Da nämlich in dem Polarsysteme, dessen Ordnnngsfläche die

Fläche R ist, die Gerade f der Geraden g, die Gerade a aber sich

selbst Zugeordnet ist, so gilt diess auch von der Geraden ai, welche

zu den drei Geraden f, a, g (oder g, a, f) die vierte harmonische

Gerade ist.

Hat also eine Gerade s, welche die Geraden f
, g ia zwei aus-

serhalb der Regelfläche liegenden Punkten schneidet, mit der Fläche

irgend einen Punkt ap gemein, so muss sie mit derselben noch ei-

nen Punkt aj pi gemein haben und in diesen Punkten zwei Gerade

a, ai der einen Eegelschaar und zwei Gerade p, pi der andern

Regelschaar schneiden, so dass sowohl die Geraden a, a^ als auch

die Geraden p, pi durch die Geraden f, g harmonisch getrennt sind.

77. Will man die Elemente einer gegebenen Regelschaar in-

volutorisch paaren, so darf man nur (nach 72 und 74) irgend eine

der Regelfläche sich nicht anschmiegende Ebene ü und in dieser

Ebene, aber ausserhalb der Regelfläche, einen Punkt S annehmen

und alsdann zwei Gerade a, a^ der Regelschaar einander zugeord-

net nennen, wenn die Punkte Ua, üa-j, in welchen siedle ange-

nommene Ebene schneiden, mit dem angenommenen Punkte S in

einer und derselben Geraden s liegen und also die Ebenen Sa,

S a^ die Ebene U in einer und derselben Geraden s schneiden. Je

zwei einander zugeordnete Gerade dieser involutorischen Regel-

schaar sind (76) durch die Gerade f, welche den Punkt S mit dem

Pole der Ebene U verbindet, und durch die Gerade g, in welcher

die Ebene C von der Polare des Punktes S geschnitten wird,

harmonisch getrennt.

Der Punkt S ist das Invo- 1 Die Ebene U ist die Involu-

lutionscentrum.dieGerade gaber
|

tionsebene, die Gerade faber die

die Involutionsaxe der involuto- Involutionsaxe des involutori-

rischen Curve, in welcher die sehen Ebenenbüschels, welcher

involutorische Regelschaar von die involutorische Regelschaar

der Ebene ü geschnitten wird, aus dem Punkte S projicirt.

78. Wenn zwei nicht in einerlei Ebene liegende Gerade f, g
in Hinsicht auf eine Regelfläche einander zugeordnet sind, und man

nennt je zwei in der Fläche liegende Gerade, welche durch die Ge-

raden f, g harmonisch getrennt sind, einander zugeordnet, so sind

sowohl die Geraden der einen als auch die Geraden der andern Re-
Staadt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 4
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gelschaar involutorisch

Regeischaaren werden

von jeder der Regelfläche sich

nicht anschmiegenden Ebene,

welche durch eine der Geraden

f, g geht, in einer und dersel-

ben involutorischen Curve ge-

schnitten, deren Involutionsaxe

jene Gerade ist und deren In-

volutionscentrum in der andern

liegt.

gepaart. Die beiden involutorischen

aus jedem Punkte, welcher in

einer der Geraden f, g aber aus-

serhalb der Regelfläche liegt,

durch einen und denselben

involutorischen Ebenenbtischel

projicirt, dessen Involutionsaxe

jene Gerade ist, und dessen In-

volutionsebene durch die andere

geht.

Wenn die Geraden f, g die Regelfläche schneiden, so sind sie

zwei Kanten eines Tetraeders, dessen vier übrige Kanten (26) die

Ordnungselemente der involutorischen Regeischaaren sind. Wird

aber die Regelfläche von den Geraden f, g nicht geschnitten, so

haben die involutorischen Regeischaaren keine Ordnungselemente.

79. Eine Gerade soll eine Involutionsaxe von einer involutori-

schen Regelschaar heissen, wenn sie von ihrer Polare (der ihr in

Hinsicht auf die Regelfläche zugeordneten Geraden) durch je

zwei einander zugeordnete Gerade der Regelschaar harmonisch

getrennt ist. Eine involutorische Regelschaar wird

von jeder der Regelfläche sich

nicht anschmiegenden Ebene in

einer involutorischen Curve ge-

schnitten, deren Involutionsaxe

(77) zugleich eine Involutions-

axe der involutorischen Regel-

schaar ist, daher in jeder der

Regelfläche sich nicht anschmie-

genden Ebene eine, aber auch

(78) nur eine, Involutionsaxe

der involutorischen Regelschaar

liegt.

aus jedem ausserhalb der Regel-

fläche liegenden Punkte durch

einen involutorischen Ebenenbü-

schel projicirt, dessen Involu-

tionsaxe zugleich eine Involu-

tionsaxe der involutorischen

Regelschaar ist, daher durch

jeden ausserhalb der Regel-

fläche liegenden Punkt eine

aber auch nur eine Involutions-

axe der involutorischen Regel-

schaar geht.

Enthält eine involutorische Regelschaar zweiOrdnungselemente,

so werden diese vonjederinvolutionsaxe derselben geschnitten. Und

wenn eine ausserhalb der Regelfläche liegende Gerade die beiden

Ordnungselemente der involutorischenRegelschaar schneidet, so ist
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sie eine Involntionsaxe derselben. Hat eine involutorische Eegel-

schaar keine Ordnungelemente, so liegen je zwei zusammengehörige

Involutionsaxen derselben, welche nämlich in Hinsicht auf die Re-

gelfläche einander zugeordnet sind, auf entgegengesetzten Seiten

dieser Fläche.

80. Wenn aai.bbj... eine involutorische Regelschaar ist

und zwei ausserhalb der Regelfläche liegende Gerade f, g sowohl

durch das Elementenpaar aa^ als auch durch das Elementenpaar

b bj harmonisch getrennt sind, so sind jene Geraden zwei zusam-

mengehörige Involutionsaxen der involutorischen Regelschaar und

daher auch durch jedes dritte Element^npaar derselben harmonisch

getrennt.

Es sei U irgend eine durch die Gerade f gehende der Regel-

fläche sich nicht anschmiegende Ebene, so schneidet diese die invo-

lutorische Regelschaar in einer involutorischenCurve ü (aai.bbj . . .),

deren Involntionsaxe die Gerade f ist, welche vom Punkte Ug so-

wohl durch die Punkte Ua, Uai als auch durch die Punkte üb,

übj harmonisch getrennt ist. Da hiemach (79) die Gerade f auch

die eine von zwei zusammengehörigen Involutionsaxen der involuto-

rischen Regelschaar ist, so ist die andere die Gerade g, welche von

der erstem durch die Geraden a, ai harmonisch getrennt ist.

81. Sind eine involutorische

Regelschaar und ein involutori-

sches gerades Gebilde, dessen

Träger eine Involntionsaxe des

erstem Gebildes ist, zu einem

und demselben involutorischen

Ebenenbüschel I. Ordnung per-

spektivisch, so sind (75) je zwei

einander zugeordnete Punkte des

geraden Gebildes in Hinsicht auf

die Regelfläche einander conju-

girt. Und wenn je zwei einan-

der zugeordnete Punkte eines in-

volutorischen geraden Gebildes,

dessen Träger ein Involntions-

axe einer involutorischen Regel-

Sind eine involutorische Re-

gelschaar und ein involutorischer

Ebenenbüschel I. Ordnung, des-

sen Axe eine Involntionsaxe des

erstem Gebildes ist, zu einem

und demselben involutorischen

geraden Gebilde perspektivisch,

so sind je zwei einander zuge-

ordnete Ebenen des Ebenenbü-

schels in Hinsicht auf die Re-

gelfläche einander conjugirt. Und

wenn je zwei einander zugeord-

nete Ebenen eines involutori-

schenEbenenbüschels I.Ordnung,

dessen Axe eine Involntionsaxe

einer involutorischen Regel-

4*
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schaar ist, in Hinsicht auf die

Regelfläche einander cotijugirt

sind, so werden die beiden invo-

lutorischen Gebilde aus jedem

Leitstrahle derRegelschaar, wel-

cher das gerade Gebilde nicht

schneidet, durch einen und den-

selben involutorischen Ebenen-

büschel projicirt.

schaar ist, inHinsicht auf die Re-

gelfläche einander conjugirt sind,

so werden die beiden involuto-

rischen Gebilde von jedem Leit-

strahle derRegelschaar, welcher

dieAxe des Ebenenbüschels nicht

schneidet, in einem und demsel-

ben involutorischen geraden

Gebilde geschnitten.

82. Durch zwei in einander liegende involutorische Elementar-

gebilde AAi.BB^..., EEi-PF^..., von welchen wenigstens das

eine keine Ordnungselemente hat, sind zwei Elemente bestimmt,

welche nämlich sowohl in dem einen als auch in dem andern

der gegebenen Gebilde einander zugeordnet sind.

Es seien die gegebenen Gebilde zwei in einer und derselben

Curve IL Ordnung liegende involutorische Punktgebilde, so schnei-

det die Gerade, welche das Involutionscentrum des einen Gebildes

mit dem Involutionscentrum des andern verbindet, die Curve in den

beiden Punkten, welche sowohl in dem einen als auch in dem an-

dern Gebilde einander zugeordnet sind. Jeder andere Fall kann

(72) auf den betrachteten zurückgeführt werden.

83. Ein Wurf a b c d soll ein ordentlicher Wurf heissen, wenn

das erste und dritte seiner Elemente durch das zweite und vierte

getrennt sind. In jedem involutorischen Elementargebilde AA^.-

BB^..., welches keine Ordnungselemente hat, giebt es zu je zwei

einander zugeordneten Elementen P, P^ zwei einander zugeordnete

Elemente Q,Qi, sodass der Wurf PQP-^Q^ zu einem gegebenen

ordentlichen Wurfe a b c d projektivisch ist und überdiess der Sinn

PQPi mit dem Sinne ABAj^ übereinstimmt. Eben so giebt es

zwei einander zugeordnete Elemente R,Ri, so dass der WurfPRPjR^

zu dem Wurfe abcd projektivisch^ der Sinn PRP^ aber dem Sinne

ABAi entgegengesetzt ist.

Es sei das gegebene Gebilde A A^ . B B^ . . . ein einvolutorische

Curve IL Ordnung undS das Involutionscentrum derselben, so giebt

es in der Geraden PP^ einen Punkt Sj, so dass PSPjSi A
abcd ist. Die Polare des Punktes S^ schneidet die Curve in zwei

Punkten Qi,Ri, so dass der Sinn P^Q^Pmit dem Sinne ABAj
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übereinstimmt, der Sinn PiRiP aber demselben entgegengesetzt

ist. Sind also Q, R die Punkte, welche in dem involutorischen

Gebilde AAi . BBj . . . den Punkten Qj, Bj zageordnet sind, so

stimmt auch der Sinn PQP^ mit dem Sinne ABAj überein, wäh-

rend der Sinn PRPi demselben entgegengesetzt ist. Die Würfe

PQPi Qi, PRPiKi aber sind beide zu dem Wurfe PSPiSj und

also auch zu dem gegebenen Wurfe projektivisch, weil PQP^Qi a

Qi (PSPiSi) und PRPiRi ä R^ (PSPiS^) ist. Ist ab cd ein

harmonischer Wui-f, so fällt Q mit R^ und R mit Qj zusammen.

84. Zwei involutorische Regelschaaren aa^ . bbi..., ppi.

q qi . .
.

, von welchen jede die Leitschaar der andern ist und ent-

weder jede oder keine zwei Ordnungselemente enthält, haben

zwei zusammengehörige InvolutioDsaien mit einander gemein.

Enthält nämlich jede von den beiden Regelschaaren zwei sich

selbst zugeordnete Gerade, so sind diese vier Geraden vier Kanten

eines Tetraeders, dessen zwei übrige Kanten (79) die im Satze

erwähnten Involutionsaxen sind.

Enthält keine von den beiden involntorischen Regelschaaren

zwei Ordnungselemente , so kann man ( 83j annehmen, dass die

Würfe aba^bi, pqpiqi zu einander projektivisch sind. Da nun

(14) die durch die drei Punkte a p, bq, a^pj gehende Ebene U
auch durch den Punkt b^ q^ geht, so schneidet dieselbe die beiden

involutorischen Regelschaaren in einer und derselben involuto-

rischen Curve U (aaj .bbj.. .), deren Involutionsaxe f eine ge-

meinschaftliche Involutionsaxe der beiden erstem Gebilde ist. Eine

andere gemeinschaftliche Involutionsaxe derselben ist die Gerade g,

welche der Geraden f in Hinsicht auf die Regelfläche zugeordnet

ist, folglich dui'ch den Schnittpunkt der beiden Geraden geht, von

welchen die eine u den Punkt ap mit dem Punkte ajpi und die

andere v den Punkt b q mit dem Punkte bj qj verbindet. Und

wenn h eine gemeinschaftliche Involutionsaxe der beiden involuto-

rischen Regelschaaren ist, so geht die durch die Gerade h und den

Punkt ap bestimmte Ebene, da sie beide Gebilde in einer und der-

selben involutorischen Curve schneidet, deren Involutionsaxe näm-

lich die Gerade h ist, auch durch den Punkt a^p^. Da hiernach die

Gerade h die Gerade u und eben so die Gerade v schneidet, so

muss sie entweder in der Ebene U liegen oder durch den Punkt
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u V gehen, also (79) entweder mit der Geraden f oder mit der

Geraden g zusammenfallen.

85. Wenn P, Q, A, B, A^, B^ sechs Elemente eines und

desselben Elementargebildes sind, und der Wurf P Q A B zu dem

Wurfe PQAiBi mithin auch (24) zu dem Wurfe QPB^Ai pro-

jektivisch ist, so ist (70) PQ . ABji . AiB eine Involution und daher

auch PQAAi a QPBiB a PQBBi. Sind die Elemente P, Q

durch die Elemente A, B und also auch durch die Elemente A^

,

Bi harmonisch getrennt, so ist auch P Q . A A^ . B B^ eine Invo-

lution und daher auch PQAB^ a QPAiB^ A PQBAi.

Haben zwei zu einander projektivische Elementargebilde, wel-

che in einander liegen, das Element P aber kein anderes Element

entsprechend gemein, während denElementenA,B des einen die Ele-

mente Aj, Bj des andern entsprechen, was durch P AB aP Ai B^

bezeichnet werden soll, so ist P P . A B^ . Ai B eine Involution und

auch PAAi A PBBi. Gäbe es nämlich ein von P verschiedenes

Element Q, so dass P Q A Aj a P QB B^ und also P Q . A Bj . A^ B

eine Involution wäre, so hätten die zu einander projektivischen Ge-

bilde PAB ... , PAiBj ... noch ein Element Q entsprechend ge-

mein, was gegen die Annahme ist. — Will man also zwei in ein-

ander liegende Elementargebilde projektivisch so auf einander

beziehen, dass sie das Element P, aber kein anderes Element

entsprechend gemein haben, so kann man nur noch zu einem

Elemente A des einen Gebildes das ihm entsprechende Element

Aj des andern nach Belieben annehmen.

86. Wenn P, Q, A, A^, A2 fünf Elemente eines und desselben

Elementargebildes sind, und der Wurf PQAAi zu dem Wurfe

PQA1A2, mithin auch zu dem Wurfe QPA2Ai projektivisch

ist, so ist P Q . A A2 • Ai A^ eine Involution. Und wenn P Q . AAo

.

Ai Ai eine Involution ist, so ist PQAA^ A Q P A2 A^ A PQAi A2.

Indirekt folgt hieraus:

Haben zwei zu einander projektivische Elementargebilde, wel-

che in einander liegen, das Element P und zwar nur dieses Element

entsprechend gemein, während den Elementen A, A^ des einen Ge-

bildes die Elemente Ai, A2 des andern entsprechen, so ist P P

.

AA2.A1A1 eine Involution und also PAA1A2 ein harmonischer
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Wurf. Und wenn die Elemente P, Ai durch die Elemente A,

A2 harmonisch getrennt sind, so ist PAA^ Ä PAiA?.

87. Aus 85 ergeben sich noch nachstehende Sätze, in wel-

chen ebenfalls nur Elemente eines und desselben Elementargebildes

betrachtet werden:

Wenn PQABC Ä PQA, B, Cj A PQAaBsCiJst. so ist

auch PQAA1A2 A PQBB1B2 A PQCC^Ca. — IstPABC a
PAi BiCi A FA2B2C2, 80 ist auch FaAiAi a¥BBiB2 a
PCC1C2.

§.5.

Involutorische Regelschaaren in Potarsystemen.

88. Wenn zwei Systeme projektivisch so auf einander bezogen

sind, dass je zwei homologe Elemente einander abwechselnd ent-

sprechen, so heissen die Systeme involutorisch liegend und je zwei

homologe Elemente derselben einander zugeordnet. Spricht man

von den beiden Systemen nur wie von einem Systeme, so heisst

dieses, wenn je zwei einander zugeordnete Elemente gleichartig

sind, ein involutorisches System, ausserdem aber ein Polarsystem.

In beiden Fällen ist jedem Elementargebilde ABC. .. ein zu ihm

projektivisches Elementargebilde AjBiC^... zugeordnet. Liegen

nun diese Gebilde in einander, ohne dass jedoch jedes Element des

einen mit dem ihm zugeordneten Elemente des andern zusammen-

fällt, so ist A Aj . B Bj . C Ci . . . ein involutorisches Elementarge-

bilde, welches, da je zwei einander zugeordnete Elemente desselben

auch in dem Systeme einander zugeordnet sind, in diesem ent-

halten heissen soll. So sind in einem involutorischen ebenen

Systeme unendlich viele involutorische Punktgebilde und Strah-

lenbüschel erster und zweiter Ordnung enthalten.

89. Durch zwei involutorische Regelschaaren aa^ . bbi . cci ...

ppi .qqi . rri . .., von welchen jede die Leitschaar der andern ist,

ist ein gewöhnliches Polarsystem bestimmt, in welchem die bei-

den involutorischen Regelschaaren enthalten sind.

Bezieht man nämlich (8) zwei räumliche Systeme reciprok so

auf einander; dass den Geraden a, b, ai, p, q, pi des einen Systems

die Geraden ai, bi, a, pi, qi, p des andern entsprechen, so hat
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man ein Polarsystem, in welchem je zwei einander zugeordnete Ge-

rade sowohl der einen als auch der andern involutorischen Regel-

schaar ebenfalls einander zugeordnet sind. Dem Punkte ap ist die

Ebene aj p, , dem Schnittpunkte der drei Ebenen ap, bq, er die

durch die drei Punkte aj pj; b^ qj, Cj r^ gehende Ebene zugeordnet.

Je zwei einander zugeordnete Punkte des involutorischen ge-

raden Gebildes p (a a^ . b b^ . c Cj . . .), so wie auch je zwei einander

zugeordnete Ebenen des involutorischen Ebenenbüschels p ( a aj

.

bbi-cci...) sind in dem Polarsysteme einander conjugirt.

Wenn die eine von den beiden Regeischaaren oder jede der-

selben zwei sich selbst zugeordnete Elemente enthält, so hat das

Polarsystem eine Ordnungsfläche, welche mit der gegebenen Regel-

fläche im erstem Falle zwei, im letztern aber vier Gerade gemein

hat, folglich selbst eine Regelfläche ist. Wenn aber keine von den

beiden involutorischen Regeischaaren zwei Ordnungselemente und

also keine der vier Geraden a, ai; p, pi zwei sich selbst conjugirte

Punkte enthält, so liegt jeder Punkt des Polarsystems ausser-

halb seiner Polare. — Hat ein Polarsystem eine Ordnungsfläche,

die weder mit der einen noch mit der andern von zwei einander

zugeordneten Geraden a, a^ einen Punkt gemein hat, so ist die

Fläche eine Regelfläche, welche, da die Geraden a, a^ auf entge-

gengesetzten Seiten derselben liegen, von jeder Geraden, welche

die beiden Geraden a, a^ schneidet, geschnitten wird.

90. In jedem gewöhnlichen räumlichen Polarsysteme, dessen

Ordnuugsfläche entweder eine Regelfläche ist oder in welchem

kein Punkt sich selbst conjugirt ist, sind unendlich viele invo-

lutorische Regeischaaren enthalten.

Wenn nämlich in einem Polarsysteme die Gerade p der Gera-

den pi zugeordnet aber weder ein Punkt der Geraden p noch

ein Punkt der Geraden p^ sich selbst conjugirt ist, so kann man

(83) in der Geraden p einen harmonischen Wurf AB Aj Bj und

in der Geraden pi einen harmonischen Wurf EFE^Fi annehmen,

so dass in dem Polarsysteme den Punkten A, B, E, F die Punkte

Ai, Bi, El, Fl conjugirt sind. Da nun die Geraden a, b, aj, b^,

welche die Punkte A^ B, A^, B^ beziehlich mit den Punkten E,

F, El, Fl verbinden, einer und derselben Regelschaar angehören,

dem Punkte A aber die Ebene piAj, dem Punkte E die Ebene
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pEj, mithin der Geraden a die Gerade aj und eben so der Gera-

den b die Gerade bj zugeordnet ist, so ist a a^ . b bi . . . eine in dem

Polarsjsteme enthaltene involutorische Regelsehaar. — Ist in einem

Polarsjsteme die Gerade a der Geraden a^, die Geradem aber sich

selbst zugeordnet, so ist, wenn nämlich keine zwei von den drei

Geraden m, a, aj sich schneiden, auch mm.aaj... eine in dem

Systeme erthaltene involntorische Regelschaar.

Jede in einem gewöhnlichen Polarsysteme enthaltene involnto-

rische Eegelschaar aaj . b b^ . . . ist von einer andern in demselben

Systeme enthaltenen involntorischen Regelschaar die Leitschaar.

Denn jeder sich nicht selbst zugeordnete Leitstrahl p der erstem

Regelschaar ist einem andern Leitstrahle pi derselben zu-

geordnet.

91. Durch eine Regelfläche F und vier in ihr liegende Ge-

rade m, n, s, t, von welchen zwei m, n dereinen, die beiden übri-

gen aber der andern Regelschaar angehören, ist eine andere Regel-

fläche Fl bestimmt, welche mit der erstem die vier gegebenen Ge-

raden gemein hat, so dass überdies je zwei Gerade, welche in ir-

gend einer von den beiden Regelflächen liegen und durch zwei von

jenen vier Geraden harmonisch getrennt sind, in Hinsicht auf die

andere Fläche einander zugeordnet sind.

Es seien in der Fläche F die Geraden m, n durch die Geraden

a, a^ und die Geraden s, t durch die Geraden p, pi harmonisch

getrennt, so ist Fj die Ordnungsfläche desjenigen Polarsystems, in

welchem (89) die beiden involutorischenRegelschaaren m m . a ai . .
.,

ss.ppi... enthalten sind. Die Geraden s, t, a,, aj sind zwei

Paar Gegenkanten eines Tetraeders, dessen beide übrigen Kanten

ebenfalls durch die Geraden m, n harmonisch getrennt sind, aber

in der Fläche Fj liegen und in Hinsicht auf die Fläche F einander

zugeordnet sind.

Jede Ebene ü, welche keiner von den beiden Flächen F, Fj

sich anschmiegt, schneidet dieselben in zwei Curven II. Ordnung,

so dass je zwei Punkte, welche in irgend einer dieser Curven liegen

und in ihr durch die Punkte Um, Un oder durch diePunkteUs,

U t harmonisch getrennt sind, in Hinsicht auf die andere einander

conjugirt sind.

92. Durch eine involntorischeRegelschaar aa^ . b bi . . . ist ein
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Niülsystem aaj .bbi... bestimmt, in welchem nämlich die gegebene

involutorische Regelschaar enthalten ist.

Es seien p, q, r irgend drei Leitstrahlen der gegebenen

Regelschaar. Bezieht man nun zwei räumliehe Systeme reci-

prok so auf einander, dass den Geraden p, q, r, a, aj, b des

einen Systems die Geraden p, q, r, a^, a, bj des andern ent-

sprechen, so hat man das im Satze erwähnte Nullsystem. Der

Punkt ap ist der Ebene a^ p, der Punkt ai q der Ebene aq

und demnach die Gerade, welche den Punkt a p mit dem

Punkte ai q verbindet, weil sie zugleich die Schnittlinie der

Ebenen a^ p, a q ist , sich selbst zugeordnet. Da eben so jede

andere Gerade, welche zwei einander zugeordnete Gerade der

involutorischen Regelschaar a aj.bbi... schneidet, sich selbst

zugeordnet ist, so folgt:

Jeder' Ebene, welche der Re-

gelfläche sich nicht anschmiegt,

also die involutorische Regel-

schaar in einem involutorischen

Punktgebildell.Ordnung schnei-

det, ist das Involutionscentrum

dieses Gebildes zugeordnet.

Jedem ausserhalb der Regel-

fläche liegenden Punkte, aus wel-

chen also die involutorische Re-

gelschaar durch einen involuto-

rischen Ebenenbüschel II. Ord-

nung projicirt wird , ist die In-

volutionsebene dieses Büschels

zugeordnet.

Ist in einem Nullsysteme der Geraden g eine andere Gerade

gl zugeordnet, so ist das gerade Gebilde g ein Schnitt des ihm

zugeordneten Ebenenbüschels gi, daher die Geraden g, g^ nicht in

einerlei Ebene liegen. Jede Gerade h, welche die beiden Geraden

g, gl schneidet, ist sich selbst zugeordnet, weil dem Punkte g h

die Ebene gi h und dem Punkte gi h die Ebene gh zugeordnet

ist. Und wenn eine sich selbst zugeordnete Gerade f die eine g

von zwei einander zugeordneten Geraden g, gi schneidet, so muss

sie auch die andere schneiden, indem die dem Punkte fg zugeord-

nete Ebene sowohl durch die Gerade f als auch durch die Gerade

gl gehen muss.

93. Ist in einem Nullsysteme dem Punkte S die Ebene U
zugeordnet, so ist jeder Geraden, welche diese Ebene im Punkte S

schneidet, eine Gerade zugeordnet, welche in der Ebene ü liegt

aber nicht durch den Punkt S geht^ während jede Gerade, welche



59

in der Ebene ü liegt und zugleich durch den Punkt S geht, sich

selbst zugeordnet ist.

Durch eine Regelscbaar pqr, einen ausserhalb der Regelfläche

liegenden Punkt S und eine Ebene ü, welche durch diesen Punkt

geht aber der Regelfläche sich nicht anschmiegt, ist ein Nullsystem

bestimmt, in welchem jede Gerade der gegebenen Regelschaar sich

selbst und der gegebene Punkt der gegebenen Ebene zugeordnet

ist. — Sind a, ai, b, bj vier Leitstrahlen der Regelschaar pqr,

so dass die beiden Geraden, von welchen die eine den Punkt Ua
mit dem Punkte U ai und die andere den Punkt ü b mit dem

Punkte übj verbindet, im Punkte S sich schneiden, so ist aa^.

bbj... das erwähnte Nullsjstem. Dem Punkte üa ist die Ebene

Saj zugeordnet, welche die Regelfläche in der Geraden a^ und in

einer durch den Punkt üa gehenden Geraden der Regelschaar pqr

schneidet.

94. Jede Gerade, welche in einem Nullsysteme sich selbst

zugeordnet ist, soll ein Leitstrahl des Systems heissen, so dass

hiernach jede Gerade, welche irgend zwei einander zugeordnete Ge-

rade schneidet, ein Leitstrahl des Systems ist und jeder Leitstrahl

des Systems, welcher die eine von zwei einander zugeordneten Ge-

raden schneidet, auch die andere schneidet.

Wenn also in einem Nullsysteme der Geraden a die Gerade

ai und der Geraden b die Gerade b^ zugeordnet ist, so schneidet

jede Gerade, welche drei von den vier Geraden a, aj, b, bj schnei-

det, auch die vierte, daher entweder a a^ . b bi ... eine in dem Sy-

steme enthaltene involutorische Regelschaar ist oder die Gerade b

die eine a und die Gerade b^ die andere a^ von d^n Geraden a, &i

scheidet. Ln letztern Falle ist dem Punkte a b die Ebene a^ b^

und der Ebene a b der Punkt a^ b^ zugeordnet.

95. In jedem Nullsysteme sind unendlich viele involutorische

Regeischaaren enthalten. Durch je drei Leitstrahlen p, q, r des

Systems, von welchen keine zwei sich schneiden, ist eine Regel-

schaar p qr bestimmt, deren Gerade sämmtlich Leitstrahlen des Sy-

stems sind, und welche daher von einer im Systeme enthaltenen

involutorischen Regelschaar die Leitschaar ist.

Ist in einem Nullsysteme der Geraden a die Gerade a^ zuge-

ordnet und ü eine Ebene, welche die beiden Geraden a, aj schnei-
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det, so liegen die Schnittpunkte mit dem Nullpunkte S der Ebene

in einer und derselben Geraden p. Jeder Geraden b, welche in

der Ebene U liegt und die Gerade p in einem vierten Punkte

schneidet, ist eine durch den Punkt S gehende Gerade b^ zuge-

ordnet, so dass aai.bb^... eine in dem Nullsysteme enthaltene

involutorische Regelsehaar ist, welche keine Ordnungselemente oder

zwei Ordnungselemente hat
,
je nachdem die Punkte S, pb durch

die Punkte TJa, Uai getrennt oder nicht getrennt sind. Im er-

stem Falle ist der Nullpunkt einer jeden der Regelfläche aba^

sich nicht anschmiegenden Ebene von der Curve eingeschlossen, in

welcher die Ebene die Regelfläche schneidet, daher diese Fläche

von jedem nicht in ihr liegenden Leitstrahle des Systems in zwei

Punkten geschnitten wird. Im letztern Falle liegen in jeder der

Regelfläche aba^ sich nicht anschmiegenden Ebene zwei Leitstrahlen

r,s des Nullsystems, welche die Regelfläche berühren, so dass ein

dritter in derselben Ebene liegende Leitstrahl des Systems die

Regelfläche in zwei Punkten schneidet oder mit ihr gar keinen

Punkt gemein hat, je nachdem er dem einen oder dem andern von

den beiden Winkeln angehört, welche die Geraden r, s mit ein-

ander bilden.

96. Durch drei in einer und derselben Geraden m liegende

Punkte A, B, C, dann drei in dieser Geraden sich schneidende

Ebenen Ai,Bi, Ci und eine Gerade n, welche mit der erstem

Geraden keinen Punkt gemein hat , ist ein Nullsystem bestimmt,

in welchem nämlich jede der Geraden m,n sich selbst zugeordnet

ist und überdiess den Punkten A, B, C die Ebenen A^, Bj, Ci

zugeordnet sind.

Es seien b, q, r die Geraden, welche die Punkte A, B, C be-

ziehlich mit den Punkten n A| n B, nCi verbinden. Sind nun a, a^

zwei Leitstrahlen der Regelschaar p qr, welche durch die Gerade n

m, n harmonisch getrennt sind, so ist m m.nn.aai... das im

Satze erwähnte Nullsystem. Denn in dem Nullsysteme, in welchem

die involutorische Regelschaar m m.n n.a a^ enthalten und also

jede der Geraden m, n
, p, q , r sich selbst zugeordnet ist, sind

den Punkten mp,mq,mr die Ebenen mp,mq, mr zugeordnet.

Da übrigens jedem Punkte der Geraden meine durch diese Gerade

gehende Ebene zugeordnet ist, welche also mit der Geraden n nur
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einen Pnnkt gemein hat, mithin durch jeden Punkt der Geraden

m nur der Leitstrahl des Systems geht, welcher auch die Ge-

rade n schneidet, so folgt noch :

Alle Leitstrahlen eines Nullsystems, welche zwei gegebene

nicht in einerlei Ebene liegende Leitstrahlen m, n schneiden,

gehören einer und derselben Regelschaai" an.

97. Durch eine involutorische Regelschaar a a^ . b bj . . . und

eine ausserhalb der Regelfläche liegende Gerade u ist eine Ge-

rade U| bestimmt, welche nämlich in dem Nullsysteme a a^ . bbj .

.

der Geraden a zugeordnet ist.

Die involutorische Regelschaar aai-bb^... wird von jeder

durch die Gerade u gehenden der Regelfläche sich nicht anschmie-

genden Ebene in einer involutorischen Curve geschnitten, deren

Involutionscentrum (92) in der Geraden u^ liegt, und aus jedem

ausserhalb der Regelfläche liegenden Punkte der Geraden u durch

einen involutorischen Ebenenbüschel projicirt, dessen Involutions-

ebene durch die Gerade u geht. Ist die Gerade u in dem Null-

systeme aa^-bbi... sich selbst zugeordnet, so fällt u^ mit u

zusammen.

98. Wenn a, aj, b^ bi vier Gerade einer und derselben Re-

gelschaar sind, die Gerade u aber dieser Regelschaar nicht an-

gehört und auch keine der vier erstem Geraden schneidet, so

berühren sich die Regelfläcjien a a^ u, b b^ u entweder in der

Geraden u oder es haben die Regeischaaren a aj u, b bj u noch

eine Gerade uj mit einander gemein.

Ist nämlich in dem Nullsysteme aa^-bbi ... der Geraden u

eine andere Gerade Uj zugeordnet, so ist diese (94) eine Gerade

der Regelschaar aaj u und zugleich eine Gerade der Regelschaar

bbj u. "Wenn aber in dem erwähnten Nullsysteme die Gerade n

sich selbst zugeordnet ist, so schneiden je zwei Gerade, welche

mit der Geraden u in einerlei Ebene liegen und von welchen die

eine ein Leitstrahl der Regelschaar aa^u, die andere ein Leit-

strahl der Regelschaar b bj u ist, die Gerade u in einem und dem-

selben Punkte, nämlich in dem Nullpunkte der Ebene.

99. Wenn zwei Regeischaaren zwei Gerade a, a^ mit ein-

ander gemein haben und eine Gerade p, welche weder durch einen

beiden Regelflächen gemeinschaftlichen Punkt geht noch in einer
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beiden Regelflächen sich anschmiegenden Ebene liegt, zwei Gerade

b, hl der einen Regelschaar und zwei Gerade c, c^ der andern

Regelschaar schneidet, so gehören diese vier Geraden einer und

derselben dritten Regelschaar an.

Es sei g der durch den Punkt p c gehende Leitstrahl der Re-

gelschaar aaj c. Da nun in deni Nullsysteme aai.bbi... jede

der Geraden p^ g sich selbst zugeordnet ist, die Gerade c aber

ausserhalb der Ebene pg liegt, so ist der Geraden c eine andere

Gerade cj zugeordnet, welche die Gerade p in einem vom Punkte

pc verschiedenen Punkte schneidet und (94) sowohl der Regel-

schaar aai c als auch der Regelschaar bb^c angehört.

100. Wenn zwei zu einander projektivische Regeischaaren

aai b..., a^ abj . .. zwei Gerade a, a^, welche einander abwech-

selnd entsprechen,aber keinenLeitstrahl mit einander gemein haben,

so giebt es ihnen zu je zwei homologen Geraden b, bj zwei homo-

loge Gerade c, Ci , so dass die vier Geraden b, bi, c, Ci einer

und derselben Regelschaar angehören und in dieser die Geraden

b; c durch die Geraden b^, c^ getrennt sind.

Es sei f irgend ein Leitstrahl der Regelschaar ai abj, so

gehen durch den Punkt b^ f zwei Tangenten der Curve, in welcher

die Regelfläche aa^ b von der Ebene b^ f geschnitten wird. Da
nun die Berührungspunkte dieser Tangenten durch die Geraden bi,f

getrennt sind, so sind auch der Berührungspunkt C der einen Tan-

gente und der Punkt B, in welchem die Ebene b^ f die Gerade

b schneidet, dui-ch die Geraden b^, f getrennt, daher die Gerade BC
zwei Gerade b, c der Regelschaar a a^ b und zwei Gerade b^, Ci

der Regelschaar a^ a b| schneidet und in der Regelfläche, in wel-

cher (94) die vier Geraden b, c, b^, c^ liegen, die beiden erstem

durch die beiden letztern getrennt sind. Da endlich der Punkt

b] f, die Gerade c und der durch den Punkt C gehende Leitstrahl

p der Regelschaar a a^ b in einerlei Ebene liegen, folglich der Wurf

p (aai bc) zu dem Wurf f (aaj c^ b^) perspektivisch ist, so

ist auch aai bc Ä aa^ Cj b^ A a^ abi ci.
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§ 6.

Involutorische Systeme.

101. Ein involntorisches räumliches System soll, wenn es

einen Ordnungspunkt und eine Ordnungsebene hat, perspektivisch-

involutorisch, im entgegengesetzten Falle aber geschaart- involuto-

risch heissen. In einem perspektivisch -involutorischen Systeme

sind je zwei einander zugeordnete Elemente durch den Ordnungs-

punkt und die Ordnungsebene harmonisch getrennt, daher jede sich

selbst zugeordnete Gerade entweder der Träger eines im Systeme

enthaltenen involutorischen geraden Gebildes oder die Axe eines

im Systeme enthaltenen involutorischen Ebenenbüschels ist, je nach-

dem nämlich die Gerade durch den Ordnungspunkt geht oder in

der Ordnungsebene liegt. Und wenn irgend eine in einem invo-

lutorischen räumlichen Systeme sich selbst zugeordnete Gerade u

entweder der Träger eines im Systeme enthaltenen involutorischen

geraden Gebildes oder die Axe eines im Systeme enthaltenen invo-

lutorischen Ebenenbüschels aber nicht beides zugleich ist, so ist

das System perspektivisch -involutorisch. Im erstem Falle sind

nämlich (G. 126) je zwei einander zugeordnete Strahlenbündel,

welche zwei einander zugeordnete Punkte der Geraden u zu Mittel-

punkten und also jede durch diese Gerade gehende Ebene entspre-

chend gemein haben, Scheine eines und desselben ebenen Systems,

während im letztern Falle je zwei einander zugeordnete ebene Sy-

steme, welche in der Geraden u sich schneiden, da sie alle Punkte

dieser Geraden entsprechend gemein haben, Schnitte eines und des-

selben Strahlenbündels sind.

Wenn also in einem geschaart -involutorischen Systeme eine

Gerade sich selbst zugeordnet ist, so ist entweder jeder in ihr lie-

gende Punkt und jede durch sie gehende Ebene sich selbst zuge-

ordnet, oder es ist die Gerade der Träger eines im Systeme ent-

haltenen involutorischen geraden Gebildes und zugleich die Axe

eines im Systeme enthaltenen involutorischen Ebenenbüschels. Im

erstem Falle soll die Gerade eine Ordnungslinie des involutorischen

Systems, im letztem aber ein Leitstrahl desselben heissen.

Ist von einer in einem involutorischen Systeme enthaltenen
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involutorischen Regelschaar die Rede, so versteht es sich von selbst,

dass das System ein geschaart-involutorisches ist, da in einem per-

spektivisch-involutorischen Systeme je zwei einander zugeordnete

Gerade sich schneiden, demnach keine involutorische Regelschaar

enthalten ist. Dass in einem geschaart-involutorischen Systeme

nicht je zwei einander zugeordnete Gerade sich schneiden, geht

daraus hervor, weil, wenn E, Ej zwei einander zugeordnete Ebenen

und P, Pi zwei einander zugeordnete Punkte ihrer Schnittlinie

sind, jeder Geraden, welche in der Ebene E liegt und durch den

Punkt P geht, eine Gerade zugeordnet ist, welche in der Ebene

El liegt und durch den Punkt Pj geht. Von welcher Art aber

auch ein involutorisches räumliches System sein möge^ so ist, wenn

zwei Gerade, deren jede entweder sich selbst oder der andern

zugeordnet ist, sich schneiden, sowohl ihr Schnittpunkt als auch

die Ebene, in welcher sie liegen, sich selbst zugeordnet, daher

durch jeden PunktP, welcher einem andern PunktePi zugeordnet ist,

nur eine sich selbst zugeordnete Gerade P Pi geht und in jeder

Ebene, welche einer andern Ebene zugeordnet ist, nur eine sich

selbst zugeordnete Gerade liegt.

102. Durch zwei involutorische Regeischaaren aaj.bbi.

cci..., ppi .qqi.rri .. ., von welchen jede die Leitschaar der

andern ist, ist ein involutorisches System bestimmt, in welchem die

beiden ivolutorischen Regeischaaren enthalten sind.

Bezieht man nämlich zwei räumliche Systeme collineär so auf

einander, dass den Geraden a, a^, b, p, pi, q des einen Systems

die Geraden aj, a, bi, pi, p, qi des andern entsprechen, so hat

man ein involutorisches System, in welchem je zwei einander zu-

geordnete Gerade sowohl der einen als auch der andern Regel-

schaar ebenfalls einander zugeordnet sind. Dem Punkte a p ist

daher der Punkt ai pi, der Ebene ap die Ebene a^ pi, dem Schnitt-

punkte der drei Ebenen a p, b q, er der Schnittpunkt der drei

Ebenen a^ pj, b^ qi, c^ r^ und der durch die drei Punkte ap, bq, er

gehenden Ebene die durch die drei Punkte a^ pi, bi qi, Ci r^

bestimmte Ebene zugeordnet. — Haben die involutorischen Regel-

schaaren (84) zwei Involutionsaxen f, g mit einander gemein, so

ist jede dieser Geraden eine Ordnungslinie des Systems, indem die

beiden involutorischen Regeischaaren.
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von jeder der Eegelfläche sich I aus jedem ausserhalb der Eegel-

nicbt anschmiegenden Ebene U, ' fläcbe liegenden Punkte, welcber

welcbe durch irgend eine von
\
der einen oder andern von den

den Geraden f, g geht, in einem

und demselben in dem involu-

torischen Systeme enthaltenen

involutorischen Punktgebilde IL

Ordnung geschnitten werden,

daher die Ebene U sich selbst

zucreordnet.

beiden Geraden f, g angehört,

durch einen und denselben in

dem involutorischen Systeme

enthaltenen involutorischenEbe-

nenbüschel 11. Ordnung projicirt

werden, daher der Punkt S

sich selbst zugeordnet ist.

Hat die eine aai . bbi .. . von den beiden involutorischen Re-

gelschaaren zwei Ordnungselemente m, n, die andere aber keine

Ordnungselemente,, so ist in dem involutorischen Systeme kein

Punkt und keine Ebene sich selbst zugeordnet. Denn jedem Punkte

m p des geraden Gebildes m ist ein anderer Punkt m p^ desselben,

folglich jeder Ebene, welche die Gerade m schneidet, eine andere

Ebene zugeordnet. Eben so ist jeder Ebene m p des Ebenenbüschels

m eine andereEbene m pi desselben und daher auch jedem ausserhalb

der Geraden m liegenden Punkte ein anderer Punkt zugeordnet.

103. Durch zwei involutorische Regeischaaren aai.bbj...,

p Pl . qq 1 . .
.

, von welchen jede die Leitschaar der andern ist, sind

ein involutoriscbes System und ein gewöhnliches Polarsystem be-

stimmt, so dass sowohl in dem einen als auch in dem andern die-

ser Systeme die beiden involutorischen Regeischaaren enthalten

sind. Wenn nun irgend einem Elemente P in dem ersten Systeme

das Element Pj, im zweiten das Element P2 und in dem Polar-

systeme, 'dessen Ordnungsfläche die Regelfläche ist, das Element P3

zugeordnet ist, so ist in dem ersten Systeme dem Elemente Po das

Element P3 , im zweiten dem Elemente Pj das Element P3 und

im dritten dem Elemente Pi das Element P2 zugeordnet. Fallen

zwei der Elemente P, Pi,P2,P3 in einander, so fallen auch die

beiden übrigen in einander. Wenn endlich das Element P in

zweien der drei Systeme sich selbst zugeordnet ist, so ist es auch

im dritten sich selbst zugeordnet.

In dem involutorischen Systeme ist dem Punkte ap der Punkt

ai pi und der Ebene aj pi die Ebene ap zugeordnet, während in

dem erstem Polarsysteme dem Punkte ap die Ebene a^pj und
stau dt, Beiträge zm Geometrie der Lage. 5
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dem Punkte a, pi die Ebene ap, im letztern aber dem Punkte ap

die Ebene ap und dem Punkte aj pi die Ebene ai pi zugeord-

net ist. Da nun jede der Regelfläche sich nicht anschmiegende

Ebene durch drei Punkte, welche sie mit der Regelfläche gemein

hat, bestimmt ist, jeder ausserhalb der Regelfläehe liegende Punkt

aber als Schnittpunkt von drei dieser Fläche sich anschmiegenden

Ebenen und jede Gerade als Träger von Punkten oder als Schnitt-

linie von Ebenen betrachtet werden kann, so folgt, dass der obige

Satz für jedes Element P gilt. Die Gerade, welche den Punkt

a p mit dem Punkte a^pi verbindet, ist in dem involutorischen Sy-

steme sich selbst, in den beiden Polarsystemen aber der Schnitt-

linie der Ebenen ap, aipi zugeordnet, welche in jenem Systeme

ebenfalls sich selbst zugeordnet ist.

104. Durch eine involutorische Regelschaar aa^.bbj.cc^...

ist ein involutorisches System aia.bbi.cci... bestimmt, in wel-

chem nämlich die involutorische Regelschaar enthalten und jeder

Leitstrahl derselben sich selbst zugeordnet ist.

Es seien p, q, r irgend drei Leitstrahlen der gegebenen Regel-

schaar. Bezieht man nun zwei räumliche Systeme collineär so auf

einander, dass den Geraden a, a^, b, p, q, r des einen Systems

die Geraden a^, a, b^, p, q, r des andern entsprechen, so hat

man das im Satze erwähnte involutorische System. Dem Punkte

ap ist der Punkt a^p, der Ebene ap die Ebene a^p, dem Schnitt-

punkte der drei Ebenen ap,bq, er der Schnittpunkt der drei Ebenen

a^p, bi q, Cj rund der durch die drei Punkte ap;bq, er be-

stimmten Ebene die durch die drei Punkte a^ p, bj q, c^ r geh-

ende Ebene zugeordnet.

Enthält die involutorische Regelschaar zwei sich selbst zuge-

ordnete Gerade m, n, so ist jede dieser Geraden eine Ordnungslinie

des Systems, indem, was auch p für ein Leitstrahl der Regelschaar

sein mag, jeder von den beiden Punkten m p, np und jede von den

beiden Ebenen mp, np sich selbst zugeordnet ist. Hat aber die

gegebene involutorische Regelschaar keine Ordnungselemente, so

ist in dem involutorischen Systeme kein Punkt und keine Ebene

sich selbst zugeordnet. Denn jedem Punkte der Geraden p ist ein

anderer Punkt derselben, demnach jeder Ebene, welche die Gerade i

p schneidet, eine andere Ebene zugeordnet. Eben so ist jeder
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Ebene des Ebenenbüschels p eine andere Ebene desselben und

also auch jedem ausserhalb der Geraden p liegenden Punkte ein

anderer Punkt zugeordnet.

105. Durch eine involutorische Regelschaar a a^ . b b^ . . . und

ein Element P; welches weder in dem involutorischen Systeme

a ai . b bi . . . noch in dem Nullsysteme aa^bbj . . . noch in dem durch

die Regelfläche bestimmten gewöhnlichen Polarsysteme sich selbst

zugeordnet ist, sind drei andere Elemente Pj, Po, P3 bestimmt,

80 dass in dem ersten der erwähnten Systeme dem Elemente P das

Element P^ und dem Elemente P2 das Element P3, im zweiten

dem Elemente P das Element P2 und dem Elemente Pi das Ele-

ment P3, im dritten endlich dem Elemente P das Element P3 und

dem Elemente Pj das Element Pg zugeordnet ist. Jedes Element,

welches in irgend einem aber auch nur in einem der drei Systeme

sich selbst zugeordnet ist, ist in den beiden übrigen Systemen einem

und demselben andern Elemente zugeordnet, welches in jenem Sy-

steme ebenfalls sich selbst zugeordnet ist. Ist ein Element in

zweien der drei Systeme sich selbst zugeordnet, so ist es auch

im dritten sich selbst zugeordnet.

Je zwei zusammengehörige Involutionsaxen der involutorischen

Regelschaar sind sowohl in dem Nullsysteme als auch in dem

gewöhnlichen Polarsysteme einander zugeordnet, daher nicht nur

jeder Leitstrahl der involutorischen Regelschaar sondern auch jede

Involutionsaxe derselben ein Leitstrahl des involutorischen Systems

und jeder Leitstrahl dieses Systems entweder ein Leitstrahl der

involutorischen Regelschaar oder eine Involutionsaxe derselben ist.

Je zwei in dem involutorischen Systeme einander zugeordnete

Ebenen sind in dem Polarsy-

steme einander COnjugirt, indem

der Pol einer jeden der Null-

punkt der andern ist, mithin in

der andern liegt. Und wenn

zwei Ebenen, deren Schnittlinie

ein ausserhalb der Regelfläche

liegender Leitstrahl des involu-

torischen Systems ist, in dem

Polarsysteme einander conjugirt

Punkte sind in demPolarsysteme

einander conjugirt, indem die

Polare eines jeden die Nullebene

des andern ist, also durch den

andern geht. Und wenn zwei

Punkte, welche einem und dem-

selben ausserhalb derRegelfläche

liegenden Leitstrahle des invo-

lutorischen Systems angehören,

in dem Polarsysteme einander
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sind, so sind sie in dem invo-

lutorischen Systeme einander

zugeordnet.

conjugirt sind, so sind sie in

dem involutorischen Systeme

einander zugeordnet.

106. Durch drei Gerade p, q, r, welche einer und derselben

Regelschaar angehören, und eine vierte Gerade s, welche entweder

die Eegelfläche in zwei Punkten schneidet oder mit derselben gar

keinen Punkt gemein hat, ist eine involutorische Regelschaar aa^

b bj^ . . ., von welcher die Regelschaar p qr die Leitschaar und die

Gerade s eine Involutionsaxe ist, und mithin auch (105) ein invo-

lutorisches System a a ^ . b bj .. . bestimmt, von welchem die vier

gegebenen Geraden Leitstrahlen sind.

Wenn die Gerade s die gegebene Regelfläche und also auch

zwei Gerade m,n der Regelschaar aa^b schneidet, so hat das in-

volutorische System zwei Ordnungslinien m,n. Giebt es aber keine

Gerade, welche die vier gegebenen Geraden schneidet, so ist in

dem involutorischen Systeme kein Punkt und keine Ebene sich

selbst zugeordnet.

107. Jedes geschaart-involutorische System enthält unendlich

viele involutorische Regeischaaren, deren Leitstrahlen sämmtlich

Leitstrahlen des Systems sind, so wie auch unendlich viele involu-

torische Regeischaaren, deren jede von einer andern in dem Sy-

steme enthaltenen involutorischen Regelschaar die Leitschaar ist.

Denn je zwei einander zugeordnete gerade Gebilde E F G H ...,

EiPiGiHi..., welche nicht in einerlei Ebene liegen, erzeugen

eine zu ihnen perspektivische Regelschaar, deren Gerade sämmtlich

Leitstrahlen des Systems sind, und welche daher von einer im

Systeme enthaltenen involutorischen Regelschaar die Leitschaar ist.

Da ferner der Wurf E F G H auch zu demWurfe FiEiHiGj projekti-

visch ist, folglich auch die Geraden e, ei,g,g^, welche die Punkte

E,F,G,H beziehlich mit den Punkten Fi,Ei,Hi,G^, verbinden, einer

und derselben Regelschaar angehören und den Geraden e, g die

Geraden Oj, g^ zugeordnet sind, so ist auch eej-ggi... eine

in dem Systeme enthaltene involutorische Regelschaar, welche

aber von einer andern in demselben enthaltenen involutorischen

Regelschaar die Leitschaar ist.

Alle Leitstrahlen eines geschaart-involutorischen Systems,wel-

che eine und dieselbe Gerade, die mit der ihr zugeordneten Ge-
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raden nicht in einerlei Ebene liegt, schneiden, gehören nach dem

Obigen einer und derselben Regelsehaar au. Durch je drei Leit-

strahlen p,qr des Systems, von welchen keine zwei sich schneiden, ist

eineRegelschaar pqr bestimmt, deren Gerade sämmtlichLeitstrahlen

des Systems sind, und welche daher von einer im Systeme enthal-

tenen involutorischen Eegelschaar die Leitschaar ist. — "Wenn

in einem involutorischen Systeme die Gerade a der Geraden a^ zu-

geordnet, die Gerade h aber entweder ein Leitstrahl oder eine Ord-

nungslinie des Systems ist und keine zwei von den drei Geraden

a,ai, h in einerlei Ebene liegen, so ist h h . a aj . . . eine im Systeme

enthaltene involutorische Regelschaar, welche im erstem Falle von

einer andern im Systeme enthaltenen involutorischen Regelschaar

die Leitschaar ist, während im letztern Falle alle Leitstrahlen

der Regelschaar h a a^ Leitstrahlen des Systems sind.

108. Ein geschaart-involutorisches System hat entweder zwei

nicht in einerlei Ebene liegende Ordnungslinien m,n, oder es ist

in demselben kein Punkt und keine Ebene sich selbst zugeordnet, je

nachdem nämlich (104) irgend eine in dem Systeme enthaltene in-

volutorischeRegelschaar, deren Leitstrahlen sämmtlichLeitstrahlen

des Systems sind, zwei Ordnungselemente m,n oder keine Ordnungs-

elemente hat. Ist eine in dem Systeme enthaltene involutorische

Regelschaar von einer andern im Systeme enthaltenen involutori-

schen Regelschaar die Leitschaar, so hat (102) im erstem Falle

entweder jedes dieser Gebilde zwei Leitstrahlen des Systems zu

Ordnungselementen oder es hat keines derselben zwei Ordnungs-

elemente, während im letztern Falle das eine von den beiden

involutorischen Gebilden zwei Ordnungselemente das andere aber

keine solche Elemente hat.

Hat ein involutorisches System zwei Ordnungslinien, so ist

jede Ebene, welche durch eine dieser Geraden geht, der Träger

eines in dem involutorischen räumlichen Systeme enthaltenen invo-

lutorischen ebenen Systems und jeder Punkt, welcher in irgend

einer von den beiden Ordnungslinien liegt, der Mittelpunkt eines

in dem involutorischen räumlichen Systeme enthaltenen involutori-

schen Strahlenbündels, daher in dem involutorischen räumlichen

Systeme unendlich viele involutorische Elementargebilde jeder Art

enthalten sind und jedes in ihm enthaltene involutorische Elemen-
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targebilde, welclies keine Regelschaar ist, zwei Ordnungselemente

hat. Jede Gerade, welche beide Ordnungslinien schneidet, ist ein

Leitstrahl des Systems, während jede Gerade, welche entweder

mit keiner von den beiden Ordnnngslinien einen Punkt gemein hat

oder nur die eine schneidet, einer andern Geraden zugeordnet ist.

Im erstem dieser Fälle sind die einander zugeordneten Geraden

durch die beiden Ordnungslinien harmonisch getrennt, durch welche

auch je zwei einander zugeordnete Punkte und je zwei einander

zugeordnete Ebenen harmonisch getrennt sind. Im letztern Falle,

wenn nämlich die einander zugeordneten Geraden sich schneiden

sind sie durch die Ordnungslinie, welche ihren Schnittpunkt ent-

hält und mit ihnen in einerlei Ebene liegt, und den in dieser Ebene

befindlichen Punkt der andern Ordnungslinie harmonisch getrennt.

Das involutorische System, dessen Ordnungslinien die Geraden m,n

sind, kann auch, da es durch diese Linien bestimmt ist, durch

(m,n) bezeichnet werden.

Ist in einem involutorischen Systeme kein Punkt und keine

Ebene sich selbst zugeordnet, so liegen weder zwei einander zuge-

ordnete Gerade noch zwei Leitstrahlen des Systems in einerlei

Ebene, daher durch jeden Punkt nur ein Leitstrahl des Systems

geht und in jeder Ebene nur ein Leitstrahl desselben liegt. Jedes

in demSysteme enthaltene involutorischeElementargebilde, welches

keine Regelschaar ist, ist entweder ein Punktgebilde oder ein

Ebenenbüschel I. Ordnung, in welchem jedes Elementenpaar durch

jedes andere Elementenpaar getrennt ist. Durch je drei Leitstrahlen

p,q,r des Systems ist eine Regelschaar pqr bestimmt, deren Gerade

sämmtlich Leitstrahlen des Systems sind. Da nun durch jeden

Punkt nur ein Leitstrahl des Systems geht, mithin die Regelfläche

pqr mit keinem ausserhalb derselben liegenden Leitstrahle des

Systems einen Punkt gemein hat, so folgt; dass je zwei einander

zugeordnete Gerade, welche weder Leitstrahlen der Regelschaar

pqr sind noch die Regelfläche schneiden, auf einerlei Seite dersel-

ben liegen. Hat eine andere Regelschaar stu, deren Gerade

sämmtlich Leitstrahlen des Systems sind, mit der erstem zwei Ge-

rade gemein, so wird durch diese jede von den beiden Regelflächen

in zwei Theile getheilt, welche auf entgegengesetzten Seiten der

andern liegen. Haben aber die Regelscbaarenpqr, stu nur eine
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Gerade mit einander gemein, so berühren sich die Regelflächen

in dieser Geraden, da sie keinen ausserhalb derselben liegenden

Punkt mit einander gemein haben. Wenn endlich die Regeischaaren

pqr, stu keine Gerade mit einander gemein haben, so haben anch

die beiden Regelflächen keinen Punkt mit einander gemein.

109. Wenn aai.bbj..., ppi.qqi... zwei involutorische

Regeischaaren sind, von welchen jede die Leitschaar der andern

ist, und dem Elemente P in dem involutorischen Systeme aa^ .b bj . .

.

das Element Pj, in dem involutorischen Systeme ppi.qqt--. <3as

ElementP2 und in dem involutorischen Systeme, in welchem(102) die

beiden involutorischen Regeischaaren enthalten sind, das Element

P3 zugeordnet ist, so ist auch in dem ersten Systeme dem Element

P2 das Element P3, im zweiten dem Elemente V^ das Element P-

und im dritten dem Element Pj das Element P2 zngordnet. Da
nämlich der Satz, wie man sich leicht überzeugt, für jedes Element

P gilt, welches entweder in der Regelfläche liegt oder derselben

sich anschmiegt, so folgt, wie in 103, dass er auch für jedes an-

dere Element gelt«. Hat jede von den beiden involutorischen Re-

gelschaaren zweiOrdnungselement€,so hat auchjedes der drei involu-

torischen Systeme zwei Ordnungslinien und zwar sind diese drei Paar

Ordnungslinien die drei Paar Gegenkanten einesTetraeders. Injedem

andern Falle hat nur das eine der drei Systeme zwei Ordnungslinien.

Durch jedes Element Q, welches weder in dem involutorischen

Systeme a aj . b bj . .
.

, noch in dem Nullsysteme p pi qq 1 • • • , noch

in dem gewöhnlichen Polarsysteme, in welchem die beiden in-

volutorischen Regeischaaren enthalten sind, sich selbst zugeord-

net ist, sind auch drei andere Elemente Qi, Qo, Q3 bestimmt, so

dass in dem ersten dieser Systeme sowohl die Q, Qi als auch

die Elemente Q2, Q3, im zweiten sowohl die Elemente Q, Q2 als

auch die Elemente Qi, Q3 und im dritten sowohl die Elemente

Q, Q3 als anch die Elemente Qj, Qo einander zugeordnet sind.

Ist ein Element S in irgend einem der drei Systeme sich selbst

zugeordnet , so ist es entweder in den beiden übrigen einem

und demselben andern Elemente zugeordnet, welches in jenem

Systeme ebenfalls sich selbst zugeordnet ist, oder es ist das

Element S in jedem der drei Systeme sich selbst zugeordnet.

110. Wenn p, q, r, s, t fünf Leitsti-ahlen eines und desselben
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involutorischen Systems sind, welches keine Ordnungslinien hat,

und die Geraden s, t ausserhalb der Regelfläche pqr und zwar auf

einerlei Seite derselben liegen, so giebt es zwei Regelflächen, deren

jede durch die beiden Geraden s, t geht und die Regelfläche p
qr in einer Geraden der Regelschaar pqr berührt.

Es sei ü irgend eine durch die Gerade s gehende Ebene, so

schneidet diese die Regelfläche p q r in einer Curve K, von welcher

zwei Tangenten f, g durch den Punkt U t gehen. Sind nun m, n

diejenigen Geraden der Regelschaar pqr, welche beziehlich die Ge-

raden f, g schneiden, so sind (108) mst, nst die im Satze er-

wähnten Regelflächen. — Je zwei Gerade der Regelschaar pqr,

welche durch die Geraden m, n harmonisch getrennt sind, liegen

mit den beiden Geraden s, t in einer und derselben Regelfläche,

weil alle Leitstrahlen des involutorischen Systems, welche eine und

dieselbe Gerade schneiden, einer und derselben Regelschaar ange-

hören. Sind zwei Leitstrahlen 8, u des involutorischen Systems

durch die Regelfläche pqr getrennt, so kann man zwar auch die

Geraden der Regelschaar pqr involutorisch so paaren, dass je zwei

einander zugeordnete Gerade mit den beiden Geraden s, u in einer

und derselbenRegelfläche liegen ; die involutorische Regelschaar hat

aber in diesem Falle keine Orduungselemente. üebrigens hängen

mit dem obigen Satze noch nachstehende zusammen:

Haben zwei Regeischaaren pqr, pqs zwei Gerade p;q aber

keinen Leitstrahl mit einander gemein, so gehen durch je zwei auf

einerlei Seite der einen Regelfläche liegende Gerade s, t der andern

zwei Regelflächen, deren jede die erstere in einer Geraden der Re-

gelschaar pqr berührt. Denn die Gerade t ist ein Leitstrahl des

involutorischen Systems, welches (106) durch die vier Geraden p,

q, r, s bestimmt ist. — Haben zwei Regeischaaren ps t, pqr eine

Gerade p mit einander gemein, in welcher alle gemeinschaftlichen

Punkte der beiden Regelflächen liegen, so geht durch je zwei an-

dere Gerade s , t der einen Regelschaar noch eine Regelfläche,

welche die andere Regelfläche in einer Geraden der Regelschaar

pqr berührt. Denn in dem durch die vier Leitstrahlen p, q, r, s

bestimmten involutorischen Systeme ist jeder Geraden, welche die

Regelfläche p q r in einem Punkte der Geraden p berührt und die

Gerade s schneidet, folglich ein Leitstrahl der Regelschaar pst ist,
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ein anderer Leitstrahl dieser R^gelschaar zugeordnet, woraus man

schliessen kann, dass auch jede Gerade der Regelschaar pst ein

Leitstrahl des erwähnten Systems ist.

11 L Wenn aa^ bc..., a^ ab^Ci. ..zwei zu einander projek-

tivische Regeischaaren sind und auch die Geraden b, bi, c, Cj einer

und derselben Regelschaar angehören, so ist in deminvolutorischen

Systeme bb^.cci... der Geraden a die Gerade aj zugeordnet.

Wenn nämlich die Geraden a, ai der Regelschaar bbj c an-

gehören, so ist aa^ . b bi . cci eine Involution. Wenn aber die Ge-

raden a, &i ausserhalb der Regelfläche b bj c liegen, so enthält

jede dieser Fläche sich nicht anschmiegende Ebene TJ, welche durch

die Gerade a^ geht, zwei in einem Punkte der Geraden a sich

schneidende Gerade, von welchen die eine f ein Leitstrahl der Re-

gelschaar abc und die andere g ein Leitstrahl der Regelschaar

a hl Ci ist. Da nun der Wurf f (a a^bc) zu dem Wurfe g (% a b^ Ci)

und also auch zu dem Wurfe g(aaiCi b|) projektivisch ist, so

liegt der Schnittpunkt P der Geraden, welche die Punkte U b, ü c

beziehlich mit den Punkten Uci, Ubi verbinden, in der Geraden

ai . Da ferner die Gerade, welche den Punkt Ua mit dem Punkte

P verbindet, die Involutionsaxe der involutorischen Curve ist, in

welcher die Ebene ü die involutorische Regelschaar b b^ . c c^ .

.

schneidet, so ist sie auch eine Involutionsaxe dieser involutorischen

Regelschaar und daher ein Leitstrahl des involutorischen Systems

bbi.cci.... Da endlich die Punkte üa, P in Hinsicht auf die

erwähnte Curve und also auch in Hinsicht auf die Regelfläche bbj c

einander conjugirt sind, so ist (105) in dem involutorischen Sys-

teme bbi.cci... dem Punkte üa der Punkt P und so jedem

Punkte der Geraden a ein Punkt der Geraden a] , folglich der Ge-

raden a die Gerade a^ zugeordnet.

112. Durch vier Gerade a., a^, b, b^, welche nicht von einer

und derselben fünften Geraden geschnitten werden, sind zwei Ge-

rade bestimmt, welche nämlich sowohl durch die beiden erstem als

auch durch die beiden letztern der vier gegebenen Geraden harmo-

nisch getrennt sind.

Nach 100 enthält die Regelschaar aa^ b eine Gerade c und

die Regelschaar a^ ab^ eine Gerade c^, so dass der Wurf aai b c

zu dem Wurfe ai a bi ci projektivisch und b bi . cci . . . eine involu-
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toriscbe Regelschaar ist, welche zwei Ordnungselemente m, n hat.

Da nun (111) in dem involutorischen Systeme bbi-cc^ . . ., dessen

Ordnungslinien die Geraden m, n sind, der Geraden a die Gerade

a , zugeordnet ist, so sind die Geraden m, n auch durch die Gera-

den a; ai harmonisch getrennt. Und wenn zwei Gerade s, t so-

v/ohl durch die Geraden a, a^ als auch durch die Geraden b, b^

harmonisch getrennt sind, so ist in dem involutorischen Systeme

(s; t) der ßegelschaar aa^ b die Eegelschaar a^ abj^ und also auch,

da aaj bcÄaiab^Cj^ ist, der Geraden c die Gerade c^, mithin

jede der Geraden m, n sich selbst zugeordnet. Wären nun s, t

zwei von m, n verschiedene Gerade und also m, n zwei Leitstrah-

len des Systems (s, t), so wären m, n, s, t vier Kanten eines und

desselben Tetraeders, dessen beide übrigen Kanten (27) sowohl die

Geraden a, a^ als auch die Geraden b, bj schneiden müssten, was

gegen die Annahme ist. Es giebt also ausser den Geraden m, n

nicht noch zwei Gerade, welche durch die Geraden a, a^ und zu-

gleich durch die Geraden b, bj harmonisch getrennt sind.

Bemerkt wird noch, dass alle Geraden der Regeischaaren aa^^b,

aa^bijbbiC und also auch die Geraden m, n Leitstrahlen des-

jenigen involutorischen Systems sind, welches (106) durch die vier

Leitstrahlen a, a^, b, b^ bestimmt ist.

113. In jedem geschaart- involutorischen Systeme 2, welches

keine Ordnungslinien hat, sind durch vier Leitstrahlen a, a^, b, b^

zwei Leitstrahlen bestimmt, welche nämlich sowohl durch die beiden

erstem als auch durch die beiden letztern der vier gegebenen Leit-

strahlen harmonisch getrennt sind.

Da durch jeden Punkt nur ein Leitstrahl des Systems 2 geht,

so haben die Begelfläche aa^ b und die Gerade b^ entweder gar

keinen Punkt mit einander gemein, in welchem Falle der Satz aus

dem vorigen folgt, oder es gehören die vier Geraden a, a^, b, b^

einer und derselben Regelschaar an. Enthält nun die involutorische

Eegelschaar a a^ .bb^ ... zwei sich selbst zugeordnete Gerade m, n,

so sind diess die im Satze erwähnten Leitstrahlen des involutori-

schen Systems 2. Je zwei ausserhalb der Regelfläche liegende Ge-

rade, welche sowohl durch die Geraden a, a^ als auch durch die

Geraden b, bj^ harmonisch getrennt sind, schneiden (78) die Ge-

raden m, n und sind daher keine Leitstrahlen des involutorischen
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Systems 2". Wenn aber die involutorische Regelschaar aa^ . bb^ . .

.

keine Ordnungselemente hat, so hat sie (84) mit der in dem Sy-

steme 2 enthaltenen involutorischen Eegelschaar, von welcher sie

die Leitschaar ist, zwei aber auch nur zwei Involutionsaxen m, n

gemein, so dass es also auch in diesem Falle nur zwei Gerade m,n

giebt, welche sowohl durch die Geraden a, aj^ als auch durch die

Geraden b, b^ harmonisch getrennt und zugleich Leitstrahlen

des involutorischen Systems 2 sind.

114. Wenn p, q, r irgend drei Leitstrahlen eines geschaart-

involutorischen Systems sind, welches keine Ordnnngslinien hat, und

zwei gerade Gebilde ABC, EFG; von welchen das erstere in der

Geraden p, das letztere aber in der Geraden q liegt, in Hinsicht

auf die Gerade r in einem und demselben Sinne beschrieben sind,

so sind sie auch (55) in Hinsicht auf jeden vierten Leitstrahl des

Systems in einem und demselben Sinne beschrieben, daher man
sagen kann, dass in dem involutorischen Systeme der Sinn ABC
mit dem Sinne EFG und ebenso der Sinn q(ABC) mit dem

Sinne p(EFG) übereinstimme. Wenn ferner (62) eine Eegel-

schaar abc, deren Leitstrahlen s, t, u u. s. w. sämmtlich Leit-

strahlen des Systems sind, im Sinne ABC beschrieben ist, so ist

sie auch im Sinne EFG so wie auch im Sinne q(ABC) und

im Sinne p(EFG) beschrieben.

Denn nach der Annahme und nach dem Obigen sind die drei

geraden Gebilde t(ab c), ABC, EFG in Hinsicht auf die Gerade

s in einem und demselben Sinne beschrieben, daher das erste und

zweite auch in Hinsicht auf die Gerade q, das erste und dritte aber

auch in Hinsicht auf die Gerade p in einem und demselben Sinne

beschrieben sind.

115. Wenn ein geschaart-involutorisches System keine Ord-

nungslinien hat und zwei Regeischaaren abc. efg, deren Leitstrah-

len sämmtlich Leitstrahlen des Systems sind, in Hinsicht auf irgend

einen Leitstrahl p desselben in einem und demselben Sinne be-

schrieben sind, so sind sie auch in Hinsicht auf jeden andern Leit-

strahl q des Systems in einem und demselben Sinne beschrieben,

daher man sagen kann, dass in dem involutorischen Systeme

der Sinn abc mit dem Sinne efg übereinstimme.

Es seien A, B; C drei Punkte der Geraden p und E, F, G
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drei Punkte der Geraden q, so dass (114) in dem involutorisehen

Systeme der Sinn AB C mit dem Sinne E PGr übereinstimmt. Sind

nun die beiden Regeischaaren ab c, efg im Sinne ABC beschrie-

ben, so sind auch beide im Sinne EFG so wie auch im Sinne

q(ABC) und im Sinne p(EFG), also in Hinsicht auf jeden Leit-

strahl des involutorisehen Systems, man mag denselben als

Träger von Punkten oder als Schnittlinie von Ebenen betrach-

ten, in einem und demselben Sinne beschrieben.

§. 7.

Imaginäre Elemente.

116. Wenn man mit einem involutorisehen einförmigen Ge-

bilde, AAi-BB^..., welches keine Ordnungselemente hat, einen

bestimmten in demselben enthaltenen SinnA B A^ verbindet, so hat

man ein imaginäres Element ABAjB^ I. Art, nämlich einen ima-

ginären Punkt, oder eine imaginäre Gerade I. Art oder eine imagi-

näre Ebene, je nachdem das einförmige Gebilde ein Punktgebilde

oder ein Strahlenbüschel oder ein Ebenenbüschel ist. Verbindet

man mit demselben involutorisehen Gebilde den entgegengesetzten

Sinn, 80 erhält man das imaginäre Element A^BAB^, welches dem

erstem conjungirt heissen soll. Elemente werden aber dergleichen

Verbindungen zweier Begriffe nur aus dem Grunde genannt, weil

sie häufig die Stelle von wirklichen (reellen) Elementen vertreten.

Ist von einem imaginären ElementeAB A^Bj I.Art die Rede,

so versteht es sich von selbst, dass A, B, A^^.B^ vier reelle Ele-

mente eines und desselben einförmigen Gebildes und in diesem die

Elemente A, A^ durch die Elemente B; B^ getrennt sind. Das

imaginäre Element EFEiF^ fällt mit dem erstem zusammen, so

dass also ABAj^B^, EFEiF^ nur verschiedene Darstellungen eines

und desselben imaginären Elements sind, wenn das involutorische

Gebilde E E ^ . F F^ . . . mit dem involutorisehen Gebilde AA ^ .BB ^ ..

.

identisch ist und überdiess der Sinn E FEi mit dem Sinne A B A^
Übereinstimmt. Namentlich kann also das imaginäre Element

ABAjBi auch durch BA^B^A oder AiB^AB oder B^ ABAj
und das demselben conjungirte Element A^BABi auch durch

BAB^Ai oder AB^AiB oder B^AiBA dargestellt werden.
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117. Verbindet man mit einem geschaart-involutorischen Sys-

teme aa 1 . bb , . .
.
, welches keine Ordnungslinien hat, einen bestimm-

ten in der involutorischen Regelsehaar aai-bb^.., enthaltenen Sinn

aba^, so hat man eine imaginäre Gerade aba]bj II. Art. Ver-

bindet man mit demselben Systeme den entgegengesetzten Sinn, so

erhält man die der erstem Geraden conjuugirte Gerade a^babi.

Ist von einer imaginären Geraden aba^ b^ 11. Art die Rede,

so versteht es sich von selbst, dass a, b, a^, b^ vier reelle Gerade

einer und derselben Regelschaar und in dieser die Geraden a, a^

durch die Geraden b, bj getrennt sind. Die imaginäre Gerade

efe^fj föllt mit der erstem zusammen, so dass also abaib^,

efe^fi nur verschiedene Darstellungen einerund derselben imagi-

nären Geraden sind, wenn das involutorische System ee^.ffi...

mit dem involutorischen Systeme aai.bbj... identisch ist und

überdiess der Sinn efe^ mit dem Sinne aba^ übereinstimmt. Na-

mentlich kann also die imaginäre Gerade aba^bi auch durch

ba^ bj^aoder aib^ab oder b^abaj und die ihr conjungirte Ge-

rade aibab^ auch durch babi^a^ oder abj^a^b oder bj^a^ba

dargestellt werden.

Ausser den in dieser und der vorigen Nummer erwähnten

im^nären Elementen giebt es keine andern.

118. Die Darstellungen aba^bi, eie^ii von zwei imaginären

Elementen oder auch zwei Darstellungen aba^bi, efe^fi eines

und desselben imaginären Elements sollen zu einander projek-

tivisch heissen, wenn die beiden Würfe aba^bi, efe^fi zu einan-

der projektivisch sind. Ist ein imaginäres Element durch einen

harmonischen Wurf aba^b^ dargestellt, so soll diese Darstellung

desselben eine harmonische heissen. — Unter allen Darstellungen

eines und desselben imaginären Elements ghg^hi- welche von

einem und demselben Elemente e ausgehen, ist eine aber auch nur

eine, welche zu einer gegebenen Darstellung ab a^b^ eines andern

oder auch desselben imaginären Elements projektivisch, und also

auch nur eine, welche harmonisch ist.

Ist ghgihj ein imaginäres Element I. Art, so giebt es (83)

zu jedem reellen Elemente e, welches dem einförmigen Gebilde

ghgj.. . angehört, drei andere reelle Elemente e^, f, f^, so dass

e fe^f^ eine zu aba^bi projektivische Darstellung des imaginären
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Elements gfag^h^ ist. Istgh g^hj eine imaginäre Gerade IL Art,

so sind durch jede reelle Gerade e, welche kein Leitstrahl des in-

volutorisehen Systems ggj .hh^ . . . ist, drei andere reelle Gerade

e^, f, fi bestimmt, so dass efeif^ eine zu abajbi projektivische

Darstellung der imaginären Geraden ghg^h^ ist. Alle Leitstrahlen

des involutorischeu Systems ggi.hh^..., welche die Gerade e

schneiden, gehören einer und derselben Regelschaar an, welche

von einer in dem Systeme enthaltenen involutorischen Regel-

schaar ee^ . f fj . . . die Leitschaar ist.

119. Von einem imaginären Elemente AB A^Bi soll gesagt

werden, dass es

in dem reellen Elemente u liege,

wenn in diesem alle Elemente

des involutorischenGebildesAAi

.

BBi . . . liegen. Jeder imaginäre

Punkt liegt daher in einer reel-

len Geraden und in allen den

reellen Ebenen, welche in dieser

Geraden (dem reellen Träger

des imaginären Punkts) sich

schneiden.

durch das reelle Element s gehe,

wenn durch dieses alle Elemente

des involutorischenGebildesAAi

.

BB, . . . gehen. Jede imaginäre

Ebene geht hiernach durch eine

reelle Gerade und durch alle die

reellen Punkte, welche in dieser

Geraden (der reellen Axe der

imaginären Ebene) sich befin-

den.

Jede imaginäre Gerade I. Art liegt in einer reellen Ebene und

geht durch einen reellen Punkt, während eine imaginäre Gerade

IL Art weder in einer reellen Ebene liegt noch durch einen

reellen Punkt geht. — Ob man sagt, dass ein Element in ei-

nem andern liege oder dass dieses durch jenes gehe, ist ganz

einerlei.

Geht ein reellesElement durch

das eine von zwei einander con-

jungirten imaginären Elemen-

ten, so geht es auch durch das

andere.

Liegt ein reelles Element in

dem einen von zwei einander

conjungirten imaginären Ele-

menteu; so liegt es auch im an-

dern.

120. Von einem imaginären Punkte ABAj B, soll gesagt

werden, dass er in der imaginären Ebene E FEiFi liege, wenn ent-

weder der reelle Träger u des imaginären Punkts mit der reellen

Axe s der imaginären Ebene zusammenfällt, oder wenn das in-

volutorische gerade Gebilde A Aj . B Bi ... und der involutorische
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Ebenenbüschel EEj. FF i-.. zu einander perspektivisch sind und

überdiess der Sinn ABAj mit dem Sinne EFEj übereinstimmt.

Im letztern Falle ist zu jeder Darstellung A B A^B^des imaginären

Punkts eine Darstellung s (ABAiB^) der imaginären Ebene und

zu jeder Darstellung E F E^Fider imaginären Ebene eine Darstel-

lung u (EFE^FiJ des imaginären Punkts perspektivisch.

Ein imaginärer Punkt AB
A^Bi wird aus jeder reellen

Geraden s, welche mit ihm nicht

in einer und derselben reellen

Ebene liegt, durch eine imagi-

näre Ebene s(ABAiBi) pro-

jicirt.

Eine imaginäre Ebene EF
E^F^ wird von jeder reellen

Geraden u, welche mit der

Ebene keinen reellen Punkt

gemein hat, in einem imaginä-

ren Punkte u(EFEiFi) ge-

schnitten.

Anm. So wie hier, so soll auch in der Folge, wenn durch zwei Ele-

mente ein drittes Element bestimmt ist, welches nämlich entweder

durch die beiden erstem geht oder in den beiden erstem liegt,

gesagt werden, dass im erstem Falle das dritte Element aus jedem

der beiden erstem Elemente das andere projicire, im letztem FaJe

aber die beiden erstem Elemente im dritten sich schneiden.

121. Von einer imaginären Geraden ghg^hi . I. Art

soll gesagt werden, dass sie

durch den imaginären Punkt

ABA^B^ gehe, wenn der invo-

lutorische Strahlenbüschel ggj^.

hhi... und das involutorische

gerade Gebilde AA^-BB^ ...

zu einander perspektivisch sind

und überdiess der Sinn ghg^

mit dem Sinne AB Aj^ überein-

stimmt, mithin zu jeder Dar-

stellung des einen vöu den bei-

den imaginären Elementen eine

Darstellung des andern per-

spektivisch ist.

Jeder imaginäre Punkt AB
A^B^ wird aus jedem reellen

Punktes, welcher mit ihm nicht

in der imaginären Ebene EF
EjF^ liege, wenn der involuto-

torische Strahlenbüschel ggi-

hhi... und der involutorisehe

Ebenenbüschel E E ^ .F F ^ . . . zu

einander perspektivisch sind und

fiberdiess der Sinn ghg^ mit

dem SinneE FE ^ übereinstimmt,

demnach zu jeder Darstellung

des einen von den beiden ima-

ginären Elementen eine Darstel-

lung des andern perspektivisch

ist.

Jede imaginäre Ebene EF
EjFi wird von jeder reellen

Ebene U. welche nicht durch die
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in einer und derselben reellen

Geraden liegt, durch eine ima-

ginäre Gerade S(ABAiBj^)
I. Art, jede imaginäre Gerade

aba^bi I.Art aus jedem reellen

Pankte M; welcher mit ihr nicht

in einer und derselben reellen

Ebene liegt, durch eine imagi-

näre Ebene M(abaibi) proji-

cirt. Dieselbe Ebene projicirt

auch die imaginäre Gerade aus

der reellen Geraden, welche den

reellen Punkt der erstem mit

dem Punkte M verbindet.

Zwei imaginäre Gerade I. Art,

welche einen imaginären Punkt

mit einander gemein haben, lie-

gen in einer und derselben reel-

len oder imaginären Ebene, je

nachdem dieGerade, welche ihre

reellen Punkte mit einander

verbindet; den reellen Träger

jenes imaginärenPunktes schnei-

det oder nicht schneidet.

reelle Axe der erstem Ebene

geht, in einer imaginären Gera-

den ü(EFEiFi) I. Art, jede

imaginäre Gerade efe^fi I. Art

von jeder reellenEbene V, welche

nicht durch den reellen Punkt

der imaginären Geraden geht,

in einem imaginären Punkte

V(e fcjfi) geschnitten. In dem-

selben Punkte schneiden sich

auch die imaginäre Gerade und

die reelle Gerade, in welcher der

reelle Träger der erstem von der

Ebene V geschnitten wird.

Zwei imaginäre Gerade I.Art

,

welche in einer und derselben

imaginären Ebene liegen, haben

einen reellen oder imaginären

Punkt mit einander gemein, je

nachdem die Schnittlinie ihrer

reellen Träger die reelle Axe

jener imaginären Ebene schnei-

det oder nicht schneidet.

122. Von einer im

gesagt werden, dass sie

durch den imaginären Punkt

ABA^B^ gehe, wenn das invo-

lutorische gerade Gebilde AA^.

BB^... indem involutorischen

Systeme gg^.hh^... enthalten

ist und überdiess der Sinn ABA ^

.

mit dem Sinne ghg^ überein-

stimmt, mithin zu jederDarstell-

ung ABA^BjL ^^^ imaginären

Punkts unendlich viele Darstel-

aginären Geraden ghgih^ IL Art soll

in der imaginärenEbene EFE^F ^

liege, wenn der involutorische

Ebenenbüschel E E ^ . FF ^ . . . in

dem involutorischen Systeme

gg^.hhi... enthalten ist und

überdiess der Sinn EFE^ mit

dem Sinne gh gl übereinstimmt,

mithin zu jeder Darstellung

E F E 1F 1 der imaginären Ebene

unendlich viele Darstellungen
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langen der imaginären Geraden ! der imaginären Geraden per-

perspektivisch sind. ' spektivisch sind.

Es sei a irgend eine reelle Gerade, welche den Träger p des

involutorischen Gebildes AAj . BBi ... im Punkte A schneidet. Es

seien femer q, r noch zwei Leitstrahlen des involutorischen Sys-

tems ggi-hhi..., welche die Gerade a schneiden. Sind nun b,

aj, bj diejenigen Leitstrahlen der Regelschaar pqr, welche bezieh-

lich durch die Punkte B, Aj, Bj gehen, so ist a b a^ bi eine zu

ABAjBi perspektivische Darstellung der imaginären Geraden

ghgih^. Eben so giebt es zn jeder reellen Geraden e, welche

in der Ebene E liegt und die Gerade E F schneidet, drei andere

reelle Gerade f, fej, fj, so dass efe^ fj eine zu EFEj F^ perspek-

tivische Darstellung der imaginären Geraden gbgi h^ ist.

123. Eine imaginäre Gerade IL Art und eine reelle Gerade

haben entweder einen imaginären Punkt mit einander gemein und

liegen in einer und derselben imaginären Ebene, oder sie haben

keinen Punkt mit einander gemein und liegen nicht in einerlei

Ebene, je nachdem nämlich (122) die reelle Gerade ein Leitstrahl

oder kein Leitstrahl des der imaginären Geraden zu Grunde liegen-

den involutorischen Systems ist. Eine imaginäre Gerade ghgj hi

IL Art wird also

von jeder reellen Ebene in einem

imaginären Punkte geschnitten,

dessen reeller Träger der in der

Ebene befindliche Leitstrahl des

involutorischen Systems g gi

.

h hl . . . ist.

aus jedem reellen Punkte durch

eine imaginäre Ebene projicirt,

deren reelle Axe der durch den

Punkt gehende Leitstrahl des

involutorischen Systems ggi-

hhj ... ist.

Zwei einanderconjungirteimaginäre Gerade II. Art haben kei-

nen Punkt mit einander gemein und liegen auch nicht in einerlei

Ebene. Durch vier reelle Gerade, welche nicht von einer und der-

selben fünften reellen Geraden geschnitten werden, sind (106) zwei

einander conjungirte imaginäre Gerade II. Art bestimmt, deren

jede die vier gegebenen Geraden schneidet.

124. Von einem reellen Elemente kann man sagen, dass es

sich selbst conjungirt sei und daher mit dem ihm conjangirten Ele-

mente zusammen falle. Liegt ein Element in einem andern Ele-

mente, so liegt nach den in diesem § enthaltenen Erklärungen auch
Standt, Beiträge zur Geometrie der Lage. Q
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das dem erstem conjungirte Element in dem dem letztern conjun-

girten Elemente. Wenn daher durch zwei Elemente ein drittes be-

stimmt ist, welches nämlich entweder in den beiden erstem liegt

oder durch die beiden erstem geht, so ist auf dieselbe Weise auch

das dem dritten conjungirte Element durch die Elemente bestimmt,

welche beziehlich den erstem conjungirt sind.

Aus 118, 120, 121 und 122 folgt noch, dass, wenn das ima-

ginäre Element A BA^ B^ in dem imaginären Elemente a ba^ bj

und das reelle Element A in dem reellen Elemente a liegt und die

Darstellungen der beiden imaginären Elemente zu einander projek-

tivisch sind, auch die reellen Elemente B, Aj, B^ beziehlich in den

reellen Elementen b, a^, bj liegen.

125. Jeder in einer Geraden befindliche Punkt liegt auch in

jeder durch diese Gerade gehenden Ebene.

Es sei abaibi eine imaginäre Gerade II. Art, p der reelle

Träger eines in ihr liegenden Punkts P und u die reelle Axe einer

durch sie gehenden Ebene ü. Wenn nun, was man annehmen kann,

die reelle Gerade a, von welcher die Darstellung der imaginären

Geraden ausgeht, die Geraden p, u schneidet, diese also Leitstrah-

len der Regelschaarab ai sind, so ist p(abai b^) eine Darstellung

des imaginären Punkts P und u (aba^ b^) eine Darstellung der

imaginären Ebene U, woraus hervorgeht, dass der Punkt P in der

Ebene ü liegt. Noch leichter überzeugt man sich von der Rich-

tigkeit des Satzes, wenn die gegebene Gerade eine reelle Gerade

oder eine imaginäre Gerade I. Art ist.

126. Durch zwei imaginäre

Punkte ABAiBi, APB,Fi,

welche in einer und derselben

reellen Ebene aber nicht in einer

und derselben reellen Geraden

liegen, ist eine imaginäre Ge-

rade I. Art bestimmt, welche

die gegebenen Punkte mit ein-

ander verbindet.

Wenn nämlich, was man annehmen kann, die Darstellungen

der gegebenen imaginären Punkte vom Schnittpunkte A ihrer reel-

len Träger ausgehen und zu einander projektivisch sind, so schnei-

Durch zwei imaginäre Ge-

rade, welche in einer und der-

selben reellen Ebene liegen aber

nicht durch einen und densel-

ben reellen Punkt gehen, ist ein

imaginärer Punkt bestimmt,

in welchem die gegebenen Ge-

raden sich schneiden.
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den sich die drei Geraden BF, A, E^, Bj Fj in einem und dem-

selben Punkte, aus welchem die beiden imaginären Punkte durch

eine und dieselbe imaginäre Gerade I. Art projicirt werden. Und

wenn eine Gerade durch die beiden gegebenen Punkte gehen soll,

so muss sie eine imaginäre Gerade I. Art sein, deren reeller Punkt

Sin der Ebene A B F liegt, so dass S(AB Aj Bi)eine zu ABA^ B^

und also auch (124) eine zu AFEj Fj perspektivische Darstellung

derselben ist, daher der Punkt S kein anderer Punkt als der Schnitt-

punkt der Geraden BF, AiEi,Bi Fi sein kann. Auf analoge

Weise werden der Satz rechter Hand und die beiden nachstehenden

Sätze bewiesen.

Durch zwei imaginäre Ge-

rade, welche diirch einen und

denselben reellen Punkt gehen

aber nicht in einer und dersel-

ben reellen Ebene liegen, ist

eine imaginäre Ebene bestimmt,

in welcher die beiden gegebe-

nen Geraden liegen.

127. Diurch zwei imaginäre

Punkte ABAiBi, EFE, F^,

welche nicht in einer und der-

selben reellen Ebene liegen, ist

eine imaginäre Gerade 11. Art

bestimmt, welche die gegebenen

Durch zwei imaginäre Ebe-

nen, welche einen reellen Punkt

mit einander gemein haben aber

nicht durch eine und dieselbe

reelle Gerade gehen, ist eine

imaginäre Gerade I. Art be-

stimmt, in welcher die gege-

benen Ebenen sich schneiden.

Durch zwei imaginäre Ebe-

nen, welche keinen reellen Punkt

mit einander gemein haben, ist

eine imaginäre Gerade IT. Art

bestimmt, in welcher die gege-

benen Ebenen sich schneiden.

Punkte mit einander verbindet.

"Man kann annehmen, dass die Darstellungen der gegebenen

Punkte zu einander projektivisch sind. Bezeichnet man nun die

Geraden AE, BF, AjEi, Bi Fj beziehlich durch a, b, aj, bj,

so stellt aba^ bi eine imaginäre Gerade U. Art dar, welche sowohl

durch den Punkt ABAjBj als auch durch den Punkt EFEj Fj

geht. Und wenn eine Gerade durch die beiden gegebenen Punkte

geht, so giebt es eine von a ausgehende Darstellung derselben,

welche zuABA^Bi und also auch (124) zuEFE^Fj perspek-

tivisch, folglich mit aba^bi identisch ist,

128. Durch zwei Punkte P, Durch zwei Ebenen P, Q ist

Q ist eine Gerade P Q bestimmt, eine Gerade PQ bestimmt, in

6*
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welche durch beide Punkte

geht.

Liegen die Punkte P, Q nicht

in einer und derselben reellen

Geraden, so ist P Q eine imagi-

näre Gerade erster oder (127)

zweiter Art, je nachdem die

Punkte in einer und derselben

oder nicht in einer und dersel-

ben reellen Ebene liegen.

welcher die Ebenen sich schnei-

den.

Gehen die Ebenen P, Q nicht

durch eine und dieselbe reelle

Gerade, so schneiden sie sich

in einer imaginären Geraden

erster oder zweiter Art, je

nachdem sie einen oder keinen

reellen Punkt mit einander

gemein haben.

129. Haben eine Gerade und eine Ebene mehr als einen

Punkt mit einander gemein, so liegt die Gerade in der Ebene.

Alle Punkte , welche zwei Ebenen mit einander gemein haben,

liegen in der Schnittlinie dieser Ebenen.

Es seien ABAiBj, EFEi Fl zwei nicht in einer und der-

selben reellen Ebene liegende imaginäre Punkte und GHGi H^

eine imaginäre Ebene, welche durch beide Punkte geht. Wenn
nun, was man annehmen kann, die Darstellungen der drei ima-

ginären Elemente zu einander projektivisch sind und die Gerade

AE in der Ebene G liegt, so liegen auch (124) die Geraden

BF, AjEj, BiFj beziehlich in den Ebenen H,Gi,Hi. Da
hiernach die von AE ausgehende und zuAB A^ B^ perspektivische

Darstellung der durch die beiden imaginären Punkte bestimmten

imaginären Geraden auch zuGHGi H\ perspektivisch ist, so folgt,

dass die Ebene GH G jH^ durch die erwähnte imaginäre Gerade geht.

Bten so leicht überzeugt man sich, dass, wenn P, Q zwei in

einer und derselben reellen Ebene liegende Punkte sind, nicht

nur diese Ebene sondern auch jede andere Ebene, welche durch

beide Punkte geht, auch durch die Gerade PQ gehe. Sind also

U, V irgend zwei Ebenen und P, Q irgend zwei gemeinschaftliche

Punkte derselben, so fällt die Gerade PQ, da sie in jeder von

den beiden Ebenen liegt, mit der Geraden U V zusammen, woraus

hervorgeht, dass jeder Punkt, welchen die Ebenen mit einander

gemein haben, in ihrer Schnittlinie liegt.

130. Durch eine Gerade s

und einen ausserhalb derselben

liegenden Punkt P ist eine Ebene

Durch eine Ebene U und eine

ausserhalb derselben liegende

Gerade s ist ein Punkt U s be-
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s P bestimmt, welche durch die

gegebene Gerade und durch den

gegebenen Punkt geht.

stimmt, in welchem die gege-

bene Ebene und die gegebene

Gerade sich schneiden.

Die Fälle, in welchen eines von den beiden gegebenen Ele-

menten reell ist, sind bereits betrachtet worden. Ist s eine ima-

ginäre Gerade und P ein imaginärer Punkt, dessen reeller Träger

p die Gerade s schneidet, so liegen die Geraden s, p entweder in

einer und derselben reellen oder (121, 123) in einer und dersel-

ben imaginären Ebene. Wenn aber die imaginäre Gerade s von

dem reellen Träger des imaginären Punkts P nicht geschnitten

wird, so sei H irgend eine durch den Punkt P gehende reelle

Ebene, welche die Gerade s in einem imaginären Punkte Q
schneidet. Da nun die Ebene, welche die Gerade s aus dem

reellen Punkt« S der Geraden P Q projicirt, durch den Punkt Q
geht, so geht sie auch (129) durch die Gerade SQ und mithin

auch durch den Punkt P. Dass es aber nur eine Ebene giebt,

welche durch die Gerade s und zugleich durch den Punkt P

geht, folgt ebenfalls aus 129.

131. Durch drei Punkte P, Q,

R, welche nicht in einer und

derselben Geraden liegen, ist

(130) eine Ebene PQR be-

stimmt, welche durch die drei

gegebenen Punkte geht, also

aus jedem derselben die durch

die beiden übrigen bestimmte

Gerade projicirt.

Zwei Gerade, welche einen

Punkt P mit einander gemein

haben, liegen auch in einer und

derselben Ebene, welche aus

jeder von den beiden Geraden

jeden vonP verschiedenen Punkt

der andern projicirt.

Durch die Ebenen P, Q, R,

welche nicht durch eine und

dieselbe Gerade gehen, ist ein

Punkt PQ R bestimmt, in wel-

chem die drei Ebenen sich

schneiden, also auch jede der

drei Ebenen die Schnittlinie

die beiden übrigen schneidet.

Zwei Gerade, welche in einer-

lei Ebene P liegen, haben auch

einen Punkt mit einander ge-

mein , in welchem jede von P

verschiedene Ebene , welche

durch die eine Gerade geht;

die andere schneidet.

132. Aus dem Bisherigen geht hervor, dass die in G. §.6

enthaltenen Sätze, mit Ausnahme von 75 und 76, sich nicht auf

reelle Elemente beschränken, sondern allgemein gelten. Dieselbe
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allgemeine Gültigkeit kommt daher auch den in G. §. 7 aufge-

stellten Sätzen zu, so dass weder in den Aussagen derselben noch

in den Beweisen etwas abzuändern ist, wenn nun unter Elementen

nicht blos reelle Elemente sondern Elemente überhaupt verstanden

werden. — Ein Dreieck, welches in einer imaginären Ebene liegt,

hat höchstens eine reelle Seite, während ein imaginäres Dreieck,

welches in einer reellen Ebene liegt, zwei reelle Seiten haben kann.

Sind zwei Eckpunkte eines

vollständigen ebenen Vierecks

den beiden übrigen beziehlich

conjungirt, so hat das Viereck

zwei reelle und vier imaginäre

Seiten , von welchen (124) je

zwei einander gegenüberliegende

einander conjungirt sind und

daher in einem reellen Punkte

sich schneiden.

Sind zwei Seiten eines voll-

ständigen ebenen Vierseits den

beiden übrigen beziehlich con-

jungirt; so hat das Vierseit zwei

reelle und vier imaginäre Eck-

punkte , von welchen je zwei

einander gegenüberliegende ein-

ander conjungirt sind und also

in einer und derselben reellen

Geraden liegen.

§. 8.

Von der Menge der Elemente.

133. Ein einförmiges Gebilde enthält entweder eine sich

schliessende stetige Aufeinanderfolge von reellen Elementen oder

nur ein reelles Element oder gar kein reelles Element. Im erstem

Falle soll das Gebilde selbst reell heissen, obgleich in demselben

auch unendlich viele imaginäre Elemente enthalten sind.

Wenn man die Menge aller in einem und demselben reellen

einförmigen Gebilde enthaltenen reellen Elemente durch n+ 1 be-

zeichnet und mit diesem Ausdrucke, welcher dieselbe Bedeutung

auch in den acht folgenden Nummern hat, wie mit einer endlichen

Zahl verfährt, so findet man, dass in jedem reellen einförmigen

Gebilde n^—n imaginäre Elemente enthalten sind. Man kann

nämlich alle imaginären Elemente des Gebildes von einem und

demselben reellen Elemente A aus harmonisch dargestellt sich den-

ken. Da nun das Gebilde n von A verschiedene reelle Elemente und,

wenn B irgend eines dieser Elemente ist, auch noch n~l von
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A and B verschiedene reelle Elemente enthält, durch drei Elemente

A, B, Ai aber das vierte zu denselben harmonische Element B^ be-

stimmt ist, so ergiebt sich für die Menge der in dem Gebilde ent-

haltenen imaginären Elemente das Produkt n (n — 1).

Anm. Die in diesem §. enthaltenen S&tze sollen nur dazu dienen,

die unendüch vielen in einem und demselben Grundgebilde ent-

haltenen Elemente zur klaren Anschauung zu bringen.

134. In jedem reellen ebe-

nen Systeme, dessen Träger

nämlich eine reelle Ebene ist,

sind n^4-n+l reelle Punkte

und eben so viele reelle Gerade,

dann n*— n imaginäre Punkt«

und eben so viele imaginäre

Gerade enthalten.

In jedem reellen Strahlen-

bündel, welcher nämlich einen

reellen Mittelpunkt hat, sind

n^ + n + 1 reelle Strahlen und

eben so viele reelle Ebenen,

dann n^—n imaginäre Strahlen

und eben so viele imaginäre

Ebenen enthalten.

In einem und demselben reellen Punkte der Ebene schneiden

sich nämlich n+1 in ihr liegende reelle Gerade, deren jede noch

n reelle Punkte enthält, daher die Anzahl aller reellen Punkte

der Ebene n(n+ l) +1 ist. Eben so ist die Anzahl aller in der

Ebene befindlichen reellen Geraden n{n-f-l)+l, da jede der-

selben in jedem ihrer n-|-l reellen Punkte von n andern ge-

schnitten wird. Bemerkt man nun noch, dass jedes reelle ein-

förmige Gebilde n(,n— 1) imaginäre Elemente enthält, so ergiebt

sich auch der letztere Theil des Satzes.

Sind M, N die Mittelpunkte von zwei in einer und derselben

reellen Ebene liegenden reellen Strahlenbüscheln, so schneiden

sich in jedem ausserhalb der Geraden MN liegenden reellen

Punkte der Ebene ein reeller Strahl des einen Büschels und ein

reeller Strahl des andern. Da nun jeder der Büschel n von M
N verschiedene reelle Strahlen enthält, so sind in der Ebene n-

ausserhalb der Geraden MN liegende reelle Punkte enthalten,

was mit dem Obigen übereinstimmt.

135. In jedem Strahlenbü-

schel, welcher in einer reellen

Ebene liegt aber einen imagi-

nären Mittelpunkt bat, sind n^

imaginäre Strahlen und in jeder

In jedem Strahlenbüschel,

welcher einen reellen Mittel-

punkt hat aber in einer imaginä-

ren Ebene liegt, sind n^ imagi-

näre Strahlen und in jedem Ehe-
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nenbüschel, dessen Axe eine ima-

ginäre Gerade I. Art ist, n^

imaginäre Ebenen enthalten.

Denn jede reelle Gerade wird

in jedem ihrer reellen Punkte

von n^ reellen Ebenen und jede

reelle Ebene in jedem ihrer

reellen Punkte von n^ reellen

Geraden geschnitten.

imaginären Geraden I. Art n^

imaginäre Punkte enthalten.

Denn jede reelle Ebene pro-

jicirt (134) aus jeder in ihr

liegenden reellen Geraden n^

reelle Punkte und aus jedem in

ihr liegenden reellen Punkte n^

reelle Gerade.

136. Jede imaginäre Gerade u II. Art wird von n'^H- 1 reellen

Geraden geschnitten, daher in jeder imaginären Geraden II.

Art n^+1 imaginäre Punkte liegen und eben so viele imaginäre

Ebenen sich schneiden.

Jede reelle Ebene enthält nämlich eine reelle Gerade h,

welche die Gerade u schneidet, und wird in jedem ihrer n^ reellen

Punkte, welche ausserhalb derGeraden h liegen, von einerreellen

Geraden geschnitten, welche auch die Gerade u schneidet.

137. Ein Strahleubüschel, welcher in einer imaginären Ebene

ü liegt und einen imaginären Mittelpunkt hat, enthält entweder

einen reellen Strahl und n^ imaginäre Strahlen II. Art oder n+1
imaginäre Strahlen erster und n^— n imaginäre Strahlen zweiter

Art, je nachdem nämlich die reelle Axe p der Ebene ü durch

den Mittelpunkt des Büschels oder nicht durch diesen Punkt geht.

Im erstem Falle wird der Strahlenbüschel von jeder nicht

durch seinen Mittelpunkt gehenden reellen Ebene in einem

imaginären geraden Gebilde geschnitten, dessen reeller Punkt

in dem reellen Strahle p des Büschels liegt, während jeder der

n^ imaginären Punkte des geraden Gebildes aus dem Mittelpunkte

des Büschels durch einen imaginären Strahl II. Art projieirt

wird. Im letztern Falle ist ein Strahl des Büschels eine imagi-

näre Gerade erster oder zweiter Art, je nachdem er die Gerade

p in einem ihrer n+1 reellen oder in einem ihrer n^— n imagi-

nären Punkte schneidet. — Jedes einförmige Gebilde enthält

also im Ganzen n^+l Elemente.

138. Jede imaginäre Ebene

ü enthält eine reelle Gerade

p, n^+n^ imaginäre Gerade

Jeder imaginäre Strahlenbtin-

del enthält einen reellen Strahl,

n^ + u^ imaginäre Strahlen
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I. Art und n^—n^ imaginäre

Gerade II. Art, dann n+1 reelle

nnd n* + n^ — n iiraginäre

Punkte, also im Ganzen, gleich-

wie jede reelle Ebene, n^+n^-j-

1 Punkte und eben so viele

Gerade.

Art und n^ — n^ imaginäre

Strahlen II. Art, dann n+1
reelle und n'^-fn^—n imagi-

näre Ebenen, also im Ganzen,

gleichwie jeder reelle Strahlen-

bündel, n^+ n^+l Ebenen und

eben so viele Strahlen.

Die Gerade p wird nämlich (135) in jedem ihrer n + 1 reellen

Punkte von n^ in der Ebene U liegenden imaginären Geraden

I. Art und (137j in jedem ihrer n^—n imaginäi-en Punkte von

n2 in der Ebene U liegenden imaginären Geraden II. Art ge-

schnitten. Da ferner jede der n* reellen Ebenen, welche die

Gerade p in einem und demselben reellen Punkte schneiden,

aus diesem Punkte n^ reelle Gerade projicirt, so giebt es n*

reelle Gerade, welche die Gerade p nicht schneiden, und also

auch n* imaginäre Punkte, welche in der Ebene U aber ausser-

halb der Geraden p liegen.

139. Im Räume sind n^+n^+n+l reelle Punkte und eben

80 viele reelle Ebenen, dann n^+n*—n^—n imaginäre Punkte

und eben so viele imaginäre Ebenen, im Ganzen also n^+n^+
n^+1 Punkte und eben so viele Ebenen enthalten. Ferner

Bind im Räume n^+n3+2n2+ n+l reelle Gerade, dann n'+ n^

+n^—n^— n^— n imaginäre Gerade I. Art und n^— n"— n^+ n*

imaginäre Gerade IL Art, also im Ganzen n*+n*^-f 2n^+n2+ l

Gerade enthalten.

Da nämlich eine reelle Gerade in jedem ihrer n+1 reellen

Punkte von n^ reellen Ebenen geschnitten wird und die Schnitt-

linie von n+ 1 reellen Ebenen ist, deren jede n^ ausserhalb der

Geraden liegende reelle Punkte enthält, so sind im Räume (n+1)

(n-+lj reelle Ebenen und eben so viele reelle Punkte enthalten.

Da ferner eine reelle Ebene n^+ n+ l reelle Gerade enthält und

in jedem ihrer n^+n+l reellen Punkte von n^ reellen Geraden

geschnitten wird, so sind im Räume (n^+l) (n^+n+ l) reelle

Gerade enthalten. Bemerkt man nun noch, dass in jeder reellen

Geraden n^— n imaginäre Punkte liegen und eben so viele imagi-

näre Ebenen sich schneiden, dass ferner (134) durch jeden reellen

Punkt n^—n imaginäre Gerade I. Art gehen, und dass endlich
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(138) eine reelle Ebene in jedem ihrer n'*—n imaginären Punkte

von n*—n^ imaginären Geraden II. Art geschnitten wird, so

ergeben sich auch die übrigen Theile des Satzes.

140. Ist U irgend eine Ebene, p irgend eine in ihr liegende

Gerade und S irgend ein in dieser Geraden liegender Punkt, so ist

n^ die Anzahl aller Ebenen,

welche die Ebene ü in der Ge-

raden p schneiden, n^ die An-

zahl aller Ebenen, welche die

Gerade p im Punkte S schnei-

den, und n'' die Anzahl aller

Ebenen, von welchen keine

durch den Punkt S geht.

n'-^ die Anzahl aller Punkte,

welche aus dem Punkte S durch

die Gerade p projicirt werden,

n* die Anzahl aller Punkte,

welche in der Ebene U aber

ausserhalb der Geraden p liegen,

und n^ die Anzahl aller Punkte,

welche ausserhalb der Ebene U
liegen.

Die Anzahl aller Geraden, welche die Gerade p schneiden, ist n^

(n^^- 1)'^, während die Anzahl der Geraden, welche die Gerade p nicht

schneiden, n^ist. — Versteht man unter Elementen nur reelle Ele-

mente, so hat man in diesen Ausdrücken n"^ statt n^"' zu setzen.

141. Gleichwie von reellen Geraden, so soll von Geraden

überhaupt gesagt werden, dass sie zu einander parallel sind oder

einerlei Richtung haben, wenn sie die unendlich ferne Ebene in

einem und demselben Punkte schneiden. Ebenen sind zu einander

parallel oder haben einerlei Stellung, wenn sie die unendlich ferne

Ebene in einer und derselben Geraden schneiden. Da es nun (134)

n*+ n-+ l unendlich ferne Punkte und eben so viele unendlich

ferne Gerade giebt, so giebt es auch n^'+ n^+l verschiedene

Richtungen und eben so viele verschiedene Stellungen. Da ferner

in jeder unendlich fernen Geraden n^4-l unendlich ferne Punkte

liegen und in jedem unendlich fernen Punkte n^+l unendlich

ferne Gerade sich schneiden, so sind in jeder Stellung n^+ l Rich-

tungen enthalten, während jede Richtung in n'^+ l Stellungen

enthalten ist. Eine imaginäre Gerade hat nur dann eine reelle

Richtung, wenn ihr ein involutorischer Parallelstrahlenbüschel

zu Grunde liegt. Die Stellung einer imaginären Ebene ist reell,

wenn die reelle Axe der Ebene im Unendlichen liegt.

Durch jeden imaginären Punkt P, welcher nicht in der un-

endlich fernen Ebene liegt, ist ein harmonischer Wurf ABCD be-
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stimmt, welcher nämlich die von dem unendlich fernen Punkte A
seines reellen Trägers ausgehende harmonische Darstellung des

imaginären Punktes ist. Da nun durch die Punkte B, D auch der

unendlich ferne Punkt A der Geraden B D und der Punkt C be-

stimmt sind, welcher vom Punkte A durch die Punkte B, D har-

monisch getrennt ist, so könnte man den imaginären Punkt P

auch nur durch (B, D) und den ihm conjungirten Punkt, welcher

von dem unendlich fernen Punkte A aus durch A DGB harmonisch

dargestellt wird, durch (D,B) bezeichnen. Ausserhalb der unend-

lich fernen Ebene liegen n^ reelle und n^ (n^— 1) imaginäre Punkte.

§.9.

Harmonische Würfe.

142. Die drei Punkte, in deren jedem zwei einander gegen-

überliegenden Seiten eines vollständigen ebenen Vierecks EFGH
sich schneiden, sind die drei Eckpunkte eines Dreiecks.

Schneiden sich nämlich die Geraden E P, GH in einem reellen

Punkte A, so kann man ausserhalb der Ebene E F G vier reelle

Punkte El, F^, Gj, Hj annehmen, so dass auch die Geraden E^

F^, Gl Hl durch den Punkt A gehen aber mit der Geraden E F
nicht in einerlei Ebene liegen. Da nun das Viereck E F G H eine

Projektion von EFGi H^ (aus dem Schnittpunkte der Geraden

GGi, HHi) und das Viereck EFG^Hi eine Projektion von Ei Fi

Gl Hl ist, und da der Satz von dem reellen Vierecke Ei Fi

Gl Hl gilt , so gilt er auch von dem Vierecke E F Gi Hi und

mithin auch von dem Vierecke EFGH. Ist A ein imaginärer

Punkt, so darf man nur, um diesen Fall auf den betrachteten zu-

rückzuführen, ausserhalb der Ebene EFG einen reellen Punkt Ai

annehmen und alsdann das Viereck EFGH aus einem Punkte der

Geraden AAi auf eine durch den Punkt Aj gehende Ebene projiciren.

Die Gerade, welche den Punkt A mit dem Schnittpunkte C von

EH und FG verbindet, schneidet also, auch wenn das Viereck

EFGH imaginär ist, die Seiten EG, F H in zwei verschiedenen

Punkten B, D. Sagt man nun auch von jedem imaginären har-

monischen Wurfe A B CD, dass das erste und dritte seiner Elemente

durch das zweite und vierte getrennt seien, weil diess von jedem
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reellen harmonischen Wurfe gilt, so ist in den in G. §. 8 ent-

haltenen Sätzen durchaus nichts abzuändern, wenn nun der

Begriff Element im weitern Sinne genommen wird.

143. Vier in einer und derselben imaginären Geraden II. Art

befindliche Punkte liegen har-

monisch, wenn ihre reellen

Träger harmonisch liegen.

sich schneidende Ebene P, Q,

E, S liegen harmonisch, wenn

ihre reellen Axen p, q, r, s

harmonisch liegen.

Es sei a irgend ein reeller Leitstrahl der Regelschaar p q r.

Da nun die Gerade a die Ebenen P, Q, R, S beziehlich in den

Punkten ap, aq, a r, as schneidet und a(pqrs) ein harmonisches

gerades Gebilde ist, so ist P Q R S ein harmonischer Ebenenbüschel.

144. Wenn A B C D ein harmonischer Wurf ist und den Ele-

menten A, B, C; D die Elemente A^, B^, C}, D^ conjungirt sind,

so ist auch A^ B^ C^ D^ ein harmonischer Wurf.

Ist A BCD ein harmonisches gerades Gebilde, so seien u, u^

zwei einander conjungirte imaginäre Gerade II. Art, von welchen

die erstere die Gerade A ß nicht schneidet. Da nun (143) die

reellen Axen der Ebenen u A, uB, uC, uD harmonisch liegen und

(124) zugleich die reellen Axen der Ebenen UjAj, u^Bj^, Ui^Ci,

u^Di sind, so ist auch Uj (AiBiC^Di) ein harmonischer Ebe-

nenbüschel und mithin auch AiBiC^Di ein harmonisches gera-

des Gebilde.

145. Zwei einander conjungirte imaginäre Elemente P, P^

I. Art sind durch je zwei einander zugeordnete (reelle) Ele-

mente A, Aj^ des ihnen zu Grunde liegenden involutorischen

Gebildes harmonisch getrennt.

Es seien P, P^ zwei einander conjungirte imaginäre Punkte

und ABAj^Bi, Aß^A^B die von A ausgehenden harmonischen

Darstellungen derselben. Nimmt man nun in einer andei-n reellen

Geraden, welche durch den Punkt A geht, noch drei reelle Punkte

F, El, F^ an, sodass auchAFE^Fi ein harmonischer Wurf ist»

so schneiden sich die drei Geraden BF, AjE^^ B^ F^ in einem

und demselben Punkte S und die drei Geraden BFj^, AiEi,BiF
in einem und demselben Punkte T. Bezeichnet man endlich die

einanderconjungirtenimaginärenPunkte AFE^Fi, AF^EiF durch

Q; Qi; so ist QQ^ST ein vollständiges Viereck, von welchen
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zwei Seiten QS, Q, T im Pankte P, zwei Seiten Qi S, Q T im

Punkte Pi sich schneiden , eine Seite Q Qj durch den Punkt A
und eine Seite S T durch den Punkt Ai geht, woraus der Satz folgt.

146. Durch drei Gerade a., b, c, von welchen keine zwei

sich schneiden, ist eine vierte Gerade d bestimmt, welche nämlich

zu den drei gegebenen Geraden die vierte harmonische Gerade ist.

Es seien p, q, r irgend drei Gerade, deren jede die drei ge-

gebenen Geraden schneidet. Man suche in der Geraden p zu den

drei Punkten pa, pb, pc den vierten harmonischen Punkt D und

in der Geraden q zu den drei Punkten c^a, qb, qc den vierten

harmonischen Punkt Dj. Weil nun, wenn man die Gerade DD^

durch d bezeichnet, p (abcd) q (abcd) zwei harmonische Ebenen-

büschel sind, so schneidet die Gerade r die Ebenen p d, qd in

einem und demselben Punkte, der nämlich zu den drei Punkten

ra, rb, rc der vierte harmonische Punkt ist Da hiernach jede

Gerade r, welche die drei Geraden a, b, c schneidet, auch die Ge-

rade d schneidet, so dass r (abcd) ein harmonisches gerades Ge-

bilde und r (abcd) ein harmonischer Ebenenbüschel ist, so kann

man sagen, dass die Geraden a, c durch die Geraden b, d harmo-

nisch getrennt seien.

147. Zwei einander conjungirte imaginäre Gerade u, v 11. Art

sind durch je zwei einander zugeordnete reelle Gerade a, a^ des ihnen

zu Grunde liegenden involutoriscben Systems harmonisch getrennt.

Es sei aba^b] irgend eine von a ausgehende Darstellung der

Geraden u, so ist ab] a^ b eine Darstellung der Geraden v. Es

seien ferner p, q irgend zwei reelle Leitstrahlen der Regelschaar

abaj. Da nun (145) die Punkte pu, pv durch die Punkte pa,

paj und die Punkte qu,qv durch die Punkte qa, qaj harmonisch

getrennt sind, so sind (146) auch die Geraden u, v durch die Ge-

raden a, a^ harmonisch getrennt.

148. Durch vier Elemente A, Ai,B, Bj eines und desselben

einförmigen Gebildes sind zwei Elemente M. N dieses Gebildes be-

stimmt, welche nämlich sowohl durch die beiden erstem als auch

durch die beiden letztern der vier gegebenen Elemente harmonisch

getrennt sind.

Sind A, Aj , B, Bj vier in einer und derselben imaginären

Gerade u IL Art sich schneidende Ebenen, so sind (123) die



94

reellen Axen a, a^, b, b^ dieser Ebenen Leitstrahlen des der Ge-

raden u zu Grunde liegenden involutorischen Systems. Wenn nun

n],n diejenigen Leitstrahlen des Systems sind, welche (113) so-

wohl durch die Geraden a, a^ als auch durch die Geraden b; b^

harmonisch getrennt sind, so sind (143) um, un die im Satze

erwähnten Ebenen. Sind A, A^, B, B^ vier in einer und derselben

Geraden liegende Punkte, so darf man nur, um diesen Fall auf

den eben betrachteten zurückzuführen, eine imaginäre Gerade u

IL Art annehmen, welche die Gerade A ß nicht schneidet. Die

Ebenen, welche sowohl durch die Ebenen uA, uA^ als auch durch

die Ebenen uB, uB^ harmonisch getrennt sind, schneiden die Gerade

AB in zwei Punkten, welche sowohl durch die Punkte A, A ^ als auch

durch die Punkte B, B^ harmonisch getrennt sind. Jeder dritte

Fall lässt sich auf den letztern zurückführen.

Sind die gegebenen Elemente sämmtlich reell, so sind M, N
entweder zwei reelle oder (145) zwei einander conjungirte imagi-

näre Elemente, je nachdem nämlich der Sinn ABA^^ mit dem Sinne

AB^Aj übereinstimmt oder demselben entgegengesetzt ist. Sind

A, Aj zwei einander conjungirte imaginäre Elemente und B, B^

entweder zwei reelle oder ebenfalls zwei einander conjungirte ima-

ginäre Elemente, so sind (82) M, N zwei reelle Elemente.

§. 10.

Homologe imaginäre Elemente in Grundgebilden, welche reelt-projektivisch

zu einander sind.

149. Wenn zwei reelle einförmige Gebilde, was ihre reellen

Elemente anbelangt, projektivisch auf einander bezogen sind, so

ist dadurch von selbst jedem imaginären Elemente A BCD in dem

einen Gebilde ein imaginäres Element A^Bj^Cj^Dj^ im andern zu-

gewiesen, indem jedem ordentlichen reellen Wurfe AB CD in dem

einen Gebilde ein ordentlicher reeller Wurf A^BiCj^D^ im andern

entspricht. Ist EFGH eine andere Darstellung des imaginären

Elements ABC D und E^FiGiHi der dem Wurfe EFGH entspre-

chende Wurf, so ist auch Ej^F^GiIIi eine andere Darstellung des

imaginären Elements AiBiCjDi. Da nämlich in dem involutori-
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sehen Gebilde A C . BD . . . dem Elemente E das Element G nnd dem

Elemente F das Element H zugeordnet ist, so ist auch (72) in

dem involutorischen Gebilde A^Ci . BjDj . . . dem Elemente E^ das

Element Gj und dem Elemente Fj das Element H^ zugeordnet.

Da ferner der Sinn E F G mit dem Sinne ABC übereinstimmt, so

stimmt auch derSinn EjFiGi mit dem Sinne AxB^Ci überein. Es ent-

spricht hiernach jeder Darstellung E F G H des einen von zweihomo-

logen imaginären Elementen eine Darstellung EjFjGiHi des an-

dern, sodass nämlich dem Wurfe E FGH der Wurf EiFiG^Hi ent-

spricht. Liegt jedes reelle Element des einen Gebildes in dem ihm

entsprechenden Elemente des andern, so liegt auch jedes imaginäre

Element des erstem Gebildes in dem ihm entsprechenden Element«

des letzt4?rn. Dass aber auch jedem imaginären harmonischen Wurfe

in dem einen Gebilde ein harmonischer Wurf im andern entspricht,

geht daraus hervor, weil die Gebilde, wenn sie auch nicht selbst

perspektivisch zu einander sind, doch als das erste und letzte von

drei oder mehrern einförmigen Gebilden betrachtet werden können,

von welchen jedes folgende zum vorhergehenden perspektivisch ist.

Sind zwei reelle einförmige Gebilde auf die obige Weise pro-

jektivisch auf einander bezogen, so sollen sie reell-projektivisch

zu einander heissen. Je zwei einander conjungirten imaginären

Elementen in dem einen von zwei solchen Gebilden entsprechen

zwei einander conjungirte imaginäre Elemente im andern. Haben

also die Gebilde ein imaginäres Element entsprechend gemein, so

haben sie auch das demselben conjungirte Element entsprechend

gemein. Entspricht dem imaginären Elemente PQRS das imaginäre

Element P^Qi^ß^Sl und dem reellen Elemente P das reelle Ele-

ment P 1 , so entspricht auch dem Elemente R das Element E ^

.

Wenn überdiess die Darstellungen der beiden imaginären Elemente

zu einander projektivisch sind, so entspricht auch (118) dem Ele-

mente Q das Element Qj und dem Elemente S das Element S^.

Anm. Dass je zwei einförmige Gebüde projektivisch auf einander

bezogen und zu drei aber auch nur zu drei Elementen des einen

drei Elemente des andern , welche jenen entsprechen sollen, nach

Belieben angenommen werden können, kann hier noch nicht nach-

gewiesen werden.

150. Will man zwei röelle einförmige Gebilde reell-projekti"
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visch so aufeinander beziehen, dass einem gegebenen imaginären

Elemente P des einen Gebildes ein gegebenes imaginäres Element

Pj des andern entspreche, so kann man noch zu einem reellen

Elemente A des einen Gebildes ein reelles Element A^ des andern,

welches nämlich jenem entsprechen soll, nach Belieben annehmen,

wodurch aber alsdann jedem Elemente in dem einen Gebilde ein

Element im andern zugewiesen ist.

Es sei A BCD irgend eine von A ausgehende Darstellung des

imaginären Elements P und Aj^BiC^Di die vonAi ausgehende

und zu ABCD projektivische Darstellung des imaginären Elements

P^. Bezieht man nun die gegebenen einförmigen Gebilde reell-

projektivisch so auf einander, dass dem Wurfe ABCD der Wurf

AiB^CiD]^ entspricht, so entspricht dem reellen Elemente A das

reelle Element A^ und dem imaginären Elemente P das imaginäre

Element P^. Und wenn den Elementen A, P die Elemente A^jP^

entsprechen sollen, so muss auch (149) dem Wurfe ABCD der

Wurf AiBiC^Dj entsprechen.

Haben also zwei reelle in einander liegende einförmige Ge-

bilde, welche reell-projektivisch zu einander sind, ein reelles und

ein imaginäres Element entsprechend gemein, so haben sie alle

ihre Elemente entsprechend gemein.

151. Zwei reelle einförmige Gebilde können höchstens auf

eine Art reell-projektivisch so auf einander bezogen werden, dass

zwei gegebenen einander nicht conjungirten imaginären Elementen

P, R des einen Gebildes zwei gegebene einander nicht conjungirte

imaginäre Elemente P^, R^ des andern entsprechen.

Es seien den Elementen P, R die Elemente Q, S und den

Elementen P^, Ri die Elemente Qi, S^ conjungirt. Es seien fer-

ner M, N die reellen Elemente, welche (148) sowohl durch die

Elemente P, Q als auch durch die Elemente R, S harmonisch ge-

trennt sind, und ebenso M^, Nj die reellen Elemente, welche so-

wohl durch die Elemente Pj, Qi als auch durch die Elemente

Ri,Sj^ harmonisch getrennt sind. Es seien endlich MANC, MBND
die von M ausgehenden harmonischen Darstellungen der Elemente

P, R und MiAiN^Ci, MiB^NiDi die von M^ ausgehenden

harmonischen Darstellungen der Elemente Pj, R^. Wenn nun

den Elementen P,R die Elemente Pi, Ri entsprechen sollen, so
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müssen auch (149) den Elementen Q, S die Elemente Qj, Si und

mithin den Elementen M, X entweder die Elemente Mi, Ni oder

die Elemente Nj, Mj entsprechen. Im erstem Falle muss dem

Wurfe M ANC der Wurf MjAiNiCi und dem Wurfe MBND der

WurfMiB.NiDi entsprechen, folglich MX AB AMiNiAiB, sein.

Im zweiten Falle muss dem Wurfe M ANC der Wurf NiCiMiAj

und dem Wurfe MB N D der Wurf NiDjMiBi entsprechen, folglich

MNAB A NiMiCiDj sein. Dass aber die Würfe M,N,AiBi.N,Mi

CiDj nicht projektivisch zu einander sind und also höchstens

einer derselben zu dem Wurfe MNAB projektivisch sein kann,

geht daraus hervor, weil in dem involutorischen Gebilde Aj Cj

.

BiD^... das Element Mj nicht dem Elemente N^ sondern sich

selbst zugeordnet ist.

Haben also zwei reelle in einander liegende einförmige Ge-

bilde, welche reell-projektivisch zu einander sind, zwei imaginäre

einander nicht conjungirte Elemente entsprechend gemein, so ha-

ben sie alle ihre Elemente entsprechend gemein.

152. Wenn zwei reelle einförmige Gebilde, welche reell-

projektivisch zu einander sind, in einander liegen und irgend zwei

homologe imaginäre Elemente P, Pi derselben einander conjungirt

sind, so liegen die Gebilde involutorisch und haben zwei reelle

Elemente entsprechend gemein, welche durch je zwei einander

zugeordnete Elemente harmonisch getrennt sind.

Es entspreche dem Wurfe ABCD in dem einen Gebilde, welcher

das imaginäreElementP desselben darstellt, der Wurf AiB^CiDi im

andern, so ist A^BiCiDi eine Darstellung des imaginären Elements

Pj und also der Sinn AiBiCi dem Sinne ABC entgegengesetzt,

woraus man schliessenkann, dass die zu einander projektivischen Ge-

bilde zwei reelle Elemente M, N entsprechend gemein haben. Es

sei nun MPGFj die von M ausgehende harmonische Darstellung

des Elements P, so ist MFjG F die von M ausgehende harmonische

Darstellung des Elements Pj, daher (149) dem Wurfe M F G Fj der

Wurf MF^GF entspricht. Da hiemach die reellen Elemente

F, Fj einander abwechselnd entsprechen, so gilt diess vonje zwei

homologen reellen Elementen, folglich auch vonje zwei homologen

reellen Würfen und mitbin auch von je zwei homologen imaginären

Elementen Da endlich, wenn Q, Qj irgend zwei einander zuge-

Staadt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 7
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ordnete Elemente sind, das Element E, welches zu den drei Ele-

menten Q,M,Qi und daher auch zu den drei Elementen Qi,M, Q
das vierte harmonische Element ist, sich selbst entspricht, die zu

einander projektivischen Gebilde aber weder mehr als zwei reelle

Elemente noch (150) ein imaginäres Element entsprechend ge-

mein haben, so folgt, dass das Element R (und eben so das vor-

hin durch G bezeichnete Element) mit dem Elemente N zusam-

menfällt, und dass also je zwei einander zugeordnete Elemente

Q, Q^ durch die Elemente M, N harmonisch getrennt sind.

153. Wenn zwei reelle einförmige Gebilde, welche reell-

projektivisch zu einander sind, in einander liegen und irgend zwei

homologe Elemente P,Pi derselben einander abwechselnd entspre-

chen, so liegen die Gebilde involutorisch und haben zwei Elemente

entsprechend gemein, welche durch je zwei einander zugeordnete

Elemente harmonisch getrennt und entweder beide reell oder beide

imaginär und im letztern Falle einander conjungirt sind.

Sind nämlich P, P^ entweder zwei reelle oder zwei einander

conjungirte imaginäre Elemente, so folgt wie vorhin, dass je zwei

homologeElemente der zu einander projektivischen Gebilde einander

abwechselnd entsprechen. Wenn aber P, Pj zwei einander nicht

conjungirte imaginäre Elemente und Q, Q^ die ihnen conjungirten

Elemente sind, so entsprechen (149) den Elementen P, Q, P^, Qj

des einen Gebildes die Elemente P^, Q^, P, Q des andern, daher

die reellen Elemente M, N, welche sowohl durch die Elemente

P , Q als auch durch die Elemente Pj , Q^ harmonisch getrennt

sind, entweder einander abwechselnd entsprechen oder jedes dieser

Elemente sieh selbst entspricht, in welchem letztern Falle je zwei

von M ausgehende zu einander projektivische Würfe, von welchen

der eine das Element P und der andere das Element Pj darstellt,

einander abwechselnd entsprechen. Da es hiernach in jedem Falle

reelle Elemente giebt, welche einander abwechselnd entsprechen, so

gilt diess von je zwei homologen Elementen. Sind nun A, B
irgend zwei einander nicht zugeordnete reelle Elemente und Aj, Bj

die ihnen zugeordneten Elemente, so hat man zu unterscheiden;

ob der Sinn ABAi mit dem Sinne AiBjA übereinstimmt oder demsel-

ben entgegengesetzt ist. Im letztern Falle haben die zu einander

projektivischen Gebilde zwei reelle Elemente entsprechend gemein^

während im erstem Falle das imaginäre Element A B Ai B^ dem
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imaginären Elemente A^ Bj A B also sich selbst zugeordnet ist und

diess eben so von dem imaginären Elemente A Bj Aj B gilt. Dass

endlich die sich selbst zugeordneten Elemente S, T, deren es (150,

151) nicht mehr als zwei giebt, durch je zwei homologe Elemente

E, El harmonisch getrennt sind, geht daraus hervor, weil das Ele-

ment, welches zu den drei Elementen E, S, Ei und daher auch zu

den drei Elementen Ej, S, E das vierte harmonische Element ist,

sich selbst entspricht und daher mit T zusammenfällt.

Zwei einander conjungirte imaginäre Elemente I. Art sind

also nichts anderes als die Ordnungselemente des ihnen zu Grunde

liegenden involutorischen Gebildes.

Aus dem Satze selbst geht nun hervor, dass, wenn P, Q ir-

gend zwei einander nicht zugeordnete Elemente eines involuto-

rischen einförmigen Gebildes nnd P^, Qi die ihnen zugeordneten

Elemente sind, diejenigen Elemente des Gebildes, welche sowohl

durch die Elemente P
, Q als auch durch die Elemente Pi , Qi

harmonisch getrennt sind, einander zugeordnet sind und also der

letztere der oben in Hinsicht auf die Elemente M, N angenommenen

Fälle gar nicht statt finden kann. Die sich selbst zugeordneten

Elemente sind nämlich durch die Elemente P, Pi und also nicht

durch die Elemente P; Q harmonisch getrennt.

154. Zwei in einander liegende reelle einförmige Gebilde u,

Ui, welche reell-projektivisch zu einander sind, haben, wenn

nämlich nicht jedes Element des einen Gebildes mit dem ihm

entsprechenden Elemente des andern zusammenfällt, entweder

ein reelles oder zwei reelle oder zwei einander conjungirte ima-

ginäre Elemente entsprechend gemein.

Liegen die Gebilde involutorisch, so findet (153) einer von

den beiden letztern der im Satze erwähnten Fälle statt. Wenn

aber dem reellen Elemente A des Gebildes u das Element A^ des

Gebildes üj nnd dem Elemente Ai des erstem Gebildes ein von

A verschiedenes Element A2 des letztern entspricht, so kommt

es darauf an, ob die zu einander projektivischen Gebilde das

reelle Element Hl, welches zu den drei Elementen A, Aj, A2 das

vierte harmonische Element ist, entsprechend gemein haben oder

ob dem Elemente Hi des Gebildes u ein anderes Elemente H2

des Gebildes Ui entspricht. Im erstem dieser Fälle haben die

7*
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Gebilde (nach 86 und 150) nur das Element H^, im letztern

aber, wie sogleich bewiesen werden soll, die beiden Elemente

M, N entsprechend gemein, welche sowohl durch die Elemente

Aj, Hl als auch durch die Elemente A2, H2 harmonisch getrennt

sind. Entspricht nämlich dem Elemente A2 des Gebildes u das

Element A3 des Gebildes Ui, so sind AAiA2H;i,A2Ai AH^, A1A2

A3H2 homologe harmonische Würfe von drei zu einander projek-

tivischen Gebilden u,v,ui, von welchen sowohl die beiden erstem

als auch die beiden letztern involutorisch liegen. Da nun (153)

den Elementen M, N des Gebildes u die Elemente N, M des Ge-

bildes V und den Elementen N, M des Gebildes v die Elemente

M,N des Gebildes u^ entsprechen, so folgt, dass die Gebilde u,

ui die Elemente M,N entsprechend gemein haben.

155. Wenn ein reelles gerades Gebilde u und ein reeller

Ebenenbüschel s reell-projektivisch zu einander sind, aber das ge-

rade Gebilde weder zu dem Ebenenbtischel perspektivisch ist noch

mit der Axe s desselben einen Punkt gemein hat, so giebt es (154)

in der Geraden u entweder nur einen und zwar einen reellen

Punkt, der in der ihm entsprechenden Ebene des Büschels liegt, oder

es enthält die Gerade u zwei reelle oder zwei einander conjungirte

imaginäre Punkte, deren jeder in der ihm entsprechenden Ebene

des Büschels liegt. Giebt es in der Geraden u irgend zwei Punkte,

deren jeder in der dem andern entsprechenden Ebene liegt, so lie-

gen die zu einander projektivischen Gebilde involutorisch. Die Ge-

rade u enthält alsdann nicht nur zwei Punkte, deren jeder in der

ihm entsprechenden Ebene liegt, sondern es sind überdiess diese

Punkte durch jeden dritten Punkt der Geraden und die ihm ent-

sprechende Ebene harmonisch getrennt.

Analoges gilt, wenn ein reeller Strahlenbüschel und ein

reelles gerades Gebilde, welches mit dem Büschel in einerlei

Ebene liegt aber nicht durch seinen Mittelpunkt geht, oder ein

reeller Strahlenbüschel und ein reeller Ebenenbüschel, dessen

Axe durch den Mittelpunkt des Strahlenbüschels geht aber mit

ihm nicht in einerlei Ebene liegt, reell-projektivisch jedoch nicht

perspektivisch zu einander sind.

156. Wenn zwei räumliche Systeme, was ihre reellen Ele-

mente anbelangt, projektivisch auf einander bezogen sind, so ist
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dadurch von selbst auch jedem imaginären Elemente in dem einen

Systeme ein imaginäres Element im andern zugewiesen. Da näm-

lich jedem reellen einförmigen Gebilde in dem einen Systeme ein

reelles einförmiges Gebilde im andern entspricht, so entspricht auch

(149) jedem imaginären Elemente I. Art in dem einen Systeme

ein imaginäres Element I. Art im andern. Namentlich entspricht,

wenn die Systeme reciprok zu einander sind, jedem imaginären

Punkte AB CD in dem einen Systeme eine imaginäre Ebene

A^BiCiDi im andern, jeder durch den Punkt AB CD gehenden

imaginären Geraden S (A B C D) I. Art eine in der Ebene Aj B^ Ci Dj

liegende imaginäre Gerade S^ (A^ B^ C i D^) I. Art und jeder durch

den Punkt ABCD gehenden imaginären Ebene ein in der Ebene

AjBjiCiDi liegender imaginärer Punkt, Es entspreche nun dem

Wurfe abcd in dem einen Systeme, welcher eine imaginäre Ge-

rade n. Art darstellt, der Wurf a^ b^ Cj dj im andern. Es seien

femer p, q zwei reelle Leitstrahlen der Regelschaar a b c und pi,

qx die ihnen entsprechenden Leitstrahlen der Regelschaar a^ biCi-

Da nun den imaginären Punkten p (abcd), q(abcd} die imagi-

nären Ebenen PiCaibj Ci dj), qi (aib^cidj) entsprechen, so ent-

spricht jeder Ebene, welche durch die Gerade abcd und also auch

durchjene Punkte geht, ein Punkt, welcher in der Geraden a^h^ Cidj

liegt, und eben so jedem in der Geraden abcd befindlichen Punkte

eine durch die Gerade aj bj Cj d^ gehende Ebene, mithin der Ge-

raden abcd die Gerade a^ b^ Ci d^. Bemerkt man noch, dass jedem

vollständigen ebenen Vierseite in dem einen Systeme ein vollstän-

diges Vierkant im andern entspricht, so folgt, dass auch jedem har-

monischen Wurfe in dem einen Systeme, es mag derselbe einem

reellen oder imaginären einförmigen Gebilde angehören, ein harmo-

nischer Wurf im andern entspricht, daher auch je vier harmonisch

liegenden Geraden in dem einen Systeme, deren keine zwei sich

schneiden, vier solche harmonisch liegende Gerade im andern ent-

sprechen. Dasselbe ist der Fall, wenn die Systeme collineär zu

einander sind, folglich jedem vollständigen Vierseite in dem einen

Systeme ein vollständiges Vierseit im andern entspricht.

Sind zwei räumliche Systeme auf die obige Art auf einander

bezogen, so sollen sie reell-projektivisch zu einander heissen. Es

geht aber hieraus von selbst hervor, was es heisst, wenn von zwei
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reellen Grundgebilden der zweiten Stufe gesagt wird, dass sie

reell-projektivisch zu einander sind.

157. Sollen zwei reelle ebene Systeme reell-projektivisch

so auf einander bezogen werden, dass einem gegebenen imagi-

nären Punkte P des einen Systems eine gegebene imaginäre

Gerade p des andern entspreche, so kann man noch zu zwei

reellen Punkten M ,N des einen Systems , von welchen keiner

in dem reellen Träger s des imaginären Punkts liegt, zwei reelle

Gerade m, n des andern Systems, von welchen keine durch den

reellen Punkt S der imaginären Geraden geht, nach Belieben an-

nehmen, wodurch aber alsdann jedem Elemente des einen Sys-

tems ein Element des andern zugewiesen ist.

Dem Punkte A, in welchem die Gerade s von der Geraden

M N geschnitten wird, muss die Gerade a entsprechen, welche den

Punkts mit dem Punkte m n verbindet. Ist also ABC D irgend

eine vonA ausgehende Darstellung des Punktes P und ab cd die

von a ausgehende zu A B C D projektivische Darstellung der Gera-

den p, so müssen auch den Punkten B ,C, D die Geraden b, c, d

entsprechen. Und wenn man die ebenen Systeme projektivisch so

auf einander bezieht, dass den Punkten M, N, B, C des einen Sys-

tems die Geraden m, n, b, c des andern entsprechen, so entspricht

dem Punkte A die Gerade a, folglich dem Punkte D die Gerade d

und mithin dem imaginären Punkte ABCD die imaginäre Gerade

a b c d. Man kann hiernach auch zwei reelle ebene Systeme reell-

projektivisch so auf einander beziehen, dass zwei gegebenen imagi-

nären Geraden M(ABCD), N(AB CD) des einen Systems, welche

in einem imaginären Punkte sich schneiden, zwei gegebene imagi-

näre Punkte m (abcd), n (ab cd) des andern Systems, welch®

nicht in einer und derselben reellen Geraden liegen, entsprechen.

Aber auch in diesem Falle sind eigentlich zu vier Elementen des

einen Systems vier Elemente des andern gegeben, da durch ein

imaginäres Element auch das demselben conjungirte imaginäre Ele-

ment bestimmt ist und je zwei einander conjungirten imaginären

Elementen des einen Systems zwei einander conjungirte imaginäre

Elemente des andern entsprechen müssen.

Haben zwei ebene Systeme, welche reell-projektivisch zu ein-

ander sind, einen imaginären Punkt und zwei reelle Punkte, von
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welchen keiner in dem reellen Träger des imaginären Punktes liegt,

oder eine imaginäre Gerade und zwei reelle Gerade, von welchen

keine durch den reellen Punkt der imaginären Geraden, geht?

oder zwei nicht in einer und derselben reellen Geraden liegende

imaginäre Punkte oder zwei nicht durch einen und denselben

reellen Punkt gehende imaginäre Gerade entsprechend gemein,

80 haben sie alle ihre Elemente entsprechend gemein.

158. Sollen zwei räumliche Systeme reell-projektivisch so auf

einander bezogen werden, dass einem gegebenen imaginären Punkte

P des einen Systems eine gegebene imaginäre Ebene P^ des andern

entspreche, so kann man noch zu drei nicht in einer und derselben

Geraden liegenden reellen Punkten A,B, C des einen Systems, von

welchen keine zwei mit dem reellen Träger s des gegebenen imagi-

nären Punkts in einerlei Ebene liegen, drei nicht in einer und der-

selben Geraden sich schneidende reelle Ebenen Ai,Bi,Ci des an-

dern Systems, von welchen keine zwei die reelle Axe Sj der ge-

gebenen imaginären Ebene in einem und demselben Punkte schnei-

den, nach Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem Ele-

mente des einen Systems ein Element des andern zugewiesen ist.

Dem Punkte E, in welchem die Gerade s von der Ebene ABC
geschnitten wird, muss die Ebene E^ entsprechen, welche die Ge-

rade Si aus dem Punkte Aj B^ C^ projicirt. Ist also EFGH irgend

eine von E ausgehende Darstellung des imaginären Punktes P und

El Fl Gl Hl die von Ei ausgehende zu EFGH projektivische Dar-

stellung der imaginären Ebene Pi , so müssen auch den Punkten

F,G,H die Ebenen Fi,Gi,Hi entsprechen. Und wenn man die

Systeme projektivisch so auf einander bezieht; dass den Punkten

A,B, C, F, G des einen Systems die Ebenen Ai,Bi,Ci,Fi,Gi des

andern entsprechen, so entspricht auch dem Punkte E die Ebene

El , folglich dem Punkte H die Ebene Hi und mithin dem

imaginären Punkte EFGH die imaginäre Ebene Ei Fi Gi Hi.

159. Sollen zwei räumliche Systeme reell-projektivisch so auf

einander bezogen werden, dass zwei gegebenen imaginären Punkten

P, Q des einen Systems, deren reelle Träger p, q nicht in einerlei

Ebene liegen, zwei gegebene imaginäre Ebenen Pi, Qi des andern

Systems, deren reelle Axen pi, q^ keinen Punkt noit einander

gemein haben, entsprechen, so kann man noch zu einem reellen
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Punkt A des einen Systems, welcher in keiner der' Geraden p, q

liegt, eine reelle Ebene A^ des andern Systems, welche durch

keine der Geraden p^, qj geht, nach Belieben annehmen, wodurch

aber alsdann jedem Elemente des einen Systems ein Element

des andern zugewiesen ist.

Dem Punkte E, in welchem die Gerade p von der Ebene A q

geschnitten wird, muss die Ebene Ej entsprechen, welche die Ge-

rade pi aus dem Punkte A^ qi projicirt. Ist also EFGH irgend

eine von E ausgehende Darstellung des imaginären Punktes P und

EjFiGiHi die von E^ ausgehende zu EFGH projektivische Dar-

stellung der Ebene P^, so müssen auch den Punkten F, G, H die

Ebenen F^, Gi, Hj entsprechen. Und wenn man die Systeme reell-

projektivisch so auf einander bezieht, dass (158) den Punkten

Q , A , F ; G des einen Systems die Ebenen Q^ , A^ , Pj , Gi des

andern entsprechen, so entspricht der Ebene A q der Punkt Aj q^,

dem Punkte E die Ebene E^ und dem Punkte P die Ebene Pi.

Die mit diesem und dem vorigen Satze verwandten Sätze, welche

von zwei zu einander collineären Systemen handeln, ergeben

sich aus ihnen von selbst.

Haben zwei räumliche Systeme, welche reell-projektivisch zu

einander sind, drei reelle Punkte, welche die Eckpunkte eines Drei-

ecks sind, und einen imaginären Punkt, dessen reeller Träger mit

keiner Seite des Dreiecks in einerlei Ebene liegt, oder drei reelle

Ebenen, welche die Seiten eines Dreikants sind, und eine imagi-

näre Ebene, deren reelle Axe mit keiner Kante des Dreikants in

einerlei Ebene liegt, oder zwei imaginäre Punkte, deren reelle Trä-

ger nicht in einerlei Ebene liegen, und einen reellen Punkt, wel-

cher in keiner von diesen Geraden liegt, oder zwei imaginäre Ebe-

nen, deren reelle Axen nicht in einerlei Ebene liegen, und eine

reelle Ebene, welche durch keine dieser Geraden geht, entsprechend

gemein, so haben sie alle ihre Elemente entsprechend gemein.

160. Will man zwei räumliche Systeme reell-projektivisch so

auf einander beziehen, dass der reellen Geraden a die reelle Ge-

rade ax und der imaginären Geraden u II. Art, welche die Gerade a

nicht schneidet, die imaginäre Gerade uj II. Art, welche die Gerade

a^ nicht schneidet, entspreche, so kann man noch zu drei reellenPunk-

ten P, Q, R der Geraden a oder zu drei reellen Ebenen des Ehe-
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nenbüschels a drei reelle Punkte der Geraden ai oder drei reelle

Ebenen Pj, Qi, R^ des Ebenenbüschels a^ nach Belieben anneh-

men, wodurch aber alsdann jedem Elemente des einen Systems

ein Element des andern zugewiesen ist.

Es sei ab cd irgend eine von a ausgehende Darstellung der

imaginären Geraden u und a^bjCidi die von aj ausgehende zu

abcd projektivische Darstellung der imaginären Geraden Uj. Es

seien ferner p,p,r diejenigen Leitstrahlen der Regelschaar abc;

welche durch die Punkte P; Q, R gehen, und Pi,qi,ri diejenigen

Leitstrahlen der Regelschaar a^ b^ Ci, welche in den Ebenen P^, Q^,

Rj liegen. Bezieht man nun zwei rämnliche Systeme projektivisch

so auf einander, dass den reellen Elementen P, Q, R, b, c des

einen Systems die reellen Elemente Pj, Q^, R^, bj, Cj des andern

entsprechen, so entspricht auch der imaginären Geraden u des

erstem Systems die imaginäre Gerade uj des letztem. Und

wenn den Elementen P, Q^ R, u die Elemente P^, Qj, Rj, Uj

entsprechen sollen, so müssen auch den Geraden b, c die Gera-

den bi, Ci entsprechen.

161. "Wenn man zwei räumliche Systeme reell-projektivisch

so auf einander bezieht, dass je zwei homologe reelle Elemente,

also auch je zwei homologe reelle Würfe und mithin auch je zwei

homologe imaginäre Elemente einander abwechselnd entsprechen, so

hat man entweder ein reelles involutorisches System oder ein reel-

les Polarsystem. Ist von vier harmonisch liegenden Geraden a,m,

aj, n die erste der dritten, die zweite aber sich selbst zugeordnet,

so gilt dies auch von der vierten , da diese auch zu den drei

Geraden a^, m, a die vierte harmonische Gerade ist.

Zwei einander conjungirte imaginäre Gerade IE. Art sind nichts

anderes als die Ordnungslinien des ihnen zu Grunde liegenden in-

volutorischen Systems a ai . b b^ . . . Denn die einander zugeordne-

ten Würfe abaibj, aib^ab stellen eine und dieselbe imaginäre

Gerade m dar, daher diese sich selbst zugeordnet ist. Dasselbe

gilt von der ihr conjungirten Geraden n. Da ferner jeder reelle

Leitstrahl p des Systems sich selbst zugeordnet ist, so gilt diess

auch von jedem Punkte m p oder n p, welcher in der einen oder

in der andern von den beiden Geraden m,n liegt, und von jeder

Ebene, welche durch irgend eine dieser Geraden geht, mithin auch
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von jeder Geraden, welche die beiden Geraden m, n schneidet.

Jedem Punkte aber, welcher in keiner von den beiden Geraden m,

n liegt, ist ein anderer Punkt, jeder Ebene, welche durch keine

dieser Geraden geht, eine andere Ebene und jeder Geraden, welche

nicht beide Ordnungslinien schneidet, eine andere Gerade zugeord-

net. Je zwei einander zugeordnete sich nicht schneidende Ge-

rade, also auch je zwei einander zugeordnete Punkte und je

zwei einander zugeordnete Ebenen sind durch die Ordnungsli-

nien harmonisch getrennt.

§. 11.

Reelle Polarsysieme.

162. Die Ordnungscurve eines ebenen Polarsystems ist nichts

anderes als der Inbegriff von allen denjenigen Punkten der Ebene,

deren jeder in seiner Polare liegt. Der Inbegriff von allen Geraden,

deren jede durch ihren Pol geht; ist der der Curve sich anschmie-

gende Strahlenbüschel. Geht eine Gerade p durch ihren Pol P, so

hat das gerade Gebilde p, da jeder andere Punkt desselben ausser-

halb seiner Polare liegt, mit der Curve nur den Punkt P und eben

so der Strahlenbüschel P mit dem der Curve sich anschmie-

genden Strahlenbüschel nur den Strahl p gemein.

163. Jede reelle Gerade s, welche in der Ebene eines reellen

ebenen Polarsystems liegt, aber der Ordnungscurve K desselben sich

nicht anschmiegt, schneidet diese Curve entweder in zwei reellen

oder in zwei einander conjungirten imaginären Punkten. Im Pole

S der Geraden s schneiden sich im erstem Falle zwei reelle,

im letztern aber zwei einander conjungirte imaginäre Strahlen des

der Curve sich anschmiegenden Strahlenbüschels.

Wenn nämlich S AA^, SBBi zwei reelle Polardreiecke sind,

welche den Eckpunkt S und also auch die ihm gegenüberliegende

Seite s mit einander gemein haben, und der Punkt B^ in der

Strecke ABA^ liegt, so schneidet die Gerade s die Curve K in

zwei reellen Punkten, in welchen dieselbe zwei reelle im Punkte S

sich schneidende Gerade berührt. Wenn aber die Punkte A, A^

durch die Punkte B,Bi getrennt sind, so liegt der imaginäre

Punkt AB AiBi in der ihm zugeordneten Geraden S (Ai B^ A B)
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und eben so der imaginäre Punkt ABiA^B in der ihm zuge-

ordneten Geraden S(AiBABi).

Ist die Ordnungscurve eines ebenen Polarsjstems reell, so hat

jedes in dem Systeme enthaltene reelle Polardreieck zwei Seiten,

welche die Curve in reellen Punkten schneiden, während dieselbe

von der dritten Seite des Dreiecks in imaginären Punkten geschnit-

ten wird. Die Ordnungscurve eines reellen Polarsystems, welches

in einer eigentlichen Ebene liegt, heisst eine Parabel oder eine

Hyperbel oder eine Ellipse, je nachdem sie die unendlich ferne

Gerade der Ebene in einem Punkte berührt oder in zwei reel-

len oder in zwei imaginären Punkten schneidet. Eine Ellipse

kann also auch imaginär sein.

Durch jeden imaginären Punkt

AB CD, dessen reeller Träger

eine reelle Curve U. Ordnung

berührt, geht auch eine imagi-

näre Tancrente der Curve.

164. Wenn eine imaginäre

Gerade abcd und eine reelle

Curve II. Ordnung, welche in ei-

nerlei Ebene liegen, durch einen

und denselben reellen Punkt

gehen, so schneiden sie sich auch

noch in einem imaginärenPunkte.

Es seien Ai; Bj, Cj, Dj diejenigen Punkte der Curve, welche

aus dem Punkte ab durch die Geraden a, b, c, d projicirt werden.

Ist nun p die Involutionsaxe des in der Curve enthaltenen involutori-

schen Gebildes Aj C^ . B^ Dj ..., so ist p(abcd) ein imaginärer

Punkt, welcher sowohl in der Geraden abcd als auch (75) in der

Curve liegt. Und wenn ein imaginärer Punkt 8(abcd) der Gera-

den abcd, dessen reeller Träger nämlich die Gerade s ist, in der

Curve liegen soll, so muss in Hinsicht auf dieselbe der Punkt s a

dem Punkte sc und der Punkt sb dem Punkte sd, mithin (G. 253)

die Gerade s sowohl der Geraden Aj Cj als auch der Geraden B^ Di

conjungirt sein und also s mit p zusammenfallen. Eben so ist das

Involutionscentrum desjenigen derCurve sich anschmiegenden invo-

lutorischen Strahlenbüschels, welcher zu dem involutorischen gera-

den Gebilde AC . BD ... perspektivisch ist, der reelle Punkt der durch

den imaginären Punkt ABCD gehenden imaginären Tangente.

165. Jede imaginäre Gerade,

welche mit einem reellen Polar-

systeme in einerlei Ebene liegt,

In jedem imaginären Punkte

ABCD, welcher mit einem

reellen Polarsysteme in einerlei
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aber weder mit der Ordnungs-

curve des Systems einen reellen

Punkt gemein hat noch dersel-

ben sich anschmiegt, schneidet

die Curve in zwei imaginären

Punkten, deren reelle Träger

durch den reellen Punkt der ima-

ginären Geraden und dessen Po-

lare harmonisch getrennt sind.

Ebene aber weder in der Ord-

nungscurve des Systems noch in

einer reellen Tangente derselben

liegt, schneiden sich zwei ima-

ginäre Tangenten der Curve, de-

ren reelle Punkte durch den reel-

len Träger A B des imaginären

Punkts und den Pol S dieser Ge-

raden harmonisch getrennt sind.

Da die Gerade A B zwei reelle Punkte enthält, welche (82)

in dem involutorischen geraden Gebilde A . B D . . . einander zuge-

ordnet und zugleich in dem Polarsysteme einander conjungirt sind;

so kann man annehmen, dassSAC ein Polardreieck ist. Da als-

dann die Punkte B, D einander nicht conjungirt sind, so wird das

dem Strahlenbüschel B zugeordnete gerade Gebilde aus dem Punkte

D durch einen Strahlenbüschel D projicirt, welcher zum erstem

projektivisch ist. Weil ferner je zwei homologe Strahlen dieser

Büschel einander conjungirt sind, folglich den Strahlen BS; BD des

einen die Strahlen DB, DS des andern entsprechen, so erzeugen

sie eine Curve K II. Ordnung, welche die Geraden S B, S D in den

Punkten B, D berührt und daher die eine von den beiden Geraden

S A, S C in zwei reellen Punkten F, G, die andere aber in zwei

imaginären Punkten schneidet. Da nun in dem Polarsysteme der

Geraden FA die Gerade FC und der Geraden FB die Gerade F D
conjungirt ist, so berührt die Ordnungscurve des Systems die imagi-

näre Gerade F(ABCD) und eben so die imaginäre Gerade G(ABCD).

Und wenn eine durch den imaginären Punkt A B C D gehende ima-

ginäre Gerade in dem Polarsysteme sich selbst conjungirt sein soll,

so müssen, wenn man ihren reellen Punkt durch H bezeichnet, so-

wohl die Geraden H A, H C als auch die Geraden HB, HD ein-

ander conjungirt sein, woraus man schliessen kann, dass der Punkt

H in einer von den beiden Geraden S A, S C und zugleich in der

Curve K liegt, demnach entweder mit F oder mit G zusammenfällt.

Bemerkt man noch, dass die zu einander projektivischen Strahlen-

büschel B, D von der Geraden FG in zwei zu einander projektivi-

schen geraden Gebilden geschnitten werden, welche die Punkte F,

G entsprechend gemein haben, während die Punkte S; A oder S,
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C einander abwechselnd entsprechen , so folgt, dass die Punkte

F, G durch je zwei homologe Strahlen, deren Schnittpunkt aus-

serhalb der Geraden FG liegt, harmonisch getrennt sind.

166. Jede Gerade s, welche mit einer Curve ET. Ordnung in

einerlei Ebene liegt, aber der Curve sich nicht anschmiegt, schnei-

det dieselbe in zwei Punkten M, N, daher auch durch den Pol S

der Geraden s zwei der Curve sich anschmiegende Gerade S M, SN
gehen. Durch jeden dritten Punkt P der Geraden s und dessen

Polare p sind die Punkte M,N und eben so die Geraden SM, SN
harmonisch getrennt. Denn dem Punkte Nj , welcher zu den drei

Punkten P, M, sp der vierte harmonische Punkt ist, ist in Hin-

sicht auf die Curve die durch ihn gehende Gerade S X^ zugeordnet,

welche zu den drei Geraden p, S M, SP die vierte harmonische

Gerade ist, woraus man schliessen kann, dass Nj mit N zasam-

menfällt. Wenn also eine Curve II. Ordnunsr

die vier Seiten eines vollständi-

gen Vierseits berührt, so sind

die drei Geraden, deren jede

zwei einander gegenüberliegende

Eckpunkte des Vierseits verbin-

det, die Seiten eines zur Curve

durch die vier Eckpunkte eines

vollständigen Vierecks geht, so

sind die drei Punkte, in deren

jedem zwei einander gegenüber-

liegende Seiten des Vierecks

sich schneiden , die Eckpunkte

eines zur Curve gehörigen Po- gehörigen Polardreiecks,

lardreiecks.

Anm. Durch das Bisherige ist die Gültigkeit der obigen Sätze nur

für die Ordnungscurven reeller Polarsysteme bewiesen.

167. Die Ordnungsfläche F eines räumlichen Polarsystems,

welches nämlich kein Nullsystem ist, ist nichts anderes als der In-

begriff von allen Punkten, deren jeder in seiner Polare liegt. Der

Inbegriff von allen Ebenen, deren jede durch ihren Pol geht, ist

der der Fläche sich anschmiegende Ebenenbündel. Wird eine Ge-

rade p von der ihr zugeordneten Geraden p^ geschnitten, so hat

das gerade Gebilde p mit der Fläche F nur den Punkt pp^ und

der Ebenenbüschel p mit dem der Fläche F sich anschmiegenden

Ebenenbündel nur die Ebene ppi gemein.

Von einer Fläche II. Ordnung und einer ausserhalb derselben

liegenden Geraden wird gesagt, dass sie in einem gemeinschaft-

e__
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liehen Punkte sich berühren oder schneiden, je nachdem sie nur

diesen Punkt oder noch einen Punkt mit einander gemein haben.

168. Jede reelle Gerade a, welche in einem reellen räum-

lichen Polarsysteme weder sich selbst zugeordnet ist noch von der

ihr zugeordneten Geraden a^ geschnitten wird, schneidet die Ord-

nungsfläche F des Systems entweder in zwei reellen oder in zwei

einander conjungirten imaginären Punkten. Eben so schneiden sich

in der Geraden a entweder zwei reelle oder zwei einander conjun-

girte imaginäre Ebenen des der Fläche F sich anschmiegenden

Ebenenbündels.

Da nämlich das gerade Gebilde a und der ihm zugeordnete

Ebenenbüschel a^ reell-projektivisch zu einander sind undüberdiess

involutorisch liegen, so liegen (155) zwei Punkte M, N der Gera-

den a, welche entweder beide reell oder beide imaginär und im

letztern Falle einander conjungirt sind, in den ihnen zugeordneten

Ebenen und also auch in der Fläche F, während durch jeden drit-

ten in der Geraden a befindlichen Punkt und dessen Polare die

Punkte M; N und daher auch die Ebenen a^M, a^N harmonisch

getrennt sind. Eben so hat die Fläche F mit der Geraden ai zwei

Punkte S, T gemein , in welchen derselben zwei reelle oder zwei

einander conjungirte imaginäre Ebenen a S, a T des Ebenenbüschels

a sich anschmiegen. Zu bemerken ist noch, dass die Gerade MS,

welche die Punkte M, S mit einander verbindet, der Schnittlinie

der Ebenen a^ M, a S, also sich selbst zugeordnet ist und mithin

in der Fläche F liegt. Dasselbe gilt von den Geraden MT, NS, NT.

169. Jede reelle Fläche F, welche die Ordnungsfläche eines

räumlichen Polarsystems ist, wird von jeder ihr sich anschmiegen-

den reellen Ebene P entweder in zwei reellen oder in zwei einander

conjungirten imaginären Geraden geschnitten, je nachdem nämlich

die Fläche F zwei reelle Regeischaaren enthält oder mit kei-

ner reellen Geraden mehr als zwei Punkte gemein hat.

Da jeder Geraden a, welche in der Ebene P liegt und durch

deren Pol Pj geht, eine Gerade a^ zugeordnet ist, welche ebenfalls

durch den Punkt P^ geht und in der Ebene P liegt, so ist diese

Ebene der Träger und ihr Pol Pj der Mittelpunkt eines in dem Po-

larsysteme enthaltenen involutorischen Strahlenbüschels aaj.bbi...,

dessen Ordnungsstrahlen m, n in der Fläche F liegen und (153)
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entweder teide reell oder beide imaginär und in diesem Falle ein-

ander conjungirt sind. Dass übrigens alle Punkte, welche die Fläche

F mit der Ebene P gemein hat, in den Geraden m, n liegen und

jede von P verschiedene Ebene, welche durch den Punkt Pj geht

und der Fläche F sich anschmiegt, die Ebene P in einer von den

beiden Geraden m, n schneidet, geht daraus hervor, weil diese Li-

nien durch je zwei einander zugeordnete Strahlen des erwähnten

involutorischen Strahlenbüschels harmonisch getrennt sind.

170. Wenn in einem Polarsvsteme jedem Eckpunkte des reel-

len Teti-aeders ABC D die ihm gegenüberliegende Seite und dem

reellen Punkte P, welcher in keiner Seite des Tetraeders liegt, die

reelle Ebene P^ zugeordnet ist, so schneidet diese entweder vier

oder drei oder keine der sechs Strecken, deren jede zwei Eckpunkte

des Tetraeders verbindet und von der durch den Punkt P und die

beiden übrigen Eckpunkte des Tetraeders gehenden Ebene geschnit-

ten wird. Im ersten Falle, wenn nämlich die Ordnungsfläche F des

Polarsystems zwei PaarGegenkanten des Tetraeders in reellenPunk-

ten schneidet, enthält dieselbe zwei reelle Regelschaaren. Im zwei-

ten Falle, wenn nämlich die Fläche F drei durch einen und den-

selben Eckpunkt gehende Kanten des Tetraeders in reellen Punkten

schneidet und daher einen Eckj^nnkt des Tetraeders einschliesst,

ist dieselbe zwar reell, hat aber mit keiner reellen Geraden

mehr als zwei Punkte gemein. Im dritten Falle ist jeder Funkt

der Fläche imaginär.

Jede reelle Ebene Q, welche nicht durch ihren Pol Qj geht,

schneidet die Fläche F in der Ordnungscurve K eines reellen ebenen

Polarsystems, in welch em ein Punkt A und eine Gerade a ein-

ander zugeordnet sind, wenn in dem räumlichen Polarsysteme dem

Funkte A die Ebene Qi a und also der Geraden a die Gerade QiA

zugeordnet ist. Dem der Curve K sich anschmiegenden Strahlen-

büschel ist also in dem räumlichen Polarsysteme die Kegelfläche

zugeordnet, welche die Curve K aus dem Punkte Qj projicirt. Da

nun je zwei einander zugeordnete Elemente dieser Gebilde sich

schneiden^ folglich jede Gerade, welche der Kegelfläche angehört,

mit der Fläche F nur einen Punkt gemein hat, so kann man sagen,

dass die beiden Flächen in der Curve K sich berühren. Gleichwie

, endlich diese Curve der Inbegriff von allen Punkten ist, welche die
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Fläche F mit der Ebene Q gemein hat, so ist der der erwähnten

Kegelfläche sich anschmiegende Ebenenbüschel der Inbegriff von

allen denjenigen der Fläche P sich anschmiegenden Ebenen, welche

durch den Punkt Q^ gehen. — In dem zweiten der oben betrach-

teten Fälle wird die Fläche F von drei Seiten des Tetraeders ABCD
in reellen Curven , von der vierten Seite aber in einer imagi-

nären Curve geschnitten.

171. Jede imaginäre Ebene ABCD, deren reelle Axe s in ei-

ner reellen Regelfläche F liegt, schneidet die Fläche auch noch

in einer imaginären Geraden IL Art.

Es seien a, b, c, d diejenigen in der Regelfläche liegenden

Geraden, welche aus der Axe s durch die Ebenen A, B, C, D pro-

jicirt werden, so ist a b c d eine imaginäre II. Art, welche sowohl

in der imaginären Ebene ABCD als auch, da der Wurf abcd in

Hinsicht auf die Fläche P sich selbst zugeordnet ist^ in dieser

Fläche liegt. Um noch zu beweisen , dass jede dritte Gerade u,

welche in der Ebene ABCD liegt und durch deren Pol s(abcd)

geht, von der ihr zugeordneten Geraden Uj durch die Geraden s,

abcd harmonisch getrennt ist, nehme man irgend eine reelle Ebene

H an, welche die Fläche F in einer Curve K schneidet. Da nun

die Punkte H u, Hui in Hinsicht auf die Fläche F und also auch

in Hinsicht auf die Curve K einander conjungirt, folglich (166)

durch den Punkt Hs und den in der Geraden abcd befindlichen

Punkt der Ebene H harmonisch getrennt sind, so sind auch die

Geraden u, u^ durch die Geraden s, a b c d harmonisch getrennt.

172. Die Ordnungsfläche F eines reellen räumlichen Polar-

systems wird von jeder ihr sich anschmiegenden imaginären Ebene

P, deren reelle Axe a nicht in der Fläche liegt, entweder in zwei

imaginären Geraden I. Art oder in zwei imaginären Geraden

II. Art geschnitten.

Da nämlich (167) die Gerade a mit der ihr zugeordneten Ge-

raden aj , in welcher der imaginäre Pol S der Ebene P liegt, kei-

nen Punkt gemein hat, 80 schneidet sie (168) die Fläche F in

zwei Punkten M, N, welche entweder beide reell oder beide ima-

ginär sind. Diese Punkte werden aber aus dem Punkte S durch

zwei Gerade SM, SN projicirt, welche sowohl in der Ebene P als

auch (168) in der Fläche F liegen. Jede dritte Gerade u, welche in
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der Ebene P liegt und durch deren Pol S geht, ist von der ihr

zugeordneten Geraden Ui durch die Geraden S M, S N harmonisch

getrennt, weil die Punkte au, aui durch die Punkte M, X harmo-

nisch getrennt sind. Der erste der im Satze erwähnten Fälle

findet nur statt, wenn die Fläche F reell ist aber mit keiner

reellen Geraden mehr als zwei Punkte gemein hat.

173. Jede Gerade, welche mit der Ordnungsfläche F eines

räumlichen Polarsystems mehr als zwei Punkte gemein hat oder

durch welche mehr als zwei der Fläche sich anschmiegende Ebenen

gehen, ist sich selbst zugeordnet.

Es seien P,Q die Pole von irgend zwei der Fläche F sich an-

schmiegenden Ebenen Pi, Qi- Wenn nun die Gerade PQ nicht sich

selbst zugeordnet ist, so hat sie (167) mit der ihr zugeordneten

Geraden P^ Qj keinen Punkt gemein und alsdann sind , da die

Ebene Pj die Fläche F in zwei Geraden P S, P T sehneidet, die

Geraden PQ, P^Qj zwei Kanten eines Tetraeders PQST, dessen

vier übrige Kanten in der Fläche F liegen. Die Geraden SP,

S Q sind durch jeden Punkt, welcher ausserhalb derselben aber

mit ihnen in einerlei Ebene liegt, und dessen Polare harmonisch

getrennt, daher die Gerade PQ mit der Fläche F nur die Punkte

P, Q und der Ebenenbüschel, dessen Axe die Gerade Pi Qj ist.

mit dem der Fläche F sich anschmiegenden Ebenenbündel nur

die Ebenen Pj, Qi gemein hat.

Anm. Da die in 169—172 enthaltenen Sätze reelle Polarsysteme vor-

aussetzen, so ist auch die Gültigkeit des obigen Satzes vorläufig

nur für reelle Polarsysteme bewiesen. Passelbe ist in Hinsicht

auf den nächstfolgenden Satz zu bemerken.

174. In jeder Fläche F, welche die Ordnungsfläche einesräum-

lichen Polarsystems ist, sind zwei Regeischaaren enthalten, von

welchen jede die Leitschaar der andern ist, so dass nämlich jede

Gerade der einen Schaar von jeder Geraden der andern Schaar ge-

schnitten wird, während je zwei Gerade, welche einer urwl derselben

Schaar angehören, keinen Punkt mit einander gemeinhaben. Jede

der Fläche F sich anschmiegende Ebene schneidet dieselbe in einer

Geraden der einen Schaar und in einer Geraden der andern Schaar,

daher auch in jedem Punkte der Fläche F eine Gerade der einen

Schaar von einer Geraden der andern Schaar geschnitten wird.

Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 8



^ 114

Da nämlich je zwei in der Fläche F liegende sich schneidende

Gerade a,p durch jeden Punkt, welcher in der Ebene ap aber in

keiner der Geraden a, p liegt, und dessen Polare harmonisch ge-

trennt sind, so folgt, dass jede dritte in der Fläche F liegende

Gerade die eine von den beiden erstem schneidet mit der andern

aber keinen Punkt gemein hat.

Wenn die Fläche P reell ist aber mit keiner reellen Geraden

mehr als zwei Punkte gemein hat, so ist jede in ihr liegende Ge-

rade eine imaginäre Gerade I. Art. Enthält die Fläche F zwei

reelle Regeischaaren, so ist jede in ihr liegende imaginäre Gerade

eine imaginäre Gerade II. Art. Ist kein Punkt der Fläche reell, so

ist jede in ihr liegende Gerade eine imaginäre Gerade IL Art. Die

Ordnungsfläche eines reellen räumlichen Polarsystems, in welchem

keine reelle Gerade sich selbst zugeordnet ist, heisst ein Ellipsoid

oder Parabaloid oder Hyperboloid, je nachdem sie die unendlich

ferne Ebene in einer imaginären Curve oder in zwei einander

conjungirten imaginären Geraden oder in einer reellen Curve

schneidet. Ein Ellipsoid kann also auch imaginär sein.

§. 12.

Imaginäre Elemente in reellen Elementargebilden.

1 75. Geht die Ordnungsfläche eines reellen räumlichen Polar-

systems durch die reelle Gerade a und durch die imaginäre Gerade

abcd, so geht sie auch durch die reellen Geraden b, c, d. Denn

wäre dem Wurfe abcd ein anderer Wurf ab| c^ d^ zugeordnet, so

wäre auch (118) der imaginären Geraden abcd eine andere imagi-

näre Gerade a bj Ci dj zugeordnet, was gegen die Annahme ist.

Darch eine reelle Gerade a und eine imaginäre Gerade u

II. Art, welche die reelle Gerade nicht schneidet, ist eine reelle

Regelschaar bestimmt, der nämlich die beiden gegebenen Geraden

und also auch, wenn abcd irgendeine von a ausgehende Darstel-

lung der Geraden u ist, die Geraden b,c, d angehören. Ist v ein

imaginärer Leitstrahl der Regelschaar und pq r s irgend eine von

einem reellen Leitstrahle p ausgehende Darstellung desselben, so

haben die involutorischen Regeischaaren ac.bd...,pr.qs... zwei
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gemeinschaftliche Involutionsaxen, welche sich auch dadurch von

einander unterscheiden, dass in Hinsicht auf die eine als Träger

von Punkten; in Hinsicht auf die andere aber als Schnittlinie von

Elbenen die Regeischaaren abc, pqr in einem und demselben

Sinne beschrieben sind. Die erstere der erwähnten Geraden ist

der reelle Träger des Punktes uv, die letztere aber die reelle

Axe der Ebene uv.

176. Durch eine reelle Curve K 11. Ordnung und eine reelle

Gerade p, welche mit der Curve in einerlei Ebene liegt aber der-

selben sich nicht anschmiegt, ist ein in der Curve enthaltenes in-

volatorisches Punktgebilde AAj . BBj . . . bestimmt, von welchem

nämlich die gegebene Gerade die Involutionsaxe und also der Pol

P derselben das Involutionscentrum ist. Wenn nun die Curve K
und die Gerade p in zwei imaginären Punkten EFEiFj.EFiEi F
sich schneiden und der Sinn ABAj mit dem Sinne EFEj über-

einstimmt, so kann der imaginäre Punkt EFEj Fj als Punkt der

Curve K durch ABAj Bj und der demselben conjungirte Punkt

durch ABiAjB dargestellt und gesagt werden, dass man den einen

oder den andern dieser Punkte, in welchen die Curve K von der In-

volutionsaxe des involutorischen Gebildes AAj . BBj . . . geschnitten

wird, erhalte, je nachdem man mit diesem Gebilde den Sinn ABAj

oder den Sinn AB^ A^ verbindet. Eben so können, wenn die Curve

K in den Punkten A, B, Ai,Bi von den Geraden a, b, a],bi be-

rührt wird, die imaginären Tangenten P (EFEjFi , P(EFi E^F),

welche in dem Involutionscentrum des involutorischenGebildes aa^

.

bbi... sich schneiden, als Strahlen des der Curve sich anschmie-

gendenStrahlenbüschels durch aba^ b^, abj ai b'dargestellt werden.

Aus jedem ausserhalb der Ebene liegenden reellen Punkte S wird

die Curve K durch eine reelle Kegelfläche projicirt, welcher in den

imaginären Geraden Si^AB Aj Bj), S(ABi Aj B) die imaginären

Ebenen S(abaib), S(abiaib) sich anschmiegen.

Anm. Bisher wurde, wenn von einem imaginären Elemente I. Art

die Eede war, immer vorausgesetzt, dass dasselbe durch vier

reeUe Elemente eines einförmigen Gebildes dargestellt sei.

177. Jedes imaginäre Element, welches in einem reellenEle-

mentargebilde enthalten ist, kann durch vier reelle Elemente dieses

Gebildes dargestellt werden, so dass überdies die Darstellung von
8*
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einem gegebenen reellen Elemente des Gebildes ausgeht und zu

einem gegebenen ordentlichen Wurfe projektivisch ist.

Sind zwei Elementargebilde, was ihre reellen Elemente an-

belangt, projektivisch aufeinander bezogen, so ist dadurch von

selbst jedem imaginären Elemente ABCD in dem einen ein

imaginäres Element ab cd im andern zugewiesen, indem jedem

Wurfe ABCD in dem einen Gebilde ein Wurf abcd im andern

entspricht. '»Wenn überdiess jedes reelle Element des einen Ge-

bildes in dem ihm entsprechenden Elemente des andern liegt,

so liegt auch jedes imaginäre Element döa erstem Gebildes in

dem ihm entsprechenden Elemente des letztern. Es wird hin-

reichend sein, folgende Fälle zu betrachten; in welchen ange-

nommen ist, dass ABCD... eine Curve II. Ordnung sei.

Ist a b c d . . . einStrahlenbtischel I. Ordnung, so schneidet (164)

die imaginäre Gerade a b c d die Curve in dem imaginären Punkte

p(abcd), welcher in der Involutionsaxe p des involutorischen Ge-

bildes AC . BD . . . liegt und als Punkt der Curve durch ABCD
dargestellt wird.— Ist abcd... eine Eegelschaar, so seien p, q

irgend zwei reelle Leitstrahlen derselben. Da nun der Punkt

ABCD in den beiden Geraden liegt, in welchen die reelle Ebene

ABC die imaginären Ebenen p (abcd), q (abcd) schneidet, so

liegt er auch in diesen beiden Ebenen und also auch in ihrer

Schnittlinie abcd. — Ist abcd ein Strahlenbüschel II. Ordnung

und S irgend ein ausserhalb der Ebene ABC liegender reeller

Punkt , so kann man (20) eine reelle^Regelschaar aj b^ Ci di ...

annehmen, welche zu der Curve ABCD. . . und daher auch zu dem

Ebenenbüschels (abcd . .
.)
projektivisch ist, so dass überdies jede

reelle Gerade der Eegelschaar durch den ihr entsprechenden Punkt

der Curve geht und in der ihr entsprechenden Ebene des Ebenen-

büschels liegt. Da aber alsdann auch jede imaginäre Gerade der

Regelschaar/durch den ihr entsprechenden Punkt der Curve geht

und in der ihr entsprechenden Ebene des Ebenenbüschels liegt, so

liegt auch der imaginäre Punkt ABCD in der imaginären Ebene

S(abcd) und also auch in der imaginären Geraden abcd.

Wo also auch früher von zwei zu einander projektivischen

Elementargebilden die Rede war, welche ein zu ihnen perspektivi-

sches drittes Elementargebilde erzeugen, so gilt diess nun mit Rück-
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sieht auf die imaginären Elemente der Grebilde, so dass nämlich

dnrch je zwei homologe imaginäre Elemente P , P^ der beiden

erstem Gebilde das ihnen entsprechende imaginäre Element P

Pj des dritten bestimmt ist.

178. Wenn zwei reelle Elementargebilde reell- projekti-

visch zu einander sind, so entspricht auch jedem imaginären

harmonischen Wurfe abcd in dem einen Gebilde ein imaginärer

harmonischer Warf ABCD im andern.

Da es, wie in 149, hinreichend ist, die Fälle zu betrachten,

in welchen die Gebilde perspektivisch zu einander sind, so nehme

man an, dass das erstere Gebilde eine Eegelschaar und das letztere

eine zu dieser Regelschaar perspektivische CurveK sei. Weil nun

derWurf abcd aus jedem Leit strahle p der Regelschaar durch einen

harmonischen Ebenenbüschel p (ab cd) und also der WurfABCD
aus jedem Punkte pK der Curve durch einen harmonischen

Strahlenbüschel projicirt wird, so sind in der Curve die Punkte

A, C durch die Punkte B; D harmonisch getrennt. Uebrigens

lässt sich leicht auch noch beweisen, dass die Geraden AC,BD
in Hinsicht auf die Curve K einander conjugirt sind.

Die in 150—154 über einförmige Gebilde aufgestelltea

Sätze gelten also nun von Elementargebilden überhaupt.

179. Durch einen imaginären Punkt ABCD, eine durch

denselben gehende imaginäre Gerade S(ABCD) und

einen reellen Punkt P, welcher
j
eine reelle Gerade, welche mit

mit den beiden erstem Elemen-

ten in einer und derselben reel-

len Ebene aber weder in dem

reellen Träger AB des imagi-

nären Punkts noch in der imagi-

nären Geraden liegt, ist eine

reelle Curve K II. Ordnung be-

stimmt, welche nämlich in dem

gegebenen imaginären Punkte

die gegebene imaginäre Gerade

berührt und überdiess durch den

gegebenen reellen Punkt geht.

den beiden erstem Elementen in

einer und derselben reellenEbene

liegt aber weder durch den ima-

ginären Punkt ABCD noch durch

den reellen Punkt S der imagi-

nären Geraden geht, ist eine re-

elle Curve II.Ordnung bestimmt,

welche nämlich die gegebene

imaginäre Gerade in dem ge-

gebenen imaginären Punkt be-

rührt und auch der gegebenen re-

ellen Geraden sich anschmiegt.

Geht die Gerade SA, was man annehmen kann, durch de:i
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Punkt P, so ist K die Ordnungscurve desjenigen Polarsystems, in

welchem jedem Eckpunkte des Dreiecks SBD die ihm gegenüber-

liegende Seite und dem Punkte P die Gerade PC zugeordnet ist.

180. Durch ein reelles Drei-

eck ABC und einen imaginären

Punkt P, dessen reeller Träger

die Seiten des Dreiecks in drei

Punkten schneidet, ist eine reelle

Curve K IL Ordnung bestimmt,

welche nämlich durch die drei

Eckpunkte des gegebenen Drei-

ecks und durch den gegebenen

Durch ein reelles Dreieck

und eine imaginäre Gerade,

welche die Seiten des Dreiecks

in imaginären Punkten schnei-

det, ist eine reelle Curve II.

Ordnung bestimmt, welche näm-

lich die drei Seiten des gege-

benen Dreiecks und die gege-

bene imaginäre Gerade berührt.

imaginären Punkt geht.

Bezieht man (150) die Strahlenbüschel A, B reell - projekti-

viseh so aufeinander, dass den Strahlen AC, AP des erstem die

Strahlen B C, B P des letztern entsprechen , so erzeugen sie die

im Satze erwähnte Curve K. Bezieht man aber die Strahlenbüschel

A, B reell-projektivisch so auf einander, dass den Strahlen A C,

AP des erstem die Strahlen BA, BP des letztern entsprechen, so

erzeugen sie diejenige reelle Curve II. Ordnung, welche die Gerade

AC im Punkte A berührt und überdiess durch die beiden Punkte

B,P geht.

181. Durch einen reellen

Punkt A und vier imaginäre

Punkte P , Pj
, Q , Qi , welche

paarweise einander conjungirt

sind, ist eine reelle Curve II.

Ordnung bestimmt, welche näm-

lich durch die fünf gegebenen

Punkte geht, vorausgesetzt dass

diese in einerlei Ebene aber

keine drei derselben in einer

und derselben Geraden liegen.

Durch eine reelle Gerade

und vier imaginäre Gerade, wel-

che paarweise einander con-

jungirt sind , ist eine reelle

Curve II. Ordnung bestimmt,

welche nämlich die fünf gege-

benen Geraden berührt, voraus-

gesetzt dass diese in einerlei

Ebene liegen aber keine drei

derselben in einem und demsel-

ben Punkte sich schneiden.

Es seien P, G, H die reellen Punkte, in welchen die Geraden

PPi, PQ, PQi beziehlich von den Geraden QQi,PiQi, PiQ ge-

schnitten werden, so muss (166) in Hinsicht auf die Curve jeder

Eckpunkt des Dreiecks FGH der ihm gegenüberliegenden Seite zu-
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geordnet sein und daher die Curve auch durch die beiden Punkte

B, C gehen, von welchen der erstere durch den Punkt F und die

Gerade G H, der letztere aber durch den Punkt G und die Gerade

FH vom Punkte A harmonisch getrennt ist. Und wenn K die

reelle Curve II. Ordnung ist, welche durch die drei reellen Punkte

A, B, C und die einander conjungirten imaginären Punkte P, Pj

geht, so ist in Hinsicht auf dieselbe dem Punkte F die Gerade GH
zugeordnet, indem diese Element« sowohl durch die Punkte A, B als

auch durch die Punkte P, P^ harmonisch getrennt sind. Da end-

lich die Punkte A, C durch den Punkt G und die Gerade FH har-

monisch getrennt sind, also in Hinsicht auf die Curve K dem Punkt

G die Gerade F fl zugeordnet ist, so geht dieselbe auch durch die

Punkte Q, Qj.

§. 13.

Gemeinschaftliche Punkte und Tangenten zweier Curven II. Ordnung.

182. Wenn zwei reelle Polarsysteme ein imaginäres Polar-

dreieck FGH mit einander gemein haben, so hat dieses einen

reellen Eckpunkt und zwei in einer und derselben reellen Geraden

liegende imaginäre Eckpunkte.

Ist nämlich G ein imaginärer Punkt, so ist auch die ihm zu-

geordnete Gerade FH imaginär, daher das Dreieck wenigstens noch

einen imaginären Eckpunkt H hat. Würden nun die reellen Trä-

ger der Punkte G, H sich schneiden, so gäbe es (157) nur ein

reelles Polarsystem, in welchem den Punkten G, H die Geraden

FH, FG zugeordnet sind. Da hiernach die Punkte G, H in einer

und derselben reellen Geraden liegen, so ist auch der Punkt F reell.

Haben die Polarsysteme nur das Polardreieck FGH mit ein-

ander gemein, so sind die Punkte G, H einander conjungirt, indem

die zu einander projektivischen geraden Gebilde, von welchen das

eine in dem einen Polarsysteme und das andere in dem andern

Polarsysteme dem Strahlenbüschel F zugeordnet ist, nur die Punkte

G, H entsprechend gemein haben.

183. Wenn zwei reelle Polarsysteme mehr als ein Polar-

dreieck mit einander gemein haben, so berühren sich die Ordnungs-



120

curven der Systeme entweder in zwei reellen oder in zwei einander

conjungirten imaginären Punkten.

Man nehme an, dass in beiden Polarsystemen jedem Eckpunkte

des DreiecksF GH die ihm gegenüberliegende Seite und dem Punkte

P die Gerade p zugeordnet ist, so muss der Punkt P in einer

Seite des Dreiecks FGH liegen, weil es, wenn dem nicht so wäre,

nur ein Polarsystem geben würde, in welchem den Punkten F, G,

H, P die Geraden GH PH, FG, p zugeordnet sind. Wenn nun

der Punkt P in der Geraden GH liegt, so hat man zu unterschei-

den, ob diese Gei*ade von der Geraden p im Punkte P oder in

einem andern Punkte Q geschnitten wird. Im erstem Falle be-

rühren sich die Ordnungscurven der Polarsysteme im Punkte P

und in dem Punkte, welcher vom Punkte P durch die Punkte G,H

harmonisch getrennt ist. Im letzteren Falle berühren sich die Cur-

ven in den Punkten, welche sowohl durch die Punkte G, H als

auch die P, Q harmonisch getrennt sind. Hätten die Curven einen

ausserhalb der Geraden GH liegenden PunktA mit einander gemein,

so würden sie, da jeder durch den Punkt F gehenden Geraden in

beiden Polarsystemen ein und derselbe Punkt zugeordnet ist, auch

im Punkt A und in dem Punkte B sich berühren, welcher vom

Punkte A durch den Pnnkt F und die Gerade GH harmonisch ge-

trennt ist. Alsdann würde aber auch jedem in der Geraden A B

befindlichen Punkte in beiden Systemen eine und dieselbe Gerade

zugeordnet sein, was nicht möglich ist. Da hiernach die Curven

nur zwei Punkte mit einander gemein haben, so sind diese ent-

weder beide reell oder beide imaginär und einander conjungirt.

Schneiden sich die Ordnungscurven von zwei reellen Polarsy-

stemen in vier Punkten, so sind diese entweder sämmtlich reell

oder sämmtlich imaginär, oder es sind zwei reell, die beiden

übrigen aber imaginär. Das Polardreieck, welches (166) die

Systeme mit einander gemein haben, ist in den beiden erstem

Fällen reellj im letztern aber imaginär.

184. Wenn zwei reelle Polarsysteme ein reelles Polardreieck

FGH aber nicht noch ein Polardreieck mit einander gemein haben,

so schneiden sich (183) ihre Ordnungskurven entweder in vier

reellen oder in vier imaginären Punkten. Eben so haben die
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Curven vier gemeinschaftliche Tangenten , welche entweder

sämmtlich reell oder sämmtlich imaginär sind.

Zu jedem reellen Punkte P, welcher in keiner Seite des Drei-

ecks FGH liegt, giebt es einen reellen Punkt Q, welcher dem Punkte

P in beiden Polarsystemen conjugirt ist und daher ebenfalls in

keiner Seite des Dreiecks FGH liegt. Läge nämlich der Punkt

Q in einer Seite dieses Dreiecks, so wäre ihm in beiden Polarsy-

stemen die Gerade zugeordnetj welche den Pnnkt P mit dem je-

ner Seite gegenüberliegenden Eckpunkte verbindet, was gegen die

Annahme ist. Da nun die zu einander projektivischen Strahlen-

büschel, von welchen der eine in dem einen Polarsysteme und der

andere in dem andern Polarsysteme dem durch die beiden Punkte

G , P gehenden geraden Gebilde p zugeordnet ist, den Strahl F H
entsprechend gemein haben, so erzeugen sie ein zu ihnen perspek-

tivisches und also auch zu dem Gebilde p projektivisches gerades

Gebilde q, welches durch die beiden Punkte G , Q geht. Aus dem

Punkte F werden die zu einander projektivischen geraden Gebilde

p, q durch zwei zu einander projektivische Strahlenbüschel projicirt,

welche, da die Strahlen FG, FH derselben einander abwechselnd

entsprechen, involutorisch liegen und daher zwei Strahlen m, b

entsprechend gemein haben. Da nun in beiden Polarsystemen dem

Punkte mp der Punkt mq und dem Schnittpunkte der Geraden

m , GH der Punkt F conjugirt ist, so schneidet die Gerade m die

Ordnungscurven der Systeme in denselben zwei Punkten. Dasselbe

gilt von der Geraden n. Die sechs Seiten des vollständigen Vier-

ecks, in dessen vier Eckpunkten die Curven sich schneiden, sind

also nichts anders als die Ordnungsstrahlen der drei involutorischen

Strahlenbüschel F ( G H. P Q . . .), G (F H. P Q . . .), H (F G. P Q . . .).

Schliessen beide Curven einen und denselben Eckpunkt des

Dreiecks FGH ein, so schneiden sie sich in reellen oder imaginä-

ren Punkten, je nachdem ihre gemeinschaftlichen Tangenten reell

oder imaginär sind. Wenn hingegen die eine von den beiden

Curven einen Eckpunkt des Dreiecks FGH einschliesst, in welchem

zwei reelle Tangenten der andern sich schneiden, so sind entweder

die Schnittpunkte der Curven reell und ihre gemeinschaftlichen

Tangenten imaginär, oder es sind die Schnittpunkte imaginär

und die gemeinschaftlichen Tangenten reell.
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185, Wenn zwei reelle Polarsysteme ein imaginäres Polar-

dreJeck FGH aber nicht nocli ein Polardreieck mit einander ge-

mein haben, so schneiden sich (183) ihre Ordnungscurven in zwei

reellen und in zwei imaginären Punkten. Eben so haben die den

Curven sich anschmiegenden Strahlenbüschel zwei reelle und

zwei imaginäre Strahlen mit einander gemein.

Es sei der reellen Geraden s, welche die Seiten des Dreiecks

FGH in einem reellen und (182) zwei einander conjungirten

imaginären Punkten schneidet, in dem einen Polarsysteme derPunkt

S und im andern der Punkt S^ zugeordnet, so erzeugen die zu

einander projektivischen Strahlenbüschel S, Si, von welchen der

eine in dem einen Polarsysteme und der andere in dem andern

Polarsysteme dem geraden Gebilde s zugeordnet ist, eine zu ihnen

perspektivische und daher auch zu dem Gebilde s projektivische

Curve K 11. Ordnung, welche durch die drei Eckpunkte des Drei-

ecks FGH geht. Aus dem reellen Punkte F dieses Dreiecks wer-

den die zu einander projektivischen Punktgebilde s, K durch zwei

zu einander projektivische Strahlenbüschel projicirt, welche, da die

Strahlen FG, FH derselben einander abwechselnd entsprechen, in-

volutorisch liegen und (152) zwei reelle Strahlen m, n entsprech-

end gemein haben. Wenn nun die Gerade m die Curve K in

zwei Punkten F, L schneidet, so ist in beiden Polarsystemen dem

Punkte s m der Punkt L und dem Schnittpunkte R der Geraden

m, GH der Punkt F zugeordnet, woraus man schliessen kann, dass

die Gerade m die Ordnungscurven der Polarsysteme in denselben

zwei Punkten schneidet. Eben so wird dies von der Geraden n

bewiesen, wenn nämlich auch diese mit der Curve K zwei Punkte

gemein hat. Wenn aber die Gerade n die Curve K im Punkte

F berührt, als die drei Geraden FG, s, n in einem und dem-

selben Punkte sich schneiden, so darf man nur für s eine Ge-

rade nun annehmen, welche durch den Punkt R geht.

186. Wenn die Ordnungscurven von zwei in einerlei Ebene

liegenden reellen Polarsystemen eine reelle Gerade m in denselben

zwei Punkten A, B schneiden^ aber durch keinen dieser Punkte

eine gemeinschaftliche Tangente der Curven geht, so giebt es eine

andere reelle Gerade n, welche beide Curven entweder in einem
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und demselben Punkte berührt oder in denselben zwei ausser-

halb der erstem Geraden liegenden Punkten schneidet.

Es sei der Geraden m in dem einen Polarsjsteme der Punkt

P und im andern der Punkt Pj zugeordnet, so ist in beiden Sy-

stemen der Geraden PPi der Punkt F zugeordnet, welcher vom

Schnittpunkte S der Geraden m, PPj durch die Punkt« A, B
harmonisch getrennt ist. Wenn nun in dem erstem Systeme der

Geraden FPi der Punkt Q und im letztem der Geraden FP der

PonktQi zugeordnet ist und T den von S verschiedenen Ordnungs-

punkt des involutorischen geraden Gebildes SS . QQj . . . bezeichnet,

so ist FT die im Satze erwähnte Gerade n. Denn die zu einander

projektivischen geraden Gebilde PQS . • . ,Pi SQi . . ., von welchen

das eine in dem einen Polarsjsteme und das andere in dem an-

dern Polarsysteme dem Strahlenbüschel F(SPiP...) zugeordnet

ist, haben ;154) entweder nur den Punkt T oder zwei Punkte

G, H entsprechend gemein, welche durch die Punkte S, T harmo-

nisch getrennt sind. Im erstem Falle berührt die Gerade FT im

Punkte T die Ordnungsciirven der beiden Polarsysteme, während

im letztem Falle die Polarsysteme das Polardreieck F GH mit ein-

ander gemein haben and daher auch in der Geraden n zwei ge-

meinschaftliche Punkte der Curven liegen.

187. Wenn zwei in einerlei Ebene liegende Curven II. Ord-

nung eine Gerade s in einem und demselben Punkt<3 S berühren,

80 vertritt dieser Punkt die Stelle von zwei oder drei oder vier

gemeinschaftlichen Punkten derselben und die Gerade s die Stelle

von zwei oder drei oder vier gemeinschaftlichen Tangenten, je nach-

dem nämlich die zu einander projektivischen geraden Gebilde, von

welchen das eine in Hinsicht auf die eine Curve und das andere

in Hinsicht auf die andere Curve dem Strahlenbüschel S zugeordnet

ist, zwei Punkte S, T oder nur den Punkt S oder alle ihre Punkte

— oder, was dasselbe ist, je nachdem die zu einander projektivi-

schen Strahlenbüschel, von welchen der eine in Hinsicht auf die

eine Curve und der andere in Hinsicht auf die andere Curve dem

geraden Gebilde s zugeordnet ist, zwei Strahlen s, t oder nur den

Strahl s oder alle ihre Strahlen — entsprechend gemein haben.

Im ersten Falle berühren nämlich die Curven entweder noch eine

zweite Gerade in einem und demselben Punkte oder sie haben noch
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zwei Punkte mit einander gemein und noch zwei gemeinschaftliche

Tangenten , so dass aber keine dieser Tangenten beide Curven

in einem und demselben Punkte berührt. Im zweiten Falle haben die

Curven nur noch einen Punkt mit einander gemein und nur noch

eine gemeinschaftliche Tangente, welche aber nicht durch diesen

zweiten gemeinschaftlichen Punkt geht. Im dritten Falle haben

die Curven keinen andern Punkt mit einander gemein und keine

andere gemeinschaftliche Tangente. Man darf nur, um sich hievon

zu überzeugen; die Curven als homologe Gebilde von zwei zu ein-

ander projektivischen ebenen Systemen betrachten, welche alle

Strahlen des Strahlenbüschels S

und daher auch allePunkte eines-

geraden Gebildes u entsprech-

end gemein haben. Die Ge-

rade u, welche entweder beide

Curven in einem und demselben

Punkte berührt oder durch zwei

gemeinschaftliche Punkte der-

selben geht, schneidet die Gerade

s im ersten der oben erwähnten

Fälle im Punkte T, im zweiten

aber im Punkte S, während im

dritten Falle u mit s identisch

ist.

Punkte des geraden Gebildes s

und daher auch alle Strahlen

einesStrahlenbüschels entsprech-

end gemein haben. Der Mit-

telpunkt dieses Büschels, in wel-

chem entweder beide Curven eine

und dieselbe Gerade berühren

oder zwei gemeinschaftlicheTan-

genten derselben sich schneiden,

ist im ersten der oben erwähn-

ten Fälle ein Punkt der Geraden

t, im zweiten ein Funkt der Ge-

raden 8 aber nur im dritten der

Punkt S selbst.

Man kann daher auch sagen, dass die Curven in dem Punkte

S im ersten Falle nur zweipunktig, im zweiten Falle aber drei-

punktig und im dritten vierpunktig einander sich anschmiegen, weil

im Punkte S im dritten Falle ein Berührungspunkt und ein Schnitt-

punkt, im vierten Falle hingegen zwei Berührungspunkte vereinigt

seien, üebrigens ist der obige Satz vorderhand nur unter der

Voraussetzung bewiesen, dass die beiden Curven und die Gerade s,

mithin auch der Punkt S reell sind.

188. Wenn zwei Systeme, welche reell-projektivisch und

zwar coUineär zu einander sind, in einerlei Ebene aber nicht per-

spektivisch liegen, so haben sie entweder die Eckpunkte und Seiten

eines reellen Dreiecks oder die Eckpunkte und Seiten eines imagi-

nären Dreiecks, in welchem jedoch ein Eckpunkt und die demsel-
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ben gegenüberliegende Seite reell sind, oder nur vier Elemente,

nämlich zwei reelle Punkte und zwei reelle Gerade, oder nur zwei

Elemente, nämlich einen reellen Punkt und eine durch ihn gehende

reelle Gerade entsprechend gemein.

Es entspreche dem reellen Punkte S des einen Systems der

Punkt Si des andern und der Geraden SSi des erstem die

Gerade s^ des letztern. Wenn nun, was man annehmen kann,

die Gerade s^ nicht mit SSi zusammenfällt, so erzeugen die zu

einander projektivischen Strahlenbüschel S, Si eineCurve K IL Ord-

nung, welche die Gerade SSj in den Punkten S,Si schneidet,

die Gerade Si aber im Punkt S| berührt. Der Curve K des er-

stem Systems entspricht eine Curve Kj des letztern, welche im

Punkte Si die Gerade Sj und also auch die Curve K schneidet,

demnach mit dieser Curve wenigstens noch einen reellen Punkt

gemein hat. Je zwei homologe Punkte P, Pi derCnrven werden

aus den Punkten S , S^ durch zwei homologe Gerade SP , Sj P^

und also aus dem Punkte Sj durch eine und dieselbe Gerade

projicirt. Da hiernach die zu einander collineären Systeme jeden

von Si verschiedenen gemeinschaftlichen Punkt der beiden Curven

und jede nicht durch den Punkt S^ gehende Gerade, welche beide

Curven in denselben zwei Punkten schneidet oder in einem und

demselben Punkte berührt, ausserdem aber kein Element entspre-

chend gemein haben, so findet der erste, zweite, dritte oder vierte

der im Satze erwähnten Fälle statt, je nachdem die Curven in vier

reellen Punkten oder in zwei reellen und in zwei imaginären

Punkten sich schneiden, oder in zwei reellen Punkten sich schneiden

und in einem dritten reellen Punkte sich berühren, oder nur

einen von Sj verschiedenen Punkt, in welchem sie also dreipunktig

einander sich anschmiegen, mit einander gemein haben.

189. Wenn zwei Polarsysteme in einerlei Ebene liegen und

dem Fünfseite a b c d e in dem einen das Fünfeck A B C D E, in dem

andern aber das Fünfeck Aj Bi Cj Dj Ej zugeordnet ist, so sind

ABC DE, AiBjCiDjEi homologe Gebilde von zwei zu einander

collineären Systemen, welche in einerlei Ebene liegen und also

entweder alle Punkte eines geraden Gebildes s und alle Strahlen

eines Strahlenbüschels S oder (188) nur die drei Eckpunkte und

Seiten eines Dreiecks FGH oder nur zwei Punkte S, T und zwei
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Gerade, von welchen die eine s durch beide Punkte, die andere t

durch den einen S geht, oder nur einen Punkt S und eine durch

ihn gehende Gerade s entsprechend gemein haben. Da nun zu

jedem Elemente, welches die zu einander collineären Systeme ent-

sprechend gemein haben, ein anderes solches Element es giebt,

welches dem erstei-n in beiden Polarsystemen zugeordnet ist, so

folgt, dass die Ordnungscurven K,Ki derselben im ersten der

vier erwähnten Fälle entweder in zwei Punkten sich berühren oder

in einem Punkte vierpunktig einander sich anschmiegen; je nach-

dem nämlich der Punkt S ausserhalb oder in der Geraden s liegt.

Im zweiten Falle, wenn nämlich die Polarsysteme das Polardreieck

FGH aber auch nur dieses Polardreieck miteinander gemein haben,

haben die Curven vier Punkte mit einander gemein und vier ge-

meinschaftliche Tangenten. Im dritten Falle berühren die Curven

(185) in dem Punkte S eine und dieselbe Gerade s, haben aber

noch zwei Punkte mit einander gemein und noch zwei gemein-

schaftliche Tangenten. Im vierten Falle endlich, in welchem kei-

nem von S verschiedenen Punkte in beiden Polarsystemen eine

und dieselbe Gerade zugeordnet ist, schmiegen die Curven in

diesem Punkte dreipunktig einander sich an. Uebrigens gelten

diese Schlüsse vorderhand nur unter der Voraussetzung, dass

die Polarsysteme reell sind.

Anhang.

190. In einem rechtwinkligen Strahlenbündel sollen anch je

zwei imaginäre Elemente, welche einander entweder zugeordnet oder

conjugirt sind, zu einander senkrecht heissen. Jedem imaginären

Strahle ab aibi ist eine imaginäre Ebene ABAiBi zugeordnet,

deren reelle Axe zu dem reellen Träger der imaginären Geradon

senkrecht ist. Sind die Geraden ai,bj zu den Geraden a,b be-

ziehlich senkrecht, so liegt die imaginäre Gerade aba^ bj in der

ihr zugeordneten Ebene, daher alsdann jedes dieser Elemente auch

zu sich selbst senkrecht ist. Jeder reelle Büschel I, Ordnung, des-

sen Mittelpunkt oder dessen Axe nicht im Unendlichen liegt, ent-

hält also zwei einander conjungirte imaginäre Elemente, deren jedes
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zu sich selbst senkrecht ist. Zwei solche einander conjungirte

imaginäre Elemente sind aber nichts anderes als die Ordnnngs-

elemente eines rechtwinkligen Büschels.

191. Wenn zwei congruente Strahlenbüschel abc...; a^ b^

Cj . .
.

, welche in einerlei Ebene liegen und einen gemeinschaftlichen

eigentlichen Mittelpunkt haben, in einem und demselben Sinne

beschrieben sind , so haben sie zwei einander conjungirte ima-

ginäre Strahlen entsprechend gemein, deren jeder zu sich selbst

senkrecht ist.

Sind nämlich die Geraden a, ai zu einander senkrecht, so

liegen die Büschel involutorisch, welcher Fall bereits im Torigen

betrachtet worden ist. Wenn aber der Geraden a^ des erstem

Büschels eine von a verschiedene Gerade a.2 des letztern entspricht,

so seien hj, h2 diejenigen homologen Strahlen derselben, welche

zu den Geraden a^ , s^ beziehlich senkrecht sind. Da nun a a^

a2 hl ein harmonischer Wurf ist, so folgt der Satz aus 154. Nennt

man je zwei unendlich ferne Punkte der Ebene, welche in zwei

zu einander senkrechten Richtungen liegen, einander zugeordnet, so

hat man ein involutorisches Punktgebilde, dessen Träger die unend-

lich ferne Gerade der Ebene ist. Die Ordnungspunkte dieses Ge-

bildes werden aus jedem reellen eigentlichen Punkte durch zwei

einander conjungirte imaginäre Gerade projicirt, deren jede zu sich

selbst senkrecht ist, und sollen daher die Normalpunkte der Ebene

heissen. Liegen zwei ebene Systeme, welche einander ähnlich sind,

in einerlei Ebene aber nicht perspektivisch, so haben sie einen

reellen eigentlichen Punkt und zwei unendlich ferne Punkte ent-

sprechend gemein. Die beiden letztern Punkte sind entweder die

Normalpunkte der Ebene oder zwei durch diese Punkte harmonisch

getrennte reelle Punkte, je nachdem nämlich je zwei homologe

Winkel der Systeme in einem und demselben Sinne oder im ent-

gegengesetztem Sinne beschrieben sind. Wenn jedoch die Syste-

me nicht blos ähnlich sondern congrnent sind, so haben sie im

letztern der erwähnten Fälle keinen eigentlichen Punkt und da-

her auch nur eine eigentliche Gerade entsprechend gemein.

1 92. Jeder Strahlenbüschel II. Ordnung, welcher einer Para-

bel sich anschmiegt, enthält (164) zwei imaginäre Strahlen, deren

jeder zu sich selbst senkrecht ist. Der gemeinschaftliche reelle
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Punkt dieser Strahlen heisst der 'Brennpunkt der Parabel. Hat

die Ordnungscurve eines reellen ebenen Polarsystems mit der un-

endlich fernen Geraden der Ebene zwei Punkte gemein, so hat man

zu unterscheiden, ob diess die Normalpunkte der Ebene oder zwei

andere Punkte sind. Im erstem Falle ist die Curve, da je zwei

einander conjungirteDurchmesser derselben zu einander senkrecht

sind, ein Kreis. Im letztern Falle, wenn nämlich nur zwei einan-

der conjungirte Durchmesser zu einander senkrecht sind, enthält

(165) der der Curve sich anschmiegende Strahlenbüschel vier

Strahlen, deren jeder zu sich selbst senkrecht ist. Die beiden

reellen Punkte dieser vier imaginären Geraden sind die Brenn-

punkte der Curve.

Ist die Ebene gegeben, in welcher ein Kreis liegt, so sind

auch zwei Punkte gegeben, durch welche derselbe geht. Con-

centrische Kreise, welche in einerlei Ebene liegen, berühren

sich in den Normalpunkten dieser Ebene.

193. Zwei in einerlei Ebene liegende congruente Strahlenbü-

schel, welche keinen Strahl entsprechend gemein haben, erzeugen

entweder einen Kreis oder eine gleichseitige Hyperbel, je nachdem

sie nämlich in einem und demselben oder in entgegengesetztem

Sinne beschrieben sind.

Die unendlich ferne Gerade der Ebene schneidet die Strahlen-

büschel in zwei zu einander projektivischen geraden Gebilden, wel-

che im erstem Falle die Normalpunkte der Ebene, im letztern aber

zwei durch diese Punkte harmonisch getrennte reelle Punkte ent-

sprechend gemein haben. Im letztern Falle liegen (152) die er-

wähnten Punktgebilde involutorisch, daher in diesem Falle der

Mittelpunkt der Curve in dem gemeinschaftlichen Strahle der bei-

den Büschel liegt. Und wenn zwei reelle Strahlenbüschel I, Ord-

nung zu einem und demselben Kreise oder zu einer und derselben

gleichseitigen Hyperbel perspektivisch sind und überdiess im letz-

tern Falle der gemeinschaftliche Strahl der Büschel durch den

Mittelpunkt der Curve geht, so sind sie congruent.

194. Die Ordnungsfläche eines rechtwinkligen Strahlenbün-

dels hat die Eigenschaft, dass jede in ihr liegende Gerade und

jede ihr sich anschmiegende Ebene zu sich selbst senkrecht ist.

Die imaginäre Curve, in welcher die unendlich ferne Ebene von
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allen solchen Kegelflächen geschnitten wird, soll der Normalkreis

heissen. Jede Fläche II. Ordnung, welche durch diesen Kreis geht

aber keine Kegelfläche ist, ist eine Kugelfläche, indem je zwei ein-

ander conjugirte Durchmesser derselben zu einander senkrecht

sind. Auch jede in einer Kugelfläche liegende Gerade ist zu

sich selbst senkrecht.

Jede reelle Fläche II. Ordnung, welche den Normalkreis in

zwei Punkten berührt, ist eine Drehangsfläche, deren Drehangs-

axe dem reellen Träger der Berührungspunkte zugeordnet ist.

195. Wenn eine reelle Fläche II. Ordnung den Normalkreis

in vier Punkten A, B, 0, D schneidet, deren reelle Träger A B,

C D nicht in der Fläche liegen, so wird sie von jeder Ebene, wel-

che durch die eine oder andere der erwähnten unendlich fernen

Geraden aber nicht zugleich durch zwei in der Fläche liegende

Gerade geht, in einem Kreise geschnitten. Die drei Punkte, in

deren jedem zwei einander gegenüberliegende Seiten des voll-

ständigen Vierecks ABCD sich schneiden, werden, wenn die

Fläche einen Mittelpunkt hat, aus diesem Punkte durch die

drei Axen derselben projicirt.

Durch zwei reelle Ebenen und eine reelle Gerade, welche

beide Ebenen in einem und demselben eigentlichen Punkte sehnei-

det und höchstens von einer andern Geraden durch die Ebe-

nen harmonisch getrennt ist, ist (181) eine reelle Kegelfläche

II. Ordnung bestimmt, welche nämlich durch die gegebene Ge-

rade geht und von jeder reellen Ebene, die zu irgend einer der

gegebenen Ebenen parallel ist, in einem Kreise geschnitten wird.
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Ceoiiietrie der liage«

§. 14.

Vom Sinne.

196, WennP, Q, R, S vier Elemente eines und desselben

einförmigen Gebildes sind , so liegt das Element S entweder im

Sinne PQR, der auch darch QRP oder RPQ bezeichnet werden

kann, oder im Sinne RQP, der dem erstem entgegengesetzt ist,

oder es verhält sich das Element S zum Sinne PQR und daher

auch zum Sinne RQP neutral. — Es seien, da vorderhand die

Betrachtung nachstehender Fälle hinreichend ist, P, Q, R, S vier

in einer und derselben imaginären Geraden abcd II. Art

liegende Punkte. Wenn nun die

reellen Träger p, q, r, s dieser

Punkte einer und derselben Re-

gelschaar angehören, so soll ge-

sagt werden, dass der Punkt S

zum Sinne PQR neutral sich

verhalte oder dass PQRS ein

neutraler Wurf sei. Wenn aber

die Gerade s der Regelschaar

pqr nicht augehört und EFGH
eine Darstellung des Punktes S

ist, so soll von ihm gesagt wer-

den, dass er im Sinne PQR oder

sich schneidende Ebenen. Wenn

nun die reellen Axen p, q, t,/5

dieser Ebenen einer und dersel-

ben Regelschaar angehören, so

soll gesagt werden, dass die

Ebene S zum Sinne PQR neu-

tral sichverhalte oder dass FQH3
ein neutraler Wurf sei. Wenn
aber die Gerade s der Regel-

schaar pqr nicht angehört, und

EFGH eine Darstellung der Ebe-

ne S ist, so ^R von ihr gesagt

werden, dass sie im Sinne PQR
Sta n d t , Beiträge zur Geometrie der Lage.
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im Sinne RQP liege, je nach-

dem die Regelschaar pqr oder

die Regelschaar rqp im Sinne

EFG beschrieben ist. Die Re-

gelschaaren abc, pqr sind im

erstem dieser beiden Fälle in

Hinsicht auf das gerade Gebilde

s in einem und demselben Sinne,

im letztern aber in entgegenge-

setztem Sinne beschrieben.

oder im Sinne RQP liege, je

nachdem die Regelschaar pqr

oder die Regelschaar rqp im

Sinne EFG beschrieben ist. Die

Regeischaaren abc, pqr sind im

erstem dieser beiden Fälle in

Hinsicht auf den Ebenenbtischel

s in einem und demselben Sinne,

im letztem aber in entgegenge-

setztem Sinne beschrieben.

197. Zwei Würfe PQRS, PiQ,RjS, sollen, was den Sinn

anbelangt, von einerlei Art heissen, wenn das Element S im Sinne

PQR oder im Sinne RQP liegt oder zum Sinne PQR neutral sich

verhält, je nachdem das Element Sj im Sinne P^Q^Rj oder im

Sinne RiQiPj liegt oder zum Sinne P^QiRi neutral sich verhält.

Man kann dann auch sagen, dass das Element S zum Sinne PQR
sich verhalte, wie das Element S^ zum Sinne PjQjRj sich verhält.

Sind u, V zwei einander conjungirte imaginäre Gerade II. Art

und p, q, r, s vier sie schneidende reelle Gerade, so sind die Würfe

u(pqrs) , v{rqps), u (rqps), v (pqrs) , was den Sinn anbelangt,

sämmtlich von einer und derselben Art. Wenn nämlich die Geraden

p, q, r, s einer und derselben Regelschaar angehören, so sind

die erwähnten Würfe neutrale Würfe. Wenn aber die Gerade s

der Regelschaar pqr nicht angehört und abcd irgend eine von einem

Leitstrahle der Regelschaar pqr ausgehendeDarstellung derGeraden

u, folglich cbad eine Darstellung der Geraden v ist, so sind die

Regeischaaren abc, pqr und also auch die Regeischaaren cba, rqp

entweder in Hinsicht auf das gerade Gebilde s in einem und dem-

selben Sinne und in Hinsicht auf den Ebenenbüschel s in entge-

gengesetztem Sinne, oder in Hinsicht auf das gerade Gebilde s in

entgegengesetztem Sinne und in Hinsicht auf den Ebenenbüschel 8

in einem und demselben Sinne beschrieben. Im erstem dieser'

Fälle liegt der Punkt us im Sinne u(pqr), der Punkt vs im Sinne

v(rqp), die Ebene us im Sinne u(rqp) und die Ebene vs im Sinne

V (pqr), während im letztern Falle der Punkt us im Sinne u(r qp),

der Punkt vs im Sinne v(pqr), die Ebene us im Sinne u (pqr)

und die Ebene vs im Sinne v (rqp) liegt.
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198. Wenn zwei räumliche Systeme reell- projektivisch zu ein-

ander sind, so sind je zwei homologe Würfe PQRS, PiQ^RiSj,

was den Sinn anbelangt, von einer und derselben Art.

Es seien P, Q, B, S vier in einer und derselben imaginären

Geraden II. Art befindliche Punkte. Wenn nun die reellen Träger

p, q, r, s dieser Punkte einer und derselben Regelschaar augehören,

so gilt dies auch von den ihnen entsprechenden Geraden pi, qi,

ri, Si und alsdann sind PQRS, PiQiBjSj zwei neutrale Würfe-

Wenn aber die Gerade s der Rogelschaar pqr nicht angehört, und

EFGH, E,F,GiHi Darstellungen der Elemente S, S, sind, so ist

die Regelschaar pqr im Sinne EFG oder im Sinne GFE beschrieben,

je nachdem die Regelschaar pjqirj im Sinne EjF,Gi oder im

Sinne GiF,Ej beschrieben ist, daher auch das Element S im Sinne

PQR oder im Sinne RQP liegt, je nachdem das Element Sj im Sinne

PiQiRj oder im Sinne RiQjPi liegt. Eben so wii*d der Satz bewiesen,

wenn P,Q, R, S vier in einer und derselben imaginärenGeraden II.Art

sich schneidende Ebenen sind. Die Betrachtung andei'er Fälle aber

ist vorderhand noch nicht nothwendig.

199. Wenn u, Uj zwei imaginäre Gerade II. Art und P, Q,

R, S vier in einer und derselben dritten Geraden f, welche mit

keiner von den beiden erstem einen Punkt gemein hat, befindliche

Punkte oder sich schneidende Ebenen sind, so sind die Würfe

u(PQRS), ui (PQRS), was den Sinn anbelangt, von einerlei Art.

I. Ist f eine reelle Gerade, so kann man (160) zwei räum-

liche Systeme reell-projektivisch so auf einander beziehen, dass sie

drei reelle Punkte der Geraden f, mithin alle Punkte dieser Gera-

den und also auch die Punkte P, Q, R, S entsprechend gemein

haben, und dass der Geraden u des einen Systems die Gerade Uj

des andern entspricht. Da alsdann dem Wurfe u(PQRS) der Wurf

Ui(PQRS) entspricht, so folgt der Satz in diesem Falle aus dem

vorigen.

II. Ist die Grerade f imaginär aber keiner von den beiden

Geraden u, Uj conjnngirt, so sei M ein Punkt der Geraden u und

Mj ein ausserhalb der Ebene Mf liegender Punkt der Geraden uj^

so dass jedoch die reellen Träger der Punkte M, M^ nicht in

einerlei Ebene liegen'und keine dieserGeraden die Gerade fschneidet.

Da nun die Gerade uo, welche den Punkt M mit dem Punkte M^
9=^^
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verbindet, eine imaginäre Gerade II. Art ist und die reelle Axe

der Ebene Mf die Ebenen uP, uQ, uR, uS in denselben vier|Punkten

schneidet, in welchen sie die Geraden MF, MQ, MR, MS und also

die Ebenen U2P, U2Q, U2R, uoS schneidet, so sind nach dem vori-

gen Falle die Würfe u(PQRS), UaCPQRS) und eben so die Würfe

iTj (PQRS),U2(PQRS), mithin auch die Würfe u(PQRS}, Ui(PQRS),

was den Sinn anbelangt, von einerlei Art.

III. Ist die Gerade f der einen u von den beiden Geraden

U; ui conjungirt, so sei U2 irgend eine imaginäre Gerade IL Art,

welche die Gerade u in einem Punkte M schneidet, aber mit der

Geraden f keinen Punkt gemein hat. Bemerkt man nun, dass auch

jede von f verschiedene Gerade, welche in der Ebene Mf liegt, ohne

durch den Punkt M zu gehen, die Ebenen uP, uQ, uR, uS in den

vier Punkten schneidet, in welchen sie die Ebenen uoP, VI2Q, U2R,

U2S, schneidet, so folgt aus II, dass die Würfe u(PQRS), U2(PQRS),

was den Sinn anbelangt, von einerlei Art sind. Dasselbe gilt aber

auch von den Würfen Ui(PQRS), U2(PQRS) und mithin auch

von den Würfen u(PQRS), u,(PQRS). — Ebenso hat man drei

Fälle zu unterscheiden, wenn P, Q, R, S vier in der Geraden f

sich schneidende Ebenen sind.

200. Wenn P, Q, R, S vier in einer und derselben reellen

Geraden oder in einer und derselben imaginären Geraden I. Art

befindliche Punkte sind, u aber

eine imaginäre Gerade II. Art

ist, welche die erstere Gerade

nicht schneidet, so soll vom

Punkte S gesagt werden, dass

er im Sinne PQRoderim Sinne

RQP liege oder zum Sinne PQR
neutral sich verhalte, je nach-

dem die Ebene uS im Sinne

u(PQR) oder im Sinne u(RQP)

liegt oder zum Sinne u(PQR)

neutral sich verhält.

sich schneidende Ebenen sind,

u aber eine imaginäre Gerade

II. Art ist, welche die erstere

Gerade nicht schneidet, so soll

von der Ebene S gesagt werden,

dass sie im Sinne PQR oder im

Sinne RQP liege oder zum Sinne

PQR neutral sich verhalte, je

nachdem der Punkt uS im Sinne

u(PQR) oder im Sinne u(RQP)

liegt oder zum Sinne u(PQR)

neutral sich verhält.

Dass diess von der Wahl der Geraden u unabhängig ist, näm-

lich jede andere imaginäre Gerade U] II. Art, welche die Gerade

PQ nicht schneidet, die Stelle der Geraden u vertreten kann, folgt
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ans 199. — Wenn die Elemente P, Q, R reell sind, S aber ein

imaginäres Element und ABCD eine Darstellung desselben ist, so

liegt (nach 62 und 196) das Element S im Sinne PQR oder im

Sinne RQP, je nachdem der Sinn ABC mit dem Sinne PQR oder

mit dem Sinne RQP übereinstimmt. Sind P, Q, R, Svier reelle Ele-

mente, so ist PQRS ein neutraler Wurf.

201. Wenn die vier Ebenen P, Q, R, S in einer und der-

selben Geraden u sich schneiden und von einer andern Geraden uj,

welche mit der erstem keinen Pnnkt gemein hat. in den Pnnkten

Pj, Qi, Ri, Si geschnitten werden, so verhält sich der Punkt Sj

zum Sinne PiRjSi, wie die Ebene S zum Sinne PQR sich verhält.

Sind u, Ui zwei imaginäre Gerade II. Art, so sei v die Ge-

rade, welche der erstem conjnn^irt ist. Da nun nach 197 und

199 sowohl die Würfe PQRS, vi^PQRS) als auch die Würfe PjQiRjSi,

v(PQRS), was den Sinn anbelangt, von einerlei Art sind, so gilt

diess auch von den Würfen PQRS, PjQjRiSj. Ist nur die eine

von den beiden Geraden u, Ui eine imaginäre Gerade IL Art, so

folgt der Satz ans 200. Wenn endlich jede von den beiden Ge-

raden u, Ui wenigstens einen reellen Punkt enthält, so nehme man

in der Geraden u einen imaginären Punkt M an, aus welchem die

Gerade uj durch eine imaginäre Ebene projicirt wird. Es seien

ferner v, Vj zwei imaginäre Gerade II. Art, von welchen die eine

V die Ebene Muj im Punkte M schneidet, die andern Vj aber in

der Ebene Muj liegt, ohne durch den Punkt M zu gehen. Da nun

nach den bereits betrachteten Fällen je zwei aufeinander folgende

der vier Würfe PQRS, Vi(PQRS), v(PiQ,RiS,), P^QjRiS,,

was den Sinn anbelangt, von einer und derselben Art sind, so

gilt diess auch vom ersten und vierten.

202. Wenn p, q, r, s vier Strahlen eines und desselben

Strahlenbtischels sind und u irgend eine Gei-ade ist, welche mit

dem Büschel in einerlei Ebene liegt aber nicht durch seinen Mit-

telpunkt geht, so soll vom Strahl s gesagt werden, dass er im

Sinne pqr oder im Sinne rqp liege oder zum Sinne pqr neutral

sich verhalte, je nachdem der Punkt us im Sinne u (pqr) oder im

Sinne u(rqp) liegt oder zum Sinne u (pqr) neutral sich verhält.

Um sich zu überzeugen, dass hier jede andere Gerade uj, wel-

che in der Ebene pq liegt, ohne durch den Punkt pq zu gehen,
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die Stelle der Geraden u vertreten kann, nehme man eine Gerade

V an, welche die Ebene pq im Punkte pq schneidet. Nun verhält

sich (201) der Punkt UjS zum Sinne Ui(pqr) wie die Ebene vs

zum Sinne v(pqr) und die P^bene vs zum Sinne v(pqr) wie der

Punkt US zum Sinne u(pqr), mithin auch der Punkt ujs zum

Sinne uj(pqr) wie der Punkt us zum Sinne u(pqr). Es sind hie-

mit alle Fälle des in 196 aufgestellten Satzes erschöpft.

203. Nach den beiden letztern Nummern sind je zwei zu

einander perspektivische Würfe, was den Sinn anbelangt, von

einerlei Art. Dasselbe gilt also auch, wenn zwei reelle einförmige

Gebilde u, uj reell-projektivisch zu einander sind, von je zwei

homologen Würfen derselben. Wenn nämlich die Gebilde u, Uj

nicht perspektivisch zu einander sind, so kann man sie doch als das

erste und letzte von mehreren Gebilden betrachten, von welchen

jedes folgende zum vorhergehenden perspektivisch ist.

Sind zwei reelle Grundgebilde der zweiten Stufe oder zwei

räumliche Systeme reell-projektivisch zu einander, so sind auch

je zwei homologe Würfe, was den Sinn anbelangt, von einer

und derselben Art. Man nehme an, dass zwei räumliche Systeme

reell-projektivisch zu einander sind und dass den Punkten P, Q,

R, S des einen Systems, welche in einer und derselben Geraden

liegen, die Ebenen Pj, Qi, R|, Sj des andern entsprechen. Es

entspreche ferner der reellen Geraden u des erstem Systems, welche

die Gerade PQ nicht schneidet, die Gerade Ui des letztem, so

entspricht auch dem Ebenenbüschel u das gerade Gebilde u,. Da

nun diese Gebilde reell-projektivisch zu einander sind, so verhält

sich nach dem Obigen die Ebene uS zum Sinne u(PQR) wie der

Punkt UiSj zum Sinne ui(PiQiRj) und also auch der Punkt S

zum Sinne PQR wie die Ebene Sj zum Sinne P^Q^Ri.

204. Wenn den Elementen P, Q, R, S, welche einem und

demselben einförmigen Gebilde angehören, die Elemente P^, Qi,

Ri, Sj conjungirt sind, so verhält sich das Element S zum Sinne

PQR, wie das Element S^ zum Sinne RiQiPi sich verhält.

Ist PQR... ein gerades Gebilde, so seien u, Ui zwei einander

conjungirte imaginäre Gerade IL Art, von welchen die erstere die

Gerade PQ nicht schneidet. Da nun (124) den Ebenen uP, uQ,

uR, uS die Ebenen u^Pi, ujQi, uiRi, ujS, conjungirt sind, so
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sind (197) die Würfe ulPQRSj, ui(RiQ,PiSi) uud folglich auch

die Würfe PQRS, R]Q|P,S|, was den Sinn anbelangt, von einer

und derselben Art. Jeder andere Fall ka\jn anf den betrachteten

zurückgeführt werden.

205. Wenn P, Q, R, S vier Elemente eines und desselben

einförmigen Gebildes sind, so sind die Würfe PQRS, QPSR. was

den Sinn anbelangt, von einerlei Art.

Sind P, Q, R, S vier in einer und derselben Geraden liegende

Punkte, so nehme man in einer andern durch den Punkt P ge-

benden Geraden noch drei Punkte Qi, R| Si an, so dass die

Geraden QQ,, RR|, SS] in einem und demselben Punkte F sich

schneiden. Ist nun G der Schnittpunkt der Geraden QQj, SRj,

so ist jeder folgende der vier Würfe PQRS, PQ,R,S,, QQ,GF,

QPSR eine Projection vom vorhergehenden, daher auch der erste

und vierte, was den Sinn anbelangt, von einerlei Art sind. Jeder

andere Fall kann aufden betrachteten zurückgeführt werden. Wenn
also das Element S im Sinne PQR liegt, so liegt das Element R
im Sinne QPS, das Element Q im Sinne RSP und das Element

P im Sinne SRQ.

§• 15.

Von den Ketten.

206. Von nun an soll, wenn P, Q, R drei Elemente eines

und desselben einfurmigen Gebildes sind, auch von jedem dieser

Elemente gesagt werden, dass es zum Sinne PQR neutral sich

verhalte. — Durch drei Elemente P, Q, R eines einförmigen

Gebildes ist einein demselben enthaltene Kette PQR... bestimmt,

welche nämlich der Inbegriff von allen denjenigen Elementen des

Gebildes ist, die zum Sinne PQR neutral sich verhalten. Sind P,

Q, R drei in einer und derselben imaginären Geraden u II. Art

befindliche Punkte und p, q, r

die reellen Träger derselben, so

besteht die Kette PQR... ans

allen denjenigen Punkten derGe-

sich schneidende Ebenen und p,

q, r die reellen Axen derselben»

so bestellt die Kette PQR .. ans

allen d.^njenigen Ebenen des Ebe-

raden u, deren reelle Träger der j
nenbüschels u, deren reelle Axen
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Regelschaar pqr angehören. Ein

Punkt, welcher dem geraden Ge-

bilde u aber nicht der Kette

PQR... angehört, liegt im Sinne

PQR oder im Sinne RQP, je

nachdem (68) sein reeller Trä-

ger auf der einen oder andern

Seite der Regelfläche pqr liegt.

der Regelschaar pqr angehören.

Eine Ebene, welche dem Ebenen-

büschel u aber nicht der Kette

PQR... angehört, liegt im Sinne

PQR oder im Sinne RQP, je

nachdem ihre reelle Axe auf der

einen oder andern Seite der

Regelfläche pqr liegt.

207. Wenn in einem einförmigen Gebilde der Sinn PQR mit

dem Sinne PiQiRj tibereinstimmt, also jedes Element des Gebildes

zum Sinne PQR wie zum Sinne PiQiRj sich verhält, so fallen die

Ketten PQR..., P^Q^Rj... in einander. Und wenn die Elemente

P, Q, R, Pj, Qi, Rj einer und derselben Kette augehören, so

stimmt der Sinn PiQiRi entweder mit dem Sinne PQR oder mit

dem Sinne RQP überein. — Stimmt der Sinn PQR mit dem Sinne

RSP überein, so stimmt hiemit auch der Sinn QRS, so wie auch

der Sinn SPQ üborein, und alsdann heissen die Elemente P, R
durch die Elemente Q, S getrennt. Unter vier Elementen einer

und derselben Kette sind immer zwei Paar getrennte. Namentlich

sind, wenn PQRS ein harmonischer Wurf ist, die Elemente P, R
durch die Elemente Q, S getrennt. — Jede Kette wird durch je

zwei in ihr liegende Elemente M, N in zwei Stücke getheilt, so

dass also, wenn das Element A in dem einen und das Element B
in dem andern dieser Stücke liegt, die Elemente A, B durch die

Elemente M, N getrennt sind, mithin MANB ein ordentlicher

Wurf ist. Durch n in ihr liegende Elemente wird eine Kette in

n Stücke getheilt.

Von einem Elemente, welches dem einförmigen Gebilde PQR...

aber nicht der Kette PQR... angehört, soll gesagt werden, dass

es auf der einen oder andern Seite dieser Kette liege, je nachdem

es im Sinne PQR oder im Sinne RQP liegt. Liegen zwei Elemente

F, G, welche dem einförmigen Gebilde PQR... angehören, auf ent-

gegengesetzten Seiten der Kette PQR..., so kann man auch sagen,

dass sie durch diese Kette getrennt seien, indem jede Kette, welche

in dem einförmigen Gebilde PQR... enthalten ist und die beiden

Elemente P, Genthält, mit der Kette PQR... zwei Elemente gemein

hat, durch welche die Elemente F, G getrennt sind. Und wenn
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zwei verschiedene Ketten, welche in einem und demselben einför-

migen Gebilde enthalten sind; zwei Elemente mit einander gemein

haben, so wird durch diese Elemente jede von den beiden Ketten

in zwei Stücke getheilt, die auf entgegengesetzten Seiten der

andern liegen.

Sind zwei einförmige Gebilde zu einander perspektivisch, so

entspricht jedem Sinne in dem einen ein Sinn im andern und

jeder Kette in dem einen eine Kette im andern. Da nun (206)

die obigen Sätze für jedes gerade Gebilde gelten, dessen Träger

eine imaginäre Gerade II. Art ist, so gelten sie auch für jeden

Ebenenbüschel und daher auch für jedes andere einförmige Gebilde.

Bemerkt wird noch, dass je zwei Punkte die gemeinschaftlichen

Grenzpunkte von unendlich vielen Strecken, je zwei in einerlei

Ebene liegende Gerade die gemeinschaftlichen Schenkel von unend-

lich vielen ebenen Winkeln und je zwei Ebenen die gemeinschaft-

lichen Schenkel von unendlich vielen Flächenwinkeln sind. Der

Punkt Qi gehört der Strecke PQR an, wenn der Sinn PQiR mit

dem PQR übereinstimmt.

208. Durch eine in einem einförmigen Gebilde enthaltene

Kette ABC... und zwei Elemente A, P des Gebildes, von welchen

das eine A der gegebenen Kette angehört, das andere P aber ihr

nicht augehört, ist eine andere in demselben Gebilde enthaltene

Kette bestimmt, welche nämlich die beiden Elemente A, P enthält

und mit der erstem nur das Element A gemein hat.

Es seien A, B, C, P vier in einer und derselben imaginären

Geraden u II. Art befindliche Punkte und a, b, c, p die reellen

Träger derselben. Es sei ferner H eine durch die Gerade p geh-

ende reelle Ebene, so schneidet diese die Regelfläche abc in einer

Curve, welcher im Punkte Ha eine Gerade s sich anschmiegt. Alle

Punkte der Geraden n, deren reelle Träger die Gerade s schneiden,

gehören einer und derselben Kette an, welche mit der Kette

ABC .. nur den Punkt A gemein hat und überdiess den Punkt

P enthält.

209. Durch eine in einem einförmigen Gebilde enthaltene

Kette ABC... und zwei Elemente P, Q des Gebildes, welche auf

einerlei Seite der Kette liegen, sind zwei andere in demselben

Gebilde enthaltene Ketten bestimmt, deren jede die beiden Elemente
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P, Q enthält und mit der gegebenen Kette ein, aber aucb mir

ein Element gemein hat.

Es seien A, B, C, P, Q fünf in einer und derselben imagi-

nären Geraden II. Art befindliche Punkte und a, b, c, p q die

reellen Träger derselben. Legt man nun durch die Gerade p eine

reelle Ebene H, so schneidet diese die Regelfläche abc in einer

Cnrve, von welcher zwei reelle Tangenten durch den Punkt Hq

gehen, woraus der Satz folgt.

210. Wenn in einem einförmigen Gebilde u die Elemente

M, N sowohl durch die Elemente A, Ai als auch durch die Ele-

mente B, B| harmonisch getrennt sind, aber die erwähnten sechs

Elemente nicht sämmtlich einer und derselben Kette angehören,

so haben die Ketten MAB..., MAiBj... und oben so die Ketten

MAB]..., MAiB... nur das Element M mit einander gemein.

Es sei u ein imaginäres gerades Gebilde IT. Art, so sind die

reellen Träger m, n der Punkte M, N sowohl durch die reellen

Träger a, aj der Punkte A, Aj als auch durch die reellen Träger

b, b| der Punkte B, Bi harmonisch getrennt. Da nun in dem

involntorischen Systeme (m, n) der Regelschaar mab die Regel-

schaarmajbi und also auch jedem Leitsti'ahle p der erstem Regel-

schaar ein Leitstrahl pi der letztern zugeordnet ist, welcher in

der Ebene mp liegt und durch den Punkt mp geht, mithin die

Regelfläche mab in diesem Punkte berührt, so haben die Regel-

schaaren mab, mai b] nur die Gerade m und also die Ketten

MAB..., MAiBj... nur den Punkt M mit einander gemein.

211. Wenn M, A, Aj, B, Bj fünf Elemente eines und des-

selben einförmigen Gebildes sind, aber weder die Ketten MAB...,

MA,Bi... noch die Ketten MAB]..., MA|B... ein von M verschie-

denes Element mit einander gemein haben, so ist das Element N,

welches vom Elemente M durch die Elemente A, A] harmonisch

getrennt ist, auch zu den drei Elementen B^ M, B, das vierte

harmonische Element.

Es sei B2 das Element, welches vom Elemente B durch die

Elemente M, N harmonisch getrennt ist, so haben auch (210) die

Ketten MAB..., MAiB2... nur das Element M mit einander gemein,

woraus man (208) schliessen kann, dass die Ketten MAj Bi...,

MA1B2... in einander fallen. Da eben so bewiesen werden kann,
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dass das Element B2 der Kette MABj... angehört, so folgt, dass

Bo loit El zusammenfällt.

212. Zwei Elemente F, G eines einförmigen Gebildes sollen

durch eine in demselben enthaltene Kette harmonisch getrennt

heissen, wenn jede Kette, welche in dem einförmigen Gebilde ent-

halten ist und die Elemente F, G enthält, mit jener Kette zwei

Elemente gemein hat, durch welche die Elemente F, G har-

monisch getrennt sind.

Durch eine in einem einförmigen Gebilde enthaltene Kett«

ABC... und Element F des Gebildes, welches der Kette nicht

angehört, ist ein anderes Element G bestimmt, welches vom er-

stem durch die gegebene Kette harmonisch getrennt ist. Sind A,

B, C, P vier in einer and derselben imaginären Geraden a II. Art

befindliche Punkte und a, b, c, f die reellen Träger derselben, so

ist (76) G derjenige Punkt der Geraden u, dessen reeller Träger

g der Geraden f in Hinsicht auf die ßegelfläche abc zugeordnet

ist. Jeder andere Fall kann auf den betrachteten zurtickgefQhrt

werden.

213. Wenn dje Elemente A, Aj, B, Bj eines einförmigen

Gebildes einer und derselben Kette angehören, so sind diejenigen

Elemente des Gebildes, welche sowohl durch die Elemente A, Aj

als auch durch die Elemente B, Bj harmonisch getrennt sind, ent-

weder beide in jener Kette enthalten oder durch dieselbe harmo-

nisch getrennt, je nachdem nämlich der Sinn ABA^ mit dem Sinne

ABjAi oder mit dem Sinne AjBjA übereinstimmt.

Es seien A, Aj, B, Bj vier in einer und derselben imagi-

nären Geraden 11. Art befindliche Punkte and a, ai, b, b] die

reellen Träger derselben Wenn nun in der Regelschaar abai der

Sinn abaj mit dem Sinne abjaj übereinstimmt, so gehören die

reellen Träger m, n der Punkte M, N, welche sowohl durch die

Punkte A, Ai als auch durch die Punkte B, Bj harmonisch ge-

trennt sind, der Regelschaar abaj an. Wenn aber der Sinn abai

dem Sinne abja^ entgegengesetzt ist, so sind die Geraden ra, n

in Hinsicht auf die Regelfläche abai einander zugeordnet, woraus

der Satz folgt. — Je zwei einauder conjaugirte imaginäre Ele-

mente eines reellen einförmigen Gebildes sind also durch die in

dem Gebilde enthaltene reelle Kette harmonisch getrennt.
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214. Wenn zwei einförmige Gebilde so aufeinander bezogen

sind, dass jedem Elemente des einen ein Element des andern, jedem

neutralen Wurfe in dem einen ein neutraler Wurf im andern und

also auch jeder Kette in dem einen eine Kette im andern entspricht,

so entspricht auch jedem harmonischen Wurfe MANC in dem

einen Gebilde ein harmonischer Wurf im andern.

Es seien B, D zwei Elemente des erstem Gebildes, welche

der Kette MAN... nicht angehören aber ebenfalls durch die Ele-

mente M, N harmonisch getrennt sind, so haben (210) die Ketten

MAB..., MCD... und eben so die Ketten MAD..., MBC... nur das

ElementM mit einander gemein. Wenn nun den Elementen M, N, A,

B, C, D des erstem Gebildes die Elemente Mj, Nj, Aj, B), Cj, Dj

desletztern entsprechen^ so haben die Ketten MiAiBi..., MiCiDt...

und eben so die Ketten MjA^Dj..., MiB,Ci... nur das Element

Ml miteinander gemein, woraus man (211) schliessen kann, dass

die Elemente Mj, N^, welche die Ketten MiAjCi... MjBiDj...

mit einander gemein haben, sowohl durch die Elemente Aj, C,

,

als auch durch die Elemente Bj, Dj harmonisch getrennt sind. —
Jedem ordentlichen Wurfe in dem einen Gebilde entspricht (213)

ein ordentlicher Wurf im andern und daher auch jedem Stücke

in dem einen ein Stück im andern.

§. 16.

Pro]ecktivische Verwandtschaft zwischen einförmigen Gebilden.

215. Zwei einförmige Gebilde sollen nun zu einander projek-

tivisch hcisseU; wenn sie so auf einander bezogen sind, dass jedem

Elemente des einen Gebildes ein Element des andern entspricht

und überdiess je zwei homologe Würfe, was den Sinn anbelangt,

von einerlei Art sind. Da alsdann jedem neutralen Wurfe in dem

einen Gebilde ein neutraler Wurf im andern und also auch jeder

Kette in dem einen eine Kette im andern entspricht, so entspricht

auch (214) jedem harmonischen Wurfe in dem einen Gebilde

ein harmonischer Wurf im andern.

Ist von beliebig vielen einförmigen Gebilden das zweite zum
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ersten und so jedes folgende zu einem der vorhergehenden projek-

tivisch, so sind alle zu einander projektivisch. Einförmige Gebilde,

welche perspektivisch zu einander sind, sind auch projektivisch

zu einander.

216. Wenn zwei reelle einförmige Gebilde zu einander pro-

jektivisch sind und irgend drei reellen Elementen des einen Ge-

bildes reelle Elemente des andern entsprechen, so sind die Ge-

bilde reell-projektivisch zu einander.

Jedem reellen Elemente des einen Gebildes entspricht nämlich

(215) ein reelles Element des andern und jedem harmonischen

Wurfe in dem einen Gebilde ein harmonischer Wurf im andern.

Entspricht also dem reellen Wnrfe ABCD in dem einen Gebilde,

welcher ein imaginäres Element desselben darstellt, der Wurf

AiBiCiDi im andern, so entsprechen den einander conjungirten

imaginären Elementen, welche sowohl durch die Elemente A, C als

auch durch die Elemente B, D harmonisch getrennt sind, die ein-

ander conjungirten imaginären Elemente, welche sowohl durch die

Elemente Aj, Cj als auch durch die Elemente Bj, Dj harmonisch

getrennt sind, und zwar entspricht dem Elemente ABCD, welches

im Sinne ABC liegt, das Element AiB,C)üi, welches im Sinne

AiBiCi liegt und eben so dem Elemente DCBA das Element

D,C,BiAi.'

217. Wenn zwei zu einander projektivisch e einförmige Ge-

bilde, welche in einander liegen, drei Elemente entsprechend gemein

haben, so haben sie alle ihre Elemente entsprechend gemein.

Haben nämlich zwei zu einander projektivischeEbeneubüschel,

deren gemeinschaftliche Axe eine imaginäre Gerade II. Art ist, drei

Ebenen entsprechend gemein, so werden sie von jeder reellen Ge-

raden, welche die reellen Axen dieser drei Ebenen schneidet, in

zwei zu einander projektivischen geraden Gebilden geschnitten,

welche drei reelle Punkte und also (216) alle ihre Punkte ent-

sprechend gemein haben, daher auch jede Ebenedes einen Ebenen-

büschels mit der ihr entsprechenden Ebene des andern zusammen-

fällt. Haben zwei zu einander projektivische gerade Gebilde drei

Funkte P, Q, R entsprechend gemein, so werden sie aus jeder ima-

ginären Geraden u II. Art, welche mit ihnen nicht in einerlei

Ebene liegt, durch zwei zu einander projektivische Ebenenbüschel
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projicirt, welche die Ebenen uP, uQ, uR und also alle ihre Ebenen

entsprechend gemein haben, daher auch die geraden Gebilde alle

ihre Punkte entsprechend gemein haben. Jeder andere Fall lässt

sich auf den eben betrachteten zurückführen.

218. Will man zwei einförmige Gebilde projektivisch aufein-

ander beziehen, so kann man zu drei Elementen A, B, C des eineu

Gebildes drei Elemente A|; Bi,Ci des andern, welche jenen ent-

sprechen sollen, nach Belieben annehmen, wodurch aber alsdann

jedem Elemente des einen Gebildes ein Element des andern zu-

gewiesen ist.

Die in G. 107— 120 enthaltenen Sätze haben nämlich, wie

man sich leicht tiberzeugt, allgemeine Gültigkeit, so dass weder in

den Aussagen noch in den Beweisen dei'selben etwas abzuändern

ist, wenn nun der Begriff Element im weitern Sinne genommen

wird. Nur kann nicht mehr gesagt werden, dass zwei zu einander

projektivische einförmige Gebilde, welche in einander liegen, ent-

weder in einem und demselben oder in entgegengesetztem Sinne

beschrieben seien, da kein einförmiges Gebilde von einem sich be-

wegenden Elemente beschrieben werden kann. Sollte ein Strahl

einen Strahlenbüschel beschreiben, welcher in einer reellen Ebene

liegt aber einen imaginären Mittelpunkt hat, so müsste der reelle

Punkt des Strahls die ganze Ebene beschreiben, was nicht mög-

lich ist.

Haben zwei zu einander projektivische einföimige Gebilde,

welche in einander liegen, das Element M entsprechend gemein,

während die Elemente A, Aj derselben einander abwechselnd ent-

sprechen, so haben sie auch noch (und nur noch) das Element N
entsprechend gemein, welches zu A,M,Ai und daherauchzu Ai,M,A

das vierte harmonische Element ist. Und wenn M, A, Aj, N vier

Elemente eines und desselben einförmigen Gebildes sind und

MAAjNäMAjAN ist, so sind die Elemente M, N durch die Ele-

mente A, Ai harmonisch getrennt.

219. Wenn man in einem einförmigen Gebilde irgend zwei

Elemente M, N als Ordnungselemente annimmt und alsdann je

zwei Elemente, welche durch jene Elemente harmonisch ge-

trennt sind, einander zugeordnet nennt, so sind die Elemente

des Gebildes involutorisch gepaart.
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Es sei das einförmige Gebilde ein gerades Gebilde. Man
nehme in einer andern durch den Punkt M gehenden Geraden noch

drei Punkte P, Q, R an, so dass MPQR ein harmonischer Wurf

ist. Projicirt man nnn das gerade Gebilde, dessen Träger die Ge-

rade MQ ist, aus den Punkten P, R auf die Gerade MN, so er-

hält man zwei zu einander projektivischc gerade Gebilde, welche

die Punkte M, N entsprechend gemein haben, während je zwei

Punkte, welche durch die Punkte M, N harmonisch getrennt sind,

einander abwechselnd entsprechen. — Sind also in einem einför-

migen Gebilde die Elemente M, N sowohl durch dieElemente A, Äj

als auch durch die Eb^'mente B, Bj harmonisch getrennt, so ist

MNABAiBiäMNAjBiAB.
220. Wenn zwei zu einander projektivische einförmige Ge-

bilde AAjB.,, AjABi-.. in einander liegen und irgend zwei ho-

mologe Elemente A, Aj derselben einander abwechselnd entspre-

chen, so liegen die Gebilde involutorisch. Jedes involutorische

einförmige Gebilde aber enthält zwei Ordnungselemente, welche

durchjc zwei einander zugeordnete Elemente harmonisch getrennt

sind.

Es seien M, N die Elemente, welche sowohl durch die Ele-

mente A, A| als auch durch die Elemente B, B, harmonisch ge-

trennt sind, so ist (219) AAjBMNB^ a AiAB^MNB, woraus

man schliessen kann, dass die zu einander projektivischeu Gebilde

AAjB..., AiABj die Elemente M, N entsprechend gemein haben,

und dass dem Elemente B| des erstem das Element B des letztern

entspricht. - Sind also A, A,, B, B> irgend vier Elemente eines

und desselben einförmigen Gebildes, so ist AAiBBi A AjABjB.

Eben so ist aber auch AAjBB, A BBjAA, a B,BAiA.

221. Wenn M, A, B, A,, Bj fünf Elemente eines und des-

selben einförmigen Gebildes sind, so ist entweder MM.ABj AfB
eine Involution oder es gibt ein von M verschiedenes Element N,

so dass MN.AB,.A|B eine Involution ist. Im erstem Falle haben

die zu einander projektivischeu Gebilde MAB..., MAj,B^. . nur das

Element M, im letztern aber, da M.\BN A NB,A,M A MAjBjN
ist, auch noch das Element N entsprechend gemein.

Sind M, A, Aj, A2 vier Elemente eines und desselben ein-

förmigen Gebildes, so istentwederMAA^Aoein harmonischer Wurf
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und also MM.AA2.A1A1 eine Involution, oder es gibt ein von M
verschiedenes Element N, so dass MN.AjAi eine Involution

ist. Im erstem Falle haben die zu einander projektivischen Gebilde

MAA].. , MA1A2... nur das Element M, im letztern aber, da

MAAjN A NA2A1M A MAiAoN ist, auch noch das Element N
entsprechend gemein.

Anm. Ist von zwei zu einander projektivischen Gebilden ABC,
PQR... die Rede, so versteht CS sich von selbst, dass den Elementen

A, B, C des erstem die Elemente P, Q, R des letztern entsprechen.

222. Zwei zu einander projektivische einförmige Gebilde,

welche in einander liegen aber nicht alle ihre Ellemente entspre-

chend gemein haben, haben entweder ein Element oder zwei Ele-

mente entsprechend gemein.

Liegen die Gebilde involutorisch, so haben sie zwei Elemente

entsprechend gemein, welche durch je zwei einander zugeordnete

Elemente harmonisch getrennt sind. Wenn aber dem Elemente A
des einen Gebildes das Element A| des andern und dem Elemente

A| des erstei'n ein von A verschiedenes Element A2 des letztern

entspricht, so kommt es darauf an, ob die Gebilde das Element

Hj[, welches zu den drei Elementen A, Aj, A2 das vierte harmo-

nische Element ist, entsprechend gemein haben oder ob dem Ele-

mente Hl des erstem Gebildes ein anderes Element H2 des letztem

entspricht. Im erstem dieser Fälle haben die Gebilde (221) nur

das Element Hj, im letztern aber die beiden Elemente M, N ent-

sprechend gemeiU; welche sowohl durch die Elemente Aj, Hi als

auch durch die Elemente A2, H2 harmonisch getrennt sind. Da
nämlich MN,AA2.Ai Aj eine Involution ist, so ist MNA A^ A NMA2A1
ÄMNAjAg. Da ferner MNAjHi AMNA2H2, so ist MNAAiHj
ÄMNA,A2H2.

223. Wenn drei zu einander projektivische einförmige Ge-

bilde, welche in einander liegen, das Element M, aber weder das

erste und zweite noch das erste und dritte noch ein Element ent-

sprechend gemein haben, so haben das zweite und dritte entweder

ebenfalls nur das Element M oder alle ihre Elemente entspre-

chend gemein.

Wenn nämlich das zweite und dritte Gebilde irgend ein von

M verschiedenes Element Aj entsprechend gemein haben und dieses

dem Elemente A des ersten entspricht, so haben sie auch das
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Element A2 entsprechend gemein, welches zu den drei Elementen

M, A, Ai das vierte harmonische Element ist und daher (221)

dem Elemente Aj des ersten Gebildes entspricht, woraus (217)

der Satz folgt.

224. Wenn ein gerades Gebilde u und ein Ebenenbtischel,

dessen Axe s mit dem geraden Gebilde keinen Punkt gemein hat,

projektivisch aber nicht perspektivisch zu einander sind, so liegt

(222) entweder nnr ein Punkt des geraden Gebildes in der ihm

entsprechenden Ebene des Büschels oder es enthält die Gerade u

zwei Punkte M, N, deren jeder in der ihm entsprechenden Ebene

liegt. Liegt von irgend zwei Punkten der Geraden u jeder in der

dem andern entsprechenden Ebene, so liegen (220) die zu einan-

der pi-ojektivischen Gebilde involutorisch. In diesem Falle sind die

Punkte M, N durch jeden dritten Punkt der Geraden n und die

demselben entsprechende Ebene harmonisch getrennt.

Analoges gilt, wenn ein Strahlenbüschel und ein gerades Ge-

bilde, welches mit dem Büschel in einerlei Ebene liegt, aber nicht

durch seinen Mittelpunkt geht, oder ein Strahlenbüschel und ein

Ebenenbüschel, dessen Axe durch den Mittelpunkt des Strahlen-

büschels geht aber mit ihm nicht in einerlei Ebene liegt, projek-

tivisch aber nicht perspektivisch zu einander sind.

225. Wenn der Geraden u die Gerade uj conjungirt ist, so

ist auch jedem Punkte der Geraden u ein Punkt der Geraden Uj

conjungirt. Nennt man je zwei solche Punkte einander entspre-

chend, so sind die geraden Gebilde u, n^ so auf einander bezogen,

dass (144) jedem harmonischen Wurfe in dem einen Gebilde ein

harmonischer Wurf im andern und (204' jeder Kette in dem einen

eine Kette im andern entspricht. Dass aber die Gebilde gleichwohl

nicht projektivisch zu einander sind, geht daraus hervor, weil je

zwei homologe nicht neutrale Würfe, was den Sinn anbelangt,

von entgegengesetzter Art sind. — Wenn die Gerade u reell ist

und daher mit Uj zusammenfällt , so haben die Gebilde u, ui alle

ihre reellen Punkte entsprechend gemein, während je zwei einander

conjungirte imaginäre Punkte derselben einander abwechselnd ent-

sprechen.

st andt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 10
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§. 17.

Projektivische Verwandtschaft zwischen Systemen.

226. Versteht man unter Elementen nicht blos reelle Elemente,

so können zwei Grundgebilde der zweiten Stufe oder auch zwei

räumliche Systeme nur dann projektivisch (collineär oder reciprok)

zu einander genannt werden, wenn nicht nur die in G. 121 auf-

gestellten Bedingungen erfüllt, sondern überdiess je zwei homologe

(einförmige) Würfe, was den Sinn anbelangt, von einerlei Art

und also je zwei homologe einförmige Gebilde zu einander projek-

tivisch sind. Dasszwei zueinander perspektivische ebene Systeme,

welche in einerlei Ebene liegen, so wie auch zwei zu einander

perspektivische räumliche Systeme entweder einstimmig - oder ent-

gegengesetzt perspektivisch sind, kann nun (218) nicht mehr ge-

sagt werden. Ausserdem aber ist in G. §. 10 nichts abzuändern,

wenn nun der Begriff Element im weitern Sinne genommen wird.

Wenn zwei räumliche Systeme reciprok zu einander sind, so

entspricht jeder Strecke ABC in dem einen Systeme ein Flächen-

winkel Ai Bi Cj im andern und jeder Ebene P des ex'Stern, welche

die Strecke ABC schneidet, ein Punkt P^ des letztern, welcher in

dem Winkel A^ Bj Ci liegt. Schneidet nämlich die Ebene P die

Gerade AC in einem Punkte D, welcher der Strecke ABC angehört,

so wird der Punkt Pi aus der Geraden A^ C^ durch eine Ebene

Dl projicirt , welche dem Winkel A^ Bj Cj angehört, daher man

sagen kann, dass der Punkt Pj in dem Winkel Aj B^ Ci liege.

Eben so entspricht, wenn zwei ebene Systeme reciprok zu einander

sind, jeder Strecke ABC in dem einen Systeme ein Winkel abc

im andern und jeder Geraden des erstem Systems , welche die

Strecke ABC schneidet, ein Punkt des letztern, welcher in dem

Winkel abc liegt.

Ist der Ebene u die Ebene u^ conjungirt, so ist auch jedem

Elemente der Ebene u ein Element der Ebene Uj conjungirt. Nennt

man je zwei solche Elemente einander entsprechend , so sind die

ebenen Systeme u, Uj zwar so auf einander bezogen, dass jedem

einförmigen Gebilde in dem einen ein einförmiges Gebilde im an-

dern entspricht, projektivisch aber sind die Systeme (225) nicht

zu einander.
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227. Sind zwei reelle Grundgebilde der zweiten Stufe pro-

jektivisch so auf einander bezogen, dass vier reellen gleichartigen

Elementen des einen Gebildes, von welchen keine drei einem und

demselben einförmigen Gebilde angehören, vier reelle Elemente des

andern entsprechen, so sind die Gebilde reell- projektivisch zu ein-

ander. Werden zwei reelle ebene Systeme projektivisch so auf ein-

ander bezogen, dass dem reellen Vierseite abcd in der einen Ebene

das reelle Viereck ABCD in der andern entspricht , so entspricht

jedem reellen Punkt-e der erstem Ebene, welcher in einer Seite des

Vierseits abcd liegt, eine reelle Gerade der letztern Ebene, welche

durch einen Eckpunkt des Vierecks ABCD geht. Da hiernach auch

jeder reellen Geraden der erstem EbeneeinreellerPuukt der letztern

und jedem reellen Punkte der erstem eine reelle Gerade der letz-

tern entspricht, so folgt (216), dass die Systeme reell-projektivisch

zu einander sind.

Eben so leicht überzeugt man sich, dass zwei zu einander

projektivische räumliche Systeme reell-projektivisch zu einander

sind, so wie irgend fünfreellen Punkten des einen Systems, von wel-

chen keine vier in einerlei Ebene liegen, oder fünf reellen Ebenen

des einen Systems, von welchen keine vier durch einen und densel-

ben Punkt gehen, fünf reelle Elemente des andern ent-sprechen.

228. Jedes geschaart-involutorische System hat zwei Ord-

nungslinien.

Da nämlich jedes involutorische einförmige Gebilde zwei Ord-

nungselemente hat, so schneiden sich in jedem Leitstrahle des

Systems zwei Ebenen, deren jede sich selbst zugeordnet ist, gleich-

wie auch in jedem Leitstrahle des Systems zwei sich selbst zugeord-

nete Punkte liegen. Da ferner keine Ebene es gibt, deren Punkte

sämmtlich sich selbst zugeordnet sind, so ist jede sich selbst zu-

geordnete Ebene der Träger eines in dem involutorischen räum-

lichen Systeme enthaltenen involutorischen ebenen Systems, dessen

Ordnungslinie zugleich eine'Ordnungslinie des räumlichen Systems

ist, woraus der Satz folgt.

229. W^enn zwei zu einander reciproke ebene Systeme in

einander liegen und ein gerades Gebilde ABC . . . des einen Systems

zu dem ihm entsprechenden Strahlenbüschel S (ABC . . .) des andern

perspektivisch ist, so hat man zu unterscheiden, ob der Träger u

W
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des geraden Gebildes und der Mittelpunkt, S des Büschels einander

abwechselnd entsprechen oder ob dem Punkte S des erstem Sy-

stems eine von u verschiedene Gerade U| des letztern entspricht.

Entsprechen die Elemente u, S einander abwechselnd, so gilt

diess auch von den Gebilden ABC . . . , S (ABC . . .) . In diesem Falle

entsprechen je zwei Punkten M, N des einen Systems, welche

durch den Punkt S und die Gerade u harmonisch getrennt sind,

zwei Gerade m, n des andern, welche ebenfalls durch den Punkt

S und die Gerade u harmonisch getrennt sind und welchen als

Geraden des erstem Systems die Punkte N, M des letztern ent-

sprechen. Da nämlich die Gerade M N durch den Punkt S geht,

so geht sie auch durch den ihr entsprechenden Punkt L, in wel-

chem die drei Geraden u, m, n sich schneiden. Wenn man also

in der Geraden u zwei Punkte E, F und in der Gei-aden m zwei

Punkte G, Hannimmt, so dass die Gerade FG dui'ch den Punkt

M geht und die Geraden EG, FH im Punkte S sich schneiden, so

geht die GeradeEH durch den Punkt N. Da nun den Geraden MF,

SE des erstem Systems die Punkte H, E des letztern entsprechen,

so entspricht dem Punkte G des erstem die Gerade EH des letztern

und also der Geraden LG des erstem der Punkt N des letztern.

Sollen also zwei von S, u verschiedene Elemente einander abwech-

selnd entsprechen, so muss das eine ein Punkt der Geraden u und

das andere der durch ihn gehende Strahl des Büschels S sein.

Entspricht dem Punkte S des erstem Systems die Gerade u^

des letztern, so entsprechen den Geraden SA, SB, SC des erstem

die Punkte Aj,Bj, C|, des letztern, in welchen dieselben von der

Geraden u^ geschnitten werden. Wenn ferner der Geraden u^

des erstem Systems der Punkt S] des letztern entspricht, so ent-

sprechen den Punkten A], Bi, Cj des erstem die Geraden S^ A^,

SjBj, Sj Ci des letztem und den Geraden S| A, Si B, Sj C des

erstem die Punkte A; B, C des letztern. Der Punkt Aj ist näm-

lich der Schnittpunkt von uj und SA, daher ihm die Gerade Sj Aj

entspricht, die Gerade S^A aber verbindet den Schnittpunkt vonu^

und SjA mit dem Punkte A, daher ihr der Schnittpunkt der Geraden

Si A, SA entspricht. Der Punkt uu^ und die durch ihn gehende

Gerade S Si entsprechen einander abwechselnd, dasselbe gilt nur

noch, wie man sich leicht überzeugt, von dem Punkte, welcher vom
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Pankte u uj durch die Punkte S, Sj harmonisch getrennt ist, und

der Geraden, welche von der Geraden SSj durch die Geraden u, Uj

harmonisch getrennt ist.

230. Jedes ebene Polarsystem, es mag reell oder imaginär

sein, hat eine Ordnungscurve, welche (224) von jeder ihr sich

nicht anschmiegenden aber in der nämlichen Ebene liegenden Ge-

raden s in zwei Punkten M, N geschnitten wird. Jeder dritte Punkt

der Geraden s ist von seiner Polare durch die Pankte M. N, mit-

hin auch durch die Geraden MS, NS harmonisch getrennt, welche

die Curve in den Punkten M, N berühren und also im Pole S der

Geraden s sich schneiden. Dass nämlich das gerade Gebilde s kein

Schnitt des ihm zugeordneten StrahlenbütchelsS ist, folgt aus 229.

Sind also in Hinsicht auf eine Curve II. Ordnung

die Punkte P, Q einander con-

jugirt, so müssen die Curve und

die Gerade PQ entweder im

Punkte P oder im Punkte Q sich

berühren oder in zwei Punkten,

welche durch die Punkte P, Q
harmonisch getrennt sind, sich

schneiden.

die Geraden p, q einander con-

jugirt, so berührt entweder die

Curve im Punkte p q die Gerade

p oder die Gerade q oder es

schneiden sich im Punkte pq
zwei Tangenten der Curve, wel-

che durch die Geraden p, q har-

monisch getrennt sind.

Aus dem Obigen geht hervor, was im G. §. 18 und §.19

zu berichtigen oder zu unterdrücken ist, wenn der Begriff Element

im weitern Sinne genommen wird, wonach eine Curve II. Ordnung

weder von einem sich bewegenden Elemente beschrieben noch von

ihr gesagt werden kann, dass sie einen Punkt einschliesse oder

in einem Winkel liege.

231. Wenn man in der einen u von zwei nicht in einerlei

Ebene liegenden Geraden drei Punkte A, B, C und in der andern

v zwei Punktes, T annimmt und alsdann zwei räumliche Systeme

projektivisch so auf einander bezieht, dass den Punkten A, B, C,

S, T des einen Systems die Ebenen vA, vB, vC, uT, uS des an-

dern entsprechen, so liegen die Systeme nicht involut-orisch, ob-

gleich je zwei homologe Elemente, von welchen das eine in der

Geraden u oder in der Geraden v liegt, und also das andere durch

die Gerade v oder durch die Gerade u geht, einander abwechselnd

entsprechen. Wenn nämlich die Punkte M, N durch den Punkt S



152

und die Gerade u harmonisch getrennt sind und dem Punkte M
des einen Systems die Ebene T m des andern entspricht, so ent-

spi-icht (229) der Ebene Tm des erstem der PunktN des letztern.

Ist in einem Polarsysteme irgend ein gerades Gebilde u ein

Schnitt des ihm zugeordneten Ebenenbüschels v, so ist das System

ein Nullsystem. Nach dem Obigen ist nämlich auch das gerade

Gebilde v zu dem ihm zugeordnetenEbenenbüschel u perspektivisch.

Da hiernach jede Gerade, welche die beiden Geraden u, v schneidet,

sich selbst zugeordnet ist, so liegt jeder Punkt in der ihm zuge-

ordneten Ebene.

232. Ist in einem gewöhnlichen räumlichen Polarsysteme der

Geraden u die Gerade uj zugeordnet^ welche mit der erstem kei-

nen Punkt gemein hat, so liegen (231) das gerade Gebilde u und

der ihm zugeordnete Ebenenbüschel u^ involutorisch, daher (224)

die Gerade u zwei Punkte M; N enthält, deren jeder in der ihm

zugeordneten Ebene und also auch in der Ordnungsfläche F des

Polarsystems liegt. Jeder dritte Punkt der Geraden u ist von der

ihm zugeordneten Ebene durch die Punkte M, N und also aiich durch

die Ebenen u^ M, u^ N harmonisch getrennt. Eben so schneidet

die Gerade u^ die Fläche F in zwei Punkten S, T, in welchen

derselben die Ebenen uS, uT sich anschmiegen. Jede der vier

Geraden MS, MT, NS, NT ist sich selbst zugeordnet, weil jede

zwei Punkte verbindet, deren Polaren in ihr sich schneiden.

Jede Gerade p, welche von der ihr zugeordneten Geraden pj

geschnitten wird, hat mit der Fläche F nur einen Punkt gemein,

daher man sagt, dass die Gerade in diesem Punkte die Fläche be-

rühre. Eben so enthält der Ebenenbüschel p nur eine der Fläche

F sich anschmiegende Ebene. Wenn also eine Gerade mehr als

zwei Punkte enthält, deren jeder in seiner Polare liegt; oder durch

dieselbe mehr als zwei der Fläche F sich anschmiegende Ebenen

gehen, so ist die Gerade sich selbst zugeordnet und liegt daher

in der Fläche F.

Jede Ebene U, welche durch ihren Pol S geht, ist der Träger

eines in dem Polarsysteme enthaltenen iuvolutorischen Strahlen-

büschels. Da nämlich jeder Goraden, welche di e Ebene U im Punkte

S schneidet, eine Gerade zugeordnet ist, welche in der Ebene U
liegt aber nicht durch Punkt S geht, mithin die Fläche F in
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zwei Punkten M, N schneidet, so haben die Ebene ü und die

Fläche F zwei im Punkte S sich schneidende Gerade SM, SN mit

einander gemein. Da ferner jeder Punkt P der Ebene U, welcher

in keiner der Geraden SM, SN liegt, durch diese Linien von seiner

Polare Pj harmonisch getrennt ist, so gilt diess auch von jeder in

der Ebene ü liegenden Geraden SP, welche die Geraden SM, SN
im Punkte S schneidet, und der ihr zugeordneten Geraden U Pj.

Bemerkt man noch , dass auch jeder Geraden, welche mit keiner

von den beiden Geraden SM, SN einen Punkt gemein hat, eine

andere Gerade zugeordnet ist, so folgt, dass, wenn von drei in

der Fläche F liegenden Geraden zwei sich schneiden, die dritte die

eine von den beiden erstem schneidet, mit der andern aber keinen

Punkt gemein hat. Es enthält hiernach jede Fläche P, welche

die OrduungsflUche eines räumlichen Polarsystenis ist, zwei Regel-

schaaren, deren jede die Leitschaar der andern ist. In jedem Punkte

der Fläche schneiden sich eine Gerade der einen Schaar und eine

Gerade der andern Schaar, während jede der Fläche sich an-

schmiegende Ebene durch eine Gerade der einen Schaar und durch

eine Gerade der andern Schaar geht. - Sind A, B zwei in Hin-

sicht auf die Fläche F einander conjugirt«

Punkte, so muss die Gerade AB [
Ebenen , so liegt ihre Schnitt-

entweder in der Fläche F liegen,

oder es müssen die Fläche P

und die Gerade AB im Punkte

A oder im Punkte B sich be-

rühren oder in zwei Punkten,

welche durch die Punkte A, B

harmonisch getrennt sind, sich

schneiden.

linie s entweder in der Fläche

F oder es hat der Ebenenbüschel

s mit dem der Fächo F sie h

anschmiegenden Ebenenbündel

nur die Ebene A oder nur die

Ebene B oder zwei Ebenen ge-

mein, welche durch die Ebenen

A, B harmonisch getrennt sind.

233. Jede Ebene H, welche in einem Polarsysteme einem

ausser ihr liegenden Punkte Hi zugeordnet ist, schneidet die Ord-

nungsfläche F des Systems in einer Curve K II. Ordnung. Ist in

dem räumlichen Polarsysteme dem Punkte A, welcher in der Ebene

H liegt, die Ebene Aj und also der Geraden A H| die Gerade A| H
zugeordnet, so ist in Hinsicht auf die Curve K dem Punkte A die

Gerade A^ H und in Hinsicht auf die Kegelfläche H, K, welche die

Curve K aus dem Punkte H, projicirt, der Geraden AHj die Ebene
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Aj zugeordnet. Jeder Tangente p der Ciirve K ist in dem räum-

lichen Polarsysteme ein Strahl pj der Kegelfläcbe H^K zugeordnet,

welcher nämlich durch den Berührungspunkt der Tangente geht,

daher auch in diesem Punkte die Fläche P von jeder der Geraden

p, pi berührt wird. Der der Kegelfläche Hj K sich anschmiegende

Ebenenbüschel schmiegt auch der Fläche F sich an.

Aus dieser und der vorigen Nummer geht hervor, was in G.

§. 24 und §. 25 zu berichtigen oder zu unterdrücken ist, wenn

man nicht mehr auf reelle Polarsysteme und reelle Elemente sich

beschränkt. Enthält ein Polarsystem irgend ein reelles Polartetrae-

der und ist überdiess irgend einem reellen Punkte, welcher in kei-

ner Seite des Tretraeders liegt, eine reelle Ebene zugeordnet, so

ist jedem reellen Elemente ein reelles Element zugeordnet und also

das Polarsystem selbst reell.

§. 18.

Projektivische Verwandtschaft zwischen Elcmeniargebilden.

234. Sind P, Q, R, S vier Elemente eines und desselben

Elementargebildes II. Ordnung und p, q, r, s die ihnen entsprechen-

den Elemente eines einförmigen Gebildes, welches zum erstem per-

spektivisch ist, so soll vom Elemente S gesagt werden, dass es im

Sinne PQR oder im Sinne RQP liege oder zum Sinne PQR neutral

sich verhalte, je nachdem das Element s im Sinne pqr oder im

Sinne rqp liegt oder zum Sinne pqr neutral sich verhält. Welches

von den unendlich vielen einförmigen Gebilden, die zu dem Elemen-

targebilde II. Ordnungperspektivisch sind, hier in Betrachtung ge-

zogenwird, ist, daallezu einanderprojektivisch sind, ganz einerlei.

Was nach 206—223 von einförmigen Gebilden jeder Art gilt,

gilt nun von Elementargebilden überhaupt. Hierait ist zugleich

angegeben, was im Anfange von 7 abzuändern ist, wenn man sich

nicht mehr auf reelle Elemente beschränkt. In Hinsicht auf 42,

43, 44 und 46 ist zu bemerken, dass nicht eine Ebene mit einer

Fläche IL Ordnung nur einen Punkt gemein haben kann. Die

übrigen in §. 1 und §. 2 enthaltenen Sätze aber erleiden keine

Abänderung. Ferner ist nun auch klar, was in §. 4 zu berichtigen

oder zu unterdrücken ist, wenn der BegriffElement im weiterenSinne
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genommen wird, wonach jedes involutorische Gebilde zwei Ord-

nungselemente hat. Liegen zwei involutorischeElementargebildein

einander, so haben sie entweder ein Ordnungselement mit einander

gemein, oder es gibt zwei Elemente, welche sowohl in dem einen

als auch in dem andern Gebilde einander zugeordnet sind.

235. Will man die Ordnungselemente eines involutorischen

Eleraentargebildes aaj .bbi'.cCi ... mit Hilfe einer gegebenen reellen

Curve K II. Ordnung finden, so wird man das Gebilde aaj b, . . und

die Curve K projektivisch so aufeinander beziehen, dass den drei

Elementen a, a^, b des erstem Gebildes drei reelle Punkte A, Aj,

B des letztern entsprechen. Wenn nun dem Elemente bj des er-

stem Gebildes der Punkte B] der Curve K entspricht und die Ge-

rade, welche den Schnittpunkt vonAB und Aj Bj mit dem Schnitt-

punkte von ABj und Aj B verbindet, die Curve K in den Punkten

M, N schneidet, so entsprechen diese Punkte denjenigen Elementen

m, n des Gebildes aaj b . .
.

, welche sowohl durch die Elemente a, a^

als auch durch die Elemente b. bj harmonisch getrennt sind. Be-

merkt wird noch, dass die Gebilde aa^ b... , AAj B... , wenn sie auch

nicht selbst zu einander perspektivisch sind, doch als das erste und

letzte von drei oder mehrern Elementargebildeu betrachtet werden

können, von welchen je zwei auf einander folgende zu einander

perspektivisch, und welche überdiess mit Ausnahme des letzten und

etwa noch des ersten sämmtlich einförmige Gebilde sind.

236. Wenn den Elementen A. B des einen von zwei zu ein-

ander projektivischen Gebilden u, U|, welche in einander liegen,

die Elemente Aj, Bj des andern entsprechen und die Elemente

M, N derselben sowohl durch die Elemente A, Bj als auch durch

die Elemente Aj, B harmonisch getrennt sind, so haben die zu

einander projektivischen Gebilde entweder nur das ElementM oder

nur das Element N oder zwei Elemente, welche durch die Elemente

M, N harmonisch getrennt sind, entsprechend gemein.

Haben nämlich die Gebilde u, u, nur ein Element P entspre-

chend gemein , so ist (85) PP.ABi . Aj B eine Involution, daher P

entweder mit M oder mit N identisch ist. Haben aber die Gebilde

u, Uj zwei Elemente P, Q entsprechend gemein, so ist P Q.ABj . Ai B
eine Involution, daher die Elemente M, N auch durch die Ele-

mente P, Q harmonisch getrennt sind.
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237. Wenn den Geraden a, b, c, von welchen keine zwei

in einerlei Ebene liegen, die Geraden aj, b^, Ci conjungirt sind,

so ist (124) jedem Leitstrahle der Regelschaar abc ein Leitstrahl

der Regelschaar aibjCi und daher auch joder Geraden dorKegcl-

schaar abc eine Gerade der Regelschaar ai b, Ci conjungirt. Wenn

ferner die Ebene ü die Regelfläche abc in einer Curve schneidet,

so ist dieser die Curve conjungirt, in welcher die Regelfläche a^ bj c,

und die der Ebene ü conjungirte Ebene \J^ sich schneiden. Auf

diese Weise ist jedem Elementargebilde G ein Elementargebilde G^

conjungirt, so dass nämlich jedem Elemente des einen Gebildes ein

Element des andern conjungirt ist. Nennt man je zwei solche

Elemente einander entsprechend, so sind (225) die Gebilde G, G^,

welche übrigens auch in einander fallen können, nicht projeküvisch

auf einander bezogen, obgleich jeder Kette pqr... in dem einen

Gebilde eine Kette Pi qi ri . . . im andern, jedem harmonischen Wurfe

in dem einen ein harmonischer Wurf im andern entspricht und da-

her auch je zwei durch die Kette pqr . . . harmonisch getrennten

Elementen des erstem Gebildes zwei durch die Kette pi qi ri... har-

monisch getrennte Elemente des letztern entsprechen. Jedem zu

G perspektivischen einförmigen Gebilde u ist ein zu Gj perspekti-

visches einförmiges Gebilde Uj conjungirt.

238. Wenn zwei Würfe zu einander projektivisch sind;

so sind es auch die ihnen conjungirten Würfe.

Es seien den Elementargebilden ü, u die Elementargebilde

Ui, Uj conjungirt. Wenn man nun die beiden erstem Gebilde

projektivisch auf einander bezieht und alsdann je zwei Elemente

der letztern, welche homologen Elementen der erstem conjungirt

sind, ebenfalls einander entsprechend nennt, so sind auch je zwei

homologe Würfe AiBjCiDi, aj bj Cj dj der Gebilde Uj, u,, was

den Sinn anbelangt, von einerlei Art. Weil nämlich die Würfe

AiBiCiDi, ai bi ci dj homologen Würfen ABCD, abcd der Gebilde

ü, u conjungirt, mithin (204) je zwei auf einander folgende von

den vier Würfen AiBiCiDi, CBAD, cbad, aibiC]di, was den Sinn

anbelangt, von einerlei Art sind, so gilt diess auch vom ersten und

vierten. Da hiernach die Gebilde Uj, Uj projektivisch auf einan-

der bezogen sind, so folgt der Satz.

239. Je zwei einander conjungirte neutrale Würfe ABCD,
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AiBjCiDj siud zu einander projektivisch. Wenn aberABCP, AiBjCi

Fj zwei einander conjungirte nicht neutrale Würfe sind, mithin das

Element F von einem andern Elemente G durch die Kette ABC...

und eben so das Element Fi von einem andern Elemente Gi, wel-

ches dem ElementeG conjungirt ist, durch die Kette AiBjCi... har-

monisch getrennt ist, soistderWurfABCFzudem Wurfe AiB^CiGj

und der Wurf ABC 6 zu dem Wurfe AjBiCiFi projektivisch.

Es seien a, b, c drei reelle Element« eines reellen Eleraentar-

gebildes, so gibt es in diesem ein reelles Elementd und zwei durch

die Kette abc . . . harmonisch getrennte, also einander conjungirte

imaginäre Elemente f, g, so dass die Würfe abcd, abcf, abcg zu

den Würfen ABCD, ABCF, ABCG und also (238) auch die Würfe

abcd, abcg, abcf zu den Würfen Aj B^ Cj Di, AiBiCiF,, AiBiCjGi

projektivisch sind, woraus der Satz sich ergibt.

240. Wenn die eineK von zwei Ketten K, Kj, welche einem

uud demselben Eleraentargebilde augehören, irgend zwei Elemente

A, B enthält, welche durch die andere Kj harmonisch getrennt

sind, so sind je zwei Elemente, welche in irgend einer von den

beiden Ketten enthalten und durch die gemeinschaftlichen Elemente

M, N derselben harmonisch getrennt sind, auch durch die andere

Kette harmonisch getrennt.

Es seien Aj, Bj zwei durch die Elemente M, N harmonisch

getrennte Elemente der Kette Kj. Da nun (85) MN.AAj .BBj

eine Involution ist und die Elemente A, B durch die Kette MNAj...

harmonisch getrennt sind, so sind auch dieElemente Aj, Bj durch

die Kette NMA... harmonisch getrennt.

241. Durch drei Elemente M, N, A eines Elementargebildes

ist eine in demselben enthaltene Kette bestimmt, welche nämlich

die beiden erstem der gegebenen Elemente harmonisch trennt, das

dritte aber in sich enthält.

Soll eine Kette, durch welche die Elemente M, N harmonisch

getrennt sind, das Element A enthalten, so muss sie auch das Ele-

ment Aj enthalten, welches zu den drei Elementen M, A, N das

vierte harmonische Element ist. Sind nun B, B^ diejenigen Ele-

mente des Gebildes, welche sowohl durch die Elemente M, N als

auch durch die Elemente A, Ai harmonisch getrennt sind, so ist

(213) ABAiBi... die im Satze erwähnte Kette. Jede anderein
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dem gegebenen Gebilde enthaltene Kette K, welche die Elemente

A, Aj enthält, hat mit der Kette M B N . .
.

, welche diese Ele-

mente harmonisch trennt, zwei Elemente gemein; welche durch

die Elemente A, Aj aber nicht durch die Elemente M, N harmo-

nisch getrennt sind; daher auch nicht die Elemente M, N durch

die Kette K harmonisch getrennt sind.

242. Wenn zwei zu einander projektivische Elementargebilde

u, Ui, welche ineinander liegen, eine Kette K entsprechend gemein

haben, so entsprechen je zwei Elementen M, N des einen Gebildes,

welche durch die Kette K harmonisch getrennt sind, zwei Elemente

Ml, Ni des andern, welche ebenfalls durch die Kette K harmonisch

getrennt sind. Fällt Mj mit M zusammen, so fällt auch N] mit N
zusammen. Haben also die Gebilde u, uj zwei Elemente entspre-

chend gemein, so sind diese entweder durch die Kette K harmo-

nisch getrennt oder beide in ihr enthalten. Haben aber die Ge-

bilde u, uj nur ein Element entspi-echend gemein, so ist dieses in

der Kette K enthalten.

Jedes involutorische Elementargebilde MM.NN.AAj... enthält

unendlich viele involutorische Ketten. Jede Kette MNA... , welche

die beiden Ordnungselemente enthält, fällt mit der ihr zugeordne-

ten Kette MNAj... zusammen. Dasselbe gilt von jeder Kette,

welche durch dieOrdnungselemente harmonisch getrennt ist, indem

jedem Elemente einer solchen Kette ein anderes Element derselben

zugeordnet ist.

243. Haben zwei zu einander projektivischeElcmentargebilde

MNAB... , MNA| B|.. , welche in einanderaber nicht in volutorisch

liegen, zwei Elemente M, N entsprechend gemein, so haben sie

entweder jede Kette, welche diese Elemente enthält, oder jede Kette,

durch welche die Elemente M, N harmonisch getrennt sind, oder

gar keine Kette entsprechend gemein. Da nämlich (85) MNAAj
A M N B B} ist, so folgt, dass wenn das Element Aj der Kette

MNA... angehört, auch die Kette MNB... mit der ihr entsprechen-

den Kette M N Bi . . . zusammenfällt. Gehört] das Element A , der

Kette K an, welche das Element A enhält imd die Elemente M, N
harmonisch trennt, so fällt auch die Kette, welche das Element B
enthält und die Elemente M N harmonisch trennt, mit der ihr

entsprechenden Kette zusammen. Wenn endlich das Element Aj,
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welches höchstens einer von den beiden Ketten MNAj..., K ange-

hören kann, keiner derselben angehört, so haben die zu einander

projektivischen Gebilde keine Kette entsprechend gemein.

244. Haben zwei zu einander projektivische Elenientargebilde,

welche in einander liegen, nur ein Element M entsprechend ge-

mein, so haben sie jede Kette entsprechend gemein, welche dieses

Element und irgend zwei homologe Elemente enthält. Entspiicht

nämlich dem Elemente A des einen Gebildes das Element Aj des

andern und dem Elemente Aj des erstem das Element A2 des

letztern, so ist (221) MAA1A2 ein harmonischer Warf, daher

die Kette MAA....mit der Kett« MA1A2... zusammenfällt.

245. Wenn ein Strahlen-

büschel S in einer reellen Ebene

U liegt, aber einen imaginären

Mittelpunkt S hat, so liegen

die reellen Punkte von allen

imaginären Strahlen des Büsch-

els, welche einer und derselben

Kett« angehören, entweder in ei-

ner und derselben Geraden oder

in einer und derselben durch den

Mittelpunkt des Büschels gehen-

den Curve II. Ordnung, je nach-

dem nämlich der reelle Strahl

desselben der Rette angehört

Die reellen Träger von allen

imaginären Punkten, welche ei-

ner und derselben in einer ima-

ginären Geladen I Art enthal-

tenen Kette augehören, schnei-

den sich entweder alle in einem

und demselben Punkte oder be-

rühren alle eine und dieselbe

Curve II. Ordnung, der auch

die imaginäre Gerade sich an-

schmiegt, je nachdem nämlich

der reelle Punkt dieser Gera-

den der Kette angehört oder

nicht angehört.

oder nicht angehört.

Es sei dem Punkte S der Punkt Sj conjungirt, so ist SSj

der reelle Strahl des Büschels S. Ist nun u irgend eine andere

in der Ebene ü liegende reelle Gerade, so wird die iu dieser Ge-

raden enthaltene reelle Kette PQR... ans dem Punkte S durch eine

in dem Büschel S enthaltene Kette S(PQR .) projicirt, der auch

der Strahl SSj angehört. Zu jedem reellen Punkte F der Ebene

ü, welcher in keiner von den beiden Geradeu u, SSj liegt, gibt

es einen andern reellen Punkt G, so dass die Geraden u, FG durch

die Punkte S, Si und die Geraden u, S Sj durch die Punkte P, G
harmonisch getrennt sind. Da alsdann die Gerade u von den Ge-

raden SF, S,G in einem und demselben Punkte, mithin von den
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Geraden S P, S G in zwei einander conjungirtcn imaginären

Punkten geschnitten wird, so sind die Strahlen S F, S G durch

die Kette S (PQR...) harmonisch gstrennt.

Ist in Hinsicht auf eine reelle Curve K II. Ordnung, welche

in der Ebene U liegt und durch den Punkt S also auch durch den

Punkt S| geht, der Geraden SSi der Punkt M zugeordnet, so sind

die Strahlen SS^, SM durch die Kette S (ABC. .) harmonisch

getrennt, welche aus dem Punkte S die in der Curvo K enthaltene

reelle Kette ABC... projicirt. Denn da jede reelle Gerade, welche

in der Ebene U liegt und durch den Punkt M geht, die Curve K

in zwei reellen Punkten schneidet, welche durch den Punkt M und

die Gerade S Si harmonisch getrennt sind, so hat jede in dem Bü-

schel S enthaltene Kette, der die Strahlen SM, SS| angehören,

mit der Kette S (ABC.) zwei Strahlen gemein, durch welche die

Strahlen SM, SSj harmonisch getrennt sind. Zwei imaginäre Strah-

len SFj, SGi des Büschels S sind (240) durch die Kette S (ABC.)

harmonisch getrennt, wenn ihre reellen Punkte Fj, Gj mit dem

Punkte M in einerund derselben Geraden liegen und |Zugleichin

Hinsicht auf die Curve K einander conjugirt sind.

246. Jedes in volutorische Punktgebilde II. Ordnung wird aus je-

dem Punkte S seiner Involutionsaxe p durch einen involutorischen

Strahlenbüschel projicirt, dessenOrdnungsstrahlen die erwähnte Ge-

rade p und der durch das Involutionscentrum P des erstem Gebildes

gehende Strahl SP des Büschels S sind. Denn je zwei einander zu-

geordnete Punkte des Punktgebildes sind durch die Gerade p und

den Punkt P harmonisch getrennt und werden daher, wenn sie mit

dem Punktes nicht in einer und derselben Geraden liegen, aus die-

sem Punkte diirch zwei Gerade projicirt, welche durch die Geraden

p, SP harmonisch getrennt sind. Eben so wird jeder involutorische

Strahlenbüsehel II. Ordnung von jeder Geraden, welche durch

sein Involutionscentrum geht und mit ihm in einerlei Ebene

liegt, in einem involutorischen geraden Gebilde geschnitten.

247. Je zwei zu einander

projektivische Punktgebildo,

welche in einer und derselben

Curve II. Ordnung liegen und

zwei Punkte entsprechend ge-

Je zwei zu einander projek-

tivische Strahlenbüschel, welche

einer und derselbenCurvell.Ord-

nung sich anschmiegen und zwei

Strahlen entsprechend gemein
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mein haben, werden aus dem

Schnittpunkte, der durch diese

Punkte gehenden Tangenten

durch zwei zu einander projekti-

vische Sti-ahlenbüschel projicirt.

haben, werden von der Geraden,

welche die Berührungspunkte

dieser Strahlen verbindet, in

zwei zu einander projektivischen

geraden Gebilden geschnitten.

Je zwei zu einander projektivische Curven ABCDE..., AiBiCjDi

E]... II. Ordnung können nämlich als homologe Gebilde von zwei zu

einanderprojektivischenebenenSystemen betrachtet werden. Wenn

daher zwei Tangenten der erstem Curve im Punkte Sund die ihnen

entsprechenden Tangenten der letztern im Punkte Si sich schneiden,

sosindauchdieStrah]enbüschelS(ABCDE...),Si(A,B,C,DiEi...)

zu einander projektivisch, welche die Curven aus den Punkten S,Sj

projiciren. Die im Obigen und in der vorigen Nummer ausgespro-

chenen Sätze sind also nur besondere Fälle von allgemeineren Sätzen

.

248 Wenn man in einer Curve II. Ordnung, welche in den

Punkten M, N die Geraden SM, SN berührt, drei andern Punkte Aj,

B, C annimmt, so dass der Wurf MN AB zu dem Wurfe MNBC
projektivisch, als MN.AC.BB eine Involution ist, so sind die Würfe

S (^MNAB), S (MNBC) zu dem Wurfe MNAC projektivisch.

Es werde die Gerade NA von den Geraden MC, MS in den

Punkten P, Q geschnitten. Da nun dem Schnittpunkte der Gera-

den MN, AC in Hinsicht auf die Curve jeder der drei Punkte S, P,

B conjugirt ist, diese also in einer und derselben Geraden liegen,

so istS(MNAB)AQNAP A M(SNAC) AMNAC. Ebenso wird be-

wiesen, dass S (MNBC) AMNAC ist, was aber auch daraus folgt,

weil [24:1) die Würfe S (MNABj,S(MNBCj zu einander projekti-

visch sind.

249. Alle Punkte einer Curve

II. Ordnung, welche in einem

und demselben Winkel liegen,

dessen Schenkel die Curve be-

rühren, gehören einer und der-

selben Kette an.

Alle Tangenten einer Curve

11. Ordnung, welche eine und

dieselbe Strecke schneiden, die

von zwei Punkten der Curve

begrenzt ist, gehören einer und

derselben Kette an.

Es werde eine Curve II. Ordnung, welche in den Punkten

M, N die Geraden SM, SN berührt, von einem dritten Strahle des

Büschels S in den Punkten A, Aj und von einem vierten in den

Punkten B, Bj geschnitten. Es seien ferner die Punkte B, B^
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durch die Punkte A, C harmonisch getrennt, so dass also (248)

S (MNAB) äMNAC ist. Wenn nun die Gerade SB in dem Winkel

S(MAN) liegt, folglich der Sinn S (MAN) mit dem Sinne S(MBN)

übereinstimmt, so stimmt auch der Sinn MAN mit dem Sinne MCN
tiberein, woraus man (213) schliessen kann^ dass die Punkte B, B^

der Kette MAN . . . angehören. Und wenn der Punkt B, demnach

auch die Punkte Bi, C in der Kette MAN... enthalten sind, so

stimmt der Sinn MAN mit dem Sinne MCN und also auch der

Sinn S(MAN) mit dem Sinne S (MBN) überein. — Die Gerade

SP, welche von der Geraden SA durch die Tangenten SM, SN
harmonisch getrennt ist, schneidet dieCurve in zwei Punkten P, Pi,

welche sowohl durch die Punkte M, N als aiich durch die Punkte

A, Aj und mithin auch durch die Kette MAN... harmonisch ge-

trennt sind. Nach 240 sind also je zwei Punkte, welche mit dem

Punkte S in einer und derselben Geraden liegen und irgend einer

von den beiden Ketten MAN,.., MPN... angehören, durch die an-

dere harmonisch getrennt. Die Kette MPN... liegt in dem Winkel

S(MPN), welcher von dem Winkel S(MAN) der Nebenwinkel ist.

Jede imaginäre Kette, welche in einer reellen Curve II. Ordnung

enthalten ist und irgend zwei einander conjungirte imaginäre

Punkte enthält, liegt in einem reellen Winkel, dessen Schenkel

die Curve in zwei reellen Punkten der Kette berühren.

250. Dass die drei Punkte, in deren jedem zwei einander

gegenüberliegende Seiten eines in eine Curve II. Ordnung beschrie-

benen Sechsecks AB| CA| BC^ sich schneiden, in einer und dersel-

ben Geraden liegen, geht auch hervor, wenn man bemerkt, dass

die zu einander projektivischen Gebilde ABC... , AiB^Ci.. entweder

zwei Punkte M, N oder einen Punkt M entsprechend gemein haben.

Im erstem Falle ist nämlich MN.ABi.AjB eine Involution, daher

der Schnittpunkt P von AB^ und A^B in der Geraden MN liegt

und dasselbe vom Schnittpunkte G der Geraden AC,, AjC so wie

auch vom Schnittpunkten der Geraden BCi, B^C gilt. Im letztern

Falle ist MM.AB^.A^B eine Involution, daher die Gerade, welche

die Curve im Punkte m berührt, durch den Punkt F und eben so

durch die Punkte G, H geht. Lässt man A^ mit B, B^ mit C

und C^ mit A zusammenfallen, so folgt

:

Die drei Punkte, in welchem die Seiten eines in die Curve
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beschriebenen Dreiecks ABC von den Polaren der ihnen gecrenüber-

liegenden Eckpunkte geschnitten werden, liegen in einer und der-

selben Geraden, welche die Curve in zwei Punkten schneidet. Be-

zeichnet noan diese Punkte durch M, N und den Schnittpunkt der

durch sie gehenden Tangenten durch S, so ist MNABCaMNBCA
A S (MNACE ) A S (MNCBA).

251. Wenn die zu einander projektivischen Elementargebilde

ABC... , Aj B] Cj . . in einander liegen, aber keines von den beiden

Elementen A, B entsprechend gemein haben, so lässt die Aufgabe

:

zwei homologe Elemente P, P^ der Gebilde zu finden, so dass der

Wurf A B PP, zu einem gegebenen Wurfe efgb projektivisch sei,

entweder eine oder zwei Auflösungen zu.

Es sei ABCCjAefgh. Soll nun ABCP A A^ B, C^ P, und

zugleich ABPP, A ABGCj sein, so muss auch ABCj Pj a ABCP a
AiBjCiPi sein. Gibt es also (222'! nur ein Element P^, so dass

ABCoPj a A, Bj Ci P^ ist, so lässt die Aufgabe nur eine Auf-

lösung zu. Gibt es aber zwei Elemente P^, Q, , so dass ABC2 P^ Qi

aAiBiCiPiQj ist, so lässt die Aufgabe zwei Auflösungen zu. —
Wenn die zu einander projektivischen Gebilde ABC..., A^BiCi ...

das Element A entsprechend gemein haben, also A^ mit A iden-

tisch ist, jedoch B, B, zwei verschiedene Elemente sind, so lässt

die Aufgabe entweder gar keine oder eine Auflösung zu, je nach-

dem nämlich in dem involutorischen Gebilde BCi-BiCo... das Ele-

ment A sich selbst oder einem andern Elemente P^ zugeordnet ist.

Sollen die homologen Element« P, P^ durch die Elemente

A, B harmonisch getrennt sein, so hat man zu den drei Elemen-

ten A, C, B das vierte harmonische Element C2 zu suchen,

üebrigens bleibt Alles wie vorhin.

252. Durch zwei Curven
j

Durch zwei Kegelfiäcben II.

K, K^ II. Ordnung, welche eine 1 Ordnung, welche eine Ebene

Gerade h in einem und demsel-
|
in einer und derselben Geraden

ben Punkte berühren aber nicht ' berühren aber nicht einerlei

in einerlei Ebene liegen , ist i Mittelpunkt haben , ist eine

eine Kegelfläche II. Ordnung
\
Curve II. Ordnung bestimmt, in

bestimmt, welche nämlich durch 1 welcher nämlich die Kegeiflä-

beide Curven geht. ; chen sich schneiden.

Bezieht man die Curven K, K^ projektivisch so aufeinander,

Staudt, Beiträge zva Geometrie der Lage. 11
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dass je zwei homologe Tangenten derselben die Gerade h in

einem und demselben Punkte schneiden, so erzeugen sie die im

Satze erwähnte Kegelfläche.

253. Durch zwei Curven

K, Kl II- Ordnung, welche zwei

Pnnkte A, B mit einander ge-

mein haben aber nicht in einer-

lei Ebene liegen, sind zwei Ke-

gelflächen II. Ordnung be-

stimmt, deren jede durch beide

Durch zwei Kegelflächen IL

Ordnung; welche dieselben zwei

Ebenen berühren aber nicht ei-

nerlei Mittelpunkt haben, sind

zwei Curven II. Orduiuig be-

stimmt, in welchen nämlich die

Kegelflächen sich schneiden.

Curven geht.

Es sei der Geraden AB in Hinsicht auf die Curve K der Punkt

P und in Hinsicht auf die Curve Kj der Punkt Pj zugeordnet.

Schneidet nun eine durch die Gerade PP, gehende Ebene die Curve

K in den Punkten C, D und die Curve K, in den Punkten C^, Dj,

so ist der Schnittpunkt S der Geraden CC,, DD^ der Mittelpunkt

der einen und der Schnittpunkt Si der Geraden CD^, C, D der

Mittelpunkt der andern der im Satze erwähnten Kegelflächen. Die

Punkte P, Pi sind durch die Punkte 8,8^ harmonisch getrennt.

Die Ebenen SS,A, SS^ B berühren die eine Kogelfläche in den

Geraden SA, SB und die andere in den Geraden S| A, S, B.

Wenn also zwei Curven II.

Ordnung Schnitte einer und der-

selben Kegolfläche sind aber

keine Tangente mit einander

gomcin haben, so gibt es noch

eiuc Kegolfläche, welche durch

beide Carven geht.

Wenn also zwei Kegelflä-

chen Scheine einer und der-

selben Curve II. Ordnung sind

aber keine Gerade mit einan-

der gemein haben , so schnei-

den sie sich in noch einer Curve

II. Ordnung.

254. Zwei Regeischaaren abc, abc^, welche zwei Gerade

a, b mit einander gemein haben, haben entweder einen Leit-

strahl p oder zwei Leitstrahlen p, q mit einander gemein, je

nachdem nämlich irgend eine dritte Gerade c der einen Regel-

schaar die andere Kegolfläche berührt oder schneidet. Im erstem

Falle berühren sich die Regelflächen in der Geraden p, da jede

durch diese Gerade gehende Ebene beiden Flächen in einem und

demselben Punkte sich anschmiegt.

Zwei Regeischaaren abc, abj c^, welche eine Gerade a mit
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einander gomein haben, in der die Regelflächen sich berühren,

haben auch entweder einen Leitstruhl p, in welchera die Regel-

flächen sich berühren, oder zwei Leitstrahlen p, q mit einander

gemein, je nachdem nämlich irgend eine von a verschiedene Gerade

der einen Regelschaar die andere Regelfläche in einem Punkte P

berührt oder in zwei Punkten P, Q schneidet. Die Gerade p

geht durch den Punkt P und den Pol der Ebene aP und eben

so im letztern der erwähnten Fälle die Gerade q dnreh den

Punkt Q und den Pol der Ebene aQ.

Haben zwei Regelflächen die Gerade u mit einander gemein,

ohne in dieser Geraden sich zu berühren, so haben die zu ein-

ander projektivischen geraden Gebilde, von welchen das eine

in Hinsicht auf die eine Fläche und das andere in Hinsicht

auf die andere Fläche dem Ebenenbüschel u zugeordnet ist,

entweder nur einen Punkt oder zwei Punkte entsprechend ge-

raein. Im erstem Falle geht durch die Gerade u nur eine Ebene,

welche beiden Flächen in einem und demselben Punkte sich an-

schmiegt, während im letztem Falle zwei solche Ebenen in der

Geraden u sich schneiden.

255. Wenn von den vier Geraden a, aj, b. bj keine zwei

sich schneiden , aber auch nicht alle vier einer und derselben

R-egelschaar angehören, so gibt es entweder nur ein involuto-

risches System, in welchem der Geraden a die Gerade a, und

der Geraden b die Gerade b, zugeordnet ist, oder es giebt zwei

solche Systeme, je nachdem nämlich die Regeischaaren aa^ b,

aa^b, , abbi, ai bb, nur einen Leitstrahl p oder zwei Leitstrah-

len p, q mit einander gemein haben.

Es seien M, N die Punkte, welche sowohl durch die Punkte

pa, pa, als auch durch die Punkte pb, pb, harmonisch getrennt

sind. Wenn nun die durch den Punkt M gehenden Geraden h, h^

der Regeischaaren aa^b, aajb^ mit der Geraden p in einerlei

Ebene liegen also durch diese Gorade und eine Gei*ade m harmo-

nisch getrennt sind, so ist in dem involutorischen Systeme (m, n),

dessen andere Ordnungslinie n von der erstem m durch die Gera-

den a, a, harmonisch getrennt ist, der Geraden h die Gerade h^,

der Geraden a die Gerade a, und also, da haa,bxp (haa^b) a p

(hiaiab,) Ah^ajab, ist, der Geraden b die Gerade b^ zugeord-

11*
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net. Wenn es aber noch eine Gerade q gibt, welche die vier Ge-

raden a, a,, b, bj schneidet und S, T die Punkte sind, welche

durch die Punkte qa, qa, und zugleich durch die Punkte qb, qbj

harmonisch getrennt sind, so ist sowohl in dem involutorischen

Systeme (MS, NT) als auch in dem involutorischen Systeme (MT,

NS) der Geraden a die Gerade aj und der Geraden b die Gerade

b^ zugeordnet. Auch gibt es in diesem Falle ein involutorisches

System (p, q), in welchem jede der Geraden a, aj, b, b, sich

selbst zugeordnet ist,

Anm. Man wird nun auch leicht entscheiden, was in §. 5 und

§. 6 zu berichtigen ist, wenn der Begriff Element im weitern

Sinne genommen wird.

§. 19.

Summen von Würfen.

256. Von nun an werden Würfe, welche zu einander pro-

jektivisch sind, als gleich betrachtet, daher auch von einem Wurfe

gesagt wird, dass er bestimmt sei, wenn irgend ein zu ihm pro-

jektivischer Wurf gegeben ist. Ist von einem eigentlichen Wurfe

abcd die Rede, so versteht es sich von selbst, dass a, b, c, d vier

verschiedene Elemente eines und desselben Elementargebildes sind.

Der Inbegriff von drei verschiedenen Elementen eines und dessel-

ben Elementargebildes, von welchen aber das eine zweimal ange-

schrieben ist, soll ein uueigentlicher Wurf heissen und zwar ein

uneigentlicher Wurf I. Art, wenn er die Form abca oder baac hat,

ein uneigentlicher Wurf II. Art, wenn er die Form abcb oder babc

hat, ein uneigentlicher Wurf III. Art endlich, wenn er die

Form a b c c oder c c a b hat.

Obgleich die Würfe ABCA, baac nicht projektivisch zu ein-

ander sind, 60 sollen doch alle uneigentlichen Würfe, welche nach

dem Obigen von einer und derselben Art sind, einander gleich

heissen. Ein uneigentlicher Wurf I. Art soll auch durch 0, ein

uneigentlieher Wurf II. Art durch 1, ein uueigentlicher Wurf

III. Art durch oo bezeichnet werden. Bemerkt wird noch, dass
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joder nneigentliche Wurf, da seine Elemente einer und dersel-

ben Kette angehören, ein neutraler Wurf ist.

257. Wenn man Würfe, welche zu einander projektiviscb

sind, als gleich, demnach nur als verschiedene Darstellungen

eines und desselben Wurfes betrachtet, so kann man zwei Würfe

U, üi schon dann einander conjungirt nennen, wenn sie irgend

zwei den Elementen nach einander conjungirten Würfen ABCD,

AiBiC^Di bezieblich gleich sind und also (238) zu jedem Wurfe

abcd, welcher dem Warfe ü und daher auch dem Wurfe ABCD
gleich ist, einen Wurf a,biCidj es gibt, welcher dem Wurfe

Ä^BiCiDi und daher auch dem Wurfe ü, gleich ist, so dass

überdiess abcd, aj^bj^c,d, homologe Würfe von zwei einander con-

jungirtenElementargebilden sind. Istü=:ABCDein neutralerWurf,

so ist (239) auch ümAj Bj^ CiDj, daher man von jedem neu-

tralen Wurfe sagen kann, dass er sich selbst conjungirt sei.

Was anch ABCD für ein Wurf sein mag, so ist ABCD
=:BADC=:CDAB=DCBA. In der Folge aber ist unter einem

Wurfe, wenn nicht ausdrücklich gesagt wird, dass er ein un-

eigentlicher Wurf III. Art sei, entweder ein eigentlicher Wurf oder

ein uneigentlicher Wurf I. oder II. Art zu verstehen.

258. Durch drei Elemente A, B, C eines Elementargebildes

und zwei Würfe ü, üj sind drei Elemente D, D,, S des Ge-

bildes bestimmt, so dass nämlich ABCD= Ü, ABCD,=üi
und in dem involutorischen Gebilde CG. DDi... dem Elemente A
das Element S zugeordnet ist. Der Wurf ABCS, welcher auf diese

Weise durch die Würfe ü, ü^ bestimmt ist, soll ihre Summe

heissen, und diess durch ABCS =: U -H ü j ausgedrückt werden.

Sucht man in demselben oder in einem andern Elementargebilde

zu drei Elementen a, b, c die Elemente d, d^, s, so dass die

Würfe abcd, abcdj den Würfen ü, ü, gleich sind und in dem

involutorischen Gebilde cc.ddi... dem Elemente a das Element s

zugeordnet ist, so ist abcdd, saABCDD^S und also abcs=rABCS,

woraus eben hervorgeht, dass durch die beiden Würfe U,Ui ein

Wurf U + Üj bestimmt ist. Auch ist offenbar, dass U U^n:

U^ -j- U ist. Fällt D mit A zusammen, so föllt S mit Dj zu-

sammen. Wenn also der eine von zwei Würfen rrO ist, so ist

ihre Summe dem andern gleich.
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259. Setzt man für irgend zwei von m Würfen ü, Ui,

Ü2, . • . Um— 1 ihre Snmnie, ?o hat man einen Wnrf weniger als

vorher. Fährt mau so fort , bis man nur norli einen Wnrf

hat, so ist dieser die Summe der m Würfe.

Ist nämlich irgend einer von den drei WürfenU, üi,Ü2 ein unoi-

gentiicherWurfl. Art, so folgt schon aus demVorigen, dassdieSnmmc

(Ü + U,)+ Ü2 wßlebe 'auch durch U+ U, + Ü2 bezeichnet w^erden

kann, dieselbe bleibt, wenn man die Würfe Ü^, Ü2 mit einander ver-

tauscht. Istüi=Ü2, so ist otfenbar U + ü, + U2=:ü + Ü2 + üj.

Wenn aber keiner von den erwähnten Füllen stattfindet, so suche

man in irgend einem Elementargebilde zu drei Elementen A, B, C die

Elemente D, Dl, D2,P,Q, sodass ABCD—Ü, ABCD^^Ü,, ABCD^
r::Ü2, ABCP=U+U, und ABCQ= ü-fü.ist. DaalsdannCC.DD,.

AP, CC.DD2.AQ Involu^onen sind, folglich (85, 221) CD,PaCAD
und eben so C'D2Q7^CAD ist, so ist auch (223) CD, PACD2Q
und mithin auch CC.D,Q.D2P eine Involution. Ist nun R das

Element, welches in dem involutorischen Gebilde CC.D1Q.D2P...

dem Elemente A zugeordnet ist, so ist ABCRr=;ABCP+ ABCD2=
Ü4-Ü1 + Ü2 und eben so ABCß=:ABCQ + ABCD,=U+U2+ Ui,

folglich auch ü-i-U,+Ü2=ü+ Ü2+ ü,. Da hiernach auch (U+U^
...+Ur-lHür +Ur+ir=(ü+ ül ... +Ur-l)+ Ur + 1 +ür ist,

SO folgt, dass man nicht nur die beiden ersten sondern je zwei anf

einander folgende Würfe mit einander vertauschen und daher

die m Würfe beliebig unter einander versetzen, mithin auch für

ix'gend zwei, da man sie als die beiden ersten betrachten kann,

ihre Summe setzen darf. Dasselbe gilt aber auch von dem m
— 1 Würfen, aus welchen alsdann die Summe noch besteht.

Sind die Würfe ü, U, , .. . üm-i den Würfen V, V^,... Vm-i

boziehlich gleich , so ist auch die Summe aus den m erstem

Würfen der Summe aus dem m letztern gleich.

260. Wenn die Würfe ü, üi,... Um-i den Würfen V,

Vi,,.. Vm— 1 conjungirt sind, so ist auch die Summe der m er-

erstern Würfe der Summe der m letztern conjungirt.

Man suche in einer reellen Curve II. Ordnung zu drei reellen

Punkten A, B. C die Punkte D, D^, P, so dass ABCD = U,

ABCDi=Ui und ABCP=U-|-Üi ist. Es seien ferner E, Ei, Q
die Punkte, welche den Punkten D, Di, P conjungirt sind. Weil
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nun der Punkt R, in welchem die Tangente CC von der Ge-

raden DDj geschnitten wird, in der Geraden AP Hegt, so liegt

auch der dem Punkte R conjungirte Punkt, in welchem die

Geraden CC, EEj sich schneiden, in der Geraden AQ, woraus

hervorgeht, dass der dem Wurfe ABCP conjungirte Wurf ABCQ
= V+Vj ist. Da hiernach der Satz für m:=2 gilt, so gilt

er auch für jedes grössere m.

Die Summe von neutralen Würfen ist ein Tieutraler Wurf.

Eben so ist aber auch die Summe von zwei einander con-

jungirten Würfen ein neutraler Wurf.

261. Durch zwei Würfe U, üj ist ein Warf Ü2 bestimmt,

so dass nämlich UrrUi + Ü2 ist.

Man suche in einem Elementargebilde zu drei Elementen A,

B, C aic Element« S, D, E, so dass die Würfe ABCS, ABCD den

Würfen D, üj gleich sind und in dem involutorischen Gebilde

CC.AS .. dem Elemente D das Element E zugeordnet ist. Bezeich-

net man nun den Wurf ABCE durch Ug, so ist ü=ü, H-üo. Und

wem ABCS=ABCD-|- ABCE sein soll, so muss in dem involutori-

schen Gebilde CC.AS... demElement^D das Element E zugeordnet

sein. Sind U, ü, neutrale Würfe, so ist auch Ü2 ein neutraler

Wurf. Ist ü

,

-I-Ü2=V , -f V2 und U,^:=Vi, so ist auch Ü2=V2.

262. Die Summe zweier Würfe ABCD, BACD, von wel-

chen der eine aus dem andern durch Yertauschung der beiden

ersten oder auch durch Vertauschung der beiden letzten Ele-

mente entsteht, ist ein uneigentlicher Wurf II. Art.

Es sei in dem involutorischen Gebilde CC.AB... dem Ele-

mente D das Element E zugeordnet, so ist ABCD-|-ABCErrA

BCBrrl und A BCE=BACD=ABDC, woraus der Satz folgt.

263. Wenn die Involution CC.BDAE und das Element P

einem und demselben Elementargebilde angehören, so ist AB
CP-f-EDCP=ABCE=EDCA und ABCP=DECP+ ABCD—DEC
P+ EDCB.

Da nämlich CC . B D . A E eine Involution ist, so ist ABCE=:

EDCA und ABCD—EDCB. Wenn nun in dem involutorischen

Gebilde CC.BD.AE... dem Element« P das Element Q zugeordnet

ist, so ist ABCP-|-ABCQ=:ABCE und ABCQ=EDCP, woraus

der erste Tbeil des Satzes folgt. Es seien ferner N, P homologe
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Elemente der zu einander projektivischen Gebilde ABC., DEC...

welche (221) nur das Element C entsprechend geraein haben, so

istABCN=DECP lind in dem involniorischen Gebilde CC.DN..,

dem Elemente A das Element P zugeordnet, mithin ABCP=rABCN

+ ABCD, woraus der letztere Theil des Satzes sich crgiebt.

264. Zwei Würfe, deren Summe ::= ist, sollen einander.

entgegengesetzt heissen. Ist CC.BD.AE eine Involution, so ist

(263) DECA + EDCB=rABCA = und also der Wurf DECA
dem Wurfe EDCB entgegengesetzt.

Sind in einem Elementargebilde, welchem das Element P an-

gehört, die Elemente A, C durch die Elemente B, D harmonisch

getrennt, so ist (263) ABCP+ADCP=ABCA und mithin dem

Wurfe ABCP der WurfADCP entgegengesetzt. Namentlich ist also

der harmonische Wurf ABCD dem Wurfe 1 entgegengesetzt.

Wenn den Würfen ü, V die Würfe üi, Vj entgegengesetzt

sind, und ü+VrrW ist, so ist ü=:U4-V+Vi=W+Vi und

eben so VrrW+üi.
265. Es seien in dem einen von zwei Elementargobilden g,

gl die Elemente E, D, C und im andern die Elemente Aj, Bj, C,

gegeben. Es pei ferner der Wurf EDCA einem gegebenen Wurfe

U gleich und EDCF ein harmonischer Wurf, Nennt man nun zwei

Elemente P, Pj der Gebilde g, g^ einander entsprechend, wenn

EDCP4-AiBiCiPi=üundalso(264) AiB.CiPi—EPCP+Ü ist,

so sind die Gebilde g, g, projektivisch auf einander bezogen.

Ist nämlich B das Element, welches in dem involutorischen

Gebilde CC.AE... dem Elemente D zugeordnet ist, so ist (263)

ABCP+EDCP=Ü=EDCP + A.B,C.P,, mithin ABCP—A^Bi
C^Pj, woraus der Satz folgt.

Wenn die Gebilde g, g^ in einander liegen, aber C^ nicht

mit C zusammenfciUt, so lässt die Aufgabe: ein Element P zu fin-

den, sodass EDCP-|-AiBiC,P=U ist, eine oder zwei Auflösun-

gen zu, je nachdem die zu einander projektivischen Gebilde ABC.,.,

AjBiCi... ein Elementoder zwei Elemente entsprechend gemein

haben.

266. Die Summe von m Würfen, deren jederrrü ist, soll

das m fache dieses Wurfes heissen und durch m U bezeichnet wer-
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den. Es ist hienach m (U-fU,)=mü+mUi, m (Ü+Ü1 + Ü2)—
mü+ m üi+raU2, (m + n) ü=:müi-nü, u. s. w.

Ist ü=üi, so ist auch mü=müi. Ist Ü=r0, so ist anch

mü=:o. Sind die Würfe U, ü, einander entgegengesetzt, so sind

es anch die Würfe mü, mC,. weil, wenn ü + U, =0 ist, anch

mU+müi— ist. Sind die Würfe ü, V einander conjnngirt. so

gilt diess auch (260) von den Würfen mU, mV.

267. Durch drei reelle Elemente C. A, A^ eines reellen Ele-

mentargebildes g ist in ihm eine Reihe C, Ä, A^, A2, A3. A^,...

von reellenElementen bestimmt, so dass nämlichCAA ^ A2, CA1A2A3,

CA0A3A4, u s.w. harmonische Würfe sind, daher anch keine zwei

auf einander folgende Glieder der Reihe, so weit man dieselbe fort-

setzen mag, durch ihre übrigen Glieder in dem Gebilde g getrennt

sind. Ist nun B irgend ein von A verschiedenes Element des Ge-

bildes g, so ist ABCAm = m (ABCAi). Denn nach 221 haben die

zu einander projektivischen Gebilde CAA^..., CA, A2... nur das Ele-

ment C entsprechend gemein. Da fern6r den Elementen A, Aj,

A2; A3 . . . des erstem die Elemente A^, A2, A3, A^ . .. des letztern

entsprechen, mithin CG AAr + i-A^Ar eine Involution ist, so ist

ABCAr + 1 =ABCA + ABCA
,

, woraus, wenn für r nach nnd nach

die Zahlen 1, 2, 3,...m gesetzt werden, der Satz sich ergiebt.

Sucht man in dem Gebilde g das Element B, so dass ABCA^

=U ist, so ist ABCAm^^mU. Sind also ü, ü, zwei einander

nicht gleiche Würfe, so sind auch die Würfe mü, mUi einander

nicht gleich. Sucht man das Element B, so dass ABCAm=V ist,

so ist ARCA, der Wurf, von welchem der Wurf V das ra fache ist.

Ist V=mü= 0, so ist auch ürrO. Der Wurf AAiCAmistdas

m fache von 1, der Wurf 1 aber das m fache von AAmCA^.

§. 20.

Produkte aus Würfen.

268. Durch drei Elemente M, A, N eines Elementargebildes

und zwei Würfe tJ, U
,

, von welchen keiner ein uneigentlicher

Wurf I. oder III. Art ist, sind zwei Elemente A^, Ao des Gebildes

bestimmt, so dassnämlich MANAi=ü undMAiNAo=üi ist. Der

Wurf MANA2, welcher auf diese Weise durch die Würfe ü,üj^
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bestimmt, soll das Produkt aus denselben heissen und durch ü IJ^

bozoichuet worden. Sucht man in demselben oder in einem andern

Elementargebilde zu drei Elementen F, B, G die Elemente B^, B2,

so dass FBGB,=:U und FBiGBa^Uj ist, so iRtFGBßiB2A

MNAAjAo, mithin FBGB2=^MANA2, woraus eben hervorgeht,

dass durch die Würfe ü^ üj ein Wurf üüi bestimmt ist.

Da den Würfen üi, U auch die Würfe NA2MAi,NAi MA
gleich sind, soistüiü=NA2MA=MANA2=ÜUi. Ist irgend einer

von den beiden Würfen U,üj ein uneigentlicher Wurf II. Art, so

ist ihr Produkt dem andern gleich.

269, Durch drei Elemente M, A, N eines Elementargebildes

und m Würfe ü, Uj, U2. .Um— 1 , von welchen keiner ein nn-

eigentlicher Wurf I. oder III. Art ist, sind m Elemente Aj, A2,

A3, ...Am des Gebildes bestimmt, sodass nämlich die Würfe MANA],
MAjNAg, MAi.NA3,...MAm-i NAm den Würfen U, üi, U2,...üm-i

gleich sind. Der Wurf MAN Am, welcher auf diese Weise durch

die gegebenen Würfe bestimmt ist, soll das Produkt aus den-

selben heissen.

Setzt man für irgend zwei der m Würfe ihr Produkt, so hat

man einen Wurf weniger als vorher. Fährt man so fort, bis man

nur noch einen Wurf hat, so ist dieser das Produkt aus den sümmt-

lichenWürfen. DanämlicbMANAr 4-2=(MANAr )(MAr NAr +2)

ist, so folgt, dass das Produkt aus den gegebenen Würfen das-

selbe bleibt, wenn man für irgend zwei auf einander folgende Fak-

toren ihr Produkt setzt. Da man hiernach auch zwei auf einander

folgende Faktoren mit einander vertauschen darf, so kann man mit

den Faktoren eines Produkts jede beliebige Versetzung vornehmen

und daher auch für irgend zwei derselben ihr Produkt setzen.

Sind die Würfe ü, üi, üg,... Um-i den Würfen V, Vi,

V2,...Vm-i conjungirt, so ist auch das Piodukt aus den m erstem

Würfen dem Produkte ans den m letztern conjungirt. Wenn man

nämlich von drei reellen Elementen M, A,N eines reellen Elemen-

targebildes ausgeht und den Elementen Aj, A2, A3. ..Am die Ele-

mente Bj, B2, B3,...Bm conjungirt sind, so ist auch der Wurf

MANAm dem Wurfe MAN Bm conjungirt, welcher das Produkt

aus den Würfen V, V^, V2,...Vm— 1 ist. Jedes Produkt aus neutra-

len Würfen ist selbst ein neutraler Wurf.
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üueigentliche Würfe III. Art bleiben auch in der Folge, wenn

von Summen oder Produkten die Rede ist, ausgeschlossen. Ist

aber irgend ein Faktor eines Produkts ein nneigentlicher Wurf

I. Art, so ist unter dem Produkte ebenfalls ein solcher Wurf zu

verstehen.

270. Wenn das Produkt aus zwei Würfen =1 ist, so soll

jeder derselben das ümgekehrt<^ vom andern heissen. Ist der eine

von zwei solchen Würfen=rM AN Aj, so ist der andere=MAiNA

=:NAMAi. Ist ein Wurf MANA, dem Wurfe MA,NA, welcher

das Umgekehrte von ihm ist, gleich, so ist er entweder e'u nn-

eigentlicher Wurf II. Art oder ein harmonischer Wnrf, je nachdem

nämlich die Elemente A, Aj in einander fallen oder durch die Ele-

ment« M, N harmonisch getrennt sind.

Wenn Vj das Umgekehrte von üj, V2 das Umgekehrte von

U2nndU=U, U2ist,soistüV,=V.Ü,U2=U2undebensoiüV2=Ui.

Vorausgesetzt wird hiebei, dass keiner von den beiden Würfen

Uj, Ü2 ein uneigentlicher Wurf I. Art ist, weil das Umgekehrte

von einem solchen Wurfe nur ein uneigentlicher Wurf III. Art

sein könnte.

271. Durch zwei Würfe U, U], von welchen der letztere

nichtrrO ist, ist ein Wurf U2 bestimmt, so dass U = Uj U2 ist.

Es sei Vj das Umgekehrte von üj. Bezeichnet, man nun

as Produkt ÜVj durch U2, so ist üiÜ2=U. Und wenn UjU2^U
in soll, so rauss Uj^^UVi sein. — Ist der Wurf Uj, welcher

flicht gleich rr ist, dem Wurfe Wi und der Wurf Uj U2 dem

[Wurfe W, Wj gleich, so ist auch U2=W2.
272. Wenn MN.AD.I3C eine Involution folglich MANC=

DMB=MBNDist, soist (MANB)(MANC)=:MAND. Dasmfache

ABCAm eines Wurfes ABCAj ist (267 nichts anderes als das

Produkt aus diesem Wurfe in den Wurf AAiCAm, welcher

das m fache von 1 ist.

273. Das Produkt aus zwei einander conjungirten Würfen

U. V ist ein neutraler Wurf.

Wenn nämlich ü, V zwei nicht neutrale Würfe sind, so suche

man in einer reellen Cnrve II. Ordnung zu drei reellen Punkten

M,A, N die Punkte B, C, so dass MANB=ü und MANC=V ist.

Da nun die Punkte B, C «Inander conjnngirt sind, mithin die Ge-

I^E.
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raden MN, BC in einem reellen Punkte sich schneiden, so enthält

die Curve einen reellen Punkt D, so dass MN.BC.AD eine Involu-

tion und also (272) MAND—UV ist. Es geht hieraus zugleich

hervor, dass in der Curve die Punkte M, N durch die Punkte

A, D nicht getrennt sind.

Ist das Produkt aus zwei einander conjungirten Würfen U, V

ein uneigentlicher Wurf II. Art, so gibt es in jedem reollen Ele-

mentargebilde zu zwei einander conjungirten imaginären Elementen

M, N und einem reellen Elemente A ein reelles Element B, so

dassU—MANB und also V-MBNAist. Es sei nämlich U=MANF
und dem Elemente P das Element G conjungirt, so ist V—NAMG
rrMGNA und also VU=MGNF, woraus hervorgeht, dass die Ele-

mente F; G mit einem und demselben reellen Elemente B zusam-

menfallen.

274 Wenn ü, üj, V, Vj, Vg beliebige Würfe sind, so ist

ü(V-fVi)=ÜV+UVi, also auchü(V+ Vi+V2)=ÜV + UVi-t-U

V2,(U+üi)(V + Vi)=ÜV+UVi4-U,V-hUiVi,u s. w.

Es sei U= ABCD, V=ADCE und Vi=:ADCEi,so istUVrr

ABCE und UVir=ABCEi. Ist nun in dem involntorischen Gebilde

CC.EEj... dem Elemente A das Element P zugeordnet, so istV^-Vt

=ADCP und ÜV +ÜVi=ABCP= (ABCD) (ADCP), woraus der

Satz folgt.

275. Es seien in dem einen von zwei Elementargebilden

g, gl die Elemente C,D, A und im andern die Elemente Ai,Bi,Ci ge-

geben. Es sei ferner ein Wurf UrrABCD gegeben, welcher nicht

nrO ist. Nennt man nun zwei Elemente P, Pi der Gebilde g, gi ein-

ander entsprechend, wenn (CDAP) (AiBjCiPi) = U und also

AiBiCiPi::=^U.(ADCP) ist, so sind die Gebilde g, gi projektivisch

auf einander bezogen. Da nämlich U (ADCP)=ABCP ist, so ist

auch ABCPrrAiBiCiPi, woraus der Satz folgt.

Wenn die Gebilde g, gi in einander liegen, aber weder A mit

Ai noch C mit Ci zusammenfällt^ so lässt die Aufgabe : ein Ele-

ment P zu finden, so dass (CDAP) (AjBiCiP)—U ist, eine oder:

zwei Auflösungen zu, je nachdem die zu einander projektivischen

Gebilde ABC..., AjBiCi... ein Element oder zwei Elemente entspre-

chend gemein haben.

276. Durch zwei Würfe U, V sind zwei Würfe ABCP, ABCQ
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bestimmt, deren Stimme dem erstem und deren Produkt dem

letztern der gegebenen Würfe gleich ist-

Man suche in einer Curve II. Ordnung zu drei Punkten A, B. C

die Punkte D, E, so dass ABCDrrü und ABCE=V ist. Es werde

ferner die Gerade, welche die Curve im Punkte C berührt, von der

Geraden AD im Punkte F und die Gerade AC von der Geraden

BE im Punkte G geschnitten. Wenn nun die Gerade FG die Curve

in den Punkten P, Q schneidet, so ist in dem involntorischen Ge-

bilde CC.AD... dem Punkte P der Punkt Q zugeordnet, folglich

r258) ABCP+ ABCQt=ü. Da ferner die Punkte P, Q auch in

dem involutorischen Gebilde ACBE... einander zugeordnet sind, so

i>t (272) (ABCP) (ABCQ)t=V. Und wenn ABCP+ABCQ=:ABCD
und zugleich (ABCP) (ABCQ)=ABCE sein soll, so müssen P, Q
die Punkte sein, welche sowohl in dem involutorischen Gebilde

CC.AD... als auch in dem involutorischen Gebilde ACBE... einander

zugeordnet sind. Wenn die Gerade FG die Curve in einem Punkte

P berührt, also Q mit P zusammenfällt, so ist ABCP=ABCQ.
277. Wenn U, V, Ui, Vj neutrale Würfe sind, J aber

ein nicht neutraler Wurf und ü + VJ= Ui -j-VjJ ist, so ist ü
= ü, und V=Vi.

Es sei VrrV, -f V2= , so ist (261) auch Vg ein neutraler Wurf.

Da nun ü + V,J+ VoJ=ü,+V,J ist, so i3tü+V2J=üi xmd mit-

hin auch VgJ ein neutraler Wurf. Da aber das Produkt MANC aus

einem neutralen Wurfe MANB, welcher nicht=0 ist. in einen

nicht neutralen Wurf MBNC ebenfalls ein nicht neutraler Wurf

ist, so muss V2=:0, folglich TJ=üi und V=V| sein.

278. Durch einen nicht neutralen Wurf J und noch einen

Warf W sind zwei neutrale Würfe ü, V bestimmt, so dass

nämlich W=Ü+VJ ist.

Ist W ein neutraler Wurf, so i8tU=W und V=0. Wenn

aber dieser Fall nicht stattfindet, so nehme man in der einen von

zwei reellen Geraden, welche in einem Punkte C sich schneiden,

lnoch zwei reelle Punkte A, B, in der andern aber einen imaginä-

hren Punkt M an. Man suche ferner in der Ebene ABM die reellen

^Punkte P, Q. so dass der Wurf M (ABCP) dem Wurfe W und der

-Wurf M (ABCQ) dem Wurfe J gleich ist. Wenn nun die Gerade

AQ von den Geraden CM, CP in den Punkten E, F und die Ge-
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rade AC von der Geraden EP im Punkte D gescbiiitten wird; und

man die neutralen Würfe ABCD, AQEF durch U V bezeichnet,

seist W=U+ VJ, Da nämlich (G. 222) in dem involutorischen

Strablenbüsehel M (CC.AP...) dem Strahle MD der Strahl MF zu-

geordnetist, so istM(ABCP)=M(ABCD)+M(ABCF)=U+ M(ABC
F) Der Wurf M (ABCF) aber ist das Produkt aus dem Wurfe J

in den Wurf M (AQCF), welcherz^V ist. Geht die Gerade AQ
durch dem Punkt P, so ist F mit-P, folglich D mit A identisch

und daher U=Ü.

§. 21.

Potenzen von Würfen.

279. Ein Produkt aus m Würfen, deren jcder=U ist, soll

die mte Potenz dieses Wurfes heissen und duich Um bezeichnet

werden. Jede Potenz von ist also^rO, jede Potenz von 1

obcnfalls=l. Ist ü ein neutraler Wurf, so ist auch Um ein

neutraler Wurf.

Gleichnamige Potenzen U"^, V^von gleichen Würfen U, V sfind

einander gleich. Gleichnamige Potenzen von zwei einander con-

jungirten Würfen sind (269) einander conjungirt. Ist U=Ui U2, so

ist Um=Ui"iU.>in. Ist also ü,. das Umgekehrte von Uj, seist

auch U2m das Umgekehrte von Uj*".

280. Wenn MN.AC.BB eine Involution ist, so ist (MANB)2

=:(MANB) (MBNC)=(MBNC)2=MANC. Ist MANB ein harmoni-

scher Wurf, so ist (MANB)'=1. Die mte Potenz eines harmoni-

schen Wurfes ist also entweder=z:l oder selbst ein harmonischer

Wurf, je nachdem nämlich m eine pare oder unpare Zahl ist.

Aus 264 geht hervor, dass das Produkt aus einem harmonischen

Wurfe ABCD in einen beliebigen WurfABCP das entgegengesetzte

von diesem Wurfe ist. Und wenn zwei Würfe U, V einander ent-

gegengesetzt sind, so ist jeder das Produkt aus dem andern in

einen harmonischen Wurf. Gleichnamige Potenzen ü'", V™ von

zwei solchen Würfen sind also einander gleich oder ebenfalls ein-

ander entgegengosptzt, je nachdem der Exponent m eine pare oder

unpare Zahl ist.
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281. Wenn MANAj ein neutraler eigentlicher Wurf ist,

jedoch die Elemente M, N durch die Elemente A, Ai nicht getrennt

sind, so ist keine Potenz des Wurfes MANAj einer andern Potenz

desselben gleich und daher auch keine =1.

Sucht man nämlich in dem Elementargebilde, in welchem der

WurfMANAj enthalten ist. die Elemente Ao, A3, A4..., so dass

Würfe MANAj. MAiNA,, MÄ2NA3. MA3NA4..., sämmtlich ein-

ander gleich sind,, so ist MANA2=(MANA, )*. MANA3=(MANA,)3,

(MANA4^=:(MANAj)^, u. s. w. Da nun, wie man sich leicht

überzeugt, die Elemente M, N, A, Aj, A2, A3, A4,... in der

Kette, welcher sie angehören, entweder die angeschriebene Ordnung

oder die Ordnung N, M, A, Ai, A^, A3, A4... befolgen, so fallen

keine zwei derselben in einander, woraus der Satz folgt.

282. Wenn irgend eine Potenz ü™ eines Wurfes U dem

Wurfe 1 gleich ist. so ist der dem Wurf ü conjungirte Wurf

V zugleich das Umgekehrte von demselben.

Sind nämlich die Würfe U, V einander conjungirt, so ist das

Produkt üV ans denselben einem neutralen Wurfe MAND gleich.

Wenn ferner ü™r=:l ist, so ist (279) auch V™=:1 und folglich

auch (MAND)™=1. Diess ist aber, da (273^ die Element-e M, N
durch die Elemente A, D nicht getrennt sind, nach dem vorigen

Satze nur möglich, wenn[D mitA zusammenfällt und also UV==l ist.

283. Durch jeden Wurf MANC, welcher nicht=:0 ist. sind

zwei einander entgegengesetzte Würfe MANB, MAXBj bestimmt,

80 dass (MAXB)2={MANB;)2=MANC ist.

Soll nämlich (MANP,2r=:MANC sein, so muss (270 1 MANP
=MPNC=NCMPund also in dem involutorischen GebildeMN.AC...

das Element P sich selbst zugeordnet sein. Und wenn B, B, die

Ordnungselemente des erwähnten involutorischen Gebildes sind, so

ist (MANB)2=(MAXBi)-=MANC. Auch ist jeder von den bei-

den Würfe MANB, MANBj das Produkt aus dem andern in den

harmonischen Wurf MBNA,, folglich dem andern entgegengesetzt.

Ist MANC^r:!, also C mit A identisch, so ist der eine von

; den beiden Würfen MANB, MANB, ebenfalls=l und der andere

i ein harmonischer Wurf. Wenn überhaupt MANC ein neutraler

Wurf ist und die Elemente M, N durch die Elemente A, C nicht

!• getrennt sind, so sind auch MANB, MANBj neutrale Würfe. In
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jedem andern Falle aber sind MANB, MANBj zwei nicht neu-

trale Würfe.

284. Wenn M, N, A, B, Aj, Bj sechs Punkte einer und

derselben Curve IL Ordnung sind und S den Schnittpunkt der Ge-

raden AAj, BB; bezeichnet, so ist der Wurf S (MANB) das Pro-

dukt aus den beiden in der Curve enthaltenen Würfen MANB,

MAiNBi.

Es werde die Gerade MN von den Geraden AAj, BB|, Aj B

in den Punkten Ao, B2, C geschnitten, so ist S(MANB)=:MA2NB2

=:^MA2NCj(MCNB2). NunistaberMA2NC=Ai (MANB)=MANB
und MCjS'B2=B(MA,NB,)=:MAi NBi, woraus der Satz sich er-

gibt. Der Satz gilt übrigens auch noch, wenn Aj mit A zusam-

menfällt und man unter AAj die der Curve im Punkte A sich

anschmiegende Gerade versteht. Lässt man auch noch Bi mitB

zusammenfallen, so folgt:

Wenn eine Curve, welche durch die vier Punkte M, N, A, B

geht, in den Punkten A, B die Geraden SA, SB berührt, so ist

S(MANB)==:(MANB)2und also auch S(AMBN)=:(AMBN)2. Eben

so ist, wenn die durch die Punkte M, N gehenden Tangenten

der Curve im Punkte Sj sich schneiden, Si (MANB)=(MANB)2,

daher auch S (MANB)=:S, (MANB).

285. In jedem Elementargebildo sind durch drei Elemente

A, C, E drei harmonische Würfe ABCE, CDEA, EFAC bestimmt.

Nach G. 220 sind alsdann auch BCDF, DEFB, FABD harmonische

Würfe, während AD.BE.CF eine Involution ist. Sind nun M, N
die Ordnungselemente des involutorischfen Gebildes AD.BE.CF..,, so

ist MNABCDEFäMNBCDEFA.
Da nämlich in dem involutorischen Gebilde BB.EE.. dem Ele-

mente M das Element N und dem Elemente A das Elemente zu-

geordnet ist, so ist MNAB=:NMCB=MNBC. Eben so wird be-

wiessen, dass MNBC=:MNCD=MNDE=MNEF=i:MNFA ist, wo-

raus der Satz folgt.—Wenn das Gebilde und die Elemente A, C,E,

mithin auch die Elemente B, D, F x-eell sind, so sind M, N zwei

einander conjungirte imaginäre Elemente, woraus hervorgeht, dass

der Wurf MANB, welcher von dem Wurfe MBNA=::NAMB das

Umgekehrte ist, diesem zugleich conjungirt ist. Dasselbe gilt

von den Würfen MANC, MCNA.
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286. Dnrch drei Elemente A, C, E eines Elementargebildes

sind zwei Elemente M, N desselben bestimmt, so dass nämlich

MNACEaMNCEA ist.

Es seien wieder AßCE, CDEA, EFAC harmonische Würfe.

Soll nun MNACäMNCEaNMEC, mithin MN.AE.CC eine In-

volution sein, so müssen die Elemente M, N durch die Elemente

C. F und eben so, da auch MNCEäMNEA sein soll, auch durch

die Elemente E, B harmonisch getrennt sein. Und wenn M, N
dieOrdnungselemente desinvolutoriscbenGebildesAD.BE.CF.. sind,

so ist MNAC=MXCE=MNEA und also MNACEaMNCEA.
287. Durch drei Elemente M, N, A eines Elementarge-

bildes sind zwei Elemente C, E desselben bestimmt, so dass

nämlich MNACEÄMNCEA ist.

Man suche die Elemente D, C, E, so dass MAND ein harmoni-

scher Wurf und (286) CEMNDaCENDM ist. Da alsdann die

Elemente A, D auch durch dieElemente C, E harmonisch getrennt

sind, 80 ist (85) AD.MC.NE eine Involution, folglichMXAC=CEDM.
Da ferner MNCE=:CEMN ist, so ist MNACEaCEDMNaCEMXD
A MNCEA. Und wenn MNACEaMNCEA sein soll, so muss

auch CEMNDaCENDM sein, woraus hervorgeht, dass die Ele-

mente C, E durch die gegebenen bestimmt sind.

Wenn das Gebilde eine Curve IT. Ordnung ist und diese in

den Funkten M, N die Geraden SM, SN berührt, so ist (248)

S(MNAC)=MNAE=NMEA=XMACund ebenso S(MNAE)=:NM

AE, folglich S (MNACE}aNMACEaD(NMACE}, woraus man

schliessen kann, dass die Punkte C, E in der Geraden liegen, welche

den Schnittpunkt von SM und DN mit dem Schnittpunkte von SN
und DM verbindet, folglich von der Geraden MN durch die Punkte

S, D harmonisch getrennt ist und durch den in der Geraden MN
befindlichen Pol der Geraden SD geht. Wenn also die Curve und

die Punkte M, N, A reell sind, so sind C, E zwei einander con-

jungirte imaginäre Pu nkte. Sind die Curve und der Punkt A reell,

hingegen M, N zwei einander conjungirte imaginäre Punkte, so

sind C. E reelle Punkte.

288. Wenn die Element« M, N, A, C, E einem und dem

selben Elementargebilde angeboren und MNACEaMNCEA
ist, so ist (MANC )-=:(MAXC) (MCNE)=MANE—MCNA, folglich

Standt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 12
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(MANC)3=:1 und eben so (MCNA)3==1. Und wenn die dritte

Potenz eines Wurfes W dem Wurfe 1 gleich ist, ohne dass W
selbstrnrl ist, so ist der Wurf W einem von den beiden Wür-

fen MANC, MCNÄ gleich. Es sei nämlich W=MANP=MPNQ,
so ist W^^rMANQ Da nun W das Umgekehrte von W^ ist, so

ist auch MANP=MQNA, folglich MNAPQäMNPQA, woraus man

(287) schliessen kann, dass entweder P mit C und Q mit E oder

P mit E und Q mit C zusammenfUllt, also entweder W=MANC
oder W=MANE=:MCNA ist.

Sind die dritten Potenzen von zwei Würfen U, Ui einander

gleich; ohne dass U=Ui ist, so ist der Wurf U entweder das Pro-

dukt aus dem Wurfe Uj in den Wurf MANC oder das Produkt

aus dem Wurfe U^ in den Wurf MCNA. Ist nämlich U=U, U2,

80 ist auch Ui3U2^=::::Ui3, mithin U2^:=^l, ohne dass U2=:l ist,

woraus der Satz folgt.

Bezeichnet B wieder das Element, welches vom Elemente E
durch die Elemente M, N harmonisch getrennt ist, so ist MANB
das Produkt aus MCNA=:MANE in den harmonischen Wurf MENB
und eben so der Wurf MBNA dem Wurfe MANC entgegengesetzt,

daher (MANB)^, (MBNA)^ harmonische Würfe sind. Und wenn

die dritte Potenz eines Wurfes V ein harmonischer Wurf ist, so

ist der Wurf V entweder selbst ein harmonischer Wurf oder

einem von den beiden Würfen MANB, MBNA gleich.

289. Durch jeden neutralen WurfU, welcher nicht=:0 ist,

sind ein neutraler Wurf V und zwei einander conjungirte nicht

neutrale Würfe Vj, Vj bestimmt, so dass V^^zVj •'=:V2^=:U ist.

Die Fälle, in welchen U^=rl ist, sind bereits in der vorigen

Nummer betrachtet worden. Wenn aber U weder=:l noch ein

harmonischer Wurf ist, so suche man in einer reellen Curve K
II. Ordnung zu drei reellen Punkten M, A, N den Punkt

D, so dass MAND=U ist. Es sei ferner S der Schnittpunkt

der der Curve in den Punkten M, N sich anschmiegenden Gera-

den, so erzeugen die zu einander projektivischen Strahlenbüschel

S(MAN...), A(NDM...) eine andere reelle Curve II. Ordnung, wel-

che die erstere im Punkte A und daher in noch einem reellen

Punkte P schneidet. Da nun (284) (MANP)2=S(MÄNP)

A(NDMP)=NDMP=MPND ist, so ist (MANP)3=MAND=U. Die
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Cnrve K enthält ferner (287) zwei einander conjunglrte imaginäre

Punkte P,, P2, so dass MNPPiPoAMNPjFoP ist. Da alsdann

(MPXP,)3=(MPNP,)3= i ist, so ist (MANPi.j3=(MANP2)3

= (MANP)3=ü. Zugleich geht hieraus hervor, dass die bei-

den Curven auch iu den Punkten Pj, Po sich schneiden.

290. Durch jeden nicht neutralen Wurf U, welcher von dem

ihm conjungirten Wurfe das Umgekehrte ist, sind drei andere

solche Würfe V, Vj, V2 bestimmt, so dass Y^=zY^^=Y2^=TJ ist.

Man suche in einer reellen Curve K IT. Ordnung zu zwei

einander conjungirten imaginären Punkten M, Niind einem reellen

Punkte A den Pankt D, so dass MAND=U ist. Da alsdann auch

der Pol S der Geraden MN und (273) der Punkt D reelle Punkte

sind, so erzengen, wie ans 150 leicht hervorgeht, die zu einander

projektivischen Strahlenbüschel S (MAN... ),A'NDM...) eine andere

reelle Curve IL Ordnung, welche die erstere im Punkte A und

daher wenigstens in noch einem reellen Punkte P schneidet. Fer-

ner enthält (287) die Curve K zwei reelle Punkte P|, Po, so

dass MNPP|P2ÄMNP,P2P ist, und nun lässt sich wie in der

vorigenNummer beweisen, dass( MANPj )2=(MANPo)^=(MANP)3
=U ist. Die beiden Curven schneiden sich daher auch in den

Punkten P^, Po.

291. Durch jeden Wurf U, welcher nicht=:0 ist, sind drei

Würfe Y, Vi, V2 bestimmt, so dass V-^=Vi3r=:V23=U ist.

Man nehme in der einen von zwei reellen Geraden, welche in

einem Punkte C sich schneiden, noch zwei reelle Punkte S, B,

in der andern aber zwei einander conjungirte imaginäre Punkte

M, N an und suche alsdann in der Ebene SMN den reellen Punkt

D, so dass der Wurf M (SBCD) dem gegebenen Wurfe ü gleich

ist. Es sei ferner A irgend ein Schnittpunkt der Geraden SC und

der reellen Curve, welche in den Punkten M, N die Geraden SM,

^, SN berührt und durch den Punkt D geht, so giebt es (289) in

der Geraden SC einen reellen Punkt R und (290) in der erwähn-

[.ten Curve drei reelle Punkte P, P,, Po, so dass (SRCA^^—gßc^
md (MANP)3=fMANPi)-^=(MANP2)3=rMAND ist. Bezeichnet

lan nun den Wurf M (SRCP), welcher das Produkt aus dem

fWurfe M(SRCA)=SRCA in den Wurf M(SACP)=MANP ist,

[durch V, so ist V3=(SRCA)3 (MANP^s—-rSBCA) (MAND)=
12'
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M (SBCD)=:U. Eben so wird bewiesen, dass, wenn man die Würfe

M(SRCPi),M (SRCP2) durch ¥,,¥3 bezeichnet, V\=V23z=ü ist.

§. 22.

Gemeinschaftliche Punkte und Tangenten zweier Curven II. Ordnung.

292. Wenn zwei in einerlei Ebene liegende Curven II. Ord-

nung in einem gemeinschaftlichen Punkte S eine und dieselbe Ge-

rade berühren, so fiudet irgend einer von den in 187 betrachteten

Fällen statt. Dass die Curven und der Punkt S reell sind, musste

in der erwähnten Nummer nur desshalb vorausgesetzt werden, weil

vorläufig nur, was reell-projektivisch heisse, erklärt und daher auch

noch nicht nachgewiesen war, dass je zwei Elementargebilde pro-

jektivisch so auf einander bezogen werden können, dass drei gege-

benen Elementen des einen drei gegebene Elemente des andern

entsprechen. Haben zwei Curven IL Ordnung drei Punkte A, B, C

mit einander gemein, ohne in einem dieser Punkte eine und die-

selbe Gerade zu berühren, so schneiden sie sich noch in einem

vierten Punkte, der (11) schon durch die drei Punkte A, B, C

und die Gerade bestimmt ist, welche in Hinsicht auf beide

Curven der Geraden AB conjugirt ist.

293. Wenn man die eine K von zwei Curven K, Kj IL Ord-

nung, welche in einerlei Ebene liegen und die Punkte A, B mit

einander gemein haben, aus jedem dieser Punkte auf die andere

projicirt, so hat man zwei zu einander projektivische Punktgebilde,

welche beide in der Curve Kj liegen. Dem Punkte Pj des einen

dieser Gebilde entspricht der Punkt P2 des andern, wenn die Strah-

len APi, BP2 einen und denselben Punkt P der Curve K proji-

ciren. Haben nun die zu einander projektivischen Gebilde zwei

ausserhalb der Geraden AB liegende Punkte C, D entsprechend ge-

mein, so schneiden sich die Curven K, K^ in den vier Punkten

A, B, C, D. Wenn aber der Punkt D mit einem der drei Punkte

A, B, C zusammenfällt, so berühren sich die Curven in diesem

Punkte, während sie in den beiden übrigen sich schneiden. Haben

die zu einander projektivischen Gebilde die Punkte A, B entspre-

chend gemein, so berühren sich die Curven K, Kj in diesen
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Punkten. Wenn endlich die erwähnten Gebilde keinen ausserhalb

der Geraden AB liegenden Punkt und auch nur den einen von den

beiden Punkten A, B entsprechend gemein haben, so schmiegen

in diesem Punkte die Gurren K, K^ dreipunktig einander sich an,

294. Wenn eine Curve II. Ordnung und ein Strahlenbtischel

durch dessen Mittelpunkt S zwei Tangenten SM, SN der Curve

gehen, projektivisch so auf einander bezogen sind, dass den Punk-

ten M, N der Curve die Strahlen SN, SM des Büschels entspre-

chen, so liegen drei Punkte des erstem Gebildes in den ihnen

entsprechenden Strahlen des letztern.

Es entspreche der Strahl SA des Büschels, welcher nämlich

durch den Punkt A der Curve geht, dem Punkte D derselben, so

sind (291) in der Curve durch die Punkte M, N, A, D drei

Punkte P, P,, P2 bestimmt, so dass (MANP)3:=(MANPi)3=

(MANPo)5=MAND ist. Da nun (284) S (MANP)=^MANPj2

=(MPNA)(MAND)=MPND=NDMP ist, so entspricht demPunkte

P der Curve der durch ihn gehende Strahl SP des Büscheis. Eben

so entsprechen den Punkten Pj, P2 die Strahlen SPi, SP2.

Da hiernach S (MNPPiP2)aM (NSPPiPg) ist. so folgt

noch, dass die Curve II. Ordnung, welche durch die fünf Punkte

M, S, P, Pi, Po geht, in den Punkten M, S die Geraden MN,

SN, und eben so die Curve U. Ordnung, welche durch die

fünf Punkte N, S, P, Pj, P2 geht, in den Punkten N, S die

Geraden NM, SM berührt.

295. Wenn die eine K von zwei Curven II. Ordnung in den

Eckpunkten M, N des Dreiecks MNS die Seiten MS, NS und die

andere Kj in den Eckpunkten M, S die Seiten MN, SN berührt,

so schneiden sich die Curven in vier Punkten.

Es sei D irgend ein ausserhalb der Geraden MN liegender

Punkt der Curve K und Dj derjenige Punkt der Curve Kj, wel-

cher aus dem Punkte M durch die Gerade MD projicirt wird.

Sucht man nun (294) in der Curve K die Punkte P, Pj, P2, so dass

MNDPPiPo Ä S (^NMDiPPjPa) ist, so ist auch M (SNDPP1P2)

ÄS(^NMDiPPiP2), woraus hervorgeht, dass die Punkte P, Pj,P2

auch in der Curve K^ liegen und dass also die Curven K, Kj in

den vier Punkten M, P. Pj, Po sich schneiden. Zu bemerken ist

noch, dass es auch eine Curve II. Ordnung giebt, welche die Ge-
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raden N M, S M in den Punkten N, S berührt und überdiess

durch die drei Punkte P, Pi, P2 geht.

296. Wenn eine Curve II. Ordnung in den Punkten A, B,

M, N die Geraden AF, BF; MS, NS berührt, so ist der in der

Curve enthaltene Wurf MNAB dem Wurfe S(MNAF) gleich.

Da nämlich die Polare des Punktes, in welchem die Geraden

MN, AB sich schneiden, durch den Schnittpunkt von MB und NA
und durch die beiden Punkte S, F geht, mithin die Gerade NA
von den Geraden SF, MB in einem und demselben Punkte ge-

schnitten wird, so ist S(MNAF)=:M(SNABj=iMNAB.

Schneidet eine Gerade, welche die Curve in einem fünften

Punkte C berührt, die Tangenten AF, BF in den Punkten D, E,

so ist auch S (MNDE)=MNAB,indemS(MNCD)=:MNCA, S(MNCE)

=MNCB und mithin S (MNCDE)äMNCAB ist. Dasselbe ergiebt

sich, wenn man bemerkt, dass die Curve, der ihr sich anschmie-

gende Strahlenbüschel, dass in der Tangente CD enthaltene gerade

Gebilde und der Strahlenbüschel S vier Gebilde sind, von welchen

jedes folgende auf das vorhergehende perspektivisch bezogen wer-

den kann, und dass alsdann den Punkten M, N, A, B, C der

Curve die Strahlen SM, SN, SD, SE, SC des Büschels S ent-

sprechen.

297. In jedem PJlementargebilde sind durch drei Elemente

A, B, C zwei Elemente P, Q bestimmt, so dass ABPQ, CBQP
harmonische Würfe sind.

Man suche in irgend einem Elementargebilde zu drei Elemen-

ten b, p, q die Elemente a, c, so dass abpq, cbqp harmonische

Würfe sind. Da nun ABPQ=:abpq und CBQP:=cbqp sein soll, so

muss auch ABCPQAabcpq sein, und wenn man in dem gege-

benen Gebilde die Elemente P, Q sucht, so dass ABCPQAabc

pq ist, so sind ABPQ, CBQP harmonische Würfe.

298. Durch eine Curve K II. Ordn ung, zwei in ihr liegende

Punkte A, B und einen Punkt G, welcher in der durch den Punkt

B gehenden Tangente liegt, aber weder mit dem Punkte B noch

mit dem Pole F der Geraden AB zusammenfällt, sind zwei Punkte

P, Q der Curve bestimmt, so dass ABPQ ein harmonischer Wurf

ist und die Gerade PQ durch den Punkt G geht.

Die Gerade AG schneidet nämlich die Curve K im Punkte A
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und in noch einem Punkte C. Soll nun die Grerade PQ durch

den Punkt G gehen, so muss BB.AC.PQ eine Involution und

also CBQP=ABPQ sein. Und wenn man (297) in der Curve

die Punkte P, Q sucht, so dass ABPQ, CBQP harmonische

Würfe sind, so ist BB.AC.PQ eine Involution, daher die Ge-

rade PQ durch Punkt G geht.

Die Curve K wird von den Geraden FP, FQ in den Punkten

P, Q und in noch zwei Punkten P^, Qi geschnitten, so dass auc"h

APBPj, AQBQi, ABPjQi harmonische Würfe sind. Da hiernach

ABQP=FiABP, ABQQi=PiABQi und BQPC=:ABPQ, demnach

ABQPQiCÄPjABPQiQ ist, so folgt noch, dass diejenige Curve

II. Ordnung, weiche durch den Schnittpunkt von AQ und BP und

durch die vier Punkt« A, P, Qi, G geht, mithin von den zu

einander projektivischen Strahlenbüscheln A (QQiC...), P(BQiQ...)

erzeugt wird, im Punkte A die Gerade AB, im Punkte P aber

die Curve K berührt und die Gerade BF auch noch im Punkte

F schneidet.

299. Wenn die eine K von zwei Curven IL Ordnung in

den Punkten A, B die Geraden FA; FB berührt, die andere K^

aber im Punkte A die Gerade AB berührt und die Gerade FB im

Punkte F und in noch einem Punkte G schneidet, so haben die

beiden Curven wenigstens drei Punkte mit einander gemein.

Man suche (298 ) in der Curve K die Punkte P, Q, so dass

ABPQ ein harmonischer Wurf ist und die Gerade PQ durch den

Punkt G geht. Wenn nun die Curven K, Kj den Punkt P mit

einander gemein haben, so berühren sie sich in diesem Punkte,

während sie im Punkte A und in einem Punkte Q], welcher aus

dem Punkte Q durch die Gerade QF projicirt wird, sich schneiden.

Wenn aber die Curve K^ die Gerade AP in einem Punkte S

schneidet, durch welchen zwei Tangenten SM, SN der Curve K
gehen, so bemerke man, dass in dieser die Punkte A, P sowohl

durch die Punkte B, Q als auch durch die Punkte M, N harmo-

nisch getrennt sind, folglich MXAB=NMAQ ist. Da ferner (296)

S(MXAF:=MNAB=XMBA, SiMXFB.=MXAB3=XMAQ, mithin

S (MNAFBJäNMBAQ ist, so giebt es (294) in der Curve K
drei Punkte R, Rj, R2; so dass S (AFBRR^R^jÄ B A Q RRißj

Ä ACBFQRRjR,) ist. Da endlich jeder Involution BB.AC.PQ in
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der Curve K, wenn man dieselbe aus dem Punkte A auf die Curve

Kl projicirt, eine Involution AA.FG.ST in der Curve K^ entspricht,

mithin die Geraden AQ, BS in einem Punkte T der Curve Kj

sich schneiden, so folgt, dass diese Curve von den zu einander

projektivischen Strahlenbüscheln S(AFB...), A (BFQ...) erzeugt

wird und also die Curve K auch noch in den Funkten R, Ri,R2

schneidet.

300. Wenn die eine K von zwei Curven II. Ordnung durch

die Punkte A, Aj geht und im Punkte Aj die Gerade A}A2 be-

rührt, die andere K^ hingegen durch die Punkte Aj, A2 geht

und im Punkte Aj die Gerade AAj berührt, so haben die Curven

wenigstens noch einen Punkt mit einander gemein.

Da die Fälle, in welchen die Gerade AA2 die Curven K, Kj

oder doch eine derselben berührt, bereits betrachtet worden sind,

so kann man annehmen, dass es in der Curve Kj einen harmoni-

schen Wurf AoBjDiAi giebt, so dass die Gerade B^D^ durch

den Punkt A geht. Es seien fei-ner B, D diejenigen Punkte der

Curve K, welche aus dem Punkte Aj durch die Geraden A^ Bj,

Aj^Di projicirt werden, so ist A^BDA ein harmonischer Wurf in

der Curve K, daher der Punkt F, welcher in Hinsicht auf dieselbe

der Pol der Geraden AB ist, in der Geraden A^D^ liegt. Bezieht

man nun die Strahlenbüschel A, Aj, D^ projektivisch so auf ein-

ander, dass der erste und zweite die Curve K, der zweite und

dritte die Curve K^ erzeugen, so erzeugen der erste und dritte

ein zu ihnen perspektivisches Punktgebilde K2, welches durch

den Punkt F und durch den Schnittpunkt F^ der Geraden AA^,

D1A2 geht, der in Hinsicht auf die Curve K^ der Pol der Geraden

AiB^ ist. Ist K2 eine Curve II. Ordnung, so hat diese, da sie

im Punkte A die Gerade AB berührt, nach den vorigen Sätzen

mit der Curve K wenigstens zwei von A verschiedene Punkt ge-

mein. Durch jeden solchen Punkt geht aber, da in ihm drei ho-

mologe Strahlen der erwähnten Büschel sich schneiden, auch die

Curve Kl. Ist B mit B^ identisch und also Kg eine Gerade, so

schneidet diese entweder die Curven K, K^ in denselben zwei

Punkten oder sie berührt beide in dem Punkte B, in welchem als-

dann die Curven dreipunktig einander sich anschmiegen.

301. Zwei zu einander collineäre ebene Systeme, welche in
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einerlei Ebene aber nicht perspektivisch liegen, haben entweder die

drei Eckpunkte und Seiten eines Dreiecks oder nur zwei Punkte

und zwei Gerade oder nur einen Punkt und eine Gerade entspre-

chend gemein.

Es entspreche dem Punkte A des einen Systems der Punkt Ä^

des andern und dem Punkte Aj des erstem der Punkt A2 des

letztern. Wenn nun, was man annehmen kann, die Punkte A,

Aj, A2 nicht in einer nnd derselben Geraden liegen, so erzeugen

die zu einander projfktivischen Strahlenbüschel A, A. eine Curve

K II. Ordnung und die zu einander projektivischen Strahlenbüschel

Ai, A2 die der erstem entsprechende Cnrve K|. Bemerkt man
noch, dass je zwei homologe Punkte der Curven K, Kj aus dem

Punkte Aj durch eine und dieselbe Gerade projicirt werden, mit-

hin die zu einander collineären Systeme jeden von Aj verschiedenen

gemeinschaftlichen Punkt der beiden Curven und jede nicht durch

den Punkt Aj gehende Gerade, welche beide Curven in denselben

zwei Punkten schneidet, oder in einem und demselben Punkte be-

rührt, ausserdem aber kein Element entsprechend gemein haben,

so folgt, dass der erste, zweite oder dritte der im Satze erwähn-

ten Fälle statt findet, je nachdem die Curven K, Kj, von welchen

die eine im Punkte Aj die Gerade A1A2, die andere aber in dem-

selben Punkte die Gerade AAj berührt, in noch drei Punkten

sich schneiden, oder in einem Punkte sich berühren und daher

nur noch einen von Aj verschiedenen Punkt mit einander gemein

haben, oder in einem Punkte dreipunktig einander sich anschmiegen.

302. Wenn zwei zu einander collineäre ebene Systeme die

Eckpunkte und also auch die Seiten des Dreiecks EEG entsprechend

gemein haben und den Elementen P, Pi des einen Systems die

Elemente Pj, P2 des andern entsprechen, so ist in jedem Polar-

systeme, in welchem EEG ein Polardreieck und dem Elemente P

das Element P2 conjugirt ist, das Element P^ sich selbst conjugirt.

Es sei in einemPolarsysteme, in welchem den Eckpunkten E, F, G
desDreiecksEFG die ihnen gegenüberliegendenSeiten e, f, g zugeord-

net sind^ dem Elemente P das Element p und dem Elemente P^ das

Element pi zugeordnet, so ist efgppiÄEFGPPiAEFGPjPg. Da es

hiernach auch ein Polarsystem giebt, in welchem EFG ein Polar-

dreieck ist und den Elementen p, pi die Elemente Pi, P2 zugeord-
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net sind; so folgt, dasS; wenn P2 in p liegt oder durch p geht,

auch P| in p^ liegt oder durch pi geht.

303. Wenn zwei Polarsysteme ein Polardreieck EFG aber

auch nur dieses Polardreieck mit einander gemein haben, so haben

die Ordnungscurven K, Kj der Polarsysteme vier Punkte mit einan-

der gemein und eben so vier gemeinschaftliche Tangenten.

Es sei dem Punkte P, welcher in keiner Seite des Dreiecks

EFG liegt, in dem einen Polarsysteme die Gerade p und im andern

die Gerade p^ zugeordnet, so ist der Schnittpunkt Q dieser Gera-

den in beiden Systemen dem Punkte P conjugirt. Sind nunA,B

C, D die Punkte, in welchen die Ordnungsstrahlen des involutori-

schen Strahlenbüschels E(FG.PQ...) von den Ordnungsstrahlen

des involutorischen Strahlenbüschels F (EG.PQ...) geschnitten wer-

den, so ist E (FGPA)=:E (GFQA)=E (FGAQ) und F (EGPA)=
F (EGAQ), mithin EFGPAÄEFGAQ. Da hiernach (302) in

beiden Polarsystemen der Funkt A und ebenso jeder der Punkte

B, C, D sich selbst conjugirt ist, so schneiden sich die Curven

K, Kl, in den vier Eckpunkten des vollständigen Vierecks ABCD,

von welchem auch die Ordnungsstrahlen des involutorischen Strah-

lenbüschels G(EF.PQ...) zwei einander gegenüberliegende Seiten

sind. Eben so lässt sich beweisen, dass die Curven K, K^ die

vier Seiten eines vollständigen Vierseits, von dessen Eckpunkten

je zwei einander gegenüberliegende durch zwei Eckpunkte des

Dreiecks EFG harmonisch getrennt sind, zu gemeinschaftliehen

Tangenten haben.

Wenn zwei Polarsysteme des Polardreiecks EFG mit einander

gemein haben und in beiden Systemen einem Punkte P, welcher

in keiner der Geraden EF, EG liegt, ein in der Geraden FG be-

findlicher Punkt Q conjugirt, mithin diesem Punkte die Gerade EP
zugeordnet ist, so ist jedes Polardreieck des einen Systems, von

welchem E ein Eckpunkt und also FG eine Seite ist, zugleich ein

Polardreieck des andern. In diesem Falle berühren sich die Ord-

nungscurven der Polarsysteme in den beiden Punkten M, N der

Geraden FG, welche in ihren Polaren EM, EN liegen und durch

jeden dritten Punkt der Geraden FG und dessen Polare har-

monisch getrennt sind.

304. Wenn die Ordnungscurven von zwei in einerlei Ebene
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liegenden Polarsystemen in einem gemeinschaftlichen Punkte M
eine und dieselbe Gerade m berühren und auch einem ausserhalb

dieser Geraden liegenden Punkte P in beiden Systemen eine und

dieselbe Gerade SPj zugeordnet ist, welche nämlich die Geraden

m, MP in den Punkten S, Pj schneidet, so berühren die Curven

auch in dem andern Ordnungspunkte N des involutorischen geraden

Gebildes MM.PPj... eine und dieselbe Gerade NS, daher die Cur-

ven selbst in den beiden Punkten M, N sich berühren. Haben also

zwei Curven II.Ordnung, welche in einem gemeinschaftlichen Punkte

eine und dieselbe Gerade berühren, nicht noch eine gemeinschaft-

liche Tangente, welche beiden Cnrven in einem und demselben

Punkte sich anschmiegt, so ist keinem ausserhalb jener Gera-

denliegenden Punkte in Hinsicht auf beide Curven eine und die-

selbe Gerade zugeordnet.

305. Da die in 189 enthaltenen Schlüsse nun auch für ima-

ginäre Polarsysteme gelten, so findet, wenn zwei Curven H.Ordnung

in einerlei Ebene liegen, einer von folgenden fünf Fällen statt:

a) Die den Curven zu Grunde liegenden Polarsysteme

haben ein aber auch nur ein Polardreieek mit einander gemein,

daher die Curven in vier Punkten sich schneiden und vier ge-

meinschaftliche Tangenten haben.

b) Die Polarsysteme haben unendlich viele Polardreiecke

mit einander gemein, daher die Curven in zwei Punkten M, N
sich berühren. Die Gerade MX ist eine Seite, ihr Pol aber,

in welchem die gemeinschaftlichen Tangenten der Carven sich

schneiden, ein Eckpunkt von jedem der erwähnten Dreiecke.

c) Die Curven berühren in einem gemeinschaftlichenPunkte

A eine und dieselbe Gerade a, haben aber noch zwei Punkte B, C

mit einander gemein und noch zwei gemeinschaftliche Tangenten

; £,g. Es ist diess (187) der Fall, wenn es zwei aber auch nur zwei

'- Punkte A, P gibt, welchen in beiden Polarsystemen dieselben Ge-

raden a, p zugeordnet sind. Schneiden sich nun die Curven in

': dem Punkte B, so schneiden sie sich auch in dem Punkte, welcher

vom erstem durch deu Punkt P und die Gerade p harmonisch ge-

;
trennt ist, woraus man schliessen kann, dass die Schnittpunkte

B, C und eben so die gemeinschaftlichen Tangenten f, g durch
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den Punkt P, welcher in der Geraden a liegt, und seine Polare

p, welche durch den Punkt A geht, harmonisch getrennt sind.

d) Die Curven schmiegen in einem Punkte A, in welchem sie

eine und dieselbe Gerade a berühren, dreipunktig einander sich an

und haben daher nur noch einen Punkt mit einander gemein und

nur noch eine gemeinschaftliche Tangente, In diesem Falle ist

keinem von A verschiedenen Punkte in beiden Polarsystemen eine

und dieselbe Gerade zugeordnet.

c) Die Curven schmiegen in einem Punkte A, in welchem sie

eine und dieselbe Gerade a berühren, vierpunktig einander sich an

und haben daher nur den Punkt A mit einander gemein und nur

eine gemeinschaftliche Tangente. Jedem Punkte dieser Geraden ist

in beiden Polarsystemen ein und derselbe Strahl des Büschels A
zugeordnet.

306. Wenn zwei von drei Curven K, K^, K2 II. Ordnung

der dritten in einem und demselben Punkte S wenigstens drei-

punktig sich anschmiegen, so schmiegen sie sich auch selbst wenig-

stens dreipunktig an einander. Schmiegen zwei der dritten vier-

punktig sich an, so schmiegen sie sich auch selbst vierpunktig

an einander.

Die durch denPunktS gehende gemeinschaftliche Tangente der

drei Curven ist der Träger von drei zueinander projektivischen ge-

raden Gebilden s, Sj, S2, von welchen das erste in Hinsicht auf

die Curve K, das zweite in Hinsicht auf die Curve Kj und das

dritte in Hinsicht auf die Curve K2 dem Strahlenbüschel S zuge-

ordnet ist. Wenn nun die Curven K^, K2 der Curve K dreipunktig

sich anschmiegen, also weder die Gebilde s, Si noch die Gebilde

8, 82 einen von S verschiedenen Punkt entsprechend gemein haben,

so haben (223) die Gebilde 81, S2, entweder auch nur den Punkt

S oder alle ihre Punkte entsprechend gemein, daher auch die Cur-

ven Ki,K2 wenigstens dreipunktig einander sich anschmiegen-

Schmiegt der Curve K die Curve Ki vierpunktig, die Curve K2

aber dreipunktig sich an, so haben die Gebilde s, Sj alle ihre

Punkte, die Gebilde s, S2 aber und also auch die Gebildes], S2

nur den Punkt S entsprechend gemein, daher in diesem Falle die

Curven Kj, K2 dreipunktig einander sich anschmiegen. Wenn
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endlich die Curve K die Curven Kj, K2 vierpunktig sich anschmie-

gen, also jedem Strahle des Büschels S in Hinsicht auf alle drei

Curven ein und derselbe Punkt zugeordnet ist, so schmiegen

auch die Curven Ki, K2 vierpunktig einander sich an.

307. Zwei in einerlei Ebene liegende Curven II. Ordnung

können entweder auf zwölf oder auf sieben oder auf vier oder auf

drei verschiedeneArten oder nxir aufeine Art projektivisch so aufein-

ander bezogen werden, dass sie homologe Gebilde von zwei zu ein-

ander coUineären und überdiess perspektivisch liegenden ebenen

Systemen sind, je nachdem nämlich die Curven in vier Punkten

sich schneiden, oder in zwei Punkten sich schneiden und in einem

dritten sich berühren, oder in zwei Punkten sich berühren, oder

in einem Punkte dreipunktig einander sich anschmiegen und also

in noch einem Punkte sich schneiden, oder in einem Punkte

vierpunktig einander sich anschmiegen.

Schneidet nämlich eine Gerade beide Curven in denselben zwei

Punkten A, B, so gehen durch jeden dritten Punkt F dieser Ge-

raden zwei Tangenten FC, FD der einen Curve und zwei Tangen-

ten FCj, FDi der andern Curve. Bezieht man nun die Curven

projektivisch so aufeinander, dass dem harmonischen "Wurfe ACBD
in der einen der harmonische Wurf ACiBDj in der andern ent-

spricht, so sind sie homologe Gebilde von zwei zu einander projek-

tivischen ebenen Systemen, welche die Punkte A, B, F, demnach

alle Punkte der Geraden AB entsprechend gemein haben und mit-

hin perspektivisch liegen. Dasselbe ist aber auch der Fall, wenn

die Curven projektivisch so auf einander bezogen werden, dass

dem Wurfe ACBD in der einen der Wurf ADjBCi in der an-

dern entspricht.

308. Durch zwei in einerlei Ebene liegende Curven K, Ki

IL Ordnung, welche eine Gerade in denselben zwei Punkten A,B

schneiden, aber nicht in jedem dieser Punkte sich berühren^ sind

zwei durch die Pole der Geraden AB harmonisch getrennte Punkte

S, T bestimmt, so dass entweder in jedem dieser Punkte zwei

gemeinschaftliche Tangenten der Curven sich schneiden, oder in

dem einen von den beiden Punkten S, T beide Curven eine und

dieselbe Gerade berühren, während durch den andern zwei ge-

meinschaftlichen Tangenten derselben gehen.
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Es sei der Geraden AB inHinsiclit auf dieCurve K der Punkt

P und in Hinsicht auf die Curve K^ der Punkt Pj zugeordnet.

Es sei ferner Q irgend ein Punkt, welcher in der Geraden AB aber

in keiner der Geraden PA, PB, PP, liegt. Wenn nun die Curve

K und die Gerade PQ in den Punkten C, D, die Curve Kj und

die Gerade P^ Q in den Punkten Cj, Dj, die Geraden CCi.DDj

im Punkte S und die Geraden CDi, C]D im Punkte T sich schnei-

den, so sind S, T die im Satze erwähnten Punkte. Bezieht man

nämlich die Curven K, Ki projektivisch so auf einander, dass dem

Wurfe ACBD in der einen der Wurf ACiBD, in der andern ent-

spricht, so sind sie homologe Gebilde von zwei zu einander colli-

neären ebenen Systemen, welche die Punkte A, B, Q folglieh alle

Punkte der Geraden AP. und mithin auch alle Strahlen des Strahlen-

büschels S, dem auch die Gerade PP| angehört, entsprechend ge-

mein haben, daher jede durch den Punkts gehende Gerade, welche

die eine von den beiden Curven berührt, auch die andere berührt.

Eben so lässt sich beweisen, dass auch der Punkt T in der Ge-

raden PPi liegt und jede durch ihn gehende Tangente der einen

Curve eine gemeinschaftliche Tangente von beiden ist. Da aber

die Curven höchstens in einem Punkte sich berühren, so müssen

entweder in jedem der Punkte S, T zwei gemeinschaftliche Tan-

genten derselben sich schneiden, oder durch den einen zwei ge-

meinschaftliche Tangenten der Curven gehen, während im andern

beide Curven einer und derselben Geraden sich anschmiegen. Dass

die Punkte S, T durch die Punkte P, P^ harmonisch getrennt, geht

aus der Betrachtung des vollständigen Vierecks CDCjDi hervor.

Geht die Gerade PP^ durch keinen von den Punkten A, B,

so schneidet sie die Curve K in zwei Punkten M, N, die Curve Kj in

zwei Punkten Mj, Nj und die Gerade AB in einem Punkte U, so

dass (85) SU.MNi.MjN, TU.MMj.NNi Involutionen sind. Haben

die Curven K, Kj vier Punkte A, B, Co, Do mit einander gemein,

so schneiden sich (303) die Geraden AB, C2D2 im Pole E der

Geraden PPj und die Geraden PPj, CgDg in dem Punkte, welcher

in dem involutorischen Gebilde MN.MiNj ...; dessen Ordnungspunkte

F, G in Hinsicht auf beide Curven einander conjugirt sind, dem

Punkte U zugeordnet ist. Ferner sind alsdann die Punkte S, T

auch durch die Pole der Geraden C2D2 harmonisch getrennt.
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Wenn die Curven K, Ki im Punkte A dreipunktig einander

sich anschmiegen, so fällt der eine von den Punkten S, T mit dem

Punkte A zusammen, während im andern die beiden gemeinschaft-

lichen Tangentender Curven sich schneiden. Wenn hingegen die

Curven K, K] zwar im Punkte A eine und dieselbe Gerade be-

rühren, aber noch zwei Punkte, B, Co und daher auch noch zwei

Tangenten mit einander gemein haben, so schneiden diese jene

Gerade in den Punkten S, T.

309. Wenn drei in einerlei Ebene liegende Curven II. Ord-

nung K, Kj, Ko eine Gerade in denselben zwei Punkten A, B

schneiden und dieser Geraden in Hinsicht auf die Curve K der

Punkt P, in Hinsicht auf die Curve Kj ein anderer Punkt Pj und

in Hinsicht auf die Curve Ko ein dritter Punkt P2 zugeordnet ist,

so sind die Punkte P, Pi durch zwei Punkte S2, T2, die Punkte

P, P2 durch zwei Punkte S,, T, und die Punkte Pi, Po durch

zwei Punkte S, T harmonisch getrennt, so dassin jedem der Punkte

S2, Tj, Sj, T,, S, T, wenn in ihm nicht zwei der Curven eine

und dieselbe Gerade berühren, zwei gemeinschaftliche Tangenten

von zweien der drei Curven sich schneiden. Liegen die Punkte

P, Pi, Po nicht in einer und derselben Geraden, so sind die Punkte

S2, To, Si, T,, S, T die Eckpunkte eines vollständigen Vierseits.

Wenn aber diePunkte P, Pi Po in einer und derselben Geraden liegen,

so ist entweder S2T0.S1T1.ST eine Involution oder es fallen drei der

Punkte S2, T2, Sj.Tj, S, T in einem zusammen, in welchem alsdann

entweder die drei Curven eine und dieselbe Gerade berühren oder

zwei gemeinschaftliche Tangenten der drei Curven sich schneiden.

Es sei Q irgend ein Punkt, welcher in der Geraden AB aber

in keiner von den Geraden PPj, PPj, P1P2, PA, PB liegt. Wenn

nun die Gerade QP die Curve K in den Punkten C, D. die Ge-

rade QP, die Curve Kj in den Punkten Cj, D, und die Gerade

QP2 die Curve K2 in den Punkten Co; D2 schneidet, so sind

(308) So, T2, S,, Tj, S, T die Punkte, in welchen die Geraden

CCi, CD], CC2, CD2, CiCo, CiDo beziehlich von den Geraden

DDi, DC,, DD2, DC2, D1D2, D1C2 geschnitten werden. Liegen

die drei Punkte P, Pj, P2 nicht in einer und derselben Geraden,

so liegen doch (G. 90} die Punkte S, S], So in einer und der-

selben Geraden. Dasselbe gilt von den drei Punkten S, Tj, T2,



194

dann von den drei Punkten Sj , T, T2 und von den drei Punkten

S2,T, Tf Wenn aber die Punkte P, P], P2 in einer und der-

selben Geraden liegen, so liegen die Punkte C, D, Cj, D^, C2, D2,

da je zwei derselben^ welche aus dem Punkte Q durch eine und

dieselbe Gerade projicirt werden, durch den Punkt Q und die Ge-

rade PPi harmonisch getrennt sind, entweder in zwei Geraden oder

in einer Curvell. Ordnung, in Hinsicht auf welche dem Punkte S

der Punkt T, dem Punkte Sj der Punkt T^ und dem Punkte S2

der Punkt T2 conjugirt ist. Im erstem von diesen beiden Fällen

fallen drei von den sechs Punkten S, T, S], Tj, So, T2 in ein-

ander, letztern aber ist ST.S1T1.S2T2 eine Involution,

Liegen von drei Curven II. Ordnung, welche eine Gerade in

denselben zwei Punkten schneiden, keine zwei in einerlei Ebene

und auch nicht alle drei in einer und derselben Kegelfläche II. Ord-

nung, so gibt es sechs Kegelflächen II. Ordnung, deren jede durch

zwei der drei Curven geht. Die Mittelpunkte dieser sechs Kegel-

flächen sind entweder die sechs Eckpunkte eines vollständigen

Vierseits oder sechs Punkte einer Involution.

§. 23.

Linien und Sirahlenbüschel II. Ordnung.

310. In diesem und den nächstfolgenden §§. ist nur von

Elementen und Gebilden die Rede, welche alle in einer und

derselben Ebene liegen, daher solches bei den einzelnen Sätzen

in der Regel nicht besonders bemerkt wird.

In Hinsicht auf eine Linie

II. Ordnung, welche der Inbe-

griff von zwei Geraden a, b ist

sollen ein Punkt P und eine

Gerade p einander zugeordnet

heissen, wenn sie entweder durch

die Geraden a, b harmonisch

getrennt sind, oder wenn der

Punkt P in der Geraden p liegt

In Hinsicht auf einen Strah-

lenbüschel II. Ordnung, welcher

der Inbegriff von zwei Strahlen-

büscheln M, N I. Ordnung ist,

sollen eine Gerade p und ein

Punkt P einander zugeordnet

heissen, wenn sie entweder durch

die Punkte M, N harmonisch

getrennt sind, oder wenn die
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und diese mit einer der Gera-

den a, b zusammenfällt, oder

wenn im Punkte P die Geraden

a, b sich schneiden und p eine

beliebige Gerade der Ebene ist.

Wenn also zwei Seiten eines

Dreiecks durch die Geraden a, b

harmonisch getrennt sind, so

sind je zwei einander gegen-

überliegende Elemente des Drei-

ecks in Hinsicht auf die Linie

a+b einander zugeordnet.

Zwei Punkte P, Q sind in

Hinsicht auf die Linie a+ b ein-

ander conjugirt, wenn sie ent-

weder durch die Geraden a, b

harmonisch getrennt sind, oder

wenn beide in der Geraden a

oder beide in der Geraden b

liegen, oder wenn der eine mit

dem Punkte ab zusammenfällt

und der andere ein beliebiger

Punkt der Ebene ist.

311. Wenn man jeden Punkt

einer Geraden a doppelt sich

denkt, so hat man auch eine

Linie IL Ordnung. In Hinsicht

auf eine solche Linie sollen ein

Punkt P und eine Gerade p ein-

ander zugeordnet heissen, wenn

entweder der Punkt P in der

Geraden a liegt oder p mit a

zusammenfällt oder beides zu-

gleich der Fall ist. Liegen also

zwei Eckpunkte eines Dreiecks

Gerade p durch den Punkt P

geht und dieser mit einem der

Punkte M, N zusammenfällt,

oder wenn die Gerade p durch

die beiden Punkte M, N geht

und P ein beliebiger Punkt der

Ebene ist. Wenn also zwei

Eckpunkte eines Dreiecks durch

die Punkte M, N harmonisch

getrennt sind, so sind je zwei

einander gegenüberliegende Ele-

mente des Dreiecks in Hinsicht

auf den Büschel M-fN einan-

der zugeordnet.

Zwei Gerade p, q sind in

!
Hinsicht auf den Büschel M N

i

einander conjugirt, wenn sie ent-

I

weder durch die Punkte M, N
: harmonisch getrennt sind, oder

i im Punkte M oder im Punkte

I

N sich schneiden, oder wenn
' die eine durch die beiden Punkte

! M, N geht und die andere eine

i

beliebige Gerade der Ebene ist.

j

Wenn man jeden Strahl ei-

i

nes Strahlenbüschels M I. Ord-

I

nung doppelt sich denkt, so hat

manauch einenBüschel Il.Ord-

i nung. In Hinsicht auf einen

: solchen Büschel sollen eine Ge-

rade p und ein Punkt P einan-

' der zugeordnet heissen, wenn

• entweder die Gerade p durch
I

[
den Punkt M geht oder P mit

i M zusammcnföllt oder beides

zugleich der Fall ist. Schneiden

Stand t, Beiträge zur Geometrie der Lage. 13
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in der Geraden a, so sind je

zwei einander gegenüberliegen-

de Elemente des Dreiecks in

Hinsicht auf die Linie a ein-

ander zugeordnet. Zwei Punkte

sind in Hinsicht auf die Linie

a einander conjugirt, wenn der

eine oder jeder in der Geraden

a liegt.

sich also zwei Seiten eines Drei-

ecks im Punkte M, so sind je

zwei einander gegenüberliegen-

de Elemente des Dreiecks in Hin-

sicht auf den Büschel M ein-

ander zugeordnet. Zwei Gerade

sind in Hinsicht aufden Büschel

M einander conjugirt, wenn die

eine oder jede durch den Punkt

M geht.

In Hinsicht auf eine Linie K IL Ordnung sind nach dem Bis-

herigen zwei Punkte P, Q einander conjugirt, wenn entweder alle

Punkte der Geraden PQ der Linie K angehören, oder wenn die

Linie K und die Gerade PQ nur den Punkt P oder nur den Punkt

Q mit einander gemein haben oder in zwei Punkten sich schneiden,

welche durch die Punkte P, Q harmonisch getrennt sind.

312. Durch ein Dreieck EFG,

einen Punkt P, welcher in kei-

ner Seite des Dreiecks liegt,

und eine Gerade p ist eine Li-

nie K IL Ordnung bestimmt,

in Hinsicht auf welche jedem

Eckpunkte des Dreiecks die ihm

gegenüberliegende Seite dessel-

ben und dem Punkte P die Ge-

rade p zugeordnet ist.

Durch ein Dreieck EFG, eine

Gerade q, welche durch keinen

Eckpunkt des Dreiecks geht,

und einen Punkt Q ist ein Strah-

lenbüschel II. Ordnung be-

stimmt, in Hinsicht aufweichen

jeder Seite des Dreiecks der ihr

gegenüberliegende Eckpunkt

desselben und der Geraden q der

Punkt Q zugeordnet ist

Geht die Gerade p durch keinen Eckpunkt des Dreiecks EFG, so

istK eine Curve Il.Ordnung. Schneidet die Gerade p zwei Seiten EF,

EG des Dreiecks in einem und demselben Punkte, so besteht die

Linie K aus den beiden Ordnungsstrahlen desjenigen involutori-

schen Strahlenbüschels E, in welchem dem Strahle EF der Strahl

EG und dem Strahle EP der Strahl p zugeordnet ist. Wenn endlich

die Gerade p mit einer Seite des Dreiecks EFG zusammenfällt, so

fällt in diese Seite auch die Linie K.

313. Ist in Hinsicht auf eine Linie K IL Ordnung dem Punkte

P eine durch ihn gehende Gerade p zugeordnet, so ist die Linie K
entweder eine Curve IL Ordnung, welche im Punkte P die Gerade
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p berührt, oder eine darch den Punkt P gehende Gerade oder

der Inbegriff von zwei im Punkte P sich schneidenden Geraden,

oder sie besteht aus der Geraden p und einer nicht durch

den Punkt P gehenden Geraden.

Ist in Hinsicht auf eine Linie K II. Ordnung der Geraden p

ein ausserhalb derselben liegender Punkt P zugeordnet, so ist K
entweder eine Curve II. Ordnung, welche die Gerade p in zwei

Punkten M, N schneidet und in diesen Punkten die GeradenPM, PN
berührt, oder der Inbegriffvon zwei im Punkte P sichschneidenden

Geraden oder der Inbegriff von zwei Geraden, welche durch den

Punkt P und die Gerade p harmonisch getrennt sind, oder eine

dnrch den Punkt P gehende Gerade oder die Gerade p. Geht die

Linie K durch den einen von zwei Punkteu, welche durch den

Punkt P und die Gerade p harmonisch getrennt sind, so geht

sie auch durch den andern.

314. Durch ein Dreieck ABC, eine Gerade p und einen

Punkt P, welcher weder ein in der Geraden p liegender Eck-

punkt des Dreiecks noch von einem Punkte der Geraden p

durch zwei Eckpunkte des Dreiecks harmonisch getrennt ist,

ist eine durch die drei Eckpunkte des Dreiecks gehende Linie K
IL Ordnung bestimmt, in Hinsicht auf welche der Geraden p der

Punkt P zugeordnet ist.

Wenn die Gerade p eine Seite AB des gegebenen Dreiecks ist,

der Punkt P aber in keiner Seite desselben liegt, so ist K die

Curve n. Ordnung, welche in den Punkten A, B die Geraden PA,

PB berührt und überdiess durch den Punkt C geht. Wenn die

Gerade p die Seiten des Dreiecks ABC in drei verschiedenen Punk-

ten schneidet und P ein vierter Punkt derselben ist, so ist K die

Curve U. Ordnung, welche durch die vier Punkte A, B, C, P geht

und im Punkte P die Gerade p berührt. Liegt der Punkt Pin'einer

Seite AB des Dreiecks ABC, so ist K der Inbegriff von zwei Ge-

raden AB, CP. Dasselbe ist der Fall, wenn die Gerade p durch

den Punkt P und zugleich durch einen Eckpunkt C des Dreiecks

ABC geht. Wenn endlich der Punkt P weder in einer Seite des

Dreiecks ABC noch in der Geraden p liegt und diese Gerade durch

keinen oder doch nur durch einen Eckpunkt C des Dreiecks ABC
geht, so seien A^ Bi,die Punkte, welche in dem involutorischen

13*
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Systeme (P, p), dessen OrJnurgspunkt der Punkt P und des-

sen Ordnungslinio die Gerade p ist, den Punkten A, B zugeord-

net sind, alsdann ist K diejenige Linie II. Ordnung, welche

durch die fünf Punkte A, B, C, Aj, Bj geht.

315. Wenn eine aus zwei Geraden a, b bestehende Linie

und eine Curve K II. Ordnung nicht in vier Punkten sich schnei-

den, so haben sie entweder drei Punkte, von welchen der eine die

Stelle von zwei gemeinschaftlichen Punkten vertritt, oder zwei

Punkte, deren jeder die Stelle von zwei gemeinschaftlichen Punk-

ten vertritt, oder zwei Punkte, von welchen der eine die Stelle

von drei gemeinschaftlichen Punkten vertritt, mit einander gemein.

Der erste dieser Fälle findet statt, wenn die Curve K durch den

Punkt a b geht und jede der Geraden a, b in noch einem Punkte

schneidet, so wie auch, wenn die Curve K die eine von den beiden

Geraden a, b in zwei Punkten schneidet, die andere aber in einem

dritten Punkte berührt. Der zweite Fall findet statt, wenn die

Curve von jeder der Geraden a, b berührt wird. Der letzte Fall

findet statt; wenn die Curve im Schnittpunkte der Geraden a, b

die eine dieser Linien berührt.

Zwei Linien IL Ordnung, deren jede aus zwei Geraden besteht,

haben, wenn sie nicht in vier Punkten sich schneiden, entweder

drei Punkte, von welchen der eine die Stelle von zwei gemein,

schaftlichen Punkten vertritt, oder nur einen Punkt, der die Stelle

von vier gemeinschaftlichen Punkten vertritt, oder alle Punkte einer

Geraden aber keinen ausserhalb derselben liegenden Punkt, oder

alle Punkte einer Geraden und auch noch einen ausserhalb dersel-

ben liegenden Punkt mit einander gemein. Ist die eine von zwei

Linien II. Ordnung eine Gerade a, so haben die beiden Linien ent-

weder zwei Punkte, deren jeder die Stelle von zwei gemeinschaft-

lichen Punkten vertritt, oder einen Punkt, der die Stelle von vier

gemeinschaftlichen Punkten vertritt, oder alle Punkte der Geraden

a mit einander gemein. Der letzte Fall findet statt, wenn die an-

dere Linie aus zwei Geraden besteht und die eine dieser Gera-

den mit a zusamenfällt.

316. Durch eine Curve K II. Ordnung und zwei Punkte, von

welchen der eine A in der Curve, der andere B aber nicht in ihr

liegt, ist eine Linie Kj II. Ordnung bestimmt, welche nämlich
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durch die beiden gegebenen Punkte geht und im erstem der ge-

gebeneu Curve vierpunktig sich anschmiegt.

Liegt der Punkt B in der Geraden a, welche die Curve K inA

berührt, so fällt K, mit a zusammen. Wenn aber die Gerade AB
die Cnrve K im Punkte Aund also in noch einem Punkte S schnei-

det und man die Strahlenbüscbel A, S, B projektivisch so auf ein-

ander bezieht, dass der erste und zweite die Curve K, der zweite

und dritte das gerade Gebilde a erzeugen, so erzeugen der erste

und dritte die Curve Kj, welche durch die beiden Punkte A, B
geht und mit der Curve K nur den Punkt A gemein hat.

Dass es nur eine solche Curve gibt, folgt aus 306.

317. Durch eine Curve K II. Ordnung und drei Punkte A,B,

C, von welchen zwei A, B in der Curve liegen, der dritte aber nicht

in ihr liegt, ist eine Linie Kj II. Ordnung bestimmt, welche näm-

lich durch die drei gegebenen Punkte geht und im erstem der ge-

gebenen Curve dreipunktig sich anschmiegt.

Liegt der Punkt C in der Geraden a, welche der Curve K im

Punkte A sich anschmiegt, oder in der Geraden b, welche den

Punkt A mit dem Punkte B verbindet, so besteht die Linie K^

aus den beiden Geraden a, b. Wenn aber die Gerade AC die Curve

K im Punkte A und in einem von B verschiedenen Punkte S schnei-

det und man die Strahlenbüschel A, S, C projektivisch so aufein-

ander bezieht, dass der erste und zweite die Curve K, der zweite

und dritte das gerade Gebilde b erzeugen, so erzeugen der erste

und dritte die Curve Kj, welche der Curve K im Punkte A drei-

punktig sich anschmiegt und überdiess durch die beiden Punkte

B, C geht. Die Curven K, Kj sind nämlich homologe Gebilde von

zwei zu einander collineären ebenenSystemen, welchejedenStrahl des

BüschelsAund jedenPunkt derGeraden b entsprechend gemein haben.

318. Wenn man die gemeinschaftliche Tangente a von zwei

Curven K, Kj 11. Ordnung, welche in einem Punkte A vierpunktig

einander sich anschmiegen, als eine Linie II. Ordnung betrachtet,

so sind je zwei Punkte P, Q, welche in Hinsicht auf zwei der drei

Linien K, Kj. a einander conjugirt sind, auch in Hinsicht auf die

dritte einander conjugirt.

Durch jeden Punkt P derGeraden a ist eine durch den Punkt

A gehende Gerade p bestimmt, welche dem Punkte P in Hinsicht
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auf jede der drei Linien K, K^, a zugeordnet ist. Liegt aber der

Punkt P ausserhalb der Geraden a, so ist ihm in Hinsicht auf die

Linie a diese Gerade, in Hinsicht auf die Curvo K eine andere

Gerade p und (304) in Hinsicht auf die Curve Kj eine dritte

Gerade pi zugeordnet. Bemerkt man nun, dass die drei Geraden

in dem Punkte sich schneiden, welcher der Geraden AP in Hin-

sicht auf jede der Linien K, K], a zugeordnet ist, so folgt der

Satz. Zugleich geht hieraus hervor, dass wenigstens der eine von

den Punkten P, Q in der Geraden a liegt.

319. Wenn zwei Curven K, Kj IL Ordnung im Punkte A,

in welchem sie eine und dieselbe Gerade a berühren; dreipunktig

einander sich anschmiegen, also noch einen Punkt B mit einander

gemein haben und man bezeichnet den Inbegriff der Geraden a, AB
durch K2, so sind je zwei Punkte P, Q, welche in Hinsicht auf

zwei der drei Linien K, Ki, K2 einander conjugirt sind, auch in

Hinsicht auf die dritte einander conjugirt.

Dem Punkte A ist in Hinsicht auf jede der Linien K, K^, K2

die Gerade a zugeordnet. Ist aber P ein von A verschiedener

Punkt, so ist ihm in Hinsicht auf keine zwei von den drei Linien

K; Kj, K2 eine und dieselbe Gerade zugeordnet, daher man nur

zu beweisen hat, dass die drei Geraden p, pi, p2, von welchen die

erste inHinsicht auf die Linie K, die zweite inHinsicht aufdieLinieKi

und die dritte inHinsicht auf die Linie K2demPunkteP zugeordnet ist,

in einem und demselben Punkte Q sich schneiden, oder, was das

Nämliche ist, dass es einen Punkt Q gibt, welcher dem Punkte P

in Hinsicht auf jede der Linien K, K^, Kg, conjugirt ist. Liegt der

Punkt P in der Geraden a, so fällt Q mit A zusammen. Fällt derPunkt

P mit B zusammmen, so fällt auch Q mit B zusammen. Ist P ein aus-

serhalb der beiden Curven liegender Punkt der Geraden AB, so ist Q
der Punkt, welcher vom Punkte P durch die Punkte A, B harmonisch

getrennt ist. Wenn endlich der PunktP in keiner der Geraden a, AB
liegt, so projiciren die Geraden AP, p2, welche durch die Geraden a, A
B harmonisch getrennt sind, aus dem Punkte A zwei Punkte C, D
der Curve K und zwei Punkte C^, Dj der Curve K^. Da nun

die Geraden CD, C^ Dj homologe Elemente von zwei zu einander

collineären ebenen Systemen sind, welche alle Punkte der Geraden

AB entsprechend gemein haben, so schneiden sie die Gerade AB in
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einem und demselben Punkte M. Da ferner iu der Curve K die

Punkte A, B durch die Punkte C, D harmonisch getrennt sind, so

ist in Hinsicht auf dieselbe der Geraden CD und eben so in Hin-

sicht auf die Curve Kj der Geraden Cj Dj der Punkt N zugeord-

net, welcher vom Punkte M durch die Punkte A, B harmonisch

getrennt ist, woraus man (G. 253) schliessen kann, dass jede

Gerade, welche die Gerade AB im Punkte N schneidet, namentlich

also die Gerade NP die Geraden AP, po in zwei Punkten P, Q
schneidet, welche in Hinsicht auf jede der drei Linien K, Kj,

K2 einander conjugirt sind.

Nach dem obigen Satze sind die Punkte, in welchen die Cur-

ven K, Kl von ihrer andern gemeinschaftlichen Tangente h be-

rührt werden, durch die Geraden a, AB und eben so nachdem

reciproken Satze die Geraden, von welchen die eine im Punkte B
die Curve K und die andere in demselben Punkte die Curve

Kl berührt, durch die Punkte A, ah harmonisch getrennt.

320. Wenn zwei Carven K, K^ II. Ordnung in zwei Punkten

A, B sich berühren und man bezeichnet den Inbegriff ihrer ge-

meinschaftlichen Tangenten AS, BS durch Ko und die Gerade AB
als Linie II. Ordnung durch K3, so sind je zwei Punkte P, Q,

welche inHinsicht aufzwei der vierLinien K, Kj, K2,K3 einander con-

jugirt sind, auch inHinsicht auf die beiden übrigen einander conjugirt.

Ist dem Punkte P in Hinsicht auf zwei der vier Linien K,

Kj, K2, K3 eine und dieselbe Gerade p zugeordnet, so ist diese

Gerade dem Punkte P auch in Hinsicht auf die beiden übrigen

Linien zugeordnet, sei es nun, dass der Punkt P mit dem Punkte

S zusammenfällt oder in der Geraden AB liegt. Wenn aber der

Punkt P weder in der Geraden AB liegt noch mit dem Punkte S zu-

sammenfällt, so ist Q derjenige Punkt der Geraden AB, welcher

in Hinsicht auf jede der vier Linien K, Kj, K2, K3 der Geraden

SP zugeordnet ist. Es geht hieraus zugleich hervor, dass wenig-

stens einer von den beiden Punkten P, Q in der Geraden AB liegt.

321. Wenn ABCD, AiBiCiDj homologe Würfe von zwei

zu einander projektivischen geraden Gebilden und in Hinsicht auf

eine Linie KU. Ordnung den Punkten A,B, C die Punkte Aj, Bj, Cj

conjugirt sind, so sind in Hinsicht auf dieselbe Linie auch die

Punkte D, D^ einander conjugirt.
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Ist K eine Gerade, so muss, da in Hinsicht auf dieselbe den

Punkten A, B, C die Punkte Ai, Bj, C^ conjugirt sind, wenig-

stens die eine der Geraden AB, AiB^ mit K zusammenfallen und

alsdann ist in Hinsicht auf die Linie K jedem Punkte derGeradenAB
jeder Punkt der Geraden AiB^ conjugirt. Besteht die Linie K
aus zwei Geraden f, g, deren Schnittpunkt in der Geraden AB
liegt, so fallen die Geraden AB, AiBi entweder beide mit der Ge-

raden f oder beide mit der Geraden g zusammen oder sie sind durch

die Geraden f, g, harmonisch getrennt, daher wieder in Hinsicht auf

die Linie K jedem Punkte der Geraden AB jeder Punkt der Gera-

den AiBj conjugirt ist. Wenn endlich die Linie K eine Curve

II. Ordnung oder der Inbegriff von zwei Geraden ist, deren Schnitt-

punkt ausserhalb der Geraden AB liegt, so ist in Hinsicht auf die

Linie K dem Wurfe ABCD ein Wurf abcd zugeordnet, welcher zu

dem erstem und also auch zu dem Wurfe AiBjCiD^ projektivisch

ist. Da nun die Punkte Ai, Bj, Cj bezüglich in den Geraden

a, b, c liegen, so liegt der Punkt Dj in der Geraden d, woraus

der Satz folgt.

322. Wenn zwei Curven K, Kj II. Ordnung, welche im Punkte

A eine und dieselbe Gerade a berühren, noch zwei Punkte B,

mit einander gemein haben, so sind je zwei Punkte P, Q welche

in Hinsicht auf zwei der vier Linien K, K^, AB+AC, a-f BC ein-

ander conjugirt sind, auch in Hinsicht auf die beiden übrigen ein-

ander conjugirt.

Dem Punkte A ist in Hinsicht auf jede der vier Linien die

Gerade a, dem Schnittpunkte F von a und BC die Gerade f zuge-

ordnet, welche vom Punkte F durch die Geraden AB, AG harmo-

nisch getrennt ist. Ist aber P irgend ein dritter Punkt der Ebene,

so ist ihm, wie man sich leicht tiberzeugt, in Hinsicht auf keine

zwei der vier Linien K, Kj, AB+ AC, a+BC eine und dieselbe

Gerade zugeordnet und daher nur nachzuweisen, dass es einen

Punkt Q giebt, welcher dem Punkte P in Hinsicht auf jede der

vier Linien conjugirt ist. Liegt nun P in der Geraden a, so fällt

Q mit A zusammen. Liegt P in der Geraden f, so fällt Q mitP

zusammen. Ist P einer von den Punkten B, C, so fällt Q mit P

zusammen. Liegt der Punkt P in einer Seite des Dreiecks ABC,

ohne ein Eckpunkt desselben zu sein, so sind die Punkte P; Q
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durch zwei Eckpunkte des Dreiecks ABC harmonisch getrennt.

Wenn endlich keiner der erwähnten Fälle stattfindet und p die

Gerade bezeichnet, welche vom Punkte P durch die Geraden a, BC
harmonisch getrennt ist, so ist in Hinsicht auf jede der erwähnten

vier Linien II. Ordnung dem Schnittpunkte H von AB und FP

der Schnittpunkt Hj von AB und p, dem Punkte F aber sowohl

der Schnittpunkt M von f und FP als auch der Schnittpunkt N
von f und p, folglich (321) dem Punkte P derjenige Punkt Q
der Geraden p zugeordnet, welcher mit den Punkten F. N, Hi

einen zu dem Wurfe MF HP projektivischen Wurf FNHjQ bildet.

323. Die drei Punkt«, in 1 Die drei Geraden, deren jede

deren jedem zwei einander ge-
j

zwei einander gegenüberlie-

genüberliegende Seiten eines

vollständigen Vierecks ABCD

sich schneiden, sind die Eck-

punkte eines Dreiecks, welches,

da je zwei einander gegenüber-

gende Eckpunkte eines vollstän.

digen Vierseits verbindet, sind

die drei Seiten eines Dreiecks,

welches, da je zwei einander ge-

genüberliegende Elemente des-

liegende Elemente desselben in selben in Hinsicht auf jeden

Hinsicht auf jede Linie II. Ord-

nung , welche durch die vier

Eckpunkte des Vierecks geht,

einander zugeordnet sind, das

zu dem vollständigen Vierecke

gehörige Polardreieck genannt

werden soll. Je zwei einander

gegenüberliegende Seiten des

Vierecks sind durch zwei Seiten

des Dreiecks, je zwei Eckpunkte

des Vierecks durch einen Eck-

punkt des Dreiecks und die ihm

gegenüberliegende Seite dessel-

ben harmonisch getrennt.

Strahlenbüschel IL Ordnung,

welchem die vier Seiten des Vier-

seits angehören, einander zuge-

ordnet sind, das zu dem vollstän-

digen Vierseite gehörige Polar-

dreieck genannt werden soll. Je

zwei einander gegenüberlieg-

ende Eckpunkte des Vierseits

sind durch zwei Eckpunkte des

Dreiecks, je zwei Seiten des Vier-

seits durch eine Seite des Drei-

ecks und den ihr gegenüberlie-

genden Eckpunkt desselben

harmonisch getrennt.

Schneiden sich die Geraden AB, CD im Punkte E und die

Geraden AC, BD im Punkte F, so sind A, B, C, D, E, F die

sechs Eckpunkte eines vollständigen Vierseits und AD, BC, EF die

drei Seiten des zu demselben gehörigen Polardreiecks.
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Wenn zwei Gerade in Hin-

sicht auf zwei Büschel IL Ord-

nung, welche die vier Seiten

eines vollständigen Vierseits mit

einander gemein haben, einan-

der conjngirt sind, so sind sie

auch in Hinsicht auf jeden drit-

ten Büschel II. Ordnung, wel-

chem die vier Seiten des Vier-

seits angehören, einander con-

jngirt und sollen daher in Hin-

sicht auf das Vierseit selbst

einander conjugirt heissen.

324. Wenn zwei Punkte

P, Q in Hinsicht auf zwei Li-

nien K, Kl II. Ordnung, welche

die vier Eckpunkte eines voll-

ständigen Vierecks ABCD mit

einander gemein haben, einander

conjugirt sind, so sind sie auch

in Hinsicht auf jede dritte

Linie K2 IL Ordnung, welche

durch die vier Eckpunkte des

Vierecks geht, einander conju-

girt und sollen daher in Hin-

sicht auf das Viereck selbst ein-

ander conjugirt heissen.

Je zwei einander gegenüberliegende Elemente des zu dem

vollständigen Vierecke ABCD gehörigen Polardreiecks EFG sind in

Hinsicht auf jede der drei Linien K, Kj, K2 einander zugordnet.

Wenn aber P kein Eckpunkt des Dreiecks EFG ist, so ist ihm in

Hinsicht auf keine zwei der erwähnten Linien eine und dieselbe

Gerade zugeordnet und daher nur nachzuweisen, dass es einen

Punkt Q giebt, welcher dem Punkte P in Hinsicht auf jede der

drei Linien conjugirt ist. Liegt der Punkt P in einer Seite des Drei-

ecks EFG, so ist Q der dieser Seite gegenüberliegende Eckpunkt

desselben. Ist P ein Eckpunkt des Vierecks ABCD, so fällt Q
mit P zusammen. Liegt der Punkt P in einer Seite des Vierecks

ABCD, ohne ein Eckpunkt desselben zu sein^ so ist Q der Punkt,

welcher vom Punkte P durch zwei Eckpunkte des Vierecks harmo-

nisch getrennt ist. Wenn endlich keiner von diesen Fällen statt-

findet und p die Gerade bezeichnet, welche vom Punkte P durch

die Geraden AB, CD, die im Punkte E sich schneiden^ harmonisch

getrennt ist, so ist in Hinsicht auf jede der Linien K, K^, K2

dem Schnittpunkte H von AC und EP der Schnittpunkt Hj von

AC und p, dem Punkt E aber sowohl der Schnittpunkt M von FG
und EP als auch der Schnittpunkt N von FG und p, folglich (321)

dem Punkte P derjenige Punkt Q der Geraden p zugeordnet, wel-

cher mit den Punkten E, N, Hj einen zu dem Wurfe MEHP pro-

jeklivischen Wurf ENH^Q bildet.
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Sind in Hinsicht auf einen

Büschel II. Ordnung zwei ein-

ander nicht gegenüberliegende

Seiten eines vollständigen Vier-

ecks den ihnen gegenüberlie-

genden Seiten conjugirt , so

sind in Hinsicht auf denselben

Büschel auch die beiden übrigen

Seiten des Vierecks einander

conjugirt.

325. Sind in Hinsicht auf

eine Linie K II. Ordnung zwei

einander nicht gegenüberlie-

gende Eckpunkte S, Sj eines

vollständigen Vierseits V den

ihnen gegenüberliegenden Eck-

punkten T, Tj conjugirt, so sind

in Hinsicht auf dieselbe Linie

auch die beiden übrigen Eck-

punkte S2, T2 des Vierseits ein-

ander conjugirt.

Wenn nämlich die Mittelpunkte M. N von zwei Büscheln

I. Ordnung in Hinsicht auf eine Linie einander conjugirt sind,

welche aus zwei Geraden besteht, so sind diese (310) in Hinsicht

auf den Büschel M+N einander conjugirt, welcher aus jenen Bü-

scheln zusammengesetzt ist, und umgekehrt. Besteht also die

Linie K aus zwei Geraden, so sind diese sowohl in Hinsicht auf

den Büschel S-hT als auch in Hinsicht auf den Büschel Si-HTj,

folglich (324) in Hinsicht auf jeden Büschel IL Ordnung einander

conjugirt, welchem die vier Seiten des Vierseits V augehören, da-

her auch die Punkte S2, T2 in Hinsicht auf die Linie K einander

conjugirt sind. Ist K eine Curve II. Ordnung, so kann man

in ihr vier Punkte A, B, C, D annehmen, so dass die Geraden

AB, CD durch zwei Seiten des Vierseits V harmonisch getrennt

und also je zwei einander gegenüberliegende Eckpunkte desselben

in Hinsicht auf die Linie AB+CD einander conjugirt sind. Da

alsdann ,324) auch in Hinsicht auf die Linie AC+BD dem Punkte

S der Punkt T, dem Punkte Sj der Punkt Tj und mithin nach

dem bereits betrachteten Falle dem Punkte S2 der Punkt To con-

jugirt ist, so sind die Punkte S2, T2 auch in Hinsicht auf die

Curve K einander conjagirt. Wenn endlich die Linie Keine Ge-

rade ist, so muss diese mit einer Seite des Vierseits V zusammen-

fallen, daher in Hinsicht auf dieselbe auch in diesem Falle die

Punkte S2, T2 einander conjugirt sind.

326. Durch ein Dreieck
j

Durch ein Dreieck und

EFG und einen Punkt A, wel- eine Gerade, welche durch kei-

cher in keiner Seite des Dreiecks
j
nen Eckpunkt des Dreiecks geht,
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liegt, ist ein vollständiges Vier-
|
ist ein vollständiges Vierseit

eck bestimmt, von welchem das bestimmt, von welchem das ge-

gegebene Dreieck das Polardrei-

eck und der gegebene Punkt

ein Eckpunkt ist.

gebene Dreieck das Polardreieck

und die gegebene Gerade eine

Seite ist.

Es sei dem Punkte A in dem involutorischen Systeme (E, F6)

der Punkt B, in dem involutorischen Systeme (F, EG) der Punkt

C und in dem involutorischen Systeme (G, EF) der Punkt D zu-

geordnet, so ist ABGD das im Satze erwähnte Viereck. Da näm-

lich die Punkte B, C in der Geraden liegen, welche von der Ge-

raden GA durch die Geraden GE, GP harmonisch getrennt ist,

so schneiden sich die Geraden AD, BC im Punkte G. Eben so

ist E der Schnittpunkt der Geraden AB, CD und F der Schnitt-

punkt der Geraden AC, BD. — Geht eine Linie II. Ordnung, in

Hinsicht auf welche je zwei einander gegenüberliegende Elemente

des Dreiecks EFG einander zugeordnet sind, durch irgend einen

Eckpunkt des Vierecks ABGD, so geht sie auch (313) durch die

drei übrigen Eckpunkte desselben.

327. Die acht Eckpunkte

von zwei vollständigen Vier-

ecken, welche ein gemeinschaft-

liches Polardreieck EFG haben,

Die acht Seiten von zwei

vollständigen Vierseiten, wel-

che ein gemeinschaftliches Po-

lardreieck haben, sind in einem

liegen in einer und derselben I und demselben Büschel IL Ord-

Linie II. Ordnung. i nung enthalten.

Denn die Linie IL Ordnung, welche durch die vier Eckpunkte

des einen Vierecks und irgend einen Eckpunkt des andern geht,

enthält, da in Hinsicht auf dieselbe je zwei einander gegenüberlie-

gende Elemente des Dreiecks EFG einander zugeordnet sind, auch

die drei übrigen Eckpunkte des andern Vierecks.

328. Wenn ein vollständiges Viereck und ein vollständiges

Vierseit ein gemeinschaftliches Polardreieck haben, so ist in jedem

Polarsysteme, in welchem diess Dreieck als Polardreieck enthalten

und irgend einem Eckpunkte des Vierecks eine Seite des Vierseits

zugeordnet ist, auch jedem andern Eckpunkte des Vierecks eine

Seite des Vierseits zugeordnet. Und wenn ein vollständiges Viereck

und ein vollständiges Vierseit zwei einander zugeordnete Gebilde

eines Polarsystems sind und das zu dem einen dieser Gebilde ge-
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hSrige Polardreieck zugleich Polardreieck des Systems ist, so

haben das Viereck und das Vierseit ein gemeinschaftliches Polar-

dreieck. Sind nämlich zwei Punkte durch zwei einander zuge-

ordnete Elemente eines Polarsystems harmonisch getrennt, so

sind durch diese Elemente auch die Polaren jener Punkte har-

monisch getrennt.

Haben zwei Carven II. Ordnung die vier Eckpunkte eines

Vierecks mit einander gemein, so ist das zu diesem vollständigen

Vierecke gehörige Polardreieck zugleich Polardreieck der beiden

vollständigen Vierseite, von welchen das eine in Hinsicht auf die

eine und das andere in Hinsicht auf die andere Curve dem Vier-

ecke zugeordnet ist, daher (327) die acht Seiten der Vierseite

in einem und demselben Strahlenbüschel II. Ordnung enthalten

sind. Eben so liegen die acht Punkte, in welchen die Curven

von ihren vier gemeinschaftlichen Tangenten berührt werden,

in einer und derselben Linie II. Ordnung.

329. Zu jedem vollständigen Vierecke ABCD giebt es ein

vollständiges V^ierseit V, zu jedem vollständigen Vierseite ein voll-

ständiges Viereck, so dass nicht nur beide Gebilde ein gemein-

schaftliches Polardreieck haben, sondern übordiess jeder Eckpunkt

des Vierseits in einer Seite des Vierecks liegt.

Es sei E der Schnittpunkt von AB und CD, F der Schnitt-

punkt von AC und BD und G der Schnittpunkt von AD und BC.

Es werde ferner die Gerade FG von den Geraden AB, CD in den

Punkten S, T, die Gerade EG von den Geraden BD, AC in den

Punkten Si, Tj und die Gerade EF von den Geraden AD, BC in

den Punkten S^, T2 geschnitten. Da nun die Geraden AF, BG,

DE in einem und demselben Punkte C sich schneiden, so liegen

{Gr. 90) die Punkte S, Sj, 89 in einer und derselben Geraden.

Eben so liegt der Punkt S2 in der Geraden TTi, der Punkt Si

in der Geraden TT2 und der Punkt S in der Geraden T1T2, so

dass also S, T, Sj, Tj, S2, T2 die Eckpunkte des im Satze er-

wähnten vollständigen Vierseits V sind.

Da das vollständige Viereck STTjSi und das vollständige

Vierseit, dessen Seiten die Geraden AB, CD, AC, BD sind, auch

ein gemeinschaftliches Polardreieck GS2T2 haben, so berührt die

Curve IL Ordnung, welche durch die vier Punkte S, T, Sj, Tj
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gebt und im Punkte S der Geraden A13 sich anschmiegt, in

den Punkten T, Si, Tj die Geraden CD, BD, AC. Eben so

giebt es noch zwei Curven IL Ordnung, deren jede durch vier

Eckpunkte des Vierseits V geht und in jedem dieser Punkte

die durch ihn gehende Seite des Vierecks ABCD berührt.

24.

Einfache Systeme von Gebilden II. Ordnung.

330. Ein System von Linien

IL Ordnung soll ein einfaches

heissen, wenn jeder Punkt, wel-

chen zwei Linien des Systems

mit einander gemein haben, ein

gemeinschaftlicher Punkt von

allen ist, und je zwei Elemente,

welche in Hinsicht auf zwei

Linien des Systems einander

zugeordnet sind , in Hinsicht

auf jede Linie des Systems

Ein System von Büscheln

n. Ordnung soll ein einfaches

heissen, wenn jeder Strahl, wel-

chen zwei Büschel des Systems

mit einander gemein haben, ein

gemeinschaftlicher Strahl von

allen ist, und je zwei Elemente,

welche in Hinsicht auf zwei

Büschel des Systems einander

zugeordnet sind, in Hinsicht

auf jeden Büschel des Systems,

einander zuereordnet sind.einander zugeordnet sind.

Die einfachen Systeme von Linien H. Ordnung zerfallen

in acht Arten, von welchen aber nur die fünf erstei'n Curven

enthalten.

I. Durch ein Viereck ist ein System bestimmt, welchem

nämlich jede durch die vier PJckpunkte des Vierecks gehende

Linie IL Ordnung angehört. Ein solches System enthält drei Li-

nien, deren jede aus zwei Geraden besteht, während jede vierte

Linie des Systems eine Curve ist. Jedem Eckpunkte des zu dem

vollständigen Vierecke gehörigen Polardreiecks ist in dem Systeme

(in Hinsicht auf jede Linie des Systems) die ihm gegenüber-

liegende Seite des Dreiecks zugeordnet.

II. Durch ein Dreieck ABC und eine Gerade a, welche zwei

Seiten AB, AC des Dreiecks in einem und demselben Punkte A
schneidet, ist ein System bestimmt, welchem die Linie AB+AC
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die Linie BC+a und jede Carve IL Ordnung angehört, welche im

Punkte A die Gerade a berührt und auch durch die Punkte B, C

geht. Dem Punkte A ist die Gerade a, dem Schnittpunkte von

a und BC aber die Gerade zugeordnet, welche von der Geraden a

durch die Geraden AB, AC harmonisch getrennt ist.

HL Durch zwei Gerade SA, SB und eine dritt« Gerade AB,

welche die erstem in zwei Punkten A, B schneidet, ist ein System

bestimmt, welchem die Linie SA+SB, die Gerade AB und jede

Curve II. Ordnung angehört, welche die Geraden SA, SB in den

Punkten A, B berührt. Dem Punkte S ist die Gerade AB zuge-

ordnet. Aber auch zu jedem in der Geraden AB liegenden Punkte

P giebt es eine Gerade p, welche dem Punkte P in dem Systeme

zugeordnet ist.

IV. Durch eine Carve K II. Ordnuiig und zwei Gerade, von

welchen die eine a die Curve in einem Punkte A berührt, die andere

aber die Curve in diesem Punkte und also in noch einem Punkte B

schneidet, ist ein System bestimmt, welchem die Linie a+ AB, die

Curve K und jede andere Curve IL Ordnung angehört, welche

durch die Punkte A, B geht und im erstem dieser Punkte der ge-

gebenen Curve dreipunklig sich anschmiegt Dem Punkt A ist in

dem Systeme die Gerade a zugeordnet.

V. Durch eine Curve K IL Ordnung und eine Gerade a, wel-

che die Curve in einem Punkte A berührt, ist ein System be-

stimmt, welchem die Gerade a, die Curve K und jede andere Curve

II. Ordnung angehört, welche der gegebenen im Punkte A vier-

punktig sich anschmiegt. Zu jedem in der Geraden a liegenden

Punkte P giebt es eine Gerade p, welche dem Punkte P in dem

Systeme zugeordnet ist.

VI. Durch zwei Gerade m, n ist ein System bestimmt, wel-

chem sowohl die eine als auch die andere der gegebenen Geraden

angehört. Jede dritte Linie des Systems ist der Inbegriff von zwei

Geraden, welche durch die Geraden m, n harmonisch getrennt sind.

Jedem Punkte, welcher in der einen von den beiden Geraden m,

n liegt, ist die andere, dem Punkte mn aber jede Gerade der

Ebene zugeordnet.

VIT. Durch eine Gerade a und einen in ihr liegenden Punkt

S ist ein System bestimmt, welchem die Gerade a und jede Linie
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angehört, welche aus der Geraden a und noch einer durch den

Punkt S gehenden Geraden besteht. Jedem Punkte der Gera-

den a ist diese Gerade, dem Punkte S aber jede Gerade der

Ebene zugeordnet.

VIII. Durch eine Gerade a und einen ausserhalb dersel-

selben liegenden Punkt S ist ein System bestimmt, welchem

jede Linie angehört, welche aus der Geraden a und einer durch

den Punkt S gehenden Geraden besteht. Jedem Punkte der

Geraden a ist diese Gerade zugeordnet.

Eben so zerfallen die einfachen Systeme von Büscheln II. Ord-

nung in acht Arten. Ein System II. Art enthält zwei Büschel

A+ B, C+M, deren jeder aus zwei Büscheln I.Ordnung zusam-

mengesetzt ist. Die Mittelpunkte dieser Büschel sind die Eck-

punkte eines Dreiecks ABC und ein Punkt M, welcher in der Seite

AB des Dreiecks liegt, aber kein Eckpunkt desselben ist. Jeder

dritte Büschel des Systems schmiegt einer Curve II. Ordnung sich

an, welche die drei Seiten des Dreiecks ABC und zwar die Seite

AB im Punkte M berührt.

331. Durch zwei Linien K, K^ II. Ordnung ist ein einfaches

System (K, Kj) von Linien II. Ordnung bestimmt, welchem näm-

lich die beiden gegebenen Linien angehören. Durch zwei Linien

II. Ordnung und einen Punkt, welcher in keiner von beiden liegt,

ist eine dritte Linie II. Ordnung bestimmt, welche nämlich dem

durch die beiden erstem Linien bestimmten einfachen Systeme von

Linien IL Ordnung angehört und durch den gegebenen Punkt geht.

Ist K der Inbegriff von zwei Geraden a, b und Kj der Inbe-

griff von zwei andern Geraden c, d, so ist (K, Kj) ein System

erster oder zweiter oder sechster Art, je nachdem die Geraden a,

b, c, d in vier oder in drei Punkten oder in einem Punkte sich

schneiden. Sind K, Kj zwei Curven IL Ordnung, welche nur zwei

Punkte A, B mit einander gemein haben, so ist (K, K^) ein Sy-

stem dritter oder vierter Art, je nachdem die Curven in den bei-

den Punkten A, B sich berühren oder in einem derselben drei-

punktig einander sich anschmiegen.

332. Wenn zwei Punkte in Hinsicht auf zwei Linien K, Ki

eines einfachen Systems von Linien II. Ordnung einander conjugirt

sind, so sind sie auch in Hinsieht auf jede dritte Linie des Sy-
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stems einander conjugirt, daher man sagen kaon, dasssie in dem

Systeme einander conjugirt sind. Durch jeden Punkt P, welchem

nicht im Systeme eine Gerade zugeordnet ist, ist ein Punkt Q be-

stimmt, welcher im Systeme dem Punkte P conjugirt ist.

Da nämlich dem Punkte P in Hinsicht auf keine zwei Linien

des Systems eine und dieselbe Gerade zugeordnet ist, so ist nur nach-

zuweisen, dass es einen Punkt Q giebt, welcher dem Punkte P in

Hinsicht auf jede Linie des Systems conjagirt ist. Ist dieses ein

System sechster oder siebenter Art, so ist Q der Punkt, welchem

jede Gerade der Ebene zugeordnet und also jeder Punkt der Ebene

conjugirt ist. Haben die Linien des Systems alle Punkte einer Ge-

raden a und noch einen ausserhalb derselben liegenden Punkt S

mit einander gemein, so sind die Punkte P, Q, wenn sie nicht

mit dem Punkte S zusammenfallen, durch diesen Punkt und die

Gerade a harmonisch getrennt. Die übrigen Fälle, in welchen

nämlich das System auch Curven IT. Ordnung enthält, sind bereits

im vorigen §. betrachtet worden. Eben so ist durch ein einfaches

System von Büscheln II. Ordnung und eine Gerade p, welcher nicht

im Systeme ein Punkt zugeordnet ist, eine Gerade q bestimmt,

welche im Systeme der Geraden p conjugirt ist.

333. Durch ein Dreieck EFG und einen Punkt A ist ein ein-

faches System von Linien II. Ordnung bestimmt, in welchem näm-

lich jedem Eckpunkte des gegebenen Dreiecks die ihm gegenüber-

liegende Seite desselben zugeordnet und der gegebene Punkt A sich

selbst conjugirt ist.

Das erwähnte System ist, wie man sich leicht überzeugt, ent-

weder ein System sechster oder dritter oder erster Art, je nachdem

nämlich der Punkt A ein Eckpunkt des Dreiecks EFG ist, oder nur

in einer oder (326) in gar keiner Seite desselben liegt.

334. Durch ein Dreieck EFG und zwei Punkte A, P. welche

durch keine zwei einander gegenüberliegende Elemente des Dreiecks

harmonisch getrennt sind, ist eine Linie K II, Ordnung bestimmt,

in Hiusicht auf welche jeder Eckpunkt des gegebenen Dreiecks der

ihm gegenüberliegenden Seite desselben zugeordnet und jeder von

den beiden gegebenen Punkten A, P sich selbst conjugirt ist.

Denn in dem nach dem vorigen Satze durch das Dreieck EFG
und den Punkt A bestimmten Systeme von Linien II. Ordnung ist

StBndt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 14
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eine aber auch nur eine Linie enthalten, welche durch den

Punkt P geht.

335. Durch 'zwei Linien K,

Kl II. Ordnung und eine Gerade

h, welche durch keinen gemein-

schaftlichen Punkt derselben

geht, sind zwei Punkte P, Q be-

stimmt, welche nämlich in der

gegebenen Geraden liegen undin

Hinsicht auf jede der gegebenen

Linien, folglich auch in dem

durch dieselben bestimmten Sy-

steme (K_, Kl) von Linien II.Ord-

nung einander conjugirt sind.

Durch zwei Büschel U, Ui

II. Ordnung und einen Punkt S,

welcher in keinem gemeinschaft-

lichen Strahle derselben liegt,

sind zwei Gerade p, q bestimmt,

welche nämlich in dem gegebe-

nen Punkte sich schneiden und

in Hinsichtaufjeden der Büschel,

folglich auch in dem durch die-

selben bestimmten Systeme (U,

üi) von Büscheln IL Ordnung

einander conjugirt sind.

Es habe die Gerade h mit der Linie K die Punkte A, B und

mit der Linie K^ die Punkte A^, B^ gemein, so sind (311) die

Ordnungspunkte P, Q des involutorischen Gebildes AB-AiB^.., in

Hinsicht auf jede der Linien K, Kj und also in dem Systeme (K,Ki)

einander conjugirt, daher auch in dem Systeme zwei Linien ent-

halten sind, deren jede mit der Geraden h nur einen Punkt,

nämlich die eine nur den Punkt P und die andere nur den

Punkt Q, gemein hat.

Die Punkte P, Q sind also die Ordnungspunkte eines involu-

torischen geraden Gebildes, in welchem je zwei Punkte der Gera-

den h, welche in einer und derselben Linie des Systems (K, Ki)

liegen, einander zugeordnet sind. Eben so sind die im Satze rech-

ter Hand erwähnten Geraden p, q die Ordnungsstrahlen eines in-

volutorischen Strahlenbüschels, in welchem je zwei durch den

Punkt S gehende Gerade, welche einem und demselben Büschel des

Systems (U, Ui) angehören, einander zugeordnet sind.

836. Durch ein vollständiges Viereck und eine Gerade, wel-

che die Seiten des Vierecks in sechs Punkten schneidet, sind (335)

zwei Curven II. Ordnung bestimmt, deren jede durch die vier Eck-

punkte des gegebenen Vierecks geht und die gegebene Gerade be-

rührt. — Durch ein Dreieck und zwei Gerade, welche die Seiten

desselben in fünf Punkten schneiden, sind zwei Curven IL Ord-

nung bestimmt, deren jede durch die drei Eckpunkte des gegebenen
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Dreiecks geht und die beiden gegebenen Geraden berührt. — Durch

eine Curve IL Ordnung, zwei in ihr liegende Punkte A, B und

eine Gerade, welche weder durch einen dieser Punkte geht noch

der Curve sich anschmiegt, sind zwei andere Curven II. Ordnung

bestimmt, deren jede durch die beiden gegebenen Punkte A, B
geht, im erstem dieser Punkte der gegebenen Curve dreipunktig

sich anschmiegt und überdiess die gegebene Gerade berührt.

Werden die drei Seiten eines Dreiecks ABC von zwei Geraden

f, g in fünf Punkten geschnitten, so muss entweder die eine die-

ser Geraden durch einen Eckpunkt des Dreiecks gehen oder der

Schnittpunkt fg der Geraden in einer Seite AB des Dreiecks lie-

gen. Um auch im letztern dieser Fälle den zweiten der obigen

Sätze auf 335 zurückzuführen, darf man nur bemerken, dass in

Hinsicht aufjede Curve K IL Ordnung, welche durch die Punkte

A, B geht und die Geraden f, g berührt, dem Punkte S, welcher

zu den drei Punkten A, fg, B der vierte harmonische Punkt ist,

die Gerade s zugeordnet ist, welche vom Punkte S durch die Ge-

raden f, g harmonisch getrennt ist. Soll nun die Curve K durch

den Punkt C gehen, so muss sie, wenn dieser Punkt in der Ge-

raden 3 liegt, in ihm die Gerade SC berühren, im entgegengesetz-

ten Falle aber auch durch den Punkt D gehen, welcher vom Punkte

C durch den Punkt S und dessen Polare s harmonisch getrennt ist.

Wenn ein vollständiges Viereck und ein vollständiges Vierseit

ein gemeinschaftliches Polardreieck haben, so liegt entweder jeder

Eckpunkt des Vierecks in einer Seite des Vierseits oder es liegt

kein Eckpunkt des Vierecks in einer Seite des Vierseits. Im erste-

ren Falle giebt es eine Curve IL Ordnung, welche die Seiten des

Vierseits in den Eckpunkten des Vierecks berührt. Im letztern

Falle giebt es zwei Curven IL Ordnung, welche in den vier Eck-

punkten des Vierecks sich schneiden und die Seiten des Vierseits

zu gemeinschaftlichen Tangenten haben.

337. Durch zwei Linien K, Kj IL Ordnungund einen ausser-

halb beider liegenden Punkt S ist, wie schon früher bemerkt wurde,

eine dritte Linie K2 IL Ordnung bestimmt, welche nämlich dem

durch die beiden erstem Linien bestimmten Systeme von Linien

IL Ordnung augehört und durch den gegebenen Punkt geht. Wenn
nun von einem involutorischen geraden Gebilde, dessen Träger h

14'
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durch den Punkt S geht, zwei einander zugeordnete Punkte in der

Linie K, zwei andere ebenfalls einander zugeordnete Punkte in der

Linie Kj liegen^ so liegt (335) der dem Punkte S zugeordnete

Punkt Sj in der Linie K2. Ist K2 eine Gerade oder der Inbe-

griff von zwei im Punkte S sich schneidenden Geraden, so fällt Si

mit S zusammen. Dasselbe ist der Fall, wenn K2 eine Curve und

h die ihr im Punkte S sich anschmiegende Gerade ist.

Wenn eine Curve IL Ordnung in den Punkten A, B, M, N
die Geraden AP, BP, MS, NS berührt, so ist (296) der Wurf

S(MNAP) zu dem Wurfe S(NMBF) projektivisch und daher

S (MN.AB.PF) eine Involution. Dasselbe ergiebt sich, wenn man

bemerkt, dass der derCurve sich anschmiegende Büschel, dann der

Büschel A-f-B und der Büschel F einem und demselben einfachen

Systeme von Büscheln II, Ordnung angehören,

388. Durch zwei Gerade m, n und zwei ausserhalb derselben

gegebene Punkte A, B^ welche nicht mit dem Schnittpunkte S der

gegebenen Geraden in einer und derselben Geraden liegen , sind

zwei Punkte P, Q bestimmt , welche nämlich sowohl durch die

Punkte A, B als auch durch die Geraden m, n harmonisch getrennt

sind. Wenn nun eine Curve K IL Ordnung durch die gegebenen

Punkte A, B geht und die gegebenen Geraden m, n bei-ührt, so

ist in Hinsicht auf dieselbe entweder dem Punkte P die Gerade

SQ oder dorn Punkte Q die Gerade SP, folglich der Geraden AB
ein Punkt der Linie SP+SQ und dem Punkte S ein Strahl des

Büschels P+ Q zugeordnet.

Es sei in Hinsicht auf die Curve K der Geraden m der Punkt

M, der Geraden n der Punkt N und der Geraden AB der Punkt

F zugeordnet, so ist (337) S(MN.AB.FF) eine Involution, wor-

aus man schliessen kann, dass der Punkt F entweder in der Ge-

raden SP oder in der Geraden SQ liegt. Im erstem Falle ist dem

Punkte Q die Gerade SP und daher dem Punkte S ein Strahl des

Büschels Q, im letztern Falle aber dem Punkte P die Gerade SQ

und daher dem Punkte S ein Strahl des Büschels P zugeordnet.

Und wenn in Hinsicht auf eine Curve II. Ordnung, welche

durch die beiden Punkte A, B
geht, der Geraden AB ein Punkt

der Linie SP+ SQ zugeordnet

die beiden Geraden m, n berührt,

dem Punkte S] ein Strahl des

Büschels P+Q zugeordnet ist
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ist und die Curve die eine von

den beiden Geraden m, n be-

nnd die Cnrve durch den einen

von den beiden Punkten A, B
rührt, so beröhrt sie auch die ' geht, so geht sie auch durch

andere. den andern.

339. Durch ein Dreieck EFG und zwei Punkte F, Q, von

welchen, im Falle der eine ein Eckpunkt des Dreiecks ist, der an-

dere nicht in der diesem Punkte gegenüberliegenden Seite dessel-

ben liegt, ist ein einfaches System von Linien II. Ordnung be-

stimmt, in welchem nämlich je zwei einander gegenüberliegende

Elemente des gegebenen Dreiecks einander zugeordnet und die ge-

gebenen Punkte einander conjugirt sind.

Wenn einer von den beiden Punkten P, Q mit dem Punkte

E zusammenrällt oder der eine in der Geraden EF und der andere

in der Geraden EG liegt, so ist jede dieser Geraden eine Linie des

Systems, während jede dritte Linie desselben aus. zwei Geraden

besteht, welche durch die Geraden EF, EG harmonisch getrennt

sind. Wenn keiner von den beiden Punkten P, Q in der Geraden

EF, auch keiner in der Geraden EG aber wenigstens einer in der

Geraden FG liegt, so ist diese Gerade eine Linie des Systems.

Eine andere Linie desselben besteht aus den Ordnungsstrahlen m,

n des involutorischen Strahlenbüschels E (FG.PQ...). Jede dritte

Linie des Systems ist eine Curve II. Ordnung^ welche die Geraden

m, n in den Punkten berührt, in welchen sie von der Geraden

FG geschnitten werden. Wenn endlich keiner von den Punkten

P, Q in einer Seite des Dreiecks EFG liegt, so schneiden sich die

Linien des im Satze erwähnten Systems in den vier Eckpunkten

eines vollständigen Vierecks ABCD, von welchem zwei einander ge-

genüberliegende Seiten AB, CD die Ordnungsstrahlen des invohito-

rischenStrahlenbüschelsE(FG.PQ...), zwei ebenfalls einander gegen-

überliegende Seiten AC, BD die Ordnungsstrahlen des involutori-

schen Strahlenbüschels F (EG.PQ...) und daher die beiden übrigen

Seiten die Ordnungsstrahlen des involutorischen Büschels G(EF.P

Q...)sind. Ebenso ist durch ein Dreieck und zwei Gerade, von wel-

chen keine durch einen Eckpunkt des Dreiecks geht, ein vollstän-

diges Vierseit bestimmt, in Hinsicht auf welches je zwei einander

gegenüberliegende Elemente des gegebenen Dreiecks einander zu-

geordnet und die gegebenen Geraden einander conjugirt sind.
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340. Durch ein Dreieck ABC

und zwei Gerade m, n, welche

die Seiten des Dreiecks in sechs

Punkten schneiden, sind vier

Curven II. Ordnung bestimmt,

deren jede durch die drei Eck-

IDunkte des gegebenen Dreiecks

geht und die beiden gegebenen

Geraden berührt.

Durch ein Dreieck und zwei

Punkte, welche aus den Eck-

punkten desDreiecks durch sechs

Gerade projicirt werden, sind

vier Curven II. Ordnung be-

stimmt, deren jede die drei Sei-

ten des gegebenen Dreiecks be-

rührt und durch die beiden ge-

gebenen Punkte geht.

Nach dem vorigen Satze giebt es ein vollständiges Vierseit;

von welchem ABC das Polardreieck ist, so dass überdiess die Ge-

raden m, n durch je zwei einander gegenüberliegende Eckpunkte

des Viei'scits harmonisch getrennt sind. Jede Seite s dieses Vier-

seits schneidet die gegebenen Geraden m, n in zwei Punkten, in

welchen sie von einer der vier im Satze erwähnten Curven berührt

werden. Es sei nämlich P der Schnittpunkt von AB und s und Q

derjenige Eckpunkt des vollständigen Vierseits, welcher demPunkte

P gegenüberliegt. Da nun die Punkte P, Q sowohl durch die

Punkte A, B als auch durch die Geraden m, n harmonisch getrennt

sind, so geht (338) die Curve K, welche die Geraden m, n in

den Punkten ms, ns berührt und durch den Punkt A geht, auch

durch den Punkt B. Eben so Jässt sich aber beweisen, dass die

Curve K auch durch den Punkt C geht.

Unter den vier Curven ist noch eine, in Hinsicht auf welche

dem Punkte P die Gerade p zugeordnet ist, welche den Punkt mn
mit dem Punkte Q verbindet. Geht nun diese Gerade durch den

Punkt C, so berühren beide Curven im Punkte C die Gerade PC.

Wenn aber die Gerade p nicht durch den Punkt C geht, so schnei-

den sich die beiden Curven auch noch in dem Punkte D, welcher

vom Punkte C durch den Punkt P und die Gerade p harmonisch

getrennt ist. Auf diese Weise kann man, indem man statt des

vollständigen Vierseits nur die Punkte P, Q in Betrachtung zieht,

welche sowohl durch die Punkte A, B als auch durch die Geraden

m, n harmonisch getrennt sinrl, den Satz auch auf 336 zurück-

führen.

341. Durch eine Linie K II. Ordnung und ein Dreieck ABC,

von dessen drei Eckpunkten keiner in der Linie K liegt und hoch-
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stens einer in Hinsicht auf diese Linie der ihm gegenüberliegenden

Seite des Dreiecks zugeordnet ist, ist eine andere Linie K2 IL Ord-

nung bestimmt, so dass, wenn von zwei Punkten, welche durch

zwei Eckpunkte des gegebenen Dreiecks harmonisch getrennt sind,

der eine in der einen von den beiden Linien K, K2 Hegt, alsdann

der andere in der andern liegt.

Man suche in der Geraden AB zu den Punkten M, N, welche

dieselbe mit der Linie K gemein hat, die Punkte P, Q, so dass

AMBP, AXBQ harmonische Würfe sind. Da nun in dem involu-

torischen Gebilde AB.ilX... dem Punkte P der Punkt Q zugeord-

net ist, so enthält (337) das einfache System (K, AC+BC)von

Linien IL Ordnung eine Linie Ki, welche durch die Punkte P, Q
geht. Sind die Punkte A, B durch die Punkte M, N harmonisch

getrennt, so fällt P mit N, Q mit M und also K^ mit K zusam-

men. Hat die Linie K mit der Geraden AB nur einen Punkt ge-

mein, so dass also X mit M zusammenfällt, so hat die Linie Kj,

weil alsdann auch Q mit P zusammenfällt, mit der Geraden AB
nur den Punkt P gemein. In jedem Falle aber ist K2 diejenige

Linie II. Ordnung, welche in dem involutorischen Systeme (C,AB)

der Linie Kj zugeordnet ist. — Ist K eine Gerade, so ist K2 eine

Curve n. Ordnung, welche die drei Seiten des Dreiecks ABC be-

rührt.

342. Wenn zwei vollstän-

dige Vierecke drei Eckpunkte

mit einander gemein haben,

so liegen die Eckpunkte ihrer

Polardreiecke in einer und der-

selben Linie K II. Ordnung.

Liegen auch die viei-ten Eck-

punkte der Vierecke in einer

gemeinschaftlichen Seite dersel-

ben, so hat die ihr gegenüber-

liegende Seite mit jener Linie

nur einen Punkt gemein.

Wenn zwei vollständige Vier-

seite drei Seiten mit einander

gemein haben, so sind die Sei-

ten ihrer Polardreiecke in einem

und demselben Büschel IL Ord-

nung enthalten. Schneiden sich

die vierten Seiten der Vier-

seite in einem gemeinschaft-

lichen Eckpunkte derselben, so

geht durch den gegenüberlie-

genden Eckpunkt nur ein Strahl

des erwähnten Büschels.

Der Satz folgt aus dem vorigen und aus G. 102. Die im

vorigen Satze durch K2 bezeichnete Linie ist hier der Inbegriff

von zwei Geraden.
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343. In jedem einfachen Sy-

steme von Linien IL Ordnung

istjedem gcradonGebildeABC...,

dessen Träger nicht im Systeme

einem Punkte zugeordnet ist, ein

Punktgebilde erster oder zweiter

Ordnungprojektivischconjugirt.

In jedem einfachen Systeme

von Büscheln IL Ordnung ist

jedem Büschel I. Ordnung, des-

senMittelpunkt nicht imSysteme

einerGeraden zugeordnet ist, ein

Büschel erster oder zweiter Ord-

nung projektivisch conjugirt.

Es sei dem Geraden Gebilde ABC... in Hinsicht auf die eine

L von zwei Linien des Systems der Büschel abc, und in Hinsicht

auf die andere Li der Büschel aibiCi... zugeordnet, so erzeugen

diese zu einander projektivischen Büschel ein zu ihnen perspektivi-

sches und daher auch zu dem geraden Gebilde ABC... projektivi-

sches Punktgebilde AiBiCj..., welches in einer Geraden oder in

einer Curve IL Ordnung liegt, je nachdem die beiden Büschel

ihren gemeinschaftlichen Strahl entsprechend oder nicht entspre-

chend gemein haben. Da nun je zwei homologe Elemente der zu

einander projektivischen Punktgebilde sowohl in Hinsicht auf die

Linie L als auch in Hinsicht auf die Linie L^ einander conjugirt sind,

so sind sie auch in dem Systeme (L, L^) einander conjugirt.

Dass das System (L, Lj) weder ein System sechster noch ein

System siebenter Art sei, versteht sich von selbst, da nach der

Annahme der Geraden AB in Hinsicht auf keine zwei Linien des

Systems ein und derselbe Punkt zugeordnet ist. Soll der letztere

der im Satze erwähnten Fälle statt finden, so darf auch keinem

Punkte der Geraden AB in Hinsicht auf alle Linien des Systems

eine und dieselbe Gerade zugeordnet sein, was nur in Systemen

erster, zweiter und vierter Art möglich ist.

344. Durch ein einfaches Sy-

stem von Linien 11. Ordnung und

eine Gerade h, welche nicht im

Systeme einem Punkte zugeord-

net ist, ist eine Linie 11. Ord-

nung bestimmt, welche nämlich

jeden Punkt enthält, der in Hin-

sicht auf irgend eine Linie des

Systems der gegebenen Geraden

zugeordnet ist.

Durch ein einfaches System

von Büscheln II. Ordnung und

einen Punkt, welchem nicht im

Systeme eine Gerade zugeordnet

ist, ist ein Büschel IL Ordnung

bestimmt, welchem nämlich jede

Gerade angehört, die in Hinsicht

auf irgend einen Büschel des

Systems dem gegebenen Punkte

zugeordnet ist.
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Nach dem vorigen Satze ist in dem Systeme dem geraden Ge-

bilde h entweder ein gerades Gebilde g oder ein Punktgebilde K
II. Ordnung projektivisch conjugirt. Im erstem Fallft, wenn näm-

lich die Gerade h dnrch einen Punkt P geht, welchem in Hinsicht

anf alle Linien des Systems eine und dieselbe Gerade p zugeordnet

ist, ist der Geraden h in Hinsicht auf eine Linie des Systems je-

der Punkt der Geraden g, in Hinsicht anf jede andere Linie des

Systems aber ein Punkt der Geraden p zugeordnet, so dass also

in diesem Falle die im Satze erwähnte Linie aus zwei Geraden g,

p besteht. Im letztern Falle ist in Hinsicht auf jede Linie des

Systems der Geraden h ein Punkt der Cnrve K zugeordnet.

315. Durch ein vollständiges

Viereck und eine Gerade h, wel-

che keine zwei Seiten des Vier-

ecks in einem und demselben

Punkte schneidet, sind sechs in

einer und derselben Cnrve K
II. Ordnung liegende Punkte be-

stimmt^ deren jeder von der ge-

gebenenGeraden durch zweiEck-

punkte des Vierecks harmonisch

getrenntist. DieselbeCurve geht

auch durch die drei Eckpunkte

des zu dem vollständigen Vier-

ecke gehörigen Polardreiecks

und durch diejenigen Punkte P,

Q der gegebenen Geraden, wel-

che in Hinsicht auf das Viereck

einander conjugirt sind. Die

drei Geraden, welche jene sechs

Punkte paarweise verbinden,

schneiden sich in dem Punkte,

welcher in Hinsicht auf die er-

wähnte Cnrve der Pol der gege-

benen Geraden h ist

Durch ein vollständiges Vier-

seit und einen Punkt H, mit

welchem keine zwei Eckpunkte

des Vierseits in einer und der-

selben Geraden liegen, sind

sechs einer und derselben

Curve IL Ordnung sich an-

schmiegende Gerade bestimmt,

deren jede von dem gegebenen

Punkte durch zwei Seiten des

Vierseits harmonisch getrennt

ist. Dieselbe Curve berührt auch

die drei Seiten des zu dem voll-

ständigen Vierseite gehörigen

P.olardreiecks und diejenigen in

dem gegebenen Punkte sich

schneidenden Geraden, welche

in Hinsicht auf das Vierseit

einander conjugirt sind. Die

drei Punkte, in weichen jene

sechs Geraden paarweise sich

schneiden, liegen in der Geraden,

welche dem gegebenen Punkte

in Hinsicht auf die erwähnte

Curve zugeordnet ist.
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Die Curve K ist nämlich das Punktgebildo II. Ordnung, wel-

ches (343) in Hinsicht auf das vollständige Viereck dem geraden

Gebilde h projektivisch conjugirt ist. Den Punkten, in welchen

die Gerade h die Seiten des zu dem vollständigen Vierecke gehö-

rigen Polardreiecks schneidet, entsprechen die denselben gegen-

überliegenden Eckpunkte des Dreiecks, Je zwei einander gegen-

überliegende Seiten des Vierecks projiciren aus ihrem Schnittpunkte

zwei Punkte der Curve, welche (335) durch die Punkte P, Q har-

monisch getrennt sind und daher mit dem Pole der Geraden h in

einer und derselben Geraden liegen.

Schneidet eine Gerade h drei Seiten eines vollständigen Vier-

ecks in einem Eckpunkte desselben, so ist jedem andern Punkte

der Geraden in Hinsicht auf das Viereck ein ausserhalb derselben

liegender Punkt conjugirt, daher in diesem Falle die Gerade h und

die Curve K, deren Punkte den Punkten der Geraden in Hinsicht

auf das vollständige Viereck conjugirt sind, in jenem Eckpunkte

des Vierecks sich berühren. Aber auch in diesem Falle geht die

Curve K durch die drei Eckpunkte des zu dem vollständigen Vier-

ecke gehörigen Polardreiecks und durch jeden Punkt; welcher von

der Geraden h durch zwei Eckpunkte des Vierecks harmonisch ge-

trennt ist.

346. Wenn die Curven eines einfachen Systems von Linien

II. Ordnung nur drei Punkte A, B, C mit einander gemein haben,

also in dem einen A dieser Punkte eine und dieselbe Gerade a

berühren, so ist in dem Systeme jedem geraden Gebilde h^ wel-

ches weder durch den Punkt A noch durch den Schnittpunkt F

von a und BC geht, ein Punktgebilde K II. Ordnung projektivisch

conjugirt. Geht die Gerade h durch keinen Eckpunkt des Dreiecks

ABC, so hat sie mit der Curve K zwei Punkte P, Q gemein, wel-

che einander abwechselnd entsprechen. Wenn aber die Gerade durch

einen von den beiden Punkten B, C geht, so berührt sie in dem-

selben die Curve K. Dass aber in beiden Fällen die Curve K die

Gerade a in den Punkten A, F schneidet und im erstem dieser

Punkte die Gerade f berührt, welche vom letztern durch die Ge-

raden AB, AC harmonisch getrennt ist, geht daraus hervor, weil

in dorn Systeme dorn Punkte ah der Punkt A, dem Punkte fh
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der Punkt F, jedem dritten Punkte der Geraden h aber ein Punkt

conjngirt ist, welcher ausserhalb der Geraden a, f liegt.

347. Wenn die Curven eines einfachen Systems von Linien

II, Ordnung in einem Punkte A, in welchem sie eine und dieselbe

Gerade a berühren, dreipunktig einander sich anschmiegen und also

nur noch in einem Punkte B sich schneiden, so ist in dem Sy-

steme jedem geraden Gebilde h, welches nicht durch den Punkt A
geht, ein Panktgebilde K II. Ordnung projektivisch conjugirt. Dem
Puukte ah ist der Punkt A, jedem andern Punkte der Geraden h

ein ausserhalb der Geraden a liegender Punkt conjugirt, daher die

Curve K im Punkte A die Gerade a berührt. Geht die Gerade h

durch den Punkt B, so berührt sie in diesem Punkt die Curve K.

Wenn aber die Gerade h nicht durch den Punkt B geht, so schnei-

det sie die Curve K in zwei im Systeme einander conjugirten

Punkten. Dass aber die Curve K jeder Curve des Systems im

Punkte A nur zweipunktig sich anschmiegt, geht aus Folgendem

hervor.

Es sei hl eine andere nicht durch den Punkt A gehende Ge-

rade und Kl die Curve, deren Punkte den Punkten der Geraden hj

conjugirt sind. Liegt nun der Punkt hh^ in der Geraden a, so

haben die Curven K, K^ keinen von A verschiedenen Punkt mit

einander gemein, daher sie in diesem Punkte vierpunktig einander

sich anschmiegen. Da aber, wenn die Gerade h^ durch den Punkt

B geht, das System eine Curve enthält, welche die Gerade hj im

Punkte B und daher die Curve K^ in den beiden Punkten A, B
berührt, so folgt (306), dass auch die Curve K im Punkte A den

Curven des Systems nur zweipunktig sich anschmiegt. Liegt der

Punkt hhi ausserhalb der Geraden a, so schmiegen die Curven

K, Kl im Punkte A dreipunktig einander sich an. Würden sie

nämlich in ihrem andern gemeinschaftlichen Punkte G, der im Sy-

steme dem Punkte hhj conjugirt ist, eine und dieselbe Gerade g

berühren, so müsste jedem von G verschiedenen Punkte dieser Ge-

raden ein ausserhalb der Linie h+hi liegender Punkt conjugirt

sein und also diejenige Curve, deren Punkte den Punkt der Gera-

den g conjugirt sind, im Punkte hh] jede der Geraden h, hj be-

rühren, was nicht möglieh ist.

348. Durch fünf Punkte A, B, C, P, Q, welche nicht alle
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in einer und derselben Geraden liegen und von welchen die beiden

letztern durch keine zwei der drei erstem harmonisch getrennt sind,

ist ein einfaches System von Linien II. Ordnung bestimmt, in wel-

chem nämlich jeder der drei erstem Punkte sich selbst conjugirt

ist, die beiden letztern aber einander conjugirt sind.

Wenn nämlich ABC ein Dreieck ist und die Punkte P, Q we-

der in einer und derselben Seite des Dreiecks liegen noch durch

zwei Seiten des Dreiecks harmonisch getrennt sind, so gibt es

einen Punkt D, so dass die Punkte P, Q in Hinsicht auf das voll-

ständige Viereck ABCD einander conjugirt sind. Sind die Punkte

P, Q durch zwei Seiten des Dreiecks ABC, aber nicht durch einen

Eckpunkt des Dreiecks und die demselben gegenüberliegende Seite

harmonisch getrennt, so ist das im Satze erwähnte System ein

System zweiter Art. In allen übrigen Fällen ist das System ein

System siebenter oder achter Art.

349. Durch ein einfaches System von Linienll. Ordnung und

zwei Punkte S, T, welche in dem Systeme einandernichtconjugirt

sind, ist eine Linie L des Systems bestimmt, in Hinsicht auf wel-

che die gegebenen Punkte einander conjugirt sind.

Geht die Gerade ST durch keinen sich selbst conjngirten Punkt,

so seien (335) P, Q diejenigen Punkte derselben, welche in dem

Systeme einander conjugirt sind. Wenn nun der eine P von den

beiden Punkten P, Q mit dem einen S von den beiden Punkten

S, T zusammenfällt, so ist L diejenige Linie des Systems, welche

mit der Geraden ST nur jenen Punkt gemein hat. Wenn aber

P, Q, S, T vier verschiedene Punkte sind, so schneidet die Linie

L die Gerade ST in den Punkten, welche sowohl durch die Punkte

P, Q als auch durch die Punkte S, T harmonisch getrennt sind.

Enthält das System eine Linie L, welche dui'ch alle Punkte der

Geraden S, T geht, so sindin Hinsicht auf diese Linie des Systems

die Punkte S, T einander conjugirt. Wenn endlich keiner der be-

reits betrachteten Fälle statt findet, so haben die Gerade ST und

die im Satze erwähnte Linie L entweder nur den Punkt S oder

nur den Punkt T mit einander gemein oder sie schneiden sich in

zwei Punkten, M, N, welche durch die Punkte S, T harmonisch

getrennt sind, je nachdem derjenige Punkt der Geraden S T, wel-

cher im Systeme sich selbst conjugirt ist, mit dem Punkte S oder
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mit dem Punkte T zusammenfällt oder ein dritter Pnnkt M der

Geraden ST ist. Bemerkt wird noch, dass, wenn im Systeme dem

Punkt S der Punkt S^ conjugirt ist, in Hinsicht auf die Linie L
der Punkt S und die Gerade S^ T einander zugeordnet sind.

350. Wenn eiu Punkt S und eine Gerade u in Hinsicht auf

jede von drei Linien K, Kj, K2 IT. Ordnung einander zugeordnet

sind, aber keine dieser Linien durch jenen Punkt geht und auch

nicht alle drei einen Punkt mit einander gemein haben, so bilden

die Geraden a, b. welche aus dem Punkte S die gemeinschaftlichen

Punkte der Linien K^, K2 projicii'en, mit den Geraden a^, bj,

welche aus dem Punkte S die gemeinschaftlichen Punkte der

Linien K, K2 projiciren, und den Geraden 82, b2, welche aus

dem Punkte S die gemeinschaftlichen Punkte der Linien K, Ki

projiciren, eine Involution ab.a1b1.a2b2.

Haben nämlich die Linien K^, K2 irgend einen ausserhalb

der Geraden u liegenden Punkt mit einander gemein, so haben sie

auch den Punkt mit einander gemein, welcher vom erstem durch

den Punkt S und die Gerade u harmonisch getrennt ist, woraus

hervorgeht, dass diejenige Linie des Systems (Kj, Kt), welche

durch den Punkt S geht, entweder aus zwei Geraden a, b besteht

oder selbst eine Gerade ist, in welchem Falle b und daher auch

a+ b mit a identisch ist. Eben so ist ai+ bj die durch den Punkt

S gehende Linie des Systems (K, Ko) und a2+ b2 die durch

den Punkt S gehende Linie des Systems (K, Ki). Da ferner

die Linien K, Kj, K2 nicht alle drei durch einen und denselben

Punkt gehen, so haben keine zwei der drei Linien a+b, a^ + bi,

eio+b? eine Gerade mit einander gemein, daher das System (a+b,

aj+ bi) ein System sechster Art ist und also in demselben zwei

Gerade m, n enthalten sind. Ist nun M irgend ein von S ver-

schiedener Punkt der Geraden m, welchem im Systeme (K2,m+ n)

nicht der Punkt S, folglich ein anderer Punkt X der Geraden n

conjugirt ist, so hat man zwei von S verschiedene Punkte M, N,

welche in Hinsicht auf jede der drei Linien a+ b, ai+bj, K2, folg-

lich auch {ßB2) in Hinsicht auf die Linien K, Kj und mithin

auch in Hinsicht auf die Linie a2+b2 einander conjugirt sind,

woraus man schliessen kann, dass in dem involutorischen Strablcn-

büschel ab.ajbi..., dessen Ordnungsstrahlen die Geraden m, n sind,

dem Strahle ^2 der Strahl b2 zugeordnet ist.
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351. Durch drei Linien K, Kj, Kg II. Ordnung, welche nicht

einem und demselben einfachen Systeme von Linien IL Ordnung

angehören, sind drei solche Systeme bestimmt, deren jedes nämlich

zwei von den drei gegebenen Linien enthält. Wenn nun drei andere

Linien II. Ordnung, deren jede einem der drei erwähnten Systeme

angehört, irgend einen ausserhalb der drei erstem Linien liegenden

Punkt mit einander gemein haben, so sind sie in einem und dem-

selben vierten einfachen Systeme von Linien II. Ordnung enthalten.

Durch jeden Punkt A, welcher in keiner der di'ei Linien K,

Kj, Ko lißgt, gehen drei andere Linien II. Ordnung, von welchen

die eine L in dem Systeme (Kj, Kg); die andere L| in dem Sy-

steme (K, K2) und die dritte Lg in dem Systeme (K, Kj) ent-

halten ist. Haben nun die Linien L, Lj[ irgend einen von A ver-

schiedenen Punkt B mit einander gemein, so gibt es (311) ent-

weder zw&i Punkte P, Q, welche durch die Punkte A, B harmo-

nisch getrennt und zugleich in Hinsicht auf die Linie K2 einander

conjugirt sind, oder es liegt der Punkt B in der Linie Kg. Da

aber, wenn zwei Punkte P, Q in Hinsicht auf jede der drei Linien

L, L|, Kg einander conjugirt sind, sie auch (332) in Hinsicht

auf die Linien K^, K und mithin auch in Hinsicht auf die

Linie Lg einander conjugirt sind, und da eben so, wenn die

drei Linien L, L^, Kg einen Punkt mit einander gemein haben,

dieser auch in den Linien K, Kj, Lg liegt, so folgt, dass in jedem

Falle auch die Linie Lg durch den Punkt B geht. Ist dem Punkte

A eine durch ihn gehende Gerade a in Hinsicht auf die beiden

Linien L, L^ zugeordnet, so ist derjenige Punkt dieser Geraden,

welche dem Punkte A in Hinsicht auf die Linie Kg conjugirt ist,

demselben Punkte auch in Hinsicht auf die Linien K, K^, Lg con-

jugirt, woraus man schliesen kann, dass der Punkt A und die Ge-

rade a auch in Hinsicht auf die Linie Lg einander zugeordnet sind.

Durch das Bisherige ist bewiesen, dass jeder Punkt, welchen zwei

der drei Linien L, Lj, Lg mit einander gemein haben, auch in

der dritten liegt, und dass, wenn einem solchen Punkte eine durch

ihn gehende Gerade in Hinsicht auf zwei der drei Linien L, Lj, Lg

zugeordnet ist, sie demselben Punkte auch in Hinsicht auf die dritte

zugeordnet ist. Da nun, wenn (L, Li) ein System sechster Art

ist, der im vorigen Satze betrachtete P'all statt findet, in welchem
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nämlich die Linien L, Lj, L2 nur den Punkt A mit einander ge-

mein haben und jeder diesem Punkte in Hinsicht auf die Linie K2

conjugirte Punkt demselben auch in Hinsicht auf die Linien K, Kt

ccnjugirt ist, so sind die drei Linien L, Lj , L2 injedem Falle in einem

und demselben einfachen Systeme von Linien II. Ordnung enthalten.

352. Durch drei Linien K, Kj, K2 II. Ordnung, welche nicht

einem und demselben einfachen Systeme von Linien II. Ordnung

augehören aber eine Gerade h in denselben zwei Punkten P, Q
schneiden, sind drei in einem Punkte sich schneidende Gerade p,

Pi» P2 bestimmt, so dass die Linie h+p dem Systeme (K], Ko)

die Linie h+ pi dem Systeme (K, K2) und die Linie h-fpj dem

Systeme (K, Kj) angehört.

Es sei A irgend ein dritter Punkt der Geraden h, so besteht

diejenige Linie des Systems (K^, Ko); welche durch den Punkt

A geht, aus der Geraden h und einer Geraden p, die jedoch mit

h zusammenfällt, wenn die Linien K^, Ko in den Punkten P, Q
sich berühren. Von den Geraden p, p], p2 können keine zwei in

einander fallen, weil, wenn p mit pi identisch wäre, jede der drei

Linien K, K^, K2 in dem Systeme (K2, h+ p) enthalten sein

würde, was gegen die Annahme ist. Dass aber die drei Geraden

p, pi, p2 in einem und demselben Punkte sich schneiden, geht

daraus hervor, weil (351) die drei Linien h+ p, h+p^, h+p2 in

einem und demselben einfachen Systeme von Linien II. Ordnung

enthalten sind und also jeder Punkt, welchen irgend zwei derselben

mit einander gemein haben, auch in der dritten liegt.

Der obige Satz gilt auch, wenn die drei Linien K, Kj, K2

durch einen und demselben Punkt der Geraden h gehen aber keine

mit dieser Geraden noch einen Punkt gemein hat. Wenn also

dreiCurvenll. Ordnung, welche nicht in einem und demselben ein-

fachen Systeme von Linien IL Ordnung enthalten sind, eine Gerade

entweder in denselben zwei Punkten schneiden oder in einem und

demselben Punkte berühren, und je zwei von den drei Curvennoch

zwei Punkte mit einander gemeinhaben, so schneiden sich die drei

Geraden, welche diese Punkte paarweise verbinden, in einem und

demselben Punkte.

353. Durch ein einfaches System von Linien II. Ordnung und

noch eine Linie L II. Ordnung, welche mit keiner Linie des Sy-
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stems mehr als vier Punkte gemein hat und irgend eine Linie des-

selben in vier Punkton schneide^, deren zwei, aber auch nur zwei,

nämlich A, 13 gemeinschaftliche Punkte von allen Linien des Sy-

stems sind, ist ein Punkt S bestimmt, so dass je zwei Punkte der

gegebenen Linie L, welche aus dem Punkte S durch eine und die-

selbe Gerade projicirt werden, in einer und derselben Linie des ge-

gebenen Systems liegen.

Haben alle Linien des Systems die Gerade AB mit einander

gemein, so ist der Satz offenbar. Wenn aber nm- eine Linie

AB+h des gegebenen Systems durch alle Punkte der Geraden AB
geht, so seien K, Kj irgend zwei andere Linien desselben und

q, qi die Geraden, so dass die Linie AB+q in dem Systeme (K, L)

und die Linie AB-fqi in dem Systeme (Kj, L) enthalten ist. Be-

merkt man nun, dass (352) die Gerade qi durch den Schnitt-

punkt S von h und q geht und jeder Punkt, welchen sie mit der

einen von den beiden Linien Kj, L gemein hat, auch in der an-

dern liegt, so folgt der Satz. — Wenn die Gerade h durch kei-

nen von den beiden Punkten A, B geht und mit den Linien des

gegebenen Systems die Punkte C, D mit der Linie L aber die

E, P gemein hat, so ist (335) S der Punkt, welcher in dem in-

volutorischen Gebilde CD.EF... dem Schnittpunkte von AB und h

zugeordnet.

Der obige Satz gilt auch, wenn A mit B zusammenfällt, näm-

lich dem Punkte A in Hinsicht auf alle Linien des gegebenen Sy-

stems eine und dieselbe durch ihn gehende Gerade zugeordnet ist,

mit welcher die Linie L nur den Punkt A gemein hat, und diese

Linie irgend eine Linie des Systems in zwei Punkten schneidet,

welche ausserhalb der übrigen Linien desselben liegen.

354. Ein einfaches System von Linien IL Ordnung und ein

gerades Gebilde g sollen zu einander perspektivisch heissen, wenn

eine Linie des Systems mit der Geraden g nur einen Punkt P ge-

mein hat; jede andere Linie des Systems aber die Gerade g in dem
Punkte P und in noch einem Punkte schneidet, und wenn auf

jeden von P verschiedenen Punkt des geraden Gebildes die durch

ihn gehende Linie des Systems auf den Punkt P aber diejenige

Linie desselben bezogen wird, welche durch keinen andern

Punkt der Geraden g geht.
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Ist also von einem einfachen Systeme von Linien II. Ordnung

und einem zu demselben perspektivischen geraden Gebilde g die

Rede, so versteht es sieh von selbst , dass das System kein System

sechster Art ist und dass die Gerade g durch einen im Systeme

sich selbst conjngirten Punkt P aber weder durch noch einen sol-

chen Punkt geht noch im Systeme dem Punkte P zugeordnet ist.

355. Gerade Gebilde PPjPaPs..., QQ1Q2Q3-, welche zu

einem und demselben einfachen Systeme KK1K2K3... von Linien

II. Ordnung perspektivisch sind, sind zu einander projektivisch.

Wenn nämlich durch den Schnittpunkt der Geraden entweder

nur eine Linie des Systems oder eine Gerade geht, welche ihm

in Hinsicht auf jede Linie des Systems zugeordnet ist . so sind

(353) die geraden Gebilde Schnitte eines und desselben Strahlen-

büschels S. Wenn aber keiner der erwähnten Fälle statt findet,

so darf man nur noch ein zu dem Systeme perspektivisches gerades

Gebilde annehmen, welches aber nicht durch den gemeinschaftlichen

Punkt der beiden erstem geht. Da nun das dritte Gebilde zu

jedem der beiden erstem projektivisch ist, so sind auch diese zu

einander projektivisch.

Sind die Punkte P, P2 durch die Punkte Pj, P3 und also

auch die Punkte Q, Qo durch die Punkte Q|, Q3 harmonisch ge-

trennt, so sollen auch die Linien K, K2 durch die Linien Ki, K3

harmonisch getrennt heissen. Ein beliebiges Elementargebilde

qqiqjqs... soll zu dem Gebilde KK1K2K3.... welches aus Linien

II. Ordnung besteht, projektivisch heissen, wenn das erstere Ge-

bilde zu irgend einem und daher zu jedem geraden Gebilde projek-

tivisch ist, welches zom letztern perspektivisch ist.

356 Wenn der Mittelpunkt A eines Strahlenbüschels A in

einem einfachen Systeme von Linien 11. Ordnung sich selbst, aber

auch nur sich selbst, conjugirt ist, und man bezieht auf jede Linie

des Systems denjenigen Strahl des Büschels, welcher in Hinsicht

auf dieselbe jenem Punkte zugeordnet ist, so sind das System

von Linien und der Strahlenbüschel projektivisch auf einander

bezogen.

Besteht jede Linie des Systems aus zwei Geraden, so ist der

Satz offenbar. Schneiden sich die Linien des Systems in vier

Punkten Ä, B, C, D, so sei g ein zu dem Systeme perspektivi-
Staudt, Beiträge zva Geometrie der Lage. Jg
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sches gerades Gebilde; welches durch den Punkt A geht und die

Geradon CD, BD, BC in den Punkten P, Pi, P2 schneide. Es

seien ferner L, L^, L2 die durch diese Punkte gehenden Linien

des Systems, deren jede aus zwei Geraden besteht. Endlich seien

K, Ki, zwei Curven des Systems, von welchen die erstere dem

Punkte A, die letztere also einem andern Punkte R des geraden

Gebildes g entspricht, und Q, Qi , Q2 die Punkte, in welchen die

der Curve Ki im Punkte A sich anschmiegende Gerade die Geraden

CD, BD, BC schneidet, so ist (355) QQ1Q2A A PPj Pgß. Da

aber (G. 221} auch A(BCDP) A PP^PaA und A(BCDQ) ä

QQiQoA A PP1P2R ist, so ist A(BCDPQ) a PP^P^AR a
LL1L2KK1. — Wenn die Curven des Systems in zwei Punkten

A, B sich schneiden und in einem dritten C sich berühren, so

nehme man ein zu dem Systeme perspektivisches gerades Gebilde

CPRRi... an, welches durch den Punkt C geht und also die Ge-

rade AB in einem Punkte P schneidet. Es seien ferner L, L],

K, Kl die den Punkten C, P, R, Rj des geraden Gebildes ent-

sprechenden Linien des Systems und T, Tj diejenigen Punkte

der Geraden CP^ in welchen dieselbe von den im Punkte A den

Curven K, Kj sich anschmiegenden Geraden geschnitten wird.

Da nun die Curven K, K^ homologe Gebilde von zwei zu einander

coUineären ebenen Systemen sind, welche alle Strahlen des Bü-

schels C und alle Punkte der Geraden AB entsprechend gemein

haben, so ist CPRT a CPRjTj, folglich (85) CPTT^ Ä CPRR^

und mithin A(CPTTi) A CPRRi =LLiKKi. — Wenn die Cur-

ven des Systems in einem Punkte B dreipunktig einander sich

anschmiegen, so sei BRR1R2... ein durch diesen Punkt gehendes

zu dem Systeme perspektivisches gerades Gebilde. Ferner seien

L, K, Kj, Kji die den Punkten B, R, R,; R2 des geraden Ge-

bildes entsprechenden Linien des Systems und T, T], T2 dieje-

nigen Punkte der Geraden BR, in welchen dieselbe von den im

Punkte A den Curven K, K\, K2 sich anschmiegenden Geraden

geschnitten wird. Da nun K, Ki homologe Curven von zwei zu

einander collineären ebenen Systemen sind, welche alle Strahlen

des Büschels B aber keinen ausserhalb der Geraden AB liegenden

Punkt entsprechend geraein haben, so ist BRT aJBRiTj , also

auch (85) BTTi ^ BERi. Da eben so BTT2 A BRR2 ist, so
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ist "BTTiTj Ä~BRRiR2 und demnach A(BTTiT2) Ä BRRiRa

A LKKiK2-

357. Wenn in einem einfachen Systeme von Linien IL Ord-

nung dem Punkte M der Punkt S aber auch nur dieser Punkt

conjugirt ist, und man bezieht auf jede Linie des Systems denje-

nigen Strahl des Büschels S, welcher in Hinsicht auf dieselbe dem

Punkte M zugeordnet ist, so ist der Büschel S auf das System

von Linien projektivisch bezogen.

Enthält das System einen sich selbst conjugirten Punkt M,,

welcher ausserhalb der Geraden MS liegt, so kann man das gerade

Gebilde, welches durch die beiden Punkte M, Mj geht, auf das

gegebene System von Linien perspektivisch beziehen. Wenn nun

den Punkten M, Mj, M2, M3 des erwähnten geraden Gebildes die

Linien L, Lj, L2, L3 des Systems entsprechen, so sind in Hin-

sicht auf diese Linien dem Punkte M bezüglich die Geraden SM,

SMi, SQ2, SQ3 zugeordnet, so dass MMiQvM2, MMiQsMg har-

monische Würfe sind. Da hiernach MM1Q2Q3 A MMjMvMs ist,

so ist auch StMM^QgQo) a MM1M..M3 a LL.LsLg. Gilt aber

der Satz für irgend einen Punkt M und den ihm zugeordneten

Büschel S, so gilt er, wie sogleich bewiesen werden soll; auch

von jedem andern Punkte N und den demselben zugeordneten

Büschel T, sei es nun, dass der Punkt N, welchem im Systeme

nur der Punkt T conjugirt ist, mit dem Punkte T zusammenfällt,

welcher Fall in der vorigen Nummer betrachtet worden ist, oder

dass N, T zwei verschiedene Punkte sind. Wenn nämlich L, L^,

L.7, L3 irgend vier Linien des Systems und in Hinsicht auf die-

selben dem Punkte M die Geraden m, m^, mo, m3, dem Punkte

N die Geraden n, u^, n2. n3, mithin der Geraden MN die Punkte

mn, mjU^, m2n_, m3n3 zugeordnet sind, so liegen diese Punkte

nach 343 und 344 entweder in einer und derselben Geraden p

oder sie liegen mit den Punkten S, T in einer und derselben

Curve K IL Ordnung, daher in jedem Falle der Wurf mmjm2m3
zu dem Wurfe nn^n.jHj projektivisch ist. Zugleich geht hieraus

hervor, dass das Punktgebilde, welches die zu einander projektivi-

schen Strahlenbüschel mmim2..., nn^Uo... erzeugen, ebenfalls zu

dem gegebenen Systeme von Linien projektivisch ist, wenn nämlich

auf jede dieser Linien derjenige Punkt jenes Gebildes bezogen

15*
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wird, welcher in Hinsiebt auf dieselbe der Geraden MN zugeordnet

ist. Angenommen wird hier, dass die Punkte S, T nicht in

einander fallen.

Der für den Punkt M und den Büschel S unter der Voraus-

setzung giltige Beweis, dass die Gerade MS nicht durch jeden im

Systeme sich selbst conjugirten Punkt gehe, kann auf den Punkt

N und den Büschel T nur dann nicht angewendet werden, wenn

entweder die Punkte N, T in einander fallen oder alle Curven des

Systems die Gerade NT in denselben zwei Punkten schneiden und

in dem einen dieser Punkte dreipunktig einander sich anschmiegen.

Ist das gegebene System ein System sechster Art, so ist der

obige Satz als eine Erklärung zu betrachten.

358. Durch ein Viereck ABCD, dann eine Curve K IL Ord-

nung, welche durch drei Eckpunkte A, B, C des Vierecks aber

nicht durch den vierten geht, und ein gerades Gebilde DPQ...,

welches durch den vierten Eckpunkt des Vierecks aber durch keinen

der drei erstem geht, ist ein Punkt S der gegebenen Curve be-

stimmt, so dass, wenn man aus ihm die Curve und das gegebene

gerade Gebilde auf einander projicirt^ je zwei homologe Punkte der

zu einander projektivischen Gebilde mit den vier Eckpunkten des

Vierecks in einer und derselben Linie IL Ordnung liegen.

Die Curve K enthält nämlich (9) einen ausserhalb der Ge-

raden DP liegenden Punkt S, so dass der Wurf ABCS zu dem

Wurfe D(ABCP) projektivisch ist. Ist alsoP^ derjenige Punkt

der Curve K, welcher aus dem Punkte S durch die Gerade SP
projicirt wird, so ist Pi(ABCP)äD(ABCP), woraus man schliessen

kann, dass die Punkte A, B, C, D, P, Pj in einer und derselben

Linie IL Ordnung liegen, welche, im Falle der Punkt P^ mit

einem der drei Punkte A, B, C zusammenfällt, in diesem Punkte

die Curve K berührt.

359. Durch ein Dreieck ABC, dann eine Curve K IL Ordnung,

welche durch zwei Eckpunkte A, B des Dreiecks geht, mit der

Seite AC aber auch noch einen ausserhalb der beiden andern Seiten

liegenden Punkte F^ gemein hat, und ein gerades Gebilde CPQ...,

welches durch den dritten Eckpunkt des Dreiecks aber durch keinen

der beiden erstem geht, ist ein Punkt S der gegebenen Curve be-

stimmt, so dass, wenn man aus diesem Punkte das gegebene ge-
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rade Gebilde und die Curve auf einander projicirt, je zwei homo-

loge Punkte der zu einander projektivischen Punktgebilde mit den

drei Eckpunkten des Dreiecks in einer und derselben Linie L

II. Ordnung, welche mit der durch den Punkt A gehenden Tan-

gente AT der gegebenen Curve entweder nur den Punkt A gemein

hat oder durch alle Punkte dieser Geraden geht.

Es sei P der Schnittpunkt von AB und CP, so ist S derje-

nige Punkt der Curve K, welcher aus dem Punkte P^ durch die

Gerade P^P projicirt wird. Wenn nämlich der Punkt Q der Ge-

raden CP und der Punkt Qi^ der Curve K aus dem PanktS durch

eine und dieselbe Gerade projicirt werden, so ist Q(ABCQi) A

S(ABPiQi) A A(TBCQi), woraus der Satz folgt. Ist Q der

Schnittpunkt von AT und CP, so besteht die Linie L aus den

beiden Geraden AT, BC. Fällt Q mit P zusammen , so ist L

der Inbegriff der Geraden AB, AC.

360. Durch ein Dreieck ABH und eine Curve K IL Ordnung,

welche in dem Eckpunkte A des Dreiecks die Seite AH berührt,

mit der Seite AB aber auch einen Punkt H
^
gemein hat, der kein

Eckpunkt des Dreiecks ist, ist ein Punkt S der Curve bestimmt,

so dass, wenn man aus diesem Punkte die dritte Seite des Dreiecks

und die gegebene Curve aufeinander projicirt, je zwei homologe

Punkte der zu einander projektivischen Punktgebilde mit den beiden

Eckpunkten A, B, des Dreiecks in einer und derselben Linie L

II. Ordnung liegen, welche im erstem dieser Punkte der gege-

benen Curve wenigstens dreipunktig sich anschmiegt.

Die Gerade HjH projicirt aus dem Punkte H^ den im Satze er-

wähnten Punkt S. Wenn nämlich aus diesem Punkte ein Punkt Q

der GeradenBH und ein Punkt Qj der Curve K durch eine und diesel-

beGerade projicirt werden und man denjenigenPunkt der Curve, wel-

cher aus dem Punkte A durch die Gerade AQ projicirt wird, durch R
bezeichnet, so ist QCRSHj H;A A(RSHiH) A Q, (RSHj A). Da hiernach

die Punkte R, Hj mit dem Schnittpunkte von BH und AQi in einer

und derselben Geraden liegen, so giebt es, wennQ nicht mit H zu-

sammenfällt, eine Curve L IL Ordnung, welche durch die Punkte

A, B, Q, Qi geht und (187) im Punkte A der gegebenen Curve

drei oder vierpunktig sich anschmiegt, je nachdem die Gerade SQ
' durch den Funkt A oder nicht durch diesen Punkt gebt. Fällt Q
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mit Qi zusammen, so berührt die Curve L in diesem Punkte die

Gerade SQ. Fällt Q mit B zusammen , so berührt die Curve L in

diesem Punkte die Gerade HB. Wenn endlich Q mit H und also

Qi mit Hl zusammenfällt, so besteht die im Satze erwähnte

Linie L aus den beiden Geraden AH, AB.

361. Durch eine Curve K II. Ordnung, vier in ihr liegende

Punkte A, B, C, T und eine Gerade g, welche durch den ersten

der gegebenen Punkte aber durch keinen der drei übrigen geht,

ist ein Punkt S der Curve bestimmt, so dass, wenn man aus die-

sem Punkte das gegebene gerade Gebilde g und die Curve K auf

einander projicirt, je zwei homologe Punkte der zu einander pro-

jektivischenPunktgebilde mit den drei erstem der gegebenenPunkte

in einer LinieLH. Ordnung liegen, welche mit der durch den ersten

und vierton Punkt gehenden Geraden AT entweder nur jenen

Punkt A gemein hat oder durch alle Punkte dieser Geraden geht.

Es sei H der Schnittpunkt von BC und g, so ist S derjenige

Punkt der Curve K, welcher aus dem Punkte T durch die Gerade

TH projicirt wird. Wenn nämlich ein Punkt P der Geraden AH
und ein Punkt Pi der Curve K aus dem erwähnten Punkte S

durch eine und dieselbe Gerade projicirt werden, so ist A(TBCP)

Ä T(ABCS) Ä Pi(ABCS), woraus der Satz folgt. Fällt der

Punkt Pi mit einem von den beiden Punkten B, C zusammen, so

berührt in diesem Punkte die Curve L die gegebene Curve K.

Fällt P mit H und also Pj mit T zusammen, so besteht die Linie

L aus den beiden Geraden BC, AT. Fällt P mit fi zusammen,

ohne dass die Gerade SP durch A geht, so berührt die Curve L

im Punkte P die Gerade SP. Wenn aber die Punkte P, Pi mit

dem Punkte A zusammenfallen, so ist L der Inbegriff der Gera-

den AB, AC.

362. Durch eine Curve K II. Ordnung, drei in ihr liegende

Punkte A, B, T und eine Gerade g, welche durch den ersten der

gegebenen Punkte aber durch keinen der beiden übrigen geht; ist

ein Punkt S der Curve bestimmt, so dass, wenn man aus ihm die

Curve K und das gerade Gebilde g auf einander projicirt, durch

je zwei homologe ausserhalb der Geraden AT liegende Punkte der

zu einander projektivischen Punktgebilde eine Curve L Tl. Ordnung

geht, welche im ersten der drei gegebenen Punkte die eben er-
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erwähnte dnrch den ersten und dritten gehende Gerade berührt,

im zweiten aber der gegebenen Curve sich anschmiegt.

Es werde die der Cnrve K im Punkte B sich anschmiegende

Gerade von der Geraden g im Punkte H geschnitten, so ist S der-

jenige Pnnkt der Cnrve K, welcher aus dem Punkte T durch

die Gerade TH projicirt wird. Wenn nämlich ein Punkt P der

Geraden AH nnd ein Punkt Pj der Cnrve K aus dem erwähnten

Punkte S durch eine und dieselbe Gerade projicirt werden, so ent-

hält, wie sogleich gezeigt werden soll, das einfache System (AB,

AT-|-BHj von Linien II. Ordnung eine Liuie L, welche mit der

Geraden SP die Punkte P, Pj und zwar nur diese Punkte gemein

hat. Geht die Gerade SP durch keinen der drei Punkte A, B, T,

so seien M, F, G die Punkte, in welchen sie die Geraden AB,

AT, BH schneidet. Da nun die zu einander projektivischen gera-

den Gebilde, in welchen die zur Curve K perspektivischen Strah-

lenbüschel A, S von der Geraden BH geschnitten werden, nur den

Punkt B und also ihre Projektionen auf die Gerade SP aus dem

Punkte A nur den Punkt M entsprechend gemein haben, so ist

(85) MM.FG.PP] eine Involution, woraus man (335) schliessen

kann, dass die durch den Punkt P gehende Curve des erwähnten

Systems auch durch den Punkt P^ geht und, im Falle Pj mit P

identisch ist, in diesem Punkte die Gerade SP berührt. Geht die

Gerade SP durch den Punkt B, so hat die Curve 11. Ordnung,

welche durch den Punkt P geht und die Geraden AT, BH in den

Punkten A, B berührt, mit der gegebenen Curve keinen dritten

Pnnkt gemein, daher in diesem Falle die Curven K, L im Punkt«

B dreipunktig einander sich anschmiegen. Geht die Gerade SP

durch den Punkt A, so fällt die Linie L mit der Geraden AB zu-

sammen. Wenn endlich die Gerade SP durch den Punkt T
geht, so ist L der Inbegriff der Geraden AT, BH.

363. Eine Curve K IL Ordnung und ein einfaches System

von Linien II. Ordnung sollen zu einander perspektivisch heissen,

wenn die Curve mit keiner Linie des Systems mehr als einen

ausserhalb der übrigen liegenden Punkt gemein hat und auf jeden

Pnnkt der Curve, durch welchen nur eine Linie des Systems geht,

eben diese Linie bezogen wird. Es ist alsdann von selbst auch

jedem Punkte der Curve K, welchen die Linien des Systems mit
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einander gemein haben, eine dieser Linien zugewiesen. Um aber

zu beweisen, dass die Curve zu dem Systeme von Linien projek-

tivisch sei, darf man nur (355) zeigen, dass es ein zu demselben

perspektivisches gerades Gebilde giebt, welches zu der Curve K
projektivisch ist, wenn man nämlich je zwei Punkte dieser Gebilde^

welche einer und derselben Linie des Systems entsprechen, einan-

der entsprechend nennt. Haben die Linien des Systems mehr als

vier Punkte mit einander gemein, so ist der Satz von selbst offen-

bar. Sind aber in dem Systeme Curven enthalten, so hat man,

da fünf Fälle bereits in den vorigen Nummern betrachtet worden

sind, nur noch nachstehende zwei zu betrachten.

L Wenn die Curven des Systems in einem Punkte A, in wel-

chem sie eine und dieselbe Gerade a berühren, dreipunktig einan-

der sich anschmiegen, folglich nur noch einen Punkt B mit ein-

ander gemein haben, und die Curve K durcb diese beiden Punkte

geht, so entspricht dem Punkte A der Curve K der Inbegriff der

Geraden a, AB, dem Punkte B aber diejenige Curve L des Sy-

stems, welche die Curve K, die von allen Curven des Systems im

Punkte A berührt wird, auch im Punkte B berührt. Es seien nun

C, P zwei ausserhalb der Geraden AB liegende Punkte der Curve

K und D, Q ihre Projektionen auf die Curve L aus dem Punkte

A. Es sei ferner S derjenige Punkt der Curve K, welcher aus

dem Punkte B durch die Gerade BD projicirt wird, so schneiden

sich die drei Geraden AB, DQ, PS in einem und demselben Punkte,

welcher nämlich (320) in Hinsicht auf jede der drei Linien AB,

K, L dem Schnittpunkte der Geraden AP, BS conjugirt ist, wor-

aus man schliessen kann, dass diejenige Curve des Systems, wel-

che dem Punkte P der Curve K entspricht, auch durch den Schnitt-

punkt von AD und SP geht. Es liegen hiernach, wenn man die

Curve K und das gerade Gebilde ADC... aus dem Punkte S auf

einander projicirt, je zwei homologe Punkte der zu einander

projektivischen Gebilde in einer und derselben Linie des gege-

benen Systems.

IL Wenn die Curven des Systems in einem Punkte A, in

welchem sie die Gerade a berühren, einander vierpunktig, also in

demselben Punkte der Curve K dreipunktig sich anschmiegen, und

B, P irgend zwei andere Punkte dieser Curve sind, so wird die
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dnreh deu Punkt B gehende Curve L des Systems von der Geraden

AP im Punkt A und in noch einem Punkte Q und die Curve K
von der im Punkte B der Curve L sieh anschmiegenden Geraden,

im Punkte B und in noch einem Punkte S geschnitten. Bezieht

man nun die drei Büschel B, S, A projektivisch so auf einander,

dass der erste und zweite das gerade Gebilde a, der zweite und

dritte aber die Curve K erzeugen, so erzeugen der erste und dritte

die Curve L, welche nämlich im Punkte B die Gerade BS berühtt

und mit der Curve K nur noch den Punkt A gemein hat. Da

hiernach die Geraden SP, BQ die Gerade a in einem und demsel-

ben Punkte schneiden, so geht diejenige Curve des Systems, welche

durch den Punkt P geht, auch durch den Schnittpunkt Pj von AB
undSP. Wenn mau also die Curve K und das gerade Gebilde ABPj...

aus dem Punkte S auf einander projicirt, so liegen je zwei ho-

mologe Punkte der zu einander projektivischen Gebilde in einer

und derselben Linie des gegebenen Systems.

§. 25.

Curven II. Ordnung, welche in zwei Punkten, die jedoch auch in einander

fallen können, sich berühren.

364. Wenn eine Gerade mit der einen von drei Linien, wel-

che einem und demselben einfachen Systeme von Linien IL Ord-

nung angehören, die Punkte A, B, mit der andern aber die Punkte

Ai, B^ und mit der dritten die Punkte Ag, B2 gemein hat, so

dass die Gerade durch keinen gemeinschaftlichen Punkt der drei

Linien geht, so ist (335) AB.A1B1.A2B2 eine Involution. Fällt

B,^ mit A
i
und zugleich B., mit A., zusammen, so sind die Punkte

A,B durch die Punkte Aj, A2 harmonisch getrennt. Wenn also

zwei Curven IL Ordnung in zwei Punkten M, N sich berühren, so

schneidet jede Gerade, welche der einen Curve in einem dritten

Punkte sich anschmiegt, die andere in zwei Punkten, welche durch

jenen dritten Punkt der erstem Curve und die Gerade MN harmo-

nisch getrennt sind, die die Berührungspunkte der Curven mit ein-

ander verbindet. Dasselbe gilt auch noch, wenn die Punkte M, N
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in einander fallen, nämlich die Curven in einem Punkte vier-

punktig einander sich anschmiegen und also die Gerade MN die

gemeinschaftliche Tangente derselben wird.

Durch eine Curve II. Ord-

nung und zwei Gerade, welche

die Curve in drei Punkten

schneiden, ist eine andere Curve

IL Ordnung bestimmt, welche

nämlich die beiden gegebenen

Geraden berührt und der ge-

gegebenen Curve vierpunktig

sich anschmiegt.

365. Durch eine Curve K
IL Ordnung und zwei Punkte

A, B, welche ausserhalb der

Curve aber in einer und dersel-

ben ihr sich anschmiegenden Ge-

raden liegen, ist eine andere

Curve Kj IL Ordnung bestimmt,

welche nämlich durch die gege-

benen Punkte geht und der ge-

gebenen Curve vierpunktig sich

anschmiegt.

Die gemeinschaftliche Tangente der Curven K, K| muss die

Gerade AB in dem Punkte S schneiden, der von dem Punkte, wel-

chen diese Gerade mit der Curve K gemein hat, durch die Punkte

A, B harmonisch getrennt ist. Uebrigens ist die Gerade, welche

jenem Punkte S in Hinsicht auf die Curven K, Kj zugeordnet ist,

demselben Punkte auch in Hinsicht auf jede Curve IL Ordnung

zugeordnet, welche durch die gegebenen Punkte A, B geht und die

gegebene Curve in zwei Punkten berührt. Die Berührungspunkte

liegen mit dem Punkte S in einer und derselben andern Geraden.

Und wenn eine Curve IL Ordnung die Curve K in zwei Punkten

berührt, welche mit dem Punkte S in einer und derselben Geraden

liegen, und diirch den einen von den beiden Punkten A, B geht,

so geht sie auch durch den andern.

366. Durch eine Curve K
IL Ordnung nnd zwei Punkte

A, B, in welchen vier Tangen-

ten der Curve paarweise sich

schneiden, sind vier andere Cur-

ven IL Ordnung bestimmt, de-

ren jede durch die beiden gege-

benen Punkte geht und der ge-

gegebenen Curve vierpunktig

sich anschmiegt.

Durch eine Curve IL Ord-

nung und zwei Gerade, welche

die Curve in vier Punkten

schneiden, sind vier andere

Curven II Ordnung bestimmt;

deren jede die beiden gegebenen

Geraden berührt und der ge-

gebenen Curve vierpunktig sich

anschmiegt.
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Die Gerade AB enthält zwei Punkt« S, T, welche durch die

Punkte A, B harmonisch getrennt und zugleich in Hinsicht auf die

Corve K einander conjugirt sind. Ans dem Pole P der Geraden

AB werden die Punkte S, T durch zwei Gerade projicirt, welche

die Cnrve K in vier Punkten schneiden. Jede Curve II. Ordnung,

welche in irgend einem dieser Schnittpunkte der gegebenen Cunre

vierpunktig sich anschmiegt und durch den Punkt A geht, geht

auch (364) durch den Punkt B. Berührt eine Curve Kj II. Ord-

nung, welche durch die beiden Punkte A, B geht, die gegebene

in zwei Punkten, so liegen diese entweder mit dem Punkte S oder

mit dem Punkte T in einer und derselben Geraden, daher auch in

Hinsicht auf die Curve K^ im erstem Falle dem Punkt« S die Ge-

rade PT, im letztern dem Punkte T die Gerade PS zugeordnet

ist. Und wenn eine Curve U. Ordnung die gegebene in zwei

Punkten berührt, welche mit irgend einem von den beiden Punk-

ten S, T in einer und derselben Geraden liegen, so schneidet

sie entweder die Gerade AB in den Punkten A, B oder sie geht

durch keinen dieser Punkte.

367. Durch ein Dreieck ABC
und eine Curve K II. Ordnung,

welche zwei Seiten AB, AC des

Dreiecks berührt aber durch kei-

nen seiner Eckpunkte geht, ist

eine andere Cnrve II. Ordnung

bestimmt, welche nämlich durch

die drei Eckpunkte des Dreiecks

geht und die gegebene Curve

in zwei Punkten berührt.

Durch ein Dreieck und eine

Curve II. Ordnung, welche durch

zwei Eckpunkte des Dreiecks

geht, aber keine Seite dessel-

ben berührt, ist eine andere

Curve Tl. Ordnung bestimmt,

welche nämlich die drei Seiten

des Dreiecks und überdiess in

zwei Punkten die gegebene

Curve berührt.

Es seien P, Q die Punkte, in welchen die Curve K die Ge-

raden AB, AC berührt, so giebt es in denselben Geraden zwei

andere Punkte Pj
, Qi , so dass APBPi , AQCQi harmonische

Würfe sind. Da nun in dem Systeme (K, PiQi) dem Punkte

P der Punkt Pj und dem Punkte Q der Punkt Qj conjugirt ist,

so geht diejenige Curve des Systems, welche durch den Punkt A
geht, auch durch die Punkte B, C. Und wenn eine Curve II. Ord-

nung die gegebene in zwei Punkten berühren und zugleich durch

die drei Eckpunkte des Dreiecks ABC gehen soll, so muss die Ge-



238

rade, welche die Berührungspunkte M, N der Curven mit einander

verbindet, sowohl durch den Punkt P ^ als auch durch den Punkt

Qi gehen, folglich mitP^Qi zusammenfallen. Hat die Gerade

PjQi mit der Curve K nur einen Punkt gemein, so dass also M
mit N zusammenfällt, so schmiegen die beiden Curven in diesem

Punkte vierpunktig einander sich an. Bemerkt wird noch, dass

in Hinsicht auf beide Curven auch dem Schnittpunkte der Geraden

PQjP^Qi der Schnittpunkt der Geraden PQi,PiQ conjugirtistund

dass diese Punkte durch die Punkte A,B harmonisch getrennt sind.

Durch ein Dreieck und eine

Curve II. Ordnung, welche durch

einen aber auch nur durch einen

Eckpunkt des Dreiecks geht und

keine Seite desselben berührt,

sind zwei andere Curven II. Ord-

nung bestimmt , deren jede die

drei Seiten des Dreiecks und

überdiess in zwei Punkten die

gegebene Curve berührt.

368. Durch ein Dreieck ABC
und eine Curve K II. Ordnung,

welche eine aber auch nur eine

Seite AB des Dreiecks berührt

und durch keinen Eckpunkt

desselben geht, sind zwei andere

Curven II. Ordnung bestimmt,

deren jede durch die drei Eck-

punkte des Dreiecks geht und

die gegebene Curve in zwei

Punkten berührt.

Es sei P der Punkt, in welchem die Curve K und die Gerade

AB sich berühren, und P^ der Punkt, welcher vom erstem durch

die Punkte A, B harmonisch getrennt ist. Es seien ferner S, T

diejenigen Punkte der Geraden AC, welche durch die Punkte A,

C harmonisch getrennt und in Hinsicht auf die Curve K einander

conjugirt sind. Soll nun eine Curve II. Ordnung durch die drei

Punkte A, B, C gehen und die gegebene in zwei Punkten berüh-

ren, so muss die Gerade, welche die Berührungspunkte verbin-

det; durch den Punkt Pj und zugleich durch einen von den bei-

den Punkten S, T gehen. Und wenn eine Curve IL Ordnung

die gegebene in den Punkten, welche dieselbe mit der Geraden

Pj^ S oder P^ T gemein hat, berührt und durch den Punkt A
gebt, so geht sie auch durch die Punkte B, C.

369. Durch ein Dreieck ABC und eine Curve K II. Ordnung,

welche die Seiten des Dreiecks in sechs Punkten schneidet, sind

vier andere Curven II. Ordnung bestimmt, deren jede die ge-

gebene in zwei Punkten berührt und
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durch die drei Eckpunkte des

gegebenen Dreiecks geht.

den drei Seiten des gegebenen

Dreiecks sich anschmiegt

Nach 325 giebt es ein vollständiges Yierseit, so dass je

zwei einander gegenüberliegende Eckpunkte desselben durch zwei

Eckpunkte des Dreiecks ABC harmonisch getrennt und in Hin-

sicht auf die Curve K einander conjugirt sind. Soll nun eine

Curve II. Ordnung durch die drei Punkte A, B, C gehen und

die gegebene in zwei Punkten berühren, so muss die durch die

Berührungspunkte bestimmte Gerade mit einer Seite des erwähn-

ten Vierseits zusammenfallen. Und wenn diese Bedingung er-

füllt ist und die Curve durch irgend einen von den drei Punkten

A, B, C geht, so geht sie auch durch die beiden übrigen.

Anm. Eine Curve IL Ordnung schneidet die Seiten eines Dreiecks

in sechs Punkten, wenn sie weder durch einen Eckpunkt des Drei-

ecks geht noch eine Seite desselben berührt.

370. Wenn von drei Linien K, Kj , Ko II. Ordnung die

erste und dritte in zwei Punkten M, N, die zweite und dritte in

zwei andern Punkten Mj.Nj sich berühren, so sind die Geraden

MN, MiN], welche die Berührungspunkte paarweise verbinden,

durch zwei Gerade harmonisch getrennt, deren Inbegriff in dem

durch die erste und »weite Linie bestimmten einfachen Systeme von

Linien II. Ordnung enthalten ist. Der Punkt N kann auch mit

dem Punkte M und eben so der Punkt Nj mit dem Punkte M<

zusammenfallen; vorausgesetzt wird jedoch, dass keine der drei

Linien K, K^, K., eine Gerade sei und dass also der Schnittpunkt

S von MN und M^Ni, welchem in Hinsicht auf alle drei Linien eine

und dieselbe Gerade zugeordnet ist, in keiner der drei Linien liege.

Da nun die Gerade MN in dem Systeme (K, Ko) und die Gerade

M^N^i in dem Systeme (K,, Ko) enthalten ist, so besteht (351)

die durch den Punkt S gehende Linie des Systems (K, K^) aus zwei

Geraden, welche durch die Geraden MN, MjN
i
harmonisch getrennt

sind. Haben also die Linien K,K
i
die vier Eckpunkte eines vollstän-

digen Vierecks mit einander gemein, so sind die Geraden MN,M,Nj^

durch zwei einandergegenüberliegende Seiten desselben harmonisch

getrennt. Haben die Linien K, K^ nur drei Punkte A, B, C mit

einander gemein, so dass dem Punkte A in Hinsicht auf beide eine

und dieselbe Gerade a zugeordnet ist, so sind die Geraden MN,
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MiN| durch die Geraden a, BC harmonisch getrennt. Wenn end-

lich auch die Curven K, K^ in zwei Punkten M2, N2 sich berüh-

ren, so ist jede der drei Geraden MN, M^Nj, M2N2 die Polare

vom Schnittpunkte der beiden übrigen in Hinsicht auf jede der

drei Curven K, K^, K2.

371. Wenn die eine von zwei Curven IT. Ordnung, welche

in zwei Punkten sich berühren,

zwei einander gegenüberliegen-

de Seiten eines vollständigen

Vierecks berührt , dessen Eck-

punkte in der andern liegen, so

sind (370) zwei andere Seiten

des Vierecks, welche ebenfalls

einander gegenüberliegen, durch

die beiden Geraden harmonisch

getrennt, von welchen die eine

die gemeinschaftlichen Punkte

der Curven, die andere aber die

Berührungspunkte jener Seiten

des Vierecks mit einander ver-

bindet.

durch zwei einander gegenüber-

liegende Eckpunkte eines voll-

ständigen Vierseits geht, dessen

Seiten die andere berühren, so

sind zwei andere Eckpunkte des

Vierseits, welche ebenfalls ein-

ander gegenüberliegen , durch

den Schnittpunkt der gemein-

schaftlichen Tangenten der Cur-

ven und durch den Schnittpunkt

der Geraden harmonisch ge-

trennt, welche die erstere Curve

in jenen Eckpunkten des Vier-

seits berühren.

Berührt die eine von den beiden Curven zwei Seiten eines

Dreiecks, dessen Eckpunkte in der andern liegen, so sind die bei-

den Geraden, von welchen die eine die Berührungspunkte dieser

Seiten und die andere die Berührungspunkte der Curven mit ein-

ander verbindet, durch die dritte Seite des Dreiecks und diejenige

Tangente der andern Curve harmonisch getrennt, welche durch

den Schnittpunkt jener Dreiecksseiten geht.

372. Durch zwei Curven K, K^ II. Ordnung, welche in vier

Punkten A, B, C, D sich schneiden , sind sechs andere Curven

IL Ordnung bestimmt, deren jede der erstem von den gegebenen

Curven vierpunktig sich anschmiegt und die letztere in zwei Punk-

ten, die jedoch ebenfalls in einander fallen können.

Es seien m, m^ zwei Gerade, welche durch die Geraden AB,

CD harmonisch getrennt sind, so dass überdiess die Gerade m die

Curve K in einem Punkte M berührt. Es sei ferner M^ irgend

ein Punkt, welchen die Gerade m^ mit der Curve K^ gemein hat,
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und K2 diejenige Carve II. Ordnung, welche derCurve K im Punkte

M vierpunktig sich anschmiegt und durch den Punkt Mi geht. Da

nun die drei Linien Kj, m^, K2, von welchen die erste in dem

Systeme (K, AB+CD)^ die zweite in dem Systeme (m, AB+CD)
und die dritte in dem Systeme (K, m) enthalten ist, den Punkt Mj

mit einander gemein haben, so sind sie in einem und demselben vier-

ten Systeme enthalten, daher die Curve K2 die Curve Kj in den

Punkten berührt, welche diese mit der Geraden m^ gemein hat.

Und wenn eine Curve Ko II. Ordnung der Curve K vierpunktig

sich anschmiegen und überdiess die Curve Kj in zwei Punkten be-

rühren soll, so müssen (370) die beiden Geraden, von welchen

die eine im Systeme [K, K2) und die andere im Systeme (K^^,

K2) enthalten ist, durch zwei einander gegenüberliegende Seiten

des vollständigen Vierecks ABCD harmonisch getrennt sein. Sind

die gegebenen Curven reell, so sind von den im Satze erwähnten

sechs Curven entweder vier oder zwei reell, je nachdem nämlich

das zu dem Vierecke ABCD gehörige Polardreieck reell ist

oder nur einen reellen Eckpunkt hat.

373. Wenn zwei zu einander collineäre Systeme eine Curve

K II. Ordnung entsprechend gemein haben, so haben sie auch jede

Curve Kl IL Ordnung entsprechend gemein, welche die erstere in

ihren sich selbst entsprechenden Punkten M, N berührt.

Es seien A, B zwei Punkte, in welchen die Curve K von

einer Tangente der Curve K^ geschnitten wird. "Wenn nun den

Punkten A, B des einen Systems die Punkte Aj, B^ des andern

entsprechen, so ist (85) MN.ABi.AjB eine Involution, daher die

drei Geraden MN, ABj, AiB in einem und demselben Punkte P

sich schneiden. Weil ferner die Gerade, welche vom Punkte P

durch die Geraden AB, A^B^ harmonisch getrennt ist, dem Punkte

P in Hinsicht auf die Curve K und also auch in Hinsicht auf die

Curve K^ zugeordnet ist, so wird diese auch von der Geraden A^B^

berührt. Da hiernach jeder Geraden des einen Systems, welche die

Curve Kl berührt, eine Gerade des andern Systems entspricht, wel-

che ebenfalls die Curve K^ berührt, so haben die zu einander col-

lineären Systeme den der Curve K^ sich anschmiegenden Strahlen-

büschel und also auch diese Curve entsprechend gemein. Haben

die Systeme nur einen Punkt entsprechend gemein, so dassalso N
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mit M zusammenfällt, so muss in diesem Punkte tlie Curve K^

der Curve K vierpunktig sich anschmiegen.

Zwei zu einander projektivi-

sche Strahlenbüschel , welche

einer und derselben Curve II.

Ordnung sich anschmiegen, aber

nicht involutorisch liegen , er-

zeugen eine zu ihnen perspekti-

vische Curve IL Ordnung. Diese

Curve berührt die erstere in den

Polen der Geraden, welche jene

Büschel entsprechend gemein

haben.

374. Zwei zu einander pro-

jektivische Punktgebilde ABC,
AiB^Ci..., weichein einerund

derselben Curve K II. Ordnung

aber nicht involutorisch liegen,

erzeugen einen zu ihnen per-

spektivischen Strahlenbüschel

II. Ordnung. Die Curve, welcher

dieser Büschel sieh anschmiegt,

berührt die erstere in den Punk-

ten M, N, welche jene Gebilde

entsprechend gemein haben.

Es sei K^ diejenige Curve IL Ordnung, welche die Cm've K
in den Punkten M,N und überdiess auch die Gerade AA^ berührt,

so dass, wenn der Punkt N mit dem Punkte M zusammenfällt, die

Curven K, Kt in diesem Punkte vierpunktig einander sich an-

schmiegen. Da es nun nach 85 und 373 zwei zu einander colli-

neäre Systeme giebt, welche die Punkte M, N und die Curven

K, K^ entsprechend gemein haben, wähi-end den Punkten A^A^

des einen Systems die Punkte B, B^ des andern entsprechen, so

berührt die Gerade BB^ die Curve K^^ in einem Punkte B^, wel-

cher dem Berührungspunkte A2 der Geraden AAj^ entspricht. Da

ferner die erwähnten Systeme die durch den Punkt M gehende

gemeinschaftliche Tangente MM der beiden Curven entsprechend

gemein haben, so ist MfMNAAjAg) a M(MNBBiB2). Eben so

wird bewiesen, dass die Gerade CCj die Curve K^ in einem Punkte

C2 berührt, so dass M(MNAAiA2) A MCMNCCiC.^") ist. Nach

87 ist also auch M(MNABC) aM(MNA2B2C2), demnach MNABC
A MNA2B2C2 und mithin, wenn man die der Curve K^ in den

Punkten M, N, A2, B2, C2 sich anschmiegenden Geraden, durch

m, n, a, b, c bezeichnet, MNABC A mnabc, woraus der Satz

folgt. Bemerkt wird noch, dass a, b. c die drei Geraden sind,

deren jede zwei Gegenpunkte des Sechsecks AB,CAiBCi verbindet,

während je zwei Gegenseiten desselben in einem Punkte der

Geraden MN sich schneiden.
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375. Wenn zwei Curven K, K^ Tl. Ordnung in zwei Punk-

ten M, N sich berühren, so kann man jede derselben auf zwei-

erlei Art auf den der andern sich anschmiegenden Strahlenbü-

schel perspektivisch beziehen.

Es seien A, B, A^, B^ vier Punkte der Curve K, so dass die

Geraden AAi, BBi die Curve Ki berühren und (371) die Gera-

den AB^jA^B die Gerade MN in einem und demselben Punkte

schneiden; mithin MN.AB^.AiB eine Involution ist. Wenn man

nun zwei in der Curve K liegende Punktgebilde projektivisch so

auf einander bezieht, dass den Punkten A, B des einen die Punkte

Ai, Bj des andern entsprechen und dass sie den Punkt M; also

auch den Punkt N, entsprechend gemein haben, so erzeugen sie

(374) einen zu ihnen perspektivischen Strahlenbüschel, welcher der

Curve K^ sich anschmiegt. Dass aber nicht noch ein drittes in

der Curve K liegendes Punktgebilde zu dem der Curve K, sich

anschmiegenden Büschel perspektivisch ist, geht daraus hervor, weil

zwei zu einander projektivische Elementargebilde, welche in ein-

ander liegen und mehr als zwei Elemente entsprechend gemein

haben, alle ihre Elemente entsprechend gemein haben. Uebrigens

gilt auch der obige Satz, wenn die Punkte M, N in einander fallen

und also die Curven K, K^ vierpunktig einander sich anschmiegen.

376. Wenn eine Curve K II. Ordnung und ein Strahlen-

büschel U II. Ordnung zu einander projektivisch sind und fünf

Punkte A, B, C, D, E der Curve in den ihnen entsprechenden Strahlen

a, b, e, d, e des Büschels liegen, so sind die beiden Gebilde zu

einander perspektivisch. Die dem Büschel sich anschmiegende

Curve aber berührt die erstere entweder in zwei Punkten oder

schmiegt derselben in einem Punkte vierpunktig sieb an, wenn

nämlich nicht die Curve K selbst dem Büschel sich anschmiegt.

Da nicht jede Seite des vollständigen Fünfecks ABCDE dem

Strahlenbüschel ü angehört, so kann mau annehmen, dass DE kein

Strahl desselben ist. Es seien nun Ai,Bj^, Cj diejenigen Punkte

der Curve K, welche aus den Punkten A, B, C beziehlich durch die

Geraden a, b, c projicirt werden, so erzeugen die in dieser Curve

enthaltenen zu einander projektivischen Punktgebilde ABC...,

AiB,Ci... einenStrahlenbüschelUi, welcher zu beiden perspektivisch

und daher auch zu dem Büschel ü projektivisch ist. Hätten nun die

stau dt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 16
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Büschel ü, üi nur die drei Strahlen a, b, c entsprechend gemein,

so würden in jedem der Punkte D, E zwei homologe Strahlen der-

selben sich schneiden, daher (11) die Gerade DB der Träger eines

zu beiden Büscheln perspektivischen geraden Gebildes sein müsste,

was aber mit der Annahme, dass die Gerade DE kein Strahl des

Büschels U sei, im Widerspruche steht. Es fällt hiernach jeder

Strahl des BüschelsU mit dem ihm entsprechenden Strahle des Bü-

schels Uj zusammen, woraus der Satz folgt. Dass nämlich; wie

angenommen wurde, A^, Bj, G^ drei verschiedene Punkte sind,

geht daraus hervor, weil, wenn etwaA^ mitB^ zusammenfiele,

die zu einander projektivischen Büschel Ai(ABCDE), abcde zwei

Strahlen a, b entsprechend gemein hätten und also (10) die

Punkte C, D, E in einer und derselben Geraden liegen müssten.

377. Wenn zwei zu einander reciproke ebene Systeme

zwar in einerlei Ebene liegen aber kein gerades Gebilde ein

Schnitt des ihm entsprechenden Strahlenbüschels ist, so gibt es

eine Curve II. Ordnung, welche zu dem ihr entsprechenden

Strahlenbüschel perspektivisch ist.

Jedes gerade Gebilde des einen Systems enthält wenigstens

einen Punkt, welcher in der ihm entsprechenden Geraden des an-

dern Systems liegt. Sind nun A, B, C, D, E fünf Punkte des

einen Systems, welche in den ihnen entsprechenden Geraden a, b,

c, d, e des andern liegen, so ist (376) die Curve K, welche durch

jene fünf Punkte geht, zu dem ihr entsprechenden Büschel ü per-

spektivisch. Jeder Punkt, welcher ausserhalb der Curve K liegt,

liegt auch ausserhalb der ihm entsprechenden Geraden, weil kein

gerades Gebilde mehr als zwei Punkte enthält, deren jeder in der

ihm entsprechenden Geraden liegt. Dem Büschel U des erstem

Systems entspricht ein in der Curve K enthaltenes zu ihm perspek-

tivisches Punktgebilde des letztern. Wenn nämlich die Gerade a

die Curve K im Punkte A und also in noch einem Punkte Aj

schneidet und diesem Punkte des erstem Systems die Gerade a^

des letztern entspricht, so entspricht der Geraden a des erstem,

welche die Punkte A, A^ mit einander verbindet, der Punkt A^

des letztem, in welchem die Geraden a, Si^ sich schneiden. Ent-

hält der Büschel U mehr als zwei Strahlen, welche der Curve K
sich anschmiegen, so sind je zwei homologe Elemente der zu ein-
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ander projektivischen Systeme in dem Polarsysteme einander zu-

geordnet, dessen Ordnungscurve die Curve K ist.

Sind eine Curve IL Ordnung und ein Strahlenbüschel II. Ord-

nung zu einander perspektivisch, so bleiben sie es auch, wenn man
jeden Strahl des Büschels, welcher die Curve in dem ihm entspre-

chenden Punkte und also in noch einem Punkte schneidet, auf die-

sen andern Punkt, oder, was dasselbe ist, auf jeden Punkt der

Curve, in welchem der ihm entsprechende Strahl von einem andern

Strahle des Büschels geschnitten wird, diesen andern Strahl bezieht.

378. Durch eine Curve K II. Ordnung, drei in ihr liegende

Punkte A, B, C und drei Gerade a, b, c, welche beziehlich durch

die gegebenen Punkte gehen und in drei ausserhalb der Curve liegen-

den Punkten sich schneiden, ist ein Strahlenbüschel U II. Ordnung

bestimmt, welcher die drei gegebenen Geraden enthält und auf die

Curve K perspektivisch so bezogen werden kann, dass den Punkten

A, B, C der Curve die Strahlen a, b, c des Büschels entsprechen.

Es seien Aj, Bj, C^ diejenigen Punkte der Curve K, welche

aus den Punkten A, B, C beziehlich durch die Geraden a, b, c

projicirt werden. Bezieht man nun zwei in der Curve liegende

Punktgebilde projektiviseh so aufeinander, dass den PunkteuA, B, C

des einen die Punkte A^, B], Cj des andern entsprechen, so er-

zeugen sie den im Satze erwähnten Büschel. Der Satz gilt übri-

gens auch noch, wenn die Geraden a, b, c in einem Eckpunkte

des Dreiecks ABC und zwei ausserhalb der Curve K liegenden

Punkten oder in zwei Eckpunkten des Dreiecks ABC und einem

ausserhalb der Curve K liegenden Punkte oder auch in den drei Eck-

punkten des Dreiecks ABC sich schneiden. Für die in 367, 368 und

369 aufgestellten Sätze ergeben sich hieraus noch andere Beweise.

Wenn die Curve K und die Geraden a, b, c reell, die Punkte

A, B, C aber imaginär und also den Punkten Ai, Bj, Ci con-

jungirt sind, so sind (239) je zwei homologe Punkte der oben

erwähnten zu einander projektivischen Gebilde, von welchen der

eine der Kette ABC... und also der andere der Kette AiB^Ci...

angehört, einander conjungirt. Hiernach berühren die reellen

Träger von allen imaginären Punkten, welche einer und der-

selben in einer reellen Curve 11. Ordnung enthaltenen imaginären

Kette angehören, wenn sie nämlich nicht (249) Strahlen eines

16*



246 --^

eines und desselben Winkels sind, eine und dieselbe andere Curve

II. Ordnung, welche die erstere entweder in zwei reellen oder

in zwei einander conjungirten imaginären Punkten berührt oder

derselben in einem Punkte vierpunktig sich anschmiegt, je nach-

dem nämlich die Kette zwei reelle Punkte oder gar keinen

reellen oder einen reellen Punkt enthält.

379. Auf den vorigen Satz lassen auch die in 19 und 22

aufgestellten Sätze sich zurückführen. Wenn nämlich zwei zu

einander projektivische Curven II. Ordnung zwei Punkte A, B
entsprechend gemein haben und irgend drei Gerade CCi,DDi,EE^,

deren jede zwei homologe Punkte der Curven verbindet, in drei

ausserhalb derselben liegenden Punkten sich schneiden, so gibt

es einen Strahlenbüschel, welcher die drei Geraden in sich ent-

hält und auf die eine Curve perspektivisch so bezogen werden

kann, dass den Punkten C, D, E derselben die Strahlen CCi,

DDi , EEi des Büschels entsprechen. Dieser Büschel ist aber

nach 376 auch zur andern Curve perspektivisch.

Wenn zwei Curven K, K^ IL Ordnung, welche zu einem

und demselben Büschel II. Ordnung perspektivisch sind, in vier

Punkten sich schneiden, so haben sie zwei von diesen Punkten

entsprechend, die beiden übrigen aber nicht entsprechend gemein.

Bezieht man nämlich auf jeden Strahl des Büschels, welcher

die Curve K in dem ihm entsprechenden Punkte und also in

noch einem Punkte schneidet, diesen andern Punkt, so haben nun

die Curven diejenigen ihrer Schnittpunkte entsprechend gemein^

welche sie vorher nicht entsprechend gemein hatten. Nach 11

können aber die Curven nicht mehr als zwei Punkte entspre-

chend gemein haben, woraus der Satz sich ergibt.

380. Durch zwei Curven II. Ordnung, welche vier Punkte

mit einander gemein haben, und

eine Gerade h, welche die Cur-

ven in vier Punkten schneidet,

aber nicht durch den Schnitt-

punkt von zwei gemeinschaft-

lichen Tangenten derselben geht,

sind sechs andere Curven II.Ord-

nung bestimmt, deren jede der

einen Punkt, in welchem zwei

Tangenten der einen Curve von

zwei Tangenten der andern ge-

schnitten werden, welcher aber

nicht mit zwei von jenen vier

Punkten in einer und derselben

Geraden liegt, sind sechs an-
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gegebenen Geraden sich an-

schmiegt und überdiess jede

der gegebenen Curven in zwei

Punkten, die jedoch in einan-

der fallen können, berührt.

dere Cnrven 11. Ordnung be-

stimmt, deren jede durch den

gegebenen Punkt geht und über-

diess jede der gegebenen Cur-

ven in zwei Punkten , die je-

doch auch in einander fallen

können, berührt.

Es schneide die Gerade h die eine Curve in den Punkten P,G
und die andern in den Punkten F^, Gj. Bezieht man nun die

Curven projektivisch so auf einander, dass sie irgend zwei ihrer

Schnittpunkte entsprechend gemein haben und dass einem von den

beiden Punkten F, G einer von den beiden Punkten F^, G, ent-

spricht, so erzeugen sie einen zu ihnen perspektivischen Strahlen-

büschel II. Ordnung. Die Curve, welche diesem Büschel sich

anschmiegt, ist eine der im Satze erwähnten Curven.

§ 26.

Noch einige Sätze über Curven II. Ordnung.

381. Wenn eine Curve K II. Ordnung durch zwei Eckpunkte

A, B eines Vierecks ABCD und durch zwei Eckpunkte F. G des

zu demselben gehörigen Polardreiecks geht, so sind je zwei Punkte

P, Q der Curve, welche durch die beiden erstem Punkte in ihr

harmonisch getrennt sind, in Hinsicht auf das Viereck einander

conjugirt, weil sie sowohl in Hinsicht auf die Linie FA + FB als

auch in Hinsicht auf die Linie GA-f-GB einander conjugirt sind.

In Hinsicht auf die Curve K ist der Geraden CD der Schnittpunkt

von AB und FG und daher der Geraden AB ein Punkt S der Ge-

raden CD zugeordnet. Jede Curve K^ IL Ordnung, welche durch

die vier Eckpunkte des Vierecks ABCD geht, berührt ihre beiden

im Punkte S sich schneidenden Tangenten in Punkten, welche sie

mit der Curve K gemein hat. Da nämlich jede Gerade u, welche

durch den Punkt S aber durch keinen von den beiden Punkten

A, B geht, die Curve K in zwei Punkten P, Q schneidet, welche

in Hiusicht auf das Viereck ABCD und also auch in Hinsicht auf
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die Curve K^ einander conjugirt sind, so muss, wenn diese von

der Geraden u berührt wird, der Berührungspunkt mit einem

der Punkte P, Q zusammenfallen.

382. Durch ein vollständiges Viereck ABCD und zwei Punkte

P, Q, welche durch je zwei Gegenseiten des Vierecks harmonisch

getrennt sind, sind sechs Curven II. Ordnung bestimmt, deren

jede durch zwei Eckpunkte des Vierecks, dann durch zwei Eck-

punkte des zu dem Vierecke gehörigen Polardreiecks EFG und

durch die beiden gegebenen Punkte P; Q geht.

Wenn nämlich eine Curve II. Ordnung durch zwei Eck-

punkte des Vierecks ABCD , dann durch zwei Eckpunkte des

Dreiecks EFG und durch den Punkt P geht, so enthält sie

auch (381) den Punkt Q, welcher dem Punkte P in Hinsicht

auf das Viereck conjugirt ist.

383. Durch ein Viereck ABCD und eine Curve K IL Ord-

nung, welche durch zwei Eckpunkte F, G des zu dem vollstän-

digen Vierecke gehörigen Polardreiecks, aber weder durch den

dritten Eckpunkt dieses Dreiecks noch durch zwei Eckpunkte

des Vierecks geht, ist eine andere Curve II. Ordnung bestimmt,

welche ebenfalls durch jene Punkte geht und der gegebenen in

Hinsicht auf das Viereck projektivisch conjugirt ist.

Es sei wieder F der Schnittpunkt von AC und BD, G der

Schnittpunkt von AD und BC, so kann man vier Strahlenbü-

schel, von welchen zwei den Punkt F und zwei den Punkt G
zum Mittelpunkt haben, projektivisch so auf einander beziehen,

dass je zwei homologe Strahlen des ersten und zweiten in dem

involutorischen Büschel F(AA.BB...), je zwei homologe Strahlen

des dritten und vierten aber in dem involutorischen Büschel

G(AA.BB...) einander zugeordnet sind, und der erste und dritte

die Curve K erzeugen. Der zweite und vierte der zu einander pro-

jektivischen Büschel erzeugen alsdann eine zur Curve K projek-

tivische Curve K^, so dass je zwei homologe Punkte dieser Cur-

ven in Hinsicht auf das Viereck ABCD einander conjugirt sind.

384. Wenn eine Curve K II. Ordnung durch drei Eckpunkte

A, B, C eines vollständigen Vierecks ABCD und durch zwei in

Hinsicht auf dasselbe einander conjugirte Punkte P, Q geht, so

wird jede durch den vierten Eckpunkt des Vierecks gehende Seite
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desselben von der ihr gegenüberliegenden Seite und der Geraden

PQ, welche die einander conjugirten Punkte verbindet, in Punk-

ten geschnitten, welche durch den vierten Eckpunkt des Vierecks

und einen Punkt der Curve K harmonisch getrennt sind.

Es werde die Gerade CD von der Geraden AB im Punkte E,

von der Geraden PQ im Punkte S und von derjenigen Curve 11.

Ordnung, welche durch die Punkte A^ B, P, Q und den Schnittpunkt

von AC und BD, mithin auch (382) durch den Schnittpunkt von

AD und BC geht, in den Punkten M, N geschnitten, so sind diese

Fankte sowohl (381) durch die Punkte S, E als auch durch die

Punkte C, D harmonisch getrennt, daher MNSEC A MXESD ist.

Bezeichnet nun H den Punkt, welcher vom Punkte D durch die

Punkte S, E harmonisch getrennt ist, so ist auch NMESHAMNESD
und mithin MN.SE. CH eine Involution, woraus man (335) schlies-

sen kann, dass die Curve K und die Gerade CD entweder in den

Punkten C, H sich schneiden, oder, wenn H mit C zusammenfUllt,

in diesem Punkte sich berühren.

Sind in einem Elementargebilde die Elemente M, N sowohl

durch die Elemente S, E als auch durch die Elemente C, D und die

Elemente S, E auch durch die Elemente D, H harmonisch getrennt,

so ist, wie aus dem obigen Beweise hervorgeht, MN. SE.OH

eine Involution.

385. Wenn eine Curve K II. Ordnung durch drei Eckpunkte

A, B, C eines Vierecks ABCD geht, so schneiden die durch diese

Punkte gehenden Tangenten a, b, c der Curve die ihnen gegen-

überliegenden Seiten EF, EG, FG des zu dem Vierecke gehöri-

gen Polardreiecks in drei Punkten Gj, Fi, E^ einer und dersel-

ben Geraden , welche die Curve entweder in einem Eckpunkte

des Vierecks berührt oder in zwei in Hinsicht auf das Viereck

einander conjugirten Punkten schneidet.

Geht die Curve K auch durch den Punkt D, so liegen die

Punkte Gl, F,, E. als Pole der Gerade AG, BF, CE in der durch

den Punkt D gehenden Tangente. Wenn aber die Curve K nicht

durch den Punkt D geht, so seien Ai, Bj, Ci diejenigen Punkte

derselben, welche aus den Punkten A, B, C beziehlich durch die

Geraden AD, BD, CD projicirt werden. Da nun (G. 257) der

Schnittpunkt von c und AjBj mit den Punkten F, G in einer
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und derselben Geraden liegt, mithin im Punkte E^ die Geraden

FG, A^Bj und eben eo im Punkte F^ die Geraden EG, A^Ci

und im Punkte Gl die Geraden EP, BiC, sich schneiden, die drei

Geraden GA^, FE 1, ECi aber durch einen und denselben Punkt

gehen, so liegen (G. 90) die drei Punkte E^, F^, Gj in einer

und derselben Geraden, welche, wenn sie durch einen Eckpunkt

des Dreiecks ABC geht, in diesem Punkte die Curve K berührt, im

entgegengesetzten Falle aber, wie sogleich bewiesen werden soll,

die Curve K in zwei in Hinsicht auf das Viereck ABCD einander

conjugirten Punkten schneidet. Weil nämlich die Geraden EP,EG

durch die Geraden AB, CD harmonisch getrennt sind, so sind auch

die Punkte Gi, F^ durch die Punkte M, N harmonisch getrennt,

in welchen die Gerade FiG^ von den Geraden AB, CD geschnitten

wird. Da hiernach die Punkte M, N sowohl in Hinsicht auf die

Linie AB als auch in Hinsicht auf die Linie a+ b einander con-

jugirt sind, so sind sie auch in Hinsicht auf die Curve K einander

conjugirt. Eben so schneidet die Gerade FiGj je zwei andere Ge-

genseiten des vollständigen Vierecks ABCD in zwei in Hinsicht

auf die Curve K einander conjugirten Punkten, woraus der letz-

tere Theil des Satzes sich ergibt.

Wenn die Curve K nicht durch den Punkt D geht, so ist die

Gerade F^Gj^ vom Punkte E durch die Punkte D, C^, vom Punkte

F durch die Punkte D, B^ und vom Punkte G durch die Punkte

D; Ai harmonisch getrennt. Es folgt diess^ im Falle die Gerade

F^Gi die Curve K in zwei Punkten schneidet, aus dem vorigen

Satze. Wenn aber die Gerade F^^G^ die Curve K in einem Eck-

punkte C des Dreiecks ABC berührt, also die Gerade AjC^ durch

den Punkt bc und die Gerade BjC^ durch den Punkt ac geht, so

sind in der Curve die Punkte B, C durch die Punkte Aj^, C^ und

die Punkte A, C durch die Punkte B^,C^ harmonisch getrennt, daher

auch A(CDEC J, C(DFB 1 Gl ), C(DGAi Fl ) harmonische Würfe sind.

386. Durch eine Curve K
IL Ordnung und zwei Gerade

p, q, deren Schnittpunkt S in

der Curve liegt, ist ein Punkt

T bestimmt, welcher mit jezwei

Punkten der Curve, die durch

Durch eine Curve H. Ord-

nung und zwei Punkte, welche

in einer und derselben Tangente

der Curven liegen, ist eine Ge-

rade bestimmt, welche von je

zwei Tangenten der Curve, die
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die gegebenen Geraden harmo-

nisch getrennt sind , in einer

und derselben Geraden liegt,

oder, was dasselbe ist, durch

welchen jede Gerade geht^ wel-

che die gegebenen Geraden in

zwei in Hinsicht auf die Cnrve

einander conjugirten Punkten

sehneidet.

durch die gegebenen Punkt«

harmonisch getrennt sind , in

einem und demselben Punkte

geschnitten wird und also jeden

Punkt enthält, aus welchem die

gegebenen Punkte durch zwei

in Hinsicht auf die Curve ein-

ander conjugirte Gerade proji-

cirt werden.

Es seien A, B diejenigen Punkte der Curve K, welche aus

dem Punkte S durch die Geraden p, q projicirt werden. Wenn
nun zwei Punkte der Curve durch die Geraden p, q und also

auch in der Curve durch die Punkte A, B harmonisch getrennt

sind, so liegen sie mit dem Pole T der Geraden AB in einer

und derselben Geraden.

387. Durch eine Curve K
II. Ordnung und zwei Gerade

p, q, deren Schnittpunkt ausser-

halb der Curve liegt, ist ein Bü-

schel ü IL Ordnung bestimmt,

welchem jede Gerade angehört,

die die gegebenen Geraden in

zwei in Hinsicht auf die gege-

bene Curve einander conjugir-

ten Punkten schneidet.

Durch eine Curve II. Ord-

nung und zwei Punkte, welche

nicht in einer und derselben

Tangente der Curve liegen, ist

eine Linie Il.Ordnung bestimmt,

der jeder Punkt angehört aus

welchem die gegebenen Punkte

durch zwei in Hinsicht auf die

gegebene Curve einander con-

jugirte Gerade projicirt werden.

Sind die Geraden p, q in Hinsicht auf die Curve K einander

conjugirt, so besteht der Büschel ü aus zwei Büscheln I. Ordnung,

von welchen der eine den Pol P der Geraden p und der andere den

Pol Q der Geraden q zum Mittelpunkt hat. Wenn aber der Punkt

P ausserhalb der Geraden q liegt, so erzeugen die zu einander

projektivischen geraden Gebilde p, q, von welchen das eine p in

Hinsicht auf die Curve K dem Büschel P zugeordnet, das andere

hingegen ein Schnitt dieses Büschels mit der Geraden q ist, einen

zu ihnen perspektivischen Büschel U, welcher einer Curve K^ II. Ord-

nung sich anschmiegt. Diese Curve berührt die Geraden p,q in den

Punkten, in welchen sie von der Geraden PQ geschnitten werden.

Jede Gerade, welche die Curve K in einem in der Geraden p oder
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in der Geraden q befindlichen Punkte berührt, ist eine gemein-

schaftliche Tangente beider Curven.

388. Durch eine Curve K IL Ordnung und zwei in Hinsicht

auf dieselbe einander nicht conjugirte Gerade AB, CD, welche die

Curve in vier Punkten A, B, C, D schneiden, ist eine andere durch

diese vier Punkte gehende Curve Ki II. Ordnung bestimmt, so dass

nämlich die Punkte P, Q, welche die Pole der gegebenen Geraden

AB, CD in Hinsicht auf die eine K der beiden Curven sind, ver-

wechselt die Pole derselben Geraden in Hinsicht auf die andere

K^ sind. Jede Gerade, welche durch den Punkt P oder durch den

Punkt Q geht, aber keiner der Curven K, Kj sich anschmiegt,

schneidet dieselben in vier harmonisch liegenden Punkten.

Da nämlich die Gerade PQ den Schnittpunkt von AC und

BD mit dem Schnittpunkte vonAB undBC verbindet, so gibt es eine

Curve Kl II. Ordnung, welche durch die vier Punkte A, B, C, D
geht und in den Punkten A, B die Geraden AQ, BQ berührt. Da

ferner die Curve K in den Punkten A, B, C die Geraden AP, BP,

CQ berührt, so sind (G. 250) die Punkte A, B durch die Geraden

CP, CQ harmonisch getrennt, daher die Curve K^ im Punkte C die

Gerade CP und eben so im Punkte D die Gerade DP berührt, wäh-

rend die Curve K von der Geraden CP im Punkte C und in noch

einem Punkte Cj und eben so von der Geraden DP im Punkte

D und in noch einem Punkte D^ geschnitten wird. Nimmt man

nun in der Curve K noch zwei Punkte M, M, an, welche mit dem

Punkte P in einer und derselben Geraden liegen und daher durch

die Punkte A, B harmonisch getrennt sind , so ist ABMM^C A

ABMiMCi, mithin D(ABMMiC) a C(ABMiMCi), woraus man

schliessen kann, dass die Curve Kj sowohl durch den Schnittpunkt

N von DM und CM, als auch den Schnittpunkt N, von DMj und

CM geht und dass also die Punkte M, M,, in deren jedem zwei

einander gegenüberliegende Seiten des Vierecks CNDN, sich

schneiden, in Hinsieht auf die Curve Kj einander conjugirt, demnach

durch die Punkte, in welchen diese Curve von der Geraden MM^

geschnitten wird, harmonisch getrennt sind. Die Punkte N, Nj

sind iu Hinsicht auf die Curve K einander conjugirt und liegen

da D(CQMMi) A C(QDMM,) a C(DQMiM) ist, mit dem Punkte

Q iu einer und derselben Geraden.
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Eben so gibt es eine Curve K2 IL Ordnung, die die Geraden

PA, PB in den Punkten , in welchen sie von der Geraden CD
geschnitten werden, und die Geraden QC, QD in den Punkten,

in welchen sie von der Garaden AB geschnitten werden, berührt.

In jedem Punkte, welcher in der Geraden AB oder in der Ge-

raden CD aber ausserhalb der Curven K, K2 liegt, schneiden

sich zwei Tangenten der Curve K, welche durch zwei Tangen-

ten der Canre E2 harmoniscli getrennt sind.

389. Durch zwei Curven K, K^ II. Ordnung ist

ein Strahlenbüschel II. Ordnung ' eine dritte Linie IL Ordnung

bestimmt, dem nämlich jede '. bestimmt, in der nämlich der

Gerade angehört, welche irgend
;
Schnittpunkt von je zwei Gera-

eine von den beiden Curven in denliegt, welche die eine von den

zwei in Hinsicht auf die andere ;
beiden gegebenen Curven berüh-

einander conjugirten Punkten

schneidet.

ren und in Hinsicht auf die

andere einander coujugirt sind.

Wenn die Curven K, Kj in vier Punkten A, B, C, D sich

schneiden, so sind die acht Geraden a, b, c. d, a^, bj, Cj, dj,

von welchen die vier erstem der Curve K, die vier letztern aber

der Curve Kj in jenen Punkten sich anschmiegen, nach 328 in

einem und demselben Strahlenbfischel U IL Ordnung enthalten.

Der Fall, in welchem dieser Büschel ans zwei Büscheln I. Ordnung

besteht, ist in der vorigen Nummer betrachtet worden. Schmiegt

aber der Büschel U einer Curve sich an, so giebt es zu jedem

Strahle s desselben einen Punkt S der Curve K, so dass der Wurf

ABCS in dieser Curve zu dem Wurfe abcs in dem Büschel U pro-

jektivisch ist. Da nun die Gerade g, welche den Schnittpunkt E

von AB und CS mit dem Schnittpunkte F von AC und BS ver-

bindet, in Hinsicht auf die Curve K dem Schnittpunkte G von BC

und AS zugeordnet ist, mithin durch den Punkt bc geht, so ist,

wenn N den Schnittpunkt von c und AB bezeichnet, der Wurf

a^ (abcg) eine Projektion des Wurfes ABNE aus dem Punkte bc.

Da ferner der Wurf ABNE eine Projektion von ABCS aus dem

Punkte C ist, so ist a^ (abcg) A ABCS A abcs A a^ (abcs), wo-

raus man scbliessen kann, dass die Gerade s durch den Punkt a^g

und eben so durch den Schnittpunkt von b^ und EG und durch

den Schnittpaukt von c^ und FG geht, mitbin (385) die Curve



254

Kl, wenn nämlich der Punkt S ausserhalb derselben liegt, in

zwei in Hinsicht auf das Viereck ABCS und also auch in Hinsicht

auf die Curve K einander conjugirten Punkten schneidet. Und

wenn eine Gerade, welche durch keinen der Punkte A, B, C geht,

die Curve K^ in zwei in Hinsicht auf die Curve K einander con-

jugirten Punkten P, Q schneidet, so giebt es in der Curve K
einen Punkt S, so dass die t'unkte P, Q auch in Hinsicht auf

die Linie AB+ CS, mithin in Hinsicht auf das Viereck ABCS ein-

ander conjugirt sind. Da es aber (384) nur eine Gerade giebt,

welche die Curve Kj in zwei in Hinsicht auf das Viereck ABCS

einander conjugirten Punkten schneidet, so muss die Gerade PQ
derjenige Strahl s des Büschels ü sein, welcher mit den Strahlen

a, b, c einen zu ABCS projektivischen Wurf abcs bildet. Die

Fälle, in welchen die Curven K, K^ weniger als vier Punkte mit

einander gemein haben, werden der Kürze wegen übergangen.

390. Wenn der eine P von zwei Punkten P, Pj, welche in

Hinsicht auf eine gegebene Curve K II. Ordnung einander conjugirt

sind und aus einem gegebenen Punkte S durch eine und dieselbe

Gerade projicirt werden, in einer gegebenen Geradeng liegt, welche

weder durch den Punkt S geht noch diesem Punkte in Hinsicht

auf die Curve K zugeordnet ist, so liegt der andere Pj entweder

ebenfalls in einer gegebenen Geraden g| oder in einer gegebenen

Curve Kl II. Ordnung, je nachdem nämlich die zu einander pro-

jektivischen Büschel, von welchen der eine aus dem Punkte S

das gerade Gebilde g projicirt, der andere aber diesem Gebilde in

Hinsicht auf die Curve K zugeordnet ist, ein Punktgebilde erster oder

zweiterOrdnung erzeugen. Der erstereFall findet nur statt, wenn der

gemeinschaftlicheStrahl der erwähntenBüschel dieCurve K berührt.

391. Wenn der Mittelpunkts

einesStrahlenbüschelsS(ABFT),

welcher zu einem gegebenen

abcd projektivisch ist, in einer

gegebenen Curve K II. Ordnung

liegt, und drei Strahlen des

Büschels durch gegebene Punkte

gehen, von welchen zwei A, B

der Curve K angehören, der

Wenn der Träger eines ge-

raden Gebildes MNPQ, welches

zu einem gegebenen projekti-

visch ist, eine gegebene Curve

IL Ordnung berührt, und drei

Punkte M, N, P des Gebildes

in gegebenen Geraden liegen,

von welchen zwei m, n die

Curve berühren, die dritte p
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aber weder die Curve berührt

noch durch den Schnittpunkt

der beiden erstem geht, so

liegt der vierte Punkt Q des

geraden Gebildes in einer gege-

benen Curve II. Ordnung, welche

entweder mit der erstem zusam-

menfällt oder dieselbe in zwei

Punkten, die jedoch auch in

einander fallen können, berührt.

dritte F aber weder in dieser

Curve noch mit den beiden

erstem in einer und derselben

Geraden liegt, so berührt der

vierte Strahl des Büschels eine

gegebene Curve Kj 11. Ordnung,

welche entweder mit der erstem

zusammenfällt oder dieselbe in

zwei Punkten, die jedoch auch

in einander fallen können, be-

rührt.

Es seien 0, D zwei Punkte der Curve K, so dass der "Wurf

ABCD in derselben zu dem gegebenen Wurfe abcd projektiviseh

ist. Es seien ferner A^, Bi , D, . P, Q diejenigen Punkte der

Curve, welche aus den Punkten A, B, C, S, S beziehlich durch

die Geraden AF, BF, CF, SF, ST projicirt werden, so ist ABPQ
S(ABFT) Ä ABCD und also auch ABDQ ä ABCP a AiBiDjS,

woraus hervorgeht, dass die Gerade ST dem Strahlenbüschel U
angehört, welchen die in der Curve K enthaltenen zu einander

projektivischen Punktgebilde ABD..., AjBiDi... erzeugen. Die

Curve Kl , welche dem Büschel ü sich anschmiegt , fällt nur

dann mit K zusammen, wenn die Geraden FA, FB, welche die

Curve Kl berühren, zugleich Tangenten der Curve K sind und

überdiess der gegebene Wurf abcd ein harmonischer Wurf ist.

üebrigens gilt der Satz auch, wenn die Linie K aus zwei Gera-

den besteht, von welchen nämlich die eine durch die beiden

Punkte A, B , die andere aber (der Ort des Punktes S) durch

keinen Eckpimkt des Dreiecks ABF geht.

392. Wenn vier Curven K,

Kl , Ko , K3 n. Ordnung drei

Punkte A , B , C und je zwei

derselben noch einen vierten

Punkt mit einander gemein ha-

ben, welcher ausserhalb der bei-

den übrigen liegt, so werden die

sechs Punkte, in deren jedem

nur zwei der vier Curven sich

Wenn vier Curven II. Ord-

nung drei Tangenten und je

zwei derselben noch eine vierte

Tangente mit einander gemein

haben, welche die beiden übri-

gen Curven nicht berührt, so

schneiden die sechs Geraden, de-

ren jede nur zwei von den vier

Curven berührt, jede jener drei
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Tangenten in einer Involution

von drei Paar Punkten.

schneiden, aus jedem jener drei

Punkte durcli eine Involution

von drei paar Strahlen projicirt.

Es seien P, Pi, P2, P3 die Pole der Geraden AB in Hin-

sicht auf die Curven K, K^, K2, K3, so ist (11) in Hinsicht auf

die Linie CA + CB dem Schnittpunkte von AB und PP^ die

Gerade zugeordnet, welche aus dem Punkte C den vierten ge-

meinschaftlichen Punkt der Curven K, Kt projicirt. Bemerkt

man nun, dass die Gerade AB von den Seiten des vollständigen

Vierecks PPiP2P3 in drei Paar Punkten einer Involution ge-

schnitten vy^ird, so folgt der Satz.

§• 27.

Von den Werthen der neutralen Würfe.

393. Durch jeden neutralen Wurf abcd ist eine Zahl bestimmt,

welche sein Werth genannt werden kann. Wenn man nämlich zu

zwei reellen eigentlichen Punkten A, B und dem unendlich fernen

Punkt C der Geraden AB den Punkt D sucht, so dass ABCD A
AD

abcd ist, und nun den Quotienten -—- als positiv oder negativ be-
AB

trachtet, je nachdem die endlichen Strecken AB, AD in einem und

demselben oder in entgegengesetztem Sinne liegen, so soll der auf

diese Weise bestimmte Werth desselben zugleich der Werth des

Wurfes abcd heissen. Ist also abcd ein eigentlicher neutraler Wurf,

so ist sein Werth negativ oder positiv und <1 oder positiv und

!>1, je nachdem in der Kette abc... die Elemente a, c durch die

Elemente b, d oder die Elemente a, b durch die Elemente c, d

oder die Elemente a, d durch die Elemente b, c getrennt sind. Ist

aber abcd ein uneigentlicher Wurf, so ist sein Werth =0 oder

=1 oder rr: 00, je nachdem der Punkt D mit dem Punkte A oder

mit dem Punkte B oder mit dem Punkte C zusammenfällt.

Sucht man zu zwei andern reellen eigentlichen Punkten A^,

Bj und dem unendlichen fernen Punkte Ci, der mit ihnen in einer

und derselben Geraden liegt, den Punkt Dj, so dass A^BiC^D^
A abcd ist, so sind ABCD, A^BiCiDj homologe Würfe von zwei
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einander ähnlicben geraden Gebilden. Sind zwei Strecken AB,EF

in der einen Geraden einander gleich, so dass AF.BE.CC eine In-

volution ist, so sind auch die ihnen entsprechenden Strecken in

der andern einander gleich. Da hiernach auch ungleiche Strecken

in der einen Geraden sich zu einander verhalten, wie die ihnen

, , ., , . , ,
.AD AiDi

entsprechenden Strecken in der andern, so ist t^=t~d~ > ^^Ad AihJ^

noch zu beweisen war.

394. Zwei neutrale eigentliche Würfe haben (393") gleiche

oder ungleiche Werthe, je nachdem sie projektivisch oder nicht

projektivisch zu einander sind. Ist ein Wurf die Summe von neu-

tralen Würfen, so erhält man auch seinen Werth, wenn man die

Werthe der Summanden zu einander addirt. Ist ein Wurf das Pro-

dukt aus neutralen Würfen, so erhält man seinen Werth, wenn

man die Werthe der Faktoren mit einander multiplicirt.

Es seien U, U^ zwei neutrale Würfe. Man suche zu zwei

reellen eigentlichen Punkten A, B und dem unendlich fernen Punkte

C der Geraden AB die Punkte D, Dj, so dass ABCD=U und

ABCDi=Ui ist. Man suche ferner den Punkt S, welcher in dem

involutorischen Gebilde CC.DDi... dem Punkte A zugeordnet ist,

so ist (258) ABCS=U-|-Üi. Da nun AD^D^S ist, so ist

.^ .r. .r. ^ , ,. AD AD, AS „ ,^AD+AD,=:AS und also auch -ts+ t^^tt,' Sucht man nochAB AB AB
den Punkt E, so dass ADCE=üi ist, so ist (268) ABCE=üüi,

, AE AD AE .

gleichwie auch ^^^^'^ ist.

Ist q der Werth des Wurfes ü und m eine positive ganze

Zahl, so ist mq der Werth des Wurfes mU, der nämlich das

m fache von U ist, und q™ der Werth des Wurfes U™.

395. Wenn A, B, C, D vier reelle eigentliche Punkte sind,

AD CB
welche in einer und derselben Geraden liegen , so ist T^'rTfi

der Werth des Wurfes ABCD.

Es sei £ der unendlich ferne Punkt der Geraden AB, so ist

—^ der Werth des Wurfes ABED und -— der Werth des Wurfes
AB CD

CDEB. Bemerkt man nun, dassABCD=BADC=(BADE)(BEDC)
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= (ABED) (CDEB) ist, so folgt der Satz. Sind die Punkte A,C

durch die Punkte B, D getrennt, so ist der eine von den beiden

AD CR
Quotienten —-, -— positiv, der andere aber und also auch ihr

AB CD

Produkt negativ, üebrigens gilt der obige Satz auch noch, wenn

einer von den vier Punkten A, B, C, D ins Unendliche fällt. Ist

CR
z. B. B der unendlich ferne Punkt der Geraden AC, so ist -—

~

AB

_ . , ^
AD CB AD CB AD • , , • ,= 1 und also -r^-77=-=:7rrr«--r=rrxT^ • Diess ist aber m dem er-AB CD CD AB CD

wähnten Falle der Werth des Wurfes DCBA , der dem Wurfe

ABCD gleich ist.

396. Wenn a, b, c, d vier reelle Gerade sind; welche in

einerlei Ebene liegen und in einem und demselben eigentlichen

Punkte S sich schneiden, so ist der Werth des Wurfes abcdrr +

Sin(ad).Sin(cb)
-, , -, ^ ^ • i, -,. • .

TT-
—

/ , ^ o-
—

,~T\i WO das obere oder untere Zeichen gilt, le nach-
Sm(ab).Sin(cd)' ^ '

"^

dem die Geraden a, c durch die Geraden b, d nicht getrennt

oder getrennt sind.

Man nehme irgend eine reelle Gerade an, welche die Gerade

c in ihrem unendlich fernen Punkte C, die Geraden a, b, d aber

in eigentlichen Punkten A, B, D schneide, so ist der Wurf abcd

AD
zu dem Wurfe ABCD projektivisch, dessen Werth r^das Produkt

aus den Quotienten -r-^, -r^ ist. Bemerkt man nun, dass
Ao Ad

AD Sin (ad) , AS Sin(cb) . , ^ , . , „ ,

'

77q-rr——T—— und t¥,= c,- , i %
ist, so folgt der Satz. Derselbe

AS Sin (cd) AB Sin(ab) ^

gilt übrigens auch, wenn a, b, c, d vier reelle Ebenen sind, wel-

che in einer und derselben eigentlichen Geraden sich schneiden.

397. Der Werth eines jeden harmonischen Wurfes ist (393)

=.—1. Besteht ein harmonischer Wurf ABCD aus vier reellen

eigentlichen Punkten, so ist (395) AB.CD~AD.BC. Besteht ein

harmonischer Wurf abcd aus vier in einerlei Ebene liegenden reel-

len Geraden, welche in einem und demselben eigentlichen Punkte

sich schneiden, oder aus vier reellen Ebenen, welche in einer und

J
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derselben reellen Geraden sich schneiden, so ist Sin(ab).Sin(cd)

=Sin(ad).Sin(bc).

Ist von einem Wurfe q die Rede, wo q irgend eine, sei es

rationale oder irrationale, Zahl bezeichnet, so ist der Wurf ge-

meint, dessen Werth r=:q ist. Dem Wurf q ist der Wurf —

q

entgegengesetzt, welcher das Produkt aus dem erstem in den

Wurf —1 ist.

§. 28.

Complexe Zahlen.

398. Ein Wurf MANB, dessen Quadrat (283) ein harmoni-

scher Wurf also =— 1 ist, soll durch +i oder — i bezeichnet

werden, je nachdem das vierte Element B desselben im Sinne MAN
oder im Sinne NAM liegt. Wenn nämlich M.\XC ein harmonischer

Wurf ist, so liegen die Orduungselemente B, B^ des involutori-

schen Gebildes MN.AC... auf entgegengesetzten Seiten der Kette

MAN.... Liegt nun das Element B im Sinne MAN... und also

das Element Bi im Sinne NAM, so ist MA?sB=+i und MANB|
r=-i, indem !MANB)-^=(MANBi)2={MANCJ^-l ist.

Von einem Wurfe soll gesagt werden, dass er =vi sei, wo

V eine rationale oder irrationale Zahl bedeutet, wenn er das

Produkt aus dem Wurfe v in den Wurf i ist. Der Wurf — i

ist das Produkt ans dem Wurfe in den Wurf —1.

399. Durch jeden Wurf W, welcher nämlich nicht = oo ist,

sind (278) zwei neutrale Würfe U, Y bestimmt, so dass W:=ü+ Yi

ist. Ist nun u der Werth des Wurfes U und v der Werth des

Wurfes Y, so soll der Ausdruck u+ vi der Werth des WurfesW
oder auch die dem Wurfe W entsprechende complexe Zahl heissen.

Wenn v=o, so ist u+vi=u, daher unter den complexen

Zahlen von selbst auch die reellen (rationalen und irrationalen)

Zahlen begriffen sind. Ist u=o, so ist u+ virrvi. Wenn aber

weder u noch v=o ist, so besteht der WurfW aus zwei ungleich-

artigen Theilen, von welchen der eine zum Wurfe 1 (zu der reel-

len Einheit) wie u : 1, der andere aber zum Wurfe i (zu der ima-

ginären Einheit) wie v:l sich verhält. In den beiden letztern

stau dt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 17
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Fällen, wenn nämlich v nicht Null ist, heisst die complexe Zahl

u+vi imaginär.

400. Um auf eine einfache Weise einen Wurf zu construiren,

dessen Werth einer gegebenen imaginären Zahl u + vi gleich ist,

suche man zu zwei reelen eigentlichen Punkten A, B und dem

unendlich fernen Punkte C der Geraden AB die Punkte D,F,Fi,

, AD DF_ m,_
so dass -pR= "» T^^^^v und r^fr^^^—v ist. Bezeichnet man

AB AB AB
nun den imaginären Punkt, von welchem DFCFi eine harmo-

nische Darstellung ist; durch P und den ihm conjungirten

Punkt durch P^ , so ist der Werth des Wurfes ABCP=u+vi
und der Wfrth des Wurfes ABCPi=u— vi.

Es sei E der Punkt; welcher in dem involutorischen Gebilde

CCBD... dem Punkte A zugeordnet ist, so ist (263) ABCPrrABCD
AD

+ DECP=ABCD+(DECF) (DFCP). Da nun ABCD=^=u,
AB

DF DF
DECP = Ke=Tb='^ ""^ (^^^^ DFCP=iist, so istABCP=u+ vi.

Eben so ist ABCP^ = ABCD + (DECFi) (DPiCPJ = u-vi.

Die Strecken AB, DE sind einander gleich und in einem und

demselben Sinne beschrieben. Die endlichen Strecken AB, DF
sind in einem und demselben oder im entgegengesetzten Sinne

beschrieben, je nachdem v positiv oder negativ ist. Die com-

plexen Zahlen u+vi, u—vi heissen einander conjungirt, weil sie

zwei einander conjungirten Würfen entsprechen.

401. Die in 394 für neutrale Würfe aufgestellten Sätze

gelten auch für nicht neutrale Würfe, wenn man complexe Zah-

len als Binomien betrachtet , beim Adiliren gleichartige Theile

zusammenfasst und beim Multipliciren für i^ seinen Werth—

1

setzt. Entsprechen den Würfen W, Wj die complexen Zahlen

u+ vi, Ui+Vji, so entspricht nach 259, 269 und 274 ihrer

Summe die complexe Zahl (u+Uj^)+(v+ Vi)i , und ihrem Pro-

dukte die complexe Zahl (uu^—vVi)+ (uV]^+ Uiv)i.

402. Wenn B, Q, R drei reelle Punkte eines Kreises sind,

so liegt der eine M von den beiden imaginären Punkten, in wel-

chen der Kreis die unendlich ferne Gerade der Ebene schneidet, im

Sinne BQR und der andere N im Sinne BRQ. Bezeichnet mau

I
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nnn den Bogen BQ, welcher von dem Bogen BQR ein Theil ist,

durch y, so ist cosiny+isiny der Werth des Warfes MBNQ.
Es sei A der Mittelpunkt des Kreises, C der unendlich ferne

Punkt der Goraden AB und CF^DF die von C ausgehende harmo-

nische Darstellung des imaginären Punktes P, in welchem die Ge-

rade AB von der Geraden QM geschnitten wird, so ist DQ zu AB
, AD DE

senkrecht undFiDT::DQ= DF, folglich-— =cosinyund-—=:8inep,
AB AB

mithin (400) die dem Wurfe ABCP entsprechende Zahl=cosiny

+ isinf/. Bemerkt man nun, dass MBNQ ä M(MBNQ) ä ABCP
ist, so folgt der Satz.

Bezeichnet man den andern Theil QR des Bogens BQR durch

ili, so ist cosinL''+isinii' der Werth des Wurfes MQXR und

cosin(y-|-t''^+ isin''9"+ U') der Werth des Wurfes MBNR, welcher

das Produkt aus dem Wurfe MBNQ in den Wurf MQNR ist. Es

ist daher auch die (complexe) Zahl cosin ((f-i- üi)+ ism((f-{-ip) das

Produkt aus der Zahl cosiny-j-isin^- in die Zahl cosi?'+ isini''.

403. Wenn ABCD ein eigentlicher Wurf ist und q die ihm

entsprechende complexe Zahl hezeichnet, so ist (nach 262 und 270)

BACD=1—q.CBAD=— BCAD=1-—=^^, CABDrz-^
q q q 1 q

q . 1 u vi
undACBD= -. Ist q=:u+ vi, so ist—=^-5——5—5-;—^, 1—

q

q—

1

q u^ + v^ u'^+V'^

= (1 — u) — vi, u. s. w.

Anm. Das Rechnen mit complexen Zahlen kann als bekannt voraus-

gesetzt werden, da es in|diesem § hauptsächlich nur darum zu thun

war, den Begriff der complexen Zahl, damit in ihm nichts Unkla-

res bleibe, auf den Begriff des Wurfes zurückzuführen.

§ 29.

Von den Abscissen.

404. Wenn man in einem Elementargebilde drei Elemente A,

B, C annimmt, die Abscisse des ersten :=0, die des zweiten =:1

und die des dritten =:qc setzt, so ist unter der Abscisse eines

vierten Elements P des Gebildes der Werth des Wurfes ABCP zu

17*
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verstehen. Durch drei Elemente A, B, C eines Elementargebildes

ist also ein in demselben enthaltenes Abscissensystem (A, B,C)

bestimmt, Ist die Abscisse des Elements P in Hinsicht auf dieses

System =x, so ist (403) die Abscisse desselben Elements in Hin-

sicht auf das System (B, A, C) =:1—x , in Hinsicht auf das

System (C, B, A)r=:— u. s. w.

405. Wenn P, Pi, P2, P3 irgend vier Elemente eines Ele-

mentargebildes und X, Xi, X2, X3 die Abscissen derselben in Hin-

sicht auf ein in dem Gebilde enthaltenes Abscissensystem (A, B, C)

sind, so ist ^Il^.^^^lil der Werth des Wurfes PPiPoPq.
X— Xi X2—X3

Da nämlich ABCP.APCP3=ABCP3r=x3 undABCP=xist, so

ist APCP3=^, demnach (403) PACP3=1—-^=^^^^ Da eben
X XX

soPACPi=——undPACP3=PACP,.PPiCP3ist,soistPPiCP3=

^^^^und eben soCP, PoPa^PoPsCPi= ^^~^^
. Bemerkt manX—Xi X2—X3

nun noch, dass PPiPaPs^PPiCPs.CPiPaPaist, so folgt der Satz.

Fällt P mit A zusammen, so ist x=o und FF^C?^=—. Fällt
Xj

P mit C zusammen, so ist x= 00 und PP^CPgr^:!.

406. Wenn man in einem Elementargebilde zwei Abscissen-

systeme (A, B, C), (E, P, G) annimmt und die Abscisse eines und

desselben Elements P in Hinsicht auf das erstere System durch x,

in Hinsicht auf das letztere aber durch y bezeichnet, so ist (405)

f—gx—

e

b—cy—

a

.

y==:7— . und x"=:r- . wo e, f, g die Abscissen der
I—ex—

g

b—ay—

c

' »
&

Elemente E, F, G in Hinsicht auf das System (A, B, C) und

a, b, c die Abscissen der Elemente A, B, C in Hinsicht das System

(E, P, G) sind. Es ist hiernach arr|^.-, b=-|^. -^
,f— e g' f— e 1—

g

_ f—

g

_b-c a b—c 1—a _b—

c

Durch drei Elemente E, F, G eines Elfern entargebildes und

durch drei (complexe) Zahlen e,f,g ist ein in dem Gebilde enthalte-

nes Abscissensystem (A, B, C) bestimmt, in Hinsicht auf welches
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die Abscissen der Elemente E , F , G beziehlich den Zahlen

e, f, g gleich sind. Ist P ii-gend ein Element des Gebildes, x

seine Abscisse in Hinsicht auf das erwähnte System und j der

Werth des Wurfes EFGP, so ist y==^^'^^ und also x=
f—ex-g

g7(f—e)—e(f—g)
(f-e)y-(f-g)

*

407. Wenn man in dem einen von zwei Elementargebilden

ein Abscissensjstem (A, B, Cj und in dem andern ebenfalls ein

Abäcissensjstem (Ej, F^ G^) annimmt, so ist die Abscisse x von

einem Elemente? des ersten Gebildes der Werth des Wurfes ABCP
und die Abscisse x ^ von einem Elemente Pj des letztem der Werth

des Wurfes E^FiGjPi. Nennt man nun die Elemente P,Pi ein-

ander entsprechend, wenn zwischen ihren Abscissen die Gleichung

axx,—^x

—

yx1+6=0
statt findet, wo a, ß, y, d bestimmte Zahlen sind und ad—ßy

nicht Null ist, so sind die beiden Gebilde projektivisch auf

einander bezogen.

Es seien Aj, B,, C, diejenigen Elemente des letztern Gebilde?,

S ß—S ß . ^ . ^
deren Abscissen beziehlich den Zahlen — ,

,
— gleich sind,

y a—y a °

so ist (405) der Werth des Wurfes AiBtCtPi=
^^~

.=:x. Da

hiernach die Würfe ABCP, AiBiCiP^ einander gleich sind, so

sind P, Pi homologe Elemente der zu einander projektivischen

Gebilde ABC..., AiBiC^....

208. Wenn man zwei in einander liegende Elementargebilde

projektivisch so auf einander bezieht, dass den Elementen A,B, C

des einen die Elemente A,, Bi, Ci des andern entsprechen, deren

Abscissen in Hinsicht auf das Abscissensjstem (A, B, C) den

Quotienten —

,

,
— gleich sind, und nun x, Xi die Abscis-

y u—y a °

sen von irgend zwei homologen Elementen P, Pj der Gebilde in Hin-

sicht auf das erwähnte System bezeichnen, so ist (405) x^:=

und also ccxx.—ßii—yx,+d=o. Auch hier wird vor-
ax

—

y

ausgesetzt, dass ud ßy nicht Null sei.
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Wenn (/9+ j'P—4«(J nicht Null ist, so haben die zu einander

projektivischen Gebilde zwei Elemente entsprechend gemein, deren

Abscissen die Wurzeln der quadratischen Gleichung«x^— (/S+ ^)x-|-

drrO sind. Ist (ß+ y)'^— Aad=zO, ohne dassjede der Zahlen a,/S+ ^5

d Null ist, so haben die Gebilde nur ein Element entsprechend ge-

mein. Wenn endlich «rrr/^+^crzdrrO ist, so haben die Gebilde

alle ihre Elemente entsprechend gemein. Sollen die Gebilde invo-

lutorisch liegen, so muss ß^y sein. Wenn az:-0 ist, so wird für

x= 00 auch X|=oo, daher man sagen kann, dass in diesem Falle

eine Wurzel der erwähnten quadratischen Gleichung =i:oo sei.

409. Wenn PPi^.QQ^.RRi eine Involution ist und die Ab-

scissen der Elemente P, P^, Q, Qj, R, R^ in Hinsicht auf irgend

ein in dem Elementargebilde enthaltenes Abscissensystem (A, B, C)

den Zahlen p, pi, q, qi, r, r^ gleich sind, so findet zwischen

diesen die Gleichung statt:

PPi(<l+qi— »^ "ri)H-qqi(r+ ri -p—pi)+rri(p+pj—p—pi=rO.

Da nämlich die Würfe PP^QR, P^PQjR^ zu einander projek-

tivisch sind, so ist (405) (PZ^iliUEi) - (Pi-^^i) (q^PJ^
(p-Pi)^q—r) (Pi—p) (qi—ri)'

woraus die obige Gleichung leicht sich ergibt.

Ist PPj.QQi.CC eine Involution, so ist q—Pi=p— q^, mithin

q+qi=p+ Pi. Ist PPj.QQj.AC eine Involution, ist p(q- qJ
=:iq(p—qJ und also ppi^^qq^. Sind die Elemente P, Q durch

die Elemente R, R^ harmonisch getrennt, so ist 2pq+2rrinr

(P+q) (i'+J'i)- Isst PRQC ein harmonischer Wurf, so ist 2r= p+ q.

Ist PRQA ein harmonischer Wurf, so ist 2 1 1— = — H . Wenn
r p q

endlich PAQC ein harmonischer Wurf ist, so ist p=— q.

410. Hat man es nur mit Punkten zu thun, welche in einer

und derselben reellen eigentlichen Geraden h liegen, so nimmt man
in ihr gewöhnlich einen reellen eigentlichen Punkt A als Nullpunkt

an,während man dieAbscisse eines andern reellen eigentlichenPunk-

tes Brrl und die Abscisse des unendlich fernen Punktes Cr=: oo setzt.

Häufig zieht man aber auch noch eine durch die Gerade h gehende

reelle Ebene H und den einen M von den beiden Normalpunkten M,N
dieser Ebene in Betrachtung. Es ist alsdann durch jeden eigent

liehen Punkt P der Geraden h ein reeller Puukt S der Ebene H



265

bestimmt, welcher nämlich mit den beiilen Pnnkten M, P in einer

und derselben Geraden liegt. Ist P selbst reell, so fällt S mit P zu-

sammen. Ist aber P ein imaginärer Punkt, so liegt der Punkt S

auf der einen oder andern Seite der Geraden h, je nachdem der

Punkt P im Sinne ABC oder im Sinne B.\C liegt. Ist CFjDF

die von C ausgehende harmonische Darstellung des imaginären

Punktes P und also S(CFiDF) die von SC ausgehende harmoni-

sche Darstellung der zu sich selbst senkrechten imaginären Geraden

SM, so halbirt die zu SC und also auch zu h senkrechten Gerade

SD den rechten Winkel F^SF, daher FjD=DS=DF ist. Die Ab-

. X. , T, . /. . AD DF. AD DS. DS
scisse des Punktes P ist (400) =äb +AB^^ÄB "^

rB^ ' ^°ÄB
als positiv oder als negativ zu betrachten ist, je nachdem der Punkt

P im Sinne ABC oder im Sinne BAC liegt. Es seien nun p, pi,

q, qi die Abscissen von vier eigentlichen Punkten P, Pj, Q, Q|

der Geraden h und S, S], T, Tj die reellen Punkte der imaginä-

ren Geraden MP^ MPi, MQ, MQi, so hat man nachstehende Sätze:

I. Wenn die Punkte P, P^, Q, Qi einer und derselben Kette

angehören, also -, ^ eine reelle Zahl ist, so liegen
(p—Pi)(q—qi)

(245) die Punkte S, S^, T, Tj entweder in einer und derselben

Geraden oder in einem und demselben Kreise. In beiden Fällen

ist der Wurf PPiQQ, zu dem reellen Wurfe SS^TTi projek-

tivisch.

II. Wenn 2q=:p + Pi ist, mithin (409) die Punkte P, P^

durch die Punkte Q, C und also auch die Geraden MS, MS^

durch die Geraden MT, MC harmonisch getrennt sind, so ist

der Punkt T der Mittelpunkt der Strecke SS,.

III Wenn p4-Pi=q+ qi und also (409) PP,.QQi.CC eine

Involution ist, so ist die Strecke ST der Strecke T^S, und die

Strecke ST^ der Strecke TS, gleich, sei es nun, dass die Punkte

S, T, S,, T, in einer und derselben Geraden liegen oder die vier

Eckpunkte eines Parallelogramms sind. Xach der Annahme gibt

es nämlich einen Punkt R, welcher vom Punkte C sowohl durch

die Punkte P, P, als auch durch die Punkte Q, Q, harmonisch ge-

trenntist. Bemerkt man nun, dassder reelle Punkt der imaginären

Geraden MR d^r Mittelpunkt sowohl der Strecke SS^ als auch der
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Strecke TT^ ist, so folgt der Satz. Ist q:^p+ Pi und also

PPi.AQ.CC eine Involution, so ist die Strecke AS der Strecke

S^T und die Strecke ASi der Strecke ST gleich.

IV. Wenn ppi— qqi und also (409) AC.PPi.QQi eine In-

volution ist, so ist das Produkt aus den Strecken AS, ASj dem

Produkte aus den Strecken AT, AT^, der Winkel SAT dem Win-

kel TiASi und der Winkel SAT^ dem Winkel TAS^ gleich. Be-

zieht man nämlich zwei ebene Systeme projektivisch so auf ein-

ander, dass den Punkten M, N, A, S des einen Systems die Punkte

M, N, A, T des andern entsprechen, so sind sie einander ähnlich

und je zwei homologe reelle Winkel derselben in einem und dem-

selben Sinne beschrieben. Da nun M(AC.SSi.TTi) eine Involution,

folglich M(ACSTi) A M(CASiT) A M(ACTSi) ist, und da den

GeradenMA, MC, MS des erstem Systems die Geraden MA, MC, MT
des letztern entsprechen, so entspricht der Geraden MT* die Ge-

rade MS| und also dem Punkte T^ dos erstem Systems der Punkt

Sj des letztern, woraus der Satz sich ergibt. Ist q=ppi und also

AC.PPj.BQ eine Involution, so ist das Produkt aus den Strecken

AS, ASj dem Produkte ans den Strecken AB, AT, der Winkel SAT

dem Winkel BAS^ und der Winkel SiAT dem Winkel BAS gleich.

411. Durch vier in einerlei Ebene liegende Punkte A,B, C,Ci,

von welchen keine c'rei einer und derselben Geraden angehören, ist

ein ebenes Coordinatensystem (A, B, C, C^) bestimmt. Jeder

ausserhalb der Geraden CG* liegende Punkt P der Ebene ist durch

die Geraden bestimmt, welche ihn aus den Punkten C^, C proji-

ciren. Die Werthe der Würfe Ci(ABCP), C(ABCiP) sind die

Coordinaten des Punktes P in Hinsicht auf das erwähnte System.

Durch fünf Punkte A, B, C, Cj^, C2, "von welchen keine vier

in einerlei Ebene liegen , ist ein räumliches Coordinatensystem

(A, B, C, C^; C2) bestimmt. Die Geraden c, c^, C2, von wel-

chen die erste den Punkt Cj mit dem Punkte C2, die zweite

den Punkt C2 mit dem Punkte C und die dritte den Punkt C

mit dem Punkte C; verbindet, sind die Projektionsaxen des Sy-

stems. Jeder ausserhalb der Ebene CC^C^ liegende Punkt P ist

durch die drei Ebenen bestimmt , welche ihn aus den Geraden

c, Ci, C2 projicireu. Die Werthe der Würfe c(ABCP); Ci(ABCiP),

C2(ABC2P), durch welche diese Ebenen bestimmt sind, sind die
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Coordinaten des Punktes P in Hinsieht auf das erwähnte System.

Der Punkt A ist der Nullpunkt des Systems, der Punkt B aber

derjenige Punkt, dessen Coordinaten alle drei =:1 sind. Wenn die

fünf gegebenen Punkte reell sind und die drei letztern in der un-

endlich fernen Ebene liegen, so ist das Coordiuateusystem ein

gewöhnliches.

Eben so ist durch fünf Ebenen A, B, C. C^, C2, von welchen

keine vier durch einen und denselben Punkt gehen , ein Coor-

dinatensystem für Ebenen bestimmt. Bezeichnet man die Ge-

raden C1C2, CC2, CCi dm-ch c, Cj, c?, so sind die Coordinaten

einer Ebene P, welche nicht durch den Punkt Cc geht, die

Werthe der Würfe c(ABCP), CjCABCiP), c^CABCsP).

412. Durch drei Gerade a, b, c einer Regelschaar und drei

Leitstrahlen s, s^, S2 derselben ist auch ein Coordinatensystem

bestimmt. Die Coordinaten eines Punktes P in Hinsicht auf dieses

System sind die Werthe der Würfe s(abcPj, s^i^abcPj, SjCabcP),

wodurch der Punkt P, wenn er nämlich nicht in der Regel-

fläche liegt, bestimmt ist. Liegt aber der Punkt P in der Fläche,

so dass also in ihm eine Gerade p der einen Regelschaar und

eine Gerade u der andern Regelschaar sich schneiden, so ist er

durch die Werthe der Würfe abcp, 8S1S2U bestimmt.

§. 30.

Besondere Fälle von allgemeinen Sätzen.

413. In diesem und dem folgenden §. ist nur von reellen

Gebilden die Rede. Eben so hat man unter Elementen , wenn

solche nicht ausdrücklich imaginär genannt werden, reelle Ele-

mente zu verstehen.

Schneidet eine Gerade eine Hyperbel in zwei eigentlichen

Punkten A, Aj, so schneidet sie die Asymptoten der Curve in

zwei Punkten B, Bj, welche mit jenen symmetrisch liegen. Da
nämlich (335) der unendlich ferne Punkt der Geraden AB in

dem involutorischen Gebilde AA^.BBj^... sich selbst zugeordnet

ist, so ist ABi:::BiAi und ABi^:::B^A. — Jede Gerade, welche
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eine Hyperbel in einem eigentlichen Punkte berührt, schneidet

die Asymptoten der Curve in zwei Punkten, welche vom Be-

rührungspunkte gleichweit abstehen.

414. Wenn zwei Gerade SA, SB, welche im Punkte S sich

schneiden und eine Curve K II. Ordnung in den Punkten A, B
berühren, von einer dritten Tangente der Curve in den Punkten

C, Ci und von einer vierten Tangente in den Punkten D, D^

geschnitten werden, so ist (3) SACD A BSCiD^ A SBÜ^Ci.

Ist K eine Parabel und CC^ die unendlich ferne Gerade der

Ebene, so sind D, D^ homologe Punkte von zwei einander ähnlichen

geraden Gebilden SAG..., BSCj^... . Ist überdiess SA=BS, so sind

die Gebilde congruent und also auch die Strecken SD, AD den

Strecken BDi, SD^ gleich. — Wenn K eine Hyperbel ist und

SA, SB die Asymptoten derselben sind, so ist SC:SD=iSDi :SCi,

folglich SCSCj =SD.SDi und mithin auch Dreieck SCC, =: Drei-

eck SOD^. — Sind die Tangenten AS, BS zu einander parallel,

so ist AC:AD=:::BDi:BCi und also AC.BCi=AD BD^.

415. Durch eine Curve IL Ordnung und einen in ihr lie-

genden Punkt S ist (386) ein Punkt T bestimmt, welcher mit

je zwei Punkten der Curve, die aus dem erstem Punkte durch

zwei zu einander senkrechte Gerade projicirt werden, in einer

und derselben Geraden liegt. — Die Directrix einer Parabel

wird von je zwei zu einander senkrechten Tangenten derselben

in einem und demselben Punkte geschnitten.

416. Durch eine Curve II. Ordnung und eine Gerade,

welche die Curve in zwei eigentlichen Punkten schneidet, aber

nicht durch den Mittelpunkt derselben geht, ist (387) eine Pa-

rabel bestimmt, die jede Gerade berührt, welche die erstere

Curve in zwei auf entgegengesetzten Seiten der gegebenen Ge-

raden liegenden und von ihr gleichweit abstehenden Punkten

schneidet. — Wenn von einem rechtwinkligen Dreiecke der

Schnittpunkt der zu einander senkrechten Seiten gegeben ist,

die beiden übrigen Eckpunkte aber in einer gegebenen nicht

durch jenen Punkt gehenden Curve II. Ordnung liegen^ so be-

rührt die Hypotenuse des Dreiecks eine andere gegebene Curve

II. Ordnung. — Zu jeder Ellipse so wie auch zu jeder Hyperbel^

deren Asymptotenwinkel ein spitzer Winkel ist, gibt es einen
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Kreis, dem jeder Punkt angehört, in welchem zwei zu einander

senkrechte Tangenten jener Curve sich schneiden.

417. Wenn von einem in eine gegebene Curve K II. Ord-

nung beschriebenen Dreiecke SPQ ein Eckpunkt S gegeben ist

und die durch diesen Punkt gehenden Seiten einen schiefen

Winkel von gegebener Grösse mit einander bilden, so berührt

die dritte Seite des Dreiecks eine andere gegebene Curve II. Ord-

r.ung, welche die erstere in zwei einander conjungirten imagi-

nären Punkten F, G berührt.

Da nämlich die Geraden SP , SQ homologe Strahlen von

zwei congruenten Strahlenbüscheln sind, so sind die Punkte P,

Q homologe Punkte von zwei zu einander projektivischen Punkt-

gebildeu, woraus (374j der Satz sich ergibt. Jede der imagi-

nären Geraden SF, SG ist zu sich selbst senkrecht. Die Ge-

rade FG aber ist die Polare des in 415 erwähnten Punktes T.

418. Wenn zwei Gerade AC, BC, welche im Punkte C sich

schneiden und eine Curve II. Ordnung in den Punkten A, B be-

rühren, von einer dritten Tangente derselben in den Punkten P, Q
geschnitten werden und S ein Brennpunkt der Curve ist, so

sind diejenigen Winkel ASC, CSB, PSQ, welche in einem und

demselben Sinne beschrieben sind, auch einander gleich. Denn

die zu einander projektivischen geraden Gebilde ABP..., CBQ...

werden aus dem Punkte S durch zwei zu einander projektivische

Strahleubüschel projicirt, welche zwei imaginäre Strahlen, deren

jeder zu sich selbst senkrecht ist, entsprechend gemein haben,

mithin congruent und in einem und demselben Sinne beschrieben

sind. Je zwei homologe Strahlen SP , SQ der Büschel bilden

zwei vollkommene Winkel mit einander, welche, wenn der erstere

Strahl als gemeinschaftlicher Anfangsschenkel von beiden be-

trachtet wird, in entgegengesetztem Sinne beschrieben sind.

Ist die Curve eine Parabel, B der unendlich ferne Punkt

derselben und R der Berührungspunkt der Tangente PQ, so ist

SC zu PA und SQ zu PR parallel, daher auch die hohlen Winkel

SAP, SPR einander gleich sind. Da dasselbe von den Winkeln

SRP . SPA gilt, so folgt noch, dass derjenige einfache Winkel

RSA, welcher den Punkt P nicht in sich enthält, das Doppelte

von dem hohieu Winkel APR ist.
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Jede Gerade, welche eine Hyperbel in einem eigentlichen

Punkte berührt, schneidet die Asymptoten CA, CB der Curve

in zwei Punkten P
, Q , welche mit den beiden Brennpunkten

in einem und demselben Kreise liegen. Von den beiden Win-

keln, welche die endliche Strecke PQ aus den Brennpunkten

projiciren, ist der eine der Hälfte des Asymptotenwinkels, der

andere aber dem Nebenwinkel des erstem gleich.

419. Die Brennpunkte von allen Parabeln, welche drei ge-

gebene Gerade berühren, die in drei eigentlichen Punkten A, B, C

sich schneiden, liegen mit diesen Punkten in einem und demselben

Kreise. In demselben Kreise liegt auch der Mittelpunkt einer jeden

gleichseitigen Hyperbel, in Hinsicht auf welche die Eckpunkte des

Dreiecks ABC die Pole der ihnen gegenüberliegenden Seiten sind.

Es ergeben sich diese Sätze aus G. 300, wenn man die Nor-

malpuükte M, N der Ebene in Betrachtung zieht. Ist nämlich S

der Brennpunkt einer Parabel, so berührt dieselbe die drei Seiten

des Dreiecks MNS. Wenn nun die Parabel auch die drei Seiten

des Dreiecks ABC berührt, so liegen die sechs Eckpunkte der

beiden Dreiecke in einer und derselben Curve II. Ordnung, welche,

da sie durch die Normalpunkte der Ebene geht, ein Kreis ist. Die

Fusspunkte der aus dem Punkte S auf die Seiten des Dreiecks

ABC gefällten Lothe liegen (418) in der Geraden, welche die

Parabel in ihrem Scheitelpunkte berührt. Ist S der Mittelpunkt

einer gleichseitigen Hyperbel, in Hinsicht aufweiche die Eckpunkte

des Dreiecks ABC die Pole der ihnen gegenüberliegenden Seiten

sind, so sind ABC, MNS Polardreiecke eines und desselben Polar-

systems, daher auch in diesem Falle die Punkte A, B, C, S in

einem und demselben Kreise liegen. Die unendlich fernen Punkte

der Hyperbel sind in Hinsicht auf das vollständige Viereck ABCS
einander conjugirt, daher je zwei einander gegenüberliegende

Seiten desselben , welche in einem eigentlichen Punkte sich

schneiden, zwei Winkel mit einander bilden, deren Halbirungs-

linien zu den Asymptoten der Hyperbel parallel sind.

420. Durch ein vollständiges Vierseit, dessen Eckpunkte

sämmtlich eigentliche Punkte sind, sind (419) vier Kreise be-

stimmt, deren jeder durch die Schnittpunkte von drei Seiten des

Viorseits und durch den Brennpunkt S der Parabel geht, welche
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die vier Seiten des Vierseits berührt. Die Fnsspunkte der von

dem Punkte S auf die Seiten des Vierseits gefällten Lothe liegen

in einer und derselben Geraden, welche die Parabel in ihrem

Scheitelpunkte berührt.

Die drei endlichen Strecken AAj , BBi , CCj , deren jede

zwei einander gegenüberliegende Eckpunkte des Vierseits verbin-

det, sind die Durchmesser von drei Kreisen, welche die Direktrix d

der erwähnten Parabel entweder in einem und demselben Punkte

berühren oder in denselben zwei reellen oder imaginären Punkten

schneiden. Liegt nämlich der Punkt P in der Geraden d und

zugleich in dem Kreise, dessen Durchmesser die Strecke AAj

ist, so sind sowohl die im Punkte P sich schneidenden Tangenten

der Parabel als auch die Geraden PA, PAj und folglich je zwei

einander zugeordnete Strahlen des involutorischen Strahlen-

büschels P(AAi.BBi.CCi...) zu einander senkrecht, daher durch

den Punkt P auch die beiden Kreise gehen, deren Durchmesser

die Strecken BBi, CCj sind. Die Mittelpunkte der drei Kreise

liegen in der Geraden, welche in Hinsicht auf das vollständige

Tierseit der unendlich fernen Geraden conjugirt ist.

421. Durch ein vollständiges Vierseit und einen eigent-

lichen Punkt P, welcher in keiner Seite des Vierseits liegt und

aus welchem keine zwei einander gegenüberliegende Eckpunkte

desselben durch zwei zu einander senkrechte Gerade projicirt

werden, ist eine Curve IL Ordnung bestimmt, welche die vier

Seiten des Vierseits und zwei im Punkte P sich schneidende zu

einander senkrechte Gerade berührt.

Der Punkt S ist der Mittelpunkt eines involutorischen Strah-

lenbüschels, in welchem je zwei Strahlen einander zugeordnet

sind, die mit den vier Seiten des Vierseits in einem und dem-

selben Büschel IL Ordnung enthalten sind. Bemerkt man nun,

dass jener Büschel zwei einander zugeordnete Strahlen enthält,

welche zu einander senkrecht sind, so folgt der Satz.

422. Wenn eine Gerade PC, welche zu einer Curve 11. Ord-

nung in einem Punkte P senkrecht ist, von zwei Tangenten AC,

BC der Curve in einem und demselben Punkte C geschnitten

wird, so bildet sie mit den Geraden PA, Pß, welche aus jenem

Punkte die Berührungspunkte projiciren, gleiche Winkel,
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Die Geraden PA, PB sind nämlich (G. 250) durch die Ge-

rade PC und durch die Gerade PQ> welche die Curve im Punkte

P berührt, harmonisch getrennt. Da nun überdiess die Geraden

PC, PQ zu einander senkrecht sind, so halbiren sie die Winkel,

welche die Geraden PA, PB mit einander bilden.

423. Wenn zwei zu einander senkrechte Gerade PQ, PR
in Hinsicht auf eine Ellipse oder Hyperbel einander conjugirt

sind, aber weder der Schnittpunkt der Geraden mit einem Brenn-

punkte der Curve noch die eine Gerade mit der Hauptaxe der-

selben zusammenfällt, so sind sie durchr die Brennpunkte F, G
harmonisch getrennt und also die Halbirungslinien der beiden

Nebenwinkel, deren gemeinschaftliche Schenkel PF, PG aus dem

Punkte P die Brennpunkte der Curve projiciren.

Es seien M. N die Normalpunkte der Ebene. Da nun die

Geraden PQ , PR in Hinsicht auf zwei Büschel Tl. Ordnung,

welche die vier Geraden FM, FN, GM, GN mit einander gemein

haben, nämlich in Hinsicht auf den der Curve sich anschmie-

genden Büschel und in Hinsicht auf den Büschel M + N ein-

ander conjugirt sind, so sind sie auch in Hinsicht auf den Bü-

schel F + G einander conjugirt, woraus der Satz sich ergiebt.

Derselbe gilt übrigens auch, wenn die Curve eine Parabel und

der eine .von den beiden Punkten F, G der Brennpunkt, der

andere aber der unendlich ferne Punkt derselben ist.

Liegt der Punkt P in der Curve, so ist die eine der Geraden

PQ, PR die durch den Punkt P gehende Tangente derselben und

also die andern in diesem Punkte zur Curve senkrecht. Schneiden

sich im Punkte P zwei Tangenten der Curve, so bilden auch diese

zwei Winkel mit einander, deren Halbirungslinien die Geraden PQ,

PR sind. Es sind daher auch die Winkel, welche die eine (gleich-

viel welche) von den beiden Tangenten mit der Geraden PF bildet,

den Winkeln gleich, welche die andere mit der Geraden PG bildet.

424 Die Fahrstrahlen FP, FP], welche aus einem und dem-

selben Brennpunkte F einer Curve H. Ordnung an Punkte P, P^

der Curve selbst gehen, verhalten sich wie die Abstände, welche

diese Punkte von der jenem Brennpunkte zugehörigen Direktrix f

haben.

Es seien Q, Q^ die Fusspunkte der aus den Punkten P^ Pj
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auf die Gerade f gefüllten Lothe, M, N die Normalpnnkte der Ebene

und S der Schnittpunkt von f und PPi. Da nun (246^ F (MN.PPi.

SS'^ eine Involution ist, mithin die Geraden FP, FPj mit der Gera-

den FS gleiche Winkel bilden, so ist, wie man sich leicht über-

zeugt, FP : FPi=SP : SPi=PQ : P-Qj und also auch ^7.=^ .

Ist die Curve eine Parabel, so sind ihre Scheitelpunkte und ihr

unendlich ferner Punkt durch den Brennpunkt und die Direktrix

harmonisch getrennt, daher der Scheitelpunkt und folglich jeder

Punkt der Curve vom Brennpunkte eben so weit absteht als von

der Direktrix. Hat aber die Curve zwei Brennpunkte F, G, so

schneidet die durch diese Punkte gehende Gerade die Curve in zwei

Punkten A, B und die Direktricen f, g derselben in zwei Punkten

FP FA FB
C. D, so dass AC=DB und ADr=CB ist. Da nun -—=—:,=:—„

PQ AC d(j

FP F4. + FB AB FG
ist, soistauchp^=^—-^=-=-. Da eben so, wenn

PP AB
R den Schnittpunkt von g und PQ bezeichnet, p^=i^7=: ist, so

folgt, dass bei einer Elipse die Summe, bei einer Hyperbel aber

die Differenz von je zwei Fahrstrahlen FP, GP, welche aus den

Brennpunkten an einen und denselben Punkt der Curve gehen, der

FG
Axe AB gleich ist. Der Quotient —— ist im letztem Falle der

AB
Secante des halben Asymptotenwinkels gleich.

425. Sucht man in einem involutorischen nicht rechtwinkligen

Strahlenbüschel aa^. bb]... zwei einander zugeordnete Strahlen,

welche einen Winkel von gegebener Grosse einschliessen, so lege

man durch den Mittelpunkt S des Büschels einen Kreis K und suche

auf demselben die Punkte A, Aj, B, Bj, welche aus dem Punkte

S durch die Strahlen a, ai , b, bj projicirt werden, und dann

zwei Punkte D, E, so dass der Winkel DSE dem gegebenen gleich

ist. Zieht man nun in dem Kreise eine der Sehne DE gleiche

Sehne PPj, die oder deren Verlängerung durch den Schnittpunkt

N von AAj und BB^ geht , so sind SP, SPj zwei einander zu-

geordnete Strahlen des gegebenen involutorischen Büschels, welche

einen Winkel von der gegebenen Grösse mit einander bilden.
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Ist der gegebene Winkel ein rechter, so sind DE, PPi Durch-

messer des Kreises K. Ist aber der gegebene Winkel ein schiefer

Winkel, so mnss derjenige Kreis, welcher mit dem Kreise K con-

centrisch ist und die Sehne DE berührt, auch von der Sehne PPj

berührt werden. In diesem Falle lässt also die Aufgabe zwei

oder eine oder gar keine Auflösung zu, je nachdem das von

dem Mittelpunkte des Kreises K auf die Sehne DE gefällte

Loth kleiner, eben so gross oder grösser als der xibstand ist,

welchen jener Punkt vom Punkte N hat.

Wenn die Ordnungsstrahlen des gegebenen involutorischen Bü-

schels imaginär sind, so enthält der Kreis K eine Sehne QQj,

welche im Punkte N halbirt und daher unter allen durch diesen

Punkt gehenden Sehnen desselben die kleinste ist. Es ist hiernach

auch der spitze Winkel, welchen die einander zugeordneten Stra-

len SQ, SQi des Büschels mit einander bilden, kleiner, sein Ne-

benwinkel aber grösser als jeder andere Winkel, welcher von zwei

einander zugeordneten Strahlen desselben eingeschlossen ist. Auf

diese Weise findet man diejenigen einander conjugirten Durchmesser

einer Ellipse, welche den kleinsten spitzen und daher den grössten

stumpfen Winkel mit einander bilden. Die Hauptaxe der Ellipse

halbirt den erstem, die andere Axe aber den letztern der erwähnten

Winkel. Auch sind jene Durchmesser zu den Seiten der Raute pa-

rallel, welche die Scheitelpunkte der Ellipse zu Eckpunkten hat.

426. Will man um ein gegebenes Viereck EFGH, welches lau-

ter ausspringende Winkel hat, eine Ellipse beschreiben, welche

einer gegebenen K ähnlich sei, so suche man zuerst die beiden

unendlich fernen Punkte A, Ai, welche in Hinsicht auf das Viereck

EFGH einander conjugirt sind. Hierauf ziehe man in der Ellipse

K zwei einander conjugirte Durchmesser a^ ai, so dass die Win-

kel, welche sie mit einander bilden, den Winkeln gleich sind,

unter welchen die Geraden EA, EAi sich schneiden. Alsdann ziehe

man in der Ellipse K noch zwei einander conjugirte Durchmesser

b, bi und suche in der unendlich fernen Geraden AA^ die Punkte

B, Bj, so dass die Würfe E(ABAiBi), abaibi, deren jeder aus

vier Strahlen besteht, einander congruent sind. Da nun die Punkte

A, Ai durch die einander conjungirten imaginären Punkte ABA^Bi,

ABjAjB harmonisch getrennt sind, so liegen diese mit dem vier
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Eckpunkten des Vierecks EFGH in einer und derselben Ellipse,

welche wegen Congruenz der erwähnten Würfe der gegebenen

ähnlich ist.

Die Halbimngslinien der Winkel, welche die Geraden EÄ,

EAj mit einander bilden, schneiden die unendlich ferne Gerade

AAj in zwei Punkten C, Cj. Die einander conjugirten imagi-

nären Punkte ACAiC], ACiAjC liegen mit den vier Eckpunk-

ten des Vierecks EFGH in der Ellipse, welche unter allen um
dasselbe beschriebenen Ellipsen die kleinste Excentricität hat.

Hat also die Ellipse K eine noch kleinere Excentricität, so lässt

die obige Aufgabe keine Auflösung zu.

Sind keine zwei Seiten des Vierecks EFGH zu einander pa-

rallel, so giebt es zwei Parabeln, deren jede durch die vier Eck-

punkte desselben geht. Die unendlich ferne Gerade wird von der

einen im Punkte Ä, von der andern im Punkte Ai berührt.

427. Durch ein Dreieck ABC und einen eigentlichen Punkt

F, welcher mit dem Dreiecke in einerlei Ebene aber in keiner sei-

ner Seiten liegt, sind (340) vier Curven II. Ordnung bestimmt,

welche nämlich die drei Eckpunkte des Dreiecks mit einander

gemein und überdiess den gegebenen Punkt F zum gemeinschaft-

lichen Brennpunkt haben. Je zwei einander gegenüberliegende

Eckpunkte des vollständigen Vierseits, dessen Seiten die zu dem

gemeinschaftlichen Brennpunkte F gehörigen Direktricen der

vier Curven sind, sind durch zwei Eckpunkte des Dreiecks ABC
harmonisch getrennt und werden aus dem Punkte F durch zwei

zu einander senkrechte Gerade projicirt, daher jede Gerade, welche

mit zwei von den drei Geraden FA, FB, FC gleiche Winkel

bildet, durch einen Eckpunkt des Vierseits geht.

428. Durch eine Ellipse sied (366) vier Kreise bestimmt,

deren jeder der Ellipse vierpunktig sich anschmiegt. Die Punkte

S, Si, S2, S3, in welchen die Kreise die Ellipse berühren, sind

die Scheitelpunkte dieser Cnrve und daher die Eckpunkte eines in

dieselbe beschriebenen gleichseitigen Vierecks, dessen eine Diago-

nale SS2 durch die beiden Brennpunkte F, G geht. Die Mittel-

punkte C, Ci, C2, C3 der vier Kreise sind die Eckpunkte eines

andern gleichseitigen Vierecks. Die Geraden CCj, C1C2, C2C3,

C3C sind in Hinsicht auf die Ellipse den Geraden SSj , SiS2,

Standt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 18
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Sv,S3, S3S conjugirt und zu diesen beziehlicb senkrecht. Die

Brennpunkte der Ellipse sind durch die Punkte S, C und eben so

durch die Punkte 82,02 harmonisch getrennt, während die Punkte

Si, Gl und eben so die Punkte S3, C3 aus jedem der Brenn-

punkte durch zwei zu einander senkrechte Gerade projicirt werden.

Die beiden Kreise, welche der Ellipse in den Scheitelpunkten der

Hauptaxe vierpunktig sich anschmiegen, sind von dieser Curve ein-

geschlossen, während die beiden übrigen die Ellipse einsehliessen.

Da nämlich dem Schnittpunkte P der Geraden, welche die

Ellipse in den Punkten S, S^ berühren, die Gerade SSj auch in

Hinsicht auf die beiden Kreise zugeordnet ist, welche der Ellipse

in den Punkten S, Sj vierpunktig sich anschmiegen, so liegen die

Punkte P, C, Ol in einer und derselben zu SS ^ senkrechten Geraden.

Nach 423 sind also die Brennpunkte durch die Geraden SSj, PC

und also auch durch die Punkte S, C harmonisch getrennt. Eben

so sind aber auch die imaginären Punkte, in welchen die Gerade

S1S3 von den zu sich selbst senkrechten Tangenten der Ellipse

geschnitten wird, durch die Geraden SSi,PCi und also auch durch

die Punkte Si, C, harmonisch getrennt, daher diese Punkte aus

jedem der Brennpunkte durch zwei zu einander senkrechte Ge-

rade projicirt werden.

In dem involutorischen geraden Gebilde FF. GG. CS... ist dem

unendlich fernen Punkte der Mittelpunkt M der Ellipse zugeordnet,

daher (409) MC. MS =r MF2 ist. Da ferner die Dreiecke CSP,

SPSi, PSiCi einander ähnlich sind, so ist CS : SP = SP:PSi =
PSi:SiCi und folglich, wenn man die halbe grosse Axe der El-

b2
lipse durch a und die halbe kleine Axe durch b bezeichnet, SC=—

a

und Sj C. = -—
. Auch hieraus kann man schliessen, dass die

b

Geraden FC^, FS^ zu einander senkrecht sind.

Schmiegt ein Kreis einer Hyperbel in einem Punkte vierpunk-

tig sich an, so ist auch dieser Punkt vom Mittelpunkte des Kreises

durch die Brennpunkte der Hyperbel harmonisch getrennt. Der

Brennpunkt einer Parabel aber liegt in der Mitte zwischen dem

Scheitelpunkte dieser Curve und dem Mittelpunkte des Kreises,

welcher derselben vierpunktig sich anschmiegt.
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429. Wenn der Mittelpunkt S eines der Grösse nach ge-

gebenen und in einem gegebenen Sinne beschriebenen Winkels

FST in einem gegebenen Kreise K liegt und der eine Schenkel

durch einen gegebenen nicht in dieser Linie liegenden Punkt F

geht, so berührt (391) der andere Schenkel ST eine gegebene

Curve K, II. Ordnung, welche entweder) mit dem gegebenen

Kreise zusammenfällt oder denselben in zwei Punkten, die jedoch

auch in einander fallen können, berührt.

Ist F der Mittelpunkt des Kreises K, so berührt die Ge-

rade ST entweder diesen Kreis oder einen andern gegebenen

Kreis, der den Punkt F zum Mittelpunkt hat, je nachdem nämlich

der gegebene Winkel ein rechter oder schiefer Winkel ist. Wenn

aber der Mittelpunkt M des Kreises K und der Punkt F zwei

verschiedene Punkte sind, so ist die Curve Kj, wie sogleich be-

wiesen werden soll, eine Ellipse oder eine Hyperbel, je nachdem

der Punkt F, welcher ein Brennpunkt derselben ist, vom Kreise

K eingeschlossen oder nicht eingeschlossen ist.

Ist der gegebene Winkel ein rechter Winkel, so suche man

in den Verlängerungen der Strecken FM, FS die Punkte G, P,

so dass FG = 2FM, FP = äFS und also GP = 2MS ist. Es

sei ferner Q der Schnittpunkt der Geraden ST, GP, so ist FQ=PQ.
Da hiernach entweder die Summe oder die Differenz der Strecken

FQ, GQ dem Durchmesser des Kreises K gleich ist, je nachdem

nämlich die Punkte F, G auf einerlei oder entgegengesetzten

Seiten der Geraden ST liegen, welche den Winkel FQP halbirt,

so schmiegt die Gerade ST im Punkte Q derjenigen Curve

II. Ordnung sich an, welche die Punkte F, G zu Brennpunkten

hat und den Kreis K in den Punkten berührt, in welchen der-

selbe von der Geraden FG geschnitten wird.

Ist der gegebene Wiukel ein schiefer Winkel, so sei A irgend

einer von den beiden Punkten, in welchen der Kreis K von der

Geraden MF geschnitten wird, undFAAj ein beiA, rechtwink-

liges Dreieck, dessen spitzer Winkel FAA, dem spitzen Winkel

FST gleich und im Sinne dieses Winkels beschrieben ist. Es sei

ferner PS , das aas F auf die Gerade ST und MM j das ans M
auf die Gerade FAi gefällte Loth, so sind die Dreiecke FSSj,

FAA^.FMMi einander ähnlich und in einem und demselben Sinne

18*
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beschrieben, daher diess auch von den Dx'eieckcn FM^S^, PMS

gilt. Da hiernach MiSj : MS = FM, : FM =: MjAj : MA
ist, mithin der Punkt S^ auf dem um den Punkt Mi mit dem

Halbmesser MjAi beschriebenen Kreise liegt, so berührt nach

dem Obigen die Gerade ST diejenige Curve K^ II. Ordnung,

von welcher M^ der Mittelpunkt, F ein Brennpunkt und A^

ein Scheitelpunkt ist. Man suche nun noch in der Geraden

MMj; die Punkte B, C und in der Geraden MF den Punkt D, so

dassMPB ein rechter Winkel und in Hinsicht auf den Kreis K dem

Punkte B der Punkt C und dem Punkte F der Punkt D conjugirt

ist. Da alsdann MB.MC=rMA2=:MF.MD ist, so ist auch MCD ein

rechter Winkel und also dem unendlich fernen Punkte der Geradon

CD in Hinsicht auf jede der Curven, K, Kj die Gerade MMj zuge-

^ ,
CD MD /MAV /M,A,\2. ^ , ,. , ,

ordnet. Da ferner r^-ipr=77^

—

I z.^ 1 ml ^.-^ I ist, folglich d
M^F MF \MF/ VM^F/ '

°

Punkt D in der zum Brennpunkte F gehörigen Directrix der Curve

Kl liegt, so ist auch dem Punkte D in Hinsicht auf jede der Cur-

ven K, K, eine und dieselbe Gerade FB zugeordnet, woraus man

schliessen kann, dass die Curven K, K^, wenn der Punkt B mit

dem Punkte C zusammenfällt, in diesem Punkte vierpunktig

einander sich anschmiegen im entgegengesetzten Falle aber in

den reellen oder imaginären Punken sich berühren, in welchen

sie von der Geraden CD geschnitten werden.

430. Wenn ein Kreis K eine andere Curve Kj II. Ordnung

in zwei Punkten, die auch in einander fallen können, berührt, ohne

von dieser Curve eingeschlossen zu sein, so schneiden sich in jedem

Punkte S des Kreises, welcher weder in der Curve Kj noch in

ihrer Hauptaxe liegt, vier Gerade SF, SG, ST; SIT, von welchen

zwei aus dem Punkte S die Brennpunkte F, G der Curve K^ pro-

jiciren, die beiden übrigen aber diese Curve berühren. Liegen nun

die Berührungspunkte der Curven K, K ^ mit den Brennpunkten der

letztern in einer und derselben Geraden, so sind (429) je zwei

von den vier Geraden SF, SG, ST, SIT, welche durch die beiden übri-

gen getrennt sind, zu einander senkrecht. Wenn aber die Berüh-

rungspunkte der Curven K, Ki in einer Geraden liegen, welche

mit der Hauptaxe der letztern einen Parallelstreifen einschliesst,

so hat man zu unterscheiden, ob der Punkt S ausserhalb desselben

er
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oder in demselben liegt. Im erstem dieser Fälle schneiden sieb

von den vier Geraden SF, SG, ST, SU je zwei getrennte, im

letztern aber je zwei nicht getrennte, von welchen jedoch die

eine die Gurve K, berührt und die andere durch einen Brenn-

punkt derselben geht, unter denselben Winkeln, welche die Ge-

rade MM, die die Mittelpunkte der Curven K, K, verbindet,

mit jeder der Geraden MF, MG bildet, die aus dem Mittel-

punkte der erstem die Brennpunkte der letztern projiciren.

431. Um zwischen zwei der Grösse nach gegebenen geraden

Linien a, d zwei mittlere Proportionallinien zu finden, trage man

auf einer Geraden g, welche die unendlich ferne Ebene im PunkteN
schneide, von einem andern Punkte M aus die Stücke MA:^a,

MD=d ab und suche v289) in einer Curve II. Ordnung zu

irgend drei Punkten M, , A,, N, die Punkte D^ , P, so dass

(M,A,N,P)3=M,AiNjD,=rMANDist. Sucht man nun in der

Geraden g die Punkte B, C, so dass MANB=MBNC=Mi AiN.P
ist, so ist (MAXB)5=MAXD=(MANB;MBNC}(MCXD3, folglich

auch MANB=MCND und mithin MA:MB=MB:MCr=MC:MD.
432. Um einen Kreisbogen AHD, welchem ein hohler Centri-

winkel ASD entspricht, in drei gleiche Theile zu theilen, darf man

nur die Strahlenbüschel S,A projektivisch so aufeinander beziehen,

dass sie congruent, aber in entgegengesetztem Sinne beschrieben

sind und dass dem Strahle SA des erstem der Strahl AD des letz-

tem entspricht. Die zu einander projektivischen Büschel erzeugen

eine gleichseitige Hyperbel, welche die Gerade AD im Punkte A
auf derjenigen Seite berührt, auf welcher der Bogen AHD liegt,

daher der durch den Punkt A gehende Ast der Hyperbel den Kreis

im Punkte A und in einem Punkte P des Bogens AHD schneidet.

Da nun die Winkel ASP , DAP einander gleich sind, so ist der

Bogen AP halb so gross als der Bogen PD und folglich, wenn

man auf diesem den Punkt Q sucht, so dass PQ=AP ist, der ge-

gebene Bogen duroh die Punkte P, Q in drei gleiche Theile ge-

theilt. Bemerkt wird noch, dass der ganze Kreis durch den Punkt

P und die Punkte P,, P2, in welchen derselbe vom andern Aste

der Hyperbel, der durch seinen Mittelpunkt S geht, geschnitten

wird, in drei gleiche Theile getheilt ist, und dass die in 290 durch

M, N bezeichneten Punkte hier die Normalpunkte dor Ebene sind.
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Wenn die Gerade, welche den unendlich fernen Punkt U der

Geraden SA mit dem Punkte D verbindet, den gegebenen Kreis K
in diesem Punkte und also in noch einem Punkte C schneidet, so

liegen die Punkte P, Pj, Po auch in der gleichseitigen Hyperbel

Kl, welche durch die drei Punkte C, S, U geht und mit der end-

lichen Strecke CS einerlei Mittelpunkt hat, folglich im Punkte S die

Gerade SD und im Punkte C eine zu SD parallele Gerade CE be-

rührt. Um endlich die obige Aufgabe auch mit Hülfe einer Parabel

aufzulösen, sei DB die im Punkte D zu CD senkrechte Sehne des

Kreises K, T der Pol dieser Sehne, V der unendlich ferne Punkt,

welcher in ihrer Richtung liegt, und F der Punkt, in welchem die

durch den Punkt B gehende zu DT parallele und also zu SD und

CE senkrechte Gerade von der Geraden CD geschnitten wird. Be-

zieht man nun die drei Strahlenbüschel C, B, U projektivisch so

auf einander, dass der erste und zweite den Kreis K, der erste und

dritte aber die Hyperbel Kj erzeugen, so erzeugen auch der zweite

und dritte eine CurveK2 II. Ordnung, welche durch die drei Punkte

P; Pi, P2 geht. Den Strahlen CV, CB, CE des ersten Büschels

entsprechen die Strahlen BU; BT, BF des zweiten und die Sti'ah-

len UV, US, UC des dritten, daher die Curve Kq, im Punkte U
die unendlich ferne Gerade UV berührt und auch durch die beiden

Punkte T, F geht, mithin, da die Gerade TU die Sehne BP
halbirt, im Punkte T der Geraden DT sich anschmiegt.

§. 31.

Krümmungshalbmesser.

433. Wenn Kreis, dessen Halbmesser =r ist, im Punkte

A die Gerade a berührt und zwei andern Punkten B, C dieser

Geraden in Hinsicht auf den Kreis die Geraden b, c zugeord-

net sind, so ist

__ AB.AC.Sin(bc)

^""BC.Sin (ab) Sin (ac).

Da nämlich —=rcotg(ab), ^=cotg (ac), so i st^^^Hr^ =
, r u\ i . r . ^.^^ »"-l^C Sin(bc)

cotg (ab) + cotg (ae
) , mithin .p =^ Q- . , ,q- . x, woraus der

AB.AC Sin(ab}.Siu(ac)

Satz folgt.
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434. Durch eine Curve K II. Ordnung und einen in ihr befind-

lichen Punkt A ist ein Kreis K, bestimmt, welcher der gegebenen

Curvein dem gegebenen Punkte soinnigiils möglieh, also vierpunk-

tig oder dreipunktig sich anschmiegt, je nachdem dieser Punkt ein

Scheitelpunkt oder ein anderer? unkt derCnrveK ist. DerHalbmesser

r des erwähntenKreisfs heisst derHalbraesser derKrümmung, welche

die Curve K im Punkte A hat. Die Krümmung selbst ist das Um-

gekehrte von r nämlich — . Wenn nun in Hinsicht auf die Curve
r

K, welche im Punkte A die Gerade a berühre, zwei andern Punk-

ten B. C dieser Geraden die Geraden b, c zugeordnet sind, so ist

AB.AC .Sin(bc)

^'~"BC.Sin(ab).Sin^ac)

Es seien den Geraden b, c in Hinsicht auf den Kreis K, die

AB.AC
Punkte B,, C, zugeordnet, so ist nur zu beweisen, dass

—

~-—

=^^—^^— ist. Schmiegen dieCurvenK, Kj im Punkte A vier-

punktig einander sich an, so fällt B , mit B und C
i
mit C zusammen.

Wenn aber die Curven im Punkte A nur dreipunktig einander sich

anschmiegen, so ist AA.BGi.B,C eine Involution, mithin ABCBj

^^ ^ - , ^ABj.CB AC.BiC, , ,,A ACiB,C, demnach^^—=^^ ^ ^, woraus hervorgeht,

dass die obige Gleichung auch in diesem Falle gilt.

Wenn man in der Geraden a noch einen vierten Punkt P

annimmt und seine Polare in Hinsicht auf die Curve K durch p

K -i, f fAPPP^K A
,AP.BC Sin(ap).Sin(bc)

bezeichnet, so ist ABCPa abcp, demnach .^ „-,=—

—

-—
. o. .—

x

' ^ AB.PC Sm(ap).bm(pc)

. , . Sin(ap) BC Sin(ab Sin(pc) ^. ^ n -,.

und mithin —rfr——

—

. „ „^ c^. ,
, ., . Die Grenze, der diese

AP AB.PC.Sin(bc)

einander gleichen Quotienten immer mehr sich nähern, wenn der

Punkt P dem Punkte A und also die Gerade p der Geraden a im-

mer mehr sich nähert, ist die Krümmung der Curve K im Punkte A.

435. Wenn MA, MB zwei einander conjugirte Halbmesser

. MA.Sin(AMB)
einer Ellipse sind, so ist \/r^ ^^^ Krümmung der Curve

im Punkte A.

Man vollende das Parallelogramm AMBC, so ist in Hinsicht
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auf die Ellipse dem Punkte C die Gerade AB und dem unendlich

fernen Punkte D der Tangente AC die Gemde AM zugeordnet.

CD
Bemerkt man nun, dass ACri^MB, —i=:l, SinCAM=SinAMBund

A-L/

SinCAB _MA
.

^ -t., •
i . o ,

^. -^ , — --TK ist, SO ergibt sich der batz.
Sin BAM MB '

^

Ist S der Mittelpunkt des KreiseS; welcher der Ellipse im

Punkte A so innig als möglich sich anschmiegt, so ist nach dem

Obigen MA.AS.cosinMAS= MB2. Bezeichnet man also den Schnitt-

punkt der Geraden AS, MB durch N, so ist auch AN.AS=:MB'-.

436. Wenn eine Gerade eine Hyperbel, deren Mittelpunkt M
ist, im Punkte A berührt und die Asymtoten derselben in den

Punkten B, C schneidet, so ist ~rn2 ^^^ Krümmung der

Curve im Punkte A.

Bezeichnet man nämlich den Mittelpunkt des Kreises^ welcher

der Hyperbel im Punkte A so innig als möglich sich anschmiegt,

AB.AC.SinBMC _ AB'^
durch S, so ist (434j Ab _

^^^ g.^^^^ g.^^-^^^--^^ g.^^^j^

AB^
=^,.-. o- 1,1 1 1. » woraus der Satz folgt.
MA.SinMAB' ^

Nimmt man in der Geraden MU, welche den Punkt M mit

dem unendlich fernen Punkte ü der Geraden BC verbindet, die

Punkte D, E an, so dass DM=-ME=AB ist, so ist DA die

Polare des Punktes C , folglich CE die Polare des Punktes D
und mithin DMEU eine harmonische Darstellung des einen P

von den beiden imaginären Punkten, in welchen die Hyperbel

von der Geraden Mü geschnitten wird. Da hiernach die Ab-

scisse des Punktes P in Hinsicht auf das Abscissensystera

(M, E, U) =: i ist, so kann man sagen, dass der dem reellen

HalbmesserMAconjugirteimaginäi'eHalbmesserMP=:ME.i=AB.i

und mithin MP2= -AB2=rMA.AS.cosinMAS sei.

437. Die Krümmungshalbmesser r, r^ einer Curve II. Ord-

nung an zwei verschiedenen Punkten A, B verhalten sich wie

die dritten Potenzen der Abstände ; welche diese Punkte vom

Schnittpunkte S der durch sie gehenden Tangenten haben.

Es seien D, E die Punkte, in welchen die Tangenten AS,
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BS von einer dritten Tangente, die die Curve im Punkte C

berühre, geschnitten werden, so ist

SinABS_AS SinBAC_BG BC.SinCBE_CE.SinCEB _CE.SD
SinBAS~BS' SinABC^AC AC.SinCAD~CD.SinCDA~'CD.SE'

.., . /.o.^ r AS.AS.ADCE ^ ., ^ ^. ^ .^ ^
mithin (434) —= po p o^r^ nn • *^®" ^"^^ "^^ "^®^ Geraden

r^ Bb.Bö.BJii.LD

AE,BD»CS in einem nnd demselben Punkte sich schneiden, so ist

, . .. AD.CE AS ,,,,., r /ASy
nach einem bekannten batze „p pa ~^ "°^ tolghch—— l^öl '

Die Gerade FS, welch e den Punkt S aus einem Brennpunkte

F der Curve projicirt, bildet (418' mit den Fahrstrahlen FA, FB

gleiche Winkel, daher AS.SinFAS:=BS.SinFBS und also auch

—=:( X ^ . - I ist. Ist FAS ein rechter Winkel, so ist r dem
r, \SinFAb/

halben Parameter der Curve gleich. Man erhält hiernach die

Krümmung der Curve an einem beliebigen Punkte B, wenn

man den Sinus des Winkels , welchen der nach diesem Punkte

gehende Fahrstrabi FB mit der Curve bildet, zur dritten Po-

tenz erhebt und diese durch den halben Parameter der Curve

dividirt.

Berichtigung.

In 195 ist statt: höchstens von einer andern Geraden, zn

lesen: höchstens von einer zu ihr senkrechten Geraden.
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Vorwort.

Dieses dritte Heft von Beitragen zur Geometrie der

Lage ist vorzugsweise den Flächen IL Ordnung gewidmet,

mit deren Betrachtung aber die Betrachtung von unebenen

Linien III. und lY. Ordnung im innigsten Zusammenhange

steht. Die unebenen Curven III. Ordnung sind in vieler

Hinsicht für den Raum, was die Curven 11. Ordnung für

die Ebene sind. Gleichwie nämlich jede Curve II. Ordnung

zu dem ihr sich anschmiegenden Strahlenbüschel projekti-

visch ist, so ist jede unebene Curve III. Ordnung zu dem

ihr sich anschmiegenden Ebenenbüschel projektivisch. Unter

einer Regelfläche ist auch in diesem Hefte eine Fläche mit

zwei, sei es nun reellen oder imaginären Regeischaaren zu

verstehen. Ist in dem durch die Fläche bestimmten Polar-

systeme jeder reelle Punkt einer reellen Ebene, aber keine

reelle Gerade sich selbst zugeordnet, so sind alle in der

Fläche liegenden Curven III. Ordnung imaginär.

Jedem einfachen Flächensysteme steht nach dem Ge-

setze der Reeiprocität ein einfaches System von Ebenen-

bündeln II. Ordnung gegenüber. Besondere Fälle von Sy-

stemen XXI. und XXfT. Art werden in 596 betrachtet.



VI

Liegen die drei Punkte M, B, G in einer und dersel-

ben Geraden, welche die unendlich ferne Ebene in einem

vierten Punkte H schneidet, so kann, auch wenn jene Punkte

nicht sämmtlich reell sind, der Werth des Wurfes MGHB
zugleich der Wertli des Quotienten genannt werden,

M G
Wenn also eine durch den Mittelpunkt M einer Hyperbel

gehende reelle Gerade die Curve in zwei imaginären Punk-

ten B, Bj schneidet und MGHGi die von M ausgehende

harmonische Darstellung des Punktes B ist, so ist —-- = i.^ MG
Jede zu der Geraden MB parallele Tangente der Curve

schneidet die Asymptoten derselben in zwei Punkten, deren

Abstand von einander = 2 M G ist. Es geht hieraus her-

vor, was in 601 die Länge b für eine Bedeutung hat, wenn

daselbst die imaginäre halbe Axo MB einer Hyperbel durch

bi bezeichnet wird Uebrigens wird es kaum nothwendig

sein, zu bemerken, dass die 20 letzten Nummern dieses

Heftes, da sie den Begriff der Grosse voraussetzen, als An-

hang zu betrachten sind.

Erlangen, im März 18G0,

Der Verfasser.
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§. 32.

Flächen II. Ordnung.

438. In Hinsieht auf eine Kegelfläche II. Ordnung soll dem

Mittelpunkte S derselben jede Ebene, einem andern Punkte P aber

die Ebene zugeordnet heissen, welche in dem polaren Strahlenbündel,

dessen Ordnungsfläche die Kegelfläche ist, dem Strahle SP zugeord-

net ist. Besteht eine Fläche II. Ordnung aus zwei Ebenen A, B, so

soll in Hinsicht auf dieselbe jedem Punkte, welcher in der Schnitt-

linie S der beiden Ebenen liegt, jede Ebene, einem ausserhalb der

Geraden S liegenden Punkte P aber die Ebene zugeordnet heissen

welche in dem involutorischen Ebenenbüschel AA.BB... der Ebene

SP zugeordnet ist. Wenn endlich eine Ebene A, doppelt gedacht,

als eine Fläche II. Ordnung betrachtet wird, so soll in Hinsicht

auf dieselbe jedem in ihr liegenden Punkte jede Ebene, jedem nicht

in ihr liegenden Punkte aber die Ebene A zugeordnet heissen.

Durch eine Fläche F II. Ordnung und einen Punkt P ist ent-

weder eine Ebene E bestimmt, welche dem Punkte P in Hinsicht auf

die Fläche F zugeordnet ist, oder es ist in Hinsicht auf diese Fläche

dem Punkte P jede Ebene zugeordnet. Im erstem Falle geht die

Ebene E durch den Punkt P oder nicht durch den Punkt P, je nach-

dem dieser in der Fläche F oder ausserhalb derselben liegt. Im

letztem Falle ist die Fläche F in dem Strahlenbündel P enthalten,

also entweder eine Kegelfläche, welche den Punkt P zum Mittel-

punkt hat, oder der Inbegriö' von zwei durch den Punkt P gehen-

den Ebenen oder eine durch den Punkt P gehende Ebene. — In

einem Ebenenbüschel S ist eine Fläche II. Ordnung enthalten,

wenn sie entweder aus zwei Ebenen des Büschels besteht oder eine

Ebene des Büschels ist.

S t a u d t , Beiträge zur Geometrie der Lage. 19
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439. Zwei Punkte P, Q sind in Hinsicht auf eine Fläche F

IL Ordnung einander conjungirt, so dass nämlich der eine und da-

her jeder in der dem andern zugeordneten Ebene liegt, wenn die

Gerade PQ entweder in der Fläche F liegt oder mit derselben nur

den Punkt P oder nur den Punkt Q gemein hat oder dieselbe in

zwei Punkten schneidet, welche durch die Punkte P, Q harmonisch

getrennt sind. Ist einem Punkte in Hinsicht auf eine Fläche II. Ord-

nung jede Ebene zugeordnet, so ist ihm auch in Hinsicht auf die-

selbe jeder Punkt conjungirt. Jeder in einer Fläche II. Ordnung lie-

gende Punkt ist in Hinsicht auf dieselbe auch sich selbst conjungirt.

Einem Punkte ist in Hinsicht auf eine Fläche II. Ordnung

eine Gerade conjungirt, wenn irgend zwei Punkte und also alle

Punkte dieser Geraden in Hinsicht auf die Fläche jenem Punkte

conjungirt sind. Durch zwei Flächen II. Ordnung und einen

Punkt P, welchem nicht in Hinsicht auf beide Flächen eine und

dieselbe Ebene zugeordnet ist, ist eine Gerade bestimmt, welche

nämlich dem gegebenen Punkte in Hinsicht auf beide Flächen

conjungirt ist. Es schneiden sich in dieser Geraden die beiden

Ebenen, von welchen die eine in Hinsicht auf die eine, die an-

dere aber in Hinsicht auf die andere der gegebenen Flächen dem

Punkte P zugeordnet ist.

440. Eine Fläche F II. Ordnung und eine ausserhalb dersel-

ben liegende Gerade S schneiden sich entweder in zwei Punkten

oder haben nur einen Punkt A mit einander gemein. Im erstem

Falle ist unter SF der Inbegriff der beiden Schnittpunkte, im letz-

tern aber der Punkt A, doppelt gedacht, zu verstehen. Dasselbe

gilt, wenn F eine Linie IL Ordnung und S eine Gerade ist, welche

nicht in der Linie F aber mit ihr in einerlei Ebene liegt.

Durch zwei Flächen F, F^ IL Ordnung und eine Gerade S,

welche durch keinen gemeinschaftlichen Punkt derselben geht,

sind zwei Punkte bestimmt, welche nämlich in der Geraden S lie-

gen und in Hinsicht auf beide Flächen einander conjungirt, also

die Ordnungspunkte des involutorischen Gebildes SF. SFj . . . sind.

441. Durch eine Fläche F IL Ordnung und eine nicht in ihr

liegende Ebene U ist eine Linie UF IL Ordnung bestimmt, welche

nämlich die Fläche F und die Ebene U mit einander gemein haben.

Je zwei in Hinsicht auf die Linie UF einander conjungirte Punkte
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sind auch in Hinsicht auf die Fläche F einander conjungirt. Und

wenn zwei in der Ebene U liegende Punkte in Hinsicht auf die

Fläche F einander cojungirt sind, so sind sie auch in Hinsicht auf

die Linie UF einander conjungirt. Ist F eine Kegelfläche, der die

Ebene U sich anschmiegt, oder der Inbegriff von zwei Ebenen,

durch deren Schnittlinie die Ebene U geht, oder selbst eine Ebene,

so ist UP eine Gerade, welche man aber als eine Linie II. Ord-

nung zu betrachten hat. In allen andern Fällen ist üF entweder

eineCurve oder der Inbegriff von zwei Geraden. Ist V eine andere

ausserhalb der Fläche F liegende Ebene, so liegt jeder Punkt,

welchen die Gerade UV mit einer der Linien UP, VP gemein

hat, auch in der andern.

442. Durch eine Fläche P II. Ordnung und ein gerades Ge-

bilde, dessen Träger nicht mit der Fläche F in einem und demsel-

ben Strahlenbündel enthalten ist, ist ein Ebenenbüschel bestimmt,

welcher nämlich in Hinsicht auf die gegebene Fläche dem gegebe-

nen geraden Gebilde zugeordnet und daher zu demselben projek-

tivisch ist.

Ist einem geraden Gebilde ABC... in Hinsicht auf zwei Flä-

chen F, Fj II. Ordnung ein und derselbe Ebenenbüschel AiB^Ci...

zugeordnet und U eine durch die Gerade AB gehende Ebene, so

fällt entweder UF mit UFj zusammen , oder es bestimmen die

LinienüF, U Fj ein einfaches Liniensystem (UF, UFj), welchem

die Gerade AB angehört und haben daher keinen ausserhalb die-

ser Geraden liegenden Punkt mit einander gemein.

443. Durch ein Tetraeder ABCD, einen Punkt P, welcher

in keiner Seite des Tetraeders liegt, und eine Ebene U ist eine

Fläche F II. Ordnung bestimmt, in Hinsicht auf welche jedem

Eckpunkte des Tetraeders ABCD die ihm gegenüber liegende

Seite desselben, dem Punkte P aber die Ebene ü zugeordnet ist.

Die Fläche F ist eine Regelfläche oder eine Kegelfläche oder

der Inbegrifi" von zwei Ebenen oder die Ebene U, je nachdem diese

Ebene durch keinen oder durch einen oder durch zwei oder durch

drei Eckpunkte des gegebenen Tetraeders geht.

444. Durch eine Ebene U, eine in ihr liegende Linie K
II. Ordnung und zwei ausserhalb der Ebene liegende Punkte P, S

ist eine Fläche F II. Ordnung bestimmt, welche nämlich mit der

19*
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gegebenen Ebene die gegebene Linie gemein hat und durch den

erstem der gegebenen Punkte geht, während dem letztern in Hin-

sicht auf dieselbe die gegebene Ebene zugeordnet ist.

Liegt der Punkt Q, in welchem die Gerade SP von der Ebene

U geschnitten wird, in der Linie K, so ist F die Fläche SK, wel-

che aus dem Punkte S die Linie K projicirt. Wenn aber der

Punkt Q ausserhalb dieser Linie liegt, so nehme man in der Ebene

U ein Dreieck ABC an, so dass in Hinsicht auf die Linie K jedem

Eckpunkte des Dreiecks die ihm gegenüberliegende Seite dessel-

ben zugeordnet ist, aber keine Seite des Dreiecks durch den Punkt

Q geht. Ist q die dem Punkte Q in Hinsicht auf die Linie K
zugeordnete Gerade, so ist F diejenige Fläche IL Ordnung, in

Hinsicht auf welche jedem Eckpunkte des Tetraeders ABOS die

ihm gegenüberliegende Seite desselben, dem Punkte P aber die

Ebene Pq zugeordnet ist. In diesem Falle hat die Fläche F mit

der Fläche SK nur die Linie K gemein,

445. Durch zwei Paar Gegenkanten AB, CD, AC, BD eines

Tetraeders und einen Punkt P, welcher in keiner dieser Geraden

liegt, ist eine Fläche F II. Ordnung bestimmt, welche nämlich durch

die vier gegebenen Geraden und durch den gegebenen Punkt geht.

Liegt der Punkt P in einer Seite des Tetraeders AB CD,

so ist F der Inbegriff von zwei Ebenen. Wenn aber die Schnitt-

linie der Ebenen PAB, PCD keine der Geraden AC, BD schnei-

det, so ist F eine Regelfläche.

446. Durch zwei sich schneidende Gerade g, h, dann eine

Curve K II. Ordnung, welche im Punkte gh die Ebene gh berührt

aber keiner der Geraden g, h sich anschmiegt, und einen Punkt P,

welcher weder in der gegebenen Curve noch in einer der gegebe-

nen Geraden liegt, ist eine Fläche F II. Ordnung bestimmt, welche,

n.ämlich durch die drei gegebenen Linien und durch den gege-

benen Punkt geht.

Liegt der Punkt P in der Ebene gh oder in der Ebene K,

so ist F der Inbegriff dieser Ebenen. Wenn aber die Ebene gP
die Curve K im Punkte gh und in noch einem Punkte Q schnei-

det und die Gerade PQ ausserhalb der Ebene K liegt, so ist F die

Regelfläche, welche (15) durch die Curve K und die beiden Gera-

den h, PQ geht.
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447. Durch zwei sich schneidende Gerade g, h, dann eine

Cnrve K II. Ordnung, welche mit den gegebenen Geraden nicht

in einerlei Ebene liegt aber mit jeder derselben einen ausserhalb

der andern liegenden Punkt gemein hat, und einen Punkt P,

welcher keiner der gegebenen Linien angehört, ist eine Fläche

P II. Ordnung bestimmt, welche nämlich durch die drei gege-

benen Linien und durch den gegebenen Punkt P geht.

Liegt der Punkt P in der Ebene gh oder in der Ebene K,

80 ist F der Inbegriff dieser Ebenen. Wenn aber der Punkt P

in keiner der erwähnten Ebenen liegt, so sei Q derjenige Punkt der

Curve K, welcher aus der Axe g durch die Ebene gP projicirt wird.

Geht nun die Gerade PQ durch den Punkt gh, so ist F die

Kegelfläche, welche aus diesem Punkte die CurveK projicirt. Liegen

aber die Geraden h,PQ nicht in einerlei Ebene, so ist F die Regel-

fläche, welche durch diese beidenLinien und durch dieCurveK geht.

448. Durch zwei Curven K, Kj II. Ordnung, welche nicht

in einerlei Ebene liegen aber die Schnittlinie S ihrer Ebenen

entweder in denselben zwei Punkten A, B schneiden oder in einem

und demselben Punkte A berühren, ist eine Gerade u bestimmt,

welche nämlich der Geraden S in Hinsicht auf jede durch die

beiden gegebenen Curven gehende Regelfläche zugeordnet ist.

Die zu einander projektivischen Strahlenbüschel, von welchen

der eine in Hinsicht auf die Curve K, der andere aber in Hinsicht

auf die Curve Kj dem geraden Gebilde S zugeordnet ist, erzeugen

den diesem Gebilde in Hinsicht auf jede durch beide Curven gehende

krumme Fläche IL Ordnung zugeordneten Ebenenbüschel u. Im er-

stem der im Satze erwähnten Fälle liegen in der Geraden u die

Mittelpunkte der beiden Kegelflächen, welche in den Curven K, K]

sich schneiden, während im letztern Falle die Gerade u den Mittel-

punkt der durch die beiden Curven K, Kj gehenden Kegelfläche mit

dem Punkte A verbindet. — Geht eine Fläche IL Ordnung, in Hin-

sicht auf welche dem geraden Gebilde S der Ebenenbüschel u zu-

geordnet ist, durch die Curve K aber nicht durch die Cnrve Kj, so

schneidet sie die Ebene K^ in einer andern Linie II. Ordnung, welche

dem einfachenLiniensysteme(S,Ki)angehörtund daher mit derCurve

Kl keinen ausserhalb der Geraden S liegenden Punkt gemein hat.

449, Durch zwei Curven K,K, II, Ordnung, welche nicht
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in einerlei Ebene liegen aber einer Geraden S in einem und

demselben Punkte A sich anschmiegen, und einen Punkt P,

welcher in keiner von den beiden Curven liegt, ist eine Fläche

F IL Ordnung bestimmt, welche nämlich durch die beiden ge-

gebenen Curven und durch den gegebenen Punkt geht.

Liegt der Punkt P in der Ebene K oder in der Ebene K^,

so ist F der Inbegriff dieser Ebenen. Liegt der Punkt P in der

durch die beiden Curven KjK^ gehenden Kegelfläche, so ist diese

Kegelfläcbe, deren Mittelpunkt durch M bezeichnet werden soll,

die im Satze erwähnte Fläche. Liegt der Punkt P in einer von

zwei Geraden g,h, welche durch die Geraden S, AM harmonisch ge-

trennt sind, so geht (448) die Regelfläche F, welche durch die

drei Linien g, h, K und irgend einen von A verschiedenen Punkt

der Curve K^ geht, auch durch diese Linie. Wenn endlich keiner

der betrachteten Fälle statt findet, so giebt es in der EbeneAMP eine

durch denPunktP gehende Curve K2 IL Ordnung, welche im Punkte

A die Gerade AM berührt, mit der Curve K noch einen Punkt B
und ebenso mit der Curve Kj noch einen Punkt B^ gemein hat.

Ist nun Q irgend ein ausserhalb der Gerade)) AB liegender Punkt der

Curve K und S der Punkt, welcher in Hinsicht auf diese Curve der

GeradenAB, mithin in Hinsicht auf dieCurve Kj der Geraden AB^

zugeordnet ist, so schneidet dieEegelfläche F, welche in der Curve

K2 die Kegelfläche SK2 berührt und durch den Punkt Q geht, die

Ebene K in der CurveK und also (448) die Ebene K^ in der Curve Kf

.

450. Durch zwei Curven K, Ki II. Ordnung, welche nicht

in einerlei Ebene liegen aber zwei Punkte A, B mit einander

gemein haben, ist eine durch beide Curven gehende Eegelfläche

bestimmt , in Hinsicht auf welche die Ebenen K , Ki einander

conjungirt sind. Es sei der Geraden AB in Hinsicht auf die

Curve K der Punkt S zugeordnet, so geht die Regelfläche, welche

in der Curve Kx die Kegelfläche SKj berührt und mit der Curve

K irgend einen ausserhalb der Geraden AB liegenden Punkt

gemein hat, auch durch diese Curve.

451. Durch zwei Curven K,Ki IL Ordnung, welche nicht in

einerlei Ebene liegen aber zwei Punkte A, B mit einander gemein

haben, und einen Punkt P, welcher keiner von den beiden Curven

I
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angehört, ist eine Fläche F IL Ordnung bestimmt, welche nämlich

durch die gegebenen Curven und durch den gegebenen Punkt geht.

Es sei der Geraden AB in Hinsicht auf die Curve K der Punkt

S und in Hinsicht auf die Curve Kj der Punkt Si zugeordnet. Liegt

der Punkt P in der Ebene K oder in der Ebene Kj, so ist F der

Inbegriff dieser Ebenen. Liegt der Punkt P ausserhalb der Ebenen

K,Ki, aber in irgend einer von den beiden Ebenen SSj A, SSjB,

etwa in der Ebene SSj A, so sei h eine Gerade, welche mit AP in

einerlei Ebene liegt und mit jeder von den beiden Curven K, Kj

einen ausserhalb der andern liegenden Punkt gemein hat. Legtman

nun durch die Geraden AP, h und die Curve K und irgend einen

ausserhalb dieser Linien liegenden Punkt der Curve K, eine Fläche

II. Ordnung, so geht dieselbe, da sie im Punkte A die Gerade ASj

berührt, auch durch die Curve Kj. Wenn endlich keiner der bereits

betrachteten Fälle statt findet, so gibt es eine Linie K2 II. Ordnung^

welche durch den Punkt P geht und die Ebenen K, Kj in den vier

Punkten schneidet, in welchen die Curven K, Kj von der Ebene SSi

P geschnitten werden, Ist nun M der Punkt, welcher von der

Ebene SSj P durch die Punkte A, B harmonisch getrennt ist, so ist

F diejenige durch den Punkt A gehende Fläche II. Ordnung,

welche in der Linie K2 die Fläche MK2 berührt.

452. Durch zwei Linien K, K^ IL Ordnung, von welchen

die eine in der Ebene ü, die andere in einer andern Ebene üi

liegt, keine aber mit der Schnittlinie s dieser Ebenen einen

ausserhalb der andern liegenden Punkt oder mehr als zwei Punkte

gemein hat, und einen ausserhalb der beiden Ebenen ü, Uj lieg-

enden Punkt P ist eine Fläche F II. Ordnung bestimmt, welche

nämlich mit der Ebene U die Linie K , mit der Ebene Ui die

Linie Kj gemein hat und durch den gegebenen Punkt P geht.

Ist K eine Gerade und Kj ebenfalls eine Gerade, so ist F ent-

weder die Ebene KKi oder eine Kegelfläche, welche die Ebenen U,

Uj in den Geraden K, Kj berührt. Ist K eine Gerade und Kj der

Inbegriffvon zwei Geraden, so ist F entweder der Inbegriff von zwei

Ebenen oder wieder eine Kegelfläche, deren Mittelpunkt in der

Geraden 5 liegt. Dasselbe ist der Fall, wenn jede von den beiden

Linien K,Kiaus zwei Geraden besteht, deren Schnittpunkt der Ge-

raden 5 angehört. Ist K eine Gerade und Kg eine Curve, so dass
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also die Linie Kj von der Ebene KP im Punkte K5 und in noch einem

Punkte Q geschnitten wird, so ist F die Kegelfläche, welche die

Curve Kj aus dem Schnittpunkte der Geraden K, PQ projicirt. Die

übrigen Fälle sind in den vorigen Nummern betrachtet worden.

453. Durch eine Linie K IL Ordnung, welche in der Ebene

U liegt, und vier ausserhalb dieser Ebene liegende Punkte A, B,

C, D, welche die Eckpunkte eines Tetraeders sind, ist eine Fläche

F IL Ordnung bestimmt, welche nämlich mit der Ebene U die

Linie K gemein hat und durch die vier gegebenen Punkte geht.

Liegt die Gerades, in welcher die Ebene U von der Ebene

ABC geschnitten wird, in der Linie K, so besteht die Fläche F

aus der Ebene ABC und einer durch den Punkt D gehenden

Ebene. Wenn aber die Gerade 5 mit der Linie K höchstens zwei

Punkte gemein hat, so gibt es in der Ebene ABC eine durch

die drei Punkte A, B, gehende Linie Kj IL Ordnung, so dass

s Kl mit sK zusammenfällt, und alsdann ist F diejenige durch

den Punkt D gehende Fläche IL Ordnung, welche mit der Ebene

U die Linie K und mit der Ebene ABC die Linie Ki gemein hat.

454. Wenn eine Kegelfläche IL Ordnung und eine Regel-

fläche in zwei Geraden a, p sich schneiden, so schneiden sie

sich auch noch in einer Curve IL Ordnung.

Legt man durch irgend drei ausserhalb der Ebene a p lieg-

ende Punkte, welche die Kegelfläche mit der Regelfläche gemein

hat, eine Ebene U, so schneidet diese beide Flächen in einer und

derselben Curve, nämlich in der Curve II. Ordnung, welche durch

jene drei Punkte und durch die Punkte üa, Up geht. — Wenn
also eine Kegelfläche und eine Regelschaar, welche zu einem und

demselben Ebenenbüschel p I. Ordnung perspektivisch sind, eine

Gerade a mit einander gemein haben, so sind sie auch zu einer

und derselben Curve IL Ordnung perspektivisch.

455. Wenn eine Kegelfläche und eine Regelfläche in einer

Curve K IL Ordnung sich schneiden, so schneiden sie sich ent-

weder auch in zwei Geraden oder in noch einer Curve IL Ordnung,

je nachdem nämlich der Mittelpunkt S der Kegelfläche in der

Regelfläche oder ausserhalb derselben liegt.

Es sei dem Punkte S in Hinsicht auf die Regelfläche die
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Ebene U zugeordnet, so schneidet diese im erstem der erwähnten

Fälle die Regelfläche in zwei Geraden, welche, da jede derselben

mit der Curve K einen Punkt gemein hat, auch in der Kegel-

fläche liegen. Wenn aber die Ebene ü nicht durch den Punkt

S geht, so schneidet auch die Ebene V, welche von der Ebene

K durch den Punkt S und die Ebene U harmonisch getrennt ist,

beide Flächen in einer und derselben Curve.

456. Zwei Regelflächen, welche in zwei in einerlei Ebene

liegenden Geraden a, p sich schneiden, schneiden sich entweder

auch in einer Curve II. Ordnung oder in noch zwei Geraden.

Es seien A , B , C irgend drei ausserhalb der Ebene ap lie-

gende Punkte, welche die beiden Regelflächen miteinander gemein

haben. Liegen nun diese drei Puukte in einer und derselben Geraden,

so haben die Regelflächen nach 254 noch eine vierte Gerade mit

einander gemein. Ist aber durch die drei Punkte A, B, C eine

Ebene U bestimmt , so schneidet diese die beiden Regelflächen in

einer und derselben nämlich derjenigen Linie II. Ordnung, welche

durch die drei Punkte A, B, C geht und mit der Ebene ap die

Punkte Ua, Up oder, wenn diese in einander fallen, nur den Punkt

ap gemein hat.— Wenn also zwei Regeischaaren, welche zu einem

und demselben Ebenenbüschel p I. Ordnung perspektivisch sind, eine

Gerade a mit einander gemein haben, so sind sie auch zu einem

und demselben Punktgebilde I. oder IL Ordnung perspektivisch.

457. Zwei Regelflächen, welche in einer Curve K IL Ordnung

sich schneiden, schneiden sich entweder auch in zwei Geraden

oder in noch einer Curve IL Ordnung.

Jede Ebene, welche der einen Regelfläche in einem Punkte der

Curve K sich anschmiegt, die andere aber in einer Curve schneidet,

enthält zwei gemeinschaftliche Punkte der Flächen, welche ausser-

halb der Ebene K und mit keinem Punkte der Curve K in einer und

derselben Geraden liegen. Es seien nun A,B, C drei ausserhalb der

EbeneK liegende gemeinschaftliche Punkte der beiden Regelflächen,

so dass die Gerade AB durch keinen Punkt der Curve K und also

auch nicht durch den Punkt C geht, so schneidet die Ebene ABC,

sie mag nun mit der Curve K zwei Punkte D , E oder nur einen

Punkt D gemein haben, beide Regelflächen in einer und derselben

nämlich derjenigen Linie IL Ordnung, welche durch die drei Punkte
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A,B, C geht und mit der Ebene K im erstem der erwähnten Fälle

die Punkte D, E, im letztern aber nur den Punkt D gemein hat.

458. Den bisherigen Sätzen stehen nach dem Gesetze der

Reciprocität eben so viele andere gegenüber, von welchen aber

nur folgende ausgesprochen werden sollen:

I. Durch eine Kegelfläche II. Ordnung, dann zwei Gerade,

welche die Kegelfläche in einem und demselben Punkte berühren,

und eine Ebene, welche weder durch den Mittelpunkt der Kegel-

fläche noch durch den Schnittpunkt der beidenGeraden geht, ist (446)

eine Regelfiäche bestimmt, welche nämlich die gegebene Kegelfläche

in einer Curve IL Ordnung berührt, durch die beiden gegebenen

Geraden geht und die gegebene Ebene in zwei Geraden schneidet.

II. Durch zwei Kegelflächen, welche (253) in zwei Curven

K, Kj IL Ordnung sich schneiden, und eine Ebene, welche beide

Curven schneidet, aber von keiner der Kegelflächen den Mittel-

punkt enthält, ist eine Regelfläche bestimmt, welche nämlich jede

von den beiden Kegelflächen in einer Curve IL Ordnung berührt

und die gegebene Ebene in zwei Geraden schneidet. — Die beiden

Kegelflächen bestimmen (451) mit jederEbeneü, welche keiner der-

selben sich anschmiegt, einen Ebenenbündel E IL Ordnung, in

welchem die den Kegelflächen sich anschmiegenden Ebenenbüschel

und die Ebene U enthalten sind. Wenn nun diese Ebene von

keiner der Kegelflächen den Mittelpunkt enthält und die beiden

Curven K, K^ schneidet, so schmiegt der Ebenenbtindel E einer

Regelfläche sich an. Wenn aber die Ebene ü die eine Curve

berührt, so ist E der durch dieseCurve (36) bestimmte Ebenenbündel.

Wenn endlich die EbeneU von irgend einer der Kegelflächen den Mit-

telpunkt enthält, so ist E der Inbegriff von zwei Ebenenbündeln

I. Ordnung.

459. Zwei Regelflächen F,Pj, welche eine Ebene in den-

selben zwei Geraden a, p schneiden, können als homologe Gebilde

von zwei zu einander collineären räumlichen Systemen betrachtet

werden, welche alle Punkte jener Ebene entsprechend gemein haben.

Es seien abc, pqr die in F enthaltenen Regeischaaren und

bj,ci;qi,ri diejenigen in F^ liegenden Geraden, welche die Ebene

ap in den Punkten ph, pc, aq, ar schneiden. Bezieht man nun zwei

räumliche Systeme collineär so aufeinander, dass den Geraden a,b,c,

I



295

p, q, r des einen Systems die Geraden a, bj, Ci, p, qi, r^ des andern

entsprechen, so haben die beiden Systeme alle Elemente der Ebene

ap und daher auch G. 134) alle Elemente eines Strahlenbündels S

entsprechend gemein, während der Fläche F des erstem Systems die

Fläche Fl des letztern entspricht. Jede Ebene, welche sowohl der

Fläche F als auch der Fläcne Fi sich anschmiegt, ohne durch den

Punkt ap zu gehen, geht durch zwei ausserhalb der Ebene ap lie-

gende Gerade der Fläche F und die ihnen entsprechenden Geraden

derFlächeFi, mithin durch den Punkts. Und wenn eine durch diesen

Punkt gehende Ebene der einen von den beiden Regelflächen sich

anschmiegt, so schmiegt sie auch der andern sich an. Berühren sich

die Flächen F, F^ in den Geraden a, p, so fällt der Punkt S mit

dem Punkte a p zusammen. Berühren sich die Flächen F, F^ in der

einen a von den beiden Geraden a,p, während sie in der andern p und

also in noch einer Geraden q sich schneiden, so föllt der Punkt S mit

dem Punkte aq zusammen. Schneiden sich die Flächen F, F^ in den

Geraden a, p und in noch zwei Geraden b, q, so fällt der Punkt S

mit dem Punkte bq zusammen. Wenn endlich die Flächen F, F^ in

den Geraden a, p und in einer CurveK II. Ordnung sich schneiden, so

ist S derMittelpunkt einerKegelfläche, welche in einer CurveL II.Ord-

nung die Fläche F, mithin in der der Curve L entsprechenden Curve

Li die Fläche F^ berührt. — Wenn also zwei Regelschaaren, welche

eine Gerade a mit einander gemein haben, zu einem und demselben

geraden Gebilde p perspektivisch sind, so sind sie auch zu einem

und demselben Ebenenbüschel I. oder U. Ordnung perspektivisch.

Die Fläche F^ wird von den Ebenen pb, pc in der Geraden p

und in noch zwei Geraden b2, c-2 und eben so von den Ebenen a q,

ar in der Geraden a und in noch zwei Geraden q:, r? geschnitten.

Bezieht man nun zwei räumliche Systeme collineär so auf einander,

dass den Geraden a, b, c, p, q, r des einen Systems die Geraden

a, b2, C2, p, q2, r2 des andern entsprechen; so haben die beiden

Systeme alle Elemente des Strahlenbündels, dessen Mittelpunkt

der Punkt a p ist, und daher auch alle Elemente einer Ebene ü
entsprechend gemein, während der Fläche F des erstem Systems

die Fläche Fj des letztem entspricht. Die Ebene ü fällt im ers-

ten der oben betrachteten Fälle mit der Ebene a p, im zweiten
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mit der Ebene a q, im dritten mit der Ebene b q und im vierten

mit der Ebene K zusammen.

460. Durch zwei Regelflächen F, Pj, welche in zwei Gera-

den a, p und in einer Curve K IL Ordnung sich schneiden, ist

(459) eine Kegelfläche bestimmt, welche nämlich jede von den

beiden Regelflächen in einer Curve II. Ordnung berührt. Der Mit-

telpunkt dieser Kegelfläehe ist vom Paukte a p durch die beiden

Punkte M, M.^ harmonisch getrennt, von welchen der eine M in

Hinsicht auf die Fläche F, der andere M^ aber in Hinsicht auf die

Fläche Fl der Ebene K zugeordnet ist.

Nach dem Vorigen kann man die Flächen F, F^ als homologe

Gebilde von zwei zu einander collineären Systemen betrachten,

welche jedes durch den Punkt ap gehende und jedes in der Ebene K

liegende Element entsprechend gemein haben, daher die beiden

Punkte M, Mj mit dem Punkte ap in einer und derselben Geraden

liegen. Ist ferner H ein aasserhalb der Curve K und der Geraden

MMi liegender Punkt der Ebene K, so wird die Fläche F von der

Geraden MH in zwei Punkten A, B und die Fläche Fj von der

Geraden M^ H in zwei Punkten Ai, Bj geschnitten, so dass auch

die Geraden AAi, BEj durch den Punkt a p gehen, während die

Geraden ABl, AiB, daHAMB, HAiMjBi harmonische Würfe sind,

in dem Punkte S sich schneiden, welcher vom Punkte a p durch

die Punkte M, Mj harmonisch getrennt ist und ausserhalb der

beiden Flächen F, Fj liegt, weil in Hinsicht auf keine derselben

die Punkte M, Mi einander conjungirt sind. Bezieht man nun zwei

räumliche Systeme collineär sc aufeinander, dass sie alle Elemente

des Strahlenbündels S und alle Elemente der Ebene K entsprech-

end gemein haben und dass dem Punkte A des einen Systems

der Punkt Bi des andern entspricht, so entspricht wieder dem

Punkte M des erstem Systems der Punkt M^ des letztern und der

Regelfläcbe F, welche in der Curve K die Kegelfläche MK berührt

und durch den Punkt A gebt, die Regelfläcbe Fi, welche in der

Curve K die Kegelfläche Mi K berührt und durch den Punkt B,

geht, daher der der Regelfläche F sich anschmiegende Ebenenbü-

schel, welcher den Punkt S zum Mittelpunkt hat, auch der Regel-

fläche Fl sich anschmiegt und der Punkt S mit dem in der vorigen

Nummer durch S bezeichneten Punkte identisch ist.
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Gleichwie die Punkte a p, S durch die Punkte M, Mj harmo-

nisch getrennt sind, so sind auch die Ebenen a p, K durch die Ebe-

nen L, Li harmonisch getrennt^ von welchen die eine in Hinsicht

auf die Fläche F, die andere aber in Hinsicht auf die Fläche Fj

dem Punkte S zugeordnet ist. Der Schnittlinie dieser vier Ebenen

ist in Hinsicht auf beide Flächen die Gerade M Mj zugeordnet,

welche in der Ebene ap oder ausserhalb der Ebene ap liegt, je

nachdem der Punkt ap der Curve K angehört oder nicht angehört.

461. Durch zwei Regelfiächen F, Fj, welche in zwei Cur-

ven K, Kj IL Ordnung sich schneiden, sind zwei Kegelflächen be-

stimmt, deren jede jede von den beiden Regelflächen in einer

Curve II. Ordnung berührt.

Es sei der Ebene K in Hinsicht auf die Fläche F der Punkt

M, in Hinsicht auf die Fläche F, der Punkt Mi zugeordnet und H
irgend ein ausserhalb der Curve K und auch ausserhalb der Gera-

den MMj liegender Punkt der Ebene K. Es werde ferner die Flä-

che F von der Geraden M fl in den Punkten A, B und die Fläche

Fj von der Geraden Mi H in den Punkten Ai, Bi geschnitten, so

sind HAMB; HAiMjBi harmonische "Würfe, daher die Gerade

MMi von den Geraden AAj, BBj in einem und demselben Punkte

S und von den Geraden ABi, Ai B in dem Punkte Sj geschnitten

wird, welcher vom erstem durch die Punkte M, Mi harmonisch

getrennt ist. Bezieht man nun zwei räumliche Systeme collineär

so auf einander, dass sie alle Elemente der Ebene K und alle Ele-

mente des Strahlenbündels S entsprechend gemein haben und dass

dem Punkte M des einen Systems der Punkt Mi des andern, folg-

lich dem Punkte A des erstem der Punkt Ai des letztern ent-

spricht, 80 entspricht der Regelfläche F, welche in der Curve K die

Kegelfläche MK berührt und durch den Punkt A geht, die Regel-

fläche Fj, welche in der Curve K die Kegelfläche MiK berührt und

durch den Punkt Ai geht. Es ist hiernach und weil die Flächen

F; Fl keine Gerade mit einander gemein haben, der Punkt S

der Mittelpunkt einer Kegelfläche, welche in einer Curve L IL Ord-

nung die Fläche F und in der der erstem entsprechenden Curve

Li die Fläche Fj berührt. Werden je zwei mit dem Punkte S in

einer und derselben Geraden liegende Punkte der Fläche F mitein-

ander vertauscht, so sind F, Fi homologe Gebilde von zwei zu
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einander collineären Systemen, welche alle Elemente des Strahlen-

bündels S und alle Elemente der Ebene Kj entsprechend gemein

haben. Eben so können F, Fj als homologe Gebilde von zwei zu

einander collineären Systemen betrachtet werden, welche alle Ele-

mente des Strahlenbündels Sj und alle Elemente der Ebene K oder

der Ebene Kj entsprechend gemein haben, daher auch der Punkt

Si der Mittelpunkt einer Kegelfläche ist, welche in der einen Lg

von zwei Curven IL Ordnung die Regelfläche F und in der andern

L3 die Regelfläche Fj berührt. Die Ebenen K, Kj sind sowohl

durch die Ebenen L, Lj als auch durch die Ebenen L2, L3 harmo-

nisch getrennt, gleichwie die Punkte S, S| auch durch die beiden

Punkte M2, M3 harmonisch getrennt sind, von welchen der eine in

Hinsicht auf die Fläche F und der andere in Hinsicht auf die Flä-

che Fj der Ebene Kj zugeordnet ist.

Die im Satze erwähnten Kegelflächen berühren sich entweder

in der Geraden SSj, oder es haben die ihnen sich anschmiegenden

Ebenenbüschel zwei Ebenen Sj SP, SS^ Q mit einander gemein, je

nachdem nämlich die Schnittlinie der Ebenen K, K^, welche in

Hinsicht auf jede der Flächen F, Fi der Geraden SS^ zugeordnet

ist, die Curven K, Kj in einem und demselben Punkte berührt oder

in denselben zwei Punkten P, Q schneidet. Im letztern Falle

schneidet die Gerade SSi die Fläche P in zwei Punkten C, D, die

Fläche Fj in zwei Punkten Cj, Dj und die Ebenen K, K^ in zwei

Punkten N, Nj, so dass (85) CD, . C^D . NS . N^ S^ , CC, . DDj . NS^-

Ni S , CD . Ci Dl . NNi . SSj Involutionen sind. Die Punkte S, S^

liegen also entweder beide ausserhalb der Ebenen K, K^ oder es

fUllt der eine mit dem Punkte N und der andere mit dem Punkte

Ni zusammen. — Haben zwei Regelflächen keine Curve IL Ord-

nung mit einander gemein, so gibt es auch, wie leicht indirekt

folgt, keine Kegelfläche, welche jede von den beiden Regelflächen

in einer Curve IL Ordnung berührt.

§. 33.

Unebene Linien iil. Ordnung.

462. Zwei Kegelflächen F, Fi IL Ordnung, welche nicht ei-

nerlei Mittelpunkt haben, aber in einer Geraden SSj sich schnei-
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den, schneiden sich auch noch in einer Curve K , welche durch die

Mittelpunkte S, S, der Kegelflächen geht und aus jedem in ihr lie-

genden Punkte durch eine Kegelfläche IL Ordnung projicirt wird.

Es sei So irgend ein ausserhalb der Geraden SSj liegender ge-

meinschaftlicher Punkt der Flächen F, F]. Bezieht man nun die

drei Ebenenbüschel, deren Axen die Geraden SSj, SSo, SjS) sind,

projektivisch so auf einander, dass der erste und zweite die Kegel-

fläche P, der erste und dritte aber die Kegelfläche Fi erzeugen, so

erzeugen der zweite und dritte die Kegelfläche Fo, welche die Curve

K aus dem Punkte S2 projicirt. In jedem Punkte dieser Curve

schneiden sich drei homologe Ebenen der zu einander projektivi-

schen Ebenenbüschel und daher auch drei homologe Strahlen der

zu einander projektivischen Kegelflächen, von welchen je zwei zu

einem der drei Ebenenbüschel perspektivisch sind. Der Ebene

SSi T des ersten Büschels, welche nämlich die Kegelfläche Fj in

der Geraden SSj berührt und also die Kegelfläche F in dieser Ge-

raden und in noch einer Geraden ST schneidet, entspricht die Ebe-

ne SS2T des zweiten und die Ebene SSjS) des dritten, daher die

Ebene SS2T in der Geraden SS2 die Kegelfläche F2 berührt.

Jeder von ST verschiedene Strahl der Kegelfläche F projicirt

aus dem Punkte S einen andern Punkt der Curve K. Der Strahl

ST, welcher im Punkte S jede Kegelfläche berührt, die die Curve

K

aus einem andern in ihr liegenden Punkte projicirt, und daher mit

der Curve K nur den Punkt S gemein hat, ist die derselben in die-

sem Punkte sich anschmiegende Gerade. Die Ebene, welche die

KegelflächeF in der GeradenSSj berührt, schneidet die Kegelfläche

Fi in dieser Geraden und iu der Geraden Sj Tj, welche der

Curve K im Punkte Sj sich anschmiegt.

463. Eine Curve, welche aus jedem in ihr liegenden Punkte

durch eine Kegelfläche II. Ordnung projicirt wird, folglich mit kei-

ner Geraden mehr als zwei Punkte und mit keiner Ebene mehr als

drei Punkte gemein hat, soll eine unebene Curve III. Ordnung

heissen. Je zwei Kegelflächen, welche eine solche Curve aus zwei

in ihr liegenden Punkten projiciren, schneiden sich auch noch

(252) in der Geraden, welche sie mit einander gemein haben.

Ist von einer unebenen Carve K III. Ordnung und einer zu der-

selben perspektivischen Kegelfiäche MK die Rede, so versteht es sich
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von selbst, dasa der Mittelpunkt M der Kegelfläche in der Curve K
liegt und dass auf jeden andern Punkt N der Curve der durch ihn

gehende StrahlMN der Kegelfläche MK bezogen wird. Dem Punkte

M der Curve entspricht derjenige Strahl m der Kegelfläche, wel-

cher durch keinen andern Punkt der Curve geht, also im Punkte

M der Curve K sich anschmiegt und jede andere zu derselben per-

spektivische Kegelfläche berührt, mithin weder mit zwei andern

Punkten der Curve noch mit einer andern ihr sich anschmiegenden

Geraden in einerlei Ebene liegt. Jede Ebene, welche nicht durch

die Gerade m geht aber die Kegelfläche MK in zwei Geraden MN,

MP schneidet, schneidet die Curve K im Punkte M und in noch

zwei Punkten N,P. Schneidet eine Ebene die Kegelfläche MK in

der Geraden m und in noch einer Geraden M N, so berühren sich

die Ebene und die Curve K im Punkte M, während sie in einem

andern Punkte N sich schneiden. Berührt eine Ebene die Kegel-

fläche MK in einer von m verschiedenen Geraden MN, so schneidet

sie die Curve K im Punlite M, während sie dieselbe in einem an-

dern Punkte N berührt. Die Ebene aber, welche die Kegelfläche

MK in der Geraden m berührt, hat mit der Curve K nur den Punkt

M gemein und ist die in diesem Punkte der Curve sich anschmie-

gende Ebene. Geht eine Ebene U durch keinen von den beiden

Punkten M, N der Curve K, so schneidet sie die Kegelflächen MK,

NK in zwei Curven II. Ordnung, welche einen Punkt H der Gera-

den MN mit einander gemein haben aber in ihm nicht eine und

dieselbe Gerade berühren, folglich entweder in noch drei Punkten

A, B, C sich schneiden, oder in einem Punkte A sich berühren und

in einem andern von H verschiedenen Punkte B sich schneiden oder

in einem Punkte A dreipunktig einander sich anschmiegen. Im

ersten dieser drei Fälle schneiden sich die Ebene ü und die Curve

K in den drei Punkten A, B, C, während sie im zweiten Falle im

Punkte A sich berühren und im Punkte B sich schneiden, im drit-

ten Falle aber im Punkte A einander sich anschmiegen.

Alle Kegelflächen, welche zu einer und derselben unebenen

Curve III Ordnung perspektivisch sind, sind zu einander projekti-

visch, da je zwei derselben auch zu einem und demselben Ebenen-

büschel perspektivisch sind. Und wenn zwei Kegelflächen II. Ord-

nung zu einem und demselben Ebenenbtischel I. Ordnung perspek-
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tivisch sind, aber weder einerlei Mittelpunkt noch die Axe des

Büschels entsprecliend gemein haben, so sind sie anch zu einer

und derselben Curve III. Ordnung perspektivisch.

464. Durch sechs Punkte M, N, A, B, C. D, von welchen keine

vier in einerlei Ebene liegen, ist eine unebene Curve K III. Ordnung

bestimmt, welche nämlich durch die sechs gegebenen Punkte geht.

Jede von den beiden Kegelflächen MK.NK, welche in der Geraden

MNundin der CurveK sich schneiden, ist durch die fünf Strahlen be-

stimmt, welche aus ihrem Mittelpunkte die fünf übrigen der gegebe-

nen Punkte projiciren. — Soll eine Curve K III. Ordnung durch die

fünfPunkte M,N,A,B;C gehen und im Punkte M der Geraden MD sich

anschmiegen, so ist die Kegelfläche MK, wie vorhin, durch die fünf

Strahlen MX, MA, MB, MC, MD, die Kegelfläche NK aber durch die

vier Strahlen NM, NA, NB, NC und die ihr in der Geraden NM sich

anschmiegende Ebene NMD bestimmt.— Soll eine Curve Kill.Ord-

nung durch die vier Punkte M, N, A, B gehen und in den erstem den

Geraden MD, NC sich anschmiegen, so ist die Kegelfläche MK durch

die vier Geraden MN, MA, MB, MD und die ihr in der Geraden MN
sich anschmiegende Ebene MNC, die Kegelfläche NK aber, wie vor-

hin, durch die Geraden NM, NA, NB, NC und die ihr in der Geraden

NM sich anschmiegende Ebene NMD bestimmt. — Soll eine Curve

K III. Ordnung in den Punkten M, N, A den Geraden MD, NC, AB
sich anschmiegen, so muss die Kegelfläche MK in den Geraden MN,

MA die Ebenen MNC,MAB die KegelflächeNK aber in der Geraden

NM, NA die Ebenen NMD, NAB berühren und überdies die erstere

durch die Gerade MD. die letztere aber durch die Gerade NC gehen.

— Soll eine Curve K III. Ordnung im Punkte M der Geraden MD
und der Ebene MDB, im Punkte N der Geraden NC und der Ebene

NCB sich anschmiegen und überdies durch den Punkt A gehen, so

muss die Kegelfläehe MK in den Geraden MN. MD die Ebenen MNC,
MDB, die Kegelfläche NK aber in den Geraden NM, NC die Ebenen

NMD, NCB berühren und überdies die erstere durch die Gerade MA,
die letztere aber durch die Gerade N A gehen.

465. Eine unebene Linie III. Ordnung, welche aus andern

Linien zusammengesetzt ist, besteht entweder aus den drei Kanten

eines Dreikants oder aus drei Geraden, von welchen zwei nicht in

einerlei Ebene liegen, während jedoch beide von der dritten ga-
st a u d t , Beiträge zur Geometrie der I^ge. 20
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schnitten werden, oder aus einer Curve II. Ordnung und einer Ge-

raden, welche mit der Curve einen Punkt gemein hat aber mit ihr

nicht in einerlei Ebene liegt. — Durch sechs Punkte M, N, A, B, C,

D, von welchen keine drei in einer und derselben Geraden und keine

fünf in einerlei Ebene liegen, ist eine Linie K III. Ordnung be-

stimmt, welche nämlich durch die sechs gegebenen Punkte geht.

Liegen die vier Punkte A, B, C, D in einerlei Ebene, so

besteht die Linie K aus der Geraden M N und derjenigen Linie

II. Ordnung, welche durch die Punkte A, B, C, D und den Punkt

geht, den die Ebene ABC mit der Geraden M N gemein hat. Lie-

gen aber keine vier von den sechs gegebenen Punkten in einer-

lei Ebene, so ist K eine Curve III. Ordnung.

466. Ist von einer unebenen Curve K III. Ordnung und einem

zu ihr perspektivischen Ebenenbüschel u I. Ordnung die Rede, so

versteht es sich von selbst, dass die Axe u des Ebenenbüschels ent-

weder mit der Curve K zwei Piinkte A,B gemein hat oder derselben

in einem Punkte A sich anschmiegt und dass auf jeden ausserhalb

der Geraden u liegenden Punkt der Curve die durch ihn gehende

Ebene des Büschels bezogen wird. Dem Punkte A entspricht im

erstem Falle die Ebene, welche die Curve K im Punkte A berührt

und im Punkte B schneidet, und eben so dem Punkte B die Ebene,

welche die Curve im PunkteB berührt und im PunkteA schneidet. Im

letztern Falle aber entspricht dem PunkteA die Ebene, welche durch

keinen andern Punkt der Curve geht also derselben im Punkte A sich

anschmiegt. Umgekehrt ist durch jede Ebene des Büschels u einPunkt

derCurveKbestimmt,welchem nämlich die gegebeneEbene entspricht.

Alle Ebenenbüschel I. Ordnung, welche zu einer und derselben

unebenen Curve III. Ordnung perspektivisch sind, sind zu einander

projektivisch. Haben nämlich die Axen u, v von zwei zur Curve K
perspektivischenEbenenbüschelnl.OrdnungeinenPunktS mit einan-

der gemein, so liegt dieser in der Curve K, daher die beiden Büschel

zueiner und derselbenKegelflächeSK II.Ordnung perspektivisch sind.

Haben aber die Geraden u,v keinen Punkt mit einander gemein, so

darf man nur, um diesen Fall auf den so eben betrachteten zurück-

zuführen, einen dritten zur Curve K perspektivischen Ebenenbüschel

I,Ordnung annehmen, dessen Axe die beiden Geraden u,v schneidet.

467. Wenn ein Strahlenbüschel S I. Ordnung und eine Curve
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K Il.Ordnung zu einander projektivisch sind und überdies in einerlei

Ebene liegen, so geht wenigstens ein Strahl des Büschels durch den

ihm eutsprechendenPunkt derCurve. Wenn nämlich weder derPunkt

P derCarveK in dem ihm entsprechenden Strahle des Büschels S liegt,

noch der Strahl S P dieses Büschels durch den ihm entsprechenden

Punkt der Curve geht, so erzeugt der Strahlenbüschel P, welcher zur

Curve K perspektivisch und in Folge dessen auch zu dem Büschel S

projektivisch ist, mit diesem eine Curve Kj IL Ordnung, welche die

erstere im Punkte P schneidet und daher mit derselben wenigstens

noch einen Funkt gemein hat. Bemerkt man nun^ dass jeder von P

verschiedene gemeinschaftliche Punkt der Curven K, Kj in dem ihm

entsprechenden Strahle des Büschels S liegt, so folgt der Satz.

Geht die Axe eines Ebenenbüschels I. Ordnung, welcher zu

einer Kegelfläche II. Ordnung projektivisch ist, durch den Mit-

telpunkt derselben, so geht wenigstens eine Ebene des Büschels

durch den ihr entsprechenden Strahl der Kegelfläche.

468. Wenn ein Ebenenbüschel u I. Ordnung und eine Kegelflä-

che F Il.Ordnung zu einander projektivisch sind, aber keineEbene des

Büschels durch den ihr entsprechenden Strahl der Kegelfläche geht,

so erzeugen die zu einander projektivischen Gebilde eine zu ihnen

perspektivische CurveK III. Ordnung, welche mit der Axe u des Ebe-

nenbüschels zwei Punkte A, B gemein hat oder derselben in einem

Punkte A sich anschmiegt, je nachdem diese Gerade die Kegelfläche

F in zwei Punkten AjB schneidet oder in einem Punkte A berührt.

Es sei V der durch den Punkt A gehende Strahl der Kegel-

fläche F. Bezieht man nun den Ebenenbüschel v auf die Kegelflä-

che F perspektivisch, so ist derselbe dadurch auch auf den Ebenen-

büschel u projektivisch bezogen und erzeugt mit diesem eine Kegel-

fläche Fl, welche die erstere in der Geraden v und in der im Satze er-

wähnten CurveK schneidet. Der Ebene u v des Büschels u entspricht

diejenige Ebene des Büschels v, welche die Kegelfläche F in dem

Strahle v und in dem der Ebene u v des erstem Büschels entspre-

chenden Strahle schneidet. Die der Kegelfläche F in dem Strahl v

sich anschmiegende Ebene V des Büschels v entspricht derjenigen

Ebene U des Büschels u, welcher der Strahl v der Kegelfläche F
entspricht, daher die Ebene V die Kegelfläche Fj in der Gera-

den V und in noch einer Geraden U V schneidet.

20*
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469. Eine Regelschaar soll zu einer in der Regelfläche liegen-

den Curve Ill.Ordnung perspektivisch heissen, wenn jede Gerade der

Regelschaar durch einen ihr entsprechenden Punkt der Curve geht,

aber weder der Curve in diesem Punkte sich anschmiegt noch mit der-

selben einen zweiten Punkt gemein hat. Ist eine Regelschaar R zu

einem Ebenenbüschel u I. Ordnung projektivisch, ohne dass eine Ge-

rade der Regelschaar in der ihr entsprechenden Ebene des Büschels

liegt, so erzeugen die zu einander projektivischen Gebilde eine zu

ihnen perspektivische CurveK Ill.Ordnung, welche mit der Axe u des

Ebenenbüschels zwei Punkte A, B gemein hat oder derselben in einem

Punkte A sich anschmiegt, je nachdem diese Gerade die Regelfläche

in zwei Punkten A, B schneidet oder in einem Punkte A berührt.

Es sei V der durch den Punkt A gehende, w aber irgend ein

anderer Leitstrahl der Regelschaar R. Wenn mau nun die Ebenen-

büschel V, w auf die Regelschaar R perspektivisch bezieht, so hat

man drei zu einander projektivische Ebenenbüschel u, v, w, von wel-

chen keine zwei eine Ebene entsprechend gemein haben und keine

drei homologe Ebenen in einerund derselben Geraden sich schneiden.

Die Kegelfläche, welche die beiden erstem Büschel erzeugen, erzeugt

(468) mit dem dritten eine zu jedem der drei Büschel perspektivische

Curve K Ill.Ordnung, welche auch die Regelschaar R mit dem Bü-

schel u erzeugt. Es folgt aber hieraus zugleich, dass jeder Leit-

strahl der Regelschaar R und daher keine Gerade dieser Schaar

die Axe eines zur Curve K perspektivischen Ebenenbüschels ist.

470. Je drei zu einander projektivische Ebenenbüschel I. Ord-

nung, von welchen keine zwei eine Ebene entsprechend gemein haben

und keine drei homologe Ebenen in einer und derselben Geraden sich

schneiden, erzeugen eine zu ihnen perspektivische Curve K Ill.Ord-

nung. Je zwei der drei Büschel erzeugen nämlich ein zu ihnen per-

spektivisches Gebilde G II. Ordnung, welches mit dem dritten die

Curve K erzeugt. Ist G eine Regelschaar, so entspricht jeder Ge-

raden derselben ein Punkt der Curve, während jeder Leitstrahl der

Regelschaar die Axe eines zur Curve perspektivischen Ebenenbü-

schels ist. Ist aber G eine Kegelfläehe, so sind in jedem Strahle

derselben die beiden erwähnten Eigenschaften vereinigt.

471. Je zwei zu einer und derselben unebenen Curve K
III. Ordnung perspektivische Ebenenbüschel u, vi. Ordnung,
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deren Axen sich nicht schneiden, erzeugen eine zur Cnrve per-

spektivische Regelschaar.

Es sei w ein zur CarveK perspektivischer Ebenenbüschel I Ord-

nung, dessen Axe w die beiden Geraden u, v schneidet. Da nun

(466j die drei Ebenenbüschel u, v, w zu einander projektivisch

sind, so erzeugen die beiden erstem eine Regelschaar, welche mit

dem dritten die CurveK erzeugt und zu dieser Cnrve perspektivisch

ist. Jeder Leitsrrahl der erwähnten Regelschaar ist (469) die Axe

eines zur Curve K perspektivischen Ebenenbüschels. Diejenige Ebene

U des Büschels u, welcher die Ebene vw des Büschels v entspricht,

schmiegt der Regelfläche im Punkte u w sich an und geht durch die

der Curve K in diesem Punkte sich anschmiegende Gerade s. Wenn

also die Gerade u mit der Curve K zwei Punkte gemein hat, so

berührt die Gerade s die Regelfläche im Punkte u w. Fallen aber

die Geraden s, u in einander, so schmiegt die Ebene ü im Punkte

u w auch der Curve K sich an.

Durch eine unebene Cnrve III.Ordnung und zwei Gerade, welche

die Axen von zwei zur Curve perspektivischen Ebenenbüscheln sind,

ist eine Fläche ll.Ordnung bestimmt, welche nämlich durch die drei

gegebenen Linien gebt und eine Kegelfläche oder Regelfläche ist,

je nachdem die gegebenen Geraden in einerlei oder nicht in ei-

nerlei Ebene liegen. Dass es im erstem Falle keine Regelfiäche

giebt, welche durch die drei gegebenen Linien geht, folgt aus 45-i.

472. Durch eine unebene Curve K III.Ordnung und eine Ge-

rade a, welche mit der Curve einen Punkt A gemein hat, aber we-

der ihr in diesem Punkte sich anschmiegt noch durch einen zwei-

ten Punkt derselben geht, ist eine zur Curve perspektivische Re-

gelschaar R bestimmt, der nämlich die gegebene Gerade angehört.

In jeder durch den Punkt A gehenden Ebene C liegt die Axe

u eines zur Curve K perspektivischen Ebenenbüschels, so dass dem

Punkte A der Curve die Ebene U des Büschels entspricht. Schnei-

det die Ebene U die Curve K im Punkte A und in noch zwei Punkten

B, C, so geht die Gerade u durch die beiden letztern Punkte. Be-

rühren sich die Ebene ü und die Curve K im Punkte A, während

sie in einem andern Punkte B sich schneiden, so geht die Gerade u

durch die beiden Punkte A, B. Schneiden sich die Ebene U und

die Curve K im Paukte A, während sie in einem andern Punkte B
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sich berühren, so schmiegt die Gerade u im Punkte B der Curve K
sich an. Wenn endlich die Ebene U der Curve K im Punkte A sich

anschmiegt, so ist u die in diesem Punkte der Curve K sich an-

schmiegende Gerade. Die Gerade u hat also mit der Curve K zwei

Punkte gemein oder schmiegt derselben in einem Punkte sich an, je

nachdem die EbeneU die Kegelfläche AK schneidet oder berührt. Es

seien nun ü,üi,Ü2 drei durch die Gerade a gehende Ebenen, sogiebt

es in der Ebene CT eine Gerade u, in der Ebene ü^ eine Gerade u^ und

in der Ebene U2 eine Gerade U2, so dass u, Uj, U2 die Axen von drei

zur Curve K perspektivischen Ebenenbüscheln sind und dem Punkte

A der Curve K die Ebenen ua, Uja^ U2a der Büschel entsprechen, da-

her je zwei derselben eine zur Curve K perspektivische Regelschaar

erzeugen, der die Gerade a angehört. Da es aber nur eine Fläche

IL Ordnung giebt, welche durch die Curve K und die Gerade a, mit-

hin auch durch jede Gerade geht, welche zwei Punkte mit der Curve

K und einen dritten mit der Geraden a gemein hat, so folgt, dass u,

Uj, U2 drei Leitstrahlen einer und derselben zur Curve K perspekti-

vischen Regelschaar R sind und dass auch jeder vierte Leitstrahl

dieser Regelschaar, der also in einer vierten durch die Gerade a

gehenden Ebene liegt, die Axe eines zur Curve K perspektivischen

Ebenenbüschels ist, welcher mit jedem der drei erstem Büschel die

Regelschaar erzeugt.

473. Jede Regelfläche F, welche durch eine Curve K IIL Ord-

nung geht, enthält eine zur Curve perspektivische Regelschaar R,

Zwei Leitstrahlen g, h dieser Regelschaar schmiegen der Curve K
sich an, während jeder dritte Leitstrahl der Regelschaar mit der

Curve K zwei Punkte gemein hat und jede dritte dieser Curve sich

anschmiegende Gerade die Regelfläche berührt. Schmiegt eine

Ebene dieser Fläche in einem Punkte A der Curve K sich an, so

schmiegt sie entweder auch der Curve sich au oder sie berührt

die Curve im Punkte A, während sie in einem andern Punkte B
dieselbe schneidet, je nachdem nämlich der durch den Punkt A
gehende Leitstrahl der Regelschaar R mit der Curve K nur den

Punkt A oder noch einen Punkt B gemein hat.

In jedem Punkte A der Curve K schneiden sich nämlich zwei

in der Fläche F liegende Gerade a, p, von welchen nach 454 we-

nigstens die eine a ausserhalb der Kegelfläche A K liegt , also
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die Schnittlinie von zwei dieser Fläche sich anschmiegenden Ebe-

nen ist. Da es nun (472) nur eine Fläche II. Ordnung giebt,

welche durch die Curve K und die Gerade a geht, so ist dieje-

nige zur Curve K perspektivische Regelschaar, welcher die Gerade

a angehört, in der Fläche F enthalten, folglich die Gerade p die

Axe eines zur Curve K perspektivischen Ebenenbüschels und mit-

hin ein Strahl der Kegelfläche AK. Auch die übrigen Theile des

Satzes ergeben sich aus den vorigen Betrachtungen und wenn

man bemerkt, dass die Ebene p a des Büschels p dem Punkte

A der Curve K entspricht.

Ist die Curve K reell und a eine reelle Gerade, so ist diese

entweder von der Kegelfläche AK eingeschlossen oder die Axe ei-

nes um die Kegelfläche A K beschriebenen reellen Flächenwinkels.

Im erstem Falle hat jeder reelle Leitstrahl der Regelschaar R mit

der Curve K zwei reelle Punkte gemein, während im letztern Falle

die Geraden g, h reell sind, ein dritter reeller Leitstrahl der Re-

gelschaar R aber mit der Curve K zwei reelle oder zwei einander

conjungirte imaginäre Punkte gemein hat, je nachdem er in dem

einen oder in dem andern von den beiden Theilen liegt, in welche

die Fläche durch die Geraden g, h getheilt wird.

474. Alle Ebenenbüschel I. Ordnung, Kegelflächen und

Regelscbaaren , welche zu einer und derselben unebenen Curve

K III Ordnung perspektivisch sind, sind (^466j zu einander pro-

jektivisch, dajeder zu irgend einem der erwähnten Gebilde II. Ord-

nung perspektivische Ebenenbüschel I.Ordnung auch zur Curve

perspektivisch ist. — Darch eine Gerade h und fünf Punkte

A, B, C, D, E, von welchen keine zwei mit der gegebenen Ge-

raden und auch keine vier mit einander in einerlei Ebene lie-

gen, ist eine Curve K III. Ordnung bestimmt, welche nämlich

durch die fünf gegebenen Punkte geht und mit der gegebenen

Geraden entweder zwei Punkte gemein hat oder derselben in

einem Punkte sich anschmiegt.

Der Wurf A. (BCDE, in der Kegelfläche AK mnss zn dem

Wurfe h (BCDE) projektivisch sein. Und wenn man durch die vier

Geraden AB, AC AD, AE eine Kegelfläche Il.Ordnung legt, so dass

der Wurf A (BCDE) in derselben zu dem Wurfe h ,BCDE^ projek-

tivisch ist, und alsdann die Kegelfläche und den Ebenenbüschel h
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projektivisf'h so auf einander bezieht, dass den Strahlen AB, AC

AD des erstem Gebildes die Ebenen hB, hC, hD des letztern ent-

sprechen, so erzeugen sie die im Satze erwähnte Curve. Dass näm-

lich die Ebene hA des Ebenenbüschels nicht durch den ihr entspre-

chenden Strahl der Kegtlfläche geht, folgt, da die vier Punkte B, C,

D, E nicht in einerlei Ebene liegen, indirekt aus 18.

475. Wenn eine Regelschaar R und eine Kegelfläche F

IL Ordnung oder zwei Regeischaaren R, F zu einem und demselben

Ebenenbüschel u I. Ordnung perspektivisch sind, aber keine Gerade

mit einander gemein haben, so sind sie auch zu einer und dersel-

ben Curve K III. Ordnung perspektivisch.

Jeder andere Ebenenbüschel v I. Ordnung, welcher zur Re-

gelschaar R perspektivisch und daher auch zu dem Gebilde F

projektiviseh ist , erzeugt mit diesem die im Satze erwähnte

Curve, da jede Gerade p der Regelschaar R die ihr entsprech-

ende Gerade q des Gebildes F in demselben Punkte schneidet,

in welchem diese Gerade von der ihr entsprechenden Ebene vp

des Büschels v geschnitten wird.

Haben also eine Kegelfläche und eine Regelfläche oder zwei

Regelflächen eine, aber auch nur eine Gerade u mit einander ge-

mein, so schneiden sie sich auch noch in einer Curve III. Ord-

nung, welche im erstem Falle durch den Mittelpunkt der Ke-

gelfläche geht, in jedem Falle aber mit der Geraden u entweder zwei

Funkte gemein hat oder derselben in einem Punkte sich anschmiegt.

476. Wenn eine unebene Curve K III. Ordnung mit einer

Fläche F II. Ordnung mehr als sechs Punkte, nämlich den Punkt

A und wenigstens noch sechs Punkte gemein hat, so liegt die

Curve K in der Fläche F.

Da eine unebene Curve Ill.Ordnung mit keiner Ebene und also

auch mit keiner Linie IL Ordnung mehr als drei Punkte gemein hat,

so folgt, dass die Fläche F, wenn sie mit der Kegelfläche AK mehr

als eine Gerade gemein hat, mit dieser Fläche zusammenfällt. Giebt

es hingegen in der Fläche F eine durch den Punkt A gehende Ge-

rade a, welche ausserhalb der Kegelfläche AK liegt, so fällt die

Fläche F mit der Regelfläche zusammen, welche durch die Curve K
und die Gerade a geht, weil, wenn zwei Flächen F, Fi ILOrdnung

eine Gerade a und sechs ausserhalb derselben liegende Punkte, von

I
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welchen keine vier in einerlei Ebene liegen, mit einander gemein

haben, sie in der Geraden a und iu der durch jene sechs Punkte

bestimmtenCurveKIII.Ordnung sich schneiden, alsdann aber die

Gerade a mit der Curve K entweder zwei Punkte gemein hat

oder derselben in einem Punkte sich anschmiegt, was gegen

die Annahme ist. Findet keiner der bereits betrachteten Fälle

statt, so ist F eine Kegelfläche, welche dieKegelfläeheAK in einer

Geraden u und in einer Curve III. Ordnung schneidet, die durch

die Mittelpunkte der beiden Kegelfiächen geht und mit der

Curve K wenigstens fünf ausserhalb der Geraden u liegende

Punkte gemein hat, demnach mit K zusammenfällt. Es ergiebt

sich hieraus zugleich, dass die Curve K, im Falle die Fläche P

eine Kegelfläche ist, durch den Mittelpunkt derselben geht.

477. Wenn eine Kegelfläche F und eine Regelschaar R

oder zwei Regeischaaren F, R zu einer und derselben unebenen

Curve K III. Ordnung perspektivisch sind, so sind sie auch zu

einem und demselben Ebenenbüschel I. Ordnung perspektivisch.

Es sei A irgend ein Punkt der Curve K, a die ihm entspre-

chende Gerade des Gebildes F und ai die ihm entsprechende Gerade

der Regelschaar R, so gibt es in der Ebene aa^ eine Gerade u,

welche die Axe eines zur Curve K perspektivischen Ebenenbüschels

ist, so dass dem Punkte P der Curve die Ebene aaj des Büschels

entspricht. Bemerkt man nun. dass dieser Büschel (472) auch

zu jedem der Gebilde F, R perspektivisch ist, so folgt der Satz.

Zwei Flächen II. Ordnung, welche durch eine und dieselbe

Curve lU. Ordnung gehen, schneiden sich auch noch in einer

Geraden , welche mit der Curve entweder zwei Punkte gemein

hat oder derselben in einem Punkte sich anschmiegt.

478. Durch eine unebene Curve K III. Ordnung und einen

ausserhalb derselben liegenden Punkt P ist eine Gerade u be-

stimmt, welche nämlich durch den gegebenen Punkt geht und

mit der gegebenen Curve entweder zwei Punkte gemein hat

oder derselben in einem Punkte sich anschmiegt.

Es sei A ein beliebiger Punkt der Curve K. Wenn nun die

Gerade AP in der Kegelfläche AK liegt, so fällt umit AP zusam-

men. Wenn aber (472) die GeradeAP einer zur Curve K perspek-

tivischen Regelschaar angehört, so ist u der durch den Punkt P
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gehende Leitstrahl dieser Regelschaar.— Jede Flächell. Ordnung,

welche durch die Curve K und durch den Punkt P geht, geht auch

durch die Gerade u. Geht nämlich eine Fläche IL Ordnung durch

die Curve K aber nicht durch die Gerade u, so hat sie mit dieser

Geraden keinen ausserhalb der Curve K liegenden Punkt gemein.

479. Durch eine unebene Curve K IIL Ordnung, eine Ge-

rade u, welche die Axe eines zur Curve perspektivischen Ebenen-

büschels ist, und einen Punkt Q, welcher in keiner der gegebenen

Linien liegt, ist eine Fläche IL Ordnung bestimmt, welche

nämlich durch die beiden gegebenen Linien K, u und durch den

gegebenen Punkt Q geht. Diese Fläche ist eine Kegelfläche oder

eine Regelfläche
,

je nachdem diejenige durch den Punkt Q
gehende Gerade, welche mit der Curve K entweder zwei Punkte

gemein hat oder derselben in einem Punkte sich anschmiegt, die

Gerade u schneidet oder nicht schneidet.

Durch eine unebene Curve III. Ordnung und zwei ausser-

halb derselben liegende Punkte ist entweder eine Fläche II. Ord-

nung bestimmt, welche nämlich durch die gegebene Curve und

durch die beiden gegebenen Punkte geht, oder es ist die Gerade,

welche diese Punkte verbindet, die Axe eines zu der gegebenen

Curve perspektivischen Ebenenbtischels.

480. Durch eine Regelfläche F und fünf in dieser Fläche

aber nicht zugleich in einer und derselben Ebene liegende Punkte

A, B, C, D, E, von welchen keine drei einer und derselben Ge-

raden angehören, sind zwei Linien III. Ordnung bestimmt, deren

jede in der gegebenen Fläche liegt und durch die fünf gegebenen

Punkte geht.

Da von den zehn Geraden, deren jede zwei der fünf ge-

gebenen Punkte mit einander verbindet, höchstens vier in der

Fläche F liegen, so kann man annehmen, dass diese von den

Geraden AB, AC, AD, AE geschnitten wird. Liegen nun keine

vier von den fünf gegebenen Punkten in einerlei Ebene, so

schneiden sich in den vier Geraden AB, AC, AD, AE zwei Flächen

II. Ordnung, deren jede mit der Fläche F eine durch den Punkt

A gehende Gerade und eine durch die fünf gegebenen Punkte

gehende Linie III. Ordnung gemein hat. Wenn aber vier von

diesen Punkten in einer und derselben Ebene U liegen, so besteht
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jede der im Satze erwähnten Linien aus der Linie üF und einer

durch den fünften Punkt gehenden Geraden. Aus dem Beweise

und aus 475 folgt noch

:

Zwei zu einer und derselbenRegelschaar perspektivi§cheCurven

III Ordnung haben höchstens yier Punkte mit einander gemein.

§. 34.

Elementargebilde III. und IV. Ordnung.

481. Durch drei Gerade a, b, c, welche einer unebenen

Curve K III. Ordnung in den Punkten A. B, C sich anschmiegen,

ist eine Regelfläche abc bestimmt, welche nämlich durch die drei

gegebenen Geraden geht. Die Ebenen Aj, ap, von welchen

die erstere im Punkte A der Curve K, die letztere in demselben

Punkte der erwähnten Regelfläche sich anschmiegt, sind durch

die Punkte B, C harmonisch getrennt.

Da nämlich die Ebenen Aj, Ab, Ac die Kegelfläche AK in

den Geraden a , AB, AC berühren , so sind (G. 250) die Geraden

AB, AC durch die Ebene Aj und die Ebene ap, welche die Ge-

rade a mit der Schnittlinie p der Ebenen Ab, Ac verbindet, har-

monisch getrennt, woraus der Satz folgt. — Die Ebenen ap, bp,

cp; welche in den Punkten A, bp, cp der Regelfläche abc sich

anschmiegen, schmiegen in denselben Punkten auch der Regelfläche

sich an, welche durch die Curve K und die beiden Geraden b, c,

mithin (473) nicht durch dieGerade a geht, woraus man schliessen

kann, dass die beiden Flächen in der Geraden p sich berühren.

482. Durch zwei nicht in einerlei Ebene liegende Gerade

a, ai, einen ausserhalb derselben liegenden Punkt P und eine

Ebene E, welche durch keine der gegebenen Geraden aber durch

die Schnittlinie der Ebenen P a , P a^ geht, ist ein NuUsjstem

bestimmt, in welchem nämlich der Geraden a die Gerade ai

und dem Punkte P die Ebene E zugeordnet ist.

Es sei b irgend eine durch den Punkt P gehende Gerade,

welche keine von den beiden Geraden a, ai schneidet, und bj

die in der Ebene E liegende Gerade der Regelschaar a a^ b, so
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ist, wie aus 92 und 94 leicht hervorgeht, a ai . b b| . . . das im Satze

erwähnte Nullsystem. Liegt die Gerade b in der Ebene E, so

fällt b| mit b zusammen.

483. Durch ein Dreieck ABC und ein Dreikant, dessen

Mittelpunkt S in der Ebene des Dreiecks liegt und dessen Seiten

Ai, Bi,Ci bezüglich durch die Eckpunkte A,B, C des Dreiecks

gehen, ohne dass eine Kante des Dreikants und eine Seite des

Dreiecks sich schneiden, ist ein Nullsystem bestimmt, in welchem

nämlich jedem Eckpunkte des gegebenen Dreiecks die durch

ihn gehende Seite des gegebenen Dreikants und also der Ebene

ABC der Punkt S zugeordnet ist.

Es ergiebt sich dieser Satz aus dem vorigen , wenn man

bemerkt, dass der Geraden AB die Gerade Ai Bj zugeordnet

sein muss und dass die Ebene C] durch die Gerade CS geht;

welche die beiden erstem schneidet.

484. Je drei Ebenen Ai , Bj , Cj , welche einer und der-

selben unebenen Curve K III. Ordnung sich anschmiegen, schneiden

sich in einem Punkte S, welcher mit den drei Anschmiegungs-

punkten A, B, C in einer und derselben Ebene liegt.

Die der Curve K in den Punkten A, B, C sich anschmiegen-

den Geraden a, b, c sind drei Leitstrahlen einer Regelschaar,

von welcher drei Gerade p,q, r bezüglich durch die Punkte A,

B, C gehen und drei andere Gerade pi, qi, r^ bezüglich in den

Ebenen Ai,Bi,Ci liegen. Da nun (481) die Ebenen ap, api

durch die Punkte B, C und also auch durch die Geraden q, r

harmonisch getrennt sind, so ist rpqpi ein harmonischer Wurf.

Da eben so pqr qi, qrpr^ harmonische Würfe sind, so ist(G. 220)

pp, .qqi . rri eine Involution. Betrachtet man nun das Nullsystem

ppi.qqi,.., in welchem den Punkten a p, bq, er die Ebenen

apijbqi, cri zugeordnet sind, so folgt, dass der Schnittpunkt S

dieser Ebenen in der durch jene drei Punkte gehenden Ebene

ABC liegt. Dasselbe ergibt sich auch, wenn man die Curve in

Betrachtung zieht, in welcher die Ebene ABC und die Regel-

fläche abc sich schneiden. Diese Curve berührt in den Punkten

A,B,C die Geraden EF, DF, DE, in welchen die Ebene ABC
von den Ebenen ap, bq, er gtJaciiuiiten wird, daher die Geraden
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AD, BE, CP, welche (481) bezflglicb in den Ebenen Ai.Bi,Ci

liegen, in einem und demselben Punkte S sich schneiden.

485. Eine unebene Curve III. Ordnung soll eine Ordnungs-

curve von einem Nullsysteme heissen, wenn in demselben jede der

Curve sich anschmiegende Ebene ihrem Anschmiegungspunkte zu-

geordnet ist. — Schmiegen einer unebenen Curve K III. Ordnung

in den Punkten A, B, C die Ebenen A], Bj, Ci sich an, so ist die

Curve K eineOrdnungscurve des Nullsystems, in welchem (483) den

Punkten A, B, C die Ebenen Aj, Bj, Cj zugeordnet sind.

E.« sei D irgend ein vierter Punkt der Curve K und Dj die

in ihm derselben sich anschmiegende Ebene, so schneiden sich (484)

die Ebenen Aj, Bj. Dj in einem Punkte P der Ebene ABD und

die Ebenen Ai,Ci, Di in einem Punkte Q der Ebene ACD. Da

nun indem erwähnten Nullsysteme der Geraden AB die Gerade Aj

Bi zugeordnet ist, so ist (92) die Gerade DP, welche die beiden

erstem schneidet, sich selbst zugeordnet. Eben so ist die Gerade

DQ sich selbst und also die Ebene Di , welche durch die beiden

Geraden DP, DQ geht, dem Schnittpunkte D derselben zugeordnet.

486. Durch ein Nullsystem N, dann drei nicht in einer

und derselben Geraden liegende Punkte A, B, C, deren Null-

ebenen Ai, Bj, Ci in drei ausserhalb der Ebene ABC liegenden

Geraden sich schneiden und eine durch den Punkt A gehende

Gerade a, welche in der Ebene Aj aber ausserhalb der Ebene

ABC liegt, ist eine Ordnungscurve des Nullsystems bestimmt,

welche nämlich durch die drei gegebenen Punkte geht und der

gegebenen Geraden a sich anschmiegt.

Man suche in der Geraden CS, welche den Punkt C mit

dem Schnittpunkte S der Ebenen Aj, Bj, Cj verbindet und also

die Gerade A B in einem Punkte H schneidet, die Punkte F, G,

so dass CSHF, FCHG harmonische Würfe sind. Man verbinde

ferner den Punkt G mit dem Punkte aCj durch eine Gerade r

und den Punkt B mit dem Punkte rjBj dnrch eine Gerade b.

Legt man nun (464) durch die Punkte A, B, C eine Curve K
III. Ordnung, welche den Geraden a, b und den Ebenen Ai,Bi

sieb r, scbmiegt, so ist diese die im Satze erwähnte Ordnungscurve

des gegebenen Nullsystems. Wenn nämlich c die der Cnrve K
im Punkte C sich anschmiegende Gerade bezeichnet und p, q, r
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die durch diePunkteA, B, C gehenden Leitstrablen der Regelschaar

abc sind, so geht (481) die Ebene ap durch die Gerade AF, welche

von der Geraden AS durch die Punkte B, C harmonisch getrennt

ist, und eben so die Ebene bq durch die Gerade BF, daher die

Curve L, in welcher die Regelfläche abc von der Ebene ABC
geschnitten wird, in den Punkten A, B die Geraden AF, BF berührt.

Da ferner die Punkte C, G durch den Punkt F und die Gerade AB
harmonisch getrennt sind, so folgt, dass auch der Punkt G in der

Curve L liegt und die Schnittlinie r^ der Ebenen Ga,Gb, ein Leit-

strahl der Regelschaar abc ist. Da endlich ACBG ein harmonischer

Wurf in der Curve L und also prqrj ein harmonischer Wurf in der

Regelschaar pqr ist, so schmiegt dieEbeneCi, welche aus dem Punkte

C die Gerade r^ projicirt und daher auch durch die Gerade c geht,

im Punkte C der Curve K sich an. — Die Geraden r, r^ sind auch

durch die in den Ebenen Ai, B^ liegenden Leitstrahlen pi, qi der

Regelschaar abc, folglich die Ebenen A^, Bj durch die Punkte C,

cr^ harmonisch getrennt, in deren letzterm die Ebene Cj der

Regelfläche abc sich anschmiegt.

487. Durch eine unebene Curve K IIL Ordnung ist (485)

ein Nullsystem bestimmt , von welchem nämlich die gegebene

Curve eine Ordnungscurve ist. Der Curve K ist der ihr- sich an-

schmiegende Ebenenbtischel K^ zugeordnet, während der der Curve

sich anschmiegende Strahlenbüschel k sich selbst zugeordnet ist.

Jedem zur Curve k perspektivischen Ebenenbüschel u I.Ord-

nung ist ein zu dem Ebenenbtischel Kj perspektivisches gerades

Gebilde Uj zugeordnet, dessen Träger entweder mit der Axe u

jenes Ebenenbüschels zusammenfällt oder mit ihr nicht in einer-

lei Ebene liegt, je nachdem nämlich die Gerade u der Curve K
in einem Punkte sich anschmiegt oder mit derselben zwei Punkte

gemein hat. — Jeder zur Curve K perspektivischen Kegelfläche

MK ist ein zu dem Ebenenbtischel Kj perspektivischer Strahlen-

büschel Ml Kl IL Ordnung zugeordnet, welcher mit der Kegel-

fläche MK den der Curve K im Punkte M sich anschmiegenden

Strahl m gemein hat. Gleichwie nun jeder von m verschiedene

Strahl der Kegelfläche MK aus dem Punkte M einen andern

Punkt A der Curve K projicirt, so wird in jedem von m ver-

schiedenen Strahle des Strahlenbüschels MiK^ die Ebene Mj von



315

einer andern Ebene Ai des Ebenenbüscbels Kj gescbnitten. —
Dem der Kegelfläcbe MK sich anschmiegenden und daher zu

dem Strahlenbüschel K perspektivischen Ebenenbüschel MK ist

die dem Strahlenbüschel MiKj sich anschmiegende und zu dem

Strahlenbüschel k perspektivische CurveMik zugeordnet, welche

den Strahl m im Punkte M berührt. währeDd in jedem andern

Punkte derselben die Ebene Mj von einem Strahle des Büschels k ge-

schnitten wird . — Jeder zur Curve K perspektivischen Regelschaar

Rist eine zu dem Ebenenbüschel Kj perspektivische Regelschaar R^

zugeordnet, welche mit der erstem zwei Gerade und die der Curve

K sich anschmiegenden Leitstrahlen gemein hat. Geht die Gerade a

der Regelschaar R durch den Punkt A der Curve K, so liegt die ihr

zugeordnete Garade «j der Regelschaar Ri in der dem PunkteA zu-

geordneten Ebene Aj . Gleichwie nun in der Geraden « zwei Ebenen

des Büschels Ak sich schneiden, so hat die Gerade «i mit der Curve

Ajk zwei Punkte gemein. Schmiegt der durch den Punkt A gehende

Leitstrahl der Regelschaar R der Curve K sich an, so ist auch die

Gerade «, da sie (473) in diesem Falle in der Ebene Ai liegt, sich

selbst zugeordnet, folglich a^ mit a identisch.

In jedem Punkte P, welcher in keinem Strahle des Büschels

K liegt, schneiden sich drei Ebenen des Büschels Ki« Diese

Ebenen schmiegen der Cnrve K in den Punkten sich an , in

welchen dieselbe von der Nullebene des Punktes P geschnitten

wird. Jeder Strahl a des Büschels k geht durch einen Punkt

A der Curve K und liegt in einer Ebene Ai des Büschels Kj.

Durch jeden von A verschiedenen Punkt Q der Geraden a geht

noch eine Ebene des Büschels Kj. Diese Ebene schmiegt der

Curve K in dem Punkt« sich an, in welchem dieselbe von der

Nullebene des Punktes Q geschnitten wird.

488. Jeder unebenen Curve III. Ordnung schmiegt (487) ein

Ebenenbüschel III. Ordnung sich an. Sind zwei räumliche Systeme

reciprok zu einander , so entspricht jeder unebenen Curve K
III. Ordnung in dem einenSysteme einEbenenbüschel Kj III. Ord-

nung im andern. Die Curve. welcher dieser Büschel sich anschmiegt,

entspricht dem der Cnrve K sich arschmiegenden Ebenenbüschel.

Jeder Kegelfläche MK, welche die Curve K aus einem in ihr lie-

genden Punkte M projicii't, entspricht ein Strahlenbüschel MjK
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II. Ordnung, in welchem der Ebenenbüschel K^ von der dem

Punkte M entsprechenden Ebene M^ geschnitten wird.

Jeder Curve K III. Ordnung, welche in der Ordnungsfläche

F eines räumlichen Polarsystems liegt , ist ein dieser Fläche

sich anschmiegender Ebenenbüschel Kj 111. Ordnung zugeordnet.

Jede Ebene des Büschels Kj schmiegt der Fläche F in einem

Punkte der Curve K sich an, während nur zwei Ebenen des

Büschels Kj der Curve K sich anschmiegen. Die in der Fläche

F enthaltene zur Curve K perspektivische Regelschaar ist auch

zu dem Ebenenbüschel K^ perspektivisch.

489. Je zwei zu einem und demselben geraden Gebilde s per-

spektivische Strahlenbüschel G, Gj II. Ordnung, welche weder in

einerlei Ebene liegen, noch den iSti-ahl S entsprechend gemein

haben, erzeugen einen Ebenenbüschel, welcher einer Curve K
III. Ordnung sich anschmiegt. Die zu einander projektivischen

Curven L, L^, welche den Büscheln G, Gj sich anschmiegen, er-

zengen den der Curve K sich anschmiegenden Strahlenbüschel k.

Dem Punkte P, in welchem die Curve L die Gerade s berührt,

entspricht ein ausserhalb dieser Geraden liegender Punkt P^ der

Curve Li; welche die Gerade s in einem Punkte Qi berührt, der

einem ausserhalb derselben liegenden Punkte Q der Curve L ent-

spricht. Die Gerade PPj und die Ebene sPj schmiegen der Curve

K im Punkte P^ sich an, in welchem die Gerade PP^ die Curve L^

berührt. Eben so schmiegen die Gerade QQi und die Ebene sQ

der Curve K im Punkte Q sich an, in welchem die Gerade QQi die

Curve L berührt. Jede dritte der Curve K sich anschmiegende

Ebene Mi berührt die Curven L, L^ in homologen Punkten R,

Rj und schneidet die Geraden s, QQi, PPj in drei Punkten S, T, ü.

Die Gerade RRj und die Ebene Mj schmiegen der Curve K in dem

Punkte M sich an, in welchem die Gerade RRj die Curve Mjk be-

rührt. Diese Curve berührt aber die Geraden SR, SRj in den

Punkten T, U, daher der Punkt M durch die Punkte R, R^ vom

Schnittpunkte der Geraden RR^, TU harmonisch getrennt ist

und mithin in der Geraden liegt, welche den Punkt S mit dem

Schnittpunkte der Geraden RU, TRi verbindet.

490. Sind ein gerades Gebilde und ein Strahlenbüsehel

IL Ordnung oder ein gerades Gebilde und eine Regelschaar zu
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einander projektivisch, ohne dass ein Punkt des geraden Gebildes in

der ihm entsprechenden Geraden des andern liegt, so erzeugen die

zu einander projektivischen Gebilde einen Ebenenbüschel, welcher

einer unebenen Curve III. Ordnung sich anschmiegt. Einen solchen

Ebenenbüschel erzeugen auch drei zu einander projektivische gerade

Gebilde, von welchen keine zwei einen Punkt entsprechend gemein

haben und keine drei homologe Punkte in einerund derselben Gera-

den liegen. Durch sechs Ebenen, von welchen keine vier durch einen

und denselben Punkt gehen, ist ein Ebenenbüschel III. Ordnung be-

stimmt, welchem nämlich die sechs gegebenen Ebenen angehören.

Sind ein Strahlenbtischel II. Ordnung und eine Regelschaar,

welche mit dem Büschel keine Gerade gemein hat, oder zwei Regel-

schaaren, welche keine Gerade mit einander gemein haben zu ei-

nem und demselben geraden Gebilde perspektivisch, so sind sie

auch zu einem und demselben Ebenenbüschel III. Ordnung per-

spektivisch. Und wenn zwei Strahlenbüscbel II. Ordnung oder ein

Strahlenbüschel II. Ordnung und eine Regelschaar oder zwei Re-

gelschaaren zu einem und demselben Ebenenbüschel III. Ordnung

perspektivisch sind, so sind sie auch zu einem und demselben gera-

den Gebilde perspektivisch. — Schneiden sich zwei Regelflächen

in einer Geraden s und in einer Curve III. Ordnung, so haben die

ihnen sich anschmiegenden Ebenenbündel einen Ebenenbüschel

sl. und einen Ebenenbüschel III. Ordnung mit einander gemein.

491. Je zwei zu einem und demselben Ebenenbüschel Kj

III. Ordnung, der einer unebenen Curve K sich anschmiegt, perspek-

tivische gerade Gebilde erzeugen ein drittes zu dem Büschel Kj per-

spektivisches Gebilde, welches entweder ein Strahlenbüschel II.Ord-

nung oder eine Regelschaar ist, je nachdem nämlich die geraden Ge-

bilde in einerlei oder nicht in einerlei Ebene liegen. Jede Gerade r,

welche in einer Ebene Mj des Büschels Kj liegt, aber nicht der Trä-

ger eines zu demselben perspektivischen geraden Gebildes ist, ge-

hört einer zu dem Büschel Ki perspektivischen Regelschaar R an.

Zwei Leitstrahlen dieser Regelschaar sind zugleich Strahlen des der

Curve K sich anschmiegenden Strahlenbüschels k; sie schneiden die

Gerade r in den Punkten, in welchen diese die Curve Mj k schnei-

det. Jeder dritte Leitstrahl s der Regelschaar R ist die Schnittlinie

von zwei Ebenen des Büschels Kj, welchen die durch den Punkt rs

Staadt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 21
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gehenden Strahlen des Büschels Mi Kj entsprechen. — Jede der

Curve K sich nicht anschmiegende Ebene U enthält nur ein zu dem

Ebenenbüschel Kj perspektivisches gerades Gebilde. Der Träger u

dieses Gebildes ist ein Leitstrahl von jeder zu dem Ebenenbüschel

Kl perspektivischen Regelschaar, welche mit der Ebene U eine Ge-

rade gemein hat. Geht die Ebene U durch einen Strahl des Bü-

schels k, so fällt u mit diesem Strahle zusammen. Wenn aber

die Ebene U mit der Curve K drei Punkte gemein hat, so schnei-

den sich in der Geraden u zwei Ebenen des Büschels Kj.

492. Wenn einer unebenen Curve K III. Ordnung in den Punk-

ten A, B, C, D die Geraden a, b, c, d und die Ebenen Ai, Bi, C], Di

sich anschmiegen, so ist A BCD ein Wurf in der Curve K, ab cd ein

Wurf in dem der Curve K sich anschmiegenden Strahlenbüschel k

und Ai Bi Ci Dl ein Wurf in dem der Curve K sich anschmiegenden

Ebenenbüschel Kp Ist ferner s die Axe eines zur Curve K perspek-

tivischen Ebenenbüschels, u der Träger eines zu dem Büschel K] per-

spektivischen geraden Gebildes, M ein Punkt der Curve K, U eine

Ebene des Büschels K^, aßyö der dem Wurfe AB CD entsprech-

ende Wurf einer zur Curve K perspektivischen Regelschaar K und

«1 ßi Y\ ^i der dem Wurfe AiB^CiDi entsprechende Wurf einer zu

dem Büschel K^ perspektivischen Regelschaar Ri , so sind, wie aus

dem Bisherigen leicht hervorgeht, s (ABCD), u (AjBiCiDi), M
(ABCD), U (AiBiCjDi), M{abcd); U (abcd), aßyd, a^ß^Yi

ö^ homologe Würfe von acht zu einander projektivischen Gebilden

s, u, M K, U Kl, M k, ü k, R, R^. Sind nun die erwähnten acht ein-

ander gleichen Würfe neutrale Würfe, was nur von den Würfen

ABCD, abcd, AjBjCiDj abhängt, so sollen auch diese Würfe neu-

trale Würfe heissen. Wenn aber die Ebene sD im Sinne s (ABC),

folglich der Punkt u D^ im Sinne u (AiBjCi) liegt u. s. w. , so soll

auch der Punkt D im Sinne ABC, die Ebene Di im Sinne A^ B^ Ci

und die Gerade d im Sinne abc liegend heissen. Es versteht sich

hiernach von selbst, dass der Punkt D im Sinne CBA liegend heisst

wenn die Ebene sD im Sinne s (CBAl liegt. Da also homologe

Würfe der Gebilde K, k, Ki, s, u, MK u. s. w. , was den Sinn

anbelangt, von einerlei Art sind, so kann man sagen, dass diese

Gebilde sämmtlich zu einander projektivisch und daher auch

homologe Würfe derselben einander gleich seien.
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493. Jede unebene Curve III. Ordnung und jeder Ebenenbü-

schel, welcher einer solchen Curve sich anschmiegt, soll ein

Elementargebilde III. Ordnung, jeder einer unebenen Curve

III. Ordnung sich anschmiegende Strahlenbüschel aber ein Ele-

mentargebilde IV. Ordnung genannt werden. Diese Erweiter-

ung des Begriffs : Elementargebilde erscheint dadurch als gerecht-

fertigt, weil Alles, was von Elementargebilden I. wie II. Ordnung

gilt, auch für die erwähnten Gebilde III. und IV.Ordnung gültig ist.

Will man zwei unebene Curven K,Ki III.Ordnung projektivisch

so auf einander beziehen, dass den Punkten A, B, C der erstem

die Punkte Aj, Bj, Ci der letztern entsprechen, so darf man nur

zwei Ebenenbüschel I. Ordnung, von welchen der eine s zur Curve

K, der andere u aber zur Curve Ki perspektivisch ist, projektivisch

so auf einander beziehen, dass den Ebenen s A, sB, sC des erstem

die Ebenen uAj, uBj, uCj des letztern entsprechen und zwei Punkte

D, Dl, von welchen der eine D in der Curve K, <Jer andere Dj aber

in der Curve Kj liegt, einander entsprechend nennen, wenn sie ho-

mologen Ebenen der Büschel entsprechen. Man hat dann vier Ge-

bilde K, s, u, Kj, von welchen jedes folgende zum vorhergehenden

und daher auch das letzte zum ersten projektivisch ist. Uebrigens

lässt sich leicht noch nachweisen, dass diezu einander projektivischen

Pnnktgebilde K,Ki homologeGebilde von zwei zu einander collineären

räinnlichen Systemen sind. Wenn nämlich der Cutve K in denPunk-

ten A, B, C die Geraden a, b, c und der Curve Kj in den Punkten

Ai, Bj, Ci die Geraden aj, bi, Ci sich anschmiegen, so kann man

zwei räumliche Systeme collineär so auf einander beziehen, dass den

Elementen A, B, C, a, b, c des einen Systems die Elemente A^, Bj,

1, aj, bj, Cj des andern entsprechen. Da alsdann der Geraden v,

welche den Punkt A mit dem Punkte B verbindet, die Gerade v^

entspricht, welche durch die beiden Punkte Aj, Bj geht, mithin den

Ebenen va, vb, vC die Ebenen Vj aj, Vi bj, Vj Cj entsprechen, die

Würfe V (ab CD), Vi (aibiCiD,) aber den Würfen s (AB CD),

u (AiBjCiD,) und also auch einander gleich sind, so entspricht

der Ebene v D die Ebene Vj Di und eben so der Ebene A C D
die Ebene AjCiDi und der Ebene BCD die Ebene BjCiDj, mit-

hin auch dem Pnnkte D der Punkt Dj.

494. Sind die Punkte einer unebenen Curve K III. Ordnung
21*
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involutorisch gepaart, so sind die Geraden, v/elche der Curve in den

Ordnungs-Punkten M,N des involutorischen Gebildes sich anschmie-

gen, und die Geraden AAi,BBi u. s. w., deren jede zwei einander zu-

geordnete Punkte verbindet, Leitstrahlen einer und derselben zur

CurveK perspektivischen Regelschaar R. Das involutorisehe Punkt-

gebilde MM. NN. AAi. BB^. . . wird nämlich aus jedem Punkte S der

Curve K durch eine involutorisehe Kegelfläche S (MM. NN. AAj.

BBj. . .) projicirt, deren Involutionsaxe (472) eine Gerade der Re-

gelschaar R ist. Die den Punkten M, N entsprechenden Geraden der

Regelschaar R sind die Ordnungslinien desgeschaart-involutorischen

Systems, in welchem das involutorisehe Punktgebilde enthalten ist.

495. Wenn in einer unebenen Curve K Ill.Ordnung die Punkte

A, C durch die Punkte B,D harmonisch getrennt sind und der Curve

in den Punkten A, B, C, D die Geraden a, b, c, d sich anschmiegen,

so schneiden sich (494) die beiden Regelflächen, von welchen die

eine durch die drei Geraden a, c, BD, die andere aber durch die

drei Geraden b, d; AC geht, in der Curve K und in einer Geraden.

Diese Gerade geht durch die beiden Punkte, welche in der Curve K

sowohl durch die Punkte A, C als auch durch die Punkte B, D har-

monisch getrennt, mithin in jedem der involutorischen Punktge-

bilde AA. CC. BD. . . , BB. DD. AC. . . einander zugeordnet sind.

496. Die drei Regelflächen, deren jede durch zwei einander

gegenüberliegenden Kanten eines in eine unebene Curve K Ill.Ord-

nung beschriebenen Sechsecks ABiCAiBC^ und durch die Curve

geht, schneiden sich auch noch in einer und derselben Geraden.

Bezieht man nämlich zwei in der Curve K liegende Punktge-

bilde projektivisch so auf einander, dass den Punkten A, B, C des

einen Gebildes die Punkte Aj, Bj, C^ des andern entsprechen, so

haben dieselben entweder zwei Punkte M,N oder nur einen PunktM

entsprechend gemein. Im letztern Falle kann man sagen, dass der

Punkt N mit dem Punkte M zusammenfalle und die Gerade MN der

Curve K im Punkte M sich anschmiege. Da nun (85) MN. AB^. AjB

eine Involution ist, so sind die Geraden MN, ABi, Ai B drei Leit-

strahlen einer zur Curve K perspektivischen Regelschaar. Dasselbe

gilt von den Geraden MN, A Ci, AiC, sowie auch von den Geraden

MN, BCi, B^C, woraus der Satz folgt. Bemerkt wird noch, dass

je zwei Seiten (Flächen) des Sechsecks, welche weder auf einander
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folgen noch einander gegenüberliegen, in einer Geraden sich

schneiden, welche einer der drei erwähnten Regeischaaren ange-

hört, daher die Gerade MN durch die beiden Punkte geht, in

deren jedem drei Seiten des Sechsecks, unter welchen keine zwei

auf einander folgende sind, sich schneiden.

Eben so giebt es drei Regelflächen, deren jede durch zwei

einander gegenüberliegende Kanten des Sechsecks und durch die

Schnittlinie s der Ebenen ABC, AjE^Cj geht. Die diesen Flächen

sich anschmiegenden Ebenenbündel haben alle drei den Ebenenbü-

schel s und noch einen Ebenenbüschel III. Ordnung, welchem die

sechs Seiten des Sechsecks angehören, mit einander gemein.

497. Zwei Punkte P, Q sollen in Hinsicht auf eine unebene

Curve K III. Ordnung einander conjungirt heissen, wenn die Gerade

P Q entweder der Curve in einem von den beiden Punkten P, Q sich

anschmiegt, oder mit der Curve zwei Punkte gemein hat, durch

welche die Punkte P, Q harmonisch getrennt sind. Durch eine un-

ebene Curve K III. Ordnung und einen ausserhalb derselben liegen-

den Punkt P ist ein anderer Punkt Q bestimmt, welcher nämlich dem

Punkte P in Hinsicht auf die Curve K conjungirt ist. Eben so giebt

es zu jeder Ebene Pj, welche dem der Curve K sich anschmiegenden

Ebenenbüschel Kl nicht angehört, eine andere Ebene Qi, welche

der erstem in Hinsicht auf den Büschel Kj conjungirt ist, so dass

nämlich entweder die Gerade Pj Qj und die Ebene Qi der Curve K
sich anschmiegen oder in der Geraden Pj Qj zwei Ebenen des Bü-

schels Kj sich schneiden^ welche durch die Ebenen P^, Q^ harmo-

nisch getrennt sind.

In dem Nullsysterae, von welchem K eine Ordnungscurve

ist , sind je zwei in Hinsicht auf diese Curve einander conjun-

girten Punkten P, Q zwei in Hinsicht auf den Ebenenbüschel Kj

einander conjungirte Ebenen Pj, Qi zugeordnet.

498. Wenn in einer unebenen Curve K III. Ordnung die

Funkte A, C durch die Punkte B, D harmonisch getrennt sind,

so sind auch die Ebenen Aj, Cj, welche der Curve in den Punkten

A,C sich anschmiegen, durch die Punkte B.D harmonisch getrennt,

daher die Gerade BD die Ebenen Aj, Ci in zwei in Hinsicht auf die

Curve K einander conjungirten Punkten schneidet, die Ebenen

aber; welche die Punkte B, D aus der Geraden Aj Ci projiciren»
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in Hinsicht auf den der Curve K sich anschmiegenden Ebenen-

büschel einander conjungirt sind.

Denn die Gerade BD und die Geraden a, c, welche der Curve

K in den Punkten A, C sich anschmiegen, sind Leitstrahlen einer

und derselben zur Curve K perspektivischen Kegelschaar. Sind nun

a, ß, y, d diejenigen Geraden der erwähnten Regelschaar, welche

den Punkten A, B, C, D der Curve entsprechen, so ist auch aßyd
ein harmonischer Wurf, daher die Gerade BD von den Geraden «, y

in zwei Punkten P, Q geschnitten wird, welche durch die Punkte

B,D harmonisch getrennt sind. In denselben Punkten wird aber die

Gerade BD auch von den Ebenen Ai, Cj geschnitten, da (473) die

erstere durch die Gerade cc und die letztere durch die Gerade y geht.

499. Sucht man in einer unebenen Curve K III. Ordnung

zu den drei Punkten A, B, C die Punkte Ai, Bj, Ci, so dass C AB
A], ABCBi, BCACi harmonische Würfe sind, so sind die Ebenen

ABC, AjBiCi in Hinsicht auf den der Curve K sich anschmiegen-

den Ebenenbüschel K^ einander conjungirt.

Bezieht man nämlich zwei in der Curve K liegende Punktge-

bilde projektivisch so auf einander, dass den Punkten A, B, C des

einen die Punkte B,C,A des andern und also den Punkten A^, Bi,Ci

des erstem die Punkte B^, Ci, Ai des letztern entsprechen^ so haben

dieselben die Ordnungspunkte M, N des involutorischen Gebildes

AAj. BBi. CCi. . . entsprechend gemein. Die zu einander collineären

räumlichen Systeme, von welchen MNABC . .
.

, MNBCA . , . homo-

loge Gebilde sind, haben auch die Ebenen ABC, A^ B^ C^, mithin

auch die Punkte P, Q in welchen diese Ebenen von der Geraden MN
geschnitten werden und folglich jeden Punkt dieser Geraden ent-

sprechend gemein. Da hiernach je zwei homologe Ebenen, welche

nicht durch die Gerade MN gehen, diese Gerade in einem und dem-

selben Punkte schneiden, so folgt, dass der Schnittpunkt der drei

Ebenen, welche der Curve K in den Punkten A, B, C sich anschmie-

gen, in der Geraden MN liegt und also der Punkt P ist. Da eben so

die Ebenen, welche der Curve K in den Punkten Aj, Bi, C^ sich an-

schmiegen, im Punkte Q sich schneiden, so sind (498) die Punkte

P, Q in Hinsicht auf die Curve K und daher die Ebenen A BC, Aj

Bi Cj in Hinsicht auf den Ebenenbüschel Ki einander conjungirt

Die Ebenen, welche der Curve K in den Punkten M, N sich an-
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schmiegen, gehen durch die Schnittlinie der Ebenen ABC, AiBiCt

und sind durch diese harmonisch getrennt,

500. Durch eine unebene Curve K III. Ordnung und einen

Punkt P, welcher ausserhalb der Curve liegt, aber in Hinsicht auf

dieselbe einem in ihr liegenden PunkteM conjungirt ist, sind zwei in

der Curve liegende zu einander projektivische Gebilde MNA . . ., M
NAi . . . bestimmt, so dass jede Ebene, welche die Curve K in ei-

nem Punkte A des erstem Gebildes berührt und in dem entsprech-

enden Punkte Aj des letztern schneidet, durch den Punkt P geht.

Die Ebene, welche in dem durch die Curve K bestimmten Null-

systeme dem Punkte P zugeordnet ist und also durch die Gerade MP
geht; schneidet die Curve K in einem Punkte N, in welchem dersel-

ben eine durch den Punkt P gehende Ebene sich anschmiegt. Wenn

man nun in der Curve zu den Punkten M,N und einem dritten Punkte

A die Punkte A2, Aj sucht, so dass MANA2, MNA2A1 harmonische

Würfe sind, und alsdann zwei in der Curve K liegende Punktgebilde

projektivisch so auf einander bezieht, dass den Punkten M, N, A des

einen die Punkte M, N, Aj des andern entsprechen, so geht jede

Ebene, welche die Curve in einem Punkte des erstem Gebildes be-

rührt und in dem entsprechenden Punkte des letztern schneidet, durch

den Punkt P. Denn die Gerade MP und die der Curve K in den Punk-

ten N,A sich anschmiegenden Geraden n, a sind drei Leitstrahlen ei-

ner Regelschaar, von welcher eine Gerade r durch den Punkt M, eine

andere Geradep durch den Punkt N, eine dritte Gerade q durch den

Punkt A und eine vierte Gerade pi durch den Punkt P geht, so dass

rpqpi ein harmonischer Wurf ist. Da ferner die der Curve K im

Punkte A sich anschmiegende Ebene von der Ebene a A2 durch die

Punkte M, N harmonisch getrennt ist, so geht die Ebene aA2 durch

die Gerade q, mithin die Ebene aAj durch die Gerade pi und also

auch durch den Punkt P. Ist B ein vierter Punkt des Gebildes M N
A..., und B^ der ihm entsprechende Punkt des Gebildes MN
Ai ..., so ist MNABa MNA iBi, folglich auch MNAAi aMNBBj,
daher es einen Punkt B2 giebt, so dass MNAAiA2 A MNBB1B2
ist und also auch MBNB2, MXBoB^ harmonische Würfe sind, wo-

raus man schliessen kann, dass auch die Ebene, welche die Curve

K im Punkte B berührt und im Punkte Bj schneidet, durch den

Punkt P geht. Bemerkt wird noch, dass der Wurf NAMAj das Dop-

I
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pelte eines harmonischen Wurfes, also =—2 ist und dassjede Ebene,

welche dieCurveK in einem PunkteA des Gebildes MNA. .. schnei-

det und in dem entsprechenden Punkte Ai des GebildesMNAj . . . be-

rührt, durch den Punkt geht, in welchem die Gerade n von der der

Curve K im. PunkteM sich anschmiegenden Ebene geschnitten wird.

501. Durch eine unebene Curve K III. Ordnung und einen

ausserhalb derselben liegenden Punkt P ist ein zur Curve perspek-

tivischer Ebenenbüschel M II. Ordnung bestimmt, so dass, was

auch Ai für ein Punkt der Curve sei, die ihm entsprechende Ebene

des Büschels M in Hinsicht auf die Kegelfläche Aj K dem Punkte

P zugeordnet ist.

Liegt der Punkt M, welcher dem Punkte P in Hinsicht auf die

Curve K conjungirt ist, in der Curve, so werden aus ihm die im vori-

gen Satze betrachteten zu einander projektivischen Punktgebilde M
NA . . . , MNAi . . . durch zwei zu einander projektivische Kegelflä-

chen projicirt, welche (574) einen zu allen vier Gebilden perspekti-

vischen Ebenenbüschel M IL Ordnung erzeugen. Dem Punkte Aj des

zweiten Gebildes entspricht die Ebene A^MA des Büschels, welche

dem Punkte P in Hinsicht auf die Kegelfläche Aj K zugeordnet ist,

da diese in den Strahlen Aj M, Aj A die Ebenen Ai MP, Ai A P be-

rührt. Sind aber die Punkte M, P durch zwei Punkte G, H der

Curve K harmonisch getrennt, so projicirt der im Satze erwähnte

Ebenenbüschel aus dem Punkte M diejenige zur Curve K perspekti-

vische Regelschaar R, von welcher ein Leitstrahl g im Punkte G, ein

anderer h im Punkte H der Curve K sich anschmiegt. Ist nämlich

Ai ein Punkt der Curve und ai die durch ihn gehende Gerade der

Regelschaar R, so ist in Hinsicht auf die Kegelfläche A^ K jedem

Punkte der Geraden G H eine durch die Gerade a^ gehende Ebene

und also dem Punkte P die Ebene Maj zugeordnet.

Wenn also zwei Punkte in Hinsicht auf irgend drei zu ei-

ner und derselben unebenen Curve III. Ordnung perspektivische

Kegelflächen einander conjungirt sind, so sind sie in Hinsicht auf

die Curve und also auch in Hinsicht auf jede durch dieselbe geh-

ende Fläche II. Ordnung einander conjungirt.

502. Durch eine unebene Curve K Ill.Ordnung und eine Ge-

rade h, welche mit der Curve keinen Punkt gemein hat, ist eine

andere unebene Curve Ill.Ordnung bestimmt, welche nämlich zu den
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gegebenen geraden Gebilden projektivisch ist, so dass je zwei

homologe Punkte dieser Gebilde in Hinsicht auf die gegebene

Curve einander conjungirt sind.

Es seien F, Pj, F2 irgend drei zur Curve K perspektivische

Kegelflächen , so giebt es (501) zu jedem Punkte der Geraden

h nur einen Punkt, welcher dem erstem in Hinsicht auf alle drei

Flächen conjungirt ist, daher die drei zu einander projektivischen

Ebenenbüschel, von welchen der eine in Hinsicht auf die Fläche F,

der andere in Hinsicht auf die Fläche Fj und der dritte in Hinsicht

auf die Fläche F2 dem geraden Gebilde h zugeordnet ist, eine zu

diesem Gebilde projektivische unebene Curve III. Ordnung erzeugen,

so dass jeder Punkt dieser Curve dem ihm entsprechenden Punkte

der Geraden h in Hinsicht auf die Curve K conjungirt ist.

Gehört die Gerade g einer zur Curve K perspektivischen Re-

gelschaar R an, so gibt es auch ein zu dem geraden Gebilde g pro-

jektivisches Punktgebilde gi, so dass je zwei homologe Punkte die-

ser Gebilde in Hinsicht auf die Curve K einander conjungirt sind.

Das Gebilde gi, ist entweder ebenfalls ein gerades Gebilde, dessen

Träger eine Gerade der Regelschaar R ist, oder eine in der Regel-

fläche R liegende Curve II. Ordnung, je nachdem nämlich die Gerade

g zwei oder drei der Curve K sich anschmiegende Gerade schneidet.

503. Durch zwei zu einander collineäre Strahlenbündel S, Sj,

welche keine Ebene entsprechend gemein haben, ist eine unebene

Curve K III. Ordnung bestimmt, welche nämlich von je zwei in einer-

lei Ebene liegenden homologenStrahlen derBündel den Schnittpunkt

enthält und daher durch die Mittelpunkte S, Si der Bündel geht.

Es sei Uj die durch die beiden Punkte S, Sj gehende Gerade.

Wenn nun dem Ebenenbüschel u des Bündels S der Ebenenbüschel u^

des Bündels Si und dem Ebenenbüschel ui des erstem Bündels der

Ebenenbüschel U2 des letztern entspricht, so erzeugen die drei zu

einander projektivischen Ebenenbüschel u^ Uj, U2 die im Satze er-

wähnte Curve K. In jedem Punkte dieser Curve schneiden sich drei

homologe Ebenen U, Uj, Ü2 der Büschel u, Uj, u^ und daher auch

zwei homologe Strahlen Uüi, Ui Uo der Bündel S, Sj. Und wenn

zwei homologe Strahlen dieser Bündel in einerlei Ebene, mithin in

einer und derselben Ebene Uj des Büschels Uj liegen, so liegt ihr

Schnittpunkt in der Curve K. — Je zwei homologe Ebenen der
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Bündel S, Si schneiden sich in der Axe eines zur Curve K perspek-

tivischen Ebenenbüschels. Und wenn eine Gerade mit der CurveK
entweder zwei Punkte gemeinhatcderderselbenineinemPunktesich

anschmiegt, so ist sie von zwei homologen Ebenen der Bündel S;Si

die Schnittlinie. — Je zwei homologe Strahlen p, pj der Bündel

S, Sj liegen mit der Curve K in einer und derselben Fläche Il.Ord-

nung. Die Geraden p, pj sind nämlich die Axen von zwei homolo-

gen Ebenenbüscheln und diese Büschel erzeugen, wenn ihre Axen

sich schneiden, eine zur Curve K perspektivische Kegelfläche, im

entgegengesetzten Falle aber eine Regelschaar, welche von einer

zur Ciirve K perspektivischen Regelschaar die Leitschaar ist.

Hiaben zwei zu einander collineäre Strahlenbündel S, Sj

eine Ebene, aber keinen Strahl entsprechend gemein, so giebt

es auch eine Linie K III. Ordnung, welche von je zwei in einer-

lei Ebene liegenden homologen Strahlen der Bündel S, Si den

Schnittpunkt enthält. Die Linie K besteht aber in diesem Falle,

in welchem die zu einander projektivischen Ebenenbüschel u, u^

,

U2 die Ebene uui entsprechend gemein haben und also ein ge-

rades G?l?ilde erzeugen , aus dieser Geraden und einer in der

Ebene uuj liegenden Curve II. Ordnung.

Dass die Strahlenbündel S , Sj nicht einerlei Mittelpunkt

h^ben, liegt in der Annahme. Haben nämlich zwei zu einander

collineäre Strahlenbündel einerlei Mittelpunkt, so haben sie (301)

entweder unendlich viele Strahlen und Ebenen oder die Kanten

und Seiten eines Dreikants oder zwei Strahlen und zwei Ebenen

gder einen Strahl und eine Ebene entsprechend gemein.

50t4. Durch zwei zu einander collineäre ebene Systeme ü,

Ui , welche keinen Funkt entsprechend gemein haben , ist ein

Ebenenbüschel III. Ordnung bestimmt, so dass nämlich jede Ebene

desselben durch zwei homologe Gerade der zu einander collineären

Systeme geht und je zwei sich schneidende homologe Gerade der

Systeme in einer Ebene des Büschels liegen. Entspricht der Ge-

raden 8 des eiijien Systems die Gerade sj des andern, in welcher

nämlich die Ebenen U,Ui sich schneiden, und der Geraden s^ des

erstem die Gerade S2 des letztern, so sind s, Sj, S2 die Träger von

drei zu einander projektivischen geraden Gebilden, welche den

erwähnten Ebenenbüschel erzeugen. Dem Strahlenbüschel, welchen
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dieGebilde s, Si erzeugen, entspricht der Strahlenbüscbel, welchen

das Gebilde Sj mit dem Gebilde So erzeugt.

Haben zwei zu einander collineäre ebene Systeme einen Punkt

P, aber ausser diesem kein Element entsprechend gemein, so giebt

es einen Ebenenbüscbel IL Ordnung und einen Ebenenbüschel I. Ord-

nung, dessen Axe in einer Ebene des erstem Büschels liegt, aber

nicht durch den Mittelpunkt P desselben geht, so dass jede Ebene,

welche irgend einem der beiden Büschel angehört, durch zwei ho-

mologe Gerade der zu einander collineären Systeme geht.

505. Wenn zwei zu einander projektivische Kegelflächen

F, Fl n. Ordnung keinen Strahl entsprechend gemein haben,

so giebt es in ihnen wenigstens ein Paar homologe Strahlen,

welche sich schneiden.

Haben nämlich die zu einander collineären Strahlenbündel

S, Sj, von welchen F, Fj homologe Gebilde sind, irgend eine

Ebene entsprechend gemein, so liegen in dieser Ebene wenigstens

ein Paar homologe Strahlen der zu einander projektivischen

Kegelflächen. Liegen aber (503) die Punkte, in deren jedem ein

Paar homologe Strahlen der Bündel' S, Sj sich schneiden, in

einer Curve K IIL Ordnung, so wird jeder Strahl, welchen die

Kegelfläche F mit der Kegelfläche SK gemein hat, von dem ihm

entsprechenden Strahle der Kegelfläche Fj geschnitten.

506. Zwei unebene Curven K, Kj HL Ordnung, welche in

einerund derselben Kegelfläche Fll.Ordnung liegen, aber im Mittel-

punkte S dieser Fläche nicht einer und derselben Geraden sich an-

schmiegen, haben wenigstens noch einenPunkt mit einander gemein.

Es sei M ein Punkt der Curve K und Nj eiu Punkt der

Curve Kj, so dass jedoch die drei Punkte S, M, Nj nicht in

einer und derselben Geraden liegen. Bezieht man nun die drei

Kegelflächen F, MK, XjKi projektivisch so auf einander, dass

die erste und zweite die Curve K, die erste und dritte aber die

Curve Kl erzeugen, so liegen keine drei homologe Strahlen der

Flächen in einerlei Ebene. Da aber jeder Strahl der Kegelfläche

F die ihm entsprechenden Strahlen der Kegelflächen MK, Ni K^

schneidet und auch (505) wenigstens ein Paar homologe Strahlen

p, pi dieser Flächen sich schneiden, so haben die Curven K, Kj

wenigstenseinen vonS verschiedenenPunkt ppi mit einander gemein.
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507. Durch fünf Punkte A, B, C, D, E, von welchen keine

vier in einerlei Ebene liegen und zwei einander nicht gleiche eigent-

liche Würfe w, wi, ist eine durch die gegebenen Punkte gehende

Curve K IIL Ordnung bestimmt, so dass die Würfe ABGD, ABCE

in derselben den gegebenen Würfen w, w^ bezüglich gleich sind.

In der Geraden u, welche durch die beiden Punkte D, E geht,

schneiden sich zwei Ebenen u P, u Q, so dass der Wurf u (AB

CP) dem Wurfe w und der Wurf u (ABCQ) dem Wurfe Wi

gleich ist. Die Kegelfläche, welche durch die vier Geraden EA,

EB, EC, ED geht und die Ebene uP berührt, schneidet die Kegel-

fläche, welche durch die vier Geraden DA, DB, DG, DE geht

und die Ebene u Q berührt , in der Geraden u und in der im

Satze erwähnten Curve K. — Zwei zu einander projektivische un-

ebeneCurven III. Ordnung haben also höchstens vier Punkte entspre-

chend gemein. Und wenn sie vier Punkte entsprechend und noch

einen fünften Punkt mit einander gemein haben, so werden sie aus

diesem Punkte durch eine und dieselbe Kegelfläche projicirt.

§. 35.

Räumliche Systeme, welche collineär zu einander sind.

508. Zwei zu einander collineäre räumliche Systeme haben

wenigstens einen Punkt, eine Gerade und eine Ebene entsprechend

gemein.

Es entspreche dem Punkte S des einen Systems der Punkt Sj

des andern und dem Punkte Sj des erstem der Punkt S2 des letztern.

Haben nun die Systeme die Gerade SS^ entsprechend gemein, so ha-

ben sie auch wenigstens einen in ihr liegenden Punkt und eine durch

sie gehende Ebene entsprechend gemein. Haben die Systeme zwar

nicht die Gerade SSj aber die Ebene SSi S^ entsprechend gemein,

so haben sie nach 301 wenigstens einen Punkt und eine Gerade,

welche in der Ebene SS1S2 liegen, entsprechend gemein. Wenn
aber keiner der erwähnten Fälle statt findet, so giebt es (503) eine

durch die beiden Punkte S, Sj gehende unebene Carve K III. Ord-
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nung, so dass, was anch P für ein Punkt derselben sein mag, der

Geraden SP des einen Systems die Gerade Sj P des andern entspricht,

daher der dem Punkte P entsprechende Punkt Pj in der Geraden SiP

liegt, der die Gerade S2P1 entspricht. Da hiernach die Curve K
und die ihr entsprechende Curve Kj^welchedurch die beiden Punkte

81,89 geht, während die erstere der Geraden 8182 im Punkte 8,

sich anschmiegt, aus diesem Punkte durch eine und dieselbe Kegel-

fläche projicirt werden, so haben sie (506) wenigstens einen von 8

verschiedenen Punkt A mit einander gemein und also die zu einander

collineären Systeme wenigstens einen Punkt A entsprechend gemein.

Bemerkt man noch, dass zwei zu einander collineäre Strahlenbündel,

welche einerlei Mittelpunkt A haben, wenigstens einen Strahl und

eine Ebene entsprechend gemein haben, so folgt der Satz.

509. Wenn keiner von den beiden Punkten P, Pj in einer

Seite des Tetraeders ABCD liegt und man zwei räumliche Sy-

steme collineär so auf einander bezieht, dass den Punkten A, B,

C, D, P des einen die Punkt« A, B, C, D, Pi des andern ent-

sprechen, so hat man folgende Fälle zu unterscheiden

:

Geht die Gerade PPi durch einen Eckpunkt A des Tetraeders

ABCD, so haben die Systeme nicht nur den Punkt A sondern auch

jedes durch ihn gehende Element und eben so die Ebene BCD und

jedes in ihr liegendes Element entsprechend gemein. — Schneidet

die Gerade PPi zwei einander gegenüberliegende Kanten AB, CD

des Tetraeden, so haben die Systeme jede Ebene, welche durch

irgend eine dieser Kanten geht, also auch jeden Punkt, welcher in

irgend einer dieser Kanten liegt, und nicht nur die beiden Geraden

AB; CD selbst, sondern auch jede Gerade, welche beide schneidet,

«entsprechend gemein. — Schneidet die Gerade PPj nur eine Kante

AB des Tetraeders ABCD, so haben die Systeme die Ebenen ACD,

BCD und jede durch die Gerade AB gehende Ebene, die Punkte

A, B und jeden in der Geraden CD liegenden Punkt, dann die Ge-

raden AB, CD und jede Gerade, welche durch irgend einen von

den beiden Punkten A, B geht und die Gerade CD schneidet, ent-

sprechend gemein.
—

"Wenn endlich die Gerade PP^ keine Kante

des Tetraeders ABCD schneidet, so haben die zu einander collineä-

ren Systeme nur die vier Eckpunkte, die vier Seiten und die sechs

Kanten des Tetraeders ABCD entsprechend gemein.
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510. Will man zwei räumliche Systeme collineär so aufein-

ander beziehen, dass sie die Eckpunkte des Dreiecks ABC, aber

keinen ausserhalb der Ebene ABC liegenden Punkt entsprechend ge-

mein haben, so nehme man in einer Geraden, welche die Ebene

ABC in einem Eckpunkte A des Dreiecks ABC schneidet, noch

dreiPunkte D, Di, D2 an, so dass ADDj D2 ein harmonischer Wurf

ist. Es sei ferner P ein ausserhalb der drei Geraden BC, BDj, CDj

liegender Punkt der Ebene BCD^ undPi ein ausserhalb der drei Ge-

raden BC, BD2, CD2 liegender Punkt der Ebene ßCD2. Bezieht

man nun die Systeme collineär so auf einander, dass den Punkten

A, B, C, D, P des einen die Punkte A, B, C, D^, Pi des andern

entsprechen, so entspricht dem Punkte Dj des erstem der Punkt D2

des letztern, daher die Systeme (.86) keinen von A verschiedenen

Punkt der Geraden AD, also keine durch die Gerade BC gehende

von ABC verschiedene Ebene und mithin auch keinen ausserhalb

der Ebene ABC liegenden Punkt entsprechend gemein haben.

Geht die Gerade PPi durch den Punkt A, so haben die Systeme

jedes durch diesen Punkt gehende Element und jedes in der

Ebene ABC liegende Element entsprechend gemein. — Schneidet

die Gerade PPi die Gerade AD in einem ausserhalb der Ebene

ABC liegenden Punkte , so haben die Systeme die Ebene

ABC und jede durch die Gerade AD gehende Ebene, den Punkt

A und jeden in der Geraden BC liegenden Punkt, die beiden

Geraden AD, BC und jede Gerade, welche in der Ebene ABC

liegt und durch den Punkt A geht, entsprechend gemein.

—

Schneidet die Gerade PP^ die eine AB von den beiden Geraden

AB, AC in einem von A verschiedenen Punkte, so haben die

Systeme die Ebene ACD und jede durch die Gerade AB gehende

Ebene, den Punkt B und jeden in der Geraden AC liegenden

Punkt, dann jede durch den PunktA gehende Gerade der Ebene

ACD und jede durch den Punkt B gehende Gerade der Ebene ABC
entsprechend gemein. — Liegt die Gerade PP^ mit keiner der drei

Geraden AB, AC, AD in einerlei Ebene, so haben die Systeme nur

die drei Ebenen ABC, ABD, ACD, die drei Punkte A,B, C und die

vier Geraden AB, AC, AD, BC entsprechend gemein.

511. Wenn p, q, q^, q2 vier harmonisch liegende Leitstrah-

len der Regelschaar abc sind und mau bezieht zwei räumliche Sy-
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ateme collineär so auf einander, dass den Geraden a, b, c, p, q, qj

des einen Systems die Geraden a, b, c, p, qt, q2 des andern ent-

sprechen, so haben die Systeme jeden Punkt der Geraden p, jede

Ebene des Ebenenbüschels p und' nicht nur die Gerade p und jede

Gerade der Eegelsehaar abc, sondern auch jede Gerade, welche die

Regelfläche ineinemPunkte der Geraden p berührt, entsprechend ge-

mein. Da nämlich die Systeme jede Gerade der Regelschaar abc

aber (86) keinen von p verschiedenen Leitstrahl derselben entspre-

chend gemein haben, so erscheint jede Ebene des Büschels p als der

Träger von zwei zu einander collineären ebenen Systemen, welche

alle Punkte der Geraden p und alle Strahlen eines Strahlenbüschels,

dessenMittelpunktinderGeradenpliegt, entsprechend gemeinhaben.

Wenn Ci eine vierte Gerade der Regelschaar abc ist und

man zwei räumliche Systeme collineär so auf einander bezieht,

dass den Geraden a, b, c, p, q, qj des einen Systems die Geraden

a, b, Cj, p, qi q2 des andern entsprechen, so haben die Systeme

nur die beiden Punkte ap, bp, die beiden Ebenen, ap, bp tind

die drei Geraden a, b, p entsprechend gemein.

512. Wenn man ausserhalb der Geraden AD, in welcher die

vier Punkte A, D, Dj, D2 harmonisch liegen, fünf Punkte B, C,

E, Ej E2 annimmt, so dass die Gerade BC und die Ebene ADE im

Punkte A sich schneiden, die Gerade EEj durch den Punkt Di, die

Gerade E, E2 durch den Punkt Do geht und A (DEEj E2) ein harmo-

nischer Wurf ist, und wenn man nun zwei räumliche Systeme col-

lineär so auf einander bezieht, dass den Punkten B, C, D, E, Ej

des einen Systems diePunkteB, C, Dj, Ej, E2 des andern entspre-

chen, so haben die Systeme jeden in der Geraden AB liegenden

Punkt, jede durch den Punkt A gehende Gerade der Ebene ABD
und jede durch die Gerade AD gehende Ebene entsprechend gemein.

Wenn man hingegen in der Gerade AB noch einen vierten

Punkt Cj annimmt und zwei räumliche Systeme collineär so auf

einander bezieht, dass den Punkten B, C, D, E, Ej des einen

die Punkte B, C\, Dj, Ej, E> des andern entsprechen, so haben

die Systeme nur die Punkte A, B. die Geraden A B, A D und

die Ebenen ABD, ADE entsprechend gemein.

513. Sollen zwei zu einander collineäre räumliche Systeme

nur drei Elemente nämlich einen Punkt A, eine dnrch ihn gehende
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Gerade s und eine durch diese Gerade gehende Ebene ü entsprechend

gemein haben, so nehme man in der Geraden s noch drei Punkte

B,Bi,B2 an, so dass ABB) B^ein harmonischer Wurf ist. Es seien

fernere, Ci, C2 drei ausserhalb der Geraden s liegende Punkte der

Ebene U, so dass die Gerade CCj durch den Punkt Bi, die Gerade

C1C2 aber durch den Punkt B2 geht und A (BCC, C2) ein harmoni-

scher Wurf ist. Endlich seien D, D^, D2 drei ausserhalb der Ebene

U liegende Punkte, so dass die Gerade DDi durch den Punkt C^

die Gerade Dj D2 aber durch den Punkt Co S^^^ "öd s (CDDi D2)

ein harmonischer Wurf ist. Bezieht man nun die Systeme collineär

so auf einander, dass den Punkten A, B, C, D, Dj des einen die

Punkte A, Bj, C^, Dj, D2 des andern entsprechen, so haben sie nur

die drei Elemente A, s, ü, entsprechend gemein.

514. Sind zwei räumliche Systeme zu einander collineär,

so findet, wie man sich leicht überzeugt, irgend einer der in den

fünf vorigen Nummern betrachteten 13 Fälle statt. Haben die

Systeme eine unebene Curve KIII. Ordnung entsprechend gemein,

so haben sie entweder nur einen Punkt dieser Curve oder zwei

Punkte A, B derselben entsprechend geraein. Im erstem Falle

haben dieSysteme nur dreiElemente, im letztern aber dieEckpunkte,

Seiten und Kanten eines TetraedersABCD entsprechend gemein. In

den Punkten C, D wird die Schnittlinie der Ebenen, welche der

Curve K in den Punkten A, B sich anschmiegen, von den der Curve

in diesen Punkten sich anschmiegenden Geraden geschnitten.

515. Wenn zwei zu einander collineäre Systeme die Ele-

mente des Tetraeders ABCD entsprechend gemein haben und

den Punkten P, Q des einen Systems, von welchen keiner in

einer Seite des Tetraeders liegt, die Punkte Pi, Qi des andern

entsprechen, so ist ABCDPPt ä ABCDQQi.

Nach der Annahmeist, wenn die Gerade AB durch u bezeich-

net wird, u (CDPQ) A u (CDPi Qi), mithin auch u (CDPPj) A

u (CDQQi). Bezieht man also zwei räumliche Systeme collineär so

auf einander, dass den Punkten A, B, C, D, P des einen Systems

die Punkte A, B, C, D, Q des andern entsprechen, so entspricht

der Ebene uPj des erstem Systems die Ebene uQi des letztern.

Eben so entspricht der Ebene ACP^ die Ebene ACQi, der Ebene

BCPi die Ebene BCQi und folglich dem Punkte Pi der Punkt Qi.
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Auf dieselbe Weise kann, wenn ü, V, Uj, Vj vier Ebenen

sind, von welchen keine durch einen Eckpunkt des Tetraeders

ABCD geht, aus ABCDUV ä ABCDUiVi auf ABCDÜUi A ABCD
VY^ geschlossen werden.

516. Wenn in einem Polarsysteme den Eckpunkten des

Tetraeders ABCD die ihnen gegenüberliegenden Seiten desselben,

den Punkten P, Q aber, von welchen keiner in einer Seite des

Tetraeders liegt, die Ebenen P^ Q^ zugeordnet sind, so ist A
BCDPQi aABCDQPi.

Es werde die Gerade AB von den Ebenen Pi,Qi in den Punk-

ten G, H geschnitten, so ist, wenu man die Gerade CD durch s be-

zeichnet, der Wurf ABGH dem Wurfe s (BAPQ) zugeordnet, daher

s (ABGH) A s (ABQP) und mithin auch s (ABPH) a s ( ABQG)

ist. Bezieht man also zwei räumliche Systeme collineär so auf ein-

ander, dass den Punkten A, B, C. D, P des einen Systems die Punkte

A, B, C, D, Q des andern entsprechen, so entspricht dem PunkteH
des erstem der Punkt G des letztern. Da auf diese Weise, was auch

u für eine Kante des Tetraeders ABCD sein mag, dem Punkte uQj

der Punkt uP^ entspricht, so entspricht der Ebene Q^ die Ebene P^.

§. 36.

Einfache Systeme von Flächen II. Ordnung.

517. Ein System von Flächen IT, Ordnung soll ein einfaches

heissen, wenn jeder Punkt, welchen zwei Flächen des Systems mit

einander gemein haben, ein gemeinschaftlicher Punkt von allen ist

und je zwei in Hinsicht auf zwei Flächen des Systems einander con-

jngirte Punkte auch in Hinsich tauf die übrigen einander conjugirt

sind. Es sind hiernach auch ein Punkt und eine Ebene in Hinsicht

auf alle Flächen des Systems einander zugeordnet, so wie sie in

Hinsicht auf zwei Flächen des Systems einander zugeordnet sind.

Ist in der Folge von einem einfachen Linien - oder Flächen-

systeme die Rede, so sind immer Linien oder Flächen II. Ordnung

gemeint, wenn auch dieses nicht ausdrücklich bemerkt wird.

Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 22
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518. Wenn jeder Punkt, welchen irgend zwei von drei Flä-

chen If. Ordnung mit einander geraein haben, auch in der dritten

liegt und zwei der drei Flächen in einem und demselben Strah-

lenbündel enthalten sind, so ist in diesem auch die dritte ent-

halten. Denn die drei Flächen haben jede Gerade mit einander

gemein, welche den Mittelpunkt des Strahlenbündels mit einem

andern gemeinschaftlichen Punkte derselben verbindet. Gehören

die drei Flächen einem und demselben einfachen Flächensysteme

an, so folgt der Satz auch aus 517.

Jedes einfache Liniensystem (K,Ki) wird ausjedem ausserhalb

seiner Ebene liegenden Punkte S durch ein einfaches Flächensystem

S (K, Kl) projicirt, welches in dem Strahlenbündel S enthalten ist

und einSystejn erster oder zweiter oder dritter Art u. s. w. heissen

soll, je nachdem (K, Kj) ein System erster oder zweiter oder dritter

Art u. s. w. ist. Ist in dem Systeme (K, Kj), also in Hinsicht auf

jede Linie dieses Systems dem Punkte P die Gerade p zugeordnet,

so ist in dem Systeme S (K,KJ jedem Punkte der Geraden SP
die Ebene Sp zugeordnet. Sind in dem Systeme (K,Ki) die Punkte

P, Q einander conjugirt, so ist indem Systeme S (K, K^) jedem

Punkte der Geraden SP jeder Punkt der Geraden SQ conjugirt. Ist

das System (K, K^) in einem Strahlenbüschel enthalten, also ein

System VI. oder VII. Art, so ist das System S (K, K^) in einem

Ebenenbüschel und daher in jedem Strahlenbündel enthalten,

dessen Mittelpunkt in der Axe des Ebenenbüschels liegt.

519. Wenn jeder Punkt, welchen irgend zwei von drei in

einerlei Ebene liegenden Linien II. Ordnung mit einander gemein

haben, auch in der dritten liegt, aber dennoch die drei Linien

nicht einem und demselben einfachen Liniensysteme angehören,

so findet einer von folgenden vier Fällen statt:

a) Die drei Linien sind drei Curven IL Ordnung, welche

drei Punkte A; B, C in deren jedem zwei derselben sich berühren,

mit einander gemein haben.

b) Zwei von den drei Linien sind Curven II. Ordnung,

welche in einem Punkte A sich berühren und in zwei Punkten

B, C sich schneiden. Die dritte Linie besteht aus der Geraden

BC und einer der Geraden AB, AC.

c) Zwei von den drei Linien sind Curven II. Ordnung,

j
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welche in einem Punkte A dreipunktig einander sich anschmiegen

und daher noch einen Punkt B mit einander gemein haben.

Die dritte Linie ist die Gerade AB.

d) Die drei Linien sind in einem und demselben Strahlen-

büschel enthalten und haben nur den Mittelpunkt S desselben

mit einander gemein.

Sind zwei Punkte F, Q in Hinsicht auf jede der drei Linien

einander conjugirt, so geht die Gerade PQ wenigstens durch einen

gemeinschaftlichen P unkt derselben. In den beiden erstem der obi-

gen Fälle sind nämlich, wie man sich leicht überzeugt, die Punkte

P, Q durch zwei Eckpunkte des Dreiecks ABC harmonisch getrennt.

Im drittenFalle sind diePankteP, Q entweder durch die Punkte A, B
harmonisch getrennt, oder es fällt der eine mit dem Punkte A zu-

sammen und der andere in die diesem Punkte in Hinsicht auf alle

drei Linien zugeordnete Gerade. Im vierten Falle endlich fällt der

eine von den beiden Punkten P, Q mit dem Punkte S zusammen.

520. Wenn jeder Punkt, welchen irgend zwei von drei Flä-

chen F,Fi,F2lI. Ordnung mit einander gemein haben, auch in der

dritten liegt, und irgend zwei Punkte M,N, welche mit keinem ge-

meinschaftlichen Punkte der Flächen in einer und derselbenGeraden

liegen, inHinsicht auf alle drei einander conjugirt sind, so gehören

die drei Flächen einem und demselben einfachen Flächensysteme an.

Jede durch die Gerade MN gehende Ebene ü bestimmt mit

den drei Flächen drei Linien üF, UFi, ÜF2 II. Ordnung^ welche

(518) einem und demselben eiufachenLiniensysteme angehören, wor-

aus sogleich hervorgeht, dass je zwei mit der Geraden MN in einer-

lei Ebene liegende und in Hinsicht auf zwei der drei gegebenen

Flächen einander conjugirte Punkte auch in Hinsicht auf die dritte

einander conjugirt sind. Liegen zwei Punkte P, Q, welche in Hin-

sichtauf zwei der drei Flächen einander conjugirt sind, mit der Ge-

raden MN nicht in einerlei Ebene, so haben die drei Flächen ent-

weder die Gerade PQ mit einander gemein, daher die Punkte P, Q
auch in Hinsicht auf die dritte einander conjugirt sind, oder man

kann durch die Gerade MN eine Ebene üund durch die Gerade PQ
eine Ebene V legen, so dass die Schnittlinie dieser Ebenen durch

keinen gemeinschaftlichen Punkt der drei Flächen geht. Da es nun

in der Geraden ÜV zwei Punkt« giebt, welche in Hinsicht auf jede
22»
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der Linien UF, ÜFi, UF^ und also auch in Hinsicht auf jede der

FlächenF, F^, F2 einander conjugirt sind, so sind auch die Punkte

P, Q in Hinsicht auf alle drei Flächen einander conjugirt.

Bestimmt irgend eine Ebene mit drei Flächenü.Ordnung, deren

keine zwei einen ausserhalb der dritten liegenden Punkt mit einander

gemein haben, drei Linien, welche einem und demselben einfachen

Liniensysteme angehören und höchstens vier Punkte mit einander

gemein haben, so gehören die drei Flächen, wie aus dem obigen

Satze folgt, einem und demselben einfachen Flächensysteme an.

521. Wenn jeder Punkt, welchen irgend zwei von drei

Flächen F, F^, F2 IL Ordrjung mit einander gemein haben, auch

in der dritten liegt und die Flächen nicht in einem und dem-

selben Strahlenbündel enthalten sind, so gehören sie einem und

demselben einfachen Flächensysteme an.

Giebt es eine Ebene ü, welche irgend eine der drei Flächen

in zwei Geraden schneidet, derenSchnittpunkt ausserhalb der beiden

andern liegt, so gehören (519) die drei Linien UF, ÜFj, UP2 einem

und demselben einfachen Liniensysteme und daher (520) die drei

FlächenF, Fi,F2 einem und demselben einfachenFlächensysteme an.

Sind F,F^,F2 drei Kegelflächen, welche eine Gerade h miteinander

gemein haben, so berührt die in dieser Geraden der Fläche F sich

anschmiegendeEbene E schon desshalb auch wenigstens eine von den

Flächen Fl, F2, weil diese keinen ausserhalb der Geraden h liegen-

den Punkt der Ebene E mit einander gemein haben. Da hiernach

(252) zwei der drei Kegelflächen und folglich alle drei in einer Curve

n. Ordnung sich schneiden, so schmiegt die Ebene E in der Geraden

h auch der dritten sich an. Ist nun ü eine Ebene, welche die eine

von den drei Kegelflächen in zwei Geraden, die beiden andern aber

in Curven schneidet, so gehören wieder, da diese im Punkte h ü
eine und dieselbe Gerade EU berühren, die drei Linien UF, UFj,

UF2 einem und demselben einfachen Liniensysteme und also die Flä-

chen F,Fi,F2 einem und demselben einfachen Flächensysteme an.

522. Wenn drei Flächen H. Ordnung nicht einem und

demselben einfachen Flächensysteme angehören, aber doch jeder

Punkt, welchen irgend zwei derselben mit einander gemein haben,

auch in der dritten liegt, so findet nach 519 und 521 einer von

folgenden vier Fällen statt:



337

a) Die drei Flächen sind drei Kegelflächen, welche drei

Strahlen, in deren jedem zwei derselben sich berühren, mit ein-

ander gemein haben.

b) Zwei von den dreiFlächensindKegelflächen, welche in einer

Geraden a sich berühren nnd in zwei Geraden b, c sich schneiden. Die

dritte Fläche besteht aus der Ebene bc und einer der Ebenen ab, ac.

e) Zwei von den drei Flächen sind Kegelflächen, welche

in einem Strahle a dreistrahlig einander sich anschmiegen und

daher noch einen Strahl b mit einander gemein haben. Die

dritte Fläche ist die Ebene ab.

d) Die drei Flächen sind in einem und demselben Ebenen-

büschel enthalten und haben nur die Axe dieses Büschels mit

einander gemein.

Sind zwei Punkte P, Q in Hinsicht auf alle drei Flächen

einander conjugirt, ohne durch zwei gemeinschaftliche Punkte der-

selben harmonisch getrennt zu sein, so haben die drei Flächen

einen von den beiden Punkten P, Q mit einander gemein.

528. Schneidet eine Gerade u zwei in einerlei Ebene lie-

gende Linien K. K^ II. Ordnung in denselben zwei Punkten, so

gehört dem einfachen Liniensystem (K, Kj) entweder die Gerade u

oder eine Linie an, welche aus der Geraden u und noch einer

Geraden besteht. Dasselbe ist der Fall, wenn die Gerade u nur

durch einen gemeinschaftlichen Punkt der Linien K, K^ geht

und mit keiner derselben, ob sie gleich mit beiden in einerlei

Ebene liegt, noch einen Punkt gemein hat.

Ist dem Punkte S in Hinsicht auf die beiden Linien K,

Kl eine und dieselbe Gerade zugeordnet, so ist, wenn nicht das

Liniensystem (K, K^) selbst, doch eine Linie desselben in dem

Strahlenbüschel S enthalten.

524r. Wenn eine Ebene U mit zwei Flächen F, F^ II. Ord-

nung eine und dieselbe Linie bestimmt, so dass also UF mitü

Fj identisch ist, so gehört dem einfachen Flächensysteme (F,Fi)

entweder die Ebene U oder eine Fläche an , welche aus der

Ebene U und noch einer Ebene V besteht.

Sind nämlich diebeidenFlächenF,Fi in einem und demselben

Strahlenbündel enthalten, so liegt der Mittelpunkt S desselben in

der Ebene ü. Ist nun E eine Ebene, welche nicht durch den PunktS
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geht, so findet der erstere oder letztere der im Satze erwähnten

Fälle statt, je nachdem (523) dem einfachen Liniensysteme (EF,

EF J die Gerade EU oder eine Linie angehört, welche aus dieser

Geraden und noch einer Geraden besteht. Sind aber die Flächen F,

F, nicht in einem und demselben Strahlenbtindel enthalten, so hat

man zu unterscheiden, ob jeder gemeinschaftliche Punkt derselben

in der Linie UF liegt, oder ob sie auch Punkte, welche ausserhalb

der Ebene U liegen, mit einander gemein haben. Im erstem dieser

Fälle gehört (521) dem Flächensysteme (F, Fi) die Ebene U an.

Im letztern Falle giebt es eine Ebene V, welche durch jeden aus-

serhalb der EbeneU liegenden gemeinschaftlichen Punkt der Flächen

F, Fl geht und mit keiner derselben einen ausserhalb der andern

liegenden Punkt gemein hat, woraus der Satz folgt.

Anmerkung. Gehören die Flächen F, F^, F2 einem und dem-

selben einfachen Flärhensysteme an, so ist es einerlei, ob man

dasselbe, da es durch zwei seiner Flächen bestimmt ist, durch

(F, Fl) oder (F, Fo) oder (F,, Fg) bezeichnet.

525. Wenn in Hinsicht auf zwei Flächen F, F, IL Ordnung

einem ausserhalb derselben liegenden Punkte S eine und diesselbe

EbeneU zugeordnet ist, so ist eine Fläche F2 des einfachen Plächen-

systems (F, Fi) in dem Strahlenbündel S enthalten.

Haben nämlich die Flächen F, F^ keinen ausserhalb der Ebene

U liegenden Punkt mit einander gemein, so bestimmt diese Ebene

entweder mit den beiden Flächen eine und dieselbe Linie, oder es

fällt die Ebene U mit der einen von den beiden Flächen F, F^ zu-

sammen, oder es sind P, Fi zwei Kegelflächen, welche eine in der

Ebene U liegende Gerade aber keinen ausserhalb dieser Geraden lie-

genden Punkt mit einander gemein haben. In jedem dieser Fälle

wird die den beiden Flächen F, Fj gemeinschaftliche Linie FPi aus

dem Punkte S durch eine Fläche Fg projicirt; welche mit keiner von

den beiden Flächen F, Fj einen ausserhalb der EbeneU, folglich

auch mit keiner einen ausserhalb der andern liegendenPunkt gemein

hat und daher dem einfachenFlächensysteme (F,Pi) angehört. Wenn

aber die Flächen F, Fi irgend einen ausserhalb derEbene ü liegen-

den Punkt A mit einander gemein haben, so haben sie auch den

Punkt B mit einander gemein, welcher vom erstem durch den Punkt

S und einen Punkt T der Ebene ü harmonisch getrennt ist. In die-
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sem Falle ist F2 die Fläche, welche aus dem Punkte S die durch

den Punkt T gehende Linie K des einfachen Liniensystems (UP, UFj)

projicirt. Dass nämlich ÜF, ÜFi zwei verschiedene Linien sind,

folgt aus 444. Um aber zu beweisen, dass auch jeder ausserhalb

der Ebene ü und ausserhalb der Geraden SA liegende Punkt C,

welchen zwei der dreiFlächenF,Fi,SK miteinander gemein haben,

auch in der dritten liege, sei P der Punkt, in welchem die Gerade

AC und die Ebene ü sich schneiden, und p die Gerade, welche

"VomPunkteP durch dieGeraden SA, SCharmonisch getrennt und

daher dem Punkte P in Hinsicht auf jene zwei Flächen conjugirt ist.

Da nun in Hinsicht auf zwei der drei Linien üF, UFi, K, folglich

auch in Hinsicht auf die dritt« dem Punkte P der Punkt üp conju-

girt ist, so sind diese Punkte und mithin auch der Punkt P und

die Gerade p auch in Hinsicht auf die dritte Fläche einander con-

jugirt, daher auch diese durch den Punkt C geht.

526. Wenn zwei Ebenen U, V mit zwei Flächen F, Fj

II Ordnung vier verschiedene Linien UF, ÜFj, VF, VFj bestimmen

und zwei Linien II. Ordnung, von welchen die eine dem einfachen

Liniensysteme (UF, üFj) und die andere dem einfachen Linien-

systeme (VF, VFj) angehört, irgend einen ausserhalb der beiden

Flächen F, Fj liegenden Punkt S mit einander gemein haben,

80 haben sie entweder die Schnittlinie h der Ebene U, V mit

einander gemein, oder sie schneiden diese Gerade in denselben

zwei Punkten S, T oder es hat keine von den beiden Linien mit

der Geraden h einen von S verschiedenen Punkt gemein. Der

erste dieser drei Fälle findet statt, wenn die Gerade h die Flächen

F, Fj in denselben zwei Punkten schneidet, so wie auch, wenn

die Gerade h durch einen gemeinschaftlichen Punkt der Flachen

F, Fj geht und mit keiner derselben noch einen Punkt gemein hat.

Der zweite Fall findet statt, wenn die Gerade h durch einen gemein-

schaftlichen Punkt T der Flächen F, F, geht und wenigstens die

eine auch in einem ausserhalb der andern liegendenPunkte schneidet,

so wie auch, wenn die Gerade h durch keinen gemeinschaftlichen

Punkt der Flächen F, Fj geht und in dem involutorischen Gebilde

h F . h Fl . . . dem Punkte S ein anderer PunktT zugeordnet ist. Der

dritte Fall findet statt, wenn die Gerade h durch keinen gemein-

schaftlicheuPunkt der FlächenF, F^ geht und in dem involutorischen
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GebildehF.hFi ... der Punkts sich selbst zugeordnet ist. Nur im

ersten und dritten Falle giebt es in der Geraden h einen Punkt, welcher

dem Punkte S in Hinsicht auf jede der beiden Flächen F, F^ con-

jugirtist, daher im zweiten Falle die Gerade h mit der Schnittlinie

derjenigen zwei Ebenen, von welchen die eine in Hinsicht auf die

Fläche F und die andere in Hinsicht auf die Fläche Fj dem Punkte

S zugeordnet ist, keinen Punkt gemein hat.

527. Wenn in Hinsicht auf zwei Flächen F, F^ II. Ord-

nung einem ausserhalb derselben liegenden Punkte S nur eine

Gerade s conjugirt ist, so gehört dem einfachen Flächensysteme

(F,Fi) eine Fläche Fg an, welche von jeder durch den Punkts

gehenden aber ausserhalb der Ebene S s liegenden Geraden im

Punkte S und in noch einem Punkte geschnitten wird.

I. Bestimmt die Ebene U, welche aus dem Punkte S die Gerade

s projicirt, mit den beiden Flächen F, Fj eine und dieselbe Linie,

so besteht (524) die im Satze erwähnte Fläche aus der Ebene ü
und einer nicht durch den Punkt S gehenden Ebene, weil, wenn

eine Fläche F2 des einfachen Flächensystems (F, F^) in dem Strah-

lenbündel S enthalten wäre, die dem Punkte S in Hinsicht auf die

Fläche F zugeordnete Ebene demselben Punkt (517) auch in Hinsicht

auf die Fläche Fl zugeordnet sein würde, wasgegen die Annahme ist.

II. Sind ÜF, ÜF^ zwei verschiedene Linien, so hat man zu

unterscheiden, ob die durch den Punkt S gebende Linie L des ein-

fachen Liniensystems (ÜF, ÜFi) eine Gerade f oder (523) der In-

begriff von zwei im Punkte S sich schneidenden Geraden f, g ist.

In jedem dieser Fälle bestimmt indessen jede durch den Punkt S

gehende von ü verschiedene Ebene V mit den Flächen F, F^ ein

einfaches Liniensystem (VF, VFj), in welchem dem Punkt S nur

der Punkt V s conjugirt ist, daher die durch den Punkt S gehende

Linie des Systems entweder aus der Geraden UV und einer nicht

durch den Punkt S gehendenGeraden besteht oder eine Curve II. Ord-

nung ist, welche die Ebene ü im Punkte S berührt, je nachdem

nämlich (526) die Gerade UV in die Linie L fällt oder mit dieser

Linie nur den Punkt S gemein hat. Sind also A, B, C drei Ebenen,

welche die Ebene U in der Geraden f schneiden, so liegen in ihnen

drei Gerade a, b, c, so dass f -j- a eine Linie des Systems (AF,

^^i)» f+b eine Linie des Systems (BF, BFi) und f-Hc eine
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Linie des Systems (CF, CFi) ist. Ist ferner E eine Ebene, welche

mit der Linie L nur den Punkt S gemein hat, so ist die durch diesen

Punkt gehende Linie K des einfachen Liniensjstems (EF, EFj) eine

Curve II.Ordnung, welche die Ebeneü im Punkte S berührt und ^526}

durch die drei Punkte Ua, üb, üc geht, woraus man schliessen

kann, dass diese Punkte nicht in einer und derselben Geraden und

mithin die drei Geraden a, b, c nicht in einerlei Ebene liegen. Wenn

nun die LinieL die Gerade f selbst ist, mithin jede durch den Punkt

S aber nicht durch die Gerade f gehende Ebene die Geraden a, b, c

in drei nicht in einer und derselben Geraden liegenden Punkten schnei-

det, so wird die Gerade f von den Geraden a, b, c in einem und dem-

selben Punkte M geschnitten. In diesem Falle gehört dem ein-

fachen Flächensysteme (F, Fj) die Kegelfläche Fo an, welche aus dem

Punkte M die Curve K projicirt, weil, was auch V für eine durch

den Punkt S gehende Ebene sein mag, die durch den Punkt S gehende

Linie des einfachen Liniensystems (VF, VFj) mit der Linie VF2 zu-

sammenfällt. Wenn aber die Linie L aus der Geraden f und noch

einer Geraden g besteht, so liegt in jeder Ebene H, welche die

Ebene U in der Geraden g schneidet, eine nicht durch den Punkt S

gehende Gerade, welche mit der Geraden g eine Linie des einfachen

Liniensystems (HF,HFi) bildet und daher (526) mit jeder der Li-

nien a, b, c, E einen Punkt gemein hat. In diesem Falle liegen also

die Linien f, g, a, b, c, K in einer und derselben Regelfläche Fo,

welche dem einfachen Flächensysteme (F, Fj) angehört, weil, was

auch V für eine durch den Punkt S gehende Ebene sein mag, die

Linien VF, VF], VF2 einem und demselben einfachen Liniensy-

steme angehören.

528. Durch zwei Flächen F, Fj II. Ordnung und einen ausser-

halb derselben liegenden Punkt S ist eine dritte Fläche F2 IL Ord-

nung bestimmt, welche nämlich dem einfachen Flächensysteme

(F, Fj) angehört und durch den gegebenen Punkt geht.

Ist dem Punkte S in Hinsicht auf die beiden Flächen F, Fi eine

und dieselbe Ebene zugeordnet, so ist (525) die Fläche F2 in dem

Strahlenbündels enthalten. Giebt es aber nur eine Gerade s, welche

dem Punkte S in Hinsicht auf die beiden Flächen F, F^, mithin auch

in Hinsicht auf jede dritte Fläche des Systems (P, F,) conjugirt ist,

80 ist (527) in Hinsicht auf die Fläche F2 dem Funkte S nur die
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Ebene S s zugeordnet. In diesem Falle schneidet jede durch den

Punkt S gehende aber ausserhalb der Ebene Ss liegende Gerade h

die Fläche F2 im Punkte S und in noch einem Punkte T, welcher

entweder ein gemeinschaftlicher Punkt der Flächen F, Fj oder, wenn

die Gerade h durch keinen solchen Punkt geht, in dem involuto-

rischen Gebilde hF. hF^ . . . dem Punkte S zugeordnet ist.

Durch ein einfaches Flächensystem (F, F^) und eine Gerade h,

welche durch keinen gemoinschaftlichenPunktderFlächen geht, sind

(440) zwei Punkte P,Q bestimmt, welche nämlich in der gegebenen

Geraden liegen und in Hinsicht auf alle Flächen des Systems einan-

der conjugirt sind, daher diesem zwei Flächen angehören, deren

jede mit der Geraden h nur einen Punkt, die eine nur den Punkt P,

die andere nur den Punkt Q gemein hat. Jede dritte Fläche des Sy-

stems schneidet die Gerade h in zwei Punkten, welche durch die

Punkte P,Q harmonisch getrennt sind. Sind F, Fj, F2 irgend drei

Flächen des Sytems, so ist hF. hFj. hF^ eine Involution.

529. Durch ein einfaches Flächensystem (F; F^) und zwei

in diesem Systeme einander nicht conjugirte Punkte A, B ist

eine Fläche F2 des Systems bestimmt, in Hinsicht auf welche die

gegebenen Punkte einander conjugirt sind.

Es sei U eine durch die Gerade AB gehende Ebene, welche

mit den Flächen F, Fl zwei verschiedene Linien UF,UFi bestimmt,

und K diejenige Linie des einfachen Liniensystems (ÜF, UFj), in

Hinsicht auf welche (349) die Punkte A;B einander conjugirt sind.

Giebt es nun in der Linie K irgend einen Punkt C, durch welchen

keine andere Linie des Systems (ÜF, ÜFi) geht, so ist F^ die

durch den Punkt C gehende Fläche des Systems (F, FJ. Diese

Fläche bestimmt nämlich mit der Ebene U eine Linie UF2, welche

(441) dem einfachen Liniensysteme (ÜF, ÜFi) angehört und durch

den Punkt C geht, mithin mit K zusammenfällt, daher die Punkte

A, B auch in Hinsicht auf die erwähnte Fläche einander conjugirt

sind. Wenn aber, was auch ü für eine durch die Gerade A, B
gehende Ebene sein mag, (ÜF, ÜFj) ein Liniensystem VII. Art

und diejenige Linie des Systems, in Hinsicht aufweiche die Punkte

A, B einander conjugirt sind, eine Gerade ist, so ist (F, F^) ein

Plächensystem VII. Art und F2 die Ebene, welche alle Flächen des-

selben mit einander gemein haben.
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530. Wenn in Hinsicht auf zwei Flächen F, F^ II. Ord-

nung einem Punkte S eine und dieselbe Ebene U zugeordnet

und keine von den beiden Flächen F, F, selbst in dem Strah-

lenbündel S enthalten ist, so ist in diesem doch eine Fläche des

einfachen Plächensystems (F, F^) enthalten.

Es sei P irgend ein ausserhalb der Ebene U liegender

Punkt) so ist diejenige Fläche des einfachen Flächensystems

(P, Pj), in Hinsicht auf welche (529) dem Punkte S der Punkt

P conjugirt ist, in dem Strahlenbündel S enthalten.

Ist S ein Punkt und (F, F^) irgend ein einfaches Flächensy-

stem, so ist in diesem dem Punkte S entweder jede Ebene oder nur

eine Ebene zugeordnet oder nur eine Gerade u conjugirt, je nach-

dem nämlich jede Fläche oder nur eine Fläche oder gar keine Flä-

che des Systems (F; Fi) in dem Strahlenbündel S enthalten ist-

Im letzten Falle ist, wenn der Punkt P ausserhalb der Geraden u liegt,

dem Punkte S nur in Hinsicht auf eine Fläche des Systems (F, Fi)

der Punkt P conjugirt und also die Ebene u P zugeordnet.

531. Durch zwei Flächen F. Fj II. Ordnung und eine Ge-

rade h, welche beide Flächen in einem gemeinschaftlichen Punkte

S aber jede derselben auch in einem ausserhalb der andern liegen-

den Punkte schneidet, ist eine dritte Fläche Il.Ordnung bestimmt,

welche nämlich dem einfachen Flächensysteme (F, F,) angehört

und mit der Geraden h nur den Punkt S gemein hat.

Es sei P irgend ein von S verschiedener Punkt der Geraden

h, so hat diejenige Fläche F2 des Systems (F, Fj) in Hinsicht auf

welche dem Punkte S der Punkt P und also jeder Punkt der Ge-

raden h conjugirt ist, mit dieser Linie nur den Punkt S gemein.

Würde nämlich die Fläche Fg durch die Gerade h gehen, so wäre

jeder Punkt, welchen diese Linie mit einer andern Fläche des Sy-

stems (F, Fl) gemein hat, ein gemeinschaftlicher Punkt von allen

Flächen desselben, was gegen die Annahme ist.

532. Wenn (F, Fi) ein einfaches Flächensystem, h aber eine

Gerade ist, welche wenigstens durch einen gemeinschaftlichenPunkt

S der Flächen geht, so findet einer von folgenden vier Fällen statt:

a) Die Flächen des Systems (F, FJ haben die Gerade h

mit einander gemein.

b) Die Gerade h liegt in einer Fläche des Systems (F, Fj)
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und wird von allen andern Flächen desselben in denselben zwei

Punkten geschnitten. Schneiden die Flächen F, Fi die Gerade h

in denselben zwei Punkten, so geht diejenige Fläche des Systems

(F, Fj), welche mit der Geraden h irgend einen dritten Punkt ge-

mein hat, durch die Gerade h.

c) Die Gerade h liegt in einer Fläche des Systems (F, F^)

hat aber mit keiner andern Fläche desselben einen von S verschie-

denen Punkt gemein. Wenn keine von den beiden Flächen F, F^

mit der Geraden h einen von S verschiedenen Punkt gemein hat,

und also diesem Punkte in dem Systeme (F, Fj) die Gerade h con-

jugirt ist, so geht diejenige Fläche des Systems, welche mit der

Geraden h irgend einen von S verschiedenen Punkt gemein hat,

durch die Gerade h.

d) Eine Fläche des Systems (F, FJ hat mit der Geraden h

nur den Punkt S gemein, während jede andere Fläche desselben die

Gerade h im Punkte S und noch einem Punkte schneidet. In diesem

Fallö sollen das Flächensystem (F, F^) und das gerade Gebilde h

zu einander perspektivisch heissen, wenn auf jeden von S verschie-

denen Punkt dieses Gebildes die durch ihn gehende Fläche des Sy-

stems, auf den Punkt S aber diejenige Fläche desselben bezogen

wird, welche mit der Geraden h keinen andern Punkt gemein hat.

533. Wenn (F, PJ ein einfaches Flächensystem, ü aber

eine Ebene ist; so findet einer von folgenden drei Fällen statt:

a) Die Flächen des Systems (P, F^) haben die Ebene ü mit

einander gemein.

b) Die Ebene ü liegt in einer Fläche des Systems (P, Fi)

und bestimmt mit allen übrigen Flächen desselben eine und die-

selbe Linie.

c) Die Ebene U bestimmt mit dem Flächensysteme (F, Fj^) ein

einfaches Liniensystem (UF, UFJ, welches auch durch ü (F, F^)

bezeichnet werden kann und zu dem Flächensysteme perspektivisch

heissen soll, indem nicht nur jede Fläche des Systems (F, F^) durch

eine Linie des Systems (UF, UF^) geht, sondern auch jeder Linie

K dieses Systems eine Fläche des Systems (P, Fj) entspricht, wel-

che nämlich mit der Ebene U die Linie K bestimmt. Sind die

Punkte A, B nur in Hinsicht auf die Linie K des Systems (UF, ÜFi)

einander conjugirt, so sind sie auch nur in Hinsicht auf eine Flä-
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che des Systems (F, Pj) eiDander conjugirt und diese Fläche be-

stimmt mit der Ebene ü die Linie K.

534. Wenn drei Flächen F. F^, F2 II. Ordnung nicht einem

und demselben einfachen Flächensysteme angehören nnd drei an-

dere FlächenG, Gj, G2 11. Ordnung, von welchen die erste dem Sy-

steme (Fj, F2), die zweit« dem Systeme (F, F2'! und die dritte dem

Systeme (F, F^) angehört, irgend einen ausserhalb der drei erstem

liegenden Punkt S mit einander gemein haben, so gehören die drei

Flächen G, G|, G2 einem und demselben vierten einfachen Flächen-

systeme an.

Es sei U irgend eine durch den Punkt S gehende Ebene. Be-

stimmt diese Ebene mit den drei Flächen F, Fj, Fo eine und dieselbe

Linie, so haben (533) die Flächen G, G^, G> die Ebene ü mit ein-

ander gemein. Fallen nur zwei der Linien üF, üFj^, rF2 in einan-

der, so liegt die Ebene ü nur in einer der drei Flächen G, G^, G2,

bestimmt aber mit den beiden übrigen eine und dieselbe Linie. Sind

UF, UFi, üFv drei verschiedene Linien, welche einem und demsel-

ben einfachen Liniensyst^me angehören, so bestimmt die EbeneU mit

den drei Flächen G, G^, G2 eine und dieselbe Linie. Wenn endlich

ÜF, UFi, UF2 drei verschiedene Linien sind, welche nicht einem

und demselben einfachen Liniensysteme angehören, so sind (351 ) UG,

UGi,UG2 drei Linien eines und desselben einfachen Liniensystemes.

Da hiernach jeder in der Ebene U liegende Punkt, welchen zwei der

drei Flächen G, Gj, Gq mit einander gemein haben, auch in der

dritten liegt, und je zwei in der Ebene U liegende Punkte, welche

in Hinsicht auf zwei der drei Flächen G, 61,62 einander conjugirt

sind, auchin Hinsicht auf die dritte einander conjugirt sind, U aber

jede durch den Punkt S gehende Ebene sein kann, so folgt der Satz.

535. Durch drei Flächen F, F,, F2 IL Ordnung, welche nicht

einem und demselben einfachen Flächensyst^me angehören, aber

mit einer Ebene ü eine und dieselbe Linie bestimmen, sind (534)

drei in einer und derselben Geraden sich schneidende Ebenen V, V^,

V2 bestimmt, so dass die Flache U -H V dem Systeme (F,, F2), die

Fläche U + Vi dem Systeme (F, Yo) und die Fläche ü 4- V2 dem

Systeme (F, F, ) angehört- Jeder Punkt, welchen die Gerade V, V^

mit ii-gend einer der drei Flächen F, F , , F2 gemein hat, liegt auch

in den beiden übrigen. Schneidet eine Gerade h die Ebene U in
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einem ausserhalb der Linie U F liegenden Punkte A und die drei

Ebenen V, Vj, V2 in einem und demselben ebenfalls ausserhalb der

Flächen F, Fj, F2 liegenden Punkte B, so sind AB. hF. hFj,

AB . hF . hF2 Involutionen, daher auch AB . hF^ . hF2 eine Invo-

lution ist.

536. Jedem einfachen Flächensysteme (F, Fj) gehört wenig-

stens eine Fläche an, welche keine Regelfläche, also entweder eine

Kegelfläche oder der Inbegriff von zwei Ebenen oder eine Ebene ist.

Wenn nämlich F, F^ zwei Regelflächen sind, so kann man

drei räumliche Systeme projektivisch so auf einander beziehen,

dass von je drei homologen Elementen P, P^, P2 derselben das erste

und zweite in Hinsicht auf die Regelfläche F, das erste und dritte

aber in Hinsicht auf die Fläche Fj einander zugeordnet sind, mit-

hin jedem Elemente, welches das zweite und dritte System ent-

sprechend gemein haben, in Hinsicht auf beide Regelflächen ein

und dasselbe Element zugeordnet ist. Da nun (508) zwei zu ein-

ander collineäre räumliche Systeme wenigstens einen Punkt ent-

sprechend gemein haben, so giebt es wenigstens einen Punkt S,

welchem in Hinsicht auf die beiden Flächen F, F^ eine und dieselbe

Ebene zugeordnet ist, woraus (530) der Satz folgt.

§. 37.

Verschiedene Arten von einfachen Flächensystemen. — Linien

IV. Ordnung.

537. Die in Strahlenbündeln enthaltenen einfachen Flächen-

systeme zerfallen (518) in 8, die übrigen aber in 14 Arten, so

dass es im Ganzen 22 Arten von einfachen Flächensystemen giebt.

Bestimmt eine Linie L, welche auch der Inbegriff von meh-

rern Linien sein kann, mit jedem nicht in ihr liegenden Punkte P

eine Fläche II. Ordnung, welche nämlich durch die Linie L und

durch den Punkt P geht, so gehören alle Flächen F, Fj, F2 u. s. w
II. Ordnung, welche durch die Linie L gehen, einem und demsel-

ben einfachen FlächenSysteme an. Denn durch jeden ausserhalb
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der Linie L liegenden Punkt P geht nur eine Fläche des Systems

(F, Fl) und diess ist die Fläche, welche durch die Linie L und

den Punkt P bestimmt ist.

538. Durch zwei Paar Gegenkanten AB, CD, AC, BD eines

Tetraeders ist ein einfaches Flächensystem IX. Art bestimmt, wel-

chem nämlich jede Fläche angehört, welche durch die vier gegebe-

nen Geraden geht. Eine Fläche F dieses Systems besteht aus den

Ebenen BGA, BCD, eine andere Fj aus den Ebenen A D B, A D C,

während alle übrigen Flächen desselben Regelflächen sind. Sind

die Punkte B, C durch die Punkte M, N und die Punkte A, D

durch die Punkte P, Q harmonisch getrennt, so ist in Hinsicht

auf jede der Flächen F, F^ und also in dem Systeme (F, Fj) jedem

Eckpunkte des Tetraeders MNPQ die ihm gegenüberliegende Seite

desselben zugeordnet, woraus hervorgeht, dass in dem Systeme

nnendlich viele Polartetraeder enthalten sind.

Jede Ebene ü, welche mit keiner Seite des Tetraeders ABCD

zusammenfällt, bestimmt mit dem einfachen Flächensysteme (F, Fi)

ein einfaches Liniensystem U (F, Fi) und zwar ein Liniensystem I.

oder n. oder III. oder VIII. Art, je nachdem die Ebene durch kei-

nen oder nur durch einen Eckpunkt des Tetraeders ABCD oder durch

eine von den beiden Kanten AD, BC oder durch eine der vier übri-

gen Kanten geht. — Sind A, D zwei reelle, B, C aber zwei einander

conjungirte imaginäre Punkte, so geht durchjeden reellen Punkt, wel-

cher weder in der Geraden AD noch in einer von den beiden Ebenen A

BC, DBG liegt, eine reelle Fläche des Systems (F, FJ, welche die

Ebene ABC im Punkte A und die Ebene DBG im Punkte D berührt.

539. Durch eine Fläche F, welche aus zwei Ebenen G, H
besteht, und eine Eegelfläche Fj, welche durch die ScLnittlinie s

der beiden Ebenen geht, abo die eine G in noch einer Geraden g

und ebenso die andere H in noch einer Geraden h schneidet, ist ein

einfaches Flächensystem (F, Fi ) X. Art bestimmt, dessen Flächen

mit Ausnahme der Fläche F sämmtlich Regelflächen sind, welche

(521) in der Geraden s sich berühren und in den Geraden gh, sich

schneiden, daher in dem Systeme jedem Punkte der Geraden s

eine durch dieselbe gehende Ebene zugeordnet ist.

Jede ausserhalb der Fläche F liegende Ebene ü bestimmt mit

dem feinfachen Flächensysterae (F, Fj) ein einfaches Liniensystem
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U (F, Fl) und zwar ein System IL oder IV. oder VII. oder VIII

Art, je nachdem die Ebene ü die drei Geraden s, g, h in drei

Punkten oder in zwei Punkten schneidet, oder durch die Gerade

s oder durch eine von den beiden Geraden g, h geht.

540. Durch eine Ebene F und eine Regelfiäche Fi, welche

die Ebene F in zwei Geraden p, q schneidet, ist ein einfaches Flä-

chensystem (F, Fl) XI. Art bestimmt; dessen Flächen mit Aus-

nahme der Fläche F sämmtlich Regelflächen sind, welche in den

Geraden p, q sich berühren. Jedem Punkte der Ebene F ist in

dem Systeme eine durch den Punkt p q gehende Ebene zugeordnet.

Jede von F verschiedene Ebene U bestimmt mit dem Flä-

chensystem (F, Fl) ein einfaches Liniensystem und zwar ein Sy-

stem IIL oder V, oder VII. Art, je nachdem die Ebene U die Ge-

raden p, q in zwei Punkten oder im Punkte p q schneidet oder

durch eine dieser Geraden geht.

541. Durch eine Curve K IL Ordnung und zwei Gerade SA,

SB, welche zwei Punkte A, B der Curve aus einem ausserhalb ihrer

Ebene liegenden Punkte S projiciren, ist ein einfaches Flächensystem

XII. Art bestimmt, welchem nämlich jede Fläche IL Ordnung ange-

hört, die durch die gegebene Curve und durch die beiden gegebenen

Geraden geht. Eine Fläche F dieses Systems besteht aus den beiden

Ebenen K, SAB, eine andere Fj ist die Kegelfläche, welche aus

dem Punkte S die Curve K projicirt, jede dritte Fläche des Systems

ist eine Regelfläche, Dem Punkte S ist in dem Systeme die Ebene

SAB, jedem Punkte der Geraden AB aber die Ebene zugeordnet,

welche ihm in Hinsicht auf die Kegelfläche Fj zugeordnet ist.

Jede Ebene ü, welche ausserhalb der Fläche F liegt, be-

stimmt mit dem Flächensysteme (F, F,) ein einfaches Liniensy-

stem, welches, wenn die Ebene ü durch den Punkt S geht, ein Sy-

stem IL oder III. oder VII. oder VIII. Art, im entgegengesetzten

Falle aber ein System I. oder IL oder III. oder IV. Art ist.

542. Durch zwei sich schneidende Gerade p, q und eine Curve

K IL Ordnung, welche die Ebene, in der die beiden Geraden liegen,

im Schnittpunkte derselben berührt aber in diesem Punkte keiner der

Geraden sich anschmiegt, ist ein einfaches Flächensystem XIII. Art

bestimmt, welchem nämlich jede Fläche IL Ordnung angehört, die

durch die gegebene Curve und durch die beiden gegebenen Geraden



349

geht. Die Flächen dieses Systems sind mit Ausnahme derjenigen,

welche ans denbeidenEbenen K, p q besteht, sämmtlichRegelflächen.

Jedem Punkte, welcher in der Schnittlinie der erwähnten Ebenen

liegt, ist in dem Systeme die Ebene zugeordnet, welche ihm in Hin-

sicht auf irgend eine Regelfläche des Systems zugeordnet ist.

Jede Ebene ü, welche mit keiner der Ebenen K, pq zu-

sammenfällt, bestimmt mit dem obigen Flächensysteme ein ein-

faches Liniensystem, welches, wenn die Ebene U durch den Punkt

pq geht, ein System IV. oder Y. oder YIII. Art, im entgegen-

gesetzten Falle aber ein System 1. oder II. Art ist.

543. Durch eine Fläche F, welche aus zwei Ebenen G, H
besteht, und eine Kegelfläche Fj, welche die eine G dieser Ebenen

in einer Geraden g berührt, die andere aber H in einer Curve

K II. Ordnung schneidet, ist ein einfaches Flächensystem F, Fj)

XIV. Art bestimmt, dessen Flächen mit Ausnahme der Fläche

F sämmtlich Kegelflächen sind, welche die Ebene G in der Ge-

raden g berühren und durch die Curve K gehen. Jedem Punkte

der Geraden g ist in dem Systeme die Ebene G, jedem Punkte

der Geraden GH aber die Ebene zugeordnet, welche ihm in

Hinsicht auf irgend eine Kegelfläche des Systems zugeordnet ist.

Jede ausserhalb der Fläche F liegende Ebene U bestimmt

mit dem Systeme (F, Fj) ein einfaches Liniensystem, welches,

wenn die Ebene ü durch den Punkt g H geht, ein System IV.

oder V. oder VIII. Art, im entgegengesetzten Falle aber ein

System II. oder III. Art ist.

544. Durch zwei Curven K, Kj 11. Ordnung, welche zwei

Punkte A, B mit einander gemein haben aber nicht in einerlei Ebene

liegen, ist ein einfaches Flächensystem XV. Art bestimmt, welchem

nämlich jede Fläche II. Ordnung angehört, die durch die beiden ge-

gebenen Curven geht. Eine Fläche dieses Systems besteht aus den

beiden Ebenen K, K|, zwei andere Flächen F, F] desselben sind

Kegelflächen, alle übrigen Flächen des Systems aber Regelflächen.

Sind S, Si die Mittelpunkte der erwähnten Kegelflächen und P, Q
irgend zwei Punkte, welche durch die Punkte A. B harmonisch ge-

trennt sind, so'ist in dem Systeme jedem Eckpunkte desTetraeders

PQSS] die ihm gegenüberliegeudeSeite desselben zugeordnet, daher

in dem Systeme unendlich viele Polartetraeder enthalten sind.

st au dt, Beiträge zur Geometrie der Lage, 23



350

Jede Ebene U, welche mit keiner der Ebenen K, Kj zusam-

menfällt, bestimmt mit dem obigen FlächenSysteme ein einfaches

Liniensystem, welches, wenn die Ebene U durch keinen von

den beiden Punkten A, B geht, ein System I. oder IL oder

III. Art ist. Schneidet die Ebene U die Gerade AB in einem

der Punkte A, B so ist U (F, Fi) ein System IL oder IV. oder

VI. Art. Wenn endlich die Ebene U durch die Gerade AB geht,

so ist U (P, Fl) ein System IIL Art.

545. Durch zwei Curven K, Ki IL Ordnung, welche einer

Geraden s in einem und demselben Punkte A sich anschmiegen aber

nicht in einerlei Ebene liegen, ist ein einfaches Flächeusystem

XVI. Art bestimmt, welchem nämlich jede Flächell. Ordnung ange-

hört, die durch die beiden gegebenen Curven geht. Eine Fläche F

dieses Systems besteht aus den beiden Ebenen K, Kj, eine andere

Fläche Fl desselben ist eine Kegelfläche, die übrigen Flächen des

Systems sind Regelflächen. Jedem Punkte der Geraden s ist in dem

Systeme die Ebene zugeordnet, welche ihm in Hinsicht auf irgend

einekrurameFläche desselben zugeordnet ist. DemMittelpunkte der

Kegelfläche Fi ist die Ebene zugeordnet, welche von ihm durch die

Ebenen K, Ki harmonisch getrennt ist.

Jede ausserhalb der Fläche F liegende Ebene ü bestimmt

mit dem Flächensysteme (F, Fj) ein einfaches Liniensystem,

welches, wenn die Ebene U durch den Punkt A geht, ein

System IL oder V. oder VI. Art, im entgegengesetzten Falle

aber ein System I. oder IL oder III. Art ist.

546. Durch eine Ebene F und eine Kegelfläche Fi, welche

die gegebene Ebene in einer Curve K IL Ordnung schneidet,

ist ein einfaches Flächensystem (F, Fi) XVII. Art bestimmt.

Jede dritte Fläche dieses Systems ist eine Regelfläche, welche

die Kegelfläche Fi in der Curve K berührt. Je zwei in Hinsicht

auf die Curve K einander conjugirte Punkte A, B, von welchen

keiner in der Curve liegt, sind zwei Eckpunkte eines in dem

Systeme (F, Fi) enthaltenen Polartetraeders ABCS. Der Punkt

C ist der Pol der Geraden A B in Hinsicht auf die Curve K,

der Punkt S aber der Mittelpunkt der Kegelfläche Fi.

Jede von F verschiedene Ebene U bestimmt mit dem Flächen-

systeme (F, Fj) ein einfachesLiniensystem, welches, wenn die Ebene
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U der Kegelfläche Fj sich anschmiegt, ein System VI. Art, im ent-

gegengesetzten Falle aber ein System III. oder V. Art ist.

547. Wenn F eine Ebene und Fj entweder der Inbegriff von

zwei Ebenen oder ebenfalls eine Ebene ist, so ist (F, Fj) ein ein-

fachesFlächensystemlll. oderVI. oderVII.Art.— Gehören einem ein-

fachenFlächensysteme wenigstens zwei Flächen an, deren jede aus

zwei Ebenen besteht, während keine Fläche des Systems eine Ebene

ist, so ist dasselbe ein System I. oder II. oder VIII. oder IX. Art.

—

Ist eine Fläche eines einfachen Flächensystems eine Ebene, jede an-

dere Fläche desselben aber eine krummeFläche, so ist dasselbe ein

System V. oder XI. oder XVII. Art. — Ist eine Fläche eines ein-

fachen Flächensystems der Inbegriff von zwei Ebenen, jede andere

Fläche desselben aber eine krummeFläche, so unterscheide man, ob

die krummen Flächen desSystems durch die SchnittliniejenerEbenen

gehen oder diese Gerade in zwei Punkten schneiden oder in einem

Punkte berühren. Im ersten dieser Fälle ist das Flächensystem ein

System IV. oder X- Art, im zweiten ein System XII. oder XV. Art,

im dritten ein System XIII. oder XIV. oder XVI, Art.

Es sind hiernach nur noch einfache Flächensysteme zu be-

trachten, deren Flächen sämmtlich krumme Flächen sind.

548. Durch eine unebene Curve K III. Ordnung und eine

Gerade, welche mit der Curve zwei Punkt« A , B gemein hat,

ist ein einfaches Flächensystem XVIII. Art bestimmt, welchem

nämlich jede Fläche II. Ordnung angehört, welche durch die

beiden gegebenen Linien geht. Zwei Flächen F, Y\ dieses Sy-

stems sind Kegelflächen , alle übrigen Flächen desselben aber

Regelfiächen. Die Ebene, welche die Curve Kim PunkteA berührt

und im Punkte B schneidet, ist in dem Flächensysteme dem Punkte

A, die Ebene aber, welche die Curve im Punkte B berührt und im

Pankte A schneidet; dem Punkte B zugeordnet. Jede Ebene U be-

stimmt mit dem Flächensysteme ein einfaches Liniensystem.

Geht die Ebene U durch keinen von den beiden Punkten A,B,

80 ist U (F, Fj) ein Liniensystem I. oder II oder IV. Art, je nach-

dem nämlich die Ebene mit der Curve K drei Punkte oder zwei

Punkte oder nur einen Punkt gemein hat. Wenn aber die Ebene U
die Gerade AB in einem von den beiden Punkten A. B schneidet,

so ist U (P, Fl) ein Liniensystem II. oder III. oder IV. oder V. Art

23*
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Wenn endlich die Ebene U durch die Gerade A B geht, so ist

U (p, Fj) ein Liniensystem VII. oder VIII. Art.

549. Durch eine unebene Curve K III. Ordnung und eine

Gerade h, welche der Curve in einem Punkte A sich anschmiegt,

ist ein einfaches Fläehensystem (F, F^) XIX. Art bestimmt,

welchem nämlich jede Fläche II. Ordnung angehört, welche durch

die beiden gegebenen Linien geht. Die Flächen dieses Systems

sind mit Ausnahme der Kegelfläche AK sämmtlich llegelflächen.

Dem Funkte A ist in dem Systeme die Ebene zugeordnet, welche

in ihm der Curve k sich anschmiegt.

Jede Ebene U bestimmt mit dem obigen Flächensysteme ein

einfaches Liniensystem, welches, wenn die Ebene U nicht durch den

Punkt A geht, ein System I. oder II. oder IV. Art ist. Schneidet

aber die Ebene U die Gerade h im Punkte A, so ist U (F, Fi) ein

System II. oder III. Art. Wenn endlich die Ebene ü durch die Ge-

rade h geht, so ist ü (F, FJ ein System VII. oder VIII. Art.

550. Wenn drei Flächen F, Fj, F2 II. Ordnung nicht einem

und demselben einfachen Flächensysteme angehören, aber doch die

dritte durch alle gemeinschaftlichen Punkte der beiden erstem geht,

so liegen diese entweder alle in einerlei Ebene oder in einer Linie

III. Ordnung, welche aus drei Geraden oder aus einer Geraden und

einer Curve II. Ordnung zusammengesetzt ist.

Wenn nämlich die erwähnten Punkte nicht alle in einerlei

Ebene liegen, so sei S ein Punkt, welcher ausserhalb der drei

Flächen aber mit zwei gemeinschaftlichen Punkten A , B der-

selben in einer und derselben Geraden liegt. Es sei ferner G2

die durch den Punkt S gehende Fläche des einfachen Flächen-

systems (F, Fl) und Gl die durch den Punkt S gehende Fläche

des einfachen FlächenSystems (F, F2). Da nun die Flächen Gj, Gg

die Gerade AB und unendlich viele ausserhalb dieser Geraden

• und überdiess nicht in einerlei Ebene liegende Punkte mit ein-

ander gemein haben, so schneiden sie sich in der Geraden AB

und in einer Linie FFi Ill.Ordnung, welche entweder aus drei Ge-

raden oder aus einer Geraden und einer Curve IL Ordnung besteht.

Dass nämlich FFi keine Curve III. Ordnung ist, folgt aus 477.

551. Die Schnittlinie F, Fj von zwei Flächen F, Fi IL Ord-

nung, deren gemeinschaftliche Punkte weder in einerlei Ebene noch

I
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in einer Ebene und einer Geraden liegen, soll eine unebene Linie

IV. Ordnung heissen. Alle Flächen II. Ordnung, welche durch eine

und dieselbe unebene Linie K IV. Ordnung gehen, gehören (550)

einem und demselben einfachen Flächensysteme an, welches also

durch die Linie K bestimmt ist. Mit jedem nicht in ihr liegenden

Punkte bestimmt die Linie K eine Fläche IL Ordnung, welche

nämlich durch die gegebene Linie und durch den gegebenen

Punkt geht.

Besteht eine unebene Linie IV. Ordnung aus vier Geraden,

so sind diese entweder die vier Kauten eines Vierkants oder zwei

Paar Gegenkanten eines Tetraeders. Die übrigen Fälle, in welchen

eine unebene Linie IV. Ordnung aus andern Linien zusammen-

gesetzt ist, nämlich entweder aus zwei Geraden und einer Cnrve

II. Ordnung oder aus zwei Curven II. Ordnung oder aus einer

Geraden und einer Curve lil. Ordnung besteht^ sind in 541,

542, 544, 545, 548 und 549 betrachtet worden. Eine unebene

Curve IV. Ordnung hat mit keiner Geraden mehr als zwei

Punkte und mit keiner Ebene mehr als vier Punkte gemein.

552. Zwei Punkte oder auch ein Punkt und eine Gerade sol-

len in Hinsicht auf eine unebene Linie IV. Ordnung einander conju-

girt heissen, wenn sie in dem durch die Linie bestimmten Flächen-

systeme einander conjugirt sind. Ist in Hinsicht auf eine unebene

Curve K IV. Ordnung einem in ihr liegenden Punkte P nur eine Ge-

rade p conjugirt, so schmiegt diese im Punkte P der Curve sich an.

Eine Fläche F des durch die Linie K bestimmten Flächensystems

(F, Fj) geht (532) durch die Gerade p, während alle übrigen Flä-

chen desselben die Gerade p im Punkte P berühren. Die dem Punkte

P in Hinsicht auf die Fläche F zugeordnete Ebene U schneidet die

Fläche F entweder in der Geraden p und in noch einer durch den

Punkt P gehenden Geraden oder hat mit derselben nur die Gerade p
gemein, je nachdem nämlich FeineRegelfläche oder eine Kegelfläche

ist. Im erstem Falle istü (F, Fj) ein Liniensystem IV. , im letztern

aber ein Liniensystem V. Art. Der Curve K schmiegt die Ebene ü
im erstem Falle nur dreipunktig, im letztem aber vierpunktig sich

an. Jede andere durch die Gerade p gehende Ebene hat mit der

Fläche F auch eine nicht durch den Punkt P gehende Gerade q ge-

mein und bestimmt daher mitdemFlächensysteme (F, Fj ) einLinien-
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System 11. oder III. Art, je nachdem nämlich die Gerade q mit

der Curve K zwei Punkte oder nur einen Punkt gemein hat,

553. In jeder unebenen Curve K IV. Ordnung schneiden

sich wenigstens zwei Kegelflächen II. Ordnung.

Da die Flächen des durch die Curve K bestimmten ein-

fachen Flächensystems (F, Fi) sämmtlich krumme Flächen sind

so ist nach 536 wenigstens eine Fläche F desselben eine Kegel-

fläche. Wenn nun der Mittelpunkt S dieser Fläche in der Curve

K und also auch in der Ebene ü liegt, welche ihm in Hinsicht

auf alle Flächen des Systems (F, F^) zugeordnet ist, so ist ü

(F, Fi) ein Liniensystem VI, Art, daher dem Systeme (F, Fi)

zwei Kegelflächen angehören, welche die Ebene U berühren. Ist

die eine von diesen Kegelflächen die Fläche F, so ist jede dritte

Fläche des Systems (F, Fi) eine Regelfläche. Wenn aber die

Ebene U die Kegelfläche F in zwei Geraden schneidet, so schneiden

sich in der Curve K drei Kegelflächen II. Ordnung. Liegt der

Punkt S ausserhalb der Curve K und also auch ausserhalb der

Ebene U, so schneidet diese die Kegelfläche F und jede Regel-

fläche des Systems (F, Fi) in einer Curve II. Ordnung, jede von

F verschiedene Kegelfläche aber, welche dem Systeme (F, Fi)

angehört, in zwei Geraden, woraus hervorgeht, dass U (F, FJ
ein einfaches Liniensystem I. oder II. oder IV. Art ist und dass

m ersten dieser Fälle vier, im zweiten drei, im dritten aber

zwei Flächen des Systems (F, Fi) Kegelflächen sind.

In einer unebenen Curve IV. Ordnung schneiden sich also

entweder zwei oder drei oder vier Kegelflächen II. Ordnung.

In den beiden erstem Fällen hat eine der Kegelflächen ihren

Mittelpunkt in der Curve, während im letzten Falle die Mittel-

punkte der vier Kegelflächen ausserhalb der Curve liegen und

jedem derselben in dem durch die Curve bestimmten Flächensysteme

die Ebene zugeordnet ist, welche durch die drei übrigen geht.

554. Durch zwei Kegelflächen F, Fi IL Ordnung, welche einer

und derselben Ebene E sich anschmiegen und zwar die eine F in

einer Geraden SSi , welche durch den Mittelpunkt Si der andern geht,

die andere Fj aber in einer Geraden Si T, welche nicht durch den

Mittelpunkt S der erstem geht, ist ein einfaches Flächensystem (F,

Fl) XX. Art bestimmt, dessen Flächen in einer unebenen Curve K



355

IV. Ordnung sich schneiden und mit Ausnahme der Flächen F,

Fl sämmtlich Regelflächen sind.

Dem Punkte Sj ist in dem Flächensysteme (F, F^) die Ebene

E zugeordnet, welche, da E (F, F^ ) ein Liniensystem VI. Art ist

jede Regelfläche des Systems (F, Fi) in zwei Geraden schneidet, die

durch dieGeradenSi S, S^ T harmonisch getrennt sind. Jede durch

die Gerade S^ T gehende von E verschiedene Ebene bestimmt mit

dem Flächensysteme (F, F
^ ) ein Liniensystem IV. Art und schneidet

daher die Curve K nur in einem vonSj verschiedenen Punkte, wo-

raus man schliessen kann, dass die Curve im Punkte S^ eine Spitze

bildet und dass in diesem Punkte der Curve die Gerade S ^ T und die

Ebene E sich anschmiegen. Ist U eine durch den Punkt S^ aber

nicht durch die Gerade S, T gehende Ebene, so ist U (F, F^) ein

Liniensystem IL oder III. Art, je nachdem die Ebene üdie Kegel-

fläche F^ schneidet oder berührt. — Die dem Punkte S zugeordnete

und also durch die Gerade Si T gehende Ebene H schneidet die

Curve K in einem vonSi verschiedenen Punkte A, in welchem der-

selben (552 1 die Gerade S A sich anschmiegt. Jeder ausserhalb der

Ebene SS, A liegende Strahl der Kegelfläche F hat mit der Kegel-

fläche Fj und also auch mit der Curve K zwei Punkte gemein, welche

durch den Punkt S und die Ebene H harmonisch getrennt sind.

Schneidet eineEbene tJ, welche nicht durch den Punkts, geht, die

Kegelfläche F in zwei Geraden, so ist U (F, F^) ein Liniensystem

II. oder I. Art, je nachdem die Ebene U durch die Gerade SA oder

nicht durch diese Gerade geht. Wenn aber eine Ebene ü die Ke-

gelfläche F in einer Geraden berührt, so ist U (F, F,) ein Linien-

system V. oder III. Art, je nachdem die Berührnngslinie die Gerade

SA oder eine andere Gerade ist. Jm erstem Falle schmiegen die

Ebene U und die Curve K im Punkte A vierpunktig einander sich

an, während sie im letztern Falle in zwei Punkten sich berühren. —
Ist U eine Ebene, welche durch keinen der Punkte S, S^ geht, so

istU (F, Fl) ein Liniensystem I. oder II. oder IV. Art. Im ersten

dieser Fälle schneiden sich die Ebene U und die Curve K in vier

Punkten, während sie im zweiten in einem Punktesich berühren and

in zwei Punkten sich schneiden, im dritten aber in einem Punkte

einander sich anschmiegen und noch in einem andern Punkte sich

schneiden.
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555. Durch zwei nicht einer und derselben Ebene sich an-

schmiegende Kegelflächen FjF^ II. Ordnung, von welchen die eine

F durch den Mittelpunkt S^ der andern, die andere P^ aber nicht

durch den Mittelpunkt S der erstem geht, ist ein einfaches Flächen-

system (F, F^) XXI. Art bestimmt, dessen Flächen in einer unebenen

Curve K IV.Ordnung sich schneiden und mit Ausnahme der Flächen

FjFj^'und noch einer dritten Kegelfläche F2 sämmtlieh Regelflächen

sind. Die der Kegelfläche F in der Geraden SS^ sich anschmiegende

Ebene E schneidet nämlich die Fläche F^ in zwei andern Geraden

p, q, daher E (F, Fi)'ein Liniensystem VI.Art ist, mithin eine Fläche

F2 des Flächensystem (F, Fj) die Ebene E in der Geraden S^ S2 be-

rührt, welche von der Geraden S^ S durch die Geraden p, q harmo-

nisch getrennt ist.

Schneidet eine Ebene U die Ebene E in einer der Geraden

p, q, so ist U (F, F|) ein Liniensystem IV. und V. Art, je nach-

dem die Ebene ü die Kegelfläche F^^ schneidet oder berührt, woraus

man schliessen kann, dass im Punkte S^ der Curve K jede der Ge-

raden p, p sich anschmiegt und also S^ ein Knotenpunkt der Curve

ist. Geht eine Ebene U durch den Punkt S^^ aber durch keine der

Geraden p,q, so ist U (F, F^) ein Liniensystem II. oder III. Art,

je nachdem die EbeneU dieKegelfläche F ^ schneidet oder berührt.—
Die dem Punkte S in dem Systeme (F, F^) zugeordnete und also

durch die Gerade Sj S2 gehende Ebene H schneidet die Curve K
auch in zwei von S^ verschiedenenjPunkten A, B, in welchen der-

selben die Geraden SA, SB sich anschmiegen. Die Ebene SAB be-

rührt die Kegelfläche Fo in der Geraden AB und bestimmt daher mit

dem Flächensysteme (F, F-,) ein Liniensystem III. Art. Ist U eine

andere nicht durch den Punkt S^ gehende Ebene, welche die Fläche

F in zwei Geraden schneidet, so ist ü (F, Fj) ein Liniensystem I.

oder II. Art, je nachdem die Ebene ü durch keine oder durch eine

der Geraden SA, SB geht. Wenn aber eine Ebene U die Kegel-

fläche F in einer von S S^ verschiedenen Geraden berührt, so be-

stimmt sie mit demFlächensysteme (F, F ^ ) einLiniensystem III. oder

V.Art, je nachdem die Berührungslinie ausserhalb der Ebene SAB
liegt oder eine der Geraden SA, SB ist. Im erstem Falle berühren

sich die Ebene U und die Curve K in zwei Punkten, welche durch

den Punkt S und die Ebene H harmonisch getrennt sind, während
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sie im letztem in einem der Punkte A, B vierpunktig einander sich

anschmiegen. — Was von der Fläche F gilt, gilt auch von der

Fläche Fo. Namentlich schneidet auch die Ebene H2, welche in

dem Flächensysteme (F, F^) dem Mittelpunkte S2 der Fläche F2

zugeordnet ist, die Curve K in zwei von S^ verschiedenen Punkten

A2, Bj, in deren jedem der Curve K eine Ebene, welche die Kegel-

fläche F2 berührt, vierpunktig sich anschmiegt. — Geht eine

Ebene U durch keinen der drei Punkte S, Sj, S2, so ist ü (F, Fj)

ein Liniensystem I. oder II. oder IV. Art, je nachdem die Ebene

U drei oder zwei oder nur eine Regelfläche der Systeme (F, F^)

in Geraden schneidet.

556. Durch zwei nicht einer und derselben Ebene sich an-

schmiegende Kegelflächen F, F^ II. Ordnung, von welchen keine

durch den Mittelpunkt der andern geht, ist ein einfaches Flächen-

system (F, Fj) XXII. Art bestimmt, dessen Flächen in einer une-

benen Curve K lY. Ordnung sich schneiden und mit Ausnahme

von vier Kegelflächen F, Fj, F2, F3 sämmtlich Regelflächen sind.

Die Ebene H, welche in dem Flächensysteme (F, Fj) dem Mit-

telpunkte S der Kegelfläche F zugeordnet ist, schneidet die Kegel-

fläche Fl in zwei Geraden, welche die Curve HF in vier Punkten

A,ß,C,D schneiden, daher H (F, Fi) ein Liniensystem I. Art ist. Da

nun die Ebene H in je zwei einander gegenüberliegenden Seiten

des vollständigen Vierecks ABCD eine Kegelfläche schneidet, wel-

che dem Flächensysteme (F, Fi) angehört, so folgt, dass durch die

Curve K vier Kegelflächen F, Fi, F2, F3 II. Ordnung gehen. Die

Mittelpunkte dieser Kegelflächen liegen ausserhalb der Curve K
und sind die Eckpunkte eines in dem Flächensysteme (F, Fj) ent-

haltenen Polartetraeders S S^ S2 S3.

Schneidet eine Ebene die Fläche F in zwei Geraden, so ist

U (F, Fl) ein Liniensystem I. oder II. oder III. Art, je nachdem die

Ebene ü durch keinen oder durch einen oder durch zwei Eckpunkte

des Vierecks ABCD geht. Ist aber U eine Ebene, welche die

Fläche F in einer Geraden berührt, so ist U (F, Fi) ein Liniensy-

stem Y. oder III. Art, je nachdem die Berührungslinie die Ebene

H in einem der Punkte A, B, C, D oder in einem fünften Punkte

schneidet. Im erstem dieser Fälle schmiegen die Ebene ü und die

Curve K in einem Eckpunkte des Vierecks ABCD vierpunktig ein-
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ander sich an, während sie im letztern Falle in zwei Punkten, wel-

che durch den Punkt S und die Ebene H harmonisch getrennt sind,

sich berühren. Was aber von der Fläche F gilt, gilt auch von den

Flächen Fj, F2, F3, daher es 16 Punkte giebt, in deren jedem der

Curve K eine Ebene vierpunktig sich anschmiegt. Man kann diese

Punkte, in welchen die Curve K von den Seiten des Tetraeders

SSjS.2S3 geschnitten wird, die Wendepunkte derselben nennen.

Sind die Flächen eines einfachen Flächensystems sämmtlich

krumme Flächen, so schneiden sich dieselben entweder in einer

Geraden und in einer unebenen Curve III. Ordnung oder in einer

unebenen Curve IV. Ordnung. Im erstem Falle ist das Flächensy-

stem ein System XVIII. oder XIX. Art, im letztern Falle aber

(553) ein System XX. oder XXI. oder XXII. Art. Es folgt hie-

raus und aus 547, dass es ausser den betrachteten Arten von ein-

fachen Flächensystemen keine andere giebt.

557. Durch ein Tetraeder SSi S2S3, einen Punkt P, welcher

in keiner Seite des Tetraeders liegt, und eine Gerade p ist ein ein-

faches Flächensystem bestimmt, in welchem nämlich jedem Eck-

punkte des Tetraeders die ihm gegenüberliegende Seite desselben

zugeordnet, dem Punkte P aber die Gerade p conjugirt ist.

Es seien U, Ui irgend zwei in der Geraden p sich schneidende

Ebenen, so giebt es (443) zwei Flächen F, Fj II. Ordnung, so dass

in Hinsicht auf jede dieser Flächen und also auch in Hinsicht auf

jede dritte Fläche des einfachen Flächensysteras (F, Fj) das Te-

traeder S Si S2 S3 ein Polartetraeder ist und dass überdiess dem

Punkte P in Hinsicht auf die Fläche F die Ebene ü; in Hinsicht

auf die Fläche F^ aber die Ebene U^ zugeordnet, mithin in dem

Systeme (F, Fj) die Gerade p conjugirt ist.

Je nachdem die Gerade p eine Kante des gegebenen Tetraeders

ist, oder nur durch einen Eckpunkt desselben geht und nur in einer

Seite desselben liegt, oder durch einen Eckpunkt geht, ohne in einer

Seite zu liegen, oder in einer Seite liegt, ohne durch einen Eck-

punkt zu gehen oder nur zwei Kanten oder nur eine oder gar keine

Kante des Tetraeders schneidet; ist (F, Fj) ein Flächensystem VI.

oder III. oder I. oder XVII. oder IX. oder XV. oder XXII. Art.

558. Wenn F, Fj zwei Regelflächen sind, so kann man (536)

zwei räumliche Systeme coUineär so auf einander beziehen, dass,
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was auch P, P2 für zwei homologe Elemente derselben sein mögen,

das dem Elemente P in Hinsicht auf die Fläche F zugeordnete Ele-

ment in Hinsicht auf die Fläche F^ dem Elemente P2 zugeordnet ist.

Haben die zu einander collineären Systeme irgend vier nicht in ei-

nerlei Ebene liegende Punkte entsprechend gemein, so findet der

erste oder zweite oder dritte oder vierte der in 509 betrachteten

Fälle statt, je nachdem (F, Fj) ein Flächensystem XVII. oder IX.

oder XV. oder XXII. Art ist. Haben die zu einander collineären

Systeme irgend drei nicht in einer und derselben Geraden liegende

Punkte A, B, C aber keinen ausserhalb der Ebene ABC liegenden

Punkt entsprechend gemein, so findet der erste oder zweite oder

dritte oder vierte der in 510 betrachteten Fälle statt, je nachdem

(F, Fl) ein Flächensystem XI. oder XII. oder XVI. oder XXI.

Art ist. Haben die zu einander collineären Systeme keinen aus-

serhalb der Geraden p liegenden Punkt entsprechend gemein, so

findet der erste oder zweite der in 511 oder der erste oder zweite

der in 512 betrachteten Fälle oder der in 513 betrachtete Fall

tatt, je nachdem (F, Fj) ein Flächensystem X. oder XVIII. oder

XIII. oder XX. oder XIX. Art ist.

559. Wenn in einer reellen Curve K IV. Ordnung drei Ke-

gelflächen F, Fl, F2, II. Ordnung sich schneiden , so sind ent-

weder alle drei reell oder es ist nur diejenige Fj reell, deren Mit-

ielpunkt Sj in der Curve liegt, je nachdem nämlich die Mittel-

punkte S, S2 der beiden andern Kegelflächen zwei reelle oder zwei

einander conjucgirte imaginäre Punkte sind. Im letztern Falle

schneidet die Ebene S S^ S2 jede durch die Curve K gehende reelle

Fläche II. Ordnung und also auch die Kegelfläche Fj in zwei reel-

len Geraden, weil in einem reellen Elementargebilde, wie aus der

Betrachtung einer reellen Curve II. Ordnung hervorgeht, keine

zwei einander conjungirte imaginäre Elemente durch zwei an-

dere solche Elemente harmonisch getrennt sind.

Sind alle drei Kegelflächen reell, so hat mau zu unterscheiden,

ob die Kegelfläche F^ die Ebene SS1S2 in zwei reellen oder in zwei

einander conjungirten imaginären Geraden schneidet. Im erstem

dieser Fälle schliesst die Kegelfläche Fi den einen S von den beiden

Punkten S, S2 ein, daher jeder von SSi verschiedene reelle Strahl

der Kegelfläche F mit der Curve K zwei reelle Punkte gemein hat.
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Die Kegelfläche F2 wird, da die in 555 durch A2, B2 bezeichneten

Wendepunkte der.Curve K reell sind, durch die Strahlen S2A2, S2B2

in zwei Theile getheilt, so dass jeder von S2S1 verschiedene reelle

Strahl des einen Theils durch zwei reelle, jeder reelle Strahl des

andern Theils aber durch zwei imaginäre Punkte der Curve K geht.

Wenn hingegen die Ebene SS,S2 und die Kegelfläche F^ in imagi-

nären Geraden sich schneiden und daher auch die beiden übrigen

Wendepunkte A, B der Curve K reell sind, so enthält jede von den

beiden Kegelflächen F, F2 drei reelle Strahlen, deren jeder mit der

Curve K nur einen Punkt gemein hat. Ein vierter reeller Strahl der

Fläche F hat mit der Curve K zwei reelle oder zwei einander con-

jungirte imaginäre Punkte gemein, je nachdem er vom Strahle SS^

durch die Strahlen SA, SB getrennt oder nicht getrennt ist. Eben

so liegen in einem vierten reellen Strahle der Fläche F2- zwei reelle

oder zwei imaginäre Punkte der Curve K, je nachdem derselbe vom

Strahle S2 S , durch die Strahlen S2 A2, S2 B2 getrennt oder nicht ge-

trennt ist. Der Punkt Si ist in diesem FallC; da die in ihm der Curve

K sich anschmiegenden Geraden imaginär sind, mit der stetigen Auf-

einanderfolge, welche die übrigen reellen Punkte der Curve bilden,

in keinem Zusammenhange und daher ein isolirter Punkt der Curve.

560. Jede unebene Curve K IV. Ordnung, in welcher vier

reelle Kegelflächen F, Fj, F2, Ps;!!. Ordnung sich schneiden, hat

acht reelle Wendepunkte.

Es seien S, Sj, S2 S3 die Mittelpunkte der Kegelflächen F, F^,

F2, F3, so schneidet jede dieser Flächen eine Seite des Tetraeders

SSi S2S3 in zwei einander conjungirten imaginären Geraden, jede

der drei übrigen Seiten aber in einer reellen Linie II. Ordnung.

Da nun jede Seite des Tetraeders, welche irgend eine der vier Ke-

gelflächen in zwei imaginären Geraden und also die Curve K in

vier imaginären Punkten schneidet, auch noch eine der drei übri-

gen Kegelflächen in imaginären Geraden schneidet, und da unter

den 16 Linien II. Ordnung, in welchen die vier Kegelflächen von

den vier Seiten des Tetraeders geschnitten werden, nur vier ima-

ginäre sind, so folgt, dass diese in zwei Seiten SS^ S2, SSj S3 des

Tetraeders liegen und dass also jede der beiden übrigen Seiten die

Curve K in vier reellen Punkten schneidet.

Die reellen Punkte der Curve K bilden zwei geschlossene Li-
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nien L, N, welche durch keinen Punkt mit einander zusammenhän-

gen. Zwei Punkte AB der Linie L liegen in der Ebene 858283, zwei

andere Aj, B^ in der Ebene 88383 Eben so wird die Linie N von

der Ebene 858283 in zwei Punkten C, D und von der Ebene SS2S3

in zwei andern Punkten Cj, D^ geschnitten. Die Kegelfläche F

wird durch die vier Strahlen SA, SB, SC, SD in vier Theile 8 (AB),

8 (BC), 8 (CD), 8 (DA) getheilt, so dass ein fünfter reeller Strahl

der Fläche durch zwei Punkte der Linie L oder durch zwei Punkte

der Linie N oder durch zwei imaginäre Punkte der Curve K geht,

je nachdem er dem ersten oder dem dritten oder einem der beiden

übrigen Theile angehört. Eben so wird die Kegelfläche Fj durch

die vier Strahlen SiAj, Sißj, 8,0^, S,Di in vier Theile getheilt,

80 dass ein fünfter reeller Strahl der Fläche durch zwei Punkte

der Linie L oder durch zwei Punkte der Linie N oder durch zwei

imaginäre Punkte der Curve K geht, je nachdem er dem Theile Sj

(AiBi) oder dem Theile 8^ (C^D^) oder einem der beiden übri-

gen Theile angehört. Jede reelle Gerade aber, welche in irgend

einer von den beiden Kegelflächen F2, F3 liegt, geht durch einen

Punkt der Linie L und durch einen Punkt der Linie N.

561. Wenn in einer reellen unebenen Curve K IV. Ord-

nung vier Kegelflächen F, F^, Fo, F3 IL Ordnung sich schnei-

den, 80 sind diese entweder sämmtlich reell oder sämmtlich ima-

ginär oder es sind zwei reell und zwei imaginär.

Wird nämlich die Curve K aus dem einen 82 von zwei einan-

der conjnngirten imaginären Punkten durch eine Kegelfläche F2

II. Ordnung projicirt, so wird sie auch aus dem andern 83 durch

eine Kegelfläche F3 II. Ordnung projicirt. Die Gerade S_S3 aber

schneidet jede durch die Curve gehende reelle Fläche II. Ordnung

in zwei reellen Punkten. Wenn nun auch die Kegeltiächen F, F,

imaginär sind und also zwei einander conjungirte imaginäre Punkte

8, 85 zu Mittelpunkten haben, so enthält jede durch die Curve K
gehende reelle Fläche II. Ordnung, da sie zwei einander gegen-

überliegende Kanten des Polartetraeders SS , S2S3 in reellen Punk-

ten schneidet, zwei reelle Regeischaaren. Wenn aber die Kegel-

flächen F, F, und also auch ihre Mittelpunkte 8, Sj reell sind, so

gehen durch die Curve K auch unendlich viele reelle Flächen

IL Ordnung, welche die Gerade 88^ in imaginären Punkten schnei-
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den. Die Ebene H, welche durch die drei Punkte 81,82,83 geht,

schneidet in diesem Falle die Kegelfläche F j in zwei reellen Geraden,

von welchen die eine mit der Curve HF und also auch mit der Curve

K zwei reelle Punkte A, B gemein hat. Die Kegelfläche F wird

durch die Geraden SA, SB in zwei Theile getheilt, so dass ein drit-

ter reeller Strahl der Fläche durch zwei reelle oder durch zwei

imaginäre Punkte der Curve K geht, je nachdem er dem einen oder

dem andern von den beiden Theilen angehört. Eben so wird die

Kegelfläche F^ durch die Gerade S^Aj, S^Bj, welche der Curve K
in ihren in der Ebene SS283 liegenden reellen Wendepunkten A^,

Bi sich anschmiegen, in zwei Theile getheilt, so dass ein dritter

reeller Strahl der Fläche mit der Curve K zwei reelle oder zwei

imaginäre Punkte gemein hat, je nachdem er in dem einen oder in

dem andern von den beiden Theilen liegt.

§• 38.

Projektivische Beziehungen, welche aus der Betrachtung von einfachen

Flächensystemen sich ergeben.

562. Gerade Gebilde PP1P2P3 • . • , QQ1Q2Q3 • • • » welche

(532) zu einem und demselben einfachen Flächensysteme FFj

F2F3 . . . perspektivisch sind, sind zu einander projektivisch.

Liegen die Geraden PP^, QQj^ in einerlei Ebene, so folgt

der Satz aus 355. Wenn aber die Geraden PPj, QQ nicht in

einerlei Ebene liegen, so seien M, N diejenigen Punkte dersel-

ben, welche alle Flächen des Flächensystems mit einander ge-

mein haben. Es sei ferner R ein ausserhalb der Geraden MN
liegender Punkt, so dass auch die Geraden MR, NR Träger von

zwei zu dem Flächensysteme perspektivischen geraden Gebilden

sind. Da nun je zwei auf einander folgende der vier Geraden

PPj, MR, NR, QQi in einerlei Ebene liegen, so ist der Satz

auf den zuerst betrachteten Fall zurückgeführt.

Von der Fläche Fg soll gesagt werden, dass sie im Sinne

F Fl F2 oder im Sinne F2 F, F liege oder zum Sinne F

Fj F2 neutral sich verhalte, je nachdem der Punkt P3 im Sinne



363

PPjPi oder im Sinne P2P1P Hegt oder zum Sinne PPjPo neu-

tral sich verhält. Es geht hieraus von selbst hervor, was es

heisst, wenn gesagt wird , dass ein einfaches Flächensystem zu

einem Elementargebilde oder zu einem einfachen Liniensysteme

oder zu einem andern einfachen Flächensyst^me projektivisch

sei. Der Wurf FF,F2F3 ist dem Wurfe ffi f2f3 gleich, wenn

dieser dem Wurfe PP1P2P3 gleich ist. — Flächensysteme

VI. Art sind in diesem §. von der Betrachtung ausgeschlossen.

563. Wenn io einem einfachen Flächensysteme dem

Punkte A nur die Gerade a conjugirt ist und man anf jede

Fläche des Systems die in Hinsicht auf dieselbe dem Punkte A

zugeordnete Ebene bezieht, so sind das Flächensystem und der

Ebenenbüschel a projektivisch auf einander bezogen.

Es folgt dieser Satz aus 357. wenn man durch den Punkt

A eine Ebene E legt, welche die Gerade a schneidet. Sind dem

Punkt A in Hinsicht auf die Flächen F, F,, F2, P3 des gegebenen

Flächensystems bezüglich die Ebenen ü, Uj, U2, U3 zugeordnet,

80 ist FFiFgFg A E (FFiFcFg) a E (UU1U2Ü3) ä ÜU1U2Ü3.

564. Ist in einem einfachen Flächensysteme (F, Fj) dem

Punkte A nur die Gerade a, dem Ponkte B eine andere Gerade b

und zwar nur diese Gerade conjugirt. so giebt es ein aus Geraden

bestehendes Gebilde abcd..., welches zu dem geraden Gebilde

ABCD . . . projektivisch und demselben in dem FIächensy8teme(F, Fj

)

conjugirt ist. Hiemit hängt ein anderes aus Geraden bestehendes Ge-

bilde ffif2f3- • • zusammen, welches nämlich zu dem gegebenen Flä-

chensysteme FFj^ Fo F3 . . . projektivisch ist und von jedem dem ge-

raden Gebilde ABCD ... in Hinsicht auf eine Fläche Fn des Systems

zugeordneten Ebenenbüschel fn (abcd. . .)die Axe fn als die dieser

Fläche entsprechende Gerade enthält. Werden die Ebenenbüschel

a, b auf die in der vorigen Nummer angegebene Weise auf das Flä-

chensystem FF3^F2F3 . . . projektivisch bezogen, so erzeugen sie das

Gebilde ffif2fs • . • ; während je zwei Ebenenbüschel f, f^. deren je-

der dem geraden Gebilde ABCD ... in Hinsicht auf eine Fläche des

Systems zugeordnet ist, das Gebilde abcd... erzeugen. Es sind

hiernach abcd . . . , ffifjfs • . . entweder zwei Regelschaareu. deren

jede die Leitschaar der andern ist, oder zwei Strahlenbüschel, welche

einerlei Mittelpunkt haben aber nicht in einerlei Ebene liegen, oder
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es liegen die Gebilde ab cd..., ffjf2f3. .. in einer und derselben

Kegelfläche II. Ordnung. Der zweite Fall findet nur statt, wenn es

in der Geraden AB einen Punkt S giebt, welchem in Hinsicht auf

alle Flächen des Systems (F, Fj) eine und dieselbe Ebene f fi zu-

geordnet ist. In diesem Falle entspricht dem Punkte S des geraden

Gebildes ABC . . . der in der Ebene f f^ liegende Strahl des Büschels

abc... und der in dem Strahlenbündel S enthaltenen Fläche des

Flächensystems FF1F2. . . der in der Ebene ab liegende Strahl des

Büschels ffi f2— In Hinsicht auf die erwähnte Fläche ist dem

Punkte S jede Ebene, jedem andern Punkt der Geraden AB aber

die Ebene ab zugeordnet, daher diese durch den Punkt S geht.

Wenn einer von den beiden letztern Fällen statt findet und dem

Punkte ab in dem Systeme (F, F^) nur die Gerade AB conjugirt ist,

so enthält die Fläche IL Ordnung, in welcher die beiden Gebilde

abc. ., f f|f2.. . liegen, jede Gerade, welche durch den Punkt ab

geht und in dem Systeme (F, Fi) einem Punkte conjugirt ist.

565. Durch ein einfaches Flächensystem FF1F2F3 . .
.

, dessen

Flächen sämmtlich krumme Flächen sind, und eine Ebene Ü, welche

von keiner Kegelfläche des Systems den Mittelpunkt enthält, ist ein

zu demselben projektivisches in einer unebenen Curve K Ill.Ordnung

liegendes PunktgebildePPiP2P3 • • • bestimmt,welchem nämlich jeder

der Ebene ü in Hinsicht auf eine Fläche des Systems zugeordnete

Punkt als der dieser Fläche entsprechende Punkt angehört. Bezieht

man (563) jeden Ebenenbüschel, dessen Axe a einem Punkte A der

Ebene U conjugirt ist, auf das Flächensystem projektivisch, so dass

jeder Fläche des Systems die in Hinsicht auf dieselbe dem PunkteA
zugeordnete Ebene entspricht, so erzeugen je drei solche zu dem

Flächensysteme und daher auch zu einander projektivische Ebenen-

büschel, deren Axen drei nicht in einer und derselben Geraden lie-

genden Punkten der Ebene U conjugirt sind, die erwähnte Curve K.

Die Ebene ü enthält eine zur Curve K projektivische Curve L
II. Ordnung, so dass, wenn P, Q homologe Punkte dieser Curven

sind, in dem Flächensysteme (P, Fi) dem Punkte P die der Curve

L im Punkte Q sich anschmiegende Gerade und dem PunkteQ die der

Curve KimPunkteP sich anschmiegende Gerade, mithin jeder von den

beiden Curven der der andern sich anschmiegende Strahlenbüschel

conjugirt ist. Jedem geraden Gebilde, dessen Träger der Curve L
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sich anschmiegt, ist eine zur Curve K perspektivische Kegelflä-

che, jedem geraden Gebilde aber, welches mit der Curve L zwei

Punkte gemein hat, eine Regelschaar conjugirt, welche von einer

zur Curve K perspektivischen Regelschaar die Leitschaar ist. Der

Curve L ist in Hinsicht auf jede Fläche des Systems (F, Fj) ein Ebe-

nenbüschel IL Ordnung zugeordnet, welcher nämlich aus dem der

Fläche entsprechenden Punkte der Curve K den dieser Curve sich

anschmiegenden Strahlenbüschel projicirt. Der Curve K ist in Hin-

sicht auf jede Regelfläche des Flächensystems ein Ebenenbüschel

TU. Ordnung zugeordnet, welcher von der Ebene U in dem der

Curve L sich anschmiegenden Strahlenbüschel geschnitten wird.

Die Mittelpunkte von allen Flächen eines einfachen Flä-

chensystems, welches weder eine Cylinderfläche noch eine Flä-

che enthält, die der Inbegrifl" von zwei Ebenen oder selbst eine

Ebene ist, liegen nach dem obigen Satze in einer und dersel-

ben unebenen Curve III. Ordnung.

566. Wenn in einem einfachen Fläjchensysteme dem Punkte

S der Ebene U die Ebene H zugeordnet aber keinem von S ver-

schiedenen Punkte der Ebene U eine in der Ebene H liegende Ge-

rade conjugirt ist, so giebt es in dieser Ebene eine Curve K
II. Ordnung, welche auf das Flächensystem projektivisch so bezo-

gen werden kann, dass jedem Punkte derselben in Hinsicht auf die

Ihm entsprechende Fläche des Systems die Ebene ü zugeordnet ist.

ist A B C . . . ein gerades Gebilde, welches in der Ebene U liegt

aber nicht durch den Punkt S geht, so liegen die in 564 durch

abc . . . , f fi fj . . , bezeichneten Gebilde in einer krummen Fläche

II. Ordnung, welche die Ebene H in der Curve K schneidet.

Ist in einem einfachen Flächensysteme keinem Punkte die

Ebene ü aber einem in dieser Ebene liegenden Punkte S die Ebene

H zugeordnet und einem andern Punkte A der Ebene U eine in der

Ebene H liegende Gerade a conjugirt, so kann man das Flächen-

system auf das gerade Gebilde a projektivisch so beziehen , dass

jedem Punkte dieses Gebildes in Hinsicht auf die ihm entsprech-

ende Fläche des Systems die Ebene U zugeordnet ist.

8t and t, Beiträge Bur Geometrie der Lage. 24
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§. 39.

Bestimmung von Flächen II. Ordnung durch gegebene Punkte.

567. Durch sieben Punkte A, B, C, D, M, N, P sind un-

endlich viele Flächen IL Ordnung möglich, welche nicht alle ei-

nem und demselben einfachen Flächensysterae angehören.

Da nämlich durch zwei Gerade und drei Punkte wenigstens

eine Fläche II. Ordnung möglich ist, so giebt es mehr als eine und

daher unendlich viele Flächen IL Ordnung, welche durch die Ge-

rade AB und durch die fünf Punkte C, D, M, N, P gehen.

Gehören alle diese Flächen einem und demselben einfachen Flä-

chensysteme an, so sei u eine Gerade, welche nur in einer Flä-

che F des Systems liegt und durch zwei der sieben gegebenen

Punkte geht. Legt man nun durch die Gerade u und durch

die fünf übrigen Punkte eine von F verschiedene Fläche IL Ord-

nung, so gehört diese jenem Flächensysteme nicht an.

Liegt irgend einer von acht gegebenen Punkten in jeder

Flächfe IL Ordnung, welche durch die sieben übrigen geht, so

lassen sich durch die acht Punkte unendlich viele Flächen

IL Ordnung legen, welche nicht alle einem und demselben ein-

fachen Flächensysteme angehören.

568. Wenn R, S zwei Punkte, F, Fi, F., aber drei Flä-

chen IL Ordnung sind, welche nicht einem und demselben ein-

fachen Flächensysteme angehören, so giebt es wenigstens eine

Fläche F3 IL Ordnung, welche durch die beiden gegebenen Punkte

und durch jeden gemeinschaftlichen Punkt der drei gegebenen

Flächen geht, so dass überdiess je zwei in Hinsicht auf diese

drei Flächen einander conjugirte Punkte auch in Hinsicht auf

die Fläche F3 einander conjugirt sind.

Durch den Punkt R kann man nämlich zwei Flächen G, Gi

II. Ordnung legen, von welchen die eine dem Systeme (F, F^),

die andere aber dem Systeme (P, F2) oder (Fj, Fg) angehört.

Bemerkt man nun, dass wenigstens eine Fläche F3 des Systems

(G, Gl) durch den Punkt S geht, so folgt der Satz.

Aus dem obigen und dem vorhergehenden Satze kann man

schliessen, dass durch neun gegebene Punkte wenigstens eine



367

Fläche II. Ordnung möglich ist, daher durch acht gegebene

Punkte unendlich viele Flächen II. Ordnung gelegt werden können.

569. Ist von der Bestimmung einer Fläche II. Ordnung

durch gegebene Punkte die Rede, so heissen Punkte, deren An-

zahl n nicht grösser als neun ist, von einander unabhängig, wenn

keiner derselben in jeder Fläche II. Ordnung liegt, welche durch

die n — 1 übrigen geht. Sind also n Punkte von einander unab-

hängig, so sind auch je n— 1 derselben von einander unabhängig.

Wenn durch neun gegebene Punkte nur eine Fläche II. Ord-

nung möglich ist, so kann man durch je acht derselben unendlich

viele Flächen II. Ordnung legen, welche nicht durch den neunten

gehen, daher die neun Punkte von einander unabhängig sind. — Ge-

hören alle Flächen Il.Ordnung, welche durch dieselben acht gegebe-

nen Punkte gehen, einem und demselben einfachenFlächensysteme(F,

Fl) an, so sind (567) die achtPunkte von einander unabhängig. Der

letztere Satz folgt auch aus dem erstem, wenn man bemerkt, dass

die acht Punkte mit jedem Punkte, der nur in einer Fläche des Sy-

stems (F, F]) liegt, neun von einander unabhängige Punkte bilden.

570. Sieben Punkte sind, wie man sich leicht überzeugt,

von einander unabhängig, wenn keine vier in einer und der

selben Geraden, keine sechs in einer und derselben Linie II. Ord-

nung und auch nicht alle sieben in einerlei Ebene liegen.

In jeder Fläche F IL Ordnung, welche durch sieben gege-

bene von einander unabhängige Punkte A, B, C. D, M, N, P

geht, kann man noch zwei Punkte R, S annehmen, so dass von

den neun Punkten, welche man alsdann hat, keine vier in einer

und derselben Geraden, aber fünf in einer und derselben Linie

K IL Ordnung liegen, während die vier übrigen die Eckpunkte

eines Tetraeders sind, so dass überdiess keiner dieser Punkte

in der Linie K und höchstens einer derselben mit der Linie K
in einerlei Ebene liegt, folglich durch die neun Punkte keine

von F verschiedene Fläche IL Ordnung möglich ist.

571. Wenn vier Flächen F, Fj, Fo, F3 Il.Ordnung durch die-

selben sieben von einander unabhängigen Punkte A, B, C, D, M, N
P gehen und die drei erstem Flächen nicht einem und demselben ein-

fachen Flächensjsteme angehören, so liegt jeder Piwikt, welchen

diese mit einandergemein haben, auch in der vierten Fläche. Eben so

24*
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sind je zwei in Hinsicht auf die drei erstem Flächen einander con-

jugirte Punkte auch in Hinsi(;ht auf die vierte einander conjngirt.

Man nehme (570) in der Fläche F3 zwei Punkte R, S an,

welche mit den sieben gegebenen Punkten in keiner andern Flä-

che II. Ordnung liegen, so folgt der Satz aus 568. — Gehen drei

Flächen II. Ordnung, welche nicht einem und demselben einfachen

Fläche nsysteme angehören, durch dieselben acht Punkte, so liegt

entweder der achte Punkt in jeder Fläche II. Ordnung, welche

durch die sieben erstem geht, oder es sind schon die sieben

erstem Punkte nicht unabhängig von einander.

572. Durch acht von einander unabhängige Punkte ist

(571) ein einfaches Flächensystem bestimmt, welchem nämlich

jede Fläche II. Ordnung angehört, die durch die acht gegebenen

Punkte geht. Die Flächen des erwähnten Systems haben entweder

eine Ebene und eine ausserhalb derselben liegende Gerade oder eine

unebene Linie IV. Ordnung, welche durch die acht gegebenen

Punkte bestimmt ist, mit einander f^emein. Der erstere Fall

findet statt, wenn sechs von den acht Punkten in einerlei Ebene lie-

gen, so wie auch, wenn nur fünf von den acht Punkten in einerlei

Ebene und die drei übrigen in einer und derselben Geraden liegen.

573. Durch neun von einander unabhängige Punkte ist

eine Fläche II. Ordnung bestimmt, welche nämlich durch die

neun gegebenen Punkte geht. Denn je acht von den neun

Punkten bestimmen ein einfaches Flächensystem, von welchem

nur eine Fläche durch den neunten Punkt geht. — Eine Ge-

rade vertritt die Stelle von drei Punkten. Zwei Gerade vertre-

ten die Stelle von fünf oder sechs von einander unabhängigen Punk-

ten je nachdem sie in einerlei oder nicht in einerlei Ebene liegen.

Gleichwie acht von einander unabhängige Punkte mit jedem

Punkte, dernurineiner durch sie gehenden Fläche Il.Ordnung liegt,

neun von einander unabhängige Punkte bilden, so bilden auch, wie

indirekt aus 567 und 571 folgt, sieben von einander unabhängige

Punkte mit jedem Punkte, der nicht in jeder durch sie gehenden

Fläche IL Ordnung liegt, acht von einander unabhängige Punkte.

574. Liegen sieben von einander unabhängige Punkte in

einer und derselben Linie K III. Ordnung, so geht jede Fläche

IL Ordnung, welche durch die sieben Punkte geht, auch durch
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die*Linie K, sei es nun, dass diese (476) eine Curve III. Ord-

nung ist, oder aus einer Geraden und einer Curve II. Ordnung
oder aus drei Geraden besteht.

Sind zwei Punkte in Hinsieht auf drei Flächen II. Ordnung ein-

ander conjugirt, welche durch eine und dieselbe unebene Linie K
III. Ordnung gehen aber nicht einem und demselben einfachen

Flächensysteme angehören, so sind sie (571) in Hinsicht auf jede

durch die Linie K gehende Fläche II. Ordnung einander conjugirt^

daher man auch sagen kann, dass die beiden Punkte in Hinsicht auf

die Linie K einander conjugirt sind.

Durch eine unebene Linie K III. Ordnung und einen ausser-

halb derselben liegenden Punkt P ist ein einfaches Flächensystem

bestimmt, dem nämlich jede Fläche II. Ordnung angehört, welche

durch die gegebene Linie und durch den gegebenen Punkt geht.

Die Flächen des erwähnten Systems haben entweder eine Ebene

und eine ausserhalb derselben liegende Gerade oder eine Linie

IV. Ordnung mit einander gemein, welche aus der Linie K und

einer durch den Punkt P gehenden Geraden besteht. Im letztern

Falle giebt es nur einen Punkt, welcher dem Punkte P in Hinsicht

auf die Linie K conjugirt ist.

575. Durch eine Gerade u und fünf ausserhalb derselben lie-

gende Punkte A, B, C, D, E welche mit je drei Punkten der gege-

benen Geraden acht von einander unabhängige Punkte bilden ist ein

einfaches Flächensystem bestimmt, welchem nämlich jede Fläche

II. Ordnung angehört, die durch die gegebene Gerade und durch die

gegebenen Punkte geht. DieFlächen diesesSystems haben entweder

eine Ebene und eine ausserhalb derselben liegende Gerade oder eine

Linie IV. Ordnung mit einander gemein, welche aus der Geraden u

und einer durch die fünf gegebenen Punkte gehenden Linie lil. Ord-

nung zusammengesetzt ist.

Wenn es nur eine Fläche F II. Ordnung giebt, welche durch

die Gerade u und durch die sechs Punkte A, B, C, D, E, P geht

und diese Fläche eine krumme Fläche ist, so liegen die fünfPunkte

A, B, C, D, E in einer unebenen Linie K III. Ordnung, welche so-

wohl mit der Geraden u als auch mit einer durch den Funkt P ge-

henden Geraden v eine Linie IV. Ordnung bildet. Je nachdem nun

die Geraden n, v sich schneiden oder nicht in einerlei Ebene liegen,
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ist die Fläche F, welche durch die drei Linien u, K, v geht, eine

Kegelfläche oder Regelfläche.

576. Wenn zwei Punkte R, S in Hinsicht auf eine unebene Linie

K III. Ordnungund in Hinsicht auf eine Fläche F II.Ordnung, welche

die Linie K in sechs Funkten A, B, C, D, M, N schneidet, einander

conjugirt sind, so sind sie auch in Hinsicht aufjede andere durch diese

sechs Punkte gehende Fläche Fj II. Ordnung einander conjugirt.

Wenn nämlich die Fläche Fl nicht durch die LinieK geht, so sei P

ein siebenterPunktdieserLinieundF2diejenigeFlächedeseinfachen

Flächensystems (F, F^ ), welche durch denPunktP und also auch (574)

durch die Linie K geht. Da nun die dreiFlächenF,Fi,F2 einem und

demselben einfachen l^'lächensysteme angehören und die Punkte R, S

sowohl in Hinsicht auf die erste als auch in Hinsicht auf die dritte

einander conjugirt sind, so sind sie auch in Hinsicht auf die

zweite einander conjugirt.

577. Durch sechs Punkte A, B; C, D, M, N, von welchen

keine drei in einer und derselben Geraden und keine fünf in einerlei

Ebene liegen, und eine Geraden, welche durch keinen der gegebenen

Punkte geht aber mit der durch diese Punkte gehenden Linie K
III. Ordnung eine Linie IV, Ordnung bildet, sind zwei Punkte R, S

bestimmt, welche nämlich in der gegebenen Geraden liegen und in

Hinsicht aufjede durch die sechs gegebenen Punkte gehende Fläche

II. Ordnung einander conjugirt sind.

Es sei F irgend eine Fläche IL Ordnung, welche die Linie K
in den sechs gegebenen Punkten schneidet, so sind die Ordnungs-

punkte R, S des involutorischen Gebildes u K. u F . . . sowohl in Hin-

sicht auf die Linie K als auch in Hinsicht auf die Fläche F und mithin

(576) in Hinsicht aufjede durch die sechs gegebenen Punkte gehende

Fläche IL Ordnung einander conjugirt. In Hinsicht auf jede Fläche

II. Ordnung, welche durch die sechs gegebenen Punkte und durch

den Punkt R geht, ist diesem Punkte die Gerade u conjugirt.

578. Wenn in Hinsicht auf jede Fläche IL Ordnung, welche

durch die sieben Punkte A, B, C, D, M, N, R geht, dem Punkte R
die Gerade u conjugirt ist, so giebt es wenigstens eine Fläche IL Ord-

nung, welche durch die Geraden RA,RB,RC, RD, RM, RNgeht.

Liegen nämlich irgend zwei RA, RB dieser Geraden mit der

Geraden u nicht in einerlei Ebene, so sei F diejenige oder eine
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Fläche IL Ordnung, welche durch die beiden Geraden RA, RB
und durch die vier Punkte C, D, M, N geht. Da nun in Hin-

sicht auf die Fläche F dem Punkte R jede der drei Geraden RA,

RB, u conjugirt ist, diese aber nicht in einerlei Ebene liegen,

so ist die Fläche F in dem Strahlenbündel R enthalten.

579. Wenn aus dem einen R von sieben Punkten A, B,

C, D, M, N, R, deren keine drei in einer und derselben Gera-

den und keine fünf in einerlei Ebene liegen, die sechs übrigen

durch Gerade projicirt werden, welche einer und derselben Fläche

F II. Ordnung angehören, so giebt es eine aber auch nur eine Ge-

rade u, welche jenem Punkte R in Hinsicht auf jede durch die

sieben gegebenen Punkte gehende Fläche IL Ordnung conjugirt ist.

Liegen die sieben gegebenen Punkte in einer und derselben

Curve III. Ordnung, so ist u die dieser Curve im Punkte R sich an-

schmiegende Gerade. Wenn aber der PunktR ausserhalb der durch

die sechs Punkte A, B; C, D, M, N gehende Linie K III. Ordnung

liegt, so haben alle Flächen IL Ordnung, welche durch die Linie K
und durch den Punkt R gehen, auch noch eine durch diesen Punkt

gehende Gerade u mit einander gemein. Da nun der Punkt R und

die Gerade u auch in Hinsicht auf die Fläche F einander conjugirt

sind, welche nicht durch die Linie K geht, so sind sie (571) in

Hinsichtaufjede durch die sieben gegebenen Punkte gehende Fläche

Il.Ordnung einander conjugirt. Bemerkt wird noch, dass dieGeradeu

einen Punkt S enthält, welcher dem Punkte R in Hinsicht auf jede

durch die sechs Punkte A, B, C, D, M, N gehende Fläche IL Ordnung

conjugirt ist.

580. Wenn drei Flächen F, F,. F2 IL Ordnung, welche

nicht einem und demselben einfachen Flächensysteme angehö-

ren, acht Punkte A, B, C, D, M, N, P, Q, deren keine drei in

einer und derselben Geraden und keine fünf in einerlei Ebene lie-

gen, mit einander geraein haben, so haben sie entweder eine Curve

III. Ordnung, oder nur jene acht Punkte mit einander gemein.

Aber auch im letztern Falle bildet jede Gerade, welche durch

zwei von den acht Punkten geht, mit der durch die sechs übri-

gen Punkte gehenden Linie III. Ordnung, eine Linie IV. Ordnung.

Es seien G, Gj zwei Flächen IL Ordnung, deren jede durch

die Gerade PQ und die fünf Punkte A, B, C, D, M, mithin auch
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(571) durch den Punkt N geht, so achneiden sich dieselben in einer

Linie IV. Ordnung, welche aus der Geraden PQ und der durch die

sechs Punkte A, B, C, D, M, N gehenden Linie IIL Ordnung zusam-

mengesetzt ist. Da nun wenigstens eine der drei Flächen F, Fj, F2

dem einfachen Flächensysteme (G,Gi) nicht angehört und also nicht

durch die Gerade PQ geht, jeder Punkt aber, welchen die drei

Flächen F , Fi , P2 mit einander gemein haben , auch ein ge-

meinschaftlicher Punkt der Flächen G, Gj ist, so folgt der Satz.

Haben also eine Linie IV. Ordnung und eine nicht durch diese

Linie gehende Fläche IL Ordnung acht Punkte mit einander ge-

mein, von welchen keine drei in einer und derselben Geraden und

keine fünf in einerlei Ebene liegen, so haben sie entweder eine

Curve III. Ordnung oder nur jene acht Punkte mit einander gemein.

In beiden Fällen geht (571) jede Fläche IL Ordnung, welche

durch sieben von den acht Punkten geht, auch durch den achten.

581. Durch sieben Punkte A, B, C, D, M, N, P, deren

keine sechs aus dem siebenten durch Gerade projicirt werden,

welche einer und derselben Fläche II. Ordnung angehören, ist

ein achter Funkt Q bestimmt, der nämlich in jeder Fläche

II. Ordnung liegt, welche durch die sieben gegebenen Punkte geht.

Denn in der Geraden, welche durch den Punkt P geht und

mit der durch die sechs Punkte A, B, C, D, M, N gehenden Linie

III. Ordnung eine Linie IV. Ordnung bildet, giebt es zwei Punkte

R, S, welche in Hinsicht auf jede durch die sechs Punkte A, B, C,

D, M, N gehende Fläche IL Ordnung einander conjugirt sind, daher

jede Fläche II Ordnung, welche durch die sieben gegebenen Punkte

geht, auch durch den Punkt Q geht, welcher vom Punkte P durch

die Punkte R; S harmonisch getrennt ist. Da es hiernach unendlich

viele Flächen IL Ordnung giebt, welche nicht einem und demselben

einfachen Flächensysteme angehören und die acht Punkte A, B, C,

D, M, N, P, Q, von welchen keine drei in einer und derselben Ge-

raden, keine fünf in einerlei Ebene und keine sieben in einer und

derselben Linie III. Ordnung liegen, mit einander gemein haben

so folgt noch, dass jede Fläche IL Ordnung und also auch jede Li-

nie IV. Ordnung, welche durch irgend sieben von den acht Punk-

ten geht, auch durch den achten geht, aber keine zwei solche

Linien einen neunten Punkt mit einander gemein haben.

Liegen die vier Punkte A, B, C, D in einerlei Ebene, so lie-
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gen auch dieVier Punkte M, N, P, Q in einerlei Ebene. Die in der

Schnittlinie der beidenEbenen liegenden und inHinsichtauf dasVier-

eck ABCD einander conjugirten Punkte sind alsdann in Hinsicht auf

jede durch alle acht Punkte gehende Fläche II. Ordnung und also

auch in Hinsicht auf das Viereck MNPQ einander conjugirt.

582. Wenn ABCD, MNPQ Polartetraeder eines und dessel-

ben Polarsystems sind, so geht jede Fläche IL Ordnung, welche

durch die vier Eckpunkte des einen und drei Eckpunkte des andern

Tetraeders geht, auch durch den vierten Eckpunkt des andern.

Haben die Tetraeder eineKante mit einander gemein, so haben sie

auch die derselben gegenüberliegendeKante mit einander gemein.—
Haben die Tetraeder keine Kante aber einen Eckpunkt mit einander

gemein, so dass etwa M mit A zusammenfällt, so sind BCD, NPQ
Polardreieckeeines und desselben ebenenPolarsystems,daher(G.300)

jede Flächeil. Ordnung, welche durch die drei Eckpunkte deseinen

dieser Dreiecke und zwei Eckpunkte des andern geht, auch durch

den dritten Eckpunkt des andern geht. Wenn die Tetraeder weder

eine Kante noch einen Eckpunkt und also auch keine Seite mit ein-

ander gemein haben, aber der Punkt Q in der Geraden AB liegt,

so geht die Ebene MNP durch die Gerade C D und schneidet die

Gerade AB in einem Punkte H. so dass HCD, MNP Polardreiecke

eines und desselben ebenen Polarsystems sind, woraus leicht folgt,

dass der Satz auch in diesem Falle gilt. — Wenn endlich die Po-

lartetraeder weder eineuEckpunkt miteinander gemein haben noch

drei von den acht Eckpunkten in einer und derselben Geraden und

also auch keine fünf in einerlei Ebene liegen, so giebt es doch eine

Fläche F II. Ordnung, die durch die vier Punkte A, B, M, N und

durch die beiden Geraden u, v geht, von welchen die eine u den

Punkt C mit dem Punkte D, die andere v aber den Punkt P

mit dem Punkte Q verbindet. Liegen nämlich zwei von den

vier Punkten A, B, M, N mit der u in einerlei Ebene, so liegen die

beiden übrigen mit der Geraden v in einerlei Ebene. Wenn aber

die Gerade MN die Ebenen u A, uB in zwei verschiedenen Punkten

B^.A 1, schneidet undkeiner dieser Punkte mit einem der Punkte M,

N zusammenfällt; so bemerke man, dass in dem Polarsysteme dem

Wurfe Ai B| NM der Wurf v (ABMN) zugeordnet ist. Da hiernach

V (ABMN) Ä Ai Bi N M A Bi Ai M N A u (A B M N) ist, so liegen
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auch in diesem Falle die vier Punkte A , B, M, mit den beiden

Geraden u, v in einer und derselben Fläche F II. Ordnung. Eben

so kann man durch die Eckpunkte der Tetraeder ABCD, MNPQ
auch zwei Flächen II. Ordnung legen, von welchen die eine F^

durch die Gerade u und eine ausserhalb der Fläche P liegende Kante

w des Tetraeders MNPQ, die andei'e F2 aber durch die Gerade w
undeineausserhalbderFlächeFiliegendeKantedesTetraedersABCD

geht. Da nun die Flächen Ft,F2 die Gerade w miteinander gemein

haben, welche die Fläche F in zwei Punkten schneidet, mithin die

Flächen F, Fj, Pg nicht einem und demselben einfachen Flächen-

systeme angehören, so geht (571) jede Fläche II. Ordnung, welche

durch die vier Eckpunkte des einen Tetraeders und drei Eckpunkte

des andern geht, auch durch den vierten Eckpunkt des andern.

583. Wenn MNPQ, ABCD Polartetraeder eines und dessel-

ben Polarsystems sind, so schneidet jede Gerade PQ, welche von

irgend einem der beiden Tetraeder zwei Eckpunkte verbindet, die

Ordnungsfläche des Polarsystems in zwei Punkten ß, S, welche in

Hinsicht auf jede Fläche II. Ordnung, die durch die beiden übrigen

Eckpunkte jenes Tetraeders und durch die vier Eckpunkte des an-

dern Tetraeders geht, einander conjugirt sind.

Es seien F, P^ zwei Flächen II. Ordnung, welche durch die

Punkte M, N, A, B, C, D gehen und von welchen die eine F auch

noch durch den Punkt R, die andere F^ aber durch keinen von den

beiden Punkten R, S gehe. Haben nun die Fläche Fj und die Ge-

rade RS den Punkt P^ mit einander gemein, so schneiden sie sich

auch (582) in dem Punkte Qi, welcher vom erstem durch die Punkte

R, S harmonisch getrennt und daher in dem Polarsysteme der Ebene

MNPi zugeordnet ist, woraus hervorgeht, dass die Punkte R, S in

Hinsicht auf die Fläche Fj einander conjugirt sind. Geht die Fläche

F durch die Gerade RS, so sind schon deshalb die Punkte R, S in

Hinsicht auf dieselbe einander conjugirt. Wenn aber die Fläche F

nicht durch die Gerade RS geht undP2 irgend ein von S verschie-

dener und ausserhalb der beiden Flächen F, Fj liegender Punkt der

Geraden RS ist, so schneidet diese die durch den Punkt Pq gehende

Fläche F2 des einfachen Flächensystems (F, Fi) im Punkte F> und

in dem Punkte Q2, welcher vom erstem durch die Punkte R, S har-

monisch getrennt ist. Da hiernach die Punkte R, S sowohl in Hin-
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sieht üuf die Fläche Fj als auch in Hinsicht auf die Fläche F2 ein-

ander conjagirt sind, so sind sie auch in Hinsicht auf dieFlächeF

einander conjugirt.

Eben so sind, wenn in Hinsicht auf eine Curve H. Ordnung,

welche durch die Punkte R, S geht, jedem Eckpunkte des Dreiecks

ABC die ihm gegenüberliegende Seite desselben and der Geraden

ES der Punkt M zugeordnet ist, die Punkte R, S in Hinsicht auf

jede durch die vier Punkte A, B, C, M gehende Linie II. Ordnung

einander conjugirt.

584. Wenn in einem Polarsysteme jedem Eckpunkte des Te-

traeders ABCD die ihm gegenüberliegende Seite desselben zugeord-

net ist und auch der Punkt M ausserhalb der ihm zugeordneten Ebene

U liegt, so schneidet diese je zwei durch den Punkt M gehende

und in dem Polarsjsteme einander conjugirteEbenen in zweiGeraden

g, h, welche mit den fünf Punkten A, B, C, D, M in einer und der-

selben Fläche II. Ordnung liegen.

Die Ebene ü schneidet dieOrdnungsfläche des Polarsystems in

einer Curve K II. Ordnung, welche wenigstens mit der einen g von

den beiden Geraden g, h zwei Punkte R, S gemein hat. Wenn nun

P, Q irgend zwei durch die Punkte R. S harmonisch getrennte Punkte

sind undN denjenigen in der Geraden h liegenden Punkt bezeichnet,

welcher in Hinsicht auf die Curve K der Geraden g zugeordnet ist,

so ist auch MNPQ ein Polartetraeder des im Satze angenommenen

Polarsystems, daher (582) die durch dit beiden Geraden g, h und

durch die vier Punkte A, B, C, D gehende Fläche II. Ordnung auch

durch den Punkt M geht.

585. Wenn von den fünf Punkten A, B, C, D, M keine vier

in einerlei Ebene liegen und eine durch sie gehende Fläche F II. Ord-

nung eine Ebene ü, welche durch keinen derselben geht, in zwei

Geraden g, h schneidet, so sind in dem Polarsysteme, in welchem

jedem Eckpunkte des Tetraeders ABCD die ihm gegenüberliegende

Seite desselben und dem Punkte M die Ebene ü zugeordnet ist, die

Ebenen Mg, Mh einander conjugirt.

Es seien H,, Hq irgend zwei Ebenen, welche durch den Punkt

M gehen und in dem erwähnten Polarsysteme der Ebene Mg conju-

girt sind, so giebt es (584) zwei durch die Gerade g und durch die

fünf Punkte A, B, C, D, M gehende Flächen II. Ordnung, von wel-
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chen üBerdiess die eine Fj durch die Gerade U Hj, die andere F2

aber durch die Gerade ÜH2 geht. Da nun (575) die FlächenF, Fj,

F2eineni und demselben einfachenFlächensysteme und also dieLinien

ÜF, UFj, UF2 einem und demselben einfachen Liniensysteme ange-

hören, so geht die Gerade h und mithin auch dieEbene Mh durch

den Punkt UHj H2, welcher in dem Polarsysteme der Ebene Mg
zugeordnet ist.

586. Wenn jede Fläche II. Ordnung, welche durch die vier

Eckpunkte des Tetraeders ABCD und irgend drei Eckpunkte des

Tetraeders MNPQ geht, auch durch den vierten Eckpunkt dieses

Tetraeders geht, so sind die beiden Tetraeder Polartetraeder

eines und desselben Polarsystems.

Haben die Tetraeder eine Kante mit einander gemein, so haben

sie nach der Annahme auch die derselben gegenüberliegende Kante

mit einander gemein. Haben die Tetraeder keine Kante aber einen

Eckpunkt mit einander gemein, so dassetwa der Punkt M mit dem

Punkte A zusammenfällt, so sind die Dreiecke BCD, NPR, da ihre

sechs Eckpunkte in einer und derselben Liniell.Ordnung liegen, Po-

lardreiecke eines und desselben ebenen Polarsystems. Sowohl in die-

sem als auch im erstem Falle giebt es, wie man sich leicht überzeugt,

unendlich viele Polarsysteme, von welchen die gegebenen Tetraeder

Polartetraeder sind. Es sind hiernach nur noch die Fälle zu betrach-

ten, in welchen die Tetraeder weder eine Kante noch einen Eckpunkt

mit einander gemein haben.

Liegt der Punkt M ausserhalb der vier Ebenen ABC, ABD,
ACD, BCD, so geht, wie aus der Annahme sich ergiebt, die Ebene

NPQ durch keinen der vier Punkte A,B, C; D. Da nun jede Fläche

II. Ordnung, welche durch zwei Seiten des DreiecksNPQ und durch

die vier Eckpunkte des Tetraeders ABCD geht, auch durch den

Punkt M geht, sosind (585) in dem Polarsysteme, in welchem jedem

Eckpunkte des Tetraeders ABCD die ihm gegenüberliegende Seite

desselben und dem Punkte M die Ebene NPQ zugeordnet ist, die

drei Ebenen MNP, MNQ, MPQ einander conjugirt, daher auchMN

PQ ein Polartetraeder des erwähnten Systems ist. Eben so folgt der

Satz aus 585, wenn irgend ein Eckpunkt des Tetraeders ABCD
ausserhalb der vier Seiten des Tetraeders MNPQ liegt. Die Fälle,

in welchen eine Kante des einen Tetraeders durch einen Eckpunkt
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des andern geht, sind unter den bereits betrachteten begriffen. Lie-

gen nämlich die drei Punkte M, N,A in einer und derselben Geraden,

so liegen die fünf Punkte B, C, D, P, Q mit einem Punkte der Ge-

raden M N in einer und derselben Linie II. Ordnung und wenigstens

zwei von den drei Punkten B, C, D ausserhalb der vier Ebenen MNP,

MNQ, MPQ, NPQ. Wenn endlich jeder Eckpunkt eines jeden von

den beiden Tetraedern ABCD^MNPQ in einer Seite des andern

und zwar der Punkt M in der Ebene ABC, mithin der Punkt D in

der Ebene NPQ liegt, so sei K die Curve U. Ordnung, in Hinsicht

auf welche jedem Eckpunkte des Dreiecks ABC die ihm gegenüber-

liegende Seite desselben und dem Punkte M die Schnittlinie u der

Ebenen ABC, NPQ zugeordnet ist. Es sei ferner Kj die Curve

IL Ordnung, in Hinsicht auf welche jedem Eckpunkte des Dreiecks

NPQ die ihm gegenüberliegende Seite desselben und demPunkteD

die Gerade u zugeordnet ist. Da nun die Curven K, Kj diejenigen

Punkte der Geraden u, welche(581) in Hinsicht auf die beiden Vier-

ecke ABCM, DNPQ einander conjugirt sind, mit einander gemein

haben, so giebt es ein Polarsystem, dessen Ordnungsfläche durch die

beiden Curven K, Kj geht und in welchem überdies (450) die Ebe-

nen ABC, NPQ einander conjugirt, folglich je zwei einander gegen-

überliegende Elemente sowohl des Tetraeders A B C D als auch des

Tetraeders MNPQ einander zugeordnet sind.

587. Wenn in einem Nullsjsteme den Seiten B C D, A C D,

AB D, ABC des Tetraeders AB CD die Eckpunkte A,, B,, Cj, Di

des Tetraeders Ai Bj Cj D^ und also den Seiten des letztern die Eck-

punkte der erstem zugeordnet sind, die beiden Tetraeder aber keine

Kante mit einander gemein haben, so sind dieselben Polartetraeder ^

eines und desselben Polarsystems.

Da nämlich eine Fläche II. Ordnung, welche durch die acht

Eckpunkte der Tetraeder ABCD, AjBj Cj Di geht, aus den Ebenen

DAB, DiAjBi, eine andere solche Fläche aus den Ebenen DAC,
D| A 1 Ci und eine dritte aus den Ebenen DBC. D^ B^ Cj besteht, diese

drei Flächen aber nicht einem und demselben einfachen Flächen-

systeme angehören, so geht (571) jede Fläche IL Ordnung, welche

durch sieben von den acht Punkten geht, auch durch den achten,

woraus der Satz folgt.

588. Wenn die acht Eckpunkte von zwei Tetraedern ABCD,
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MNPQ, welche nämlich keinenEckpunkt mit einander gemein haben,

in einer und derselben Curve K III. Ordnung liegen, so schmiegen

ihre acht Seiten einer und derselben Curve III. Ordnung sich an.

Denn nach 586 sind ABCD, MNPQ Polartetraeder eines und

desselben Polarsystems. In diesem Systeme aber ist der Curve K
ein Ebenenbüschel 111. Ordnung zugeordnet, welchem die acht Seiten

der Tetraeder angehören.

589. Wenn durch die sechs Punkte A, B, C, D, M, N und

die Gerade u nur eine Fläche F 11. Ordnung möglich ist und diese

Fläche nicht aus zwei Ebenen besteht, so schneidet sie die Ebene

uN in der Geraden u und in einer durch den Punkt N gehenden Ge-

raden V, welche man auf folgende Art finden kann:

Geht die Ebene uN durch einender fünfPunkte A,B,C,D,M,

so geht durch diesen auch die Gerade v. — Liegen vier von den

fünf Punkten A, B, C, D, M in einerlei Ebene und also in einer Linie

Il.Ordnung, welche mit der Geraden u eine Linie K Ill.Ordnung bil-

'det, so ist V diejenige durch den Punkt N gehende Gerade, welche

mit der Linie K eine Linie IV, Ordnung bildet. — Findet keiner der

betrachteten Fälle statt, so ist (585) in dem Polarsysteme, in wel-

chem jedem Eckpunkte des Tetraeders ABCD die ihm gegenüberlie-

gende Seite desselben und dem PunkteM die Ebene uN zugeordnet

ist, der Ebene Mu ein von N verschiedener Punkt P der Geraden v

zugeordnet. Die Ebene uN erscheint in diesem Falle als Träger

eines ebenen Polarsystems, in welchem jeder Geraden, die von einer

Seite des Tetraeders ABCD die Spur ist, die Projektion des dieser

Seite gegenüberliegenden Eckpunktes aus dem Projektionsceutrum

M, der Geraden u aber der Punkt P zugeordnet ist.

590. Wenn von den sieben Punkten A, B, C, D, M, N, P keine

drei in einer und derselben Geraden und keine fünf in einerlei Ebene

liegen, AB CD aber ein ebenes Viereck ist, so giebt es ein einfaches

Liniensystem I. oder II.Art, welchem nämlichjedeLinie II. Ordnung

angehört, in der die Ebene MNP von einer durch die sieben gege-

benenPunktegehendenFlächell.Ordnunggeschnittenwird. Es werde

die Ebene MNP durch U, der Inbegriff der Ebenen MNP, ABC
aber durch F bezeichnet. Es seien ferner P^, F2, F3 drei Flächen

II. Ordnung, welche durch sieben gegebenen Punkte gehen und die

Ebene U in drei verschiedenen Linien schneiden. Da nun die drei
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FlächenF, Fj, F2 nicht einem und demselben einfachen Flächen-

systeme angehören, so liegt (571 1 jeder Punkt, welchen die Linie

UFj, UF^mit einander gemein haben, auch in der Linie ÜF3. Eben

so sind je zwei Punkte, welche in Hinsicht auf die beiden Linien

üF,,ÜF2 einander conjugirtsind, auch in Hinsicht auf dieLinieÜFg

einander coujugirt. — Zu jeder Linie K IL Ordnung, welche durch

die vier Punkte A, B, C, D geht, giebt es eine Linie K j , welche dem

einfachen Liniensytseme (ÜF,, UFo) angehört und mit der erstem

eine Linie IV. Ordnung bildet. Geht die Linie K durch einen der

Punkte, in welchen dieEbeneABC dieGeradenMN,MP, NF schneidet,

so besteht die Linie K^ aus zwei Geraden.

591 Wenn von den acht Punkten A, B, C, D, M. N, P, Q
keine vier in einerlei Ebene liegen, so ist die Ebene U, welche

durch die drei Punkte N, P, Q geht, der Träger eines ebenen Polar-

systems, in welchem jeder Geraden, die von einer Seite des Tetrae-

ders ABCD die Spur ist, die Projektion des dieser Seite gegenüber-

liegenden Eckpunktes aus dem Punkte M zugeordnet ist. Geht nun

jede Fläche II. Ordnung, welche durch sieben von den acht gegebe-

nen Punkten geht, auch durch den achten, so ist (586) XPQ ein

Polardreieck des erwähnten Polarsystems. Wenn aber alle Flächen

Il.Ordnung, welche durch die acht gegebenen Punkte gehen, einem

und demselben einfachenFlächensysteme (F, Fj) angehören und also

NPQ kein Polardreieck des Polarsystems ist, so hat man folgende

drei Fälle zu unterscheiden

:

Ist in dem Polarsysteme einer Seite NP des DreiecksN P Q der

ihr gegenüberliegende Eckpunkt Q zugeordnet, so schneidet (584)

die Ebene ü jede Fläche des Systems (F, F^) in der Geraden NP
und in einer durch den Punkt Q gehenden Geraden, daher U(F,Fi)

ein Liniensystem YIII. Art ist. — Sind in dem Polarsysteme zwei

Seiten NP, NQdes Dreiecks NPQ einander conjugirt, während der

Pol Ni der dritten Seite ausserhalb der beiden erstem liegt, so

schneidet die Ebene U eine Fläche des Systems (F, F^) in den Ge-

raden NP, NQ, eine andere in den Geraden NN^, PQ, daher U
(F, Fj) ein Liniensystem II.Art ist. — Findet keiner der betrach-

teten Fälle statt, so sind N, P, Qdrei Eckpunkte eines vollständigen

Vierecks NPQS, von welchem je zwei einander gegenüberliegende

Seiten in dem Polarsysteme einander conjugirt und zugleich Spuren
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von einer Fläche des Flächensystems (F, F,} sind, daher in diesem

Falle U (F, Fl) ein Liniensystem I. Art ist.

592. Wenn durch die neun Punkte A, B, C, D, M, N, P, Q, R
nur eine Fläche F IL Ordnung möglich ist und diese mit der Ebene

U, welche durch die drei Punkte N, P, Q geht, eine Linie UF be-

stimmt, so kann man diese Linie auf folgende Weise linden:

Alle Flächen IL Ordnung, welche durch die acht Punkte A,B,

C, D, M, N, P, Q gehet), gehören einem und demselben einfachen

Flächensysteme (Fj , F2) und eben so alle Flächen Il.Ordnung; welche

durch die acht Punkte A, B; C, D, N, P, Q, R gehen, einem und

demselben andern einfachen Flächensysteme (F3, F4) an. Wenn
nun irgen d eine Fläche des einen oder des andern dieser Systeme

aus der Ebene U und noch einer Ebene besteht, so schneiden alle

übrigen Flächen desselben die Ebene U in der Linie UF. "Wenn aber

die Ebene U mit jedem der beiden Flächensysteme ein Liniensystem

bestimmt, so istUF diejenige Linie IL Ordnung, welche die Linien-

systeme U (F|, F2), U (F3, F4) mit einander gemein haben.

§. 40.

Noch einige Sätze Über unebene Curven III. Ordnung.

593. Durch ein TetraederABCD, dann eine Curve K Ill.Ord-

nung, welche durch die vier Eckpunkte des Tetraeders geht, und

eine Ebene ü, welche durch keinen dieser Punkte geht, ist ein ein-

fachesFlächensystemXXII.Art bestimmt, so dass nämlich inHinsicht

auf jede Fläche dieses Systems der gegebenen Ebene ein Punkt der

gegebenen Curve und jeder Seite des gegebenen Tetraeders der ihr

gegenüberliegende Eckpunkt desselben zugeordnet ist.

Die vier Geraden, in welchen die Ebene U die vier Seiten des

Tetraeders ABCD schneidet, sind Tangenten der in 565 durch L

bezeichneten Curve II. Ordnung. Diese Curve berührt auch jede in

der Ebene ü liegende Gerade, welche mit der Curve K zwei Punkte

gemein hat oder derselben in einem Punkte sich anschmiegt. Die

Ebene U bestimmt mit dem Flächensysteme (F, Fi )ein einfaches Li-

niensystem I. oder IL oder IV. Art, je nachdem sie die Curve K in
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4rei Punkten schneidet oder in einem Punkte M schneidet nnd in

einem andern berührt oder mit derselben nur einen Punkt M ge-

mein hat. In den beiden letztern Fällen geht die Curve L durch den

Punkt M. In der Ebene U ist zu jedem geraden Gebilde g, welches

mit der Curve K keinen Punkt gemein hat, eine Curve Rj II. Ord-

nung projektiviscb, so dass je zwei homologe Punkte dieser Gebilde

in Hinsicht auf alle Flächen des Systems (F, Fj) einander conjugirt

sind. Haben die Curven Kj, L vier Punkte mit einander gemein, so

schneidet die Gerade g vier der Curve K sich anschmiegende Gerade.

594. Jede Ebene U, welche eine unebene Curve K III. Ord-

nung in drei Punkten M, N, P schneidet, geht durch die Schnitt-

linie h von zwei der Carve sich anschmiegenden Ebenen und schnei-

det den der Curve K sich anschmiegen len Strahlenbüschel in einer

Curve Kl IV. Ordnung, welche in jedem der drei Punkte M, N, P

eine Spitze bildet und die Gerade h in zwei Punkten H, Hi berührt.

Den der Curve K sich anschmiegenden Ebenenbüschel schneidet die

Ebene U in einem Strahlenbüschel III. Ordnung, welcher der Curve

Kj sich anschmiegt. Die dieser Curve in den Punkten M, N, P sich

anschmiegenden Geraden schneiden sich 484 in einem und demsel-

ben vierten Punkte. Wenn die Curve K und die Ebene ü reell

sind, so sind die Punkte M, N, P entweder alle drei reell oder es

ist nur einer derselben reelL Im erstem dieser Fälle sind H, H^

zwei einander conjungirte imaginäre, im letztern aber zwei reelle

Punkte.

Wenn eine unebene Curve K III. Ordnung von einer Ebene U
in einem Punkte M geschnitten und in einem andern Punkte N be-

rührt wird, so geht die Ebene ü durch einen Strahl n des der Curve

K sich anschmiegenden Strahlenbüschels und schneidet überdiess

diesen Büschel in einer Curve Kj III. Ordnung, welche im Punkte

M eine Spitze bildet, während der Punkt N ein Wendepunkt der-

selben ist. Der der Curve K sich anschmiegende Ebenenbüschel

wird wieder von der Ebene ü in einem Strahlenbüschel III. Ord-

nung geschnitten, welcher der Curve Kj sich anschmiegt.

595. Jede unebene Curve K III. Ordnung wir<l aus jedem

nicht in ihr liegenden Punkte S durch eine Kegelfläche SK III. Ord-

nung projicirt, der ein Ebenenbüschel III. oder IV. Ordnung sich

anschmiegt, je nachdem der Punkt S in einem Strahle s des der

S t a a d t , Beiträge zor GeoB^etrie der lAge. 25
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Curve K sich anschmiegenden Strahlenbüschels oder in einer Ge-

raden h liegt, welche mit der Curve K zwei Punkte H, Hj gemein

hat. Im erstem Falle bildet die Kegelfläche SK in dem Strahle s

eine Sohneide, während ihr diejenige der Curve K sich anschmie-

gende Ebene, welche die Gerade s im Punkte S schneidet, in

einem Wendestrahle sich anschmiegt. Im letztern Falle ist die

Gerade h ein Knotenstrahl der Kegelfläche SK, während in der

Ebene, die in dem durch die Curve K bestimmten Nullsysteme

dem Punkte S zugeordnet ist, drei Wendestrahlen derselben

liegen. Wenn ferner die Curve K und der Punkt S reell sind,

80 sind H, Hj entweder zwei reelle oder zwei einander conjun-

girte imaginäre Punkte. Im erstem dieser Fälle schmiegen der

Kegelfläcbe SK in der Geraden h zwei reelle Ebenen sich an,

während nur einer von ihren drei Wendestrahlen reell ist, da-

gegen im letztern Falle alle drei Wendestrahlen reell sind, die

Gerade h aber ein isolirter Strahl der Fläche ist, in welchem

nämlich derselben zwei einander conjungirte imaginäre Ebenen

sich anschmiegen.

§. 41.

Vermischte Sätze.

596. Durch zwei Curven K, Kj II. Ordnung, deren jede die

Ebene, in der die andere liegt, in zwei ausserhalb der andern lie-

genden Punkten sclmeidet, sind (556) zwei andere Curven K2, K3

II. Ordnung bestimmt, so dass jede Ebene, welche zwei der vier

Curven K, K^, Ko, K3 beröhrt, auch die beiden übrigen berührt iind

die vier Berührungspunkte in einer und derselben Geraden liegen.

Jede Ebene, welche durch eine der vier Curven geht, schneidet die

drei übrigen in den sechs Eckpunkten eines vollständigen Vierseits,

dessen Seiten jene Curve berühren. Die vier Ebenen U, U|,U2,U3,

in welchen die Curven K, Kj, Kj, K3 liegen, sind die Seiten eines

Tetraeders T von dessen vier Eckpunkten je zwei in Hinsicht auf

zwei der vier Curven einander conjugirt sind. Durch jede Ebene V,

welche durch keinen Eckpunkt des Tetraeders T geht, ist eine Ge-

rade V bestimmt, welche keine Kante desselben schneidet, so dass
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in Hinsicht auf die Curve K der Geraden U V der Punkt U v, in Hin-

sicht anf die CurveKi der Geraden Ui V derPiinktüiv, in Hinsicht

auf die Curve Ko der Geraden UgV der Pnnkt Ü2 v und in Hinsicht

auf die Curve K- der Geraden U3 V der Punkt Ü3V zugeordnet ist.

Jede Regelfläche, in Hinsicht auf welche jeder Seite des Tetraeders

T der ihr gegenüberliegende Eckpunkt desselben, der EbeneV aber

ein Pnnkt der Geraden v zugeordnet ist . schmiegt dem durch die

CurvenK, K2 bestimmten Ebenenbüschel sich an, welchem nämlich

jede Ebene angehört, die die beiden Curven K, Kj und daher auch

die Curven Ko, K3 berührt.

597. Durch jede reelle Fläche F II. Ordnung, welche die

Ordnungsfläche eines räumlichen Polarsystems, aber keine

Drehungsfläche ist, sind zwei reelle Curven K, Kj 11. Ordnung

bestimmt, so dass nämlich jede der Fläche F sich arschmiegende

Ebene^ welche zu sich selbst senkrecht ist und also den unendlich

fernen Normalkreis berührt, auch die beiden Curven K, Ki berührt.

Die Ebenen ü, Uj, in welchen die Curven K, Kj liegen ; sind

zwei Symmetralebenen der Fläche Fund daher zu einander senkrecht.

Hat die Fläche F einen Mittelpunkt und also noch eine dritte

Symmetralebene, so liegt auch in dieser eine Curve II. Ordnung,

welche jede Ebene des durch die beiden Curven K. K] bestimmten

Ebenenbüschels E berührt, aber imaginär ist. Ferner haben in

diesem Falle die Curven ÜF, K zwei gemeinschaftliche Brenn-

punkte, welche Scheitelpunkte der Curve Kj sind, und eben so die

Curven U, F. Kj zwei gemeinschaftliche Brennpunkte, welche

Scheitelpunkte der Curve K sind. Wenn aber die Fläche F keinen

Mittelpunkt hat, so sind ÜF, K, Uj F. K, vier Parabeln, von welchen

die vierte den gemeinschaftlichen Brennpunkt der beiden ersteren

und eben so die zweite den gemeinschaftlichen Brennpunkt der

beiden letzteren zum Scheitelpunkt hat.

Zu jeder eigentlichen Ebene V, welche nicht in Hinsicht auf

die Fläche F der unendlich fernen Ebene conjugirt ist, ist eine Ge-

rade v senkrecht, die der Ebene V in Hinsicht auf jede dem Ebe-

nenbüschel E sich anschmiegende Fläche II Ordnung conjugirt ist

und durch die beiden Punkte geht, von welchen der eine in Hinsicht

auf die Ciarve K der Geraden üV, der andere aber in Hinsicht

auf die Curve K^ der Geraden Uj V zugeordnet ist. Ans jedem

25*
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Punkte, welcher einer von den beiden Curven K, K] angehört, aber

mit der andern nicht in einerlei Ebene liegt, wird die andere durch

eine Drehungskegelfläche projicirt, deren Axe der ersteren sich an-

schmiegt. Eben so ist jede Kegelfläche, welche die Fläche F in

einer Curvell Ordnung berührt und ihren Mittelpunkt in einer von

den Curven K, K^ hat, eine Drehungsfläche. Die Beziehungen,

welche diese Curven zur Fläche F haben, haben sie aber auch zu jeder

andern reellen Fläche Fj II. Ordnung, welche dem Ebenenbüschel

E sich anschmiegt, daher sowohl UF, ÜFi als auch Uj F, Uj F|

confocale Curven sind.

598. Durch ein Dreikant abs, dessen dritte Kante s? nicht

die beiden ersteren unter gleichen Winkeln schneidet, ist eine Kpgcl-

fläche K II. Ordnung bestimmt, welche nämlich auf den Strahlen-

büschel S, der in der Ebene ab liegt und den Punkt ab zum Mittel-

punkt hat, projektivisch so bezogen werden kann, dass je zwei ho-

mologe Strahlen der zu einander projektivischen Gebilde zu einander

senkrecht und in Hinsicht auf die Fläche, welche aus den beiden

Ebenen as, bs besteht mithin auch in Hinsicht auf jede Kegelfläche

II. Ordnung, welche die Ebenen as, bs in den Geraden ab berührt,

einander conjugirt sind. In jedem Strahle u der FlächeK schneiden

sich zwei Ebenen, von welchen die eine im Punkte S zu einem

Strahle uj des Büschels S senkrecht, die andere aber demselben

Strahle in dem einfachen Flächensysteme (ab, as -1-bs) conjugirt

ist. Jede Kegelfläche F dieses Systems hat drei Axen, welche, weil

jede derselben zu dem Strahle des Büschels S, der mit den beiden

übrigen in einerlei Ebene liegt, senkrecht und überdiess demselben

Strahle in Hinsicht auf die Fläche F conjugirt ist, in der Fläche

K liegen.

Bezeichnet man die Ebenen a s, b s durch A, B und die Schnitt-

linie der Ebenen a b, s u durch v, so ist sin. Au : sin. Bu = sin.

Avtsin.Bv. Nun ist aber sin. A v = sin. av. sin. sav, sin. Bv
=z sin.bv . sin sb v,sin. av : sin. bv = sin. auj : sin. bui, sin.

sav : sin. sbv= sin. bs : sin. as, also auch sin. Au : sin. Bu =
sin. auj . sin. bs : sin. bui . sin. as. Bemerkt man endlich, dass

sin. uui = 1, cosin. uu^ = und daher cosin. au : cosin. bu =
sin. auj : sin. bu^ ist, so erhält man die Gleichung:

sin. Au : sin. Bu = cosin. au . sin. bs : cosin. bu . sin. as.



I

3^

Anmerkung. Gleich wie hier, so ist auch in den noch fol-

genden Sätzen unter einem Elemente, wenn es nicht ausdrück-

lich imaginär genannt wird, ein reelles and zwar eigentliches

Element und unter einer Fläche eine reelle Fläche zu verstehen.

599. Wenn A, B, C, D vier in einer und derselben Kreis-

linie K liegende Punkte sind, so hat der Wurf ABCD in der

\ D RP
Curve K den Werth + t-^—j^-pr, wo das obere oder untere

Zeichen gilt, je nachdem die Punkte A, C durch die Punkte

B, D getrennt oder nicht getrennt sind.

Es folgt dieser Satz aus 396. wenn man in der Curye K
einen beliebigen Punkt S annimmt und bemerkt, dass die Si-

nusse der Peripheriewinkel ASD, BSC, ASB, CSD sich zu

einander verhalten, wie die Sehnen AD, BC, AB, CD. Ist

ABCD ein harmonischer Wurf, so ist AD . BC =: AB . CD.

In jedem Falle aber ist (262), wenn die Punkte A, C, durch

die Punkte B, D getrennt sind, AB.CD-^AD.BCn:
AC . BD.

600. In jedem in einen Krei3 beschriebenen Sechsecke

ABC AjBiCi, dessen drei Hauptdiagonalen AAj, BBi, CCj in

einem und demselben Punkte sich schneiden , ist das Produkt

aus drei Seiten AB, CA], BiCi, unter welchen keine zwei auf

einander folgende sind, dem Produkte aus den drei übrigen

Seiten gleich.

Da nämlich AAj . BB^ . CCj eine Involution ist, so ist

AjBiCiA A ABCAi, demnach ^' '
^' ^' = ft'

' ^?
' ^ ^

^

A, Bi . C, A AB . CA,

und mithin AB . CA, . BiCi = BC . A, B, . C, A.

Wenn die Geraden AA,, BB, die durch den Punkt C

gehende Tangente des Kreises in einem und demselben Punkte

schneiden und also C, mit C zusammenfallt, so ist AB CAj .

CB, = AiB, . CA . CB.

601. Wenn zwei Kugelflächen K, K, projektivisch auf ein-

ander bezogen sind und in Folge dessen den Punkten A, B, C,

D der einen Fläche die Punkte A,, B,, C,, Dj der andern ent-

sprechen, so ist
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AB . CD : AC . BD : AD . BC = Aj Bi . C, Di : Ai Ci . Bj

Dl : AjDj . BiCi.

Es schneide die Gerade CD die Ebenen, welche die Kugel-

fläche K in den Punkten A, B berühren, in den Punkten P, Q,

..PC PA AC PC AC2
so ist ____.— __^ folglich pD ~

ÄD^ ""^ ®^®" ^°

QC BC2 AC2 . BD2
7-77 = TTFr,, mithin -rr^—^7^ der Werth des Wurfes P D Q C.QD BD-' AD* . BC"*

Es schneide ferner die Gerade Cj D^ die Ebenen , welche die

Kugelfläche Kj in den Punkten A, Bj berühren, in den Punkten

A, C|2 . B|D,2
Pi,Qi, so ist .

jy 2
—

p n 2 «Jei' Werth des Wurfes Pi Dj Qi C,.

Da nun die Würfe PDQC, PiDiQiC, als honoologe Würfe von

zwei zu einander collineären räumlichen Systemen einander gleich

AC . BD AiC, . B, Dl
sind, so ist auch -r-j:—:^ t= t—^r^ n~r ^"^ ®^®" ^^

AB . CD _ A| Bi Ci D,

AD . BC " AiDi . BiCi'

§. 42.

lieber Krümmungen.

602. Die Krümmungen einer Ellipse oder Hyperbel an zwei

verschiedenen Punkten A, B verhalten sich zu einander wie die

dritten Potenzen der Abstände, welche die Polaren AS, BS die-

ser Punkte vom Mittelpunkte M der Curve haben.

Es seien MP, MQ die aus dem Punkte M auf die Geraden

AS, BS gefällten Lothe, so ist MP : MQ = sin. MSA : sin.

MSB. Da aber die Gerade MS die Strecke AB halbirt, so ist

sin. MSA : sin. MSB = SB : SA, mithin auch MP : MQ =
SB : SA, woraus (437) der Satz folgt.

Wenn a, b die halben Axen einer Ellipse oder a, bi die

a
halben Axen einer Hyperbel sind , so ist -r^ die Krümmung der

Curve an jedem der Scheitelpunkte^ deren Polaren vom Mittel

i
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punkte den Abstand a haben. Die Krümmung der Curve an

einem Punkte, dessen Polare vom Mittelpunkte den Abstand d

a d3 d3
hat, 13t also ^^ • ^ = ^yp •

603. Wenn einer Kegelfläche P II. Ordnung im Strahle a

die Ebene A sich anschmiegt, so ist auch jeder andern Geraden

p. welche in der Ebene A liegt und durch den Mittelpunkt der

Kegelfläche geht in Hinsicht auf dieselbe eine durch die Gerade

a gehende Ebene P zugeordnet. Die Grenze K, welcher der Qno-

sin. AP
tient — sich nähert, wenn sein Dividend und sein Divi-

sin, ap '

sor der Null sich nähern, soll die fotimmung der Kegelfläche

F im Strahle a heissen. Werden in der Ebene A noch zwei

durch den Mittelpunkt der Kegelfläche gehende Gerade s, u an-

genommen und die ihnen in Hinsicht auf die Fläche zugeox'd-

neten Ebenen durch S, ü bezeichnet, so ist APS ü A apsu,

folglich \

sin. AP sin. su . sin. AS . sin. PU
sin. ap sin. as . sin. pn . sin. Sü

sin. sn . sin. AS . sin. AU

und mithin

K =
sin. as . sin. au . sin. SU

604. Die Krümmungen k, ki einer Kegelfläche F II. Ord-

nung in zwei verechiedenen Strahlen a, b verhalten sich zu ein-

ander umgekehrt wie die dritten Potenzen der Sinusse der Win-

kel, welche diese Strahlen mit der Schnittlinie s der in ihnen

der Kegelfläche sich anschmiegenden Ebenen bilden.

Es schneide eine Ebene, welche der Kegelfläche in einem

dritten Strahle c sich anschmiegt, die Ebenen a b, a s, b s in

den Geraden d, u, v, so ist

sin. sn . sin. sab . sin. sac
k=:

k, r=

sin. as . sin. an . sin. bac

sin. SV . sin. sba . sin. sbc

sin. bs . sin. bv . sin. abc

T^ sin. abc sin. ac . . • .

Da nun —: = ist, so ist

sin bac sin. bc
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sin. sac . ain. abc sin. sao . sin. ac

sin. sbc . sin. bac sin. sbc . sin. bc

sin. suc . sin. cu sin. sv . sin. cu

sin svc . sin. cv sin. su . sin. cv

Da ferner die Geraden u, v durch die Geraden c, d har-

. , , ,
'• j •

i.
sin. cu sin. du ^ i i- u

moniscn getrennt sind, so ist =r _ —
., tolgiicn

sin. cv sin. dv

sin. cu . sin. bv sin. du . sin. bv

sin cv . sin. au sin. au . sin. dv

sin. sab . sin. adu sin. sab
-, mithin

sin. adu . sin. sba sin. sba

sin. SU . sin. sac . sin. abc . sin. bv sin. sab

sin. SV . sin. sbc . sin. bac . sin. au sin. sba

„ , , 1 j sin. sab sin. bs . .

Benoerkt man nun noch, dass = ist, so
sin. sba sin. as

ergibt sich die Gleichung

k

: /sin. bsy

1
\sin. a s/

Wenn a c eine durch die Hauptaxe m der Kegelfläche

gehende Symmetralebene derselben und die Ebene rab zur erstem

senkrecht ist, so ist sin. au = sin. sac rr 1, folglich

, sin. sn . sin. sab tg. su

sin. as . sin. bac tg. mab
tg. bu . sin. ma tg. ma
tg. mb . cosin. bus tg. mb'*

und eben so kj =: °" —_

.

tg. ma'-*

Ist nun h ein beliebiger Strahl der Fläche, H die in ihm

derselben sich anschmiegende Ebene und t die Gerade, in wel-

cher diese Ebene die Ebene as schneidet, so ist (598) ?iHl^=
sin. ht

sin. mH . cosin. ma , .,, . sin. m H^ . sec. mh^ ,.
-: und mithin —— die
sin. nia . cosin. mh tg. ma^ . tsr. m b'^

Krümmung der Kegelfläche im Strahle h. Die Krümmung einer

Drehungskegelfläche ist in allen ihren Strahlen von derselben

Grösse nämlich der Contangente des Winkels gleich, den die

Axe der Fläche mit jedem Strahle derselben bildet.
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605. Wenn eine Fläche F II. Ordnang and eine (rerade

g in einem Punkte S sich berühren, so ist in Hinsicht auf die

Fläche F dem geraden Gebilde g ein EbenenbOschel gj zuge-

ordnet, dessen Axe gi entweder in der Fläche F liegt oder die-

selbe im Punkte S berührt, je nachdem nämlich die Fläche P

eine Kegelfläche oder keine Kegelfläche ist. In jedem dieser

Fälle aber ist, wenn den Punkten S, P, A, B des geraden Ge-

bildes g die Ebenen Sj. Pj, Aj, Bj des Büschels gi zugeordnet

sind, Si P, Ai Bi A SPAB, folglich

sin. Sj P| _ AB . sin. S< A| . sin. P , Bi

SP "" SA . PB . sin. A, B,

Die Grenze, welcher der Quotient—^

—

-—- sich nähert , wenn

sein Dividend nnd sein Divisor der Null sich nähern, soll, da

ihr Wertb durch die Fläche F und die Gerade g bestimmt ist,

durch (F, g) bezeichnet werden. Es ist hiernach

p X AB . sin. Si Aj . sin. Sj Bi
^ '

^ SA . SB . sin. A, B,

Jede Ebene U, welche durch die Gerade g aber nicht durch

die Gerade gi geht, also die Ebene Pi in einer andern Geraden

p schneidet, schneidet die Fläche F in einer Curve UF II. Ord-

nung. Da nun

sin. gp sin. S« P« od •—g—- : ~-^ = sin. gp : sin. b, Pi = sin. gg^ : sin.

UPi ist, so ist, wenn man die Krümmung der Curve ÜP im

Punkte S durch k bezeichnet,

k : (F, g) r= sin. ggi : sin. USj.

Ist also die Ebene U zur Ebene gg, senkrecht, so ist k =:

(P, g) . sin. gg,.

606. Wenn eine Kegelfläche F II. Ordnung, deren Mittel-

punkt M ist, von einer Geraden g im Punkte A berührt wird

und die Kegelfläche in dem Strahle a, welcher durch den Punkt

A geht, die Krümmung k hat, so ist (P, g) r=—' '—— .

M A
Es sei P irgend ein von A verschiedener Punkt der Ge-

raden g. Bezeichnet man nun die Ebene ag durch A^, die Ge-

rade MP dorch p und die dem Punkte P und daher auch der
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Geraden p in Hinsicht auf die Fläche F zugeordnete Ebene durch

Pi, so ist

sin. A] Pj sin. A| Pj sin. ap sin. Ai Pj sin. ag

AP sin. ap ' AP sin. ap MP '

woraus der Satz folgt.

607. Wenn einer Curve K II. Ordnung im Punkte A die

Gerade g sich anschmiegt, so schmiegt der Kegelfläche F, welche

die Curve K aus dem Punkte M projicirt, in der Geraden a,

welche diesen Punkt mit dem Punkte A verbindet, die Ebene

Mg sich an. Ist nun k die Krümmung der Curve K im Punkte

A, kl die Krümmung der Kegelfläche P im Strahle a und d

der Abstand des Punktes M von der Ebene K, so ist dk z=. kj

sin. ag^.

Da nämlich der Sinus des Winkels ist, wel-
M A sin. a g

chen die Ebene Mg mit der Ebene K bildet, so ist (605)

dk
-.

z
== i^j S)- ^"" is^ 3<ber nach dem vorigenMA . sin. ag''

Satze (F, g) = -^ ^—?, woraus der Satz sich ergiebt.
M A

Ist F eine Drehungskegelfläche und w der Winkel, welchen

die Axe der Fläche mit jedem Strahle derselben bildet, so ist

Ol irt
iit fy

kj = cotg. w und folglich k := —'-——. Das Produkt d . tg.
d . tg. w

w ist, wie aus 437 und 596 hervorgeht, aber auch ausserdem

leicht nachgewiesen werden kann , dem halben Parameter der

Curve K gleich,

608. Wenn die Geraden g, gi, h, hi die Ordnungsfläche

P eines räumlichen Polarsystems in einem und demselben Punkte

A berühren, so dass überdiess in Hinsicht auf die Fläche der

Geraden g die Gerade gj und der Geraden h die Gerade hj zu-

geordnet ist, so ist

(P, g) : (F, h) = sin. ghj : sin. hg, und

(F, g) : (F, gl) = sin. gh. sin, ghj : sin. g, h. sin. gibj.

Es seien u, Ui zwei in Hinsicht auf die Fläche F einander zu-

geordnete Gerade, von welchen die eine u die Geraden g, h in

zwei verschiedenen Punkten P, Q und also die andere Ui die

Ebene gh im Punkte A schneidet, so ist
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sin. h| gj gj ,
sin, g, hiUj sin. h, g, Ui ^ AP

AP AQ sin. gihiUi AQ
sin. hj Ui _

sin. hu
sin. gl u

j^
sin. gu

Lässt man nun die Geraden u, Uj sich bewegen und dann u

nait gl und u^ mit g zusammenfallen, so erhält man die Glei-

chung iP, g) : (F, h) = sin. ghj : sin. hg^.

Eben so ist (F, g^) : (F, h' := sin. g^h^ : sin. hg, demnach

(F, g) : (F, g,) = sin. gh. sin. gh^ : sin. g, h. sin. g^hi.

Legt man durch den Punkt A noch zwei in Hinsicht auf die

Fläche F einander zugeordnete Gerade v, v,, so ist ggj hv A

&ig^i V| ^^^ also

sin. gv sin. ghj . sin. vh
sin. gl Vj sin. gjhi . sin. Vjh,

woraus hervorgeht, dass ^—-—^°' ^—L und folglich auch
sin. gjh . sin. gl hl

' °— die Grenze ist, welcher der Quotient — ^ ^ sich
(F, g,) sin. gl Vi

nähert, wenn sein Dividend und sein Divisor der Null sich nähern.

609. Durch eine Fläche F II. Ordnung und zwei Gerade

g, g,, welche die Fläche in einem und demselben Punkte A be-

rühren und zugleich in Hinsicht auf dieselbe einander zugeord-

net sind, sind zwei Grössen (F, g), (F, gi) bestimmt, deren Pro-

dukt schon durch die Fläche F und den Punkt A bestimmt ist

und daher durch (F, A) bezeichnet werden soll. Sind nämlich

h, hl irgend zwei andere durch den Punkt A gehende und in

Hinsicht auf die Fläche F einander zugeordnete Gerade , so

ist (608)

(F, g) : (F, h) = sin. ghi : sin, hg, und ebenso

(F, gl) : (F, i»i) = sin, g, h : sin. big, folglich

(P, g) . (P, gl) = (F, h) . (P, h,).

Nach dem Vorigen ist nun auch (F, A) rr

(F, g) . (F, h) sin, g, h, _ (F, g)^ . sin, g, h . sin, g, h^

sin. gh sin. gh . sin. ghi

610. Wenn in Hinsicht auf eine Regelfläche F, welche

durch die Gerade s geht, den Punkten A, B, C dieser Geraden

die Ebenen Aj, Bj, Ci zugeordnet sind, so ist
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(V A) z= /BC sin. Ai Bi . sin. A ,
GA^

^ '

\ AB . AC . sin. BiCi /

Es seien g, gi zwei in Hinsicht auf die Fläche F einander zu-

geordnete Gerade, welche durch den Punkt A gehen und also

in der Ebene Ai liegen. Es seien ferner u, Uj zwei in Hinsicht

auf die Fläche F einander zugeordnete Gerade, von welchen die

eine u die Geraden g, s in zwei Punkten P, S schneidet und

also die andere Uj die Schnittlinie der diesen Punkten zugeord-

neten Ebenen Pj, Sj ist, so hat raan die Gleichungen

sin. A< Pi ^ sin. A| S, sin, A, Pi , A P sin suj . sin. su

AP ' AS sin. Aj Sj AS sin.gjUj sin.gu

sin. Ai Si BC . sin. Aj B, . sin. SiCi

kS~ AB . SC . sin. B, Cj

Lässt man nun u mit gi und also Uj mit g zusammenfallen, so

folgt, dass

sin. Sgl /T? fyX BC . sin Aj B| . sin. A) Cj

(F, g)
=

sin. sg \ J 0/ AB . AC . sin. B^Cj

die Grenze ist, welcher der Quotient —'—!

—

- sich nähert,
AS

wenn sein Dividend und sein Divisor der Null sich nähern.

Eben so ist

sin. sg /T? \ BC . sin. Ai B^ . sin. A) Cj

(F, gO
=

sin. sg, • V^ J gV AB . AC . sin. B^ C,

Bemerkt man nun noch, dass (F, A) =: (F, g) . (F, gj) ist, so

folgt der obige Satz. Aus dem Beweise ergiebt sich noch die

Gleichung: (F, g) : (P, gj) =z sin. sg^ : sin. sgj^.

611. Wenn in Hinsicht auf eine Fläche F H. Ordnung,

welche durch den Punkt A geht und die Ordnungsfläche eines

räumlichen Polarsystems ist, dem Punkte A die Ebene Aj zu-

geordnet ist und man auf jeden Punkt P dieser Ebene diejenige

durch den Punkt A gehende Gerade p bezieht, welche zu der

dem Punkte P in Hinsicht auf die Fläche F zugeordneten Ebene

senkrecht ist, so sind das ebene System Aj und der Strahlen-

bündel A projektivisch so auf einander bezogen, dass jedem in

der Ebene A, liegenden Dreiecke APQ, von welchem A ein

Eckpunkt ist, ein Dreikant apq entspricht, dessen eine Kante

a die zur Ebene Aj im Punkte A senkrechte Gerade a ist Dem
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Umfange des Dreiecks APQ entspricht der Mantel des Drei-

kants apq. Jede Kugelfläcbe K. welche den Punkt A zum

Mittelpunkt hat, schneidet das Dreikant apq in zwei einander

gleichen sphärischen Dreiecken. Bezeichnet naan nun den In-

halt des Dreiecks APQ durch A, den Halbmesser der Kugel-

fläche K durch r und den Inhalt eines der erwähnten sphäri-

schen Dreiecke durch Ai, so ist der Werth des Quotienten

—— und also auch der Werth des Quotienten -=i-von der Grösse
r^ r^A

des Halbmessers r unabhängig, die Grenze aber welcher der

Werth des letztern Quotienten sich nähert, wenn die Seite der

Dreiecke A, Ai der Null sich nähern, ist, wie aus den beiden

letzten Nummern hervorgeht, =r (F, A). Hat die Fläche F

mit keiner (reellen) Geraden mehr als zwei Punkte gemein, so

heiast die Grosse (¥, A) die Krümmung der Fläche F im Punkte A.

Legt man durch die Gerade a zwei Ebenen U, üj, welche

die Ebene A) in zwei in Hinsicht auf die Fläche F einander

zugeordneten Geraden g, gi schneiden, und bezeichnet man durch

k, k) die Krümmungen der Curven UF, JJ^F am Punkte A, so

k k
ist nach 604 (F, g) = , i F, gj) rr ! und dem-

sin. ggj sin. gg,

nach (F, A) = kk,

sin. ggi^

612. Wenn die vier Geraden g, gj, h, h^ eine Fläche F

II. Ordnung in einem und demselben Punkte A berühren und

überdiess in Hinsicht auf die Fläche der Geraden g die Gerade

gl und der Geraden h die Gerade h^ zugeordnet ist, so ist (608)

(F, g) : (F, h) = sin. ghi : sin. gi h.

Es seien nun ü, Ui, TT2 die zur Ebene gh in den Geraden g,

gl, h senkrechten Ebenen und k, k., k2 die Krümmungen der

Curven UF, U, F, ügF im Punkte A, so ist (604)

k sin. hhi : k2 sin. ggi =: (F. g) ' (F, h) "=: sin. ghj :

sin. g] h; also

k sin. gjh- : ko sin. gg;- rr sin. ghj . sin. gj h : sin. ggi .

sin. hhj und eben so

kl sin. gh'-^ : ka sin. ggj^ — sin. gi h^ . sin. gh : sin. ggi .

sin. hb], mithin
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k sin. gl h^ : kj sin. g h2 : k2 sin. gg^'^ :=: sin. gi h .

sin. ghj : sin. gh . sin. gj h^ : sin. gg^ . sin. hhi.

Weil ferner entweder das erste oder das zweite oder das

dritte von den drei Produkten rechter Hand der Summe der

beiden übrigen gleich ist, je nachdem nämlich die Geraden gj,

h durch die Geraden g, hj oder die Geraden g, h durch die

Geraden gi, h| oder die Geraden g, gj durch die Geraden h, h^

getrennt sind, so ist im ersten dieser drei Fälle

k2 sin, ggi^ = k sin. gi h"^ — kj sin. gh^, im zweiten aber

ko sin. ggi^ = kl sin. gh^ — k sin. gi h^ und im dritten

k2 sin. ggi^ = k sin. gi h^ + kj sin. gh^.

Sind die Geraden g, gj, was nun angenommen werden soll, zu

einander senkrecht, so ist im dritten Falle, in welchem die

Fläche F mit keiner (reellen) Geraden mehr als zwei Punkte

gemein hat; kki die Krümmung der Fläche F im Punkte A und

ko = k cosin. gh^ + ki sin. gh^

mithin entweder k2 ein Mittel zwischen k und ki oder k rr

kj = kg.

613. Wenn in Hinsicht auf eine Fläche F IL Ordnung,

welche in den Eckpunkten A, ß des Tetraeders A BC D die Kanten

A C, B C desselben berührt, diesen Kanten die Kanten A D, BD
zugeordnet sind und man die Längen der aus den Punkten A, B
auf die Kante C D gefällten Lothe durch m, n bezeichnet, so ist

(P, AC) : (F, BC) = n2 . BC . AD : m2 . AC . BD
Die Ebene ABC schneidet die Fläche F in einer Curve H. Ord-

nung. Bezeichnet man die Krümmungen dieser Curve in den

Punkten A, B durch k, ki, so ist (604)

(F A C) rr:
^ • sin. BÄCD ,„ „ ^x k| . sin. ABCD

^ '
^

sin. CAD '
^ ' ^

~"
sin. CBD

Bemerkt man nun, dass (437)

k : kl = BC3 : AC3
sin. CBD : sin. CAD == n . AC . AD : m . BC . BD und

sin. BÄCD : sin. AB'CD = sin. BCD : sin. ACD = n. AC:
m . BC

ist, so folgt der Satz.

614. Wenn die Ordnungsfläche F eines räumlichen Polar-

systems die eine u von zwei einander zugeordneten Geraden in
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iwei Punkten A, B sehneidet, welche von der andern Uj die

Abstände m, n haben, so ist

(F, A) : F, B) = n* : m^

Sind nämlich C. D irgend zwei in Hinsicht auf die Fläche F ein-

ander conjugirte Punkte der Geraden U], so (612)

(F, AC) : (F, BC) — n2 . BC . AD : m^ . AC . BD
(F, AD) : (F, BD) = n2 . BD . A C : m2 . A D . BC

woraus (608) der Satz folgt.

Die Krümmungen einer durch keine reelle Gerade gehenden

Fläche II. Ordnung in zwei verschiedenen Punkten A, B ver-

halten sich also umgekehrt wie die vierten Potenzen der Ab-

stände, welche diese Punkte von der Schnittlinie ihrer Polaren

haben.

615. Die Krümmungen eines Ellipsoids oder eines zwei-

schaaligen Hyperboloids in zwei verschiedenen Punkten A, B

verhalten sich wie die vierten Potenzen der Abstände , welche

die Polaren As, Bs dieser Punkte vom Mittelpunkte M der

Fläche haben.

Es seien m, n die Abstände der Punkte A, B von der Ge-

raden s und MP, MQ die aus dem Punkte M auf die Ebenen

As, Bs gefällten Lothe. Da ncn die Ebene Ms die Strecke

AB halbirt, so ist n : m =: sin. AsM : sin. BsM = MP :

MQ, woraus (614) der Satz sich ergiebt.

Sind a, b, c die halben Axen eines Elipsoids oder a, bi,

ci die halben Axen eines zweischaaligen Hyperboloids, so ist

—- . -— rr die Krümmung der Fläche an jedem der Schei-
be c^ b- c*

telpunkte, deren Polaren vom Mittelpunkte den Abstand a haben.

Die Krümmung der Fläche in einem Punkte, dessen Polare vom

Mittelpunkte den Abstand d hat, ist also -—-r- . —r = -^^t-o-
b^c* a* a^bc-

Eben so ist, wenn a, b, ci die halben Axen eines einschaaligen

Hyperboloids F sind, und d den Abstand bezeichnet, welchen

die Polare eines Punktes D der Fläche vom Mittelpunkte der-

selben hat, (F, D) = —^.
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616. Die Krümmungen eines elliptiscben Pai-aboloids iu

zwei verschiedenen Punkten A, B verhalten sich zu einander

wie die vierten Potenzen der Sinusse der Winkel a, ß, unter

welchen die Polaren As, Bs jener Punkte die Axe der Fläche

schneiden.

Es seien m, n die Abstände der Punkte A, B von der Ge-

raden s. Da nun die Richtung, welche die Axe der Fläche hat,

in der Ebene Ns enthalten ist, welche die Gerade s mit dem

Mittelpunkte N der Strecke AB verbindet, so ist sin. « : sin.

ß = sin. AsN : sin. BsN = n : ra, woraus (614) der Satz

folgt. Ist also K die Krümmung der Fläche in ihrem Scheitel-

punkte, 80 ist K sin. a* ihre Krümmung im Punkte A.
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