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(361)
Abhandlung iiber die Functionen zweier
Variabler mit vier Perioden.

Von

Georg Rosenhain

Professor zu Breslau.

Mém. des savants Bd. IX, 1851,

Das Wenige verschwindet leicht dem Blick,
Der Vorwhrts sieht, wie viel noch fibrig bleibt.
(Iphigenia von Goethe.)

Wenn es sich um den Nachweis handelt, dass von zwei
Functionen eine die Inverse der andern ist, so giebt es
immer zwei verschiedene Methoden des Vorgehens, da man
ja entweder von der einen Function oder von der andern
ausgehen kann. Uebrigens kénnen diese beiden Methoden
ganz unabhiingig von einander sein; denn wenn man die Um-
kehrung einer gegebenen Function gefunden hat, so wird, um
das umgekebrte Problem zu 13sen, nicht immer der kirzeste
und am wenigsten complicirte Weg der sein, seine Schritte
., rickwirts zu lenken, besonders nicht, wenn die Function in
Form eines Integrales oder einer unendlichen Reihe gegeben
ist. Das merkwiirdigste Beispiel eines solchen Dualismus der
Methoden bietet die Geschichte der elliptischen Functionen.
Die berihmten Mathematiker {362] Abdel und Jucobt, welche
zuerst die Idee fassten, die Grenze eines elliptischen Integrales
als Function des Integrales selbst zu betrachten, und die, durch
diese ebenso geistreiche wie fruchtbare Methode geleitet, eine

1*



4 Georg Rosenhain.

neue Theorie der elliptischen Functionen *) geschaffen haben,
gingen zuerst aus von dem Integral

£ dz
w= Y—2 1—k2

und wie man weiss, gelangte der erste mit Hillfe des Multi-
plicationstheorems, der andere mittels seines Transformations-

. . B .
theorems zu der inversen Function z = 3 = sin amu, wo B

und A Functionen von % sind, die zugleich mit dem Argument u
endlich, reell oder imaginir sind. Die Functionen A und B
waren in Form von unendlichen Reihen schon von Fourier
in seiner Wirmetheorie behandelt worden und es wiirde mdg-
lich gewesen sein, dass irgend ein gewandter Mathematiker

die doppelte Periodicitiit des Bruches % bemerkt und diese

zum Gegenstand seiner Arbeiten gemacht hitte, und dann
wiirde er ohne Zweifel den Zusammenhang mit dem elliptischen
Integral gefunden haben. Seitdem hat Jacod: in seinen
Konigsberger Universitidtsvorlesungen diesen Weg verfolgt. Er
sprach dort von den Functionen A und B und er konnte in
einfachster Weise aus der Gleichung

A—Bx=0
die andere Gleichung
dz
_—= —_— 2 1 f22
Tu Vi—at. 1 —kz

entwickeln; und diese nene Methode hingt in keiner Be-
ziehung von der alten ab, obwohl diese geschichtlich jener
vorausgegangen war.

Fiir die Theorie der ultra-elliptischen Integrale**) und

*) Dem Beispiele Jacobi’s folgend unterscheide ich zwischen
den Integralen der drei Gattungen und den elliptischen Functionen -
sinamu, cosamu, Aam« und wegen ihrer Periodicitiit belege ich
die letzteren vorzugsweise mit dem Namen Functionen: dieselbe
Unterscheidung mache ich bei den Abel’schen Functionen und
Integralen.

*¥) Da das umfassende Abdel’sche Theorem alle Integrale al-
gebraischer Functionen einer Variablen beherrscht, und da es, nach
den Bemerkungen von Jacobi, selbst auf vielfache Integrale al-
gebraischer Functionen aligemeinster Form mit beliebig vielen
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beinahe auch fiir die Theorie der allgemeinen _Abel’schen
Integrale ist der Stand [363] der Dinge gegenwirtig derselbe
wie damals fiir die elliptischen Integrale, als Abel und Jacobs
ihre bertthmten Entdeckungen machten. Fiir die erste Klasse
ultra-elliptischer Integrale, auf welche ich mich hier beschrinke,
muss das Umkehrungsproblem nach den von Jacobr gemachten
Vorschligen folgendermaassen ausgesprochen werden:

»8ei X eine rationale ganze Function 6. oder 5. Grades
von z, Y desgl. von y; sei ferner

dz rdx

(1) ﬁ=ﬂ(z) 7§—=H‘ (z)

(2) wd T(z) + Il{y) =u, M (z)+1,(y) =2,

so wird verlangt, die drei Coefficienten L, M, N der quadra-
tischen Gleichung ‘

(3) L4+ Mt 4+ Nt =0,

deren zwei Wurzeln 2 und y sind, als Function von » und %,
zu findenc.

Ohne Frage wird man zur directen Auflésung der so
gestellten Aufgabe von den Gleichungen (2) ausgehen miissen,
welche die Argumente % und %, als Function der Grenzen
z und y der Integrale II (2}, II, (2), Tl(y), I, (y) geben.

" Dieser Weg witrde dem analog sein, welcher Jacobs und
Abel zu ihren Entdeckungen tiber die elliptischen Functionen ge-
fithrt hat; aber es ist 4usserst schwer, hier Methoden anzuwenden
denen #hnlich, welchen jene Mathematiker gefolgt sind, da man
in dem allgemeinen Fall, von dem wir reden, an Stelle einer
Gleichung mit einer Ver#nderlichen immer zwei simultane
Gleichungen zwischen zwei Variablen zu betrachten hat, deren
Coefficienten nicht mehr so einfache Functionen der Wurzeln
sind, wie die Coefficienten einer Gleichung mit einer Variablen
es von dieser sind. Nur in einem speciellen, aber sehr be-
merkenswerthen Falle konnte ich dies Problem direct ldsen,

Variablen ausgedehnt werden kann, so halte ich es fiir ange-
messen, den von Legendre vorgeschlagenen Namen der ultra-ellip-
tischen Integrale fiir die Integrale der algebraischen Functionen
von z beizubehalten, welche von dieser Variabeln nur durch eine
?uadmtische Gleichung abhiingen, und den Namen der .4bel'schen
ntegrale fiir die Integrale von beliebigen algebraischen Functionen
zu behalten.
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nimlich dann, wenn irgend zwei der Factoren [364] des
Polynoms X einander gleich sind; dann reduciren sich die
Integrale Il (z) und I, (z) auf elliptische Integrale 3. Gattung
und die drei Gréssen L, M, N driicken sich mit Hiilfe be-
kannter Formeln der elliptischen Functionen ohne Schwierig-
keit in % und %, aus, von denen z und y dreifach periodische
Functionen werden.

Ich habe es daher vorgezogen, die Sache von der entgegen-
gesetzten Seite anzufassen, d. h. von der quadratischen Gleichung
(3) zu den Gleichungen (2) iiberzugehen. Damit dies mdglich
war, musste man die Form der Coefficienten L, M, N der
Gleichung (3) errathen kénnen, und dies ist mir durch Verallge-
meinerung der Reihen gelungen, in welche sich die Z#hler und der
gemeinsame Nenner der drei elliptischen Functionen sinamuw,
cosamu, Aamwu entwickeln lassen, und indem ich mich durch
die Form der dreifach periodischen Functionen leiten liess, die
ich bereits gefunden hatte. Diese Reihe ist von der Form

am? 4+ bm+4c '3 am2+4bm

(4) Se =e Ze ,

wo e die Basis der Neper'schen Logarithmen ist, @, , ¢ be-
liebige Grossen und das Summenzeichen 2 ausgedehnt werden
soll tiber alle ganzen Zabhlen fiir 7. Man erhlt in der That
durch die Reihe (4) in der Bezeichnung der Fundamenta nova
Jacobv’s die Ausdriicke, deren Quotienten den Functionen

— 1
V% sinam (v, ), V% cosam (u, k), ‘VTc,—Aam (, %) gleich sind,

K =log ¢ fir a, au - f# fir b, und

wenn man setzt —

wenn man die Constanten o, 3, ¢ passend bestimmt.

L7 . .
Denn setzt man ¢ = 0, @ = X B =1, so nimmt

jene Reihe die Form des gemeinsamen Nenners an:

Ow)=Z(—1) ¢ ¢ ¥ =1—2qcos%+2q‘cos?§3_m

1
Ebenso muss man, um den Z#hler von —= Aam (u, k):

V&
i

m2 2 27u

Ou+K)=23q e '"2—K=l+2qcos7—tKﬁ+2q‘cos K---—l—
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[365] zu erhalten, c =10, ¢ = z_é_r’ B =0 annehmen. Setat

man ferner
X TTRE Y 1 ¥ ,
c={lgg+ g ——5 —e=yg, B=lgg+m,
so wird besagte Reihe der Zabler von VZ sin am 'u, &):

(—1)m 2m41)2 2m+41) inu

Hy) =—12 g ¥ ¢ 2 K
. 7wu % . 37tu
=2q sm?K-——-2q K~+..

Macht man endlich
imu i
e=tlgg 5%, e=x, B=logy,

so entspringt der Zihler von V— cos am (v, £):

(Zm+1 @m+1) inu
Hu+K)=2¢g ¢ e 2 K
‘

—-q cos +2q cos—~+

In diesen Formeln liest man ohne Mithe das Gesetz,
nach welchem sie sich mit Htlfe eines Moduls ¢ zusam-
mensetzen aus dem Zahler und dem Nenner der einfach

-u
periodischen Function - +e_u, und nach demselben Gesetze
habe ich mir aus den Znhlern und dem gemeinsamen Nenner
der dreifach periodischen Functionen neme Reihen geschaffen,
um sie an die Stelle der Zahler und des Nenners der vierfach
periodischen Functionen zu setzen oder an die Stelle der Coeffi-
cienten L, M, N der quadratischen Gleichung (3).

Die neuen so gefundenen Reihen sind, wie man sehen
wird, alle von derselben Form:

(5) 2mznemmﬂ-i-ﬁm»+'yn'+dm+uv+(;

— eC z’nzﬂeum’+“Imn+yn’+ dm-}-sn’
(366] wo die doppelte Summation auszudehnen ist iiber alle
ganzen Werthe von 7 und », und sie unterscheiden sich von
einander nur durch die Werthe der drei Gréssen J, ¢,
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welche lineare Ausdriicke der Argumente » und %, bedeuten,
wihrend die Constanten «, 8, y die Stelle von drei Moduln
einnehmen. Der Quotient von irgend zwei dieser Reihen
stellt sich tiberdies als vierfach periodische Function von u
und %, heraus.

Noch auf eine andere Weise kann man, zur Erweiterung
der Definition, von Formel (4) zu Formel (5) tibergehen:
niimlich indem man die Reihe (4) als Summe von Exponential-
grossen definirt, bei der jedes Glied dieselbe allgemeinste
Function 2. Grades am® 4+ bm - ¢ seines ganzen Index m
zum Exponenten hat, und indem man diese Definition auf
eine Doppelreihe von Exponentialgréssen ausdehnt.

Durch das Abel’sche Theorem zur Addition der Integrale
gefithrt, und durch die Eigenschaften der dreifach periodischen
Functionen geleitet, setzte ich drei Reihen von der Form (5)
an Stelle von N, L +ae¢ M4 ¢?2*N, L4+ a¢,M 4 a,*N, wo
a, und a, irgend zwei Werthe von = bedeuten, die das Polynom
X zu Null machen, und da so die quadratische Gleichung (3)
bestimmt war, hatte ich das folgende Problem zu 13sen:

»Sei gegebon die quadrafische Gleichung
0=L+M{+NE=N(t—2)(t—y),

deren Coefficienten L, M, N Functionen von zwei Argumenten
» und %, sind, die einen einzigen und endlichen Werth haben,
fir alle endlichen, reellen oder imaginiren Werthe ihrer Argu-
mente, und deren Wurzeln z und y periodische Functionen
von % und %, sind, mit vier conjugirten Periodenpaaren; so

verlangt man die partiellen Differentialquotienten gzi, Z—u,
du, du, z o ay
dz’ dy

Ausgenommen die Zerfillung in einfache Factoren, unter-
werfen sich die Reihen (5) [867] ohne Schwierigkeit durch-
weg dhnlichen Methoden, wie die in der Theorie der ellip-
tischen Functionen auf die Transcendenten der Form (4)
angewendeten. Ich konnte also einer Methode folgen analog
der, die Jacobt in seinen Vorlesungen benutzt hatte, um von
den Transcendenten (4) zu den elliptischen Integralen zu ge-
langen und ich fand auf diese Weise als Losung der vor-
du du du, du,
dz’ dy’ dz’ dy

nur in z und y auszudricken.

liegenden Frage fiir die Ausdriicke von
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genau dieselben, wie die aus der Differentiation der Glei-
chungen (2)

u=1II(2) + II(y), u, =11, (z) + 11, (y

hervorgehenden.

Capitel I.

Ueber die dreifach periodischen Functionen.

1.

Die gebrochenen Ausdrticke der dreifach periodischen
Functionen, welche die Inversen der elliptischen Integrale
dritter Gattung sind, fliessen, ohne die mindeste Rechnung, aus
den Gleichungen, deren sich Jacob: in seinen Vorlesungen
bediente, um von den Reihen H und @ zu den elliptischen
Integralen erster Gattung iberzugehen. Es wird demnach ange-
messen Sein, hier in wenig Worten die Entwickelung jener
Gleichungen zu geben, und dies um so mehr, als ihre Kennt-
niss die Losung des analogen Problems tiber die ultra-ellip-
tischen Integrale erster Klasse auch bedeutend erleichtert.

Zur Abkiirzung der Formeln werde ich Gebrauch machen
von den durch Jacobs in seinen Vorlesungen benutzten Zeichen
und setzen ‘

368 “='!‘w n %2 2no 29 -2
o0, 9 =" ¥ T g =1 — g e
+g' e Y=g e 4.
"=_"_® ”(2n+li2 @n+1)v _} v —v
‘94(079)=n—>‘_m(—l)q ‘e =9 (e—e )
6) | —gt e = ) g —
R S e g I PRI
Sy o= 2 toe =g +e |
TR PR P NP NP S
n=-+d 42 2y 29 —2v
Hog= 2 ¢ e =l+gl +e )
gl e Vg e )+
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Man hat also nach diesen Formeln

3 o, q) = 0(2K0 k) oder 3( ,q)—(iu,/» ,

3, (v,9) —tH(—- lc) od13( ,q)—zHuL)

wo i=V— 1. Gelegentlich benutze ich auch die Zeichen
der Fundamenta nova; aber zur gleichmissigeren Bezeichnung
werde ich 6, (v, %) fir H (v, k) schreiben und setzen

H(u+K,k)=0| (u+K7k)=0a(u1k)7
0 (u+K & =0,(uk),

sodass man hat

[368]( 5 (5, ) — 6 (2Kv

aTu
0 (4 &) _‘9(21:' )

¥

3, (0, 9) =6, (2K” -), 0, (u, k) = 9, (”m, q),
.)’
.),

(7)
2Ko K-
2K twu
3(0,9,—0( 03(u,/;)=‘9,(_2..K..,9,
0.k _
W—Vk - sin am (u, &) ,
s (%, %) V
(8) —u, % * cos am (u, k),
Oy (u, k)
0(u 3 —Vk' A am (u, &)

Die Moduln ¢ und %4 werde ich jedoch nur in den Formeln
hinzuftigen, in denen Functionen ¢ oder 6 mit verschiedenen
Moduln auftreten.

9.

Sei m eine beliebige ganze positive oder negative Zahl;
dann bhat man
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Fo+imm)=239 (v), I+ imna)=(—1)"3(),
F o+ imn)=I;(v), I (v+imm)=(—1)"I(v),
o+ 2" i) =9,0), 9lo+ 7K Lin)
©h )
9,(0—{—2—”‘—2_—*-——1—2'7:) =3 (v), (v +—2—m2—+—iz'n:)
2m+ 1 .
=(— 1)T~9¢YU)~

Die Functionen J (v),

fach periodisch und
(870] I (v),
fiir die Functionen:

92

v2

'3

e%8 9 (0)

(10) 4

v2

o108 Iy (0)

2¢7 filr &, (v) und I, (v).

elge 9 (v) =

€84 P (v) =

35 (), &, (v), F,(v) sind also ein-
zwar ist der Periodenindex ¢ fiir J(v)
Dasselbe hat statt

n=+4wo (v +nlog g)?

> (__ [)ne log g
n=—ao

(o+2”+ log )2

n=+ @

> (_ l)”e logg
n=-—ao
n=+4 o (v+nlogg?

pX e logg
n=—ao

2241 g

n=dqoo _____ 2 7

2 e logg ,
n=—ao

2 v

aber der Periodenindex ist logg ftir e8¢ 9, (v) und el€7 9, (v),

92

2 log g fiir e1°8¢ 9 (v) und e'°8‘1 3, (v), denn es ist:

(v+mlog ¢)2
e logg

(v + m log g)?

e logg
(04 mlogg)?
e logg

(v 4+ m log )2

loggq

e

Iy

(04 m log g) = €87 3 (v),
v

9, (04 mlog g) = 181 9, (0),

2

3 (0+ mlogg) = (— 1)™ ™67 (0),

o3

9, (04 mlog g) = (— 1)™e™%7 9, (o).
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Weiter hat man

(371)

(12) o

2m 41
2
log g

(v
e

log ¢)?

v+ 2m2+l

log ¢)2

e logg

w4+ 22 F Liog g

e logg

2m+1
2

(v + log g)?

e logg

Jy (v +

I ACES

3 (v4+

2m 41

2m +_1
2

2m 1
2"—_—- log ¢)

2m 1
Do+ 2 g

3.

(—uy”

92

225 log g) = o™i 9, (o),

log 9) = 98¢ Iy (v) )

v2
ee1 3 (v

v2

(_ l)’"'” elogq 9 (v)

Aus der Form (10) der Functionen 3, (v) entwickel
Jacob:s die merkwiirdigen Formeln, um die es sich handel
mittels des sehr einfachen algebraischen Satzes*), dass di

Gleichungen:
20, =
20, =
(13) 20" —
geben

’ ” ”e
v+ov +v 40,

’ " o
v4+0v —0v —ov,

o—0 40—

"
’

" ’ " "
29, " =v—0v —0v 40,

(14) v, + vl‘ + 0"‘ + vl”z p— v., + le, + v‘llz + v‘lll!.
Durch Multiplication der vier Funectionen -#,, welche di
vier Argumente v, o', v", ¢’ besitzen, erhilt man

(15) 9, (c) 94 (') 3, (") S (") = ¢

B L

“logq

P
Seloge,

. *) Jacobs erwihnt seine Methode in einem an Hermite g
richteten Briefe (6. August 1845), der vor kurzem in Crelle’s Journ:
vertffentlicht ist.
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[372] wo

P = (v4nlogg)*+ (v'+ ' log ¢)*+ (v"+ n"log ¢)*
+ (0"'+ n"' log q)g ,
und wo die Summirung fiber alle positiven und negativen
Werthe der vier ganzen Zahlen %, n', n”, n"’ auszudehnen ist.

Transformirt man nun den Ausdruck P durch die For-
meln (13), so wird

P=(v,+nlogg)*+ (v, + 2, log ¢)*+ (v, + n,"log g)*
' + ('D."’—l— ”‘"'108 q)‘ .
wo 20, =n+n'+4n"+ 20",
20, =n+n"—n"—n",
2”1" — ” —_— nl+ n"— n""
2”‘"':” — nl— n”+ nl",

U U

und wo die Variablen o,, 9/, »,”, v,” und o, o', 0", 0"
durch die Formeln (13) und (14) von einander abhiingen.
Man sieht also, dass das Product 3, (v) 3 (v') 94 (v”) 3 (0™)
sich der Form nach nicht #ndert, wenn man die Grdssen
n, n', n”, 0", v, v/, 0" 0" an Btelle von n, ', n",
n", v, v, 0", o' setzt. Aber nur die #ussere Form des Pro-
ductes erleidet keine Aenderung durch diese Substitution;
denn die ganzen Zahlen 27, 2#', 27", 22" sind alle vier
gerade, wihrend die Zahlen 2x,, 2n,’, 2n,", 22" alle vier
zugleich gerade oder ungerade sind, je nachdem es die Summe
n —i; n' 4 n' 4 #" ist, und in der transformirten Summe

Sel€¢ kann man fir 27, , 22,’, 2n,”, 27n,” nicht nach Be-
lieben vier gerade oder vier ungerade Zahlen setzen, sondern
nur solche, welche die vier Zahlen

2” p— n‘ + n"+ n‘"+ ”l"l’

DY - 75'+ ﬂ"—' ”‘n__ ”4"'1

2”" — ”‘_ n"+ n‘"— n,'"’

2nlll= n‘— n‘l_ ”‘"+ n‘"l’
zu geraden machen.

[873] Um dieser Unbequemlichkeit abzuhelfen, unterwirft
Jacobi die Zahlen 27, 27', 21", 22" derselben Bedingung, der
die Zahlen 27,, 22, 2n,", 2n,"' folgen, nimlich zugleich gerade
oder ungerade zu sein. Wird der Sinn der Zeichen », 2/, n", #"’
in dieser Weise erweitert, so erhilt man den Werth des Ausdrucks
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_ 2 4 v'2 4 o"2 + v'"'2 P
e logg Selogg

durch die Substitation von »,, v,’, v,”

0y myy 'y "y "
fir o, o', 0", 0", n, ', n", n"; denn setzt man fiir 27n, 27
27", 2n" alle moglichen Bysteme von vier geraden Zahlen
und dann diejenigen von vier ungeraden Zahlen, so erhilt
man fir 2», 27', 27", 21" dieselben Werthsysteme, nur in
anderer Anordnung. Bei der so erweiterten Definition der
Zeichen n, n', n", n" ist aber das zweite Glied der Gleichung
(15), n#imlich
V24 024 072 4 02 P
e logg Seloge

nicht gleich 9 (v) J4(v") F4(0") F4(v"), sondern gleich
Ty (0) 93 (¢) 33 (07) 34 (07) + 34 (0) 35 (¢') 34 (0") 3, (0™),

wo das Glied 9, () 3, (v') 9,(0") F,(v"") dem Theil von 3 elose
entspricht, in welchem 22, 27', 2x”, 22" ungerade Zahlen !
sind.
Man hat also den folgenden Satz:
»Verbindet man die Argumente v, o', »", " und »,, v,
v,”, v,”" unter einander durch die Gleichungen
20, =v40'+0"+0", 20 =o0,4+v, 40"+ 9",
20‘! ='D+'D"—-v"—"v"’, 2/07 ='D‘+”"'—vl"—v‘,",
201" —_—p — vl+ v"_ v'll, 20” J— vl—__ 2"I_I_“ v‘"_v|l"’
20, "=v— 0" — 0"+, 20"=0v,—v,'—0" "+,
[374] so wird
(17) 35 (0)94 (v') 34 (v:,/') Fs (") + 94 (v) 9, ()9, (”:) I, (0"
= 33(”‘)33(0' )’.9.3(0! )“}3(0l ) +01(vl)3!(vi )19',(0‘ )192(v| )
Dies ist die fundamentale Formel, aus der man mit Hilfe
der Formeln (9), (11) und (12) eine Menge anderer zieht,
wenn man irgendwelchen der Argumente v, v, v", v die
Hilften von 27z und log ¢ hinzufigt.

T, tmw ,, tT i
Betzt man 0+T’ o'+ v’+T, 0"_7 fiir o,

(16)

o', v", v, so wird die Gleichung (17)
9 (0)F () & (") 3 (") — 9, (0) S, () 9 (07) P, (0")

U8\ = 8(0,) $0,) B(0,") S (0,") — 9 (0,) S (0,) H(0,") (0.,
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und setzt man in (17) und (18) ¢ durch v" 4 47, so erhalt
man aus diesen Gleichungen die zwei folgenden:

By (0") 95 (0") — Iy (0) 9,

;”ﬂ 9,(0) 9(0)

=3(v,)

Ho,) F(0,") Ho,") + F4(v,) &

3 (v)

3 (v) &

II) 0

'II) + 0

y (v) 9 (0) 9
@Jﬁwﬁ

) (07)
o),

v) 3,(v') 4 (") &, (0")

mﬂ_

mit %y, 041 'Dl y 9

Gy(0,)94(v,") 9 ”4")‘93(7’1"’

"

— ("’4)‘9 (v,)9,

die man auch dnrch Vertauschung der Argumente v, o', v", v""
auseinander ableiten kann.

o0,

4,

Aus diesem soeben gefundenen System von vier Formeln
leltet man drei andere ab, indem man » und »' nach einander

“l'+ 108 g

um 2 , ¥log g und —— vermehrt, und ein viertes,

indem man in den vier Formeln eines beliebigen der letzteren
v+ 4log ¢ und v"+ §log ¢ fir o' und o” setzt. So hat
man finf Systeme [375) von je vier Formeln, alle von der
Form der Gleichungen (13) oder vielmehr in der Form von
Summen ‘und Differenzen je zweier dieser Gleichungen, und
diese kann man in eine einzige Gleichung von der Form (14)
zusammenfassen. 8o findet man funf Summen von vier Qua-
draten, deren Werthe unveriindert bleiben, wenn man in ihnen
fir o, o', ", " die Grossen v,, 2,’, v,", v,"”" der Gleichungen
(16) setat, und von denen jede die Stelle von vier Formeln von
der Form (13) vertritt, nimlich die folgenden Summen:

1{ {95(0) 9 vww" ﬂr+wwawww ) 9y (0"))?
+ {9,(0) 9, (v') H,(v") 9, (2")}* + {9 (v vwwwww*
{3w9wwwwuwr+va 9,(0") 9, ("))

-+ {3 (v) 9y (v) ( ' )9 (v"')}“ “+ {9 (v 9 (v ) 3 (v") &,( "’)}“
4 {9,(0) 9, (') 93 (0") F (0"} 4 (34 (0) 95 (0) 34 (0") I, (v"))?
+wm3) wwww+wwsw ((2") 9 (o))
4{ 9,(0) 93 (v') & (") 9 (")) + (I (v) (0"}, (0") &, (")}
+ww&w3u WP+W(3M 2 (v") 9, ("))
s | {90)9 3W,ww+ww (0') S (v") 3 (0"}
1+WM3M 3,(6) 9 (0" + (4(0) Oy (0') & (67) 3, (")}
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Ich habe die vier Glieder so geordmet, dass man unter Bei-
behaltung dieser Reihenfolge die besagten Gleichungen der
Form (13) ohne Zweideutigkeit der Vorzeichen zusammensetzen
kann; d. h. dass man hat:

2M (v,) = M(v) + M (v) + M"(v) + M""(2),

2M' (0,) = M (o) + M (o) — M"(s) — M" (o),

2M" (vl)_ ( ) M’(‘D)+M”(‘D) MIII )
2M’”('D‘) (”)_MI v) M"(v) MI"( )

wenn man mit M(»), M'(v), M"(v), M""(v) die vier Glieder
irgend eines der Ausdriicke (21) ihrer Ordnung nach bezeich-
net, und [376) mit M( 1)4) M (v,), M”( ), M (v,) die namhchen

Functionen in den v,, v,’, 0", v,”" wie M(v), M(v'), M(v"), M(v"")
in den v, v, v", v

(22)

5.

Wenn man das elliptische Integral dritter Gattung als
8pecialform des ultra-elliptischen Integrals

f (¢ +Bz)dz
Vz (1 —2) (1 —&z) (1—2A%2) (1 —u 2),

dem Fall A = u entsprechend betrachtet, so kann man nach
Jacobs's Vorgang das Umkehrungsproblem folgendermaassen
aussprechen:

Gegeben die Gleichungen

f (e+Bz)dz . f‘” (e+Bz) dz
(1—22)Vzl—z 11—z J (1—A2)Vz 11—z 1—

_f (e'+ B z)dz +f (o'+8'2) dz
(1— 1—A

Ba)Vz 1—z- 1—Fz Wz l—z. 1—k

gesucht die Ausdriicke 2, und z, in % und ».
Zur Vereinfachung der Formeln setze ich

2a=1, 2=—2%, Vz,=sin am (u,, %), = Vz,=sin am (u,, &),
8o dass die erste der Gleichungen (23) die Form annimmt:
U=u, + u,.
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Um in der anderen die Constanten o’ und g’ passend zu
bestimmen, bediente ich mich der Formel der Fundamenta
nova:

u

T sin*amu du

[1(«,a) = k*sinama cosama Aamtff I sniama. st amw
a)
=wul(a) + ¥ log 0Eu+a)’
7}
[877]) wo bekanntlich Z(a) = dl%a(a); und ich setze
A =/Asinam (¢, k) 2¢'=—17(a)

28 = A*sin® ama Z (a) + A* sin am« cosama Aama,
s0 dass man hat
J‘m’ o +pz-dz

e ——- - =]I —u, 7
1—222-Va- 11—z 1— iz (v, 8) —w Z{a)

0 (v, — a)
= {log . ——.
® 0w, +q)

Bei solcher Festlegung der Coefficienten «, 8, ’, 8’ nehmen
die Gleichungen (23) die folgende Form an

u=u, + un
0 (4, —a)
v =4log — + 4
4108 5 )
und die Aufgabe ist,

(24) 0 (uy — a)

0 (uy + a)’

Vz, =sinamw,, Vz,=sinamu,,

oder symmetrische Functionen dieser Grdssen als Functionen
der Argumente % und v auszudriicken.

6.
Mit Hilfe der Gleichungen (21) und (22) kann man
etV — 6 (u,—a) 6 (u,—a)
0 (w,+ a) 0 (u,+a)

auf drei verschiedene Weisen ausdriicken ; und die Auflgsung der
vorgelegten Aufgabe reducirt sich auf die einer linearen Glei-
Ostwald's Klassiker. 65. ' 2




25a);

(25b) 4
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chung mit einer Versnderlichen. Setzt man o' = —v —v'—1",
also 9,=0, v, =0+, 9,"=0 +'D"’ (378] v, =—(v'+- "),
50 erhilt man aus den zwei ersten und der vierten der For-
meln (21) nachstehende drei Doppelgleichungen:

30) F(v+0") I o4+0") 3 (0 +0")= F(v) H(v) I
0
2. 34(0)F4(v42")F o +0") (' +0") = F
(v)
(v)
3. 34(0) 3, (v+0")F v+ 0") I o' 0", =3 (v)
(v)
(v)

(

Macht man jetzt
v_fzry, v,=z'7ru, » ima
2K 2K 2K’
so kann man diese Gleichungen folgendermaassen schreiben:
1. 0(0) 0 (u)0 u,~+a)0 (v;+a)= 0 (u,) 6(u,) O(a) 0(uts
a) 0, (uta
‘a) 6 (u+a

2. 6,(0)6,(w)6 (u,4-a) 6 (+a]

3. 0,(0)0,(u)0(u,~+a)b (v +ay=0

0, () 05(a) O (u—+a:

und wenn man jede dieser letzteren durch diejenige dividirt,
welche herauskommt, indem man — @ an Stelle von 4-a
setzt, so findet man fiir e*¥ folgende drei Ausdriicke:
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o2t 0(w,)0(u,) 0(a) 0(u—a) —06,(u,)0,(u,) 6,(a)0, (v« —a)
~ 0(w,)0u,) 0(a) 0 uta) + 0,(u,)0,(x,)0,(a)0,(u+a)’
61 1 2o 00) () 0,(a) 6, (u—a) — 6,(s,) 6, (4,) 6, (a) 6, (u—a)
e = O(u,) O(w,) 05(a) 05 (w+a) + 0,(w,) 0, (u,) 0, (a) 04(“+a) ’
v __ 0, B(u,) 2 (@) 0, (u—a) — Oy u‘)o (%,) 0,(a) 0, (u—a)
) 0,(a) 6, (u~+a]

T O(u,) 0(u,) 0,(a) b, (u+a) +0 (e6,) O () 6
die

Aus diesen Gleichungen endlich gewinnt man
Ausdriicke in # und o fir

0,(4,) 0, ()

e gesuchten

=1F sin amu, sin amu, = =4k Vz,z,, [879]

—0( u,) 0(,)
90(( ;0(2(:‘;) -7 COS am ¥, COS AM U, = Vl——:v,- l—=z,,
@%&;yAmmAmm— Vi—Fz, 1—Fs,

niimlich
0 (@) €70 (u—a)—e"0 (u-t-q)
tiVa 2, 0, (@) 60, (u—a)+-€6, [u-+a)
) bk j———— 0,(a) e0,(v—a) —¢"0,(u+a)
27) Z;TVI_I‘ . 1-—1?2——;9'"(;) e_——o (u—a)—{—e”O (u-—l—a)
1 3 2 __01(“) e_vas(u_—' )~800 (uJ—a)
BV R = ) ol fu—a) T o0, )

Zur Auswerthung von ¥V1—A'z, - 1 —A*z, kann man
sich der bekannten Gleichung bedienen

6,%(a) 6,*(u,)

— A2 =1 — A?sin? in? =1—
1 —A'z, =1—/*sin® ama sin*amwu, = 1 (a) 61
)

welche giebt

: iy 0(0)V0(,+a) O(x,+a) O(u,—a) 6(uy—
A= He 1 —he, = 0(a) O, )
— »0%(0) 0(,+a) 6(u,+a)
0*(a) O(u,) O(wy) *
Nun hat man aber aus der ersten der Formeln {25b)
9%
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60(0) O(u) 0(w,+a) O(uy~+a) .
6la) Ow) Oy ot
4 0i(a) 0,(x) 0,(w,) 0, (u +aj.
0(a) 6(x,) 6(xy) ‘
und hieraus mit Hilfe der ersten der Gleichungen (27)
© 0(0) 6(u) O, +a) O(uy+a)

6(a) 0(w,) 0(x,)
_Ou+ta)0,(u—a)+0(u—a)b,(uta) _,.
= e 0, (u—a)+e¢ 0, (ut+a)  °

aus dem Ausdruck (21, 5) zieht man endlich fir o= 10", v" == ¢"’

0,(0)05(0) {6 (u—a) 0, (u+a) + 0(u+a) 0, (u—a)}

—26,(a) 0,(a) 0(u) 6, (x)

[380] und man erhilt:

(28) V1—A%z, - 1—A%z,
__0(0)0,(a) Oy(a) 20, (v)
= 5,00/ 6,(0)0 (@) 70, u—a)+e°0, [ut-a)

Wir haben also vier symmetrische Functionen von z, und «,
von der Form 1—bz, - 1 —bz, ausgedriickt in » und ». Aus
drei beliebigen dieser Functionen, die wir mit 1 —bz, - 1—bz,,
1—b,z, -1—b,z,, 1—byz, - 1—b,z, bezeichnen und von
denen man eine durch b, = 0 auf die Einheit reduciren kann,
- entwickelt man leicht die quadratische Gleichung, deren Wurzeln

z, und z, sind. Mit Hillfe der Lagrange'schen Interpolations-
formel oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch Partial-
bruchzerlegung von

L—z, - L—z,
1—bZ-1—b6,Z-1—5b,2"°

erhélt man diese Gleichung unter der folgenden Form:

0— 1—bz, - 1—bz, 1 1—b,z, - 1—b,z, 1
= Tb—b,-b—b, 1—bL ' b,—b, b,—b 1—b,Z
1—bz, - 1—byz, 1 Z—z, -L—=z,

b h—b, 15 1—8Z 1—0,0 - 1—b,Z"

Damit die zwei, unter einander gleichen Ausdriicke verschwin-
den, muss Z eine der Grossen z, und z, vorstellen; iibrigens
kann, wenn Z eine beliebige Qrosse ist, dieselbe Identitit
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dazu dienen, um eine Beziehung daraus zu folgern, welche
zwischen drei Grossen von der Form 1—bz, - 1—bz, be-
steht. Man braucht dazu nur den Coefficienten von Z™* der
Entwickelung dieser Gleichung nach fallenden Potenzen von Z
zu nehmen.

7.

Da die soeben gefundenen Functionen von # und v nur
ein Specialfall der Functionen mit vier Perioden, der Um-
kehrungen der ultra-elliptischen Integrale erster Gattung sind,
so will ich mich dabei nicht lange aufhalten; nur will ich
poch [381] zeigen, dass sie in der That eine dreifache
Periodicitit mit conjugirten Periodenindices besitzen.

Die Gleichungen (27) und (28) zeigen, dass die Aus-
driicke von z,2,, 1—z, - 1—z,, 1— iz, - 1—A%2z,, und
1—A%z - 1—A*z, in » und v ihren Werth nicht veriindern,
wenn man

% um 2K und » um 0,

ima

# um 27K und » um -,

vum O und v um ¢w
vermehrt.
Die Grenzen x, und z, der beiden durch die Gleichungen
(23) verbundenen elliptischen Integrale mit den beiden Argu-
menten % und v sind also wirklich dreifach periodische Func-
tionen dieser Argumente und zwar ist ihre Periodicitit so,
dass zu den drei Indices 2K, 27K’, 0 von » in derselben

Ordnung die drei Indices 0, ;;a , 7t von v conjugirt sind.

Nach den Untersuchungen von Jacob: iber die Periodi-
citdt der inversen Functionen der ultra-elliptischen Integrale
milssen die Indices von # und » den Werthen entsprechen,
welche die bestimmten Integrale

( (¢ +Bz)dx
JVx 1—z - 1—&z - 1—2z - 1—puis’
I (o'+F'z)dx

JVz l—z-1—kz . 1— 2%z 1—p2’
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genommen zwischen den Grenmzem — oo und 0; 0 wund 1;
1 1 1

1 und 7 g8 U und yr und [%; —; und oo annehmen, wenn

w=»A wird. l

Seiz-1—z - 1—Az-1—2z - 1—ulz=(z, &, A, u),

so hat Jacob: gezeigt, dass

1

A—l—Bx)dx . ﬁ(A-{-Bx)dz
Viz, &, &, 1) 1 Viz, %, 4, 1)
5]
“(A+Bz)de _
y Viz, k4,0
(29) "1
" (A+Ba)dz ["(A+Bz)ds
mV(;7 k’ )'1 lu’)_ 1 V(x7 k’ )"7 "l)
1
* “(A+4Ba)dz _
V(x B A )

07

[882] wo in der ersten Gleichung V(z, £, 4, u) und in der
zweiten V— (z, k, A, u) positiv bleiben muss fiir alle Werthe
von z zwischen den Integrationsgrenzen.

Man wird also in diesen Gleichungen setzen miissen

wenn x<z1§lim (A=u) fl/(z,/c, l,y)% =(1—A2A%2) Ve l—z-1—}

wenn x>——hm (A=) {V(z, b Ap)} = (1 —22)Vz 1 —2 - 1 —}k

indem man mit lim (A =pu){f (A, u)} die Grenze bezeichnet,
gegen welche die Function f/(4, u) convergirt, wenn A und u
gegen eine gegebene Grenze convergiren.
Nach dieser Festsetzung l4sst die erste der Gleichungen
(29) erkennen, dass man nur einen einzigen reellen Index fiir
jedes der Argumente  und o hat, der aus dem Integral
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[ e =
J 1=z Vrl—z 1—k J, V(@ kA u)

hervorgeht, wenn man in ihm nach einander « -+ Sz und
o' 4 'z an Stelle von A 4 Bz setzt. Die Grenze, gegen
welche jedes der beiden anderen Integrale der Gleichung (29, 1)
convergirt, wenn A — u gegen 0 convergirt, ist Unendlich;
dennoch hat ihre Differenz einen endlichen Grenzwerth, nim-

1

A +Ba)d
lich das Integral f ﬁ_“(,:", ,"”') x————; und wenn
J, 1—2z - Vz - 1l—z - 1—kz
A=2a=1, B=28=— 1%, so erhilt man die bekannte

Beziehung

4 v o]
dz _f dz
0V:e:-l—ar-l—/c’.zc ' Vz - 1l—z - 1—k'z’
e

unter Beobachtung der zweiten der Formeln (30).

[383] Die in der Formel (29, 2) enthaltenen Integrale
convergiren alle drei gegen endliche Grenzen, wemn A — u
gegen 0 convergirt. Denn man findet durch die Substitution

1

= =

TPy

1
4_—1im(1=,,)[ W(M __ (B+AM) 7 ’
l 1 V—(z,4,4,1) Var1—ar-kr—)2

A2

wodurch die Gleichung (29, 2) die Form annimmt
1

’ (A+Bz)dz " (A+Bz)dz
=22 V2 l—z1—Fz J 1—2Vz 1—2 1—F%

_ (B+AAY imw
S T/ E R Ly "y Ly

Fiir A= 0o, B= 4 zieht man daraus die bekannte Formel
1
’ dz " dx

Yz l—z 1 —kz 4VZT——$ 1—Fz

!
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und fir A =cq', B=#" kommt

f“ (¢ +F2) do —
—oo

(" (@+pzd=
1—2)Vzl—z-1—kz J

Funectionen

1—A2.Vz-1—z l—lc’x_

Nun hat man aber aus bekannten Formeln tiber die elliptischen
0 ’
(o'+f'z)dz
1—22 - Vz - l—z 1 —Fz
1

zna

71:
: =+
f ) (o' +8'2)de

1—Az. Ve 1—z-1—&°

iTa

2K ’

also durch bestimmte Integrale folgendermaassen aus:
(384]

2K = 2lim (lzm{ (e+pB2)dz

Viz, &, &, 1) }
0=2lim(l——:‘u){ a+p‘xdx

die Periodicitétsindices der Argumente » und » driicken sich

'-0 xlcl,y }
2 {K'=2lim (7-=#){ (a+ﬂ$ dz
‘ x,L l,y
i—;;—a:2lim(l=,u){f (a—i—p’zdz}
3 Viz, &, A, p
0=2lim (l:y){ a+ﬁz dzl
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8.

Vor Abschluss dieses Gebietes muss ich noch eine wich-
tige Bemerkung machen. Bezeichnet man den gemeinsamen
Nenner der Ausdriicke (27) mit ¢(«, v), so konnen sie anch
folgendermaassen geschrieben werden:

[ in 2u+¢K' i -
e X t(u—i—zK’ o2 “+'2)
+ =
1. =VkAL Vo, z, (o) )
. 2u-+4¢K'
T A te 4K t(u+K+z’K’ +z7ra+ )

2. T llVl—x,-l—x,—_: o)

Y R 2 t(u+K,v)
L3. Emyl—k z, A—Fz —W’

wo kf=1—7% A,*=1—2% A;*)=4*— A% und man sieht,
dass die Zihler der drei Ausdriicke aus dem gemeinsamen
Nenner ¢(w, v) hervorgehen, wenn man in ihm die Argumente
% und o um die Hilften ihrer conjugirten Indices vermehrt,
abgesehen von einem einfachen Factor. Da es aber drei Paare
conjugirter Indices giebt, [385] so erhilt man aus ¢ (u, v),
wenn die Vermehrung der Argumente » und v auf alle mog-
lichen Weisen ausgefilhrt wird, im ganzen 23— 1 =17 neue
Functionen, denn so gross ist die Zahl aller Combinationen
ohne Wiederholung der verschiedenen Klassen, die man mit
drei Dingen machen kann. :

Dividirt man diese sieben Functionen durch #(u, v), so
ergeben sich ausser den drei Quotienten, welche die zwei
Glieder der Gleichungen (31) bilden, noch vier weitere, welche
sich indessen weniger einfach als jene durch z, und z, aus-
driicken, trotzdem sie von # und » durchaus nicht complicirter
abhéingen. Zur Aufsuchung ihrer Werthe in 2, und z, kann
man sich entweder des .4bel’schen Theorems tber die Addition
von Integralen bedienen, oder der oben- gegebenen Formeln
tiber die Functionen 9 (%); man findet:
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) 12, Vo, \—a =Rz, = 1 —Aa, V.

4. — 1,
by b, Ty,
it(u, L+’:c)
T iy
‘. Vi Vi 1=, V2, 1—z, - 1 —k*z, 0 1—A%z, - Vo, 1—z, 1—
A )l: Ty —Z,
1”2<u+ilx' ima
IKK e
t K -—
B e u—+41K', o+ 5K
t(u, )

(31) 4

6. le 22, V1—a, 2,  \—Kz, 1 —A,- V1—z, .2,
xl

. 2u+ 1K

T (ut KRR 0
= t(u,v)
. 1_ 1—2%, V1—hz, -z, - \—z, = 1—A 2, - V1—&*z, -2,
AV, z,—2z,
. . 7T
B zt(u +K, v+—2-]—§—
- t(u,v) ?

und ebenso erhiilt man ausser der oben gegebenen Gleichung

k 3 5 20(a)6,(x)
s. mVl——lxl 1—2% = 900) tlu, o)’

die drei folgenden:

[386] Vl—)‘T 1__’“ ]x l—: 1—A 7,_4_in 1—z,-

11 g3 Tg—Iy

v e ——e— Ve A=k, N\ —2, V- 1 —K2,
10. - - V198 a8, L T T e A T et A Ay
7-|)~kV/b'a} 1—2, - 1—2%2, 2z,
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i — V2, \—z A—kz, F Va, N —z, 1Nz,
_ T, . 2 1 s 2 2 2 2
: lllk]/kiyl Pay1—liz, z,—2,
20ﬁ(a) 0,(11)_
0(0) t(u,v)’

Diese elf Functionen zm drei Perioden haben, wie man
sieht, eine analoge Form, wie die einfach periodischen Kreis-
oder Exponentialfunctionen. Die Form der sieben ersten ent-
spricht der der trigonometrischen Tangenten, und die der vier
letzten gleicht der Form der Secanten.

Capitel II.

Neue Reihen, deren Quotienten die gesuchten
Functionen zweier Variablen mit vier Perioden
bilden.

1.
Die Reihe J,(v) hat die Form

n=-+awo 2 n=wo
33(0)2 Ew " M — 14 3 " (eznv+e—inv);

n=1

n=

sie setzt sich also zusammen nach einem klaren und einfachen
Gesetz aus Functionen von der Form eV 4 e~V und einem
Modul ¢. Nach einem Zhnlichen Gesetz habe ich Reihen zu
zwei Variablen gebildet vermittelst Functionen von der Form
eI (w+ A, g)Fe I, (w— A, q), welche wir soeben als
Zihler und Nenner der dreifach periodischen Functionen
gefunden haben, und mit Hilfe eines dritten [387] Moduls p,
indem wir darauf Acht haben, dass die Quotienten zweier be-
liebiger so erhaltener Reihen in Bezug auf die Argumente o
und w eine vierfache Periodicitit mit conjugirten Perioden-
" indices zeigen.

Man erkennt leicht, dass zu dem Ende diese neuen Reihen

von der Form sein miissen:
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m = Qo
(32) 14 2 pm* (™ (w+2mA,q)+ 2™ I (w—2mA ¢
m=1 m =+
= X pme™I(wt+2mA,q),
m=—Q0
wo r ein beliebiger der vier Indices 0, 1, 2, 3 ist.
Die vier Reihen &, (w, ¢) sind von der Form
Nn=-+ a0
3> eanttbintc ,

n=—q

wo a =log ¢ und 4 und ¢ lineare ganze Ausdriicke in w sin
Ebenso werden die neuen Reihen, sechzehn an Zahl, wie %
in der Folge sehen werden, alle umfasst von der analog
Form

m=+<aw n=+4aw
(33\ > 3 eam“+{hz"+ymn+dm+en+;’

/
Mm=—00 Nn=-—0a0

wo «=logp, B =1ogq, 7y=4A und d, ¢, { lineare gar
Ausdriicke in » und w sind, wie schon weiter oben bemer

;)o
Ich gehe aus von der Reihe, die aus Formel (33) e
steht, wenn man dort { =0, d=2v, ¢ = 2w setzt; o
aus (32) fir r = 3, und ich [388] bezeichne sie dm
@35 (v, w,p,9,4) oder einfach durch (p3 s (v, %), wenn m
nur Functionen derselben Moduln p, ¢, A betrachtet.
Nach dieser Festsetzung hat man

. m=-_!-w
[ L @ys(r,w)j= I pm™e?my(w+-2mA, q)
m=-—a0
n=+aw
= 3 g¢meln 9 (v 2nA, »)
n=—a0
J oder auch
(34) . m=+4-a0 n=-
2. (Paa(v,w) = 2 Y emlogp +n2logg+imnA 4 2mv 4 2
’ M=—q0 N=—Qq0
und folglich
m=w n=ao
3. (p”(w m)=1+ pX 2. 2})"" qﬂ"'{ehrmA 0082(m‘c+
=1in
+e——4 mnaA cos 2 (mv —
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Damit die Reihe ¢, , (v, w) convergirt, gentigt es, dass
log p, log ¢ und 4A* — Tog p log g oder, wenn sie 1magm§,r
sind, dass ihre Moduln negativ sind.

In der That, da man hat

(mlogp+2nA)®  n*(logplogg— 1A%

2 J—
logp +ntlogg+4mnA = logp Togp
__(nlogg+2mA)* + m®(logplogg—4A?)
- logg logg !
folglich
(mlogp +2nA)* (nlogg-+2mA)*
2 —_— /
logp +ntlogg+4mnA = 2logp 2008 ¢
—_ 2 — 2
+m,logpl;%q_r 4A o logp l.ogq 4A
ogq 2 logp

so kann man die Reihe ¢, 4 (v, w) aus dieser anderen
_ _ logplogg—4 A2
m=+4w® n=+0 mﬁ—————-ﬂogq <+ 2my n2

IS e e
m=—a0 N =—Q0
logp logg—4A2 logplogg—1A2
21 21
=19" ('U, e °eq ) . 19‘3 (w’ e o8P )

[889] ableiten, indem man hier das den Indices 7 und » ent-
sprechende Glied multiplicirt mit der Grdsse

(mlogp+42nA)2  (nlogg+2mA)?
2logp 2logq

logplogg—4 A2

Zlogp + 20w

nun ist aber, wenn log p, log ¢ und (4 A*—log p log ¢) ne-
gativ sind, diese Grosse immer kleiner als die Einheit*) und
gleichzeitig convergirt die vorstehende Reihe fiir alle endlichen,
reellen und imaginiren Werthe von » und w; folglich wird
in diesem Falle die Reihe ¢, , (v, w) noch viel rascher con-
vergiren.

Nehmen wir also an, dass die drei ‘Grdssen log p, log g,
4A* —log p log q immer negativ sind, so hat die Reihe
@®s,s (v, w), wie wir soeben gesehen haben, einen einzigen end-
lichen Werth fiir alle endlichen, reellen und imaginiren Werthe
der beiden Argumente v und w. Ich bemerke mnoch, dass
die Reihe sich fir A = 0 auf das Product 3 (v, p) 3, (w, q)
reducirt.

*) Ausgenommen fiir m =n=10, wo sie der Einheix glcith =k,
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3.

Die Reihe @, 4 (v, w) ist eine doppelt periodische Funetion
von » und w mit den conjugirten Indicespaaren ¢sz, o und
0, t;v; denn man hat

Ps,3 (v +aimw, w) = Ps,3 (0, w) }

35) .
(35) (Pa,a(”:w”{'“zn):(/’a,a(”:w)

wo a eine beliebige ganze Zahl ist. Die Beziehung, welche
hier zwischen den vier Periodicititsindices statt hat, giebt
dieser doppelten Periodicitit keinen speciellen Charakter;
denn substituirt man v =av, + bw,, w=co, 4 dw,, 0
kann man die vier Conmstanten @, b, ¢, d so bestimmen, dass
die vier Periodicititsindices fir die transformirte Function
gegebene Grossen sind.

[890] Multiplicirt man nun die Funcfion ¢, 4 (v, w) mit

v2

e8P , 80 zeigt das Product noch eine doppelte Periodicitit,
aber seine Paare conjugirter Indices werden logp, 2 A und

0, tr sein; denn man erhilt
2 m=4o LEmlorp)?
(36) elogptp'i,s(”vw;= Y e " 9(wt2mA,q)
m=—aL

und diese Function verindert sich nicht, wenn man an Stelle
von v und w setzt v +logp, w4+ 2A, oder v, w 4 ¢7.
Ebenso sieht man, dass die Funetion von » und

u? © (0 +nlogq)?
e8¢ B log ¢ |
(37) e Ps,3 (o, wj= 2 e 9y (v +-27A, p)

n=—aew

doppelt periodisch ist mit den Paaren conjugirter Indices
i, o und 2A, log ¢.

4.
Die beiden letzten Gleichungen geben
P33 (0,0) = €'y {(v +-Blogp +27A), (w+2 A+ ylogg)),
wo

M=_g8%1ogp 4 y*logg+ 48yA + 2 v+ 2w,
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und @ und y beliebige ganze Zahlen bezeichnen; ich stelle
mir die Anfgabe, die einfachste Function von » und w zu
finden, welche multiplicirt mit ¢, , (v, %) das Product doppelt
periodisch macht mit den Paaren conjugirter Indices log p, 2 A
und 2A, log ¢g. Bezeichnet man diesen Factor mit e/ (%), so
sieht man, dass f(v, w) nur die Form

Slo,w)=av® -+ dbuw® — 4cow

391] haben kann, denn er muss unabhingig sein von 8 und y
und der Bedingung geniigen:

S{lv+Blogp+2y4A), (w+tylogg+28A1}—f(v, )
=p%logp+ytlogg+48yA+28v+2yw.
Diese Bedingung giebt zur Bestimmung von a, b, ¢ die
Gleichungen:

a(Blogp+2yA)—2c(ylogg+28A)—pF=0,

b(ylogg +2p8A)—2c(Blogp +2yA)—y=0,
(Blogp+27A){a(Blogp+27A) —2¢(ylogg+25A)—p}

- +(ylogg+2BA){b(ylogg+2 BA) —2¢(Blogp+2yA)—y}=0,
deren dritte aus den beiden ersten hervorgeht. Da sie un-

abhingig von den Werthen von $ und y erfillt sein mitissen,
so erhilt man aus ihnen:

alogp—4cA =1, bdlogg—4cA =1,

aA —clogg=0, bA —clogp=0,
folglich:
- logg h— logp
logp logg—4A?’ logp logg—4A%’
. A
“~ logp logg—aA*’
und

vlogg 4+ wilogp —4Aow
logp logg—4A?

(38) Slo,w0) = .

Man erhdlt die Function f(v,w) unter einer andern
Form, wenn man direct der in der analytischen Geometrie
angewandten Methode folgt, um den Coordinatenanfangspunkt
von einem beliebigen Punkt der Ebene in dem Mittelpunkt
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eines Kegelschnittes zu verlegen. Man hat dazu nur zu setzen
f+4v—v und y4-w—w fir 8 und y in dem Ausdrucke
B logp +y*logg +487A+28v+2yw

[892] und in der Entwickelung nach Potenzen von (8 -+ v,
(y +w) dann v und W so zu bestimmen, dass die mit den
ersten Potenzen multiplicirten Glieder verschwinden. v und w
missen also den Gleichungen gentigen

viegp +2wA =v

wlogg +2vA =w,
woraus folgt:

v— vlogg—2Aw W — wlogp—2Av
" logp logg—4Ar’ " logp logg— 4A*’
und
Blogp+ytlogg+4P8yA+28v+2 yw—+vilogp-+-wilog g4 Avw
=(8+v)"logp+(y+w)*logg+4A(8+v)(y+w);

denn man hat

oV ww=vilogp+wilogg+4Avw.

Also hat man auch
vilogg +wilogp —4Avw
logp logg—4 A* ’

VO +ww=—

setzt man also
F(v,w)=vtlogp -+ wilogg+ 4 Avw,
8o hat man
ov+ww=f(v,w)=F (v, w),
und

Blog p+ytlogg+48yA+2Bv+2 yw="F (v+B,w+y)—F(v.w'
=f{(v+Blogp+2yA), (w+28A+ylogg)}—f(v,w);

daraus folgt.:

m=+aw n=4aw
(39) el (nw)= X ¥ eslo+mlogp+2nd), w+nlogg+:
! m=—aw n=—aw0
m=-+aw fn=-4aw
(40) =eF(V,W)¢psa(v,w)= > Y eF(vtmwtn)
’ m=—Qg0 N=—Q0
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[393] wo
. vlogg—2Aw
(41) VIEPHEAYTT iogplogg—aat " 42
) 4 2AV—w wlogp—2Av (42)
wieq - logp logqg—aAs  ©
und

__vtlogg+-wtlogp—4Avw
(43) f(v7 ‘MJ)-— logp lqu——‘lA‘

=F(v,w)=vllogp 4 wilogg + 4Avw.

Diese Gleichungen zeigen, -dass e/®:*) ¢, (v, w) eine
doppelt periodische Function von » und e ist mit den Paaren
conjugirter Indices log p, 2A und 2 A, log ¢; in v und w aus-
gedrtickt werden die Paare conjugirter Indices 1,0 und 0,1.

Driicken wir noch e/C:%) ¢, . (v, w) in v nnd w und in
w und v aus; man hat nach den’ Formeln (41) und (42):

o* | logplogg—4A?

f(v)w)=F(v:7w)= W’=M(p,w)

logp . logp .
logplogg —4A® v —
logq + log q =N (w7 V) )
folglich
v2 logp log g —4 A2 '2‘
(44) &8P P g, (o, 0)
. - logplogg—4A2 - (v+2nA)
n=+4wm (W +n)?
= e 8P ¢ " 9 (v42nA,p),
n=—aw

w? logplogq—4A2 .

logg log B i
(45) e ? (p:,:(” w),
. logp logg—4 A2 (10 +2mA)2
= (v4m) )z i
—_ 3 logg log X
= 2 e : P 9y(w+2mAq);
m =—Qa0 B
worin
(0 +2n Ay ’ (@+2mAy

e "7 9,(o+2nA,p) und e 57 Y {w+2mA,q},

[394] fir ihre Werthe
Ostwald’s Klassiker. 65. 3
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® {v+2nA + mlogp}? e t® {w+2mA 4+ nloggl2

1 \ 1
¢ 89 mmd I e 8¢
m=—aon Nn=—ao

m=+4

gesetzt sind. Man sieht also aus diesen Gleichungen, dass die
doppelt periodische Function e/¢*:%) ¢, (v, w) ausgedriickt in v
und w die Paare conjugirter Indices log p, ound 2 A, 1 hat; dass
aber die Paare conjugirter Indices log ¢, 0 und 2 A 1 werden,
wenn man sie als Function der Argumente w und v betrachtet.

5.

Mankann sich der beiden letzten Formen von ¢/(*) g . (v, )
bedienen, um die Beziehungen aufzufinden, welche zw1schen
den Functlonen @s,5 mit reellen Argumenten und denen mit
Argumenten von der Form to, w oder von der Form v, tw
bestehen. Die erstere erhilt man durch Entwmkelnng der
Form (44) nach dem Cosinus und Sinus der Vielfachen des

201
Arguments ——

log p ,
einfach periodisch ist mit dem Periodenindex 27z; und man
hat ebenso die andere Beziehung zwischen den Functionen
@s,5 Wit reellen Argumenten und denen mit Argumenten von
der Form ¢ und ¢w durch Entwickelung der Form (45) von

e/t @, o (v, 1) nach den Cosinus und Sinus von ?:;7; Aber

eine dieser Entwickelungen gentigt, da die andere durch Ver-
tauschung der Argumente » und w und der Moduln p und ¢
unter einander aus ihr hervorgeht.

Durch Combination dieser beiden Beziehungen leitet man
die Formel zur Reduction der Functionen ¢, , (v,w) mit
Argumenten von der Form ¢v, fw auf die mit reellen
Argumenten ab und diese letztere muss dieselbe sein, wie
die, welche man durch Entwickelung der Form (40) von
el %) @4 5 (0, w) nach den Functionen Cosinus und Sinus der
Vlelfachen von 2vzr und 2wz findet.

[895] Man hat also nur die Entwickelung einer der beiden
Formen (44) und (45) auszufthren: nehmen wir die Form (44).

Man erkennt, dass, um hier die Entwickelung nach den

, in Riicksicht auf welche allein dieselbe

Cosinus und Sinus der Vielfachen von 120 °7 o erhalten, man
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(v+2nA)p
in dieser Weise nur die Function ¢ 57 9,(v+2nA,p) zu
entwickeln hat, und dass ihre Entwickelung allein nach Po-
M 27 l4uft.
log p
Diese aus der Theorie der elliptischen Functionen be-
kannte Reihe wird durch die Formel dargestellt:

tenzen der Cosinus der Vielfachen von

) O(iu+K,k)__1/% um' 0u+K' &)

0o, %) O 00,k

)

sie warde von Jacob: in seinen Fundamenta nova (8. 165)
entwickelt und kann mit Hilfe der Formeln

XK , 2kK’
000, 0=V2EE o001y~ 2L

in die Form gebracht werden

0(iu+K,k)=V§, X gy L K, E);

oder nach unserer Bezeichnung

K T u?

0, (iu, k) = X et XX 0, (v, %),

oder auch
7T W
84 V (v, ).
. -
Setzt man endlich 2; v, %_v', logp:-—% )
log p' = —7;{—?, so erhilt man
oz -

(46) e°”3,(v,p)=V—Fg—p3,(w,p),
[396) wo

, v T

Tlgp’ T logp
3

log p’- log p = 7,
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Mit Htlfe dieser Formel*) (46) erh#lt man aus den Glei-
chungen (44) und (45) die beiden folgenden Sitze:

Lehrsatz L
=, N
(47) e o8¢ '/)3, 3 ('v’ w,p, 9, A) = V_ @ (Pa,a (z'v',w’,p', 9,7 A’)
wo .
, logplogg—4A* logp logg' — 4 A"
. — Q_—_ .
logp -logp'=m log ¢ Tog ¢’
,__ logplogg—4A*? __logp'logg'—4 A"
log ¢'= log p , log g= log 7’

¥) In seinen Vorlesungen hat Jacobi die Formel (46) aus der
Entwickelung der Reihe
o~ m= i U mIEP?
%P9 (v, p)= 3 o 18P
Mm=-—ao

nach den Cosinus der Vielfachen von |20Lv =2v' hergeleitet. Der

Coefficient von 2 cos 2nv’ ist bekanntlich gleich

1 "GH" E2 @ +2map
e

T Zm cos 2nv' - dv’,

wo a eine beliebige Grisse ist. Um den Werth der Summe dieser
Integrale zu finden, Hbertrigt er die Summirung auf die Grenzen,
indem er in dem Gliede mit Index m, 2z an Stelle von 2v’ 4 2m=
setzt. So erhilt er fiir diese Summe den Werth

+ao glEp +o _
1 e ™ cos2nzds = ¢ Foop] 2RTZ dz
27 V—logp V—log
— Q0

—®
— ntn?
= V_Lem
log p !
2 / w
e8P 9 (v, p) = l/ —_— 75; {l +23e8Pcos 20 v’}

Y s

log p

a—2n

folglich
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,__tmA A — A
“logp’ " logp’’

lv,___ T o = wlogp —2Av ’

log p log p
’ ’ (2 A
1”= TV w___wlogp—?zAv.

log p’ log p

(397) Lehrsatz IL

02

Tog ¢ V3 .
(48) el gq(ps,s (v,w,p, % A) = V‘—lo’“g_q‘pa,s (v“cw“p“q,,A‘),
wo

logp logg—4A* logp,logg,—44,°

logg -logg,' ==

log p log p, ’

__log plogg—4A? __logp, logg,—4A*

log p, = log ¢ ) logp=— logg,

__wmA w — ¥ __ovlogg—2Aw

'Tlogg’ 7 logg’ T log ¢ ’
A Tw, v, log g, —27A, w

A=l I_’ w = l 1 , e 1 8914 1 1'

g ¢, Vg 9, 08 ¢,

Setzt man endlich o', tw', p', ¢', A’ an Stelle von
?, w, p, ¢, A in dem zweiten Lehrsatze und combinirt ihn
in dieser Form mit dem ersten, so erhilt man den folgenden

Lehrsatz IIIL

(49) e/Cempadg . (v,w,p,q,4A)
Vi3

~Viegp log g —

4A‘i (pa’s (ivl'7 iwl’7pl” ql” AI’) ?
wo
logp-logp, ' =logg-logg, =n2—4AA/
[398] oder
logp-logp,’ +4AA," =logq - log g, '+ 4 AA,/ = n?,
Alogp, 4+ A, logg=10
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(logp log g— 4 A%) (logp,’ logg,' —4 A,"") = =%
Alogg, + A, logp=10
7t log ¢ 7c* log p

logp,'= log p log ¢ — 4 AY’ log 9,"= log p log g — 4 AY’
. A
YT logp log g—4 A’
. 7t log g,/ _ wtlogp,”
8P = iogp logg, —1A,%" 89 iogp, logg, —4 A"
. A,
logp,’ 10894'_4 A
) viegg—2A , logp —2 A
g =7 L2 wa y Wy =T 72 v:)
logp logg—4A logplogg—4A
=ﬂ_94'|0gq,"—2A"w,' w| IOgP —24A0,

logp, -logg, —4A,%" = "logp, logq.—4A”’

’ v ’ Iw I ’
vy = 1;_10gp4 + 24, P w, =;10591'+2Al ;7

o ¥ _w A
= logp +2A ) w nlogq+2A”

’ ’
1

Da nun %r-’ % gerade die Functionen von » und w sind,
die ich oben mit v und w bezeichnet habe, so sieht man, dass der
letzte Lehrsatz in der That die Entwickelung der Formel (40)
nach Cosinus und Sinus der Vlelfachen von 2vz und 2 wrn
giebt.

Die Formeln der drei vorstehenden Lehrsiitze sind so
angeordnet, dass sie deutlich ihre Umkehrbarkeit erkennen
lassen. Man kann hier, ohne etwas zu andern, fir log p, log q
ihre vollstﬁndlgen Werthe log p + 2 uir, logg + 2 y'tn
setzen, ja sogar logp + (2 u + 1)¢m, log g+ (2p' 4 1) ¢,

i e
wenn man nur zugleich v +—2—, w4 > fir » und w setazt,

auch 2 A kann in allen den vorstehenden Formeln um »:7n
vermehrt werden, ohne dass sie ihre Giltigkeit verlieren,
wobei u, 1, v irgend welche ganze Zahlen bedeuten. Sub-
stitnirt man also in den Formeln der drei vorstehenden
Lehrsiitze log p + pim, log g + wim, 2 A 4+ vim fir
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2, 9, [399] 2 A, und beachtet, dass man zugleich » + g—t fiir v

. )
setzt, wenn u ungerade ist, und w +—27—t filr w, wenn es g

ist, so erhilt man allgemeinere Theoreme, welche mehrfach
wiederholt alle die verschiedenen Formen geben, die eine und
dieselbe Function ¢, ; (v, w) annehmen kann. Aber die Zeit
mangelt mir, um dieses Gebiot weiter zu behandeln, und ich
muss mich auf die gegebenmen Formeln beschrinken, deren
man sich, wie man sehen wird, bediemen kann, um von der
annlytlschan Transformation der Funetion Ps, 3 (v w), welche
von der Theilung des Periodenindex ¢ abhingt, zu den
anderen tiberzugehen, welehe von der Theilung der anderen
Indices abhingen.

6.

Die Function ¢, , (v, %) hat mit der Function -, (v) die
Eigenschaft gemein, dass die Potenzen und die Producte einer
beliebigen Anzahl dieser Functionen linear durch Functionen
derselben Form, aber mit verschiedenen Moduln ausgedridckt
werden kounen. Um diese Ausdriicke zu finden, bilde ich
das Product der # Functionen ¢,,, (v 4 @), w + b;), welche
den n Werthen 1, 2, 3,....n des Index % entsprechen: be-
zeichnet man . durch

h=n
18, das Product 8, -8, -8,....8,_,+8,,
h=1

80 erh#lt man aus der Gleichung
Ps,s (”+ah7 w+bh7p7 9 A)

— 2 pmﬂe2m(u+a,,) 33 {w-}—bh—i—QmA,‘[},y

m=— a0

das gesuchte Product
h=n
(50) hglq’a,a (o+4ap, w40y, p,q,A)
=3 pm11+mz? Fodm 2 g20m +mztdm v +2(mar+ meaz+ ...+ m a,)

h=n
xhgl“}a {w+by+2myA,q}
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(400] wo die Summe tber alle positiven und negativen Werthe
der n ganzen Zahlen m,, m,, ...., m, ausgedehnt werden .
muss. Die Bildung des gesuchten Productes hingt also ab
von der des folgenden

blll&a {w 4+ ayp, ¢).

Um dies als lineare Function von Transcendenten der
Form 8, auszudriicken, bediene ich mich der elementaren
Methode, deren Princip Jacob? in dem oben erwihnten Briefe
an Hermite auseinandergesetzt hat (s. Journal fiir Mathematik
von Crelle, Bd. XXXII, 8. 176), und ich muss erwihnen, dass
ich erst nach Kenntnissnahme dieses Briefes denm Ausdruck
des behandelten Productes gefunden habe.

Man hat

h=n
(51) {h[_l_ . Iy (wtay, q)
=2qm.1+m¢2+... +m2o2(m +met... +m)w+2(mar+meaz ... +m.a_)’
wobei die Summe tiber alle ganzen Werthe von m,, m,, ...., m,
auszudehnen ist. 8eien nun p,, y,,...., u, beliebige ganze

Zahlen, nur der einen einzigen Bedingung unterworfen, dass
ihre Summe positiv und kleiner als 7 ist; seien ferner

my +uy A4y, =2y, =a
(52) ym +wt A+ Fut =Zp =g,

B0 pgey + A pg ey = Zpp e = hq,
so ist a=o0, und @ <=, und setzt man my = u; 4 b, so
wird
m, +m, +.-+4+m =3Zm, =a +nb
m? +m? +...4+m? =3Zm? =g,+2anb4-nb
m, a, + myag + - 4 myo, = Emyo, = hy + bs,

. Wo

s=o, +a,+ - +a,=23aq.
(401] Durch Substitution dieser Werthe wird das zweite
Glied der Gleichung (51)
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a=n—1 b=+
> Pae2aw > qnbﬂe‘lb(ma+s+alogq)
a=o0 =-—a0

a=n—1
= 3 Pye?Y,{nw-+s+alogyg, ¢"},

wo
a=™ z,qua e2h, — E‘uq‘ul!.l-'“g’l"'-'-”"292(‘“”" +"'a’+"'+”"a")1

und wo die letzte durch E‘u bezeichnete Summe tiber alle
Systeme von 7 Zahlen yu,, u,, ..., u, zu erstrecken ist, deren
Summe gleich ¢ ist. Man findet also

h= a=n-—

n 1
(53){ "133(w+ah)9)= a§o P e2a0 3y {nw+-s+alogg,q"},

h=

und indem man hier w + —;— filr w0 setzt

h=n k'
) {9, oo+ 27, g

2aksn
a=n—I1 —_—

= 3 Pge " 29 (nw+ts+alogg,q"}.
a=0
Diese Formel stellt ein System von 7 linearen Gleichungen
in Bezug auf die » Functionen 3, (nw - s + alog ¢, ¢") dar,
entsprechend den » Werthen 0, 1,2,...,%2— 1 von £ und
das System der inversen Gleichungen ist nach den bekannten
Eigenschaften der Einheitswurzeln in der Formel enthalten:
(55) ‘nPge?™ I, {nw+s+4alog g, ¢"}

k=n—1 ——2—ka"lh—n

= 32 e " 1 &,{w—i—ah—i-]”—n,q}.
k=0 h=1 n
Setzt man hier w =0 oder gleich einem anderen con-
stanten Werthe, so hat man die Coefficienten P, ausgedriickt
durch Functionen %, mit constanten Argumenten.
(402] Mit Hillfe der Formel

(56) ngeeraw 3, (nwo+ anlog g, ¢")

2amsn
m=n—1 — e—_——

= 3 e " Jw+

m=o n

mir

1 9)s

welche geradenwegs aus der Definition der Reihe 9, (w) folgt
und die in die Form
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a?

(57) ng" e29v 3, {nw+alogq, ¢"}

2amsn

1
mimw

194"}

m=n—1 —
= 2 e e 3 {w+

m=o

gebracht werden kann, entsteht aus der Glelchung (53)

=a— mi

(58) ” ﬂ ‘9 {w+ah’9}— : Q»m

79"})

wo
2amix __ at 2as

—_ —

a=n " ™ Py
Q= 2 ¢ g "e "Pg;
a=0

und wenn man hier w —|— £ log ¢ an 8Stelle von w setzt, so erhalt

man fir die 2 Werthe 0, 1, 2,...,n—1 von %k, n Gleichungen
von der Form:

h=n

(59) n H 9 {w+ah+~~ log ¢, ¢}
_ ke nw+s 2kmht m 1
"= n on i N
= 2,_ Qng "e e ) {w+ + 9"}

deren 2 inverse Gleichungen in der folgenden enthalten sind:

mimw 1

y g7}

(60) Q3 {w+ -+

k=n—1 3'2’"-" f o™k, _, %l ogq

= 2 e " ¢"e " ﬂ&{w—i— o), +

» ¢h

aus der man die Werthe der constanten Coefﬁcxenten Qn
ziehen kann, ausgedriickt durch Functionen J; mit constanten
Argumenten.

Zu den letzten Formeln kann man auch kommen mit
Hillfe der Gleichung

9 (ol ! 108 ¢ Torq
‘}(wiq):V—%qelgq&s(w:Q)v
{403] wo

, tTw
W = ——
log ¢

, logglogq =mn*.
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Transformirt man mit Hiilfe dieser Formel die Gleichung

h=n
hl;llas {w’+alln 9’}
m=n—1
= 2 P, e?nv 9 (nw 4+ +mlogq’, g},
wo
r__ inah
T Togg
Eyh= m, P'm= E‘u ednlogd’ +2"'m,
so erhilt man

Sdy=¢, Supa'p="Kp, Zuh=gm,

mim

h=n .
”h[_]l&a{w'*'amq}— 2 Q»’m& {w+— +‘_79"}

und

3

2;1 b2 —nc,
log q}

T,
wo :
h=n
‘m= 2 (ah+yh'in)’, bp=s+mim=2 (a4 u,in),

und wo d1e mit 2 bezeichnete Summe iber alle ganzen
Werthe von w,, u, ..., u; auszudehnen ist, welche der Glei-
chung Sy, =m Genﬂge leisten. Dieser Ausdruek ist weniger
complicirt als der oben gefundene.

8.

Mit Hiilfe dieser Beziehungen zwischen den Funnctionen
9, erzielt man ohne Mithe analoge Relationen zwischen den
a.llgememeren Functionen [404] ¢, , (v, w), indem man genau
dieselben Ueberlegungen anstellt, die zn jenen filhrten.

Man findet so zun#chst die Formel

h=n
(61) hl]l Ps,s {fo+ap, w+by,p,9, A}

f=n—1 y=n—1 )
= 3 > Aﬂ’732p0+2yw><

fi=o y=o
(o +Zap+Blogp+-27A), (nw+ 2y +28A + ylog g), p*, 4", n A},
: der Beziehung (53) zwischen den Functionen J, (w,q) und
. 94 (nw, ¢") entsprechend und wo
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2 {P‘?. logp + 7} 1°34+4Ai‘h'h+2“nah+mh}
(62) Ag, , = 2 )
withrend die dnrch 2,, » bezeichnete Summe tiber alle ganzen
Werthe von u,, u,,..., ty, ¥, ¥,,..., v, auszudehnen ist,

welche den Glexchungen geniigen
Ut =8 v+, . Yy =yp.
Mit Hilfe der drei Lehrsitze, die wir oben fir die
Functxonen 3,3 mit complementﬁren Moduln p, K8 A und

2, 4¢, A5 p, g, A wdp,g,A; p, g, Aund 2, g',, X,
gefunden haben, oder amch mittelst der Gleichungen

k=n—1 __2kBsn . 1

p kim Y
(63) Z e Ps,s {”"l‘_n_;”wJ’ g™ A}

k=0
= npf el Ps,s {nv+4Blogp, nw+2LA, p*, 9", nA),
tmg _2rin 1

lin
(64) 3 e Ps, s {no, w+—,p ' q )A}

1=0
=ngre?™ g, (no+2yA, nw+ylogg, p™, g*, nA},

1
k=n—ti=p—1 — L0 lim w o A
7;}

(65) = ) e " P33 {0 + 7w+—

k=0 I=0
= nipf e2B(v+7yh) | q‘)”e-‘r('ﬂ+FA) >

P55 {nv+Blogp+27A, nw+28A+ylogg, p”, ¢*, nA},
[405]) welche geradenwegs aus der Definition der Function

@, 5 Tesultiren, zieht man aus der Gleichung (61) die drei
folgenden.

(66) H q’s a{”+ah’ w+bh)P,97A}

k=n‘—-1l=n——i Sa /czn Sb, lim L L\
= ‘_\" §0 qu’s,:i;”"‘ h+ +7h+'7v1’"7 q",%ﬂ

h=n
(67) hl_ll")s,a {v4ap, w4by, p, ¢, A}

k=n—1y=n—1
== 2 2 Ck e21”><
k=0 y=0
2yA !

5 .
(Pa,azv‘*' ah+ 1”w+2bh+71°gq7p”)q) "
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h=n
(68) hl—]l Ps,3 {”+ah1 w+by, p, ¢, A}
B f=n—1l=n—1
= b 2 Dﬂ 1 e2ﬂ"><
=0 I=0 ’
PN 28A !
””+2ah+ﬂloggyw+ h+ +L71’)Q) H

wo By, Cy ,, Dpg,, Constante sind, die von den Moduln
29 A’und den 27 Tncrementen ay, by der Argumente v und w
abhiingen. Man erhilt daraus die Ausdriicke in zwei ver-
schiedenen Formen: die eine, linear in den Ag ,, Wird unter
Benutzung der Gleichungen (63), (64), (65) gefunden, um von
der Formel (61) zu den drei Gleichungen (66), (67), (68) tber-
zugehen; die andere mehr zusammengezogene entsteht, wenn
man sich der drei Sitze (47), (48), (49) bedient. Um jedoch
die Darlegnng nicht mit zu viel Formeln zu beschweren, unter-
driicken wir hier einige dieser Ausdrticke, um so mehr als wir
vorziehen, die Constanten By ;, Cy ,, Dg ; durch Functionen
@,,; mit constanten Argumenten auszudriicken.

Zur Abkirzung der Formeln setze ich:

(406 v+k—if=vk, P’_ﬂe_ o8y _,__A —o,,

RN ,,w+—’9—5=w, w04+ L8,

v+lm—”+m)=vk,py + + ZZA—‘"k 7

+lm+2ﬂA——wz,p» w_‘__%r__!_yl(;g'q___whw
+E£:7g£+ # =vg,"

2BA | ylogg "
w+ —n—— +—;“——Wﬂ’ y .

Setzt man fir v, w in der Gleichung (61) Ok Wy in
Gleichung (66) vg ", W’ ,y» in Gleichung (67) o', w; g, in
Gleichung (68) v, ’,’, ' y» 80 erhilt man die folgenden vier
Gleichungen :
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h=mn
(69) hg‘q’a,a {ox 4+ ap, wy+ by, p, ¢, A}
B Bt 1 g in
= ZpZye " Ag, ye?frtire X
Ps,s {nvﬂ,},"—l—Za,,, nwﬂ,y"—l—}.b,,, P g, nA},

v,

Lz 4"MH{?( ’)+': 0t )

(70) p* q”e "
H ‘/’a a{vﬂ,y""‘ah’ wp,y""‘ bpy py 9, A}
_kf+ly 11
. - Sa b =N ¥
=Ek2'le By 1 @, ::”k""* 1+T",p“,q", |

& Ya
i h=n
(71) pe ﬂ( e ) " ‘pa,: {v-l +ah7 w, ﬂ+bh7 y2R'S A}

X

1
=>.:k.:},8 n» Ck ,,e 2700 (p3 3§‘Dk 7 +-—-—— mo/"+Zb,,, p',g

o,
04—
(72)9 ( )h“ ‘Ps:{”k7+aha w," + by, P, g, A

m—ty '
=2;Xe * Dgte 200 @y, 5

1

nog + 2ay, wt,9+—,P ) q"

Jede dieser Formeln stellt ein System von n* Gleichunge
dar, den Werthen 0, 1, 2,...,z— 1 von %2 und /, von 8 und :
von # und /, von % und y entsprechend; sie sind linear m
zwar die 7n? Gleichungen des ersten Systems in Bezug auf d
n? Grossen

93,5 {nvg,)" + 2ay, nwg, )" 4 by, p", ¢", nA},
die des zweiten in Ricksicht auf die »n* Grdssen
v 114

Sa b =
“=%h ="h n "
op+—2, w + — =
3 k n’ [} n)P ' ¢ y"$1

die des dritten fiir die »n* Grdssen
1

za ” \ "
(/’3,3 tvk;/‘*'Thv nwy +‘\-'blu P”)(I“)A b

endlich die des vierten in den »* Grdssen
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' , P ) 1
Ps,s)n0g + Zap, wl,ﬂ+7hr p" et A

Zieht man sie betreffs dieser Grdssem zusammen, so er-
hilt man

(73) n*Ap , e2frtlrv ¢
Ps,5 {nvg,)"+ Zay, nwg )"+ Xby, p*, g" nA}

Mt i h=n

=22 " hl;[l{”k"‘“h: w by, p, ¢, A},

Sa b, = 1A
(74)> ”’Bk,l‘Ps.a ’”k‘*‘_nh, wl,+—;‘£7 " q", n
"y A 2a, Zb,
== 2‘5 2}’1’” qn e‘py;+2ﬁ('}k+ T)+2y (wl+ T) ><
h=n .
hl;l'(p:c,s {vﬁ',;r"’Jf'“h: wﬂ,;r""'bhypy% A},
[408) vq 1
(75) ”’Ck,y e2rv Ps, 3 $”k, 7, + _n—hv ”wy”+ by, p*, g™ A§

fk—ly p? 2ay
=2‘5218 " 2""?"02[;(’* " )X

h=n
1.1_1.1 Ps,3 {'D‘g' + ap, Wy, 8 +bny 2y ¢, A},

Dy S 1
(76) n’Dﬂ,‘eﬂ’v(pa,s gnvﬂ +2.a,,, w‘v19+7h7[’", q", As

—yl,. ¢ 2o,

. — 27 % 2y|lwd—

/ =2.k2’,e " qm e ( ")><
t=n

;.[—]1 Ps,3 {”k,yl -+ ap, wy’,+bhv P, 9, A}

Diese Gleichungen geben die Werthe der Constanten
Ay, By Ck .y, Dp ausgedrtickt durch Functionen g, ,
mit constanten Argumenten; sie sind zugleich die Quelle der
Formeln zur Transformation und Multiplication der ultra-
elliptischen Integrale erster Klasse, withrend aus den inversen
Gleichungen (69), (70}, (71), (72) die Formeln zur inversen
Transformation und zur Division derselben Integrale entstehen.
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Capitel III.

Die Functionen mit vier Perioden, welche die Inversen
der ultra-elliptischen Integrale erster Klasse sind.

1.

Zur Abkiirzung der folgenden Formeln fithre ich be-
sondere Zeichen fir die flinfzehn Functionen ein, welche man
aus @, 4 (v, w) erhdlt, wenn man in ihnen die beiden Argu-
mente und w um dle Halften der vier Paare von Perioden-
indices ¢z und 0, 0 und ¢z, logp und 2 A, 2 A und logq
veriindert, von denen die ersten beiden zu den zwei Perioden
von ¢, ; (v, w) gehdren, die beiden anderen zu demen von
ef(v,w) s, (v w)

[409] Entsprechend der fiir die Function 3 (v) angenom-
menen Bezeichnung setze ich

m=+a
Ps,r(myw)= 2 p™e2™ . (w+2mA,q)
m=-—a0
(/’r,a(v7w)= 2‘ qmez’m 9 (04274, p),
”n=—a0
m=-4 0
Po,r(ow)= 2 (—1)"p™ et 9, (w+2mA, g),
n=+4a
Pro(0yw)= 2 (_ )" g™ et 3. (v 4 274, ?)

(77) 4 ’ n=—

m=+a (2m+1p
P, r(tyw)= 2 p * e+ 3, (w+-[2m-4-1] A},

m=-—ae
=0 2R+1P

Pralow)=_X ¢ © eP+Uo3 (o [2n+1]A,p)

(2m +-1)2

Pu,r (0, 0)=S(—1)mp + e@m0I (104 [2m4-1]A
(2n+1)2

Pr,i (0, 0)=3(—1)rg 3+ o+ 3 (o4 [2n 1] 4,5

wo r einen beliebigen der vier Indices 0, 1, 2, 3 bezeichnet
und wo man das Zeichen 9 ohne Index fiir 3, zn setzen hat.
Bezeichnet man noch mit s einen der vier Indices 0, 1, 2, 3,
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so hat man nach der durch die Formreln (77) gegebenen De-

finition von ¢, ¢ (v, w)

(78) (Pr,s(";“’;P,q:A) =‘Ps,r('w1 v, ¢,p,4),
2 1.
Pr,s {v, w+ L”"'} = @r,o (v, ),
1
®r,0 {0, w+ + i} = @y 4 (v, ),
(79) 2m41
1. —_—
9ra (004221 + imy=(—1) * g, (0, %),
2m 41, m 1 )
Pr, {o, 04+ —— + ”}"_—(_1) 2 (Pr,a(”7w))
(410]
{w 2m+llogq}’ , \
e lgg Pr,s {[ + m+ 2A]1 [ + + log ]}
: i =em‘pr,a (v, ),
{w+2m2+llo"}'l \ l +1
e gy (o T 24), o2 log )
il
(890) =€l g, , (v, w),
s i M +1 2m+1
—_— m
e hu Pro [0+ 24), [w+ log ¢]}

02
= (—' l)melogq Pr, (”1 w) )

{w+2m+1lo”}a

e g, o+ 2t 04), ot

2m—+1
_“Tzi logq]}
=—(—1)"e 8l g, , (v,).

Diese Formeln zeigen, dass eine jede der sechzehn

Functionen ¢, ; (v, w) die Form ex+fo+rv ¢, . (v, w) hat
und dass sie demnach alle sechzehn in der folgenden Formel
begriffen sind :

Ostwald's Klassiker. 65. 4
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Pr,s (v, 0,0, 9, A)
m=+w® n=+0wm
— > > e"3hogyp +n2logg +4mnA +2may -+ 2nb,.',+c,,,’
m=—w n=—aw®

W0 @ g, by s, ¢y ; lineare Functionen von » und w sind,
deren Bestimmung’ fnr die verschiedenen Werthe von runds
nach der fir ¢, ; (v, w) gegebenen Definition leicht ist.

Alle die Sutze, die oben fir die Function ¢, , (v, v)
bewiesen wurden, haben mithin gleichermaassen statt fir die
tibrigen fﬂnfzehn Functionen ¢, ; (v, w); und um auf die
letzteren beztigliche Formeln zu haben, braucht man nur in
den fir die Form ¢; ; (v, w) aufgestellien die beiden Argu-
mente » und w um die Hilften der vier Paare conjugirter
Periodenindices und um alle Combinationen dieser Hilften
zu verindern.

Bezeichnet man mit M die Summe irgendwelcher ganzen
Vielfachen der vier zum Argumente v gehdrenden Perioden-
indices, nimlich ¢7z, 0; log p, 2A, und mit N die Summe
derselben Vielfachen [411] der conjugirten Indices des Argu-
mentes w, ndmlich 0, ¢7z; 2A, log ¢, 8o erkennt man aus
der Definition von Pr,s (v w), dass

Pr,s(0+ M, w4 N) =Fert+htrme, (v, w):

wo «, 8, y Constanten sind, die nur von M und N abhingen,
folglich fiir alle Werthe von 7 und s die gleichen sind, man
sieht also, dass das Quadrat des Quotienten von zwei be-
liebigen der sechzehn Functionen ¢, ¢ (v, w) eine Function
von » und w ist mit vier Paaren conjugirter Periodenindices:

¢x und 0; 0 und ¢7z; logp und 2A; 2 A und log g.

2.

Im ersten Capitel war die Gleichung gefunden
Iy (w) Iy (@) Iy (") Iy (")
+ 9y (0) I, () I, (W) I, (")
=34 (w,) I (10,") 4 (w,") Iy (w0,”)
+ Iy (10,) Iy () B, (20,") F, (10,")

(81)

wo
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2w, =w+w + w4+ uw"
2w, =w4w —uw'—w"
2w" =w—w +w—uw"
2 w‘”’ —w — w'_w"+ wl"

(82)

Der Beweis dieses Satzes grﬂndete sich auf die Eigenschaft

"

der vier Grdssen w,, w,’, w,", w,", der Gleichung
(83) w'g + wlrg + wlng + w‘mg — wg + wlg + w"g + wlllg
Geniige zu leisten; denn man konnte in dem zweiten Gliede
der Gleichung [412]
0’2 40" + o™
BT (0) 930 9,0 ) - 94 (0) 4 01) 94 7))

=3 glos { (t0 + mlog q)2 4 (t0' + m'1og g)2 + (1" 4 m" 1og g)2 -+ (10" + m" log ¢)? }

\J 4 " ' 2
{( 2m+llogq) (w 2m+1mg ) ( "y 2m! +llo q) (uf" 2m + gq) }
ologg

alle Exponenten mit Hillfe der Formeln (82) und (83) trans-
formiren, ohne dass ihre Form sich #nderte.

Mit Hillfe ganz derselben Formeln findet man analoge
Relationen zwischen den Functionen ¢, ; (v, w).

Bei

20, =040+ 0"+ 0", 2w, =w-+w+w+ ",

2 v" =0 + vl_ vll_ vlll’ 2 w‘, —w + wl___ w"_ w’ll’

n ’ " n ! ’ " mn
29, =0o—0 40 —0, 2w =mw—w4+w —w,
20‘”’:”—”’—”"-'_”/”’ 2w""=w_wl—wﬂ+w’";
sei ferner

"

M=, (0, 0) @y4 (0, %) pg4 (0", 0") ¢ps (V" w")
I) (,) ( ’l w’) (pS,Q (v"l, w",)

+ Ps,e (’7, w) Ps,e (”’1 w
M= Pa,3 (v7 w) Ps,3 (”’v w) Ps,s (”" w") Pa,3 (”"’» ",)

7"\ " "
y ")

+ Ps,e (v, w) P22 (0", ') Pa,2 (v, w") Pae (v

und M,, M,’ dieselben Functionen in v,, w,; v,’, w,"; v,”, 1,";
v,”, w,” wie M und M’ in den Argumenten v, w ohne untere
Indices; da man nun hat

o2 m=+aw (v 4 mlog p)®

emq’a.r("’r@: 2 e w2 9.{w+2mA, g},

m=—a0

4*
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(413)

2

- m=wo (v+ + logp)?
elogp Pa,r (o, 0)= Z

o Y {w+(2m-4-1) A, g);

so findet man durch genau dieselben Schliisse, derem wir ums

zur Ableitung der Gleichung (81) bedienten [und mit Hiilfe

dieser selben Gleichung], dass der Ausdruck M - M’ seinen

Werth nlcht andert wenn man in ihm fir die Argumente
II " "

v, w, v, W, v ) w'y 07y w der Reihe nach die Argumente

4
v,, w,, v“ w o, w", v,", w," setzt, d. h. man hat

M+M=M +M/ .

Setzen wir noch

M = Pos (0, %) Py s (v, @) @, 1,3 (0", w") P (”:"v w”)
+ P2 (v, w) P2 (', w') Py,2 ( ”7 w") P2 (v "1 w’”)y
M" = g, 5 (0, ) Po5 (V) ) Py (0", %) g5 (0", W)

+ @0, (v, W) Po,s (v @) (Poi(” w") @yq (0", "),

und bezeichnen d|e gleichen Functionen der Argumente v,, w,
o/, w/', 0" w" 0", w'" wmit M\", M,", so wird:

] 1. M + Mr — Mi + M, , 2. M'— M" — M "__ Ml"”
13 M—M =M"+4+M", 4. M"+ M"’_.M — M/,
Die Glelchung (84,2) leitet sich aus (84 1) ab, wenn man
. ir ., I
hier v+?, 50 +?,
setzt; und aus diesen beiden Gleichungen findet man die zwei

anderen (84,3) und (84, 4) durch Substitution von ¢" 4 ¢w
fiir ",

(84)

”’+—2f fir o, o', o", o"

3.

Die vier Formeln (84) konnen in die folgende Form ge-
bracht werden

2M, =M+ M 4 M+ M”
]2M" =M+MI_M"__M”I
2M|II :M—M’-l"M”"—M,"
2Ml"’=M—‘M,—'M”+M'"

(85)

’
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[414] und wie ich es schon fiir die analogen zwischen den
Functionen 4 (v) gefundenen Relationen gemacht habe, stelle
ich noch jedes System von vier Formeln der Form (85) durch
die eine einzige Gleichung dar

(86) M? + M2 + M + Mmi= M.i + M‘l! + M4"’ + M‘lng,

indem ich immer die vier Terme jedes Gliedes so ordnme, dass
man unter Beibehaltung dieser Reihenfolge ohne Zweideutigkeit
der Vorzeichen zu den Gleichungen (85) zurtickkehren kann.

Lasst man in den Gleichungen (85) die Argnmente v, w,
o', w, v", W', v", w” sich um die Hilften der vier conjugirten
Periodenindices #ndern, so entsteht eine grosse Anzahl von
Systemen zu je vier Formeln derselben Art (85), deren jedes
ich durch nur eine Gleichung der Form (86) reprisentire und
dabei die Glieder dieser Gleichung ebenso ordme. Um aber
den Text nicht mit zu grossem Formelapparate zu belasten,
habe ich dieselben in eine Tabelle verwiesen.

Bei M, (") ein beliebiger der vier Ausdriicke M,, M,’, M,",
M,” und M() ein beliebiger unter M, M’, M", M", so ist die
Formeltabelle so construirt, dass sie M(") und M,(") in der
symbolischen Form

MDD =a®m - 3@m' . cOm” . d@)
+a®n bMx .cMy” . dgMp"

Ma(r) = “A(i)ma : bl(")m" : c‘(’)m,” : da(r)mam
+ al(r)ni . bl(r) n,' - c‘(r) ”i" ' da(r)”qm

(87)

iebt.
¢ Die durch Punkte getrennten Buchstabenpaare stellen die
Indices » und s der Functionen ¢,  dar, aus denen sich die
Ausdrticke M(") und M, (") zusammensetzen, und diese Paare
sind so geordnet, dass die symbolischen Formeln (87) an Stelle
der folgenden stehen:

1= Pa) m (v’ w) © Qo) m (v’, w’) * Pelr) mn (v", w")- Palr) mm (v"', w”
:}_—_ (pa(r)’” (Q), w) . (pb(r)’ n (v" wr) . (pc(r), n" (v”’ w[’) . (Pd (r), n" (v"”

" "= Par), m (241%0,) - @u)mn (0],20]) - e, ), (01 CAR q’d'(r);"‘""(

"

n

/
w,

+ Qo) (04, 9,) © P w (v} 0)) Pe () (0], ) - P, wm CAA

[415] Jede Seite der Tabelle enthilt zwei Colonnen von
Ausdriicken der Form (87). Die Zeilen der ersten Colonne
gehdren zu je vier zu derselben Gleichung der Form (86), da
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die Indices r, s der acht Functionen ¢, ;, ans denen sich die
Grosse M (") zusammensetzt, dieselben sind, wie die der acht
Functionen, durch welche die Grosse M,(") ausgedriickt ist.
Deshalb finden sich zur Seite jedes Systemes von vier Linien
dieser Colonne die Zeichen M und M,, M’ und M’,, M" und M",,
M” und M',. In der zweiten Colonne dagegen enthilt jedes
System von acht Linien die symbolischen Werthe (87) der
acht zu zwei Formeln der Form (86) gehtrenden Grdssen
M("), M‘("), welche auseinander hervorgehen, indem man die
Argumente v,, w,; o', w',; v",, w’”; v, w, mit den
Argumenten v, w; o', w'; v", w'; v", w” vertauscht. Ich
konnte also zur Seite jedes Systemes von acht Linien der
zweiten Colonne die Zeichen setzen: M oder M,; M’ oder M',;
M” oder M,"; M” oder M,”; M, oder M; M’, oder M
M,” oder M"; M,"” oder M'”; die ersten Zeichen eines jeden
Paares {M (") oder M,(")} und {M,(") oder M(")} gehdren m
der ersten, die letzten Zeichen zu der anderen von den zwei
Formeln der Form (86), welche in diesem System von acht
Linien enthalten sind.

Zwei aufeinanderfolgende Systeme von vier Liniem der
ersten Colonne und das danebenstehende System von acht
Linien der zweiten Colonne sind unter dieselbe Nummer 5
gesetzt und unterschieden durch die zur Seite der Zahl
geschriebenen Buchstaben a, b, ¢, d. Ich habe die Formeln so
numerirt, weil die vier Formeln der Form (86), die durch dieselbe
Nummer (n) bezeichnet sind, die Eigenschaft haben, dass, wenn
man fir die erste der beiden Formeln, deren Elemente in der
ersten Colonne stehenm, hat

M) = A(M 4 B(), M, =AM 4 B,®),
und fiir die zweite
M) = — D), M, =, —D,",

[416) man dann fir die erste der in der zweiten Colonne ent-
haltenen Formeln

M@ = A() — B(®), M," = 04(f) +D,(M,
und fir die zweite
M™ =¢" 4 D), M," = A, —B,"),

Drei beliebige eines derartigen Systems von vier Formeln
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?)

w' —I——— w’"+— fir w, w', ", w" substituirt und wenn

entstehen aus der vierten, wenn man in ihr w - %t, w +

man dann in dxesen zwei Formeln ' 4 ¢ filr w"” setat.

4.

Aus den in der eben erliuterten Formeltabelle enthaltenen
Gleichungen zieht man leicht die Relationen, welche zwischen
den sechzehn Functionen ¢,. ; (v, w) mit denselben Argumenten
v, w und denselben Moduln P, 9, A bestehen,

Betrachten wir zundchst diejenigen, welche man zwischen
den Functionen @, (0,0) erhilt, die ich einfach mit ¢,,, be-
zeichnen will. Es sind an Zahl zehn denn man hat ¢,., = 0,
@,,r =0, wenn r einer der drei Indxces 0, 2,3 1st

Setst man die Argumente v, w, v, w/, 0" , o', o, w"
gleich Null, so verschwinden dle Argumente v,, w, ete.
ebenfalls und die in der Tabelle unter 1, 2, ...., 16
enthaltenen Formeln geben in dxesem Falle die folgenden
Glexchnngen :

Plss— Plop = Py + Plya = @40 + Plass
(89) ‘P:a.a — @ = @l Pty = @ty + @45,
P ss— ‘P‘:,: = (p‘a,o + (P‘o,z = (P‘o,s + (p‘e,o’

P50 Plys = Plao Plas T Phoo Plos
P50 Pl = ‘P’a,o Phae + Plop ‘P’o,w
(P’s, ‘P‘a, = ‘P’:, 'p's,a + ‘P’o,e ‘/”o,a)
P*s fp = fp 03 P53+ Pl Plao
. ‘p‘o,a @* a, = ¢% )2 (P’a,a + ¢’l,l (P’a,o,
. (pio,o ¢ 32— = ¢* 0,2 qﬁs,o + q"n,{ (P,%,M

L@, 9% = (P'o,; Pso + Pl Plaey

2. (P’o,o 90’:,: = (P'o,z ‘pga,o + (pll,l ‘P’a,a)

3. @y 9= Pas P + ‘P’A,a P09
(417] 4. ‘P’o,s (/’,a,a = ‘P’o,i ‘p’n,s + ‘P’o,o ‘P‘a,o’

5. @ Py = P Plaat+ P P*a09
(90) 6. @ Phys = P'ys P50+ Pho Ph0o

1.

8.

©

o p—
Ll
.

—
N
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13. ‘P’a,o Phas = P P'ss + P Ploes
(90) 14. (P‘s,o Plyy = @'y Py + ¢‘l,| P,3»
15. @, ‘P's,: = @%,0 ¢0s + P q”.s,a-

Das sind die algebraischen Relationen, welche zwischen
den zehn Functionen ¢, ; bestehen, und es sind die einzig
mdoglichen, wenigstens wenn die Moduln p, ¢, A von einander
unabhingig sind; denn bringt man drei beliebige der Glei-
chungen (90) in die Form 1— A* + &, 1 =242,
1 = u* + u?,, so konnen die Verhiltnisse der zehn Grdssen
@y, s algebraisch durch %, 2%, y. ausgedrtickt werden; wund
substituirt man ihre Ausdriicke in die anderen Gleichungen
(90) und (89), so sind diese identisch erfiillt.

Ich wihle als solche drei Gleichungen die Formeln (90, 7),
(90, 8), (90, 9) und setze

‘P M‘P L) )_g_q’ 2.0 ‘P 2.2 #s__:q"s«o Pes
(91) (Pu‘Ps, ‘P:,oq’ 3,8 ’ P30 P s '
q’o!‘poa ‘po.oq’o,z ‘po.o‘Po.:

kB, = B = y U=
‘PM‘PS, ‘Paoq’n ‘Pao‘Pn

Aus den Gleichungen
L=R 4R, 1=, 1=,

folgt, dass die Grdssen A%, A%, u*; %%,, A%, u?, alle kleiner
als die Einheit sind, da sie positive Gréssen sind. Man er-
kennt ohne Mithe, dass

B—A*>0, 2—u*>0, oder £*>1*> ut,
folglich
ut, — A, >0, A4 —F >0, oder ut, > A >

[418] denn man hat mit Hitlfe der Glelchungen (90, 4), (90, 3)
und (90, 14)

I — (Pufpaofpn_(Pao‘I’a.: ‘qu’mq’o»t>0

¢ 3,8 @ a,o‘P 3,3 ¢! s,a‘p a,o‘P 3,3
Pt = ‘P:o‘?m‘?sa—q’mq’n ‘on‘pmq’oo>

(Ps,. "’n(Paa ‘Pa,o¢as¢aa
B = (/’ 3.3 T_a_o(_P_z.e ‘P so(P.‘ga ‘P 213 @' a9 ATLATENYY

P33 (Pu‘/’a, ‘Ps,sq’u(l’a,
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Ich werde mich hier der Modularbezeichnung Rickelot's
bedienen, welcher auch schon die Zeichen

/c"=1—k’, l’l=l—l’, [,L’i=1—“’,
entlehnt sind; ich setze »
Wy=R8—2, p=~8—p, ph=»1—p.

Danach hat man ausser den Gleichungen (91) die fol-
genden:

ay =(P'm P’oa P

YN S ¢
— P14 P 00 P 20

¢ ¥ 3 1
‘P’a,o P50 ‘P,s,a ' 3 P 3,0 P9 3,3 ’
2 2 2
2 __ P 14P o3P as
Hk P50 ‘P’a,i ‘P’a,a,
p Poo B py 5. Do _Fiputuy
P 3,3 Aut ‘P‘a,s Aoy’
2 Ploa _ A 1A% 6 ) —_ £yt
P33 AButy ) ‘p‘s,a A
o, B . L
(92) ) 3. ;;:: = 3',4 , 7. g::: = pv‘ly'
4 P54 — K B A 8. P30 — R, ut
' P38 Aty ' (P‘s,s A 'va wr’
o Py '=:M'”'2| 2,
) q"s,s ARty ’

Substituirt man diese Ausdriicke in die Formeln (89), so
erhdlt man Gleichungen zwischen den drei Grdssen X% A% u?
die man ohne Rechnung als identisch erkennt mit Hillfe der
bekannten identischen Formeln:

_ 1—bz,-1—bz, + 1—bz, - 1—b,z,
b—b, - b—by-b—b;, " b,—b,-b,—by-b,—b
1—bz, -1 —b,2, + 1—bdz, - 1 —byz,
by—by-by—0b-by—b, ' by—b-b—b, -by—b,’
1—bz, - 1—bx, 1—b,2z, - 1—b,2,
55, 5—s, T T

1—b,z, - 1— b,z
4+ bb, —Ta1 T Te%e
Yoby—b-b,—b,

0

l=b,b,
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[419] [deren letzte aus der ersten fiir 5, = 0 entsteht], indem
man hier fir b, b,, b,, d,, #,, z, in passender Auswahl 0, 1,
2, A%, u?, oo setzt.

Die Gleichungen (90) werden, da man sie in die Form

1 =a*+a*,

bringen kann, durch Substitution der Ausdricke (92) mnoch
leichter verificirt. Von den fiinfzehn Systemen der zwei Grossen
a® und a%,, die man so in A%, A*, u® ausgedrtickt erhilt, sind
zwilf gleich den zwdif Moduln und ibhren Complementen, zu
denen Rtchelot durch Transformation des ultra-elliptischen
Integrals mit Hiilfe einer rationalen Substitution ersten Grades
gelangte.

Die drei unter dieser Zahl von zwdlf complementiren
Modularsystemen nicht enthaltenen Systeme sind die, welche
aus den Gleichungen (90, 2), 90, 10), (90, 13) hervorgehen,
némlich:

(PM‘PM pE, q’m‘paa “

und
(poo(pz,i s“’lk’ (Po,oq’:s ‘“"4]‘”
‘P 0.2 ‘7’ 33 __ 'vl und ‘P i ‘P 2.0 __ !"l
‘Poa‘Ps, uhy ‘Poa‘Pa,a .“”
(on‘Ps: A and ‘Pu‘Pu A%
P50 PPays TR P50 Plays B

Indessen kann man auf dieselbe Weise auch zu diesen gelangen,
wenn man sich nur nicht, wie es Richkelot thut, auf solche
Substitutionen allein beschrinkt, welche zur canonischen Form
des Integrales zuriickfithren.

5.

Setzt man in der Tabelle
?VV=0"=0, wW=w"=0, V=0, w=uw,
so folgt auch
v,"=v,"=0, w=w'""=0, v,/ =v,=v, v =w, =w,

[420] man erhilt also durch diese Substitution algebraische
Gleichungen zwischen den sechzehn Functionen ¢, ; (v, w)
mit demselben Argumentenpaar », w. Diese Relationen sind
homogen in Bezug anf die Functionen ¢, , (v, w), geben also



Ueber die ultra-elliptischen Functionen zweier Variabler. 59

Beziehungen zwischen den Quotienten irgend einer der Func-
tionen und den flnfzehn andern, und diese Beziehungen sind
so geartet, dass man durch irgend zwei der Quotienten die
dreizehn anderen algebraisch ausdrticken kann. Indessen ist
die Art, auf welche diese von den zwei als unabhiingig ge-
wihlten abhiingen, nicht ftir alle dreizehn dieselbe. Es giebt
immer drei, deren Quadrate mit den Quadraten jemer zwei
Quotienten, die wir als unabhéingige Variable betrachten, durch
drei lineare Gleichungen verbunden sind, wihrend das Quadrat .
jedes der zehn andern von jenen durch eine quadratische
Gleichung abhiingt, deren Coefficienten lineare Functionen sind.
Ich habe die Quotienten

P10 (0, ) und P30 (0, )
2 "
P 0,0 (v, w) P 0,0 (v, w)
gewihlt, um die dreizehn andern auszudriicken.
Die Formeln (6d), (165) oder (16c¢) und (124) oder
(12¢) der Tabelle — die letzteren unter Umkehrung der Ord-
nung der Indices 7, s der Functionen ¢, ; — geben
1=_(p’a.o P10 (v, 0) (P 0,0 ‘P 20 (0,0 )+ Pria P (0,0)
‘P’z,o (I"o,o (0,) * @* 3,0 ¢! 0,0 (9 w) (P‘s,o ‘I"o,o (v,20)’
94) {1=— P55 Pi0 (0, %) (p 0,3 ‘P %q0 (0,%) (P__‘a,_i_ P*s.0 (0,0)
‘ P'as P (v,0) * @5 @ 0,0 (0 w) (P‘s,a %0 (0, w)’
l=_(P,a.! P00 | Pl Pao(0,0) | Py PPs(0,)
¢’i,l ‘p20,0 (v, w) ‘st,s ‘P,o,o (v, ) (P’i,! ‘p’o,o(”v w)’
oder durch Bubstitution der Ausdriicke (92) des vorigen
Paragraphen
E @'o(ow) | Ehp @, (0,0) | Appy @5 (0,0)
z'l“P 00 (®0) * Edp @y, (v,0) kdp @, (0, 0)
A @, 0) | Apy, ((/’!o(vy ) [").lkfpa;s(v w)
‘uk(p oo(”v w) ' Auk o 0,0 (0, ) Aypk ‘P 0,0 (v,%)’
1=— B Povw) | pkd @ (o,w) | iy 5.5 (v, ) .
kA P 0,0 (0,) * p kA (P,o,o (o,w) @, kA P00 (0, 0)
[421] Statt nun drei der fiinfin diesen Gleichungen enthaltenen

Quotienten Pr.s (0 0) durch die beiden anderen auszudriicken,

(95) {1

0 ;
betrachte ich nsie aile filnf als algebraische Functionen derselben



60 Georg Rosenhain.

Variablen 2, und z,, weil dadurch die Symmetrie der Formeln
besser gewahrt bleibt. Durch Vergleichung der Form der
Gleichungen (95) mit der identischen Gleichung

. 1—bz, -1—bz, 1—b,z, - 1—b,z,

(06) 1=bb 73 53, th 5 55—
1—byz, - 1 —b,z,

T8 55—,

sieht man, dass jedem der filnf betrachteten Quotienten die

Form B.1—bz, - 1—bz, gegeben werden kann, wobei die

Constanten B und 4 so zu bestimmen sind, dass die Gleichungen

(95) die Form der identischen Glenchung (96) annehmen.
Setzen wir also

:;:-:—M_B —bz, -1 —buz,,
‘;’)iz:zgz,:’;=3l.1_b‘a:l-1—b,x,,
%: l—cz, -1—cuxz,,
A% L-1—1z -1—Iz,,
T

8o erhalten wir zwischen den Constanten B, B,, C, L, M,
b,b,,c,1,m,k, A, u die folgenden Gleichungen:

b c _kB be kl’”'B
b—b,- b—c  Ap' by—b-by—c  kdu
b5, }'k."‘kc
c—b.c—b,  kApu
b __AB bl Ak B,,
b—b8,-6—1  uk b —b-b,—1 Auk
bb, .“).)'kL
I—b-1—b, ~ Auk
bm  uB bm ykl B,,
b—b, b—m kA’ b—b-b,—m kA
bbc My

m—b.-m—b,~ u, ki
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[4R2] aus denen man zieht

My B2 L W
b ¢ I’ b, ! m’
Me B2, BE oy Rl ek
b, c "’ b, l m

Von den . Constanten b, b,, ¢, /, m kionnen also irgend
zwei beliebig gewihlt werden und ich setze zur Vereinfachung
der Formeln =00, ,=1. Man findet sodann

Edu
= f=—k —_——
B——O, Bb 55 Alﬂ’ B| ki}'.y‘,
Au
c=k’ l=l m= 2 —
’ i ky Ay
= Bk 7
Il B i
folglich
@0 ’w)
1. 50— = fAu-z, -2
@ o,o(vr we 2
P40 (0, %) - kEdu I
. ‘p,oo(” w)— kA u, 1 —az,-1 Ty,
‘p,au(”vw) Au
97) )3 Psa\B%W AR 1% .1 — Bz
1) P*,0 (0, ) oy 1 29
g .
4. (p,.‘wg(’l), ‘w) .UL 1 — l’-’l{, B l!x“

. = 1l — iz, 1 — puix,.
PPoo(030) w1y ! !

Damit die Ausdriicke in z, und z, aller fiinfzehn Quo-
Prs (0, )

P20 (0, %)
zu den finf vorhergehenden die zehn andern hinzu, welche,
wie oben bereits bemerkt, weniger einfache Functionen von
z, und z, als jeme sind; ich werde sie erst dann beweisen.

tienten an derselben Stelle vereinigt sind, fiige ich



(97)

=

=\

9.

10,

it

12,

13.
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z,z,-1—z,-1—x,

””ta ‘0, 10) _
s =
¥ o,t(”, w)

Praa() _
‘I".,‘. (”, w,

Prus(0:20)
%00 (D)) -

’/_':9:! {zy}ﬂ —
P00, 0)

¢ (o, w) _
’I}’“"’ !v7 w)

__k_‘ )'l u, (zg_x._’—_
V(z, kip) o 7T

Aol z,-1—1r,

<+

Au- 1—},’9:. . l——-l’z’ -1—ulr,-1-

_»%A_#. Ay ug I’___L
1- V(x‘ kl”) + 4 Tg ‘iu
l—l’z‘ ’ l—y'x‘ - l—l’:’- 1—1

l,lk- I—Mixi . I—F'I’ R l—l-’xi n

H|k‘ [.tl)-k(z’___z. ]
{ VEFIW . ViEi
iz, 1—kz, 1 —u'z, - 1—
—'kl 11—z, - 1— Az, - l—).'-'fl jl
Rl iz —a
| Vi ki) Viz, Ry
(l_k‘xd ‘ 1—l’x| - l—k'z,' 1—.
kl—z l—z, 1 —kz, -1—
_._}"_"4 Aty (74 —z)
V(:_t‘kl#) ) ‘_+—‘M
l—z, . l—lc’z‘ el e "y

f.p_'_'_-!“’_’"l)_ Al—z 1l —zg 1 — A2z, -1 —
p*o,0(0, %) o u kg by (2g—z,)2
Vig khpy) .  Vig kig
l—z, - 1—A2, " 1—zy - 1—/
(p'ha(vyw)_ pul—z, 1—z,-1—pz, - 1—
‘p’o,o(”) w) - L -{c,_l, up My (g —z,)t
Vi kiy) . Vi kiy)
l—z, - 1l—ptz, " 1—2z,-1—
Pyu(0,0) bz z, 1 —FKz, -1 —kta
Poo(vrw) ky Ay (g —,)*

Vie kipl . Vi kiy

z, | — Kz, — a1 — &
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14' ‘P“l-l (07 w) —

Aozyzg 1 — Az -1 — A2,

?00 (v, )

(97) 4 15. ‘p !S(D w)

‘p 0,0 (vy

wo wie frither

Ay By (2y—2,)®

VW Vm s'
1 — Az, T oz, -1 —Ag,)’
y-zx l—yz 1——y’z,
gty (2, —2,) .
Viz, kdu) o+ Vie kdw)
z, 1l —pulz, T oz, 1 —pulz,)’

(kAip) =2z -\ —z - 1—F2z - 1—Az .1 —puz.

Die erste dieser Formeln ist die Wurzel der quadratischen
Gleichung, die aus den folgenden beiden

) Ps,s Ps,2 Ps (v, w) P30 (v, w) —

) {q”a,«‘p‘o,a (v,0) =

(p,o,oq’il,o (”7 w) -

(pia(/’nq’io(”r (Pu(”; w)
— @o,3 Po,2 Poo (v, w) @, (v, w) =0,

P5,00%3,0 (0, 0) + %y 05 4 (0, ),

PP PPa (0, 0) = (/’ge ﬂ(p,l o(v,0) + 9"\ o(/’go o(0,0)—p?, o‘p!n,o (v, w),

durch Elimination von ¢, , (v, w)

y Do (v, w) entsteht. Diese

Gleichungen leiten sich ab aus den Formeln, die unter Num-

mer (25a), (5d) und (2d) der Tabelle stehen.

Mittels der

Gleichungen (97) erbdilt man so

[424] 0_5 safo)

oder
2P=B, +B,
Zy-1—zy 1—kz?, -

P‘p:,o(v1 )+Q,

(poo ”yw)
(pao(”w) (Ba,o”'w
q’oo”’w) fpoo”;w) Baf»

1-Az, - 1—ptz, + 2, - 12, 1-K2, - 1—A22,- —u’x,

—2
Q=B,B,

koA p, (z5—2,)

Zy1—2, 1 K22 1Az, A —piz, — 2, 1—2, - 1K, 1A%z, 1y, )?

]‘A 2’4 “ (xtf—za)i ; !

woraus fir B, und B, die im zweiten Gliede der Gleichung

(97, 6) enthaltenen Werthe folgen.

Man kann auch die
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Coefficienten P und Q unmittelbar durch die symmetrischen
Functionen von 2, und z, ausdriicken, welche die zweiten
Glieder der filnf ersten Gleichungen (97) bilden, aber sie
nehmen eine complicirtere Form an; aus dem Grunde zog ich
die vorstehenden Formeln vor, welche besser die Natur dieser
Ausdriicke sehen lassen, obwohl der Zihler und Nenner von Q
einen gemeinsamen Factor haben.

Nachdem wir die Gleichung (97, 6) gefunden haben, ent-
stehen die andern mit Hilfe der folgenden Gleichungen:

(100) 3

1.

‘P’a,i ‘P'oﬁ (0, w) — @, Ps0 (v, w)
= ‘P!o,o P (v, w) — @*5 0 P4 (0, )
= ¢, Ps.q (0, W) — (/"e,: ‘p‘a,: (0, w),

. q)il,l (P‘o,z (2, w) — (piu,s q”a,o (v, w)

= ¢%, (P’A,o (v, w) — P55 P44 (v, %)
= @, ¢, (v, w) — P20 P33 (0,),

. ‘I)!m (P’o,s (v, ) — ‘P'i,z (p,s,o (v, w)

= %0 P10 (0, W) — P50 Paye (v, )
= @5 P, (0, W) — Py, ¢’a,a (v, w),

. ‘P’m @* 4 (0, 0) + @y (P’a,o (v, w)

= (P,e,o (P,s,o (v, w) + q’io,o ‘P’o,o (v, %)
= (Pia,x (P‘a,a (v, w) — ¢’:,! ‘P’s,a (v, w),

. (P%a,l P*e (v, w) + PPys (P'n,o (v, w)

(Pesq’eo(”v )+(Poa‘poo(”7w)
= @0 P35 (0, W) — ‘Pn‘l’a, (v, w),

. (P,l,l (/’,1,3 (o, )+(Pas(/’ao(”

=¢* «n(l)eo (v, )+‘/’oe(l)oo(0y'w)
=@ a,o(P 3,2 (0, w) — @ a,a(/’ 3,1 (v, w),

. ‘/’34,1 (/’!!,4 (0, w) 4 (Peo,o ‘pgs,o (v, )

= (P’e,o P (05 w) + ‘I"a,o ‘P’o,o (v, w)
= ¢* 03 P :a(”” )_(/’ 0,2 ‘p,s,i (v, w),
PP PP (0 )+(Poa(l’3o("’) w)
=¢* 2,3 o 1,0 (v, w) + @* 3,3 (/”o,o (v, %)
= (I”o,o 3,5 (0, 0) — ‘pzo,z ‘(p’a,i (v, ),

. (/’20.4 (/’Qm (v, w) + ‘P’o,e (P!s,o (v, w)

= (P%e,i (I’24,o (v, w) 4 (Paa,s ¢io,o (v, w)
= (/’,o,o ‘/’!s,e (v, w) — '/’io,s ‘P‘:,q (v, w).
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[425] Diese Formeln resultiren aus denjenigen, welche die
Tabelle unter den Nummern 5, 7, 11, 1, 2, 3, 4, 6, 8 ent-
h#lt. Bie sind so ausgewihlt, dass sie die Ausdriicke der noch

‘Pm% ! ; durch die sechs andern
00 7
geben, deren Ausdriicke in 2, und z, wir bereits gefunden haben.
Die andern diesen #hnlichen Relationen folgen aus den
sechzehn ersten Nummern der Tabelle ohne die mindeste
Rechnung. Man erhiilt achtundvierzig in der Form der Doppel-
gleichungen *) (100), welche selbst- in ihnen enthalten sind.
Dagegen giebt es hundertundzwanzig Gleichungen von der
Form (98). Um sie alle zu erhalten, muss man in der Tabelle
setzen v = 0", w=w", v'=10"= 0 w' = w”", woraus folgt
v, =0," =0, w,=w, '—-w,v =9,"=w, —'wl "=0. Alle
dlese Glelchungen swischen den Functionen Py, s (v, w) des-
selben Argumentenpaares v, w haben zwei Dimensionen; aber
es giebt noch andere mit v1er Dlmensmnen Man erhiilt sie aus
der Formeltabelle durch o =v'=1v"=1v", w=w'=w"'=w".
Vier von diesen entstehen aus Nummer | l) der Tabelle und
diese sind aus den vierten Potenzen der acht Functionen ¢, ; (v, w)
zusammengesetzt Die Glieder einiger sind die Producte von
zwei Quadraten @* 'r,s (v, w) und diese bestehen zwischen allen
sechzehn; und einige andere selbst unter acht Functionen
@r,s (v, w). Endlich giebt es zwanzig, die auch alle sechzehn
Functionen '@y ¢ (v, w) enthalten, die aber in jedem ihrer vier
Glieder vier verachiedene Factoren @y, s (v, w) haben.

unbekannten neun Quotienten

Unvorhergesehene Zufiille haben mich verhindert, diese
Abhandlung rechtzeitig zu vollenden. Jetzt ist der fir die
Concurrenz festgesetzte Termin so nahe, dass ich kaum Zeit
habe kurz zu zeigen, dass die soeben fiir 2, und 2, und v und w
gefundenen Ausdriicke in der That den Gleichungen

(426] _("A+Ba)dz N “(A+Bz)dz
. }/(zkly) Ja V(z_l‘:_}:;lj

(T(ABRdr | [(AB)d
w—ﬁl V(zkAiy) +fa= Vizgkin) '

* Diese bestehen zwischen vier Functlonen, wahrend die
andern sechs enthalten. .

Ostwald's Klassiker. 65. 5

(101)
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gentigen und dass diese Liésung der Gleichungen (101) fur die
Unbekannten 2, und z, nicht nur einen Specialfall umfasst,
wie man auf Grund der offenbar besonderen Beziehung glauben
konnte, die zwischen den vier Paaren conjugirter Perioden-
indices der periodischen Functionen z, (v, w), z, (v, w) fest-
steht, sondern dass diese Beziehung unabh#ingig von den Werthen
der Moduln %, A, p statt hat. Wenn ich es trotzdem wage,
diese unvollendete Abhandlung dem Urtheil der Academie zu
unterbreiten, so ist dies durch die Meinung begrtindet, dass
sie, auch so wie sie ist, einiges Licht tber die vorgelegte
Frage verbreitet; tiberdies wird man, ebenso wie ich von den
Functionen zweier Variabler mit drei Perioden zu denen mit
vieren fortgeschritten bin, auch periodische Functionen von drei
und noch mehr Variablen finden kdnnen, welche die Umkeh-
rungen von ultra-elliptischen Integralen hdherer Ordnung sind.

Was die Vorzeichen der Quadratwurzeln der fiir die

2
funfzehn Quotienten w
Po,0° (0, ) .
driicke anlangt, so bin ich aus Mangel an Zeit gezwungen,
mich auf die Bemerkung zu beschrinken, dass diese Vorzeichen

gefundenen algebraischen Aus-

von denen der filnfzehn Quotienten%i%’%;; abhiingen werden.
0,0 \Yy

‘Um diese letzteren Vorzeichen zu entwickeln, gentigt es, den

Weg zu untersuchen, welchem die sechzehn Funectionen

@y, s (10', iof) folgen, wenn o' und «’ beide von 0 bisg

wachsen ; denn diesen sind, wie man gesehen hat, die Functionen
@y, s (v, w) mit reellen Argumenten proportional.

6.

Setzt man in der Tabelle
[427] v'=p, =10,
w=w, w=w,
folglich
o — L4 4
v, =040, o "=0—0, /=0, " =0,
’ ’
w,=w+w, w'=w—w, w =0, w=0,
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so erhiilt man Gleichungen zwischen den Functionen ¢,. s (v, w)
mit den vorstehenden Argumentenpaaren, in demen man un-
mittelbar sowohl die Additionsformeln als auch die Ausdriicke
/’rs(” w)
Po,0 (”7 w)

um dle es sich handelt, geben

der partiellen Differentialquotienten der Functionen

besitzt. Die Gleichungen,
als Summen

Pr,s (o + 7', w+w) Po,0 (o —12', w—w)
+ @00 (0 + o', w+w) Pr,s (p—7', w—w)

sechs verschiedene Ausdriicke und ebensoviel fiir die Differenz
ihrer beiden Glieder. Unter der Zahl dieser Formeln finden
swh auch die folgenden, bei denen ich v, = v v, w, = w+ ' )
o/ =0—, w'=w—w setzte:

1. %¢!,0¢3,0{¢I,O(vl,wl)‘po,o(vl'7wll)—¢0 o(”nwc)(pl o( "y, ’)}
= Ps,0 (v, w) Ps,0 (v, w) Po,0 (v, w') Pi,0 (v, ')
— Pau (v, w) @y, (0, w) @, , (v, w) Po, (v, w')
= @y 3 (v, W) Py 5 (v, w) Po,s (V' ) @y 5 (o, o'
— Paq (0, %) Py 4 (0, W) Pua (0

(
(
2'1}‘1’2,2(/’3,2{(/’10041 )‘Poo(vt ) — (Poo(vy )(pao(vl w0, )}
—"pio(viw)‘l’so(”7 )‘Poe§ w)‘pci(” w')
(
(

’

)
')

vrw)q’oz(vl w

.02) 4 _‘pa,a(”’ )(I’ss(v w)‘Po,A v, w)‘/’u(” w')
—‘Pu(vv )(Pu("’;w)‘l’oo v, w)(l’ao(” )

’

_‘P“ (”’w)(l)u(”) )(Poa v w)(Paa(v w)’
3. ’&'Ps,a(ps,s {(Pl,o ”nwl)%),o(vl y ¥, )_‘Po,o(”nwi)(pl o(0y0,")}

= Pq,0 (v, w) Ps,s (”; w) Po,0 v, w ) Py,s (o', w')
— Ps,e (v, w) Ps,q (v, ) @, (”’7 ‘pa y (0, w')
= Qa3 (v, w) P33 (0, ) o (v, @) P0 (v', w)
— Psy (0, w) P, (v, W) @y,q (v, ') Pire (o', w') .
L. %(/’e,ofpo,o {(pi,o(”uwl)q’o,o(va”wa')'—¢o,o(” y W,y )902 0(04 W, )}
=(Paa(”7 )q)a,a(vrw)‘ps,a(”7w)(p|a(” w')
103) — P32 (0, w) P40 (0 w) Ps,2 (v, ') Pae (o', w')
= 3,4 (9, W) @, , (v W) Ps,0 (v', w') Pu,0 (v, w')
— g, (v, ) Pr (v, w) g, (0", @) @, , (V', W),

%
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2. %‘/’2,2’/’0,! {'P:,o(”an)(l’o,o (v,,0,") —‘po,o(”u wl)¢i,0(vl'iwl,)}
== Py, (0, W) P, 4 (v, W) @y, (v, W) P, (o,
— P34 (0, w) Py (v, w) Ps,s (v, w') Py s (o, )
= Py,4 (0, W) P, 4 (v, 0) @y 4 (v, 0) @, o (v, %)
— @45 (0, w) Py, (v, w) Ps,a (v', ') P (o, o'
3. P3P0, {‘pz o\¥y wl)(Po o(0y0,") — Po,0 (0,,%0,)Pa e (0,2}
= @33 (v, W) P, 5 (v, W) Ps,0 (0, w') Pi,0 (o)
— s, (v w) Pun (0, w) Ps,3 (v', w') Py (v, v)
= P3,0 (0, w) Py0 (v, ) Ps,s (v, ') Pu,s (0 2]
— P39 (v, w) Py,a (v, w) Ps (0, ©') P10 (o', v)
(428] Entwickelt man die Glieder dieser Gleichungen nach
steigenden Potenzen von »" und ' und vergleicht dann die

Coefficienten von »' und »', so erhilt man die partiellen
Differentialquotienten :

(103)

d(pa.o (v, w) d‘Pho (v, w)
Po.o (0, ) Po.0 (0, )
dv dw

ausgedriickt durch die Functionen g-’fl"—(m—z—;. Die neun Func-
)

tionen ¢, ¢ (v, w), welchen den Werthen 0, 2, 3 der Indices
r und s entsprechen, und die Function ¢p. (v, w) #ndern
ihren Werth nicht, wenn man zugleich — o fﬂr o und —w
ftir w setzt, sind ‘also gerade Functionen von » und w, ent
halten mithin nur Glieder gerader Dimensionen; daraus folgt,
dass ihre ersten Differentialquotienten fiir » = 0, 20 = 0 ver-
schwinden. Ich werde die totalen Differentiale durch den
Buchstaben ¢ und die partiellen durch d bezeichnen; gelegent-
lich werde ich mich indessen auch der Lagrange’schen Be-
zeichnung bedienen und setzen

df(”" w)=f"(v) do +f' (w) dw,
df(v,w)=df(v) dv +df(w) dw;

oder

iiberdies will ich die Werthe von £’ (v} und f* () fiir o0 —=1w=0
mit f (v), und £’ (w), bezeichnen.

Aus der Gleichheit des ersten und dritten Gliedes dor
Doppelgleichung (102, 1) und aus der zwischen den beiden
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ersten Gliedern der Gleichung (103, 1) erhiilt man auf solche
Weise die folgenden Formeln:

‘pm (v, w)
L. @y,0 Ps,0 @0 (0, 0) ﬂﬁéﬂ)

= @o,3 (P'q,a (v) Ps3,3 (v, ) Pa,3 (v, w)
— Po,s (P,a s (0)o P30 (v, w) Py,2 (0, 0) ,

104
(104) ‘pa o (0, w)
v, W
2. Py P30 P (0, %) —(PLH"QE,—,_)

= Po,3 (P,m (0)o P33 (0, W) Py 4 (v, W)
— Po,e (P'A,e (), (Pa,s (v, w) Pq,e (05 w),
(429) q Peo (o, w
v
L. @40 Poo @0 (v, w) ~—‘_(p°'31(, : )
= P33 ¢ 1,3 (®)o Ps,3 (v, w) Py,3 (v, w)
— Pse ‘P'm (0) Ps,3 (v, w) Pi,a (v, w),
d Pao (v, w)
2. Py Poo (I’,o,o (v, w) ____fpo(.;'iv, w)
= Ps,3 ‘I"a,a (10)o @33 (v, w) @, 5 (0, W)
— P32 @'y 0 (0)g Py 4 (v, w) Pys (0, w),
auf welche ich mich beschrinken werde.

(105) {

1.

Setzt man in diesen Gleichungen fiir die Funectionen
(prcs( w)

Po,0 (v, %)
geben sie die Ausdriicke der Differentialquotienten

dec Ty dV'zl Ty _d_]/l—.’l:, 1—z, ﬂ/l._—.fl_l_fx!
do '’ dw ! do - dw

durch symmetrische Functionen von z, und z,, folglich auch

diejenigen von dv und dw. Um zu beweisen, dass man hier-

durch wirklich erhiit:

die algebraischen Ausdriicke (97) in 2, und z,, so
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B+ Cz, B4 Cz,
106 b= Ve eV k)
W00 ) BHCn o B4Om
: ' w—e,l/(z‘kl‘u_) x‘+£,V(x’]sl‘u) o
wo B, C, B, C' Constante sind und & und & die Vor-
zeichen -+ oder — von V(z,2Au) und V(z,kiu) bedeuten,

betrachte ich die #hmlichen Gleichungen
1—Az,

PO et TS sl . SO
Y= e Via ki) Ot Y m kA O
(107) s o
1z, Wz
A u) GQV(‘ZQ k2 n’")

du' =—"7=—
“ & V(zi k2 ."‘)

Man wird nun haben
du = adv + bdw
du'=2a'dv+4 b'dw

[430] und wenn man mit f eine beliebige Functlon von v und w
LA LY

: L4 df
bezeichnet, so folgt: 10— %iu +a’ i’ dw

Die Gleichungen (107) geben
dz, 1—utz,-e,V(z, k) dz, 12 x, &, V(z, % lcly
du 0z, —z " du' T -z, —z
(108) ky” - Zq ¢ [ZNREN v
dz,  1—pz &V (2,khu) dz,  1—Az, - &) (x,l»ly\
o Yde w2, —z,

du uy x,—z,.
wo ich zur bequemeren Schreibweise der Formeln Punkte an
Stelle der Klammern gesetzt habe, die anzeigen, dass alle Glieder
vor dem Punkt mit allen nachfolgenden zm multipliciren sind.

Man hat folglich
Ve, z, Vi—plz, -1—p'z, Vo, z, V1—piz, - 1 —p'z,
du —______2 z,—2
(109) “a v
eV (@ klp) &V (e kin)
z,  1—ulr, 2y l—ptz,\)’
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aVz,z, __ Vi—Nz, - 1—W2, Va2, V1— Lz, - 1— N2,
de’ 2 1y z,—z,
€ V(zu k) fzz(fz_kl )
A=Az oz 1—Nz )’

dVi-z,-1-=2, ___Viuiz, 1-piz, Vi, 1-2, Vi-piz - 1—p's,

du 2uty z,— 2,
&V (z, kip) __& Viz,k2u)
l—z 1 —plz, 11—z, -1—pu'z,)’
dVi-z,- 1—z, _ Vi-Az, - 1-Az, Vi-z,-1-z, V1-2z,-1-A%z,
du 2 uty z,—,
AL _ &V 2y (R Ap) 2
l—z, 1—Az, 1—z,-1—A%,)"

Nun haben wir aber gefunden, dass, wenn man setat

iVkdp Va2, —£"°(v 10) l—a:.'l——a:,:c'(ﬁ?—"-’m)

(v,%)’ Po,0 (v,%0)’

man auch hat

V kA, Pss(2,%)
Vi—ulz, 1—utz, = 1332

Wy Uy e Ha= (poo( 0, )

V #k T T, = Paaley Pa(01%0)

Ay g A ! (Poo(”) w)

Vl Ve, z, Vl—-l’x' 1—A*z,

Vl’c :“).lk (z,—2,)

& V(z, kl.”). _ % Vie kA — Pa.a(0,0)
z o 1—Az, oz, 1—Az,) y,(v,0)
431) Vu Vaz, 2, Vi—piz, - 1— Wz,
VF‘A t iy (23— ,) :
eV(z khy)  &V(@kdu) | _ as(v,0)
a1 —utz, oz 1l—pitz) @y, (0,0)’
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VAVi—z, 1—z, V1—Az, - 1—2%z,
Vu by uy by (23 —2,)
: 8,V (z kip)

1—z, - 1—Az,

>

&V (z, khu)
1—z,- 1—2z,

(Pn(
T P (0,00

VuVi—z, - 1—a, Vi—piz, . l——y,’xgx
Vkl Ay (z,—2,)

: &V (z khy) e,V An) $ Pua(0,0)
l—z, - 1—plz, 1—z,-1—u'z, Po,0 (0,%)’

also aus den Gleichungen (109) folgt

Vm aVz, z, — Ha Ps,3(0,9) (l’u(”: w)

du 2 (Poo”w) Po,0 (0,%)

VTR dVz, z, — Ay 93 (0,%) Pya0

du' 2!‘). (I’oovw) ‘Poo(”

V khp dVi—z —z, e Pss(00) Py
koA u, du 2 pk Po,o(0%0) Poo(P

A Paa(0,90) Py (0,0,

(o) ¥V Zau, auw

Uy =

[

Pk

1k

V Edp dVi—z, -1—z, _

2 1y @, o(0,0) Po,0 (v,
Poo_Pos s

Pss Pao’

— Poo Pos :

P30 Pss’

— Pao ‘Po,o

‘P: s P, s’

= P10 Poo

P2 Poe

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Formeln (10

und (105), so sieht man, dass

d]/z Ty __ 244 Pss P (0)y 4V7, 7,
do Uy Ps,0 Po,0 du

+ 21y Pys @14 (0)o dV$4,x4
By Pa,0 Po,o do’ '

(111)




.
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: dVz, z, — 24y @i P’ 1 () dV@ Zy
dw (" Pa,0 Po,o du

+ 243 Pse Pia(W)e dV;,_ﬁ-
[0 Pa,0 Po,0 deo’

. (111)

)

idV 1—z,-1—2z, — 2y Pas P15 (0)s dVl_zl c1—=z,
do Ui Pe0 Po,o du
2 1) P3a®'iia(0), dVl—z, A=z,
(112) Ay Ps,0 Po,o do’ ’
t.dl/l—z( . l—:c,= 21y Pys@is(w0)y AV1—z, - 1—2,
dw e Pe0 Poyo du
2 1y P30 P10 () dVl——z‘ ‘l—z,
Ay Ps,0 Po,0 du’ ’

folglich auch
tdu = adv + bdw, (ad’ —ba") dv =1b'du—1bdu’,
tdu' =a'dv+b'dw, (ad —ba')dw=—1ia'du— tadv',
[482] wo
;z= 243 P33 Pris (0 = 9 Pss P13 (0)

M Ps,0 Po,o Pa,s Pos
b= 2 1) Pys @i (W) = 9 Pss @'y (0), ,
Uk Pa,0 Po,o Pa,s Poss
o = 20) P33 94 (0) — 9 Psa P 1a (0)
Ay P20 Po,o Pos Pas
Y= 2 u; 9134!_(P’1.s (), =9 (p_ﬂ'.‘_q)_ii_'}_(ii)ﬁ_
l’k 'P%,o Po,0 Do,z q’g,s
Setzt man also
dre——=%2_ g, B=0n g,
(113) eViz kAu) T &V(zkAy) Y
B'—C(C'z, B'—(C'z,

do= e V(e kdy) dz, + &V (zykdp) 42

so findet man
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b —b B A—bp
B=i 3 =t —ta
,__ . a—a' v__.aupt—a' A

'B_zab’—ba” C=1 ab—ba' '’

Aus der Tabelle erhilt man

’

b —b
(114) 5 P23 Pos Pose P2

= Qa5 Pos P32 P 1.2 (Ve — Pas Pos Pars P'as (00)y
= ®o,0 P11 Paro @5 (w)o)

und diese Gleichung besteht noch, wenn man ¢’ (v), fir
@' (w)y, a fir b, o’ fur b’ setzt. Es giebt zwanzig Formeln
von vorstehender Form, deren jede zwischen drei andern der
sechs Grdssen @'y, (w)y, @', (), besteht, und dieselben Glei-
chungen miissen auch durch die sechs constanten Grossen
@'ry )0y @' (v), erfullt werden. Unter der Zahl dieser
Formeln findet sich auch die folgende:

A% — F‘bfpa,o
(115) —2——(p

P02 Pos P32 Ps,s = Po,sP2.aPs,sP 1.2 (W)
)

— Pa,3P0,a P3P’ 1,3 ()
=P0,0PraPs0 P 2.4 (o

©Po.2P0,3 P32 P33 = P00 P11 P3.0P 2.1 (O)s -

Aa'—pla @y,

2 P,

[438] Bezeichnet man mit y (v, w), ¥ (v, w) irgend zwei

der sechs Functionen ¢, (v, w), welche filr v = 1w =10 ver-

schwinden, so kann man den Werth der Functionaldeter-
minante

2 (o) @' () — ¢’ (o) X' (0)
filr » == w = 0 rational ausdriicken durch die Werthe, welche
die zehn andern Functionen ¢, an der Nullstelle der beiden
Argumente annehmen. Mit Hillfe der in Capitel II (§ 8) ge-

fundenen Formeln bin ich zu diesen Ausdricken gelangt, von
denen einer ist

(116) ab'—ba' @4 Pas Pais Poss
4 P32 Pss

= ¢'13 (V) @12 (W)s

— s (0)o @15 (0),
= @11 Po.0o Paio Psjo-
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Von diesem kann man leicht zau den iibrigen vierzehn ge-
langen mit Htlfe der Gleichungen, welche zwxschen drei be-
liebigen der sechs constanten Grbssen Py (0)0y @'y (v), statt
haben; denn da die Grdssen ¢, , (w),, (p'“ (w), denselben
Gleichungen gentigen miissen, so erhilt man’ die Verhltnisse
der Werthe, welche die fiinfzehn Ausdriicke

%' (o) @' (w) — 1’ (20) ¥’ (v)
fir =0, w =0 annehmen.
Man hat also zufolge dieser Formeln

29B=—=94 b:_b = P54 (1), ’
ab’'—ba P30 P32 P
a—a . @[
2B =2i—o ¢  — ;P
ab’'—ba P30 Pas Pas
20=21¢ 'li—b‘ul’ — ;P20 P2 Pas P'a. (),
ab'—ba P30 P32 Pss Pso P Pss
— Z‘/E}I @'y (0, ,
P30 P32 Ps,3
20'=21 au,—a o = —; P10 P1sPes ___(/’_':-_L@o_
ab'—ba’ P30 P332 Pss P Pae Pss
=_¢V[17 @54 (v)s .
P30 Pse P33

In der Theorie de, elliptischen Functionen giebt es unter
den den Functionen ¢, ; (v, w) analogen vier Functionen
0 (v, g) eine einzige, die fiir » = 0 verschwindet, nimlich

3, (v, ¢); unter den Differentialquotienten -3, (v) ist dagegen
9, (v) der einzige, der fiir » = 0 nicht verschwindet; (434]
man kann aber ', (0) mittels der bekannten Gleichung
¥, (0) = 3 (0) 3, (0) I, (0) durch die drei Functionen -3, (0)
ausdriicken. In der Theorie der ultra-elliptischen Functionen
ist die analoge Eigenschaft der Functionen ¢, , (v, w) durch
die Gleichungen von der Form (1 16) dargestellt Die partlellen
Differentialquotienten ¢’y (v)y, @'y, (0)s, @'s, (v)o; P54 (0)y
konnen, fiir sich allein’ betrachtet, nicht auf die Werthe
@r,s (0,0) reducirt werden, wohl aber hat die aus ihnen zu-
sammengesetzte Functional- Determinante diese Eigenschaft
der - Function &', (v) bewahrt; dies ist der vollkommenen
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Analogie conform, welche zwischen den Differentialquotienten
der Function einer Variablen und den Functional- Deter-
minanten herrscht und die von Jacod: in den ausgezeichneten
Abhandlungen, die der berthmte Mathematiker fiber diesen
Gegenstand verdffentlicht hat, bewiesen ist.

Nimmt man in den vorstehenden Gleichungen % und «'
reell, so werden » und w imaginir von der Form ¢#, ¢#, und
man erkennt aus der quadratischen Gleichung, deren Wurgzeln
z, und z, sind, dass in diesem Falle die eine der Warzeln
zwischen 0 und 1, die andere zwischen F und s liegt und
mit Hillfe der Ausdriicke von z, und z, in ¢ und t' erhalt
man ohne Schwierigkeit die Gleichungen:

'”=Bf'd_x_cf'_ﬂ___

2 . Vizkiy) . V(xlcly)’
1

 dy 2 rdz

= BL ekt )i Vit
ke ke

0=B’f‘—L‘—z_—CflL_if

Vizkiu , Viekip)'

1
pl” % _ _ ? zdx
V zkly) %V(zkl‘u),

Wenn % und o' den Factor ¢ haben, 8o sind » und v
reell und man findet fiir die algebraischen Ausdriicke von
z,, z, Entwickelungen in » und w, die ganz verschieden von
denen des vorigen Falles sind.

[435] Indessen wird man den Gleichungen zwischen v, w
und den ultra-elliptischen Integralen die Form des vorigen
Falles geben konnen, wenn man mittels des Lehrsatzes II
im Capitel Il § 5 zu den complementiren Moduln w,, 4,, &,
tibergeht. Die Grenzen der transformirten Integrale liegem in
den Intervallen 0 und 1, 1 ;,, und ebenso wie im vor-
hergehenden Falle findet man die Gletchnngen zwischen den
tiber die ganzen Intervalle ausgedehnten bestimmten Integralen.
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Kehrt man dann zu den Moduln %, 4, u zurﬂck 80 nehmen
diese Gleichungen die Form an

zdz
tlogp = Bf V(zlcly) Cf_w Vizkiy)'

0
s i
- xkly _wV xlr,ly)

1

1
A—B W __dz _Cfu zdz ,
1 Vizkiy) 1 V(zkiy)
a2 3

1 1

{*® d=z W adz
'1 =B' ____—_.—‘—C' r——— %)
1t L Viekdw  Js Viekin)
Fo)

Eliminirt man aus diesen acht Gleichungen zwischen den
bestimmten Integralen die Constanten A, B, C, B, C', so
kommt:

_f _zdz_ (" ds " _dz " _zda
Vizkin) V(zkly) o VEAW) )| Viekiy)

l 1 1
H zdzx W dx +f7’ dx fﬁ zdzx
1 V(zkdy) %V(Zic'l‘,?) 1 Vizkip) 1 Vizkin)'
X2 2 2

[436] oder

8 0= f (z—y) dz dy (z—y) dz dy
V—(@kp) (ykiu) 1 V—— (@kAu) (ykin)

Dies aber ist die neue Beziehung zw1schen den bestimmten

Integra.len, deren ich schon Erwihnung gethan habe. Um zu be-

weisen, dass sie identisch ist, d. h. unabhiingig von den Werthen

k, A, u besteht, versuchte ich sie zuerst mit Hilfe des Abelschen

Theorems tber die Addition von Integralen algebraischer

Functionen abzuleiten, das ja nach einer Bemerkung Jacobs's

auf vielfache Integrale ausgedehnt werden kann; aber ich zog
daraus nur das negative Resultat, dass die Gleichung
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(e—y)dzdy

(e—y)dzdy (@, —y,) dz, dy,

* TV —(akiy)-(ykhu) T V=, kiy) (9, kAu)

kein algebraisches Integral besitzt, wenn die Variabeln z,y, 2,,y,
in den Intervallen, um die es sich handelt, genommen werden.
Ich griff danach zur Reihenentwickelung der zwei Doppel-
integrale und zwar nach Potenzen von A*— u?, wobei ich sie
alle beide derselben Reihe gleich fand. Aber die Vergleichung
.der beiden Entwickelungen und die Ableitung ihrer Restglieder
erfordern auch eine recht mithevolle Rechnung und es .ist hier
sehr schwierig, die allgemeinen Glieder in eine elegante Form
zu bringen. Gerade zm rechter Zeit finde ich daher einen
directen Beweis, der ohne die mindeste Rechnung allein durch
die Kraft der Ueberlegnngen zeigt, dass die Gleichung (116)
unabhiingig von den Werthen der Moduln %, A, u statt hat
Er grindet sich auf die Eigenschaften mehrdeutiger continuir-
licher Functionen und deshalb will ich zuvor einige Worte
tiber diese Functionen sagen.

Ich nenne eine Function von z mehrdeuntig, wenn deren
Definition mehrere Functionen zugleich umfasst. Sie wird also
im Allgemeinen fiir jeden Werth der Variabeln gerade so viel
Werthe haben, wie sie verschiedene Interpretationen zulisst,
und [437] genan so viel verschiedene continuirliche Werth-
systeme wird sie geben, wenn man das Argument z sich con-
tinuirlich #ndern lisst. Definirt man aber den Werth der
Function fiir z =a in eindeutiger Weise dadurch, dass man
ein bestimmtes System auswihlt, welchem man fiir z=a den
Werth der Function zu entnehmen hat, so giebt es dann keine
Ungewissheit mehr iiber die Werthe der Function, welche den
Werthen von z entsprechen, die wenig von a verschieden sind.
Denn nach dem Continuititsprincip muss einem continuirlichen
Wege der Variabeln immer eine continuirliche Aenderung der
Function entsprechen. Man kann demnach nicht ohne will-
kiirlich die Continuitit zu zerstéren von einem Werthsystem
der Function zu einem andern tibergehen, ausser wenn das
Argument z auf einem continuirlichen Wege zu einem Werthe b
gelangt, fir welchen zwei oder mehr dieser Systeme dieselben
Werthe ergeben. Ist ein solcher Werth 4 einmal erreicht,
8o beginnt dieselbe Unbestimmtheit wiederum und man wird
von neuem beliebig das System wihlen kdnnen, in welchem
man die Werthe der Function zu nehmen hat, die den wenig
von & verschiedenen Werthen des Argumentes z entsprechen.
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Indessen giebt es Fille, in demen man die wiederholte Rick-
kehr dieser Unbestimmtheit dadurch verhindern kann, dass
man die Definition der Function in engere Grenzen einschliesst,
welche die Auswahl unter den verschiedenen Systemen weniger
willktirlich machen.

Wenden wir diese Principien an auf das Integral

x
f -A—+—__B—x- dz
¥X

—m®
wo

X=a¢—z2-0qy—2 03— @, —2 a—2Z A —Z
und
g, <a,<a,a <a;,<a,.

Dies Integral hat gar keinen bestimmten Sinn, wenigstens nicht
bevor man [438] itber das Zeichen der Quadratwurzel filr
jedes durch @, und @,,,, eingeschlossene Intervall iiberein-
gekommen ist. Aber nach der Definition eines Integrales als
unendliche Summe kann man das vorgelegte Integral und all-
gemein das Integral einer doppeldeutigen Function auf zwei
verschiedene Weisen betrachten. Bei der einen betrachtet man

. . A + Bz A 4+ Bz
das Integral der beiden Functionen 4~ — —_ —
gr VX ? VX ?
A4B

x
————— begriffen
VX grizem

ohne Unterschied in demselben Zeichen

nur mit Rilcksicht auf Einhaltung des Continuit#itsprincipes,
indem man allein an den Grenzen eines Intervalles a,,, @, ., ,
das Zeichen der zu integrirenden Function wechselt. Unter
diesem Gesichtspunkte, welcher nichts der Integraldefinition
widerstreitendes hat, kann das vorgelegte Integral jeden mdog-
lichen reellen oder imaginiren Werth besitzen, denn man kann,
von a,, nach a, ., gelangt, ohne das Continuititsgesetz zu
verletzen, so oft man will zu a,, und von da wieder nach
@y 4, 2uriickkehren und das Zeichen der zu integrirenden
Function wechseln, so oft man zu einem dieser Werthe kommt,
wenn man nur zuletzt an der oberen Grenze z des vorge-
legten Integrales anhilt.

Auf diese Art hat Jacobd: in seinen Vorlesungen bewiesen,
dass die Grenze eines vorgelegten Integrales eine periodische
Function des Integrales selbst ist.
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seien ferner VX,, VX,, VX,, VX,, VX,, VX, VX, die
Werthe, welche ¥X annimmt, wenn man darin fiir z der
Reihe nach z,, z,, z,, z;, z,, 7, z, setzt; dann hat man
nach der gegebenen Definition:

VX, =  Va,—z,-a,—2, a,—%, a,— 7, @Q—2, - 4y—7=,
VX, = iV2—0, 0,—%, -6,—T, Gy—7Z, - Gy—7, - @g—Z,
VX, = — Vz,—a,-2,—a,-@—2y - a,—T, - Gy—2, - G4y—2,
1440

VX, = —tVz,—a, ,—a, Ty—a,-8,—T, - @Q—2T, - 4—7Z,

VX, = + Vz,—a,-2,—a, 7,—a;-2,—a, a,—7, - a,—2,

VX, = iVay—a,-z,—a, 2,—a; 7—a, 23—y - a—z,
VX = — Vxﬁ_al By Uy Ty Ay LAy T Ay Ty
folglich

f+w(A+Bx)dz_f (A+Bg,) , +f (A+Bz,

X = V—— Zo Zs

f (A+Bx in +f A—}—Bx{ dx +f A+Bx3d
“A+Bz, * A+Bz
‘—Ta‘d = ‘——Ld

Das erste Glied dieser Gleichung ist gleich Null, da die
Integrationsgrenzen zusammenfallen, wenn man z durch%

ersetzt; das zweite Glied hat die Form M -+ Nz, und setzt
man noch

fm(A+Bx6)d +f A+Bzo)d fa.(A+Bzﬁ)dx
. VX—(, 67

80 hat man
Ostwald's Klassiker. 65. . 6
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(A+Bx4) (A—}—Bar:1 A—}—Bz,‘,
0= Yz —— ———dxr,
j: VX, + . VX, dzy+

ag
(A+Bz,) (A-+Ba,) f (A+Bz,)
L VX, xe+£‘ VX, xa"‘: . VX, Ty

Jede dieser Gleichungen steht, wie man weiss, an Stelle
von zwei Gleichungen, da diese Summen unabhingig von den
Werthen von A und B verschwinden miissen. Setzt man hier

fir die sechs Grossen VX, ihre Werthe, so erhilt man diese
Gleichungen in der Form, welche Jacobt in seiner bertihmten
Abhandlung tiber die vierfach periodischen Functionen ge-
geben hat.

[441] Aus den vier unter den beiden letzten Gleichungen
enthaltenen zieht man unmittelbar

(z, —y,) dz, dy, +ff y5 )dz, dy5

VX, VY, VX, VY,

ff z—ya)dzid?/a +ff .’/_o)dz_sjya
oo ovys )R A,

__Jf —"y-t)dxsd.’h ff (16__y_|')dxﬁ_(iyl

VX, VY, oda  VE VY, ’

wo VY,, dieselbe Function von y,, ist, wie ¥X,, von z,.

Diese Summe M von zwei Doppelintegralen, die unter den
drei vorstehenden Formen dargestellt ist, ist immer gleich Null.

Um dies zu beweisen, bemerke ich zuvor, dass der Werth
von M nur von den Differenzen der sechs Grdssen a,, abhingt,
denn substituirt man v — b fiir z,,, w— & fir y,,, so erhilt
man dasselbe Resultat, wie wenn man a,, + b fir a,, setzt.
Ueberdies ist M auch eine symmetrische Function der sechs
Grossen a,,, denn sie #ndert sich nicht, wenn man irgend
zwei jemer Grossen mit einander vertauscht. Dies sieht man
ohne Mithe, indem man erstens beachtet, dass jeder der drei
fir M gegebenen Ausdriicke die Form des folgenden, der
dritte die des ersten annimmt, sobald man fiir jede Grosse an
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die folgende a,,,,, fir die sechste aber e, die erste a, setat;
dann bemerke man, dass M sich nicht #ndert, wenn man a,
der Reihe nach mit beliebigen drei der fiinf andern Grdssen a,,
vertauscht. Der Beweis dieser letzten Eigenschaft wird sehr
erleichtert, wenn man die Form M passend wihlt, an welcher
man die genannte Vertauschung vornehmen will; und da das
behandelie Integral verschwindet, wenn seine oberen und
unteren Grenzen zusammenfallen, so kann man sich ohne
Mthe tberzeugen, dass M in der That die zweite Eigenschaft
besitzt. Man braucht dazu nur [442] die verschiedenen Werthe
VX,, zu beachten, welche VX in den verschiedenen durch
a,, und @, ., begrenzten Intervallen besitzt, sowie auf die
Definition von Va,,— z Riicksicht zu nehmen.

M ist eine symmetrische Function der Grossen @, und
hingt gleichzeitig nur von den Differenzen dieser Grossen ab;
sie kann demnach allein von den Quadraten dieser Differenzen
abhiingen, wird sich folglich nicht #ndern, wenn man — a,,
fir jede der sechs Grdssen a,, setzt. Substituirt man mithin
—z und —y fiir z und %, so erhilt man dasselbe Resultat,
wie wenn man — a,, filr a,, gesetzt hitte; nichtsdestoweniger
#ndert sich M durch diese Substitution in — M; man hat also

= —M oder M =0.

Setzt man endlich VX, ——c"' VX, VY, =+ VY um
die Formeln durch die gebrauchhchen Zelchen auszudrﬂcken,
so erhdlt man:

f (z—y) dzdy ff (z—y)dzdy
- V=—XY V—XY '
f (z—y)dzdy (z—y)dzdy

- CV=XY V —Xy '
_ (z—yldzdy x—y dzdy
V XY V—XYy '’

1
und setzt man @, = — 0, @, =0, a;=1, a‘=7cT’
1 1
@y = =5, a‘.‘=‘l—l,-, so kommt:

6*
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) f f fe—ydedy_ ff ey dady
o Vzklu (ykdu) Au)V (ykiy)’

0 = y) dzdy _(z—y) dzdy
. zkly JLlu Vizkdw) yk)y

0= y) dz dy (z—y) dzdy
V xlc}.,u ) u) V(z“ u\V(ylcly)
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Tabelle der Formeln.

(Siehe Seite 53.)

Auszug.

wM,
‘u M/
"u.M,”
’Iu. Miﬂl

u. M,
u. M/’
u. M‘"
'u. M""

.M,
u. M,/
u.M”
u. Ml"’

u. M,
w. M,

a.M”
u. Ml”’

o.M,
a.M,’
. Ml”
. M‘III

(1, a) '
33-33-33.33 + 32.32.32-32 " M od.M,
23.23.23.23 4 22.29.22-32 1 M’ od.M,’
18-03.43.43 4 12424242 } M” od.M,”

03-03-03-03 + 02-02-02-02 | M"’0d. M,

,d |
30.30.30-30 — 34.31-34-31 . M, od.M
20.20.20-20 — 24.24.24-24 - M,” od. M’
10401040 — 414-44-44-41 |, M,” od. M”
00-00-00-00 — 04-04-04-04 | M,"0d. M"”

(2, a) !
33.33.08.03 - 32.32.02-02 M od.M,
23.23.43.13 4 22.22.42.42 |, M’ 0d.M,’
13.13.23.23 - 12.42.22.22 | M” od. M,”
03-03-33.38 + 02.02-32-32 | M"’od. M,"”

(2,d) :
30-30-00-00 — 34.34-04-04 | M, od.M
20-2040-10 — 24244444 M’ od. M’
10-40.20-20 —44-14.24.21 . M,” 0d. M”
00-00-30-30 — 01-04-31-31 | M,"”0d.M""

(3, a) h
30.30-33.33 — 31.31.32.32|| M od.M,
20.20-23-23 — 21.24.22.221 M’ od. Mi’
40-40-13-43 — 11.44.42.42 || M” od.M‘"
00-00-03-03 — 04.01.02.02 M"’od.M""

(3, d)
33-33:30-30 4 32.32.31-31
23.23.20-20 4 22-22-21-21
13-48:40.40 4-42.42.41.44
03:03:00-00 + 04-01-02-02

M, od.M
M, od.M’ :
M,” od.M” |
M, 0d.M""

(1,5) und (4, ¢
33.33-33-33 — 32-32-32-32
23.23-23.23 — 22-22.22.22
13434343 —12-42.412:12
03-03.03-03 — 02-02:02.02

30.30-30-30 - 34-34-34-34
20:20.20-20 4 24:24.24.24

40-10-10-40 4 14444444

00:00:00-00 4 04-04-04-04

(2,%) und (2, ¢
33-33.03.03 — 32-32:02-02
23.23-48.43 — 22.22-12:12
413-48-28-23 — 12.12.22.22
03.03.33-33 — 02-02-32-32

30-30:00-00 + 31:34:04.04
20:20:10-40 - 24-24-44.44
40:40-20-20 4 44:44.24.24
00-00-30-30 4 04.04-34-34

(3,8) und (3, c)
30-30-33-38 - 84.31.32.23
20.20.23-23 4 24.21.22.22
10-10:43-18 4 11.44.42.42
00-00-03-03 - 04-04.02.d@

33-33.30-30 — 83-33-8
23:23-20-20 — 22-22-3
13-43-40:.40 — 13-12-44-
03-03-00-00.— 010402
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M uM,
M uM/
M" “.Mx"
Ml’lu.M'lII

M uM

M’ uM,’
M” u.M,”
M u.M,"

M uM,
M uM/
MII u.Mln
MIII u. M'I"

M uM,
M u.M/
M” u.M,”
Mllln' M‘II’

(4, @)
30-30-03.03 — 31.84-02-02
20-20:13-43 — 24.21.12.142
40-10-23.23 — 14.14.22.22
00-00-33:-33 — 04-01.32-32

(4,d)
33-33-00-00 4 82-32.01-04
23234040 + 22-22-14 .11
43:43-20-20 - 12-42-21-24
03-03-30-30 + 02-02-34-34

(5, a)
23.28.33.33 4 22.22.32.32
33.33:23.23 + 32-32.22.22
03-03-13-13 4 02.02-42.12
43:13.08:03 + 12.42.02.02

. (8, 4d)
20.20-30-30 — 24-24-34-31

30-30.20-20 — 34.34.21.24
{00-00-40-40 — 04-04-11-44
140-40:00-00 — 44-44-04.04
(6, a)

i
M uM, !23-28-08-03—{—22-22-02-02

M uM/
M u.M,"
M”"u.M,""

M uM,
M uM/
M” u.M,”
Mlllu- Ml’”

M ulM,
M uM/
M” u.M,”
Mlll u. M‘l"

M uM,
M uM,/
M"* u. M/
“"'u.l‘[llﬂ

| 38-38:43-43 - 32:32-12-12
03:03.23.23 - 02-02.22-22
43.43.33-33 - 12.12-32-32
{6, d)
120:20.00-00 — 24.24-04-01
30-30-40.40 — 34.34.44.11
00-00-20-20 — 04.01-24.24
40:40-30-30 —44.14-34-34
(7,a)
20-20:33:33 — 21.21.32.32
30-30-23-23 — 31.34.22.23
00:00-43:43 — 04.04-42.42
10:40-03:03 — 14:14.02.02
\7,d)
23-23:30.30 - 22.29.34-34
33-33:20-20 4 32.32.21.24
03-03-40:40 + 02-02-41-14
13443.00-00 4 12412.04-04

M od.M,
M od. M/

M od.M," -
M"lod. M‘I” i

M, odM
M,’ od. M’
M,” od. M”
Mtﬂlod. M"I

M od. M,

M od.M,’
M" od.M,”
M"0d. M,

M, od. M
M,” od. M’
M[” od. MII
Mllllod.MI”

M od.M,
M’ od. M,/
M” od.M,”
M”o0d. M,"

M, od.M
M, od.M’

M,” od.M”
Mllllod. M'"

M od.M,

M’ od.M,’
M” od.M,”
M"'0d.M,""

M, od.M
M, od.M’
M,” od.M"™
M‘ lllod' MIPI

(4,6) und (4,¢)
30-30-03-08 4 34.31.02.03
20-20.48-43 4 21.21-12.48
40-40-23-23 - 44-41.22.98
00-00-33-33 4 04-.04.32.3%

33.33-00-00 — 32-32.04-04
23-23:10440 — 22.22.44.14
13-43-20-20 — 12-12.24.8
03:03:30-30 — 02-02-34-31

(5,8) und (5, ¢)
23.283-83-33 — 22.22.32.58
33.33.23.23 — 32.32.22-9%
03-03-43-43 — 02.02.42.13
43-13:03.03 — 12.42.02.03

20-20:30-30 4- 24.24-34-:8
30-80-20.20 4 84.34.24.3
00:00-40-40 - 04044444
40-40-00.00 4~ 14.14.04-04
(6,5) und (6, ¢)
23-23-08-03 — 22.22-02.08
33.38:48-13 — 32.32-42.18
03:03-23-23 — 02.02.32.2
13:.13.33-33 — 12-42.32.38

20-20-00.00 4 24.24.04-88
303044040 + 31344448
00-00-20-20 4 04-04-21.8
410-40-30-30 4+ 14.44.34.84
(7, %) und (7, ¢)
20-20-33-33 4 24+24.33.
30030-23-23 4 34.34.33¢
00-00-43-43 +-04.044
10:40-03-03 4 14.44.02.

[ e

23.23:30-30 — 22.22.34-
33-33-20-20 — 32.32-244
03:03:10-40 — 02.02-44-
13:13:00-00 — 12.42.04¢
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M uM
M uM/
MY u. M,”
M“u.M,"”

M uM,

M uM”
MII u.Ml”
M M,

M uM,

M u.M,/’
M’ u.M/”
M”'u-Mi'”

M uM,

.M .M,
- M” uM,”

»

" 4
M u. M,

- M uM,
M uM/

(4
M"'u. Ml ’

E M uM,
M u.M/
| M~ wM,”

;. Mlllu' M] n

M uM,
M’ u. M/

v
H

11

M” uM,”
Mlllu' Ml"’

M uM’
M u M,/
M” u.M,”
Mlllu..Mll”

M” u.M,” |

(8,a)
20-20-08-03 — 24.24.02-02
30-80-43-483 — 31-34-42-12
00.00.-28-23 — 04:04-22.22
10:40-38-33 — 14.11-32.32

(8, d)
23-28:00.00 - 22-22-04-04
83:83:40-10 - 32.32-41-44
03:03:20-20 4 02-02:24-24
43.48-30-30 - 12.12-34.34

(9, @)
22.92.33-33 + 23.23.32.32
82.32.23.23 + 33.33.22.92
02-02.48.43 + 03.03.42-42
12.42.03-03 + 43.13.02-02

(9,4)
24-21.30-30 — 20.20-31.34
$1.31.20.20 — 30-30-24-24
04-04-40-40 — 00-00+44-44
4444.00-00 — 10-40-04-04

(14, a)
24.24.33.33 — 20.20-32.32
$1.31.23.23 — 30.30-22.22
01-04-43-48 — 00-00-42-12
14:11.08-08 — 40-40-02-02

11, 4d)
| 22.22.80-80 + 23.23-84-34
| 32.82.20-20 + 33-33.24.24
'02.02:40-40 + 08-08-44.44
142.42.00-00 + 13-43.04-04
¥ (12, a)
21.24-03-08 — 20.20-02-02
81.34-4343 — 30-30-42-42
04-04.28.23 — 00.00-22.22
14.44-38.33 — 10-40-32-32

(12, d)
22.22.00-00 - 23-23-04-04
32.82.10-10 - 33-33-44.14
02-02-20-20 + 03.03-24.24
112.12.80-30 + 43.13.31.31

M od.M,
M’ od.M,’

M Od-Ml”
M”’od.M‘I"

M, od M

M,/ od. M’
M‘” od-M"
MI”IOd- Ml”

M od.M,

M’ od. M/’
M” od. M,”
Ml”od'ull"

M, od.M

M.’ od. M’
M,” od. M”
Mllllod. MI”

M od.M,
M’ od. M/
M” od. M,”

M”’Od- Ml'”

M, od.M

M,’ od.M'
M,” od:M”
M,"*od.M"”

M od M,
M’ od. M,/
M” od.M,”
M’"Od- M’III

M, od:M

M, od. M’
M,” od.M”
Mllllod. MII’

(8,5) und (8, ¢)

20-20-08-08 4 24.21.02.02
30-30-48448 4~ 31.31-12.42
00:00-23-23 4 01.01.22.22
40-40-38-33 4+ 11.41.82.82

23.23-00-00 — 22.22.01.04
38-33-40-40 — 32-82.44.41
03-08-20.20 — 02-02-24.24
43-13.30-30 — 12.42.34-34

(9,5) und (9, ¢) )
22.22-33-38 — 23-23-32-32
32.32.28-28 — 33.33.22.22
02.02-43-43 — 03-03-42.12
12.42-08.03 — 13.43.02-02

24+24:30-30  20-20.34-34
84.34.20-20 -} 30-30-24-.24
04:04.40-40 + 00-00-44-44
44:44.00-00 - 40-40-04.01
(44,5) und (14,¢)
24.24.83-33 4~ 20-20-32.32
31.34.28-23 | 30-30-22-32
04.04-43-43 4 00-00.12-12
44:44.03-03 +10-40.02-02

22-22.30-30 — 23.23-34.34
32-32-20-20 — 33-33-24-24
02:02:40-40 — 03.03-14.44
12:.42:00.00 — 43-43-01.04
(12,8) und (12, ¢)
24-21.08-03 + 20-20.02.02
34.34.43:43 + 30-30-412-42
04.04.23-23 - 00-00-22.23
44-44.33-33 +10-10-33-8%

22.22:00:00 — 23-23-04+(
32.32:10-40 — 33-33-44-4
02:02-20-20 — 03-03-24-2.
12:42.30-30 — 43.43-34-84
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M uM,

M’ u. M/
M” u.M,”
M u.M,"”

M uM,

M uM/
MH u. M‘”
M"u. M,

M uM,

M uM/f
MII u. M'"
M"u. M,

M uM,
M uM/
M uM,”
M”lu.M'I”

M uM,
M u M/
MI’ u.MlII
M. M,

M uM,

M uM/
M7 u.M”
M”!u' M‘III

M uM,

M uM/
Mn 'll-Ml"
M”Iu‘M‘HI

M uM,

M uM/’

MII u. M’l’

M”’u. Minr
™

l (A4, a)

,32-32:03-03 4 33-33-02-02
22.22:-413-13 + 23-23-12-12
42:12-23-23 4+ 13.13-22.22
02-02-33-33 + 03:03-32-32

(4, d) .

34-31-00-00 — 30-30-01.04
24:24-40-40.— 20204444
14.44.20.20 —40-40-21.21
04-01-30.30 — 00-00-34-84

(16, a)
34-34.-08:03 — 30-30.02.02
24.24-48:43 — 20.20-42-12
44.44.23.23 —10-10.22.22
04-04-38.33 — 00-00~32-3_2

(16, d)
32-32-00-00 -+ 33-33-04.01
22-22-40-40 4+ 28-23.44-11
12:42:20-20 4 43-48-24-24
02:02:30-80 — 03.03-34-34

(17, a)
43-03-23:33 - 12.02-22-32
03-43-33-23 4 02-12-32.22
23:33-418:03 4+ 22-32-12.02
33-23-03443 4 32-22-0_2-42

(17, d)
40-00-20-30 — 44-01-24-31
00-40-30. 20 — 04-144-34-24
20-30-40-00 — 21-34-44.04
30-20-00-40 — 34:21.04-14

(23, a)
14.04.33-23.—140-00-32.22
01-44.23:33. — 00:10-22-32
34:.21-43.03 — 30-20-12-02
24+31-03443 — 20-30-02-12

(23, d)
412:02-30-20 4 13-03-831-24
02:42:20-30 —+ 03-43-24 .31
32:22:40.00 -~ 33-28-41.01

22:32:00-40 —- 23.33.01.44

M od.M,
M’ od.M,’

M” 0d. M,” |

Mlllod. Ml’"

M, od.M
M, od.M’

M,” od.M"
Milﬂod'MI"

M od.M,.
M’ od.M,’
M” od.M,”
Mlllod. M'IH

M, od.M
M,/ od. M’
Ml” od‘ M"

M,"od. M""

M od. M,
M od.M,’

M od. M,”

Mlllod_ M‘Hl

M, od M
M,/ od. M
M,” od.M"
M,"0d. M""

M od.M,
M’ od.M,’

M” od. M," |

Mlllod' M(’”

M, od.M.
M,’ od. M’

!
|
1
|

!
!
|
|
|
|
I
!
|
!
|

(44,5) und (44, ¢,
32.32-03-03 — 33330282
22.22.43.43 — 23.23.1248
12-12.93-28 — 13-43.92.88
02-02.33-33 — 03-08-32.38

| 3431.00-00 + 30-30-04-01

24+24-40-10. -} 20.20-4444
44-41:20-20 4 10-40-24-2
04-04-30-30 4~ 00-00-31-34

(46,5) und (16, ¢)
34.31-03-03 4 30-30-02-03
24:24-483:13 - 20-20-12.42
411-44-23.23 - 10-40-22.22
01-04.33-33 4 00-00-32-32
32:32-00-00 — 33-38.04-04
22.22-40:40 — 23-23.44-14
12:42-20-20 — 13-18.24.8
02-02-30-30 — 03-03-81.34

(17,5) und (17,¢)
13.03:-23-33 — 12-02.22.32
03-13-33-23 — 02-12-32.32
23-33-43-03 — 22-32.42.02
33-23-08-43 — 32-22-02-42

10-00-20-80 4 44.04.24-3
00-40-30-20 +- 01:44.34-21
20-30-40-00 4 24-31.44-01
30-20-00-40 - 31-24-0444
(23,5) und (23, ¢)
14.04-33-23 4+ 10-00-32-22

04.44.28:33 - 00-40.22-33

31:21.43-03 - 30-20-42-02
24:34-03-13 - 20-30-02-13

42:02-30-20 — 13-03-34-21 .
02:42.20:30 — 03-13-24.34 .

M,” 0d.M” | 32-22-40-00 — 33-23-41.04
M,""0d. M| 22-32.00-40 — 23-83-04.44




Ueber die ultra-elliptischen Functionen zweier Variabler. §9

M uM,

M uM,/
M7 u.M,”
MM,

M uM,
M. uM/’
M” u.M,”
M"u.M,"”

M uM,
M uM/
M” u.M”
ul”u. M]”’

M uM,
M uM/
n’l u. Ml"
Ml”u.Ml’”

M uM,
M uM/
M” u.M”
"
M"u.M,

M uM

M uM/
M u.M,”
M"”u.M,""

- M uM,
E M uM/
M uM,”
- M"’u_M’"’

: M uM,

(25, a)
34-30-32-33 4 30.31.33-32
24.20.22-23 - 20-24.23-22
414-40:42-43 4-40-44-43-42
04-00-02-03 4 00-04:03-02

(25,d)
32.33-31-30 — 33.32-30-31
22-23.21-20 — 23.22.20-24
412434440 —13-42-40-14
02:03-04-00 — 03-02-00-04

(26, a)
34.30-02:03 + 30-31-03-02
24:20-12-43 + 20-24-43.42
41-40.22-23 - 10-44.23.22
04.00-32-33 4 00.01-33-32

(26, d)
32:33:01-00 — 33-32:00-04
22:23-44.40 — 23-22-10-14
12:43.24-20 — 13.12-20-24
02:03-34-30 — 03-02-30-34

(28, a)
21.20-03-02 + 20-24.02-03
31-30-43-42 4-30.34.12.43
04:00-23-22 + 00.04.22.23
44-40.33-32 4-10-14-32.33

(28, d)
22.23-00-04 — 23-22.041-00
32.33-40-44 — 33.32-44-10
02:03-20-24 — 03-02-21-20
12-43-30-31 — 13-12-31-30

(33, a)
24.30-32-23 4 20-34-33.22
31-20.22-33 + 30-21.23-32
04-40-42-03 +4-00-44-143-02
41-00-02-13 4 10-04-03-12

(33, d)
22-33-31.20 — 23-32-30-21

LM uM,/’ i32-23-24-30——30~22'20-34

M u.M,”

102:43-44.00 — 03:42-40-04

T MM, 42.03-04-10 — 13-02-00-11

M od. M,
M’ od.M,’
M” od. M,"
M"'Od- M"H

M, od.M
M, od.M’
M[" od. MII
M,""od. M"”

M od.M,
M’ od.M,’
M” od. M,”
M"’0d. M,""

M, od.M
M," od. M’
B]’” od.MII
Mllllod.MI”

M od.M,
M’ od. M/
M” od.M,”

Mlllod. M'I" ‘

M, od.M

M," od.M'
M‘II od. M"
Mlﬂlod. MIII

M od.M,
M’ od. M,/
M” 0d. M,”
Mlllod. M‘IH

M, od.M
M,’ od.M’
M,” od. M"

(25,5} und (23, ¢)
34.30.32.33 — 30-31-33-32
91.20.22.23 — 20-24.23.22
14.40-12.43 — 10-14-13.42
04.00-02-03 — 00-01-03.02

32.33-31-30 -+ 33.32.30-34
22.23-24.20 + 23.22-20.24
12434440 4 13-42-40-44
02-03-04-00 + 03-02-00.04

(26,5) und (26, ¢
34-:30-02-03 — 30-31-03.02
21-20-42:43 — 20-21-13.12
14-40-22.23 — 10.44.23.22
04-00-32-33 — 00.04.33-32

32-33-01-00 4 33-32.00-04
22:23-44-40 4 23.22-10-11
12:43.24.20 + 413-12.20-24
02:03:34-30 4 03-02-30-34
(28, 5) und (28, ¢)
21.20-03-02 — 20-24-02:03
34-30-43-42 —30-34-12-43
04.00-23-22 — 00-01-22-23
4440-33.32—10-44.32.33
22.23.00-04 + 23-22.01-00
32:33-10.44 + 33.32.1440
02:03-20-24 4 03.02-21-20
12:43-30-34 + 43-12-34-30
(33,5) und (33,¢)
24-30-32.23 — 20-31-33.22
34-20-22.33 — 30-24-23-32
04-40-42.03 — 00-14-43.02
44.00.02-43 —10-01-03-42

i 22-33-31-20 + 23-32-30.24
- 32.23-24:30 -+ 30-22-20-34

02-13-44-00 - 03-42-10-04

M,"0d. M"” | 12-03-01-40 + 13-02-00-44
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M uM,
M uM,/’
M” u. Ml”
M’"u' Ml’"

M uM,
M u.M,/
M u.M”
Mlllu.M’HI

M uM,

M uM/
MII u.MilI
M"Iu.M‘I”

M uM,
N uM,/’
MI’ u.M’"
M. M,"”

(43, a)
34:04-33-03 — 30-00:32-02

21.44.23.43 —20.40-22-42

14-24.13.23 —10-20-12.22

04-34-03-33 — 00-30-02-32

{43, d)
32:02:30-00 4 33:03-34-04
22:42:20-10 4 23:43-91-44
12.22.10-20 - 43-23-41-24
02-32-00-30 - 03-33-041-34

(59, @)
24.04-03-23 —20.00-02.22
34.44.13.33 —30-40-12-32
04.24.23-03 — 00-20-22.02

41.31-33-43 —40-30-32-42 i

(50, d)

92.02.00-20 - 23-03-01.24

32-42-10-30 4~ 33-43-44.34
02-22:20:-00 - 03-23-24-04
42-32-30-40 4-13-33-34-14

'M od.M,

M’ od. M/’
M od. M,”
M'I'od. M‘I,/

| M, od.M

M,’ od.M"
M,” od:M"

! Mllllod. MI"

M od.M,

M’ od.M,”
N” od. M,”
M”,Od- Mi’”

Ml od:M-
M,’ od. M’

| M,” od.M"

M,”0d. M

(48,5) und (43, ¢)
34.01-33-03 4 30-00-32-02
21.44-283-43 -4 20-10-22.42
14.24-13-28 4-10-20-12.32
04-34-03-33 + 00-30.02.32

32:02-30-00 — 33-03-34-04
22.12-20-40 — 23-13-24-44
12.22-40-20 — 1 3-23-44-24
02.32-00-30 — 03-33-04-31

(30, 3) und (50,¢)

'21.01.03-23 + 20-00-02-93

31.44-13-33 4 80-40-42-38
04-24.23.03 + 00-20-22-03
11.31.33.13 4-10-30-3248

22-02-00-20 — 33-03-01-34
32-12-40-30 — 33-43-41-3
02-22-20-00 — 03-23-24-04
12.32-80-40.— 43-33-31-14




Anmerkungen.

Zu S. 4. Die von Rosenhain hier . vorgeschlagene
Unterscheidung zwischen ultra-elliptischen (hyperelliptischen)
und Abelschen Functionen ist seitdem allgemein angenommen
und gebraucht. Eine derartige Unterscheidung hat sich als
nothwendig erwiesen, seitdem man die besondere Stellung
genauer kennen gelernt hat, die den Integralen mit einer
Quadratwurzel unter den allgemeinen algebraischen Integralen
zukommt. '

Zu S. 4. Auf diese hier von Rosenkain als Ein-
leitung in die Theorie der ultra-elliptischen Functionen vor-
getragene Losung des Problems der Umkehrung von elliptischen
Integralen dritter Gattung bezieht sich eine Bemerkung von
Jacobs (Sur la rotation d’un corps, extrait d'une lettre adressée
a lacadémie des sciences de Paris 17. M#rz 1850, Crelle’s
Journal, Bd. 39, Mathematische Werke 8. 351), die in deut-
scher Uebersetzung etwa so lautet:

»Ich habe frither die Studenten der Mathematik der
Universitit Konigsberg auf diese fundamentalen Eigenschaften
der elliptischen Integrale dritter Gattung aufmerksam ge-
macht, wodurch sich diese Integrale dem .4belschen oder
hyperelliptischen Integralen nihern. Dies hat Herrn Rosen-
hain, einen jener Schiiler, der dieser Universitit zu wohlbe-
griindetem Ruhme gereicht, veranlasst, in einer akademischen
Abhandlung die elliptischen Integrale der dritten Gattnng
derselben analytischen Behandlung zu unterwerfen, die ich
fir die Abelschen Integrale vorgeschlagen hatte. Seitdem i
dieser gelehrte Mathematiker dazu gelangt, in expliciter Weis
die Functionen darzustellen, die bei der ersten Klasse de
hyperelliptischen Functionen die Rolle der Functionen & spielen,
eine grosse und schone Entdeckung, die vor Kurzem von der
Akademie der Wissenschaften in Paris gekrdnt wurde«.



92 Anmerkungen.

Zu S. 29. Die Bedingung fir die Convergenz der
Reihe ¢, ; (v, w) ist hier fiur den Fall imagindrer p, ¢, A
nicht genan angegeben. Die Bedingung ist fir diesen Fall
die, dass die drei Werthe, die man erhilt, wenn man in

log p, log ¢, 4 A —1log p log ¢

log p, log ¢, A durch ihre reellen Theile ersetzt, negativ
werden (d. h. dass der reelle Theil von

2*logp +4zyA + y'logg
eine negative quadratische Form der Variablen z, y sei).

Zu 8. 36. Die drei hier aufgefithrten Lehrsitze,
durch welche rein imaginire Argumente der Functionen ¢ anf
reelle zurdickgeftihrt werden, sind specielle Fille der allge-
meinen linearen Transformation der Theta-Functionen, die von
Jacobt filr die elliptischen Functionen in Vorlesungen ausge-
fahrt und als »Theorie der unendlich vielen Formen der
Theta-Function« bezeichnet ist. Den weiteren Ausban dieser
Theorie fiir die hyperelliptischen Functionen verdanken wir
besonders Hermate. .

Zu S.77. Um zu beweisen, dass die durch die
Quotienten der ¢-Functionen dargestellten vierfach perio-
dischen Functionen, als deren Umkehrung sich die Summen
von je zwei ultra-elliptischen Integralen erster Gattung er-
geben haben, nicht nur specielle Integrale dieser Art liefern,
ist noch zu zeigen, dass zwischen den drei Moduln dieser
ultra-elliptischen Integrale, die als Functionen der drei Vari-
ablen p, ¢, A definirt sind, keine Relation besteht, oder, was
auf dasselbe hinauskommt, dass eine gewisse bilineare Re-
lation zwischen den Perioden der Integrale identisch be-
friedigt ist. Der Beweis, den Rosenhain hiervon giebt, der
sich ibrigens nur auf reelle Moduln bezieht, ist sehr be-
merkenswerth. Er enthilt, wenn auch noch verhiillt, den
Grundgedanken des Verfahrens, der klar und einfach erst bei
Riemann auftritt, nachdem die Erweiterung des Integral-
begriffs durch Einfithrung der complexen Wege der Variablen in
die Theorie aufgenommen ist. Die Mehrdeutigkeit der Funetion,
die Rosenhain umstindlich analytisch definirt, wird klar und
anschaulich erst durch die Einfihrung der Riemann'schen
mehrblittrigen Fliche. Rosenhatn kennt und benutzt von
der Riemann'schen Fliche, wenn der Ausdruck gestattet ist,
nur einzelne Fiden.
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Zu Serte 85. Die Tabelle, die im Original 51 Gruppen
von 16 Formeln umfasst, ist hier nur in einem Auszug ab-
gedruckt, wobei jedoch darauf Bedacht gemommen ist, dass
die im Text gebrauchten Formeln alle vorkommen. Eines
so grossen Formelapparates bedarf heutzutage die Theorie
nicht mehr, nachdem eine zweckmissige Bezeichnung und
Begriffsbildung, namentlich der durch Riemann ausgebildete
Begriff der Theta-Charakteristik, eine zusammenfassende Dar-
stellung der Formeln gestattet. Die unendlichen Reihen, die
Rosenhain durch ¢ bezeichnet, deren Quotienten ihm die
vierfach periodischen Functionen liefern, werden jetzt fast
ausschliesslich durch die Buchstaben 6 oder 3 (Theta-Func-
tionen) bezeichnet. Die Unterscheidung der einzelnen Funec-
tionen geschieht noch auf verschiedene Weise. Die von dem
Herausgeber in verschiedemen Abhandlungen {im Anschluss
an Riemann und Hermite) gebrauchte Bezeichnung dieser
Functionen ist die

Irs 92
],“ ];,2 (vn ve) =

+ o nhp(m+%.nz+”‘—:)+2ni((nl+%) (m+—{§)+ (m+%) (vz+%’))
Em,nze “ ?

— @

v

worin
p— 2 Q
Y (ny, ny) = a, n + 2a ,nn, + Ay, 979
eine quadratische Form der beiden Variablen »,, », mit
wesentlich positivem imaginirem Theil ist, worin ferner

9ys 9ay Py, h, ganze Zahlen bedeuten, die gleich 0 oder 1
gesetzt werden konnen, und worin der Complex

(911 94
zhli hQ

die Charakteristik der Theta-Function heisst. Um zu der
Rosenhain’schen Bezeichnung zuriickzukehren, hat man zu
setzen

iy =logp, mwia,, =loggq,
wia, , = mwia,, =2 A,
TV, =10, L0y = W.
In der folgenden kleinen Tabelle, die dem Werke von
Krause: »Die Transformation der hyperelliptischen Functionen
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Anmerkungen.

erster Ordnung« 'Leipzig, B. G. Teubner 1886) entnommen

ist, sind die verschiedenen

Functionen in Gebrauch sind,

Rosenhain

Pus
Pas
Pss
P2z
Poo

Pro
P11
Fos
Po
Pus

P30
P
P20
Pas

Gupel

P
Q"
R
S
P

iR

'Q

III

Z.Q"

it;"

IR

8

€

¢

0000

S S O @
o o - (-3 -
= =) - - o
- - o o -4
- - =3 °© =4

-
o
-
-

o
<
o

% % %

<
-
o
-

.-‘
=3
°©
-

4
-

0010

> »

® &

1110

Druck von Breitkopf & Hértel in Leipzig.
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