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Vorwort.

Es wire ein leichtes gewesen, zu den schon vorhandenen Theorien in

der Physik der bewegten Materie eine neue Theorie hinzuzufiigen. Allein wir

leiden bereits an einem Uberreichtum an Theorien, die den Zustand imserer

Wissenschaft hochst verworren gestaltet haben, und es schien mir verdienst-

licher, das Vorhandene zu sichten und zu untersuchen als es an Umfang zu
vermehren. Gleichwohl wird der Leser nicht weniges finden, das hier zum
ersten Male gesagt ist. Ich habe die Physik der bewegten Materie und die

Relativitatslehre, die zu ihr gehort, so sorgfaltig als mir moglich war, behan-

deln wollen. Mitteilung der Tatsachen und Theorien ist der eine Zweck
meines Buches, eingehende Kritik der Versuchsergebnisse und der Grundlehren
der andere gleichwichtige Zweck. Auf Klarheit der Kenntnisse und Erkennt-
nisse geht das Buch aus. Ich bin darum auch der Einseitigkeit und Vorein-

genommenheit moglichst ausgewichen. Die modernen und modernsten Lehren

sind behandelt. aber auch diejenigen Lehren, die mancher Neueste schon als

„abgetan" erachtet, obwohl sie lange das Fundament unserer Wissenschaft

gebildet haben und von den grofiten Physikern und Mathematikern begriindet

und bearbeitet sind. Noch befinden wir uns in unserer Wissenschaft nicht

entfernt so weit, daB wir das Friihere iiber Bord werfen durften. Und der

Einsichtige weiB, daB, selbst wenn er die Undulationstheorie und die Max-
well-Hertzsche Elektrodynamik als unsere Wissenschaft nicht mehr erschopfend

ansehen muB, er doch ihre Methode, ihren Vorstellungskreis und den groBten

Teil ihrer Ergebnisse nicht entbehren kann. In solchem Sinne haben diese

Lehren im vorliegenden Buche Berucksichtigung gefunden. Auch dient man
seiner Wissenschaft schlecht, wenn man sie wie von gestern behandelt.

Wie oft sind wir schon genotigt worden, alte Lehren wieder hervorzusuchen,

gleich den Kauniem, die ihre von ihnen vertriebenen Gotter wieder einholen

muBten, wcil 'die neuen, die sie ersetzen sollten, das von ihnen Erwartete

nicht leisteten. Ich will nicht so weit gehen, zu sagen, daB unsere Wissen-

schaft umkehren musse, wiewohl nicht wenige bedeutende Forscher schon

der Ansicht sind, daB sie durch die modernen Lehren in eine Sackgasse ge-

raten sei, aus der sie nicht anders als durch Umkehr herauskame. Ware ich

dieser Ansicht, so hatte ich dieses Buch, das ja den jetzigcn Lehren wesent-

lich dient, nicht schreiben konnen, da ein negatives Verdikt etwas hochst

Unerfreuliches ist. Aber wir iibertreiben gegenwartig die Alleinseligmachung der

neuen Lehren in der Tat gar zu sehr. Es hat sich zu ihren Gunsten eine

Unduldsamkeit eingestellt, die fast den Fortschritt der Wissenschaft hemmt,
indem sie diktatorisch mir das zulaBt, was auf dem Boden dieser neuen

Lehren steht. Sind wir dazu berechtigt ? Ich glaube, der Leser wird aus meinem
Buche crsehen, daB die modernen Lehren zwar sehr bedeutend sind, aber doch
nicht so sicher und umfassend wie so oft behauptet wird. Auch bin ich nicht

der einzige, der dariiber klagen muB, daB so vielc der modernen Theorien in

ihren Grundanlagen einfach nicht zu durchschauen sind. Ich meine nicht,

weil sie uberhaupt eine neue Anschauung lehren, sondern weil sie Behauptung
auf Behauptung aufstellen, deren Grund man nicht einsehen kann und deren

Begriindung mit allzu groBer Vornehmhcit fortgelassen ist. Wer sich in
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VI Vorwort.

unsere jetzige Wissenschaft vertieft, stoBt auf Schritt und Tritt voll Arger

auf Stellen, wo er Beschranktheit seiner Einsicht befurchten muB. Es ist

mir damm auch ganz unmoglich gewesen, auch abgesehen von dem VVunschc,

die Zeit auch produktiv, nicht bloB reproduktiv zu verwenden, alien Theorien

nachzugehen, es muflte mir geniigen, die fiihrenden Lehren darzustellen und
zu zerlegen. Einen Hauptwert habe ich auf die Verdeutlichung dieser Lehren
gelegt und so beispielsweise Minkowskis geniale Leistung, der ihr Urheber
in seiner pragnanten Kiirze eine unsaglich schwer zu verstehende mathe-
matische Form gegeben hat, auf ein menschliches Niveau zu versetzen ge-

sucht. Ich hoffe, daB* man mir das Dank wissen wird. Und es war eine

anstrengende Arbeit, die des Rechnens und Uberlegens unendlich miide machte.
Erscheinung und Versuch sind durchweg mit der Theorie verwoben.

Leider steht es auch hier so, daB unsere Erfahrungen noch als hochst mangel-

haft sich erweisen, daB selbst das Erkundete nicht als hinrcichend sicher be-

zeichnet werden kann. Die enorme Schwierigkeit der Versuche und die groBen

Mittel, die sie erfordern, haben uns uber einzelne Ergebnisse einfachster Falle,

die noch dazu nicht einnial eindeutig genug . erklart werden konnen , noch

nicht hinauskommen lassen. Noch ist uns das elektrodynamische Feld unter

dem EinfluB von Bewegungen experimentell so gut wie unbekannt (vgl.

S. 262 dieses Buches), die Versuche Rowlands, Rontgens, Eichenwalds,
Wilsons u. a. habcn nicht einmal die einfachsten Falle vollstandig erschopfen

und sichern konnen. Es ware ein auBerordentliches Verdienst, das sich unsere

an Mitteln und geschulten Arbeitskraften so reich ausgestattete Physika-
lisch-Technische Reichsanstalt um die Wissenschaft erwerben wiirde,

wenn sie sich der Aufgabe, das elektrodynamische Feld unter dem EinfluB

von Bewegungen nach alien Richtungen — ich meine das geradezu ortlich —
zu untersuchen unterzoge. Auch der Michelsonsche Versuch harrt im Grunde
noch seiner wirklichen Erledigung (S. 115ff. dieses Buches).

Wegen des genaueren Inhalts meines Buches muB ich auf das Inhalts-

verzeichnis verweisen, aus dem auch die ganze Anlage erhcllcti wird. Ich

habe das Buch urspriinglich nur als Relativitatstheorie schreiben wollen, muBte
jedoch bald einsehen, daB es so den Zweck nicht wiirde erfiillen konnen, den

ich mir vorgesetzt hatte. Auch bietet hinsichtlich des rein Mathcmatischen

das sehr gute Buch von Laue schon vieles uber die engerc Relativitats-

lehre. Dem Zweck einer kritischen Darstellung konnte ich nur durch Ein-

beziehung der ganzen Physik der bewegten Materie geniigen, was auch die

Darstellung der Lehren der kinetischen Elektrodynamik bedingte. Dadurch
hoffe ich dem Buche auch einen dauernderen und weiteren Wert verliehen

zu haben, namentlich auch bei denjenigen, welche auf die Relativitatslehre

nicht schworen wollen und ihr ein baldiges Ende prophezeien und wunschen.
Was ich selbst uber diese Lehre dcnke, ist in dem Buche vollstandig gesagt

und begriindet.

Zu der Widmung an das Andenken Minkowskis, (lessen grandiose

Theorie, auch abgesehen von wandelbaren Anschauungen , von unvcrgang-

lichem Wert bleibt, hat mir die Witwe in der liebenswurdigsten Weise die

Erlaubnis erteilt.

Ein Register wird die Brauchbarkeit des Buches erhohen. Dem Verleger

muB ich wegen der Aufopferung, mit der er den so schwierigen Satz ermog-

licht hat, besonderen Dank sagen.

Charlottenburg, im Juni 1913.

Weinstein.
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Vorbemerkung.

Das Buch zerfallt in zwei Teile. Der erste Teil behandelt die Theorien der

optischen und elektromagnetischen Vorgange in bewegten Stoffen vom Stand-

punkte der Lehren der Optik und der Elektrodynamik, der zweite das damit
zusammenhangende Relativitatsprinzip. Mit zehn Erscheinungen und Versuchs-

ergebnissen werden wir es vor allem zu tun haben. Vier davon liegen auf optischem

Gebiete: die Dopplersche Erscheinung, die Bradleysche Aberration,
die Fresnel - Fizeausche Erscheinung, das Michelsonsche Versuchs-
ergebnis. Die anderen sechs betreffen elektrodynamische Vorgange: die Row

-

landsche Erscheinung, die Rontgensche Erscheinung, das Versuchs-
ergebnis von Des Coudres, das von Noble und Trouton, das von Blond'
lot und das von Wilson. Obwohl man nunmehr, seit den grundlegenden Ar-
beiten von Maxwell, Helmholtz und Hertz, zwischen Optik und Elektro-

dynamik nicht mehr unterscheidet, hat es sich doch als zweckmaBig erwiesen,

im ersten Teil zuerst die optischen Vorgange fur sich zu untersuchen und erst

im zweiten Abschnitt dieses Teiles sie mit den elektrodynamischen zu verbinden.

NaturgemaB kommt damit im ersten Abschnitt auch die klassische Undulations-

theorie zu ihrem Recht. Zwar wohnt dieser Theorie nicht mehr die Bedeutung
bei, die sie friiher als eine der vollendetsten Lehren der Physik besessen hat.

Allein viele ihrer Ergebnisse sind noch von Wert und ohne weiteres in das neue

Gebaude der Optik zu ubertragen. Auch dienen ihre Entwicklungen zur Vor-

bereitung fiir die bei weitem schwierigeren und weniger iibersichtlichen Dar-
stellungen aus den Theorien der Elektrodynamik. Im zweiten Abschnitt ist

dann versucht, cine kritische Obersicht iiber diese Theorien der Elektrodynamik
mit Bezug auf die Gesamtheit aller genannten Erscheinungen und Ergebnisse

herzustellen. DaB ich mich dabei auf die fuhrenden Theorien habe beschranken

miissen, bedarf kaum der Erwahnung. Im zweiten Teil, der das Relativitats-

prinzip im engeren Sinne behandelt, bin ich wie im ersten Teil historisch vor-

gegangen. Das ist verhaltnismaBig einfach durchzufuhren gewesen, weil es sich

im Grunde nur um zwei Theorien handelt: die Lorentz - Einsteinsche und die

Minkowskische.

Erster Teil.

Optische and elektromagnetische Erscheinungen unter

dem Einflufi von Bewegungen.

Erster Abschnitt.

I. Bewegung von Korpern im Ather und Bewegung des Athers.

Wir behandeln erst diejenigen Erscheinungen in der Lichtverbreitung,

welche sich aus der Bewegung von Korpern im Ather ergeben, dabei setzen wir

yoraus, daB durch diese Bewegung der auBerhalb der Korper befindliche Ather

in keiner Weise beeinfluBt wird. Der innerhalb der Korper vorhandene Ather

Weimteln, RelativItaUpriniip. 1
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2 Optischc und clcktromagnetiscbe Erscheinungen untcr dem EinfluO von Bcwegungen.

soil in diese Bewegung ganz oder zu einem Teil einbezogen sein konnen. Mit

diesen Annahmen hat man vor allem, wenn wir vom cinfachen zum weniger

einfachen fortschreiten, die Dopplersche Erscheinung, die Aberration, die Fi-

zcau - Fresnelsche Erscheinung und die EinfluBlosigkeit absoluter Bewegung
auf das Zusammenwirken der Strahlen zu erklaren versucht, die wir einzeln

betrachten wollen.

1. Die Dopplersche Erscheinung.

Sie besteht darin, daB Licht seine Farbe nach dem violetten Ende des

Spektrums oder nach dem roten Ende fur uns verschiebt, je nachdem wir seiner

Quelle entgegenkommen oder uns von ihr entfernen. Das gleiche geschieht,

wenn seine Quelle uns entgegenkommt oder von uns sich entfernt. Da zu beiden

Seiten des Spektrums fur uns nichtsichtbare Wellen vorhanden sind, kann auf

diese Weise Licht fur unsere optische Wahrnehmung ganz verschwinden, wenn
die Geschwindigkeit der Annaherung oder der Entfernung hinreichend groB ist.

Der Entdecker der Gesetze dieser, bei akustischen Wellen schon lange bekannten
Erscheinung, Christian Doppler, hat hervorgehoben, daB es sich hier nicht

sowohl um ein physikalisches als vielmehr um ein physiologisch-psychologisches

Phanomen handelt, wcnigstens wenn man Bewegung des Athers innerhalb der

KSrper und mit ihnen, im optischen Instrument, im Augc, nicht in Riicksicht

zieht. Sieht man die uns erscheinende Farbe des Lichtes als bestimmt an durch

die Anzahl Wellen, die wir in bestimmter Zeit erhalten, so ist das von vornhcrein

klar, denn indem wir der Lichtquelle entgegenkommen oder die Lichtquelle

uns entgegenkommt, erhalten wir mehr Wellen, und indem wir uns von ihr ent-

fernen oder sie sich von uns entfernt, weniger Wellen als wenn keines von beiden

geschieht. Ist jedoch fur die uns erscheinende Farbe des Lichtes nicht die An-
zahl der Wellen entscheidend, sondern die Schwingungsdauer, so scheint die

auBcrordentliche Geringfiigigkeit dieser Dauer, die ja nur Billiontel von Sekunden
in Anspruch nimmt, eine Schwierigkeit zu bieten. Indessen ist daran zu denken,

daB auf einer Wellenlange alle Phasen der Schwingung vertreten sind; kommen
wir der Lichtquelle entgegen, so erhalten wir mehr Phasen in der gleichen Zeit,

entfernen wir uns von ihr, so erhalten wir weniger Phasen, und entsprechend

wenn die Lichtquelle uns entgegenkommt oder von uns aus sich entfernt. Alle

Phasen auf der Wellenlange bilden aber die Gesamtheit der Phasen inner-

halb einer Schwingungsdauer. Und so kann man es auch hier verstchen, daB die

Erscheinung eine physiologisch-psychologische ist.

Do p piers Ableitung der Gesetze dieser Erscheinung gebe ich moglichst

mit seinen eigenen Worten 1
).

Fall 1. Es heiBe die Geschwindigkeit, mit welcher die Wellen fortgepflanzt

werden, c, ferner T die Anzahl Sekunden, die eine Welle notig hat, um eine

Wellenlange X zu durchlaufen, und t die Zeit, die sie braucht, um vom Beginn

der letzten Wellenlange den Beobachter zu erreichen. Man hat daher fur den
Fall der Annaherung sowohl wie der Entfernung des Beobachters an die oder

von der Lichtquelle, wenn noch s die Geschwindigkeit der Bewegung des Be-
obachters in der Linie des Strahls bedeutet,

c T = ct - si ,

und s ^ 1 1 --
) c .

l
) Ostwalds Klassikcr Nr. 161. Abhandlungcn von Christian Doppler, herausge-

gcben von H. A.Lorcntz.

also

(1.)

A =

T
C

c - s
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Die Dopplersche Erscheinung. 3

Fall 2. Wenn umgekehrt der Beobachter unbeweglich ist, die Quelle Q sich

dagegen mit der Geschwindigkeit s zu oder von dem Beobachter bewegt, so hat

man vor allem den EinfluB dieser Bewegung auf die der Quelle nachste Welle

zu beriicksichtigen, da die einzelnen entstandenen Wellen in vollig unveranderter

Weise bis zum entfernten Beobachter fortgepflanzt werden. Wahrend daher

die erste Welle von Q nach A , wo ihr Endpunkt sein soil, so daB Q A = cT — X

ist, gelangt, ist die Quelle Q selbst auf dem Weg des Strahles zum Beobachter,

nach einem Punkt Q' gekommen, so daB Q Q' = s T ist, und die zweite Welle

braucht nur noch soviel Zeit, als zum Durchlaufen der entsprechenden Strecke

Q'A notig ist. Man hat daher fur Annaherung an den Beobachter wie fiirEntfernung

vom Beobachter

(2X ) cT ^ s T c t , oder k = cT*=ct + sT,

also

(2,) |_r C + S
und

Aus diesen Formeln zieht Do p pier die bekannten Schlusse iiber die Farbe
der Gestirne, wenn wir uns in bezug auf sie, oder sie sich in bezug auf uns nahern

oder entfernen. So findet er, daB cin weiBleuchtender Stern schon merklich

griinlich erscheint, wenn er sich dem Beobachter mit 33 Mcilen = 247,5 km
in der Sekunde nahert, und merklich orange, wenn er mit dieser Geschwindig-

keit sich von ihm entfernt. Damit ein Stern, weil seine scheinbare Wellenlange

durch die Bewegung iiber das eine oder andere Ende des sichtbaren Spektrums
hinausgeht, fur uns verschwindet, bedarf er einer Geschwindigkeit der Bewegung
von (nach der neueren Berechnung von H. A. Lorentz, der fur die auBersten

Wellenlangen 4130 und 6550 Angstromsche Einheiten setzt) 25 000 Meilcn

= 187 500 km in der Sekunde. Geschwindigkeiten von 247,5 km sind am Him-
melszelt wohl bekannt, solche von 187 500 km halt Do p pier nach den Beobach-

tungen seiner Zeit gleichfalls fur erwiesen, und sogar Geschwindigkeiten, die die

Lichtgeschwindigkeit erreichen oder iibertreffcn. Allein die neueren Ermitt-

lungen lassen Geschwindigkeiten, die mit Bezug auf uns auch nur 600 oder

700km ubersteigen, nicht erkennen, und nach den Berechnungen William
Thomsons, Lord Kelvin 1

), auch nicht annehmen. Die Beobachtung der

Spektrallinien hat das Dopplersche Prinzip umgekehrt zu einem vorziiglichen

Mittel, die Bewegungen am Himmelszelt zu berechnen, gestaltet, worauf aber

hier nicht einzugehen ist.

Da im ersten Fall / die Zeit bedeutet, die das Licht braucht, vom Beginn

der letzten Wellenlange zum Beobachter zu gelangen, so k6nnen wir diese Zeit

als „scheinbare Schwingungsdauer" bezeichnen. Entsprechendes gilt fur den
zweiten Fall. Schreiben wir hiernach V fiir /, so wird

T 1

(3) ^ im ersten Fall,

1 +
S

- c

T' s

(4) - — 1 - im zweiten Fall.

l
) Molecular Dynamics and the theory of Light, Deutsche Ausgabc S. 447 i. Auch

Weinstein: Die Entstehung der Welt und der Erdc nach Sage und Wissenschaft, 1. Aufl.

S. 118ff., 2. Aufl. S. 96.

1*
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4 Optische und elektromagnetische Erscheinungcn unter dem EinfluB von Bewegungen.

c die Lichtgeschwindigkeit wird von Do p pier als Konstante angesehen; es soli

also gelten, wenn die „scheinbare Wellenlange" X' heifit,

(6)
f>

= ~ = c ,

also bekommen wir

X' 1

(6) y = — im ersten Fall,

~ c

X' s
(7) = 1 ^ - im zweiten Fall.

x c

Die + Zeichen konnen wir durch + ersetzen, wenn festgestellt wird, daC s

positiv oder negativ sein soil, je nachdem in der Strahllinie eine Annaherung
oder Entfernung der Korper erfolgt.

Die Ableitung Do p piers ist bis auf H. A. Lorentz' Untersuchungen im
wesentlichen unverandert beibehaltenworden. DieserForscher gewinnt Do p piers
Gleichungen in verallgemeinerter Form aus einer Koordinatentransformation.

In der Abhandlung XIV seiner Gesammelten Abhandlungen, Bd. I S. 343 ff.,

verfahrt er in folgender Weise fur Do p piers Fall 1. Sind x, y , z die Koordinaten

eines Punktes an dem sich bewegenden Korper (z. B. die Erde) mit Bezug auf

ein ruhendes Koordinatensystem, so konnen wir die Lichtschwingungen einer

ebenen Welle nach irgendeiner Richtung darstellen durch

ia , . 27r/ xcosa + ycos/? + *cosy \

(8!) to = A sin \t +
<*J

,

wo a, /?, y die Richtungscosinus der Wellennormale bedeuten. Wir nehmen nun
ein Achsensystem £, rj, f , das mit dem sich bewegenden Korper fest verbunden
ist. Handelt es sich nur um Translation, so sei die Geschwindigkeit des Korpers g,

und wenn der Korper sich in gerader Linie bewegt, konnen wir die beiden Achsen-

systeme immer parallelbleibend und so richten, daB

£ = x — gt
, >/<=)', C = 2

ist. Hiernach wird bezogen auf das in dem sich bewegenden Korper feste Achsen-

system

(8J o, = A sin
2

-f
(l +^« t - ±-i^. + !«*r + >

oder

Setzen wir

r ^
, c'-c(i^% 4-=

4

c c

so kommt die urspriingliche Form

. 2jz( £ cos* + i] cos/? + C cosy A
oj = A sin— -, — + d

j

i

_
ffCosjO
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Die Dopplersche Erscheinung. 5

wieder zum Vorschein. Hiemach bedeutet V die scheinbare Schwingungsdauer

und da g cos <x = s ist, wird

-T_ 1

T ~
s

'

s positiv genommen, wenn der Korper der Lichtquelle sich nahert, negativ,

wenn das Entgegengesetzte stattfindet. Das stimmt mit der Dopplerschen
Gleichung nach (3). Allein nach H. A.Lorentz ist auch eine scheinbare Licht-

geschwindigkeit" von der wirklichen zu unterscheiden, was bei Doppler nicht

geschieht, und sie ist

(9) ''=<(' + i)
C + J.

Hiernach wird aber die scheinbare Wellenlange der wirklichen gleich

(10) A' = c'T = cT = k .

AuBerdem muB auch, worauf H. A. Lorentz nicht eingeht, eine
,
.scheinbare

Phase" benutzt werden.

(11)
*

.

Definiert man die Phase in der iiblichen Form durch e = -= , so fallt die

Anderung fiir e fort. In der Anmerkung (40) zu seiner obengenannten Ausgabe
der Do p plerschen Abhandlungen ist er etwas allgemeiner verfahren. Dort nimmt
er Beobachter und Lichtquelle, beide als sich bewegend an und transformiert

auf ein Koordinatensystem, das sich mit der Lichtquelle und auf ein solches,

das sich mit dem Beobachter bewegt. Sind die Werte der einzelnen GroBen an

der Lichtquelle durch den Index e, an dem sich bewegenden K6rper A durch den

Index a gekennzeichnet, so wird hiernach

t: 1 T'B 1

^ — -

i ™ =
> Ce — C + S€ ,

Ca — C -f- Sa ,T
i +

s
-

T
i +

s

fc c

d: i 6^ i

c

somit

(12)

(13)

(H) x; = ^ = ;,

(15)
K = c + s,

K c + s„
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0 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluO von Beweguugcn.

Die erste dieser Gleichungen fafit die Dopplerschen Formeln zusammen.
Geht der Strahl von dem Kdrper A zu einem zweiten sich bewegenden Korper B,

so haben wir zu den obigen Formeln noch die entsprechenden

somit

(16)

(17)

Ti_ c + sZ ci_ c_+si dZ C + Sj
1/ _ V _ 2

t: c + *r ca c + sy k c + si'
Ab x

-
Ar x

'

Ti c + si c + s.

77 c + stc + s.'

C[ C + Sb c + s0

C'e C -f Sa C + 5,
'

(18) XL--1.

(19)
•5/ c + si c -f sa

Die s' sind die Bewegungsgeschwindigkeiten in Richtung AB. In dieser

Weise sind die Formeln beliebig fortzusetzen, wenn das Licht, ehe es zum letzten

Korper gelangt, auf irgendwelche andere Korper stoBt, von denen es weiter

gesandt wird, z. B. das Sonnenlicht erst auf einen Planeten fallt und dann uns

erreicht usf.

Die vorstehenden Formeln gelten zunachst, wenn es sich allein um die

Bewegung der Lichtquelle und der bclichteten Korper handelt. H. A. Lorentz
hat ihnen aber eine erweiterte Bedeutung beigelegt. Sie sollen auch gelten,

wenn der Ather um die Lichtquelle und um die belichteten Korper in deren

Bewegung einbczogen ist, jedoch in mit wachsendem Abstand abnehmender
Starke, so daC bei hinlanglicher Entfernung der Lichtquelle vom Korper zwischen

ihnen ein Kaum vorhanden ist, in dem der Ather ruht oder reine Translations-

bewegung besitzt. Im ersteren Fall haben die s die angegebene Bedeutung, im
zweiten Fall sollen fur sie die betreffenden relativen Werte gegen die entsprechende

Geschwindigkeit des Zwischenathers in Ansatz zu bringen sein. Das ist klar,

wenn es sich um reine Koordinatentransformation handelt. Wir werden uber

diese Verhaltnisse bald eine allgemeinere Untersuchung anstellen.

In Do p piers Anschauung bleibt bei der nach ihm benannten Erscheinung
die Lichtgeschwindigkeit als solche ungeandert, Schwingungsdauer und Wellen-

lange andern sich (scheinbar) zugleich, so daC ihr Verhaltnis zueinander immer
das gleiche bleibt. Hiernach ist es klar, daB die Brechungsquotienten der Medien
durch die Bewegung allein dieser Medien im Sinne der Annahme von Dopplcr
ungeandert bleiben. Somit gelten fiir Reflexion und Brechung, soweit sie nur
von diesen Brechungsquotienten abhangen, die glcichen Gesctze wie fiir ruhende
Korper. Wo jedoch Schwingungsdauern fiir sich oder Wellenlangen fiir sich

in optischen Formeln erscheinen, wie bei Interferenzen oder Beugungen, mussen
hiernach die Erscheinungen bei bewegten Korpern quantitativ anders ausfallen

als bei ruhenden, wenn auch qualitativ die gleichen Formeln gelten sollten.

Nach H. A. Lorentz, desseh Berechnungsweisen sich iibrigcns alteren

Ansatzen von Klin kerf ueB nahern, sind die Verbreitungsgeschwindigkeiten,

wenn die Korper sich bewegen, scheinbar verschieden von denen, wenn die Korper
ruhen. Wie es sich nun mit den geometrisch-optischen Gesetzen und den Inter-

feres- und Beugungsregeln verhalt, ist aus folgendem zu ersehen.

Fiir Strahlen in ruhenden Medien flieBen alle geometrisch-optischen Gcsetze

aus dem von Format (1667) aufgestellten Prinzip. wonach ein Lichtstrahl
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Dopplersche Erscheinung und Strahlcngang. 7

der von einem Punkt A nach einem Punkt B gelangen soil, eine solche Bahn
einschlagt, dafi er die geringste (oder die langste) Zeit zu ihrer Zuriicklegung

braucht, wie viele Reflexionen oder Brechungen durch Spiegel und durchsichtige

Korper er auf dieser Bahn auch erleidet. Nun seien die einzelnen durch solche

Reflexionen und Brechungen bedingten Strecken seiner Bahn zwischen A und B
gleich lA i ,

/12 , /„ , . .
. ,

lnB . Die Zeit t zum Durchlaufen dieser Strecken zusammen-
genommen, ist dann ein Minimum (oder Maximum). Wenn jetzt das ganze
System, AB einbegriffen, eine Translatationsbewegung g erfahrt, die mit den
oben genannten Strecken die Winkel <pAl , <plt , <pu , .

.

., <pnB bildet, so sind die

Bewegungsgeschwindigkeiten in Richtung dieser Strecken

(20) sAl = gcos9Pj,, s12 = gcos9?12 ,
sK = gcos^M ,

snB = gcos<pmB ,

folglich die scheinbaren Lichtgeschwindigkeiten

(21) c'Ai — cAl + gcos<pM , c'n = cM + gcas<pn , c'nB = cnB + gcos<pnB ,

wo die c die Geschwindigkeiten bedeuten fur die absoluten Strahlen. Die Zeiten

fur die relativen Strahlen zum Durchlaufen der einzelnen Wegstrecken werden so

(22)

M 1
=

,

—
» Hi =

cA1 + gcos<pA1
' c12 + g cos^u '

t'nB
lnB

C»B+ gCGS<pnB
'

oder fur gegen die Lichtgeschwindigkeit nicht erhebliche Geschwindigkeiten der

Bewegung des Systems bis auf Glieder von der Ordnung (— )
cos*^ und noch

<ii-^(l-/-coB^,) f
^-^(l~^-cos9>12 ), ....

cAi \ cAl I cl2 \ clt I

CnB \ C»B I

hoherer

(23)

somit

Handelt es sich nur um Reflexionen, so daC alle Lichtwege im gleichen
B

Medium liegen, so sind samtliche c einander gleich, und da y^lcos<p= AB ist,

so wird
b b

(25) j?, mmj? t
-A. AB .

Da nun das zweite Glied rechter Hand eine Konstante bedeutet fiir alle Wege
zwischen A und B, so folgt, daC 2? einen Grenzwert zugleich mit Zt erreicht.

Also gelten in diesem Falle die gleichen Formeln, die fiir ruhende Medien be-

stehen. Liegen jedoch Wege in verschiedenen Medien, so daO auch Brechung
in Frage kommt, so werden die betreffenden c von den anderen c verschieden

sein und das zweite Glied rechter Hand in Gleichung (24) ist nicht mehr kon-

stant. Die Brechungsgesetze sind also nicht mehr denen in ruhenden Medien
p

gleich. Man konnte, da die — immerhin unerheblich sind, fur alle c einen Mittel-
c

wert ansetzen, aber das wiirde bedeuten, dafl schon Glieder erster Ordnung
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8 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bewegungen.

fortgelassen werden, die man erfahrungsgemaB noch feststellen konnte, wahrend
fiir die Reflexion Glieder erst zweiter Ordnung zur Vernachlassigung kommen,
die erfahrungsgemaB nicht mehr beachtlich sind.

Nehmen wir ferner zwei Strahlen 1, 2, die auf verschiedenen Wegen von
A nach B gelangen und dort interferieren konnen, so geht in H. A. Lorentz*
Anschauung, wonach X' = X ist, die Interferenz unabhangig von der Bewegung
des Systems vor sich, da man immer hat

<*» 2* -2% =2'i -2'i
In der Anschauung von Do p pier sind freilich die X' zwar von den X verschieden.

Aber da sich jeder Teil des Systems als Ganzes bewegen soil, sind die Formeln

(6) und (7)zu kombinieren.sodaB X' = X wird, da das eine Ende sich dem andern

nahert, wahrend dieses von jenem sich gleicherweise entfernt. Also hat die reine

Dopplersche Erscheinung (ohne Bewegung des Athers) nach beiden Anschau-

ungen fiir Systeme, die sich als Ganzes bewegen, auf die Interferenz keinen

EinfluB.

2. Aberration, Mitfiihrung des Athers und Strahlengang.

Wirsprechenvon der von den Astronomen so genannten„Fixsternaberration",

welche, wie die Dopplersche Erscheinung, allein aus Bewegungen hervorgeht.

So ist die Aberration eines Fixsterns 1
) infolge

1. der jahrlichen Bewegung der Erde

in astronomischer Lange

:

AX = — 20",492cos(O — X)cos(i - 0",343cos(x - /')sec/f

,

in astronomischer Breite:

Ap = -20",492sin (O - X) sin (i - 0",343sin(A - F) sinfi ,

in Rektaszension

:

A<x = — 20^,492 (cosO cos a cos f -f sinOsin«)secd

— 0",343 (cosr* cos « cose + sinf sin a) sec<5
,

in Deklination:

Ad — -f20
/
',492(cosO(sinasin<Jcosf — cos 6 sine) - sin© cosx sin 6)

+ 0",343 (cos/
1
(sin ot sin 6 cosr — cos«5 sinf) — sin F cos« sin d) .

2. der taglichen Drehung der Erde um ihre Achse

in Rektaszension:

A ix = +O",320 cos 9 cos {0 - en )sec6,
\o) <

in Deklination:

Ad = 4-0',
,320cosysin(6/ — a)sin<5 .

Darin bedeutet O die Lange der Sonne von der Erde aus gesehen, F die

Lange desPerihels der Sonnenbahn, X,
fi\

& , 6 Lange und Breite, Rektaszension

und Deklination des Fixsterns, e die Schiefe der Ekliptik, <p die geographische

Breite, 6 die Sternzeit des Beobachtungsortes. Die GroBe ot}
— 20",492

nennt man die jahrliche, die <x
t
= 0",320 die taglichc Aberrationskonstante.

l
) Literator, z. B. Klinker fucO- Buchholz, Theoretische Astronoraie; BrOtinow,

Sphariscbe Astronomie; eine schone Dissertation von Munch, die auch die Kosmische
Aberration behandelt, usw.
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Am Himmelszelt scheint der Fixstern nahezu eine Ellipse, die Aberrations-
ellipse, urn eine mittlere Lage zu beschreiben. Bei der jahrlichen Aberration

ist die Aberrationskonstante 20,492 die halbe groBe Achse dieser Ellipse und der

Radius des Kreises, in den die Ellipse fur einen im Pol der Ekliptik stehenden

Stern iibergeht. Bei der taglichen Aberration ist die halbe groBe Achse 0,320 cos q>,

die halbe kleine Achse 0,320 cos 99 sin d . Die Zeichen sind so gewahlt, daB der

wahre Ort des Sterns dem scheinbaren um die Aberration voraus liegt. Die

jahrliche Aberrationskonstante ist erhalten aus1
)

wo e die Exzentrizitat der Erdbahn und M die mittlere Anomalie bedeutet.

Die gleiche GroBe ist auch

(4,) ",= ?•
1

c 1 e1 + 2e cosv

wo v die wahre Anomalie der Sonne und g die Geschwindigkeit der Erde in ihrer

Bahn an der betreffenden Stelle der Bahn angibt. Ist g' derWert von g im Perihel,

g" der im Aphel, so wird

y ** J
c (1 + e)* c (1 - «)»

*

Soweit man die Erdbahn als Kreisbahn ansehen darf, ist g konstant und e — 0,

somit

(*.) %-£ \

Die zwcite in den jahrlichen Aberrationsgleichungen enthaltene Konstante
0,"343 ist gleich a,e.

Fiir die tagliche Aberrationskonstante ot t
unter jeder Breite <p hat man

analytisch

dd

(5) *, =

wo q den Erdhalbmesser und — die Winkelgeschwindigkeit der Erde in einem

Tage nach Sternzeit gerechnet bedeutet.

Immer ist also die tagliche Aberrationskonstante gleich der Geschwindig-

keit der Bewegung durch die Lichtgeschwindigkeit.

Oberhaupt setzt man allgemein die Aberration gleich dem Verhaltnis der

zum Lichtstrahl queren Geschwindigkeit eines Korpers zu der Lichtgeschwindig-

keit. Das ist auch in den obigen Formeln ausgesprochen. Nennen wir diese

Quergeschwindigkeit gf , so ware die Aberration iiberhaupt

(6)
c

Die Erklarung der Aberration hat eine Menge von Hypothesen veranlaBt.

Die Schwierigkeit hegt teils auf physikalischem, teils auf physiologisch-psycho-

logischem Gebiete. Auf den letztercn Umstand kann ich hier nicht eingehen,

*) Znr Reduktion auf Bogensekunden hier und im folgenden mit dem Faktor
206866 zu multiplizieren.

«
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10 Optische trod elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewegungen.

ich habe dariiber — es bandelt sich urn die Frage wie wir iiberbaupt Richtungen
eigentlich erkennen und Strahlen aus den reinen Wahrnehmungen durch Reiz

auf der Netzhaut doch geometrisch-optisch richtig nach auQen projizieren — in

meinem Buche ,,Die philosophischen Grundlagen der Wissenschaften" l
) eine,

wie ich glaube, ziemlich eingehende Untersuchung angestelJt. Hier ist es uns una

das Physikalische zu tun. Oft werden die Verhaltnisse so dargestellt, als wenn
Aberration schon vorhanden ware, wenn ein Strahl irgendeine Stelle eines sich

bewegenden Korpers trifft. Das ist bei geraden Strahlen sicher unrichtig fiir

standig leuchtende Gestirne, denn da sie den Raum mit Strahlen erfullt haben,

trifft der sich bewegende Korper immerwahrend auf schon vorhandene solche

Strahlen, und alle Strahlen fuhren auf den Stern, so daB der Stern dem betreffen-

den Punkt immer nur an derselben Stelle des Himmels erscheinen kann. Ver-

mochten wir ohne Zuhilfenahme des optischen Apparates, den wir Auge nennen,

allein mit der Netzhaut, Sterne zu sehen, wie manche Lebewesen mit der Haut
schon Licht empfinden, so wiirde keine Aberration fiir uns vorhanden sein.

Nur wenn man, wie es der Entdecker der Aberration, Bradley, getan hat,

der Newtonschen Korpuskulartheorie des Lichtes folgt,

bestunde auch dann Aberration, da sie nach dieser Theorie

aus dem StoB der Lichtteilchen auf die Retina hervorgeht,

dessen Richtung mit der Richtung der Bewegung eine

Diagonalrichtung geben muB. Aber das kommt hier nicht

in Frage. Aberration bei geraden Strahlen kann erst auf-

treten, wenn es sich um das Verhaltnis solcher Strahlen zu

einer bestimmten Richtung handelt, etwa zu der Achse
eincs durch zwei Locher oder zwei Fadenkreuze usf. ge-

bildeten Diopters oder zu der eines Fernrohrs. Die gegen-

wartige, insbesondere von H. A. Lorentz mit anderen

vertretene Anschauung, geht dahin, daB im Falle eines

Diopters die sogenannte phoronomische Ableitung geniigt,

im Falle eines Fernrohrs jedoch eine Hypothese unum-
ganglich ist, die von Fresnel herruhrt.

Wenden wir uns der phoronomischen Erklarung zu.

Das Licht gehe (Fig. 1) von einem Objekt P aus und ver-

breite sich geradlnig. Z),Z)2 sei die Achse des Diopters.

Das Diopter sei erst geradeaus auf P gerichtet, so daB der

Strahl S von P nach D2 und die Achse entlang nach Z), kommt. Nun verschiebesich

das Diopter mit der Geschwindigkeit g parallel mit sich selbst quer zu den Strahlen
von links nach rechts. In dem Moment, wo die Verschiebung beginnt, gehe

cin neuer Strahl S' von P aus und die Verschiebung dauere so lange, bis der Strahl
5' gerade auf Ds trifft, die Stelle von D2 sei dann D$, die von D, entsprechend

D[. Nach dem Abcrrationsgcsetz ist dann

PDZ c

D2 Dl
"

g
•

Die Verschiebung gehe wciter, bis D[ zur Stelle D[' gelangt, wo der Strahl S'

die Bahn von Z>, schneidet. Wir haben dann D[D[' : />,"£>.; = D
X
D[ : PD; oder

(7) D[ DZ = Di D[>
D
p

x~} = DW^ f
= Z)2'D,"

*
.

Ist aber t, die Zeit, die D[ braucht, von D[ nach I)'
t
' zu gelangen, und t,

die Zeit, die der Strahl aufwendet, von D£ nach D" zu kommen, so haben wir

») Bei Teubner 1906.

Fig. 1.
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Aberration. 11

D[D% = x
xg, Dip'x' = r, c. Also folgt r, = Tj, d. h. die Marke D

x
des Diopters

gelangt mit dem Strahl S' zu derselben Zeit an die gleiche Stelle D". Folglich

ist diese Marke auf diesen Strahl eingestellt, und man sieht den Stern in der

Richtung, die der Strahl S' angibt. Da aber der Beobachter, der von seiner

eigenen Bewegnng nichts fiihlt, in der Achse seines Diopters zu beobachten
glaubt, so tritt fur ihn scheinbar eine Verdrehung der Richtung von D

X
D^

nach £)"Pein, eben die Aberration, die gleich— angesetzt ist. Von der etwaigen
c

Krummung der Bahn ist dabei abgesehen. Die sonstigen Erklarungen der

Aberration vermittels entsprechender Betrachtungen muB ich iibergehen, der

Lescr findet eine sehr schdne Zusammenstellung und scharfe Kritik, samt den
AuBerungen von H. A. Lorcntz dazu, in der S. 2 genannten Sammlung der

Abhandlungen von Do p pier.

An der Hand der Undulationstheorie gibt man sich fiir den gleichen Fall

iiber die Aberration nach H. A. Lorentz in folgender Weise mittels des Huy-
ghensschen Prinzipes Rechenschaft. Das Diopter (Fig. 2) bestehe aus zwei

Schirmen V
x ,
Vt mit je einer Offnung a

x
bx , Die Achse ist die Verbindungs-

linie der Mitten der Offnungen. Von einer Stelle S uber V
x
und senkrecht dazu

mogen parallele Strahlen ausgehen. Wenn
V

x
ruht, ist nach dem Huyghensschen $

(

Prinzip die Lichtbewegung in jedem Mo- / i
*

ment hinter V
x

so geartet, als wenn die
j /

»

Punkte der Offnung selbst Wellen aus- ' ' /

sendeten. Ist die Offnung weit genug, daD / /

von der Beugung des Lichtes abgesehen & —*-

werden kann, so bildet der durch den Rand £i / ', 'J

der Offnung senkrecht gehende Zylinder-
'

mantel die Grenze zwischen Hell und Dunkel / <^ /
j

und seine Achse ist die Strahlrichtung. Be- / \ / \

wegt sich nun der Schirm Vx von links —a.— i

nach rechts, so kann ein rechts liegender
a* *

Punkt P
x
didurch, daB rechts neue Punkte Fig. 2.

in die Offnung a
1
b
l

treten, wahrend links

Punkte, ehe sie verdeckt werden, schon Wellen ausgesandt hatten, die in P
zu gleicher Zeit wirksam werden, mehr Wellen erhalten als wahrend der Schirm

ruhte. Die Bewegung beginne zur Zeit t0 , eine von a, zu gleicher Zeit ausgehende

Welle erreiche P zur Zeit /. Von alien folgenden Punkten der Offnung konnen
Wellen urn so spater als /„ ausgehen, und P zur gleichen Zeit / erreichen, je naher

sie P liegen. Vom lctzten Punkt bx der Offnung miissen sie jedoch, wenn sie

/

in P zur Zeit / noch anlangen sollen, jedenfalls zur Zeit , wo /dieEntfernung
c

b
x
P bedeutet, von t ausgehen. Also empfangt P Wellen vom rechten Rand der

Offnung in der Lage dieses Randes, die zur Zeit / — - stattfand. Und da die

Belichtungsgrenze wieder durch den zum Schirm senkrechten Zylindermantel

gegeben ist, der durch den Rand der Offnung geht, so wird P auf dieser Grenze

liegen, wenn das Lot von ihm auf den Schirm, den rechten Offnungsrand da
/

trifft, wo er sich zur Zeit / befindet. Hiernach ist die Belichtungsgrenze
c

gegen die Lage, die die Offnung zur Zeit / einnimmt, nach links, gegen die Rich-

tung der Bewegung, verschoben. Ganz so wird erwiesen, daB auch auf der
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12 Optischc und clektromagnctischc Erscheinungcn untcr dcm EinfluQ von Bewegungen.

linken Seite die Belichtungsgrenze in gleicher Weise verschoben ist. Die Ver-

schiebung hangt aber ab von — , also vom Abstand des betrachteten Punktes
c

P vom Schirm, und folglich erscheint das durch die Offnung gesandte Strahlen-

biindel gegen die Richtung der Bewegung schrag. Entsprechend muBte daher

der zweite Schirm gestellt werden, wenn das Biindel ganz die zweite Offnung
passieren soli; da nun aber beim Diopter beide Schirme sich gleich bewegen
und wir diezu beiden Schirmen senkrechte Achse entlang zubeobachtenglauben,

so tritt auch jetzt eine Verdrehung der scheinbaren Strahlrichtung gegen die

wahre ein, eine Aberration. Der zweite Schirm sollte zur Zeit t die Stellung

einnehmen, die der erste Schirm zur Zeit t — ^ besitzt, wo L den senkrechten

Abstand beider Schirme bedeutet; seine Verschiebung nach links, gegen den

ersten Schirm, betriige also — g , und folglich ist die Tangente des Aberrations-
C Lie

winkels, des schragen Strahlenbundels gegen den senkrechten tga = -gy = —
c L c

und indem man statt der Tangente den Winkel selbst setzt, erhalt man das friihere

Gesetz. Das schrage Strahlenbiindel wird als „relativer Strahl" bezeichnet,

und dieser Strahl wird auch hier aus der Zusammensetzung der Bewegung des

Lichtes mit der der Schirme nach den phoronomischen Regeln gewonnen.

AuBerdem ist wieder angenommen, daB die Strahlen auf ihrem Wege keinerlei

Anderung erfahren. Selbst die Diffraktion ist ausgeschlossen. Die einfachste

Annahme, um dieses zu bewirken ist, daB der Ather, durch den die Strahlen

hier gehen, iiberall ruht und durch die Bewegung des Diopters nicht in nennens-

werte Bewegung einbezogen wird. Das ist bekanntlich die Annahme von Fres-
nel: Korper sollcn in ihrer Bewegung den auBer ihnen befindlichen
Ather nicht mitreiBen, jedenfalls nicht mcrklich und nicht in
irgend merklichem Abstande von ihnen. Wie es sich mit Ather innerhalb

der Substanz der Schirme verhalt, ist dadurch nicht entschieden ; er kann mit-

gefiihrt werden oder ebenfalls in Ruhe verharren, letzteres, indem die Molekel

der Schirme durch den Ather streichen. Auf die Ableitung der Aberration hat

das in dem betrachteten Falle, wo das Diopter einfach aus zwei Lochern in

zwei parallelen Schirmen besteht, keinen EinfluB.

Anders verhalt es sich, wenn der Ather als bewegt angesehen wird. Man
nimmt dann an, daB die Wellen von ihm rein phoronomisch mitgefuhrt
werden. Daher ist fur die Aberration entscheidend die relative Bewegung
des Athers gegen die Substanz, und in der ublichen Aberrationsformel wiirde

auch fur Diopter g diese relative Bewegung bedeuten, wenn nicht die Erfahrung
gelehrt hatte, daB es die ganze Bewegung der Erde ist, woraus eben die An-
nahme flieBt, daB der Ather in der Umgebung der Erde (und in der Luft) ruht.

Bewegt sich der Ather wie der Korper, innerhalb dessen das Licht sich verbreitet,

so kann letzteres eine Aberration nicht aufweisen, weil die relative Bewegung
Null ist. Eine Aberration ist, wie friiher bemerkt, auch nicht zu bemerken fur

einen einzelnen Treffpunkt eincs geraden Strahles, sofern der Korper durch
ein bestehendes Strahlenbiindel fahrt. Kommen also Strahlen an das Objektiv

eines Fernrohrs, so ist am Objektiv keine Aberration vorhanden. Und wenn
das Fernrohr den in ihm enthaltenen Ather mit seiner eigenen Geschwindigkeit

mitfuhren sollte, kann auch in dem Fernrohr Aberration nicht entstehen. Also

ware in diesem Falle Aberration uberhaupt nicht festzustellen. Das ist auch
die Ansicht von H. A. Lorentz 1

), obwohl ich seiner Beweisfuhrung nicht habe

») A. a. O. B. 343.
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Aberration und Mitfuhruog ties Athers. 13

folgen konnen. Indessen vermochte Aberration daraus zu erwachsen, daB der

Strahl, indem er aus dem auBeren Ather in den inneren anders bewegten Ather
des Objektivs tritt, dadurch allein eine Knickung erfahrt. Diese Aberration ist

objektiv physikalisch, und von ihr wird spater gesprochen werden. Sehen wir

davon ab, so kann jedenfalls zunachst nicht angenommen werden, daB Korper,

wenn sie sich bewegen, den in ihnen enthaltenen Ather vollstandig mitfuhren.

Es kann auch nicht angenommen werden, daB die Korper ihren Ather nicht

mitfuhren. Denn ware dieses der Fall, so miiBte man mit einem Fernrohr eine

andere Aberration beobachten, als sich fur ein Diopter ergibt, weil ja das brechende
System nach dem Brechungsgesetz die Richtung der austretenden Strahlen

gegen die der eintretenden andert.

Nun hat schon Boscowich (1742) den Vorschlag gemacht, die Aberrations-

theorie in der Weise zu priifen, dafl man das Fernrohr mit Wasser fullt und zusieht,

ob dadurch die Aberration eines Fixsternes sich andert. Dieser Versuch ist

namentlich von Airy auf der Sternwarte zu Greenwich ausgefiihrt worden 1
),

hat aber ein negatives Ergebnis gehabt ; die Aberration hat sich so groB erwiesen

wie in einem Luft enthaltenden Fernrohr, obwohl der Brechungsquotient des

Wassers so erheblich groBer ist als der der Luft. Das kann nach obigem nur er-

klart werden, wenn man annimmt, daB der in den Korpern vorhandene Ather,

wenn auch nicht ganz, so zum Teil, in die Bewegung, die jene besitzen, ein-

bezogen wird. Fresnel hat schon theoretisch ermittelt zu welchem Teil. Es
sei dieser Teil a g und die Beobachtung auf einen Fixstern gerichtet, der immer
in gleicher Weise seine Strahlen in das Fernrohr sendet. Das findet statt, wenn
der Stern sich im Pol der Ekliptik befindet, seine Aberrationskurve also einen

Kreis bildet mit einem Radius, der die Aberrationskonstante ist. Das Licht

verbreitet sich im Fernrohr fast achsial. Ist die Bewegungsgeschwindigkeit der

Erde g, so betragt die reduzierte Geschwindigkeit des Athers in der Fernrohr-

fliissigkeit ag, die relative Geschwindigkeit des Athers also g— ag, somit die

Aberration in Sekunden - 6 206 265 , wo cf die Lichtgeschwindigkeit in
cf

der Flussigkeit angibt. Nach dem Brechungsgesetz erscheint aber dieser Winkel

in der GroBe g
~ ag

206 265 •— = 206 265 £ c*. Da nur die gewohnliche
Cf Cf C C/Cf

dioptrischc Aberration beobachtet wird, namlich 206 265 *
, so miiBte sein

(8, \~r*- l
>

CfCf

somit wird

<9)

wo n den Brechungsquotienten der Flussigkeit bedeutet. Das ist aber die von
Fresnel von vornherein gemachte Feststellung. Fresnel hat seine Formel
dadurch ableiten zu konnen geglaubt, daB er den Ather in den Substanzen in

zwei Teile zerlegte, einen Teil, der dem Ather im freien Raume entspricht und
einen anderen, der sich nach der Eigenart der betreffenden Substanz richtet.

Dieser Teil allein, als gewissermaBen an die Substanz gebunden, soil sich mit

dieser Substanz und wie sie sich bewegen. Sei auf Raumeinheit bezogen die

Athermenge im freien Ather q, die in einer Substanz q', so daB q'— q die in

letzterer gebundene Athermenge darstellt. Da lctztere sich mit der Substanz-

l
) Wie ich hore, soil dieser Versuch nunmehr wiederholt werden.
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14 Optische und elektromagnctische Erscheinungen unter dem EinfluU von Bewegungeu.

geschwindigkeit bcwegen soil, sind die Verhaltnisse so, als wenn die ganze Ather-

menge p' sich mit der Geschwindigkeit g' — ,
*
g bewegte, und indem Fres nel

o

nach seinen Anschauungen Q
, = n t

Q setzt, erhalt er den obigen Wert fur a.

In Franz Neumanns Anschauungen, wo nicht die Athermengen in den ver-

schiedenen Korpern voneinander verschieden sind, sondern die Atherelastici-

taten, kann eine solche Ableitung nicht zulassig sein. Auch sonst stehen ihr

viele Bedenken entgegen. Gleichwohl hat sich Fresnels Ansatz iiber den
Mitf iihrungskoef fizienten a stets als der Erfahrung entsprechend er-

wiesen 1
). Hierhcr gchort namcntlich der beriihmtc, in alien Lehrbuchern iiber

Optik geschilderte Versuch von Fizeau, der auch hier kurz darzustellen ist.

Von einer Lichtquelle S (Fig. 3), die (selbst oder als Spiegelbild im Spiegel G
x )

sich im Brennpunkt einer Linse L
x
befindet, gehen Strahlen aus, die nach Re-

flexion von einer schragen Glasplatte G
x
und Austritt aus der Linse L

x
parallel

verlaufen, die oberen dringen durch einen Spalt P
x
und laufen achsial durch eine

mit Wasser gefullte Rohre R
x . Nachdem sie diese verlassen, treffen sie auf

eine Linse L8 , die sie nach dem Spiegel Gt biegt, welcher im Brennpunkt von
Lt steht. Dort werden die Strahlen reflektiert, gehen zuriick durch L t und
laufen durch die zweite. R

x
parallel gestellte und ebenfalls mit Wasser gefullte

Rohre R2 ,
dringen durch den Spalt Pt ,

die Linse L
x
und gehen wieder zur Glas-

platte G
x , die sie zum Teil durchlaBt,

zum Teil nach S reflektiert. Die unteren<5
*• '\

lt

f

\ Strahlen verfolgen den entgegengesctzten

Weg SG^PtRtL&RiPxLfa und gehen

Fig. 3. dann ebenfalls teils durch G
t
weiter, teils

nach S zuriick. Wenn die Flussigkeit

in beiden Rohren sich in Ruhe befindet, sieht man mit der Lupe hinter G
x durch

die Wcgdifferenz der Strahlen in dieser Platte veranlaBte Interferenzstreifen,

die zum Mittelstreifen, der in der Mitte zwischen den beiden Strahlenbiindeln

liegt, symmetrisch angeordnet sind. Stromt abcr die Flussigkeit in beiden

Rohren nach entgegengesetzten Richtungen, so wird das eine Strahlenbiindel

mitgefiihrt, das andere aufgehalten; es entsteht also eine Phasendifferenz, die

sich in einerVerschiebung allerlnterferenzstreifen nachdem einen oderdem anderen

Spalt hin zeigen muD. Diese Phasendifferenz ist leicht zu berechnen. Bedeutet

cf die Verbreitungsgeschwindigkcit des Lichtes in der Flussigkeit, wenn diese

sich in Ruhe befindet, g die Strdmungsgeschwindigkeit und / die Lange der

Flussigkeitssaulen, so ist die Verbreitungsgeschwindigkeit fur den Strahl, der

immer mit der Flussigkeit mitgeht, ct -\ ag, die Zeit zum Durchlaufen der

21
beiden Flussigkeitssaulen also . Fiir den anderen Strahl, der derFlussig-

C/+ag
2/

keit entgegenzieht, sind die GroBen gleich c, — a g und . Die Phasen-
cf — ag

differenz betragt hiernach, da beide Strahlen der gleichen Lichtquelle entstammen,

21/ 1 1 \ Alg 4lg

T \Cf — ag cf + ag) T c
l

f
cf A

und diese GroOe*) miBt auch die Verschiebung eines Interferenzstreifens in

Teilen des Abstandes zweier aufeinanderfolgender Interferenzstreifen. Diese

l
) AuUcr auf dio bessorcn I^hrbiichcr uIkt Opt»k darf namcntlich auf die mchrfach

ziticrtc Arbeit von H. A. Lorcntz verwicsen warden.
») Das Glied a1 g* ist gegen c- vernachlassigt.
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Aberratiou und Mitfuhrung des Athers. 15

Verschiebung fand Fizeau, bei Rohren von 1,487 m Lange und z. B.
Gcschwindigkeit von g = 7,06m in der Sekunde fur Licht von der Wellen-

lange 0.00053mm im Durchschnitt zu 0,23 mit einer Genauigkeit von 0,026.

Mit n = 1,33 fur Wasser hatte diese GroBe nach dem Fresnelschen Werte von
a sein sollen 0,203. Die GroBe X oder T in der Formel fur * sollte dabei

die Korrektion erhalten, die aus der Bewegung der Fliissigkeit sich ergibt.

Ich werde spater wahrscheinlich machcn, daB T sich durch diese Bewegung
4/e

nicht andert ; in der Form r = *
a ist also fiir T der in Luft stattfin-

' 4 1 ft

dende Wert zu benutzen. Schreirjt man aber e — £- a , so ware allerdings
cf l

fur X der Wasserwert noch nach der Bewegung des Wassers zu korrigieren.
a

Die Korrektion betragt nur A— , ist also zu vernachlassigen.
c

Die Fresnelsche Annahme hat die wichtige Folgerung, daB auch die

Gesetze der Brechung fiir relative Strahlen so gelten wie fur absolute. Den ersten

strengeren Nachweis hierfiir verdanken wir nach, nicht zweifelsfreien und un-

bequemen Rechnungen, Fresnel selbst, ferner Stokes 1
), dann in vielen Unter-

suchungen Ketteler*). Die klarste Auseinandersetzung dariiber abcr hat

Veltmann*) gegeben, dem ich hier folgen will. Am einfachsten gestaltet sich

die Untersuchung, wenn Licht senkrecht zur Grenzflache zweier Medien fallt

und die Bewegung beider Medien parallel der als eben angenommenen Grenz-

flache vor sich geht. Es sei die Geschwindigkeit dieser Bewegung fiir beide

Medien gleich g, die Bewegung des Athers im oberen Medium also a
xg, die im

unteren at g, die relative Bewegung hiernach g— a
x g und g— at g. Indem die

Welle durch die relative Bewegung fortgetragen wird, neigt sich der einfallende

Strahl gegen das Einfallslot unter einem Winkel <x lt dessen Tangente

(!!») tg Al =^--^,

sein muB. Im zweiten Medium haben wir entsprechend

(11.) tg«2
«^"-a^,

wobei clt c, die Lichtgeschwindigkeiten in diesen Medien, wenn sie ruhen,

bedeuten. Hiernach wird

(120
tga2 q g-az g Cl 1 -a

2

oder, da es sich urn kleine Winkel handelt und, bis auf GroBen zweiter Ordnung,

die Tangenten mit den Sinus vertauscht werden diirfen

o) sin«
t
_ct

g-a
x g c2 1 - a

t

sina8 Ci g — atg c, 1 - a
2

'

Nach dem Brechungsgesetz sollte aber sein

sin «j c,

sin« 2 c2

») Phil. Mag. 28 (1846).

») Poggendorfs Annalen 144, 109, tift", 363, 650(1871); 147, -404, 478 ( 1872) ; 148, 436 (1872).

') Poggendorfs Annalen 160, 497 (1873).
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16 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluQ von Bewegungen.

Trifft dieses Gesetz also auch fur relative Strahlen zu, so mussen wir haben

c8 c2 1 — ax

c
x
c
x
l-a2

(13,) 1

(13.)

wird

(14)

1 - ax
c,
2

Nehmen wir fiir eines der Medien den leeren Raura, etwa fur das erste, so

r 2
1

die F r e s n e 1 sche Formel, die sich also als Bedingung dafur einstellt, dafl

die relativen Strahlen im angenommenen Fall dem gewohnlichen Brechungsgesetz

folgen.

Veltmann erweitert die Betrachtung auf Strahlen, die schrag zur

Grenzflache einfallen und auf Bewegungen, die schrag zu dieser Flache geschehen.

In Fig. 4 deutet AB die Grenze
zweier Medien an, F1Fi die Rich-

tung ihrer gemeinsamen Bewegung
in der Bildebene, <p sei der Winkel
dieser Richtung mit der Grenz-

spur A B. Geht zur Zeit t9 von Cx

ein Strahl, der absolut in derZeit-

einheit nach E
x
gelangen wurde,

so trifft der ihm entsprechende

relative Strahl nach dem Parallelo-

grammsatz die Grenze AB in dem-
jenigen Punkte D, wo die von E

x

zu FxFt gezogene Parallele AB
schneidet. In demselben Moment ^
habe ein anderer relativer Strahl

CD
X

die Grenze bei £>, erreicht.

1st Cj/s, der zugehorige gebrochene

absolute Strahl, der in der auf t$

folgenden Zeiteinheit C, erreichte,

so haben wir in C%DX
den entsprechenden relativen Strahl, falls DxEt parallel

zu FxFt gezogen ist. Demnach ist DCt die Wellenflache im zweiten Medium
nach einer Zeiteinheit. Wir haben nun

CxEx
= cx , C,£2

= c,, DEx
= g-a

x g, EtDx
= g-a

t g.

Die Linie DD
X
gehort beiden Medien an. Sie ist aber im ersten Medium

DD = C1
Z)sin(90°-y

1) = Cx
Dca&y

x

1 " sin(«, + Yi).

=
sin(«, + y x )

'

Da nun

CX
D = CX

E[ + E[D = CXEX
cos + EXD cosd

= c
x
cosy + (g - c^g) cos(90° + (x x

-rp) = ^ cosy ~(g-ax
g)sin(«

1
- <p) ,

so haben wir

Fig. 4.

DD
X
- ^^(g-a^siui^

«

x )

sin(a1 4-y1 )
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Veltmanns Berechnungen fur den Strahlengang. 17

Im zweiten Medium ist entsprechend

_ ^coSy, + (g --^ g)sin(y -^)
cos

sin (a, + y,)

DG
X ,
DxGt sind die Einfallslote in beiden Medien, also bedeutet <x

x den Ein-

fallswinkel des relativen Strahles C
X
D, a, den Brechungswinkel des relativen

Strahles CtDx ; yx , y, geben die Neigungen dieser relativen Strahlen gegen die

absoluten Strahlen. Wir haben aber aus DDX
~ DDX \

sma,x cQ&Yx + «j cos a, cos(<p — ot x )

cosy
l -f sin (tp — «,)

cos yx
c
x

sin a, cos y, -f ««j cosa2 cos (<p — ott)

(15»)

woselbst

cosy2 ct cosy2 + «2 sin (<p — a,)

m g(l-a
x ) g(l-at)

gesetzt ist. Diese Gleichung kann man auch schreiben

sina l cosy1 -f- MiCOso^cos^— ax )
— sinatjcosyi — sin 04 sin (<p — a,)

sin iii —J
- —t-—

.

—
cosy

t + Mjsin^ — a
x )

QOSYiCi ( sin «j cos y2 -f m,cos atcos (9?— a,)— sina2 cosy2— «,sin a, sin (9?— * 2)\

cosy, c, \
sma

* cosy, + «
2
sin(gp — a,) • /

*

d. h.

u
x
cos<p

sin a, +
(15,)

cosyi + i^sin^ -a,)

cos

cosy,

yi
C4in«2 +— -).

y, c, \ cosy
2 + w, sin (93 - a,)/

Nun sind ylf yt von der Ordnung iij, «, somit cosy^ cosy, gleich 1 bis auf

Glieder hochstens von der Ordnung u], Vernachlassigen wir solche GroBen
iiberhaupt, so bleibt

sinaj + i^cosy = — (sina
2 -f «

2 cos9?)
ci

oder

sin a. sin a, /w, ux\

Das Brechungsgesetz ist so bis auf eine GrdBe erster Ordnung erfullt. Soil

auch diese Grofle fortfallen, so miissen wir haben

(17) 1^ "f
,

c2 cx

was wieder die Fresnelsche Formel ergibt. Alsdann gilt das Brechungsgesetz

fur die relativen Strahlen bis auf GroBen zweiter Ordnung.
Aber wir konnen noch allgcmeiner rechnen.

Wir wollen zu der Dopplerschen Erscheinung zuriickkehren. Wir sahen,

daB, wenn nur die Bewegung der Medien beriicksichtigt wird, aus dieser Er-

scheinung folgt, daB bei dieser Bewegung nur die Reflexion bis auf GrSBen
zweiter Ordnung ungeandert bleibt, daB aber Brechung und Interferenz sich urn

GroBen erster Ordnung andern wiirden. Betrachten wir die Verhaltnisse, wie

W«in»teln, RelatiiHtiUprtnxip 2
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lg Optische und elektromagnetische Erscheinungen uater dem EinfluO von Beweguagen.

sie sich stellen, wenn der Ather von den Medien mitgefuhrt wird, so haben wir

fur den relativ bewegten Ather, wenn die Mitfuhrungskoeffizienten in den ver-

schiedenen Medien durch aAi ,
alt , . .., ann bezeichnet werden, die Glei-

chungen (21) S. 7 zu ersetzen durch

I s ,

— « — cAl -f g(l — aAl ) cos<pAl , c'n = clt + g(l - au) cos<plt , ....

CnB = CnB + g(l — anB) COS (pn b ,

|

c'Al

somit gehen die Gleichungen (23) S. 7 uber in

(19)

t'Al=- gilt n COS<pAl , t'n = ^ gl'n -f
U COS^2

f lnR »/' 1 ~ a**
tnB = gh*B —; COS <?* fl •

Nach dem Fresnelschen Gesetz (9) S. 13 oder (14) S. 16 soil aber sein

1 ~ aA\ 1 ~ a
li 1

~ anB 1 ~ _ 1

(20)
cJJt " * cL ~ c«

'

also erhalten wir

tjn = - Jr^i cosf/^, , =
',a - f /wCos V'„ , ... ,

(21)
< «. ,

und die Gleichung (25) S. 7 wird, welche Medien auch der Strahl durchlauft,

genau wie friiher

(22) t'Al + & + fc+ ... + tf* = ^, {-«,, + + ... + /„ - * /IB
,

so daB auch jetzt das Fermatsche Prinzip bis auf GroBen zweiter Ordnung fur

die relativen Strahlen erfiillt ware, wenn es fiir die absoluten Strahlen erfiillt ist,

und die geometrisch-optischen Gesetze untcr der Fresnelschen Annahme
iiber die Mitfiihrung des Athers iiberhaupt fiir die relativen Strahlen die gleichen

waren wie fiir die absoluten, bis auf GroBen zweiter Ordnung. Und jetzt ist die

Brechung cinbegriffen. Weiter besteht auch die Gleichung (9) unabhangig von
den Medien, also sind die Intcrferenzerscheinungen, in

welchen Medien sie sich abspielen mogen, fiir die rela-

tiven Strahlen die gleichen wie fiir die absoluten.

Die Wege /' der relativen Strahlen sind natiirlich

von den Wegen / der absoluten Strahlen in der Rich-

tung und Lange verschieden. In welchem MaBe, ist an

ff
der Hand der folgenden Figur 5 leicht zu ermitteln.ooC bedeutet den Ausgangspunkt eines relativen und

Fig. 5. eines absoluten Strahles. Bis zur auffangenden Grenz-

flache AB zwischen zwei Medien sei ersterer CD'= /',

letzterer CD—-I. *' bezeichnc den Einfallswinkel des relativen, i den des ab-

soluten Strahles, <x die Abweichung dieser beiden Strahlen und <p den Winkel
der Bewegungsrichtung in der Ebene beider Strahlen mit der Grenzlinie in dieser

Ebene. Dann ist

r sin(90°-0 cost
1 ^ / sin (90° +V) ~

cosi'
•
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Veltmanns Berechnungen fur den Strahlengang. 19

Ferner gibt die Figur

» = »'+«,
sorait

,,_ ;
cos^Q = <

cosi'-«sin.'
^ COS* COS*

letzteres bis auf Gr6Ben zweiter Ordnung. Weiter haben wir, wenn CE = c

genommen wird

D'E = g(\-a),
somit

(24| )

g(l ~ a) ^ = c
-

* v
sin a sin (90° -f *' - <p) cos(t' — ^)

'

woraus bis auf GroBen dritter Ordnung folgt

(24,) ft-^-^cosf.'-^).
c

Hiernach wird

(23.) /' - / (l -
g{l ~ a)

tg,' cos (»' - 9 ))
- / (i - g-^~^ tg* cos(» - <p)) ,

beide Darstellungen bis auf GroBen zweiter Ordnung. /' ist aber von / urn eine

Gr6Be erster Ordnung verschieden, die noch von der jeweibgen Einfallsrichtung

des relativen oder des absoluten Strahles abhangt. Daher wird

und die Zeit, die der Strahl braucht, von A nach B auf relativem Wege zu gelangen,

ist urn eine GroBe erster Ordnung verschieden von der auf absolutem Wege
und abhangig von der Stellung der Medien zueinander.

Wir konnen hiernach nur sagen: Bis auf GroBen zweiter Ordnung,
die auBer acht gelassen werden, gestalten sich die Reflexions- und
Brechungsgesetze fur ein als Ganzes sich bewegendes System fur
die relativen Strahlen so wie fur absolute, als wenn die relativen
Wege rait der gleichen Geschwindigkeit durchlaufen wiirden wie
die absoluten. Oder: Die Brcchungsi ndices erfahren innerhalb
dieser Grenzen keine Anderung.

Was die Interferenz anbetrifft, sohatVeltmann anscheinend angenomraen,
daB die Schwingungsdauer durch die Bewegung des Systems keine Anderung er-

fahrt. Er geht namlich von der Gleichung (22) aus und bemerkt, daB fiir zwei

Strahlen 1, 2, die von A nach B auf verschiedenen Wegen laufen

also
H a it a

(26) ^-^i'-^-^i
ist. Und hieraus schheBt er schon, daB bis auf GroBen zweiter Ordnung die

Interferenzerscheinung zweier Strahlen nicht durch die Bewegung des Systems
als Ganzes alteriert wird, was aber offenbar die Gleichheit der Schwingungsdauer
der beiden Strahlen auf ihrem ganzen Wege zur Voraussetzung hat. Nach
H. A. Lorentz und anderenwiirde das nicht zutreffen, weil die Neigungen der

2*
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20 OptLsche und elektromagnetischc Erscheinungen unter dem EinfluB von Bewegungen.

Strahlen gegen die Bewegungsrichtung verschieden sind. Da indessen die Werte

^7 in Frage kommen und mit H. A. Lorentz X' allgemein gleich X gesetzt wird,

so kann sich die Interferenzerscheinung durch die Bewegung des Systems uber-

haupt nicht andern, nicht bloB nicht bis auf Grdflen zweiter Ordnung und
nicht bloB nicht, wenn das Fresnelsche Gesetz gilt.

Zuletzt bemerke ich, daB Ketteler 1
) das Fresnelsche Gesetz auch aus

anderen Erscheinungen der Optik theoretisch verifiziert hat, namentlich aus den
Formeln fiir die Intensitat der reflektierten und gebrochenen Wellen. Aber ich

kann darauf an dieser Stelle nicht eingehen.

3. Theorien von Stokes und H. A. Lorentz.

Wir haben nun von anderen grundlegenden Theorien der Aberration und der

Atherbewegung Kenntnis zu nehmen. Die wichtigste ist wohl die physikalische

Theorie von Stokes 2
), in der die Aberration einfach als Kriimmung der Licht-

strahlen infolge von Bewegung im Ather erscheint.

Sei c9 die Lichtgeschwindigkeit in ruhendem Ather, s die Bewegung des

Athers in Richtung der Wellennormale, S ein Stuck dieser Wellennonnale, so

setzt er nach einer Reihe schwer zu ubersehender Erwagungen, auf die es aber hier

nicht ankommt,

(1) jdS=j(c0 + s)dt .

In der Form

(2)

d

ft = c' = f0 + s
,

entspncht diese Gleichung den Annahmen von H. A. Lorentz. Nun stellt er

fest, daB der Strahl sich von einer Geraden nur wenig unterscheidet, wahlt
diese Gerade zur #-Achse und findet so

(3i) S = S0 + c0 t+judt.

wo u die Bewegung des Athers in Richtung der JC-Achse bedeuten wiirde. Hiernach
werden die Richtungscosinus des Strahles

w r -

*f

und indem er die Differentiationen mit den Integrationen vertauscht,

Naherungsweise ist nun
d

f = c0 , also dt -=
dS

'

, und weil S nur wenig von x
dx at co

abweicht, dt = , also
c0

4,) a= K dx, /?'«-/„ dx, /= - /— dx .

c0 J cx c
0 J ( y c0 J Bz

l
) Poggendorfe Annalen 144 (1872), 147 (1872), 148 (1873).

•) Phil. MaR . 27. 0 (1R45): Mathcm. and Phvs Papers 1, 134 ff.
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Aberrationstheorie von Stokes. 21

Jetzt setzt er voraus, daB die Bewegung des Athers ein Potential 0 hat, so daB,

wenn u, v, w ihre Komponenten sind

^ 50 ^ 50 ^ 50 cm 5v 5w ('»

5* ' ~ 5y ' ^ 5*
1

" 5y
—

dx ' dz ~ dx

wird. Alsdann bekommen wir

(4J ^_ a < = ^., r- K -'^h, r
._

ri
_-L-j*.

C8 C0 C0

Gehen wir von einer Stelle im Ather aus, wo dessen Bewegung Null ist, so wird

hiernach

<4f) fi'-fii--* y'-ri-^.
c0 c0 c0

Die Vertauschung der Differentiation mit der Integration, urn von (4t ) auf

(4,) zu gelangen, diirfte kaum zulassig sein, weil x,y,z von t abhangen. Ferner

ist die Vertauschung von s rait w und von dS mit dx unbequem. Ist ein Potential

dS
vorhanden, so kann beides vermieden werden, indem nur die Naherung dt =—
noch erforderlich ist. Man bekommt dann aus (1) unmittelbar c«

1 fd4> 1

(3J S - S0 + c0 t + -j Js
dS - S9 + c0 t + ~ (0 - 0O) ,

somit

(4.)

0
c„ \5* 5*0 /

y y° c0 \dz czj C0

Das wollte ich hinzufiigen, urn die Stokesschen Gleichungen mehr zu sichern.

Will man nun die Gleichungen (46) auf die Aberration an der Erde anwenden,
so muB man, da diesc Aberration erfahrungsmaBig einen Winkel gibt, dessen

Sinus gleich ist der Erdgeschwindigkeit dividiert durch die Lichtgeschwindigkeit,

annehmen, daB an der Erde der Ather sich mit der Geschwindigkeit der Erde be-

wegt. Betrachtet man die Bewegung der Erde an jeder Stelle als geradlinig

und legt die #z-Ebene durch den Strahl und die Richtung dieser Bewegung, so

wird /?'— = 0, und y' = cos (90° — a) = since , wo * = arc cos<%'. Indem man
noch von der Bewegung in der Richtung des Strahles absieht, erhalt man

g
sin a = — ,

<o

die Aberrationsformel.

H. A. Lorentz hat darauf hingewiesen l
), daB die beiden Annahmcn von

Stokes, namlich daB die Bewegung des Athers ein Potential hat, und daB der

Ather an der Erde sich wie diese bewegt, also an ihr nicht gleitet, miteinander

in Widerspruch stehen. Das trifft zu, wenn die Bewegung des Athers durch die

der Erde hervorgebracht ist und so geschieht, wie in einer reibungslosen, in-

kompressibeln Flussigkeit. Da wir uns der Formeln noch zu bedienen haben
werden, gehe ich darauf genauer ein.

») 1. c. S. 347 ff., 448 ff.
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22 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dera EinfluB von Bewegungen.

Gustav Kirchhoff 1
) hat abgeleitet, daB, wenn ein starrer Korper in

einer ihn endlos umgebenden inkompressibeln, reibungslosen Fliissigkeit sich

stationar und so bewegt, dafi die Komponenten seiner fortschreitenden und
drehenden Geschwindigkeit v', w'

\ p', <f, /, sind, auch innerhalb dieser Fliissig-

keit allmahlich eine stationare Bewegung sich herstellt, die ein Potential besitzt,

das im allgemeinsten Fall dargestellt ist durch

(5) 0 = 0
t
«'+ 0, v '

-f 03 w' + 04
p' + 06

q' + 0, r',

wo jedes der 0j, 02 , 0« der Laplaceschen Gleichung A<Pk=Q, k=l, 2, 6,

geniigt und in der Unendlichkeit verschwindet, wahrend an der Oberflache des

Korpers ist

(6a) = cos(n, x) , j^=cos(n,y), -j± - cos(n, z) .

(6b)

^ - ycos(n, z) - zcos(n.y)
, ^ - 2Cos(n, x) - xcos(», *) ,

^' = *cos(n, y) - y cos(«
, *)

.

Hier bedeuten x, y, z die Koordinaten eines Oberflachenpunktes in einem mit dem
Korper fest verbundenen Achsenystem, und ergibt n die Richtung der Innen-

normale an diesem Punkt. Es ist dann an der Oberflache des Korpers

(7)

<"0
= (a + zq - yr)cos(n, x) + (» + *r - zp)cos(n, y)

+ (w + yp- xq)cos(n,z)

,

d. h. die zur Oberflache senkrechte Geschwindigkeit der Fliissigkeit ist gleich

der Geschwindigkeit des Korpers selbst an dieser Stelle.

Wenn der Korper die Form einer Kugel vom Radius r0 besitzt, und der
Mittelpunkt sich in x', y', z' befindet, hat man nach Gustav Kirchhoff
04
= 0S

= 0, = 0 und

. 1 .1 .1

W 1
2 f'x ' 2 ly ' 2 dx

*

so daB

,/ *
l

a-
1

(»i) *=v\ tt';T +**z-h -(*'-*)».

oder

W * = jfi
(»'(*'- *) 4- »'(y'- >') + »'<«' - ^)) .

wird. w', v', w' bedeuten die Geschwindigkeitskomponentcn der Bewegung des

Mittelpunktes des Korpers. Die Drehungskomponenten kommen nicht in Be-
tracht. Die GrdBe r ist der Abstand des Fliissigkeitspunktes vom Mittelpunkt der

M Mechanik (1883). S. 222 fl.
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Bewegungen im Ather. 23

Kugel. Hiernach ergeben sich die Komponenten u, v, w der Bewegung eines

Fliissigkeitsteilchens zu

<*'- X) <*'--x)

(/- y) (/ -J)
r*

(*'- z)(z'--z)

,(y'-y) (*'-*)

3t>
,(z>-z)(y'-y)

Nennen wir a', {}', y' die Richtungscosinus von r und (/ die Bewegung des

Kdrpers in Richtung von r, also

(ID
, x — x 0'- y -y

r r

(12) Q'=*'u'+(l'v'+y'w'
,

so gehen die obigen Gleichungen iiber in

(»,)

(iof)

2r«

« = -^(«<'-3«V).

Nach Multiplikation der drei letzten dieser Gleichungen mit <*', /?', y' und Addi-

tion, erhalt man, da

(13) <x'u + p'v + y'w = Q

die Bewegung der Fliissigkeit in Richtung von r ergibt

(13')

An der Kugeloberflache ist r = r0 , somit g = q', was der Bedingung (7) gleich-

kommt. Nehmen wir eine andere Richtung als die von r, etwas mit den Richtungs-

cosinus a, y, so folgt aus dcnselben Gleichungen (10,) in gleicher Weise

a ist die Bewegung der Fliissigkeit, a' die des Korpers in Richtung von s. Ist

insbesondere die Richtung s senkrecht zu r, so wird

(H) a u + fiv + y w = a = - (0'_ 3</cos(r, s)) ,

-3
'0

2r»
(15)

und an der Oberflache der Kugel a -- -

tung derTangente absolut eine nur halb so groBe Geschwindigkeit wie der Korper
und auBerdem eine entgegengerichtete Bewegung. Der von H.A. Lorentz hervor-

. Also hat dort die Fliissigkeit in Rich-
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24 Optische and elektroruagnetische Erscheinungen unter detn EinfluB von Bewegungen.

gchobene Widerspruch in den Stokesschen Annahmen wiirde also in der Tat bei

den gemachten Voraussetzungen bestehen.

Nach einer Mitteilung von H. A. Lorentz 1
) hat Max Planck in einem

Schreiben an inn darauf hingewiesen, daO jener Widerspruch bis zu einem ge-

wissen Grade behoben werden kdnne, wenn man annimmt, daB der Ather der all-

gemeinen Gravitation unterworfen ist, und dementsprechend um den sich be-

wegenden Korper, etwa die Erde, sich verdichtet. Es kommt hier auf die relative

Bewegnng des Athers an, wir sehen also den Korper als nihend an und den Ather
als in der relativen Bewegung gegen ihn begriffen. Die relative Bewegung soli ein

Potential besitzen und stationar sein, die absolute hat dann gleichfalls ein Po-

tential und ist stationar, falls die Bewegung des Korpers ein Potential aufweist

und sich stationar zeigt. Ist p der Gasdruck im Ather, p die Dichtigkeit, 0 das

relative Potential der Atherbewegung, V das Potential der Schwerkraft, so hat

man nach den Lehren der Aerodynamik*)

...» s'h^hWhmm—
Nun wird die Anahme gemacht, daB die Verdichtung des Athers um den Kor-

per von der relativen Bewegung unabhangig ist, also nur abhangt von der Schwere
des Athers. Das bedingt, daB die Bewegung des Athers so gering ausfallt, daB ihr

Quadrat in der zweiten Gleichung gegen die anderen Glieder nicht in Betracht

kommt, oder daB ihr Quadrat wie eine Konstante nach x, y, z in dieser Gleichung

behandelt werden darf. Weil auBerdem dp = Rdix ist, wo R die Gaskonstante

bedeutet und ferner

ist, wo nunmehr r0 den Radius des Korpers und g die Beschleunigung auf ihm
feststellt, findet man aus (16 a)

(17,) ftt + V-Rf^-g'-t- konst.

oder

(17.) lgi" = Ig/^ + c()-l),

d. h.

(17,) n-^e', /^ = /i0
«" r»

(

wo C eine Konstante ist, namlich

(is) c= g
r

i.

Um die weitere Zwischenrechnung nachzuholen, bemerke ich folgendes:

Die Gleichung (16a), die nun zur Bestimmung von & dient, gibt zunachst

x
df*d4> dpd<P dftd0 (c*<j> d*<P &0\

(16a) JZdx-
+ dy-Jy- + T-z aF + /i

\7^ + €?+~**r
l
) H. A. Lorentz, 1. c. S. 464.

•) Gustav Kirchhoff, Mechanik (1883), S. 170.
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Max Plancks Berechnungen. 25

Die absolute Bewegung des Athers soli in der Unendlichkeit verschwinden,

die relative Bewegung ist also dort gleich der des Korpers. letzterer bewege sich

gleichformig mit einer Geschwindigkeit g
/

, nehmen wir die Richtung dieser Be-

wegung zur jr-Achse, so ware in der Unendlichkeit

fa* a* „ d& A
(I9

> \ft-»y-°- IF" '),r=oo

Ferner ist auf der Oberflache fur r = r0

entsprechend der Bedingung (7). Die Losung, die Ma x Planck fur 0 angegeben

hat, ist von der Form <P = z • R', wo R' eine Funktion nur von r ist. Nehmen
wir allgemeiner 0 — Z- R', wo Z eine Funktion von z bedeutet, so ware, da
nach (17) /i nur von r abhangt,

dp x d /i d fi y d fi bp z dp
tlx r dr * by r dr ' dz r dr

'

60 x dR' d& v dR' d& D,dZ ltr zdR'
dx " r dr ' dy r dr ' dz dz r dr

[1 cY x* dR' x* d*R*\

\r dr r* dr +
r* dr* )

'

/l dR' y* dj/^ y* d*R\
*\r dr r* dr

+
r* dr* J

'

b*&

dx*

d*4>

dy*

R
,d*Z_

+ 2
z dZdR'

)r
+

\r dr r* dr
+

r* dr* Idz* dz* r dz dt

Die Differentialgleichung (16 a) gibt hiernach

* dr dr r dr dz^^Xr dr +
dr* r

(21)

, (

z dR'dZ n,b*Z

dz v*y
woraus, da Z nur von z abhangen soil, erhellt, daO z = Z und ^- = 0 sein

muB, d. h. Z = a z. Alsdann bleibt
d* d*

dptdR'
,
R'\

,
/4 dR'

,
d*R r

\ n
TrVdr-* r-)+»\-rTr +

-dr*) = 0 '

oder zufolge des Wertes von fi unter (17,)

C (dR' R>\ 4 dR' d*R' n
~r^VdT + V) + r

+^ " °'

d. h.
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26 Optische und elektromagnetische Erschdnungm unter dem EinfluQ von

Das Integral dieser Differentialgleichung hat nach Max Planck die allgemeine

Form

Durch Einsetzen bekommt man wegen

dR' (m+bX.al\
J

d*R' _(n a + bX
,
4a + 6i

a ,
*»\ \

r fs r* r r* r* r* r* r

somit

2(a + bX) « -Cb, b X* + C(a + b X) = C a , aX* = -CaX.

Die letzte Gleichung gibt

entweder X — 0 oder X = — C,

aus den anderen beiden Gleichungen folgt dann

entweder a=a, b =-^ oder bC*+C{a-bC)=C a , 2{a-bC) = -Cb.

Die zweite Alternative gibt

2a

Somit ist die allgemeine Ldsung

«-M}-S+-"(M)-i.
also in der Plane kschen Form

(22) #_,[.(£_,) + »(£ + ,),-?].

Da wir haben

(23) ^i-*F °±=y F ** = * +
*
F

dx r ' dy r ' cz z
+

r
'

wo

aC 6C -v . &C/C
2r* 2>

e
' + fiisr*

1

)

#0 64>
ist und F fiir r = oo verschwindet, so werden fiir r = o© die >— = «™ 0

.

ax oy
Weiter gibt * fiir r = oo den Wert (— a -f Also muB nach (19) sein

(26) _ a + 6 _ g
'.

Zuletzt haben wir

<26)
7>7

=
r7 + *

2r2 2r« ^ \2r / r2
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Max Plancks Berechnungen. 27

also, da nach (20, ^_%
-0 sein soU, „ach einfacher Zwischenrechnung

(27) ._,(, + £ + .*).-%.

somit

(28) rt — - —
; c , b = —

c .

e

60 60 60
Multiplizieren wir die Werte fiir —

, , mit a
, 8, y und verstehen

cx cy cz
unter diesen GroBen Richtungscosinus einer Linie s, die senkrecht steht zu r,

so wird, weU dann ^±^±£^-0 ist. die Geschwindigkeit o des Athers

in dieser Richtung nach

c

(29) 0=5 y_ es
y| a (__l] + 6 (-_ + l] <r

r

C 1
Die Grofle — — g r

0
betragt fiir Wasserstoff an der Oberflache der Erde bei

0° C etwa
ro K

L 985.6,4. 108 ,

273- 41,4- 10« '
'

also ungefahr 66. Fiir Luft betriige die Zahl etwa 790. Wenn also der Ather an
der Erdoberflache auch nur zur Dichte des Wasserstoffs verdichtet ware, karae

c

dort die GroBe e r gar nicht in Betracht. Also waren a und b beide sehr klein

und a, die Gleitgeschwindigkeit des Athers an der Erde ware zu vernachlassigen,

d. h. der Ather bewegte sich an der Erde wie diese selbst.

H. A. Lorentz berechnet, daB die Gleitgeschwindigkeit des Athers nur
so viel betriige, als sie sich durch die Aberration eben noch verraten wiirde (etwa

Q
der Revolutionsgeschwindigkeit der Erde), wenn — = gegen 10 sein sollte.

C r°
An irdischen Gasen nimmt nun ab mit wachsender Diinnheit. Da dem Ather

r

an der Erdoberflache eine Verdichtung auch nur gleich der des Wasserstoffs zu-

zu schreiben miBlich ist, und selbst cine solche von ein Zehntel der Dichte des

Wasserstoffs noch zu hoch ware, muBte man annehmen, daB fur die Wirkung

auf den Ather
-f.-

anders ausfallt, als fiir die auf irdische Gase.

So unsicher diese Berechnung ist, so zeigt sie doch die Moglichkeit, die bciden

von Stokes gemachten Annahmen bis zu einem gewissen Grade zu versohnen.

In einer anderen Arbeit (mehr Notiz) bezieht Stokes 1
) die Aberration auf

eine andere Richtung als die der Wellennormale, eigentlich auf den relativen

Strahl.

Grenzt man auf einer Wellenflache ein Stiick durch eine geschlossene Linie

ab, so streift diese Linie wahrend der Ausbreitung der Flache auf einem Zylinder

») Phil. Mag. 28, 76 (1846); Mathcm. and Phys. Pajiers 1, 138.
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28 Optische und clektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewcgungen.

mantel. 1st diese Linie hinreichend eng, so bildet der Zylindermantel den
„Strahr. Fiir die Richtungscosinus dieses Strahls leitet Stokes die Formeln ab

(30j) dZ~2qdt, d]t~-2pdt.

Wenn man wieder dl dz ansetzt, ist

(30,) da. = 2q
dz , dp=- 2p

dz .

co co

Stokes hat in seiner ersten Arbeit iiber Aberration erklart, daB die Rich-

tung, in der ein Himmclskorper gesehen wird, senkrecht ist zur Front der Wel-
len, die von diesem Korper ausgehen. Es kommt also die Richtung der Wellen-

normale in Frage. In der zweiten Arbeit aber halt er die Richtung des von ihm
wie angegeben definierten Strahls (namlich: the line along which the same
portion of a wave moves relatively to the earth) fiir diezuletzt mit einem mit
Fadenkreuz versehenen Teleskop beobachtete Richtung. Also waren dann die

Gleichungen fiir a, (i entscheidend. Diese aber geben Geradlinigkeit fiir den Strahl,

wenn die Bewegung ein Potential hat. Darauf hat Stokes in dem Zusatz zur

ersten Arbeit groBen Wert gelegt. Denn nunmehr konne man ja die Erklarung
der Aberration durch die Bewegung der Erde allcin auf phoronomischem Wege
(S. 10) wieder aufnehmen, obwohl der Ather sich bewegt. Diese Bemerkung ist

von hoher Wichtigkeit. Wir kommen darauf und auf Stokes' Theorie iiberhaupt

zuriick.

Wir wenden uns wieder zu den Gleichungen (5) ff., um an sie noch einige Be-
merkungen anzuschlieBen. An der Oberflache des lichtempfangenden und sich

bewegenden Korpers haben wir fiir die Atherbewegung nach (10,)

(31) u9 ~-\(u'-3x.'q'), i'0 = -l(i;'-3/fV)> *'o = - 4 <»' - 3yV) •

Kommt ein Strahl an den beleuchteten Korper, so kriimmt sich seine Bahn.
Wir werden aber spater bemerken, daB von dieser Krummung bis auf GroBen, die

selbst gegen die Aberration nicht in Betracht kommen, abgesehen werden kann.
Alsdann haben wir an der Oberflache des Korpers fur die Lichtgeschwindigkeit

(32J = c0 + a «0+ 0vo+ yw9 ,

d. h.

(32J c0
' = c0- |(s'- 3o'cos(r, 5)) = c0 - ^ (cos(g', 5) - Scosfe', r)cos(r, S)) .

Die Gleichungen gelten an der Oberflache des beleuchteten Korpers, aber

noch innerhalb des diesen umgebenden Athers. Was geschieht, wenn der Strahl

in den Korper selbst eintritt, z. B. in ein optisches Instrument, konnen wir aus

einer Theorie wie die vorstehende nicht ableiten. Denn mit der Voraussetzung

dieser Theorie, daB namlich der auBere Ather an dem Korper nur gleiten kann,

sind mehrere Annahmen iiber das Verhalten des inneren Athers vereinbar.

So konnen wir den absoluten Widerstand des Korpers gegen das Eindringen oder

Ausstromen von Ather in die Substanz des Korpers selbst verlegen; oder mcinen,

daB zwischen dem auBeren und dem inneren Ather jede Verbindung fehlt, als

wenn es sich um zwei nicht mischbare Fliissigkeiten handelte; oder glauben,

daB der Ather innerhalb des Korpers sich wie eine starre Substanz verhalt usf.

Die nachstliegende Annahme ware, daB der Ather innerhalb des Korpers mit

diesem fest verbunden ist und sich wie dieser bewegt. Die Verbrcitungsgeschwin-

digkeit des Lichtes muB dann, beim Eintritt in diesen Ather, z. B. in ein opti-
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Bewegungen im Ather. 29

sches Instrument, eine plotzliche Anderung erfahren, und zwar wird sie — ab-

gesehen von der Anderung durch die Anderung der optischen Verhaltnisse —

woselbst, mit einem Koordinatensystem, dessen Ursprung sich in der Mitte des

Korpers befindct,

«"««' + z0 q'
- y0 r' , v" - v' + x0 r' z0 p' , w" = w' + y0 p' - x0 q'

ist. Erleidet der Strahl keine plotzliche Knickung beim Eintritt in den Ather des

Korpers, so ist

(34) c = c0 + <*«"+ + yw".

Doch kommen fiir den Strahlengang noch andere Umstande in Betracht, iiber

die spater gesprochen wird.

Ist nicht, wie bisher, der belichtete Korper der sich bewegende, sondern

der leuchtende, so muC, da auch jetzt die Bewegung des Athers tangential zur

Oberflache dieses Korpers im allgemeinen verschieden ist von der dieses Korpers

nach gleicher Richtung, und nur normal zur Oberflache mit der dieses Korpers

nach gleicher Richtung iibereinkommt, die Verbreitungsgeschwindigkeit des

Lichtes unmittelbar schon am Korper beim Ubergang in den Ather einen Sprung
erfahren, wenn das Licht nicht gerade senkrecht vom Korper ausgeht. Und
iiberhaupt wird die Verbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes deshalb von der

Ausgangsrichtung abhangig sein. Senkrecht ausgehende Strahlen werden eine

andere Geschwindigkeit besitzen, als streifend ausgehende, und nur erstere

werden diejenige Geschwindigkeit aufweisen, die ihnen aus der Bewegung des

Korpers allein nach dem Dopplerschen Prinzip zukommen soil (s. jedoch

spater). Die weitere Bewegung des Athers modifiziert noch diese Geschwindig-

keiten, hort aber sehr bald auf zu wirken. Es kann kein Zweifel sein, daB fiir

einen fernen Beobachter die Geschwindigkeit in Betracht kommt, wie sie zuletzt
im Ather erreicht ist, nicht die Ausgangsgeschwindigkeit allein. Die Bewegung
des Korpers spielt aber insofern mit, als sie die Bewegung des Athers bestimmt
und die Ausgangsgeschwindigkeit feststellt.

Nun sind die relativen Geschwindigkeitskomponenten des Athers gegen

den Korper unmittelbar am Korper selbst

wo x0 , y0 ,
z0 die Koordinaten eines Oberflachenpunktes und x', y', z' die des

Mittelpunktes des leuchtenden Korpers bedeuten. Kennen wir c„' die Ausgangs-

geschwindigkeit des Strahls, bestimmt allein durch die fortschreitende Bewegung
des Mittelpunkts des Korpers, so haben wir in der einfachsten Darstellung, fiir die

Lichtgeschwindigkeit (c) im Ather unmittelbar am Korper

(33) c - c'Q + «o) + fi(v"-

v

0) + y(w"-

w

0) ,

<3o)

-u"=u'-(z' - z0 )q' + (y'

- v" = v' - (*' - xj r' + (z'

(3«)

und darin ist

(37) Cv = c0 -f « 0 «' + fio v ' + J'o
w '

.
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30 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bewegungen.

wo c0 die Lichtgeschwindigkeit bei ruhendem Korper in ruhendem Ather be-

deuten wtirde, und a0 , fi0 , y0 die Richtungscosinus der Welle unmittelbar am
Korper angeben. Setzen wir

3 /
^= co+«o(«

/

-(^-'o)9
/

+(y'-yo)''')+y^o(«'-(^-*o)''
,+ (^'-^)/>

,

)

{ M +rM-iy'-y*)P'+W -*.)*').

so wird

(39,) (c) - r0+ i («,(«'- e '«') + fi0 (v'-o'f}') + eVJ) •

d0 ist hier die Verbreitungsgeschwindigkeit aus dem Dopplerschen Prinzip.

In anderer Schreibweise wird

(39a ) (c) = c0 + if
g'(cos(g', S) - cos(g', r) cos(r, S)) .

Liegen die drei Richtungen g ', 5, r in einer Ebene, und handelt es sich urn einen

streifenden Strahl, so daB (g\S) = 90° — (g', r) wird, so kommt

(c)=*e0+ |g'sin(g' (
r).

Das Zusatzglied ±g'sin(g',r) findet sich bei H. A. Lorentz (1. c.) fur die relative

Bewegung des Athers fur diesen Fall angegeben. Die Formel lehrt aber, daB
wir (c) = c0 haben, wenn

cos(g', 5) — cos(r, g') cos(r, S)

ist. Das findet statt, wenn r und S zusammenfalien, der Strahl senkrecht ausgeht,

wie wir schon wissen. In der Ebene ist dieses die einzige Moglichkeit. Im Raume
konnte die Gleichung auch erfullt sein, wenn die Ebene r

t
g' senkrecht steht zur

Ebene r, S, denn wir haben nach der spharischen Trigonometric

cos(g', S) = cos(r, g')cos(r.S) + sm (r, g')sin(r, .S)cos(r,g', r,S) .

Also gibt cs im allgemeinen nur zwei Richtungen, nach denen ausgchcnd Strahlen

sich gemaB dem Dopplerschen Prinzip vertreiben, wenn wir von den Modifi-

kationen durch die Atherbewegung in einigem Abstand vom Korper absetzen.

Sonst findet also Abweichung von jenem Prinzip statt, und es ist z. B. bei

streifender Emision

(c) - r0 -f
jj
g' cos(g', S) = r

0 + j[
g' sin(r, g') cos(r, g\ r, S) .

In der Entfernung r vom Korper ist die Lichtgeschwindigkeit

<*') - w -^ <* w ' +W + y w ' ~ 3 6 «» ('
>

S'»

r J (a w' + fiv'+yw'- 3 t/cos(r, S)) .

<x, fi, y sind die Richtungscosinus des Strahls an der urn r vom Mittelpunkt des

Korpers abstehenden Stelle. Ist r gegen r0 hinlanglich groB, so bleibt

(41) (c0') - (c) + |<* w' + /?!.'+ 3(/cos(r, 5)) .

Und hieraus ersieht man, daB, wenn der Strahl so wenig gekriimmt ist, daB man

<*o> A>> J'o m '* *» /?» y vertauschen darf, die Verbreitungsgeschwindigkeit des

Lichtes in hinreichendem Abstand vom leuchtenden Korper sich ganz allein

nach dem Dopplerschen Prinzip richtet, als wenn der Ather uberhaupt in Ruhe
ware. So finden wir auch hier, daB die Annahme einer Bewegung des Athers

nicht gegen die Erfahrung spricht, wenn nur die Gcschwindigkeit gegen die der

Lichtverbreitung hinreichend klein ist, und bei alien astronomischen Erfahrungen

haben wir es mit sehr wcit abstehenden Lichtquellen zu tun. Von dieser Anschau-
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Theorie von H. A. Lorentz. 31

ung scheint auch H. A. Lorentz bei der mitgeteilten Ableitung des Doppler-
schen Prinzips ausgegangen zu sein, und ich glaube, auch Stokes in seiner Aber-

rationstheorie.

Wir kommen nun zu der Theorie von H. A. Lo re n tz selbst 1
). Er nimmt an :

1. Dafi die Bewegung der Erde und der Korper auf ihr ein Potential hat. 2. DaB
der freie Ather in der Umgebung der Erde sich in Bewegung befindet. 3. DaB auch

diese Bewegung ein Potential hat, also rotationslos geschieht. 4. DaB der in einem
durchsichtigen Korper enthaltene Ather an der Bewegung des aufieren Athers

teihiimmt, und zwar gleichfalls mit einem Potential. 5. AuBerhalb und innerhalb

des Korpers sollen die Geschwindigkeitskomponenten und das Potential der

Atherbewegung stetig sich andern. 6. Jede Elementarwelle innerhalb eines Kor-

pers soli in die Bewegung dieses Korpers gemaB dem Fresnelschen Gesetz ein-

bezogen werden. Wenn g die Bewegung des Korpers bedeutet, so soil also die rela-

tive Bewegung des Athers in fruhercr Bezeichnung g = g(l— a) —— g= I—
j g

sein, wo c0 sich auf den freien ruhenden Ather, c auf den ruhenden Korper bezieht.

Setzt man

x .

so soil also bestehen

(43) g = *g-

Sei (Fig. 6) P ein Punkt, von dem zur Zeit t einc Elementar-

welle ausgeht, P* der Punkt, wohin in der Zeit dt die Elementar-

welle mit ihrem Mittelpunkt durch die Relativbewegung fortgetragen

wird, Q der Punkt, den sie in derselben Zeit erreicht, in der sie von P
unmittelbar hingelangt ware, so haben wir Fig- 6-

P'Q*-PQ*+PP'z-2PQ-PP'co$(PQ, PP') .

Es ist aber

P'Q c PQ c'

dt dt
1

dt dt' ^ * g '

also wird

c'*- 2c'xgcos(PQ, PP') - c2 «2
g
s

oder

(44) c'--= xgcos(PQ, PP') 4- |c2 - x2 g* sin2 (PQ,~PP') .

Fur im Verhaltnis zur Lichtgeschwindigkeit c geringc Geschwindigkeiten g erhalt

man

(46,) c'=c + xgcos(PQ,PP').

Setzt man
gcos(PQ,PP') -

so wird

(46,) c'=c + xs'.

PQ ist der relative Strahl, s' die in seine Richtung fallende Bewegungsgeschwin-
digkeit. Aus meinen spateren Betrachtungen wird sich ergeben, daB diese bier

als Naherungsformel auftretende Gleichung einer strengen Formel (S. 37) fur

die Verbreitung der Wellenflache in Richtung der Wellennormale entspricht. Es
mogen nun von A eine Reihe von relativen Strahlen S' ausgehen, die in einem

») Abhandlungen 1, 351 ff.
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anderen Punkt B enden konnen; fur ein Element dS' eines der Strahlen ist die

relative Verbreitungszeit

I4M dt- dS ' dS ' dS ' **'*<>>

Fiir den ganzen Strahl also

Nun sollte die Bewegung ein Potential <P haben, so daB, da es sich um die Be-

wegung des Athers gegen die Materie handelt,
|f,

ist, also wird

wonach also das zweite Glied fur alle Wege von A nach dem gleichen Endpunkt B
den gleichen Betrag aufweist. Nach dem Fermatschen Prinzip schlagt aber das

Licht denjenigen Weg von A nach B tatsachlich ein, fiir den t Minimum (oder

S'
Maximum) wird, also ist auch fiir die relative Verbreitung — ein Minimum, d. h.

der relative Strahl ist gerade.
c

In derselben Weise zeigt H. A. Lorentz, daB fiir die relativen Strahlen auch
das Brechungsgesetz gilt, wenn beide Medien sich gleich bewegen. Geht ein

relativer Strahl von A aus nach einem Punkt B' einer Grenzflache zwischen zwei

Medien 1 und 2 und von dort nach einem Punkt B des zweiten Mediums, so

haben wir

also

*i — ~ . a War -<Pa) i h= — ~f (<Pb — 9>b ) ,

'-<. + <,- J* + -~ - (f>r - Ta) + ~l (f>.- **>) •

Es ist aber

iiberhaupt

(49)

somit

1. Cj 1 Xo 1 C() 1

Ci Cj Cq Co c* c0

^ = i eine universelle Konstante,
c2 c,?

(50) / = — + - - ^<<P/, - Ua)

Das lctzte Ghed ist von der Lage von B' unabhangig, also wird / ein Minimum

(oder Maximum), wenn + -
*B

ein solches ist, wie bei absoluten Strahlen.

Der Satz schheCt auch Reflexion ein. Nun gilt der Satz allgemein, wie viele

Medien auch in Frage kommen, und es ist immer

<51 > '-f'f-Ff-L^-r*-
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fdS'
so dafl die Minimumbedingung sich wie bei absoluten Strahlen auf / —

J Q

erstreckt. Alles bis auf GroQen zweiter Ordnung. Indessen mochte ich bemerken,

daB da der Fermatsche Satz sich auf die kleinsten Strecken bezieht, sein eigent-

licher Ausdruck lautet

<62) fiM-ftlg)-*.
also hatte man

und so miiBte

sein, was von vornherein nicht einleuchtet. Darauf kommen wir noch zu

sprechen.

Der Winkel zwischen einem relativen Strahl S' und dem zugehorigen abso-

luten, der Wellennormale, ist gegeben durch

(54) Sin(5-,5)^
XgSiD(5/- g)

,

wie man aus dem Dreieck PP'Q (Fig. 6) entnimmt, wo ja PP*=xg, P/Q= S,

PQ = S' und <QPP*= (S't g) ist. Ist die Bewegung quer zu den relativen

Strahlen gerichtet, und handelt es sich um die Verbreitung in Luft, wo x sich

von 1 nur um etwa rff i],nt unterscheidet, so folgt

(55) sin(S',S) = £

die iibhche Aberrationsgleichung.

Sei A ein Punkt xf % y', z', von dem Wellen ausgehen oder zu dem Wellen hin-

ziehen, und / eine Strecke, auf der das Licht sich mit der Geschwindigkeit c

x— x' y—y' x—x'
verbreitet, die Komponenten von c sind dann ^—j— c ,

—y— c , +—-— c

und die der relativen Bewegung des Athers gegen den Korper —x— , —x 3—

,

-x^-. Die Resultante der bciden Bewe^ungen besitzt die Komponenten
ox

x — x y — y' B& z — z' B<P

±1 c
-*-tx-> ± r-

c-^' ± -
/

c
~*Jz-'

und da

/ = iix^x'Y + (y ->'')* + (* - *')* ist,

so kann man diese Komponenten auch schreiben

-(±cl-x<P), °
y
i±cl-x*),

rz
(±cl-x0).

Folglich ist die Resultante senkrecht zu der Flache

(56) ±cl -x& = konst. = C ,

Wetntteln,
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34 Optische und elektromagnetische Erscheinungen untcr dem EinfluG von Bewegungen.

und da die Welle auch senkrecht ist zu der Resultante von c und xg , so ist eben
— x$ — konst. die Wellenflache, deren verschiedene Lagen durch ver-

schiedene Werte der Konstante gegeben sind.

Ist die Bewegung im Medium nach GroBe und Richtung gleichformig, so

kann man setzen, wenn ihre Komponenten gx , gy , gt heifien

</> = konst. + (*' - x) gs+ iy'- y) gv + (z' - z) gt = konst. + I cos(g, /) g

.

also gibt die Gleichung (56)

(56') l(cJy.gcos(g,l))^C,

oder bis auf GroBen zweiter Ordnung

(57) 1=
c
± C

y

J cosfe,/).

Q
das ist die Gleichung einer Kugelflache mit dem Radius — und einem Mittelpunkt,

c

der in Richtung der Atherbewegung urn die Strecke
J

vorgeschoben ist. Auch
c

von diesem Satz werde ich spater beweisen, daB er nicht angeniihert wie hier,

sondern strenge Geltung hat. A ist der Konzentrationspunkt der ausgehenden

Strahlen oder der ankommenden, je nachdem an den Gleichungen das obere

Zeichen oder das untere fiir das zweite Glied gewahlt wird. Da es sich um Kugeln
handelt, so laufen die Strahlen (hier muB man sagen bis auf GroBen zweiter

Ordnung) in der Tat in diesem Punkte zusammcn.
Die Gleichung 60) wird noch benutzt, um zu zeigen, daB auch die Diffraktion

durch die Bewegung des Athers, bis auf GroBen zweiter Ordnung, nicht beeinfluBt

wird. In der Tat ist das zweite Glied ~ (<pB — f/ A ) fiir alle Strahlen, welche von
co

A ausgehend B erreichen, das gleiche, folglich haben zwei solche Strahlen, wenn
Bewegung stattfindet, die gleiche Zeitdifferenz wie wenn solche nicht erfolgt.

Also ist auch die Verteilung der Intensitiiten die gleiche. In entsprechender Weise
erfolgt die Darlegung fiir Interferenz.

Ehe ich weiter gehe, lasse ich cine allgemcinc Untersuchung iiber die Ver-

breitung von Wellcn in bewegtem Ather folgen, wobei iiber die Ursache der Be-

wegung und mcist auch iiber ihre GroBe keine Voraussetzungen gemacht werden.

Nur der einfacheren Ausdrucksweise wegen sprechen wir von bewegtem
Ather, sollte sich der Ather nicht bewegen, so gelten die Ergebnisse fiir die be-

wegten Stoffe, innerhalb deren der Ather sich befindet, indem ihm die entgegen-

gesetzte Bewegung unterstellt wird. Die ganze Untersuchung liegt zwar auf dem
Gebiete der Undulationsthcorie, abcr ihre Ergebnisse sind anf gewisse Theorien

der Elcktrodynamik ohne Anderung zu ubertragen, daher diese Untersuchung
eingehender gefiihrt ist, als manchem, dem die Undulationsthcorie nur noch
historischen Wert hat, vielleicht gerechtfertigt erscheinen konnte.

4. Verbreitung von Wellen in bewegtem Ather.

Wir benutzen die bekannten Gleichungen der Elastizitiitstheorie, indem wir

annehmen, daB Bewegungen sich den Lichtschwingungcn superponieren, wie es

auch die beiderseitigen Kraftc tun sollen. Wir haben dann fiir die Lichtschwingun-

gen $ ,
ij, C, in GustavKirchhof fs Schreibweise (indem wir immer Schwingung
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Bewegung und Schwingung des Athers. 35

und sonstige Bewegung durch die Worte ..Schwingung", „Bewcgung\unter-
scheiden)

(1)

dt*

dt*

dt*

BX
V

rx r v T Z

*YX t'Y„ <Yt

dx < z

< Zx bZt

ix cy i z

unter iiblicher Bedeutung der Buchstaben. Der Ather wird fiir die Lichtschwin-

gungen inkompressibel angenommen. Fiir andere Bewegungen konnte er kom-
pressibel sein, davon ist nichts bekannt. Wir werden meist annehmen, daB er

fiir die ganze Bewegung inkompressibel ist, also die Beziehung besteht

:

(2)

Nun ist, indem

dx' = u,
dy = v,

dz'

dtdt ' dt

gesetzt wird, wo u, v, w die Komponenten der Bewegung des Athers bedeuten,

(3)

d£ c£ r£ c"f c*

dt = U + cx
U Tay V - tz

W '

(30

dt*
~

cfl + "itix^~ Hvy
it

itiz

i (i£ \ d ib$ \ € (d£ \ 6 \

+ Ti[li ") + « 3x\< x
u
) +

v
iy \<'x

u
)
+ w

iz [ex f

ct\oy I cxvy f < y \oy ) czv'y /

Ct\CZ ) dx\(Z I dy\cz ) iZ\dz )

i>2 £ J (

'

2
c f'

8 ! \ ,

*'^« cf( i/= +2
r^f'.t + l

'r/tv " W
r7cV + ix H +

vy it

2 £v£vw r-c

f .t^ dx < y < iy\ f x cy < zf

- - v + w -

x cy a,'

/ <
2 4 f-'c \

4- 2 wv ~- + viv . . — Ur-M .- -
,

\ c .vr'y eye z < zi x !

3*
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36 Optische und olektromagnetische Erscheinungen unter dera EinfluQ von Bewegangeu.

oder

'

dt* ~tt*
+ "V etSx

+ V
dtdy + W

dtdxl

(4)

czdxl£ydz

c«£ a»£

cjc* cy8 a*8

d« c£ rfu c£ <iu/ a£
+

^7 a* + Jy~
+

«T/ a*

'

und ahnlich fur die entsprechenden GroBen tj, £. Fiir die Xg usf. nehmen wir die

iiblichen Ausdriicke gleichfalls in der Darstellung von Gustav Kirchhoff.

a) Verbreitung von ebenen Wellen in gleichformig bewegtem Ather.

Es sei die ubrige Bewegung des Athers konstant nach Zeit und Ort. Unter
welchen Umstanden ist eine ebene Welle mSglich? Wir nehmen erst die In-

kompressibilitatsbedingung (2). Fiir

£ =Asm2:iy T
— —

- y -{ 6) usf.

erhalt man

und ahnlich die entsprechenden GrQBen.

Also

x<* + yfi + zy

a /<**\ a
\ ^ Z^*^

i
* +B (i + Cy)sm2ny- ^ - +

<5J.

Ist
f

-
1 a « -f- /J v + y u>

von Null verschieden, so mtissen wir hiernach haben

A a 4- B(i + Cy = 0 .

Das ist die Bedingung fiir transversale Schwingungen, solche sind also in der

Tat moglich. Nur wenn ^ «= - r

^
— — oder — = s sein sollte, wo $

die Bewegung in Richtung der Wellennormale, des Strahles, ist, kann die In-

kompressibilitatsbedingung erfiillt sein, ohne daO die Wellen quer zur Fort-

pflanzungsrichtung stehen. Wir werden aber bald sehen, daB ^ stets von s ver-

schieden sein muB. Zugleich erkennt man, daB auch die gewohnliche Beziehung

(5)

erfiillt ist.

£;i 6v a;
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Gleichmiflige ebene Wellen bei gleichmaOigen Bewegungen. 37

Mit konstanten Werten fur u, v, w haben wir nun als Bewegungsgleichungen
aus (4) und (1)

(6)

/ £*$ e*{ e*s \

dfi \ dtcx ctty itdxl

(
£t£ £2t £8* \

\ dxcy dydz czox!

c*a dy* d*8 g

und zwei entsprechende Gleichungen fur r\ und fiir £.

Wir setzen

(7)

c0 ist alsdann die Verbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes im ruhenden Ather.

Wir bekommen aber

2(uot + t>£ + wy)
*

T + 2(uv<xji+ vwfiy + wuy <x) -~

Die GroBe

ist die Geschwindigkeit des Athers in Richtung der Wellennormale. Hiernach
wird

1 2s s8
a

1

T8 ^7 + /s
C
°A»'

oder

(9S ) i - c0 -f s .

Hatten wir bei geringen Bewegungen die Glieder mit den Produkten und Quadra-
ten der u, v

t
w fortgelassen, so ware

£ " S + | C,H S8

erfolgt, in erster Naherung also wieder wie (9S). ^
Die gleiche Beziehung muB aus den Formeln fiir und tj fur £ folgen. Da ^

auch die Verbreiterungsgeschwindigkeit der Welle im bewegten Ather bedeutet,

so ist diese

(10j) c = c0 + s.

Hieraus ergeben sich folgende Schliissc:

a) Beziehen wir X0 und T0 auf den ruhenden Ather, so wird

(id j.
- £ + ,

.

Welche von den GroCen durch die Bewegung des Athers cine Anderung
erfahrt, ob X oder T, oder ob beide sich andern, laBt sich ohne weiteres nicht

entscheiden. H. A. Lorentz, der die obige Beziehung auf einem ganz anderen
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38 Optische und elektromagnctische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bewegungen.

wahrend friiher man c = c0 ansah und / und T so variieren liefl, daB eben ^

Wege als Naherungsgleichung abgeleitet hat, scheint X fin* unveranderlich an-

zusehen, dann wtirde T variieren. Ich werde bald Griinde dafur beibringen,

daC im Gegenteil X als die veranderliche, T als die unveranderliche GroBe an-

werden muB. Alsdann ware

(12) A-;.0 +sr0 ,

statt wie bei H. A. Lorentz

(13) T
=

T~
+
I

'

Die Wellenlange fande sich nach (12) algebraisch vergrdBert um die Strecke,

urn welche der Ather innerhalb ciner Schwingungsperiode in Richtung der Wellen-

normale, kurz des Strahls, sich fortbcwegt. Sie fiele groBer aus, wenn diese Be-

wegung so erfolgt wie die des Strahls, kleiner im entgegengesetzten Fall. Be-

wegungen quer zum Strahl hatten keinen EinfluB.

b) Die Beziehung c = c„ + $ entspricht der Annahme von H. A. Lorentz.

T
immer gleich c0 blieb. Die Lichtgeschwindigkeit findet sich also vermehrt um die

Geschwindigkeit der Bewegung des Athers in Richtung der Wellennormale, Quer-

bewegungen haben keinen EinfluB. Bezeichnen wir die resulticrende Bewegungs-
geschwindigkeit des Athers mit g und die Richtung der Wellennormale mit v,

so ware

(8,) 5 = gcos(g, »')

und

(108 ) c — c
(l f gcos(g, v)

.

Das Licht wiirde sich in bewugtem Ather nach verschiedenen Richtungcn mit

verschiedenen Geschwindigkeiten vcrbreiten. Gehen von einem Punkte in einem
Moment / = 0 diese Wellen nach alien Seiten aus, so haben sie zu jeder Zeit ver-

schiedene Abstande von diesem Punkt, und zwar zur Zeit / die Abstande

(14) v = (c0 + s)<"te> + -\-v{t + wy)t.

Nehmen wir jenen Punkt, den wir, nachdem die Welle von ihm ausgegangen ist,

nur noch geometrisch zu denken haben, zum Ursprung des Koordinatensystems,

so ware hiernach zu irgendeiner Zeit / die Gleichung einer Wellenebene mit

dem Richtungscosinus <x, fi, y

(15) x <x + y /? + z y v -= (c0 + »«+»//-}- u> y)t

.

Zu den Gleichungen (14) und (15) kommt noch die Beziehung

(16) ** + /f
2 + -- 2 = 1.

Die Gleichung (14) stellt die Fliiche dar, nach dercn Punkten die Wellenebenen
zu gleicher Zeit ankommen. Da wir haben

x v z
\ - , y - ,

r v v

so wird

v t = (c0 v |- it x j- v y -f- w z)t

,

und indem r2 = x2 4- y
2
-f z2 ist, erhalt man als Gleichung jener Flache

(** + y
n
- -f * 2

)

2 -•• {ux + v y ~\- wz)U 2 -2(x°- -f y
2
-f **)(n* -f vy + w z)t

- c$(x* - y
2
-f z 2

)/
2

.
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GleichmiOige ebene Wellen bei gleichmaBigen Bewegungen. 39

oder

X, + y. + + + « ^)!

( , _ c
,
t, + ,<„ + vy +

als Flache vierten Grades.

Die Wellenflache finden wir in der iiblichen Weise. Sehen wir nach (16) <x

und y als die unabhangigen Variabeln an, so ergibt die Differentiation von (14),

(15), (16) nach « und y:

(19) 2* + 2/^-0, 2y-f2/?^- = 0.

Aus den letzten 4 Gleichungen folgt

^ J»> « rfr _ _ y

d*~~]i' dy da" (i
y

' dy~ Z
/l
y '

Dadurch gchen die beiden ersten Gleichungen (17) iiber in

«-*,-(— ,£)i-o. f _r y_(—
,J),_0,

oder in

/»(* — m 0 - a (y - i>/) — 0 ,
{((z - it' /) — >-(y — v/) « 0

.

Dazu kommt Gleichung (15) in der Form

<%(x - «/) -f £(y - t>0 + y(* - w<) - Co/.

So erhalt man fiir <\, [i, y die Werte

/on\ *
c0 <(.v-«/) c0 /(y -w/) c0 i(z-wt)

(20) a--
/;

, />=— ..— -, ^
wobei

Z) = (v - «/)*
: (y - i//) 2

r (* - i?/) 2

ist. Aus (16) folgt dann als Gleichung der Wellenflache

Co <
2
((* - « 0 2 4- (y - w 0 2

1 (* - w <)
2
) =- ((* - w 0 2 4- (y - » 0 2 4- (* - w 0") 2

oder

(21) (* m o s + (y - v 0
2 4 (* - if/) 2 - <\?'

2
,

also eine Kugelflache mit um die Bewegung des Athers vorgeschobenem Mittelpunkt.

Fiir Elementarwellcn hat H. A. Lore n tz dieses Ergebnis allgemein vorausgesehen.

Es ist gut, daB nun dafiir cin Bewcis auf ganz anderen Grundlagen wenigstens fiir

gleichmaBige Bewegung erbracht ist.

c) Mit dem obigen steht noch folgende Bcmcrkung in Zusammenhang.
Wir schreiben

f - A sin
2jl^t- (v a + y fi t zy) -f ^ ,
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40 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinflaB von Bewegungen.

also wenn man fur ^ seinen Wert nach (11) einsetzt,

(22) £ - A sin~ (±t - [(x - it t) <x + (y - v t)p + (z - w t) y] + e) .

Nimmt man mit H. A. Lorentz X = Xq an, so hat die Gleichung die Be-
deutung einer einfachen Koordinatentransformation von festen Koordinaten auf

mit der Geschwindigkeit (u, v, w) parallel mit sich selbst sich bewegende. In

diesem Falle also wiirde, die Bewegung des Athers zu beriicksichtigen, es geniigen,

eine einfache Koordinatentransformation auszufiihren, wie auch H. A. Lorentz
geschlossen hat. Wie bemerkt, aber scheint mir die Annahme X = XQ nicht zu-

lassig.

d) Zufolge (21) verbreiten sich die Strahlen so, als wenn sie von Punkten aus-

gingen, die in Richtung der Bewegung des Athers vor der Lichtquelle liegen.

Die Wellenflachen sind nicht mehr konzentrisch, wohl aber noch koaxial.

FaBt man die Lichtverbreitung so auf, so fallen auch Strahl und Wellennormale

zusammen. Die Richtungskosinus sind gegeben durch die Gleichungen (20).

Wir haben dann, wenn die Strahlrichtung mit S bezeichnet wird,

(23) 5 = ~ (u(x - u t) + v(y ~vt)+w(z-w t)) = g cos(S, g) .

Von irgendeinem Punkt ausgehende, zu ebcnen polarisierten Wellen ge-

horende Strahlen erreichen nach der Zeit t eine Kugelflache, die mit dem
Radius c0 t von einem vor jenem Punkt in Richtung der Atherbewegung und im
Abstande gt liegenden Punkt ausgeht.

Nennen wir den relativen Strahl S\ so war nach H. A. Lorentz (S. 33) die

relative Verbreitungsgeschwindigkeit dieses Strahlcs bis auf GroBen zweiter Ord-
nung

(24) c'= c0 + gcos(S', g) = c0 + s' ,

wo s' die Bewegungsgeschwindigkeit in Richtung des relativen Strahles feststellt.

Da S' von S fur gegen c unerhebliche Geschwindigkeiten nur sehr wenig abweicht,

so haben wir auch

(24') c'=c0 + s,

also verbreitet sich der relative Strahl fast mit derselben Geschwindigkeit wie die

Wellenflache, wahrend der Winkel zwischen der Wellennormale S und dem rela-

tiven Strahl S' nach (55) (S. 33) gleich

<(S,S /)= *

ist.

e) Da die Losung, die wir kennen gelernt haben, von der fiir ruhenden Ather
geltenden sich nur durch den besonderen Wert von c unterscheidet, so geniigt sie

auch den Differentialgleichungen fiir Schwingungen in ruhendem Ather, nur
mit c statt Demnach haben wir auch

(25) V^-(<o + «sf.

s variiert aber von Richtung zu Richtung der Wellennormale. Der gleiche Satz von
Differentialgleichungen besteht also fiir parallele Wellen. Nun beruht die einzige

einigermaBen befriedigende Ableitung des Huyghensschen Prinzips, die Helm-
holtz - Kirchhoffschc, auf der Annahme von Funktionen, die Differentialglei-
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Kinetische Reflexion und Refraktion. 41

chungen der obigen Art genugen. Daraus folgt, daB auch in gleichmaBig bewegtem
Ather das Huyghcnssche Prinzip Geltung hat, zunachst, wie wir sagen miissen,

fur parallele Wellen. H. A. Lorentz hat dieses vorausgesetzt, wie es von anderen

vor ihm schon geschehen ist.

f) Die Gleichung (10) zeigt, daB die Wellenverbreitung rascher geschieht

in Richtung der Bewegung des Athers, langsamer entgegen dieser Richtung.

Ist im letzteren Falle s = — e0 , so folgt c = 0, das Licht wird mit dem Ather in

ftleichem MaBe riickgefuhrt, wie es sich verbreitet. c ware negativ, wenn das Ruck-
schreiten des Athers rascher geschahe, als die Wellenverbreitung im ruhenden
Ather. Fur die Erscheinung hatte das keine andere Bedeutung, als wenn das Rtick-

schreiten nur ebenso rasch erfolgte, aber die Gleichung (11) wiirde wohl sinnlos,

wenn man sie nicht, da sie aus der quadratischen Gleichung (9) sich ergibt, schriebe

j = -(c0 + $) •

Im iibrigen kann man alle Betrachtungen, die Do p pier an sein Prinzip ge-

kniipft hat, hier wiederholen.

b) Kinetische Reflexion und Brechung.

Da die Lichtgeschwindigkeit sich zu c0 -f s ergibt, so folgt, daB bewegter

Ather einen andern Brechungsexponenten hat wie ruhender. ttberhaupt verhalten

sich zwei nach Intensitat oder nach Richtung verschieden bewegte Athermassen
wie zwei verschieden brechende Substanzen. Wir werden also Reflexionen und
Brechungen des Lichtes finden, wenn es zu Ather gelangt, der parallel zum Strahl

sich anders bewegt, als der Ather den der Strahl verlaBt. Doppler, Veltmann
und H. A. Lorentz haben diese Erscheinung angedeutet; wir wollen hier ihre Ge-
setze entwickeln, da aus den Formeln sich vielleicht Mittel erkennen lassen

sie experimentell nachzuweisen. Wir bezeichnen diese Reflexion und Brechung
allein aus Bewegungsverschiedenheiten als kinetische Reflexion und kine-
tische Refraktion, im Gegensatz zu der gewohnlichen Reflexion und
Refraktion, die wir Substanz - Reflexion und Substanz- Refraktion
nennen.

Der Gang dieser kinetischen Erscheinung hangt davon ab, welche der

GroBen X und 7* wir als variabel ansehen. Entscheidung hieriiber kann aus den
Bedingungen an der Grenzflache gewonnen werden. Man hat bisher allgemein

als notwendig unter diesen Bedingungen diejenigen erachtet, welche ausdriicken,

daB die Atherschwingungen zu beiden Seiten der Grenzflache die gleichen sind.

( harakterisieren wir alle GroBen mit Bezug auf einfallenden, reflektierten und
gebrochenen Strahl durch die Indices e, r, g, so soli also an der Grenzflache sein

(26) + & — v* 4- t)r = ig, C. + Cr = C8 •

Aber diesen Bedingungen kann man auf keine Weise genugen, sobald T als durch
die Bewegung beeinfluBt angesehen wird, denn Gleichungen von der Form

A. sin 2 7t

( ^ + \) + A r sin 2 n + dr )
- A g

sin 2 n
(^ + d,)

konnen mit konstanten und verschiedenen T allgemein, d. h. fiir jeden Wert
von t, nicht bestehen, sondern nur fiir bestimmtc Werte von t. Die Kontinuitats-

gleichungen sind also nicht anwendbar. Nun besagen diese freilich, daB der

Lichtdurchgang durch eine Grenzflache eine Deformation, ZerreiBung dieser

Flache nicht hervorbringen soli. Und es ist wohl verstandlich, daB, wenn Be-
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42 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewegungen.

wegung die Schwingungsdauer beeinflussen kann, da, wo verschiedene Be-
wegungen aneinanderstoBen, durch die verschiedene Beeinflussung auch eine

Ruckwirkung auf die Bewegungen stattfindet und damit wiederum eine Ande-
rung der Schwingungen. Es liegt darum der Gedanke nahe, die Kontinuitat auf die

ganze Bewegung zu beziehen und zu setzen

Allein auch mit solclien Bedingungen kommt man fiir einfache Schwingungen
nicht vorwarts, ohne an der Grenzflache Gegenschwingungen einzufiihren, die

die Lichtbewegung vernichten wiirden.

Wir stellen also Veranderungen der Schwingungsdauer, d. h. der Farbe,

auBer Betracht, wie das auch bei der gewdhnlichen Reflexion und Brechung ge-

schieht. Auch nehmen wir zunachst an, daB die Schwingungen fiir sich kontinuier-

lich sind. AuBerdem setzen wir einstweilen voraus, daB die Bewegungen der

Athermassen sich an der Grenzflache nicht storen, diesc also diskontinuierlich

sein konnen. Die ersten Grenzgleichungen unter (26) ergeben nun wie in der

Substanz-Reflexion und -Refraktion

(28)
<X

" = * - Ar
•

^' = =
/*y Ag }»f iwf

und zugleich haben wir

(29) a.-rfc.+ a*), K, = T(c0 + s
f) , K ~ T(c0 + sr ) .

Also

(30) - • ' '«.,
C0 + i>e

/on ~ _ C0 + Sr R _ C0 f
S

i

(61) (X, = - - CK e ,

C
0 + S«

1st I, der Einfallswinkel, ir der Reflexionswinkel, i
g
dtr Brechungswinkel, so

hat man

(32)
sini

' = 4-
C
° + *'

sin '« = _ Cn Sf

sin i
g

c0 -f Sj,
' sin ir c0 -}- sr

Jede Athermassc hat einen Brechungsquotientcn und einen Reflexionsquotienten

;

ist jencr n
g , dieser wr , so ware

(33) "*~ +
<•. + ;,•

"'--* + .,•

Beide sind abhangig von den Bewegungen der Atherniassen in Richtung der
Wellennormale. Sind die Geschwindigkeitskomponenten in den beiden Massen

«i, vlt wx \
«2> vt ,

w2 , so hat man

(34) s, = «, a, -} /?, -f ge ,
s
s
= m„ \

? + r
2^ + z£-

2 ;V .

Bedeutet noch die Normalkomponente der Bewegung der zweiten Athermasse
in Richtung der cinfallenden Wellennormale, so ist weiter

(35) s;^ «2 *,-f w
s /<e + tr

a ;v,
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Kinetische Reflexion und Refraktion. 43

sg ist von Sg vcrschieden, muB also jedesmal erst berechnet werden, ebenso wie
sr von s# oder — s, abweicht und erst zu ermitteln ist. Wir brauchen nur cine Be-
rechnung auszufiihrcn, etwa die fur s

g
. Man hat

(39) ^-^Jw-^ + ^'-CW^-'S.
oder

co s« co 'I' s«

d. h.

V

+ :°

;

s

: v** +
c

w
: s v > - c°

+ v - >•?>

als quadratische Gleichung fiir n
tJ

1

, aus welchcr folgt

oder indem manW 5# - s; = 0,

setzt,

(37) n- f = -- - --
C
i
,(Co+ 0""fM,23v)

- (l 1
1/

?'«c0
)*+ af+ 2og (c04 ^w,)^

Entsprechend wiirde die Gleichung fiir n~ l lauten mit w
l

fiir w
2
und o> fiir o

y
.

Da aber s'r — s„ ist, so folgt a, — 0, somit

(Co + »x JV)* + - J'?) \
- c0 (c0 + », }•.)/

"

Indem wir das positive oder das negative Wurzelzeichen benutzen, wird

allgemein
2 'i

(39) «;'~ 1 oder - , ,

C
°.,""

Der erste Wert wiirde gewohnlichc Reflexion geben, der zwcite von diescr

abweichende, sobald w
x
von Null vcrschieden ist. I'm zwischcn den bcidcn

Werten entscheiden zu konnen, berechnen wir den Winkel w zwischcn dcm ein-

fallenden und dem reflektierten Strahl. Wir haben

(40) COS9rf
= *e <Xf -r fi€ ftr + y,y, - - n?{\ -~ y») - y.\l - <J

(1 - yj) .

Fiir streifende Inzidcnz muli jedcnfalls <pf = 0°, cos<pr = 1 scin, und da hierfur

y, — 0 ist, haben wir w" 1 = — 1 anzusetzen. Es gilt also das' positive Zeichen,

und Hr
1
ist stets = — 1. Die Reflexion ist also die gewohnlichc. Fiir den gebroche-

nen Strahl miissen wir gleichfalls das positive Wurzelzeichen wahlen, denn wenn
fiir alle Inzidenzen Sg = st ist, muB auch wt

— w
x
sein, die zweitc Athermasse

ist dann in jeder Hinsicht glcich der ersten, n
g
muB also den Wert 1 crhalten,

was eben nur bci Wahl dcs positiven Wurzelzcichcns stattfindct. So haben wir

fiir die Refraktion

[ w-i i ^_
(37.)

J
(c0 -i- o, - ws y,Y \ W (

I 7?)

l(c0 (Co + °„ + 1*2 */.) + "'2 )
(c0 I + *'* J'*)

2
I (»2 + c0 ;«,)

2 - (c0 + tP
2 >•,)«) .
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Bei streifender Inzidenz ist

<4i) < - u (
c° {c° + *»> +

+

(c° + °^ - c° )

»

bei senkrechter

(42) •

' c0 + o, + w,

Da fiir diesen Fall <x, = /?, = 0, yt = 1 ist, wird a,, welches gibt

(38,) - «,(«, - «2) + &(*>! - vt) -f - u>t)

,

gleich tfj — w2 , also

(43) ^-^Hsr*-Co + »1

wie auch aus den Formeln (33) unmittelbar folgt. Fiir senkrechte Inzidenz ist

der Brechungsexponent unabhangig von der Querbewegung der Athennassen.
Der allgemeine Ausdruck fiir n~l

ist ziemlich kompliziert und nicht leicht

zu ubersehen. Er gibt stets reelle Werte, wenn 2o
g
{c0+ w% y„) positiv, also ag und

£o+ wty» jedes positiv oder jedes negativ ist. Da wir at , ff0 , yt immer positiv

wahlen konnen, so wird c0 -f- w% y« positiv sein, wenn c0 -f- positiv ausfallt.

In diesem Falle ist auch 2og(c0 -\-w2 yt) positiv, wenn se und sg beide der Rich-

tung des einfallenden Strahles folgen und zugleich < s, ist, oder wenn s, in

dieser Richtung liegt, sg in der entgegengesetzten, oder wenn auch st dieser Rich-

tung entgegenlauft, sg aber > s, ist. Fallt c0 -f u>t negativ aus, so kann gleich-

wohl cQ + w^y, positiv sein, namlich fiir uy < — . Alsdann treten wieder die
7*

friiheren drei Falle fiir ag ein. Solange aber c9 -\-wt yt negativ sich zeigt, haben
wir wieder in drei Fallen fiir 2o^(c0+ M'a y<) positive Werte, wenn s, und s„ beide

dem einfallenden Strahl gleichgerichtet sind und zugleich jSf|>|s»| ist, oder

wenn beide diesem Strahle entgegengerichtet sind, aber \sg \ < js,| ist, oder wenn
nur s, entgegengerichtet ist. Sonst ist 2o

g
(c0 + w2 yt) negativ und die Wurzel

wird imaginar, sobald \2a
g(c0 + wt y,

: > + (u>2 4- c0 y,)* ist. Fiir ag > 0 ware

u>2 > — r
0 , fur o

ff
< 0 dagcgen 2 og > .

Der letztere Fall ist der wichtigere, in dem es also keine reelle Refraktion gabe.

Doch sind an sich beide Falle nicht von Bedeutung, weil sie Bewegungcn voraus-

setzen, deren Geschwindigkeit die des Lichtes uberschreitet. Alle ubrigen Be-
trachtungen entsprechen denen der gewohnlichen Refraktion ; wir brauchen nicht

auf sie einzugehen. Wenn die Geschwindigkeit der Athermassen gering ist im
Verhaltnis zur Geschwindigkeit des Lichtes im ruhendcn Ather, wird fiir strei-

fende Inzidenz n~ x = 1 - ^ = 1 +
5
*

, fiir senkrechte n~ l = 1 -f
"'"-^

.

Beide Formeln besagen das gleiche, da fiir senkrechte Inzidenz s, = u>, , s'g = wt ,

a = w1
— wt ist. Uberhaupt ist allgemcin fiir gegen c0 hinlanglich geringe Ge-

schwindigkeiten

(44) n
g
= 1 - S*'-~-^ = 1 - *' (M

* ~ "
l) + ~ vi) + y«<a,t-»i)

Verlegen wir die y-Achse senkrecht zur Einfallsebene, so wird auch

(45) ng
= 1 - -

(l?L—^i)
sin_*.±_(ws ~ w,)cos»

o
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Reflexion und Refraktion. 45

und

(46) n
9
= 1 - ~ -1

fur streifende Inzidenz,
Co

(47) n
g
= 1 — W

*
Wl

fur senkrechte Inzidenz.

Die zweite Athermasse verhalt sich zur ersten wie eine optisch dichtere

Substanz, wenn ag positiv ist, sonst wie eine optisch dunnere. Die Formeln sehen

aus wie Aberrationsformeln, haben aber mit solchen nichts zu tun. Der Winkel
zwischen dem einfallenden und dem gebrochenen Strahl ergibt sich aus

(48) l

C°Sq,g = *'

*

# + + Y' Y'
=^ (1 ~

7<i) + y'fi~ n'
2
(1 ~~^

I =>«j' sina » -f- cost yi — nj2 sin*» .

Fiir im Verhaltnis zu c0 geringe Geschwindigkeiten in Richtung der

Wellennormale ist cos<p
9
= 1 — tg*» b's auf GroBen zweiter Ordnung, <py

also = — tg».

Wenn die zweite Athermasse eine planparallele Platte innerhalb der ersten

bildet, so ist fiir den aus ihr austretenden Strahl

(49)

n: 1

(C0 + Sg
- $: + Wl7,)* + U>{(1 - y»)

wo

(50) = + A + •

Daraus erhellt schon, daB der austretende Strahl im allgemeinen dem eintreten-

den nicht parallel ist. Fiir im Verhaltnis zu c0 geringe Geschwindigkeiten wird

(si,) n. _ 1 + *>» -«.)+y,K ^y.)

,

also nach (31) S. 42

und das gibt bis auf GroBen zweiter Ordnung nach (44)

(.)1 3 )
tt„ — l + —--— — n

y
.

Fiir solche Falle tritt also der Strahl parallel dem einfallenden Strahl aus.

Hatten wir zu Kontinuitatsbedingungen (26) fiir die Verschiebungen die

Gleichheit der Geschwindigkeiten der Schwingungen zu beiden Seiten der Grenz-

flache genommen, also

/*9\
dS.. dJr_ d $g d *le ,

d 1r _ <*C« d tr _ dCg^ dt
+

it
~

dt ' it
+

dt it ' it
+ it~ it*
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46 Optische und elektroraagnetische Erscheinungen unter dcm EinfluB von Bcwegungen.

so kamen abermals die Beziehungen (28) usf. heraus. AuBerdem hatten wir statt

der aus (26) noch folgende Beziehungen

(53) A.+A, = A
8 ,

Bt + Br = Bs ,
C. + C, = C,

die

Ht ~J. )
+ a

'Xt Ir 7

(l «> «a + ^pa +Mr ;.
9

/'

d. h. mit A '

^

(64) A'ft
- sj+A'fe - sr)

= A',(% - s.)

und entsprechei«d fur B' und C. Also zufolge (12) abermals A't -f A'r = A'
tJ

usf.

Die Bedingung<^\ (52) ergeben also formell keine anderen Beziehungen als die

(26), wie bei der Substanz-Reflexion und -Refraktion.

Wir habcn ingenommen, daB die beiden Athermassen in ihren Bcwegungen
an der GrenzflacUe sich nicht beeinflussen, namenthch, daB sie nicht ineinander

fahren. Mit kons";anten Geschwindigkciten kann das nicht anders erreicht wer-

den, als indem diO Massen nicht aneinander reiben und, daB auBerdem quer zur

Grenzflache keine* Bewegung vorhanden, w2
= w

l
= 0 ist. Alsdann haben wir

(65
> <-^^ + ^-

Ca l <
(56) o

9
- a,(ma

- u
2 ) + [it {vx

- v
2 ) ,

oder indem wir wieder die y-Achse quer zur Einfallsebene verlegen,

(57J »,= l- tt2

7
Wl

sin,-,

(58) a
g

(Mj — u2 )
sint

,

und diese Fonneln gelten ohne Vernachlassigungen.

Gehoren z. B. beide Atherschichten verschiedenen Korpern an, die ihrer-

seits sich zusammen mit der gleichen Geschwindigkeit g parallel zu ihrer Tren-

nungsebene bewegen, so ware — a
x g, u2 = g - a2 g, wo a

x ,
a2 die Fres-

nelschen Mitfuhrungskoeffizienten bedeuten, und wir hatten

(67t) n
f
= 1 + (a, - a

t )

8
.

Urn den Betrag (az
— wiirde der Brechungsexponent des zweiten Kdrpers

geandert erscheinen, was sich feststellcn lassen sollte.
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Kugelwellen bei gleichmafliger Bewegung. 47

c) Kugelwellen in gleichmaBig bewegtem Ather.

Wir entwickeln erst die Inkompressibilitatsbedingung.

dx dy dz
Infolge der Werte von — ,

-~
, nach Gleichung (3) (S. 36) erhalten wir

allgemein

(59)

C2

c:

.
,

c*£ S*S
.

,d£ Cu d£ dv
,
c1 £ dw du

*c>< cx2 t #cy tjfcz c?* r?# cy c?% cz dx ox

+
d2»/

c yr /
+ «

c 2
i/ c^n d*n

, d» cm , Cn (5v 5w dt>

+ v JL_+ U, /_+ ' _— _—j_ L +cycx cy* oyoz ox cy cy cy cz dy ay

c2
. c2 C r;„ ( h c£ cv c'C cw

,
dw

czcy t,j* cx cz dy cz < z dz dzczdt Czcx

Und da die partiellen Differentiationen vertauscht werden diirfen, wird mit

(61)

t'T ( t f T
0 = . 4- u , 4- v . - 4- w .

ct ^ cx dy r^z

cw cv
f

dw dg cu

cx
+

f v
T

f z c* d*

c tj c u d£ cu

dx cv cx cz

£$ iv i ii dv c£ cv c: r"'w

ay ( x cy cy cy cz c z t x

dr

C lj cw
<z ("y

d$ cw

(' z cz

Die vier ersten Glieder konnen wir zu -- zusammenfassen, sie hangen
dt

also ab von'der vollstiindigen Anderung der GroBe t mit der Zeit. Die folgenden

Glieder tragen auch den ortlichen und zeitlichen Anderungen auch der Be-
Rechnung.

Wenn Anderungen dicser Art nicht vorhanden sind, bleibt

dx

dt
0 .

Wir geniigen dieser Gleichung, wenn wir j -- 0 annehmen. Alsdann haben
wir also

(62,)
dx cy ' cz

Jetzt konnen wir die iibliche Analyse fiir Kugelwellen anwenden. Man setzt

t
c\V IV c'U c\V 6 V fU

"
=

'dy cz ' ^ rV r* ' * c v < y
'(63)

wodurch der Gleichung t = 0 geniigt ist. Fiir U, V , W folgen dann Gleichungen

genau derselben Art wic fiir £, C nach (6) (S. 37). Wenn der Ather in Ruhe
ist, kann man diesen Gleichungen auch geniigen durch Funktionen allein von

r — ]/x2 + y
2 4- z 2

. Wir weisen nach, daB das gleiche stattfindet, auch wenn
Bewegung herrscht. Nennen wir namlich eine der GroBen U, V, W, und
setzen dieses F als Funktion von r an, dem Abstand eines Atherpunktes P,
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48 Optische und elektromagnetische Erscheinungcn unter dem EinfluO von

von dem als fest gedachten leuchtenden Punkt L, der auch Koordinaten-

ursprung sein soli, so haben wir in unserem Falle

u
dtdx

c^(SFx\
(
e*F x dFl i±_ dF ± 6r

\U
dt \<r r)

~ U
\etdr r

+
Sr r It

' dr r* dt)

t*F x 1
f
IF _ux lr_ cF~ U

<~tfr r
+

r
U

cr r» dt <r

und ahnlich die entsprechenden Glieder. Hiernach wird

d*F c*F < 2F
U
bUx + V

~dtiy
+ "' iti'z

d*F (ux-\-vy + wz\ ,, , 4
dF 1 r r cF iux + vy-\- w x\

Nun ist

o , o , , ,

dx
f

cy
t

dz I £r* Sr

Also bekommen wir

/ <*F VF
,

<3»F \ Jcr c2F 1 oF l/cr\»<?Fl

nur abhangig von t und r, da g konstant sein soil. Die anderen Glieder ergeben

in entsprechender Rechnung

/ r«F (*F
,

c*F \

2 «» -„

—

; \- vir^-- + wu ^ .

V t jtty cycz r z( x?

<3*F c 2F c'*F

J_pF _ 1 £F\ f/c'.t*\* W\» /Wl ,lrf
,

4f*\e> r rr7 [\ d<7
+

\it )
+

\ ct J \
+ r cr * '

2

4

so daB wir fiir bcidc Gleichungen als Summe erhalten

1 fd*F

4r*

oder

(&F _ 1 (f \ (dx* cy* cz*\* ,l<'F
t

Irr* r vrlU't + 7< +
dt!

+
r cr 8

'

und da

Ix*
+

/y» + < z*
~ ^ ~ eV +

r
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(64)

Kugelwellen bei ungleichmiOiger Bewegung des Atbers. 49

ist, geht unsere Differentialgleichung uber in

c«F if*F_ r r i 2F (Br\* _ 3 cF /t> r\* 3 flF

\cr2 r cr 1 r c r2

cr (Br\*
in der neben / nur noch r als Variable auftritt. ^- und

y^J
sind hier als

Konstanten zu behandcln. Ein allgemeines Integral der Gleichung zu ermitteln,

ist mir nicht gelungen, aber Naherungsrechnungen kann man versuchen.

Um zu der ublichen Losung zu gelangen, setzen wir rF = G, wo akHann
G eine Sinus- oder Kosinusfunktion sein soil. Dann ist

(65)

cr r2 r cr
'

Iter

SF
it

i*F

dr*

2 2 $G ]_6*G
+

r*

"

" r2 c r
+

r dr2

2 r dr 1 cG I CG dr

*
G

et
-

r2 e t r2 fr It

1 cG c"«F

r2 dt 7 it' it1

+ -
1 d*G

r iter
'

2

r3
r(

dr\*- l d
^.

dr 1
dp

*

Die Differentialgleichung gibt hiernach

e*G

it2
n c*G cr c 2G(dr\2 \\dGdr

, f
/3r\» 0

cr2
'

Setzen wir

(67)

vr

c t
^
11 -3g2 = 0,

7 (§7)- 3 «'- 4 ''

so wird

(«6,)
c">/

2 Q iter dr*

4/ tc ac\ 1 Q „
0.

Die GroBen q, rj, &, c0 sind nach r und / in unserem Falle konstant. Wir
betrachten zunachst die Lichtverbreitung in so groBem Abstande von der Licht-

quelle, daB alle Gliedcr, die mit - multipliziert sind, fortgelassen werden konnen,

dann haben wir
r

oder

(68,)

it*

cr c*G /crp-t, r»c
^ " dt dtfr^Vt) cr2

~ C
» c"r«

c 2G f*G

2G „ r2G
+ 2q-

St cr

. i*G , d2G
(

r

2 cr2

Waintteio. RelativiUUprioiip.
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50 Optische und elektroraagnetische Erschcinungen unter dera EinfluQ von Bewegangen.

Also nimmt die Welle in hinreichendem Abstand von der Lichtquelle in

der Tat Kugelform im iiblichen.Sinne an. Es ist, wenn man nunmehr

(69) G^Jsin2.-r(^ ~[+»),

(70) F=^sin2^-^+r>).

setzt, wie friiher

(71)
* = c - c0 -f q ,

wo q die Bewegung in Richtung des Strahles bedeutet. Fiir £, t), f bekommt man
unter den iiblichen Vernachlassigungen

(72) <

Z = ^A tzsm2x(±- \ + ^)-^,ysin2,-r(^-^ + d,)],

,

'"f^[
i4«* sin2,,

(f
~ +^)-^^sin27r^ - f

x
+ \)],

die iiblichen Fonneln fiir Kugelwellen.

Nehmen wir wieder T als unveranderlich an, so dali

* = *o + Q T0

wird, so erscheinen in bewegtem Ather £, i], C noch dadurch verschieden von
den $, rj, C in ruhendem, daO sie auch andere Amplituden haben wie diese,

jL
niimlich im Verhaltnis von vergrdBerte, so daB die Intensitaten im

/ ift
\ t xo + 9 1 o

Verhaltnis
^ ^° ^

1 vermehrt sind. Kugelwellen nehmen also an Licht-

starke zu oder ab, wenn der Ather, in dem sic sich verbreiten, sich in Bewegung
setzt. AuBerdem sind sie auch aus diesem Grande in verschiedenen Richtungen
verschieden hell.

Die obige Losung gibt Wellen aus der Rotation eines Lichtpunktes um eine

zentrale Achse. Wellen aus der Schwingung eines solchen Punktes enthalten

im Nenner der Amplituden X*, solche aus symmetrischen Schwingungen zweier

Punkte X* usf. Die Theorie der Kugelwellen liegt etwas im argen. Allgemein

aber konnen wir Losungen bekanntlich durch sukzessive Differentiation der

schon vorhandenen Losungen nach x,y,z erhalten, und da die Sinus und Kosinus
immer wieder auftreten, wird man ansetzen diirfen

,73, -
\ +>-hZh"*>^ ~

\ + 3
«) •

und entsprechend fiir rj, f , woselbst die D und E Funktionen sind von x, y, z,

r und den Richtungskosinus von r, falls man GUeder ohne X im Nenner ver-

nachlassigt. LaBt man auch die Phasen von x, y, z, r abhangen und bezeichnet

sie alsdann mit <p, so kann man einfacher schreiben

'74
» *-^^r»»*(r -! + ''•)•
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Fresnelscher Spiegelversuch in bewegtem Ather. 51

und entsprechend fur tj und f, mit Ltt <pt ,
L,, q>t fur L,, q>Xt wobei die L, 9?

von Glied zu Glied andere und andere Werte haben konnen.
Hiernach sind die Amplituden der einzelnen Wellensysteme gegen die im

ruhenden Ather proportional 77

—

,
_

.

, die Intensitaten proportional

(VH^)**
'

Fiir den Fresnelschen Spiegelversuch ware noch zu bemerken, dafi,

wenn der Abstand der beiden Spiegel-Lichtpunkte vora belichteten Punkt
/ und r" ist, man fiir die Strahlen von diesen Spiegel-Lichtpunkten nach dem
belichteten Punkte bekommt

X' X"
(75) = co + 8 cos(g, r')

, ^ - c0 + g cos(g, r") .

Nennt man aber 2 a den Abstand der beiden Spiegel-Lichtpunkte voneinander,
r die Entfemung der Mitte dieses Abstandes vom belichteten Punkt, verlegt die

jf-Achse durch jene Punkte von der Mitte nach beiden Seiten, und die x-Achse
nach dem belichteten Punkte hin, so hat man

r' = i(x +^"+yr+> . r" - )(x - a)* + y» +' >

und wenn a klein genug ist gegen r — y** + y* -f 2*

'•-'(>-") p-i^-").
somit

I cos(g, r') = I* ± a
+ + cos(g, r)(l - ^) + /*-

,

(76)

j
. „. .x — a y z 1 ax\ ,a

(
cos(g, r") =1-,- + m

f
,, + « -„ = cos(g, r) +—

j
- / - ,

wo /, m, n die Richtungskosinus der Atherbewegung bedeuten. Damit be-

kommen wir

(77) = ^ + %
a
- (l - *- cos(g, r)) , = *— g *- [l - *

cosfc, r)) ,

wo y sich auf die Richtung r bezieht. Zwei Strahlen, von dem einen und dem

anderen leuchtenden Punkte, die im belichteten Punkte zusammentreffen, seien

nun, mit T = T" = T0 ,

(78) r=£,si»2» + +

und entsprechend fur q, £. Im Interferenzraum ist dann

(79) f - - £ + 9,') + sin2, (A - £ + „(') .

4*
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52 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bewegungen.

Setzen wir

(80)

so folgt

(81)

,^cos2.-r(f/

\k'r

LI

Uv sin 2

9 v
+

;/v'
cos2;i

\;/'

~~
97
V

+ tt>~ sin 2 jt L„ - tf'A

. cos2 71 a.
,

A/. . ^
, sin 2 7T o% ,

It

Die Schwingungen setzen sich so zu einer einfachen Schwingung zusammen.
Aber diese ist gleichwohl ziemlich korapliziert, weil ihre Phase von Punkt zu

Punkt des Interferenzraumes variiert, was ubrigens auch der Fall ist, wenn der

Ather ruht. Fur diese Phase haben wir

(82,)

V it' \ L" Ir" \

A
^,sin2^^, - 7,') -f

;
„^„sin2,*r^p - <p{')

tg2* 0l = -jT- —p- L„ —p" —v
•

. /y/ cos2n^ /
-

v»'J
+

r
„

A//
cos2^^ //

- Vl"j

Es ist nun nach (77) bis auf GroBen zweiter Ordnung

(77')
i-
- 1- [« - « ;

-
:
«•<»•

")]
- 1 [* - f^ -

; ->)] •

I a- - H 1 +
* : f('-;-*'»)]- i [

1 + ^ ('-;«*••»)]

also nach den angegebenen Werten von -, , \ ,
r\ f" wieder bis auf GroBen

zweiter Ordnung

1

(83,)

1

/V
1

A'

f

i"
~

oder indem wir setzen

_ a x * a
1

1

r* c r\
cos(g,

r)Jj ,

cos(g, r)J] ;

cos(g, r)j]
,

* cos(g,
r))J ;

welches den Korrektionsfaktor fur die Bewegung des Athers darstellt,

J 1
(1 _ ax

\
1 1/, ,

" \

X'r'
~ /r I

~ > " V ' r r" ~ j'r V
+

ra
+ */ J

(83,)
r' f l y

ax \ r (•-"+)•
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Fresnelscher Spiegdversuch in bewegtem Athcr. 53

Damit wird

(84)

L\\ . _ (r
,

1 ax r \ (ax \ . _ / r lax r A]

In %: = ^-a(/—
V

cos(g, r)l kann das Glied 5 a/ als konstant zu
A Ac \ r I ac

<p[ geschlagen werden. Man bekommt'dann bis auf Glieder zweiter Ordnung

=^{— (1-4.

sin 2 *(r Txj

und entsprechend die Glieder mit Kosinus. Hiernach konnen wir in tg2rro den
r r

Zahler auch schreiben, indem - —
v' (

' — q[ . — Vt"=» ?t" gesetzt wird,

tg2*o
1
=

L;(l-^-e)cos27r^+ir(l

Dadurch ist die Interferenz der^Strahlen bestimmt'und sie geschieht im allge-

meinen anders, als wenn der Ather ruht. Fiir die Intensitat haben wir bei Be-

nutzung der Definition

(85)

nach (81)

1 l

Der Definition untcr (80) zufolgc ist dabei

x2 r2

1
;/ 2 r' 2 1 _t" ;." 2 r" 2 1

/2 r2 ^ / y' y" \

+ 2 ,.,y,^ >
,y,I,'L

1
''cOS 2.7 \:, — ,

— v ;
-;- v ,"j ,

und entsprechend il/2
J

, iW 2
. Wenn die Komponenten gleiche Phasen haben.

setzen wir

L,' 2 + Z-2 2 + - I /a
, /m"

2 + LP + £s
" f -

L'
t
L?+LiL?.\- L'

K
L" == A
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64 Optbche und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluO von Beweguagen.

und erhalten nach (83j)

<g6) j

^/ -(.-?-.^ yi-

l
+ 2(l-^-«)(l + ^+«),lcos2»(£- £-,,' + ,,«).

Hierin ist nach den Gleichungen unter (83j)

r' Y" 2ax o
<87) i>-r" ir

" 2f

und, indem wir in f wieder den konstanten Teil - / zur Phase —(p'+q"
schlagen,

c
°

r

2ax
Die fiir die Breite der Interferenzstreifen entscheidende GroBe —z— er-

scheint also bei bewegtem Ather im Verhaltnis von 1 -f — zu 1 vermehrt oder
c0

verringert, je nachdem die Bewegung in Richtung der Strahlen oder ihnen ent-

gegengesetzt erfolgt. Im iibrigen hangt auch die Intensitatsverteilung von
der Bewegung ab, die Korrektion betragt 2e (L" 8— L' 2

) und ist Null fiir L'=L".
Im ganzen andert sich jedenfalls zwar nur sehr wenig an der Fresnelschen

Erscheinung, aber vielleicht ist es doch nicht unmoglich, auf experimentellem

Wege die Anderungen nachzuweisen.

Wenn wir mit H. A. Lorentz X als konstant und T als variabel ansehen,

ist im Interferenzraum eine einfache Schwingung nicht mehr mdglich, undoes
handelt sich um optische Schwebungen, die an jeder Stelle bestehen und von
Stelle zu Stelle variieren. Wir haben dann

(89.) i - £,sin2* - 1 + „') + (
<„ - £ + <) .

und entsprechend fiir C. Nun ist nach (75)

1 c0 + g cos(£, r') 1 c0 { gcos(g, r")

r /.„ " ' T" \
somit nach (76)

(90)

I
c + s(l-

a
^jcos(g,r) + /^ j

s^-'cosfor))

I
c-f g(l + **)cos(g,r)-^g

j
g" (*- *cos(g,r))

und wir bekommen

(892 )

und entsprechend »/ und C
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Ged&mpfte Wellen in gleichmaQig bewegtem Ather. 55

Die Periode der Schwebung hangt ab von der GroBe

g 7"(
/_

7
C0S ^' f

))

2X*

0

ist also, wie zu erwarten, sehr groB und danim wohl kaum nachweisbar. Die

Erscheinung selbst, soweit es sich urn die Breite der Interferenzstreifen handelt,

wird nicht geandert, aber diese Erscheinung variiert mit der Zeit, sie flimmert.

Eine Schwierigkeit bietet in diesem Falle noch die Intensitatsberechnung, da
man nicht sagen kann, fiir welche Zeit die Durchschnitte der lebendigen Krafte

zu nehmen sind. Am zweckmaBigsten wird man wohl dafiir die Durchschnitts-

periode 0= — ^ wahlen. Alsdann hatte man bis auf GroBen zweiter

Ordnung

/(i*)'
' '

~

r .,rfV)A
T
'Y" +V- r> c« 4" ( i

-4
Li" \T'+ V h" „\1

+ rr'/r- \wTT?r
cos

2

'T
f t

'

'~ *-*)+«•««
{''

Y"
-ri+rt)]

und entsprechend die anderen GroBen. Da (T'—T") % von der zweiten Ordnung

klein ist, und in (T" — T') cos4 ji^ — 9^1j
und (T' — 7*") cos4 g?"^

man wiederum bis auf kleine GroBen zweiter Ordnung r
1
, r" durch r ersetzen kann,

r' — r"
hangen die Interferenzen in der Tat nur von ab, wie schon bemerkt.

Fiir die Geschwindigkeit der Lichtverbreitung in Richtung r hatten wir

c = c0 -f q = c0 -j- «cos(r, x) -f- vcos(r, y) -+-wcos(r, z) .

Die Strahllange ist hiernach

r (c„+ Q)t = (c0 + uk + vfi + wy)t

,

wenn wir die Kosinus der Strahlrichtung mit a, y bezeichnen. Ferner haben wir

r = xa +yfi + z r ,

+ /*" + f = 1 •

Vergleicht man dieses mit den Formeln (14) bis (16) fur ebene Wellen, so

folgt, daB auch hier die Wellenflachc eine in Richtung der Bewegung verschobene

Kugelflache sein muB, so daB alle SchluBfolgerungen auf S. 37 f. hier zu wieder-

holen waren.

Immcrhin ist zu beachten, daB q von der Richtung des Strahles abhangt,

reine Kugelwellen also eigentlich nicht bestehen, sondern nur fiir dunne
Strahlenkegel angesetzt werden konnen.

Wir kehren zur vollstandigen Differentialgleichung (66) (S. 49) zuriick.

Wollen wir die von — abhangigen Glieder nicht fortlassen, so konnen wir fiir
r

1 1

hinlanglich groBe r wenigstens — , - als Konstanten bchandeln. Alsdann geniigt

auch eine Losung r r

G = A c?'+
br sin(a' t + b' r + d)

, F e?
t+br sin(a' t + b' r d)
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66 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dcm EinfluO von Bewegungen.

mit A, a, b, a\ b', d als Konstanten. Es wird

^ = A be*t+br sin(a't + b'r+d) + A &V+ ft'cos(«'/ + b' r -f 6) ,or

A b% efi
l + b ' sin(a' t - b' r -f d) + 2A b b ' efi

t+br cos(a' i + b'r + <*)

i4«««"+ &'sin(a'* + 6'r + -f- X aV+* r cos(a'/ 4- b'r + 4) ,

4 «2 sin (a' t + 6V + d) + 2,4 a a ' f l + bt cos (a' t + b' r -}- <5)

- ,4a'*<?«"+ 6r sin(a'/ r i'r+<5),

= ^a&s-'+^sinfa'/ + b'r + A) + /4(ri£' + 6) e°' > fe'cos(<i'/ + 6'r-f

- 4a'&V+ 6'sin(rt'H - &'r + <*) •

Indem man diese Werte in die Differentialgleichung (66,) eintragt und die

Faktoren von sin und cos gleich Null setzt, erhalt man

«» - a'« + 2 Q (a b - a'b') - //*) - * (an +^+^-0,
2a a' + 2()(fl6' + a' 6) - r

t
?2&6' - * (a' o -r 6'*/) - 0,

(Wi)

oder, indem

(92) -Je-2 e ', =

geschrieben wird

2
| aa' + o(ab' + ba') + Lj'a' + L>"b' = r^bb'

.

Man kann diese beiden Gleichungen in zwei der Form nach gleichartige

umwandeln, indem man die mit 2 multiplizierte zweite Glcichung von der ersten

abzieht und zu ihr addiert, es kommt dann

a{a - a') - a' (a + a') +2o[a(6 - b') - a'(b + b')] \- 2n'(a a') -f 2Q"(b — b')

2

a(a + a') + a'(a - a') +2 e [a(b -f 6')
\
a'(b b')\ -f 2 L/(a + a') + 2Q"(b + ft')

•2 / 1 i/wa -i. / '1 a. + *')2 -(&-&')*

Da die Gleichungen vier GroBen enthalten, sind davon zwei willkurlich

2 1
und mussen gegeben sein. Wir nehmen den Fall a -0 und a' als bekannt = "

.

Die Gleichungen in der Form (91 2) geben *
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Indem man beide Gleichungen durch a' 2 dividiert und setzt

wird

Hierin sei noch

a a

2o

T 1

1+2om- >/ + % + <•,?(/* - m2
) = 0

a a 6

2 r

o

'0

2 /

a' 2rr
3

r 2n 3
2,t r c

- t,

< 0 a 2.t r,

« 1 /.

0 2.T ^ c
ff =t

' «'» = UJ e =
(2*)« c

2?== r,

so ware nach der zweiten Gleichung

(92 a)
t'+ t"m'

r — w

Die erste Gleichung unter (92f) wird dann

(92b,) 1 + 2r«'+ 2r"
1

+ * +
(

r

-t_
r

^T- ™' 2 = 0
«

oder

(92b2)
|

[1 + r + r
2 - (r - m')a](r - m'f -f 2r"[r' -f rr" - r"(t - m')](r - m')

+ [t'+rr"-r"(r-m /

)T-
= o,

eine Gleichung vierten Grades fiir t — wT. Nun sind x, x', t", r, m' von der

1 X X X% A8

Ordnung — , ,
-

,
-

, 1 . Somit hat das erste Glied die Ordnung 1 + -
,

X2 X2

das zweite die -
. Im dritten Gliede ware das groBte t'

2 von der Ordnung - .

c

Behalten wir nur GroBen von dieser Ordnung, so folgt die biquadratische

Gleichung

(92a,) [1 4- r + r
2 - (r - *n')2](t - w')2 + r'

2 - 0.

Also ergibt sich
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58 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem Einflufl von

Die Zeichen sind so gewahlt, daB die Ergebnisse mit friiheren Ergebnissen

ubereinkommen. Unter Beachtung der angegebenen GroBenordnungen finden wir

in Naherungsrechnung

(93,)

2

+— + *(l + 2t'«-fr + t»)

r- -

Die erste Gleichung gibt

r + tJ

)

I V

(93a,) - 0 = 1 - 1 U»
C, 2 \ca ^r* T

<2*)» c* * ' ^

LaBt man die Glieder hoherer Ordnung fort, so bleibt

(93 a,)

oder

= 1 d. h. 1 -

c = c0 + p

die ubliche Beziehung. Die zweite Gleichung lchrt, daB /' die Form hat

A B B
P + v + • • • Also ist 6 r von der Form A q -f — -f . . . , so daB, wenn nut

das erste Glied beibehalten wird, die raumliche Dampfung zwar von Strahl zu

Strahl proportional q variiert, auf dem gleichen Strahl aber unverandert bleibt.

Dabei ware

(93b) l -+l e --Z, t\--t,\rr
0 .t r c t'

0 7T r c*

also

(93c)
T Jir c*

z Q

r c
br = -2

Zweitens handle es sich urn zeitliche Dampfung, also b sei Null, a' wieder

Die Gleichungen (91,) geben

(94,)
|

ai _ a 't _ 2o a'b' f 2 Q 'a + b'*

\ aa'+ g ab'+o'a'+n"b'=O l

a
oder mit den friiheren Bezeichnungen und indem -, — « gesetzt wird,

|
«a - 1 - 2rm' + 2r'n + m' 2 - r -0,

oder mit * + r' = v, r — m' = //

(94J I
+ /<" = 1 + * + *'* + r

'

I
f[l + t(t-/«')] + (rt'-O(/r--r)-0.
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Die zweite Bcziehnung gibt

<»w -. +
t

^--^)<"^ t
"

) '

und die erste

(t - /)« (r t'- r ")* + //* [ 1 + 1 (r - /<')]* - ( 1 + r
2+ t' 2+ 1) [1 -f r (t- /)]* « 0

,

A*
als Gleichung vierten Grades fur Da (t r' — r")* von der Ordnung - ist,

kann das erste Glied fortgelasscn werdcn. Dann bleibt, weil 1 -f r(t — /*') nicbt

Null sein darf,

(95a,) fi' = )l -f-t* + i'* + r = 1 +
r« + t'

2 + r

2

d. h.

(95a,) m'-t-l - * + £ -+-r
,

woraus auch jetzt die iibliche Beziehung fur c folgt. AuBerdem ist dann

(95b,) v = m' (r t' - r") = (t - 1) (r r' - t")

und

(95b,) n = -z'+ (r- l)(rr'-r")

und in hinreichender Annaherung

(95b.) n- lle
. a = *.

L'
,

a .1 r c r

so daB die zeitliche Dampfung von Strahl zu Strahl wie die Geschwindigkeit

variiert, auf demselben Strahl wie das Reziproke des Abstandes von der Licht-

quelle.

Die Berechnung weiterer Naherungen darf unterbleiben, zumal die genaueren

Gleichungen selbst losbar sind.

d) Wellen in unglcichmaBig bewegtem Athcr.
Allgcmeinc Gleichungen.

Indem es sich auch urn krummlinige Wellen handeln kann, setzen wir fur

ebene Wellen

(96) f-^sinV, >;=4,sin¥', C=^»sin!P;

(97) V=2n(&t -
\

d

f

(98) » -
l

T ;

woselbst auch
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60 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bcwegungen.

ist. Hiemach ist, wenn = i/, C; p = x, y, z; A = A lt A z ,
A 3 gesetzt wird,

(100)
&7i d*A .„

,

dA ...dV . u,!dV'\* , u/d*V

Da genau dieselben Formeln mit p statt / gelten, bekommen wir aus den

allgemeinen Differentialgleichungen " = c»Ax, die s\\\*¥ und cos?P entspre-
it *

chenden beiden Bedingungen

(101a)
d*A

dp

dA d*F i*V
< 10,b'>

2 a n +A
4,

Fur spatere Untersuchungen bemerke ich, daB man statt der zweiten Glei-

chung eine der ersteren ahnlichc ansetzcn kann. Man hat

somit, wenn A XV = A' gesetzt wird, nach (101b,)

(101b.)

Addiert man hierzu die mit multiplizierte erste Bedingungsgleichung, so folgt

d2 A' d2 4

PA
(101 ba >

-
d
-,

welche formell der ersten Bedingungsgleichung entspricht, mit A' = A *P fiir A

.

Zugleich hat man, wenn diese Gleichung mit A, die erste mit A' multipliziert

wird, nach Subtraktion

(101b4)

oder auch

(101 b6)

A^-A'**-cS(A..tA'-A'JA),

d'M^-Oat at at!

C
Adx [

A
'fx~K

A
xh{y (

A '{j-'^Shh (
A
Vz

~ A'^)] '

d. h.

Die Ausfiihrung der Differentiationen gibt unmittelbar die zweite Be-
dingungsgleichung in der ersten Form.
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GleichmaBige Wellen bei ungleichmaBiger Bewegung dcs A there. 61

Die Bedingungsgleichungen gelten einzeln fiir A lt A s ,
A 9 . Da sie partiell

sind, konnten also an sich drei Losungen dieser Gleichungen die GroBen A x ,

A 9 ,
A t bedeuten. Lassen wir noch die iibliche Transversalitatsbedingung be-

stehen, so miissen diese Losungen so gewahlt werden, daB noch ist

(102) A
BV+4 (

'l'+A fV -0 lA
* +

iA*+ £A*~o(102) AlTx ^ A 2
£y

+ A z d
--0, ^ + iy +

it
- 0 .

Zulassig sind aber jedenfalls auch Strahlen mit konstanter Schwingungsrichtung,

mit A^^CJ7
,
A t =CtF, A 3 = C9F, wo die C Konstanten angeben. Alsdann

beziehen sich die Bedingungsgleichungen auf F und V.

e) GleichmaBige Wellen in ungleichmaBig bewegtem Ather.

1. Wir untersuchen erst, ob in ungleich bewegtem Ather unveranderliche

Wellen moglich sind. Es ist dann

*A _ [A = ., r _ o

.

at t p

Die zweite Bedingungsgleichung erfordert hiernach

<103.) „-0.
Es ist aber in diesem Fallc

somit miissen wir haben

(103.)
d

d\
- 0 ,

d. h.

f S V s t s < s

(103,) z,+ u - + v =°-
dt t x ( y < z

Die erste Bedingungsgleichung aber gibt die alte Beziehung c -= c0 -f s

.

Nun soil jedoch c konstant sein, nennen wir also u0 ,
vQ ,

w0 den konstanten, ult

vlt wx
den variabelen Teil der Bewegung, so daB s = s0 + s

a
wird, so muB jeden-

falls s, = 0 sein. Der Strahl muB scnkrccht zum variabelen Teil der Bewegung
d$ OS

verlaufen. Die Gleichung =0 laBt dann erkennen, daB >— = 0 sein muB

;

at r t

es darf die Bewegung langs des Strahles auch nicht lokal zeitlich variieren. Das
sind fast selbstverstandliche Bedingungen. Es seien </>, y>, 1 die Richtungskosinus

der Schwingungsrichtung des Strahles, so ware hiernach fiir linearpolarisiertes,

transvcrsales Licht

(104) ft«, + hT} , »i-«, «VT/<V + )7 = 0
. + + = 1 •

Die drei Gleichungen bestimmen die Kichtung der Wellennormale. Wir
bekommen zunachst:

(106) ^7^-^^ v= r ^y.^^
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(J2 Optische und elektrotnagnetische Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewegungen.

sodann, indem

(106) 1(X v
x
- y- »,)« + (T wl

- xutf + (y - <p r,)« = o

gesetzt wird,

(107^ «= , /* "
e

>'-- -
<>

(108j) S = 1
(U0 (XV1

— \pWx ) + Vo^lf, - /Mj) + W0 (V'«I - <r vi)) >

was wir auch schreiben konnen

2 sin(g„o) '
p

sin(g1>0 )
'

y
sinfo.o)

'

nnjL v . «o (Z »H - V »i) + »o (V «i - ZM + Wo (V *i
- ? w,)

(1U»2 J S — - -r—f. v" ,

sin (ft ,
O)

wobei ist

h = cos{glt x) , m
l
= cos(g

l ,y) ,
n

x
= cos(g,, z)

und o die Schwingungsrichtung feststellt. g x
bedeutet die ganze variabele Ge-

schwindigkeit.

Da die Ausdriicke fur a, fi, y und s nur von den Verhaltnissen der q> t y», x
und denen der vx ,

tp
t
abhangen, so gehort zu alien Wellen mit gleichen solchen

Verhaltnissen in der Schwingungsrichtung und in der variabelen Bewegungs-
richtung die gleiche Verbreitungsrichtung. In jedem Falle aber werden Wellen
nur nach einer Richtung (oder der entgegengesetzten) ohne Anderung durch-

gelassen und hangt die Verbreitungsgeschwindigkeit aufier von der Geschwindig-
keit einer gleichformigen Bewegung noch von den Richtungen der Schwingung
und der variabelen Bewegung ab, besser von dem Verhaltnis dieser Richtungen
zueinander. Im letzteren Umstande tut sich die grundsatzliche Abweichung
von dem einfachen Ausspruche des Dopplerschen Prinzipes dar; es tritt als

mitentscheidend etwas hinzu, das in den Gesetzen der Lichtverbreitung durch
Kristalle sein Analogon findet.

Wir haben aber noch zu beachten, daB s konstant sein soil. Wir nehmen
erst die <p, y/, x <ds konstant an, betrachten also Wellen mit gleichbleibender

Schwingungsrichtung, was schon der angenommenen Losung wegen unumgang-
lich ist. Dann miissen noch die Verhaltnisse der Bewegungskomponenten ult

v
x ,
w

x
zueinander konstant sein, also etwa

(109) u
l
:v

l
:w

l
= L.M :N ,

wo L, M, N Konstanten bedeuten. Hiernach ware zu setzen

(110) Wl = L/(/;*,y,z), v
t
= Mf(t; x, y, z) , w

t
= Nf (t, x, y, z) .

Nur solche Bewegungen lassen ebene Wellen mit gleichbleibender Verbreitungs-

geschwindigkeit durch. Im ubrigen ist / wiilkurlich. Hiernach hatten wir

(111) I
u = u0 + Lf(i]x,y,z) , v — v0 M f (t; x , y , z) ,

I
w-w9 + Nf{t:x,y,z).

Die variabele Bewegung muB in geraden Linien vor sich gehen. Bei der ganzen
Bewegung braucht das nicht zu geschehen, sie kann krummlinig sein. Gerad-
linig fallt auch sie aus, wenn w0 ,

v0 ,
wQ gleichproportional sind L, M

, N, etwa
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GleichmaOige Wellen bei u liger Bewegung des Athers.

Alsdann haben zwar ot, fi, y bestimmte Werte — u
x ,

vlt wl sind nur durch

L, M , N zu ersetzen — aber s ist identisch Null, wie sich von selbst

versteht.

Wir konnen die Formeln durch besondere Wahl des Koordinatensysteras

beliebig vereinfachen. Verlegen wir die *-Achse in die Schwingungsrichtung

(93 = 1 , y> = x = 0), so wird

(107,)

(IO83)

0, fi

+ w.
1 = 4-N —v. M

s = v0 u>! — wn v t Nva — M w0"0 "1

Analog lauten die Gleichungen, wenn die *-Achse in die Richtung der varia-

belen Bewegung fallt (v
l
— w

1
= 0)

(107J

(1084)

a=0. (i =

1v* + z*

V =
4-y

\v + ?
;

5 =

Entsprechende Gleichungen ergeben sich durch zykhsche Vertauschung der

Buchstaben. Allgemein konnen wir sagen : fiir die Ermittelung der Verbreitungs-

richtung und der Verbreitungsgeschwindigkeit kommt die Bewegung in Richtung

der Schwingung und die Schwingung in Richtung des variabelen Teils der Be-

wegung nicht in Betracht, wenn sonst alien Bedingungen geniigt ist.

Ist die Schwingungsrichtung nicht von vornherein vorgeschrieben, so be-

stehen zur Ermittelung von a, /?, y nur zwei Gleichungen. Wir setzen

= v -1
"1

w

Die Gleichungen zur Berechnung von pi, v sind dann

1 =C\

H* -f v*

aus denen sich ergibt

B'fi + C'v= - 1,

(112)

oder auch

(113)
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64 Optische und elektromagnetische Erscheimmgen uater dem EinlluB von Bewegungen.

Durch zyklische Vertauschung der Buchstaben erhalten wir die entsprechen-

den Gleichungen, wenn /? oder y als bekannt vorausgesetzt werden. Diese Werte
haben wir in den Wert fiir s einzutragen. Wir bekommen dann

(114)

v
\ v; + w{ — vf -f w{ \ nf a 2

/

+J-™.,+ ..,«!
,
]/•? + ??. ' " «* -

,)]

.

U
\ V,

2
-f If,

J
V,
2 + wf )

U{ A- /J

Die Formeln ergeben fiir jedes a (oder /? oder y) zwei Wellennormalen v.

Unterscheiden wir die beiden Richtungen der Normalc durch die Indizes 1 und 2

und bezeichnen die Wurzel mit R, so ware hiernach

(115)

' 1
t>f + If, V U

x Ui > V{ 4- Iff V

Damit findet man

costo ,
v2) = a2 +

\V,2 -f If,
2

/ \W,
i

«,* «i
J M 2

'

= A 2 + A*

St

2

"
l-

2 (1 -K*),

d. h.

(116) cosK.^-a*"
V, if,

Fur s haben wir die beiden Werte

-1-2-^''!- 1-2
sin*& , *)

cos8 (r2 , *) - 1.

(117)

(118)

5
2
- a(«0

-
v , ^2

(V0 Vi + w0 w, -f foWiR - «'
0 v, tf)) ;

= 2AU,
(»0 U'i - tt'0 V,)

*? + if,
2

mit den entsprechenden Gleichungen nach zyklischer Vertauschung der Buch-
staben.

Jedem a oder {i oder y entsprechen so zwei Wellen und zwei Verbreitungs-

geschwindigkeiten. Da wir (v,, *) = (v2 ,
at) angesetzt haben, gibt das spharische

Dreieck mit den Ecken v,
,
v2 , x die Beziehung

cos to, v2) = cos(>' lf *) cos(»'2 ,
x) 4- sin(v,, *) sin(v

2 ,
x) cos(r,, x, f^'x)

= cos2 (>-, x) -f sin* (v,*) cos (v,, a;, v,
,
a) = a 2+ (1 — a 2)cos(i'",. *. v«. *)•

(>'i,~x, v***) ist der Winkcl zwischen den beiden Ebcncn durch v, und x und
durch v2 und x. Zusammcn mit der Gleichung (116) bekommen wir

2 cos* to, ac) At
(119) cos to

,

"X, )'
2 ,

x)
sin* to,*) \ — a*

— 1 .

Zu einem Wellensystem fallen die beiden Wellen zusammen, wenn a 2 — m,2 -f »,
2

- 1 — If, d. h. die #-Achse sich so legen laCt, daB fiir r, wic fiir v2 wir haben
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UngleichmaQige Wellen bei ungleichmafliger Bewegung des Athers. (J5

cos(v, x) = ±sin(g,, *), also (v, x) = ' + (grm ,
x). Da dann vlf v2 ,

x,g
1
in einer

Ebene liegen, miisscn v lt v2 die gleiche Richtung haben, weil ja g t
senkrecht ist

sowohl zu v
x
wie zu v2 .

Wir haben geradlinig polarisierte Wellen betrachtet. Fur krummlinig pola-

risierte konnen wir setzen

+ B/
a
cos2,(i-

,:a
+>/ + ^ + d>

)
„sf.

Alsdann ergibt die Transversalitatsbedingung zwei Gleichungen fiir <x
,

(i, y,

eine mit l
l
,m

l ,
n

x , eine zweite mit llt wt2 ,
«2 , so da!3 insgesamt vier Gleichungen

fiir 01 , fi , y vorhanden waren. Es ist nicht unmoglich, daB durch ein Wcrtsystem
alien diesen Gleichungen geniigt wird, so, wenn eine von den beiden geraden

Schwingungen, aus denen die krumme sich zusammensetzt, die gleiche Rich-

tung hat wie die variabele Bewegung. Im allgemcinen aber muB sich jede krumm-
linige Schwingung in zwei geradlinige Schwingungen mit verschiedcnen Vei-

breitungsrichtungen und verschiedenen Verbreitungsgeschwindigkeiten zerlegen,

was die Analogie mit der Doppelbrechung vervollstandigt. Die Formeln ent-

sprechen den friiheren. Es ware von groBem Interesse unter diesen Umstanden
die Gesetze der Brechung und Reflexion abzuleiten ; ich kann aber darauf nicht

eingehen, obwohl die Rechnungcn nach den friiheren Auseinandersetzungen

einfach sind.

Nunmchr lassen wir alle GroBen der Welle einzeln variieren.

f) Wellen ungleichmaBiger Intensitat in ungleich maBig bewegtem
At her.

Es sei nur die Amplitude F einer geradlinig polarisierten Welle variabel.

Ist die Veranderlichkeit von F nur zeitlich, so gibt die zweite Bedingungsglei-

chung unter (101 b^
dF d¥ ^dtW

o_ = p •
" dt dl dP '

somit, wenn F£ eine Konstante bedeutet.

(120,) -MogF-F,;- log^,

und da fiir diesen Fall

-r-= 2;i(# — «
-. — v -.- -w = # =

,
{c — s)

dt V cx cy (>z! \ I I -i

ist, so wird, wenn F0 eine neue Konstante festsetzt,

(1202 ) F = FQ (c-s)-\

Da c— s fast c0 ist, wird F wenig von - F0 abweichen. Die erste Bedingungs-

gleichung unter (101a) fuhrt nunmehr zu der Beziehung

(121) (c - s)l^-—^ - [(c - *)* - r,?] ~ 0 .

Wcinstein. ReUtiviUUpriaiip. &
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66 Optischc und elcktromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewegungen.

Da c konstant sein soil, stellt dieses eine Different]algleichung nach / fiir

* dar, der die Bewegung geniigen muB, wenn Strahlen der obigen Art moglich
sein sollen. Man kann der Gleichung durch eine Reihenentwicklung nach t

geniigen. Setzt man

(c - s)J = C0 + Cjt + C2 fi + Cs fi+ . . .

,

so wird

(c - s) = a + 2C0Cl t + (C? + 2C0Ca )** + 2(C0 C, + C,Q<» + . . . .

(C - S)2 = C0
4 + 4C0

3 C, / + [4C0
» C? + 2Q(C? + 2C0 C,)]*2 + . . .

.

co ^-^r— - 2C« (C ' - Co c») - 6 (Co C, - 2C0 C, Ca + CjV + . .
. ,

und man hat

2(C 2 - C0 Ct)
- 4

£ Q(CZ - ) - 0

,

- 6 C^(CjC8 + Cf - 2C0C, C9 ) 4- 2Cl
C~0

i(Q - C0C) -~ 4C> r, = 0 usf.

Die zwei willkiirlichen C konnen behebige Funktionen von v, y, z sein.

Kchmen wir jedoch, friiheren Ergebnissen entsprechend, Cq = c
2

, so bleibt nur
eine willkiirliche Funktion von x, y, z ubrig, durch die allc C von C, ab bestimmt
sind. Da «, y Konstanten bedcutcn, sowerden die u , v , w die gjeichen Funk-
tionen von /; x, y, z sein, wie fiir 5 angenommen werden muB.

Zweitens sei F, die Amplitude, eine Funktion nur von x, y, z, nicht von t.

Die zweite Bedingungsgleichung unter (101b,) (S. 60) geht dann iiber in

(122,)

oder

(122,)

ot c _ s )— 4- F «L=A = -«AJ-F -M
SF

+ - ^

)

,(«_„(._ + , +._j +F .._.

= — 2cq[ck
cF IF cF\

wahrend die erste Bedingungsgleichung (101 a) (S. 60) ergibt

(123,)

oder nach dem Schema S. 36

6*F c*F/ c*F d*F
t
*F

, 2
*2^ f

5»^
2r^> + +^^7) + *"r* + " ty* + ^ cz2

(123,)

cF dv dF dw dF
dt dx dt cy dt cz
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Verandcrliche Amplitude bci ungleichmafliger Bewegung des Athers. 67

Wir behalten noch die Form (123,) bei und haben

Nun soli c konstant sein. Setzen wir abermals g=£0 + 6*i»
50 wir haben

(124,) c - c, + s0 - c, + S, + j/cj + I'CZ-cSAf).

so muB verlangt werden, daB

von /; x, y, z unabhangig ist. Nun hangt s, von den willkiirlichen GroBen
a, fi, y ab. Also miissen wir wieder haben

(125) s, = a + + 7W1-O

und auBerdem muB sein

(126) *£-cMF=CF,

wo C eine Konstante bedeutet.

Aus s, = 0 ergibt sich —^---
s
- =0, folglich geht die Gleichung (122,) iiber in

(122,) (c - .) (.f + v

''F
+ . '£) + ,J (a

e
.

F
+f t

F
+ rf ) - 0 •^ '

\ r* cy cU/ \ c* cy dzl

Die beiden Glieder dieser Gleichung sind von verschiedener GroBenordnung,
wenn u, v, w nicht von der GroBenordnung von c0 erscheinen sollen. Man kann
diese Verschiedenheit auch nicht ausgleichen, indem man etwa im zwexten Glied

BF 6F dF 1

dx' By ' c7
a'S V°n d°r ^rdnung 7" annimmt, da dann die Ordnung des ersten

Gliedes in demselben MaBe sich verringert. Also bleibt kaum etwas anderes iibrig

als die Glieder iibcrhaupt cinzeln gleich Null anzusctzen. Wir haben dann, was
— wenn diese Argumentation nicht als genugend angesehen wird — eine be-

sondere Annahme fur besondere Verhaltnisse bedeuten wiirde,

cF dF cF cF dF tF
(127) u

€

-A- + v¥- + = 0 , « + fi + y f = 0 .

ex cy tz dx cy ' t)z

Da fiir transversale Wellen zugleich ist

cF ?F cF
(.28) T7i+V _. + I

.

?j
_„,

so muB die Determinante dieser drei Gleichungen verschwinden, wenn F von

x, y, z nicht unabhangig sein soli. Also haben wir

U V w

(129,) *
fi y

«o + *t V0 + V
l

W0 +
a

fi y

V / <f V* Z

5*
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68 Optische und elektromagnetische Erscheinungen untcr dem EinfluB von Bewegungen.

und weil u0 ,
v0 ,

w0 von vi> u>, unabhangig sind, wird

;

"o Uy Vy Wy

(120,) <x ft 7
= 0

, * P 7
= 0 .

<p V X V V X

AuBerdem gelten auch hier die Beziehungen unter (104), also ebenfalls die aus

jenen folgenden unter (107). Nach diesen letzteren Beziehungen gibt die erste

der Determinantengleichungen

«*(<p(X"\ + V'mi) -W + V'*)) + v0 (v(v>h + X"i) - >»i(<P
2 + X*))

+ Wo(^(V"»i + F'l) «i(V'
2 + T2

)) = 0 .

d. h.

(VA + Vftn i + X ni) ("oV -f »oV + WoZ) = "o'i + v0 m, -f w0 ,

cxler
cos(o, g,) cos(o,g 0) = cos(g1( g0) .

Da aus dem spharischen Dreieck der Richtungen o, gx , g0 sich ergibt

cos (ft. ft>)
= cos (°» ft) cosK So) + sin(o, g,) (sino, g0) cos(o, g, , o7g0) ,

so muB sein

sin(a, g,)sin(a, g0 )
cos(a, g, , o,g0 ) = 0 .

Bemerken wir, daB die zweite der Determinantengleichungen in derselben

Weise ergibt sin2 (o,

g

t )
=0, so ist also die erste Determinantengleichung schon

erfullt, wenn die zweite zutrifft. Aus dieser ist aber zu schlieBen, daB a und gt

zusammenfallen. Eine Welle der betrachteten Art kann nur bestehen, wenn die

Schwingung in Richtung der variabelen Bcwegung vor sich geht ; Schwingungen,

welche die Neigung haben, ihre Weite wahrend der Fortpflanzung zu variieren,

werden in die Richtung der variabelen Bewegung hineingezogen, wodurch eine

Art Polarisation entsteht. Zugleich haben wir

(130) H> = ±h> V ^ ±mi • X = L"i

Nun ist die erste der Gleichungen (127) auch gleich

cF
,

tF I 3F dF
,

t'F\ A
cy cz V cx cy 1 cz

!

dF
dx " t y " cz "*

\ * cx * Cy

also zerfallt diese Gleichung in die zwei Gleichungen

BF dF dF dF cF cF
u

<)% cy cz cx c y c z

wovon die zweite der Gleichung unter (128) gleich ist. Wir konnen hiernach

allgemein in der ersten Gleichung (127) statt u, v, w auch setzen u0 ,
v0 ,

w0 oder

u
y ,

v
x
,w

x
. Fuhren wir in die zweite Gleichung unter (127) die Werte von <x, fi, y

nach (107) ein, so bekommen wir

/
<'F ?F \ ( *F (F

\ (
{F cF

\ rt

Nach der Gleichung unter (128) folgt also

tF l tF cF\ (F I tF fF
f'.r \ c y c :/ cy

(132s )

/ tF t t \ ( t I i t f t \

r'.r \ cy c:/ cy \ c.r '

c'F / tF (F\

<?z V
1

(y.v
1

< v '
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Veranderlichc Amplitude bci ungleichmaOigcr Bcwegung des Athens. 69

Andererseits geben die erste und die zweite Gleichung unter (127)

cF cF wtx ~ uy <F (F ufi — v&
-

i x
~
V y wfi

> U ~ fx vy - V(i
'

und da man z. B. hat

w
x
(w<\ — «/)— v

x (ufi
— v<\) = <x(vv

x
-}-ww

x ) — u(v
x
(f-\-

w

x y) — a (uux+vvx
-\-ww

x )

,

so folgt aus (132,) und (133)

vy—wfi = x'&, wa—uy*=x'ff t ufi — v<\=x'y;

y.'= x(un
x + vv

x + wwl )
= xgg

x
cos(g,g

x ) ,

also

sin(g, v)
x'=

;
gsin(g, v) , x = 4_

Nun diirfen w
wird

giCos(g, g,)
'

Nun diirfen wir dem obigen zufolge auch g durch g0 oder gx
ersetzen, somit

(134)
*in(g, y) = sin (g0 , v) = sin fa , v)

cos(g,g,) cos(g0 ,g,) cosfa.g,)'

Daraus folgt

(135) (g, v) - * i (g, gx ) , (g«, *) = "2 ± (So. ft) . (ft. v) - -g ± (ft. ft) •

Die Wellennormale liegt also in der Ebene g, gx , die die Richtung g0 mitenthalt.

Will man ot, (i, y selbst bestimmen, so konnen hierzu die Gleichungen (107)

deshalb nicht dienen, weil sie wegen <p=l
x , y = w,

, x = *i Werte - ergeben.

Man hat aber auBer den Beziehungen

(136) «H-/P4-y2 = l
, A/^/lnh + y^h-O

die eben gewonnene neue Beziehung

a / + fim 4- y n = 4- sin (g, gt )
« 4 f(/ »h - m g« 4- (row, - nw^j"+ (nl

x
-l »,)

2
,

wo /, m, n die Richtungskosinus der ganzen Bewegung g bedeuten. Die zweite

und dritte Gleichung ergeben

0«. + w
»
sin te'ft)_ M'»i-»fi) m, sin (g, g,) -«_(/»»! -m^)

m n
x
— w wt| tn n

x
— n w*j

somit wird nach der ersten Gleichung

a'sin^g.g,) - 2*sin(g,g
1
)(w

1
(/n1

-«/
1 ) + ml (lml

- ml
x))

-I >in'2 (g, g,) (m? + «
t

2
)
- (m n

4
- * mj1 - 0 .

Darin ist der Faktor des zweiten Gliedes gleich

J(m? + n?) - l
l
(mm

1 + n n
x ) = 1(1 ~ I?) - l

x
(cos(g, gx ) - Ux ) l-l

x
cos(g,g,).

Die beiden letzten Gliedcr geben wegen des Wcrtes von sin2 (g, gx )

-/? sin2 (g, gx ) + (lmx - ro/,)2+ (»/, - /nj2

- - /?sin2 (g, g,) 4- + «?) + /?(m2 4- n2
)
- 2//1

(mm
l
4- wwj

- -/,2 sin2 (g, f,) + P + /? - 2/?/* 4- 2/»/? - 2//lCos(g, g,)

- /
2 4- /?cos«(g

, g,) - 2//, cos(g, g,) = {l-l
x
cos(g, gl))

2
,

Digitized by Google



70 Optische und elektromagnetischc Erschcinungen unter dem EinfluO von Bewegungen

so daB die linke Seite der Gleichung fur a ein vollstandiges Quadrat wird und
man erhalt

fl<m K^+^t^te'^ tt=
w-m, cos (g. g,) ,

ft-j^cosig
, gt)

Kennt man zuletzt noch von F einen Differentialquotienten, so geben die Glei-

chungen (133) die anderen Differentialquotienten und damit F bis auf eine Kon-
stante. 1st z. B. F eine Funktion von ax + by + cz + d, so hatte man

b = a
uff

also

(138)

w i% — uy
, c = u -

,

vy — w (i vy — w (f

Iw-nu- (l
r
w - w^cosfc, gx )

4-«— nv — mw (nlV - m
l
w)cos(g,g

l )

'

m u ~J v
.

~~
(m\

ujz l
i
v

)
coste • Zi)

nv — mw — {n
x
v — wt, w) cos(g, gj

Gehen wir noch zuriick auf die Gleichung fur die Verbreitungsgeschwindig-

keit dcr Wellcn, so ist sie nach (124j)

(139) - «a + ]/«

c^JF^CF

wo C eine Konstante bedeutet, indem nach (126)

d*F

sein sollte, d. h. in unserem Falle

I

(140a )

2 \uv -„

\ txd

c%F Szf (-2F v

+ VVD -- „- -f If M . .--

y tyvz ozvxl

C*F 9 d*F „dsF <*u dF rfvdF rfur <vF
4- ua 1- o* 4- w1 - 4- - 4- - -4- - - —

-

^ d**^ dy*^ dl t'x^ dt cy^ dt dz
= cZAF+CF.

Nun haben wir nach (133), wosclbst die «, r, k> mit w0 ,
v0 ,

w0 vertauscht

werden durfen

c lF d2F w0 <x — «0 j'

r" *dy
~~

c a2 v0 y — w0 (i

d*F d*F wn <x — u0 y <9
aF w0 a — u0 y

dyvz ox< z v0 y w9 fi v x2 v0 y — w0 ff

6*F csF u0 fi - v
0 a

v0 Y

v0 A

Wo/*

c*F _ C*F

dx*~Tx*'

d*F

I?

JF-

f zcx c xz v0 y

c>*F r 2F wQ <x — u0 y t*F
(
wQ a — «0 y \

2

cy* y v0 y — j£-
0 /*

i*F

xca; w0 y K>0 // f x 1 \ v0 y — w0 fi /

I V»,y ^U.y -w.fii )'
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Veranderliche Amplitude bei un Bewegung des Athers. 71

und die obige Differentialgleichung gabe

€*F

(141,)

<
7
x*

{2(hv(w0 <x - u0 y)(v0 y - w0 p) + vrf(if0 a — u0 y) {u0 (i — v0 a)

»o/*)
8

•-w u (u0 fi
- v0 a) (v0 y

— w0 f!)) + u2 (v0 y

oder nach einiger Zwischenrechnung

r *2 <2 [a j' (v w0 (m r0 - v m0 ) -J- w v0 (v - u v0 ) + c$ u0 w0)

-f [i a (if Uq{v w0
— w v0) + u w0{w vQ — v w0) -f c$ v0 w0)

(141 t) { (« ^(^ «o — " »'<>) + » «*o (" w0 — w uQ ) + c0
3 w0 v0)]

+ ?*((« - V W0)» - ^(Vo1 + «*))

+ a«((» *o ~ » f0)
2 - c,»K + ttf))

Wir haben die Buchstal)en zyklisch zu vertauschen, urn die cntsprechenden

<'*F t.*F
Gleichungen fur --, v „ zu erhalten. Da dabei der Faktor diescr Diffcrential-

c y
2 v z2

quotienten seinen Wert nicht andert, so folgt

r 2F

<"*F

Die GroBe x als abhangig von u, v, rv, ist an sich variabel. LaBt man je-

doch GroBen zweiter Ordnung fort, was darauf hinauskommt gegen c'.IF

zu vernachlassigen, so wird nach (140,) x konstant

r

C'= — C/cJ kann positiv oder negativ sein. Schreiben wir

(H2)

;

r*F

dx2
= x(v0 Y-'U'oti)

2F
,

C

so wird fiir ein positives x gesetzt

(144')

1

F=~Le

fiir ein negatives x = — ^ dagegen

(144") F= L«»2»*'
X ^ ? + * +

*
' + M cos,

«'^i->- + r'* +
.

Im letzteren Falle ist A die Periode der Amplitude, die ..Amplitudenlange"

entsprechend der Wellenlange.
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72 Optischc und elektromagnetische Erschcinungen unter dem EinfluB von Bewegungen.

Zugleich haben wir fiir die Verbreitungsgeschwindigkeit der Welle, weil

(145) F
= ±{\ 2

-f- ft
2 + Y ")

j
2
= ± jo go = ± j2 go

ist,

(146) c - c0 + s0 + - c0
12 4

g„ .

Also auch dann, wenn ctwa s0
~ 0 sein, die Welle sich senkrecht zur Rich-

tung der konstanten Bewegung verbreiten sollte, weicht die Verbreitungsgeschwin-

digkeit von der in ruhendem Ather ab, und zwar ist sie groBerer aJs diese, wenn die

Amplitude periodisch variiert, klciner, wenn cs exponential geschieht. Diesen

Fall hat hat man bis jetzt noch nicht in Erwagung gezogen.

Nur wenn
1 = 0 , oder cos2 (g0 , gx ) = 0 sein sollte, bliebe fiir c lediglich die

Abhangigkeit von $0 bestehen. Itn ersten Fall muB, wie die vorstehenden Glei-

chungen dartun, F eine lineare Funktion von x, y, z werden

F = Lx+ My + Nz + P.

Im zweiten Fall haben wir

m0 : v0 : w0 = &:(f:y ,

die Welle verbreitet sich in Richtung des konstanten Teils der Bewegung, der

seinerseits senkrecht zum variabelen Teil verlauft. Dann darf F jede beliebigc

Funktion sein, die der Laplaceschen Gleichung IF = 0 genugt, und es ist nun

c = c0 ±g0 -

Ganz unabhangig von der Bewegung wird die Verbreitungsgeschwindigkeit, wenn

n . 7 v c r
fo Jo cos2 (g0 , gl )

ist. Bei periodischer Variability der Amplitude muC die Strahlrichtung der

konstanten Bewegung entgegenlaufen, bei exponentieller ihr gleichlaufen, und
absolut muB angenahert sein

5o - I"
2 ~p ± n3

So •

Fiir Verhaltnisse, bei denen in der Bedingungsgleichung (1228 ) die Glieder

nicht einzeln verschwinden, haben wir

(148,) ((c - s) u + ct*) + <(c s) v + c* fi)V + ((c 5) w + c„
2
y)^ = 0

,

und indem man setzt

(149) U = (c-s)u-r c0
2 « ,

I'* = (c-s)v + f0V, IF= (c - s) i* + ctfy .

wird

tF if £F
(148,) cv + v . + -- «o.

Zu dieser Gleichung, die der ersten Gleichung unter (127) entspricht, tritt

dann noch die Gleichung (128). Die Gleichungen unter (104) und (107) gelten auch

hier. Da aber die Determinantenbtdingunp;en unter (129) entfallen, kommen
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Veranderlichc Amplidutc bei ungleichmaOiger Bewegung des Athers. 73

so einfache Beziehungcn fiir die Schwingungsrichtung unci die Strahlrichtung

wie im friiheren Fallc nicht mehr zum Vorschein. Die Schwingungsrichtung
bestimmt die Verbreitungsrichtung und lctztcre die erstere, und beide werden
von der Richtung der variabelen Bewegung bestimmt, aber eine von ihnen ist

bis zu einem gewissen Grade willkiirlich, so die Bewegungsrichtung innerhalb

einer Ebene, die senkrecht ist zur Richtung der variabelen Bcwegung. Im iibrigen

haben wir entsprechend den Beziehungen (133)

fF _ <F Wy - b'x <F _ c F U v - V<
f

( l]
iy

~ < X vx - iv,r ' v Z
~ fx vx - w,r

'

und darin ist nach (149)

Wff - vx = (c- s) (wq> - « Jt) + co0'7 - <*z) .

Uy> - vq
= (c- s) (w v — v<f ) + Co- (a v - fi^) ,

vx - Wy> = (c - s)(v/. 7 V) •

Ersetzen wir fiir gegen die Lichtgeschwindigkeit nicht erhebliche Bewegungcn

c — s durch cQ und schreiben
U

,

V
- , — — w', v', w', so ware

co co co

cF fF w'tf — u'x + (7 <f
— * z) _ ' F u 'v ~ + (a V — fi<p)

fy fx v'z — »>*V + (fiZ — 7 V')
' <*z ^x v

7.
~ w

''i' + it* 7.
~ 7 V")

Sind u'
y
v\ w' kleine GroBen, so kommt man auf die fruheren Entwickelungen

zuriick, die also in diesem Falle allgemein gelten, und die, wie ich glaube, aber

nicht zweifelsfrei zu beweisen vermag, uberhaupt allgemein gelten.

Jedenfalls zeigt sich schon hier, daB die Verhaltnisse keineswegs so einfach

zu liegen brauchen, wie immer vorausgesetzt wird. Gleiche Ergebnisse konnen
auf die mannigfachste Weise erklart werden, zunachst wenigstens qualitativ.

Wir wissen aber von den Lichtvorgangen und den Vorgangen im Ather so

wenig, daB nichts audi nur mit einiger Sichcrhcit ausgesagt werden kann, und
daB man sich nicht auf so bestimmte Annahmtn festlegcn darf, wie gewohn-
hch geschieht. Ob im freien Ather gcdampfte Schwingungen vorkommen, wird

man bezweifeln wollen, da Absorptionserscheinungen im Raume noch nicht

mit Sicherheit festgestellt sind. Im allgemeinen wird angenommen, daB solchc

Erscheinungen dort in wesentlicher Starke nicht bestehen, und wir das Licht

auch von den entferntesten Himmelskorpcrn fast ungeschwacht erhalten, wenn-
gleich eine schwache Absorption nicht von der Hand gewiesen wird. Sollte eine

solche sich in der Tat noch zeigen, so konnte sie auch sehr wohl ihren (irund

in den im Raume anscheinend so weit verbreiteten Nebel- und Staubmassen
haben. Denn die Absorption ist man geneigt an das Vorhandenscin gewohnlicher

Materie zu kniipfen, solange sic eben nicht kinetisch entsteht. Wie aber kine-

tische Absorption mit materieller zusammenhangt, laBt sich nicht sagen. Un-
moglich ist cs nicht, daB letzterc durch erstere zu erklaren ist, denn nichts ver-

bietet den Ather innerhalb der Korper in steter Bewegung, wirbelnder oder

schwingender, sich vorzustellen. Gehohte Schwingungen kennen wir nirgends,

namentlich nicht innerhalb der Korper, mehr als absolut durchsichtig ist kein

Korper, solche Schwingungen vermSchten nur kinetisch erklart zu werden.

Wie es sich mit dem freien Ather verhalt, wissen wir nicht. Findet aber um
einen Stern eine variabele Atherbewegung statt, so konnh- er uns dadurch sehr

wohl bald heller, bald dunkler erscheinen, wie die „veranderlichen Sterne".

Ahnliches gilt von periodischer Variation der Lichtintensitat.
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74 Optische und elektromagnetischc Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewegungen.

g) Ob Wellen mit unglcichmaDiger Schwingungsdaucr moglich sind?

dann

(151a,)

Die Amplitude der Welle sei konstant. Die Gleichungen (101) (S. 60) geben

(151b,)
dP

wozu noch die Transversalitatsbedingung koramt

i<F dW
(152) A lfx + A 9

-
dy

- + A t
-
Am 0.
dz

Diese Beziehungen konnen wir auch schreiben

<V tl'dV
(151a,)

dt ft
+H ?x+ V Jy+ W

tz | U + U) + (*,)•

(151 b
2 )

d

dt
cQAV

oder fur eine dieser Gleichungen

d

dt i\cx ' v < y

Nur die Schwingungsdauer sei variabel. Wir fragen erst, ob sie allein

(151c)
dt

von der Zeit abhangen kann. Es wird

1 W
2n t t

cf> 1 W- 9 + t

et- ix-ee
~ 2

it
+

cfi
*

1 1 i*Y 1 W = 0,
2ti Bti x 2n dt cy 2tz itiz

1 c«P a i ft 1 iV y

2.i t x /.' In cy
~

X ' 2* i z X
'

flip <Hff t'iy
~~ fV ~ d z*

" ° '?xiy ~ cyciz cztx cx-

also

(153a)

(153 b)

Die zweite Gleichung ist nur die differenzierte erste, da hier - _,('#)

ist. Diese aber gibt

(154)

= /(c„+ s)<*/ = c0 t-\- jsdt
,

c = c0 -f
|

/S(// = c0 + s .

c ist gleich c0 vermehrt um einen zeitlich mittleren Wert der Bewegung
in der Strahlrichtung, wodurch auch »? bestimmt ist, wenn s als Funktion von t
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Ob die Schwingungsdauer allein variiercn kann ? 75

sich gegeben findct. Indcssen darf dann s nicht von x, y, z ahhangen. Die friiherc

Beziehung gilt statt fur die Verbreitungsgeschwindigkeit fiir die Strahlenlange.

Eigentumlich ist, daB & auch von t abhangig erscheinen kann, wenn s nicht

c-(h')) Slid)
von t bcstimmt ist. Es wird dann — =0, also \ ' = t & = d't+ d",

off vi- at

V = + -j- , wo &" Konstanten bedeuten. Da indessen t& ^tfl'+ &"

ist, so wirkt diesc Abhangigkcit auf die Schwingung nur wie einc Phasen-

1 c
verschiebung. Zugleich ist &'— s = , also die Verbreitungsgeschwindig-

keit der Welle in der gewohnlichen Weise bestimmt.

Wir gehen zum Gegenfall iiber, daB die Schwingungsdauer nicht zeitlich,

sondern nur raumlich variiert. In diesem Falle ist

i ev
2x Bt

1 f2 ?F

1 d*W

0,
1 r"

2^ c i> 1 ^
2.T ct'fp

~~
c'p ' 2ji vp

l*& 1 c*
2 !F

^
r*i?

2.t t p 6q c f>('q'

d& _ x

tip" l
l

(155 a)

+/<.-..+^v)+HUj+y +u )•f y

(155b)

2.t <>2
" c p*

p,q*=x,y,z; x = *,p,y,

und unsere Gleichungen (151) geben

. |
1 2/ / 5

Bit
,

f'tf
,

c0\ f*0 r*
2 0 M i

21m. + v - + w„--] + 2t\uv;—;
1- flf - +WU^ —

\ ex ( y ( z! y f x ( y ( y< z rz(x>

I 0
('*&

,
<

l
f> c"

2 d \ 1 ds
+ / w* =- v + f2 -f w* . -

, ,

Ist die Bewegung stationar, so folgt aus der zwciten Gleichung

J i {> c i> v&\ \ ds \ / t s (' $ fs\

und demnach aus der ersten, indem

gesetzt wird,

Daraus findet sich
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7t> Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewegungen.

Die erste ist die bekannte Beziehung; zusammen mit der zweiten ergibt sie

und hiernach aus der dritten

Da 0" von at, (i, y unabhangig ist, wovon 0' gerade abhangt, kann diese Beziehung

nur bestehen, wenn = - = ^ = 0 ist, d. h. bei stationarer Bewegung
v x dy tz

kann die Schwingungsdauer fiir sich allein nicht variieren.

AuBerdem fiihrt die Gleichung (155 b) noch zu der Beziehung

/ r"
2 0 \ f'h't d*d

V r-*r'y rye: rzrxf fx2 ry« r:1

. „ f
1 # / r M <' « <? « \ i & ( f v f v rv\— C,T I*> — — M . + W ^ + » . I

— - 1< - + V--" + W - I

cx ' ft ry <2' fy\ f.v cy r:/

C / f » < W ( w\

r: V f -v c y r:/

die also identisch erfiillt ware.

Fiir die allgemeine Behandlung haben wir nach den Gleichungen (151 a2 )

und (151c)

(156a)

(156b)

„ , . 1 / £0 di> ( 9\
d - (* U + I) + y tt>)

^ + t\u
d x
+ V^ +

f
- , )

Es ist aber mit tt„ = .
,

'/>

- - |
«

' + 2/
«" -u( ^ «; - /2 w;') - v

(

^ - ti - w
(

^ «; - /
2 0

f")

,

somit wird die zweite Gleichung von der Form

- j
«' -|- 2f 0 + u(a'l -\ «"/*) -f r(&'/ + b" P) -j n {c' t + c"/2

) = 0 .

Soil nun 0' von Null verschieden j>ein, so miissen u, v, w Glicder enthalten, die

umgekehrt proportional / oder I* verlaufen. Eine solche Annahme ist aber un-

zulassig, weil dann die Bewegung zu irgendeiner Zeit unendlich wiirde, denn
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Ob die Schwingungsdauer allein variiren kann ? 77

von Ewigkeit her konnte sie in dicser Abhangigkeit nicht bestehen, da sie dann
gegenwartig unendlich oder Null sein muste. Also haben wir

(1S7)

und

(158) 0 + « («' + a"t) + v (b' + b"t) + w (c' + c"t) = 0 ,

woselbst mit Umkehrung der Zcichen ist:

0=2(0/1 0-0") ,

(159) - &'=-2-J
J#,

<x dy ¥ -2^0-0,".
oz

Nun bildet die Inkompressibilitatsbedingung die beiden Gleichungen

(160) A
x +A^ { - 0 ,

A^ + Atfi + Aiy-O.

Die erste von ihnen in Verbindung mit (157) gabe

(161)
d&
dy cz

M
d x

>

wo L undM Konstanten sind. Also konnte # nicht sowohl von x,y,z abhangen,
als vielraehr von einer linearen Funktion dieser GroBen. Nennen wir diese

Funktion p = p0 + px
x + p2 y + ps z, so ware

(162)

d& 50
Ii~dp Pl '

i o

dy

<*0

ez

C0=
ep p>''

c*0 dfi&

d x*~ dp* pl '

i*i>

fy'i
~ O*0

.,
C)2 0

a

<' 20 ,
- P'i) ,

0" =
(dp) M + # + .

somit

(163)

Die £ sind bis auf cinen Faktor bestimmt durch A
x ,
A t ,

A z \
<x,(f, y. Weiter

hatten wir

(164)

0!
id c id
dp dp dx

r 0 c>0
(PI + ^ -r />?) = 2^ . ^ px [PI + + ^) .
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78 Optischc und clektromagnetischc Erscheinungen untcr clem Kinflufl von Hcwegungcn.

Nach (159) ergibt sich demzufolge

(165)

0-2(tf + # + *?4 (#1 ;

6*0
a' = -2 . ipf + -f ) Vpi , ^' = -2 j (*? + A? + (>2

c'= -2 >'(/>? + />* + pi)?*, a"=b"=c" = i),

)-..

und die Gleichung (158) geht iiber in

woraus dann folgt, dafi, wenn ft nicht konstant sein soli, auch u, v, w nur von p
abhangcn diirfen. Gehen wir jetzt zu der ersten Gleichung (156a) iiber. In Ver-

bindung init der zweiten (156b) ergibt sie nunmehr

(16^) <2<r+ Hue? + vir- + u^)) 2 = 4(.j^(i + ^")c-f

,

also nach Einsetzung der Wcrtc fiir ft", fig, fly', fl£", d-# ,

we?-r; +*-»)•-ot -<-<> - * -*<3V •

d. h.

,

+ <*
([;

*)
2

(^)
2

( « + & « +

^

3 - c* (p* + # + />?)> - o

.

Die Gleichungen (166) und (167) konnen aber nicht ohne weiteres zusammen
bestehen. Sehen wir ft als gegcbene Funktion von p an, so kann der Gleichung (166)

eine Bewegung angepafit wcrden, deren Komponenten sind

oder

(167.)

U

I' =

If =

Ji>Xi ^-Jx -2 H '-r • • •

wo die V, V, W; J beliebige Funktionen von .r. y, 2, die I bcliebige Funktionen

von t sind. Es ist dann zu setzen

(168)
bp
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Ob die Schwingungsdauer allein variieren kann ? 79

1' darf nicht kleincr als i und n' darf nicht groBer als n sein, wenn nicht

— =0 ist; kleiner als n darf man n' annehmen, etwa gleich m,

und groBer als i darf man i' annehmen, etwa gleich /, alsdann ist

*U
9 + ft Vq + y = 0

, 9 = m + 1 , m + 2, . . .
,
n,

*Ur + fiVr + yWr = 0, r-i, s + 1, * + 2 i' - 1.

Selbstverstandlich darf »' = i, n' = n sein, dann fallen die Gleichungen letzter

Art fort.

Wir konnen diese Ansatze noch erweitcrn, indem wir unter U, V
,
W; J

nicht reine Funktionen von x, y, z verstehen, sondern ganze Funktionen von t

mit Koeffizienten U, 33, 9B; 3>> die nur reine Funktionen von x, y, z sind. Die

vorstehenden Gleichungen beziehen sich dann auf diese Koeffizienten.

Gehen wir zu der Gleichung (1672) iiber, so kann man auch ihr die gemachten
Ansatze fur it, v, w anpassen. Nennen wir die Zahler in diesen Ansatzen ZXt

Zt . Z,, den Nenner N, so ware

(1HU)

+ P
\Cp) \7p) ((/>1 Zl + P*

Z
*
+ hZ*

yi C" NHP? + # + Ph) = ° '

Indem man die Produkte und Quadrate der Z,
,
Z2 ,

Z3 ; TV entwickelt, hat

man die Faktoren der Produkte und Quadrate der X gleich Null zu setzen, was
Beziehungen zwischen den U , V, W

; / gibt. Sodann muB man innerhalb jeder

so gewonnenen Gleichung die Glieder der verschiedenen Potcnzcn von t sammeln
und gleich Null setzen, wodurch Gleichungen zwischen den U, 2$, 23; 3
resultieren. Man uberzeugt sich leicht, daB sich das konsequent durchfiihren

laBt. Allein da das erste GUed der obigen Gleichung kein explizites t ent-

halt, darf, wenn sein Faktor nicht Null ist, die GroBe N kein von t unabhangiges
Glied besitzen. Allc ganzen Funktionen 3 von t miissen also mit 3 t beginnen.

Dadurch aber wiirden u, v, w umgekehrt proportional und da fiir / = 0 eine

Kompensation durch die X zum unbestimmtcn Wert Ooo nichts fruchten konnte,

weil die X auch im Zahler stehen, wiirden u, v, w fur diesen Grenzwert t = 0
unendlich werden. SchlieBcn wir diese Moglichkeit wie fruher aus, so bleibt nichts

iibrig, als den Faktor von N gleich Null anzusetzen. So bekommen wir

(HO, m=±^* "der fJ'UT
woraus folgt

(171)

/. (p2
( p

dj _ 1

(172) » = '°log(^T-/>)
A V c0 !

mit und &" als Konstanten. Welches Zeichen man zu wahlen hat, ist leicht

zu entscheiden. Die Gleichung (166) gibt fur diesen Fall

±0- °? T : - 0, ±X& = c0 ±s.
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80 Optische und elektromagnctische Krscheinungen unter dem EinfluB von Bewegungeo.

Also haben wir, da X ft = c ist,

(173) ^log(r- */»)

und in bekannter Beziehung

(174) A0 = c = co + s.

Hatten wir die letzte Gleichung von vornheiun als Postulat gesetzt, so giibe

die Gleichung (166)

d. h. unsere Beziehung

p! X c/>*

Jetzt konnen wir auf die Hauptgleichung (156a) zuriickgehen, welche mit
X ft — s = c0 ergibt

(17(H) c0 + Xt .

p
(ft * + fc» + «0 - a r0

] lt
+ H"

oder wenn quadriert wird

(1762)
2c9 - (p x

u + pt
v + pz w) + kty

{p )
(/>,« + pt

v + =

und zufolge des Wertes von nach (163)

(177)

2c0 (/
>
i
u + p^v + pz w)-\- it ,

p
(pi u j />2 v -f />3 ^)

2

= x^^(/>? + />? + tf).

die identisch ist mit (1672 ) fiir diesen Fall und nun allein noch in Fragc kommt.
Hiernach ergeben sich aus den Faktoren der Quadrate der 2" Gleichungen von
der Form

'

2c0 /,(/>, U, + p2 Vt + p3 IF,) + t

€
'

(Pi U, + ft F, -f />3

(178)
o7>

AcSt^ipf + P; \ PDJ?

und aus denen der Produkte der I

CoiMPi Um + ft Fw + ft Wm )
-{- /..(ft </, + ft I'/ + ft W,)>

(179)

* i

+ U lp(Pl Um + ft**- 4- I''/ ~ ft*'f + ft^/)

Wir schreiben unsere Ansatze in der allgemeinsten Form

(180)
IF, I, -fHV^-f • • • + IF„ I

Ji±i +J«3"> + 7.. ^»
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Ob die Schwingungsdauer allein variieren kann ? 81

tilti -j- \

)

und haben also zwischen den U, V, If, / die obigen — -
-- Gleichungen.

Da dieAnzahl dcr GroBen 4nbetragt, besitzen wir mehr oder ebenso viele GroBen
\vie Gleichungen, solange n 7 ist, ubersteigt n den Betrag von 7, so sind zu
viel Gleichungen vorhanden, und cs muB in jedem Falle entschieden werden,

ob ihnen geniigt werden kann. Von n = I ab, ist die Zahl der willkiirlichen

GroBen +3, -f5, +6, +6, +5, +3, 0, -4, -9, -15, -22, ...

Ersetzt man weiter jedes U, F, II
; / durch ganze Funktionen nach /,

etwa gemaB detn Schema

tf« = ur + u{m> / + ...+ u,(r r ,
vm = + + . . . + «w f* t

so gibt jede der obigen Gleichungen die Beziehungen zwischen den U, 8, SB; 3.
Wir schreiben

(182) p x
tt™ -r p%

»

<

m) + ft - $J
m)

,

dann gehen die Gleichungen (178) und (179) viber in

(1780
K = 0 X = 0

(179')
l«=*0 X = 0 * = 0 X 0 )

f P K=0 K-0
' o x - / x =m

A C0
a
* (/>? + Pi + '"Z^"*'

x = 0

oder mit 3, -= qj, - 0 , a > /

(178")

(179")

somit ist

(183)

= ;./c
(;
[| (pf + />; -f />3

2

)2>(^^'^-')'

= /+ »»/»= x i = x V /i a x=/ +m / l = x \

2>(J: *tt +^3r + a t y- 2<-(J>.
(0

= /-»-m /i

^ktcZ
Cp {p? + p- + p:i) 2.'

M =

1

I' = x - I

(184)

- ac?^ (/>? + # + Pi) 2^" ' ;

x = 0, 1, . . . , 2/ 4 1 ; / =- 1,2, «

co2^ ,) + :>rw . ) + * ?
'I
2^°

-

?To ' P » = o

-Ac0

at
:*(/>? + a? + ^> 2^V:a

x = 0, 1 . . . . / -\- m -f 1 : /, »» = 1 . 2 >i

.

Weiniteia, ReUtlvit.iUprimtp. 6
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82 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewegungcn.

Es geniigt, das erste System dieser Gleichungen zu betrachten. Es enthalt

2/ -f 2 Einzelgleichungen mit 21 -f 2 GroBen. Da es in bezug auf diese GroBen
homogen ist, so stellt sich eine dieser GroBen als willkiirlich dar. Also ist eine

Gleichung iiberschtissig, und diese lafit sich mit variabelem # nicht erfulien. Man
ubersieht das am einfachsten in folgender Weise. Die Gleichungen konnen in

zwei Satzen geschrieben werden. Sei

(186)

(186)
2 ip

so haben wir fiir diese bciden Satze

i = *-l

op

° ' \P1 + Pl + Pl) = i>*,

i = *-\

(187)

(0 ^ OK - I - 1 I

rn» i^o m»

x = 0, 1,2, ...,/,

» K + 1

» = (> 1=0

x = -1,0, 1, . , / - 1

wobci zu beachten, daB ^-i, 3-i gleich Null anzusehen sind. Den ersten Satz
von Gleichungen benutzen wir, um die^J durch die 3 auszudriickcn. Nimmt man
z. B. x 0, so gibt er, indem wir jetzt den oberen Index (/) fortlassen,

Fiir x - 1 ist

also

Fiir x — 2 findct man

also

Bei x

also

3o *« + oi *i + 3t *o + #i (*0 Si + 1*i i?o) - *, (3. 3, + 3, 3o)

.

¥, = *,34
.

- 3 ist

3o*a + 3, + 3,*i + 3,*o + *i + +
-*,(3o3a + 3i3i + 3,30).

S» = 0»(3i-Mi3o) •

Fiihrt man in dieser Reduktion fort, so ergibt sich weiter

*4 »*,<3i-

%h ~*.(3«-

*. - *«(3. - M.3, + 20,'^3,),

*7 -*.<3,- ^^34-r-2d?^3a- 5 0? 0a
» 30 ) .

*. ^1^36+2^^33- 5 0,
3

3J ,

*. = #a(v\ - ^3,4 2^.9.J34
~ 5^32+14^30)

i\o = 0.(3. - Mi3, + 2*?*|3.- 5,^^33+14^^3,)
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Krummlinige Verbreitung von Wellen. 83

Jedes der ^ erscheint als lineare Funktion dcr 3 m >* Koeffizienten, die aus

i92 und Potenzen von &xds bestehen. Die Reihe ist leicht fortzusetzen.

Aus dem zweiten Satz von Gleichungen erhalt man fiir

(* = -l)

(x-0)

<* = !>

-*t(3»- f 3i + 3i-i3»-i + 3i3i.i).

Zufolge der Werte der $ bekommt man so jedes 3 ausgedriickt als lineare

Funktion aller folgenden 3 mit Koeffizienten, die samtlich Potenzen sind von

#2 und V»VV Zuletzt ergibt sich fiir $0 die Beziehung A&s(^&^
1

^0
= 0,

die die iiberschiissige Bedingung darstellt. Darin aber ist die Zahl A von Null

verschieden, und zwar gleich 1. Da nun 30 nicht Null sein kann, muB oder

#2 Null sein; #
x

ist aber cine bestimmte GroBe, namlich nach (173)

(188, »,
1 3 *A

2c0 dp
X

2 ^o

1

also muB #s
= 0 sein, und da

(189) />
2

AC
0 j— (tf + + Pi)

ist, so folgt p1
~ p2

— ps = 0, d. h. P ~ p0 , und somit # = Konstante. Was
wir also fiir stationiire Bewegung schon gefunden haben, gilt fiir jede hier mog-
liche, auch von der Zeit abhangige Bewegung ; es konnen sich nicht transversale

Wellen so verbreiten, daB nur ihre Schwingungsdauer variiert. Und dabei ist

es gleichgiiltig, ob die Bewegung erheblich oder unerheblich ist. Das ist neben dem,

was S. 41 schon gesagt ist, ein zweiter wichtiger Grund, warum mir Lorentz'
Annahme einer Konstanz der Wellenlange und Veranderlichkeit der Schwingungs-

dauer bedenklich erscheint ; denn wcnn diese Schwingungsdauer bei irgendeiner

Bewegung allein nicht variiercn kann, so sehe ich nicht, wie sie soli variieren konnen,

wenn man von Bewegung zu Bewegung oder von Ruhe zu Bewegung ubergeht.

h) Wellen mit ungleichmaBiger Richtungin ungleich maBig bcwcgtem
Ather.

Schwingungsdauer und Wellenlange seien konstant, die Richtung dts

Strahles soil jedoch raumlich variieren konnen. Es ist dann

<190)

somit

(191)

ft

Tp*

= 2nd, 0,
t' tf p

~~ 0
' Tp

2n c*S

X bp* ' f pfq X dpcq

p,q=>x,y,z.

2n c*S
•

3 - »

2* vS
X bp '
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84 Optische and elektromagnctischc Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewegungen.

Die Gleichungen (151) (S. 74) gebcn hiernach

[" 1 / 6S oS <'S\1 2 .AtdSY (i>S\* idS\2

d92a) i#- s-k~+^.,+» tj y +y +y

.

dy

1

(192b)
as, as\i 1

c0
2 /IS.

Nun ist

cy vzn I

ffi<ff+ffi-« + ' + *->-

also werden die Gleichungen

(194a) ^_
; (

M^ +% _ +I,
?
_)^ T

o,

(194b) 0=JS.
Die erste gibt wieder

(195) c - c0 + s .

Da c konstant sein soil, muB der Strahl sich so kriimmen, daB die in seine

Richtung fallende Bewegung zeitlich und raumlich ebenfalls konstant ist. Diese

Beziehung wiirde unter Umstanden bereits geniigen, die Form des Strahles

zu bestimmen. Nennen wir C eine Konstante, so ware, da

fiS_dx BS^dy <\S_dz
€x~~dS' cy^dS' €z"dS

gesetzt werden kann, indem beide GroBenarten den Richtungskosinus der Linie

5 darstellen sollen,

(197) udx + vdy + wdz « CdS = C(dx* + dy* + dz2)* .

Ist der Strahl eben, so haben wir hiernach

im H>+(£n-(.+-*)
,-* + ^i;)

,

+-2
als Differentialgleichung fiir den Stralil, die nach —̂ aufgelost gibt

(199)
dx V-jfiif C*-* + C*- + KUV±L]8 ° '»

wo g die ganze Geschwindigkeit in der Strahlebene bedeutet.

Die Bahn und die Intensitat der Bewegung miissen als Funktionen von
x, y, z gegeben sein. Wir nehmen als Beispiel cine Kreisbewegung in jederBahn
mit konstanter Geschwindigkeit. Alle Bahnen seien konzentrisch und ihr Mittel-

punkt sei Urspning des Koordinatensystems. Dann ware

also

(200,)

u = — , - - g
)*a + y

2
+

.

dy

dx
a-g«-

\x* -!- y-

x- 4- y

'

* \-t~l-;i

- <:w-a)
x2 + y

2
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Krummlinige Verbreitung von WelJen. 85

Setzt man

so geht die Gleichung iiber in

a. h.

rfy C*-C'y
(200.)

dx C'x + Cy'

woC-+ fg
2 — C* ist. Wenn die Bewegung nicht bloB in jedem Kreise fur

y
sich, sondern iiberhaupt konstant ist, gibt die Substitution - =» x die Gleichung

x

dz 1 /C - Cz \ 1 C(l + *)

Oder

woraus folgt

1 + 2* X

^ log(l + *») + C'arctgz = -Clog* + Ca ,

wo C0 eine Konstante. Damit wird

(20^) | log(*« + y«) + C arctg £ = C0

und nach Einfiihrung von Polarkoordinaten x=QCO&<p, y—gsirup, indem
A eine neue Konstante bedeutet,

(201t) o = /U~<\
also

(201a) e = /l <f

"
r r

und Q = Ae*" v ' *.

Jede dieser Ldsungen gibt eine logarithmische Spirale. Die allgemeine

Losung aber ist

(202,)
<' vU-^/ _t

- V = o,

d. h.

(202,) e* - .4 £> \<T <'
7 + / <' V + 4» = 0

und wenn g
a ^ C* ist

(202,) <p* - 24ecoshyp^ ~
C* ^ + ^ 2 = 0 .

Ist g nicht iiberhaupt konstant, sondern auf jedem Kreise etwa proportional

dem Radius dieses Kreises, also g = <x\%2 + y
2

, so haben wir
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86 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dera EinfluS von Bcwegungen.

Die Einfiihrung von Polarkoordinaten x — g cosr/ , y = g sin? ergibt dann

z ~ \cw, dz = dw ,

dx
=m — tg« da , somit

(303
t )

d. h.

(2032 )

( ±}W - O + Ctgy)dq> = -C( rfff - tw*9) >

C</o
dip = r

Das Integral dieser Gleichung ist mit qp0 als einer Konstanten

(204,)

somit

<Fo • 7> = arctgj Qi - 1

(2042) - 1 ~ tg(Vo + V) und /^ - 1 - tg(7o - <p)

oder

(204,)

^=i+tg.(v.+,)-
cos!(;o+r)

und

*V _ , , ... _ *

cos* (7* ~ '/ )0 = 1 + tg2 (^0 - V )

Jede dieser Losungen stellt zwei Geradenpaare dar, namlich

C C
*cosf/

0 vsinr/'0 = -r und xcos7 0 -f vsin7 0
—

Als allgctneines Integral haben wir

(>2M) - 1 W*V 1 Li)
* *' \ C2 cos*(f/'„+./|/\ O cos*(7v 7)'

oder

(2046) cos*(7
-

0 + v) - l)(^f cosM7o - v ) - l) = 0 .

In *, y ausgedriickt, gibt dieses

(204,) ("
2
(* cos Vo - v sin r„)

2

_
i
j

^A*(*cosy>0 -f y sin Vo )* _
j j
_ 0

und aufgelost

(204,)
XH*2 C°S2,/ 0 ~ y2 sin2,/

-o)2 - **Hx* C°s2f/ 0 + y2 Sin2,/
o) + 1^0.

Drittens nehmcn wir, um zu zeigen, daB und wann auch Kreisstrahlen

moglich sind, an,

C I x2 + v2

2 I *» '

a,S
° r =__ C* (*» + y*)s

4 .v*"y*
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Krumralinige Verbreitung von Wellen. #7

Die Bewegung geht in den Hyperbeln xy — Konst. vor sich und die Differential-

gleichung wird

(205,)

dy _ 4.r* / _ x* + y* y»j»
~\

dx 3*2 -y*\ 4xy k
f 4**y*

'

4*» / *a + y
2 *»-y*\_

3*2 -y2
\ 4xy -: ~2*y /"

Nimmt man beim zweiten Klammerglied das negative Zeichen, so folgt

dy x

dx ~ ~
y

*

d. h. der Strahl biegt sich zur Kreislinie nm den Mittelpunkt der Hyperbel.

Mit dem positiven Zeichen ergibt sich

dy x xx — 3y2

dx
= +

J 3** - y
2 '

y
also unter Einfiihrung wieder von ^ = z als Variabeler

<f? L 1 " 3 *2 _ 1 +J
4 -

* +
« 3->~" ~z(3~-z*)

'

somit

woraus folgt

(206,) log* + logc = ~
|
log(3 - z2 -)8J(3 - z* + )8 ) ,

also

oder mit /4 als neuer Konstante,

= 2(xi - y
2
)
2 - (*

2 + y
2

)

2 = I .

<«05,)

J

+ ~ 6 ** = XHX* ~~ 3y2) + yl{yl 3 ^

oder in Polarkoordinaten

- Ssin4
^)

— 2 sin2 2^) = o4 cos 4 7 - - I .

(206 )

I

_ 8sm2r<r 8smV) ^ 9*W ~ 8sin2
7 cosf7)

Das allgemeine Integral wild

(2065) (x* + y
4 - 6*2

y
2 - .4)(*2 + y

2 - B) = 0 .

Ahnlich lassen sich noch viele anderc Falle behandeln. Indesscn haben diese

Berechnungen doch nur ideellcn Wert, denn offenbar ist die Theorie noch un-

vollstandig. Zu ihrer weiteren Ausfiihrung bemerken wir, daB man unnimmt,
daB das Fermatsche Minimumprinzip der Verbreitung des Lichtes auch in

bewegtem Ather gilt. Da, wie wir gesehen haben, die Bewegung des Athers

so wirkt, wie eine Anderung seiner Reflexions- und Brechungsverhaltnisse,
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gg Optische unci elektromagnctische Erschcinungen untcr dem EinfluB voa Bewegungeu.

so konnen wir dieser Annahmc folgcn und haben also eine Untersuchung anzu-

stellen, indem wir unscre Gleichungen auf dieses Prinzip anwenden. Um Wieder-

holungen zu vermeiden, seien die Bereehnungen sogleich fiir den allgemeinen

Fall gefuhrt.

i) Wellen mit ungleichmaBiger Kichtung unci ungleichmaBiger
Wellenlange in ungleichmaBig bewegtem Ather.

Verbreitungsrichtung und Wellenlange seien also variabel. Wir setzen

fdS afdS afdS a fd^

so werden die Bedingungsgleichungen (151) S. 74.

Wir betrachten erst Strahlen, bei denen x , also auch t , nicht sowohl von
x, y, z, t, als von der Strahlenlange 5 abhangt. Dann ist

d t dr d S ti a d x <:t iv S _ t t (i

bx
=
dS ix

"*
**.S

=
c ' by~ dS dy ~ P dS

=
c

'

d t d x d S dx y

dz
=
dS dz

= V dS^'c 1

r 2 T 1 t<\ /x dc 1 dot a 2 t'c

d AT* C CX C2 CX C CX C1 cS*

r 2 T 1 r/J /< e'e 1 dfi _ ft
2 dc

dy* ~ c by ~
c2 dy ~

c dy c2 dS'

c 2 t 1 r
:

y y cc 1 ty y
2 dc

dz* c dz c* dz c dz c2 dS'

also

Die erste Bedingungsgleichung gibt hiernach

/. a « + /f i> + w\* c-

V- c J",*'

d. h. wieder c — c0 + s. Da c nur von der Strahlenlange abhangen soil, muB
der Strahl sich so kriimmen, daB auch die in ihn fallende Bewegung nur von der

Strahlenlange bestimmt ist. Darauf kommen wir spater noch zuriiok. Aus der

zweiten Bedingung und der ersten folgt dann weiter

I d I 1 1
(

(c
.

,

bc
.

<c
\

l

(
d(X

A.
f ^ .

d y\_ 1 Bc

c0 dt c c2 f0 V dx dy dz' c\vx dy ' (:/ c* d S

oder

1 / iS (5 bS\bc 1 dc (d,\ // c>y I dc\
~

c \
U
dx + V

i.y
+ '^Jr5

= "c%r -r
* y
+ Tz " c £ S)

'
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Wellen mit verandcrlichcr Richtung und vcrandcrlicher Wellenlange. 89

Da c und s nur von S abhangen, muB das glciche bei <x, (i, y der Fall sein.

Dann aber ist

fx bSbx
\

( tX 1 c« J

bS 2 dS '

by

bfi bS _ i [i 1 c/F

(5ry
"

'^bS~ 2 bS '

bz

somit

und

(208)

by 1 S by

bS bz = Y bS

bx by cz

1

2

0

b v*

Diese Gleichung gibt entweder s — c0 , der Athci muB sich den Strahl ent-

lang mit der Lichtgeschwindigkeit des ruhenden Athers bewegen. Oder man
c c

hat ^ = 0; die Wellenlange ist dann unveranderlich. Im ersten Fall ist aber

die Wellenlange gleichfalls unveranderlich, da ja alsdann c — 2 c0 wird. Also

fuhrt die Annahme zu dcm Ergebnis, daB allein von der Strahlenlange die Wellen-

lange nicht abhangen kann, sie ist durch x, y, z, t bestimmt oder iiberhaupt

konstant.

Wir gehen also auf die allgemeinen Gleichungen (207) zuriick. Setzen wir

c = c0 + o und nehmen Bewegungen, durch die g nur unerheblich gegen c0

werden kann, so haben wir, indem

1 =Mi-^ + K)
2

..(.?)'+
|

c0 c„-[ c0 \cj

(209)

(210,) Cq cn - Co

P.

Co c;-[
l

c0
+ U0 J '"J c0

gesetzt wird, wo also k nahezu gleich 1 ist,

f
dS _/' dS 5

c .'c0 -} o c0 c,;.

P^jydS.

Dabei ist A zuletzt als Konstante behandelt, etwa als Mittelwert der betreffenden

GroBe den Strahl entlang. Damit wird

bj \ k bP br (i k iP

bx c0 c,r ( x ' by c0

01

Co

k tp

c0
- t:

*

Bis jetzt haben wir meist
t>
— s gefunden ; setzen wir allgemeiner p - e s

,

so wird jedenfalls t sehr wenig von 1 abweichen. Alsdann konncn wir wieder

e als Mittelwert den Strahl entlang ansehen und schreiben

br

bx Co

ek i

1

df bx
'

br

by
ft

Co

e k b±'
If *

Co *y

br

bz
y

c0

Vek b

c- bz

(210,)
S ek „

r = ., 2

;

Co 1
ii

y _= )sdS
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90 Optische und elektromagnetischc Erscheinungcn unter dem EinfluB von Bewegungen.

Wcnn die Bewegung ein Potential tf> hat, ist

S
-J3S'

S -*-*-
sorait

(211) r „ 5 _ f

f(0_0o)t

wo <P0 einen Ausgangswert von 0 bedeutet. Eine Gleichung dieser Art hat
H. A. Lorentz angewendet l

). Doch besitzt ek noch eine andere Bedeutung als

bloB den des Produkts zweier Naherungsfaktoren, worauf wir spater zu sprechen

kommen. Weiter wird in diesem Fallc

dr <x ek c't fi ek r'j y rk

dx
_

c0 cj ' By ~
co c,; ' <z~ c0 c

4?

d*T 1 d& f k du i*x 1 c fi ek iv B*r 1 By ek < w

dx* c0 c x cij ox ' By* c0 cy c.'f By '
< z* c0 < z c,'f cz

und hieraus

.,,_.'(>

+

c0 Vtf* cy < 2/ c,r *e>* ' 2'

ex ist als Konstante behandelt.

Die erste Bedingungsglcichung (207a) gibt hiernach, wenn t k -= i gesetzt

wird, mit g
2

i/
2 + v2 -f « 2

{|_
S
+ .+ '',V

2 6
Das grofite Glied dieser Gleichung nach r0 ist (1 — f'). Da nun a' nur sehr

co 1

wenig von 1 abweicht, ist es jedenfalls von neringerer Ordnung als . Die

1
c°

folgenden Gheder sind hochstens von der Ordnung ...

Fur die zweite Bedingungsgleichung, (207b), hat man

ds f' dg*
'
dt cn dt

*x Bti By f' iBu iv < u<\] „

( x f y dz c0
u x < y r z>\

Gilt die lnkompressibilitat des Athers auch der Bewegung allein gegeniiber,

so wird hiernach

< <x i(S iy _ 2f' dg 1 ds

dx ^ Cy +
iz

~~
' c-'

g
dt cS dt

'

AS ist alsdann, wenn die Be^chlcunigungen der Bewegung nicht gerade exzessiv

ausfallen, auch bci einer Veranderlichkeit der Wcllcnlange nur von der

Ordnung ., , und wenn man Glicder von der Ordnung
3

fortliiBt, wird

(212) .15- - \
d
f oder =0.

c,r dt

Die Formeln gelten zwar nur, wenn ein Potential fiir die Bewegung vorhanden

ist. Was aber iiber die GroOenordnung gesagt ist, mul3 bestehen, auch wenn kein
»

l
) Abhandlungcn 1, 359.
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Wellen mit veranderlicher Richtung und veranderlicher Wcllenlange. 91

solches Potential stattfindet; denn ob Bewcgungen bedeutend oder nicht be-

deutend sind, hangt ja von der Art ihrer Darstellung nicht ab.

Das Fermatsche Minimumprinzip schreiben wir in der, wie ich glaube,

allein zulassigen Form

(213^ J
d(dx) = 0

und beweisen zunachst, daB cs identisch erfiillt ist, wenn dx ein vollstandiges

Differential sein sollte. In diesem Falle haben wir

CT CT PT
,

dt 'ex'X+ iy
iy+

oz
dz '

somit

I'm -/[*(£) ** +»(*y *y + *(-£) **

+

£ *w»>

+

1w + £ *<*

»

Nun ist unter der gleichen Bedingung z. B.

Zusaminen geben hiernach die drei ersten Glieder

Bei den drei letzten Gliedern ist z. B.

( X J v x u-.v '
v c* ' .' V#/

Die Akzente kcnnzeichnen die Werte der betreffenden GroBen am Beginn
und am Ende des Intcgrationsweges; diese Stellen aber variicren nicht, also

fallen die betreffenden Werte fort und insgesamt heben sich die Faktoren

von dx. dv, dz auf.

dS
Nun ist dx~ , cs miilite also c --• f(S) sein, wo f(S) eine l'unktion nur

c

von S sein diirfte. Damit kommen wir auf die S. 88 gegebenen Entwickelungen.

Fiir die allgemeine I'ntersuchung miissen wir nach dem Lagrangeschen
Schema die beiden Bedingunsgleichungen (207) in das Minimumprinzip einarbeiten.

Dadurch kommen wir aber zu unubersehbaren Rechnungen. Einfacher ver-

fahren wir, wenn wir entweder c — c0 -f- s' setzen, oder c — c0 -j- o mit der Be-

dingung o — s' — 0. Alsdann ist die erste Bedingungsgleichung, wie erwiesen,

bis auf Glieder, die jedenfalls nicht mehr als j betragen, erfiillt und redu-

ziert sich die zweite Bedingungsgleichung bis auf Glieder von der Ordnung

jjc» au f ' $ •"- 0- Setzen wir erst c — c0 -f- Dann ist also
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92 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluC von Bewcgungen.

Wir haben aber mit u' = ttt, v' = rv, w' — fu ; s' = rs

x > xi'
>
dx

.
>
dy .

> dz \

= ^Hu'dx + v'dy + w'dz) - JS)t
(u' dx + v' dy w' dz) *(dS)

= *

s
(t(u'dx + v'dy + - s' A(rfS))

,

somit

(213,) /A<rfr) ^^-l.?^^) -
/

(Cfl ^ $/)2
d(M'^ + r'rfy + w'dz) .

Multiplizieren wir die Variation von AS mit einem Faktor i', so ware hier-

nach im Lagrangeschcn Schema das Minimumprinzip ausgedriickt durch

(214'a) h + 2s '

fi(dS) - /
- > - t)(u'dx + v'dy + w'dz) + /

\dS 6AS - 0

.

Hatten wir in dieses Schema auch die erste Bedingungsgleichung in der Form
q — s' — 0 einbezogen, so ware mit u als neuem Faktor

(214"a) -
J {

** n)t
&9 + ffiiSMg - s') + )rdS&(JS) = 0,

oder wegen des angegebenen Wcrtes von <5s'

fu

+

« + ,<«„+ ,)« S
'

A(JS) _ !>(*. + A(„, rfi.

,

; ^ + w ,
it)

\ ca "t l»J • l co + <>r

>./(''--,
f, + ^)'

s *»-</'«*MS)- <>•

Soil diesc Form mit der unter (214'a) iibereinstimmen, so miisscn wir setzen

Wir behalten noch allgemein (214" b) bci und schreiben

c© + 2 + /'(c0 + 1>)V 1 „,/_ v „
1

(^ lt
>l) / \s

—
V r /' S — X, It — = X ,

wobei nach (215) auch

(216,) *'^o. + = + = f
- + 2

,

i
'

^ (Co + Q)
2

(Co + Q)
2

(Co + s')*'

sein wird.

Die Gleichung (214" b) geht aber iiber in

(214b) (xd(dS)- i/*d(u'dx > v'dy + w'dz) + fx dSbn
: fv d S <)(AS) = it

.

Hierin ist nun

jxd(dS)=l x d) 'dx* + rfy* + (~* 6 (dx) + ^ A(rfy) + || *(<*«)) •

(214"b)
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Wellen init veranderlicher Richtung und veranderlicher Wellenlange. 93

und da z. B.

ist, und die Grenzen des Strahls fest, also bx" = bx' — 0 sein sollen, wird

Z-'^—/l'(-«)-+-Kl)*'+'(-«H-
Weiter haben wir

j fi b(u'dx) - / [/* dxbu' + u u'b(dx)] .

Das zweite Glied gibt nach obiger SchluBweise — / d(/t u') bx , das erste wird

jfi'fe ix+™
y

»y + —»*)

Entsprechend sind die Glieder fiir v' und w' zu bchandeln, so daB zusammen komint

/ft b{u'dx + v'dy 4- w'dz) - — + d{ft v')by + <*(^

.' L\ c# dx ex I

\ c v <• y oy /

Sodann finden wir

weU dS = 0. Zuletzt wird

Nun haben wir die Faktoren von bx, by, bz zu sammeln und gleich Null zu setzen.

So bekommen wir die drei Grundgleichungen

\ dS/ c x \ e x < x ' e x I

Die Zeichen i beziehen sich hier nur auf Differentiation langs dc*r Bahn, nicht

nach der Zeit; mit S als unabhangigen Variabeln konnen wir sie ersetzen

durch -^-dS.

(217)
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04 Optiscbe und elektromagnetische Erscheinungc-a unter dcm EinfluO von Bcwegungcn.

Multipliziert man die drei Gleichungen mit dx, dy, dz, addiert sie und beachtet

lolgende Beziehungen

-+(
dx \ dx

ds/Js + d

d[x
d
J^dx + d(x ^)dy + d(x

d
£)dz

X J_
2 rfS

dSdx^dSdn,

d(ft h') dx -f </(/i v') rfy + »') rfz = ji(du'dx + rf rVy + rfitf'rf*)

(-'
, ,

dy , dz \ , „ ,

> rf.t-f rfv + ^ dz = do,
vx ty ' (Z

rf.t . dx + . </y + . rfzl+</y I . dx + . «*y -|- rfzw * * v < z f \ i x « y
'

( w f W f w \

. <f*+ </y + - <**

dx d u' dy dv' -\- dzdu''.

dx - x'rfo — .<;'</« ^= 0

.

so findet man

Es ist abcr nach (216)

rf *
=

«„ +
rfs + "

is
' + s

'

d
" = (c„ -i- ey

Also geht die obigc Gleichung iiber in

ads' — /iip = 0

und diese Beziehung ist identisch erfullt, weil nach der Bedmgungsgleichung
ds' = dg sein soli.

Wir betrachten erst den besonderen Fall, da3 in jeder der Gleichungen (217)

die von der Variation der Bewegung selbst herruhrenden Gliedcr fur sich ver-

schwinden. Also die Bewegung soli den Bedingungen geniigen

< < u , ( v ,
f w

,

-. dx + ----- dy -f . dz O

.

( X f X ( X

(218)
-'* dx -f V </y -a-

'
U
- dz — 0

,

f y ()' ' y

, , ,

. dx -*t~
,- -rfv-f </« = (>.
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Wellen mit veranderlicher Richtung und veranderlicher Wellenlinge.

Hiernach muB die Funktionaldeterminante Null sein,

«5

(219)

in' f v' c w'

( X ( X ( X

( u t v ( u>

f y < y f y •

c u < V < w
(Z fZ (Z

0.

woselbst u', v ', if' die Koraponenten sind der Geschwindigkeit eg = g'.

Multipliziert man die Gleichungen (218) mit dx, dy, dz und addiert sie, so

erhalt man

(220) du'dx + dv'dy + div'dz = 0

und da aus der Differentiation von <> $' = 0 folgt

rfSrfo + nd*S - w'd2* - t/'*y w 'd*z - du'dx - dv'dy - dw'dz = 0,

so ergibt sich, indem S als unabhangige Variabele gewahlt wird, nach (220)

(221,)

odcr

(221,)

, d*x , d*y

dS , +
, d*z dg

dS* dS '

wo R den Kriimmungsradius des Strahles bedeutet und g' die resultierende Ge-

schwindigkeit der Komponenten u', v', w' ist. Mit o = es = s' hat man auch

(221,)
ds'

dS

d. h. die Anderung der Bewcgung s' langs des Strahles ist proportional der zu g'

gehorigen Bcwegungskomponcnte r' in Richtung des Kriimmungsradius des

Strahles und umgekehrt proportional dem Kriimmungsradius. Dadurch zeigt sich

der Gang des Strahles bestimmt. Ist r' = 0, so wird s = Konst., der Strahl kann
also auch so laufen, daB nach seiner ganzen Erstreckung die Bewegungskompo-
nente s' konstant ist.

Die Gleichungen (217) geben fur diesen Fall mit x' — 0. nach (216,)

(222.) - ,<«') - 0
,

d{ x
d

/s „„<) = 0 ,

* -„„<) - 0
,

oder

(222,)

dx

y
* dSJx(

X dS- fl "')''X + Cy(

fW dy ,\ , f> I dv

X .

—

<iy

;iu')dz = 0,

')dz~0,

u>')dz = 0.
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96 Optische und elektromagnetische Erivcheinungen untcr deui EinfluB von Bewegungen.

Sollen diese Gleichungen bestehen konnen, ohne daB dieFaktoren der dx, dy, dx
Null sind, so muB ihre Determinante Null sein. Diese Determinante nun konnen
wir schreibcn

c i dx\ Bv' ,ift t I dy\ fw'
, ,( ft B ( dz\

n
e x

cu' ,cu i
{

dX \ Bv' a u B I dy\ Bw'
,

,i u i { dz w

Bu' ,f ft < ( d X \ Bv' ,( u B 1 dy\ ('w' ,ifi i I dz\

Vergleicht man das mit der Determinante (219) die auch Null sein soli, so folgt,

daB die in dieser Determinante mehr vorhandenen Glieder verschwinden mussen,

so daB wir hatten

U
d X < X \ dSl ' By <y\ dSl ' iz ix^dSl '

Multiplizieren wir die Gleichungen z. B. der ersten Zeile mit dX , dy, dz und
addieren sie, so folgt

»''/- <("«)-<>

und dieses kann mit der ersten Gleichung unter (222) nur bestehen, wenn
fidu'=0, d. h. entweder /i=0 oder u' — Konst. wird. Das erste ist aus-

geschlossen, das zweite ist fur das Problem bedeutungslos, also mussen in (222j) die

Faktoren der dX , dy, dz Null sein. Und hieraus folgt

(223 ) I

* » - *o *o " /' «' - ,"o < > * 1* ~ *o/*o ~ l '' - o < •

I *V- *oY» = !tlv> " ?'o u »

Der Index 0 bezeichnct Ausgangswerte.

Die Quadriening und Addierung dieser Gleichungen gibt

x* -f x.'f - 2xx0
cos(.S\ S

0)
- ,//

2 g' 2 + «,:^;
3 - 2/</i

0
g'g„'cos(g-',£

j;) ,

also

(284,, cos(S, S., - *- + -<'"' e" +
"'If

- "
2 " /«'^'-*»

.

2 x xn

oder

d. h.

S,.S0 1

(2242 ) sin \t

°=
- Wg* ^tfg?- 2»Poi'i(;.«»iu'>S'.) - I*

2 ) x x0
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Wellen mit vcrandcrlichcr Richtung und veranderlichcr Wcllenlange. 97

AlsGleichung fur die Abweichung des Strahls von der Ausgangsrichtung. Schreibt

man die Beziehungen (223,) in Form

(2232) {
~IIU'= xo«o-/'o wu. x/J-/iv'«-x,

\
xy-/tw'=x0 y0

- it
0 u\,

und quadriert und addiert wieder, so folgt

*2 + f*g'
2 - 2x fis'-HZ + fiSgi

1 ~ 2x0 /V'«' •

Nun haben wir nach (215), (216) (S. 92)

r0 + 2s' _ 1

also aus der obigen Gleichung

(Vf 2s^+ g*»-2(c0 +25
/

)
s' = (vf2sflM^0

'« - 2(c0 +2so'K
k„ + s')4 (<•„'+

d. h.

, tf + *

'

2 + 2c0 s' c » + + 2

r

0 S);

(" (c. + s')« (c0 4- so)
4

oder indem c0 -f s' — c ist und f0 + = c(0> den Anfangswert von c bedeutet

2 ' c4

als Gleichung vierten Grades fiir c. Durch c ist dann $' und x und it bcstimmt,
5 S

somit auch sin °. Fiir Bewegungen mit gcgen cn nicht erhebliehen Geschwin-
it

digkeiten kann man Naherungsformeln rcchnen, z. B. indem man im Nenner
c = c0 = c'°> setzt, dann hat man

(226) r . c«" + ?"
2

.P^ = r0 + \- .

Oder man macht c* = cc;t oder c4 = c2 ci; oder c4 = c3 cn usf. Vernachlassigt man
iiberhaupt den Unterschied zwischen x und x0 und zwischen /< und a0 , indem man
in diesen GroBen unter s' einen Mittelwert versteht, oder s' iiberhaupt Null an-

setzt, was ja bis auf GroBen von der Ordnung 1/rj und ljc% zulassig ist, so wird

1 1

* -
• /'

=~
..2

und

(227)

S,Sn 1

S 'n :

2
" =

2r0
U "2 + g"*~ ~ '

2 S'8»«*IS: ft'.)

.

Die Differentiation der Gleichung (2252 ) nach S gibt noch

(227.) f'f- I r.£ - 2^ <S - - + 2 ,. <->)
*

Weinsteio, RelativiUUprintip.
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98 Optische und elcktromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bewegungen.

oder weil ^ = ^ ist , und indem -

c
<o»

gesetzt wird.

(2272)

g' und s' variieren zugleich den Strahl entlang, eines ist konstant, wenn das andere

sich konstant crwcist. Aber g' variiert im Verhaltnis von cjg' starker als s', denn
fiir nicht erheblichc Bewegungen wird

(2273)

dg'

dS

c
0
ds'

g' dS
'

Aus (221 3) folgt dann noeh fiir diesen Fall

(2274 )

dg' _ cos(g',fl)

dS
C
° R

Soil der Strahl gerade verlaufen, so miissen s' und g' in seiner Richtung beide

konstant sein. Es muB also, wie geartet die Bewegung auch sein mag, eine gerade

Linie geben, langs deren sie in alien Punkten den gleichen Betrag bcsitzt. So
konnte z. B. der Strahl Achse eines geraden Wirbels sein und diese ohnc Stoning

seiner Verbreitung durchlaufen.

Eine Reihe anderer nicht uninteressanter Beziehungen leitet man durch
Multiplikation der Gleichungen (223,), (222) mit /', m'

, w'; l^, m'
{i , «,'; «0 ,

(i0 , y0 ;

oc, fi, y und Addition, namlich

(228)

x cos(g', S) = x0 cos(g', S0) H- fig' — ,u0 g!, cos(g', g0') ,

x cos(g{
t ,
S) - x0 cos(gj, 50 ) -f /ig'cos(g', g,0 — fJ0 g{t ,

x cos (5, 50 ) = x0 + ft g
f

cos(g', S0 ) ~ ftQ g;t
cos(g,i, S0) ,

x0 cos(50 , S) = x + ,t0 g» cos(^, 5) - /< g' cos(g', 5) .

Fiir schwache Bewegungen haben wir

cos(g', 5) ^ cos(g', S0 ) + * (g'~ rfcosfe', g,;)) ,

(228')

<-<>>(gu, 5) = cos(g
(;, .<>„) +

1

(g'cos(g'. g,0 - g,0 ,

ens (5. S0 ) ^ 1 + -(g'cos(g', S„) -g,;c<»s(g
(;,50)) ,

cos(.<v 5) - 1 + i (g,;cos(g,;, S) - g'cosfg'. S)) .

Die Interpretation ist sehr einfach. Alle Gleichungen leliren, daB der Strahl an
jeder Stelle nur schwach gekriimmt sein kann, was nicht verhindert, daB or als

Ganzes selbst in sich zuriickzulaufen vermochte.

Die Gleichungen des Strahles bekommen wir aus den Beziehungen unter

(223j) oder (2232 ) in der Fonn

(229)
d v ft v' - - tt

Q r,; + x0 (i0 dz = ft w ' -jtn w,: + x n

rf v « »' /i
0 < + x

0 a 0
'

./.v /< ii ' - /<0 ii,: + x0 « 0
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Wellen mit veranderlicher Richtung und veranderlicher Wcllenlangc. 09

Wenn die Bewegung g' den Beziehungen unter (218) nicht entspricht —
daB man unzahlige Bewegungen namhaft machen kann, die es tun, werdcn wir

noch sehen —• geben die Gleichungen unter (217) mit x' — 0

d
[*4s)- >' 1(7* " "a, )

ix + " ;*'W = w'
d"

Fiihrcn wir die zur Bewegung g' gehorenden Drehungskomponenten ein mit

so gehen die Gleichungen iiber in

d{x
d

d

X
^+2il {r'dy-q'dz)^u'd

i
u,

(230.) I d(x + 2^(p'dz - r'dx) = v'dfi ,

d(x
**- >

)+2ft(q'dx - p'dy) = w'dft .

Die Multiplikation der Gleichungen mit p% <}', r' und Addition ergibt

(232,) P'd(x
d

/S ) + q'd(x + r'd(xj'
s )

=- (/>' «' + q' v* + r'w') rf,< .

Da die Drehungsachsc so definiert ist, daB alle Bewegung senkrecht urn sie er-

folgt, muB p' u'+q'v'+ r'w' = D'g' cos(/r, g') =0 sein, wo />' die Drehungs-
geschwindigkeit l>edeutet. Also bleibt

d. h.

0
r0 +2s' «/s'

- /. , »r T
(r„ + .s')

a dS <c
0 + s')a <^

/)* ist die Drehungskom|X)nente um den Kriimmungsradius des St rallies, As die

um den Strahl selbst. Der Strahl windet sich also so, daB diese Komponenten
durch die obige Beziehung verbunden sind.

Mit dem angegebenen Wert von y. hat man nach (2162) (S. 92)

2s' ds'
"

"(c0 + s'YdS
'

somit

mo) D
" - -2s ' - d

*' i>>
(
~W ~R ~

(c0 + 2s>Uc0 \
V) dS

Ds '

Ist R von I'nendlich verschieden und s' audi nicht den Strahl entlang konstant,

so konncn D'R und D£ nur gleichzeitig Null sein, so daB die Drehung nur um
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100 Optische und elektromagnetische Erschein ungen unter dem EinfluB von Bewegungen.

den Torsionsradius erfolgt. Soli der Strahl gerade verlaufen, R = oo sein, so

ds'
miissen wir haben entweder . ^ 0, die Bewegung wird entlang der Bahn des

Strahls konstant sein, oder Ds — 0, Drehung urn den Strahl darf nicht statt-

finden.

Ferner ist nach (215) (S. 92)

du 2 ds'

ds
:

(c0 + s'F dS
'

dx
Mit dem obigen Werte von und mit den Werten von n und x nach (215), (216j)

(S. 92) geben also die Gleichungen (2302)

+ 2s '> *{%) + - {p
'
d
> ~ r

'
dx) + ds'i"' ~ <*'

-

0
•

<r0 + 2«') rf(^) + 2 (? ',/.v - />Vy) + -J s
,
{><' -

j

!

s
«') - <> •

Beziehen wir alles auf tx, [I, y, so irhalten wir drei Different ialgleichungen zur

Bestimmung dieser GroCen

(2303 ) (<o

(230«>

<* + 2 Sr^-2(^-,',) +
ro ; s ,

j^o,

(f0 + 2s') ^ + 2(q',X - ft'
ft) + ^ ; , (if '

- r O
,/c

- = o
•

wobci noch zu beachten wiire, daC $' — a «'-f /fj.-'-f }•«>' ist. Die Gleichungen sind

also sehr kompliziert, da sie sich nicht einmal linear darstellen. DaC sie der Be-

dingung <x
2 + fP -f y

2 — 1 entsprt-chen, haben wir nachgewiesen.

Wcnn die Geschwindigkeit der Bewegung nicht erheblich ist gegen die Ver-

breitungsgeschwindigkeit des Lichtes, diirfen die Glieder mit ds'jdS fortgelassen

werden, die besonders unbequetn sind. Wir haben dann

Nennen wir .V, x', o' den Kichtungskosinus der Divhung D', so wird dann

(233,)

(233s )

(r0 i
2*')

d *

s
2(x'y-n'fi)D', (r0 + 2.s') = 2(»'« *»/>'.
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Die Quadrierung und Addierung mit 5 als unabhangiger Variabclen crgibt

(c0+2sy=tR*D'Hm*{D\S)^iR*D' i-4R2D'*cos*(D\S)=4RW' 2 -iR2D'S.

1st der Strahl gcrade, so habcn wir Ds = D', die ganzen Drehung geschieht

ds'
urn ihn als Achse. Da also D'H = 0 ist, so folgt nach (2322), daB ^ = 0 ist.

Also kann sich auch jetzt ein Strahl langs der Achse eines geraden Wirbels ohne

jedc Anderung verbreiten (S. 98).

Wenn die Bewegung g' ein Potential hat (ixler wenn />': q'
: r' — ct : jl : y ist,

der Strahl der Drehungsachse folgt), gehen die Gleichungen (2302 ) iiber in

(234J d(x a) = u'd/i
, d(xfi) - v'dp

,
d{x y) = w'dn .

Also wild

(235J v'd{x <x) - u'd(xfi) , w'd{x(l) = v'd{xy)
,

u'd(x y) - w 'd(x x)

,

oder wenn ro\ n' die Riehtungskosinus der Bewegung g' bedeutcn,

(235,) m'd(x <x) = l'd{x(i) ,
n'd(x(i) = m'd(x y) , l'd(x y) =- n'd(x a) .

Wir betrachten nur den Fall einer geraden Bewegung. Die Integration ergibt dann

(236) I
m '

(* * ~~ *°* o)
= l i<X(i ~~ Xof*o) ' "'("P- XM = «'0 y - x0 y0 )

,

\ l'(x y — x0 j'o ) = n'(x a - x„a 0 ) .

Da als dritte Gleirhung a 2
-f- (P + j-

2 = 1 hinzukommt, so sind \, (i, y be-

stimmt. Setzt man fur den Augenbliek x <% = <i, x (i = b, xy — c
,
x0 <x0

— n0 ,

Xofio — bo> xo/'o =c*. so daB <i
2
-f 62 -f ca = x2

, ((; -| 6,j + c; - xjf ist, so

hat man zunachst

m'a — I'b = w't/0 — /'6
0 , «'<i — /V n'a0

— V

c

Q .

Somit durch Quadrierung und Addierung

a2 (>»' 2 + n' 2
) + /' 2

(6
2 + c2 )

- 2l'a{m'b -j

- a
(
?(m' 2

-f-
«' 2

) -f
/' 2

(6,r + cS) - 2/'r/
0 (m7>0 1

/'c0 )

oder da /'* + m'2
-f n' 2

1

a2 + l'
2

(<*
2

-r- *2 + c2 )
- 2/'«(/'rt

i 4- »'c)

= + '' 2
(<*o + W + c,r) — 2l'(t0 (l'(iv

-|- w'60 -f- «V0 ) .

Beachten wir noch die Beziehungun

, _ w'fl tn'a0 — l'ba n' a n'aQ —l'cu

v v '

c ^ r /'

so wird

a2 + 2 «(/'(/'</„ + »i'&0 + m'c 0 )
- «0)

= flj
j 2 < /0 (/'(/'a0 -[• m'60 + n'o0 ) - ,#„)- /' 2(^ «2

)

und indem
/'rt0+ m'60 + n'c0 = x0 cos(g', 50 )
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102 Optische und elektromagnctischc Erschcinungen untcr dem EinfluB von Bcwcgungen.

ist, wird, da die gleichcn Rcchnungen fiir b und c gcltcn.

x « = x0 «0
~ x

0
/' cos (g\ S

0) + /' ]'** - *,? smHg\ S0) ,

7
{ */* - *o/*o - x0 ro'cos(g',S0 ) + m' }x2 - x

(rsin
2
(g', \) ,

*/ *oJ'o — *0 M
'

cos (g', ^o) + »'
I
*2 — x,ifsin 2

(g', 50) .

Dal3 die Wurzel mit dem positiven Zeichen genommen werder. mutt, folgt aus

dem Grenzfall x = x0 ; a = a 0 , — /?0 . ? = •

Durch Multiplikation dieser Gleichungen mit <x 0 , /?„, y0 und /', »«', «' und
Addition erhalt man

(238,) x cos (S
,
50 ) - x

0
sin2 (g', 50 ) -f cos (g', 50) | x2 -~x * sin 2

(g

5

0 ) ,

(239,) x cos(g', 5) - fx* ^sin2
(g', 50 ) .

Durch die letzte Gleichung geht die erste iilxT in

(238,) x cos (5 ,
5
0) - x0 sin

2
(g', S0 ) + x cos (g'

(
S0) cos (g\ 5) .

Und da dieselbe letzte Gleichung auch gibt

(2392 )
xsin(g', S) - x0 sin(g', 50) ,

so folgt

(240,) cos (S
,
S0 ) = cos«g', S) - (g', S0)) ,

und auch

(240,) sin(S, S0) - sin((g', 5) - (g\ 50)) .

Zur Hestimmung von s', also auch von c, hat man die obige Gleichung (239,)

x2 co,2 (g\S) = x2 x,?sin«(g',S0).

Nach Multiplikation mit g' 2 und Einsetzung tier Werte fiir x, x„ gcht sie iiber in

(24I) ^. + 2.0" /(<„ +

2

ir_ (,„ + 2,,;)^ \

(

' «„ + *')'
s

\ ('o "I- O* hi* " tJT
eine Gleichung vicrten Grades.

Ist die Bewegungsgeschwindigkeit nicbt erheblich gegen die I.ichtgeschwin-

digkeit, so hat man bis auf Glieder von der Ordnung (s/t 0)
3

-IH$1 -il-01=
Also gfht die Gleichung (239.,) iiber in

(242,) sin (g', S) - sin (g', 50 ) - * - ~ ^ sin (g\ .S0 ) .

to

Nun ist

*in((g', S) - (g', .S
0))
= sin(g', 5)cos(g', .S0 )

- cos(g\ S)sin(g', S0 ) .

Andereiseits haben wir aus (242,)

cos2
(g', 5) - 1 - sin'(g', S0 )

(l + 2
S

^) ,

also

cos(g', S) = cos(g', 50) (l -
5

"

c
:fi- tg*(g, S„))
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und

sin ((£', S) - (g', 50))
= cos (g', S0)

[sin (g', S0 ) - (l -^^'tg' (g\ S0)) sin (g\

S

0)\

= cos (g',S
0)

sin (g',S0) (l + tgMg',S0)),

letzteres nach (242j), also

(2422) <(g',S)-*g',S0
=

und nach Gleichung (240,)

(243)

tgfc', S
9 )

Die Abweichung ist also in diesem Falle nur von der Ordnung l^j . Darauf

kommt es desFolgcnden wegen an. DasErgebnis gilt fur geradlinige Bewegung,
es steht zu vermuten, daB es auch auf krummlinige Bewegung Anwendung findet,

doch ist es mir nicht gelungen, dafur einen Beweis zu finden.

Wir haben fiir g
7
ein Potential angenommen, daraus folgt nicht, daB auch g

ein solches allgemein besitzen muB. Nennen wir namlich p, q, r die Drehungs-

komponenten zu g, so ist

6— <?"

„ _ £ f
~ q ~ CZ ~ CX

'

c

o x c y

also im Falle g' ein Potential <P* besitzt

a 1

(245)

.1

- p ~ iz cy
~~

cy <z>

2r
dtp

d<P' f

cx cz

1

dz dx '

dy dx cx cy

Hiernach gibt die Multiplikation dieser Gleichungen mit .--111 tx
d- f- d~

~dx~' ~dy~' ^ q '
r Und

i
eweiliSe Addition

c'tp' dtp'
.

d<P'

ftp' e<P' <<P'

ty ' cz
'

(240)

(247)

*Jx+ q By + ' cz

1

c
1. 1

< c

(248) pi + f + rt-D'--^

(. e f f Of
0 , d. h. ^ + + »*

' t x
* dy

P 9 f

t<P' t& i'<I>'

cx cy dz 1

a"

~
2£S

£ f f

or dy e>*

0
dz

P 9 .
'

dtp' c_tp' C<P'

7v cy dz

cf de of.

'dx 1y
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Wcnn umgekehrt die Bcwegung g ein Potential 0 besitzt, rotationslos erfolgt.

wcrden
c0 dr i& ie

iz ry iy iz
'

2r' —
f ^ '

€

ty i x

woraus cntsprechend tolgt

,f 0 ,f0
. H- q -

-

(245')

a* ry '

(246')

(247')

< 0
r,

" °'

(248') />' 2 + q' 2 + '' 2 - = -

t
r

f"0 r"0 f 0
r .v cJy

if f>e

C X ry

Vernachlassigt man die GroBc — , so .ist nach (2323)

"A
<AV + *> + ''*) = 0,

wo q , y> , x tUe Richtungskosinus des Strahlenradius bedeutet. Somit haben

wir, indem die Werte von />', ^', / nach (245') eingesetzt werden,

I

(249')
1

R

T V X

C 0 C 0 ( 0
ex iy <

z

if if i

f

i x i y i z

0 .

1st der Strahl nicht gerade, so muB die Determinant Null sein, und dann muB es

drei GroBen L, M, N geben, so geartet, daB

(249) f 0 C0 f" 0
L +M

v
+ AT -0,

< x t y cz

itf w if ^ t
dr

L . - + M— -f iV -, = 0
f v r y r 2

ist. Die zweite und dritte dicker Gleichungen aber entsprechen den Gleichungen

unter (246'), (247'), somit miissen M, A' bis auf einen gleichen Faktor />', q', r'

gleich sein, und damit ist dann auch die erste Gleichung unter (247) erfiillt.

Obrigens folgt, daB im erstcn Falle die Drehungsachse zu g senkrecht ist

zur Bewegungsric.htung zu g', im zwciten Falle die Drchungsachc zu g' senkrecht

ist zur Bewegungsrichtung zu g. Fiihrt man cine Richtung o ein, deren Winkel-
i f i r if

kosinus proportional sind
, , so stchen die betreffenden Achsen senk-

t x ty cz

recht zu dcr Ebene g', o oder g s
o. Da allgcmcin die Drehungsachse zu g'

senkrecht steht zu R, so windet sich im zweiten Fall der Strahl so, daB sein
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Knimmungsradius immer in die Ebene g, a fallt, oder, wenn wir die Richtung a

fortlassen, daB die Drehungsachse zu g' senkrecht steht zur Ebene R, g.

Sollen g, g' gleichzeitig rotationsjos sein, so miissen wir t = Konst. haben,

was ja naherungsweise untcr den gomachten Annahmen immer zutrifft. Oder
es miiflte

iz dy i y iz e* \cz cy

i<P te 1 li<P' u
ix dz " 77 ilc

= ~ e2 \vx iz

t-0 He. C0 Cf 1 lc<P' ie

iy ix 1 x ey i,
e2 \iy dx

- -

also sin(g, o) = sin(g', a) = 0 sein, da g' die gleiche Richtung hat wie g, miiBte die

Richtung von a mit der von g oder g* zusammenfallen oder ihnen entgegenlaufen.

Um die Gleichungen des Strahles zu bildcn, nehmcn wir x als unabhangige
Variabele. Alsdann ist in den Formeln untcr (230), wenn n eine der GroBen
x, y, z bedeutet,

d. h.

(dn\ d*7t d*S d*jx dn ( -,/ (dy\* '(dz \*\
d
[ds) - dS

- d
*dS'= dS dS*

d
\
dx

\
1 + [dx) + [dx) }

.(dx\ d*jidS*-dx{d*ydy + d*zdz)
dXisr

Hiernach werden die Gleichungen des Strahles, wenn

dy dz

dx= y
' dx=*

gesetzt wird, unter Vernachlassigung der Anderungen von x und /i nach (2302 )

3
(250,)

dx

, dz'\

dx

+
p'z'-r'

r y -</ 2

y dx + *'
,

p V

r'y'- q z

oder

(250,)

Dabei ist zu beachten, daB wc^'cn «' — *• «, -/ = e r, w ' — r it' die GroBen
/>', r' sclbst noch von y', z' und den Differcntialquotientcn dieser GroBen ab-
hangen. Man wird darum die Gleichungen kaum anders bchandeln konnen als

in sukzessiven Naherungcn.
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k) Vergleichung mit anderen Theorien und Zusammenfassung.

Offenbar handelt es sich in der ganzen Untersuchung, abgesehen von den
einzelnen BestimmungsgrdBen der Wellen, auch um Aberrationserscheinungen.

Hicr bieten sich zunachst die Formeln (223) (S. 96f.) und namentlich (227) (S. 97)

dar. Sie stimmen mit den von Stokes ohne Riicksichtnahme auf das Minimum-
prinzip aus ganz anderen Erwagungen abgeleiteten Formeln (46) (S. 21) im
wesentlichen ubcrein.

Denn mit ausreichender Genauigkeit konnen wir fiir schwache Bewegungen,

wic Stokes sie annimmt, x = x0 = — , fx = u0
= und u', v', w' durch u, v, w

ersctzen. Diese unscre Formeln nun haben die Existenz eines Potentials nicht
zur Voraussetzung, was wegen des Einwandes vori H. A. Lorcntz (S. 21)

von Wichtigkeit ist. Es stunde also nichts im Wege anzunehmen, daB an der

Erdoberflachc u', v', w' mit den Bcwegungskomponenten der Erdc ganz odcr
sehr nahe iibercinstimmen. Freilich setzt man in der Hydrodynamik voraus,

daB die Bewegung, die ein in einer inkompressiblen, reibungslosen Fliissigkeit

sich bewegender Korper in dieser Fliissigkeit hervorbringt, ein Potential be-

sitzt. Nichts aber zwingt diese Bewegung als die einzig mogliche im Ather an-

zusehen; es konnen Bewcgungen im Ather vorhanden sein, die nicht bloB durch

die Bewegung des betreffenden Himmelskorpers verursacht sind. Und wenn
man auch die Reibungslosigkeit fallen laBt, d. h. die EinfluBlosigkeit des Athers

in den Korpern auf den Ather auBerhalb der Korper, so bietct es auch dem
Verstandnis kcinc Schwierigkeit, anzunehmen, daB von den Korpern, cben durch
den EinfluB ihres Athers auf den auBeren Ather, die Bewegung dieses Athers

der des Himmelskorpers bis zu einein gewissen Grade oder ganz angepaBt wird.

e
'

Die Aberration ware nach (227) bis auf GroBen zweiter Ordnung < (S, S0 )
=

und die Verbreitungsgeschwindigkeit c0 + s', — *
.

2c„

Indessen hattc die Bewegung g' den Gleichungen (218) (S. 94) zu geniigen.

Besitzt sie ein Potential 0' , so konnte es nach diesen Gleichungen, welche

claim dy^J — d
y

.

J
= dy .

J
— 0 ergeben, nur einc lineare Funktion von

x,y, z sein, so daB v', u>' Konstantendarstelltcn. Alsdannfande eine Aberration

aus der Ather be weg u ng nicht statt. Gleichwohl ist das wichtig. wie bald

zu bemcrken. DaB aber andere Bewcgungen vorhanden sind. welche den bezeich-

neten Bedingungen geniigen konnen, ist zweifellos. Setzen wir z. B. jede der

Komponenten gleich einer Funktion zweitcn Grades von x, y, z mit V, V, W
als Koeffizientcn, etwa

«
' = UZ + U[x + U: y + Ui z + U'u x* + U!n y* + UU *

+ 2Ul,xy + 2U.:,yz + 2U^zx

und entsprechend v', a', so gibt die Determinante (219) (S. 95), die Null sein

soil, 20 Bedingungen zwischen den 27 Koeffizienten U[..., V{..., H . . Es
bleiben also noch insgesamt 10 Koeffizienten willkiirlich, und die Gleichungen (218)

(S. 94) stellen die Bahn fest mit 12 willkurlichen Koeffizienten. Selbst lineare

Funktionen konnen geniigen. So im obigen Falle mit der einen Bcdingung

U[ r; w[
j

I
Ui v; Wi

|
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Ferner geniigen auch Bewegungen von dor Form «' = fi(r), v' = /2(r), w' — ft{r) ;

wo r den Abstand von irgendeinem Zentrum bcdeutet, wcil dann die Determinantc

identisch erfullt \vird. Auch Bewegungen, die nicht von x, y, z selbst, sondern

von einer linearcn Funktion dieser Koordinaten abhangen, konnen hierher ge-

horen; auch hier ist die Determinante identisch erfullt. Allgemein auch, wenn
«', v'

t
w' iiberhaupt nur von einem Argument abhangen, welche Funktion

von x, y, z auch dieses Argument sein mag. Also an zulassigen Bewegungen
fehlt es hier nicht, und das ist von Bedeutung angesichts des Umstandes, daB
wir von den Bewegungen des Athers gar nichts wissen, also doch irgendwelchc

Annahmen machen miisscn. Und bis jetzt beruht ja jede Aberrationstheorie

auf Annahmen.
Den Formeln (30) (S. 28) der zweiten Theoric von Stokes entsprechen

die Gleichungcn (233J, welche nach unserer Theorie fiir schwache Bewegungen
allgemein gcltcn, und sie gehen in jene iiber, wenn man s' gegen c0 fortlaBt und
das Achsensystem so wahlt, daB r' = 0 ist. Hat nun die Bewegung ein Potential,

so werden oc = <%„, = /?„, d. h. die neue Richtung ist geradlinig. In einem
Zusatz 1

) hat Stokes darauf groBen Wert gelegt, denn nunmehr konne man ja

die phoronomische Erklarung der Aberration durch die Bewegung der Erde
allein wieder aufnehmen, auch wenn der At her sich bewegt. Das ist sicher richtig.

Da unsere Theorie genau das gleiche fiir die Wellennormale gibt, so trifft auf

sie dicselbe SchluBweise zu, und es wiirde also folgcn, daB trotz Bewegung des

Athers Aberration nach Art der beobachteten vorhanden sein kann, namlich

allein infolge der Erdbewegung, indem trotz der Bewegung des Athers, wenn
diese nur ein Potential hat, die Wellenebene sich in geraderLinie verbreitet. Man
braucht also die von Stokes eingefuhrte neue Richtung nicht. Freilich treten

im Falle eines Potentials an Stelle der Gleichungen (233,) die strengeren Formeln.

(230). Allein auch von diesen ist gczeigt, daB mindestens fiir den Fall ganz gerad-

liniger odcr nur schwach gekriimmter Bewegung die kinetischc Aberration

hochstens von der Ordnung (s/c0)
2

ist, wahrend die beobachtete phoronomische
Aberration die Ordnung gjc0 besitzt. Jene kann also den Beobachtungen gegeniiber

vollig auBer acht gclassen werden, so daB der Strahl als gerade anzusehen ware.

Zusammenfassend konnen wir sagen, daB unsere Theoric entweder die

Aberration aus Bewegungen des Athers erkliirt, wenn diese den Bedingungen

(218) geniigen und der At her an der Erde ganz oder fast ganz tieren Bewegung
sich anschlieBt. Oder daB sie trotz etwaiger Bewegung des Athers die gewohn-
liche Aberrationserklarung, allein durch die Bewegung der Erde. zulaBt. Letztercs

sobald die Atherbcwegung ein Potential hat oder der Strahl Achse ihrer Ro-
tation ist. Und in alien Fallen bezieht sich the Aberration auf die Wellennormale.

Im ganzen also steht diese Theorie auf dem Standpunkt von Stokes, nur daB
sie die von H. A. Lorentz aufgedeckten Widerspi iiche in den Annahmen nicht

cnthalt und sich nicht auf die Verbreitung von Wellenstiicken lx^zieht. Stokes
gab beide Theorien nebeneinander. Die erste Theorie betrifft eine absolute

Aberration, wie sie z. B. an einem Diopter zu beobachten ware. Die zweite ist

anscheinend den Beobachtungen mit einem Fernrohr angepaBt; es ist eine

relative Aberration; das Wellcnstuck ware der durch die Offnung des Fern-

rohrs dringende oder von dem Spiegel reflektierte Teil der Welle. Dieser Teil

streift iiber eine Kegelfliiche und zieht sich am Fadenkreuz zum Bild zusamnien.

Leider hat Stokes seine zweite Theorie gar zu knapp dargestellt, mehr als

cinen Einfall. Bei Annahme der V\
r

ellennormale scheint allcs klar. Auch H. A.

Lorentz (S. 31) benutzt zur Erklarung der Aberration nicht den Gang der

Wellennormale selbst, sondern den der ,.relativen Strahlen". Mathematisch

») Math, and Phys. Pap. 1, 38.
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gcsprochen, sind diese Strahlen (S. 31) die Resultante der ungestorten Verbrei-

tung der Wellen von der vertragenen Stellc aus und der Bewegung des Athers.

Was die Vergleichung mit der H. A. Lorentzschen Theorie anbetrifft, so

bietet diese allgemeine Untcrsuchung in sehr wesentlichen Punkten eine Unter-

stiitzung dieser Theorie. Annahmen, die in ihr gemacht sind, haben sich aus

dieser Untersuchung als Folgerungen der Theorie ergeben, Formeln, die nur

naherungsweise gelten sollten, konnten als genau erwiesen werden. Audi stimmen
die von H. A. Lorcntz fiir die „relativen Strahlen" aufgestelltcn Formeln mit

den aus unserer Theorie abgeleiteten iiberein (S. 40).

Ferner zeigt sich, daB nach unserer Theorie bei Annahme der Existenz

eines Potentials der Atherbewegung, allein aus der physischen Kriimmung der

Strahlen, eine Aberration von der zweiten Ordnung folgt, so daB die Strahlen

in diesem Falle wie gerade angesehen werden konnen, was ja H. A. Lorentz von

seinen relativen Strahlen ebenfalls behauptet. Gleichwohl bestehen sehr fun-

damental Unterschiede. Namentlich laCt sich die von H. A. Lorentz an-

genommene Variability allein der Schwingungsdauer nach unserer Theorie

nicht aufrecht erhalten. Im Gegensatz dazu erweist sich die Wellenlange

als das variabele Element, das bei H. A. Lorentz gerade konstant sein sollte.

Die Fresnel-Fizeausche Erschcinung laBt sich aus der klassischen Un-
dulationstheorie allein, ohnc molekulartheoretische Betrachtungen, nicht ab-

leiten. In der Tat ist in der ganzen Theorie nichts iiber die Herkunft der voraus-

gesetzten Bewegungen des Athers gesagt ; es sind diese Bewegungen als vorhanden
angenommen und es ist nur ihre Wirkung auf die Lichtverbreitung untersucht,

wenn sie eben bestehen. Wir bediirften darum noch einer Theorie, welche diese

Bewegungen aus Bewegungen von Korpern im Ather und von Korpern mit dem
Ather ableitet. Fiir den ersten Fall konnte man sich der schon dargelegten

(S. 22 ff.) Entwickelungen der Hydrodynamik bedienen; daB und worin diese

nicht ausreichen, haben wir gesehen. Fur den zweiten Fall aber sind wir nicht

einmal in der Lage einen Weg anzugeben, auf dcm wir eine Theorie durchzubilden
hatten, die von selbst auch quantitativ — und das ist ja das Wcscntliche — zu

den Ergebnissen der Frcsnel-Fizeauschen Erscheinung zu fiihren vcrmochte,
weil wir fast nichts von dem Verhaltnisse zwischen Ather und Materie wissen.

Wir befinden uns hier in einer fast noch iibleren Lage als in der Dispersions-

lehre. Freilich sind Vcrsuche zur Klarung der Verhaltnisse gemacht worden.
Den Versuch von Fresnel habe ich schon erwahnt (S. 13), der sich mit Franz
Neumanns Anschauungcn von den Eigcnheiten des Athers in keiner Weise
vereinigen laBt und auch sonst zu sehr erheblichen Schwicrigkeiten fiihrt.

W. Voigt 1
) hat sodann in einer eingehenden Untersuchung, in der er auch diese

Schwierigkeiten wurdigt, die Eigentumlichkeit der Lichtverbreitung in bewegtcn
Stoffen durch die Annahme einer besonderen Wirkung zwischen Ather und
ponderabler Substanz abzuleiten versuch t. Er kommt nach ziemlich schwierigen

und nicht recht zu ubeisehenden Betrachtungen fiir isotrope, nicht absorbierende

Stoffe, zu folgendcn Different ialglcichungen fur die Lichtschwingungen

t'xi-t
'

*) Ann. d. riiys. 85, 370, 524 (1888).
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Wenn wir in unscren Gleichungen S. 37 die u, v, w als irgendwclche Fak-
toren ansehen, stellen sie allgemeinere Falle dieser Voigtschen Gleichungen dar,

da Voigt fiir die GrciBe A' aus seiner Theorie soviel nur ableitet, daB sie mit

der Translationsgeschwindigkeit des Stoffes versehwinden muB, im iibrigen aber

sie erst aus der Fresnel - Fizea uschen Erscheinung bcstimmt. Setzen wir

hiernach mit Voigt
c = c0 -f x s ,

wo x den Fresnelsch.cn Faktor bedeutet, so kommt nur noch zum Vorschein,

daB, wenn M der Dichte des freien Athers gleich ist, man nach Voigt haben
wiirde

wo A 0— A die Bedeutung eines MaBes der Einwirkung zwischen Materie und
Ather im ruhcnden Medium, A 0 die einer inneren Kraft des Athers haben wiirde.

Die Untersuchung Voigts ist hochst bedeutungsvoll, zumal sie auch auf ab-

sorbierende und kristallinische Substanzen ausgedehnt ist. Aber aus dem an-

gegebenen Grunde muB ich auf ihre Darlegung verzichten. Sie fiihrt nicht aus

sich heraus zur Losung der uns beschaftigenden Aufgabe. Wie iibrigens in unscrer

Theorie die Lichtverbreitung in dispegicrenden oder al>sorbierenden oder in

kristallinischen Substanzen zu behandcln sein wiirde, ist klar. Die linken

Seiten der Gleichungen (1) (S. 35) bleiben immer ungeandert, und auf den
rcchten Seiten sind die iiblichen Ansatze einzutragen. Auch darauf einzugehen,

hat noch keincn Wert.

5. Versuch von Michelson.

Alle voraufgehenden Betrachtungen haben zum Ziele, nachzuweisen, daB
wenn der Ather sich bewegt, man aus dieser Bewegung die Gesetze der Erschei-

nungen, mit denen wir es bis jetzt zu tun gehabt haben, abzuleiten vermag,

falls diese Bewegung an der Erde sich der Bewegung der Erde selbst anschlieBt,

und daB, wenn letzteres nicht stattfindet, man jedenfalls fiir den Ather Bewegun-
gen in rcicher Zahl anzugeben vermag, welche die Gesetze jener Erscheinungen,

falls sie aus anderen Betrachtungen flieBen sollten, z. B. aus den alteren phorono-
mischen, nicht merklich abiindern. Aus ihnen ist also eine Entschcidung dariiber,

ob der Ather sich bewegt oder in Kuhe verharrt, nicht zu entnehmen. Nun hat

Michelson geglaubt, diese Entschcidung durch einen Versuch herbeifiihren zu

konnen. Zum leichteren Verstandnis schicken wir folgendes voraus.

Alle Vorgange der Natur spielen sich in Kaum und Zeit ab. Wenn wir nun
Messungen ausfuhren wollen, miissen wir Ausgangsstellen haben, von denen wir

fordern werden, daB sie keiner Anderung unterliegen. Schon fiir Raummessungen
steht uns kein Fixpunkt zur Verfiigung, von dem aus wir alle Messungen
ausfuhren konnten. Nur der Schwerpunkt des Weltalls kame als soldier in Be-

tracht, falls die Gesamtheit der Korper sich nicht durch den Raum bewegt, was
aber nicht zu entscheiden ist. Raummessungen auf der Erde sind anscheinend

ausfiihrbar, denn abgesehen von den sehr geringfugigen relativen Verschiebungen

auf ihr durch ungleiche Erwarmung, Ebbe und Flut usf., bewegt sich die Erde
wie ein starres Gebilde durch das Weltall und um ihre Achse. In der Regel reicht

auch solche Mcssung aus fiir manche Vorgange, namlich fiir alle, deren Trager

sich mit der Erde wie sie selbst bewegen. Fiir Vorgange aber, deren Trager

der Erde gar nicht oder nur teilwcise folgcn, kann auch diese Messung nicht

in Frage kommen.
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Setzen wir fur den Trager der Lichtvorgange, den Ather, voraus, daB er

sich mit der Erde und gcnau wie diese bcwegt, so sollten alle optischen Erschei-

nungen auf der Erde sich genau so abspiclen, als wenn alles, Erde und Ather,

ruhte; mit andercn Worten, es sollte gleich sein, nach welchen Richtungen

die Erscheinungen orientiert sind, ganz wie wir es von den akustischen Erschei-

nungen kennen, deren Trager, Luft, Korper usf., sich jcdenfalls mit der Erde
und wie diesc bewegen.

Anders verhalt es sich, wenn der Trager der Lichterschcinungen, der Ather,

sich nicht ganz, oder iiberhaupt nicht mit der Erde bewegen sollte. Wir be-

trachten den Fall, daB der Ather vollstandig ruhen sollte, indes die Erde sich

bewegt. Welchen Weg hat dann z. B. ein Lichtblitz von einem Ausgangspunkt
auf der Erde zu einem Ankunftspunkt tatsachlich zuriickgelegt ? Liegt der

Ankunftspunkt im Verhaltnis zum Ausgangspunkt in Richtung der Erdbewegung,
so hat er sich wahrend der Zeit, die der Lichtblitz braucht, ihn zu erreicheii,

mit der Erde fort bcwegt, also muB der Lichtblitz tatsachlich eine langere Strecke

durchziehen als auf der Erde von Ausgangspunkt zu Ankunftspunkt gemessen

ist. Die Strecke muB wachsen mit der Geschwindigkcit der Erde. Bewegte sich

die Erde gar mit Lichtgcschwindigkeit, so konnte der Lichtblitz die Ankunfts-

stelle iiberhaupt nicht erreichen, da diese in demselben MaB von ihm wiche,

wie er auf sie zueilt; die tatsiichliche Strecke des Lichtblitzes ware hier unend-

lich groB. Kehrcn wir die Lage tier beiden Punktc urn, so kommt jetzt der An-
kunftspunkt durch die Bewegung mit der Erde dem Lichtblitz entgegen. Also

ist nunmehr die tatsachlich vom Lichtblitz vom Ankunftspunkt zum Ausgangs-

punkt durchlaufene Strecke kiirzer als die zwischen den beiden Punkten ge-

messene, und wiirde auf Null sinken, wenn die Erde sich mit der Lichtgcschwin-

digkeit bewegte. Man sicht hieraus, daB man audi durch Messungen der Strecken

auf der Erde den Lichtweg nicht sollte bestimmen konncn; je nach der Lage
des Ankunftsortes, ob in bezug auf die Bewegungsrichtung der Erde vor dem
Ausgangsorte oder hintcr ihm, muBte man zu groBc oder zu geringe Wcgc erhalten,

und im ideellen Falle, einer Bewegungsgeschwindigkcit der Erde gleich der

Lichtgcschwindigkeit, wiirde sich der Lichtweg zu Unendlich oder Null ergeben.

Genau die gleiche Betrachtung galte fiir den Weg, den irgendeine sich aus-

breitende Erscheinung zuriicklegt, ihr Ziel wiche von ihr oder kame ihr ent-

gegen infolge der Bewegung der Erde, wenn die Trager dieser Erscheinung ruhten

oder sich anders bewegten als die Erde. Die optischen und elektromagnetischen

• Anderungen aber haben den Ather zum Trager, und man sollte darum aus op-

tischen oder elektromagnetischen Erscheinungen entscheiden konnen, ob der

Ather sich bcwegt und wie er sich im Verhaltnis zur Erde bewegt, oder ob er ganz
ruht. Michelsons 1

) Versuch bezieht sich auf eine optische Erscheinung. Ver-

suche hinsichtlich elektromagnetischer Erscheinungen werden wir spiiter kennen
lernen.

Wenn zwei von derselben Lichtquclle ausgehende gleichgefarbtc Strahlen

nach optisch verschieden langen Wegen zusarnmentreffen, so interferieren sie

am Orte der Vereinigung in einer Weise, die von den niiheren I'mstanden des

Versuches bestimmt wird. Ist das Medium, innerhalb dessen die Strahlen sich

verbreiten, der Ather, in dersell>en Weise bewegt wie die Umgebung und der

ganzc Apparat, so hat es. wie bemerkt. keinen EinfluB, wie die Strahlen im
iibrigen im Raum orientiert sind, die Interferenzerscheinung iindert also weder
Form noch Lage zum Apparat, wenn man diesen dreht, vorausgesetzt, daB alle

Teile der Einrichtung und der Erscheinung relativ zueinander genau die gleiche

») Am. Journ. of Science 22, 120 (1881); 24, 333 (1887).
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Lage behalten. Wenn jedoch der Ather ganz oder teilweise mit Bezug auf den

Ort, an dem der Versuch ausgefiihrt wird, ruht, wahrend der Ort selbst mit dem
Apparat sich bewegt, so muB ein EinfluB der Bewegung auf die Lage der Inter-

ferenzerscheinung sofort hervortreten, sobald man den Apparat dreht.

Michelson sagt 1
): „Das Problem wurde praktisch in der Weise geldst,

dafi man einen Teil des Lichtes eine Anzahl Male hin und her reflektieren und
dann zu seinem Ausgangspunkt zuriickkehren lieB. Der andere Weg verlief

senkrecht zu dem ersten und auf ihm machte das Licht eine ahnliche Reihe

von Hin- und Hergangen und wurde glcichfalls zum Ausgangspunkte zuriick-

reflektiert." Die bei diesem Versuch entscheidenden naheren Umstande haben
Kohl 8

), Laue 3
), Griinbaum*) u. a. untersucht. Schematisch stellen sie sich

wie folgt dar.

Von einer Lichtquelle L (Fig. 7) mogen eine Reihe paralleler gleichgefarbtcr

Strahlen ausgchen. Fallen sie auf eine zu ihnen geneigte planparallelc Glas-

platte P, so wird jedcr von ihnen zum Teil reflektiert, zum Teil durchgelassen,

so daB wir nunmehr zwei zueinander ge-
Sr

neigtc Strahlenbiischel A
y ,

A 2 haben. Im
Wege jedes dieser Strahlenbiischel und ge-

neigt zu ihnen stehen Spiegel S, , S2 , die sie

zuriickwerfen. Gelangen die so zuriick-

geworfenen Biischel A[, A? zuriick zur

Platte P, so gehen sie wieder zum Teil

durch, zum Teil werden sie reflektiert,

jedenfalls aber kommt der vom Biischel .4,

nach der Reflexion von .S| (lurch P durch-

gehende Teil A'{ mit dern vom Biischel A t

nach Reflexion von 52 an P reflektierte

Teil A
'I
im Raume B zusammen und soli

mit ihm in diesem Raume interferieren.

Wenn die Lage von P, S
l , S2 bekannt ist,

liiBt sich die Interferenzerscheinung voll-

standig berechnen. Nun steht der ganze

Apparat auf der Erde und bewegt sich also mit dieser. Ruht, wie Fresnel will,

der Ather mit Bezug auf diesc Bewegung, so sind, wie wir gesehen haben, die

Langen der Strahlen in ihm andere, als wenn er sich mit der Erde und in gleicher

Weise wie sie bewegte, und diesc Langen hangen dann ganz ab von der Richtung
der Strahlen in bezug auf die Richtung der Bewegung. Dreht man den Apparat,

ohne sonst etwas an ihm zu andern, so andern gleichwohl die Strahlen ihre

Langen, und so muB die Interferenzerscheinung in B sich gleichfalls andern.

In dem Versuehe von Michelson sollte die Platte P um 45° geneigt zu den
ankommenden Strahlen stehen und sollten die Spiegel S,, S2 senkrecht zu den
reflektierten Strahlen A[, A!, sein. Dann fallen die Biischel A

x ,
A[ einerscits,

A 2 , A-i andererseits, bis auf den Gegensatz der Richtungen, zusammen und
ebenso die Biischel A", A'.!, dicse auch in der Richtung. Ferner solltea die

Spiegel 5lt S2 gleichweit von der Platte P abstehen, so daB sie in der Platte P
Spicgelbilder voncinander waren. Wir kommen dann schematisch zu der Fig. 7.

Hat Michelson die Absicht in der Einrichtung seines Apparates vollstandig

f

A, S,

1

/

P

B

Fig. 7.

') Lichtwellcn und ihre Anwendung S. 1(15 (1911). Ich verweise auf dicse populare
Schrift, weil sic die Literatur iles Gegenstandts von 1880 bis 1910 enthalt.

l
) Ann. d. Phys. 28, -'59 (1909).

') Ann. d. Phys. 33, 186 (1910).

*) Verh. d. physik. Ges. S. 584 (1911).
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(4)

erreicht, so konnten Interferenzen im Raum B nur entstehen, weil die Erde
sich bewegt, falls wir die Interferenzerscheinungen aus der Platte P selbst auBer

acht lassen, da sonst die in B zusammenlaufendcn Strahlen gleich lang sind.

Von der Bewegung der Erde
berucksichtigen wir nur die fur

die Dauer der Versuche als gleich-

formig anzusehende Bewegung
um die Sonne und mit der Sonne
im Raume. Es seien drei Punktc,

p
> Qi> Qt> in F'K- 8 miteinander

fest verbunden, die Verbindungs-

linien von Q x
und von Q2 nach P

mogen in P den Winkel a ein-

schlieBen. Die Bewegung des

Systems der drei Punkte in ihrer

Ebene erfolge nach der Richtung

Qt
T und bilde mit QtP den

Winkel y> in Q% . Wir lassen von
P einen Lichtblitz sowohl nach^
als nach Qt gehen. Besteht dieser

Blitz nur aus einem Strahl, so kann Q2 ihn nicht empfangen, weil wahrend der

Dauer, die der Lichtblitz braucht, den Weg PQ2 zu durchlaufen, Q2 sich bereits

in Richtung QtT fortbewegt hat. Also muB P mehrere Strahlen, einen Strahlen-

kegel ausgehen lassen, damit Qt einen dieser Strahlen auf seiner Bahn trifft.

1st PQi dieser Strahl, so haln-n wir

(1)

d')

PQ1* =- PQZ + - 2PQ2 -Q2Qlcos U > ,

woselbst c die Lichtgeschwindigkeit, v die (ieschwindigkeit des Systems bedeuten

soil. Danarh wird

und weil <PQiQ'y = 360 — (<* + if) ist, entsprechend

(3) PQl-PQ
l (-/} ti

c1 r2
cos-

COs(t;» -f A) IV r
2+

(r2^, )2
^S2 (V' + ^)j-

Nun soil noch von den Punkten Q in dem Moment, in dem sie das Signal

empfangen, zuriicksignalisiert werden; der Allgemcinhcit wegen jedoch nicht

nach P, sondern von Q t
nach P, , von Q 2

nach Ps . Da diese Punkte Plt P2

sich wahrend des Signalisierens von P nach<2,, Q2 zu P[, PI schon fortbewegt

haben, und wahrend des Signalisierens von Q[, Q.\ aus nach ihm-n in der Lage
P[, P.] sich noch weiter bewegen, haben wir, wenn die Signale sie aus den Lagen
P,", P'l erreichen, wie aus Fig. 8 zu entnehmen ist,

- (?,P,(+
c
rlVos (v - - P) +

| c, f „ + - /»)
•

(5) QW = ^iPi(4-
<
i_ rS ^(v' + * + jO+|'

c
i_ l,1

f

{c, v2yi^<v + « +
r)J-
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Fallen P,, P2 mit P zusammen, so daC (i = y — 0° ist, so haben wir

(7) C.'Pr-e.i ,

(+ ;
i-l*^ca.(r + «) + j/t.^ (, +(c2^i)

-cosM». + «)) .

Fiir die Summe der Hin- und Riickwege bekommcn wir in diesem Falle

(8) PQi + QIP" - 2 „, +^2),
cos' v' •

(9) P<?,' + ?;P" = 2 Pft|/
£2 ^ v2

+ -J t̂
cos» (v + «) •

Wir verstehen nunmehr unter P einen Punkt der Platte P, die wir als un-
endlich diinn ansehen diirfen, wenn bei der Michelsonschen Einrichtung die

zusammengehorigen Strahlen in der Platte denselben Weg zuriicklegen, und
unter Qt , Q2 die Trcffpunkte zusammengehoriger Strahlen mit den Spiegeln

Slt S,. a bedeutet den Winkel zusammengehoriger Strahlen an der Platte P,
in diesem Falle also 90°. Ist ferner der Apparat so orientiert, daO die Richtung
der Strahlen PQ2 auf dem Wege von P nach Qt in der Richtung der Erdbewegung
fallt, so haben wir tp = 180°, also nach (2)

Da fiir den Riickweg von Q!t nach P zufolgc (6) sein muB

(11) QIP" =
c

C

+ v
Q2P ,

so wird, wenn PQ
t

als absoluter Wert gerechnet wird,

(12) PQi + QiP" = 2 -

C*
-

2
PQ, = 2 —L- Pq ,

'
v

wie auch aus der Formel (8) unmittelbar folgt.

Entsprechend wird, wenn die Spiegel senkrecht zucinander stehen, wegen
(X = 90°, a + xp = 270°, zufolgc (3) und (7)

I
c — V j/ V2

(14) ^P^^t'--^--^,

also
I

(15) PQ[ + QIP" = 2-=_^ P0,
,

wie auch aus Formel (9) unmittelbar sich ergibt.

Weiuslein, KelativiMUpriozip. 8
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114 Optische unci elektromagnetische Erschcinungen unter dem EinfluQ von Bcwegungcn.

Im idealen Fall, daB audi noch die Spiegel glcich weit von der Platte P
abstehen, so daB PQZ

= PQ
X

ist, was wir dem absoluten Werte nach durch

PQ bezeichnen, wird hiernach die fiir die Interferenzerscheinung entscheidende

GroBe

(16) JPQ - PQi + Q;P" - {PQ[ + Q[P") = 2 PQ /-!— - ~X=
v2 i,\ v

V - 1 }
1 -

c2

Die Geschwindigkeit der Erde im Kaume (s. Tabclle unten), durchschnittlich

damit 36 km in der Sekunde angesetzt, hat man - = 0,00012. Man darf also schreiben
c

(17) JPQ = PQ; + Q.[P" - {PQ[ + Q[Pn
) - PQ

c

Drchcn wir den App>arat urn 90°, so wird

l.tPQ)--PQ* ,

somit

APQ-{\PQ)^2PQ i»
2

Es hangt hiernach die Interferenzerscheinung und ihre Anderung durch

Umlegung des Apparates um 90° von dem Quadrat des Geschwindigkeitsverhalt-

nisses - ab. Da auBcrdem Proportionalitat mit dem Abstand der Platte P von

den Spiegeln stattfindet, kann diese Abhangigkeit durch hinlanglichc Ver-

groBerung beliebig verstarkt werden. Auch die richtige Wahl der Jahreszeit

fiir die Beobachtung kann zu ihrer Vcrscharfung beitragcn. Nachfolgende Tabelle

cnthalt die vollstiindige Geschwindigkeit der Erde auf ihrer Bahn um die

Sonne und mit der Sonne durch den Kaum (noch weitere Bcwegungen, etwa

mit dem System, zu dem das Sonnensystem selbst gehort, durch den Raum
um ein andeies System usf., kennen wir leider nicht) in den verschiedenen Mo-
naten des Jahres 1

).

Januar 36 Kilometer

Februar 41

Marz 44

April 45

Mai 44

Juni 41

Juli 36

August 31 ,,

September 27

Oktober 25

November 26

Dezember 30

Das Maximum der Erdgeschwindigkeit mit 45 km in der Sekunde fallt auf den
5. April, das Minimum mit 25 km auf den 8. Oktober. Die Durchschnitts-

') Ich vcnlankc die Tabelle meinein Kollogcn im Amte, <lcm As^tronomcn (standigen

Mitarbeitor bci der Kaiscrlichcn Normal-Eichuii^konitnission) Dr. Kramer, der sie iur

mith gercclinet l»at.
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geschwindigkeit betragt gegen 36 km in der Sekunde und wird am 6. Januar

und 1. Juli erreicht.

Mich el son hat auch in Beziehung auf die Jahreszeit fast das Richtige

getroffen.

Dor Punkt P ist beliebig auf der Platte gewahlt; nehmen wir einen zweiten

Punkt P° mit den zugehdrigen Spiegelpunkten Q\', Q$, so wird

(18)
jpoQo^poQo 1*

.

Also geben beide Strahlenpaare im Interferenzfeld die gleichc Erschcinung,

z. B. Ausloschung des Lichtes, wenn

(19) (PQ - P°Q°) * = I

ist. Nimmt man
V
=0,00012, / = 0,0006 mm. so miiCte PQ - P°Q° gegen

c

60 m betragen. (irunbaum schlieBt darum mit Reeht, daB bei der von Michel-
son gewollten Einrichtung eine Interfeienzerscheinung, allein durch die Be-

wegung der Erde verursacht, nicht beobachtet werden kann, und ebensowenig

selbstverstandlich irgendeine Anderung einer so cnststandenen Interferenz.

Die Interferenzerscheinungen, die Michelson tatsachlich beobachtet hat, miissen

also einen anderen Ursprung gchabt haben als in der Bewegnng der Erde
begriindet ist, und zwar aus Abweichungen der Apparatanordnung von der von
Michelson gewiinschten und erstrebtcn, so daB es sich nurnoch um Andcrungen
handeln kann infolge Anderung der Orientierung des Apparates gegen die Be-
wegungsrichtung der Erde.

Wichtig ist nun zunachst eine etwaige Neigung der Spiegel .S*,. S'2 gegen-

einander, um mehr oder weniger als 90°. Da die Spiegel S lt S2 dann unter

anderen Winkeln gegen die Strahlen geneigt sind als 90°, so werden die riick-

kehrenden Strahlen die Platte P in einem anderen Punkte treffen, als von dem
sie zu den Spiegeln gegangen sind. Wir haben dahcr fur die riickkehrenden

Strahlen von den Formeln (4), (5) (S. 112) Gcbrauch zu machen. In ihnen sind

(i, y die doppelten Einfallswinkel i 2 ,
i\ der ankommenden Strahlen an den Spiegeln

S lt S2 . Ferner haben wir

(20) Q P =0 P
Sin45 ° = 01'

sin45 °

V
'

Vl 1 Vl
sin(l80

c - 45° - 2 1,)
Vl

sin (45° + 2»,)

'

(on op-op sin45 ° op sin45 °

Bei der Michelsonschcn Anordnung sind die Winkel , i> als kleine anzu-

setzen; indem wir auch noeh Q^P = QtP = QP annehmen, wird

(20') ^,=^(1-21,),
(21') QtPt -QP(l-2iJ.

a ist nach der Lage der Platte 90°, y setzen wir wieder gleich 180° an. So wird

(22) /
c*

c2 - va
+ -2i2),

/ c2 c*v* . . \
-2/,),

c
2 - V*

+
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116 Optische und clektromagnetischc Erscheinungcn unter dem EinfluQ von Bewegungen.

und in hinreichender Annaherung

QW = QP-l-jr— 2 •« -4~)

'

Hiernach haben wir

JPQ = 2PQ

(24)

oder abgekiirzt

r2 . . _ r
(240 jp(? = pg ^ 4- 2(.\ - gp<? - 2 ~<f\ - g^e •

c c

V2
Lassen wir das Glied PQ als, wie wir wissen, fur die Beobachtung unzugang-

c3

lich fort, so auBert sich also der EinfluB der Bewegung der Erdc auf die Inter-

im

fercnzerscheinung in dem Gliede 2- (»,— !,)P@, und es ist
c

(24") JP<? = 2PQ& - ijl - "
)
= 2PQ '• ~ '*

.

> + T
Hieraus folgt, daB die Bewegung der Erde an der Interferenzerschcinung nur

v
die Breite der Streifen andert, und zwar im Verhaltnis von 1 zu 1 + - . Nach

c

Drehung des Apparates um 90° hat man ~{APQ) statt JPQ, somit

(25) J PQ - (J PQ) = 4 P<? -^*2
.

Die Streifen miissen ihre Lage geandert haben, auch unabhangig von der Erd-

bewegung. Es tritt aber durch die Erdbewegung eine geringe Anderung dieser

Lagcnanderung im Verhaltnis von 1 zu 1 + - oder von etwa
, ,y J- 0

-

0 Streifen-
c

breite auf, was wohl jeder Beobachtung entgehen wiirde. Indessen hat Michel-
son Verschiebungen der Streifen nach Umlegung des Apparates um 90° iiber-

haupt nicht gesehen. Also kann die von ihm beobachtete Interferenzerscheinung

auch nicht in der Neigung der Spiegel ihren Grund gehabt haben. Obrigens

folgt, daB, wenn man fur das Glied 2PQ(L — 1 2)
- einen beobachtbaren Wert
c

verlangt, selbst im wohl kaum noch zuliissigen Betragc von 10 cm, 2PQ(i
x
—

t

t )

schon KPcm, also 1 km, sein nuiBtc. Nehmen wir selbst Neigungcn von 5° bis

6° noch als nicht vermieden an, was angesichts der Sorgfalt und der Kontrollcn,

die Michelson auf die Justierung seines Apparates angewendet hat, ganz un-

zulassig ist, so miiflte PQ noch 2kmbetragen, eine Lange, die bei Michelsons
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Apparat nicht entfernt zur Verfugung stand. Aber, wie bemerkt, kommt das

alles nicht in Frage. Der EinfluB der Schiefheit der Strahlen gegeneinandcr

im Raume B ist auBer acht gelassen ; fur die Deutung im Verhaltnis zur Bewegung
des Athers kommt er nicht in Betracht, wie man leicht sieht. Ebenso nicht die

Verschiedenheit der Wcge in der Platte, da diese Wege fiir den uns hier be-

schaftigenden Vorgang gar zu kurz sind. Nun ist es noch mdglich, daB eine

Neigung der Platte gegen die Strahlen um mehr oder weniger als 46° die Inter-

ferenzerscheinung hervorgerufen hat. Die Spiegel Slf S2 konnen dabei senk-

recht zu den Strahlen gestanden haben. Dann durchlaufen die Strahlen in der

Platte die gleichen Wege, und es ware nur die Abweichung e des Winkels a von
90° zu beachten.

Da man jedoch hat

PQl + Q'
7P" = 2PQl

1

1 -

(27)

PQ[ + Q[P = 2PQ
xy^ +

<c^)2
«*3*

= 2 + sin«.
V2 '

(C
3_

i;2)»

so macht sich der EinfluB der Abweichung e nur in Gliedern von der Ordnung
v2

^e2 bemerkbar, wird also nicht merkbar.
c*

Endlich konnte es noch sein, daB der Abstand von der Platte P doch nicht

fiir beide Spiegel der gleiche war. Dann hiitten wir

(28) APQ - * P-Q
\- - -* Pl?

' = 2{PQ, - PQ,) + 2 ~ {PQ, - i PQ,)

.

Das erste Glied wiirde die Interferenzerscheinung bestimmen, die sich verschieben

muBte, wenn man den Apparat dreht. Das zweite Glied kann wieder nicht zu

beobachtbarer Verschiebung der Interferenzerscheinung bei Drehung des

Apparates fuhren, wenn die Interferenzerscheinung als solche iiberhaupt beobacht-

bar soil sein konnen, da PQt—PQ l
nicht beliebig gesteigert werden kann und

bei den Versuchen, wenn nicht Null, so jedenfalls nur klein gewesen ist.

Hicrnach sehen wir uns in der merkwurdigen Lage nicht sagen zu konnen,

wodurch eigentlich die Interferenzerscheinung verursacht gewesen ist, die

Mich elson beobachtet hat, wenn nicht folgender Umstand entscheidend mit-

gewirkt haben sollte. Michelson setzte voraus, daB der Strahlengang so statt-

findet, wie in Fig. 9a angedeutet. Alsdann lauft Sj zweimal durch die Platte P,

S2 aber nur einmal. Um beide Strahlen gleich lang zu machen (man weiB eigent-

lich nicht warum), hat er cine kompensierende Platte Pv die mit P aus dem-
selben Stuck geschnitten war, in einen Teil des Weges von 52 unter 45° gcstellt.

Indessen kommen auch Strahlen von dem abweichenden Weg, z. B. nach

Fig. 9b, selbstvcrstandlich zur Wirkung. Hier lauft S2
dreimal, 5j nur einmal

durch die Platte; man muBte also eine sogar doppelt so dicke Platte in den Weg
jetzt von S, stellcn. Wenn ferner die Strahlen alle von gleicher Art sind, kommen
auch Strahlengange, z. B. nach Fig. 9 c und 9d, in Betracht. In beiden Fallen

haben S| und St gleich lange Wege in der Platte, so daB eine Kompensation iiber-

haupt nicht notig ist. So kann man unendlich viele Strahlengange konstruieren,
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1 18 Optischc und clektromagnetische Erschcinungen unti r clem KinfluG von Bewcgungen.

dcren jeder gar keinc odcr cine besondere Lage und Dicke der Kompensations-
platte erfordcrn wurde. Die Wahrheit ist, daB, da wir es mit tlbereinander-

lagerung von Interferenzerscheinungen zu tun haben, die Platte P ohne
Kompensationsplatte iiberhaupt keine Interfercnzerscheinung gibt. Die

Kompensationsplattc kann nur das Entgegengcsetzte vom Gcwollten bewirkt

und ihrerseits Interferenzerscheinungen hervorgebracht haben.

Fig. 9c. Fig. 9d.

Nach allem kann man nur sagcn, daB der Versuch von Michelson, so wie

er ausgcfiihrt ist, zuriickgelcgt werden muB. Wir konnen nicht sagen,
woher das kam, was Michelson gcsehen hat, wenn es nicht gerade
aus dem entstanden ist, was Michelson aus cincm Geda n kcngange,
dem man nicht folgen kann, getan hat, um Versehiedcnheiten der
geometrischen Strahlcnwege zu vermeiden. Also sind .inch alio Schlussc

aus seinen Ergebnissen noch hinfallig; diesc Ergebnisse sind nicht mit Sicher-

heit zu deutcn. Es bleibt Michelson das groBe Verdienst, eincn hochst geist-

vollcn Versuch erdacht zu hahen; der Versuch selbst muB al>er wiederholt wer-

den, und zwar mit genauester Friifung je<les einzelnen Umstandes. Die von
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den Herren Morley und Miller 1

)
ausgefiihrten Versuche kommen nicht in Bc-

tracht, weil sie (bis auf das Material der Unterlagen) lediglich eine absolute Kopic

der Michelsonschen Versuche darstellen, ohne jede Priifung der Strahlenwege.

Aus Michelsons Versuch aber hat man schlieBen zu mussen geglaubt,

daB der Ather sich durchaus mit der Erde wie diesc bewegen muB. Das stiinde

in Gegensatz zu Fresnels Annahme und wiirde sich auch mit dem Fresnel-

schen Gesctze von der teilweisen Mitfuhrung des Athers nicht vereinigen lassen.

Es ist fur die Wissenschaft fast verhangnisvoll gewesen, daB man dieses Ergebnis

des Michelsonschen Versuches so ohne weiteres hat hinnehmen zu diirfen

geglaubt. Wir mussen aber gegenwartig sagen, daB auch nach Michelsons
Versuch die Frage nach dem Verhalten des Athers noch unentschieden ist.

II. Elektrodynamische Theorien iiber die Verbreitung von elektro-

magnetischen Storungen und des Lichtes in bewegten Stoffen.

1. Vorbemerkung iiber Vektorrechnung und Lorentz-Transformatlonen.

a) Formeln fiir Vektorrechnung.

Da ich im folgenden mich oft der vektoriellen Schreib- und Rechnungs-

weise bedienen werde, seien hicr die crforderlichen Formeln zusammengestellt.

indem bemerkt wird, daB fiir ..curl" von vielen auch „rot" oder „Rot" ge-

schrieben wird, und daB die meistcn skalare Produkte durch Klammern, Mul-

tiplikationszeichcn oder gar nicht hervorheben. Letzteres ist bei umfangreicheren

Rechnungen ungemein storend. Die hier angewendete Bezeichnungsweise,
( ~ _" ) fiir skalare Produkte, schlieBt jede Verwechslung mit anderen Operationen

aus. Das Zeichen
[ ] fur vektorielle Produkte ist das bei uns ubliche, ebenso

V d
iiblich sind die Zeichen div, grad, . ,

—
- usf.

vx at

Wir unterscheiden also Skalaren, Vektoren und Tensoren. Skalare GroBen
sind richtungslos wie die Arbeit. VektorgroBen und TensorgroBen
haben die Richtungen des Gebietes, fiir das sie gelten, z. B. die des Raumes.

Aber wahrend VektorgroBen so viele Komponenten l>esitzcn, als diesem Ge-

biete Abmessungen zukommen, zeigen TensorgroBen nach jeder Abmessung
so viele Komponenten, als dieses Gebiet Abmessungen aufweist, insgesamt

also das Quadrat der Zahl dieser Abmessungen. Dementsprechend werden

Vektoren so transformicrt wie Koordinaten, Tensoren dagegen wie Quadrate

und Produkte von Koordinaten. Eine besondcre Tensorrechnung werden wir

hier nicht entwickeln, die Vektorrechnung geniigt auch fiir Rechnung mit Ten-

soren. Ebenso werden wir uns hicr auf das Raumgebiet beschranken, da fiir das

spater noch zu beniitzende Raum-Zeit-Gebiet die Formeln sich ohne weiteres

ergeben und dort cntwickelt werden Doch ist neuerdings von Sommerfeld 2
)

eine umfassende Analyse fiir erweiterte Vektor- und Tensorrechnung ausgebildet

worden. tlbrigens sind Beispiele fiir Vektoren Krafte, Geschwindigkeiten,

fiir Tensoren elastische Spannungen.

Mit A, B,C ... bezeichnen wir irgendwelche Vektoren, mit A
p ,
B
p ,Cp

...

deren Komponenten nach einer bestimmten Richtung p. Wir haben

(a,)
(
A B

)

p
- A „Bp ,

[AB) = A XBZ + A , By + ,1

,

Bt ,

(a
2) (

A B)p = A B cos {A , p) cos (B
, p) , (

A b) = AB cos (.-1 ,
B)

,

>) Phil. Mag. 8, 7.
ri3 (1904); 9, 680 (1905).

*) Ann. d. Phys. 32, 749 (1910); 33, 649 (1910).
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(b) (AB)-{B_a).

(c,) [A B]r = A
v
Bt
— A tBv ,

[A B]„ = A tBz — A fBt ,
[A B]

t
= A S BV

— A 9BX ,

(c
2 )

[A B], =

(c,)

(d
2 )

(<1.)

(d
4 )

(0

(f)

(k)

(R.)

(h.)

(h
8 )

(0

.4
y .4,

By B,

[.4B],-.4B

[.4 B], = .-15

[/I B]t
= .4 B

[,1 B], -
A t A x

B, Bx

[A B]z - Bt By

cos (.4 , y) cos(/l , z)

cos(B, y) cos(B, 2)

cos (.4 , z) cos (.4 ,
x)

cos (B,z) cos(B,*)

cos (.4, x) cos(,4,y)

cos(B,a) cos (B,y)

[A B), - [.4 B]x cos (/ . a ) + [.4 B], cos (/ , y ) + [.4 Bj, cos (/ , 2)

,

cos(/, a) cos(/, y) cos(/,z)

[AB\=. A t A, A t

Bt B
v Bt

cos{l,x) cos (I, y) cos(/,z)

[. I B]i - .4 B cos (.4 , x) cos (.4 , y) cos (.4 ,
z)

cos (B
,
x) cos (B , y) cos (B , z)

\

[A B) -
I [.4 B]; { [.4 Bj; + [,1 B]f = .4 B sin (.4 , B)

,

[,!B]=-LB.4] t

[.4.4]- 0.

.4, .4, .4,

(.4[Br|)- (B[C".4l)- (Cr.4Bl) - Bx B„ B,

|.4[Brjl^B(.4r)-r(.4B),

\A[B()\ [B[AC]\-\C[A B]]>

[[A~B][CD])^{A\B[Ci))\),

1\AB][CI)]] = A{C\B/)]),

(AC) (AD)
(h 3 ) (MBitr/;]) (.4c)(b/j) - (Bf)(.4/>) ™

(bt) (b/>

<FK
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(1)

(m)

(n) curlxF =

c F t F ('F

(2 f c* F r2F

£F,_ZF
9

cy (2

ff, cFt cF, cFzcurLF = . . - -
, curl,F = . —

( z (x t x cy

(o)

(P)

(q)

(r)

curl,[FG] = ^ [FG]t - !-[FG],, curl,IF C] - t[FGL ^[FG],

,

€z a 1 a

(t)

(u)

(v)

curlf[FGj=_[FG],-_[FGL.

P^FG) - (FP)G
p + (GV)F

p + [FcurlG], + [GcurlF],

.

div[FG] = (Ccui-IF) - (FcurlG),

div curl F - ^ <cur),F) + ^ (curl,F) + ^ (curl.F) = 0

curl,VF- .*"

(

VF
) J PUo,

curl curlF = F (div F) — JF

,

curlp[FC] = (GF)F
p
- (FF)G

p + F
p
divG - G

p
divF .

(w.)

(w
2 )

Ferner schrciben wir

7/
~~

et

i c r <"

^' + g
*c>je

g*cy + g** ^» '

(rf \ c c c c

dt)p

=
c't
+h cx+ P>cy +f,>dz>

g bedeutct die ganzc Geschwindigkcit, /> einen Teil davon.

b) Formeln fiir Lorcntz - Transformationen.

Im folgenden werden wir vielfach mit dor sogenannten Lorcntz - Trans-
formation zu tun haben, die sicb auf die Koordinatcn wie auf die Zeit er-

streckt. An Stelle der relativcn Koordinatcn, die wir mit bezeichnen,
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und dcr Zeit / wcrdcn neue Variabele if, t' eingefiihrt gcmaU den Be-

ziehungen

i' = 0,1-0^-0^-0^,
(aO

(bO

also

(aj) tj = - n

tf0 \ Xj x2 xa '

Die x und 0 sind als Konstanten anzusehen. Eine Funktion F von £, »/, £; t

gehtsoaberin^', lf
t
I (<' +

J
f + +

In eine Funktion von i/', C'; iihergefiihrt, bezeichnen wir sie mit F,

rF 6F' cF' 5F
Differentialquotienten entweder durch . w , , . , , p^v* - rr ;

O'
<;

Nun haben wir

ilire oder

<c')

sodann

cF </ i lF
it '*

=

ff" lc/7 c/~ I fit'
5

<d')

/c?FV cF c£ r"F <?/

Uf/ ^ I* i$ , +
it it"

( iFY iF it) iF St

<9*f

(7 t?C

ft c 2F r> r'7

< >ji$ i>j' ($' itiziti'iz' ' i,jit < ,)'<
*'

iF t'H i*F it St

^ it i>i'dt'
+ BP it

}

' it"

I f2F c*F

t w t> 1) t ( l ( tj t 1

u r iy

f F / / iti-t i-F

i t i ^ i I]' i f1 i £' c *y

c*F r£ <"C iH
iii; t/t; ci' i :' ] i^n i$'i:'

iF iH f'
2F it it

r/ f": i*F fi //
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, ti*-FY i-FIHY-
y

<'*F it r"t IF_ in i*F(itV~

It «/
= ;

a«Us7 "iti I t t ^ /='2 + t/2 It |7
'

pF \
' ^ ,-a/.« / < >

}
\ 2 ^ f

-2/.-
/ f

-

,

;
,~ /.• f

-
2 , f-2/r / { t

\*

tF r'-/(t*FY_t" 2F/<:\* t*F it tF r'2/ &F(it\*

(g')

\tt"e$) ~ lies < t'iv +
7f iti?it'

i 2F it it iF iH it
}

<*/' r|' t/ 'il'if' it'

(i*F V <" 2F it i,
}

iF i*>] it

\7ti ,j)
" <"

/ r /; c' *' t 1/
+

f >; cVr »/' r /'

t*
2F t / r"7 r F iH i t

r t / t >/ t 1 ctftj ( t

\t)Vi~c)
~ iHC dt'iC'

+
it itiZ'it'

i*F it it iF iH it

Es ist abcr in unserem Fall

r.$
J_

i n 1

7r"" ' t »/ *2
•

f"7

iC

vt

1 t/

*3

1
("-/

"0 '
<

*>'*

dt_'2 *" i-*-
i n

' x
t
0
0

' f"C x3
"
0

'

und alle zweitcn DifferentialquotienU-n dcr $, »/, C; < sind = 0.

Hicrnach bokommen wir durch Umkchrung

(h')

r'F iF'

it'
•

t'*F

r

/*"

t"F fl, ' F
W0 t7

rF

C'O-
^
2

< F

<-'/•'

~ >.
= *3CD-

% < f

0^'
" it'*

'

(iFY iF'
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Weiter folgt aus den Gleichungen unter (g'):

ltd?
x
^\TtTs) ~

0O t~P
" x^\iliV

'Vl </" '

i*F _ / o"
2F V 0, £2F ^ / r 2F \' ^ c 2F'

' 2// - ie0 (
itF

\ °*
e

'lf
- * h (

(

'

iF
V o o

^F '

cue ' 3
c/
" 0O et>~

~ X3
'°lT77c/ "

v*u*tr*

Mit diesen letzteren Gleichungen gibt z. B. die erste Glcichung unter (e')

/ &F Y \ r*F_ 0
2 / t*F_ \'_ 0, 02

l*F* 0, i <*F V

Vtictj) ~ x
x
x^ ^ ~x

t
\cU U x

x
xt <~t'*

+
x,~\c/*V

" X^j +
XjXf

f t'-

_ _j
/»f ^/^M'^ 0,/ 0,02 ^

x, x
2
it]i£ xt

\ctf$} x
i
\f'tct]} XjX

2
c/' 2

(k')

So wird insgesamt durch Umkehrung

r a /«" /

<

aF V / X ( &f X
<
:<- t]

= X
«
X
»lr"Cc>)

" X
«M?//Ti

" K|
Mc:/£,) +^ e/'«

'

f
-a/; / ,-»/7

Y „ / cV Y „ (
*P Y , fl „ <

•

j_ _x,x,^
;.^ -*i u

*\ii t es)
-*

3'Mo<c/ + 'Vi '

(I')
c*
2F

By'

i'*F

Mit zwei Fiillcn wvrden wir cs zu tun haben. Im erste n Fall setzen wir

1. Dies*- Transfoniiation nennen wir Ortszcittransforma-
tion. Fiir 0

O , 0,, 0,, 0
3 machen wir dabei zwei Ansiitze. Erstcns

x
i
— *2 ~~ xa

0O ^ 1 , ^ *
0, ^ ^ 0 "

dann ist

(a") /' - t -

'u to 'n t„ t(,
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Lo r e n t z - Transformationcn. 125

Diese Ortszeit t' soil Substanz - Ortszeit heiBen, cu wird dabci die

Verbreitungsgeschwindigkeit einer Stoning (des Lichtes usw.) in dem be-

treffenden ruhenden Stoffe bedeuten. Zweitens sei

ft \ ft - ft - h ft -

somit, indem wir fur t' jetzt t' schreiben

C 0 L 0" l-ii ^0 W, v<)

t' nennen wir Ather-Ortszeit, C0 wird dabei die Vorbereitungsgeschwindigkcit

einer Stoning (des Lichtes usw.) im reinen ruhenden Ather bedeuten.

Es geniigt, die Umwandlungsformeln fiir eine der Zeiten, wir nehmen t',

anzugel)en. Wir haben nach den obigen Gleichungen, noch deutlicher,

Pw

(O
tF
It

vF'

St

l
n-F c*F'

V T'2

{h
' es~U$) C'S dr' * oy C,? 7V" ' «C~W/ Q*tv '

(•")

c*F

0")

(**F / £*F V_ />* 6 2F' t 2F / c"2F V_
ft,

t*F'

57cf~Wcif/ C 2
('r'» ' tt< v KdStt]) Q cV* '

c*F I &F V ft c*F'

_ (
w \'_P*( V_ />* (i

2^ V , frfc

„ f
^ V ^ f

c
"
2^ |'_ ^ (

a2/r Y+ ^* i!^

_ (JHF V_ ft (&F V_ ft / t~
2F Y ft ft c«F-

" \c'£c £7
' " a UV/tf ' ' a Xcr't'V

_t~
~C* t'r'i

'

/ t*F _ pFY_ 0 ft
( Y ,

o«F'

t "\€ ? J "Q W£$) ^ C* 7A '

&F 1<'*F\'_
0 ft / c*F Y , /V a»F'

Aus diesen Beziehungen ergeben sich noch folgendc Formeln, wobei

. -
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126 Optischc und clektromagnetische F.rschcinungt n unter dem KinfluQ von Rewi-gmigcn.

gesetzt und unter p ein konstanter, untcr q ein variabeler Teil der Bewegung
vcrstandcn ist.

On")

(n")

(o")

(p")

(q")

curl /."- (curl /</ -
J,

/^l/'^'J .

(cr)/.'-((cr)F)'-
'

:

,(G(>)
7
T,

divF=(div*')'-- /,(/>*"'),

Weiler habcn wir noch nacli a.,'")

also

(u")

<7;

1

(</.<)'.

7v
^

'- 0 I I

1

-(?,)'>

A-

(?;)'

Im zwoiton Fall richten wir zunachst die r-Achse nach der konstantcn
Bcwegung p und setzon

x
y.y — — -

, x., — x , x 3
— x ,

I

V'2

[

1

v*
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Lorentz- Transformationtn. 127

V wird gleich C0 angenommen; wir behalten aber diesen Buchstaben noch bei.

Dann wird. indem wir die ncue Zeit mit t bezeichnen,

(7x)

(0

y -

1

T =

0
A

j

~ " pi *

j
* y

1

r* (' - p *)

'

In absoluten Koordinatcn x, y, z ware

x

r('-A*)-T =

V
2ur Verglcichung haben wir im ersten Fall

t'-x-p.l, l'=y-f,t, C=i-p,l,

Nunmehr bekommen wir, da pz = p, p„ = p£
= 0 sein soli

(?)

(0)

fF' i*F

-)'•

cF /
<:" 77

Y-1

<C
=

* <

" 1 >
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128 Optische und elcktromagnetische Erschcinungen unter dem EinfluO von Bewegungen.

(A)

1 a<5C V v*[t'xt<c)
-

c*F x» it ^*F V_
ft / g'F Vl

\
1 ~ V*

8*F

t*F 1/ &f y_ /> / c:«f_vi
.

a*F

F2

(A*) <

curhF = x (curie F)'.

curl-F «/-
i
^ z {(|/

1^- 1)(f)'^3^

(o) divF = x(clivF)'—
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Lorcntz -Transformationen

.

129

(Q)

(«)

oder

J/2

oder nach den folgenden Formeln

(T2)

Man hat namlich

'a - -
* ~ *

~

y| l- ^
(dF\ \ V* (dFY

(9)

dtf

_(,_£)

= |/ 1 _Z
1 + ^*1

i

i

P 9:

V* p

Diese Werte hattenwir in dieGlcichung (tJ noch einzusetzen, wodurch eben

diese Gleichung in (r2) iibergeht. Aus den Gleichungen (tp) folgt nodi

(V)
72 —

P
2

V1

(+£0
WHnttein, Rebtivitatspriiulp.
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130 Optische und elcktromagnetische Erscheinungcn unter dem KinfluB von Bewegungen.

Nennt man ferner /, tn, n die Richtungskosinus der Bcwegung q im

System £, r
t ,

m', n' die im System rj'', so wird nach (q>) und (y)

m

Gleichungen, nach denen auch

(a,) /'« + + «'* = 1

ist. Die Umkehrung der Gleichungen
((f ), (v)» (x) ergibt

(O

^ _ „>_yl_r 1"

J/2 y* yt yt

gt = l/l - £ *
r K2

! _ ^ _ tv
yt

W) <1
% =

(X)

V

l/l-^+^
\

yi ^ y%

(\ _ P
2 _ P<H\*

\ V*
~ V*)

'
'"v'l-r + r?

y ]
'2 '

|
'2

Im folgenden werden wir stets x, y, 2 absolute Koordinaten, £, ty, C

relative Koordinaten, t)', C' Rclativkoordinaten, / absolute Zcit,

t—t0 relative Zeit, t Relativzeit nennen; x, y, z, t heiBe das absolute,

£, >/, Ct <— <o das relative, t)', t das Relativ-Raum-Zeit-System.
Die GroBe x ist zwar willkiirlich, muB jedoch konstant sein und von p so

abhangen, daB sie fur p = 0 gleich 1 wird. Ihre Mitfuhrung wird sich iibrigcns

spater eriibrigen.

Die zweite Transformationsweise ist, wie H. A. Lorentz 1
) selbst hervor-

hebt, zuerst von Voigt 2
) zu gleichem Zwecke wie von dem erstgenannten an-

>) The Theory of Electrons usf. (1909), S. 198, Anm. 1.

*) Cber das Dopplersche Priuzip, Gottinger Nachrichtcn (1887), S. 41.
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Grundgleichungen der Elektrodynamik bcwegter Stoffe. 121

gewendet worden. Die groBe Bedeutung dieser Transformation, mit der wir

uns oft zu beschaftigen haben, ist erst durch die Arbeiten von Lorentz,
Einstein, Minkowski u. a. hervorgetreten.

Da in irgendeiner Funktion F von £, rj, £, wenn wir diese GroBen durch

x—p*l> y—pyt' z—pt* ersetzen, wodurch sie ubergehen soil in F, die x, y, z so

vertreten sind wie die £, ij, f in F, so folgt, daC alle vorstehenden Beziehungen

unverandert bleiben, wenn man in ihnen F durch F und zugleich £, £ durch

x , y , z ersetzt. Sie geben also auch die Transformationen fur absolute Koordinaten.

2. Grundgleichungen der Theorie.

Die allgemeinen Grundgleichungen entsprechen in der Form den nicht mchr
bezweifelten Maxwellschen Grundgleichungen fiir ruhende Substanzen. Sie

lauten fur ein festes Koordinatensystem x, y, z, also fiir einen ruhenden Be-

obachter. wenn ft,, ft,, ft, die Komponenten einer GroBe ft darstellen.

dx!

<l,b)

,

C0 itfrt+
4ji Vdy

_ c"

d̂z

4,1 V cz
_

+ f• C*"
4ji V vx

_

_C0 /cHv
t

4„t \ vy

£Gy

dz

_ C.f6t&a
4jt V £z dx

_ C0 /cG„

4ti \ t?* dy

Dt

Dt

D%
Dt

'+/„,

+ /,;

dx)

D/

D*v

~D/

oder in Vektorschreibweise l
) zusammenfassend

DX
Dt

Dl\

(I.a)

(I,b) -
r
°curl(S =

4.71

Unter Cp ist die Gcschwindigkeit der Lichtverbreitung im frcien, un-
bewegten Ather vcrstanden; elektrische GroBen sind dann elektrostatisch,

magnetische magnetisch zu messen. Der Faktor } ist hinzugefugt, um bei den
4 71

Verbindungen zwischen ."o und 3}, sowie zwischen G und 2) mit den Maxwell-
schen Festsetzungen in Einklang zu bleiben, denen auch H. A. Lorentz friiher

wesentlich gefolgt ist.

Diese je drei Gleichungen bestehen zwischen den funfzehn Komponenten
der G, £), 93, /. Dabei ist in ruhenden Stoffen: G die elektrische, $ die ma-
gnetische Kraft oder Feldintensitiit, £ die elektrische, 93 die magnetische Polari-

>) Wegen der vektoriellen Sclireihweise und der im nachfolgenden angewandten
Vektorrechnung sei auf die Zusammenstellung S. 1 19 ff. vcrwicsen.

9*
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132 Optiscbe und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluG von Bewcgungeu.

sierung (oder Induktion, Verschiebung, Erregung usf.), / ist die Starke des

Leitungsstromes. Alle GroBen, wie die Beobachtung sie kennen lehrt. Findet

Bewegung statt, so konnen die gleichen Benennungen beibehalten werden, was
dann aber der Beobachtung unterliegt, richtet sich nach der betreffenden

Theorie.

Die in den Formeln angedeuteten mathematischcn Operationen sind die

iiblichen, bis auf die durch -~ bezeichnete. Wenn die Stoffe ruhen, stellt diese
Dt

d
Operation die partielle Differentation nach der Zeit dar, also ^- - , und erstreckt

sich allein auf Anderungen in der Zeit, an derselben Stelk. Handelt es sich urn

Stoffe in Bewegung, so beginnen eigentlich die Verschiedenheiten der Theorien

gegeneinander schon in der Festsetzung der Operation, die bedeuten soli.

Alle Festsetzungen leiten sich jedoch aus der Darstellung ab, die Maxwell 1
),

Heaviside*) und Heinrich Hertz 5
) angegeben haben, namlich mit % fur 3)

oder $ bezogen auf ein ruhendes Koordinatensystem.

~Dt
=

it + foU* + ry + iz )
+
?y

(5^" "
iz^<~ '

(H
s ) Dt dt

$dx
,

f"'#*

+
dx Cy dz

+ -JhSt— dt gv)
~ ;(dzg¥-

d

vgt) ,

D^t ttfz id* d^A

In der Sprache der Vektorrechnung schreiben wir zusammenfassend

(Hi) ^-7/+* div '* + cur,l&*l-

Andere gleichbedeutende Formen sind

Dt

(II,)

< dx ,

v dx .
& dx

dt
gz

~*~
g> (V ( z cx cy dr

f gr

iz

\cx < y ( z

I

Dd,
Dt

> • g*
t}» iy

'

it

"6/ ix

+ d:(« cy f
iz I

») Phil. Mag. April 1861 ,,On Physical Lines of Force" (1861).

*) Electromagnetic Theory 2 Bde, insbesonderc Bd. I (1893), sowie cine Reihe von
AufsaUen in der Zcitschrift „Electrician".

») Gesammelte Werkc 2, 256 if., Wied. Ann. 41, 369 (1890).
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Grundgleichungen der Elektrodynamik bewegter Stoffe.

und vektoriell geschrieben

(H«)

133

(1)

Setzen wir noch

d <' i) r £

(II.)

i wir auch

d?ft

Dt

Dt

" cy c ^ cy f z J

«5»

<1&

dy -*>\7x + dy
+

<z)cz

und vektoriell geschrieben

(II.)

Endlich ist auch, abermals gleichbedeutend

c y

(H7a)

d*,

Dt <*/

Dt

d?it

{ Dt dt

dy »

Sy
•

Zu den obigen Grundgleichungen fiigen alle Theorien noch zwei Gleichungen

hinzu, welche die wahren Dichten 1
) gt , qm der Elektrizitat und des Magnetis-

mus definieren, namlich

i x

i x

(IHia)

(»I.b) + cy ^ c?z

oder vektoriell geschrieben

(HIa a)

(IH.b)

Alle Theorien setzen

(IH,b)

div3> = q, ,

div» =
i>m .

0div^ = nm

Fur den hauptsaehlich in Betracht kommenden Fall, daB die Bewegung
sich zusammensetzt aus einem gleichformigen Teil /> , der die Substanz als Ganzes

*) In meinem Buchc Thermodynamik und Kinetik der Korpcr 8, 186ff. babe ich die

aus der Polarisierung bercchnete Ladung die freie, die aus den Feldintensitaten berech-

nete die wahre genannt, hier folge ich umgekehrt der iiblichen Bezeichnungsweise.
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134 Optische und elektromagnetischc Erscheinungen untcr dem EinfluO von Bewegungcn.

betrifft, und einem gleichiormigen oder ungleichformigen Teil q der relative

Verschiebungen der Teile der Substanz gegeneinander bedeutet, fuhren wir

ein mit der Substanz verbundenes Koordinatensystem c, C ein, das sich also,

mit ihr, sich selbst und dem ruhenden Koordinatensystem parallel bleibend,

mit der Geschwindigkeit p bewegt. Alsdann ist

(2) x = $ + pE t. y = V + Pp*> z=*t + pt t.

Eine Funktion d(l,x,y,z) geht dadurch iiber in ,"*(/; £ + *i + pv t,

C + pt t) = i(t\ f , t), 0- Also haben wir

(8,)

und da

ft

+ «(C + p,t)

°(C + pt t) ft

c f

y

ri*_r,"* f 5 6*

ist, so wird auch

<38)

somit

(3,)

d fv i ft t" ft . , eft . ,
('

ft

^ ft ( ft eft rft

<5r
~

~ft
px a$ p*f >/

pz *r

(4)

Zugleich hat man allgemeiner

/»ft f> ft <?"ft _'>A ''"ft ^"ft

CAT"
~

C • ty»
-

t: f)
n »

{ ,n
'

ft bezeichnet die GroBe ft als Funktion von £, C; /•

Hiernach bekommen wir als Grundgleichungen mit $, tj, £ als Koordinaten
dieselben Formeln wie friiher mit x, y, z als Koordinaten. jedoch steht in der

Operation f?. an Stelle von '
. die GroBe

Dl

<34 )

und cs wird

(".)

oder

(II.)

Mft\ dft ' __ a ^
U/V = p'f$ Pv

t>i
p
't'C

/>ft

Dt
«(*y)^(gr)»t--(^n g + ^div g .

Zrrlegen wir g in seine beiden Teile /> -f ^, so wird

<",.) ^ - + Mivft -f curl
| -}- f divft + curlew/]
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Nun konnen wir auch schreiben z. B.

\df)p='ei
~
p* H " p

" i n
pg

e'i

*ds . f1 3* , .
cl 3v . ^3* ^fo . /*3c ,

*3„ ,
f>3;\

~ ft -fi'd
n
+t' ; n

~ p' ej + p' 5T
~~ + ?T

+
f i

'

also, da p konstant sein sollte, auch

(f)rt +^<-^)-^-^)

In der Darstellungsweise derVektorrechnung ist hiernach (vgl. (c,) und (n) S. 120f.)

und da

(6) =

ist, so wird nunmehr nach (II
I0 )

und entsprechend

(Hu)
£>/ =4! + (* ' > * ~^ ? + 3 <«v? •

Setzen wir noch entsprechend (w,) S. 121

so gibt die letzte Beziehung auch

Aus alien diesen Bcziehungen aber ist die Translationsbewegung /> ver-

schwunden; die Gleichungen gelten, als wenn cine solche gar nicht bestande,

wenn nur das System £, rj, C sich mit der Translationsgeschwindigkeit der Sub-

stanz bewegt.

Die Grundgleichungen aber lauten, vektoriell dargestellt, fiir diesen Fall

(I.a) +^curl.v>=
Jn

Vje,

wozu noch kommt

(III,a) div£ = o. .

(III,b) div*-0.
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136 Optische und elektromagnetische Erscheinuugen unter dem EinfluB von Bewcgungen.

Endlich konnen wir unsere Grundgleichungen auch in Integralform schreiben.

Bedeutet S eine feste Flache und o deren begrenzende, gleichfalls feste Rand-
linie, so gilt auch nach dem bekannten Stokesschen Integralsatz

(14a) + £ \>\do -
I f

dS + fjjn dS ,

%' • •
1

•'

n »S A'

C /* D
4S.<l,b>

Dl IJ*

li„ bedeuten die Werte der GroBc v>, IS in Kichtung dcr Linie a,

33w die der GroBen SD , 33 in Richtung dcr nach dem Inncren der Flache 5 gehenden
Normale n. Diese Gleichungen dienen auch zur unmittelbaren Ableitung der

elektrischen und magnetischen Krafte.

Aus einer Entwicklung, die Carl Neumann 1
) zwar fiir die Maxwell-

Hertzsche Theorie durchgefiihrt hat, die aber allgemein dargestellt werden kann,

ergibt sich noch eine andere sehr bemerkenswerte Form der Grundgleichungen.

Bezeichnet dV ein Element des Athers und r dessen Abstand von irgend-

einer Stelle xt , y,, und setzt man fiir den Punkt x
x , yx ,

x
x

wo Ult V
x ,
W

x
als Potentiale angesehen werden konnen von fingierter Materie,

die mit der Dichte Qx ,
IS, verteilt ist, so folgt

. 1 .

1

Das erste Integral gibt bci partieller Integration —
/

1

Crrcos(n, x)dO, wenn

0 die Oberflache des Raumes und n die in gezogene Normale darstellt. Fiir

den ganzcn unendlichcn Raum fallt dieses Integral nach bekannten Lehren

fort. Es bleibt also

*V
X

ft ,. dV iV
x ft dV b\V

x ft „ dV

Nun wird auf die Identitat hingewiesen

W*? +
cy?

h f^ "'^l^t/fy/ a,) ' '^Vf*, dy,/

i icW
x J>Ux

\

>z
x
\dx

x
dz

x

>'

Da nach dem Laplace - Poissonschen Satz die linksstehendc GroBe 4ji(*x

ergibt, so haben wir, indem

dl\.r'V
x

fir, _/*/'-<-*, f" (5,

(9a)

fF, fir, f(ciS,
,

f(i
v

<^WK
,

/' ,dV .

f f *, c.r, .' V t x f v f'j/ r r

l
) Uber die Maxwell-Hertzschc Thcoric, Abhd!. dcr Mathem.-Physik. Klasse dcr

kgL sachsischen Gcscllschaft der Wisscnschaften 27, Nr. II (1901).
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Grundgk-ichungeu der Klcktrodynamik bewcgtcr Stoffc. 137

gesetzt wird, wo also «' die Raumdichte der freien Ladung bedeuten wiirde,

nach (7«) und (8)

cjAdV
f z J r

(10)
4,<*<

; / ^ ,
'*

/(•
fx

und entsprechend fiir die anderen Komponenten und fur die GroBen §pt

Beachtet man jetzt die Grundgleichungen (la) und (lb), so folgt, wenn wir

bei der fruheren Anordnung bleiben,

(I.a)
' (V

. +

(I,b)

Lj=
fx ~C0

Uy.' Dt r tz' Dt r )
'

f<Pe 1 / f iD% dV c >D^t dV\
r V C„W-.' r ' cxJ Dt r I'

f<t>e 1 it (D%„dV c [DX,dV\
<'z ~ C0

\< xJ Dt r fyj Dt r i

'

Die Integrationen sind auf den ganzen unendlichen Raum, einschlieOlich

alle Trager der Ladungen, auszudehnen. Das erste Glied gibt die statischen

Feldintensitaten, die folgenden Glicder enthalten die elektromagnetischen Feld-

intensitaten. Differenziert man die Gleichungen nach x, y, z und addiert in

jedem System, so folgt

ffx
+ y ^- i<Pm -4

( X ( V <"*
4.7 O.' .

Die betreffenden statischen Beziehungen sind also auch allgemein erfiillt, oder

die Beziehungen bilden nur Dcfinitionen fiir die freien Dichten o'.

Im folgenden werden wir uns bald der einen, bald der anderen Form be-

dienen. Fur die nachsten Rcchnungen schreiben wir die Gleichungen in der

Form (II,) vollstandig hin

y ix) Jx±
ft

(I.a)

4.7 ' cy

+ 4.tW* ix) Jv

C0 tcfr,

^ 4.7 V fix f V >
J

*
'

ft

'Si

ft

f

dy

r:

f'

C2
-

-

-f & <>, +
-

t

fx

V

<y
( .v &

° Xt
+ /•
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13H Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluU von Bewegungcti.

Co /<

4rr
'

_ C0 <diit i-l&A

4jt V c>z i x f

_ C0 ,

4it \ dx r'y)

Dt

Differenzicren wir jedes der Systeme nach x, y, z und addieren in jedcm
System, so fallen alle curl-GrdBen fort und es bleibt nach (Il^a, b)

(IV.a)

<IV,b)

tlx ^ cy ^ iz
^

CO,

c"/
+ gx fx + & cy +gf

r'y

oder mit der Bezeichnung unter (w) (S. 121)

(IV
2
a)

(IV.b)

Die Grolte

(10)

df + Q'Vvx + Vy + ?7'--V
'7.

ix ^ Cy <'z V

0.

"T - r
vx ' y ( c

I didV)

dV dt

stellt die relative Dilatation <xler Kompression des Stoffes in der Zeiteinheit

infolge der Bewcgung g dar. Also wird

(iv.., - --.(
!P + '\'> + 7>.

rf/ w # iv < r '

(IV.b)

y

o.

Die magnetische wahre Ladung m bleibt also unter alien Umstanden, aie

elektrische wahre Ladung e sicher in Isolatoren von der Bewegung unbeeinflufit

;

die Ladungen sind an die sich bewegenden Teile gebunden. Alle Theorien,
die von den angegebenen Grundgleichungen Gebrauch machen,
konncn also an die Elektronentheorie angeschlossen werden. Das
gilt also namentlich von der bald zu behandelnden Maxwell - Hertzschen
Theorie.
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Eine weitere Untersuchung betrifft die Energieverhaltnisse und die Max-
wellschen Spannungen.

Wir multiplizieren die Grundgleichungen (Ie a, b) mit 4n&s ,
4xl&y ,

4tt^;
4* ft*. 4ji#t und addieren alles. Dann kommt

"V r y cz t y cz cz * t x ' ( z
w vx

A U ^'4- (9^ J. I* X ft 4- ft J. ft
D*>\

1 +4*«S,/,+ lS,/f + <S,/,).

Die Glieder der hnken Seite ziehen sich zusammen zu

C9(£x-«M>,-
<S,&> + /y

- + ^ (IS,*, - = -C0 div[ttfr]

.

Die Glieder der rechten Seite geben nach (II 5) (S. 133)

+
2 <//

+ L
" dt

+ G
' rf/

~ ^ rf/
"

rfT
~ *

ft a. ft 1 ft ^ * A 41

- (*•£ + *- 7;) + (*.^ - *>t +

+
{(7*

+ 7y +
ri)

+ ^» +^ + + +

oder vektoricll geschrieben und ein wenig anders geordnet
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140 Optische und elektromagnetische F.rscheinungen unter dem EinfluO von Bewegungen.

Wir setzen

(VI)

(VII)

(VIII)

(IX)

<X
t)

4.T

2

wobei also aus drei Komponenten besteht. und haben dann

(V.)
dR

-div$ =
dt
+ L + Q - P + 2R divg

Beachtcn wir die Beziehung unter (6) fur divg, so wird auch

(V,) - (div$ + Q)dV-**
t

{RdV) + {L-P+R divg) d V

Wir setzen noch

(XI,) «+ Sdiv«-w
Beachtet man die Beziehung (7), so ist auch

bR_dR d(dV) 1 _ 1 d(RdV)
(XIt) U~dt +K

'dt dv
z 'W

Es wird aber

dt

(V
4 )

t>R
- (div* + Q) =

b<
+ L - (P - divg) .

Die Glieder P— /? divg konnen wir noch in besonderer Weise schreiben.

Wir fiihren eine GroBe mit 9 Komponenten— cine solche GroBe heiBt cin Te nsor—
ein, die in folgender Weise bestimmt sind:

^.Y, - U.T, + - { {
(IS £ ) + (>>*)

J
,

(XII)

4.7

1

1

Y

1
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Die GroBcn A',, . .

Z

t sind die Maxwellschen Spannungen in ruhenden
Stoffen. Ferner setzen wir

(11)
,\'- C Z<

x >-
tg

* v'- <g
* v'-

fg
" r'~ igi - f>g

<

Dann wird zufolgc (VI), (VIII) und wegen

(12) divg -= xx + y„ + z,

*' rx '
v = —
* ry

2, - •

^' v'
i z <\* '

y' **
ex '

(V.)
_(divS + 0) = ^+ Z.

-<***x -f y„Y„ + ztZt t .r;X, + x't Xt + yj Yx -f y/Y, + *;z, + *;z„)

Wir multiplizieren die letzte Darstellung mit rfF, einem Volumenelement,
und integrieren iiber einen zusammenhangenden Raum V, dessen Oberflache

0 sein soil. Es ist dann

-ijj(div*+Q)dV

~ ffj It*
+

L

~ (** + yvYv + ZzZi

+

*;x>r

+

x[Xt +

y

*
y* + y;y' + r;z* + x*z\ dV

Da man hat

///diviW ^ i
• //U.rfO ,

wo

(XIII) - *.cos(«
f x) + *f

cos(n, y) + ^cos(«, z)

die Komponente von P entlang der nach auBen gcrichteten Normalen an dO
ist, so stellt P die Poyntingsche Energiestromung dar. Ihre Kompo-
nenten sind

= C0 [G£>]^ C0(G,&- G,£>,) ,

(X
2)

- C,[G$>],- C0 ((f,S»,- Gx £f) ,

= C0 [G.H= C,((£,^- G,&) .

Multipliziert man sie mit G,, G,, Gz ; , V>, und addiert jedesmal, so

folgt

(XIV a) 6, 1*, + <S, + *,-<».

(XIV b) +

Die Poyntingsche Energiestromung zieht also senkrecht zu jeder der

Feldstarken G, d. h. senkrecht zu der Ebene durch die Richtungen dieser

Feldstarken an jeder Stellc.

Wir konncn in der Umwandlung der Integrale noch weiter gehen. So ist

beispielsweise

Ifh *• iv Wz*-" -J(!l

^

v -ill'*- VI'
»
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142 Optischc ond clcktromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewegungen.

und entsprechend fiir die anderen Glieder. Also haben wir fiir die Spannungs-
glieder

(/
'/
<*, A*, + y, Y„ + zt Zt + x; X, + */ Xt -f y't Yt + y'

t Yz + x't Zm + z'g Z,) dV

~
/ / ((ft X* + g*Yx + ft Zg ) cos (» , x) -f (ft X, -f V, + gt Z9) cos(n, y)

+ (ft A', + ft V, + g, Zt ) cos(n , *)) JO

cy

Setzt man

(XV)

feraer

(XVI)

so winl hiernach

«/ = & - (ft vf + ft Yt + ft Z,) ,

cXt CX, SXj

cx cy tz

y cx ^ cy ^ c'z
'

cZ
:

cZ tZ
v

1
cx cy 1

tz
'

(V
: )

-//«-«-JJI^ + l!l^v

+/(/ (ft A*; + ft A'; + ft A7) dV +jjjQ dV .

2„' nennen wir die ganze relative Enei giestromung. Auf Kaumeinheit
bezogen ist, entsprechend (V5 )

(V.)
bR

Q + div 3 ' = -
b(

- (L + ft K* + ?y
K; I ft A7) •

In weiterer Umwandlung losen wir die Differentialquotienten nach (XI)
wieder auf in

(XI
3)

Nun ist

bR CR cR cR
f'vbt *

r /
+

'fx
~' g

" — * *'
-

*~ + * divg
•

f 2

-
/ /ft cos (« , .*) J0 -

/ /
/ /?

t>S
' d V...fx
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Grundgleichungen der Elektrodynamik bewegter Stoffe. 143

und entsprechend fur die anderen Glieder, also wird

f)lw dVma
Jji*!****^' x)] + ^ cos

(M - y> + fccos(«, Z))d0+ljj~ dV.

Setzen wir nunmehr

[
Z, - Si + gx R - + g,R - (gg Xx -f g„ Y, + gtZx ) ,

(XVII) I Z„ = Z; + gv R = y>v + gyR- (gx X„ + g,Y, + gt Z„) ,

so wird

(V.) - // zn dv=jJj
e*
f
dv+jfjL dv+jjj (g,K; + + gtK't )dv+\j\ Qdv

und fiir Raumeinheit

(V
I0) <? + div2 - - ~{L + gt Ki + g„ A,' + g, A/) .

<£ nennen wir die ganze absolute Encrgiestromung. Q ist, wie

nachtraglich bemerkt wird, die Strom war me (Jouleeffekt), R die Energie-
dichte.

Die Gleichungen (V) in ihren verschiedenen Formen stcllen im Ruhezustande
den Energiesatz dar. Ob es auch im Bewegungszustande geschieht, bedarf

jedesmal einer besonderen Untersuchung, da es von der Bedeutung der einzelnen

GroBen abhiingt.

Ehe wir zu den besonderen Theorien iibergehen, seien noch folgende Be-

merkungen vorausgeschickt

:

1. Der Faktor C0 in den Grundgleichungen ist lediglich Umrechnungsfaktor
zwischen den elcktrostatischen und elektromagnetischen Einheiten; daB er der

Geschwindigkeit der Lichtverbreitung im freien Ather an Bctrag gleicht, ist

eine der groBen Entdeckungen Maxwells. An sich jedoch spielt er keine andere

Rolle als die eines Umrechnungsfaktors. Wir hatten ihn, wie es jetzt vielfach

geschieht, fortlassen konnen; alle GroBen sind dann in den gleichen Einheiten

zu messen. Behalten wir ihn bei, wie es geschehen soil, um die Maxwellschen
Konstanten A', // fiir den freien Ather gleich 1 setzen zu konnen, so sind die

elektrischen GroBen in elcktrostatischen, die magnetischen in magnetischen

Einheiten zu messen. Da, auf freien Ather bezogen, wir jene Konstanten A0 , /j0

nennen werden, setzen wir also

#0 — 1
- /'o = 1 •

Doch sind diese Gleichungen nichtssagend gegenuber der Maxwellschen Ent-

deckung

— <- 0 >

|Ao/'o

wenn alle GroBen in magnetischen Einheiten gemessen werden, C0 also in den
Gleichungen fehlt. Wir werden also auch die Buchstaben A0 ,

u0 benutzen.

2. Setzt man

(xviiia)
f * gAwx^go.~jr, curing] = yr,

(xvnib)
7t

=7
':" * <liv* = curlew,;:,

Digitized by Google



144 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluQ voa Bewegungen.

so wird bei Benutzung der Form (II,) S. 132 fur ^
d 7 a)

C
-i'wi* -/.+/: +/."+/?

(I
7
b)

C0

4.7

/ ist der Leitungsstrom, /', /", /"' bedeuten den (Maxwellschen) Polari-

sierungsstrom, den Konvektionsstrom, den Rontgenstrom. Allein die urspriing-

liche, physikalisch zu deutende Form fur ^- ist die(II3), S. 132 und sie besteht nach

Heinrich Hertz aus folgenden vier Teilen: 1. einem Teile aus der Anderung
der Umstande allein mit der Zcit; 2. einem aus der Anderung der Umstande
allein im Raum; 3. einem aus der mit der Bewegung verbundenen Drehung des

elektromagnetischcn Feldes; 4. einem aus der mit der Bewegung verbundenen

Deformation des elektromagnetischen Feldes. Hiernach ist die eigentliche Form

der Maxwell - Hertzschen Annahmcn fur die Operation die S. 133

unter (II7 a) gegebene, welche zu schreiben ware

(II
7
b)

in

f

D*,
Dt

Dt

( v

+ M.< 2
+

c.J*

woselbst die vier genannten Teile durch Einklammerung voneinandcr geschieden

sind. Von dieser, durch Carl Neumann noch streng mathematisch begriin-

deten Form, muB man bei einer physikalischen Deutung der Theorie ausgehen;

die andercn Formcn crgebcn sich daraus durch Addition und Subtraktion von

S*(Vy" + '/!')' 1 Tx)' ^
d

fx
+

Vy')
U,,d ^cignete Zusammen-

fassung. Hiernach sind die tatsachlich zu bcriicksichtigenden Strome, auber dem
Leitungsstrom, z. B. fiir die Richtung der x-Achse

(13)

(14)

(15)

(16)

j:
it

'
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AUgcraeinc Theorie von Maxwell- Hertz. 143

Da nun alle Theorien von der angegebenen Darstellung fiir ^- Gebrauch

machen, so enthalt keine von ihnen auf der rechten, von 3> oder 33 abhangigen

Seite der Grundgleichungen einen eigentlichen Konvektionsstrom, sondern auBer

dem Leitungs- und Polarisierungsstrom nur' Deformationsstrome ; ein Teil des

Rontgenstromes hebt den Konvektionsstrom vollstandig und allgemein auf.

Wenn daher auBer der Maxwell - Hertzschen Theorie anderc Theorien gleich-

wohl Konvektionsstrome ergeben, so kann das nur in den Annahmen iiber den
Leitungsstrom oder iiber die linksstehenden GroBen G , *;> und ihre Verkniipfung

mit den rechtsstehenden GroBen 2>, ^8 liegen, oder an beiden Umstanden, wie

auch die verschiedenen Forscher festgestellt haben. und wie im folgenden hervoi -

treten wird.

3. Die elektromagnetischen Gleichungen

und die Verbreitung elektromagnetiseher Storungen nach Maxwell-Hertz.

a) Die Grundgleichungen.

Da ich fiir die Maxwell - Hertzsche Theorie eine, wie ich glaube, brauch-

bare Erweiterung vorzuschlagen habe, will ich diese Theorie, die doch schliefl-

lich die Grundlage aller Theorien bildet, eingehend behandeln. Auch soil hier

vieles zur Sprache kommen und vorbereitet werden, was fiir alle anderen Theorien

Anwendung findet.

Injder Maxwell - Hertzschen Theorie lauten die Grundgleichungen wie

sonst, in vektorieller Schreibwcise

:

(Aja) + £j curlv - ^ + g divS curing] + /,

,

(Ajb)
4

C
° ouri IS = ' *

-i gdiv* + curing]

,

(Ba) divT oe ,

(Bb) div*~0.

Charakteristisch fiir diese Theorie ist die Annahme iiber den Zusammen-
hang zwischen den GroBen (i , v> und denen X , ^ und die Deutung, die diesen

GroBen verliehen wird. Dieser Zusammenhang wird in der Bewegung so an-

gesetzt, wie es von Maxwell fiir den Kuhezustand geschehen ist und gegen-

wartig noch allgemein geschieht. Demnach sollen die Xz , £„, £e lineare, homo-
gene Funktioncn der i*x . (rv , und die s£x ,

s
i*„ , ebensolche der

,
.v>

y , £>,

sein. Also

4.t £x = Kxx IS, + Kx# IS, + Kxt IS,

,

(Ca) > 4x3>,~K, t 1S,+K„1&w + K9t \&t .

4.i X; = Klx (S, + K.
y tS„ + K„ I*, ;

4*35, = + firv $9 -r fx: 1??

,

(C b) I 4x%y
« ttvx $>, -f /<„, S\ + ?'¥t i\ ,

Die K sind die Dielektrizitatskoeffizienten, die ft die magnetischen
Permeabilitatskoeffizienten der Substanz. Diese Beziehungen sollen also

nach Maxwell, Heaviside und Heinrich Hertz, auch wenn die Substanz

Wei ostein. Relativitltsprinzip. 10
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146 Optischc und elektromagnetische Erschcinungcn unter dem EinfluB von Bewegungen.

sich bewegt, gelten, indem Heinrich Hertz ausdriicklich annimmt, daC dcr
Ather in der Substanz sich mit dieser Substanz und in glcichcr Weisc
wie diese Substanz sich bewegt, so daB die Beziehung zwischen Ather

und ponderabler Substanz sich durch die Bewegung nicht andert, insbesondere

also auch keine relative Verschiebung zwischen Substanz und elektro-

magnetischem Zustand vorhanden ist. Wenn die elektromagnetische

Lichttheoric die Lichtverbreitung in ciner Verbreitung von elektromagnetischen

Storungen sieht, so konnte hiernach die Maxwell - Her tzsche Theorie von

den Erscheinungen, die man mittels des Fresnelschen Gesetzes erklart, keine

Rechenschaft geben, was schon von Heinrich Hertz selbst als ein Mangel

seiner Theorie bezeichnet ist. Dariiber spater.

Jedenfalls haben wir fiir isotrope Stoffe in der Ma x well - Hertzschen
Theorie, zufolge (Ca, b), welche fiir solche Stoffe geben

(C'a) 2> = £®.
4ir

(C'b)

als Grundgleichungen

(A, a) + A
° curl$ -~ + g div (S + curl [<S g] + -£ /, .

(Aa b)
- - curlii = + g divp -f curl [v>g]

oder nach (II
fl )

(S. 133)

(A,a) +^ curl* -= ^ + <S divg - «S > ) g +
4

^ /.

,

(Aa b)
- ^ curl C = ^ + $> divg - J j g .

Sodann auch entsprechend in T und ©

(A,a) curl* = ^ + gdiv2 + curing] -f /. ,

(A4
b) curl 2 = C * + gdiv*} + curl[Sgl

und

(A
5
a) + - ° curl* = ^ + £ divg - T

) g + /, ,
•

(A,b) -
A
?curl®=

*

t

+ $ divg -($! )«.

Zerfallt die Geschwindigkeit g in einen absoluten Teil p und einen relativen

q. so untcrschciden wir wic friihcr zwei andere vollstiindigc Diffcrentiationen

durch

I d \ r f t 8
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Allgemeine Theorie von Maxwcll-Hcrtz. 147

Nun geben die Gleichungen (A
4 a, b) auch

C (J
+ -° curl* = ,

(
+ £div® -j- curl[S) p] + q div$ + curl[£?J + lxjt ,

curl 5? -= + />div* + curl[$/>] -f- ?div* -f curl [2 q] ,

also erhalten wir entsprechend (A5 a, b), wenn die absolute Bewcgung p gleich-

formig, mithin div p = Vp = 0 ist, zufolgc der Umwandlung zu (A5 a, b)

(A6 a) +
C
° curl* - )

p
+ q div2 4- curl [E q] + /, ,

(A 6 b)
- £ curl 25 -

^ ^ ]^+ ?div* -f curl[*?] .

Weitcr fiihren wir fur diesen Fall auch relative Koordinaten g, t), £ ein, die

mit der Substanz fest verbunden sind und sich mit ihr mit der Geschwindigkeit

p bewegen. Es ist dann (II8) (S. 134)

(A 7 a) + curl* = (P + ?)div~3> + curl[$(/> + ?)] + /,

,

(A 7 b) - curl X = ( **)^+ {/» + q) div* + curl [*(/> + q)] ;

Oder nach (IIU ) (S. 135)

(A
8
a) + ^ curl* -^ + fdivS + curl|> q]+Jt ,

(

A

8
b) - ^° curl 2> = ^ + q div* + curl [ * q] ;

oder nach (II lf ) (S. 135)

<A B'a) +
r
° curl* =

f

+ (? f ) 2) - (2> f ) ? + '© div? + /, ,

ti- t f

(A H'b) - £ curl 3) = ? * + (9
1
') * - (* P) 9 + * div?

;

oder nach (II 13 ) (S. 135)

(A^'a) + 5» curl* = (^-)
f
+ 2> div^ - (2> F) ? + /,

,

(A's'b) - £ curl® -
( )#

+ * div? - (* F) ? .

Diese Gleichungen entsprechen vollstandig den Gleichungen (A6 a, b) fiir

absolute Koordinalen, wenn man in letzteren g durch q ersetzt. Darin spricht

sich das Gesetz aus, daB, abgesehen von Substanzwechsel die Vor-
gangesichunabhangigvoneineretwaigengleichformigenBewegung
des Ganzen abspielen, wie auch die Erfahrung zum Teil gelehrt hat. Die

Maxwell - Hertzsche Theorie gibt dieses Gesetz als streng erfiilltes. Mathe-
matisch ausgedriickt sind die Maxwell - Hertzschen Gleichungen unabhangig
von der Wahl dcs Koordinatensystems. Nachdem Hertz dieses behauptet

10*

Digitized by Google



148 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dcra EinfluQ von Rewegungen.

hatte, ist es von C. Neumann 1

), der zuerst die Richtigkeit bezweifelte, in strenger

Analyse bewiesen worden. Findet diese Unabhangigkeit statt, so miissen die

Gleichungen unverandert auch fur das mit der Substanz festverbundene Achsen-
system gelten, in bezug auf welches nur relative Bewegung in Frage kommt,
als wcnn die Substanz als Ganzes ruhte.

Andere Formen sind noch folgende: Setzt man

(3'a)

(3'b) ? - £ -f K'|/>*] ,

wobei

(4a) ,,' =

(4b) K' = ~

(
'

1 0

0

sein soli, so folgt aus (A8 a, b)

(A,a) + \ curl* =
f * + qdivt + curl I £(/> + q)] + J f ,

f

(A9 b) curl? -
'ft 4 fdiv* + curl[*(/> + q)\

und mit

(Ba) div£ = o,

,

(Bb) div* = 0,

(A10a) +
u

, curl* _ '* + y „, + <;url[?(/> 4 ?)| 4

(Aw b) - ^, curl? '

f

* 4 curl[*(/> + ?)] .

Sodann bei

(3"a) ** 4-

(3"b) ?* = £-A"[/>*],

nach (A
7 a, b)

(A„a) 4- A curl** - 4- (/> 4- ?)div3> 4- curl [3 ?] 4- /, ,

<A«ib) ~, curl?* = 4- (/> 4- ?)div* 4- curl[*</]

und entsprechend (A,0 a, b) auch

(A„a) 4-^, curl** = (^) + + ?> (?< + curlt??] + /,

,

(A„b) - ^ curl?* = (^ + curl[*«7] .

>) „Ober die Maxwell- Her tzsche Theorie", Abhdl. der Mathcm.-Physik. Klasse der
kgl. sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften 27, Nr. II (1901).
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Wir haben bis jetzt die Gleichungen so behandelt, als wenn alle Teile des

Systems an der Bewegung teilnehmen, namentlich die Trager der Ladungen und
die Teile des Mediums, das diese Trager umgibt und erfiillt. Und so bedeuten in deh
Gleichungen $ , (5 , , 3* , / Krafte, Induktionen und Strome an der Stelle x

, y , x

oder £, t], C, wo sich die Ladung q befindet, und die das ganze System beherr-

schende Bewegung den Wert g hat. Wir bringen in den Ausgangsgleichungen

(Aja, b) das curl[£#], curlp3g] nach links und schreiben hier g' statt g,
setzen also

(AM a) + £ curl® + ~ \g' 3>]) - + g <>. + /.

,

C Air <5>M

(Aw b) -
4

• curl «£ - ^ [g' 9]) - - + g 6m .

Jetzt konnen wir unter g' eine andere Geschwindigkeit verstehen als die

Geschwindigkeit g, die der Ladung zukommt, namhch die Geschwindigkeit des

Mediums an der Stelle, wo die Ladung q sich befindet, also— wenn man Durch-
dringung von Medium und Ladungstrager bei gleichzeitiger Erhaltung cigener

Selbstandigkeit nicht zugeben will — die der unmittelbaren Umgebung der

Ladung. Dadurch haben die Gleichungen einc Verallgemeinerung erfahren,

indem nunmehr fiir die Ladungen fur sich und fiir das Medium fur sich Be-
wegungen angenommen werden konnen, obwohl noch die Gleichungen sich immer
auf die Stelle beziehen, an der die Ladungen sich aufhalten sollen.

Allein nunmehr ist zu beachten, daB die Bewegungen g, g' doch nicht ganz
unabhangig voneinander sein konnen, denn die durch die Bewegung des einen

ausgelosten Krafte miissen an sich schon die Bewegungen des anderen beein-

flussen. Hierfiir die allgemeinen Gesichtspunkte zu entwickeln, die auf dem
Wege liegen, den die spater zu behandclnde Theorie von Helmholtz ein-

geschlagen hat, ist nicht Aufgabe dieses Buches, wahrend einzelnc Falle sich

leicht durchfuhren lassen. Das Wesentliche ist, daC zu den Satzen von Grund-
gleichungen aus (A13 a, b) noch Satze nach Art der Helmholtzschen Glei-

chungen (62) (S. 193) hinzukommen, samt etwaigen, rein mechanischen Be-
dingungen, die nun alle zusammen als ein System simultaner Differential-

gleichungen zu behandeln waren.

Einen groBen Vorteil aber bieten die Gleichungen (A l3 a, b), der nicht un-

crwahnt bleiben darf; sie lassen auch fiir die Ma xwell - Hertzsche Theorie

Konvektionsstrome mit alien Wirkungcn zu. Und so sind sie im Grunde auch
die Ausgangsgleichungen fiir Lorentz' Theorie. Heaviside 1

) hat von ihnen

schon mannigfachen Gebrauch gemacht, wie iiberhaupt die behandelten Grund-
gleichungen zwischen Maxwells und Hertz' Namen noch mit dem Heavisides
bezeichnet werden konnten.

Im folgenden werden wir es fast ausschlieBlich mit der ublichen Form der

Gleichungen zu tun haben und von der erweiterten letzten Form nur hin und
wieder Gebrauch machen.

Fiir die Energiestromung konnen wir die Gleichungen S. 139 ff. beibehalten,

doch haben wir nach den Beziehungen (VI )f., S. 140 ff.

(4) L = 0,

(5) A v
— Yx , 1 , — Z

v ,
Zx — Xt .

») Electromagnetic Theory 1, 486 ff. (1893).

Digitized by Google



150 Optische aud clektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bewegungcn.

Aufierdem konnen wir in alien Gleichungen (S und $ durch $ , £ oder * und X
durch (5, # mittels der Beziehungen 4jt$ = A(S, 4*$ = /<>> ersetzen. Und
so haben wir

(D) * ~
(i

f (a * +
i
*") = I

{K* + <l^ '

(E) p« (4»)«

(

l

K
(ib <a> r

)

g) + * (s (S = (a ( (s «s + (.^ i g>))

,

(F) C -
|4;f(3)/).ms/) (

(G) <u - c.rs*] - (4*>» (-^)V0 [-r»] « c.[<s$>]

,

X, = A IS; + /. - * (K& + /<

y, = A' G; + ,i $>* -
^ (A& +

(H)

-(4^{^?+;^-i(^+>)}'
- yx - a ($, is, + /* *v*„ = (4 *r

(

l

R ?x r, + * », *, )

.

y, - z, = a is, is, + ;i & - (4,i)*
( K s>, s>, -f )

.

Z, - X, - A IS, IS, + /i &t <?x - (4 *)*
(
V 3\ D, f

'

*,)

und als Energiesatz, bezogen auf Raumeinheit, eine der Beziehungen unter

(V,) usf ., ohne L und mit den oben angegebenen Werten der R usf . Insbesondere

wird nach (Vg )

<Jt>

-jf/jf(diviM- Q)dV

-fil{\
R
t

- -r y,y, f- z
f
Z, f VY

y + y^ + z,Z,)) \

(6) *„ = .T^ + y'z , yt y/ -f , = + */
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Wellen bei gleichformiger Bewegung nach Maxwell- H ertz. 151

und

bR

at

bR dR n clR SR dR 6R n (cg, dgu cgA
cf '

6X r* '

6y
c<y

dR 3 e e

ist, so daB fiir Raumeinheit noch ware

(Ji) j

- div* - Q = § + £ te *) +£ {g,R) + /- to *

)

Gleichungen, auf die wir zuriickkommen.

b) Gleichformige Bewegung.

Wir betrachten die Verbreitung von Storungen bei gleichformiger Bewegung
der Stoffe und nehmen erst Isolatoren.

Aus den Gleichungen (B) (S. 145) folgt

(la) div$ = 0,

(lb) div» = 0.

Ferner haben wir aus den Gleichungen (A5 a, b) (S. 146)

4 7i \ f'y cz I dt

C0
/c\*>, £§t \ _ d%

~*~
4jt\ cz €x) dt

'

^ 4n\£x £yf dt
'

C0 (€i&t _cQ,\d*M

(2a)

(2b)

und auch

n V cy c?z /

4ti \ cz cx )

4 7rU.tr f'y/
*

( 0

ft \iy

// \ i z

C. /£*

I2'a)

•H

K

x

(2'b)

o

r v (* v

A' \.cx

rfz /

t X )

cy i

dz J

Cx )

fy)

+
dX„

dt

dXt

'dt

d#x

dt

d$
v

dt

d%z

dt
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152 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bewegungen.

Versuchen wir, ob diesen Gleichungen durch ebene Wellen genugt werden

kann, so daB mit irgendeiner Funktion / wird

a x 4- fi y 4- yz / <x x 4- (i y 4- y z

)

so folgcn aus (2a, b) die Bedingungsgleichungen (vgl. auch S. 36)

(3a)

(3 b)

K

Cn (D, y

KA

1

T

1

T

1

T

1

T

I).

) =

J).

I).

J)-

wo

s-&p, 4 4- ;•/>,

ist. Multipliziert man die Gleichungen des crsten Systems mit Bt ,
B

v , /?.,

die des zweiten mit Dr ,
D

y ,
D, und addiert jcdesmal, so folgt aus beiden

Systemen

(4) BM D, + B9
D, + Bt Dt -<i,

welche Beziehung die bekannte Eigenschaft aussagt, daB die magnetischen
Schwingungen senkrecht geschehen zu den elektrischen, was also auch erfolgt,

wenn gleichformige Bewegung stattfindet. Die Multiplikation der Gleichungs-

systeme mit a, /?, y und jedesmalige Addition ergibt ferner

(5a)

(5b) *Bt + (tB
¥

-j- yB
t
-0.

d. h. die Wellen schwingen transversal, wie gleichfalls bekannt, abermals, auch
wenn gleichformige Bewegung besteht. Dadurch sind auch die Gleichungen
(la, b) erfullt.
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Wellcn bei gleichfornnger Bewegung nach Maxwell-Hertz. 153

Aus der Quadrierung und Addierung des Gleichungssystems (3a) folgt

sodann

BJ(F + f) + B»(y» + *2
) + B;(** + /**) -2BM B,*fi- 2Bw Bt fty - 2Bt B,y<x

= «2 (/>* + 0* + />?)
(

c ~ s

)

2

oder

Bl + B* + B? - {B* a* + BJp + B,V + 2Bx B,afi + 2*,flf /fy + 25. fi.y «)

-,«»(0*+D;+Z>») (^-)\

d. h. wegen (6a)

(6a) B* + + fl? = /,»(D,' + + D;)
(

c ~ *)\

Ebenso hat man aus (3 b) und (5 b)

(6b) d? + d; + d? =
(bj + 5; + b?)

(-~~f.

Somit findet man durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen, da bei

/'o = #o=l

7, „K J
ist, wo c0 sich auf die betreffende Substanz in ihrem Ruhezustand bezieht,

(«i)
c = c0 + s .

Das ist die sooft behandelte Gleichung, die also auch aus der Maxwell - Hertz-
schen Theorie sich streng richtig ergibt, nicht bloB angenahert 1

). Es ist die

Geschwindigkeit mit Bezug auf ein festes Koordinatcnsystem, also fur einen

ruhenden Beobachter. Wir schreiben darum auch

(8S) cr
= c0 + s ,

um durch den Index r hervorzuheben, daB auf einen ruhenden Beobachter Bezug
genommen ist.

Es ist hier davon ausgegangen, daB die Koeffizienten K, /i in bewegter

Substanz die gleichen sind wie in der ruhenden. Heinrich Hertz hat von
dieser Annahme allgemein keinen Gebrauch gemacht ; er laBt diese Koeffizienten

abhangen auBer von der Konstitution der Substanz (des in ihr enthaltenen

Athers) noch von den relativen Verschiebungen infolge der Bcwegung, so daB
tatsachlich nach ihm das Licht in bewegter Substanz sich nicht so verbreitet

wie in ruhender, aber freilich auch nicht so, wie es nach dem Fresnelschen
Gesetze der Fall sein sollte. Bei gleichformiger Bewegung sind auch nach Hein-
rich Hertz die Koeffizienten K, ft von der Bewegung unabhangig. Noch sei

darauf hingewiesen, daB die obigen Gleichungen (6a, b) ergeben

(9a) *-±|/£-fl,

(9b) D -
+|

fiir das Verhaltnis der ganzen Amplituden der' beiden Schwingungsarten.

>) Poincar6, Electricite et Optique (190)), S. .101 f.
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154 Optische und clektroraagnctische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bewegungen.

Differenzieren wir die erste Gleichung unter (2'a) nach y, die zweite nach x,

und subtrahieren, so folgt, weil pz , py , pt konstant sein sollten,

£. {.,*, _ : («> + '?» + _ < (* ._ ^.).
// I cz\cx t y ( z I) dt \ cy c x>

Allgemein ist

(10a) + ^ (J* - I div») - - ~ curl5 = + * ~
,

(10b) - ^ (J3> - Fdiv55) - -~ curl* - - £- .

Letzteres weil die entsprechenden Rechnungen auch fur die Gleichungen

(2'b) gelten. Also wird

(11,4 **-g(..|*-Fdi»»).

(H
'
b>

oder auch

(ll
s
a) ^® =c*(J$-»div$),

(ll,b) ^-c„s (,IS-^diva».

Waren wir von diesen Gleichungen ausgegangen, so hatten wir zunachst

div» - -
j <» b. + a b, + , a,,

/- .
. "

+
^ + '

-)

,

.Hvi=-](«c. + ^, + rO.)/'(; " + 7- + '"').

Ferner nach den Rechnungen S. 37

d*S (12 2

+ }
t (PI** + + />;;-*)} a/" - ( * - s)V.

also mit

(12, a) *Bt + f
fB

v \ yBz =Bs ,

(12|b) fiPt + ftD, f j- A - /V

Digitized by Google



Wellcn bci glcichformiger Bewegung nach Maxwell-Hertz. 155

(13a)

(13b)

(r

— s

— s

— s

Jbx = c* (S, - a £.,)

,

:)*Br =tf (fl,- (iBs) t

)*B. = (£, - j' B5) ;

)

%

DS = c0
2

(£>, - « D5)

,

) Dr
- (D, - /* Ds )

,

und diese Gleichungen konnen, wenn — s = c0 ist, nur bestehen mit

(12,a)

(I2,b)

entsprechend den Beziehungen (5a, b).

Deutlicher sieht man das ein, wenn man jedes der Systemc (13a, b) mit

<x, fi, y multipliziert und addiert; es folgt dann

di {B$ B.)
, (

K

T
s)*D. = cS (/>. - D.)

,

was nur mit ^ = s oder mit £, = D, = 0 zulassig ware. Die erste Alternative

wiirde die Bewegung in die Strahlrichtung verlegen und ihr die Geschwindig-

keit des Lichtes zuteilen, was ohne Wert ist.

Also muB sein

div-58 = div£ = 0
; 0,

div3* wird immer = 0 angesetzt, div3) nur in Isolatoren. Jedenfalls konnen
sich ebene Wellen, wenn Bewegung stattfindet, hicrnach nur in

Isolatoren verbreiten. Dieses Ergebnis gilt auch fiir die anderen Theorien.

Ubrigens wiirde man, da Qm stets gleicb 0 gesetzt wird, schlieBen konnen,

daB die elektrische Welle es ist , die die Lichterscheinungen bewirkt, nicht

die magnetische, wofiir wir noch einen anderen Grund kennen lemen werden.

Wir haben aber fiir Isolatoren

(Ha)

(14b)

fiir jede Richtung.

Und daraus folgt, daB bei gleichformiger Bewegung alle in Abschnitt 4,

S. 34 bis 59 abgelciteten Ergebnisse auch hier gelten. Namentlich sind wieder

Kugclwellen moglich mit alien dort gcschilderten Einzelheiten.
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156 Optische und ckktromagnctische Erscheinungcn unter dem Einfluli von Bewegungcu.

Betrachten wir noch die Poyntingsche Energiestromu ng (S. 150). Ihre

Richtungskosinus stehen im Verhaltnis

(15,) (a)

und so haben wir nach (G) (S. 150)

(15,) (a ):(/*): (y) - 2, *f
- 3>f », : - £x », : 3), - 3), »,

,

so daC wird

(15,) {<\):(fi) : (y) = D,Bt
- Dt By : D. Bt — Dx Bt : Dt B¥

— D
V
BX .

Ferner folgt aus den Gleichungen (3a, b)

(Dx Bw
- D,Ba) (c - $) -

C
° (B* y + B; y - B,Bt fi

- B,BM x)

,

also mit

(16) & = B} + Bi + BJ, D2 =Di+ D- + D;

wegen (5 a, b) allgemein

(17
x
a)

(17,b)

D,B
9

DV BX = [DB]x -.+
t
*B*y-

it

1

-s'

D,Bt
- lh B, = [DB\X = {

C
°B*a

fl c

1

-s*

Dt B, -t>.B,
1

•

s

BX D, - B,Dt = [BD]t
-- C

p»y
c

1

1— s

B„D:
- Bz Dy

=
{bd]x = - c

*d>«
c

1

- s

Bt Dr - Bx Dt

1

s

Gleichungen, welche auch zu den Beziehungen (9a, b) fiihren, wcil [DB] = — [BD]

ist. Durch Multiplikation der auf gleicher Zeile stehenden Gleichungen folgt dann

[DB]: B1 D1

fiK (c - s)2

also nach (7) und (8) (S. 153)

(17) [DB]X ^*DB, [DB]„ = fil)B, [DB) : ==yl)B

und nach (G) (S. 150)

(18,)

(l«i)

(4.t)«(^)"*C0 DB/», (4.i)»(^)Vr0
/;B/»

f
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Wellen bci glcichformiger Bewegung nach Maxwell-Hertz. 157

oder, wenn wir entsprechend den Gleichungen fur SB setzen

(20a)

KE
p
- 4nDp ,

fiHp
= 4ttBp ; p = x,y,z

(20 b)

wobei dann

(21a)

(21b)

sein wiirde,

(18,) *,-CDaEff/». % = C0(iEHf*, %\ = C0yEVp\E=fE}TE} + E;,

(19,) y=m+$} +W = C0EHf* ) h=ih* + h;~+h?.

Die Poyntingsche Energiestromung ist bei gleichformiger Be-
wegung unabhangig von der Bewegung.

Zugleich folgt

(22) («):</0:(y)«a:/*:y .

Die Richtung der Wellennormale fallt mit der Richtung der
Poyntingschen Energiestromung zusammen. Deshalb hat man auch die

Wellennormale vonvornherein als die Richtung der Poyntingschen Energie-

stromung definiert.

Wir machen noch von den anderen Formen der Maxwell - Hertzschen
Gleichungen Gebrauch. Die unter A„ a. b) geben fiir unseren Fall der gleich-

formigen Bewegung

Col**:

(23a)

fl)- it
'

cf)~~ ft
'

(23b)

woraus, wie friiher, folgt

(24a) *.-B^ +

(24b) *. = /w(;, - «^ + ^); *-*.*.c.

cij / a/
'
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158 Optische und clektromagnctischc Erscheinungcn untcr dem EinfluO von Bewegungen.

und entsprechend (3a, b)

(25a)

(25 b)

^0

f

Co

K

i r Dgt

V
+ r A,

,

I

r
r

Genau die gleiche Rechnung, die zu der Glcichung (8) fur = c gefiihrt

hat, ergibt jetzt

(4')

(12'a)

(12'b)

und

(*»,)

Ds = 0 .

- 0

a'

r
A A0

To

Fiir den mitbewegten Beobachter ist die Verbreitungsgeschwindigkeit, wie

wenn er und die Substanz ruhten; wir nenncn sie cb und haben

(26,) *=c9 .

Urn die absolute Verbreitungsgescbwindigkeit fiir einen gegen die Substanz

ruhenden Beobachter zu erhalten, haben wir der Substanz die ihr in Richtung

der Verbreitungsgeschwindigkeit zukommende Bewegungsgeschwindigkeit zu

erteilen, so wird wieder c = c0 -f s. Ersetzt man iibrigens in (24 a, b) die £, tj, C

durch ihre Werte x pz t, y />„/. z - pz t, so erhalt man als Faktor von /

c0 angesetzt werden/„. Dal3
A

Im Sinne von H.A. Lorentz ist /'

muB, sieht man noch deutliclier aus den Gk-iehungtn

c'fi
(27 a)

(27 b)

— cj> .1 ^ ,

die aus den Formeln (23a, b) so folgen wie die (14a, b) aus (2a. b) sirh ergcbcn

haben. Wenn man will, kann man in obigem eine Ableitung des Dopplerschen
Prinzipes erkennen, denn die einfache Koordinatentransformation hat das
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Wellen bei gleichformiger Bewegung nach Maxwell- Hertz. 159

gleiche ergeben, wie das, was aus den Grundgleichungen gefolgt ist. Indessen
werde ich spater iiber das Verhaltnis des Dopplerschen Prinzipes zu den Grund-
gleichungen der clektromagnetischen Theoric (und iiberhaupt jeder Theorie,

welche sich auf Vorgange innerhalb von Substanzen bezieht) eine andere An-
sicht zu auBern haben. Vorlaufig geniigt es. hervorzuheben, daB die Maxwell-
Hertzsche Theorie in dieser Hinsicht alien anderen Theorien gleichgestellt ist.

Von den weiteren Formen der Maxwell - Her tzschen Gleichungen fur

unseren Fall haben wir noch mit

(28a) S* = * + £ [/>£],

(28b) *-|>*];

nach (An a, b) (S. 148)

(2M) + J
curl«* = ^ft )+ PA[V1: JtL = ~ curl^rf +/- •

(29t b) - ^° curlS* -
(

d

fo)p

y *<iiv* = Vf
~

.

und fur Isolatoren

(29, a) +:""*•-("),•

,29,b)

Ferner nach (A10 a, b)

(30l3 ) + ^ curl* -
( ® + curl[2 />] + /. ,

fi (i

(30»b) - ^° curl? =» + curl|>/>]
,

mit

(31a) a-*-^-^],

(31b)

und fiir Isolatoren nach leichter Zwischenrechnung

<30,a, + -("),•

<30,b,

Es gelten fiir die neuen GriiBen N^*, £*; £ , denen wir in spateren

Theorien noch begegnen werden, die Bezichungen

(32a) B* = B + jl [pD], (32b) D* = D - * [pB]
;

1
0 c o

(33a) B~B-f! [pb], (33b) D-/J + £|>B].
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160 Optische und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluQ von Bcwegmigen.

Es folgt aus diesen Gleichungen wegen (4') (S. 158)

B*DT + B*D* + BID* =

{(ptDc~ptDn){pvB:-pt B,l)^(ptDi~pM(pi
B^

oder, wie leicht zu beweisen, (/r
3) S. 120

BfbT + B*D* +B?D?= ft*
(px D> + p, I),, + />, /);) fpx B: + p, B„ + p, B:)

=
r 2
Df BP •

letzteres wegen (7) (S. 153) und wenn Z>„, Bp die Komponenten der Amplituden
in Richtung der Bewegung bedeuten. Entsprechend haben wir

(36j) Bs D: -\- B„ D„ -f B: D: = £ D, Bp .

Die Storungen 59*, X* sind also im allgemeinen nicht genau senkrecht zu-

einander, ebenso nicht die 5B, X. Jedoch bis auf GroBen zweiter Ordnung findet

die quere Richtung jedenfalls statt. Ferner bekommt man z. B.

p,B* -r pv B* + />, B* - + p,B
H + />,B: ,

also allgemein

(36a) B*
p
-=B

p ,
(3»b) tf; = Z>„;

(37a) Bp
= Bp ,

(37b) D
p
= D

p .

In Richtung dor Bewegungen fallen die Storungen B*, />*; B, A) mit tlenen

B, Z) zusammen, und wir haben so auch

(34.) B*DT -f- B*D* + B* Z>* = ^, D* B *
,

(352 ) Bj /X + B
v
D„ + B,- />, = KoB.

Endlich wild noch

(38a) D
s
B; + D

f)

B* -(• D. B* - o
,

(38b) B
t
£>* + B

t

D* + B. Z>? = 0 :

(39a) n$Bs + h„B
v + D: B: - 0,

(39b) B.AHB,
y
/VlB,i); = 0.

Es stehen also senkrecht aufeinander die Schwingung ^* und T, Ist und 59;

B und T und 9.
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Gleichformige Wcllcn nach Maxwell-Hertz bei Lor en tz -Transformation. 161

Bilden wir noch B*, />*; B.s , Ms, so ist wcgcn <122 ) (S. 166) z. B.

(36,'a) **:

(36(b)

(37(a)

(37,' b)

/i

c0

+ £{*[pB] S + tt[p'B], + y\j>B];).

Diese Storungen sind also nicht transversal, wenn man GroBen erster Ord-

nung noch beriicksichtigt.

Anders geordnet hat man z. B.

«[pDl + filpD], + y\j>D]: = />,(yM, - /*M: ) + pw(*D* - yDe )

+ p: {liD£ -*D n).

Beachtet man die Gleichungen (25a, b), so folgt aus den Gleichungen (36), (37)

(33a) B* = - (/>,B, + />, B, + />,

B

: )
=- c'tB

9
---- P-B*

p ,

(3^b) D* = - £ (hDi+ PrD,, + />,Dj = -
f

P D
p
=- y ^D*

p
,

(37.» Bs -+*? r' (/>* + + " + /*> = +y $B, t

(37-i b) Z>a - +
K
.ll (

p

tM + py
D„ 4 pt D: ) - £ D, ~ -f-

f-
/J, .

Wirwenden nun die S. 125f. dargestellte Lot cntz-Transformation erster

Art nach Ather-Ortszeit an. Der Zweck dicser Transformation ist, wie be-

merkt (S. 122), Gleichungen, die sich auf Bewegungszustande bcziehen, in solche

fiir Ruhezustand iiberzufiihren. Da bei den Maxwell - Hertzschen Gleichungen

diese Oberftihrung schon durch die Umwandlung auf relative Koordinaten voll-

standig und ganz allgemein crrcicht ist, und zwar in aller Strcnge, so kcinnen

hier die Ergebnisse der Lore n tz - Transformation an sich in bezug auf den
Zweck dieser Transformation nur negative sein. Allein es stellen sich dabei

doch mehrere Folgerungen, zum Tcil hochst sonderbarer Art ein, die namentlich

auch zur Beurteilung andcrcr Thcorien herangczogen werden konncn, daB es

von Intel esse ist, sie zu entwickeln.

Beginnen wir mit den Gleichungen (23a, b), so ist nach (m") (S. 128)

curlg ~(curl3)'-/
t,[ tU'], 8 - S. »,

also gehen die genannten Gleichungen iiber in

(40.) +-J(corl*)' = ^.(4 + -C^[^*])'.

,40b, -^(c»Hf)'..
fl

r>
(»-^j[/X])'.

Wcimtaia, RdaUviUUprtozip. 11
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162 Optische und elektromagnetische Erschcinungen untcr dcm EinfluO von Bewcgungen.

Von den Gleichungen fiir den Ruhezustand unterscheiden sich diese Glei-

chungen durch Glieder erster Ordnung und sie sind noch genau.

Auch die Gleichungen (27a, b) transformieren wir. Man hat nach (c") und (p")

(S. 125. 126)

, -v, 2 c) / d% d%Y p* t"2cv'

(41) J S -(j &)'-^^(^ + ^J +^) +^^ f

p-p* + p} + p*.

Also ware

und vektoriell

(42,) (l - ^| + 2£ /- ((*F)fc')' = cS (J &')'. 5' -

Aueh diese Gleichungen sind genau. Nimmt man als Losung, indem i&'
t

nunmehr Funktionen von >?', *' sein sollen, eine ebenc Welle

(43) 9'-F'l(£,-
*' t + l

'i?

+ r
'

C
)-.

8'-*',*',

so wird vor allem die Gleichung zur Bestimmung der Verbrcitungsgeschwindig-

keit c'

(44,) ^1 - ^ p
j f , t

- 2
c ,

jrjr, - Vi ,

d. h.

0 c's'-c0 »

also

(45,)

r 4 *
'-'0

und bis auf GroCen noch hoherer Ordnung als erster

(452 )
C ' = C

° + ^ S
' +

2
f
"

*

c'; a', /?', y' beziehen sich auf die Vcrhaltnisse bei Rechnung nach der Ather-

Ortszeit. Wir setzen nun die Komponenten der Verbreitungsgeschwindigkeit

c' in dieser Zeit

(46') c! = c'*', c'^c'fi', c^c'y'.

Dann wird

(47.) V-P-/{± (r' - ^+

.
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Gleichfdrmige Wellen nach Maxwell-Hertz bei Lor en tz -Transformation. 163

Indem wir fiir t' seinen Wert nach (a."') (S. 125) einfuhren, erhalten wir

(47.) %' = F'f r\ v*" /

Bedeuten nun entsprechend

(46) C{ = c a , c t)
= cfi ,

cc = cy

die Komponenten der Verbreitungsgeschwindigkeit der Wellen bei Rechnung
nach absolutcr Zeit, so haben wir hiernach

c* I c' 2 \ c2 I c' s \ c2 / c'« \

(48) c-^t + ^p.), c,- tH {ci + zl p,),
c;
- 7i (c; + ^p,).

Die Multiplication dieser Gleichungcn mit c», c,,, c: und Addition ergibt

c' 8
. . . c' 2

. . .
c

Diese Gleichung besagt, daB, wenn die Zeit / urn dt wachst, die Welle vom

Orte $, t], C zu dem Orte £ + <//, »y + -// C + ^
S

d. zu dem Orte
«/ U( (//

$ + Csdt, i]+c,jdt, C + c: dt sich ausbreitet, und ist so selbstverstandlich. Im
tibrigen ernalt man, wenn gesetzt wird

(

c '2 \2 / c
'2 \2 / c 't \2 c '2 c 'l

*+ ciH + {<< +aN + (<*aN = '"*= <"

+

lbeV +

c' 2

(51) c = c6 = y„- .

Ferner haben wir nach (46) und (48)

c 't c 'i c
'%

. + r> />* c; + ,.r py C': + pz

(52,) r , , = '/»-» y-"-"" "r
oder auch

und durch Umkehrung

«*> —'("-a- '-•(?-&)•
Der zur Ather-Ortszeit gehorige Strahl S' hat also jcdenfalls cine anderc Rich-

tung als der Strahl S. Wir bekommen

(53, coS (S,S<, =4 +g = C'(A-^),

eine Doppelgleichung, aus der auch noch folgt

cs' + sc' c'*—c2

(54) -Q --"e'e
•

11*
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IQ4 Optische und elcktromagnctische Erschcinungcn unter dem EinfluB von Bewegungcn.

Doch haben wir aus (52) und (52') (lurch Multiplikation mit />,, />„, pt und Addition

auch

(55).

,55',
«'-«'(}-S)-

Fuhren wir den Wert von s' in die Gleichung (44,) fur c' ein, so geht diese

iiber in

(-c>K*feHf-S)-"-
also

s

c

Nun haben wir aus (50) und (51) auch

(56.)
i ' V'2

"
c' 4

l C's' c' 2

also unter Benutzung des obigen Wertes fiir c'

(50,) c - —

Zufolgc dcs Wertes von s' nach (55') gibt die zweite Wurzel

und nach Einsetzung dt-s Wertes fur c'
2 aus (45.,) geht diese iibc r in das Kcziproke

der ersten Wurzel. Wir crhalten also

(56,) c = cb = c
0 ,

wie zu crwarten stand. So bekommen wir aus (453 )

(454 )

und in Naherungsrechnung

(456 ) c =Co .h _r __^.c_)^ + ._ fo
.

c7
_.

Vernachlassigt man Glieder von der Ordnung c0 y^,, cQ —^ gegen p und $, so

haben wir also - "
f«

(45.) C,==C° + (c0)
8s '

oder auch

(457 ) c' = c0 + (-£»)V .
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Gleichformige Wellen nach Maxwell-Hertz bei Lor en ^-Transformation. 1C5

Die Hauptsache ist, die Welle verbreitct sich entsprechend dem
Fresnelschen Gesetz. Weiter folgt dann aus (452 )

1 _ 1 / a* s' 1 - P-s'» ,
\

c'~c0 V Q c0
~

2
C
° Ci

"r "V*
somit nach Gleichung (53) und (563 )

(57x)

d. h.

(57.)

Fur s' = 0 folgt

(57,)

1 <tf />* - s'«
cos(S,S) = 1- - -

-

die Aberrationsformel im Sinne des Fresnelschen Gesetzes. Da s und s' beidc

klein sind und sich voneinander nur durch gegen sic noch klcincrc GroBen unter-

scheiden, gilt die gleiche Beziehung auch fiir s = 0. Auch findet man aus (55')

leicht

c0 \Cj c$

Endlich hat man nach (452 ) und (52')

DieGlieder zweiter Ordnung sind zu beachten, wenn man zur Gleichung (57 x )

iibergehen will, sonst konnten sie fortgelassen werden.

Hatten wir von den urspriinglichen Gleichungen (40a, b) Gebrauch gemacht,

so waren die Bcdingungen

(5S
i
a)

r

r

(58, b)

,..„--- -

'< B ';I

)

-£(«'«;_/>• Bd = * (l>! + £ ^ (h Bi-P. Hfl)

+£<//>l - - f (a; - ±tpj>( - pM)
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166 Optischc und clcktromagnctischc Erschcinungen unter dcm EinfluD von Bcwegungen.

Multipliziei 1 man das crste System mit B'(t B'
n ,

B'; , das zwcitc mit D'( ,
D'H> D[

und addiert, so folgt in beiden Fallen

(59) mD\ + B:,D:
l + z^d; = o

Die beiden Wellen schwingen also auch jet/.t senkrecht zueinander. Dagcgen

findet Transvcrsalitat gegen die Verbreitungsriehtung S' nicht statt. Die Mul-

tiplikation mit <x', (i\ y' in jedem System und Addition ergibt niimlich

(60a)

(60b)

Di- = a'bi + fi'D; + y'DZ

ft L„

B's- = 'x'B^li'B:
i + y'B'c

Andererseits folgt nach entsprechendem Vcrfahren mit px , />„, pt

(61a)

1
- + -~, (p.w + p«k + pM = +f.;pi>;.

(61b)

+ 7lMi-i P,Bn + PM- r^pB'p .

Dahcr haben wir auch nach (60a, b)

(62 a)

(62 b)

a Co

*s'"c,r r pB>
=

-(:
0 c0

h"-

Es verschwinden also D's -, By zugleich mit D'p ,
B'p , d. 1). in diesem Falle, wenn

die Verbreitung der Stralilen S' in Kichtung der Bewegung gesehieht; nur dann
sind die Storungen transversal, sonst nitht. Die Abweichung von der Trans-
vcrsalitat ist von der ersten Onlnung.

Wir setzen noch

wo

AT*
2c s

1 + ., + r<
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Glcichfurtuigc Wcllcn nach Maxwell-Hertz bci Lor cntz -Transformation. 1C7

ist. Dann gehen die Gleichungcn (58, a, b) iiber in

(582 a)
C
°(y'Bt «'b$=

c

m ,d;,

y'd;) -

(58, b) + %(r'i>i- -
C '

B'

+ ^°(^~ c '

#r

Da nunmehr

(64a) S'ft + /TAJ + y'Af - 0 ,

(64b) a'B£ + fB'n + y'B; = 0

ist, so findet die Transversalitat statt in bezug auf die durch /?', y' gegebene

Richtung, d. h., wie wir bald sehen werden, in bezug auf die Wellennormale bei

absoluter Zeitrcchnung. Weiter haben wir nach den Rcchnungen zu (56,) (S. 164)

(65,) M'
= c°* aIso c ' = M '°*>

oder vermoge des Wertes von AT

(65,) c' = c0|/l + ^V + 2^s\
Diesc Gleichung gibt

(444 ) c'*[\-^)-2%c'*' = cS •

die aus (442 ) und (55) schon bekannte Beziehung. Alle diese Formeln sind wieder

genau. Da die Formeln (582 a, b) vollstandig den Formeln (25a, b) cntsprechen,

so folgt weiter

(66) B' = B , D' = D
,

(67) («'):(/n:(y')-5':/*':y\

Das erstere besagt, wie zu erwartcn stand, dai3 durch Rechnung nach Ather-

Ortszeit die Amplituden der Wellen nicht gestort werden. Nun folgt wegen

Co

nach (63,)

(«3S) «'-.(::+£.).

d. h. wegen c0 = c und der Gleichungen (522 )

(63,) jt'=fi, y' = y,
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168 Optische und elcktromagnctischc Erschcinungcn untcr dcm EinfluB von Bcwcgungen.

also bleibt nach (67) auch die Richtung der Poyntingschen Energiestorung un-

geandert, und sind die Komponenten dieser Stoning

= (4x)*(
c

c
°y*c0 DBf*, %; = (w(

c

c°Jtic0 DBn,

oder

(682) y; = *Co£Hf' 2
>

%=(iCQ EUn, y': = Y C0EHf*,
mit

(68,)

Die Gleichungen beziehcn sich also auf die Verbreitung ebener polarisierter

Wellen in dem mit der Materie bewegten Ather, wenn die Erschcinung sich nach

Lorentzscher Ather-Ortszeit abspielt.

Handelt es sich urn die Verbreitung in ruhendem Ather, so haben wir zu

c' die GroBe — s' zu addieren. Dadurch wird

(69') ic
'

)
= C^{ l

-(cJ}
sf

-

Das ware dann auch die Verbreitungsgesehwindigkeit relativ zur Materie l>ei

ruhendem Ather, und wenn wir umgekehrt die Verbreitungsgesehwindigkeit bei

ruhendcr Materie haben wollen, ist das Zeichen von s' umzukehren, so daB man
als Verbreitungsgesehwindigkeit r im ruhendcn Ather, relativ zu dem ruhenden

Beobaehter, erhielte

«»"> *™ c
* + {

l

-{cJ\
s '-

Wir haben also fiir den Fall, daB die Wellen sich gemaB der
I.orentzschcn Ather-Ortszeit verbreiten sollten, aus der Maxwell-
Hertzschen Theorie a lie Gleich u nge n zur Erklarung der Aberration
(am Dioj)ter wie im Fernrohr), der Fresnel - Fizcauschen Erschei-
nung und der Do p pie rsche n Erscheinung erhalten. Denn es ist zu

beachten, daB nach der. Ma x well - Hertzschen Theorie der Ather an die

Materie gebunden ist, sich also mit ihr und wie sie bewegt. Der Koeffizient

der ,,Fresnelschen Mitfuhrung" ist hier nur ein Zeichen fiir die Wirkung der

Lore ntzschen Ather-Ortszeit auf die Verbreitung der Wellen in Stoffen; die

Mitfiihrung selbst ist immer eine vollstandige. Zugleieh ist bemerkenswert,
wie sich hier das Verhaltnis des Relativcn und Absoluten umkehrt, denn offen-

bar entspricht c den Uinstiinden bei Wahl absoluter Koordinaten, wahrend
(c') zu den relativen Koordinaten paBt. Der Michelsonsche Versuch, wenn
wir ihm die behauptete liedeutung beimessen, ist (lurch die Maxwell - Hertz-
sche Theorie ohnedies erklart. weil der Tracer der Lichtschwingungen sich wie

die Erde selbst bewegen soil. Es blieln n also noch die eigentlichen elektro-

magnetischen Erscheinungen uiul Versuche. Von denen wird spater gesprochen.

Wir transformieren noch in derselben Weise die Divergenzgleichungen und
haben nach («") (S. 126)

(70a) divX^ldivX)'- !, , (/)!'),

(70b) div«-Miv«r--!
2

/
t , (^;).
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Kompensationsladungcn. 169

Nennen wir die Dichtcn bei der neucn Zcitrcchnung (q0), (ow), und die Kom-
ponenten der Maxwellschen Polarisierungsstrome (i**>) f (P<m)), so ist hiernach

•via, , - -±m±i^.±m _w _^

.

mw „-<„, M*r) + _ .„ ,
^<r>)

(

'

1 D ) i?m — (Qm)
—
rl = \0m) r2 ~ •

In bei absoluter Zeitrechnung isolierenden Stoffen wird so

Der Cbergang zur Rechnung nach Ather-Ortszeit bedingt also die An-
setzung von Znsatzladungen zu den wahren Ladungen von obigem Betrage,

die nur verschwinden, wcnn bei dieser Zeitrechnung die Polarisierungsstrome

senkrecht zur Bewegungsrichtung erfolgen. H. A. Lorentz, der ahnliche Zusatz-

ladungen fiir andere Verhaltnisse, jedoch mit einem anderen Faktor im Nenner
bcrechnet hat, nennt sie ,,Kompensationsladungen". Wir behalten hier

diescn Namen bei, obwohl also die obigen Ausdriicke nicht genau mit den

Lorentzschen iibereinstimmen, die im Nenner, wie wir sehen wcrden, c$ — P
2 be-

sitzen. Gehen nun die Erschcinungen in der Tat nach einem wie angenommen be-

weglichen Raum-Zeit-Systcm vor sich, so miissen dicse Ladungen, da sie weder
kompensiert werden noch etwas kompensieren, weshalb auf sie der Name Kompen-
sationsladungcn auch nicht paBt, z. B. bei jeder Ladung oder Entladung eines Kon-

1 i>
densators sich zeigen. Aber infolge des Faktors sind sie auBerordentlich

geringfugig; fiir die Erde betrugen sie in Luft nur J
10~ U (P^). Sie mogen daher

vorhanden sein, ohne daB man sie selbst bei starkstcn Entladungsvorgangen
nachzuweisen vermochte.

Aus der Clausi usschen Theorie der elektrodynamischen Gesetze hatte

Budde 1

) bcrechnet, daB ein Strom / zu seiner sonstigen elcktrostatischen Wir-
kung eine weitere solche Wirkung besitze, wenn er mit clem ganzen System sich

bewegt, und zwar in der Weise, als wcnn er eine neue Ladung vom Betrage

— p-r 2 bekame. Budde hat nur den Lcitungsstrom beriicksichtigt und fiir

diesen nachgewiesen, daB die neue Wirkung nicht zum Vorschein kommen
konne, weil sie von ciner anderen Wirkung kompensiert werde. Namlich der

Strom wirke in dieser Weise auch auf sich selbst, nicht bloB in der Umgebung.
Ein Lcitungsstrom miisse also in seinem Leiter dadurch eine wirkliche neue

Ladung + bervorrufen, und deren Wirkung in Verbindung mit der oben

bczeichneten Wirkung nach auBen gebe wegen der entgegengesetzten Gleichheit

der Ladungen Null. Hier handelt es sich also in der Tat um eine Neutralisicrung.

Man darf in Bud des Formel unter Jp
auch den ganzen Strom vcrstehen, also

Leitungsstrom und Polarisierungsstrom; dann aber ist Neutralisicrung vorhanden

') Wicdcm. Annalcn dcr Physik u. Chcmic 10, 553 (1880).
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170 Optischc und elektromagnetischc Erscheinungcn unter dcm EinfluQ von Bewegungcn.

nur hinsichtlich des Leitungsstromes ; der Polarisierungsstrom wirkt zwar eben-

falls auf sich selbst, vermag jedoch die Elektizitaten nicht zu scheiden, also

auch nicht cine die Wirkung nach auBen kompensierende wirkliche Ladung
(P)

-\-p^^Y hervorzubringen. Wir hatten in beiden Theorien neue Wirkungen, die
0

an sich zu beobachten sein muflten. Ubrigens ist auch bei Budde c$ — p
% ver-

treten durch Cfi . DaB die von Budde aus Clausius' elektrodynamischcm

Grundgcsetz abgeleitete Wirkung fur ein ruhendes Raum-Zeit-System, nicht wie

das obigc fiir ein bewegliches gilt, muB noch besonders hervorgehoben werden.

Budde nennt diese von ihm ermittelte Wirkung, weil sie auf der Erde infolge

der Bewegung der Erde auftreten sollte, die ,,geoki netische Wirkung";
besser ware sie als ,,Translationswirkung" zu bezeichnen. Dieser Wirkung
eines Stromes nach auBen entsprache eine Wirkung von auBen auf den Strom.

Sie ist jener nicht gleich und entgegengesetzt, weil das Clausiussche Grund-

gesetz dem Prinzip der Gleichheit von Aktion und Reaktion nicht entspricht;

auBer dem entgegengesetzt gleichen Teil kommt noch ein zweitcr hinzu, der sich

durch die Wirkung einer einfachen Ladung nicht darstcllen laBt. Bei einem
Leitungsstrom kann auch hier in der Beobachtung nichts zum Vorschein ge-

langen, weil dabei alles zusammen sich neutralisiert. Das ist aber der Max-
well - Hertzschen Theorie schon fremd und darf ubergangen werden.

Auch die durch (29a, b) und (31 a, b) (S. 159) definicrten GroBen £, « ;
<8*

haben hier eine gewisse Bedeutung. Wir bilden auch fiir sie die Divergenzen

im beweglichen Raum-Zeit-System £, »/, £; Zunachst ist

divD = divX - ~div[^/>] = divX - ~ (/>curl«)
,

letzteres nach (q) (S. 121). Somit nach (23a), und da die entsprechende Rech-

nung auch fiir 33 gilt,

(72 a) div£ = div'X -^ ^ (
/>!) = div£~- \ Sj (/>§) ,

(72 b) div* - div » -^ £ = div» - •

Fiir Isolatoren, mit denen namentlich wir uns hier beschaftigen, wird so

(73a, ^--i'Ttih)'
(73b) dh,»--i

Nun haben wir cincrseits nach o") (S. 126)

div? - (div x)'-
1

, .-A p i)
C 0 f r

und andererscits nach (c") (S. 125) noch ~ ^ Also bekommen wir
( I ( T

(74 a, U,vtr ,UvI+ .

(7", +/,.(/»(*»- 5)
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Und wenn man GroOen zwciter Ordnung fortlaCt, wird

(75 a) (div$)'= div$
,

(75 b) (div$)'= div$ .

Entsprechendcs ^ilt von den GroBcn X*, 53* . Man hat

(76 a) divX* = divS) + -2
~ (p ,

Cq C t V-.— f

(76b) divS3* = div53 H-
-
1

, ^ (/Tg)

und fiir Isolatorcn

(77 a) div3;.= I^(^),

(77b) divSB*- t •

als Kompensationsladungcn. Ferner

(78 a, (di»X*r-HvX + /t-^(g +
|;

— — d
(78 b) (div©*)'= div53 +

und angcnahert

(div^'-divi+.^^^+^i).

Hinsichtlich der Kompcnsationsladungen bilden also die GroUenpaarc 53

einen gewissen Gegensatz zu dem GroBenpaar 53, indem sic Kompensations-
ladungcn crfordern, wo diese keine hahcn, namlich bei Kechnung nach ab-

solutcr Zoit und keine (bis auf GroBen zweiter Ordnung) aufweisen, wo diesen

solche entsprechen, namlich bei Kechnung nach Ortszeit. Und die Kompcn-

sationsladungen sind absolut von gleichet GroBe wie bei 2\ 53, bei X, 53 audi

von gleichem Zeichen, bei £*, 53* von entgcgengesetztem.

Wenn wir fiir die Transformation von den Formeln ausge^angen wiiren

(79a) +
C
°curlv> =

c *
,

4 ji it

C - i 93
(79b) -J'

0
curl IS - •

4.7 t t

die ja urspriinglich bcstehen sollen, so hiitten wir an Stelle von (40a, b) crhaltcn

,-<(*-> tcM'-
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172 Optischc unci clektromagnetischc Erschcinungcn unter dcm EinfluG von Bcwcgungcn.

-

Sctzen wir

w-» + iic.^*]'
(*)-»-

4-i-c-r*«].

so erscheinen die ($), (©) als neue Polarisierungen, und wir habcn

entsprecliend den Gleichungen fur absolute Zeit (bei gleichen relativen Koordi-

naten). Dadurch konnte man zu einer neuen Theorie gefiihrt werden, indem man
jctzt setzt

*'-i=(8). «'=^(»).

wo £>', G' sich auf die Lorentzsche Zeitrcchnung beziehen.

Alsdann ware die Analogie mit den Verhaltnissen bei Rechnung nach abso-

luter Zeit vollkommen. Das heiBt, Erscheinungen, die man fiir einen nach
absoluter Zeit rechnenden Beobachter auf irgend einem Wege (z. B. auf dem
der Undulationslehre fiir die Aberration) ableitete, wiirden auch fiir einen nach
Lorentzscher Ortszcit rechnenden, und in dcrselben Weise, stattfindcn. Doch
kommen wir darauf bei den anderen Theoricn zuriick.

Obwohl die Transformation nach Substanz-Ortszeit t' nicht zu dem Fres-
nelschen Gesetze fiihrt, ist doch auch sie nicht ohne Interesse; es sei darum auch
von ihren Ergebnissen einiges hervorgehoben. Fiir die Gleichungen (23a, b)

fiihrt sie zu den bemerkenswerten Beziehungen

so dali, wenn man die Form (79a, b) anwendet auch wird

Als transformierte weitere Grundgleichungen erhalt man nach (29
1
a, b) und

(30, a, b) (S. 159)

(80a) + -£(curl*)'~ ^ + (curl[? />])'

,

(80b) - ^ (curlX) = -

t

.* + (rurl|> />])';

und

(81a) +
r
° (c-url**r= - (curl[* />])',

(81b) - £ (curi 3?*)'- - (curl[« .
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Gleichformige Wellen nach Maxwell-Hertz bci I. or en tz -Transformation. 173

Die Gleichungen (80, a, b) sind durch die Gleichungen (40a, b) (S. 161) und
die (31a, b) (S. 159) kontrolliert. Die Gleichungen (81,3, b) miissen durch Zeichen-

anderung des p aus jenen folgen.

Gewohnlich werden Glieder, wie die rechts an zweiter Stelle stehenden,

fortgelasscn. Alsdann ware vollstandige Analogic vorhanden fiir die GroCen

58 mit den Gleichungen fiir absolute Koordinaten und absolute Zeit, fiir die

$3*, %* gleichfalls, jedoch mit entgegengesetzt genommener Bewegungsrichtung.

Indessen halte ich diese Rechnungsweise nicht fiir zulassig.

Wir fiihren noch die Transformation nach dem Relativsystem if, x aus.

Nach (17) und (#) (S. 127) gehen die Grundgleichungen (23a, b) mit x = 1 iiber in

(82 a)

+
Co(£l8; *»,\ l/

1

c0 /e%s i__ c%
: d

d

^y 1

^4/1

P'_ C0^ P
V* ft V*

V*'

P* c0

F2
f,

(82 b)

~ K\d»i' Of) \

C0

k

-v
1 c<£: f) /-

I'2 K F2 1

I

1

F

C0 / 1 *%H _*%A $ Ay. 1/. P* _C0 ^ P 1 \

wahrend die Gleichungen (27 a, b) nach (A) (S. 128) ergeben

(83a)

fV f2

1/2/ |/4
/ »

(83b)

P
2

V

C
J 1 c;«3) £«5>

\ F2

tj F4 £
1/2/

t"
2
2)

F2 jfididt''
yi
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174 Optische und elektromagnotische Erschcinungcn unter dem EinfluB von Bewegungen.

Auch diesen Gleichungen kann man durch ebene polarisierte Wellen ge-

nugen. Setzt man

§ = F"f{-~r -
*"*' +y , 3); F"=B",D",

so hat man zur Bestimmung der Verbreitungsgeschwindigkeit c" = ^„

(84,)

oder

c 2
*-o

|/2 1

\ FV V'2

Darin haben wir, da p = gesetzt ist,

Die Auflosung ergibt

l
1

T -2
C
» 1/4

V I

"2/ V'

Setzt man, wie iiblich, V ~ C0 , und liiBt hohere Glicder fort, so wird

(85,)
0

Man kommt also auch hier zum Fresnelschen Gesetz, was auch angesichts der

Darstellung von t' und r vorauszusehen ist.

Die Gleichungen (82a, b) geben noch

(86a)

I "A )

r

(86b)

4- ly Dr - t\

I

1

F2

(»'' \ -i "'i ~ k yz

+
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Wellcn bci unglcichfdrmiger Bewegung nach Maxwell-Hertz. 175

Multipliziert man das erste System mit Bp, B^-, Bp oder das zweite mit

Dp, D',j-, Dp und addiert, so bekommt man

(87) bp Dp + bp + Bp bp = 0

.

Die Wellen schwingen also wieder senkrecht zueinander. Transversal zur neuen
Verbreitungsrichtung S"(«", y") sind die Wellen nicht, wohl aber zu der

Richtung

(88) («")—-/ .(«'+#). V)-±,r. <T-)-£*r".

wo

ist. Alle iibrigen Rechnungen entsprechen vollig den friiher ausgefiihrten, wie

auch die Ergebnisse jenen analog ausfallen.

Fur geringe Geschwindigkeiten konnen wir hiernach die beiden Transfor-

mationsweisen mit gleichem Erfolg anwenden, weil sie sich fur solche Geschwindig-

keiten iiberhaupt nicht wesentlich voneinander unterscheiden. Sobald aber

die Geschwindigkeiten gegen die Verbreitungsgeschwindigkeit C0 in Betracht

kommen, weichen die beiden Transformationsweisen durchaus voneinander ab.

In den Kathodenstrahlen, namentlich aber in den /?-Strahlen radioaktiver Stoffe,

haben wir Bewegungen mit solchen hohen Geschwindigkeiten ; an ihnen lieBe sich

entscheiden, welche Transformation die entscheidende sei. Allein es ist fraglich,

ob diese Strahlen ihrerseits Trager von elektromagnetischen Wellen sein konnen,

in dem Sinne wie Stoffe es sind.

c) Wellenverbreitung bei ungleichformiger Bewegung.

In diesem Falle ist es nicht moglich die GrdBen S3 und $ allgemein von
einander zu trennen, und wir haben nach (A5 a, b) (S. 146) fur absolute Koordinaten

Co _ d%,\

ft \ by bz !

-$ -2> - 2.
c> - % -A« + %(•* +

e

f>-
+ «*) + /,

,

dt cx * cy cz \vx dy dz)

(la)

dt

it \Cx By }

if; _ % 'J- _ j,
»*> + %

(

c> + '-h +
d-M + J,:

dt t x ' cy bz \cx cy cz!
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176 Optischc und elektromajmctische Erschcinungen unter dem EinfluG von Bcwcgungen.

cjf «._„/>_«/>_ +*p'+ ib+
et.\

,K\ty tz } dt cx 'ty tz \t x t-y tz!

(lb)
i _ _^_*>_v> - •> ^+ .<>)

,

l Axe's <#/ a/ a r ty (2 '\tx ty tz/

K\cx ty! dt ix 'ty tz \tx ty cz)

Die Gleichungen zcigcn unmittelbar, dafl nur Schwingungen mit variabler

Amplitude zulassig sind, mag das Argument der Schwingung noch besonders

variieren oder nur wie bei geradlinig polarisierten geraden Strahlen sich verhalten.

Wir lassen / fort und setzen wie S. 59

(2 a)

(2 b)

(3)

<%
p =Bp f{V),

% = Dp f(V)\ p=x,y,z;

so hatten wir als Bedingungsgleichungen : erstens zwei Satze entsprechend den
obigen Gleichungen (la, b) mit B und I) an Stelle von ifl und 1), zweitens zwei

andere Satze von der Form

(4a)

+

+

Co

C0

I
1

Bx
—-
vz

'/'

X

(4b)

[i \ c:

K V- <
y

c'«
[d

i v-

K \ ' Cx

t X I

tV
ty)

41)

dV
* dl

dW

B

1 dt
'

d*P

dt
'

</»/'

~dt
'

" dt
'

dW
dt

Multipliziert man diese Satze mit Bx ,
By ,

Z?f ;
Dx ,

Dy ,
Dt und addicrt in jedem

System, so folgt jcdcsmal

(5) Bx Dx + B„ I)„ -J- Bt Dt
= 0

Die elektrischen und magnetischen Schwingungen gehen also wieder senkrecht

t *P i ¥ t V
zueinander vor sich. Fcrner ergibt die Multiplikation mit . , . und
Addition tx cv tz

(Ca)
<*«/'

ix ty tz

n £*!' n t V n
( x ' t y t

0,

(6b) Bt -:- + B„ + B:
' = 0 ,

Gleichungen, die die Transversalitatsbcdingungcn vertreten.
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Wcllcn boi ungleichformigcr Bewvgung nach M a x w v 1 1 - He r t /..

Da wir ferner fur Isolatoren haben

177

ex l z t X t v ( z

so folgten auch hicraus die obigen beiden Glcichungen. Also besteht die an-

genommene Losungsform nur fur Isolatoren. Autfcrdem wird

(7 a)

(7 b)

cB^iB tB^
Q

t x ( y < z

BP £D, <l>t

ix +
By ' iz ~ •

Endlich ergibt die Quadrierang und Addierung der Glcichungen (4a, b)

wegen (6a, b) entsprecliend (Oa, b) (S. 153).

also zunachst entsprecliend (9 a, b) (S. 153)

(9) B = }'Bj + B* + Bf-
| £ I'^x

2 + ^"T"^ =
J

D
,

sodann entsprecliend (8) (S. 153)

\dt)
=

f<r ib,J + U) +U)
hier als Differentialgleichung fiir V.

Wir betrachten den Fall stationarer Bewegung; 7" unci
/ y werden dann

idS
nur von *, y, z, nicht von / abhangen. Setzen wir

J ^
= 1\

. 1

so ist

(")

. - = 2.7* - 2-T
.

<:'•/' .7 ,
02'

a = 2*/-,
o y y c y

. 1

i

i '/' T
. ^2*/ / — 2.-T
(Z (Z <z

f'2

. 1

(12)
d*P 2. (

4

7- <> <r
l

Wcins tei n . ReUtivit..U
1
.rinz.r
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178 Optische und clcktromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bewcgungen.

und wir miissen nach (10) haben

T

(13)

/. 1 .1 .1 \

C
»\<x <x ^ cy cy + c* tz) '

fc2V

Wir fragen wieder, ob T allcin variieren kann. In diesem Falle gehen die

obigen Gleichungen iiber in

(14)

(
C — 5)2 = C * .

Aus der zwciten Gleichung folgt, daB <x j— -f /J ^— + y von der Ordnung y

klcin sein miiBte gegen g, v + - h & --••» und da a, /?, y nicht alle un-
t .v < y -

endlich klcin scin konncn, darf nur ot -= h ti . - + y-- = 0 sein. Alsdann

£r rr ry f * <y
ist auch gx .—f- gu - -.- =^ 0, somit auch, nach der ersten Gleichung,

f x ' f y ( z

(i TV (c 7V (c TV
\f

-) + L;— ) + L-,j = °> d. h. 7* — Konst. Das gleiche folgt auch, wenn

a, fi, y und X von x, y, z abhangen. Also kann T uberhaupt nur konstant
sein, wie in der Undulationstheorie (vgl.S.83). So bleibt nur die dritte Gleichung

iibrig, wclche die Beziehung c

—

s — c0 vertritt. Oder wie wir nun auch schreiben

konncn

eine Gleichung, die vollstandig der S. 88 aufgestellten Gleichung (207a) der

Undulationstheorie entspricht, da r die gleiche Bedeutung wie dort besitzt, nam-
lich die Zeit feststellt, die die Storung braucht, bis zur Stelle x, y, z zu gelangen.

und fi0K0 — 1 sein sollte. Daher ist die ganze friihere Betrachtung (S. 88—109)
einfach hierher zu iibertragen.

Auch die Gleichung (207 b) vertretende Beziehungen lassen sich hier ab-

leiten; diese sind jedoch von jener Gleichung durchaus verschicden in der Form.
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Wellen bei ungleicMormiger Bewegung nach Maxwell-Hertz. 17!)

Differenziert man namlich die Gleichungen (4a, b) nach x, y, z und addiert,

so folgt unter Beriicksichtigung von (7 a, b)

+
Bt CV
Cx cy

V CBX C ¥
ix cz cy Cz

CB
y

C

C dV\ 0

CB,CW
+

CB
V
C'F

cy cx Cz cx c y /

CBX C V

Cz

Tz (»• it)

(I6
t
b)

r.r r'y t*'« fy <""'* *~y <"x u cx Cz cy)

-r,«)-i«) +AK)

Wir nehmen spczialisicrcnd an, daB jcde der bciden Schwingungen immcr
gleich gerichtet bleibt, alsdann habcn wir

BX = BX F, By = B'y F ,
Bt
= B't F; Dx = D' F

, Dy
= D;F, Dt

= D't F ,

wo F cine Funktion von x, y, z bedcutct, die B', D' aber Konstanten darstellen.

Nunmehr geben die obigen Gleichungen

\ cy ( z ( z cy!

(.7,a,
'

+B;{<l
F£*- f

?-':*)
\cx cy cy Cx)

liF CY _ CF c¥\
¥ \Cz cx cx cz!

cy

(17,1))

oder

(172 a)

D
,icF CF_ vH'\ UF CP CF CJ'\
*Vf"y t Z t'z cy! *\tz CX <X iz'

D
,^(F CY CF r '/'j

(17,b)

b; b;

c"F CF <"F

t A <y t z - -\-

c"Y' CY CY
f X cy iz

D't IK Di

CF IF CF
< V cy ( Z

r*'/' CY
C y Cz

12»
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180 Optischc und clcktromagnctischc Erschcinungcn unter dcm EinfluB von Bewegungen.

Da die Schwingungsrichtungen konstant bleiben sollen, konnen wir in sie

die Kichtung zweier Achsen verlcgcn. Nchmen wir hicrnach B't ~Bi=Q,
so muB D, = D't — 0 sein und wir haben

b;

<*F r»/'

1 < y ( z

F V"

rF c'!F

**_ <y C0

<y \ dt >

Hieraus folgt nach (7) (S. 177)

A'

C0 r'F t'
1/'

ix\dt)
iF iV

F.

<Z IX (X (Z

i UV\
ixYdt !

i (dV\

i v '

<//

'

<F r «F <F tT
»> »\n (2

F=.

Andererseits ist nach (9) (S. 177) auch

r'F r»F r'F r V
i y i Z i z ( V C,i?

*

I
f V \

«2 \b;/ <'

i /rf'F

r.r I

F r ¥'

r ^ <**

i'F r «F

r .t r* z

P.

d. h.

(/») 1 -

r'F r' »/'

r y c
r'F r"»F

c t y

iv\dt)

ix_

ip-fy ( p ,«//
•

( Z ( X IX cz

Diese Gleichung aber kann mit Gleichung (a) nicht bestehen. Also mtissen in

den (ilcicbungen (17a, b) die linken wic die rechten Seiten fiir sich Null sein,

und wir bekommen

(IV)

oder

(18a a)

/>; b; b; b;

iF r'F iF r'F rF rF
f X <'y

-

1 z = 0, (18,1.) a c*y

rV c'l' r'F

ix <y iz

d; d; £>; b; b; b;

iF -7- iF r'F r'F r'F

( X f y
*>

f z (1«2
1>) V X <"y

* = 0;

( T
-

i t
-

r r r'r
->

f T

( X <y iZ f V i y

(19a)

(19b)

*< .v \ t// /
y ty \ dt < r \ <// /
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Wellen bci ungleichformiger Bewcgung nach Max well -Hertz. 181

In diesen letzten Gleichungen ist

wo r eine Konstantc, so daC man in diesen Gleichungen die Differcntiationen

f t f t f r
auch an der GroCe gx . h gy - -h gz

--- ausfuhren darf.
cx iy iz

Unter den gleichen Umstanden haben wir aus (5) und (6)

(20) + + £>;b; = o,

- - «

(2ib) b;;; + b;;> + «*;._o.

Von diesen Gleichungen gehen die erstc und zweite zusammcn mit (18, a) cin

System von drei linearen homogenen Gleichungen, ebenso die erste und dritte

zusammen mit (18,b). Aus beiden Systemen folgt

(22)

D't oder B't D'u oder B'„ D't oder B't

fF f xV fF fF fW IF f xV IF f xV IF f V
cy fx fx fy cz fx cx cz cx fy iy fx

f r rt IT

ox cy iz

-0,

also nach (182 a, b)

fF_ (fF f V _ fF fV\ fF ^ i fF f «F _ fF f V \

dx°~
X
\cy fx f'z cy/' fy~~

H
\iz dx fx fzl'

£F_ (fF t'V fF f x
l'\

fx \f x fy fy fx >

'

wo x eine Funktion von x, y, z sein mag. Multipliziert man aber diesc Glei-

fF fF fF
chungen mit , . und addiert, so ergibt sich

cx cy cz

,cy

Daraus folgt, dali F konstant ist. Die polarisierten Wellen sind also nur
mit konstanten Amplituden moglich. Die Gleichungen (18a, b) sind dann

identisch erfiillt.

fx fx fx
Weitcr folgt aus den Beziehungen (21a, b), dali — , . ,

-— konstant
fx <- y t z

proportional sind der gleichen Funktion 0 von x, y, z, niimlich

(24)
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182 Optische und elektromagnctischc Erscheinungen unter dem EinfluO von Bewcgungen.

SO daB

d xV It
(25) ( 1 - (t\ gt + % gy + 08 gt ) 0)

-I"-

wird, wo 0, , 0«, 0, Konstantcn bedeuten. Da nun nach (19a, b) auch > —

,

( dW t dW cx dt

..— . , . ,- konstant proportional sind ciner und derselben Funktion, so
cy dt cz dt

muCdas gleiehe gel ten von den Differentialquoticnten von (01 gx -\-0l gy+03 gt) 6

.

Hiernach sind z so wie gz , g„, gz Funktionen nicht sowohl von .t, y, z als von
linearen Funktionen von x, y, z, etwa

(20) T-/(fl
1 * + 0t y + 0,*+0,),

(27) fo-ftC, g,-S,G t gt = gsG; G = G (I\x + /'
t y + + /;)

,

mit ro ,
I\, r2 ,

J\ als Konstantcn, so dali die Bcwegung geradlinig ist. Wir
haben dann

- - -,

(28) & e l
+ g„^ + g, ~ = (gA + ft*t + g,0.) 0 C ,

also zufolge (21a, b) und (19a, b)

(29a) A; 0! + d; o
t + £>; 03 = 0

,

(29b) ^ ^ + b; 02 + b: os - o
;

d. h.

(31) OG^Fnnktioniiati^ a' I\) x^(b0
2+ b'I\)y^(c03^c' I\) z+d60+ d'r0)

und zugleich

I
- P; ^; - D[ B'

y ) : (/;; - d; B[) : (i>; b; - a; .

In dieser hier notwendigen Bedingung liegt ein grundsatzlieher Unterschicd

zwischen der Undulationstheorie und der elektromagnetischen Lehre, der darin

begriindet ist, daU die letztere immer zwei Wellensysteine, das elcktrische und
das magnet ische, aufweist, wo erst ere nur ein Wellensystem besitzt, und der

naturgemaG auch besteht, wt-nn die Wellenvcrbreitung in ruhendem Ather er-

folgt. Jcdenfalls ist aber nach der Theorie von Ma xwel 1 - Hertz auch in un-
gleichformig bewegtem Ather geradlinige Verbreitung von polarisierten Strahlen

mit konstanter Amplitude und Schwingungsdauer moglich, namlich wenn die

Bewegung geradlinig ist und nicht von .*, y, z selbst, sondern von einer linearen

Funktion dieser Koordinaten bestimmt wird. Die Ankunftszcit ist dann gleich-

falls eine Funktion ciner linearen Funktion der Koordinaten.
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Wcllcn bci ungleichformiger Bewegung nach Maxwell- Hertz. 183

Gehen wir zu den Differentialgleichungen fiir die Amplituden iiber, so haben
wir in dem bctrachtcten Falle geradlinig polarisicrter Wellen

(33a)

dF
dt

- D'
dF -~ D

> dt

dF
Di

d t

(33 b)

= b;'

fx \ cy 9 czl

K

+ b;^ + f + si + + ^) f,
V n ov a/ \cx (y czl

R'
dF

Bt
dt

Wir multiplizieren die Systeme mit B'x ,
B'v ,

B/; D'x ,
D'y ,

D't und addieren

in jedem System, so folgt mit Riicksicht auf (20)

(34, a)

(34, b)

d; (b; 7' + b; 7^ + a; ***) + z>; (b; 7* + b; 7" + b;7v
)

\ ex 9 cy c z !
9

\ c x c y cz I

+ di (b; 7* + b; 7*- + b; 7'-)
\ tx 9 cy czl

= 0,

= 0

und zufolgc (27)

(34a a) (B'lgi + B;g
2 + Bigz ) (IK I\ + D;i\ + D'z I\) = 0

,

(34, b) (d;^ + D',t>2 + D/g,) (b; i\ + b; /; + b; /;> = o

.
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184 Optischc und elektromagnetische Erscheinungen untcr dem EinfluB von Bewegungcn.

Diese Beziehungen konnen bestehen, wenn

B^Si + B»St + = 0, D'lgl -f D'9 gt + DU3 = 0,

d. h. die Storungsverbreitung in Richtung der Bewegung erfolgt.

Oder wenn

fi;ffi + B;ft+ft'fo = 0 Oder D'x gx + D'a gt + Z)/g, = 0

und zugleich

B'z i\ + b; /; + b; 1 3 - o oder /); /; + d; /; + d; /; = o

ist, d.h. eine Storungsverbreitung in Richtung einer der Schwingungen geschicht,

indes zugleich ihre charakteristischen Konstanten V mit der Amplitude der

anderen Schwingung in der angegebenen Beziehung steht.

Oder wenn

B'x rx + z*;r2 + B;T3
= 0, d;i\ + d;i\ + u;r9

= o

ist. Die Bewegung kann dann beliebig gerichtet sein, aber die Amplituden der

Wellen sind nicht willkiirlich, sondern fiir jede Welle in ihren Komponenten
durch die charakteristischen Konstanten /' der Bewegung bestimmt, wenn auch

nur durch je eine Gleichung. Sprechen wir wic von einer Wellennormale, so

von einer Bcwcgungsnormale, dercn Richtungskosinus sein wiirden

so standen in diesem letzten Fall die Schwingungen senkrecht zur Bewegungs-
normale. Im ganzen ist bei ungleichformiger Bewegung die Moglichkeit der

ungestorten Verbreitung von ebenen polarisierten, elektromagnetischen Wellen
doch von vielen Bedingungen eingeengt, wic bemerkt, weil es sich immer zu-

gleich um zwei Wellen handelt.

Zuletzt haben wir noch die Gleichung (152 ) fiir die Verbreitungsgeschwindig-

keit der Wellen. Sie geht in unserem V alle nach (24) und (27) iiber in

(35) (i - (g^ + gi e, + gM coy = cS(Bf + oi + m .

Nun ist nach (206) (S. 88)

(36) , _ ,

also in unserem Fallc

(37)
/ f =/(UMHv + M.

und mit

(38) tf.+ ^jc + fl.y + tf.j-co

wird

(39) 0

Die Gleichung (35) bestimmt dann die Funktion V durch G, so daI3 / bis auf

eine Konstante zu ermitteln ist. Wegen des weiteren ist auf die Bcmerkung
S. 71 zu verweisen.
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Lorentz-Transformation bci unglcichformiger Bcwcgung. 185

Ohne jede Anderung gclten nach den Formeln (A"a, b), die den Formeln
(A6 a, b) vollig entsprechen, alle obigen Ergebnisse auch fur ein relatives Ko-
ordinatensystem. Nur haben wir statt g = p -f q allein zu setzen q, die relative

Bcwegung, und statt %, 93 die GroOen 33

.

Wir wollen noch die Lorentz - Transformationen kurz betrachten. Indem
ein isolierender Stuff vorausgesetzt wird, benutzen wir die Gleichungen (A8 a, b),

S. 147, die also werden

(40a) +
C
° curl$ = ^ + au\[%q)

,

(40 b) ^° curl $

it

it
+ curl [ »?] ,

und hal*?n hiernach mit x fiir Cj oder c{\ und t fur oder t' nach den Formeln
(c"), (m") S. 125f.

(41 ia) +^(curir)'- + (curl[^jr+ -
\ \p[^]\) ,

ft dt ct V* x 7

<41,b> - £ (curl S>f- + |< url[*'y]l'- /-(£•- *'l + |

oder zufolge (II„) und (II, 3 ) S. 135

+
C
° (curl 8')'= P') - ((ST^'-f S>'(div*)'

- £ (curiXf=
(

rf

J)f

- b'^l *'<divf)'

(41,a)

(41 2 b)

Hiernach batten wir als einen Satz von Bt'dingungcn

(42a)

+

I//'

(42 b)
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186 Optische und elektrotnagnctischc Erscheinungcn unter dcm EiufluO von Bcwcgungen.

Da nach (g) (S. 120) ist

so gibt die Multiplication des ersten Systems mit Z?jf, B~, des zweiten mit

AJ, D'c und jeweilige Addition

,43a) (^ffl-umM-im>*)Y-Z

(«b, (FF)(f) - ±((5^)S )
- (»>)(* *))f

.

Hieraus folgt zunachst, daB wir haben miissen

(44,) [B^)(p^) = {Wq){W)

oder nach leichter Umrechnung

(M» - Pw9*)(b'*d; - b;d;) + (/>„?, - pt q9)(Bibi-mb;)

+ (P,q, ~ M.) (Biol - BiDi) = 0 .

Zweitens muB, wenn die Wellen senkrecht zueinander schwingen sollcn, scin

(45) (b'D') (pi) - (B[q )
(pD') - (D[B')(pq) - (~D'q) (p&) = 0

oder nach leichter Umrechnung

(px B'„ - Py B!)(q>D; - q„Dl) 4- (p,B': - /^H?,,^ - q;D',)

+ (P,B'£ - /^h^d? - qt b;) = 0
,

(pxD'n - pM^B., - qnm) + - p^Hq.B: - fcB;)

(448)

(45,a)

(45, b)

Durch diese beiden Gleichungen ist naturlich auch die erste Gleichung erfullt.

Vektoricll gcschrieben, lauten die Gleichungen

(45, a) {~[PB
7
][qb'']) = (),

(45,b) (\lP']h BJ) = 0

und die durch sic mit erfiillte ist

wozu die Beziehung (h3) (S. 120) zu vergleichen ist. In diesen Gleichungen konnen

wir nach (c") (S. 125) die g ersetzen durch die (g), welche in der Zeit / gcmessen
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Lorentz-Transformation bci unglcichformigcr Bcwcgung. 1S7

sind. Multipliziert man noch die bcidcn Systeme (42a, b) je mit pXi />„, pt und
addiert, so erhalt man unter Beachtung dcr Beziehungen unter (y), S. 186

(46a)

(46b)

Weitcre allgemeine Beziehungen habe ich nicht ableiten konnen. Niihcrungs-

rechnungen darf man in folgender Weise ausfiihren. Zunachst ist das zweite

Glied in den Faktoren von — in (42a, b) fortzulassen. Nun setzen wir
vt

d£ * It (
*1 x dt

ev p, ev

so gehen die Gleichungen (42a, b) vollstandig iiber in die (4a, b) mit !PJ, W!,, W3

fur ^ , . Also bleiben auch allc an jene Gleichungen angeschlossenen

Entwickelungen bestehen. Insbesondere habcn wir fiir die Verbrcitungsgcschwin-

digkeit entsprechend (10) (S. 177)

woraus dann folgt

„. J r ,1 11 r'¥"
,

/</¥"\
Hier darf man, well — =

2 , 2
1st, ersetzen durch ( r | und hat dann

* co it

eine quadratische Gleichung fiir diese GroBe

Unter Fortlassung von GroBen zwciter Ordnung wird daraus

oder

ct

v<7/

'

Digitized by Google



188 Optischc und clektromagnetische Erscheinungen unter dem EinlluO von Bewcgungi-n-

also

c
2

Diese Gleichung entspricht vollig der unter (10) nur mit —p + q als Gc-

schwindigkcit an Stelle von + wie bei absoluten Koordinaten. Also ha ben
wir auch hier eine Fresnelsche Gleichung, bei der jedoch die innere
Bewegung nicht in Betracht kommt. sondern nur die Bewegung
als Ganzcs. Das gilt alles in erster Naherung, in weiterer Naherung wird auch

die innere Bewegung in Betracht kommen. Doch gehe ich auf diese schwierigen

und unsicheren Rechnungen nicht ein. Ebenso lasse ich die der vorigen in der

Form und in den Ergebnissen durchaus entsprechende Transformation nach

Relativkoordinaten und Relativzeit hier fort, nachdem sie fur glcichformige

Bewegung bereits behandelt ist. Zu den obigen Ergebnissen bemerke ich nur

noch, daB sie auch gelten, wenn div2> nicht Null ist.

d) Anderung der Ma xwell - Hertzschen Theorie.

Will man der Ma x well - Hertzschen Theorie nicht zugestehen, daB sie

auch der Aberrationserscheinung und der Fresnel - Fizeauschen Erscheinung

geniigt, weil sie hierzu von den besonderen Zeitrechnungcn Gebrauch machen
muB, und dann sich auf relative Verhaltnisse bezieht, so scheint mir cine Ande-
rung dieser Theorie, die ihre Eigcnart nicht verletzt, kaum in anderer Weise

moglich zu sein als etwa in folgender 1
).

Hinsichtlich der Grundannahme seiner Theorie sagt bekanntlich Hcinrich
Hertz: ,,Wir bchaupten nun, es sei der EinfluB der Bewegung derart, daB,

wenn er allein wirksam ware, er die magnetischen Kraftlinien mit der Matcrie

fortfiihren wiirde. Oder genauer bestimmt : Denken wir uns in einem bestimmten
Augenblicke den magnetischen Zustand der Substanz nach Richtung und GroBe
dargestellt durch ein System von Kraftlinien, so wiirde ein durch die namlichcn
materiellen Punkte gelegtes System von Kraftlinien auch in jedem spateren

Augenblick den magnetischen Zustand noch nach Richtung und GroBe dar-

stellen, wenn namlich der EinfluB der Bewegung allein zur Geltung kame. Die

entsprechende Aussage gilt fiir die Anderungen, welche die elektrische Polari-

sation durch die Bewegung erleidet." Heinrich Hertz laBt darum die Glieder

curl Q und curl Y> unverandert. Da die allein von zcitlichen Anderungen ab-

hangigen Glieder und ^ gleichfalls nicht unter dem EinfluB del Bewegung'*

stehen, so stelle ich sie zu den Gliedern curl (S und curl £>, und wende die Anderung
nur auf die mit den Geschwindigkeiten multiplizierten Glieder an. Demnach
setze ich, indem die auf den At her sich Ixv.iehenden GrdBen durch einen Index

(0) hervorgehoben werden, an Stelle der Grundgleichungen in der Form (A4 a, b)

(S. 146)

( A', a) + 0
curl Sfl = ' /~ + g div $ - g<°> div $<«> + curl [£g] - curl [$<")g<0)] + /,

,

(A[b) -^?curl$= + gdiv« - g<°>div^") + curing] - curl[^°)g(»)J .

') Kurz vorgirschlagcn ist dicse Anderung in meincr Thcrmodynainik 8, 222 (1905).
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Fiir isotrope Substanzen wird

(BO g<°> = *g

sein, wo x konstant ist. Im Sinne der Maxwellschen Lehre hat man weiter

(C'a) $<ft
> = *0 £,

(C'b) =

Somit bekommt man

(A.la) +^curl* - -® + (l MivX + curl +

(A.;b) curl 3) = + (l - *^°) (gdiv* + curing])

.

Hiernach bleiben alle friiheren Fonneln unverandert bestehen, nur daBstatt g

tritt (l-x^Jg odor (l - x g, als wcnn diese GroBe selbst die Andcrung

erfahrcn hatte, was jedoch hier nicht angenommen ist. Vor allem bleiben
auch die wichtigen Darstell ungen (A8 a, b) (S. 147) bestehen. Furgleich-

formige Bewegung bekommen wir so statt der Gleichungcn (6a, b) (S. 153)

(la) BH^ +BNl^ + ^ + ^j^ (l-4°)f
(lb) + />; + D» = ^ (0? -f B» + Bf) {c - (l - x s}

2

,

also wenn man die Beziehung (7) (S. 153) allgemein gelten laBt,

(2, a) fiir die elektrische Welle ct = cQ -+- ^1 — x 5 ,

(2jb) fiir die magnetische Welle c,„ = c0 + ( 1 — x f '
9
\ s .

\ /i

In der Anschauung von Heinrich Hertz ist x - 1. Ferner haben wir

K (c \
2

1

fiir durchsichtige Stoffe // — /<0 , also ^ -—
\

—
n
~
t

> somit

(2,a) c( = r0 + (l -
w\)

5 ,

(28 b) cm = c0 .

Die erste Gleichung stellt das Frcsnelsche Gcsetz dar, wenn die Welle

als durch die Bewegung des Korpers mitgenommen angesehen wird. Die zweite

laBt die Verbreitungsgeschwindigkeit der niagnetischen Welle als durch die

Bewegung nicht beeinfluBt crscheinen. Dadurch ware zugleich * entschieden,

daB als Lichtweller. die elektrisclien Wellen anzuschen seien, worauf
ja bekanntlich auch manches andere deutet (S. 155). Ferner wurde der Obergang
der Storungen aus einer bewegten Schicht in eine anders bewegte Schicht eine

Trennung zwischen der elektrisclien und der magnetisehen Welle herbeifiihrcn;

es bestande also namentlich in gleichformig bewegtcr Suhstanz Dispersion der

beiden Wellen. Kndlich wurde, wie schon bemerkt, Bewegung auf die magne-
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190 Optischc und clcktromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluQ von Bewegungen.

tische Welle so gut wie gar keinen EinfluC halxm, sondern nur auf die elektrische

Welle. Ob Beobachtungen auf diesem Gebiete vorhanden sind, vermag ich nicht

zu sagen.

Setzcn wir

(3a) (l =

(3b)
{
l -*-,!)* = *"'

so werden die Grundglcichungen

(AJa) + ^° curlC =^ + g' div$ + curl [Sgl + J. ,

(AJb) - £°curl2 = ^ + g"div» + curing"]

und entsprcchend in einer dcr anderen Formen. Die Gleichungen (IVs a, b)

(S. 138) gehen so iiber in

<4.) = -('7' +
'7' + ^W.

dt \t x ( y ( z I

(4b, ''2» = 0.

WO

ist. An die Elektronentheorie konnen also auch die jctzigen Gleichungen an-

geschlossen werden, jedoch, wie man bemerkt, in besonderer Weise.

Die Poynti ngsche Energiestromung bleibt ungeandert. Uber die Energie-

satze sprcchen wir spiitcr (S. 249).

Wenn wir x = 0 ansetzen, gehen die Gleichungen in die dcr einfachen Max-
well - Her tzschen Theorie iiber, als wenn letztere liir den Fall galtc, dali dcr

Ather absolut ruht. Unter den hier gemachten Annahmen ware also der At her

nicht als an die Matcrie gebunden zu denken, wie unter den Annahmen von Max-
well und Hertz sclbst, sondern im Gegenteil als absolut frei. obwohl dann die-

selben Formeln gclten wie in der Theorie von Maxwell - Hertz. Ferner ergabe

sich, dali im freien Ather (wo jedenfalls y. — 1 , K — A'0 , // — ,u0 ist) die

Storungen sich vollig unabhangig von etwaigen Bewegungen ver-

breiten wiirden. wie im absolut ruhenden Ather. Ich glaube, dali dafiir

sehr vieles spricht, namentlich der Mangel jeder Dispersion des Lichtes im freien

Ather. Und so wiirde nach dieser Theorie aus optischen oder elektromagneti-

schen Ersrheinungen im freien Ather uberhaupt nicht zu cntscheiden scin, ob
der Ather sub bewegt oder ruht. Darauf kommen wir im zweiten Teil zuriick.

4. Helmholtz' Theorie der Bewegungen im Ather.

Die Theorie von Maxwell - Hertz nimmt die Bewegung als cin von vorn-

herein Gegebenes an, und zwar ohne Rikksicht auf die Eigenschaftcn des At hers,

letzteres, weil nach ihr ja der Ather an den Stoff gebunden sein soil. Da die

elektromagnetisc.hen Krafte die Bewegung beeinflussen mussen, bedarf es also

noch eines zweiten Satzes von Gleichungen, der dieser Beeinflussung Rechnung
tragt, so dali die ganze Theorie aus zwei Siitzen von Gleichungen bestehen wiirde,

Digitized by Google



Theorie von Helm hoi tz. 191

die gleichzeitig zu losen waren, weil ja die Bewegung das Feld und dieses die

Bewegung beeinfluBt. Helmholtz 1
) hat den zweiten Satz von Gleichungen fur

freien Ather unter der Annahme aufgestellt, daB dieser Ather sich wie eine

inkompressible reibungslose Fliissigkeit bewegt. Er nimmt dabei weiter an, daB
auch in der Bewegung die Spannungen im Ather formal nach den Maxwellschen
Ansatzen zu bestimmen sind; aber selbstverstandlich nur formal, die darin ver-

tretenen GroBen miissen die mit aus den Bewegungen sich ergebenden sein.

Es gelten also fur die Spannungen formal die Gleichungen (H) (S. 160)

und fur den freien Ather ist noch ft = K = 1 zu setzen. Die auf ein Ather-

teilchen von der Raumeinheit 1 wirkenden Krafte sind dann, wenn statt t?y ,

(5,; §x , $t geschrieben wird X, Y, Z; L, M, N

d,a)

1 c

8,
,-,<**

H,

4n [ \(x cy tz) \cz cy/ \tx cy/)

- / (ZX) +~ / (ZY) + -L 4- (z* - x* - y»)
4ji cx 4.i ry 8* ( z

herriihrend von den elektrischen Spannungen, und

1

4ji [ \( x ( y < zl \cy cx/ \i z c x/t

HM = * / {ML) + (A/2 — N2 — L*) + -
1

4;t f r 81 < y 4jt (;
(il/iV)

M
4.i I \<r <y 1:/ Id <)/ V tjt iy/1

Z. = .

herriihrend von den magnetischen Spannungen. Die Komponente der Gesamt-
kraft wird

(2,) - = -t -f —m . H = H e 4- Hw , Z = Zt -f Zm .

») Helmholtz, Witdcmanns Annalen f. Phys. u. Chemie 63, 13f>ff. (1894).
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192 Optischc unci clektromagnetischc Erschcinungcn unter <lcm EinfluG von Bcwcgungen.

Freie Elektrizitat und freier Magnetismus wcrden dem reinen Ather nicht zu-

geschrieben, es ist also

(3)

f* +
'"V + !z _ 0

t x ( y < z

c'L IM t'N A..........
.
- = 0 .

t X c v < z

(l.a)

Benutzt man diese Gleichungen, so verwandeln sich die obigen Ausdriickc in

4x \ \< y < x I \c . f r 'I

AMc-F" J + i (a"~ <>)}'

ilil
1 ^-^) 1

'
W

(c
;

y ^ )}
'

H.

(I.b)

Z„ =

Hierauf wenden wir die Maxwell - Hertzschen Gleichungen an und erhalten,

da / fortfallt und 1ti% = 4*58 = ft
ist,

d,a)

DM DN
Dt

' -C0
H, = X

.DN
Dt

-Z

Dt
'

(lab)

w DV if
7** DZ

Dt
N

DL
Dt

'

DX
Dt

1

+ ^0 Zm -

und fur die ganze Kraft, indem 1

)

(4) ZM - YN = -y , XN
(Ljesetzt wild,

M
Dt

L
Dt

ZL -C , YL-XA1 - -91

c„ d/
Z -

1

c0 a/

Der Ather wird als inkompressibcl angesehen, so daB mit .\ , fi, y fiir gx ,

f's <'/f f'y
(5) o.

') Bet Hclniholtz mit eiitgi-gt-ngcsct/tcm Zcichcn, wtc audi in Hon ( m undfornieln.
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Theorie von Helmholtz. 193

Nun bemerkt Helmholtz, daB in einer reibungslosen Fliissigkeit nur solche

Kriifte aufgehoben werden, deren Gang ein Potential hat. Nennen wir dieses

Potential P, so ware also

r'P 1 Dty cP 1 DC
cy

4
C0 l)t

=
'

IP 1 DiR

Als bestimmte Gleichungen gibt Helmholtz demnach an 1
)

c x CJ ( / ' \cy ( x / x t x < z I |

< y C 0 [ ( t \cz ( v / W y f .v / |

f 2 L | f/ \f.v f : ' \ oz ( v /

1

= 0

0,

0 .

Es ist dann P von der Form

(7)

woselbst Pn der Wert im Ruhezustande nach Maxwell mit

(8)

anzusetzcn ware, wahrend S cine willkiirliche Funktion darstellt. Die Gleichungen

(5) und (6) dienen zur Bcrcchnung von a, fi, y; P. Multipliziert man die Glei-

chungen (62 ) mit
r£ rflt r 31 i% t% rC
t z t y r x c

. *

und addiert, so folgt als reine Gleichung fur P

HP 1 f?\/(C f"*U^' P
U\*^C

0
cVA'r* Yy7 MVy

(9)

/«7> 1 <-CWcH
_

«-?\

f>/ ' Vy r / /Ux (J

\ ( z ( 0
r / / W y r .r '

AuBerdem hat man durch Multiplikation derselben Gleichungen mit a, /f.

und Addition

oder

*) Diesc Gleichungen lassen sich schreiben

an Stelle der lctzten drei Klammerglicdcr ergeben sich eigcntlich — ^6
<

J
i — C ?

(:,»

us/., was mit dem Obigen sich nur vereinigen lieQe, wenn « ^ -f //C + y 91 konstant ware.

Helm hoi tz scheint das anzunehmen, denn er sctzt ja P = P0 + (a
*J} + /f C -f- J' -H) -f 5

und benutzt 5 als willkiirliche Funktion, alsdann kann .S* so bcstimmt werden, dali in

der Tat a i< \- (i C + y 5H konstant ist.

\V c i n s t e i n
,
Relativitatspriiuip. 13
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Hclmholtz hatte die Absicht, Beispiele fur das Verhalten des Athcrs

in der Umgebung elektrisch und magnetisch polarisierter Korper dieser Thcorie

entspreehend zu geben, aber der Tod hat diesen GroBen daran gehindert. Naher

ausgefiihrt hat cr nur, daB unter Umstanden der Ather an diesen Korpern muB
gleiten konnen. da die Integration nicht immer willkiirliche Funktiorien in

geniigender Zahl einfiihrt, um die «, /?, y an derGrenze der Korper den Werten
dieser GroBen an diesen Korpern selbst gleichzumachen.

\V. Wicn 1

) verdanken wir die Berechnung einiger Beispiele, deren Ergeb-

nisse ich anfiihre, obwohl ich mit ihnen nicht einverstanden sein kann. Das
erste Bcispiel l>ezieht sich auf den Fall, daB cin ruhender Doppelpol der Zeit

proportional an Ladung zunimmt. 1st die Achse des Doppelpols die 2-Achse,

so findet W. Wien, daB der durch die Zunahme der Ladung in Bewegung ge-

setzte Ather nach den obigen Helmholtzschen Glcichungen fur <x
, /?, y in

Linien flieBen muBte, in denen die durch die Achse des Doppelpols gelegten Ebenen

die Flachen r^z = Konst. schneiden, wo r = }x 2 + y
2

-f- z 1 den Abstand der

betreffenden Stelle der Flachen vom Doppelpol bedeutet. Es ergibt sich dann

aber, daB die Geschwindigkeit des Athcrs uncndlich wiirde, und zwar sogleich

bei Beginn der Aufladung des Doppelpols mit Unendlich beganne 2
).

Die Helmholtzschen Gleichungen (6) sehen von einer Triigheit des Athers

ab. Dieses korrigiert Wien in seinem zweitcn Beispicl. Es handelt sich um die

Bewegung im Ather infolge eines gleichmaBig in gerader Linie fortschreitenden

elektrischen Poles. Ohnc Bcriicksichtigung der Tragheit ergibt sich nach Wien,
daB eine Bewegung des Athers nur in der Weise erfolgt, daB der Ather in dem
MaBc dem Pol entgegenstromt, wie dieser fortschreitct, d. h. daB er sich in bezug

auf einen ruhenden Beobachter iiberhaupt nicht bewegt, so daB Wien meint,

daB hiernach in der Bewegung elektrischer Quanten kein Grund liege fur (absolute)

Bewegung des Athers. Schreibt man jedoch dem Ather Triigheit, und zwar cine

df\ d/i dy
Dichte s zu, so daB zu den Gleichungen (62 ) nodi die Glieder s ^ , s - -, s --

hinzugefiigt werden, so zeigt sich nach Wien, daB der Ather Kreiswirbel bilden

kann mit kreisformiger Drchungsachse um die Translationslinie des elek-

trischen Poles. Die Drehungsgcschwindigkeit ware umgckehrt proportional der

Dichte des Athers; unter giinstigsten Verhaltnissen findet Wien Gcschwindig-
10" 3

keitcn nur von der Ordnung . Endlich bemerkt Wien, daB bei der Ke-
s

flexion elektromagnetischer Wellen an bewegten Stoffen Spannungen im Ather

entstehen konnen, die den Ather in Bewegung setzen. Im ganzen scheint er

schon datnals Bewegungen im Ather infolge elektromagnetischer Storungen

nicht fiir sehr wahrscheinlich gehalten zu haben 3
).

') W. Wicn, W'icdcmanns Annalcn d. Physik u. Chcinif 65 (1898). Beilago.
z
) Die andcrc Angal>e Wiens, daO die Geschwindigkeit in Riclitung der Achse des

Doppel poles immer unendlich sci, habc ich nicht verifizicren konnen; sie ist dort und
nur fiir / = 0 unendlich.

s
) Allein seine Bercchnungon scheinen mir schon in ihren Ausgangspunkten sthr an-

fechtbar. AniJytisch bemerke ich folgendcs. In seinem eisttn Beispiel sind die beiden

crstcn Helmlioltzschen Clleichungen
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5. Verbreitung elektromagnetischer Stbrungen nach der Theorie von E. Conn.

E. Cohn 1
) schreibt die Grundgleichungcn fur cin ruhendes Koordinaten-

system in der Form

(A a) f £° curl * -\ *f fe X *
])
- '

*
* + g div X + / ,

(Ab) curiae* ..;- = -f gdiv«* ;

(Ba) divX*=o,

(Bb) div$* = 0.

Da wir habcn

curl (.4 + fi) = curl A -|- curl/? , [.4 B) = - [/*.-!] ,

so folgt durch Umsetzcn, daU in der Form Cohns Gleichungen sich von den
Maxwell-Hertzschen nicht unterscheiden, nur daC (J* ; \ X x

fiir
.f>, (5;

93, 2) stehen. Wahrend nun in der Maxwell-Hertzschen Theorie die Be-

also muD sein ck = x 4> + y V , fi = y & — x V, wo *P unci V Funktioncn sind von z. r , t.

Das alles stimmt mit den Annahmen Wiens formal ubereiu. Man braucht aber aus den
obigen Glcichungen nicht zu schlicOcn, dad die cinzig moglichc Losung <x . ji , y der Zeit um-
gekchrt proportional machc. Man kann z. B. auch setzen y — 0, x tx + y ft

— 0. I.etztcrc

cG cG
Gleichung ist crfullt, wenn man « =

^
^ ,

/>' — — ^ macht, wo G einc Funktion nur

von z, r, t ist. Es ist dann auch die Inkoinpressibilitatsbcdingung erfullt, und die Losung
verlangt nur, daB

cP a2 II (P a* 3(r* — z*)

cr ' c/'r8 r" /' c J C0
*

"r»

wird. Ansatze, denen, soviel ich sehen kann, nichts entgegenstcht. a, /f, y brauchen nun
aber nicht incur umgekchrt proj>ortioiial / zu sein. Man kann aber wcitcr auch a = />' = 0
setzen, wenn y = 0 scin konntc. Und in der Tat hat \V. Wien bei der Bcrcchnung der Krafte

gar keine Bewegung vorausgesetzt, also ist es ganz folgerichtig, datl ihm die Ilelmholtz-
schen Gleichungen auch keine Bewegung ergeben. Mit dem zweiten Beispiel verhiilt cs sich

genau so, denu die von W. Wien benutzten Werte Heavisides fur die Krafte gelten gleieh-

falls fiir ruhenden Ather. Auch findct hier W. Wien selbst keine Bewegung aus den Helm-
holtzschen Gleichungen. Ich kann also in Wiens Bcrechnungen keinen Einwand gegen die

Annahme eincr Bewcglichkcit ties Athers sehen. Wie diese Bcrechnungen angelcgt sind,

d. h. ohne Rcrucksichtigung der Bewegung des Athers bei den Ansatzen fiir die Krafte,

miissen sie cben zu reinen Spannungcn ohne Bewegung fuhrcn, und daB im ersten Bci-

spicl cine ganz unmoghchc Bewegung gefunden wird, die mit Uncndlich einsetzt und bei

stetig wcitercr Steigerung der Ladung zu Null fuhrt, liegt m. E. an cinem nicht zutreffenden

Ansatz, cin anderer Ansatz ergibt keine Bewegung. Ebenso, dafl im zweiten Beispicl bei

Berucksichtigung der Tragheit cine Bewegung herauskonunt, die der Dtchte umgekchrt
proportional ist, also uncndlich wird, wenn man dem Ather gar keine Dichte zuschrcibt,

was ubrigens schon dem Ergebnis widerspricht, daB ohne Beriicksichtigung der Dichte
uberhaupt keine Bewegung vorhanden sein sollte. Dem gleichen IJmstande ist es zuzu-

schreiben, daB die Spannungcn auch in Wiens Bcrechnungen nicht in dem zu erwartenden
Sinne von der Zeit abhangig erscheinen, denn eine Zeitfunktion allein, entsprechend
einer Integrationskonstantc, kann nicht da fiir gelten. Die Krafte dtirfen eben nicht un-

abhangig von der Bewegung des Athers angesrtzt werden, da hier der Fall gegenseitiger

Bccinflussung vorliegt; die Bewegung bestimmt die Krafte und die Krafte bestimmen die

Bewegung.
x
) E. Cohn, Archives Xccrlandaircs 5, 2: Festschrift fur H. A. Lorcntz S. 516; Wiede-

manns Annalen d. Physik u. (.hemic 7, 2!*ff. (Il>02).

13*
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196 Optisclic und clrktromagrietisclK- Erschcimuigen unter deni EinfluO von Bewegungcn.

ziehungcn zwischcn X und (£ und die zwischcn S3 und $ so angesetzt werden
wic im Ruhezustande, nimtnt E. Cohn die Formeln an

(C,a) 4.7l-=A'tt^
K
?J'

a [gsy].

Hierin l>edeuten noch l£
x

, .ft
* die Werte der Feldintensitaten im Bewcgungs-

zustande des Feldes. Mit den Werten £> dieses Feldes im Ruhezustande
verbindet E. Cohn sic durch die Beziehungen

(Da) If =Lf+

«

1 o

so dall man nach (0,a), (C,b) hat

(C,a) 4.7 1' = A'li -f
'

V

°/'„U'V ] .

' 0

(C
s
b) 4 % • = // $> - "

"n K0 [g IS
•

] .

1
0

Die Griinde fur dicse Ansiitzc wcrden wir spatcr kennen lernen.

Wir betrachten seine Ableitung der Aberration und der Do p pier - Er-

scheinung.

Es ist nach (C,a, b)

Lassen wir Glieder von hoherer Ordnung als l/( 0 fort, so wird

(C'a) 4.7 I- = A'(f 4.7 [g$--] .

(C'b) 4,r-^'r4,^[SM
und fiir ilen freien Ather mit A* — A'0 , /< -•• n Q

(C"a) 4.7X
4

r
^gVH>]),

<C"b) 4.7* /^($>* +
4

f
ffcT ']).
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Hiernach gehen die Glcichungen (A a, b) iiber in

(la) |

r
° curt*- - * ?/ + gdivT* +/. .

(lb)
'° curlX' = ' ~£divifl- .

Im dielcktrischen Ather und bci Abwesenheit von Ladungen haben wir

(l'a) i

f

°curl<B • = *
,

d'b) ^curlX^
r: ?\

Das sind aber die Ma xwellschen Gleichungen fiir den Ruhezustand. Von denen

fiir den gleichformigcn Bewegungszustand der Maxwell - Hertzschen Theorie

d d
unterscheiden sie sich dadurch, dal3 rechts statt ^ steht. Dagegen stimmen

sie wieder mit den Gleichungen dieser Theorie uberein, wenn man alles auf

relative Koordinaten bezieht. Diese Unterschiede sind aber durch die Annahme
der Gleichungen unter (Ca, b) bedingt, die das Neue und Charakteristische der

Cohnschcn Thcorie bilden gegenubcr den Gleichungen (C'a, b) (S. 146) der

Maxwell - Hertzschen Theorie.

Nun betrachtet E. Cohn als Strahlrichtung, wie auch aus der Maxwell-
Hertzschen Theorie folgt (S. 157), die Richtung des Poyntingschen Vektors

(©* der Poyntingschen Energiestromung (S. 141) und nimmt als Bei-

spiel ein System paralleler ebener Wcllen, das sich im freicn Ather in Richtung

der x-Achse verbreitet. Die Schwingungen sollen fur 3> parallel der y-Aehse,

fiir 93 parallel der z-Achse erfolgen (da sie ja senkrecht zueinander sein miissen).

So ist also

Setzen wir hiernach

<3> *; ".'(,' !)• »; M/' '!)

so folgt nach den Gleichungen (l'a, b)

b*
i

h-
\

also entsprechend der Thcorie von Maxwell - Hertz {Mix, b) (S. 153)

(,>)
I A'0

*

v 0

Xunmehr wird nach den Gleichungen (C"a, b)

(6)

4« ^ . . *; 4.1 ^
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also

(7)

(J
- >V

<J
* *

G " v>
•

i n/

(4rr)2 1

7/ /{
(c. + ^)s x; 8

.

(4^ 1 ^

[G * £a G; >v - G; - (4 *)*
1 0 f'o

•*x.)

.3

[(S > »- ]. = is-; m; - g; »; - - (4^ ^ t; -
f'o

*/

)

(4.T)2 1

(

Sz

A' C Co St) Ij :

unci

(8)

Da C0
~~£

x d lc ganzc Geschwindigkcit in der Linie tics Strahlcs bedeutet,

so verhiilt sich dcr Strahl so, als wenn er von dcr Bewegung fortgetragen wiirde,

#x> ft/> Si s ' ,u ' dabci die Geschwindigkeiten am Bcobachtungsort, und in allcm

dem beruht das Ptinzip dcr Erkliirung dcr Aberration fur cine dioptrisehe

Beobachtung. Hicrnach wild die Krkliirung dcr Aberration statt aus den Diffe-

rentialgleichungen aus dcr besonderen Angabe fiir den Po ynti ngschen Vektor
gewonnen nnd angenommeti, dab\ was wir physiologisch als Strahlricbtung

auffassen, die Richtung cben dieses Vcktors ist. Eetztere Annalimc hat an sich

viel Anmutcndes, bildet jedoch kcine Besonderheit diescr Theorie, da sie auch
bei der Maxwell - Hertzschen Theorie benutzt werden kann, und auch in dieser

Theorie der Poyntingsche Vektor, wie bemerkt, der Strahlricbtung cntspricht

(S. 157).

Schrcibt man die I.osung in der Form

^-^/'(-v-^oO, * s -BJ'(x C,t)

und setzt fiir den Ausgangsort

x = *
0 I" So* t

,

fur den Ankunftsort

x Si**,

wo goz die Geschwindigkeit am Ausgangsort zur Ausgangszeit, glz die am An-
kunftsort zur Ankunftszeit bedeutet, so nimmt die Funktion /' an dicsen Orten

die Werte an

/'(v
0

- (Co £,„)/„>, /'(v, - (r
0 - ^J^) ,

indem l0 die Ausgangszeit, /, die Ankunftszeit festsetzt. Es ist aber

(C0 -di) ~ Co- ft,,) _ ft,,
-

^0 So i ( 0 Sot

So* — S\

r

(»)

und mil Fortlassung von G rotten zweiter Ordnung gleich Das cnt-

spricht dem Do ]> plei schen Prinzip, und es handelt sicli wieder um ein Ergebnis

aus eincr Koordinatcntransformation, das als Dopplcrsche Regel gcdeutet

und bei dem \on den eigenthchen Vore.ane.en gar koine Notiz genommcn wird

(S. 204).
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Weiter wird der Fall der Lichtverbreitung von Ort zu Ort auf einem sich

gleichformig bewegenden Korper, ctwa auf der Erde, betrachtet. 1st p diese

Bewegung, so bekommen wir nach (A
6 a, b) (S. 147) jedoch in E. Cohns Schreib-

wcisc

(10a) +
4

r
^url(.v>^ +

4

r
*[?2 y

]) = (

d

j t
)+ ^ Ji^" -r- h .

(10b) -£*curl((S* - = ("^"j + <? div*' •

Wir haben nur
(
—

)
durch ! und £, (5; X durch IS ; !iB, 5) zu ersetzen,

vtt/ p It

um, auf relative Koordinaten bezogen zu erhaltcn, entsprechend (A 8 a, b) (S. 147),

(11a) -i-^curl^ +
4
^[?X ])

=
-f* \

</div£- 4

(lib) -
C
°curl(lf< -

4
/l?«^]) = f

tydiv<0*.
4 V (. „ / t f

Findet relative Bewegung nicht statt, so ist

(12a) +f*curl*>^
f

?
<

- + /..

(12b) ^curlG': - f

•

4 n it

Fiir einen Beobachter auf der Erde, der sich mit ihr bewegt, und fiir stationare

{ X < i -

Verhaltnisse wird - = =0, also
it it

(13a) ^Vurl.vv^/,,

(13b) f°curl(S< = 0.
4 7X

Die zweitc Gleichung besagt, dali (S
x ein Potential hat wie bei uberhaupt

statischen Verhaltnissen. Auch £v hat ein Potential, sobald es sich um ein Di-

elektrikum handelt, in dem /, - 0 ist. Findet dieses nicht statt, so ist

(14) div /, - f
0
divcurl.v> < 0 .

letzteres nach (r) (S. 121), so daB auch die Kontinuitatsgleichung wie in stati-

schen Feldern erfiillt ist. Endlich haben wir aus (C
t
a, b) (S. 19(3)

4.-7 div 5" =

I

'I

- A' divt^
1 l/»z< url,.v> - -j- /> curl.,£v -f /> :

( url ;>v)

,

L 0

also

4.7

r -
(15a) 4.TdivX< « K<\iv(&* + A>

0 (/>* /; ! t>J„
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200 Optischc und elcktromagnetische Erschcinungcn unter dem EinfluC von Bcwegungcn.

Analog folgt

(15b) 4 .t div $ * = fi div .v> x
.

Die letztere Gleichung gibt

4;rSV< ,

die erstere

in Dielektrizis, d. h. es gelten dann die Maxwellschen Beziehungen fur absolute

Ruhe.
Wenn leitende K6rj>er in Frage kommen, finden diese Beziehungen nach

E. Cohns Theorie zwar nicht mehr statt, wenigstens nicht zwischen den elek-

trischen GroBen. Gleichwohl soil aber fur jedc Flache 0 wie in der Maxwell-
schen Theorie noch sein

(16) 4 -\/'/£n dO = KjjQ'* ciO ,

wo allgemein A n fiir <4*cos(m, a) -f A
y
cos (n,y) -f -4 /cos («, ?) stelit 1

).

Das eben behandclte Feld wird als ..stationar" bczcichnet. „Quasistationiir"

soil es sein. wenn nur -.y — 0 sich findct. Es bleiben dann die Gleicliungen

{lid) r
o
curl.xv - } 4.T /, ,

«,:,„ r
0 ,„rUS

4.,'"*'
-'''<f

*>•>*].

Die erste Gleichung gibt wieder

div J = 0

mit alien hervorgehobenen Folgerungen, wie sic iiberhaupt den Maxwellschen
Glcichungen fiir die Stromkomponenten in ruhendem Felde entspricht. Die

zweite Gleichung cnthalt das Faraday - Ncu man nschc Induktionsgcsctz mit

deni Unterschiede, daB zu dem Gliede nach Maxwell-Hertz: - . noch
A' ft <

( t

das Glied — * hinzukommt. Dieses Zusatzglied gibt als cine
C 0 ' /

induzicrte Kraft durch eine Flache 0, also in cinem Leitcr, der diese Flache

umgrenzt,

oder

(18,)

w r • -

l
) Drin Hewiisf hicrfur ha be i«_h aber nicht folgon konncn. Die schoue Arbeit von

E. Cohn enthalt iiberhaupt viele Schwierigkeitcn aus unzureichenden Erklarungen; so

liihrt er z. B. die Operation die er selbst durch [ 4 p V crklart und die also unscrer
ld\ . .

{it
ft

( t

entspneht, noch mit, wo er m. E. nur ^ meint. Ich habe mich, so gut ich vermochte,

durchzufinden versucht, doch mag ich manches anders aufgcfaOt haben, als E. Cohn es
eiKfMitlich meint.
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Hiernach hat man fur g — p

d9) i
E dt = ~

A
cV

~W )cos(n '*)4^ ^ )cos(w ' v >

r °
i -^e;)cos(«,*))rfo}\

I 'to

Da hier Bewegungen des Leiters selbst (lurch q — 0 ausgeschlossen sind,

und £ konstant ist, wird die gcsamte Induktion 0, wenn am Ende des Induktions-

stoBes die elcktrischen Krafte (lie gleichen sind wie am Beginne. In der Tat

hat man cinen EinfluB der Erdbewegung auf die Induktionsgesetze nicht fest-

stcllen konnen '). Cberhaupt soli die Zusatzkraft selbst fiir die starksten In-

duktionen bei den zur Verfiigung stehenden Geschwindigkeiten nicht zu merk-

baren Erscheinungen fiihrcn.

E. Cohn fiihrt noch in den Gleichungcn (12a, b) die Lore n tz - Transfor-

mation aus, und zwar mit der Ather-Ortszeit t\ Da diese Glcichungen sich in

nichts von den entsprechenden Glcichungen der Maxwell - Hertzschcn Theorie

unterscheiden, so haben wir (S. 161)

(20a) 4 £ (curl©-)'-
f
/, (x« + £ + /..

(20b) -
4

r
;„urle i' />-• I^'JALV]).

Nun ist fiir unseren Fall nach (C
x
a, b)

also folgt 1
)

(21a) -f C0 (curl*v)'= K Tt -f 4.-r/„

(21b) -r
0 (curl (£*)'- //

Diese Glcichungen, die fiir Cohns Theorie allcrdings charaktcristisch sind,

stimmen mit den Maxwellschen fiir den Ruhezustand vollstiindig iibercin

und sind streng, und sic besagen, daB die gleichformige Bcwegung bei Kechnung

nach Ather-Ortszeit keinen EinfluB auf die Verbreitung der Storungen .£
x und

(J
x hat. Sind es also diese Storungen, welche die Lichtvorgange bedeuten, so

geschieht die Lichtverbreitung auf der Erde unabhangig von der Erdbewegung,
falls fiir die Beobachter die Ather-Ortszeit entscheidend ist. Namentlich waren
also unter diesen Umstanden lnterferenzerscheinungen und Bcugungserschei-

nungen fiir den mit der Erde sich bewegenden von der Erdbewegung unbeein-

fluBt. Die Ma x we 11- He rtzsche Theorie gibt dieses Resultat fiir diese besondere

Zeitrechnung nicht, dagegen gibt sic das gleiche fiir Rechnung nach absolutcr

') Dicsc SchluBwe-isc bczieht sich nur auf den lntcgralstrom und crgibt sich schon
aus (17b) selbst. Sonst hat man jcdcnfalls eincn KinfluB erstcr Ordnung.

*) K. Cohn schrcibt '

, das ware nach seiner eigeneu Definition , + (p I ) . Ich habe

angenommen, da3 er , intint, sonst waren seine samtlichen Schliissc fiir mich unvcr-
standlich. c '
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202 Optische und clektromagnetischc Erscheinungen unter dent EinfluO von Bcwegungcn.

Zeit, wenn als Storungen, die die Lichtvcrbreitung bedeutcn, 39
x und $)* oder auch

£)* und (S* angesehen werden. Die Cohnsche Theorie wiirde 50* und 3)* dafiir

ausschlieBen. DaB in dieser Hinsicht die bciden Theorien trotz gleicher fornialer

Darstellung sich untcrscheidcn, ist dem Umstandc zuzuschxciben, daD Cohn
andere Bezieliungen zwischen den in Frage kommenden GroBen ansctzt als

Maxwell - Hertz.
Sind also die E. Cohnschen Ansatze fur die Beziehung zwischen Feld-

intensitaten und Polarisierungen aus anderen Griinden (S. 264 ff.) notwendig, so

folgt, daB seine Theorie der Erfahrung nur gerecht wird, wenn dem mit der Erde
bewegten Beobachter die Erscheinungen sich nach Lorentzscher Ather-Ortszeit

abspielen (oder, da hier Glieder hoherer Ordnung nicht in Frage kommen, nach
Lorcntz - Ei nstci nscher Relativzeit). Unter denselben Verhaltnissen fande

das gleichc fiir die Maxwell - Hcrtzschc Theorie nur statt, wenn man schon

Glieder erster Ordnung fortlassen wollte. So bilden die beiden Theorien eine

Art Gcgensatz, die absolute Zeit hat fiir die eine Theorie die gleichc Bedeutung
wie die Ather-Ortszeit fiir die andere Theorie.

E. Cohn berechnet auch noch die Verbreitungsgeschwindigkeit. Dem dabei

eingcschlagencn Verfahren vermag ich aber nicht zuzustimmen. Es ist folgendes.

Sctzt man als Losung z. B. fiir £*

(22) X* = D-f(j' r, £ - y„ n - v = * '
ft

'
T

,

so muBte sein (vgl. S. 153)

(23) +

Fulirt man aber fur z' den Wert [S. 125, (a/")]

(24) r'^t- !, -\ />„,/ | />, C)
' ii

ein, so geht das Argument von / iiber in

/ - tu$ — w,
;

tj - ,

woselbst ist

(25) it; - r* + -
, pt ,

n,
t

- v
u I py ,

n : ^ v: -f pt .

Es wird nun der ,,Strahl" definiert als Normale zur El>ene r' - >•:$—>•,, >;
— >-

s C

,

als ,,Strahlgeschwindigkeit" ein Vektor c, der die Riehtung des „Strahls" hat

und (lessen GrciBe durch die Liinge des Strahls zwischen den Ebenen
(t -{• 1) - tit

r £ - i) « C und / — n } 5 — */
— n : £ dargestellt ist. Das

letztere soli zu der Beziehung (40) (S. 103) fiihren, namlich

(20) n £ c> f- «.-c> - 1 .

Das erstere crgibt

(27) <v - x iv ,
c,, — x i',, , (\ - * r

: ,

und so hiitte man zunachst

(28) x
1

IV ; i' f
,
»

7 :
»•.
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und dann
Yc v

Y* ft; -f V,, tt,, + V: ft; ' 7 VS tl: + V,, + V; H;

c . —, _ . I ,. _ . g —
»'j «c I '', i r; n:

'

»-f nf -f- v
n
n,

t + v: n:
'

(29)

also nach (25) und (23)

(30,) c=
C° ]

'" K C°

wo pr die in Richtung der Xormale zu / — v£ £ — v
u »y — v; £ fallende Geschwin-

digkeit bcdcutct. Bis auf GroBen zwcitcr Ordnung erhalt man so

(30t) c- r
- (l i ^V)^ •>,

)/iK \ C0 \ fiK J
»-

d. h. das Fresnelsche Gesetz fur eincn mitbewegten Bcobachtcr. Allcin die

Bezichungen (27) diirften nicht zulassig sein. Cohns Begriindung ist folgende.

Es muD nicht nur die Gleichung (26) bestehen, sondern aueh ihre Variation, welche

sein soli

(31 j) r.- dn £ |
c,, dn,, -f c: 6n :

= 0 .

Nun wird

6n = = Av:
,

dn,, =» , <*W; = dr:

gesetzt, so daB man erhalt

(31 2) cs d v: + c,, d v,, -r c: 6 >•- = 0 ,

und da nach (23)

(32) ys Ays +

y

v
6y

v + Y:'dv: = 0

ist, so werden die Gle.ichungen (27) erschlossen. Indessen sind, da es sich hier

einfach urn parallele Strahlen handelt, die v uberhaupt nicht variabel; es ist

also die Bezichung (31 2 ) identisch erfiillt, so wie die Beziehung (32), und die Ver-

gleichung ergibt nichts. Es erhellt dieses noch klarer aus der Bemerkung, daB
man hat

c?> c™ c?>

C„ C-u c 0

wo die c<°>, c'°>, Komponenten sind von cQ . Sollen die v variierbar sein, so

miiCte das auch fur diese rj°>, c^>, ci°> zutref fen, die doch nur Komponenten einer

gleichformigen Geschwindigkeit bedeuten, also GroBen derselben Art wie px ,

py, pt , so daB, wenn jene variiert werden, auch diese variiert werden miiBten;

dann wurde die Vergleichung mit (31 2 ) ganz cntfallen. Ich vermag also nicht

die Formeln (27) und folgende, demnach auch nicht die bedeutungsvolle Formel

(30,) oder (302 ) als aus dieser Thcorie folgend anzuerkennen. Die Rechnung
muB m.E.so gefiihrt werden wie S. 163ff. fiir die Ma xwell-Hertzsche Theorie.

Dann abcr erhalt man nichts anderes als bei der letzteren Theorie nach Um-
rechnung von Substanz-Ortszeit, namlich c — c0 ohne die Fresnelsche Korrek-
tion. Und eigentlich ist das selbstverstandlich, da ja hier genau dassclbe hcraus-

kommen muB wie in der Maxwell - Hertzschcn Theorie fiir absolute Zeit-

rechnung, indem b-\ K. Cohn c sich auf Ather-Ortszeit so bcziehen muB, wie bei

Maxwell - Hertz auf absolute Zeit. Denn wenn die Gleichungen nicht mathe-
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matisclien, sondern physikalischen Wert haben sollen, indem die Vorgange

nach ihnen tatsiichlich sich so abspielen, als verliefe die Zeit nach der Ather-

Ortszeit, so ist die Verbreitungsgeschwindigkeit auch tatsiichlich die aus ihnen

folgende, eben c' = c0 relativ und gleich c0 -f- s' absohit, und die Zuriickrechnung

von dieser Ortszeit auf absolute Zeit hat nur informatorische Bedeutung, keine

reale, weil sich nichts feststcllen lieBe, die Beobachtung ergiibe nichts anderes,

als jene Verbreitungsgeschwindigkeit nach Ather-Ortszcit. Darin steht die

Maxwell - Hertzsche Theorie bei weitem besscr, denn diesc ergibt das FresneL-
sche Gesetz gerade bei Rechnung nach Ather-Ortszeit. wer also die Vorgange

dieser Zeit entsprechend ablaufen glaubt, findet diese Theorie in vollem Ein-

klang mit der Krfahrung.

Dagegcn halte ich einen Einwand, den W. Wien gegen die Cohnsche
Theorie erhoben hat nicht fiir entscheidend. Er bezieht sich vor allem darauf,

daO diese Theorie nicht dem Dopplerschen Prinzipe entspreche. Die Berech-

nung, auf der der Einwand beruht, darf ich iibergehen 2
). Es handelt sich um die

viel wichtigere Fragc, auf die schon mehrmals hingewiesen ist, ob Theorien, die

sich auf die Verhaltnisse innerhalb bewegter Substanzen bczichen, iiberhaupt

auf die Dopplersche Erscheinung Anwendung finden konnen. Das muB ich

- ich glaube mit E. Cohn 8
)
— zum Teil verneinen. Wenn die Lichtquelle sich

bewegt, so beziehen sich die Glcichungen— soviel ich sehen kann, aller Theorien -

lcdiglich auf den Gang der Storungen innerhalb der Lichtquelle und der sich

mitbcwegenden Umgebung. Eine physikalischc Erklarung der Dopplerschen
Erscheinung aus diesen Theorien konnte also nur den Sinn haben, daB unter-

sucht wird, mit welcher durch die Bewegung innerhalb der Lichtquelle und ihrer

sich mitbcwegenden Umgebung modifizierten Geschwindigkeit der Strahl in

den unbewegten Ather tritt.

Allein dann miiBte der freie, sich nicht bewegende Ather Wellen mit ver-

schiedener Geschwindigkeit, eben mit der durch die Bewegung in dem sich

bewegcnden leuchtcndcn Kdrjicr selbst und in der sich bewcgenden Umgebung
modifizierten Geschwindigkeit, writer verbreiten, was wohl angcsichts des Um-
standes, daB der freie Ather nicht einmal fiir verschiedene Farben verschiedene

Ausbrcitungsgeschwindigkeit zeigt, wohl niemand wird zugeben wollen. Man
wird immer annehrnen miissen, daB, mit welchen Gesehwindigkeiten Wellen
auch in den freien unbewegten Ather treten, sie dort, schon unmittelbar an der

Grenze, so geordnet werden, daB sie sich mit gleicher Geschwindigkeit, eben der

aus der Eigenschaft des Athcrs allei n sich ergebenden, weiter verbreiten. Etwas
anders scheinen die Verhaltnisse zu liegen, wenn der empfangende Korper
der sich bewegende ist. Hier konnte eine physikalischc Modifikation der Ver-

breitungsgeschwindigkeit durch die Bewegung, entweder durch den sich mit-

bewegenden Ather oder durch die ponderablen Molekeln. indem sie durch ihre

Bewegung Modifikationen im Ather hervorzubringen vermochten, allerdings ent-

stehen, wie sie im leuchtenden, sich bewegcnden Korper angenommen werden
kann. Und das liegt denn auch innerhalb aller Theorien, auch der E. Cohnschen.
Die Gleichungen diirfen dann ebenfalls nur innerhalb der sich bewegenden
Korper Verwendung finden; auBerhalb dieser Korper miissen sie geandert werden,

l

) W. Wien, Wiedcmanns Annalen d. Physik u. ( hemic 13, Gil (1004); 14, 032 (1904).
!

) Doch sebcint mir auch diesc Bercchnun;? cm Zcichcnverschen ru cnthaltcn; in Wiens

lormel fiir muO das zwcite died, +2f , / , wohl — 2 v _ * lautcn; ahdann crhalt
n c + t; c - v

cx ci i ' Xft
man auch nicht — , .sondern , . und der Kinvand, daU Cob n s Theorie die Licht-

0: *- x-

geschwindigkeit unabhangit; von der BewcgiingsrichtunK i miner K r.:.Lier ereil.t als im Kuhe-
/u-tand, I illt iiberhaupt fort.

3
) I" (oil ii. Wiedemann* Annalen .1. Physik u. Chenm- 14, 20R (W(>l)
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und os bedarf dann der Ubergangsbedingungen, die, wic bemerkt, fiir den freien

At her nieht einmal etwas niitzen wiirden.

Hiernach waren die beiden Falle der Dop plerschen Erscheinung: aus der

sich bewegendcn Lichtquelle und aus dem sich bewegenden Lichtempfanger,

an sicli grundsatzhch verschicden. Die Theorien konnten nur zur Erklarung

des zweiten Falles herangezogen wcrden, und da haben sic ja auch alles geleistet.

Der erste Fall wird inimer noch am besten — wie schon von Dop pier — als

rein physiologisch behandelt werden, der einer physikalischen Erklarung gar

nicbt bedarf. Und fiir das Physiologische geniigt, wie die Erfahrung gelehrt hat,

selbst die so rein auBerliche Ableitung durch eine Koordinatentransforniation,

die ja physikalisch gar niclits erkliiren kann, sondern nur ein hequemes Verlegungs-

mittel ist der Bewegung aus dem leuchtenden Korper rein kinematisch in das

beobaclitende Auge, urn die Wrmehrung oder Verminderung der Zahl der Wellen,

die das Augc treffen, bcquem angeben zu konnen. DaB beide Falle zu dem-
selbcn Gesetz fiihren, ist eine Tatsache. Abcr einmal ist dieses Gesetz physikalisch

in physikalischen Theorien zu hegriinden, das anderemal ist es rein durch Ab-
zahlung gewonnen. Weil aber beide das gleiche geben, kann man zwar auch

in dem Falle der physikalischen Bcgriindung abzahlend verfahrcn, eine Koordi-

natentransformation vornehmen; man kommt zu demselben Ergebnis. Es ist

aber nicht richtig, zu verlangen, daB nun auch umgek'ehrt der Abzablungsfall

aus physikalischen Theorien, die fiir ganz andere Verhaltnisse geschaffen sind,

abgeleitet werden soli.

Charakteristisch fiir die Theorie von E. Cohn sind die Beziehungen (Ca, b),

da im ubrigen die Theorie der Maxwell - Her tzschen sich so sehr anschlieBt,

daB der Urheber selbst das iiberall betont. Es ist abcr auffallend, wie wenig

optisch (anders verhalt es sich mit dem elektromagnetischen Gewinn) mit der

Abweichung gcgen die Maxwell - Hcrtzsche Theorie eneicht werden kann.

Im Grande genommen bcsteht der ganze Gewinn in den Gleichungen (21a, b)

gegcniibcr den Gleichungen (40a, b) (S. 161) der Ma x well - Her tzschen Theorie.

Aber aus diesem Gewinn folgt nichts erheblich iiber die Ergebnisse der Max-
well - Hertzschen Theorie Hinausgehendes, was als solches behauptet wird,

glaubt? ich als nur Scheingewinn nachgewiesen zu haben. Die ncu hinzugefiigten

Beziehungen (Ca, b) sind aber auf Bedenken gestoUen, weil sie auch fiir den
freien Athcr einen Unterschied zwischen den Feldintensitaten und den Polari-

sierungen feststellen, Bedenken, die ich selbst freilich nicht teile, weil dieser

Unterschied ja auf den Bewegungszustand beschriinkt ist.

Wir kehren zu den Ausgangsgleichungen von E. Cohn zuriick. Da die

Grundgleichungen (A a, b) und (Ba, b) sich in der Form gar nicht von den Max-
well - Hertzschen unterscheiden, so konnen sie einen Konvektionsstrom nur

in demselben Sinne enthalten wie diese Gleichungen. Der Einwand, der aus

dem Mangel des eigentlichen Konvektionsstromes g div 3) - go gegen die

Maxwell - Hertzsche Theorie erhobcn wird, triff t also auch die Cohnsche
Theorie, soweit die Grundgleichungen in Frage kommen. Wandelt man diese

Grundgleichungen um in solche nur fiir Polarisierungen, wie beispielsweise durch

die Naherungsgleichungen (la, b) geschehen ist, so zeigt sich der eigentliche

Konvektionsstrom. Allein dann fehlen die Kontgenstrome, und die Gleichungen

besagen auch, geiade im Sinne der Cohnschen Theorie, etwas anderes, als die

Grundgleichungen. Man kann also eigentlich nicht behaupten, daB hinsichtlich

des Konvektionsstromes ("oh ns Theorie einen Vorzug vor der von Maxwell-
Hertz hat. Oder man muB Gleichungen, wie die vorgenannten (la, b), als

die Grundgleichungen in der ublichen Deutung ansehen, wo dann das (*bel

des Mangels des Kontgenstromes sich einstcllt.
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206 Optische und elcktromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluQ von Bcwcgungeu.

Anders soil es sich in Cohns Theorie hinsichtlich der weiteren elektro-

magnetischen Erscheinungen verhalten. Vernachlassigt man GroBen zweiter

Ordnung, so kann man statt der Gleichungen (Da, b) und (C 2 a, b) setzen

(D-a) e* =ew+ p km, (Qa) 4*sr =
\

~

~

<0
[gm.

(D'b) - $W - ^[g(r'°>], (Qb) 4*** = - /-'-~-
"°fgG^] (

wobei der Index (0) sich auf den Ruhezustand bezieht.

Hiernach wird z. B. die erste Grundglcichung

curl
(
4V> - *° [gGWj + * fe^J <

^
c**[g[gm])

= <j/op>
+ ^ £ {(K _ ^)[gOT} + £ rtiv(A .

^

+ ^div{(/v - tf
0)fe$<°>]} + 4*/,.

Lassen wir links und rechts Grolien zweiter Ordnung fort, so erhalten wir

hiernach als neue Grundgleichungen

(A'a) + r
o
curl.^°> «= (K&*>) + gdiv(K&°>) - {K ~ A(>)

curing]

,

( t C 0

(A ' b) - CQ curl C«» = (it &0
>) | g div ( /i £<•>) - ~ *"°

curl g]

.

f * ^ 0

Die Vergleichung mit den Formeln (A2 a, b) (S. 146) der Maxwell - Hcrtz-
schen Theorie zeigt, daO cin Unterschied nur im letzten Gliede rechts vorhanden

ist, indem der Kontgenstrom bei E. Cohn den Faktor —t^
V

» hat,

K u C
°

C °

statt des Faktors -.-
, j^. Das sollen aber die Ergebnisse der Vcrsuche von

Eichenwald, Wilson und anderen (S. 266 ff.) verlangt haben. E.Coh ns Theorie

wiirde also in dieser Hinsicht besser gestcllt sein als die Theorie von Maxwell-
Hertz. Nochmals aber muU darauf hingewiesen werden, dali auch die obigen

Gleichungen den eigentlichen Konvektionsstrom an sich nicht enthalten. Soweit

er sich zu einem Teil in ihnen findet, ist dieser Teil allein aus den Vernach-

lassigungen bei den anderen Gliedern hiniibergerettet.

Anderes die Cohnsche Theorie betreffende wird bei der Bcsprechung der

Lorentzschen Theorie, die iibrigens weit alter als jene Theorie ist, erwahnt
werden.

6. Theorie von H. A. Lorentz.

H. A. Lorentz 1
) ist bei der Ableitung seiner Grundgleichungen von der

Elektronenlehre ausgegangen. Den Ather betrachtet er als alles crfullend und
durchdringend, selbst die Elektronen, aber als absolut ruhend. Alle elektro-

1
\ Ich haltc mich an die beiden Veroffentlichungcn, von denen die eine in der „Enzy-

klopadie der methematischen Wissenschaften" 6(2), 63ff. (1904) sich findet, die andere als

besondere Schrift „Versuch einer Theorie der clcktrischen und optischen Erscheinungen in

bewegten Korpcrn" 1900 erschienen ist. Wo mir Abweichungen vorhanden zu sein scheinen,

richte ich mich nach der zuletzt genannten Schrift, die ja die jiingere ist. Doch wird das im
Text vcrmerkt. Ferncr ist auch „Thc Theory of Electrons" (IU0») benutzt.
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Tlieoric von H. A. I.orcntz. 207

magnetischen Erseheinungen werden hervorgebracht durch sich bewegende
Elektronen, die Erscheinungen hangen ab von der Bewegung der Materie inner-

halb deren (an Ionen oder Korpuskeln gebunden oder auch frei) die Elektronen

sich befinden. Der Ather verbreitet die elektromagnctischcn Storungen als

elektromagnetisches Feld und wirkt als solches auf die Elektronen, wahrend er

als Stoff kcine Riickwirkung erfahrt, namentlich nicht in Bewegung gesetzt

wird.

Die Grundgleichungen in ponderablen Korpern sind nun fiir ein festes

Achsensystem mit (f * fiir den Gtsamtstrom

(Aa) div£ x = p ,

(Ab) divSB*=0,

(Ac) div(£*=0;

(B,a) + f°curl$*-G*.

(B,b) --^ curlG =
4 ,7 it

q ist die bcobachtbare Dichte der Elektrizitat. Die GroBe X* setzt sich bei

Lorentz aus zwei GroBcn zusammcn, der „Ma xwellschen. Verschiebung" 3)

und der ..Polarisierung" %, so da!3 ist

(Ea) X* « 3 + %.

Erstere entspricht innerhalb des rcinen Athers der elektrischen Kraft Q, etwa

4 .i

Letztere, auch als elektrisches Moment bezeichnet, fehlt innerhalb des

reinen Athers, wo
X x = £

ist und bedeutet innerhalb ponderable Stoffe den Mittelwert des Produkts

der Ladungen e und ihrer Ausweichungen u wahrend der Bewegung, also

(Ca)

wo V ein Kaum innerhalb der Substanz ist und u sich also bestimmt aus

_ dut

ge ^
dt

'

indem ge die Bewegungsgeschwindigkeit der Elektronen festsetzt. Xach Lorentz
haben wir nun folgende Bczichungen (Enzyklopadic der matheinatischen Wissen-

schaften, deren Seitenzahl und Formelnummer ich anfiihre)

(D,a) (i ^LM [149, (XXXI')]
( o

(E, a) 4.7I- ^ A'0
(v + % [149, (XXV)]

(F) %K = >}£- [227. (XXXIV'")]

(G) tr-=K-K0 [224.(128)]
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2f)8 Optische und elektromai>netischc Erscheinungen unter dcm KinlluU von Bewegungcn.

(£* bedcutet die beobachtbare elektrische Kraft im Bewegungszustand
auf eine mit der Materie verbundene Elektrizitatseinheit, und£ro die Geschwindig-

keit der Materie. Die letzte dieser Gleichungen ist freilich als fiir den Ruhezustand
geltend angegeben. Nimmt man an, daB sie auch im Bewegungszustand be-

stchen soil, weil A' als Konstante behandelt wird, so ware

(Ef a) 4.tf = K0 1& • [K K9
)1&'- = K0 <&

- (K ~ *„)(<* \

^]
[gm^ ] )

m

Man kann diese Gleichung auch schreiben

(E3 a) 4*2* = Ki& j

iK
r

Afl)
4;r &,'»•']

oder

4wt* = A'(li + j)
"

•

d. h.

(E4 a) 4*fc* = A'(T
: - K0 [gm**]

1
0

Fiir $ x bat Lorentz die Beziehung

(E,b) 4x%* = «.yr . [150, (XXXVI)]

Zugleich aber ist in Lorentz' Theorie

(H) .sv ^ £ ,

so daB 33" auch mit 93 bezeichnet werden konnte. Dann ist noch

(E,a) 4.-rX -=A'ti - /' K0 [gm*y].

Die Darstellung (E4 a) fiir X entfallt dann. E. Cohns Formeln sind diesen

ahnlich gcstaltet, jedoch keineswegs ihnen gleich, auch nicht, wenn man sie in

der vereinfachten Form unter (D') und (C) (S. 196) anwendet.

Es findet sich auch an Stelle von (E,b) die Beziehung

(Etb) 4.T»^ = 4.-i« i- %m
und

(Cb) ym --

2(^ y
l»,™r\[Hv.] tiV,

wo vt die innere Bewegung der Elektronen bedeutet, mit q, als Geschwindig-

keit dieser inneren Bewegung der Elektronen, definiert durch

* = it
•

Indessen werde ich mich an die bisherigen Gleichungen haltcn, die auch
H. A. Lorentz selbst gegeben hat.

Also bleibt es bci (Ea 6 ) und (E,b), und es kommt zu (D,a) noch die Beziehung

' o
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Thcoric von H. A. Lor cut z. 209

Wir setzen nun noch 1
)

(J) 4jit** = ,

so folgt aus (E4 a)

(K) = 4-

q ist immer nur die elektrische Dichte, eine magnetische wird mit alien

Theorien nicht angenommen. Die Elektronen, welche zu den $ beitragen, wer-

den als Polarisierungselektronen bezeichnet.

Weiter ist, wenn wie bisher gm die Geschwindigkeit der geladenen Materie,

q, die der Elektronen gegen die Materie angibt, der Gesamtstrom

(L,) (5* =
(

f* + e gM + oqt + • [149, (XXIII) bis (XXVIII)]

Das erste Glied stellt dar den Polarisierungsstrom, das zweite den Kon-
vektionsstrom, das dritte den Leitungsstrom, das vierte den von den Polari-

sierungselektronen herriihrenden Rontgenstrom. Wo man qq, = Qqt setzen darf,

Ziehen sich Konvektionsstrom und Leitungsstrom zu einem Strom gg zusammen,
da nach Lorentz' und der Elektronenlehre Anschauung ein eigentlicher Leitungs-

strom iiberhaupt nicht besteht, sondcrn nur ein solcher infolge Bewegung der

Elektronen, sei es mit der Materie (Geschwindigkeit gm), sei es relativ zu ihr

(Geschwindigkeit q). Man sieht, worin sich der Ausdruck fur (£* von dem der

Maxwell - Hertzschen Theorie unterscheidet. Identifiziert man gqe mit /
dieser Theorie, so fehlt bei Lorentz curl [%qe] + curl [tg], wenn der

Lorentzschen Theorie dem 5) der Maxwell - Hertzschen Theorie entsprechen

soli und g = qt -f- gm ist. Der Lorentzsche Rontgenstrom ist also nur ein Teil

des Maxwell - Hertzschen und des E. Cohnschen. Deshalb kann er auch

den Konvektionsstrom nicht aufheben. Darauf hat Lorentz eben hingewiesen.

§
x gibt die beobachtbare magnetische Kraft (S. 210).

Endlich soil fur den Leitungsstrom sein

(M) /=,,,,,=
4̂
„e<

.

Doch dient diese Gleichung mehr zur Definition der Leitfahigkeit o. Wir setzen

die Gleichung fur ©* in der Form an

(L.) 6 * =^ + o gm + o qt 4 curl [($ + %) gm] - curl [I gm] ,

d. h. nach (Ea)

(L,) (S^ -?- + ogm + gqt f- curl[t^,H ]
- <url[2gm l

• i

=
C'*- + gmdivt >:

[
ourl[fc'£j - curl -\- J

Demnach wird nach (B
x
a)

^curl**-'.,(B,a) -f 5° curl.yv< ~ f ^divt< + curl[t^J - <«rl[TU 4 /•

>) Bci Lorentz findct sich die Bcziehung 4.?X< - A'® [160, (XXXV)], die ich mit
den andercn Gleichungcn nicht zu vereiuigen weiO. Doch bezieht sich wolil diesc Formel,

ebenso wie die $ « >/ g [150, (XXXIV)) auf ruhende Korper.

Wcljistein, RrUtiviUtspriuzip. 14
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210 Optische und clektromagnetische Erschcinungen untcr dera EinfluG von Bewegungcn.

Von der Maxwell - Hertzschen Form (II2 ) untcrschcidet sich diese Glei-

chung durch das Glied — curl[$gm], welches bcwirkt, daB dcr Rontgenstrom
nicht wic bei Max well -Hertz curl[$*gm] betragt, sondern nur curl[$ x

gw]

— curl [$£„,] = cur\[%gm], wcshalb er auch den Konvektionsstrom nicht auf-

heben kann. wie schon bemerkt. Setzt man jedoch

(D,b) - ~- [gm $] = J£>'
, [209, (XXX')]

so crhalt man mit Jp' genau die Ma xwell - Hertzschc Beziehung

(B3 a) \

4

r
Vurl.v>'= +,gm div** i curl[X^J -f / • [209, (III"a)]

Da iibrigens, weil 3> sich auf rcinen ruhenden Ather bezicht,

sein soil, so wird, entsprechend der aus (I), a) und (F^b) folgcnden Beziehung

(D
ta)

(D,b)

Der Gleichung (B3 a) entsprechend haben wir auch

<B,b) - ^ curie" - + curlCS- gj , [209, (IV"a)]

die sich aus (B,b) ergibt, wenn die Gleichung (D,a) beachtet wird. Diese Glei-

chung entspricht der Maxwell-Hertzschen in jeder Hinsicht, weil hier © x

die gleiche Bedeutung haben soil wie in der Maxwell - Hertzschen Gleichung,

namlich die beobachtbare elektrische Kraft, wie sich aus der Definitions-

gleichung (M) fur den Leitungsstrom ergibt. Dagegen ist in (B,a) das nicht

die beobachtbare magnetische Kraft, welche vielmehr £
x sein soil. In dcr Tat,

ware diese Kraft, so entfiele jeder Unterschied zwischen der Maxwell-
Hertzschen und Lorentzschen Theorie, und die letztere Theorie konnte
so wenig einen Konvektivstrom enthalten wie die erstere, auf den ja Lorentz
geradeden guiBtenWert legt. Auch hiitte dann Lorentz z. B. fur unmagnetisier-

bare Substanzen (ii — 1) nicht div£> x =0 gesetzt, wie er es tut [vgl. erste

Schrift S. 272, Gl. (183), zweite Schrift S. 76, Gl. (He)], sondern div = 0,

da er doch zugleich nicht div(A'C) — in q macht, sondern div$ x = q, wo ja

zu A'(S noch ein Zusatzglied nach (E s a) enthlilt, welches dem Zusatzglied bei

entspricht. Also ist, glaube ich, ein Rechcnvektor, wie %' einen solchen

bedeuten wiirde. Ferner wird die magnetische Energie in bewegtcn, unmag-
netisierbaren Korpern wic in ruhenden gleich |£)

a gesetzt. Dagegen die ent-

sprechende elektrische Fnergie in Nichtlcitern nicht

sondern

I
[>« *) -

I
<f* r

iK ~~--^" 2 -
f (T ' -i- l «P - <§*)

.

[Vgl. die crstgenannte Schrift S. 251. Gl. (XXXIX") und (XI/).]
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Wir konnen nun mit den Gleichungcn (B3 a, b) alle Transformationen vor-

nehmen, die an den Maxwell - Hertzschcn Gleichungen ausgefiihrt sind, zu-

mal in diesen Gleichungen g die gleiche Bedeutung hat wie in den Lorentzschen
die GroBe gm , namlich die Bewegung der Materie, da die Maxwell - Hertzsche
Thcorie zwischen dieser Bewegung und der des Athers nicht unterscheidet.

Alle Gleichungen gelten fur ein ruhendes Achsensystem, wofur sic auch
entsprechend friiheren Bezeichnungsweisen gcschrieben sind.

Zusatzlich sei noch auf eine Reihe von Beziehungen hingewiesen, die aus

den Ansatzen (D2 a, b) und (E4 a) folgen. Multipliziert man jedes der Systeme
mit gx, gy, Z*> so crSibt sich

(la) K =

(ib)

Die GroBen G*, in Richtung der Bewegung gm genommen, haben also die

Betrage, die ihnen im Ruhczustand zukoinmen. Ebenso findet sich aus (E4 a)

(Ila) An** = K%<

und da

(lib) 4jt«*

iiberhaupt sein sollte, so gelten in der Bewegungsrichtung die Maxwell-
Hertzschen Ansiitzc und die Maxwell-Hertzschen Gleichungen.

Wciter seien /, m, n die Richtungskosinus von gm ;
/', m', n'; m", n" die

Richtungskosinus zweier anderer Strecken g\ g", die zueinandcr und zu g senk-

recht stehen. Dann haben wir aus denselben Gleichungen

oder

Nach bekannten Lehren ist die Quadratwu rzel 1. Wir bekoinmen also,

indem mit den anderen Gleichungen entsprechend verfahren wird, und auch die

Akzente vertauscht werden

(Hia) &;, = <sf;+*:^*;„, (iva) *?gm*;.;

(Hlb) - .*>;, -
K

* gm tv ,
(ivb) >>;» = .*>;„ >

*°
gmc^ ;

(V) int-
:
=K^

L

4
'^°gm n;w ,

(vi) 4.ti;
: =

/a^ j

4 * A
-°*-«;

:
-

Da die Komponenten nach g, g', g" zueinander st-nkrecht stehen, hat man
noch zufolge (la, b)

(Vila) $** - & -

r -

(4

f
;7g;(«

v2 - *;;;> 4 2^^^*^ <*,,,»;.)

.

(VII b) »'* = 'V*
2

\ gii& -<£)-2 *°M*\: gC •

14*
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212 Optischc und elektromagnetische Krscheinungcn unter dem EinfluB von Bewegungcn.

(XI)

Von diesen Beziehungen kann man unmittelbar Gebrauch machen, indem
man in jedem Fall das Achsensystem entsprechend dreht.

Weitere Beziehungen bekommt man durch Multiplikation derselben Glei-

chungen mit (5,., Qv , Qt usf. und Addition.

So ist

(VIII) (.ft '£) = (,£<(£),

(IX) (4*)*(»* $*) = Kft(§*1&) = Kf t (fo*{&*_) ,

als wenn, wie in Maxwells Theorie oder auch£> x
, G x dieKrafte, $ x

,

1*

die Polarisierungen waren.

Andere Beziehungen sind

(X) (gM(c -&))-= m8m
= «

,

so daB die Vcktoren G v — tf, $>'— fc
x

, X senkrecht zur Biwegung £m
gerichtet sind.

Zuletzt hat man noch

(XII) (tf-.^)=(tf.iv),

(xni) = ($
X <H-

(XIV)

Alle Beziehungen sind vom Koordinatensystem unabhangig und gelten in

gleicher Weise fiir alle Theorien, u. a. also auch fiir die von E. Cohn.
Im ganzen unterscheidet sich die Lorentzsche Theorie von der Maxwell-

Hertzschen dadurch, daB
1. in den Bewegungsgleichungen (Ba a, b) die Gr6Be£)' nicht die beobachtbare

magnetische Kraft bedeutet, welche vielmehr § * sein soil;

2. in den Verbindungsgleichungen (Eja), (D,a) die GroBe (S nicht die be-

obachtbare elektrische Kraft bedeutet, welche vielmehr (£
x

ist.

Noch habe ich zu bemerken: In der zweitcn, S. 206, Anm., genannten

Sch rift setzt Lorentz

welche also fiir die Gleichung (D2 a) triite. Demnach ware anzunehmen

x - C|JC
und es kame

«' ~ tt 1 dKC,

und da in Lorentz' in dieser Schrift angenommenen Kcchenweisc A'/< !.,

ist, so folgt wieder die Formel (D2
a). u

Wir betrachten nun die Verhaltnisse fiir reinen Ather, innerhalb dessen

Elektronen sich bewegen konnen, fortschreitend und schwingend. Fur qe schreiben

wir q. Hier soil % ~ %m = 0, K — 1 , // ^ 1 sein. Wir schreiben die Lorentz-
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Wellon im frcitn Ather nach H. A. Lorentz. 213

schen Gleichungen fur diesen Fall in der von ihm selbst gewahlten Form und
fiir ein bewegliches Achsensystem £, tj, £, wenn p wieder die fortschreitende,

q die relative Geschwindigkeit der Elektronen feststellt. Es soil also sein [zweite

Schrift Gleichungen (4a) und (Ilia), (IVa), (la), (Ila) (S. 33, 34); man beachte

auch, daC fiir reinen Ather also in (L) curl rjP,gM] 0 ist, um die folgenden

Gleichungen mit den Hauptgleichungen zu kontrollieren]

(l,a) 4
(

u
° curl* - + </) div 1 ,

(2 a) div - n
,

(2b) div* 0 .

Zugleich haben wir [1. c. Gleichung (Va)]

(3b) ^^ 4jr
^<

und

also

4tt 4.t

Wir betrachten erst den Fall, daB die Substanz sich nur als Gauzes bewegt,

und zwar gleichformig, da p konstant sein sollte. Es ist dann g = p. Fiir ebene

parallele Wellen schreiben wir wieder

(4a, »,-*,/({

(4b) X, = ».,/(.;. -

+
,-f,,.C.

Dann bekonimen wir mit

(5a) <xB
s \-fiB, + yB; = B„,

(5b) ft/), I I - Z|s .

wegen div * — 0 und div X -= o

(6a)
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214 Optischc und tkktromagnetische Erscheinungcn untcr dem EinfluO von Bcwegungen.

Hiernach folgt aus den Grundgleichungcn (^a, b) selbst

(7a)
1

+ s).

*/>„) = + s] .

Die Multiplikation jedes der Systcmc mit <x, /}, y und jcdesnialigc Addition ergibt

Ds
(:t

"

j "
s
)
=sD*>

(7b)

~k {{iDi

(8a)

(8b) (y -f s) =- 0 .

(»'a)

Die zweite Gleichung ist erfullt, weil Bt
— 0 ist nach (Ga). Die crste Glei-

chung aber wiirde auch Dt
= 0 verlangen, was nach (6b) nur stattfindct, wenn

£>„ = 0 ist. Also sind im Falle, daB Ladungen bestehen, el>ene polarisiertc Wellcn

nur fiir Sfl , nicht fiir £ moglich. Und da die Systeme zugleich bestehen, sind solche

Wellen fiberhaupt nur bci Abwesenheit von Ladungen zulassig, wie in der Max-
well - Hertzsehen Thcoric.

Fur den allgemeinen Fall ist folgendes zu bemcrken.

Nach H. A. Lorentz gibt es magnetische Kriifte, nur wenn die geladencn

Tcilchen sich gegeneinandcr bewegen, folglich sind die £> und 33 von derOrdnung
von q, und man darf die Gleichung (3a) crsctzen durch

1 Kn

somit wird

(3"a) K0 Or = 4.t £ + K0 [py] = 4* £ - <
.

d. h. in Lorentz' Theorie entspricht bei vothandener Bewegung nicht £,

sondern £
'

* der Polarisierung im Sinne Maxwells, was zu (J) gehort.

Die Grundgleichungcn sollen fiir beliebige Bcwegungen gelten. In durch-
sichtigen Korpern und fur gleichformige Bewegung gehen sie in die Maxwell-
Hertzsehen fiber.

Wenden wir auf die Gleichungen (l
x
a, b) die Beziehung (5 2 ) (S. 135) an,

so erhalten wir

(l,a)
:

(
° c url 33 • ?div£ -j- curl [/>£]-'.f-r q Qt + curl [/>£],

(l t b) -^curl£^ !-cu.l[/>^].
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Wcllen im frc-ien Ather nach H. A. Lorentz. 21o

Diese Gleichungen mit den Gleichungen (A8 a, b) (S. 147) der Maxwell-Hertz-
schen Theorie zusammengchalten, lassen den ganzen Unterschied deutlich her-

vortreten; sie enthalten curl[/>$]
?
curl[/>93] anstatt — curl[?$], — curl [9$].

Sie ergcl>en

(l,a) + -°-curl*'- V*-r<,div2 = '

J -f qoe ,
(3"a) *'= * - £° ,

(l 3 b) --^curlX'-—. (3"b) +

Aus (l,a) folgt weiter

^ curl curl» - curl('^{- curiae,) = curl (go.)

A'0 M2
53\

Nun ist nach (t) (S. 121)

curl curl 53 = f (div«) - 153 = - 1« ,

und

curl cuil$ - I (divS) — f£ I o - IS .

Also bekommen wir die zuerst von H. A. Lorentz aufgestelltcn Beziehungen

(9t
a) K;> *) = J $ -j curl (g ot)

,

(9,b) KJ^(^) = Jl-r»--^ /ij(*. f „#) ;
/*»'

und ausgcschrii-bcn

/'o

^0

(».a)

(9t b)

Digitized by Google



216 Optisctte und ckktromagnetische Erscheinungen unter dcm EinfluB von Bewcgungen.

Wir zerlegen wieder die Geschwindigkeit g in ihre beiden Teile p und q,
multiplizieren die zweite Gleichung untcr (9,b) mit pz und Ziehen sie von der

mit py multiplizierten ersten Gleichung ab. Es folgt

Ki/'i
(fp

</•, *i - p. *,)) = < w, ti - p. 2,) - (p, - p.

Addiert man dazu die dritte Gleichung unter (92 a), nachdem man sie durch
it» dividiert hat, so folgt

und allgemein

woselbst

(H) Ifc . = <7<, L'< »

die Komjionentcn ties innercn Konvektivstromes bedcuten. Hicrnach erhalten

wir mit

(3"'a)

(3"'b)

die Beziehungen

L n

SB' = SB
1 0

(12)

Es ist bemerkenswert. daB ein soldier Satz von Gleichungen sich nur fur

ableiten laBt, nicht fiir X'. Zwei wichtjge Vorteile haben diese Gleichungen:

1. enthalten sic nicht mehr die GroBe n, sondern nur noch die GroBen o\ wclchc

den realtivcn Gcschwindigkeiten proportional sind, also mit diesen fortfallen.

Dieser Vorteil kommt keinem der Systeme unter (92 a, b) zu. 2. Sie lassen sich,

wie noch gezeigt wird, durch die Lorentz - Transformation auf eine sehr ein-

fache Form bringen, fiir die Lorentz auch allgemeine Losungen gefunden hat.

Wie es sich in dieser Hinsicht mit den Gleichungen (92 a, b) verhalt, werden
wir noch sehen.
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Wellen im freicn Athcr nach H. A. Lorentz. 217

Wir vcrfolgen zunachst den ersten Vorteil. Mit q = 0 haben wir

Hieraus folgt, daB, wenn auch nicht fur die Storungen 93, $ sclbst, doch wcnig-

stens fur ihrc Kombination in 93' die Verbreitung in ebenen Wellen moglich

ist. Die Hauptrolle fallt dabei der magnetischen Stoning zu, die elektrische

kommt nur als eine Art, infolgc der Bewcgung, jene Stoning beeinflussendes

Element in Betracht. Allein die Gleichung (13) gilt dann auch fur SBP selbst.

Dies tritt hervor, wenn man die Gleichungen (9,a) mit ps , pv , pt multipliziert

und addiert, sie geben fiir unseren Fall mit

die Formel

us) k>4
a

mA -
•

eine Gleichung, die auch aus den Formeln (13) abzuleitcn ist, denn multipliziert

man die Definitionsgleichungen

(16) »'=»--/i^t]

mit pz , p9 , pt und addieit, so folgt

(17) + P„W, + p& - p,X* + -f pt *: = A*„ •

Man hat also nur entsprechend mit den Gleichungen (13) zu verfahren, urn die

Gleichung (15) fiir zu erhalten.

Diese Gleichungen (13) fur relative Koordinaten cntsprechen nun ganz den
Undulationsgleichungen (mit —px ,

- — pt an Stelle von -+-/>*, -hp„, -\~pt )

und den Maxwell - Hcrtzschen Gleichungen fiir Isolatoren, beides fiir ab-

solute Koordinaten. Alle friiher crhaltenen Ergebnisse treffen also hier zu,

wenn man —p fiir -f p setzt, so daB auf sie nicht wciter eingegangen zu werden

braucht.

Sie fiihren aber zu der Beziehung

c - c0
— s

fiir die Verbreitungsgeschwindigkeit von 33' relativ zui Matcrie. Kelativ

zum Ather soil sein

c — c0
— s -f s = c0 .

Der Ather wird ja auch als ruhcnd angenommcn.

Eine strenge Transversal it at freilich ist fur 58' nicht vorhandeii. Man hat

mit divifl - 0

(18
x ) divfl'- /i,;div[X/>] - /*,;(/> curl X ) ,

letzteres nach (q) auf S. 121, somit nach (l,b)
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218 Optische und clektromagnctische Erscheinungcn untcr dem EinfluO von Bewegungen.

Soli die linksstehcnde GroBe Null, die Welle transversal sein, so dtirfte total

nicht nach dcr Zeit variieren. Ubrigens hat man auch, weil

ist, aus (182 )

(183)
div«'« -A>0'[/>

(*l])=0

also mit

r-fl7
(
< -?l±^±^) i

- *o/<o'(} (/>x#i + /V^ + + v (AxBi + ^B; + p.Bl)s)

oder mit

(i9) «»£
' + /*»; + 7 = (20) + + =

(21) *

®*~c|(£ +
s)^-

Hiernach ist f&s glcich Null und die Welle transversal nur fiir 33^ = 0, d. h.

wenn die Stoning 93' senkrecht zur Bewegungsrichtung von p erfolgt. Sonst

findet lediglich angeniiherte Transversalitat statt. Wir schrcibcn nun die Glei-

chungen (12) in dcr Form, z. B. fiir die erste Gleichung

A>o(^')
p

~ Co 1 S' + CoftQ curio' +
A
^'°

(

*
[/» o'])^V

Die GroBe auf dcr linken Scite enthalt auBcr ^ Glieder mit px ,

px py, A?. •••» ebenso die letzte GroBe auf der rechten Seite. Nun sagt

H. A. Lorentz, daB, da in dcr Gleichung Glieder mit C0 und C,; cnthalten seien,

man solche, die nur mit den p oder mit den Produktcn und Quadraten der p
multipliziert sind, fortlassen diirfe. Indesscn behalt cr doch von der letzten mit

-^r multiplizicrtcn GroBe auf dcr rechten Scite dcr Gleichung den ersten Tcil

fl

H [£(*'] kei 1
) und schreibt demgemaB allgemein

(22) Kufi't

' = Jr+ /<(;euiV+ A>^ [fin ']//,;.

Hierauf die Lorentz - Transformation fiir Athcr-Ortszeit angewendet, gibt

nach S. 125 f. untcr Fortlassung von GroBcn zweiter Ordnung

l
) Man muB dann annchmcn, daB Glieder mit , sehr groU sind pegen solchc mit p ,

.

v t c i

Digitized by Google
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und da Ko/'o = ist, bekommt man

als einfachc Form bci Messung nach Ather-Ortszeit und unter der angewendetcn
Rechnungsweise. Fur diesc Gleichungcn gibt H. A. Lorcntz folgende all-

gemeine Losungen (zweite Schrift S. 50 f.). Man ermittelt drci Funktionen

W
n , welche den drei Gleichungen geniigen

(24) V')'+^o'.

Alsdann ist

(25) «'= (curl*/')'.

In der Tat hat man aus (24) z. B. auch

Die Differenz gibt

K^i^cnrUw)'^ (Jcurh7')'+ K (curiae'))'

.

woraus durch Vcrgleichung mit (23) der Wert (25) von folgt. Die Funk-

tionen W aber findet H. A. Lorentz aus den Gleichungcn

(26) v*--f)jjf*(?. 'A T'-^dfdfd?. * =

Hierin bedeuten £*, »/*, £* Koordinaten aller Punkte des Raumes, innerhalb dessen

#p einen von Null verschiedenen Wert hat, r den Abstand des Punktes £, C.

fur den die Funktionen gcsucht werden, von den Punkten !*, £* dieses Raumes
und die Werte der GroBcn £ an der Stellc £*, »;*, f* zur Zeit r, also

(27) ?, q - /, (£*, £*; O. * - £, C .

Fiir die Ermittclung der ^ kommt nicht der Wert zur Zeit t', sondern an jeder

Stelle des Raumes zu einer dort urn zuriicklicgcndcn Zeit t — in Frage.
0 _ 0

Ist so 93' bestimmt, so gibt die Gleichung (l a a) die GroBe 3), aus der De-

finitionsgleichung (3"b) fiir SB' (S. 215) folgt dann itf und die Gleichungen

(3a, b) geben (£* und fa* . Das von H. A. Lorentz behandelte Beispiel, die Ver-

breitung der Storungen durch die Schwingungen eines Ion, muB kurz skizzicrt

werden, da die Moglichkeit ublicher Kugelwellen bewiesen wird. Die Abmes-
sungen des Ion sollen klein sein gcgen die Wellenlange und gegen den Abstand

r von der Stelle, in der die Stoning zu bestimmcn ist, so daB in letzterer Hin-

sicht das Ion wic ein Punkt behandelt werden darf. Es ist dann

(28,) = - l

Jjj
q^QdFdrfJC* = a - I. t .
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220 Optische uml elcktromagiu-tische Erscheinungen unter dcm EinfluQ von Bcwegungcn.

wo e die Ladung des Ion bedeutet. Stellen M;, u,,, U; die Komponenten der

Verriickung des Ion dar, so wird

(282) V, - -
\

d

dt
(u, e) ,

da die Ladung als unveranderlich angcsehen wird.

Die Verriickungen « T sollen gegen r sehr gering sein, dann darf unter Fort-

d * i
lassung von GroBen zweiter Ordnung durch . und dieses durch , ersetzt,

N at f I f

r

und ferner darf r als nach t' konstant behandelt werden. So erhalt man

(28,) /, ,

f r r ( t

wo

(29) m.t - w., e

von Lorentz als elektrisches Moment des Ion bezeichnct wird. DieGroBe
y

ill., ist dabei zur Zeit r' . zu nehmen. Hiernach haben wir nach (25) absolut
' o

cm, -(,,„•! .;,)- ; r
.(.uri";)'.

Die Umgebung des Ion soil ein Dielektrikum sein, so daB dort n -= 0 ist. Nach
Gleichung (l 3 a) wird dann

(31,) - 'curl*'.
f *

also nach Ausfuhrung der Lorentz - Transformation gemiiB (c") und (m")

(S. 125 f.)

oder

(31 3 )
-

t
M:m f l>*'J)- C-lcurWl' - Q .^(curLurl'")'.

also unter Fortlassung von GroBen, die nicht von t' abhiingen, nunmehr nach

(t) (S. 121)

(32) • - X } [/> *'J (curl curl
'")'

- Or
{'

(«liv '")
I ,

so daB wird

alle GroBrn rerhts fur die Zeit /' ^ genuinnun.
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Das Ion mcige einfache stehende Schwingungen vollfuhren, so daB

(34) m.T = w.T sin

2

21 + dn
)

r
ist. Fiir die Berechnung der gesuchten GroBen ist t' zu ersetzen durch t' .

( o

Wir schreiben darum
. 2w/ , r \

m.T - w.,sin
T ,

\t -
c -f

«.,J
.

2.t 2,t / r \
Hiernach bestimmen sich die $.4 aus * w,, cos It' •— -f genau wie die

1 l \ C Q
'

Verschiebungskomponenten von gewohnlichen Kugelwellen (S. 50), und unter

den iiblichen Vernachlassigungen werden sic, wenn die Koordinaten von der

Schwingungsmitte des lencbtcnden Ion a'isgehen

2ti I In { r \ 2i I r \\
{35) = c0 7 'r2 |

m; '
;
Si" '/''

V
~ C0

+ ' 5

/
~~ m,

'
Csin

J' X f
0
+ f

VJ

und entsprechend 58,), Also folgt, daB jedenfalls alle GroBen T, s# sich in

der Form darstellen

wo die A lt A 2 ,
A 3 noch von den £, >/, £; r, p abhangcn, und nanientlich urn-

gekehrt proportional r 2 sind. Indem nun

r ^<x'$ + + y':

gesetzt und fiir t' sein Wert nach (a."') (S. 125) eingefiihrt wird, gehen die trigo-

nometrischen Funktionen iiber in

wo an sich die tx', (i\ y' von der Kichtung von r abhiingen, da sic dercn Kichtungs-

kosinus sind. Ist r schr groB, so sind die fi', y' wie Konstanten anzusehen;

wir haben es dann mit ebenen Wellen zu tun und die Kechnungen entsprechen

ganz den S. 163 ff. ausgefiihrten.

Wir gehen zu dem allgemeinen Fall iiber, daB die Bewegungen und die

Verbreitung der Storungen innerhalb ponderabler Substanz stattfinden.

Auf relative Koordinaten bezogen, haben wir als Grundgleichungen

(36)

(38a) <liv2' = o
,

(381)) div $ < = 0
,

(39a)

(39 b) -^cur1lT =
'
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222 Optische unci elektromagnetische Erscheinungen untcr dem EinfluB von Bcwegungcn.

q ist der relative Teil der Bewegung der Materie, dcr Index m ist fortgelassen.

AuBerdcm ist

(40a) G*-<£+y7[g» x
] ,

(40b) £'=.** -He];
(40' a) 4 .7 iB =

(40' b) 4.t X A'0G ;

(41a) int* - Kg +
4 *-(* " *o)

[g
*

* ] = KG* - 4
"*°kS*] .

C 0 C 0

(41b) 4* //.*>*.

Da die Elektronen an die Materie gcbunden sind und in / ihre innere Be-
wegung schon Beriicksichtigung gefunden hat, nehmcn wir g als Bewegung der

Materie als Ganzes und betrachten den Fall, dafi dicsc Bewegung als gleichfdrmige

verlauft. Ferner sollen Dielektrika in Betracht kommen, in denen / = 0 an-

zusetzc*n ist. Alsdann haben wir

(42a) divt' -0,

(42b) div$*=0;

(43a) .^curl*'-'*",

(43b) -£c»rifc*-

(44a) (f ' = (£• -f
4

/
T
[p%> ] - G + [p& K

] .

' o ( o

(44b) =
r°

(
45a) 4,7i> = /fe +

4^; A'») [^r] =^ ,.LA:-^)
/4 ^^ x]f

(45b) 4.-7«* .

Wir transformicren auf Lorentz' Ather-Ortszdt t'. Nach (o") (S. 126) wird

1 f

-
divt^fdivt-r-

c., £r
,(ht: + + p,t;)

- -

Es ist aber nach (c") (S. 125) zugleich r ,
— somit nach (43a)

divfc* = (divl)'--
1

(/>curl£')'.

Nun ist

Digitized by Google



Stoningcn in ponderabler Substanz nach H. A. Lorcntz. 223

in anderer Anordnung auch [vgl. auch (q) (S. 121)1

( p curi.t>' I - -

(

f

?
t {p9& - + / (/.^; - + J/>,$; - /y^))

- -div[/».^'].

Setzen wir also

so wird wegen (42a)

(42'a) (divfc*j'=0.

Gleichcrweise haben wir mit

(46,b) ® X
-4.-

T

1

C0

[/>Cf><]s= **

die Beziehung

(42'b) (div**)'=0.

Transformieren wir entsprcchend die Gleichungen (43a, b), so gelien sic zu-

nachst nach (c") und (m") (S. 125f.)

(43,'a) +4° (cUrl^r= V> +4 'r Ti>
[p *'h

4ti fx 4 71 Lq i T

(43,'b) -
f°

(curlH- ^ _ L /-,[/>(H
4^ f r 4 jtC

0
f r

Also bckomnicn wir nach (46a, b)

(43,'a)
4.T f 7

(43-ib) _ Co(c«rH£<)'=
4;t a

Es tretcn hiernach im neuen Zcitsystcm die GroBen t*, SB* in jedcr Hinsicht

an die Stelle der GroBen $ x
, $ x

. Nun konnen wir aber bis auf GroBen zweiter

Ordnung auch schreiben

(46,b)
* = - - \.- [/>£],

und weil in Dielektrizis // ~= 1 angesetzt werden darf, hiernach weiter

(463b) 4 =
Aus entsprechenden Griinden folgt aus (40^) mit hinrcichendcr Annaherung

(46,a) X*-X v + . V <*,
4 -T Lq

letzteres nach (K) (S. 209), und wcgen (J), (S. 209)

(463 a) t* = A'C*.
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224 Optische und elcktromagnctische Erscheinungen untcr dem EinfluO von Bewegungcn.

(433'a) i-C
0(curl$')'==K

(433'b) -C0(curl(T l' = «

Hiernach bekommen wir

it

Und da zuglcich in demselben Grade der Annaherung

(42"a) (divX**)'=0,

(42"b) (div»*)'= 0

und

(47 a) 4 * $ • ^ = A' (i
"

,

(47b) 47r»* = /i.^'.

also auch

(42 "'a) (divC")'=0.

(42"'b) (div$T=0

ist, so besteht vollstandige Obereinstimmung mit den Ma xwellschen Gleichun-

gen fur den Ruhezustand, nur daB die Zeit nach der Ather-Ortszeit t' gerechnet

ist, statt nach der absoluten Zeit. Sind und damit t>
xx aus einem

Problem fur den Ruhestand nach Maxwells Theorie bestimmt, so geben die

Gleichungen (40a. b) die GroBe @ und und aus (462 b), (41a, b) folgen dann

die GroBen X x
, *B -. Insgesamt zieht nun H. A. L o r e n t z folgende Schlusse:

1. Jedem Schwingungszustand und berechnet nach Maxwells
Formeln fiir ein ruhendes System, entspricht ein Schwingungszustand (5

x ,$r
im gleichmaBig bewegten System mit derselben Schwingungsdauer innerhalb

der Athcr-Ortszeit t'. Diese Schwingungsdauer nennen wir die relative.

2. Sind 2" \ ft'gleich Xull, so folgt aus (J) auch <&* == 0, aus (43a, b) und

(44 a, b) auch - 0 und © = 0, zuletzt aus (45a, b) $ * = 0 und ® x = 0, d. h.

Fortbewegung fiir sich bringt keinc Lichterscheinung hervor. SchlieBt eine

Flache im mhenden System ein Lichtbiindel aus, so kann sic es auch im bewegten
tun, wobei sie sich nach MaBgabe der Transformation andert. Jedem ,,a b s o -

lutenLichtbiindel" entspricht so ein „r e 1 a t i v e s L i c h t b u n d e 1".

3. In einem bewegten System werden relative Strahlen nach den gleichen

Gesctzen gespiegelt und gebrochen wie absloute Strahlen von der gleichen Schwin-
gungsdauer im ruhenden System.

Zu diesen drei Satzen ist dann folgende analytischc Erlauterung gegeben,

die ich mit den mir erforderlich erscheinenden Anderungen wiederhole. Wir
nehmcn fiir ein* ruhendes System an

(?, = E„sin¥, = //.sinY'; t - C

mit

Hiernach bekommen wir wenn wir / ersetzen dutch r' und entsprechend
die Buchstaben akzentuieren. Also wird
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at', /?', y' gel>en die Richtungskosinus derStrahlen an, welche hier mit denen

der Wellennormale zusammenfallen. Und dieser Wert von ?P gilt auch fur die

andern GroDen. Da aus den Gleichungen (433 a, b) fiir die Verbreitungsgeschwin-

digkeit sich ergibt

C0

und diese Gleichung unabhangig von irgendeiner Bewegung besteht, sondern

einfach dem Maxwellschen Gesetz entspricht, so ist c,{ = c0 , indessen behalten

wir noch die Bezeichnung Cq bei.

Ersetzen wir nur t' durch seinen Wert, so geht V uber in

(48,)

Also werden die Richtungskosinus der Wellennormale bei absoluter Zeit-

messung /

(49)

woselbst ist

(50)

Wir haben hiernach

(48t)
2*

r / -

N

und wenn wir die Verbreitungsgcschwindigkeit im Zeitsystem / fiir einen mit

der Substanz fortschreitenden Beobachter c» nennen

(51,)

Die Multiplikation der Gleichungen (49) mit />,, />,, />x und Addition ergibt

also

(52)

Wc i n s I c i n . R.Utivit.itspiwip.

,' =S
r,
i _ 5" A*

lf>
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so daU (51 j) iibergeht in

d. h. c-(\ - p*} -f- 2.s cb = r,^

.

(51 2 )

also

(51.) c6

Lassen wir GroBen zweiter Ordnung fort, so geht dor Ausdruck iiber in

(53)

und gibt die Verbreitungsgeschwindigkeit relativ zu der sich bewegenden Materie.

Der Ausdruck enthalt so das Fresnelsche Gcsetz fur einen Beobachter, der

mit der Substanz fortschreitet. Und in der Form

(«) *

+

wobei cT die Verbreitungsgeschwindigkeit relativ zum ruhenden Ather darstellen

soli, fiir einen Beobachter, der in bezug auf die fortschreitende Substanz ruht.

Das gilt also, wenn GroBen zweiter Ordnung vernachlassigt werden.

Setzen wir c — ~ und betrachtcn mit H. A. Lorentz X als fiir absolute Zeit

und Ortszeit gleich, so ware

(55)
1 } C>

1 x o c o * o l o

fiir einen mit der Substanz fortgefiihrten Beobachter. Darin wird der Ausdruck
des Dopplerschen Prinzips gesehen, da fiir frcien Ather q' — C0 ist. Fiir

einen gegen die Substanz ruhenden Beobachter ist

11,1 « +
(56)

Zi) 1 (cb -f- s\

s ist jwsitiv, wenn die Lichtvertreibung der Bewegung folgt, und negativ, wenn
sie dieser entgcgen geschieht. Da die Verbreitungsgeschwindigkeit gibt in

ruhender Substanz, so gehdren c'} und Tn zusammen. Hiernach ware fur den
ruhenden Beobachter

(57)

c ^ s

Beachtet man, daB bis auf GroBen zweiter Ordnung -, durch 1 und — durch -

ersetzt werden, so kommt c
° Cb c»

(58) T
x
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Lorentz nimmt c
(,
nicht gleich c0 , wic man zunachst zu tun geneigt ware, sondern

berechnet es in folgender Weise. 1st der Brechungsexponent fiir die Periode T
gleich n, so wird der fiir TQ nach (58) gleich

n ,r dnn = n
\ , 1

£•„ d I

Demnach bekommt man

m
s dn " n „» c

t;

' dT' n n ' dT'
n -r , i ....

letzteres, weil " nahezu r,' ist. So folgt aus (54)
n

(«o) ~
r
« - s

r j" - '

(

r
» -

s
r';)', ~

f:
» - *,

5
r j"

unter Fortlassung von Grolien zweiter Ordnung und hoherer Ordnung. Ent-

sprechend ist

(61)
C0 J 1 \ s dn C [ 1 1 dn\

Fiir den Faktor von s hal>cn M i c h e 1 s o n und M o r 1 e y durch den Versuch

0,434 gefunden, cntsprechcnd dcm Wcrte, den 1 —\ hat, der fiir das benutzte

Licht der D-Linie 0,438 ergibt. Mit dem von ihm noch hinzugefiigten Gliede

1 dn
T^yr ermittelt Lorentz 0,451, was sich also von dem aus der Beobachtung

H a 1

erzielten Werte weiter entfernt als der unter der Annahme, dab* die Bewegungdie
Schwingungsdauer als solche nicht verandert, berechnete Bet rag, eine Annahme,
die ja hier immer vertreten wird 1

).

Kehrcn wir zu den Formeln (40), (50) zuriirk. Die Mult iplikation mit \', (i\ y'

ergibt

(62J cos(S.S')^ ' (l -rS') = ,* (l

I

1 : a 5

d. h.

(622 ) cos(5,S')-(m-^s')(l ~gs'--^M'2^ri
)•

also unter Fortlassung von Gliedern dritter Ordnung

l
) Indesscn we ill ich nicht, oh diese Berechnungsweisc voii Lorentz wirklich zutrillt,

denn aus den Grundgleichungen kann man uur icliliclkn, dalJ r 0
' -- r0 i*t (man vcrgleiche die

1 ti

ganz cntsprechcndcn Berecluningen S. 1631.), so daO das entschcidende GHed 7
' s hier-

nach in der Tat entlallen sullte. " rf/
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228 Optische und elektromagiu-tische Krscht-iiHingcn untcr ilem EinfltiU von Bewegungen.

Der Strahl weicht also von der Normalen ah um [/ ~\— • Die GroBe s' er-

mitteln wir durch Multiplikation der Glcichungcn (49) mit px , />„, pt und Ad-
dition, es folgt dann

(63.) sJV = s'
' 0

also

(632 )
s' a +2s';.';(^- -"php*-*)

r' r f -

und

= s — c,o r i
(63,) s' ~ s l/l - ^ (/>* - s') - r,;

AS
- / = s - CJ

*V

letzteres untcr Fortlassung von GroBen hoherer Ordnung. Hieraus ergibt sich

p* - s 'i „ _ S2 + 2r0 s ~ S' = (/>* - S«) (l + 2 £|) .

LaBt man GroBen zweiter Ordnung fort, so bleibt also nach (623)

als Aberrationsgcsetz. In der Luft und fiir Sternenlicht ist-^ = 1, s = 0 und

(64,) <(S,5') = ;.

Es ist von groBera Interesse, die Berechnungen mit den fiir die M axwell-
Her tzschen Gleichungen ausgefiihrten zusammenzuhalten (S. 166 ff). Bei alien vor-

handenen Unterschiedcn in den Ausgangsbeziehungen sind die Endergebnisse doch
die gleichen, nur mit anderer Interpretation, auf die noch zuriickgekommen wird.

Die Beziehungen zwischen den D y und //' entsprechen denen des Ruhe-
zustandes, wofiir die Formcln (25a, b) (S. 158) ein Muster bilden. Also ver-

breiten sich X x
,

£>' in transversalen Wellen mit <%',
ft',

y' als Richtungskosinus

ihrer VVellennormale, und stehen aufeinander senkrecht. Aus (47 a) folgt, wenn

wir die Amplitude von gleich E* ansetzen,

(65) = 4

A?2)r ; . v, C
Hiernach haben wir zwischen den Amplituden//* von §

K und£ von U nach (44 b)

= Hi + **M: -
.

**\p
t Ei - pt E: ) ,

n^m + piP^E.-P.E,).

Entsprechend ist nach (44 a)

[,\ __
J7

< . ^ /a /7 * j, uxl /' /a Tj

(66)

(67)

Gleichungen, welche dazu dicnen, die Amplituden H*, E zu ermitteln.
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Oberflachenbedingungen nach H. A. Lorentz. 229

LaBt man GroBen zweiter Ordnung unbeachtet, so darf man in obigen Glei-

chungen rechts vom Gleichheitszeichen E und H durch £*, //' ersetzen. Dann
findet man in leichter Zwischenrcchnung, weil

ist,

(68a) Es,= .
//s\ = — ^tP%hp •

so daB die Storungen (5, ebenfalls transversal sind, sobald die Storungen (J*,

in Richtung der Bewegung erfolgen.

Da die absolute Periode sich aus der Formel (56) oder (56) berechnet, und s

bei einem reflektierten Strahl und einem gebrochenen einen anderen Wert hat,

als bei dem einfallenden, so erfahrt sie bei Reflexion und Brechung eine Anderung
erster Ordnung. Ebenso andert sich dabei das Verhaltnis der Amplituden der

Schwingungen zufolge der Formeln (66), (67), und zwar wiederum um GroBen

erster Ordnung. Ganz bleiben also, wie Lorentz selbst hervorhebt, die Gesetze

der Reflexion und Brechung nicht erhalten, wenn ein System eine fortschreitende

Bewegung annimmt. Dagegen sollen wenigstens die Bedingungen an der

trennenden Flache erhalten bleiben, also die Reflexions- und Brechungsgesetze.

Wie fur ruhende Systeme wird gesetzt

(69) x.y-s.y >

wo n die Normale der Trennungsflache ist und 1, 2 die getrennten Medien unter-

scheiden. Ebenso ist, wenn h eine Richtung senkrecht zu n, also in der Trennungs-

flache, andeutet,

(70) **V=**V. &i-&t.

Hiernach wird zufolge (47a) auch

(71) *»g;,-*i<s.v *i^==*av
Da fiir die letzte Gleichung K

x
= Kt zu sctzen ist, so bekommt man

(72) e* - <£ *, .

Aus (44b) folgt, wenn W eine zweite Richtung in der Trennungsflache andeutet,

senkrecht zu n und zu h,

also haben wir auch bis auf GroBen zweiter Ordnung

(73) *\\ - -v>;2

und da

(74) ^i= â = *Vi-W'*
ist, wird in dcrsvlben SchluBweise

Die Bedingungsglcichungen entsprechen somit, immer unter Fortlassung von

GroBen zweiter Ordnung, denen in der Ruhe. Hier darf ich auf die Berechnungen

aus der Undulationstheorie in Abschnitt 4 (S. 41 ff.) verweisen.
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230 Opti*chc- und clc-ktromagnctischc Krschcinungen unter dem Knithi 13 von Bcwcgungcn.

Zusammenfasscnd sagt H. A. Lorentz: ,,tlberhaupt wird nach unserer
Theorie die Bewegung der Erde nie einen Einf I uB erster Ordnung auf
Versuche mit tcrrcstrischen Lichtquellen haben." Das ist verstanden

unter der Annahme, daB die Erscheinungen fiir den Beobachter in der Ather-

Ortszeit ablaufen, und daB cs nicht auf die absoluten Intensitaten ankommt, welche
in der Tat schon urn GroBen erster Ordnung sich andern, wenn nicht die Sto-

rungen£>', sondern die^) x
, t :<

fiir die optischen Erscheinungen entscheidend
sind, was Lorentz wohl annimmt. Zugleich erhellt, daB, wo GroBen zweiter Ord-
nung in Betracht kommen, auch die Lorcntzsche Theorie versagen kann, wie
etwa in dem Michelsonschcn Versuchc, falls diescm die Deutung zukommt, die

ihm ziemlich allgemein zugeschrieben wird (S. 119).

Wir haben nun noch einige Nebenergebnisse nachzuholcn. Wenn keine

inncre Bewegung vorhanden ist, und stationarer Zustand hcrrscht, wird in den
Gleichungen (92 a, b) (S. 215)

Man bestimmc eine Funktion U gemaB der Beziehung

(70,)
< 2

f*
s (! I

Unter q wird Qe verstanden. Wir verlegcn die £-Achse in Richtung der Bewe-
gung p. Dann wird die letzte Gleichung

na \ /, P*\
'* 2^ (2U < 2&

\ C
t
;f ( i- r

tJ
i ( p

AuBcrhalb der Ladungen, wo «, = 0 ist, folgt demnach

Beispielswrise ist also das Potential eines Ion oder Elektron an einer von
ihm uni r ^ £- -|- if 4 abstehenden Stelle

(78) U -

Eine ahnlichc Formel hat schon Hcaviside 1

)
abgeleitet. Er JaBt ihre Gultigkcit

zu von p ^ 0 bis p = C0 . Oberschrcitct /> den Wert c0 , so soil an deren Stelle

die Beziehung treten

(79,) 0= _____
2i'

-
: .

•) Hkctiician 1, 107. Kltttiomagnctic Theory 1, § 1G4, S. 269ff.
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Kraftc nach H. A. Lorcntz unci Ilcavisidc. 231

Auf diese Vcrhaltnissc kommcn wir beim weiteren Relativitatsprinzip zu

sprechen, wenn es sich sowohl um die Transformation als auch um die Existenz

von Ubcrlichtgeschwindigkeiten handelt. Von Intercsse ist jedoch dor Weg, auf

dem Hea viside zu seiner Formel gelangt ist. Er geht von der Darstellung unter

(A, 3 a, b) (S. 149) der Ma xwell - Hcrtzschen Gleichungen aus und l>etrachtet

den Gegenfall, daB die Ladungen ruhen, und der Ather sich gleichmaBig bewegt.

Es ist dann g — 0, und in stationarcm Zustande, wo auch keinc Polarisierungs-

strome bestehen, wird

(80, a) curl + 2]) = 0
,

(80, b) curl(tf ^[p'W^-O,

oder im Sinnc der Ma xwell - Hcrtzschen Theorie

(80a a) curl(j& -

J
-0,

(802 b) curl(<S-
g [/>'$]) = 0.

p' steht fiir p, und das Koordinatensystem ist ein absolutes, verbunden mit den

festen Ladungen. Die Gleichungen besagen, daB die beiden Vektoren + - [/>'(*]

und G — '

\P'§] Gin Potential besitzen miissen. Ist ein besonders magnetisches

Fcld nicht vorhanden, so haben wir

also wird nach der zweiten Gleichung, wenn wir sie curl5 — 0 schreiben,

und z. B. fiir die x - Richtung nach (g) (S. 120)

& = g, i- r,r'M/>;(/>'^) - (i - ^
a

)e, +
t
i a: •

Es moge die x • Axe der Richtung der Bewegung folgen, so werden hicrnach die

drci Komponenten von g

Nun sollte & ein Potential haben; ist dieses Potential fJ, so muB demnach sein

wo / die Form des Potentials im Ruhezustande hat. Fiir eine einzelne Ladung
kommt so die Beziehung (79) mit x, y, z statt £, »/, £. Bewegt sich die Ladung
und nicht der Ather, so bleibt alios bestehen mit — p' fiir + p\ wenn wir nun-

mehr x, y, z durch $, £ ersetzen, das Koordinatensystem also mit der fort-

schreitenden Ladung sich bewegen lassen. Soweit die Ableitung nach Heaviside
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gemaB der Maxwell - Hertzschen Theorie, die darum also in Heavisides
Darstellung das gleiche ergibt wie die Lorentzsche Theorie.

Lorcntz macht von der Formel (762) einen anderen Gebrauch. Fiihrt man
fur £ ,

rj,£ ein gleich gerichtetcs, gleich beginnendes ruhendes System ?/', £' ein,

definiert durch (y2) (S. 127) und (8a) (S. 284)

(82)

so ist das Volumen in diesem System [(16) (S. 326) mit g'= 0. g = p]

also die Dichte

(83) £? = o
|

1 - ?i •

Die Substanz mit diesen neuen Dimensionen tj', £' soil ruhen. Dann haben
wir fur ihr Potential Q0 an irgendeiner Stelle rj', C'

(Hi (H) <'H20 ,

(84) __. +?_ t
. + .

:

_
a
.„ 4wff .

Andererseits ist aber nach (762 ) fiir die sich bewegende Substanz

t*Q in) f*Q

somit muB sein

(85) D

K-s
Nun haben wir fiir die dem Potential fJQ der ruhenden Substanz entsprechcnden

elektrischen Krafte

/ftft\ ifiw»_.
f"^o (f"»_

f ^o

Also bekommen wir fiir die von der bewegten Substanz ausgeiibten elektrischen

Krafte

(87.) <*; = er . c;" . ev - 1 1 - £t (sr •

Durch die Bewegung andern sich also die elektrischen Krafte nur um GroBen
zweiter Ordnung, und auBerdem bestehen alle elektrostatischen Gesetze un-

verandert auch in der gemeinsamen Bewegung des ganzen Systems, nur die Ver-

teilung der Elektrizitat scheint um GroBcn zweiter Ordnung verschoben.

Aus den Gleichungen (9a, b) (S. 215) folgt mit der durch (76) definierten

Funktion £} fiir unseren Fall des stationaren Zustandes (vgl. S. 219)

(88 a) 4 .7 « (/>„ - pt ^)
usf.

,

(88b) 4,1; , ''•i-KUCp\h\
i

: \ P,\? + pS$
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Kraftc nach H. A. Lorentz und Hcaviside.

Hiernach wird nach (3a, b) (S. 213) z. B.

( r it Q [Hi iQ

(872 )

+

i

Da bei unserer Rechnungsweise A'0 /t0
— 1, K„ — = ^ ist, so folgt

(87s) e
*

=
?f ~ cj vf

= (
°

c'f
usf *

Gleichungen, die wegen (82), (85) und (86) mit den untcr (87,) ubereinstimmen.

Wir nehmcn den allgemeincren Fall, daB inncre Bcwcgungen q stattfindcn,

so daI3 ge qs = Qs , ge qn = q,', , Qg q: = q; , die Komponenten des entsprechenden

Konvektionsstromes von Null verschieden sind. Die q beziehen sich auf einzelne

Punkte. Lorentz schreibt deshalb alles fiir Mittelwerte innerhalb eines kleinen

Raumes. Dieser Mittelwert nun soil fiir die Ladung Qe selbst gleich Null sein,

es sollen also freic Ladungen nicht existiercn. Die Gleichungen (9, a, b) (S. 215)

gehcn dann iiber in

Wieder sollen nur stationare Verhaltnisse vorausgcsetzt wcrden. Bestimmcn wir

drei Funktionen <P entsprechend der Beziehung

(«!<)

t*
2 < 2

c*
2

\
-

so wird [vgl. (24), (25) S. 219]

(90a) 4 ji $ = curl* .

(90 b) 4 I - - A',; (fc V* f />, * + />,
7
*)

An einer Stelle des Raumes, an der eine innere Bewegung y nicht vorhanden ist,

haben wir fiir die elektrische Kraft nach (3a, b) (S. 213)

also wird z. B.

d. h.

(01)
1 ^

Da nach der Anschauung von H. A. Lorentz die GroGe p' einen (hier

stationaren) Strom darstellt, so wiirde zufolge seiner Theorie ein solcher auch auf

ruhende Elektrizitat cine elektrische Kraft ausiiben, sobald das ganze System sich
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in fortschreitcnder Bewegung befindet, also z. B. auf dor Erde, und diese Kraft

ware von dor erstcn Ordnung. Eine solche Kraft ist nicht beobachtet. Urn ihr

Fehlen zu erklaren, nimmt Lorentz die vorhin abgeleitete und durch (872 ) dar-

gestellte statische Kraft zu Hilfe. Diese Kraft entsprache der jetzigen, wenn man
sotzte

m (}
h *i 1 P»

rA, T />• </'_

Q-p*

Die zugehdrige Dichtc £>, ware demnach die aus (76,) mit diesem Werte von U
zu ermittelnde. Und da diese Gleichung vollstandig der unter (89) fur die <I>

gegebenen entspricht, so folgte

Indem nun die von der Theorie vorausgesetzte Wirkung der Bewegung tatsach-

lich nicht vorhandcn ist, nimmt also Lorentz an, daB durch die Bewegung eine

Ladung von dieser angegcbenen GroBe hervorgerufen wird, die durch ihre Gcgen-

wirkung die bezeichnete Wirkung des Stromes aufhebt. Es ist die „Kompen-
sationsladung". Sie ist nicht vorhanden, wenn innere Bewegung der Ioncn.

also ein Strom im Sinnc von Lorentz nicht bestcht. Diese Kompensations-

ladung cntspricht in der Art und Aufgabe vollstandig der von Budde aus dem
Cla usi usschen elektrodynamisehen Grundges:tz abgeleiteten geokinetischen

Ladung (S. 169), wie Lorentz selbst hervorhebt, nur daB im N'enner statt

C» p- steht, was aber quantitativ bedeutungslos ist. Mit der aus der

Maxwell - Hcrtzschen Theorie crmittclten Translationsladung ist eine Ver-

gleichung insofern nicht angangig, weil diese nur in Ortszeit vorhanden ist, jene

dagegen in alwoluter Zeit. AuBerdem handelt es sich in dem einen Falle nur um
den Polarisierungsstrom ohne Kompensation. in dem anderen nur um den Lci-

tungsstrom mit Kompensation. In jenem entspricht darum der elektrischen

Ladung auch cine magnetische, die sich weder bei Lorentz noch bei Budde
findet.

Wenn die Verhaltnisse nicht stationar sind, schcint es mir nicht immer m6g-
lich zu sein, Kompensationsladungen anzugeben, da dann neue Kriiftc in Betracht

c'0* HP,. HP
kommen, von denen die einen von der Form , ; , . ; , . ; sin<l, die anderen

(7 (I ( t
Hi Hi Hi

von der pz .

£
, P¥ . P:

-

f
-y . die man nicht in Parallele stellen kann, wenn

<p. tp
t

(p..

nicht * ' ,
' ein Potential haben.

Pi Pv Pz

Die groBte Schwierigkeit der Lorcntzschen Theorie besteht bekanntlich

darin, daB sie dem Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegcnwirkung nicht

entspricht.

Den Bewcis da fur hat Poincare 1

) gegeben. Sein Beispiel besagt, daB, wenn
ein geladener jionderablor Korper von eincr elcktromagnetischen Stoning,

die sich durch den umgebenden Ather verbreitet, getroffen wird, die Verteilung

der Ladung alteriert sein und eine ]X>nderomotorische Kraft auf den Korper wirken
muB. Aber der Korper wiirde nicht auf den Ather ponderomotorisch zuriick-

») I'oiiu an-. KIcrtrititi- it OptiijiK- (1001) Its if., .V.Mtff.; Archive NtVrlandaise (II)

6. 252(1. (I IKK*); Festschrift fur l.orcntz.
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Theorie (angcnalu-rte) von H. Minkowski. 235

wirken, denn der Ather nimmt nach der Anschauung von Lorcntz keine solche

Wirkung auf, da er unter alien Umstanden ruht. In dcr Theoric von Maxwell -

Hertz ist cine solche Kcaktion vorhanden, weil der Ather mit den Korpern ver-

hundcn sein soil, und zwar bcstcht cine vollstandige Reaktion, wenn die Ver-

bindung vollstandig ist. Poincartf hcmcrkt daher, daB keine Theoric dcm
Prinzip der Gleichheit von Aktion und Reaktion ohnc weitcrcs geniigen kann, die

eine nur tcilweise nicht vollstandige Einbezichung des At hers in die Bcwegung der
Korper annimmt. Aber man hat keine Bedenken getragen, hier das genannte
Prinzip auBer acht zu lassen. [Zu vergleichen noch S. 170. Ferner W. R i t z

,

Recherches critiques sur l'electrodynamique g^nerale in Annales de Physique
ct dc chimie S. VIII, Bd. 13 (1908) S. 145 ff.]

7. Theorie von Herrmann Minkowski, erste angenaherte Darstellung.

Die groBe Bedeutung von Minkowskis Theorie liegt auf dem Gebiet des
Relativitatsprinzips in der ihr von diesem genialen Mannc gegebenen besondercn
und so ausgreifenden Fassung. Wir werden diese Theorie spater sehr eingehend
behandeln. Soweit sic hier schon in Betracht kommt, ist folgcndes, als erste

Annaherung, zu bemerken.
Minkowskis Theorie 1

)
hangt mit der Ma x well - Hcrtzschen Theoric

zusammen, sofern sie die magnetische Polarisierung mit dcr elektrischen gleich-

berechtigt bchandclt, und mit der Lorcntzschen, indem sie die Grundgleichun-
gen denen dieser Theoric nachbildet. Sie stcllt sich aber von vornhercin auf cinen

radikalen Standpunkt, indem sie die Form der Grundgleichungen fiir den Be-
wcgungszustand sofort gleich der Form fiir Ruhe ansctzt. Dadurch ist sie natur-

gcmaB gezwungen, die in den Gleichungen enthaltenen GroBen in besonderer

Weise auszudrucken, da sonst gegen den Ruhezustand nichts hcrauskame, und
dadurch niihert sic sich nach ciner Seite wenigstens wieder dcr Lorentzschen
und E. Cohnschen Theorie. Minkowskis Grundgleichungen sind hiernach fur

jede beliebige Bcwegung g wie fiir den Ruhezustand

(l,a) - '•curl$ = -'*-
\ ],

(i,b)

(2a) div l = », ,

(2 b) div^> , 0 .

Unter / versteht jedoch Minkowski den ganzen, nicht durch Polarisie-

rung entstandenen Strom, also I.citungsstrom und Konvektionsstrom zusammen.

Nun bedeuten aber die GriiBcn (&, <p, X, s^ nicht die zur Beobachtung gelangenden
Krafte und Polarisierungen. Die genauen Formeln werden wir spater kennen
lernen (S. 390ff.). Fiir ge^en die Lichtgeschwindigkcit nicht crhebliche Bewegungs-

') Gcsammrlte AhhandlunKcn 2, 352. Den obigen Hezeichnungcn j£>, T, /

entsprcchen bei Minkowski tf, tit . f, !»/, «. 1-ernor ist lx-i ilini C0 I, -

A — a, '"
„

gesctzt. 4l 47

Digitized by Google



236 Optischc und elektromagnutischc Erscheinungcn unter dem EinfluB von Bewcgungen.

geschwindigkeiten berechnen sich die GroOen, wenn wir sie mit © x
, £ x

, X*, S3*

bezeichnen, aus denen (J t ft, X, 93 durch die Beziehungen

(4a) :EX==X +
4 Jr

1

C0
k •̂ ,,] •

(4b) K < k<*];

(5a) = + + ^"[g*] .

(5b) $r = $- ^-feX*]- fet].

Ferner setzt Minkowski entsprechend den Maxwellschen Beziehungen

(6,a) X* X* - = X* + rV £1 •

(6,b) *"" =
4.,*

<; *"""'*" _ 4^ fs<J1 -

(o,b) «'-4i(*-?*te t,j
)
+ Jc.teei-

otler

(63 a) 4*X* = A'tf ' - [gft] .

(6,b) 4*5V = 4 ! [g(i] .

Zulctzt fiir den Strom

(7) / =

wo o die Leitfahigkeit der als isotrop angenommenen Substanz ist. Waruni
Minkowski diese Ansatze macht, werden wir im zweiten Teil dieses Buches er-

fahren, wie iiberhaupt Minkowskis Theorie an dieser Stelle nur ganz obenhin

nach einigen wenigen Ergebnissen besprochen werden kann.

Aus den Gleichungen unter (5a) ergibt sich

Das entspricht fiir unmagnetisierbare Stoffe der Beziehung unter (E 4 a) (S. 208)

der Lore ntzschen Theorie, und in beiden Theorien haben diese (S
x physikalisch

auch gleiche Bcdeutung. Doch ist zu beachten, dali in Lorentz' Theorie t x und

ft
x sich auf den Bewegungszustand lxrziehcn, in Minkowskis dagegen auf den

Ruhezustand. Die Chereinstimmung ist also nur scheinbar.
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Die Gleichungssysteme unter (4a, I)), (5a. b) lassen sich auch in der Form
(Ilia, b) usf. (S. 211) schreiben, namlich

(8a) x; - X, . x;, - X,- +
4^ • $f

x
» "V -

l~c~^9' '

(8b) «; = , 4^*^- - *»" + 4^c; g6'' '

(9a) e; = , <j;. « <£f
. + ~ g , is;.. - (ff

« - ~
;

(»b) 1***;-. V'-V + t--^?;

VVir konnen nun alleGroBen durch zwei, z. B. (* . ausdriicken. Setzen wir

(10.) J -^(*«

(10b) B -£-(„© + £[*«).

so wird nach (62 a, b)

(64 a) X* — I 4 ^~ [gW*] .

(64 b) »*«B-£-feX x
].

Hieraus folgt

fes
x]-fe4 + >-[*(*»*]]

.

1 0

br] = b4 + *
(*(g>

T
)
- » x

(gg))

.

[g * *] - [g B] - £ (
g(gxj - x* (*_*))

•

Nun ergibt sich aus (63 a, b)

(11a) P) = ~{gii^ ,

(Mb)

und aus (5a, b)

(12a) (g^) = (^).

(12b)

und nach (g) (S. 120)
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also auch

(13a) . (irI-|-£M).

(131.) ((•'*
I -4I (««•)

Zuletzt aus (4a, h)

(13'a) (KX-)^(gX),

(13'b) (ff*
x

)=-U*).

Hicmach bekominen wir

So ergibt sich aus (fi
4
a, b)

*'(' - «<»l)- B -C.t« 'l-4,V.^M-

Hk'rin babt n wir nacb (10a, b) utitor Benutzung derselben Gleichungen auf S. 230

fe <J - ~ fe« -

4
,'

(o
l«fe«l - * fee) -

4 ,V, («(**) *(??))

so daB wir bekomimn

Diese (iloichungm bt-stimmc-n cxplizite X und ^ . Sic laukn audi

(14,3) 4.T^-(l A'(l /••^-l) L"+
A/ '

r;/
N/V^l

•

(I4,b) 4.7^ (l - ^."(^l) /<(l /..(I?'!.))*-
A '"

vf

VVRtf] I «g(g«>|) .
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Aus (63 a, b) finden wir dann

-
A> ,«,) . -(!

A'",-

und aus (6, a, b)

(18,.) •('-*?(«>)- A'(l -
c.
Ml)-* V*)

(io,b) 4.i<p< -(i -
|gg |)

- -
(
!,(ggi)(s -- * [glS])-«

K
'cJ-s{ei>)

Dicse Formeln, die also £ y
*, s# y

IS " , ftS "X "
,

s3 ' durch ii und ausdriicken,

habc ich dor spateren Anwendung wcgen abgelcitet, in alien bedeutet (gg) die

GroBe g; I g; g;.

Der Bequemlichkeit dcr Schreibweise wegen setze ich

Damit ist

(14,a) 4.t(1 - A>0P)X* = A(l - - (K ft - - A/'(/\f))
,

(14,b) - A'/iW-)^- ~ ,/i(l - (A/< l)([/'tf] -f /< /'(/'$)) ;

(152 a) , (1- A>0>')(r =--(1 -«2)(Lv ; /i - (A - 1) /'(/'(s) ,

(152 b) (1 - A>(*mv = (1 A'[/^]) - (A"/< - l)r(/^);

(iea a) 4.i(i -Kftmi y = a'o whs ; -i)/'(ns),

(162 b) 4.-7(1- A' /i * • = ii (1 Ws
) (V A'[/\?]) - /'(A'/' - 1) /•(/'*)

•

Zur Verifikation beachten wir, datJ

(/•[/:fti)-'(n^])-o

ist und erhalten

4.7(1 - AiiOy-)( /'X
)

- A'(l - W)(/'lv) (A /i - l)A'(«2
(/'l!'| = A(l - Kit W2

)(/'Cr) ,

4.7(1 A>0)2)(/'^)

- /i(l - «*)(/ \>) (Aii - 1) = »(1 A> (*)(/'&) .

Also folgt entsprechend (13a, b)

(17a) 4 .7
(
I X •

)
- A (I'Q), d. b. 4 .7

(
g T )

- A
( g (i) .

(17b) 4.7(/^') - d.h. 4.7|g^")^ /< (g.lr).
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240 Optische und dektromagnetische Hrscheinungcn untcrdem KinfluO von Bewegungrn.

«

Die Maxwcllschen Beziehungen fiir X, IS, gelten also l>ei Minkowski
wie auch bei Cohn und Lorentz fiir die skalaren Produkte mit der Geschwindig-

keit. Die Gleichungen folgen aber sofort auch aus (6s a, b), da nach (5a, b)

(18a) (n£ x
)
= (n*) (

(18b) (7^ )
= ('!) ist.

Max Abraham hat den Minkowskischen Grundgleichungen eine Form
verliehen, welche an die der Maxwell - Hertzschen Gleichungen erinnert.

Beachtet man namlich die Beziehung

f) +gdiv»M-curl[**d

- - curlfeS*] -~ -£ curl(G x - Q) ,

letzteres nach (5a), so folgt

±71 I)t cl 4ti

Analog hat man

D%* cX* r$ y

Dt
= + gdivX* + curl[X x

g] = -f- g e# - curl[j>X*]

+ + £ curl (£
x -$>),

letzteres wegen (5 b). Also

Die Grundgleichungen (lja, b) gehen so iiber in

(».«) +4
C
i

ra,1»"--*," +/•

(l.b) -^cHB.-?*!.

Gleichungen, die auch dem Sinne nach vollstandig den Ma x well - Hertzschen
entsprechen wurden, wenn an Stelle der GroBen X*, 93* stiinden die X, 53.

Mit Hilfe der Beziehungen (6a a, b) konncn wir ferner die Gleichungen untcr

(lja, b) in solche fur $ und X allein uberfiihren. Es folgt aus jenen

(.9a, «-A-(*"+Jr.H-S>*»" ] -

(19b) _^ fe0] ) + £ feX .].

zwei Gleichungssysteme fiir die Komponenten der (<• und £) und X* und 93*.

Schreibt man fur die nun allein in Betracht kommcnden GroBen X x
, SB* bc-

quemer X, $3, so wircl

(20,a, 8 _*«(X +^ ftW
)

(20,b, 6 _t?(,_
j

.».. bx]) + *? teI] .
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Wellen nach H. Minkowski. 241

oder

<202 a)
4ti 4 ji

(20,b) e _^ 8 _g(^__,) teS] .

Die Gleichungen (^a, b) werden so

(l,a) + curl 93 = ^ + (~ - l)curlfe X] + / .

(l 3 b)
- ^ curl X - ^ -f - l)curl[g «]

.

Die Gleichungen haben eine gewisse Ahnlichkeit mit den Gleichungen von

E. Cohn (S. 206), stimmen jedoch sachlich mit ihnen nicht uberein.

Wir betrachten nur den Fall gleichformiger Bewegung p in Dielektrizis. Es
ist demnach (u) (S. 121)

curl„[g$] = -p,-=- - pw
-
£j - Pt-£- • m - *. y. *.

curU**]--fc^-> *, y. z,

und wir erhalten

(21a) curl 93 =^
(21b) -^curi^.^-^.-i)^.

Fiir ebene Wellen wird hiernach unter Benutzung friiherer Bezeichungsweisen

(22 a)

(22 b)

>^4 + fe

+ -*Mri>.-*A>4 + (^

1

#77

)*}
B"

Gleichungen, aus denen wie in friiheren Rechnungen folgt, daO die Wellen 93, 3>

transversal und senkrecht zueinander verlaufen, und daB ihre Verbreitungs-

geschwindigkeit betragt

c = c» +
(
i -/^) s '

Weinttein. Kelativititsprinrip. 10
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242 Optischc und clcktromagnctische Erscheinungen untcr dem EinfluD von Bewegungen.

was, da das Koordinatensystcm ein absolutes ist, das Fresnelsche Gesetz fiir

cinen ruhenden Beobachter zum Ausdruck bringt. Das letztere Gesetz muB auch

fur die der Beobachtung entsprechenden GroBen ©*, gelten, da ja diese

linear aus den GroBen {J, 3)*, 83* zusammengesetzt sind.

Weiter gehe ich also an dieser Stelle auf die Theorie von Minkowski noch

nicht ein.

8. Vergleichungen und Berechnungen von Max Abraham.

In einer Abhandlung hat Max Abraham 1
) es unternommen, die dargelegten

Theorien miteinander zu vergleichen, und er hat zugleich eine Reihe von Unter-

suchungen iiber die im bewegten elektromagnetischen Felde herrschenden Krafte

und Energien angestellt. Da es sich um eine sehr bedeutende Arbeit handelt,

miissen die Ergebnisse Erwahnung finden, wobei ich einiges zu bemerken habe.

Die Grundgleichungen schreibt er in der Maxwell - Hertzschcn Form

(la) + £curi$»- I /.

db) ._£. cnrt8._?»:.

wo also f* der Maxwell - Hertzsche Operator (S. 132ff.) — Max Abraham

bezeichnct ihn mit . — ist. und(P bedeuten die im bewegten Felde herr-

schenden magnetischen und elcktrischen Krafte. und Sb
x sind noch unbestimmt.

Das Koordinatensystem ist ruhend gewahlt. Es ist mir nicht gelungen, zu er-

mitteln, wie die obige Form auch auf die Lorentzschen Gleichungen Anwendung
soli finden konnen, wenigstens wenn man diese Gleichungen so nimmt, wie sie

mir in Lore n tz' Theorie enthalten zu sein scheinen 2
). Zu den obigen Gleichungen

fiigt Max Abraham noch Bcziehungen fiir die ponderomotorischen Krafte, die

im elektromagnetischen Felde an bewegten Korpern wirken und fiir die Energien

hinzu. Sind die Komponenten jener Krafte auf Volumeneinheit bezogen Sff

und bedeutet g eine GroBe, die als elektromagnctische BewegungsgroBe
oder Impulsdichte bezeichnct und spater bestimmt wird, so soli sein

*,=
f A'

i

I X
+

( z dt
- flrdivg.

(2.) My =
i y

X

( X
i-

V

<y

< y*

< z

tit*

dt
- fodivg,

( X
+

r'Z*
y

iy f z

d(\z

dt~
- (Udivg.

Die A'^ . . . entsprechen den Maxwcllschen elektromagnetischen Span-
nungen, sie werden als relative bezeichnct und sind wie folgt festgesetzt

') Rendiconti del Circolo Matcniatico di Palermo 28 (1909), 2 semcstre. Das Verstand-
nis dieser wichtigen Arbeit ist sehr crschwert dureh den Mangel cincr sicheren Bezeichnung
(iir skalare Produkte.

*) Wo in. E. ft<, dort mit ft' bezeichnct, nicht die beobachtbare magnctische
Kraft bedeuten soil (vgl. S. 210), welchc vielmehr ft, dort mit ft

< bezeichnct, ist.
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Theorie von M. Abraham. 243

(3)

1

1

X

1

1

X*
A 71

1

1

X-
t

1

1

y <

4.T

1
1

4 71

1

V

'

A —4 71

•

1 7 <

4.7

1

\n

1

4.7

4; *V - lv x
v
+ *; - * TV s

:
)

.

x; i
\v .

Es handelt sich also bci den X* .

.

. urn die S. 140 untcr (XII) cingefiihrten,

jedoch nicht ganz gleichbedeutenden GroBen.

Aus den Ansiitzen (3) folgt

4.7

Ferncr ist z. H.

:ii A'; • V; V/ftf- X ' f

A;-y;=4*|c;x; + $;*;)=4.-n[s*

also allgemein das Drchungsmoment der relativcn Spannungen

(5) N' - 4n[tf * I" |- £v **].

Als Energiegleichung wird angesctzt cntsprochend (V,,) (S. 142)

(6.) () •

f- div 3
b.,

(eft)

()*, £*, v und ^ hahen cntsprechende Bedeutung w e S. 14011, namlich

(7) Q =4.7((s-y).

(«) 3; - r
0 [e-.\>*]« - te,A'; + g,y; -f » = *

, y, z.

V» wird von Fall zu Fall hestimmt, und ^ ist

b»/' dtp

hi (it

b/

i/' div # .

Hi
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244 Optische und elektromagnetische Erschcinungen unter dera EinfluQ von Bewegungen

.

Benutzen wir die letzte Beziehung, so ist auch

(6,) Q* + divS K = -jf
- ydivg - (gjt) .

Ferner haben wir entsprechend (V«) (S. 141)

(6,) <?* + div** = + (g^j + P* - **divg .

Darin ist

die beobachtbare Poyntingsche Energiestorung, sodann

(10) R' = 4*
)
+

))

,

(11) P*-4jr((G*($*l )g)-j- (y^TTg))

entsprechend den Beziehungen (X,), (VI) und (VIII) (S. 140).

Endlich wird auch gesetzt entsprechend (V10 ) S. 143

(64 ) 0* + div@* = -^-(ift).

woselbst bedeutet

(12) £; = ® x + g„y .

entsprechend nach (XVII) S. 143.

Fur v'. die elektromagnetische Energiedichte, und g, die Impuls-

dichte, werden mit Hilfe der Grundgleichungen Formeln abgeleitet. Aus (9,) folgt

(9,) div % * - C0 div [{&
* .v> ' ] = C0 (£ * curl(£ * - g * curl£ * )

,

letzteres zufolge (q) S. 121. Also wird nach den Grundgleichungen (la, b)

/ D SB* DX K
\

(9,) Aivy*~-4a[&* + j\

somit wegen (7)

(66 ) Q* + div*< ~ - 4*[£" + <£*

j

und wegen (63 )

(6e)

LaCt man nun fur ^ die Ma xwell-Hcrtzsche Definition gelten, so ist auch
(II.) (S. 133)

Dt
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Thcorio von M. Abraham. 24o

somit

(6? )

|...( + $*-?*-e*(t*F)g )g + (lT£*+£*«*)divg)

und nach (10) und (11)

4^g*

also

(6,)

oder mit

(13) v - (kg) r

Da nach alien bisherigen Annahmen die Beziehungen zwischen (£*, f$* und
33

x zwar die Geschwindigkeiten, nicht aber die Beschleunigungen enthalten,

so nimmt Max Abraham an, daD auch y> und nicht von den Beschleunigungen

abhangen. Infolgedessen zerlegt cr die obige Gleichung in zwei Gleichungen,

namlich

(15)

(16)

An

4.T

Differenziert man (15) nach / und zieht von (16) ab, so folgt

<»> (.fl - ffi ?; + » ;T - * T - - T) - >*-

wo L x dor durch (VII) (S. 140) definierten GroQe L cntspricht. Somit

(17.) (•*)-'-'•

Mit Hilfe dieser letzteren Gleichung will ich erst nachweisen, dali formal die

von Max Abraham fur die Energie angesetzte Gleichung (6,) der S. 142 auf-

gestellten cntspricht.
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246 Optischc unci diktromagnetische Krscheinungen unter dcm EinfluO von Bewegungen.

Aus (13) und (15) folgt

(18.)
4n

also nach (VI) (S. 140) oder (10) (S. 244)

(18,) y = R

Beach U-t man noch. dali nach (2j) (S. 242)

(19)

ist, wo

u»)"(^-)-(^;)-(«fli^

(20)

r'A" t'X"
A v = .

' +
* f -V (V

r'A"*

f J

A'
r x f y c 5

* r .t f y
+

den durch (XVI) (S. 142) definicrtcn GroBen A" entsprechcn, so wird

Q \ divS - _ - -^ - («A -

)

-!
...

(
^ )dlvg

(«io)

b/

Das gibt

(6„)

also nach (172 )

CM ^8- -^; -( fl
^)-(,A ).

1
divg ' ^ -

b*"
(A-

t U'A'-))-

Das stinimt niit tier hicr abgeleitetcn Gleichung (V
8 ) (S. 142) uberein, nur mit

tf * und £v fiir und .C> in den Definitional von L, K, Xx . . ., so daB die beiden

Kechnungsweisen und Ansatze sich kontrollieren und hestatigen. Doch geht die

Hedeutung der Max Abrahamschen Thcorie selbstverstiindlich dariiber hinaus.

Zufolge (4) und (18,) crgibt sich

d»a) V'
= jtffl) -V; V; Z; ^ (X^w), (Y-- m), (Z- f>Q) t .

Zu den „relati\vn" Spannungm werden so absolute" Spannungen

(21)

X, X;

•Y, .Y; vv
- V

A • - Y. - w> v,
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Theoric von M. Abraham. 247

zugeordnet, aus denen folgt

(22 )

(Xx fA"
y

iXt
r (i,

= +
• y,

,
<- v.

fx ry (z

% = -
.

* + -
' + -

it

und

(18,)

Wir haben dann

(22)

- y, - x; - y; + (gx9, -^ - A'; - y; + fe flL

,

y*-z, = >7 - + (&* - &(b) - 17 - + fee],

.

Z, - A% = Z; - X; -1- fe<flr z; - AT; -f fed, •

Nun \vird von den absoluten Spannungen in bekannter Weise verlangt, daB sic

kein Drehungsmomont besitzen. Also soli sein

(23,) -fefl]x

d. h. nach (5)

(232)

yx _ Z >

[J?fl]

-fefl], = z;-*;. -fed.-*;- y; ,

Da (g[g flj)
— 0 und entsprcchend fl])

— 0 ist, so fiihrt die obige Gleichung

zu zwei Bedingungsgleichungcn, namlich

(24.)

(25,)

oder nach (f) (S. 120)

(24.)

(25,)

(tf'k'X])- -(r for'*']).

Diese Bedingungsgleichungen finden sich zwar bei Max Abraham nicht,

er benutzt statt ihrer die Gleichung (232 ) selbst. Im Grunde aber besagen diese

Bedingungsgleichungen nur, daB die Beziehungen zwischen den @ y
, <q

x und 33 *
, 5)

x

so zu wiihlen sind, daB die absoluten Spannungen kein Drchungsmoment gcben,

und das wird in alien Theorien zu untersuchen scin.

Zuletzt sei noch erwahnt, daB nach (8), (12) und (18,) fur 2 ' auch der Aus-

druck benutzt werden darf

(2«.)

I

- 4--T X (ir li
x

)
— « (if

^"'j H- a)
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248 Optischc und clektromagnctischc Erschcinungen untcr dem EinflutJ von Bcwegungen.

(26,)

oder zufolge der Gleichungcn (h2 ) usf. auf S. 120f.

VVir folgen nun Max Abraham in der Diskussion der bisher behandelten

Theorien, wiederum mit den uns erforderlich scheinenden Anderungen.

1. Die Maxwell - Hertzsche Theorie nimmt an

(a) 4.-r 2* =
,

(b)

(c) C*=(S. (d)

(e) $*=2>, (f)

Hiernach sind die Bedingungsgleichungen (24,), (25,) idcntisch erfullt, welchcn

Wert auch g haben mdge, da nach diesen Annahmen X], 93] uberhaupt
Null sind. Ferner folgt nach (17,) L* = 0, also nach (17,) und nach (238 )

93* =«.

(•2)--. [flg]-0.

woraus zu schlieBen ist

(g) 0 = 0.

Sodann haben wir infolgedessen nach (21)

(h)
y* = y

Z * = Z, . A. A\

Die relativen Spannungen sind schon absolute, und es ist auch

(i) X* = Y*

VVeitcr wird nach (5)

(k)

und nach (18.2 )

y* = z* Z* = A*

(1)

V
2

und nach (19)

(m)

uberhaupt

(n)

Hiernach als Encrgieglcichung

(o,) Q* + div<S* - -

2 \ A /

M - A" ' .

(ot)

(o,)

0* +div$*= --
b **

-f P* -K'divg,

^ + div£*^--*--(tfA*),

Digitized by Google



Bcrechnungcn fur Maxwell- Hertz' Theorie. 24i>

wie S. 160 f. Gehen wir von der hier S. 188 ff. vorgeschlagenen Anderung der Max-
well - Hertzschcn Theorie aus, so verbinden wir sic zunachst mit der Annahme,
daB in alien voraufgeschriebencn Formeln statt X* und 93* gesetzt wird

(•- -£)»• (»—?)•"
Hiernach soil sein, indem hier bei den weiteren GroBen Akzente benutzt werden,

(a')

1_ y'
4*

*

1
Y'

An
X"

A'/ =1

An

An
Yx

. 1 1

An

1
Z'

An
L'

1

4.1

1

An

z;

z;

i

i -

i

1 -X

1 - X

1 -

1 -

1 - X

--2

**°)cvx/+(i-*^)$;*;< ;

•( l -^°)(^^"2-(^-))-

y; = z;,

jV = 0.

z; = xi
Indem aber wiedcr

(b'j x; = y;

,

ist, wird nach (5) abcrmals

(O
Sodann auch

und

(d') fl«0.

Die Gleichungen (24) und (25) sind identisch erfiillt. Da L' audi jetzt gleich Null

wird, so bleibt als Encrgiegleichung nach (V,0) (S. 143)

(eo g' + div©'---^'-.(rA;').
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250 Optischc und clcktromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluB von Bcwegungen.

Darin hat R' entsprechenden Wert wic friiher R, namlich

((') R'-
4
-?- {(i - «$)(««»• ) i (> - "

)}

.

ebenso

<g') <?' = 4.t((S*/).

Fur 3' geltcn an Stellc von (XVII) (S. 143) die Beziehungcn

00

e; = + {(l r (l x ^) (.lv
«

'

)J

g.

1 - X

(g, x; -f g, y; + g, z;>

,

*.
x+

{(
! x >+ (

!

te.*H g, y; + ft z;>

,

/'o

woselbst den A'* Z't die neuen Werte unter (a') zukommen. Die Grotten

K' behalten die Definitionen nach (XVI) (S. 142) ebenfalls mit den neuen Werten
von A', Z': . Die GroBe andert sich nicht und bleibt

0')

Auch ©' behiilt seine Definitionsgleichungen (XV) (S. 142) mit den neuen
Werten von A'x' , . . . , Z '

z .

2. Nach den Ansatzen von E. Cohn ist mit A'0 — //„ = 1 (S. 100)

(a)
I

4rrT A* IS' [g V> •

] .

( o

' 0

Zur Berechnung von g nach (17,) haben wir

V
At * dt

Nun ist

</fg-V]

dt \

l

ft»-
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Brrcchnungi-n fur I£. Cohns Thcoric. 251

Hiernach win!

(•|>J)-;(^«."-W+«v($«- !

fe*.")

+v (ft

Analog ist

Also bekomnien wir

2 C0

oder

dt J

'da
-J? V

dt
-e

dt

Hiernach kann man, wie cs Max Abraham tut, setzen

1

Dieser Wert gcniigt audi del Gleichung (23,). Man hat niiinlich aus diesem Werte
zufolge (g,) (S. 120)

also da nach (a), (b)

^0

sein soil,

d. h.

[g fl]
~ A* [Ct

•

IS J + /< [fr
• \v ] - 4 .-t [ti

• X J
- 4 -t [>}

• » •
] .

entsprechend Gleichung (23,,).

Auch den Gleichungen (24) und (25) geniigen die Annahmen. Es ist nach

Cohns Ansatzen

( g Li •
cr ; I

-

4

A
T

( e Ltf iH
) 4 J (o

( k j w i>; it*
;

; J )
- •

4 J f q
U [is [g

*
' ]

I
)

.
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252 Optische und elektromagnetische Erscheinungen untcr dcm EinfluO von Bewegungen.

Analog haben wir

(WEi) - £(wm )
+

t̂
{im'm) --^{MSM)

Es muBte also sein

(*_[?*!*$:]]) - (d.t)
x [gG y

i i)

.

Nach (g) (S. 120) ist nun

[G
x
fe£>

x
]J - g(^¥) - §

x (^s) >

Wir bekommen hiernach

^(s 5^) - = g*($^ x
)
- (?^)(§If

)

eine Identitat. Die Bedingung (24) wird hiernach durch die Cohnschen Ansatze

erfullt.

Um die Gleichung (25) zu priifen, haben wir

= - r~r («.I<*
x
te»"H. + fl^fe $"]]. + fl-HS'tS*"]).) •

Wendcn wir die Gleichungen unter (g) (S. 120) an, so folgt

-4ti c0 (fl[a*g» j )
-= + g*g*+ fefc) ^ )

- <<u$; + 9,4V + )(eFf )

.

Entsprechend wird

Die Gleichung (25) geht also iiber in

(fl^)(g^)-(fl<£
x')(g> x

).

In Cohns Theorie ist nun [Gleichungen (f) (S. 120)]

und ebenso

)
= (<Ffl) = ^(i^Ml^^.) = ^(V" [tf>L**]) = o

.

Also konnte man auch die Gleichung (25) als erfullt ansehen, weil sie in der Form

0(gG x
)
= 0(g^)

erscheint. Doch ist das freilich eher eine unbestimmte Gleichung, weil ja (gG*)

und (g§* ) einander nicht gleich sind. So daB mir von dieser Seite ein Zweifel

an der Vereinbarkeit der Cohnschen Ansatze mit der allgemeinen Theorie von

Max Abraham nicht unberechtigt erschiene.
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Berechnungen fur H. A. Lorent*' Theorie. 263

Die Energiedichte y ergibt sich aus (18,) und (c2) zu

(d,) V - + + + ^(S^M) •

Das erste Glied ist nach (a) und (b)

- t <s*
2 + « $* - ^(gK>*s*3-g[e x S x

l)

.

letzteres nach (f) (S. 120), also fallt wegen [AB] = — [BA] das mit J„ multipli-

zierte Glied mit dem zweiten Glied in tp zusammen, und es kommt

<d.) v = y G * 2 + + ^(g[^
xD = y ® xa + f S xt + ^(ry"x

)
•

3. Wir nehmen noch an, daO auch in der Lorentzschen Theorie der

Gleichung (la) (S. 242), welches der friiher (40b) (S. 222) mit bezeichneten

GroBe entspricht, die beobachtbare magnetische Kraft sein soil. Wir haben
dann mit A'0 = ,<0 = 1 aus (E6 a), (H) (S. 208) und (D,a, b) (S. 210)

(a,) 4.7^ = A (J* — A0 -^- [g§] ,

Co

(\) 4»r-^ x + A'0 [gti] .

(c) c* = (f + ^[g-£j,

(d)
Co

Die letzte Gleichung ist die fur [nach (Da b) S. 210] in Lorentz' Theorie,

welche nicht die beobachtbare magnetische Feldintensitat darstellt, da das eigent-

liche = £ ist [Gleichung (H) S. 208]. Indessen wird diese Gleichung wie

die Gleichung (b,) der Symmetric wegen angenommen. Wir lassen sie darum
hier stehen (S. 257).

Hiernach wird nach (e,) (S. 120)

[f>
x » x

] =
4̂ ^

x * x
3 +^^ x

Cge]] -+4^*o[$*fefl] •

Also sollte nach (24) sein

d. h. nach (g) (S. 120)

[gjgW* $) ~ m* g)) ) - (g(g(S
x tf)-g(S x

f)) )
•
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254 Optische und elcktromagnetischc Erscheinungcn unter dem EinfluO von Bewegungc n.

Dies*1 Glcichung aber galx;

Hierin nun ist nach (c), (d)

(e;6) = (e©)+ £ (>Ml) --= (is*)

.

(<S ft
*

)
- (l$ $) -

c

'

o

° ( li [g tfj ) = (tfft) .

Die Glieder mit g
2 heben sich auf. Ferner wircl

0

Also heben sich auch die briden andcren Glieder auf, und die Gleichung (24)

zeigt sich identisch erfiillt. Zur Prufung dcr andcrrn Gleichungen ist g nach (17,)

zu berechmn. Es ist nach (a,), (b,)

4.,
LV

,«
+A

»4,r„ ,//

Entsprechend wird

4xC9

(Hi*

4** dt 4,r/»

-4:^(T^'^>^)
Setzt man fiir G* und .ft* die Werte ein, so erhalt man als Summe dirser beiden

Bt-ziehungen
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und es resulticrt

!' i- (r

it + * 0M* tt M)

letzteres nach (f) (S. 120), wodurch das crste und dritte und das zweite und vierte

Glicd in der Gesamtoperation fortfallcn, und das funfte und sechstc sich wie an-

gegeben zusammcnzichen. Also habcn wir

(0

woraus Max Abraham wieder schlicBt

tei)

was derFormcl vonCohn cntspricht, nur mit (£, <q statt (£*, £>* und dem Faktor

ft statt 1.

Die Glcichung (25j) gibt hiernach

(iGfif ft"
7

'is
*~]) - - (v&M .

d. h. nach (h3 )
(S. 120)

(is x )(fi <s • )
-

)( i& \& < ) - * •

)(.*> ft • ) +

und zufolge (c), (d)

oder

= --(is* $fe<s]
j
+ (.&* • )(is$ - *° ©fee])

(<S 35 • )(*IS) - &*(&<£>"*) - /J ($^)(Gfe$j)
0

Setzen wir fur 3* und <P* ihre VVcrtc nach (a) bis (d) (S. 253) ein, niimlich

(a,) (b2)
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256 Optische und elektromagnetische Erscheinungen untcr dem EinfluO von Bewegungen.

so wird

4.T

4-TI**!) -£(*?)

Hiernach bekommen wir

K
~-V(P)(<J [«*]) - (**)(»£«)

und diese Gleichung ist nach (f) (S. 120) identisch erfiillt.

Fur die Energiedichte ergibt sich nach (18,) und (g,)

(h.) V = *o£ (ST]) + y(tF^TW*) •

Dieser Ausdruck laBt sich in mannigfacher Weise ausbilden. Wir rechnen

ihn zunachst mit (a,) und (b,) (S. 253) um

oder nach <c), (d) (S. 253)

d. h.

Aji((FSMf .r? « ) = (A' - K0) £ ((G * G
) ^

0
-f

) £j .

Demnach ware

<m> »-*£(«pJ) + *-&«»• i-f.^.
t
((I!i)5 + (»"*)@-

Wir schreiben noch nach (f) (S. 120) und nach (c), (d) (S. 253)

also
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und erhalten hiernach

oder

(h4 ) V = + + * ~ + "°S
2

.

oder wegen Ar

0
= /t0 = 1

(h.) V -
"J

+ 2- + ^f- © xt + ^-y— €>
l

•

Die von Max Abraham gegebene davon abweichende Formel

V - } ^ +
J"
^ + "7~ + "

2
~

erklart sich durch die abweichende Annahme fur die Ansatze (a), (b), (c), in denen
das ft vor g[gfQ] fehlt, weshalb bei ihm die Gleichung fiir g auch lautet

0 - ^ [601 •

Die Gleichungen von Max Abraham miissen auch zum Vorschein kommen,
wenn man in der Gleichung (d) die GroCe [g ©] ebenfalls mit dem Faktor /< ver-

sehen wiirde, dann trate nar an Stelle von g die GrdBe ftg. Allein immer miiBte

man dann auch die Beziehung

4jiS3 x — fi§*
aufgeben.

Wenn wir in der Lore n tzschen Theorie nicht * sondern § als die beobacht-

barc magnetische Kraft ansehen, bleibt alles bestehen, falls gleichwohl in den
Abrahamschen Grundformeln $

x
, nicht £ entscheidend sein soil. Sonst miissen

alle diese Formeln umgewandelt wcrden durch Ersetzen von $
x durch

Der hicr unter (hj angegebene Ausdruck fiir y stimmt mit dem von Lore n t

z

selbst ermittelten. [Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften V, 2,

S. 251, Formeln (XXXIX") und (XL'), wozu zu bemerken ist, daB % = t)Q*

= (K~ 1)(5
X sein soli.] Hieraus schlieBe ich, daB, wenn nach Lorentz' Theorie

nicht $ x (friiher §'), sondern £ die beobachtbare magnetische Kraft sein sollte

(S.215), gleichwohl in den Abrahamschen Formeln fe* stehen bleiben muB. In

der Tat gibt Lorentz fiir die relative Energiestromung die gleiche Formel
wie Max Abraham und wie hicr abgeleitet [vgl. 1. c. S. 253, Gl. (XLIV)].

4. Fiir Minkowskis angenaherte Theorie sind die Gleichungen (S. 236)

(a) 4*$ x = ifG x -
7
*

,

(b) 4ti$3 x

(c)

(dj = v - p [g®*]

.

^0

Weinstelo, Rdativititaprinzip. 17
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258 Optische uml elcklromagnclischc Krschcinungcn unter dem KinfluO von Bcwegungen.

Die Bedingungsgleichung (24s ) gibt hiernach

'&*)) = (.*>
x (g"- c y

)),

d. h.

(e) (c*J>) = (£*lS).

Dicsc Gleichung aber ist durch Minkowskis Ansatze identisch crfullt, wic man
sich iiberzcugt, wcnn man l£* und§* nach den Formeln (15^, b) (S. 239) aus-

driickt, denn da

ist, erhalt man fur (<&'*§) und ($* lg) denselben Wert

(o^

-

m) - L {(•
- ci^m)

-

i - r , {Kg)

Andcre Ausdriicke fiir die Bedingung (24j) sind

(?e x
[^i) = (giiP]) •

(3)-
v^j = x

)
, = )

.

Fiir q leitet Max Abraham den Ausdruck ab

Oh) Cfo-C0 [<5*$*]+4«g(G^^

der zwar g selbst explizite nicht gibt, abcr nach (26J (S. 247) die Beziehung fest-

stellt

(£*
(h2) Q — 7^. •

Beachtet man dann die Formel (262) (S. 248) fur S x
, so wird nach (c), (d)

(h 3) CoQ « [<£$] - £?
(
(4^g^X/ * )

= [<S$] ~ U'f^ ' ^M) +£ (Ifl)
•

Fine explizite Gleichung erhalten wir in folgender Weise. Aus der letzten

Gleichung folgt

,.
,

(4-t) 2
I z g) . IFe)

c9 (H) - (gm)) -

cl—ig_[^
^-}) -i-

-

c \w)

.

woraus sich ergibt

(i)

1 -
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Bercchnungcn fur H. Minkowskis Thcorie. 259

Fuhrcn wir diescn Wert in die Gleichung (h 3 ) ein und sctzen zugleich (vgl. S. 23!))

* r. - (it) = r? + /;» + 77 - op,

so wird

(k,) c,«=[^]-(4^(/W7 « ;
])+

, ^2
{(n^)-(4^)nsr-(7;[x^3^i)}

oder

(kt) (i - m cofl - (i - ©«)[<£ $] + /'(/'[tfl>]) -

Dicse Formel stimmt mit einer Spezialformel, die Max Abraham fur

rw
= l\ = 0 angegeben hat; es wird dann

(I - ^)Cq8,=(1 -0^)[tt$], + <^[e©]
J
r-(4a)^[X"*''].

= MM2 &2 [2*«*],,

W
' (1 -«2)Cofl„=(l -(i)2

)[G^)]v ,

(1 -mc«b =(1 -<3P)[G$]«.

eben die Max Abrahamschen Formeln fiir diesen Fall. Um die Gleichung

fur g zu vervollstiindigen, haben wir noch die Grolie % x $}* zu bilden. Die
Bczichungcn (142 a, b) auf S. 239 geben

~(a> - i)2{[[r§][^]]~Mr[/^]](/lf A'l/'i/'g]] (/'(£)}

(1) - A-(i - w)(A> - i){[tt[reu-/i[rcg(r§)}

Es ist aber unter Benutzung der Formeln (f) und (g) auf S. 120

Vim) = r(r*) - $( /;/;) = r(r*>) - .

[/-[r^]] = r(ns) - ^ (/v) = r(/^) -

Nun ist noch alles mit r zu multiplizieren und dann das skalare Produkt zu neh-

men. So geben die fiinf letztgenannten GroBen

w2
( (*[/•$>]) = - w2

( nis .&]) , w2
( / %) - («> ( n>) - o

.

17'
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260 Optischc und elektromagnetische Erscheinungen unter dem EinfluQ von Bewegungen.

und wir erhalten

(4ji)2 (1 - A/*©')8(/Wx %*]) =

K ft(i - +(a> - i)2 ^(/Wi)

- M (i - &){K /i - d(«»($$) -
(
7 '$f+ *(Qt$l)(Z5))

.

<m,)

In der zweiten und dritten Zeile fallen die mit /a und A multiplizierten Glieder

noch fort, wonach bleibt

(4*)*(1 - K fi QP)*(r[5*'®*] )
=

(m2)
(A>(1 -W +(A-/i - l)«©*)(r[tf ft])

- (A> - 1)(1 - (*)*) {A' (0J«(tfG) - (A*f ) + /< (®*(ft ft)
- (Fftf)}

.

Nach leichter Zwischenrechnung folgt daraus

C0
(l - A /i ©2)2

fl
= (1 - A> <*me$]

-r(A^-i){(i+A>(^)(r^

Auch diese Formel stimmt mit den Sonderformeln Max Abrahams, wenn
man in letzteren fur [X* 93

x
] ihre Sonderwerte fiir rs=r, l\~rt=0 einsetzt.

Der Ausdruck ist von der Form

(k6) cofl -[eft]+^r,

wo A fiir alle Komponenten den gleichen Betrag

<
n

>

[

A - -
(i^ ^7a>*)*

^

( 1 +A'>"

®

2
)(rt^ «>J )-

^

2
<A'

^

2
€>

2
)+ A'(]re)

a

4-/^(7^)*

besitzt.

Als Bedingungsgleichung (25x )
haben wir

Setzt man fiir <£
x

, ft
x die Werte nach (a), (b), so wird, da [$ x

2>
x
] = [* * 93

x
] = 0 ist,

l

K(dW
7

*0j) - +y(9[»
x
C/'e]l)

und nach (hj (S. 120)

also nach (h,) (S. 120)
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Nach den Gleichungen unter (g) oben ist /*(£>$*) — Es bleibt

r(rt)(]^)-K(^)(]31)>

und da zufolge (k6) wegen (f>Wg) = = 0

ist, so resultiert

/' (Z2)(/^l) = K(r$)[!lT) •

Diese Gleichung aber zeigt sich identisch erfiillt, weil nach a) bis d)

(2:*!) -£(£!) (Zli) =;-('•*)•

ist.

Zuletzt bcstimmen wir noch die Energiedichte y nach Gl. (18,) (S. 246)
Es ist nach (c), (d) (S. 257) und (f) (S. 120)

also

v =
4* +

4
£(*^) - (4^)«(r[^M) f c0

(rjj)

.

Nach (k2) wird

(i - c0(Q) - (i - o^)(/W]) + w(nis^i) - (4»2
) (^(nf*^*])

= (nW3) - (4*)2 <^(/W%*] )

,

also

(1 - &) v -
4
g (1 - ©2

) + )) + (/'[(*£>]) - (4»)I (n?£»^)

.

und darin sind alle GroBcn durch die bisherigen Rechnungen bestimmt. So ist

nach (14, a, b) (S. 239)

4* (1 - K ft W) + = (1 - <»») + /*(

+ <a> - i) {(efr&i) - - K(nsf - fi (f%f) ,

Oder nach (f) (S. 120)

+ ~ (1 - A>W (1 - ©*) ((^ (£) -t- (®^))

(1 ~
2

(A'// — 1)

2
"

(

2(0M) + A'(ri*F + /' (i.bf) (1 " 0i2) (l - K rm
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Ferner gibt (m s ) (S. 260)

.
{ (A> - i) (i - @») {op (A'(ise) + /<($§)) - - /<(/l>)

a

}

.

So bekommt man nach einiger Zwischenrechnung

(i - K fi oi2)
2 v-2(i- k ft) (Ti<&§\)

(0i)
,

+ 10 + A>©2 -©2 (3- A'/*0J2))(A'((ite) + /'|

I

- i(A>-i)(3- A'/,«2 )
(A:(nf)2 +/< (r<p)2 ).

oder anders geordnet

1 1 4 A/<(9*-(M2 (3- A>«2
)

(o
2) <

—

+

(i - A><*vr-

l (Kft- 1)(3- K/iQP)

2

2(1 - A//)

(A(P-f //#*)

(1- A>(V>*)*

oder auch

(o3 )

-I

1 (A ft — I) (3 - A/< (J>2
)

2(1

(1 - A'/iW)!Tl
(ne*i).

Wic wir aber spater sehen werden, liegen die von Max Abraham angesetzten

Hauptformeln (2J (S. 242) fiir die Krafte nicht ganz im Sinne der Minkowski-
schen Theorie, so daB den vergleichenden Entwickelungen mit Bezug auf dicse

Thcorie nur beschrankte Bedeutung beizumessen ist.

9. Elektromagnetische Stdrungen an und in bewegten Stoffen.

a) Wirkung konvektiver Elektrizitat.

Nach den meisten Untersuchungen, die iiber diesen schwierigen Gegenstand
angcstellt sind, scheint nicht mehr bezweifelt werden zu kdnnen, dali Elektrizitat

in Bewegung, konvektive Elektrizitat, clcktromagnetisch wie ein elektri-

scher Strom wirkt. Und zwar ist cs glcich, ob die Elektrizitat auf Metallen sich

befindet, oder auf Dielektrizis, sei es durch unmittelbare Ladung (wic in Ver-

suchcn von Rontgen), sei es durch Influenz (wic in Versuchen von Eichen-
wald) hervorgerufen. Die Hauptarbeiten hieriiber riihren von Rowland 1

),

Rontgen 2
), Eichenwald 3

) her. Andere Arbeiten von Rowland und

') Rowland, Berichte d. Berl. Akadcmic (1870), 211, oder PogRcndorfs Annalen
158 (IS7(i), Mitti-iliing von Helmholtz S. 487.

*) Rontgen. Henchte d. Berl. Akadcmic (1885), 105; Wiedemann* Annalen f. physik
u. (•hemic 35, 204 (1888).

a
) Kichcnwald, Annalen d. Physik 11, 1, 421 (1W03); 13, 011) (1904).
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Wirkung konvcktiver Ladungen. 263

Hutchison 1
), Hi mstedt 2

), Pender*), Cr6mieu 4
) u. a. Die meisten

dieser Arbeiten bestatigen die Annahme jener Wirkung, einige widersprcch.cn ihr,

so cine Arbeit von Lecher8
), dann die des eben genannten Crdmieu, und meiner

Meinung nach auch die Arbeit von Noble und Trouton 6
), auf die wir spater zu

sprechen kommen. Nach den bestatigenden Arbeiten crstrecken sich die Wirkun-
gen sowohl auf magnetische Anziehung und AbstoBung, als auch auf Induktion.

Entscheidend ware elektrolytische Wirkung, woriiber sichere Ergebnisse wohl
nicht vorliegen.

In diescn Wirkungen konvektivcr Elektrizitat hat man immer den groBten
Einwand gegen die Maxwell - Hcrtzschc Theorie gesehen. Zunachst mochtc
ich einen dieser Einwandc entkriiften. Eichenwald, dem die genauesten Unter-

suchungen zu verdanken sind, findet, daB die durch Influenz hervorgebrachte

konvektivc Elektrizitat auf Dielektrizis nicht proportional K wirkt, sondern
proportional A"— 1, d. h. K- K0 . Darin sieht er einen Widerspnich gegen die

Maxwell - Hcrtzsche Theorie upd eine Bestiitigung der Thcorien von
E. Cohn und H. A. Lorcntz. Allein hier liegt wohl ein Verschen vor. Die
Gleichungen der Elektrodynamik beziehen sich samtlich auf das Innere der

Stoffe. An der Gre nze herrschen andere Bcdingungen. Wo auf Dielektrizis durch
Influenz cine Ladung hcrvorgcrufen wird, kommt die Coulomb - GauBsche
Oberflachengleichung aus der Elektrostatik zur Anwendung, die alien Theorien

gemein ist. Diese gibt fiir die „fingierte Ladung" der Oberflache des Diclektri-

kums 4- 3?.,, also im Vcrsuchsfalle Eichenwalds, IK — Ka)~ , wo a die

Dichte der influenzierenden Ladung bedeutet und K, K0 die Dielektrizitiits-

konstanten des Dielektrikums und der Umgebung feststellen. Bei Eichen-
walds Versuchen war die Umgebung Luft, da die dielektrische Platte in Luft

roticrte, also K0 fast gleich 1. Er konnte also gar nichts anderes finden, als daB
die „fingicrte Ladung" eines Dielektrikums im Verhaltnis von (K— 1) zu 1 der

influenzierenden Ladung wirkt. Und die Anwendung einer der elektrodynamischen

Theorien auf die Berechnung dieser fingierten Ladung kommt gar nicht in Frage,

weder der Maxwell - Hertzschen Theorie noch irgendeiner der anderen.

Ubler fiir die Maxwell - Hertzsche (und meiner Meinung nach auch fur

die E. Cohnsche) Theorie steht es um die elektromagnetische Wirkung selbst.

Hieriiber laBt sich aber gegenwartig noch nichts mit Sichcrhcit feststellen. Eine

elektromagnetische Wirkung konvektivcr Elektrizitat ubcrhaupt sagt auch die

Maxwell - Hertzsche Theorie voraus. Aber die Wirkung soli in der Bewegung
der Ladung selbst ihren Grund haben und dieser Ladung und der Bewegungs-

geschwindigkeit proportional sein, wahrend nach der Maxwell - Hertzschen

Theorie die Wirkung ihren Grund hatte in den raumlichcn I'ngleichheiten der

Bewegung und in den raumlichen I'ngleichheiten der elektrischen Polarisierung.

Mathematisch wird die Wirkung angenommen proportional gQ, und laBt die

Ma xwell-Hertzsche Theorie sie suchen in GroBen von der Art . , vu —— ,...... IV (V
u , v = x , y, z , namheh in

(1) \V= (g\ )X- (3)F)g 3>div^.

') Rowland u. Hutchison. Phil. Mag. 27, 445 ( 1880).
2

) Himstedt. Wiedcinanns Annalcn d. Phvsik u. Chcmic 38, .WO (ISHD).
3
) Pender. Phil. Mag. 2, 175) (1901); 5, 34 (1H03).

*) Crcmicu, Coinj.t. rend, de I'Acad. des Sc. 130, 154", (1900); 131, 578, 797 (1901);

Phil. Mag. 2, 235 (1901).
s

) Lecher, Kupcrtorium d. r Phv>ik 20, 151 (I8S4).

•) Nuhle ii. Trouton. Phil. Tran^. 202, 105 (I0O4).
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264 Optische und elektromagnctische Erscheinungen unter dem EinfluC von Bcwcgnngen.

Nun haben namentlich die Untersuchungen von Himstedt und Eichen-
wald auch quantjtativ die Proportionalitat der Wirkung mit gq nachgewiesen,

bei Eichenwald bis zu Spannungen von 10 000 Volt, bei Himstedt nur bis

etwa 4500 Volt, wonach Abweichungen von der Proportionalitat sich fanden.

Indessen darf nicht auBer acht gelassen werden, daB die GroBe gQ*=gd\v%
doch von ganz derselben Art ist, wie die in W zuerst stehende GroBe (gF)2).

In einem Felde, in dem X nur von einer Koordinate abhangt, ist sie ihr sogar gleich.

Bei der ganz auBerordentlichen Schwierigkcit der Untersuchungen und den
unzahligen Fehlerquellen, die sie heeinflussen, deren moglichste Vermeidung
selbst dem groBten Scharfsinn der genannten Forscher kaum gegluckt sein diirfte,

glaube ich nicht, daB jetzt schon entschieden werden kann, ob die beobachtete

Proportionalitat durchaus nur auf gdiv2) sich erstreckt und in keiner Weise

auf (gF)5) bezogen werden darf. Nur Beobachtungen in verschiedenen
Richtungen zu der sich bewegenden Elektrizitat konnten cine Entscheidung

herbeifuhren, da im ersten Falle der Proportionalitatsfaktor sich nicht andern

diirfte, im zweiten er gerade eine Wandlung erfahren muBte. Solche Beobach-

tungen fehlen, wie viel mehr genaue Analysen des Feldes urn eine sich bewegende
Elektrizitatsmenge selbst. Urn die experimentelle quantitative Untersuchung

der elektrodynamischen Gleichungen ist es uberhaupt noch fibel bestellt, kaum
c <J> € 93

daB einigc Sicherheit iiber das Glied . - , — - besteht, und wenn man will, iiber
vt ct

gdiv'J) oder (gV) 2) . Von den anderen Glicdern, wie (£)F) g ,
$divg , die doch in

keiner der Theorien ganz fehlen, weiB man experimentell quantitativ so gut wie

nichts, qualitativ nur einiges durch Rontgen. Vielleicht werden die Kathoden-
und /?-Strahlen (auch <x-Strahlen) zu Methoden fiihren, die genaue quantitative

Durchforschung der Felder um bewegte Elektrizitat gestatten, da sie anscheinend

die einfachsten Verhiiltnisse haben. Es ist ja schon mit ihrer Hilfc manches fiber

die elektromagnetische Wirkung bewegter Ladungen ermittelt, wenn auch auf

Grand noch recht unsicherer Hypothesen.

Mit der Theoric von E. Cohn ist es, wie bemcrkt (S. 206), ganz so bestellt

wie mit der Maxwell - Hertzschen.
DaB die Theorien von H. A. Lorentz und Minkowski die behauptcte

elektromagnetische Wirkung konvektiver Ladung, proportional gdiv$>, angeben,

ist in ihrer Anlage schon begriindet.

b) Elektromagnetische Erscheinungen an und in bewegten Stoffen.

1. Der Versuch von Des Co udres 1
) ist das genaue elektromagnetische Gegen-

stfick zu dem optischen Versuch von Michelson. Zwei primare Rollen standen
parallel zu einer zwischen ihnen befindlichen, von beiden gleich weit entfernten,

Sekundarrollc. Sie waren entgegengesetzt gewickclt. Wird durch sie ein Strom
intermittierend gesandt, so heben sich ihre Induktionen in der Mittelrolle auf.

Wenn aber das ganze System z. B. in Richtung seiner Achse sich bewegt,
wiihrend der die InduktionsstoBe verbreitende Ather rulit, kommen von der
einen (vordcren) Rolle die St6Bc friiher, von der anderen (hinteren) spater an,

sie interferieren in der Mittelrolle, und diese muB Induktionserseheinungen zeigen.

Des Coudres l>cnutzte die Bewegung des Systems mit der Erde und ordnete die

Achse moglichst in Richtung dieser Bewegung an. Er konnte aber, obwohl zur Zeit

seiner Beobachtungen Juni/Juli die (»eschwindigkeit der Erdbewegung gegen
40 km betragt (Tal>elle S. 114), Erscheinungen, die den vorauszusehenden ent-
sprcchen, nicht feststellen. Der Versuch wurde mannigfaltig abgeandert, das Er-

*) Wicdcmanns Annalon d. Pliysik u. Clu-nnc 38, 71
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gebnis blieb aber immcr ncgativ. Gleichwohl darf der SchluB, daB der Ather sich

mit der Erde wie diese bewegt, noch nicht gezogen werden, denn — worauf
H. A. Lorentz hingewiesen hat — die Erscheinung hangt wie im Michelson-
schen Versuch nur vom Quadrat dcs Verhaltnisses der Erdgeschwindigkeit zur

Lichtgeschwindigkeit, die der Geschwindigkeit der Verbrcitung elektromagneti-

scher Wellen gleichgesetzt werden darf, ab und entzieht sich so der Feststellung.

2. Von den anderen Ver-

suchen erwahne ich zunachst

den von Noble und Trouton 1
)

ausgefiihrten. Wenn ein ge-

ladener ebener Kondensator
sich in Richtung seiner Er-

streckung bewegt, so stellt er

fur den Raum zwischen seinen

Belegungen einen doppelten

flachen Konvektivstrom dar,

weil die beiden Ladungen als

entgegengesetzt sich wie nach
entgegengesetzten Richtungen
bewegen, eine Ladung aber zur

einen, die andere zur anderen

Seite der Bewegungslinien liegt.

Hiernach entsteht im Innen-

raum zu jeder Seite im Kon-
densator parallel zu ihm und
senkrecht zur Bewegungsrich-

tung ein clektromagnetisches

Feld, welches den Kondensator
um cine in ihm gelegene Achse
so zu drehen strebt, daB er sich

senkrecht zu der Bewegungs-
richtung stellc, weil dann jeder

Partikel positiver Ladung eine

wie nach entgegengesetzter Rich-

tung sich bewegende Partikel

negativer Ladung entsprache,

und in diesem Falle bcidc Par-

tikel ganz gleich zu der sie

verbindenden Bewegungslinie

lagen, so daB zu den Strdmen der —
einen Ladung entgegengesetzte

glcichliegcnde Strome der ande-

ren Ladung gehorten. 1st der Kondensator um eine in ihm verlaufende
Achse drehbar aufgchangt, so wird er also im ersten Fall in der Tat
eine Drehung erfahren. Die Anordnung des Versuches ist in der Fig. 10
dargestellt. B ist der Kondensator, dem die Ladungen durch den oberen
als Aufhangung dienenden und den untcren in das FliissigkeitsgefaB tauchen-

den Draht zugefuhrt wild. Bei A befindet sich ein Spiegel zur Beobachtung
der Drchungcn um den Zufiihrungsdraht. Die ubrigen Teile stellen Schutz-

hiillen usf. dar. Die magnetische Feldintensitiit ist 4-Tog wenn a die Ladungs-

Fig. 10.

») Noble und Trouton, l'liil. Traus. 202, I65H. (1904).
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dichte bcdeutet, die Energie also (4;rog)3 = ^ "2 ga auf Raumeinheit
C<j" 8.7. Co

bezogcn. 1st / die Dickc dcs Kondcnsators, S seine Flache, so bctragt diesc Energie

fiir ihn Em — --'- g
. Sei F die Potentialdifferenz der Belegungen des Kon-

C
° A'F

densators, A' seine Diclektrizitatskonstante, so wild o = also jene Energie
4-7 /

(2l) '"" "
(4.7)*/

1
'

oder da die elcktrostatische Energie ist

1 KS F2

#==
2 4* /

'

auch

und die ganze Energie wild

(30 £ = fc; • = (i
-i-^).

Bildet die Kondensatorflache mit der Bewcgungsriclitung den Winkel y>, so ist

(3) /« ^/T,(l + ^cos>).

Hiernach haben wir fiir das Drehungsmomcnt bei konstantem Ee

,4,
rf<

=-/rv
s
,

si„2 V,

Noble und Trouton berechnen mit Hilfe dieser Formcl und mit den Kon-
stanten ihrer Einriebtung, daB durch die jahrliche Bewegung der Erde urn die

Sonne der Kondensator cine Drchung hatte erfahren miissen, die an ihrer Skala

in einem Ausschlag von 3,4 cm sichtbar geworden ware. Fiir die Gesamtbewegung
der Erde erhoht sich diese Zahl, da sie im Marz beobachtct haben, wo die Gc-

schwindigkeit der Erde 44 km betragt (Tabelle S. 114), sogar auf etwa 7,5 cm.
Gleichwohl haben sie nichts von einer solchen Ablenkung bemcrken konnen.

Ich selbst wiirde daraus schlieBen, entweder daB die Ladung unter der Vcrsuchs-

bedingung iiberhaupt keine elektromagnetischen Wirkungen hervorgebracht hat,

oder daB konvektive Elektrizitat auf in gleicher Weise bewegte Apparate nicht ein-

wirkt, als wenn ein Strom in Gcgcnstanden, die mit ihm treiben, seine Bewegung
nicht verrat. Die Vcrhaltnisse im Inncren der Stromc sind uns ja nicht bekannt.

Noble und Trouton meinen, daB, da wir doch gegemvartig das Vorhandenscin

magnctischer Energie bei konvektiver Ladung annehmen miissen. durch die Be-
wegung die elcktrostatische Energie sich gerade urn den Betrag dieser magneti-

schen Energie verringert, wodurch im Gesamtergebnis alles wie in Kuhe verblicbe.

Von einer solchen Verringcrung der elektrostatischen Energie verraten abcr die

Versuche von Rowland, Hitnstedt, Eichenwald usf. nichts. Ware sie bc-

griindet, so hattc sie auch in deren Vcrsuchen die elektromagnetische Energie

ganz oder zum Teil aufheben miissen. Dieses Ergebnis crklart mit Ausnahme der

Ma x well - Hert zschen Theorie keine der anderen Theorien. Nach dieser Theorie

alxT kann eineelektromagnetische Wirkung hiergar nicht zum Vorschein kommen,
weil zwischen den Platten des Kondensators in dessen Erstreckung die Polarisie-
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rung iibcrall die gleiche, also (gT ) £ gleich Null ist. AuCerhalb des Kondensators
al>er kommt iiberhaupt nichts zum Vorschein. Nur noch die Relativitatstheorie

vermag eine Erklarung ahnlich wic fiir das negative Ergebnis des Michelson-
schen Versuches zu geben. Aber diese „Erklarung" muBte auch fiir die sonstigen

Ergebnisse der Versuche iiber konvektive Elektrizitat Bedeutung haben, und
es durften dann diese Ergebnisse nicht so gedeutet werden, wic es geschieht, so

daO mir diese Erklarung auch auf den Versuch von Noble und Trouton nicht

anwendbar zu sein scheint. Freilich sind die Berechnungen sehr unsicher, da
sie so ausgefiihrt sind, als wenn die Ladung ruhte, oder als wenn sie die ganze
Bahn in gleicher Weise ausfullte, wahrend sie doch standig Stellen verlaCt und
neue Stellen erreicht, und wahrend doch die clektromagnetischen Wirkungen,
da sie sich verbreiten, keineswegs genau mitgefuhrt werden. DaD die Versuche von
Rowland und Eichcnwald ergeben haben, daC es fiir die clektromagnetischen

Wirkungen konvektiver Elektrizitat gleich ist, ob diese Elektrizitat auf einem
ununterbrochenen Korper sich befindet, oder auf einem einmal oder mehrere
Male unterbrochenen, scheint mir durch die gegenseitige Influenz der gegeniiber-

stehenden Untcrbrechungscndcn zu erklarcn zu sein, wodurch die Unterbrechung
gleichsam iiberbriickt wird. Anderungen durch solche Unterbrechungen mussen
eintreten, fur solche sprechen schon die Versuche Rontgcns mit der sich iiber

zwei geladenen Halbringen drehenden Ebonit-

scheibe, die eben die Existenz des ,,R6ntgen-

stromes" nachgewiesen haben. Doch sind ge-

nauere Rechnungen gegenwartig nicht ausfiihrbar,

wo selbst die Theorie nur eincs cinzclnen sich be-

wegenden Elektrons noch so unvollkommen ist.

3. Die Anordnung des Versuches von
Blondlot 1

) zeigt die Fig. 11. Darin bezeichnen

A BCD, A'B'C'D' die Pole eines Elektro-

magnets, P eine Metallplatte, die mit einer ande-

rcn ihr gegeniiberstehenden einen Kondensator
bildet. Jene andere Platte ist mit der Armatur des Elektromagneten verlotct

und mit diescr zur Erde abgcleitet, P dagegen steht frei, indem zwischen ihr

und der Armatur schmale Spalten gelassen sind. Durch den Raum zwischen

den Polen und den Platten wird Luft in standigem Strome gesaugt, der also

sich im magnetischen Felde des Elektromagnets senkrecht zu den Kraftlinien

bewegt. Es fragt sich, ob und welche Ladung die Platten dadurch erhalten,

wenn man sie durch einen Draht verbindet. Die iibliche Berechnung geschieht

in folgender Weise:

Nehmcn wir die vertikale Richtung der Bewegung zur 2-Achse, die Richtung

der magnetischen Kraft zur y-Achse, so ist die Richtung der hervorgerufenen

elektrischen Kraft die *-Achse. Wir benutzen die Formeln (I 4 b) (S. 136), denken
uns die Leitlinie a von Platte zu Platte als ebene vertikale Kurve, so daC die

Richtung n der Normale der von ihr umgrenzten Fliiche 5 die y-Achse, also die

der magnetischen Kraft, ist und erganzen diese Kurve durch eine Gerade / in

Richtung der x-Achsc zwischen den beiden Belegungen. Wir haben dann, unter
15' den clektromagnetischen Teil der elektrischen Kraft verstanden,

Fig. 11.

(5)
S

it
'

') Klondlot. Coinpt. rt-iul. do l'Acud. do Sc. 133, 778 (IH01).
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letzteres, weil 93„= 93„ und ebenfalls g konstant nach x, y, z ist. Nimmt nun die sich

bewegende Luft das Erganzungsstiick / der Kurve mit, so andcrt sich in der Zeit-

einheit die Flachc S um gt l . Also wird

(6)
f°f&da- + gt l - +^& gt /

.

letzteres, weil /« fiir Luft gleich 1 anzusetzen ist. Das Integral links zerfallt in

einen Teil iiber die Leitung und durch die Platten und einen anderen iiber die

Gerade / in der Luft. In den metallischen Teilen aber ist © = 0 , also bleibt

(7)

Das Feld zwischen den beiden Belegungen ist teils elcktrostatisch, teils

elektromagnetisch, nennen wir die ganze elektrischc Kraft (£x
* und den elektro-

statischen Teil davon G™, so ist

(8) G; = e; + e<°>.

also

(»)

4 IT

Wenn man nun hierin mit Maxwell-Hertz g* = $ setzt, dann geht

die Gleichung iiber in

I

Zwischen den Platten ist freie Elektrizitat nicht vorhanden, also div % = 0

.

Es kann aber % nur von x abhangen (falls man sich innen von dem Rande der

Platten hinlanglich fern halt). Somit ist 3) iiberhaupt konstant, und man hat

Bezeichnen wir noch die Dichte der Ladungen an den Belegungen mit a , so ist

a — $x also

02) ° =
i",

*" + 4JC>«'0

:(0>
ist durch die Anordnung des Versuches climiniert. Blondlot aber konnte

enie Ladung nicht nachweisen.

4n 2)
Deshalb nimmt man an, daB der Ma xwell-Hcrtzsche Ansatz G = - -

MX

fiir Verhiiltnissc, wic sie durch Bewegung im Felde hervorgerufen werden, nicht

zutreffen konne, und daB die Ansatze der anderen Theorien, z. B. der Ansatz der

Loren tzschen Theorie, anzuwenden seien. Dieser letztere Ansatz gibt nach
(E

4
a) (S. 208) mit » - 1

(13) - A (T - y°[sb],
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also in unserem Falle

(14)

somit folgt aus (7)

(15)

Da /C0 = 1 unci A' sich auf Luft bezieht, also auch fast 1 ist, so fiele das zwcite

Glied fort, und das Ergebnis des Blondlotschen Versuchs ware erklart.

Indessen scheint mir das Negative des Blondlotschen Versuches noch in

anderer Weise zum Teil deutbar. Wenn die Platte P ebenfalls mit der Armatur
verldtet gewesen ware, so hatte uberhaupt ein negatives Ergebnis erzielt werden
mussen. Nun war sie freilich durch zwei Spalten von der Armatur getrennt.

AUein diese Spalten sind sehr schmal gewesen, wenige Zehntel Millimeter in der

Weite, und da muB die Influenz der Armatur auf die Platte zu beiden Seiten wirk-

sam sein, die die Spalten uberbriickt und so wirkt, als ware die Platte mit der

Armatur ganz oder zum Teil metallisch verbunden. Das Blondlotsche Ver-

suchsergebnis findet also allerdings in Annahmen wie die Lorentzsche seine

Erklarung, aber meiner Meinung nach streitet es nicht unmittelbar gegen die

Ma xwell -Her tzschen Annahmen, die Influenz auf die Platte P ist nicht beriick-

sichtigt. So gering sie sein mag, es sind auch auBerordcntlich geringe GroBen,

urn deren Feststellung es sich hier handelt. Uberhaupt hat Blondlot, soweit

sich aus der knappen Beschreibung schlieBen laBt, wenig fiir den so wichtigen

Schutz der Platte P gegen Influenzal von auBen getan.

Fig. 12.

4. In dieser Beziehung ungemein sorgfaltig ist der Versuch von Wilson 1
) aus-

gefuhrt. Innerhalb eines Solenoid-Elektromagneten S, Fig. 12, befindet sich koaxial

und symmetrisch ein erheblich kurzerer Ebonit-Hohlzylinder B. Dieser steckt

») Phil. Trans. 204, 121 (1904).
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auf einem Blcch-Hohlzylinder, der seinerseits, durch eine Lage aus Vulkanfiber

getrennt, auf die Welle einer Umdrehungsmaschine gezogen ist. Auf die auBere

Flache des Ebonitzylinders ist eine zweite Metallhiille fest aufgesteckt. Die innere

und die auBere Metallhiille sind die Belegungen des Ebonitzylinders und bilden

mit ihm einen zylindrischen Kondensator; von zwei Bursten, dercn obere E in dcr

Mitte an der auBeren Belegung, die unterc F an einem Ende an der inneren Be-

legung anliegt, diente die obere zur Verbindung mit den MeBapparaten, die

untere unter Vcrmittelung des Mantels um den Elektromagnet und aller anderen

gegen Influenz zu schiitzenden oder auszuschaltenden Teile zur standigen Ver-

bindung mit der Erde. Wird die Maschine in Gang gesetzt, so rotiert der Kon-
densator innerhalb des Magnets.

Die Maxwellschen Induktionsgleichungen, die hier in Betracht kommen
und nicht angezweifelt wcrden, gcben zunachst

(16) G* = G<°>- r
!
'

b.f>].

Im Abstand r von der Mittelachse sei das elektrostatische Potential 0, so daB

man hat

(17) Gf = -
, (ff = - ' *

, = - -
*

.
x

< x * ( y * t. z

Verlcgen wir die z-Achse in die Mittelachse und nennen u> die Winkel-

geschwindigkeit, so ist

(18) g = rw; & — -rcu^, gw = ro>*, gt = 0 ,

und da das magnetische Feld axial und gleichmaBig angesetzt wird, weiter

(19) &-0, #„ = 0, & = .&.

Also

(20) [g§h - r no * £ . [g$\, = \ no ? % , [g$l - 0 ,

und damit bei /* = 1

t <P no x i <t> no v t$
* € x CQ r v t y C0 r ^ * t z

Nun kann <l» nur von r ahhangen, wir erhalten also als elektromotorisrhc Kraft

IS* senkrecht zur Kotationsachse

X V <* '/* t (O

Wilson behandelt die Vorgange in den Belegungen und in dem Ebonit-

zylinder als unabhangig voneinander. Im Ebonitzylinder ware nacli H. Lorentz'
Theorie wieder

(23) ir- -- ^4.ir

somit
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Da in der Maxwell - Hertzschcn Thcorie K0 fehlen wiirdc, schreiben wir all-

gemein

(24)

Nun ist

(25)
2.T/r'

wenn e die gesamte Ladung einer Mantel flache vom Radius r und der Lange /

des Zylinders angibt. Also habcn wir fiir den Ebonitzylinder

(2(5)

e K( f"0 -rtoA

und integriert vom inneren Radius r
x
des Ebonitzylinders bis zura auBeren r2

ebenfalls des Ebonitzylinders

weil e von r nicht abhangen kann. Zu dicser so berechneten Ladung e, die fiir

irgendeine Mantelflache, also auch fur die auBere Oberflache des Ebonitzylinders

gilt, bestimmt nun Wilson eine Reihe von Zusatzgliedern. Erstens zeigte die

Untersuchung des magnetischen Feldes in dem vom Ebonitzylinder eingenom-

menen Raume mittels Induktionsrollen, daB die magnetische Kraft daselbst nicht

glcichmaBig verteilt war. Die Lange des Zylinders betrug gegen 10 cm. Rechnet

man den Abstand einer Stelle von der Achse und von einem Ende des Zylinders,

so fand folgendc Verteilung der magnetischen Kraft statt:

Abstand von Magnetische Kraft

einem

Zylinderende

in cm

ai

auOeren

Radius
inneren

Radius

im Durch-

schnitt

0 168 168 168

1 180 183 184

2 195 193 194

3 200 199 200

4 203 202 203

5 206 205 205

6 207 207 207

7 207 208 208

8 207 208 207

9 205 205 205

10 201 199 200

10,3 196 196

Radial bestehen also nur sehr gcringe Unterschicde der magnetischen Krafte,

axial aber sind die Unterschicde nicht unerheblich, die Kraft wachst, wie zu er-

warten, von den Enden nach der Mitte an, wenn auch nicht von beiden Enden in

gleicher Wcise. Wilson hat darum eine Ausgleichung vorgenommen und im
Durchschnitt die Kraft fiir den inneren Radius gleich 199,4, fiir den auBeren

gleich 200 angesetzt. Dicse Zahlen sind noch mit der Starke des Stromes zu multi-

plizieren, der das Solenoid magnetisierte, und stellen dann die Anderung der
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magnetischen Kraft bei Umwechslung des Stromes dar, cntsprechend der Ver-

suchsanordnung, die auch die Anderung der Ladung bei Umwechslung der magne-
tischen Kraft ergab. Da bei dieser Beobachtungsweise der statische Teil fortfallt,

wird gesetzt

2* log
'*

2 - = A'L(200r.? - 199,4 rt
2
) to .

Sodann berucksichtigte Wilson die Induktion durch die auBern Belcgungcn,

durch eine Korrektion

t
x
=» {r.? - rj) to 200 C ,

weil die mittlere magnetische Kraft bei r
t elxm 200 betrug; C bedeutet dabei die

Kapazitat des Kondensators zwischen der auBeren und inneren Belegung, den
auBeren Radius der auBeren Belegung. Eine zweite Korrektion wird dafiir ge-

rechnet, daB an der Biirste der auBeren Belegung eine hohcre magnetische Kraft,

206, als im Durchschnitt, 200, an der inneren und auBeren Seitc dieser Belegung

geherrscht hat. Sie gibt

tf
2
- (206 — 200) (»K*C .

Diese Korrektion diirfte kaum zuliissig sein. An sich ist 2 X = o gleich der Dich-

tigkeit der Elektrizitat. Ist diese, wie geschehen [Gl. (25)], gleich ——.. gesetzt,

so meint man damit einen mittleren fur die ganze Flache geltenden Wert. Dieser

mittlere Wert setzt einen mittleren Wert der magnetischen Kraft an der Flache

voraus. Und so sind die Formeln auch gerechnet. Also kann der Sonderbetrag

dieser Kraft an der Biirste nicht mehr in Betracht kommen, er ist durch die

Mittelbildung in den Formeln schon beriicksichtigt. Das gilt aber nicht bloB

rechnerisch. Auch fur die Beobachtung kommt sie nicht in Frage, denn da Be-
legung und Biirste Metall sind, nimmt die Biirste nicht den an ihr lokal statt-

finden sollenden Betrag ab, sondern einen Betrag, der sich nach der Ladung
der ganzen Flache richtet, also einen mittleren. Der EinfluB der Biirste auf

die Elektrizitiitsverteilung auf der Belegung iiberhaupt ist durch die Versuchs-

anordnung eliminiert wordcn, dieTheorie aber setzt ihn von vornherein gleich Null,

wenn sie alle UngleichmaBigkeit ausgleicht, um iiberhaupt rechnen zu konnen.
Drittens wird eine Korrektion aufgestellt genau derselben Art, namlich

^=(206 - 200)a>r.; a C
1 ,

in der C
t
die Kapazitat bedeuten soil zwischen der auBern Flache und dem um-

gebenden Rohr (between the outside surface and the surrounding tube). Von
dieser Kapazitat, sie unterscheidet sich nur unwesentlich von der Kapazitat C
(24 statt 25,4), ist sonst in der Arbeit nirgends die Rede, ich weiB auch nicht,

wie sie zu deuten sein muBtc, die obige Angabe dafiir reicht zu ihrer Aufklarung
nicht hin. Gleichwohl ist diese Korrektion aus demsclben Grande zu beanstanden
wie die Korrektion e2 .

Endlich soli noch eine vierte sehr unbedeutende Korrektion

ex = (199,4 — 196)wr,2 C

in Betracht kommen fiir die Abweichung des Betrages der magnetischen Kraft

an der untercn Biirste von dem mittleren Betrage an der inneren Belegung,

die also den Korrektionen e2 ,
<?3 entspricht.

Scheinen mir hiernach die Korrektionen <?2 ,
e3 ,

ex fortfallen zu miissen, weil

sie in den Formeln durch Benutzung der Mittelwcrte schon lx;riicksichtigt sind,
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da sonst ganz andere Formcln hatten angesetzt werden miissen, so ist auch die

Korrektion e
x , die man als berechtigt anerkenncn wird, erhcblich zu verringern.

Aus dem angenommenen Wert der Kapazitat C, als solchem fiir den ganzen Kon-
densator, sieht man, daB diese Korrektion lediglich die Erweiterung des Ebonit-

zylinders bis an die auBere Flache der auBeren Belegung bedeutet. Da aber die

Belegung eben Metall ist, muB der Wert noch durch K dividiert werden, urn die

Kapazitat entsprechend zu rcchnen. K betrug 3,54, die ganze Korrektion e
x

in elektrostatischen Einheiten ausgedriickt war unter den gegebenen Umstanden
132 x 25,4 x \ 10 10 = 1,12 X 10- 7

. Dieses mit 3,54 dividiert gibt 0,32. Rechnet
man nun die GroBe A' L (200 r.J — 199,4r,l)CJl 10- 10 mit dem Maxwell-Hertz-
schen Wert fur L, namlich 1, so erhalt man 17,5 10" 7

, und mit der Korrektion

17,82 x 10" 7
. Bcnutzt man dagegen fiir L den Wert nach Lorcntz

K-K9 1

K 3,54'

so folgt 12,58xl0 7
, und mit der Korrektion 12,90xl0~ 7

. Beobachtet war
15,35xl0 -7

. Die Differenz betragt also nach Maxwell-Hertz + 2,47xl0" 7
,

nach Lorentz — 2,45 x 10~ 7
. Der V

r

ersuch licBe also die Fragc, welche Annahme
die zutreffende sei, unentschieden, da beide Differenzen gleich groB sind, die einc

Annahme (die Maxwell-Hertzschc) gibt zu viel, die andere gibt urn den
gleichen Betrag zu wenig.

Leider ist Wilson gerade in den Angaben iiber den Gang des Versuchs so

kurz gewesen, daB es nicht moglich ist, sich alles mit Sicherheit nach der Lektiire

der Arbeit herzustellen, und am meisten bedauerlich ist die ungewisse Art seiner

Bezeichnungen fiir die einzelnen in Betracht kommenden Fliichen. Mit Hilfe

der genannten Korrektionen hat er selbst den gesuchten Betrag mit dem
Lorentzschcn Werte fiir L zu 15,19 X 10~ 7 berechnet, mit dem Maxwell-
Hertzschen Werte fur L hatte sich 20,11 x 10" 7 ergeben, der Versuch hatte

also unmittelbar fiir Lorentz' Theorie entschieden. Ich kann aber nach obigem
nicht sehen, wie sich die Wilson.schen Korrektionen sollen aufrechterhalten

lassen. DaB das elektrostatische Glied fortfallt, ist schon hervorgehoben. Das
soli es wohl bedeuten, wenn Wilson sagt, die beobachtete Ladung sei so groB, wie

sic die Induktion auf der AuBcnseitc der AuUenbelegung hervorgebraclit hatte,

wenn beide Belegungen zur Erde abgeleitet gewesen wiiren.

Nach allem muB ich also sagen, daB von den elektromagnetischen Versuchen

gegenwartig noch keiner mit Sicherheit gegen die Maxwell - Hertzschen
Gleichungen geltend gemacht werden kann, wiihrend der Versuch von Noble
und Trouton fiir diese Gleichungen gedeutct werden darf. Bleibt also die Un-
zuliinglichkeit dicscr Theorie hinsichtlich der Aberration und der Fresnel-
Fizeauschen Erscheinung. Wie dieser entweder durch besondere Zeitrechnung

oder durch einfache Anderung der Gleichungen ohne Anderung des Wesentlichen

abzuhelfen sei, ist dargelegt. Diese Bemerkung scheint mir wichtig namentlich

auch mit Riicksicht auf Minkowskis Relativitiitstheorie.

VVeinstelii. Kd itivilat^rhiMp. IK
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Zweiter Teil.

Die weitere Relativit&tstheorie.

1. Anwendung des Relativsystems durch H. A. Lorentz.

Im vorstehenden sind schon viclc Entwiekelungcn und Darlegungcn gegeben,

die der Relativitatstheorie angehoren. Den Ausgangspunkt der weiteren Rela-

tivitatstheorie bildet die S. 126ff. behandelte Relativtransformation in der von

H. A. Lorentz 1

)
gemachten Anwendung auf die Gleichungen seiner Elektro-

dynamik. Wir nehmen diese Gleichungen fur reinen Ather in der Form (l,a, b),

(2a, b) (S. 213) und fuhren die reduzierten Kelativkoordinaten und die Relativ-

zeit ein.

Wir setzen

und haben nacli (0) S. 127 mit V == C0

Andererseits gibt dieGleichung (la,) in Verbindung mit (»y), (/<) und (o) S. 127 ff.

somit

Damit wird

odcr

(a,)

Lorentz fiilirt nunmelir neue GroUen ein, niimlieh

(1)

(2)

o

fix*

J
) H. A. Lorentz. Akad. v. Wteiiskapen t<- Amst, nlam 12, 'JSC (I1MJ4J; <loch ziticrc

ich nacli „Thc Theory of HUctrons (I !><<») S. I'.»7.
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sodann

(3)

(4)

(5)

(6)

Die Gleichung fur q geht dann iiber in

(divfc*)'- t,'(l-^J).
/t" XA'

Setzt man ferner den aus (a,) genommenen Wert von y^sj* n.Hmlich

\ < { / \ My t <, / C 0 ' r

in die Gleichung (bj, so folgt

und mit den obigcn neucn GroBen

Indem man diese Rechnungsweise fortsetzt, erhalt man alles zusammenfassend

(7a) (divXY=(l-^;]<>\

(7 b) (div*')'-0;

(8a) -f
4

C
T

n (curir)'-'
(

T
r

* + ^C>*.

(8b) -4^<curle*>'--"^--

Abgesehen von dcr ersten Gleichung sind die anderen Gleichungen so geartet,

als wenn eine fortschreitende allgemeinc Bewegung dcs Systems nicht bestande.

1st eine innere Bewegung uberhaupt nicht vorhanden, oder bestehen keine raum-
lich verteiltcn Ladungen, so verhalten sich die neucn GroBen wie in ruhcndcm
Ather. Hat man eine Losung fur ruhenden Ather gefunden, so folgt die zur Be-

wegung p gehorige Losung, wenn man aus den Gleichungen (3) bis (6) die GroBen

X, (S, $ durch die gefundenen Werte X*, 93*, G*, $>* ausdriickt, q erhalt man
aus (1). Im ganzcn ist es zunachst lediglich eine mathcmatischc Transformation,

mit der wir es hier zu tun habcn. So bedeuten ja auch die q* nach (2) nicht die

Geschwindigkeiten q' im Kelativsystem, welche vielmehr durch die Gleichungen

18*
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(9?') (S. 130) bestimmt sind, und mit jenen nicht einmal in Naherungsrechnungen

identificiert werden diirfen, da nichts rechtfertigt, ~ fortzulassen und ^
beizubehalten ; diese GroBen sind ja von gleicher Bedeutung. Ferner sei bemerkt,

daB in den Definitionsgleichungen (3) bis (6) an sich das x* fortgelassen werden
kann, wcnn man in der Gleichung (1) fur q* im Nenner statt x* setzt x.

Da iibrigens das Aciisensystem so gewahlt ist, daB pv = />, = 0, px — p wird,

so fallt die Form der Definitionsgleichungen (3) bis (6) mit schon benutzten Formen
zusammen, z.B. den unter (40a, b) (S.222) angesetzten, nur daB dieZahlenfaktoren

1 S
- und „ hinzutreten. Auf alles dieses kommen wir noch zuriick.
x* x2

2. Vorbemerkungen fiber Relativit&t.

Umfassend und zugleich vorsiclitig ausgedriickt besagt das weitere Rela-
tivitatsprinzip, daB im allgemeinen aus gewissen Erscheinungen nicht allemal

eindeutig auf die Umstande geschlossen werden kann, unter denen die Erschei-

nungen stattfinden, so daB bei verschiedenen Umstanden diese Erscheinungen

gleichwohl in derselben Weise sich geltend machen, auch wo wir zu erwarten

geneigt sein muBten, daB die Umstande auf die Erscheinungen einwirken. Es
richten sich dann die Erscheinungen fur uns so, daB sie uns sich immer gleich

darbieten. Relativ zu unserer Wahrnehmung sind sie immer gleich, mogen sie sonst
1

sich wie immer verhalten ; mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln sind

wir nicht imstande, Abanderungen an ihnen festzustellen, und darum auch nicht

aus ihnen Abanderungen an den Umstanden, unter denen sie vor sich gehen,

zu bestimmen. Sind diese Umstande nicht fur sich in andcrer Weise erkennbar,

so verlieren sie dadurch jede Bedeutung und konnen ganz ausgelassen werden,

indem es dann nur noch sich darum handelt, auf welche Weise sich unsere Fest-

stellung nach den Beeinflussungen richtet, die wir fur die Erscheinung annehmen
miissen, so daB diese Erscheinung gleichwohl unbeeinfluBt uns vorkommt.

Die schlagendsten Beispiele fur dieses Prinzip bieten die Erscheinungen

der Massen und Energien. Diese treten immer in der gleichen Menge auf, welche

Umstande auch bei den Operationen mit ihnen walten mdgen; wir sagen Materie

und Energie bleiben absolut erhalten. Wir besitzen kein Mittel, um irgendeine

Abnahme oder Zunahme an Materie oder Energie, wenn eine solche stattfinden

sollte, festzustellen. Mogen an ihnen chemische, physikalische, biologische oder

sonstwelche Vorgange stattfinden, sie zeigen sich uns immer in der gleichen Menge.

Relativ zu uns und zu unseren Wahrnehmungsmitteln erleiden sie selbst in den
eingreifendsten und intensivsten Vorgangen keinerlei Anderung in der Menge.

Aus diescn Mengen vcrmogcn wir nicht das geringste iiber die Umstande zu schlie-

Ben, unter denen die genannten Gegenstande bestehen; hattcn wir fur die Wand-
lung der Umstande kein anderes Erkennungszeichen als die Mengen dieser

Gegenstande, die Umstande wiirden fiir uns jede Bedeutung verlieren. In diesem
Falle haben wir andere Erkennungszeichen, weil wir uns auBerhalb dieser Um-
stande befinden oder setzen konnen. Und deshalb hat man diese Relativitat

als eine objektive aufgefaBt und gesagt im Verhaltnis zu irgendwelchen Vor-
gangen, ob wir sie wahrnehmen oder nicht wahrnehmen, bleiben die Mengen Ma-
terie und die Mengen Energie immer die gleichen, so daB diese Aussagen nunmehr
die Gegenstande selbst betreffen. Ein anderes Beispiel aber lehrt, wie vorsichtig

man bei Aussagen iiber eine Relativitat sein muB.
Langst ist bekannt, daB die Gleichungen, welche die Vorgange selbst be-

schreiben, Unl>estimmtheiten iibriglassen. Das berufenste Beispiel, auf das

Digitized by Google



Vorbemcrkungen uber Relativitat. 277

gegenwartig meist Bezug genommen wird, bieten die Gleichungen der Mechanik.

Wenden wir sie in der Galileischen Form

an, so bleibt R unbeeinfluOt, wenn wir fiir r setzen r' = a*r -f b und fur / setzen

t' — at -\- c, wo a, b, c, ganz willkiirliche Konstanten angeben. Dem System
x* = a*x + 6,, y' — a %

y + 6a , z' — a*z -\- bs , t' = at + c gehoren also dieselben

bewegenden Krafte an wie dem x, y,2,t; die Galileischen Gleichungen geben keine

Entscheidung dariiber, mit welchem von den unendlich vielen Systemen
x', y', z'j t' wir es bei gegebenen bewegenden Kraften zu tun haben. Lassen wir

z. B. Zeit und Raum sich dehnen, aber den Raum im quadratischen Verhaltnis

wie die Zeit, so bleiben die bewegenden Krafte ungeandert. Wir konnen noch
andere Anderungen vornehmen, z. B. x, y, z uberfiihren in a x, a y, a z und m
in — . Dann verkleinert sich die Masse in demsclben Verhaltnis wie der Raum

a

auseinandergeht. Oder / in at und m in a*m, die Masse dehnt sich dann im
quadratischen Verhaltnis wie die Zeit. Oder x, y, z in a x, a y, a z, m in a m
und t in at; es wachsen dann alle GroBen in demselben Matte usf. Allgemein

konnen wir fur m, x, y, z, t irgendein System Am, Bx + Clt By + Ct ,

Bz + C,, Dt + E setzen mit der einzigen Bedingung AB = D*. Nehmen wir

die Gleichungen in der Form

so bezieht sich die Unbestimmtheit, auBer auf m und auf gx , gw , gt , und zwar
in derselben Weise wie die auf x, y, z. Bisher hat man den besonderen Fall heraus-

gegriffen, daB fur gx> gy , gf gesetzt wird gx + cx , g„ + c2 , gt + c3 und es als

Galileisches Relati vitatsprinzip bezeichnet, daB die bewegenden Krafte

von den wirklichen Betragen der Geschwindigkeiten unabhangig sind, daB man
zu jeder Geschwindigkeit noch eine gleichmaBige andere Geschwindigkeit von
beliebiger GroBe und Richtung hinzufiigen darf, ohne daB dieses in der bewegenden
Kraft zu erkennen ware l

). Aber dieses ist, wie wir sehen, nur ein besonderer

Fall, und er ist allgemein ausgedriickt nicht einmal zutreffend.

Als die am wenigsten Zweifeln unterworfenen Gleichungen der Mechanik

haben wir namlich nicht die Galileischen Gleichungen, sondern die Lagrange-
schen Gleichungen anzusehen, von denen die Galileischen Gleichungen nur

einen besonderen Fall darstellen, den wir genau uberhaupt nicht realisieren kon-

nen, da dazu die Herrschaft iiber die ganze Welt erforderlich ware. Wenden wir

nun die Lagrangeschen Gleichungen

an, wo q die zeitliche Anderung der Variabelen q ist, und T, die lebendige Kraft,

eine homogene Funktion zweiten Grades der q bedeutet, mit Koeffizienten, die

im allgemeinen Fall Funktionen der Variabelen q sind, so konnen allgemein nur

solche Abwandlungen sich als zulassig erweisen, welche T, , t um Konstanten

*) So vorsichtig wic im Text hat man sich nicht einmal aasgedruckt, sondern soglcich

behauptet, daO eine gleichmaBige Bewegung mcchanisch auch gedanklich uberhaupt nicht

?U erkennen ware, was naturlich ganz falsch ist.
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f 1 T
verandern. Von T und / sieht man das sofort ein, daO auch um eine

cq

Konstante vermehrt oder verringert werden darf, folgt aus dem Eulerschen
Satz iiber homogene Funktionen, es andcrt sich dann T um eine lineare Funktion

der q mit konstantem Koeffizienten, die also in herausfallt. Allgemeine

Anderungen in den MaBverhaltnissen der GroBen sind jetzt ausgeschlossen,

wenn sic auch in besonderen Fallen stattfinden konnen. Aber von besonderer

Bedeutung ist, daO die Geschwindigkciten, wenigstens allgemein, nicht einmal

um eine Konstante geandert werden diirfen. Zwar im ersten Gliede der

Lagrangeschen Gleichungen ware das zulassig. Man iiberzeugt sich davon am
einfachsten an einerForm fur diese Gleichungen, die ich selbst abgeleitet habc1

).

Bczeichnet man die lebendige Kraft als halbe Summe der Produkte aus Bewegungs-

momentcn p und Geschwindigkeiten q durch Tj p , dagegen als Funktion zweiten

Grades der Geschwindigkeiten q oder als solchc der Bewegungsmomentc p
durch Tqq ,

T9P , so daO die Lagrangeschc Fonn und die ihr von Hamilton
gegebene Form lauten

dt\ Cq !' cq V
'

d (< T,i\ cTqp _
dt\ <'<//+ iq

so sind die von mir aufgestellten Formen

0
d((T9p \ tT,i _

"dt\cf)--; q

<TqP
~dt\ ( Q I

+ -*"=<?•
( q

Vermehren wir die q um Konstanten c, so geht iiber in \ 2'qp -\- \Zcp,
c T'

also bleibt \.
* p

ungeandert. Aber das zweitc Glied IklJt diesc Anderung nicht

zu. Denn setzt man z. B.

so folgt nach der Anderung

c' I T •

und cs ist - "nicht identisch mit - . — . Nun spielt freilich in sehr vielen Pro-
( q r q

1

blemen dieses zweite Glied keine Rolle. Darauf kommt es aber nicht an; all-

gemein kann es nicht entbehrt werden, und hier handelt es sich immer nur
um das allgemeine, nicht um das, was in besonderen Fallen stattfinden kann.

Also miissen wir sagen: das Galilcischc Relati vitatspri nzip betrifft

nicht die gleichmiiBige Bewegung, sondern das Bewegungsmoment, und dieses

tritt in ganz anderer Weise in Erscheinung als die gleichmaBige Bewegung.
Fiir das Bewegungsmoment aber besteht in der Mechanik in der Tat allgemein

ein Rclativitatsprinzip, nicht minder jedoch auch fiir die lebendige Kraft und
fiir die Zeit, und dieses Prinzip betrifft immer nur die absoluten Bet rage. Aus den

bewegenden Kriiftcn ist nichts iil)er diese absoluten Betrage zu entnehmen.

') Wcinstein, Wicd. Ann. 15, 675 (1882).
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Die Anderung der Bewegungen urn gleichmiiBige Betrage muB sich dagegcn
nach den Lagrangeschen Gleichungen in den Kraften im allgemeinen zu er-

i T
kennen geben, da — sich dadurch andert.

* <7

Ganz so verhalt es sich iiberall in der Xatur, wo die Lagrangeschen Glci-

chungen die Ordnung bestimmen, und ahnlich auch in der Thermodynamik.
Aber das Realitivitatsprinzip, mit dem wir es hier zu tun haben, soli besonderer

Art sein.

3. Die Grundarbeit von A. Einstein.

Da Einstein 1
) der eigentliche Urheber des modernen Relativitatsprinzips

ist, muB seine grundlegende Arbeit hierubcr ciner genauen Analyse unterzogen
werden. Erkennen wir das Ergebnis des Michelsonschen Versuches als zweifel-

frei und entscheidend an, so fragt es sich, wie miissen wir die Erscheinung, zunachst

der Lichtvcrbreitung, auffassen, daB verschiedene Orientierung gegen eine be-

stimmte gleichmaBigc Bewcgung sich in unseren Versuchen iiber diesc Verbreitung
nicht zu erkennen gibt.

Wir knupfcn an das S. 110 Gesagte an. Dort sahen wir, daB, wenn der Trager
einer Erscheinung in bezug auf die Orte, von denen die Erscheinung ausgeht
oder zu denen sie gelangt, ruht, wahrend die Orte selbst sich bewegen, es ohne
besondere Umrechnungen nicht angangig ist, die wirkliche Geschwindigkeit der
Verbreitung der Erscheinung zu bestimmen, weil die Verbreitungsstrecke von der
Bewegung und von der Richtung der Bewegung im Verhaltnis zur Geschwindig-
keit der Erscheinungsverbreitung und der Richtung dieser Verbreitung abhangt.
Einstein hat sich nun gefragt, ob man nicht die andere GroBe, von der die Ver-

breitungsgeschwindigkeit abhangt, die Zeit, so bestimmen kann, daB diese Ge-
schwindigkeit sich gleichwohl nun immer in gleicher Weise ausdruckt.

Allgemein gibt es ein solches Mittel nicht, wenn man von ihm verlangt,

daB es nicht standig wechseln, sondern, einmal festgesetzt, immer gelten soil.

Fur den wichtigen Fall gleichformiger Bewegung abcr hat Einstein ein solches

Mittel gefunden.

Die sicherste Erscheinung zur Messung von Zeitabschnitten bietet die Um-
drehung der Erde, die mit soldier GleichmaBigkeit vor sich geht, daB Schwan-
kungen fiir unsere feinsten Messungsmittel ausgeschlossen sind, obwohl sie schon
durch die standige Verlegung der Erdachsc an sich vorhanden sein sollten, und daB
die stctigen Anderungen, die sich aus geologist hen und astronomischen Griinden
ergel>en, selbst in Jahrhunderten sich als kaum merkbar crweiscn. Will man von
dieser Erscheinung unmittelbar keinen Gebrauch machen, so bedicnt man sich

der Uhrcn, die man an ihr kontrolliert. Wir wollen voraussetzen, daB wir im
Besitze von Uhren seien, die absolut gleichmaBig gehen, also weder schwanken,
noch vor- noch nachgehen. Konncn wir mit ihnen nun alle Zeitbestimmungen
ausfuhren ? An derselben Stelle zweifellos. Wenn es sich aber um Zeitbestimmung
an verschiedenen Stellen handelt ? Man sollte meincn, das Verfahren sei sehr ein-

fach. Die Bcobachter kommen zusammen, stellen ihrc Uhren genau gleich,

begeben sich dann auf ihre Posten und machen, wenn sie zugleich beobachten
sollen, jedcr nach seiner Uhr zur verabredeten Zeigerstellung ihre Beobachtungen,
oder wenn die Zeigerstellung anheimgegeben ist, notieren sie diese und tcilen sie

sich gegonseitig mit. Da die Uhren der Annahme nach absolut gleichmaBig gehen,

sollte dieses Verfahren geniigen. „Gleichzeitigkeit" an verschiedenen Stellen

hieBc, wenn die an einer und derselben Stelle glcichgestellten Uhren an jencn

») Anm. <\. Phys. 17, 891 (1905).
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verschiedenen Stellen die gleiche Zeigerstellung aufweisen, Zeitunterschiede waren
Unterschiede in der Zeigerstellung dieser Uhren. Wir hatten so absolute Zeit

und absolute Zeitunterschiede. Statt dieses Verfahrens, das unter Benutzung

der Kontrolle durch die Drehung der Erde allgemein Anwendung findet, wendet
Einstein ein anderes, davon ganz abweichendes an. In den Mitteln selbst ist das

nicht begriindet, da auch Einstein absolut gleiche und gleichmaOig gehende

Uhren voraussetzt. Der wahre Grund ist vielmchr, wie bemcrkt, der Wunsch,
fur die Geschwindigkeit der Ausbreitung aller Erscheinungen den gleichen Aus-

druck zu gewinnen. Die Zeitdauer ist so zu bestimmen, daB die Vieldeutigkeit des

Weges der Erscheinung ausgeglichen wird. Das geschieht, wenn definitionsweise

mit Einstein gesagt wird: Zeitdauern sollen so gemessen werden, daB sie fiir die

Ausbreitung einer Erscheinung nach einer Richtung zwischen zwei Punkten
denselben Betrag aufweisen wie fiir die nach der cntgegengesetzten Richtung.

Daraus ergibt sich dann auch die Feststellung fiir ,,Gleichzeitigkeit" in zwei

Punkten. Ein Beobachter laBt die Erscheinung unter Notierung der Zeiger-

stellung an einer Uhr vom ersten Punkt zum zweiten laufen, im zweiten Punkt
wird die Ankunft an der Zeigerstellung einer dort befindlichen Uhr vom zweiten

Beobachter notiert, sofort laBt dieser die Erscheinung zum ersten Punkt zuriick-

laufen und dort notiert wieder der erste Beobachter die Zeigerstellung an
der Uhr daselbst bei Riickkunft. Das Mittcl aus den Zeigerstellungen der

ersten Uhr ist dann ,,gleichzeitig" mit der Zeigerstellung der zweiten Uhr. Mit

dieser Festsetzung fiir Gleichzeitigkeit, aus der sich dann auch die fiir Zeitdauern

ergibt, kann die Definition fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Erscheinun-

gen allgemein als Entfernung zwischen den beiden Punkten dividiert durch die

Zeitdauer beibehalten werden, ob die Trager der Ausbreitung ruhen oder sich

bewegen, und ob die Punkte, zwischen denen die Erscheinungen sich ausbreiten,

ruhen oder sich bewegen. Die Festsetzung ist also gleichbedeutend mit der:

der Weg fiir die Zeiteinheit soli immer der gleiche sein, vorwarts so groB wie riick-

warts oder seitwarts. Wir wollen unter „Strahlen" allgemein Linien verstchen,

langs deren einc Erscheinung sich ausbreitet, und mit ,,Strahlenlange" den Weg
auf solchcn Linien fiir die Zeiteinheit bezeichnen. Dann sollen also die Strahlen-

langen vorwarts und riickwarts zwischen zwei Punkten und iiberhaupt nach
alien Richtungen gleich sein.

Sind die Zeit not ierungen in den zwei Punkten A, B gleich tA ,
tB , l'A , so

gilt hiernach die Glcichung

(1) tB -tA = t'A -tB , d.h. /j-'A + f-,

und die Uhren laufen ,,synchron", wenn diese Beziehung durch die Zeigcrnotie-

rungen erfiillt wird. Dieser Synchronismus ist ein gegenseitiger und gilt in be-

liebiger Wechselvergleichung, wenn er in der Reihe besteht. Sind auf diese Weise
alle Uhren synchron gemacht, so gilt als „Zeit" : die an einer am betreffenden Ort

ruhenden Uhr abgelesene Zeigerstellung. Das ist Einsteins Definition fiir Zeit

und Gleichzeitigkeit. Einstein nennt diese Zeit ,,die Zeit des ruhenden
Systems", definiert durch ruhende Uhren im ruhenden System. Unter „ruhen-

des System" versteht er ein Raumsystem, in welchem die gewohnlichen mechani-
schen Gleichungen gelten. Das lctztere ist nach obigem (S. 278 f.) nicht ganz ein-

deutig. Gerncint sind von ihm und von alien Anderen alle Raumsysteme, die sich

voneinander nur durch eine gleichformige Bewegung unterscheiden. Wir nennen
sie Ruhsysteme. Alle solche Ruhsysteme sollen fiir die Definition der Zeit und
Gleichzeitigkeit grundsatzlich gleichwertig sein. Da aber nach den Lagrange-
schen Gleichungen die Aquivalenz der Systeme tatsachlich sich nicht auf gleich-
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formige Bewegung, sondern auf gleichformiges Bewegungsmoment oder gleich-

formige lebendige Kraft bezieht, so steht die Einsteinsche Definition nur dann
in Einklang mit der wichtigsten Grundlage der Mechanik, wenn man als Ruh-
system alle solche Systeme bezeichnet, die sich voneinander nur um gleichformige

Bewegungsmoraente oder um gleichformige lebendige Krafte unterscheiden. Was
bedeutet dasaber fur die Vorstellung? Die Einsteinsche Definition ist nursinn-

gemaB in einer Welt von lautcr unzusammenhangenden Punkten, also in einer

rein mathematischen Welt, nicht in einer physikalischen Welt. Oder man darf

sich auf die Mechanik iiberhaupt nicht beziehen und muB von vornherein alle

Raumsysteme, die sich nur durch eine gleichformige Bewegung voneinander unter-

scheiden, fur Equivalent fiir die betreffende Definition erklaren. Dann verlafit

man freilich den Bodcn der Wirklichkeit, indem solche Systeme fiir das Gebiet

der Lagrangeschen Mechanik, der doch gegenwartig mit Recht die ganze

Naturwissenschaft, geschweige die engere Mechanik, zugewicsen wird, allgemein
nicht Equivalent sind. Denn entweder konnen die additiven Geschwindigkeiten

variabel sein, wenn man die Momente um Konstanten vermehrt, nach den
Gleichungen

wo die Vermehrung des Moments p, (ft

0
) die entsprechende der Geschwindig-

keit q bedeutet. Oder die Anderungen der Bewegungsmomente sind variabel

nach den Gleichungen

q'V^Pnpr + PuPT + .-. + Pinpy, *=*1. 2 n,

wenn ql°) die konstante Vermehrung der Geschwindigkeit q festsetzt. Die Q
wie die P sind allgemein Funktionen der q, und in beiden Fallen iindern sich die

Lagrangeschen Gleichungen. In Sonderfallen konnen die <?<°> oder die aus

jenen Gleichungen sich konstant ergeben. Aber Sonderfalle, sie mogen noch so

bedeutend sein, haben fiir solche Fragen keincn Wert, wie schon bemerkt.

Die Einsteinsche Definition des ruhenclen Systems ist also in der
Lagrangeschen Mechanik nicht zulassig, und ebenso sind alle

cntsprechenden Definitionen der iiblichen Relati vitatstheorie
abzulehnen. Sie versagen mit der Einsteinschen Definition auf
dem allerwichtigstc n und umfassendstcn Gebiet.

Als Relativitiitsprinzip stcllt Einstein zwei Grundsatze auf, die mit seinen

Worten wiedergegeben lauten:

1. „Die Gesetze, nach denen sich die Zustande der physikalischen Systeme

andern, sind unabhangig davon, auf welches von zwei relativ zueinander in gleich-

formigerTranslationsbewegung befindlichen Koordinatensystemen diese Zustands-

anderungen bezogen werden.

2. Jeder Lichtstrahl bewegt sich im .ruhenden' Koordinatensystcm mit der

bestimmten Geschwindigkeit V, unabhangig davon, ob dieser Lichtstrahl von

einem ruhenden oder bewegtcn Korper emittiert ist. Hierbei ist

(2,) Geschwindigkeit =
^Hiu^r '

wobei .Zeitdauer' im Sinne der Definition aufzufassen ist."

Nach diesen Grundsatzen, von denen also schon der erste fiir die aus den

Lagrangeschen Gleichungen allgemein sich ergebenden Zustande nicht

zutreffen kann, wird nun zunachst die Raummessung beurteilt. Ein starrer

ruhender Stab, gemessen mit einem ebenfalls ruhenden starren Stab habe die

Liinge /. Die Stabachse sei die*-Achse und der Stab crhalte nunmehr eine gleich-
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formige Bewegung p in Richtung dicscr #-Achse. Seine Lange in diesem Zustande
kann von einem sich mit ihm mitbewegenden Beobachter gemessen werden, oder

von cinem ruhenden Beobachter. Nach dem ersten Grundsatz ist die gefundene
Lange, die „Lange des bewegten Stabes im bewegten System", gleich /, cin Er-

gebnis, dem ja auch niemand widersprechen wird, wenn Stab und MaOstab sich

ganz gleich verhalten, da alsdann, sollte die Bewegung einen EinfluQ auf die

Abmessungen der Korper haben, etwa im Sinne von H. A. Lorentz, dieser Ein-

fluB sich an beiden Staben in gleicher Weise gcltend macht. Fiihrt ein gegen den
Stab mhender Beobachter die Messung aus, so stcllt er mittels synchroner,

in seinem Ruhsystcm angebrachter Uhren fest, in welchen Punkten dieses Ruh-
Systcms sich Anfang und Ende des Stabes zu einer bestimmten Zeit t befinden,

und miflt dann die Entfernung /' dieser Punkte mit dem ruhenden MaOstab aus.

Das ware dann „die Lange des bewegten Stabes im ruhenden System". Diese

beiden Langen werden sonst als gleich angesehen, nach Einsteins Anschauung
aber sollen sie verschieden voneinander sein, und zwar darum, weil die Aufent-

haltsorte der Enden des MaBstabes mittels Uhren bestimmt sind, die im bc-

treffenden Ruhsystcm synchron sind, nicht mittels Uhren, die im bewegten
System synchron sind. Uhren aber, die mit Uhren im betreffenden Ruhsystcm
synchron sind, werden gegen sie asynchron, sobald sie sich bewegen. Es habe

der sich bewegende Stab an seinen Enden A, B zwei Uhren, die mit Uhren im
betreffenden Ruhsystem synchron, also auch miteinander in diesem System
synchron sind. Fur Beobachter, die sich mit Stab und Uhren bewegen, sind

diese Uhren auch jetzt noch synchron. Anders verhalten sich die Uhren von
Beobachtcrn vom gegebenen Ruhsystcm aus beurteilt. Es gehe bei einer Ab-
lesung tA an der Uhr bei A ein Lichtstrahl nach der Uhr bei B und gelange dort

zur Zeit tB an, darauf gehe cr zur Uhr bei A zuruck und komme dort an zur Zeit t'A
an dieser Uhr abgelesen. Die Lichtwege vom gegebenen Ruhsystem aus beurteilt

sind dann I' + p (tlf
- tA ) ,

/' — p (t'A — tB) .

Also haben wir nach dem zweiten Grundsatz

V = * lA V ~
l'~ p { t

'

A h )

')

h — Ia i-A~ in

d. h. ,
(
,

(3) iB-tA^y t\-tB = v
-
p

,

somit ist t'A — lB <iB — tA , die Uhren, die im ruhenden System synchron waren,

der Gleichung (1) entsprcchend, sind jetzt im bewegten System, an Uhren im
ruhenden System vcrglichcn, nicht mehr synchron miteinander. Uhren, auf Syn-

chronismus so kontrolliert wie festgesetzt, andern also ihr Verhalten von System
zu System, und wenn p die relative Bewegung cincs Systemes gegen ein anderes

ist, hat man
/' /' 2/)/'

(4) «„--/.,) -v:t -t,^ v _ p
.-

v +rv.;_ y
als Abweichung im ersten System gegen den Synchronismus im zweiten. Und
diese Abweichung ist auch abhangig von dem Abstande der Uhren, sie wiichst

gleich diesem Abstande. D;igegcn haben wir vom bewegten Systeme aus beurteilt

nach dem ersten Grundsatz. (tB — tA ) — (tA — lB) = 0

/ / 2/

hi — U 1a — h 1'a — tA
(
2
*>

v = s
.-

') I>ir Glcicluiii^> n M/tzcn voraus. da 13, vom rulieiukn System gcinrssc n, cine bewegtc
Streckc vorwarts unci riickwarts »kicho Lange hat.
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Das Vcrhaltnis der vcrschiedenen Systcme, eines vom andercn beurteilt,

bestimmt Einstein in sehr geistvoller Weise. Sei das eine System, als ruhend
bezeichnet , charakterisiert durch die Parameter x, y, z, i, das andere gegen es gleich-

formig bewegte durch die t. Die Bewegung des zweiten Systems gehe in

Richtung der jr-Achse vor sich. Sctzen wir x — £+ p t, so wird jedem Wertsystem
tj', C ein von / unabhangiges Wertsystem £, y, z zukommen, und es fallt der Ursprung
des Systems £, y, z mit clem tj\ £' zusammen. Im bewegtcn Wertsystem lassen

wir vom Ursprung der ?;', C einen Strahl zur Zeit t0 nach irgendeinem Punkt
in Richtung der f'-Achse, welche die Richtung der .r-Achse ist, gehen, dort zur

Zeit r, anlangen, sofort zuriickgesandt werden und zur Zeit r2 zum Ursprung
zuriickkommen. Nach der Definition synchroner Zeiten haben wir

<5t )

'

Die t sind Funktionen der Lage der Punkte und der Zeit /. Die Koordinatcn im
System |, y, z sind nun 0, 0, 0; £ , 0, 0. Fur die den t0 ,

t,, t
2
entsprechenden

Zeiten, vom ruhenden System beurteilt, aber haben wir

£ £ £

Also wird ausgeschrieben

(52 a) 1^,0,0; / + ^—^ = |{r (0, 0, 0; /) + t(o,0,0; t+y~+~
p)}

und indem zur Grenzc iibergegangen wird nach dem Taylorschcn Satz

St 1 ct 1 / 1 1 Ut F
v53 a ) ^ + 2 \ F _ /

,+ V \ pit I
' '

5/
•

Entsprechend ist fur die y- und s-Achse

(53 b)
" T

=0,

(5,0
6z

- 0 .

Man geniigt diesen partiellen Differentialgleichungen, von denen die crste die

Form hat

f t p or

durch irgendeinc Funktion / einer linearen Funktion von / und £, namlich

(«') '-'['-
-v£rr s

)
•

Einstein setzt

<
6> r = ,,(/-

wo a eine Grolic ist, die nur von V und /> abhangen kann. Da im System £', »/'. r

nach den beiden Grundsatzen scin soli

(2,) I'' = f
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und vom ruhenden System £, y, z ist

also *

so folgt

V-p'

yt

Durch Rechnungen ganz entsprechend deh S. 122 ff. allgemein ausgefiihrten

findet man
V

t] = a ••• — v ,

Z'=a z

.

\v* - P
2

Mit £, i;, £ als relativen Koordinaten und x, y, z als urspriinglichen hat man also

(7)

T =

V*
1 -

F2

t] = rt

1 1

'i -
J/2

1 1

C = a - - £ = rt — 2 .

Die Beziehungcn entsprechcn den S. 127 zusammengestellten Lorentzschen
Ansatzen, wenn man annimmt

a

f-f'
Lorentz hat die GroBe x unbestimmt gelassen, Einstein bestimmt sie aus einer

Oberlegung, wegen deren auf seine Arbeit verwiesen werden muB, zum Betrage 1,

so daB

"
|

1 yt
fi

wird. Daduich crhalt man

(8 a) <

n' = v •
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und in absoluten Koordinaten

i

(8b)

wobei ist

(9) ft-

Das also sind die Lorentz - Einsteinschen Transformationsformeln
zum Ubergang von absoluten und relativen Systemen auf ein Relativsystem,

welches bestimmt ist durch die Grundformel fiir Zeitmessung und welches den
beiden Einsteinschen Grundsatzen entsprechen soil. Letzteres ist zunachst der

Fall bei der Lichtverbreitung. Eine Kugelwelle im System x, y, z, I ist auch eine

solche im System t]\ t mit dcrselben Ausbreitungsgeschwindigkeit. Da
man namlich durch Umkehrung hat

(10)

(11a)

=4+
X-fiiS' + pT),

y - v'.

v = n'.

x* + y
2 + 22 = V2 (*

(lib)

so folgt aus

(12)

die Beziehung

(12')

Stcllt man die Gleichheit der Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes als

Postulat, so ergibt sich von vornherein, daB x = I angesetzt werden muB. An
sich braucht selbstverstandlich V keineswegs die Ausbreitungsgeschwindigkeit

gerade des Lichtes zu sein, es konnte V auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit

irgendeiner anderen Erscheinung bedeuten, die man zur Zeitdefinition nach dem
angenommenen Verfahren benutzt. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes

bictet sogar die Unbequemlichkeit, daB sie von Stoff zu Stoff variicrt und von der

Farbc abhiingt. Die Definition der Zeit also entwcder nach den Stoffen und
Farben sich richtet oder auf eincn bestimmten Stoff und eine bestimmte Farbe
bezogen werden muB. Gewohnlich wird zur Definition der sog. leere Raum be-

nutzt, der auch keine Dispersion hat. Alle zahlenmaBigen Ergebnisse gelten dann
fiir diesen leeren Raum oder fiir Stoffe, die hinsichtlich der Lichtverbreitung nur
wenig von dem Verhalten des leeren Raumes abweichen, wie Luft usf. Darum sind

auch selbst gleichbewegte Systeme im allgemeinen nicht einander Equivalent, und
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m

ist das Relativitatsprinzip immcr auf diejenigcn Stoffe beschrankt, innerhalb

dercn die Signalerscheinung zur Kontrolle dcrZcit sich quantitativ gleich verhalt,

und zwar nach alien Richtungen. Von cinem allgemeinen Relativitatsprinzip

konnte nur die Redc'sein, wenn zur Zeitkontrolle eine Erseheinung herangezogen

zu werden vennochte, welche von jeder stofflichen Besonderheit unabhangig ist.

Eine solchc Erseheinung ware nach unserem gegenwartigen Wissen die Schwerkraft.

Aber deren Verbreitungsgeschwindigkeit zu crmitteln, ist doch nicht gelungen. Und
alles Reehnerische steht und fiillt mit dcr Zeitlx'stimmung, wahrend das Rela-

tivitatsprinzip als solches frcilich idcell Geltung haben kann, falls es den Tatsachen
entspricht. Zur Annahme V -~ C0 ist man, wie wir sehen wertlen, (lurch Anpassung
an die optischen Erscheinungen in und an bewegten Stoffen gefiilirt worden.

Wir haben nun die Folgerungen dieses Prinzij)es und der mit ihm verbundenen

quantitativen Festsetzungen zu untersuchen. Vorher aber sei nochmals darauf

hingewiesen, daB diese quantitativen Festsetzungen nur aus Definitionen iiber

Lichtsignale gewonnen sind. In den Hauptgleichungen (8) bis (12) bedeuten

deshalb dieGroBen x, y, z; £, »/, C; C'lediglichStrahlenlangen, nichts anderes,

irgendeine Bezugnahme auf Verhalt nissc wirklicher Korper kommt nicht in

Frage. Was man aus diesen entscheidenden Gleichungen auch ableiten mag,
es kann sich alles nur auf Strahlenlangenverhaltnisse bezichen. Ist nun im Relativ-

systcm die Gleichung eine Flache / (£', if, f ') = 0, als der geometrische Ort der End-
punkt von Strahlenlangen gegeben, so erscheint dieselbe Flache, vom ruhenden

System aus betrachtet, unter dei Gleichung f(
* ^ '

, y, ^\ ^ 0. Sie andrrt

yi J

also erstens ihreGestalt fortdauemd und stimmt auch in keinem Moment mit der

Form, die sie einem mit ihr bewegten Beobachter bietet. So geht eine Kugel im
Relativsystem fiir einen ruhenden Beobachter iiber in ein Rotationsellipsoid,

dessen Abplattung und Lage sich stiindig andert. Daraus zu schlieUcn, wie es

von Einstein geschieht, daB ein solches Verhalten auch wirkliche Korj>er l>c-

trifft, ist unzuliissig. Es besagt nur, daB Strahlen, welche, von einem Punkte
ausgehend, fiir einen mit ihnen bewegten Beobachter im Relativsystem auf

einer Flache / (I', t/, C) - 0 enden, fiir den ruhenden Beobachter auf der Flache

// . , y, z\ = 0 ihr Ende finden. Darin liegt nichts Besonderes, worulx-r

y 1 - ^
man sich so zu verwundern brauchte, wie cs sooft geschieht. Es ist eine mathe-
matist he Transformation, die phvsikalisch fur Strahlen und nur fiir Strahlen
Wert gewinnt, wenn ein ruhender Beobachter die Zeit und Lange fiir die bewegten
Strahlen so zu rechnen gczwungen ist, wie angenommen. Also sind auch alle

solche Angaben, wie, daB bewegte Korper dem ruhenden Beobachter sogar un-

cndlich abgeplattet und ins Unendlichc gedehnt erscheinen konnen, wenn namlich
die Korper sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen (wodurch fi — oo wird), ganz
miiBig, es betrifft die Korper gar nicht. Geradezu unrichtig ist es, wenn man
gar diese Angaben auf die mit den Korpern verbundenen Eigenschaften, wie
Masse, Schwere usf., ubertragt, wovon bald gesprochen werden wird. Noch
sonderbarer werden die Verhiiltnisse, wenn wir auch den Beobachter sich bewegen
lassen, aber fiir ihn die relativcn Bestimmungen in Anspruch nehmen. Die

Fliichengleichung geht dann iiber in //- . )} , u\ —0. Auch fur einen

/, __ P
2
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mitbewegten Beobachter wandelt sich also die Flache um, wcnn er ihrc Ab-
messungen statt in RelativgroBen £' in den gewohnlichen relativen GroBen

£, t), C feststellt, er berechnet dann die Flache ganz so wie ein ruhender Beobachter

in jedem einzelnen Zeitmoment fur sich. Obertriigt man das, wie es immer ge-

schieht, in die Wirklichkeit, so muB man annehmen, daB es dem mitbewegten
Beobachter absolut unmoglich ist (und zwar nicht etwa praktisch unmoglich,

sondern nach der Vorstellung unmoglich)., anders Dimensionen und Zeiten

aufzufassen als im Relativgebiet, was man ja auch folgcrichtig getan hat. VVird

die Lichtgescliwindigkeit iibertroffen, so geht die Flache fiir den ruhenden Be-

obachter ins Unvorstellbare iiber, indes sie dann fiir den bewegten Beobachter real

vorhanden ist. Um dieser Folgerung auszuweichen, hat man angenommen, daB
Bewegungen mit Uberlichtgeschwindigkeit unmoglich seien. Das ist gar nicht

notig, wenn man sich auf das beschriinkt, auf was die Theorie allein sich bezieht,

auf Strahlenverhaltnisse; werden Strahlen noch raschcr fortgefiihrt, als sic sich

vcrbreiten, so verbreiten sie sich fiir einen nihenden Beobachter cben nicht,

sie konnen keinen Punkt des Raumes des Beobachters erreichen, weil er ihnen

vorher schon entriickt ist.

Ahnlich steht es mit einer entsprechenden Folgerung hinsichtlich der Zeit.

Die Lage einer Uhr des Relativsystems im ruhenden System sei gegeben durch die

Koordinatcn x, 0, 0. Dann ist x = /> /. Also wird die Relativzeit

1st p = V, so wird z = 0, fiir den ruhenden Beobachter schreitet die Zeit im
Rclativsystem ubcrhaupt nicht fort, sie deutet ihm dort immer Gegenwert. Kin

mittelalterlicher Philosoph hat die Behauptung aufgestellt, daB fiir Gott die Zeit

uberhaupt al>solute Gegenwart bleibt. Dieser Gedanke ist sehr hoch und l>e-

deutend. Aber dem Relativiker selbstverstiindlich, wenn die Welt mit Licht-

geschwindigkeit durch den Raum jagen sollte. Allgemein bleibt dem ruhenden

Beobachter die Relativzeit gegen seine Zeit stets zuriick um den Bet rag

Hieraus schlieBt Einstein, daB, wenn man von zwei an einem Ort synchron

gehenden Uhren eine auf einer beliel)igen Kurve bewegt und zur anderen zuriick-

fiihrt, daB sie dann dieser andern gegeniiber zuriickgeblieben sich zeigen muB.
Allein die Uhr als Mechanismus ist nicht zuriickgebliebcn, nur die Kontrollen

nach der Definition mittels Strahlen zeigen auf dem Wcgc ein Zuriickbleiben an.

Am Ausgangspunkt zuriickgekehrt, findet man durch gleiche Kontrolle wieder

Synchronismus. — DasGanze betrifft wieder nur Strahlenverhaltnisse, nicht das

Vcrhalten von Gegenstiindcn.

Miissen wir so die Bedeutung der von Einstein aus seinen Formeln ge-

zogenen Schliissc auf rein geometrische Verhaltnisse beschranken, so bleibt doch

sein Relativitiitsprinzip davon unberiihrt. Und in alien noch folgenden Dis-

kussionen wird sich das gleiche zeigen: Einsteins Gedanke des Relativitatsprin-

zipes ist auBer aller Frage groB, selbst nachdem er sich mittlerwcile als der Wirk-

lichkeit gegeniiber allgemein undurchfuhrbar erwiesen hat. Aber von den an

dieses Prinzip gekniipften, mit ihm gar nicht zusammenhangenden Folgerungen

muB man das meiste ins Geometrische verweisen. Ich gehe al)er erst zur Theorie

von Mink ow s k i uber.

(13)
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4. Herrmann Minkowski Relatlvltatsprinzip.

In seinem leider so kurzen Leben hat Herrmann Minkowski so Aufler-

ordentliches geleistet wie nicht vielen Menschen beschieden ist ; er gehorte zu den
bedeutendsten Erscheinungen ira Reiche der Geister. Seine Theorie der Rela-

tivitat bildet nur einen Teil seiner Entdeckungen, und es ist im hochsten Grade
zu bedauern, daB er sie unvollendct, und nicht bis an die Grenzen durchdacht,

hat lassen miissen. Fast gcniert man sich, an seinem wundervollen Gebaude
Mangel nachzuweisen, die nur geblieben sind, weil ihm nicht vergonnt war,

dieses Gebaude in aller Sicherheit durchzufuhren.

Mi n kows kis Grundgedanke ist zunachst, Zeit und Raum in eins zusammen-
zufassen und die Zeit wie eine weitere Dimension des Raumes zu behandeln. Ein
Punkt, eine Linie, eine Flache, ein Korper sind fur ihn Dinge in den vier Dimen-
sionen x, y, z, t, und als solche werden sie ..Weltdinge" genannt. Bezeichnen

wir jetzt alles, was in der Welt Wirkungen erfahrt und Wirkungen ausiibt, als

Substanz.so konnen wir bildlich das ganze Raum-Zeit-Gebiet als von Substanz

oder von Substanzpunkten erfiillt ansehen, und jeder Substanzpunkt ist in seiner

Lage im Raum-Zeit-Gebiet durch die vier Koordinaten x, y, z, t bestimmt. Die

Gesamtheit aller Werte dieser vier Koordinaten fur den betreffenden Substanz-

punkt ist seine ,,Weltlinie". So lost sich das ganze YVeltgebiet auf in Welt-

linien, ,,und ich mochte sogleich vorwegnehmen, daB mcincr Meinung nach die

physikalischen Gesctze ihren vollkommensten Ausdruck als Wechselbeziehungen

unter diesen Weltlinicn finden dtirften", sagt Minkowski. Wie wir fur die

Koordinaten x, y, z einen Nullpunkt festsetzen und von diesem aus nach -f- und —
rechnen, wird das gleiche auch fur die Zeit angeordnet. Das ganze Raum-Zeit-

Gebiet erhalt so eine Mitte x = 0, y = 0, z = 0, t = 0, von der auch nach einer

Seite x f y, z, t positiv, nach der anderen Seite negativ gercchnet werden. Alle

Weltlinien und Gebilde mit / > 0 werden als ,,obere Welt" bezeichnet.

Minkowski weist nun auf das zum Teil schon bchandclte Verbalten der

Galileischen Bewegungsgleichungen bin. Diese Gleichungen sind erstens iiber-

haupt invariant, wenn wir das System x, y, z, t ersetzen durch das x--pz t,

y— pyt, z— pt t, t—t0 , falls px , py , pt ,
tQ Konstanten bedeuten. Ersetzen wir

zweitens das System x, y, z, t durch ein System x' = a,, x + a, 2 y -f- « 13 2

,

y''= (x tl x -f « 22 y -f- (X^z ,
z'=*ot3i x-\- a 32 y + « 33 2, / — /0 mit « als Konstanten,

so findet zwar eine Invarianz der Gleichungen nicht mehr statt, aber eine

Kovarianz besteht, indem die bewegenden Krafte sich genau so iindern,

wie die Beschleunigungen ; es werden diese bewegenden Krafte

X'^cin X+<x lz T+<x lz Z, Y'=* tl X+* iS Y+*a Z, Z'^* 3l A'-f « 32 Y+«M Z

und die Galileischen Gleichungen besitzen im neuen System genau die Form,
die sie im altcn System batten. Geometrisch bedcutet das, daI3 man an Stelle des

Raumsystems x, y, z das gegen dieses urn den Anfangspunkt gedrehte Raum-
system x\ y', z' gesetzt hat. Geschwindigkeit, Beschleunigung und Krafte er-

fahren dieselbe Anderung wie das Raumsystem, und die Galileischen Gleichun-

gen der Mechanik sind in der analytischen Darstellung unabhangig von der

Richtung des Raumsystems im Raumc. Zugleicli sind die GioBen x2
-f y

2 + ^
und A'2 + V*2 + Z* invariant, die neuen GroBen a gehorchen den bekannten sechs

Bcdingungen, daB

(la) x* f y
2 z* = .v'

2
{

y' 2
-| z'

n
-

,

(lb) A2
} Y 1 + 7J - A"- + Y'- + Z' 2
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ist. Nun bcsagt dicsc zweite Transformation, daB fiir die Galileischc Mechanik
die Achsen beliebig im Raume gerichtet werden diirfen, die GleichungsgroBcn

andern sich immer kovariant, und die Form bleibt so erhalten. Die erste Trans-

formation, derzufolge die Raumpunkte auch gleichmaBig in der Zeit verschoben

werden diirfen, deutet Minkowski von seinem Standpunkte aus, ganz ent-

sprechend der Zulassigkeit der Drehung der Raumachsen, als Zulassigkeit der

Drehung der Zeitachse im Raum-Zeit-Gebiet. Wie man sich das versinnlichen

konnte, werden wir spater sehcn. Die Folge aber ist, daB nunmehr im Raum-Zeit-

Gebiet die beiden Transformationen sich in cine Transformation zusammenfassen
lassen, die der Transformation durch Drehung im Raume allein genau entspricht.

Nchmen wir also zwei Raum-Zeit-Systeme x, y, z, t und t] , C , t an, so

haben wir zu ihrer vollstandigen Uberfiihrung in einander die Beziehungen

(*i>

(3,)

l'

r
(IT

X

y

z

at

<xn x + <*« y + + *24 (tt
•

«31* + «32.V + «33 2 + «34 a '.

x ~\~ <*42 }' ~r ^43* a4i a t

.

*U $' + *21 >/' + «31 C + «41 aT •

«,2 f ' + a 2l i/ + « 32 C + «42 aT .

*13 £' + «23 >/' + <%33C + «43 .

*14 + «24 H + «34 C I" A44 AT .

Die a stellen die Richtungskosinus der Achsensysteme gegeneinander dar, in dem-
selben Sinne wie im Raume allein. a ist zur Zeit t oder x als Faktor hinzugefugt,

um in a t, ax GroBen zu gewinnen, die als ,,Langen" den x, y, z; »/', £' ent-

sprechen. Als Bedingung wird nun abermals entsprechend den Verhiiltnissen im
Raume angesetzt

(4) X2 | va + 22 + a*P = S'
2 f »y' 2 + C'

2 + <*
2 *2 .

Wir werden spater sehcn, daB diese Bedingung notwendig ist, wenn man
von Minkowskis Transformation zur Lorenz - Ei nstei nschen gelangen will,

wenn sie sich auch nicht als hinreichend dazu crweist, und so scheint auch Min-
kowski ihre Bcdeutung aufgefaBt zu haben. Es ergeben sich aber aus ihr die

Gleichungen entsprechend den Verhaltnissen in der Raumtransformation

a?i + «2i + « 3i + *i"t - 1 .

«i
2
2 -1" *h -I- «k !- = 1

•

(52 )

«fi + «fa + *n + *?i = 1 .

*?i + **t + «.J3 + «»i = 1

.

*3i + «3
2
2 + a 3

2
3 + a£ = 1 ,

*fi + *« + *f3 + *4. = 1 .

(«.)

*11 *12 ~f~ *21 *22 "T" a
3l
A 3» + a41 rt

12
=

<*U ^13 + «Sl a 28 A 31 '^33 "I" X
41
a 43

^

«U*14 + « 21*84 + ^31«34 ^ *4l *44 =

« 13*13

* 12*14 *22 * 24 + «32 *34 + rt 42 A 44

V
*13*14 "I" *23*34 1 *33*34 + A 43 *44

Wei na tela. RelativiUlsprlnzip.

0 ,

0.

0.

0,

0.

0.

11)
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(62)

#21 "f" #12 #22 + #13 #23 "1" #1* #24 = 0,

^31 1 ^12 l*32 ~ "lS^SS ~ L 14 t*34 = 0,

«H *41 *12 a«2 + «13*43 + «14«44 = 0,

«2X <*31 + <*22 *32 + #23 «33 "f- #24 *34 = 0,

#21 %1 + <*22*42 + #23 A43 + #24 *44 = 0,

<*81 #41 ~r #32 #42 + #83 a43 ~T a34 a44
= 0.

Zwischen den 16 GroBen a bestehen so 10 Glcichungen (6J oder (52), 6S),
die das gleiche besagen, so daB 6 dieser GroBen willkurlich gewahlt werden konncn.

Jedes der # ist gleich der zugehorigen Unterdeterminante der a (mit dem zuge-

horigen Zeichen), dividiert durch die Derminante der «, welche letztere gleich -f-

1

gesetzt ist. Den Inbegriff aller Transformationen dieser Art nennt Minkowski
Lorentz-Transformationen. Allein die eigentliche Lore n tz - Transformation

bildet einen besonderen Fall dieser Transformation und muB auch ganz anders

interpretiert werden, wie wir sogleich schcn werden. Ich werde darum die Ge-

samtheit der obigen Transformationen als Minkowski -Transformation
bezeichnen. Sie bilden ein besonderes Neues, das durchaus mit dem Namen des

Mannes verbunden ist.

Urn zur eigentlichen Lorentz - Einstein - Transformation zu gelangen,

haben wir zu setzen

£' = #n *-f #,4 a/, *?' = y, ax = #41 * + <xu at,

so daB ist

a?i + #4*i — 1 .
a?4 + "u = 1 . «n "u + #41 <*44 = 0 >

also

*11 = *44 » «14 - +}'l-#44
. «41 = ±|'l-*5 •

Schreiben wir <xu = b, so wird

(7j) $' = bxTa)T-Pt, t]' = y, S'-z, T = +~f\-Px + bt.
a

Die Formeln (8 b) (S. 285) crgcbcn alsdann

Diese drei Glcichungen sind miteinander vertinbar, cs folgt aus ihnen vermoge
des Wertes von fi (Gl. 9) (S. 285)

<««> 6-- 1

(«U « = ±f- V*.

1

I
V*

Aus der zweiten Gleichung findct man

(

92) a = ±iV.

Das ist der Grund, warum Mi n kows ki die Zeit / odcr r itnmer mit dem imaginiiren

Faktor i behaftet ansetzt. Und infolgedessen miisscn auch die GroBen #14, #24>

#34, # 41 , a42 » #43 imaginar sein, d. h. die //-, £'-Achsen sind gegen die/-Achse,

die x-, >•-, z-Achsen gegen die r-Achse um imaginare Winkel gedreht. Trotz der

alsdann sich ergebenden Obereinstimmung zwischen den Sonderformeln von Min-
kowski und den Lorentz - Einsteinschen Ansatzen besteht zwischen den
Anschauungen ein grundsatzlicher Unterschied. In den Lorentz - Einstein-
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Zusammcnhang mit der Lorentz-Einsteinschen Transformation. 291

schen Ansatzen handelt es sich um Transformationen aus realen fortschreitenden

Bewegungen, in Minkowskis Formeln um solche aus imaginaren Drehungen
der Zeitachse / gegen die Raumachse £' und der Zeitachse t gegen die Raum-
achse x. Man muB diese imaginaren Drehungen von Zeitachsen gegen Raum-
achsen als reellen Fortschreitungen im Raume aquivalent erklaren, wenn aus

der formalen Ubcreinstimmung eine sachliche werden soli. Dariiber sind in

meinem Buche „Die Grundgesetzc der Natur" Andeutungen gegcben.

Die GroBe a44
= b ware zwar reell, da sie aber glcich

(82) ccu =

ausfallt, ergabe sie sich groBer als 1, so daB auch die Drehung der beiden Zeit-

achsen gegeneinander imaginiir wiirde. Reell waren also immer die Drehungen der

Raumachsen gegeneinander, die Zeitachsen aber besiiBen gegen die Raumachsen
und gegeneinander imaginare Drehungen. Nennt man den Drehungswinkel der

r-Achse gegen die /-Achse iy>, so wird

(10) «ii = *ii = c<J5»V
1

(11) «M = sin»> = »£ (12) «4i = -^n--«4 ,--

(13,; - i tg.' V = llh^-r = V ' <
13

*> y = l
lo« ZT

'

1

V

Dicser Formeln hat sich in der Tat Minkowski zur Transformation der

Lorentzschen elektrodynamischcn Gleichungen bedient, worauf wir noch
zuriickkommen.

An sich aber ist die Gleichung fur «44 fur Minkowskis Theorie lediglich

eine Umrechnungsgleichung, in der — selbst wenn wir Kdie Bedeutung derLicht-

geschwindigkeit im lecren Raum beilegen — p immer noch eine ganz willkurlichc

GroBe darstellt, die sich durch &u bestimmt, namlich

(14, >- V
\

l X
Nehmen wir a44 > 1, so daB die /-Achse gegen die r-Achse um einen imaginaren

Winkel gedreht ist, so ist /> reell. lessen wir jedoch die Zeitachsen um reelle

Winkel gegeneinander geneigt sein, so wird p imaginar, etwa gleich iq. Wir
haben dann

(15) «n = *44 - —=*=:--=
.

(16) d?)
V
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292 Die weitere Relativitatstheorie.

und Minkowski s Gleichungen wiirden

Alsdann miiBte auch a reell sein und die den Zeiten /, t entsprechenden Langen
at, ax, woselbst man a — V setzen, aber auch gleich irgendeiner anderen Ge-
schwindigkeit annehmen darf, wiirden gcgen die RaumgroBen reell gemessen,

was sicher von Vorteil ist. Es wiirden dann auch alle Drehungen reell und — was
weitcr von Bedeutung ist — man hatte nicht mehr mit dem Gespenst der Unend-
lichkeit in Wirklichkeitsbereichen zu kampfen. Zur Bestimmung von q hat man,
wenn die, jetzt reelle, Drehung der Zeitachsen gegeneinander <p ist,

1 1

(20) cos?? = -

r
=^__

,
sin yi - - _ _^ , q = V tgq .

|

1 + h \
i + U

Minkowski hat von dieser Moglichkeit keinen Gebrauch gemacht. Er setzt

hiernach allgemein

(93) « = +»K,

die Bedingungsgleichung (4) geht dann iiber in

(21) V*(* - *2 - y
2 — z% = F2 r2 — £'*- >/' 2 - C'

2

und differential ausgedriickt

(22) Vid(i - dx* - dy* - dz* = V*dr* - d$'* - rf»/ 2 - dX' %
.

Wiederum nicht durch seine Theorie selbst gezwungen, sondern mit Riicksicht

auf die Lorentz - Ei nstei nsche Transformation, wie man sofort sieht, wenn
man die symbolischen Formeln in Worte falit, verteilt Minkowski die Gesamt-
heit aller Weltpunkte in drei Gcbiete, indem er zur Schcidung ein Gebilde

F2
/
2 - *2 - y

2 - z2 = 0

nimmt. Dieses Gebilde entspricht einem Doppelkegel im cartesischen Raume
und seine Charakteristik besteht darin, daB die Strahlenliingen nach seinen

Oberflachenpunkten so groB sind wie die geometrischen Weiten nach ihren.

Ist 0 die Spitze dieses Kegels, also die ,,\Vcltmitte", wie kurz gesagt wurde,
so wird das Gebiet, in dem V t, also t <0 ist, als ,,Vorkcgcl", dasjenige, in dem
VI, also t> 0 ist, als ,,Nachkcgel" bezeichnct. Das erste Gebiet, als ,,diesseits

vonO" angesehen, scheidet sich in zweiTcile, imerstenTcil ist ]'*(*— x*—y2— 22> 0,

d. h. die Strahlenlange zu den Punkten groBer als die geometrische Weite dahin.

Dieser Tcil wird als einer betrachtet, von dem Ereignisse ausgchen (wegen / <0),
der also bceinflussend wirkt. Im anderen Teil ware I'2 /

2— .v
2—

y

2—

2

2 <0 die Strah-

lenlange nach seinen Punkten also kleiner als die geometrische Weite zu ihnen;

er wird als neutral aufgefaBt, weder Ereignisse aussendend, noch solche empfan-
gend. Auch das Gebiet des Nachkegels, als ,,jenseits von 0" angesehen, zerlegen

wir in zwei entsprechende Teile. Der erste Teil wieder mit V-t-— x*—y*—

z

2 >0
also mit Strahlenliingen, die die geometrischen Weiten iibertreffen, ist der Ereig-

nisse empfangende, also der lx-einfluBte (wegen / > 0), der zweite Teil mit
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K*/* —

*

s — y
a— z*<0 stellt einen ncutralen, nicht cmpfangcnden und nicht beein-

fluBten Teil. Die drci Gebiete insgesamt sind also charaktcrisicrt durch

F2
/
2 — x1 — y

2 — zi > 0 , / <0 aussendendes Vorkcgelgebiet ; fruher als 0;

yt(i _ x2 _ yz _ ,2 •> o
( />. o empfangendes Nachkegclgebiet

; spater als 0;

J'2 /
2 — X- — y

2 — z2 <0 , t^O neutrales Zwischengebiet
;

fruher, gleichzeitig

oder spater als 0.

Vor- und Nachkegel sind Asymptotcnkegcl zu den Gebilden

(24) Vtp-x*-}* - z2= k2
, Vt>0; V*l*-x2 -y*-z: = -k2

, Vt^O,

welche einem zweischaligen und einem einschaligen Hyperboloid im cartcsischen

Raum entsprechen und glcichfalls 0 als Mitte haben, und die wir als + //-Gebilde

und als — //-Gebilde bezeichnen. Weltvektoren, welche von 0 zu Punkten der

ersten Hyperboloide gehen, die im Raume des Nachkegels liegen, nennt Min-
kowski ,,zeitartig", solche, die von 0 zu Punkten der zweiten Hyperboloide

gerichtet sind, die also im Zwischengebiet sich befinden, ,,raumartig". Der
Grand ist nach obigem klar. Ein Weltvcktor x, y, z, t von 0 an eine der obigen

Gebildc +H, —H soil als
,
.normal" zu einem Weltvcktor xv yv zv /, angeschen

werden, der das Gebilde an der Treffstelle beriihrt. Demnach ware die Bedingung
der Normalitat zweicr soldier Vektoren

(25) Vt lt
l
- xx

x
- yy x

- zz
x
= 0 .

Jedem raumartigen Vektor nach dem Gebilde — II = I wird der Betrag 1 zu-

geschrieben, jedem zeitartigen Vektor nach dem Gebilde + // = 1, />0 der

Betrag
*

r
. Das Element eines zeitartigen Vektors ist hicrnach

(26,) dO = -V }'V*dP - dx1 dy*~ dz*
,

als parallel der Weltlinie daselbst. Bilden wir

r p

(26,)
f
d()z=

v I

\

lyzdp ~ dxt -~*>* ~ dz

p.

so bezeichnet Minkowski die GrdBe (dO als Eigenzeit des substantiellen

Wcltpunktcs in der Wcltstelle P der Weltlinie, langs der integriert wird. Setzt

man hiernach

. _ dx . dy . _ dz • _ dt
{£1) X

~d0' y "d(r
Z
~d0' '-do'

so sollen x, y, x, t Bewcgungsvcktoren sein. Und macht man weiter

so gewinnt man die Beschleunigungsvektoren. Diese Vektoren abcr sind

nach (26,) der Bedingung untcrworfen

(29) v*fr-x*-y*-z*- l'2
,

(30) Vs
1 1 - x v — y y - z z - 0 .

Zufolge der Gleichung (25) besagt die letztere Bedingung, dati die Beschleunigungs-

vektoren normal stchen zu den Bewcgungsvcktoren. Da letztere zcitartig sind,
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so werden erstere raumartig sein. Auf dicse Verhaltnisse kommen wir in dem
Abschnitt iiber Relativitatsmechanik zuriick. Hicr erwahnc ich die geometrische

Deutung, die Minkowski von seinem Standpunkt aus derEinstein - Lorentz-
Transformation verliehen hat, und die also mit alien seinen Festsetzungen in

Verbindung steht. Betrachtet man in dem Gebilde

V*P-x*- y* -2* = 1

den Schnitt mit der yz-Ebene, so erhalt man, Fig. 13, die hyperbolische Kurve
F2

/
2— *2=1 mit / und x als Achsen, die vom Mittelpunkt 0 ausgehcn. 1st nun

0A[ irgendein Radiusvektor nach einem Punkte i4,'des betreffenden Hyperbel-
astes, legt man in A[ eine Tangente und von 0 aus zu ihr eine Parallele 0 A{ t so

kann diese Parallele als £'-Achse, der Radiusvektor0A[ als r-Achse gewahlt werden,

und es wird dann I
72 t2 — f

' 2 = 1 . Die MaB-
einheiten sind dann so zu bestimmen:
Wenn sie im System /, x sind l/V von der

/-Koordinate 0A
X

des Scheitclpunktes A
x

und 1 von der %-Koordinate AB = OA s des

Schnittpunktes der Tangente am Scheitel-

punkt A
x

mit der Asymptote, so betragen

sie im t, System l/V von OA [ und 1

von OA^. Dabei ist A^ der Schnittpunkt

einer Parallelen zum Radiusvektor OA[ t ge-

zogen vom Schnittpunkt B' der Tangente
an A[ mit der Asymptote mit der Parallelen

derselben Tangente, gezogen von 0 aus.

OA f

l
B'A^cntspTcchenOA

l
BA s . Die Durch-

rechnung der Konstruktion ergibt dann,
daB t und £' die Form der Einstein-

Lorcntzschen Gleichungen erhultcn. Obrigens ist OA^ der zu OA[ cnt-
sprechcnde Vektor an der urn 90° gcdrehten Hyperbel x2— F8

/
S=l, denn es ist

A
x
OA[^A tOA^ wobei A

2 den Scheitelpunkt der Hyperbel x1- VH*= 1 feststellt.

Demnach haben wir 1
), wenn Vt = u gcsetzl wird,

u*-x*-\, u*-x*~-l

fiir die obere und fur die seitliche Hyperbel. Mit q fur tgy sind nun die Gleichungen
der Linien 0A\, OA^

x — qu , u — qx
,

somit nach den Hyperbelglcichungen die Koordinaten

von A[ : uA , = *-
, xA , = -

q—

.

yl-q* 1

}

f

x _ q2

von A.:-. uA , = q
, xA ,*-

1
.

1
1 - ?

2
* }l-q*

Im System »<' ^ Vt, *' soil aber

"a; = 1 . - 1 ; «J. - - 0

Fig. 13.

M I.aue. Das Rclativitatsprinzip. Das bestc mathematische Buch auf dirsom Gcbicte,
wenn man von der, auch niclit brabsichtigtcn, Kritik al*Meht.
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sein, crsteres nach den Festsetzungen iiber die MaBeinheiten, letzteres weil OA[
die neue tt'-Achse, OA'% die neue f'-Achse angibt, also mussen wir sctzen

«' = " ~ q X x — qu

Es ist dann nach den oben angegebenen Koordinatenwerten in der Tat

1 f1 ?
2

) 1 -

J
yr- ^
?
2

- 1.
}T- q*

-o. 0/

y ist noch willkiirlich. Macht man

so hat man in den Gleichungen fur u', f die Lorentz-Einstcinschen Formeln.

Ich setze nunmehr in der Bezeichnung von Minkowski

1 » z = x
3 »

» = xA ,

?-%[, n'-xi, t'-*a\ iFt-i;

und weise der C'-Achse die Rolle zu, die bis jetzt der x-, |'-Achsc vorbehalten

war. Die Lorentz - Einsteinsche Transformation crgibt sich dann aus den

Minkowskischcn Sonderansatzcn

(31 t)
X[~XX ,

*2'=-*a , *3'=<*3S*3 + «34*4. *4
/
=«43*3 + *44*«;

{31j) X± — X[ , Xt = #2 > *3 — *3 4" <*43 *4 >
Xl
= a34 *3 ~T* #44 *4

mit den Bcziehungen

<32) = = «M = T/T- & , *ia = -^34 = l/1 - <^
3

.

wo «5 fiir a44 steht, und wobei also mit Bezug auf die Lorentz -Einsteinschen
Gleichungen sein sollte

(33)
!

d = <x 44
=

Da <5> 1 sein muB, zeigen sich alle Drehungen imaginar, selbst die der Raum-
achsen gegeneinander. Die nachste Transformation ware

x[ — x
x ,

*3 = ^32 *« + rt 33 Y3 t
AM V

4 •

x
* ^ X 48

V
3 + A 43 V3 I" ^44*4 >

(34 t)

*1 = *1 »

*2 " a« *'J + a 32 X3 + «4$ *4 •

*3 = «33*I + ^38*3 I" ^43 ^4 .

*
4
= *w v

4
' -f «M r

3
' -}- <v

44 x\ .
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Man hat dann nach bekannter Rechnungswcisc

*»= -/MyT-yH j-v'i-?2 . «33= -<H'i -/** n— y*— /»y
. «u=fi ~f-)' 1

-

««= +fin - & ;
«M= + V 1 -> I

1 -^
; ««= * •

/?, y, d sind drci willkurliche GroBen und konnen die Kosinus der Winkel dcr

Ebene x^x\ gegen die *4-Achse, der Ebenc x3 x4 gegen die *4-Achse, der *4'-Achse

gegen die *4-Achse hcdcuten. Dic GroBe <5 ist reell. Da die GroBen <xu ,
aM ,

<x it ,
au

imaginare Bedcutung haben sollen, so ist ) 1 — A* imaginiir, also <5> 1, d. h. die

Ncigung der beiden Zeitachsen gegeneinander ist auch jetzt imaginar. /? und y
miisscn reell sein, sie niussen auch kleinerals 1 sein, wcil sonst <xu ,

<x 43 reell wiirden.

Also sind Ajj, « 23 .
«32 ,

a 33 reell.

Ob dic ihnen cntsprechenden Drehungcn reell sind, hiingt von ihren absoluten

Werten ab, die auch durch ft bcstimmt sind, das groBcr als 1 ist. Und man kann

ft und y nicht immer so wahlen, daB bei gegel)encm d die Drehungen der Raum-
achsen x2 ,

xa gegen die Raumachscn x2 ,
x$ reell sind, weil vier Ungleichungen mit

nur zwei willkiirlichen GroBcn zu erfiillcn sind. Ist z. B. A groB, so fordert dic Glei-

chung fiir aM , daB oder y oder /? und y sehr nahe gleich 1 gewahlt werden.

Nehmen wir beide nahe gleich 1, so konnen wir zwar a^, <x32 ,
<%28 kleinerals 1 er-

halten, nicht abcr «aa . Ist nur (I nahe gleich 1, so muB y sehr klein sein, damit

<x 22 kleiner als 1 wird. Alsdann aber kann « 28 nicht kleiner werden als 1. Ent-

sprechend verhalt es sich, wenn wir y nahe gleich 1, und (i sehr klein ansctzen,

<x3l kann dann nicht kleiner als 1 werden. Reelle Drehungen der Raumachscn
gegeneinander werden wir also nur erhalten, wenn 6 cine gewisse Grenze iibcr 1

nicht uberschreitct. Ist diese Grenze uberschrittcn, so konnen auch die Drehungen
der Raumachscn xt ,

.v3 gegen #2 ,
*3 nicht alle reell gemacht werden, die Drehung

mindestens ciner Achse bleibt imaginiir, so der von x%
nach *3 (bei ft, y nahezu 1),

von *3 nach r3 (bei /?, y nahezu 0), von *2 nach *3 (bei fi nahezu 1, y nahezu 0),

von *3 nach .t3 (bei /? nahezu 0, y nahezu 1). Selbstverstiindlich konnen auch alle

raumlichen Drehungen imaginar ausfallen, wie sic alle reell werden konnen,

wenn 6 sich von 1 nicht zu sehr entfernt.

Deutet man daher imaginare Drehungen als Fortschreitungen im Raume
(S. 291), so konnte es sich hier um Fortschreitungen allein handeln, aber auch urn

Fortschreitungen in Verbindung mit reellen Drehungen im Raume. Da aber im
Raume nur eine Fortschrcitung zur Vcrfugung steht, dagegen drei willkurliche

GroBen vorhanden sind, kann man diese durch Fortschreitungen nicht erschopfen,

es bleiben Drehungen, reelle oder imaginare oder reelle und imaginare immer
ubrig. Nur wenn man von einer Zusammensetzungsmoglichkeit der Fortschrei-

tungen absieht, und auch Fortschreitungen in Richtung der Zeitachse zulaBt,

gewinnt man die drei Bestimmungen fiir dic drei GroBen /?, y, d. Minkowskis
Definition der „BewegungsgroBe" deutet den WVg an, der cinzuschlagcn ware.

Indcssen kann das keine allgemeinc Bedcutung haben.

Gehen wir namlich zum letzten Fall iiber

(36,)

Tj + x2 + «a3-V3 -f *u x
i .

*3 *3! V
l + *32 V

2 'I ^3.1 V3 + ^34 V
l •

= \u x
l j

\ i2 xs -f c\ iZ x.
4 -f a

4 .,
v
4 ;
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(36a)

(37)

Afj = 0tn X[ + «n xi + « 31 *g + «4l *4*
.

r2
= #12*1 "f + + a43*4 .

*3 = <*13*l + a23*2 + «33*3 + «43^' »•

*4 = <*14 *1 + <*24*2 + *S4*3 + <*44 *4*
»

so haben wir sechs GroBen zur Verfiigung, abcr nur vier Fortschreitungsmoglich-

keiten. Hier miissen also Drehungen iibrigbleiben. Wir sctzen hier

(X H = sinF cos0sin# , a 41
= sin/ cos <p sin ft ,

a 3| — cosF cos0 sin # , a 42
— cos/ cos 7' sin 0 ,

aM = sin0 sin #
, « 43

= sin^sini?
,

« 44
= cos 1?

, a44
=* cos* .

Zu dicscn Gleichungen fiigen wir als weiterc Beziehung hinzu

(38) = cos0 .

Die Bedingungen

«u + «2i + «3
2

« + *h = 1 ,
a,2

, -f + a« + «u = 1

sind identisch erfiillt. Die sin und cos konnen klcincr oder groBer als 1, die F, 0,

/, rp, ft, 0 beliebig reelle oder imaginarc Winkel bedeuten.

Die iibrigen acht a berechnen sich aus den sechs eingefuhrten Winkeln. Ins-

besondere wird

sin0cos^+ sinrW^.nF+cosi7y_

<*31
= —

cos0

sin0 cos 6 + sin

«32= ~

cos0

sin (p cos 0 -f sin0 cos #

COSf/>

sin (p cos -f sin <P cos#

cos 99

-I SI

cosF— sinF

sin1 0— sin2 ft sin2 71
cos20 — 1

(sin0 cos 0 4- sin 7? cos #)2

sin20 — sin2 # sin2 77
cos20 — 1

(sin0 cos 0 4- sin 9: cos ft)
2

sin20 — sin2 #sin20
cos2 77 — 1

(sin 7? cos 0 4- sin0 cos ft)
2

' sin2 tf — sin2 # sin20
(sin 77 cos 0 4~ sin0 cos *))

2
cos27?— 1

Die noch fehlenden vier GroBen ergeben sich dann aus den Beziehungen

*u = +

(40,)

«21 = +

«32 («13 <*13 + «14«44) ft 42(A 13 «33 + «M «34)

*31 *42 *32 *4l

^23(^31 «34 + «41 «44) « 24 (« 31
AC 33 + «41 *43>

a 13 a 24 ^23*14

<*31 (^13 *43 + *14 *44> A
41 («13 A33 + «,4 «3*)

*32 «41

*23 (*32 «34 + *42 «44> a 24 (*82 «33 + *4* ««)

a i3 *24 *23«14

*43 + 24*44) *42(*23 *33 + «24 *34)

<* 31 <%42 At 32 <X41

a is(a 31 rt 34 + «41 *44) «u(a 31 «33 «43)

<X 13 a 24 a23*14

<*3l(*23 <*43 4- «24 *«) «
4,(« 23 + «24 «„)

*3I a42 <*32 *41

*34 + «42 A 44) «14(*32 *33 4- «42 *43)

A
13 a 24 *23*14
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Der Nenner ist

o./ • a . ^ avl/ sm 0 ~ sin * s,n 0— sin # (sin a? cos ft + sin0cos#) 1/ ,
. , sriCos*^ — 1 ,r

] (sm^cosft + sintf>cos#)8
Y

— sin # (sin0 cos ft + sin<pcos??)l/
sin2 0 — sina#sin8 <p

.
'

. . os 0 1

(sin0 cos ft 4- sin 9? cos d)%

Die Zahler sind in alien Fallen gleich falls proportional sin so daO diese GrdGe
herausfallt. Eine einfache Form habc ich fur diese Zahler nicht gefunden.

Schreibt man aber

(392)

wo

A sinF -f BcosF , « 31
— A' sin/ 4- B'cosf

,

AcosF ~ BsinF
,

<xn = A'cosf — fl'sin/
,

l
<*13

=

I «23 =

sin0 cos 0 + sin t? cosd

(41)

A =
COS0

„ .1/ sin2 ft — sin2
1> sin2

7:
B = A \

-. —

—

: cos*0 — 1
;

f (sin0 cos ft -f sin <p cos d)*

sinycosft + sin0cosfl

cos 93

ist, so wird

B , _ ^1/ sin*ft-sin'flsin'0
"^ _ j

I'
(sin <p cos ft + sin* cos #)a

S 9

M'cos/- B'tin f)({A »inF + Bco»F) tiny + sin Fcos^cfis ) -cos /cosy »i iiF + BcosF)cosfl+ginF»in»eog»tln«g>

B'conf

(A'iinf+B'cotf) ((A sinF + Bca* F)siny + sin Foo*<P cos r» ) - sin/co»v( (y< »taF + BcosF ) cos + sin F rin»cos»sin»i» )

~~B
rcoij~

{A ' cos/- fl ' sin (McosF-B sin F)sfay+ cot Fco»0 cos <?) - cos / cos y (f -t cos F -B sin F) cos 0+ cos F sin»confr«in*fl)

B 'cosy

H'sin/ +B ,
cosfl((/i

,

cosF- g sin F)sin y +cosFa>s»cos ^) - stn/co«y ((.4 cos F - B sin F)costf +oos Fsin»co»» sin'tf

)

*" =
B'cosy

und entsprechend in der andercn Darstellung.

cos# ist recll und > 1. Hiernach miissen sinF, cosF, sin 0, cos0, sin/,

cos/, sin 9^, cos<p reell sein, cosft, sin ft kann man beliebig wahlen. Nimmt man
cos ft reell, so sind A, A' reell, aber B, B' konnen imaginar sein. Die Drehungs-

winkel der Raumachsen gegen die Zeitachsen sind wieder imaginar. Die Drehungs-

winkel der Raumachsen gegeneinander konnen alle oder zum Teil reell oder

imaginar gemacht werden.

Wenn die Zeiten /, t im Verh.Hltnis zu den Raumabmcssungen nicht imaginar

gemessen werden, sondern reell, konnen alle Drehungen reell sein, falls wir in vier

Dimensionen von ebenen Winkeln in demselben Sinne sprechen wie in drei oder

zwei Dimensionen. Eine Anderung in den allgemeinen Formeln tritt nicht ein,

oder vielmehr nur so weit, als beispielsweise statt der Hyperboloide Rotations-

ellipsoide zum Vorschein kommen usf.

Wir nehmen nun sechzehn (iioUen fhk ;
h, k — 1, 2, 3, 4 zu je vier und ordnen

ihncn sechzehn andere ykk ;
h, k = 1 , 2, 3, 4 zu je vier zu, die aus jencn so zu-
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Minkowskischc Vcktoren und Tcnsoren.

sammengesetzt sind, wie die Koordinaten x[, x£, x'3 ,
x\ aus den x2 ,

xz ,
xv

Es ist dann

<pn —2<*\ifti* <Pn—2oLtifti , 7W =2<*3,A,;. fpu —^K*ifti>

<pn =2<Xlifu- Vto^ZXiifu, <f3Z=^»3ihi> <PM*"2**ifu.

<pAl =2&ufu. *Pn=2*ttfu* 9
,43=^'a3iAi. Vu B^aufu-

»= 1,2,3,4.

Allgemein

(42.)

Zugleich wird

(43)

also auch

(44)

i- 4

9*K=y ««••/*•' A. x = 1,2, 3,4.

r?i + Vft + V f3 + 7 ?4 - /?, + /,\ + /?! + /?4 .

7*i + 7 & + 7'i + 7^4 = fit + /« + fh + /a

.

rti + <rh + V3
3
3 + - fl + /& + /3

2
3 + fl .

7 4*1 + 9 h + T43 + = III + /& + #3 + /J, •

2<lL = 2fL> A.*-l. 2,3.4.

Umgekehrt haben wir

ftl =2<Xu<rsi* fn~~2etis q>si , fn=2<Xizyu, fu=2*i*Tn>

/4l= 2'a ll f/ 4l , fn —2(*it<P4i, /«=^
,

*<371
4. . A4=^a»47'4» •

Allgemein

(45,) /a* . *, x, * = 1 , 2. 3, 4

.

(45,) 1= 1,2,3,4.

Wir nennen die 9?,/ im Verhaltnis zueinander Vektoren I-Art, sie gehen
auseinander so hervor, wie die Vektoren *(, *j, *3 ,

xx ,
xt ,

xit x4 auseinander

sich bestimmen.

Nun bilden wir aus den 95 sechzehn neue Vektoren A'„; A, x = 1, 2, 3, 4 nach
folgendem Schema

(46,)

|7n = -2\*li7'it , /2t=2"«2,7?il , /31=^'«3i7'»l ' Al— -2?a4i7)H »

f\1
=~ «i,7,2. /m=^ *2i7^i2 » fyi— ^• 0lM rlii > A* <*4 »7\ 8 »

la="2a, xi tFiz, f!a= Z*u <} i3 , A's^^siTis . A'3=-S'*i.7 i3.

Wl4=^li7 i4» /04
== ^'«2i7

n
.4 . /34= ^**3»7'i4. A4= ^**4 »7. 1 • ^

Allgemein
1 = 4

(46,) fkn^gfikiVin. h, x = 1,2, 3, 4,

»'=1,2,3,4.
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Es folgt wieder

f>ic wcitcrc Rclativitalsthcoric.

(47)

somit auch

(48)

also weitcr

(49)

fn + /ri + m + /S

/is + fa + /ra + /«

I /f? + /,'? + /i? + /i7

ri
2
2 4- 4- 4- »

9??3 + 7 23 + <rh 4- .

Z/;i = Z<,L', A.x = l,2,3,4,

A, x- 1.2, 3, 4.

Die Vektoren /' und / im Vcrhiiltnis zueinander bczeichnen wir als Vektorcn
II - Art oder als Tensoren. Sie transformicrcn sich ineinander wic die Quadrate
und die Produkte der Koordinaten. So wird zufolge der Wei te dcr y

t,/ 1,2.3,4.

f'u = I* u2(x ufit ,
/„=Va *,•.>'«,,/«. fn^Xxxl'ciufit, fU = 2* 4i2a ufa .

fxs*=±*u2*slfil> f*»=~Z&*i2*aifu> fu^2<*3i2<Xsifil> /«= ^4i-«3//i/.

Allgemein

W /*'« -Z«kiZ*«if« J
A, x = 1 , 2, 3, 4 .

Jedes der /' ist eine lineare Funktion der sechzehn /. So haben wir beispielsweise

fn = ««(*u/ii + "la/ia + «ia/i3 + «h/u) + ^«(«n/2 i + «ia/» + *j3/M + "h/m)

+ ^23(^11/31 "I" A 12 /s*+ * 13/33 + « u/34)

+ *24(*n/u+ "12/42 4" ^13/43+ «h/«)'

/« = *n(<*2i /n -f- «2s/u + "23/13 + "ai/14) + "i 2 ("ai /21 + "22/22 + "23/23 + "24/24)

4" "in("2l/3l + "22/32 "I" 01 23f33 4" "24/34)

4" "u(" 2 l /41 4- «22/42 4" "23/43 4- "24/44)-

Die Summe gibt

/« 4- /(a = 2(* al /u -f- <x 22 a,>/22 4" "23 "13/33 4- "
24 "14/44)

4 (« 12 <x 2l + «„«„)(/„ 4- fn) 4- (",3 " 21 4- " 23 «,i)(/i3 4- /„)

4- (a„ *
2 i

4- «24 «n)(/i4 4- /4 i) 4- (" 13 " 22 4- " 23 ^„)(/M 4- /32 )

-H*U *22 4- «24"l2)(/24 4" /42) 4" (" 14 " 23 4" «M*»)(/34 4" /W)
•

Ferner ist z. B.

/u = "?i fn 4" "1*2/22 4" "n/sa 4" "u/44

4" "n "i 2 (/« 4- /a ) 4- *„ «,,(/„ 4- /3 i) + "n "u(/i4 + Ai)

4- «,2«w (/a 4- /32 ) 4- a
12 «,4(/a« + /42 ) 4 «i3^h(/m 4- /«)

und entsprechend /:
,', {- /,'3 , f[ y + f[4 . /£, 1

/,'-, usf.. /-j, . /J3 , /[, usf.
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Minkowskischc Vrktorcn und Tcnsorcn. 301

Wir werden spiiter mit Funktionen zu tun haben, die den Bedingungen ent-

sprechen

^ I fix
= ft = ft ^ ft — ^ >

I fh* = — /** •

Alsdann ist dem Obigen zufolge auch

(52)
f -ft -0.

I /*'« = ~ /*A •

Hiernacb habcn wir fiir diesert Fall ausgeschrieben

(53)

ft = "

th-

ru = ~

ft="

ft =

ft = (*ll«22

+ (*12*23

ft =" (*11*32

+ (*12*33

/•II = (* 11*42

ft= (*2l"32

"l2"2l)ft+ ("ll"23-

*13*22)ft-r-(*l2*24-

*12*3l)/l2+ (* 11*33
'

«13*32)/23 +(*12«34-

«12*4l)/l2+ ("11*43-

A 13a42) ft H~ (*12*44
'

*22*3l)ft + (*21*33'

+ (*22*33 — "23* 32) /23+ (*22* 34
"

fit^ (*2l*42
—

*22* 4l)/l2 + (*21*43

+ (*22 *43
— *23 *42) /23 + ("22 * 44

"

ft ~ (*31*42~ *32*4l)/l2+ (*31*43

*33 * 42)/t3^
_ (*32*44'+ (* 32*43

*13*2l)/l3+ ("u*24
-

*14 * 22)/24 + (*13 * 24

*13*3l)/l3 + (*U*34

*3i)/24-f (*13*34

"l3*4l)/l3+(*ll*44-

"l4*42)ft + (*13 * 44
-

*23«3l)/l3+(*21*34-

*S4 * 32)/24 + (*23 * 34

<*23*4l) /l3 4" (*2l *44
'

"24 * 42)/24 + (*23 * 44-

" «33«4l)/l3+ ("3l"44"

^34*42) ft + («33« 44
-

Die Koeffizienten recbter Hand sind die Unterdeterminanten zweiter

der Hauptdctcnninante

*14*2l)/l4

*!*«») /31:.

*14*3l)/l4

*14*33)/34 •

*14*4l)/l4

* 14 "43) ft »

' "24"3l)/l4

- «a4«33)ft ,

- <*J4<X4i)/i4

-*24*43)ft •

" *34*4l)/l4

* *34*43)/34 •

Ordnung

*u *12 "13 "n

(54)
"23 *24

*31 *32 '34

v 4l

als Matrix, und zwar die der ersten und zweiten, der ersten und dritten, der ersten

und vierten, der zweiten und dritten, der zweiten und vierten, der dritten und
vierten Zeile, nach den Indizes der /'. Wir bezeichnen diese Koeffizienten nach

den Indizes der / mit

(12)*, . (13)*,. (14)*,, (23)*.. (24)* K . (34)*,; A, x = 1,2,3,4, h< x

.

Nun muB nach (49) jetzt sein

(55) ft? -{
- ft + f[l + ft? - V ft

2+ ft
2 = ft + ft + ft i ft f- ft + ft •

Digitized by Google
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Also bekommen wir

= 1, = 1, = 1,

2(23)^ - 1, ^(24tf K - 1, = 1.

2{\2)km {13)kH = 0, 2(12)» k (14)Ak - 0, V(12)*
K (23)Aw = 0,

2,

(12)*«(24)» K = 0, V(12)*„(34)*
K = 0,

2'(13)a„(14)a k = 0, 2(13)* X (23)* K = 0, 2'(13)* K {24)» K = 0,

2(13)a«(34)* w = 0,

2,

(14)a „(23)* k = 0, 2(14)Ak (24)Ak = 0, V(l4)
Jk>c (34)* w = 0,

2'(23)*„(24)» ), -0, 2-(23U K (34)» K = 0,

2,

(24)* M(34)*,-0

und uberall ist

A, x — 1 , 2, 3, 4 ; h <x.

Wir bilden nunmehr die Funktion

F' - (A'l + /34)
a + (A,- + (A* + .

In den Faktoren dcr flt , fxt , fallen die Summen der Produkte der Koeffizienten

gleicher Zeilen nach den obigen Gleichungen fort, es bleiben nur die Summen der

Produkte der Koeffizienten ungleicher Zeilen. Diese sind aber, mit Ausnahme der-

jenigen, die zu Aj/^, A3/24' /m/» gehoren, identisch Null, indem die einzelnen

Glieder sich paarweisc aufheben. Dagegen sind die Faktoren der heraus-

gehobenen Produkte der / fur /12 /M , fu fu , A4/23

= + (*,!»« - «««2lKa33 A 44'_ *34 a43) + (*31 ft 42- «32 a4l)(A 13 a24~ *14 a»)
—

(*li a S2
—

*12<*3l)(A 23*44
— a 24 a 43) — (A21 ft 42

—
«t2 a 4l)(

a
i3
a 34

—
*14

+ «22 a3l)(«13«44
— ft 14 a 43) + (^11 <*4*

— A
12 <*4l)( <*23 a 34

~ a
2l«33) »

= + («ll*S3- *13 a2lMa32*44 ~ A 34«42)~|- («S1«« — ft 33
A

4l)(a i2^24 *14 *12'

— («n « 33
~~ a ia a 3l)(

A
22 a 44

— « 24«42 ) — (a 2 j
—

Oi 23 * 41 ){* j 2 ^ 34 a
i4 a 32)

~f~ (*21 **33 *23 *3l)(*12 *44 ^14*42) + (^11*43
~ * 13 ^41/(^22 *34

~"
^22) >

= + («ll«H- a H<x 21
)(a 32 (X„

— *33 a 42) + (*31«44
— * 34 «4lHa 12*23

— a i3 aM)

— («n «34 — fl[
14 a3l)( <X 22 a 43

— «23 a 42)
—

(<*2l<*44
—

^24 a4lK*12«33~ «13«32)

+ Kl*34- «24 A 3l)(« 12^43
~

«J3«42)+ («U«44
—

«14 a 4l)(a22^33
—

33 a 32) •

Diese Faktoren gebcn jcder die Hauptdeterminante mit den Zcichen -f , — , +
und da diese Hauptdeterminante gleich + 1 genommen ist, wcrdcn

/i\ = + l, i2 --l, J, = + l.

Es bleiben noch die Faktoren der Quadrate der /. Beispiclsweise ist fur /?a der

Faktor

= ((12) 12 + (12)M)» I ((12) 13 - (12)J* 1- «12)M + (12)M)'

- 1 + 2((12)M (12)M - (12) 13 (12)M + (12) 14 (12)M )

.
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Der Faktor von 2 ist nun

(otu <xn — au a2i)(A 3i *« — — (*n«a — «n «si)(««i

—

+ (<*ai asa
—

.
aa a ai)(aii*« — a ia a 4i) >

in dem sich die Gliedcr paarweise aufhcben. Das gleiche findct man fur die Fak-

toren aller anderen cntsprechenden Glicder. Hiernach wird

(Wi) V'n + fuY + (A's- fu)
1 + (/,'« + A*)

8 ~ (/w+ A4)
2 + (As " A4)

8 + (/x«+ A*)
8

und folglich

(58,) A'a& - A's fu 4- A', As « /„ /„ - As /M + fu As

.

so daB die betreffenden GroBen invariant sind. Man kann die Gleichungen auch

schreiben

(572) {fit ~ &)s + (A's - /*)* + (/» - A'«)
8- (Ai - /«)

2 + <As ~ /«4)
2 + (/it - /h)'.

(582) &^ + f[,& + & A'* - /« A* + As /M + Aa A* •

Die GroBen links und rechts vom Gleichheitszcichen haben eine einfache Be-

deutung. Bildet man die alternicrende Determinante

0 Aa Aa fu

Ai 0 As fu

Ai Aa 0 At

Ai fit /« o
I

so gibt die Ausrechnung

(60 )
{

= Aa Ai /m As ~~ A* As ?u Ai ~~ A« A« Ai As ~~ As Ai /s4 Aa + As /at Ai Aa

I
—

As/a4 AaAi /u Ai AaAs ~~ At AsAi/ta + At As As Ai •

Beachtet man aber die Bcziehungen (51), so zichen sich diese Glieder zusammen zu

(602) <* = (Ai/st + AsA« + AaAt)
8

-

Also bedeuten die Gleichungen (57), (58), daB die Determinante d invariant ist,

wir haben

(61) )
{d' = )J.

Es gibt eine weitere Determinante, Minkowski nennt sie die zur Determinante
d duale Determinante d*, die den namlichen Wert besitzt wie diese Determinante

d, die also gleichfalls invariant sich zeigt. Es ist die folgende

(59,)

(«2)

0 A* Aa /as

Aa 0 At /„'

fu Ai 0 Aa

Aa As Ai o

sie ist wie die Determinante d alternierend. Die unmittclbare Ausrechnung ergibt

— + fu fa Aa Ai
—

A4 /h Aa /sa
—

/s4 Ai A4 Ai ~ fa fa f12 As + Aa Ai A4 As

~~ Aa Ai Ai Aa
—

/as /4s Ai Ai
—

As At fu /is + /as A4 Ai Aa

»
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und das fallt mit dem oben hingeschriebenen Wert von d zusammen, wenn man
die Beziehungen unter (51) anwendet. Demnach ware

(63^ d* = d, d*d = cP = d**

und

(64) (d*y = d*.

Setzen wir

A*~Ai» f*2~ fru > f*\
=

/*2> A* =As» f*i
=

f*3' f*i~f22> f*2~fu> /2*~Ai»

i*\
=

fi\i f*l~ Al » /:£»— /mi /m— /l2' ft\—fsi* f*2— /l3> A*~ Al» fu—fw
so hat die duale Reihe /* die gleiche Folge der Indizes wie die Ursprungsrcihe /.

Insbesondere ist dann

(63,)

wenn

if*-

A* .A*

/*! Atf

/A

/r,

/A

/A

A*.

A.i

/A

A*4

/A

A*.

A.

/n

Ai

Al

/at

As

/a

/»

/«

/«

A,

Ai — A2 - A3 A4 — 0 ' A* — A2 — A* — A*4
— 0

,

A * — A *

»

/»** ~~ /**

angesetzt ist. Durch diese Beziehungen wild die symbolische Rechnung sehr

erleichtert.

Unter der Annahme, daB Vt imaginar zu messen ist gegen x, y, z, sollten die

GroBen <xHi #24' a 3ii <*41» a 42> '13 imaginar sein. Wie es sich mit den Funktionen /'

verhiilt, wird davon abhangen, welcheAnnahmen iiber die /gelten sollcn. Sind z.B.

alle / reell, so crgeben die Gleichungen (42J alle (p imaginar odcr komplex, mithin

die Gleichungen (46x ) alle /' imaginar oder komplex, bis auf /4V welche reell wiirde,

weil die GroBen (fu , q 2i , <p34 , y44 rein imaginar ausfielcn. Nehmen wir aber /14 , /24 ,

/«- /«» As. A3 imaginar, so zeigen sich, wenn /44 = 0 ist, cntsprechend 9 14 ,
tp
2i , <p3V

T41' fP*v 9^43 imaginiir und also auch /,'4 , /2',, /3
'

4 , /41 , /42 , /43 . In diesem Falle ent-

sprechen sich die / und /', und es ist leicht zu sehen, daB in keinem anderen Falle

eine solche Korrespondenz auch in dieser Beziehung stattfindet. In diesem Falle

bleibt also auch die Gleichung (58,), ohne zu zerfalien, bestehen.

Hatten wir die GroBe Vt iiberhaupt reell gemessen, so wiiren die /' alle reell,

wenn die / reell angenommen sind. An der Form der Gleichungen aber iindert sich

nichts, sie bleiben mit irgendwelchen Annahmen formell bestehen, wenn sie auch

sachlich zerfallen konnen.

Von diesen Gleichungen und Erwagungen werden wir spatcr Gebrauch zu

machen haben. DaB man aber Rechnungen dieser Art belicbig fortzusetzen ver-

mag, bedarf nicht des Nachweises.

Das Relativitatsprinzip driickt nun Minkowski in folgender Weisc aus:

,,Man kann aus der Gcsamtheit der Naturerschei n ungen durch
sukzessiv gesteigerte Approximationen immer genauer ein Bezugs-
system .r, y, z und /, Raum und Zeit, ablciten, mittels dessen diese
Krschei nungen sich dann nach bestimmten Gcsetzen darstcllcn.
Dieses Bezugssystem ist dabei aber durch die Erscheinungen kcincs-
wegs eindeutig festgelegt. Man kann das Bezugssystem noch ent-
sprechend den Transformationen der genannten Gruppe Ge be-
liebig vcrandcrn, ohne daB der Ausdruck der N at urgesetze dabei
sich verandert."
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Die genannte Gruppc Ge ist dabei die vorstehend behandelte Transformation

einschlieBlich beliebiger ,,Verschiebungen des Raum- und Zeit-Nullpunktes"

verstanden. Der erste Satz des Relativitiitsprinzips spricht von der Ermittelung

von Naturgesetzen iiberhaupt. Erst der zweite und dritte Satz bilden das eigent-

liche Prinzip. Zu dem obigen Prinzip wird ein zweites hinzugefiigt:

Keine Geschwindigkcit im Raumc kann groBer sein als die

Geschwi ndigkcit V.

Da Minkowski dieses zweite Prinzip in die Ungleichung umsetzt

wo t, x, y, z zusammengehorige GroCen irgendeines Raum-Zeitsystems sind, so

versteht er unter
,
.Geschwindigkcit" die allein auf den Raum berechnete GroBe

dieser Art, niimlich

Die aligemeinc Geschwindigkeit, dem vierdimcnsionalen Gebiete entsprechend,

ist der „Bewegungsvektor" S. 293

Wenn man den Zeitvektor Vt im Verhaltnis zu den Raumvektoren reell

miBt, statt imaginar, entfallt das zweite Prinzip, das so seltsam anmutet. Aus
dem zweiten Prinzip folgt, daB es unter alien Umstanden hyperboloidische

Schalengebilde

gibt. Also wird fur jeden Wcltpunkt, jede Weltlinie ein von der Mitte 0 jener

Schalengebilde an diesc Gebildc gezogener Weltvcktor OA' vorhanden sein,

der der Richtung der Weltlinie an dem betreffenden Weltpunkt parallel lauft.

Nimmt man diesen Vektor als neue Zeitachse, so liefe die Weltlinie in dem be-

treffenden Punkte parallel dieser Zeitachse, die Zeit ist dann 0. Das aber be-

deutet (S. 343), daB der Punkt ruht. Demnach schlieBt Minkowski:
,,Die in einem beliebigc n Welt pun kte vorhandene Subs tanz kann

stets bei geeigneter Fcstsetzung von Raum und Zeit als ruhend auf-
gefaBt werden."

F. Klein 1
) hat der Minkowskischen Theorie eine geometrische Fassung

verliehen. Er geht von dem Satze aus: „Metrische Geometric und projektive

Geometric kommen beidc auf das Stadium einer Invariantentheorie heraus,

und ihrc gegenseitige Beziehung liegt darin, daB die Gruppc der metrischen

Gcomctrie cine Untcrgruppe der zur projektiven Geometrie gehorigen Gruppe
ist." Nun bchandelt die projektive Geometrie alle diejenigen Eigcnschaften

der Raumgebildc, wclche bei irgendeiner Projektion invariant bleibcn. Nach
einer Arbeit von Cayley aber kann die metrische Geometrie mit ihr zu einer

Geometrie vereinigt werden, wenn man niimlich zu den geometrischen Ge-
bilden gewisse andere Gebilde hinzufiigt und die projektivisclien Eigcnschaften

des Gesamten betrachtet. In der euklidischen Geometric sind diese hinzu-

zufiigenden Gebilde in der Ebene ein imaginares Punktpaar, im Raumc ein

*) Jahresberichtc der Dculsclicn mathemali>clicn Vm-inigung 19, "2S1 ff. (lfllO).

Weinstcin, Kctalivitiils prinzip. 20

(05)

(GO)
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imaginarer Kugelkreis. Die Gleichungen sind in homogenen Punktkoordinaten

*i, x2 ,
*3 ,

*4 (in der Ebene x - *
l

, y = ^ , im Raume x = ^ , y «= ^ .

*\ V *S *3 *4 *4

fur das Punktpaar : * ? + * 2 + = . *3 = 0 , odor w 2 + m 2 = 0

;

fur den Kugelkreis : x'} -f *.
2
-f x} + = 0 , *4

= 0 , oder u\ + w2
2 + uj = 0

,

i/,, ut ,
u3 ,

u
A

sind Linienkoordinaten mit u
x
x

l ~i-

u

t xt -]-

u

3 x3 = 0 in der

Ebene und u
x
x

x
-\- u2 #2+ w3 *3+ «

4 #4
= 0 im Raum. Diese Zusammenfassung

bildet die Cayleysche allgemeine Geometrie. Eine allgemeinere Geometrie,

die auch die verschiedenen nichteuklidischen Geometrieen enthalt, bekommt
man, wenn das hinzuzufugende Gebilde allgcmein durch 22aik «4

uk = 0 fest-

gestellt wird. Darauf beziehen sich die weiteren Entwickelungen F. Kleins.

Vorauszuschicken ist noch, wie er die Transformationen auffaBt. Das Beispiel

bildet die Transformation in der Ebene. Die allgemeinste ist hier

x , = "n* + Ajs y 4- *is , = <*ii* y_+ «M

Sie wird zur affincn Transformation, wenn man sctzt

«ai = 0 , a-,2 -= 0
,

so daB «3,
x + a32 y + 1 = Konst. die unendlich feme Gerade darstellt, die

sich in sich selbst transformiert. Man hat dann

*'= <xu x + «
J2 y + <x 13 ,

y' = <x 2l x + a22 y + aa .

Fiigt man die Bedingung hinzu, daB

dx'* + rfy' 2 = dx* -f rfy2

sein soil, wodurch

wird, so wird die affine Transformation zur aquiformen Transformation.
Verlangt man noch, daB

an <%12

« 2 ,
« 22

= + 1

ist, so haben wir die kongruente Transformation. Also auf solche kon-

gruente Kollineationcn bezieht sich der Kleinsche Satz.

Nun beschaftigt sich die Cayleysche allgemeine Geometrie, wie bemerkt,

mit der Invarianz der Eigcnschaften der Gebilde bei irgendwelcher Projektion,

also bei einer Transformation mittels Kollineationen der obigen Art. F.Klein
sagt darum, daB die M inkowskische Theorie (die die Loren tz-Einsteinsche
Relativitatstheorie einschlieBt) die Invarian ten theorie bedeutet der allgemeinen

Geometrie des Kaum-Zeit-Gebietcs gegeniiber einer bestimmten Gruppe von
Kdllineation, allgemein aber der Minkowskischen Gruppe, zu der auch die

Lorentz-Einstei nschc gehort. Es muB noch hinzugefiigt werden, bei be-

stimmter Annahmc iiber das hinzuzufugende Gebilde 22aik u {
uk — 0. Diese

Annahme wird dahin festgesetzt, daB

(64) «? + u% + «» - ^
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sein soil. In homogencn Punktkoordinaten x
x , . . . ,

*5 hat man dann mit

Xt Xm X<t Xm
x = -i

, y = *
, z = 3

, / = 4

*s x6 xh xb

fur die obige Beziehung

(67) 'xl + xi + xl- Pi»-0, *6 = 0.

Klein rechnet also mit / sclbst als einer Koordinate und bringt Minkowskis
Festsetzung, daB iVt als Koordinate zu betrachtcn sei, in die Bedingungs-
gleichung. Als Transformation wird angesetzt

x' = «u x -f <x l2 y + a I3
z -f a I4 / -f * 16 ,

^ggj
>'

' = <*21 X + a22 y + **> 2 + «24 ' + a 26 »

= «31* + «W y + «33 2 + + «35'

/' = <x 4l * -f a42 y + a«3 * + * + •

Die kongruente Fassung dieser Transformation ergibt dann die Minkowski-
sche Beziehung von der Invarianz der Abstande der Weltpunkte. Als not-

wendig wird aber noch bezeicanet, daB die GroBe «M positiv ist, Diese Fest-

setzung findet sich bei Minkowski in anderer Form ausgedriickt, die wir

spater kennen lernen werden. Nehmen wir V = oo
, so geht die Gleichung

(64) in die fiir den Kugelkreis iiber und das ganz^ Schema verwandelt sich

in das fiir den Kaum allein geltende. Zu bemcrken ist noch, daB die Linien-

koordinaten mit den Punktkoordinaten verbundcn sind durch die Beziehung

+ w
2 i8 + w3 *3 -f m4 *4 + u6 xs - 0.

und = 0 wird das ..unendlich Feme" der Welt genannt , warum ist klar.

Sodann enthalten die Kleinschen Transformationsformeln vier Konstanten
mehr als die Minkowskischen, die a 15 ,

a^, a45 , die der Moglichkeit

einer Verlegung des Anfangspunktes des Raum-Zeit-vSystems Rechnung tragen,

so daB insgesamt nunmehr zehn Konstanten willkiirlich gewahlt werden
konnen. Auf die Grundbeziehungen hat das keinen EinfluB, weil eben die

<*is, au . «35, «« lediglich als Konstanten behandelt werden, also fur Be-

wegungen nicht in Frage kommen.
Abgesehen von der Frage, ob alien diesen Prinzipen auch wirklich allgcmeine

Bedeutung zukommt, die spater besprochen wird, bieten Vorstellung und Erkennt-

nis die groBten Schwierigkeiten bei ihrer Auffassung. Was soli man sich dabei

denken, daB die Zeit im Verhaltnis zu den Raumabmessungen imaginar gerechnet

wird. Ja, da in den Gleichungen nicmals die Zeit als solche, sondern stets in der

Verbindung mit V zu V t enthalten ist, bezieht sich das Imaginare auf dieses 17.

Diese GroBe aber ist eine Strahlenlange, und so trate cine solche Strahlenlangc

als vicrte Dimension auf und ware trotz „Lange" nicht mit Raum„langen" vor-

stellbar zu messen. Welchen Sinn hat es dann uberhaupt, Dinge in eins zusammen-
zufasscn, die man doch nicht aufeinander soil beziehcn konnen. Sonst werden
komplexe Gleichungen in der Physik, als einer Wissenschaft des Wirklichen,

sofort in zwei Gleichungen zerlegt. Hier sollen komplexe Gleichungen als solche

der Wirklichkeit angehoren. Das bedeutet sichcr cine der groBten Umwalzungcn
in unseren gewohnten Anschauungen '). Denn hier handelt es sich nicht etwa

l
) In seinem Werke Molecular Dynamics hat Lord Ktlvin in einer komplexen Glei-

chung den imaginarcn Teil fortgelassen, weil der Faktor dieses Tciles klcin sei. Zu der

deutschen Bearbcitung habc ich in einer Anmcrkung mcinc Bedenkcn gegen dieses Ver-

fabrcn zum Ausdruck gebracht, weil die Iiegriffe groO und klein auf Unvon>tellbares mir

20*
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allein darum, daB GroBen vcreinigt sind, die inkommensurabel sein sollen, wobei

sie noch jede fiir sich vorstcllbar sein konnen, sondern GroBen, von denen eine

unter alien Umstanden nach unseren jetzigen (oder friiheren) Anschauungen
unvorstellhar ist. Man kann sich nicht darauf berufen, daB schlieBlich in den
praktisch anzuwendenden Formeln das Unvorstellbare nicht zum Vorschein

kommt, wie in der Formel — 1 —I = + 1 ; cs handelt sich urn die Grundlagen

fiir diese letzten Formeln, und eine Thcorie, die zu ncuen Erkenntnissen fiihren

soli, kann und darf nur nach ihren Grundlagen bcurteilt werden; diese bedeuten

die Erkenntnis. nicht die aus der Theorie zuletzt gewonnenen besonderen Formeln,

die ja noch von ganz anderen Umstanden abhangen, und praktisch ebensogut

ohne jede Begrundung frei gestellt werden konnten, wie das ja gegenwartig an

so vielen Stellen der Physik mit so groBem Eifer geschieht, daB sich schlieBlich

das meiste in Symbole auflost.

Eine zweite Schwierigkeit liegt auf metaphysischer Seite. Von unseren be-

deutendsten Denkern wird der Raum aus auBeren, die 2Seit aus inneren Stamm-
begriffen hervorgegangen angesehen, oder wie ich cs bei mehreren Gelegenheiten

erlautert habe, der Raum als Vergegenstandlichung fiir unser Korpergefiihl

(freilich unter Einbeziehung des Ursachlichkeitsbegriffs), die Zeit als Vergegen-

standlichung fiir den Wechsel in unserem BewuBtsein. Nun sind wir freilich eine

absolute Einheit. Allein wir wissen doch auch, daB unsere Seelentatigkeiten viel-

fach durchaus voneinander verschieden und getrennt sind, Zorn und Glaube,

Hunger und Bewunderung usf. sind nicht nach Umfang (quantitativ, intensiv),

sondern der Art nach verschieden, und so steht auch das Korpergefiihl abseits

vom Wechsel im BewuBtsein. Will man von zwei Vcrgegenstandlichungen als

von einem — nicht formal, sondern sachlich — sprechen, so muB man etwas nach-

weisen, das in uns gerade die bciden zugehorigen Seelentatigkeiten zu einer be-

sonderen Einheit zusammentut. Das BewuBtsein darf hierfur nicht geltend ge-

macht werden, denn durch dieses werden a lie Seelentatigkeiten „bewuBt", soweit

cs sich um unser geistiges Leben handelt. Die nachzuweisende Seelentatigkeit

muBte vergegenstandlicht als unzerlegbare Einheit das Raum-Zeit-Gebiet ergeben,

wie das Korpergefiihl vergegenstandlicht als unzerlegbare Einheit den ausgedehn-

ten Korper ergibt. Habcn wir cine solche Seelentatigkeit in uns, aus der die beiden

genannten Seelentatigkeiten so flieBen, daB eine nicht ohne die andere besteht,

wahrend alle anderen Seelentatigkeiten fiir sic entfallen konnten? Es ist schon

schlimm, wenn nach einer solchen Seelentatigkeit erst gefragt werden muB, da
sie sich doch von vornherein hatte aufzwingen miissen, in dcmselben Sinne, in

dem die Seelentatigkeit die zur Auffassung des Raumes fiihrt, zugleich die Drei-

diniensionalitat aufzwingt und den Raum weder als ein-, noch als zwei-, vier-

usf. -dimensional aufzufassen zuliiBt. Ware das Raum-Zeit-Gebiet eine sachliche

nicht anwendbar schienen. Ein Kritiker, der meine Anmerkung las, hat „seincn Augcn
nicht getraut". Hr hatte hesser getan, seinem t'rteil nicht zu trauen. Wenn cin Ding
in irgendcinem Teile unvorstellbar ist, so ist cs iibcrhaupt unvorstcllbar und kann in

keiner Weise dadurch vorstcllbar gemacht werden, daB man den unvorstcllbaren Teil

fortlaOt. Hat man c = a -f b i und laBt bi fort, wcil b klein ist, so hat man nicht ein

vorstellbares c gewonnen, sondern hat nur das vorstcllborc o, das schon vorher vorstell-

bar gewesen, an Stelle des unvorstellbar blcibcndcn c gesetzt, und das ist natiirlich, wo
cs gerade auf das c ankommt, uuzulassig. Fiir den liereich des NVirklichen ist aber die

Losung nicht zu verwenden. Dersclbe geistvolle Herr, der wegen diescr Anmerkung und
noch einer, in der ich manches an der modcrncn Elcktronentheorie als problematisch be-

zeichnetc (es ist in meinem Buchc ,,Die Grundgcsctze der Natur" naher ausgcfiihrt), dem
Leser rat, meine Anmerkungen nicht zu beachten, obwohl sic zum allergroBtcn Teil nur
Verglcichungen mit deutschen Arbeiten, Hinweise auf deutsche Arbcitcn und auf Vcrfahrcn
und Iirlauterungen enthalten, hat es nicht fiir notig erachtet, ul>er die Arbeit selbst auch
nur em Wort zu verlieren.
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Einheit, dann hatte man es von je, angesichts seines Ursprunges, gar nicht anders

denn als eine solche Einheit auffassen konnen, wie man den Raum nie anders hat

auffasscn konnen, denn als etwas, darin Dinge gleich unserem Korper sich be-

finden. Es wird oft behauptet, daB man sich eine Existenz iiberhaupt weder
raumlich ohne zeitlich, noch zeitlich ohne raumlich, sondern nur zugleich zeitlich

und raumlich denken konnc. Hier liegt aber wohl eine Verwechslung von Vor-

handensein an sich und Vorhandensein in der auBeren Welt vor. Alle unsere

Seelentatigkeiten haben fiir uns einen ganz anderen Ort als der Raum, wenn man
rhnen einen solchen zuschreiben will, namlich das BewuBtsein und selbst der Ort
des Korpergefiihls ist in diesem BewuBtsein und ebenso der Wechsel der Seelen-

tatigkeiten nach Starke oder Art. Das BewutBsein, mit seinem ganzen Inhalt ver-

gegenstandlicht, ist das geistige Leben, nicht das Raum-Zeit-Gebiet ; einzelne

Seelentatigkeiten, wic Korpergefuhl, Wechsel der Seelentatigkeiten, Ursachlich-

keit, Gegenstandlichkeit usf., vcrgegcnstandlicht, gebcn Raum, Zeit, Ursache,

Gegenstand usf.

Allzu leicht hat man sich iibcr solche Erkenntnisschwierigkeiten hinweg-
gesetzt zugunsten eines fast gespensterhaften Universums. Und was oben gesagt

ist, betrifft nicht bloB die Mi n kows kische Theorie, die als mathematischeTheorie
dauernden Wert hat, sondern alle Relativitatstheorien, die sogleich sich ins Un-
endliche dehnten und von unserer ganzen Anschauung Besitz nahmen, alles

stiirzten und nichts dafiir gaben als Schatten und, was viel schlimmer ist, leere

und leichte Behauptungen. Was Einstein und Minkowski mit der Rela-

tivitatstheorie gcleistet haben, ist schon bedeutcnd genug ohne die fast ver-

schroben-fanatischcn Verallgemeinerungen von so vielen Sciten. Man dient diesen

Theorien und der Wissenschaft viel bcsser, wenn man jene auf das beschrankt,

was sie sein konnen. Keinem Naturforscher ist es fruher eingefallcn, in der Tat-

sache, daB die Losungeiner Differentialgleichung willkurliche Konstanten enthalt,

etwas anderes zu sehen, als ein mathematisches Ergebnis, das aus der Art folgen

muB, wie wir eben die Differentialrechnung eingerichtet haben. Diese Einrichtung

hat sich als brauchbar fiir zusammenfassende Beschreibungcn von Naturerschei-

nungen erwiesen und die Moglichkeit ergeben, Probleme nach ihren besonderen

Bedingungen, zu deren Berucksichtigung aber die willkurlichen Konstanten der

Losungen dienen, mathematisch zu entwickeln.

Was hat aber diese besondere mathematische Einrichtung mit Welt-

anschauungen zu tun? Es ist sehr wohl eine andere Mathematik dcnkbar, die es

gestattet, Aufgaben sogleich mit ihren Bedingungen in Eins zu bchandeln, nicht

erst Differentialgleichungen zu losen und dann die willkurlichen Konstanten den
Bedingungen anzupassen. Die Differentialrechnung ist eine Erfindung der

Menschheit und braucht keineswegs das einzige und von der Welt selbst vorge-

schriebene Mittel, die Erschcinungen zu bchandeln, zu sein. Wer das Gegenteil

behauptet, betrachtet die Differentialrechnung als die abgezogene Welt und kann
dann freilich hinter den willkurlichen Konstanten ihrer Losungen allerhand Uni-

versclles sehen. Dem anderen ist das nur mystischer Symbolismus.

5. Mechanik und Thermodynamik In der Relativitatstheorie.

a) Einsteins Mechanik.

Wir haben es vor allem mit Einsteins Additionstheorem der Ge-
schwindigkeiten ') zu tun. Die klassische Mechanik addiert einfach Geschwin-

») Einstein, Annalcn dor Physik u. Chemie 17, 905 (1905).
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digkeiten gemaB dem Parallelogrammsatz. Es seien q'y, q^, q? drei im System
£'» *)', C'» t herrschende konstante Geschwindigkeiten. Einstein setzt

bcfolgt also die iibliche Definition auch fur das Rclativsystem. Wir haben dann
umgckehrt

Setzt man fiir »;', i die Werte S. 285 nach den Lorentz - Einstcinschen
Formeln ein, so folgt [vgl. auch (<p), S. 129]

x q'r + p

(2)

'

J/2

1
J'2

/

'

J/2

Das sind die Gleichungen des beriihmten Einstcinschen Additions:
theorems fiir Geschwindigkeiten. Allein diese Gleichungen haben nicht die Be-

deutung, die man ihnen zuschreibt. In der Tat bedeuten gx , gv , gt die ganzen

Geschwindigkeitskomponenten im absolutcn System x, y, z, t. Von den GroCcn

auf dcr rechten Seite aber ist p zwar gleichfalls auf das absolute System bezogen,

?«''» ?'/*> • aDer beziehen sich auf das Relativsystem. Es kann also nicht wunder-
nehmen, wenn g nicht einfach die Summe der Teilgeschwindigkeiten />, q' bildet.

Das Gegenteil ware wunderbar, wenn sie sich als diese Summe erwiesen, nachdem
sic sclbst und p nach absoluter Zeit, q' aber nach Relativzeit gemessen wird.

Rechnet man q' aus Relativzeit in absolute Zeit um, daB nach (7) (S. 284), auch

(V ') (S- 130)

f = _ PS Pis
T

(3)

9V

fan

t-fP
y'i

* 1 - p qs
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wird und sctzt diese Werte in die obigen Gleichungen fur gx , g„, gMt so folgt

(4) + ft-fc
wie es eben die klassische Mechanik lehrt. Also lost sich das Einsteinsche
Additionstheorem in die gewohnliche Kegel auf, sobald man, wie ja notwendig,

alle GroBen in demselben MaBe miflt, und nicht eine (p) in absoluter Zeit, die

andere (q') in Relativzeit. Alle auBerordentlichen Folgerungen, die man an dieses

Theorem kniipfen zu diirfen geglaubt hat, sind demnach hinfallig. Hinfallig ist

also auch die Behauptung, daB man die Lichtgeschwindigkeit V durch Zusammen-
setzung mit einer anderen Geschwindigkeit q' nicht zu vergroBern vermogc. Es
soli das sich ergcben, wenn man in den Gleichungen (2) p = V und q'

n
- = q? = 0,

qfc
= q' cinfiihrt. In der Tat wiirde dann

i+V
welchen Wert auch q' haben moge. Man darf aber diese Formel gar nicht an-

wenden, denn es crgibt sich bei der Berechnung von g aus p und — fur diescn Fall

^ V

und ~ jetzt =1 zu setzen, ist unzulassig, weil fur p =V diese GroBe also un-

bestimmt wird. DaB eine solche Unbestimmtheit herauskommt, ist aber Folge

der Zusammensetzung einer GroBe aus zwei mit versehiedenen MaBen gemessenen

GroBen, da bei der zweiten dieser GroBen, q\ das ZeitmaB wie das WegmaB
fiir p = V uncndlich, also das GeschwindigkeitsmaB unbestimmt wird. Gerade

an diesem Beispiel erhellt das Unzulassige des ganzen Verfanrens.

Also kann man zwar das Einsteinsche Additionstheorem an sich stehen

lassen, muB sich aber klar sein, daB die darin enthaltenen GroBen nach vcrschie-

denen MaBen gemessen sind, so daB ihre Zusammensetzung eine undeutbare GroBe

ergibt, solange eine Umrechnung auf gleiche Einheit nicht stattfindet. Ferner,

daB dieses Theorem seine Anwendbarkeit bei Lichtgeschwindigkeit verliert, es nicht

so angewendet werden darf, wie es ausgesprochen ist, weil fiir eine der GroBen das

MaB alsdann unbestimmt wird. Endlich, daB dieses Theorem, auf Benutzung
gleichen MaBes zuriickgefiihrt , durchaus nichts anderes lehrt als das cnt-

sprechende Theorem der klassischen Mechanik.

Eigenartig und, wie mir scheint, fur die Relativitatslehre in der Einstein

-

schen Fassung von fataler Bedeutung ist, daB fiir die GroBe p, die doch auch eine

Geschwindigkeit sein soli, im Relativsystem keine Messungsmoglichkeit vorhanden

ist. Wir haben p = y , wenn x0 , y0 ,
z0 die Koordinaten des Ursprungs des Relativ-

systems tf, ^im System x, y, z bedeuten. Wir hatten also, da fiir dicsen Ursprung

I' = y' = C = 0 ist, nach den Gleichungen untcr (2), solange p^V ist, x0 ~ pt,

was die Definition fiir p ergibt, und t = /?(/ — y - 1) = — t, somit p = ^ . Die
\ Va

/ p fix

GroBe — ist aber trotz des x im Nenner keine Geschwindigkeit im Relativsystem,
T

auch nicht nach Division durch (i, weil .t0 im Relativsystem keine Bedeutung
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besitzt, sondern nur im absoluten System. Genau so verhalt cs sich eigentlich auch
mit der GroBe V. Kann man nun auch von dieser GroBe, weil sie nach Einstein
eine universelle, fiir alle Systeme gleich groBe Zahl angeben soil, die mit der Licht-

geschwindigkeit im Vakuum identifiziert wird, von Messungsmoglichkciten in

verschiedenen Systemen abschen, so geht das doch bei der GroBe p nicht, die ja

jede beliebige Geschwindigkeit bcdeuten darf. Folgerichtig muB man verlangen,

daB in jeder Formel alle GroBen mit denselben Einheiten gemessen werden,

und das zu erfiillen ist nicht moglich, wenn p mit GroBen verbunden ist, die in

Einheiten des Relativsystems gemessen sind, weil p in solchen Einheiten voll-

standig nicht ausdruckbar ist. LieBe sich p in solchen Einheiten zu p' ausdriicken,

dann miiBte auch fiir das Relativsystem das Einsteinsche Additionsthcorcm

in das der klassischen Mechanik ubergehen. DaB man durch Vergleichung der

Formeln (8), (10) und (11) S. 285 ansetzt />' — />, hat damit nichts zu tun,

es ist nichts Prinzipicllcs, wie man ja daraus ersieht, daB V— -f V gesetzt wird,

obwohl p und V GroBen dcrselben Art sind. Da p und V zur Verbindung des

Relativsystems mit dem absoluten System dienen, ist es ubrigens selbstverstand-

lich, daB fiir sie ein MaB im Relativsystem nicht vorhanden sein kann.

Das weitere der Ei nstei nschen Mechanik betrifft die Bewegung eines

Elektrons von dem Masse /< und derLadung . Fiir einen ruhenden, nach der Zeit i

rechnenden Beobachter im ruhenden Koordinatcnsystcm x, y, z wird wie iiblich

gesetzt

tPx

(5)

11 d^^"
Gx . Cy, sind die Komponenten der das Elektron treibenden elcktrischen Kraftc

im System x, y, z auf die Elektrizitatseinheit.

Fiir einen die Zeit nach x rechnenden Beobachter im System t]', £' wird

dem Relativitatsprinzip entsprechend angenommcn

(5')

fi
'dx*

= f6r •

wo (fi-, (^-, G s
'- die Komponenten der das Elektron treibenden elektrischen

Kriifte im Relativsystem sind. Hier verquickt sich Einsteins Mechanik mit

seiner Elektrodynamik, die spatcr zu betrachtcn ist. Er findet, wenn fiir

t = x= y = z= 0 auch x = $' = if = C - 0 festgestellt wird (S. 285)

(6)
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Einstcins IirwrgungsKk'ichu ngcn. 313

Geht man nun von dem zweiten Bewegungsgleichungssystem (5') aus und
transformiert cs auf das absolute System x, y, z, t, so hat man nach (8b) S. 285

(7) d$' = fi(dx-pdt), d n'-dy, dC' = dz; (8) dr = (i{dt - fax);

(9) cFZ'^pPX' d*r}'=>d*y, = d*z;

somit wild

(10)

dt
dz

d

dT

*1
dz

dx

dt

l- /:

i

p dx
'

V 1 dt

dy

dt

p dx
'

I

'

2
rf<

dz

dt

/>"rf*
:

V* dt

und

(ID

1

1

/*

1

</r2

V V* dt)

pi p dxy
\ v* dt)

i

dt*
'

rf
2
y

<Pz

(l- ? "*)

Man gelangt zu densclbcn Formeln durch folgende, anscheinend strengcre Rech-

nung. Ks ist z. B.

dx

d$'=
di
"

h \ dr,
p dx

dt

also

= d*S'= dr±
1 - P dx

V- dt

F2
(l

dx

dt
-P

p dxV'

V2 dt)

dx
h

dt
~ P

dr + --<Pr.
p dx

V* dt

dl z ist zwar fur jcde Rechnung innerhalb des Relativsystems gleich Null, wic d?t

fur jede Rechnung innerhalb des absoluten Systems, im absoluten System ist aber

(12)
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314 Die weitere Relativitatstheorie.

Fiihrt man diesen Wert ein und bcachtet, daB d
d*x .

dt
ist, so ergibt sich mit

d*£'
dem bekannten Betrag fur /? die obige Gleichung fiir

8
. Und in gleicher Weise

erhalt man die anderen beiden Gleichungen.

Umgekehrt hat man, als wcnn x, y, z, t, -\-p vertauscht wiirden mit

n\ C r,-p:

(13)

dx

Tt

dy

dt

dz

dt

dt

1 +
V* dx

1 1 di)

1 + P d? dx
'

V* dx

I d?
, P d^ dx

'

^ V% dx

und

(14)

d*x 1 1

dp

d*y 1 1 <*V
~dP

(>

+

-ufr

'

cPz 1 i *r
dp ~ P

I
1 +

V2

AuBerdem gelten die Beziehungen

i +

i

(16)

Mit Hilfe der Gleichungen (11) gehen die Bewegungsgleichungen (5') iibcr in

f
d*x / p dx\*

(H) /> dx\*
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Einstcins Definition dcr Masse. 315

Wenn nun im absoluten System doch die Gleichungen (5) bestehen sollen, wurde
man

>('-££)'«-« 'MS)'*-*-
zu setzen haben. Aber dann verwickelt man sich in die groBten Widerspriiche,

aus denen ich keinen Ausweg sche. Einstein hat sich dariiber nicht ausgespro-

chen. Ohne Zwischenrechnung gibt er an Stelle der Gleichungen (17) die Bc-

ziehungen

( - &x

(17')

Sie folgen aus den Gleichungen (17), wenn man - — p setzt, d. h. Bewegungen

betrachtet, die fur die Berechnung der Korrektionsglieder als nur in Richtung

der y-. z-Achse variabel angesehen werden. Und ihre Bedeutung ist zusammen-
gesetzt. Denn da die GroBen links nur eine mathematische Umrechnung gegen

die GroBen links in (5') bedeuten, wahrend die GroBen rechts ganz ungcandert

stehen, so wurden diese Gleichungen fur einen Beobachter gelten, der sich mit

dem Elektron bewegt, gleichwohl aber alle auf die Bewegung sich beziehendcn

Messungen in absoluten GroBen x, y, z, t ausfiihrt. Einstein hebt selbst hervor,

daB i&' ,,mit einer im bewegten System ruhendcn Fedcrwage gemessen werden
konntcn, wahrend die Beschleunigungcn im ruhendcn System gemessen werden
sollen". Es ist eine ahnliche Zweispaltigkeit wie im Additionstheorem, und man
hat Sehwierigkeiten, zu einer Vorstellung zu gelangen, da der Beobachter nach

zwei Seiten wirken soil: sich mitbewegend fur die Messung der Krafte, ruhend

fur die Messung der Bewegung. Aber zu einem befriedigenden Gleichungssystcm

fur den ruhendcn Beboachter iiberhaupt kommt man iiber das Gleichungssystem

(5') eben nicht. Hier hat erst Minkowskis Theorie alles geschaffen.

Nun setzt Einstein die Beziehung an

(18) „Massenzahl X Beschleunigungszahl = Kraftzahl".

Da er als Kraftzahlen die ©£, G^, ansieht, muB er in seincn Gleichungen (17')

ftp*, fift* als Massen deuten, und so gewinnt er die Feststellungen

u
(19) Longitudinale Masse = — -— —. -

,

(J
1 - S)

(20) Transversale Masse =

Die Unterscheidung zwischen diesen beiden Massen ist aus der Elcktronentheorie

bekannt, und auch die Feststellungen fur sic stimmen mit denen fur diese Theorie

bis zu einem gewissen Grade. Ob man in der Elcktronentheorie mit Recht diese

Unterscheidung macht, ist eine Frage, dercn Untcrsuchung nicht hierher gehorl.
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310 Die wcitcrc Relativitatsthcorie.

An dieser Stelle abcr fragt man unwillkiirlich, wic denn nun die Messung der
Massen stattfinden soil, denn da in der aus (18) sich ergebenden Formel

Kraftzahl
(21) Massenzahl

Beschleunigungszahl

der Zahler im bewegten, der Nenner im ruhenden System zu messen ist, so gewinnt
dadurch die Masse cine Bedeutung, die sie weder auf das einc, noch auf das andere
System zu beziehen gestattct, die die Masse wie zwischen beiden Systemen schwe-
bend ansieht, und auch jede Messung iiberhaupt ausschlieBt, weil der Beobachter
nicht zugleich beiden Systemen angehoren kann, was fur diese Messung durchaus
erforderlich ware. Nur die longitudinale Masse wiirde sich allenfalls bestimmen
lassen, weil hier Gf = ist, der ruhende Beobachter also die gleiche Kraft miBt
wie der bewegte. Damit ware dann freilich ausgesprochen, dafl die Bewegungs-
gleichungen der klassischen Mechanik iiberhaupt unzutreffend sind, denn auch sie

mtiBten deshalb fiir die longitudinale Bewegung ///P statt fi als Massenfaktor
enthaltcn.

Die kinetische Energie des Elektrons wird fiir den Fall berechnet, daB die

Bewegung des Elektrons langs der #-Achse erfolgt, von 0 beginnend, bis p an-
steigend. Darum setzt Einstein den Energiesatz, indem von aller Zerstreuung
durch Strahlung abgesehen wird, in der Form

22^ K = fifppdp .

(i ist immer als Konstante behandelt worden, ebenso p, sonst wiirden die Trans-
formationen ganz anders ausfallen, als angenommen. Hier jedoch betrachtet

Einstein wohl die Formel fiir die longitudinale Masse als absolut, nimmt p
als variabel und findet so

(22,) K = u —i—l
/t i

Diese Formel ist von Minkowski bestatigt (S. 362), aber auf ganz andercn
Grundlagen. Sonst mochte man nach den Formcln (17) so rechnen. Man laBt

das Elektron mit der relativen Geschwindigkeit —p beginnen und mit der

relativen Geschwindigkeit 0 enden, dann geht seine absolute Geschwindigkeit g
von 0 bis p wie bei Einstein. Man hat aber zufolgc der obigen Gleichungen fiir

die erworbene kinetische Energie, die longitudinal ware,

K

woraus folgt

-'> *-,'>{'^(-»M'-a-
|

1

V2

ein Ausdruck, der von clem Ei nstci nschen, fur andere Verhaltnisse berechneten,
durchaus abweicht. Hjitten wir die relative Geschwindigkeit mit — 2/> beginnen
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Die kinetische Energie nach Einstein. 317

und mit — p enden lassen, so daB die absolute Geschwindigkeit von —p bis 0
ginge, so ware

(22-.,) k' = „
1 f-i*t- - „ _J" _ |- 1 +

vt
u xa ,„g (i + ail <

1

_»™

.

I

Bei gleichem Anfang und gleichem Ende ware so die lebendige Kraft fur Vorwiirts-

bewegung eine andere als fiir Riickwartsbewegung. Fur Vorwartsbewegung
ware sic bei Lichtgeschwindigkcit unendlich, fiir Riickwartsbewegung Null. Und
was bedeutet das?

Geht man nicht von der absoluten Geschwindigkeit 0, sondcrn von dcr bc-

liebigen pQ aus, so wird die Einsteinsche Formel

""-(FS r

In einer spateren Abhandlung 1
) bestimmt Einstein die Energie durch

K = ,tV*
1

Dazu muBte an sich ------ = 0 sein, was auf keine Weise zu erreichen ist.

| V'1

Er braucht sie im Grunde, um den Korpern im Ruhezustand die Energie

ftV2 zuschreiben zu konnen 2
). Die anderen Formeln ergeben als Zusatzglicder

,1 ,_A2

P P« I P P*\ ' \
~ P (' •

1 V

."

I

1
-

') Einstein, Annalen d. Physik u. Chcmie 28, 37Hf. (1907).

*) Da in dcr Formel (223 ) die GroDe niemals Null sein kann, muG

1
'
- £

Einstein sich zu dieser Konstante noch cine andere Konstantc hinzugefugt denken,
genommen von der potenticllen Energie. Alsdann frcilich gewinnt die als kinetische

Energie bezeichnete GroDe /<l's cine komplizierte Bedcutung, und sie gilt also

dann nicht fiir cine Geschwindigkeit, die, mit 0 boginnend, zu p ansteigt, sondern fiir tine
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318 Die weitere Relativitatstheorie.

Diese GroBen sind Null, auBcr fur p = 0, p0 < 0, wenn

ist. Die Gleichungen sind transzendent, es lohnt nicht, zu untersuchen, ob sic

cine reelle Losung haben
Trotz dieser vielen und schweren Bedcnken muO Einsteins Theorie

wegen des auBerordentlichen Einflusscs, den sic ausgeiibt hat und noch ausiibt,

weiter verfolgt werden.

Er bemerkt in der spateren Arbeit selbst, daB seine bisher angegebenen

Formeln nur gelten, wenn andere Krafte als die aus der Bewegung des Elektrons

selbst bervorgehenden nicht vorhanden sind, und daB insbesondere seine obige

Formel fiir die kinetische Energie, schon wenn auBere Krafte wirken, die sich das

Gleichgewicht halten, nicht mehr gilt. Hat z. B. der sich bewegende Massenpunkt
eine elektrostatische Energie (im Ruhezustandc) vom Betragc Et , so soil der Faktor

/i um ^ zu vermehren sein.

Bewegt sich der Massenpunkt nicht parallel der *-Achse, sondern in einer

gegen diese um q> geneigten Richtung, und bedcutet dann q seine relative Ge-
schwindigkeit in dieser Richtung, so soil sein

pq cos</>

1 "I* 1/2

(23) K = ft V*

Fiir cine belicbige Zahl von Massenpunkten, die sich nach beliebigen Richtungen
mit beliebigen relativen Geschwindigkeiten bewegen, erhalt man hieraus (unter

der Annahme, daB auch jetzt Encrgicn addicrt werden diirfen)

(24) £K -
1/ _ P'

1

i 1 f 1/

Einstein wendet die Formel auf einen solchen Bewegungszustand an, daB

(25) V = V - V «*, _ 0 .

Gcschwindigkeit, die von einem Wert, der sich durch die Konstante A'0 der potentiellen

Energie vermittcls der Beziehung

i-r-:
bestimmt, anhebt und bis p steigt. Der „Ruhezustand", in dem die Energie /<l

r* sein soli,

hatte dann seine Bedeutung von der potentiellen Energie zu nehmen. Ich wciB nicht, ob
das Einsteins Meinung ist.
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Der Schwerpunktsatz in Einsteins Mechanik. 319

ist. Entsprechend der klassischen Mechanik, wo derNenner fehlen wiirde, hatte das

zu bedeuten, daB das gesamte System kein relatives Bewegungsmoment besitzt.

Dann bleibt

wo E die relative Energie

(27) E = V_i' Xn

angibt. Die Vergleichung mit Formel (224 )
ergibt fiir diesen Fall eine Energie

des Gesamtsystems, die gleich ist der Energie eines einzelnen Massenpunktes von

der Masse EjV*, wo nun E als innerc Energie des Systems bezeichnet werden

kann. Hiernach ist EjV% Tragheitsfaktor, und da E eine Energie bedeutet, wird

davon gesprochen, daB jede Energie eine Tragheit besitze, welche den
1/V* Teil ihres Betrages als Energie ausmacht, die nicht bloB Bedeutung
fiir den behandelten besonderen Fall besitzt, sondern allgemeine. So ist schon

erwahnt, daB im Falle eines geladencn Massenpunktes dessen Tragheit sich urn die

GroBe EJV* vermchrt, wo Et die elektrostatische Energie der Ladung angibt, und
Entsprechendes findet statt, wie erwiesen wird, im Falle der Strahlung.

Hiernach kann man auch sagen, daB die Tragheit eines Korpers wachst
mit Zunahme seines Energieinhalts, und zwar wie das Verhaltnis
d ieserZunah me zum Quadrat der Lichtgesch wind igkeit im Vakuum.

Aus ganz anderen Betrachtungen ist Max Planck zu ahnlichen Ergebnissen

gelangt (S. 341).

Unabhangig vom Rclativitatsprinzip benutzt Einstein 1
) die Lorentzschc

Form der Maxwellschen Gleichungen im Vakuum, urn die Frage der Abhangig-

keit der Masse vom Energieinhalt und die der Geltung des Schwerpunktssatzes

der Mechanik noch wciter zu klaren. Eine beliebige Zahl von Korpern mogen sich

bewegen und seien mit Ladungen versehen. Die Lorentzschen Gleichungen,

die dann gelten sollcn, schreibt Einstein in der Form

t'tS

+ C0
curl# =

t

+ 4 7i q g , — C0
curlg = .

Multipliziert man diese je drei Gleichungen mit ^— und mit xQx ,
x(&t ,

x$j, xSfo, x§t , addiert alles und integriert iiber einen Raum, der jedenfalls alle

geladenen Korper umfaBt, so lolgt

ffjn* (&«,+&<&,+&&)*'+^ zjf]]*l® + ®1 +# +

l
) Einstein, Annalen d. Physik u. Chemie 20, 627f. (1906).
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320 Die weitere Relativitatsthcorie.

Die partielle Integration gibt

III
x
fx

(CUl"

~

^:)dz =jj x^» - ev&k°s(»

.

*)<iS - III - <S,&)dT •

Ill
x
£y

~^')d7
-J)*®'*'

-^ cos <"
'

>')</5
'

(/[*7 2
- G,$,)rft = /|v(lUv " e,^)cos(« ,

c)i/5
,

wo S die Oberflache des Raumes, iiber den integriert werden sollte, bezeichnet

und n die Normale bedeutet. Dcr Intcgrationsraum umfaBt die Umgebung
der geladenen Korper und den Raum dicser Korper selbst, da im Sinnc der

Lorentzschcn Theorie auch der letztere Raum vom Athcr erfiillt ist und alle

GrdBen beim Durchgang von der Umgebung in das Innere der Korper sich

stetig andern sollen; selbst der GroBe o wird stetige Anderung zugeschrieben.

Hiernach umschlieBt 5 auch die geladenen Korper. Wir haben aber nunmehr,
vektoriell geschrieben,

///*div[£S]ir = f(x[$<S)m dS - jjfftVldr .

Das crste Flachcnintcgral hat Einstein fortgelassen, indcm cr iiber „den
ganzen Raum" integrierte und so S in die Uncndlichkeit riickte. Es sind dann
an S freilich die 6, § als gleich Null anzusehen, aber ob gleichwohl das AuBen-
integral Null ist, kann zweifelhaft erscheinen. Auf die folgenden Betrachtungen

hat das keinen EinfluB, es entfallen nur Konstanten, deren Dasein oder Nicht-

dasein die zu ziehenden Schliisse nicht beriihrt. Wir behalten also mit Einstein
die Gleichung

(280

jjl
* o (g, <*, + K, Or, + gs <*.) dr + A

*Jjj
x (& + $«) <f,

Fur das rechtsstehende Integral wird nun noch ein anderer Ausdruck ermittelt.

Multipliziert man namlich die zweite, dritte, fiinfte und sechste der Maxwell-
Lorentzschen Gleichungcn mit -[ — £\, - Or, -f- addiert alles und
integriert, so folgt

Da unter den gleichen Bedingungen

f«/*•;.
f*.-*-* us,

ist, so geht das Integral in der zweiten Zeile iiber in
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und wegen div§ — 0, div© - 4.-T£> in

+sfK*

+

-*»**--
1 ix & -

&

+ <** -«>}<"

= - C0
)JJ

[ix Q (5,-f- l
x [ft + <Sj) + -

2
- ^ ($» -f &)) dr = - 4 .7 o C0 /// £ ©, rfr .

letzteres, weil

/)/£ [2(-^ + CJ) + + r/r = (j[2(& + ©J) + -J- IP] rfS = 0

ist. So bekommt man

ffj «M«
- = -4*j// ff

(C
0 (S, + - fo&M' = ~4 jrC

0 &, .

wo ft, nach Maxwell die elektromotorische Kraftwirkung des ganzen elektro-

magnetischen Feldes in Richtung der *-Achse bedeutet, und

(20) /'// ((?„& (?, $,) rf' - * <// .

Hiernach liaben wir, da dieselben Reduktionen auch fur die anderen Koordinaten

gelten

(28,) Jff
UQ(f>I 1&s+ g,<S,+g&)dT+*

n
4 dr = -CZ\%H dt

,

u= x, y,z.

In der klassischen Mechanik ist fiir das System der geladenen Korper (fur

Elektrizitatseinheit)

3-=£m *p • jfc -2™^ + Konst -

somit

4-C^m^ + C.' = 0,

wo C,' trine Konstantc bedeutet. Wir setzen

(»(<?,& -i- *?,(*, + - K« PJf , ^ (<£» + J?
1

)
= V'er .

(28,)

woselbst gjf die an die Korper gebundene Energiedichte aus dem Konvcktions-

strom, qp die Energiedichte des Feldes angibt. Machen wir noch V = C0 und

d
V*

Vdlt d , , d U„
in - , - = -- > m u = A/ —5

schreiben fiir — ¥
," einfacher C„, so wird, da

uit dt^t-J dt

ist, wo u0 die Koordinaten des Schwerpunktes der Ladungstrager und M ihiv

Gesamtmassc darstellt,

(283) M *2 - C. - fjju QK dr - ijfju oF dr .

WeinUcin. KelativiUUpriniip. 21
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322 D'C weitcre Relativitatstheoric.

Hat man nun alle Kriifte insgesamt als inncre Krafte zu betrachten, so sollte

nach dem Schwcrpunktssatz M cine Konstantc sein. Der obigcn Gleichung

zufolge konnte das nur zutrcffcn, wenn jjju gK dr -f t
f
HJuQpdt inbezugauf

die Zeit konstant ist. Da das im allgemcinen nicht sein kann, widerspricht die

obige Gleichung der klassischen Mechanik. Der Grund liegt darin, daB die

Lorentzsche Theorie, wie Poincar£ nachgewiesen hat, nicht dem Prinzip

der Gleichheit von Wirkung mit Gcgcnwirkung gehorcht. Man erkennt das

schon daraus, daB nach Lorentz' Annahme zwar der Ather auf die Bewegung
der gcladenen Korper einwirken soli, diese aber den Ather nicht sollen in Bewegung
setzen konnen (S. 234). Lorentz' Elektrodynamik ist eben mit der klassischen

Mechanik, die mit auf dem Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gcgcn-
wirkung beruht, nicht vereinbar. AuBerdem ergeben sich die angenommenen
Grundformeln aus Lorentz' Theorie nur fur sich bewegende Elektronen.

Einstein behandelt nun die Gleichungen nach seiner Anschauung von der

Masse. Er bemerkt, daB, da V2
qk dr die Energie bedeutet, welche dasVoIumen-

elemcnt dr erhalt, wcil es geladen sich bewegt, nach seiner Theorie sie gleich

t d ni
V2 --. sein muB, wenn dm die zu dr gehorige ponderable Masse bedeutet. Hier-

{ c

nach wiirde sein

(30) r»///„,,, rfT=v«2'«v™.

wo die Summe sich iiber alle Massen erstreckt, die geladen sind und sich bewegen.

Also folgt

Hiingen die Massen von der Veriinderung der Energie ab, so hat man zwar nicht

mehr

h- dt -lr,Im jr'" + Konst -;

aber es kann die Abweichung nur von der zweiten Ordnung der Geschwindigkeit

sein, denn es ist

A =
(* / cu\ i 2

it f m f u

77 V" ei)-".-p-Tf

also nach der Definition von
< I

1 t«

Bei nicht zu erheblichen Geschwindigkeiten kann man so immer noch von der

Formel Gebrauch machen und bekomtnt aus (31)

<*•> 2"- •;'"+;,/(/« ^=k«»..
oder

(322 ) (^'nt u -f I i jii nF dr) Konst.
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Wie in der klassischen Mechanik werden nun die GroBen

2'm* -f- jjfxQfdx

2'm-f Jj jofdr

±'my + j 'fjyoF dT

2m + / / /
Qpdi

Imz -f ( f [zQrdr
~ + j j jQFdT

als Schwcrpunktkoordinaten der Massen m und der elektromagnetischen Energie

massen QF dz bezeichnet.

Multipliziert man jetzt die Lorentzschen Gleichungen mit 6„, Gt ;

$V £v $t , addiert alles und integriert iiber den ganzen Raum, so folgt

.((/
:>(g& + gy% + &CWr + *

] t ///((? f ^)rfr

471

Also

oder

~ er^)cos(», *) + «SX& - e,^)cos(», y)

+ - cos(n, *))<*S .

cl. h.

(34) ^Tm + ///o^r = Konst. +^ fdtffmUS •

LalJt man mit Ei nstcin das Flachcnintegral wiedcr fort, was aber hier nicht be-

deutungslos ist, so zeigt sich, daB 2'm 4 // j
Qpdx jcdenfalls von tier Zeit unab-

hangig ist. Demnach haben wir nach (322 ) und (33)

(35) = Konst., -JA = Konst., ^ = Konst.

.

dt dt dt

Gleichungen, die den Schwerpunktssatz fur die Ladungen tragenden ponderablen
Massen zusammen mit den Energiemassen aussprechen, wenn von GroBen zweiter

Ordnung abgesehen wird.

Aus solchen Betrachtungen aber zu schlieBen, daB man „entwcdcr auf den
Grundsatz der Mechanik, nach welchem ein urspriinglich ruhender, auBeren
Kraften nicht unterworfener Korper keine Translationsbewegung ausfiihren kann,
verzichten, oder annehmen muB, daB die Tragheit eines Korpers nach dem an-

gegebenen Gesctzc von dessen Energieinhalt abhange", scheint mir doch zu weit

zu gehen. Es handelt sich nur um einen SchluB aus der Lorentzschen Elektro-

dynamik. Und man wird nur dazu gefiihrt, daB in dieser Theorie elektromagne-

tische Energie dividiert durch das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit als Masse
behandelt werden kann, und daB diese Masse zusammen mit der gewohnlichen

21*
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324 Die weiterc Kelativitatstheorie.

Masse im Lorentzschen Felde konstant sein muB, wenn der auf beide Massen
bezogene Schwerpunktssatz in dicsem Felde Geltung haben soli. Das hat mit der

Mechanik nichts zu tun.

Zwei neucste Arbeiten Ei nstei ns auf dem Gebiete der Relativitatsmechanik

werden wir spater kennen lernen, da Max Abraham fur ihren Inhalt eine ein-

fachere und sicherere Ableitunggefunden hat. Am meisten AnklangausEi nstei ns
Mechanik hat sein Satz vom Zusammenhang der Masse mit der Energie gefunden,

trotz der so auBerordentlich unsichern und angreifbaren Begriindung, und sein

Additionstheorem, dem jedoch m. E. uberhaupt kcine Bedeutung zukommt.

b) Plancks Mechanik und Thei modynamik stationarer Systeme.

Max Planck 1
) verleiht dem Relativitiitsprinzip folgenden mehr mathe-

matischen Ausdruck. Hat man eine Funktion von transformiertcn und nicht

transformierten GroBen r, s', /', u, v, w\ . . ., unter denen die s', V , w\ . . . ausden
5, /, w, ... mit der Lorentz - Ei nstei nschen Transformation gewonnen sind,

so soli die Form der Funktion erhalten bleiben, wenn man die nicht transformier-

ten GroBen durch ihre transformierten, die transformiertcn durch ihre nicht trans-

formierten ersetzt. Also es soil F (r, s', t', it, v, w\ . . .) eine Funktion derselben

Form sein wie F (/', s, t, it', v\ u>, . . .)•

Der genannte Forscher hat keine allgemeine Relativitatsmechanik l>egrunden

wollen, sondern nur eine solche fur einPunktsystem in einem stationarenZustande.

Dafiir hat er aber den Fall, daB Tcmperatur, Druck und Dichte mitwirken,

einbezogen, also die Mechanik mit der ublichen Thermodynamik nach Hclm-
holtz' Vorgang vereinigt. Die Behandlung der Strahlung ist sein Werk.

Er geht von den Lagrangeschen Glcichungen in der von Helmholtz 8
) ge-

wahlten Form aus. Zuniichst ist

d (T IT
(1) Q=

dt iq " iq '
•

woselbst Q die das Punktsvstem angreifenden Kriifte, q die Koordinaten, <) = 4fat
deren Veranderung in der Zeiteinhcit, T die kinetische Energie bedeuten. Gibt

0 die potent telle Energie des Systems, und l>edeuten F die das System von
auflen angreifenden Krafte. so daB

< <I>

(2) 0-5 - .

ist, so wird

(r-0)

Fiir drn Fall, daB die innere potentielle Energie <P nur von den Koordinaten q,

nicht von der Zeit und den Geschwindigkeiten abbiingt, kann man also auch
schreiben

') Planck, Annakn d. Physik «. Chrniic 26, 1 it. (1908). l>ie$c Arlx-it ist nicht i miner
It icht zu verstehen, id) habedarum die fortgelassenen Zwisi hcnrcchnungeii mei>t nach»rho1t,
wodurcli fredich die Plane ksche Hleganz EinbiiDe erleiden muUte.

-) Melmholtz. C.es. Abh. 8, 1 27 f f. Die Zeichen sind wn- bei Planck gewaldt.
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Plane ks Tin-one stationarcr Systems. 325

Setzt man jetzt

(4) r-0-//,

so wird, und das ist die Helmholtzsche Form,

(5) " dt \<'q) <q

H stellt das thermoki netische Potential des Systems dar. In dem von Max
vH

Planck behandelten Problem soli - entfallen. Ferner soil H nicht von den
iq

einzelnen q, sondern fur jeden Punkt von dcrSumme der ihm zugehdrigen Quadrate
der q abhangen. AuBerdem wird // als Funktion der Temperatur & und des spezi-

fischen Volumens b betrachtet. Es werden die gewohnlichen Koordinaten gc-

wahlt. Setzt man
dx dv dz

dt dt dt
= *'

wo also H cine Funktion der = x2
-f y

2 + z1
, to. & ist, so hat man

(b)
dt cx -

dt fy dt (T'^
Die Bewegungsmomente sind

iU ill Hi
i.t f y f *

Weiter sei

so wird hiernach

Es entspricht 0 der k-bendigtn Kraft, und ist die rvsultierende Hl-

wegungsgrolie ® also
f

(0)

Ferner hat man

(io) - P .

(in .™ s.
c it

») lis ist

g ? .?

sotnit
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326 13ie weitere Relativitatstheorie.

wo P den Druck, S die Entropie des Systems bezeichnet. Die gesamte Energie des

Systems wird

(12,) E ^k(% -f- y &y -f i («, + &S-H,
oder

,.2.) +

und nach dem Encrgicprinzip soil scin

(13) dE = %t dx + ft, dy + — P</0 + MS .

Aus den Gleichungcn (10) (S. 313) crgibt sich

oder

d. h.

V Vs rf/.'

1-^
(i4, g.,_K.__I:- itf

So finden sich die Plane kschen Formeln

h-^ , u Mr
|

K* - g'*
| F* rfT dt

(15)
l'2 - g'2

/> dx . > '

i'
2

<// | r2

die letztcn beiden Darstellungcn nach den Gleichungcn (13), (16) auf S. 315
Die VolumeniinderunK beim Obergang von der Geschwindigkeit g zu der g'

wird der Ei nstei nschen Theoric cntsprechend jedoch verallgemeinert, auf be-

liebige Bewegungsrichtungen, angesetzt

(16)
t>' | V- | V-

4

V- dx dt

Fassen wir namlich g\ g als zwei behebige, im betrachtetcn Moment gleich-

formige Gcschwindigkcitcn auf, so zieht sich nach Ei nstei ns Theoric das System
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Vohimcn, Temperatur, Druck, Entropie nach Planck. 327

in Richtung der Geschwindigkeit g' im Verhaltnis von 1/ 1 — - zu 1, in Kichtung

der Geschwindigkeit g im Verhaltnis von V 1 — *
2
zu 1 zusammen, wahrend seine

Abmessungen scnkrecht zu diesen Geschwindigkeitsrichtungen unverandert blei-

ben. Da das System fiir beide Gcschwindigkeiten vom gleichen Zustand ausgeht,

so stehen also die beiden Zusammenziehungen, d. h. hier die Volumina selbst,

im Verhaltnis der genannten Grottcn, wie in der Formel ausgedriickt. Die Be-
denken gegen die E i n s t e i n sche Berechnungsweise iibcrhaupt sind S. 286 f . geltend

gemacht.

Namentlich die letzte Darstellung ist von Intcresse, denn sie besagt allgemein

(17) d$'dy'dC'dt ^dxdydzdt.

Diese Beziehung folgt abcr aus Minkowskis Theorie unmittclbar. Nach einem
bekannten Satz der analytischen Geometrie hat man namlich

dx{ dx^dxz dx\ = A dx
t
dx

t
dx

z
dx

t ,

wo A die Funktionaldeterminante der x' mit Bezug auf die x ist. Diese ist abcr

lediglich die Determinantc der <%, und da diese Determinante 1 betragt, wird

(18) dx[ dx-i dXi dx't == dx
l
dxt dx3 dxA ,

was das gleiche ist wie die obige Beziehung (17). Im Minkowskischen Raum-
Zeit-Gebiet bleiben also beim Ubergang von einem Bezugsystem auf ein anderes

nicht bloB Weltlangen, sondern auch Weltraume unverandert. Das spricht mehr
an als der Einsteinsche Ansatz und laBt mehr das Mathematische hervor-

treten.

Bezieht sich t>(°> auf absolute Ruhe, so ist nach

(19)

V2

Also allgemein

(20)

Ebenso haben wir

(21) yi-^^-yi--^-^-^.

wo fiir den Zustand absoluter Ruhe gelten soli.

Von der Entropie beweist Planck, dafl der Obergang zum Relativsystem
hier nichts andert. Das Punktsystem besitze ruhend im Ruhesystem die Entropie
5 lf im Relativsystem die S{. Wir fiihren es umkehrbar und adiabatisch in einen

neuen Zustand uber, in dem es im Relativsystem ruht, im ersten System sei dann
seine Entropie S2 , im zweiten Sj. Wir haben dann nach den Lehren der Thermo-
dynamik

S
t
= 58 , SI — S-i

.
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Die weitcrc Relativitatstheorie.

Ware nun S,' > S, , so miiiite hiernach auch S2 > S2 sein. Aber die erste Un-
gleichung wiirde besagen, daB die Entropie bei Bewegung gegen Ruhe, die zweite,

daB sie bei Ruhe gegen Bewegung groBer sei, was sich widerspricht. Die glcichc

SchluBfolge gilt fur den Fall S[ < Sv Also miissen wir haben

(22) S' = S,

eine geistvolle Beweisfiihrung, bei der jedoch die Voraussetzung, daB, wenn der

ProzeB in einem System umkehrbar ist, or auch im zweiten System als umkehrbar

angeschen werden darf, Bcdcnken erregt, da die beiden Systeme nicht vonein-

ander unabhangig sind, sondem durch die eigenartigen Lorentz - Einstein-
schen Gleichungen in Verbindung stehen. Findet aber mit der Umkehrbarkeit im

ersten System Umkehrbarkeit auch im zweiten System statt, dann ware S[ — S2

nach dem Relativitatsprinzip eine Folge von S
t
= 52 .

Um fiir die Temperatur die Transformation auszufiihren, werden folgende

Cberlegungcn angestellt. Das Punktsystcm gehe von der Ruhe im Ruhesystem

umkehrbar und adiabatisch in die Bewegung x = p, y = 0, 2 = 0 iiber und

scin Volumen andere sich dabei nach (20) von u, auf

o.-».|'«- £•

Wie friiher hat man S2
= Sv Im Relativsystem ist dann nach (10) (S. 313) fiir

den Endzustand im ersten System *2 = 0, y\ — 0, z2 - 0. Folglich dem Obigen

zufolge 52 = 52
= Sv Weiter haben wir nach (16) und (17)

Also folgt, daB in alien drei Beziehungen, Bewegung, Volumen, Entropie,

der Endzustand im zweiten System ubereinstimmt mit dem Anfangszustand im

ersten System. Da nun jene Beziehungen geniigen, den Zustand iiberhaupt zu

bestimmen, so ergibt sich die Identitat der beiden verglichenen Zustande, des

Endzustandcs im einen mit dem Anfangszustand im anderen System. Hat man
nun eine beliebige Zahl von Korpern, die alle im Ruhe-zustand im ersten System
glcichc Temperatur und gleichen Druck besitzen, so werden sie nach jenem

ProzeB also im Ehdzustand im zweiten System abermals alle gleiche Temperatur
und gleichen Druck aufweiscn. Nun wird festgestellt, daB, wenn zwei Korper in

einem System im thermischen und mechanischen Gleichgewicht sind, sic es auch

in jedem anderen aquivalenten System sein miissen. Daraus folgt dann, daB die

Korper im Endzustand auch im ersten System alle diese Temperatur und diesen

Druck haben. Es geniigt hiernach fiir den genannten ProzeB nur in einem Falle,

fiir einen Korper, die AiKlcrun'g der Temperatur und des Druckes zu bestimmen,

um sie fur alle Korper zu erhalten. Dieser Fall wird der schwarzen Hohlraum-
strahlung entnommen und fiihrt zu der Beziehung

(24) - /',

.
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Volumen, Tempera tur, Druck, Entropie nach Planck. 'AW

Wir haben aber = = P
t

. Also folgt

(25)

(26)

und allgcmcin

(27x )

*i -
0.

I

(27.)

(28)

(29)

tr =
0 d" V

j -

i
-

v*

V*

1 -
V2

p dx

V* dt

1 + p d$'

V1 dr

V-

dt

di'

P' = P.

wo iK°> sich auf don Zustand absoluter Ruhe bczicht. Die Gleichungen geltcn zu-

nachst fiir den besonderen ProzeB. Da sich abcr P2
= P^^ ergeben hat, so kann die

Volumenbedingung durch diese Druckbcdingung crsetzt werden, und die Be-
ziehungen bestehen fiir jeden umkehrbaren, adiabatischen, isopiestischen Vorgang.
Und wenn die Ausfiihrbarkeit cines solchen zugestandon wird, so geltcn die Be-
zichungen iibcrhaupt von Moment zu Moment.

Fiir die Transformation der Kraftc werden allgemeine Ansatze zunachst nur

bci den transversalen Komponenten gemacht, und zwar nach einem elektro-

dynamischen Fall unter Anerkennung der Ei nstei nschen Berechnungen fiir

diesen Fall. Wenn ein starres, nicht strahlendcs Elektron mit der Ladung f sich

in einem elektromagnetischen Felde bewegt, so sind im System v, y, z die auf es

wirkenden auCeren Kraftc

(30)

Entsprechend soil sein

(31) F'=1
>i

r
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330 Die weitcre Relativitatstheorie.

Im System »;', C geltcn fur die G', die S. 312 unter (6) mitgeteilten Formeln

von Einstein. Bcnutzt man noch die Gleichungen (10) (S. 313) fiir tj', £'

und die Formeln (15) (S. 326), so ergibt die Umrechnung fiir diesen Fall

(32)

Fl= F - P
1

* yi

1

J

1

1

1- P x
y-i

1- f X1 yi

iyF, + zFt) F* - yt P

'i

1 - ?
.T„

1 -

V
*{yF, + iFt),

V*

1 -

1 -

I

^ l- P
X1

J/2
**

I

1
-

g

V1
F

yi

Die Ausdriickc fiir F'
n

-, F'- betrachtet Planck als iibcrhaupt allgemein giiltig,

nimmt also ihnen entsprechend an. Der Ausdruck fiir F'r wiirde dann
gleichfalls allgemeine Bedeutung haben, wenn weder Druck noch Entropie

zeitliche Veranderungen eifahrcn.

Nach dem Relativitiitsprinzip haben wir nun

d iH' _
dr

tV; ''

(33)
d iH'

dr t,y'
'>'*'

d_ f H'

//' hangt ab von if, D', Denken wir uns diese GroBen dm eh ihre Werte
in x, y, z, o, 9 ersetzt, so haben wir

(34)

iH' ix iH' iy iH' iz iH' f'u t'H' i 9

i i' <y i k'
iz <$' f'° <i' f '

(> <£'

rff' (*.t ill' r v

f.v f'y q/+ c: r*)'"
1

'

t D t"/)'
+

i 9 "i.J"

iH' iz

iH'

rf

(//'

iH' = iH' ix ill' iy
r

iH' iz iH' a. iH' i9

it' i* it' ('y it' {
'

z it it'
+

<» if'

Hierin ist nach den Gleichungen (13) auf S. 314 und (16) auf S. 326 mit

1 1 -- *

I

1
1*
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Das thcrmokinetischc Potential nach Planck. 331

1 1 V V* )

V2

f'y _ 1 p 1 . , _ 1 />

1- >i
/> 1 . p K2

.

l ~
V*

(

l- P
x

Pyt r
z yt

p
1 yi

fx (v 1 1 1 V 2 (i
(30) ..,-—(),

:
-\

-

, — -— . - • /
— 0 ;

cn,
•*

... ...
'-- 1 1 1

1/2

Diesc Formcln stimmen mit den von Planck gegebenen otler angewendeten
iiberein. Fiir die wt itercn Differentialquotienten finden sich bei diesem Forschcr

die Ansatze

• - ti
<*»> ; ;. ~£— 'I u - —

/?

£

- -r- t(i - p)»

.

F2

(39)

1
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Die weiterc Relativitatstheoric.

wahrend

(40)

(41)

ft)

id

= 0,

= 0

gesetzt sind 1

).

Hiernach haben wir zunachst fiir die Transversalbewegung

(42)

1 -

l -

V2
< H'

V2

(W I / _ K2 r"//'

M Die Formeln fiir
' ^ ,

^-^ uabc ich nicht wicder linden konueu. Sind sic aus

den Beziehungen (20), (28) abgeleitet, so bekommt man z. B.

r i'

t>'°> ! (g 0«" 1 A ex . (y , c3s\

d. h. nach den im Text angegebencn Formeln

CO t>'
01

1 x(V* — p.i)* —j*p{V* — p.i) — i*p(V* — p.\)

und ebenso

fig

(t-£#-^)

-('--si

In dcrselbcn Rechnungswcisc wurde man finden

<'/'"" "
»'

I
r

i

und ['*,, ['! mit it fur u. Das stimmte mit (38), (39) fiir i /> , » —- ; - 0.
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Das tlu-rmokinetische Potential nach IManck. 333

also nach den angenommenen Werten fur 5,)-, und weil nach (15) (S. 326)

(43)

ist, zufolge (32) (S. 330)

d _dt d i d l^J 2 L
d
'°*

d ' di ' - a *)

"'

' I
1 -

"

(44)

d/<H\
dt \iy)

'

I

- «• ^

I

"
2 <*//'

" " dl \rz)
'

woraus durch Integration und weil fiir g' = g scin muB //' - //, folgt

(45)
I /

1 P f //' r// 1 1

V* ill' r'//

f J-2 f J/2

Weiter haben wir aus den Gleichungen (10), (11) (S. 325) nach dem Relativitiits-

prinzip

iH'
(40)

(47)
ii>'

also wegen (22) und (20) (S. 328, 329)

(48,,

(4».)

d. h. nach (26) und (27s )
(S. 320)

nv

s\

r'H_

ill

i 0
'

(48,)

(49,)

iH'

i\>'

iH'

ii)'

iH'

t*0 i\)'

iH' <~»

i¥ i d'

g
2

V* iH'

1 -
g' 2 '"u

J/2

t

g
2

l
/a iH'

g' 2

1 - g
2

1 -
g'~2

i"2

1 -
g' 2

f//

'0

iH
i&

'
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334 Die weitere Retativitatstheoric.

Die Integration ergibt

= H + L

oder

f z. <* z.

Da nach den Glcichungen (45) diese Beziehung nach y, z differenzicrt = . . = 0
c y vz

ergibt, so kann L nur noch von x abhangen, d. h. zufolge (15) nur noch von

l A:
5

I / - ,., . Nun hangt dcr Annahme nach H allein ab von g, U, also H' nur

I
1

V'
von g', Darum stcllt die Differenz linker Hand einc Differenz zweier

Funktionen dar, deren cine nur durch g', t>', 0', dcren andere nur durch g, to, &
bestimmt ist. Das gleiche muB somit der Fall sein bei der GroBe rcchter Hand,
also bleibt nach obigem nur der Ansatz

wo A , B Konstanten bcdeuten. So wird

(30)
~~ A

.
- =0.

s
2

1

1 - £
I

'-
i'2

und da fur g = g', weil dann auch b' = o, 0' - t> ist, wird H' = H, muB
A = B = 0 sein, und so folgt

i /
1 " '

(51)

(52) . __ = =//<"',

I i

I

1 "
r« I

1
1-2

woselbst IW> fur den absoluten Ruhezustand gelten wiirde. Dieses Plane ksche
Ergebnis ist hochst bernerkenswert. Ersetzt man namlich in //' das t)', ft' durch

ihreWerte nach (27) (S. 329), so geht cs in cine Funktion

f

1

I'
2
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Die Bewegungsmomentc nach Planck.

- ft iiber. Wenn nun gar nicht von g' abhangen soli, so

muB hiernach crstens die Abhangigkeit des H' von g' eine solche von I 1 —

sein, und zweitens kann nur homogene lineare Abhangigkeit von alien Variabeln

in Frage kommen. Also ware

(53,) //'

Gcnau so batten wir

(532) // = /l| 1
Z\ + B\) + Ci>

und bekamen

(54) A' = .4 , B' = B , C = C .

Die GroQcn A, B,C konnen nur noch Funktionen von d und # sein, nicbt mebr
solche von g oder g'. Weil aber .4' = A, B' = B, C — C ist, durfen die A, B, C
auch nur von t>(°), abhangen, den Werten von d, # im absoluten Ruhezustand.

Diesen Satz leitet Planck in anderer Weise ab (S. 340).

Es wild auch noch die Umrechnung der Bewegungsmomcnte und der noch
fehlcndcn Kraft ausgcfiihrt. Fur jene haben wir

(55) W '

cC
r

'

Die beidcn Transversalgleichungen crgeben wegen (42) und (45) (S. 332, 333)

t /TT? '

i A - g-

t H ' ( H

'

also da zufolgc (15) (S. 326) der Faktor von -,. . und von .- von y, z nicht

abhangt,
( >'

(56) Wr = ©„ , (^ - .

Longitudinal haben wir

iW ik IH' ('v i_H' v'z t'H' b\> 6H^Sf>

also den fruhercn Formeln unter (35) (S. 331, 332) und (38), (39) entsprechend

ffl' - * iU^l ^ *
7/ '

* v * z
iW P dH\ P iW

9*
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Darin ist nach (51) (S. 334) unci (15) (S. 324)

(57)

vx tx

1 1

1 — r

* 1 1 „ ;

1

^ 1 1 HJ. 1 -2

1

1-
(•2

ftf' 1 I

aw i

i - p
x
iy

ya

iH 1

1 BH

m

(50)

f 2

vH'

t 0

1
J/2*

1

1

r~ .a xyt

J
1 >~ryt

0>t .

1

'/>

1

l ~U x

1 1

p

1

1 #1
1/2*

1 1

1-
S .

Wir crhalten also

(00t ) m> = p(®*- £(*®. + y<VHCU i f.AH - Pt>- f>S))

und zufolgc dcr Gleichung (12,) (S. 320)

<602) = /? (©, - £ (£ -f P t>) ) =,-
ft ( - £ *) .

E ist die freie Energie,

(61) 0 E + Pt)

das Gibbssche tbermodynamische Potential fin konstanten Druck. Nunmehr
kann audi ennittelt werden, denn wir haben

d . d dt 1 <**-^=^r- / ,7W^'
T " in*)

1 " A*
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Krafte, Encrgic, thcrmodynamisches Potential, Arbeittn, Warmo nach Planck. 337

Hierin ist

dt

dE
dt

'

letzteres nach Gleichung (13) (S. 326), somit

(02.) -—i—k - £ (g, i + %,y + &z + i>^+»

oder

(62,) g{. = g, - > —i- - (5,M- 8. * + »" + *$
1 — Xyz

dP dS
Fur = ^ = 0 fallt dieser Ausdruck mit dem aus den elektrodynamischen

Betrachtungen abgelciteten fiir unter (32) (S. 330) zusammrn.
Endlich ergeben die obigen Formcln nach (124 ) (S. 326)

(63)

(64)

(05)

(66)

E' - + ry'0>;- + C'W;- + &' S' - //'

!-p T

dA' = p dA - pdt

1

' 1 >i

(67) = t)'dS'=&'dS - w/<? - *

J/2

l/0 =

1

A'

' -

/
1 ~

1 p

(68)

(69)

Es bedeuten darin noch

(70) dA -^dx + ^dy + ^dz. dA'-%i-d$'+ fydf,' +&d?.
WcinUtin, Rrlativit^prinnlp. 22
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338 Hie wciterc Relativitatstheorie.

die von den auBeren Kriiften bei der Bewegung allein geleistete Arbeit,

(71) dK = -Pd\>

die zugefiihrte Kompressionsarbeit,

(72) dQ = ddS

die zugefiihrte Warmc. dA', dK\ dQ' sind die entsprechenden GroBen im zweiten

System.

Planck stellt noch die beim Cbergang von einem System auf ein Lorcntz-
Ei nsteinsches entsprechendes anderes System unveranderlichen, invarianten

GroBen zusammen. Es sind das nach dem Vorstehenden

y. z, P, S,

i>-5 y-~£ r-z f-t

01
'

[s. (753) spiiter],

4>J
1 - [s. (79,) spiiter];

also auch

\)dt, &dl, Hdt, %v dt, %t dt\ dxdydzdt

u. a., namentlich auch die WirkungsgroBe

jHdt .

Aus der Invarienz der bctreffenden GroBen folgt auch, daB sie iiberall durch die

Werte im absoluten Ruhezustand ersetzt werden konnen. Die anderen lasscn sich

dann aus den GroBen im Ruhezustand ermitteln.

Vor allcm ist

p = /*<"
, S - S<

1,

> ; // -
|

1 - //W .

Nun haben wir nach (9) (S. 325)

« - 'V— * ^ m + 1/. - ft (!"::
;r + a%

i g V gi j \ ' \ t o' ' f g ( 0 {
> ( g /

I

1 ~ V2

Es ist abcr

(73) =_D
--, (74)
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Ztisammenhang mit Ruhewerten nach Planck. 339

dg
~~

V* /

"

unci wegen

(75,)

oder

(75t)
•

oder

(755 )

- P<0> = /J
,

'"I'-Sll'--* I'

-//<«>,

/ _2t(^ + ^-"),

03 =

oder nach der folgcndcn Gleichung (77)

(75,)

(t,(0)J*0) ^. ^(0)5(0) _ #(0>)

QJ = ,(£(0) + t,(0)JK0)) .

Die lctztcre Form ist wohl die bedeutsamste. Aus © erhalt man die Komponenten
durch

&, = 4: T («
(0)^0) + ^(0)5(0) -^ »

(76)

(

1

F*

Ok

F2

(D
(0)p(«) #(°)S(o> - //«>>).

K2

|
1 -

Ferner nach (12x ) (S. 326) die Energie

Fa
| 1 - g-

g2
-TT . . Lmpffi) + 2̂

2

(^(o)sw - //<"))}

22 «
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340 Pie wcitere Relativitatstheoric.

oder da

(77) /:<•> = 0«'O
>S<°> - #«°>

ist,

(78) £ = ''--- + - t><°>P«V

Fiir das thermodynamische Potential bekommen wir nach (61) (S. 336)

/.-<o) „2 / ^

I
' ?: >»i'-,

e

:
1

d. h.

£(•) l

(7^) 0 = + - 0(0, /w ,

also weil

(80) 0<°> = £<°> r t/°'/*0)

ist

(79,) 0 = - i_ 0W
.

I

1 n
Planck 1

)
fiigt noch die aus (754 )

und (792 ) sofort abzuleitende Formel hinzu

(81) W - 0= ? - - 0°> .

1/2

1

1 - u
Hieraus folgt nach (9) (S. 325)

und nach (12s )
(S. 326) und (10) (S. 325)

rg My* eg ci? / M\ eg c # cd /

oder

(82 9 , a + & 1- r,k- - H = 0 .

eft ( u g V I V t
n
g

In dicser Different ialgleichung fiir // sicht Planck „den allgemeinen Ausdruck
fiir die Anwendung des Relativitatsprinzipes auf das thermokinetische Potential".

Und das Integral dicser Differentialgleichung ist cine linearc, homogene Funktion
at

von 1 — , i9, & wie friiher (S. 325) auf andercm Wege gefunden ist.

Zuletzt sei noch hervorgehoben, daO Planck als ,,Masse" eines Korpers
definiert die BewegungsgroBe Qt> dividiert durch die (ieschwindigkeit g und

*) Er behalt iibrigens in allcu Gleichungen x> und 0.
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Masse nach Planck. 341

genommen fur % = 0, entsprcchend der gewohnlichen Definition aus dem
Galileischen Bcwcgungsmomcnt, wo die letztere Bestimmung nicht crforderlich

ist. Da man dann zufolge (80), (81) (S. 340) hat

0(0) = J (P-fPfoiijioi),
6

v*V l ~v* r2
|

l -v*
so wild die „Masse"

0(0) £(o) + jho^o)

Die ,,transversalc" Masse ist — selbst,

g
*

1 0(0) i £(0) + p« u<o)

(S4) A/r = -— _-

I

',"3? l
'2

i
i

g2 ,
a

1

|

1

r*

die „longitudinalc Masse'

(85) ml = r

,

wobei noch hinzugefugt werden muB, unter welchen Bedingungen die Differen-

tiation auszufiihren ist, so daB die longitudinale Masse sich nach der Art des Vor-

ganges richtet '). Die Masse M konnen wir als ,,Ruhemasse" bezcichnen, sie hangt

ab von jeder Temj>eratur- und Dichteanderung und andcrt sich zufolge der Be-
deutung von tf» wie das Verhaltnis der isopiestischen Warmcaufnahme zum Quadrat
der Lichtgeschwindigkeit V im Vakuum. PI a nc k l>erechnet hiernach die Massen-

abnahme von l
l
/2 Mol. Knallgas bei dem Ubergang in 1 Mol. fliissiges Wasser

unter Atmospharendruck und Zimmertem|>eratur. Die Wiirmeentwickelung in

absolutem MaB ist dabei

0840(1 -419 • 106cm gs ,

und dies*' (iroBe dividiert durch I" 2 = 9 • H) 20 gil)t 3,2 10 ,! mg ,,eine immer
noch verschwindend kleine GroBe 4

'. Leider vermogen wir </*0> selbst nicht zu

bestimmen. Und ich glaubc iiberhaupt. daB es sich zunachst nui urn Definitionen

handelt, einem bestimmten Fall angepaBt.

Ich stelle nochmals die Annalimen zusammen, unter denen die vorstehenden
Entwickelungen gelten

1. das Punktsystem l>efindet sich in stationarem Zustand,

2. das thermokinetischc H Potential hangt dann nicht von den Lagen der

einzelnen Teile des Systems ab, auch nicht von der Richtung der einzelnen Be-
wegungen, sondern nur von der lebendigen Kraft der Gcsamtbewegung, von der

Dichte und von der Temjieratur.

3. Bei der Lorentz - Einstein - Transformation andern sich die transver-

salen Krafte nach den Formeln (32) (S. 330), die fur elektrodynamische Verhalt-

nisse der Ei nstei nschen Umrechnung gemaB den Maxwellschen Ruheglei-

cliungcn entsprechen, und fur stationare Systeme allgemein gelten sollen.

4. Ein Weltraumelement im Sinne Minkowskis soil fur alle Transformatio-

nen nach Lorentz - Einstein invariant sein.

') Hieruber habc ich in nu-iium Buche ,,1>jc Grundgrsetze der Natur usf." dngehend
gesprochen.

Digitized by Google



342 Die wciterc Relativitatstheorie.

5. Vorgange, die nach Zeit und Ort in einem Bezugssystem umkehrbar sind,

sollen umkehrbar bleiben, wenn sie nach Zeit und Ort eines anderen, im Sinne der
Lorentz - Einstei nschen Transformation abgeleiteten Bezugssystemes ver-

laufen.

Keine dieser Annahmen — mit Ausnahme dcr vierten, wenn man das Rela-

tivitatsprinzip im Sinne Minkowskis auffaOt — liegt im Relativitatsprinzip

selbst. Was Einsteins Formcln nur lehren konncn, ist hervorgchoben. Bei

der funften Annahme konnte man glauben, daB sie unmittelbar aus dem Rela-

tivitatsprinzip flicBc. Allcin dieses bezieht sich auf die mathematische Form der

Gcsetzc der Vorgange, nicht auf die Vorgange selbst. Das Gesetz der Umkehr-
barkeit bleibt bei der Transformation erhaltcn, es ist wieder

dS '
=
l>"

Aber ob die Umkehrbarkeit selbst erhalten bleibt, ist cine ganz andere Frage.

Indessen wird das Relativitatsprinzip iiberhaupt weit iiber seinen Ausspruch
hinaus angewendet. Der Anwendung entsprechend muBte ihm folgende Fassung
gegeben werden.

Einc und dieselbe Erscheinung verlauft physikalich fiir zwei
gegenei nander gleichformig und parallel bewegtc Beobachter in

gleicher Weise, und die Gesetze dieses Verlaufes sind fiir beide Be-
obachter cbenfalls die gleichen, falls die Raum-Zeit-Systeme der
beiden Beobachter zueinander nach den Lorentz - Ei nsteinschen
oder, allgemeiner, Mi n kows kischen Formeln geregelt werden. Er-
scheinungengleicherArtbehaltenfiireinenBeobachterphysikalisch
ihr Verhaltnis zueinander, auch wenn sie ihre gegenei nander in

gleichformiger Bewegung befindlichen Raum-Zeit-Systeme ver-

ta use hen, falls diese Systeme fiir den Beobachter in den von Lorentz
und Einstein, allgemein von Minkowski, aufges tell ten Beziehungen
stehen.

Ob das Relativitatsprinzip in diesem auch das rein Physikalische ein-

beziehenden Umfange gerechtfertigt wird, ist noch weit zweifelhafter, als ob es in

der Beschrankung allein auf die mathematischen Gesetze einer Erscheinung als

giiltig angesehen werden darf, in der es nichts weiter aussagt, als daB diese Ge-
setze fiir alle zueinander in gleichformiger Parallelbewegung be-
findlichen Systeme den gleichen Ausdruck durch die zugehorigen
Koordinaten und die zugehorige Zeit haben, und daB man dabei die

Gesetze von einem System zum anderen und von einer Zeit zur
anderen mittcls der Lorentz-Einstcinschen, allgemeiner mittels
der Minkowskischen Gleichungcn iibertragt.

c) Minkowskis Galileische Mechanik.

Die Minkowskische Relativitatsmechanik •) ist gleich als das bezeichnet,

als was dieser Forscher sie abgelcitet hat. Sie stellt eine Galileische Mechanik
dar, nicht eine Lagrangesche. Das bedeutendste an ihr ist ihre konsequente
Durchfiihrung und sind die ganz ncuen Gesichtspunkte, die sie fiir die Berechnung
der Krafte eroffnet, ebenso bedeutend ist, daB das Prinzip der Erhaltung der

Energie als eine Folge des Relativitatsprinzips erscheint. Da fiir V — oo die

') Ich hahe den Faktor V , den Minkowski leidcr von vornhcrein gleich 1 sctzt, hicr

und in dcr Klt-ktrodynamik konsoqiicnt mitgefiihrt. Kr ist lur ilie Dcutung von Min-
kowskis Theoric von hochstcr Entschoidung (S. 370).
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Eigcnzcit nach Minkowski. 343

Lorentz-EinsteinschenTransformationsgleichungen geben =x — pt, tf = y,

C = z, x = /, so meint Minkowski, „die klassische Mechanik postuliert eine

Kovarianz der physikalischen Gesetze fiir die Gruppe der homogenen, linearen

Transformationen des Ausdrucks

- V*-P + x2 -f y
2
-f z2

in sich mit der Bedingung V — oo." Sein Bestreben ist also, eine Mechanik auf-

zubauen, an der die Kovarianz auch besteht, wenn V nicht oo, sondern endlich

ist, etwa gleich der Geschwindigkeit des Lichtes im Vakuum nach der Annahme
von Lorentz und von Einstein. Und die Aufgabe ist, ,,es soil fiir jeden Raum-
Zeit-Punkt die Richtung der daselbst durchlaufenden Raum-Zeit-Linie festgestellt

werden". Nimmt man eine solche Lorentz-Transformation tj', x, daB die

r-Achse die Richtung erlangt, die im betreffenden Punkt Pdie dort durchlaufende

Raum-Zeit-Linie des Punktcs hat, so ist dieser Punkt ,,auf Ruhe transformiert"

(S. 305). Der Raum tf, f, r mit t = Konst. soil dann der in P auf der Raum-
Zeit-Linie „normale'

4 Raum heiBen. Ist hiernach x, y, z, t ein Bezugssystem, so

entspricht dem Zuwachs dt von / auf der Raum-Zeit-Linie von P aus derZuwachs
dx von t (S. 293 mit 0 bczeichnet) im Bctragc

(1J dx = y p*dT^d~x* - dy* -d~z* = * \-Jdlcf^dxi'+~d%i + dx})
,

wo wie friiher (S. 295) x~xlt y ~ x2 , z — x3 ,
Vil—x4 gesetzt ist. Nun sei

dx dy dz

so wird also auch, vergl. (43) (S. 333),

d 2 ) dx =
d^V^-f=dt^\-^

Setzen wir hiernach

t'72 iV
(2, Q = ——

\V*-f
I , 8

so folgt

d 3 ) dr

d. h.

(2,) 0,

|

1
'

dx
4

dx
A

dl

so daB 04 als BewegungsgroBe in Richtung der r-Achse fiir die Zeit t erscheint.

Die GroBe

(3.) * = h = l

y\f-(dxl + dxl + dxf+ dxi) =
l

v \

d

^ - Jjt\ 1 - £
das Integral, genommen von irgendeinem Punkte PQ der Raum-Zeit-Linie bis

zum Punkte 1\ ist wieder die Eigenzeit des Punktes an der Stelle P [Gl. (26.),

S. 293J.
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H44 Die wcitcre Rclativitatsthcoric.

dx
Wenn \vir in der Gleichung (15) (S. 326) — = p setzen, so gibt sie

P
2

(3t) rfr - rf/ 1 1 - , also x = /</r = /rf/J 1
-

es entspricht also dann t der Lore ntz-Relativzeit bei gleichformigcr Bewegung.
Das weitere Verfahren Minkowskis schlieDt sich nun eincm in der Hydro-

dynamik befolgten an. Dementsprechend werden zunachst folgende Definitionen

angefiihrt.

Es sei ein raumlich ausgedehnter Korper R° zur Zeit /° gegeben, so bilden alle

durch die Raum-Zeit-Punkte H°, fi gehenden Raum-Zeit-Linien einen Raum-
Zeit - Faden. Es sei 6(x, y, z, t) = 0 die Glcichung cines Raum-Zeit-Gebildes

innerhalb dcs Raum-Zeit-Fadcns /^°. /°, so wird die Gesamtheit aller Trcffpunkte

der samtlichen Raum-Zeitlinien, die den Raum-Zeitfaden R°, fi zusammcnsetzen,
mit jenem Gebildcfl — 0, ein Querschnitt dcs Raum-Zeit-Fadens gcnannt,

wobei die Bedingung vorgeschrieben wird

(('0\2 (<~0Y l*0\ 2
/ (*"\ 2

Diese Bedingung ist der Raum-Zeit-Ausdruck der Raumbedingung

2

y

Und da man durch fine Lore n tz - Transformation (Minkowski - Trans-

formation) auch r[, x{
{ ,

x[ so wahlen kann, dati

(5)
f ,r°' -r°' <vr°

ist, so kommt zu (4a) als Zusatzlxdingung

, .
*~o

(4b) i ,>(>. (I. h. . -,>0.

Die Richtung der zur Transformation nach (5) gehorigcn Zeitachse wird als

obere Xormale dcs Qucrschnitts bezeichnet, und die GrofJe

6) dj = dx'
l
dx^dx;

als I nhaltselement dcs Qucrschnitts an dem Punktc P.

Auch dieses steht in Einklang mit cntsprcchenden Festsetzungen im Raum,
denn wahlen wir ein System x. y, cso, daB an der Stclle x, y, z entsprechend (5) ist

(F fF
,

< x c y

so hildet hicr die z-Achse die Normale zu (x, y. z) -= 0.

La Lit man den Raum R° nach cinem Punktc konvcrgicrcn, so wird der Raum-
Zeit-Faden uncndlich diinn. Die Achsc dieses unendlich diinncn Fadens ist

dann die Haupt-Raum-Zcit-Linic odcr Hauptlinic. Auf sic bczieht sich

dann dem Obigem zufolge die Eigenzeit r dcs Fadens, indem die Achse r

sie an jeder Stelle bcruhrt. Die Querschnitte dcs Fadens scnkrccht zu diese

r

Hauptlinic sind die N or mal q ucrsch n i t tc dcs Fadens.

Zwei Querschnitte Qn , Q }
eincs Fadens seien so gelegt, daB sic die Punktc

auf tier Obcrflachc dcs Fadens und nur diese gemcinsam liabcn. Das zwischen
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Ma-sse unci Kontinuitatsbedingung nach Minkowski. 345

ihnen cingeschlosaene Raum-Zeit-Gebiet heiBt dann eine Raum-Zeit-Sichcl.
Dabei sollen die Raum-Zeit-Linien auf Q x

groBere t haben als die auf Q0 .

Dem Beispiel der Hydrodynamik weiter folgend wird die Konstanz der

Massen in folgender Weise ausgesprochen

:

Fur einen unendlich diinnen Raum-Zcit-Faden ist das Produkt
vd

J

t
aus der Masscndichte v an der Stelle x, y, z, t der Hauptlinie des

Fadens und dem Inhalt dj
t
des durch diese Stelle gehenden zur

* - Achsc normal en Querschnitts langs des ganzen Fadens konstant.
Dabei ist Massendichte der Quotient der Masse in x, y, z, t durch den

Inhalt des Raum-Zeit-Gebietcs um diese Stelle, wcnn dieses Gebiet gegen den

Raum-Zcit-Punkt x, y, z, t konvergicrt.

Da die Hauptlinie an jeder Stelle in Richtung der T-Zeitachse daselbst ver-

lauft, so ist, wenn d

J

T den Inhalt des normal zur r-Zeitachse daselbst gelegten

Querschnitts bedeutet, naeh den Gleichungen (18) (S. 327)

(7) dj, = ~dJ<= -

1

JJi

letzteres nach (1 2 ), (2^ (S. 343). Setzt man

<

so heiBt /< die R uh - Massendichte (gegen Minkowski fi , v vertauscht),

und es ist

di f »fti

1

1 •• u
Hiernach wird

. , T dt , _ dt dz
, r , _

(10) v dj
t
~ n

di
dJt ~ ft

d
-
dt

dj r = ft dj r ,

und d J, bedeutet den Inhalt des zum Faden normalen Querschnitts, wahrend

d

J

t
der zur /-Aehse normale Querschnitt war. Der Satz von der Konstanz der

Masse lautet also auch:

Fiir einen unendlich diinnen Raum-Zeit-Faden ist das Produkt
aus der Ruh - Massendichte unci dem Inhalt des Normalquer-
schnitts des Fadens langs des ganzen Fadens konstant.

Es folgt nun dem Muster entsprechend die Feststellung der Kontinuitats-

bedingung. Bildet man f f f fid J, iibcr zwei Querschnitte ciner Raum-Zeit-Sichel,

so muB die Differenz gleich Null sein, weil fid J, langs des ganzen unendlich diinnen

Fadens gleichen Wert hat. Unter Anwendung eines bekannten Satzes aus der

Integralrechnung schreibt darum Minkowski

also wenn die Sichel sich zum Raum-Zeit-Punkt zusammenzieht, als Konti-
nuitatsgleich ung

(IS,) +

'

('' &) +

'

{
'.' *>- +

-' = 0 .
1 tx

x
vx

t
( x3 cx4
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Darin sind

(13,)

Da nach (1 2)

(U

ist, so haben wir

fli
= d JTj

dt

dt~ S
'~dt'

02 =
dx

t

dr

dt

93
= dx3

dr

dl~
gt
dr

' 04
= dx

t

dr

dt= g
'dr

dt

(132) 01 =

V*

04

und cs ist nach (2j)

(13')

Zufolge (9) kann die Kontinuitiitsgleichung auch geschrieben werden

e(vv^) e(vv^) c(rv^) <-Lv«A
(122) +cx

l
£xt

also auch nach (132 ) und (13')

+ —

:

(14)
<9* "a y

"1
~
Cj^)

+
< XA

0 ,

Die GroBen g sind Geschwindigkeiten im gemischtcn System x, y, z, r, die

wegungsvektoren nach S. 293, und erfullen die Bedingung (29) (S. 293),

(15) Gi
2

HflI + 93
2 + g? = --^.

Minkowski bemerkt noch, daI3 das Integral

dt

(16,)

H=\\\\»dxdydzdt = \\\\,dxdydz-dt =Jj)Jw*

= \\\{T
X
-T0)fidxdydz

ist, die Integrate genommen iiber alle Punkte der Raum-Zeit-Sichcl. Zerteilt man
namlich die Sichel in unendlich diinne Faden und jeden Faden in unendlich kleine

Stiicke dt, so ist langs eines solchen Fadens fi dj t konstant, also das Integral

nach r gleich ftdJ,(T 1
— r0), wo t

4
sich auf den oberen, t0 auf den unteren Quer-

schnitt der Sichel bezieht.

Hiilt man die Enden der Faden auf ihren Kndquerschnitten der Sichel fest

und lal3t die Punkte jedes Fadens normal zum Faden sich verschiel)en, so daC
die ganze Verschiebung sich analytisch durch einen Parameter d darstellen laBt,

der gleich Null ist fur den wirklich stattfindenden Verlauf der Faden, so spricht

Minkowski von eincr virtuellcn Verriickung der Punkte, Faden, in

der Sichel.

Ks seien x. y, z, / die Koordinaten eim s Punktes fiir # = 0. nach der Ver-

riickung fiir 0 — i) gehen sie iiber in .v -f- dx, y + dy, z -f- dz, t -f dt und sind
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Ma-sscnwirkuiiK nach Minkowski. 347

Funktionen von x, y,z,t; &. Die GrdBe fidJ, wandelt sich in (/< -f & [*) (dj,+ 6 (d/,))
und die Anderung dfi dcr Ruh-Massendichte wird in derWeise festgesetzt, daB

(17) (ti + df*)(djt + d(djt )) = f*djt

bleibt. Das Integral N nimmt den Wert N + <JN an und ist nunmehr gleichfalls

Funktion von x, y, z, t\ Der Wert von <3N wird als die Massenwirkung
bei der virtuellen Verriickung bezeichnet. Nun ist nach (16JW N=/////^/r rfr.

Durch die Verriickung soil nach (17) fidJt nicht geandert werden. Dagegen geht

dx iiber in dx -\- d(dx), also bekommen wir

(18t ) N + <5N - ///ffidjt (dt + d(dx))

und nach Einsetzen des Wertes von

dx[ dx'idx'y dx'K _dx x
dx% dxa dx4 _ d *, dx2

dx3
dJ'~~

"dxi ~dx~l' ~dx

(182 ) N + dU = jjjjft
dx ~^ (—

- dxdydzdt,

und indem wie in der klassischen Mechanik 6d= dA genommen wird

(183) N + d N =
fjfjp

d
-

{T^ dx dy dz dt .

Nach der Definition (1,) (S. 343) haben wir nun

d x + d dx = V- {dx
l + d dxj* - (dx

t + d dx2
)* - (dx3 + d dx3

)* - {dx4 + d dx
A
)* .

Andererseits ist

dxh + ddxh =

Da nach (13
x ) (S. 346)

rfx^g^r, </x8 = g2 <ir, rfAr3 =-g3
iT, dx

A =Q A dx

und ferner

</fl = 0
ist, so wird

(19) —K~2 «* +2
und

(i84 )
n + d n =

fffj^-g (ft* +2?^7 rfy rf *" •

Also die Massenwirkung bei der virtuellen Verriickung

(20) <5N =
jfjj^]/-^^ +^

S^^dxdydzdt - N .

AuBir der Massenwirkung wird noch eine Spannungswirkung der vir-

tuellen Verscluebungen eingefiihrt. In seiner Theorie der Elektrodynamik, die
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348 Die weiterc Relativitatstheoric.

spatcr dargelegt wird, hat Mi n kows k i die Gesamtspannung itn Raum-Zeit-Gebiet

durch sechzehn Komponenten dargestellt

Su = X x , Sj2
= Yz , 513

= Zx , 5,4 — i Tx ;

S
tx
— X

v , SM = Yv , S23 = /fv , S2i
— —iT

p \

.S31
= Xt , = 1 j , S33 = 2Tf , S

3 j
= *

7"
f ;

5
41
= — i A, , SAi

== — iYf i Si3
= — tZt ,

= -\- 1 1 .

Man setzt auch hier wie in der klassischen Mechanik (nicht in der Elektrodynamik)

(21)

[XV =YZ ,
Yt

\Xt
-T, t Y

t Ty , Zt
= Tt .

Darin entsprechen die A'x Zt den „Ma xwellschen Spannungen", die

V Tx ,
V\Ty ,

VTt (also auch die VX
t , V Yt , VZt ) dem „ Poyntingschen Vektor"

und stellt T
t
eine der elektromagnetischen Energiedichte analoge GroBe dar.

Spannungen solcher Art werden auch in der Mechanik angenommen mit ihr an-

gepaBter Bedeutung, und es wird

•*-4 x = 4

(J XK

(23.)
'

////>: ysJ^+^dxdySzdt-W,

d. h.

(23,) dW-
I 1(1122 S* k 7x

k
' dxdyd * dt

h i K - i - C
c dxh

h i h - \

als Spannungswirkung der virtucllcn Verriickung bezeichnet.

Zuletzt stellt Minkowski zur Begriindung der Mechanik ein Grenzprinzip

auf, das dem Hamiltonschen Prinzip der klassischen Mechanik entsprechen

soil (Erlauterung fiir Alles S. 362f.), namlich

„\Vird irgendeinc Raum - Zeit - Sichel abgegrenzt, so soil bei

jedervirtuellenVerriickunginderSicheldieSummeausder Massen-
wirkungund der Spannungswirkung fiir den wirklich stattfinden-
den Verlauf der Raum-Zeit-Li nien in der Sichel stets ein Extre-
mum sein."

Da die Verriickung durch & bestimmt ist und der wirklichc Verlauf der

Raum-Zeit-Linien durch # = 0, so soil also sein

cm,, «

Die GroBen N
, g, ft dx dy dzdt hangen nicht von d ab. Also haben wir nach (20)

h - i M - \ . , . . , / X I

22* i'o +2

A

(20, £<^> =-//// . .

"'•
„ ^yrf.rt

Fiir * = 0 ist

('>) -0.
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Spannung5wirkung und Prinzip der Mcchanik nach Minkowski. 349

Somit fallt im Zahler im Klammcrfaktor das zweite Glied fort. Der Nenner

wird aber ^— 2'^, und zufolge (15) gleich \'V* — V. Da endlich die Differen-

tiationen nach den x und # vertauscht werden diirfen, so erhalten wir

J JJJ » - I K — 1

Indem man rechts nach den xK partiell integriert, bekommt man als erstes

Glied Integrale, die sich auf die Endquerschnitte der Sichel beziehen. Dort sollten

c5 fix
aber die Faden fcstgehalten, also die — 0 sein, somit wird

Nun ist

x - 4 x - I X = 4 X — 4

2"',-',. * *» - »2c*.e «- + r2*- it
="2*

M-l " * = l *
JC = 1 * X = l

*

letzteres wegen der Kontinuitatsbewegung (12,). Weiter haben wir nach (13,)

Somit folgt zuletzt

vJJJJ M \ca dx^ c& di^ en dx ^ i& dxh =0
y ai

(253)

oder
* = 4

Dazu kommt die Bedingung, daB die Verriickungen normal zu den Faden erfolgen

sollcn, wclche ergibt (25) (S. 293)

Entsprechend haben wir aus (232)

(->»)

1 r/r lM^^^ dxdyd!dl

dxdydzdi.

Da fur 0 = 0 wieder
r„—* « 0 ist, so wird
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350 Die wciterc Relativitatstheoric.

Intcgrieren wir partiell nach den xH und beachtcn, daB an den Endquerschnitten

die dx Null sind, so bleibt

(29.)
V A»=o VJJJJ&& cxAiOUJdxdydzdt .

Das Minimumprinzip ergibt nunmehr nach den Gleichungen (254 ), (27), (292 )

1=1 \ K=l

wo >l ein willkiirlicher Faktor ist. Also indem die Sichel zum Punkt konvergiert

(31)

Multiplizieren wir diese vier Gleichungen mit und addieren, so wird

A = 4 * = 4 -

A- 1 x~ 1

also nach (15)

(32)

Wir schreiben nunmehr

K^4

A = 4 k-4
, 1 V(5"»

(.13)

A = 4 m = 4 .

r^^-A
2txt + 1**2*2
h = 1 ATT k 1

K-l A=l *=1

k 4 - „ *-4 m = 4 «,

2 7^7 + r-k2 9*2 c*x.'
= z

•

K = 4 .

A = 1 K-l

A 4 k^4

2 -rXm + 9«2 °*2
W=l A = t K^l

i FT

und erhalten so nach (13,), (13') (S. 346) und (31)

(34)

f< dr*=*'

dH _
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Minkowski* BewegungsgleichunKen

.

welche die Bewegungsgleichungen der Minkowskischen Mechanik
darstellen. Zu ihnen kommen noch hinzu die Bedingungen

(35)

und

(36) X^ + Y^+z'^-VTp--0.
dr dr dr dt

Erstere Bcdingung ist die Definitionsgleichung (1,) (S. 343) fur dr und entspricht

auch der Gleichung (15) (S. 346). Letztere erhalt man durch Multiplikation der

Dcfinitionsgleichungen (33) mit q1? q2 , q3 , q4 , Addition und Ersetzung der Werte
der q nach den Gleichungen (13,) wegen (15) (S. 346).

Geometrisch sagt letztere Gleichung nach (30) (S. 293) aus, daB der Vektor,

dessen Komponenten X, Y, Z, i T sind, normal gerichtet ist zu dem Vektor, der

die Komponenten g,, g2 , g3 , g4 hat.

In den Gleichungen (34) ist noch ft variabel von Punkt zu Punkt. Multi-

plizieren wir aber die Gleichungen mit dj, und integrieren iiber den Normalquer-

schnitt eines unendlich diinnen Fadens, so wird

^ffidj.-fxdj, usf.

Darin ist nun / fidJT langs des ganzen Fadens konstant (S. 345), setzen wir hier-

nach

(37)

und

//* djt = m

(38)

/ fXdJt
= Rt

/Yrf/, = *„,

j'ZdJ, = Rrt ,

k (TdJ, =Rtt ,

die Integrale genommen iibcr den ganzen Raum des Querschnitts, so wird

(Px

dr*

d*y

di*

d*z
(39)

m

m

m
dr1

Rtr ,

Riy ,

— R t z »

d*t
m

d7-
RT i .

worin m nunmehr eine Konstante den Faden r entlang und in alien Gleichungen
eine Longitudinalmasse bedeutet. Und das sind Minkowskis Gleichun-
gen der Galilcischen Mechanik. Die drei ersten Gleichungen stimmen
formell mit den Galileischen Gleichungen, die vierte ihnen entsprechende ist

die nach Minkowskis Relativitatslehre hinzutretende. Sie kann ersetzt werden
durch die Gleichung (36), die nunmehr lautet

dx dy
. „ dz „ dt

Tr
(40) ^T. + R'w'Z + - V* R, t

dr dr dr
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352 Die weitere Relativitatstheoric.

d X
Diese Gleichung folgt auch aus den Gleichungen (39), wenn man sie mit . ,

dy dz dt
dJ

-f- ,
-

, — V1— multipliziert, addiert und die Gleichung (35) beachtet.
di dz dx

Wenn man die Gleichung (30) nicht mit dJ, multipliziert und uber den

Querschnitt normal zu t integriert, sondern mit dj
t
multipliziert und uber den

Querschnitt normal zu / integriert, so wird

also zufolge (7) (S. 345)

dx dx f„ , , dy dx f, T , , dz dx /'
, , ci/ rfr /"

,

,

d. h. nach (130 und (38)

(41) + g9 R, w + - V*R„ = 0 ,

somit zufolge der letzten Gleichung unter (39)

(42,) + + ft , - I
71m '

)

und durch Multiplikation mit ^

Diese Gleichung stellt den Energiesatz fiir die Bewegung des materiellen

Punktes dar, indem die linke Seite die Arbeitsleist ung am materiellen Punkte
angibt, die rechte Seite den Zuwachs an kinetischcr Energie, beides fiir

die Zeiteinheit gerechnet. Multipliziert man mit dt und integriert, so wird

(43)
J{g

rRtz + g,R„ + g,R, t ) dr = V*m - ('-')} .

Nimmt man die Grenzcn so, daC die Konstante 1 wird, so bezeichnet Min-
kowski die rechts stehende GroOe als ki nctische Energie des sich bewegenden
Punktes, also

(44,, K -.)=.=«/—' -.

letzteres nach (1 2 ) (S. 343), so daB die raumliche Geschwindigkcit g von 0 aus
gerechnet ist. Fiir g — p stimmt diese Formel uberein mit der Einstei nschen
Formcl (222 ) (S. 31fi), und sie gibt wie diese

« >(" 4^
Da weder dt — 0, noch dx = <x> scin kann, so vermag man aus Minkowskis
Theorie zu der Einstei nschen zweiten Darstellung der lebendigen Kraft unter
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Lcbcndigc Kraft, Krafte und SpannungsgroQen nach Minkowski. 353

(224 )
(S. 317), nur unter Mitwirkung dcr potentiellen Energie zu gclangen, dem-

nach ware der Anfangswert g0 von g so zu bestimmen, das

/fc R„ + g, R, v + ft R„) = V2 m = V2 m
1—

wird. Das entspricht dem S. 317 in der Anmcrkung bereits hervorgehobenen,

wodurch sich die Bezeichnung von A' als kinetische Energie rechtfertigt. Jeden-
falls diirfen wir behaupten, daB die vierte Gleichung der Bewegungsgleichungen

zum Energieprinzip fiihrt. Mi n kows ki weist noch auf eine besondere Definition

der kinetischen Energie hin. Da wir aus (44,) auch habcn

(443) K=V*m di~
.

so ware dicse kinetische Energie das Produkt aus I^m in das Vorgehcn der Zeit /

gegen die Eigcnzeit t des sich bcwegendcn Punktes innerhalb einer Einheit dieser

Eigenzeit. Wir konntcn auch sagen: gleich dem Bewegungsmoment des Punktes

fiir die Geschwindigkeit V multipliziert mit der Strahlenlange, die diesem Vor-

gehen entspricht.

Ich stelle nunmehr allc Annahmen Mi n kows k is zusammen:
1. Zeitliche Konstanz der Masse in Richtung der Eigenzeit x und auch senk-

recht zur Zeitachse / des Raum-Zeit-Fadcns (Satz von der zeitlich-raum-
lichen Konstanz der Massen).

2. Konstanz der Masse bei irgendwelcher virtuellen Normal-Deformation
des Raum-Zeit-Fadens (Satz von der Erhaltung der Massen).

3. Festsetzung der Spannungswirkung auf elektrodynamischer Grundlagc

(Gesetz der Spannungen).
4. Minimumprinzip der Massen- und Spannungswirkung.
Zu 1 und 2 ist zu bemerken, dal3 eine besondere Definition der Masse selbst

sich nicht gegeben findet; die Masse bestimmt sich wie in der Galileischen

Mcchanik und zeigt sich also wie in dieser zeitlich (langs der Faden) und raum-
lich (normal zu den Faden) konstant. Mit der Masse der Galileischen Mechanik
braucht sie gleichwohl nicht ubereinzustimmen, da die Bewegungsgleichungen

sachlich von denen dieser Mechanik abweichen. Weiteres folgt spater (S. 361 f.).

Die dritte Annahme entspricht den Annahmen von Einstein und Planck,
die die Mechanik, wie schon fruhcr geschehen, in den Bereich der Elektrodynamik
verweisen, da sich die mechanischen Krafte wie Feldspannungen elektrodynami-
scher Art berechnen. Auf diese Spannungen kommen wir spater zuriick. Hier
ist folgendes hervorzuheben. Nach den Definitionsgleichungen (33) bestehcn die

mechanischen Krafte aus zwei Teilen, einem Teile, der von der Bewegung unab-
hangigist, und einem, der durch diese Bewegung mit bestimmt wird. Bezcichnen

wir die Komponenten des ersten Teiles mit Xv Yv Zv iV Tv so haben wir

*A'X BX
W dXz . c'Xt_

_l_
_ —f- _ - -j- -, — 1

(45)

1T
IS

+
tS

tx

Cx
2

cx3 dx
t

y
t
- es»

+
cSn +

£S»32 +
t'S

i2

cx
t

cx
3

vx
i

ix
l

+
'e-x

t

+
cx3

+ dx
A

%VT
X
=

dx
x

+
vx

t

+
cx3

+
<

bxA

( x
x

t xt < v3 r.v
4

- + <;
Y'+ i

Y
>- +

fY
'- - .•

\
Y'

< X. < V- C AT, CX.2 3 4

bZt cZy ( Zt . hZ,
+ - + - + - — * -

-
< -t, < xt

< x3 t x
t

.( Tx _ v T
¥ _ cT, < T

t

dx
x

f xt ( x3 c x
i

Weinstein, KclativiUUprinzip 23
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354 Die weitere Relativitatstheorie

letzteres nach den Gleichungen (21) (S. 348). Oder

(46,)

+ —I-

t x cy c z

cy

(~Zr . f Z,
.

c'Z, 1 rZ
t

t x cy vz V c)t

Z,_+
c'x + t^y

+
£* F c"7

'

11 '* '{c'x + c> +
cz + V dt)

in Verallgemeinerung dcr formalen Gleichungen der klassischen Hydrodynamik
und Elastizitatslehre, die auch mit den Bcziehungen unter (22 ) (S. 247) zu ver-

glcichen sind. Der andere Teil der Komi>onenten A', Y, Z, T, den wir Xv Y2 ,

Zv x V T2 nenncn, ist nach (33) und (46)

( = ,Ji0i(fli^i + fc*'i + fc^i + 04

«

'VT
X ) ,

(47,)

1

y2 = 92 (g! A^ -f g, Y, + fl.-»
z

i + fl<

«

v Ti)

t Fr»= ^fl4(fli^i + 02^1 + 03^, + 0« **^)

.

Bezeichnet man mit 9t, g eine Raum-Zeit-Kraft und eine Raum-Zeit-Geschwindig-

keit. deren Komponcnten im Raum-Zeit-Gebiet sind A',, Y,, Zlt iT7\ und

0i' 9s- 83. 04- so konncn wir

(48.) foX, + fcY, + + 04*'^ = (fl»i)

schreiben und haben dann

(47 2 )

*i = 8i(fl??») •
y« 0i( _0%) •

Z
2 = ^2 03(0^1) •

Die gesamte Kraft besitzt hiernach die Komponenten

(49,)

X =

Y-

Z = *1 -f ^ &(«»,").
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Kraftc und SpannungsgrdOen nach Minkowski.

Ihre Rcsultante wire!

«" = »? + A(^)
2

+ yi <G? + + + 9?)(o«,r •

also zufolge (15) (S. 346)

Wir setzen noch fiir die g ihre Wcrtc nach (13,) (S. 346) cin und crhalten

1

355

(482)

somit

(fl»i)- -(ftX. + frYt + foZ,- V'TJ,

(49f)

X

Y

Z

1

1 N

*« + y^t^sA\ + ftV, + gf Z, - V*T
X ) ,

y
i + pfjjite**! + ft y i + ft*. - 1/2 ^) •

z
i + vr'-*te*xx + ftY > + ftzi "

V* TJ >

f* - g
2

F2 — g
2

ft

F2 — g
2

tT
yi —

g
2 (ft^ + ^y. + g.^- F*7,).

Des Spateren wegen sei noch auf eines hingewiesen. Handelt es sich urn Bewe-
gungen, deren Geschwindigkeit im Raum gering ist gegen die Geschwindigkeit des

g1
Lichtes, so kann man unter Fortlassung von Gliedern von der Ordnung pj setzen

(51)

x = A', -ft = x
1 + *^(*rr

I ).

y = -ft 7"i
= y. + .^nT,),

z = -ft'/\ = z
l + *^(»'F'r

1).

Wir werden bald sehen, daB die letzte Glcichung, wenn die X, Y, Z so an-

genommen werden, wie angegeben, unvollstandig ist. Nun kann wohl rnit Recht

vermutet werden, daB VT
X
cine GroBe von derselben Ordnung ist wie Xv Yv Z,.

p
LaOt man Glieder von der Ordnung -~ fort, so bliebe dann

(52)

X = X, .

z = z
t ,

23 •
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350 Die wcitere Relativitatstheorie.

und wir batten

(53)

d*z

d*t

cjx, dx, ex, i tx
t

Cx + iy + V: V St
'

(V ^ c\V 02 V it
•

iZz vZy iZ± J
cZ
A

fx iy dz V it

gz (dX, ix,

V\dx iy +
iXt 1 oXA
r: F it)

gJt_Y iY ay, i ayA
V\ix ^ iy ^ iz V it)

z,l?z iz izt \_az
t
\

~*~ V\dx + iy +
iz V it)'

Davon also werden wir spater Gebrauch machen.
Bilden wir noch fiir den allgemeinen Fall die Gleichung der Energie, so wird

nach (36) (S. 351)

^+^1+^.-^,+ + g,y,+ gtzl
- vsT

t )(^f^f V

)
= 0

Diese Gleichung ist identisch erfiillt, bei den gemachten Ansatzen kann sie also

entfallen. Das gilt auch, wenn die angegebenen Naherungsformeln (52) angesetzt

werden, nicht aber bei Benutzung der Naherungsformeln (51). Daraus folgt,

p
daB wenn man in X, Y, Z Glieder von der Ordnung -- beibehalt, man in iVT

Glieder von der Ordnung
^yj

beriicksichtigen muB. Die letzte Gleichung in

(51) ware also, wie bemerkt, in derTatunvollstandig; konsequent ware jedoch das

System (52)

Wir untersuchen noch, wie sichdie einzelnen GroBen gegeniiber Mi n kowski-
Lorcntz - Transformationen verhalten.

Fiihren wir statt der Koordinaten x
t ,

x2 ,
xa , xA ein x^, x.j, x[, so haben

wir z. B.

ixl ix^ d dxs B

i r, c* r, i x[ i x
t
0 xf, i x

l
i x.

Bxl i

f\t, ix 4

c .v f X, Ox

lotzteres nach den Transformationsgleichungen (30,) (S. 290). Hiernach wird z. B.

X
l
-

}
(a u X,-\-x lt

X
l/
+ *

l3
X1 -i\ li

X
t ) + - ,(A

2I
A',+ «MA

r

„-f «23^i -ia a4A',)

P f
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Kraftc und SpannungsgroBen nach Minkowski. 357

Setzen wir jetzt

A, = <*„ A, + <x ltXw + ot ltX2
— «,4 i A",

,

Xt
= anXt + *ijA'r + A", — i X,

,

X, = «81'^'« + ^st'^V + X
t
— esu i -V,

,

— i X, = « 41 X, -f- ck ttXf -f a^-V, — rtM t A,

,

Z, = an Z, -f or,. Z, -f au Zt
— au iZ,

,

Z, =^ <xn Z, + aw Z,+ <*» Z, — cku iZ, ,

^« = an + rtM + «» Z, — aM i Z,

,

— iZ, = Z, -f «4, Zr + Z, — aM iZ,

,

so folgt

y,

7-,

— A„ir,-«
It
irF— A„i7-, + « u 7,,

— «S1 ' 7',— <*M « 7 r — "13 ' Ti + *U T
t -

— *si • Tj - - «32 1 ^» —
' + *ji ^< •

— i T,— **2 iT, — »o l

'

r
. + *«4 7"/,

(46.)

= +
bx[

+
cxf,

"
t
"
bXt

< *i

'

V, = +
2x1

i<
Y

<

t x'A

*i a,;
+

bZ
- , ~t~

iZt

bx'-,

<Zt

bx\
'

=•
ar„

a*,'

" i

£
-

T
; +

£Tt

bx'A
'

Wir multiplizieren die Gleichungen erst mit au ,
<x 12 ,

a, 3 ,
a u , dann mit a 21 ,

a 22 ,

a 23 .
« 24 , mit « 31 .

« 32 ,
otM , zuletzt mit <x 41 ,

A 42t <%4a ,
a44 und addieren jedesmal.

Da AT,, Yv Zv — iVT
x
Kom}>onenten cines Vektors sind, so transformieren sie

sich wie Koordinaten, so dali im Koordinatensystem x^ x{ wird

(55.)

X[ = a n A', + a,2 V, + «, 3 ^i + *,4 » V 7",

Y{ = an \\ + aB V, + -f «m j'F 7\ ,

Z\ - <\
31 A', + AM V, + «33 z \ + «a4 * 1

' T
\ >

ivr; = a
41

A', + a 12 y, + <xazx + A44 1 r 7',

.

Bedeuten aber X'x -, T'r die Komponenten der Spannungen im System
x[, .v-j, at3 ,

x^, so soli auch geltcn

(55,)

+ +
i)X'y

-

-f-

ex; (X'r

+
ay;-

+
c-y;.

+
iY't -

.
i y/.

Z' = +
bZ'¥ -

dx!

— i

cx[

. d 77- ~ 1

cxi

,
ITI-

*xi
•
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Hieraus folgt

A-;.= +«u A',+a If Z,-«
I4 «r,, V^+a,, Y,+«u Z,-au if, ,

A'/. = + «n A,-f« lt y,+ a ls Z,-a lt it, t VV = -f«„ + V.+aa Z.-^iT,,

(553)

-iX'
t
. = ~au iX, a,4 i Y,-a l% »Z, + « 14 T, , - i = -

a

a i .V, - «„ i V, - i Z, faM 7",
,

y,+*M z,-&M iTM ,
-ir;,«+*

4l A'.+« 4t
"y,+«

tt zx ft|( ir„

^; = +«3i A-,+ «„ y,+ 9jJ 2,"*M it„ = A'„+rt 4t Y,+* ta Z,-* tt ,f,,

^ = +*si A,+ «„ Z,-«u iT,, -iT;.»+ft 4t ^+«„ V',+«4S Z, «M iTM
- iZ/. = -« s, i a, v, -«M iz

t +« 14 r,
,

r/. = -«
4I i -V, « 4 f , i

>
« -«« '^i +««4 t\ .

Fuhrt man hierin die Wcrte der Xx . . . nach (54) ein, so bekommt man beispiels-

weise

Xg' — ft,
2
,
Xg -f «n «u A„ + «n «n Af — <xn « 14 1 A'<

oder

A-;- = «?, A', + « ?, y, + * ?, 2, + a ?,
7',

+ *«,,«»(-^) +2«.,«„(-'|;
r
') + 2*»«..(^) •

Beachtet man die Gleichungen (36j) (S. 296), so folgt, daB die Faktoren der

Xg.

.

. dieselben sind wic in x[ z = (A n .r, + <*i2*2 + *ia*s + *i4*«)
2

- Entsprechend

findet man, dali in X^ usf. die Faktoren dieselben sind wie in x'y', ... Es
transformieren sich also die Xx T, nach demselben Gesetz wie die Quadrate

und Produkte der Koordinaten (S. 119), wobei statt x*, y
s

, z*, l* zu setzen ist

Xg, Y
y ,
Zt ,

T, und fiir xy, zt usf. zu setzen ist — * usf. Die

Xg,. . . ,
T

t
sind Tensoren. Daraus ergibt sich weiter: Da wir haben

*? V xl + x* }- x} = x[* -I- } + *
4
'»

,

so folgt

<«*) x, + y„ -1 zz + 7; = x;- }- y,;- • + 77.,

so daB die Summe der Diagonalspannungen eine invariante GrbBe darstellt.

Weil ferner x[x'2 — j^vf ist, so folgt weiter, daB die Gleichungen (22) (S. 348) auch
fiir die transformierten GroBen gelten. Also ist auch
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Kraftc und SpannungsgroBcn nach Minkowski. 359

Wir fiihren die Rechnung durch fiir die eigentliche Lorentz - Einstein-

Transformation, setzcn also «n = <x22
= 1, « 12

= a, 3 — <x l4
= <% 8 ,

= <xta = <xu
= a 81

= (5(32 = <%4 , = a43
= 0 und bekommen nach der angegebenenen Regel,

indem wie S. 296 geschrieben wird

«33 = <X t4
= 6 , « 34 = — AC43 = ) 1 — A* .

nach obiger Regel

Xy" = A y , I y' = Vy ,

-iXi=-)'l-&Xa-idXt , -iYt
'= -j\-~&Yt -it,Y t ,

Z'^bZt~ifi^&T,. -iT'r=-f\-VZx~idTM ,

Z'
9

. - 6Z¥
- i ) \ - d*Tw , -iT',.-- ) 1 - d*Z,~i6Ty ,

z;.=^zt-2i^ji-^zl +(i-<j«)rl> -•T;--d|i-*zI+i(i-2#)rI+iyi-yrl .

- iz;<= -<5yr^zt+ t(i -2^,-*

-

<nl~<5*rl . n~ (i

-

a*)z,+2i -&Tt+»Tt
.

Rechnet man mit dem Lorentz - Ei nstci nschcn Wert

(59) 6 -
7
J_ -

. fir-* = i
p 1

I
1 - P

so wird also

Xj- = X£ , Y'f = Yx ,

Xy' — Xy
,

Yy> — Yy ,

(«»)

z;=
i/

1

^(
z,+

£
r
-)'

r; - -
1
/-

1

-yi(
r
'
+ v

z*)'

*; • -
/

'

7. (*» + P
r
')

r»- "
.
/--

(
7

» + v z
')

n v*

]/2
1 ^
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Zu den GroBen, die sich wie Vektoren transformieren, gehoren auch die gdt.

Also haben wir i>-r»j,

- (*n gl> + + + *«&'•) (*„ a; + «„ + *
3l^ + • vrorfr

+ («i,gx'- + *«g;< + + *«gr) («„ A,' + *22 Vi' + *n Z'
t + « 42 iVT[)dt'

+ ("lag*' + <*23 g,'- + *»g/' + *«gi') A,' + a„Yl + fltaZ,' + «w iTr;)rf/'

+ («,«*;• + *«•*;• + ««g/» + «Mg/-) (*w a,' + *« + + *„i rrorf/'

und das gibt wegen der Glcichungvn (5) und (6) (S. 281)

(6i) ig,x x
-\- g„ y, v gtzx + ft t rrjrfi = to'.x,' + g;.y; + gW+gi-iVTW.

Die links stehcnde GroBe ist also invariant, sie stellt ja auch eine Arbeit dar.

Setzen wir

(62') G* = g'j + gi + g* + g? 6'2 - F».

so ist auch G*rf/2 invariant, indem man hat

(02) G*dt* = G'*dt'*.

Aus allem folgt nach (47,) (S. 354), daI3 auch X2 ,
Yt ,

Z2 ,
T2 sich wie Koor-

dinaten transformieren. Somit transformieren sich die X, Y, Z, T trotz ihres Aus-
druckes durch TensorgroBen iiberhaupt wie Koordinaten, sie sind ja auch Vek-
toren, und das gleiche gilt von den Rtx ,

R,
v ,
Rtt ,

R Tt . Endlich wird bemerkt, daB
zufolge (3) (S. 343) auch dr invariant ist, wcnn, was iibrigens immer vorausgesetzt

worden ist. V im Sinne Einsteins fur alle Bczugssysteme den gleichen Wert
hat. Demnach ware

(63) dx' = dx .

Und so bekommt man zuletzt das Ergebnis, daB die Bewegungsgleichungen in der

Tat ein kovariantes System darstellen, und man hat auch

d*x'
m

m

m

tn

dx'*

d*y'

dx'*

dl z'

dx'*

d*t'

dx'*

R'i-x'

R't'H'

R'-z-

R'tf

Da zum Vkzugssystem x, y, z als Zeit nicht eigentlich x, sondern t gehort, so

scheint in den Mi n kows kischen Glcichungen eine Art Inkonsequenz zu
und richtiger zu sein, sie nach (l

2) (S. 343) und (62') in der Form

(65)

tPx

dt-

- G*

yt R,r ,

d-v
m = -G*

yt R<
v <

d-z
m

dt*
-
— G*

V*
R,

:
.

d*l
m

dt*

~G*
yt
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Invarianz und Kovarianz der GrdQen nach Minkowski. 361

zu schreiben. Hier ist zwar dP nicht invariant, wohl aber nach (62) G2 dt2 . Das
Relativitatsprinzip bleibt also auch jetzt anwendbar. Setzt man

W)

so wird noch konscquenter

(67)

( vdl.
J v*Jt — ' H

'» .

jXdJ,
r>

i \r j TjYdjt = Kfy ,

•

\ZdJt = •

d*x
H

dt2

d2
y

H
Ifi

=
-yir K**

d*z
n
dP

=
1/3"

d*t
n — --- —

d(* 1/2

» ist die Masse entlang der /-Achse und diese Achsc entlang konstant (S. 345),

die Rtx usf. sind Krafte in Querschnitten normal zur /-Achsc. Da nach Glei-

chung (10) (S. 345)

(68) n = »n

ist, so folgt

(69) rr i

Beziehungen, die seltsam genug anmuten; fiir Massen und Krafte ist es gleich,

obwir sie auf normale Querschnitte dcrZeitachse oder der Raum-Zeit-Faden be-

ziehen.

Man wird noch fragen, wie sich die ,,Masse" gegeniibcr einem Ubergang von
eint-m Bezugsystem zu einem anderen Bezugsystem verhalt. Da man z. B. hat

(70) m
=

/
/' J J' -

j it t

d J' dt =
f ll d t

dx

d

>' dzdt

und dxdydzdt invariant ist, so miilite, wenn m invariant sein soil, invariant

sich zeigen, d. h. es miiBte scin

(71)
dt'

dt
'

das entspricht der Plane kschen Beziehung (16) (S. 326) fiir ~
Nach Gleichung (9) (S. 345) hatten wir dann, da dt invariant ist [Glcichung (63)],

(72)
v fx^dt' _(dtyvy dt ~\dt!

'

Minkowski hat die ,,Massen" fiir invariant gehalten, sonst bestanden ja

seine Glcirhungen nicht vor dem Relativitatsprinzip. Die beiden Massendichten
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3(i2 Die weitcre Kelativitiitstheorie.

wiirden sich hiernach den obigen Gleichungen entsprechend transformieren, cs

ft v
waren ^ und invariant. Das ist eine Folge der von Minkowski gewahlten

„hydrodynamischen" Behandlung der Aufgabe, die auch die ,,Massen" hydro-

dynamisch definiert.

Zu der vierten Annahme ist zunachst wegen der Spannungswirkung ctwas zu
bemerken. Die Spannungsfunktion selbst ist

Da

-— = 0 , h <£ x ; und „ - 1 , A = x

ist, so wird
" * * * k =. i

(73*) W=.*.llllj?Skk dxdydzdt,

d. h. nach (21) (S. 348)

« * •

(73*) ir =
^

|f|(

^ ^
(X, + Y, + Z, + 7,) dx dy dz dt

,

also gleich der Summe der Achsenspannungen im betreffenden Weltgebiet.

II' ist hiernach zufolge Gleichung (56) (S. 358), und wcil dxdydzdt invariant

sich verhalt, invariant.

Fiir die Spannungswirkung haben wir nach (238) (S. 348)

A- I x = 4

(74.) ill-,,',
fljjg2sm

/*
xyXl dxt

dx
9 dxt .

Da die dx an den Enden Null sind, wird auch

w <»v = -
1 U III]22Ax

>\tK dx
*

oder nach (45) (S. 353)

(743 ) MV — — -
: jllj (X

l
dx

l -f- V'j dx2 -f Z, A.v3 | /!' T^VvJ </.v, dx
t
dx9 dxt .

Der Klaimnerausdruck zeigt sich in demselben Smnc invariant, wie sich

(A',£,+ K,

c

y+ Z, i F 7, invariant erwiesen hat. Da auch dx
l
dx

i dxa dxA

invariant ist, so folgt, d.iU auch AIT die Eigenschaft der Invarianz besitzt, und
wir hahen

(74.;) air = -
.

ra //// (a; a.v; + y; a*.;
i
z[A X ; - iv i^x^dxidx^dx^dxi,

also

(75) d\V' = 6W.
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(76)

Deutung dcr Minkowskischen GroDcn. 363

Geht man auf (74,) zuriick, so folgt iibrigens nach den Gleichungen (21)

(S. 348) in anderer Form

cx, c>*a rjc3 o«
(

Diese GroBe dW ist also nach Analogie dcr elastischcn odcr hydrodynami-

schcn virtuellen Arbeit gebildet unter Erweitening auf die hinzugenommene Zeit-

dimension.

Wir gehen auch auf die Bcrcchnung dcr Massenwirkung ein. Nach (162 )

(S. 347) ist

(77) U=f)ff fidJ,dt.

Also bcdeutet N die Masse eines Raum-Zeit-Fadens zwischen zwci Qucrschnitten

und sie ist unvariant. Weiter haben wir

(78,) dN-f}ffA{pdJ,dT).

A (fid/,) gibt die Anderung dieser Masse bci der virtuellen Deformierung-des Fadens

zwischen den zwei festen Enden. Diese Anderung wird nun durch (17) (S. 347)

an die Bedingung gekniipft, daB fiir jeden Querschnitt die Masse wiihrend der

ganzen Verriickung sich unverandert erhalt, so daB jedes fid J, in bezug auf die

Vcrruckung konstant bleibt (vgl. S. 368). Alsdann haben wir

(78,) dU=fj)j
t
udJ t d(dT)

und <5N giibe hiernach die longitudinale Anderung der longitudinalen Masse des

Fadens durch die normalc Deformation. Nach Analogie der Hydrodynamik
wird diese GroBe als Arbeit aufgefaBt , und so bezieht sich Minkowskis
Minimumsatz auf die virtuelle Arbeit der Masscnanderung und der Lagen-

anderung, letztere unter dem EinfluB der Spannungen. So erlautcrn sich Min-
kowskis Ansatze nacheinander.

Eigenartig aber wiederum ganz hydrodynamisch gcdacht ist die Bedingung,

an die das Minimum gebunden wird, daB niimlich nur solche virtuelle Verriickungen

in Frage kommen sollen, bei denen der Faden normal zu seiner Erstreckung

sich verschiebt. Sic ist notwendig, urn von dem Satz von der Erhaltung dcr

Qucrschnittmassen Gebrauch machen zu konnen. Diese Bedingung aber ist

es, durch die die von den Geschwindigkeiten abhangigen Teile A'2 ,
Y2 ,

Z2 ,
T2

der Kraftc eingefuhrt werden, ohne sie wurden diese Kriifte in den Bewegungs-

glcichungen nicht enthalten sein.

Wir kehren zu den Minkowskischen Gleichungen (34), (35), (36), an

Zahl sechs, von denen aber nur fiinf als voneinander unabhangig angesehen

werden konnen (S. 350, 351), zuriick.
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(79)

364 D'e weiterc Relativitatstheorie.

Die Hauptkrafte sind Xv Yv Zv Tv Multiplizieren wir ihre Ausdriicke

unter (46) (S. 354) mit dx dy dz und integrieren, so wird

\jjx
x
dxdydz+

y -;
(
IIJxt

dxdydz

=
fj (Xx cos(«, x) + A'„cos(n, y) + X.cosin, z))dS = // XH dS .

jffY1
dxdydz + I

[
t

\\\Y
t
dxdydz

«
// (Y,cos(w, x) + y

r
cos(n, y) -f yf cos(«, z)) dS -

//
y.rfS ,

///
rf* rfy 4z + y 77 /// Z<^ rf*

=
j j

(Z, cvs(n , *) + Z„ cos(n , y) -f Zt cos(« , *)) rfS =
fj
Zn dS ,

wo S die Oberflache des Integrationsraumes bedeutet und n die Normalc an d S.

Nach Analogie der klassischen Mechanik schlieBen wir hieraus, daO

y Xt . j.
Y

t , y Z
t , von der Art dcr Koniponcntcn eines Bewegungsmomentes

sind, und die Gleichungen besagen, daB die bewegenden Krafte einschlieBlich

gewisser bewegender Impulse innerhalb eines Raumes gleich sind den Spannungen
an der Oberflache dieses Raumes.

Nennen wir noch die Resultierende der Komponenten
*

r Xt , Y
t ,
yZ

t ,

die also cine GroBe von der Art eines Bewegungsmoments darstellt, I\,

(80) r,=
J,

)>x? + Y?Tz?

und einc GroBe von der Art dcr Poyntingschen Energiestromung so ware
(S. 348)

(si) = •£

.

Es entspricht so der S. 242 mit g bczeichncten GroBe. Die Gleichung (81)

wird oft als Satz von der Tragheit der Energie bezeichnet.

Wir haben noch als vierte Beziehung

(82)

/// Tx
dxdydz + y2 !

t JII
T

t
dxdydz

1
'

'

' 1
"

"

Da dem Obigen zufolge, abgesehen von einem Masscnfaktor. TH von der Ai t

einer Geschwindigkeit ist, so gibt 1\ eine GroBe von der Art dcs Rcziproken einer

Zeit, und ... T, eine solche wie ein Logarithmus dcr Zeit. Es ist also T
t
mit Bezug

\
m

auf die Zeit eine skalare GroBe; sie soli ja auch einer Energiedichte entsprechen.

Auch 7", muB nach der Zeit als skalare GroBe bezeichnet werden. AuBerdem
kommt die Masse als Faktor hinzu.
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Gravitationsfcld nach Minkowski. 365

Die Feststellungen iiber A",, V,, Z
x ,
T

x
gelten in gleicher Weise fiir die

Xit Yt ,Z2 ,
T2 , also auch fiir die X, Y,Z, T und nicht minder fiir RTX ,

Rty ,

Rtb> ^tt bis auf die Massenfaktorcn.

Am meisten Aufsehen hat die vierte Bewegungsgleichung erregt.

Minkowski meint, daB dieser vierten Bewegungsgleichung ,,gleichsam eine

hohere physikalische Evidenz zuzuschreiben ist". Wird diese Gleichung zu-

gegeben, so, behauptet Minkowski, folgen die drei anderen sofort nach der

Forderung der Symmetric im Raum-Zeit-System. Und da die vierte Gleichung

auch gleichsam dem Satze der Energie entsprache, so ware die zweite Behauptung
gerechtfertigt : ,,Wird das Relativitatspostulat an die Spitze der Mechanik gestellt,

so folgen die vollstiindigen Bewegungsgesetze allein aus dem Satze von der Ener-

gie." Ich muB gestchcn, daD mir diese Behauptung doch zu weit zu gehen scheint;

die vierte Bewegungsgleichung als solche spricht nicht den Satz von der Energie

aus, dieser Satz kann nur an ihrc Stelle treten und ist an sich in der Gleichung (40)

enthaltcn. Ich weiB aber nicht, wie aus dieser Gleichung selbst in der Form

,83, kS? + ^% + *.«-*.,%-o

zusammen mit dem Relativitatsprinzip, das doch nichts weiter aussagt, als daB
eine Transformation im Sinne Minkowskis diese Gleichung (40) in der Form
unverandert liiBt, die vierte Bewegungsgleichung herausgelesen, geschweige ent-

nommen werden soil. Die obige Behauptung Minkowskis wird oft wiederholt.

Aber selbst die einleuchtende erste Behauptung fiihrt nur formal, nicht sachlich

zum Ziele, da die Berechnung der Krafte auf alle Falle unbekannt bleibt. Diese

Berechnung ist nicht eine Folge des Relativitatspostulats, sondern der formalen

Ubertragung der Mechanik in das Gebiet der Elektrodynamik. Allein mit der

vierten Bewegungsgleichung und dem Postulat der Symmetric der vier Raum-
Zeit-Abmessungen erhalt man nur die Form der drei andern Bewcgungs-
gleichungen, und bleibt die so eigenartigc Darstellung der Krafte, die wohl

das Wertvollste dieser Mechanik bildet, da sie bleiben kann, auch wenn das

Relativitatspostulat und das Symmetricpostulat fallen sollten, unbekannt.

Gerade Minkowskis geniale Mechanik ist cine physikalische, nicht mathe-

matisch-svmbolischc, wie zum Schadcn der Wisscnschaft und der Klarheit der

Ideen so unsaglich viele Arbeiten auf dem Gebietc des Relativitatsprinzips.

Wie aber die Krafte in den einzelnen Fallen zu berechnen sind, dafiir haben
wir von Minkowski leider nur das Beispiel der Elektrodynamik selbst. Fiir

die Mechanik hat er zwar den Fall der Schwerkraft einer'Betrachtung unterzogen,

jedoch die Krafte nicht aus den fiir sie angegebenen Gleichungen ermittelt,

sondern entsprechend dem Newtonschcn Attraktionsgcsetz. Die Betrachtung 1
)

gipfelt in folgendem:

Punktsysteme x, y, z, t
; x*, y*, z*, t*, die den Beziehungen

(84) (x - x*f + (y - y*)2 + (z - z*)* = V* (t - /*)2
; t-t*>_0

entsprechen, werden als Lichtpunkte voneinander bezeichnet, so, wenn
**, y*, z*, t* festgehalten wird, ist es Lichtpunkt aller der obigen Bedingung
entsprechenden Punkte x, y, z, t, die dann das Strahlengebildc des festen

Punktes bilden sollcn. Zu jedem Punkte des Gebildes gehort nun eine Raum-
Zeit-Linie, die den Lichtpunkt trifft. Wirnchmcn zweiRaum-Zeit-Punkte Fundi7*

mit den Massen m und m* und die zugehorigen Raum-Zcit-Faden mit ihren Haupt-
linien. BC sei ein Element der Hauptlinic von F, und B* C* moge das aus den

*) Sowcit ich ihr habe folgen konnon. Minkowskis Arbeiten sind mitunter un-
saglich schwor zu vtrstehen.
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3(>li Die weitere Relativitatstheone.

Lichtpunkten von B, C auf der Hauptlinic von/7* gebildete entsprechende Element
darstellen. Die Richtung von B* C* schneide den zu ihr normalen Raumquer-
schnitt durch B in D*, und 0 A' sei der zu dieser Richtung parallele Radiusvektor

der hyperboloidischen Schale

-x% — y* — z* + V* (* = k* , t>0.
Dann wird die bewegende Kraft des Massenpunktes F im Raum-Zeit-Punkt B
festgestellt als „derjenige zu BC normale Raum-Zeit-Vektor I. Art, der sich

additiv zusammensetzt aus dem Vektor

mm*{£*
A

D*)'
BD'

in Richtung B D* und dazu einem geeigneten Vektor in Richtung B*C*". 1st

nun die Hauptlinie von F* eine Gerade, so kann man sie zur /-Achse wahlen und
den Raum-Zeit-Nullpunkt 0 in sie verlegen. Bedeuten alsdann x, y, z, iVt die

Koordinaten von B und t, t* die Eigenzeiten von B und B*, gerechnet von 0 aus,

so soli die obige Festsetzung der bewegenden Kraft zu den Glcichungcn fiihren

d*x m* x d*y m* y <Pz m* z

(85)
tlx* (t-i*f rfi* (/ — t*)* di* (/ — T*)3

d*t m* d(t-j*)

j tt
~

(t - j*yt dt
'

wozu noch kommt

(86) x2 + y
2 + 22 - K2

(/ - t*)2 ,

Die drei ersten Gleichungen geben zufolge der fiinften Gleichung die New to nschen
dx dy dz

Bewegungsgleichungen. Multipliziert man sie mit , , und addiert,

so folgt
dT dl dl

<*«>

oder wegen der fiinften und scchsten Gleichung

welches die vierte Gleichung darstellt. Diese ist hiernach wie die sechste eine

Definitionsgleichung fur den Zusammenhang der Zeiten t,r. Mit Hilfe der

Keplerschen Gleichung, die Minkowski

(90) WT-£-*smE
schreibt, worin e die Exzentrizitat, E die exzentrischc Anomalie bedcutet und

n — ist, falls T den Zuwachs an Eigenzeit bedeutet fur einen vollen Umlauf

in der elliptischen Bahn, findet Minkowski aus der sechsten Gleichung nach
bckannten Bcrechnungen fur elliptische Bahnen

/i/\ 2_ ? _m* l + ,cosE
V

' \ drl V* (f V i
1 ecosF

'

also angeniihert

(92) nd t ^ ndr\\ + rt
- -

-

•

V 2 a\ 2
1 - ecosfc /

Digitized by Google



Zusammcnhang mit Ruhezustand. 367

a ist die groBe Halbachse der Bahn. Wird fiir m* die Masse der Sonne, fur die Bahn
m*

die Erdbahn gesetzt, so betriigt nur 10 _8 . so daC r sich nur sehr wenig von t

unterscheidet.
a

Es ist zu bedauern, daO der Forscher dieses Beispiel in seiner Grundlage so

kurz behandelt hat, daB man ihm kaum folgen kann. Das ist aber klar, daB die

Krafte nicht aus ihren Definitionen gewonnen sind. Aus diesen Definitionen nun
ist es zwar leicht, die Krafte im elektromagnetischcn Felde zu bestimmen. Man
hat, wenn man Maxwell - Poyn tings Theorie folgt, fur die Xx , .... Zt die

GroBen Xx Z, nach (XII) (S. 140), fur Tt die GroBe R nach Gleichung

(VI)(S. 140), fur A'„ l^.Z.die ^, ^5, f' nach Gleichung (X2) (S. 141) anzusetzen.

Fiir alle anderen Falle konnte man hiernach fur A",, ...,Zt ,
T

t
Werte kon-

struieren, die nur den elektrischen oder nur den magnetischen Teilen der Xs ,

. . ,,Zg , R cntsprechen. Aber bei den A'
t ,
Y

t ,
Z

t
versagt diese Auskunft, weil die

<P als Vektorprodukte der elektrischen und magnetischen Krafte auftreten, eine

Scheidung also nicht moglich ist. Kann man ein Bezugssystem x0 , y0 ,
z0 , /„ an-

geben, fiir welches die A')
1

", YT, ZT glcich Null sind, so ware nach (00) (S. 359)

fiir die eigentliche Lorentz - Ei nstei n - Transformation

(93)

A', - T,

Y
t
=Ty

P
V

P
V

1

-Z {{

Z
t
= T.

p 1

1
- P*

(ZT-TT).

Zugleich ware zu setzen

x, - xt

(94)

X_ y — V (l" — V (,t|

a\ «= zs

1

1

1 - P
2

l
- P

l

71")

Yt = Z¥
= .

_ YT = /IT.

V"
yiMi

J '~
p2\

l
< yt A

< )
yt
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368 Die wcitcre Rclativitatstheoric.

Dieses System ist ein solches mit Bezug auf das die Substanz ruht, also dessen Zeit

achse der Raum-Zeit-Linie der Suhstanz iiberhaupt parallel ist. Daher nutzt diese

Einsieht nur bei gerader Bahn, bei gekriimmter Raum-Zeit-Linie wiirden die X^
usf. standig ihre Werte andern 1

). Die gesonderte Kenntnis von T
t
kann iibrigens

immer entbehrt werden, denn da diese GroBe nur in Rlt enthalten ist, und letztere

GroBe, wenn die R, x ,
R, v ,

Rrt ermittelt sind, sich aus der Energiegleiehung er-

gibt, so hat man

(05) *r|» ^(*rx&r+K„& + tff,&).

woraus sich dann auch T
t
ergibt.

Max Abraham 2
) hat der Theorie Minkowskis eine besondere Fassung

gegeben. Vor allem sieht er von den Kraften A'2 ,
Y2 ,Z2 ,

T2 ganz ab. Man
konnte meinen, daB dieses bedeute, er wende die Gleichungen auf Geschwindig-

keiten an, die im Verhaltnis zur Lichtgeschwindigkeit nicht erheblich seien. Allein

dadurch wiirde sich nur die Fortlassung der Krafte A'2 ,
Y2 ,Z2

rechtfertigen,

nicht die der Kraft T2 , denn in dem Ausdruck (472) fiir diese Kraft ist das

igfVT V*
letzte Glied --—

,}
wegen gt

— iV von der Ordnung — - also min-
* g v g

destens von der Ordnung —Tlt diirfte also nicht fortgclasscn werden. Man hat

vielmehr, wenn g gegen V vernarhliissigt wird, T -•- 1\ -f T2
— T

1
— T

x
= 0,

und die viertc Bewegungsglcichung Minkowskis wiirde lauten m- , = 0 und

nicht m = Tv Hiernach kommt Max Abrahams Vereinfachung iiberhaupt

auf eine Fortlassung der Krafte X2,Y2
,Z

2,Ti hinaus, und das bedeutet,

daB die Masse" eines Querschnittes des Raum-Zeit-Fadens nicht bloB l)ei Vcr-

schiebung des Querschnitts an sich, sondern iiberhaupt bei jeder Verschiebung

unverandert blciben soli (S. 353). Das wiirde eine totale Umbildung der Min-
kowskischen Theorie bedingen, und ich weiB nicht recht, wie man dann noch
von einer ..Massenwirkung" soli sprechen konnen, die longitudinal auftritt, da
diese Wirkung sonst nach alien Richtungen Null sein wiirde. Man kann freilich

mit Max Abraham 3
) die Sache auch so auffassen, daB nur der Grundsatz

Minkowskis von der Konstanz der ,,Ruh-Masse" aufgegeben wird. Allein

dann gelangt man nicht ctwa zu Minkowskis Gleichungen mit Xlt Y X
,Z

X ,
T

x

fiir X, Y, Z, T, sondern zu bei weitem kompliziertcren, denn man ist untcr diesen

Umstknden gezwungen. bei Anwcndung des Minimumprinzips auch die von dvdj t ,

yd(djt), bestimmten Gliedcr zu beriicksichtigen, was bei den Gliedern

mit dv ohne Annahmen, fiir die es schwer sein diirfte, irgendeinen Hinweis zu

finden, unmoglich ist. Mit diesem Vorbchalt, von dem bald noch meht zu sagen

ist, will ich den Darlegungen Max Abrahams weiter folgen.

Setzt man

(96) iVt = x
t
~u,

wo

(97)

-iX,= Xu , -iY
t
= Yu , —%z

t
-- ZM ,

-iT,- Uv .

T
t
= uu ,

xu
~ V,. Yu

-

') Aus diescm Grundc kaun ich l.ancs Theorie, Annalen <\. Physik u. C hemic, 36, S24
(1911) keine allgemeinere He<leiitunK beimcssin.

*) I'hvMk. Zeitschr. (1»12), Iff., 310H., 703 ff.

») Physik. Zeitschr. (HM)U), 737.
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Max Abrahams Bercchnungcn aus Minkowskis Theoric.

ist, so ordnet er zufolge (45) (S. 365) vollig symmetrisch an

(98)

c'Xs cX„ vXt tXu

cx t y vz cu

cY cY cY cY
1

< x ( y ( z cu

7
c Z

* a. -
Z
» 'ill j.Zl " "hx ~iy vz

+ (•«'

und wir batten ohnc die Krafte ,Y
2 ,
Y2

,Zi ,
Ti

d*x eXz ^f'Xy +
cXt ,

rX,

(99,)

</r3 c x cy iz

^ = cY, *Y, rV, eV,

</t2
~ <•*

•

X

J- u iU

cy cm

cZ„ r>Zt tZ,— —r — -r
cy c z c

u

fl
dz*

~
<'x + cy

<'UV ,
cUt ,

r't/u+ cu

Die linken Seiten dieser Gleichungcn werden auf die Eulersche Form gebracht.

Es ist z. B.

d*x d (dx\ I . c x
,

. <"x . cx . cx\
>' - * * Is)-'T^ + y <>

+ 2 « +
" <-Jc>y

- (//*») + ^ (« * >') + ^2
(/< xk) + -^{ji'x u)

\ c* r"y c?z cm /

Das abzuziehende Glied ist aber nach Minkowskis Kontinuitatsbedingung

(12,) (S. 345) Null, somit bleibt

(100,)

d*x d . B . . c? < '
. .

d?
= ^ (/i **> + ly

iflxy) + 77
xz) + (/< * u) '

d*z

d*u

c c> 8~
(fl z x ) + (/* i y ) -f - (/* i i ) + „ ( » * »)

.

<ir2 ' c'y iz

i

Wcinstein, Relativitatsprinzip 24
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370 Die weitere Relativitatstheorie.

(lOlj)

Entsprechend dem Krafttensor mit den sechzehn Komponenten Xx Ut

wird ein Bewegungstcnsor mit den sechzehn Komponenten

>i*
= -t'yx> % = -ti yy> n* = -i*y*, i?„

—

nyu,

C3e
= -fizx, £, = -^iy, Cm C = -/4iw,

vM = — /mix, Vy — —fiuy, vt = —/nuz , vu = — /4 u u

gesetzt, wobei wir haben

(102) £y — i)s , & — C,, Vz = Cv , vs = , v, = t)m , vt — £,

.

Die GroBen fx , 17,, »;,, £x , £y , C«> werden als Komponenten der

Bewegungsspannung, die £„, rju , Cu = vx , *V» vt ^s solche der Bewegungs-
stromung bezeichnet und vu heiBt die materielle Energiedichte, Be-
wegungsenergiedichte analog den entsprechenden Komponenten des

Krafttensors. p ist dabei die Ruhedichte der Materie (S. 345). Die Dichte

selbst ist nach (9) (S. 345)

(103)
dt

dx dt
Da man hat x = — — = gs t usf., so gehen die Dcfinitionsgleichungen der £Zf . .

.

auch iiber in

ygxk. £, = -vgx&. £« ygs^u,

»k
— — Vv^-ygpQ*' 'h^-ygyb* '/«=

Cx = -vg:^, Cv = —vgt ^, C, = -vgt b, Cu VgtQu,

Vz~-rguUx, v¥ --rguto,, v^-vgvQ,, vu ^-ygu Qu ,

Fur die g und g gelten die Definitionen unter (13t),
(13') und (13t) (S. 346). Hier-

nacli bekommen wir

(101.)

(100,)

d*x

d*u
"3?--

cy Cz cu

(d,h 6rj
9 vth c%\

[dx^ dy + "cz cm/*

\dx f 'c'y
' + ~dz^ cu)'

U* +
ay

~
l~ t:

+ cm]'

und die Bewcgungsgleichungcn werden

(104)

?(Xy + *„)
+

6(Xt + , *(*„ + £J
cx cy 6z cu

<"(Y,±>h ) ttYt + v,) d(Y, + ,h ) c(y„ + */J

cx
' +

" cy T
£>z

+
(5 m

^(^•KM 3(Z,+JJ d(Z: + C,) *(Z. + C)
^ cy

+ c«

c\* ^ cy cz

0,

0,

0,

0.
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Max Abrahams Bcrechnungen aus Minkowski* Thcorie. 371

Die ersten drei Glcichungen werden als I mpulsgleich ungen bezeichnet, die

letzte Gleichuhg wird dem Energicsatz gleichgestellt. Ihr Verhaltnis zum eigent-

lichenEnergiesatzist friiherangegeben (S.365). Bezeichnet maneinen Poynting-
schen Kraftvektor mit % einen entsprechenden Bewegungsvektor mit n, so sind

nach friiherem die Komponenten

^* v _ tt _ 7 _ it _ jpf

iV
x — it — ±* v* — n — 7 ij — l

x u — ' ~
{ V '

~~ ~

iV

Cu = =
• y •

(105)

(106) £„ - Vt = ,
t]H = !<„ = ry ,

Zugleich ist nach den Ansatzen (97) und (102,)

(107) * - {$2 + rj *,+ V)* - -/<2 F 2 (i2 + y
2 + z2) - - /*« F2

g
2 )'«2

,

also nach (97)
(dtV dt

(108,) „«=/<gp^J == ^ r.

rfT
.

AuBerdem hat man

also auch

(108t)

Setzen wir

(109)

l-
g2

II
•

letzteres nach (1 2 ) (S. 343), so wird

1 -

(110)
F2

cntsprechend dem Satz von der Tragheit der Energie (S. 364). Zugleich ist

und

(HI)

F®. F(M,

(112)

• = - iV®, ,
rju « iV = -T-' = - * TO, ,

C« = v* = —r « -iF<&.

Da nach (81) (S. 343)

ist, so haben wir entsprechend

vr vr

(113)

Schreiben wir endlich

(114)

24*
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372 Die wcitere Relativitatsthcorie.

und beschrankcn das Zeichen div auf die Raumkoordinaten, so gehen die Be-

wegungsgleichungen auch iiber in

(115)

* (rv + ®y)

£(£ + *)

div(X + £),

div(Y+,
7),

div(Z + 0,

div (r+oj).

Hat man sich einmal dazu entschlossen, die Krafte X%t Y2 ,Z2 ,
Tt fortzu-

lassen, so laBt sich gegen die obigen Entwickelungen an sich nichts einwenden,

es sind nur mathematische Umformungen. Nun sagt aber Max Abraham in der

letzten hierhergehorigen Arbeit, daO er sich davon iiberzeugt habe, daB seine

„Bewegungsgleichungen des materiellen Punktes sich nicht mit den Prinzipien

der analytischen Mechanik vereinbarcn lassen". Da Max Abrahams Gleichun-

gen zuletzt Minkowskis Theorie entstammen, so wiirde das bedeuten, daB diese

Theorie aufzugeben sei. Ich glaube, daB das nicht notig ist, wenn man eben

diese Theorie so nimmt, wie Minkowski sie gegeben hat, also, bei Vernach-

lassigung von Gliedern von der Ordnung ^ , in der Form, die hier unter (53) (S. 356)

abgeleitet ist. Die vierte Bewegungsgleichung sieht dann ganz anders aus als

bei Max Abraham, und sie darf gar nicht anders angesetzt wcrden,
weil sonst die Gleichung der Energie nicht erfiillt wird. Es ist ja fur

Minkowskis Theorie kennzeichnend, daB durch die vier BewegUngsgleichungen

die Energiegleichung identisch erfiillt ist, nicht erst auf Grand von Bedingungen,

und deshalb konnte auch Max Abraham seine Gleichungen gar nicht mit

den Prinzipien der Mechanik vereinbar finden.

Noch eins wiirde auf diese Weise sich klaren. Max Abraham hat noch
folgende Rechnung angestellt: Wir sahen, daB bei der Anwendung von Min-
kowskis Theorie es Schwierigkeitcn bereitet, in anderen Feldern als elektro-

magnetischen fur die X,, Yt,Zt Ansiitze zu machen. Max Abraham hat eine

anscheinend gliicklichc Wendung gefunden. Er faBt namlich den Poynting-
schen Vektor und die Energiedichte schematisch nicht anders auf wie die

Maxwellschen Spannungen. Haben wir hiernach ein Raum-Zeit-Feld mit einer

Zahl von Raum-Zeit-Kraften ^(2) usf., deren Komponenten sind ft,, ft*.

(116)

4;r Xx 2®I - i %*) .

4.-rY, ^(&? - \ ft*)

.

4.i Zz 2®? - 1 tf
2
)

,

4nU u ±W - i *2
)

.

4jt X9
V,-

4~r Yt Z,=
4*Z, ^•(&&>.

4 .1 Xu

4.7 V, vv = — (5v ftw)

»

4.t Z„ v, -
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Max Abrahams Bertchiiungen aus Minkowski* Theorie. 373

wobei

(in) ^ = + & +

+

ist. Die Grolten 2'
(fog,,), ^"(Sfr&i)* (5*3«) sollten einem Poy nti ngschen Vek-

tor cntsprechen wie Um -= 2*
(ft2

— I ft
2
) nach einer Energiedichte geartet scin soil.

Max Abraham hat nun von diesen Gleichungen eine Anwendung auf das

von Minkowski behandelte Beispiel eines Schwerkraftfeldes gemacht. Die

Betrachtungen gelten jedoch zunachst auch allgemein fiir ein Raum-Zeit-Kraft-

feld, das ein Raum-Zeit-Potential besitzt. Ist dieses Potential 0, also

B<P 80 60

so geben die obigen Gleichungen, da nur die eine Kraft vorhanden sein soil,

(60\* 1

Demnach wird z. B.

60 6*0 60 6*0 60 1*0 60 6*0 60 6*0
1 6x 6x* dx 6x* 6y 6xdy 6z 6xdz 6u 6xcu

d</> 6*0 60 6*0 60 6*0 60_ 6*0

Ihc 1y* +
6y 6x dy + Jx 6\*

+
6z~ 6x6z

60 6*0 60 6*0

Wir schreiben

6 x 6 n* ~^
6 it 6x6

u

i i 2

+ +
£t

4-
d*

dx*'
1' 6y* ^ iz* ^ 6u*

und bekommen so

c0 60 6 0
4ttX

1
= „ J0, 4jiY

1
= -^-10, AnZ

x
- .10,

c x <y 1 cz

60
In 1 V l\ — ^r— A0 .

c it

Dem Raum-Zeit-Potential wird die gleiche Eigenschaft zugeschrieben wie dem
Raumpotential. Also es wird

(118) J0=-4ji fl

gesetzt. Damit wird

1 I* 1 6y 1
'

1 f
c it

Beschriinkt man sich nun, wie Max Abraham es tut, auf diese Krafte,

so folgt hicraus, daB die Annahme des Potentials zulassig ist. Nun benutzt er die

Minkowskische Energiegleichung, der er eine etwas allgemeinere Form gibt.

Diwse Gleichung kann auch ersetzt werden durch die Definitionsgleichung fiir

dr. Nach dieser ist
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374 Die wcitcre Relativitatstheorie.

Differeii2iert man nach i und betrachtet auch V noch als Variabel, so folgt

ix <P_ X
i

dy d*y dz <Pz du_cPH 1 dV*
( ,}

~dx 7t2 ^
rfz /t* + dr dr*

+
rfr rfr* 2 rfr

oder

(121a)
/7 Ur & + rft

6*
+

rfr * +
dx 5"j " 2 rfr

•

Also ware nach (119)

d. h.

(121,)

oder

(122) <P-<t>0 = H^-FJ),

rfr 2 rfr

wo 0O ,

1'
0 die Wcrte im Koordinatenursprung bedeuten. Diese Gleichung

wiirde, wenn Einsteins und auch Minkowskis Grundannahme, daB V iiberall

im Raum und in alien Bezugssystemen den gleichen Wert hat, zutrcffen sollte,

</> = #o

geben, d. h. im Raum-Zeit-Gebiet ware die potenticlle Energie iiberall die gleiche.

Es giibe also dort keine Kraftwirkungen, und alle Bewegung konnte dort nur
gerade scin und gleichformig. Nun ist in demselben Falle t = ax-\-b, also

t — a' t + b' , d. h. auch im Raum allcin ware nur gleichformige Bewegung mog-
lich. Und da das allcr Erfahrung widcrspricht, so zieht Max Abraham den
SchluC, daB 0 nicht konstant, also auch I' nicht konstant sein darf, Einsteins
und auch Minkowskis Annahme iiber I* also nicht zutreften konne.

Indessen bleibt doch noch die andere Alternative, daB namlich im Raum-
Zeit-Gebiet ein Potential nicht vorhanden ist, auch wenn ein solches im Raum-
gebiet bestehen sollte. Denn dann wiirde die Beziehung

dx dv dz dtt

nichts writer besagen, als daB die Raum-Zeit-])otentielle Energie im Raum-Zeit-
Gebiet gleich Null ist, was nur ein anderer Ausspruch fur das Raum-Zeit-Gebiet

-

Energiegesetz ware. Und in der Tat, benutzt man diejenigen Gleiehungcn, welche

Minkowskis Theorie selbst entsprechen. so sieht man sofort, daB kein Po-

tential besitzt, auch wenn man Jy„, ^t mit eineni Potential versieht.

Nehmen wir zunikhst die vollstandigen Minkowskischen Gleichungen.

und es mogen also wie oben

ff/t c*I> r (f>
(
' <P

A', - - n „ , Y
,
= — ft ,

Z
x
= — it , iV I\ = -/< •.—

ix dy ' ( ; i ti

sein, dann wird p-maU (48,) (S. :t.
r
>4)

d<[>

(12*) (^)--f'
lh

-
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Widerspruchsfreihcit und Bedeutung von Minkowskis Theorie. 375

somit nach (40a) (S. 366)

(125)

X

Y

Z

iVT

l*\By + W-f dx)'

^{tfi^V-f dr)'

so daB also die vollstandigen Krafte jedenfalls kein Potential haben. Nehmcn
wir die Naherungsgleichungen (52) (S. 355), so besitzen dann zwar X, Y, Z ein

Potential, T aber hat ein solches nicht. Wir bekommen vielmehr

(12b) VT !*\y Tx +y dy +y dJ-^FW/ dTj" U TO '

also

(127)

c50 C0

$M = ,Kr— /< I-— -j-J .

Fiihren wir diese Werte in die Gleichung (123) (S. 374) ein, so folgt

dx t0 dy £0 <Tz £0 du d& _ du_ d<P_ 1 <TP

dr dx
+

it cy + dx cz
+

it d M " it rfft
~ 2 it

Da
<2u i0
dx du

d<P

dr

ist, so findet sich die obige Gleichung identisch crfullt, geradc wenn

(128)
dV*

dV
= 0,

d. h. V konstant ist, wie mit Einstein auch Minkowski vorausgesetzt hat.

Der Widerspruch liegt also jedenfalls nicht in Minkowskis Theorie, vielmehr

kann fur die Kraft 91, ein Raum-Zeit-Potential vorhanden sein, ohne daB ein

solches fur die Kraft SR besteht, da es fur die Teilkraft T nicht vorhanden ist.

Man darf eben in Minkowskis Theorie die Krafte Xt ,
Y%,Z2 ,

T2 nicht fort-

lassen.

Nun hat freilich Einstein 1
) selbst abgeleitet, daB im Schwerkraftsfelde

die GroBe V variabel sein soli, und seine Forniel

(122') "-"•( 1 +-^L
)

') Einstein, Aunalen d. Physik u. Chemic 35, 808 (Ittll); 38, 443 (1912).
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370 Die weitere Relativitatstheoric.

stimmt mit der Max Abrahamschen, wenn man aus letzterer V naherungsweise

berechnet. Seinen Entwickelungen kann ich hier nicht folgen, sie liegen nicht

auf dem uns beschaftigenden Gebiete. Ergibt sich das im Widerspruch zu
seiner Theorie, so beriihrt es gleichwohl Minkowskis Theorie nicht.

Dazu kommt noch ein Umstand. Die GroBe V ist in alien Theorien, mit

Ausnalime der Minkowskischen, zunachst ganz willkurlich definiert. Nichts

liegt vor, das, z. B. in der Lorentzschen Theorie oder in der Einsteinschen,
dazu zwingt, diese GroBe gerade als Lichtgeschwindigkeit aufzufassen. Erst

die Anpassung an die optischen Erscheinungen fiihrt zu der Annahme von V = C0 .

Im Grunde aber ist V in diesen Theorien, soweit es sich einfach um Transformation

handelt, eine durchaus willkiirliche Geschwindigkeit, und nichts andert sich an

den Transformationen, wenn man V auch anders denn als Lichtgeschwindigkeit

erklart. Es kommt also darauf an, ob in den Lorentz - Einsteinschen
Transformationsgleichungen man diese GroBe V als konstant ansehen darf, oder

ob die weitere Benutzung dieser Gleichungen z. B. im Gravitationsfelde zu Un-
zutraglichkeiten fuhrt, wenn man sie als Konstante verwendet. Findet letzteres

statt, wie es nach Einsteins Arbeiten nunmehr der Fall zu sein scheint, so muB
die Einsteinsche Relativitatstheorie aufgegeben werden, und Max Abraham
hat auch durchaus recht, wenn er melnt, die von Einstein 1

)
neuerdings vorge-

schlagene Auskunft, das Relativitatsprinzip auf isolierte Systeme zu beschranken,

habe gar keinen Wert, weil schon die Allgegenwart der Schwerkraft isolierte

Systeme in der Natur ausschlieBe. Die Lorentz - Einsteinschen Formeln aber

mit variabelem V anzuwenden, hat keinen Sinn, es kann dabei nichts herauskom-

men, weil die Variabilitat sich dann ganz nach den Umstanden richtet und eine

Komplikation bewirkt, die jeder gesunden Entwickelung der Physik — von der

getraumten neuen Weltanschauung ganz zu schweigen, in der ja kein ruhig den-

kender Mensch etwas anderes als undurchdachte Behauptungen sehen konnte —
unterbinden wiirdc.

Ganz anders verhalt cs sich in Minkowskis Theorie, hier ist die GroBe V
in der Theorie selbst bestimmt definiert, namlich durch jede Ge-
schwindigkeit nach der Zeitrichtung im Raum-Zeit-Gebiet, und
Minkowskis Theorie setzt voraus, daB, welche Geschwindigkeiten auch
nach den Raumricht u nge n vorhandcn sein mdgen, nach der Zeit-

richtung immer nur die gleiche Geschwindigkeit besteht, namlich
i V , und keine andere. Also selbst wenn nach den Raumrichtungen gar keine

Geschwindigkeit vorhanden sein sollte, herrscht nach der Zeitrichtung gleichwohl

dieselbe Geschwindigkeit i V. So ware V allerdings eine Weltkonstante. Und
wir haben eben gesehen, daB, wenn man Minkowskis Gleichungen so nimmt,
wie dieser Forscher sie aufgestellt hat, von einem Widerspruch gegen diese Kon-
stanz keine Rede sein kann. So mag die Lorentz - Einsteinsche Theorie
fallen, die davon im Wesen ganz verschiedene Min kowskische
Theorie bleibt, in ihr sind Widerspriiche nicht vorhanden. Es darf

aber natiirlich von dieser Theorie nicht abgewichen werden, auch nicht zugunsten

einer scheinbaren Vereinfachung. Und man muB endlich die Definition von V
als Lichtgeschwindigkeit fallen lassen und diese GroBe so definieren, wie es Min-
kowskis Theorie fordert und wie oben angegeben ist, die besagen wiirde, daB in

Richtung der Zeitachsc die Raum-Zeit-Welt sich in immer und ubcrall in gleicher

Geschwindigkeit befindet, die durch keine sonstige Bewegung irgend beeinfluBt

ist. Wird diese Geschwindigkeit nicht nach der Zeitrichtung gerechnet, sondern
an jeder Stelle nach der infolge sonstiger Bewegung stattfindenden Eigenzeit, d. h.

') Einstein, Annalcn d. ['hysik u. Chtmic 38, 1059 (1910).
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Max Abrahams Ansatzc zu Minkowski* Theoric. 377

nach ciner Zeit, innerhalb deren die sonstige Bewegung uberhaupt nicht in Er-

tV
scheinung tritt, so variiert sie wic — — , ist also stcts grciBcr als iV und

U 4- g
i

(» *02

abhangig von der sonstigen Bewegung g, sie geht durch unendlich zu rcellen Wer-
ten iiber, wenn g ihren dann universellen Wert iV iibersteigt. Die gesamte
Bewegung im Raum-Zeitgebiet ist dann, unabhangig von der Bewegung im
Raume, immer und und iiberall gleich » V. DaD sich V aus den optischen Vor-

gangen so groB als die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ergibt, ist ein besonderer

Gewinn der Wissenschaft.

Alle Theorien, die sich von der Minkowskischen Theorie entfernen, besser

von ihr nur einen Teil verwenden, mussen dem Widerspruch verfallen, der sich

jetzt gegen die Einsteinsche Theorie eingestellt hat. Ich darf sie darum, da
ohnedies mein Buch speziellen Betrachtungen nicht gewidmet sein kann, hier

iibergchen. Eines nur mochtc ich erwahnen. Wenn man die Kriifte A'a ,
Yz ,Zn,

(Pu g
fortlaBt, so entspricht dem v nur eme Kraft von der Ordnung . Glaubt

man, daB hier GroBen von dieser Ordnung unberiicksichtigt bleiben durfen,

so wird

also / — a t + b, r = a' t -J- b\ wo a, b; a', b' Konstanten bedcuten. Da fiir g = 0
t = t wcrden muB, haben wir cinfach t - /, / z. So kann man es dcuten,

wenn von vielen Seiten die vierte Mi nkowsk ische Bcwegungsgleichung ganz
liber Bord geworfen wird und nur die drei ersten Bewegungsgleichungen beibe-

halten werden, wo es dann gleichgiiltig ist, ob man die Zeit nach / oder nach t

rechnet. Der Energiesatz ist dann natiirlich nicht genau, sondern nur bis auf

GroBen zweiter Ordnung erfiillt. Das wird nicht beriicksichtigt, und indem man
den Energiesatz streng zu erfiillen sucht, werden die Minkowskischen GroBen
einem gewissen Zwang unterworfen. Ich darf das an einer Arbeit wiederum
von Max Abraham') erlautern, die auch wegen ihrer Ansatze fiir die Krafte

von Wichtigkeit ist. Er nimmt nur die Raumkrafte und schreibt sie entsprechend

der Minkowskischen Darstellung fiir A',, Y
x ,
Z

x
in der aus seiner Elcktro-

dynamik entnommcncii Form (22) (S. 247)

(12»)

fx f y < z ct

<Y i Y, < V, i ;v
» " —r - - -r - — *

,

c x t y < z c t

iZx iZ, iZt
<~y

z

f x iy ( z <

I

Die GroBen yx , yy , yt
stchen fur ^ A, , ^ Yt , yZt ; es sind die von Max

Abraham Jmpulsdichte benannten GroBen. Nun sei if cine noch zu bestim-

l
) Max Abraham, 1'hysik. Zcitschr. (1912), 7»31l.
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mende Funktion der Koordinatcn und der Zeit. und a eine absolute, universelle

Konstantc, so wird gesetzt

(130)

~2F2 U//

1 fcw\*

2V*\ii)

*'Y'
=
"i(^)"+ Y(c-v-)"

+ i (jT>

1 (iw\' 1 idw\' 1 ldw\>
* Y'~-sXfv) + t\ii) + A™)

y c * < y

a y , = & Zv — — . ,

< y r :

f li
1

( IV

tz bx

wo

(131)

ist. Man sieht, daB die Ausdriicke formell (bis auf das gewechselte Zeichen).

zwar mit den frulieren Ausdriicken iibereinstimmen, daB jedoch bei den Xx ,
Y„, Z,

ZU
i\'xf' (t^)

2

'
('/*)" immer daS Glitd "2^ (V/'T

W"^^ ist
'

Der

Encrgiestrom wird definiert durch

(132) ai« = ar a y-- ™ ' grail

was im ersten Teil (81) (S. 304) und (10(>) (S. 371) intspricht, und die Energie-

dichte durch

(133)
i uuy

\Vi<> diese Ansatze fiir ^ und E mit der Erweiterung der Ansiitze fiir die A", 7U
zusamincnhungen, ist klar.

Aus (132) folgt noch

If u f iC

\ \ t
— —

(130')

(\ Z
t
—

r f/ ft

'

1 f «> f !£'

V f / f y
'

1 f U' f li>

V St bz
'
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was innerhalb des Schemas von (130) liegt, wahrend T
t
als Energiedichtc wird

1 16w tw Cw\* 1 /v w\ 2

(.30") «T, = « E =
2
-

(ix
+ ry + -,-) + ^ ( ?/ ) .

Nun wird noch ein besonderer Energiesatz aufgesteUt in dcr Form

(134,) E + div«p + ^i = 0,

woselbst E die dem sich bewegenden Korper vom Kraft feldc zugefiihrte Energie

bedeutct, also die GroBe

(135) E -g,», + fc,jrt, + ft*,.

Es hatte somit dcr Energiesatz die Form

dx dv dz i) E
»w/ +s^/ +div»+ «/-°-

Beachtet man, daB Vlx = A*1( ft„ ^ i',, ft t = Z
x

, daB ferner die Komponcntcn
von sind

= y, V'
2 - Xlt % = yv V* « V Yt . % = y, l

/2 = KZ,

so daB

div,-K(
a
.

Jf'+ fy
' + "')

W x < y t / /

wird, zulctzt daB £ = 7", ist, so gabe dicser Energiesatz, weil man nach (22)

(S. 348) und (46) (S. 354)

V Cy car / o
1

/
1

hat,

( 1342 )
A', + Y

x

d

Jt
+ Z

x

** - 7, F2 = 0 .

Das ware aber die Min kowskische Energiegleichung unter Fortlassung der

Krafte Xt ,
Yt ,

Za ,
T% , also jedenfalls nicht in Minkowskis Sinn, sondern als

neue Gleichung, da sie auch die vierte Bewegungsgleichung nicht ersctzt. Da
die drei Bcwegungsgleichungcn ergeben

1 dg* dx
r

rfy </*

so ware

und

m </g
2

1 Jl
2 dt

Wir fiihren in Max Abrahams Energiegleichung die Werte liir $ und E
nach (132) und (133) ein und erhalten so

/ci£' f"
2 K> Cl£> da a' £70 i'lw tw \

A
lr .v txTt

+ By ly ct
+

t'z Tz<t + 7/
JW

)

civ t-w iw t 2w t7i> t*w 1 fit' t> (\ c'w\
+

r~x cVc/ + dy vyit
' V

iz 6ztt
+ V tt c'Av it)'
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also

(135,)

Setzt man

(136)

so folgt hicrnach

(1352 )

Die weitere Retativitatstheoric.

0 - <x E
iiv I . 1 € / 1 dw\\

1 c ( 1 iw\

E- 1

a,

Aus den Werten fiir die Xz , . . ., Zz nach (130) bekommt man wciter fur die

Krafte

p«' 1 du \i ( \ iw\ i / I c^U7\l

*** = ~ i x
U

>' V it [it XV ex) ~ cx\Y it)}
'

iu> 1 iu ii (I dw\ ill iw\\

iw 1 iwli) (I cu\ C ' ( 1 C? t£'\ 1

**» - - iz
L "' + I ei\eAv e,) - »,\V eill

Fiir ein Schwerkraft fold nimmt Max Abraham an, daB die Funktion w nur

insofern durch x, y, z, t bestimmt ist. als sie von V abhangt, das scinerseits mit

x, y, z, t variiert. Alsdann haben wir mit p = x, y, z

1

i / 1 tw\ i ( 1 i n \ V cV
it \V i bj

~
i h \y it) " df i t

1

V <U

ip it

. 1

I' i w i Y V ill' iY
~"

it i V i p~ i p i V it

und die Ausdriicke fiir die Krafte gehen uIht in

0, p = x,y.z,

«, = - 1 ( K>

a < x

1 i if

<x cy

1 in-

ci VZ

Das also wiiren die Komponcntcn der Schwerkraft und die Gesamtschwere der

Substanz in der Raumeinheit bctriigc

(138)
1 -

« - L w •

X

Die weitcren sehr interessanten Rechnungen, die sich anf l>esondere An-
nahmen iiber die Funktion w und iiber die Natur der Schwerkraft stiitzen, muU
ich als unserer Aufgabe fremd iil>ergehcn. Nur der fur E ennittelte Wert hat fiir

uns Hedeutung.
Zunii( hst mulJ fiir den von Matcrie freien Raum , wo Bewegung nicht

stattfindet. nach (135,), E 0, also nach (I35
2)

(139) l:w = o
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Schaposchnikows Anderung dcr Minkowskischen Glcichungen. 38

1

sein, was eine verallgemeinerte Laplacesche Gleichung darstellt. Fiir den

mit Materie erfiillten Raum setzt Max Abraham (wegen der Begriindung

sei auf die Abhandlung verwiesen)

(140) wUw = 2 a i) ,

wo t] die Energiedichte der Materie bedeutet, als verallgemeinerte Poissonsche
Gleichung. So bekommt er in der Materie

(HI,)
1r\ dw
w it

Nun wird w = \ V angenommen, es folgt dann

(141,) E - V r V
V vt

Wenn, wie bei Minkowski, 1'schon nur nach Zeit konstant ware, wurde E — 0

audi fiir die Materie sein, das Schwerkraftfeld wurde ihr keine Energie zufiihren.

Man hatte dann auch
<J$
= 0 und y = 0, und die Verhaltnissc wiirden sich wie

in einem Felde nur mit den Maxwellschen Spannungen gestalten. Das liegt

weitab von Minkowskis Theorie und ist ebcn eine Folgc dcs mit Minkows-
kis Theorie nicht zusammenstimmenden Energiesatzes (134li2).

Minkowskis Mechanik bezieht sich wie die Galileischc auf die Bewegung
von Substanzpunkten. Man hat sie so zu gestalten versucht, daB sie auf die

stationare Mechanik Max Plancks Anwendung finden kann. Am erfolgreich-

sten hat das Schaposchnikow bewirkt 1
). Er setzt zunachst

(142)
m
V

wo v das Ruh-Volumen ist, und schreibt dann, weil m nach Minkowski konstant

ist, die bewegenden Beschleunigungcn in dcr Form
1
^- m f . Darauf ersetzt

2 ' ** T

er dt nach (1 2) (S. 343) durch den Wert dt
|

1 —
-J..,

und erhalt so

X,

(143)

1
__ /

"l u y \ _ v
^ hi • ji I — 1 «

= r.

x
) Schaposchnikow, Annalen d. Physik u. Chemie 88, 239 (1012).

Digitized by Google



382 Die weitere Relativitatstheorie.

Nun bedeutet 7 1/ 1 - 5, das Volumen & wahrend der Bewegung (20) (S. 327)
! m V2

Ferner kann man in der letzten Gleichung, da m und V* konstant sind, fiir

auch mV* — 1\ setzen. Letztere GrdBe ist nach Minkowski die le-

bendige Kraft der Bewegung. Bezeichnct man sie mit E, so wiirden die Gleichungen

(144)

dE _ t> VT
dt "i

t>iVT .

als neue Formen fur Minkowskis Gleichungen. Schaposchnikows Erweiterung

kommt nun darauf hinaus, daB er nunmehr unter E die Gesamtenergie versteht

und nach Max Planck, (13) (S. 326) setzt

dt

Er weist dann nach, daB man alsdann die Plane kschen Formeln fiir die Ruh-
masse tri , das Bcwegungsmoment OJ und die Gesamtenergie E (S. 336 ff.) erhalt

und auch die GroBen als invariant findct, die Max Planck als solche bc-

zeichnethat (S. 338).

Einen anderen Weg hat Laue 1
)
vorgeschlagen, namlich zu der Energie-

dichte T, alle Energicn zu rechnen, welche im ..Ruhsystem keine Stoning zeigen,

daher auch keinen Impuls ergeben", also Wiirmeinhalt, chemische, elastische

Energie, innerc Encrgie der Atome ,,und vielleicht noch neue unbekannte Energie-

arten". Elektromagnetische Energie wird im allgemeinen ausgeschlossen, weil

sie auch im Ruhczustand stromen kann, wo in besonderen Fallen Stromung
nicht stattfindet, wird sie einbezogen. Kur/., es handelt sich ura Energien, die

den Korper als Trager benutzen.

Dieses allcs ist Minkowskis Theorie durchaus fremd. Es gehort in die

Lagrange - Helmholtzsche Mechanik, welche Minkowski auch nicht fiir

den von Max Planck behandeltcn Fall bearbeitet hat. Und es scheint mir
nicht zweckmaBig, cine in sich so geschlossenc Theorie wie die Minkowskis
mit Theorien zu verquicken, die, weil sie auf Einsteins Relativitatslehre be-

ruhen, aller Voraussicht nach das Schicksal dieser Lehrc teilen werden. Eher
sollte das Umgekehrte stattfinden und versucht werden, die schonen Ergebnisse

>) Laue, Annalen d. l'hysik u. Chemie 36, 524 (1911).
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Ein steins Rclativitats-Elektrodynamik der Elektronen. 383

Plancks in das Bereich der Minkowskischen Raum-Zeit-Lehre zu retten.

Das kann auf dem Wege geschehen, auf dem Lagrange seine Gleichungen er-

mittelt hat. Da die Minkowskischen Gleichungen in der Form sich von den
Galileischen gar nicht unterscheiden, so ware man zunachst geneigt, sie zu-

sammenfassend und auf ein Punktsystem beziehend, mit Vt = L, in der Form
zu schreiben

/" (£ '*

+

% Sy +£ is + 1? dr
) - fm {

XAx + Ydy

Alsdann hat man lcdiglich Lagranges Kalkiil fur drei Vektoren auf vier Vek-

toren zu iibertragen. Man bekommt dann Gleichungen von der Form der La-
grangeschen Gleichungen und hat nur zu bcachten, daB zu den Variabeln

auch L = Vt gehort, zu den Geschwindigkeiten auch —— und zu den Kraften

auch U. Indessen sind diese Gleichungen dann allgemein nicht mehr kovariant.

Eine kovariante Lagrangesche Mechanik lafit sich iibcrhaupt nicht begriinden,

wenn man den Fall stationarer Bewegung ausnimmt. Daran muB jede Rcla-

tivitatstheorie als allgcmeine Lehre scheitern.

Bestehen schon Schwierigkeiten in der Vereinigung von Minkowskis
Theorie mit der von Max Planck, so ist cine Vereinigung jener Theorie mit

der Einsteinschen ganz ausgeschlosscn. Nicht einmal im Satz von der leben-

digen Kraft, den Einstein und Minkowski gleichlautend geben , besteht

innere Ubereinstimmung, denn tatsachlich folgt, wie ich glaube, aus Einsteins
Mechanik allgemein ein ganz anderer Satz, der nur im besonderen Fall gleich-

formiger Bewegung dem Minkowskischen entspricht.

7. Elektrodynamik und Optik In der Relativltatstheorie.

Von der Max well - Hertzschen, Cohnschen und Lorentzschen Theorie

brauchen wir nach dem Friiheren nicht mehr zu sprechen, sie genugen dem Re-

lativitatsprinzip nicht genau. Am besten paBt sich ihm noch Cohns Theorie

an (S. 201 f.)

a) Einsteins Elektrodynamik und Optik der Elektronen.

Von Einsteins 1
) Elektrodynamik haben wir die Formeln fiir die Krafte

schon kenncn gelemt. lhre Ableitung ist in folgender Weise bewirkt. Wenn
Elektronen allein sich bewegen, insgesamt mit den Geschwindigkeiten gz ,gv ,gz

in bezug auf das Ruhsystem, so wcrden als elektrodynamische Gleichungen fiir

freien Ather im Sinne von Maxwell und H. A. Lorentz geschrieben

(a) + C0 curl£ = ^ + 4ti g L> , (b) - C0
curlg = - ®

.

Nach dem Relativitatsprinzip miissen die Gleichungen im System C, r

dieselbe Form haben, namlich

(a') +C0 (curl.^T=-
r
+ 4.Tg'o

/

1 (b') - C0 (curl (J') = .

I I < T

x
) Einstein, Annalen d. Physik u. Chcmic 17, 907 (li>05).
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384 Die weiterc RclativiUtstheorie.

Zur Umrechnung der Gleichungen auf das System C, t haben wir nach
den Formeln (8) usf. (S. 284 f.) allgemein

dt
~~

6r Bt
+ £$' ~dJ

~ P \ct P
T'£')'

6A__dAc$' hA St idA P_*A\ t'A 6 A cU BA
~ cx + a Jx ~ P \i£'

~
V* it) ' cy ~

c v" Tz ~ '

Somit wird die erste Gleichung des erstcn Systems, da V = C0 gesetzt ist,

Es ist aber div (S = 4 q . Damit wird

H - * — - " _ i a

F2 3 7
-f- 4 -Tg

und wir bckommen

P

1 <'tfx
- 4.1 Pq + 4*g,0

Entsprechend sind alle anderen Gleichungen umzurechnen. So folgt zuletzt

I

'l<V
/< (*' " v

e
')
" rc A (*" + r * + ^£ ~ 4"^ />e + 45,/,e* e '

y
r/r " /r" (* -k *•)} " +^ " k +

Hs?/»(fc+F ,s

')-?v}"
+ ^ /'(* + K*')

+ 4* 6e -

Und wir crhalten die schon benutzten (S. 312) Einsteinschen Beziehungen

(O
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Einstein s Relativitats-EUktrcxlynainik der Klektronen. 385

Durch Urakehrung hat man

Qx - <5f .

(c) j
(d)

als wenn y, z in I', C und p in —p nmgesetzt wird, wie das Relativitats-

prinzip es verlangt. Interessant ist nun die Deutung, die Einstein den obigen

Gleichungen gibt. Die Gleichungen (a), (b) gelten, wenn dieTrager der Ladungen
sich nicht bewegen, sondern allein die Ladungen, die Elektronen [vergl. (M), (B2

a),

(B
?
b) S. 209, 210]. Also sind (£, $ die Krafte auf Einheitsladungen von Elektri-

zitat und Magnetismus, wenn deren Trager im Verhaltnis zum ruhenden Achsen-
system x,y,z ruhen. (£', Sq' dagegen bedeuten die Krafte auf diese Ladungen
in einem mit den Tragern verbundenen bewegten System »/, In der alten

Auffassung wird nun gesagt, daC durch dieBewegung der Ladungen neue Krafte

auf sie wachgerufen werden, welche zu den fruheren im Ruhezustande wirkenden

hinzutreten. In der neueren relativistischcn Deutung dagegen heiBt cs, es wirkten

auf die Ladungen Krafte wie in der Ruhe, jedoch in dem Betrage, den man
durch Transformation des Feldes auf ein im Verhaltnis zu den Ladungen ruhendes

(d. h. mit den Ladungen verbundenes) Koordinatensystem mittels der Lorentz-
Einsteinschen Ubergangsformeln erhalt. Diese neue Deutung begegnet aber

der groOen Schwierigkeit, daC man nicht weiB, was eigentlich zu transformieren

ist, wenn ein elektromagnetisches Feld von vornherein nicht besteht, d. h. wenn
dieses Fcld allein in der Bewegung der Ladungen, wenn auch nur scheinbar,

begriindet sein soli, indem cs ohne diese Bewegung iiberhaupt nicht vorhanden
ist. Was soil da transformicrt werden ? Man sieht, daC die rclativistische Deutung
auf keine Weise die Entstehung des Feldes fur die Beobachtung, sclbst wenn man
dem Feld eine Realitat fur sich nicht zuspricht, zu erklaren vermag. Will

man etwas zu transformieren haben, so muC man es schon voraussetzen, und
das besagt nichts weiter, als das wieder zulassen, was man durch die Deutung hat

entfernen wollen. Die Armut dieser relativistischcn Symbolik tritt hier recht

zutage.

Wir haben noch die vom Konvektivstrom herriihrenden Glieder zu be-

achten. Sic geben

4* Pig* - P)t? .
4n g„o, 4j»gi(?-

Setzt man

so folgt nach (10) (S. 313) fiir die Komponcnten des transformierten Konvektiv-
stroms

(i) *xgyQ', iJtglre'* 4*g':'Q',

so daB insgesamt die Gleichungen (a') sich ergeben, entsprechend dem Rela-

tivitatsprinzip.

Die transformierte Dichte q' sollte nach dem Relativitiitsprinzipder Gleichung
geniigen >

Welnttein RdativilSttpriiuip. 2.*)
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380 I">ic weitere Relativitatstheorie.

Wir haben aber

und zufolgc dcr Werte fiir ®X ,Q„,(&Z

dive = /J^ + ^, + 4- /> v [ dr)
r - -

dC
T) ~ fi vi -

6y .

d. h. nach (a')

also

dive-/?(diveo' + /?^^e'g;. f

Setzen wir fiir q' seinen Wert untcr (c) cin, so muBte scin

und diese Gleichung ist identisch erfiillt durch die Beziehungen unter (10) oder

(13) (S. 313) zwischen g?- und gz . Die Maxwell - Lorentzschen Gleichungcn

fur freien Ather geniigen also in jeder Hinsicht dem Relativitatsprinzip.

Sehr elegant ist Einsteins Ableitung der Aberration und der Do p pier

-

schen Gleichung im freien Ather aus seinem Prinzip. Von einer ruhenden. den

Nullpunkt des Achsensystems x, y, z bildenden Lichtquelle mogen elektro-

magnetische Wellen ausgehen von der Form

= 60 * sin 7 , §ox sin y ,

®„ = £0 » sin V • & = $te» sinv ,

(f. = (50f sin 7; , = §0f sin 7>
,

wo

ist. Bewegt sich der in x, y, z befindlichc Beobachter mit der gleichformigen

Geschwindigkeit p parallel der x - Achse, so muB fiir ihn entsprechend sein

Da nun nach (10) und (11a) (S. 313) ist

/*(;--£2
co)*' + /<>/' + >'C'
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Dopplersches Prinzip und Aberration nach Einstein. 387

so hat man, wenn V = C0 gesetzt wird,

i - i-

(1» /'=-, -''

4-3' "4-3' 4-3'
als Aberrationsgleichungen im freien Ather, und im Sinne von H. A. Lorcntz
(S. 37 ff.)

fur das Dopplersche Prinzip, wobei ^. = cos (Stralil, Bewegungsrichtung) zu

setzcn ist. Die Diskussion dieser Gleichungen, die zu den schon bekanntcn Be-

ziehungen fiihrt, entspricht friiheren Erwiigungen (S. 163 ff. u. a. a. O.).

Ferner haben wir als Amplitiiden, gcmessen im bcwegten System nach (c'),

' - Go,

,

(k)
Go.,— /» (<S„, ,

(1)

Stehen die beiden Wellen im Ruhesystcm aufeinander senkrecht, so ist

GozC^o* + (£v»$oy + G»,;.^or = 0 .

Denicntspreclicnd wird

Gor#<>r + (5o v '$ur/' •! GoV&o'r

^ Goz$Oz + /^G0„$Oy + G0l £W — y2
G0 j £\)z ^^Oy^Uyj

= Goz£\)z ~f" Goy$Oy 4" Goj^Oz ~ 0 ;

die Wellen erscheinen auch dem bewegten Beobachter senkrecht zucinander.

Neu an der Ei nstei nschen Theorie ist, daB auch die Polarisation fur den
bewegten Beobachter sich anders crweist als fur den ruhenden. Die Kosinus der

Schwingungsrichtung sind fiir den bewegten Beobachter

(m) /.--^ , , ^ , ^ , , = ^.

Ebenso fallen die Intensitaten anders aus 1
).

*) Die hicrauf sich beziehenden Angabcn Einsteins weiO ich nicht zu vcrifizieren.

Die Amplitudcnqimdrate fur den bewegten Beobachter sind

(n) - + £ fc« _ £ + _ 2 £ - lSaj*0 ,)) ,

(o) -W
a = ^(-iV i

yt
G«? — ($„', + CM + 2 £ (&„,(£.,, - ^,6.,)) »

so daB

(P) ~ $.'« = <£.' - $>,?

25*
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388 Die weitere Relativitatstheorie.

b) Minkowskis Elektrodynamik.

Minkowski verleiht den Grundgleichungen, von denen er nach (1), (2)

(S. 235) ausgeht, eine ihm eigene Gestalt 1
). Wir setzen wieder xlt xt ,

x8 ,
xA fur

x, y, z, iC0 t, ferner 2
)

(1) /si » & = /»

;

(2) 4 =

(3) Fa, 4 * 33, = 4 7i 58, •= F12 ;

(4) Gx = 1 F—
T 14 '

(5) — I
4 jt

= «i » r A = S2 »

471
j -

r J t
'-0

Zu den sechs GroBen / und den sechs Grofien F fugen wir hier je zehn weitere

hinzu, namlich

(6,) /n «0. /M = 0, /„-0 t U-. 0t

(^2) fil
= ~fli> fto—~ /as* f*3

= ~fu > fil
= ~/lA ' /42

= ~/24> /l3
= —

/si .

(7,) ^,1 = 0, Fa = 0, F33 =0, 7^ = 0,

^21 = — ^12 » ^32 = — ^23 » ^43 = " ^ 34 > ^41 = —^14 >

^42 = — ^«4 » ^13 = —^31 •

(7a)
{

wird. Statt dessen gibt Kinstein an

i

V VI i T \
2

<q> <*; = <«- "«.'(-
T>-).

(0 W f -W "p.--W(
2-J'

1 ^
(9)

was mit den obigen Glcichungcn nicht zu vereinigen ist; er muO also etwas gemeint haben,
was ich nicht zu ersehen vennag. Definiert man die Intensitat als Quadrat der lebendigen

Kraft, so mQBte stchcn

(t) /: = *.'(§£)'.

Also auch auf dicse konnen sich Einstein s Angaben nicht beziehen. Das ist der Grund,
warum im Text die wcitcrcn auf die Intensitat sich bezichenden Rcchnungen Einsteins,
die ubrigens fur unscrc Aufgabe auch mindere Bcdeutung haben, fortgelassen sind.

l
) Es ist auch hicr der von Minkowski gleich 1 gesctztc Faktor C0

oder V tiberall

wieder hcrgestellt.

*) Im Vergleich zu unseren Bezeichnungen entsprechen den Sq, 2), Q bei Minkowski
in, c, 3W, (?. Die /, F haben die gleiche Bedeutung wie bei Minkowski. Fur K sclireibt

Minkowski r.
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Minkowski, Elektrodynamik, Grundgleichungen. 389

Alsdann lauten die Maxwellschen Grundgleichungen im Ruhezustand

(A,)

(B
t)

+
c'/» +

f7l4 = h ,

cx
x

cx
t

5*
4

6x
x

+ CX
%

+ "/23 + °/24

5*
4 •

cx
x

+
df~._ / 32

5*
2

+
5/„,' /83 + /34

tf.

cx
x

+
5/.«

o*
a

+ ^/43

C.T
3

+
df..1 /44

^*4
= *4.

{
*Fn
dx

x

+
C'^34

C*
2

+ ^42
5*3

+
5*,

+ +
5*a

+ 5*4

= 0,

<^43

Bx
x

+ C*
2

+
» —

—

^14
3*3

+
<*4

+
c**

2

+
()*3

+
C*4

= 0,

•

cx
x

5*2

+ ^33
OX,

+
CX

t

( F*
{

r)x
x

+
/"FA

f *
2

+
5x3

+
5*4

= 0,

. ix
x

4"
c*

2

+
5F
'"*3

-1-

cx
t

_
ĉ"*i

+ 1 C*
3

+
^4*4

5*4
= 0,

wo die F* dual sind zu den F (S. 303 f.), in voller Symmetrie der einzelnen GroBen.

Die Diagonalglieder sind in bciden Systemen Null. Zu diesen Gleichungcn

kommen die nach Maxwell-Hertz gebildeten Gleichungen

(C)

(D)

Es werden nun drei ..Axiome" aufgestellt.

1. Wenn ein Substanzpunkt mht, so daB fur ihn g — 0 ist — , in welcher

Bewegung auch die Umgebung sich bcfinden mag — so sollen alle obigen

Gleichungen fiir ihn so gelten, als wenn die ganze Substanz ruhte.

2. Jede Substanzgesehwindigkeit soil kleiner als C0 sein, kleiner als die Ver-

breitungsgeschwindigkeit dcs Lichtes im Ather.

3. Die GroBen s
x
,st ,s3 ,s4 sollen sich transformieren wie Komponenten

eines Raum-Zeit-Vektors. Raum-Zeit-Vektors I. Art, die GroBen /, F wie Kom-
ponenten eines Raum-Zeit-Tensors, Raum-Zeit-Vektors II. Art.

Dieses letztc Axiom ist fur Minkowski das Prinzip der Relativitat und er

nennt es auch so. Also die s transformieren sich wie Koordinaten, die / und F
wie Quadrate und Produkte von Koordinaten (S. 119).

Die Gleichungen (A,), (Bj) gelten also zunachst fiir den Ruhezustand. Findet

Bewegung statt, so denken wir uns alles auf ein System x
x
,xt ,x% ,xK bezogen,

in dem die /-Achse an der betreffenden Stelle parallel ist der dort durchgehenden
Raum-Zeit-Linie. Alsdann ist dort alles (Iauf Ruhe gcbracht" (S. 305). Nach
dem ersten Axiom gelten also an dieser Stelle die Gleichungen mit /, F, s,

x
x ,xi ,xi ,xi . Nun transformieren wir diese Gleichungen um in *,', *,, x!it x{,

so miisscn wir die Gleichungen fiir den Bewegungszustand erhalten. Diese

Gleichungen aber haben nach dem dritten Axiom dieselbe Form wie im Ruhe-
zustand, die in ihnen vertretenen GroBen /', F', s' sind jedoch in besonderer,

durch die Transformation gegebener, Weise bestimmt.
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390 Hie wcitere Relativitatstheorie.

Bci der Durchfiihrung bedienen wir uns der Rechnungen und Ergcbnisse

in Abschnitt 3 (S. 299 ff.), denn die dort behandclten GroBen / geniigen denselben

Bedingungen, denen hicr die / und die F unterworfen wurden. Nach (52) (S. 301)

bestehen hiernach fiir die /', F' dieselben Beziehungen wie hier unter (6), (7) fur

die f,F angenommen sind. Verschen wir also in den Glcichungen (1) bis (4)

die /, F, (£, 33 mit Akzcnten, so bleiben sic unverandert bestehen, ebenso

die Gleichungen (A
t ),

(B,) und die (C), (D).

Die Berechnung der /' aus den / und der F' aus den F geschieht nach den
Formeln (53) (S. 301). Fiir die der s' aus den s gelten dieselben Formeln wic fur

die der x aus den x. Hiernach haben wir zufolge (53) (S/301)

/ 4jr»x , = («22 A 33^ a 23 A 32)(-iV- + («w« 3,-

«

2l
4.T Sfl,,)

+ (^21^32-^ 22 *3l)(&r,. 4 *$x.)

+ »'((«2l«31-«21^34)(4;7^ 1 . ^ l ) + (« 2
|«3j-a 28 AM)(4,-r^ > Qri )

-\ (A J,A 33 ~A23*34)(4^XJ,. <*„)} ,

4.-r 58;, « (rt^a.,,— a,,^)^,,, 4rr^Xl)-f («„A33— A i3*3i)(-t>*4 .
4*$U

^

+ (*12*31 " Ml«32)(CV. 4* 93x> )

+ »'{(A„aM-a 14 ft 31)(4.7XJll <U+ (*ii*34-»i4*3i)(4*$*.. (£Xt )

+ («13«3 4 -«Ma33)(4»®*. ^x,)) .

4.-7^ = (*!««» -<* 13 ^taK-ftx,. 4 -"* + ( A )3A„ - A „ rtj (frXj , 4.7 33J
+ (*ll«23-*12*2l)(S\r.. 4*$W

-f »{(«,iA 21-a 11 A 1M)(4,-7XJll Gx
l )+ (A l4

a t2-a l2
^ 24)(4jr^1 . tfXl )

+ («!<«»- * 13^24) ( 4 *3>x,. (*„)} •

4.-m'Tx ,, t'C^' — («i3 a «— aw^aM&r,, 4jr$8Xl )+ (A n A 13-a 13 A 41 )($>Xj .
4jr<flXl)

-f (a , 2
a

41
- c\u au) (£„ , 4 Jt »Xl )

+ »<(«ii«i4-*h a «)(4j»^ 1 . GXl)-!-(« t2
A 44-a 14 A 42)(4,-TXx,, C*„)

+ (^ 13 A 44-a 14 a 43)(4.T^Xl , (5Xj)> ,

4.-m"Tx;. «C^= (**,>«- aa'vJKv. 47r3^Xl)4-(^ 2iA 1:
,-A 23A 4l

)(.C->Xl , 4*$,,)

+ ( ^ 22 A 41— A 21 <* 42 ) (Vr, .
4^ ^x.)

4i{(A, l
« 4 .l
-A 14 A 4l

)(4n T>, . (?Xl)-f(cV,2 A 44 -^ 24 A 42)(4rr^Xt , GXl )

+ (« 23A„-A 14a 43)(4.T^Xi , (£„)) ,

4*1$,,, H&'
3
- (^33«42— a 32«34)(iV. 4* + (A 31 ^33«4l)(^x,. 4^

41
'
K 31 A 42/

+ *{Ca 31 a 4
,-am <x„)(4^^Xi ,

GXl)+(«M « 41 - « 31 a„)(4-7jJj ,

^ + (*33*4I- «34 * 43) (4* $x, . •

Die Formeln umfasscn boide Systeme von GroBen in leicht verstiindlichcr An-
deutung, da immcr zu der links zucrst geschrietiencn auch die rechts zuerst

gcschriebene GroBc gehort.
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Minkowskis Elektrodynamik, Transformationen.

Fur die s' haben wir

S
l
= + *18*2 + «13 A 3 + <*I4 S4 •

s2 = <*21 s
l + <*22 52 + <*23 S3 + rt

24
S4 »

^ - «3|Sl + «32*2 + «33 *3 + «34«4 .

S4 = Xn .fj + «w S2 4" <*43 s3 -f~ &44 S4

Aus (55) (S. 301) folgt writer

( ft/ + ftj + ft? - (4^)2 (x;; + i;r +

I = + + si, - (4^)2
(ri, + xJ, + $y

.

(4*)«(»;? + *;? + *;?) - (&? + + &?)

(Hi)

(12,)

oder

(ig

(12,)

(4.-»)»X'»-=y-(4»)*a? 1
.

if 3 - (4.-7)^
,
« = g2 _

(
4;r)2$2 .

Sodann aus (57t) (S. 303) z. B.

I
- (ft, - 4.t t + (.V„

-4»i«£,f -f- |ft;-4;M$;\p

,'t, 4.7 1 £„)* + (#,, 4ji i XJ S

und aus (582 )
(S. 303)

(Ha) + + « + + <p„^ .

(Hb) g;,*;, + + - gXisXi 4- + .

Wir nehmen nunmehr den Fall der eigentlichen Lorentz- Einstein - Trans-

formation, also rx u = fltjj — 1, iXj2 — A 13 A 14
— & 2l

" AM — A;j — <\ 31
= Aj2

- ^ :\ 42
= 0 und crhalten

(15)

ft,' = A 33-ft, — *34 ' 4 "T It,

•ft; ^ *K,ft, + *34 « 4t It, •

ft.; - ft, ,

4jt ~ aM 4* - 0(34 igZt .

4*^ - an 4ti + « 34 »'CXt ,

4.t = 4* ,

(16)

i = a43.^ + 4,7 t au 3)X| ,

4.-7 i' - - a 43.^, -f- 4.t i« 44 ,

4-t id;. = («M ft 44
- ^34^43) 4*»$, t ,

»<£*,' = a43 4.7 ^. + *u -

»^ = - a 43 4,-r SXl -f « 44 1 (fXl .

( 17) N,' = Sj , 5, = S
2 .

S3 = «33 S3 + «34 s4 . S4 = *43 S3 + A 44 S4 •

St'tzen wir jetzt die Lorentz - Ei nstei nschtn Werte ein (32), (33) (S. 295)

1 I- 1 r:
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so wird

Die weitere Relativitatsthcorie.

(18)

(10)

4.t -

l

1

I
*

I

1

I'
2

1

p2 {^^-v^)'
I

1 "
1

2

4-r s;. = 4.t £„ ;

;

1

> (»„+f.4,*il).

Sj = Sj , S'j — *>., ,

I 1 - ^

I'
2

Man sieht, wie die Brzichungen fur ft'und (S'den Ei nsteinschen fiir reinen

Ather (S. 384) entsprcchen, (hi jetzt die Bewegiing parallel der z-Achse ge-

nommen ist. Nun kann man die Gkiehungen vektoriell in cine Form vereinigen.
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Minkowskis Elektrodynamik, Transformationcn.

Schreibt man g fur p und gz ,g¥ , gt als Komponenten, wobci zunachst gx = gy = 0,

gz = P sein wiirde, so hat man beispielsweise

(21)

usf. Also ist vektoriell fiir jede zu g senkrcchte Richtung

und fiir jcde zu g parallele

(23)
(

(22)

r=/*(<s +
4
*[g*]),

'=/j(4*$+ *
[g$])

(24)
l4.-r^)' 4tt2) .

Dicsc Ansatze laBt Minkowski nunmehr allgemein gelten, welche Ge-
schwindigkcit g auch darstelle und nach wclcher Richtung sie gehen mag,
wenn nur g < V ist.

Da nun (5' und 35' sich in ganz gleicher Weise vcrwandeln und ebenso
und 33', so folgt, daB das Gleichungssystem (C) ubergcht in

(C)

oder in

(E,)

(E.) = - 4
*-feS]);

und diese Gleichungen bcstehen fiir jede beliebige Richtung niit beliebigen

Wertcn fiir g.

Weiter bckommen wir auch die Gleichung fiir die s', wenn wir fiir s4 wieder

setzen i q und entsprechend * // fiir s{

(E,a)
'J

(F,l>)

o,

s ~ v
°

'/> S s = ff'> £ s in Richtung der Bewegung g,

o' = {/ senkrccht zur Richtung der Bewegung ,

N —
, s', s = s', s in Richtung der Bewegung,

I l- r.
I

1/2

s' = s senkrecht zur Richtung der Bewegung,

so daB (D), welche jetzt ergibt

(IV) 4*/' = Cfltt'.
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394 Die wcitcrc Relativitatslhcoric.

ubcrgeht in

1 -

s = ^-
(

-f [g 333^ fur Richtungen senkrecht zu g ,

g

V Q V ' V ^ " V '\ °

a
=oC0 fur Kichtungen parallel zu g,

]/2

und uberall wild F = C0 gesct/.t. Die so definierten GroBen y , s heiBcn die R uh-
dichte und Ruhstrom.

Jetzt konnen wir sagen: Untcr alien Umstanden, ob Bcwegung dcr
Materie stattfindet odcr nicht, bestehen die Gleich ungssystemc
(A), (B) mit den Bcstimmungen (1) bis (7) und den Verbindungs-
bezichungen (E) und (F). Diese Systeme von Formeln geben also die Min-
kowskische Elektrodynamik fiir unbewegte und bewegte Stoffe. Die Beriick-

sichtigung der Bcwegung ist auf die Verbindungsbeziehungen iibertragen, die

Grundgleichungen selbst enthalten nichts durch die Bcwegung Bestimmtes.

Darin unterscheidet sich diese Thcoric von alien anderen Theorien. Und man
beachte, daB alle Rechnungcn fiir die Gleichungen (8) bis (25) nur dazu dienen,

nachzuweisem, daO die linken Sciten der Gleichungen (A), (B) fiir jedes beliebige

Bczugssystem immer die gleiche Form haben. und um die Verbindungsbeziehun-

gen (K), (F) abzuleiten.

VVie die in den Gleichungen und Beziehungen vertretenen GroBen sich zu
den zu beobachtenden verhalten, ist S. 235 angegeben, wobei (E,), (K2)

zu ver-

gleichen sind mit (fi
3 a, b) daselbst.

Minkowski gibt nun seinen Gleichungen und Beziehungen eine neue Fonu.
Wir nehmen erst die Bezichung untcr (Ej). Ersetzen wir in ihr die T, (J, 33

durch die / und F, so gibt sie fiir die .r^Richtung nach (1) bis (7)

- fu + y (g» fu + g: As) = K (- ! Fu 4 y (gv Fn -f gt /•'„)) ,

oder symmctrisch geschrieben

fix + g* fn + g: As + « V fu = K ig* l'\x + £y Fl2 + g: Fu 4 * V Fu) >

also unter Einfuhrung der Geschwindigkeiten
fl

nach (132 ) (S. 34f>), und weil

fiir die anderen Riclitungen dieselben Rechnungcn gel ten,

(HO

9i fxx + 92 /12 + fo-Aa + Qi fu = /v'Uh Fn + Oa ''"12 -r 9a ^ia + 94 ^u)

»

9i Ai + 92 /» + 9a Aa + 94 /24 ~ A'(9i *"ai + 9-2 Fn -f Q.j /Vj 4-
fl4 FM)

,

9i /ai + 92 /32 + 93/33 I 9« /3 4 = A' (9, ^,1 + 9 2 FK + g3 F33 -f 94 *«) .

9j U + 9a As + 9a Aa -L
94 At = A*

(fli
F4i + 92

Fi2 + 93 Fi3 -f 9l F„)

.

Multipliziert man die vier Gleichungen mit ii,. c\2 . 93 , fl 4
und addicrt sie. so folgt

wegen («.). (7t )
(S. 3SS)

fii

2

/,, I 9-1/22 -I- 9iA:. + 91A4 - K(svFu 4- tj.;/- 22 + (,-?/•
:I3 9'^n) •
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Minkowskis Elcktrodynamik, Transformationen. 395

d. h. 0 = 0 wegen (6^, (7J (S. 388). Es ist also von den vier Gleichungcn eine

durch die drei anderen mitbestimmt, und es bleiben nur drei als unabhiingigc

bestehen. Wir konnen, alle Gleichungen zusammenfassend, schreiben

(ED (o/) = A'(o^)-

Entsprechend wandeln wir die Gleichungen (Ea) um. Wir erhalten so

+ 02*34 + 03*42 + 04*23 = /' (01 Al + 02 /s4 + 03 As + 04 fzi) '

01*43 + 02^22 + 03*"l4 + 04^31 = /' (01 Aa + 02 /2a + 03 A4 + 04 Al) .

01 *M + 02 *41 + 03 *"» + 04 **12 = f (01 A4 + 02 Al + 03 /» + 04 lli)

01 **32 + 02 *\3 + 03^21 + 04 *44 = /' (01 U + 02 /l3 + 03 Al + 04 Al) •

Das Gesetz, nach dem jetzt die F und / angeordnet sind, ist nicht leicht zu er-

kennen, sic stehen aber in beiden Anordnungen alternicrend, und man gelangt

von der cincn Anordnung zu der andern durch cincn, freilich in jcder Zeile

cinmal erweitcrten Rosselsprung, wie sich aus den Matrixformen z. B. fur die /

Ai A2 A3 A4 ! Ai A4 A2 Aa

(25)
A21 A2 fzt ft* I /0«. ,*

I
1 Aa fti fu Al

/ / 4 ' ( ' •«:! = , , , ,

/31 /32 / 33 / 34
1

/24 /41 /33 /12

Al A2 /*3 A4 /.-« /l3 Al Al

ergibt. Es sind die zueinander dualen Formen, die wir schon kennen (S.3031.)

und von denen bewiesen ist, daC sie als Determinanten invariant sich verhalten

und gleichen Wert besitzen, namlich

(27) d-**-U*fu + Ufu + U A*)
2

und entsprechend

(28) D = D * - (F„ Fu + F13 FM + Fn F,4
)* .

Fur das Weitere werden wir fur die zu den /, F dualen GroBen wieder schreiben

f*. F* in der Folge der Indizes der /, F also (S. 304)

(29)
A*=*Ai» A*— A4» A* — A2> A* — /2a » A*="A3> A* — A2> 1*2— fu^ /*» — /ai

»

f**— fisi> f** — fn> A*=/»» A*— Aa> A*=Ai» A*=Ai'
I

fu= fu> ln~fw

I i*\=lui i*i— Ai •

(p*^p 77* — /? it* rr 77* // p*^p p*^p p* 77 77* 7."

/QfH J
11 — ^ 11 '

X I2^ x 34' *U— 7 42' ' 14— * 23' ^'il * 43 '
1 22— 1 22' 1 '23— r H» r 2\~~ 1

-•itl
—

~
/ 24 ' ^32— *

/r*_rr /7*_/7 P* = p p* — p p*—.p p* — p
4| ' » 33™-' 33 >

J 34 * 12 » •» 41 ' 42— ' 13 > * 43— •* 21' 1 44 — -* 41'

Es sind dann die Gleichungen (E^) in den F*, f* genau von derselbcn Form wie

die (E,') in den /, F, und wir haben als Gegengleichung zu (E") symbolisch

(E-n (a^:)- /*(«/•)•

Zugleich wird, wie oben erwiesen,

(3D (0(0/)) = (fl(fl£j) =0,

(32) (0(0^*)) = (0(0/*)) =0,

d. h. nach (25) (S. 293), daC die Raum-Zeit-Vektoren (a/), (flF), (nF*), (fl/*)

senkrecht stehen zu dem Raum-Zeit-Vektor q, zu der Raum-Zeit-Bewegungs-
gioCe.
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396 Die weitere Relativitatstheorie.

Wir setzen nun ausgeschrieben 1
)

(33,)
Bi/n+fli/ai+fe/a+^/M^ra.

(34
J 0iFn+ 02^2+03 ^23+ 04?u= *2 .

fll/si+ fla/sa+fla/aS+ai^ ^V S.
1

101^31+02^32+ 03^33+ 04^34=^3.

0l/41+02/42+O3/43+ 04/44 = 9>| J I 01 ^41+ 02^42+03^43+ 04^44= *4 »

(35,)

0i fit + fli/n+ Q3/n+ 04/m = <P*

,

0,/2*+02/2*+03/«+ 04/*4 = <r* >

(

fli/s* + 0a/n -i 03/3*3+ 04/3* - 7 *

.

0i J7i+ Q2
F,*5 -+ q3 F,*, -f 9.Fft

= *f

,

01^1+02^+03^3+04^=*?.
0iF3

*
t+ Q2F3*, -i- GaF£ + ^F^= 0$

,

01 f + 02^+ 03FA+ 04^4*4= *? •
0iA* + 02/«+ 03A* + 04/« ^ 7 4*

;

Alsdann gehen (E,"). (E,*') uber in

(ED
(E-D

und es ist

(33') (ayHfl*)HflF)-(i**)-°-

Ferncr haben wir z. B.

(a7[*7Ju )
= 0i (*i V 1

- #1 ?i) + 02 (*i - *2 7 1) + 03 (*i V 3 " *3 7>i)

+ 04 (*i 74 -*4?>i)

= *1 (01 V>1 + 02 «T2 + 03 7*3 + 04 7 4) ~ 7 1 (01*1 + 02*2 + 03 *3+ 04 <h) .

also nach (33') gleich Null. Hiernach wird allgemein

(33") (M*?"U) - = |fli?S| = (fl*L*!v!k*)

= tel***J-r*) = (0*1 7 7 *U) = 0

1 I '

*

y*l> nennt Minkowski die elektrische Ruhkraft, ~- die ma-

gnetische Ruhkraft. Der Grund erhellt aus der Festsetzung fiir die Achse
t, als parallel der Weltlinie, wodurch alles wie im Ruhezustand behandelt

wird. Ersetzen wir in den Gleichungen fiir die 7 die g durch ihre Werte nach

(13,) (S. 346), so folgt z. B.

7 .
=

1

., (f?,/i S i ft/w + **7n).

I

also nach (1) usf. (S. 3S8)

I- 8
"

Y

» .t I, -I- -
[K £J

,

7i - . , (gy& & Vv + 4 * $x I ') ^ 1

'

1.1 I , T
I 1

r
I 1

2

l
) 9* ist bci Minkowski gleich if. <t> das ykichc wie hier, 9 ui;d «/* sind nicht

bczcichnct.
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Ruhkrafte und Ruhstrom nach Minkowski. 397

Somit allgemein, und da entsprechende Rechnungen fiir die anderen GroBen
gelten,

V(37) <fx
=

(38)

4*

7 * - t V

(40)

x= 1, 2, 3.

Fur den Index 4 ist besonders

(41)

(42)

(43)

7 1 = *
^4»(g$)

(44) 0 * =

_(*»)

Die / und F konnen durch fP und ausgedriickt werden, wie wir noch sehen

werden.

Zur Verwandlung der Gleichungen unter (F) bemerken wir, daC, weil \q = s4

ist, wir nach (Fj) auch haben

£?
=
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398 D«e wciterc Rclativitatstheorie.

Und da gs den Wert dieser GroBe parallel g darstellt, konnen wir auch schreiben

(F,0 Q' = - l

y (glSl + 02*2 + G3 S3 + 94 s«) = ~ ^(fl s
)

•

Die GroBe — (os) heiBt Ruhdichte der Elektrizitat. Setzen wir nunmehr

(45)

-Gi</ =

-
fis e'

-

- toe'
=

so stellen die c Komponenten eincs Konvektivstromes im Raum-Zeit-Gebiet

dar, und der ganze Strom, er wird als Ruhstrom bezeichnet, ist

/ = s + c .

Nun ist im Raumgebiet senkrecht zu g der Strom c gleich Null, folglieh konnen
wir hier statt s auch s -f- c schreiben, so daB wir ubcrhaupt habcn

/ = s = s -f c .

Andererseits ist parallel zu g der ganze Strom im Raumgebiet

letzteres zufolgc (FJi). Somit habcn wir fiir (F,b) im Raumgebiet nur die cine

Beziehung

(F') s + c =oV

I
V 1

Diese aber gibt im Raumgebiet zufolge (38)

(F") s + c = o 0.

Nachdem die neuen Funktionen <fr, 7 ,
0*, <y

* so in alle Verbindungs-
beziehungen Eingang gefunden halxm, werden sie auch zur Berechnung der

GroBen / und F benutzt.

Dazu bedient sich Minkowski folgendcr Betrachtung: Sind c\ und y zwei

Raum-Zeit-Vektoren, so bositzt ihr Vektorprodukt [#y] nach der Kombination
der Indizes zu jc zwei sechzehn Komponenten und vcrhalt sich wie cin Raum-
Zeit-Tensor. Wir bezeichnen diese Komponenten mit rn ,

ri2 , .... ru . Von
diesen sind

(4fi) rn = 1^=1^-1^ = 0.

und ferner haben wir

(47) /;„--/;».
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Dualrechnung nach Minkowski. 399

Die /' verhalten sich also \vic die /, F. Insbesondere wird aber

I rn = -r32
=

fi2 ^3 -

p

372 ,
r24

= -r42
= g2 ;<4

- ^ yi .
ru = ~

r

43
=-^ -

$

iY3 .

Zu dicsem Tensor [qy] bilden wir den dualen Tensor Es ist dann wicder

(46*) /'.WS-z^/a-o.
(47*)

und nach dem Schema (29). (30) der /* und / oder dcr F* und F (S. 395)

(48*) I
^ **

= _
^ "*

=
^ 34

' ^ !* " ~~ ^ ~ ^ 42
' ^"

=
^*

= ^ '

1 1 23 — 1 32 — 1 H >
1 21 — 1 *2 — 1 31 •

1 31 J 43 — i 12 •

Die Determinanten I, id* der und der /'* sind wieder gleich, und zwar gleich

Null. Man hat namlich entsprechend d oder D nach (27), (28), S. 395 z. B.

J-irnru + rnru + rnw.
Setzt man fur die r die obigen Werte ein, so heben sich die Glieder gegenseitig

auf, also ist

(49) A = 0 , (49*) J* = 0 .

Wir machen nun y lt yt ,y3 , yt gleich den vier Komponenten (g/) und den vier

Komponenten (fli
7
). Dann bestehen zufolge der Gleichungen (6), (7) (S. 383)

und (15) (S. 34u)~die Identitaten

(50) [q(tfl H +
[
9 (

0/*t - -(flfljA.- V/,. ,

jede cnthalt scchzehn Gleichungen nach den scchzehn Vektorprodukten und
zugleich jo scchzehn Wcrten dcr /, F. Dabei ist z. B.

= 9* (9i/xi + Q 2 /x 2 + 93/»«3 + 0 4 /ki) -fl«(g,Ai + fl2 /A 2 + g3 A 3 + g4 /A4 ).

Diese Identitaten (50), (91) wcrden fur den besonderen Fall g, = g2
=

g3 = 0,

g, = iV vcrifiziert. In der Tat sind dann die Komponenten-Systeme

(07) = ^/u, iVfu . iVfit , o.

(«'/*) = = «'^/fi«=n'/3|, iv&-ivfn , o,

(gF*)^,TF,* ««7FBI »Ki<*4 = tKF31>
.* FF* = i VFn , 0.
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400 Die weiterc Rclativitatsthcorie.

Hiernach bekommen wir zur Berechnung der ersten Identitat nach dera Schema
dcr Gleichungen fur die F und die /'* (was auch das duale Rechnen erlautert)

[«(l/L--W«>L-°-

Mfl/)L=-Wfl/)L-°.

M<l/L --!«(•/i-**'" •

|fl(fl_/L=-Ks_/t=°.

W»7L--Mc/L-^/-
|fl(e_/)L --!«(? 'L = '"•/»•

W/% - -ifl(o/*)i;, - i
9 (fl/*iiM - - kv„ .

[
fl(fl/l*--| fl(fl/i;,-|8( 97*L-o,

lfl(6Z!)i;, - - [c(ar)i* - ifl(9/*L - '-vr. - p/.

.

Wi7*K - - - [B(a/*)L, - «

•

Durch Einsctzen z. B. in die erste Identitat

[fllfl/L + Ma/l'-i'V,,.

folgt so identisch J" /it = V*flt. Ebenso findet sich V a
/I3 = V 2

f19 usf. Ganz so

wird die zweite Identitat fiir diesen Fall verifiziert. Allgemein die Identitaten zu

beweisen ist einfach 1
).

Nun ist nach (33) bis (36) (S. 39C)

(332) (fl/)-y. (34,) (flF) = *.

(35.) (b/*)-?'*, (362) (flf* ) = *,

somit geben die Identitaten (50), (51)

(52,) M + lQ<rT = v*f,

(53,) [fl*] + C(|*T»^.

') Man hat z. B.

[9 (fl/j]„=- ft»(fli/u + fit /« + 0s /» + 04 fu) — 0j(0i/h + 0»/u + 03 fu + 0«/u) ,

[fl ( 0/* )
J*

,
= [8 ( «/.*)],.

= totei'" + Bt'« + fl»'« + fl«/«)- 0« tfliW + 8t>« + + fl4«)

= fla<fli/«t-f 0t/u+ 03/«+ 04/44) — 0«(0i/m+ 0j/4i+ 03/w+ 04 /1») ,

lctzteres zufolge der Gleichungen (29) (S. 395). Beachtet man die Beziehungen /*„= —/„* ,

/*A = 0, so bekommt man nach (15) (S. 340)

[fl («/)]„+ [fl («/•)] * - <fl.' + 6/ + 03
S + fl/)/« = - Vtn =
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Ausilruck dcr Krafte durch Ruhkriiftc nach Minkowski. 401

Setzt man noch fur 7 und 0* ihre Wcrtc aus (EH unci (E.J")(S. 396), so gehen

diese Gleichungcn ubcr in

(53,) [fl*] + /'[fl9>T—

Tut man das gleichc fiir die Funktionen 0, 7 *, so wird

1

[97]+ M [fl**r-^/.(52,)

(533) ^[flr] + [8**]*-^.

Hicrnach finde ich mit (522), (532)

(54)

i 7u = - a[a*], 2 1 fo '/>*],** - * fo*]„ + [« v %
= A' ( fll 0, - g2 0J -f (ft, y * -

fl4 7'3*) .

P/» = = A' [g 0] 13 + [fl y *] f3 = A' [g 0] 13 + [g 7
*]

42

= A(g,03 - g3 *i) + (M* - ftiV'D .

= - ~ A[g*] 14 + [gy*] 1* = A'[g0] n + [g 7
.*j

23

- A (g, 04
-

fl, 0,) + (fl2 9 3* -
fl3 9 *) .

P/23 - - P/M = Afg 0] 23 + [g = A[g 0] 23 + [g 7 *Jh

^ A'(fl3 03 ~ fl3 02) + (fl!'/"*
- (U9 D >

P/24 - - ^/« = A[g 0j 31
-(- [g 7 1-1. = A.[g 0] 24 + [fl V *J 3 .

= A (g2 *4 - fl* **) + (QaV * -
fli 9 *) <

~ P/43 = A[Q0] a4 + [fl7 *L*4 = A[g0j34 + [g 7 "]„

= A(fl3 04 - g.,03) + (fllV „* - 9,7 D •

(55)

PF12

P'n

P 1

= - P/%, =

= - PF.

- - pf

J!
= -PF

;l
,=

- - PF42

PF,

[0*lii + /'[fl'/
*

l.*2 = [fl*]M -r /'[fly*L«

01 *2 ~ G2 *i + (9a 7 i* - 0t 7 3*)

.

[«*]« + /'[0 9 *J*« - fa'Hs + Mfl9%
fli *3 - 03 *i + /' (94 7 * - 02 9 *)

»

[«*Jn + /'fov'ft = U*Ju + ."[07%
01*4 - 94*1 + ,"(02 7 3* - 03 7 2*) .

[0*]23 + /'[0T*1*3 *= [0*123 -f- ."(97%
92*3 - 03*2 "i- "(01 7 * - 04 7 *)

.

[0*J*4 + /'T07 n*. - [fl*J24 + /'[fi V*]*

02 *4 - 04 *2 + (03 9>1* - 01 9 *)

[0 *J.14 + /' [fl 9 *J3
* = [fl *]34 + // [9 7 *Jl2

93 *4 - 04 *3 + /' (fll 9 * - 02 9 *) •

Leicht kann man auch diese Formeln an der Hand der Gleichungen fiir die 0, 7
*

und der unter (E"). (E^') verifizieren. Entsprechende Ausdriicke hatten wir

durch 0*. 7 nach den Bcziehungcn (523), (538) gewinnen konncn.

Weinstein, ReUtivitiUprin/ip. 26
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402 Die wcitere Rclativitatstheoric.

Wir haben noch die beiden Gleichungssysteme (A) und (B) umzugestalten.

Wir konnen sie umwandeln, indem wir die obigen VVerte der / und F einfiihren.

Minkowski verfahrt noch anders. Eine einzeilige Matrix von der Form

mit der Bedingung

(56)

A'a

A".

K
x
Kt K3 A

4

c S,

+

< x,

ix
x

+

+ +
<x

t

*

"^22
+ +

f x2 <r4

+ +

4-
t*S34

f .r2
r .r3 c*

4
'

wo die „ Komponenten sind eines Raum-Zeit-Tensors 5, bezeichnet Minkowski
mit lorS. Da alle diese wundervollen Untersuchungen ganz Minkowskis
Eigen sind, werde ich die obige Matrix HM, nach den Anfangsbuchstaben des

Namens dieses Mannes nennen, also setzen

(57) HMS = \KX A* 2 A 3 A'4

Identifizieren wir jetzt die S mit den / und den F*. so konnen wir also die

Gleichungssysteme (A), (B) schreiben

(A
t )

(B
2)

H M / = — s ,

HMF* = 0.

Da die K Raum-Zeit-Vektoren (I. Art) sind (S. 357), so stellt auch die Matrix

HM einen Raum-Zeit-Vektor dar.

Wir bezeichnen jetzt mit HM die einzeilige Operationsmatrix

(58) IIM =

und haben hiernach

(59) HM(IIMS) =

< x. c x.,

J
C X ex.

I

c'A, t'K
2

c*A'
3 <A4

t t, ( X, < X,

Da in unserem Falle die S alternierende GroBen sind wie die /, F*, so bekommen
wir nach (A.,), (B„) ol>on

(<)

(H)

HM(HMf) =
f v, f X ( A', < v.

0,

HM (IIM F*) - 0

Weiter ist zu beachten, daB die K als Raum-Zeit-Vektoren sich wie die

Koordinaten transformieren. Also geht HMS \n \ der Mi n kowski - Trans-

formation iiber in (HMS)', und wir haben symlxilisch

(A')

(B')

(HM /)' == -s\
(7/iU /•*)'-().
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lkTcclmung tier SpannungsgroGcn nach Minkowski. 403

Dabei ist mit

(560 1<: -^ + + +
f

fr , S' - /'. /*"*
,

(57') (H MS)' = K[ Ki K; K{

und zuglcich

((V) IHMs)' =HMs = Q.

Die Zahl aller bis jetzt abgelciteten Hauptgleichungen betragt nunmehr
aus den Gleichungssystemen (A). (B), (E"), (E-I'). (<») insgesamt 4 + 4

-f 3 -f 3 + 4 -f 2 = 20. die Zahl der zu bestimmenden GroBcn 6 (/) -f 6 (F)

-f- 4 (s) -f 4 (c) — 20. DaB die je vier Gleichungen darstellenden Formeln (E,"),

(Ej') nur je drei unabhangige geben, ist am betrelfenden Orte (S. 394) vermerkt. Das
Problem ist also bestimmt, sofern die Bewegung bekannt ist. Zu deren Fest-

stellung bedarf cs aber der Kenntnis der ponderomotorischen Krafte im Felde,

sinddieseermittelt, so trcten die Bewegungsgleiehungen (S. 350 fit.) hinzu, so daB
insgesamt 24 Gleichungen zu behandeln sind. Minkowski stellt erst Aus-

driicke fiir die Spannungen im elektromagnetischen Felde auf. Dabei geht er von
dem fiir die Feldenergie entscheidenden Aggregat der Produkte der / mit den F
aus. Er verfahrt allgemein, indem er durch Multiplikation der Matrizes der / und
der F eine neue Matrix herstellt. Die beiden Matrizes sind

0 /« /« lu 0 /'it '",3 ' 14

/« 0 /* fu 7
2l

0

U /« 0 /*! ^32 0 ^34

fu /« fu 0
1

/-U ^43 (>

Bezeichnen wir ihr Produkt mit f F, so wird diese Matrix zu Elementen, Summen
von Verbindungen der / mit den F zu zweien enthalten. Es ist diese Matrix nach
den Regeln der Multiplikation von Determinanten

v
/ F v / v / F 2 i F

v
/ v / F >' / F 2 f F

2 f*4?'\* ±f*iF2y lf„ x F^ )t lfKi Flx

Die ^' gehen von 1 bis 4. Wir berechnen zuniichst die Diagonalglieder.

Sie geben

-fxl Flx /,,
/•"„ -f /21 F I2 }• /3I /'„ + /„

/'
14 ,

^/"2 ^2* ~ /l2 ^*2l "1" /22 ^22 ^ /a2 ^23 ~T" /« ^24 '

*- /*3 ^*3* ~ /l3 ^31 '1™ /s3 ^32 H" /33 ^33 i A.I ^34 '

/"4 ^4* = /l4 ^41 + /j4 ^42 Al ^43 + /44 ^44 •

Nennen wir die Summe diescr vierWcrte — 4L, so wird zufolgc der Beziehungcn

/ll ^ /22 ~ /a3 A* = ^11 ^ ^22 "~ ^33 = ^41 = 0
' A* ^ " ffh i x

"

dieses L

(61,) L = A </B Fn \ fM Fn -f /„ FXi -i /„ F14 f /M F21 + /M F34 )

26*
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404 Die weitere Kelativitatstheorie.

und man bokommt fiir die Diagonalglieder

2 Ut3 "f* /s4 ^34 ~T" A2 1' 42 /l2 12
— A 3 F 13 /14 u) ~ ^ '

i (/31 ^3i + /,« + /«^ ~ fit Fu - /« FB - /M F84 ) - I ,

I (/12 ^12 + fu Fu + fu Ft* - /» * » - As '* is - /« ^) " ^ .

i (/« *'« + /, 3 f13 + fit Fli - /l4 -ft*Fu~ hi FM) - L .

Entsprcchcnd berechnct man die anderen Glieder der Matrix. Minkowski
schreibt nun die zusammengesetzte Matrix in der Form

(«02 )

I"

\

x.

-iXt

Xx - L

X.

7.t - L -iT,

Dann haben wir also

(62.)

A', WttFtt + fuF;

WmFm + UF*

i(fn Fn + fu F :

T,
2 UnF 12 "i" fta F

Yz /si *S3 "J" Al ^24

zt Al ^32 4 Al^34

-il'r Al '*42 "1" Al ^43

A', As ^13 + As ^*14 1

zv /l2^31 + f*2 F3*

fit F*i
-( f3i Fi3 >

A, A3 ^*12 ~t~ As ^14

V, /l3 ^21 + As

iT. /l3^41 i /as ^43 '

- i X t ft* Fn 1
F

l3 ,

- i Yt /l4 ^21 + /s4 ^23

iZt /l4 F*\ + A4 F\i

Zugleich best eh t die Beziehung

(«3) A', -f Y, + + r, - 0 ,

wie sich aus der Addition der betreffcnden Ausdriieke ergibt. Diese sechzchn
GroDcn wcrden als die Kaum-Zeit-Spannungen im elektromagnetist hen Felde
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Bcrechnung der SpannungsgroBcn nach Minkowski. 405

angesehen, sie sind die Komponcnten eines Raum-Zeit-Tensors. Nach Ein-

setzung der Werte fur die /. F gemaB den Gleichungen (1) bis (4) (S. 388) erhalt

man

A'* -= ~ - + - X^, - X^,)

= 4w(«kX>, + - i (((£3)) f ($«)))

.

= ^ - »f$, - + x„e, - -r^, - x,e,)

= 4«(«VT, -I- J ((CX) 4 (§»)))

.

-
-̂

- - *U\ + XxGf - X,tf, - Xy tfy )

= 4;r((^X, • ($*))),

- 4

2
>x)-i (*»)).

yx = 4* ($U>„ + X,tf„) .

- 4rr + ,

A*
tf
- 4jt + X„tfx) .

- 4ti + ,

4* .

- 4* (*U\ + X.-tf,) .

7", = - - [1?

.

A'< - (4;r)*(*,X, - Xx <Ny) = (4.-r)*[X*lx ,

y, ^= (4.T)»(*,aj, - x,u) = ^[x*],

.

' /» (4.T)2 (^Tx-X !f^) = (4.7)=[X^.

Hiernach entsprcchen die raumlichen Spannungen A", Zr den ,,Max\ve)I-

schen Spannungen" (S. 140 u. 243), von den raum-zeitlichen Spannungen die

Ts ,
Tx ,

Tt dem „Poy ntingschen Vektor", die A',, Y
t ,
Z

t
dem gleichen Vektor,

jedoch mit 4;r X und 4.iS3 anStelle von 6 und <q, und jT, ist gleich der ..Energie-

dichtc". Im Ruhezustand g = 0 haben wir noch

V V = 7 7 V
y — 1 i i

1 ; y < I ' * :

Handelt es sich zugleich um freien Ather, so ware auch noch

A
t
— I r . V

r

,
— T

y , /, — 7\ .
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406 T>ie wcitcrc Relativitatstheorie.

Sonst hatten wir auch im Ruhezustand

Xt
= A" n Tr . Y, =- Kft Ty , Zt

— Kit Tt .

Die GroBe die ,,Lagrangcsche Funktion", ist

(61 s ) L = 4* + - - - &3>£ )
-

4

2

7

(($*) - (is X ))
.

Minkowski hat fiir dicsc Spannungcn auch Ausdriickc in den Ruhckraften

0, v
* und einer GroBe _'.> angegeben, die er, mit

>8
multipliziert, als Ruhestrahl

bezeichnet. Dieser Ruhestrahl ist cin Raum-Zeit-Vcktor und bestimmt durch

die Komponenten

(«4') ~ * ?*] *,) , * - 1 , 2 , 3 , 4
,

also

(04)

92 03 94 93 94 9i

o. - - </>, *>3 0a = -f *3 *4 *. •

9'f 7? V*

9* 91 9, 9! 92 93

*, *1

9a 7-r 9*

welche

(05) fll + g2 L>a + G3^3 + 9,«4 = ( 9 = 0

und

((»«) [gfl]* = - F2[0 7 *] - + F*[7:*0]

ergeben 1
), so daB der Raum-Zeit-Ruhstrahl auf der Raum-Zeit-Bewegung normal

gerichtet ist. Hiernach hatte man, wenn

+ '/'; 4 *| + 0? = 4>-
, 9 r* + tf* + 9*' + - 9

* 2

gesetzt wird,

') Man hat nach (SO) (S. 399).

Das erste tilled aber ist nach (33") (S. 39(5) gleich NuM, und das zweitc ('.lied gibt nach

(ri4')« wcil hier in (fl ['/'«/*]) die ludizes in der Folge * A zu neliinon sind, nicht wie

in .'i in dcr h x , die Grobc - [(j/>J*. Zum gleichen Krgcbnis gelangt man durch un-
mittelbarc Ausrechming. Ks ist z. 13.

t fl» (fl,
( '/', 7 : - 7 /) + fli (*4 7 ,* - 'A, 7 .*) + fl<

(«/', 7? - «/' 7 .

also

[fi -'-'J* = (flo 7 »* + fl< 7 .*) <!l,
'/'. - fe «/',) - (fo *3 I (U «/'*) (fli 7 * - 7 ,*)

+ (fl.'-f fl/)(*,v a
* - *:'/.')

-= -
(fll 7 ,* + fl: 7 f ) (fli *, - fl: '/',) + (G, '/', 4-

fl s
'/',) (.], V * -

flj V ,*)

- C'2 + rtf fl'K'/',7f — *t9-D.
letzteres nach (33') (S. 390) und (IS) (S. 340). I>ic Ausrcc hnung ijibt dann

Damit ist cine wcitcrc- Kontrollc auch tiir die Ideiititalcti (SO) (S. 399) gewonnen.
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Bvrcchnung <Ier SpannungsgroBen nach Minkowski. 407

V*X, = - 1 A'F«tf» + A// F2 <p* 2 + A(F*0jJ -
fll
*</»)

- /<(^7 .*
2 - 0?7

* 2
)
- d + A» fli^i .

F«y„ - - A AF2 '/*2 -f 1 /'F2
9

* 2 + A(F202
5 - fl|**)

- /< (l'a 7
* 2 ~ flaV*) - (1 + */0

= — J A'F2 '/^
-f- J fiV%

<f)** + A(F2 </>
2

-«(l/2
7>3*

2 - 0:f7
2
)
- (1 + A'//) 93^3.

1
4 7, = _ jAF2

0*-f- I «F2
v

* 2 + A(V -<P4 -942 ^)
— /< (F 2 r/? 2 — n 2 o* 2 \ -

04 7 / (1 + A»C? 4 tf4>

['IV = A' ( F2 <I> <1>— A U 1
1
J 2
— 0. o '/J2 ) —»IU2 1 / 0i 0« 7 / 02 "l 1X /* 01 J- 2 '

I
17 /<" / 1/2 */> rf> /UK y :,

- 0i 03 7?
* 2

) -03^1 /v ." 01 »

— 1 1 '*T - K{V*<I\<I>
4 /' I * 7 i 7 4 - 0104 7

* 2
) - 04^1 lx t

l Ul J'4 '

I V — K(V1 <P
i

<f>
l -flifli*

1)- rU 7 2 7i -fcfli?**) 01^2 — AT ii a (J.

1/1 V
1\ *zy -K(V1

<I>
2

<1>
3
- 02 03^)- /'(Pa

V'a 7 :»
- 02 03 7

* 2
) " 03-^2 - A ft fl2

^3>

- A(F2 0,04 - flsfl***)
- /i(K«7'-*7* - 02 0i7

* 2
) -01^2 -A> fls

tt4 ,

V*Xt - 03 0i7
* 2

)

•

— 01^3 - A'." 03^1 .

v*yt
= A(F2 03 02 - flsG**

8
)
- /'(r2 7'3*7 2* - flafltV**) - 02-^3 — K it t^il.

,

»F4 7\ - 03 04 7
1

* 2
)
~ 04^8 - Kit

fl3
^4 ,

i\*X
t -KiVt&i&i ,"(F2

g *7
* - 04 0i 7

* 2
) -01-^4 -Kit Q4

<2lt

tV*Y
t
-A(F 2 04

</>
2 "(^7.* 7 2* ~ 0i0a7

* 2
) - 02^4 ~ K !

l 04 -h '

= A* - 04 03 ^) " - 0103 7'* 2
) ~ 03^4 — A" /I 04&3 .

Zur Vorifizierung nchmcn wir den Fall g x
— $% = fl3

= 0, woraus (\ 4
= i F folgt.

Dunn gibt die erste Gleichung

I'«A', = - i A'F-02 + J/i F-7 * 2
-f A F 2 <!>{ — tt F2

Vl
* a

.

also nach (34,), (35,) (S. 3!)«) z. B.

,YX = 1 A(/-7
1
4-f r, +^,) - i/'ViV + AV f /3V

2)-A'/-Y4 + «/r,
2

- i A (C^ + (£y + C^;) - J // 4- .«p
2 + &) f A + /< .

Das stimmt mit dem unter (622) angegebencn Wert, weil fiir g = 0 die Be-

ziehungen (C) (S. 389) gelten, also 4tt 2) = A' (5, 4jt 58 = /< ist. Aus Symmetrie-

riicksiehten sind damit auch die Gleichungen fiir Yv ,
Zt verifiziert. Fiir T, haben

wir entsprechend

1
4 T, - - J A F4 G2 - i /< F 4

.^
2 + A I

4 G2 + // F4 $2 + i ( 1 + A' //) V <-\ ,

Darin ist nach (64) £?4 = 0, somit

7', - 1 A IS
2 + 1 /i .^

2
,

was wicder dem Ansatz unter (62^) entspricht.
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408 Die weitere Relativitatsthcorie.

Ferner ware

V*YX = A0,02
- u<r

*<
f ,f
= -KV*FUFU + ftV*f?J&

also wic (622)
und entsprechend die Zy

usf. Sodann ist

- V*

T

x - A V2 0, 04 - /i K» v f 7 f - JU 0i = -fc A, •

Nun habcn wir nach (64) und (34,), (36,), (1) usf.

= -
"

0 0 0 = -fl*(*.^* - 037 *) - -flj - FM /*
4 )

: : ;
=

'/•i 7 '3 7»

also folgt wie friiher

Hndlich wird

- 1 V* X, = A V2 0, 0, - a V2
v f V

* - A* ,, q4 = - A /, g, L>,

also

gleichfalls wie friiher. Fiir den besonderen Fall sind also alle Formeln verifiziert.

Allgcmcin ist ferner. wegen = 0 und (15) (S. 346).

P(.Y,-r Y, -VZ, + T
t )

- -2AI -02
-f 2//F2

v
*2 + AF2 02 - /i!^* 1 + AF 2 02 - - 0

cine weitere Verifizierung 1
). Ubrigens folgt

- 1 V*{TM - X()
^ - tf, -| 01

.0
4
- A u

fll _Q4 + A /* ci4 0, t

also allgemein

|
tl *(Tx - X,) = (A// - l)(cu o, - 0,0,) ,

(«?)
|

' VHT, - Y t )
- (A /i - 1) fa .Q2 - Qa £?4 ) ,

I -i V*(Tt
- Z

t)
« (A /, - 1) (& 123 - p3 f>

4)
.

Die Gleichungen lehren, daB

I z = X( , 7
y
= y, , Tt = Z

t

ist fiir

A>=1,

') Allgemein hat man nach (02,) (S. 4(H) unci (54). (5f>) (S. 401) z. B.

r«.Y, = K{[Q </>]/, + r
fl
*1?, + [ fl *]/t

- tfl*]*, - tfl"'LN - ifl^Ju}

+ /« {[(1 r*J.
,
« i [fl v *J,

J

, + la v * Jr. - for*]/. - lg r*].'« - Ifl 9'*]/,}

+ {i + a» {la *j» fa v + la rg 9 *ii, + in *jm to v

-
fit *Jn [fl 7 •]». - [|] *]» [fl 7 •]., - [fl *JM [0 7 *]»} •

Mil Hilfc dcr Satze (33') (S. 390) und (lf») (S. 340) ziehen sich im Faktor von A* die posi-

tivcn Glieder zusammcn zu — I'
2
<J* f- — Q? '1'* , die negativen zu — 0* '/^ + J

7***,

so daB sic alle addicrt gcben — I
s <P3 j 2 I'2 «/',*'— 20,* 'Z^. Entsprechend geben die mit /<

multipliziertcn Glieder — V*,, * + 2 l'
2
v
** —

2fl,* V "*
. Fur die mit (1 + A/<) multi-

pliziertcn findet man ebenso + 2(fl, ['/> 7 13

B

—
(j t fl s f * 7 *JS< -f fll fl4 f

«/• 7 ]„), indem alle
.inikrcn entsj^echenden 0 Glieder sich paarweisc auifhclx.n. Dcr Rest ist al>er nach (04)
«leich —2 (\ t

!.\ . Gail/, so wcrden alle andcrcn Gleichungen abgcldtet. Minkowski rnuQ
eine ahgekurzte Metluide fiir mjIcIh: lange KechnunK <;n gehabt ha lien.
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Die ponderomotorischen Kr&fte nach Minkowski,

was wir schon wissen, und fur

400

Oj = /A
fl4 ^4

'

0*

04

#3

<J
'

" i

d. h.

Q
l
:Qt

: Qz : -Q4 = gt
: ga : g3 : q4

Diese Beziehung kann abcr nicht erftill t sein, wcil sie zufolge (66) -f-

+ 03 + 04 = 0 ergeben wiirde, oder QA — 0, was beides nicht zulassig. Es
bleibt also nur die erste Moglichkeit.

Ausden Spannungen berechnet Minkowski die ponderomotorischen Krafte

in derselben Weise, wie es in seiner Mechanik geschieht. Setzen wir also wieder

(J,)

A',
ix

'

* -i-

C 2

1

1'

t)X
t

it
- A', .

ix
+ ^ +

r y f '
*

1

V
<'Y,

ct
- A'2 ,

- + *.
z
- +

t y t:

1

K

iZ
t

it
= A3 ,

V

1 / c- 7',

1' \ r .t

*

' f 2
+

1 r

V i

so sagt M i n kowski : ,,Es ist nun meine Meinung, daB bei den elektromagnetischcn

Vorgangen die ponderomotorische Kraft, die an dcr Matcrie in einem Raum-
Zeit-Punktc x, y, z, t angreift, berechnet fur die Volumencinheit als x, y, z~

Komponenten die drci crsten Komponentcn des zum Raum-Zeit-Vektor g normalen
Raum-Zeit-Vektors

A + ^(OA'IO

hat. und daB ferner der Energiesatz seinen Ausdruck in der obigen vierten Re-
lation findet."

Hiemach waren die vollstandigen raumlichen ponderomotorischen Krafte

auf Volumencinheit bozogen [vgl. (40,) S. 354]

(K) y = v, +
y 2 fl2 (n, x t + fl2 v, + Qsz t + G4

,• v t
x)

i

* = z
\ -I'

l

-

2 0i(0i X\ + 02 ^i + 03^i -t 04^^l) •

Die Zusatzkraft !
4
g(gA') ist Minkowski wie in seiner Mechanik, so auch in

seiner Elektrodynamik eigen; sie darf hier so wenig fortgelasscn werden
wie dort, ohne seine Theorie der wichtigsten Ergebnisse zu beraubcn und ihre

in sich geschlossene Eigenai t zu zerstoren. Seine Theorie unterscheidet sich hierin

grundsatzlich von alien bis jetzt aufgestellten Theorien.
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410 Die wiitere Relativitatsthcorie.

Fur die raumlich-zeitliche Kraft hatten wir

(L) iVT = iVT
x

-\- ^(fl,!, + fll
V

l + + fc^TA .

Minkowski hat fiir die A'
x ,
Y

x ,
Z

x
sehr eigenartigc Ausdriicke auf-

gestellt.

Wir bezeichnen die Spannungsmatrix

!

A,

A'f
— i T •

iX
t

tY
t

- rZ,

*n •Si

S -
S S •-'21

s s°31 32 ^33 ^34

Si S« 5„ 5«

durch

(68)

Dann ist dieGleichung der ponderomotorischcn Kraftc A', indem x
t ,

x2 ,
x3 ,

x
4

fiir

*, y, *, *F* geschrieben wird, symbolisch (S. 402)

<J 2) K = IIMS .

»

DemgemaB ist weitcr cntsprcchcnd (G0
2)

(S. 404) symbolisch

Sn — L 5 12 5j3 S 14

(B0a) / /• = •^21 ^22
— ^ ^23 -^2*

SS1
5'

32 5M — L S3l

S
4l

S
42

S43 S
41
— /.

oder

(604 ) fF = S~L.
wo L fiir die Matrix

L 0 0 0

L
0 L 0 0

0 0 L 0

0 0 0 A

steht. Also wird

(J 3) K - 7/.U//- + //A/L .

Bilden wir zu den S die dualen Wertc in der umgekelu ten Keihe I\ f, so
ist zufolge der Gleiehungen fur die f*, F* (S. :W">) und fiir L (S. 403) zunachst

v - + <. + + /•,*,/,*, } 7-7. /-r. :
/•'..«/;,) •
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Die pomlcromotorischen Kraftc nach Minkowski. 4H

also nach (29), (30) (S. 395)

(692) L* - I (F14 fu + F24 fu + FM /34 -|- F23 /w + F31 /„ + F„ /a2) ,

d. h. nach (61,) (S. 403)

(70) L*^L .

Weitcr haben wir entsprcchcnd (62J (S. 404)

5f, = J
2
(F& /.f3 + F* /* + F4

*
2 A*, - F*2 /fa - F,*, A*3 - Fft /ft) ,

also abennals nach (29), (30) (S. 395)

S\i — 1 (F14 /14 -f Fn fn + Fia fl3 ~ Fufu ' ^'42/42 ~~ ^23/23) -

d. h. (02,) (S. 404)

5 ft
— — Su .

Zusammcn wird

(71) . S*, = - 5n . S$, — — 522 ,
S£, — —

- 533 ,
S,* = --- S44 .

Sodann ist

(72) 5* -^/^«F^/i 3+F/a/ 1

*
4
= FJI /„+ Fw/IS= -fnFu-fnFu- -Sn .

In derselben Weise folgt, daC allc anderen S* entgegcngesetzt gleich sind den

entsprechcndcn 5. Also haben wir ubeihaupt

521 ,
.S"

22
— /. , S23 , .S'24

- S3 , ,
- 532 ,

- — L ,
- 534

5, j A . S
Vi ,

5
I3 ,

S 14

(73) F*f* =--

1

— S41 , — S42 ,
— S43 ,

— 544
— L

odor

(00*) F */* = - S - L = - S + L - 2L - -/F - 2L
,

letzteres wi-gen (604 ) (S. 410), wo L wicdcr fur die fruhere Diagonalmatrix steht.

Durch Umkehmng folgt

(«W.) /F--F*/*-2A.

Nun ist weitcr #M/F - (H\ff)F + (HMF)f, weil //A/ GroCen zusammen-
setzt, dcren jede Differentialquotientcn von / F bedeutet, (56), (57) (S. 402), und
da die F* nur den F entsprechen, so wird fHMF nach Gleichung (605) gleich

sein —f*HMF* — 2(HML)/, wobei der Index / im zweiten Gliede bedeutet,

daB bci den Differentiationen, der die Glieder in L zur Bildung von HML zu

untcrziehen sind, die / als Konstanten zahlen, also nur die F zu berucksichtigen

sind. So bekomnien wir

HM fF - (HM f)F - (// MF") /* - 2(HML)f ,

also nach (<>'),) und (J 2 )

(J 4 ) A' - (11 M j) F - (HMF*)f* -f HML ~ 2(HM L),
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412 Die weitere Rclativitatstheoric.

und zufolge (A
2 ). (B2 ) (S. 402)

K--SF + HML - 2{HML)f = - sF + ^ - 2

d. h. ausgeschrieben

- K
X
- - f"n 4h s

2
F2l + s3 + F„) + (g),- (£J .

(L)

(J.)

y t
„ K% _ _ (Sl FI2 + h Fn + s3 F32 4- s4 F42 ) +

(f^- ((^

.

Zx
« A'3 =^ - (s^ + s2 F23 + s3Fa3 + s4 F43 ) + (?M -

(
VM ,

iVT^iVK^-^Fu 4 s
2 F21 + ,3 FM 4 s

4
F44) 4-

(^J^-
und nach Einsctzung der Werte der s und F gemafl (1) bis (5) (S. 388)

(;,4, S,-/,4^ + sa) + (^)f-(^),

X, - ^ (/. *» 39- - /. «»». + ff'-G.) + (v^.

(/,4»*, -/,4*», + t,l'li,) + ('
(
,^-

Fiir die von £ abhangigen Glieder, haben wir nach (Gl
t )

(S. 403)

\c xk ) r V xjf 2 \
B (i»

31
( xh

^ l - cxh

(Jt)

*1 = A,

= A2

4rr

4:r

4.T

V

< /h
14

(
- ^ "t" 1 24 ;

' ^2.1 rF
31

f F
12

f xh < xk f *A /

(74.)

CXh C A*
12

f f Jf*
21

f

d. h. nach Einsetzung der Werte fiir die /, F und in anderer Ordnung,

4-*,
c ft M c ft.

.
' 4- U -

' < *h
- tor

< xk

ft
£ *»

' <>xk

4- 3\
<H <xh

if.

'

f xk C*A

h = 1, 2. 3, 4.

Im Ruhezustande und im freien Ather, wo 4jtX = (5, 4.-r^ — ft ist, fallen diese

Glieder als zusammen identisch Null fort. Sonst kann man auch schreiben

Digitized by Google



Wrglcich zwischen Einstcins und Minkowskis Prinzip. 413
*

Nach Minkowski hatte man auch die Form

2V*VBx 7 dxl-

(H-0

2l'2
\ ty ' fy/

2VHV\ it
1 CtJ

7. SchluBbemerkung.

Es ist das groCe Verdicnst Einsteins, die Relativitatslehre entdeckt

und in die Wissenschaft eingefiihrt zu haben. Man hat die Wandlung, die

in die Naturbctrachtung durch die Einsteinsche Relativitatslehre gekommen
ist, mit der, die sie durch Newtons Gravitationstheorie erfahren hat, ver-

glichen; und diese Vergleichung ist zutreffend nach der Gr6Be des Gcdankens
und der Neuheit der Gesichtspunkte. Auch die naheren Schliisse, die Einstein
aus seiner Relativitatslehre gezogen hat, konnte die Folgezeit im wcsentlichen

bestatigen. Es bedeutct selbstverstandlich keinen Vorwurf, wenn nunmehr
gesagt werden muB, daB seine Lehre nicht in sich widerspruchsfrei ist, daB
die Grundlagen, auf denen sie sich aufgebaut findet, allzu unsicher und
schattenhaft sind und daB die Lehre die allgemeine weltumfassende Bcdeutung
nicht besitzt, die man ihr zugeschricben hat und noch zuschreibt, daB sie im
Grunde so wie sie von Einstein gegeben ist, sogar nicht mchr aufrccht-

erhalten bleiben kann, wenn auch ihre Einzelergebnisse bestehen bleiben.

Minkowskis Relativitatslehre ist in ihrcm Wesen von der Einsteinschen
durchaus verschieden, sie ist auch in sich festgefiigt und — so genommen
wie ihr Urheber sie gegeben hat — in sich widerspruchsfrei und in ihren Er-

gebnissen kaum angreifbar. Die Schwierigkeiten, die sie der Auffassung bietet,

sind hervorgehoben. Sieht man iiber diese hinweg, so hat man ein auf einem
hochst einfachen Grundgcdanken aufgebautcs grandioses Gebaudc vor sich.
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414 Die wcilere Rclativitatslhcoric.

DaB die Minkowskische Lehrc die Einsteinsche einbegreift, mochte man
als cine gliickliche Fugung betrachten, die, niathcmatisch ausgesprochen, sich

darin zeigt, daB drei Gleichungen (S. 21K>) sich durch zwei GroBen erfiillen

lassen. Abcr die Deutung, die Einstein seinen Ansatzen verliehen hat, ist

aus Minkowskis Theorie nicht zu entnehmen. Diese Theorie geht auch in

der Anschauung durchaus eigene Wcgc, und die Weltkonstante, von der sie

wie die Einstcinsche Theorie Gebrauch macht, hat eine aus ihr selbst flieBende

Bedeutung, die an sich weitab von der Bedeutung der Einsteinschen Welt-

konstante liegt (S. 376), wenn auch zahlenmaBig beide Weltkonstanten iiber-

cinkommen.
Beiden Theorien haftet etwas Mathematisches an, der Einsteinschen Theorie

noch mehr als der Minkowskischcn. Soviel ich sehen kann, ist das Mathe-

matische der Grundzug auch aller sonstigen mehr otlcr weniger selbstandig auf-

gestellten Theorien. So spricht v. Ignatowski 1
), der eine sehr durchgearbeitetc

Relativitatstheorie veroffentlicht hat, den Relativitatssatz selbst in der mathe-
matischen Form Max Plancks (S. 324) aus, denn die vier Gleichungen, die

er zu diesem Ausspruch benutzt, geben zusammengefaBt die eine Gleichung

Plancks wieder. Er schlieBt dann, urn zu den Lorentz-Einsteinschen
Formeln zu gelangen, wie folgt. Findet die Bewegung in Richtung der x-Achse

statt, so werden die Relativkoordinaten x', y', z', t' nicht sowohl von y, z als

von q = \y- -f z* abhangen, und man wird setzen

x'-h{x.Q.t',p). Q'-U{x, Q ,t;p), t'=fz {x t
Q,f,p)

und nach dcm Relativitatsprinzip umgekehrt

Q = h(x',Q,t',p), t = k{x\ Q',t';p).

Er nimmt dann an

(
dx' = F

x
dx + F

2 dl + Fz d Q , |
dx^= F[dx' +FW + F^do'

,

(l'a) I dt'=G
1
dx+G

2 dt + G3 dg, (l'b) dt = G[ dx' + G^dt' + G3
' dg',

I d Q
' = H

x
dx + H2

dt + IIa dg; dg = H;dx' + Hldt'+H;de
'.

Das Relativitatsprinzip wird nun so aufgefaBt, daB diese Umrechnungs-
beziehungen der beiden Systeme aufeinander nur von der relativen Bewegung
dieser Systeme gegeneinandcr, nicht aber von irgcndwelchen Vorgangen inner-

halb der Systeme, also namentlich auch nicht von besonderen Bewegungen
der Punkte abhangen, so daB die F, G, II; F', G', II' Funktionen lediglich

von p, nicht von einer etwaigcn Geschwindigkeit v der Punkte sein konnen.

Bewegt sich nun der Punkt parallel der x-Achse, so daB x — vdt ist, so folgt

dg = 0. Wir hatten demnach fur diesen Fall dg' = (II
}
v + II

2
)dt. v. Igna-

towski aber meint, es miiBte dann dg'=i), also //, ^ //2
^= 0 angesetzt

werden. Das kann ich nur fur eine Annahme, nicht fur einen SchluB aus

dem Relativitatsprinzip haltcn, denn die Abhangigkcit dcs dg' von v ist nur

eine scheinbare, da ja an sich do' = H
l
dx

f H 2
dt sich ergibt, sonst fande

man ebenso G
x
= G

2
— 0, F

x
= F2

= 0, und es resulticrte aus der ganzen Bc-
trachtung uberhaupt nichts. Nimmt man jedoch fur dg^O auch dg'^0 an,

so folgt dann freilich weiter auch p' = o als allgemcine Bcziehung, und daB
die dritte Gleichung in beiden Systemen uberhaupt entfallen kann, da aus

dg = 0, wenn dg'^ 0 ist, ferner folgt II [ = H.^ = 0 . In den erstcn Gleichungen

soil deshalb das Glied mit do eben falls zu entfernen sein. Der angegebene

») Archiv der Mathcm. u. Vhys. 17, 1 If. (IM11).
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v. Ignatowskis Theorie. 415

Grund, daI3 nach dem Relativitatsprinzip die Beziehung der beiden Systeme
zueinander nicht von Anderangen innerhalb dcr Systeme abhangen kann,

scheint mir wieder nicht zutreffend, er kann genau so fiir dx und dt geltend

gemacht werden, wenn, wie es von v. Ignatowski geschieht, die obigen

Gleichungssysteme auf Lagcnanderungen desselben Punkts bezogen werden.

FaBt man aber die Gleichungcn auf als Beziehungcn beim Ubergang von

einem Punkt zu einem anderen, dann ist aus ihnen uberhaupt nichts aus

Sonderfalien zu schlieBen, da dann auch nicht dx — vdt ist.

Die Gleichungcn, die v. Ignatowski zuletzt ansetzt

idx'=F
x
dx-\F

t
dt, iix=F[dx'+Fidt\

( ia)

i dt'=G
x
dx + Gt dt,

1

'

1 dt ^G[dx'+GW,
beruhen also schon auf mindestcns zwei Nebenhypothesen. Diese Bcziehungen

werden jetzt als solche fiir den Cbergang von einem Kaumpunkt zu einem
anderen Kaumpunkt aufgefaBt, im Gegensatz zu der friiheren Auffassung,

als Beziehungcn zwischcn den geanderten Lagen desselben Punktes. Es
werden in beiden Systcmen Streckcn dx, dx' genommen, die fiir /> = 0, ein-

ander gleich sind. Vom ungestrichenen System, bei dt = 0, gemessen ist

dx' = F
x
dx, vom gestrichenen System, bei dt' = 0 gemessen, entsprechend

dx = F{dx' und da beide Systeme auf die gleiche Grofie die gleiche VVirkung

haben sollen, so folgt

(2) F^Fi.
Das schlieBt die neue Annahme ein, daB Vorwartsbewegung dieselbc

Wirkung haben soil wie Ruckwartsbcwegung.
Aus den obigen Gleichungen (l

x
o., b) folgcn die acht Beziehungcn

JF 1
F

1
'+/-

8^=1, G
x
Fi+G&-\, F^'+F^l, G[F.

2+G&~U
\F

x
Fi+Ft Gl= V t FlFt+FiGt

= Q, F
x
G[+G&-0 %

die nur vier unabhangige Gleichungen darstellcn. Insbesondere ergibt sich

aus ihnen

(4) FiG
t
= F

t
G{, G^ = F

x
F\ = Fi = F[K

Es seien r, r' die von den Ausgangspunkten 0, 0' der beiden Bezugs-
systcmen zu den konvspondierenden Punkten P, P' fiilu"enden Radicn, t| , x[

die Yektoren von P, P' auf die parallelen sich in einander fortsetzenden

x-, .t'-Achen. Es ist dann, entsprechend q — q', zu setzen r, = r,' und folg-

lich, mit c' als Einhcitsvektor,

t - r, lev, r'^r,-fc.v'; dx = dx
x
+ cdx , dx = dx

x + cdx',

d. h.

dx' ^ dx + c {dx' - dx) = dx + c (Fx
dx -f- Ft dt - dx)

odcr mit

dx , dx'
*
=
df »^dt"

.'-^.(F.-oJ' + F..)"---
„ dx
G
ut +(->
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416 Die weitcre Relativitatstheorie.

oder wegen
._. dx dx' ,

m »-=»-+t(
f';'!;

H-f- t
.

GjCD + G
2

Entsprechend ist

(6b)
»
=

G,'ct>'-f 6]
•

Habcn wir b'=0, so wird

= FJ _
F

2 _U
G\ ^i + ^-lJc

eine Identitat nach den Gleichungen unter (3). Ferner gibt die Gleichung (6a)

(7) F, = -c»F
1
--^F

l
.

Entsprechend ware aus (6I>)

(8) F2
' = -ci>'F

I
' = +c»F

1
~+/iF

1 ,

letzteres nach dem Relativitatsprinzip und wegen (2), somit

F — — FL

Also nach den Gleichungen (3)

(9) C-Ci-Fj-F,'.
Diese Gleichungen gibt v. Ignatowski selbst alle an. Es besteht noch eine

weitere Doppelbeziehung, indem nach den Gleichungen unter (3) aus den
Gleichungen (7), (8), (9) auch folgt

1 - F?
(10) G^-Gl- 1

.

Lassen wir noch G
x ,

G[ als unbekannt gelten und schreiben fur sie Q , Q

,

und P fiir F, , F[ , G2 ,
G.\ . so ware also nunmehr

(la)
\dx f -Pdx-pPdt

t idx-PJx'+pl'df,
* a)

| = + Pi/.
(z)

| dt = Qdx' + Pdt'.

Nun wird ein drittes Bezugssystem x", t" eingefiihrt, daB sich in gleicher

Richtung bewegt, wie die beiden anderen Bezugssysteme, und zwar gegen

das erste System mit der Geschwindigkcit /> 2 ,
gegen das zweite mit der --/>,.

so haben wir entsprechend zu dx, dt; dx', dt'

dx' = P' dx" - p x
P' dt", dx" = P"dx - pt

P" dt
,

dt' = Q'dx" -\ P'dt"; dt" = Q"dx -\- P"dl

.

Daraus folgt

dx' = (P'P" - - P' p x
Q") dx - P'P" (/>, + pt) dt .

dt'= (Q'P"+ P' Q")dx - (Q'P"p2
- P'P")dt,

so dalJ die Wrgleichung mit (i 2 a, b) ergibt

|
P-P'(P"^ Pl Q"), Pp-P'P"iPi-\-p,),

\Q = Q'P" + P'Q". P = P" (P* - p,Q')

.
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Fricdraanns Theorie. 417

Die erste und vierte Gleichung fiihren zur Beziehung

(12) P'Q"P, = P"Q'Pt,

so dab aus der dritten folgt

(13) Q = P" Q' (l + ^)
= P"Q-

(Pi + />2)

und aus der zweiten

(14) ^ 77 P '

'

Hiernach haben wir unter Einbeziehung von (12)

Q V Q"
(15) Pp P' Px P" Pt

*

und da die p willkiirlich sind, so wird gefolgert, daC ® eine universellc

Konstante sein muB. Wird sie mit — n bezeichnet, so ergibt sich

Q = -Pp».
Aus (10) folgt dann

1 - ln-p t n = ^rp->
d. h.

\l-p*n

So werdcn die Transforniationsgleichungcn

dx'= -, L ~ (dx -pdt), dx = —

—

1
(dx' + /> dt') ,

}'l-/>a « Vl-/>2 n

1
(dt-pndx); dt^ -=.-... (dt'+pndx')

}'l - />- n fT- p* n

und sie stimmen in der Tat mit den Lorentz-Einsteinschen Gleichungcn

formell uberein. DaB n = 1/F2 zu sctzen ist, schlieBt v. Ignatowski aus

dem Heavisideschen Ellipsoid, er hatte auch wie Einstein die Erscheinung

der Aberration benutzen konnen. Ich habe dieses hiibsche Beispiel absichtlich

genauer dargclegt, uin zu zeigen wie viele Annahmen versteckt in dicsen

Berechnungen liegen und wie mathematisch-formalistisch die Ablcitungcn sind.

Auf die weitcren anschnlichen Auseinandersetzungen v. Ignatowskis kann

ich aber nicht eingehen.

Eine sehr eigenartige Auffassung hat Hermann Friedmann 1
) von

dem Relativitatsprinzip geauBert. Er stellt an die Spitze folgendes Prinzip:

,,Dcr bewegte Beobachter benutzt bei der Herstellung der MaBgroBen das —
dem arithmetischen Mittel des ruhenden Beobachters vollig gleichberechtigte —
geometrische Mittel." Darin also soil die Verschiedenheit der Beurteilung

zwischen dem bewegten und dem ruhenden Beobachter bestehen; jeder von
ihnen vcrfahrt fiir sich streng richtig, ihre Beurteilungen unterscheiden sich

aber wie das geometrische Mittel vom arithmetischen. Seien ai.rtg.fl3,...

') Oversigt af Finska Vetenskaps Forhandlingar 15 (1912/13).

Weiastein, RelativltaUprinzlp. 27
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418 weiterc Relativitatstheorie.

bcobachtete Langen einer Strecke / , so wiirde ein mit / ruhender (oder mit

ihm gleich bewegter) Beobachter ansetzen

_ (J
i + <*

2 +^3 + • • + °n
L -

„

dagegen ein gegen / bewegter Beobachter
i

/'= {a
x
a2 a 3 . . .a„)" .

Nun seien die Abweichungen, die der mit der Strecke ruhende (oder mit ihr

gleich bewegte) Beobachter zwischen den beobachteten Werten a,
,
at ,

a3 ,. . . , an
und dem aus ihnen durch arithmetische Mittelbiklung abgeleiteten Wert /

gefunden hat, r
x , tt , r3 ,. . . , en , so ware

«i = I + f
i , <* 2 = I + *j .

f3 ' + fa «*» = ' +
Indem der gegen die Strecke bewegte Beobachter die gleichen Werte aJt a t ,

rt 3 , . . . ,
an erhalten hat, folgt

i

/'=((/ + *,) (/ + ^) (/ + *>)...(/ + O) "
.

oder
i

(/• + /»-'2 ,

e + /"-*2V J,-f ...)'-,

und da -Jf = 0, also S^e* = — i 2V ist, so ergibt sich

''-H i -i"+-)}i -'( , -ii>"+-)-
Nimmt man einen Mittelwcrt x2 aller , so ware

P

V = 1 -
*'

I 2
'

Diese Beziehung entspricht fonnell der Lorentz-Einsteinschen, welche ergibt

Aber es ist schwer zu verstehen, wie x2 mit r dem Sinnc nach soil ver-

glichcn werden konnen.

Spater hat Friedmann die Relativitatslehre auf das Gebict der optischen

Abbildung verlegt. Er findet, daB es im allgemeinen nicht moglich ist ,,die

Kunktion, die ein optisches Gesetz (das Gesetz der optischen Weglangen) aus-

druckt. invariant zu erhalten, wenn eine Addition der Dioptern stattfindct,

und zugleich cine punktahnliche Abbildung zu vollziehen; sondern die In-

varianz des Naturgesetzes verlangt in diesem der Bewegung aquivalcnten Falle

line Transformation des Bildes, die der Lorentz-Transformation analog ist

und im Grenzfalle in den der Galilei-Transformation entsprechenden Aus-
druck ubergeht." Diese inteiessante Betrachtung ist fiir eine Diskussion noch
/.u neu.

Cberhaupt hat sich neuerdings das Bi-streben geltend gemacht, die Re-
lativitatstheorie mehr und mehr in das Gebiet der Wirklichkeit einzufuhren.

Gibt es doch Lehren, denen zufolge die Relativitat sogar in die Dinge sclbst

verlegt wird, so daB diese Dinge aus sich sich dem Einen so. dem Andern
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anders nach Gestalt, Tcmperatur usf. zeigen, je nach der Bewegung, die sie

gegen den Betreffenden haben. Das ware cin ubertranszendentaler Idealis-

mus, der weit iiber Rants transzendentalen Idealismus hinausginge; die

Welt bote aus sich jedem eine besondere Welt, stellte sich aus sich selbst

der Welt in unzahligen Welten dar.

Allein es darf nicht vergessen werden, daB selbst Minkowskis Kelati-

vitatsprinzip schon in der Mechanik allgemeine Bedeutung nur haben kann,

sofern wir die Welt in ein Aggregat einzelner unabhangiger Individuen, also

rein atomistisch-kinetisch aufldsen diirfen, so daB in ihr nur Vektoren und Ten-
soren als wirkend angesehen werden konnen. Welchen Schwierigkeiten man
schon in der Aufldsung der elastischen Stoffe mittels der elastischen Span-
nungen begegnet, habe ich im I. Bande meiner Thermodynamik nachgewiesen,

woselbst gezeigt ist, daB die ublichen Ausdrucke fiir die elastischen Span-
nungen kaum noch aufrechterhalten bleiben konnen. daB man vielmehr
von einer simultanen Behandlung der Bewegungsgleichungen und der

Gleichungen zur Ablcitung der Ausdrucke fiir die Spannungen auf die Dauer
nicht wird absehen diirfen. Dann aber verliert sich das Relativitatsprinzip

ganz aus diesem Gebiete der zusammenhangenden Welt. Einstweilen tut

man am besten diesem Prinzip noch da die Grenzen zu setzen, wo Min-
kowskis Theorie sie gefunden hat, d. h. wo noch mit Sicherheit Krafte
und Tensoren angegeben werden konnen, die die Vorgange leiten, wie das
im Grunde Minkowski auch ausgesprochen hat (S. 389 Axiom 3). Die
Oberspannung des Prinzips hat schon viel Vcrwirrung hervorgebracht.

27*
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lahrungsgemafle Denkwcise (1800— 1850). XL, 655 Seiten 1909.

M. 15.— ,
geb. M.

LMerarlechW ZMlralalaH tflr DMttChlantf: Hier lie«t ein» jenrr monuinentalen Werke vor. die man in ein. r

kurzen Anzrige unni'>K'lirh wiirdiKen kann. Ks ist die Atnicht drs Ver(aw<r*. den emziK-irtujeti Ent»icklun^ i:.'iii;

d.r KeWen»arli«m \atiirii.r*< huns in einheillii he in Reschichtlirhrn Bilde daizuslrllrn. IVr Ke»a!li Re SloH 1st mi /».i

i,rr.Here Bande auf«eteilt, die «1azu b<-slinimt «ind, die z«ei aufeinandeifolKcnden Ri< htmium in der natur«i".m
si hafthchcn TatiRkeit d« t<). Jahrhuiiderls )ie»renrinan<ler abzufHenzeii. Der hier vtwlieKeiide errte Band rei. ht Ws
zur Hntilcekung der Kraltcinbeit durch Rolierl Maver und Helnihnltz und zeist die jtroBte He ho, zu der mi h die N a-

turfon,chuin; wahrend ihres Kainpfes ge^en die Ijiik nachwirkenden Einnus«e de* rein beerifllii hen, criahriint-ariuen
Denkens auf^rhwingt. Nach I-rscheinen des zweiteti Bandes soil aul das hochbedeutsame Werk, nut dein m< h nur
c t«a Whewclls und Apell* Schnlten vergleichen !as*en, ausfiihrlich ringe«angrn werden.

gOLTZMANN, L, Ptfulirt Schrltton. VIII. 440 Scitcn. 1905. M. 8 —, gcb. M. 9 - .

Phytlkalltche Zeittchrttt: DaO die Lekture de< Werkes jedem Leser unsrrer Zeitschrilt RenuDreirlu Stnnd« n

liereilen wird, bedarf wohl kauin der Versicberunit. Vortrage uber Krund!' l-<ude Fra^en dei e.xaklen W isseusrliafi< ii,

dachlnisreden auf Kirchholl, Stefan, Lo&chiuidt, Erorlerunnen uber philosophivcbe Ge^custande uud last

nut least die Reite eines deutsrhen I'rofrs^or* in* Kldorado voll kustlichrn Humors, Krnst und Srherz in peistvolli in

t'lepl.mder vermensend, da* alles zieht an d«n I eser voruber, auch Uberrascbuu^en harrm de*setb«i, die alwr \vn
uirht verralen werden sollen. Mul3 der Referent j«t«t noch versiebem, daO die popularen >ichnften Bo 1 1 z tu a n u >

auch in den Handen der ubrigen Leser scin soilten?

UandwSrterbuch der Artronomit. Untcr Mitwirkung von Prof. Dr. H. Becker-StraOlmrg.
" Prof. Dr. E. Gerland-Klausthal, Dr. N. Herz-Wien, Dr. H. Kobold-Stratiburg, Dr.

N. v. Konkolv Budapest, Prof. Dr. C. F. W. Peters (f), Dr. F. v. Kcbcur-Pasch-
witz (t). Dr ' Fr. Kistcnpart - Kiel, Prof. Dr. W. Schur-Gottingcn, Prof. Dr. H.
Secliger-Miinchcn, Prof. Dr. W. Wislicenus-StraBburg. Dr. A. Zelbr (t) hcrausgc-
geben von Prof. Dr. W. Valentiner in Heidelberg. Lex. -8" 4 Bande in 5 Tcilcn. IA'I.

3124 S., 489 Abb. und 11 Taf. 1896— 1902. Kpl. M. 100.—, gcb. M. 112.—.
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IE HEUX, J. W. N., Lissajout'sche Stimmgabelkurven in stereoskopitcher Darstellung. us Tafeln
n it Text in- Mappc. 191 1. M. G.—

.

Dip Stiiunigabelknrvpn wurdpn 1857 zuer«.t brsthriebm. Man erh.Mt von ihnen sterrr^kopische Bildrr, wnm
man iwci glciche Kurven zeichnet, wrlchr imr cine germgc Phasendifferenz aiiftoeisrn, F.iiir derarligc Zrichming Wt
aber auBrrofdentlich schwicrig unci dctn Vcrfa«>cr er>t nach l.nij^/nerigeti Studicii »:< Umgen. Die in der vorliegenden
Satntnhtng rnthaltenen *ehonen Iteispielc werden daher Physukcr uiul M-ithem.iliker leiih.ift inlcrt-^-if r«-n. IVim
niitu-ls des Slererr-kopo. M <n tiif.glirh, cine Plaiiknrvc in pine Ratiiukurve 711 verw.uideln, und inn cm genatic* Hil<l

eincr Kunc doppcltcr Kruuiiuung ru crhallcn, branch! man nun kein Dr.dilniodell tnrhr.

MARBE, Dr. KARL, Theorle dar klnematofraphltchen Prajefctfonen. 80 Scitcn mit 33 Fi-
1 gurcn. 1910. M. 2.40.

Di<-*ps Biirhlcin ist aus dor ('bcrztuguiiF, hm'nrci gangen, daO cine niiiglichsl cnge Fiihlung zwi-rhen Tn h-

nik mid WissMischaft ini lnt«-rcsso bridrr Gcbirtr uclcgcn ist, N.uhdein sirh soil Linger Zcrt die wiv»« u\i li.iftln -he.

Tb<f>rir und Praxis iiu Gebicle der Mathematik, Mcdizin und der N.iturwi>S4 mm h.ilt (jeijenM-ilig gcfi.rdcrt h.il'ii,

iiiji hi dicsc Schrift heutc in rincr Blutczcit dcr Tcthnik drn Vcrsiich, die ISychnlogic und dip Tcchnik in dcr l.rlnc

von den kilicmatographischpn Projcklioncn in Zusarnmcnhang zu briiiK<-n. I's wen. let sirh an alio diejciiigcn, denen
dip Trchnik des Kincmatograpbcn am llrrrcn liegt. und die bei ihren Bcmuhimgen mit dcr WisM-uM-halt 1 uhluim
brhaltcn

DOLTZMANN, L., Vorlesungen Qber die Prinzipe der Mechanik. I. Toil: KnthalUml die
Prinzipc, bci denen nicht Ausdriickc nach dcr Zcit intcgricrt werden, welchc
Variationcncn dcr Koordinatcn odcr ihrcr Ablcitungcn nach dcr Zcit cnthaltcn.

X, 241 Scitcn mit iG Figurcn. 1897. 2. unvcrandcrtcr Abdruck 1910.

M. (>.-—
. gcb. M. 7.

—

II. Tcil: Enthaltcnd die Wirkungsprinzipc, die I-agrangcsclien Glcichungcn und
dcrcn Anwcndnngcn. X, 336 S. mit 10 Figurcn. 1904. M. 9.— , gcb. M. 10.—

.

pestKhrift Ludwig Boltzmann gewidmet zum scchzigsten Geburlstagc, 20. Februar 1904.
8°. XII, 930 S. mit cincm Portrat, 101 Abb. im Text und 2 Tafcln. 1904. M. 18.—

Dip Festschrift enthiilt 117 Abhatidlungcn nu» dm Gcbietcn dcr Mathematik, Phytik, Flcktrr.techntk und
phvsikalise hen Cheniic, und dip brdciilpndstpn Fachgplchrten haben d.trau inilgrarbctlct, wir nennen nur < lir Namcn:
S. Arrhenius, H. du B<»i*, C. Chwofeun, P. Duheiu, II. Ibcrt. J. H. van't Huff, II. Kay-cr, W. K«t.i*. K. Lecher,
<). Lchiuami. II. A. Lorcntz, li. Marh, W. Ncin»t, C N< lmiaiin, I.. Ifaunillcr, M. PKimk, F. Rkharz, K. Rictkr.

A. Rifihi, C. RunRP, A. Somniprfcld, J. D. van drr Waal*. F-. Wipdcrnann, VN". Wipn 11. v. a.

Der Band bildct cine unbpdingt notwpndi«p I; rc-inrimc *n dpn „Annalon rlt r I'by^ik". Die Red d. ..Aiinalrti"

hat <la«. Inhaltsvrrzrirhnis dpr Uoltzmaim-FrstMrhriU im Jabron-gistcr 1904 mit abgcdruckl, um auch anUi rlich Hik
Vprbindung mit den ..Annalen" herzustpllen.

DOLTZMANN, LUDWIG, WiSMMchaKlicha Abhandlungen. im Auftragc un<I mit Unter-
stiitzung der Akademien dcr Wisscnschaften zu Berlin, Gnttingcn, Leipzig, Miin-
chen und Wien herausgegeben von Fr. Hascnohrl in Wien.

I. Band (1865— 1S74), VIII, 652 S, mit viclcn Abb. 1908.

M. 18.40, ^el). M. 20 -
.

II. Band (1875— 1881). VI, 59G S. mit Abb. 1909. M. 17.—. gcb. M. iS.*k).

III. Band {1882—1905). VIII, 70G S. mit Abb. und Titelbild. 1909.

M. 20.G0, gcb. M. 22.40.

I-.?, war cim- l-.hrpupflicht, the Gcsanimeltpn AbhandlunRpn des bcdrulendrn Phynkrrs in rinhi-illi< h'T Aun
»«alliins heraiiNziiKcbin. Viele von den Abhandlungen sind in Kbwer suRanglitbtit Akadeiui. Sihriltrii und in

audereti PuMikaticmcn Piithalten.

U 0HLRAU8CH, FRIEDRICH, Qatammelte Abriandlunfan. Herausgegeben von Wilhelmn Hallwachs, Adolf Hcydweillcr, Karl Strcckcr, Otto Wiener.
I. Band. Elastizitat, Warmc, (-)ptik, al«>ol. elcktr. Mcssungcn und Vcrsthir

denes. XXXVI, 1 108 S. mit Bildn. d. Vcrf., 1 Tafcl u. 117 Fig im Text.
1010. M. 25.— . gcb. M. 27.—

.

II. Band. Elektrolyte, Elcktrolytisehe Eeitung. Leitverinogen und Polari-

sation, Physik der Losungcn, LXXII, 1380 S. mit J.cbcnsbild des Vcrf.

von A. Hcydweillcr, 5 Tafcln und 84 Figurcn im Text. ion.
M. 30.— , gcb. M. 32.—

.

Dir Abhandlungen Fnedruh Kohlranseh* lirscn hirrrnit vollMandic \<<i und es wird juler Itinutzcr r> den
ller.uiNgrbprn Dank wi>sen, d.iO der Dnirk s" ra>rh hergestellt wurde.

DUCHHOLZ, HUGO, Das mechanise he Pottntial, nach Vorlesungen von I.. Boltzmann* bcarl>citct. und Dia Thaoria der Figur der Erda. Zur Einfuhruiig in die hohcre
Gcodasie (Angewandte Mathematik). I. Tcil. XVI, 470 Seiten mit 137 Ab-
bildungen. 1908. M. 15.— , gcb. M. iG - .

ZtttSChrttt t. wtaeiUChaftl. Pbetographlt: Mit deni vorliei;. n-len er-l. n Tcil seines I.ehrlu. he* der h< her. n
GrodaMc bat der \Vrlii»ser unslreilig alien, die su h nut diexni <;. I iet l ef.i>-cn nolleii, em. n gulen Dien>l erwu-<p.
In srhr klarer, ver-l.indlu her, aber allc Wcit<eh»cthgkeil veimeuleiidcu Wriit (;ct<. bn< U n, liihrt W trk in

die hier aultrelendeu Problmic cin.
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nUHEM, P., Ziel und Stniktur dtr phyiikalischen Theoritn. Autor. Pbcrsct/ung von 1- . A d I e r.u Mit Vorwort v. E. Mach. XII, 308 S. mit 11 Abb. 1008. M. 8.—, «eb. M. 9.—.
Dim W'rrk biotcl nicht nur dmi Throrrtikrr, somlrni auch drm I'raktikrr rinc Fullr \<»u AiiriTiiiicru, und

M-iiu- I'litiTHUcbunKMncthcxIc darftc* aucb jcdrm antWr-n \Vissiti<«cbirl<- wrrtvnllt- Picnstc Irivtrn.

HE

DOLTZMANN, L., Vorlesungan Ober Maxwells Theorie der Elektrizitit und des Lichtes. I Toil.

XII, 1^9 Scitcn mit viclcn Tcxtfigurcn und 2 lithographic hen Tafcln. i.s.,i

II. Tcil. VIII, 166 Scitcn mit Figurcn im Text und zwei Tabellen. 1893. 2. un-

verandcrtcr Alxlruck. 1908. jc M. 5.—, gcb. M. «>.

Nur rin Holtzm.mn ktmntc dm oft nnmtwirrbar koniplizirrtrn Plan drs Ma«w< IUi ln-n 1-clirKi'baiidcs bU in

alle l>< Imh *n verslf-hcn. tun ihn mit dicker Kl.uhnt bloD/iilrprti- Aus drn riuf.iihsun Annahtiirti — den fir-* izni

drr cvkliM-hrn BcwiKunytn und d«*r l^ajtrantsctthrn GlrirhuiiK • Mitwitkrlw »irh <hv wrillr.u-uiiUun Schtu^- mil

uticf KUrhrit und Kl.-^.inz, ilic mlxn der vollcndi-trn wi>s4-n*:haftlich<ii Utfnt >Iii;uii« auch run n hervnrraw ltd. it

.i>thHivchcn Genu IS tm tot.

DOLTZMANN, L., VortMiingtn Qber Gastheorie. I. Tcil. Thcoric dcr Case mit einato-

migen Molekiilen, dcrcn Dimcnsioncn gegen fnc mittlcre Wcglangc verschwinden.
IV, 200 Scitcn. 2. unverandertcr Abdrtick. 1910. M. <>.-

, geb. M. 7. . II. Tcil.

Pbcr die van dcr Waalsschc Thcoric, die Case mit mehratomigen Molekiilen und
die Dissoziation. X, 205 Scitcn. 1898. M. 7.—, geb. M. 8. .

LMHOLTZ, H. v., VoritiiMfWi Qbtr theorerische Phytik. In 6 Bandcn.
I. Hand, 1. Abtlg.: Finlcitung zti den Vorlesungen iibcr theorotischc I'hysik.

herausgegeben von Arthur Konig und Carl Ruiikc. VHI, 50 S. mit
1 I'ortrat. 1903. M. 3.—, gcb. M. j .50.

I. Band, 2. Abtlg. : Dynamik diskreter Masscnpunktc, herausgegeben von
Otto Krigai -Mcnzcl. X, 380 S. mit 21 Tig. 2., durchgcschcnc Auil.

191 1. M. 15.— ,
gcb. M. 10.50.

IT Band: Dynamik kontinuicrlich verbrcitcter Mar-sen
,
herausgegeben von

Otto Krigar- Mcnzcl. \" 1 1 1 .
2jH S. mit 9 Fig. M. 12.—. gcb. M. 13.50.

III. Band: Mathcniatist he Prinzipien dcr Akustik, herausgegeben von Arthur
Konig und Carl Rungc. XIV, 256 S. mit 21 Figurcn. 1898.

M. 12.— ,
gcb. M. 13 50.

IV. Band: Elcktrodynamik und Thcoric des Magnctismus, herausgegeben von
Otto Krigar-Mcnzcl und M. Tauc. X, 406 S. mit 30 Fig. 1907.

M. i(>.— ,
gcb. M. 17 50.

V. Band : Elektromagnctist he Thcoric des Lichtes, herausgegeben von A 1 1 h u r

Konig und Carl Kungc. XII, 370 S. mit 54 Fig. i^ty.
M. 14.— . neb. M. 15 50.

VI. Band: Thcoric dcr Warme, herausgegeben von Franz Kicharz. XII.
418 S. mit 40 Fig. 1903. M. 10.- . geb. M. 17.50.

I ORENTZ, H. A., LthrfellCh dtr Physik zum C.cbratuh l>ci akademischen Vorlcsungcn.
Nach dor vicrtcn von H. A. Lorcntz und L. H. Sicrtscma bcarb. Auflagc und
tinter Mitwirkung t'.cs Vcrf. aus dem Hoi Ian dischen tibcrsetzt von (i. Sicbcrt.
In 2 Bandcn. M. 18. -, geb. M. 20.—

.

I. Band; V, 482 S. mit 236 Abbild. 1900. M. 8.—, gcb. M.
II. Band: VL 621 S. mit 257 Abbild. 1907. M. 10,—. gcb. M. 11.—.

Z«lt*Ckrift tftr pkytlkaU Cktmle: I>ir* ist cin \\>rk, welrh.-s man fast rtirkhallb* dt.-r vindn-n ndi>ii lin.-i.d

• mpfrhlin kann. Nirht nur den Medizinert), -ondern in*bev«nden- den I hemikern, fur wrlrhr- t'mf.iiiK und K<li.n«l

limt'-wriv K«fa<lc rwht «>th«nrn, wird o die allrrlTstcn \h< n>tr Iristrn. Dafl N i f iiifm MHstrr srm<^ Facli<^
»*' H. I.»trnli sachlich an di-in fnhallr nicht* ausziiscUen M. braurht nicht «-r>t »:<-*aist mi wridtn. W .

<>

UELMHOLTZ, M. v., Wtatnschaftlieht AbbMdlungen. 3 Biindc. Mit 2 l'ortrats und
8 lithographischen Tafcln, in Lcincn gebunden unbeschnitten M. 58.— . (I. Band
VIII. 918 Scitcn. 1882. M.20 -

. II. Band VIII, 102 1 Scitcn. 1883. M. 20 -.
III. Band XXXIX, 655 Seiten. 1895. M. 18.—.)

Die wiss?n*chaftli< h<'n Arbritcn von Ilrlmholtz iind von brlr.u htlirhnn Hinfliill .mf d< n l-'ut\virkliint;-tr;uii.' ilrr

I b>*r<rclichen rh>->ik uincrrr /rit crwr-irn. I>urch die VrrointK'unk' drr s^irif-rzcit nU Minzclilrin kc <«lrr in vi r^hic
d- nrii wisM-nschafUichrn /eitsrhrillcn tr<< hieiiriifn Arhtitcn in ulnchniaUiKrin iikkI«ik-ii W'ic^j. raUlrur k wt idrn
dti^tlbrn <lcr wisaenschaft lichen Will brquctn zntranglich Rrniacht.

QARBA880, A., Vor1esunj«n Qber th*or«ti«che Spektroskopie. VIII, 250 Scitcn mit 05 Ab-
bildungcn 1906. M. 7. -.

I'rol. C. in Oiui;i. <in & hnl.r von Hclinholtz, h it in 20 Vorlouncrn das pame M.irt dcr Sp*ktro ki.pir und
Spcktralanalw, v.mril »r bi> jttzl drr Throric zi'^uiglirh warm. I«hamlrlt, wobei rr sich bosrmdro aul phy»i-
kalisch (cut dclinierte Vor>U'lluijgcn bnchranklc.
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UERTZ, H., Gesammelte War**. Hand I. Schriflcn vcrmisdilcn Inhalts. XXIX. 308
Seitcn mit 35 Fig. u. 1 Tafcl. Kinlcitung von Ph. Lcnard und Portrat dcs
Verf. iH«>"j. Preis M. 12. — . Band II. Pntcrsuchungen fiber die Ausbrcitung der
elcktr. Kraft. VIII. 2<><> S. in. 40 Fig. 2. Aufl. 1895. M. 0.—. Band III. Die
Prinzipicn dcr Mcchanik in ncuom Zusammcnhangc dargcstellt. Mit einein Vor-
wort von H. v. Ilelmholtz. XXIX, 312 Seitcn 1894. M. 12.—. In Halbtranz
gebunden jeder Band M. 1.50 mehr.

Da- l.rben-wrrk des Irtih dahiiigegaiigencn r.elelirten lit^t in den vorslehendeii ilrri Baudi-n abgi-M hl<>s-en vm
|< in.hr 111.1M sich in die gci-tvollen unrl klarrn Darslellungen vrrsenkt, uiu V) ui«'br bcdaucrl man, d.iU dir T<»l
M-im iii Wirkrn cin vf> knrzrs Zirl cr-trrkt hat.

QUHEM, Die Wandlungen der Mechanik und der mechanischen Naturerklarung. Alitor. (Visv von Dr. Ph. Frank. VIII. 345 S. 1011. M. 0.40. gct>. M. 7.50,

D-i- Buch nith.dt ill -etnrni rr-t«-n Trde da- Li b<-n unrl die T.iten der tiiechaiii-lischcii 'Dienrien, t^hmiil nu
gweitrn Trde die lhenriodvti.uiiisrrirn Thi-iinen beh.indelt werden. Duhem will die ganxe Physik nach dem Mu-ter
•I«t illm inrmtii Dvuamik aulbaurn, rin (irdankr, di r j.i am h in I >eul-rhland -chon IS111M v<m drn EnrrKftikem
()-.lw.ild ntid Helm veitnt.-n wnd, al>er uitgeiid- in -o txaktet Form duuhgeliihrt ist, wir in dm auihlr. i< lun
Selirillrii On he in,. IVr iwrite Ted stellt sich gi rni.iUcn al- linleitung in die wrsrntlirhrn C.rdaiikrn von
Ouhrm- nrganisi hru Srhnftrn d ir.

Duh. in- Wcrke zrichnen Mth meht nur durch ihrc hisl<<ri-eho Giuiidln likrit uu-, w>ndern auch dunh • ine
dmzeiide I >arstrllungswcise.

DLANCK, MAX, Vortosungen Qber die Theorie der Warmestrahlunf. 2. Aufl. VIII. 20.- S.

mit 7 Abbiidungen. 1013. M. 7.—. gcb. M. 7. Ho.

Ztitichr. 0. Vereini deultchcr ln|enieur«: Das v«wlji-grndi' \\< rk ul>rr Theorie drr Wannestrahlniig duti. n
wir ruekliall-lo- al- eine l.rt-tung allrrrr-ten K.mse- N'grulWii Di- i-t virllenht da- Hewundromg-wrrle-ie- an dem
Hitihe, iii -rh.n. mil wir ^rringen Mitteln drr Wrfa-vr e> m l.inden hat, dm Le-er aul die H"he drr For-chiing
in hnngeii,

Phyflkalitche Zeltichrlft: Hank war nvnfellns d.-r I* nit. ne Mann, utn rin I.chrbuch nbrr die Theorie der
W .irinc-trahliitis zu xhreibeii, da er an drr I ntwick. lung ilir-rlben eineti hervi»rraReuden Antcil genomnirn hat

ERBACH, F., 6e$chichtstau?ln dtr Physik. V. 150 S. 1910. M. 4.-, gcb. M. 5.

Zeltichrlft lir 41* flllerrelehhehen Oymnailtn: Das Huch, da- mit vieler SorKfalt und gutem Cn-« hirke vi r

l.itu i-f, wird sich reeht 1'f.unhbar erwij-rn, z. Lt. fur Vorlrsungrn. xur Vnrbcreitung aul I'tufiingi-n, xur l.nt

-4'hriduni; hisl««n-cber Fragcn; dann wird am h das Bm h — wie drr V< rfas-»,r mit vollem K<Thtr Ix-inrrkt -- lur

ilni. drr in und zwi-rhen tleu Zetlen zu h vn \i r-tcbt, fine anirgrnile mid liivinilc Lekliirc bildrn. Wir wtinschi-n

lein -i hr Im langreu h< 11 Burhe rmr write \". rbrt ilunc

w EINHOLD, ADOLF F., Physikaliiche Demonstrationtn. Anlcitung zum Experimentiercn
im I'nterricht an Gvmnasion, Hcalgymnasitn. Btalschulen und Gcwerlxrschulcn.

5., vcrtiesserte und vermchrte Autlagc. XII, 1097 S. mit 702 Abbiidungen im
Text und 7 Tafeln. 1913. M. 33.— , gcb. M. 30.—.

ZeltlCkrttt fOr Mathtlll. and Phytlk : . . Die B«— hr< ibutig drr Apparato und die Amnrdtiutiic drr Vri>uchr
v.. kl.ir, ringrhrnd. yi latilirh und wird durrb rinr m> tT»>l5r AlUahl trrfllith ausif»-luhrt«-r Figuren untrrstiit/t,

ilaU srlbst drrjrnigr, der sich n««h wring <hUt gar nicht nut drr Ansli-Hung vnn I'nlrrrichtw xperimenten be^hilligl
h tl, -ith nai h d>-m W.stbrn Bui he rureehthndrn und etwai Orilmtluhcs Iristmi kann. — Aut dir praktisrhen R.il-

-< hlagr. dir W. in srinem Btuhe gibt, kann siih jider I- xperunentalur g.inz verla»«-n: da 1st jede ICinzelhrit oft und
i;misyiiln(t diirchprubtert, jeder Tnl dcr NVr-inh-aiiordnuiig 1st mfhlubrnl.tr> ht. V«m drni W.ichcn Bwhr darl

Mitml nur we-eiitlirhe Verbes-ming de- phv-ik.ili-ihrn I'nterrithts ails virlen (iniiiden erwartet werden . . .

I A ROSA, M., Dtr Ather. Gesthichte einer Mvpothese. Vortrag, «fchaltcn in tier

Biblioteca filosotia von l'alcrmo. Aus dem italienischcn Manuskript tibcrsetzt von
Dr. K. Muth. 1 i(> Seitcn. 1912. Kart. M. 2.50.

Drr Vnrtrag gibt nicht -<> -rhr cine -v-tematische und noch wenigrr voU-tandigc Dar-Nllung von der tir

m liithle >l< - Ather-, al- vit-lun hi (inrn i*brrb|ii'k iiber jenr altrn und neuni Anschauungen, well hr slrts tin be-o«i.

• li re- phil"-<>phi-<he- Inter.--*' t « -it/, u Die l'o-tulale der Kel.itivit.itsthcurir und die neuen /eit- und Kaumbegriflr
Mud d.irin wegen ihrer bohen Tragweitr rttigcbeud bclruchtet.

U/AAL8, A D., VAN DER, Lehrbuch der Thermodynamlk. In ihrer Anwcndung auf das
Glekhgewidit von Syslemcn mit Rasformig-flussigcn Phasen. Nach \ orlesungcn
bcarbcitet von Prt)f. Dr. Ph. Kohnstamm.

I. Teil: XII, 2S7 Seitcn mit 75 Abbiidungen. 191)8. Geb. M. 12. — .

II. Teil: XVI, D46 Seitcn mit 205 Abbiidungen. 1912. Geb. M. 24.-.

Phjrilkalltehf ZelttCVift: iHr Inhalt de- vorlirgrndrn Wrrkr^i drrkt sub iiaeh AugaW drs Vnrw«rte* vnn

\ .111 der U aals im we.entlichcn luit di --rti \ orle-ungeii uber Theriiirjdyiiaiiiik, die haupt-Jirhlirh rlrn Zwrrk hal>ni,

Ke-ult.ile eicener t/iiter-uchuuBcn hi gelx-n. Stlum darati- ii'ht henor. dalt man <-- hnr mit rtnetii Bucbe zu tun

h it %<>n cruller Kigenart, da- \ iellarh — uni nicht zu -apen uIm r.ill — andrrr Wcge gehl, als dir bei un^ OMichen
l.ehrbin her d. r 1 hrrm< •dvnamik I - -ri nur g^iii/ allgeiiM-in tienierkt, daB in dem Werke hanptsachlirh die Mrth.^
>len .L-r hiillandiMhen Schulc nugrw.iiidt werdrn, die von drr Hand ernes Meniere dargotellt ru sehen lur »lle

Fatbgenoisen von bobcm lntetesbe >cui durlte.
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