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Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

Von Professor Dr. M. W. Drobisch.

(Aus den Sitzungsberichten der Ktfnigl. Sächs. Oesellschaft der Wissenschaften , m«v

thcmatiseh-physLsche Classe, am 1. Juli 1858.)

Die nächste Veranlassung zu den nachfolgenden Sätzen hat eine Be-

merkung von B ab in et im Campte rendu der Pariser Akademie (1857, Juni

p. 121) gegeben, wo derselbe sagt, dass man den mittleren Erdhalbmesser

nicht richtig bestimme, wenn man ihn als das Mittel zwischen dem Halb -

messer des Pols und dem des Aequators ansehe, also, wenn letzterer -~ 1,

die Abplattung ==: a gesetzt wird, durch 1 — ausdrücke, da der Halb -

messer des Pols einem einzigen Punkte, der des Aequators unzählig vielen

zukomme. Es sei vielmehr evident, dass, um den wahren mittleren Erd-

halbmesser zu finden, man für jedes Element der Oberfläche des Ellipsoids

den demselben zugehörigen Halbmesser durch die Fläche dieses Elements

mnltipliciren , das Produkt durch die ganze Oberfläche des Ellipsoids divi-

diren und von dem Quotienten das Integral nehmen müsse. Hierdurch fin-

det Habinet, dass in Bezug auf die Erde, wo ^rr 1» dieser Wertb aber,

nach Airy, nur bis auf -j^ seiner Grösse zuverlässig, daher die Berück-

sichtigung der Potenzen von et ohne wahren Nutzen ist , der mittlere Halb -

messer des Ellipsoids = 1 — gesetzt werden müsse. Er hat jedoch

nicht bemerkt, dass dieser Halbmesser der einer Kugel ist, die den gleichen

Inhalt und die gleiche Oberfläche wie das Ellipsoid hat, und unter dein iu

der That häufig der mittlere I^rdhalbmesscr verstanden wird. Ist nun 7.v/;:r

insofern das Resultat nicht neu, so ist dies doch seine Ableitung. Das Prin -

eip aber, auf dem diese beruht, scheint nicht so unmittelbar evident, um
einer Begründung nicht zu bedürfen. Diese hat keine Schwierigkeit, sobald

man von dem allgemeinen Begriff des mittleren Radius, als des arith -

metischen Mittels zwischen den unendlich vielen Geraden ausgeht, die aus

einem gegebenen festen Punkte nach allen Punkten einer begrenzten Linie,

Fläche oder körperlichen Ausdehnung gezogen werden können. Die An -

Zcilschrifl für Mathematik u. Physik. IV. l
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2 Ucber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

wenduog dieses Begriffes führt zu violen merkwürdigen Resultaten. Der

. 8peciellen Aufgabe : die mittlere Entfernung aller im Umfang und Inhalt

einer ebenen geradlinigen Figur enthaltenen Punkte von einein in ihrer

Ebene gegebenen festen Punkte zu bestimmen, hat Grunert eine eigene

Schrift*) gewidmet, die man abor wohl, ohne im Uebrigen den Verdiensten

ihres Verfassers zu nahe zu treten, ermüdend weitschweifig nennen darf.

1.

Seien r', r", .... H") die von einem gegebenen festen Punkt oder Pol

0 nach n gegebenen Punkten M\ M'\ .... M (H
\ welche entweder in der-

selben Ebene oder beliebig im Räume liegen mögen, auslaufenden Radien,

so ist das Mittel aus allen

r + r" + + r<">
r, = •

71

Sind nun M', M'\ .... die Theilpunkte einer in n gleiche Tlieile zerlegton

begrenzten geraden oder krummen Linie s, so ist, wenn Js die Grosso jedes

As
Theils bezeichnet, n=— , daher dann

s
1

r, = (r' + r" + ....+ r<»>)

oder auch , wenn r im allgemeinen die gezogenen Radien bezeichnet,

r, -= 2

Wird nun s in unendlich viele gleiche Theile getheilt, so wird ds—ds,
daher dann

/rds—
oder da s einen constanten Werth, die Länge der Linie bedeutet,

1) sr
x
=jrds,

wo das Integral zwischen den den Endpunkten von s entsprechenden Gren-

zen zu nehmen ist. Nennt man nun r, den mittleren Radius der Li-

nie s aus dem Pole 0, so hat die Formel 1) folgende Bedeutung. Ist

1) s eine Gerade, so lege man durch sie und den Pol eine Ebene und drehe

in derselben sHmmtlichc aus 0 nach den Theilpunktcn ihrer unter sich glei-

chen unendlich kleinen Elemente gezogenen Radien um diese Punkte, bis

sie senkrecht auf der Geraden stehen. Alsdann geht durch ihre Endpunkte

(die zuvor im Pole zusammenfielen) eine Curve, von der die Radien in

ihrer jetzigen Lage die rechtwinkligen Ordiuaten sind und deren zugehörige

. Abscissen auf der gegebenen Geraden liegen. Der durch diese Curve, die

Ordinaten ihrer Endpunkte und die gegebene Gerade s eingeschlossene

*) Ucber die mittlere Entfernung einer Figur von einem Punkte oder über die

sogenannte Entfernung des Ackers vom Hofe, Cireifswald , 1848.
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Von M. W. Duohisch.

Flüchenraum ist nun gleich dein Rechteck aus der Länge von 5 und dem
mittleren Radius r,. Ist 2) * eine Curve, so denke man sie in eine Gerade

gestreckt und verfahre im Uebrigen wie zuvor, so ergiebt sich dasselbe

Resultat.

Durch die Formel 1) ist die Bestimmung des mittleren Radius von s

abhängig gemacht von der Rectification von s, sofern dies eine Curve be-

zeichnet, und von der Quadratur der Curve, deren Ordinate r und Ab-

scissenincrement ds ist. Es bedarf aber zur Auffindung dieser Quadratur

nicht der Entwickelung der Gleichung der zu quadrirenden Curve, sondern

nur der Kenntnis« des Zusammenhanges zwischen r und ds.

Sei nämlich zuerst s eine ebene Curve und liege 0 in der Ebene der-

selben, so mache man 0 zum Anfang der rechtwinkligen Coordinatcn x, y,

durch welche die Curve gegeben ist; dann wird offenbar

2) s—Jydx+dy* und sr, ==j j/äF+y* . ydlF+dtf,

wodurch die Gleichung der Curve y als Function von x gegeben und die

Integrale zwischen den den Endpunkten von s entsprechenden Grcnz-

werthen von x zu nehmen sind.

Sei zweitens wiederum s eine ebene Curve, der Pol aber ausserhalb

ihrer Ebene in dem Abstand h von derselben gelegen. Dann mache man

den Fusspunkt der Senkrechton h zum Coordinatenanfang, so wird

3) «==fydx'+ dy* und *r, ==
J*

+ a* + y* . ]/dx* + dt/.

Sei endlich s eine Curve im Raum, von einfacher oder doppelter Krüm-

mung, so ist, wenn dieselbe durch die rechtwinkligen Coordinaten .r, y,

deren Anfang 0, bestimmt ist, so dass durch die beiden Gleichungen der

Curve zwei dieser Coordinaten als Functionen der dritten gegeben sind,

4) s=yyda*+dy*+da* und sr
{

—
J*

y<&+y*+ s* . fdx*+ dy*+ dz\

wo von den Grenzen der Integrale dasselbe wie zuvor gilt.

2.

Es ist unmittelbar einleuchtend, dass man durch diosclben Betrachtun-

gen Wie zuvor auf die nämliche Formel l) gofiihrt wird, wenn * ein be-

grenztes ebenes oder krummes Flächenstück bedeutet, das man in unend-

lich viele gleiche Theile ds zerlegt, und nach jedem derselben aus dem
beliebig gelegenen Polo 0 einen Radius , der im Allgemeinen durch r be-

zeichnet wercTe, zieht. Die Formel hat alsdann folgenden Sinn: Ist l) *

eine ebene Figur, so drehe man die nach ihren Elementen gezogenen Ra-

dien um die Punkte, in denen sie diese treffen, bis sie auf der Ebene der

Figur senkrecht stehen. Dann geht durch die Endpunkte dieser Radien

(die zuvor im Pole zusammenfielen) eine krumme Fläche. Der Raum, wel-

cher zwischen dieser Fläche, der Figiir s und zwischen der oder den Flächen

1*

Digitized by Goog



4 Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

enthalten ist, welche eine durch den Umfang von s geführte, auf der Ebene

dieser Figur senkrechte Gerade beschreibt,, ist gleich dem Inhalt des pri«-

matischen oder cylindrischen Körpers , der s zur Basis und den mittleren

Radius r, der Figur s aus dem Pole 0 zur Höhe hat. Ist 2) s ein begrenz-

tes Stück einer krummen Fläche, so kann man immer auf unzählig ver-

schiedene Weise eine ebene Figur <y bilden, die aus denselben gleichen

Flächenelcmenten ds wie s besteht und deren Flächeninhalt daher dem von

s gleich ist. Stellt man nun die allen diesen Elementen zugehörigen Ra-

dien senkrecht auf die Ebene von tf, so geht durch ihre Endpunkte eine

krumme Fläche, die zu dem mittleren Radius von s ganz in derselben Be-

ziehung steht, wie die auf ähnliche Weise im ernten Falle erhaltene Fläche.

Durch die Formel l) ist hier die Auffindung des mittleren Radius zu-

rückgeführt auf die Complanation der Fläche s und die Cubatur der krum-

men Flächo, von der ds die senkrechte Protection jedes ihrer Elemente auf

eine Ebene darstellt, in Bezng auf welche die Werthe von r die senkrechten

Ordinaten dieser Fläche ausdrücken. Auch hier bedarf es nur der Kennt-

niss des Zusammenhangs zwischen r und d$, um diese Cubatur durch Inte-

gration auszuführen.

Sei nämlich l) * ein Flächenstück, welches von dem Bogen einer

ebenen Curve, einer durch den in der Ebene derselben liegenden Pol

gehenden Abscissenachse und die auf dieser senkrechten Ordinaten der

Endpunkte des Bogens begrenzt wird. Ist dann y= /*(#) die Gleichung

der Curve und bezeichnen er, ß die Abscissen der Endpunkte des Bogens,

wobei der Pol zum Coordinatenanfang gewählt ist; sind ferner .r, y die Co-

ordinaten eines innerhalb s liegenden Punktes und ist, wie zuvor, r, der

gesuchte mittlere Radius von * , so ist

oder wenn man in der zweiten Formel die Integration nach y ausführt , da

wo zur Abkürzung f{xf für [f(x)f geschrieben ist.

Offenbar kann man durch Anwendung dieser Formel ftuch den mitt-

leren Radius der Fläche einer in sich zurücklaufenden Curve bestimmen.

Einfacher wird dies aber im Allgemeinen durch Benutzung von Polarcoor-

dinaten geschehen. Denn gehe die Achse , auf welche sich dann die Ano-

malie <p bezieht, durch den Pol, sei dieser der Coordinatenanfang und

g= f((p) die Gleichung der gegebenen Curve, so ist die Flächo eines Sec-

s—lf(a-)dx und sr.

et
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Von M. W. Dbobisch. 5

tors, der von der Curve und den zu den Anomalion a, ß gehörigen Vectoren

derselben /"(«), f(ß) begrenzt wird,

ftoY dr-

ei

Sind nun <p, /• die • Polarcoordinateu irgend eines innerhalb dieses Sectors

liegenden Punktes, so ist das demselben zugehörige Flächenelement r dr d<p,

daher nach 1)

0) 9r
l =Jd 9Jr»dr=lJ f{<pY d<p.

0 a

Liegt der Pol innerhalb der in sich zurücklaufenden Curve, so ist um den

mittleren Radius ihrer Fläche zu erhalten, «= 0 und ß—2n zu setzen.

Liegt er ausserhalb, so sind «, ß die Anomalien der beiden die Curve be-

rührenden Vectoren. Es ist aber dann der dem Pole zunüchst liegende,

zwischen diesen Vectoren enthaltene Zweig zu unterscheiden von dem zwi-

schen denselben Vectoren liegenden entfernteren. Wird jener durch ft (<p),

dieser durch ft (<p) bezeichnet, so ist, weun dann r, den mittleren Radius

der von der Curve umschlossenen Fläche bedeutet,

= 4/ !/.(*)• -fiWI^.

7)

a

Diese Formeln gelten auch noch, wenn fx (<p) , (<p) nicht die Vectoren

von Zweigen einer und derselben, sondern von -zwei verschiedenen Curven

bedeuten, die entweder allein oder in Verbindung mit den zu «, ß gehöri-

gen Vectoren die Fläche s einschliesson.

2) Liegt der Pol ausserhalb der Ebene von s in dem Abstand h von

derselben, so wird, wenn man den Fusspunkt von A zum Coordinatenanfang

macht, auf ähnliche Weise, wie in 5)

8) s~Jf(x)dx }
sr, =Jdxjdy'j/x*+ y'*+h'.

a a 0

Bedient man sich polarer Coordinatcn und bedeutet dann s den Sector, da-

zwischen der gegebenen Curve und den aus dem Fusspunkt von h gezoge-

nen, zu den Anomalien «, ß gehörigen Vectoren enthalten ist, so wird, wie

zuvor,

f(<p)dq>.
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6 Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

Sind ferner <p,
g' die Polarcoordinaten irgend eines innerhalb des Sectors *

liegenden Punktes, so ist wiederum q dq dtp das zugehörige Flächen-

elcmeut, der aus dem Pol gezogene Radius desselben aber r= j/p'* + h*\

folglich

sr, = fj q d 9
' dq> }/?'*+ A«,

oder, wenn man zuerst nach q' integrirt, das erhaltene Integral von q'= 0

bis Q=f((p) nimmt, und dann nach q> integrirt, mit Ilinzufügung der

Grenzen von qp,

ß

9) »r^lJlfW+lrfdip,
a

welche Formel für h~ o in 6) übergeht. Ist die Curve eine in sich zurück-

laufende und liegt der Fusspunkt von h innerhalb derselben, so ist auch

hior, wenn r, der mittlere Radius der Fläche der Curve, a= O
y ß=2n zu

setzen. Liegt dieser Fusspunkt ausserhalb der Curve, so ist mit derselben

Unterscheidung wie unter 7)

10) ,r, = ij {[f.W+W- [f,{<P)' + } d*>,

a
wo s denselben Werth wie unter 7) hat Auch dieser Formel kommt die

bei 7) bemerkte weitere Bedeutung zu.

3) Ist 5 ein Stück einer krummen Fläche und wird der Pol zum Co-

ordinatenanfang gemacht, so ergiebt sich

wo z und die partiellen Difierentialquotienten durch die Gleichung

der Fläche als Functionen von x und y gegeben sind.

Ist .v durch eine in sich zurücklaufende Curve begrenzt , so hat ihre

Projection auf die Ebene xy einen dem Pol näheren und einen entfernteren

Zweig, von denen jener durch y= ft
(x), dieser durch y= ft (x) gegeben

sei. Integrirt man dann in den vorstehenden Formeln, nach Einführung

dz dz
der Ausdrücke von z, — und — durch x, y, zuerst nach y, so hat man das

dx oy

gefundene Integral zwischen den Grenzen f,(x) und ft (x) zu nehmen. In-

tegrirt man sodann nach x, so hat man dieses zweite Integral zwischen den-

jenigen Werthen von x zu nehmen, welche die Abscissen der diese Curve

berührenden Ordinaten ausdrücken.

Die Anwendung polarer Coordinaten giebt complicirtero Formeln und

scheint daher hier im Allgemeinen nicht angemessen.
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Von M. W. Drobisch. 7

3.

Endlich ist auch klar, dass man abermals die Formel 1) erhält, wenn s

einen von einer krummen , oder mehreren ebenen oder krummen Flächen

begrenzten Raum bezeichnet, der in unendlich viele gleiche Körperelemento

zerlegt wird, wenn man ferner nach jedem diesor Elemente aus dem inner-

halb oder ausserhalb des Körpers gelegenen Polo einen Radius r zieht und

das Mittel r, aus allen diesen Radien sucht. Eine geometrische Deutung

lässt sich nun zwar in diesem Falle der Formel nicht geben, wohl aber fol-

gende statische.

Alle Elemente des Körpers s, welche den gleichen Abstand vom Polo

0 haben, liegen auf einer Kugelfläche, deren Mittelpunkt 0 ist. Man kann

demnach 5 in unendlich viele Schichten von Elementen zerlegt denken, von

denen jede entweder eine vollständige Kugclschale oder einen Theil einer

solchen bildet. Man kann ferner aus den Elemente« einer jeden dieser

Schichten eine ebene Schicht bilden und alle diese ebenen Schichten auf

einander legen, auch jeder derselben eine Gestalt geben, die sich an die

der nächsten Schicht stetig anschliesst. Auf diese Weise bildet die Ge-

sammtheit dieser Schichten einen Körper g von gleichem Inhalt wie s.

Stellt man nun die Radien, die in s jedem Element zukommen, senkrecht

auf die Ebenen der Schichten, in denen sie in ö liegen, so fallen die End
punkte der Radien aller Elemente von ff in dieser Lage in eine und die-

selbe den Ebenen jener Schichten parallele Ebene , drücken also die Ab-

stände der Elemente von dieser Ebene aus. Da nun s= ff und ds= dc
}

so ist auch crt z=J*rda, und drückt nun diese Formel aus, dass der mitt-

lere Radius r, der Abstand des Schwerpunkts des Körpers ff von der

Ebene ist, von welcher seine Elemente resp. den gleichen Abstand haben,

wie die ihnen entsprechenden Elemente des Körpers * von dem Pole 0. .

Noch kürzer ist folgende Deutung der Formel. Man kann sich die

Radien der Elemente von $ nach den Schwerpunkten derselben gezogen

denken. Dreht man nun die Radien sämmtlicher Elemente mit diesen um
den Pol , bis sie in eine und dieselbe gerade Linie kommen , so bilden die

Schwerpunkte der sämmtlichen Elemente von s eine begrenzte Gerade ff,

deren Länge die Differenz zwischen dem grössten und kleinsten Radius

von s ist. Es fallen jedoch hierbei die Schwerpunkte aller derjenigen Ele-

mente zusammen, die den gleichen Abstand r vom Pole haben. Die Zahl

der Elemente, deren Schwerpunkte in jedem Punkte der Geraden ff zu-

sammenfallen, ist daher proportional der Grösse der Durchschnittsfläche

der mit dem Halbmesser r beschriebenen Kugelfläche und des Körpers s.

Denkt man sich nun die Elemente ds als schwer und legt ihnen, du sie,

nach der Voraussetzung, allo gleich sind, gleiche Gewichte bei, so stellt ff

eine ungleichförmig belastete Gerade dar. Der Abstand des Schwerpunkts

dieser Geraden vom Pol ist der mittlere Radius des Körpers s.
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8 lieber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

Es ist leicht begreiflich , dass diese Deutung auch auf die Fälle , wo s

eine Fläche oder Linie bezeichnet, übertragen werden kann.

Wir können nun auch allgemeine Formeln zur Berechnung des mitt-

leren Radius des körperlichen Raums s entwickeln.

Sei der Pol 0 der Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensystems,

und in Bezug auf dieses z= f{x,y) die Gleichung einer krummen Fläche,

die in Verbindung mit der xy- Ebene, ferner mit zwei Ebenen, die der

yz : Ebene in den Abständen o, a parallel sind, endlich mit zwei, der xz-

Ebene in den Abständen ß} ß' parallelen Ebenen, den Raum s begrenzt,

so ist

a ß'

dy.

12)

r ? r
fix,y

- •

r
t =jdxjdyJdz}/x*+ y*+z'.

a ß 0

Auf ähnliche Weise, wie es bei 5) geschehen ist, könnte hier in der zweiten

Formel die Integration nach z ausgeführt werden, wodurch sich das drei-

fache Integral auf ein doppeltes reducirt. Wir halten uns jedoch dabei

nicht auf, da sich auch hier die Anwendung von Polarcoordinaten vortheil-

hafter erweist.

Sei nämlich q der Radiusvector der krummen Fläche aus dem Pole 0,

# der Winkel, den derselbe mit der x- Achse macht, und die Neigung

der Ebene dieses Winkels gegen die Ebene xy, so ist die Gleichung der

Fläche von der Form
q= f{4>, ,

wo f eine gegebene Function bezeichnet. Dies vorausgesetzt, lässt sich das

Körperelement ds, dessen von 0 bis q veränderlicher Abstand vom Pol, r,

derLage nach mit g zusammenfällt, ausdrücken durch rf*= r* sin* drd&dy.
Hieraus folgt

s
=j*j*J*

r« sin *dr d*dy,

s r,
=J*J*J*r*

sin * d r d* dty.

Integrirt man in beiden Formeln zuerst nach r, nimmt die Integrale von

r= 0 bis r= q= f(&f ty) und bezeichnet die Grenzen der Integration nach

* durch 0, ß\ die der Integration nach durch er, «', so wird
«' f

s= tldy ff(* y sin* dt,

13)

sr
x
= \jdyJf{* } y)

x sin öd*.
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Von M. W. Drobisch. 9

Radius des Körpers gegeben, der durch die krumme Fläche, zwei unter

den Winkeln ß, ß' gegen die Ebene xy geneigte, durch die x- Achse

gehende Ebenen, und zwei Kegelflächen begrenzt ist, die durch Umdreh-

ung der Winkel a, a' um die x- Achse erzeugt werden. Man kann durch

dieselben aber auch den mittleren Radius des Körpers bestimmen, der von

der gegebenen Fläche und zwei Kegelflächen begrenzt wird, von denen die

erzeugende Gerade einer jeden durch den Pol und eine auf der Fläche lie-

gende Directrix geht, welche letztere dann durch eine Gleichung zwischen

O und bestimmt sein muss. In diesem Falle sind o, er' die Neigungen

der beiden durch die x Achse gelegten, die Kegelfläche berührenden Ebe-

nen, ß und ß' die Functionen von ip, durch welche für jede von beiden

Kegelflächen die Directrix auf der Oberfläche gegeben ist.

Läuft die Fläche, deren Gleichung p= /
,

(#,ij>), in 6ich zurück und

umschliesst also einen körperlichen Kaum s, so ergeben die Formeln 13)

seinen mittleren Radius, sofern der Pol innerhalb s liegt, wenn a= ö,

a'=2», 0= 0 und ß' = n gesetzt wird. Liegt der Pol aber ausser-

halb Sj so ist zuvörderst zwischen dem dem Pol näheren Theil der Ober-

fläche und dem entfernteren Theil zu unterscheiden, welche beide durch

die Curve gesondert werden, in der die Kegelfläche, deren Scheitel der

Pol, die Fläche s berührt. Bezeichnen wir jenen durch diesen

durch /*,(*,^) und ist #==g)(t{/) die Gleichung der berührenden Kegel-

fläche, so wird, da man die Achse x, auf welche sich 9 bezieht, immer so

legen kann, dass sie s trifft,

Dass fi und ft auch hier zwei von einander unabhängige Flächen bedeuten

können, wird kaum bemerkt zu werden brauchen.

hängenden oder nicht zusammenhängenden Linien , Flächen oder Körpern

aus einem gemeinsamen Pol gesucht.

1) Seien gegeben zwei von einander unabhängige Systeme von Punk-

ten M ', M", . . . MW und N\ N'\ . . . JV<»>, und seien rosp. r', r", . . . r<")

Sind a, o', ß,
ß' constante Werthe, so ist durch diese Formeln der mittlere

14)
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10 Heber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

Werden nun sowohl M\ U" . . . als N\ N"

.

. . die Theilpuukte von zwei

begrenzten Linien s, ff, welche resp. in n und v gleiche Theile Js= 4o

zerlegt sind, so wird daher: nxv— s:o, folglich auch

n (s+ o) s + o , , , v (s + ö) s + ff

w 4- v = V ^ ; = 7 ,
und ebenso n + v = —'- — ——

-;
& A S 0 d 0

daher

A= (/ +/'+... + r<")^ + {g + ,"+... + »<")
f
-£

,

wofür auch abgekürzt geschrieben werden katin

:

ZrAs 2g Ja
R~7+7 + s + o'

Werden nun n und v unendlich , so geht diese Formel über in

(s+o) R~J*rds +J*qdo.

Bezeichnen aber r,
, g %

die mittleren Radien der einzelnen Linien s, ff aus

demselben Pol , so ist nach dem Vorigen

sr
l =J*rds >

OQ\—j*Qd$\

daher ist

15) (s + o)R~sr
l + OQ

l
.

2) Seien allgemeiner drei Systeme von resp. «, v und n Punkten ge-

geben, deren von dem gemeinschaftlichen Pol auslaufende Radien resp.

durch r', r", . . . rW, o\ 9", . • . Q
iv)

,
t', r", . . . r<«> bezeichnet werden mögen,

so ist das Mittel aus allen

_ r
-+r"+....+ r<»> e + g"4-...+g(">

,
t'+t"+...+t<">

_Ä—
n + v+ n

+
» + v + n n + v+ n

Sind nun wieder diese Punkte die Theilpunkte von drei begrenzten, in die

g

gleichen Theile Js= Ja— Jf getheilten Linien *, ff,
f,

so ist n— —

»

v = — , n = —
t

. , daher n : v : n= s : 0 : f ,
folglich

z/ff ^/f

1
w

/ 1 1 « Ä + ff+'f
» + v + n= 7

(s + ff +Q= -^7—
v . , , *+ff+f__ (s + ff+ f)==

.__

/; % + ff+f s + ff+f s+ a + f

daher

Werden nun m , v und n unendlich , so geht diese Formel über in

{s + o+ \)R=Jrds+Jqds+jxd^
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Von M. W. Drobisch. 1

1

Es ist aber, wenn r,
, g t ,

r, die mittleren Radien der einzelnen Linien s,

ö, f bezeichnen,

srt—Jrds, OQt—Jqds, f^—Jldf,
folglich

16) (s + ö + f)
R— sr

t + ag
x + fr,.

3) Durch dieselben Schlüsse folgt völlig allgemein, wenn R den mitt-

leren Radius von m begrenzten, von einander unabhängigen Linien *, s\

s", . . . s<m~ l) aus einem gemeinsamen Pol, und r, , r,', r,", . . . rf"» -1 ) die

mittleren Radien bezeichnen, die ihnen in Bezug auf denselben Pol einzeln

zukommen", dass

17) (H- + . . .+s(m- •>) /?= *r, +*>,'+*'>,"+.. " "r,«— »>.

Denn unterscheidet man zuerst m Systeme von resp. n
,

n", . . .

Punkten, so ist, wenn diese die Theilpunkte von m in gleiche Theile

As= As' = As"= . . . = As^m~ l) zerlegten begrenzten Linien s, s\

. . .s (w,-,) werden,
c «' s" o(*-D

n = — , «=-—;, n = -—,... n(»-D ==

daher

w -f- »

11

As

s+ s+s"+.. . + *<"- o

As'

s + s' + s" + .. . + *<—i)

. +

folglich, da offenbar, wenn jetzt r, r', r", . . . r<M- l
> die veränderlichen Ra-

dien der Theilpunkte der Linien s, s u. s. w. bezeichnen,

Er 2r ,

,£,•<"'-"

(.v + *'+ 5"+ ... + *"•-'>) Ä = 2?r^#+ ZrW+ . . . + 2?r<— »>,

woraus, wie man leicht übersieht, wenn n, «',«",... n<m_l > unendlich

werden , die Formel 17) sich ergiebt.

Es .bedarf wohl keines weiteren Beweises, dass diese Formel auch

gilt, wenn s, s" . . . begrenzte Flächen oder körperliche Räume bedeu-

ten, die der- Reihe nach in «, ri, n" . . . unter sich gleiche Elemente ds=
ds' = ds" . . . zerlegt gedacht werden, da auch dann die unendlich werden-

den Zahlen », n" . . . sich wie s, s\ s" . . . verhalten, und ebenso alle

übrigen, zur AufHndung von R erforderlichen Bestimmungen sich wesent-

lich gleich bleiben. Man kann daher. aus der in dieser Ausdehnung genom-

menen Formel folgenden Satz ziehen: Dreht man die mittleren Ra-
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12 Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

dien rn r,', r," . . . r/"»- 1
) der Linien, Flächen oder Körper

s, s, s\ . . . s(m_1 -> um ihren gemeinsamen Pol, bis sie in eine

und dieselbe Gerade fallen, und denkt sich ihre Endpunkte
als schwere Punkte, deren Gewichte resp. den Grössen s> s\

s" . . . s<m~ l) proportional sind, so ist der Abstand des Schwer-
punktes dieser Punkte vom Pol der mittlere Radius des gan-

zen Systems der s, s\ s",

.

. . s
(w-1

>.

Es darf nicht unerwähnt bleiben, dass die Formel 17) für den speciel-

len Fall, wo s, in einer und derselben Ebene liegende gerade

Linien oder ebene Figuren bedeuten, schon von Gruner t aufgestellt und

erwiesen worden ist*).

Wir geben in den folgenden Artikeln eine Reihe von Anwendungen

der vorstehenden allgemeinen Betrachtungen, bei denen wir es jedoch häu-

fig vorziehen werden, auf die allgemeine Formel 1) zurückzugehen, anstatt

uns der daraus abgeleiteten unmittelbar zu bedienen, um für jede gegebene

Aufgabe diejenigen Coordinatenbestiramungen zu wählen , die uns die kür-

zeste Auflösung zu geben scheinen.

5.

Sei gegeben ein ebenes Dreieck ABC und werde gesucht 1) der mitt-

lere Radius r, der Basis BC aus der Spitze A als Pol , und 2) der mittlere

Radius r, der Fläche des Dreiecks aus demselben Pol.

1) Macht man die Basis BC—a zur Abscissenacbse, den Fusspunkt D
der von der Spitze A auf die Basis gefällten Senkrechten AD=.h zum Co-

ordinatenanfang , und bezeichnet durch x die Abscisse eines beliebigen

Punktes der Basis, so ist der aus A nach demselben gezogene Radius

r= l/h
x+ ac*. Ferner ist das Element der Basis <?.?== da?, daher, wenn

überdies die Abschnitte bC, DB, in welche AB die Basis z*erlegt , durch p
und q bezeichnet werden , nach Formel 1)

— ?

folglich , wenn AB= c und AC= 6, daher j/ä« + p*= b und + q*— c,

Es ist aber

„ ai+b%—ct _ at + ct—b*
p= b cos C——

; g= c cos B—
woraus folgt

2a J
' 2a

a

*) In der oben angeführten Schrift S. 31 und III.
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Von M. W. Drobisch. 13

b+ g q-f ft+ c

c—g b + c~«'
oder , wenn a + 6 + c= 2w gesetzt wird

,

b + p_ u

c— q u— a

Es ist ferner, wenn d die Fläche des Dreiecks bezeichnet,

a

Setzt man nun dicso Ausdrücke in 1) ein , so orgiebt sich

i.) ,aW+ „[. + pf)l-^*(.-g,
wo, da J 2— u(u— a) (u— b)(u — c), r, durch die drei Seiten des Drei-

ecks gegeben ist. Das« durch die Vertauschung von a mit b diese Formel

den mittleren Radius der Seite b aus der Spitze ß, und ebenso durch Ver-

tauschung von a mit c den mittleren Radius der Seite c aus der Spitze C
giebt, erhellt von selbst. Die vorstehende Formel hat auf andere Weise

schon Gruncrt (a. a. O. S. 25) abgeleitet.

Nimmt die Höhe dos Dreiecks ohne Ende ab und verschwindet sie zu-

letzt gänzlich, so wird J= 0. Dann giebt die Formel den mittleren Ra-

dius der Geraden a aus einem in ihr oder ihrer Verlängerung liegenden

Pol an.

2) Zur Auflösung des zweiten Theils der Aufgabe kann unmittelbar

die Formel 0) benutzt werden, wenn wir die Spitze A tles Dreiecks zum

Pol machen, und als die Achse, auf welche sich die Anomalie <p bezieht,

die Senkrechte AD annehmen. Dann ist, entsprechend der dort angenom-

menen allgemeinen Gleichung o~f(q>) %
die Gleichung der Basis o= ^

COS(p

wo, wenn q mit den Seiten AB, AC zusammenfallt, rosp. <p~ — a und

q> = ß sein mag, und giebt demnach 6), da hier s = \ah ist, den mittleren

Radius
ß

2h* S*dq>

COS*(p

Es ist aber nicht nöthig, dieses Integral zu entwickeln. Denn bedient man
sich für die Auflösung des ersten Theils der Aufgabe derselben polaren

Coordinaten , so ist der aus A nach einem beliebigen Punkte der Basis ge-

h hdw
zogene Radius r= , und ds~d.r sin w— —

,
daher, da s= a,ö

costp' * cos*<p'

nach 1)

ß
h* /*d<p

' a J cos*cp

— a

Es ist demnach der gesuchte mittlere Radius der Dreiecksfläche
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14 Uebor die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

II) r,= fr,,

und damit der zweite Theii der Aufgabe durch den ersten gelöst. Man
kann dieses Resultat auch so aussprechen: Zieht man aus der Spitze

des Dreiecks, als Pol, nach seiner Basis den mittleren Ra-
dius dorselben,r

t , und durch den Schwerpunkt des Dreiecks
eine Parallele zur Basis, so ist das zwischen dieser Paral-

lclo und der Spitze des Dreiecks enthaltene Stück von r,

der mittlere Radius r, der Dreiecksfläche.

6.

Man sucht den mittleren Radius des Umfangs und den des Inhalts des

Dreiecks ABC, wenn der Pol 0 beider Radien, die wieder r,, r, bezeichnet

werden mögen, in einem beliebigen Punkte der Ebene des Dreiecks liegt.

Man ziehe aus 0 nach den Spitzen des Dreiecks die- Geraden OA = «,

ÖZ?= j3, ÖC= y, und setze die Fläche dos Dreiecks OBC~d', ebenso

OCA— J", OAB ~A"'\ nenne ferner die halben Umfange dieser Dreiecke

u
,
«", u"\ so dass also « + /? + y= 2 1/, -f- « + y= 2 m", c + a. -f- ß= 2 u"

,

und bezeichne die mittleren Radien der Grundlinien n, b
f
c dieser drei

Dreiecke aus dem Pole durch r,', r,", r,'*, so ist nach I*) in der vorigen

Nummer

v=^+4 +(^]-^»('-v)
^"-»(r+4'+(r^)]- 2^*"G-7)
rr= , (a + ft

[
1+ (._^)]_-l«,„(l _f).

Es ist aber vermöge der Formel 10), wenn daselbst der Reihe naclj r,, qu r,

mit r,', r,", r,'", desgleichen s, <r,
f
mit a, b, c, ferner R mit r, vertauscht

und zur Abkürzung a -+- b -f- £= 2« gesetzt wird,

daher wird durch Substitution der vorstehenden Ausdrücke

• + r) [ + (*=*)'] + 4 ('+ a)
[' + (

ETf
)']

)

-,(£f)V(.-Ö-.(2f)'*-(-f)'"
• --ff)' *"('-£))

Was r, betrifft, so ist, wenigstens vorläufig, zwischen den zwei Fällen

zu unterscheiden, wo der Pol 0 entweder innerhalb oder ausserhalb des

Dreiecks ABC liegt. In dem ersten dieser Fälle ist ABC=J=J'+J'+J"\
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daher, wenn r,', rt", r8
"' die mittleren Radien der Dreiecksflächen d\ J"

}

4'" aus dem Pole 0 bezeichnen, in ganz ähnlicher Weise wie zuvor, ver-

möge der Formel 10),

r*~ —
'

folglich , da nach dem vorigen Art. unter II)
t Ar • ' «> </ in n 'rt= fr, ,

r, = $ r,
,

r, == Jr, ,

'W' +^l+'W' + O^r)'])

Liegt aber der Pol ausserhalb des Dreiecks, so sind in <4=z/'

immer ein oder zwei Glieder des Ausdrucks zur Hechten negativ. Denn

man kann bekanntlich Uberhaupt dio Fläche d von ABC dadurch erzeugen,

dass man aus dem Pole 0, liege er nun innerhalb oder ausserhalb dessel-

ben, einen Radiusvector zieht, und diesen um 0, nötigenfalls verlängert,

so dreht, dass er successiv die Seiten AB, BC, CA durchläuft und hierdurch

die Dreiecke 0AB> OBC, OCA beschreibt , zuletzt also in seine anfängliche

Lage zurückkehrt. Bleibt nun der Sinn der Drehung in allen drei Drei-

ecken derselbe, so sind alle drei als positiv anzusehen und ist ihre Summe
die Fläche von ABC. Dies findet statt, wenn der Pol innerhalb des Drei-

ecks liegt. Ist aber der Sinn der Drehung bei der Beschreibung des zwei-

ten oder dritten Dreiecks, oder beider, dem im ersten Dreieck entgegen-

gesetzt, so sind die Flächen dieser Dreiecke als negativ anzusehen, wenn

man die des ersten als positiv nimmt, und ist dann die algebraische
Summe der so bezeichneten Flächen J\ Ä\ d'" die Fläche von ABC. Sei

demnach zuerst 4= <d'+ J" — a"\ folglich d + zf"'= d'+ J"\ wo das

Gleichheitszeichen offenbar Congruenz anzeigt, so müssen auch die mittle-

leren Radien beider Summen von Flächen aus dem gemeinsamen Pol 0

. . , TV . , , • . . dr% -f- d"'rt
"' 4'rt

' + 4"rt

"

gleich sein. Diese sind aber nach 15)resp.— „, und
j + j'" J'+J" '

Da nun die Nenner beider Ausdrücke gleich sind, so folgt aus der Gleich-

heit dieser mittleren Radien
J r, -f 4 r9 — r,

f z^z .

* J
Sei zweitens Jz=j'—j"—j"\ also J+4'+ 4"= d\ so ist nach 10)

der mittlere Radius der Fläche, welche der linke Theil dieser Gleichung

ausdrückt, *}" f
r
\ ^—

, der von d' aber rg
' — *

i folglich
4 4 -f- A d

durch Gleichsetzung beider, vermöge der Gleichheit der Nenner,
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16 Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

Hieraus erhollt nun , dass die Formel r,= - i —, mithin

auch die aus ihr abgeleitete unter II) , bei jeder Lage des Pols anwendbar

ist , wofern man nur den Flächen d', Ä ', A'" ihre dieser Lage entspre-

chenden Zeichen giebt*). Liegt der Pol auf einer der Seiten von ABC, also

entweder auf« oder 6 oder c, so wird resp. d' oder d" oder j'"=0.

Durch die vorstehenden Formeln kann nun auch die allgemeinere

Aufgabe: den mittleren Radius des Umfangs und Inhalts einer beliebigen

n - seitigen geradlinigen Figur aus jedem in ihrer Ebene liegenden Pole zu

finden, als im "Wesentlichen gelöst betrachtet werden. Denn die Fläche

jeder solchen Fignr wird immer durch die algebraische Summo von n ent-

weder durchaus positiven oder zum Theil negativen Flächen von Drei-

ecken ausgedrückt werden, deren Grundlinien die Seiten der Figur sind,

und deren Spitzen im Pol zusammenfallen. Da nun die mittleren Radien

der Umfange und Inhalte aller dieser Dreiecke sich finden lassen, so kann

hieraus durch Anwendung der Formel 17) auch immer der mittlere Radius

der ganzen w-seitigen Figur bestimmt werden.
• ••

7.

Werde gesucht der mittlere Radius r, des Umfangs eines Kreises vom

Halbmesser a aus einem in der Ebene desselben liegenden Pol, dessen Ab-

stand vom Mittelpunkte desselben = c ist.

Sei q> der Winkel, welchen der nach einem beliebigen Punkt des

Kreisumfangs gezogene Halbmesser mit demjenigen Halbmesser macht,

auf dem, oder auf dessen Verlängerung der Pol liegt, so ist in Formel 1)

der aus dem Pol nach demselben Punkt gezogene Vector

r = ]/a* -j- c*— 2ac cos <p , und ds— ad<p;

daher, da für den halben Kreisumfang s= na,
n

nr
K —J*d<p f/a* + c*— 2«c cos <p

0

oder , wenn ^ qp = tf; gesetzt wird

,

*) Grunert hat zwar ähnliche Formeln wio die vorstehenden aufgestellt, da-

bei aber die verschiedenen Lagen, die der Pol haben kann, nicht erörtert. Ks ver-

steht sich übrigens von selbst, dass diese Formeln durch Zugrundelegung anderer

Bestimmungsstücke des Dreiecks und seiner Lage gegen den Pol mannigfach trans-

formirt werden können, was zu verfolgen jedoch nicht in unserer Aufgabe Hegt.
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Von M. W. Drojhsch. 1

7

4 c
Dieser Aasdruck von jtr, bezeichnet aber, da immer 7—-—ri<l, den hal-

(a -f- cy

ben Umfang einer Ellipse, deren halbe grosse Achse = a + c, deren Ex-

centricität =2]/ac, folglich deren halbe kleine Achse, jenachdem

= + (a— c) ist. Es ist daher der mittlere Radius des K r c i * -

umfangs aus einem beliebigen in der Ebene des Kreises lie-

genden Pol der Halbmesser eines Kreises, dessen Umfang
gleich ist dem Umfang einer Ellipse, deren halbe Achsen
die Abstände des Pols von den beiden Scheiteln desjenigen
Kreisdurchmessers sind, in dem oder in dessen Verlängerung
der Pol liegt.

Für c=a wird jcr,=4«. Liegt also der Pol im Umfang
des Kreises, so ist der mittlere Radius des Umfangs der

Halbmesser desjenigen Kreises, dessen Umfang gleich dem
vierfachen Durchmesser des gegebenen Kreises ist. In der

That stellt dann dieser letztere den Umfang der Ellipse dar, deren halbe

Achse = 2a, und deren halbe kleine Achse verschwindend klein ist.

Für c= 0 giebt die Formel, wie es sein muss, r
l
=a.

Der Flächeninhalt der obigen Ellipse ist, jenachdem c^,a, =+»(a*—c*),

also gleich der Ringfläche, welche zwischen dem Umfang des gegebenen

und dem eines concentrischen Kreises enthalten ist, der den Abstand des

Pols vom Mittelpunkte des gegebenen zum Halbmesser hat.

8.

Nicht ebenso einfach ist die Lösung der Aufgabe : den mittleren Ra-

dius r8 des Inhalts des Kreises vom Halbmesser a aus einem in seiner Ebene

liegenden Pol, dessen Abstand vom Mittelpunkt =c, zu bestimmen.

1) Liege der Pol innerhalb des Kreises, so dass also e<«, und sei

derselbe der Anfang der polaren Coordinaten tp der im Kreise liegenden

Punkte; die Ache, aufweiche sich q> bezieht, sei der Halbmesser, in wel-

chem der Pol liegt, in der Richtung von der Peripherie zum Centrum ge-

nommen. Dann ist nach Formel 6)

n

wo s= ^j*o* die halbe Kreisfläche und f(<p) der Vector des Kreises aus

dem Pol, also, wie man ohne Mühe findet,

f((p)=^c cos cp + a x/l — ^ sin2 <p.

Hieraus folgt, wenn man zur Abkürzung
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. IV. 2

Digitized by Google



18 Ucber die mittleren Radien der Linien, Fliielien und Körper.

setzt und nur das Zeichen + berücksichtigt,

ijf{q>)
3 d<p=z$c*Jcofydy+ac* ä cos*cpd(p+ a*r

J*
4* CfiS<pdrp+\a3j*<f<l<j>.

Es ist aber

j cos 3 q>dq> = sin cp — £ sins
<p\

Jcos* (fdtp= I (1 — sin*q>) (I — sin1 <p) ~j

A/<p fa*+ c*\ Am* (pdq> c* Am* qr'/<r

z/* ros <prf<p= sin «p — J
— sin3

<j> ;

A/<p f*sin* q>d<p c
1

i*sin* tpdtp

Hieraus folgt zunächst

\J((<p)
8 d <p — £ r (a n« -f- c?) .«i« <p — £ *t*M» g>

+ i
/ , . ,x i*dq> . c* . , , n i'sin*cpdq>

, . <r
4 Am 1

Es ist aber

Durch Substitution dieser Ausdrücke wird daher

Nimmt man dieses Integral von <p— 0 bis g>=jr und dividirt durch s — \na\
so erhält man, da

Für = « wird f(<p)=r.2a cos <p, daher
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Von M. W. Dromscii. 19

Es kann aber in diesem Falle, da der Pol im Umfange des Kreises liegt,

<p die Grenze nicht überschreiten, daher wird

srt =\J*f(<r>yd<p= ™a*'
}

folglich r«=^ •

4)

ein Resultat, das auch die vorstehende Formel I) giebt.

Für c=0 wird r4=|«, was auch schon aus Art. 5 folgt, da man die

Kreisfläche als ein Dreieck betrachten kann, dessen Basis gleich dem Um-
fang und dessen Höhe gleich dem Halbmesser des Kreises ist.

2) Liege der Pol ausserhalb des Kreises, so kann in der Gleichung

des Kreises

f(tp) z=z c cos <p + ay 1 — C— sin* q> ,

da jetzt c >a, der Werth von «in* 9 nicht grösser als -j- werden. Es muss

aber hier die Formel 7) in Anwendung kommen , in der

s= \ir,a*, a= 0 , ß= arc sin ^- ,

ft (9)= c cos <p + j/a*— c* sin* q> , ft (<p) = c cos (p— j/a*— c* sin* tp

zu setzen ist. Hierdurch erhält man
a

arc sin —
c

/»
V

[(c cos q> + ]/a* — c* sin1
<p)

8 — (c cos q> — }/a*— e2 sin2 <p)
9

]
dtp

0
« . a

arc um — nrc tun —
c

Stil
2

cp.

0 0

Man setze c sin <p — a sin ip und j/l — sin* ip= A\ so wird

Zieht man dieses Integral von dem vorhergehenden ab, so erhält man die

Differenz

ö* (a* + 3c') fdxlf a*(oa*+Zc*) fsirfydty Aa* fsin* tydty

c J'Y 7 J 4' +cj S '

Reducirt man auf ähnliche Weise wie im ersten Theile dieser Auf-

gabe die Integrale, so wird hieraus

%a*cJ'cos y sin y + je (7a2+ c2)J
J <ty + [

K— L
\J -y

2*
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20 Uebcr die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

Dieser Ausdruck ist zwischen den den Grenzwerthcn g>= 0, tp— aresin —

entsprechenden Grenzen iJ/= 0, i//= ^re zu nehmen und vermöge des obi-

4
gen Ausdrucks für r, , dann noch mit -

—

i
zu raultipliciren. Man erhält

3 n a

hierdurch

id ±\'Jt*+n st ^-««v («){.

32«
Für e= a geht auch dieser Ansdrnck in den schon gefundenen r,=— über.

Wenn in Art. 7 die Bestimmung des mittleren Radius des Kreisum-
*

fangs auf die Rectification der Ellipse zurückgeführt worden ist, so kann

auch umgekehrt die Länge eines elliptischen Bogens mittelst des Kreises

durch Construction oder Rechnung mit beliebiger Schärfe annähernd be-

stimmt werden. Sei nämlich r, der mittlere Radius des Kreisbogons

a {<Pt
— *Po)> welcher dem Winkel entspricht, dessen Schenkel mit dem

Halbmesser, auf dem der Pol in dem Abstände c vom Mittelpunkt liegt, die

Winkel qp0 , <p x
machen, so findet sich ganz auf dieselbe Weise wie in Art. 7

4 (tc
wo, wie dort, wieder = \<p und zur Abkürzung «*=

^t
gesetzt ist

und q>0 , <p, in Theilen der Maasseinheit ausgedrückt zu denken sind.

Setzt man \ q>9= t^0 und \ <p, = tf/j , so wird

*'

und ist nun r, der mittlere Radius des Bogens 2a — tf/0) desselben Krei-

ses aus demselben Pole wie zuvor. Setzt man endlich a + c= a und

a — c= ß, wodurch e»= r-*- wird, so erhält man
OL

t

I) a / dtf; j/l— t*cos*^ = r, (i//, — y0) .

Diese Formel zeigt, dass der Bogen einer Ellipse, doren grosso und kleine

Achse 2o, 20, welcher durch die Amplituden ^it— 1^0 ,

' \n — oder

astronomisch ausgedrückt, durch die excentrischen Anomalien i^, ge-

geben ist, gleich ist dem Bogen eines Kreises, der dem Mittelpuuktswinkel

*/>i
— entspricht und mit einem Halbmesser r

t
beschrieben wird , der
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Von M. W. DüOBiscir. 2 t

sich durch folgende Construction finden lässt. Man beschreibe mit einem

Halbmesser, wolcher gleich der halben Summe der halben Achsen der El-

lipse, also ~ i(a + j3) ist, einen Kreis, nehme auf einem beliebigen Halb-

messer desselben in einer Entfernung, welche gleich der halben Differenz

der halben Achsen der Ellipse, also = £ (a — ß) ist, einen festen Punkt

als Pol an, ziehe sodann einen zweiten und dritten Halbmesser, welche

mit dem ersten die Winkel 2i//0 , 2iJ/, bilden, daher auf dem Kreisumfang

einen Bogen abschneiden , dem der Mittelpunktswinkel 2 (y, — ent-

spricht. Man theile diesen Bogen in n gleiche Theile und ziehe nach den

Thcilpuukten , sowie nach dem Anfangspunkt des Bogens aus dem Pole,

Radien, setze dieselben in gerader Linie an einander und nehme den «ten

Theil dieser Summe der Radien, so ist dieser um so näher der mittlere

Radius des Bogens, je grösser n. Beschreibt man nun mit diesem mittleren

Radius aus dem Mittelpunkte des Kreises zwischen den Schenkeln des

Winkels 2 (t//,— 1^0) einen Kreisbogen und halbirt denselben , so hat man
die genäherte Länge des gegebenen elliptischen Bogeus.

Ebenso einfach erhält man einen genäherten Worth desselben durch

Rechnung. Sei nämlich — — ~2d
}
so machen die nach dem lsteu,

2ten, 3ten, k-ten Theilpunkt des Kreisbogens gezogenen Halbmesser mit

dem Halbmesser, auf welchem der Pol liegt, der Reihe nach die Winkel

2(to + ä) >
2(t/;0+ 2<5) ,

2(i/;0 -f- 3d) . . . 2(ip0 + kö).

Bezeichnen wir nun die nach diesen Theilpunkten aus dem Pol gezogenen

Radien der Reihe nach durch /, r", r'", . . . r<*\ so ist

r<*>= Yk (« + ßY + l («— ßT— !(«— P) cot 2 (i,0+ k ö) ,

was sich , da a*— ß*= aV, auf

r <*>= a y\— ? cos* (i/>0 + kö)

reducirt. Setzt man nun successiv Ar= l, 2, 3, . . . «, so iat durch diese For-

mel näherungsweise gegeben

Führt man noch den Hilfswinkel &k} ein , indem man setzt

s cos (y0+ kö) = cos #(t
>,

woraus folgt

r<*> = a sin

so wird

Vi
r . - —. . . (sin & + sin d" + . . . + sin *<«>\

II) a I dy /l— t? cos* y— « (y t
— %) ( ±

)-

Offenbar kann man in der Construction wie in der Rechnung statt des

Mittels aus den Radien r, r", . ..r^- 1
) der Theilpuukte und dem Radius r<">
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22 Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

des Endpunkts des Bogens auch das aus jenen Radien und dem Radius r°

des Anfangspunktes nehmen, wodurch der genäherte Ausdruck des ellipti-

schen Bogens , wenn e cos ty0= cos #°, wird

. , (sin &° -h sin + sin &"+... + sin - *>\

« — 1>„) [ ^ Z )
Man kann endlich auch noch zwischen beiden Ausdrücken das Mittel

nehmen, wodurch sich, mit glelchmässiger Berücksichtigung der Radien

des Anfangs- und Endpunktes des Bogens, für seine Länge ergiobt

A sin + sin & + sin &"+... + sin »> + £ sin &»>\
«(ipi— Vo)\ £ "

)•

10.

Vorstehende Rectificatiousmethode lässt sich noch weit einfacher und

ganz unabhängig von dem in Art. 7 enthaltenen Satze ableiten. Da nämlich

diu= lim — — = ihn ö , «
n

so ist unmittelbar klar , dass

. /rf* y'i-äw* = - «,„) um
4i"5/TEZ£iZK+*I)

,

J k~\ n

woraus sofort, wenn man cos i>M~eccs (tu0 + kö) einführt, die Formel II)

im vorigen Artikel folgt. Man kann hieraus nun auch rückwärts die dort

angegebene Construction ableiten, wenn man bemerkt, dass

Die obi^o Formel hat aber auch noch einen andern Sinn. In derselben ist

nämlich aj'l— (* cos* {ib0 -\- k ö) derjenige Halbmesser der Ellipse, welcher

dem Halbmesser derselben conjugirt ist, der durch das Complement der

Amplitude oder die excentrisehe Anomalie tp0 -\- kö bestimmt wird. Denn

dieser letztere ist j/l— «* sm*(i{/0 + kd). Sein conjugirtcr Halbmesser wird

erhalten, wenn man sein Quadrat von a* -f- ß* subtrahirt und aus dem Reste

die Wurzel zieht, was den vorstehenden Ausdruck giebt. Hiernach führt

nun die obige erste Formel auch auf folgenden Satz: Die Länge des

durch die excentrischon Anomalien i//0 ,
tb

i
seiner Endpunkte

besti muten Bogeus einer Ellipse ist gleich der Länge eines

Kreis böge njs, der dem Mittelpnnktswiükelt/;, — ip0 entspricht

und mit einem Halbmesser beschrieben wird, welcher das
Mittel von allen den Halbmessern der Ellipse ist, die den-
jenigen Halbmessern des zu rectificirenden Bogens dersel-

ben conjugirt sind, welche bei gleichförmiger und stetiger

Aenderung der Anomalie aufeinander folgen.

Da jeder Halbmesser der Ellipse parallel ist der Berührenden am End-

punkte seines conjugirten Halbmessers, so gehören im vorstehenden Satze
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Von M. W. Duobiscii.

die Halbmesser, aus denen das Mittel zu nehmen ist, einem Bogen, der

von zwei Halbmessern abgeschnitten wird, die den Berührenden des An-

fangs- und Endpunktes des zu rectificirenden Bogens parallel sind. Es

wird jedoch vielleicht nicht überflüssig sein, zu bemerken, dass jenes Mittel

keineswegs der mittlere Halbmesser dieses elliptischen Bogens ist, da durch

die Theilung der Differenz der Anomalien der Endpunkte des gegebenen

Bogens in n gleiche Theile weder dieser selbst noch jener, den die Halb-

messer abschneiden, welche den Berührenden seiner Endpunkte parallel

sind, in n gleiche Theile gctheilt wird, wie es der Begriff des „mittleren

Radius" fordert. Der Satz selbst ist nicht neu, sondern auf anderem Wege
schon von Gruncrt gefunden*); die im vorigen Artikel enthaltene Con-

struetion der Länge des elliptischen Bogens mittelst des Kreises ist jedoch

hier hinzugekommen.

Gruncrt, der den Satz durch Betrachtung von Polygonen erhält, die

sich in und um die Ellipse beschreiben lassen, giebt auch (a. a. O. mit Be-

zugnahme auf eine frühere Abhandlung) Grenzen an, zwischen welche für

jedes endliche n die wahre Länge des elliptischen Bogens fällt. Da sio sich

ohne grosse Vorbereitung ergeben und durch sie der Satz eine Ergänzung

erhält, so möge ihre Ableitung hier noch eine Stelle linden.

Sei s ein Bogen der Ellipse, dessen Endpunkte durch dio den Haupt-

achsen 2«, 2ß parallelen rechtwinkligen Coordinaten aus dem Mittelpunkte

x0l y0 und x
{ , yx

gegeben sind, so ist, wenu 6 die Sehne dieses Bogens,

s> a und o*= {.r0 — a-,}« + (t/0 — ?/,)*•

Sind nun m0 , "j die excentrischen Anomalien der beiden Endpunkte vou s
t

so ist

x0— a cos uQ , yü= ß sin tt0 ,
x,= a cos «, , y,= a sin m, .

Hieraus folgt, wenn wie zuvor a*— ß*= a*e*,

o*~ 1 u* [1 - f* cos* £ (m0
— «,)] sin* £ («0— wa)

,

oder, wenn man a* [l — e* cos* £ (u0 + ",)]= q* setzt, wo nach dem Obigen

y den Halbmesser der Ellipse bedeutet, der der Berührenden an demjeni-

gen Punkte parallel ist, dessen excentrischc Anomalie = £ ("0 + u
t) > al<>0

das Mittel aus den Anomalien der Endpunkte des Bogens,

tf= 2o sin J (u0— m,).

Es ist also erstens

I) s > 2^ sin \ (»/„ — «,).

Zieht man ferner an die Endpunkte dos elliptischen Bogens die Berühren-

den , bezeichnet die Coordinaten ihres Durchschnitts durch x\ y und die

zwischen diesem Durchschnitt und den Berührungspunkten enthaltenen

Abschnitte der beiden Berührenden durch /)„ , p { , so ist

* < Po + Pi

und

*) Archiv, Dd. 30, S. 213.
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24 Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

= (x — xoy + (y — y0)' , p t
*= (x — x0)* + (y — y„)*.

Es sind aber die Gleichungen der beiden Berührenden

y - yo = —^ (*'— *o)= — | co/ m0 . (<r — <r0)

,

y — y x
= — nr1 - ^i)= — - cof «, . (x — x

t)

.

et y t «

Eliminirt man nach diesen beiden Gleichungen y , so erhält mau uach ge-

höriger Reduction

x — x0= a «in m0 fam/ \ (w0 — «,) , x'— x
t
= « $m w, fony 4 (Mo— "»)•

Hieraus folgt

Po*= (** *»'»'
«o + 0* cosJ Mu) «ö«P* ? Oo — ut) »

/>,«= («« 5iw» «, H- 0
l cos1 Mj) fany« ^ («0— u,)

,

oder

/>o= <to
tan9 k K— «i) > Pi = Qi ia»9 k K— Mi)

»

wo g0 , ^, die den Bertihrenden am Anfangs- und Endpunkte von s paralle-

len Halbmesser der Ellipse bedeuten.

Es ist also zweitens
II) s<{Qo+ ei)'«»0i("o— Mi)-

Theilt man nun die Differenz tp, — ty0 der excentrischen Anomalion, durch

die ein zu rectificirender elliptischer Bogen S(tp0 ,^,) bestimmt ist, in

w gleiche Theile ^' ~ ^°= d\ wodurch der Bogen in n Theile * , . . .
*<">

zerlegt wird, die nicht gleich sind, bezeichnet ferner die Halbmesser der

Ellipse, welche den Berührenden an den durch die Anomalien i//0 ,
t/>0 +d\

yQ + 2d\ . . . t//0 + («— l)d\ i^, bestimmten Punkten parallel sind, der Reihe

nach durch r°, r, r" . . . r<"
—

*>, r<">, so giebt die Anwendung der Formel II)

auf die Bogentheile /, . . . deren Summe = S (i//0 ,
tj>,), wenn man in

derselben u0— w, = d setzt, ferner successiv q0 mit r°, / . . . r<*— ') und Q t

mit r', r", . . . r<"> vertauscht, endlich die sämmtlichen hierdurch sich erge-

benden Ungleichungen addirt,

Auf gleiche Weise giebt die Anwendung der Formel I), wenn man die

Halbmesser, welche den Berührenden an den durch die Anomalien if/0+
^o+ld» $d, . . . if/0 -r* ( —— — )i bestimmten Punkten parallel sind,

der Reihe nach durch q, p", q" . . . o<
n

> bezeichnet,

S (*0 . *>,) > 2
j
p' + (>" + + • • . + e

(*> } sin $ S.

Man kann diese beiden Ungleichungen auch schreiben

j
*)< (*,-*,) (

)
- (—)fr

L, s ^ / \
(r+ /'+...+ rW\ «« 4d

f

(Ito *l)> (V,- V«) { r-^-
n

) -ji- ,
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Von M. W. Drobisoii. 25

welche Formeln mit den von Grunert gefundenen übereinstimmen. Da*

wenn n ins Unendliche wächst, q\ q" . . . der Reihe nach mit r', r" . . . zu-

sammenfallen, so nähern sich dann beide Werthe, zwischen denen S^^tf/,)

liegt , einer gemeinschaftlichen Grenze und wird

c/ \ »• / N
/r*+r" + ...+ r<">\

S (*oi ti)= — <fo) (
J,

Werde gesucht: 1) der mittlere Halbmesser r, der Ellipse, deren Ach-

sen 2«, 2b und 2) der mittlere Radius r, ihres Inhalts.

1) Wenn r der zu der Amplitude i// gehörige Halbmesser, * der durch

^= £ n und y= if; bestimmte Bogen der Ellipse , und «'— 6*= «' c*,

so ist

r= a j/l— c* cos* a//, ds= adtf; /l— ca wi« if/,

folglich

/^•tfs= tfJdyY(\ — \<*)x— ±c4
cos* 2ty t

oder , wenn man 2i// = ^ »— setzt

,

welches Integral, zwischen den den Werthen <^= \tc und i/;= 0 ent

sprechenden Grenzen %== — und %= ^n genommen, giebt

0

Andererseits ist, zwischen denselben Grenzen genommen,

s=— a I dty —
Ö

folglich nach Formol l) der gesuchte mittlere Halbmesser des Quadranten,

daher auch des gauzen Umfangs der Ellipse

,

4««(2-c«)£'(l^)
I} r,== S*üö

In diesem Bruche bedeutet der Nenner die Länge des Quadranten der ge-

gebenen Ellipse, der Zähler das Rechteck aus a in die Länge dos Quadrau-

a* fr*

ten einer Ellipse, deren halbe grosse Achse = \a (2— c*) = — , und

deren halbe kleine Achse = 6 ist. Bringt man daher in vorstehender For-

mel den Nenner auf die linke Seite des Gleichheitszeichens und multiplicirt

auf beiden Seiten mit 4, so ergiebt sich der Satz: das Rechteck aus

dem Umfang der gegebenen Ellipse in ihren mittleren Halb-
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2<> Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

messer ist gleich dem Rechteck aus ihrer halben grossen

Achse in den Umfang einer zweiton Ellipse, welche dieselbe

kleine Achse wie die gegebene hat, deren grosse Achse aber
b*— a -\ , also um den halben Parameter der gegebenen El-
a

lipse grösser ist als deren halbe grosse Achse. Errichtet man

auf der Geraden , welche die Scheitel der beiden halben Achsen der gege-

benen Ellipse verbindet, eine Senkrechte, so schneidet diese, genugsam

verlängert, von ihrer grossen Achse ein Stück ab, welches die grosse

Achse der vorgedachten zweiten Ellipse ist.

Ist c so klein, dass seine höheren Potenzen vernachlässigt werdeu

können , so wird

r,= aXl-*<*)==i(fl + 6).

2) Zur Auflösung des zweiten Theils der Aufgabe köunen wir uns der

Formel 0) bedienen. Bezeichnet in ihr f(<p) den Halbmesser der Ellipse,

der mit der positiven Seite ihrer kleinen Achse den Winkel cp macht, so ist

y\ — er sin* q>

folglich

|frwfiV=W]-

—

, .
,
**

,
,

,

= i >>' n (- c', o, „)
«/ *J (1

—

c*sin*cp)yl — c* sin* cp

b%
( . . . sin q> cos q> i= —7 ^ < E (c, cp)— c«

y — \

.

3(l-c«)} j/l-Ssin*?)

Andererseits ist

ifrwd,= 4*«f , = i»f(^.- + r-^r )V J 1 — c% stn* cp * J \l+c sin cp 1 — c sin cp/

b* (' col w \= arc taug I
-

. )

.

2 j/l— c* VI —
7t

Nimmt man beide Integrale von cp = 0 bis qp= —
, so erhält man

nach Formel 0)

:

UtE* (c)
l « — .

3*

2« E l
(c)

Da _A_£. der Halbmesser eines Kreises, dessen Umfang dem Um-
7t

f;mg der gegebenen Ellipse gleich ist, so führt die vorstehende Formel zu

dorn Satz: der mittlere Radius des Inhalts der Ellipse be-

trägt $ des Halbmessers des Kreises, dessen Umfang dem
Umfang der Ellipse gleich ist.

12.

Sei zu finden der mittlere Radius 1) des Umfangs, 2) des Inhalts einer

Ellipse, deren Achsen 2«, 2b, aus einem ihrer Brennpunkte.

V
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Von M. W. Drobisch. 27
^^^^^^^^^^

t) Sei der Brennpunkt der Coordinatenanfang, so ist, wenn die Rich-

tung von ihm aus nach dem Scheitel der halben grossen Achse , auf der er

liegt, als die der positiven Abscissen angenommen und wieder a*— b*—a*c%

gesetzt wird , die Gleichung der Ellipse

:

Hieraus ergiebt sich für den Radiusvector der Werth

r= a — c (ac+ x)
,

und für das Bogenelement

Setzt man ac+.x= a sin <p, was zulässig ist, da ac + x die Grcnzwerthc a

und ~a nicht überschreitet, so wird

r= « (I — c sin g>) , ds= a dtp ]/\ — c* sin*tp •

daher

J*rds= a*J (1 — c sin tp) Y\— c* sin* tp .dtp

= a*jdq> j/l — c* sin9
tp -f- | d*c cos tp y*l— c* sin* tp

+ (1 — c*) Ign [c costp -f- j/l - cl sin* q> ]
.

Nimmt man dieses Integral zwischen den zu x=— u (1 <•) und

i= « (1 + c) gehörigen Grenzen tp =— ^it und <p == Jn;, so erhält man

2a* I a> j/l— c* sin* tp ,

folglich, da, zwischen denselben Grenzen genommen,

s— 2a I dtp j/l— c* sin
1

tp
,

0

1) ^ — a.

Der Mittel werth aus allen Voctoren der Ellipse ist also,

bei joder Excentricität, der halben grossen Achse, d. i. dem
Mittel aus dem kleinsten und grössten Vector a (l

—

c) und

a (1 + c) gleich. Die „mittlere Entfernung" der Planeton von der Sonne

führt also auch in diesem Sinne ihren Namen mit Recht.

2) Bezeichnet \p die wahre Anomalie irgend eines Punktes der El-

lipse, so ist der zugehörige Vector

l -j- c cos tp
'

daher nach Formel Ii), wenn rt der gesuchte mittlere Radius,
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28 Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

Es ist aber

n n

(\ C d<p — (1

—

c^fcsbifp 3(1— <?)c$in<p

^
~ C

'J(l + ccos(py~~ 2(1 + ccos<p)* 2(1 +ccos<p)

Nimmt man dieses Integral von q> = 0 bis q>= n , so erhält man

|«(2+ c2
)
j/l— c*.

Da nun zwischen denselben Grenzen s~ \nab= \ na
% y\ — c* ist, so

folgt hieraus

rt= i«(2 +0 = «-i-*
Der mittlere Radius des Inhalts der Ellipse aus einem

ihrer Brennpunkte ist also um ein Sechstel ihres Parame-
ters kleiner als ihre halbe grosso Achse.

13.

Sei a der Halbmesser der Kreisbasis eines geraden Kegels, dessen

Höhe = A; es wird gesucht 1) der mittlere Radius der Basis desselben aus

der Spitze als Pol
, 2) der mittlere Radius des Inhalts des Kegels aus dem

nämlichen Pol.

1) Bezeichnet z den Abstand des Punktes, in welchem der veränder-

liche Radius r aus der Spitze die Basis trifft, vom Mittelpunkt der letzte-

ren, so ist

Ferner kann hier in Formel 1) ds als die Ringfläche angesehen wer-

den, deren Halbmesser = 2, und deren Breite ^= dz. Es ist dann

ds= 2k zdz.

Da nun die Fläche der Basis s= 2«a2
, so wird nach l)

a

r, = ^Jzdz/h!
r+

,) . 1 0

(h* + a*y — A*

Ist A im Vcrhältniss zu a sehr gross, so wird

r, = A + £ -

;

ist umgekehrt A gegen a sehr klein , so wird
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^wwv^www -.- ^

Der erstere Werth hat also zur Grenze Ä, der zweite f «, wie es sein

mnss, da in diesen Fällen der Kegel bezüglich in einen Cylinder und einen

Kreis übergeht.

2) Man mache die Achse des Kegels znr «-Achse, die Spitze zum

Coordinatenanfang , so ist, wenn für irgend einen Achsenschnitt .r, y die

rechtwinkligen Coordinaten eines innerhalb des Kegels liegenden Punktes

bezeichnen , der Inhalt eines kreisförmigen Ringes , dessen innerer Halb-

messer = yy
Breite= dy

}
und Höhe= rix, gleich 2 ny dy dx. Dieser kann

als das Körperelement ds des Kegels angesehen werden. Da nun

so ist

irds— 1n fj*ydydxj/x*+ y*.

Integrirt man zuerst nach y, so kommt

y dyyx*+y* = | (*«+ y*)* .

rt.r

Dieses Integral muss von y= 0 bis y=— genommen werden , nnd giebt

zwischen diesen Grenzen

i^[(At+«,
)
l -Ä8

]'

Integrirt man diesen Ausdruck nach x und nimmt das Integral von x= 0

.bis x— h
y
so erhält man, nach Hinzufügung des Coefficienten 2«,

Dividirt man endlich diesen Werth durch den Inhalt des Kegels s~ \na*h>

so erhält man den gesuchten mittleren Radius seines Inhalts

Vergleicht man diesen Werth mit dem von rt , so zeigt sich sofort, dass

ni) rt = !#•,.

Hieraus ergiebt sich der Satz: Zieht man aus der Spitze des go-

raden Kegels nach seiner Basis den mittleren Radius der-

selben, rlf und legt durch den Schwerpunkt des Kegels eine

8 ein er Basis parallele Ebene, so ist das zwischen dieser

Ebene und der Spitze des Kegels enthaltene Stück von rt

der mittlere Radius des Inhalts der Kegelfläche, rt .

Dieser Satz ist dem in Art. 5 für die Basis und den Inhalt des Drei-

ecks gefundenen analog, und es gilt daher hier von einem Strahlenbündel

Aehnliches , wie dort von einem Strahlenfächer.

14.

Seien die mittleren Radien l) der Oberfläche, 2) des Inhalts einer Ku-

gel, deren Halbmesser = a, zu bestimmen, wenn der Abstand des Pols vom
Mittelpunkt der Kugel — c ist.
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30 Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

1) Sei der Pol der Coordinatenanfang , seine Verbindungslinie mit dem
Mittelpunkt die a> Achse, so ist die Gleichung jedes grfissten Kreises, des-

.

sen Ebene durch diese Achse geht,

(c— + = <r\

Das Flächenelemont ds ist hier die mit dem Halbmesser y um die x- Achse

beschriebene Zone, deren Breite das Differential des Bogens des vorstehen-

den grössten Kreises. Hieraus folgt ds= Ina dx, und da der aus dem Pol

nach einem beliebigen Punkt dieses Elements gezogene Radius

Jrda— InaJdx f/x* + tf= 2naj'dxj/a*— c* -f- 2cx

3 c

Wird dieses Integral von x =:= c — a bis x= e + « genommen und durch

s— 4na* dividirt, so erhält man

Diese Formel gilt jedoch nur, wenn c>ct, also der Pol ausserhalb der

Kugel liegt. Ist dagegen c<«, liegt also der Pol innerhalb der Kugel,

so wird

('• =iT> + e),-<— CW

(

= a+*r
Liegt der Pol auf der Kugelflüchc, wo c= a, so geben beide Formeln

r, =f a.

Liegt er im Mittelpunkt, wo r= 0 wird, so giebt die zweite, wie es sein

muss, r, ==rt.

2) Ganz auf dieselbe Weise wie in Nr. 13 2) findet man auch hier

J*rds=z27cJ*j

t

ydydxl/xt -\-yi
,

und hieraus, wenn man zuerst nach y integrirt,

y dyl/x* + y*= | + y
8
)

1
.ß

Dieses Integral ist aber jetzt von y == 0 bis y= j/a*— (c— x)* zu nehmen

und giebt zwischen diesen Grenzen

$ {(«*— c* + 2cx)S— x*\.

Integrirt man diesen Ausdruck nach x, so kommt
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Von M. W. Duobisoii. 31

und nimmt man dieses Integral von x~c — « bis .r-c-f-«, so erhält

man, nach Hinzuftigung des Coefficicnten 2n und Division mit s= f n;«*,

r-

=

rthä> I^~ r) {c + n) *

+

(4a+ c
> (c -

in)
2. 4. 5. c«3

c

Diese Formel gilt aber wieder nur, wenn c>a, also der Pol ausserhalb
der Kugel liegt. Liegt er innerhalb derselben, und ist also f <«, so

wird

IV)

"«=
«rdr/r «»

I

(4 "_ r) (" + c)'
~ (4 "+ e) {tt~

T I 1
C*

1
C*

o ri

Ist c — a, liegt also der Pol auf der Kugelflächc, so geben beide Formeln

r8 = ««.

Für c= 0 endlich giebt IV) r, = |a, was auch schon aus dem vorigen Ar-

tikel folgt, da die Kugel als ein gerader Kegel angesehen werden kann,

dessen Basis ihre Oberfläche und Höhe ihr Halbmesser. Man findet leicht,

dass r, für c— 0 ein Minimum wird.

15.

Werde gesucht: l) der mittlere Halbmesser r, des durch Umdrehung
der Ellipse, deren Achsen 2«, 2fr, um ihre kleine Achse erzeugten Sphär:

oids, und 2) der mittlere Radius r, aus dem Mittelpunkt, in Bezug auf den

Inhalt desselben Sphäroids.

1) Bezeichnet <p das Complemcnt der excentrischen Anomalie, oder

die Amplitude des Halbmessers r, so ist r= a}/l — c2 cos*<p, und das Bo-

genelement der Ellipse a dq> — c* sin* <p. Dieses letztere beschreibt bei

der Drehung der Ellipse um die Achse 2b eine Zone ris, deren Halbmesser

a sin <jp. Es ist daher

d s= 2 Jt a* sin qo dtp y\ — c2 sin* <p ,

folglich

J*r dsz=. — 2

«

a3J d cos <p y\\— ca sin* <p) ( l— c* cos* <p).

Setzt man crosqp — costy, so wird

Jr ds~ J*
sin* V dty Vi — c*— sin*y

,

a* + b* 1
oder, wenn man noch zur Abkürzung 2 — c*— ,—= —

t
einführt,

wo J= - y* «in4 Durch Reduction der Integrale ergiebt sich
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32 Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

fr ds=^£ {(1- c8
)
F(y, *) + c8 (y, - sin * coi# ^l-y8m>| -

Dieses Integral ist zwischen den Grenzen zu nehmen, welcho q>— ±n und

tp=0 entsprechen und daher, weil cosif>= c costp, i/>=^ w und ty=arccosc

sind. Zwischen diesen Grenzen genommen, geben im vorstehenden Aus-

(i— «) Vir, 4 *) — F (y> «rc «» c
)l

»

c8 [£(y^4») — E{y> arc cos c)],

yc^/l—

c

8
.

Die beiden ersteren lassen sich aber- durch Anwendung bekannter Sätze

von der Addition der elliptischen Functionen noch weiter zusammen-

ziehen in

(1— c8
) F [y, arc cos{\ — c*)]

und

druck von r ds die drei Glieder in der Parenthese der Reihe nach

c1
[ß(y, arc cos (1— e8))— ycj/] — c*].

Demnach ist /wenn noch zur Abkürzung arc cos (1— c8
) = # gesetzt wird,

der Werth vonfr ds zwischen den angegebenen Grenzen

Tfi f
(1 ~~^ FM + 61 E (y ' *) + r c C1- c*)M •

Divi^irt man nun diesen Ausdruck durch die halbe Oberfläche des ßphäroids—
' [>+^*-es)]..

so erhält man

J 1

3y U + i (1 _cl
)
[Ign (1 + c) - ty« (1 -c)] >

Ist c so klein, dass seine höheren Potenzen vernachlässigt werden können,

so wird •

J r ds=— 25t«3 jd cosq) (I—

c

8 + c* eos'qp — c* cos4 <p)^

=— 2nasfd cosy (1 — £c8— l^ + ^c4
<™*<P — \c* cos*q>).

Integrirt man, so findet sich zwischen den Grenzen tp= 0, q>= \ n als der

Werth des Integrals

:

27ra8 (i_ Je
8—^c4

).

Andererseits ist dann

5=— 2na*J dcosy (l— c*+ c* cos* <p)^

—— Inaf1 cos <p [l— » c2— £ c4+ £ (2c8+ c4) cos8 g>— Je
4 eos4 g>]

,

was, integrirt und zwischen den vorigen Grenzen genommen, giebt

2;r«8 (l-£c8 -
1
i

ir
c4

).
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Hieraus folgt

/•, = «(!- jr'-^c*),
wogegen das Mittel zwischen den beiden halben Achsen

also kleiner. Für ein Sphäroid , dessen Abplattung (wie etwa die des Ju-

piter) u= ^ y
ist c*— 2a— al— ffw . Hieraus folgt, wenn a = l ge-

setzt wird,

r
t
= 0,07704 und £ (a + b) = 0,92857.

2) Auf ähnliche Weise wie in Nr. 13, 2) ergiebt sich , dass

jrds~2xJ'j x dx dy j/x*+ y
1

;

daher ist weiter , wenn man zuerst nach x integrirt und das Integral von

x= 0 bis x =zj/ — l~- nimmt,

Integrirt man nun nach y und setzt zur Abkürzung

«'-(^>=>-.
so kommt

Nimmt man endlich dieses Integral von y = 0 bis y = b und dividirt dann

durch den halben Inhalt des Sphäroids s— %n<t*b, so erhält man

II) r, = i (b + -- • arc cos — )
•

B
\ ya*—b* «/

Diese Formel hat einen geometrischen Sinn. Multiplicirt man sie nämlich

mit 2 «6, so wird

II*) 2nbrt— 3 . 2it (b* + " ^
arc cos — )

,

wo der rechte Theil der Gleichung | der Oberfläche desjenigen Sphäroids

ausdrückt, das durch Umdrehung derselben Ellipse, welche das gegebene

erzeugt, um ihre grosse Achse entsteht, der linke Theil aber als die

krumme Oberfläche eines geraden Cylinders angesehen werden kann, des-

sen Höhe ra , und dessen Basis ein mit dem Halbmesser b beschriebener

Kreis ist.

Hiernach giebt die Formel II*) folgenden Satz: der Mittelwerth
von den aus dem Centrum eines Sphäroids, das durch Um-
drehung einer Ellipse um ihre kleine Achse erzeugt wird,

nach allen Punkten seines Inhalts gezogenen Radien ist

gleich der Höhe eines geraden Cylinders, dessen Basis ein

über der kleinen Achse der Ellipse beschriebener Kreis,
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. IV. 3
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34 Ucber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper.

und dessen krumme Oberfläche gleich { der Oberfläche
desjenigen Sphäroids ist, das durch Umdrehung derselben

Ellipse um ihre grosse Achse entsteht.

Führt man in der Formel II) c~- ein, so wird
a

II **) r, = | a — c* + — arc sin c).
c

Entwickelt man diesen Ausdruck in eine Reihe, so erhält man, wenn man

die höheren Potenzen von c vernachlässigt,

r,= |«(l— J-c8 -^«4
),

was mit c= 0 in f « übergeht, wio es, nach Art. 14, 2) a. E., sein muss.

16.

Sei zu finden: 1) der mittlere Halbmesser r\ des durch Umdrehung

der Ellipse, deren Achsen 2«, 26, um ihre grosse Achse erzeugten Sphär-

oids, und 2) der mittlere Radius r't aus dem Mittelpunkt in Bezug auf den

Inhalt desselben Sphäroids.

1) Hier ist ds die durch das Bogenelement ad q> j/l— c* sin*<p mit dem

Halbmesser b cos <p um die Achse 2a beschriebene Zone, daher

ds = 2nab cos <p d<pj/l — c* sin*
tp ,

folglich . da wiederum

r= a j/l — c* cos1
<p ,

J*r ds= 2 TT a*
b
J*d sin <p — cl cos* q>) (1 — c* sin* q>) .

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem entsprechenden zu Anfang des

ersten Theils der vorigen Nr., so sieht man, dass er aus diesem durch Mnl-

tiplication mit und Vertauschung von cos y mit sin q> erhalten wird.

Setzt man daher jetzt c sin q>~ cos , so wird

Jr ds =— 2n " b
fsin* tydi\> }/> — c* — sin*

und hieraus weiter, nach der vorigen Nr.,

Jrds = — j(l— c*) F{h tf/) + c* 2?(y, y)- sin t/, cos y j/l—y'w^j

.

Nimmt man dieses Integral zwischen den tp~^7v und <p~0 ent-

sprechenden Grenzwcrthen i//= arc cos c und — \ so erhält man

i^r (
(1 ~ c'

}
F^ + * E{*>*) *r\ •

Dividirt man diesen Werth durch die halbe Oberfläche des Sphäroids,

welche hier

s'= nb* ( 1 H -
*

arc sin c)
\ c ]/l — c* t

ist, so erhält man
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q r/ = ?f
|
(1 - «*) F(y, 9) + c*E(y

y
d) + y c (1— c')

1
)

3 y \ c ^1 — c* -f- «rc si/i e J
Vergleicht man diese Formel mit der Formel I) der vorigen Nr., so erhält

man die Proportion

2r, b : 2r/«= 2*' : 2s,

d.i.: die Oberflächen der beiden Rotationssphär oide sind

umgekehrt proportional den Rechtecken aus ihren mittle-

ren Halbmessern in ihre Rotationsachsen.

2) Hier ist

J*rds~2iiJ*Jydydxj/xi +yt
,

also, wenn man zuerst nach y integrirt und das Integral von y= ü bis

^ nimmt,
a

«• — 6«

Setzt man ** H -5— x*= X und führt die Integration nach x aus,

so kommt

4 . [i (z+W./T+
1̂
L= «.[^V* ]

-

•

Nimmt man endlich dieses Integral von x— 0 bis # = « und dividirt

durch den halben Inhalt des Sphäroids, s = so kommt

oder, nach Multiplication mit 2na,

m.) ta^=,.,.{, +^*.(--±^?)}.
woraus sich folgender, dem in dem vorigen Artikel 0. E. erhaltenen, ent-

sprechender Satz ergiebt: der Mittelwerth von den aus dem Cen-
trum eines, durch Umdrehung einer Ellipse um ihre grosse

Achse erzeugten Sphäroids nach allen Punkten seines In-

halts gezogenen Radien ist gleich der Höhe eines geraden
Cyiinders, dessen' Basis ein über der grossen Achse der El-

lipse beschriebener Kreis, und dessen krumme Oberfläche
gleichf der Oberfläche desjenigen Sphäroids ist, das durch
Umdrehung derselben Ellipse um ihre. kleine Achse'ontstcht.

Hiernach ist also, wenn s die Oberfläche des Sphäroids um die kleine

Achse, und s' die Oberfläche dessen um die grosse Achse bezeichnet, nach

III*) und nach II*) in der vorigen Nr.

IV) 2»ar,' = f* und 2«&r4
=^

folglich

3*
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36 Ueber die mittleren Radien der Linien etc. Von M. W. Drobisch.

2rt b : 2rs'a= 2s : 2$,

d. i.: die Oberflächen der beiden Sphäroide sind den Recht-
ecken aus den Mittel werthen der von ihren Centren aus

nach allen Punkten ihres Inhalts gezogenen Radien in ihre

Rotationsachsen umgekehrt proportional.

Combinirt man endlich die beiden Proportionen II) und IV) , so folgt

V) r
l

: r
l

z— r
t

' r2 »

d.i. die mittleren Halbmesser und die Mittelwerthe der Ra-

dien aus den Centren nach allen Punkten des Inhalts ste-

hen zu einander in beiden Sphäroiden in dem gleichen Ver-

hältnis 8.

Führt man in III) c= -— ein , so erhält man

in«) r;=s .^ + i=**,(L±|)}.

Dies giebt, entwickelt, mit Vernachlässigung der höheren Potenzen

von <*,

^{«{l-K-iW},
welcher Werth für c= 0, wie es sein muss, sich auf reduciit.
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u.

Studien über Differentialgleichungen.

Von Professor Simon Spitzer.

(Fortsetzung.)

§. 14. Ich habe im letzten Paragraphen jene lineare Differentialgleich-
ung aufgesucht, welcher genügt wird durch

+
+ 1

+ Cre«*j (1 — u9

)
B~ilogr- l [(l—u*)y^+^]du

t

-1
woselbst B> i ist und C

t ,
Ctt C3 . . Cr willkürliche Integrationsconstante be-

deuten. Es ist leicht zu zeigen, dass das eben aufgestellte Integral sich in

folgender vereinfachten Form wiedergeben lässt

:

y= e«* [A\ + A\ log
(m + x) + Z3 log

2 (m + x) -f- . . . + Kr logr
~ 1 [in + *•)]

,

welche giltig ist, wie auch immer das B beschaffen ist und woselbst K
x ,

k\,

K9 . . Kr ebenfalls willkürliche Constante bedeuten.

§. 15. Die Integrale der Gleichungen

0,=O, 0,= O, 03= 0, £>4= 0, t>5= 0,

welche ich in §. 12 bestimmte, setzen durchgehend» ein B voraus, das grösser

als £ ist, und werden unbrauchbar für J?= » und für

Ich glaube daher, es dürfte nicht überflüssig sein , auch diese Fälle zu

erörtern, und so betrachte ich denn jetzt vorerst denjenigen Fall, wo B= \
ist. Die Gleichung

Ox= (» + *) y"+ U- 2 « (m+ *)] y' + — |- + « (« + *)] y=

o

hat zum Integrale

y= 6', e
>
a -r+2;/- ,1 (tn+ x)

^ t>

ttx-2j ^T^r-Pr)

,

es fragt sich jetzt, wie ist das Integral der Gleichung:
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38 Studien über Differentialgleichung™.

(m+ x) [(m + x) £,]"+ [4— 2 « (m + *)] . [(m + *) 0, ]'

+ —| + o« (m + *)] . (m + *) 0, = 0.

Aus ihr folgt unmittelbar

(. + «) ö,= c
,
e
-+^=^+S + ^.«.-tyraisw

und wenn man statt 0, seinen Werth setzt und beiderseits durch m + x di-

vidirt, so erhält man:

(m + x) y" + [4— 2 « (m + + [^— f + «4 (» + *)] y

m -\-x

welche Gleichung linear , von der zweiten Ordnung und complet ist. Be-

hufs ihrer Integration setze ich

y= eax z

,

dies giebt
+2y-J(m+ x) , « -2y-A[m+x)

57) {m+x)z +iz + Az= '

dann führe ich eine unabhängige Variable £ in Rechnung ein , mittelst der

Substitution

-A(m + x) = ?
finde dadurch

A dz
*-

21 dl

und diese Werthe in 57) eingeführt
,
geben die Gleichung

llf_4z=i(C
1
e+n+ C8 e-n).

Durch Multiplication mit «2 £ wird dieselbe integrabel, denn es lässt sich

die Gleichung

• § —•<•**= p(c««4|+«
folgendei'maassen schreiben

:

und giebt integrirt

:

Nun wird durch Multiplication mit er~^ die jetzt erhaltene Gleichung auch

integrabel, denn man hat:

Diese Gleichung gestattet folgende Schreibweise

:
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Von Professor Simon Spitzer. 39

und giebt integrirt:

C, e-«l/^- 4 - £• e- 1

,

folglich ist

was sich auch unbeschadet der Allgemeinheit so schreiben lässt

:

Demnach ist das Integral der Gleichung Q2 = 0 in dem speciellen Falle

als B= \ ist
,
folgendes

:

J tn + x 1
t/ m+a;

und es ist klar, dass sich die Untersuchung ganz auf dieselbe Weise weiter

führen lasst. — Ja noch mehr, es lässt sich ganz derselbe Weg auch bei

solchen Gleichungen von der Form

0t= 0

einschlagen, wo das B irgend eine, in der Form « + £ enthaltene Zahl ist,

unter n eine ganze positive Zahl verstanden , endlich auch dann , wenn Q
von folgender etwas verallgemeinerten Gestalt ist

:

Qr= (in + x) [<m + *)*^] " + [B— 2 « (ro + *)] . [(m+ or)*ör-i]

'

+ _ /? a + a*

(

w + x)] . (,„ + ,

nur mus8 n, wie schon gesagt, ganz und positiv oder Null sein.

§. 16. Ich werde jetzt jene lineare Differential- Gleichung aufsuchen,

welcher genügt wird durch

' /y=Ct
{m+x) x-A-B

J eu <»+*)(«— «)- * («— ß)~A d u

a

-f- C, (m+a:) l-^-|»yfK(«+*)(u-a)--ff(M -ß)~A log [(w+a) («-<*) (u-ß)] du

a

58)

+ Cz
(m+xy-A-Bj e

u^\u~-a)-ß{u-ß)-A log* [(*»+*) (u-a) (u-ß)] du

a

+

+ CrCm+ap) 1-^
J

eu<»<+*\u-a)-*(u-ß)-Alog*-i[(m+a) (u-a)(u-ß)\du

a
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40 Studien über Differentialgleichungen.

woselbst A<1 und Z?<1 ist , oder A und B .solche imaginäre Zahlen be-

deuten, deren reelle Bestandteile < l sind, und nachdem mir dies gelun-

gen sein wird, bestimme ich jene lineare Differentialgleichung, welcher

genügt wird für

; y=Ct
{m+u.y- B ea*

f
r"y^(us -\-4A) }̂ -£ du

+2V-A

+ Ct {m+xy- B e«*Ji*V^+i (u*+\A)±- B log[(u i+AA)}/li^]du

-2j/=Ä
59) < + 2/^4

4- C^m+xy-B^JeHV^W+AA)*- 1
* lotf[{&+ AA)ym+x]du

-iV^A
+

,
+iv=a

+ Cr(m+*y-*e«*j AA)l [(«H^)/»H^] du

unter 7? eine solche Zahl verstanden, die <C\ ist. Die Differentialgleich-

ungen , zu denen ich hier komme , sind , wie ich zeigen werde
,
genau die-

selben, die ich in meinem früheren Memoire mit

7>,=0, 7\= 0, 7*3= 0, 7*4= 0, r\ ~ 0 etc.

und

(>i=0, & — 0, 0S
— 0, (>4 =^=0, 08= O etc.

bezeichnete, mit dem einzigen Unterschiede, dass im frühern Memoire die

in den Gleichungen

7'~0
vorkommenden Buchstaben A und 7? positiv waren , hier aber Zahlen sind,

* die kleiner als 1 sind, mithin auch negativ sein können; ferner sind die, iu

den Gleichungen

£>= 0

vorkommenden B im frühern Memoire als Zahlen vorausgesetzt, die grösser

als \ sind, während sie hier kleiner als £ sind.

Ich habe noch eine andere Bemerkung zu machen. Sind A und 7? po-

sitive Zahlen und < 1 oder imaginäre Zahlen , deren reelle Bestandteile

positiv sind und <1, so leisten den Gleichungen

7>^0
nicht nur Genüge die im früheren Memoire gefundenen particulären In-

tegrale, sondern auch die, in diesem Memoire mit 58) bezeichneten, und

man hat in diesem speciellen Falle die completen Integrale der Gleichungen

7>_^=n
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gefunden; ebenso, wenn B zwischen \ und $ liegt, so leisten den Gleich-

ungen

ö= 0

nicht nur Genüge die im frühern Memoire gefundenen Integrale, sondern
auch die , in diesem Memoire mit 59) bezeichneten , und man hat also auch
in diesem Falle das complete Integral der Gleichungen

gefunden. £>= 0

§. 17. Ich schreite nun zum Beweise der ausgesprochenen Sätze und
setze zu dem Behufe

60) y= {m+xf-*-*j («-«)-* {u-ß)-A log>[{m+x) («-«) (u-ß)] du

a

und der Einfachheit halber

{m + x) (u-a)(u—ß)=ü
y

alsdann ist:

/
y == ( 1 — A— B) (m + x)~ A~3J e« <•+ *> (u— a) - B (u— ß)-A log' U d u

a

+ (m + xy-^-Bßi<?•("+*) («— «)-*(u— ß)-A logr U du

et

ß

fr (m+x)-A~sJe»<
m+*>(u— ct)-B {u— ß)~A logr~ i ü du,

et

ferner

y"= (A+B~l) 5) (m +x)-A-*~*je«»>+*>{u—a)-*{u-ß)-Ahgr Vdu
a

+ 2(1—A— B) (m+ x)-A- Bj^ue"l*t+*){u- ct)~B (u— ß)~A log' U du

et

+ {m+xy-A-*Jt*e»0»+*){u— ct)-*{u— ß)- A logr U du

et

+ r{l— 2A—2B) {m + x)- A-B-*ji«l'*+*>{u—a)-B (u--ß)-Ahgr- i Vdu

' /+ 2 r (m + A-B
I
u e* («— «)

-
* (w— 0)- A Jogr

- l Ud

u

et

ß

+ /•(;•—!) (m+>v)- A ~ B-ij e"^*^» --<»)-*(" - ß)~-4 log 1— 1 Vdu,
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42 Studien über Differentialgleichungen,

somit hat man, wenn man wieder wie früher

(m+x)y'+[A+B— (a+ ß)(m+x)]y+[-Aß— Ba+ aß(m + P>

setzt,

J\ (//> + xy+B= (m + («— «)» -*(« - 0)
1 " 'Atf- 0 d«

/+ (m+x) I ct,«(«+iD[(2-^-ß)«-a(l-^)-|5(l- JP)l («-«)-* (ti-jS)- 1lo(fUdu

+ r(m+ »)ß*<»+*>(2u— a-ß) (u— <*)- B (u- ß)~ ' log*

V

a

+ ,.(!__ ß»i~+*)(u—u)- E

l

(u- ß)- A logr-i V du

du

+ r (r— 1)J*e*(
m+X

> (m— «)- ö («— £)- ^ /ogr»— 2
</«.

Das erste Glied dieses Ausdruckes, nämlich

ß

(m + a:yj*e"lm+*>(u -a) 1-" (u—ß)* ~ J log r U du

a

gestattet folgende Schreibweise

:

/P d eu(m+x)

{m + x)j («— a)1 "* (u - ft
1 ~ ' log'ü . ^ d «

und gicbt, unter der Voraussetzung A<1, 5<i nach der Methode des

theilweisen Integrirens behandelt

-r(m+x)ßr**+*){2H-m—fi (u-*)-"(u-ß)-<<lo9r-LUdu,

a

folglich ist :
^

pt
«r (l—^-- ß«0»+*)(u-a)-»(u-ß)-<<log'-i U du

ei)J ;

+ r (r_ X) (
w+ X)~A- Bj €u <„+*> ( tt

_ „)- B (u_ß- ^ l0g
r

-

1 du
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and diese Gleichung hat die grösste Analogie mit jener Gleichung, welche

ich im vorhergehenden Memoire mit 21) bezeichnete.

§. 1 8. Es lassen sich daher aus derselben all dieselben Schlüsse

ziehen, wie sie $. 4 bis $. 8 von mir gemacht worden sind. Die Ergebnisse

dieser Schlüsse sind:

Der Gleichung

P
t
=0 '

genügt

/y= C
t
(ni+ xy- A-B

I
<>"(*+*> (m_

(

m_ ß)-*du
a

oder

i-A~ßß,t

a

y= C
a
(m+ a:)»-^~^/c"('"+*)(M— a)- B (u- ß)~Adu

+ Ct (m +xy- A~B
J e«"+*){u-«)-*(u—ß)-Alog[(m+x)(u-a)(u—ß)]du

<x

>jenachdem nämlich A+ oder A+ T* = 1 ist. Ferner findet man für

die Gleichung ^

i>,= 0

das Integral

= (7, (m+a:)1-^ji«^+*>(u—*)-B {u—ß)-*duy

a

ß
+ Ct (m+xy^-BJe«^)(u-a)-B(u—ß)-Alog^ du

oder

§

y=Ct {m+xy-A
-ß
j e«(«+*)(M—«)-«(„- ß)-*du

er

ß

+ Ct (m+xy-A-*Je«»+*)(u—a)-B (u—ß)- * log[{m+x) (a-a) (u-ß)] du

a

+ C, («i

+

xy-A-Jtjluim+s)(u—a)~B (u—ß)-Alog* [{m+x) (u-a) («—ß)) du

a

jenachdem nämlich wieder A+ B^l oder A + B= 1 ist etc. etc., und mit-

hin ist der, zu Anfang des §. lö ausgesprochenen Satzes bowicsen.

§. 19. Ich komme nun zu dem zweiten in $. lö ausgesprochenen Satz

und setze , um ihn zu beweisen
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44 Studien Uber Differentialgleichungen.

t/=(//»+ x) 1- B ea* /c»V x̂ (u% +AA)±-ß logr [{u*+ lA)}/m + a] du

und der Einfachheit halber

{i?+ \A)-y^+x== V,

alsdann ist:
*

/»

rj— (x_ U) (m + jc)~ B
<J
a* / e"Vm+ * («' + 4 A)l ~ u loyr V d u

+ a (w + a-)
1 ~ " ett *

j (w
1 + 4 " * /o<T F </ u

+ k (
m+ *- Be«*jue«V^+* (i<

8+ 4^-»!ü/Fdti

-2^4
+2/^4

+ £ (w -I- x)-*<>a*j*evV'»+*(ui + *A)*- Jt logr
~ i Vdu

-iV^A
ferner

tj"= B (i?— 1) (m +x)- B~ l eaxj C"V»^+* (u* + 4 .4)*
~B logr V d

u

-iy^~A

+ *V-~A

^2a(l—B)(m+x)- B eax^V»*** (u*+ A A)±
~ B log

r Vdu

—2V=A
+2V=Ä

+ «« (m + a) 1- 1'««*

^

.«V^+Z(tit+ 4A)*- B log
r Vdu

-'ly—Ä
m+2V=Ä

+ (
|_ 2?) (m 4-.r)- B~ 5 c"* V»+* («' + 4

"

B logr Vdu

—2V^Ä

+ a(m + x)l- B e<**Jue»^»^* (tt+ AA)^- B log* V du

+2f- A

+ l(m + x)~ B e«*

J*
i'c"l

/*r+*(u*+ 4A)i- B log
r Vdu
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+2V=Ä
+ ' (4 - *) 0»+ x)- B~ Xe«*j^/^M(M«+ AA)h-B hgr-l y du

+ ar (m + x)-*ea
*J

^V^'* (u*+4A)i-* log'-* Vdu

+2Y=Ä
+ j (m+ x)-*-* c«*jue«}^+^(u* + 4J)l-B log'-* Vdu

r(r-l)

-2\^A
Setzt man nun

(m + x)y" + [B-2a(m+x)]y +M— + tt«(m + (),

,

so hat man nach gehöriger Reduction

0i= (| — !)(»+ *)*-* c«*y« (u*+4 .4)* - * /o^ r rf«

4.2^—^

+ i (» + *)»-*««*y + 4^1-* V du

-2V=Ta

T ( 1 — Z?^ /*

+ -(m+x)-ß ea*je»V^:&(ut +4A)*~B log'-- 1 Vdu

+2V=a
+ j (m+ x)i-Ä c«» / ue"Vm+* (ut -\-4A)l~ B logr~* Vdu

-2V=Ä
+2V=~Ä

Nnn gestattet aber der Ausdruck

+2V— y#

. folgende Schreibweise

:
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46 Studien über Differentialgleichungen.

•
/* > de"Vm +*

\(m + x)±-B ea
*
J («* + 4 Ä)l ~ B IogrV . — du

und dieses giebt unter der Voraussetzung, dass ist, nach der Me-

thode des theihveisen Integrirens behandelt

(j — |) (m e
a
*ßwV^^+ 4 Ä)h~* log- V du

-2^
demnach hat man, von dem eben gewonnenen Ausdruck Gebranch machend

62
) +*V=Ä

Q t
— r(*~ g) (m+x)-ß ea*j*e«V^fa*+ 4 A)l- » log*-* [(m«+4^) du

—

2

+
r(r~ l)

(m-t-a;)-g g«*yi^^(««+4^)5-^%^2
[(

l/
8+4^)^H=^]rfw

-2^=^
welche Formel die grösste Analogie zeigt mit jener Formel, die im ersten

Memoire mit 44) bezeichnet ist.

§. 20. Durch dieselbe Anwendung der nun schon wiederholt gemach-

ten Schlüsse gelangt man unter der schon vorher gemachton Voraussetzung

B<\ zu folgenden Resultaten:

Der Gleichung

genügt entweder

y= c, (»»+ A')1
~ß ea* je"J^+^(ti» + 4

-

B
rf m

-2K=T7
oder

+2^=Tlf

y= C, (m + *)
1" B e«'Je

11V^»+* («« + 4A)t~B du

+2V=Ä

+ (m+ ar) 1-»««*^j«?'^^ + 4^)*"^% + 4^) jAM^] tf «

jenachdem nämlich oder 2?= 1 ist.
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Der Gleichung

0,= 0

genügt entweder

y^Ct (m + xy~ B ca*Jt»VZ+Z(u*+4A)l- n du

- 2 \^~A

+ Ct (m + xy- B c«* fetlfc+Ztf + AÄ)*-* + 4 ^) />7+^] rfi<

- 2 }rzr-A
oder

+2?^
y= r, (m + .r) 1 - B c«*je»V^+Z (u*+ 4 ~ * rf«

+ C, (m + o-)
1 -*e«*y«J/*^r

(«« + 4^)*-*/og [(«» + 4.4) ^JT+^] rf«

-2K-^

+ Cs (m + a-y-ß c«*je»V^+^(tt+ tA)l-*hgt [(u*+4J) j/m + x] du

jenacbdem wieder oder /?= 1 ist, u. 8. f., u. 8. f.

§.21. Es Hessen sich hier noch mehrere specielle Fälle betrachten,

doch finde ich für den Augenblick zu wenig Interesse, um die Sache weiter

zu führen. Zum Schlüsse dieser Mittheilung stelle ich mir die Aufgabe,

jene lineare Differentialgleichung zu bestimmen, welcher genügt wird durch

das Integral

63) y=yf««»+*> (u-a)A-x (u-ß)B-* («- Aß- Ba) log [(m+x) (u-a) (u-ß)] du

a

in welchem A und B positive Zahlen bedeuten oder solche imaginäre , de-

ren reelle Bestandteile positiv sind, woselbst aber ferner noch die Be-

dingung

A + B=\
stattfindet. Aus «3) folgt:

f
y'— ju e«<»H<r>

(
u— tty- l(u—ß)B ~ 1 (u—Aß—Ba) log [{m+x) (u-a) (u-ß)) du

m +xj
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48 Studien über Differentialgleichungen.

a

J
_j i_ l u pi"+x)(u --«y-i(u— ß)

B - x (ti--Aß--Bu)du

-1— /£
(m+ *)V

(m+x)
(
M_ w)*-i(,<_ ^)/?-i(M_ Ba)du.

Setzt man nun in den Ausdruck

64) (m+x)y"+[l— {*+ ß)(tn+*)]y'+[-Aß— *«+a/3(m+*)]y=Z,

für y, y\ y" die eben entwickelten Werthe , so hat man

,
— (m+x)jil y(n—ß)*(u—Aß-Ba) log [(m+x) («-«) (u- ß)] du

a

+yf«(«+*)
(
M_c)^-i (u—ß)b- \u—Aß—Baf log[(m+x) («-«) («-j3)J tf«

+ / e«<«+x)(«— «)^-i(M— (u— Jß—Ba) (2u - «— jJ) du.

a

Nun ist aber

/
(m+x) j e«"+*>(u—ay (u—ß)B(u—Aß—Ba) log[(m+x) (u—a) («— j3)] <*«==

a

ö

(«— (a— 0)
ß
(«—Aß— Bot) log {(m+ «) (u— «) («— ß))

. ^— rf«

a

und dies giebt, nach der Methode des theilweisen Integrirens behandelt,

nach einigen Reductionen:

(m+x)^u _.ay-i(}l—ß)ß -- i {u—Aß—Bayiog[{m+x)(u--a) {u—ß)] du

a

I <,«<«.+»)(„-- ay(u—ß)B log[(m + x) (u— u) (u—ß)] du

_J,«<«+*>(„ — - Aß— Ba) (2 M-«~ 0)

CK

somit ist
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— _yf*(«+*) («_ („_^ /0flf [(„, +x
) („ _ a

) (
H _.

und jetzt giebt §. 5 die Mittel an die Hand, die gesnchto Differentialgleich-

ung aufzustellen. Setzt man nämlich

(m+x) Z"+ [3-(a+0) (»+*)] Z'+ [- (.1+1)ß- (Ä+l) a+ a/J (»+*)] Z== ff

unter Z den in 64) stehenden Ausdruck verstanden, so hat man folgende

lineare Differentialgleichung

:

(*+*) ff"+ [3—(a+0) (m+ar)] ff'+ [-(^+1) 0- (5+1) «+ «/J («+*)] ff= 0

welche von der sechsten Ordnung ist und der genügt wird durch

y =yc"<"+*) (m—a^-^M—ß)
ß~ 1 (u—,//*—/?«)% [(ro+*) (u—a) (u—ß)] flu

a

unter den vorher für A und B gemachten Voraussetzungen.

III.

Entwickelungen über ein Kapitel von Poisson's Mechanik.

Nach M. J. Liouville.

Von W. Fiedler,
Lehrer an der Gewerbschule zu Chemnitz.

Der berühmte Herausgeber des „Journal de Maihetnatiqucs" hat diese

Abhandlung kurz nach dem Tode Poisson's (1840) bereits geschrieben;

er glaubte als Poisson's Nachfolger am Längenbureau eine fromme Pflicht

zu erfüllen, indem er eine Idee entwickelte, über welche Poisson oft mit

ihm gesprochen und von deren Wichtigkeit er eingenommen war. Es han-

delte sich darum , auf ein beliebiges System von materiellen Punkten, für

welches das Princip der Flächen statt hat, gewisse analytische Transfor-

mationen auszudehnen, welche die durch dieses Princip gelieferten Gleich-

ungen stets annehmen, und welche Poisson in seiner Mechanik nur für den

Fall eines Systems von unveränderlicher Form gogoben hat. Eben dies

hat M. Liouville in der hier mitgetheiltcn Abhandlung ausgeführt und

seinen Entwickelungen ein Beispiel von der Anwendbarkeit der erhaltenen

Formeln hinzugefügt. Andere Anwendungen verspricht er später noch

mitzutheilen. Bei der Redaction dieser Abhandlung hat er sich von dem
Zeilschrift f. Mathematik u. Physik IV. 4
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Texte Poisson's so wenig als möglich entfernt und deshalb einige Verein-

einfachungen in den Details unterlassen, denn es schien ihm, als erreiche

er durch jenen genauen Anschluss seinen Zweck am besten. Der Abhand-

lung geht eine historische Skizzo voraus, welche wir dem deutschen Leser

nicht vorenthalten wollen.

Man kennt die Methoden, welche die Geometer erdacht haben, um die

Bewegung der Drehung eines Systems von unveränderlicher Form zu be-

stimmen. Durch sein Werk über die „Präcession der Aequinoctien" (1740)

bat d'Alembert liier den Weg eröffnet und niemals ist eine grössere

schöpferische Kraft entfaltet worden: unglücklicherweise fehlt überall in

den Formeln und in den Details der Rechnung die Eleganz; ein wunder-

licher Mangel oder eine Vernachlässigung, welche sich in den rein mathe-

matischen Werken dieses ausgezeichneten Schriftstellers oft wiederfindet.

Wenn man aber die Zeit bedenkt, in der er seine Arbeit schuf, so muss

man seinen Geist bewundern. Man besass damals noch nicht einmal die

sechs allgemeinen Gleichungen des Gleichgewichts freier Systeme, nur die

drei ersten kannte man, welche ausdrücken, dass die Summe der nach

einer beliebigen Richtung genommenen Componenten der Kräfte Null ist,

nicht die drei anderen, die sogenannten Momenten^leichungen , welche
.

allein übrig bleiben, wenn man einen festen Tunkt in das System einführt.

Diese hat d'Alembert zum ersten Male in eben dem Werke gegeben,

von welchem wir sprechen, sie bilden die wesentliche Grundlage desselben.

Von denselben geht d'Alembert durch sein Priucip {Tratte de Dynamiyue,

17 13) zu den Gleichungen der Bewegung über, so dass die ganze Ueber-

setzung des Problems in Gleichungen ihm eigenthümlich angehört. Durch

alle Schwierigkeiten einer noch wenig entwickelten, in ihrem Gange noch

unsicheren Analysis führt er uns endlich ans Ziel, und wir sehen uns

Meister eines Problems, dessen Schwierigkeiten alle Anstrengungen New-
ton's selbst nicht bewältigt hatten; und gleichzeitig erhalten wir die Ge-

setze der Präcession der Aequinoctien und finden die Ursache und die ma-

thematische Erklärung der nicht weniger merkwürdigen Erscheinung der

Nutation, deren Existenz ein unsterblicher Astronom, Bradley, durch

eine Reihe genauer Beobachtungen soeben bewiesen hatte. (Bradley

machte seine Entdeckung öffentlich bekannt 1747, 1749 erschien d'Alem-

bert's Werk.)

Nach d'Alembert folgte Euler und mit ihm kam die Eleganz.

Euler hat zuerst die Gleichungen der Rotationsbewegung eines Systems

von unveränderlicher Gestalt in ihrer eudgiltigen Form aufgestelt, auch

zuerst die strengen Integrale derselben für den Fall aufgefunden , in wel-

chem die äusseren Kräfte Null sind. Hier wie überall ist seine Ueber-

lcgenheit im Calcul offenbar. Euler selbst hat die Priorität von d'Alembert's

Arbeit über die Präcession der Aequinoctien anerkannt; er war bis dahin

durch Hindernisse aufgehalten worden, die ihm fast unüberwindlich er-
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schienen waren , sobald aber cTAlembcrt die ersten Schwierigkeiten besei-

tigt hatte, nahm er seine Revanche durch ausgezeichnete Vervollkomm-

nungen der Methode.

Nachher haben Lagrange, Laplace und andere Geometer, Pois-

son insbesondere diese Klasse von Fragen fortgesetzt behandelt und neue

Probleme gelöst oder die alten Auflösungen vervollkommnet.

Sie hatten sich alle auf die analytische Methode beschränkt ; aber

nach ihnen hat M. Poinsot in lichtvoller Weise den Gegenstand durch

eine synthetische Methode behandelt in seiner Theorie nouvelle de la rolation

des corps. (Journal de Math. 1. ser. t. A VI.) Die analytischen Auflösungen,

welche man vorher besass, verlieren damit nichts an ihrem Wcrthc, sie

haben ihre eigenthümlichen Verdienste, und die Belehrung, die rann aus

ihrem Studium schöpfen kann, wird noch lange oine Quelle von Fort-

schritten für die Wissenschaft sein.

Poisson, welcher das 'Problem von der Rotationsbewegung eines

Systems von unveränderlicher Form mehrfach behandelt hat, hielt mit

Recht viel von der Methode, die er in seiner Mechanik zur Bildung der

Differentialgleichungen des Systems gegeben hat; der von ihm angezeigte

Weg ist wirklich sehr einfach , seine Formeln sind elegant und die cftirin

vorhandene Symmetrie erleichtert die Ucchnung und gruppirt die Resultate

unter sich so, dass man in jedem Augenblick die einen ans den anderen

durch ein geschlossenes System von Pcnimtationen ableiten kann. Indem

er sich dann in einem im 15. Hefte des Journal de CEcole polytechnique auf-

genommenen Memoire mit derselben Aufgabe beschäftigte , hat Poisson die

Gleichungen der auf unveränderliche Ebenen bezogenen Flächen angewen-

det und sie durch den Calcul in Gleichungen umgewandelt, welche sich

auf bewegliche Achsen beziehen. In seiner Mechanik folgt er einem davon

abweichenden Wege und wendet, wenn auch nicht die Gleichungen der

Flächen, so* doch wenigstens die Combinntion des Princips von d'Alem-

bert und der Gesetze des Gleichgewichts, welche sie liefern, direct auf

bewegliche Achsen an. Diese Verfahrungswei.se fordert einige Vorsicht

und analytische Transformationen, welche Poisson mit Sorgfalt ent-

wickelt hat.

Aber das Princip der Flächen entspricht nicht allein den Systemen

von unveränderlicher Form, es dehnt sich auf eine unbegrenzte Zahl an-

derer Systeme aus, für welche der Calcul von Poisson einigermaassen

abgeändert werden müsste. Da wirklich die Hauptachsen der Trägheit in

jedem Augenblick ihre Lage ändern können , nicht allein im absoluten

Räume, sondern auch in Beziehung zu den verschiedenen Punkten des

Systems, so müssen die Werthe der Trägheitsmomente ebenso veränder-

lich sein.

Eben dies nun hatte Poisson vor, zum letzten Male auf seine Ana-

lyse zurückzukommen, um sie auf den allgemeinen Fall auszudehnen, von

4*
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dem wir soeben gesprochen haben. Andere Arbeiten haben ihn daran ge-

hindert, und er hat dies Vorhaben, von dem er mich oft unterhalten, nicht

ausführen können. Ich will versuchen , hierin wenigstens das Stillschwei-

gen des grossen Goometers zu ergänzen, welchen wir verloren haben.

Meine Aufgabe wird übrigens leicht sein, denn ich werde, so zu sagen, nur

ein Kapitel seiner Mechanik zu commentiren haben.

L *

Wir betrachten ein System von Moleculen oder materiellen Punkten

ro, m\ m"

.

. . , welches der einzigen Bedingung unterworfen ist, dass darin

das Princip der Flächen für einen gewissen Anfangspunkt 0 Giltigkeit habe,

so dass wir, indem wir das System auf drei rechtwinklige Achsen Ox, Oy,

Oz von festen Kichtungen beziehen und durch mX, mY
y
tnZ die Componen-

ten der Äusseren bewegenden Kräfte nach diesen Achsen gemessen be-

zeichnen, welche auf jedes Molecul in der Ma^se wirken, die drei bekannten

Gleichungen haben

:

(<Px d*z\z— —x—
J
= Em (zX—xZ),

^^{x^-y^^SmixY-yX),
welche sich, wenn ihre zweiten Theile Null sind, integriren lassen und

dann das speciellere Princip von der Erhaltung der Flächen ergeben. Diese

Gleichungen drücken aus , dass immer die Summen der Momente der ver-

lorenen Kräfte, im Verhältniss respective zur Achse (Xr, Oy, Oz genommen,

gleich Null sind. Man vereinfacht sie, indem man die zweiten Theile durch

einen einzigen Buchstaben L, M, iV bezeichnet; sie werden:

/ d*z (Py\

VIT'-**?)-*'Em

_ / <?x . d*z\

( dV *x\Em

Das Zeichen E erstreckt sich auf alle Molecule m, m', m" . . . Diese Molc-

cule können frei oder unter sich verbunden sein und sie können in beliebi-

ger Art auf einander wirken, wenn nur vorausgesetzt werden darf, dass

Wirkung und Gegenwirkung einander gleich und direct entgegengesetzt

seien, dass also diese inneren Kräfte in dem zweiten Theile unserer Gleich-

ungen nicht in Rechnung zu ziehen sind, da die sie einführenden Glieder

sich gegenseitig aufhebon, weil sie paarweis einander gleich und von ent-

gegengesetzten Zeichen sind. Der Punkt 0 kann fest oder beweglich sein,

niuss aber in diesem letzteren Falle mit dem Schwerpunkt des Systems zu-
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sammcnfalleu oder nur eine geradlinige gleichförmige Bewegung haben.

Hiernach lege man durch den Punkt 0 drei andere unter sich rechtwinklige

Achsen 0x
t , 0yiy 0z

x , welche aber nach irgend einem Gesetz beweglich sind,

und verlange, das Princip der Flächen auf diese beweglichen Achsen zu

beziehen. Man kann dies iu verschiedener Weise ausführen, entweder in-

dem ma/i die oben für Achsen von fester Kichtung geschriebenen Gleich-

nngen analytisch transformirt , so wie es Poisson im XV. Tiefte des Jour-

nal de VEcole polyteehnique gethrfft hat, oder indem man die Bedingung der

Gleichheit der Momentesummen der verlorenen Kräfte mit der erforder-

lichen Vorsicht direct auf bewegliche Achsen Öa*,, Oy,, Oz, anwendet,

welcher letzteren Methode Poisson in seiner Mechanik gefolgt ist. Wir

werden demgemäss diese Methode hier zunächst entwickeln.

Wir nehmen natürlich die meisten der Poisson'schen Bezeichnungen

an und nennen also mit ihm a, 6, c
>
a\ b\ c\ o", b'\ c" die Cosinus der

Winkel xOx
t ,
xOy

t ,
xOz

x ,
yOx

x ,
yOy

t ,
yOr, ,

zOx
{ ,

zOy
t ,

zOz'n dann werden

wir haben :
•

x = ax\ + fty, + cz
x ,

y= a x
t + by

t + c r,

,

z = a x
x -f- b y, -\- c r,

.

Die Grössen a, b, c, a . . . sind in jedem Augenblick für alle Punkte des

Systems dieselben , aber sie verändern sich während der Be-

wegung und man muss sie als Functionen der Zeit t betrachten. Und da

es sich hier nicht mehr um ein System von unveränderlicher Form handelt,

welchem» die Achsen 0xty Oy,, 0z
x
verbunden wären, so sind auch die Co-

ordinaten x
t , y, ,

z
t
mit der Zeit veränderlich*. Indem man die Werthe von

x, y, z im Verhältniss zu t differentiirt
,
ergiebt sich

:

dx da db de dx
t

. dy. dz
t

Ii= *« dT + »«
rfT + - S + " lü + * W + c

dT
•

dy da db'
t

de , dx, .dy, , dz
x*=" -* +*ir +z ' s + tt

ir + b m +c

dz da" db" de" „ dx
x „ dy x „ d:

x_ = *,_ + ,,_ + ,,_ +._ + »_+«._.
Iiier muss man an gewisse sehr bekannte Bcdingungsglcichungen erinnern,

welche zwischen den Grössen a, &, c, a . . . stattfinden, und welche die einen

von der Form
«s + b* + c*= 1 , a* + a* + «"«= 1 u. s. w.

v

die anderen von der Form

ab + ab' -f- a"b" =0, aa -\- bb' -\- cc =0 u. s. w.

sind; indem man sie differentiirt, schliesst man daraus

ada + bdb -f- cdc= 0, <u/a + «'da' + a"da"= 0 u. s. w.

uud auch

d (ab + ab' «' b" ) 0 u. s. w.

;

man sieht hieraus , dass die beiden Grössen
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bda + t/da + b"dn"

und

adb -f- a'dt/ -fr- a"db"

gleich und von entgegengesetztem Zeichen sind! Setzen wir demnach mit

P o i s s o n

. da ,,da'
t
„da" db ,db' ,.db" %

'rf7 + ''77 + '' 7F=-"S7- U Ii— rfT= r
'

und ebenso

db ,db' y db" <U , de „ d c"
c
dl
+ c

d7 + < dt"~ \77~ dt dt~~ Pt

da ,dc „de" da ,da „da"
ci— -f- a h a ——- = — c — c — c ——= o

.

rff <// (// <// t//

Man weiss, dass, indem man die neun Cosinus «, c, «'
. . . mittelst der drei

Winkel qn, O, wie folgt ausdrückt:

a — cos & . sin . sin qp -fr-
cos . cos qp,

/; = COS # . SJ/I ^ . COS (p COS 1p . SW
(f ,

r = sin . sin
,

r/ = cos & . cos ^ . sin qp — sin tp . cos qp ,

// =z cos & . cos*xp . cos qp -fr- sin . stw 93

,

c = sj/i . cos tp
,

<i" = — sin & . sin cp
,

ft"=— sin # . cos tp
,

c" z=cos &, §

man findet

pdl= s//i qp . sm & . dtp — cos qp . </ {r

,

qdt= cos qp . sin & . dxp -f- si/j qp . d& ,

r rf /= rfqp — cos ^ . dtp.

Mittelst der Ausdrücke von a, b, c . . . und 0\ qr, t/; ist es auch leicht, sich

zu versichern , dass

bc — b'c~ «", ca' — c'a = //', « // — «7/ c" u. s. w.

Endlich hat man die Diffcrentialformeln

</« , rfc
-— =zbr— cq\ — = c/> — r/r, = — u. s. w.
rf/ dt dl

Wir setzen voraus, dass alle diese Formeln dem Leser vollkommen be-

kannt sind. Indem wir nun zu den Gleichungen, welche

dx dy dz

rf7' Tt' dt

liefern, zurückkehren, multipliciren wir die erste derselben durch «, die

zweite durch a\ die dritte durch a" und bilden die Summe, und alsdann

noch zwei analoge Summen, indem wir b, b\ b" und c, c', c" zu Multiplica-

toren wählen. -So werden wir ohne Schwierigkeit finden
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- dx ,dy „dz dx,

"Ti
+ " 57 + " « = 77'

dx , dy „ dz dy
x

fr

rf7+'d7 + * di = "'-'*> + lü>

de f dy .,dz dz
i

c
,77
+ <

",77 + c
57= "' -«*'+

Indem man ihrerseits die drei Gleichungen mit «, b, c, 6', oder «", />", c"

multiplicirt und die Summe in jedem Falle bildet, erhält mau

~=a («*!— ryO + ft (ra*,—^,)+c '/*',) + « ^7+^ ^' + c

^^a'^-ry,) + 6" (r,,-,,,) + c"(Wt- + «''^+ *''~+^ •

Daraus zieht man durch Differentiation die Werthc der drei Couiponenten

der beschleunigenden Kraft nach Ox, Oy, Oz
, welche der Bewegung des

Punktes m entsprechen, d. h. die Werthc der drei Grössen

d\c (Py d*z

d? y d? y

dt 2 '

nämlich:

IT*
- a

V> dt
~ " dt) + 6 (* dt

~ - «vj + r
,77- dl)

( dz
x

dy\ ( dx
x

fIzi\, ( <Vi dx\

<P*'t
. . , , <]ft

äa
, «fyi db dz, de

+ <t

di*~ + t>

dlT
+ ° dt*

+
rfrd/

+
tff '<//

i~
177'J/'

darin entspringen die die Differentiale von a1

, , y, , ?j enthaltenden Glieder

eben daraus, dass x,
, y, , 2j in Function der Zeit sich verändern, und mau

findet sie daher in den Formeln von Foisson nicht.

Man hat ebenso

SM* £ - »

S

+ *" (**-; £) + ' (* £ r
*. 2)

^ da , . db' , . rfc

+ (ff*!— »"*) + (
r*< —P*t) 77 + (jw — 5*i) 77

.d1
*«, .-(P'Ji, .d*z

t
<lx

t
da dy

{
db' d;

t
dt^

+ Ä
dl* * dl* * C

dl* * ~dt '77 ^~
dl 71 + 77' d/

'

und
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56 Entwickelungcn über ein Kapitel von Poisson's Mechanik.

v da , , . db , . .de

„d*#, »"^i i " , <*#i da" dy
t
db" dz

t
de"

+ Ä dF + ° dt*"
tc dF + ~dl'~dt^"dT'~dT^7T' dt

'

Gleichungen, deren zweite Thcile sich übrigens aus dem zweiten Theil

der ersten Gleichungen ganz einfach durch ein- oder zweimaliges Accen-

tuiren der Symbole a, 6, c ableiten Kissen.

c
Aus den nach den Achsen Ox, Oy, Oz geschätzten Componenten —

,

— -r^ der beschleunigenden Kraft, welche dem Punkt m entspricht,
dr dt x

erhält man die Componenton p, , q, ,
r, derselben Kraft, nach den Achsen

Ox,
,
Oy,

,
Oz, gemessen, in der Lage genommen, die sie in der gegenwärti-

gen Zeit t einnehmen. Man hat

d*x , d*y „d*z
P

*
= a

d?- + a dF+ n
rfiT»

d*x . d*y d*z
9i==b—+b-+b—,
__ d*x ,d*y „ d*z

ri — c dF ±c dF^ c
d!*'

Die Substitution der oben für

d*x d*y d*z

dl*'' dl*'
1

dt*

erhaltenen Werthe liefert uns nach der Reduction die Gleichungen

= *> Tt ~ *• 57 - <**

+

y
< + <"> + p»x

' + 2r
IT
~ 2* 7/7

+ iF

'

Nun können wir mit Poisson die Gleichungen aufstellen, welche die

Gleichheit der Momentsummen der verlorenen Kräfte , im Verhältniss zu

den Achsen Ox,
,
Oy,

,
Oz, in der Lage genommen , welche diese zur Zeit /

einnehmen, mit Null ausdrücken. Diese Gleichungen sind

2 m (y, r
i
— h it) = L\

,

Sm(z
lp t
— ay,) = .flf,,

£m (.r ,</,— y,p t ) = tf,,

und es sind in dieselben für /*, , ,
r, ihre Werthe zu setzen, und man hat
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um abzukürzen, die Momentesuimnen der äusseren Krftfte im Verhältniss

zu den Achsen Ox
t ,

Oy
x ,

Oz x durch Z,
,
Mly Nx

bezeichnet , so dass

2m{y
i
Z

x
—z

i
T

i )
= Liy

2 tn (zjX
x
— x

x
Zj) = M

x ,

wenn mXty mYn mZ
t
die Componenten der im Punkte m wirkenden be-

wcgeuden Kraft bedeuten.

EL

Es ist noch übrig, die ersten Theile der Gleichungen

2m(jy
x
r

x
— z

x q x ) = Zn
£m(z

x p x
— xl

r
i )
= Mi1

Zm{x
x qt — yiPi) — N

%

zu entwickeln, indem wir statt />,, qti r
x ihre Werthe einsetzen. Wir finden

alsbald , dass die Differenz

yirt
— z

l q l

gleich ist mit

+ (»*•— ff

1
) yi*i +^ r^yt — ngxi*i + 9 r (y*— **)

Man muss diese verschiedenen Glieder mit m multipliciren , alsdann die

Summe 2 bezüglich aller Punkte m, m\ m" .

.

. bilden und endlich das Re-

sultat mit Z, vergleichen.

Wir setzen

A= £m(y* + z*), B= £m (r,« + x
x
*)

, C= 2;n + y,*),

D= Zmyx zx , E~ Emz
x
x

{ , F=z 2mx
x yl

.

Es ergieht sich alsdann

Wenn man also

•

setzt, so schiiesst man daraus

dz, . (dD \

SmT
<7»-*U—j-

Indem man setzt

"•(••3—
findet man ebenso
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58 Entwickelungen über ein Kapitel von Poissou's Mechanik.

dx
t

'

,
(dE \

dz, . (dE \

_ <ly, (dF \

Das Resultat der oben angezeigten Surnmirung lässt sich damit einfach ge-

nug schreiben und man erhält ohne Schwierigkeit
d

Ll ^ dt ^Ap— Fv— &>+ ß
) + D ('**- «') + (

c~ B
)v+ _ + w -

Dies ist eine unserer drei Gleichungen in endlicher Form und die beiden

anderen gehen daraus durch einfache Buchstabenvertauschung hervor, wie

folgt:

M
{
=
ji

(Bq— hr— Fp+0)+E (p»- H)+ (A—qPr+ Dpq—Fqr+ra—py,

N
i =£

t

(Cr—Ep—Dq + r)+F(q*—p*) + (B— A) pq+Eqr—Itpr+pß— qa.

Diese unsere Gleichungen vereinfachen sich sehr, wenn mau die Achseu

Ox,, Ot/i ,
Oz, stets so wählt, dass man hat

/>= 0, £=0, F= 0,

d.h. so, dass
%
dieselben in jedem Augenblick für den Punkt 0 die drei

Hauptachsen der Trägheit des veränderlichen Systems w,

m\ m" '.

. . sind; dies ist stets möglich, weil die Bedingung der Rechtwink-

ligkeit, die den drei Achsen Oxit Oylt Oz
t
einzig und allein auferlegt ist,

wie man weiss , durch die drei Hauptachsen der Trägheit eines Körpers

bezüglich eines beliebigen Punktes immer erfüllt wird.

Man erhält alsdann

+ (C-B)qr + qy— rß= Ln

+ (A—C)pr -f ra—py~M
t ,

+{B-rA)pq+pß-q«= N
i ;

diese so einfachen Gleichungen werden, wie ich glaube, zahlreiche An-

wendungen finden.

Indem man sie respective mit a, b, c multiplicirt, dann addirt und sich

erinnert, dass nach einem Theorem von Euler über die Momente der Kräfte

aL
% + bM

l H-cJVj = Z,

so leitet man daraus ab

:

d{Ap + a) d(Bg+ ß) d(Cr+y)
L ^ a

di
+b—d7— + c--dl—

+ (Ap+ a) {b r— cq) + (Bq + ß) (cp-ar) + (Cr + y) (aq- bp).
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ludem man alsdann bemerkt , dass

du db ,
de

br- cq==
dl>

rp - ar ^Tr «V — ^ = 57»

schliefst man daraus:

1 = 7i
[a{Al> + a) + b{Bq + ß) + c{Cr + y)] '

Ebenso

und

M= ~ [a (Ap + «) + &' (Bq + ß) + e (Cr + y)]

,

JY= i [«" + a) + A" (**+ ß) + e" (Cr + y)].

Wenn man, anstatt mit den vereinfachten Formeln zu operiren, die

allgemeinen zu 13runde gelegt hatte, so wäro das Resultat, welches ich

durch Vollziehung einer Integration in Bezug auf/, wovon L, y»/, JV iinpli-

cite Functionen sind, vereinfacht habe, gewesen:

JLdt=a(Ap—Fq— Er+a)+ b (Bq—Dr— Fp+ ß) +c (Cr— Ep— Dq+y)
,

jMdt= a (Ap—Fq—Er+ «)+ b' (bq—Dr—Fp+ ß) + c (Cr— Ep-Dq+y),

S>
Ndt= a\Ap—Fq—Er+tt)+b''(Bq-Dr--Fp+ß)+c (Cr—Ep-Dq+ y).

Wenn man hier differentiirte und die Derivirten von «, b . . . durch

ihre Werthe ^= br— cq, ^ = cp — ar u. s. w. ersetzte, die so erhal-

tenen Gleichungen mit a, a, a" multiplicirte und die Summe bildete , her-

nach dieselbe Rechnung mit den AIultiplicator«n b, b\ b" oder r, c, c" wie-

derholte , endlich sich erinnerte , dass

L^aL + aM+a'N,

tf^rZ + citf + c"A\

so würde man die Werthe von L
x ,

il/,
,

iV, wiederfinden, von denen wir aus-

gegangen sind , so dass , wenn die letzteren Gleichungen direct begründet

wären, die anderen sich mit Leichtigkeit daraus ableiten würden. Diesen

Weg hat Poisson für das Problem der Rotation der Körper im XV. Hefte

des Journal de tEcole polytechnique eingeschlagen ; ich komme sogleich dar-

auf zurück und man wird sehen, dass er sehr einfach ist. Gegenwärtig be-

schränke ich mich darauf, bemerklich zu machen, dass, wenn die Momente-

sumnien Z, M
t
N Null sind, ihre Integrale einfache Constante /,

/', /" sein

werden, woraus folgt, dass man diese drei Integrale haben wird

/ = a (Ap—Fq— Er + a) + b (Bq— Dr— Fp + ß) + c (Cr— Ep— Dq -f- y),

l'z=a(Ap— Fq— Er +«) + &'(Bq—Dr— Fp + ß) + c (Cr— Ep— Dq + y ),

/"=„" (Jp— Fq—Er+ «) + //'
(
Hq— Dr— Fp +ß)+ c" (Cr— Ep— Dq + y).
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Es sind diese Integrale, welche hier natnrgemäss das Princip der Er-
haltung der Flächen liefern werden. Man kann sie noch unter diese

Form bringen

:

Ap— Fq — Er + a= at + a V + a"/",

Bq—Dr— Fp+ß= bl + b'V + &"/",

Cr—Ep—Dq + yz=cl+cl' + c"
l"

'.

Die drei Constanten beziehen sich auf Flächen, die respective in

den Ebenen der yc, der xz und der xy beschriehen sind. Wenn man setzt

k= }/H + /'« +
so wird k die Maximalfläche ausdrücken, welche, wie man weiss, einer ge-

wissen festen und leicht zu bestimmenden Ebene entspricht,. die Laplace
die unveränderliche Ebene genannt hat. Nichts hindert, diese un-

veränderliche Ebene zur Ebene der xy zu wählen; alsdann wird man haben

/= 0, /'= 0, /"= *,

und unsere drei Integrale reduciren sich auf

Ap — Fq — Er + et = a"k,

Bq— Dr — Fp + ß= b"k,

Cr —Ep— Dq + y= c"k.

Indem man die Cosinus a"> b'\ c" mittelst der drei Winkel <p, aus-

drückt, deren sich Poisson nach Euler bedient hat, werden unsere

Formeln

:

sin &sinq>= — i (Ap— Fq— Er + a)

,

sin&co$(p= — ^(Bq — Dr— +
1

cos9= — (Cr — Ep — Dq + y).

Sie vereinfachen sich wesentlich, wenn man hat

Z)= 0, £=0, F~0
und noch mehr, wenn auch

a= 0, 0 = 0, y= 0,

wie es in einem Problem, mit dem wir uns später beschäftigen werden,

vorkommen wird. Sie reduciren sich dann auf

. « . 4p . Ä Bq Cr
sw& sinq>=— stn & costp~ — , cos &=—

,

und stimmen also mit denen überein, die man für ein System von unver-

änderlicher Form gefunden hätte , nur dass A, B, C hier keine Constanten

sind.

III.

Wir kommen nun auf die von Poisson im Journal de TEcole polytech-

nique angewandte Methode zurück, um auch sie auf den Gegenstand un-

serer Untersuchungen anzuwenden. Diese Methode nimmt ihren Ausgangs-

punkt in den Gleichungen

:
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welche von der ersten Ordnung sind und deren Transformation nur Rech-

nungen von geringer Ausdehnung erfordert, so dass dadurch die Incon-

venienz aufgewogen wird, nach welcher sie zunächst nicht zu getrennten

Gleichungen zwischen p y q, r und l leiten.

Mittelst der Formeln

x=zax
t + by

y + czlt

y= dx
x -f-6'y, + c'zit

z=a"x{+ b"y
x
+c"z

t ,

und der folgenden, die man, wie wir sahen, daraus herleitet,

= « (eh— ry
t ) + b (rx

t
—pz

x ) + c (pyt
— qx

x )+ a + b^+ c^ ,

—= a (qz
x

- ry
x )+ 6 (rar, -/«,) + c (pyt

— <jrx.) +« —+ 6 — + c —
,

»'/ \ > »"/ vi"/ \i fd&t .
,»dy

x
.»dz,

wird man die Wortho der drei Ausdrücke bilden:

dz dy dx dz dy dx
y dt~ z

dl'
z
~dl~

x
Jt' *dl~ y Tr

der Werth von

dy dx
x

z. B. wird sein

*dl-'J dl

(bc ~b'c){py*—qx
{ y i
— rx

i
z

l
+pz

t
*+ yx

ijj— r,

+ (ca—c'a)(qz*— ry
t
z

l
-pyl

x
t
+qx*+z/£~x

l

(^
+ (a b'— a b) (rx* - p z

x
x

t
— q z

x yt + ry* + x
x^— y ,^

.

Man hat aber

äc — ic= a , c« — ca~b, ab — u b~ c

und erhält somit für den vorigen Ausdruck

**"
\j>

(y* + **) ~ 9 *. y t
— rx

x
z

x + yx ^— ^

j

[#x rf? "1

? (V + V) — >fi *i — p y, + *t — -~\

+ <• [r(x* + y*)— lt z,x t
— qz

x y x + x, _ _ y, —
J

-
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Indem man ihn mit m multiplicirt und die entsprechenden Ausdrücke für

alle Molecüle wi, m\ m" . . . , für welche die Cosinus a", h'\ c" nicht wech-

seln, addirt, so erschliesst man daraus den Werth von

welchen man mit J dl vergleichen muss.

Wenn man setzt, wie oben

/>-- £my,z,, E= Xmz
t
x

x
,

/'= 2 m x
x »/, ,

und

ß~ £m
V'sr-*'sr)'

„ ( du. dtr.\

so wird der endliche Werth von

,
(du dx\

sein

«"(,//> — Fq— Er + «) + b"{Bq—Dr—Fp + /J) + c'\Cr—Ep-Dq + y).

Man hat also

j N dl= a (Ap—Fq—Er+ «)+ 6"
(Bq-Dr—Fp+ j?)+c"(Cr—Ep—Dq + y ),

und ebenso

y Mdl— a (Ap—Fq—Er+ a) + b'(Bq—J)r—Fp + ß)+ c (Cr-Ep—Dq + y),

Ldl— n (Ap—Fq—Er + «) + 6 (Bq—Dr—Fp + 0) + c{Cr—Ep—Dq + y).

Dies sind die Gleichungen, welche wir an letzter Stelle in dem Vorigen

auch erhalten hatten ,
und sie können ihrerseits zu den von den Cosinus

a, b, c . . . befreiten Differentialgleichungen zwischen /?, y, r und / führen.

Wir haben Dem, was wir eben üljer diesen Gegenstand gesagt haben, nichts

hinzuzufügen.

IV.

Um eine einfache Anwendung unserer Formeln zu geben, betrachten

wir einen im Verhältnis« zu drei rechtwinkligen Ebenen yt
Oz,

,
z

t
Ox

x
und

x
x
Oy

x
ganz symmetrisch gestalteten festen Körper, wie es z. B. ein Ellip-

soid ist, aber eine unendliche Menge anderer Körperformen sein können.

Wir setzen die rhn zusammensetzende Materie, die wir übrigens homogen

oder nicht homogen denken können, nach denselben Ebenen symmetrisch

vertheilt voraus, so dass für die acht Massenelemente , welche den nUm-
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Von W. Fiedleu. 63"

liehen absoluten Wertlien der Coordinaten entsprechen, die Dichtigkeit

immer dieselbe sei, und wir nehmen endlich auch an, dass die Temperatur

in gleicher Weise die nämliche sei, nicht in allen Punkten des Körpers,

aber immer in den acht Funkten, die den Coordinaten (+ x
t , + z

t )

entsprechen; dabei kaun offenbar die Temperatur sich mit der Zeit in einer

solchen Weise ändern, dass dadurch die angezeigte Gleichheit nicht gestört

wird. Hiernach wird der Punkt 0 immer der Schwerpunkt des Körpers

bleiben und die Achsen O-r,, 0yiy Oz
t
werden immer seine drei Haupt-

achsen derTrä&heit sein, so dass wir, wenn wir sie für die unserer Formeln

nehmen, haben werden

Z> = 0, E=0, F=0.
Die Trägheitsmomente A

}
B

y C variiren offenbar mit der Zeit, weil die

Form des Körpers in Folge der Temperaturveränderungen wechselt. Wenn
man also diesen Körper auf eine beliebige Art in Bewegung setzt und als*

.
«lann sich selbst überlässt, so kann seine Rotationsbewegung nicht durch

die gewöhnlichen Formeln bestimmt werden, welche /?, C als constant

voraussetzen; aber sie kann ausgedrückt werden durch unsere Formeln,

indem man darin

/;= 0, — 0 , F=0
und überdies

o= 0, ß— 0, y= Q

voraussetzt; das letztere, weil nach den oben angenommenen Symetrie-

bedingungen die für die in den acht Puukten der Gruppe
, + yty -J-

r,)

gedachten gleichen Massenclemente m gebildeten Summen der Grössen

nicht anders als Null sein können, ganz ebenso wie die Summen der Pro-

duete mXfi/t, mt/
t
z

t
u. s. w.

Dies redneirt unsere Differentialgleichungen zwischen p, q> r und i

auf diese

d(,1p)

dt

d(B9)

-f (C— B)qr~0,

+ (J— C)pr= 0,

+ (B—A)pq^Q,

dl

d(Cr)

dl

und erlaubt, indem wir die Ebene der Maximalfläche zur Ebene der xtj

wählen*, sich der früher geschriebenen Integrale zu bedienen, nämlich

Ap Bq Cr
sin # . sin <jp

~ — , sin & . co$q)= —
, cos {?— -—

h Ii K

die Quadratsumme derselben liefert

ein erstes Integral der Differentialgleichungen zwischen p, q, r und /.

Digitized by Google



64 Entwickehingen über ein Kapitel von Poisson's Mechanik.

Wenn man zwei weitere Integrale derselben fände, so wären />, r in

Function der Zeit t ausgedrückt, also auch # und g>, und endlich y mittelst

des Ausdrucks

rdt= dq>— cos&dty.

Die Winkel 0, <p, y bestimmen in jedem Augenblick die Lage der

Achsen Oar,, Oy,, 0 z, , im Verhältniss zu welchen man sich die Lage der

verschiedenen Theile des Körpers selbst immer leicht vorstellen kann, da

auch ihre Bewegung bezüglich dieser Achsen durch das bekannt gedachte

Gesotz der Temperatnrveränderungen bestimmt ist. Bei den von uns ge-

machten Voraussetzungen können die auf den Achsen Oa*,, Oy,, Oz, selbst

gelegenen Punkte des Körpers nur längs dieser Achsen gleiten ; die an-

deren Punkte können complicirtere relative Bewegungen haben, aber die-

selben üben, da sie nur von dem Gesetz der Temperaturveränderung und

der Natur des Körpers abhängen, auf unsere Formeln keinen anderen Ein-

tiuss , als indem sie nach einem Gesetz , welches wir als gegeben voraus-

.

setzen, die Trägheitsmomente A
y

C veränderlich machen. Es bezeichnen

also in unseren Formeln

d(Ap)

dt

dt

d{Cr)

+ (<?— B)qr= 0,

+ (B-A)pq= 0,
dt

A, B, C bekannte Functionen der Zeit.

Das Integral

A'p* + #V+ CV= AV
Meiches oben durch ein weniger directes Mittel erhalten worden ist, leitet

sich leicht aus diesen Differentialgleichungen ab, indem man sie respective

mit den Factoren Ap, Bq, Cr multiplicirt und die Summe bildet, welche

sich dann als ein vollständiges Differential erweist.

Man würde auf der Stelle ein zweites Integral haben, wenn zwei der

Trägheitsmomente immer unter sich gleich wären , wenn man z.B. B~ A

hätte , welches für einen rings um die z - Achse sich vollkommen gleichen

Körper der Fall wäre. Alsdann ist

dt

folglich

Cr= const.= C0 r0 ,

wenn der Index 0 den Werth für /= 0 bedeutet. Also ist

r=—— und cos &~ —^—— — const.
C k k

Der Winkel # ist also unveränderlich. Indem man ihn als solchen in der

Formel
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Ap— — k sin 9 . sin tp

behandelt, schliesst man daraus

* = — k sm & . cos q>—
dt * dt

und dieser Werth, sowie die von q und r, nämlich

ksin&cosq) , k cos &
<*
= *— und =—T"

in die Formel

d{Ap)

dt

eingesetzt, liefert, da überdies B= A

woher

d<p . V—A

t

<p = <p0 — k cos dj -jjr<H.

Endlich giebt die Formel

rdl = d<p— cos& . dty

t

und vollendet die Auflösung des Problems.

Die Gleichungen

£a) + (
^_ c)rp= o,

^ +(2,-^=0,

können auch dann streng integrirt werden, wenn die Grössen A, 2?, C, ob-

wohl einander ungleich, doch sich von einer Zeit zur andern nach dem
nämlichen Gesetze ändern, d. h. wenn die anfänglichen Werthe A0 ,

2?0 ,
C0

sich am Ende der willkürlichen Zeit t gleiohmässig geändert finden, so dass

A= A0 f(t), B= B0 f(t), C=(7o /X0,

wo die Function f(t) überall dieselbe wäre. Wenn man nämlich dann setzt

PA0= «. Qf(0= *> rf(t)= w
und

m
t

/dt

so werden unsere Gleichungen
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66 Entwickel. über ein Kap. v. Poisson's Mechanik. Von W. Fiedleb.

dv
B0— + (A0— C0)wu= Q,

a x

o r

sie sind also denen der Rotationsbewegung eines Systems von unveränder-

licher Form gleich und lassen sich wie diese integriren. Man hat zu-

nächst die beiden Integrale

" An tt* + B„v* -f- Ca rv
% = eonst.,

4,V -f- 50V + <V^2.— const.,

welche u und r in Function von w geben, worauf sich dann t durch eine

Quadratur auch als eine Function von w ausdrücken lässt.

Kleinere Mittheilungen.

I Einfachere Ableitung der früher mitgetheilten Sätze über die reellen

Wurzeln der dreigliedrigen algebraischen Gleichungen. Von M. W. Dro-

bisch. (Aus den Sitzungsberichten der K. S. Gesellschaft der Wissenschaf-

ten, 5. Juni 1858.) Professor R. Lobatto in Delft hat in den „Verslagen

en Mededeelingen der Koninklije Akademie van Wetenschappen , Afdeeling Natur-

kunde" Th. VII S. 335 eine kürzere Ableitung der von mir in den Berichten

vom Jahre 1856, S. 21 »vorgelegten Sätze, die reellen Wurzeln der drei-

gliedrigen algebraischen Gleichungen betreffend, gegeben. Er bedient sich

dabei der Cartesischen Regel, wonach eine algebraische Gleichung nicht

mehr positive oder negative Wurzeln haben kann, als in ihr beziehungs-

weise Zeichenwechsel oder Zeichenfolgen vorkommen , und weist die reel-

len Wurzeln, welche die dreigliedrige Gleichung haben muss, durch Sub-

stitution der reellen Wurzeln ihrer derivirten Gleichung in dem linken

Theil der gegebenen und Vergleichung der Vorzeichen der dabei sich er-

gebenden Werthe nach. Den Vorzug der grösseren Kürze dieser Ablei-

tungsweise anerkennend, räume ich llerrn Lobatto auch ein, dass die Zu-

ziehung der Curven , durch deren Betrachtung sich mir jene Sätze ergeben

haben, insofern dem Gegenstande etwas fremdartig erscheinen möge, als

diese Curven nicht unmittelbar die Function , welche den linken Theil der

Gleichun £%ildet, darstellen. Man kann jedoch, wie das Nachfolgende zei-
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gen wird , sowohl den Gebrauch von Curven vermeiden , als auch die Car-

tesische Regel entbehren, wenn man einzig und allein untersucht, nach

welchen Gesetzen die Function , die für die Wurzelwerthe Null wird , sich

ändert, wenn ihre Variable alle Werthe von — oo bis + co stetig durch-

läuft. Diese Untersuchungsweise , die überdies kaum weniger kurz ist als

die des Herrn Lobatto, scheint mir die natürlichste und directeste. Sie

führt zugleich zu einem vollständigen Ueberblick über die Gesaramt-
heit der Werthe der Function, die den linken Theil der Gleichung bildet,

und giebt, als eine zwar nicht nothwendige, aber immerhin willkommene

Zugabe , die Gestalt der Curven an, welche *die Werthe der Function in

ihrem stetigen Zusammenhange veranschaulichen.

§.l.

Wir stellen die vier Formen, welche eine dreigliedrige algebraische

Gleichung hinsichtlich der Vorzeichen ihrer beiden Constanten haben kann,

in folgender Ordnung auf

:

I., f{x ) = — axm -h& = 0,

II. F(x) = xm4"t— ax" — b— 0,

IU. = *"+» + «** + &==<>,

IV. F(x)= + a x» — b = 0,

und untersuchen zuerst, unter welchen Bedingungen diese Gleichungen po-

sitive reelle Wurzeln haben.

Durch Differentiation erhält man aus I. und II.

:

A) r (jt)= (m+ »)«—« - ?

aus III. und IV.

:

B) r(a)= (m+ «)a-- 1 (o:»+^
7|}
"/ tn (i

Aus Ä) ersieht man, dass, sowohl für a:=0 als für x==
j/ m + n

' F (
X)= Q

wird, dass aber, wenn x> 7/ , F' (x)>0 ist. Da nun zugleich F(x)=b,
<y m-f-n <

also positiv ist, so nimmt F(x) von x= 0 bis je= 7/ m ^_ n
ununterbrochen

ab, von da an aber bis x— -f- oo ununterbrochen zu. Setzt man zur Ab-
*/ ma

kürzung 7/ —
;

—= «, so erhält man
° y m + n

JSs ist daher

/•(ft) =o ,
jenachdom—- = I —r—

) ,

oder , wenn wir zur Abkürzung
5*.
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68 Kleinere Mittheilungen.

setzen: es ist f*(o)= 0, jenachdem J^O.

Ist nun in I. F(a)<0, so muss, da F(x) von ä= 0 bis x= « un- -

unterbrochen abnimmt, es zwischen diesen beiden Werthen einen, aber

auch nicht mehr als einen Werth von x geben, der F(x) Null macht; aber

auch, da F(x) von x= a bis x— + oo ununterbrochen wächst, und

F(+ oo) positiv ist, einen zweiten Werth, grösser als a, der ebenfalls F(x)

Null macht.

Ist zweitens in I. F(a)= 0, so fallen die beiden vorigen Werthe, von

denen der eine grösser , der andere kleiner als a ist , mit « zusammen.

Ist drittens in I. /'(cr)>0, so hat F{x) zwischen x~0 und x— -f- oo

nur positive Werthe, kann also in diesem Intervall nicht Null werden.

Alles zusammengefasst giebt das Resultat

:

„die Gleichung I.

hat, jenachdem A < 0 , oder J= 0, oder <tf>0, respective zwei un-

gleiche positive reelle Wurzeln, von denen die eine <o, die andere

> <r, oder zweigleiche positive reelle Wurzeln, die = a, oder keine
positiven reellen Wurzeln".

Was ferner die Gleichung II. betrifft, so ist, da, vormöge A), F' (x)

auf dieselbe Weise wie in I. ab- und zunimmt, hier aber F(0)=— 6, also

negativ, F(x) zwischen x= 0 und x= o immer negativ. Da es aber von

da an ununterbrochen wächst und F(-{- oo) positiv ist, so muss es einen,

aber auch nur einen Werth von x , der > et
,
geben , für den F(x) Null

wird. Hieraus folgt:

„die Gleichung II.

xm+ "— a xm — b =s 0

hat immer nur eine positive reelle Wurzel, die stets grösser als a ist".

Weiter erhellt aus 2?), dass in III. und IV. F'(x) zwar für x~0 ver-

schwindet, aber für x> 0 immer positiv ist. Es nimmt daher in III. und
IV. F(x) von x= 0 bis x= oo ununterbrochen zu. Da nun in III.

F(0) = ö, also positiv ist, so bleibt auch F(-\-x) immer positiv. Hieraus

folgt:

„die Gleichung III. *

x**+» + a xm b = o

hat keine positiven reellen Wurzeln".

In IV. endlich ist /*(0)=— b und /-'(+oc) positiv; woraus, da auch
hier F(x) im Intervall x = 0, x= +- or ununterbrochen wächst, folgt, -v .

„dass die Gleichung IV.

a*+» + fl^"-* = 0
,

immer nur eine positive reelle Wurzel hat".

• -

1

'
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*§. 2.

Erst bei der Untersuchung über das Vorhandensein negativer Wur-
zeln der dreigliedrigen Gleichung, zu der wir jetzt übergehen, tritt die

Nothwendigkeit ein , zu unterscheiden , ob die Exponenten von x gerade

oder ungerade Zahlen sind. Es sind dann folgende vier Fälle möglich

:

1 . m + n = 2 1 und m = 2 k
}

2. m-f w= 2i und m=r2A; + l,

3. m + n= 2 1 + 1 und m = 2 k
}

4. tn + n = 2 1 -f- 1 und m= 2 A- -f- 1.

Tin ersten Falle ist nun offenbar in allen vier Formen I. bis IV. der

gegebenen Gleichung F(— x) = F(+ x). Hieraus folgt ohne Weiteres,

„dass in den Gleichungen

1) x-'— ax2k + 6= 0,

2) **<—«;»,**— 6= 0,

3) x2< + axn + 6 = 0,

4) a2 «' + «a:2 *— 6= 0,

jeder positiven reellen Wurzel eine gleich grosse negative entspricht,

diese Gleichungen also -unter denselben Bedingungen negative reelle

Wurzeln haben wie positive44
.

, Für die übrigen drei Fälle wollen wir, um des kürzereu Ausdrucks

willen, die vier Formen der Gleichung Unter 1. bis IV. durch

F
t
{x)=0, F9 (x)=0, ^(x)= 0, FA (x) = 0

bezeichnen.

Dann ist im zweiten Falle
,

F
t
{-x)^x2i +ux™+ i + 6 = F,(+ <i),

woraus sofort folgt, dass jeder posjtiven «reellen Wurzel der Gleichung

Ft (x) = 0 eine gleich grosse negative der Gleichung F
t
(x)= 0 entspricht,

und daher vermöge des dritten Satzes in $. 1 sich ergiebt,

„dass die Gleichung

5) ^' -fl^+i -f./,= o

keine negativen reellen Wurzeln hat 44
.

Ferner ist in diesem Falle

Ft (- x) = x2 ' + — 6 = ^(+ x).

Es entspricht also jeder positiven Wurzel von Fx {x) =0 eine gleich grosse

negative von Fs (x) = 0, und folgt demnach vermöge des vierten Satzes

in S. 1,

„dass die Gleichung

6) a:
2 '— ax'ik+ { — 6= 0

eine einzige negative reelle Wurzel hat 4 '.

Es ist drittens

Fs (—x) = x'ii—a

x

u+ l + 6 = F
x
(+x) ,

•

and hat also F3 (ar) = 0 die gleichen aber entgegengesetzten Wurzeln wie

F
x
(x) — 0; woraus, nach dem ersten Satz in S. 1 folgt,
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„dass die Gleichung

7) a-
2i +aar2A+ 1 + *= 0,

jenachdem J<0, oder .4=0, oder z/>0, resp. zwei ungleiche,

oder zwei gleiche, oder keine negativen reellen Wurzeln hat, wo

von den ungleichen die eine grösser, die andere kleiner als — et ist, und

die gleichen = — « sind ".

Viertens endlich ist

F4 (—x) = x2i— a ar^+ ! — 6= Ft (+ *) ,

und hat also F4 (.r) = 0 die gleichen aber entgegengesetzten Wurzeln als

Ft {x) =-0, woraus nach dem zweiten Satze in $. 1 folgt,

„dass die Gleichung

8) «ri:
2 ** 1 — 6 = 0

eine einzige negative reelle Wurzel hat, deren absoluter Werth grösser

als a ist".

Im dritten Falle ist zuerst

F
t (— jc) = — a:

2 «'+ ' — na*2 * -f- b= — F4 (+ ;.

daher haben die Gleichungen Ft (x)= 0 und F4 (x) = 0 gleiche, aber ent-

gegengesetzte Wurzeln. Hieraus folgt nach dem vierten Satze des §. 1,

„dass die Gleichung

9) ar
2 »"+ 1 — ax2k + 6= 0

eine einzige negative reelle Wurzel hat".

Es ist zweitens

Ft (—x) = — x*<+ 1 axzk — b= — F,(+tf)

,

woraus auf ganz ähnliche Weise wie zuvor nach §. 1 , dritter Satz
,
folgt

„dass die Gleichung

10) — «*2*-ft=0
keine negativen reellen Wurzeln hat".

Ebenso ist umgekehrt drittens

Fs (— *)= — ar
2 '^ 1 + «*2 * + 6= — F, (+ «) ,

daher, vermöge §. 1 , zweiter Satz,

„hat die Gleichung

1t) xt'+i +ax™+b= 0

eine einzige negative reelle Wurzel, deren absoluter Werth grösser

als a ist".

Endlich ist viertens

F4{—x)=— + a*2 * — ft =— F, (+
daher

,
vermöge §. 1 , erster Satz,

„hat die Gleichung

12) + — ft= 0

jenachdem ^<0, oder ^= 0, oder J>0, resp. zwei ungleiche,

oder zwei gleiche, oder keine negativen reellen Wurzeln".

Im vierten Falle ist zuerst

F,(— *) =— *2 <+i + + 6= — *;(+*),
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„daher hat die Gleichung

33) x2i+ l — «*2*+i -|- b= 0

eine einzige negative reelle Wurzel, deren absoluter Werth grösser

als a ist".

Es ist zweitens umgekehrt

Ft (—x)= — *2 '+i + ax2*+ l — b= — F
t
(+x),

daher hat die Gleichung

14) x"+ i — ax* k+ i— b= 0,

jenachdem J<0 }
oder ^= 0, oder ^>0, resp. zwei ungleiche,

oder zwei gleiche, oder keine negativen reellen Wurzeln".

Drittens ist

Jf,(— ar)= - tf
2 ''* 1— ax2 *+i + b=— F4 (+x) t

„daher hat die Gleichung

35) x2t+ 1 + ax2*+ 1 + ft = 0

eine einzige negative reelle Wurzel".

Viertens endlich ist umgekehrt

F4 {—x)=— .r
2'* 1— fl^*+l — b=— *\(+x),

» „daher hat die Gleichung

16) tf
2,'+ I + ax»+i _ 6= 0

keine negativen reellen Wurzeln".

Hiermit ist die Untersuchung erschöpft und gezeigt, dass durch die

positiven reellen Wurzeln der vier Formen I. bis IV. der dreigliedrigen

Gleichungen in allen Fällen auch ihre negativen reellen Wurzeln bestimmt

sind.

§. 3.

* Ebenso einfach lassen sich die Gestalten der Curven bestimmen, wel-

che die Function F{x)
t
je nach ihren verschiedenen Formen, darstellen

und deren Durchschnitte mit der Abscissenachse den reellen Wurzeln der

Gleichung entsprechen. Wir folgen hierbei dem Gange der beiden vorigen

Paragraphen und fügen den Formeln A) und E) noch die durch Dififeren-

tiation derselben sich ergebende Formel

C) F" \x)= {m+ n)(m+n— ]) xm~ 2 (x* + ß)

hinzu, wo zur Abkürzung ,
— — ——= 3 gesetzt ist , und sich das
{m -f- n) (m -f- n— l)

Zeichen — auf die Formen von F{x) in I. und II., dagegen das Zeichen

auf die in HI. und IV. bezieht.

Wir erörtern zuerst nach §. 1 die Gestalten der Curve für positive x.

I) Da inl. *•,((>)= &, 2V(0)=0, *V««)<0, *V(a)= 0, JP
1'(>«)>0,

so ist die Curve bei x= 0 der Abscissenachse parallel und liegt hier ober-

halb derselben; sie sinkt sodann bis zu x =• o, wo sie abermals der x-Achse

parallel ist, und steigt von da ohne Ende.

Ist nun F,(«) <0, so schneidet die Curve die x- Achse sowohl zwi-

schen 0 und a, als zwischen a und + oo.
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Ist )F, a)= 0 , so berührt sie die Abscissenachse bei x= a.

Ist F
t
(a) >0, so bleibt die Curve ganz auf der oberen Seite der

x - Achse und erreicht bei x= a ihren kleinsten Abstand von derselben«

Da aus C) erhellt, dass jy'(<P)<0, F
i
"(ß)= O

i ^,"(>/3)> 0, so

kehrt in allen drei Fallen die Curve zwischen x= 0 und x= ß ihre con-

cave Seite, zwischen x— ß und #= + oo ihre convexe Seite nach Un-

ten und hat bei x— ß einen Wendepunkt.

2) Da in IL Ft (x)= F
{
{x)— 2b, so ist die Gestalt der Curve für

Fs (x) vollkommen dieselbe wie für F
t
(x)

}
nur dass bei der ersteren die

Abscissenachse derjenigen der Curve für F
t
(x) in dem Abstände 2 b pa-

rallel ist. Die Curve für Ft (x) liegt daher zwischen x == 0 und x= a im-

mer unter der x - Achse , schneidet dieselbe aber einmal zwischen x— a

und x — + ot>.

3) Da in in. F,(0) = 6, *V(0)= 0, aber iV(>0)>0, so ist die

Curve von F3 (x) bei x= 0 der 2-Aehse parallel, steigt dann aber ohne

Ende und liegt daher ganz oberhalb der x- Achse. Aus C) erhellt, dass

immer F3"(>0)>0 ist; daher kehrt die Curve von a?= 0 bis x= + oo

ihre convexe Seite nach Unten. '

4) Da in IV. F4 (x) = F
t (x) —26, so hat die Curve für F4 (x) voll-

kommen dieselbe Gestalt wie für Fs (x), nur liegt ihre Abscissenachse, der

vorigen parallel, um den Abstand 2b höher. Sie wird daher zwischen

x= 0 und x= + oo von der Curve einmal geschnitten.

Für die negativen Werthe von x sind die in S. 2 bemerkten vier

Fälle zu unterscheiden.

5) Ist nämlich zuerst m + w==2» und »i= 2Ar, so ist in allen vier

Formen I. bis IV. F{— x) = F(+x). Die Curve hat also dann für die ne-

gativen x dieselbe Gestalt wie für die positiven, und ihr linker Theil wird

demnach erhalten, wenn man die Ebene ihres rechten Theils durch 180°

um die Ordinatenachse dreht. Die absoluten Werthe von F
t {0) und F4 (0)

sind in diesem Falle Maxima, die von Ft (0) und Fs (0) Minima.

6) Wenn m + n= 2t und m= 2k + 1 , so ist nach $. 2

a) F
t (
— x)= F9 {+x). Der linke Theil der Curve von F

t
(x\ wird

daher erhalten, wenn man die Ebene des rechten Theils von Fs (x) durch

180° um die Ordinatenachse dreht.

b) Ferner ist Ft (
— x) = F4(+ x). Man erhält also durch dieselbe

Drehung des rechten Theils der Curve von F4 (x) den linken Theil der

Curve von Ft (x).

c) Es ist F3 (

—

x)= F, Dieselbe Drehung des rechten Curven-

theils von F
t (x) giebt daher den linken von Fz (x).

- d) Ebenso giebt, da F4 (x)= Ft (+*) , dieselbe Drehung des rechten

Curventheils von F8 (x) den linken von F4 (x),

In allen vier Formen von F(x) hat hier die Curve bei x= 0 einen

Wendepunkt.
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7) Wenn m-f-n= 2t-f-l nnd m= 2k , so ist nach §. 2

a) — (

—

x) = F4 (-\~ x). Dreht man also den rechten Curventheil

von F4 {x) durch 180° um die Ordinatenachse , so erhält man den linken

Curventheil von — F, (— x), folglich, wenn man diesen abermals durch

180° um die Abscissenachse dreht, den linken Curventheil von F
t (
— x).

b) Da— Ft (—x)= Fa (+x), so erhält man durch dieselbe doppelte

Drehung des rechten Curventheils von F,(x) den linken Theil von Ft (x);

c) ebenso, da — Fs (—x) = Jf,

f<+*)» durch die doppelte Drehung des

rechten Curventheils von Ft (x) den linken von Ft (x)-} und endlich

d) da — F4 (
— x) =F

t
{+x), aus der doppelten Drehung des rechten

Curventheils von F
x
(x) den linken von F4 (x).

In a) und d) hat die Curve bei *= 0 ein Maximum , in b) und c) ein

Minimum.

8) Wenn endlich m + n= 2i + 1 und m= 2k + 1 , so* ist nach $. 1

«) -/.(—*)= *.(+*),

*) -F,(-»)=S /'
l (+*) f

c) —
â (-^*)= l ,

4 (+*) l

d) —F4 (—x)= Ft (+x).

Es ergeben sich daher durch dieselben doppelten Drehungen der rechten

Curventheile von F9 (x) y
F

t
(x)> F4 (x), F9 (x) der Reihe nach die linken

Curventheile von F
t
(x), Ft {x), Fs (x) }

F4 (x). In allen vier Formen hat

hier die Curve bei x= 0 einen Wendepunkt.

IL Aufsuchung derjenigen Differentialgleichung, welcher genügt wird

durch die Quadrate der Gleichung

1] Xty"+ X,y + Z0y= 0.

Von Professor Simon Spitzer. Wenn die abhängige Veränderliche der

Gleichung, welche wir suchen, z heisst, so ist offenbar

z= y*, mithin y= ]/z

und folglich ist die Gleichung , welche wir gesucht,

2) xs 0/7)" + Zt
{)/z)' + *o Y* = o.

Es ist also diese Gleichung ebenfalls linear, aber nicht bezüglich z
t
son-

dern bezüglich }/z, und hat genau die Gestalt, wie die Gleichung l).

Man hat nun

2j/J 4z]/V

und wenn man diese Werthc in die Gleichung 2) einführt, so erhält man

nach einfacher Reduction

:
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3) 2z(Xt z"+ Xt
z+2X0z)— Xt {zj= 0

und diese Gleichung hat zum Integrale

4) 'z= [C
i
<p{x) + Ct n>{x)]*,

wenn

5) , y=Cl9>(x) + Cty(x)

das*Integral der Gleichung 1) ist.

Die Gleichung 3) giebt diffexenzirt

:

6) 2 z [Xt z"+ {X;+ Xt )
2"+ (2T/+ 4X0)

2'+ 2Z0'z]
- (AT,'- 2 A',) (*')•=

0

und diese Gleichung wird offenbar auch erfüllt für

4) *= [C,9(*) + (7,

ist aber nicht das vollständige Integral der Gleichung 6); denn die Gleich-

ung 6) ist von der dritten Ordnung und muss somit zum vollständigen In-

tegral einen, mit drei willkürlichen Constanten versehenen Ausdruck haben.

Da nun die beiden Gleichungen 3) und 6) durch den in 4) hingestell-

ten Werth befriedigt werden, so wird auch jede legitime Verbindung der

Gleichungen 3) und 6) durch den Ausdruck in 4) befriedigt. Eine solche

legitime Verbindung der Gleichungen 3) und 0) erhält man aber, wenn man

aus beiden Gleichungen (z')* eliminirt, und wird diese Elimination wirklich

verrichtet, so kommt man zu der Differentialgleichung *

ix* z"+ 3x
t
xt z"+ (x2 x;+ 4x0xt—

x

x
x;+ 2Xf) z

' \ + 2(X0'Xi—X0Xt'+2X<)
X

l
)z= 0,

welche bezüglich z linear und von der dritten Ordnung ist.

Man kann somit folgenden Satz aussprechen : Wenn der linearen Diffe-

rentialgleichung

1) Xt y"+ Xx
y' + X% i= *

gentigt wird durch

5) y= Ct
<p(x) +

so wird der Differentialgleichung:

? ptV"+ 3X
t
Xtz"+ (XtX;+ 4X0Xt

—X,Xt
'+ 2X*) z

\ + 2(^o' T%—X0Xt'+ 2X0X t ) 2= 0,

welche ebenfalls linear ist, genügt durch

4) *= [CMx) + C,1>(x)T,

unter C
t
und Ct willkürliche Constante verstanden. Aber die Gleichung 7)

ist eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung, ihr vollständiges In-

tegrale muss somit drei willkürliche Constante enthalten; ich behaupte nun,

dass das vollständige Integral dieser Gleichung 7) folgendes ist

:

• 8) 2= Ä
[9 (*)]«+ B cp (x) . y (x) + C fr (*)]«,

unter A, B, C willkürliche Constante verstanden.

Der Beweis dieses Satzes ist einfach. Denn offenbar genügt der

Gleichung 7) der in 4) hingestellte Ausdruck für willkürliche C, und C„

folglich auch für Ct= 0, somit ist

ein Integral der Gleichung 7); eben so ist:
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z= Cf» [*(*)(*
ein Integral derselben Gleichung. Da aber der Gleichung 7) der Ausdruck

y= CS [<p (*)]«+ 2 C, Ct <p (x) * (*) + C* (*)]«

genügt und das erste und letzte Glied dieses Ausdruckes für sich gentigen,

so muss auch

z= 2 C, Ct <p (x) if; (x)

für sich der Gleichung 7) genügen, somit ist der in 8) hingestellte Ausdruck

wirklich das vollständige Integral der Gleichung 7).

Nehmen wir als Beispiel die Gleichung

9) {«t+ btx)y"+(a t + b
t
x)y'+(a0 + b0x)y= O

i

woselbst

X*= «t + bt x i
x

\ = «i + f>i Xq= «o + b0x

ist. Die Gleichung dritter Ordnung in z lautet

:

i («. +. *. *Y *" + 3 («,+*, *) K + *>, *)
*"

1 0) {+ [6, («,+ 6, *)+ 4 (a, + *o*) (««+M)— 6, (a,.+ M) + 2 (a, + &,*)*] z'

/ + 2 [ft0 («, + 6* *) - 6, («0 + 6. «) + 2 («, + *t ») («, + *
t *)] *= ©.

In dem speciellen Falle , wo

2 («,+&,*)— 6,

durch at + bs x theilbar ist, d. h. in dem Falle, als

11) 2(a,6f— «,6,)=V %

ist, lässt sich mit der Gleichung 10) eine Division durch at + bt x vollführen,

und man erhält alsdann die einfachere Gleichung

:

(«, + btx)z" + 3 (o, + b, x) z" + [ft
t + 4 (a0 + b0 x) +^ («i + b

t *)] z

+ 2
[
bo+ ^p(ao+ b0x)]z==0

deren Coefficienten von eben so hohem Grade sind , als die Coefficienton

der Gleichung 0).

HL Bemerkung über ein vielfaches Integral Wenn in dem Ausdrucke

JJJ. • • f{x % y } 2, . . .) dxdydz...

die Integrationen auf alle diejenigen positiven Werthe der n Variabelen

x, y, z, . . . bezogen werden, welche der Bedingung hz^x + y+z+...>0
genügen, so ist der Betrag des Integrales n. A. von h abhängig, etwa= /'(/»)>

diesen Betrag als bekannt vorausgesetzt, kann man das allgemeinere In-

tegral

IJ /.../(ar,y, r, . . .) qp(.r+ y + s + ...) dx dy dz ...

auf folgende Weise aus dem vorigen ableiten.

Man setze tp(u) — g>(A)= tf>(w) also y' (u) — 9>'(") u°d betrachte das

(»+ 1) fache Integral
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S=
j*fj>

• IM» • 0 ^' (A— 0 <*/ dxdy....

A^* + * + y + z + ...^fV
welches die Variabele f mehr enthält. Fängt man die Integrationen mit f

an, so sind die auf < bezüglichen Grenzen <= 0, <= A — ar — y— z —
und es ergiebt sich wegen (A)= 0

S=—
J*J*-:f(

x
> y, *,-.-) (x + y+* + ...) dx dy dz

Verspart man dagegen die Integration nach / bis zuletzt, so hat man
h

s==

y

/,'(a - o dtfff(*,y, *, .) da: dy dz

0
A — *^a:+y + z+ ...>0

d. i. zufolge der anfanglichen Voraussetzung

h h

S=jy{h— t)dt F(h- 0=yF(«0 (")

ü 0
und durch theilweise Integration

h

S=—JF'(u)y(u)du.

Die Vergleichung der beiden Formen von S, worin ^ wieder durch <p aus-

gedrückt werden kann, führt zu folgendem Resultate

h

JJ.
. f(x, y, . .

.)
<p(x + y + . . .) dx dy . . . =JF' (u) <p(u) du

A^ar + y + * + ...^o.

Sind in dem ursprünglichen Integrale -F(A) die Integrationen auf positive

und negative x
y y, z, . . . bezogen, so lässt sich der vorstehende Satz immer

noch anwenden, wenn man die negativen Grenzen auf positive reducirt,

wodurch £f(+x} +y, .-.) an die Stelle von /'(x, y, ...) zu stehen kommt.
(Briefliche Notiz des Herrn A. Gbnoccbi in Turin.)
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IV.

Die Transformation und Auflösung der Gleichungen fünften

Grades.

Nach Jerrard und Hermite.

Unter die bemerkenswerthesten mathematischen Erscheinungen der

neuesten Zeit gehört ohne Zweifel die Entdeckung, dass erstens die allge-

meine Gleichung fünften Grades

x* -f Ax
aA + A

2
x* + A3x

7 + A
A
x + A^O

auf die einfache Form

»/
5 + By + C~0

gebracht werden kann, und dass zweitens diese reducirte Gleichung durch

elliptische Transcendenten auflösbar ist. Das nicht geringe Interesse, wel-

ches dieses Scitenstück zur Cartesianischen Auflösung der eubischen Glei-

chungen in Anspruch nimmt
,
legt uns die Verpflichtung auf, unseren Lesern

eine Darstellung des Gegenstandes zu geben ; ihrer Natur nach zerfeilt die-

selbe in zwei Haupttheile.

I. Die Reduction der Gleichungen fünften Grades.

Bereits anno 1683 zeigte Tschirnhausen in den Actis eruditoruni

ein Verfahren , um aus der allgemeinen Gleichung

1 ) xm+ A
{
x«- 1 + A., x"-'2 + . . . -f Am_t x+ Am= 0

beliebig viele Glieder wegzuschaffen. Diese Methode kommt darauf hinaus,

statt x eine Wurzel der Gleichung

2) + + cr2 a:
2 -{- . . . + anx

n =^y
zu substituiren oder, was Dasselbe ist, durch Elimination von x aus den

beiden Gleichungen l) und 2) eine neue, nur die Unbekannte y enthaltende

Gleichung zu bilden, und nachher über die vorläufig unbestimmt gebliebe-

nen Grössen a0 , «, ,
«
2 , ... an so zu disponiren, dass in der neuen Glei-

chung n Coefficienten wegfallen. Unter der Voraussetzung n < m kommen

nämlich dem y in No. 2) ebensoviel verschiedene Werthe zu wie dem x in

Na. 1) } die für y resultirende Gleichung muss daher vom ro
ten Grade sein, etwa

3) !T+ *i y
m_1 + B7 tr-2 + • • • + #m_, y + K-O."

Zeitschrift für Malhemalik u. Physik. IV. 6
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•78 Die Transformation u. Auflösung der Gleichungen fünften Grades.

Die Coefficienten derselben sind aus Ai} J,, «,n «, ,
a
2 , . . . «„

zusammengesetzt; will man also n Coefficienten, etwa 2?, ,
#

2
zum

Verschwinden bringen, so hat man die n Gleichungen B
l
= 0> /?

2
= o,

. . . Bn = 0 zwischen den « + I Unbekannten a0 ,«,,... an aufzulösen, wo-

bei eine der Unbekannten willkürlich bleibt.

Das erste Geschäft, nämlich die Elimination von x aus den Gleichun-

gen l) und 2), kann auf verschiedene Weise erledigt werden, wie wir zu-

nächst darthun wollen.

Wenn man die Gleichung

4) y= tf0 + a
2
x2 + . . . + anx

n

der Reihe nach auf die 2
,c

,
3" . . • mte Potenz erhebt, so kommen successiv

alle die Potenzen a*, a:
2

,
.r

3
, . . . x"'

n zum Vorschein
,
jedoch können ar*, ar"*

4"
1
,

. . .xmn mit Hülfe der Gleichung l) entfernt werden, weil

x™= Ay a:"
1"" 1 A^xm 2 ... A

ltl_y x Am ,

rm+l 4 r'm A 1 A ~ni—2U Ji
j

4, ji.) — yi.^ j, ....

=W—A2)
ä— * + [A

y
A2—A,) *—» + (A

t
J3—J4 )

8 + . .

.

u. s. w.

es bleiben daher Gleichungen von folgender Form übrig

:

fy
2 =6

0+^+MH— + K-t a**"-
1

,

ly
3= C

0+ C
i
X+ r2 ^ + + rm^l ^m_1

i

5)

(.y

w
=*o + k

\
x+ k

2
a 2 +— +

Darin sind 60 , ,
6
2 , . . . ftw_t

ganze und homogene quadratische Functionen

der vorläufig unbestimmten Grössen <r
w , ebenso r

0 ,
r, , . . .

<*w_,

ganze und homogene cubische Functionen derselben Elemente u. s. w. Be

zcichnefman für den Augenblick die Wurzeln der Gleichung l) mit £, , £2 ,

. . . £m und die correspondirenden Wurzeln der Gleichung 3) mit , t/
2 , . . .

»;m , so kann man aus den Gleichungen 4) und 5) leicht Beziehungen zwischen

den Summen

s2=£i
2+^ + -- - + L2

,
r2=V +V + • • • +

V=*i 8+ l2
3 + . • +& , Ts V +V + • • • + %3

,

u. s. w. u. s. w.

herleiten , indem man für a- und y der Reihe nach die verschiedenen £ und tj

setzt; es ist nämlich nach No. 4)

6) r,=m</ü + tf
1
S

1
-f.fl2 S2 + . . . +

und vermöge der Gleichungen 5)

r
2
= m 6

0 + S
t + 6

2
S
s + • • • + <L-, Sm_,

,

7)

/„= m *
0 + k

x
S

x + k
2 S2 + . . . +^ SM .

Wie man weiss, 'ist zur Berechnung der Summen Si} Sit S3 etc. die Kennt-
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Kach JerrarD und HermitE. 79

niss der Wurzeln | t , £2 , |3 etc. nicht erforderlich, vielmehr können mittelst

(fer Newton'schen Formeln

0= $!+ IA
L ,

0^=S.
2 ^Ai

S
l + 2A2J

0= S
3 + A

t
S2 + A2

S
i + 6A

Z ,

,* *
*

S
t ,
S
2 ,
SSi . . . direct aus den gegebenen Coefficienten Alt A2i A3 , . . herge-

leitet werden ; setzt man die gefundenen Werthe in die Gleichungen f>) und

7) ein, so hat man T
x ,
T2y . . Tm_ t

ausgedrückt durch A
x ,

A.2y . . . Amy r/
0 ,

av
. . . any und schliesslich dienen die entsprechenden Relationeu

8) \q=T
2 + B

x
T

x + *1B.
2 ,

zur successiven Berechnuug der neuen Coefticienten B
x ,

B.
2 , . . . /?,„.

Ein etwas kürzerer Weg, auf welchem die Newton'schen Formeln nicht

berührt werden, ist folgender. In den Gleichungen 5) betrachte man die

m—1 Grösaen

als ebensoviel Unbekannte a:,
,
x2 . . . a*,^ und entwickele letztere daraus,

was keine Schwierigkeiten hat, weil jene Gleichungen in Beziehung auf .r
t ,

£r2 , . . . a*m_, vom ersten Grade sind ; die für x
,
x2

y
. . .x* gefundenen Werthe

braucht man nur in No. 2) zu Substituten , um sogleich die neue Gleichung

3) zu erhalten. Diese Methode hat noch den Vortheil , dass sie x
t
= x ra-

tional dnreh y ausgedrückt liefert, also zeigt , wie die Werthe von x (näm-

lich gj , |2 , . . . !„) gefunden werden , nachdem durch Auflösung der Glei-

chung 3) die Werthe von y bekannt geworden sind.

Bei weitem das eleganteste und übersichtlichste Verfahren zur Elimi-

nation von x aus den Gleichungen 1) und 2) ist das folgende, welches ur-

sprünglich von E u 1 e r und B 6 z o u t herrührt und in neuerer Zeit von H e s s o

wieder in Anregung gebracht worden ist (Crelle's Journal, Bd. 27, pag. l); es

beruht auf einem bekannten Satze von den linearen Gleichungen. Wenn näm-

lich zwischen den i Unbekannten x
iy
x2y .. ..r, die t Gleichungen ersten Grades

ctj a*, -f a.
2 x2 + . . . . + «r, x,= w,

,

ß\ x
i +ß2 x2 + -- : + ß> a\= «2»

*l *l + *2 'T
i + + r

i
X

i= M
.

bestehen, so giebt die Auflösung der letzteren die Werthe von x
ly
x2y . . . x

(

in Form von Brüchen, welche einen gemeinschaftlichen Nenner besitzen,

also etwa

x
x

—
,
x
2
—- — , . . . . a-t e=s—

.

Hier ist Ä unabhängig von w,, «
2 , . . . v

(
und bekanntlich die Determinante

aus den Coefficienten der Gleichung nämlich:

6*
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80 Die Transformation u. Auflösung der Gleichungen fünften Grades.

0f,
, «25 • • • ai

ßi I 02 > • • • ßi

Xj
,
X
2 > • • • X,

Multiplicirt man andererseits die gegebenen Gleichungen mit Factoren

A,, *
2 , • • • additt nachher und denkt sich A

t ,
A3 , . . . A< so gewählt, dass

linker Hand die Cocfficienten von a*2 ,
a*

3 , . . . x
t
verschwinden , so bleibt

(A
4 «, -f A

2 /3, + . • . + A, x^ .r, = A
t

t/j -f A
2
u
2 -f . . . + A, w

( ;

der Coefficient von a*, ist i?, rechter Hand steht Wenn nun alle w der

Null gleich sind, so verschwindet Q x
und es muss daher entweder a*, und

ebenso auch a*
2 , • . . a\ den Werth Null haben, oder es muss R— o sein;

in allen den Fällen, wo man voraus weiss, dass x
t ,

x2
. . . x

t
nicht Null

sind , bleibt nur die Möglichkeit Ä= 0 d. h. wenn die Gleichungen

«j x
l «2 x2 + . . . . + a

t
x

i
= 0

,

ßi *i + ßi xi + • • • • + ßi = 0,

Jtj a*| x
2 a*2 "T* .... -f" x^ a*^— 0

durch andere Werthe als = a-j . . . =^= x,= 0 erfüllbar sein sollen , so

muss die Determinante dieses Sj'stems von selber verschwinden*).

Hierauf gründet sich folgendes Verfahren zur Elimination von x aus

den beiden Gleichungen

+ a-f-^aH. . +A xm~ l + xm= 0,

(«0—?/)+ a
\
x + »2^ + ...+ =-0.

Man multiplicire die erste Gleichung der Reihe nach mit a-, a-
2

, . . . die

zweite mit x, a 2
, . . . xm und stelle alle erhaltenen Gleichungen unter ein-

ander :

*) So sind z. B. die Gleichungen

ax + by -f
«-* t > t

nnr dann mit einander vertrag! ksl» , wenn

0,

0,

0,

d. h.

a, A, t

a , b , c = 0

a (ftV _ ft'V) + 6 (CV - c V) + c (o 6" - aV) = 0.

Dasselbe erhält man natürlicherweise anch , wenn man — = — ==: w setzt, von
z 2

den nunmehrigen Gleichungen
a|+ br,+ r = 0,

« i t M + c ^ °i

die ersten zwei auflöst und die für £ und rj gefundenen Werthe in die letzte sub-
Btituirt. Vergl. Baltzer, Theorie der Determina nten, woselbstverständlich

der Gegenstand genauer behandelt ist.
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Am a^+A^ «» + + ^-+2

Jm x* + -f- xw+3

(cr
0—y) + a

t
x2

-f «
2
x3 + . . . . an x*+

l

(a0—y) + «, -f + an x***

0,

0,

0,

0,

0,

0,

0,

K—y) *
m + + «« * = o

;

betrachtet mau jetzt x , x2
, . . . . xm+n

als eben so viel Unbekannte x
t ,

#2 ,

• • • und berücksichtigt, dass keine derselben verschwindet, so kön-

nen die obigen Glcichungeu nur unter der Bedingung

Amt ^ih—i » -^«t—2> • • • 1 ,0,0,.

0, 0

t 'vi*-! >

4«

1,0,...
. . 1 , .

.

0, 0 ,

a
2 ,

• • > • «», o, 0, .

.

•

0, «0—!/> 0, .

.

0, 0 , «„> • •

= 0

0, 0 , . . . . rt0-y, . . . . a,

zusammenbestehen ; diese Bedinguugsgleicbung ist bereits die für y gesuchte

Gleichung und es bedarf nur der Entwicklung der vorstehenden Determi-

nante durch die gewöhnlichen coinbinatorischen Mittel*).

Hat man nach irgend einer der drei angegebenen Methoden die resul-

tirende Gleichung

+ 1 + y-* + . . . + /?„_, y + 2?„, = 0

gefunden, so wird man die Gleichungen

B
i
— 0, tf

2 0, ..../?, = 0

zur Bestimmung von a0 ,
a

t , . . . an bonutzen, wobei eino dieser Grössen

willktthrlich bleibt und etwa an — 1 gesetzt werden kann. Die vorstehen-

den n Bedingungen reduciren sich , wie man aus den Newton'schen Formeln

(8) erkennt, auf, die folgenden

1\ =o, r2 ^o, r„ = o,

in denen die Werthe von 7\ ,
T2 , . . . Tn (s. No. 6 und 7) zu substituiren

sind. Der blosse Anblick der Formel 6) zeigt, dass die Gleichung T
t
= 0

in Beziehung auf die Unbekannten «
0 >

öi> a2 etc * vom ersten Grade ist; da-

gegen ist die Gleichung T2 =0 vom zweiten Grade, weil sie die quadrati-

*) Da viele Elemente der fraglichen Determinante Nullen sind, so verschwin-

den auch viele ihrer Glieder und daher lUsst sie sich in einer kürzeren Form dar-

stellen , hinsichtlich deren wir auf BalUer's Werk ,
pag, 45 , verweisen müssen,
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82 Die Transformation u. Auflösung der Gleichungen fünften Grades.

sehen Functionen 60 , &2 etc. enthält, ehenso r
3
— 0 vom dritten Grade

u. s. w. Eliminirt man also «„_t ,
«„_2 , . . • ct

{
aus den obigen Gleichungen,

so erhält man für a
()
eine Gleichung, die im Allgemeinen vom Grade 1. 2. 3

. . . « ist ; doch kann sich dieselbe in specicllen Fällen noch reduciren.

Um nach diesem Verfahren die vollständige eubische Gleichung

+ A
{
x2 + J2

x + Ai = 0

auf eine rein eubische zurückzuführen , hat man

a2 + a
l
x + «o

— y — 0

zu setzen und von deu fünf linearen Gleichuugen

A9 x x -f- A2
x
2 + A

i *3 + *4 = 0 »

4, ar, + ^ a?
3 + ^

1
a, + a\, ~ 0,

(«0
—

y) a
x + «i x2 + «

2
ara ,

= ft
,

K—y) a*2 + «i *a + «
2 *i ^ z 0

.

(«o—y) x .\ + «i *i + «2 Ä5 == °»

die Determinante zu bilden. Eliminirt man erst xh
aus der zweiten und

fünften Gleichung, schreibt darunter die vierte und elimiuirt x
{
aus der er-

sten imd dritten, so hat man nur noch die drei Gleichungen

Ä
d
a2 x2+ {A

2
a2— a0 + y) ar3+ (A

v
a
2
-a

{) x4
= 0,

(«0—y) x
2 + <*i

*
3 + ö2 x\ = °»

(4, öl
—

^

2 «0 + 4 y) *2 + (^3 a2—^i «o + 4 y) *s+ (-«o + y) *\ = °»

deren Detcrmiuaute leicht auszurechnen ist. Als Schlussgleichung R = 0

ergiebt sich

und zwar sind die Worthe der beiden ersten Cocfticientcn

:

B
v
= — 3«0 + «t —

K

2— 2^2)
«2 ,

2?
2 = 3«0

2 + ^2 «i
2 +W—»4 40 «2

2
>

— 2^ «o «
t +2 (^2—2^

2) «o «2 + (3^3— ^1 Ai) a
i «v

Nimmt man willkübrlich ^ = 1 und bestimmt «ä» «i s°» dass ^ = B2 = 0

wird, wozu nur die Auflösung einer quadratischen Gleichung gehört, so

hat man als reducirte Gleichung

y
3 + £

3
= o;

diess ist die Tschirnhausen- Euler'sche Transformation und Auflösung cu-

bischer Gleichungen.

Bevor wir die allgemeine Theorie weiter verfolgen und speciell auf die

Gleichungen fünften Grades anwenden, wollen wir erst eine Bemerkung

einschalten , welche die homogenen quadratischen Functionen betrifft. Eine

solche Function der k Variabelcn z
t ,

r
2 , . . . zt , etwa

Vk = & (
zi> z2> • • ' z») »

kann immer auf die Form

gebracht werden und zwar ist hier P eine Constante , Q eine homogene line-

are Function der übrigen Variabelen *, ,
z
2

. . . . , und R eine homogene
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Nach Jekkard und Hermite. 83

quadratische Function der letztgenannten k— ] Variabelen. Giebtman der

vorigen Gleichung die Form

so erkennt man , dass Vh aus dem Quadrate einer linearen Function Lk der

& Variabelen z
{ ,

z2l . . . zk und aus einem Reste besteht, der eine homogene

quadratische Fiuiction der k— 1 Variabclen z
ly z2> . . . bildet und dess-

halb passend mit bezeichnet wurde. Vou gilt wieder Dasselbe, es

ist nämlich analog

wo Z^j eine lineare Function der Variabelen z
{ ,

z
2 , . • •

? eine

homogene quadratische Function von Zj, z
2 , . . . bezeichnet. Durch Fort-

setzung dieser einfachen Schlüsse gelangt man am Ende zu der Gleichung

vk = l 2 + zv, + • • • +V + V,
und in dieser liegt der Satz, dass jede homogene quadratische Function von

k Variabelen als die algebraische Summe der Quadrate von k homogenen

Linearfunctionen dargestellt werden kann , wobei die erste derartige Func-

tion k Variabele und jede folgende Function eine Variabele weniger als die

vorhergehende enthält. So ist z. B. bei zwei Variabelen u und v

au2 + bv2 + 2cuy

= 9 +w K
)

2+
(
ö

"
2 ^ (aM

+

bv) 2 + (a
"
M) 2

'

wo a\ b', a selbstverständliche Abkürzungen vorstellen; bei drei Variabe-

len u , v , tv hat man
Au2 + Bv2

-f- Cw2 + 2/>ui>-f- 2Euw + 2Fvw

- {VC. . + + - f) * + (.- £) * + 2 (/>-f) . -

= (A'u + B'v + (fw)2+aul+ bvl + Zcuv

= (Yw + fl'r + (fu>y+ (au + 6 »)
2 + (au)2

u. s. w.

Nach dieser Digrcssion kehren wir zur allgemeinen Gleichung

xT 4- A
x
xm~l + A

2
xm~2+ • • +4„-i a-Mra = 0 #

zurück und denken uns dieselbe durch Substitution von

y = «0 + a
1
x + a

2
x2+ a

3
x* + 04 x*

transformirt in

3,™ + b1
y»~ l + y"-2 + • + +^ =

Ans den früheren Bemerkungen über die Natur der Grössen bQ , 6j , . .

.

, c0 ,
Cj , . . . etc. , in Verbindung mit den Gleichungen 6) und 7)

geht hervor, dass T
p

eine ganze und homogene Function Grades der

fünf Elemente a0 ,
a

t ,
a
2 ,

o
3 ,

o
4
ist; ebenso sind zufolge der Gleichungen 8)

B
t1 B2 ,

B
3

etc. ganze und homogene Functionen derselben Variabelen, und

der Grad jeder solchen Function wird durch den Index von B angezeigt.
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84 Die Transformation u. Auflösung der Gleichungen fünften Grades.

Will man nun aus der neuen Gleichung die mit 2?
t , B2 ,

2?
3
behafteten

Glieder wegschaffen, so hat man die drei Gleichungen

B
l
= 0, .ff.

2 =:0, /?;, = 0

aufzulösen, von denen die erste linear, die zweite quadratisch und die dritte

cubisch ist. Der ersten Gleichung kann man den Werth von a0,
ausgedrückt

durch «,,... «
4 , entnehmen und diesen in die beiden übrigen Gleichungen

substituiren , wodurch letztere die Formen

B'
2
= 0, B\ = 0

annehmen mögen. Da die Substitution von a0 ciue lineare war, so sind die

Grade der Gleichungen B2
= 0 und B

A
= 0 nicht geändert worden ; es ist

daher B'2 eine homogene Function zweiten Grades
,
B\ eine solche dritten

Grades der vier Grössen a
{ ,

a
2 ,

«3 ,
ar Zufolge des vorhin erwähnten Satzes

von den homogenen Functionen kann B\ unter der Form
2?'

2 =V +V +V +

V

dargestellt werden, worin Zn L.,, Z,
3 ,

Z
4
lineare Functionen von 04,02» a3>

«
4
bedeuten; der Gleichung B\, = 0 genügt man daher durch die Annahme

oder __
l

v
= L

2 V- I ,
L.

A
= L

k V^~i.

Diese Gleichungen sind linear und gestatten, a, und a2 in linearer Form
durch «3 und a

A
auszudrücken. Durch Substitution dieser Werthe in die

noch übrige Gleichung B'., = 0 wird der Grad der letztereu nicht erhöht;

es geht daher ^ = 0 in eiue neue eubische Gleichung B".
A
~ 0 über, wo-

bei B'\ eine homogene Function von a
:j
und «, bedeutet Wählt man a,

willkührlich , etwa = 1 , so bestimmt sich «
3
durch eine Gleichung dritten

Grades und daraus folgen a2 ,
a

l ,
a0 mit Hülfe der vorigen linearen Glei-

chungen, also:

Die allgemeine Gleichung
xm+A

l
ar"- 1 + ^

2 tf"-2 + . • . + A^ x + Am = 0

kann immer auf die Form
>J

m + J9, y
m-* + 2?

6
y"'-"' + . . . + Btn_ { y + B,n = 0

gebracht werden, und zwar bedarf es hierzu nur der Auf-
lösung einer eubischen Gleichung.

Ganz ähnliche Schlüsse sind für den Fall zu machen, dass man die

mit 2?, ,
B

2 ,
2?

4
behafteten Glieder wegschaffen will ; man findet sehr leicht •

den Satz

:

DieRöduction der allgemeinen Gleichung
x^ + Ai x**~l

-f A2 .r
1*-2

-f . . . -f x+An = 0

auf die Form

ist immer möglich und zwar durch Auflösung einer biqua-
dratischen Gleichung.

Hiernach kann die allgemeine Gleichung fünften Grades auf die Formen
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Nach Jerrard und Hermite. 85

>f + B
{ y

y
5 + B^y- + B,=0 }

gebracht werden, die bei Substitution von

übergehen in

** + <?, s' + ti^O,

die allgemeine Gleichung füuften Grades kann demnach alle trinomischen

Formen erhalten, deren sie ohue Aufgabe ihres Grades fähig ist*). Durch

eine passende Substitution für y oder z liisst sich auch noch einer der Coef-

ficienten B oder C irgend einer willkührlich gewählten Grösse gleich machen

;

so geht die erste Form für y r\ y— ßi
über in

9) if— r}—&=0;
2 -

für z = — —C
l
£ wird aus der dritten Form

10) | F— C=0.

Die erste Gleichung (9) benutzte Hermite**), die zweite (10) Brios-

chi***); dem letzteren folgen wir hauptsächlich, weil seiuo Abhaudlun*

gen ausser der Auflösung dvv Gleichungen fünften Grades auch sonst man-

ches Bemcrkenswertho enthalten.

n. Die Auflösung der reducirten Gleichung.

Aus den Untersuchungen Jacobi's ist hinreichend bekannt, dass der

Ausdruck

auf die t orm
l dx

gebracht werden kann , worin M eine constante Grösse bezeichnet ; es ge-

hört dazu die Substitution

a
x
x -f- a% a^-f* ^5 4- • •

« "f~ an x" U
y — b0 +t,i x*+b4x*+...+bH-i

x»- i — y
unter n eine ungerade Zahl verstanden. Setzt man wie gewöhnlich

1
*

1

K = . /; *JL w «**

J V(i-**) {i - & ' ~ / fti - *•) 0 '

*) Jerrard: Mathematical Kesearches. Hamiltuu: Report of the »ixt mee-
ting of the British Association.

**) Comptes rendus No. 11 (15. Mars), 1858. pag. 508.
**•) Aunali di Matematica 1858; fasc. 3, pag. 175; fasc. 4, pag. 256.
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86 Die Transformation u. Auflösung der Gleichungen fünften Grades.

wobei m und m' ganze Zahlen bedeuten, und schroibt z für so hat man

die beiden Formeln (Jacobi, Fundam. nova, § 21)

yi=: k* sin coam 4w sin coam Sa . • • • sin coam 2(n— 1)©,

1/— , i \^r *t;< am ^ m **n am ^ M • ' '

'

*<n nm ~(n— ^ M
' z ^ *

sin coam 4 <a sin coam Sto sin coam 2 («— Tj"ä)

'

Für den Fall, dass n eine Primzahl ist, ergebou sich hieraus « + I ver-

schiedene Transformationen der nlen Ordnung, welche den folgenden n-f 1

Werthen von a> entsprechen:

n ' n ' « • » > • • n j

dio Substitution derselben in die vorhin erwähnten Formeln liefert sowohl

für l als für z ebensoviel verschiedene einander correspoudirÄdo Wcrthe

Ap A
2 , . . . An+1 und zlf ?2 , . . . zn+l . Denkt mau sich diose als "Wurzeln

algebraischer Gloichuugen, so sind letztere vom Grade « + die erste

derselben heisst bekanntlich die Modulargloichung, für die zweite würde

der analoge Name Multiplicatorgicichung passend sein. Den n-f-1 Werthen

von A entsprechen n -f- 1 Worthe des Integrales

1

0

die mit A± , . . . ^iB+1 bezeichnet werden mögen; ihr Zusammenhang

mit r
A ,

z
2 , • • • wird durch die bekannten Gleichungen vermittelt

~i — \
1
) K » *2— ä ' ' * * — Ä *

Wenu ferner die gewöhnliche Bezeichnung

7t K'

q = c ~K

betbehalten wird, so ist (Fundam. p. 184)

l£ = l
-fc- 2q + 2? 1

-f 2r/' -f- = 2^"
2

,

wobei sich das Summenzeichen auf alle ganzen , von — oo bis 4- <x> rei-

chenden Werthe des m bezieht; auch hat man nach einem von Jacobi*)

gefundenen und von So hucke**) bewiesenen Satze

Y7X
== (— lf? V7i Z'dl, (m =— oo . . . m = + oo)

und die Werthe von Vx^ Vziy • . . Vzn+I ergeben sich dadurch, dass man in

dem Ausdrucke
t

2 Q
m

. .

2 q
m

der Reihe nach
, , , ,

g = q »•
,

ccq »
,
a2q »

, . . . ot*
1

q n

*) Crellc's Journal, Bd. III, pag. 193.

**) Ebendaselbst, Bd. XVI, pag. 103-107.
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setzt, wo « eine Wurzel der Gleichung «*— 1 r= 0 bedeutet. Diese Ei-

genschaft der Multiplicatoren wurde zuerst von Abel bemerkt, wenn auch

nicht völlig genau bewiesen 1

").

Nach diesen Vorerinnerungon bemerken wir, dass die Reihe der Qua-

dratzahlen 1, 4, 9, 16 etc. folgende Zerlegung gestattet

n* (2 »)
2

Ii (»~02
, (« + 02

,
(2n— I)

2
, (2» + l)

2
,

4, (» ~2)2
, (» + 2)

2
,

(2h— 2)', (2» + 2)
2

,

9, (n (» + 3)
2

,
(2n-3)*, (2« + 3)

2
,

/n — iy /» -j- ty /;*»—

i

y /3» + ly /5»—

t

y
\ * )> \ * )> \ * ) > l 2 ]• V 2 ^ '

• •

•

von deren Richtigkeit mau sich augenblicklich überzeugt, sobald man die

ColonnÄ wechsclwcis abwärts und aufwärts durchgeht ; man hat daher die

entsprechende Zerlegung

i. — JL

1 + 2?
n + 2?" -f- 2q*+

= 1 + 2g
n + 2^r

4w +2? !'n +
J_ (»-!)* (»-4-0* (»w-l)" (*n-H)

8

+ 2qn +2q " + 2? n + 2q n +2y • -f- . • .

4_ (»-«)* (»+»)' (»n-»)
8

(»>-<-»)*

+ 2?» +2? n +2y - +2? » +2</ • +..-

+ 2q»\ * / -f-2?
n ^ » ' +2?"^ * ' +

oder kürzer

m* - , *_

-ZV"^ ^"'"-f 2?" 2^"+lm -
r-2</

n

2
,

^
m*-+4w+ . . .

s
2

. . . . + 20* 27/
m "+ * rw + ....

worin sich die Summenzeichen auf alle ganzen von — <x> bis + oo reichen-

den m beziehen, und r zuletzt den Werth ^ bekommt. Hiernach sind

Vzl>Vzt,Vh etc. leicht auszudrücken; setzt man nämlich zur Abkürzung

so ist nach dem Vorigen

^ = (-l)
n~^4p

' KT| = A + ^1 + ^2 + • • • • + »

2 2

12) (==±)
3

*) Crelle's Journal, Dd. III, pag. 400. Oeuvres completes, T. I, pag. 315.
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88 Die Transformation u. Auflösung der Gleichungen fünften Grades.

•

und hieraus ergeben* sich j^, YZ, etc., weun mau in der letzten Gleichung

a2
, a3 etc. an die Stelle von a treten lässt. Diese wichtige Eigensehaft der

Wurzeln der Multiplicatorgleichung hat Jacobi im 3- Bde. dos Crelle'schen

Journal es (pag. 308) angegeben.
4 4

Für n = 3 ist bekanntlich, wenn Vk = u, Yx =. v gesetzt wird

,

jir
0 1 2 "3

m =—T-r— = v = r

;

2u3
-f-v Z 2— 1'

die Modulargleichung lautet

u *_ v\ + 2 m » (1— u'V) ~ 0

und die Multiplicatorgleichung

(*— 0 J + 4 (s— I)
3— J6usz 0

oder

zA— 6z'2 + 8 (1— 2Ar2) z— 3 = 0;

dem Vorigen zufolge sind dio Wurzeln der letzteren ^
Vz x
= iVi' 4n = + VT.-^A.+ aA^ F* = 4,+ «J 4-

Mit Hülfe der bekannten Relationen zwischen den Coeflicienten und den

Wurzeln einer Gleichung findet man leicht folgende Beziehungen zwischen

^
0
und

4, M>+4 3
) ==1.8 -V-20V 4 a—4" = 8 (1-2*2).

Bei der Transformation fünften Grades iat die Multiplicatorgleichung

(
2_j)«_4 («_i)5+ 2s *J

Ar'
a s = 0

oder

13) z«— 1 0

2

5 + 35 z 1— 60

2

3 + 55 22 — 2 ( 1 3— 27 A* Ar'
2
) « + 5=0

,

und nach No. 12)

\VTy= Vb A01 VT^A.+Ai+ A,, j/r~/
0+<^i+ «%.

worin « eine Wurzel der Gleichung a5— 1—0 bedeutet. Bildet man aus

aus z l} z2l . . . Zq rückwärts dio Coofficienten der obigen Gleichung sechsten

Grades, wobei zur Abkürzung

(L = A* + Ai A^
15) \M=SA0*A l

A2
^ 2 AfAfAf+ AfAf— At +

(iV= 320V A
t

2 A
2
* — 160VA* A* + 20A0

2 Af A2
* + 6Af A* ,

- 44,(32 A0
*— 20V^i ^ + + ^2 5

) + 4 ,w + ^2
10

gesetzt werdon möge , so erh.ält man folgende Gleichungen

— 10 = — 10X, 35 = 352,2, — 60 = — 60£3 + 10df,

55 = 55Z4— 10LM, — 2(l3—2W*) _ 26 + 30tlM— N,

5 = 5 (X3—M)\

Die erste , dritte und fünfte derselben liefern dio Werthe

16) Z = I, ^f= 0, N= — tfkH\

durch welche die übrigen 3 Gleichungen von selbst erfüllt sind.

Wir untersuchen nun weiter den Zusammenhang zwischen folgenden

fünf Grössen

Digitized by Google
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17)
^

ar
3
= (z

4— z,)(z
5
—

r

3
)(z

a
— *

2), a:
4
= (z5— 2j) (z6— z

A)
(z

2
- *

3),

( xb
= (z

6
—z,)(z

2
— zb)(z.A— z

4),

namentlich suchen wir diejenige Gleichung, deren Wurzeln xlt x2 , , . . xb

sein würden. Zu diesem Zwecke drücken wir x
x ,
x

2 , . . . <r8 erst durch

-rflf w4
2
aus, indem wir nach verrichteten Multiplicationen in 17) für zit z

2 ,

. . . z6 ihre Werthe aus No. 14) einsetzen; wir erhalten hierdurch fünf

Gleichungen von der Form

= (*„ + B
t + B

2 + 2?
3+ i?

4),

x2 =n (*D + « *i + «2^
2 + «3^3+ «4

*4)

.

18) i x
9
= ^5 (£0 + a2

^, + «4
Z?

2 + a i?
3 + «^4 ) f

.r
4
= ^5 (/?0 + a 3

/?, + a B
2 + «4 /?

3 + *»*
4)

,

*5 =n (*0 + « 4

*i + ft3*2 + «2*
3 + « *4)

.

worin i?
0 , 2?j , . . . B4

zur Abkürzung eingeführt wurden und folgende Werthe

haben
2?0 = 4M

£
4
= 8^0V ^

2
3— ] 6V ^, ^2

2—2^ 5 A
2
—^/ + 4^0

2 A
{

4
,

Ist nun

19) < a;
5 +Pi x* +p2

a<
3 +p3 x* + />4

a- -f- pb = 0

die Gleichung , deren Wurzeln a*,
,

a*
2 , . . . x

ft
sein würden , so bildet man

die Coefficienten p auf gewöhnlichem Wege aus <r,, .r
2 ,.. . wobei für

die letzteren Grössen ihre ifi No. 18) angegebenen Werthe zu nehmen sind.

Für die ersten vier Coefficienten erhält man

Pi = - 5Vö. Z?0 , p2
=— 52 7>

2 , ;>3 = -52
KÖ:/>3, />, =- 5

3(/WV),
wobei zur Abkürzung gesetzt wurde

P
2
= B

X
B

A+ B2
ff3 ,

i>3= ß,
2 #3 + /?

2
2

/?, + /?
3
2 /?

4 + /?
4
2
Z?

2 ,

P
4
=V + *

2
3 i?

4 + BfB
x + /?

4
3
2?3 + 3^ ß

2 /?3 #4
.

Drückt man J?
t ,
B21 B

z ,
B

4
durch -^0 ,

Jx> A2 aus und berücksichtigt die

Gleichungen 15), so ist einfacher

P
2
= 2 (LN—SM7

), P3
= 4M (LN—olW),

p4
= 15 ^f4— Z2^ + 2Z^2Ar

.

Man kennt aber aus No. 16) die Werthe von X, A/, Ar

, daher wird

P
2
= —. 2°A:2 *'2

,
P

3
= 0, ^ =^ — 216 *4 ^'4

,

und nach dem Vorigen wegen B0 = IM= 0,

Pl == 0, p2
= 29 52 FÄ:'2 , p3

« 0, i)4
= 2,0 54 Ä-4 ^'4

.

Um noch jo5
zu berechnen, gehen wir auf die Gleichung 13) zurück und bil-

den das Product aus den Differenzen ihrer Wurzeln, also das Product aus

den Grössen
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2
?
l) (? 3 Z

i) (
:
4
—

•l) (*5~ -l) (h
(*3— ^) (r4

— —
-*)

Z
i) ("Ii

dieses ist bekanntlich die sogen. Determinante der gegebenen Gleichung

und kann auf verschiedene Weise aus den Coefficientcn der Gleichung her-

geleitet werden. Im vorliegenden Falle giebt die Rechnung

TP ^ 24WAS (i— 4A-2 A'2)
2

und da nach 19) und 17) p^ — a-, .r
2

.r3 .r
4

a\, = — 77 ist, so hat man

pb = — 222 5
2
^51 A-

4
Ar'"

1 0— * *2 *'2
)-

Zufolge der Werthe von p1} i>2 > . . . pb gestaltet sich die gesuchte Gleichung

zur folgenden

«& + 2»5 2 *2 *'1
.r
3 + 2 ,ti5W4 a- a 5»« 4^*4 *'4

(1 -4A-2 *'2
) = 0

oder

20) x (.r
2 + 2»52 A'

2
A-'

2
)
2= 2M 5P5> 4 *'« (l — 4A2 *'2

),

welche mittelst der Substitutionen

_ 2 . 1 / l — U'*'*V__
21

)
1 + 2*5* A'A'*

~~
5 2 V kÜ ) — C

auf die einfachere Form

£
5-§f4-r = 0

zurückgeführt wird.

Die Auflösung der vorstehenden Gleichung ist daher verhältnissmässig

sehr einfach. Bei gegebenem c liefert die Gleichung

l /l — 4A-*A'*\2

7 {—T—) = c 0(ler 4 (^')2 +^ (*0 = *

den Werth von A£'= /<^l — , hieraus ergeben sich A, A', A
r

,
A", p, mit-

hin auch für n = 5 die Werthe von , ?2 , . . . ?
6 , nämlich

worin sich alle Summonzeichen auf die Werthe m= — co bis »t= + a be-

ziehen und jede der Summen leicht durch die Transcendcnte & ausgedrückt

werden könnte. Mittelst der Formeln 17) erhält man jetzt ,r
i ,

a:2 , • • • ar
6

und nach No. 21) die entsprechenden Werthe von £ , welche die gesuchten

Wurzeln sind.

i *—m
&
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V.

Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung

;

mit einer Einleitung: Zwei Coordinatensysteme.

Von W. Fiedler,

Lehrer der darstellenden Geometrie a. d. K. Gewerbschule zu Chemnitz.

Bokanutlicli ist die gerade Linie, die man in Bezug auf einen Kegel-

schnitt als die Polare eines Punktes in seiner Ebene bezeichnet, mit jenem

Punkte, ihrem Pol , durch diese Eigenschaft verbunden : sie ist der geome-

trische Ort aller der Punkte, die auf den durch den Pol gehenden Transver-

salen die zu diesem conjugirt Harmonischen sind im Verhältniss zu dgn .

beiden Schnittpunkten der Transversale mit dem Kegelschnitt. Auch sind

die Punkte, wo sie den Kegelschnitt schneidet, die Berührungspunkte der

vom Pol aus an denselben zu ziehenden Tangenten.

In richtiger Verallgemeinerung der in diesen Sätzen niedergelegten

mathematischen Gedanken sind die neueren Geometer zu der eleganten

Theorie der Polaren bei Curven höherer Ordnungen gekommen. Diese

Theorie erscheint mir eben sowohl als specielle Studie, wie in systemati-

scher Beziehung von besonderer Wichtigkeit. Indem ich sie in ihren Haupt-

zügen hier vorlege, folge ich wesentlich den Ideen, die in dem ausgezeich-

neten Werke des englischen Geometers M. George Salraon niedergelegt

sind, welches unter dem Titel : „A irealise on the higher plane ettrves" im Jahre

1852 in Dublin veröffentlicht worden ist; jedoch berücksichtige ich dabei

zugleich eine im Augustheft des Journals von Liouville 1867 erschienene

Abhandlung von M. E. deJonquicres, in welcher dieser Gelehrte nach

dem genannten englischen Autor die bezeichnete Theorie entwickelt, indem

er sie jedoch im Geiste der anharmonischen Geometrie seines berühmten

Lehrers, M. Chaslcs, darlegt. Es erscheint mir zweckmässig, beide auf

' verschiedene Principien fussende Behandlungsweisen zur Vergleichung ne-

ben einander zu stellen ; dabei wird die Methode des englischen Autors als

die eigentliche Quelle überall voranstehen und man wird hoffentlich finden,

dass sie wohl die Mühe eines etwas ausführlicheren Eingehens belohnt. Die

Gesichtspunkte des französischen Bearbeiters lassen sich leicht in kurzen

Einschaltungen darlegen.
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92 Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung.

Zwei Coordinatensysteme.

Angesichts der Bemerkung, dass eine Curve eben sowohl als der Ort

eines bewegten Punktes wie als die Umhüllung einer beweglichen geraden

Linie betrachtet und nach beiden Gesichtspunkten classificirt werden kann,

indem man dort durch die Anzahl der Punkte der Curve in der nämlichen

geraden Linie den Grad und hier durch die Anzahl der Tangenten der Curve

vom nämlichen Punkte aus die Classe der erzeugton Curve bestimmt, legt

Salmon seinen Entwicklungen hauptsächlich zwei verschiedene Coor-

dinatensysteme zu Grunde, deren Gegensatz man durch die Bezeichnung

Punkt-Coordinaten und Tangential-Coordinaten allenfalls be-

zeichnen kann j denn in dem einen System wird ein Punkt, im andern eine

gerade Linie durch Coordinaten und dafür im ersten eine gerade Linie, im

zweiten ein Punkt durch eine Gleichung zwischen denselben ausgedrückt.

Aber die Punkt-Coordinaten Salmon's sind nicht mit den gewöhnlichen

Cartesischen Coordinaten identisch, sie bilden vielmehr ein allgemeine-

res System, von dem das des Cartesius ein specieller Fall ist; es hat nicht

zwei , sondern drei Coordinaten zur Bestimmung des Punktes und gleicher-

weise dienen im andern System drei Coordinaten zur Bestimmung der gera-

den Linie ; beide Systeme entsprechen einander genau und gewähren den

wichtigen Vortheil, dass sie immer homogene Gleichungen liefern. Salmon
stellt sie einander entgegen als Dre ilin ien -Co ord i naten undDrei-
punkt-Coordinatcn, weil in jenem System die Lage eines Punktes dnreh

seine Entfernung von drei festen geraden Linien , in diesem die Lage einer

geraden Linie durch ihre Entfernung von drei festen Punkten bestimmt wird.

Wenn der englische Gelehrte uur das eine dieser Systeme in dem
genannten Werke kurz entwickelt, da er das andere als den Lesern seiner

Schriften bekannt voraussetzt, so halte ich es für zweckmässig, beide gleich-

mässig näher darzulegen; diess soll im Folgenden zunächst gethan werden.

Man gelangt zu dem Dreilinien- Coo'rdinaten-System auf fol-

gende Art. Wenn
L — o, M= 0, JV= 0

die Gleichungen dreier geraden Linien vorstellen, die ein Dreieck bilden,

so kann eine beliebige vierte Gerade

Ax + By + Cs= 0

in der Form IL + -f n N s= 0

ausgedrückt werden, wo /,»»,« Coefficienten sind, die von den Grössen A
t
B

y
C,

«r,f>,r, ab'c. . . abhängen, deren letztere aus den Gleichungen

L = ax -f by + <*, M=a'x+b'y + c\ N= a -f- b" + <*"

herkommen; denn man wird zur Erfüllung dieser Form drei Gleichungen

ersten Grades zur Bestimmung der drei Unbekannten /,w,n erhalten, nämlich

la+ma + na"= A, lb+ mb' -f-n&"= B , lc+mc + nc"=.C

und bekommt daraus
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Von W. Fiedler. 93

I

A(b c — b r H- B{ca — c a — o b )

a{b'c"— b"v')-\- b(ca"— c'V)-f- c(a'b"— u"b')

_ A{b"c~bv")± Rica ~ cu" )+ e(g"b—ab")
m ~ u\b"c-bv")+ b'(r'a- r«")+rV'4-«0
— --tMe'—b'c) + ß(ca — <•'«) + r•(«&'—«'&)

" ~ a(bv'-b'c) + //'(<•«'- <'«) +c"(aA'-«ft)
*

Aus diesen Werthen von /,w,k erkennt man, dass die Herstellnng der

Form IL + mM + nN= 0

nur dann nicht möglich ist, wenn die drei Geraden L, M, N durch denselben

Punkt gehen, weil danu die Nenner in den Ausdrücken der drei Coefficien-

ten Null und diese selbst unendlich werden. Dieselbe Möglichkeit bleibt

auch für die Gleichungsform

- + f = i
« b

oder die daraus mit der Bezeichnung der Figur (Fig. 1 , Taf. 1) abgeleitete

x cos et -f- y sin a = p
bestehen; sind die Gleichungen dreier geraden Linien in dieser Form durch

die Zeichen repräsentirt , so kann die Gleichung jeder vierten Gera-

den in der Form
II + m

H- H" m v = 0

geschrieben werden. Welchen Nutzen dieses einfache Princip gewähren

kann, mag ein Beispiel zeigen. Man habe ein Dreieck ABC (Fig. 2) mit

irgend drei von den Ecken ausgehenden und in einem Punkte 0 sich schnei-

denden Transversalen AD,BE,CF; dann lassen sich die Eigenschaften der

daraus entspringenden Figur sehr leicht entwickeln. Die Gleichungen der

Dreiecksseiten AB,AC, BC seien respective dargestellt durch

y — 0, j8= 0, « = 0; .

dann kann la—mß die Gerade CO, mß—ny die Gerade AO und ny— la die

Gerade BO darstellen, denn erstens charakterisiren diese Gleichungen die

durch die Ecken C, Ay
B gehenden und zweitens die in demselbeu Punkte 0

sich begegnenden Geraden.- (Das letztere bekanntlich dadurch, dass ihre

Summe verschwindet.)

Hiernach lassen sich auf Grund jenes Princips die Gleichungen aller

andern Linien der Figur bilden. Die Linie EF, die Verbindungslinie von E
(Durchschnittspunkt von ß mit ny— Ja) mit F (Durchschnittspunkt von y

mit la—mß) wird dargestellt durch die Gleichung

mß + ny— la = 0.

Ganz ebenso DF durch

la—mß -f-ny = 0 und DE durch la-\-mß— ny — 0.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich sofort, dass die drei Punkte Z, M, N
in derselben durch

la -f- mß + ny = 0

dargestellten geraden Linie liegen ; denn dieselbe enthält den Punkt N aU

Z.ilichrin für Mathematik u. Phy.ik. IV. . 7
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94 Die Theorie der Pole und Polaren bei Ourven höherer Ordnung.

Durchschnitt von y mit + —«y, den Punkt Z als Durchschnitt von a

mit m/? + w y— l** und den Punkt M als Durchschnitt von 0 mit la—mß
.+. ny = o.

Auch ist die Gleichung von CN, als einer durch C oder or, ß und durch

oder la + mß -\- ny, y gehenden geraden Linie

la -f- mßt
— 0

und ebenso sind die Gleichungen von AL und .flAf

»i /? -f ny = 0 und n y + /« s= 0.

Bekanntlich bilden vier solche Gerade, wie die Symbole

a = 0, ß = 0, a—kß = 0, a— A'/S = 0

sie darstellen, ein Büschel , dessen anharraonisches Verhältniss ^ ist und da-

her für k= — Ar' ein harmonisches Büschel.
,

Demnach ist BN in Fund A harmonisch getheilt, denn die Gleichun-

gen der Linien CB,CA, CN,CF ßind

«=0, ß = 0, 7a-f-m/3 = 0, la— »i /3 = 0

;

desgleichen -43/ in JE und C, denn die Linien BA, HC, BM, BE haben die

Gleichungen

y = 0, « = 0, wy + /a = 0, ny— 7a = 0;

und endlich auch CL'mD und i?, da die Gleichungen von AC,A B
y
AL, AD sind

ß = 0, y = 0, »»/?-}-« y = 0, »» /?— « y ~ 0.

Auch sagen die schon geschriebenen Gleichungen aus, das» A L, B 0,C

N

sich in einem Punkte schneiden müssen, desgleichen AO, BM, CN u.s. w.

Wenn aber nach diesem Princip

Aa -f Bß -f Cy — 0

die Gleichung einer geraden Linie bezogen auf die drei Fundamentallinien

a,ß,y ausdrückt , so gelangt man augenblicklich zu den Üreilinien-Coordi-

naten, sobald man a,ß,y nicht mehr bloss als Abkürzungen für die Grössen

x cosa+y sin a—p, xcosß+ y sin ß—pl}
x cosy+y sin y—p2 ,

sondern ab die einfache Bezeichnung der Länge des Perpendikels von einem

Punkte (x,y) auf die durch x cos a +y sin a = p u. s.w. respective darge-

stellte Linie betrachtet. Dann sind a,ß,y die Entfernungen des nämlichen

Punktes von den drei festen Fundamentällinien , d. h. die Dreilinien-Coor-

dinaten desselben und die Lage einer geraden Linie, bestimmt sich durch

eine homogene Gleichung zwischen diesen Entfernungen von der Form

Aa + Bß + Cy = 0

Jede nicht homogene Gleichung kann leicht auf eine doppelte Weise

in die homogene Form gebracht werden durch eine Einführung constanter

Factoren; wären a, b, c die Seitenlängen des Fundamentaldreiecks, so wird

der unveränderliche doppelte Inhalt des Dreiecks, M
%
durch folgende Glei-

chung ausgedrückt, wo auch der Punkt 0 liege, dessen Coordinaten a,ß,y sind

:

M r= aa -f bß -f cy.
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Von W. Fiedler. 95

Und daher kann eine nicht homogene Gleichung, wie 0= 5, homogeu ge-

macht werden, indem man sie schreibt

Mß = b{aa+bß + cy).

Wenn man die "Winkel des Fundamentaldreiecks mit A, B
y
C bezeichnet,

so ist auch
a sin A + ß sin B +• y sin C

eine zu demselben Zwecke brauchbare Constante, denn ihr Werth ist stets

M sin A ^
a

>'

Und hier kann man erkennen, dass diess Coordinatensystem mit dem Car-
tesischen sehr nahe verwandt ist. Denn betrachtet man diese Constan-

ten, z. B. die letzte, so erscheinen sie unter der allgemeinen Form der Glei-

chung der geraden Linie ; es muss also auch die Gleichung

ttsbiA + ß sin B -f- y *m C= 0

eine solche darstellen. Gleichwohl kann diese aber nicht für einen endlichen

Punkt wahr sein, denn für jeden solchen ist

asinA + ßsinB+ysinC==^-!^
und nicht gleich Null ; diese Gleichung kann nur eine unendlich ent-

fernte Gerade in der Ebene des Fundamentaldreiecks darstel-

len. Und auch ans der gewöhnlichen Cartesischen Form der Gleichung

Ax-\- By+ C~ 0 ergiebt sich leicht, dass die paradoxe Gleichung C= 0

die Linie im Unendlichen ausdrückt. Deshalb wird auch eine Parallele zur

Linie cc— 0 durch et -f- C= 0 dargestellt, d. h. nach einem bekannten Prin-

eip, als durch den Durchschnittspunkt der Linien « und C, d. i. den unend-

lich entfernten Punkt von « hindurchgehend.

Alle Cartesischen Gleichungen sind nur der Form nach nicht homo-

gen, wohl aber in Wirklichkeit, denn je nach den Anforderungen der Ho-

niugeneität ist die der Gleichung unterzulegende Einheit eine verschiedene,

sie ist für y= 6 eine lineare, für xy= 4 eine Flächeneinheit ; wenn z die

bezügliche lineare Einheit darstellt, so kann die Cartcsische Gleichung

der geraden Linie geschrieben werden

Ax + By + Cz — 0.

Endlich kann man sagen, dass Gleichungen in Cartesischen

Coordinatennur die besondere Form sind, welche Gleichun-

gen in Dreilinien-Coordinaten annehmen, wenn zwei der

Fundamentallinien zu Coordinatonachsen geworden sind,

indess die dritte unendlich entfernt ist.

In diesen Dreilinien-Coordinaten ist die ^Igemeine Gleichung eines

Kegelschnitts, wenn wie vorher durch aßy die drei Fundamentallinien aus-

gedrückt werden, offenbar

Act* + Büß + CP + Buy + Eßy + Fy2= 0,

*) Dass auch Formen höherer Grade hiermit homogen bu machen sind, ist leicht

zu erkennen; Näheres findet sich darüber bei dem »weiten Coordinaten-System.

7*
-
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96 Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung.

denn sie ist vom zweiten Grade und schliesst fünf Constante ein, bedeutet

daher einen Ort, der durch fünf beliebig gewählte Punkte bestimmt ist und

kann also jeden möglichen Kegelschnitt darstellen. Sie ist die homogene
Gleichung zweiten Grades zwischen drei Veränderlichen; die vollstän-

dige Gleichung zweiten Grades zwischen zwei Veränderlichen kann

durch Einführung der Lineareinheit z in sie übergeführt werden; nämlich

Ax? + Bxy+ Cy* + Dx+ Ey+ F= 0

in Ax2 + Bxy+ Cy* + Dxz + Eyz + Fz2 = 0.

Auch findet diess nicht bloss bei Curven des zweiten; sondern bei Cur-

ven jeden beliebigen Grades statt; die vollständige Gleichung nttn Grades

zwischen zwei Veränderlichen geht in gleicher Weise in die homogene

Gleichung w,en Grades mit drei Veränderlichen über, denn die Anzahl der

Glieder ist in beiden gleichmässig

(«+ 1)(«+2)

1.2

Beim Gebrauch dieser Dreilinien-Coordinatcn ist es auch ein nicht gering

zu achtender Vorzug, dass man über drei Linien zum Vortheil der Einfach-

heit der Untersuchung verfugen kann , indess im Cartesischen System nur

die möglichst zweckmässige Wahl zweier Coordinatenachsen frei ist. Als

ein Beleg dafür kann die elegante Art dienen, in welcher dadurch der Be-

weis der anharmonischen Eigenschaften der Kegelschnitte
geliefert werden kann. Es ist ein bekanntes und sehr fruchtbares Princip in

der analytischen Geometrie, dass wenn S = 0 und S' = 0 zwei Oerter re-

präsentiren, eine Gleichung der Form S= k S' (wo k eine Constante) im-

mer einen Ort darstellt, dem die jenen beiden Oertern gemeinsamen Punkte

angehören ; es ist von demselben schon im Vorigen Gebrauch gemacht wor-

den. Nach ihm ist leicht ersichtlich, dass P. Q= R2 einen Kegelschnitt

darstellt, welchen die geraden Linien P und Q tangiren, während R die ent-

sprechende Berührungssehne ist. Irgend eine mit dem Kegelschnitt ver-

bundene gerade Linie kann nun in Gliedern aus P t Q und R ausgedrückt

werden und diess geschieht im Grunde nach dem Princip des Systems der

Dreiecks - Coordinaten. Wenn fiP— R die Gleichung einer geraden Linie

wäre, die irgend einen Punkt der Curve mit dem Punkte (P, R) verbindet,

so ergiebt sich durch Eiusctzen in die Gleichung der Curve

0 = pR und fi
2P= 0

für die Gleichungen der Linien, die diesen Punkt mit den Punkten ((),/?)

(Und (P, 0) verbinden. Sicher werden zwei von diesen drei Gleichungen

einen Punkt in der Curvc^estimmen , man kann ihn nach der einzigen Ver-

änderlichen, die zu seiner Bestimmung dient, den Punkt (n nennen. Wenn
nun (i und ft, zwei so bestimmte Punkte auf der Curve sind, so wird man die

Gleichung ihrer Verbindungslinie erhalten

:

denn diess ist eine Gleichung, die ebensowohl erfüllt wird durch die Vor-
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Von W. Fiedler. 97

aussetzungen pP-.-z R und (iR = Q für den Punkt (t, als auch durch die

H t
P=iR und ^R = Q für den Punkt pv Hiernach drücken sich die Ver-

bindungslinien von vier Punkten fit , p2 ,
/t
3 , ft4 eines Kegelsclmitts mit

einem fünften Punkte ft desselben folgendermaassen aus

KbiP—R) + (Q-pR) = 0

/t
2 (^/>-Ä) + (0— |*Ä) = 0

Mi*/*-*) + ((?-,iÄ)-0

Px
(}lP-R) + (Q-nR)^O

und das anharmonische Verhältniss dieser vier Geraden ist daher

— (f*a~ f*«)

(Ml— Ms) — f*«>*

d. h. unabhängig von der Lage des Punktes p. Man hat daher den Satz

:

das anharmonische Verhältniss des Büschels, welches durch
Verbindung von vier Punkten eines Kegelschnitts mit ir-

gend einem fünften entsteht, ist constant.

Und ebenso leicht ergiebt sich die anharmonische Eigenschaft der Tan-

genten; denn zunächst geht die Gleichung der Verbindungslinie zweier

Punkte (i und p t
in die Gleichung der Taugente Über, wenn fi und zu-

sammenfallen, nämlich

ptP— 2(iR+ Q=:0.

Wenn aber in den Punkten ^ , ft2 ,
(t

:iy j& 4
feste Tangenten gedacht werden

und fi der Berührungspunkt einer beweglichen Tangente ist, so ist das an-

harmonische Verhältniss, nach welchem diese von jenen geschnitten wird,

mit dem des Büschels gleich, welches die Verbindungslinien der vier Schnitt-

punkte mit dein Punkte (P, 0) bilden. Man erhält aber die Gleichung einer

dieser Linien, wenn man aus zwei Gleichungen, wie

(i
2P—2fiR -f 0— 0 und /*,

2P— 2fi, R + 0 = 0

die Grösse R eliminirt, nämlich

(i^P— Q — 0.

Das fragliche anharinonische Verhältniss ist daher das der vier Linien

Wl P— 0 = 0, ^2
P-0 = O, ^P— 0 = o, w4

P—Q= 0

(Ml — f* 3 ) (Mj— Ph)

oder es gilt der Satz: Vier feste Tangonten eines Kegelschnitts
treffen irgend eine bewegliche Tangente desselben immer
in Punkten von demselben anharmonischen Verhältniss. Ich

halte die zahlreichen an diese wichtigen Sätze sich anschliessenden Ent-

wicklungen zurück, Weil durch das Mitgetheiltc das System der Dreilinien-

Coordinaten für das Folgende ausreichend erläutert sein dürfte.

Die Idee der Dre ipunkt-Coordinaten läset sich ebenfalls sehr

einfach an das gewöhnliche Cartesische System anknüpfen; denn wenn in

demselben die Gleichung der geraden Linie geschrieben wird Ax+ By+C=%
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98 Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung

so ist durch die drei Grössen A, B> C (die sich allerdings auf zwei Unab-

hängige reduciren) die Lage der Linie vollkommen bestimmt; man könnte

dieselben daher wohl die Coordinaten der Linie nennen. Wenn aber diese

bestimmenden Coefficienten oder Coordinaten in der Weise veränderlich,

wären , dass sie immer durch eine Relation

aA + bB + cC= 0

(wo «, fc, c constant sind) verbunden bleiben, so geht die damit dargestellte

bewegliche Gerade durch einen festen Punkt , denn wenn man zwischen

beiden Gleichungen C eliminirt, so erhält man die Gleichung

^0r-^) + 2?(y-f) = O

d. h. die Gleichung einer durch den Punkt x= —
, y~ ^ gehenden Geraden.

Darnach kann man sicher die Gleichung aA + bB + cC=z 0 die Gleichung

dieses Punktes nenuen und hätte darnach ein System, in welchem eine ge-

rade Linie durch Coordinaten und ein Punkt durch eine Gleichung darge-

stellt wird. Der Analogie nach muss dasselbe ein specicller Fall des wirk-

liehen Systems der Dreipunkt -Coordinaten sein. Diess selbst ergiebt sich

wie folgt.

Denkt man sich von zwei Punkten A und B auf eine gerade Linie Per-

pendikel ft und ß gefällt, so ist leicht zu erkennen, dass die Senkrechte

von dem Punkte, der die Linie AB im Verhältnis« l:m theilt, auf jene

Gerade durch T" ausgedrückt wird ; in Folge dess«n wird jede durch

diesen Punkt selbst gehende Linie die Relation erfüllen müssen

la + mß = 0.

Man darf diese somit als die Gleichung eines Punktes betrachten , der , in

der Verbindungslinie der beiden Punkte a = o, ß = 0 liegend, dieselbe im

Verhältniss von m.l theilt. Wenn nun der Punkt lu + mß= 0 mit y= 0

verbunden und die Distanz im Verhältniss n:l+m getheilt würde , so roiisste

die Senkrechte auf irgend eine gerade Linie durch den so gefundenen

Punkt sein

l t J l+m ^ 7
I «+ ;«<?+»/

'

/ + ;« -f- n /-{-/« -f- »

Und wenn eine gerade Linie die Bedingung

/ a -f- mß + ny— 0

erfüllt, so muss sie durch jenen Theilpunkt hindurchgehen. So repräsentirt

also die Gleichung ersten Grades einen Punkt, indem sie zwischen den Drei-

punkt- Coordinaten aller der geraden Linien besteht, welche durch densel-

ben hindurchgehen. Man kann ihn nach dieser Gleichung sehr leicht

construiren ; sind nämlich (in Fig. 3) A, /?, C die drei Fundamentalpunkte,

so findet man den durch die Gleichung lec -f- mß -f- ny = 0 dargestellten
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Punkt erstens: wenn man BC in D im Verhältnis* mm und im Verhält-

niss n + »n:/ theilt; zweitens: indem man CA nach dem Verhältnis» l:n und
2?£nach dem / -f- »:m theilt; oder endlich drittens: indem man ^5 nach

dem Verhältniss m:i und CF nach / + m :» theilt. Der letzte Theilpunkt ist

immer der Punkt G, den jene Gleichung darstellt

Diese Constructionen enthalten zugleich den bekanuten Satz, dass

fiD CE AV
Tic' ~k~Ä' Tß

Die Gleichung des Punktes 0 kann auch durch die Flächeninhalte der ge-

bildeten Dreiecke ausgedrückt werden

:

BOC. a + COA. ß + AOB.y -=0-
y

und indem man die Dreiecksinhalte in Function zweier Seiten und des ein-

geschlossenen Winkels einsetzt

sinJiOC , sin COA a , xinAOft
-WA-- a + -ob—' t + —öc~ • y 8=3 °-

Einige Anwendungen und Erläuterungen dieser Methode dürften nicht tiber-

flüssig sein.

Wenn zwei Punkte die Gleichungen haben

lee + mß + n y — 0, fa + m'ß + ny = 0,

die zur Abkürzung durch j* = 0, v = 0 vertreten werden können, so be-

zeichnet

J
/« 4- mß -f ny

, ^ tu + »0 -f- w'y __ ^
/ -|- ?« -4* »i ' / -j- «*' 4- «'

einen Punkt, der die Entfernung der zwei ersteu im Verhältniss B:A theilt

und kurz ist durch ft + kv = 0 irgend ein Punkt in der Verbindungslinie

der beiden ersten ausgedrückt. Die zwei Punkte ft + kv = 0, f*— fcv =4)
bezeichnen Punkte, die die Liuie (fiv) innerlich und äusserlich in demsel-

ben Verhältniss theilen ; demnach bezeichnen

ein System von vier harmonischen Punkten einer geraden Linie.

In gleicher Weise ist das anharmonische Verhältniss des Systems

f*, ft + kv, ft + Iv

das von k:l, und das des Systems

• i i > i i ..(*— /«)(/— «)

H + kv
} n + lvtfi + mv, tA+ nviBt^_ n)

Es wird er + /3 = 0 der Mittelpunkt der Linie y/2?, «— 0 = 0 der

unendlich entfernte Punkt derselben Linie sein; daher a— y— 0 der

-unendlich entfernte Punkt der Linie AC und ß — y= 0 der von BC und

diese drei Punkte liegen in der durch a= 0=y dargestelltenLinie, der u n -

endlich ontfernten Geraden; dass er= ß= y ihr Ausdruck sein müsse,

hätte man schon aus der Betrachtung schliessen können, dass alle endlichen

Punkte von der geraden Linie im Unendlichen glcichweit entfernt sein
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müssen. Irgend eiu Punkt im Unendlichen wird durch die Gleichung

/ß + «jj + ny = 0 bezeichnet, wenn zugleich die Bedingung / + w +
n= 0 erfüllt ist; denn dann genügen die Coordinaten der geraden Linie des

Unendlichen der Gleichung. Es ist ferner klar, dass drei Gleichungen wie

diese Ja — mß=Q, mß — ny =0, ny — /«= 0

drei Punkte in gerader Linie bezeichnen. Diese Gleichungen liefern

jetzt sogleich den wohlbekannten Satz, dass wenn eine gerade Linie die drei

Seiten eines Dreiecks ABC in deu Punkteu L, M
t
N schneidet, die Rela-

tion stattfindet:

AM C

L

ß_N

MC* Lß' SA" 1 '

Man sieht schon aus diesem Wenigen, dass zwischen beiden Coordinaten-

Systemen vollständige Reciprocität stattfindet; dieselben Gleichungen, die

dort zeigen, dass drei Linien sich in einem Punkte schneiden, sagen hier aus,

dass drei Punkte in einer geraden Linie liegen. Wenn die Gleichungen

a + 0= 0, ß— y= 0, y + a= 0,

als Gleichungen in Dreilinien-Coordinaten interpretirt, ausdrücken, dass die

Halbirnngslinien irgend zweier Anssenwinkel eines Dreiecks sich in der

Halbirungslinie des dritten inneren Winkels begegnen , so bedeuten sie als

Gleichungen in Dreipunkt - Coordinaten , dass die Verbindungslinie der

Mittelpunkte zweier Seiten eines Dreiecks der dritten Seite parallel ist.

Viele Sätze bedürfen bei Anwendung dieses Coordinaten-Systems kaum

. des Beweises; z. B. dieHalbirungslinien der Seiten eines Drei-
' ecks schneiden sich in einem Punkte, nämlich dem et + ß + y= 0;

denn dieser Gleichung gentigen die Coordinaten der Linie von C nach der

Mitte von AB, d. i. er -f- 0=±n, y= 0, ebenso wie die der Linie von A
nach der Mitte von BC

y
d. i. ß + y=0, «= 0 und die der Linie von B

nach der Mitte von CA, d. i. a + y= 0 und ß = n.

Oder: die drei Winkelh albirungslinien eines Dreiecks
schneiden sich in einem Punkte. Denn der Punkt, wo eine dieser

Halbirnngslinien die Gegenseiten schneidet, kann, wenn a, ft, c die Seiten-

längen, C, B, A die Winkel des Dreiecks bezeichnen, geschrieben werden

entweder act -f- bß= 0 oder asinA + ßsin B ~ 0,

weil die Gegenseite von der Halbirungslinie im Verhältniss der anliegenden

Seiten getheilt wird. Die Gleichung

act -j- bß + cy r= 0 oder asinA -f ßsinB + ysinC— 0

genügt den Coordinaten der Verbindungslinie des vorher bestimmten Punk- .

tes mit der Ecke y und so nach ihrer symmetrischen Form auch den andern

Winkelhalbirungslinien. Mit derselben- Leichtigkeit beweist sich der Satz

vom Durchschnitt der drei Höhen.

Tn Folgendem ist der Satz bewiesen: Die Mittelpunkte der Dia-
gonalen eines vollständigen Vierecks liefen in einer gera-
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den Linie. Seien drei der Ecken Fundamentalpuiikte, also ihre Glei-

chungen <r= o,0= O, y= 0 und die der vierten Itt + mß -f »y = 0. Die

Gleichung des Mittelpunkts einer Diagonale ist a + y = 0; die des Mit-

telpunkts der zweiten , , ,

ß + -T+-v-?T- = ü odcr

(f -f m + n) 0 + (/« + mß + ny) = 0.

Die Gleichung des Durchschnitts der Gegenseiten AB und CD ist /« + mß-- 0

und des von AD und m/J -f- ny = 0; die Gleichung des Mittelpunktes

der diese zwei Punkte verbindenden geraden Linie ist daher

iJ

r^r + "t + 7 = Oodcr
<
m + "> (

/a + + (' + *) («0 + »y) =«.

welches geschrieben werden kanu

/» (« + y) + /»[(/ + m + ») 0 + /« + w|J + ny) = 0,

woraus man deutlich erkennt, dass die drei Mittelpunkte in derselben ge-

raden Linie liegen.

Im Bereich der Curveu erweist .sich an Stelle des allgemeinen Principe,

dass der Ort S= kS' die gemeinschaftlichen Punkte der Oerter S = 0 und
5'== 0 enthält, hier das Folgende als gleich nützlich: Wenn tf= 0und
Vz=o die Gleichungen zweier Oerter in Dreipunktcoordina-
te n bedeuten, so bezeichnet V—kü' einen Ort, der von allen

gemeinschaftlichen Tangenten jener beiden Oerter gleich-

falls berührtwird; denn die Coordinaten jeder den Gleichungen U=0
und (f=0 genügenden geraden Linie müssen auch die Gleichung ü—k V
befriedigen. So bezeichnet dann aß= k. yd einen Kegelschnitt, der die

vier Seiten des Vierecks berührt, dessen Ecken a, ß>y>& bezeichnen, und

so txß=iky2 einen Kegelschnitt, der durch die Punkte er, ß geht und die

Verbindungslinien dieser Punkte mit y zu Tangenten hat.

Wenn sonst eine Tangente als eine gerade Linie definirt wird, welche

die Curve in zwei aufeinanderfolgenden Punkten schneidet, so wird im ge-

genwärtigen System ein Punkt in der Curve als der Durchschnitt zweier

aufeinanderfolgenden Tangenten betrachtet. Und daher ist ganz allgemein,

wenn die Gleichung einer Curve aqp= y
2
^/ wäre, immer a ein Punkt der

Curve und die Linie, die ihn mit y verbindet, eine Tangente derselben.

Es ist gewiss, dass alles früher iu Bezug auf Kegelschnitte im System

der Dreilinien - Coordinateu Entwickelte hierher passt, indem ohne Verän-

derung des Rechuenwerks die Interpretation die des Systems der Dreipunkt-

Coordinaten wird. Repräsontirt die Gleichung « ß =^= y
2 (analog dort

P. Q=zR2
) den Kegelschnitt, dem « angehört und den (a, y) und (/?, y)

tangiren, so bezeichnen p<x — y und ß—fiy irgend eiue Tangente , und

fi
2a— 2 (iy ß= 0 bezeichnet den Berührungspunkt.

Wenn man in dem System der Dreiliuien - Coordinateu die Aufgabe

löst: Ein Dreieck ist einem Kegelschnitt umschrieben; zwei
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seiner Ecken bewegen sich in festen geraden Linien, es ist

der Ort der dritten Ecke zu finden^ so entspricht ganz die näm-

liche Rechnung im Geiste der Dreipunkt -Coordinaten der Aufgabe: Ein
Dreieck ist einem Kegelschnitt eingeschrieben nnd zwei
Seiten desselben drehen sich um festePunkte: man soll die

Umhüllungscnrve der dritton Seite find en. Und in beiden Fällen

ist die Antwort ein Kegelschnitt, der mit dem gegebenen eine

doppelte Berührung hat, aber im ersten Falle in den beiden Punkten,

wo die Tangenten vom Durchschnittspunkt der festen geraden Linien aus

den Kegelschnitt berühren ; im zweiten in den Punkten, wo die Verbindungs-

linie der beiden festen Punkte den gegebenen Kegelschnitt schneidet.

Wenn die Aufgabe wäre, d en Ort eines Punktes zu finden, der

den Abschnitt der veränderlichen Tangente eines Kegel-
schnitts zwischen zwei festen Tangenten desselben in einem
gegebenen Verhältniss theilt, so möge y der Durchschnittspunkt der

festen Tangenten sein und die Gleichung des Kegelschnitts aß = k. y
1
.

Dann bezeichnet pet — ky den Punkt, wo eine veränderliche Tangente die

a, y verbindende Tangente schneidet, ß= (iky dagegen den Punkt, wo

dieselbe ß , y trifft und es ist nun

j±-
k (n*

- k y) + jJL^ (ß- p ky) = 0

die Gleichung des Punktes, der die Verbindungslinie dieser Punkte in dem

gegebenen Verhältniss B:A theilt. Diese Gleichung wird, wenn man die

Nenner entfernt und ordnet

fi
2 (Aka + Bky) — fi [Au+ Bß + (A + B) kl

y) + Aky + Bkß= 0.

Und um nun den gesuchten Ort zu erhalten , inuss man die Bedingung bil-

den , dass sie in gleiche Wurzeln besitze ; diese Bedingung aber und da-

mit die Gleichung dos gesuchten -Ortes ist

4F (Au -f By) (Ay + Bß) = [Att + Bß + (A + B) k^yf.

Wenn man in dem System der Dreilingen- Coordinaten unterscheiden

will , ob eine Curve zweiten Grades eine Hyperbel
,
Ellipse oder Parabel

sei , so müssen die Winkel des Dreiecks « ß y bekannt sein. In dem gegen-

wärtigen System kann die Unterscheidung leicht allgemein vollzogen wer-

den. Die Curve wird eine Parabel sein, wenn die Coordinaten der Linie

im Unendlichen et= ß= y der Gleichung in Dreipunkt-Coordinaten genü-

gen ; und weil die Gleichung homogen ist , wird dioss der Fall sein , wenn

die Summe der Coefficicntcn Null ist; so stellt z. B. uß — y
1 eine Parabel

dar und man sieht daraus sofort, dass das Product d er Senk rechte n

von zwei Punkten der Curve auf eine Tangente dem Qua-
drate der Senkrechten gleich ist, die man vom Pol der Ver-
bindungslinie dieser Punkte auf dieselbe fällen kann.
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Um au untersuchen, ob die allgemeine Gleichung

Act2 + 2Baß + Cß2 + 2Day + 2Eßy + Fy* 0

eine Ellipse oder Hyperbel darsteift, ist zu zeigen, ob die Linie im Unend-

lichen die Curve in zwei reellen Punkten schneidet oder nicht; dazu wird

man zuerst die Bedingung bilden, welche erfüllt sein muss, damit ein Punkt

/« + mß + ny= 0

der Curve angehöre, dann diesen Punkt speciell als einen Punkt des Unend-

lichen einführen, indem man /+ m=—n setzt und für hm auflösen; man
wird damit die Gleichung der Punkte haben, wo dio Linie jtn Unendlichen

die Curve schneidet, und wenn man die Bedingung bildet, dass die Glei-

chung in / m reelle Wurzeln haben soll , so wird dies» die Bedingung sein,

dass die Curve eine Hyperbel sein soll. Man findet, dass die durch die all-

gemeine Gleichung dargestellte Curve eine Hyperbel ist, wenn die Coeffi-

eientensumme

A + l2B + C + 2l)+>2E+ F
und die Function

AI? + CD2 + FB l— ACF~ 2BDE,

einerlei Zeichen haben. Wenn diese Grössen verschiedene Zeichen besitzen,

so ist die Curve eine Ellipse. Ist die letztere Function gleich Null, so ist

die Gleichung in Factoren zerfallbar und repräsentirt zwei Punkte.

Wenn man die allgemeine Gleichung des Kegelschnitts iu der symme-

trischen Form

aa 1 + aß* + af + 2 bßy + 2 b'ya+ 2 b"aß= 0

schreibt und zur Abkürzung durch S vertreten lässt, so drückt dieselbe

Gleichung
. dS

, a. dS . , dS
* + * äß + r ^ = 0

im System der Dreilinien-Coordinaten dio Polare irgend eines Punk-
tes et ß'y und im System der Dreipunkt - Coordiuaten den Pol irgend

einer geraden Linie t* ß' y aus.

Denkt man im letzteren Fall diese gerade Linie im Unendlichen , so

dass ihre Coordinaten et — ß' y — was im ersten Falle dem Punkte im

Unendlichen entspricht — so erhalt man die Gleichung des Centrnms
(denn es ist der Pol der unendlich entfernten geraden Liuic)

dS dS dS
dü + dß rfy ~ 05

und dieselbe Glcichuug wird im ersten Falle die Gleichung eines

Durchmessers sein, denn ein solcher ist die Polaro eines unendlich ent-

fernten Punktes. ,

Wenn z.B. der Kegelschnitt einem Viereck eingeschrieben
sein soll, von welchem droi Ecken die Fundamentalpunkte ct,ß

t y sind, in-

dess die vierte

let 4- mß + ny
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kurz durch <J bezeichnet wird, so ist seine Gleichung

ay — k.ßd

und sein Centruin muss daher sein »

« + y = A(jS + a);

woraus man ersieht, das« dasselbe immer in der geraden Linie lie-

gen muss, die die Mittelpunkte der Diagonalen dos Vierecks
verbindet.

Diese Beispiele mögen genügen; nur das ist noch zu erörtern, wie in

diesem Coordinatensystem nicht homogene Gleichungen homogen gemacht

werden können« Mau darf voraussetzen , das« das Mittel dazu dem bei den

Dreilinien-Coordinaten angewendeten ähnlich sein werde, dass es also hier

bestehen wird in einer Relation zwischen den drei Senkrechten von den

Eckpunkten eines Dreiecks auf eine gerade Linie. Ist also — indem wir

Cartesische Coordinaten in ihrer allgemeinsten Form anwenden

x cos 9 + y sin & + p= 0

eine gerade Linie , so sind

r, cos & -f- y {
sin S -f- p= et

,
x
2
cos 6 + Ui **" ® + P= ß i

j;., cos & + y3
sin & -\- p— y

j

und aus diesen Gleichungen werden S und p zu eliminiren sein. Indem man
die erste dieser drei Gleichungen mit y2

— y 3 , die zweite mity3
— yt

und

die dritte mit y i
—y2

multiplicirt uud den doppelten Inhalt des Dreiecks

= *i (y2— y.0 + ^2 (ft—#1) + ^3 (yi —y2)

durch ;¥ abkürzend bezeichnet, erhält man

ilf cos ö = a (y,—

y

3) + 0 (y3
—y,) + y —

y

2)

und auf ganz analoge Weise

— M sin S= a (x
l
— a?3) + 0 (x3— x,) + y (x,— x

2)

zwei Gleichungen, aus denen nun 8 aufs Einfachste verschwindet. Indem

man in das Resultat der Elimination die Seiten des Dreiecks a, />, c und seine

Winkel 5, C statt der Coordinatendifferenzen und die drei Höhen p2 ,
jt>
3

für die Bezeichnung des doppelten Inhalts einführt, erhält man die folgende

Gleichung

a« , ,
2 ceßcoftC 2ßycosA 2yuvosB

^

Pi* J*** /'s* PiPt PtPs PiPi
~~ *

welche kurz 5i = 1

geschrieben werden mag. Mit Hilfe dieses Ausdrucks kann man jede nicht

homogene Gleichung homogen machen; man wird in einer solchen, wie z.B.

tp (or
, ß , y) = consl.

zuerst durch Einführung irgend eines Factors z die Homogeneität herstellen

und sodann diesen mit Hilfe der Gleichung z2— Sl eliminiren.

Und hier ist nicht zu übersehen, dass diese Elimination von verschie-

denem Erfolg ist, jenachdem die Constante in der Gleichung

(p (a, ß, y, cotisl.) =s o
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nur in geraden oder auch in ungeraden Potenzen enthalten ist; in jenem
Falle ist die Gleichung nach der Elimination von demselben Grade wie vor-

her, im andern Falle nachher vom doppelten Grade. So wird die Gleichung

eines Kreises, dessen Mittelpunkt lec + mß + tiy= o und dessen Halb-

messer r ist

/«+ wß+ »y_
/•fw-fft

— r '

indem man sie homogen macht, zu dieser

(/« + mß + n Vf = r2 (/ + m + n) 2 &

;

der Kreis ist also eine Curve der zweiten Klasse. Dagegen ist eine Curve

ccßy= conti.

von der sechsten Klasse, denn sie wird durch die Einführung von & zu

Und wenn mau jetzt endlich untersucht, welches die Bedeutung der

Gleichung

«'
. ß*

., V* 2*ßeosC ZßYcosA 2yacosB _ ^
P* Pt* P3* P\Pt PtP* PiPi

ist, so hat das den nämlichen Sinn und Erfolg, wie die entsprechende Unter-

suchung bei denDreilinien-Coordinaten. Die Gleichung scheint zunächst eine

Curve zweiter Klasse zu sein, allein sie zerfällt näher betrachtet in Facto-

rcn und bezeichnet zwei Funkte. Augenscheinlich ist, dass es keine end-

lichen Punkte sein können, da man für alle diese immer Ä= l hat. Ihre

nähere Kenntniss ist aber nach dem Mitgetheilten leicht zu erlangen , denn

wären diese Factoren kurz w,w', so ist die Gleichung eines Kreises vom Mit-

telpunkte d in homogener Form

6 2= ha.aa
und man erkennt nun, dass w,<o die zwei Punkte darstellen, wo die vom
Centrum 6 an den Kreis gezogenen Tangenten ihn berühren, oder die zwei

Punkte eines Kreises, in denen er die unendlich entfernte gerade Linie schnei-

det*). Und so gelangt man zu der Einsicht, dass die Auffassung des Car-
tesischen Systems in dem Sinne der Tangential- Coordinaten etwas darin

vom System der Dreipunkt-Coordinaten Abweichendes geben müsste, dass

dort nur einer der drei Fnndamentalpunkte endlich und reell erscheinen

würde.

Ich schliesse hier die Entwickelung dieser Coordinatensysteme, auf de-

ren Benutzung das Folgende gegründet ist; wenn sie etwas lang erscheint,

so entschuldige man diess mit dem Wunsche, eine möglichst abgerundete

und selbständige, will sagen von Citaten und dergleichen unabhängige Dar-

stellung zu gehen. Dieselbe dürfte gerade dadurch um so gerechtfertigter

erscheinen, als es keinem Kenner der deutschen Geometrie bis hierher ent-

*) Von diesen Punkten des Kreises im Unendlichen and ihrer Bestimmung han-

delt Cbaslcs, Traitd de geome'trie supe'rieure ait. 651 und benachbarte
mit besonderer Deutlichkeit.
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gangen sein kann, dass bei aller Selbständigkeit der Darlegung die beiden

erörterten Coordinatensysteme selbst, der zu Grunde liegenden Idee

nach nicht wirklich neu sind; beide sind aie offenbar nicht wesentlich ver-

schieden von dem System der Fundaracntalpunkte und Fundamentallinien—
ich habe diese Namen absichtlich schon im Vorigen gebraucht, von der eng-

lischen Bezeichnung abweichend — durch welches vor dreissig Jahren Herr

Prof. Möbius zu einer so glänzenden Reihe geometrischer Entdeckungen

gelangte. Wenn die rein geometrische Entwickelung und Durchführung und

die klare Entgegensetzung der darin enthaltenen Systeme als Punkt-Coor-

dinaten und Tangential-Coordinaten dem englischen Autor eigentümlich

erscheint, so zeigen die Entwickelungen dos gedachten klassischen deut-

schen Werks, dass sein berühmter Verfasser sich die Vorthoilo dieser Reci-

procität nicht entgehen Hess. In der vollen Betonung dieser Umstände schmä-

lert man, wie mir scheint, nicht im Entferntesten das Verdienst des eng-

lischen Autors; und ich muss hinzufügen, dass aus Salmon's Werken, so

weit ich dieselben kenne, zwar eine sorgfaltige Beachtung der Arbeiten der

neueren deutschen Geometer (Crelle's Journal), aber nirgends sonst gerade

eine genauere Kenntniss der Arbeiten des Herrn Prof. Möbius hervorleuch-

tet ; vielmehr sagt derselbe in einer Note, dass sein System der Dreipunkt -

Coordinaten ihm nach einem flüchtigen Ueberblick mit der Methode

des barycentrischen Calculs zusammenzufallen scheine.

Und so geht aus dem Allen die für joden deutschen Freund der Geo-

metrie erfreuliche Wahrnehmung hervor, dass die wissenschaftlichen Ideen

eines ihrer Vertreter noch immer auch im Auslände in fruchtbringender

Wirkungsfähigkeit sich bezeugen ; diess kann S a 1 m o n 's ausgezeichnetes

Werk beweisen, wie es — Übrigens gleichzeitig— Chasles's Tratte de ge'om.

sup. allen Einsichtigen in überraschender Weise gezeigt hat. Und die volle

Selbständigkeit der genannten Geometer thut dieser Freude keinen Eintrag.
i

Pole und Polaren.

Wenn eine Curve «ten Grades zuerst daxgestellt wird durch die Glei-

chung in der Form

A + Bx + Cy + />.r2 + Exy + Ft/ +
, + px* + Q.xi— X

y + + Rxtf-* + Syn ~- 0

so geht dieselbe durch Einführung von Polar- Coordinaten, d.h. durch Sub-

Ntitntion von q cos S und Q sin 0 für x und y in die neue Form übe«:

A + ? {BcosS + Csin ©) + (Dco^G + Ecos SsinS + Fsm28) +
(>
3 (Gcos3® -f ....)+....= 0.

Man hat nun den wichtigen ven Cot es in seiner ffarmonia mensurarum

gegebenen Satz: Wenn man in jedem Radius vector, der von ei-

nem festen Punkte 0 ausgehend, eine Curve nln Grades in

den Punkten 7?,, i?
2 ... schneidet, einen Punkte so wählt, dass
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L 4- 1x1 x
OH *~~ OH

t

T
Ö/f,

T
Ö7f3 ^ * ' '

*

so ist der Ort von R eine gerade Linie.

Denn wenn man 0 zum Coordinatenanfang wühlt, so ist die Gleichung,

welche 0Ä
t ,

077
2 ... bestimmt, von der Form

A. — + (/ico* 0 + C'*in S)

-|- (/> co$'9 + # ro* ®sin S + i^sm2«) + = o

Daraus ergiebt sich sofort

OH ~~ A

oder, indem man zu gewöhnlichen a*,f/-Coordinaten zurückkehrt,

Bx + Cy -f «^= 0.

Auf diese gerade Linie, der Polare im Falle der Kegelschnitte analog,

die auch der Ort der harmonischen Mittel der Radien vectoren durch einen

gegebenen Punkt ist, kann man den Gebrauch der Worte Pol und Polare

ausdehnen und sie die Polarlinie des Anfangspunktes der Coordinaten

nennen.
*

E. doJonquieres schreibt, wie Salmon gleich nachher auch, die

Gleichung dieses Ortes in der Form

J_ 1
. _L _±j.1 1.

OH 0R
X

OH 0Ht
^ OH OHa

* * ' '
~~ °

oder kürzer

*(*s-
und scliliesst, dass er eine gerade Linie bedeute, daraus, dass diese Glei-

chung OR nur im. ersten Grade enthalt, also dem Punkte R auf jeder Trans-

versale nur eine einzige Lage anweist, von der zugleich leicht zu sehen

ist, dass sie nicht in 0 selbst sein kann, weil, wenn OR Null wäre, auch eine

der Grössen 0Rn es sein müsste, d.h. 0 selbst in der Curve läge, was nicht

vorausgesetzt ward.

Auf ganz einfache Weise bildet man nun Polarcurven höherer Ordnung.

Man setzt den Ort

Vv vi/ \v 9t/

und fragt nach seiner Bedeutung. Die Zahl der Glieder in dieser Summe

ist die Anzahl der Combinationcn zu zweien von n Dingen , also = "^
so viel mal wird in jener Summe vorkommen, der Ooefficient von —

wird werden— («— 1) 2 (~) un(* daher wird obige Gleichung des Ortes

gleichbedeutend sein mit der folgenden

.^±_
(„-0lr(±) + z(^J = o.
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108 Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung.

Offenbar stellt sie einen solchen Kegelschnitt dar, dass das harmonische

Mittel der Entfernungen vom Coordinatenanfang 0 zum Kegelschnitt gleich

dem harmonischen Mittel der Entfernungen von 0 zur Curve ist und der

reciproko Werth des Products seiner Entfernungen vom Kegelschnitt gleich

dem mittlem Product der Paare der reciproken Werthe seiner Entfernun-

gen von der Curve. Man kann denselben die konische Polare des Coor-

dinatenanfangs nennen. Seine Gleichung erhült man, wenn man aus der

Gleichung der Curve für

•

ihre Werthe einsetzt; sie ist demnach

„(„— 1)1. Bros&i-CinG l
,
0™**©+ Eco$9siHG+ F.sin*0

ft—— ?+ (»-0 J f
+

a
= 0'

Mit demselben Rechte wie vorher schliesst natürlich der französische

Mathematiker aus der Gleichung

(jJti O/i,) (o/f
"

Ort,)
°'

dass der Ort von R nur ein Kegelschnitt sein kann, weil die Grösse OR nur

im zweiten Grade in der Gleichung auftritt und R nicht mit 0 selbst zusam-

menfallen kann, so lange 0 nicht der Curve' angehört.

Es ist also eine dem Satze von Cotes analoge allgemeine Eigen-

schaft geometrischer Curven, dass der durch die entwickel*

ten Gleichungen dargestellte Ort immer ein Kegelschnitt ist.

Und so lKsst sich die Polarcurve irgend einer höheren Ordnung k bil-

den
i
wenn man die Gleichung setzt

£
(jf ol) (7 Vi)

' ' '

' G" Qh) ^ °'

Dieselbe ist gleichbedeutend mit

n (n-1). . .(« -*+ l) A Y— — • («-*+»> / I \~l

y (}\
1.2....* \ 9 J 1.2..". .(*-!) \ 9 J \9J

I.2....(*-2) W \QtQ,J

welche eine Curve ä,w1 Grades bedeutet, die folgende Eigenschaften besitzt

(wenn immer OR einen Radius vector der ursprünglichen Curve und Or der

Polarcurve bezeichnet)

j_ yJ _ I v _L
n *Oä, ~*

* Or,»

'

n - 1) 07f, . 0/ft * (*— 1) (Vr, . Or,'

1.2.3 „ 1 1.2.3 v 1

^ttt;—7rr,
—tttt = ^tt rm—r: ^t. 7i 77~ u. 8. W.

n (n— 1) («—2) OH
{
.0/{t . 0 Ii, k (*— 1} (*— 2) Or,.Or,. Ors

und man erhält die Gleichung dieser Polarcurve durch Einsetzen der Werthe

für die Ausdrücke £ aus der gegebenen Gleichung der Curve, wie folgt:
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( 1 Y_l_ * ( l V~' ücoge+CtinQ

oder wie Salmon sie kurz schreibt:

l/0 H M, H TT w
'i H 7 777 5T «« + .... =r 0.

" ' « 1 w — 1) ' n(n— 1) (« -2) 3

Man bat somit eine unbegrenzte Anzahl von Sätzen, die dem
von Cotes analog sind.

Aus der Art, in welcher diese Gleichungen gebildet worden sind, folgt

sofort, dnss die Polarlinie des Coordinatenanfangs in Bezug auf
alle* diese Polarcurven dieselbe ist, denn das harmonische Mittel

der Radien vectoren ist für alle diese Curven dasselbe; dass eben so die

conische Polare des Coordinatenanfangs für alle die Curven
unter jenen, die den zweiten Grad Übersteigen, dieselbe ist,

weil der mittlere Werth der Pioducte der Paare reciproker "Werthe der Ent-

fernungen vom Coordinatcnanfang für alle diese Curven derselbe bleibt, und

dass ganz allgemein irgend eine der Polarcurven des Coordina-
tenanfangs auch in Bezug zu allen seinen andern Polarcur-

ven höherer Grade eine Polarcurve desselben ist.

E. de Jonquieres beweist diese merkwürdige Eigenschaft für den

folgenden speciellen Fall : die conische Polare eines Punktes im Verhältniss

zu einer Curve vierter Ordnung ist zugleich die conische Polare dieses Punk-

tes bezüglich der im Verhältniss zur gegebenen Curve genommenen eubi-

schen Polare desselben Punktes. Aus der Gleichung

\oii ohJ \or onj

folgt nämlich, dass die zwei Werthe von OR
t
die einer beliebigen Trans-

versale 0R
X
R

2
Ä

3
Ä

4
entsprechen, die beiden Wurzeln der Gleichung sind :

J, ~ÖR
2 (OR

1
.OR.

i + OR
i
.OR,

i + OR
i
.ORi+ OR

2 .ORz + OR
2
.OR

i -f

ÖÄ3 . ORJ—30R {0R
X

. OR2 . 0i?3 + OR
t

. OR2
. 0/?.,-f- OR

{
.OR

z
.OR4

+ OR
2 .ORz. ÖÄ4)+6 öi?, . OR2 . OR3

. OR
4
=0.

Seien nun 0r,0r
l}
0r

2
die drei Werthe des Radius vectors der eubischen

Polare des Punktes 0 auf derselben Transversale, «o werden die beiden

Werthe des Radius vectors der conischen Polare von dieser Curve dritter

Ordnung die Wurzeln der Gleichung zweiten Grades sein

ÖP2
(Or + 0r

x + 0r
2)
— lOP (Or . Or

t
+ Or . ör2 + 0r

x
. Or

2)

+ 30r.Or
i .
0r2
= 0.

Und wenn man in dieser die Coeffieienten durch die aus der Gleichung

£
(ölt

~~
ol() (öTi ~ Ö7T«) (ö7i öi?ä)

=
°'

Zeitschrift für Mathematik u. Physik. IV. 8

Digitized by Google



ltö Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung.

welche die cuhische Polare darstellt, entnommenen Werthe ersetzt, so erhält

man eine mit der Gleichung A identische Gleichung. Also sind die Werthe

von OR und OP dieselben und die beiden conischen Polaren decken sich.

Der Autor bemerkt dazu noch : dieser Beweis lässt sich ebenso auf jeden spe-

ziellen Fall anwenden. Er besteht in einer einfachen Bewährung, die zwar

beschwerlich aber nicht schwer ist, weil sie nicht die Bestimmung der Wur-

zeln der aufeinanderfolgenden Gleichungen, die die Werthe der Radien

vectoren der verschiedenen Polaren liefern, selbst erfordert, sondern nur die

Kenntniss der Summe der Producte dieser Wurzeln zu einen, zweien, dreien

u.s.w. genommen, Producte, die unmittelbar durch die Coefficienten dieser

verschiedenen Gleichungen gegeben sind. — Gewiss bleibt die wirkliche

Durchführung dieser Schritte von einer beschwerlichen Langwierigkeit.

Durch diesen merkwürdigen Zusammenhang werden alle Polaren der-

selben Curve und desselben Punktes zu einer wahren Familie der Polar -

curven vereinigt.

Wenn der Punkt 0 in unendlicher Entfernung ist, so ändert sich die

Form der definirendon Gleichungen

die man offenbar auch schreiben kann

wegen der Gleichheit aller Nenner, die darin vorkommen, in diese

:

Z(ÄÄ
t
)=0, . Äi?2)

= 0, £(ÄÄ, .ÄÄ,.ÄÄÄ
)- ou. s. w.,

und diese Gleichungen besagen: die Polarlinie des unendlich ent-

fernten Punktes besitzt die Eigenschaft, dass die Summe al-

ler zwischen der Curve und ihrer Polare auf den parallelen

Sehnen, die nach ihm hingehen, liegenden Abschnitte ver-

schwindet; seine conische Polare besitzt dieselbe Eigen-
schaft hinsichtlich der Summe der Producte der paarweis
genommenen Abschnitte u.s.w.

Seit Newton heisst die gerade Linie, die für ein System paralleler

Sehnen der Ort der Centra der mittleren Entfernungen der n Punkte ist, wo
jede derselben die nämliche Curve « ler Ordnung schneidet, der dem gegebe-

nen System paralleler Sehnen entsprechende Durchmesser der Curve.

Und es gründet sich dabei der Name „Centrum der mittleren Entfernung"

auf den Umstand, dass, wenn man von irgend einem Punkt einer solchen

Sehne aus nach den Punkten der Curve Iladien vectoren (r,, o2 ,
o3 . . . o„ zahlt

und den nach dem entsprechenden Punkte des Durchmessers q nennt, im-

mer die Relation stattfindet
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^ —
Pi) = 0, oder «9 == 2" oder ? =

Genau diese Relation geht auch aus den obigen Formeln hervor, so weit

sie sich auf die Polarlinie beziehen; aus den gegebenen Eutwickelungen

folgt also unzweifelhaft, dass die Polarlinie eines Punktes in un-

endlicher Entfernung der Durchmesser des Systems paral-

leler Sehnen ist, welche nach jenem Punkte gerichtet sind.

Es folgt aber auch daraus, dass jener Ne wton'sche Begriff des Durch-

messers in der Art zu erweitern ist, dass es auch krummlinige Durch-
messer*) giebt. Eine Curve w 1** Ordnung hat krummlinige Durchmesser

aller Ordnungen bis zur (n— l)
,en

. Der krummlinige Durchmesser
irgend einer Ordnung ist identisch mit der Polarcurve der

niimlichen Ordnung von dem unendlich eut fernten Durch-
schnitt8pUnkt des Sehnensystems, dem die Diametral-Curve
entspricht.

Es ist gewiss, dass zwei Punkte die gerade Polare bestimmen, und da-

her auch sicher, dass wenn zwei gerade Linien durch 0 zwei Curven in den-

selben Punkten R
ly

i?
2 . . . Sv S2 . . . schneiden, die Polare von 0 in Bezug auf

beide Curven dieselbe sein wird, weil zwei ihrer Punkte R und S für beide

dieselben sind. Diess wird gleichmassig wahr bleiben, wenn die zwei Linien

ORjOS zusammenfallen, d.h. Wenn zwei Curven »,en Grades einan-

der in «Punkten einer geraden Linie berühren, so wird die

Polare irgend eines Punktes in dieser geraden Linie für beide
Curven dieselbe sein, man muss daher, wenn irgend ein Radius vector

durch einen solchen Punkt beide Curven schneidet, die Relation haben

*-!_ = *-!-.
Ott Or

Von diesem Satze ist ein specieller Fall das Theorem von Maclaurin:
Wenn man durch einen Punkt 0 eine gerade Linie zieht, die

eine Curve nUB Grades in «Punkten schneidet und in diesen

Punkten Tangenten an die Curve legt, dann aber durch 0

eine andere gerade Linie legt, die die Curve in Än R
2
... und

jenes System von Tangenten in rn r2 ... durchschneidet, so

besteht die Relation

Ott Or*

Und davon ist endlich Newton's bekannter Satz ein specieller Fall:

Wenn eine Sehne eine Curve und ihre Asymptoten schnei-

det, so ist die algebraische Summe d er Abschn itte zwischen

der Curve und ihren Asymptoten gleich Null.

Allein in dem Bisherigen ist der Punkt O
y
dessen Polaren man aus-

drückte, noch immer als Anfangspunkt der Coordinaten vorausgesetzt wor-

*) Diesen Begriff hat, so viel ich weiss, Cr am er eingeführt.

8* •
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112 Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung.

Ou.s. w.

den ; diese specielle Voraussetzung ist aufzugeben. Gewiss konnte mau

dazu durch eine einfache Cöordinatentransforination gelangen; allein Sal-

mon zieht es vor, eine allgemeinere mehr symmetrische und für Anwen-

dungen geeignetere Methode anzuwenden, in deren Entwickelung* ich ihm

nun folge. Er gebraucht Dreilinien -Coordinaten und bezeichnet dieselben

durch x, y, z.

Die Gleichung der geradlinigen Polare ward gefunden, indem man die

Gleichung

£(L-±)=0 oder 2 ~JUh\ = o

bildete, die man mi( Hinweglassung des überall vorhandenen Factors im

Nenner schreiben darf

2 (Ml) = o.

Die Gleichung der conischen Polare wird dem entsprechend ausge-

drückt durch

(L-±) = oder 2 (««t-*«*) = 0

die der eubischen durch

z(L— ±) (-——) (I-J-Wo oder 2

(

RJk^L^3)=
Wenn man dann die Gleichung bilden kann , deren Wurzeln

RR
i
RR*u s w

sind, d.h. die Verhältnisse, in denen die Linie OR durch dio n Punkte ge-

theilt ist, wo sie die Curve schneidet, so würde der Coefficient des zweiten

Gliedes dieser Gleichung, indem man ihn gleich Null setzt, die Gleichung

der geradlinigen Polare liefern; der Coefficient des dritten Gliedes, der die

Summe der Producte jener Wurzeln, paarweise genommen, ausdrückt, würde

in derselben Weise die Gleichung der conischen Polare liefern u. s. w.

Eine solche Gleichung kann aber leicht gebildet werden; wenn nämlich

x
t , y x ,

r, die Coordinaten von 0 und x,y
t
z die von R sind, so sind die Coor-

dinaten eines Punktes Rit welcher die Länge OR im Verhältniss k-.fi theilt,

^ t) ausgedrückt durch &±^
j

Mi±j?

Wenn nun der Punkt R
l
in der Curve ist, so müssen diese Werthe der Glei-

chung der Curve genügen. Und man kann dabei wegen der Homogeneität

der Gleichung in xyz den gemeinsamen Nenner n + l weglassen, lernt

aber aus dein allen, dass man durch Einsetzen von px
l

kx
} fiyi

-^-Xy,

(iz
l
+ statt x,y

t
z in die Gleichung einer Curve

<p (a:,y, «) = 0

eine Gleichung des Grades in : k erhalten wird , deren Wurzeln die

Verhältnisse geben, in welchen die Linie OR durch jeden der »Punkte ge-

theilt wird, wo sie der Curve begegnet.
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Und wenn man nun <r, y, z, die Coordinaten von R, veränderlich denkt,

so liefern die Coefficienten dieser Gleichung in , gleich Null gesetzt, die

Gleichungen der verschiedenen Polarcurven des Punktes 0 in Bezug auf die

gegebene Curve. Die Differentialrechnung erlaubt, das Resultat dieser Sub-

stitution einfach zu schreiben, denn ftlr irgend eine Function von drei Ver-

änderlichen liefert das Taylor'sche Theorem den Ausdruck

^(*+^+^«+0-9(*.ir.«)^S + *g+IÄ) + ^(A.g +

dy* dz* rf.r dy dy dz dz dx/

und durch Einsetzen von für A, für k und für / in diese Glei-

chung muss man das Resultat der Substitution von fix
t + Xx, (iy

t -f- Xy,

j*z, + Xz für .r, y, z in die Gleichung gp (a*, y, r) t= 0 erhalten.

Wenn man zur vorläufigen Abkürzung des ohnediess noch zusammen-

gesetzten Ausdrucks durch V = 0

die ursprüngliche Gleichung und durch [U] = 0

die transformirte bezeichnet, so erhält man das Resultat in folgender voll-

kommen symmetrischen Gestalt

:

m=AW-V (x, +

-4-
I

• • • •

wobei (— ) ( ) «• s. w. das Resultat der Substitution von xv y., r,

\dr/ i, \da*S 1 dU d*U
statt x, v, z in die Ausdrücke— , -7-3 n " 8 - w - bezeichnen.

Durch den Gebrauch von Opcrationssymbolen kann dieser Ausdruck

wesentlich abgekürzt werden. Wenn /i die Operation

bezeichnet, so hat das Zeichen J 2 den Sinn

0> h + " £ + * £)' = *£ + £ + *f£ + 2 * " z£r.
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und man kann durch J A
}
4* u. s. w die Formen

/ d . rf. rf V / .
d

•
rf V

(*i ST,
+ * -rf*

+ S
« 0 > rfTr + * rf7

+ 2i Tz) U
"
8

-

W '

darstellen, diese selbst auf die in der Differentialrechnung gebräuchliche

Weise verstanden. Um ferner die Coordinaten der Punkte zu unterschei-

den, welche in diesen Formeln vorkommen, kann die folgende Bezeichnung

dienen

^=^+<+--.^ ".«Gl), +'(®+*6f),
so dass der dem ^ angehängte Index sich auf die Coordinaten bezieht,

welche die Differential- Cocfficienten multipliciren, dagegen der dem ü an-
d f r

gehäugte besagt, dass die entsprechenden Coordinaten in ^ u. s.w. ein-

gesetzt seien. Darnach würde dann z. B. J
{

U., bezeichnen:

oder das Resultat der Substitution von ar
2,y2 ,

c
2
in J

t
U\ 42 ül

dagegen würde

das Resultat der Substitution derselben Coordinaten ar
2 ,y2 ,

?
2

in J U
t
aus-

drücken. In gleicher Weise werden die Symbole J 2 U
x
und <4,

2 ü verständ-

lich sein und so die übrigen. Das allgemeine Resultat kann dann wie folgt

geschrieben werden

+ V, + ,,-< i (J {.',) + tj-i. t',)
_

Diese Gleichung giebt, wenn die Punkte 0 (x
l , y, ,

c
t )

und /? (.r, «/, z)

bekannt sind, die Coordinaten der n Puukte, wo GR die Curve schneidet,

nämlich wenn A, : fi, eine der n Wurzeln der Gleichung ist, die Coordinaten

X,.t + ft|.r , *,y -f- A
t : + ftt^i

Weil nun ^ =r^ und das Product aller der Wurzeln ^ der Gleichung

= y so hat man

Iin
l , fiRt . HRX ^. . .

d.h. da« stetige Product der auf einer gegebenen geraden
Linio von einem Punkt bis zur Curve gemessenen Entfernun-
gen ist dem Resultat der Substitution der Coordinaten die-

ses Punktes in die Gleichung der Curve proportional, welches

ein Satz von Newton ist.

Da nach der allgemeinen Theorie der Gleichungen

und die Gleichung der geradlinigen Polare gefunden wird, indem man setzt
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Von \V. Fiedler. 115

so ist die Gleichung der geraden Polare des Punktes a-j ,y t ,
rj allgemein

Eben so ist die Gleichung der conischen Polare desselben Punktes

Und so kann man in derselben Art die Gleichuugen der Polarcnrven höhe-

rer Ordnungen schreiben. Jene letzten Glieder der allgemeinen Gleichung,

die den ersten symmetrisch sind, lehren die Gleichungen der Polarcnrven

der höchsten Grade kennen; dadurch ergiebt sich die Gleichung der Polare

des (n— J)
un Grades in (Wu Formen

^-'P
1
=Ooder^

1
P= .r

1

£' + » 1 ^ + *
1 .^= 0

.

die des (n— 2)
,eB Grades ist

J*-2 l\ = 0 oder A^ U= 0 u. s. w.

Die Polarcurve des (n— l)
,eB Grades, deren Gleichung gefunden wird,

indem man die Operation J
t
V vollzieht, nennt Salmou die erste Polare;

darauf die Polarcurve («— 2)
u,n Grades, bei welcher man dieselbe Operation

doppelt vollziehen mnss, die zweite Polare u. s.f.; darnach wird denn

die Polare ersten Grades oder die gerade Polare nichts anderes als die

(«— J)
16 Polare sein.

Und auch in dieser allgemeinen Entwickehing ist aus der Art , in wel-

cher diese Gleichungen gebildot sind, vollkommen gewiss, dass die Polar-

curve irgend eines Grades auch in Bezug auf alle diejenigen Polaren des

nämlichen Punktes, deren Grad den ihrigen übersteigt, eine Polarcurve die-

ses Punktes ist. Das Symbol für diese Eigenschaft, für die Familienzu-
samraengehörigkeit dor Polaren ist der Ausdruck

Die gewonnenen so sehr symmetrischen und einfachen Ausdrücke der

allgemeinen Auflösung, Folge der zweckmässigen obgleich ganz allgemei-

nen und •unabhängigen Wahl des Coordinatcnsystems, zeigen sich alsbald

nützlich in der Untersuchung weiterer Eigenschaften der Polaren.

Die Gleichung

drückt eine Relation zwischen z
}
den Coordinaten irgend eines Punktes

der Polarlinie, und denen x^y^ z
t
des Pols derselben aus. Wenn man sich

nun den ersten Punkt fixirt und den zweiten veränderlich denkt , so muss

offenbar der Ort des letzteren Punktes sein
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116 Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung.

dU . dU , dU

und diess einfache Ergebnis», richtig gedeutet, heisst offenbar: Der Ort
alier der Punkto, deren geradlinige Polaren durch einen
gegebenen Punkt gehen, ist die erste Polare dioses Punktes.

Man sieht wohl , dass dieselbe Recipiocität der Ausdrücke, wie sie zu

der eben ausgesprochenen Beziehung zwischen der geraden und der ersten

Polare führt, auch zwischen der conischen und zweiten, der cubischen und

dritten Polare besteht und dass man daher eine ganze Reihe von Sätzen
hat , die dem zuletzt ausgesprochenen entsprechen und deren erster lautet

:

Der Ort aller der Punkte, deren conische Polaren durch
einen gegebenen Punkt gehen, ist die zweite Polare dieses

Punktes.

Jene Beziehung zwischen der geraden und der ersten Polare erlahbt

die Beantwortung der Frage: Wie viel Pole entsprechen einer ge-

raden Linie bei einer Curve u,<m Grades?

Man hat nur nöthig, zwei Punkte in der geraden Linie zu betrachten;

die Pole aller durch den ersten Punkt gehenden geraden Linien liegen in

einer Curve (n— j)
18" Grades

dU . dU , dV

und desgleichen die Pole aller geraden Linien durch einen zweiten Punkt

in der Curve
dU . dU dV
rf* + 7f^ + 7#F

°"

Die Pole der Verbindungslinie beider Punkte müssen offenbar in diesen

beiden Curven zugleich liegen, also die Durchschnittspunkte zweier Curven

(n— l)
1*" Grades sein; ihre Anzahl ist daher («— l)

2
. Eine gerade

Linie hat also in Bezug auf einen Kegelschnitt einen Pol, in Bezug auf eine

Curve dritten Grades deren vier, in Bezug auf eine Curve vierten Grades

neun u. s. w.

Dasselbe "Resultat lässt sich auch so aussprechen: Die ersten Pola-
ren aller Punkte einer geraden Linie gehen durch diesel-

ben (n— l)
2 Punkte, nämlich durch die Pole dieser geraden

Linie.

Es ist klar, dass auch dieser Satz nur einer ist von einer ganzen Reihe

von Sätzen, die ihm analog sind.

Wenn der Punkt, von dessen Polaren man handelt, in der Curve selbst

liegt, so führt die Theorie abermals zu wichtigen Ergebnissen. Wenn die

allgemeine Gleichung der Curve in Cartcsischen Coordinaten durch

Zusammenfassung der Glieder gleicher Ordnung unter den beigefügten Ab-

kürzungen wie folgt geschrieben wird
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+ Bx + Cy

+ Dx2 +Exy + Fy2

-r* . . . .

= 0,
•

+ .Px- + (te*-1
^ + + ä *y"-1 + %"

nämlich u
0 + + m2 + . . . . + w» = 0,

so kann die Gleichung der ersten Polare des Coordinatenanfangs unter der

Form *. tij + u0 « = 0

geschrieben werden; wenn daher der Coordinatenanfang der Curve selbst

angehört, so geht diese Gleichung über in it
l
= 0 und ist nach deren Be-

deutung au fragen.

Am klarsten wird dieselbe, wenn man die obige allgemeine Gleichung

unter der Voraussetzung^= 0 in Polarcoordinaten umsetzt; sie ist dann

g {Bcos & +- Csin S) + q
2 {Bcos2ß + EcosSsin0+ Fsin2

®)

+ p
3 (Gcos30+ )+. . ..=0

und an die Stelle von m,=0 tritt damit

q (J5 cos & *4" Csm 6)= o oder Bcos S -f- Csin & == 0.

Damit gewinnt aber jene allgemeine Gleichung die Form

o2 (Dcos2G + Ecos Qsin 6+ Fsin2S) + p
3 (G cos*&+ ff cos26 sin B+ )

+ ....= o

welche durch q
2 theilbar ist, also zwei Wurzeln q= 0 besitzt, und es muss

daher die durch den Coordinatenanfang gehende gerade Linie

Bcos&+ Csin &= Q oder «, --- 0

mit der Curve in diesem Punkte zwei zusammenfallende Punkte gemein ha-

ben, also ihre Tangente im Coordinaten-Anfangspunkt sein (sofern dieser

nicht einer der merkwürdigen Punkte der Curve ist, wovon nachher). Es

erweist sich also die geradlinige Polare eines Punktes in der

Curve unter diesen besondern Voraussetzungen als die Tangente der

Curve in diesem Punkte.

Und auch hier ist die allgemeine Entwickelung produetiver. Die all-

gemeine Gleichung einer Polarcurve irgend eines Pnnktes ar, yl
z
t

ist mit

Benutzung der OperationssymV'olo

und diese reducirt sich für den Coordinatenanfang wegen x
l
= 0, y i

=0 auf

dk V
dz*

*

Wenn aber hierzu die allgemeine Gleichung als

«, z"-» + «2
2—2

-f «
3
z—3 + . . . . = 0
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vorausgesetzt wird, so ist klar, dass in dem Resultat jener Differentiation

uoch immer u
t
die niedrigsten Glieder in x und y repräsentiren wird ; daher

dieselbe Folgerung wie vorher. Man hat daher die Sätze:

Die geradlinige Polare eines Punktes der Curve in Bezug
auf dieselbe ist die Tangente derselben in diesem Punkte.

Alle Polaren eines Punktes der Curve in Bezug auf die-

selbe berühren die Curve in diesem Punkte.
Und dann schliesst sich nach dem Satze, dass die erste Polare der Ort

aller der Punkte ist, deren gerade Polaren durch einen festen Punkt, eben

den Pol der ersten Polare, gehen, sofort als evident noch dieses wichtige

Ergebnis» an: Die Berührungspunkte aller der Taugenten, wel-

che von einem gegebenen Punkte aus an eine Curve gezogen
werden können, liegen in der ersten Polafre dieses Punk-
tes*). Im Rückblick auf das Verhältniss der Polareu zu den Diame-

tralcurven, wie es früher erörtert worden ist und wofern man auf diese das-

selbe Princip der Classification anwendet, wie es bei den Polarcurven durch-

geführt wurde, kann man hinzufügen: Die Berührungspunkte al-

ler der Tangenten, die einer gegebenen Richtung parallel'

an eine Curve gezogen worden können, liegen in der ersten

dieser Richtung conjugirten Diametral curv e.

Und da dieso Polar- oder Diametralcurve nach den vorhergegangenen

Entwickolungen allgemein von der (w — l)
,en Ordnung ist, so beantwortet

sich die Frage nach der Zahl der Tangenten, die man von einem Punkte aus

an eine Curve n,er Ordnung ziehen kann, durch folgenden Satz: Durch
einen gegebenen Punkt (also auch durch einen unendlich
fernen Punkt in gegebener Richtung) können an eine Curve
>/

cn Grades n (n— l)Tangenten gezogen werden. Es darf erinnert

werden, dass diess zugleich die Beantwortung der Frage ist nach der

Classe der Curve oder nach dem Grade der Reciproken einer

Curve n"n Grades.

Hier erscheint es nützlich, wenn ich mit einigen Bemerkungen wieder

speciell zu der Arbeit des französischen Gelehrten zurückkehre. Sein Be-

weis dafür, dass die Tangento in einem Punkte die gerade Polare dieses

Punktes sei , bezieht sich speciell auf eine Curve dritter Ordnung und ist

kurz etwa folgender: die Gleichung

giobt dann die Entwickelung

RR
t

. OR2 . 0Ä3 + RR2 . OR
t . öi? 3 + RR* . 0R2 . 0R

{
=0,

*) Poncelet hat «chon in Gergoune's Annnleu Vol. VIII, pag. 213 gezeigt,

dass die Iierührungs|)Uiikte auf einer Curve (n — l) ,cn Grades liegen
,
gegcuiiber der

Angabe Warinjr's, dass ihre Anzahl auf n1 kommen könne. Dieso Curve (n—l) 1"
Ordnung ist Salmon's er.ste Polare.
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welche sich, sobald 0 mit einem Punkte R
i
der Curve zusammenfallt, auf

das Glied

RR . 0R2
. ÖR

3
= 0

reducirt. Da aber 0R
2 ,
0R3

nicht Null sind, so besagt diess

RR
X
oder RO = 0,

dass also die Polare durch den Punkt ö selbst geht. Wenn man aber die

Tangente in 0 an die gegebene Ourvc zur Transversale nimmt, so werden

OR2 oder 0R$ unendlich klein und in Folge dessen hat OR einen unbe-

stimmten Werth, d.h. alle Punkte der Tangente können für R genommen

werden und die Tangente selbst ist, so lange der Punkt der Curve kein viel-

facher Punkt ist, die gerade Polare desselben.

Den allgemeinen Satz Uber die Berührung sümintlicher 'Polaren eines

Curvenpunktes mit der Curve beweist de Jonq uieres speciell für die co-

nische Polare einer Curve dritten Grades und für die eubische Polare einer

Curve vierten Grades; die Boweisform ist wirklich eiufach und fähig auf

jeden andern Fall ausgedehnt zu werden. Ich deute sie au.

* Für das erste Beispiel wird die Gleichung

£
Cor ~" öh[) (öTi ~~ ö/fj

= 0

für 0R
X
= 0 zu

OR(RR
2
.ORs + ÄÄv ÖJ?

2 )
= 0,

welcher durch zwei Voraussetzungen entsprochen wird , nämlich

Nach «1er ersten geht die conische Polare durch 0 und nach der zweiten

sind alle ihre Punkte die conjngirt harmonischen von 0 im Verhältniss zu

den zwei Durchschnittspunkton der Curve dritter Ordnung mit der betreffen-

den von 0 ausgehenden Transversale. Denkt man die Transversale in 0

tangireud an die gegebene Curve, so ist R
2
dem 0 unendlich nahe, ako R,

als dem 0 in Bezug auf /?, und R
2
conjugirt harmonisch, gleichfalls unend-

lich nahe bei 0 in der Richtung der Tangente; womit gezeigt ist, dass die

conische Polare einer Curve dritten Grades die Curve in dem Punkte be-

rührt , zu dem sie gehört.

In dem zweiten Falle geht die charaktcrisircndc Gleichung

Z
(ö7* ~ o7f,) (jTn

"~
(Täi) (jTT{

~~
Jfil)

= 0

für OR
{
~Q in diese über

OJl . RR2
(RR

3 . 0R,
X + RR

4 . 0R3) + OR . RR
:i

. RRt
. 0R2

— 0

woraus erstens erkannt wird, dass die eubische Polare durch Ogeht, weil

0 R --z 0 ihr genügt; zweitens, dass sie die gegebene Curve in diesem Punkte

berührt , denn wenn man die Transversale die Curve in 0 berühren lässt, so
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120 Die Theorie der Pole und Polaren bei'Curven höherer Ordnung.

verschwindet OR.RR3 . R

R

4
.OR

2
wegen 0R

2
= 0 und man hat nun die

Bedingungen

dd j Art» ^4Ä/?
2
=0und^:^=-l

d.h. die eubische Polare hat die Tangente der Curve vierter Ordnung in 0

selbst zur Tangente und der dritte Punkt, der ihr auf dieser Tangente an-

gehört, ist im Verhältnis« zu den Punkten Ä3
und Ä

4 , wo diese Tangente

der gegebenen Curve von Neuem begegnet, conjugirt harmonisch zu 0.

Und so beweist er auch den Satz, dass die erste Polare eines Punktes

der Ort der Pole aller durch diesen Punkt gehenden geraden Linien ist, für

den speciellen Fall der Curve dritten Grades, doch so, dass man der Me-

thode allgemeine Anwendbarkeit und doshalb wahre Beweiskraft nicht ab-

sprechen kann. Die conische Polare eines Punktes 0 im Verhältniss zu einer

Curve dritter Ordnung ist auch der geometrische Ort der Pole aller durch

0 gehenden geraden Linien; denn es ist dazu nur nöthig zu zeigen, dass,

wenn R ein Punkt dieses Kegelschnitts ist, die Relation

eine Folge ist von der andern

Entwickelt man aber jene und bezieht die Segmente auf den Punkt 0 als

ihren Anfang, so dass man die Beziehung hat

ÄO+ 0R
t + Ä,Ä= 0,

so erhält man die Gleichung

ÖR2 {0R
l + 0R2 + 0RJ— 0R [OR

l
(OR

2 + ÖÄ
3) + 0R

2
(0R

Z + OÄ,)

+ OÄ3 (0 » t + 0R
2)] + $OR

l
.OR

2
.OR

3
= 0 J

welche allerdings aus

hervorgeht.

Das Schema des Beweises für jeden andern Fall besteht darin , dass

man zeigt, wie die Gleichung

£ («ö "~

«

/O
= °

eine nothwendige Folge ist von der Relation

z
(jTTi

~~
o~h\) (jjli ~ <jh^) • • ' (jjJi

~~ ö7T^)
= °*

Gewiss verdienen diese einfachen Beweismetlioden der anharmonischen

Geometrie für so sehr allgemeine Sätze alle Aufmerksamkeit.

ich kehre jedoch zu Salinon's Entwickelungsmethode zurück, denn

ich beabsichtige aus der allgemeinen Theorio noch zu entwickeln, wie sich

vielfache Punkte einer Corvo den Polarcurven gegenüber verhalten.
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Wenn man den Coordinatenanfang*) als einen vielfachen Punkt vom

Grade Ar voraussetzt, so werden die niedrigsten Potenzen der allgemeinen

Gleichung in x und y vom Exponenten k sein ; dann müssen die niedrigsten

Potenzen in der Eutwickelung der ersten Polare

nothwendig vom Grade (Ar— l) sein und der Coordinatenanfang wird daher

in ihr ein vielfacher Punkt von dieser Ordnung sein; die Gleichung der

zweiten Polare wird, da darein die zweiten Differentiale der Gleichung der

Curve eingehen, x und y in keinen niedrigeren Graden als dem (k— 2)
ten

enthalten köunen u.s. w. Daraus entspringt also der allgemeine Satz : Wenn
eine Curve einen vielfachen Punkt vom Grade k hat, so wird

dieser in jeder ersten Polare derselben ein vielfacher Punkt
vom Grade (Ar— l) sein; vom Grade (A-— 2) in jeder zweiten
Polare u s. f. ; er wird zuletztden (Ar— l)

ten Polar curven als ein-

facher Punkt angehören und in den Polaren noch höheren
Ranges nicht mehr auftreten.

• Wenn ferner unter den Tangenten am vielfachen Punkt irgend ein Paar

zusammenfallen, so muss das Glied uk der allgemeinen Gleichung, welches

gleich Null gesetzt, die Tangenten «,&, c ... des vielfachen Punktes liefert,

von der Form a2 bcd . . . sein und daher werden sowohl —- als auch ^~ den
ax dy

Factor a enthalten; es müssen deshalb auch die niedrigsten Glieder in der

Gleichung der Polare

xidx- + yidT
den Factor a haben, während z

t ^ offenbar keine Glieder unter dem Grade

k in x und 1/ enthält. Daraus geht klar hervor, dass jene Doppeltan-
gente der gegebenen Curve im vielfachen Punkt auch eine

Tangente — doch nur eine einfache — ihrer ersten Polare in

demselben vielfachen Punkte ist.

Und wenn bei einem vielfachen Punkte /c
Ur Ordnung das Glied uk einen

Factor im Z
,an Grade enthielte, welches einer / fachen Taugente entspricht,

so wird dieser Factor in allen ersten Differentialen von uk im Grade (l— 1),

in allen zweiten Differentialen vom Grade (/— 2) vorkommen u. s. w., wel-

ches ganz allgemein ausdrückt, dass eine vielfache Tangente vom
Grade / in einem vielfachen Punkte der Ordnung k der ur-

sprünglichen Curve in allen ersten Polaren derselben eine

vielfache Tangente vom Grade (l— l) an denselben vielfachen

Punkt der Ordnung (Ar—>l) sein wird; desgleichen in allen

zweiten Polaren eine vielfache Tangente vom Grade (/— 2)

*) Dasfl diese Voraussetzung die Allgemeinheit nicht beeinträchtigt , braucht

kaum bemerkt zu werden.
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122 Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung.

an den vielfachen Punkt (k— 2)
lor Ordnung u. s.w.; sie wird also

zuletzt als einfache Tangente an der (/

—

l)*
a Polare in einem

vielfachen Punkt vom Grade (Ar+I— /) erscheinen und von
da ab keine Polare mehr tangiren.

Wenn die Curve einen Doppelpunkt hat, so ist es leicht, die Tangente

dieses Punktes zur ersten Polare irgeud eines andern Punktes zu construi-

ren ; denn wenn x und y die beiden Tangenten der Curve in diesem Doppel-

punkte sind, so muss die Gleichung derselben von der Form sein

xy + w
3 -f» u

4 . . . . = 0

und die Glieder niedrigster Ordnung in x,y in der Gleichung

dU . dU . dU

werden sein a\y + xy
x

und in x
x y + y x

x= 0 die Tangente der Polare

in diesem Punkte darstellen. Nun ist die Verbindungslinie des Doppelpunk-

tes mit dem Punkte x
t y Y

, dessen erste Polare genommen ward, durch die

Gleichung x
t y— ;/,.r= 0 dargestellt und man erkennt daraus, dass die

verlangte Tangente der ersten Polare die vierte Harmoni-
kale sein wird zu dieser Verbindungslinie und den zwei Tan-
genten der gegebenen Curve im Doppelpunkte.

Der specielle Fall, dass die zwei Tangenten im Doppelpunkte sich

decken, dass er also eine Spitze oder ein stationärer Punkt ist, zeigt

diesen Satz in Uebereinstimmung mit dem vorigen allgemeineren.

Hier brauche ich wohl nur daran zu erinnern , dass auch diese Eigen-

schaften der Polaren bezüglich der vielfachen Puukte sehr einfach in den

Grundgedanken der Beweisführung des französischen Autors eingehen , so-

bald ein bestimmter Fall ins Auge gefasst wird.

Es ist leicht zu erkennen, dass diese Beziehungen der Polare zu den

vielfachen Punkten in dem Falle der Existenz solcher Punkte einen Ein-

fluss üben auf die Antwort, die in dem Vorigen im Allgemeinen gegeben

worden ist, auf die Krage nach der Anzahl der möglichen Tangenten oder

nach der Classe einer Curve (dem Grade ihrer Reciproken).

Da in einem Doppclpunkte zwei aufeinanderfolgende Punkte zusam-

menfallen, so hat jede durch ihn gezogene Linie zwei Punkto mit der Curve

gemein und muss spcciell jede gerade Linie durch ihn als eine Tangente

der Curve in dem Sinne betrachtet werden, nach welchem eine Tangente

eine gerade Linie ist, die eine Curve in zwei aufeinanderfolgenden Punk-

ten schneidet. Wenn man aber solche uneigentliche Tangenten von

der Zahl der Tangenten in Abzug bringen will , die man von einem Punkte

aus an eine Curve utrr Ordnung ziehen kann, so erhält man, weil nach dem

Vorigen zugleich auch jeder Doppelpunkt unter den Durchschnittspunkten

der Curve mit ihrer ersten Polare für zwei zählt, den Satz: Wenn eine

Curve «'""Grades ö Doppelpunkte hat, so ist die Zahl der von
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einem Punkte aus an sie zu ziehenden Tangenten, oder ihre

Klasse oder der Grad ihrer Reeiproken

s= n (« — J) — 26*;

treten dazu noch h Spitzen, so reducirt sich diese Zahl, weil in diesem

Falle die erste Polare nicht bloss durch die Spitze geht, sondern auch die-

selbe Tangente wie die gegebene Curve hat und daher jede Spitze unter

den Schnittpunkten dreifach gezählt werden muss, auf

n («— 1) — 2<$— 3ä\

Wenn die Curve einen vielfachen Punkt von der Ordnung k enthielte,

so würde derselbe in ihrer ersten Polare als ein vielfacher Punkt der Ord-

nung k— 1 auftreten und daher den Grad der reeiproken Curve um k{k— l)

Einheiten vermindern; und in der That, wenn man sich ein System von k

geraden Linien denkt, so besitzt dasselbe im Allgemeinen - Doppel-

punkte, d. h. Durchschnittspnnkte ; wenn aber die Linien alle durch densel-

ben Punkt gehen , so verschwinden die sämmtlichen Doppelpunkte und an

ihre Stelle tritt ein einziger vielfacher Punkt der kten Ordnung. Man ist also

auch so zu der Kegel geleitet : Ein vielfacher Punkt der Ordnung k wirkt
' w& 1)

ebenso wie die Vereinigung von ^— Doppelpunkten oder was das Näm-

liche ist: Die Wirkung eines vielfachen Punktes der Ord-
nung im Grade der Reeiproken ist dieselbe wie die der äqui-

valenten Anzahl doppelter Punkte.

Und wenn der vielfache Punkt eine J fache Tangente besässc, so würde

man der Zahl, um welche sein Einfluss den Grad der Reeiproken oder die

Zahl der Tangenten vermindert, noch l—l Einheiten hinzufügen müssen.

Ich habe gerade diese Folgen der allgemeinen Theorie der Polaren

hier entwickelt, weil sie so'naturgemass, so fast unvermeidlich aus ihr her-

vorwachsen. Es ist begreiflich, dass diese Theorie noch die Quelle vieler

«inderweiten Sätze sein muss. Warum sollte sie z.B. nicht. in der Theorie

der vielfachen Tangenten einer Curve von demselben Nutzen und Einfluss

sein, wie hier diese Excurse sie in Bezug zu den vielfachen Punkten gezeigt

haben? Doch entspringt gerade hier dem weiteren Nachdenken eine an-

dere und allgemeinere Frage, nämlich: Wie gestaltet sich und wel-

cho Resultate liefert die Theorie der Pole und Polaren in

dem System der Tangential- oder Dreipunkt-CoordinatenV

Diese Frage entspringt auch aus der einleitenden Entwickelung beider

Coordinatensysteme, von denen bis jetzt nur das eine ausführlich gebraucht

und allen Interpretationen zu Grunde gelegt worden ist. Ich werde sie aus-

führlicher als Salmon erörtern. Eine andere Frage aber orgiebt sich

aus der speciellen Beziehung, in welcher die Theorie der Pole und Polaren

hier zu den Problemen der Tangenten an Curven höherer Ordnungen gezeigt

worden ist: Sollte diese Theorie nicht auch zur wirklichen Oon-
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124 Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung.

struction dieser Tangeuten iu besonderen Fällen von höhe-
ren Curven nützlich sein?

Indem ich dem Schlüsse dieser Darlegung mich nähere, will ich auf

diese beiden Fragen noch in aller Kürze eingehen; ich fasse die letztere

zuerst, da sie in dem Verhältnisse eines Beispiels zur bisherigen Eutwicke-

luug steht. Eben in diesem Charakter eines Beispiels bleibe ich, indem ich

mich auf Curven dritten Grades beschränke.

Die Aufgabe, die Polaren einer solchen Curve in Bezug auf einen ge-

gebenen Punkt zu zeichnen — denn auf diese kommt die Aufgabe der all-

gemeinen Tangentenconstruction zurück — reducirt sich darauf, durch den

Pol eine gewisse Anzahl von Transversalen zu ziehen, ihre reBpectiven

Durchschnittspunkte mit der Curve zu bestimmen und endlich auf diesen

Transversalen die Werthe aufzutragen, welche gewisse, den dritten Grad

nicht übersteigende Gleichungen als Wurzeln liefern.

Sucht man die gerade Polare, so genügen zu ihrer Bestimmung zwei

Transversalen durch den Pol, weil sie durch zwei Punkte vollständig bestimmt

ist Schneide die erste Polare die Curve in den Punkten a, fr, c, so wird die

gesuchte gerade Linie gewiss die erste Polare des Punktes 0 in Bezug auf

alle möglichen Curven dritter Ordnung sein , die durch diese sechs .Punkte

hindurchgehen. Also muss sie auch dieselbe sein, wie für das

aus den drei geraden Linien aa\bb\cc gebildete Dreieck.

Eine ganz einfache Discussion zeigt aber, wie diese abzuleiten und

wie sie mit dem Lineal allein zu construiren ist. Ein Dreieck wird reprä9en-

tirt durch die Gleichung a/3y= 0; die gerade Polare irgend eiues Punktes

«
t , ßi , y 1

in Bezug auf dasselbe ist daher

ßi Yi « + Y\ «i ß'+ a
i ßi V = 0 0(ler ^ + j; + ~ = o

und diese ist mit der folgenden Construction identisch (Fig. 4). ABC ist das

Dreieck, 0 der Pol, LMN die geradlinige Polare, desselben; denn die Li-

nien AI), BE, CF sind

— -= £ = y-

und CFyFB, DE Bind

ßiv a
i_ , « _ ß_ _i_ £ _ y

ßi

"T
)'i «i' Vi «i /V «i ßi Yi

'

daher ist denn LMN
£ + / + 0.

«i ßi 7i

Diese nämliche Construction also führt immer auch zur Bestimmung

der geradlinigen Polare eines Punktes in Bezug auf eine Curve dritten Grades.

Aus ihr muss daher auch die Construction des einer gewissen Richtung

conjugirten geradlinigen Durchmessers einer Curve dritter Ordnung hervor-

gehen, als die gerade Polare eines in dieser Richtung unendlich entfernten

Punktes. Ist A B C noch immer das wie vorhin erhaltene Dreieck (erhalten

also durch Bestimmung der sechs Durchschnittspunktc der Curve mit zwei
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jener Richtung parallelen Sehnen und paarweise Verbindung derselben) und

CF die Richtung, zu der man den entsprechenden Durchmesser sucht, so

zieht man AD
||
BE

||
CF und vollendet die Figur wie folgt: LMN (Fig. o)

wird der gesuchte Durchmesser sein.

Wenn man sich die beiden von 0 aus gezogenen Transversalen unend-

lich benachbart denkt (Fig. 5), so gehen die drei geraden Linien aa\ bb\ cc

in die Tangenten der Cnrve in a, b, c über und diese drei Tangenten, in

Punkten auf einer Transversale an die Curve gelegt, bilden dann das bespro-

chene Dreieck.

Denkt man sich an Stelle dieses Taugentendreiecks das Asymptoten-

dreieck, so entspricht diess dem Falle, wo die Transversale Oabc ganz im

Unendlichen gedacht wird und man hat daher auch hier dann einen Durch-

messer der Curve zu erwarten.

Es mag bemerkt werden, dass die Gleichung der conischen Polare des

Dreiecks cc ß y~ n in Bezug auf den Punkt a,
, ßt , yx

« ß Y

ist, ein Kegelschnitt, der durch die Ecken des Dreiecks geht und dessen

Tangeute in einer Ecke des Dreiecks u,ß die Gleichung hat

so dass man sie coustruiren kann, indem man den Scheitel ct,ß mit dem
Punkte verbindet, wo die gerade Polare des Punktes die Gegenseite y

schneidet.

Deswegen ist aber nicht zu übersehen, dass diese conische Polaro des

Dreiecks nicht zugleich auch die der Curve dritter Ordnung ist, aus der das

Dreieck hergeleitet worden; denn zur Bestimmung eines Kegelschnittes

gehören fünf Punkte, und da derselbe jede Transversale in zwei Punkten

schneidet, so muss man drei Transversalen zu seiner Bestimmung benutzen,

Oabc, Oab'c\ Oa'b'c", Zur wirklichen Construction dieses Kegelschnitts

führt folgender Gedankengang. Der Polarkegelschnitt wird in Bezug auf

alle möglichen Curven dritten Grades, die durch diese neun Punkte abe

a'b'c d'b'c" gehen, der nämliche sein müssen. Wählt man daher die Trans-

versalen so, dass durch drei dieser Punkte a'a'a eine gerade Linie geht und

deshalb die andern sechs bb'b"cc'c" einem Kegelschnitt angehören, so wird

die conische Polare des Punktes 0 in Bezug auf das System dieser geraden

Linie und dieses Kegelschnitts genau dieselbe sein, wie in Bezug auf die

vorliegende Curve dritten Grades. Nun ist aber, wenn S den Kegelschnitt

bb'b"ccc" und L die gerade Linie aäa vertritt,

d{SL) = LdS + SL'.

Es geht also die verlangte conische Polare durch die Durchschnitte von

L und S und auch durch die Punkte, wo S durch die Polare von 0 in Bezug

auf S geschnitten wird ; und man hat zur Vervollständigung der Bestimmung
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126 Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung.

des gesuchten Kegelschnitts eine fünfte Bedingung in dem nach dem Frühe-

ren nothwendigen Umstände, dass die gerade Polare des Punktes 0 in Be-

zug auf die gegebene Curve auch die Polare desselben in Bezug auf den

verlangten Kegelschnitt sei.

• Kann man auf diese Weise die conische Polare in Bezug auf eine Curvo

dritteu Grades einfach construiren, so erhält man ebenso für einen unendlich

entfernten Punkt den Diametralkegelschnitt und erlangt damit die Auflösung

beider Aufgaben der Tangentenconstruction für Curven dritter Ordnung:

Coustruction der Tangenten von einem gegebenen Punkte aus — die coni-

sche Polare dieses Punktes liefert die sechs Berührungspunkte — und Con-

struetion der Tangenten parallel einer gegebenen Richtung — die dieser

Richtung conjugirte Diametralcurve leistet das Nämliche.

Diese Andeutungen mögen für jetzt der beregten Frage genügen.

Ehe ich zur zweiten gestellten Frage übergehe, führe ich hier, als einen

merkwürdigen Beweis von den eigentümlichen Vortheilen, welche die Theo-

rie der Pole und Polaren gewähren kann, einen Satz von Salmon an, des-

sen Beweis sich gerade hier vortrefflich anschliesst.

Man denke sich durch zwei aufeinanderfolgende Punkte in einer Curve

dritten Grades die zwei Reihen von Tangenten an dieselbe gelegt

OA, OB, OC, OB, PA, PB, PC, PB,

so durchschneidet irgend eine Tangente OA die darauffolgende Tangente PA
in ihrem Berührungspunkte A. Die vier Berührungspunkte A, B, C, D liegen

aber in der conischen Polare von 0, welche auch die gegebene Curve im

Punkte 0 berührt. Es liegen also die sechs Punkte OPABCB in demsel-

ben Kegelschnitt und daher ist das anharmonische Verliältniss des Büschels

0(ABCB) das nämliche wie das des Büschels P(ABCD). Weil nun diess

Verhältniss immer dasselbe bleibt, wenn man von einem Punkt der Curve

zum benachbarten geht, so ist es überhaupt constant für dieselbe Curvo und

man hat den schönen Satz: Das anharmonische Verhältniss des

Büschels, welches die vier durch einen Punkt einer Curve
dritten Grades an dieselbe gezogenen Tangenten bilden, ist

für dieselbe Curve unveränderlich.

Dieses Verhältniss kann als eine unterscheidende numerische Cha-
rakteristik der Curve dienen und da der Werth des anharmonischen

Verhältnisses durch Projcction ungeotürt bleibt, so können irgend zwei Cur-

ven dritter Ordnung nur dann aufeinander projicirt werden, wenn diese cha-

rakteristischen Zahlen für beide dieselben sind.

Der geometrische Ausdruck dieses Satzes ist gleichfalls merkwürdig

genug. Er besagt: Wenn 0 und P irgend zwei Punkte einer Curvo
dritter Ordnung sind, so schneiden die vier Tangenten von
0 an die Curve die entsprechenden vier Tangenten von P aus

in vier Punkten, die mit 0 und /»auf demselben Kegelschnitt
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Hegen. (Wie leicht zu sehen, giebt es für jedes Pnnktepaar O
y
P vier solche

Kegelschnitte.)

Und nun die andere Frage betreffend nach der Form und Bedeutung

der Theorie der Pole und Polaren in dem System der Dreipunkt-Coordina-

ten, so ist die Antwort im Allgemeinen leicht: Die Form bleibt die-

selbe, die Interpretation ändert sich.

Mit ganz denselben Formeln, mit denen man in der entwickelten Weise

von dem durch seine Coordinaten x,, y„ r, gegebenen Pol zur Gleichung sei-

ner Polare ging, die wie die Gleichung der gegebenen Curve in Punkt-

Coordinaten gegebeu ward, gelangt man im System der Dreipunkt-Coordi-

naten von der geradlinigen Polare— denn diese ist hier durch ihre Coordi-

naten y,, z, gegeben— zum Pol ; die Gleichung der gegebenen Curve wie

die des erhaltenen Pols wird in Tangential- Coordinaten erscheinen.

Man erkennt aber sofort, dass das geometrische Gebild, welches jetzt

als Pol zu bezeichnen ist, nicht mehr das einfach punktförmige ist, als wel-

ches es vorausgesetzt wurde, da man von ihm ausging; vielmehr ist die geo-

metrische Natur des Pols jetzt so zu bezeichnen: dieselbe Maunichfaltig-

keit, die vorher dem Begriff der Polare eigen war, in welcher sie als gerade

Polare, speciell als Tangente, als conische, eubische Polare, genauer gespro-

chen als Polare zweiten Grades, als Polare dritten Grades auftrat, alle For-

mengrade durchlaufend, die im System der Dreilinien- oder Pnnkt-Coordi-

naten möglich sind, wird jetzt dem Begriff dcH Pols zu Theil werden; er

wird alle im System der Dreipunkt- oder Tangential-Coordinaten darstell-

baren Formen durchlaufen, der «Pol einer geraden Linie wird vorhanden

sein als Punkt, speciell als Curvenpuukt, als Curve der zweiten, dritten,

vierten Classe u. s.w.

Man müsste jetzt, dem entsprechend, dass vorher eine Curve (n— l)
1*"

Grades die erste Polare war, eine Curve (/»— l)
tw Classe als ersten Poh

bezeichnen und würde den allgemeinen Satz haben , dass diese Curve der

(«— 1 )

leB Classe von den «Tangenten der gegebenen Curve berührt wird,

die daran in den Punkten gezogen sind, wo sie die gegebene gerade Polare

schneidet. Ueberall in allen Einzelnheiten wird diese vollständige Dualität

oder Reciprocität gefunden werden, wie sie schon in deu beiden Auffassungs-

weisen einer Curve ausgeprägt ist, nach welchen dem System der Puukt-

Coordinaten eine Curve der Ort eines beweglichen Punktes, dem System

der Tangential-Coordinaten die Umhüllung einer beweglichen geraden Li-

nie ist.

An einem Beispiele jedoch mag diese reeiproke Auffassung etwas näher

dargestellt werden; ich wähle dazu die allgemeine Entwickelung der Polaro

eines beliebigen Punktes ar^t/j,?,, wie sie durch Einführung der Werth

e

^tar, -+- Xx
t

[iy
l + Ay, pz

l
+ lz

für cc
y y, z in die allgemeine Gleichung der gegebenen Curve in dem Frühe-

reu vorgelegt worden ist. Jetzt ist die Gleichung der gegebenen Curve nicht

9*
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128 Die Theorie der Pole und Polaren bei Curvcn liölicrer Ordnung.

mehr eine Relation, die die Coordinaten jedes ihrer Pnnkte erfüllen, son-

dern vielmehr eine solche, welcher die Coordinaten jeder ihrer Tangenten

genügen; x
i1 yv z

i
sind nicht die Coordinaten eines Punktes, sondern einer

geraden Linie. Wenn dort (i : k das lineare Verhältniss war, in welchem

die Verbindungslinie des gegebenen festen Punktes xv ylf
z
i (0) mit dem ver-

• änderlichen Punkte x, y,z (R) durch einen Punkt in der Qurve (Ät )
getheilt

wurde, nämlich _„

I
—

so ist jetzt vielmehr diese selbe Grösse j das Sinusverhältniss, nach wel-

chem der Winkel, den die gegebene feste gerade Linie xv yi
,z

l (0) mit der

veränderlichen geraden Linie x,y, z (R) bildet, durch eine Tangente derCurve

(Rfi getheilt wird

:

(i _sinliPf{
i

I ~~ sfoOPRi

(wenn P den Scheitel jenes Winkels bezeichnet). Dort durchlief der ver-

änderliche Punkt R die gesuchte Polare, hier umhüllt die veränderliche

gerade Linie R den gesuchten Pol, dort war R
{
ein Punkt der gegebenen

Curve, hier ist es eine Tangente derselben, dort theilte er die Verbindungs-

linie der zwei Punkte Ö, R, hier den Winkel der sich schneidenden geraden

Linien 0, R.

Wenn daher— um gleich von den Resultaten zu sprechen, denn alles

Rechnungswerk bleibt genau das Nämliche — dort die Gleichung der gerad-

linigen Polare erhalten ward,

-(©.+'(©,+•(©,-
so stellt hier genau dieselbe Gleichung vom ersten Grade den punktförmi-

gen Pol dar. Und wenn dort diese geradlinige Polare die Eigenschaft besass,

*(*)-*(#)-
so besitzt hier der punktförmige Pol die Eigenschaft

* \*inOPll
t)

W '

wobei der Punkt P die gegebene gerade Linie durchläuft; dort ist die cha-

rakteristische Gleichung die gleich Null gesetzte Summe der Abschnittsver-

hältnisse zwischen eiuem Punkt der Curve und einem der Polare zu dem
von jenem Curvenpunkt bis zum Pol; hier die gleich Null gesetzte Summe
der Sinusverhältnisse zwischen dem Winkel , den eine Tangente der Curve

und eine des Pols und dem Winkel, den dieselbe Curventangente und die

gegebene gerade Polare bilden. (Der Scheitel des erstoren Winkels ist im-

mer ein Punkt der geraden Polare ; solches ist zu bemerken nützlich , weil

der Pol in dem betrachteten Falle punktförmig und daher von Tangenten

desselben nur uueigentlich zu reden ist.)
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In ganz gleicher Weise ändert sich hier die Bedeutung der übrigen

allgemeinen Gleichungen nun bezüglich der Pole der verschiedenen Clas-

sen. Nur an jene Gleichung des punktförmigen Pols mögen noch einige Be-

merkungen geknüpft werden. Für eine Curve zweiter Classe wird seine

charakteristische Relation

sin/jPRj . sin Ii PIit _
sinH

t
PO + sinlit PÖ

°»

welches den Satz ausspricht: Wenn man von irgend einem Punkte
Peiner festen geraden Lini e OP Tangenten PRlt PR2 an einen
Kegelschnitt zieht und dann den Strahl PR so legt, dass
P(OJt

i
RR2) ein harmonisches Büschel ist, so geht PR durch

einen festen Punkt.

Diess ist die fundamentale Beziehung zwischen Pol und Polare in Be-

zug auf einen Kegelschnitt als eine Curve zweiter Classe betrachtet.

Aus der allgemeinen Gleichung des punktförmigen Pols und seiner

fundamentalen Eigenschaft erkennt man, dass allerdings ein einziger Punkt

als Pol einer geraden Linie in Bezug auf eine Curve höherer Classe gefun-

den wird. Als man dagegen früher den Pol einer geraden Linie in Bezug

auf eine Curve höherer Ordnung suchte, fand mau, dass viele Pole der

geraden Linie entsprachen, nur den einzigen Fall der Curve zweiter Ord-

nung ausgenommen.

Wenn die gerade Linie im Unendlichen gedacht wird, so ist ihr Pol in

Bezug auf einen Kegelschnitt das Centrum, der Mittelpunkt desselben; nach

Analogie dieser Bezeichnung würden bei einer Curve höheren Grades viele

Punkte auftreten, die alle gleichberechtigt wären ^Mittelpunkte zu heissen.

Ich habe deshalb ganz vermieden, an der betreffenden Stelle des Früheron

davon zu sprechen, obgleich das über die Durchmesser Gesagte aufzufor-

dern schien , von Mittelpunkten zu handeln. (Nämlich nach Analogie des

Verhältnisses von Durchmessern und Mittelpunkten bei den Kegelschnitten.)

Jetzt kann erkannt werden, dass einheitliche Mittelpunkte den Curven

nur insofern entsprechen, als man sie als Umhüllungen bewegter gerader

Linien betrachtet. Die vollkommene und nur, hier vorhandene Ueberein-

stiminung zwischen Grad und Classe bei den Kegelschnitten ist die Ursache

des hier stattfindenden genauen Zusammentreffens beider Betrachtungsweisen.

Um so mehr ist es wünschenswerth, hier die interessante Frage zu

beantworten, welche Eigenschaft einen solchen Mittelpunkt einer Curve

höherer Classe charakterisirt.

Wenn man den Fnsspunkt der von R
t
auf die gerade Linie RP gefäll-

ten Senkrechten M
l
und den Fusspunkt der von demselben Punkte auf die

Linie OP gefällten Senkrechten 0, nennt, so kann die allgemeine Relation

2 i$^Fö) = 0 in der Form * = 0

geschrieben werden.
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130 Die Theorie der Pole und Polaren etc. Von W. Fiedler.

Wenn nun die Linie OP in das Unendliche fortrückt, eo Verden alle

Nenner in dieser Summe einander gleich und man hat als einfache Defini-

tion eines wirklichen Mittelpunktes

Z(JIf
1
Ä

1 )
= O

i

d.h. es verschwindet die Summe der Senkrechten, die man von den Berüh-

rungspunkten eines Systems paralleler Tangenten auf eine durch den Mittel-

punkt gezogene gleichgerichtete gerade Linie fallen kann, oder die Summe
der Perpendikel von ihm selbst auf dieses Tangenteneystcm.

Chasles hat diesen Satz zuerst gegeben (Quetelet, Corresp. malk.

IT. 8.): Das Centrum der mittleren Entfernungen eines Systems
paralleler Tangenten zu einer beliebigen gegebenen Curvo
ist ein fester Punkt, der. als der Mittelpunkt der Curve be-

trachtet werden kann. In einem Kegelschnitt ist der Mittelpunkt der

Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier parallelen Tangenten dieser

feste Punkt. In einer Curve dritter Classe ist es der Schwerpunkt des durch

die Berührungspunkte gebildeten Dreiecks u. s. w.

Damit mag nun auch dio Erörterung jeuer anderen Frage und diese

Darlegung der Theorie der Pole und Polaren überhaupt geschlossen sein.
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VI.

Die Hektricitätslehre vom Standpunkt der XJndulationstheorie.

Ein Versuch, von Dr. Ed. Zetzsche,

Lehrer a. d. K. Gewerbschule in Chemnitz.

2. Artikel.

In dem Vorhergehenden haben wir gezeigt, welche vielseitige Ueber-

einstiinmung zwischen Schall, Wärme, Licht, Elektricität und Magnetismus

vorhanden ist; daran reihen wir jetzt den Versuch, die elektrischen Er-

scheinungen aus der Annahme von elektrischen Schwingungen zu erklären.

Gerade wegen jener nachgewiesenen Uebereinstimmung aber schliessen

wir uns enger an die Theorie des Lichtes an und suchen durch sie zuvör-

derst eine Grundlage zu gewinnen, auf welche wir uns bei der Bildung un-

serer Ansicht über die allgemeinsten Eigenschaften der elektrischen Schwin-

gungen stützen können.

Da das Licht, abweichend vom Schalle, sich selbst durch einen luft-

leeren Kaum hindurch fortpflanzt, so nimmt man an, das« die Lichtschwin-

gungen nicht Schwingungen der Körpertheilcben seien, sondern in einem

überall N verbreiteten, höchst elastischen Medium, in dem Aether vor sich

gingen. Die Theilchen dieses zur Erklärung der Ltchtcrschcinungen zu

Hilfe genommenen Aethers sind im Verhältnis* zu den Körpertheilcben äus-

serst klein und zwar in dem Grade, dass ihre liclitgebende Bewegung die

Körpertheilcben weiter gar nicht berührt, sondern Letztere bei derselben in

Hube bleiben*). Wohl aber übt die wägbare Masse der Körper einen ge-

wissen Einfluss auf die AethertheUchen aus, und desshalb ist die Fortpflan-

zung des Lichtes im luftleeren Räume und in den verschiedenen gasförmi-

gen, flüssigen und festen Körpern verschieden. Eben so gut nun, wie die

Körpertheilcben auf einander einwirken, thun es auch die Aetherpartikel-

chen ; allein es wird die dadurch bedingte absolute Elasticität des Aethers

*) Wenn nicht etwa die chemische Wirkung des Lichtes auf eine Ueberwin-
dung der Trägheit der ruhenden Körpertheilchon durch den schwingenden Aether
hindeutet.
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durch jenen Einfluss der Körpertheilchen abgeändert, und wir lernen somit

immer nur die relative Elasticität der Aethertheilchen kennen. Für gewöhn-

lich befindet sich die Gesammtwirkung aller auf irgend ein Aethertheilchen

anziehend oder abstossend wirkenden Aethertheilchen zugleich mit der von

den Körpertheilchen auf dasselbe ausgeübten Anziehung oder Abstossung

im Gleichgewichte. Wird dieses Gleichgewicht gestört, so streben die Aether-

theilchen in dasselbe zurückzukehren, und wegen der vorhandenen Elastici-

tät beginnt zuvor ein Schwingen um die Gleichgewichtslage; diese Schwin-

gungen aber pflanzen sich dadurch fort, dass in Folge des zwischen den

Aethertheilchen bestehenden Zusammenhangs jedes folgende Theilchen eine

Anregung bekommt, die Bewegung des vorhergehenden (um eine kurze Zeit

später) nachzumachen. Werden auf diese W-eise die entstandenen Schwin-

gungen bis zur Netzhaut des Auges fortgepflanzt, so empfindet das Auge sie

als Lichteindruck. Diese Schwingungen des Aethers erfolgen transversal

auf die Fortpflanzungsrichtung, welche mit der Kichtung der Strahlen zu-

sammenfällt. „In dem einfachsten homogenen Lichte bewegen sich die

schwingenden Aethertheilchen nach der Weise eines einfachen Pendels und

beschreiben entweder geradlinige, kreisförmige, oder elliptische Bahnen.

Diese Bewegungsformen sind der Grund der geradlinigen, der circularen

und der elliptischen Polarisation. Dre Farbe des Lichtes richtet sich nach

der Dauer einer Schwingung; die Stärke desselben wird durch das Quadrat

*der Schwingungsweite gemessen" *).

Wenn wir nun ganz denselben Aether und in derselben Weise auch die

elektrischen Erscheinungen vermitteln lassen wollen, nämlich so, dass er

dieselben nicht schon durch sein blosses Vorhandensein, sondern erst dann

vermittelt, wenn er in gewisse Schwingungen**) geräth, so finden wir nns

doch besonders durch die Leitungserscheinungen und durch die so deutlich

ausgeprägte, kräftige Einwirkung der Elektricität auf die Massentheilchen

zu einer wesentlichen Abweichung von der eben kurz vorgetragenen Theo-

rie des Lichtes veranlasst. Und desshalb stellen wir die Elektricitäfgleick-

*) Ettingshausen: die Principien der heutigen Physik, S. 10.

**) Wir denken una diese Schwingungen ebenfalls transversal gegen die Furt-

pflanzuogsrichtung. — Die vorliegende Abhandlung war in ilirem Hauptentwurf
schon zu Ende 1856* fertig und wurde zuerst im Januar 18.'>7 privatim mitgcthcilt,

im April 1857 aber der philosophischen Facultät der Universität Jena vorgelegt.

Gegen Ende 1857 erschien von Professor Karl Robida in Klagenfurt eine „Vi-
brationstheorie der Elektricität." Robida hat ,,seit Anfang dieses Jahres (1857)
die Vibrationstheorie der Fluiduinshypothcse substituirt" und nach ihm „geruht
die Elektricität auf Longitudinalschwingungen der Theilchen eines elektrischen

Körpers, aus welchen Longitudinalwellen entstehen, die als positiv elektrische

mit verdichtetem Vordcrtheile, als negativ elektrische mit verdünntem Vordertheile

in der Fortpflanzung.srichtung der entsprechenden F.lektricität fortschreiten.' 1 Für
die Richtigkeit dieser Behauptung weiden direeto Beweise aufgeführt. Die Be-
weisführung ist aber locker uud lückenhaft, und es herrseht in der ganzen Durch-
führung viel Willkühr und zum Theil Unbestimmtheit, wie wir in einem spätem
A.tikel nachzuweisen Gelegenheit nehmen werden.
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6am als Uebergangsglied zwischen Schall und Licht durch die Annahme,

dass die elektrischen Erscheinungen weder ausschliessend und allein aus

Schwingungen der Körpertheilchen , noch ausschliessend und allein aus

Schwingungen des Aethers, sondern aus beiden gemeinschaftlich hervor-

gehen*). Damit sich also ein Körper elektrisch zeige, müssen in ihm

beiderlei Schwingungen vorhanden sein, und so lange sie vorhanden sind,

ist eben der Körper elektrisch. Es treten nun aber elektrische Schwingun-

gen der Körpertheilchen nie allein auf, sondern sind stets von gleichen

'

Schwingungen des Aethers begleitet; dagegen kann es geschehen, dass in

besonderen Fällen blos die Aethertheilchcn in Schwingungen gerathen, ohne

zugleich die Körpertheilchen mit in Schwingungen zu versetzen. Es kön-

nen nämlich die Wechselbeziehungen zwischen Aether- und Massentheilchen

von verschiedener Art sein. Die Körpertheilchen werden immer ein gewis-

ses Uebergewicht über die Theilchen des so äusserst feinen und beweglichen

Aethers ausüben und desshalb gewaltsam und unwiderstehlich ihre Schwin-

gungen stets auch auf den Aether übertragen , während ein Schwingen der

'

Aethertheilchen sich den Körpertheilchen nur dann mittheilen kann, wenn

die Wechselwirkung zwischen beiden kräftig genug dazu ist und wenn über-

diess die Starrheit der Körpertheilchen diese nicht hindert, dem erhaltenen

Antriebe zu Schwingungen zu folgen. Werden* also irgend welche elektri-

sche Schwingungen bis zu einem Körper fortgepflanzt**), so wird es von

dem in diesem herrschenden Verhältnisse zwischen Aether- und Körper-

theilchen abhängen ***), ob in ihm durch den von den aukominenden Schwin-

gungen ausgehenden und desshalb in seiner Stärke bestimmten Antrieb blos

der Aether, oder ob Aether- und Körpertheilchen zugleich in Schwingungen

versetzt werden, d.h. ob der Körper blos die Elektricität als Strahlung durch

sich hindurch wirken lässt t), oder ob er selbst elektrisch wird. Im erstem

*) Robida nimmt blos Schwingungen der Körpertheilchen an; wir gewinnen
durch unsere Annahme eine leichte Erklärung für die intiuenzirende und indttei-

rende Fernwirkung der Elektricität und leiten aus ihr auch die Verschiedenheiten
im Verhalten der Leiter und Nichtleiter ab. — Dieselbe Annahme dürfte mit ähn-
lichem Vortheil wohl auch für die Wärme' beibehalten werden können ; ohnehin be-

trachtet man ja die Verbreitung der Wunnestrahlen als ätherische Wellenbewegung
mit transversalen Schwingungen; während man sich andere WUrnieerscheinnngen
als auf Schwingungen der Körpertheilchen selbst beruhend vorstellt. Vergl. dar-

über Ettingshausen, die Principien der heutigen Physik, S. 14 und 15.

**) Viel Aehnlichkeit mit dem vorliegenden Falle hat die Resonanz. — Die Luft
über einetn tönenden Körper schwingt ebenfalls mit, und es erscheinen die Chlad-
ni'schen Klangügnren auch auf einer über einer tönenden Scheibe ausgespannten
Membran. Eine Berührung des tönenden Körpers mit der Hand oder mit einem
andern weichen Körper lässt den Ton verschwinden oder macht ihn unrein.

***) Becquercl, traitd de physique L 307: ,,Die Leitungsfähigkeit kann
von dem Molekularzustande abhängen; der Diamant isolirt, Anthracit und Coak
leiten." — Wenn die Theilchen durch äussern Zwang in einer unfreiwilligen Span-
nung erhalten werden, so werden sie an Beweglichkeit verlieren und sich ihre

Leitungsfähigkeit vermindern. Einfluss der Temperatur auf die Leitungsfähigkeit.

f) Bei der gestrahlten Wärme wird der Körper , durch den hindurch die Strah-
lung erfolgt, selbst nicht warm.
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Falle nennen.wir den Körper einen Nichtleiter oder Isolator, im zweiten

einen Leiter*). In den Leitern überträgt sich immer die Schwingung von

einem Thcilchen auf die andern und es werden so auch beide Arten der

Schwingungen fortgepflanzt**). Ja selbst dann, wenn bis zu einem Leiter

nur Schwingungen der Aethertheilchen gelangen, gerathen doch in ihm nicht

blos die Aethertheilchen, sondern auch die Körpertheilchen mit in Schwin-

gungen und die zu ihm gelangte Strahlung wird in ihm (bei der Influenz

oder Vertheflung) zur Leitung, weil ja bei den Leitern die Aethertheilchen

nicht allein schwingen können , die Strahlung nicht unverändert durch sie

hindurchgeht. Anders ist es bei den Nichtleitern: da vermag kaum ein

schwingendes Körpertheilchen seine trägen Nachbarn in Schwingungen zu

versetzen und noch viel weniger kann daher ein Aethertheilchen durch seino

Schwingungen die Körpertheilchen zum Mitschwingen anregen. Es ist viel-

mehr in den Nichtleitern die Wechselwirkung zwischen den Aether- und

Körpertheilchen so schwach, dass die Letztern den Erstem sogar gestatten,

für sich allein zu schwingen. So tritt bei den Nichtleitern die Strahlung

mehr oder minder frei von der Leitung hervor, deren Begleiterin sie übri-

. gens für gewöhnlich ist. Es braucht ferner wohl kaum noch besonders her-

vorgehoben zu werden, dass die Nichtleiter in Folge der durch sie hindurch-

gehenden Strahlung noch nitht elektrisch werden, so lange nicht auch die

Körpertheilchen in ihnen zu schwingen beginnen. Wenn aber ein Nicht-

leiter einmal elektrisch wird, wenn bei ihm auch die Körpertheilchen schwin-

gen , dann werden deren Schwingungen in der Regel sehr heftig sein ***).

l>ie Strahlung muss als blosse Fortpflanzung der elektrischen Aetherschwin-

gungen mit der geradlinigen Fortpflanzung der Lichtstrahlen mehr im Ein-

klang stehen, als dio Leitung, bei welcher sich die Schwingungen von Theil

zu Theil mitthoilen und, ohne eine ursprüngliche Richtung der Fortpflan-

zung festzuhalten, dem Leiter in allen seinen Windungen und Krümmungen
folgen f), so lange nur der Zusammenhang nicht unterbrochen ist. Die In-

*) In der Wirklichkeit dürfte es aber weder vollkommene Nichtleiter, noch
vollkommene Leiter, sondern blos gute und schlechte Leiter geben , wie es ja auch
nicht vollkommen elastische oder unelastische Körper gibt. — Dio besten Leiter
der Klektricität und zugleich der Wärme sind die dehnbaren Metalle und die leicht

beweglichen Flüssigkeiten; die besten Isolatoren sind siirüde und zähe Substanzen.
Trockene Gase isoliren so lange, bis die schwache Wechselwirkung zwischen Aether-
und Körpertheilchen durch die mit zunehmender Verdünnung wachsendo Beweg-
lichkeit der Theilehen fiberboten wird. — Der harte Stahl hat eine grössere Coer-
citivkraft, als weiches Eisen, dessen Coercitivkraft jedoch durch Kalthämmern
und Verdrehen uro seine Längsaxe wächst.

**) Mit gleicher Geschwindigkeit durch eine Art Unisoniren.

***) Bei gespannten Saiten und Membranen sind die Sehwingiingszahlen propor-

tional den Quadratwurzeln aus den spannenden Gewichten. Vergl. Pouillet,
übersetzt von Palmieri, III. § 330.

f) Ganz ähnlich wie bei dor geleiteten Wärme. Vergl. Zantedeschi II. I.

S. 268 und die Note von Melloui zn § 482 der Palmierischen Uebersetzung de*

4. Theils der Physik von Pouillet.
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tensität nimmt daher hier nicht mit dem Quadrate der Entfernung ab, sondern

ibt lediglich durch die Anzahl der hintereinander in Schwingungen zu ver-

setzenden Theilchen bedingt*), was das Ohm' sehe Gesetz Über den Ein-

flu8s der Länge des Leiters auf die Stromstärke bestätigt. Da es endlich

eines kräftigeren Anstosses bedarf, um die gröberen Körpertheilcheu in

Schwingungen zu versetzen, so. wird auch bei der Leitung mehr von dem
Schwingungsmomente des ursprünglich elektrischen, abgeleiteten Körpers

verbraucht, als bei der blossen Strahlung**); dennoch schützt auch der

beste Nichtleiter auf die Dauer nicht ausreichend gegen jeden Verlust an

Elektricität.

Vielleicht werden durch die Schwingungen der Körpertheilchen vor-

wiegend die Veränderungen veranlasst, welche durch die Elektricität in

den Aeusserungen der Molekularkräfte eintreten, während die leuchtenden

und dynamischen Wirkungen auf Rechnung der Schwingungen der Aetber-

theilchen zu schreiben wären.

Auf eine Verdichtung im fortpflanzenden Mittel, welche bei den blos

im Aether fortgepflanzten Lichtschwingungen nicht stattfindet, scheint das

Zickzack des Blitzes und die Verästelung der elektrischen Funken hinzu-

deuten.

Und wie lassen sich nun aus diesen Voraussetzungen die Gesetze der

elektrischen Erscheinungen entwickeln? Bei der Untersuchung darüber

scheiden wir die Gesammtheit der elektrischen Erscheinungen in zwei Grup-

pen und handeln zunächst von der Erregung der Elektricität und dann von

dem Verhalten elektrischer Körper.

1) Unter den verschiedenen Arten der Erregung der Elektricität

besprechen wir zuerst die Erregung durch Berührung. Wie sich in jedem,

in allen seinen einzelnen Theilchen völlig gleichartigen Körper die wech-

selseitigen Wirkungen der Körper- und Acthertheilchen auf einander im

Gleichgewichte befinden, so ist es auch bei der Berührung zweier ganz

gleichartiger Körper***); denn es erhält hier jedes Theilchen in der Berüh-

rungsfläche zwei gleiche Antriebe nach entgegengesetzter Richtung. Dess-

halb ist in beiden Fällen keine Ursache vorhanden, wesshalb die Theilchen

aus dem Zustande der Ruhte in eine schwingende Bewegung übergehen soll-

ten. Sind aber die beiden sich berührenden Körper. verschiedenartig, so

*) Die Grösse des Querschnitts dagegen ist hier eben so wenig von Gewicht,
als bei der Verbreitung tönender Schwingungen. Vergl. Pouillet, übersetzt von
Palmieri, III. § 337. S. 82.

**) Für gewöhnlich ist die Influcuz und Indtiction für den influencirenden und
inducirenden Körper nicht als Arbeit zu betrachten; wohl aber die Uoberwindmig
des Leitungswiderstandes (vgl. Ettingshausen, die Principien der heutigen Phy-
sik , 8. 18). Dass aber selbst bei der Influcuz ein» namhafte Menge Elektricität

verbraucht und unwirksam gemacht werden kann
,
zeigen uns die Erfahrungen an

ins Meer versenkten Telegraphendrähten.
***) Andrer Meinung ist Robida, vergl. Vibrationstheorie S. 14; allein auch

in diesem Punkte können wir uns nicht zu seiner Ansicht bekehren.

i
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Bind die von den entgegengesetzten Seiten kommenden Antriebe, wenn sio

iu gleichem Sinne erfolgen , sie also das davon ergriffene Theilchen aus der

Gleichgewichtslage nach entgegengesetzten Richtungen zu verschieben stre-

ben, wenigstens nicht gleich gross, und es bleibt dann ihre Differenz wirk-

sam übrig; oder dio Antriebe wirken gar in entgegengesetztem Sinne auf

ein und dasselbe Theilchen, und dann unterstützen sie sich gegenseitig in

ihren Wirkungen. Es wird also in diesem Falle immer das Gleichgewicht

gestört sein *) und zwar um so mehr, je grösser die Verschiedenheit oder

der Gegensatz in den Eigenschaften der zur Berührung gebrachten Stoffe

ist, d. h. je starker deren chemische Verwandtschaft ist**). Aus dieser er-

sten Gleichgewichtsstörung werden dann um so leichter elektrische Schwin-

gungen hervorgehen können, je stärker die Wechselwirkung zwischen den

Theilchen ist und je leichter sich dieselben in elektrische Schwingungen

versetzen lassen. Daher liefert nnr die Berührung guter Leiter merkliche

Elektricität und zwar um so mehr, je verschiedenartiger dieselben sonst sind.

Die Theilchen in der Berührungsfläche haben aber gerade die entgegen-

gesetzte relative Lage gegen die Theilchen des einen und des andern der

beiden sich berührenden Körper, somit erfolgt die erste Ablenkung aus der

Gleichgewichtslage für den einen Körper gerade in entgegengesetztem

Sinne, als für den andern Körper. Wenn nun die Schwingungen selbst von

solcher Beschaffenheit sind, dass durch den eben genannten Umstand und

seinen Einfluss auf die Gestalt oder die Lage der Schwingungsbahn die

Schwingungsweise sich als eine andere herausstellen kann ***), so können

die von den schwingenden Theilchen in der Berührungsfläche aus gleich-

zeitig nach beiden Seiten hin fortgepflanzten Schwingungen in verschiede-

nem Sinne erfolgen, einen gewissen Gegensatz zeigen und den einen der

beiden sich berührenden Körper als positiv, den andern als negativ elek-

trisch erscheinen lassen.

Die Schwingungen pflanzen sich also von der Berührungsfläche aus

*) Ganz gleichförmig werden wir auch alle andern Evregungsarten der Elec-

tricität, selbst Influenz und Indnction aus Störung dos Gleichgewichts ableiten. —
Becquerel, traite de physique I. 8. 74: ,, Alles, «vas das natürliche Gleichge-

wicht der Moleküle zu stören strebt, wird Ursache einer Elcktricitätserregung."

**) Wir möchten hier an die chemische Wirkung durch Contsct (Mitscher-
lich) oder die Katalyse (Berzelius) erinnern. Berzelius hält die kataryti-

8cho Kraft für eine besondere Aeusserung der elektrochemischen Thätigkeit, deren
Wirkung eigentlich darin bestehe, das? sie „die Elemente der Körper zu einer neuen
Anordnung veranlasst," in welcher die entgegengesetzten EIcktrici täten vollständi-

ger neutrali6irt d. h. die Verwandtschaften mehr ausgeglichen sind. Vergl. Hüm-
melsberg, Lehrbuch der Stöcbionictrie, Berlin 1812, S. 57. Diese Erklärung
von Berzelius lässt sieh mit der hier vorgetragenen Ansicht recht gut vereinigen.

***) Der Einfluss der Art und Weise, in welcher das zuerst schwingende Theil-

chen abgelenkt wurde, anf die Schwingungsweisc der andern damit zusammenhän-
genden Theilchen findet sich sehr deutlich ausgesprochen in den Resonanzerschei-
nungen von Platten , dio mit gestrichenen Saiten in Verbindung stehen. Vergl.

PouiUet, übersetzt von Palmieri III. § 350. S. 112.
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über beide Körper in deren ganzer Ausdehnung*) fort. Das dabei ver-

brauchte Schwingungsmoinent wird stetig wieder ersetzt, so lange in der

Berührung die erregende Ursache
.
thätig bleibt. In Folge dieser Nachhal-

tigkeit der Wirkung geräth der ganze Körper dauernd in elektrische Schwin-

gungen, deren Intensität**) anfänglich zunimmt, bis sich ein neuer Behar-

rungszustand herausgebildet hat und mit diesem das Maximum der Elektri-

cität erreicht wurde. Auch hierbei ist wieder (wie S. 135 Note *) die Grösse

des Querschnitts der Körper ohne Einfluss und demgemftss ist es auch gleich-

giltig, ob in dem Querschnitte, von welchem die Bewegung ursprünglich

ausging, näintieh in der Berührungsfläche, eine grössere oder geringere An-

zahl von Theilchen aus dem Gleichgewichte gebracht wurden oder mit an-

dern Worten f die Grösse der Berührungsflächen ist eben so ohne Einfluss

auf diö Menge der erregten Elektricität, wie die Grösse der Löthflächen

bei der Thermoelektricität ***) ; vielleicht aber dürfte in beiden Fällen von

dieser Grösse die Zeit abhängen, welche bis zum Eintritt des Maximums

verfliesst. Wesentlich anders natürlich verhält es sich, wenn mehrere Be-

rührungsflächen hinter einander thätig sind und in einem aus mehreren

Theilen gebildeten Ganzen wirken. Daher kommt es auch , dass die elek-

trische Differenz zwischen zwei Gliedern der elektrischen Spannungsreihe

gleich ist der Summe der Differenzen der Zwischenglieder, wobei man zu-

gleich die Art und Stärke der ersten Einwirkung der sich berührenden Sub-

stanzen nicht ausser Acht lassen darf; denn aus ihr erklärt sich einmal,

warum die elektrische Spannungsreihe in so naher Beziehung zu den chemi-

schen Eigenschaften +) steht, und andrerseits, warum derselbe Stoff positiv

oder negativ elektrisch wird, jenachdem man den zweiten, ihn berührenden

Körper wählt. Die Polarisation oder elektromotorische Gegenkraft bei den

inconstanten Ketten liefert den schlagendsten Beweis, wie die Einwirkung

sofort sich ändert, wenn die Körper ihre Eigenschaften wechseln, vornäm-

lich wenn diess an den sich berührenden Flächen geschieht.

Wie in einem tönenden Körper, wenn er in Unterabtheilungen schwingt,

*) Ganz ähnlich wie hei tönenden Körpern; vergl. Ponillet, übersetzt von
Palmieri III. § 343.

**) Könnte anch bei der Elektricität, wie beim Lichte (S. 132), das Quadrat der

Schwingungsweite als Maass für die Intensität gebraucht werden?

***) Bei dem Elektrisiren eines Körpers durch Mittheilung dagegen fehlt die

Nachhaltigkeit der Wirkung. Hier besitzt der mittheilendc elektrische Körper nur
ein bestimmtes Schwingungsmoment, das sich, einmal verbraucht, nicht wieder er-

setzt. Je mehr also hier mit der gesammten Masse des zu elektrisirenden Körpers
die Anzahl der hintereinander in Schwingungen zu versetzenden Theilchen wächst,

um so geringer nur kann der Antheil seiu, welcher von jener gegebenen, auf Stö-

rung des Gleichgewichts wirkenden Kraft auf jedes einzelne Theilchen kommt,
desto geringer ist dann auch die Intensität der Schwingungen oder die Dichte der

Elektricität.

f) Den Grund für das eigenthtimliche Verhalten der tropfbaren und elastischen

Flüssigkeiten möchten wir in ihren chemischen und physikalischen Eigenschaften

suchen.
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ruhende Schwingungsknotcn die Stellen bezeichnen, wo die entgegengesetzt

schwingeuden Systeme an einander grenzen, so zeigt sich die Berührungs-

fläche der beiden entgegengesetzt elektrisch gewordenen Körper als Indifle-

»enzzone. So lange nun die beiden elektrischen Pole isolirt bleiben, wer-

den die Schwingungen eines jeden der beidou Systeme durch die des andern

beeinträchtigt*), indem hier eine Art Resonanz statt hat, ganz ähnlich wie

bei einem System, das aus mehreren tönenden Körpern gebildet ist. Wird

dagegen der eine Pol abgeleitet, so wird sein Schwingungsmoment durch

die unendlich grosse Anzahl der von ihm aus in Schwingungen zu versetzen-

den Theilchen verbraucht**) und die Intensität der Schwingungen des an-

dern, nicht abgeleiteten Systems wird grösser, verdoppelt sich nahezu. Der

Leiter, welcher den ableitenden Körper mit dem abgeleiteten Pole verbin-

det, wird im Augenblicke der Ableitung selbst von einem „elektrischen
- Strom' 4 durchlaufen, d. h. es pflanzen sich die vom Pol ausgehenden elek-

trischen Schwingungen durch ihn hindurch fort. Der im vorliegenden Falle

entstehende elektrische Strom ist aber nur ein momentaner, eine einzelne

elektrische Welle. Werden dagegen beide Pole gleichzeitig abgeleitet, so

werden in jedem Augenblicke die Schwingungen, welche in der Berührungs-

fläche entstanden, nach beiden Seiten vollständig abgeleitet und verbraucht,

und es können von Augenblick zu Augenblick in ununterbrochener Aufein-

anderfolge neue Schwingungen entstehen und sich fortpflanzen: es beginnt

ein dauernder elektrischer Strom***), eine beständige Erregung und Vernich-

tung elektrischer Schwingungen, eine ununterbrochene Folge elektrischer

Wellen t). Dasselbe findet statt, wenn man die beiden Polo selbst durch

einen Leiter mit einander verbindet; denn auch dann ist die Füglichkeit

vorhanden, dass sich in diesem Leiter, in dem Schliessungsbogen, die

von den "beiden Polen herkommenden Schwingungen gegenseitig beständig

vernichten oder ausgleichen und so von der Berührungsfläche bestän-

*) Darauf scheint auch der in der Zeitschrift des Telegraphen-Vereins II. 7. S. 151

mitgetheilte fünfte Versuch von Wheatstone hinzuweisen, bei welchem die in

gleicher Entfernung von den Batteriepolen in den (060 englische Meilen langen)

Schliessungsdraht eingeschalteten Galvanometer gleichzeitig abgelenkt wurden,
wenn dor Schliessungskreis in der Nähe eines l'oles geöffnet war und dann wieder
geschlossen wurde..

**) Vergl. die Note 133 **) auf S. 5.

***) Nach Gaus s «kann ein elektrischer Strom auch circuliren zwischen zwei
- Körperu, welche bei hinreichender Grösse die Elcktricitüt aufzunehmen vermögen.
Und in der That besitzen die momentanen Ströme, welche z. B. während der La-
dung einer Leidner Flasche den Ladungsdraht durchströmen, nach Ritter allo

Eigenschaften gewöhnlicher Ströme. Vergl. Zeitschrift des Telegraphen- Vereins

I. f>. S. 130. Die Wirkung solcher Ströme auf das Galvanometer wurde auch von
Faraday (vergl. Zeitsdir. des Tel.-Ver. I. 5. S. 127—130) und von Wheat-
stone (vergl. Zeitschr. des Tel.-Ver. II. 7. S. 153) beobachtet. Aehulich steht es

mit den chemischen Wirkungen; vergl. Zeitschr. des Tel.-Ver. I. 5. S. 136 und
12. 8. 288. Es ist somit die Erweiterung des Begriffes Strom wohl gerechtfertigt.

f) Auch für das Licht nimmt Fresnel eine fortdauernde Einwirkung vom
Ausgangspunkte des Lichtes an, also eine ununterbrochene Folge von Lichtwelleu.
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dig neue elektrische Wellen ausgeben. Die Dauer des Stromes ist also,

wenn die Ursache zur Erregung elektrischer Schwingungen unausgesetzt

thätig bleibt, blos bedingt durch eine ununterbrochene Fortleitung*) der

Schwingungen. Mit der Unterbrechung der Leitung wird der Strom unter-

brochen; mit der Entfernung der erregenden Ursache entferut man die Wir-

kung; daher sind Rcibuugs- und Inductionsströme von so kurzer Dauer,

wahrend die galvanischen erst in Folge der Polarisation oder der Ablage-

rung von Gasen an den Elektroden schwächer werden und aufhören. Deut-

lich genug ist diess wohl auch im Ohm' sehen Gesetz über die Stromstärke

ausgesprochen; denn dieses sagt, es sei die Stromstärke S proportional ein-

mal dem Vermögen der Batterie, Elektricität zu erregen, d. i. der elektro-

motorischen Kraft J?und ausserdem proportional der Fähigkeit Fdes Schlies-

sungsbogens, die erzeugte Elektricität abzuleiten. Diese letztere Fähigkeit

F ist aber der reeiproke Werth der Summe der Widerstände ff\ welche sich

dem Abfliessen der Elektricität entgegenstellen; demnach finden wir die
E

Stromstärke £=-77-,.

In jedem der drei Fälle, wo ein momentaner oder dauernder Strom

entsteht, zeigt sich die bewegte oder dynamische Elektricität wesentlich

verschieden von der ruhenden oder statischen Elektricität, dadurch dass

gerade sie magnetisirt, chemische Wirkungen hervorbringt, Licht und Wärme
erzeugt. Die Erregung eines Inductionsstroraes in einem benachbarten ge-

schlossenen Leiter findet dagegen nur in den Momenten statt, wo die Wir-

kung des Stromes beginnt, aufhört, stärker oder schwächer**) wird, weil

nur in diesen Fällen eine Störung des elektrischen Gleichgewichtes in dem
inducirten Leiter eintritt, deren Folge eben die Entstehung des Tnductions-

stromes ist.

Wenn zwei gleichnamige Ströme in gleicher Richtung einen Leiter

durchströmen, so verstärken sie sich in ihren Wirkungen ; haben die beiden

Ströme entgegengesetzte Richtung, so heben sich bei gleicher Stärke die

von ihnen ausgehenden Antriebe zu Schwingungen gegenseitig völlig auf

und es verschwinden damit zugleich auch alle Stromwirkungen***); bei un-

*) Der in der Zeitschrift dos Telegraphen -Vereins II. 7. S. 154 mitgetheüte
vierte Versuch von Wheatatone zeigt, dass vom Pole erst dann eine neue Welle
furtgeht, wenn die früheren weiter geleitet wurden. Es stand nämlich bei diesem
Versuche das eino Ende einer GGÜ engl. Meilen langen Leitung in Verbindung mit
dem einen Pole einer Batterie, deren anderer Pol mit der Erde verbunden war;
wurde jetzt das andere Endo der Leitung mit der Erde in Verbindung gesetzt, so

wurden die an verschiedenen Stellen in die Leitung eingeschalteten Galvanometer
nm so früher abgelenkt, je naher sie an diesem Ende der Leitung, je weiter sie

also von dem Pole der Batterie entfernt waren. Ganz analog ist. der zweite Theil

des fünften Versuchs ebendaselbst.

**) Durch Zu- oder Abnahme der Intensität des Stromes, durch Verminderung
oder Vergrösscrung der Ferne, aus welcher er wirkt.

***) Das Ausbleiben jeder Erwärmung, wenn man durch die Spirale eines elek-

trischen Luftthcrmoraeters zwei gleich starke gleichnamige Strome in entgegenge-
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gleicher Stärke bleibt blos der Ucberschuss des stärkeren Stromes wirksam

übrig; ähnlich ist es bei ungleichnamigen Strömen und gleicher Richtung;

ungleichnamige Ströme in entgegengesetzter Richtung endlich müssen sich

verstärken, und schon desshalb ist der Strom bei leitender Verbindung bei-

der Pole im Schliessungsbogen kräftiger als jene Ströme, durch welche sich

blos eine Elektricität fortpflanzt.

Bei dieser Anschauungsweise verliert der Einwand sein Gewicht, dass

sich beim Vol tauchen Fundamentalversuche die Elektricität ohne wahr-

nehmbare chemische Veränderung an der Verbindungsstelle der beiden Me-

tallplatten entwickelt *) , ein Einwand , welcher gegen die elektrochemische

Theorie spricht, nach der man, wie Berzelins, Becquerel, Farad ay
u. A., die geweckte chemische Thätigkeit als Ursache der Elektricität be-

zeichnet Im entgegengesetzten Falle aber, wenn man mit Volta die Be-

rührung als Ursache und die chemische Wirkung als Folgender Elektricität

betrachtet**), erlaubt uns unsere Anschauung noch einen Schritt weiter zu

thun, indem sie den Grund hinzufügt, wesshalb die Berührung das elektri-

sche Gleichgewicht aufhebt. Obschon ferner unsere Theorie das Auftreten

der Elektricität nicht durch das Dasein eines chemischen Frocesses bedingt

erscheinen lässt, so schliesst sie doch keineswegs die Möglichkeit aus, dass

durch chemische Processe gelegentlich Elektricität hervorgerufen wird. Denn

da bei den chemischen Processen der Austausch der Stoffe nicht ohne Be-

wegung der Theilchen erfolgen kann, so kann sich diese letztere unter Um-

ständen wohl auch in elektrische Schwingungen umsetzen. Ein Gleiches

müssen wir auch da voraussetzen, wo Elektricität durch Druck oder durch

Lösung des Zusammenhanges erregt wird. Iu diesen drei Fällen würden

also die Veränderungen in der gegenseitigen Lage der Theilchen desselben

Körpers gegen einander und gegen die Aethertheilchen und die dabei etwa

eintretende Veränderung der Beschaffenheit dieser Theilchen dieselbe Wir-

kung hervorbringen, welche bei der Berührung das Hinzutreten der Theil-

chen eines verschiedenartigen Körpers hervorbrachte. Von mehr Gewicht

noch ist aber sicher der Umstand, dass sich auf ganz gleiche Weise nicht

allein die Entstehung der Reibungselektricität und der Thermoelektricität,

sondern sogar auch die Verschiedenheiten im Auftreten der verschiedenen

Elektricitäten erklären lassen. Die kräftige Bewegung nämlich der sich

berührenden Theilchen von zwei an einander geriebenen Körpern vermag

selbst in Nichtleitern die Trägheit der Körpertheilchen (S. 134) zu überwin-

den, und es bekundet sich dann noch der gewaltsamere Ursprung durch das

*

setzten Richtungen zu leiten sucht, spricht deutlich genug für die Nichtexistenz

solcher Ströme; Petrina, in der Zeitschrift des Telegraphen-Vereins III. 8. S. 170.

*) Vergl. ausserdem Zantedeschi, trattato di fisica elementare III. II.

457—165.
**) Wenngleich sich bei sehr vielen chemischen Processen auch nicht eine Spur

von Elektricität nachweisen lässt, wofür freilich verschiedene Ursachen geltend

gemacht werden können.
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gewaltsamere Verhalten, durch die grössere Heftigkeit der entstehenden

Schwingungen. Desshalb hat die Reibungselektricität eine so hohe Span-

nung, desshalb ist sie schwieriger zu isoliren als die Bertthrungselektricität.

Und auch bei der Reibungselektricität ist ja die Substanz, welche gerieben

wird, durchaus nicht gleichgültig ; ihre verschiedene Beziehung zum Aether

macht vielmehr das Vorzeichen und (um so zu sagen) die Menge der gelie-

ferten Elektricität von den zum Reiben gewählten Stoffen abhängig , welche

namentlich auch nicht völlig gleichartig sein dürfen. Der Einfluss der Form

der Reibung wäre aus der Art und Weise zu erklären, wie durch sie das

Gleichgewicht gestört wird. Die Spannungsreihe für die Reibungselektrici-

tät wird also durch äussere Einflüsse sehr schwankend gemacht, so durch

Wärme, Farbe, Lage der Fasern, Druck, Oberflächenbeschaffenheit u. s.w.,

und aus diesem Grunde ist es auch kein Wunder, dass sie von der Spau-

nungrfreihe für die Berührungselektricität so abweicht.

Temperaturdifferenzen zwischen den einzelnen Körpertheilchen oder

allgemeine Bewegung der Wärme erzeugt endlich ebenfalls Elektricität und

es wechselt deren Vorzeichen mit der Umkehrung der Bewegungsrichtung.

Die Ursache der Elektricitätserregung kann hier eine mehrfache sein : es

können zunächst die Wärmeschwingungen unmittelbar elektrische Schwin-

gungen veranlassen, oder es kann die Reibung der durch die Wärme in Be-

wegung gerathenden, sich dabei ausdehnenden oder zusammenziehenden

Körpertheilchen, oder endlich die durch die Wärme verursachte Ungleich-

artigkeit*) der sich berührenden Körpertheilchen und deren sich ändernde

gegenseitige Entfernung den Anstoss zu elektrischen Schwingungen geben.

Begünstigt doch eine sonst schon vorhandene Verschiedenartigkeit das Her-

vortreten der elektrischen Polarität wesentlich, mag dasselbe nun in einer

Ungleichheit der Form, der Substanz oder der Dichte nach Verschiedenen

Richtungen (krystallographische Axen) bestehen. Auch das Licht vermag

einen Körper zu elektrisiren und zu magnetisiren , besonders dann, wenn

bloss einTheil desselben dem Lichte ausgesetzt, der andere Theil aber ihm

verschlossen wird**). Wenn aber eine blosse Aenderung des Aggregatzu-

standes (bei Ausschluss aller sonstigen Ursachen) keine Elektricität erzeugt,

so macht diess noch keineswegs die Annahme von elektrischen Schwingun-

gen unzulässig, sondern beweist bloss, dass die hier vorhandene Bewegung

der Art ist, dass sich die dabei eintretenden Gleichgewichtsstörungen aus-

gleichen, ohne vorher in Schwingungen überzugehen , und es könnte diess

möglicherweise eine Folge von zugleich mit eintretenden Aenderungen in

den Beziehungen zwischen Körper- und Aethertheilchen sein.

*) Vergl. Zantedcschi III, II 145: Die entgegengesetzten (Thermo ) Elek.

tricitaten entspringen aus dem Mangel an Symmetrie zwischen den beiden Kry-

stallenden. (Hauy.)
**) Vergl. Zantedeschi III, IIS. 190 ff. und Pouillet, überaeUt vonPal-

mieri II § 187, S. 208.

ZeiUchrifl für Malhenutik u. Physik. IV. 10
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Ausser der Erregung von Elektricität durch Magnetismus und durch

Elektricität, die wir später berühren werden, bleiben uns jetzt bloss noch die

organischen und atmosphärischen Processe als Elektricitätsquellen zu erwälr-

nen. Diese Processe sind gemischter Natur, theils chemische, theils rein

mechanische, und schon aus diesem Grunde könnten sie manuichfach Gele-

genheit zur Erregung von Elektricität bieten
,
ganz abgesehen von der na-

mentlich im organischen Leben so vielfältigen innigen Berührung der ver-

schiedenartigsten Stoffe.

Schliesslich hätten wir noch darauf hinzuweisen, dass die magnetisi-

rende Einwirkung von Magneten auf benachbarte, des Magnetismus fähige

Körper durch eine erschütternde Bewegung der Körpertheilchen oder durch

Reiben befördert wird*), ja dass man einen schwachen Magnetismus selbst

durch blosses Reiben hervorzurufen vermag, wobei aber freilich der Erd-

magnetismus wohl einen Einfluss ausüben könnte.

2) Während wir uns bis jetzt über die Entstehung der Elektricität Re-

chenschaft zu geben versuchten, wollen wir uns nunmehr mit dem Verhal-

ten elektrischer Körper beschäftigen und die elektrostatischen und

elektrodynamischen Erscheinungen zum Gegenstande unserer weitern Be

sprechung machen.

Mit Annahme der Undulationstheorie wird vor allem die Ansicht unhalt-

bar, dass die Elektricität bloss auf der Oberfläche **) und auf dieser wieder

an den verschiedenen Punkten je nach deren Krümmungshalbmessern in

wechselnder Dichte abgelagert sei. Da wir -aber dieThatsachen, welche zur

Annahme dieser Ansicht geführt haben , nicht wegleugnen können , so müs-

sen wir sie auf eine andere Weise zu deuten trachten. Wenn nämlich auch

alle Thcilchen eines überall mit gleichnamiger Elektricität behafteten Kör-

pers in gleichem Sinne schwingen, so werden doch schwerlich alle gleich

heftig schwingen. Denn je weniger ein Theiichen in Folge seiner Lage und

seines Zusammenhangs mit seinen Nachbartheilchen durch diese beeinflusst

und um so zu sagen beengt ist , desto kräftiger kann sein Schwingen und

somit seine Wirkung nach aussen sein, sofern dieselbe von der Heftigkeit

der Schwingungen abhängt ; desto leichter kann aber auch ein solches Theii-

chen, wenn es selbst noch nicht elektrisch ist, einem von aussen kommen-

den Antrieb zum Schwingen nachgeben und elektrisch werden. Nun haben

aber die Theiichen an Kanten, Ecken und Spitzen offenbar die freieste Lage

und eben desshalb müssen sie nicht nur am leichtesten , sondern auch am
stärksten elektrisch werden und am besten dazu geschickt sein, ihre Elck-

*) Vcrgl. Pouillet, übersetzt von.Palmieri II § 188. Becquerel, traite

de physique I, S. 88. — Die Keibungseoefficicnton der Bewegung sind kleiner als
jene der Ruhe. — Im Status nascens ist die chemische Anziehung weit kräftiger.

**) Ohnehin setzt man ja schon jetzt von der galvanischen Elektricität voraus,
dass sie sich im 'ganzen Querschnitt des Leiters und nicht bloss auf dessen Ober-
fläche fortpflanze.
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tricität an andere unelektrische oder weniger stark elektrische Körper ab-

zugeben *). Wenn ferner auch alle in gleichem Sinne schwingenden Theil-

chen eines elektrischen Körpers auf einen Prüfungskörper oder ein Elektro-

skop gleiche Wirkung äussern, so ist doch die Gesammtwirkung aaf das

Elektroskop die algebraische Summe der Einzelwirkungen und als solche

ist sie nicht allein von der Anzahl der wirksamen Theilchen, sondern auch

von deren gegenseitiger Lage abhängig und von der etwa durch die letztere

abgeänderten Wirkungsfähigkeit der einzelnen Theilchen **). Auch in die-

ser Hinsicht sind wieder die Spitzen in einer weit günstigeren Lage, als die

Flächen, und bringt man den Prüfungskörper gar in das Innere des zu prü-

fenden Körpers, so sind die auf ihn wirkenden Theilchen ringsum vertheilt

und die einzelnen Wirkungen heben sich wegen ihrer entgegengesetzten

Richtung gegenseitig auf ***). Daher macht auch eine elektrische Hohlkugel

eine andere in sie hineingesteckte Kugel nicht elektrisch +) ; und es kön-

nen die Goldplättchen eines Elektroskops im Innern einer elektrisirten Hohl-

kugel nicht divergiren, wenn bei der Elektricität die Wirkung in die Ferne

dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional ist und zugleich von

gleichgrossen Raumelementen gleichstarke Wirkungen ausgehen, weil ja

das hierher bezügliche Gesetz der Statik nur unter diesen beiden Voraus-

setzungen gilt. Dass beide Bedingungen erfüllt sind, Iässt sich experimen-

tell nachweisen; wenn man aber zuvor durch das Experiment darthut, dass

die Goldplättchen des Elektroskops in dem oben angeführten Falle wirklich

nicht divergiren, so kann man entweder experimentell zeigen, dass eine

Kugel an allen Punkten ihrer Oberfläche gleich stark elektrisch ist, und

dann (wie Priestley) auf das Gesetz der Wirkung in die Ferne schlies-

sen, oder man kann, da auch das letztere längst theoretisch und experimen-

tell festgestellt ist, aus diesem Gesetze folgern, dass von allen in derselben

Kngelschale gelegenen Punkten eine gleichstarke Wirkung ausgehen muss,

was ja auch dem ersteu Theile der gegebenen Erklärung gemäss der Fall

sein müsste, weil alle Punkte derselben sich genau in derselben relativen

Lage befinden.

*) Spitzen und Flüchen bilden also einen ähnlichen Gegensatz wie Leiter tind

Nichtleiter.

**) Auf die Einstellung im magnetischen Felde ist die Dichtheit und die Ge-

stalt von wesentlichem EinHnss.

***) Auf einem elektrischen Körper, bei welchem die Ehktrieilät im Glcichgc

wichte ist, muss die Summe der Wirkungen auf einen innern Punkt r= 0 sein,

weil sonst durch Influenz in diesem Punkte die natürlichen Fluida zerlegt werden

müs8ten und das Gleichgewicht gestört wäre. Vergl. Pouillet, übersetzt von

Pulinieri II § 203, S. 253.

t) Wenn eine massive und eine hohle Kugel von gleichem Durchmesser durch

2 gleiche und gleich stark elektrische Kugeln gleich stark geladen werden (Pouil-

let, übers, von Palmieri II § 203, S. 250), so sind wir versucht, diess als eine

anderweite Uestätigung des schon früher über den Einfluss des Querschnitts Gesag-

ten zu betrachten.

10*
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Wenn aber so die als Beweismittel für eine eigentümliche und bloss

oberflächliche Vertheilung der Elektricität gebrauchten Thatsachen andere

zulässige Erklärung finden, dann können wir diese Vertheilung selbst eben

so gut fallen lassen, wie Hacker („zur Theorie des Magnetismus," Nürn-

berg 1856, S. 190, 203 u. 229) die Ansicht von einer ungleichen Vertheilung

des Magnetismus im Innern der Körper widerlegt hat.

Die Erscheinungen, welche wir beobachten, wenn ein elektrischer Kör-

per mit einem unelektrischen in Berührung kommt, sind einfache Folgen der

vorhin besprochenen Eigenschaften der Leiter und Nichtleiter. Wird ein

elektrischer Nichtleiter mit einem unelektrischen Nichtleiter berührt, so tritt

in dem Zustande beider eine merkliche Veränderung erst nach Verlauf einer

längeren Zeit ein und es erstreckt sich auch dann die Einwirkung des elek-

trischen Körpers auf den unelektrischen , sofern sie nicht blosse Strahlung

ist, nur bis zu einer nicht beträchtlichen Tiefe. Sind dagegen beide Körper

gute Leiter, so findet sehr schnell eine Ausgleichung in ihrem gegenseitigen

elektrischen Zustande statt, ganz ähnlich, wie wenn sich zwei gute Wärme-

leiter von verschiedener Temperatur berühren. Dadurch, dass die schwin-

genden Theilchen die noch nicht schwingenden in Bewegung setzen, erlei-

den sie selbst einen Verlust an dem ihnen inne wohnenden Schwingungs-

momente, und es stellt sich schliesslich ein durch die beiderseitigen Grössen-

und Massenverhältnisse bedingter, beiden Körpern gemeinschaftlicher Gleich-

gewichtszustand heraus. Ist aber der unelektrische Körper gegen den elek-

trischen unendlich gross, so wird durch ihn das ganze Schwingungsmoment

aufgezehrt und der elektrische Körper völlig entladen. Zwischen inne liegen

die Erscheinungen bei der Berührung eines Nichtleiters mit einem Leiter;

ein Nichtleiter wird durch den Leiter zunächst nur an der Berührungsstelle

geladen oder entladen.

Sind ein elektrischer und ein unelektrischer Körper durch einen Leiter

verbunden, so ist es nahezu ebenso, als wenn sie sich unmittelbar berührten.

Befindet sich dagegen zwischen ihnen ein Nichtleiter, so gestattet dieser,

wenn schon er selbst nicht elektrisch wird, doch durch sich hindurch eine

Einwirkung des elektrischen Körpers E (Taf. I
,
Fig. 6) auf den unelektri-

schon wolche wir früher als Strahlung bezeichnet haben. Durch diese

neue hinzukommende Einwirkung werden in U zunächst die Aethertheilchen

aus dem Gleichgewichte gebracht, gerathen in Schwingungen und übertra-

gen dieselben auch so viel als möglich auf die Körpertheilchen. Ist nun U
ein Nichtleiter, so erstreckt sich wiederum dio Einwirkung auf die Körper-

theilchen nur auf eine geringe Tiefe in ü hinein*). Ist aber U ein Leiter,

*) "Wenn in diesem Falle bei kräftiger Wirkung von E wiederholte Abwechse-
lungen im Vorzeichen der Elektricität auf U erscheinen , so sind die als Grenzen
der einzelneu

,
entgegengesetzt schwingenden Zoneu auftretenden Folgepunkte eben-

falls mit den akustischen Schwingungsknoten zu vergleichen. Magnete mit Folge-
pnnkten erhält man durch gewisse Arten des Streichens, oder dnreh Abwechselun-
gen in der Umwickelungsrichtung des Drahtes der Elektromagnete. Das Auftreten
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so geräth er vollständig mit in Schwingungen und es bilden fortan beide

Körper bloss ein einziges, durchwog gleichförmig schwingendes .

System. Auch in diesem Falle ist eine Indifferenzzone vorhanden und rückt

um so näher an E heran , je kräftiger die von E ausgehende Wirkung ist,

d. h. je stärker elektrisch und je näher E ist*); diese Indifferenzzone ent-

spricht aber nicht einem Schwingungsknoten, sondern ist die Folge des schon

S. 142 erwähnten Einflusses, den die Nachbartheilchen auf die nach aussen sich

kund gebende Wirkung irgend eines Theilchens* ausüben. Dem elcktrisi-

renden Einflüsse von E auf die Zwischenschicht arbeitet zwar der von (7

kommende gleichsinnige entgegen , weil seine Wirkungsrichtung die entge-

gengesetzte ist , wenn aber die Dicke der nichtleitenden Zwischenschicht

klein genug ist, so werden doch in dieser ganzen Zwischenschicht auch die

Körpertheilchen mit zu Schwingungen fortgerissen werden**), und in dem
Momente ***)•, wo diess geschieht

,
springt ein Funken über f) , werden die

elektrischen Schwingungen sichtbar ft). Da aber durch das Ueberspringen

des Funkens, gerade wie bei jeder andern Fortpflanzung durch Leitung,

auf dem ursprünglich elektrischen Körper die elektrische Spannung ver-

mindert wird , so ist nach dem Ueberspringen des Funkens die Zwischen-

schicht für die noch vorhandene elektrische Spannung zu dick, die Mitthei-

lung der Elektricität dadurch unterbrochen, und es müssen die beiden Kör-

von Folgepnnkten an elektrischen Körpern^ist indessen noch zu wenig studirt, als

dnss wir hier weiter darauf eingehen möchten. Doch mag nicht unerwähnt blei-

ben, dass das Auftreten von Folgepunkten, wenn es sich nicht als eine durch die

Natur der Nichtleiter bedingte Eigenthümlichkeit derselben darstellen lässt , aus

der Undulationstheorie etwas schwierig zu erklären zu sein scheint und' der gleich

zu entwickelnden Ansicht über die elektrische Vertheilung widerspricht. — Bei den
(Lippen-) Pfeifen rinden wir, dass die Stärke des Hauchs und die Dimensionen
der Mündung ein Schwingen in Untcrabtheilungen herbeiführen können (Pouil-
let, übersetzt von Palmieri III, § 344, S. 104) und es siud dort die als Ganzes
schwingenden Theile um so kleiner, je höher der Ton ist.

*) Aehnlich beim Magnetismus ; Ponillct, übersetzt von Palmieri II § lftl,

S. 140: „Ein Eisencyliuder von einem Magnet getragen, ist in Wirklichkeit selbst

ein Magnet, zieht daher Eisenfeilspäne an und hat eine ludifferenzone und zwei

Pole; die Indifferenzzone liegt indess nicht in der Mitte."

**) Dass in der Zwischenschicht sich stehende Wellen erzeugen, ist wenig
wahrscheinlich, weil ja die ans der isolirenden Zwischenschicht zum Leiter gelan-

genden elektrischen Aetherschwingungen sich in diesem leichter fortpflanzen können.

***) Auch bei chemischen Wirkungen, die von Lichtentwickelung begleitet sind,

dauert die letztere nur einen Moment.

f) Bei der Voltaischen Elektricität entwickelt sich das Licht nur, wenn sich

die beiden Pole berührten und dann von einander getrennt werden (Trennungs-

funken) ; ohne stattgehabte Berührung jedoch bei kleinem Abstände auch , wenn
man vorher einen Funken aus einer Leydner Flasche durchgehen lässt. In beiden

Fällen befördert und erleichtert also die schon vorhandene Bewegung im isoliren-

den oder doch mindestens weniger gut leitenden Mittel die Annahme der elektri-

schen Schwingungen. Nicht gleichgültig als Prüfstein für die Theorie ist die Ge-

stalt und Richtung des Funkens nach dem früher Gesagten.

ff) Aehnlich ist der Vorgang bei der Fluorescenz, vergl. Ettingshausen, die

Principien der heutigen Physik, S. 13; hier in Licht umgesetzte Elektricität,

dort in sichtbares Licht umgesetztes unsichtbares Licht.

Digitized by Google



146 Die Elektricitätslehre vom Standpunkt der Undulationstheorie.

per sich einander genähert werden, damit ein zweiter Funken überspringe,

ein Nacbschlag erfolge u. s. f.

Da die Wirkung in die Ferne bei der gestrahlten Elektricität dem

Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional ist, so muss die Intensität

der auf U durch Vertheilung erzengten Elektricität ausser von der Intensi-

tät der Elektricität auf E zunächst von der Entfernung abhängen, in wel-

cher sich U von dem influenzirenden Körper E befindet. Je weiter U von

E entfernt ist, desto schwächer ist der Anstoss, welchen die E zunächst

liegenden Theilchen des influenzirten Körpers U überhaupt erhalten. Von

der Gestalt, Beschaffenheit und Grösse des Körpers ü hängt es dann ab, in

welcher Weise und Stärke sich jener erste Anstoss weiter fortpflanzt und

verbreitet.

Wir setzen also nicht erst auf den influenzirten Körper' U ein ur-

sprüngliches und gleichzeitiges Auftreten beider*) Elektrizitäten voraus,

um dann wieder die entgegengesetzte in dem E zugewandten Ende , weil

sich ja durch kein Mittel ihre Anwesenheit nachweisen lässt, durch die

Elektricität auf E binden zu lassen und ihr selbst die Bindung eines Thei-

les der auf E befindlichen Elektricität aufzutragen, um daraus zu erklären,

warum E auf dem nach U gewandten Ende jetzt weniger stark elektrisch

ist , und warum E nicht vollständig entladen werden kann , so lange U rück-

wärts darauf einwirkt**). Will man E entladen, so wird es ja gleich von

U aus wieder durch Vertheilung geladen. Wohl aber kann auf U die gleich-

namige Elektricität am abgewendeten Ende abgeleitet d. h. die ursprüng-

*) Das Auftreten beider Elektricitäten konnten wir gar nicht einmal beibehal-
ten, weil wir vergeblich nach einem Grunde für das Auftreten der entgegenge-
setzten Schwingungsweise am zugewandten Ende und für das Umspringen dersel-

ben wieder in die gleichnamige Schwingung am abgewandten Ende suchten , und
auch nirgends in dem weiten Gebiete der Lehre von den Schwingungen ein Analo-
gem für diese Erscheinung fanden, ausser etwa den von Poisson nachgewiesenen
Verlust einer Wellenlänge bei Grenzübergängen* Auch hier ist'Robida anderer
Ansicht, und die von ihm versuchte Erklärung spricht wirklich für das Auftreten
beider Influcnzelektricitäton; unsere Zweifel und Bedenken gegen seine Beweisfüh-
rung werden wir ein ander Mal begründen. — Das Abweichende bei der magneti-
schen Vertheilung werden wir später zu erklären versuchen. — Nach den Mitthei-
lungen von Faraday (vergl. Philos. Magazine Ser. IV vol. IX, p. 161 und dar-
aus übersetzt in der Zeitschrift des deutsch - österr. Telegraphen -Vereins II f»,

S. 103) hielt auch Melloni eine Modifikation des Fundamentaltheorems der elek-

trischen Vertheilung für nöthig ,,in dem Sinne, dass 2 durchaus verschiedene Wir-
kungen auseinander gehalten werden — der elektrische Zustand während der Ver-
theilung und der nach der Berührung und Entfernung von dem inducirendeu Kör-
per. Wir kennen den Vorgang im, letztern Falle , nicht aber im erstem etc."

Auch glaubte Melloni, dass die Resultate, zu denen Coulomb, Poisson und
Andere ihrer Zeit gelangten, mit den wahren Naturgesetzen nicht in Einklang
stünden.

**) Wenn man E ableitet, so sollte doch wohl (was ja auch bei der gänzlichen
Entfernung von E geschieht) die Influcnzelektricität erster Art auf dem E zuge-
wandten Ende des Körpers U sich eher mit der gleichstarken Influcnzelektrkitiit

zweiter Art auf dem abgewandten Ende ausgleichen, als mit der entfernteren auf
£, welche letztere dann ungestört abfliessen könnte.
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lieh von E ausgegangene Wirkung noch weiter fortgepflanzt werden. Dabei

verschwinden die Schwingungen in U, während E seiner Elcktricität durch

die Ableitung von U nicht beraubt wird , weil es von U durch einen Nicht-

leiter getrennt ist, also bloss durch Strahlung auf £f einwirkt, wobei, wie

wir bereit» festgestellt haben , nur wenig Schwingungsmoment verbraucht

wird. Wird E entfernt, so stellt sich in beiden Fällen mit dem Aufhören

des störenden Einflusses auf U das frühere Gleichgewicht wieder her; wurde

aber zugleich mit der Entfernung von E auf U die Ableitung aufgehoben,

so erscheint auf U als Reaction die entgegengesetzte Elektricität , weil der

durch die Wechselwirkung der Körper- und Aethertheilchen im ganzen

abgeleiteten Systeme und durch die Anwesenheit und Wirksamkeit von E
bedingte und erhaltene Beharruugszustand mit der Entfernung des Körpers

E nothwendig unterbrochen und durch die in dem gleichzeitig durch Aufhe-

bung der Ableitung verkürzten Systeme noch wirksam bleibenden Antriebe

ein anderer Beharrungszustand herbeigeführt werden muss.

Versuchen wir gleich eine Anwendung des eben Vorgetragenen zur

Erklärung der Vertheilungserscheinuugen beim Condensator (Leyduer

Flasche) und dem Elektrophor. Die Erklärung der Wirkung des Conden-

8ators und der Leydner Flasche zunächst ist schon fast vollständig in dem

Vorhergehenden enthalten und gestaltet sich sehr einfach (Fig. 7). Wird

der leitende Deckel d mit einem elektrischen Körper k berührt , so

wird er durch Mittheilung elektrisch und seine Elektricität elektrisirt durch

die isolirende Zwischenschicht z durch Strahlung die Basis b und zwar be-

kommt die Basis durchweg dieselbe Elektricität wie der Deckel. Das

Ganze: k
y </, z,b bildet nur ein elektrisches System. Wird dagegen b ab-

leitend berührt, so führt die Wechselwirkung der Theilchen und die gleich-

zeitige Einwirkung von d auf b einen Zustand der Beharrung herbei, in

welchem b, so lange d anwesend bleibt, unelektrisch erscheint, aber ent-

gegengesetzt elektrisch wird, sobald d entfernt wird. Rückwärts wirkt aber

auch b in seinem durch die Ableitung modificirten Zustande auf d ein und

auch auf d entsteht dadurch , so lange es in der Nähe von b befindlich ist,

ein Zustand des Gleichgewichts, welcher d befähigt, bei einer neuen Be-

rührung mit dem nicht stärker als früher elcktrisirten Körper k von diesem

eine neue Quantität Elektricität, einen neuen Thcil seines Schwingungs-

momentes zu übernehmen. So wirkt das Ganze als Condensator. Dass

nach der Ableitung von b der Zustand sowohl in b als in d ein erzwungener

und wechselseitiger ist, deutet die Heftigkeit an, mit welcher die Aus-

gleichung zwischen beiden erfolgt , sobald man b und d leitend verbindet.

Durch eine solche Verbindung wird d seines Schwingungsmomentes be-

raubt und dieses dazu verwendet, um auf b das Gleichgewicht herzustellen,

welches ja durch eine von d ausgegangene, also dessen Elektricität äqui-

valente Wirkung gestört worden war. — Beim Elektrophor ist der ur-

sprünglich elektrische Körper selbst ein Isolator , nämlich der durch Reiben
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mit dem Katzenfell negativ elektrisch gemachte Harzkuchen, welcher den

Deckel und die Schüssel bei unmittelbarer Berührung durch Mittheilung

und bei mittelbarer durch Vertheilung elektrisch macht. Zudem spielen

hier auch Deckel und Schüssel keineswegs genau dieselbe Rolle, als der

Deckel und die Basis des Condensators. Die mit dem Katzenfell geriebene

Fläche des Harzkuchens ist negativ elektrisch; setzt man den Deckel auf,

so wird er ebenfalls negativ elektrisch, so lange er auf dem Kuchen ruht;

auch kann er als guter Leiter diese negative Elektricität weiter geben, und

wenn er nach einer ableitenden Berührung von dem Kuchen abgehoben und

zugleich die Berührung aufgehoben wird , so zeigt er sich positiv elektrisch.

Dasselbe geschieht in der Schüssel oder Form, nur wirkt hier die auf der

Oberfläche des Harzkuchens geweckte Elektricität aus grösserer Ferne und

vorzugsweise durch Vertheilung ; die Elektricität der Schüssel ist desshalb

weniger intensiv. * Werden daher in diesem Falle Deckel und Schüssel,

ohne vorher ableitend berührt worden zu sein, leitend verbunden, so ent-

steht zwischen ihnen, obwohl sie gleichnamig elektrisch sind, ein Strom,

durch welchen der Ueberschuss des Deckels der Schüssel zu Gute kommt.

An die Influenzerscheinungen schliessen sich eng die Inductions-

erscheinungen an. Die Induction steht genau in demselben Verhältnisse

zu der dynamischen (bewegten) Elektricität, in welchem die Influenz

zur statischen Elektricität steht*), und offenbart sich ungeschlossenen

Leitern durch eintretende Spannungserscheinungen, während in geschlos-

senen Leitern momentane Ströme hervorgerufen werden. Indem wir

übrigens an dem schon früher über die Induction Ausgesprochenen festhal-

ten, haben wir hier bloss noch die Richtung der Indnctionsströme aus der

bisher entwickelten Ansicht über die Influenz herzuleiten. Stellen wir uns

parallel zu dem Leiter A B (Fig. 8) ein Stück CD eines anderen geschlosse-

nen Leiters vor und lassen durch AB plötzlich sich Elektricität in der

Richtung von A nach B bewegen; ist z. B. diese Elektricität in a angekom-

men**), so stört sie das elektrische Gleichgewicht in CD und zwar erhält'

das zunächst liegende Element «, den stärksten Anstoss, die entfernteren

schwächere. Die dadurch in diesem Elemente entstehenden gleichsinnigen

Schwingungen (gleichnamige Elektricität) haben das Bestreben sich nach

beiden Seiten hin fortzupflanzen , allein nur in der Richtung nach C können

sie es ungehindert; in der Richtung nach D stossen sie bereits auf die —
durch das inzwischen erfolgte Auftreten def Elektricität in b —-in b

{
er-

zeugten
,
wegen der gleichen Entfernungen {aa

{
= bb

t
etc.) gleich starken,

sich in der Richtung nach C fortpflanzenden Schwingungen und werden von

ihnen vernichtet; ebenso die von b
{
nach D sich fortpflanzenden Schwin-

*) Doch muss nach S. 13 auch bei der Influenz meist schon ein Strom auf-

treteu.

**) a gelte als das erste Theilchen in AB , von welchem eine merkliche Ein-

wirkung auf CD erfolgt.
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gungen durch jene, welche von c aus in c, hervorgerufen wurden und sich

gegen C hiu fortpflanzen wollen. Ein gleiches Resultat liefert die Einwir-

kung von a auf b
x , von 6 auf c

t
u. s. w. ; von a auf c

x , b auf rf, u. s. w. So

bleiben in CD beim Beginn des Stromes in AB die in der Richtung nach C,

beim Aufhören des Stromes, die in der Richtung nach D sich fortpflanzen-

den Schwingungen übrig; erstere geben einen Strom in entgegengesetzter,

letztere einen in gleicher Richtung mit dem in AB. Ist der Strom in AB
nicht momentan , sondern dauernd , so vernichten sich, so lange er unver-

ändert bleibt, in CDE die gleichzeitig in den Richtungen nach C und nach

D fortgepflanzten Schwingungen. Bewegen sich endlich entgegengesetzte

Elektricitäten in AB in entgegengesetzter Richtung, so ist auf jede das

eben Gesagte anzuwenden und der Erfolg genau derselbe.

Sind zwei elektrische Körper durch einen Leiter verbunden, so stre-

ben sie sich durch denselben hindurch ihre Antriebe zu Schwingungen mit-

zutheilen, genau in derselben Weise, als wenn sie sich unmittelbar berühr-

ten. Haben beide dieselbe Schwingungsweise, so findet bei der eintreten-

den Ausgleichung jeder in dem andern den Zustand schon vorhanden, den

er selbst hervorrufen würde , und es vertheilt sich höchstens bei ungleicher

Intensität der Schwingungen der einseitige Ueberschuss gleichmässig Über

das ganze System, in kürzerer oder längerer Zeit je nach der Leitungsfä-

higkeit der beiden elektrischen Körper. Haben beide Körper entgegenge-

setzte Elektricitäten , so findet jeder in dem andern den entgegengesetzten

Zustand von dem , welchen er hervorrufen möchte , und es kommt jetzt auf

die Stärke der Antriebe an; sind sie gleichstark, so müssen sie sich in ihren

Wirkungen aufheben und keiner der beiden Körper zeigt sich nach der

Vereinigung elektrisch; sind die Antriebe von verschiedener Stärke, so

bleibt von dem stärkern ein Ueberschuss und vertheilt sich wiederum über

das ganze System. Sind zwei gleichnamig elektrische Körper durch einen

Nichtleiter getrennt, so lassen sich beide ebenfalls als ein einziges System

betrachten, bei welchem sich wieder die Wirkung nach aussen z. B. auf ein

Elektroskop an den beiden abgewandten Enden am stärksten zeigt, für

welche sämmtliche wirksame Theilchen auf derselben Seite liegen, wäh-

rend sie für jeden mittlem Punkt zu beiden Seiten desselben vertheilt sind.

Umgekehrt ist die Wirkung bei ungleichnamigen Elektricitäten , deren Wir-

kungen entgegengesetzt sind, also sich zum Maximum suramiren müssen,

da, wo sie nach entgegengesetzten Richtungen wirken d. h. an den einan-

der zugewandten Enden der beiden entgegengesetzt elektrischen Körper.

Die Schlagweite wird in diesem Falle weit grösser sein, weil ja die von

beiden Seiten her kommenden Wirkungen auf den Nichtleiter sich gegen-

seitig unterstützen. Die Grösse der Schlagweite für einen elektrischen und

einen nicht elektrischen Körper muss ferner in der Mitte liegen zwischen

jenen beiden für zwei schon ursprünglich gleichnamig und für zwei entgegen-

gesetzt elektrische Körper, da bei gleichnamig elektrischen Körpern die in
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der S. 146 angedeutetenWeise zurWirkung gelangende Differenz kleiner sein

muss , als wenn der eine Körper ursprünglich unelektrisch war. Setzen wir

nämlich voraus , dass die durch Influenz erzeugte Intensität = von der

iiifluenzirenden sei, und haben die beiden gleichnamig elektrischen Körper

A und B die entsprechenden Intensitäten a und b
}

so influenzirt A auf B
mit — , B auf A mit — : diese Intensitäten zu den ursprünglichen gcrech-

net*), giebt am zugewandten Ende und bei guten Leitern von geeigneter

Form überall

auf A die Intensität A = a + -
n

- B - - B = b + £
«

Differenz der Intensitäten 4= a + ^ — (b + ^
= ('-^)(«-») = 1^i («->)•

Um die Differenz positiv zu erhalten, setzen wir allgemein a>ft, was

offenbar erlaubt ist. a= 6 giebt z/0= 0; in diesem Falle wird auch kein

Funken überspringen. Aus dem Falle a > b erhalten wir den Fall der ein-

fachen Influenz, wenn wir 6= 0 setzen, und dann ist die Differenz der In-

tensitäten 4. — a; da aber J : d. = a~ b < 1 , so ist A < 4,. Für

den Fall, dass die beiden Körper entgegengesetzt elektrisch wären, also

. der eine positiv, der andere negativ elektrisch, hätten wir nur b negativ zu
„ i

nehmen und finden dann die Differenz der Intensitäten J2
= (« -f- b)

;

da aber J
x

: J
2
—

, < 1 , so ist J
{
< A

%
und allgemein

:

* < 4 < 4r

Somit kann auch für J
2
die Zwischenschicht am dicksten sein. Wir kom-

men also auch ohne die Influenzelektricität der ersten Art auf das vorste-

hende allgemeine Gesetz. Da n aus der Rechnung wegfällt, so brauchen

wir für den vorliegenden Zweck auf seine Bestimmung gar nicht weiter ein-

zugehen.

Aehnlich verhält es sich beim Magnetismus , nur dass hier die Leitung

wegfällt, also bloss Aetherschwingungen vorhanden zu sein scheinen.

Häcker fand, dass bei der Wirkung eines Magnetes auf einen andern der

Erfolg wesentlich von einem „Qualitätscocfficienten der Masse der Magnete"

abhinge. Dieser Coefficient ist für uns der Ausdruck für das Verhältniss

der anziehenden oder abstossenden Wechselwirkung zwischen den Massen

*) a additiv wegen der S. 145 aufgestellten Ansicht
; desswegen mnss zugleich n

eine positive Zahl sein; übrigens ist auch jedenfalls oo]>n]>l, weil sonst bei

der Influenz die Sehlagweite = 0 sein imisate; in n steckt auch der Einfluss der

Entfernung zwischen A und B
t

vergl. S. 145.
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und Aethertheilchen. Je stärker diese Wechselwirkung ist, desto leichter

können sich zwar die Schwingungen eines Theilchens über den ganzen

Körper verbreiten, in desto kürzerer Zeit müssen sie aber auch nach dem

Aufhören der Einwirkung von aussen, durch welche sie eben in Schwin-

gungen versetzt wurden, wieder zur Ruhe gelangen. So paart sich die

schwerere Annahme des Magnetismus ganz naturgemäss mit dessen längerer

Dauer, und es stellen sich die permanenten Magnete auf gleiche Stufe

mit den die Elektricität gleichfalls auf längere Zeit behaltenden Nichtlei-

tern der Elektricität; wird ja doch ihr Zusammengehören durch den jetzt

leicht erklärlichen Umstand angedeutet, dass der mit stärkerer Coercitiv-

kraft begabte Stahl besser durch Reibungsei cktricität elektrisirt wird, welche,

wie wir schon sahen, besonders durch Nichtleiter erregt wird. Wenn nun

in einem an sich zwar starken Magnete die Wechselwirkung zwischen den

Massen - und Aethertheilchen ein Ummagnetisiren , ein Umkehren der Pole

leicht zulässt, so kann dasselbe selbst durch einen übrigens schwächern

Magnet bewirkt werden, und darin eben besteht Häckcr's „Einwirkung

eines Magnetes in die Masse eines andern" (vergl. P. W. Häcker, zur

Theorie des Magnetismus, S. 185 und 191).

Nachdem wir bis jetzt das Verhalten der elektrischen Körper in Bezug

auf die speeifisek elektrischen Erscheinungen betrachtet haben , müssen wir

noch einen Blick auf die Veränderungen werfen, welche durch die Elektri-

cität in den Aeusserungen der Mojekularkräftc der elektrischen Körper

hervorgebracht werden. Als Ursache aller dieser Veränderungen möchten

wir die Bewegung der Thcilchen bezeichnen , also geradezu und unmittel-

bar die elektrischen Schwingungen. Wie durch dio Wärme oder das Licht

nicht selten Veränderungen in der Structur und Krystallforra im Innern fe-

ster Körper herbeigeführt werden, so ändert sich auch im elektrischen Zu-

stande und durch ihn die Anordnung der Körpertheilchen. So werden

Stromleiter mit der Zeit spröde und brüchig*); häufig überwindet die Elek-

tricität sogar die Cohäsion und löst den Zusammenhang. Wie ein leeres

Glas auf dem heissen Ofen springt , wenn seine Theilchen nicht schnell und

leicht genug die Wärmeschwingungen aufnehmen und weiter geben kön-

nen**), so zertrümmert ein hinreichend kräftiger elektrischer Schlag die

Nichtleiter, durch welche er sich Bahn bricht. An Leitern zeigen sich diese

zerstörenden Wirkungen um so weniger, je leichter die Theilchen der An-

regung zu Schwingungen folgen können. Wohl abor beobachtete man wie-

derholt an Blitzableitern , an denen heftige Blitze niedergingen, eine spiral-

*) Etwas A cimliches finden wir bei den eisernen Wagenachsen , deren Festig-

keit ausser den Stüssen noch durch dio Verdrehung bei der rotirenden Bewegung
in Anspruch genommen wird.

**) Desgleichen bei zu schneller Abkühluug dos Glases. — Ausdehnung und
Zusammenziehung durch die Wunne.
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förmige Drehung*), ein Umstand, welcher auf die Beschaffenheit der elek-

trischen Schwingungen hindeuten dürfte**).

Ferner verstärkt oder schwächt der elektrische Strom die chemische

Anziehung zwischen den Atomen eines und desselben oder auch verschiede-

ner Körper und befördert oder hindert so chemische Zersetzungen und

Verbindungen. Die Zersetzungen erfolgen nach den von Farad ay aufge-

stellten Gesetzen mit solcher Kegelmässigkeit und Gleichförmigkeit, dass

Jacobi sogar als Maasseinheit für die elektrischen Ströme jenen Strom

vorschlug, der in einer Minute ein Kubikcentimeter Knallgas liefert. Den-

noch ist aber die Art und Weise, wie eigentlich der elektrische Strom che-

misch wirkt, noch in ein tiefes Dunkel gehüllt. Da indessen Licht und

Wärme ebenfalls chemisch wirken***), und beim Lichte wieder die stark

brechbaren, am schnellsten schwingenden Stocker'schen Strahlen am be-

sten , so liegt die Vermuthung gewiss nicht ferne , dass gerade das Bewegt-

sein und die Fortpflanzung des Bewegtseins auch die chemische Wirkung

herbeiführt, indem es die Beschaffenheit f), Lage und Anordnung der Theil-

chen abändert. Veranlasst doch in einigen Fällen schon ein gewöhnlicher

Stoss, eine Erschütterung des einschliessenden Gefässes eine chemische

Wechselwirkung oder eine Krystalüsationft).

*) Aebnlich selbst an weniger guten Leitern ; vergl. u. A. Zeitschrift des

deutsch - österr. Telegraphen - Vereins JI 10, 8. 230 und 231: „Es zeigten sich da-

bei dieselben Erscheinungen, welche auch schon mehrfach beobachtet worden: das

elektrische Fluidum ging meist aus der Leitung längs den Stangen in spiralförmi-

gen Bahnen zur Erde, indem es die Stangen selbst bald spaltete oder gänzlich

zersplitterte, bald nur spiralförmige Splitter aus denselben herausriss."
**) Die weitere Ausführung davon folgt später S. 45. Hier nur eine Stelle

aus Becquerel, traite' de physique, I p. 70: „von Mar um hatte beobachtet,

dass sich die Länge eines Metalldrahtes von kleinem Durchmesser verkürzt, wenn
man eine Leydner Flasche durch ihn entlädt; diess bestätigend erkannte Edmund
Becquerel, dass der Draht einen welligen Zustand annahm (affectait une dispo-

«ition ondnleV), welcher anzudeuten scheint, dass die Elektricität in einer Art

Wellenbewegung durch deu Draht geht. Eine ähnliche Wirkung war an Glocken-

strängen beobachtet worden, welclie der Blitz durchlaufen hatte."
***) Robida sagt S. 17 der Vibrationstheorie: „Alle sogenannten chemischen

Wirkungen des Lichts, darunter auch die Photographie, halte ich für Wirkungen
der durch das Licht geweckten Elektricität. Zur Photographie präparirtes feuch-

tes Papier wurde zwischen zwei Platindrähte, welche die Pole des elektrischen

Stroms vorstellten, gelegt, und es schwärzte sich in kurzer Zeit am intensivsten

zwischen den Polen, schwächer seitlich von diesen wie von verfliessender schwar-

zer Tinte. Nach Unterbrechung des Stroms wurde ein einziger dieser Platindrähte

auf das präparirte Papier gebracht, und er schwärzte es noch merklich; dagegen
zeigte ein anderer im elektrischen Strome nicht gebrauchter Platindraht keine Ein-

wirkung auf das Papier. Demnach haben die elektrischen Schwingungen im Drahte
schwach fortgedauert. Die Versuche, welche Grove in Pogg. Annalen B. 100,

S. 345 erzählt, scheinen meine Ansicht zu bestätigen." — Wir tragen diess nur

als ein weiteres Beispiel für die Analogie zwischen den Wirkungen des Lichtes

und der Elektricität nach; bei der obigen Anschauungsweise brauchen wir wenig-

sten«» nic'it unsere Zuflucht zu einer so verwickelten und unklaren Hypothese über

die Elektrochemie zu nehmen, wie Robida, der uns hier obendrein den Beweis*

dafür schuldig bleibt, wie die transversalen Lichtschwingungen longitudi-
nale elektrische Schwingungen wecken.

f) Ueberführung des Sauerstoffs in Ozon durch Elektricität.

ff) Nach Plücker nehmen auch die krystallinischen Axen bei der Krystal-

-' ^ - .. - . . . . „ - - - J- V- *
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Endlich ändert sich im elektrischen Zustande auch die gegenseitige

Anziehung oder Abstossung der verschiedenen Körpern angehörigen Mat»-

sentheilchen. Die Ursache dieser Anziehung oder Abstossung wäre also

keine neu hinzukommende Kraft*), sondern die in der Wirkungsweise der

den Massentheilchen inne wohnenden anziehenden Kräfte eintretenden Ver-

änderungen , welche eben durch den eigentümlichen Zustand der Bewe-

gung herbeigeführt werden, in welchem sich die Massentheilchen befin-

den**). Werden zwei (leichte) Körper gleichnamig elektrisirt, so streben

sie sich von einander zu entfernen , stossen sich gegenseitig ab und werden

anch von der Elektricitätsquelle abgestossen. Elektrisirt man dagegen das

eine Körperchen positiv, das andere negativ, so ziehen sie sich gegenseitig

an und streben sich gegen einander zu bewegen. Daraus floss das Gesetz:

gleichnamige Elektricitäten stossen sich ab, entgegengesetzte ziehen Bich

an. Nun zieht ein elektrischer Körper jeden andern , auf welchem er durch

Influenz Elektricität erzeugte, an, und desshalb setzte man auf demjenigen

Ende des influenzirten Körpers, welches dem influenzirenden zugewandt

ist, die entgegengesetzte Elektricität (als Influenzelektricität erster Art)

voraus, nannte sie aber gebunden , weil sie sich nicht durch das Elektroskop

nachweisen lässt. Da wir jedoch auf dem ganzen influenzirten Körper bloss

die Erzeugung der gleichnamigen Elektricität annehmen konnten (vergl.

S. 145) *, so nahmen wir dadurch zugleich dem Gesetze der elektrischen An-

ziehung und Abstossung seine Allgemeinheit. Indessen , wenn wir somit

anch gezwungen sind , ein nicht unter allen Umständen gleiches Verhalten

zweier mit Elektricität behafteter Körper voraus zu setzen , wenn wir dabei

unterscheiden müssen , ob die Elektricität auf dem zweiten von dem ersten,

durch Vertheilung oder durch Mittheilung erzeugt wurde: so sind wir dess-

wegen nicht etwa schlimmer daran , als die Dualisten , welche— um gerade

bei aufrecht erhaltener Allgemeinheit des Anziehungsgesetzes zu erklären,

wesshalb die positive und negative Elektricität einer galvanischen Säule

sich trotz ihrer so starken Anziehung nicht über die elektricitäterregende

Berührungsfläche vereinigen, während sie sich doch so leicht und mit so

grosser Heftigkeit durch den Schliessungsbogen vereinigen — eben jene

Berührungsfläche zwischen den beiden sonst recht gut leitenden Elektro-

motoren zu einer für die diesseits und jensoits abgelagerte Elektricität un-

überspringbaren***) Grenze machen. Die. Ursachen, welche das verschie-

lisation im magnetischen Felde eine bestimmte Lage gegen die magnetischen
Pole an.

*) Nach der dualistischeu Theorie ist diese Kraft vertreten durch die sich an-

ziehenden oder abstossenden Fluida.
**) Ueber eine durch die Wärme hervorgerufene anziehende und abstossende

Kraft vergl. Zantedeschi, trattato di äsica II, I S. 285ff.

***) Vergl. Pouillet, übersetzt von Palmieri II § 220, S. 297: „ohne je

die Grenze überspringen and sich vermöge ihrer wechselseitigen Anziehung ver-

einigen zu können." — Wer erinnert sich dabei nicht an den abenteuerlichen Qlau-

Digitized by Google



154 Die Elektricitätslehre vom Standpunkt der Undulationstheorie.

dene Verhalten in den einzelnen Fällen bedingen, sind freilich noch aufzu-

suchen und werden sich vielleicht in dem verschiedenen Verhalten der Lei-

ter und Nichtleiter gegen die Elcktricität , in den verschiedenen Wechsel-

beziehungen zwischen Aother- und Körpertheilchen finden lassen. Nament-

lich dürfte das Verhalten des zwischenliegeuden Nichtleiters in Folge der

auf ihn ausgeübten Einwirkung massgebend sein; S. 150 fanden wir ja

A < A
x < A.

i
und es fällt

A
t
zusammen mit, kräftig er Anziehung zwischen zwei entgegen-

gesetzt elektrischen Körpern,

A
v
zusammen initschwächererAnziehung zwischen dem influen-

zirenden und influeuzirten Körper,

A zusammen mit Abstossung zwischen ursprünglich gleichnamig elek-

trischen Körpern.

Den Uebergang aber von der Abstossung zur Anziehung würde ein ein-

facher Zeichenwechsel in der Resultante der Abstossung andeuten. Ueber-

diess steht jene Erscheinung auch keineswegs vereinzelt da; denn abge-

sehen davon, dass der Magnetismus nicht auf alle Substanzen in gleicher

Art wirkt, sondern man paramagnetische und diamagnetische Substanzen

unterscheiden muss, begegnen wir in der Elektrodynamik bei den Ampere'-

schen Gesetzen demselben Gegensatze nochmals und unter denselben äusse-

ren Bedingungen in Bezug auf einen zwischenstehenden oder nicht zwi-

schenstchenden Nichtleiter. Während sich nämlich die successiven Theile

desselben Stromes abstossen, ziehen sich zwei parallele gleichgerichtete

Ströme an*).

beu an einen — jedoch nur bis zu eiuer gewissen Höbe Uber der Erdoberfläche

hinaufreichenden — horror vacui der Natur, wie er vor Torricolli gelehrt wurde?
Bei der Annahme der Undulationstheorie hilft uns wohl der Satz von Frcsnel
Uber diese Schwierigkeit: dass bei von einem Tunkte ausgegangenen Wellen eine

Rückwirkung, eiue Kückkebr nur da stattfinden kann, wo eine Verschiedenheit

der Dichte und Elasticität vorhanden ist (Pouillet, übers, von Palmieri III

§ 437 , Ö. 313). Die elektrischen Wellen entstehen aber in der Berührungsfläche

selbst.

*) Iiier wie dort sehen wir durch Mittheilung gleichnamig elektrische Theil-

chen sich entschieden abstossen. Die Abstossung zwischen zwei Theilchen wird
proportional sein dem Produkte der Intensitäten beider Theilchen und umgekehrt
proportional dem Quadrate der Entfernung. Dürfen wir nun annehmen, dass die

S. 150 gefundene Differenz der Intensitäten der beiden elektrischen Körper A und ß
nicht allein die Einwirkung auf den zwischenliegenden Isolator A* bestimmen, son-

dern zugleich als Maass für die elektrische Intensität auf dem ganzen Isolator zu
gelten habe, so ist

auf A die Intensität A—a+-
• B - B=b+-

n

- N - - J~ a+--b--
» n

Stellen wir uns nun A und B als elektrische Punkte von der Masse 1 vor, ist ihre

Entfernung = e und ist k die abstosseude Kraft zwischeu 2 gleichnamig elektri-
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Warum ein nicht elektrischer Körper zwischen zwei gleichstarken

gleichnamig oder ungleichnamig elektrischen Körpern und ein elektrischer

sehen Körpern von der Masse 1 und der Intensität 1 in der Entfernung 1, so wird
B von A abgestossen mit der Kraft

Ein Tbeilcben in N von der Masse du in der Entfernung u von B stösst B ab
du

mit der Kraft ps=BJk-~j, und die Summe aller Abstossungen der Theilcben von

N gegen B ist:

P^ZBdk^—BJk£^— BJS; S=k£~; oo>5>0

L n n* n2 J

Die Summe P= P ist die Totalkraft, mit welcher B abgestossen wird. Be-
trachten wir die Summanden etwas näher in den schon S. 150 herausgegriffenen

Fällen

:

.*-(*+£+öi-o+ä
,

?>»

py o

d. h. die Abstossung wird nicht = 0, wenn auch J0 e= war.

2) *= 0 liefert:

n a* k H n'ab + n(a*+ b') + ab n*ab±_«A'-f ab .
#

_

n er n
i

n ax nar

=p (
,_iy_ s, (l _i)[ s=(l _i)[a(l _i)_ 4

]
i .

So lange in /» der Werth 6 < ^1 — « ist, ist also /'>/>, und bestimmt /'> Pu
Da aber /i so beträchtlich grösser ist, als /?, , so dürfte wohl allgemein P> Pt

d. h. die Abstossung bei blosser Influenz geringer sein, als wenn B gleichnamig

elektrisch mit A ist.

3) b — ~ b liefert:

«. = (£±£ „„ _ -) *
, „_„,=( » + «5» ) * > 0i « > «,

n>l; «>6 «>fl,

.*>v>f
«>«>«.

^«(—*- 1.+ _"«;) s

/> _ /.,= (».* - ls* + i£») S= 2„» (l - i)' S> 0| #•> .

= [.*(,_I)'+*.(i-i]s>o,f,>/v
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—~- —-w», _ ^ — ^.^r^^vW^^^A^^^^^ ^ ^** *-»

zwischen zwei gleichstarken unter sich gleichnamigen weder angezogen,

noch abgestossen wird, während ein elektrischer zwischen zwei unter sich

ungleichnamig elektrischen Körpern mit der Summe der beiden Wirkungen

abgestossen oder angezogen wird , das erklärt sich jetzt von selbst aus der

Wirkungsweise gleicher oder entgegengesetzter Kräfte, deren Wirkungs- •

richtungen in dieselbe gerade Linie fallen.

So hätten wir denn das weite Feld der elektrischen Erscheinungen

mannigfach durchkreuzt und gefunden , dass uns nicht aJlein eine sehr be-

stimmt ausgeprägte vielseitige Uebereinstimmung in dem Auftreten und in

dem Wesen der Elektricität , des Lichtes und der Wärme die Anwendung

der Undulationstheorie auf die Elektricität an die Hand giebt, sondern dass

auch, wenn man in der Elektricitätslehre diese Theorie zu Grunde legt,

zunächst eine für alle Elektricitätsquellen gleichförmige Erklärung für die

Erregung der Elektricität gewonnen wird , und dass in der Erklärung der

elektrischen Erscheinungen selbst durchaus nicht mehr Schwierigkeiten zu

überwinden bleiben, als auch die dualistische Theorie noch unbeseitigt lässt,

ja dass vielmehr so mancher gewichtige Einwand verschwindet. Zudem

finden wir die Elektricitätserregung in der Regel von einer gleichzeitig auf-

tretenden Bewegung begleitet und sehen die meisten Wirkungen des elek-

trischen Stroms anderwärts häufig durch eine vorhandene Bewegung her-

vorgebracht und namentlich auch gerade durch schwingende Bewegungen.

Ein eben so wichtiges als schwieriges Gebiet, das des Elektromagnetismus,

haben wir in unseren Betrachtungen nur wenig berührt und wollon desshalb

hier noch einige Bemerkungen aus demselben einfügen, um an diese unsere

Schlussbetrachtung anzuknüpfen.

Es ist also: R > Ht und f»> Pt ;
/»> P% d. h. die Abstossnng ist stets geringer,

wenn B entgegengesetzt, als wenn es mit A gleichnamig elek-

trisch ist.

fii!>#2 « n,l Pt J>P*> P\^> pt <*. n « die Abstossung ist stets geringer,

wenn B entgegengesetzt, als wenn es gar nicht elektrisch war und bloss inflaenzlrt

wurde.

4
) 7T=^r Hefert:

,^ (
_ a,_,+-±^!_i;_ :

'

)Ä= _ 2o, (l_iy,<0
p*<o

d. h. wenn B eben so stark, aber entgegengesetzt elektrisch ist, wie A
%
so wird

es nicht abgestossen, sondern angezogen mit einer Kraft, welche
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Der Schliessungsdraht*) eines elektrischen Stromes wird durch den

Strom kräftig transversal magnetisch und tritt dann nicht nur mit anderen

fertigen Magneten in Wechselwirkung, sondern er vermag auch in Körpern,

welche magnetisch werden können, Magnetismus hervorzurufen, und zwar

liegt die magnetische Axe des entstehenden Magnetes senkrecht zur Strom-

richtung**). Umgekehrt zeigte Arop er e, wie sich jeder Magnet als ein

Träger elektrischer Ströme betrachten lässt, die sich um ihn herum in Ebe-

nen bewegen, welche senkrecht auf seiner magnetischen Axe stehen. Dess-

halb mii8s denn auch plötzlich auftretender oder verschwindender, oder

Uberhaupt seinen relativen Ort verändernder Magnetismus in seinem Wir-

kungskreise ganz in derselben Weise störend auf das elektrische Gleichge-

wicht einwirken, wie es Elektricität unter eben diesen Verhältnissen und

Bedingungen thun würde. Unter Umständen überträgt sich bei diesen in-

teressanten Erscheinungen die Bewegung des Magnetes, oder des Stromlei-

ters durch Rückwirkung auf den andern, oder hemmt dessen schon vorhan-

dene Bewegung, sodass also selbst die Trägheit der Materie überwun-

den wird.

Wir hätten nun zum Schluss bloss noch einige Andeutungen über die

Stellung des^Iagnetismus zur Elektricität und über die Stellung der beiden

Elektricitäten gegeneinander zu geben, und zu diesem Behufe gehen wir

nochmals auf die Polarisation***) des Lichtes zurück. Wenn ein gewöhn-

licher Lichtstrahl unter einem schiefen Winkel an die Grenze zweier Mit-

tel kommt, so wird er reflectirt und gebrochen f), und es stehen die trans-

versalen geradlinigen Schwingungsbahnen des reflectirten Antheils senk-

recht auf denen des gebrochenen Antheils. Aus den in einem Strahle des

gemeinen Lichts angehäuften Schwingungen werden also bloss jene reflec-

tirt, welche in der Reflexionsebene (= polaiisirende Ebene) lagen, und

blos jene durch Brechung fortgepflanzt, welche senkrecht zur Reflexions-

*) Gleicligiltig, aus welchem Metall; der Magnetismus wirkt nur auf wenige
Metalle kräftig Ansiehend und magnetisirend.

**) Auf die Starke des durch eine Spirale erzeugten Elektromagnetismus ist

ausser der Stromstärke und der Zahl der magnetisirenden Windungen die Masse
des magnetisirten Körpers von wesentlichem Einflnss, und es lässt sich für jeden

Querschnitt des Elektromagnet» ein Maxiraum des Magnetismus durch eine noch so

grosse Vermehrung der Stromstärke nicht überschreiten. Vergl. Dub, die Gesetze

des Elektromagnetismus , in der Zeitschrift des dentsch-Österr. Telegraphen-Vereins

IV Hft. 2 ff.

***) Fresnel: ein polarisirtes Büinlel ist jenes, für welches die Schwingungen
immer dieselbe Richtung haben , und dabei ist seine Polarisationsebene jene Ebene,

zu welcher die kleinen schwingenden Bewegungen der Aethertheilchen immer per-

pendikular bleiben. Vergl. Pouillet, übersetzt von l'almieri III § 405, S. 39Ö.

f ) Ausserdem tragen die von dem reflectirenden Punkte ausgehenden Kugel-

wellen in beide Mittel das Bild dieses Puuktcs und machen ihn dadurch von allen

Seiten sichtbar.
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ebene lagen (die zugleich auch die brechende Ebene ist). Kommt jetzt der

reflectirte oder der gebrochene Antheil an eine zw eite Grenze des fortpflan-

zenden Mittels, so wiederholt sich das eben Gesagte, nnd es kann hier

keine zweite Reflexion oder Brechung eintreten, wenn die Schwingungen

des ankommenden Strahls senkrecht stehen auf den Schwingungen, welche

für diese Reflexion oder Brechung aus einem gemeinen Lichtstrahle herausge-

nommen weiden würden; in allen andern Fällen wird refloctirt und gebrochen

zugleich , indem sich die vorhandenen Schwingungen z. B. in der Richtung

cb (Frg. 9) nach zwei,auf einander senkrecht stehenden Richtungen cb und

cd zerlegen. Aber die Intensität des refloctirten und die des gebrochenen

Strahles sind im allgemeinen nicht gleich; wenn der eine Strahl im Maxi-

mum seiner Intensität ist, so ist der andere im Minimum; das Maximum geht

in das Minimum über bei einer Drehung des Analyseurs um 90 Grad. Bei

zweimaliger Reflexion und ebenso bei zweimaliger Brechung tritt das Mini;

mum bei senkrechter, das Maximum bei paralleler Stellung der beiden po-

larisirenden Ebenen auf; umgekehrt ist es, wenn Reflexion und Brechimg

mit einander abwechseln. Eine Ausnahme davon zeigt der Bergkrystall

(für in Richtung der optischen Axe durchgehende Strahlen) .und alle dop-

pelt brechende Mittel, von denen man daher sagt, dass sie die Polarisations-

ebene um eben jenen Winkel drehen, um welchen man die eine der beiden

polarisirenden Ebenes aus der eben angegebenen parallelen oder senkrech-

ten Stellung herausdrehen muss , damit das Maximum oder Minimum der

Intensität erlangt werde. Die Ursache dieser Drehung der Polarisations-

oltone ist nach Fresnel das Vorhandensein zweier mit ungleicher Ge-

schwindigkeit entgegengesetzt rotirender circular polarisirender Strahlen.

Circnlar polarisirte Strahlen entstehen aber bei der Interferenz zweier ge-

radlinig und senkrecht anf einander polarisirter Strahlen von gleicher Ampli-

tude und '/, Wellenlänge Gangunterschied.

AVeil man nun eine Drehung der Polarisationsebene beim Durchgange

des polarisirti n Lichtes durch durchsichtige Mittel auch durch Magnetis-

mus herbeiführen kann, und weil hier die Drehung noch überdiess in Rich-

tung der Ampere'schen Ströme erfolgt, welche in einem weichen Eisen-

stück vorauszusetzen wären, wenn es an die Stelle der durchsichtigen Sub-

stanz gebracht und durch die auf diese Substanz wirkenden Pole magneti-

sirt würde: so liegt es doch gewiss nicht fern, im Magnetismus selbst eine

ähnliche rotirond polarisirte Schwingungsweise zu suchen , wie sie im Berg-

krystallc vorhanden ist. Die in einem circular polarisirten Strahle, hinter-

einander liegenden Theilchen, welche nach einander in dieselbe Phase tre-

ten und. im Gleichgewichtszustände in einer dem Strahle parallelen Linie

lagen, bilden ferner, wenn man sie in ein und demselben Zeitmomente be-

trachtet und durch eine Linie verbunden denkt, eino Schraubenlinie abedef

(Fig. 10); die Höhe eines Schraubenganges ist dabei der Wellenlänge

gleich , und es erfolgt während einer jeden Undulation scheinbar ein gan-

. —

—
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zer Uingaug der Schraube*). Nun haben wir bereits früher Spirallinien

auch durch Elektricität beschrieben gefunden, und wenn wir für diese Spi-

rallinien eine gleiche Ursache gelten lassen wollen**) , so führen sie uns

zur Annahme einer der magnetischen Schwingungsweise ähnlichen Beschaf-

fenheit der elektrischen Schwingungen. Der Magnetismus ist endlich ein

beständiger Begleiter der (dynamischen) Elektricität, und Humboldt be-

zeichnet schon im Kosmos (Bd. I. S. 19-i) den Magnetismus nur als eine der

vielfachen Formen , in welchen sich die Elektricität .offenbart. Gehen wir

noch einen Schritt weiter, nennen wir beide, Magnetismus und Elektricität,

„Modalitäten einerund derselben Undulation," aus welcher sie

sich in ähnlicher Weise herausnehmen lassen, wie tlie polarisirten Licht-

strahlen aus den Strahlen des gemeinen Lichtes. Stehen doch die Axen-

richtungen der gleichzeitigen Wirkung der Elektricität und des Magnetis-

mus ebenso senkrecht auf einander, wie die Schwingungsbahnen des reflec-

tirten und des gebrochenen Lichtstrahls, wie die Schwingungsbahnen des

ordentlichen und ausserordentlichen Strahls bei der Doppelbrechung. Wenn
wir aber hiernach die Schwingungsbahnen bei der Elektricität und beim

Magnetismus nicht als gerade, sondern als in sich zurückkehrende krumme

Linien voraussetzen, so wird sich das Auftreten des positiven und negati-

ven Elementes ans der Möglichkeit einer Rotation nach rechts , oder nach

links entwickeln lassen***).

Während nun der elektrische Zustand eben das Vorhandensein einer

oder der andern jener rotirenden Schwingungen bezeichnet, so erscheint

der Magnetismus, und zwar beide Magnetismen zugleich, erst da, wo sich

jene elektrischen Schwingungen von Theil zu Theil weiter fortpflanzen, ent-

weder bloss die eine Art oder beide zugleich, und senkrecht zu der Fort-

pflanzungsrichtung liegt die magnetische Axe. Desshalb magnetisirt ein

einfach elektrischer Körper nicht, sondern erst die elektrischen Ströme,

*) Ueber spiralförmige akustische Knotenliuien vergl. Pouillet, übersetzt

von Palmieri III § 337, 8. 70 ff.

**) Indem wir sie gewissermassen als ein ^aguerreotypes Bild eines momenta-
nen Zustandes betrachten.

***) Der Erfahrung und der Rechnung bleibt es vorbehalten , diese Andeutungen
zu bestätigen oder zu widerlegen. Wichtige Momente bei der entscheidenden wei-

tern Durchführung dürften sich aus den Interferenzerscheinungen des circular po-

larisirten Lichtes verglichen mit denen bei der Elektricität und ans den Verschie-

denheiten ergeben, welche sich zwischen der positiven und negativen Elektricität

z. It. durch da« Licht und die Lichtenbcrg'schen Figuren offenbaren. — Da wir

hier keineswegs schon eine bereits abgeschlossene Undulationstheorie der Elektri-

cität zu geben beabsichtigten, sondern durch die Untersuchung über die Berechti-

gung und Zuliissigkeit der Anwendung der Undulationsthooric für die Elektricitäts-

lehre mehr nur zur Erledigung einer Vorfrage beitragen wollten, so durften wir

wohl auch nach der Feststellung der allgemeinsten Beschaffenheit der elektrischen

Schwingungen uns mit einigen Andeutungen begnügen und die eigentliche gründ-

liche Untersuchung übor die Natur der elektrischen Schwingungen für eine spätere

ausführlichere Bearbeitung des Gegenstandes aufgespart lassen.

II*
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in welchen eben eine oder beide Arten der rotirenden Schwingungen fort-

gepflanzt werden; desshalb hat beim Zerbrechen eines Magnetes jedes Stück

seine zwei Pole , weil eben das Hervortreten der magnetischen Polarität die

Folge der um jeden Theil circulirenden elektrischen Ströme ist; darin kann

es auch begründet sein , dass die magnetische Vertheilung von der elektri-

schen wesentlich verschieden ist, dass bei ihr wirklich beide Magnetismen

zugleich erregt werden, und zwar in Folge einer Art von Induction mit um-

gekehrter Lage der Pole gegen die Pole des vertheilenden Magnetes. Dazu

gesellt sich als weiterer Unterschied, dass es beim Magnetismus keine Lei-

tung giebt, wesshalb wir schon früher die Annahme magnetischer Schwin-

gungen der Körperthellchen etwas bedenklich nannten ; damit fiele dann

auch die Herabstimmung der Schwingungszahl bis zu sichtbaren Schwin-

gungen durch den Widerstand eines Nichtleiters weg, und in der That wur-

den auch noch keinerlei leuchtende Erscheinungen an Magneten beobachtet.

Kleinere Mittheilungen.

IV. lieber vollkommene Zahlen. In meiner Abhandlung über Ramus,

Sttfel und Cardanus habe ich (Bd. II S. 375 dieser Zeitschrift) einige Sätze

über sogenannte vollkommene Zahlen zusammengestellt, d. h. Uber solche

Zahlen, welche der Summe ihrer aliquoten Theile gleich sind, z. B.

6=1 + 2 + 3, 28=1 +2 + 4 + 7 + 14.

Schon Euclid zeigte, wie solche vollkommene Zahlen aus der Formel

(2
H+1 — l). 2" hervorgehen, so oft 2

n+1— 1 eine Primzahl ist. Unter der

Voraussetzung , dass diese Euclidische Entstehungsweise die einzige mög-

liche ist, erwies schon Cardanus, dass alle vollkommenen Zahlen mit 6 oder

8 schliessen. Dieser letzte Satz lässt sich nun , wie Herr Staatsrath Maedler

mir gelegentlich bemerkte, dahin ausdehnen, dass die vollkommenen Zah-

len mit 6 oder mit 28 schliessen.

Der Beweis dieser Erweiterung ergiebt sich wohl am Einfachsten nach

folgender Methode. Damit die vollkommene Zahl mit 8 schliessc, muss

2" mit 4 und 2"+1 — 1 mit 7 schliessen. Alle Potenzen von 2, welche mit

4 schliessen, haben aber eine grade Zahl an der Stelle der Zehner, weil sie

nur durch fortgesetzte Multiplication der 4 mit 16 entstehen. Diese Poten-

zen können desshalb in den zwei letzten Ziffern durch 20 m + 4 dargestellt

werden , wo m einziffrig ist. Für den Factor 2"~H — 1 sind daher die beiden
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Endziffern 40 m + 7 und die Multiplication der beiden Factoren liefert

800 m2 + 300 m + 28, d. h. für die beiden Endziffern: 28 *).

Camtob.

V. Ueber die Discontinuitat gewisser unendlicher Reihen. Wenn eine

unendliche Reihe

y == u
t -f u

2 + «
3 + m

4 + ,

deren Glieder bekannte Functionen einer Variabelen x sind, für alle, ein

bestimmtes Interwall x= a bis x— b nicht überschreitenden x convergirt,

so scheint es unzweifelhaft, dass auch die Reihe

b b b

J

i

x
dx +Ju2

dx
+
J*u.Ä dx + . . . .

a a a

convergiren und
b

dx

a

zur Summe haben müsse. Man könnte nämlich sagen: Die Summe der

Reihe u
t + «2 + etc. lässt sich alsFunction von x, etwa f(x), und y—f(x)

als Gleichung einer Curve betrachten; wegen der vorausgesetzten Conver-

genz der Reihe sind alle von x= a bis x— b vorkommenden Ordinaten

jener Curve endliche Grössen, mithin ist auch ihre Fläche, d. h.fydx,
zwischen denselben Grenzen genommen, eine endliche Grösse. Diese Ar-

gumentation unterliegt allerdings solange keinem Einwurfe, als die Gleichung

y =• f {x) continuirlich bleibt; da man aber die Continuität oder Disconti-

nuität einer Reihensumme nicht aus dem blossen Anblicke der Reihe erken-

nen kann, sondern erst bei deren wirklicher Summirung gewahr wird, so

bleibt die Anwendung des obigen Satzes sehr misslich. Wie leicht man

sich hierin täuschen kann, mag folgendes Beispiel zeigen.

Die unendlich^ Reihe

y = x (l—x) + *2
(I— *2

) + x* (l—x*) +
convergirt für alle positiven ächt gebrochenen x auch ftira;==0 und für

x= l , in welchen beiden Fällen y verschwindet; man wird demnach erwar-

ten, dass die durch obige Gleichung repräsentirte Curve die Gestalt von

APB (Fig. Ii) habe, worin AB= 1 ist, und dass die Fläche

1

APBMA =Jydx

*) Ich benutze diese Gelegenheit, um auf eine mir erst kürzlich bekannt ge-

wordene Abhandlung von Terquem über die Elemente der Zahlentheorie aufmerk-
sam zu machen. In derselben finden sich (N. ann. math. III. 219 und 337) auch
mehrere interessante Sätze über vollkommene Zahlen. C.
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von endlicher Grösse sein werde. Die Ausführung der Integration gieht aher

1

3 ' 3.5^4.7 _r ' (2»+ l)
da;—

2 #
*i "t" 5 "f" d 7 ~r" • • • • "I" / „_i_ i ^ „_i_ w ~r* • • • •

(>

und da für n > 1

1

> o+ (271+1) ^ 2 «-f2

ist, so folgt, dass^die Summe der vorigen Reihe mehr beträgt als

2 (3
+

1
+

5
+ )

mithin der Werth des Integrales unendlich gross ist. Das Paradoxon , dass

eine geschlossene Curve einen unendlich grossen Flächeninhalt haben soll,

klärt sich durch eine genauere Untersuchung sofort auf. Nimmt man die

Reihe zuerst als n-gliedrige und bezeichnet deren Summe mityn , so ist

yn
rr= x + x* + 1 • - + — + + *6 + • • • 1 + *2")

r % izz£.
n

2
1— A?" x ' 'T""("' " g*-*-»

1— .r 1— x* 1— x*

Bei unendlich wachsenden « giebt diess unter Voraussetzung eines positiven,

ächt gebrochenen x

y=zLim ,Jh = j-^, l>x^0;

für xi=l dagegen erhält yn die Form — und als wahren Werth hiervon fin-

det man nach dem gewöhnlichen Verfahren

>Jn = 1 — (»+ 0 - (»+ 2) + (2» + 2) = 0,

wobei die Grösse von n gleichgültig bleibt; es ist daher auch y — Lim yn

in diesem Falle = 0, wio man ohnehin wusstc. Zufolge der Gleichungen

y= 0 , für x = 1

,

hat nun die Curve eine ganz andere als die ursptünglichjvermuthete Gestalt;

die Ordinaten wachsen nämlich fortwährend und können jede beliebige

Grösse übersteigen, wenn man x nahe genug bei der Einheit wählt; wird

aber x =2 1 , so ändert sich die Curve sprungweis und liefert den isolirten

Punkt B auf der Abscissenachse (Fig. 12). Dass eine solche Curve einen

unendlichen Flächeninhalt besitzt, wird Niemanden befremden, auch ergiebt

er sich unmittelbar, wenn man das Integral

jy dx^jj^dx
zwischen don Grenzen x=0 und x == 1— ö nimmt, wo 8 eine unendlich

kleine Grosso bezeichnet.

Die vorhin bemerkte Discontinuität scheint übrigens den meisten Rei-

hen von der Form
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A
x
x (l—x) + A2 x

2
(l—x1

) + A
z x* (I -x*) +

eigen zu sein. So ist z. B.

+ (l-*2
) + ifli-jj*

5 (l—r3
) + . . . .

*= ^+1=1 für o < .r < I,

dagegen verschwindet die Summe für ar= l; die entsprechende Curve hat

daher eine ganz ähnliche Gestalt wie die vorige. Ferner ist

\ x (1—*) + | (l- «') + I a;* (1 - x*) + . . .

.

= / (1 + x) für 0 < x < 1

,

für .r --=. l dagegen ist die Summe 4er Reihe nicht == 12 , wie es die Conti-

nuität verlangen würde, sondern =0.
Der eigentliche Grund dieser Discontinuitälen liegt jedenfalls in dem

einfachen Satze, dass schon die Gleichung

y = L m {x ),(&>= oo)

eine discontinuirliche Curve giebt. Für 0 < x < 1 fallt letztere mit der Ab-

scissenachso zusammen; an der Stelle x=l hat sie einen isolirten Tunkt

in der Höhe y= 1 ; für x > I wird sie zu einer unendlich entfernten para-

bolischen Linie.

Wie man sieht, haben die betrachteten Reihen eine gewisse Aehnlich-

keit mit den Reihen von der Fprm

/?! sin x + &2 s'n 2.r #
3
sin 3x -f • • •

deren Summen für ar=0und x^= n verschwinden, aber innerhalb dieses

Intorvalles jeder gegebenen Function von .r gleich gemacht werden können

und daher an jenen Stellen discontinuirlich sind, wenn nicht zufällig

f(0)= f(n)= 0 ist. Bisher lieferten diese periodischen Reihen das erste,

elementar nicht wohl behandclbare Beispiel von discontinuirlichen Reihen-

summen; die vorhergehenden Betrachtungen zeigen dagegen, dass solche

Fälle von Discontinuität schon in den Anfängen der Reihentheorie vorkom-

men können, und dass ebendesswegen bei der Behandlung unendlicher Rei-

hen sowie überhaupt bei allen in's Unendliche fortgesetzten Operationen

eine scrupulöse Genauigkeit ganz am Platze ist.

Sem..

VI. Ueber einen allgemeinen Satz von den Flächen ebener Curven.

In Heft 4 , Theil XXXI des Grunert'schen Archivs d. Math, findet man fol-

genden, von Dr. Völler in Saalfeld angegebenen Satz:

Zieht man m einer ebenen Curve eine Sehne und legt durch deren

Endpunkte Tangenten an die Curve , so nähert sich das Verhältniss

des von der Sehne abgeschnittenen Flächensegmentes "Zu dem aus

i
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der Sehne und den Tangenten gebildeten Dreiecke mehr und mehr

der Grenze V31 wenn die Sehne unendlich abnimmt.

Der Verf. ist dnreh die Parabel auf seinen Satz gekommen; für diese

gilt nämlich das Verhältniss 2: 3 bei jeder beliebigen Grösse der Sehne; da

man nun immer eine Parabel construiren kann , welche mit einer gegebenen

Curve eine Sehne und die Tangenten an deren Endpunkten gemein hat, so

war zu erwarten , dass jenes Theorem für beliebige Curven in soweit beste-

hen würde, als deren Bögen für Parabelbögen gelten können, woraus die

Beschränkung auf unendlich kleine Sehnen und Bögen sogleich folgt. Was
den Beweis des Satzes anbetrifft, so ist derselbe sowohl bei dem Verf. als

in der G run er t' sehen Nachschrift ziemlich weitläufig ausgefallen; es be-

darf aber hierzu weder analytischer Geometrie , noch der Integralrechnung,

noch endlich des Taylor'schen Satzes , s'ondcrn nur folgender zwei bekann-

ter Theoreme (s. Fig. 13).

Bezeichnet <p (x) die Fläche zwischen der Abscissenachse , der Curve,

der festen Ordinate AB und der beweglichen, zur Abscisse OM=x gehö-

renden Ordinate MP, so ist der Differentialquotient

<p' {x)=Lim »(*+*)-*>(*)
(A = MMi = Jx)

einerlei mit der Ordinate MP> welche y oder f(x) heissen möge; der Dif-

ferentialquotient

f{x)= Lim f±+\-- rW
bedeutet geometrisch die trigonometrische Tangente des Winkels MTP=x,
welchen dio berührende Gerade am Punkte P mit der Abscissenachse ein-

schliesst.

Hiernach betrachten wir drei verschiedene Grenzwerthe, aus denen

der Völler' sehe Satz sehr-leicht herzuleiten ist.

a. Das von der Seiftie abgeschnittene Segment, welches S heissen

möge, ist dor Unterschied zwischen dem Trapez MM
X
P

X
P und der gleichna'-

migen Curvenfläche, mithin

S= \\f {x) + f (x+ Ä)] A - \<p {x+ h) - <p (*)]

,

f
folglich wenn <p für f gesetzt wird

,

S _ [q/ (,r)+ y' (ar+ *)] k - 2 [qp (x+ h) - y (x)}
.

As
~"

2/i3 '

nach der bekannten Methode , die zur Ermittelung des wahren Werthes un-

bestimmt scheinender Brüche dient, erhält man für verschwindende h

J) Lim 1 = 1 gT ix) = 1 r (*) = f~
y"
:

b. *Der Winkel PSM, welchen die Sehne PP
l
mit der x- Achse ein-

schliesst, heisse tf; es ist dann i SPT=<f— x und
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ton (ö— t) =___=
^ ^

/^H-A)-/'^^
tan (ff - t) f (x+ ä) — f (x) - hf(x)

h h*

woraus man nach demselben Verfahren findet

h ~ 2 l+f {x) r (*)
~~

2 l+ .y'*

Für L SPl
T

l
== tj •— ff crgiebt sich auf die nämliche Weise

/a» (T,— g) _ 1 yLm
h — 2 T+T1

'

Zerlegt man die Tangente in Sinus und Cosinus und beachtet, dass bei ver-

schwindenden h sowohl ff— r als r
A
— ff in Null übergeht, so hat man auch

1\ Tim
sin (a" r)— Lim

sin (t>~ p) — 1 y
"

2) Um
k

^.Ltm - ^_- r^T .

c. Für den Winkel TQ T
t
= x

x
— r ist

. hieraus folgt

, • tan (Tj— r) f" (x) y"

ebenso auch

d. In dem Dreiecke PP^Q, dessen Fläche T heissen möge, kennt man
die Seite PP

t

— Vdxt+dy* und die Winkel P= ff— t, P^r, — ff,

{)= 180° — (t, — t) ; daher ist

j, _1
(dxt+dy*) sin (ff

—

t) sin (r,— g)
~~

2 sin (t,— r)

.<?»« (g— t) sin (t,— «)

sin (t,— t)

Durch Uebergang zur Grenzo für verschwindende h ergiebt sich sofort,

wenn man die Gleichungen 2) und 3) beachtet,

4) Lim
j£
= | y".

e. Aus den Formeln l) und 4) erhält man endlich

5) Xfeif = Zfe (I : = ± / : ± y"

welches der zu beweisende Satz ist.

f. Durch gleich einfache Mittel können viele ähnliche Grenzwerthe

bestimmt werden, was wir en detail nicht auseinanderzusetzen brauchen.

2
3'
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oder besser

Nur möge hier noch die Bemerkung Platz finden , dass sich aus der Gleichung

3) die Formel für den Krümmungsradius herleiten lässt.

Die Sehne PP
i
bildet nämlich mit den Normalen in P und />, ein Drei-

eck PRP
X

, wovon eine Seite PP
V
und die Winkel RPP

{
= 90°— (ff— t),

RP
t
P= 90° — (r

t
— ff) , PR P

1
=t

1
— t bekannt sind ; man bat daher nach

dem Sinussatze und für PR= r, P
X
R= r,

cos (o— t) sin (t,— r) ' co4-(r, — <i) «'« (r,— t)

folglich

cös (ff— t) co* (t,— o)
' .y«V(r,

—

t)

Beim Uebergange zu verschwindenden 4x= h wird t = tft= tj, gleichzei-

tig nähern sich r und ry einem gemeinschaftlichen Grcnzwerthe, der q heis-

sen möge, mithin ist
3

.2 l+y' (i-f //')

Unter den strengen Ableitungen der Formel für q dürfte diese wohl eine der

kürzesten sein und sich beim Unterrichte vielleicht dadurch empfehlen, dass

sie weder analytische Geometrio noch Doppelscbnittsverhältnisse, sondern

nur die einfachste trigonometrische Formel in Anspruch nimmt.
* Sem..

VII. Ueber confocale Ellipsoide. Den neulich mitgethcilten Sätzen

über confocale Ellipsoide Hessen sich meiner Ansicht nach die Beweise eini-

ger bekannten Sätze anschliesscn. Es werden nämlich in der Theorie der

Attraction der Ellipsoide folgende zwei Sätze gebraucht (s. z. B. Duha-

mel^ Analytische Mechanik)

:

1) „Die zwischen zwei ähnlichen und ähnlichliegenden Ellipsoiden

eingeschlossenen Stücke einer geraden Secante sind einander gleich."

2) „Sind m,n zwei Punkte der Oberfläche eines Ellipsoides, und Jf,JVdie

ihnen correspondirenden Punkte der Oberfläche eines demselben confo-

calen Ellipsoides, so sind die Entfernungen Mn und Nm cinandor gleich."

Der erste Satz beweist sich wohl am einfachsten mit Zuziehung einer

zur Secante durch das Centrum C des einen Ellipsoides gelegten conjugirten

Diametralebene. Es hängt nun die Richtung eines conjugirten Diameters

nur von der Richtung der zugehörigen Diametralebene und dorn Verhält-

nisse der Hauptachsen ab. Da dieses in beiden ähnlichen Ellipsoiden das-

selbe ist, so fallen in beiden Ellipsoiden die zur fraglichen Ebene conjugir-
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ten Diameter in dieselbe Grerade, was auch schon aus dem reinen Begriffe

der Aehnlichkeit hervorgeht, und werden, wie alle ihnen parallele Sehnen,

durch diese Ebene halbirt. Sind also M,N die Schnittpunkte der Secante und

des ersten Ellipsoides, m,n diejenigen derSecante mit dem zweiten Ellipsoide,

c der Begegnungspunkt der Secante mit der conjugirten Diametralebene, so

ist Mc = Nc, mc — nc, woraus durch Subhaction folgt Mm = Nn.'

Um den anderen Satz zu beweisen, mache ich die Bemerkung, dass

die Feststellung der correspondirenden Punkte, d. h. derjenigen, deren

auf das liauptachsensystem tfezojjene rechtwinklige Coordinaten sich ver-

halten, wie die ihnen parallelen Hauptachsen beider Ellipsoide, am ein-

fachsten wohl geschehen könne dadurch , dass man

X=AcosX, V—Bcosft, Z=Ccosv
x = a cos A, y == b cos fi , z = c cos v

setzte, wo A, |», v drei Hilfswinkel sind, die die Richtung eines gewissen

Radius concentrischer Kugeln bestimmen , was ich hier nicht weiter aus-

führen will , weil die Sache vollkommen analog einer bekannten Construction

der Ellipscnfmnkte mittelst über den Hauptachsen beschriebener concentri-

scher Kreise ist. — Jedenfalls folgt aber, da cos2A + cos2(i -f- cos'h= 1 ist:

*". + £! + ^! +V + l
,
-x

1
A* ^ B*

T & ~ 1
' a« ^ b* ^ c*

~~ 1 '

X:x = A:a\ Y :y = B \b\ Z:z — C': c
,

d. h. die Punkte A", F, Z\ y, z sind correspondirende Punkte zweier

Ellipsoido. Bezeichnen wir sie durch M und in, und nennen AT', Z'\

x, y\ z ein anderes System correspondirender Punkte iV, n, so dass

X~ A cos A', Y= B cos ft', Z
,= C cos v\

x— a cos A', y'= b cos ft', z— c cos v\

so ergieht sich augenblicklich, dass die Quadrate der Entfernungen Mn und

Nm gleich sind, aus der Gleichung

(A cos A.— a cos A')
2
-f (B cos p — b cos (i')

2
-f (C cos v — c cos v')2 =

(A cosX'— acos X)2 + (B cosp'— b cos n )- + (C cos v — c cos v
)
2

,

sobald mau dabei, da die Hauptschnitte beider Ellipsoide confocal seiu sol-

len
, berücksichtigt , dass

A2— B2 = a2— b\ Al—& = n*—c\ == b2— c\ oder

A2-a2 = B2—b2 = C2—

c

2
, und

cos2A -f cosfy +^s2
»/ — cos2k'+ cos2(i'+ cos2v = l ist.

(Aus einem Briefe des Herrn Dr. Zkuvvsh in Darmstadt.)

Vm. Teleskope von versilbertem Glas und Spiegel mit ellipsoidischen

und paraboloidisohenTTmdrehungsfläehen. VonLrioNFoucAui/r. Die Anwen-
dung des Versilberten Glases statt metallischer Legirungen in der Construc-

tion der Spiegelteleskope hat recht deutlich die Schwierigkeit gezeigt, Flä-

chen zu erzeugen, die fähig sind, durch Reflexion einen genauen Brennpunkt
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zu bilden. Wenn man sich auf die Anwendung sphärischer Oberflächen

beschränkt , so ist man wegen der daraus entstehenden Aberration genöthigt,

die spiegelnde Fläche auf einen Umfang zu beschränken, welcher in dem
Maasse relativ kleiner wird, als man die Grösse der Instrumente vermehrt.

Wenn man aber die Sache näher untersucht , erkennt man , dass die durch

den Optiker verfertigte sphärische Oberfläche selbst nicht so genau ist, um
die Controle optischer Versuche aufzuhalten.

Wenn man z. B. im Krümmungsmittclpunkt eines Hohlspiegels einen

leuchtenden Punkt anbringt, welcher in demselben Mittelpunkte ein Bild

ohne Aberration geben sollte, so findet man am häufigsten, dass dieses Bild

vou einem Lichtschein umgeben ist, dessen Wahrnehmung auf Fehler in

der Oberfläche schliessen lässt. Durch diese Untersuchungswerse erkennt

man übrigens , dass sich eine Fläche während der Dauer des Polirens auf

merkliche Weise modificirt. Diese Bemerkung hat Foucault den Gedan-

ken eingegeben, die polirten Flächen noch einmal zu überarbeiten und

durch locale Verbesserungen zu verändern, bis sich das Bild im Krüm-
mungsmittelpunkt ohne Tadel erweist. Da diese Operation auf einer schon

grossen Oberfläche gelang, so beweist Foucault, dass man auch sehr

wohl die Kugel in ein Ellipsoid und hierauf in ein Paraboloid allmählich

nach folgender Methode verwandeln könne.

Wenn man die Oberfläche des Glases genau sphärisch gemacht hat und

man lässt einen leuchtenden Punkt, der sich ursprünglich im Krümmungs-

mittelpunkt befand, stetig nach dem Hauptbrennpunkte rücken, so wird das

Bild in entgegengesetzter Richtung ins Unendliche rucken und die Aberra-

tion, welche anfänglich Null war, wird sich mit der Entfernung vergrössern.

Nimmt man nun zuerst an , dass der leuchtende Punkt sich so wenig ver-

rücke, dass das in einer benachbarten Stelle vom Mittelpunkte entstehende

Bild bei der Untersuchung eine eben beginnende Aberration zeige, so

kann man alsdann den Spiegel mittels eines Polirstahles von geeigneter

Form so corrigiren, dass diese Abweichung verschwindet , und- folglich ist

aus dem sphärischen Spiegel durch die Trennung des ursprünglichen Mit-

telpunktes in zwei entsprechende Brennpunkte, welche durch den leuchten-

den Punkt und dessen Bild eingenommen werden, ein ellipsoidischer ge-

worden. Hat man diese Correction für die erste Entfernung der Brenn-

punkte ausgeführt, so vergrössert man diese Entfernung, indem man den

leuchtenden Punkt dem Spiegel nähert, wodurch neue , ebenfalls zu corrigi-

rende, Aberrationen erscheinen.

Durch dasselbe Verfahren wie beim ersten Male vernichtet man sie aber-

mals, und folglich vergrössert man die Länge des Ellipsoides, welchem die

Oberfläche des Spiegels angehört. Setztman diess allmählig von Stelle zu Stelle

fort, so verlängert man progressiv das Ellipsoid , bis es endlich in ein Umdre-

hungsparaboloid verwandelt worden ist, nämlich bis der Spiegel fähig gemacht

ist, ohne merkliche Aberration auf unendliche Entfernung zu funetioniren.
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Diese Methode ist bei einem Spiegel von 33 Centimetern Durchmesser

und von 2,25 Metern Brennweite in Anwendung gebracht worden und dessen

Oberfläche ist dadurch schnell so umgeformt, dass dieser Spiegel jetzt, zu

einem parabolischen geworden , in seinem Brennpunkte das Intervall einer

halben Secuudo noch angiebt. Um übrigens über den Werth des Instrumen-

tes, welches von einem solchen Spiegel gebildet wird, nicht in Zweifel zu

bleiben, hat Foucault dasselbe nach dem wohlbekannten Stern y in der

Andromeda am Himmel gerichtet. In der Nacht vom 21. zum 22. Juli hat

sich dieser Fixstern als öoppelstern gezeigt, so wie er in den Fernrohren

von mittlerer Dimension erscheint; grgen 3 Uhr Morgens, bei den ersten

Strahlen des Tages, als die Luft ruhiger geworden war, theilte sich derje-

nige der beiden Sterne, der sich blau gefärbt darstellt, seinerseits in zwei

sehr kleine Funkte , welche ausserordentlich nahe bei einander waren. Die

relativen Lagen, wie sie sich dem Gesichte dreier verschiedener Personen

beraerklich machten, fanden sich in Uebereinstimmung mit den Angaben der

Kataloge. Das ist genau das nämliche Resultat, welches Struve nur mit

dem grossen Teleskop in Pulkawa erhalten hat. Es ergieht sich aus dieser

Erfahrung , dass der blaue Stern y im Sternbilde Andromeda durch ein pa-

rabolisches Teleskop von versilbertem Glas von 33 Centimetern Durchmes-

ser und 2,25 Metern Brennweite aufgelöst worden ist.

. (Compt. renn., T. 47, p. 205.)

IX. Das Stereomonoskop von Claudet. C lau de t hat ein Instrument

erfunden, welches er Stereomonoskop nennt und durch dessen Anwendung

ein einfaches Bild eine stereoskopische Täuschung hervorbringt. Im Mit-

telpunkt eines grossen schwarten Schirmes hat man eine viereckige Oeffnung

angebracht, die durch ein mattgeschliffenes Glas eingenommen wird, auf

welches man , mittels einer optischen Vorrichtung , die hinter dem Schirme

angebracht ist, das vergrösserte photographische Bild einer Landschaft,

eines Portraits oder irgend eines anderen Gegenstandes fallen lässt. Wenn
man dieses Bild betrachtet, natürlich mit beiden Augen und 'ohne Anwen-

dung eines Instrumentes, sieht man ein ausserordentliches Phänomen ent-

stehen. Das Gemälde erscheint mit vollkommenem Relief; als wenn man

mit beiden Augen die beiden auf gewöhnliche Weise in dem Stereoskop

verbundenen Bilder betrachtet. Man kann es in einer Entfernung von 30 Cen-

timetern oder in einer Entfernung von 3 Metern betrachten , wie man es mit

einem gewöhnlichen Gemälde macht , ohne die geringste Ermüdung der Au-

gen. Obgleich dieses Bild durch die Pvojection auf den Schirm schon ver-

grössert worden ist, so kann man es doch noch mehr vergrössern, wenn

man es durch grosse Sammellinsen betrachtet. Diese neue. Thatsache be-

steht darin , dass das Bild auf dem mattgeschliffenen Glas der dunklen Kam-

mer die Täuschung des Relief hervorbringt, während die Empfindung des
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Relief nicht existiren würde, wenn das Bild auf Papjer aufgefangen würde.

Wenn der Recipient des Bildes ein' mattgeschliffenes Glas ist , so sind die

durch die verschiedenen Punkte der Linse gebrochenen Strahlen, die das

Glas erleuchten, nur dann sichtbar, wenn ihre Richtung mit der optischen

Axe der Augen zusammenfällt, so, dass die vom mattgeschliffenen Glas

austretenden Lichtstrahlen , welche das rechte Auge erleüchten , nur dieje-

nigen sind, welche in dieser Richtung durch die linke Seite des Objectives

schief gebrochen worden sind , und dass die für das linke Auge sichtbaren

Strahlen einzig diejenigen sind, welche durch die rechto Seite der Linse

gebrochen worden sind. Die beiden Augen erhalten folglich ein verschiede-

nes perspectivisches Bild des auf dem mattgeschliffenen Glas dargestellten

Gegenstandes, und das einfache Sehen ist in der That das Resultat d«r

Wahrnehmung zweier verschiedener Bilder, von denen jedes nur sichtbar

für das eine und unsichtbar für das andere Auge ist. Das ist der Haupt-

punkt der Entdeckung C lau de t's.

Das Stereomouoskop ist auf das, nämliche Princip gegründet; es ist in

Wirklichkeit nur eiue dunkle Kammer, vor der man eine doppelte stereo-

bkopische Platte angebracht hat. Mittels zweier Objectivc, die passend ge-

trennt und von einander entfernt sind, werden die beiden Bilder durch

Brechung auf demselben Theil des mattgeschliffenen Glases projicirt.
"

Vermöge des so eben erwähnten Gesetzes wird das rechte Bild nur durch

das linke und das linke Bild nur durch das rechte Auge gesehen, so dass,

obwohl es auf dem mattgeschliffenen Glas, wenigstens dem Anscheine nach,

nur ein Bild giebt, die beiden Augen, indem sie auf denselben Punkt sehen,

in Wirklichkeit verschiedene Bilder sehen, welche, da sie aus verschiede-

nen Gesichtspunkten aufgenommen sind, ihre individuelle Perspective be-

sitzen. Es werden folglich die optischen Axen, wegen ihrer unbesiegbaren

Tendenz zum einfachen Sehen und bei ihrer natürlichen Anstrengung, die

beiden correspondirenden Bilder eines nämlichen Punktes des Gegenstandes

auf die Mittelpunkte der beiden Netzhäute zu bringen, mehr oder weniger

convergiren, je nachdem die Entfernungen zweier Bilder eines nämlichen

Punktes auf dem mattgeschliffenen Glas in horizontaler Richtung mehr oder

weniger gross sind; diese horizontalen Entfernungen sind übrigens, wie

man weiss, den bezüglichen Entfernungen proportional, welche die Punkte

des Objectives von dem Orte trennen , wo die Bilder aufgenommen worden

sind; und die Veränderung der Convergenz der optischen Axen in dem •

Uebergange von einer Ebene zur anderen der Landschaft, wird dieselbe

Empfindung des Reliefs hervorbringen, als wenn wir die Landschaft oder

den Gegenstand mit nnsern beiden Augen oder als wenn wir die im Stereo-

skop verbundenen Bilder betrachten.
(Cosmoa, Vol.- XII, p. 493.)
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Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

Von Eduard Noeggeratit.

§•1.

Die Bewegungen, welche an Maschinen vorkommen, sind äusserst re-

gelmässig und unterscheiden sich auf den ersten Blick von den Bewegun-
gen , welchen die Körper im Allgemeinen unterworfen sind. Immer sind

es Wiederholungen in denselben Bahnen mit denselben oder bestimmt ge-

änderten Geschwindigkeiten, und stets ist der Zusammenhang der einzel-

nen Bewegungsmechanismen ein derartiger, dass die Bewegungsübertrag-

ung von den einen auf die andern erfolgt, ohne dass das Geschwindigkeits-

verhältniss derselben geändert wird, welche Veränderungen die Geschwin-

digkeiten selbst auch erleiden. Man hat den Zusammenhang der Theile

einer Maschine, welcher in der Nöthigung derselben besteht, nur innerhalb

gewisser Grenzen Bewegungen vornehmen zu können, den geometri-
schen Zusammmenhang der Maschine geuannt und die Bewegun-
gen der Körper im Allgemeinen in freie und nicht freie Bewegungen
eingetheilt. Die freie Bewegung ist von den treibenden Kräften, den Be-

wegungswiderständen und der Trägheit der Körper, die nicht freie Beweg-

ung dagegen ausserdem noch von der Beziehung des bewegten Körpers zu

nicht bewegten, welche seine Bahn bestimmen, d. h. also von dem geome-

trischen Zusammenhange, abhängig.

Der geometrische Zusammenhang tritt demnach als vierte Bestini

-

mungsgrösse zu den dreien, denen die Bewegungen im Allgemeinen ge-

horchen müssen. Er ist das Wesentlichste der Maschine, indem er der

Mannigfaltigkeit der Bewegungsveränderungen enge Grenzen zieht und

gleichsam als Zaum auftritt, mit Hülfe dessen die Kraftthätigkeit in der

Maschine so gezügclt wird, dass sie nur in der beabsichtigten Weise mittelst

des Werkzeugs, gegenüber dem bearbeitenden Stoffo zur hauptsächlichsten

Aeusserung gelangt. Eine Verbindung gegliederter starker Linien, die

sich um Axen drehen oder zwischen festen Punkten hin- und herschieben,

während sie ihre Bewegungen einander mittheilen, kann gleichsam als Rip-
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penwerk der Maschine angenommen werden , aus dem diese selbst hervor-

geht, wenn man an Stelle der starren Linien feste Körper mit Formen tre-

ten lässt, welche den vorliegenden Bewegungsbedingungen in derselben

Weise, wie die Linien, Genüge leisten, ausserdem aber den Anforderungen

der Festigkeit, die in jedem Maschinentheil fortwährend berührt wird, ent-

sprechend gebildet sind. Der Entwurf einer Maschine stellt deshalb zu-

nächst jedesmal den geometrischen Zusammenhang durch Linien fest, deren

Formen und Dimensionen den Bewegungen angepasst sind, und erst nach-

dem dies geschehen , werden die Linien gleichsam mit Masse bekleidet, in-

dem man die Maschinenteile, in dem Constructionsmaterial sie ausgeführt

annehmend, in vollen körperlichen Formen aufzeichnet und dabei allen Be-

dingungen Rechnung zu tragen sucht, welche die Festigkeit des Materials

erheischt. Das« dieser zweite Act des Entwurfs, die Formbildung, in

den ersten, die Planbildung, nicht hinein greifen darf, liegt auf der

Hand , und ebenso , dass in der ausgeführten Maschine die Bewegungen so

stattfinden, wie in der Gliederung starrer Linien , die den geometrischen

Zusammenhang repräsentirt, wenn dieselbe realisirt und bewegt werden

könnte. Das Letztere ist darin begründet, dass alle Tunkte dor Maschine,

welche mit den Punkten ihrer Gliederung zusammenfallen , wie diese sich

bewegen, die Bewegungen aller andern aber in Curven vorgehen, die" den

Curven, welche die Punkte der Gliederung beschreiben, parallel oder aqui-

distant sind. Daraus erhellt dann, dass alle Gesetze, welche für die Be-

wegung von Liniengliederungen aufgestellt werden können , auch für die

Bewegungen von Maschinen gelten , welche nach diesen Gliederungen ge-

bildet sind.

Während die Formbildung der Maschinentheile, soweit sie sich auf die

Verkörperung der festgestellten Linien des geometrischen Zusammenhangs

bezieht, von einheitlichen Gesichtspunkten aus vorgenommen werden kann

und wiederum erst in neuoster Zeit durch die Einführung der Verhältniss-

zahlen auf allgemeineren Standpunkt gehoben worden ist, stehen bei der

Planbildung wenige Gesetze zu Gebot, deren gemeinsame Ausgangspunkte

klar vorliegen. Nur wenige Maschinentheile , z. B. die Zähne der Räder

und die Daumen einer Daumenwelle , erfreuen sich in dieser Beziehung

durchgehends begründeter Bildungsgesetze. Im Allgemeinen aber stehen die

Gesetze des geometrischen Zusammenhangs noch ohne verbindende Ideen

neben einander und man ist genöthigt, um eine Maschine kennen und dem-

nächst construiren zu lernen, Theil um Thcil zn studiren und jeden einzeln

in seinen Beziehungen zu allen andern zu betrachten. Und dennoch liegt

es nahe, der tiefen Gesetzmässigkeit halber, die im Spiele aller Maschinen,

wie ihre Theile auch zusammengesetzt sind, stattfindet, anzunehmen], dass

allgemeine Bildungsgesetze für dieselben vorhanden 'sein müssen, und dass

diese es sind , denen man bei der Planbildung allein zu folgen hat. Diese

zu finden und zu begründen, werde analytisch vorgegangen, indem man
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in dem allgemeinen Bilde der Maschine eine eingehende Zerlegung der Be-
wegnngen nnd der bewegten Thcile unternimmt, Gruppen bildet, und dem-
nächst die Bestimmungsgesetzo dieser ermittelt.

§ 2.

Die Bewegung eines jeden Punktes einer Maschine ist eine in sich zu-

rückkehrende , d. h. jeder Punkt beschreibt eine geschlossene Cnrve oder

lauft in der ungeschlossenen alternirend hin und her. Die Bewe«mn«»en

sind entweder gradlinig oder kreislinig oder gehen aus grad- oder

kreislinigeu Bewegungen hervor, indem zwei Punkte des bewegten Theils

in Graden, oder ein Punkt desselben in einer Graden und ein anderer in

einem Kreise, oder endlich zwei Punkte desselben in Kreisen geführt wer-

den. Andere Ausgangsbowegungen, als die in graden Linien und
Kreisen

,
pflegen bei Maschinen nicht vorzukommen , und im Allgemeinen

liegen diese Führungslinien in einer Ebene. Dies wird auch hier zunächst

angenommen, und soll es hervorgehoben werden, wenn Ausnahmen auftreten.

Ist der bewegte Maschinentheil durch eine Grade CD repräsentirt , so

wird , wenn zwei Punkte derselben in Graden geführt werden , unterschie-

den werden müssen, ob diese Führungslinien zusammenfallen, parallel sind

oder sich schneiden. Im ersten Falle wird jeder Punkt der bewegten Linie

eine Grade beschreiben, die mit dieser Linie nnd den Führungslinien zu-

sammenfallt (8. Taf. II, Fig. 1), im andern Falle werden alle Punkte der

bewegten Linie Parallelen mit den parallelen Führungslinien beschreiben

(s. Taf. LT, Fig. 2) und im letzten Falle endlich Curven eigentümlicher

Art (s. Taf. II, Fig. 3).

In dem Falle, dass ein Punkt der bewegten Graden CD in einer Gra-

den, ein anderer aber in einem Kreise geführt wird (s. Taf. II
,
Fig. 4), be-

schreibt der erstere Punkt eine Grade, der andere einen Kreisbogen, wäh-

rend die übrigen in Curven vorschreiten, die sich der Graden um so mehr

nähern, d. h. um so zusammengedrückter sind, je näher der beschreibende

Punkt an der graden Führungslinie liegt. Dabei kann die grade Führung

den Kreis schneiden oder tangiren oder keinen Punkt mit ihm gemein haben.

"Wenn zwei Punkte der bewegten Linie CD in Kreisen geführt werden,

so beschreiben alle Punkte derselben Curven, welche zwischen beiden Krei-

sen liegen und in der Lage ihrer Krümmungsradien mit dem einen oder

andern übereinstimmen, je nachdem der beschreihende Punkt dem einen

oder andern Kreise naher liegt (s. Taf. II, Fig. 5).

Die beiden Punkte C und D der Linie CD, welche dadurch, dass sie

in Graden oder Kreislinien geführt werden, die Bewegung der Linie be-

stimmen, mögen Hauptpunkte oder bestimmende Punkte, alle übri-

gen Punkte der Linie CD aber Nebenpunkte oder abhängige Punkte
genannt werden. Die Bewegungen der Hauptpunkte mögen primäre oder

ursprüngliche Bewegungen, die Bewegungen der Nebenpunkte se-

12*
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cundäre oder abgeleitete Bewegungen heissen, und dem entspre-

chend können die Grade nnd der Kreis primäre oder ursprüngliche

Wege, alle anderen Cnrven aber, insofern sie sich auf die angegebene Art

mittelst der Graden und des Kreises erzengen lassen, secundäre oder ab-

geleitete Wege genannt werden. Und da die Grade als ein Kreis mit

unendlich grossem Radius angesehen werden kann , so ergiebt sich die Be-

wegung im Kreise als die einzige primäre und der Kreis als die primäre

Curve aller andern.

Von der secundären Bewegung eines Punktes ist die zusammenge-

setzte zunächst zu unterscheiden, welche derselbe annimmt, wenn ihm un-

mittelbar Bewegungen nach verschiedenen Richtungen ertheilt werden.

Durch Zusammensetzung zweior Bewegungen in einer Ebene können alle

ebenen Curven erzeugt werden. Die Zusammensetzung einer gradlinigen

und einer kreisförmigen Bewegung liefert unter Anderem ebene S piral en

und die Cycloiden, die Znsammensetzung zweier kreisförmigen Beweg-

ungen die Epicycloideh und Hypo cycloiden. Die Zusammensetzung

dreier Bewegungen, welche in verschiedenen Eben erfolgen
,
gewährt jede

Cnrvo im Räume und Flächen aller Krümmungen , wie das Abdrehen der

Körper mittelst des Drehstahls auf der Drohbank zeigt. Alle Bewegungen

aber erscheinen dadurch , dass man ihre Wege als aus unendlich kleinen

gradlinigen Elementen von verschiedener Richtung zusammengesetzt denkt,

selbst als die unmittelbare Aufeinanderfolge unendlich kleiner gradliniger

Bewegungen von verschiedener Richtung. Auch die secundäre Bewegung

eines Punktes muss so betrachtet und dadurch auf die primäre Bewegung
eines andern damit zusammenhängenden Hauptpunktes zurückgeführt wer-

den, dass man jedes secundäre Wegelement bei den Bewegungen in der

Ebene nach zweien Richtungen zerlegt und dann in Beziehung setzt zu den

gleichgerichteten Seitenwegen der zugehörigen primären Wegelomente. Die

Seitenwege der secundären Bewegung werden also aus den zugehörigen

primären Seitenwegen zusammengesetzt und demnächst unter sich verei-

nigt, so dass das secundäre Wegelement selbst mittelst zweifacher Zusam-
mensetzung erhalten wird.

§.3.

Die primären Bewegungen der Maschine erfolgen , da die Wege des

Punktes stets in sich zurückkehren müssen, entweder in einer vollen Kreis-

linie nach einer Richtung oder wechselnd nach verschiedenen Richtungen
in einem Kreisbogen oder einer Graden. Erfolgt die Bewegung in einem
Kreise nach einer Richtung, so wird sie eine drehende oder rotirende
Bewegung genannt, erfolgt.sie in einem Kreisbogen mit wechselnder Rich-
tung, so heisst sie eine schwingende oder oscillirende Bewegung,
und erfolgt sie in einer Graden hin- und hergehend, so heisst sie eine hin-
und hergehende oder alternirende Bewegung. Die primären Be-
wegungen sind daher einzuteilen in
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1) kreisförmig drohende (rotirende) Bewegungen,

2) kreisförmig schwingende (oscillirende) Bewegungen,

3) gradlinig hin- und hergehende (alternirende) Bewegungen,

und die Aufgabe der activon Maschinenteile ist es, diese Bewegungen
der Art nach ungehindert, oder der Art nach geändert auf einander zu über-

tragen. Geschieht die Uebertragung ohne Aenderung der Bewegungsart,

wie z. B. bei einem Rade, das seine Bewegung einem andern Rade mit-

theilt, so sagt man, die Bewegung werde fortgepflanzt, wohingegen,

wenn die Uebertragung unter Aenderung der Bewegungsart erfolgt, wie

z.B. bei einer Kurbel, die ihre drehende Bewegung mittelst der Schubstange

an eine Kolbenstange, in eine gradlinige umgewandelt, überträgt, man sagt,

die Bewegung werde umgeändert. Die activen Maschinenteile zerfal-

len demnach in Fortp flanzungs- und Umänderungsorgane, und
es sind einzutheilen

:

die Fortpflanzungsorgane

in Maschinenteile zur Fortsetzung

1) der drehenden Bewegung
(Zahnräder, Kettenräder, Riemscheiben, Frictionsräder, Schraube

ohne Ende, Parallelogrammverbindungen),

2) der schwingenden Bewegung
(Vierecksverbindungen)

,

3) der gradlinigen Bewegung
(Keil, Gestänge, Kotten, Seile);

dagegen

die Umänderungsorgane

in Maschinenteile zur Umänderung

1) der drehenden Bewegung in

«) schwingende Bewegung
(Vierecksverbindungen, wie Kurbel mit Schubstange und Ba-

lancier, Hebedaumen und Hcbearm, conische Räder mit un-

terbrochener Zahnstellung)

,

ß) gradlinige Bewegung
(Vierecksverbindungen, Zahnrad und Zahnstange, excentri-

sche Scheibe, Hebedaumen und Hebelatte, Schraubenmutter

und Schraube)

,

2) der schwingenden Bewegung in

a) drehende Bewegung*
(Vierecksverbindungen, Sperrhaken und Sperrrad),

ß) gradlinige Bewegung
(Vierecksverbindungen mit GradfUhrung, bewegliche Drei-

ecksverbindungen, Schraubenmutter und Schraube),,

* m

^
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3) der gradlinigen Bewegung in

«) drehende Bewegung
(Vierecksverbindungen, Schraube und Schraubenmutter)

,

ß) schwingende Bewegung
(Vierecksverbindungen, Schraube und Schraubenmutter).

Die Anzahl der activen Maschinentheile ist indessen nicht so gross,

als diese Ueborsicht erwarten lassen könnte. Die Mehrzahl der Organe ist

geeignet, entweder die Bewegungen nach der eiuen oder andern Richtung

fortzupflanzen oder dieselben aus der einen Art in die. andere und zurück

umzusetzen. Maschinentheile dieser Gattung wollen wir Maschinentheile

mit vollständigem geometrischen Zusammenhange nennen. Zu densel-

ben- werden Räder aller Arten, Schraube und Schraubenmutter, sowie

8ämmtliche geschlossene Stangenverbindungen zu zahlen sein Die andern

Organe dagegen gestatten nur Fortpflanzung und Umänderung der Beweg-

ungen nach einer Hinsicht. Diese mögen Maschinentheile mit unvoll-

ständige ra geometrischen Zusammenhange genannt werden. Innerhalb

gewisser Grenzen gehören zu denselben der Keil, die excentrische Scheibe,

Hebedaumen und Hebearm, Sperrhaken und Sperrrad.

§• 4.

Die vorstehende Uebersicht ergiebt, dass die Mehrzahl der Maschinen-

theile zur Fortpflanzung und Umänderung derj Bewegungen bewegliche

Stangenverbindungen sind. Die andern, wie Räder, Schraube, Hebedau-

men und Keil, sind in ihrer Theorie hauptsächlich auf derjenigen der ein-

fachen Maschinen begründet und deshalb in allen Punkten vollständig ent-

wickelt.

Die Stangen verbindungen lassen sich, wie bei näherem Eingehen
leicht erhellt, auf folgende einzelne Fälle beschränken.

1) Zwei Anne A D und BC (s. Taf. II
,
Fig. 5) drehen sich um die

festen Punkte A und B und theilen einander die Bewegung vermittelst der
um die Punkte D und C drehbaren Verbindungsstange BC mit. In diesem
Falle ist die Verbindung durch ein VLreck ABCD repräsentirt , von dem
drei Seiten beweglich, die vierte aber unverrückbar ist. Derselbe liegt in

der Praxis bei der Bewegungsübertragung in einer zusammengesetzteren

Dampfmaschine vor, indem hier das als Gradfühvnng dienende Parallelo-

gram und der Balancier ein derartiges Viereck bilden. Ferner kommt der-

selbe bei dey Verbindung von Balancier, Schubstange und Kurbel, wie
überhaupt bei allen Stangenverbindungen vor, mittelst derer schwingende
und drehende Bewegungen fortgepflanzt oder in einander umgesetzt werden.

2) Ein Ann BC dreht sich um den festen Punkt B (s. Taf. II, Fig. 4)

während ein anderer Punkt C desselben mit einer Stange CD drehbar ver-

bunden ist, von der ein Punkt D in einer Graden fortschreitet. Unter An-
derem kann diese Grade durch den festen Drehpunkt B des Armes BC
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gehen. Dieser Fall liegt in der Verbindung von Kolbenstange, Schubstange

und Kurbel vor , welche häufig bei liegenden Dampfcylindern angewendet

wird und alsdann ein verschiebbares Dreieck BCD vorstellt, dessen Seite

BD veränderlich ist. Diese Verbindung kann aber auch als specieller Fall

der vorigen aufgefasst werden, indem der Drehpunkt A in der Unendlich-

lichkeit liegt und der unendlich lange Dreharm DA stets normal auf der

Diagonale DB steht.

3) Ein Arm BC dreht sich um den festen Punkt B (s. Taf. II, Fig. 6),

während ein anderer Punkt € desselben mit einer Stange DC drehbar ver-

bunden ist, die sich um einen zweiten Punkt P, durch den sie vorrückt,

dreht. Dieser Fall kommt bei oscillirenden Dampfmaschinen vor, bei de-

nen die Kolbenbewegung unmittelbar auf die Kurbel übertragen wird,

während die Kolbenstange auf und niedergeht und um den Drehpunkt des

Cylinders schwingt. Derselbe wird durch ein verschiebbares Dreieck re-

präsentirt, von dem ein Eckpunkt B festliegt, ein anderer C sich im Kreise

dreht und die Seite D C stets durch den Punkt P geht, kann aber auch auf-

gefasst werden als ein Viereck ABCD, von dem eine Seite AD unendlich

lang und in allen Lagen , welche durch dio Punkte P und B bestimmt sind,

normal auf D C gerichtet ist.

4) Eine Stange CD (s. Taf. II, Fig. 2 und 3) bewegt sich, während

zwei Punkte derselben in geraden Linien nm und pq parallel sein oder sich

schneiden können. Diese Verbindung kann als der Fall eines beweglichen

Vierecks ABCD aufgefasst werden, dessen Seiten DA und CB unendlich

lang und beziehendlich normal gerichtet auf den primären graden Wegen

pq und nm sind.

Alle Stangenverbindnngen , welche zur Bewegungsübertragung ange-

wendet werden, lassen sich demnach auf ein bewegliches Viereck zurück-

führen, von dem zwei Endpunkte fest und die beiden andern verschiebbar

sind. Ein derarartiges Viereck mag deshalb Bewegungsviereck ge-

nannt werden. Die Seiten AD und BC derselben, welche durch einen fe-

sten und einen beweglichen Eckpunkt begrenzt sind, mögen Arme heissen,

und zwar derjenige erster Arm, von dem die Bewegung ausgehend ge-

dacht wird. Der andere heisst alsdann zweiter Arm. Die Seite C D
%

welche durch die beiden beweglichen Eckpunkte C und D begrenzt ist,

heissen Schubstange oder Stange kurzweg, und die Seite A B , welche

durch die beiden festen Eckpunkte A und B begrenzt ist, Basis des

Vierecks.

§.5.

Die secundären Bewegungen der Punkte einer Graden CD, deren

Hauptpunkte C und D auf irgend welchen ebenen Curven geführt werden,

sind die Bewegungen der Stangenpunkte eines Bewegungsviorecks , dessen

Arme die Krümmungsradien jener Curven sind.
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Wir erörtern zunächst den Fall, dass jene Ourven Kreise sind, das Be-

wegungsviereck in seinen Seiten also constant ist.

Es sei (s. Taf. II, Fig. 7) die Länge der Stange CZ>= &, und der

Stangenpunkt P bestimmt durch den Abstand D P= p; ferner seien CP=
b — p = q, AD= r und BC~ R, sowie die Winkel, welche diese Arme

mit der Basis ABz= a bilden, beziehendlich a und ß. Dreht sich der erste

Arm um den unendlich kleinen AVinkel DAD' da, so schreitet der Punkt

D um das Bogenstück DD' vor und der Punkt C bewegt sich von C nach

C
'
, wodurch der Winkel ß um dß verändert wird. Den primären Wegele-

menten DD' und CC entspricht alsdann das sccundäre Wegelement PP',

d. h. während sich a und da verändert, hat der Punkt P das Wegelement

PP' zurückgelegt.

Die primären Wegelemente DD' und CC lassen sich in Seitenwege

Dd und D'd, Cc und C'c zerlegen, welche beziehlich parallel mit der Basis

A B sind und normal auf derselben stehen. In gleicher Weise lässt sieb

das secundäre Wcgelemcnt PP' in zwei Seitenwege Pn und P'n zerlegen.

Zwischen Dd, Pn und Cc, sowie zwischen D'd, P'n und C'c finden aber, da

diese Linien gruppenweise untereinander parallel sind, folgende Beziehun-

gen statt*):

*) Um sich von der Richtigkeit dieser Fundamentalgleichungen, die wohl nicht

Jedem auf den ersten Blick einleuchten möchte , zu überzeugen , kann man auf fol-

gende Weise .erfahren

:

Für AB als X-Axe seien x und y die Coordinatcn von D, x und y
1 diejenigen von

C, i und jj diejenigen von P. Die Verrückung der Graden DC in die Lage D'C kann
man sich nun dadurch entstanden denken, dass ihr zunächst ein für alle Punkte gleiche

Verschiebung ertbeilt wird, wobei 2? nach ü' kommt, also die Coordinaten aller Punkte
sich um dx und dy ändern, und dass sie alsdann um den Punkt D' als festes Centrum
um den unendlich kleinen Winkel dtp gedreht wird, wo tp den Winkel bezeichnet, den
die Grade DC mit der X-Axe bildet. So findet man leicht ,

rfg = dx — pdtp sin <p

dxz= dx — bdtp sin tp

drj = dy pdtp cos tp

dy'~ dy + b dtp cos tp.

Wenn man die erste und dritte dieser Gleichungen mit b , die zweite und vierte

mit p multiplieirt , alsdann die zweite von der ersten, die vierte von der dritten sub- •

trahirt, so ergiebt sich

:

bd£=zqdx+pdx'
bdrj= qdy + pdy.

Dies sind die obigen Gleichungen 1) und 2), insofern nämlich Pn, Dd und
C'c die Absolutwerte von dg, dx und dx; P'n, D'd und C'c die Absolutwertho
von dt], dy und dy' sind. Das doppelte Vorzeichen in der Gleichung 2) soll zugleich

andeuten, dass dy und dy gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben können, wo-
bei indessen zu bemerken ist, dass es auch Fälle geben kann, in welchen von den
Punkten D und C der eino sich nach der Richtung AB, der andere eich nach der
Richtung B A (abgesehen von der gleichzeitigen auf AB senkrechten Bewegung) be-
wegt, in welchen also dx und dx' entgegengesetzten Zeichens sind.
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*

1) b . Pn = q . Dd + p . Cc,

2) b.P'n = q.D'd ±p .Cc,

und da, weil die Seitenwege normal auf einander stehen,

3) • P/>'=//>7j*~+7>V,

so ergiebt eich hieraus

:

PP'= j]/(q .Dd+p. Cef + (q.D'd±p. Cef
4)

=\)/q\D'Dt+pt.C0t + 2pq(+ D'd.Cc + Dd.Cc),
0

während die Richtung des secundären Weges durch den Winkel y bestimmt

ist, der von derselben mit der Basis AB gebildet wird.

Derselbe ist, da

J y) Pn q.Dd + p .Cc'
bestimmt mittelst

- q ' D d + P- Cc
} 9Y ~~ q.Dd + p.Cc

'

Es ist aber:

BD'— r .da,

CC = R.dß,
B'd = BD' cos a = r cos a . da,

Dd = DP' sin a= r sin a.da,

Cc — ±CC cos ß= ± Rcosß.dß,

Cc = CC sinß— Rsinßdß.

Substituirt man diese Werthe in 4) und 5), so erhält man

PP' —j/q* r*ä«% + p*R t dß t -\-2pqrRdadßcos (ß—a)

6) /oder:

uud

nn >
rda n/ , ,

~{Rdß\*
,

Rdß /a .

qr cos a da + p R cos ß dß
f9Y— qrsinada + pR sin ßlß
oder

<S7=
7) { Q Rdß

* q cos a + ß cos ß—-J-
rda

. a Rdß
q sin a + p sin ß—~-

r da

wodurch das Wegelement PP' vollkommen bestimmt ist*)

*) Die obige Entwickelung lässt einige Zweifel hinsichtlich der Vorzeichen , na-

mentlich was die Zulässigkeit der Formeln 0) und 7) für den möglichen Fall betrifft,

wo da und dß entgegengesetzte Zeichen haben, d.h. die Arme AD und BC sich in

entgegengesetztem Sinn umdrehen, welcher Fall z. Ii. bei den zu Gradführungen dio-
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180 Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen

§. 6.

Wird der erste Arm AD= r in fortlaufender Drehung erhalten, so be-

schreiben, wie schon gesagt, alle Punkte der Stange, mit Ausnahme von D
und C secundäre Ourven. Alsdann erscheint Winkel « als unveränderlich,

Winkel -ß als abhängig veränderlich von «, und die in den Formeln 6) und

7) vorkommenden Quotienten ~ sind als Differentialquotienten von ß nach

a anzusehen.

nenden Vierecksverbindungen vorkommt. Um diese Zweifel aufzuklären , dürfte die

folgende Darstellung sich empfehlen

:

Während dx stets als absolut oder positiv angenommen werden kann, sei DD'

= rda mit ds, und CC oder der Absolutwerth von Jidß mit ds' bezeichnet. Daun ist

(siehe vor. Anmerk.)

PP'= fdtf+dlj*= jY{q dx + p dx')* + (q dx + p dy'f

= jVq* ds* + p* ds* + 2 p q {dx dx + dy dy)

ds / ,fd!'\* ,
. (dx dx dy dy\ ds'

Der Ausdruck

dx dx' dy dy
ds ds' ds ds

ist der Cosinus des Winkels zwischen den Richtungen D D' und CC'\ dieser Winkel

ist = dem AVinkel zwischen den Richtungen AD und BC, d. h. = ß — o oder a — ß,

wenn die Arme AD und BC sich in gleichem Sinne drehen, dagegen unterscheidet

er sich von diesem Winkel um 180«, wenn die Arme sich entgegengesetzt drehen.

Demnach ist

dx dx' .dy dy
, ra .

ds ds ds ds —
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem dß positiv oder negativ ist. Weil

nun aber auch

ds = + Rdß
ds — rda

ist und hier gleichfalls das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn dß positiv, das untere,

wenn dß negativ ist, so ist unter allen Umständen

PP > = j/ f +p9 + 2pg -f cos (ß^j

in Uebereiustiminung mit der oben entwickelten Gleichung ti) und wobei nur darauf zu

achten ist, dass die Winkel a und ß stets beide in demselben Sinn herum gerechnet

werden müssen.

Was ferner die Richtung PP' betrifft , so ist ganz allgemein die Tangente ihres

Winkels y mit der Richtung AB, sowohl dem Absolutwerth als dem Zeichen nach

richtig

:

f

dy
f

dy_ dV_

^dt] pdy + pdy'
'l ds ds' ds.

tffY~H~pdx+pdx~~ ~dx~
t

dlTdZ
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Von Eeuard Noeggerath. 181

Die Natur der secundären Curve näher zu untersuchen
,
mögen die

Gleichungen derselben für ein rechtwinkliges Coordinatensysteni gebildet

wessen Anfangspunkt A (s. Taf. II, Fig. 8) ist und dessen erste Axe mit

der Basis A B zusammenfallt. Bezeichnen x und y die Coordinaten des

Stangenpunktes P und ist ö der Winkel , den die erste Axe mit der Stange

I)C bildet, so gehen aus den Gleichungen

x =a + Rcos ß— g cos ö

y = r sin a + p sin 6

R sin ß — r sin a
Sin 0 — —

o

. «— r cos a + R cos ß
cos ö= —

0

die Bestimmungsgleichungen

0 u p + rq cos a + Rp cos ß
8) -

9) if

__ r 9 sin «+ Rpsinß

hervor, die , indem man differenzirt
, .

äu~ b

Nun sind und bezüglich der Cos. und Sin. des Winkels zwischen den Bich-
ds ds

x dx' d
'

tungen DD' und AB', und dieser Winkel ist immer= a -A und sind da-
2 dy ds

gegen beziehlich der Cos. und Sin. des Winkels zwischen den Richtungen CC' und

A B
, und dieser Winkel ist = ß+ -, jenachdem dß positiv oder negativ ist.

Also hat man

~ = ««(«+|) = -f»a
du . ( *\—-= I a +— 1 = cos ol

ds \ Z /

g=*0>+S)=±~l».
folglich, weil auch^- = + ist und »ämmtliche obere oder sämmtliche untere

ds — rda
Vorzeichen zusammengenommen worden müssen

:

q cos a +pcos p —t^-* r r rda
ttjy^—: —m
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182 Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

I

11) dy_ r«™°+KP"S? d

£
da b

'

ferner, welche Gleichungen durch Division

dß
. rq cos a + Rp cos 8 ~

121
d-±—

-r i r da
} dx~~~ d$'

rq sin a + Rp sin ß -±
d a

ergeben, ein Resultat, das auch aus der zweiten der Gleichungen 7) unmit-

telbar hervorgeht, da tyy= ^ist.

Wird mit v die Geschwindigkeit des Hauptpunktes D und mit Fdie des

Hauptpunktes C, mit vt aber die des Nebenpunktes P und mit dl das Diffe-

rential der Zeit bezeichnet, so ist

PP'

rd <*i/~~I~, ,
~Rdß ~

~

rda : dl

b

also

1/77 2 fI{ ' I ß : <"Y\ Rdß.dt ~
'

13) r, />« (Q* + 2/' ?
-
v

cos (|S-«).

Die Gleichungen 7), 8), 9) und 13) stellen die secundäre Bewegung und

ihre Abhängigkeit von der primären Bewegung im Allgemeinen fest *).

§.7.

R d 8
Zur Bestimmung des Quotienten oder des Differentialquotienten

dß
—werde beachtet, dass zwischen den Bestimmungstücken des Bewegungs-

vierecks ABCD (s. Taf. II, Fig. 8) die Gleichung

b* s= (a -f- R cos ß— r cos a)* + (R sin ß — r sin a)
1

stattfindet und dass diese Gleichung auf Null reducirt als eine Function von

a und ß betrachtet werden kann, in der ß eine Function von et ist. Schreibt

man daher

*) Durch die Entwickelung in diesem Paragraph wird der Ausdruck 7) oder 12)

von tgy mit derselben Allgemeinheit und Strengo gerechtfertigt wie durch die Dar-

stellung der vorigen Anmerkung. Was die Gleichung 13) betrifft, so bleibt sie richtig

auch wenn der zweite Arm BC sich im entgengesetzten Sinne des ersten dreht; nur

muss dann V negativ genommen werden , falls v stets absolut genommen wird.
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Von Eduard Noeggerath. 183

f («,£) = (a + Rcos ß — r cos a)2 + (Ä sin ß - r sin a)8— b*

und differenzirt partiell nach a, so ergiebt sich

d
- {^ = 2r [« jöi « — Rsin (ß- a))

und, indem man partiell noch /S differenzirt,

df(a.ß)

dß

Da

= — 2R[a sin ß— r sut (ß — «)].

</0 da

da'~ df{a, ß)

dß

so ist im vorliegenden Falle

dß r a sin et — R sin (ß
—a)

und

14)

sowie, da

auch

da R ' a sin ß— r sin (ß—o)

*R . dß « 5i« u — R sin {ß—a)

r . d et a sin ß— r sin (ß— er)

V Rdß
v

' ' rda '

V a sin a — R sin (ß—a)

v a sin ß— r sin (ß
—a)

§.8.

Der Ausdruck a sin a — R sin (ß
—a) ist die Normale vom Hauptpunkt

C des zweiten Arms BC auf die Richtung des ersten Arms^/),'und der Aus-

druck asinß— rsin (ß— a) ist die Normale vom Hauptpunkt D des ersten

Arms AD auf die Richtung des zweiten BC. Der Kürze halber werde die

erstere Normale von C auf die Richtung von AD mit iVj, die leztere von D
auf BC mit JV, bezeichnet. Alsdann erhält man statt des Ausdrucks 14)

15)
R.dß^V^N,

5 r . da~ '
v

'
iV,

'

d. h. die Geschwindigkeiten der Hauptpunkte, oder die

gleichzeitigen Wege derselben im Differential der Zeit, ver-

halten sich wie dieNormalen, welcho aus ihnen auf die ge

-

gentiber stehenden Arme gefällt werden können.

Wird (s. Taf. II, Fig. 8) der Viereckswinkel am Hauptpunkt D mit <tff

und der Viereckswinkel am Hauptpunkt C mit <p bezeichnet, so ergiebt sich

Nt = b . qp und N
t
-=b . sin q> , mithin

jgv V_ JV* sin

v N
t

sin <p
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184 Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

d. h. die Geschwindigkeiten der Hauptpunkte verhalten sich

wie die Sinus der Winkel, deren Ecken sie bilden.

Für den Quotienten werde der Gleichworth f!ü^. m <jer Formel 12)
rda

,
stnq>

welche die Tangente der secundären Curve des Punktes P bestimmt, sub-

stituirt. Alsdann ergiebt sich in

n sin
q cos er + p cos 8 ^—

^

sm q>

tyy= :—

7

. » sm
q sm a + p sm ß ~r sm <p

q cos a sin tp -j- p cos ß sin

q sin a sin q> -f* p sin ß sin

eine Gleichung, die eine überaus bemerkens werthe Bezieh-
ung zwischen den Vioreckswinkeln und dem Winkel darlegt,

den die Tangente der secundären Curve mit der ersten Axe
bildet.

§.9.

sin tt*

Wenn man in 13) den in 16) gegebenen Gleichwerth —-- des Quotien-
Slfl (p

V
ten — einsetzt, so erhält man in

18) oder

y.=
b sin y/(q

sin tp)*+ (p sin ^)
2
-f- 2 pq sin y sin <p cos (ß—a)

eine einfachere Beziehung zwischen der secundären Geschwindigkeit, der

primären Geschwindigkeit und den Winkeln des Bewegungsvierecks.

Fällt man von dein Punkt P (s. Taf. II, Fig. S) Normalen PE und PF
auf die Richtungen der Arme , so ist p sin tf>= PF, q sin <p = PE, und da

b sin <p= iVj , so ergiebt sich aus der vorstehenden Gleichung

t',=£ j/PE* + PF* -J- 2 . PE . PF. cos {ß—a)

und weil Winkel FOE—ß — a , sowie #— 180°— FOE: f

t>8= - ///>£* + if* ~2.PE.PF. cos EPE

FE

oder, wenn die Verbindungslinie PE der Fusspunkte der Normalen PE und

PF mit s bezeichnet wird

:

s

Die secundären Geschwindigkeiten der verschiedenen
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Von Eduard Noeggebath. 185

Stangen punkte verhalten sich demnach zu einander wie die

gradeu Linien, welche die Fusspunkte der Normalen aus
jenen Punkten auf die Arme verbinden.

Vierecke , welche in dem Ergänzungsdreieck CD 0 dadurch gebildet

werden , dass man von einem Stangenpunkte P Normalen PE und PF auf

die Richtungen der Arme fallt, sind in Kreisen eingeschrieben; desshalb

L FEP= L FOP und

FE__ sinFPE
FP~ siuFEP

Da FP= OP. sin FOP, so folgt hieraus unmittelbar

FE=OP.sin FPE
oder, was dasselbe sagt, wenn OP~ l gesetzt wird,

s= l sin (/?— «);

und ebenso, wenn /' die Verbindungslinie OP' eines andern Stangenpunkts

P' mit dem Scheitel 0 und s' die Verbindungslinie der Fusspunkte der ent-

sprechenden Normalen ist,

s'= V sin (ß—o).

Hieraus folgt dann —,= und weil ^= —, »

° st v, s

19)
ll= I

d.h. die secundären Geschwindigkeiten der Stangenpunkte
verhalten sich wie ihre 'Ab stände vom Scheitel des Ergän-
zungsdreiecks.

Der Satz gilt auch für die primären Geschwindigkeiten der Haupt-

punkte. Im Allgemeinen verhalten sich daher die Geschwindigkeiten aller

Stangenpunkte wie ihre Entfernungen vom Scheitel des Ergänzungsdreiecks.

Da der Scheitel 0 des Ergänzungsdreiecks durch dieses Gesetz von

besonderer Wichtigkeit für die Bestimmung der secundären Geschwindig-

keiten wird, wollen wir ihn Bestimmungspunkt und die Curve, welche

er beschreibt, Bestini mungscurve der secundären Curven nennen,

welche von den Punkten der Stange des Bewegungsvierecks bei dessen

Verschiebungen beschrieben werden.

Die Beziehungen der Winkel im Dreieck DOC ergeben, dass

(p— 180°— ip + ß— a

und daher cos (ß—«)=— cos (qp+ip) geschrieben werden kann. Die Gleich-

ung 18) geht mit Berücksichtigung dieses Umstaudcs in

"*~ /(? sin 90* + (P sin y)
9— 2P9sincp sin y «Ts (<p + i//)~

über, welche Gleichung, indem man q— b—p schreibt und dann reducirt,

20) *"
=

Tslnlp^b Sin V?+ &sin ^+^~ 2bp si" 9 SiH^+^
ergiebt, ein Ausdruck, in welchem die secundäre Geschwindigkeit nur noch
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186 Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

als Function der beiden Viereckswinkel <p und auftritt , und aus dem die

Gleichung 16) hervorgeht, wenu man p= b setzt.

§. 10.

Die Normale einer ebenen Gurve f (x, y)= 0 in einem Punkte x, y ist

bestimmt durch die Gleichung ?—-— — ^- unter ä, n die laufenden Co-£—x tiy

dx

ordinaten der Normalen verstanden. Die Gleichung der Normalen der se-

ctindären Curve des Stangenpunktes x, y, welcher dnrch die Abmessung p
auf der Stange bestimmt ist, ist daher, weil nach 12) und 15)

q cos a+p cosß—j-
dy _

r rda

d~v . Jtdß
q sm a + p stn ß—

rda

q iV, . cos a +- p JV, . cos ß

q A
r

, . sin a + pNt . sin ß

geschrieben werden kann,

rj — y g Nt
. sin a + p . Nt . sin ß

£ — x ~ qNi . cosa -f- p . Nt .cosß'

und daher der Winkel den die Normale mit der ersten Axe bildet, be-

stimmt durch

2H
qN

t
.sina + P N't .sinß

} y% qN
t
.cos a + pNt .cos ß

Die Normale der secnndären Curve und die grade Verbindungslinie

des Bestimmungspunkts 0 mit dem beschreibenden Punkt P haben dieseu

letzteren Punkt gemein. Um die Lage derselben gegeneinander festzu-

stellen, werde der Winkel % ermittelt, den diese Verbindungslinie mit der

ersten Axe bildet. Sind x
t y die Coordinaten des Punktes P und x\ y

des Punktes 0, so ist

tg % =—X —X

Nun ist, wie leicht erhellt,

a sin ß sin a
V =

sin (ß
— a)

asm 8 cosa
x -

t

sin (ß— «)

während nach 8) und 0)

rq sin a*\- Rp sin ß
y _

ap -f- rq cos a -f- Rp cos ß

b

ist. Diese Wefthe in obigem Ausdruck substituirt orgeben
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a sin ß sin a rq sin er Rp sin ß
b

a sin ß cos et ap + rq cos a + Rp cos ß
1

sin (ß
— u) b

woraus mit Berücksichtigung, dass b=p + q ist,

, q sin a \a sin ß— rsin (ß — et)] + p sin ß [a sin et— Rsin (ß— q)]
91 q Co$u[a sin ß— r sin (ß— er)] +pcosß [a sin a— R sin (ß— «)]

_ q N, . sin er + pNt . sin ß~
qN

x
.costt+pNt .cosß

hervorgeht. Es ist daher ty z= tyx'. Die Normale in P und die grade

Verbindungslinie PO sind daher parallel, und da sie den Punkt P gemein

haben, so fallen sie zusammen. Aus alledem folgt dann aber, dass

1) die Normalen sämmtlicher secundären Curven durch
den Bestimmungspunkt gehen, oder

2) die Tangenten d er secundären Curven normal stehen
auf den graden Verbindungslinien des Erzeugungs-
punkts und des Bestimmungspunkts.

Diese Sätze legen äusserst wichtige Beziehungen der secundären Cur-

ven unmittelbar vor Augen und gestatten einfache Constructionen der

Hauptlinien derselben. So ergiebt sich z. B. die weiteste Ausdehnung der

Curve (indem man erwägt , dass die Curvenpunkte , welche am weitesten

von den Axen abstehen, in den Berührungspunkten der Tangenten erhalten

werden, die parallel den Axen liegen) einfach durch die Lagen des be-

schreibenden Punktes , in denen die grade Verbindungslinie mit dem Be-

stimmungspunkt parallel den Axen geht. Die Bestimmung anderer beson-

derer Fälle erfolgt eben so einfach und'übersichtlich.

§.11.

Da sich die Normalen der secundären Curven aller Stangenpunkte für

jede Lage in dem Bestimmungspunkt 0 schneiden, ausserdem aber die

gleichzeitigen Geschwindigkeiten jener Punkte sich wie die die Entfernun-

gen derselben vom Bestimmungspunkt verhalten, so folgt, dass jede

kleinste Bewegung der Stange als eine Drehung um den Be-

stimmungspunkt 0 zu betrachten ist.

Denn bezeichnen v, und v,' die secundären Geschwindigkeiten zweier

Stangenpunkte , deren Abstände vom Bestimmungspunkt beziehlich / und t

sind, so ist die Winkelgeschwindigkeit des ersten Punktes -j und die des

andern -i= -r, so folgt auch -~?=T7 , d. h. die Winkelgeschwindigkeiten
v t l II

der beiden Punkte in Bezug auf Drehung um 0 sind gleich, und desshalb

die Drehung ein und dieselbe.

Die Drehung des Hauptpunktes 2) um den festen Punkt A ist desshalb
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188 Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

auch eine Drehung um den veränderlichen Bestimmungspunkt O. Hieraus

ergiebt sich die Grösse des unendlich kleinen Drehuugswinkels , welcher

beschrieben wird, während die Stange sich um 0 dreht, mit Hülfe der

Gleichung

r.da—I>0 . d(ß— o),

welche erhellt, indem man erwägt, dass LDOC=ß— et ist und der Elemen-

tarweg des Punktes D einmal als Bogenelemcnt eines Kreises um A und das

anderemal als Bogenelement eines Kreises um 0 aufgefasst werden kann.

Der Winkel d (ß—«) = dß— rfc, welcher bei der Drehung der Stange

um 0 beschrieben wird, während der erste Arm den unendlich kleinen

Winkel da beschreibt, ist die Differenz der Winkel beider Arme, die die-

selben während dieses Vorgangs durchlaufen. Die Gleichung d (ß
— a) =

dß — da ergiebt daher unmittelbar , dass die Winkelgeschwindig-.
keit der Drehung der Stange um den Bestimmungspunkt
gleich derDifforenz der Winkelgeschwindigkeiten der bei-

den Arme ist.

JV
Da der Abstand OD, wie aus Fig. 8 sofort ersichtlich, = ,

1—
- ist,

stn (p— «)

so nimmt vorstehende Gleichung die Form

rda=-—^ .d(ß— a)
stn{ß— a)

r

an , aus welcher , wenn w die Winkelgeschwindigkeit des Arms AD und »v
die Winkelgeschwindigkeit der Stange mit Bezug auf Drehung um den

Bestimmungspunkt bezeichnen, die Gleichung

22
w,_ d(ß-a)^ r Sm(ß— a)

' *> da JV,

hervorgeht. Andererseits ist aber, weil

d(ß— a) _dß
^^ dß __ r$ini\, _ rJV,

da da
UW

da Rsin<p JSJVj
*

auch

ft.j^ w, r sin tp — R sin <p r . JV,— R . JV,

w R sin tp R . JV,

und ist damit die Relation zwischen den Winkelgeschwindigkeiten des er-

sten Arms und der Stange einerseits und zweien Viereckswinkeln anderer-

seits dargelegt.

§. 12.

Wenn die Endpunkte der Stange DC auf beliebigen Curven liegen und
eine kleinste Verrtickung dieser Punkte anf den Curven vorgenommen wird,

so können diese Verrückungen um Bogenelemente jener Curven als Dreh-
ungen betrachtet werden, welche um die Endpunkte der Krümmungshalb-
messer jener Curvenpunkte erfolgen. Nach dem Vorhergehenden ist die

Bewegung der Stange aber auch eine Drehung um den Durchschnittspunkt

0 jener Krümmungshalbmesser. Daraus folgt dann der allgemeine Satz:
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Hat eine Grade mit zwei Curven bezieh lieh je einen

Punkt gemein und wird die Lage dieser Punkte, welche auf

der Graden unverrückbar sind, um einen unendlich kleinen
Werth in den Curven verändert, so kann die dabei vor-

gehende Bewegung als eine unendlich kleine Drehung um
den Durch schnittspunkt derKrümmungshalbmesser der Cur-

venpunkte angesehen werden, welche dieselben mit der

Graden gemein haben.

Es erhellt ferner , dass dieser Satz für jede ebene Figur
gilt, von der zwei in ihr unverrückbare Punkte in Curven
liegen, sobald diese Punkte ihre Lage in den Curven um
unendlich kleine Werthe verändern.

Es muss bemerkt werden, dass Poncelet in seinem Cours de mecanique

applique'e etc. (deutsch von Schnuse) dieses Princip erwähnt und dasselbe

in einzelnen Fällen anwendet. Es ist von Bob Uli er im Jahre. 1829 Pon-
celet mitgetheilt und später von Chasles im 14. Bande des Bulletins der

mathematischen Wissenschaften von Ferussac, S. 321 bekannt gemacht

worden. Poncelet giebt das Princip in folgendem Satze:

Wenn eine ebene Figur von einer unveränderlichen
aber beliebigen Form und Grosse irgend eine unendlich
kleine Verrückung erfährt, ohne aus dieser Ebene gebracht
zu werden, so strebt sie, ohne for tzugl eiten , sich um einen

festen Punkt zu drehen, welchen man vermittelst des Durch-
schnitts der Normalen der Curvenelemen te erhält, welche
zwei beliebige Winkelspitzen der Figur gleichzeitig be-

schreiben.

Der von Chasles ausgesprochene Satz hat mir nicht vorgelegen; die

Notiz von Poncelet, welche bereits auf die Bedeutung des darin ausge-

sprochenen Princips aufmerksam macht, kam mir erst nach Auffindung

desselben zu Gesicht. Eine kurze Erwähnung des 8atzes findet sich auch

in der Ingenieur-Mechanik von Weisbach, Theil I. Ausgänge und Fol-

gerungen, welche die vorhergehenden Nummern enthalten, sind mir nicht

bekannt geworden, und, so viel ich weiss, ist der allgemeinen Bedeutung

desBowegungsvierecks für die activen Maschinentheile nirgends Erwähnung

gethan*).

*) Es dürfto nicht unangemessen sein , hier darauf aufmerksam zu machen , wie

der im Obigen bewiesene interessante und folgenreiche Satz auf eine sehr elementare

Weise sich rechtfertigen lässt:

Da die Lage einer unveränderlichen ebenen Figur in ihrer Ebene durch die Lage
zweier ihrer Punkte A und B bestimmt ist, so muss nur gezeigt werden , dass die un-

abänderliche Verbindungslinie A B solcher 2 Punkte dadurch in irgend eine andere

um unendlich wenig von AB abweichende Lage A'B' gebracht werden kann, dass

man sie um den Durchschnittspunkt 0 der geraden Linien AO und BO
t
welche in A

und B auf den als gerade Linien zu betrachtenden Wegelementen AA' und BH' senk-

recht stehen, um einen angemessenen unendlich kleinen Winkel dreht. Dass jeder

13*
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190 Lieber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

§. 13.

Legt man (s. Taf. II
,
Fig. 9) durch den festen Drehpunkt A eine Pa-

rallele AC' mit dem zweiten Arm BC
y
so ist

DO: DA— CO: C'A.

Ebenso ist, wenn P und P' entsprechende Stangenpunkte sind, welche

gefunden werden, indem man durch 0 und A Parallelen zieht,

PO : P'A= CO : C'A.

Durch Zusammensetzung beider Proportionen folgt

D0:P0= DA:P'A.

Da nun — = , so ergiebt sich ans der letzten Proportion
v, Pu

Es ist aber— gleich der Winkelgeschwindigkeit des ersten Arms und

desshalb

vt
= TV . P'A.

Dies ist offenbar die Geschwindigkeit eines Punktes JTdes ersten Arms,

dessen Abstand von dem Drehpunkt A gleich P'A ist. Da der Abstand AX
= AP' entweder auf dem Arm oder auf der Verlängerung desselben über

A hinaus angenommen werden kann, so erhellt, dass der Arm zwei Punkte

besitzt, welche sich mit der Geschwindigkeit des Punktes P bewegen.

Es ist ferner klar, dass das für den ersten Arm Erwiesene für den

zweiten gilt, und es giebt desshalb auch auf dem zweiten Arme zwei Punkte,

deren Geschwindigkeit gleich der des Stangenpunktes P ist. Nennen wir

alle Punkte des Bewegungsvierecks , welche sich mit der secundären Ge-

schwindigkeit eines Stangenpunktes bewegen, zugehörige Punkte die-

ses Punkts, so lässt sich, wenn man erwägt, dass die beiden Punkte der

Stange, welche gleich weit ab vom Bestimmungspunkt liegen
,
gleiche Ge-

schwindigkeiten besitzen
,
folgendes allgemeine Gesetz aufstellen

:

Innerhalb des Bewegungs Vierecks haben je sechs Punkte

der beiden Punkte A und B allein durch eine Drehung um Ö in die Lage A' resp. &
gebracht werden kann, bedarf keines Beweises \ zu zeigen ist nur, dass beide Drehun-
gen um gleiche Winkel erfolgen müssen, d. h. dass £ AOA'^=. LBOB' ist oder dass
sich verhält

OA:OB = AA' : BB".
Zu dem Ende mag man bemerken, dass die Qrade AB in die Lage A'B' offenbar

dadurch übergeführt werden kann , dass man sie zunächst in die mit AB parallele
Lage A'B" verschiebt und dann um den Punkt A' herum in die Lage A' ff dreht. Be-
trachtet -man nun in dem unendlich kleinen Dreieck BB'^ (eine Figur wird man sich
leicht an den Rand zeichnen) das Bogenelement BB" B' als grade Linie, so erkennt
man sofort, dass es dem Dreieck 0 AB ähnlich ist, weil die Seiten beider Dreiecke
auf einander normal sind (OA BB", OB-i-BB'), wesshalb sich verhält

OA :OB= BB" : BB"
in Uebereinstimmung mit der obigen zu beweisenden Proportion, weil die gegenüber-
liegenden Seiten AA' nnd BB" des Parallelogramms AÄ BB" einander gleich sind.
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einerlei Geschwindigkeit. Dieselben sind so vertheilt, dass

je zwei und zwei 'auf den Armen und der Stange liegen, und
zwar liegen sie auf den Armen zu verschiedenen Seiten der
Drehpunkte, und auf der Stange zu verschiedenen Seiten
des dem Bestimmungspunkt am nächsten liegenden Stangen»
punkts in beziehlich gleichen Abständen, deren Grössen
in jedem Augenblick sich ändern.

In Fig. 9 sind die Punkte, welche zu dem Stangenpunkt P gehören,

mit £), X, Y und X\ Y' bezeichnet. »

Das Veränderungsgesetz der Lage der zugehörigen Punkte* folgt aus

der Gleichung:

AP' OP 1

AD ~ OD a sin ft— r sin (ß— «)
'

sin (ß~a)
aus welcher, da AP' = AX ist, hervorgeht:

jx=i rsin (ß— a)

u sin ß—r sin (ß— a)

25) c= ,

"*'if,~'
>

oder »och, weil n.eh 22)
rj^^J^Jß- tt)

iV, da

Hierdurch ist, wenn l ermittelt wird, die Lage der vier auf den Armen

liegenden zu P gehörigen Punkte bestimmt , da ohne Weiteres ersichtlich

ist, dass

BT_. Rsin{ß- a)

oder

-=<(fHBX

sein muss.

§. 14.

Die vollständige Bestimmung der zu P gehörigen Punkte erfordert die

Näherbestimmung des Abstandes PO= / des Punktes P von dem Bestim-

mungspunkt 0.

Es ist, wenn x und x beziehlich die Abscissen der Punkte i>und 0

bezeichnen und % der Winkel ist, den die Linie PO mit der ersten Axe

bildet, bekanntlich

:

Da nun nach Früherem

ap + rq cos a + Rp cos ß*«= -
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192 Uebcr den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

, a sin ß cos a
x -— —^

sin (/J— a)

ö sm a . N. + P si« 0 • JVj
/Oy= i !

q cos a . N
t+ p cosß . Nt

ist, so ergiebt sich, hieraus, indem man zunächst berücksichtigt, dass

q& cos a Jt/i ff
—flp sin (ß—q)

—

rq cos a sin (ß—tt)—Bp cos ß sin (ß—«)X ~ X
bs~in~(ß^~'~'

qcosg [a sin ß—r sin (ß—a)) + pcosß [a sin a—R sin (ß—«)]

,
~~

b sin (ß—a)

_ q cos a . Ni + p cos ß . JV,

-b sin (ß -a)

ist, dann für x' — x diesen Ausdruck und für igx den angegebenen Gleich-

werth substituirt: r

l
q cos u . N

t + p cos ß . Nt

b sin (ß— o)

cos a . ^Vj + pcos ß . Ar

t)'-f- (y s»« « • N
t+ j» ff

Nt)

9

(q cos a N p cos ß . N
it
)*

N* + p* . Nf + 2 ^ y iV, . 2V » co.s
(
g- «j

' b sin (ß— a)

oder, da & sro g>= tf, , und — = — ist,

2g. sw <p)
8 + (p sin y)* + 2.qsin<p .p sin ^ . cus (ß - et)

' SWI (/*— «)

Es ist aber der Werth der Wurzel nach den Entwickelungen in §. 9

gleich der Verbindungslinie s der Fusspunkte der Normalen vom Stangen-

punkt P auf die Arme; nach jenem §. ist nämlich auch

29) l=== s^nj^y
Da ferner q> = 180° — + {ß— a), so ist

sin (ß— a) =— sin (<p -f- und cos (ß— a) = — cos(<p +
und desshalb, wenn man Gleichung 20) berücksichtigt,

30>i j—

V

(
h sin y)' + ip sin (y + ^)J '

— 2 bP sin y $,;t (y + ^) CQS ^
— sm (<jp + tf;)

Hieraus erhält man für p= 0 die Verbindungslinie des ersten Haupt-

punkts mit dem Bestimmungspunkt

:

b sin <pD0=—
sin (<p + 4>)

und für p = ^- die Verbindungslinie des Stangenmittelpunktes M mit dem
SB

Bestimmungspunkt

:

.11 ) M0= b Vsin% (y + ^) ~ 4 8in y «'»/» co$ (y +
— st« (9 + 1/;)
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sowie durch entsprechende Einsetzung besonderer Werthe von p die Ver-

bindungslinien der dadurch bestimmten Punkte mit dem Bestimmungspunkt

als Functionen von <p und y.

§. 15.
'

Bestimmungspunkt und Bestimmungscurve drängen sich überall als

bedeutungsvoll in Hinsicht auf die secundären Curven des Bewegungsvier-

ecks auf. In der That erscheint die Bestimmungscurve als der Ort für die

Mittelpunkte von Kreisen, welche von den secundären Curven umhüllt wer-

den und deren Radien die Entfernungen der betreifenden Stangenpunkte

von dem Bestimmungspunkte sind. Diese veränderlichen Radien sind die

Entfernungen /, welche in ihrer Abhängigkeit von der augenblicklichen Ge-

stalt des Vierecks und der Lage des Stangenpunkts auf der Stange durch

28), 20) und 30) gegeben sind. Jedem Stangenpunkt entspricht eine beson-

dere secundare Curve und ein besonderes System von umhüllten Kreisen;

diese sind nichts anderes als die Elementarkreise von Kreis-Coordina-
ten, deren Axe r = 0 die Bestimmungscurve ist. (Druckenmüller,
Uebertragungsprincipien der analytischen Geometrie, Seite 80 u. f.) Die

secundären Curven stehen also mit den Kreis-Coordinaten der Axe r = 0,

wenn als solche die Bestimmungscurve gewählt wird, in innigstem Zusam-

menhange, so dass man die Bestimmungen derselben mittelst solcher Coor-

dinaten als die n atürlich e im vorliegenden Falle bezeichnen könnte.

Die Bestimmungscurve ist durch rechtwinklige Coordiöäten, deren

erste Axe AB (s. Taf. II, Fig. 10) und deren Anfangspunkt Ä ist, mittelst

a sin ß cos a
{X~ sin(ß—a)

32)
a sin ß sin a

!

/ ~~ sin(ß-a)
gegeben. Indem man diese Gleichungen, unter der Annahme, dass o un-

veränderlich und ß abhängig veränderlich ist, differenzirt, erhält mau

dx ( dß\ a— = I sin ßcosß— sin «cos o— ) . . ,„ r
da V

r r da/ SM* (ß—a) ,

und

da \ r da/sm*{ß— o)

hieraus aber durch Division

sin* ß— sin* a^
d_y da

sin ßcosß — sin acosa—

. . • *lß r • N* j dß rsinty . A , t

Setzt man hierin -f-
= D ' oder ~f-

= _ . , so geht der Aus-
da . B . iV, da B sm <p

druck in
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194 Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

dy R^sin'ß—rN^m'a
dx RN

l
sin ß cos ß —rNt sin a cos a

33) { oder

dy R sin <p sin9 ß — r sin sin* a

'dx R sin <p sin ßcosß—r sin y sin a cos

a

über. Daraus ergeben sich für die Tangente und Normale eines Punktes

(x\ y) alsdann die Gleichungen

:

u— y R sin* ß sin <p — r sin* a sin
Tangente: ,= n . z '

—"

'

•—J-

x— x R sm ß cos ßstn q> — r sin a cos a sin y
y— y r sin a cos asin — R sin ß cos ß sin <p

Normale : ;= =r

—

. . a—;
r-= : .

x—x R sur ß sm <p— r sm* a sm

Die Normale kann aber auch bestimmt werden mittelst des Winkels §

(8, Taf. II, Fig. 10), den die Normale ON der Bestimmnngscurve mit der

Normale OP einer zugehörigen secundären Curve einschliesst, da nach der

Lehre von den Kreis-Coordinaten*) der Neigungscoefficient, d.h. der Co-

sinus des Winkels, den der Radius eines Elementes mit der Axe bildet, be-

stimmt ist mittelst

cosPOO'=—~
ds

worin dl das Differential des Radius OP=l und ds das Differential des

Bogens der Bestimmnngscurve bezeichnen. Es ist aber L POO'=90° — |

und desshalb

sm ^-Ts'
Das Differential dl ist äusserst zusammengesetzt. Das Differential ds

bestimmt sich mittelst

ds= j/dy* + dx*

=asr^j /("'"'
'
~ >in'

" ^)'+ ßcolß-"n " cos
• sO*

/ —
adtt i/ dß2 dß= ^-T7^ \V sin*ß-\-^in*a^-,— 2sinßsina-fcos{ß-a)

sm*(ß— a) r
r da* v da Kr '

dß r sin iü
und , wenn man —-= — setzt

,

da H sin q>

, a .da
ds=

Rsin<psin*(ß— a)

. YR* sin* <p sin* ß + r* sin* ^ sin* a— 2 r Rsina sin ß sin <p sin y cos {ß-a).

Wählt man als Anfangspunkt irgend einen bestimmten Punkt der
"

Curve, welcher dem Winkel a' des ersten Arms entsprechend ist, so ist der

Bogen, welcher erzeugt wird, während der Winkel a' in «" übergeht, mit-

telst der Gleichung

*) Druckenmüller, Uebertragungsprincipien der analyt. Geometrie. Vier-
tes Kapitel, §. 3.
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a /' da
~~~Rj,sm<psint

(ß -«)

. f/R'sin* g> sin* ß + r* sin* sin* a— 2 r R sin et sin ß sin <p sin cos (ß— er)

gegeben. Ist S der diesem Bogen entsprechende Bogen der secundären

Curve, ho hat man, weil

dS= ]/dy* + dx*

da . r . -= yq* sin9 q> + p* sin* y + 2pq sin <p sin y cos (ß— a)

ist, zwischen den Grenzen:

a"

s=L flu
bj sinq yq

%
sin* <p + P* sin* ^ + 2 p q sin <p sin cos {ß— a).

§. 16. -

Die Geschwindigkeit des zweiten Hauptpunktes C folgt aus der Ge-

schwindigkeit des ersten Hauptpunkts D mittelst Gleichung 10), nach

welcher

sin ib
V= v-~r-

sm tp

ist, und aus der hervorgeht, dass V dasselbe Vorzeichen behält, die Be-

wegung des zweiten Hauptpunkts also in derselben Richtung erfolgt wie

die des ersten, so lange siny und sin tp dasselbe Vorzeichen besitzen.

Darans folgt dann aber, dass beide Hauptpunkte sich nach ein und dersel-

ben Richtung bewegen, so lange und <p gleichzeitig kleiner als

zwei rechte Winkel sind, dagegen nach verschiedenen Richtungen sich be-

wegen, wenn der eine dieser Winkel kleiner und der andere grösser als

zwei rechte Winkel ist , weil im ersteren Falle die Sinus der Winkel

gleiche, im andern Falle aber entgegengesetzte Vorzeichen und desshalb

der Quotient beziehlich positiv oder negativ ist.
stn <p

*

Da die Richtungen der secundären Bewegungen der Stangenpunkte

von denen der beiden Hauptpunkte abhängig sind und das Gesetz dieser

Abhängigkeit nach 20) durch Gleichung

5=3 rrh^ sin <rt + ^ sin + '
— 2 bP sin V sin & + cos *

ausgedrückt ist , so lässt sich mit Berücksichtigung des eben ausgesproche-

nen für diese Bewegungen im Allgemeinen folgender Satz aufstellen

:
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196 Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

Die secundären Bewegungen sind der primären Beweg-
ung gleich gerichtet, so lange der erste und zweite Arm
hohleWinkel mit der Zugstange bilden, und derselben ent-

gegengesetzt gerichtet, sobald der eine Arm einen hohlen
und der andere einen erhabenen Winkel mit der Zugstange
bildet. Der Uebergaug aus einer Bewegungsrichtung zur

andern findet jedesmal statt, wenn die Richtung eines Arms
mit der Richtung der Stange zusammenfällt.

Das Gesagte ergiebt sich auch unmittelbar bei Erwägung der geome-

trischen Eigenschaften des Vierecks. Nie können die Richtungen beider

Arme gleicbzeitig mit der Richtung der Stange zusammenfallen, oder beide

Arme gleichzeitig erhabene Winkel mit der Stange bilden. Ist das Be-

weguugsviereck ein Parallelogramm, so ist für jede zusammengehörige

Werthe von y und q>, sin = sintp und sin (ty + <p) = 0; desshalb t>,= »,

d. h. in der Stange eines Bewegungsvierecks , welches ein Parallelogramm

ist, sind die Geschwindigkeiten aller Stangenpunkte von gleicher Grösse

und Richtung.

Der Werth von o, bei dem sich die Bewegtingsrichtungen der Stangen-

punkte und des zweiten Arms ändern, während der erste Arm stetig fort-

schreitet, möge Wendewinkol heissen. Der Wendewinkel ist erreicht,

wenn t|/= 180° oder ^;=0P resp. 360° geworden ist, und man sagt von dem

Arme, er stehe im todten Punkte, wenn er einen dieser Winkel mit der

Stange bildet. Der erste todte Punkt tritt ein, wenn beide Hauptpunkte

D und C auf einer Seite des Drehpunkts A liegen , und der zweite tritt ein,

wenn diese Punkte auf verschiedenen Seiten von A liegen.

Der erste todte Punkt (s. Taf. II, Fig. 11) ist mittelst der Gleichung

des ersten Wendewinkels a :

. a* + {b + r)*-R*
cos a = '

2« (b + r)

oder

« = I j/(q + b + r + R) (« + b + r=R)

2 2' a (b+ r)

bestimmt, während der zweite todte Punkt (s. Taf. II, Fig. 12) sich mit-

telst des entsprechenden Wendewinkels a", der durch

,_a'+ (6— r)' — R*

oder

«" l,/(«+t-r+J)(.+»-r-J)
cos —= — y t- r

2 2 r a (b— r)

gegeben ist, finden läset.

Wenn der erste Arm in seinen Bewegungnn nicht gehindert , er also

befähigt werden soll
,
jode beliebige Winkelgrösse zu durchlaufen , so inuss

die Stange b bestimmte Grössenwerthe innehalten. Die Grenzen, zwischen
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denen sich b überhaupt bewegen muss, wenn die Vierecksverbindung her-

stellbar sein soll, sind

— (Ä + r)

und 6< a + (R -f- r),

was leicht erhellt, wenn man beide Arme in die Richtung der Basis AB ge-

legt denkt, wo dann der Minimalwerth erreicht ist, wenn beide Haupt-

punkte über den zugehörigen Drehpunkten A und B hinaus in der Verlän-

gerung von AB liegen.

Die Unbeschränktheit der Drehung des ersten Arms erheischt, dass

derselbe befähigt sein muss, die todten Punkte , d. h. diejenigen Armlagen

zu passiren, in denen die Armrichtung mit der Stangenrichtung zusammen-

fällt. Der Durchgang durch den ersten todten Punkt verlangt die Her-

stellbarkeit des Dreiecks ACB (s. Taf. II, Fig. 11) aus den Seiten b + r,

a und Ä; es muss also

a + Ä >b + r >a— R
sein. Der Durchgang durch den zweiten todten Punkt verlangt die Iler-

stellbarkeit des Dreiecks ACB (s. Taf. II, Fig. 12) aus den Seiten b— r
y
a

und Ä; es muss also

a + R >b — r >« — R
sein. Diese Bedingungen lassen sich auch folgendermassen schreiben

:

« + {R— r) > b >«— (/? + r)

a+(Ä + r) >6>«— (Ä_-r)

und sie reduciren sich auf die folgenden beiden , welche die Bedingungen

für die Möglichkeit der Vierecksverbindung Uberhaupt in sich schliessen

:

a + (R— r) > b > a — (R— r).

Wenn die Bewegungen vom zweiten Arm ausgehen, so erhält man die

Bedingungen für die Zulässigkeit voller Drehungen dieses Arms einfach

durch Vertauscbung von R mit r; denn die Möglichkeit des Durchgangs

durch den ersten, resp. zweiten todten Punkt ist an die Herstellbarkeit des

Dreiecks ABB aus den Seiten b -|-r, a, r resp. b— Ä, a, r gebunden. Diese

Bedingungen sind also

:

a_ (/f _ r) > b > a + (Ä— r).

Man sieht, dass der Durchgang des ersten Arms durch den ersten

todten Punkt [a + (Ä-r)>fc] unverträglich ist mit dem Durchgang des

zweiten Arms durch den zweiten Punkt [b > a + (R— r)], ausgenommen

den Grenzfall , wo 6= a + (Ä — r) it»t. Ebenso ist der Durchgang des

ersten Arms durch den zweiten todten Punkt unverträglich mit demjenigen

des zweiten Arms durch seinen ersten todten Punkt, ausgenommen den

Grenzfall, wo b ~a— (R— r).

Daher ist es auch nicht möglich , dass beide Arme zugleich einer voll-

ständigen Drehung fähig sind, ausser in dem ganz speciellen Fall, wo

a + (R - r) = b = « — (R - r)

wo also R— r und a=zb ist.
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198 Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

Die obigen Bedingungen für die vollständige Drehbarkeit des zweiten

Arms sind offenbar unerfüllbar, wenn R— r positiv ist, sowie die Bedingun-

gen für die vollständige Drehbarkeit des ersten Arms nicht erfüllt werden

können, wenn R — r negativ ist.

Es ergiebt sich also, dass im Allgemeinen nur einer der

beiden Arme, und zwar stets der kleinere, eine vollstän-

dige Drehbarkeit haben kann; er hat dieselbe, wenn die

Länge der Stange sich höchstens um die Differenz der Ra-
dien von der Länge der Basis unterscheidet. Der einzige

Fall, wo beide Arme zugleich vollständige Drehungen aus- '

führen können, ist der, dass die Radien gleich sind, falls

gleichzeitig auch Stange und Basis gleich gern ach t werden,
so dasß das Viereck beständig ein Parallelogramm bleibt.

§. 17.

Bezeichnet im Allgemeinen P die treibenden Kräfte, welche auf einen

frei beweglichen materiellen Punkt einwirken, und « deren Neigungswinkel

gegen die augenblickliche Bewegungsrichtung, Q dagegen die Widerstände,

welche jenen Kräften entgegenstreben und unter den Winkeln ß gegen die

Bewegungsrichtung geneigt sind , so ist der Ausdruck

HP cosa— ZQcosß
die die Bewegung bestimmende Resultirende sämmtlicher Kräfte. Je nach-

dem der Werth dieses Ausdrucks constant oder variabel ist, wird die Be-

schleunigung der Bewegung selbst constant oder variabel. Nur in dem

Falle, dass die Veränderungen der Kräfte unter sich stetig einander auf-

heben, kann mittelst veränderlicher Kräfte constante Bewegung erzielt

werden. Ist M die Masse des bewegten Punktes und dt das Differential

der Bewegungszeit, so ist die Geschwindigkeitsänderung während dersel-

ben, welche mit Av bezeichnet werde, bestimmt mittelst

EP cos a— ZQcosß JtAv= . dtM
und ersichtlich, dass deren Grösse, da AT constant ist, lediglich von dem

Zähler des rechts stehenden Gleichwerths abhängt, und positiv, Null oder

negativ ist, je nachdem ZPcosa grösser, gleich oder kleiner als 2?#

cos ß ist.

Auch innerhalb des geometrischen Zusammenhangs bleibt dieses Ge-

setz, welches die Abhängigkeit der Bewegung von den Kräften, Widerstän-

den und der Masse ausdrückt, in Gültigkeit, da derselbe nichts enthält, was

dasselbe berühren könnte. Aber indem er die Körper nöthigt, innerhalb

gewisser Bahnen Bewegungen vorzunehmen, bestimmt er die Neigungs-

winkel , mit denen die Kräfte auf dieselben wirken und entzieht damit den

Kräften die eigene Bestimmung ihrer Richtung. Nirgends wirkt der geo-

metrische Zusammenhang direct auf die Intensität der Kräfte ein , aber in-
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direct, indem er mit der Aenderung der Neigung auch die Bestimmung

der Seitenkräfto mit Übernimmt, welche in der Richtung der Bewegung zum

Ausdruck gelangen. Daraus erhellt dann aber, dass in dem Ausdruck

ZPcos a— EQcosQ
Jo — - . dt

m
innerhalb der Maschine den Kräften die Bestimmung von a und ß entzogen,

dem Zusammenhange zugewiesen und dieser desshalb, wie in §. 1 ange-

führt, als vierte Bestimmungsgrösse der Maschinenbewegungen zu betrach-

ten ist. Vor allen Dingen aber sieht man , dass in den Maschinen die

Bahnen der bewegten Körper und dass Verhältniss der Geschwindigkeiten

derselben zu einander mittelst des geometrischen Zusammenhangs voll-

ständig unabhängig von den treibenden Kräften hingestellt werden.

Erörtert man die Kraftverhältnisse au dem Bewegungsviereck, und

nennt zu dem Ende die treibende Kraft im ersten Hauptpunkt P, während

die tangential in der secundären Curve des, durch den Abstand p bestimm-

ten abhängigen Punktes wirkende Kraft X genannt wird , so hat man nach

dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten

X rda

P~~ds'
wenn ds das Differential der secundären Curve ist. Mach 20) ist aber

rda v b sin tp

ds v
t j/b* Sjn*

<p + p* sin* (q> + ty)
— 2b p sin <p sin (o> + tp) cos

und daher

^ Pb sin cp

y b* sin* <p />*smJ
(<p + — 2b p sin <p sin (<p -J- y cos i/;

34) ^oder

X= Pb N
i

Yq* N* + p* N* + 2pqN
t
Nt c°s (ß~ «)

} l X (
Da nach 19) ~ = j , so ergiebt sich auch —-. = -

,
d.h. die Kräfte

der 8tangenpunkte, welche in der Richtung der secundären Curven wirken,

verhalten sich umgekehrt wie die Abstände dieser Punkte vom Bestim-

mungspunkt.

Die Gesetze , welche in §. 12 angeführt wurden
,
zeigen , dass in sechs

Punkten des Bewegungsvierecks gleiche Geschwindigkeiten vorhanden sind

und dass drei dieser Punkte auf der Stange und den Armen, die drei an-

dern aber auf deren Verlängerungen liegen. Es ist klar ohne Weiteres,

dass in diesen Punkten auch gleich grosse Kräfte wirken.

§. 18.

Da die Geschwindigkeiten der Stangenpunkte mit jeder Lage der

Stange andere werden, so ist die Wirkungsgrösse der bewegten Stange
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200 Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

des Bewegungsvierecks offenbar veränderlich und abhängig von der Stel-

lung der Arme. Wird der erste Arm als Ausgang zur Bestimmnng dieser

Wirkungsgrösse , die gleich W angenommen werden möge
,
angenommen,

und ist wieder / der Abstand der Masso dp eines Stangenelements vom Be-

stimmungspunkt , sowie w die Winkelgeschwindigkeit des ersten Arms , so

folgt zunächst

v^lTo' rtv

oder, wenn man aus §. 14 den Gleichwerth für DO entnimmt,

35)
+

b* stn <p

und weil man für die Wirkungsgrösse die allgemeine Gleichung

tr=±fvB
> .dp

hat, im vorliegenden Falle

36) ^ »Myy + »)
2 b*sin*q>

J r *

in welchem Ausdruck das Integral über die ganze Masse der Stange zu er-

strecken ist.

Ist T das Trägheitsmoment für den Schwerpunkt der Stange, deren

Masse M ist, und bezeichnet lm den Abstand des Schwerpunkts vom Be-
stimmungspunkt, so ist bekanntlich

fl*dp= T+ M.l%
und desshalb für den vortiegcnden Fall, bei dem der Schwerpunkt mit dem
Stangenmittelpunkt als stets zusammenfallend angesehen werden kann, mit

Berücksichtigung von 31)

w* r* sin* (<p -f- t/;)

rr —

-

2 b* sin* q>

oder

L 4 sin* {<p -f- y) J

37) W
=%b>~slrf-q> [(

T^j)^(<P^)~^*sing>sin^c^

Für den Fall , dass man die Stange als Linie auffasst , wie bisher ge-

schehen, ist, unter y die Dichte der Stangenmasso (Gewicht der Längen-
einheit) und unter g= 31,25 Fuss die Beschleunigung der Schwere verstan-

den, T— ~-
. - und M~b- und daher

12 9 9

W
^VL ¥sltf~<? [(ll + ?)

SiH%
( *+ ~ bZ Sin * Sin * C0S& + *)]|

} ~ 6~ sln~*lp ~g [
S 'H & + ^ ~~ 3 Sin * sin * cos & +

Zu diesem Resultate wäre man anch bei Erwägung, dass
rtv

.

V
' — bsinq> ' V

pt
si,i* ^ — 2 b $ sin V cos V sin (V + «
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und daher die Wirkungsgrösse der Stange

w= \
7gJ V* *in%*+f* sin' (<P+f)— 2bP *'« 9> cosy sin {<p+ 1//)) dp

ist, gelangt. Man erhält nämlich

^=7* • |
9/dp + *frf (9 + *)/p* . ^

— 2 b sin <p cos y sin (tp + y)fp dp]

=
ö •^ •

, r * +— 3 bHin * «°* * s,Vi (<P +
*>J

= y • • \ [3 (*"'* 9> — *'" V co* V *'« (<P + ) + «Vi* (9 + *)]

= ? * • + — 8 s,w 9> *'« * co«
(9 + *)].

Führt man statt der Winkel g> und ^ die Winkel a und /S ein, indem

man berücksichtigt, dass

o sin q>= JV,

© «n ^/= JV8

«in (9 + ty)=— «» (0 — o)

<*o* (9 + 1)= — co# (0— «)

ist , so erhält man aus 37)

39) W= £ j£-t . [(V+M ?)«'n« (0- «) + AW, . JVt . cm (j3 - «)]

und für den Fall, dass die Stange als materielle Linie betrachtet wird

:

O J'j p

Ausdrücke, die, der Bedeutung von N
t
und tf, halber, complicirter als die

in 37) und 38) gegebenen sind.

§. 10.

Bereits in §. 4 ist bemerkt, dass die Gesetze des Bewegungsvierecks

unmittelbar Anwendung bei den gebräuchlichen Gradführungen mittelst

beweglicher Stangen und der Bewegungsübertragung von dem Balancier

auf den Krummzapfen und umgekehrt finden. Dies werde nunmehr näher

dargethan.

Unter den verschiedenen Formen der Gradführnngen 6ind der Ba-
lancier mit Gegenlenker (s. Taf. II, Fig. 14), das Watt 'sc he Pa-
rallelogramm (s. Taf. II, Fig. 14) und der Balancier ohne Dreh-
ung saxe (s. Taf. II, Fig. in) vorzugsweise zu nennen. Wie leicht er-

hellt, machen die Punkte P und P' des Watt'schen Parallelogramms ent-

sprechende Bewegungen, und da P nichts anderes ist, als der Aufhänge-

punkt des Balanciers mit Gegenlenker ABCD, so lassen sich die Bewegun-

gen des Aufhängepunktes P' (Eckpunktes) im Parallelogramm mit Hülfe
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202 üeber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen.

V
I> c

des Grundverhältnisses leicht auf die des Aufhängepunktes P im Ge-

genlenker zurückfuhren. Es ist desshalb ausreichend, wenn hier nur von
dem Balancier mit Gegenlenker und dem Bai an cier ohne Dreh-
ung saxe gesprochen wird.

Die Verhältnisse der Stücke des ersteren werden bekanntlich so ange-

nommen, dass der Aufhängepunkt P bei der höchsten, mittleren und tiefsten

Stellung der Arme in die Grade PP'P" eintritt. In allen anderen Stellun-

gen weicht die von dem Punkt P beschriebene secundäre Curve von jener

Graden ab, und diese Abweichung ist offenbar am grössten, wenn die Tan-

gente der Curve parallel der Graden ist. Dies bedingt, dass in dieser

Stellung die Normale der Curve im Punkte P normal auf der Graden stehe.

Daher ist die Seitenabweichung am grössten, wenn die Verbindungs-
linie PO mit dem Bestimmungspunkt 0 normal auf der Rich-
tungslinie oder, was dasselbe sagt, parallel der mittleren

Armstellung ist. Analytisch gelangt man zu diesem Resultat, indem

man den Coordinaten der secundären Curve, als deren Anfangspunkt A und

als deren erste Axe AB angenommen war, die Richtung AD' der mittleren

Armstellung als erste Axe giebt. Sind « und ß die Winkel, welche die

Arme beziehlich mit dieser ersten Axe bilden, und ist y der Neigungswinkel

der Basis AB gegen diese Axe, so ist

a p cos y + r q cos a -\- Rp cos ßx— -
,

a p sin y -f r q sin a -f» Up sin ß^
V £ J.

In der mittleren Stellung, in der die Arme parallel sind, befindet sich

Pin der Richtungslinie, und ist desshalb, wenn der Abstand dieser Linie

vom Anfangspunkt A mit m bezeichnet wird, für diese Stellung

x~ m

,

und da bei derselben a= 0° und ß= 180° ist,

a p cos y + r q — Rp
tn =3 —

-

—
.

o

Für irgend eine andere Stellung ist daher die Abweichung des Ftih-

rungspunktes von der Richtungslinie, die mit A angedeutet sein möge,

*) Sind x', y die Coordinaten de» Punktes P für AB als erste Axe, a' und ß' die

Winkel, welche die Arme AB und ßC mit dieser Axe AB bilden, so ist nach §. ö:

,
ap + rq cos a -f Ii p cos ß"

x r-

rqsin cS + Bpsin ß"

y =
b

Setzt man diese Werthe in die Coordinaten-Transformationsgleichungen

:

x= x' cos y —y sin y
y z=. x sin y + y cos y ,

so findet man die im Texte angegebenen Werthe mit Bücksicht darauf, dass
a.rr.a+y;ß^ß' + y.
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j^ x~m= 9f(cosa—l) +pR(cosß + 1 )

b

Um da» Maximum der Abweichung au finden, differensirt man nach «

und findet die Bedingungsgleichung

:

dß
p Rsin ß-j- + q r sin « = 0

et et

dß qr sin a *
~d~a~~pRsinß
Rdß _ q^

sin a

rdtt q sin ß
Nt _ tj sin a

N
t p sin ß

oder mit Bücksicht auf Fig. 13:

CO q sin a

DO p sin ß %

was, wie zuvor, bedingt, dass PO parallel mit BC' sei*).

Der Balancier ohne Drehungsaxe (s. Taf. II, Fig. 15) folgt demselben

Gesetz. Auch hier ist die Abweichung des Führungspunktes P von der

Richtungslinie PP'P" am grasten, wenn die Vorbindungslinie PO mit dem
Bestimmungspunkt 0 normal auf jener Graden, oder parallel der mittleren

Armlage steht.

Die Verbindung von Balancier, Schubstange und Kurbel (s. Taf. II,

Fig. 16) wird gewöhnlich so angeordnet, dass der Drehpunkt B der Kurbel in

der Normalen auf der mittleren Balancierstellung liegt, die in der halben

Höhe des Ausschlagebogcns D' D" errichtet wird. Diese Anordnung be-

dingt, dass jeder Stangenpunkt bei entsprechenden Lagen der Kurbel nach

rechts oder links von jener Normalen sich in gleichen Entfernungen von

derselben befindet, Und also die Bewegungen, sowie die Zug- und Stoss-

*) Man wird sich erinnern dass mit Nt die Normale von C auf ADt mit JVj die
Normale von I) auf BC bezeichnet wurde, woraus

N, __ COxin COD_ CO
~N[ DO sin COD ~~ BÖ

sich ergiebt. Das Zeichen — rührt nur daher, dass dß und da entgegengesetzten Zei-

chens sind; es ist wegzulassen, wenn CO und DO die absoluten Langen bedeuten. Dass
aber die letzte Gleichung die Bedingung dafür enthält, dass OP mit der ersten Axe AD'
parallel ist, sieht man folgendermassen ein

:

Zieht man durch O eine Parallele mit AD' und nennt X ihren Durchschnittspunkt
mit CD, so ist Winkel XOD=a; XOC = 180°— ß. Weil nun die Sinusse der Neben-
winkel OXC und OXD gleich sind, so hat man

CO sin ß DO sina

CX ~~ DX
folglich

CO_ CXftinß

DO~ DX*iH a
Dies mit der fraglichen Gleichung verglichen liefert

CX_2 q _CP
DX p DP

und lehrt, dass Pmit X, folglich OP mit OX zusammenfällt.

ZeiUchrifl f. Mathematik u. riiynik IV. 14
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Wirkungen der Schubstange auf den Balancier nach rechts oder links gleich

gross werden. Dabei findet dann die grösste Seitenabweichung eines Stan-

genpunktes von dieser Riebtungslime statt, wenn seine Verbindungslinie

PO mit dem Bestimmungspunkt 0 sich parallel der mittleren Balancierlage

stellt. Auch erhellt, dass, wenn V die Geschwindigkeit des Balancier» und

v die der Kurbel ist, die Gleichung

sin (p

stattfindet, und die todten Punkte eintreten, wenn nahezu q>=QP oder q>— 180° ist.

§. 20.

Nach 3) in $. 4 ist die Verbindung von Kolbenstange, Schabstange und

Kurbel als ein Bewegungsviereck zu betrachten, von dem ein Arm unend-

lich gross und normal auf der Kolbenstange gerichtet ist.

Fig. 17 stellt diesen Fall dar. Es ist der «weite Arm BC=Ä= oo
,

ebenso die Basis JB=oo und Winkel ß= 180*. Ferner ist a= 90°+ 3

und daher tt» a= cos 8 und cor er=— Hm 8; <p= 90° + <p\ mithin Hm tp~
cos <p und cos <p=— Hmq>. Daraus ergiebt sieh der Abstand * der Punkte

A und C:

z= Ad+dC
= rcos8 + )/b*— r*sin*8

und N^dC^j/b* - r*sin*8

Nt zz=zHmi + Hm 8 (r cos 8 + j/b*~r*Hni
8).

Die gleichzeitigen kleinsten Wege der Hauptpunkte D und C sind bc-

ziehlich rdS und Rdß— dz, und es ist

dz_ _jrt __ sini
rcos 8 + — r« sim* 8

rd8~N
t

"
j/V— /•»««•IT

Der Weg A, den der Angriffspunkt C der Kolbenstange zurücklegt, während
die Kurbel den Winkel 8 beschreibt, ist

8
h=fdz=zr + b — z

o
_

41) = r (l — cos 8) + b — }/b,— r*simt 8.

Setzt man, da b verhältnissmässfg gross gegen r, gewöhnlich b = 5r

ist
,
j/b*— r« sin* 8= b -

%
so ist

2 ö

-'0—
4/) =2r 1 ö r

b

Für 8= n i d. h. fltr eine halbe Knrbelumdrehung ergeben beide For-
meln h 2r.
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Die Geschwindigkeiten des Stangenangriffspunktes C und des Warzen-
punktes D geben die Gleichung

V= dh _ dt

v rdd rdd

. x r cos S -f* l/b*— r* sin* 6= StH O .

}/b*— r*sin*8

nnd daraus

43) V= v (sin i + *****
).

V 2j/6«—r»*m«oV
•

Setzt man näherungsweise den Werth des Ausdrucks j/b* — r* sin9 ö

gleich 6, wobei man, indem man das Glied r'sw'd vernachlässigt, im Falle

b >5r ist, einen Fehler begeht, der kleiner als — des wirklichen Werths
271

ist, so ergiebt sich

44) V=vsinö (l + j cos 6^,

Zur Bestimmung des Winkels, um welchen die Kurbel von der Aus-
gangslage abweicht, wenn die Kolbenstangengeschwindigkeit V den gröbs-

ten Werth erreicht, ditferenzirt man die Gleichung und entwickelt als-

dann aus

cos d -f- — cos 1 d= 0
b

Ar

Wegen cosJ< 1 kann hier nur das Minuszeichen gelten. Setzt man nähe-

rungsweise j/b* + 8r*= ,so ergiebt sich

. r
cosa = r .

o

Substituirt man diesen Werth in der Formel 44) , so erhält man die Maxi-

malgeschwindigkeit Vm des Kolbens in

Da gewöhnlich £ < , so folgt, dass in der Regel das Maximum der

Stangengeschwindigkeit

Vx > 0,04 v

sein wird.

Die Gleichung der secundären Curve, die von einem Schubstangen-

punkt P beschrieben wird, geht aus den allgemeinen Gleichungen 8) und 9)

der secundären Curven des Bewegungsvierecks hervor, indem man für u

und ß die dem vorliegenden Falle entsprechenden Werthe einsetzt, und be-

rücksichtigt, dass Rsmß= z= rcosd + j/*«—rWd ist. Alsdann folgt

:

14*
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206 Ueber den geometrischen Zuwunmenhang der Maschinen.

brcosi + pyb*— r*sin*6

| y
"

45)

a: =: ^ sw 5
o

und indem man die Functionen des Winkels 5 eliminirt:

46) y=vziEIE±pViE£.

Bezeichnet y den Winkel, den die Tangente des Pnnktes (a\ y) mit

der ersten Axe bildet, so ist

dy x / b* p \
47) („ = _ =_^_^r_ + __j. ...

woraus folgt, dass für x= 0 die Tangente senkrecht auf der zweiten Axe,

Til
d. h. der Kolbenrichtung, und für x— -?- die Tangente gleich CO , d.h. normal

auf der ersten Axe steht. Auch ergiebt sich aus 46), dass die Kolbenstangen-

richtung Symmetricaxe der Curve ist, d.h. dass die rechts und links densel-

ben Ordinaten entsprechenden Abscissen in absoluter Hinsicht gleich sind.

Die allgemeine Gleichung 17) geht im vorliegenden Falle in

q sin 6 cos <p' +p sin i/>

tg y=. - ;
,

q COS 0 COS (p

und weil = J80°— {6 + <p) ist, in

q cos ö cos <p

t sin ö
über. Es ist aber auch tg tp' = und desshalb

(b D rcosd \

Auch hier ergiebt sich, dass für d=0 und 5= 180°, tgy= 0°, d.h. die

Tangente normal auf der Kolbenstangenrichtung und für d=90°, tyy=co,
die Tangente also parallel der zweiten Axe sich einstellt. Die grösste Sei-

tenabweichung der Stangenpunkte von der Kolbenstangenrichtung findet

also statt, wenn die Kurbel normal auf dieser Richtung steht.

Die secundäre Geschwindigkeit des Punktes Pist nach 20), unter Be-

rücksichtigung, dass

6« sin* tp~b*— r* sin* 6

sin* (q> + ifi) =s cos *S

(r cosS + ]/b* —r*sin*ö) cos *— r
cos y = — \ L . L

,

i • . , o

Digitized by Google



Von Eduard Noeggerath. 207

50) = , j/i -2 t „„, >j + £ cos I
as S + *'~^V<>'-'* »rb b b*— r*sw9 S

woraus für d 0 and 6= 180° sich

••='(>-f)=4
ergiebt.

Für p= 6 erhält man bei weiterer Umformung die Kolbenstangenge-

Hch windigkeit upd fürp~ - die Geschwindigkeit des Schabstangenmittel-

punkts. Die letztere, welche vm sei, ist

* 7/ .... co« ä b* cos 6+ 4 r «» *<J l/6* — r* sw *J^«.^
0»__ rt„U—

•

§. 21.

Der Mechanismus der oscillirenden Dampfmaschine, welcher in der

Verbindung eines hin- und herschwingenden Dampfcylinders mit einer

Kurbel besteht, ist, wie bereits oben erwähnt, als ein Bewegungsviereck

ABCD (8. Taf. II, Fig. 18) zu betrachten, dessen zweiter Arm CB unendlich

lang und stets normal auf der Stange gerichtet ist, welche durch den festen

Führungspunkt C geht. Dadurch wird der Winkel <p constant und = 00°,

die Länge der Stange DC=.b veränderlich, und es ist, wenn 6 den Winkel,

den der Arm AD mit der festen Linie JC=c einschliesst, bezeichnet, un-

mittelbar

b= yc* + r*— 2er cos & ,

während aus der Gleichung der Geschwindigkeiten: ~ = in

wägung dass sin <p= 1 , sich

5t) V—vsiny
ergiebt. Ist dz das Wegelement eines Stangenpunktes in der Richtung der

Stange und rdö das gleichzeitige Wegelement des Hauptpunktes D
f
so ist

dz~ rdö Sinti;

und daher der Weg z, um den sich der Stangenpunkt in der Stangenrich-

tung bewegt, während die Kurbel den Winkel ö durchläuft:

8
z=.rf sin dö

oder, weil

c sin S
SM *= + r* — 2crcosö >

6
sinödö

er cos 0

52) = j/r*+c*— 2crcosd — (e — r).
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Für eine halbe Umdrehung, also 8= w, folgt hierans

z= (r + c) — (c— r) — 2 r.

Die Geschwindigkeit 51) der Stange geht, indem man sin y
c sin 8

53) r==yc« + rt_2 Crcof i

über, woraus, wenn man differenzirt nnd den Differentialquotienten = 0

setzt, mittelst

(c* + r*)cos8 — rccos 98= rc

durch

CO« ö= =f-i— *
2 rc

-
C

oder
r

r c

der Winkel bestimmt wird , bei dem die Stangengeschwindigkeit ihr Maxi-

mum erreicht. Da nnr derjenige Quotient jener Gleichung möglich ist, wel-

cher ein echter Bruch ist, so ist für den Fall, dass C ausserhalb des vom

» "-»*— - 7 -—

-

die Stellung, in der die Stange normal auf der Kurbel steht. Dies Ergeb-

nis» folgt auch aus Betrachtung der Gleichung 51).

Die Gleichungen der secund&ren Curve, welche von einem Stangen-

punkt P beschrieben wird und allgemein in 8) und 9) gegeben sind, nehmen,

weil ß= 180°, a=Ä= oo, a — r cos «= Ä , also

a— r cos a— R =• 0

R sin ß~ b— r cos
,

die Formen

:

#= cosa

rg sin a + p (b— r cos

V~ b

an, welche mit Berücksichtigung , dass

cos a —— sin ^, sin a=— cos

ist, in

x~ — r sin ^
y =z p — r cos

übergehen , und in dieser Form sich unmittelbar aus der Figur verificiren

c c cos 8 f
lassen. Da sin y= — sin 8 und cosy= -

, so ist auch

J?=— % sin 8
b

bp 4 r(ccos8— r)
y ~

b

oder, weil b veränderlich und gleich j/c* «f- r*— 2 er cos ö ist,
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er sind

yc* + r*— 2 er cosö
54) < .

_ pyc* + rt — 2crcos8 + r(c cosd— r)

}/<* + r*— 2er cos 6

Verlegt man die Coordinatenaxe so, dass AC zur ersten Axe wird,

während A Anfangspunkt verbleibt, dreht also an dem Ende das Axen-

system um den Winkel CAB, welcher von der Normalen in A auf der Stan-

genrichtnng DC mit der Linie AC gebildet wird, so erhält man mit Bezug

anf diese Axen:

• * P , *\ • j,
p(c — r cos 8)

x= rcos8 + (c— r cos 8)= r cos o +
* j/c* -f- r1 — 2 er cosö

' y = f — r sin o — .

° yc*+ r*—%crcosö

Die Gleichung 17) der Tangente liefert mit Bezug auf das erste ange-

b
t9Y= — ~ *9V

rcosy + Vc* — r*.sin* rb= —

-

— — ig
<ty,

rcosy + )/c*— r* — p

Nennt man p den Winkel, den die Stange DC mit der Linie AC ein»

schliesst, und y, den Winkel, den die Tangente des Punktes y) mit der

Linie AC bildet, so erhält man als Relation zwischen den Winkeln y und y„
die von der Tangente mit den ersten Axen der beiden Axensysteme gebil-

det werden

:

woraus nach einigen Reductionen
_—

_

1 — b r sin* t/; + qcos yc* •— r* sin*

9 ^~~ siny qrcosy + b j/c» -^
1 q (cos j/c*— r* sin9

<ty
— r sin* ty) — pr sin*

sinyqyc*— r*sin*y + r cos* i^>) -f p j/<*^-r*sin*y

hervorgeht. Hieraus erhält man dann die Tangente als Function des Win-

kels ö mittelst entsprechender Rechnungsoperationen in

1 cos Ö Y{c* + r*— 2er cosö)* — p (c — r cos 6) (c cos 8— r)

7t ~~
sin ö y[c* + r* — 2 er cos d) s —pr(r~c cos 8)

Dieser Werth ergiebt für p— 0 in tgy
x

~ — cotg 8 die Tangente des

vom Warzenpunkt beschriebenen Kreises und für d= ö, lgy
t
= oo, d.h. die

Normale auf der Linie AC, dagegen für d^=00°,

/ _ P cr

Y^+ ry— pr*

'

Die seenndäre Geschwindigkeit geht ans der allgemeinen Gleichung
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20) hervor , indem man q> = 90° und sin (qx ty)
— cos ^ setzt. Es ist

alsdann

= - fb* - p ro*8 tb (2 &— p)

7/ ^p cos (r cos + ^c*— r* ji*«* —p* <ro$* if>

57) =t»// 1 — •
r 2r cos (r cos 1p -f- ^ c*— t* sin* y>) -f c*— r*

oder, indem man t\ als Function von d darstellt,

58) = , j/l-P t=±-C°'
*} g

Vf + *~ »P^^>)

.

7 / <r -f- r* — 2er cos ö

Für den Fall , dass p = 0 und p= 2 Yci ~+l*~^irc7cQS~6 genommen

wird, ist v, = v. Die letztere Bedingung giebt den Punkt der Stange, der

über dem Führungspunkt hinausliegend sieh mit der Umdrehungsgesehwin-

digkeit bewegt, und in seiner Lage veränderlich ist. Seine geringste Ent-

fernung 2(c — r) erreicht derselbe, wenn o=0, und seine grösste 2(c+r),

wenn 6= 180° ist.

§. 22.

Der Bewegungsmechanismus, bei dem die Endpunkte einer Stange

CD \a. Taf. II, Fig. 19) auf zwei sich schneidenden graden Linien MC und

MD vorschreiten , ist in §. 4 als der Fall eines Bewegungsvierecks nachge-

wiesen worden, dessen Arme AD und BC normal auf jenen Kichtungsliuicu

MD und MC stehen und unendlich lang sind. Die allgemeinen Gesetze des

Bewegungsvierecks gewähren für diesen Fall nähere Resultate, wenn man
zunächst annimmt, dass in dem Bewegungsviereck die von den Hauptpunk-

ten C und D beschriebenen Kreise sich in einem Punkte M schneiden , als-

dann die Coordinatenaxeu nach diesem Punkte transformirt und zusammen-

fallen lässt mit den Tangenten in demselben für beide Kreise. Nimmt man
demnächst die Radien dieser Kreise unendlich gross, so erhält man M als

Anfangspunkt und die Ftthrungsliuien MC und MD als Coordinatenaxen

zur Bestimmung der secundären Curven , welche von den Stungenpunkten

unter den vorausgesetzten Bedingungen beschrieben werden. Wir betrach-

ten den Fall, dass jene Führungslinien normal auf einander stehen, be-

ziehen also die Curve auf ein normales Axensystem.

Ist der Winkel, welcher von der Stange mit der ersten Axt MD
gebildet wird und q>' der von desselben mit der zweiten Axe gebildete Win-
kel, so hat man, weil g>' if/'= 90° und 90» -f- = ib , sowie 90° -4- <p ~ q>

ist, mittelst

V sin »/;

v sin <p

unmittelbar

50) Fr= v cotg t//.
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Hieraus folgt

d. h. die Geschwindigkeiten der Hauptpunkte verhalten
sich zu einauder wie die Katheten des gebildeten Dreiecks,
welche nicht an ihnen liegen. Dieses Oesetz wird verificirt durch

den Satz, das» sich die secundären Geschwindigkeiten der Staugenpunkte

wie die Abstünde derselben vom Bestimmungspuukt verhalten, hier also

v OD~CM'
Der allgemeine Ausdruck der secundären Geschwindigkeit

v ,— —
, ,

p,——;— yb% sin* tp p* sin* {<p + y) .2bp sin q> sin (<p + i/;) cos
o sin (p

modificirt sich, weil

sin q>~ sin cos = — sin t// und sin (<p + y) =— i

ist, in

' ***** Mf

Die Gleichungen der secundären Curve für M als Anfangspunkt und

Ml) und MC als Axcn ergeben sich als

x=g cos y
y~p sin tf/

oder, indem man die Functionen des Winkels y eliminirt,

62) tf^Stf^J)
welches die Gleichung einer Ellipse ist, deren halbe Axen p und q sind.

In diesem Falle ist also die secuudäre Curve eine Ellipse, die für

b . . b ,

p= gr==— in einen Kreis mit dem Radius — Übergeht, was sich auch

leicht in anderer Weise darthun lässt.

Die Bestimmungscurve, welche hier mittelst

x = b cos t// und y= b sin y
gegeben ist, hat, indem man aus diesen Gleichungen die Functionen des

Winkels^' eliminirt, die Gleichung

ist also ein Kreis, dessen Radius b und dessen Mittelpunkt M ist. Für die

Bestimmung der secundären Curveu durch Kreis- Coordinaten ist also die

Axe ein Kreis, während die Radien der entsprechenden Berührungskreise

durch den Auedruck 30)
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j
"tfb* sin* q> *+ P* sin* (<p ty) — 2 b p sin q> sin (<p -f- tft) cos ^

~~ — sin (V~+~VÖ
~ "

bestimmt werden. Dieser geht in

/= yb* sin* t//+ p*— 2b p sin* y

über, während der zugehörige Bogen D'O der Axe gleich

«rc sin

ist, wodurch dann mittelst Kreis - Coordinaten die als Ellipse auftretende

secundäre Curve ebenfalls und in überaus einfacher Weise bestimmt wer-

den kann.

Saarbrücken, im März 1858.

Ueber Diffusion von Salzlösungen im Wasser.

Von Dr. Beez,

Lehrer an der K. Realschule in Planen.

Einleitung.

Wenn auf die wässrige Lösung irgend eines Salzes, Z.B.Kupfervitriols,

reines Wasser mit der Vorsicht geschichtet wird , dass beide Flüssigkeiten

durch eine scharfbegrenzte Ebene geschieden sind, so wird allmählig von un-

ten her, dem Gesetze der Sohwere entgegen, Salz in dasWasser eindringen,

die anfängliche Grenze verschwinden und nach Verlauf einer längeren Zeit

selbst die oberste Schicht der Flüssigkeit salzhaltig sein. Den Grund die-

ser freiwilligen Verbreitung eines löslichen Körpers in seinem Lösungsmittel,

der sogen. Diffusion, sucht man bekanntlich in der chemischen Affinität

des Wassers zum löslichen Körper. Das Endresultat des Vorganges, wel-

ches genau genommen erst nach einem unendlich langen Zeitraum eintre-

ten kann, ist die gleichmässige Ausbreitung des Salzes im Wasser, so dass

zuletzt alle Schichten gleiche Concentration besitzen oder, wie man sagen

könnte, im ehemischen Gleichgewichte sich befinden. Eingehende

Versuche über Diffusion hat zuerst der Engländer Graham angestellt,

hauptsächlich zu dem Zwecke, die stärkere oder schwächere Verbreitung
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verschiedener Salze im Wasser nachzuweisen; seine Versuche sind jedoch

in quantitativer Beziehung nicht genau genug, wenn man aus ihnen das

Geseta ableiten will , nach welchem die Ooncentration irgend einer Schicht

als eine Function

:

1) ihres Abstandes von der ursprünglichen Berührungsschicht,

2) der seit Anfang des Versuchs verflossenen Zeit,

3) der Ooncentration der angewendeten Salzlösung,

4) der Form des Gefässes, in welchem die Mischung vor sich geht,

5) eines gewissen Coefficienten, welcher der Geschwindigkeit der Dif-

fusion proportional und

6) der Temperatur der Flüssigkeit

darzustellen ist.

Der einzige Physiker, der bis jetzt das fragliche Problem dem mathe-

matischen Calcüle zugänglich zu machen gesucht hat, ist Dr. Fick (s. Pog-

gendorfs Annalen, Bd. XCIV, p. 59— 87). Er wird von der Idee geleitet,

dass die Verbreitung eines gelösten Körpers im Lösungsmittel , wofern sie

ungestört unter dem ausschliesslichen Einflus6 der Molecularkräfte stattfin-

det, nach demselben Gesetze vor sich geht, welches Fourier für die Ver-

breitung der Wärme in einem Leiter aufgestellt hat. Man darf nur, fährt

derselbe fort, in dem Fourier'schen Gesetze das Wort Wärmequantität mit

dem Wort Quantität des gelösten Körpers und das Wort Temperatur mit

Lösungsdichtigkeit vertauschen ; der Leitungsfähigkeit entspricht dann eine

von der Verwandtschaft der beiden Körper abhangige Constante. Genau

nach dem Muster der Fourier'schen Entwickelung für den Wärmestrom lei-

tet nun Fick für den Diffusionstrom die Differentialgleichung her:

dy_ (d*y j_£ö dy\

dt \dx* ^ Q dx'dx)'

in welcher y die Ooncentration einer Schicht, die von der anfänglichen Be-

rührungsebene den Abstand x hat, nach Verlauf der Zeit l bedeutet, Q aber

den Querschnitt des Gefässes, in welchem der Diffusionsstrom vor sich geht,

als Function desselben Abstandes x darstellt. Hat das Gefäss eine prisma-

tische oder cylindrische Gestalt , so ist Q constant und obige Differential-

gleichung wird einfacher

:

dy_ ,,0«y

dt~~ ä?"

Wenn es nun auch Fick nicht gelungen ist, diese Differentialgleichung

mit Hülfe von Beobachtungen in eine Gleichung zwischen endlichen Grössen

umzusetzen, so bleibt ihm doch das Verdienst, den speciellen Fall näher

erörtert zu haben, in welchem ein stationärer Zustand oder sogenanntes dy-

namisches Gleichgewicht (nach Analogie der Wärmeverbreitung) im Dif-

fusionsstrom eintritt. Dasselbe wird dadurch charakterisirt, dass jede

Schicht im Zeitelemente von der vorhergehenden so viel Salz empfängt, als

sie an die folgende abgiebt, so dass die Ooncentration aller Schichten von
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der Zeit unabhhängig wird. Ueber die zu diesem Zwecke angestellten Ver-

suche verweisen wir auf die oben angeführte Abhandlung. Die analytische

Bedingung aber für das dynamische Gleichgewicht ist

dt

also wird für oin cylindrisches Gefäss auch

:

welcher Gleichung das Integral

y= a x 4- b

entspricht; d. h. die Concentrationcu müssen von unten nach oben abneh-

men, wie die Ordinaten einer geraden Linie oder mit anderen Worten, sie

bilden eine arithmetische Progression. Die Beobachtungen , die Fick zur

experimentellen Begründung dieses Gesetzes gemacht hat, liefern Werthe,

die mit den berechneten ziemlich übereinstimmen, ja bei der Unvollkora-

menheit seiner Beobachtungsmethode nicht besser übereinstimmen konnten.

Wenn wir nun auch die Gesetze der Diffusion denen der Wärmever-

breitung für analog halten, so glauben wir doch, dass es zweckmässiger ist,

erst das Diffusionsproblem in voller Allgemeinheit zu lösen und die gefun-

denen Resultate auf die Verbreitung der Wärme tiberzutragen, als den um-

gekehrten Weg einzuschlagen. Denn während der Diffusion geht kein Atom

des Salzes verloren und man kann die Concentration der verschiedenen

Schichten mit hinreichender Genauigkeit bestimmen, während bei der Ver-

breitung der Wärme stets ein grosser Verlust an die Umgebung zu befürch-

ten ist und eine genaue Beobachtung derselben in den einzelnen Quer-

schnitten des Wärmeleiters ausserordentlich schwierig ist.

§.2.
"

Ableitung der Differentialgleichung für den Diffusionsstrom.

Denken wir uns ein Gefäss von beliebiger Form , den unteren Theil

bis zur Horizontalebene yy' mit Salzlösung, den oberen mit reifem destil-

lirten Wasser gefüllt und nehmen eine auf yy im Pnnkte 0 senkrechte

Linie Ox als die Axe der x an, so können wir die Fläche Q irgend eines

der Horizontalebene parallelen Querschnittes MN als eine Function ihres

Abstandes x von derselben ansehen. Nach Verlauf der Zeit r, in welcher

der Diffnsionsstrom bis zu einer gewissen Höhe gelangt ist, sei in der

Schicht MNM'N', welche die Dicke dx habe, die Concentration durchgän-

gig = «. Sehen wir zunächst von der Einwirkung der Temperatur ab, in-

dem wir dieselbe für die Dauer eines Versuchs möglichst constant erhalten,

so ist « eine Function von x, Q, t und einigen unveränderlichen Grössen,

deren Bedeutung sich im Laufe der Untersuchung ergeben wird. Aendert

sich nun t um das Zeitelement dt, wahrend x constant bleibt, so ändert sich
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auch die Concontration um
(^f)

dt in der RAumeinheit, folglich in der

Schicht MNM'N'=Qdxxxm

Dieser Zuwachs an Salz lässt sich aber auch berechnen aus dem Salz-

gehalt der drei übereinanderstehenden Schichten ATj JV, M JV, MNM'N',
M'N'M"N", welche wir kurz mit den Ziffern 0, 1, 2 bezeichnen und ist

gleich der Menge des Salzes, die aus 0 in i tritt, vermindert um die Quan-

tität desjenigen , welches aus 1 in 2 während derselben übergeht. Wenn
wir nun annehmen , dass der Salzstrom in gleichen Zeiten gleich dicke

Schichten durchfliegst, so wird die Menge des Salzes, welches aus einer

Schicht heraustritt, um so grösser sein, je dünner die Schicht ist, also dx

umgekehrt proportional. Zwei aufeinanderfolgende Schichten aber von

ungleicher Concentration haben das Bestreben , sich chemisch ins Gleich-

gewicht zu setzen, d.h. so lange auf einander einzuwirken, bis in beiden

gleiche Concentration eingetreten ist. Diese Zeit mag nun bei unendlich

dünnen Schichten unendlich klein sein, indess wird sie bei verschiedenen

Salzen nach dem Grade ihrer Affinität zum Wasser bald einen grösseren

dt
bald einen kleineren Werth haben und wir können sie = — setzen, wenn

o

a einen Faktor bedeutet, der proportional der Diffusionsgeschwindigkeit

eines Salzes ist, weshalb wir ihn den Diffusionscoefficienten des Salzes

nennen wolleu. Wenn nun 0 die Basis Q, und die Concentration «, , 1 die

Basis Q und die Concentration m, 2 die Basis Q' und die Concentration

allo drei aber gleiche Dicke dx besitzen, so wird, damit chemisches Gleich-

gewicht eintritt, aus 0 in 1 eine Salzmenge:

0,«, — Qu
2dx

di

aus 1 in 2 eine solche .

Q U Q'u
r*Mf*vr = *— di

ten müssen. Der Uebersehuss der ersteren über die zweite ist der

is, welchen die Schicht 1 an Salz in der Zeit di erhält, also ist:

'

q Wt\ dx dt= aM^ dl^ a 9jLz^JL dt.

Sei nun

„,=«,-— .dx

dQ

so wird
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Setzt man diese Werthe in die Gleichung l) ein, vernachlässigt die

Glieder, welche die dritten nnd höheren Dimensionen der unendlich klei-

nen Grössen enthalten, dividirt endlich mit Qdx dt, so erhalt man die

Differentialgleichung

:

' dt~~ 2 Uxt + Q Öxdx* Q Fx*)'

welche sich von der Fourier'scben durch das dritte Glied rechts unter-

scheidet.

§. 3.

Herstellung des allgemeinen Integrals für den Diffusionsstrom in einem

cylindrischen OefäsBe.

Nehmen wir nun der Einfachheit halber, sowohl der Rechnung als der

Beobachtung an, das Gefäss sei ein cylindrisches, so wird:

„ dQ d*Q
v

' dx ' dx*

und es bleibt die bekannte , schon vielfach behandelte Gleichung zwischen

partiellen Differentiation

:

> dt
~~

2 dx*

übrig. Wir könnten versuchen, wie es auch Fick gethan hat, diese auf theo-

retischem Wege gefundene Gleichung experimentell zu prüfen, indem wir

für ein sehr kleines Zeitintervall dt in sehr kleinen Abständen dx die

Dichtigkeit der aufeinanderfolgenden Schichten bestimmten ; dann müsste

der Quotient

du d*u

~Zt'~Zx*

eine constante Grösse ergeben. Indessen führt dieses Verfahren selbst bei

den sorgfältigsten Versuchen nicht zu dem' gewünschten Resultat, weil der

Einfluss der Beobachtungsfehler mit der zweiten Differenz sich so steigert,

dass er das in der Gleichung ausgesprochene Gesetz vollständig verdeckt.

Wir versuchen daher das Integral der Gleichung 3) aufzustellen. Offenbar

kann man bei der Aufsuchung desselben zwei Wege einschlagen, je nachdem

man mit Hülfe des Maclaurin'schen Satzes u in eine nach steigenden Po-

tenzen von t oder nach steigenden Potenzen von x geordnete Reihe ent-

wickelt. Im ersteren Falle bleibt eine willkührliche Function tp (x) zu be-

stimmen, in welche u für t = 0 übergeht; im anderen sind zwei ebenfalls

willkührliche Functionen von / einzuführen , auf welche das allgemeine In-

tegral und dessen erste Abgeleitete nach x sich rednciren , wenn x=0 ge-

setzt wird. Den ersten Weghaben wir nach vergeblichen.Versuchen , die
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Natur der willktihrliehen Function y(ar) für (=0 zu bestimmen, verlassen

und es ergab sich durch eine einfache Betrachtung, dass sie Überhaupt

nicht zu finden ist, weil für 1= 0 eine Unterbrechung der Stetigkeit

in der Function u stattfinden muss, indem dann zwei Schichten an ein-

ander stossen, von denen die eine volle Concentration , die andere die

Ooncentration Null besitzt. Wollte man aber den Taylor'schen Satz zu

Hülfe nehmen und das Integral nach steigenden Potenzen von t — t9 ent-

wickeln, wo /„ eine bestimmte Zeit nach Anfang des Versuchs bedeutet, so

würde auch dann die experimentelle Bestimmung von o?(#) unüberwind-

liche Schwierigkeiten bereiten. Ebensowenig Usst sich von den beiden

Functionen

:

OD OD

oder
CO— 00

OD

welche beide allgemeine Integrale der Differentialgleichung

du
t
dju

dt * da*

sind , Gebrauch machen , da , wie wir im Folgenden sehen werden , die

Function u die Eigenschaft hat, für a:=0 einen constanten, von / unabhän-

gigen Werth anzunehmen. Es blieb uns somit kein anderer Weg übrig, als

die Funktion u mit Hülfe des Maclaurin'schen Satzes in eine nach steigen-

den Potenzen von x geordnete Reihe zu entwickeln , was um so mehr ge-

rechtfertigt erscheint, als für jedes <>0 und einen beliebigen Werth von x
zwischen der obersten und untersten Grenze des Diffusionsstromes keinerlei

Stetigkeitsunterbrechung eintreten kann. Wir setzen demgemäss

:

4) tt= ^+ x(-j + _(-tJ
+—

Für 2=0 werde u=wa=g>(*), dann erhalten wir mit Bücksicht auf

Gleichung 3)

:

\dtj~ 2 \»x>/

(S).=-IG-ä?)=(^"w

Es lassen sich aber, wie man leicht erkennt, aus der Annahme "o=9>(0 die

ungeraden Abgeleiteten von u nach x nicht bestimmen, sondern man hat
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noch eine zweite willkührliche Function tj; (/) einzuführen; zwischen ihr

und der ersten Abgeleiteten von u nach s für x—0 möge die Gleichung

(:-:).—*">

bestellen , dann wird mit Hülfe von 3)

P'u\ 2/ d'u \ 2 ,

(l^)=(-o-a)v> w .

Durch Einsetzung dieser Werthe in die Gleichung 4) erhalten wir das all-

gemeine Integral der vorgelegten Gleichung:

5) «=*(0 -* *«)- | £ + | f£-3 *V) + (£)'— 9" (0

§. 4.

Bestimmung der willkuhrlichcn Funktionen tp (/) und if; (0 durch

Beobachtung.

Aus unsern Beobachtungen sowohl, als aus denen des Dr. Fick geht

hervor, dass der Salzgehalt der Mittelschicht, für welche .r= 0 wird, con-

stant oder von der Zeit / unabhängig bleibt und gleich der Hälfte des ur-

sprünglichen Gehaltes ist. Nennen wir daher ü die Concentration der an-

gewendeten Losung, so ist:

woraus folgt, dass q>'(t), q>"(t) etc., d. h. alle Abgeleiteten von <p(t) Null

sind. Hierdurch wird die Reihe 5) einfacher

o) „_£ + i
n|L^w _(I)

,

i

fL<w +
Durch directe Beobachtung sind wir nicht dazu gelangt y>(t) zu be-

stimmen. Zwar würde in unmittelbarer Nähe der Mittelschicht ofine bedeu-

tenden Fehler, wenn man nur x recht klein nimmt, nach Verlauf der Zeit t

nach Verlauf der Zeit /'

gesetzt werden können, folglich

sein. Beobachtet man nun nach verschiedenen Zeiten die Ooncentrationen
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in einem der Mittelschicht sehr nahe liegenden Querschnitt, so könnte man
hoffen, die Function y(t) durch Induction zu finden. Aber die unvermeid-

lichen Beobachtungsfehler haben auf die Differenz — U— u, die natürlich

nur klein sein kann , einen so grossen Einflass , dass sich kein sicherer

Schluss auf die Natur der unbekannten Function ziehen lässt. Wir such-

ten daher auf einem Umwege zum Ziele zu gelangen und bestimmten die

Menge des Salzes, welches in der Zeit i durch die Mittelschicht in das

Waaser diffundirte; freilich war dieses nicht möglich, so lange Salzlösung

und reines Wasser in demselben Gefasse sich befanden, weil sich die über

der Grenzschicht stehende Flüssigkeit nicht genau abheben und wägen

lässt. B*ie Versuche wurden also mit einer andern Art von Diffusionsstrom

gemacht, dessen Gleichung von 6) nur durch die Constante — U sich un-

terscheidet. Füllt man nämlich ein cylindrisches Gefass genau bis an den

Band mit Salzlösung und setzt es in ein verhältnissmässig grosses Becken

voll reinen Wassers, so wird das Salz aus dem kleinen Cylinder in das

Wasser diffundiren ,
vermöge seiner Schwere aber alsbald niedersinken, so

dass die oberste Schicht immer von reinem Wasäer umspült wird. An der

Trennungsschicht für ar= 0 können wir daher die Concentration constant

=0 annehmen; im Uebrigen gilt die vorige Entwicklung, weshalb wir für

diese zweite Art des Diffusionsstromes die" Gleichung:

aufstellen können, welche für jedes x<0 gültig ist. Die ganze Menge & des

diffundirten Salzes aber ist gleich der Quantität Salz, welche die oberste

Schicht passirt, also, wenn Q den Querschnitt des Gefässes , U die anfäng-

liche Concentration bedeutet:

t *

0 0

und wurde experimentell auf folgende Weise bestimmt. Wir verschafften

uns einen ohen offenen Glascylinder von etwa l" Höhe und 1^'' Weite; der

obere Rand desselben wurde sorgfältig mitSmirgel und Oel auf einer Glas-

tafel abgeschliffen, so dass, wenn das Gläschen mit Wasser angefüllt und

mit einer Glasplatte bedeckt wurde, selbst innerhalb einiger Minuten nichts

aus dem Inneren verdunstete. Dieser Cylinder wog mit seinem Deckel

23,060 gr. Er wurde mit Kupfervitriollösung gefüllt und mit der Glasplatte

vorsichtig bedeckt, wobei namentlich darauf zu achten war, dass auch nicht

die kleinste Luftblase unter dem Deckel sich zeigte. Die ablaufende Flüs-

sigkeit wurde sorgfältig, jedoch ohne dem Cylinder die Wärme der Hand

mitzutheilen, durch Fliesspapier weggenommen, bis auch nicht die geringste

Z«iUchrift f. .Malhemalik u 1'liysik. IV. 15
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Spar von Feuchtigkeit aussen wahrgenommen werden konnte. Hierauf

wurde der Cylinder mit seinem Inhalt, von dem nur ausserordentlich wenig

durch Verdunstung verloren ging, gewogen, sodann in ein geräumiges Go-

fäss mit destillirtem Wasser gesetzt, so dass sein oberer Rand genau in der

Ilorizontalebene lag und endlich der Deckel langsam in vertikaler Rich-

tung abgerissen, niclit abgezogen, jedoch in unmittelbarer Nähe über dem

Gläschen noch eine Zeit lang wagrecht gehalten, wodurch die mit dem

Deckel abgerissene Flüssigkeit vermöge ihrer Schwere wieder in den Cy-

linder zurücksank. Immerhin wird ein kleiner Verlust von Salz statthaben

und man daher die Menge des diffundirten Salzes stets etwas zu gross

finden; indess betrug nach unseren Versuchen dieser unvermeidliche Fehler

noch nicht 1 Centigramm. Nachdem der Diffusionsstrom mebrere*Stundeu

angehalten hatte, wurde der Glasdeckel vorsichtig auf den Cylinder ge-

senkt und derselbe herausgehoben, abgetrocknet und wieder gewogen. Der

Beobachtungsfehler, den man beim Herausnehmendes Cylinders begeht,

ist kaum zu bemerken, da die obersten Schichten in doinselben nach Ver-

lauf einer längeren Zeit sich nicht viel von der Dichtigkeit der umgeben-

den Flüssigkeit unterscheiden, ein Salzverlust also nicht zu befürchten

steht. Wenn nun das Gläschen nach der ursprünglichen Salzlösung das

Gewicht p und nach der Diffusion das Gewicht// hatte, so war der Ge-

wichtsverlust p — p' und diesem kann man ohne erheblichen Fehler die

Menge des übergetretenen Salzes proportional setzen. Denn es sei m das

speeifische Gewicht des Salzes, x das Gewicht des diffundirten Salzes, so

x
wird an die Stelle desselben ein gleich grosses Volumen Wasser, welches -

• wiegt
,
getreten sein , der Gewichtsverlust sich also ergeben

(i_ iL)

und

_„<):(,_!).

Hierbei haben wir von der geringen Volumänderung ganz abgesehen,

welche stets bei der Mischung zweier chemisch verwandten Flüssigkeiten

eintritt; wollten wir auf dieselbe Rücksicht nehmen, so blieb kein anderer

Weg übrig, als durch quantitative Analyse die Menge des Ubergetretenen

Salzes zu bestimmen, wobei wir uns aber nur der Gefahr aussetzten, durch

neue Beobachtungsfehler das Gewicht der gefundenen Resultate zu ver-

mindern. In der folgenden Tabelle sind die Werthe von:

(0 dt

zusammengestellt; die erste Columne enthält die speeifischen Gewichte der

augewendeten Lösungen von Kupfervitriol ; die zweite die dem Gewichts-

Digitized by Google



Von Dr. Bekz. 221

verluste proportionale Menge des diffundirten Salzes; die vierte die seit

Beginn des Versuchs verflossene Zeit in Minuten, die fünfte die Temperatur

der Flüssigkeiten, welche zugleich auch die de* umgebenden Luft war;

die dritte und sechste finden ihre Erklärung weiter unten.———

—

Specifisehes

(rewidit

der

Salzlösung.

Menge df s

diffundirten

Salzes.

1,130

1,129

1,127

1,122

1,112

1,119

1,123

1,123

1,122

0,369

0,418

0,008

0,423

0,422

0,433

0,110

0,524

0,039

Dieselbe auf

gleiche an-

fängliche

Concentra-

tion reducirt.

0,3139

0,421

0,084

0,451

0,490

0,472

0,-17)

0,554

1,001

Verflossene

Zeit in

Minuten.

Temperatur

nach

373'

475'

1409'

005'

752'

756'

505'

853'

2170'

13o

120

llo

70,5

12"

70,5

12o,5

12",5

14o

— proportio-

nal der

Menge des in

der ersten

Minute über-

getretenen

Salzes.

:

1

0,0191

0,0193

0,0182

0,0183

0,0179

0,0172

0,0198

0,0190

0,0214

Sehen wir zunächst, nach dem bereits oben Bemerkten, von dem Eiu-

fluss der Temperatur auf die Diffusion ab, so müssen obige TVerthe in der

2. Columne, wenn sie miteinander verglichen werden sollen, auf gleiche

anfängliche Concentration reducirt werden. Wir nehmen zu diesem Zwecke

an, dass die diffundirten Salzmengen dem anfänglichen Procentgehalt U
proportional sind und legen die Concentration der ersten Lösung, welche

das speeifische Gewicht 1,130 bat, allen übrigen zu Grunde. Die Zahlen

der zweiten Columne von der zweiten an müssen daher alle in dem Ver-

hältnisse erhöht werden , als der Procentgehalt der ersten Lösung grösser

ist, als der ihnen entsprechende. Aus dem speeifischen Gewicht findet man

aber den Procentgehalt nach dem Erfahrungssatze, der für unsere Beobach-

tungen hinreichend genau ist , dass die Procentgehalte zweier Lösungen

sich verhalten, wie die Ueborschtisse ihrer speeifischen Gewichte über 1.

Bedeuten also />, p die Procentgehalte zweier verschiedener Lösungen eines

und desselben Salzes, $> $' die entsprechenden speeifischen Gewichte, so ist

4> : p = s— 1 : s'— 1

.

Die rein theoretische Formel dagegen , die auf die chemische Verdichtung

keine Rücksicht nimmt, würde, wie man leicht findet, sein müssen:

, s—l s— 1
p:p = : .

s s

Jene stimmt indess mit den Beobachtungen viel besser überein , als diese

15*
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222 . Ueber Diffusion von Salzlösungen im Wasser.

und nach ihr sind die Zahlen der zweiten Columne umgerechnet. Vergleicht

man nun die neuen Werthe, die in der dritten Columne stehen, mit den

verflossenen Zeiten , so erkennt man auf der Stelle , dass die Mengen des

diffundirten Salzes sich nicht einfach wie die Zeiten , sondern ziemlich ge-

nau wie die Quadratwurzeln aus denselben verhalten, so dass also:

S=c UQ]/7

S '

zu setzen ist: der Quotient gibt nahezu dieselbe Grösse, nämlich die
j/t

Quantität des in der ersten Minute tibergetretenen Salzes. In der letzten

Columne der obigen Tafel sind die aus den Beobachtungen sich ergeben-

den Werthe zusammengestellt , die so gut untereinander tibereinstimmen,

daas man wohl keinen Zweifel an der Richtigkeit der Hypothese hegen

kann. Nun war aber

:

t

; S= VQJy{l)dt

o
folglich ist:

t

0

woraus durch Differentiation nach t sich unmittelbar ergiebt

:

yt
Bildet man weiter die Abgeleiteten dieser Function , indem man bedenkt,

dass:

2»+l
**(*-*)

, lV. 1.3.5.. .(2s-l)< *

dt»
=

^ > 2«

und setzt sie in 6) ein , so erhalt man für den ersten Diffusionsstrom die

Gleichung

:

J_ Cr c(
x 1 + 1 x* 1,3 — 1,3,5 \

2 \yj « i.2. typ* a*777byir~** \Zi '~yF )'

Die für den zweiten Diffusionsstrom sich ergebende Reihe unterscheidet

sich von 7) nur dadurch, dass in ihr die Constante — U wegfallt.
£

§. 5.

Zuruckführung der Reihe 7) auf die Kramp'sche Transcendente.

Die unter 7) aufgestellte Reihe läset sich ohne Mühe auf ein bestimm-

tes Tntegral zurückführen. Es ist bekanntlich :

QO

V* j yt
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Von Dr. Beez. 223

woraus durch n malige Differentiation nach i sich ergiebt:

OD

— 00

Setzen wir nuu in Gleichung 0)

00

OD

1,'(t)=--Lj%

e-'y
t

ifdy

— 00

00

00

so geht sie in folgende über:

2 ^ 2äJ y(
y
f o 1.2.3 ^ 1.2. .5 )— OD

Die in Klammern eingeschlossene Reihe ist aber

== sin xyj/

^

»

folglich wird , wenn wir dieses statt der Reihe selbst setzen

:

— OD

Uni da« vorliegende Integral auf eine einfachere Form zu bringen, be-

nutzen wir die Gleichung

:

setzen darin

:

wodurch wir

:

OD
,

Je~***' co* bxdx=& e~*rt
,

00

9) Je'* coixyy —dy='—e-j^rt
oo ' - Y*

erhalten, multipliciren beide Seiten der Gleichung 9) mit dx und integriren

endlich zwischen den Grenzen 0 und x, indem wir links die Ordnung der

>n umkehren. Auf diese Weise finden wir;
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224 Ueber Diffusion von Salzlösungen im Wasser.

OD X
i

fe-'y^sinxyT/ 1 ,*]L—t/VLJe'^'dx.

Setzen wir diesen Ausdruck in 8) ein, so kommt
x

j

1 c C —

—

10) «=- U— -~ le **'dx
2 Vi{

und für den zweiten Diffusionsstrom

11) u= fe *«'dx.
r

o

Zur Bestimmung der Constante c in 10) berücksichtigen wir, dass für

a;= oo , während / endlich bleibt, die Concentration u= 0 wird, also:

0=]-U %. (e~2ä~idx=—U— — t/o «

«

2 i/i J 2 2 r ian -

0
Hieraus findet man die Constante

ff

folglich

f/2««'

u=- ff (l— fe *«<dx)

oder wenn wir mit y vertauschen

:

yuTt
X

,2
> —l u

(
l -£f'-'«)-

r
o

Auf ganz ähnliche Weise bestimmen wir die Constante c der Gleich-

ung 11), welche das Gesetz des zweiten Diffusionsstromes enthält, indem wir

annehmen, dass für x=— oo, u= ff der vollen Concentration wird ; hier-

durch erhalten wir:

2 ff

und
V* an

13) m=— 4= fe~*dy..

Es lässt sich aber ausser den angeführten beiden DiffusionsstrÖraen

noch ein dritter herstellen auf die Weise, dass man den Salzgehalt der
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Mittelschicht constant erhält. In diesem Falle ist für ar= 0, u=U und

ebenso für ar=— oo, u~U, folglich können wir als Gleichung des dritten

Diffusionsstromes , dessen Gesetz experimentell jedoch schwer zu prüfen

ist, folgende aufstellen

:

Vi*}

mit

14) u=u(l— ~=Je-*dy^j.

Bezeichnen w ir endlich die Transcendente

:

so sind die Gesetze der drei verschiedenen Diffusionsströme in folgenden

drei einfachen Gleichungen ausgesprochen:

12)* u=lü[l ~' '*
K

2aO

x

Tat

,3)*
"=- 2t,ir(Ä).

•

14)* u=V [l—

A

r

|

/ x \ x
worin K\ . 1 die Kramp'sche Transcendente für das Argument —

=

\]/lal) ]/2at

bedeutet.

§. 6.

Prüfung der Gleichung 12)* durch Versuche.

Von der grössten Wichtigkeit für die experimentelle Bestätigung der

abgleiteten Gesetze war nun die Auffindung einer Methode, den Procent-

gehalt der verschiedenen Schichten der Flüssigkeit nach Verlauf einer

bestimmten Zeit / möglichst genau zu ermitteln. Am geeignetsten er-

schien uns hierzu der erste Diffusionsstrom, dessen Gesetz in 12)* enthal-

ten ist. Das cylindrische Gefäss, in welchem derselbe vor sich gehen sollte,

hatte etwa 1 Fuss Höhe und $ Fuss Durchmesser und war unter dem einen

Arm einer Mohr'schenWage mit verschiebbaren Wagebalken so aufgestellt,

dass ein von jenem frei herabhängender Körper in der Gleichgewichtslage

mitten Über dem Gefäss sich befand. Zuerst war es nöthig, die Grundbe-

dingung des Versuches zu erfüllen, dass reines Wasser über die Salzlösung

gebracht wird, ohne sich mit derselben mechanisch zu vermischen. Dies

erreichten wir schnell und sicher auf folgende Weise. Der Cylinder wurde
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bis zu einer gewissen Höbe etwa zur Hälfte mit destillirtein Wasser ge-

füllt und sodann die Salzlösung (Kupfervitriol) aus einem höher stehenden

Gefass durch eine Röhre auf den Boden des Cylinders geleitet. Zur Regu-

lirung des Ausfliessens, das nicht unter zu grossem hydrostatischen Drucke

geschehen darf, war an der Röhre ein Hahn angebracht, durch welchen

dieselbe vollständig oder theilweise geschlossen werden konnte. Die lang-

sam einHiessende Salzlösung breitote sich vermöge ihrer grösseren Schwere

ruhig am Boden des Cylinders aus und hob das darüber stehende Wasser,

ohne die geringste mechanische Mengung zu verursachen, in die Höhe. So-

bald sie eine bestimmte Marko des Cylinders erreicht hatte, wurde der Halm
geschlossen und die Röhre vorsichtig herausgezogen. Das Gefäss blieb nun

mehrere Tage vollkommen in Ruhe, bis sich an der Färbung der oberen

Flüssigkeit zeigte, dass der Diflüsionsstrom zu einer ziemlichen Höhe ge-

stiegen war. Hierauf wurde von oben nach unten das speeiiische Gewicht

der Flüssigkeit in verschiedenen, gleichweit von einander abstehenden

Querschnitten und zur Controle noch einmal in umgekehrter Richtung von

unten nach oben in denselben Intervallen beobachtet. Wir bedienten uns

zur Bestimmung des specilischen Gewichts eines Triangels von Glas, wel-

cher aus drei gleichen, etwa 2" langen und 2^"' dicken Stücken eines mas-

siven cylindrischen Glasstabes zusammengesetzt und an dem einen Arm
der Wage mit Coconfäden dergestalt aufgehängt war, dass er genau in ho-

rizontaler Lage sich befand. Zuerst wurde er an der Luft gewogen, so-

dann in die verschiedenen Schichten der Flüssigkeit eingesenkt und sein

Gewicht in denselben bestimmt, woraus sicli unmittelbar sein Gewichtsver-

lust ergiebt. Ist derselbe in reinem destillirtem Wasser in irgend einer

salzhaltigen Schicht von derselben Temperatur v, so ist — für unsere
v

Zwecke hinreichend genau das spezifische Gewicht der darin befindlichen

Lösung, folglich der Procentgehalt oder die Concentration p proportional

d. h. dem üeberschuss des Gewichtsverlustes in der Salzlösung über den
im reinen Wasser. Mit Hülfe der Formel 12)*

wurde zunächst der Werth der Funktion

berechnet und sodann aus

:

_ X

VTat

A-f-^W- fe-y*<ly
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Von Dr. Beez. 227

das Argament . ermittelt, wobei wir uns der Kramp'schen Tafeln, die
}/2at

ausser in Kramp's Werk über astronomische Hefraction auch in Cournot's

Wahrscheinlichkeitsrechnung und in A. Meyer Worte des integrales de'ftnies

x
sich finden, bedienten. Aus dem Argument

f
wurde ferner für jede

}'2at

einzelne Beobachtung die Grösse — , die der Zeit proportional ist , nach

welcher zwischen zwei unendlich dünnen Flüssigkeitsschichten von ver-

schiedener Concentration chemisches Gleichgewicht eintritt, berechnet.

So ergiebt sich z. B. in der ersten Versuchsreihe, bei der f=9l*, - =0,145
2

für X~ — 11, w= 0,281

-u

-il_== 1,319,

J/182 a

—= 2,616.
n

Aus jeder Versuchsreihe wurde endlich ein mittlerer Werth für — und
a

mit Zugrundelegung desselben der Procentgehalt sämmtlicher Schichten

theoretisch bestimmt. Bei allen drei Versuchsreihen sind die Differenzen

der beobachteten und berechneten Werthe nicht grösser, als die wahr-

scheinlichen Beobachtungsfehler und es harmoniren Beobachtung und Theo-

rie so gut, dass an der Richtigkeit der aufgefundenen Gesetze nicht der

geringste Zweifel stattfinden kann.

In den folgenden dreiTabellen euthalt die erste Columne die Abstände

x von der Mittelschicht von unten nach oben geordnet, jedes Intervall be-

trägt 2,85
WM

; die zweite das Gewicht des Glaskörpers in den einzelnen

Schichten ; die dritte den Ueberschuss des Gewichtsverlustes in der Lösung

über den im Wassor, welcher der Concentration proportional ist; ^ie vierte

die Werthe von k(^=J^ berechnet aus + (u— 4 U) : £ U; die fünfte die

x
Argumente —=^ , die sechste die umgekehrten DirTusionsgeschwindigkeiten

y2ut

—
; die siebente endlich die mit Zugrundelegung eines Mittelwcrthes von -

tt o

berechnete Concentration der aufeinanderfolgenden Schichten.
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228 Ueber Diffusion von Salzlösungen im Was*ser.

Erste Reihe.

Zeit des Versuchs 5. Juni 4 Uhr 30 Min. Nachmittags bis 9. Juni 1 1—12

Mittags, Dauer der Diffusion 91 Stunden. Temperatur 20—23° C. Gewicht

des Glaskörpers in der Luft 8,024 gr., im Wasser 5,443. Specifisches Ge-

wicht der Lösung 1,109.

(.'CWlcllt

dcü Glas-

körper«.

T \ \ \Heobai-h-

teter Pro-

ccntgehult

.V

/ 2^7

1

a

lierccnne

ter Pro-

ceiitj»<;halt

für

]— = 2,02.
a

— 11 5,163 0,280 0,03703 1,3190 2,616 0,281

— 10 5,166 0,277 0,01034 1,20 2,744 0,277

- 9 5,172 0,271 0,86807 1,0677 2,561 0,272

— 8 5,180 0,264 0,82060 0,9ö0 2,560 0,205

— 7 5,187 0,257 0,77241 0,8531 2,703 0,256

— 0 5,197 0,245 0,08060 0,7172 2,60 0,240

— 5 5,208 0,235 0,02069 0,6216 2,81 0,232

— 4 5,222 0,221 0,52414 0,5011 2,80 0,218

— 3 5,212 0,201 0,38021 0,3508 2,57 0.202

— 2 5,26 0,183 0,26207 0,2365 2,544 0.184

f - 1 5,278 0,165 0,13793 0,1228 2,744 0,105

0 5,298 0,145 0,145

+ 1 5.310 0,124 0,14483 0,120 3,006 0,125

+ 2 5,336 0,107 0,20207 0,2365 2,544 0,106

+ 3 5,351 0,080 0,38621 0,3508 2,574 0,088

+ 4 5,307 0,076 0,47586 0,4504 2,307 0,072

+ 5 5,381 0,002 0,57242 0,5000 2,29 0,058

+ « 5,301 0,052 0,64138 0,6088 2,128 0,04

1

+ 7* 5,403 0,040 0,72414 0,7705 2,205 0,034

+ 8 5,41 0,033 :
0,77242 0,8531 2,058 0,025
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Zweite Reihe.

Zeit des Versuchs 24. Juni 3— 4 Uhr Nachmittag bis 3. Juli 3 Uhr 30

Min. his 4 Uhr 40 Min. Nachmittags. Dauer der Diffusion 216 Stunden.

Gewicht des Glaskörpers in der Luft 18,083, im Wasser 12,738. Specinsohes

Gewicht der Lösung 1,079.
r- <.* -* « •• • >• - • .......... ...

X
Gewicht

des Glas-

körpers.

Beobach-

teter Pro-

centgehalt \V2* t)

a:

l'Tat u

Berechne-

ter 1 ro-

centg^halt

für

-^2,04.
et

— 11 12,281 0,457 0,74427 0,803 2,30 0,405

— 10 12,291 0,447 0,70010 0,742 2,38 0,454

— 9 12 |30^w 0,430 0,00412 0,680 2,47 0,440

— 8 12,315 0,423 0,0145 0,0130 2,54 0,420

— 7 12.331 0,407 0;55343 0,5381 2,55 0,409

— 6 12,348 0,390 0,48855 0,4642 2,58 0,391

- 5
t

12,307 0,371 0,41003 0,3871 2,58 0,372

~ 4 12,388 0,350 0,33588 0,307 2,51 0,352

- 3 12,410 0,328 0,25191 0,227 2,47 0,330

- 2 12,432 0,306 0,10794 0,1499 2,40 0,308

— 1 12,454 0,284 0,08397 0,0745 2,39 0,285

0 12,470 0,202 0,202

+ 1 12,5 0,238 0,09100 0,0813 2,855 0,239
j

+ 2 12,520 0,212 0,19084 0,1708 3,15 0,210

+ 3 12,548 0,190 0,27480 0,2485 2,904 0,194

+ 4 12,508 0,170 0,35114 0,3219 2,797 0,173

+ 5 12,587 0,151 0,42307 0,3950 2,096 0,152

+ 0 12,003 0,135 0,48473 0,40 2,539 0,133

+ 7 12,019 0,11« 0,54580 0,5291 2,473 0,115

"4* & 12,033 0,105 0,59922 0,5941 2,382 0,098

+ 9 12,047 0,091 0,00207 0,00-14 2,354 0,084

+ 10 12,05« 0,079 0,09847 0,7307 2,300 0,071

Digitized by Google



230 Ueber Diffusion von Salzlösungen im Wasser.

Dritte Reihe.

Zeit des Versuchs 5. Juli 4 Uhr 15— 40 Min. Nachmittags bis 8. Juli

3 Uhr 15 Min. bis 4 Uhr 30 Min. Nachmittags. Dauer der Diffusion 72 St.

Gewicht des Glaskörpers in der Luft 18,687, im Wasser 12,747.

Gewicht

des Glas-

körpers.*

Beobach-

teter l'ro-

centgeliH.lt
**

xyurt)
_1_

o

Berechne-

ter Pro-

centgehalt

für

- = 2,68.
et

j

-11 12,270 0,477 0,97107 1,5446 2,839 0,476

— 10 12,274 0,473 0,95454 1,4144 2,880 0,471

— 9 12,280 0,467 0,92975 1,28 2,912 0,464

- 8 12,289 0,458 0,89256 1,1381 2,914 0,454

— 7 12,304 0,443 0,83058 0,9716 2,799 0,441

- 6 12,321 0,426 0,76033 0,8314 2,764 0,424

— 5 12,342 0,405 0,67356 0,6938 2,772 0,403

- 4 12,369 0,378 0,50198 0,5483 2,706 0,378

- 3 12;396 0,351 0,45041 0,4213 2,864 0,348

;

— 2 12,432 0,315 0,30165 • 0,2740 2,702 0,315

— 1 12,468 0,279 0,15190 0,1354 2,64 0,279

0 12,505 0,242 0,242

+ 1 12,543 0,204 0,15702 0,140 2,822 0,205

+ 2 12,577 0,170 0,29752 0,270 2,624 0,169

+ 3 12,008 0,139 0,42562 0,*3971 2,523 0,136

+ 4 12,638 0,109 0,54959 0,5336 2,562 0,106

+ 5 12,663 0,084 0,65289 0,6648 2,546 0,081

+ 6 12,684 0,063 0,73967 0,7957 2,532 0,060

•f 1 12,702 0,045 0,81405 0,9352 2,570 0,043
j

+ 8 12,716 0,031 0,87190 1,0758 2,604 0,030

+ 9 12,726 0,021 0,91322 1,211 2,607 0,020

+ 10 12,732 0,015 0,93802 1,32 2,509 0,013

+ 11 12,737 0,010 0.9586S 1,4426 2,433 0,008
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Fassen wir zum Schluss die gefundenen Resultate noch einmal kurz

zusammen, so lassen sich über Diffusionsstrbme folgende 6 Hauptsätze auf-

stellen, von denen jedoch 1 und 2 nur für den ersten Strom gültig sind

:

1) Die Concentration in der Mittelschicht einer Diffusionsreihe ist un-

abhängig von der verflossenen Zeit und gleich der Hälfte des anfänglichen

Salzgehaltes:

U

2) Die Summe der Concentrationen zweier Schichten , welche von der

mittleren gleichweit abstehen, ist gleich der anfänglichen Concentration:

ux+ m_,= ü.

3) Die Menge des aus der Salzlösung übergetretenen Salzes ist dem
Querschnitt des Cylinders» in welchem der 8trom vor sich geht, der anfäng-

lichen Concentration und der Quadratwurzel aus der verflossenen Zeit di-

rect proportional

:

4) Der Ueberschuss des Salzgehaltes der ursprünglichen Grenzschicht

über die nächstfolgende ist umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus

der verflossenen Zeit:

±17—« '

5) Die Concentrationen bilden von oben nach unten eine abnehmende

Reihe, deren allgemeines Glied eine transcendente Function des Abstandes

von der Mittelschicht und der verflossenen Zeit ist, welche sich auf die

Kramp'sche Transcendente zurückführen lässt. S. Gl. 12, 13, 1£.

6) Die Geschwindigkeit des Ueberströmens ist proportional dem Diffu-

sionscoefficienten er, welcher nicht von der anfanglichen Concentration ab-

hängt, aber wahrscheinlich mit der Temperatur zunimmt. Dieser Diffu-

sionscoef&cient ist für verschiedene Salze verschieden und lässt sich zu-

gleich als ein Maass für die chemische Verwandtschaft des Salzes zum
Wasser betrachten.
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Kleinere Mittheilungen.

X. Eine unbestimmte Aufgabe, Da die Zahl 10 Primitivwurzel von 7

ist, so bildet der Brach ^ in einen Decimalbrach verwandelt eine Ostellige

Periodo, und ebenso wird die Periode irgend eines anderen Siebentels eine

6 stellige sein, und aus denselben Ziffern, nur in immer anderer Reihenfolge,

bestehen. Betrachtet man diese verschiedenen Perioden als ganze Zahlen,

so hat man demnach 6 sechsstellige Zahlen, welche dieselben Ziffern be-

sitzen, und in dem Verhältnisse 1:2:3:4:5:0 stehen.

Es liegt sehr nahe, die Frage aufzustellen, ob nicht diese Bedingungen

genügen, um abgesehen von der Verwandlung gewöhnlicher Brüche in De-

cimalbrüche, die Zahl zu finden, welche wir als die Periode von ^ kenden

gelernt haben. In der That lässt sich auch ein ziemlich elegantes Verfah-

ren dazu angeben, wenn man nur die Bedingung noch hinzufügen darf, dass

die gesuchte Zahl keine Null enthalten soll. Darnach spricht also die Auf-

gabe sich so aus: eine sechsziffrige Zahl A zu linden, welche keine Null

enthält und die Eigenschaft besitzt, bei Multiplication mit 1, 2, 3, 4, 5, 0 im-

mer wieder sechsziffrige aus denselben Ziffern in verschiedener Reihenfolge

bestehende Zahlen zu liefern.
*

Es sei A= abcdef, wo die Buchstaben die Ziffern bedeuten mögen

und die Rangordnung den Werth der einzelnen als Zehner, Hunderter

u. s. w. bestimmen soll. Nim ist klar, dass «= 1 sein muss, weil sonst GA
eine 7 stellige Zahl würde. Ferner kann f weder 0 noch 5 noch 2, 4, G, 8

sein, weil ja A keine Null enthalten soll und sonst die Produkte 2A, 4A, ßA
oder 5A mit Null endigten, welche also schon in A vorhanden sein müssten.

In Bezug auf f bleibt also nur die Wahl

f= 1,3, 7, 9.

Wäre /==1 so würden die Producte A, 2A, ZA . . .HA sich auf 1, 2, 3, 4,

5, 0 endigen, und da diese 6 Ziffern alle verschieden sind, ferner alle in A
vorkommen sollen, so müssten die Zahlen a, &, c, </, e in einer oder der an-

deren Reihenfolge den 2, 3, 4, 5, 0 entsprechen (l ist schon durch f in Be-

schlag genommen). Darnach wäre a von 1 verschieden, was einen Wider-

spruch bildet.
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Ebensowenig kann /*=3 sein. Die betreffenden Endziffern wären näm-

lich alsdann 3,0,0,2,5,8 unter welchen keine 1 vorkommt; und ganz das-

selbe ist bei f=Q der Fall, wo die Endziffern 9, 8, 7, 6, 5, 4 heissen würden.

Kann also der Aufgabe überhaupt genügt werden, so mnss es durch /*=7

der Fall sein. In der That endigen sich alsdann die Producte

:

1A, %A, ZA, \A, bA, 6A,

auf

7, 4, 1, 8, 5, 2,

unter welchen eine 1 sich findet, welche =a sein kann. Die gesuchte Zahl

hei88t somit:

A=lbcdei,
wo b, c, dy e sich in 2, 4, 5, 8 zu theilen haben.

Nun ist <j=4 unmöglich, weil sonst 2 A mit 9 4 endigen würde, wäh-

rend die 9 überhaupt nicht darin vorkommen kann; e= 8 würde in dem
Producte ZA die unmögliche Ziffer 0 ergeben; e = 2 endlich gäbe bei \A
die Ziffer 0.. Wir erhalten demnach für e nur noch die Möglichkeit 5 und

somit ist

A = Ibcdbly
wo b

y
c, d sich in 2, 4, 8 theilen.

Dasselbe Princip lehrt uns d~4 als unmöglich wegen 2.4, und tf=2

unmöglich wegen 4A, also

A— 1 6c857,
wo b, c sich in 2, 4 theilen.

Da c wegen 2A unmöglich =4 sein kann, so muss also

A— iA2Hbl
sein, wenn überhaupt der gestellten Aufgabe Genüge geleistet worden kann.

Caktor.

v

XI. Heber die Determinante = («0+ 6o)p («i + fti)
p ••(«»

von Dr. G. Zeiifuss in Darmstadt. Die obige Determinante ist für p—— 1

von Cauchy {Exerciccs ttanat. 2), und für p = — 2 von Borchardt
(Crelle's Journal, Bd. 53) betrachtet worden. Nach Cauchy ist nämlich,

wenn P das Product aller Differenzen gegebener Grössen bezeichnet, und

II das bekannte Productenzeichen vorstellt:

0-i = ^(«o» «i ....«•). p (*0 • • • K) •• n («,- + tk),
i,k

und ähnlicher Weise hat Borchardtgezeigt, dass

• Ä - " 1 1 1

V-'i= Q—\ •
—— —

• • • . , ,

«o + h «i + h
t

an + ha

wo die letztere Summe fast wie eine Determinante gebildet wird, nnr mit

dem Unterschiede, dass die Glieder anstatt mit abwechselnden Zeichen

sämmtlich positiv anzusetzen sind. — Ich bemerke hierzu, dass solche auch
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von Joachimsthal (Crelle, Bd. 53) betrachtete Summen £a0 6, ct . .., die

aus Determinanten S -fr; b
t
ct . . . dadurch entstehen , dass man alle Glie-

der mit positiven Zeichen ansetzt , eine einfache Darstellung durch be-

stimmte Integrale gestatten. So ist z. B., wenn das Product der vier Fac-

toren

(a0 1« -fr-
60 lP 4- c0 IV + d, 1*) («, 1« + b

t
iß + c, lV + d, 1«)

X + M<* + et ly + dt ld) («, 1« + b, iß + c, 1? + da 19)

worin 1« für cos 2 «a -fr*
i sin 2 » a gesetzt ist, durch X bezeichnet wird:— l

Za0 b
t
ct da=JJJJxi-«-ß~y~i dadßdydi.

0

Joachirasthal beweist in seinem Aufsatze: De aeq. quarti et sexti

gradus etc. pag. 171, {ibid.), dass wenn man von einem Punkte aus 6 Norma-

len auf eine Fläche zweiten Grades fallt, und die Fusspunkte von dreien

derselben durch (a?, y, z,), (xt y, zs), (x, y„ *,) bezeichnet, die Fusspunkte

der drei übrigen in einer Ebene liegen, deren Gleichung aus- 24 Gliedern

besteht. Setzt man aber das Product der 4 Factoren

(* 1« + -f- xt 1«* + xa 1«.,) (y 1« + y, 1«. + y, 1«. + y, 1«»)

X (* 1" + *t
a

' + *i 1
er
« + *s 1"») (l

a + 1*« + 1
er
« + l

a0
gleich K, so lässt sich jene Gleichung unter der einfachen Form

1

ffffiT
[- «~«' ~«t - "

' tla du, du, da, -
f«

darstellen.

Wir kehren wieder zur Determinante £),, zurück. Ist der absolute

Werth des negativen Exponenten p grösser als 2, so ergeben sich keine

einfachen Gesetze mehr. Wir wollen daher die Determinante Q p für po-

sitive Werthe von p betrachten, in welchem Falle ihr Werth stets durch

Piof, . . . an) P(b0 . . . bn) theilbar ist, weil Q offenbar verschwindet, wenn

man z.B. «
0
=a, setzt, indem alsdann in der Determinante zwei Reihen

oder Colonnen gleich werden, was bekanntlich ein Verschwinden von Q
zur Folge hat. Wenn aber Q> ein ganzes Polynom, verschwindet, sobald

a0
= a

t
wird, so enthält es den Factor a0 — o, , also überhaupt sÄmmtliche

Factoren P (a0 ...a„) P(b0 . . .bn).— Nun ist Q in Bezug auf «
w
vom p

ten
, und

P(a9 . . . «„) bezüglich « 0 vom nlen Grade; also kann unmöglich Q durch P
theilbar sein, sobald p < n, d. h. man hat

Qp= 0, wenn /> < n.

So ist z. B.

2 ± K + b9)> {a
t -fr- bt )» (o, + ft,)« («8 + *,)•= 0.

Wenn dagegen p= n ist, so kann Q den Factor P enthalten, und der

Werth von Q ergibt sich dann direct auf folgende Weise. Multiplicirt man
die beiden Determinanten
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1 w, «o nt a* n t «0
3

. . . a*

1 w, a, «t a,* «, «,'... «,*

1 «, «, «, «f
» «, «f

s
. . . «,»

l »,«„.

A

ün ... I

miteinander, wo nf den <
,<,n Coefficienten der Entwicklung von {x+y)n be-

zeichnet, so erhält man nach der Gauss' sehen Multiplicationsregel eine
Determinante, deren allgemeines Element c r> , offenbar gleich

br » -f n, ftr
«-i «,+ W]8 6r

»- 2 «,» + ,.. + «,» = (ftr +
ist, und die mithin mit Q„ zusammenfallt. Es wäre daher Qn=R.S. Zieht
man aber aus den Verticalcolonnen von H die gemeinsamen Factoren //,

,

»t • • heraus , so entsteht

R= n
t
nt w, . . . 2 + «0° "i

1 <*«*•••

d. h. nach einem Satze von Vandcrmonde:
/?= «j w2 ?is . . . P (aQ . . . a„^

Um den Werth von S zu finden , nehmen wir in dieser Determinante
solche Vertauschungen der Colonnen vor, dass die Diagonalreihen ihre
Stellen wechseln, wodurch eine Determinante J£+W V« • • zum Vor-
schein käme. Indem man aber in einer Determinante .£ + ff0 /3,yt . .. solche
Vertauschangen vornimmt, dass die Diagonalreihen ihre Stellen wechseln,
verwandelt sich das erste Glied a0 ß, . . . v„, welches nach Cramer*kein
Derangement darbietet, in das letzte a„ ß n- X y„-2 . . . v0 , das 1 -f 2 + 3. .

.

+ » = '
-/

Derangements besitzt. Durch die Verwechselung der Dia-

gonalreihen geht mithin ein Factor (— 1)
2 ein, so dass man hat

«(»+ >) n{*+ \)

*=(-l) 2 VVV... = (-1) a " >(*.-..*.).
Wir hätten also endlich für p= n den Werth

ft.= (— 1)
2~~ a.) #»(*,..•**)

So ist z. B.

*± (<. + *.)• (« + *,) (», + *,)•=- fr ~ l'\ ^'"A% -;•'}.
f
(fto — »i) (»o

—

m (*i — bty
Wenn endlich p>n, so ergeben sich wieder keine einfache Gesetze

für den Werth von £), obgleich sich, wenn man in den einzelnen Elementen
(«r + bt )P= «rP + p, . ar?

- 1 bs + etc. ausführt, mit Anwendung eines von
Zeitschrift für Mathematik u. Physik. IV. 16
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Jacob i in: De formal, et propr. del,§. 14. angeführten Satzes eine Zerleg-

ung in eine Anzahl Aggregate anderer Determinanten ergibt, von denen

.einige einfache Bestimmungen zulassen.

XU. Zu der Lehre vom Viereck. Im dritten Heft des dritten Jahr-

gangs dieser Zeitschrift hat H. Vorländer für die dem G er 1 in g' sehen

Werke über „die Ausgleichungen der praktischen Geometrie" entnommene

Aufgabe der Ausgleichung zwischen den vier Seiten und zwei Diagonalen

eines Vierecks eine Auflösung mitgetheilt, welche im Gegensatz gegen die

von Herrn Prof. Gerling selbst gegebene auf einer directen Entwicklung

der Bendigungsgleichung zwischen den Verbesserungen der sechs gemesse-

nen Längen beruht. Ein andrer Weg zu dieser Bedingungsgleichung wird

hier nicht sowohl um der Aufgabe selbst willen, als wegen der für die

Lehre vom Viereck erheblichen Folgerungen, welche sich an dieselbe an-

schliessen , veröffentlicht.

1. Wir bezeichnen die vier Seiten und die zwei Diagonalen, oder die

vier Gegenseiten des vollständigen Vierecks mit a und «', fr und fr', c und c

in solcher Auswahl, dass c einen hohlen Winkel zwischen a
k
und b theilt,

a\ fr', c aber ein Dreieck bilden. Nach einer Schreibart , welche wir auch

für die anderen Winkel und Dreiecke der Figur in Anwendung bringen,

heisst jener hohle Winkel (a, 6) , der Flächeninhalt des besagten Dreiecks

aber (a', fr', c).

Zur Entwicklung der Differentialgleichung zwischen den sechs Seiten

stehen uns unter anderen Wegen die folgenden zwei offen:

Die Gleichung

•1) (M) + (<•,«) = («, *)

gibt differenzürt:

2) d (fr, c) + d (c, a) — d (a, b) = 0.

Ersetzen wir hier die Differentiale der Winkel durch ihre Ausdrücke

in den Differentialen der mit den Winkeln in einerlei Dreieck vorkommen-

den Seiten, so ist der Zweck erreicht.

Oder : aus der Gleichung

3) («', fr, c) -+ (a, fr', c) = (a, fr, c) + («', fr', c'),

in welcher das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem die zwei letzten

Dreiecke von c getrennt sind oder nicht, ergibt sich

:

4) d (a
, fr, c) + d («, fr', c) — d (», fr, c) + d («', 6', c)= 0;

ersetzen wir das Differential jeder Dreiecksfläche durch einen Ausdruck in

den Differentialen der drei Seiten, so ist ebenfalls das verlangte geleistet.

2. Hülfsformeln für das Dreieck.

Liegen die Winkel or, 0, y den Seiten eines Dreiecks vom Inhalt F ge-

genüber, so gibt die Gleichung:
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a— bcosy-\-ccosß

differcnziirt:

da= db . cos y + rf c . cos ß — b smy . dy— c sin ß . dß
wird beiderseits mit b sin y = c sin ß dividirt und vermöge

a + ß + y= *
auch da anstatt — dß— dy eingeführt, so zeigt sich:

ada db de

Ferner gibt die Gleichung

:

iF=bcsina
differcnziirt:

2dF= (cdb + bdc) sin a + bc cos et. da.

Wird hiervon die mit becos a multiplicirte Gleichung 5) abgezogen,

so folgt:

2dF— ada . coi a— cdb . (sina — coly. cosa) + bdc . (sinß— cot ß cos a)

cdb . .bdc , . _
:— . cos (y -f> a) :

— . cos (a + ß)stny x/ ' smy '

bdb n , c de= —— cos ß i

—

:
— cos y.

suiy stny '

(i) 2dF=ada . cot a + bdb . cot ß + ede . coty.

3. Differentialgleichung zwischen den sechs Seiten des
vollständigen Vierecks.

Die Gleichung 5) auf die Dreiecke («', b, c)
,

(a, b\ c)
, («, b, c) ange-

wendet gibt:

1 a da' db . , . rfc . , , .

I 6' rf 6' de ;., v ada ,

7> fe^T) -7- <*(».<) +— («») + <* (<, «)

I
c' rfc' rf« , , . db

[ifci^J
«=-«*(«.«)+ T «*(».O + '(«. »)

oder vermöge 2) nach einigen naheliegenden Umwandlungen

:

ft
.

«' rf «' rf b' cd c

' 2 («', 4, c)
+
2lS *\~<Ö

~~
2 (a, 6, c)

~~

rf« «« (6', c) rfö «n (c',a') rfc «n (a',

a * «n («,&'). «in (c\«) ö ' «« {a'\b) sin (J>, c) c ' sin (b\ c) sin (/?, a
)

2
oder endlich, wenn mit

^, p ^
durchmnltiplicirt und aufNull gebracht wird:

a rf a a rf«

(«, 6', c) . («, 6, c )

6rf6

(«', 6, c) . («',

b'db'

c)

(«', 6, c) . («, c')

ede
(«, 6, c) . («',

c'rfc'

c)

(«', 6, c) . (a, «>', c) («, b, e) . («', c)

IG*
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Andere Entwickinn g. Formel 6) gibt auf die vier Dreiecke an-

gewendet vermöge Gleichung 4) :

d da . cot (ft, c) bdb . cot (c, d) -f- cdc . cot («', 6)

+ uda .col {b\c) b'db' . cof (c,rt) -|- cdc . co/ («, o')

— « rf<» . co/ (6, c) — bdb. cot (c, a)— cdc. cot (er, b)

+ d da . col (6\ c) + b' db' . cot (c, «') + c de . cot («', ©')= 0.

4
wird mit —, ? durchmultiplicirt, so folgt nach einigen naheliegenden

aa.bb.ee •
*

Umwandlungen

:

da sin[(b,c) — (b\c)} da sin [(b\ c) + (6, c)]

«' '
(fl, 6', c) . (er, o, c')

' « (er', b
y
e) . («', 6', e)

db sin[(c\ a)-(c,d)) db' sin [(c\ d) + (r
t
a)]

<
+

6' *
(«\ », c) . («, 6, O * '

(«. 0 • («.*',O
+ «V 5m[(fl,Q + (fl»] de sin [(«', b'

) ± (<t, »)]= p
c'

* (a, &, c) . (a, 6', c) c '
(er, 6, c')

.
(«', b', c

)

Die nothwendige Identität der Gleichungen 9) und JO) weist uns auf

folgende Beziehungen hin:

sin[(b, c)—(b\ c) ] sm
[
(b\ c) + (b, c)]

a d a d
\ sin [(c, a) — (r, d)} _ sin[(e',d) + (**,<*)]

ä

b b' bh'

I «in
[
(«,»') + («»] sin \{a\ b') + (a

t
b)

- 7 7 .

e c e e

Handelt es sich um einen unmittelbaren Beweis dieser Beziehungen,

so können wir uns, da die Gleichheit je zweier neben einander stehenden

Quotienten aus «infachen geometrischen Betrachtungen folgt, auf die drei

vorderen beschränken. Wird der Zähler des dritten derselben auf die Form '

[Min («, O- f> - («', b)))

gebracht, so finden wir in unseren Gleichungen den analytischen Ausdruck

für folgenden

:

4. Satz. Beschreibt man die vier Kreise um je drei Ecken
eines vollständigen Vierecks, so sind die drei positiven

Quotienten zweier Gegenseiten nnd dem Sinus des Unter-

schieds zweier Peripherie-Winkel, welche auf einer von bei-

den in zwei nicht von ihr getrennten Bögen stehen, einander

gleich.

Beweis. Vermöge der Wahl unserer Bezeichnungen ist unter allen

Umständen

:

b' e' . sin [(&, e') — (&', c)]= e' sin (o, c') . b' eos (©', c)— c' cos (ft, c') . b' sin (//, e)

= a sin («, 6) . [e—a eos (**, «)] — [b— a eos (a, b)]a . sin (c, a)

1 2) b' e . sin [(», e) — (b\e)]=a.
[
— a sin (b,c)— b sin (c, a) + c sin (rt, o)].

Dessgleichen vermöge der hier stets zulässigen Vertauschnng zwischen

« und b :
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1 3) c'
«'

.

sin [(c'j a)— (<",«)]= b.[— a sin (b
y
c)— bsin (c, a) -f- csin (a, &)J.

Ferner

:

— a b' . sin [(a, i>') + (a\ b)
J
=— A'wi (a, 6') . a co* (a, 6)—6' coä (a, 6') . a' *i« (a' 6

;

= c sin (c, a) . [c cos (b
}
c) — b]

+ [c cos (c, a) — a].c sin (b, c)

14) —ab' sin [(a, b') + (a\ 6)= c . [- a sin (6, c)— c sin (c, a) + c sin (<{ ,
b)\.

Die Gleichungen 12), 13), 14) stellen aber den Ausdruck
— a sin

(
ft, r) — b sin (c, o) + c sin (q, fr)

a b c

als gemeinschaftlichen Werth der drei Quotienten dar, deren Gleichheit be-

hauptet wird, es ist diese also bewiesen.

Für den Fall des Sehnenvierecks sind die Quotienten vermöge der

Gleichheit zweier auf einerlei Bogen stehenden Peripheriewinkel alle Null,

unsere Gleichungen bieten also eine Verallgemeinerung des betreffenden

Satzes der Kreislehre dar.

Weil aber alsdann auch der gemeinschaftliche Werth der drei Quotien-

ten Null sein muss, so ist für das Sehnenviereck (wie auch unmittelbar leicht

nachgewiesen werden kann)

:

c sin (a, b) — a sin (b
t
c) + b sin (e, a).

Mit anderen Worten: Vier Punkte liegen auf einem Kreise, wenn zwi-

schen deu Entfernungen r, r\ r" eines derselben von den drei anderen und

den gegenüberliegenden Theilen c, «', o" der vier Rechten, die Beziehung

besteht:

r s\na + r smu + r sin a = 0.

Eine andere Zerlegung des unter 4. ausgesprochenen Satzes, die hier

nicht ausgeführt zu werden braucht, gibt noch eine weitere Verwandtschaft

desselben mit der Kreislehre zu erkennen.

Bezeichnet man nämlich mit x,x und y y y die Entfernungen der Seiten

b und b' vor ihrem Schnittpunkte , so dass für den Fall des Sehnenvierecks

xx'= yy'

mit to aber den Winkel, unter welchem der Schnitt stattfindet, so ist

:

c c sin [(b
t
c)— (b\ c)J = (y y — x x') sin w= — aa sin [(«, b') (a', b)].

Eine entsprechende Gleichung findet zwischen den Entfernungen der

Seiten a und a vor ihrem Schnittpunkte statt.

5. Verallgemeinerung und Converse des p tolemais chen
Lehrsatzes.

Endlich erinnerte ich mich bei Wahrnehmung der Analogie zwischen

dem Satze in 4. und demjenigen vor der Gleichheit der Peripheriewinkel

auf einerlei Bogen, an einen anderen Satz, der mir vor längerer Zeit von

Herrn Oberstudienrath Riecke*) als eine Frucht seiner Methode des Ge-

*) Riecke, die Rechnung mit Richtungszahlen, Stuttgart, Metzler 1856. Nach
einer erst neuerdings an mich ergangenen Mittheilung ist Herr Riecke bei derselben
Gelegenheit auch auf die Gleichungen 1 1) gekommen.
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brauchs der ßichtungszahlen mitgetheilt wurde, und der eine Verallgemei-

nerung des ptolemäischen Lehrsatzes für andere als Sehnenvierecke bildet.

Anstatt ihn zu nennen, will ich ihn sogleich aus den Gleichungen 11) ab-

leiten.

Aus"

, («, b') + (a, b) = (c\ a) + (*', c ) + (6, c) + (*', a)

= (r\ a) + (6, c ) + n- (6\ c)— (c, a)

folgt:

- sin [(«, 6') + («', b)} = «n [(6, c) - {b\ c) + (c\ «) - (c, «')],

wird also:

{b
%
c) — (b\ c) — ö und (c

,
a) — (c, «')= e

gesetzt, so können unsere Gleichungen so geschrieben werden

:

aa b b c

c

sin Ö sin s sin (ö + «)

und geben:

c c a a cos t bb' cos 6

sin (ö + e) sin 6 cos e+ sht ecosö

c c =ad cos [(c\ a) — (c, «')] -\- bb' cos [(&, c) — (b\ c)].

Wie aus dieser Gleichung der ptolemäische Satz für den Fall des Seh-

nenvierecks vermöge der Gleichheit der Peripberiewinkel hervorgeht, ist

deutlich.

Auch für die Converse des ptolemäischen Satzes geben unsere Gleich-

ungen einen bequemen Beweis. Ist nämlich

:

c c'= a a -f- b b\

so wird auch

sin (ä + *) == sin Ö + sin e oder cos — cos
2 2

d _|_ £ d + e= -\ — , also 6= 0 oder £— 0,
2 — 2

beide Folgerungen schliessen sich nicht aus, sondern bedingen sich, inso-

fern sie beide das Sehnenviereck zu erkennen geben. (Ein elementargeo-

metrischer Beweis dieser Converse ist bei Kunze, 2. Aufl. I. §. 106, zu

finden.)

6. Ausgleichung zwischen den gemessenen Längen der
sechs Seiten des vollständigen Vierecks.

Wollen wir die Bedingung zwischen den Verbesserungen der durch

Messung erhobenen, also nicht genau richtigen Werthe der sechs Seiten

des vollständigen Vierecks nach Gleichung 9) anschreiben, so ist vor allem

das Absolutglied , das die Gleichung vermöge des Widerspruchs zwischen

den sechs Werthen erhalten muss, zu ermitteln. Hat man die Winkel in

Gleichung l) aus den Seiten der betreffenden Dreiecke berechnet, und findet

durch die gefundenen Werthe diese Gleichung niefit befriedigt, sondern

den Widerspruch:
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tv= (6, c) + (c, «)— (ö, £>),

so wird an die Stelle der Gleichung 2), wenn .man sich unter den Differen-

tialen endliche aber kleine Veränderungen deukt, die folgende treten

:

w + d (6, c) + d (c, a)— d (a, b)= 0.

Das Absolutglied der nach 0) angeschriebenen Bedingungsgleichung

wird demnach mit Rücksicht auf den Uebergang vou 8) auf ö), und wenn w
in Secunden angegeben ist, q aber den Halbmesser in Secunden bedeutet,

folgendes sein

:

2 w
q.{a\ b\e')'

Ich habe nach dieser, eine sehr bequeme und übersichtliche Rechnung

gewährenden Bedingungsgleichung die Verbesserungen der sechs Seiten

berechnet, und stelle die Resultate mit denjenigen Herrn Vorläuders
zusammen:

Seitenlangen in Millimetern.

4,06 30,03 3,85 30,13 30,21 30,08.

Bei Herrn Vorländer

:

Bezeichnung a, at a, «4 o5 as -

Verbesserung +0,0103, -f- 0,1281, + 0,0173, + 0,1274,-0,1285, —0,1316.

Bei mir:

Bezeichnung b a b' a c C

Verbesserung +0,0101 + 0,1271 + 0,0171 + 0,1259 — 0,1253 — 0,1321.

Wenn auch die sich höchstens auf 0,003 Millim. sich belaufenden Un-

terschiede zwischen beiderlei Ergebnissen für die Praxis des vorliegenden

Falls ohne Bedeutung sein mögen, so mussten sie doch zu einer Nach-

forschung nach ihrer Ursache auffordern, welche sich in folgendem Um-
stand vorerst genügend zu erkennen gab

:

Beim Uebergang von 7) auf 8) wurde

(c» - («,6')=-(*'.<0; (6, c) -(«>)=- + (*,«')=(«,*')

gesetzt, und zwar mit vollem Rechte, so lange es sich nur um die Differen-

tialgleichung zwischen den sechs streng richtigen Seiten des geschlossenen

Vierecks handelte; finden abor zwischen beiden Seiten der obigen Gleich-

ungen Widersprüche statt, die sich in unserem Falle bis gegen acht Grade

belaufen, so muss dadurch die Richtigkeit der Coefficienten unserer Be-

dingungsgleichung wesentlich beeinträchtigt werden. Auch die kleinen

Differenzen zwischen Herrn Prof. Gerlings und Herrn Vorländers Re-

sultaten mögen auf dem Umstand beruhen , dass ersterer die Verhältnisse

zwischen den Coefficienten der Bedingungsgleichung an einer geschlosse-

nen Figur entwickelt hat, welche fünf gemessene Längen mit der aus ihnen

berechneten sechsten Länge bilden. Erinnern wir uns nun, dass, wenn un-

ter solchen Umständen die Coefficienten aus gemessenen Werthen der nicht

schließenden, anstatt aus den ausgeglichenen Werthen der schliessenden

Figur berechnet werden, nichts anderes vor sich geht, als eine Vernach-
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lässigung von Gliedern mit höheren Potenzen der Verbesserungen gegen

solche mit der ersten Potenz», so wird es uns nicht befremden, wenn auch

die Rechnung nach Gleichung 10), bei deren Herleitung doch keine nur für

das geschlossene Viereck gültigen Zusammenziehungen statt gefunden ha-

ben, fehlerhafte und sogar noch fehlerhaftere Resultate gibt, als dio obigen.

Ist nämlich nach Ermittelung des Widerspruchs

w— (a\ 6, c) + (a, b', c) — (a, 6, c)— (a, 6', c)

8 w
das Absolutglied mit —r-rr~— , hergestellt und man berechnet nach der

aa . b b . c c

bekannten Methode die Verbesserungen der Seiten, indem man alle in 10)

vorkommenden Winkel nur den betreffenden Dreiecken entnimmt, macht

sodann an den verbesserten Seiten nach 3) die Probe auf die Dreiecks-

flächen, so trifft diese nicht zu. Vergleicht man nun die Aenderungen,

welche in Folge der Verbesserung der Seiten in den Dreiecksflächen vor

sich gegangen sind, mit denen welche nach 10) hätten vor sich gehen sollen,

so zeigt sich ein Unterschied, der sich sogar durch die Glieder zweiter

Ordnung, wenn auch diese nachgerechnet werden, beim Gebrauch fünfstel-

liger Logarithmen nicht vollständig erklärt. Wenn im Vorstehenden somit

Ausgleichungsmethoden erörtert worden sind, welchen für den betreffenden

Fall ein zweifelhafter Werth zukommt, so glaube ich doch den Freunden

der Ausffleichunfirsrechnunir mit der Hinweisunec auf eine hier und da wirk-

same Ursache von Störungen des Geschäfts einen Dienst erwiesen zu ha-

ben. Schliesslich erlaube ich mir noch den zum vorhin erwähnten Zweck

gebrauchten Ausdruck für das zweite Differential der Dreiecksfläche an-

zuschreiben, in welchem u für - ^

—

:
— gesetzt ist.

sm et . stn ff . stn y

d % F . AdaY
,

2 .
-

—

-= (cot a + u) -—£ u cos et .ab . de

+ (cot ß + u) — ucosß.dc. du
M. • &

(d cY
+ (cot y -f- «) - u cos y . da . db.

1 • i

Stuttgart, im November 1858. C. W. Bauu.

XTTT. lieber den mittleren Radius des dreiachsigen Ellipsoides. In

den §§. 15 und 10 seiner Untersuchungen Uber die mittleren Radien geo-

metrischer Gebilde entwickelt Herr Prof. D robisch*) zwei auf das Ro-

tationsellipsoid bezügliche Sätze, die soviel Analogie zu einander besitzen,

dass man ein allgemeineres, das dreiachsige Ellipsoid betreffendes Theoiem

als deren gemeinschaftliche Quelle vermuthen kann. In der That ergiebt

sich ein solches auf folgendem Wege.

*) 8. Jahrg. III. d. Zeitschrift, S. I

.
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Die Halbachsen des EUipsoides mögen a, 6, c sein und a > b> c\ das

Volumen desselben heisse V, endlich sei r das arithmetische Mittel aus den

Radien, welche von allen Punkten des umschlossen Raumes nach dem Mit-

telpunkte der Fläche gezogen sind. Es ist dann
n 1*R

1) Vr=
J*J*j

0* sinödV dydg
0 0 o

und hieriu bedeutet JR den zu & und ^ gehörigen Radiusvector des Ellip-

soides; derselbe findet sich aus der Polargleichung der Fläche, nämlich

*«= 1

oder

R*=
m cos* y -f- n sin* y

'

worin zur Abkürzung gesetzt wurde

:

cos* & sin* & cos*» sin* &
m + ~ ir '

»=-»,-- +

•

Nach Ausführung der auf q bezüglichen Integration erhält man aus

No. 1)

sin &d& dtyVr
*JJ(m(m cos* tlt + n sin* r/;)*'

0 0

hier kann wieder die Integration nach if> ausgeführt werden und zwar mit-

telst der bekannten Formel

{m cos 9 y + n sin * y)* \ m n J ym n
'

dies giebt zufolge der Werthe von m und n

rr __* A 1 1 . »in fr d&
' "

4 J icos*& sin*& cos*» sin*&\ -.//cos*& "
sin*&\ (cos*

&

Aus naheliegenden Gründen darf man das Integrationsintervall auf die

Hälfte (d= 0 bis e=^n) reduciren, wenn man gleichzeitig den Factor

^ti: verdoppelt; substituirt mau nachher cos&== «, so wird

i

Fr== * /( L_ .
1

(

1

Um eine elegantere Form zu erhalten, bezeichnen wir mit a, ß, y die

numerischen Exccntricitäten der Ellipsen aus den Halbachsen b und c, c

und <r, « und b, nehmen also
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„ .J(*=±
t

dies giebt

Unter einer ganz ähnlichen Form kann aber auch die Oberfläche eines

dreiachsigen Ellipsoides dargestellt werden. Sind nämlich <*', b'
}
c dessen

Halbachsen und <*', /J\ y seine numerischen Excentricitäten , so ist, unter

der Voraussetzung a > b'> c', seine Fläche *)

1

4) S= 2* 06 / j t
^-^ +

Nun wird aber für a ==a, =— , c'=c die Excentricität 0' identisch

mit ß und gleichzeitig a = y , mithin

I

5) S= 2 w «* c I J .— . + — '. ,\
— —— .

.

die Vergloichdng von Vr und S führt zu der Relation

die nach Substitution des Werthes von F übergeht in

6) jl acr= I
3
y 6S.

Die Bestimmung des mittleren Radius eines aus den Halbachsen a, &,

c construirten Ellipsoides reducirt sich hiernach auf die Complanation eines

o c
Ellipsoides mit den Halbachsen a , — , b , auch kann man dio Formel 6)

leicht geometrisch interpretiren z. B. mittelst der Proportion

n a c : -j
8
8 S= b : r.

Für &=:c wird das orste Ellipsoid zu einem gestreckten, das zweite zu

einem abgeplatteten Sphäroid aus denselben Achsen; für b=a ist das erste

ein abgeplattetes, das zweite ein gestrecktes; man kommt dann auf die an-

fangs erwähnten Sätze zurück.

(Zuerst mitgetheilt der K. S. Gesellschaft der Wissenschaften in der Sitzung vom
12. Februar 1859.) cOCHLOMILCH.

*) S. Jahrg. I. d. Zeitschrift, 8. 376.

XIV. Ueber eine Aufgabe der Elementargeometrie. Bei der Tracir-

ung von Eisenbahnlinien kommt nicht selten folgende Aufgabe vor (Fig. 20,

Taf. II):
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Zwei Punkte A und B sind gegeben als Anfangspunkte zweier ge-

radlinigen Strecken von bestimmten Richtungen ; man soll A und

B durch eine aus höchstens zwei Kreisbögen zusammengesetzte

Curve verbinden, welche AA' in A und BB' in B berührt.

Errichtet man in A und B auf den gegebenen Strecken Normalen, die

sich in C schneiden, so müssen die Mittelpunkte M und N der gesuchten

Kreisbögen in ^Cund BC oder deren Verlängerungen liegen; den Halb-

messer AM des ersten Kreises kann man willkührlich wählen und findet

nachher den Radius des zweiten, wenn man auf BC die Strecke BQ=AM
abschneidet und den Durchschnitt TV der verlängerten BC mit derjenigen

Geraden SN aufsucht, welche MQ normal halbirt. Die beiden aus M und JV

mit den Radien MA und NB beschriebenen Kreisbögen stosson dann in

einem Punkte T der verlängerten NM aneinander. 41

)
Umgekehrt kann auch

B N willkührlich gewählt werden ; man nimmt dann AP = BN, zieht die

Gerade RM
y
welche NP normal halbirt, und bestimmt ihren Durchschnitt

M mit AC.

So einfach die Sache an sich ist, so bietet sie doch Gelegenheit zu

einigen Bemerkungen von geometrischem Interesse. Die Geraden MR und

NS schneiden sich nämlich in einem Punkte 0, welcher aus sehr nahelie-

genden Gründen der Mittelpunkt des in das Dreieck CMN beschriebenen

Kreises sein muss. Dieser Punkt ist aber auch, wie man aus congruenteu

Dreiecken leicht ersieht, von A, T und 2? gleich weit entfernt, mitbin kann

0 als der Durchschnitt zweier Geraden betrachtet werden, deren eine den

Winkel ACN, und deren andere die Gerade AB normal halbirt; auch findet

man leicht, dass 0 auf dem um das Dreieck ABC beschriebenen Kreise

liegt. Man mag daher den ersten RadiusAM wählen wie man will, so geht

doch die Gerade SN immer durch den festen Punkt 0, und der Punkt T
liegt jederzeit auf dem Kreise, welcher aus dem Centrum 0 mit dem Halb-

messer QA— OB beschrieben ist; endlich berührt die Gerade TMN immer

den unveränderlichen concentrischen Kreis, welcher die grössere Gerade

A C und die Verlängerung der kleineren B C berührt.

Lässt man die Tangente NT sich um den festen Kreis herumdrehen,

so erhält man der Reihe nach alle Lösungen der Aufgabe. Für NT// BC
fällt N in 's Unendliche, und der eine Kreis degenerirt in eine Gerade; die-

sen Grenzfall, der nicht mehr im Sinne der ursprünglichen Aufgabe ist,

kann man auch auf kürzeremWege finden. Setzt man die Drehung (rechts

-herum) weiter fort, so kommt N auf die Verlängerung von CB zu liegen,

und die Curve erhält dann die Gestalt rv> mit einem Wendepunkte bei T.

Lässt man bei weiterer Drehung N zwischen C und B fallen, so geräth T
aus dem Winkelraume ACB heraus, und die Curvo bildet dann einen

*) Für den specicllcn Fall, dass L AC/t=$0<> ist, hat bereits Herr Prof. Kunze
dieselbe Coustructiuu zu einem etwas anderen Zwecke angegeben im Anhange zu
Ctp. V. seines rühmlichst bekannten Lehrbuchs der Geometrie.
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Schnabel mit dem Rückkehrpunkte T u. b. w. Unter der Bedingung, dass

die Kreisbögen AT und B T ihre coneaveu Seiten dem Scheitel 6' zukehren

und dass T zwischen ^Cund BC liegt, ist übrigens die Aufgabe nicht im-

mer lösbar, sondern nur dann, wenn die Projecüon von A auf BC in die

Gerade von B nach N hin fallt. 2?ci einem stumpfen Winkel AGB versteht

sich diess von selbst; bei spitzen ACB muss jene Projectiou zwischen B
und C liegen (AC>BC>AC. cos C).

Da die Aufgabe unbestimmt ist, so kann noch eine Bedingung hinzu-

gesetzt werden, um sie zu einer bestimmten zu machen ; so Hesse sich z. B.

verlangen, dass die Curve durch einen gegebenen Punkt T des aus 0 mit

dem Radius OA=OB beschriebenen Kreises ginge. Von grösserem Inter-

esse ist die Forderung, den Unterschied der Radien BN und AM zu einem

Minimum zu machen; da die Radiendifferenz durch die Gerade MN dar-

gestellt wird, so genügt man jener Forderung, indem man die Kreistangente

MN senkrecht zu der winkelhalbirenden Geraden CO legt.

Diese flüchtigen Andeutungen schliessen wir mit der Bemerkung, dass

sich die vorstehende Aufgabe wohl recht gut zu einem kleineu Excurse

beim Elementarunterrichte eignen dürfte und zwar hauptsächlich, weil sie zur *

graphischen Ausführung verschiedener Constructionen Gelegenheit bietet.

SCHLÖMILCH.

XV. Ueber das Problem der Diamantbildung nach Theodor Simmler *)

Im Jahre 1826 lenkte Brewster die Aufmerksamkeit auf die bisweilen in

mineralischen Krystallen eingeschlossenen, sehr expansiblen Flüssigkeiten,

welche zwar meist im Topas, Quarz, Amethyst, aber auch in vielen anderen

Mineralien wie Kalkspath, Cölestin, Schwerspath, Flussspath etc. sowie auch

im Diamant vorgefunden worden sind. (Pogg. Amol. Bd. 7, S. 469.) Die Un-

tersuchung der Höhlungen und ihres Inhaltes beim Diamant führt Brewster

auf die Ansicht, dass dieser Edelstein ein erstarrtes gummiartiges Secretions-

produet einer Pflanze sein sollte (vergl. Pogg. Annal. Bd. 36. S. 564, Bd. Öl,

S. 605). Ueber die Natur der in den Höhlungen genannter Mineralien ange-

troffenen Flüssigkeiten hat Brewster, obgleich mehrere physikalische Eigen-

schaften derselben zum Theil auf sehr sinnreiche Weise von ihm beobachtet

worden sind, keine bestimmte Ansicht ausgesprochen.. Herr Simmler stellt

eine, gestützt auf mehrere der durch Brewster und andere Beobachter be-

merkten Eigenschaften dieser Flüssigkeiten die Vermuthung auf, dass in den

meisten Fällen diese Flüssigkeit liquide Kohlensäuse gewesen sei. Zunächst

wird diese Annahme bestätigt durch das übereinstimmende Ausdehnungsver-

mögen der liquiden Kohlensäure und der fraglichen Flüssigkeit, das inner-

halb der Grenzen 10° bis 27° C. nahe gleichmässig zu 0,015 für 1° C. sich erge-

ben hat. Brewster hat diese Uebereinstimmung zur angegebenen Zeit nicht

*) Pogg. Annal. Bd. 105, S. 460 u. folg.
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bemerken können, weil erst knrz vor seinen Untersuchungen der liquide Zu-

stand der Kohlensäure von Farad ay entdeckt worden ist. Ausserdem hat

Brewster beobachtet, dass die Flüssigkeit in den Höhlen der genannten Mi-

neralien ein viel geringeres Brechungsvermögen als Wasser besitze; ebenso

bemerken Davy und Farad ay im Allgemeinen, das* auch die liquide

Kohlensaure das Licht schwächer als Wasser breche. Ferner boschreiben

Thilorior und Mitchel die liquide Kohlensäure als nicht mischbar mit

Wasser und gleiche Eigenschaft hat Brewster an denjenigen eingeschlos-

senen Flüssigkeiten der Krystalle beobachtet , welche sich in besonderem

Grade expansibel zeigten , während die minder expansiblen Flüssigkeiten

sich als Wasser oder als wässrigo Lösungen von festen und glasförmigen

Korpern herausstellten. Diese verschiedentliche Uebereinstimiming der

genannten physikalischen Eigenschaften führten nun zunächst Herrn S.

zu der Annahme, dass in den meisten Fällen die eingeschlossenen Flüs-

sigkeiten, namentlich wenn sie mit bedeutender Spannung sich in den

Höhlungen befanden, liquide Kohlensäure gewesen sei, die übrigens ein

nicht geringes Auflösungsvermögen für mancherlei andere feste Substanzen

haben mag, so dass hieraus noch die bisweilen beobachtete Thatscho zu er-

klären ist, wenn nach Oeffnen der Höhle und Verdunsten der Flüssigkeit

mineralische Niederschläge zum Vorschein gekommen sind.

Im Zusammenhange damit steht ferner die Vermuthung des Herrn 8.,

dass insbesondere auch der Diamant ein Oondensations- und Krystallisa-

tionsproduet von in liquider Kohlensäure aufgelöstem Kohlenstoff sei. Be-

kanntlich zeigt der Diamant nicht selten Höhlungen, in deren Iunern allem

Anscheine nach ein nicht unbedeutender Druck vorhanden ist. Diese Höhl-

ungen, auch wenn sie mit einer Luftart erfüllt sind, können doch gerade

gasförmige Kohlensäure unter hohem Drucke enthalten, eine Annahme,

welche eine recht ungezwungene Erklärung der von Brewster beobachteten

Farbenringe mit dem schwarzen Kreuz' im Diamanten rings um die bemerk-

ten Höhlungen zulässig macht. Der starke Druck der von dem eingeschlos-

senen Gase auf die nächsten AVandungen der Höhle ausgeübt wird, setzt

nämlich diesen Theil des Krystalles in eiuen ähnlichen Zustand und in ein

ähnliches Verhalten zum Licht, wie das ungleich gepresste Gas zeigt. Die

Kohlensäure wäre dann in ähnlicher Weise im Diamanten eingeschlossen,

wie die Flüssigkeiten oder Mutterlangen in manchen andern natürlichen

und künstlichen Krystallen. Die ausgesprochene Hypothese würde nun

sehr wesentliche Stützen dadurch erhalten, wenn erstlich da« Vorkommen

grösserer Massen liquider Kohlensäure in dein Erdinnern und sodann die

Auflösbarkeit des Kohlenstoffs in der tropfbaren Kohlensäure nachweisen

konnte. Das erstere ist aber nicht unwahrscheinlich, wenn man den starken

Druck und die ungemeinen (Quantitäten der vielen Säuerlingen entweichen-

den Kohlensäure erwägt. So führen nach Bunsen die Nauheim er

Sauerquellen jährlich 10,000 Centner, nach Bischoff eine einzige Gas-
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quelle bei Bargbrohl 2017 Centner der Atmosphäre zu. Was die Anf-

löslichkeit des Kohlenstoffs in liquider Kohlensäure betrifft, so hat Herr S.

in Ermangelung eines Natterer'schcn Condensationsapparats keine directen

Versuche machen können und fordert daher diejenigen Physiker, die bosser

ausgerüstet sind, zu den erforderlichen Versuchen auf. Die Kohlensäure

in einer mit etwas Kohlenstoff gefüllten, stumpf umgebogenen, beiderseits

geschlossenen starken Glasröhre nach dem Vorgänge von Faraday zu ent-

wickeln, ist Herrn Simmler nach mehrfachen vergeblichen Versuchen nicht

gelungen, indem die Köhren jedesmal zersprangen.

So vielfach seit der Entdeckung der Allotropie des Kohlenstoffs auch

Versuche über künstliche Diamantenbildung angestellt sein mögen, so wenig

ist doch ein Verhältniss davon bekannt geworden, wahrscheinlich, wie Hr. S.

bemerkt, aus der Scheu, einen vergeblichen Versuch zu publiciren, der mit

der berüchtigten Goldmacherei leicht in eine Classe geworfen werden

könnte. Herr S. bedauert dieses mit Recht aus dem Grunde, weil die Be-

kanntmachung negativer Resultate insofern grossen Nutzen habe, als

dadurch andere von ähnlichen fruchtlosen Bemühungen abgehalten werden.

Man muss es mit Dank anerkennen, wenn Herr S. auf der gegenteiligen

Bahn in muthiger Weise mit gutem Beispiele vorangeht.

XVL Versuche über die Festigkeit des Aluminiums und der Aluminium-

bronxe (Legirung von 90 Proc. Kupfer und 10 Proc. Aluminiuni). Von A.

Ritter von Büro. Es wurden Prismen aus reinem Aluminium (blos eine

Spur Eisen enthaltend) bei einem Querschnitte von \ bis £ Quadratzoll

den Versuchen unterworfen, und der Versucher erhielt für absolute Festig-

keit dieses Metalles folgende Resultate.

Für gegossene 8tangen ergab sich die Festigkeit per Quadratsoll Quer-

schnitt beim ersten Versuch zu 13510 und beim zweiten Versuch zu 13,010

Pfund, also im Mittel zu 13590 Pfund (10,96 Kilogr. pro Quadratmillimeter).

Für ein kalt gehämmertes Prisma betrug die absolute Festigkeit 25120

Pfund (20,26 Kilogr.) und auf den zusammen gezogenen Querschnitt, wel-

cher sich durch die Dehnung von 0,166 auf 0,117 reducirte, 35550 Pfund

(28,67 Kilogr.).

Nachdem die abgerissenen Stücke abermals umgegossen und kalt gehäm-

mert worden, bildete sich ein Gefüge, welches ungefähr in der Mitte zwischen

dem blos gegossenen und stark gehämmerten Prisma lag. Der Versuch mit

diesem letzteren Prisma gab in der That auch eine Festigkeit zwischen den

beiden vorher genannten, nämlich in runder Zahl zu 16900 Pfund (13,62

Kilogr.). Auch zeigt der Querschnitt beinahe gar keine Zusammenziehung.

Was ferner jene Legirung aus 90 Proc. Kupfer und 10 Proc. Aluminium

betrifft, welche ausser der schönen goldgelben Farbe noch so viele andere

schätzenswerthe Eigenschaften, namentlich den geringeren Preis, besitzt,
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dass der Verfasser diesem Metalle vor Allem die grösste Zukunft prophe-

zeien zu können glaubt, so wurde ein heiss gehämmertes Prisma von 0,108

Quadratzoll Querschnitt bei einer Belastung von 8650 abgerissen, was, auf

den Quadratzoll bezogen , eine absolute Festigkeit von 80,000 Pfund (64,50

Kilogr. pro Quadratmillimeter) giebt.

Ein zweites Prisma aus derselben Legirung, jedoch blos gegossen , er-

gab eine Festigkeit von 61530 Pfund (40,62 Kilogr.).

Da nun die absolute Festigkeit der Metalle folgende ist

:

Stahl 00000 bis 120000 Pfund,

Weiches Eisen . . . 40000 - 60000 -

Stahlartiges Eisen . . 80000 - 88500

Kupfer (gehämmert) . 25000 - 34000

Kupfer (gegossen) . . 14000 - 18000

14000 - 16000

Zink 7000 - 8000

Zink (gegossen) . . . 3500 - 4000

so fällt die Festigkeit des gegossenen Aluminiums zwischen Zink und ge-

gossenes Kupfer; jene des gut gehämmerten Aluminiums zwischen gegosse-

nes und gehämmertes Kupfer; die Festigkeit der gegossenen Bronce von

der genannten Legirung zwischen jene des Eisens und Stahls; sowie end-

lich jene der gehämmerten Legirung nahe mit der Festigkeit von stahl-

artigem Eisen zusammen. (Oestr. Ingen.-Ver.)

XVH TTeber die Ursachen der Uebereehwemmungen in den Gegenden

des Harzes, des Erzgebirges und Riesengebirges am Ende des Juli und

zu Anfang des August 1868. Die heftigen Regengüsse, welche im Sommer
1858 die verheerenden Ueberschwcminuogen am Harz, in Sachsen und

Schlesien zur Folge hatten, sind von D o v e unter Benutzung gleichzeitiger

Beobachtungen und Vergleichung derselben mit den mittleren Werthen,

welche demselben Zeiträume in einer längeren Jahresreihe entsprechen, auf

ihre Ursachen zurückgeführt werden. Diese Arbeit von Dove (Pogg.Annal.

Bd. 105, S. 490) zeigt wieder, wie wichtig die Bestimmung der mittleren

Werthe ist, da sie allein entscheiden können, ob das jetzt Beobachtete eine

besondere Beobachtung verdient oder in den Kreis des Gewöhnlichen fällt.

Gestützt auf die Beobachtungen des Berliner meteorologischen Instituts,

welche das ganze nördliche Deutschland — Sachsen ausgenommen — um-

fassen, hat Dove schon früher nachzuweisen gesucht, dass die in Deutsch-

land Ende Juni beginnende Regenzeit ihren Grund darin hat, dass im

Sommer sich die Temperatur im Innern des Continents unverhältnissmässig

steigert, während dagegen die des atlantischen Oceans auffallend zurück-

bleibt , die Luft über dem Meere daher in die erwärmte aufgelockerte des

Continents eindringt und durch die Vermittelung beider mächtige Nieder-
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250 Kleinere Mittheilnngen.

schläge entstehen. Steigert sich in einem bestimmten Jahre durch anomale

Temperaturvertheilung dieser Gegensatz in dem angegebenen Sinne, so

ist die nothwendige Folge eine Steigerung der durch diese Temperatur-

Differenz hervorgerufener Niederschläge. Dies war nun im Sommer 1858

in ungewöhnlichem Grade der Fall. Dove stellt zunächst, um die Verbrei-

tung der mächtigen Niederschlüge zu beurtheilen, die im Juli und August

an (»1 verschiedenen Orten im nördlichen Deutschland gemessenen Regen

-

höhen mit den mittleren Werthen derselben für diese Monate zusammen.

Au« dieser Zusammenstellung ersieht man, dass während von Trier bis

Frankfurt am Main die gewöhnliche Wassermcnge gefallen ist, diese am

untern Rhein und in Westphalen entschieden grösser wird und am nord-

westlichen Abhänge der norddeutschen Gebirge eine ungewöhnliche Höhe

erhält. Der überall gleichzeitig beobachtete Nordwestwind deutet , sowie

das frühere Eintreten der Erscheinung in den westlichen Gegenden, darauf

hin, dass die Ursache nach Nordwesten hin zu suchen sei. Dove hat nun

für HO Stationen in Norddeutschland aus zehnjährigen gleichzeitigen Beob-

achtungen die mittleren Wcrthe der Temperatur der sechs fünftägigen Zeit-

räume vom 5. Juli bis 3. August berechnet und damit die im Jahre 1558 für

denselben Zeitabschnitt erhaltenen Werth e verglichen. Aus dieser Ver-

gleichung ergiebt sich, dass schon zu Anfang des Zeitraums vom 5. bis zum
0. Juli in Preussen, Pommern und Schlesien bis nach Sachsen hin eine

Temperaturerhöhung, d. i. ein Ueberschuss über die normale mittlere

Wärme, am Rhein eine Abkühlung, d. i. ein Herabsinken unter den mittle-

ren Werth des zehnjährigen Zeitraums, stattgefunden hat, die sich in dem
darauf folgenden Abschnitt vom 10. bis 11. Juli etwas weiter östlich aus-^

breitet; im nächsten Asehnitt (15. bis 19. Juli) tritt eine neue starke Tem-
peratur-Erhöhung hervor, die in Ostpreussen viel stärker ist als weiter

westlich, denn in Memel ist sie 5 1
i°, in Trier nur i'V. Vom 20. bis 24. Juli

wird das Extrem noch grösser; Cöln zeigt schon eine Temperaturerniedrig-

ung von fast einem Grade, während der Ueberschuss in Memel noch 5 Grad

beträgt. Die schon in gewöhnlichen Verhältnissen das Einströmen der Luft

vom atlantischen Ocean bedingende Temperatur-Differenz steigert sich also

hier noch von der russischen bis zur holländischem Grunze hin um volle 0

(Trade. Wird man sich nun wundern, sagt Dove , dass die kalte feuchte

Luft des Oceans hereinbricht und in der Wärmeabnahme, die sie erzeugt,

den Wasserdampf niederschlägt , der in einer vorher so ungewöhnlich ge-

steigerten Verdunstung sich in dem Luf tkreise verbreitet hatte V Diese Ab-

kühlung tritt nun auch deutlich in den folgenden Abschnitten (25. bis 29.

Juli und 30. Juli bis 3. August) hervor und zwar ist sie in der Mitte des Ge-

bietes am stärksten, nur unbedeutend an der östlichen Grenze, da ein

Nordwestwind es war, der sie hervorrief.
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IX.

Studien über Differentialgleichungen von der Form
{;// J ? -j- // .c + p |

y" -f i Y .r -f- / ) »/' + # // = - 0.

Von Professur Simon Spitzkr.

Die Differentialgleichungen der eben angeführten Form waren schon,

namentlich in vielen speciellen Fällen, Gegenstand der Untersuchung von

bedeutenden Mathematikern; ich erwähne nur die merkwürdige Art, wie

Liouville im X III. Hand des Journal dt- t'eculv polyl. diese Gleichung auf-

löst, ferner die schöne Arbeit von Serret in Liouville's Journal tome IX.

pag. 211, und im Cours d'algebre sup. sec. edil. pag. 190, dann Kaabe's Arbeit

im 3. Bande seiner Integralrechnung pag. 280, Wantzel in den Cotnple

rendu lome XVII. pag. 1191, Jacobi in Crellc's Journal Band 56, Seite 149,

Weiler im selben Journal Band 51 etc. Dennoch hoffe ich, dass auch

meine Arbeit, die ich mir hier mitzutheilen erlaube, von einigem Werthe

sein dürfte.

Ich nahm mir zum Vorbilde Euler (Inslituliones calc. integr. Vol. II.

Secl. I. Cap. X.), der particularc Integrale von bestimmter Form voraus-

setzte, und Differentialgleichungen bildete, die durch diese vorausgesetzten

Formen erfüllt wurden, und setze demnach voraus

1) y =J(u - (u - ß)»-* {u + *)« du.

•cc

Um nun die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung zu finden,

welche durch den in 1) hingestellten Ausdruck befriedigt wird, bilde ich

y und y" und finde

y=mßu- «) («- ß)*-* (u + *)— » d u,

tc

y"^=m(m— l)j («— «) (« — ß)
*-» (k + ar)"—* ,/ k.

«

Ziitsclirifl f. Math-matik Ii. Physik. IV. 17
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Wenn daher

2) Xt y"+Xt
y' + Xo y=0

die Differentialgleichung ist, welcho l) zum particulären Integrale hat, so

muss dieser Werth 1) der Gleichung 2) genügen. Nun ißt:

X
g y"+ Xx y + X0y =J(u-a)*-* (u— ß) (w + «

[
m

(
m _ ,) X,

a
*

-f m (i/ + a?) X
x + (w + j-)* A"0 ] du

und wählt man nun

Xft Xi} X0

dermassen, dass

3)Ju— (u—ß)B~ l (u + a:)
CT - 2 [m (m— l) .1, + m (i< + .>;) A,

+ (m + A'o] rf«= (« — aY (m — 0)
Ä

(« -|- j )
— 1

wird , so ist alsdann gewiss dieses zwischen den bestimmten Grenzen « und

ß genommene Integrale gleich Null, falls nur A und B positiv sind.

Durch Differenziren der Gleichung 3) bezüglich u erhält man:

(„_ ay-\ (u— ß)
B -1 (tt+ a:)«-2 [m (m— 1)X9 + m (u+t) X

x+ (w ==

(„_ «)^- 1
(
M_ 0)*

" 1
(« + *) -- 2 («- ß) (u + *) + 2? ( ii- a) (u + * ) +

(m— 1) (m— a) (m— jS)]

und wenn man beiderseits durch (m— o)^ -1 (m— /S)^
-
'(« + x)m~ 2 dividirt

m (m— 1) Xt + m (u+ o.) A', + («+*)» X0= A («— ß) (u + +
+ Ii (u— «) (m + .r) + (m— 1 ) (« - a)(u— ß).

Ordnet man beiderseits nach «, so hat man:

[m (m— l)Xt
+mx X

x + x* X0] + u [mX
x + 2x A'0] + m*X

tt
=

[« 0 (m— 1) - x (A ß + *«)] + » [x (A + 2?) - (A ß + 2? a) - (m- 1) («+ 0)]

folglich ist die Gleichung 3) eine identische, wenn
A 0 A ~\~ B -\- m— l

4) m X
t + 2xX0= x (A + B)— (Aß + Ba)— {m -

J
) (« + /S)

m(m— l)A'j + ffiJ?A', + x*

X

0= ctß(m—-1)— x (Aß + Ba)

ist. Hieraus folgen:

X0~A + B+ m— 1

[(* + •) (/? + //,-!) + (* + /3)

Xt= ^(* + «)(*+£)
Irl

und die Differentialgleichung, welcher genügt wird durch

y=
J{**

— («— Z?)
0" 1 du,

a

ist somit folgende

:
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5) (x + a) (x+ß) y"— \{B+ m — 1) (*+«) + + w _ l) + £)] y
'

+ m (A + B + m — 1) y= 0.

Ich setze, um ein zweites particuläres Integral der Gleichung 5) zu er-

halten, in die Gleichung 5)

.* = (*+ + ft*»z
unter 2 eine neue Variable und unter A und ^ constante Zahlen verstanden;
alsdann ist

V = A (.v + «)*- 1 (*+ 0) M 2 4- ,i (x + «)A (* + ß) .« - « s + -f. + ß)ß s
'

y"=A(A-l) (* + a)i- a
(* + 0)'»*+2 (x + a)X-l (* + z

+ p Oi —1) (*+ Ii)* (* + 0)*-» « + 2 A + (* + z'

+ 2 M (*+ a) * (* + /?) M
-

' 2 -f (
x + a)l(x+ ß)(>z"

und somit hat man

0 + 1 O + + (*+«) + M^r*— 0 (*+«) +
(2 A - ^— m -f 1 )

(x + 0)] t'+ (x + «) i - ' (.r -f- ßf - i

(M— i?— m
) (
x+ «)«

+ {2A^t— A(5-r-m— l)— il (A + m-l) + m (A+B+ m—l)j (0;+«)
+ A (A — A— m) (x + ßf] 2 = 0.

Diese Gleichung vereinfacht sich wesentlich durch verschiedene An-
nahmen für A und fi, so z. B. ist, wenn man A und p so wählt, dass

A — A -f m

fA = B -f- m
wrid, obige Gleichung durch (a? + «)* (x -f- 0)/* abkürzbar, und wird

6) (x+a)x + ß)z"+[(B+m + l)(x+a) + (A + m + 1) (x+ ß)] z

+ (w + 1) (A -f £ + m) 2= 0,

und da diese Gleichung aus der Gleichung 5) dadurch hervorgeht, dass man
in 5) statt »1, ^ und B respective setzt:

— m — 1,1 — A und 1 — B,

so hat man für das Integral der Gleichung 6) in dem Falle, als 1— A und
1 — B positiv sind

z=j{u— «)-A (u~ß)-*(u + x)~m~Ulu
,

a

somit ist das complete Integral der Gleichung 5) in dem speciellen Falle,

wo A und B positive echte Brüche sind

:

7) y = C^{u-ay-\u- 0)*-» du

a

+Ct (x+ ay+" (w j\u— a)~ <* (u— ß)~ » (u + *)— ~ 1 du

u

unter C
t
und Ct willkührliche Constante verstanden.

Es ist mir also gelungen , das complete Integrale der Gleichung 5) in

dem Falle anzugeben, wo A und B positive Zahlen sind, von kleinerem

17*
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Werthe als 1 ;
ja es gilt das Integral 7) auch dann, wenn A und B imagin.

sind , wenn nur die reellen Bestandteile dieser Zahlen positiv und kleiner

als 1 sind.

Der specielle Fall, wo

A= ^ B=\ m=—\
ret, verdient Beachtung. Denn alsdann ist nicht mehr in der Formel 7) das

complete Integral vorhanden, sondern man hat dann für die Gleichung

8) (*+«)(* + 0;y"+(2* + « + |S)y' + iy= O

das Integrale

9)v==c f.
du - +* fiog

{u'ttKtl-ß) -= d!L==
lJ }/{u-a)(u-ß)(u+ x) c/ u+ x j/(«-a)

wie ich sogleich nachweisen werde.

Ich nehme zunächst das erste particuläre Integrale

10) y= /V
vor: dies giebt differenzirt

"= 3 f
du

und folglich hat man :

(x+ a) (x+ ß) y" + (2 x+ « + ß) y + Jj,

oder reducirt:

[|(*+a)(*+fl (2*+«+/3)+ {.(«+*)»]

o

Nun ist aber

(* + a) (x + ß y"+ (2 *+ « + ß) y + * y =

Act+ ß— 2u)x+ ti«— 2» (« -f_g) + 3 äff
d<<= _ y(u- tt ) (t<— ^3)

V /(«— «)(»-# (« + a)5
2

wie man sich durch wirkliches Differenziren überzeugen kann
,
folglich ist

f
, / («+<3— 2u)x + 2i<(a + /3)-f 3«j3

und die Gleichung
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Von Professor Simon Spitzer. 255

(* + «) (ar + 0) y"+ (2 *+ a + ß) y'+ * y= 0

wird durch den in 10) stehenden Ausdruck erfüllt, wie bewiesen werden
sollte.

Ich wende mich nun zum zweiten particulären Integrale und werde
nachweisen, dass auch

m f. (u— a) (u— ß) du

J «+x y{u-a){u-ß)(u + x)

der Gleichung 8) genügt.

Aus 11) folgt:

ß ß
*"

_ f
dU _

^ ()og
dtl

und somit ist

:

(x + a)(x+ ß)y"+ (2x + a + 0)y'+ Jy=

y " + x /(«— «) (w— /jj'(«+a:)s " +

0

+ A (* + «) - ("+ *) (2« + « +fl ^ w

Der zweite Theil dieser Gleichung lässt sich aber auch so schreiben

:

{ ]/(u— a)(u— ß) («+ *)»

und wenn man das erste Integral nach der Methode des theilweisen Inte-

grirens behandelt

(x+ o)(* + /S)y"+ (2 x+ a+ £y

^M^-^jM j L_\ rfM

oder reducirt

:
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256 Studien über Differentialgleichungen.

{x + «) (*+ ß) y" + (2*+ «+ y'+ k y=

•/ " — c) (m — /3) («+ a:)
5

was, dem frühern zu Folge, Null ist; somit ist wirklich der in 9) stehende

Ausdruck das complete Integral der Gleichung 8).

Unterwirft man die Gleichung 8) einer «fachen Differentiation, so er-

hält man

:

(x+ a) (x + /3)y<"+ 2
> + (n + l) (2* + a+ ß) y<*+

x
> + (« + 4)*y<">= 0

und setzt man hierein

y'»>= z,

so kömmt man zu der Gleichung:

1 2) (ar+ a) (* + 0) + (« + 1) (2* + a + ß) r'+ (« + *)
f r= 0

,

von welcher ich behaupte, dasn ihr genügt wird durch

V 9 u+x "y(K_ ft)(M
_

/3)(M + a:
)2*+i

a

nt,+ Cj log

CK

unter « eine ganz beliebige, aber constande Zahl verstanden.

Um diese Behauptung zu rechtfertigen, werde ich wirklich die einzel-

nen particulären Integrale in die Gleichung 12) substituiren , und habe so-

mit unter Annahme

_ = r dit

* y j/(u- tt)(u-ß) +«)*-+»

für z und z" die nachfolgenden Wcrthe:

f
2n + 1 /* du

2
~~

* J Vi*— «) («-/*). (« + *) 2 "+*

(2/1 + 1) (2«-f 3) /_ rfi^
2 ~ 4 J j/(w_ ö) (M (M+ A.)2 n+ ö

'

daher ist:

(*+a)(*+0)y"+ (n + 1) (2* + « + 0) z + (n + tfz^

- (;>+ l)

^
;>4' l)

(2 * + « + ß) (u + *) + (ü + (« + *)«] ,

oder roducirt

:
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Von Professor Simon Spitzer. 257
^^^^^^^

(*+ «) (*+ß) + (» + 1) (2x+ a+ ß) z'+ (« + i)
1 z=

4 y j/(«<—«n«- p)(M +*) 2 "+5L

_2(a+ /S)(H+l)«+ «jS(2w+ 3)].

Nun ist

4 J j/(„ - a) («— ß) (u— L

-2(«+ /?)(« + l)« + «0(2» +
3)J==

—^ -

(w +
was sowohl für «=« als auch für «= /3 Null wird, somit ist

4 du

et
/(«— •)(«— («+ *)

2w+

1

ein Integral der Gleichung 12).

Ebenso erhalte ich unter Annahme von

t-Ll—'H—» -—

-

J tt X
a

j/(u-a)(u-ß)(u + xy*+l

%r z und z" folgende Ausdrücke

:

2« + l / (»,-«)(«— fl)
du =*— T~J 9

u + x 'Y{u-*)Au-ß)(u + x)'l»*i

du/J Y(u— a)(u-ß)(u + x?"+*'

ß
„ (2 n + t) (2 n + 3) /* (m - «) ("— £) <* M

2 ~ 4 J 9 u+ x 'j/(u— a)(u— ß)(u + xy*+>
et

/ du
+ 2(n+iy

j/ör
-

a)(tt_ j3)(M + a:)
2«+5'

somit ist:

(*+ «) (* + |3)z''+ (« + l)(2a:+ «+ j3)z' + + =

r„ + n / («-«)(«-^ d_ r /(
u-a){u-ß)l du

. /4(a:+«)(x + ^— («+ aO(2«+ « + /i)

»
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oder reducirt:

(x + a) (x + ß) t"+
(M + 1} (2x + a+ ß)t+ (n + *=

+ (» + 1)
/'2

(

* + " } (jr+^.Z^! + a
> (*^+«_+ /*) du

Z Vi**— «) 0 - /?) («+ ^)
2«+^

und diess gicbt weiter behandelt:

(JC + «)(^ + W*'*+(» + l)(2*+ « + /|)*'+(Ä+

j /* («t +fi
- 2 «)+ * (1+ 2 h)- 2 tt («j. gjg+ 1) + tt

ff (3 + 2 ,t
)

/ «j + *)*"+*
du

was dem früheren zu Folge gleich Null ist.

Die Gleichung

1

2

) (*+ «) (*+ ß) z"+ (» + 1 ) (2x+ a+ ß) z + („.+
1
)« *= o

,

deren completes Integral

J
13) f-

J j/(u~a)(u— ß)(u+ xy»+i

ß

U u + x }/(u-a)(u-ß)(u+xy»+i
ist, und welche aus der Gleichung 5) hervorgeht, wenn man in selber

^=2. « —
(
R + i)

setzt, gestattet eine Transformation , die ich noch durchzuführen beabsich-
tige. Setzt man in 12)

(* + «)(*+« = *,
so ist

y'=(2* + « + 0)£!

und da alsdann

(2* + « + «»= 4 { +(«-/?)«
ist, so hat man

:

14)S [(4£+(a-mg^
welche Gleichung also ebenfalls ein Integral mit einem logarithmischen Be-
standteil versehen hat, ferner erhält man die Gleichung 14) beliebig oft
differenzivend, Differentialgleichungen von ähnlicher Art.
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Ich habe bis jetzt von der Gleichung 5) in mehreren speciellen Fällen
ein logarithmisches Integrale angegeben, und ich will nun die Gleichung 5)

in dem, die früheren Fälle umfassenden allgemeinen Falle betrachten , wo
A+B= l

ist, A und B aber beliebige positive Zahlen bedeuten. Die Gleichung 5)
ist albdanu

Ift) (x + a)(x+ß)y'-[(B+ m-l)(x+a)+(A+m-l)(j:+ß))z'+m*y= o,

uud hat zum Integrale :

a

•/ u+x
a '

unter C
t
und C, willkührliche Constante verstanden.

Dass das erste particuläre Integrale genügt, ist wohl von selber klar,

ich habe daher nur darzuthun, dass auch

(

y=z((u-ay-i (u-ß)*-* (u + *)» log fr—)("-/») du
*s u + x
« .

der Gleichung 15) Genüge leistet. Es ist:

y'= mj[u— «)
'

-

1 (u— ß)
»

~

1
(«+*)» ~ i log ^

<* u

—j(!i—*y-i{u-ß)*-i (u+x)»-i du,

a

>"= m (m- l)f{u—ay-*{u-ß)»-i {u+vy*-*log^£~® du

a

+ (l—2m)J(u-ay-*{u— ß)*->(u+x)'»- 2 du,

a

und folglich hat man: *

(x+ «) (x+ ß)y"~ [(B+ m- 1 ) (x + «) + (
A+m- 1 ) (x+ jS)J y'+ m« y=

m)/o/^X^\ jL
[(tt
_ a)^(w_ /5)^(„+a;)«-i] rfK

«

- «)
A~ l (u— ß)

B~
« (u+ *)'* - 2 [(l— 2 m) (*+«) (* + 0)

«

+ (fl-p-m - 1) (x + «>(*+ «) + (A + m— + ß) (x+ «)] </«,
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oder nach vorgenommener Reduction, unter steter Berücksichtigung, dass

A + ß=l
ist,

{x+ «) (x+ ß)y"- [(B+ m- 1 ) (*+ «) + (A + m— 1) (*+ ß)} y + m*y=

a

/+ / (M-jS)^-1 (M-/3) fl- 1 ("+-p)
w"2

[^(^/3+ ^a+2»«M-M-a»i-/3»i)

a

-j_ (a ß— 2ußm -\- Aßu + Bau+ aum-t~ßum— ßu— au)]du.

Da nun für positive Werthe von A und B folgende Gleichung stattfindet

:

ß

mf'°9
{U

~u+T
ß)

'fuK— " »'(« + rf '<
=

a

— mj{u— a)A~* (m— ß)
ß- 1 (u+ 1

[(«— ß) {u+ x) + (u— a) (w +.r)

«

— (m— «)(«— /?)]<*«,

so hat man, diess gehörig benutzend und reducirend,

(.r + «) (x+ y"— [(* + »»— 0 (* + «) + {A+ — 0 (*+M ar'+»f
y=

— — o)^- 1
(« — (u + ar)"-* (i<— ß) (u+x)+ B(u— a\(u+ *)

et

+ (w— 1) (m— «) (t<— 0)] rft/.

Der zweite Theil dieser Gleichung ist Null , weil das unbestimmte In-

tegrale den Werth
— («— tty(u—ß)*(u+x)'— 1

hat, der sowohl für w= a als auch für u=ß verschwindet.

Bevor ich weiter gehe, bemerke ich noch, dass Differentialgleichungen

von der Form

16) (mx*+nx)y"+(px>+q)y'+rxy=0
sich durch Substitution von

in Gleichungen der eben untersuchten Form verwandeln, und dass die zwei

Gleichungen, welche in derTheorie der elliptischen Functionen vorkommen

:

x (1— x*)y"+ (1— 3**) y'— xy= 0,

x (1— x*) y"+ (1— ä") y + x y= 0

speciclle Fälle der Gleichung 16) sind.

Ich wende mich nun an die Untersuchung des speciellen, bisher noch

nicht besprochenen Falles, wo der erste Coefficient der Gleichung ein voll-

kommenes Quadrat ist, wo man also die Gleichung
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17) (x+ o)« y" + («* + r) y + ,y= 0

zur Integration vorliegen hat.

Für x -f a= | geht dieselbe über in

18) ?y"+(al; + b)y+c,j= 0

und ist jetzt ein specieller Fall folgender, vom Herrn Petzval integrirten

Gleichung

:

*V+ x (J
t + B

t
*-) y'+ (A0+ B0

»- + C0 y= 0

(siehe dessen Werk 1. Band, Seite 105). Setzt man in dieser

m=— 1, #o =rCo= 0,

so hat man

welche vollkommen mit der Gleichung 18) übereinstimmt.

Durch Einführung einer neuen
,
unabhängig Variablen / mittelst der

Substitution

x

kommt man zu der Gleichung

:

«•^ + [(2 — 4)'— «. '
f]^ + ^y=o f

welche für

y= t
k z

unter fr eine Wurzel der Gleichung:

fr*+ * (l — A
x ) + 4,= 0

verstanden, folgende Form annimmt:

somit eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, mit Coefficienten, die

bezüglich der unabhängig Variablen der ersten Potenz angehören. Ich

habe mich mit solchen Gleichungen vielfach beschäftigt, und Integrale der-

selben unter verschiedenen Bedingungen aufgestellt. So ist z. B. in dem

Falle, wo
k> 0 und k+ 2> A

t

ist

Bt

=j

e

ut u k- 1 (u — B^+^-^t du,

somit

B\
u

0
ein Integral der Gleichung 19).
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Wenn man umgekehrt y in folgende Form voraussetzt

:

m

20) y=— / ex+a uJ-l (U
— m)B-idu

0

und die Differentialgleichung zweiter Ordnung sucht, die durch diesen

AVorth befriedigt wird, so hat man:

m

0
m

0
7«

__ j> r^ M^-. (M_ m) ir-. d u
(x + ay+'J

0
m

+ (T^K/'
i^"''

("—)*—-
0

m

und somit:

(x + ay+*J '

0

0

+ ^/ (A+ 1) A'f (*+ o)»— (x + «)« AT, m — A (*+ «)
s A*

t + (* + «)
4
A'oJ du.

Setzt man
a, = (*+ «)«,

so gestattet obige Gleichung eine Reduction in folgender Weise:

m

fe*** « ("- W
)
Ä" 1

t
M'+ * + *)(*+ «) u

0

+ ./(,4 + i)(;r+ a)«-- A> - ^(*+«) Xt + (x + ayX0]du

und lässt man einstweilen die Integrationsgrenzen ausser Acht, so kann

man den zweiten Theil dieser Gleichung gleich

21)
1 ^r« u A (u _ m) B

(x

+

annehmen, und A"0 A', dermassen- bestimmen , dass wirklich identisch diese

vorausgesetzte Gleichheit besteht. Denn man hat die Gleichung
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_L^JV+«^-, (M _ m)B-x [tt
,+2 (A+l)(x+ a)u+A(A+l)(x+ a)* -

- X
t
u -A(x + a) Ä\ + (x+ «)* X0] du = (« - «)»

nach « differenzirend und alsdann reducirend:

u*+2(A+\){x+a)u+A(A+\)(z+*y—X
t
H—A(x+a)X,+(x+ ttyX0=

u(u— m) + 4 (u— m) (.r+or) + Bu(x+a),
woraus nach weiterer Re.duction folgen:

2 (.4+ 1) (x + a) — X
x
= — m -f (A + Ii) (x + a)

^ + I) (j- + a) — A X
t + (x+ a) X0= — ^ m.

Es gehen hieraus hervor:

X
t
= m + (A — ß + 2)(.r + «)

somit genügt der Differentialgleichung:

22) (* + «)V+ [m + — 0 + 2) (* + •)] y'+ ^ (I - B) t, =z 0

das Integrale:
rn

w

(* + «)V
0

nur müssen A und Z? positiv sein, weil sonst der Ausdruck 21) für u~ 0

und u = m nicht Null würde. Sollte zugleich

A + B= l

sein, so hat man für die Gleichung 22) folgendes complete Integrale:

m
^

0
m

0

Man kann nun auch sehr leicht für die Gleichung 22) in andern Fällen

das complete Integrale aufstellen , denn die Gleichung 22) geht durch die

beiden Substitutionen

X + et

über in

:

deren complotes Integrale sich angeben lässt, und ist dasselbe

* = ClVl (t) + Ct <p7 (/),

so hat man für das complete Integrale der Gleichung 22)
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X.

Vorläufige Mittheilungen

über die

Ergebnisse vergleichender Versuche über den Ansfluss der

Luft und des Wassers unter hohem Drucke.

Angestellt im Sommer 1856

von

Bergrath Professor Julius Weisbach.

(Ans der Zeitschrift „Der Civilingenieur," Neue Folge, V. Hand, I. Heft.)

f Ueber den Ausfluss des Wassers, sowie über das Ausströmen der

Luft unter hohem Drucke sind bis in die neueste Zeit umfassende Versuche

nicht angestellt oder wenigstens nicht veröffentlicht worden. Gleich-

wohl ist es für die praktische Anwendung sehr wichtig, zu wissen, ob

die durch Versuche bei kleinem Drucke erprobten Ausflussgesetze bei

höheren Drücken ihre Giltigkeit behalten, ob namentlich hier noch die

Contractionserscheinungen und Reibungsverhältnisse dieselben sind, wie

beim Ausflusse unter kleinem Drucke. Insbesondere it>t die Ausführung

von Versuchen über den Ausfluss der Luft unter höherem Drucke deshalb

besonders wichtig, weil nur durch dieselben darzuthun ist, welches Gesetz

bei diesem Ausflusse obwaltet. Haben wir doch über den Ausfluss der Luft

aus Gefässen dreierlei Formeln (siehe meine Ingenieur- und Maschinen-

mechanik Band I, Seite 881 u. flg) , wovon doch gewiss nur eine richtig ist

und den Erfahrungen entsprechen kann! Auch weichen die von verschie-

denen Experimentatoren gefundenen Ausflusscoefficienten der Luft so sehr

von einander ab (siehe Hülsse's allgemeine Encyclopüdie Band I, den von

mir bearbeiteten Artikel ,, Ausfluss," Seite 622, 620 u. flg.), dass man in

Zweifel geräth, welche von diesen Erfahrungszahlen in vorkommenden

Fällen der Praxis anzuwenden sind.

Es war nun schon längst meine Absicht, diese Unsicherheit dnreh Aus-

führung von neuen und umfassenden Versuchen zu beseitigen und dadurch

dem Praktiker ein sicheres Mittel zur Bestimmung der Ausflussmongen der

Luft unter gegebenem Drucke zu verschaffen, und ich hoffe, dass mir diess

endlich durch die im Sommer 1856 angestellten und nun berechneten Ver-

suche gelungen sei. Dieselben sind mit den verschiedenartigsten Mund-

stücken und Röhren, sowie bei sehr verschiedenen Drücken von bis zu
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2£ Atmosphären angestellt worden. Um die Aasflussverhältnisse der Luft

mit denen des Wassers direct vergleichen zu können, habe ich mit densel-

ben Mundstücken und Köhren und unter fast gleichen Drücken auch Ver-

suche über den Ausfluss des Wassers angestellt. Die meisten älteren

Versuche sind bei viel kleinerem Wasserdrucke angestellt worden, da selbst

l>ei den Versuchen der Michelottis die grösste Druckhöhe nur 21 Pariser

Fuss betrug, und nur nieine in Land I des Ingenieurs (Seite 558) veröffent-

lichten Versuche bei 12 Atmosphären Druck machen hiervon eine Aus-

nahme. Da die letzteren Versuche nicht umfassend genug ausgeführt wor-

den sind, so möchten daher die 1850 ausgeführten Versuche über den Aus-

fluss des Wassers unter l bis 2 Atmosphären Ueberdrnck nicht ohne Werth

und Interesse sein. Nebst diesen Versuchen habe ich Auch noch mehrere

vergleichende Versuche über den Luft- und Wasserstoss, sowie auch

solche über die Höhe s p r i n g e n d e r S t rali 1 e n angestellt. Sämmtliche

vergleichende Versuche über den Ausfluss der Luft und des Wassers werde

ich ausführlich im dritten Hefte des schon im Jahre 1812 begonnenen Wer-

kes „Untersuchungen im Gebiete der Mechanik und Hydraulik" beschrei-

ben und hiervon im Folgenden nur die Hauptergebnisse mittheilen.

A. Versuche über den Ausfluss des Wassers.

Die hierher gehörigen Versuche über den Ausfluss des Wassers sind an

einer eisernen Wasserleitungsröhre von 18^ Zoll (sächs.) Weite mit circa

60 Fuss Druckhöhe angestellt worden. Diese Röhre (siehe den Kalender

für den Sächsischen Berg- und Hüttenmann, Jahrgang 1840, Seite 20) führt

in der Nähe der sogenannten Altväterwasserleitung pro Minute 200 Cubik-

fuss Wasser aus dem rothen Graben quer über das Münzbachthal, und den

Gehängen desselben folgend, in den oberen Aufschlaggraben der Grube

Churprinz Friedrich August Erbstolln. Der Theil dieser Röhre, welcher

in der Thalsohle liegt, enthält ein Seitenrohr, und an dasselbe habe ich ein

sich allmälig erweiterndes Ausflussrohr angeschraubt. Das weite Ende

dieser Röhre wurde durch eine eiserne Platte verschlossen, welche in der

Mitte ein Loch enthielt, worin sich, genau wie bei dem hydraulischen Ver-

suchsapparat (siehe meino Experimentalhydraulik, Seite 5), die verschiede-

nen Mundstücke und Röhren einsetzen Hessen, während seitwärts in das-

selbe ein bleiernes Rohr einmündete, welches nach einem als Piezometer

dienenden Gefässmanometer mit Quecksilberfüllung führte. Dieses Instru-

ment gab den Druck des Wassers unmittelbar vor seinem Ausflusse durch

die Höhe einer Quecksilbersäule an*, und es war daher nicht nöthig, die

Tiefe der Ausflussmüudung unter dem Wasserspiegel auszumessen und die

in Abzug zu bringenden Widerstände in der Leitungsrohre auszumitteln.

Zum Schlüsse habe ich endlich auch noch mit denselben Mundstücken

Versuche über den Aussfluss des Wassers unter kleinem Drucke in der Art,

wie in der „Experimentalhydraulik" angegeben wird, ausgeführt.
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Die Hauptergebnisse dieser Versuche Uber den Ausfluss des Wassers

unter hohem Drucke (bei circa 17 Meter Druckhöhe) sind folgende:

Bei Kreismündungen in der ebenen dünnen Wand von 1 bis

2,5 Centimeter Durchmesser ist der Ausflusscoefficient

,K =0,632 bis 0,004;

bei einer Kre isinündung in der conisch convergentenAVand mit

dem Convergenzwinkel von 100 Grad, von 1 Centimeter Durchmesser, fiel

(i= 0,710 aus,

und bei einer solchen in der conisch divergenten Wand mit dem

Divergenzwinkel von 100 Grad stellt sich

(i— 0,504 heraus.

Diese Ergebnisse sind ganz conform mit den Resultaten der Ausfluss-

versuche unter kleinem Drucke und weichen von diesen auch nur wenig ab.

Mittelst einer kurzen cylindrischen Ansatzröhre von 1 Centi-

meter Weite und 3 Centimeter Länge war ein Ausfluss mit gefülltem Quer-

schnitte nicht zu erlangen, eben so wenig danu, als man durch eine gleiche

Ansatzröbre die Länge dieser Röhre verdoppelt hatte.

Nachdem man endlich diese zusammengesetzte Röhre mittelst eines

dritten cylindrischen Ansatzstückes von 1 Centimeter Weite und 3 Centi-

meter Länge neun Mal so lang als weit gemacht hatte, erhielt man zwar

einen scheinbar vollen, jedoch mit starken Pulsationen verbundenen Aus-

fluss, es fiel aber der Ausflusscoefficient /* nur 0,732 aus.

Um einen Ausfluss mit gefülltem Querschnitte und ohne bemerkbare

Pulsationen und in parallelen Fäden zu erlangen, musste die den Druck

vor der Ausmündungsebene messende Druckhöhe durch Stellung des Hah-

nes in dor Zuflussröhre von 17 auf 5 Meter vermindert weiden. Es stellte

sich dann

,4 = 0,772,

und, nach Abzug der Reibungen in den beiden Ansatzstücken,

|n= 0,818

heraus, wie auch ungefähr bei Versuchen unter kleinem Drucke , bei circa

1 Meter Druckhöhe, gefunden wird.

Eine einfache cylindrisc he Röhre von 1 Centimeter Weite und 3

Centimeter Länge mit inwendig abgerundetem Rande (siehe Experimontal-

hydraulik Figur 46, Seite 83) gab , bei 17 Meter Druckhöhe , den Ausfluss-

coefficienten

p= 0,970.

Ganz ähnlich verhielt sich der Ausfluss des Wassers durch eine kurze

cylindrisc he Ansatzröhre von 1,41 Centimeter Durchmesser und der

dreifachen Länge. Auch hier war bei 17 Druckhöhe ein voller Ausfluss

nicht zu erlangen. Erst nachdem man diere Röhre durch ein gleiches cy-

lindrisches Ansatzstück doppelt so lang gemacht hatte, erhielt man bei
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Drnckhöhen unter 13,3 Meter einen Austiuss mit gefälltem Querschnitt, und
es ergab sich : für

h= 11 Meter, p s* 0,813,

sowie für

k= 8 Meter, p = 0,822.

Eine cylindrische AnsatzrÖhro von 2,44 Centimeter Weite^und

7,32 Centimeter Länge gab, nachdem man sie ebenfalls durch Ansatzstücke

auf das Dreifache verlängert hatte, unter 17 Meter Druckhöhe vollen Aus

fluss und

ju s= 0,815.

Auffallend gross sind die Ausflusscoefficienten für conoidische und

couisc he Köhren ausgefallen; es ist diesem zufolge anzunehmen, dass

hier bei hohen Drücken das Wasser fast ganz mit der theoretischen Ge-

schwindigkeit ausfliesse, also die Erfahrung der Theorie entspreche.

Ein conoidisches Mundstück von 1 Centimeter Ausmündungs-

weite (Experimentalhydraulik, Figur 22, Seite 41) gab einen schönen kry-

stallähnlichen Wasserstrahl und führte auf den Ausflusscoefficienten

1*= 0,994;

ferner eine kurze conische Röhre von derselben Mündungsweite und

7 Grad 9 Min. Convergenz, wies

H= 0,981

nach, und eine ähnliche Röhre mit innerer Abrundung (siehe Experimen-

talliydraulik, Figur 50, Seite 88) gab

p= 0,989.

Eine längere conische Röhre, inwendig abgerundet, 10,5 Centimeter

lang, in der Ausmündung 1,4 und in der Einmündung 3,8 Centimeter weit,

führte auf den Werth

fi = 0,987

für den Ausflusscoefficienten.

An dieselbe Röhre ein conisches Ausmündungsstück von 1 Centimeter

äusserer Weite und 5 Grad 44 Min. Convergenz angesetzt, gab den Aus-

flusscoefficienten

fi = 0,994.

Um den Reibungswiders tand des Wassers bei grossen Ge
;

schwindigkeiten zu erproben,. sind Versuche über den Ausflnss durch Glas-,

Messing- und Zinkröhren, von verschiedeneu Weiten und Längen angestellt

worden. Durch dieselben wird die Richtigkeit oder Zulänglichkeit der in

S. 390 meiner Ingenieur- und Maschinenmechanik aufgestellten Erfahrungs-

fonnel uud der hiernach berechneten Tabelle (S. 397) , sowie auch das all-

mälige Abnehmen der Coefficienten der Wasserreibung bei wachsender Ge-

schwindigkeit des Wassers nachgewiesen.

. Für eine Glasröhre von 1 Centimeter Weite und 2 Meter Länge ergab

sich, nach Abzug des Widerstandes beim Eintritte, der Widerstandscoefficieut

Zeitschrift f. Mathematik u. I'hysik IV. 18
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£= 0,01815,

wobei die mittlere Geschwindigkeit »= 8,514 Meter betrug; sowie für eine

solche Röhre von 1,43 Centimeter Weite und 1,706 Meter Länge,

£= 0,01865

gefunden wurde, wobei die mittlere Geschwindigkeit den Werth t>= 10,178

Meter hatte.

Eine glatte MessingTöhre von l Centimeter Weite und 2 Meter Länge

gab bei

v = 8,637 Meter, £= 0,018695,

nnd dieselbe abgekürzt bis 0,685 Meter Länge, führte bei

v= 12,320 Meter, auf f r= 0,01784.

Die Hauptergebnisse der Versuche an den übrigen Röhren sind mit

den vorstehenden Resultaten in folgender Tabelle zusammengestellt:

Bezeichnung der Röhre«.
Weite

der Röhre.

Geschwindig-

keit des

Wassers in der

Röhre.

Reibungs-

coefficient £.

Engere Glasröhre . . . 1,03 Cent.-M, 8,51 Meter. 0,01815

1 Weitere Glasröhre . . 1,43 >» 10,18 0,01865

Engere Messingröhro . . 1,04 »i 8,04 >»
0,01869

Desgl. kürzere .... 1,04 >» 12,32 H 0,01784

Weitere Messingröhre 1,43 » 8,66 »1 0,01719

Desgl. kürzere .... 1,43 » • 12,40 » 0,01736

Weitere Zinkröhren . . 2,47 it
3,19 t» 0,01962

Desgl. kürzere .... 2,47 4,73 »1
0,01838

1 ,, noch kürzere . 2,47 » 6,24 » 0,01790

„ noch kürzere . . 2,47 9,18 1» 0,01670

Es ist wohl kaum nöthig, zu bemerken, dass diese Coefficienten der

Formel

d 2g .

entsprechen, worin

h die Druckhöhe,

/ die Röhrenlänge,

d die Röhrenweite und

v die mittlere Geschwindigkeit des Wassers in der Röhre be-

zeichnet.

Die Tabelle der Reibungscoefficienten auf Seite 749 meiner Ingeuieur-

und Maschinenmechanik, dritte Auflage, giebt für
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v= l Meter £— 0,0239,

t^2 „ £= 0,0211,

*—3 £= 0,0199,

*> = 4 „ £=0,0] Ol,

.
= 5 „ £-=0,0187.

,

•

Ks ist also die L ebereinstimmung eine ziemlich grosse.

Endlich sind auch Uber die W i d e r stä n d e in Knie- und Kropf-
röh ren einige Versuche unter hohem drucke, oder vielmehr hei grossen

Ausflussgeschwindigkeiten, angestellt worden.

Kinn rechtwinkelige Knie röhre von 00° Ablenkung und I Centimeter

Weite (siehe Figur 84, Seite l r> l der Experiinentalhydraulik) g;n>, nach

Abzug der übrigen Widerstände, den Coeffieienten des Kniewiederstandes,

£= 1,9597, wogegen er an jener Stelle der Experiinentalhydraulik für

// ---(),M) Meter £= 1.002

gefunden wird.

Für eine Kropfröhre von 00 Grad Ablenkung und 1 Centimeter

Weite (siehe Figur 92, Seite 158 der Experimentalbydraulik) ergab sich bei

A= 17 Meter £=0,205,

während die Experiinentalhydraulik, Seite 158, für

h— 0,899 Meter £—0,378
angiebt.

Ueber mehrern andere derartige Versuche wird erst die angekündigte

Monographie Bericht erstatten.

B. Versuche Uber den Ausflnss der Luft

Zu den Versuchen über das Ausströmen der Luft wurde ein Dampf

-

kessel von circa l£ Meter Weite und 5 Meter Lunge angewendet, welchen

ich au diesem Zwecke auf den Hof des Königl. Amalgamirwerkes zu Haia-

brücke schaffen und vor dem dasigen Druckwerke aufstellen liess. Dieses

Druckwerk diente dazu , den Kessel vor jedem Versuche mit comprimirter

Luft anzufüllen. Nach jedesmaliger Füllung wurde der Kessel durch ein

luftdicht abschliessendes Ventil ganz von dem Druckwerke abgesperrt, der

Manometerstand abgelesen, fernor die Ausflussmündung eine Zeit /, z. B.

1 Minute lang, eröffnet, und, nachdem man diese Mündung wieder verschlos-

sen hatte , der Manometerstand von Neuem beobachtet. Zu gleicher Zeit

luass man .auch noch durch ein in den Kessel hineinreichendes Thermome-

ter die Temperatur der Luft im Kessel, sowie an einem in der Nähe des

Kessels aufgehangenen Barometer den äusseren Luftdruck. Mit Hilfe der

Manometerstände h und /<, und des Barometerstandes h liess sich aus «lern

Fassungsraume V des Kessels das in der Zeit / ausgeflossene Luftqnantuin,

gemessen unter dem äusseren Drucke,

r, = f--A-)r,

18 *
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%

sowie das Ansflnssquantnm- pro Secimde

berechnen.

Bezeichnet noch ft den Ausflusscoefficienten , d. i. das Verhältnis» der

effective» Ausflussmenge Q t
zum theoretischen Ausflussquantum (), welches

sich nach der zu Grunde zu legenden Ausflussformel berechnen lässt, so

kann man durch den Ausdruck

den dem ausgeführten Versuche entsprechenden Werth des Ausflusscoeffi-

cienten berechnen.

Der Fassungsraum V des Kessels wurde durch Anfüllen mit Wasser

und Aichung des Füllwassers in einem besonderen Aichgefässe bestimmt.

Die in diese Formel einzuführenden Werthe der Manometerstände

Hessen sich aber nicht ohne Weiteres beobachten ; da die Luft beim Ein-

pressen in den Kessel eine namhafte Temperaturerhöhung, und dagegen die

im Kessel zurückgebliebene Luft bei ihrer Ausdehnung während der Aus-

strömung eine ansehnliche Temperaturverminderung erlitt, so blieb der

Manometerstand sowohl nach dem Einpressen der Luft, als auch nach dem

Ausflüsse nicht auf einerlei Höhe, sondern es sank der erstere durch Ab-

kühlung an der Kesselwand so weit herab, und es stieg der letztere durch

Zuführung von Wärme an der Kesselwand so hoch, bis sich die Tempera-

tur im Kessel mit der der Kesselwand, oder vielmehr der der äusseren Luft

ins Gleichgewicht gesetzt hatte. Jenes Sinken und dieses Steigen des

Manometerstandes der Luft im Kessel dauerte 20 Minuten und länger und

betrug 2 bis 5 Centimeter. Es konnte natürlich der Ausflussversuch nicht

eher beginnen, und ebenso jeder Versuch nicht eher als beendigt angesehen

werden, als bis der Manometerstand ein constanter geworden war, und sich

folglich das Gleichgewicht zwischen der inneren und äusseren Lufttempe-

ratur hergestellt hatte. In der angegebenen Formel ist natürlich für h die

Grösse des constant gewordenen Manometerstandes vor, und für h
t
die

Grösse h t des constant gewordenen Manometerstandes nach dem Ausflusse

einzuführen. Zur Berechnung der Versuche war es aber auch nöthig, den

Manometerstand A, unmittelbar nach dem Verstopfen der Ansflussmttndung

zu beobachten.

Während des Ausströmens geht die Pressung der ausströmenden Luft

aus* der inneren Pressung

P t
= (* + A) y

in die äussere Pressung

/>=(o+A,)y
Über, und hierbei kann man nun voraussetzen,
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1) dass die Dichtigkeit des Luftstromes eonstant, oder

2) dass die Temperatur desselben unverändert bleibt, oder

3) dass sich Dichtigkeit und Temperatur desselben zugleich ver-

andern.

Sind r, uud r die Temperaturen der Luft vor und nach dem Ausströ-

men, und bezeichnet ö den bekannten Ausdchnungscoefficient
,
=0,00307

der Luft, so hat man unter der ersten Voraussetzung (siehe meine Ingenieur-

und Masch iuenmechanik, Seite 676, dritte Auflage)

. 1 HH_, P_

und daher

i + d rs= (i + ÄT|) t.
Pi

Wäre nun ». B. die Pressung der Luft vor dem Ausströmen doppelt so

gros« als nach dem Ausströmen, also =- 2, so hätte man

H-dt= i(l+or,),
daher

St, — 1 t.*_-_«^-_^_ 136,35,

und für t, = 20 Grad

:

T= — 126,25 Grad.

Es würde also in diesem Falle die ausströmende Luft eine ansseror-

dentliche Kälte entwickeln, bei welcher das Quecksilber zum Gefrieren

käme. Durch Thermometer lässt sich die Temperatur einer bewegten

Flüssigkeit nicht messen , weil dieselbe durch die Wärroeentwickelung bei

dem Stosse und der Reibung der Flüssigkeit an dem Thermometer sogleich

wieder erhöht wird. Die Kälte der unter hohem Drucke ausströmenden

Luft war jedoch bei unserer Luftausströmungsversuchen daran zu erkennen,

dass sich bei einer äusseren Lufttemperatur von 20 Grad, das Wasser so-

gleich in Eis verwandelte, wenn es während des Ausflusses mit der äusse-

ren Wand der Ausflussröhre in Berührung gebracht wurde. Dieser erste-

ren Voraussetzung zu Folge ist die Ausflussgeschwindigkeit der Luft

:

wobei Yt die Dichtigkeit der inneren Luft bezeichnet.

Nun ist noch —1 =. 7054 (1 + dt,), daher hat man auch
Yi _____ _

v= 89,19^2 9 (1 + d 1) (l — = mj/{l + dx) (l -

Meter (siehe meine Ingenieur- und Maschinenmechanik, Seite 895).

Bezeichnet mm noch F die Grösse des Querschnittes der Ausfluss-
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mündung, so erhalt man für die unter dem Drucke p und mit der Dichtig-

keit y, ausströmenden Windmenge pro Secunde:

<J t
^= Fv == 395 FjAj. + ö t) (l— ~) ,

und, auf deu äusseren Luftdrück p reducirt,

/;
i

oder

Cubikmeter, wobei A den Manometer- und b den äusseren, also b h den

inneren Barometerstand bezeichnet.

Diese Ausdrücke gelten natürlich nur für den Ausfluss der Luft unter

constantem Drucke; nimmt aber, wie bei unseren Versuchen, der Druck all-

mälig ab, ist also auch die Ausflussgeschwindigkeit v variabel, so inuss man
nach der Methode der Quadraturen einen mittleren Werth von Q bestim-

men, und denselben in die Formel:

fh-h,\ V

einsetzen, um mit Hilfe derselben den Ausflusscoefficienten p berechnen

zu können.

Unter der zweiten Voraussetzung ergiebt sich für die Ausflussgeschwin-

digkeit der Ausdruck
/

—
/ " "\ ' •!-•*»,' :: [

y \p/
und daher die theoretische Ausflussmenge, gemessen unter dem äusseren

Drucke,

{t F /> = 395 Fl/ (1 +jt) In.
\J~ )

- imFj/ f i+ öt) /.».(' y
Ä

)

Cubikmeter.
,v,„ t ^ V **,

Für unsere Versuche, wo wir es mit einem variablen Manometerstande

zu tbun hüben, ist natürlich ebenfalls erst ein Mittelwerth von v oder 0 zu

ermitteln, um hiernach den Anstiusscoef ficienten h berechnen zu können.

Da beobachtet wurde, dass sich dio Luft bei ihrem Ausströmen bedeu-

tend abkühlt, so ist zu erwarten, dass die Rechnungsergebnisse nach dieser

Formel bedeutend von der Erfahrung abweichen, wie auch durch meine

Versuche nachgewiesen worden ist.

Der Wärmelehre zufolge, ist mit einer plötzlichen Dichtigkeitsverän-

derung einer gewissen Luftmenge auch eine momentane Veränderung der

Temperatur derselben verbunden, und zwar nach dem Gesetze,
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1+ ör \y/ '

worin t die der Dichtigkeit y, sowie

T| die der Dichtigkeit y, entsprechende Temperatur

und « eine Erfahrungszahl bezeichnet.

Da .

Pt _ t + 5 *i Vi

p \ + 6t '

y
ist, so hat man auch

M?)>(r'-(?)"
wenn man noch « -f- 1 — x setzt.

Die Zahl x ist das Verhältnis« 1,42 der speci fischen Wärine der

Luft bei gleichem Drucke zu der bei gleichem Volumen.
Endlich folgt auch

X— 1 0,42 21^ .

1 + dr,
" W \pj VpJ \pj

Nimmt man beispielsweise, wie oben und wie auch bei unseren Ver-

suchen oft vorgekommen ist, Pt =2p au, so erhält man

und für die anfängliche Temperatur r, = 20°,

1,0734
t,+är=rm5= 8 >
744

daher die Temperatur nach der plötzlichen Ausdehnung:

T
^8744-l=_0^7 ^_12557 =

0,00307 0,00307 307

wogegen oben unter der ersten Voraussetzung, für denselben Fall, der sehr

unwahrscheinliche Werth

t= — 120,25 Grad

gefunden worden ist.

Aus diesem dritten Principe folgert sich für die Ausflussgeschwindig-

keit der Luft:

(siehe meine Ingenieur- und Maschinenmechanik, Band I, Seite 821, dritte

Auflage).

Ist wioder F der Inhalt der Ausflussmündung, so hat man das unter

dem äusseren Drucke p, unter der Dichtigkeit
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und mit der Temperatur
X — i

<! + «..)(£)"

ausströmende theoretische Windquantuin pro Secunde

:

9t-„-,j/, f
fi.-£-(.-(£)V

).

folglich das unter dem inneren Luftdrücke p, bei der Dichtigkeit y, uud

Temperatur t, gemessene Luftquantum :
•

0i= 1
0t = (-)*(?.

Y\ \P>/

und endlich das unter dem äusseren Drucke p bei der gegebenen Tempe-

ratur tt
und der Dichtigkeit — . y, gemessene Luftquantum

:

Pt

worin für das Metermass

j/lg ^ = 305 y\ + öt,

zu setzen ist.

Wenn man nach dem letzten Principe beim Ausflnss mit variablem

Druck , wie z. B. für unsere Versuche, die Ausflnssmenge bestimmen will,

so muss man durch wiederholte Anwendung der letztern Formel einen Mit-

telwerth von Q berechnen, sowie auch noch wegen der beim Ausström|n

der Luft statthabenden Abkühlung im Kessel eine besondere Correction

anbringen.

Fuhrt man die Manoraeterstände und den Barometerstand in die Formel

für Q ein so erhält man den Ausdruck

0=3^(^//-^ (1+Jll)(.-(^r).
Bei einem variablen h gilt diese Formel nur für ein Zeitelement d/,

und es ist das entsprechende Ausflussquantum
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sowie umgekehrt, das eqdi Ausfluss von d 0 nötbige Zeittheilchen

:

.

Setzt man nun noch in der Formel 1) zur Bestimmung des Ausfloss-

coefficienten

:

^ \ Ä

statt h— Ä, das Element dh
t
und statt () / das Element d Q ein, so erhält

man den Ausdruck nbdQ= Vdh
y und daher für unsere Versuche folgende

Differenzialformel zur Bestimmung der Ausflusszeit t:

oder

dt

395 p Fbj/^—i ^ + 6 %

eo dass nun

395^^-^(1 + 0^)

uud daher der gesuchte Ausflusscoefficient

«*= j

folgt.

Die hier vorgeschriebene Integration ist bei Berechnung unserer Ver-

suche dadurch zu Stande gebracht worden, dass man h als Abscisse x und

1

als Ordinate y einer Curve angesehen und deren QuadraturJ ydx durch

Anwendung der Simpson'schen Regel bestimmt hat. Da die Anzahl der

Versuche eine sehr grosse war, so liess ich hiernach eine Tabelle anfertigen,

und man hatte dann zur Bestimmung des Werthes
J*y

d x nur eine ein-
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fache Interpolation zwischen den von der Tabelle gegebenen Werthen

nüthig.

21 5
Die Luftausströmungsversuehe selbst sind unter Pressungen von — bis -

Atmosphäre angestellt worden, und man hat hierzu da« bei den Versuchen

über den Ausfluss des Wassers gebrauchte Gefässmanometer angewendet,

jedoch dasselbe bei den Versuchen mit kleinen Pressungen mit Wasser ge-

füllt, um dadurch eiue längere Flüssigkeitssäule und daher auch ein ge-

naueres Ablesen an der Scala zu erlangen.

Um vor Allem das Ausflussgesetz der Luft zu prüfen, war es nöthig,

Ausflussversuche an gut abgerundeten conoidischen und conischen

Mundstücken anzustellen, wobei die Oontraction der Luftstrahlen weg-

fällt und daher auch nicht in Betracht zu ziehen ist. Wenn diese Versuche

auf Ausflusscoefticienten führen , welche der Einheit sehr nahe kommen,

dieselbe aber auch nicht überschreiten , so ist auch dadurch die Richtigkeit

der Ausflus8formcl , wonach diese Versuche berechnet worden sind , nach-

gewiesen.

Die Versuche mit dem conoidischen Mundstück von 1 Ccntimeter

Weite (siehe Figur 22, Seite 4« der Experimentalhydraulik) gaben, nach der

ersten Ausflussformel 3) berechnet, bei (^uecksilbermanometcrstäuden von

0,18 Meter bis 0,85 Meter

den Ausflusscoefficienten

Ii= 0,0ö3 bis 0,952.

Aus dieser grossen Verschiedenheit der Werthe von fi bei verschiede-

nen Druckhöhen ist die Unrichtigtigkeit oder die Unzulänglichkeit der zu

Grunde gelegten Formel 3) ohne Weiteres zu folgern.

In noch höherem Grade gilt dasselbe, auch von der zweiten Ausfluss-

formel 5), weil dieselbe auf Ausflusscoefficienten führt, welche die Einheit

überschreiten. Die dritte Ausflussformel 7) giebt dagegen für die angege-

benen Druckhöhen den Ausflusscoefficienten

ix = 0,965 bis 0,985,

und es ist sowohl aus der Annäherung dieser Werthe zur Einheit, als auch

aus der unbedeutenden Verschiedenheit derselben unter einander auf die

Richtigkeit dieser Formel zu schliessen.

Innen abgerundete kurze conische und längere conische
d üsenformige Mundstücke von verschiedenen Weiten gaben nur

wenig kleinere Werthe für den Ausflusscoefticienten, nämlich

p ~ 0,95 bis 0,97.

Für das Ausströmen der Luft durch Mündungen in der dünnen
Wand hat aber auch die letztere Formel bei verschiedener Druckhöhe sehr

verschiedene Ausflusscoefficienten geliefert. Es ist daraus zu schliessen,

dass die Oontraction der Luftstrahlen beim Durchgange durch Mündungen

in der dünnen Wand weit mehr veränderlich ist, als die der Wasserstrah-
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len, dass namentlich beim Ausflusse unter kleinem Drucke der Contractious-

coefticient am kleinsten ist, und dass dagegen derselbe um so grosser, als

die Contraction selbst um so kleiner ausfüllt, je grösser die Druckhöhe oder

Ausflnssgeschwindigkcit wird.

Durch die mittelst der Formel 7) berechneten Versuche ist gefunden,

* dass bei den Druckhöhen von 0,05 bis 0.85 Meter in Quecksilber, für Kreis-

mündungen von 1 bis 2,4 Contimeter Durchnfosser in der dünnen ebenen
Wand, der dem Ausflusscoefficienteu nahe gleichzusetzende Contractions-

eoefficient von

(i = 0,555 allinählig bis 0,787

wächst.

Bei Quecksilbermanometerständen von 0,25 bis 0,50 ergab sich ferner

für eine Kreismündung von 1 Contimeter Durchmesser in der dünnen
conischen convergenten Wand mit 100 Grad Convergenz:

(ti= 0,752 bis 0,793,

dagegen für eine solche in der conisch divergenten Wand von 100

Grad Divergenz

:

H= 0,500 bis 0,603,

und dagegen unter gleichen Umstanden für eine solche Mündung in der

ebenen Wand:
p — 0,660 bis 0,723.

Es hängt also hier, wie beim Auefluss des Wassers, der Contractions-

coefficient von dem Convergenzwinkel der Wand ab, worin die Mündung
ausgeschnitten ist.

Die Versuche Über den Ausflugs der Luft durch kurze cylindrische

Ansatzröhren gaben mit den durch Mündungen in der dünnen Wand con-

forme Resultate ; die Ausflusscoefficienten sind auch hier bei kleineren

Drücken kleiner und bei grösseren grösser, ganz der Theorie entsprechend

(siehe meine Ingenieur- und Maschinenraechanik , Band I, Seite 704, neue

Auflage).

Kurze cylindrischc Ausatzröhren von 1 bis 2,4 Ccntimeter

AVeite und der dreifachen Länge gaben bei den angegebenen Druckhöhen

den Ausflusscocfficientcn

p = 0,730 bis 0,833.

Eine kurze cylindrische Köhre von 1 Contimeter Weite und 3

Contimeter Länge, inwendig massig abgerundet, gab dagegen

p = 0,927.

Es wird also nicht blos beim Wasser, sondern auch bei der Luft der

Eintritt in Köhren durch Abrundung der Einmündung sehr erleichtert.

Eine conisch convergente Röhro ohne Abrundung, deren Con-

vergenzwinkel 2 Grad 7 Minuten betrug, und deren Durchmesser an der

Ausmündung 1 Centimeter mass, gab

p ^ 0,910 bis 0,964.
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Die Versuche über die Bewegung der Luft durch lange Röh-
ren weisen nach, dass der Coefficient £ des Reibungswiderstandes der

Luft in Röhren dem des Wassers nahe kommt, dass also derselbe nicht

coustant bleibt, sondern um so kleiner ausfällt, je grösser die mittlere Ge-

schwindigkeit der Luft in der Röhre ist.

Eine Messingröhre von 1 Centimeter Weite und 2 Meter

Länge gab für Geschwindigkeiten von 25 Meter bis 105 Meter den Reibung» -

coefficienten

£ von 0,027258 allmälig abnehmend bis 0,014821.

Ebenso eine Glasröhre von derselben Weite und Länge,

£=0,027378 bis 0,013898.

Ferner eine Messingröhre von 1,41 Centimeter Weite

£= 0,025777 bis 0,012137,

und eine dergleichen Glasröhre:

£= 0,026620 bis 0,009408.

Endlich eine Zinkröhre von 2,4 Centimeter Weite und 10 Meter

Länge für Geschwindigkeiten von 25 bis 80 Meter

£= 0,02302 bis 0,012956.

Auch wurden noch mehrere Versuche über den Widerstand der Luft

bei ihrem Durchgange durch Knie- und Kropfröhren angestellt.

Füi eine Knieröhre von 1 Centimeter Weite (siehe Figur 84, Seite

151 der Experimentalhydraulik) ist hiernach

£= 1,61,

und für eine solche von 1,41 Centimeter Weite

£=1,24.

Ferner für einel Centimeter weiteKropfröhre von 90 Grad Ablenkung

£=0,485

und für eine solche von 1,4 Centimeter Weite

£= 0,471.

Es sind hiernach diese Widerstandscoefficienten bei der Luft theils

kleiner, theils grösser als beim Wasser.
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[ Ueber die Berechnung der Steighöhe der Raketen.

Von Emil Kahl, Leutnant.

Eine Rakete ohne Versetzung besteht, wie bekannt ist, gewöhnlich aas

einer Hülse von Eisenblech oder Pappe, welche an dem einen Ende ganz

geschlossen, am andern Ende wenigstens vor dem Einbringen des Treib-

satzes ganz offen ist. Der Treibsatz, mit welchem die Hülse ausgeschla-

gen wird, ist immer ein feingepnlvertes Gemenge von Salpeter, Schwefel

und Holzkohle., entweder in den Verhältnissen , welche dem Schiesspulver

entsprechen oder in davon abweichenden Verhältnissen. Die Hülse wird

mit dem Treibsatz so ausgeschlagen, dass concentrisch um die Axe der

Hülse eine conische oder cylindrische Oeffnung nngefüllt bleibt, welche vom
offenen Ende an nicht bis an das geschlossene Ende reicht, so dass dem-

nach vom geschlossenen Ende herein ein Theil der Hülse ganz mit Treib-

satz gefüllt ist, von dessen Ende an nach der Vorderöffnung hin jedoch nur

die Wände der Hülse dick mit Treibsatz bekleidet erscheinen. Der Stab,

welcher die Stabilität der Lage der Rakete beim Aufsteigen sichern

soll, ist ein cylindrischer oder prismatischer Holzstab, welcher gewöhn-

lich so an die Hülse befestigt wird, dass seine Längeaxe derjenigen der

Hülse parallel ist, dass er über ihr geschlossenes Ende nicht hervor-

steht, während er umgekehrt das offene Ende um Bedeutendes überragt.

Behufs des senkrechten Aufsteigens wird die Rakete in ein Gestell ge-

bracht, wobei der Stab in eine mehr oder minder einfach construirte Füh-

rung eingelegt wird, welche dem Stabe beim Aufsteigen die erforderliche

Richtung aufwärts ertheilt. Die treibende Kraft, durch welche die Rakete

zum Steigen kommt, verdankt.sie bekanntlich der Reaction, welche mit

dem aus der untern Oeffnung nach der Entzündung des Treibsatzes aus-

strömenden Pulvergase in Verbindung steht und in einem der Hülsenaxe

parallelen nach oben gerichteten Drucke besteht. Der angegebenen Con-

struetion zufolge verbrennt anfänglich eine grössere Treibsatzmenge, als in

den späteren Momenten der Verbrennung, so dass die treibende Kraft vom

Anfange der Verbrennung an bis gegen das Eude derselben hin im Allge-

meinen im Abnehmen sein muss. Die treibende Kraft einer Rakete wird

demnach eine Function der Zeit sein, deren Natur von der Construction

der Rakete und von der Art des angewendeten Treibsatzes abhängig sein
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mnss. 'Welche Function der Zeit die treihende Kraft der Rakete, sowie

die Menge des nach einer gewissen Zeit verbrannten Treibsatzes in einzel-

nen Fallen sei, ist durch genaue Versuche bis jetzt noch nicht ermittelt

worden, sollte dies jedoch für einzelne Raketenconstructionen geschehen,

so würde man hierauf im Stande sein, die Steighöhe der Rakete beim senk-

rechten Aufsteigen im lufterfüllten Räume zu berechnen, vorausgesetzt,

dass die Rakete eine solche Constrnction erhalten habe, dass die Aender-

uug der Lage ihres Schwerpunktes, welche beim Aufsteigen der Rakete in

Folge der Satzverbrennung stattfindet, keinen Einrluss auf die Steigricht-

ung ausübt. Dies könnte vielleicht auf ähnliche Art wie bei den englischen

Kriegsraketen geschehen, bei denen die Axe des Stabes mit der Axe der

Hülse zusammenfällt. Die angedeutete Berechnung hängt von der Auf-

lösung folgender Aufgabe ab

:

Es ist das Gewicht p der senkrecht aufsteigenden Rakete gegeben,

ferner ist durch Versuche die treibende Kraft y (/) als Funktion der Zeit,

sowie die Menge (/) des nach der Zeit / verbrannteu Treibsatzes be-

stimmt worden (a. Anm. 1). Es wird angenommen, dass der Luftwiderstand

a + b p + e jj* sei, wobei v die Geschwindigkeit am Ende der Zeit / bedeu-

tet (s. Anm. 2). Es soll hieraus die senkrechte Erhebung y berechnet wer-

den, welche ein beliebiger Punkt der Rakete am Ende der Zeit / Über dem
Fussboden -erreicht hat.

*

Da am Ende der Zeit / die Masse der Rakete

p — y (0

<J

ist, sowie die Kraft, welche dieselbe aufwärts treibt:

9> (0 — P — a — b v— c v*
,

so ist die Differentialgleichung der Bewegung:

A) -ä? ^<p{i)-P~a~
t̂

~e
Anmerkung I. Die Auffindung der Functionen <p und durch den

Versuch ist wegen der kurzen Brennzeit eiuer Rakete sehr schwierig, aber

jedenfalls nicht unmöglich. Man könnte sich von der Bestimmung der ge-

nannten Funktionen folgende Vorstellung inachen, über welche ich jedoch

ganz besonders bemerke, dass es eben nur.eine Vorstellung ist, welche kei-

neswegs durch irgend einen Versuch geprüft, noch irgendwie für practische

Ausführung bestimmt ist.

Die Hülse der Rakete wird central in einein Blocke befestigt, welcher

»ich auf vollkommen horizontaler Ebene in einer Führung bewegen kann.

Die Hülse wird den Block nach ihrer Entzündung fortbewegen , wobei die

Bewegung wegen der Masse des Blockes und des geringen Restes von

Reibuug, welcher vermittelst Schnuren und Rollen durch Gegenwichte

nicht ganz ausgeglichen ist, weit langsamer, als beim Aufsteigen vor sich

gehen wird. Hierbei könnte die Curve s~ welche den Abstand .v
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des Blockes von der Anfangslage angiebt, vielleicht durch den Apparat

selbst aufgezeichnet werden. Ist nun das Gewicht der zu bewegenden

Masse P, die Reibung Ä, so ist die Beschleunigung der von der Rakete

bewegten Masse

:

<P (0 - R „

Die Grösse dieser Beschleunigung würde man aus der vom Apparat

aufgezeichneten Bewegungscurve *= finden, denn es ist:

p
Ist bei einem zweiten Versuche die zu bewegende Masse — , die Reib-

ung /?, , wobei der Apparat die Curve s, = W
t

" (t) zeichnen möge, so er-

hält man

:

Aus den Gleichungen l) und 2), in denen P, Pi% Ä, R„ völlig bekannte

Grössen, *F" (<), ^"(O ans der Zeichnung des Apparates hervorgegangene

Functionen sind, lassen sich um q>(t) und t//(/) bestimmen. — Die Bestim-

mung von V(l) und <p(t) dürfte wohl auf dem Versuchswege am Beeten ge-

lingen, sobald man einen rotireuden Apparat durch die Raketenhülse in

Bewegung setzt.

A u m e r k u n g 2. Es ist hier das Luftwiderstandsgesetz a + b v -fr- c va

seiner Allgemeinheit wegen gewählt worden, in den nachfolgenden Rech-

nungen kann es doch immer auf das quadratische zurückgeführt werden,

indem man a= 0, 6 = 0 setzt. Es wäre übrigens wohl möglich, dass im

vorliegenden Falle Versuche dahin entscheiden könnten, dass man das Ge-

setz a -fr- b v -fr- c auch hier aeeeptirte , da es z. B. die llutton'schen

Versuchsresultate an zweizölligen Kugeln von 500' bis 2000' Geschwindig-

keit sehr gut repräsentirte. Das vorliegende Gesetz kann übrigens für

kleine Geschwindigkeiten nicht ganz richtige Resultate geben, da nach

demselben z. B. für t>= 0 der Luftwiderstand « ist. Dies dürfte übrigens

hier um so weniger schaden, als doch anfänglich die Führung der Rakete

einen geringen Reibungswiderstand veranlasst.

Die Gleichung A) lässt sich zunächst in die Form bringen:

Setzt man zur Abkürzung:

•

4) ü<i)= r,-l
[
„ +/,- vW] = r„

so erscheint die Bewegungsgleichung in folgender Gestalt:

dt' ^ c dt ^\dtj ~ 1

'
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oder:

I) r^ + iy' + ^+r.^o.

Die vorstehende Gleichung kann durch die Substitution:

dx t

in eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung umgewandelt werden.

Die Differentiation von 5) , in welcher z eine neue abhängige Variable be-

deutet, ergiebt:

Führt man 5) und 6) in I) ein, so ergiebt sich hieraus

:

ii) *"+--jr-*'+£*= o.

Das Integral von II) hat bekanntlich die Form s= Mu + iVo, wobei

3f und willkührliche Constante, « und v die particulären Integrale der

der Gleichung II) sind, demnach ist die Form von y :

'i ^ '

oder, wenn man — = Q setzt:
in

Man erkennt sofort, dass y' das allgemeine Integral der Gleichung 1)

ist, denn sein Ausdruck enthält eine willkührliche Constante Q, man würde

dies übrigens auch finden, indem man 7) in 1) einsetzt, welche dadurch zu

Null gemacht wird, indem, wie vorausgesetzt wurde, m und v der Gleichung

II) Genüge leisten. Der Ausdruck für die Ordinate y ist nun hiernach

:

du du

, Cdx dt „ ,

III) ,= P+J u + Qv
T.ä l

,

wobei P eine zweite willkührliche Constante und u und v die particulären

Integrale der Gleichung II) sind.

Durch die Gleichung III) ist nun allerdings der Function von der Zeit

/ die allgemeine Form vorgezeichnet, welche die Erhebung y vom Fuss-

boden angiebt, etwas Weiteres lässt sich aber auch überhaupt nicht thnn,

so lange die treibende Kraft <p(t) und die Menge des verbrannten Treib-

satzes y(t) nicht durch den Versuch ausgemittelt ist und die Constanten

<*» P> 9> wie sie sich für irgend einen speciellen Fall .ergeben haben,
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numerisch in die erste Differentialgleichung eingeführt worden sind. Ist

dies aber geschehen, so ist in Gleichung I) T
}
T

t
und — vollkommen be-

c

stimmt und die Integrationen, welche auf Gleichung III) führen, lassen sich

wegen der linearen Form von II) jederzeit für eine etwaige numerische

Berechnung ausführen.

Beispiel.

Eine Rakete lässt sich auch dann noch zum Steigen bringen , wenn
ihre Hülse vollständig mit einem Satze ausgeschlagen wird, welcher

hinlängliche treibende Kraft besitzt. In diesem Falle verbrennen, wie der

Versuch lehrt, in gleichen Zeiten Satzcylinder von gleicher Länge, oder,

anders ausgedrückt, die Längen der verbrannten Satzcylinder verhalten

sich, wie die zur Verbrennung erforderlich gewesenen Zeiten. Man hat in

diesem so eben in Betrachtung gezogenen Falle hinreichenden Grund , an-

zunehmen, dass die treibende Kraft der Rakete constant sei, sie ist im

Nachfolgenden mit Ar bezeichnet worden. Nennt man die Satzmenge, welche

in der Zeiteinheit verbrennt, q,so ist die am Ende der Zeit t verbrannte Satz-

menge q /, oder der früheren Bezeichnung gemäss : y {() = q l. Führt man
diesen Werth und den Ausdruck q>(t)=zk in die Gleichung 3) ein, so er-

hält man als Differentialgleichung der Bewegung

:

8
} -^J~d? +

c + 7,77 + \dl)-
0'

a

Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen Gleichung I), so

findet mau, dass im vorliegenden speciellen Falle

t __p
— qt

T _<* +P — k

cg 1

c

ist. Macht man nun der Gleichung 5) entsprechend die Substitution

:

£ p-gt
y — •

1

z cg

so erhält man folgende No. II) entsprechende lineare Gleichung

:

10) z +
eJp +*-z*> tss0 .

p— <ii {p — q 0
Die eigenthümliche Form dieser Gleichung führt leicht auf die Idee,

die Substitution:

t= (p _ q /)«*

zu versuchen, wodurch man erhält:

11) a(o— 1)'/— {hg— q) aq+ cg*{a + /,_/r) = u.

Dieser Gleichung wird durch die beiden Wcrthc von a

12)

(« + /> -*)
\q% *

c 9* (« +P

Genüge leistet.

Zeitschrift f. Alalhcmalik u. Physik. IV. 19
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234 Ueber die Berechnung der Steighöhe der Raketen. Von E. Kahl.

Diese Ausdrücke sind stets reell, da in dem Ausdrucke des Luftwider-

standes a eine sehr kleine Grösse ist, da ferner k beträchtlich grösser, als

c g* (a -f- p-— k)
p sein muss, folglich das Glied: —

-

t
positiv ist. Der der

Gleichung 7) entsprechende Ausdruck giebt demnach für y :

)y " q ' «dp-Qt^+Oip-qt)«, * cg
'

man erhält sonach für y

:

in welchem Ausdrucke P und () die willkührlichcn Constanten sind, wäh-

rend o, und a, an die Gleichungen 12; gebunden sind. Die Integration in

Gleichung 14) lässt sich bei numerischen Rechnungen jederzeit durch Reihen

ausführen , zumal , da man die Constantc Q bereits ans Gleichung 13) be-

stimmen und somit bei der Integration von 14) über ihren Werth nicht in

Zweifel sein kann.

Kleinere Mittheilungen.

XVHL Zur Axonometrie. Von Friedrich Mann , Professor an der

Thurg. Kantonsschnle. 1) Die Axonometrie umfasst bekanntlich zwei

Hauptaufgaben

:

a) Die Winkel, welche eine vom Ursprung des rechtwinkligen Coor-

dinatensystems auf die Bildebene gefällte Senkrechte mit den

Coordinatenaxen bildet, so zu bestimmen, dass die Sinus (Verkür-

zungsverhältnisse) sich zu einander verhalten wie drei gegebene

Zahlen m, n und p (Reductionscoefficienten.

b) Das Coordinatcnsystem auf diese Bildebene zu projiciren.

Weissbach und Schlömilch lieferten zuerst auf analytisch trigo-

nometrischem Wege das Material, das zur allgemeinen Lösung dieser

beiden Aufgaben verwendet werden konnte ; und ersterer hat in jüngster

Zeit im Anhang I. seines Werkes auch eine algebraisch geometrische Be-

gründung gegeben. Largiader stützt sich in seiner soeben erschienenen

Schrift auf den Satz : „dass in demjenigen rechtwinkligen Parallelepiped,

dessen im Ursprung 0 zusammenstossende Kanten der Richtung nach in

die Coordinatenaxen fallen und dessen Hauptdiagonale die von 0 auf die
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Bildebene gefällte Senkrechte ist, — dass in diesem Parallelepiped sich

die Seitendiagonalen 2u einander verhalten müssen wie die Reductionsco-

efficienten m, n und p."

In nachstehender Entwickelung soll nur gezeigt werden, wie die

Lösung der axonometrischen Probleme auch noch aus ganz anderen Eigen-

schaften des rechtwinkeligen Parallelepipeds hervorgeholt werden kann.

2) In Fig. 1, Taf. III sei 00, irgend ein rechtwinkeliges Parallelepiped,

dessen Hauptdiagonale wir in Bezug auf Länge durch d bezeichnen wollen.

Die Seitendiagonalen können wir dann offenbar so herstellen, dass alle drei

vom einen Endpunkt ö, der Hauptdiagonale ausgehen. Verbinden wir die

Endpunkte der so erhaltenen Linien O
t
A

} 0, B und 0, C paarweise durch

Gerade, so erhalten wir ein spitzwinkeliges Dreieck ABC, dessen Seiten der

Länge nach wieder die Seitendiagonalen unseres Parallelepipeds sind. Be-

zeichnen wir die Längen dieser Seitendiagonalen durch d
t
dt und dt , so

können wir den Satz aufstellen:

I) rf, rf, und d9 müssen stets mögliche Seiten eines spitz-

winkeligen Dreiecks sein.

Nennen wir die. Winkel, welche die Hauptdiagonale 00, mit den Kan-

ten 0A> OB nnd OC bildet, beziehungsweise a, ß und y, so ist in den recht-

winkeligen Dfeiecken 00
X
A, 00

t
B und 0 0, C offenbar

:

l rf, — dsina, dt
= dsinß, d,= d*my,

II) /also

/ d
t

: dt : d9= sin u : sin ß : sin y.

Errichten wir in 0, eine Ebene E senkrecht auf 0 0, und legen wir

durch 0 0, und 0
t
A eine Ebene flf, so steht M offenbar senkrecht auf E.

Die von A auf E senkrecht gefällte Gerade AAl
muss daher vollständig in

M bleiben; und durch das Verbinden des Fusspunktes A
x
mit 0, gewinnt

man ein rechtwinkeliges Dreieck A A
x 0V Jeder der Winkel A 0, At

und

0, 0 A ergänzt nun den einen Winkel 0 0, A zu einem rechten , und es ist

somit:

Winkel A0
X
A

X
= Winkel a.

Bezeichnen wir daher den Abstand A A
t
des Punktes A von der Ebene

E durch a
t , so ist: a

t
= rf, sin ct. Durch ganz ähnliche Betrachtungen er-

balten wir, wenn wir die Abstände der Punkte B und C von E beziehungs-

weise at und «, nennen

:

at
— dt sin ß und at= ds sin y.

Substitutionen wie die für d
t
dt und ds in II) gefundenen Werthe , so

gewinnen wir:

J«,

= d . sin* et, at= d . sin* ß und «,= d . sin* y,

also

a, : at : a9
= *t'»

! a : sin' ß : sin* y.

Beachten wir die Relationen II) und III), so erkennen wir angenblick

lieh, dass

19*
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IV) d : df
= d, : a, , d : d,= d, : d : d,= ds : «,

,

(h8s mithin jode von 0, ausgehende Soitendiagonale die

mittlere geometrische Proportionale zwischen der Haupt-
diagonale und dem Abstände des Endpunktes jonerSeiten-
diagonale von der Ebene E vorstellt.

*- Durch Addition der drei ersten Gleichungen in III) erhalten wir:

+ «t + «3= d [sin* a + sin* ß + sin* y).

Nun ist bekanntlich

cos* u + cos* ß + cos* y = 1

,

mithin

V) sin* a + sin* ß + «Mi
1
y = 2

,

also

«i + «* + «3 = 2 rf-

Wenn man daher die Abstände, welche die Endpunkte
der drei von ö, ausgehenden Seitendiagonalen in Bezug auf

die Ebene E darbieten, zus ammonaddirt , so erhält man das

Doppelte der Hauptdiagonale.
Diese Sätze bilden nun den stereometrischen Hülfsapparat, der zu

einer höchst einfachen Lösung der Aufgabe a verwendet werden kann.

3) Nehmen wir die Ebene E als Bildebene und lassen wir die Coor-

dinatenaxen längs 0C> OB und OA fallen, so kommt alles darauf an, die

Winkel er, ß und y so zu bestimmen, dass

sin a : sin ß : sin y= m : n : p
stattfindet.

Halten wir aber diese Bedingung zusammen mit den Relationen in II)

und III), so gewinnen wir augenblicklich:

d
x

: da : d,= m : n : p*)

und

a, : at : a3= m* : n* : p*.

Soll die Aufgabe möglich sein, so dürfen die Zahleu m, n und p nicht

beliebig gewählt werden, sie müssen vielmehr (nach I) als Zahlenwerthe

von Dreiecksseiten aufgefasst, stets zu einem spitzwinkeligen Dreieck

führen. Hat man sich, innerhalb dieser Bedingung, für die Reductions-

coefficienten entschieden und stellt man drei Längen her, welche eine be-

liebig gewählte Längeneinheit beziehungsweise m*, n* und p* mal enthalten,

so können die so gewonnenen Linien als die Abstände a
x «, und «8 gelten.

Man darf hierbei nur bedenken, dass es bei der Gewinnung der Winkei-

grössen or, ß und y nicht darauf ankommt, die absoluten Längen der unsere

stereometrische Figur bestimmenden Linien festzuhalten , sondern dass es

zu diesem Zwecke vollständig genügt, die Verhältnisse dieser Längen

*) Hierin liegt offenbar eine zweite Begründung des von Largiadör benützten
Satzes, der indess bei unserer Construction gar niebt angewendet wird.
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zu wahren. Stellt man sich die halbe Summe der Abstände a, at und «8

her, so hat man (nach V) das d. Aus a, und d gewinnt man aber d,, indem

man (siehe IV) die mittlere geometrische Proportionale sucht. Ist diese

gefunden, so hat man den Winkel « zweimal. Erstens tritt er in dem durch

d und d, bestimmten rechtwinkeligen Dreieck auf und zwar gegenüber der

Kathete rf,. Zweitens erscheint er aber auch schon in dem rechtwinkeligen

Dreieck, das rf, zur Hypotenuse und a, zur Kathete hat und zwar gegen-

überstehend dieser letzteren.

Setzt man beziebungsweise at und as au die Stelle von a, und führt im

Uebrigen die Construction in völlig gleicher Weise aus,«so gelangt man zu

den Winkeln ß und y.

4) Der Figur, die bei Construction des Winkels o entstand , kann un-

mittelbar auch eine Formel für sin a abgewonnen werden. Offenbar ist:

also

4
sin a~~,

d

^ t ^
d,

2
«, . d

d t d* ~d
oder auch:

also

sin a = -j-
,

. t
a,*_ a,

8
n, 2 m*

was mit den Endresultaten der Weisb ach' sehen Entwickelung vollstän-

dig übereinstimmt.

In den Sätzen, die wir unter 2) über das rechtwinkelige Parallelepiped

entwickelten, liegen auch die Mittel, die Aufgabe b (die zweite Hauptauf-

gabe der Axonometrie graphisch zu. lösen. Um dies einzusehen, genügt

ein Blick in die Figur.

5) Wir gehen nun an die Lösung der zweiten axonometrischen Haupt-

aufgabe, nämlich an die Herstellung der Projection des Axensystems auf

einer Bildebene , der als Verhältnisszahlen der Verkürzungsverhältnisse

die ganzen Zahlen m, n und q entsprechen. Nehmen wir die drei in 0 zu-

sammenstossenden Kanten OA, OB und OC des rechtwinkeligen Parallel-

epipeds 0 0, als Coordinatenaxen , so ist, wenn das Parallelepiped gemäss

der Bedingung

sin a : sin ß : siny=zm\n:q
hergestellt ist, die in 0, auf 00, errichtete Ebene E die verlangte Bildebene.

Es handelt sich lediglich darum, die Pyramide AB CO auf iE zu projiciren.

Nun ist leicht einzusehen, dass A
t
B

t
(nämlich die Projection der Dreiecks-

seite A B auf E) der Länge nach Kathete eines rechtwinkeligen Dreiecks

ist , das A B= 0, C= d3 zur Hypotenuse und B B
t
— A A

x
= «f

— «, zur

Digitized by Google



288 Kleinere Mittheilungen.

anderen Kathete hat. Wie man aber a
t , «, und dt ans m, n und q herstel-

len kann, ist schon bei der Construction der Winkel er, ß und y gezeigt

worden. In ganz ähnlicher Weise gelangt man zu den Längen der Linien

A
x
C, und B

x
C\ , nämlich zu den Projectionen der Dreiecksseiten A C und

B C. Stellt man irgendwo in der Papierebene aus den Seiten A
x
B

t ,
A

t
C

x

und B, C, ein Dreieck her, so hat man schon die Projection der Pyramiden-

basis ABC und es handelt sich dann nur noch um die Gewinnung von 0,

,

nämlich der Projection der Spitze. O
t
könnte im Innern des Dreiecks

A
x
B

t
C

x
mittelst einiger Kreisbögen gefunden werden, wenn man zwei von

den Längen A
x
O

x ,
b

x 0, ,
C, 0

X
hätte. Ein Blick in die Figur überzeugt

uns aber, dass wir diese drei Längen schon haben, und zwar in derjenigen

Figur, die wir entwerfen mussten, um die erste axonometrische Grundauf-

gabe zu lösen. Denn A
x
O

x
z. B. ist nichts anderes, als die eine Kathete

eines rechtwinkeligen Dreiecks , in welchem D
x
A~ d

x
Hypotenuse und

AA
i
=.a

x
die andere Kathete ist. Hat man, gestutzt auf obige Bemerkungen,

die Punkte Olf A Xy B x
in C

t
gefunden, so darf man nur den ersten derselben

mit den drei letzten verbinden, um das projicirte Axensystem zu haben.

0) Ein junger Fachgenosse (Herr Graberg in Zürich), der sich bei

seinen Arbeiten der geschilderten Methode bediente, hatte die Güte, mir

vom Standpunkte des Zeichners aus folgende Modifikationen vorzuschlagen.

«) Wenn man vom Punkte 0, ausgeht (d. h. denselben in der Papier-

ebene beliebig annimmt) und dann erst die Punkte A
x
B

x
C

t
zu demselben

bestimmt, so gewinnt man den zweifachen Vortheil, dass man von den Sei-

ten dos Dreiecks A
x
B

x
C\ nur zwei durch Construction zu bestimmen

braucht, (die drei Längen 0, At) 0, Bx
uud 0, C, können ja unmittelbar

einer schon früher entworfenen Figur entnommen werden) und dass man
die eine der drei Axenprojectionen 0x

Aly 0X
B

x
und 0, C

t
der

Richtung nach beliebig wählen kann. Namentlich letzterer Vor-

theil ist für den Zeichner gar nicht unerheblich.

b) Es ist (A
t
B

ty= d3
*— (at — «,)*. Bezeichnen wir at

— a
r
durch

m, so können wir auch schreiben: (A
x
2?,)* — (rf, -f- m) (dt

— «). Die Seite

Ax B t
des Dreiecks A

x
B

x Cx
ist mithin mittlere geometrische Proportionale

zu den Längen d9 + u und dz
— u. Eine beträchtliche Vereinfachung der

zur Auffindung der Seite A
t
B

x
erforderlichen Construction tritt nun ein,

wenn man sich bei der Herstellung der mittleren Proportionalen einer vom
gewöhnlichen Verfahren abweichenden Constructionsweise bedient,

welche, wenn wir nicht irren, durch Professor Gautier in Lausanne vor-

geschlagen worden ist.*) Dieses Verfahren, aus zwei Lungen r und * die

mittlere geometrische Proportionale zu finden, besteht in Folgendem (Fig. 2,

Taf. III): Man trage die kleinere (s etwa) auf irgend einer Goraden auf,

*) Dasselbe findet »ich bereits tu der ersten Auflage des bekannten uud sehr

»chätzenswertheu Lehrbuche der lieometrie von Professor Dr. K u uz c ( Jena 1842)

S. 170, 8. 152. ' Aumcrk. d. Red.
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so dass MN=s wird, durchschneide dann diese Gerade mit einem Radius

= r von M aus nach N hin und von N ans nach M hin, wodurch etwa die

Punkte P uud Q zum Vorschein kommen mögen. Sucht man dann die

Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks, das PQ zur Grundlinie und r

zur Schenkellänge hat und verbindet diese Spitze T mit einem der Punkte

M
y
JV, so stellt die so gewonnene Verbindungslinie die mittlere geometrische

Proportionale zwischen r und * dar. Der Beweis springt sofort in die

Augen, wenn man von T aus eine Senkrechte auf M N fallt.

7) Bevor wir das Verfahren in allen seinen Einzelheiten kurz vorfüh-

ren, das bei der Lösung der beiden axonometrischen Hauptaufgaben ein-

zuschlagen ist, wollen wir einige Bezeichnungen einführen, nämlich:

A Bi =Pi , A O
t
= Pt u"d B

x
C, =/>,;

ferner

:

0, Ax
= k

x , 0, Bx
= kt und 0, Cx

— Ar,;

endlich:

at
— a

x
= m,

,
a, — o, — m, und a,— ff,=

Beschreibt man über der Hauptdiagonale d— i (m* + w* + ?*) einen

Halbkreis, trägt man auf derselben vom einen Endpunkte ans die Längen

«, ,
at und a, (nämlich m*, n* und j*) auf, und errichtet in den so gewonne-

nen Auftragungspunkten Senkrechte bis zum Kreisumfang hin, so sind die-

selben nichts anderes, als Ar,, Ar» und Ar,. (Fig. 3, Taf. III.) Verbindet man
die oberen Endpunkte dieser senkrechten mit dem vorhin erwähnten End-

punkt der Hauptdiagonale, so hat man die Seitendiagonalen rf,
,
dt und d9 .

Durch das Abträgen der Stücke o,, at und <z, sind ganz von selbst die Län-

gen u
t ,

ut und w, zum Vorschein gekommen und es ist nun leicht, die Län-

gen d
t -f* m3 > d

x
— r/j

,
dt -f- w, ,

rft— w, herzustellen und nach dem in 2 . i

geschilderten Verfahren zwischen den beiden ersten und dann auch zwi-

schen den beiden letzten Langen die mittlere geometrischo Proportionale

-aufzusuchen. Diese Proportionalen sind dann pa und pt . Nun nehme man

in der Papierebene den Punkt 0, , sowie die Richtung 0, Z, der einen pro-

jicirten Axe beliebig an, und schneide von 0, u auf 0, 2, das Stück Ar, ab,

so erhält man C,. Indem man daun von C, mit einem Radius =pt und

- von 0, mit einem Radius — k
x
Bögen beschreibt, gewinnt man A

x
• und B

t

kommt zum Vorschein , indem man in ganz gleicher Weise von den Punk-

ten l\ und 0, aus mit den Längen p, und kt operirt. In dem Umstände,

dass dann At Bt —p t
werden muss, liegt eine Probe für die Richtigkeit der

Zeichnung.

8) Wir wollen nun noch, gestützt auf unsere Constructiortsweise , die

Formeln für die Axeuwinkel entwickeln.

Bezeichnen wir den Winkel A
x 0, B x

durch q> , so ist im Dreieck

A
x 0, B,

:
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Da nun

Ar,» =-= — «,*= a
t
d — <?,*;

/rt
«= dt

*— rt,*= <?, d.— «,*

;

und

P*= «? ~ K— «t)'— ös d— "** + 2 o, «, + «i*,

so erhalten wir:

rf (rt
, -f. g, — g 3 )

— 2 «, rt,

ros <p= —
.

2K«i«t(rf-«i)( rf -»i)

Beseitigen wir nun rt 3 , indem wir für dasselbe 2rf— rt, — «, einsetzen,

2 [«"-(«, +a
t
)d + a

t
at )

COS (p =3
2/rt, «V(^ — «,)(<*— «,)

(</— «,) (r/— «,)

//rt, qt (</-„,)(</— «,)

= _j/{d_- «,)(</-«,)

Bedenken wir nun, dass:

rt, rt,

,/= 4K + «l + »"),

= wt*, «, — n* und rt8= o*

ist, so erhalten wir:

cos <p= - - l

m - Y(rf+ ?- m«) (m2 + — «).

9) Legt man beim rechtwinkeligen Parallelepiped 0 0, durch 0 eine

Ebene senkrecht zur Hauptdiagonale , und setzt die Senkrechten A A ly

B 2?, und 0 0, rückwärts fort, bis sie Ebene in den Punkten A2 ,
/?, und

08 treffen, so Überzeugt man sich leicht, dass die Summe dieser

neuen Abstände A Aty B B% und C 0, gleich der einfachen
Hauptdiagonale 0 0, sein muss. Denn: A

t
At + B

t
Bt -fr- 0, Ct

==

3 . 0 0, und A A
i + £ B

t -f 0 C, = 2 . 0 0,.

10) Das gleiche Resultat hätten wir auch noch auf folgende Weise fin-

den können: Denkt man sich OA, 0 B und 00 seien der Grosse und Richt-

ung nach drei in 0 angreifende Kräfte, so ist 00, deren Resultirende. Zer-

legt man jede der drei erstgenannten Kräfte in zwei Seitenkräfte, von de-

nen die eine in 0 0, die andero in Ebene E, fällt, so muss einem bekannten

Satze der Statik gemäss die Summe der drei längs 0 0, fallenden Soiten-

kräfte gleich der Resultirenden 0 0, sein. Diese drei Seitenkräfte sind

aber in Bezug auf Grösse auch durch die Abstände A A 2 , B Bt und 0 0,

ausgedrückt.*

11) 0 At , 0 Bt und 0 Ct stellen offenbar die bei jener Zerlegung in die

Ebene E
t
fallenden Seitenkräfte vor, und diese müssen, wie die Mechanik

lehrt, unter einander im Gleichgewichte stehen. Fassen wir daher die

Kräfte 0 A2 und 0 Bt mittelst des Parallelogramms der Kräfte zusammen,

so muss die zum Vorschein kommende Resultirende mit 0 0, in eine und
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dieselbe Gerade fallen, woraus hervorgeht, dass die Verlängerung von 0Ct

genau in der Mitte der Geraden At Bt eintrifft. Ganz so lässt sich zeigen,

dass auch die Verlängerungen von 0 At und 0 Bt beziehungsweise durch

durch die Mitten dor Geraden B2 1\ und A2 Ct gehen. Der Punkt O ist

mithin der Schwerpunkt des Dreiecks At
B

t C2.

12) Die Pyramide A B C 0
'

muss sich auf E, genau so projiciren, wie

auf der durch O
x
gehenden Bildebene woraus hervorgeht, dass der

Punkt 0, Schwerpunkt des Dreiecks A
t
B

i (\ sein müsse. O
t
B

ist aber die halbe Diagonale des aus 0, .-/, O
x
B

t
und Winkel A, O

x
//, eon-

struirten Parallelogramms (da ja C\O
t
der Kesultirenden aus 0,A

l
und 0,B

t

das Gleichgewicht halten muss) ; die ganze durch 0, gehende Diagonale

dieses Parallelogramms ist somit O
l
f\. Die ganze Construction, durch

welche mau zu projicirten Axen gelangt, läuft daher darauf hinaus, ein

Parallelogramm zu construiren, das O, A
t
und zu zwei in

einen Punkt O z u s a m m e n s t o s s e n d e n Seiten und das ga n z e

0, (\ zu der durch O
t
gehenden Diagonale hat.

XIX. Heue Restbestimmung der Taylor'solieii Reihe. Die Restbe-

stimmung der Taylor 'sehen Reihe, mit welcher sich zuerst d'A lern bort

beschäftigte und welche später Lagrange, Ampere und Cauchy auf

verschiedenen Wegen, u. A. auch mit Hilfe der Integralrechnung durch-

führten, soll sich aus der Entwickelung der Reihe selbst und zwar so un-

mittelbar ergeben, dass dazu die Definition des Differentialquotienteu aus-

reicht. Denn nur alsdann lässt sich jene Reihe in den Elementen der höhe-

ren Analyse frühzeitig genug begründen, damit aus ihrer Anwendung auf

die zahlreichen Fragen, deren Lösung sie in anschaulichster uud bequemster

Weise vermittelt, zugleich ihr wahrer Nutzen erkannt werden kann.

Bei allen mir bekannten Methoden der Darstellung dieser Reihe fallen

aber die Restbetrachtungen entweder sehr umständlich aus, oder sie werden

(oft unter Voraussetzung der Form der Reihengliedcr) in der Differential-

gleichung erst sehr spät angestellt oder gar in die Integralrechnung ver-

schoben, so dass mittelst anderer künstlicher Verfahrungsarten die Fälle

bereits erledigt sind, auf welche sich die, mit Berücksichtigung des Rest-

ausdruckes streng gerechtfertigte Anwendung der Reihe am fruchtbarsten

erwiesen hätte.

Die folgende Entwickelungsmethode scheint den oben bezeichneten

Anforderungen genauer zu entsprechen, in dem sie auf kurzem, sich gleich-

sam von selbst anbietendbm Wege die Reihe und zugleich den Rest liefert,

dabei aber nur der folgonden, unmittelbar aus der Definition des Differen-

tialquotienten hervorgehenden Corollarion sich bedient. Nämlich

:

A. Eine Funktion ist mit zunehmenden Veränderlichen solbst im
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Wachsen oder im Abnehmon begriffen
,
jenacbdem ihr erster Differential-

quotient an sieh positiv oder negativ ist.
'

B. Der Differentialquotient /*("> (x) kann innerhalb des Intervalls

zweier Werthe x und x y der Veränderlichen nicht endlich und stetig

bleiben , wenn dies nicht bei den vorhergehenden Differentialquotienten

f<*-»(x) y
fl
n~'2>(x) f

l (x), /» der Fäll ist.

C. Die Gleichung:

df{x + y)^df{x + y)

d x d y

findet immer statt, wenn man voraussetzt, es bleibe f(x + y) für alle zwi-

schen x und x + y liegenden Werthe des Arguments endlich und stetig. .

I.

Die verlangte, bis zur n— l
lun Potenz des Zuwachses y der Veränderlichen

x fortschreitenden Entwickelung dor Funktion f(x+y) sei

:

f {x + y) = X0 + X
t y + Xt y* + . . . + XH_ , y

»- + U,

wo X0 ,
X,. X,, . . . X„_i näher zu bestimmende Funktionen der einzigen

Veränderlichen x, und tf, der ebenfalls näher anzugebende sogenannte

Restausdruck der Reihe, eine Funktion von x und y bedeutet.

Vorausgesetzt es bleibe f\x + y von y= 0 bis y= y endlich und

stetig, erhält man durch partielles Differentiiren nach x uud y die Gleich-

ung:

x; + y x; + ? x; + . . . . + y
—

* x„_ 2 + +
2

dx

= X
1
+2yX, + 3/ X3 +.... + (»— !) y—»X^i + I^.

Dieser Gleichung geschieht identisch Genüge, wenn man über X0 ,
Jf,,

X„_i, £/ dergestalt verfügt, dass:

1 ) X, = X0
'

; 2 X, » X,' ; 3 X9
= X „ . . . . (» - l) X. _ , = Xw_

,

und

on Ä | y> .
dU d U

2
>

yÄ x «-^irx=Ty-
Zunächst ist klar, dass 1) und 2) im Ganzen nur n- Bedingungen zwi-

schen den « + 1 zu bestimmenden Grössen ausdrücken, und erst die wei-

tere Bedingung, dass U für y= 0 verschwinde, zur vollständigen Bestim-

mung jener Grössen führen werde. In der That erhält man von dem

:

X0= f (*), X, = f (*), XE = ± f (*); . • • =^...^/"-V)

Dies vorausgesetzt, geht nun die Gleichung 2) in die folgende über

:

1 . 2 . . . (/< — 1) dx dx
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oder, wenn man, um abzukürzen:

1.2..«
setzt, und bemerkt, dass:

dU_ y* du dU__ y*~ l

^ y
H du

so ergiebt sich, wie leicht zu sehen, die Gleichung:

Die Integration dieser partiellen Differentialgleichung würde unmittel-

bar zu der bekannten Integralform des Restes fuhren. Man kann aber die

Frage nach u von einem ganz verschiedenen Gesichtspunkte aus betrach-

ten, indem man zwei Werthe von u zu ermittelten sucht, zwischen welchen

der Ausdruck :

*(.)— /»(.> + S(£-;-r3
wenigstens einmal das Zeichen ändert, zwischen welchen also ein Werth

von u liegen muss, wofür F(u)= 0 ist.

2.

In der soeben angeführten Gleichung setze ich für u einmal

:

Ml =/<»>(*),

so folgt:

und dann:

„,= /•(»)(* + !,),

80 folgt

:

F(«t)=fW(x + y)-^)(,).

In Hinsicht der Zeichen dieser beiden Werthe von F(u) sind nun zwei

Fälle zu unterscheiden : es können nämlich die Ausdrücke

/-(»+!)
(x) und f<»*(x + y) — fl">(x)

entweder gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben.

Sind, im erstem Falle, die Zeichen jener Ausdrücke gleich, so sind

die Zeichen von F(u
t ) und F(ut) einander entgegengesetzt Wenn man

daher die Annahme macht, es bleibe FM(x) von dem Werthe x bis zu je-

nem x+ y der Veränderlichen endlich und stetig, so muss es notwen-

dig zwischen u
x
= ^{x) und ut= f^(x + y) einen Werth von w, und so-

fort von x einer entsprechenden zwischen x und x + y geben, wofür F(u)

verschwindet.

Hiernach kann man den Werth einer zwischen 0 und + 1 liegenden

Zahl % so bestimmen, das»
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u= FW(x + ky) und F (u)= 0.

wird.

Sind, im zweiten Falle, die Zeichen der Ausdrücke:

/1-+U (x) und /<-)(* + —
einander entgegengesetzt, so muss fl*+ l

) (x) zwischen den Werthen x und

x + y der Veränderlichen wenigstens Einmal sein Zeichen wechseln
,
folg-

lich ^(x) innerhalb jenes Intervalls wenigstens Einmal vom Wachsen in's

Abnehmen oder umgekehrt übergehen. (Satz A.)

3.

Dies vorausgesetzt, seien nun x0 ,
x, , . . . die zwischen x und .t -f- V

liegenden Worthe der Veränderlichen, für welche fl*+ l
> (x) = 0 wird, und

zwar sei

:

*< a*0< x\ < • • • < x + y-

Setzt man nun für i/ den Werth:

so folgt:

woil x0 eine von x und y ganz unabhängige , constante Grösse ist. Da

ausserdem x9
der kleinste der auf x folgenden Werthe ist, wofür ^"+») (r)

verschwindet, so haben nothwendig

:

/*•+!> (*) und /Wfo) - =
gleiehe Zeichen. Der Voraussetzung nach sind aber die Zeichen von

/•<"+» (x) und /(«)(* + y) — /"<-)(x) =
einander entgegengesetzt: folglich müssen

F(u0) und J>t)

entgegengesetzte Zeichen haben. Es muss also zwischen

tto= /1»)(a:0) und «,==/•<">(* + y)

ein Werth von m , und sofort zwischen x0 und x -f- y ein entsprechender

Werth von x liegen, wofür* = 0 wird. Liegt aber dieser Werth zwi-

schen .r0 und x •+ y, so ist es nicht minder gewiss, dass er auch in dem er-

weiterten Intervall von x bis x -f- y enthalten ist, dass man ihn also wieder

durch x -f- x y darstellen, und sofort

w= /<«)(* +XJ,)
wie im vorigen Artikel setzen kann. Hierdurch sind die beiden früher un-

terschiedenen Fälle erörtert und auf dasselbe Resultat zurückgeführt. Ohne
die ausdrücklich gemachte Voraussetzung, dass f(x)..(3. C.) . . und

innerhalb des Intervalls von x bis x «f y der Veränderlichen stets endlich

und stetig bleiben, wären die vorangehenden Betrachtungen durchaus nicht

statthaft. Jene Voraussetzung aber fände (S. B.) nicht statt, wenn nicht

auch ^"-^(x), Pn-2
\ ....f{x), f(x) innerhalb des bezeichneten Intervalls

endlich und stetig bleiben würden.

Fasöt man Alles zusammen, so ergibt sich der Satz:
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Wenn /"(*), /'(«),.,./<»)(«) für alle zwischen x und ar+y
liegenden Werthe dor Veränderlichen endlich und stetig

bleiben, und wenn x einen zwischen 0 und +1 liegenden
Bruch von der Beschaffenheit bezeichnet, dass u= fl"> {x+xy)
gesetzt, der Gleichung:

»-/<"(x)+-(--_j=0

Ocntigc leistet, so ist:

n* + ,) - /•(*) + ,rw + irw + . . .

+

ri
^:L__^V)

+
,
/" ,/'") ('- +-»)•

i . « . . . if

Gr ntz, am 8. Marz 1850. Professor Dr. A. Winckler.

XX. Ueber eine Umgestaltung der Ampere'achen Formel. Von Gustav
Rocn, Schüler des polytechnischen Institutes zu Dresden. Die Verein-

fachungen, welche die Dynamik, sowie die Lehre von der Anziehung da-

durch erleiden, dass man die wirksamen Componenten X, 7, Z als Differen-

tialquotienten einer Funktion (des Potentiales) betrachtet, machen es wün-

schenswert , auch in die Lehre vom Elektromagnetismus eine ahnliche

Kräftefunktion einzuführen. Die Bestimmung derselben für die Wirkung

von elektrischen Strömen ist der Zweck dieser Arbeit.

Die Ampöre'schen Formeln für die Wirkung zweier Stromelemente

geben die Werthe der drei Componenten X, F, Z der Wirkung und durch

Integration einer totalen Differentialgleichung mit drei unabhängig Variab-

len kann aus ihnen die Potentialfunktion V bestimmt werden. Im Allge-

meinen aber existirt keine Lösung einer solchen Gleichung und diess ist

auch der Fall für die Wirkung zweier Stromelemente. Es soll aber ge-

zeigt werden, dass eine solche Funktion existirt für die Wirkung geschlos-

sener Curven und es ist dies, streng genommen, auch der einzig mögliche

Fall.

Als Grundlage für die folgende Rechnung diente der für viele beson-

ders auf krummlinige Stromleiter bezügliche Entwicklungen sehr bequeme

Ausdruck der gegenseitigen Anziehung zweier Stromelemente.

— it
t
d s

t
r-i ^—— ds.

- Es seien a-, y, t und xit y lf z
t
die Coordinaten des wirksamen und des

afficirten Elementes. Dann sind die Componenten X, Y, Z
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\ ('S./ f) r
1) X=ii

i
ds

i
r~i ds.— etc.

V S OXy

wenn

r«= (o: - *,) + (y- *) + (*- *,)•.

Man hat nun

:

# a*
' # y # r r 'dxdy" dy dx

Diese Formel darf aber nicht sofort in 1) angewendet werden, da

d r
r~a— noch andre von .r, und s abhängige Grössen ausser r enthält. Es

ist <p (r) aber gleich r. Man mnss daher schreiben

:

dx dy dx'dy dxdy

ZJ{r y
x, y) 3r= d_yfd_r drfdr

dy dx dy dx* dydx'
nnd hierin ist:

drfdr __drfdr
_^dx dy dy dx

und mithin allgemein

:

df{r,x>y) dr= df(r,x
y y) dr dsfdr dyfdr

dx dy dy dx dxdy dy dx'

Hiernach ist:

+ r-+ !_ jrf,.
ds dx

t
6 osi

In den letzten beiden Differentialquotienten ist r als constant anzu-

sehen*. Man kann sie daher schreiben:

r_|
V d *t' dr __

r
-9 ^ dsj dr_ \ dsj r

ds dx
i ds dx

{
ds dx

x

dx
t

ds d xt
ds'

dr
Es ist aber r—- unabhängig von r. Man darf daher in den letzten

ds

beiden Differentialquotienten auch r als veränderlich ansehen, und hat so

nicht mehr partiello Differentialquotienton von der vorigen störenden Be-

schaffenheit. Es ist:
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. *(,-l£-
r

) a
?(r?-

r

)
8 I 8(r*-Vj

Die Glieder in der geschlungenen Klammer können noch weier redu-

cirt werden zu

I
* ä7, Fs

~

r
ds ( ? x,

~~ \* 2 s
i

<)

s

Diesen Ausdruck konnte man auch sehr bald aus:

| cos S cos & — cos £

erhalten. Die Grösse

KrfO

ist unabhängig von .r,, so dass man >f schreiben kann:

X^ii
i
ilsds

i
)* —

- ?
9i

v r er r

Der zweite Theil der Klammer ist nunmehr ein Dift'erentialqnotient

nach x
t
. Den ersten kann man schreiben :

* , <L)'
dr dr \r J

* r
ds

l

' r
d~s~dx^

Man überzeugt sich, da

d

ds

dir

dx
K

d*t
dx

t

d r d rd x
TT-= 3 TT- + etC.
d s dx ds

d rdx.—= — —

-

1
-f etc.

leicht, dass

und

so dass der erste Theil von X zu

wird.

i
\ r ds

x
d s/ \ r dx

t
jr £a? I

1 a*,
f, v^3», 0*

t
a*/
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Es ist daher

:

X=
a± . ai

ßx~
t
\* 7 Fs

i
dl~'r dsXdiJl + ds

t
~ds ds d s

t _

i t , d s d sr

Ebenso ist ein Ausdruck für ¥ zu entwickeln und für Z. Man sielit, dass

eine Potentialfunktion nur existirt, wenn man eine Funktion auffinden kann,

deren Differentialquotient nach x
t
der Ausdruck:

dx
t

r dx r

ds
t
ds dsds

x

ist, und wenn ähnlich die nach y und z geformt sind. Dann aber miisste, da:

~—— d* V
d x .dy a y . d

x

ist, auch sein

i_
a y, 3 a:,

Man überzeugt sich leicht, dass dies nicht der Fall ist und es existirt

demnach keine Potentialfunktion für die Wirkung zweier Stromelemente.

Integrirt man den obigen Werth für X aber nach s und innerhalb zweier

geschlossenen Curven, so fallen die Glieder

dx
t

r
und

\dt
t
ds ' ds ds/) °(\ds

l
ds "dt dt/)

ds
t
ds

weg, und es entsteht:

S g,

v .. r r d \ \ drdr l \ ds/).
,x==thJJ ^h^rs~7-d-s~\dsds-

0 u

X die Coniponente der Wirkung zweier geschlossener Curven.

Die Bildung des Differeutialquotienten nach a-, aber wurde in einer

Weise vorgenommen, die eine Aenderung der Schreibweise erlaubt. Denkt

man sich innerhalb der geschlossenen Curven zwei feste Punkte x, y, z und

x
t , y, , z

t
und misst von da ab die Coordinaten der Peripheriepunktc zu

£, 17, £, und |,, 17, , C, so wird:

r*= [(* + |) - (*, + $,)]• + etc.

und man darf die nach den früheren x
t > y,, z, genommenen Differential-

quotienten identificiren mit den nach den jetzigen genommenen. Dann darf

man auch die Differentiation nach der Integration ausführen und es wird

:

y .. a rr(.\ drdr 1
B
{
r
dl)\ . .

0 0
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Die Potentialfunktion V aber ist daher

:

S g\

2)

3)

o ü

X

v - C C i
1 8rdr 1

ds dst1

dv d v d V

Diese Form für F kann aber bedeutend vereinfacht werden.

Man hat:

1 dTdr^^fO

und durch die Integration fällt der letzte Theil weg, so dass entsteht

:

. a(r?T)

'""^Jlß.^r""'" wobei- r
?-7,

=[*+«-(*.
+«.)i|J -f etc.

0 o

Demnach

:

0 0

Dieser Werth genügt der Bedingung

aar,*

Derselbe lässt sich noch besonders vereinfachen, wenn |, ij, £ und

»;,, £, immer sehr klein sind gegen r. Man kann dann -i nach Potenzen

derselben entwickeln, wenn man die Entfernung der Punkte, von denen aus

Vi ti In £i gemessen werden, einführt. Sie sei r', so ist:

11 r

7
= ?*dx*+ dy

„ 1 1
<? — <-

—
r

_i_
r

-

>? °7 d i

r r

j.

7'

r
it.

d*Lt
a*i

Zeitschrift für Mathematik u. Physik. IV.
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Die sieben ersten Glieder fallen in dem Ausdrucke 4) weg. Setzt man

nun:

/ * * *

so wird:-

Ich habe diese Formeln zunächst auf die Ampere'sche Theorie des

Magnetismus angewendet und besonders die Wirkung der dem afficirten

Molekül sehr nahen Theilchen bestimmt.

XXI. Ueber die Bewegung eines schweren Punktes auf einer ver-

tioal stehenden Plancurve. Beim Unterrichte in der analytischen Mecha-

nik kann man folgende nicht übele Aufgabe benutzen, die ich in keinem

der mir bekannten Lehrbücher finde

:

Auf die Aussenseite einer gegebenen, vertical gestellten Plan-

curve ist ein schwerer Punkt aufgelegt ohne Mittheilung einer

Anfangsgeschwindigkeit; an welcher Stelle wird er, längs der

Curve herabfallend, die letztere verlassen? (Fig. 4, Taf. III.)

Die Achse 0 Z sei im Sinne der Schwere genommen, P0 die Anfangs-

lage des beweglichen Punktes und die zugehörige Abscisse 0N— j0 , fer-

ner für eine Andere Lage P die Abscisse ON~ z, JV P= y = f (z) und der

Tangentenwinkel SPT—x mithin tanx~~^~ y . Von dem beweglichen

Punkte, dessen Masse = 1, dessen Gewicht daher = g= P S sein möge,

erleidet die Curve in P den normalen Druck
f

PU= gsinr^-JUL^,

jedoch nur dann, wenn LS P 7
1 <90° also y positiv ist, weil im Gegenfalle

der bewegliche Punkt ohnehin nicht mehr auf dei; Curve wäre; da unter

dieser Voraussetzung sinx gleichfalls positiv ist, so hat man in der obigen

Formel die Wurzel mit dem positiven Zeichen zu nehmen. Andererseits
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wirkt die Centrifugalkraft dem Drucke entgegen; sie ist, wenn r die Ge-

schwindigkeit und q «feu Krümmungshalbmesser in P bezeichnet,

y
;
~~~

Die genannte Gegenwirkung rindet übrigens nnr in dem Falle statt,

wo die Curve ihre concave Seite nach der Richtung negativer y hinkehrt,

d. h. wenn y" negativ ist; man muss daher, um den absoluten Betrag von

PV zu erhalten, der Wurzel das negative Vorzeichen geben. Die gesuchte

Stelle rindet sich nun dort, wo P U=. PV wird, bestimmt sich also durch

die Gleichung

Oy ___ 2 g (s -- s0)
y"

oder

:

1) y'(l+y'2)+2y(s-s0) = 0;

nach Substitution der Werthe y = f (s) und y"— f" (s) ist hierin nur die

eine Unbekannte z enthalten.

Bei der Parabel überwiegt dio Normalcomponentc der Schwere im-

mer die Centrifugalkraft, wenn die Parabelachse vertical steht; dagegen

wird die Aufgabe möglich, wenn man die Parabelachse A C horizontal legt

(Fig. 5, Taf. III). Nehmen wir den Ausgangspunkt P0 zum Coordinaten-

anfang und setzen 0 B= b, 0 C— c, und nennen a den Halbparameter, so

haben wir als Gleichung der Curve

y —b —- -
,

s„ = 0,

mithin nach No. 1)

«2 (r — z) + (c — zf— 2«! 2= 0

oder für c— z= u

tt* -f 3 a* u— 2 a* c= 0.

Diese Gleichung ist mittelst der Cardan'schen Formel auflösbar; man

erhalt:

2) z == c —
{ Ya* (/«'T c%+ c)— /' a1 (j/a* + ? — c) \

Da ein negatives s eine Unmöglichkeit anzeigen würde, so muss noch

untersucht werden, ob z positiv ausfällt. Es ist nun ohne Weiteres klar,

dass der Ausdruck u* -J- 3 a* a— 2 «* c mit u gleichzeitig wächst und über-

haupt nur für einen einzigen positiven Werth von « verschwinden kann

;

für u= 0 wird er negativ, für u = c positiv, mithin liegt die gesuchte

Wurzel zwischen 0 und c, folglich ist auch z zwischen 0 und c enthalten.

Als zweites Beispiel diene eine Ellipse, deren grosse Achse vertical

steht (Fig. ö, Taf. III); 'es ist dann, wenn der obere Scheitel zum Coordi-

natenanfang genommen, A C~ a und ß C~ b gesetzt wird,

20*
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by— — 1/2 a z — z*

und nach No. 1)

(«_,)[«•_ («-*)»]- 2 «»(z-O^o.

Die Gleichung vereinfacht sich mittelst der Substitutionen

l/a« — 6»
a — z ~ x, a — ?0 = > = «

a

und wird

3) f'*» — 3fl'a;+2a, j0
= 0i

setzt man weiter

«£ «So

so wird noch besser

Die einfache trigonometrische Lösung hiervon besteht in den beiden

Formeln

sintp—lo, |= 2si/i^<p,

und dies kann mit Hülfe der Trisection des Winkels construirt werden.

Zieht man nämlich vom Brennpunkte F nach P0 und P die Leitstrahlen r0

und r, so ist

mithin nach dem Vorigen

4) sin <p= a
^

r°
, r= o— 2 a sin \ tp.

Dem entsprechend schneidet man auf £ F die Strecke FQ0
= FP0 ab,

beschreibt aus B mit Radius BQ0 einen Kreis und legt an diesen eine hori-

zontale Tangente, welche den um die Ellipse beschriebenen Kreis AD in

R schneidet; von dem Bogen DR bestimmt man den dritten Theil DS, zieht

ST-^CD und nimmt BQ—2ST, dann ist der Kest FQ der Leitstrahl des

gesuchten Punktes P.

Diese Construction wird elementar, wenn m einen der Werthe — , —

.

4 8'

^ etc. erhält ; für r0= a — ist z. B.

cp = 45°, r= a— 2 a sin 15°,

doch setzt der für r0 angenommene Werth voraus , dass a mehr als b y%
beträgt.

Giebt man der Ellipse die umgekehrte Lage , indem man die kleine

Achse vertical stellt, so kommt man auf eine ähnliche eubische Gleichung

wie vorhin; doch lässt sich diese nur mittelst der Cardan'schen Formel auf-

lösen.
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Beim K r e i 8 e ist b= a, s ~ 0, mitbin nach No. 3)

x = ^- x0 .

Dieser Werth hängt vom Radius a nicht ab ; hat man also für mehrere

concentrische Kreise dasselbe x01 so gilt auch für alle jene Kreise das-

selbe x.

Für eine Hyperbel mit verticaler Hauptachse erhält man eine

Gleichung, die äusscrlich mit No. 3) übereinstimmt, worin aber

l/«* + b*
e= -

a

ist. Da diese Gleichuug keine positive Wurzel besitzt, so bleibt der be-

wegliche Punkt immer auf der Curve, wie leicht vorauszusehen war. Bei

einer gleichseitigen Hyperbel (Fig. 7, Taf. III), deren eine Asymptote BD
vertical steht, sei C der Anfangspunkt der Bewegung, 0 V N// B D die

z- Achse, 0 B = b, 0 C— c; die Gleichung der Curve lautet dann

b c= (b— y) z oder y— \\ —
und hieraus ergiebt sich nach No. 1)

b* t* + 4 c z*— 3 ?= 0

oder einfacher

£
4 + 4a£— 3a= 0,

wobei

c c*

gesetzt worden int.

Legt man die Basis einer Cycloide horizontal und nimmt den da-

rüber befindlichen Scheitel zum Coordinatenanfang , so hat man als Diffe-

rentialgleichung der Curve

2a— z
»

z

worin a den Halbmesser des erzeugenden Kreises bedeutet. Die Gleichung

1) liefert sehr einfach

2= a -|- ^ z0 .

Für die Kcttenlinie, deren Gleichung ist

+ * «) odery= c/(-^£-
j,

ergiebt sich

r= 2r0 ;

wie beim Kreise ist dieser Werth unabhängig von dem Parameter der Curve.

Schlömilch.
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XXII. Allgemeinste Auflösung der Gleichung .r* +- y
s= z* in relativen

Primzahlen. Von R. Hoppe in Berlin. Die Gleichung lässt sich zerle-

gen in

pq=z\ p = x + y, q— (x + y) (x — 2y) + 3y*,

woraus erhellt, dass p und q keinen Factor gemein hahen könuen ausser 3.

Demnach ist entweder

p= u\ q-~v\ z = uv

oder

p 3m*, q = 3/;', z 3 uv.

Erste.r Fall. Da hier

4?;«= (2er— y)*+ Zif

oder

3y* — (2 1? — 2a: + y) (2 » + 2x— y)

ist, so giebt es stets zwei relative Primzahlen y, d*, welche die Gleichung

erfüllen

:

y (2v— 2x + y)= 3<3y , ö (2» + 2a:— y) = yy,

woraus nach Elimination von v

4yd\r= (y — Ä) (y + 3d) y.

Die Coefficienten von a: und y können keinen Factor gemein haben

ausser 3 und 4, nämlich 3, wenn er in y steckt; 4, wenn y und <J ungerade

sind. Daher hat man

1) *a:=(y— <J)(y + 3<S), . f y= 4yo\ « = 1,3,4,12,

woraus hervorgeht

e«*=y« + Oy« —3<5*.

Hat nun y, mithin auch £ den Factor 3, so ist y* + 6y5 theilbar durch

9, folglich

das ist die Summe zweier Quadrate, theilbar durch 3. Das ist unmöglich,

weil d nicht durch 3 theilbar ist. So behält « nur die Werthe 1 und 4, und

man hat

y» + 6yö — 3<3
e= M

1

,

oder

3 (2y-d) * = («,— y)(", + y),

daher erfüllen zwei relative Primzahlen o und 0 die Gleichungen

3j3d= «(W| -y), «(2y — = + y),

woraus nach Elimination von w
t
erhalten wird

- 2 a («— 0) y= (o* -f 3 ß*) J.

Die Coefficienten von y und <S können keinen Factor gemein haben als

3 und Potenzen von 2. Man hat

£y= a2 + 3/3
l

, £ö= 2a(«— ß), J= 2" oder = 3 . 2 n .

Führt man diese Werthe in die Gleichungen 1) ein, so ergiebt sich nach

leichten Keductionen
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£ £«ar= (a+ ß) [(a + 0)
8 — 8 («- /?)»]

« = 4.(a-ß [(« + ßY + (a- 0)«].

Setzt man a + j5= «, a — ß= 6, so werden a und 6 alle Zahlen durch-

laufen, die zugleich gerade oder zugleich uugerade sind. In den geraden

Systemen sind aber alle Systeme enthalten, multiplicirt mit 2. Ohne
Einschränkung ist daher

&x==a(u> — 86»), £y= 46 (a* + 63) , *= 2" oder = 9 . 2».

Ist hier a gerade und man substituirt

26, — «, y, x für a, 6, x, y,

so erhält man nach Division durch 4 dieselben Ausdrücke wieder. Man
kann demnach a auf ungerade Werthe beschränken, ohne Systeme der <r, y
einzubüssen. Unter dieser Annahme behält d noch die Werthe 9 und 1,

welche offenbar eintreten, jcnachdem a + 6 den Theiler 3 hat oder nicht.

Zweiter Fall. Haben p und q den Factor 3, so ist

(2.r — y)
%= 3 (2» — y) (2 v + y) ,

y (2*— y) = 35 (2» + y), 5 (2*— y) ~ y (2» — y),

2(y" -30"')* = (y* + 6y<$ — 3<J*) y.

Theiler ist 4, wenn y und <$ ungerade sind; 3, wenn es in y steckt, daher

m: = y*+ 6yÖ — 36«, «y= 2 (y
Ä— 3Ä«), £=1,3,4,12,

woraus
£M* _=y» + 2y5 — 3d l= 3«,' oder = «,*,

jenachdem y und e den Factor 3 haben oder nicht. Ist 3 nicht Theiler, so

kommt
= — (y + 3<*)>

«CT— = ^(y + 3d)^a Ml ,

«• (y-6) = J
S'(y 4-35),

(««— 0*)y=(«»+3/i 2
)<5>

£y=a«+3/J«, £<5 = n* — ß\
e£*x= tt*+ Go*|3 2— 3jS\ f £*y= 30 4 + 6a'|S'— a4

.

Ist 3 der Theiler, so setze man 3y für y, dann erhält man dasselbe, nur

mit Vertauschung von x und y. In den zwei letzten Gleichungen ist 3

Theiler, wenn es in « steckt; 4, wenn a und ß ungerade sind. Da aber

3 £ £
s
(* + y) = 12a* 0«,

so kann c nicht den Factor 3 haben, da es den Factor 9 nicht hat, folglich

behält der Coefficient von x und y nur die Werthe 1 und 4.

Alle Auflösungen sind demnach in folgenden enthalten:

I. d*x= a(«3— 86»), #«y= 4 6(«»+63
), $»r= a6 + 20a3 63— 8 6«,

wo a ungerade, und #= 3 oder =1 ist, jenachdem 3 Theiler von a + 6

ist oder nicht.

- II. ij'i^fl' + öo'ft1- 364
, »j

l
y= 3 64+ 0fl

8 6*— a\ n
9
z= Qab (a4+ 364

),

wo « nicht theilbar durch 3, und -» = 2 oder =1 ist, jenachdem a und 6

beide ungerade sind oder nicht.
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XXHX Das pythagoreische Breieck. Im Octoberhefte 1858 der 2Vok-

velles annales de malhematiques (71 XVII, p. 305) löste H. G«*rono die Auf-

gabe, ein Dreieck zu finden, dessen drei Seiten und Flächeninhalt eine

arithmetische Reihe von der Differenz 1 bilden , dahin , dass nur das so-

genannte pythagoräische Dreieck von den den Seiten 3, 4, 5 und dem
Flächeninhalte 6 dieser Bedingung genüge. Im Januarheft 1859 derselben

Zeitschrift (T. XVIII, p. 44) bemerkte H. Lebesgue, dieses Dreieck sei

überhaupt das einzige in ganzen und rationalen Zahlen, welchos der

Bedingung geniige, für die drei Seiten und den Flächeninhalt eine arith-

metische Reihe mit irgend einer Differenz herzustellen. Wir wollen

dies auf andere Weise zeigen.

Es sei zunächst das Dreieck ABC (dessen Flächeninhalt A) ein ganz

beliebiges. Wie gewöhnlich bezeichnen er, 6, c die den Eckpunkten A, 2?, C

gegenüberliegenden Seiten, o den Halbmesser des eingeschriebenen Krei-

ses und die Stücke, welche auf den Seiten zwischen den Berührungspunk-

ten mit jenem Kreise und den Eckpunkten liegen, mögen durch die den zu-

nächst liegenden Ecken entsprechenden griechischen Buchstaben «, ß } y
benannt werden , so dass also

Nun ist bekanntlich

1) J--~\{a + b + c)(b + c-a).tg±,

wie auf die verschiedensten Weisen abgeleitet werden kann.

Ferner ist

a + c — 2b= 2ß — (ct+y)

und wegen — = cotg — u. s. w. folgt daraus
Q 2

a + c — 2b B ( A C\
2) —— = 2 cotg- — \cotg- + colg-)-

o c 2 b
Ist daher b das arithmetische Mittel zwischen a und c, d.h. ist —- — =0

so muss auch 2 cotg —— ycotg — -f- cotg —
J
= 0 sein, es muss cotg — das

A C
arithmetische Mittel zwischen cotg — und cotg sein , oder

bilden die Dreiecksseiten a, 6, c eine arithmetische Reihe , so muss

A B C
dasselbe auch für cotg —

,
cotg —

,
cotg — der Fall sein.

Um die Differenz dieser letzteren Progression anzugeben, kann man
füglich folgenden Weg einschlagen. Es sei a= x— t/, b= x, c= x + rf,

dann ist

sin A d sin C d

sin B~ ~ x' s~ÜTb
~~ 1 +

x '
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sin A + sin C= 2 sin B= 2 «6t (A+ C)

also

und daraas

„. 1 — 2cosA ,
1

—

2eo$C
3) :--r— H

' «m ^4 «m C

Nun ergiebt sieh augenblicklich

-^ (
C04h 2 ?)'

, A
-*nir= —4 A -l»5~l~»5-

2 sm — .cos —
2 2

und so nimmt die Gleichung 3) die neue Gestalt an:

I j'0 7 + 7 }
-

1 < ^ T + C0/^ "2 I ° '

«^T +^F , ^ c
3= ----- =

*7 + * ¥
mithin

6' ^
cotg-=$lg--

Aber in jedem Dreiecke ist

cofo-^/fii-^—= ——
,

cotg ^ .cotg j— 1

folglich in dem vorliegenden Falle

B A „ A

Die drei Winkel sind demnach auf den Winkel A zurückgeführt und der

oben ausgesprochene Satz lässt sich bestimmter so fassen:

Seien a~x— d, b— x, c~ x -fr- d die drei Seiten eines Dreiecks,

so folgen dessen Winkel dem Gesetze , dass auch die Cotangenten

ihrer Hälften in arithmetischer Progression stehen, indem cotg —
2

A B ,
A A C A .= cotg ^2=4 cotg 7 + 1^7» cot9 j = 3 lg j ist.

Für dieses speciellere Dreieck folgt aus 1) auch eine einfachere For-

mel für den Flächeninhalt, nämlich

4) J= \x{x + 1d)tg

Dieses Dreieck ist in so weit noch allgemein, als für x und d jeder positive

Werth gesetzt werden darf, welcher nur der Bedingung .r>2rf entspricht,

indem n + b > c sein muss. Der Winkel A hingegen hängt selbst von x
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und d nach der bekannten Formel ab, welche die Winkel des Dreiecks aus

den drei Seiten finden lehrt und welche hier die Gestalt besitzt:

— 2rf

(.r+ 2tf)

Es liegt nun nahe, noch eine dieser zwei wenigstens bedingungsweise

willkürlichen Grössen x, d dadurch zu bestimmen, dass eine Eigenschaft

des Dreiecks hinzutrete, welche bei einem Dreiecke von arithmetisch fort-

schreitenden Seiten wirklich stattfindet. Bei dem pythagoräischen Drei-

ecke setzt die Maasszahl des Flacheninhaltes die arithmetische Reihe der

Seiten fort. Soll -also in unserer Bezeichnung J= x +- 2d sein, so folgt

durch Substitution dieses Werthes in 4) , dass

9
2 3x

seinauuss, und dieser Werth in Verbindung mit 5) liefert die Grösse

rf

__3.r3— 10.t

0.^4- 32
*

Ein solches Dreieck, dessen Seiten und Flächeninhalt in arithmetischer

Reihe folgen, entsteht daher durch die Annahme

3a s
-|- 48x L

9a s + 10.v

«) « = 0^+32 '

6== *» C=
oV+32

'

In der That folgt aus diesen Seiten der Flächeninhalt

(Sx*
J
~~3x3 + 10

und für die Winkel folgen die Werthe

:

A 'ix B Zx
,

2 C 4

^7=T f "^ä^T + P 0019
2 ^ x>

welche den früher angegebenen Zusammenhängen gehorchen.

Die Werthe ö) sind aber keiner weiteren Bedingung unterworfen, als

dass die Differenz d positiv sei, d. h.
8
-- ->0 oder a >^//48 also etwa

\)X -J~ oi

225 291 102
e.B. *= 3giebt«= -, 6= 3, c=— , =—

•

Ganz anders verhält es sich, wenn man die Bedingung hinzugefügt

wissen will, dass a, &, c, 4 nicht blos rationale, sondern auch ganze Zah-

len seien. Dann muss ausser x auch d eine ganze Zahl seinj d. h.

3#*— lOx

6x* + 32

muss in ganzen Zahlen aufgelöst werden.

Ans dieser Gleichung folgt aber

/öa;f +32\ 04rf
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Es muss also ~

^ eine ganze Zahl sein, oder durch Substitution des

Werthes von rf,

(Ha

Ga*+ 32

muss eine ganze Zahl sein. Das ist nur dann möglich, wenn

öa2+ 32<ü4a
a < 10.

Da wir ausserdem wissen, dass in ganzen Zahlen x i> 3 sein niuss, so sind

nur die Werthe a ~ 3 bis a= 10 zu probiren, und von diesen liefert nur

A'= 4 die ganzen Werthe a = 3, 6= 4, c= 5, = 0.

Endlich ist das pythagoräisehe Dreieck das einzige rechtwinklige

von den verlangten Eigenschaften. Denn bei C= 90° ist cotg —~ — — 1,

also jc = 4. Cantok.

XXTV. TTeber eine Aufgabe aus der analytischen Mechanik. Diese

schon bekannte Aufgabe lautet: Es wird eine Curve von der Beschaffen-

heit gesucht, dass die Zeit, welche ein materieller Punkt braucht, um den

Bogen zu beschreiben, in einem constanten Verhaltnisse k zu der Zeit stehe,

die derselbe Punkt brauchen würde, um die entsprechende Sehne durch-

zulaufen, vorausgesetzt, dass der Punkt l) der Wirkung der Schwere, 2) der

Wirkung einer Kraft unterworfen ist, welche von einem festen Punkte her-

rührt und der Entfernung proportional ist (Fig. 8, Taf. III).

Diese Aufgabe wurde successive von Saladini*), Fuss**), Ser-

ret und Ossian Bonnet***) behandelt; allein es ist, so viel ich weiss,

bis jetzt noch nicht bemerkt worden, dass man in beiden Fällen, nicht nur

für k = 1, sondern auch für jedes k zu derselben Differentialgleichung

1) k . (dg + Q tang &.d&)=^ f/d? + pW
gelangt, wenn q, Ö die Polarcoordinaten der gesuchten Cnrve bezeichnen.

Dies führt zu dem merkwürdigen Resultate , dass vorstehende Gleichung,

wenigstens für diese beiden Fälle, unabhängig von der wirkenden Kraft

sowohl, als auch von der Lage des Wirkungsmittelpunktes (cenlre d'aefion)

ist, und mithin zu der Frage, ob diese Independenz nicht allgemein sei.

Bezeichnen nun f,
,

tt respective die Zeiten, welche der materielle

Punkt braucht, um den Bogen und die ihm entsprechende Sehne durch

-

*) Memorie deW Imtituto Xftzionttlc Italitmo. Bd. I, Th. II, ts. 43. I80(>.

**) Memoire* de. VAcademie des sr. de St. Pelersboitry 1824, Bd. IX, S. »1.

***) Jnw nat de Unwille, Bd. IX, 8. 28, 1 HJ. 1844.
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zulaufen; r nnd o die Entfernungen der Punkte Af, 0 vom Wirkungs-

mittelpunkte A (wenn 0 der Anfangspunkt der Bewegung ist), F(r) die wir-

kende Kraft; setzt man F
t
(r) =J*F(r) dr, so ergiebt sich

1 -y^J y-
Fl (r)-Ft {ay

1 yiJyF^-F.la)

Es ist dabei zu bemerken, dass, wenn man zur Auffindung der Gleich-

ung 1) zugleich q und ö variiren läset, (da) eine specielle Bedeutung hat.

Denkt man sich nämlich zwei unendlich nahe liegende Vectoren OM
y
ON

%

und auf ON die Strecke OM' so abgeschnitten, dass derselbe materielle

Punkt, unter der Wirkung der Kraft F(r)
, die Strecken OM

}
OM' in glei-

chen Zeiten zurücklegt, so ist das Stück M'N — (rfp) , und entspricht dem
Zeitincremente dtt . Nun erhält man aus 2) die Werthe von ds und (dg)

als Function der Kraft F(r) und der Zeit:

ds yi j/F.lr)^ Fx («) . dl, ,
(r/p) = ]/

7
l F

x
(/•) -^f\(äj . dt,

,

und durch Division

ds <//,

(dj)~~dls

woraus die Kraft eliininirt worden und somit die fragliche ludependenz der

Gestalt der gesuchten Curve von der Kraft bewiesen ist.

Zusatz. Aus der Vergleichun^ dieser letzten Gleichung mit l) folgt

(do)= dq + od&. tang Ö= NM'= Nm + m M',

wenn Om= OM gemacht wird; daraus folgt aber

mM' = odß . lang €>,

also

LmM'M=z - - ö= 50J/
;

2
'

und wenn man sich einen Kreis durch die Punkte 0, M\ M denkt, so er-

giebt sich, dass OS die Berührende des Kreises bei 0 ist, dass also der

Mittelpunkt desselben auf der Verbindungslinie von 0 mit dem Centrum A
liegt. Nach der frühern Bestimmungsweise der Punkte M, M' ist aber der

geometrische Ort derselben nichts Anderes als die Synchrone (la courbe

synchrone) aller bei 0 zusammenlaufenden Geraden. Als End-

resultat ergiebt sich also, dass diese letztere unabhängig von der wirken-

den Kraft und der Lage des Wirkungsmittelpunktes, und zwar ein Kreis

ist, dessen Mittelpunkt auf der Verbindungslinie 0 A liegt, und dessen Halb-

messer gleich der in dieser Richtung, unter den Umständen der jedesmali-

gen Aufgabe, vom materiellen Punkte zurückgelegten Strecke ist, wie dies

für die zwei einfacheren Fälle der Schwere und einer der Entfernung pro-

portionalen Kraft direct bewiesen werden kann.

Leipzig. E. Bacaloolo.
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1

XXV. Zu der Quadratur der Epicycloide und der Hypocycloide. Von
der Cycloide ist folgender Satz bekannt (Schlörailch'g Compendium der

höheren Analyiis Cap. XIV, $. 64 d)

:

Die Scheiteltangente scbliesst mit der Senkrechten, welche auf sie

aus einem Endpunkte einer zu ihr parallelen Cycloiden-Sehne ge-

fällt wird , ein Flächenstück ein , welches halb so gross ist als der

zwischen der Scheiteltangente und jener Sehne liegende Abschnitt

des Rollkreises.

An Formeln für die Quadratur der Epicycloide und der Hypocycloide

fehlt es zwar nicht, aber keine, der mir bekannten wenigstens, bietet irgend

eine Analogie zu dein obigen Satze dar, wahrend doch zu vermuthcn ist,

dass ein allgemeinerer Satz von der Epicycloide giltig ist, welcher den-

jenigen von der Cycloide als besonderen Fall in sich enthält. Die Ent-

wickelnng dieses allgemeineren Satzes bildet den Gegenstand der folgen-

den Zeilen.

Der Rollkreis habe seinen Mittelpunkt in Af0 , wenn sich der beschrei-

bende Punkt im Scheitel S0 der Epicycloide als dem einen Endpunkt des-

jenigen Rollkreisdurchmessers befindet, dessen anderer Endpunkt T„ auf

den um den Mittelpunkt N beschriebenen Bahnkreis tritt. Der beschrei-

bende Funkt habe die Epicycloide von S0 bis P erzeugt, wenn der Mittel-

punkt des Rollkreises die Lage M einnimmt und der Endpunkt T eines

Durchmessers ST auf den Bahnkreis tritt, so wird SMP den in der Folge

mit B bezeichneten Rollungswinkel darstellen. Setzen wir ferner

MT=a, NT=b
y

LT0NP=<p, jV/>^ r>

so wird L T9NT = mB, und der doppelte Inhalt des Epicycloidenaus-

?
Schnittes S0 NP durch / r*d<p angegeben. Zum Zweck der Ausführung des

Integrals ziehen wir aus der Betrachtung des Dreiecks NMP die Gleich-

ungen :

( r sin (<p— m B) — a sin ©,

differenziiren dieselben und erhalten:

dr . sin (<p
—mB) -f- r cos (tp— mB) . (dq>— md B) — a cos B . dB

y

dr . cos ((p— m B) — r sin (tp— m B) . (dtp—m dB) =— asinB .dB,

durch Elimination von dr sodann:

r (dop — mdB) = a . cos {g>— (m + 1) 0} .dB
oder

:

r*^= m r*+ ar.cos {<p — (m + l) B}

Die Gleichungen 1) aber wiederum geben:
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t"— = u1 (m -f 1) (2 + (1 + cos 0)

r» = («+&>« + «* + 2 « (« + b) cos 0
r cos [q> — (m -j- 1) 0] = « + (« + b) cos 0

somit, nach einigen Umwandlungen:

,/0

und der doppelte Inhalt des Epicycloideu Ausschnitts S0 N P:

e

j^.dS^a' {m +1)(2+ i)(Ö+*ihö)=^( <i+A)(2«+6)(e+W»e)

ü

Dieser Ausdruck kann zum Zweck der geometrischen Deutung in fol-

gende Gestalt gebracht werden:

~ (2 a + &)« . 0 — T (2a + b)&+ £ (2 a + *) 0 f « (2 « + 6) s»>i 0

= (2 a + o)* . m 0 + « (2 a -f- o) si/i 0— (2 m + l) . a* . (0— «w 0).

Das erste Glied ist der doppelte Inhalt des Ausschnitts NS0 S eines

zum Bahnkreis coucentrischeu Kreises, das zweite Glied derjenige des

Dreiecks N S l\ und a* (0 — sin 0) derjenige des Abschnitts S P vom Koll-

kreis. Es bleibt also, wenn Gemeinschaftliches angenommen wird:

Fläche S0 SP— (2 m -f- 1) . Abschnitt S P.

Iu Worten, wenn bemerkt wird, dass SP Tangente der Epicycloide

ist, und 2m -f- 1 -=
2
"
J~

b
: Irgend eine Tangente der Epicycloide schnei-

o

det von der Fläche zwischen dem betreffenden Curven-Ast und dem sämmt-

liche Aeste in ihren Scheiteln berührenden Kreise, und als Sehne des Jloll-

kreises vor diesem, solche Stücke ab, welche im Verhältniss des grössten

und kleinsten Abstands des Kollkreis- Umfangs vom Bahnkreis-Mittelpunkt

stehen.

Für die Hypocycloidc ist m negativ zu nehmen.

Für die Cycloide wird der besagte Berühruugskreis Scheitel-Tangeute,

a
ferner b — od, somit m= — =0, also

:

o

Fläche S
0
S P= Abschnitt SP.

Addirt man zu beiden Flächen die congruenten rechtwinkligen Dreiecke,

welche SP mit den aus P auf S T und die Scheiteltangente gefällten Senk-

rechten bestimmt, so ergiebt sich der am Anfang vor der Cycloide ausge-

sprochene Satz.

Stuttgart, 27. April 1850. C. W. Baur.

XXVI. lieber die Krümmung der Flächen. Von der Gauss'schon De-

finition der Krümmung der Flächen ausgehend, werde ich im Folgenden,

bei geringer Aenderung der Ableitungsweise ; eine aof abwickelbare Flä-
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clien gleichfalls anwendbare Formel zur Messung der Krümmung aufzu-

stellen versuchen.

Man betrachte einen Flächenpunkt und eine diesen Punkt in sich

einschlicssende, auf der Fläche so gezogene Linie, das« auf allen durch

den betrachteten Punkt gelegten normalen Schnitten , von diesem Punkte

aus, der constante Bogen d s abgeschnitten werde, und sei co die von dieser

Linie begrenzte Oberfläche; man denke sich ferner durch alle Peripherie-

punkte der erwähnten Linie die Normalen zu der Fläche, und von dem
Mittelpunkte einer Kugel mit dem Radius =1 Parallelen zu diesen Norma-

len gezogen, welche auf der Kugel einen gewissen Flächenraum 0 begren-

zen, und sei da der jedem ds entsprechende veränderliche Kreisbogen auf

der Kugel; es bezeichnen endlich Ä,, Rt die den beiden Hauptschnitten der

Fläche q den dem normalen Schnitte im Azimute <p entsprechenden Krüm-

mungshalbmesser; so ist, da man die Flächen 0, ca an der Grenze als eben

ansehen kann und ds constant bleibt, die gesuchte Krümmung
2«

Jdot.dy 2« 2*
« ,. © ,. 0 1 Cdto 1 C, A»** <P .

süi* *p\
1 ) /im. - — hm. - =— I—~ — I d w I - _ + •_—

)1
u> 2« inj g Inj * \ R

x
Rt /

I d s* . d <p

wenn 5 den Halbmesser der mittleren Krümmung darstellt. Für ein nega-

tives /?» wird

Ist überdies Rt absolut genommen = /?, , so reducirt sich der Aus-

druck zu ; und für Rt
= c©, zu |i-

t
.

Ein von l) etwas abweichender, für den Fall, wo r / - s* <0 aber

nicht anwendbarer Ausdruck für die Krümmung ergiebt sich, wenn man

vorstehende Voraussetzungen so umändert, dass d a constant bleibt, indem

d s variirt. Man findet alsdann

1

0. 2jc 2 1

2) lim. -=
0),

2*
;
Ä +

S
7

o (l + f'ft»^»)

Man darf sich nicht wundern , wenn sich für dieselbe Grösse verschie-

dene Ausdrücke finden lassen. Da nämlich alle diese unter die gomein-
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1

schaftliche Form —
t
gebracht werden können, so drückt M den Halbmesser

derjenigen Kugel aus, welche in der Umgehung des betrachteten Punktos

mit der Fläche zusammenfallen, also dieselbe Krümmung mit dieser haben,

und mithin die osculirende Kugel derselben sein würde. Da aber im All-

gemeinen eine solche Kugel nicht vorhanden ist , so kann M weiter Nichts

bedeuten, als den Halbmesser einer Kugel, welche sich der ge-

gebenen Fläche, im betrachteten Punkte, mehr oder weni-

ger genau anschliesst, und es wird durch die verschiedenen Formeln,

wenigstens bei der Gauss'schen Anschauungsweise, welche sonst die geeig-

netste ist, eine leichte Uebersicht der Krümmung der Flächen zu geben,

nur ein höherer oder niederer Grad von Annäherung erzielt. Wenn nun

aber die Gauss'sche Formel für die abwickelbaren Flächen unbrauch-

bar wird, so sprechen dafür einerseits die von Cour not*) angeführten

Gründe, andererseits ist aber zu bemerken, dass in diesem Falle die auf

der Kugel begrenzte Fläche I die Form II annimmt, also nicht durch

4 d j?j . d ss ausgedrückt werden kann , wie dies im Falle I geschieht (siehe

Fig. 9 u. 10, Taf. III). Es liegt also der Grund dieser scheinbaren Ano-

malie in der Natur der Sache selbst, nicht aber darin , dass die Gauss'sche

Methode, wie es von einem gewissen Dr. Renard vor Kurzem behauptet

wurde, auf einer Formenanalogie eher, als auf einer inneren reellen beruht,

und man wird gewiss nicht sehr geneigt sein, zur Unterstützung der von

Sophie Germain gegebenen Formel -j- + ;ri die Krümmung der Flächen,

nach demselben Dr. Kenard**) als die Grenze des (offenbar nicht ho-

mogenen) Verhältnisses ~ zu definiren, in welchem d s dieselbe Bedeut-
tt s

ung hat wie im Eingänge dieses Aufsatzes, to aber den Flächenraum be-

deutet, der auf der Kugel mit dem Radius =1 den körperlichen Winkel

misst, welcher vor der Berührungsebene und den durch die Extremitäten

von ds an die verschiedenen normalen Schnitte gezogenen Tangenten,

unter der Voraussetzung, dass diese im betrachteten Punkte zusammen-

laufen, gebildet wird. E. Bacaloqlo.

XXVII. Die Professur des Kamus, Zum Beweise der hohen Meinung,

welche Ramus von deutscher Gelehrsamkeit hatte, führte ich Bd. II, S. 357

die Stelle seiner Schol. math. an , in welcher er einen Gelehrten , vor Allen

*) Theorie de» fonctions, sec. edit. I vol. p. 403.
**) These de doctorat soutenue detant la fuculti des seiences de Paris, 1856.
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einen deutschen Gelehrten auffordert, fern von Hypothesen die Astronomie

rein auf Thatsachen und Berechnungen zu gründen. Ich bemerkte damals,

wie komiseh es erscheine, wenn ein 'Flüchtling über eine Stelle verfüge, die

ihm selbst nicht mehr zu Gebote stehe, und zeigte die Alternative, dass

man annehmen müsse, die bereits 15U7 für sich erschienene Einleitung sei

lö(M trotz total veränderten Verhältnissen den Schölts mathemalicis in wört-

lichem Abdrucke angereiht worden, oder aber, dass man die wahrschein-

lichere Auffassung Kaum greifen lasse, es habe Uamus die, testamentarisch

von ihm ans eigenen Mitteln gegründete Profcssur im Auge gehabt. Da
über diesen Gegenstand nicht viel bekannt ist, so dürfte es von Interesse

sein, einen inzwischen von Frisch veröffentlichten Brief Keplers [Joannis

hepleri astrouomi Opera omnia rdidit Ch. Frisch. I. pag. IM) anzuführen, wel-

cher zwar auch jene Frage, welche Professur gemeint sei , nicht direct be-

antwortet, aber doch die Vermuthung sehr unterstützt, dass eine wörtliche

Auffassung die richtigere ist. Kepler schreibt nämlich im September 1507

an seinen ehemaligen Lehrer Maestlin in Tübingeu

:

.... Nnn possiim te Clarissime Domine praeeeptor wo« certiorem reddere,

mihi pro ediio libello haue honorem a Wallis habere, ut Rcgius professor Lutetiae

Jbtrisiorum ex pacto constitutum ego sim. (tut certe illum. qui Itaec ad me scripsit.

stultum fuisse neeessc sil. Qui a rem is, qui mihi toeo cedere vo le-

imt, in terra murtuus est et prueuf du><i» dirersae sententiue sueecssorem

jam rrliquit. ideo deereri, qnoud Deo ptaeucrit, sprcla regia professione in Sfyria

mann e. Exemplar epislolae ad me mtssue tibi transmillerem. nisi mihi cortsturrt.

te id pridem habere. Scripta est anno 1500 biennio ante me natum. Autor Ramus

est in scholis suis (wo« Ceomelria) Goomelrieis folio 19 et r>0. Quo loco Ramus

praemium con/irmate absque hypolhesibus aslrolotjiue spundet sitae professwuis

cessionem. Si Ramus i/las exterminatas e.upit hypotheses . quae ul eredantur

poslulanlur , tum prohanlur , et si hatte absque hypolhesibus astnauaniam hiudat

quae stdius nalurac apparalu orbium eorlestium cotilenta est. quud quidem ante et

pasl tannini) innuere videtur : ricinus vel Ego vel L'npernictis, rel ulerque simul,

nobisque profrssw debrtur Ramea. Sin autem Ramus omnes omnino hypotheses

rejiril seit reras et naturales, seit folsas. tum id est, quod supra dixi , stullus

nempe, idque ut opinor vel te judice. Verum ut ulriusque honori cousulatur. mala

me prafessorrm regium quam Romum siullum uppellarc. Hoc unum est.

Es ist fast überflüssig, zu bemerken, dass Kepler unter dem Werke,

über welches er so siegestrunken scherzt, seine Erstlingsschrift, das Myste-

rium cosmographieum , versteht. Die begeisterte Freude über seine Ent-

deckungen, welche nur er seihst zu würdigen wusste , bildet einen treffen-

den Zug seines Characters und spricht sich in den meisten seiner Werke

aus, ganz besonders in der einigermassen mit mystischen Floskeln durch-

webten Harmonien mundi [J.ineii IGT.»). Cantor.

Zcils.li.ifl C Mallirmatik u. I'hysik IV. 21
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XXVIII. Bewegungserscheinungen im Kreise der galvanischen Kette,

welche nicht durch das Ampere'sche Gesetz erklärt werden. Bereits im

104. Bd., S. 413 von Pogg. Annal. machte Paalzow Mittheilungen über der-

gleichen Bewegungserscheiuungen. Er legte auf eine Kupferplatte, welche

mit dem einen Pole einer galvanischen Kette verbunden war, ein dünnes

Platinblech , hierauf setzte er einen cylindrischen Halbring von gutleiten-

der Kohle so auf das Platinblech, dass derselbe, das Blech in einer geraden

Linie berührend, leicht in Schwankungen versetzt werden konnte. In der

einen der ebenen Schnittflächen, welche dnreh die Halbirung des ganzen

concentrischen Cylinderringes durch -einen durch dessen Axe geführten

Schnitt entstanden sind, befand sich eine kloine Grube und in dieser Queck-

silber, in welches ein dünner , mit dem andern Pol der Kette verbundener

Platindraht eintauchte. Als nun durch das beschriebene Leitersystem ein

elektrischer Strom von hinlänglicher Stärke geleitet wurde, gerieth die

Kohle in eine andauernde wiegende Bewegung. Bei dem Versuche, diese

Bewegung durch das Ampere'sche Gesetz zu erklären, bemerkt man so-

gleich, dass die Einwirkung des Stromes im Zu- und Ableitungsdraht auf

den Kohlenwieger nur sehr gering sein kann. Durch einige Versuche hat

übrigens Paalzow bestimmt nachgewiesen, dass bei seinen Versuchen,

wobei die Kohle in eine wiegende Bewegung gerieth, die electrodynamische

Abstossung zwischen Platindraht und Kohle viel zu gering war, um letztere

niederzudrücken, indem er näuilich die Kohle durch ein leicht bewegliches

Messingstück, leichter als die Kohle ersetzte, bei welchem ein Strom von

gleicher Stärke, als der zum Wiegen der Kohle angewendete, keine electro-

dynamische Abstossung hervorbrachte. Zugleich zeigte Paalzow, dass

die von der Pole zum Platinblech übergehenden Funken das Platinblech

an der Uebergangsstelle plötzlich so stark erhitzen, dass man daselbst eine

Ansbiegung desselben sehen kann. In Folge dessen giebt er von dieser

Erscheinung die Erklärung, dass an der Uebergangsstelle der Funken zwi-

schen Kohle und Blech das letztere ausgebogen und so die Unterstützungs-

stelle der Kohle gehoben wird, die Kohle bewegt sich nun und berührt das

Blech an einer andern Stelle, woselbst sie gehoben und wieder eine andre

Stelle derselben zur Berührung mit dem Blech gebracht wird. So kommt

dann auf ähnlicho Weise wie beim Trevelyaninstrument eine regelmässige

wiegende Bewegung zu Stande.

Aehnlichc Erscheinungen, wahrscheinlich ebenfalls auf thermischen

Wirkungen des electrischen Stromes beruhend, sind von Gore (siehe Pogg.

Annal. Bd. 107, S. 455) mitgetheilt worden. Hierzu veranlasste denselben

eine in einer Electro-Vergoldungsanstalt in Birmingham beobachtete Er-

scheinung, nämlich die, dass eine Messingröhve (£" Durchmesser und 4'

Länge), die quer Uber zwei parallelen Schienen lag, zu wanken begann,

als ein elektrischer Strom durch die Schienen geleitet wurde, indem jede

Schiene mit dem Pol einer starken Batterie verbunden wurde, wobei der
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Strom durch die eine Schiene, hierauf durch die Röhre und dann durch die

andere Schiene zurückging. Nachdem die Röhre einige Zeit gewankt hatte,

war sie auf den Schienen fortgerollt. Gore hatte, um diese Erscheinung

zu studiren, Schienen von verschiedenem Metall und verschiedenen Dimen-

sionen angewendet, ebenso hatte derselbe Ilohlcylinder und irohlkugeln

von verschiedenen Dimensionen prnbirt und war hierbei zu folgenden Re-

sultaten gelangt. Eine fortdauernd rollende Bewegung (auf einer kreis-

förmig geschlossenen Schienenbahn) zu erreichen, erfolgt weder bei sehr

,
geringem noch sehr grossem Gewicht von Kugeln oder Köhren. Wo sie

eintritt, bemerkt man auch immer ein knackendes Geräusch und oft Fun-

kenübergnng auf der der Bewegnngsrichtung abgewendeten Seite der Ku-

geln oder Köhren, welche sich während des Köllens stark erhitzen. Bei

starken Köhren, die bei Versuchen in grösserem Massstabe angewendet

wurden, war die Erscheinung mit starken Vibrationen und musikalischen

Tönen ähnlich wie beim Trevelyaninstrument verknüpft. Die Erscheinung

tritt bei Strömen nicht ein, die so stark sind, dass das Metall an den Con-

tactstellen zwischen Röhre und Schienen geschmolzen wird. Die Richtung,

in welcher Kugeln oder Röhren sich zu bewegen anfangen, hängt nicht von

der Stromrichtung ab, die genannten Gegenstände treten ihre Bewegung

bald in der einen, bald in der andern Richtung an.

Gore selbst scheint geneigt zu sein, das Rollen der Kugeln und Köh-

ren auf dieselbe Weise zu erklären, als den Pa al z o w 'sehen Versuch,

nämlich durch fortwährende Hebung der Unterstützungspunkte der Kugeln

oder Röhren. Ob diese Erklärung ausreichend ist, müssen spätere Ver-

suche zeigen; bis jetzt sind über den (»egenstand Mitteilungen von For-
bes (s. Pugy.Anmtt. Bd. 107, S. -15S) und von Lern uz (s. Pot/y. Annal. Bd.

107, S. 101) gemacht worden, welche jedoch wohl noch nicht zureichen, um
ein entscheidendes Urthcil über die Zulüssigkeit oder Unzulässigkeit der

Gore' sehen Erklärung abzugeben. E. Kahl.

XXIX. Beweis, dass die Combinationstöne objectiv sind. Dove
(Monatsberichte der Berl. Acad. 1850. Mai, Pogg. Annal Bd. 107, S. 052) führt

folgenden, in dieser Beziehung entscheidenden Versuch an. Von zwei

Stimmgabeln mit dem Tonunterschied einer reinen Quinte wurde die eine

vor das rechte -Ohr, die andere im tönenden Zustande vor das linke Ohr
gehalten. Hierbei wurde die den beiden Tönen als Combinationston ent-

sprechende tiefere Octave nicht gehört, dieselbe trat aber sehr deutlich

hervor, sobald beide Stimmgabeln gleichzeitig vor einem und demselben

Ohre tönten. In ersterem Falle vernahm man gleichzeitig beide Töne,

woraus man erkennt, dass nicht wie beim Auge ein gemeinsamer Eindruck

hervorgebracht wird, sobald beide Augen, wio beim Stereoscop, etwas ver-
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schiedenc perspcctivische Ansichten desselben Gegenstandes oder verschie-

dene Farbeneindrücke erhalten.

Der Dovc'sche Versuch steht keineswegs mit der Hypothese von

Helmholtz über die Conibinationstöne in Widerspruch, indem er zeigt, dass

die Conibinationstöne nicht durch Vermischung von Toneindrücken im Ge-

hirn entstehen. Nach der Ansicht von Helmholtz (Pogg. Annal. Bd. 99,

S. 497) entstehen Conibinationstöne nur bei starken primären Tönen , bei

denen die Elougationen der schwingenden Körpertheilchen so gross sind,

dass die elastische liückwirkling nicht nur vom Ausschlag selbst, sondern

auch vom Quadrate desselben abhängig ist. Hierbei findet die einfache

Uebereinanderlagerung der Wirkungen nicht mehr statt, wenn Luftwellen,

von zwei Tonerregern herrührend, zugleich auf einen Körper einwirken,

welcher unsymmetrisch befestigt ist; es tritt im Gegentheil anstatt der zwei

ursprünglichen starken Töne allein von den Schwingungsmengen a und b

das Aggregat folgender schwächern Töne auf

:

a, 6

2a, a— b
y

a + b, 2b

3 a, 2 a— b, 2a + b, a— 26, ß + 2i, Zb

etc.

Helmholtz, der den mathematischen Beweis dieses Satzes nur für einen

Massenpunkt mitgetheilt, nach seinor Angabe jedoch auch für ein System

von Massen geführt hat, ist der Meinung, dass die Wahrnehmung von Com-

binationstönen oft auf die Weise geschehe, dass die starken primären Töne

das unsymmetrisch befestigte Trommelfell in Schwingungen versetzte, wel-

ches statt derselben allein ein System von Combinationstöneu (Summations-

nud Differenztönen) in das Innere entsende — und mit dieser Ansicht steht

Dove's Versuch vollkommen im Einklänge. E. Kahl.
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XII.

üeber Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen.

Von Franz Wetzig,
stud. mnth. in Leipzig.

Unter der Fusspunktlinie einer gegebenen Curve, der Basis, in Bezug

auf einen gegebenen Punkt, den Pol, versteht man bekanntlich den geo-

metrischen Ort der Fusspunkte der von dem Pol auf die Berührenden der

Basis gefüllten Lothe. Die Basis wird hier als eine ebene Curve und der

Pol in ihrer Ebene liegend vorausgesetzt. Construirt man zur Fusspunkt-

linie von demselben Pol aus wieder die Fusspunktlinie, so soll diese in

Bezug auf die ursprüngliche Basis Fusspunktlinie zweiter Ordnung,
deren Fusspnnktlinie eine solche dritter Ordnung u. s. f. hcissen. In

Bezug auf die Fusspunktlinie von der Ordnung -f- n als Basis soll die ur-

sprüngliche Basis Fusspunktlinie — n genannt werden. Unter einer Fuss-

punktlinie schlechthin ist die von der Ordnung + 1 gemeint.

L Von den Fusspunktlinien « ler Ordnung im Allgemeinen.

1.

Die Orundformeln.

In Bezug auf den Pol 0 als Coordinatenanfang sei r0 der Vector eines

Punktes P0 der Basis, dessen Anomalie <p0 ; sei a0 dor Winkel der Berüh-

renden in P0 mit dem Vector, d. Ii. die kleinste Drehung um P0 in der positi-

ven Richtung von <p0 , durch die eino mit dem Vector zusammenfallende

Gerade zum Zusammenfallen mit der Berührenden gebracht wird, woraus

hervorgeht, dass stets a0 <;s, also sin a0 positiv ist. Der Krümmungshalb-

messer der Basis im Punkte l\ heisse p0 ; er werde positiv genommen bei

concaver Krümmung gegen den Pol, negativ bei convexer Krümmung. Der

Fusspunkt P
t
des vom Pol auf die Berührende gefällten Lothes 0 P

t
heisse

in Bezug auf P0 als Punkt der Basis der zugehörige Punkt der Fusspunkt-

linie. Sein Vector OP
t
sei r, , seine Anomalie <p, , der Winkel der Berüh-

renden der Fusspunktlinie in P
t
mit r, sei der Krümmungshalbmesser g t

.

Analog soll für den zugehörigen Punkt /'„ der Fusspunktlinie « t p, Ordnung,

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. IV. 22
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wo n eine positive oder negative- ganze Zahl ist, der Vector ruy die Ano-

malie <pni der Winkel der Berührenden mit dem Vector «„, der Krüm-

mungshalbmesser q„ heissen.

Es sollen nun allgemeine Beziehungen zwischen r0 , qp0} cr0 , q0 und r„,

<Pn, «n, t>n aufgestellt werden.

Nimmt man einstweilen 0P0 als Nulllinie, ist also r0V, = so ist

1) für cr0 > ^- a0 der Aussenwinkel eines rechtwinkligen Dreiecks 0Pa Px

mit dem gegenüberstehenden spitzen Winkel qp,, also

7t

2) für or0<— i»t «o der Ergänzungswinkel des negativen Winkels iy,

zu einem rechten, also

«o - <Pi= -

;

mithin ist in beiden Fällen

A

Für r, folgt unmittelbar

r,= r0 sin a0= r0 oo« qp,

.

Nun ist bekanntlich

1 dr,
(Trtf er, = — -—

,

wofür man aus der vorhergehenden Gleichung durch Differentiation nach 9,

den Werth erhält

cot o, =— tan cp
t

~— lan (a0
— = cot aa .

Mithin ist

a, — cr0 ;

denn die Unbestimmtheit um ein Vielfaches von n bewirkt keinen Unter-

schied in der Lage der BerühVenden.

Ebenso ist nun aber

«i = «t =«» =
Uq —— O—i :— ff—2= ,

allgemein

= «»•

Es ist also in allen einein gewissen Punkte der Basis
zugehörigen Punkten der Fusspunktlinien der Winkel der
Berührenden mit dem Vector nach Grosse und Richtung
derselbe. Diese Gleichheit lässt sich auch geometrisch sehr leicht zei-

gen. Seien P0 und P0' zwei benachbarte Punkte der Basis, ihre Vectoren

r0 und r0', ihre Berührenden t0 und t0\ so ist die Verbindungslinie /, der
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ihnen entsprechenden Punkte P
t
und P,\ deren Vectoren r, und r,' seien,

Berührende der Fusspunktlinie. Es liegen aber die Punkte 0, P0\ Pt\ Pt

auf einem Kreise vom Durchmesser OP0

'

t
dessen Bertihrende /, ist, und

folgt daraus einfach

oder, da man r0'%= r0% setzen kann,

ro% === r
j

A
'i

•

Wird dieser Winkel daher schlechthin a bezeichnet, so hat man

r, = r0 sin «,

rf = r, sin et= r0 sin* a,

r,= r2 sin «= r0 . stn' a

,

n. 8. w.

r_i = --— =r r0 sm
_I a

sin a

r_ 2= r~- -— r0 sm - 2 a
sin a

u. s. w.

allgemein

1 ) rn— r0 . sin" «.

Ebenso leicht ist nun die Bestimmung von <p„. Man hat für positive n

r0 r,= c— —
,

r.V, = a — |

,

woraus durch Addition folgt:

r.V.= »(—!)•
Für negative n ist: »

r_ 2V_, = a — —

,

r-n r_ M+1= o— y,

woraus durch Addition folgt:

r_„V. =«(—j).
oder

r0V_ %=-n(«-|),
22*
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322 Ueber Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen.

so dass diese Gleichung aus der vorhergehenden durch Vertausehnng von

+ n mit — n hervorgeht.

Bildet nun r0 mit der beliebig anzunehmenden Nulllinie den Winkel

9>0 , so ist

<P» = «Po 4" ro*r»»

also für positive und negative n die Gleichung gültig

2)

Wegen der Constanz des Winkel» « hat man dazu noch die Gleichung

.

3
x 1 </r0 _ 1 rfr,

r0 r/<jp0 rn dq>H
'

*

Aus Gleichung 2) folgt die Differentialgleichung

d q>„ = </ qp0 -f- » . «

.

Die geometrischo Bedeutung von d a ergiebt sich durch Differentiation der

Gleichung

cot ct~ — 0

r9 d<p0

nach <p0 , wodurch man erhält

Berücksichtigt man nun, dass

.
* +

coricftvör
die Bedingung Krümmung gegen den Pol ist, und daher die durch

Einsetzung der Werthe von p0 und sin a in Polarcoordinaten sich erge-

bende Gleichung

. + 2 (£Y_ r
„f';

q0 sin a

auch hinsichtlich des Vorzeichens richtig ist, da sin a stets positiv ist, so

erhält man

da= (—^ l)d<p0
\0n stn cc /

Diese Gleichung lässt sich auch geometrisch sehr einfach herleiten. Es ist

nämlich
r° rfy° das Bogenelement, daher der Contingenzwinkel zweier
stn a q0 stn o

benachbarter Krümmungshalbmesser, uud ergiebt sich für diesen sogleich

aus der Figur

^= ,/«+.</»..

Q0 stna
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Setzt man diesen Werth in die Gleichung

d tpn = d <p0 + tt d a

ein, so erhalt man

4)

In dieser Gleichung ist ?— das Verkältniss des Vectors zur Projection
q0 $ni a

des KrUmmungshalbmossers auf den Vector.

Für n= 1 folgt

d <p0 p0 sin a

in gleicher Weise muss aber sein

d<pn+i"~ rH
'

und folgt hieraus, wenn man das Vcrhältniss aus Gleichung 4) ent-

nimmt

n stn a \q0 stn a J

\p0 *t/i « /

5) i welchem Ausdrucke man auch die Formen geben kann

Da nun rB = r0 sin
n a bekannt ist, so ist in diesem Ausdrucke durch

Veetor, Berührungswinkel und Krümmungshalbmesser der Basis des zuge-

hörigen Punktes der Fusspunktlinie »ter Ordnung, und somit überhaupt

durch ein Element der Basis das zugehörige irgend einer Fusspunktlinie

vollständig bestimmt.

Sei ferner d f0~ 1 r0* d tp0 das von zwei benachbarten Vectoren einre-

schlossene Flächenelement der Basis, dfn = £ rn* d<pn das zugehörige der

'Fusspunktlinie n,er Ordnung, so erhält man unter Berücksichtigung der

Gleichungen 1) nnd 4)

6) [»(SÄ". -0 + 1]''"

Endlich sei d s H das zum Bogenelement ds0 der Basis gehörige Bogen-

element der Fusspunktlinie nter Ordnung, so hat man wegen des constanten

Winkels et die Proportion

d s0 : dsH= r0 d<p0 : rH d tpn ,

woraus sich ergiebt

7) d s H= o [/i (—2? 1) + ll ds9 .

L \Q0 sma / J
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324 Ueber Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen.

Aus Gleichung 3) folgt noch die Relation zwischen den Differentialen der

Vectoren

8) drn = s0,. a [„(-^-- iy+ l

]
l,r..

Vermöge dieser Gleichungen sind nun, wenn die Basis gegeben ist,

die Berührenden und Krümmungshalbmesser, die Quadratur und Rectifica-

tion aller ihrer Fusspunktlinien bestimmt.

2.

Wir knüpfen zunächst an die Constanz des Winkels a und die daraus

sich ergebenden Fprmeln 1) und 2)

r„= r0 *iw" a

und

9« :r - 9>0 + -(-=)
an.

1) Die logarithmischo Spirale ist die einzige Curve, bei welcher der

Winkel a für alle ihre Punkte derselbe ist. Ihre Fusspunktlinien müssen

daher gleiche, nur durch Drehung verschiedene logarithmische Spiralen

sein. In der That erhalt man, wenn man in Gleichung 1) r0= a . ev ' cattc

einsetzt und q>H statt <p0 einführt

woraus eine Drehung um *

/lg sin u n \

folgt.

2) Ein bestimmter Winkel der Berührenden gegen den Vector kommt

bei allen zusammengehörigen Fusspunktlinien gleich oft vor. Daher lassen

sich auf alle vom Pol aus gleich viel Normalen fällen und an alle gleich

viel Berührende legen. Die Fusspunkte dieser Normalen sind für alle

Linien^j&emeinschaftliche Berührungspunkte. Jede Fusspunktlinie positiver

Ordnung geht so oft durch den Pol und jede negativer Ordnung hat so.

viele unendliche Vectoren, als sich vom Pole Berührende an die Basis legen

f eratlcr
lassen (d. h. so oft «=0 wird), und zwar berühren die positiver °

,
ungerader

Ordnung sich im Pol und stehen auf denen
"gg^der''

^ r(*nun& sen^recht,

gerader
während die unendlichen Vectoren der Linien negativer

&
, Ord-

° ungerader

untrerader
nung in eine Gerade fallen und auf denen tler Linien g*

ra(jer
Ordnung

senkrecht stehen.
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Die gegenseitige Lage der zusammengehörigen Elemente der Fuss-

punktlinien verschiedener Ordnung lässt sich geometrisch veranschaulichen.

Aus Gleichung 2) folgt nämlich

<P« — «Po

n— j
und wenn man diesen Werth in 1) einsetzt, erhält man

q>„— <Po

a
rH = r0 (siti a)

oder
9„ *l« o

r»= r0 (sina) * e

Hieraus folgt:

Alle zusammengehörigen Punkte liegen auf einer und
derselben logarithmisc h e n Spirale, deren Mittel-

punkt der Pol ist und deren constanter Winkel y der

Berührenden mit dem Vector gegeben ist durch
lg sin a

coly—
it

a
2

Diesen Satz kann man umgekehrt als eine Eigenschaft der logarithmischen

Spirale aussprechen, nämlich:

Bewegt sich der Scheitel eines rechten Winkels auf einer logarithmi-

schen Spirale, während der eine Schenkel sich um ihren Mittelpunkt dreht,

so bildet der andere Schenkel, wo er diß Spirale zum zweiten Male schnei-

det, mit ihr einen constanten Winkel.

Ist die Basis selbst eine logarithmische Spirale, so liegen, weil der

Winkel et für alle Punkte der Basis derselbe ist, alle die Reihen zusammen-

gehöriger Fusspunkte auf logarithmischen Spiralen, die sich nur durch

Drehung um den Pol unterscheiden.

3.

An die Gleichungen 4), 5), 7), 8) schliessen sich zunächst folgende Be-

trachtungen an:

1) Ist—*— = 1 , d. h. osculirt das Element der Basis die berührend
q9 stn a

daran gelegte logarithmische Spirale, deren Mittelpunkt der Pol ist,*) so

erhält man

*) Die Bedingung —-— = 1 führt näitfjich auf die Differentialgleichung

rf«r 1 /rfA«
d<p* r \dq>/

~~ '

welche durch die (ileichung der logaritlmiLschen «Spirale **=- « 9 integrirt wird.
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326 Uebor Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen.

d<p„= d<p0

d sH — sinn a . d sn

drn — sin" a. dr9

o„ sin a

Die logarithmische Spirale ist daher die einzige Curve , bei welcher

als Basis für alle Punkte der Basis den zugehörigen Punkten der Fnsspunkt-

liuien Gleichheit der Winkeldifl'erentiale , und ein constantes Verhältniss

— —— zweier in positiver Ordnung auf einander folgender Bogen - und
sw «

Vectoreudifferentiale, sowie dasselbe Verhältniss —— zweier auf einander
stn a

folgender Krümmungshalbmesser zukommt.

Es lieirt in diesem Falle, — — — 1, der Krümraungsmittclpunkt ie-

Q9 stn a

des Punktes /'„ auf der im Pole 0 auf / „ errichteten Senkrechten, und lie-

gen alle diese Krümmungsmittelpunkte auf einer gleichen logarithmischen

Spirale, als die Punkte PM selbst (vergl. Jf. 2, 3). Denn sei ^ der Vector

des Kiüiumuugsmittelpuuktes von P0y tn der von PH1 so ist f0= ro cof er uud

*» = '** cola
}
woraus folgt

/„ = tQ sin* «,

und da auch f0X= r0Vw , so folgt die Kichtigkeit der Behauptung.

2) In jedem andern Falle giebt es eine Grösse des absoluten Werthea

von w, von welchen an die Anomalie der Fusspunktlinieu mit wachsender

Ordnung immer rascher wächst. Die Bogen- und Vectorendifforentiale

nehmen dann, da für cc ^ *
, lim.n Sin" a= 0 wenn n = + oo, =00 wenn

n—— <x> ist *) mit wachsendem positiven n beständig ab, mit wachsendem

negativen n beständig zu; und zwar geschieht das Wachsthum von Ano-

malie, Vector und Bogen der Fusspunktlinie mit denen der "Basis in glei-

chem oder entgegengesetztem Sinne
,
je nachdem n 1 posi-

tiv oder negativ ist. Das Verhältniss zweier auf einander folgender Werthe

des Winkeldifferentials nähert sich mit wachsendem positiven oder negati-

ven n immer mehr der Grenze 1, das zweier Bogen- und Vectorendiffe-

rentiale der Grenze -r^-, und das Verhältniss ^-^^ ebenfalls der Grenze 1.

Dies kanu man nach dem Vorhergehenden so aussprechen:

*) Dies folgt einfach so: Für a lä^st sich stets eine Zahl m so bestimmen,

das« lg n -~ — m lg sin a, und wird dann n . sin« a— sin Nun wird aber «— m

~',+ ^*^a 'nit wachsendem positiven n über alle Grenzen gross, also Uhisin»-m u—V.
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Die Fusspunktlinien nähern sich mit wachsender
positiver oder negativer Ordnung in jedem Punkte
immer mehr der* Osculation mit der berührend an
sie gelegten logarithmischeu Spirale, deren Mittel-

punkt der Pol ist. Und: die Fusspunktlinieu belie-

biger sich berührender Curven nähern sich mit wach-
sender Ordnung immer mehr der Osculation im Be-
rührungspunkte.

3) Für o= — geht diese logarithmische Spirale in den mit der Nor-

male 0 P0 als Halbmesser vom Pol aus beschriebenen Kreis über, und

nähern sich die in P0 sich sämmtlich berührenden Fusspunktlinien mit

wachsender Ordnung immer mehr der Osculation mit diesem Kreise. Da
ferner dann

also in diesem einzigen Falle von einem gewissen Werthe von n an das

osculirende Bogenelement mit wachsender positiver oder negativer Ord-

nung beständig wächst: so kann man den genannten Kreis als die Grenz-

cttrve ansehen, welcher sich die Fusspunktlinien mit wach-
sender Ordnung beständig nähern. Dies lässt sich noch strenger

durch folgende Betrachtung begründen

:

Giebt es Uberhaupt eine Grenzcurve , an die sich die Fusspunktlinien

immer näher anschliessen, so muss sie eine solche Linie sein, die sich selbst

als Fusspunktlinie erzeugt, d. i. ein Kreis, dessen Mittelpunkt der Pol ist,

und zwar der mit der Normale als Halbmesser beschriebene, weil nur mit

diesem alle Fusspunktlinien sich berührend treffen, Die Normale sei daher

Nulllinie und es wird gefragt, welcher Werth Ihn . rH zu einem gewissen

Werthe lim . <pn gehört. Es gehört nun zu jedem Punkte der Basis, für

den a— — einen endlichen Werth 'hat, Um <pn = + oo und lim . r„= 0 für

n— -j- cc, lim rH= oo für n=— oo. Soll dagegen lim <pn einen endlichen

7$

Werth haben, so muss man sich a — — umgekehrt proportional mit n ab-
2

nehmend , den Punkt der Basis also immer näher an den Fusspunkt der

Normale rückend denken.

Sei also

ö— -= —
,

2 n

so hat man

wozu der Vector gehört •
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328 Lieber Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen.

rH = r0 sin" a= r„ co*" —

;

Läset man nun « über alle Grenzen wachsen, so bedeutet r0 die Länge der

Normale vom Pol und hat man

Um rH= r0 lim cos* —
n

7 \
w

( \
=. r0 lim I l — £ -f + • • = >o K» ^1 — 4— . . ,

also

/im r*= r0 .

Es ist mithin Umrn unabhängig von ^, d. i. constant, womit ebenfalls ge-

zeigt ist, dass der aus dem Pol mit der Normale beschriebene Kreis Grenz-

kreis ist; und zwar ist derselbe als Fusspunktlinie unendlich

hoher Ordnung des Elementes der Basis anzusehen, auf dem
sein Vector senkrecht steht.

Lassen sich vom Pole aus mehrere Normalen auf die Basis fällen, so

giebt es eben so viele Grenzkreise, wenn keine, keinen.

Der Lauf einer Fusspunktlinie sehr hoher positiver Ordnung, z. B. der

Ellipse, deren Mittelpunkt der Pol ist, ist demnach folgender: In nahezu

kreisförmiger Windung, deren Mittelpunkt der Pol, läuft sie vom Endpunkt

der grossen Axe aus; die Windungen entfernen sich immer mehr von der

Kreisform , indem sie sich immer näher an den Pol anschliessen und in je-

dem Punkte nahe die an sie berührend gelegte logarithmische Spirale os-

culiren, deren Winkel der Berührenden mit dem Vector wächst bis zum
grössten Werthe, den er für die Ellipse hat. Von da an dehnen sich die

Windungen wieder aus und nähern sich der Kreisform bis zum Anschluss

an den mit der kleinen Halbachse beschriebenen Grenzkreis. Die Windun-

gen def Fusspunktlinie sehr hoher negativer Ordnung entfernen sich , vom
Endpunkt der grossen Axo ausgehend, immer mehr vom Pol und der Kreis-

form, um dann zum Anschluss an den mit der kleinen Halbachse beschrie-

benen Kreis zurückzukehren.

4) Ist p0 negativ, d. h. findet in P0 convexe Krümmung gegen den Pol

statt, so ist qh stets positiv, die Krümmung in Pn also coneav. Bei positi-

vem £0 wird q„ negativ, wenn Zähler und Nenner der Gleichung 5) entge-

gengesetztes Vorzeichen haben, d. i. für denjenigen Werth von w, für wel-

chen —r
°r— zwischen den beiden Werthen ? und —^— liegt. D a -

her giebt es unter der unendlichen Reihe zu s am mengehör i -

gor Fusspunktelemente eines, aber auch nur eines, welches
gegen den Pol convex gekrümmt ist.

f /i
____ |

5) Hat -~ einen Werth so wird dmn ~o. dsn 0, on— 0
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und bricht daher die Reihe nach der einen Seite mit einer Spitze ab. Hat

daher ?— einen der Werthe ^ f , \ , so bricht die Reihe nach der
o0 stn a

positiven Seite zu mit einer Spitze ab, und zwar ist letzterer ein zugehöri-

ger Wendepunkt vorangegangen, weil für das vorhergehende w, ?— den
q0 sin a

ix t*

Werth ——— hatte, also ^,= qo wurde. Hat dagegen ~— einen der
n -f- 1 •

(»o s*n «

für negative n sich ergebenden Werthe ^, f, f, f . . ., so bricht die Reihe

nach der negativen Seite mit einer Spitze ab; ein Wendepunkt kann aber

in dieser nicht und überhaupt nur in dem vorhin angegebeneu Falle vor-

kommen.

6) Es ist vielleicht die Bemerkung von Interesse, dass die Abhängig-

keit, in der nach Gleichung 5)
Qn S'" "

von
9o Sm "

steht, sich geometrisch

veranschaulichen lässt, wenn mau n, ^°
Sm °

und — , oder einfacher,
r0 rn

durch eine parallele Verschiebung des Coordinatensystems, «, 1 — go
*—
r0

und 1— g*
St" 9

als rechtwinklige Coordinateu einer Fläche betrachtet.
rn

Setzt man nämlich

pQ sin a on sin «
" = .r, 1 — = y, l — = z

,

r0 rH

so erhält man

oder

—1 1
~~

2 y

'

Diese Fläche kann man sich dadurch entstanden denken, dass eine gleich-

seitige Hyperbel , deren Scheitel vom Mittelpunkt den Abstand 1 hat, also

x . z= 1, sich so bewegt, dass ihre Ebene der xz Ebene beständig parallel

ist und ihr Mittelpunkt auf einer gleichen gleichseitigen Hyperbel bleibt,

welche die Axen der x und y zu Asymptoten hat. Die Fläche besteht aus

3 getrennten Theilen, die sich asymptotisch der über der gleichseitigen Hy-

perbel in der xy- Ebene auf dieser senkrecht stehenden Cylinderfläche

nähern. Der mittlere Theil enthält die x Axe und hat noch die ary-Ebene

als asymptotische Ebene. Alle Schnitte parallel der Coordinatenebene sind

gleichseitige Hyperbeln.

Endlich werde noch bemerkt, dass die Gleichung 5) sich auch als der

n gliedrige Kettenbruch schreiben lässt
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rn 2 — -— 1
2 1

7) Die Gleichung 6) kann man mit Berücksichtigung von Gleichung 4)

auch so schreiben

:

d fn= n \ r* d 9, — (n -- 1 r„« d <p0 ,

was man so in Worten aussprechen kann

:

Trägt man auf jeden Vector der Basis und ihrer ersten Fusspunkt-

linie den entsprechenden Vector der Fusspunktlinie nWr Ordnung auf und

bezeichnet die so erhaltenen »Sectoren F und F
x , so ist der Inhalt des ent-

sprechenden Sectors der Fusspunktlinie «ter Ordnung

U^n.F, — (n —
#

4.

1) Aus den Gleichungen des §. 1 geht hervor, dass von besonderem

Interesse diejenigen Curven sein werden, für welche — *— , d. i. das Ver-
°

Po sm a

hältniss des Vectors zur Projectiou des Krümmungshalbmessers auf den

Vector eine constanto Grösse ist.

Aus der Bedingung

-4-=l+ *
q sin a

erhalt man die Differentialgleichung

d*r , . . 1 fdrV .

welche vollständig integrirt wird durch

/ r \*

wo a und b die willkürlichen Constanten sind.

Für x= 0 genügt obiger Differentialgleichung, wie schon oben er-

wähnt, die Gleichung der logarithraischen Spirale

r— a .

welche Integralgleichung jedoch auch in der allgemeinen enthalten ist.

Man setze nämlich in der letzteren statt der willkürlichen Constanten a
l

so erhält man die für x= 0 identische Gleichung

sin (» q> + b)

stn b

oder
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• i

r = a (cot b . sin x <p + cos x q>)* y

woraus, wenn man ?ma Gronzwerth x= 0 übergeht, folgt

r^a. c co' b <t>.

2) Ueber die Natur der durch die Polargleichung

sin (x <p + //)

bestimmten Linien ist Folgendes zu bemerken.

Durch Differentiation nach rp erhält man
1 dr

d. i.

co1 a — rof (x (p + 6),

d. h. der um d i e C o 11 s t an t e b verminderte Winkel der Berüh-
renden mit dem Vector ist ein coustantes Vielfaches der
Anomalie.

r
Setzt man den gefundenen Werth von a in —

:
— — 1 +x ein, so er-

hält man den Krümmungshalbmesser ausgedrückt durch den Vector, nämlich

^ 1 + x
'

mithin ist der Krümmungshalbmesser proportional der Po-

tenz 1 — x des Vec tors.
'

Griebt man der willkürlichen Constanten b den Werth so lautet dio

Gleichung der Linie

(i)"= cos «,

und folgt:
t

So oft sich <p um — ändert, erhält r wieder denselben Werth (wenn

es uicht imaginär wird). Daher besteht jede solche Curve aus einer von x

abhängigen Anzahl congruenter Zweige; diese Anzahl ist endlich, wenn x

rational, unendlich, wenn x irrational ist. Ist x positiv, so sind diese

Zweige geschlossen, berühren, da a= x <p + ^ , für 9=^— ihren
2 * x

Vector im Pol und stehen für n>= ^-^ auf dem sie halbirenden Maximal-
x

vector r == a senkrecht. Ist dagegen x negativ, so erstreckt sich jeder

Zweig ins Unendliche; er steht für <p—— auf seinem Minimalvector r=a

senkrecht, und nähert sich von da nach beiden Seiten immer mehr den bei-
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7t

den gegen ersteren nm -— geneigten unendlich grossen Vectoren , welche
* x

1
aber nur dann Asymptoten sind, wenn 1 -j positiv, also x eine negative

x

Zahl ist, deren absoluter Werth grösser als 1 ist.

Die Krümmung gegen den Pol ist entweder beständig concav oder be-

ständig convex, je nachdem t -f- x positiv oder negativ ist. Da der Krüm-

mungshalbmesser proportional der Potenz 1 — x des Vectors wächst, so

wächst er, wenn x positiv und <1 ist, mit r von ^=0 im Pol, welcher ^also

eine Spitze jedes Zweiges ist, bis q= "
für r= a. Ist endlich x ne-

l ^ x

gativ, so wächst q beständig mit wachsendem r.

3) Nimmt man nun eine Curve von der Gleichung

als Basis für ein System von Fusspunktlinien , so ist nach Gleichung 5) für

die Fusspuuktlinie «,cr Ordnung

Qn sin er _ n x + 1

r„ ~ (« + l)x + l'

dieser Werth also auch constant, und da durch die Bedingung der Con-

o sin cc

stanz von — die Polargleichung der Curve in der angegebenen Form

bestimmt ist, so haben alle Fusspunktlinien positiver und negativer Ord-

nung mit der Basis ^—^*= sin(xq> +b) dieselbe Form der Polargleichung

und unterscheiden sich nur durch die Grösse der Constanten. Bs geht

nämlich , wenn man von der Basis zur Fusspunktlinie «ter Ordnung fort-

n x ~f~ 1 x
schreitet, x über in -—- — 1, d. i. in —

:
. Die Gleichung der

(n -f-i) x + 1 1 + n x

letzteren hat daher die Form

(?)

1+""="
n(rT^" +6')'

wo a und b' leicht bestimmt werden, indem man in der Gleichung der Basis

der willkürlichen Constanten b den Werth ^ giebt. Alsdann bedeuten

in = cos x <p= sin (x <p + a und b=~ die Wertho von r und o

für q>= 0. Da aber die Berührenden dieses Punktes auf dem Vector a

senkrecht stehen, so bleiben beide Werthe, a und für alle Fusspunkt-

linien unverändert und muss daher für q>u= 0 folgen

r„= d = a , b'= b= j.
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Die zur Basis

er- cos x <p

gehörige Fusspunktlinie nXer Ordnung hat daher die Gleich
«ng

h n
Dreht man die Nnlllinie um , so folgt hieraus:

x 2 x

Die zur Basis

gehörige Fusspnnktlinie nter Ordnung hat die Gleichung

Für diesen Fall lässt sich der in $. 3, 3 bewiesene Satz vom Grenz-

kreise direct aus der Gleichung der Fusspunktlinie selbst herleiten. Setzt

man nämlich in der für b= — sich ergebenden Gleichung

r * i

L l + «x .

l+nx

für den Cosinus die ersten beiden Glieder seiner Entwickelung ein , so er-

hält man
i+*x
x

xqp *

2<l+ *x>* ~'/(Th-»x>

IL 2(i + »»)«J (

i

Da nun bekanntlich /im (1 + d)jj =0 = e, so folgt

*9>..*

lim rn= a. Urne *(«+ »«),

d. i.

/tm r„= a.

4) Unter den säramtlichen zu einer Basis = ng> gehörigen

Fusspunktlinien ist stets eine, und nur eine, beständig convex
gegen den Pol gekrümmt; alle andern haben coneave Krümmung.
Dies folgt direct aus dem $.3, 4 gefundenen Satze, dass von allen zusammen-
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334 Ueber Fusspunktlinien bdiobigf»r Ordnungen.

gehörigen Elementen stets eines, und nur eine«, convex gegen den Pol ge-

krümmt ist und jede dieser Linien stets dieselbe Krümmung gegen den Pol

hat. Aus der Bedingung convexer Krümmung 1 + x<0 folgt weiter, dass

bei beliebig gegebenen x0 der Basis diejenige Fusspunktlinie gegen den

Pol convex gekrümmt ist, deren Ordnungszahl n zwischen — und 1 -f-
—

liegt. Diese Fusspunktlinie ist zugleich die einzige, welche sich ihren

unendlichen Vectoren asymptotisch nähert, denn es war x <1— 1 dafür

die Bedingung. Geht man nun von dieser Linie als Basis aus, so haben, da

für x<— l der Werth — für alle positive« positiv, für negative;* negativ

ist, alle ihre Fusspunktlinien positiver Ordnung geschlossene, die negativer

Ordnung ins Unendliche sich erstreckende Zweige, die sich keiner Asymp-

tote nähern, so dass zwischen beiden die Basis gewissermassen den Ueber-

gang bildet. Weil endlich alle diese Linien, die Basis allein ausgenommen,

beständig convex gekrümmt sind, die Fusspunktlinie einer convexen Basis

aber nothwendig ausserhalb der letzteren und die convexo Basis einer con-

vexen Fusspunktlinie innerhalb der letzteren liegt, da ferner der mit dem
Halbmesser a aus dem Pol beschriebene Kreis Grenzcurve sowohl für die

Fusspunktlinie positiver, als die negativer Ordnung ist, so folgt

:

Unter einem Systeme von Fusspunktlinien (^~^

— cos—;
g> stellen diejenige, welche gegen den

1 -f- wx
*

Pol convex gekrümmt ist, und ihre erste Fusspunkt-
linie die äussere und innere Grenze dar, von wel-
cher aus mit wachsender negativer und positiver
Ordnung eine beständige Annäherung der Fuss-
punktlinien an den Grenzkreis stattfindet.

5) Die Reihe der Fusspunktlinien geht nur nach einer Seite hin ins

Unendliche , nähert sich also- auch nur nach dieser hin dem Grenzkreise,

wenn —?—= 1 + x einen Werth hat, wo m eine positive oder ne-
0O sin a m

gative ganze Zahl bedeutet (vergl. §. 3, 5). Sei zuerst m positiv, so bricht

die Reihe der Fusspunktlinien, weil die der Elemente, nach der positivenIm 1
Seite zu ab. Ans = folgt %—

;
jede Linie von der

1 ~\~ x m — 1 tn

_ l

Gleichung sin ^— ^ ist aber, wie leicht zu sehen, Fuss-

punktlinie von der Ordnung 1 — m einer Geraden , deren Gleichung von

a
der Form ist — = sin (<jp b') ; die Fusspunktlinio der Geraden selbst re-

ducirt sich auf den Fusspunkt des vom Pol auf sie gefällten Lothes.

Digitized by Google



Von Franz Wetzio. 335

Sei m negativ und schreibe man dafür — m, so wird x= -f- — , und ist

die Linie
(j^j

m
=sin(^ +6^ Fusspunktlinie von der Ordnung m— 1

eines Kreises
t
auf dessen Umfang der Pol liegt und dessen Gleichung daher

r
in Bezug auf diesen als Coordinatenanfang die Form hat — = sin (q> b').

Für die auf den Kreis nach negativer Seite hin folgende Fusspunktlinie

wird x= oo.

In welcher Beziehung nun beide Systeme zu einander stehen, ergiebt

ff
sich am einfachsten, wenn man der Constanten h den Werth — gicbt. Als-

2

dann hat man für das erste System
i

cos —
,m

und seine Basis, die Gerade,
a— = cos qp

;

für das zweite System

nnd seine Basis, den Kreis, welcher obige Gerado in den Fusspunkt des

vom Polo auf sie gefällten Lothes berührt,

r— —— cos q>.
a

Die Gleichung dieses Kreises folgt aber aus jener der Geraden, als die der

Fusspunktlinie zweiter Ordnurfg , indem man x=— 1 und n = 2 setzt.

Nimmt man daher als Mittelglied den Fusspunkt des vom Pol auf die Ge-

rado gefällten Lothes, d. h. sieht man den Kreis als Fusspunkt-
linie des dem Pol diametral gegenüberliegenden Peripherie-

punktes an, so gehören beide Systeme von Fusspunktlinien

als ein einziges zusammen, dessen Basis der genannte Punkt ist.

In der That ist man dazu berechtigt, indem die Berührende eines Punk-

tes jede beliebige Lage hat, seine Fusspunktlinie also der geometrische Qrt

der Fusspunkte der auf alle durch ihn gelegten Geraden gefällten Lothe

ist. Noch anschaulicher wird dies, wenn man sich den Punkt als Kreis von

verschwindend kleinem Halbmesser denkt. Die Fusspunktlinie eines Krei-

ses vom Halbmesser R , von dessen Peripherie der Pol den Abstand a hat,

ist nämlich, wenn die Gerade durch Pol und Mittelpunkt Nulllinie ist,

r= a cos <p + R (cos y — l)

,

woraus für R= 0 sich r— acos q> ergiebt.

Man kann daher sagen

:
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336 Ucber Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen.

Die Fusspunktlinic m'" Ordnung eines Punktes in

der Entfernung a vom Pol hat die Gleichung

\aj m
wo die Verbindungslinie de» Pols mit dem gegebenen Punkt Nnll-

linie ist.

Der durch den Pol und den gegebenen Punkt gehende Kreis vom
Durchmesser gleich ihrer Entfernung und die denselben im gegebenen

Punkt berührende Gerade sind liier die innere und äussere Grenze, von

wo ans eine beständige Annäherung der Fusspunktlinien an den Grenz-

. kreis erfolgt. Für m=— 2 erhält mau die Parabel, deren Brennpunkt

/ r \— i <p
'

•

der Pol ist; ihre Basis ist also \~
J
= cos — . Der Parabel entspricht auf

positiver Seite die Fusspunktlinie des Kreises, die Cardioide, deren Gleich-

ung ist
(j^f—

cos j-

Seien r und r zwei zu derselben Anomalie gehörige Vectoren zweier

Fusspunktlinien entgegengesetzt gleicher Ordnung des Punktes , so ist für

den einen
i

\a/ m
für den andern

(-) —cos-,

woraus folgt

d. h.:

Für zwei Fusspunktlinien entgegengesetzt gleicher
Ordnung des Punktes ist das Product zweier zu der-

selben Anomalie gehöriger Vectoren constant, näm-
lich gleich dem Quadrate des Abstandes des Punk-
tes vom Pol.

6) Allgemein haben in einem System von Fusspunktlinien von der

Form = cosx<p je zwei dieser Linien entgegengesetzt gleiche Werthe

von x, wenn für eine derselben , die man als Basis ansieht , x einen solchen

Werth hat, das

8

• x x

1 — nx~~ 1 + (»— Ar) x'

wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Aus dieser Bedingung folgt

2
x= --.
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Ist nun k eine gerade Zahl, so erhält man das vorhin betrachtete

System von Fusspunktlinien des Punktes. Ein ungerades k giebt das

System von Fusspunktlinien, deren eines Glied die gleichseitige Hyperbel

ist mit ihrem Mittelpunkt als Pol und der Hauptachse als Nulllinie. Die

Gleichung dieser gleichseitigen Hyperbel ist nämlich

Gr- cos 2 q>,

daher die ihrer Fusspunktlinie von der Ordnung

1 + 2«

die ihrer Fusspunktlinie von der Ordnung n + 1, oder, was dasselbe ist, die

der Fusspunktlinio von der Ordnung« der Lemiscate, welche auf die

gleichseitige Hyperbel folgt,

2

( — I = COS
. , <p.\aJ 1+2«

Das Product zweier zu derselben Anomalie gehöriger Vectoren zweier

solcher Linien ist daher ebenfalls constant = a*. Die gleichseitige Hy-

perbel ist in diesem Systeme die convex gekrümmte Cnrve, und sie und die

Lemniscate bilden die äussere und innere Grenze ,
• von wo aus die übrigen

Linien sich immer näher an den Grenzkreis anschlieasen.

IL Von den Fusspunktlinien erster Ordnung insbesondere.

5.

Die Formeln des $. 1 ergeben für n = 1

<ltp
9 __ g0 sin «

r*
2) Di= ^-r-,* 2r„ — q0 sm n

•») *lfx

= dfn= $
— (l(p0 ,

Qo 9«

4) ds
t
=z£ — rfjfo.

Qo

Hieran knüpfen sich folgende Betrachtungen.

1) Die Gleichung 1) heisst in Worten:

Das Winkeldifferential der Basis verhalt sich zum zugehörigen ihrer

Fnsspunktlinie wie die Projection des Krümmungshalbmessers der Basis

auf ihren Vector zu diesem Vcctor. Je nachdem dio Basis concav oder con-

vex gegen den Pol gekrümmt ist, haben der Vector der Basis und der zu-

gehörige der Fusspunktlinie gleiche oder entgegengesetzte Drehungs-

riebtung.

2) Aus der Gleichung 2) folgt:

23*
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338 Ueber Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen.

Die Krümmung in P
t
ist concav, so lange der Krtimmungshalbmes-

ser von PQ auf derselben Seite einer anf r0 in der Entfernung — r
0 vom Pol

errichteten Senkrechten liegt als /*„, convex, wenn auf der andern Seite.

Liegt der Krttmmnngsmittelpunkt von P0 auf jener Senkrechten, so ist we-

gen Qi = oo, P
t
ein Wendepunkt der Fusspunktlinie. Dieselbe hat so viele

in 0 liegende Spitzen, so oft r
0
= 0 ist, d. i. so oft die Basis durch den Pol

geht. Jedem Wendepunkte der Basis entspricht eine Spitze der Fnsspunkt-

linie. Lassen sich vom Pol aus eine oder mehrere Bertihrende an die Basis

legen, so liegt der Krümmungsmittelpnnkt eines jeden zu einem Berührungs-

punkte gehörigen Fusspunktes (der mit dem Pol zusammenfallt) , auf der

Mitte des Vectors des Berührungspunktes.

3) Reducirt man die Gleichung 2) auf q0 , so folgt

sm a\ qJ
Nimmt man als Fusspunktlinie die Gerade, d. i. p, = oo, so folgt für ihre

Basis, d. i. die. sie im Scheitel berührende Parabel, deren Brennpunkt der

Pol ist, die Relation

_2r_
Q ~

sin «'

oder
2 r == q sin a,

woraus sich eine sehr einfache Oonstruction des Krümmungshalbmessers

der Parabel ergiebt.

Auf gleiche Weise folgt für die Ellipse und Hyperbel, deren erste

Halbachse a ist, wenn man den Brennpunkt als Pol annimmt,

Stn a\ a /

da bekanntlich die Fusspunktlinie der aus ihrem Mittelpunkte mit dem
Halbmesser a beschriebene Kreis ist. Sei r der zu /• gehörige Vector aus

r + r
dem andern Brennpunkt, so ist für die Ellipse a= , und folgt

1 2rr
9 ~~ sinü '

r + r'

'

d. h.: der Krümmungshalbmesser der, Ellipse ist gleich dem harmonischen

Mittel der beiden Vectoren aus den Brennpunkton, multiplicirt mit dem re-

eiproken Cosinus des halben von ihnen eingeschlossenen Winkels.

1) Die Gleichungen 3) und 4) kann mau in den beiden Sätzen aus-

sprechen :

Trägt man vom Pol aus auf jeden Vector der Basis

als Vector dio Grösse r = r0 U —— aut, so hat der
V Po

von dieser Curvo begrenzte Sector gleichen Inhalt
mit dorn entsprechenden Sector der Fusspunktlinie.

Damit r reell sei, muss die Curve concav gekrümmt sein.
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Und:
Trägt man vom Toi aus auf jeden Vector der Basis

r *

die Grösse r"= — , die dritte Proportionale zum Krüm-

mungshalbmesser und Vector auf, so bat die dadurch
entstehende Curve gleiche Länge mit dem entspre-
chenden Stück der Fusspunktlinie.

Mittelst dieser Sätze lassen sich Quadratur und Rectification verschie-

dener Linien auf einander reduciren. Als Beispiel diene Ellipse und Hy-

perbel, deren Brennpunkt der Pol ist. Ist p ibr Parameter, t die nume-

rische Excentricität, so ist die Fusspunktlinio eiii mit dem Halbmesserp~a

aus dem Mittelpunkt beschriebener Kreis.

Ferner ist

sm a -

1 + € cos q>0

1 -f- c cos <p0

und i'rgicbt sich

j/l + 2 £ cos tpo + t
2

Sifl tt\ p /
I

P //l + £ co«? qp

1 + £* -f 2 € cos q>
'

r"_- <P)

(1 +«, + 2«coä

Es lässt »ich daher durch eine einfache Construction mittelst des Kegel-

schnittes r0 der Sector der Linie r durch einen Kreissectoi. der Bogen der

Linie r" durch einen Kreisbogen darstellen. Beide Linien sind geschlossen.

Für t < 1, d. h. wenn die Basis eine Ellipse ist, ist der Inhalt der geschlos-

senen Curve r gleich dem des Kreisses vom Halbmesser ^ der Um-

fang der Curve r" gleich dem desselben Kreises. Für c> 1, d. h. wenn die

Basis eine Hyperbel ist, gehen beide Curven für cos — durch dcnCo-

ordinatenanfang (Brennpunkt), ihre Berührenden in diesen Punkten sind

also den Asymptoten der Hyperbel parallel. Die Curve r hat nur einen

Zweig, dem nächstliegenden der Hyperbel entsprechend, die Curve r" hat

zwei. lat ß~arc cos y der halbe Asymptotenwinkel, so ist der ganze

Inhalt von r gleich dem eines Kreissectors vom Centriwinkei 'iß und Halb-

messer
^

P
t

, die Länge des entsprechenden Zweiges von r" gleich die-
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340 Ueber Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen.

sein Kreisbogen , die Länge beider Zweige aber gleich dem Umfange des

ganzen Kreises.

Für e= 1 wird

1 "f* cos <p„

die Gleichung einer Parabel, und wird

r= -J
,

z/2 COS ^Y 2

2 COS —
»
Ar

und da die Fusspunktlinie eine Gerade ist, so lässt sich der Sector dieser

Linie durch ein geradliniges Dreieck und der Bogen durch eine gerade

Linie darstellen. Noch werde bemerkt, dass in allen 3 Fällen zwischen

r0, r und r" die Relation besteht

r's

Nimmt man die gleichseitige Hyperbel als Basis und ihren Mittelpunkt

als Pol, so erhält man für r" ihre Fusspunktlinie, die Lemniscate, selbst.

Ihr Vector ist also die dritte Proportionale zum Krümmungshalbmesser und

Vector der gleichseitigen Hyperbel.

6.

1) Aus der Betrachtung, dass der Vector der Fusspunktlinie sich stets

parallel dem Krümmungshalbmesser der Basis, d. i. der Berührenden ihrer

Evolute bewegt, ergiebt sich eine Beziehung zwischen Evolute und Fuss-

punktlinie. Sei nämlich r der Vector der Evolute vom Pol aus, a' dessen

Winkel mit der Berührenden der Evolute, die mit dem Krümmungshalb-

messer q0 der Basis, welcher den Bogen der Evolute darstellt, so hat man
einfach

r, = q9+ r cos a.

Nimmt man z. B. als Evolute einen Kreis vom Halbmesser «, seinen Mittel-

punkt als Pol und lässt die Nulllinie durch den Anfangspunkt der Ab-

Wickelung gehen, so ist a'= — , und

d. h.

Die Fusspunktlinio der Kreisevolvente in Bezug auf den Mittelpunkt

des Kreises als Pol ist eine Archimedeische Spirale.

2) Verändert man die Lage des Pols, so bleiben die zu demselben

Punkt der Basis gehörigen Vectoren der so entstehenden Fusspuuktliuio
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einander parallel. Daraus folgt, dass, wenn die Gleichung der Fu8spunkt-

linie einer gegebenen Basis in Beziehung auf irgend einen Pol kennt, dann

auch die Gleichaug der Fusspunktlinie in Bezug auf jeden andern Pol,

dessen rechtwinklige Coordinaten gegen jenen g und h sind, bekannt ist.

Denn sei r,' der mit r, parallele Vector vom zweiten Pol aus , so hat man
einfach

r,'= r, — g cos g>, — Ä sin g>,

.

Daher ist z. B. die Gleichung der Fusspunktlinie eines Kreises vom Halb-

messer «, von dessen Mittelpunkt der Pol den Abstand b hat,

r, = a— b cos q> t ,

wenn die Verbindungslinie des Pols mit dem Mittelpunkt Nulllinie ist.

Die Fusspunktlinie der Ellipse in Bezug auf den Brennpunkt als Pol

ergiebt sich leicht als ein Kreis von der Gleichung

r, = a (« cos g>t + }/\— s* sin9 <p,),

wo a die grosse Ualbaxe, e die numerische Excentricität bezeichnet. Setzt

man Ä= 0, g= a . so erhält man als Gleichung der Fusspunktlinie in

Bezug auf den Mittelpunkt

r, — a j/l — sin* <p,.

XIII.

Zur Bestimmung des Querschnitts eines Körpers, dessen

absolute Festigkeit in Anspruch genommen wird.

Von Dr. Eduard Zetzsche.

Nennen wir (mit Weisbach) diejenige Kraft E, welche ein Prisma

vom Querschnitt 1 um seine eigene Länge ausdehnen oder zusammen-

drücken würde (insofern diess ohne Ueberschreitung der Elasticitätsgrenze

möglich wäre) den Elasticitätsmodul , so wird ein an dem einen Ende fest-

gehaltener prismatischer Körper von der Länge a und dem Querschnitt F
durch eine in seiner Achsenrichtung wirkende Kraft Q innerhalb der Elas-

ticitätsgrenze um das Stück

FE
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ausgedehnt oder zusammengedrückt. Bei schweren Körpern besteht nun

die ausdehnende oder zusammendruckende Kraft Q entweder blos ans dem

Gewicht G oder neben diesem noch aus einer mit ihm in gleicher oder ent-

gegengesetzter Richtung wirkenden Kraft P und es ist dann

Q~ G + P.

Da ferner innerhalb der Elasticitätsgrenze die Ausdehnung oder Zuwam-

mendrückung der wirkenden Kraft proportional ist, so würden G oder P
allein den Körper an derselben Stelle, wo ihn Q um dk ausdehnt, um d k

t

oder d A, ausdehnen, deren Wertho aus den Gleichungen

(J : G— dk : dA,

Q-.P^dk.dki
P:G = dkt :dk i

zu entnehmen sind, so dass also

d = ^ d 1 — £ •

Jj
rfA

*=
J>

tllt

rfA,= |<U

dA,+rfA2= | dk+ ^ dk= dk

ist. Während aber dkt an jeder Stelle des Körpers für gleichlange Stücken

desselben denselben Werth hat, also constant ist, wächst d A, in demselben .

Maasse, als die betrachtete Stelle M von dem freien Ende B gegen das fest-

gehaltene Ende A Innrückt (s. Fig. 1, Taf.IV); denn es ist ja eben das für

diese Stelle in Rechnung zu ziehende Gewicht stets das Gewicht des von

dieser Stelle aus gegen das freie Endo hin liegenden Stückes M B. Nur
für eine unendlich kleine Erstreckung dz des ganzen Körpers A B bleibt

die wirkende Kraft dieselbe. Ist nun das dz vom freien Ende um MB=z
entfernt, so wiegt das Stück MB des Körpers y Fz }

wenn y das Gewicht

der Volumeneinheit bedeutet, und es ist demnach

y Fz
dk

t — -yj-, . dz

und

folglich

:

d k= d At + d A,= (y F z ± P) d z

und die Gesammtausdehnung beträgt für die Länge AB~a\

1 r ky Fa + P k G + P

*=nfi r*± p>"=-

fe —St---
0

worin G=y Fa das Gesammtgewicht des Körpers bozeichnet.

Ist uns vorgeschrieben, dass in dem zu construirenden prismatischen
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Körper keine bleibenden Dehnungen oder Zusamtnendrttckungen eintreten

sollen, dftas also die Elasticitätsgrenze nicht überschritten werde, so müssen

wir dafür sorgen, dass das Maximum der relativen Ausdehnung oder Zu-

j, d. i.

(d}\ = (
yFz±P\

kleiner bleibt, als die relative Ausdehnung oder Zusammendrückung <j,

welche der Körper (durch den Tragmodul T für die Flächeneinheit) an der

Elasticitätsgrenze erleidet, und weil

0:1 =?:£'; ° =
ist, so lautet unsere Bedingungsgleichung:

E — \ FE Jmax.

oder:

FT^(yFz ±P)ma*.

Nun ist aber

:

I) für ein positves P der Ausdruck yFz + P,

ein positives Maximum ~ G -J- P für z= a,

„ „ Minimum = P für 2= 0;

II) für ein negatives P der Ausdruck y F z — P,

A) wenn (i < P
ein negatives Maximum ~ — P für z = 0,

Minimum =— (P— G) für *= «

;

B) wenn G> P
P

ein absolutes Minimum = 0 für z =—-= c0 ,

y /

„ positives Maximum = G — /* für z = «,

„ negatives „ = — P für 2=0.
Für den Fall 2/>=G ist

r
°"~2f~" 2

'

a

es ist dann auch nicht allein das positive Maximum und das negative gleich

gross: G—P=P^ sondern es wird zugleich selbst die Gesammtausdehnung

l= 0; wäre dagegen G> 2 />, so ist das positive, wäre G <2 P, so ist das

negative Maximum das grössere.

Damit also die Elasticitätsgrenze nicht überschritten werde, muss man

nehmen

:

1) für ein positives P:

FT^yFa + P
p

' T— ya
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und in diesem Ausdrucke ist natürlich T>yu, weil das Tragverroögen
' T

F T> G sein muss; wäre ya> T, a> — , so wäre /><; — F(y a— T) d.h.

man müsste die Festigkeit durch eine dem Gewicht entgegenwirkende Kraft

wenigstens von der Grösse F (y a— T) unterstützen, sonst ist F in jedem

Falle zu klein.

II) für ein negatives P und zwar:

A) wenn G < P

2;

FT^P

— T

P>yFa>-y«,

T>ya;

B) wenn G> P und genauer

«) wenn P<G<2P:

FTZP

3)
P

T

— <F£—

,

T ~ - y a
'

v«<2 7';

/>) weun C>2/»:
FT^yFa— P,

Weisbach gie bt in der dritten Auflage seiner Ingenieur- und Ma-

schineumechanik, S. 320 für F blos die Grenzwertbe:

5) F
=T^y-*>

6)

7) F—
ya— T

und selbst ohne die Bedingungsgleichung, welche angiebt, wenn man sich

der Formel 6), und wenn man sich der Formel 7) zu bedienen habe. Ein

Blick auf die Formeln 1) bis 4) zeigt aber zur Genüge , dass man 4) mit

Vorsicht anwenden müsse. Während wir nämlich bei l) bestimmt T^> y a

voraussetzen mussten, haben wir für 4) nur die Bedingung

:

<L=yJ± >P * {y a -T)F ,

welche erfüllt ist, wenn 3T>^ und wenn y a — T<0 ist.

Wäre y a— r<0, - > </, so wird
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F<
T—ya'

da hier F<0, so ist der Querschnitt in jedem Falle mehr ausreichend, weil

ja schon das Tragvermögen FT>yFa, d. h. F T> G ist, der Körper

also selbst dann nicht über die Elasticitätsgrenze ausgedehnt oder zusam-

mengedrückt werden würde, wenn es sein ganzes Gewicht tragen müsste;

um so weniger daher, wenn auch (

—

P) noch einen Theil des Gewichts auf

sich nimmt.

Ist dagegen y «> r> a> —>^ , so sagt uns die Gleichung 4)

dass, während man in 1) bis 3) sicherer geht, wenn man den Querschnitt

grösser nimmt, als er sich aus den Gleichungen 5) oder 6) ergiebt, man
in 4) besser den Querschnitt kleiner nimmt, als ihn Formel 7) liefert. So

Überraschend diess anfänglich erscheinen mag, so ist es doch wohl begrün-

det. Ist nämlich

T
und wir setzen bei n > I der Sicherheit wegen darin — an die Stell« von

l\ so findet sich

ya
' n

T

Fo__
Y
^ n n y a— T

_ , (« — 1) T
F

t

~~ ya— T~~nya - nT~~~ n (y «— T
7
)'

es ist also der sicherere Querschnitt.kleiner. Oder ist beim Querschnitte

p
FQ
= - das Gewicht = G0 und beim Querschnitte F

t
F0
— S* das

ya — T

Gewicht = Gi} so soll

F0 T= G0
— P ~ y F0 a — P,

F
t
T= F0 T- d* T> G, - P={F0 -St

) ya-P,
F0 T>(yF0 a-P)-fi*(ya— T),

0> — ä*(ya — T)

sein, was offenbar der Fall ist, da wir ja y a> T voraussetzten. Je kleiner

man also F
t
wählt, desto besser thut man ; doch hat die Verkleinerung eine

Grenze, die sie nicht tiberschreiten darf, durch die Bedingung

:

G>2i>
y Fa>2P

2PF>—
ya

und somit ist

8) ~<F£
ya —ya — T'
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346 Zur Bestimmung des Querschnittes eines Körpers.

Wäre endlich P= \ G, so wäre

nach 3) f^i*Z?
;
2T>ya,

nach 4) F<* V
~!-L 2T^ya,

' ~ya—T '

und nach beiden

a T
und somit F ganz beliebig, so lange nur ^ ~ w*5 »her es ist dann

2PP— £ y f«, =— • Wäre y a— T, so müsste £ F<F^ <*> »ein; wäre

r>y«, so ist genau wie bei dem Falle G unter derselben Beding-

ung.

Wirkt blos das Gewicht des Körpers, ist also /*=0 und natürlich

zugleich auch G> 2 so ist

nach 1) (7
1— ya) f^0

y« >U
r^y«;

oder nach 4)

(y«-r)^o,
also ebenfalls

ya— T<.()

7"^ y a

T
zu nehmen, und F kann dabei jeden beliebigen Werth haben. Für «> —

Y
ist wiederum kein F ausreichend.

Da in dem prismatischen Körper ^"^^(y * :i ^) veränderlich ist

und F für ^j""^ bestimmt werden musste , so hat der Körper an den

weniger in Anspruch genommenen Stellen einen zu grossen Querschnitt.

Dicss ist mindestens eine Materialverschwendung und vermehrt zweckwid-

rig das Gewicht des Prismas. Suchen wir daher das Gesetz auf, nach wel-

chem der Querschnitt eines durch sein eigenes Gewicht und eine am freien

Ende in derselben Richtung wirkende Kraft P belasteten Körpers sich än-

dern muss, wenn er an jeder Stelle nur die daselbst nöthige Tragfähigkeit

haben soll. Ist F ein beliebiger Querschnitt eines solchen „Körpers von
gleichem Widerstande' 1 in der Entfernung z vom freien Ende, und ist

dieser Querschnitt in Anspruch genommen durch die Gcsammtkraft {), so

muss nach 1)

T ~ y dz

sein, wenn wir das Volumenelement von der Höhe dz über F als Prisma be-
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Von Dr. Eduard Zetzschk. 347

trachten (Fig. 2, Taf.IV);*damit dies aber erlanbt sei, muss dz ein Differen-

zial sein, und wir sind berechtigt, das anendlich kleine y dz zu vernach-

lässigen, haben also

nnd die Querschnittszunahme

T

dO
(!F= ~-

T

Q wächst aber um das Gewicht des kleinen Prisma's über F von der Höhe
rfr, und somit ist

T

y
wenn ß = ~ gesetzt wird,

• log nat.F~ßz + Const.,

9) F=e? z .cc°»*<:

Dies ist die allgemeine Form, und aus ihr erhalten wir die einzelnen

Fälle , wenn wir nach einander

P>0, P— 0 und P< 0

setzen.

I. Wirkt nun am freien Ende N die Kraft 4-^ so muss an ihm der Quer-

P P
schnitt F0= — sein, und da F0 zu z — 0 gehört, so ist - = F0

= 1 . c Co"'r'

und allgemein

10) F=F0
eP z .

Je grösser z, desto grösser wird F, und als Querschnitt am festgehal-

tenen Ende erhalten wir

Fa— F
0eß".

Hätten wir die Abscisscn als f vom festgehaltenen Ende M ausgerech-

net, also £= a — 2 genommen, so wäro

F== F0
eßl«~b; F0^ a= Feßt,

und

Wählen wir endlich einen zwischen M und N, in der Entfernung d von

N gelegenen Punkt als Ausgangspunkt für die £, , setzen wir also £, —z— d,

so wäre der Querschnitt an jeuer Stelle, wo £, —0, z— d ist, nach 10)

F
t
=F0 eß«,

somit * #
12) F= F0e?& ^= F

%
ißt»,

und
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348 Zur Bestimmung des Querschnitts eines Körpers.

d+ d
t
= a;

in 12) wächst f, von — d bis rf,= o — d, es sind also die beiden Fälle 10)

nnd 11) zugleich darin enthalten.

II. Wäre. /' negativ und sein absoluter Werth grösser, als das Gewicht

Ga des ganzen Körpers, so wären die spannenden Kräfte sämmtlich ne-.

gativ, und somit bewirkt dann das mit z zunehmende Gewicht eine Ab-

nahme der spannenden Kraft (Fig. 3, Taf. IV); daher ist:

dQ=— yFdz,

F-=F
Q
e-t\

Fa= F0
e-P;

und F<F
it ,

^?=«0*, während früher £ = eß z war.F F0

Es ist demnach die Begrenzungsfläche umgestürzt; setzen wir aber

z = a— z
y
indem wir die z' von M aus zählen, so wird:

13) F=F
oe-ß<«-*>'=Foc-ß

aeß''=Fa e0*'.
III. Wäre der Querschnitt des Körpers von gleichem Widerstande an

irgend einer Stelle =0, so müsste an dieser Stelle die spannende Kraft

= 0 sein; dies ist aber für ein positives P nirgends der Fall, eben so wenig,

wenn P negativ, aber sein absoluter Werth grösser als Ga ist. Wäre da-

gegen P— 0, sowäreF0
= 0, F=eP*. e

Const
\ 0= 1 . eComtt-

14) % F=0.eß s
,

d. h. alle Querschnitte in endlicher Entfernung sind =0.
Wäre endlich P negativ und sein absoluter Werth kleiner als G„, so

ist an einer mittleren Stelle, etwa bei z= a, das Gewicht G„
t

= i>, also die

Spannung = 0 uud auch der Querschnitt F„
{

= 0. Von z = a, bis z~ a

sind die dQ als positiv einzuführen, und wenn z
t
—a — z gesetzt wird,

so ist

für z
t
= 0 ist Fa s= 1 . also

15) F^F.e-Ph.
Von z— 0 bis z= a

t
sind die dQ wieder negativ einzuführen , und

wenn zt= z, ao ist

d£
== _Yj^ F== rß*, eConst. .

F T
für zt= 0 ist F0= 1 eCo»sf-

, also

16) F=F0
<r-V*t.

Die Gleichungen 15) und 16) haben dieselbe Form wie II) und lassen

sich mit ihr in F=F
i
e~ ß£ zusammenfassen, obei die £ immer vom be-

treffenden (festen oder freion) Ende nach der Mitte hin zu rechnen sind.

Unter der Voraussetzung , dass Fa und F0 nicht = 0 , also dass F
t
> 0
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Von Dr. Eduard Zetzsciie. 849

ist, kann aber in F--= F
t
e~~ßt nur, wenn f= oo ist, F=0 sein, es sind

daher alle Querschnitte in endlicher Entfernung vom einem Ende grosser

als 0. Wenn wir aber in 15)

*,'= z — «, = — z, + a— o,

und in 16)

rf
'=

fl|— — z

setzen , so gehen 15) und 10) über in

:

n fia B~> » a-> t 17) F—Fa eß 9"= 0eß*t\F= F„e-V"\eP :
t = Fa eß !

t,
J

' t

und da die Gleichung 17) mit 14) von gleicher Form ist, so müssten zu-

gleich alle Querschnitte in endlicher Entfernung von F„
f

gleich 0, und alle

Querschnitte in endlicher Entfernung von einem Ende grösser als 0 sein.

Da dies unmöglich ist, müssen in 15) und 10) F0 und Fa und alle übrigen

Querschnitte mit F
ttl

gleich 0 sein , und in 14) ist auch der Querschnitt in

unendlicher Entfernung =0. Es ist sonach weder für />= 0, noch für ein

negatives jP, dessen absoluter Werth <Ga wäre, ein Körper von gleichem

Widerstande möglich.

Nachdem wir einmal die Querschnitte eines Körpers von gleichem

Widerstande bestimmt haben, lässt sich auch leicht das Volumen jenes

Stückes bestimmen, welches zwischen dem freien Ende und dem Quer-

schnitte F liegt ; es ist nämlich

dV— Fdz,
und daraus erhalten wir:

I. nach 10):

dV= F0 eß*dz,

1 TFV~ - F0 eß* + Const.= h Const.,

ß y

und weil für c=0 auch F= 0, also

1 TF P
0= - F0 l -f- Const.= - + Const.= - + Const.

ß Y Y

ist, so beträgt das Gewicht des in Rede stehenden Stückes

G^=yV= T. F0 eß
z — TF0 ~ T(F~

F

0) = P{eß'~— 1),

und das Gewicht des ganzen Körpers

Ga :--P{e?«-l)--=T{Fa-Foy,

II. nach 13):

dVz=Fa eß*'dz\

1 TF

ß Y

0= — Fa . 1 + Const.— 1 + Const.= — c~ß-+ Const.,

ß y r
also das Gewicht des Stückes vom festen Ende bis zu F:

G = yV= T(F— Fm)=. rF{l— eB-*') = Pe-P*(eP*'— 1),

und das Gewicht des ganzen Körpers:
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350 Zur Bestimmung des Querschnitts eines Körpers.

Ga^T (F0— Fm ) = P (l - e- ?•).

Wäre der Körper prismatisch gemacht worden, so wäre sein Quer-

p
schnitt F'= — und sein Gewicht

T— ya

C =yF'a= lj^-
a
= P{ß<*+ ß** + ß** + ßV+ . . .),

nnd weil

cß*—.l = ßa + lß'tf+ f0
a «3+ SV/3V....) = 1 — e~ß"

ist, so haben wir in jedem der beiden Fülle an Material erspart:

Da der Körper blos rücksichtlich seiner absoluten Elasticität oder

Festigkeit in Anspruch genommen werden soll, so stellen wir uns seine

Querschnitte als ähnliche Figuren vor, deren Schwerpunkte in der Achse

des Körpers liegen, und diese steht mit der ihr parallelen Kraftrichtung

senkrecht auf jedem Querschnitte. Die allgemeine Form der Gleichungen

10) und 13) ist : F = F
t
eß z

. Jenachdem nun die Begrenzungslinio der Quer-

schnitte F und F
t
für rechtwinklige oder für Polarcoordinaten durch Gleich-

ungen von der Form <p(a;, y)=0 und q>(a.
1 ,y,)= 0, oder von der Form

y(r,u) und ^(r,,«,) gegeben ist, wird

F r-~J*ydx —J*x dy

oder

r»rfu,

r*du
t ,

und

18)

oder

J*y
dar = eß :J

y

t
dx

x ,

J*xdy= eß z

J*
r, rfy,.

19) *jr*du = ieß*fr*du { ,

worin die Integrale bestimmte , ihre Grenzen aber eben dadurch gegeben

sind, dass die Integrale begrenzte Flächen bedeuten. — Eine oder die an-

dere dieser drei Gleichungen zusammengenommen mit <p {jc, y) = 0 oder

^(r,«)=0 bestimmt die Mantelfläche des Körpers vom glei-

chen Widerstande. Die Horizontalschnitte derselben sind Linien, de-

ren Gleichungen die Form g> (x, y) = 0 oder y (r, u) = 0 haben , und wenn

man in 18) vor dem Intcgriien bezichuugsweise y und y, oder x und x
t
aus
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Von Dr. Edi*akd Zetzsche. 35t

den' Gleichungen qp(a*, y) =0 und 9(0*, , y,) =0 entnimmt und einsetzt, so

erhält man

J

K.(y)^/-,(y.).^%
d. h. die Gleichungen der Verticalspuren in der Ebene XZ oder 7Z, oder

allgemein die Gleichungen sHmmtlicher Verticalschnitte parallel zur Achse

der x oder der y, jenachdem in 20) für x
i
und y, die Werthe für den Durch-

schnitt der Begrenzungslinie in J^, mit der x- oder y- Achse oder andere

[nach q> (ar,
, y,) zulässige] Werthe einsetzt. Die Entfernung y0 oder x

0 die-

ser Schnitte von der x- oder y-Achse in F
t
liefert die Gleichung <p(x

i ,y,)= 0

selbst, wenn man in sie den in f(x t ) oder /i(y,) verwendeten Werth von x
t

oder y, einsetzt.

z.B. 1) Es sei der Querschnitt ein Quadrat, dessen Ecken in den

Achsen liegen, dann ist:

<p (*. y) = YT- Y(±*>)-{±*) = 0

,

6 6

F=*j(b— x)dx, ^,= 4 /(&,— *,)</*,;

0 0

die Gleichung der Spur in der Ebene XZ oder YZ (Fig. 4, Taf. IV)

:

b = b
t
e^' =6,«*, wenn n= <?

i|J
,

und die Gleichung der Verticalschnitte

:

x= x
i
e*^*= x

i
nz

,

worin aber x
x
nur von — b

x
bis -f 61 geht.

2) Es seien die Begrenzungslinien parallel zu den Achsen in den Ent-

fernungen c und c", dann ist

<p (*>y)= 9 ± c"= 0= x ± c
>

und die Gleichung der Verticalspur (Fig. 5, Taf. IV)

mXZ, F=*Jc"dx= *c"c =Ac"c
%

' .eQ*\

in FZ, F= \Jc dx= \cc" = 4c,V .

0

Die Gleichung der Verticalschnitte dagegen lautet:

*y= *iyi e^'j

worin aber nach 9(arn yi)=0 nw die Werthe ar,= c,' und yt= c
t

" brauch-

bar sind, so dass durchweg
if r ff 1 ß -

c c = c, c, *,

ist, und in dieser Gleichung sind wegen der vorausgesetzten Aehnlich-
f

keit der Querschnitte c und c" gleichzeitig mit 2 variabel und zwar —
c
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352 Zur Bestimmung d. Qucrschn. eines Körpers. Von Dr. Zetzsche.

Bei c,' = c," = c, geht dieser Querschnitt in den unter 1) betrach-

teten bei einer um 45° geänderten Achsenlage über, und es ist dann:

c= c, esP*= c
x
«*,

wenn wieder n = e^P ist.

Wäre c" für alle z gleich gross, so bestünde die Mantelfläche aus zwei

Ebenen, parallel XZ, und aus zwei Cylinderflächen von der Form _+ c"

x

= c
t
"eß*.

3) Für kreisförmigen Querschnitt ist:

^/ (r, ii) = r — p= 0

,

In In

also

n

= 1

J*Q*

du= *Q*>

wenn abermals n— ^iP ist.

Bei kreisförmigen Querschnitten sind also alle radialen Verticalschnitte

congruente logarithmische Linien; bei quadratischen ist b
t
— c, ^2, b= c]/2^

also sind auch hier die Verticalschnitte durch die Diagonalen und parallel

zu den Seiten unter einander sowohl, als mit den Verticalschnitten bei kreis-

förmigem Querschnitte congruent, nur dass der Anfangswerth b
x
einem c

gleich kommt , für welches z= nlog j/2 ist.

Sind die Querschnitte Linien höherer Grade, so ändert sich die Basis

» der Logarithmen, so z. B. schon bei kreisförmigen Querschnitten für Ver-

ticalschnitte durch Sehnen.
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XIV.

Rechnung mit rationellen symmetrischen Functionen.

Von Dr. R. Hoppe,
Privatdocent in Berlin.

Bekanntlich lässt sich jede rationelle symmetrische Function der Wur-
zeln einer algebraischen Gleichung rational in deren Coefficienten aus-

drücken. Ihre indepedente allgemeine Darstellung sei das letzte Ziel der

vorliegenden Arbeit.

Da nach Verwandlung einer symmetrischen Function in einen einzi-

gen Bruch Zähler und Nenner symmetrisch werden , so reducirt sich das

genannte Problem auf den Fall ganzer Functionen. Jede ganze Function

lässt sich in homogene Theile verschiedener Grade zerlegen, jeder homogene

Theil wiederum in solche Theile, die ohne Aufhebung der Symmetrie nicht

getheilt werden können , und welche geschlossene Functionen heissen mö-

gen. Die letztere erhält man, indem man ein Glied durch alle möglichen

Vertauschungen der Elemente in eine Anzahl der übrigen Glieder über-

gehen lässt: deren Summe nämlich ist eine geschlossene Function. Die

durch Vertauschung der Elemente in einander übergehenden Glieder sollen

gleichgebildete heissen.

Der Ausdruck einer geschlossenen symmetrischen Function sei

a «i
C(m

tt , ...»»,, mj,

wo m, ,»»,,.. . die Zahl der Elemente bezeichnen, welche in erster, zwei-

ter u.s. w. Potenz mit dem darüber bemerkten Exponenten erscheinen.

Bezeichnet n die Anzahl der vorhandenen Elemente und

/= w
t -f- mt -f* • • • %

die aller verschiedenen Elemente, welche in jedem Gliede vorkommen, so ist

n!

(n— /) ! m, ! mt ! . . . mu !

die Anzahl der Glieder von C.

L
Nach diesen Vorbemerkungen sei die erste Aufgabe, das Product

i et 21
P=C(k)C (ma> . . , mt ,

m,)

in eine Summe geschlossener Functionen zu entwickeln.

24*
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354 Rechnung mit rationellen symmetrischen Functionen.

Da der erste Factor bei jeder Vertauschung von Elementen unverän-

dert bleibt, so erhält man das Product, indem man ein Glied des zweiten

Factors mit dem ersten Factor multiplicirt, und dann die Elemente derart

vertauscht, dass jenes Glied in alle übrigen übergeht. Die Multiplication

bewirkt, dass einige Potenzen um 1 erhöht werden. Es sei Xß die Anzahl

der ß
Un Potenzen, welche in die (ß + l) le übergehen, und zur Abkürzung

/'= x
t -f- xt + . . . xa

dann ist

«4-1 « 2
1

( x
1
ma — xa + xa+) , . . . mt

— ut -4> xi% w, — x
t + k— f)

die Form eines Gliedes des Products. Alle Glieder, in welchen sämmt-

liche x dieselben Werthe haben, sind gleichgebildet, alle verschiedenen

Systeme vonWerthen der x gehören zu verschiedenen geschlossenen Thei-

len. Folglich liefert die angedeutete Multiplication für jeden geschlosse-

nen Theil soviel Glieder, so oft dasselbe System der x vorkommt. Bei

Vertauschung der mß Elemente, welche den Exponenten ß haben, bekommt

nun Xß so oft denselben Werth, als Combinationen Xß{" Classe zwischen mß
Elementen möglich sind, d. i. durch Binomialcoefficienten ausgedrückt

mal. Ebenso treten

(n — ])k_r
mal k — t neue Elemente in erster Potenz als Factoren hinzu. Demnach
ist

1
) 0»i)Ä| W^c, • • •Mxa (»

—
die Anzahl der Glieder, welche die Multiplication für den durch xu . . . xa
charakterisirten geschlossenen Theil liefert.

Vortauscht man jetzt die Elemente so , dass jedes Glied des zweiten

Factors in alle übrigen übergeht, so kann kein Glied des Products aus

einem geschlossenen Theile in einen andern übergehen. Folglich multipli-

cirt sich die Gliederzahl eines jeden mit derselben Zahl 1). Setzt man also

«+1 8 i

P=2AC( . . . pt,fi,),

so ist

(n— l) \p,\... ft«+i! (n— [)\ m,! . . .ma \

(
mi)x

t
(m«)x, • • • (ma)xa (n —

wo

<*,=»»,—*, + *— /'

fiß = mß — Xß + Xß_i

Pa+i= *«

lz=Sm; r— Sx; X= S p
gesetzt ist und S das Summenzeichen bedeutet.
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Hieraus ergiebt sich der Werth

oder, wenn man
k— Sx= x0

setzt,

Der erste Factor bestimmt die oberen Grenzeu der ar, nämlich S
die übrigen die untern, x> 0. Es hat sich ergeben

l a i Sx= k ß—ct
2) .»»,)= Z... Z n (mß — xß + xß _.) „

«+1
C( a-a ,

ma— xft + . . . m, — x
t + a*0 )

wo

x0= A:— Sa:.

II.

Es soll eine geschlossene Function vom höchsten Exponenten a + 1

auf solche vom Exponenten o zurückgeführt werden.

Setzt man in Gleichung 2) k nacheinander = 1, 2, 3, . . so giebt es

aufcder rechten Seite immer nur ein Glied, welches resp. 1,2, 3, ... (a+ l)
ic

Potenzen enthält; die Anzahlen der anderen Potenzen hingegen sind unab-

hängige allgemeine Grössen. Man findet daher den gesuchten Werth von

i \

successive für «a+ i
= 1, 2, 3, . . . ; und Q ist durch Gleichung 2) völlig be-

stimmt.

Es soll demgemäss die Richtigkeit des Ausdrucks

Sc=pa=\ i «
Q= Z... Z BCbJCfa^ + p. +*a+1

aa=0 ff,=0

«— 1 2 1

wo B Function der p und der a ist, durch Einführung in die Gleichnng 2)

bewiesen werden. Sie giebt

Sx=k So=xu i

P= Z...Z A Z...Z BC{6a)X
Xfr=0x

t
=:0 ffa—0 <f,=0

C(ma + xa_ x + (fa_ 1 ,
ma_, — xa_j + a-a_5

— tfa_, -f 0. .a_2 ,

.

. . . »H— + — a, + tf,, m, — + k— Sx — + ;ra — 5 a).

Hier treten in £ an die Stelle der p die Werthe

Digitized by Google



356 Rechnung mit rationellen symmetrischen Functionen.
^-^^^s^w ^^^^^^^^^^^

ili =m i
—x

i + k — Sx

tii= tn,— Xr + xu etc.

f»a= w« — *a + Aa+i

Setzt man

öi — (>i
— *n Os= Qt— xt , . . . =

J
— *a—1> ö«=

so kommt nach Vertauschung der Summenzeichen

Sg = k l

P= £... £ C(Q«)C(ma + Qa^v ma_x
- + ?Ä_ 2

. . . mt
— + Qly tn

t
—

i, + Ar — S?) -Äf

5« = *

TV= £ . . , £ A B
Sx = Sq

Diese Gleichung wird befriedigt, wenn für pÄ= Ar, M— 1, für jedes

andere = 0 ist. Dies ist der Fall, wenn

gesetzt wird. Zum Beweise sei

*ß= Qß= 0ß+ x
ß

rür ß<Y
*ß= Qß i

— l = <yp + *£— 1 für/5>y-l.

Dann erhält man nach Substitution der Werthe von A und #

3/= £ (— 1)* + *«
ß
n*(mp — x

ß
+ «p-j)*.

t

X *
0— 1 P

y=« (J=a -

= £ (_!)*«+ 9a ^ p- + ^_ 1)r
/3
_ l

Lässt man ar0 statt a;« unabhängig variiren, so wird

x = Ar— x0
— x

{
— ... oc

tt_i
— k — Sx

und man kann obige Summe folgendermassen ordnen

:

7=« *a-i xa-l x0

JI/=(— 1)*+<?« £ £ 2. . . 2 3T0 ,

y—

0

wo
T0= (— l)*o (mÄ — Ar + Sx + »a-i)*^, (To)a w

^= (—!)** (»p- *ß + TP-^_,
für 0= 1,2 ... a— 1 zu setzen ist. Zur Summation wende ich folgende

Formel au:

£ (— !)*(« + *). (6 - *), cx= £ (— l)
1

(6 - c)A_e+4 c
1
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die Summen zwischen den weitesten Grenzen genommen , eine Formel,

welche man leicht durch partielle Differentiation der binomischen Entwicke-

lnng von

nach x und y erhält. Ihr zufolge ist

0
Vi == (»»i — »o— Ti)r

0— r, + A,

lV,[7t= ^(-l)*«^rf (rt^
— * + *i + ...*«_i + *«-i)rÄ_ 1

--ra-l |
.-at

u. s. w. , schliesslich

= (»»a— *+ *«- Or^j- r0- SX

V
tt t
= (mÄ_ j + ra_ 2

— ra_ ,)ra2_ ra_f

+

i

Die Indices der Binomialcoefficienten Uu ,
Viy Vti ... Va_ {

müssen

sämratlich -==0 sein, weil ihre Summe =0, und keiner negativ ist. Daraus

geht hervor
— rß— rß— ii SX= xa _ i

— t0 .

Von der ganzen vielfachen Summe nach den A bleibt mithin nur ein

Glied übrig, und man hat

Alle Glieder dieser Summe würden verschwinden, wenn nicht

Po*^ (?i ^ • • • (fcc

wäre. Da in diesem Falle die Gleichung Af= 0.der Behauptung gemäss

ist, so kann man die Grössenordnung der q zur Voraussetzung machen.

Aus ihr folgt, class, wenn ein q verschwindet, alle vorhergehenden ein

Gleiches thun. Ist also = 0 , so verschwinden wegen des Factors
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(97— ^Qy— 9y-\— 1

alle Glieder der Summe M von y= 0 bis y= J, ingleichen diejenigen, in

welchen py
= py_i ist. Der Ausdruck Jlf behält seine Form, enthält hin-

gegen keine einander gleichen q mehr, nachdem man alle Factoren =1
weggelassen hat,

Da nun Sq^Ic ist, so verschwinden für oa— * alle übrigen p, mit-

hin alle Glieder von M bis auf das letzte, und man behält M= 1, wodurch
'

die erste Behauptung bewiesen ist.

Es sei zur Abkürzung

ß=Y

also

dann ist die Summe der zwei ersten Glieder

=
(
.,)*+»"+*._,-' + ÄoJVi

j

-= (~ + 1
N,

( („- 1),0_, + („-!),, }

=
(
_l)*+»«+»a-.- 1 Ä,iV

1 ,

daher (mit unverändertem Vorzeichen) die Summe der drei ersten Glieder

= ± {Äi*i + Ä|tf.(«a— 1),,}

= ± N9 { (p,- l)
9i
_ 1 + (o,- 1 )fl } = ± Ä, iV,

u. s. w. , eudlich die Summe der a ersten Glieder

= ± Ba-i Na_ x
= (_i)*+ *a+va-i - 1

J{a_,
und das letzte Glied

folglich flf= 0, was allein noch zu beweisen war. Stellt man das Resul-

tat zusammen, so erhält man

/a+ 1 1 2\ S«= Ma+i 1

... f»,;= £...2: C'(tfa)X
<Ja=0 <r,=0

a a — 1

^(Mo + fta+l + tfo-l 1 f*a-l— <*a-i + <*a-2» • • •

2 1

...f»t
— <*»+ «, , p, htfjpÄ+i— 5c)x

wo ^= ^«^.1 —,5 a gesetzt ist.
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Dieser Ausdruck ist etwas undeutlich für a = 1 , wo die Zahlen

M«+ -f-0a— 1 Bnd M| — ffi + p<r+i — 5<y identisch werden müssen.

Ihr Werth ergiebt sich aus der Betrachtung
t dass

f»j + 2p, + 3/<, + ...(<*+ Of*«+i
den Gradexponenten der linken, also auch der rechten Seite ausdrückt,

und ist demgemäss = fi, + 2us
— a,. Für diesen Fall lautet daher die

Formel
2 1 •=* «4.« 1 1

+ v— + (tt+ v— ff— l)v }.

Hiermit ist die Aufgabe gelöst, die Grössen C, in welchen die Elemente

die sftmmtlichen Wurzeln einer algebraischen Gleichung sind, durch Coef-

ficienten dieser Gleichung auszudrücken. Jeder CoefÜcient ist von der

Form C(k*). Durch wiederholte Anwendung der entwickelten Formel wird

der höchste Exponent in C successtve von a bis auf 1 reducirt, so dass zu-

letzt nur Gleichung8coefßcienten übrig bleiben. Die Ausführung besteht in

einer blosen Substitution.

Kleinere Mitteilungen.

"Heber die Auflösung der Gleichung x*+ y"=a: — y in ratio-

nalen Zahlen. Von R. Hoppe. Durch die Substitutionen

1

—

u 3w — 1

ergeben sich aus der genannten Gleichung die Werthe

beide rational , sobald k die Bedingung

erfüllt. Der eine geht durch Substitution von

i- für k
3k

in den andern über. Da nun offenbar u nur von der Form n* oder 3k* sein

kann , so kann man ohne Beschränkung u als Quadrat betrachten.
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Es sei jetzt

dann wird

2u 2v

1 + 3«1

tv ._ /i_3 M«\*

1 + 3*>, ~~*\1 +3»«/

etu Quadrat, wenn tv es ist, und

i + 3u«\ 1-3W
ein Quadrat, wenn u der Bedingung 1) genügt. Hat man also eine Lösung

der Gleichung 1), so wird dieselbe auch nach Substitution von y<p(u) für

u befriedigt. Setzt

; x 4m (1 + 3u')

so ist

/•»(«) =fff...f{u)
das allgemeine Glied einer unbegrenzten Reihe von Lösungen.

Specialauflösungen sind z. B. u = 1, u= ; daraus ergeben sich

folgende zwei Scalen :

u= 1

*— 1

_y= o

und

2
cr= —

3

1
y==

3

10

.
7

0^
'

7

13

14

11

14

©' (nJ
28 . 4J . 73

47 . 2593

28 . 25 . 57

47 . 2593

47 . 4561

28 . 2593

47 . 11 . 13

28 . 2593

3 5 . 13

11 .61

3.7.8

11 .61

11 . 2 . 37

3*. 61

11 . 47
'

3*. 61

/3 . 11 . 2 . 6lV
V 23.313 /

4026 . 68034277

7199 . 58941127

4026 . 35616925

7199 . 5894U27

7199 . 100451629

3.4026.58941127

7199 . 3199573

3 . 4026 . 58041127

Die Inversion der Functionen qp, y giebt

l+l/l— Zv* l/l+Ztv*— 1

woraus hervorgeht

2»
1 _S»»= -•

tv

Ist also w eine Lösung, so ist auch v rational; tt wird alsdann gleichfalls

rational und eine Lösung sein, wenn 2vw ein Quadrat ist. Andernfalls be-

ginnt die Scale mit w, wie es der Fall ist mit den Werthen w= w=
,

für welche
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2»w= —
-

,

2

3' 3.11*

kein Quadrat ist.

Zorn Zweck der Entwickelang des allgemeinen Gliedes der Scala sei

1 + 3u*'

dann wird nach 2« maliger Functionirung

jr»-(«)= (_i)-/»(«).

Ferner sei

m= 1 + 3u», r"= «m,

n

wo 4, und 2?„ ganze Functionen von u ohne gemeinschaftliche Factor sind

;

dann ist, wie sich leicht ergieht, Au vom Grade 2", Bn vom Grade 2"— 1,

r„ vom Grade 4". Durch fortgesetzte Substitution von X(u) für n, durch

welche

. 2ttt . r0" 2t«r0
*

. _ 4
«

Min—, fflin^, r'm— r«* in m r„+1

tibergeht, findet man ohne Schwierigkeit

^K)=(20.(^^)'.
Setzt man

dann wird

oder

woraus hervorgeht

= (Pn + q«)
9

, 7«+ 1=— 4/J« qn •

Hat man mittelst «lieser recurrenten Gleichungen pn und qn auf « zurück-

geführt, so erhält mau ^

ru/ \ «n frrO r i • * • r2»—aV

XXXI. Elementare Theorie der axonometrischen Projection. Sind

OA, OB, OC (s. Taf. IV, Fig. 6) die drei in einer Ecke zusammenstossen-

den Kanten eines Würfels und O'A, O'ti, O'C ihre Projectionen auf eine

Bildebene E F, so bieten sich zwei Aufgaben dar hinsichtlich des Zusam-

menhanges zwischen jener körperlichen Ecke OA BC und ihrer Projection.
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Man kann entweder die Würfelkante 0 A nnd die Stellung der Ecke gegen

die Bildebene als bekannt ansehen nnd daraus die Grössen und gegenseiti-

gen Lagen von ÖÄ, O'B
1

, O'C herleiten ; man kann aber auch umgekehrt

annehmen, dass O'Af, O'B', O'C der Grösse, nicht aber der Lage nach, gege-

ben seien und dann hat man zuerst die Winkel ÄO Bf, BfO'C, C0'Ä zu er-

mitteln, unter denen jene Geraden aneinandergelegt werden müssen, wenn

sie überhaupt als Projectionen von OA
y
OB

i
OC dienen sollen; ferner ist

die Würfelkante 0 A und endlich die Stellung von 0 AB C gegen die Bild-

ebene zu bestimmen. Die letztere Aufgabe ist das Fundamentalproblem

der axonometrischen Projection; es wurde zuerst von Professor W eis -

bach mit Hülfe der sphärischen Trigonometrie gelöst (Polytechnische Mit-

theilungen von Volz und Karmarsch, Bd. I, S. 125), wobei freilich die

Winkel A'O 'B BfO'C\CO'Jf nur berechnet, nicht aber geometrisch con-

struirt wurden ; eine analytisch-geometrische Lösung des Problemes, die ich

im zweiten Bande der Zeitschrift „DerCivilingenieur, herausgegeben

von Prof. Dr. Zeuner," veröffentlichte und auch in meine analytische

Geometrie des Raumes aufnahm, führte dagegen zu dem bemerkenswcrthen

Satze, dass die Projectionen 0 A O'Ef, O'C die Winkel eines Dreiecks hal-

biren, dessen Seiten sich wie die Quadrate von O'Ä, 0'B\ O'C verhalten,

worauf eine Construction der nöthigen Winkel leicht zu gründen ist. Die

Einfachheit dieses Resultates Hess erwarten , dass sich dasselbe auch mit

elementaren Mitteln würde erreichen lassen, und in der That findet man be-

reits in der „Anleitung zum axonometrischen Zeichnen von

Bergrath und Professor J. Weisbach, Freiberg 1857" einen geometri-

schen Beweis des vorhin ausgesprochenen Satzes. Wie mir scheint, kann

aber die Sache noch weit einfacher gemacht werden, und dies ist es, was

ich im Folgendem zeigen will.

Die Würfelkanten 0 A, OB, OC schneiden bei hinreichender Ver-

längerung die Bildebene in Punkten L,M,N, die wir, dem Sprachgebrauche

der descriptiven Geometrie gemäss, die Spuren der Kanten nennen; ebenso *

sind die Geraden L M
y
M N,N L die Spuren der Ebenen A 0 B, B 0 C

T
, COA.

Da die Gerade 0 A normal zur Ebene B OC ist, so steht die Projection

O'Ä senkrecht auf der Spur MN
}
und wenn daher O'A' einerseits bis i,

andererseits bis zum Durchschnitte U mit MN verlängert wird, so erscheint

L U als die zur Basis M N gehörende Höhe des Spurendreiecks L M N. In

gleicher Weise sind M V und JV W die übrigen Höhen desselben Dreiecks.

Ferner bemerkt man leicht, dass auch OU senkrecht auf MN steht, mithin

LOUL der Neigungswinkel der Ebene B OC gegen die Projectionsebene

ist; dem analog würden sich die Neigungswinkel von COA und AOB ge-

gen EF construiren lassen.

Wir betrachten nun erst das Spurendreieck mit seinen Höhen (s. Taf.

IV, Fig. 7). Dasselbe zerfällt in drei Vierecke O'VLIV, O'WMV, O'UNV,

welche aus sehr naheliegenden Gründen Sehnenvierecke sind; zieht man
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darin die Diagonalen VW, WU, UV, und benutzt den Satz von der Gleich-

heit aller über demselben Bogen stehender Peripheriewinke], so findet man
leicht die Gleichungen

L VLW=LMO'W=LNO'V
= LMUW=LNUV

mithin auch
LLVW= LVV

y

denen noch zwei andere Gruppen von Gleichungen entsprechen. Ueber-

haupt sind die in der Figur gleichmässig bezeichneten Winkel gleich.

Hieraus folgt einerseits, das* -die Geraden LU,MV
y
NW die Winkel des

Dreiecks U V W halbiren , andererseits, dass die abgeschnittenen Dreiecke

VL W, WM i/, U N V einander ähnlich sind. Durch die erste Bemerkung

sind LU, MV, NW oder 0'A\ O'Bf, O'C ihrer Lage nach bestimmt, sobald

man die Seiten des Dreiecks ÜVW kennt. Wir bezeichnen dieselben so,

wie sie den Ecken U, V
y
W gegenüberliegen , mit «, p, w und haben dann

aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ÜMW und UVN
v : UM= UN : tn oder v . «>= UM . UN.

Beachtet man weiter, dass in dem rechtwinkligen Dreiecke MON die

Gerade 0 U das Perpendikel von der Spitze des rechten Winkels auf die

Hypotenuse*darstellt, so hat man statt der vorigen Gleichung die folgende

Die Gerade OU kommt aber auch als Kathete in dem bei 0 rechtwink-

ligen Dreiecke UOL vor, worin 00' senkrecht auf der Hypotenuse UL
steht; es ist daher A OO'U rv> £±LO'0 oder, wenn AA" parallel und gleich

ÄO' gezogen wird, AöO'U<vA^/0. Unter Einführung der Bezeich-

nungen OA=OB=OC= rf, 00' = Ä, O'Ä= AÄ'~a, 0' B'— b\ 0'C= c

liefern die genannten ähnlichen Dreiecke

dh
OU:h= d.a oder 0tf= —

,

a

mithin ist nach dem Vorigen

v . w ~

und analog für die übrigen Seiten

d*h* d**»

Hieraus ergeben sich die Gleichungen

dh
, _ dh ,t

bc a o c

1
, dh dh

ca a o c

dh . dh ,t

die unmittelbar das Verhältnis*

Digitized by Google



364 Kleinere Mitteilungen.

erkennen lassen. Die Geraden 07,, 0'Jf, 0'JV halbiren also die Winkel

eines Dreiecks, dessen Seiten sind

« 6* c'»

wobei k eine Gerade von willkübrlicher Länge bezeichnet. Gewöhnlich

nennt man c die grösste der gegebenen Projectionen; für k =c wird dann

die Construction am einfachsten.

Aus den Ähnlichen Dreiecken UO'O, OÄ'A und OO'L erhält man noch

2) 0'I=-4L= , O M= -7^5=', 0'*=-=£L=

,

„ , rfA rf A _ „ rfA
3) 0Z =-=, 0M= . Otf=

;

endlich bemerke man, dass zwischen den Katheten ÜT0, iVÖ irgend eines

rechtwinkligen Dreiecks und dem auf die Hypotenuse herabgelassenen

Perpendikel 0 U die bekannte Relation

OM.ON6U=
oder

iou) {om) + {on)
stattfindet; im vorliegenden Falle wird hieraus zufolge der Werthe von OU,

OM, ON,

a*= 2 d*— b'*— c\

d. i.

4) rf= j/£ + + <•'*).

Dass nun die Aufgabe durch die Formeln 1) bis 4) ihre vollständige

Lösung gefunden hat, ist leicht zu übersehen; wird nämlich die grösste

der gegebenen Projectionen mit c bezeichnet, so gelten folgende Con-

struetionen (s. Taf. IV, Fig. 8). Man nehme in beliebiger Lage die Ge-

rade U'V'—Cj beschreibe über ihr einen Halbkreis, trage in diesen die

Sehnen V'P— «', V'Q= b' ein und fälle von P und Q auf U'V' die Senk-

rechten PR und QS. Aus den Seiten V'V\ VW =z V'R und U'W'=lTS
bilde man das Dreieck U'V'W'^ dieses ist dem früheren Dreiecke UVW
ähnlich und daher geben seine Winkelhalbirenden U'0\ V'O', W'O' die

Richtungen der Projectionen an. Nimmt man auf den Verlängerungen von

U'0\ V0\ WO' die Abschnitte O'Ä = a\ ü'Bf= b', O'C= c , so hat man
die Projectionen a, b'

f
c in die gehörige Lage gebracht. Die Projection

des ganzen Würfels erscheint jetzt so, wie Fig. 9, Taf. IV zeigt, wobei der

Raumersparuiss wegen a, b', c in halber Grösse gezeichnet sind, Die Kante

d des Würfels ergiebt sich aus Formel 4), welcher die Construction in Fig. 10

entspricht. Will man endlich die Lagen von 0A= OB = OC=d gegen
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die Projectiortsebene bestimmen, so wählt man 0'0= h willktthrlich , con-

strüirt O'Z, O'M, O'N nach den Formeln 2) und schneidet diese Strecken

auf O'A, 0'B\ O'C ab; man hat jetzt das Spurendreieck, mithin auch OL,

OM, ON.

Wie man sich der ebenen Trigonometrie bedienen kann um die Win-
kel des Dreiecks U'V'W mithin auch

5) L {ab') = 90° + \ W\ L (cV)= 90» + \ V\ L (b' c) = 90»+ \V
und die Winkel O'OL, O'OM, O'ON oder deren Complemento zu berechnen,

das bedarf keiner näheren Auseinandersetzung; selbstverständlich kommt
man damit auf die Formeln zurück, die a. a. O. entwickelt worden sind.

Den vorigen theoretischen Erörterungen fügen wir noch eine prak-

tische Bemerkung bei in Beziehung auf die Construction der Winkel zwi-

schen den Achsenprojectionen ; als Beispiel diene hierzu das beliebte Ver-

hältniss

a: b': c'=9 : 5 : 10

also

u : v : w= 81 : 25 : 100.

Es wäre nicht rathsam, ein Dreieck nach den letzteren* Verhältnissen

zu construiren und dessen Winkel zu halbiren, denn jenes Dreieck würde

den stumpfen Winkel 134° 0' 44" enthalten und daher zu keiner genauen

Zeichnung taugen; vielmehr wird man die halben Dreieckswinkel berech-

nen und hieraus nach No. 5) die gesuchten Winkel herleiten. Man findet

* i7= 17° 48' 53" 3, >F= 5» 10' 44" 7, $ W= 07° 0' 22".

Die Werthe von tan \ V und tan £ W sind nun bekannt und müssten

soweit abgekürzt werden , als sie mit Hülfe eines Maasstabes aufgetragen

werden können; dieses Verfahren gewährt aber keine grosse Genauigkeit

und es ist daher besser, jene Tangentenwerthe in Kettenbrüche zu ver-

wandeln und deren Näherungsbrüche zu benutzen. Dies giebt folgende

Construction (Taf. IV, Figur 11). Man stelle die Geraden PO'Q und O'Z

senkrecht zu einander, construire das rechtwinklige Dreieck O'PX' aus den

Katheten

0'/>=43, i>X'=3,9
sowie das rechtwinklige Dreieck 0'Q ¥' aus

O'Q =28, Q Y' = 9,

so sind 0'X\ 0'Y\ O'Z die gesuchten Achsenprojectionen, auf denen man
a', b\ c in den Verhältnissen 9 : 5 : 10 abschneidet. Den angegebenen Ka-

theten zufolge ist nämlich

L PO'X'= 5° 10' 50" 7, L QO' Y' ^= 17° 49' 8";

mithin beträgt der Fehler beim ersten Winkel 12 , beim zweiten 15 Secun-

den, womit eine für graphische Arbeiten fast überschwängliche Genauigkeit

erreicht ist. Schlömilch.
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*

XXXH. Ifoeh ein Beweis des Völler'schen Satzes. (Vergl. Jahrg.

IV, Heft 2, Kl. Mittbeil. VI.) Zieht man in einer ebenen Curve eine Sehne

und legt dnrch deren Endpunkte Tangenten an die Curve, so nähert sich

das Verhältni8s des von der Sehne gebildeten Flächenabschnitts au dem

von ihr und den Tangenten eingeschlossenen Dreiecksinhalt, mehr und

mehr der Grenze f , wenn die Sehne unendlich abnimmt.

Bildet die Tangente />/>'= r mit den Tangenten in P und P' die Win-

kel & und i} , so wird zwischen r und $ eine Beziehung bestehen , welche

mit #= 0 auch r= 0, aber für den unter der unbestimmten Form # auf-

r*
tretenden Quotienten -j einen Grenzwerth a liefern muss, welcher nach

der Regel über Ermittlung solcher Werthe auch den in folgender Gleichung

genannten zwei weiteren Quotienten zukommen muss

:

9

3j^dd

Nun ist das Integral nichts anderes als der doppelte Inhalt des Flächenab-

schnitts zwischen Sehne und Curve, derjenige des Dreiecks zwischen Sehne

und Tangenten aber:

r» r«

cot & 4- cot n d r
*

cof 0 + —

—

rd&
also das Verhältni8s des Abschnitts zum Dreiecke

:

&

mit *= 0 geht dieses Verhältniss also über in

:

Stuttgart, Juni 1859. C. W. Badb.

XXXlll. Auflösung einer geometrischen Aufgabe. (Aufgestellt im

Crelle'schen Journale Bd. 51, S. 100, 1850.)

Aufgabe. Es sei eine krumme Linie C in einer Ebene E gegeben

und in dieser Ebene ein Punkt P von bestimmter Lage gegen C. Durch

den Punkt P gehe im Räume eine andere krumme Linie Z>, von einfacher,

oder auch doppelter Krümmung. In dieser Linie bewege sich der Punkt

P mit der Ebene E und der Linie C stetig fort, und zwar so, dass die Ebene
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E entweder stets parallel mit sich selbst bleibt, oder auch so, dass sie mit

den Tangenten an D stets denselben Winkel macht. Dann ist die Frage,

von welcher Beschaffenheit die Fläche F sei, die von C im Räume beschrie-

ben wird; Gleichungen Schnitte u. s. f. — Desgleichen ist die Frage, wie C

beschaffen sein muss, wenn D und F
}
und wie 2>, wenn C und F gegeben

sind.

Auflösung. Es sei

n |
(C) F (§, rf) = 0 die Gleichung der Curvo C,

' (D) . . . ar, i= <p (:,), y, = (*,) die Gleichungen der Curve />,

auf ein Coordinatensystem bezogen, dessen Anfang 0 mit dem Punkte P
und dessen X Y- Ebene mit der Ebene E in einem gewissen Momente zu-

sammenfallen ; er der Neigungswinkel der Tangente an die Curvo D zur

X Y- Ebene, welche als fest betrachtet wird; ß der Winkel zwischen einer

auf dieser Tangente in der X Y- Ebene gelegten Senkrechten und der X-

Achse. Man lasse die Ebene E parallel, mit sich fortbewegen und zwar so,

dass 0'X'//OX und O'Y'/jO F, indem der Punkt 0' oder P auf der Curve D
hingleitet; man drehe die Achsen 0'X\ O'Y' (nicht die Ebene) um den Win-

kel ß und alsdann die Ebene X'O'Y' um die Gerade O'X' um den Winkel

s— «; so folgt durch Anwendung der bekannten Transformationsformeln

ix"— [y—y (*,)] sin ß + [x — <p (z,)] cos 0,

2) <y"={[y— rl>(zt
)]cosß— [x fpiz^sinßlcosis— a) + (z-z,)sin(s— a),

(z"=— \[y— y(z
t )]

cosß— [x-viz^sinßlsm^—ct)+(z—z,)^*-«).
Es ist aber aUch vermöge der Relation (C)

F (x" cos ß— y" sin ß, x" sin ß + y" cos ß) ~ 0, z" =s 0.

Also erhält man zuletzt die beiden Gleichungen

i„
\
f
*- 9>(*i)] \

eo^ß+ sin*ß*w («-«)]+[y^Kh )] t
1 ~sec(s -a)] sin ßcosßl

3) l ^x-<p{z
i
)][l—sec(B— tt)]snßcsß+[y-y{t

l
)[sn*ß+ csi ßscc(e-a))y

'

f [y— ^(«.)) <?os0 — [x— tp(z
t )]

sinß = (z— z,) cotang («— a)

woraus z, zu eliminiren ist, nachdem man zuvor die Werthe von er, ß f
i in

z
(
ausgedrückt

4) sin a——— 1
tang ß= ^Vt^, *= r(a),

eingeführt hat. Diese Rechnungen sind jedoch im Allgemeinen unaus-

führbar. Für i= a oder c= einer Constante erhält man die beiden in der

Aufgabe aufgestellten Fälle ; im ersteron Falle ist z = z
t
und es folgt aus

3) für die Gleichung der gesuchten Fläche

:

5) F[x— <p(z)
f y— y(z)]=?0. :

Ist t— a= — , so ergiebt sich
2

F [x— <p (z,) — (z — z,) sin ß, y— y (z, ) -f- (z— *i) cos ß] = 0,

[x — cp (?,)] sinß= [y — y (z,)] cosß;

jedoch unterscheidet sich dieser Fall von dem früheren nur durch die Lage

der Ebene E.

Zeilschrift f. Mathematik u. Physik IV. 25
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Ist endlich die Curve D eben und gestatten es die Data der Aufgabe,

die Ebene derselben senkrecht zur Ebene E anzunehmen , so ist /?, mithin

auch
^, ^ ^

constant, und man kann durch gehörige Wahl der Achsen be-

wirken, dass ß= 0; alsdann ergiebt sich aus 3)

6
,

iF{x— q> (r,), [y— V (*>)] *ec («-«)} = 0,

> \y— y(z
t
)=:(z — z,)cotang{s — <*).

Sind die Gleichungen nicht explicite, sondern unter der Form

:

<P (*„*,)=<>, 1|;(yl
,r

l )= 0

gegeben , so gelangt man zu der Gleichung der Fläche durch Elimination

von a?„ y„ *, aus diesen und den Gleichungen 3), worin selbstverständlich

xi} y, für <p (r,), y («,) zu schreiben ist.

Ist D und F
*\ = <P «nd 2,= ^ (*,), y, z)= 0

gegeben und wird nach der Natur der Curve C gefragt, so ist in F, or,y, z

respective durch

x cos ß— y sin ß cos (*— «) + t sin ß sin (« — a),

x sin ß + y cos ß cos (e — a) — z cos ß sin (« — «), y sin (e — a) + z cos («—a)
zu ersetzen, vorausgesetzt, dass der Coordinatenanfang auf der Curve D
liegt, und dann z'=0 zu setzen; demnach ergiebt sich als Gleichung der

gosuchten Curve C

( F [x cos ß0— y sin ß0 cos (f0 — «„),

7) l x sin ß0 + y cos ß0 cos (« — «0),

f y sin (f0— cr0)]= 0

Die Werthe von ct0 , ß0 ,
f0 ergeben sich aus 4) durch Setzen von 2,=0.

Sind dagegen C und F
6(a:',y')= 0, F(x,y,z)

gegeben und nach der Curve D gefragt , so i6t die Aufgabe nicht immer

möglich. Vertauscht man nämlich in F, a:, y, z respective mit

£ -f- x cos ß — y sin ß cos (« — a) + z sin ß sin (e — a),

ki + x sin ß + y cos ß cos ($— a) — z cos ß sin (c — a),

? + y *in («— «)+ z cos (• — o),

worin

1 d £ rft?

e= % («), «'» o=
, . i

tn"9ß= — : ;rr>

und x eine der Form nach bekannte Function ist, und setzt in der sich er-

gebenden Gleichung «'=0, so bekommt man
F [g + x' cos ß— y sin ß cos («— a),

<n + x sin ß + y cos ß cos (s— er),

l + y sin (e— a)] 5= 0,

welche Gleichung mit 0 (x\ y)— 0 ,
unabhängig von den speciellen Wer-

then von x\y\ identisch sein muss; die diese Identität bedingenden Rela-
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tionen zwischen £, 17, J bestimmen die gesuchte Curve. Da zur

von D, wegen den durch die Integration einzuführenden Constanten, höch-

stens vier Bedingungsgleichungen nothwendig sind , die Anzahl derselben

aber im allgemeinen grösser ausfallen wird, so erkennt man, dass die Auf-

gabe nicht immer möglich ist.

Ist C oder D eine Gerade und bewegt sich die Ebene E parallel mit

sich selbst , so entsteht eine Cylmdcrfläche , wie auch D oder C beschaffen

sein mag. 1

ar" V*
C sei eine Ellipse - + |-f =1, deren Mittelpunkt auf der Ellipse x~Q,

2» ( v — B)*

p + = 1 gleitet; s= «. Man findet für die Gleichung der er-

zeugten Fläche

wenn man blos die eine H.tlfte der zweiten Ellipse betrachtet. Die ebenen

Schnitte parallel zur XY- oder zur Z T- Ebene sind zu den gegebenen

congruente Ellipsen; die Schnitte parallel zur XZ-Ebene sind Curven vom
vierten Grade; der Schnitt in der Entfernung B ist eine Hyperbel, deren

Achsen wie : — sich verhalten. Das zwischen der so erzeugten Fläche

und den Hussersten Grenzelemonten enthaltene Volumen ist = 2nabC.
Leipzig. E. Bacaloglo.

XXXIV. Heber die Gleichung der Bertthnmgsebene an einer Fläche.

Der einfachste und — insofern er zugleich die Existenz der Berührungs-

ebene nachweist — logisch richtigste Weg zur Entwicklung der genann-

ten Gleichung dürfte folgender sein, den ich in keinem Lehrbuche linde.

Wenn eine Fläche durch die Gleichung

1) z= /"(a-, y) oder F(x
t y, z) = 0

gegeben ist, so ha^ man als Gleichung einer durch den Punkt xyz an die

Fläche gelegten Tangente

?\
dx ^ dy ^ dz

dabei sind £, 17, £ die laufenden Coordinaten der Tangente und es wird letz-

tere als Verbindungslinie der Punkte xyz nnd x -f- dx, y -f- tfy, z «f dx

angesehen. Zwischen dx, rfy, dz besteht aber zufolge Nr. l) die Beziehung

oder

3) dz^^x +
Sl lly

25*
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ersetzt man in 3) oder 4) rf.r, dy, dz durch die ihnen proportionalen Coor-

dinatendifferenzen aus Nr. 2), so erhält man

oder

6
> H«—)

+ l; ('-')+ rf (t
-t)ra0 -

Jede dieser Gleichungen zeigt, dass alle durch den Punkt xyz gehenden

Tangenten in einer Ebene, der sogenannten Berührungsebene liegen; die

obigen Gleichungen sind die Gleichungen dieser Ebene.

(Briefliche Bemerkung von Prof. Baur in Stuttgart.)

XXXV. Eine neue Bestimmung des Verhältnisses der speeifisehen

Wärme der Luft bei constantem Drucke zur speeifisehen Wärme bei glei-

chem Volumen, sowie des mechanischen Aequivalentes der Wärme, Von
Bergrath Professor Julius Weisbach. (Aus der Zeitschrift „Civil -Inge-

nieur", Neue Folge, V. Band, 2. Heft.) Bei meinen Versuchen über

den Ausflu8S der Luft, wovon im ersten Hefte dieses Bandes die Haupt-

ergehnisse mitgetheilt worden sind, habe ich auch einige Versuche über das

in neuerer Zeit durch Rcgnault in Zweifel gezogene Verhältniss der

speeifisehen Wärme der Luft bei constantem Drucke zur

speeifisehen Wärme bei constantem Volumen angestellt. Die

Ausftihrungsweise dieser Versuche war insofern eine andere als die be-

kannte von Clement und Ddsormes, als ich hierboi comprimirtc Luft

aus einem Reservoir in die freie Luft ausströmen Hess, während umgekehrt

Clement und Desormes atmosphärische Luft in einen mit verdünnter

Luft angefüllten Raum einströmen Hessen. Bei beiden Methoden ist es na-

türlich nöthig, den Manometerstand der eingeschlossenen Luft 1) vor der

Eröffnung, 2) unmittelbar nach der Eröffnung und 3) nachdem derselbe con-

stant und folglich auch die Temperatur der eingeschlossenen Luft der der

äusseren gleich geworden ist, zu beobachten 5 bei der vpn mir angewende-

ten Methode ist aber der Manoineterstand ein positiver, wogegen er bei

dem älteren Verfahren negativ ausfällt. Da ferner während des Ausströ-

mens der Luft im Reservoir eine Verdünnung und damit verbundene Ab-

kühlung , und dagegen wahrend des Einströmens derselben eine Verdich-

tung und damit verbundene Erwärmung der Luft im Reservoir statt hat, so

wird natürlich nach dem Abschluss der Mündung bei dem ersten Verfahren

eine Erwärmung von Aussen und Steigen des Manometerstandes, und da-

gegen bei dem letzten Verfahren eine Abkühlung von Aussen und ein damit

verbundenes Sinken des Manometerstandes eintreten.

Zu meinen Versuchen diente derselbe Dampfkessel von 4% Cubik-

meter Inhalt, welchen ich bei den Versuchen über die Ausströmungsge-
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schwindigkeit der Luft angewendet hatte. Anch wurde hierhei die Luft

auf dieselbe Weise wie dort in den Kessel eingepresst , und es diente hier-

bei auch dasselbe Quecksilbermanometer zum Ablesen der Druckhöhen

oder Manometerstände. Ebeuso wurde an einein liebenhängenden Baro-

meter der Barometerstand b der äusseren Luft abgelesen.

Zun» Ausströmen der Luft dieute oine cylindrische Röhre von 4 Cubik-

meter Weite, weh-hc mittelst eines in ihr sitzenden Hahnes beliebig er-

öffnet und verschlossen werden konnte.

Der Versuch wurde auf folgende Weise ausgeführt. Nachdem die Luft

im Kessel durch die Oompressionspumpc ungefähr bis auf die doppelte

Dichtigkeit zusammengedrückt worden war und sich so weit abgekühlt hatte,

dass am Manometer ein bestimmter Stand abzulesen war, eröffnete, ich den

Hahn nur einige Secundon laug, so dass durch die gedachte Köhrc ein Theil

der Luft aus dem Keservoir ausströmen konnte. Nun wurde nicht allein

der Manoiucterstaud //j unmittelbar nach Beendigung des Ausströmens, son-

dern auch der Manometerstand A2 beobachtet, nachdem die durch das Aus

strömen abgekühlte Luft wieder die Temperatur der äusseren Luft ange-

nommen und folglich das Zunehmen dieses Manometerstandes aufgehört

hatte.

Ist 6 der bekannte Ausdehnungseoefficicnt 0,00307 der Luf/, t die Tem-

peratur und p die Pressung der eingeschlossenen Luft vor und nach dem
Versuche, sowie /, die Temperatur und p, die Pressung dersolben unmittel-

bar nach erfolgtem Ausströmen, und bezeichnet % das gesuchte Verhältnis»

— der speeifischen Wärme der Luft bei constantem Drucke to zu der bei
«,

constantem Voluiuen a>, , so hat man (siehe Bd. I, $. 430, meiner Ingenieur-

und Maschinenmechanik)

:

x— l x—

l

l + öt \p) \b + hj

Da sich nun während der Erwärmung der eingeschlossenen Luft un-

mittelbar nach dein Ausströmen das Volumen und folglich auch die Dich-

tigkeit derselben nicht ändert, so hat man auch

b + h
l __ b + ht

oder m

1 +it
t

b + h
t m

l + öt b+ht
*

es ergiebt sich daher durch Elimination von * "\ \
tl

,

1 T Ol

X —1

oder

\bfh) ~6 + Af'
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X

und folglich dag gesuchte Wärmoverhältniss

^
Z<;g (&+A)-£oy (6 + A,)

* — £09 (6 + ä) - Log (b + A,)'

Bei kleinen Werthen der Differenzen A — A, und A — A, kann man

r (b + h\ r /. .

h M k— h
*

und

setzen , so dass nun annähernd das gesuchte Verhältniss

o) A— A,

A-Ta, •

folgt.

Bei dem ersten meiner Versuche war der Barometerstand

b= 0,7342 Meter,

der Manometerstand vor der Eröffnung der Austiussmündung

A= 0,7180,

ferner der Manometerstand unmittelbar nach Beendigung des Ausströmens,

also im Momente der grössten Abkühlung

A, = 0,5890,

nnd der Manometerstand nach der erfolgten Ausgleichung der inneren

Wärme mit der äusseren

A, = 0,0250 Meter.

Hiernach ist nun

b + A = 0,7342 + 0,7180= 1,4522,

b + A,= 0,7342 0,5800= 1,3232,

b + A,= 0,7342 + 0,6250= 1,3582,

wonach

Log (b + A) = 0,10203,

Log (/,+Ä,)= 0,12103,

Log (ö+ At)= 0,1 3328

folgt, und sich daher das Verhältniss der specifischen Wärme bei gleichem

Drucke zu der bei gleichem Volumen

:

0,10203 — 0,12163 "4040

~
0,16203 — 0,13328

~~
2875~ '

ergiebt.

Bei einem zweiten Versuche war

A = 0,0250 Meter,

A
4= 0,1040 „

At
-- 0,5300 Meter,

folglich
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f*9 (6 + Ä)= Log 1,3572= 0,13328,

Log (b+ Ä,)= Log 1,2282= 0,08927,

Log (b+ A,)= Log 1,2042= 0,10182,

so dass hiernach

13328— 8927 4401
X= = =s 1 400

13327— 10182 3145
'

folgt.

Das Mittel aus beiden Werthen ist

x= 1,4025.

Da während der allerdings nur sehr kurzen Zeit des Ausflusses Wärme
von Aussen in den Kessel dringt, so ist jedenfalls hierbei die Abkühlung

der im Kessel zurückbleibenden Luft nicht so gross, als die Berechnung

voraussetzt, und es giebt folglich die letztere noch immer einen etwas zu

kleinen Werth.

Clement und Deformes fanden

x~ 1,348,

nach Gay-Lussac ist

x= 1,375.

Rankine nimmt nach Thomson
x= 1,406

an, und Mas 8 on findet
,

x= 1,419.

Aus der bekannten Formel für die Schallgeschwindigkeit berechnet

sich endlich

x= 1,4122.

m
Aus dem als bekannt anzusehenden Verhältnisse x= — kann man

w,

auch mittelst der in Bd. I, $. 430 meiner Ingenieur• und Maschinenmechanik

entwickelten Formel

=db['-©"\ Vp

für die mechanische Arbeit der Luft bei der Expansion das mechanische
Aequivalent der Wärme berechnen.

Es ist in dieser Formel V das gegebene Luftvolumen, p die Pressung

desselben vor und j», die Pressung desselben nach der Expansion. Bezeich-

net noch / die Temperatur vor und f, die Temperatur nach der Expansion,

so hat man nach der zu Anfang angegebenen Formel
K—

l

und daher auch

(Pt\ * _ !+**.W —l+oV

x— 1\ 1+it/ F

= x , *(<—/,) Vp

x — 1 1 + d/
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Nun ist aber die Dichtigkeit oder das Gewicht eines Cubikfusses der

atmosphärischen Luft:

1,2575p
y ~~ 1+dV

wenn p den Druck auf das Quadratcentimeter bezeichnet (siehe Bd. I, S.361

meiner Ingenieur- und Maschinenmcchanik) , daher hat man hier, wo man

für p den Druck pro Quadratmeter einfuhren muss:

x — 1
v ' 1,2575

'

Setzt man noch dem bekannten Ausdehnungscoefficienten d= 0,00:307

und das Wärmeverhältniss x= 1,41 ein , so ergiebt sich die mechanische

Arbeit, welche das Luftquantum Vy verrichtet, wenn es aus der Tempe-

ratur / in /, übergeht oder wenn es sich um (/— t
t ) Grad abkühlt,

L= 100,24 (/ — /,) Vy.

Da die speeifische Wärme der Luft cd= 0,2377 ist, so hat man den

dem Temperaturverluste t — /, entsprechenden Verlust an Wärmemenge:

W= mit—h) Fy= 0,2377 (<—/,) Vy,

und daher

0,2377

Die Zahl Ä— 421,7 ist nun das sogenannte mechanische Wärme-
äquivalent, und drückt die mechanische Arbeit in Kilogrammuietern

aus, welche einer Wärmeeinheit (calorie), d. i. derjenigen Wärmemenge ent-

spricht, wodurch 1 Kilogramm Wasser um 1 Grad wärmer gemacht wird.

Joule fand für Wasser, Quecksilber und Eisen:

A — 425 bis 420 Kilogrammmeter.

Mehrcres hierüber in der dritten Auflage des zweiten Bandos

Ingeniour - und Maschinenmechanik §§. 348, 349 u. s. w.

XXXVI. Heber magnetische Momente. Wirken zwei geschlossene elek-

trische Stromcurven aus Entfernungen auf einander, so ist ihre Wirkung

eine doppelte
,
Anziehung, Abstossung und ferner Drehung des losen Stro-

mes um irgend eine Achse. Für die erstere Wirkung habe ich schon früher

möglichst einfache Formeln entwickelt. Ich will jetzt dasselbe thun in

Bezug auf Drehungen, d. b. die Momente berechnen, mit denen ein Strom

einen andern um drei den Coordinatenachsen parallele Achsen zu drehen

strebt. Es soll nur der Fall betrachtet wordeu, dass die Ströme sehr klein

gegen ihre Entfernung sind und die Drehungsachsen durch Punkte a:, y, z

und y,, s, im Innern von wirksamen und afficirten Strome gelegt sind,

von denen aus die Coordinatcn der Periphcriepuukte zu £, ij
} £, £„ 17, £, ge-

messen werden. Führt man die Entfernung ein

:
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und die je zweier Peripberiepunkte zu r', so ist dann der zu benutzende

Ausdruck fiir die x • Componente der Wirkung je zweier Elemente (s. Heft

IV, p. 298)

:

a) ^i^rfsds,—1-— - 2
(+ i"i^^t\ÄT-ö a~— /•x

<>.r,f r 0s 0s, r 0 s ) \0s 05 3s rs,/

Berechnet man das Moment Af, um die z- Achse, so ist mit zu raultipli-

ciren und dann die Doppelintegration nach s und s, auszuführen. Dann
muss ein ähnlich gebildeter Ausdruck für y, die y- Componente multiplicirt

mit |, ,
abgezogen werden.

Man erhält aus obiger Formel sehr bald , indem man

1 dr'dr 1 V 0*./ 0V
r 0s 0 s, r ds 0s0s,

setzt und die durch Integration offenbar wegfallenden Glieder weglässt:

l it, ds ds, )— 0s 0s, 0s 0s, ^ 0s 0s,
*?i

~'

r 0s es,

T

Für r' benutzt man den schon in der früheren Abhandlung benutzten Werth,

aus r hergeleitet , wobei im ersten Gliede nur die ersten Differentialquo-

tienten von —, , im zweiten nur die zweiten herehikorauien und sich so die
r

Homogenität beider herstellt. Ist nun wieder

:

* IS s

=Jn<*t* ß-=ft<n, r=Ji*\

2) j«i=^irf&» ßt^fiidti, y\~j*ix<ivi^

ai »I »I

so entsteht nach einigen Reductionen:

Ebenso

3)

Diese Gleichungen stehen in einem interessanten Zusammenhange mit den

Werthen JT, ¥
}
Z fUr die Kraftcomponentcn. Man sioht sehr leicht ein, das»

Grössen durch folgende Gleichungen gegeben sind

:
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4)

dz, 2y,
'

^ d Mx d My

Rs ist zu bemerken , dass die Gleichungen 2) , 3) , 4) , sowie die früher

gegebenen Werthe von X, I\ Z ebensowohl für Ströme gelten , die doppelt

gekrümmt sind, wie für solche , die in einer Ebene liegen. Es ist nur dann

nöthig , die Bedeutung der Werthe c,
, ßt , y, , «, /3, y etwas näher zu be-

trachten.

Ist der Strom ein ebener, so sind diese Grössen die Producte der

Fläche in den Cosinus der Winkel mit den drei Coordinatenebenen yz, xz,

ory, oder der Winkel der Normale mit den Achsen <r, y, z. Die Richtung der

Normale soll so gewählt werden, dass von derselben aus gesehen die Strom-

bewegung von links nach rechts geht. Ein negatives ia, i|3, i'y lässt sich

dann auf doppelte Weise erklären : durch entgegengesetzte Richtung der

Normale oder negative Intensität, d. h. entgegengesetzte Stromrichtung.

Beides kommt auf dasselbe hinaus.

t selbst ist, da der Strom unendlich schmal in der Richtung der Nor-

male ist, unendlich klein von der ersten Ordnung. Man kann aber die In-

tensität auf die Einheit der Ausdehnung in der Normale beziehen, so ist

anstatt t einzurühren idn.

«dn, §dn
%
ydn sind dann proportional den Voluminas, die der Strom

umströmt ; es soll daher die Bezeichnung insoweit geändert werden , dass

diese Volumina als v und v, bezeichnet werden, während a, /?, y die Cosi-

nus der Winkel mit den Achsen bedeuten. Dann wird

:

/ai ai al \

*= +W'e+^+
a7;

,V
5)

J

während V deren Differentialquotienten nach xlt y,, z, die Werthe von

X
y
Y

1
Z vorstellen wird

:

0) r= it,(i,„1g + ilAg + ,-, r
,|i).

Die Gleichungen 4) bleiben dieselben. Das Moment in Bezug auf die

Normale ist Null, woher es auch kommt, dass aus den Momentengleichun-

gen nur zwei Gleichgewichtsbedingungen folgen.

Doppelt gekrümmte Stromcurven zerlegt man in lauter geschlossene

cbeuo Elemente. In allen ist die Normale nach der früher fixirten Weise
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zu rechnen. Projicirt man daher den ganzen Strom anf eine Ebene, und

es fallen zwei Theile auf einander, so ist die Wirkung derselben oder viel-

mehr die Projection dieser Theile gleich Nnll anzusehen oder als das Dop-

pelte, je nach der Stromrichtung in den Projectionen. Die Werthe t>a, vßr

vy erhält man dann wie folgt:

Man denke sich den bandförmigen Strom auf einen linearen reducirt,

projicire diesen auf die Coordinatenebenen und trage über die Flächen die

Länge dn auf gleich der Breite des Stromes. Kechnet man dann die Flä- .

chen der Projectionen, sowie es angegeben ist, so sind die über ihnen

stehenden Volumina die Werthe vy.

Diese Bezeichnung hat dann wenig Klarheit, doch soll sie beibehalten

werden, weil es am bequemsten ist, sich ebene Ströme zu denken, welche

die räumlichen in ihrer Wirkung ersetzen.

~ Aus der Entwicklung der Formeln 2), 3), 4) geht hervor, dass die-

selben nicht genau sind in Bezug auf Grössen, die von derselben Ordnung

sind, wie die Stromdimensionen, im Verhältnisse zu den übrigen Gliedern.

Es liegt nun nahe, die Gleichungen 4) durch allgemeine Betrachtungen

zu begründen, die sich darauf stützen, dass die Momente sich ändern, wenn

man vom Punkte xx , y, ,
z, zu einem sehr nahen x

t + a, y, + &, y, + c über-

geht. Die Aenderungen könnten einmal durch X, Y, Z
}
dann durch die

Differentiale von 3fx , Afy , Mz ausgedrückt werden. Nach der eben ge-

machten Bemerkung ist dies nicht möglich.

Ist der wirkende Strom nicht klein in Bezug auf r, so kann man ihn

immer so zerlegen nach dem schon von Ampere angewandten Satze, dass

die Wirkung eines grossen Stromes vollkommen ersetzt wird durch solche,

die ihn vollkommen erfüllen und nach derselben Richtung umlaufen, indem

sich die inneren Ströme, gegenseitig vernichten (s. Fig. 12, Taf. IV). Die

Summation dieser Wirkungen ist eine Integration, wobei auch die äusseren

Ströme als rechteckig angesehen werden dürfen. Die Grenzen sind unab-

hängig von x,, y,, zv Alle früheren Gleichungen werden daher noch gel-

ten , nur wird für q die durch die Integration zu berechnende Summe ein-

zuführen sein.

Die Wirkung zweier endlicher Ströme aus endlicher Entfernung kann

ähnlich berechnet werden und zwar, wie man leicht einsieht, lässt sich dies

auch auf die Momente ausdehnen. Ich halte es nicht für nöthig , erst dafür

allgemeine Formeln zu entwickeln.— In einer späteren Abhandlung gedenke

ich diese Gleichungen für eine Theorie des Magnetismus nach der Ampere-

schen Hypothese zu benutzen.

Durch Vergleichung mit den Formeln, die Poisson {Annales deVAcad.

franf. Annie 1821; Tome V) für die Wirkung eines mit magnetischem Flui-

duui überzogenen Molecüls giebt, bestätigt sich das schon von Ampere ent-

wickelte Gesetz, dass die Anziehung einer geschlossenen Stromcurve genau

dieselbe ist, wie die einer geschlossenen magnetischen Fläche.
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Die Gleichungen 4) beruhen darauf, dass

man weiss , dieser Werth eine Grösse k erreichen und dann ist

:

Ich erlaube mir schliesslich noch auf einen Vorzug der Formel a) auf-

merksam zu machen, den dieselbe vor einfacheren Formen der Amper-e-

schen Formel voraus hat; es ist dies der, dass man an ihr ganz besonders

deutlich sieht, welche Glieder bei der Integration wegfallen und dass sie

daher wohl am bequemsten eine Vergleichung zulasst der Wirkung von

Stromelementen und magnetischen Flutdum. Wegen dieses Wegfallens

einzelner Glieder darf auch die Bestätigung der Formel Ampcre's durch die

Versuche von Weber keine ganz vollständige genannt werden, da eine Un-

richtigkeit der Formel in diesen Gliedern auf die Wirkung geschlossener

Ströme, mit denen Weber nur experimentirte, gar nicht influiren würde.

Dresden. Gustav Roch.

XXXVTI. Ueber das Aequivalent von Nickel und Kobalt. Die Be-

stimmung chemischer Aequivalente gohört zu den Arbeiten, welche die

grösste Umsicht erfordern, indem sowohl die Herstellung völlig reiner Prä-

parate fast immer mit ziemlichen Schwierigkeiten verknüpft ist, als auch

die Analyse derselben behufs der Aequivalentbestimmung mit ganz beson-

derer Sorgfalt geschehen muss. Abgesehen von der Befreiung von fremd-

artigen Metallen ist es z. B. äusserst schwierig, Metallchloride herzustellen,

welche gänzlich frei von Oxyd sind, und somit darf man nur mit grosser

Vorsicht den früher oft versuchten Weg betreten, aus einer gewogenen

Menge wasserfreien Chlorides das Chlor durch Silbcrlösung auszufällen

und zu bestimmen , um aus der Differenz zwischen Metallchlorid und Chlor

die Menge des Metalls zu finden und hieraus dessen Aequivalent zu be-

rechnen. Andererseits gelingt es oft nicht, durch Glühen in einem Gas-

strome das Metall, resp. Oxyd, aus einem Salze von völlig constanter Zu-

sammensetzung, z. B. einem Oxalate, völlig rein zu orhalten. Dergleichen

Schwierigkeiten zu beseitigen und möglichst genaue Methoden zur Aequi-

valentbestimmung zu ermitteln
,
gehört nun um so mehr zu den verdienst-

lichsten Arbeiten, als man von vielen Seiten bemüht gewesen ist, Gesetz-

mässigkeiten unter den Acquivalentenzahlcn selbst oder einfache Bezieh-
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ungen derselben zu anderen Constanten der Elemente aufzufinden. Unter

die gelungensten Versuche dieser Art gehören unstreitig die von R. Schnei-
der zur Bestimmung des Aequivalcnts von Kobalt und Nickel angestellten,

von denen ein Theil bereits in Pogg. AnnaL Bd. 101 , S. 3S7 veröffentlicht

wurde, während eine zweite Versuchsreihe erst vor Kurzem {Pogg. Ann.

Bd. 10", S. 010) zur Ausführung und Mittheilung kam. Beiden Aufsätzen

entnehmen wir Folgendes.

Die ersten Versuche, die Aequivalente von Kobalt und Nickel zu be-

stimmen, sind von Rothoff angestellt und von Bcrzelius im Jahre 1818

(Schweig. Journ. Bd. 22 S.320) mitgetheilt worden. Gewogene Mengen Ko-

balt- oder Nickeloxydul wurden durch Uebergiessen mit Salzsäure und Ab-

dampfen in wasserfreie Chloride verwandelt und hierauf der Chlorgehalt

desselben durch salpetersaures Silberoxyd bestimmt. Rothon' hatte für Ko-

balt und Nickel je eine Bestimmung gemacht, aus denen Berzelius folgende

Aequivalentcnzahlcn ableitete

:

0= 100, 11— l,

Ni 309,333, 20,55,

Co 308,05, 20,40.

Bcrzelius und in seinem Gefolge Andere glaubten, dass die geringe

Abweichung heider Aequivalente nur Bcobaehtuugsfchler sei und dass

demnach beide Aequivalente einander gleich seien. Theils Misstrauen in

die Reinheit der von Rothott' verwendeten Nickel- und Kobaltpräparate,

theils Kenntnissnahme von der Schwierigkeit, oxydfreie Chloride darzu-

stellen, bewogen R.Schneider, die Aequivalentbestimmung auf folgendem

Wege zu w iederholen.

Da die neutralen Oxalate von Nickel und Kobalt leicht rein zu er-

halten sind , wurden diese aus völlig reinen Präparaten dargestellten Salze

zur Analyse verwendet. Die längere Zeit im Wasserbade verbliebenen

Salze , welche demohngeachtet noch chemisch gebundenes Wasser enthiel-

ten, wurden zur Bestimmung ihres Kohlenstoti'gehaltes nach Art der orga-

nischen Elementaranalyse in einem langen Rohre, mit Kupferoxyd gemengt,

verbrannt. Die Metallbestimmung geschah in einem Kugelrohr, in welchem

das Oxalat zuerst in einem Strome trockener Luft, dann in einem Strome

trockenen Sauerstoffs, dann in einem Strome von Wasserstoff stark geglüht

wurde. Hierdurch wurde einerseits die vollständige Entfernung des Koh-

lenstoffes, andererseits die völlige Reduction, resp. Zusammensinterung der

Metalle erzielt, so dass man schliesslich, ohne Oxydation furchten zu müs-

sen, wieder atmosphärische Luft in dio erkalteten Röhren eindringen lassen

durfte. Bei diesen Versuchen sind die grössten Vorsichtsraaesregeln an-

gewendet, unter andern auch beim Wägen von Röhrenapparaten als Tara

wieder Röhrenapparate — zur Compensation der hygroscopischen Fehler

— verwendet worden. Durch diese Versuche wurde zunächst das Verhält-

niss zwischen dem Aequivalente des Nickels und Kobalts zu dem des Koh-
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lenstoffes, dessen Aequivalent völlig genau bestimmt ist, festgesetzt und

hieraus die Zahlen berechnet, die in folgenden Tabellen für Co und Ni an-

geführt sind.

Nr. des

Versuchs.

Angewandte

Mengen.

Nickel-

gehalt

in Proc.

Kohlen-

stoffgehalt

in Proc.

Aequiva-

lent von

M

I.
( 1,1945 «ramm
\ 3,208 29,107

12,055

J

28,974

IL
( 2,5555 „

(0,187 „
AA AHA
20,082

12,022
|
29,028

III.
»3,199

\ 7,44Öi 29,000

12,004

J

29.056

IV. {
5,020

\ 9,977 29,082

12,010
j
29,043

Mittel 29,025

Nr. des

Versuchs.

Angewandte

Menge.

Kobalt-

gehalt

in Proc.

Kohlen-

stoffgehalt

in Proc.

Aequiva-

lent von

Co

I. |
1,6355 Gramm

( 2,3045 „ 32,552

13,024
|
29,993

II.
( 1,107

) 1,901 „ 32,019

13,041
j
30,015

III. |
2,309

\ 4,058 ,, 32,528

13,005
j
30,014

13,007

\ 5,350 ij 32,523

13,014

J

29,980

Mittel 30,003

Da R. Schneider die Beobachtungsfehlor für grösser hielt, als den

aerostatischen Auftrieb , so wurden die Wagungen nicht auf den luftleeren

Raum reducirt, auch wurde die Methode der kleinsten Quadrate bei Aus-

rechnung der Resultate nicht angewendet.

Obwohl nach der Darstellung der Oxalate deren Neutralität Gegen-

stand mehrfacher Prüfungen gewesen und bei diesen bestätigt worden war,

so hatte doch Marignac [Arch. pk. not. (nottv.per.) T. /, p. 373] Bedenken

gegen die Neutralitat derselben erhoben, indem er (jedenfalls ohne Grund,

da beide durch Ueberschuss von Oxalsäure dargestellt worden waren) ge-

meint hatte, dass das eine Salz zu viel Säure, das andere zu viel Basis ent-
'

halten haben möge. Wiewohl nun R. Schneider zu den im Vorigen mit-

getheilten Versuchen Oxalate von verschiedenen Darstellungen verwendet

hatte und dennoch zu übereinstimmenden Resultaten gelaugt war , woraus

man schon mit ziemlicher Sicherheit die Unnahbarkeit von Marignac 's Ein-

wurf folgern könnte , so stellte ersterer dennoch eine neue Versuchsreihe,
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wenigstens zur Ermittelung des Aequivalents von Ni an. Die früher an-

gewandte Methode wurde beibehalten, jedoch wnrde das Oxalsäure Nickel-

oxydul nicht wie früher aus schwefelsaurem Nickeloxydul durch Oxalsäure
ausgefällt, sondern durch Sättigung von kohlensaurem Nickeloxydul mit

Oxalsäure erhalten. Die Versuchsresultate sind:

1 ) 2,985 Gramm oxalsaures Nickeloxydul geben 12,9632 Procent Koh-
lenstoff,

2) 2,2635 Gramm oxalsaures Nickeloxydul geben 31,4115 Procent

Nickel,

3) 5,2 Gramm oxalsaures Nickeloxydul ergeben 31,4038 Procent

Nickel.

Als Mittelwerth dieser beiden Aequivalentbestimmungen ergiebt sich

Ni= 29.029, während der Mittelwerth aus der früheren Versuchsreihe

jVi= 29,025 war. Die Richtigkeit dieser Bestimmungen von R. Schneider

wird noch dadurch wahrscheinlich gemacht, dass nach Versuchen von Erd-
mann und Marchand (1845) das Aequivalent von Ni zwischen 29,1 und

29,3 gefunden wurde, wobei Erdmann ausdrücklich bemerkt, dass er Ver-

anlassung habe, die Zahl 29,1 für die richtigere zu halten.

Da nun auf die zweite und dritte Decimalstelle bei den Aequivaleu-

ten von Co und Ni kein besonderer Werth zu legen ist, so erscheint es un-

bedenklich, Co= 30, Ni= 29 zu setzen.

Diese Zahlen zeigen übrigens die bekannte Beziehung zwischen Aequi-

valent und specifischer Wärme recht evident. Nach Regnault ist die

specifische Wärme von iV» 0,1109, die von Co 0,1069; dies giebt

29 . 0,1109= 3,210,

30 . 0,1069 = 3,207,

also eine sehr gute Uebereinstimmung. •

E. Kahl.

XXXVHL Arabische Bestimmungen specifischer Gewichte aus älterer

Zeit Unter einer ähnlichen Ueberschrift wird in Pogg. Ann. Bd. 107, S. 352

eine aus den Comptes rend. T. 48, p. 849 entnommene Tabelle specifischer

Gewichte von älteren arabischen Bestimmungen herrührend, mitgetheilt

und mit neueren dem Annuairc entlehnten Angaben verglichen , wobei sich

(mit Ausnahme der specitischen Gewichte von Bernstein) eine eigenthüin-

liche Uebereinstimmung herausstellt. Diese aus den Compt. rend. entnom-

menen Mittheilungen sind entlehnt aus dem 1858 in Paris erschienenen

Werke von J. J. C 1 e m e n t -M u 1 1 e t : Rechervhes sur fhistoire naturelle et

la physique chez les Arabes: pesanteur speeifique de diverses subslunces mine-

rales
,
proce'de pour foblcnir, d'apres Aboul-Rihan-Albirouny. Exlrail de tAyin-

Akbery. Abul-Rihan soll im 10. oder 11. Jahrhundert gelebt haben und

AyinAkbery ist eine auf Sultan Akbar's Befehl am Ende des 10. Jahr-
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hunderte verfasste Statistik von Indien. Folgende Tabelle giebt einen Aus

zug der in Pogg- Ann. mitgetheilten Angaben

:

Gold

Quecksilber . . .

Hloi •

Silber

Kupfer

Eisen

Zinn

Carneol .....
Bergkrystall . . .

Hornstein (Amber)

Abul-Riban.

10,05

13.58

11,33

10,35

8,70

7,74

7,31

2,50

2,50

2,53

I Neuere Be-

obachtungen.

19,26

13,59

11.35

10,47

8,85

7,79

7,29

2,61

2,58

1,08

E. Kaül.
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XV.

Einige Aufgaben aus dem Arabischen des Abraham
Aben Ezra.

Von Dr. Schnitzlee in Trier.

L i b r i bat in dem ersten Bande seiner Histoire des sciences mathema-

tiques en Jtalie pag. 304 ff. ein Manuscript veröffentlicht : „ Liber augmenli et

diminulionis vocatus numeratio divinationis , ex eo quod sapientes Indi posuerunt,

quem Abraham compilavit et sccundum librum qui Jndorum dictus est", welches

eine im Mittelalter aus dem Arabischen ins Lateinische angefertigte Ueber-

setzung ist und sich in der Kaiserl. Bibliothek zu Paris befindet. Zu den

einzelnen Capiteln: De censibus, de negotiatione , de donationibus , de pomis,

de obviatione, de cambitione, de decenis et frumento et ordeo hat Libri die ma-

thematische Uebersetzung gegeben; zu Anfang des vorletzten Capitela (de

mercatis) jedoch bemerkt er : „Cest ä cause de cette obscurite du texte qu'il nous

a e'te impossible de donner Ja traduction algebrique de ce qui mit." Da Über-

dies eine Marginalbemerkung des Manuscriptes sagt: „Quod in hac quae-

stione dicitur nimis est obscurum so scheint es , dass man das Yerständniss

der Capitel „de mercatis" und „de anulis" seit langer Zeit für unmöglich ge-

halten hat.

Ich will in dem Folgenden die Abschnitte, wie Libri sie mitgetheilt*),

wiedergeben und deren mathematische Uebersetzung hinzufügen.
i

7. Capilulum de foris rerum venalium.

Quod si dixeril: Duo viri intraverunt forum rerum venalium, quorum unus

habebat decem caficios, et alier viginti et vendiderunt cum una misura et uno

precio , ei recedentes habuit quisque eorum triginta dragmas. Eril capilulum nu-

merationis eius secundum augmenium et diminutionem ut dicas: divisisti de-

cem in duas partes et multiplicasti unam partem in" unum et alteram in quattuor,

*) Die mit Sperrschrift gedruckten Wörter habe ich zugesetzt , da sie offenbar

vom Abschreiber ausgelassen; die in Klammern stehenden gehören dem Libri'schen
Texte an und sind jedenfalls verschrieben. Die eigenthümliche Interpunction ist die

des Manuscriptes.
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384 Einige Aufgaben aus dem Arabischen des Abraham Aben Ezna.

et aggregasti utramque multiplicalionem, et quod pervenit fuit triginta. Partem

tarnen secundam non ob aliud multipUcas in quaUuor , nisi ul quod pervenit Sit

plus triginta, non enim opertet ut sit minus. Assume igiiur lancem ex uno, et

multiplica eam in unum; dcinde muUiplica residuutn, quod est novem, in quattuor,

et erunt triginta sex: postea adjunge eis unum, et erunt triginta Septem. Per ea

igitur oppone triginta, et tunc jam errasti cum Septem additis; deinde accipe lancein

secundam divisam a prima, que sit ex duobus, et eam in tmum multiplica, et per-

veniet duo; deinde multiplica residuum ex decem, quod est octo in qtiaüuor, et

erunt triginta duo. Postea adjunge eis duo , et erunt triginta quatluor. Oppone

ergo per ea triginta , et tunc jam errasti cum quatluor additis. Multiplica igitur

lancem primam
,
que est unum , in errorem lancis secunde

, que est quattuor, et

erunt quatluor. Postea multiplica lancem secundam in errorem lancis prime, que

est Septem, et erunt quattuordecim. Mimte ergo ex eis quattuor, et remanebunt

decem; Jeinde minue minorem duorttm errorum ex majore eorum, quod est ul

demas quattuor ex Septem et remanebunt tria. Per ea igitur divide decem, et per-

venient tibi tria et tercia. Hoc igiiur est quod habens decem vendidit in primo

foro , scilicet tres caficios et tertiam ( tertia ) dando unumquemque caficium pro

dragma , et sie habuit tres dragmas et tertiam (tertia) : deinde minue tria et ter-

tiam (tertia) ex decem, et remanebunt sex et due iertie. Vendat igitur unum-

quemque (unusquemque) caficium pro quattuor dragmis, et habebit viginti sex et

duas tercias, quibus adjunge tria et tertiam, et erunt triginta.

De viginti quoque facias *) quemadmodum fecisti de decem et invenies. In-

tellige. Est proplerea regula inveniendi hoc , sieul regula decem que dividilur in

duas partes.

Ist x die Anzahl, welche zu Anfang des Marktes (in primo foro) von

demjenigen verkauft wurde, welcher 10 Stück hatte, also 10— x diejenigen,

welche ihm zum spätem (igitur) Verkauf übrig blieben, ist überdies der an-

fängliche Marktpreis 1 Drachme für 1 Stück
,
dagegen später 4 Drachmen,

so wird:

1 . x + 4 (10 — x) = 30.

Setzt man x= 1 , so wird

1 . 1 + 4 . 9= 36 + 1 = 37,

37 — 30= + 7= 1 . Fehler.

Für x= 2 wird

1.2 + 4. 8 = 32 + 2= 34,

34 — 30= + 4= 2 . Fehler,

also der wahre Werth für x= 2 7 ~ 1
•
4= 34,

7 — 4
J

1 . 3J + 4 . 6|= 30.

Bezeichnet nun x (De viginti quoque etc.) die Anzahl, welche von dem
Zweiten anfangs verkauft wurde, so wird bei denselben Preisen , wie oben,

*) Et per viginti fac duas lancet, unam ex duobus et alteran ex quatuor, et invenies

.

(Note margin/Ue du maumerit.)
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I

1 . x -f- 4 (20— x) = 30,

ar= 1 gesetzt, wird die linke Seite

1 . 1 + 4 . 19 == 76 + 1 = 77,

77 — 30= + 47= 1 . Fehler;

wenn o: --2,

1 . 2 + 4 . 18= 72 + 2= 74,

74— 30= +44= 2. Fehler;

, ,. 2 . 47— 1 . 44
also dieses x= —— = 165,

47 - 44 S

1 . 10} + 4 . 3|= 30.

Derjenige, welcher 10 Stück hat, verkauft also zu Anfang, wo 1 Stück

1 Drachme kostet, 3£ , der andere aber 16$. Mittlerweile ändern sich die

Marktpreise; 1 Stück kostet jetzt 4 Drachmen. Der Erstere hat noch 6|,

der Zweite 3^ Stück zu verkaufen. Der Erstere hat schon 3£, der Zweite

16| Drachmen gelöst. Der Erstere löst jetzt noch 4 . 6$= ?6$ und hat zu-

sammen 30 Drachmen. Der Letztere löst noch 4.3^= 13^ und hat das

Gleiche.

Wollten wir der Marginalbemerkung , abweichend von der Angabe des

Textes, folgen, so würden wir schreiben

1 . x + 4 (20 — x)= 30,

.r 2,

l . 2 + 4 . 18 — 74,

74 — 30= + 44 = 1 . Fehler,

x 4,

1 . 4 + 4 . 16= 08,

68— 30~ -f 38= 2 . Fehler,

,„4.44-1.18
44— 38 8

Es erhellt leicht, dass die oben angenommenen Preise 1 und 4 einer

Reihe von Zahlen angehören, welche für x und y in die Gleichungen

zx + (10 — z)y= 30, ux + (20— «)y= 30,

(wo z und u die Anzahl der im Anfang verkauften Stücke bezeichnen), ge-

setzt werden können, sobald sie der Bedingung genügen , dass x < $ oder

> 3, wenn x < y resp. >• y. Es entsprechen z. B. x = 11, y= 1, z= 2,

m= 1.

77. Capitulum aliud de eodem.

Quod si dixerit: Est census cujus guartam abstulisli et guintam (guinta)

ejus guod remansit, et accepisti guartam ejus guod abstuleras et guintam ejus

guod remansit, et guod pervenil fuit Septem. Erit capitulum numerationis ejus

secundum augmentum et diminutionem , ul assumas lancem, que sit ex viginti, et

auferas guartam ejus, et remanebunt guindecim: deinde aufer guintam ejus, et

remanebunt duodecim. Postea accipe guartam octo gue abstulisti, gue est duo,

26*
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serva eam; deindc assume guintam duodecim, que est duo et due quinte; ea igitur

adjunge duobus , et erunl guattuor et due guinie. Per ea igitur oppone septem, et

tunc jam errasti cum duobus et tribus quintis diminulis, et hoc vocatur error pri-

mus; deinde accipe lancem secundam divisam a prima
, gue Sit ex quadraginta, et

aufer ejus guarlam et remanebunt triginla et guintam residui, gue est sex, et ad-

junge eam decem ablatis, et erunt sedecim, eorum ita sume quartam, gue est guat-

tuor. Deinde accipe guintam ejus quod remansit
,
guod est viginti guattuor, et est

guattuor et guattuor quinte, et adjunge eam guattuor, et erunt octo et guattuor

guinie. Oppone igitur per ea seplem : tunc jam errasti cum uno et guattuor guin-

tis äddilis. Multiplica ergo unum et guattuor guintas in lancem primam , et per-

venient triginti sex : deinde multiplica duo et tres guintas in lancem secundam , et

erunt cenlum et guattuor. Poslea aggrega duos numeros pervenientes -, et guod

perveniet eril centum et guadraginta .- deinde aggrega duos errores, gui sunt unum

et guattuor quinte et duo et tres quinle , et erunt qualtuor et due quinte. Divide

ergo per ea centum et quadraginta, et quod perveniet eril census, qui est triginla

unum et novem partes undecime.

Bezeichnet x* die Zahl {census ~ Quadratzahl, res die Wurzel), so ist

dasjenige, was er abgezogen hat, in Summe

?+*(--?).
die aufzulösende Gleichung

:

und die angegebene Lösung

:

x*= 20 gesetzt,

20 _ «o — 15) IS—»* = 12,

2 + 2f = 4} t

4f— 7= - 2| = 1 . Fehler

;

x* == 40

,

40—^ = 30, 30—^=30-6= 24,

V+ V= w»

|.lö= 4, j.24= 4£,

8|— 7 = + l|= 2 . Fehler;

folglich

1|. 20+ 2|.40_3fl-|-104__140 _

Hoc quoque secundum regulam invenitur, que est ul ponas principium ex

quo consurgit quarta et quinta viginti, et auferas ei quartam suam, et remanebttnt

quindecim et quintam residui, et remanebunt duodecim. Sume ergo quartam octo

quam abstulisti et guintam duodecim remanentium, et quod perveniet erit qualtuor

et due guinte. Ergo die: in quem numerum multiplicantur qtiattuor et due quinte
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donec perveniant viginti? Illud vero invenies quattuor et sex undecimas. Mulii-

plica igitttr hec quattuor et sex undecimas partes in Septem que dixisti remansisse

ex censu,,et quod ex multiplicatione perveniet eril illud quod voluisti, quod est

triginta unum et novem undecime partes , et est census.

.

Diese Lösung ist also

:

20— V ^ 15, 15— V" 1*»

i(V+ = = 112= 25,

2 + 2{ = 4f-,

20

x*= 7. 4,^= 31^.

///. Capitulum de anulis.

1 ) Quod est ut dicas vivo : Sume quod est inier te et anulum ; deinde die et

dupla quod nahes. Poslea die ei: adjunge ei quinque ; deinde die .- mulliplica ip-

sum in quinque. Poslea die ei, adde eis decem: deinde die- mulliplica quod habes

in decem. Postea die: minue ex eo quod habes quadringenta (quadraginla). Cum

ergo minucrit ea, aeeipe pro quadringentis (quadragentis) unum, et unum serva.

Deinde die ei: minue ex eo quod habes centum. Cum ergo diminueril ea, assume

tu pro eis unum. Deinde preeipe ei ut ex eo quod habet, diminual centum quolies

poterit, et tu pro unoquoque centenario diminulo assume unum. Postquam ergo

non remanserit ei centum, considera illud quod habes, fiel enim ut illud ad quod

pervenerit numerus sit ille qui sumpsil anulum.

Wenn x die gedachte Zahl ist, p die Anzahl der einzelnen subtrahir-

ten Hunderte und r der dann noch übrig bleibende Rest, so ist die Bedeu-

tung des Vorstehenden:

[5 (2x + 5) + 10] 10 — 400_
;

_r_

100
"~~ P 100'

x— 1 ==/?,

x= p -fr- 1.

Das zur Ermittelung der gedachten Zahl angewandte Verfahren führt

immer zum Ziele, jedoch darf x nicht gleich 0 genommen werden. Die

einzelnen Fälle, wann das angegebene Verfahren anwendbar und wann

nicht, werden nicht aufgezählt. Der Verfasser sagt nur: „Dubia est regula

de anulo."

2) Alio quoque modo invenitur hoc, qui est ut dicas viro: Sume quod est

inter te et anulum in una manuum tuarum et assume in alleram idem ( tandem) .-

deinde assume tu in manu tua unum: postea die ei: multipliea quod habes in una

manuum tuarum, in quemeumque numerum volueris. Postea mulliplica unum quem
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tenuisii in manu tua in illum numerum in quem precipisti ittum mulliplicare, et

postea die ei: divide quod exivit ex multiplicatione per tllud quod habes (habet)

in alia manu, perveniet ergo unieuique quantum fuil quod pervenit ex multiplica-

tione ejus quod habebas in manu tua. Postea die ei: divide quod exivit ex mtdti-

plicalione per illud quod habes (habet) in alia manu tua. Postea die ei: ecce

(eice) quod attmet uni de eo quod aeeepisti. — Dubia est regula de anulo. —
Et postea die mihi quod remansil. Et tu minue illud de eo quod lenuisti in manu

tua aggregatum, et quod remanebii eril illud.

*

Bezeichnet x die gesuchte Zahl, p die willkürlich angenommene, mit

welcher multiplicirt wird, und r den Rest ( El postea die mihi quod remansil),

so wird

px
x , r— == 1 +X X
x= 1 . p— r.

Die gedachte Zahl lüsst sich auf diese Weise offenbar nur dann finden,

wenn p > x gewählt werden.

3) El hoc alio modo invenitur, qui est ut dicas viro : sume quod est inier te

et anulum
,
postea die ei, adjunge ei duplum ipsius ; deinde die .- adde ei quantum

est medietas ejus quod aggregatum est. Deinde die ei: minue ex eo quod habes

novem. Cum ergo minuerit ea, sume tu per novem duo; deinde preeipe ei ut ex

eo quod habet minuat novem et assume pro unoquoque novenario diminuto duo.

Cum ergo rernanseril (remanseris) ei numerus novem , sume pro eo unum. deinde

considera illud quod habes. Jpsum namque est illc numerus qui sumpsit anulum.

Nennen wir x die gedachte Zahl, p die Anzahl der abgezogenen Neu-

nen (die erste 9 nicht mitgerechnet), so ist die Bedeutung des Obigen:

x+ 2x
x + 2x-\ 9

2

/
X— 2p-\- 2.

Hier darf x nicht < 2 gedacht werden.

4) Et hoc item alio reperilur modo
,
qui est ut dicas viro ; sume quod est

inter te et anulum deinde die, multiplica quod habes in tria, postea die ei; sume

medietatem ejus quod tibi pervenit. Deinde quere ab eo si est in eo fractio. Quod

si dixerit est: assume tu pro fractione unum: deinde die ei, serva fractionem,

donec sit unum integrum. Deinde die ei: multiplica quod habes in Iria : et postea

die ei: minue ex eo quod habes novem. Et tu, assume pro unoqyoque novenario

diminuto duo, et aggrega que habes, et tuum eril illud. Quod si dixerü, non est

in eo fractio, et cum dicis, minue ex eo quod habes novem, dixerit non est in no-

vem, Urne die ei quod nihil aeeepit. — Explelus est Uber.

Hier wird ein Unterschied gemacht, ob x gerade oder ungerade ist.

In dem ersten Falle wird geBagt : „Wenn
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3a:

— *=*•

so ist x— 2/>;

ist hier p= 0, so ist auoh x= 0"

j

in dem andern Falle : „Wenn

Ct-03i

\ 2 "/
~~»

—

=P '

so ist x= 2p -f-

1

5) Si fre* virt tenuerinl tres res diversi generis, et volueris scire quam Wa-

rum quisque eorum teneat; noscas primus unamquamque earum, et in corde tuo

pone unam primam, et alteram secundam, et aliam tertiam, et voca similiter in

corde tuo primam duo et secundam novem et terciam decem. Deinde unum trium

hominum nomina (non) dt/o, et alium voca tres et tertium voca quinque, et precipe

uni eorum qui scial quid quisque eorum teneat, ut multiplicel nomen tenentis rem

primam in duo , et tenentis rem secundam in novem, et nomen tenentis rem teriiam

in decem, et aggreget ea que ex multiplicationibus pervenerint, et summam inde

pervenientem tibi dicat. Quam tu assumens minuc ex centum et residuum partire

per octo, et quod ex divisione perveneril erit nomen tenentis rem primam , et quod

remanserit erit nomen tenentis rem secundam, et alius tenebit terciam rem.

Bezeichnen p, q und r je eine der Zahlen 2, 3, 5 in beliebiger Ordnung,

so ist

100— (2/>+ 0g + 10r)
q_

8
P

8
'

eine identische Gleichung, auf welcher die obige Aufgabe beruht und derea

Richtigkeit sofort einleuchtet, wenn nur p + q + r= 10 gesetzt wird.

Es ist leicht abzusehen, dass die vorstehende Gleichung ein specieller

Fall von folgender allgemeineren Gleichung ist:

Bezeichnen p, q, r und t beliebige Zahlen und wird der Kürze halber

p -f* q + r= $ gesetzt , so ist

:

g«— [fr + (S-l)y + Sr] q

S— t
—F-r s_ {

Soll jedoch, wie zur Anwendung des obigen Verfahrens nothwendig ist,

die rechte Seite eine gemischte Zahl bleiben, so ist offenbar nothwendig,

dass S— / kein Factor von q und t^ S— 2 genommen wird.
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XVI.

TJeber Facultätenreihen.

Von O. SchlÖmilch.

(Aua den Berichten der Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften.)

In seinem Methodius differentialis sive tractutus de summalione et interpola-

tione serierum, Lond. 1730, zeigt Stirling, dass Reihen, die nach abstei-

genden Potenzen einer Variabelen x fortschreiten, wie z. B.

~"T" "t" ~8 "t" ~4X X Xr X

auf die Form

bj . **. .
b»

,

b* .

x ^ x (x + 1)
X x {x+ 1) (ar + 2)

T x (x + 1) (x + 2) [x + 3)

gebracht werden könnem Er geht nämlich von der Gleichung aus

_1_
A B

' x*~~x (a? + 1) . . . {x + n — 1)
+

x {x + 1) . . . (x -f- n - 1) (x + n)

^ x (x + 1) . . . (x + n) {x+ n + l>
+™»

worin A, B, C, . . . gewisse Zahlencoefticienten bedeuten , wendet dieselbe

für n= 2, 3, 4, . . . auf die einzelnen Glieder der ersten Reihe an und ver-

einigt nachher die gleichartigen Grössen. Nach einer leichten Rechnung,

deren Detail im fünften Theile des K lüge 1 'sehen Wörterbuchs angegeben

ist, findet Stirling

X X X X*

, <h + «3 2ffJ + 3«3 + «4— ~ + _ /„ ,\ "T
a? a? (a; -f- 1) x {x + 1) (x + 2)

6a8 + lla, + 6a4+ «5 24at + 50a,+ 35a4+ 10a6+ a64 I 3 |
- ' —t I ~J ^~ « I a I " b

t

"Tw i—TT i* 7 ~it , ;

—

~t~7 ; ,
-

. tt "T" • • »

.

x(x+l)(x+ 2){x+ 3) a: (a: +1) + 2) (a: -f- 3) (a:+ 4)

Dieses Verfahren hat zwei schwache Seiten; man gelangt nämlich weder

zur Kenntniss des independenten Bildnngsgesetzes der Coefficienten 6
( ,

bti

fc, . .
.

, noch zu einer sicheren Entscheidung über die Convergenz oder Di-

vergenz der neuen Reihe. Ausserdem hat sich bei Anwendung besserer
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*

Methoden noch eine Eigentümlichkeit gezeigt Wenn nämlich eine Func-

tion , 80 zu sagen
,
gewaltsam , in eine Reihe der ersten Form verwandelt

wird, so trifft es sich nicht selten, dass die Keine halbconvergent oder völlig

divergent ist, aber es folgt hieraus keineswegs, dass auch die Reihe der

zweiten Form (die Facultätenreihe) dieselbe Eigenschaft besitzen müsse;

in der That werden wir nachher Fälle aufzeigen, wo die erste Reihe diver-

girt, die zweite dagegen convergirt. — Nach diesen Erörterungen glauben

wir keine überflüssige Arbeit zu unternehmen, wenn wir diesen Gegenstand

von Neuem und aus einem anderen Gesichtspunkte betrachten.

I. Die eigentliche Quelle der erwähnten Facultätenreihen dürfte in

bestimmten Integralen von der Form
1

1) ye-*V(") *>0,
0

zu suchen sein. Mit Hülfe der Substitution

-«= ! — <, woraus "= '(~^)v du~\~
t

c

erhält man nämlich

1

2) <p (.r) (l - 0*- V[' (—}]
0

und wenn nun f^l (j— nacn dem Taylor'schen oder Maclaurin'schen

Satze entwickelt werden kann, also eine Gleichung von der Form

existirt, so lassen sich auch alle einzelnen Glieder, mit (1— /)*— 1 dt multi-

plicirt, zwischen den Grenzen t= 0 und t= 1 iutegriren; unter Anwend-

ung der bekannten Formel

1

/
j

1.2.3. ...77t

' JC1 —

0

X_ ^ di==
(X + i) (^+ 2) . . . (x+ m)

0
findet man

a\ / \ 0* , Ot Qt ,

4) <p (x) _ ^ + + q + x (a .+ 1) {x + 2)
-I-

1

.... + -7-
, „ ^T' 77+ (Ii-*)*- 1*»*"

x (x -}- 1) . . . (x + n — 1) J
0

also eine Reihenentwickelung der besprochenen Art. Wie man sieht, ist

diese Herleitung ganz unabhängig von der Frage, ob q> (x) nach absteigen-
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den Potenzen von x entwickelt werden kann oder nicht; ferner bemerkt

man, das» sich auf dem angegebenen Wege der Rest der Hei he bestimmen

und mittelst desselben die Convergenz oder Divergenz der Reihe entschei-

den lässt.

Behufs der independenten Bestimmung von Qm Q{ , Qt . . . differenziren

wir den Ausdruck f mehrmals nach einander in Beziehung auf r

;

das Resultat stellt sich unter die Form

5) w[<(!)]=

-^i^Ka]+Ä/-[.(i)] + ...+ä>[i(i)]i.

worin PtJ P2 , . . . Pm gewisse Zahlencoefficienten bedeuten, die von der Na-

tur der Function /"unabhängig sind. Ebendesshalb kann irgend eine Spe-

cialisirung dieser Function zur Ermittelung jener Zahlen dienen, am besten

f(u) =ca *, wodurch f^l
[^Jj

=r_a wird und die Gleichung 5) in die

folgende tibergeht

:

a(a-fl) (a + 2) (a+ m— l)= ?\ a + Pt a*+ P3 a
s+ ... . + Pm

Man ersieht hieraus, dass die Coefficienten P mit dem sogenannten Facul-

tätencoefficienten identisch sind. Nimmt man in Nr. 5) t= 1 — t und

setzt nachher t= 0, so erhält man
m tn m

6) Qm = P
t
/' (0) + Pt f" (0) + .... + Pm (0).

Was ferner den Rest anlangt, so ist nach dem Maclaurin'schen Satze

t

0

das in Nr. 4) vorkommende Ergänzungsglied, welches vorläufig Sn heissen

möge, erscheint demnach in Gestalt des Doppelintegralea

1 1

0 0

Um dasselbe zu reduciren, erinnern wir an die bekannte Formel

ffi-V- + ,) ot =^f/-'
+,-lyW <»

0 0 0
und nehmen £ = 1 — /

,
i\-=t — w\ dies giebt

1 1 1

— o— 1 — »>*-» ^ (i — »> =^^y * *w d t.

o 0 0
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Wir setzen ferner a— x, b s= der ganzen positiven Zahl w, und %

woraus folgt

die vorige Gleichung geht dann in die nachstehende über

l <

( - iyj (1 ^O'" 1 dtj\t-tv)»-iD»f\l {^j\dfv
o 0

a »(«+i)(«+2)..
;
(»+^) /U-«^r/(i)i rf r,

1.2.3 (n— 1) J L \ t / J
*

0
die unmittelbar zur Keduction von Sn führt nämlich

0

Der Gleichung 4) giebt man jetzt am zweckmässigsten die folgende Gestalt

... + __%!_ + *
a: (.r+ 1) . . . (.r -}-/<— 1) ar (*+ 1) . . . (*+ n— 1)

und darin ist

1

8) Qn=
(-\)»f

i

2>v[/ (I)] rfT
,

ü

oder auch, wenn die auf t bezüglich Differentiation nach Nr. 5) ausgeführt

und schliesslich die Substitution %= <;-w vorgenommen wird,

9) == (*) + £ f" (u) + ..,+/„ /<•> («)} rf«.

o

Durch die Formeln 1), 6), 7) und 8) oder 9) ist man nun im vollständigen

Besitze der Mittel, um Reihenverwandlungen der besprochenen Art in aller

Genauigkeit auszuführen. Wir geben hierzu einige Beispiele.

II. In dem sehr einfachen Falte /» = «-««, f [/ = wird

OD

9 («)=/«-<-+«>• =
0

Qm = (— 1)« « (a - 1) (« - 2) . . . («— m — 1)

,
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/
l» = (- 1)" « (a— 1) . . . (a - n — 1)\\ »*+— » </r

= (_!)» «(«_!)... («_„— 1)_-
;

dicss giebt folgende Entwicklung)

' ar-f-q *• a; (x + 1)
^ * (x + 1) (ar + 2)

+ (— i)n~l «(«— 0 (a— 2). ..(«— « — 2)
' '
T V

' x (a: + 1) (a: + 2) . . . (x+ n — 1)

_ iv c (« -~ *)(«— 2
) -•-(«— " — 0

*(*+ l)(x+ 2)...(x + «— + a'

die man bekanntlich anch auf elementarem Wege erhalten kann.

Wegen späterer Anwendungen untersuchen wir den im Ergänzuugs-

gliede vorkommenden Ausdruck

a (q— 1) (q— 2) (q— n — 1)

<r (* + 1) (* + 2) (*+«— 1)

etwas genauer. Wenn a eine positive aber keine ganze Zahl ist, so lassen

sich immer zwei aufeinander folgende ganze Zahlen Ar— 1 und Ar angeben,

zwischen denen a liegt; dem entsprechend zerlegen wir den vorstehenden

Ausdruck in drei Factoren, nämlich, n> k> o vorausgesetzt,

(a-l)(q"-2)...(«-A--l) (cc-k) (a-/c+T)...(u-n-i) 1.2. ...(w-1)

1.2 ~.
(Ar — 1) * Ä- (Ar -f 1) (»— 1)

' (ar+1) (ar+2)...(a-f-/»-l)'

Im ersten Factor, welchem wir die Form
•

_

a — Ar— 1 q— a — 2 a— 2 a — 1

1 2 * Ar — 2 Ar—

1

ertheilen, beträgt die Differenz a— k — 1 weniger als eine Einheit, mit-

hin ist

a— Ar— 1<1, «— Ar— 2<2, . . . a— 2<Ar— 2, o— 1 <Ar— 1,

also jeder Bruch ein ächter Bruch und folglich auch der fragliche Factor

ein ächter Bruch, der #
t
heissen möge. Der zweite Factor ist einerlei mit

(-.)-(»-|)(.-^)--(i-„-^).
wo nun in jeder Parenthese ein ächter Bruch steht; der fragliche Factor

kann daher = (— 1)"—*dt gesetzt werden, wenn wieder einen positiven

ächten Bruch bezeichnet. Das Ergänzungsglied ist demnach

.*,(_!)— 1.2.... (n — l)

x ' v
' * (x+ 1) (x + 2) . .. (x + »- l)x+ a

oder kürzer

Sa 1.2 (n— 1)

X + a ' x {x+ 1) {x + 2) . . . (x+n— 1)

'
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wenn 6 einen positiven oder negativen ächten Broch darstellt. Statt der

Gleichung 10) hat man jetzt die folgende

1 1 « a(a— 1)

x + a x x (x -f- 1)
T x (x + 1) (x + 2)

, , lV,_,
« («-!) (g-2).. .(«—n-2)v + ,k j

•(»+!) (*+2)...(/+»-l)

1.2 (n— 1)

x -f-
«* x(x+ l)(x+2)...(x+n-iy

nnd nach dem bekannten Satze, dass für a> b> 0 und n= oo

+ (H-2) . . . . (H-ii— 2) =()
a (a+ l) (a+2) (<*+ '*— 2)

ist, ergiebt sich, wenn a= x -f- 1 und 6— 1 gesetzt wird, dass das Ergän-

znngsglied der vorigen Reihe die Null zur Grenze hat, sobald x eine posi-

tive Zahl > 0 bedeutet. Die Gleichung

,o\ JL I « «(« — !)

*^ x +«~x x(x + a)"
t*x(x + l)(x-f-2)

*

gilt daher für alle positiven x und er, während die Entwicklung

-—=1 1 JL — -
x + o x x* x*

an die Beschränkung x > a gebunden ist.

III. Als zweites Beispiel diene die Annahme /(«)= «*—*, wobei Ar

als ganze und positive Zahl vorausgesetzt wird. Es ist dann

u*
0

und nach Nr. 6)

£r» ~ 0 , fürm<Ar — 1,

Qm ^(k - 1) (A-— 2) ... 2 . 1 Pk—i für m > tc— 1;

unter der Annahme « > Ar ergiebt sich nun aus Nr. 7) nach beiderseitiger

Division mit l . 2 ... (Ar — 1)

k-i k fc^i

in 1- Pk ~ y
\

p"- 1
I

Pk~ y

\

} x*~x(x+l)...(x+A:—l)^x(*+ l)...(.r+A)"
r x(x+l)...(x+A'+ 1)™'

n- 1

v (a-)===/f-'

...+

+

x(x+ 1) (x+ 2)...(x+ n— 1)

1 g«

1.2... (Ar— l)'x(x + l)....(x + n— 1)'

Ferner ist nach Nr. 9), wie man durch Ausführung der angedeuteten Diffe-

rentiationen und Integrationen leicht findet,

mithin
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.

k-l * Jt+t

} xk x(x+ \)..\x+k-\y x{x+ i)..\x+ky x{x+\)..\x+k+iy'''

**
/ #(*+!)(*+ 2)... (x+ /*— 1) "'".r^x (*+l) (.r + 2) . . . . {x + n— 1)

Diese identische Gleichung scheint völlig unbekannt geblieben zu sein ; sie ist

die eigentliche Quelle der Stirling'schen Formel und führt zu einem strengen

Beweise der letzteren , wobei die Convergenz der Reihe nicht zweifelhaft

bleibt. Das Ergänzungsglied ist nämlich gleich dem folgenden Ausdrucke

1 g(« + 1) . . . (« + n — 1) PtX + Pt x*+... + /»fc_t
;r>-*

•.(* + »-!) ßia+^ + . ..+^^+...+^'
worin o eine vor der Hand willkürliche Grösse bezeichnet; wählen wir die-

selbe positiv und lassen im Nenner die mit <**, et*-**
1

, . . . an behafteten Glie-

der weg, so beträgt der vorige Ausdruck weniger als

1 a (« +

1

) . • (a
-f n— 1) P

t
x + Pt x* + . . . + P*_i

x~k x(x+\) . . . (x+ n— 1) ' P. a + P, «* + . . . + o*
-1 *

Nach dem bekannten Satze, das» der Werth des Bruches

Z?, +j?t +g, + ... + ff^ t

A
t + At + A3 +...+Ak__x

bei positiven A und B eine Mittelgrösse zwischen den eiuzelnen Brüchen

B, . Bt Bj

J^i' y/g' A(;_\

ist, folgt nun, dass der letzte Factor des obigen Ausdruckes zwischen der

grössten und kleinsten der Potenzen

? (3- er.
enthalten ist. Nehmen wir endlich a so können wir nach allen diesen

Bemerkungen das Ergänzungsglied unter der Form

1 + 1 ) (g + » — 1) a/^YL..? g(« + l) .
. . («-f n— 1)

**"^(.c+l).. ..{x + n- 1)' \tt/
~"

«*'ar(a:+ 1). ..(*+ „— 1)

darstellen, wo # einen positiven ächten Bruch bezeichnet; hieraus ersieht

man augenblicklich , dass bei unendlich wachsenden n der Rest gegen die

Grenze Null convergirt und dass folglich die Stirling'sche Reihe in's Un-

endliche fortgesetzt werden darf, sobald x die Null übersteigt.

IV. Wir betrachten ferner das bestimmte Integral
x>

15) <p (*) =J*
'~xu

(1 + du,

0

welches mittelst der Substitution u— 1 auf die einfachere Form
x

1 6) <p (.r) = ar*
- 1 e* *

~"
(l
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Von O. ScnLöMiLCH. 397

gebracht werden kann. Es würde keine Schwierigkeit haben, die allge-

meinen Formeln des Abschnittes I anf den Fall f(u) = (1 + u)~ß anzu-
wenden, man kommt aber etwas rascher znm Ziele, wenn man den ur-

sprünglichen Integrale erst eine andere Gestalt verschafft. Unter Voraus-
setzung eines positiven (i substituiren wir in Nr. 15)

(1 +
und erhalten

00 00

<*>(*) =
T(^jJ

e
~XUduJ'c-l 1 *»)* dt

0 0

=
FüÄjJ****

~ 1 e
~T d xSe

~
{*+r) " d "

0 0

d. i. bei Ausführung der auf u bezüglichen Integration

0

Wir benutzen hier die Formel 10) für tt— r, setzen zur Abkürzung

1 p
Qm ="

TdijJ
T (r— 0 — 2) . . . (t — m— 1) tß-i e~* dz

0
00

*.= > )(r-^..
(L-n- j )

t/
,.,

c
.rrfr

Ü

und vergleichen den erhaltenen Werth von q>(x) mit dem in Nr. 16) stehen-

den Ausdrucke; das Resultat lautet:

17) /ie— d,= *i-*e-*|J. ?! + .?« ....

'"^
' *(*+l)....(*+n-i)

+ r _ iy ^ iT V
' *(ar+l)... .(*+»-!)»

"

Um benrtheilen zu können, welcher Grenze sich das Ergänzungsglied

bei unendlich wachsendem n nähert, setzen wir

1Qx n x (x + 1) (x + 2) (;r + fi— i)
18) _____

19) n — 1 /'(r-l)(r-2)...(t->^l) T»
' *

n _W 1.2 (/«-_) *+.r*
T

0

und zerlegen das vorstehende Integral in zwei Integrale, nämlich
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398 Ueber Facultätenreihen.

0
- 1 Ar-l)(T-2)...(r-n-l) x*>

Qn ~~r^)J 1.2 (n-l) * + r'
rft

0

+ _i_ Ar-D(r-i)...(T-^l) _t«_T rO)J 1.2 (»— 1) a- + t
n

= j4n + Bn .

Im ersten Integrale ist n> x und folglich der Ausdruck

(t— 1) (t— 2) . . . (t — n — 1)

1.2 (n— 1)

ein positiver oder negativer ächter Bruch , wie schon in Nr. II bewiesen

wurde ; demnach liegt An zwischen

H

—

~r~\ I g
~T dx und — -~— I — e~T dx.

o o

Diese Grenzen werden weiter, wenn man im Nenner x+x das positive x
weglässt, und gleichzeitig das Integrationsintervall auf 0 bis co ausdehnt;

man kann daher
OD

o

setzen, wo # einen positiven oder negativen ächten Bruch bezeichnet. Diese

Schlüsse gelten für jedes noch so grosse n und demnach ist auch Lim An
zwischen — 1 und + 1 enthalten.

Das zweite Integral stellen wir in folgender Form dar

*.= • />—')(*--») • • (r— n^'l) I „
r((i)J 1.2....(n — 1) x + x

n

und verstehen unter « und ß zwei positive ächte Brüche, deren Summe = 1

ist. Lassen wir im Nenner a?+ x das positive t weg uod setzen statt xf*e~az

den Maximalwerth dieses Ausdrucks nämlich (j^fi 80 erhalten wir, da

die übrigen Factoren unter dem Integralzeichen positiv sind, einen zu

grossen Integralwerth und es ist daher

B
(v-»)...(»—i)

"~xl(p)\aej J 1.2.. ..(»— 1)
'

n

1>0'>O.
Mittelst der Substitution t= u + n wird hieraus

wobei zur Abkürzung

Digitized by Google



Von O. Schlömilch. 399

+ !)(« + 2) ...<u + n — i) ßu
1.2.3...«

0
gesetzt worden ist. Der vorstehende Ausdruck besitzt die Eigenschaft

23
> C.

„_

-J
« (+ ' ) (» + t) • • • («+ «- 1) B..

s

t/ 1.2...«— 1

wie mittelst der Substitution « = v + 1 leicht findet. Zerlegt man das In-

tegral in zwei andere von r= 0 bis y= oo und von — 1 bis v=0, so ist

das erste identisch mit C^+i ; im zweiten kann man die Substitution v = —w
anwenden und erhält

- c. = -=)(,_=)...(»_^ rfro
J

0

oder

ß
1

%l=-r- + — /f1 - ?) • • • 6 - -

V

+ '"**.
» ,^— i (^_i)cB^\ i/ v W

Aus Nr. 22) ersieht man, dass Cn mehr beträgt als

J 1 .2 . . . (n — 1) jS"'
0

der letzte Ausdruck auf der rechten Seite von Nr. 23) ist daher kleiner als

o
und hieraus schliesst man leicht, dass sich derselbe für unendlich wach-

sende n der Grenze Null nähert; es ist daher

und

e-P»Cn eP— 1

Wählt man den positiven ächten Bruch ß>l2 (z.B. ß= 0, 8, « =0, 2), so

beträgt die rechte Seite weniger als die Einheit; nach dein bekannten

Satze, dass Lim t// (») — 0 wenn Lim ^-.J^Ti) < t jst folgt dann
*f (")

Zmw-^-^C) ==0
und nach Nr. 21)

24) Lim Bn= 0.

ZcilM-lnin fiir MallHMiiatik u. Physik. IV. 27
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Die in Nr. 20) und 24) verzeichneten Gleichungen geben zu erkennen,

dass Zim oB— Lim {An + Bn) zwischen —1 und + 1 enthalten ist; hieraus

schliesst man nach Nr. 18)

Lim Rn= 0 für x> 0,

und daher ist nach Nr. 17)

25) J^ e
~edv=^ e

~X
\
l^^l +

(x+ i%+ 2)-''''\-

Führt man in der für Qm angegebenen Formel die auf t bezügliche Inte-

gration aus und benutzt die Crelle'sche Facultätenbezeichnung

p f> + 1) (n + 2) . . . (fi + k — 1)= 0*, + 1)*,

so hat man für Qm die vollständig entwickelte Formel

26) Qm = r>, + ir - - 1 (.«, + 1)*- 1 + k-2 + 1)— 2 -
und z. B., nach Potenzen von p geordnet,

0i= r*. 0«= r*

B
. öi= f*M-f», ft= M

4+V— F.

ö5= ft
8 + 10(*

8— 5ft
2 + 8ft u.s.w.

Die Gleichung 25) enthält die Lösung einer Aufgabe, womit sich Le-

gendre in Cap. XVII des 2. Bandes seines Tratte' des fonctions elliptiques

beschäftigt un.d von welcher er sagt, dass sie besondere Schwierigkeiten

darbiete. Es ist dies die Entwicklung des Integrales

0

oder, wenn u = e~ 9 und x=e~y substituirt wird, des gleichgeltenden

Integrales

y
Man findet zwar leicht genug die nach steigenden Potenzen von y fort-

gehenden Reihen
y" 1 v

a+I
1 v

a+ 2

r(a,^) = r(«)-- y- + T
^-iL- + ....

und*) a 1 «+1 1.2 «+2

*) Legendre gelangt zur zweiten Reihe mit Hülfe einer Differentialgleichung;

ein kürzerer Weg ist folgender. In der Gleichung

r («,*)=Jv*~~
l e-'dv -yf«-» e-»dv= T (a) ~J*v<*—

»

0 v

setze man »= y ( 1 — n>) ; diess giebt zunächst

r («, ») = r («) - y* e~

*J[

1 - rvf
" 1

e** dw.

Entwickelt man jetzt eJ
"r in die bekannte, nach Potenzen von ym fortschreitende Reihe

und integrirt die einzelnen Glieder nach der Formel
1

/i - »)«- 1 «."* rfw= Ll2-3
-

- ct

,

«(«*+ !)(« + 2)... («+/«)'

•o erhält man augenblicklich das erwähnte Resultat.
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rh" - rw- • (
+ 4r+r> +«i^W^ + -)•

• aber man kann von diesen Entwickelungen in dem Falle keinen prakti-

schen Gebrauch machen, wo x ein sehr kleiner Bruch, mithin y eine sehr

grosse Zahl ist; Legendre sieht sich daher genöthigt, eine halbconvergente

Reihe zu benutzen, die nur einen bestimmten, öfters ungenügenden- Grad
der Genauigkeit zulässt. (Vergl. S. 502 und 503 a. a. 0.) Diesem Mangel

kann auf folgende Weise abgeholfen werden. Durch theilweise Integration

findet man zunächst

wendet man diese Formel fc-mal nach einander an, so erhält man V(a,x)

ausgedrückt durch

x CD

• r(a—k,x)= f(l^y *
X

du=fv«- k-ie— dv.

0 y

Vorausgesetzt, dass man für k die nächste unter a liegende positive Zahl

nimmt (k< a< k + 1) , ist er

—

k— 1 ein negativer ächter Bruch etwa

= — p , und nun giebt die Formel

26) dv= y-»e-y\l g« — . . .}} J ' y + 1 (y + 1) (y + 2) >

y

oder

0.

Diese Reihe convergirt immer und sehr stark wenn ar ein kleiner Bruch ist

Aus Nr. 25) erhält man speciell für p= 1

28) Jj^=^H'-A+
(, +0H 2)

-|
0, = 1, 0t= l, 0a=2, (>4= 4, Ö5= H, 0,= 38,....,

womit eine neue Formel zur Berechnung des Integrallogarithmus gegeben

ist. — Für p =s \ hat man

1 1 5 9129
Qi=2> Q*~^T ls~ 8'

ß4=
16' 32

oder auch, wenn v= t* und x* für x gesetzt wird

30) le-<*dt=±e-**\l f* „ — •••}7 J 2* f x* + 1 (x* + 1) (** + V '

a:

27*
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402 Ucbor Facti Itätenreihen.

Diese neue Formel zur Berechnung der Kramp'schen Transcendente hat

vor der gewöhnlichen, nach Potenzen von — fortgehenden halbconvergen-
x

ten Reihe den Vorzug der immerwährenden Convergenz; für a?= 3 geben

die ersten drei Glieder

f-
e-'*dt= 0,00001958,

was von dem genaueren Warthe 0,000019577 wenig genug differirt.

V. Mit einer kleinen Modification ist das bisherige Verfahren auch auf

das Integral

0

anwendbar, worin i wie gewöhnlich ]/— 1 bedeutet. Durch die Substitution

u— 1 erhält man einerseits dafür
x

x
andererseits findet man durch dieselben Umwandlungen wie in Nr. IV,

dass das obige Integral dem folgenden gleich ist:

— /—

—

r ti - i e-T dz= — l—}— x ix-\ e-Td z .

r(n)J xi + T r(p)j x— %i

Die Vergleichung beider Formen giebt

OD 00

>r x

und hieraus folgt durch Identificirung der reellen, sowie der imaginären

Particen /x
cos v , x x~fi i x cos x — x sin x ... _ ,

x o

/,»
*

sin v , x x ~f* l x sin x + x cos x
, , ,

T"'-rwi '
e "'

x <>

Zur Entwicklung des in Nr. 31) vorkommenden Integrales

J X XX
I)

kann man sich der Formel 10) für a= — xi bedienen, weil diese als eine

identische Gleichung betrachtet werden kann und daher auch für imaginäre

« gültig bleiben muss. Dabei erhebt sich aber oine kleine Schwierigkeit

hinsichtlich des Restes, den man leicht auf folgende Form bringt
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1 . 2 . 3 . . . (« — 1) xi . q (cos & + * sin #)

x (x -f- 1) 4- 2) . . . (x 1 — 1) &— x i

• -^0 + 5) 0 + ^)0* 5) (»

+

Wenn nämlich n in's Unendliche wächst, so convergirt der erste Bruch ge-

gen die Grenze Null, ferner wird
i

und folglich hat der Rest immer die Null zur Grenzo, wenn x eine endliche

Grösse bleibt. Daraus folgt aber nicht, dass auch das Restintegral ver-

schwinden müsse ; in der That besteht dasselbe aus zwei Factoren , von

denen der eine, wie vorhin, gegen die Null convergirt, der andere aber un-

endlich wird wegen
TG

fVX pTlT

t»-*e-*dx=co .

2«t

Es bedarf daher einer kleinen Modifikation des Verfahrens, wenn eine con-

vergente Reihe erlangt werden soll.

In der Gleichung 31) nehmen x = kz und substituiren rechter Hand

x= h t; wir erhalten dann

.-,1—u ,,-kzi /» i

kz
v

O

Das Integral rechter Hund entwickeln wir mit Hülfe der Formel 10) indem

wir
,oo

35) -i- (ti(ti+.l)(fi+ 2)...(ti+m--l)*~U-»dt==Bm+iKM .

1 (fi)t/
• 0

setzen; die Entwickclung ist

37) —— /-— e~kt dt

S — + - ; - + 7~7Y7" ' .~TV + • • • +
OD

1 -f 1) . . . (t i + « — 1) tu"x e^kt

+ /»J :(:+l)...(z + «-l) z-ii

Das Ergänzungsglied, welches Ä„ heissen möge
,
bringt man leicht auf die

Form
_ 1-2.3 (n— 1)

z(z + l)...(* + n-l)T0*)'
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404 Ueber Facultiitonreibon.

und man erkennt hieraus, dass Lim Rn— 0 wird bei jedem positiven 2, so-

bald Lim Qn irgend eine endliche Grösse bleibt. Das Letztere ist aber der

Fall wenn das Integral

nicht unendlich wird. Der Werth desselben beträgt nun weniger als

und der Werth des letzten Integrales ist ohne Zweifel eine endliche Grösse,

sobald k mehr als \n beträgt. Unter diesen Bedingungen kann jetzt die

Reihe in Nr. 36) zu einer unendlichen gemacht werden. Nehmen wir spe-

ciell k= 2 und setzen
TO

37) —J li(ti+ 1) (ff+ 2) . . . (ft + m - l) P- 1 S-i<dt=Fm+iGm ,

ferner 2 = \x und

'JC
, 77

2
1 -^i

1 £§ I

J x ^ x(x+2)^ x(x+2)(x-[-4)
n~ x(x+2)(x+4)(x+6y"'

39) r=—A— + G
« .

G»

*(a + 2) * + 2) (.r + 4) x(x+ 2)(x+ 4)(x-\-Q)

so haben wir nach Nr. 34)

40) ^1 £r-*'rfp= — ^|y~
ll

e-**(l7+ Pi)

oder auch durch Trennung der reellen und imaginären Theile

41) J —dv=zy-\ (Vcosx—Usinx).

42) ysLiA^gy >*«+»»>«).

Diese Formeln würden sich leicht auf ähnliche Weise wie die Formel 25)

specialisiren lassen, wobei wir uns nicht aufzuhalten brauchen.

VI. Die in Nr. I auseinandergesetzte Methode zur Entwickelung des

Integrales

43) (e-*»f(u)du

kann auch auf das etwas complicirtere Integral
00

/*,)—« p—ru
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Von O. SCHLÖMILCH. 405

angewendet werden und führt dann zur Entwicklung des endlichen Inte-

grales von <p (x). Die Function t/; (x) genügt nämlich der Differenzen-

gleichung ^ (x+ 1)— y(x)= <p (x) und ist daher eine von den unendlich

vielen Functionen , die mit 2<p(x) zu bezeichnen sein würden; um aber

jede Vieldeutigkeit zu vermeiden, wollen wir künftig unter 2<p(x) aus-

schliesslich die mit Hülfe der Gleichung

0

defiuirte Function verstehen, so dass bei ganzen positiven die Einheit

Ubersteigenden x

E <p (x) = q> ( 1 ) + <p (2 ) + «P (3) + . . . + q> (*— 1)

und für x= 1, £tp (x)= 0 ist. Die Substitution er*= 1 — t giebt nun

44) W-fi=*=^%{£j[«
0

und man bemerkt auf der Stelle, dass hier ähnliche Transformationen , wie

in Nr. I vorgenommen werden können. Wir wollen diese für einige der

wichtigsten Fälle durchführen.

VII. Für f (u) = 1 hat man <p (x)= — und
x

I g—XU

e
0

X J 1—
oder hiermit identisch

er* —
du

_/f_L__i}
0

Der Werth des ersten Integrales hängt nicht von x ab und ist folglich eine

numerische Constante , die A heissen möge ; der Werth des zweiten Inte-

grales ist bekanntlich ~lx\ im dritten Integrale substituiren wir r-"=l —t

und erhalten
1

£i.=A+lx-f)y (1-0— it.

Zur Entwickelung des Ausdrucks

1 1

genügt die einfache Bemerkung, dass derselbe unter der Form
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406 lieber Facultätenreihen.

dargestellt und dass (1 — t)
v mittelst des binomischen Satzes in eine Reihe

verwandelt werden kann. DeingemUss haben wir zuerst

V
' 1 1.2 1.2.3

v (1 — v) (2—v) . . . (n— l—v) .

n

1.2.3..../2

1

- '(*-*)•••(»-—) r
(1 _ w)» (1

_ w),-«-i rfw .

1.2....') e/
0

daraus erhalten wir, zur Abkürzung

1

46) am—J v (1 — i>) (2— {>).,. (;« — 1 — v) dv

0

setzend, die weitere Entwickclung

I ""^IL^"" 1 1-2 1.2...»

1 1

«/ 1 . 2 ... n *J
0 0

endlich nach Formel 45)

47) 2-=A +lx-j^--
x(x ^ i)

-j x(x+i
>

{x+
~....

i a
Ji R

n x(x + l)(x + 2)...(x + n — 1)

Der Rest BH erscheint zunächst in Gestalt des folgenden dreifachen Inte-

grales

1 1 1

Rn =f(l- if-l <- dt f
'(!--»).(»-')

dvß _ a)n (1_ da)
e/ U 1.2...« «/
0 0 0

und hieraus wird bei anderer Anordnung der Integrationen

1 l l

*•=/
t>(1

~i!

)

2.'.'.
(»~ P)

d>ßi -») n d

°>J

n
< i -o*-1

(i - •o-~rf<.

Da f die Grenzen 0 und 1 nicht überschrittet, so ist

1 <(1 — v>t)»-»-i < (1 — w)«-*-i

mithin liegt RH zwischen
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1 1

und

/,(1
",:

)

,.v.

(

r'
) "/<'-

U 0 0

Das erste dreifache Integral redncirt sich auf ein P*oduct von drei ein-

fachen Integralen und zwar ist sein Werth

fl/i+ i 1 1 . 2 .... w
1 a„+i

1.2 n n -f l' x (x+ 1) . . . (x -f «) » + 1 a:(a: + 1) . . . (x + w)'

das zweite Integral geht nach Ausführung der auf t und co bezüglichen In-

tegrationen über in

1

(1 — v) (2 — v)....(n — v)
dv

Setzen wir 1 — v= w und zur Abkürzung

1

48) , Jw (w + l) (w + 2) . . . (w + w — 1) </tc= r„

,

0

so gelangen wir zu dein Resultate

w + 1 x(x +!)... (*+w) + l)...(a; + w)'

und haben Nr. 47) die folgende Gleichung

4») 2i = ,l+/*-i
a-!-i 1

ar
"

1 x 2 .r(x-H) » x(:r+ l)...(a-f-n- 1)

gn

o: (x + 1) (.< + 2) . . . (x + m)
'

worin die mit bezeichnete Grösse der Bedingung

1 . .

unterworfen ist.

Um Über die Couvergenz der obigen Reihe entscheiden zu können,

bemerken wir, dass «„j-i und cn positive Grössen sind und dass folglich der

Rest sicher verschwindet, sobald der Ausdruck

l.

Cn 1 C tp tv -{- 1 w -f- n — 1= — I —-— .
—-— . . . u w

+ // ) xJ x + 1 x 2 x -f «x(x + l)...(x

für unendlich wachsende n die Null zur Grenze hat. Dies ist aber in der

That bei jedem positiven x der Fall, weil der vorstehende Ausdruck weni-

ger als
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112 n

i « + 1 J + 2 a? -f- w

beträgt; man darf daher die obige Reihe in's Unendliche fortsetzen.

Die allgemeine Form der Coefficienten a ist nach Nr. 46)

mithin

1 1 1 19 9
fli= -i a«=ß-' «3= ~p ö4=

13
,

«5=jU.s.w.

Die Constante ^ lässt sich anf doppelte Weise bestimmen. Man erhält

nämlich einerseits für x = 1, weil dann £ — verschwindet,

1 1 2 1.2 T 3 1.2.3 T
anderseits, wenn man für x eine unendlich wachsende gänze positive Zahl

setzt,

Lim

woraus hervorgeht, dass A gleich ist der Constanten des Integrallogarith-

mus : 0,5772156 ....

VIII. Noch einfacher gestaltet sich die Sache in dem Falle f (u)= «,

q> (x)= ~ und

dt

0

1 1

o ü

Da die Reihe für 7 mit * anfängt, so ist der Werth jedes der beiden

Integrale eine endliche Grösse; die erste derselben bezeichnen wir mit

und entwickeln den Logarithmus in die bekannte Reihe. Durch Integra-

tion der einzelnen Glieder erhalten wir

2 x(x+ l) Zx(x + l)(x + 2)

± 1.2.3 (n — 1) R"
n x(x+ \) (x-f-n— |)

~~ "

worin der Rest durch folgende Formel bestimmt wird

1 1
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Ersetzt man —-— durch die Einheit, so findet sich
1— tm

1 1

0

d. i.

1 • 2 .... 71

51) Ä.>
x (x + 1) . . . (x + ;?) n + 1

1

berücksichtigt man andererseits, dass

1—
mithin anch

1 — la

ein positiver ächter Bruch ist, so erhält man
i

0 0

(1. i.

I

o

Der Werth des hier vorkommenden Integrales ergiebt sich aus der Gleichung

1

1 . 2 .... (n — 1)
V

' *0r+ l)(;r+ 2)....(*-f-n-l)

durch Differentiation in Beziehung auf x, wobei rechter Hand die bekannte

Formel Dx U= U . Dx l U anzuwenden ist; man hat daher

52) r
1.2 (n — 1) (1,1.1 1

[

' ä (x -f 1) . . . (x + « — 1) *x x -H 1 x + 2 a?+«— 1»

'

und kann nun die in Parenthesen stehende Summe auf verschiedene Weise
kürzer ausdrücken.

Da RH eine positive Grösse ist, so hängt das Verschwinden von LimRn

(für w= oo) lediglich davon ab, dass die rechte Seite der Ungleichung 52)

die Null zur Grenze hat. Hierüber ist leicht auf folgende Weise zu ent-

scheiden. Für jedes positive z gilt bekanntlich die Ungleichung

' (1+z)>nh oder nb«-1^*'

aus dieser erhält man für z= y> 2~'
1

UD<* ^urc^ Multiplication

aller entstehenden Ungleichungen

-i-.-JL_... <g-(^+^+---+i+^)
a

' + 1 x + 2 x + n — l

Setzt man zur Abkürzung
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1 +
so hat man sehr einfach

bei unendlich wachsenden n wird <o=co, Lim (a>e_a>) = 0, und mithin

auch Lim Rn = 0. Zufolge dieses Ergebnisses darf die unter Nr. 50) ver-

zeichnete Reibe in's Unendliche fortgesetzt werden; ferner erhält man den

Werth von At aus der Bemerkung, dass £-^l für x=l verschwindet, nära-

lieh

11 1
At— y8 + jt + j« +

was sich auch für j?= oo findet.

Auf ähnliche Weise kann man neue Formeln für

_ 1 _ 1

7»' 74 '

entwickeln, die sämmtlich den nicht unwesentlichen Vortheil bieten, dass

die ia ihnen vorkommenden Reihen für jedes positive die Null überstei-

gende x convergiren.

Hinsichtlich der Formel 44) mag noch folgende Bemerkung Platz fin-

den. Wenn f(0)= 0 ist, so besitzt die Reihe für f^l
(j~~fj\

kein con-

stantes Anfangsglied und sei, abgesehen vom Reste,

L Vi— //J 1 1.2 ^1.2.3 '

in diesem Falle erhält man aus Nr. 44) durch Integration der einzelnen

Thoile

£cp(x)= - £' + ± Ji- + J. _£»_ +rw
1 1 2 1.2 31.2.3

JL £» _L
c* _ J_ °1

\x 2 a:(x+l) 3 x (x + l) +
Wouiger einfach dagegen ist die Sache, sobald f (0) nicht verschwindet,

also die Reihe von der Form ist

Die unmittelbare Integration der einzelnen Theile würde hier auf die Diffe-

renz zweier unendlichen Grössen führen; schreibt man dagegen

\ 1

z<p (*>

=

cop~ (l ~ t)x~l

<*< +fii- (i - o*-
1

] (7 + ri ' + ••••) rf<

o • 0

und berücksichtigt die Bedeutung des ersten Integrales, so hat man
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Von O. Schlömilch. 411

x 11 2 1.2 31.2.3

lll 1 r

1 x 2*(jr+l) 3a;(i+l)(j + 2)

und kann hier statt £ — seinen Werth aus Nr. 40) substituiren. Wennx

demnach f^l (^—-^ in eine nach Potenzen von / fortschreitende Reihe

verwaudelbar ist, so lasst sich 2<p (x) immer unter der Form

darstellen, wie dies nach Nr. I mit <p(j?) selbst der Fall ist.

IX. Die in Nr. VII gegebene Entwicklung beruht eigentlich auf einer

Transformation des Doppelintegrales

oo 1

e—«I»

c-xu du dv\-ff?
durch Ausführung der auf v bezüglichen Integration erhält man nämlich

oder auch

0 U
.OD

> —XV

du

du

u

J 1 — <—»

d. i.

(>

L'^A + lx — 2 —

.

x

Nimmt man dagegen in dem ursprünglichen Doppclintegrale die Sub-

stitution e~ " = 1 — / vor und vergleicht nachher beide Formen von tf, so

gelangt man zu der Gleichung

1 1

53) zL= A+tx—j

f

l ~ {1 ~ l)
°

(1 - dtdv,

0 0

die mit Nr. 45) identisch ist. Zufolge dieser Bemerkung kann man sich

veranlasst finden, überhaupt Doppelintegrale von der Form
oo b

S—Jjc-**f(u y
v)dudv

0 a

nach dem in Nr. I auseinandergesetzten Verfahren zu behandeln; da hier-
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412 Ueber Facultätenreihen.

bei etwas principiell Neues nicht vorkommt, so wollen wir den Gegenstand

nicht genauer untersuchen und nur einen derartigen Fall betrachten , weil

derselbe wieder auf eine Summeuformel führt.

Es sei nämlich

co 1

54) S==fjv

e

" u du du

0 0

oder bei Ausführung der ersten Integration

s= C—i—
i

1

+
c- - ^=/=y- äu.

J 1 — c~ u »2 u u* >

ü

Wir zerlegen dieses Integral folgendermassen

:

J\l\ — <r- «(1— er-") u m>> 2j l — e~»

-ji
— 5 T=7^-i TP

o o

Der Werth des ersten Integrales hängt nicht von u ab und ist daher eine

Constante C; das zweite Integral kommt mit £ j Überein (Nr. VII); das

dritte ist

X CO *

Jdx e~u - du—jlxdx— x\x~x-\-\;

l o 0

das letzte Integral hat den Werth

u «

= /r(x+l) = /a? + /r(a-)= /j:-|- 2/*,

wobei in dem Sinne genommen ist, der überhaupt für £q>(x) angege-

ben wurde; wir haben demnach

S—C— 1 — - Z- — — l)lx + x + Slx.
2 x

Substituten wir ferner e~ u = 1

—

t in dem ursprünglichen Doppelinte-

grale 54) und vergleichen beide Formen von S, so gelangen wir zu der

Gleichung

Elxz=l — C+(x — i)lx— x+^ £j
1 1

+jjv fl~0'
(1 _ t)X-i dt dv .

0 0
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Von 0. Schlömilch. 413

in dieser setzen wir noch für 27— seinen Werth aus Nr. 53) und ziehen alle
x '

Constanten zu einer einzigen B zusammen; dies giebt

1 1

55) 2lx= B+(x— ^jlx-x-jf(j-v) 1~ (l ~ i)

\l-t)*-i dtd<>.

0 0

Die Entwickelung des noch übrigen Doppelintegrales hat nicht die min-

deste Schwierigkeit, sobald man (1— t)
v nach dem binomischen Satze in

eine Reihe verwandelt und deren einzelne Glieder integrirt, wobei der Rest

unter derselben Form wie in Nr. VII dargestellt werden möge. Setzt man
abkürzend

1

56) bm =f(^
— ») v (1— v) (2— v) . . . (m -1 - v) dv,

0

so gelangt man auf der Stelle zu folgender Gleichung:

57) Zlx= B + (x-±)lx-x- \ -'-i- /'J
\ iX 1x2 x(x+ l)

1 6»

n x (x + 1) (x + 2) . . . (x + n — 1)

worin der Rest Rn gleich dem dreifachen Integrale ist:

0 0

1

Rn

(1 — ») (1 — /w)'—

—

1 dm.

0

Das Verfahren, mittelst dessen wir früher den Rest zwischen zwei leicht

angebbare Grenzen einschlössen , bedarf hier einer kleinen Modifikation,

weil unter dem Integralzeichen ein Factor — v) vorkommt, der innerhalb

des Integrationsintervalles sein Vorzeichen wechselt. Aus demselben Grunde

lässt sich auch nicht unmittelbar übersehen, ob bm positiv oder negativ sein

wird; wir unterziehen daher bm und RH einer genaueren Betrachtung.

Zerlegt man das Intervall v= 0 bis v= 1 in die beiden Intervalle 0

bis \ und \ bis 1, so zerfällt bm in zwei Integrale , wobei im ersten v= u

gesetzt und im zweiten v= 1 — u substituirt werden möge ; beide Integrale

erhalten jetzt die nämlichen Grenzen u=0, «= £, und können daher zu-

sammengezogen werden ; dies giebt

bm =J (\ — «) « (l — w) {(2 — u) (3 — u) . . . (m -l—u)
o

— (! + «) (2 + w) . . • (m—2+ u)\ du.

Wegen \> u ist nun 1 — u> u mithin auch 2— u>l-f-«, 3 — u>2 + u
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414 Ueber Facultätenreihen.

u. s.w., woraus unmittelbar hervorgeht, dass unter dem Integralzeichen ein

positiver Ausdruck steht und folglich bm positiv ist.

Durch dieselbe Transformation erhält Rn folgende Gestalt

/ —-— du ata dt
(1— ta)n

Wie vorhin ist hier

1— u>«, 2— i/>1 + m, 3—m>2 + w etc.

mithin

(2— M) (3 _«)... (n- u)(jZT^Y > C
1 +">(r^y,

der Ausdruck

(i—u) (3— n) ...(« — tp (I + n) (2 +w) . . . (n — 1 + t<)

bleibt daher immer positiv und daher ist auch Rn eine positive Grösse.

Durch Differentiation in Beziehung auf t ergiebt sich ferner

— u) (2— u)...(n— it) u(l + u) . . .(w— ! + </) >

F (0 — " ( (i— /»)*-« (1 — »
1

und hier lässt sich ganz wie vorhin zeigen, dass die in Parenthesen stehende

Differenz positiv ist. Daraus folgt, dass F(t) mit t gleichzeitig wächst, also

F(t) mehr als F(0) beträgt. Setzen wir nun statt F (/) das kleinere F(0)

und zugleich statt (1— t<o)~ H die kleinere Einheit, so erhalten wir

4 1 1

1 .2. 3. ..».*„>j'fjd — ^ 1(2 — «) • • • (»-«)

U ü 0

_(l + t<) . ..(«— 1+ «)} (1— »)"/"(!— 0
X_1 du d codi

d. i. bei Ausführung der Integrationen

» ^_ 1 Jjl+1
" ^ n + 1 x (j? + 1) {x + 2) ...(*+ n)

'

Um eine obere Grenze für Rn zu finden , lassen wir in Nr. 58) | für \— v

eintreten und ersetzen gleichzeitig (1

—

ta)»-*— 1 durch das zu grosso

n co)"
-n~1

; damit gelangen wir zu der UDgleichung

1 1 1

*n<T r-T— /»(i— »)•••(»— -»)*-* rf« fr{i-~t)—l dt

0 UO
d. i.

B.< 1

2 x (x + 1) (x -f- 2) . . . (x + n)
'

wo c„ dieselbe Bedeutung hat, wie in Nr. VII. Die Gleichung 57) gestaltet

sich jetzt zur folgenden
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M) ZI«= «+(,_I) f«_._IJ_I_Ä__
\ 2/ lx 2«(i+l)

_1 K 1 Qn

n x{x+l)...(x+n—1) n + lx (x + l) . . . (x + »)'

und darin gilt für q„ die Bedingung

Wie schon in Nr. VII gezeigt wurde, ist bei unendlich wachsenden n

X,
'm
x(a:4-l)^.(x+ n)

=0
'

es verschwindet also in Nr. 59) der Rest für n = oo , und daher wird die

Reihe convergent.

Zur Bestimmung der Constanten kann man wiedcT zwei Wege gehen.

Man berücksichtigt entweder den Umstand, dass £ lx= I T(x) für x~ I

den Werth Null erhält und hat dann

T
l l

T
21.2 t 51.2.3 + '

'

oder läset man x in's Unendliche wachsen und findet nach einer bekannten
Methode B= \l{2n).

XVII.

Ueber Magnetismus.

Von Gustav Roch,
Schüler des polytechnischen Institutes in Dresden.

1 . Die vorliegende Rechnung ist ein Versuch, die Hypothese Amperes

über die Natur des Magnetismus in derselben Weise für eine Theorie des

Magnetismus zu benutzen, wie dies von Poisson für die andre Hypothese

geschehen ist, nämlich von den Gleichgewichtsbedingungen auszugehen.

Es ist mir nicht bekannt, dass je ein Versuch der Art zu bemerkenswerthen

Resultaten geführt hatte, wenigstens habe ich in Weber's Abhandlung über

Diamagnetismus keine Notiz gefunden, die nur etwas davon vermuthen

liesse, und von neuerer Zeit ist mir auch nichts bekannt. Es wird sich zei-

Zeituhrift f. M»lh«m*tik «. Physik. IV. 28
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416 Ueber Magnetismus.

gen, dass die Gleichungen für das magnetische Gleichgewicht eine ganz

ähnliche Form haben, wie die, die Poisson aufgefunden hat, und ich habe

auch diesen Gang der Rechnung, so weit es möglich war, beibehalten.

Eine andre Rechnung lag mir bei der folgenden Arbeit nicht vor.

2. Schon der Art des Gleichgewichts nach, welches für den Magne-

tismus gefordert wird, unterscheidet sich die Hypothese Amperes von der

anderen. Letztere fordert, dass, ähnlich wie dies bei der Berechnung der

Vertheilung der Elektricität gefordert wird, die VertheUung des Magnetis-

mus über jedes magnetische Molekül in der Weise stattfindet, dass sich in

keinem Punkte im Innern ein Stieben zeigt, weitere Mengen magnetische?

Flüssigkeit zu scheiden. Auf der Oberfläche jedes Moleküls findet die«

Gleichgewicht nicht mehr statt und es wäre daher nicht nöthig, dass die

magnetischen Moleküle, von denen durch seine Elasticität das Fluidum

sich immer mehr zu entfernen strebt, im Gleichgewicht wären. Umgekehrt

wird im Folgenden angenommen, dass dio geschlossnen Ströme, die jedes

Molekül umkreissen, vermöge der Iuductionskraft und den übrigen Strömen

des Magneten im Gleichgewicht sind. Vermöge dieser Bedingung kommt

auch ein Fall mit in den Bereich dieser Hypothese, der durch die Poisson-

schc, wie ich sie nennen will, ganz ausgeschlossen bleibt, nämlich r der

eines ganz unmagnetischen Körpers. Offenbar sind Ströme von der In-

tensität Nüll unter allen Bedingungen im Gleichgewicht.

3. Ueber die Gestalt der Moleküle und Ströme wird nicht die min-

deste Voraussetzung gemacht zu werden brauchen; dies dürfte wohl ein

Vorzug dieser Rechnung vor der Poisson's zu sein.

Es lässt sich denken, dass jeder Stromebene sowohl in verschiedenen

Richtungen um dasselbe Molekül sich bewegen kann , und die Stellungs-

winkel der Normale, wenn man sich den Strom eben denkt, und die Inten-

sität müssen vermöge der Gleichgewichtsbedingungen als Functionen der

Coordinaten bestimmt werden.

4. Man wird also zunächst die Bedingungen aufsuchen müssen, dass

sich der Strom in einer bestimmten Richtung entwickelt, d. h. man wird

die Momente in 3 rechtwinklige Achsen die durch einen Punkt im Innern

gehen, Null setzen. Wie ich schon früher bemerkte (s. über magnetische

Momente), liefert dies nur 2 Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der

3 Unbekannten i a, iß, iy. Es wird nun" gezeigt werden, dass die 3 Glcich-

gewichtsbedingungen für Verschiebungen gerade die fehlende Gleichung

ersetzen werde. Ich muss nun zunächst einige Bemerkungen machen über

die Anwendung und resp. Richtigkeit der früher für Momente und Kräfte

entwickelten Formeln. Bezeichnet man:

t) q= — v \i I

so war früher angegeben, dass:

u igitized by Google



Von Gustav Roch. 417

wobei die Momente positiv gerechnet sind, die bei der früher fixirten

Richtung der Normale von links nach rechts drehen. Doch sind dies nicht

mehr die wahren Werthe der Momente, wenn die Ströme so nahe aneinan-

der sind, dass

a« I <* i gl L
T r r

3) U~ —- 4- —- H -

einen endlichen Werth hat , indem dann zu jedem der Momente noch ein

Correctionsglied hinzukommt, resp.

4) U »
* »t (y «i — «rO u

(lvv t
ii

t
(aß

t
—ßa

t ) U.

Ist ferner:

5) ^.,,,,(«,|± +ftg;

+ ,1 |0
so war früher angegeben, dass die Werthe der Componenten der Anziehung

gegeben wären durch:

d*i dyi Jzt

Die wahren Werthe von X jedoch werden erhalten, wenn diese Werthe

vermehrt werden um die Differentialquotienten nach x,
, y, ,

z, von :

7) r=- irtv»«(««, + 0ft + ry,) tf-

5. Ich habe gezeigt, dass man aus den Momenten durch Differential-

gleichungen die Kräfte herleiten kann für den Fall, dass U ^= 0 (s. über

magnetische Momente). Schreibt man diese Gleichungen in der Form, wie

sie durch No. 7) des a. O. gegeben sind, setzt die Werthe 2) ein, so erhält

man die Werthe 6) und hat daher die Correktion 7) noch hinzuzufügen.

Von der Richtigkeit der jetzt gemachten Bemerkungen wird man
sich leicht überzeugen durch aufmerksame Wiederholung der früheren Ent-

wicklungen, und ich habe dieselben darum jetzt erst gemacht, weil sie wohl

nur für diese Zwecke von Nutzen sein dürften, und weil diese Reihenfolge

am wenigsten leicht ein Missverständniss über die Giftigkeit der entwickel-

ten Gleichungen eintreten kann. Man wird sich jetzt sehr bald überzeu-

gen können, dass die Differentialgleichungen zwischen Momenten und Kräf-

ten in der Form 3) d. a. 0. nicht für die in der angegebenen Weise corri-

girten Werthe gelten.

Die Correctionswerthe vereinfachen sich sehr bedeutend, da man die-

» . 28*
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selben nur auf die Nachbarmoleküle auszudehnen braucht. Es soll im Fol-

genden von dem constanten Factor \v
l
i
i
ganz abßtrahirt werden, da er die

Gleichungen nicht verändert. Anstatt des Volumens v des magnetischen

Stromes führen wir das räumliche Volemelement ein: dx
t
dy, dz, oder

q* sintp dy dS dg, multiplicirt mit Ar; k ist < 1 , da die Ströme den Raum
nicht stetig erfüllen. Da jeder Strom um ein Molekül kreist, so wird dies

Verhältniss dasselbe sein, wie das Volumen der magnetischen Moleküle zum

ganzen Räume; es wird daher bei homogenen Körpern k constant sein.

Diese Specialisirung schadet aber der Allgemeinheit gar nicht, indem für

variable k die Grösse ki den Gesetzen unterliegt, die für t entwickelt wer-

den sollten.

6. Die Nachbarmoleküle des afficirten Punktes M
i
mögen einen Theil

B des ganzen Magneten ausmachen ; der übrige Theil sei A. In der Aus-

dehnung von B kann man aber z. B. i« schreiben.

Führt man ähnliche Werthe für iß und iy in 4) ein, so sieht man, dass die

vom constanten Theile dieser Grösse herrührenden Werthe gleich Null

sind. Setzt man dann v— ff siny dty d& y
was jedenfalls zu gross ist, so

siebt man, dass vermöge der Potenzen von p, die U enthält, die Integrale

dieser Ausdrücke von derselben Ordnung sind wie die Dimensionen von ß,

d. h. unendlich klein. Es ist daher gar nicht nöthig, auf die Correktion 4)

der Momente Rücksicht zu nehmen.

V' reducirt sich nach 7) auf: — v i U, da a, da, +-
ß, dßl + y dy t

= 0.

7. Sollen die bis jetzt aufgeführten Formeln auf B ausgedehnt wer-

den, so ist zu berücksichtigen, dass innerhalb B die Dimensionen der

Ströme nicht als verschwindend gegen ihre Entfernung angesehen werden

dürfen. Die Volumenelemente müssen also sehr klein sein sogar gegen die

Dimensionen der Ströme und es ist daher nicht erlaubt, für k einen Mittel-

werth zu nehmen, da ja einige Volumenelemente ganz innerhalb, andre

ganz ausserhalb magnetischer Ströme fallen können. Es ist daher wohl

möglich , dass man , mit einem constanten k auch innerhalb B rechnend,

falsche Resultate erhält. Setzt man aber voraus, dass die Ströme mit einer

gewissen Symmetrie um den afficirten Strom vertheilt sind , so werden die

mit constantem k berechneten Werthe sich nur durch constante Factoren

von den wahren unterscheiden, wie später gezeigt werden soll. Ehe näm-

lich die Wirkung von B genügend bestimmt werden kann, müssen wir die

Wirkung des ganzen Magneten auf einen äusseren oder inneren Punkt auf

die einfachste Form bringen.

8. Diese Wirkungen sind im Allgemeinen durch dreifache Integrale

gegeben, deren Grenzen die Oberfläche des Magneten liefert. Für einen

äussern Punkt dürfen die Integrele ohne Weiteres Uber den ganzen Magne-

ten ausgedehnt werden, und dieGränzen sind daher unabhängig von c,,

t
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den Coordinaten des afncirten Punktes. Man kann daher die Differentia-

tionen, vermöge deren Momente nnd Kräfte aus q hergeleitet werd

ausgeführter Integration bewerkstelligen, und es wäre nur nb'thig, einen

einfachen Ausdruck für das Integral von q, welches wir wieder mit q be-

zeichnen wollen, zu erhalten.

* = -"fff(ia£ + ißW

+

Da es ganz gleichgiltig ist, welche Coordinate als abhängige Variable an-

gesehen wird, so kann im ersten Gliede eine Integration bewerkstelligt

werden, z. B. i

- (ff? "* d,JX+ (ff7 "* ")." 6tC-

wo sich die Indices auf die einzelnen Durchgangsstellen des z durch die

vielleicht vielfach gefaltete Oberfläche beziehen
, dy dy aber ist gleich der

Projection des Oberflächenelementes dtv auf die Horizontale, und zwar ist

sowohl dx dy als dm stets positiv. Der Cosinus des Winkels des äusseren

Theiles der Normale mit der 2 -Achse ist für die Orte 0, 2, 4 negativ, für

1, 3, 5 positiv, so dass man das dreifache Integral schreiben kann:

ffi dm cos n,

und sind ebenso /, m die Winkel der nach aussen gerichteten Normale mit

den positiven Achsen, so ist:

8) q=— kJ*{iacosl+ißcosm + iycosn)^-dw + P

•> ^ffM^m^- *

9. Liegt der Punkt im Innern des Magneten, so dürfen die früheren

Formeln nur über den Their^ ausgedehnt werden, oder man dehnt sie

über den ganzen Magneten aus und zieht die Werthe der Momente oder

Kräfte M' oder K\ die nach diesen Formeln berechnet werden, ab. Die

eigentlichen von B herrührenden Momente oder Kräfte M'\ K" müssen so

berechnet werden, dass k nicht constant innerhalb B angenommen wird.

Vergleicht man die Ausdrücke für Kräfte und Momente, so sieht man,

dass die Kräfte o
4
, die Momente ?

s im Nenner enthalten. Setzt man
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v= q* siny dy dß, so wird klar, dass in den Ausdrücken für die Momente,

ausgedehnt über J9, eine Veränderlichkeit von tu, ia, iy nur Glieder liefert

von der Ordnung der Dimensionen von B, und daher weggelassen werden

kann. Es ist aber evident, dass die Wirkung lauter gleich intensiver

Ströme von gleicher Richtung, wenn dieselben in einer Kugel gleichmässig

vertheilt sind, auf ihren Mittelpunkt gleich Null ist.

Berechnen wir nun das Moment derselben itugel bei constant gedach-

$ $ $
tem k. Es ist dazu nun nöthig

, ^ , ,^ zu bilden und die Integrati-
OX

x Oj/i 0z
l

onen auszuführen. Da

r r

dxi dx 5

so ist z. B.

:

und die eine Integration kann man ausführen? schreibt mau dann:

dw sinty dy d&, cosl= cosip, cosm =sw cos&, cosn =fin^ sin S,

so sieht man, dass nur das mittelste Glied bleibt, und es kommt:

dy>

indem ia, iß, iy als constant angesehen werden. Es kommt ebenso:

dq \nk

dq 4nk
.

wenn q über die Nacbbarmoleküle ausgedehnt wird. Aehnliche Werthe
hätte man auch erhalten müssen, wenn man B durch eine beliebige krumme
Fläche begränzt dachte, z. B. eine gegen den afficirten Punkt excentrische

Kugelfläche.*) Dann könnte man q durch Integration bilden und die

Werthe rechter Seite von 10) wären die Differentialquotienten dieses Inte-

grales gewesen. Es folgt daraus, dass auch i, <*,, i
t ßt ,

i
t yt

als Differential-

quotienten eine Function q>t
geschrieben werden können

:

?lttl

-~äv lißi~^ ,yt~ä^
11) { und ebenso:

dq> dq> dtp

*) ßiehe hierüber das Ende dieser Abhandlung.
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\

Dieser Beweis wird durch eine hald zu machende Bemerkung noch

etwas kräftiger gemacht werden, als er so zu sein scheiut. Man könnte

nämlich einwehden, dass bei der Bildung der Differentialquotienten von q,

die in die Momente eingehen, 10, iß, iy und ebenso t, «,, », ßit i, y{
als unab-

hängig von x
i y, z, angesehen würden und dass es frei stünde, jede Grösse

W als partiellen Differentialquotient nach 2, z. B. von

Ux, + Vy
x + Wz,

anzusehen.

1 1 . Werden die Werthe 10) in die Momente eingesetzt, so ergiebt sich

Mx — MyZz=Mz — 0. Es dürfen daher die Momente eines Magneten auf

einen Strom im Innern nach den früheren Formeln berechnet werden.

Rechnet man dazu das von der inducirenden Kraft herrührende Moment,

welches jedenfalls auch durch die Formel 2) berechnet werden kann, wenn

nur anstatt des Integralwerthes q ein q eingeführt wird , das für jeden ge-

gebenen Fall zu bestimmen ist, so sind die von den Momenten herrühren-

den Gleichgewichtsbedingungen

:

Man sieht sofort, dass sich diese Gleichuugen auf 2 redlichen, oder auch

wenn q+ q'^Q gesetzt wird, geschrieben werden kann:

12b) *fr ua" *vr ttßt
>

" My"

wobei u eine vorläufig ganz unbestimmte Function der 3 Coordinaten, die

vermöge der Bedingungen des Gleichgewichts für Verschiebungen bestimmt

werden soll.

12. Die Differentiationen, vermögo deren die Kräftecomponenten X,

Y, Z aus den Momenten oder direct aus q hergeleitet werden , sind so zu

nehmen, dass /,«,, i
l ß„ i,y, als unabhängig von *„ y,, t

t
angesehen werden.

Wurde nun das Integral q über B ausgedehnt, so war zu schreiben:

/jj=:i
1 ft + etc.

iy — », y,
-(- etc.

und offenbar sind 1«, iß, iy unbedingt unabhängig von <r„ y„ Dies er-

giebt sich auch aus 13), aber man sieht ein, dass bei der Berechnung von

X
y
Y, Z aus q oder M wohl zu unterscheiden ist, welche /, «n t\ ßt1 1, y, von

10, iß, iy herrühren und welche ursprünglich sind. Die ersteren sind bei

allen Differentiationen nach xi} yit z
t
als variabel anzusehen.

Dies ist die Bemerkung, die zur Stützung der Gleichungen 11) ver-
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sprochen wurde, indem sie zeigt, dass in der That die Grössen i, a„ i, /?,, t, y,

bei der Bildung von 10) nicht als constant betrachtet wurden; diese Her-

leitung der Formeln 11) hängt nicht mit den Gleichgewichtsbedingungen

zusammen, sondern ist durch die Form der Werthe Mx Mv Mm bedingt. Sie

w ird also auch im bewegten Zustande richtig bleiben.

13. Die eben gemachte Bemerkung soll nun zur Uerleitung des Wer-

d* 0 d* 0 d*0
thes von -

—

1+ —

—

t + jr—t benutzt und so ihre Anwendung gezeigt wer-
cx

x
cy

i
cz

i

. den. Eine weitere wird später folgen.

Man sieht sofort ein, dass bei dieser Rechnung q gar nicht in Betracht

kommt. Durch eine andre Anordnung aber erhält man für diesen Werth

die Form:

^=~k lia Udv + ^-k (iß (Jdv + ^-kl iy üdv
,

wenn dv das Volumelement. Vermöge der Eigentümlichkeiten von ü
(s. Nr. 4) und der in dv eingehenden Potenzen von ? bei Wahl der Polar-

coordinaten ^, ^,6 sind die von der Veränderlichkeit von i«, iy her-

rührenden Theile (s. 13) gleich Null, und d&J*Udv= — An wie man weiss,

so ist:

was mit dem von Poisson entwickelten Werthe stimmt, wenn mau berück-

sichtigt, dass der Werth Q bei uns der negative Werth des Q ist was Poisson

benutzt.

Ebenso kann der Werth V aus 7) durch Integration bestimmt werden:

r=-kji{aai +ßß t + y yi)üdy>

oder

V'= + Anki t

I-—= 4nk-— ,
-— =4**7— , -— — 4 7t A' -—- .

\cx
l

o x
{

oy
t o iji o z

t
d z

t

14. Nach dem frühereu ist es nicht richtig, die Werthe X
y
Y, Z die

von den Nachbarmolekülen kerrühren, selbst unter Benutzung der Correk-

tiouen, mit constantetn k zu berechnen, sondern man muss vielmehr erwar-

ten, dass anstatt k eine Funktion von t/>, G> eingeht, die periodisch nach

allen ist und innerhalb 0 und R für q unendlich oft die Werthe 0 und 1

passirt, nie dieselben überschreitend. Man hat aber nicht nöthig, eine der-

artige verwickelte Funktion einzuführen. Aus den Formeln 10) folgt näm-

^ ^ $
lieh, dass die Werthe von 7-^- bezüglich B unabhängig von der

cx
i

y dy
i

1 oz
i

6 66

Grösse des Kugelradius sind, den man B giebt, und dass man dieselben
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Werthe 10) auch erhalten, wenn diese Kugel in einem endlichen Verhältnis»

zum magnetischen Molekül stände, dem das Theilchen angehört, während

es doch unendlich viele derselben umfassen sollte. Man kann aber im mag-

netischen Molekül allemal eine Kugel construiren , die ganz innerhalb des-

selben fällt, und die das betrachtete Theilchen mit umfasst; für diese Kugel

aber wäre Xr= 1 au setzen und man sieht daher, dass die eigentlichen

Werthe von*-— . . . aus den früher entwickelten hervorgehen, wenn man

darin 1 anstatt k setzt. Diese Betrachtungen gelten übrigens für alle mag-

netische Theilchen, in die man das Molekül zerlegen kann , mit Ausnahme

der in der Oberfläche liegenden , so dass schon auch hier ein Unterschied

hervortritt zwischen Oberfläche und Innerem, nur braucht derselbe nicht be-

rücksichtigt zu werden, weil die.Oberflächen-Theilchen nur einen unendlich

kleinen Theil vom ganzen Volum ausmachen.

15. Es ist jetzt leicht zu sehen, von welcher Form die Correktionen

sind, die den Werthen Jf, 7, £, wie sie aus den früheren Formeln folgen,

beizufügen sind. Es braucht hier nur eine dieser Grössen, z. B. X
%
betrach-

tet zu werden.

Man berechnet aus 3 Theilen : Die früheren Formeln werden über den

ganzen Magneten ausgedehnt, dann der Integralwerth X' bezüglich B sub-

trahirt, und zuletzt der wahre von B herrührende X" dazugerechnet. Man
sieht sofort ein, dass die Differenz X"— X unabhängig von der Wahl der

Gestalt von B sein muss. Diese Bemerkung wird die Betrachtung der

Correktionen bedeutend vereinfachen, und auch einige wichtige Relationen

entwickeln lassen. Vergleicht man die Formeln 10) mit 14), so sieht man,

d o
dass die Formeln 10) nicht die vollständigen Werthe von -— . . . geben.

Es müssten nämlich zu diesen Werthen Glieder kommen , die die Diffe-

rentialquotienten von ta, »jS, ty enthalten, und Factoren von der Ordnung

wie R enthalten. Bei Differentiation nach xu y,, c, werden diese Glieder

endlich. Wählt man aber für B eine um das Molekül concentrische Kugel,

so enthalten diese Glieder gar keine bei der Diflereutiation nach xu yly z
t

als variabel zu betrachtenden Grössen und sie brauchen daher nach der eben

gemachten Bemerkung bei der Berechnung von X"— X' gar nicht berück-

sichtigt zu werden. Diese Berechnung aber kann auf doppelte Weise aus-

geführt werden, einmal mit zu Hilfenahme der Differentialgleichung:

c Vv d Mt

und des zweite Mal direct aus F, welches durch 6) gegeben ist. Nach der

eben gemachten Bemerkung aber ist es erlaubt, anstatt

1/ M dq dq dq

o x
{

o q t
ö 2,

die durch die Formeln 10) gegebenen Werthe zu benutzen, während für
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der Werth 14) einzuführen ist, und nicht ein Werth, wie er aus den Formeln

10) zu berechnen wäre. V kann geschrieben werden

:

/ g.l a.I a«i \

und es ist daher:

7\

X"~ X'
da-,

•'•*'fJJl>7?

1

3f,
dxdy dz((l— £) + 4« (1— Ar)

dx
t

y

da sich bei der Integration über eine um den betrachteten Punkt concent-

rische Kugel die übrigen Glieder heben. Bei der Differentiation nach x
l

ist in den Factoren «,
f
, 0,*, y* nur ein ß,, y, als variabel anzusehen nach

$ 12, doch fällt dies hier nicht ins Gewicht, da

«i da, + ßt rffc+y, </y,=0,

und wegen «,* + ßf 4-y,*= 1 kommt:

X — X — — (1— k) J-4w (1 — —- .

Berechnet man jetzt X"— X' mit Hilfe der Momente

:

*,r^r.(-^>.)-«.(-^.7i)

so folgt:

x -•r== l-TL ,,

'-äir +ft äPr
+ "

,^r
- vir + +

"^rAl
+ -W +

Ii?
+

f
(I -*>

+ 4jl(1_*)|i.

•.r i i^i • t t . . ^'tTi di't«, 3t, er,

Vermöge der Gleichungen 10) aber ist ~—=—— ,
——=—— , und

O Z\ OX
x 0yi

OX
x

es entsteht bei Benutzung von 14)

:
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- - .'

,r n,-i ii- r i- -i
- - 1-1 "ii-

i

1 1- - - r m i

—i— i- i ,r ,r n~ i-.i-.-iT .r ,r ,r ,- .- ,r ,
-

.1
- ,- , 1V1 ->.- r< m . . , m-i fy^jm \

Aus der Vergleichung dieser beiden Werthe folgt, dass sobald Dicht Ar= 1

ist:

16. Schreibt man

:

3 a-,

so erhalten die Gleichnngen AT= Ö, F= 0, Z= 0 die einfache Form :

du«
l

duß
t

duy
%

3i,

^yi ^y,
v 'dy

t

oder, da

so folgt für

dua
t dufa 3«y, t

.di
t

.

dar,' 3y,' 3 2,'

3 m . 3»,_ == _ 4 *(* + *)—!-

3 .r, 3 a,

und diese 3 Gleichungen reduciren sich anf

:

17) «= — -.«(A + t^ + C,

wobei C durch unare Theorie ganz unbestimmt bleibt. Bildet man den

Ausdruck —^ -f-
—--

t -f -

—

i
mit Beachtung von 12b) und 17), so folgt

wegen lö)

:

18) ^ + ^'+*l! =:0
3 a:, 3 yx

3 z,

Da m«,, m/J„ My„ Differentialquotienten einer Funktion Q, t, «„ t
, y, aber

solche einer Funktion g>, sind nach 11), so mugs nach 17) auch sein:

lax a~-
d-*±- Ä-**'. v - d **U) ai "3^,' P'-ay,' y, ~3^'

Die Gleichungen 14) und 19) lassen sich weiter combiniren zu interessanten

Folgerungen.
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Die Gleichungen:

a1
^, ay, a*^, a>

,
a>, _ ay,

ä^a^i ay, a.r, ' a.r, ar, dz
t
dx

t

' dy
i
dz

l
dz

l
dy

i

verglichen resp. mit

a'y. _ a«y
t

ay, = a»<p, a*<p
t

- _ ay,
dx

t
dy

t dytdxt
1 dx

t
dz

x
dz

x
dxj dy

x
dz

t
dz

x dyx

liefern die beiden Gleichungen:

ai 4 ai. du

Legt man die Achsen so, dass die x-Achse die Normale zum Strome x
t y t

z
t

bildet, so folgt hieraus:

2tV ^1-0- —'-0
d. h. die Intensität ist constant in den von den Stromebenen umhüllten

FlSchen. Aus den Gleichungen 16) und 18) aber folgt auch:

was sich mit 20) nur verträgt, wenn:

23^ *L- 0 Ü-o -'-O

d. h. wenn die Intensität constant ist in der Ausdehnung des ganzen Mag-

neten.

Daraus folgt, dass «, wie es die Gleichung 17) liefert, constant ist,

und es soll der besseren Vergleichbarkeit wegen mit den Formeln von

Poisson in der Form

24) «=y (*-*)««

geschrieben werden.

Für diesen allgemeinsten Fall des magnetischen Gleichgewichts wer-

den die Gleichungen 12 b) möglichst einfach. Ich werde später darauf zu-

rückkommen, dass nicht in allen Fällen diese einfache Form zulässig ist.

17. Wegen der Gleichung 16) vereinfacht sich der Integralwerth von

q in 8) zu:

25) q= ~ k l cosl + —- cos m + -Z-cosn)—

.

J \dx a y dz / r

Die 3 Gleichungen 12 b) lassen sich in eine zusammenziehen :

26) Ö = y + C

und die Conatanto C, kann ausser Acht gelassen werden, wenn man sich

<p t
mit derselben behaftet denkt. Die Gleichung 26) wird dadurch zu

:

27
) y(Ä ~ + *y(^ COA/ +^ C0'w +ff co*")y — 9= 0.
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Man kann auch 25) noch einfacher schreiben. Ist x der Winkel der nach

aussen gerichteten Normale mit dem Radiusvector, so ist

:

dm= o* siny dtydQ .

cosx'

und setzt

__ v . (da , da> da> \
28) k I

—— cos l ~r t~ cosm -j- cosn)~ E cos x ,
* \dx dy dz J

so wird q zu :

29) y= — fsinydy rfö,

und die Gleichung 27) zu

:

30) ~(h—k)q>
t

s

+ jj j 9* siny dy d& — 9'=0.

18. Für A===l sind diese Formeln identisch mit den von Poisson ent-

wickelten. Die Willktthrlichkeit von h zeigt, dass das magnetische Gleich-

gewicht auf unendlich viele verschiedene Arten eintreten kann. Jedenfalls

aber steht dieser Werth in einem gewissen, durch diese Betrachtungen aber

nicht entdeckbaren Zusammenhange mit der inneren Beschaffenheit des

Körpers. Es ist aber wohl denkbar , dass je nach der Beschaffenheit von

q auch ein anderes h bedingt wird und es braucht desshalb auch i
t
propor-

tional zu sein der Inteneität der Induction. Man sieht nämlich leicht ein,

dass für ein fest bestimmtes h die Proportionalität durch Gleichung 27) oder

30) verlangt wird, dass aber für variable h dieselbe nicht gefordert wird.

Es erklärt also auch die Ampere'sche Hypothese in ihrer einfachsten

Form diese durch die Experimente bewiesenen Umstände ohne, zu Hilf-

nahme der von Weber in seinen elektrodynamischen Maassbestimmungen

über Diamagnetismus angenommenen Modifikation. Diese Verschieden-

heit der Ampere'sehen Hypothese und der von Poisson benutzten ist, wie

ich glaube, desshalb bis jetzt nicht aufgefunden worden, weil man die Iden-

tität beider Hypothesen schon daraus genügend dargethan glaubte, dass die

Wirkung eines geschlossenen Stromes dieselbe ist, wie die einer gecchlos-

senen magnetischen Fläche.

Ist gar keine inducirende Kraft vorhanden, ist q~ 0, so ergiebt die

Theorie <p= 0, d. h. i= 0. Dieses Letztere aber kann auch nach unsrer

Theorie bei beliebigem q eintreten. Es ist nämlich in allen Gleichungen

der Factor \ t», i, weggelassen, also seine Verschiedenheit von 0 angenom-

men worden. Für »= t, = 0 aber ist es nicht erlaubt , und es ist dann

offenbar auch jedes Molekül des Magneten im Gleichgewicht, wie dies na-

türlich auch bei ganz unmagnetischen Körpern stattfindet. Unsre Theorie

umfasst nach Poisson auch das elektrische Gleichgewicht, indem für h= k

die Gleichungen identisch werden mit denen, die von ihm für diesen

Fall entwickelt worden sind. Wollte man die elektrische Vertheilung eben-

so wie die magnetische, entweder durch eine Vertheilung der Fluide oder
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durch elektrische Ströme in deii Molekülen erklären, so würde unsre

Theorie noch einen bemerkenswertben Vortheil gegenüber der anderen be-

sitzen. Die von Poisson für das magnetische Gleichgewicht gelieferten

Formeln gehen nämlich in die fürs elektrische über für k— 1 also für eine

ganz specielle Beschaffenheit der Substanz , und es wäre sonach in einem

des Magnetismus fähigen Körper keine elektrische Vertheilung möglich;

diesen Widerspruch enthält die Gleichung 27) und 30) nicht, wenigstens

bis jetzt nicht, da noch kein Züsamraenhang zwischen den inneren Eigen-

thümlichkeiten der Substanz und h aufgefunden ist. Die Gleichungen 12 a)

zeigen übrigens, dass für h=k oder u=0 jeder beliebige Strom im Innern

im Gleichgewicht ist, dass also ein elektrischer Körper ganz indifferent ge*

gen innere Ströme sich verhält, wenn Ar— 1.

19. Die Entwicklung der Gleichung 27) oder 30) kann vermöge der

Reihen geschehen, in die jede Funktion zweier Winkel & verwandelt

werden kann. Die Funktion <p genügt der Gleichung

wie sofort aus 16) folgt.

Man kann die Gleichung 31) in Polarcoordinaten umsetzen, indem man

schreibt

:

x= p cos ty, y= p sin cos&, «= p sin sin &.

Die Gleichung 31) wird so zu

:

32) ~Q V
_j_ ^ '

1

Die Funktion <p soll nun in eine Reihe

33) «p:=7?0 + *, + *, + ...

verwandelt werden, deren Glieder alle einer Differentialgleichung genügen,

z. B. Bn der Gleichung:

6 \ sin ib —— I ^.^— ^ -!-<>'*« + „(„ + !)«. = 0,
sin iitdii> sin* y d €r

diese Reihenentwicklung ist für jede Funktion zweier Winkel i/; O in der

ganzen Ausdehnung 0 bis rt und 0 bis 2n und zwar nur eindeutig möglich.

Vergleicht man diese Gleichung mit 32), so folgt

:

*(*)('+ 0 *» = 9 -*r
=£

1« '

und wegen der Eindeutigkeit der Reihenentwicklung folgt hieraus

f L,U ****

woraus folgt, dass Rn von der Form ist:

34
) «.-«"/z.+^i
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wo HH und Gn der Differentialgleichung genügen müssen, und keine Funk-

tionen von (t sind.

20. Es ist also <p ganz eindeutig entwickelbar und es wäre eine Probe

für die Theorie, dass der Werth von <p den Gleichungen genügte, die

früher für ihn entwickelt sind, dass er für i^j/ (^)*+ (ff)'

einen constanten Werth ergiebt. Da es nicht möglich ist, die Gleichung

27) allgemein zu lösen, so lässt sich auch die Probe nicht allgemein an-

stellen. Im Uebrigen lüsst sich sicher erwarten, dass sie zutrifft, weil dies

Resultat aus gewissen Eigentümlichkeiten von Q selbst folgte. Wir wer-

den übrigens auch Fälle kennen lernen, wo die Theorie diese Constanz

nicht verlangt.

Man sieht aus dem Vorigen , dass ich die Wirkung der Nachbarraolc-

küle auch durch die Formeln 1) und zwar mit Zugrundelegung rechtwink^

liger Coordinaten berechne. Wenn auch dann die Formeln eigentlich un-

bestimmte Ausdrücke ^- geben, so sieht man doch, dass denselben ein ganz

bestimmter Integralwerth entspricht. So ist es z.B. auch möglich, das

Integral von

da* ^ dt/ d*z

auf diese Weise sicher zu berechnen. Nun ist es dann nicht mehr erlaubt,

die Elemente so gross zu nehmen, dass sie eine Anzahl grösserer Moleküle

umfasgten.

21. Ohne jetzt die Ausnahmefälle zu betrachten, in denen nach der

jetzt entwickelten Analyse die aufgeführten Reultate nicht mehr zulässig

sind, will ich ein ganz speciellos Beispiel betrachten, welches zugleich als

Ergänzung von No. 19) aufzuführen nöthig ist. Aus der Beschaffenheit

der Gleichgewichtsbedingungen ersieht man, dass es viel leichter ist , das

q zu bestimmen, das einer bestimmten Vertheilung des Magnetismus ent-

spricht, als umgekehrt aus q die letztere zu berechnen. Es soll daher be-

rechnet werden, wie die influenzirende Kraft beschaffen sein muss, damit

in einer Kugel alle Molekularströme in parallelen Ebenen liegen. Man
wird aus diesem ganz speciellen Beispiele zugleich ersehen, wie in der

That die Willkührlichkeit von h zur gleichzeitigen Erklärung des magnetir

sehen und des diamagnetischen Gleichgewichtes genügen kann. Wegen der

Eindeutigkeit der Reihenentwicklung 33) kann dem so berechneten q auch

nur diese specielle Vertheilung entsprechen. Die constante Intensität sei t.

Die Ebene der Ströme werde zur t/t-Ebene genommen, so ist:

da> . ^P_
=^_ 0

dx ' dy dz •
'

also bis auf .eine ganz einflussreiche Constante <p= «x, oder
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un,d ist a der Kugelradius, so ist

7=; + £ ,' + £ p
' + etc-

Art coä^/,

in 30) aber ist anstatt p* einzusetzen o*. Da nun cos der Werth von Pt

ist für y— 0 und da allgemein:

n 2*

n 2n

47t

2« + l

u o

wo r,
Ä
der Werth von YH ist, wenn man q> durch ersetzt, so folgt, das«

aus 30) die Gleichung wird :

~ (A— k) »a-, + A- 1 — j'= 0.

Es muss daher q von der Form sein

q'= m x
t

.

Dies tritt z. B. ein, wenn sich die Kugel in einer gegen ihren Durchmesser

sehr weiten und langen Spirale, die von einem Strome durchflössen wird,

befindet. Das Gleichgewicht besteht, sobald

— n t— tn.

3

Für h =1 wird dies identisch mit der Formel von Poisson und man ersieht

daraus, dass die Einführung von k nicht einmal genügt, nach der Poisson-

schen Hypothese zu erklären, warum die Intensität in den verschiedenen

Substanzen beim inducirten Magnetismus so verschieden ist. Die Formel

35) zeigt übrigens, dass, da h willktihrlich ist, das magnetische Gleichge-

wicht für jede beliebige Intensität eintritt, so dass es erklärlich ist, dass

verschiedene Substanzen nach Aussen unter denselben Umständen entge-

gengesetzte Wirkungen ausüben können, indem für ein h von entgegenge-

setzten Vorzeichen auch i von entgegengesetzten Vorzeichen wird; dies

deutet dann entgegengesetzte Richtung aller Molekularströme an. Da
«, = l, ßx

= y, = o und Q (= q + q) von der Form Ax
{
ist, so muss auch

in der That das Gleichgewicht sowohl gegen Drehung als gegen Verschie-

bung für jede beliebige Intensität bestehen.

Bei der Berechnung des von den Nachbarmolekülen herrührenden

Momentes dürfen dieselben als parallel und gleich intensiv angenommen

werden (s. Nr. 9 und 10). Da nun sowohl q als q einer so beschaffnen

magnetischen Kugel für jeden beliebigen inneren Punkt nach der letzten

4 7t fc
*

Entwickelung gleich -— i, x, ist und bei beliebiger Lage der Achsen
ö
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— *'« + Af« + X« J«) 86111 würde, so folgt die Richtigkeit der For-

meln 10) auch für den Fall, dass B eine beliebige gegen die Punkte x, yt
z

i

excentrische Kugelfläcbe sei; nur muss sie alle Nachbarmoleküle umfassen
und sehr klein gegen die Dimensionen des Magneten sein. Es sind daher
bis auf Grössen von der Ordnung wie die Dimensionen dieser Kugel die

Ausdrücke -Ä*. -^i.ft, -12* die Werthe von |* ,£*,|£6 * 3 dx
t dt/i dz

t

für eine beliebige sphärische Gestalt von B und es sind daher auch nach
Nr. 14), wenn nicht eben k= l ist, die Gleichungen 11) hinreichend be-

gründet.

Die Ausnahmefälle von den jetzt entwickelten Resultaten gedenke ich

in einem späteren Aufsatze noch kurz zu erwärmen und dabei zugleich in

Etwas auf die Zustände an der Oberfläche zu kommen.

Kleinere Mittheilungen.

XXXIX. Entwickelung einer neuen Reihe für die Ganunafonction.

In der bekannten Gleichung

0

nehmen wir zaerst z= 1 -f-y, wodurch

erhalten wird, und benutzen hierauf die fernere Substitution

2) (i+.v) <r-y = \ — j*.

Dem Intervalle y=— l bis y= + oo entspricht das Intervall x= — 1

bis x= + 1, und es ist nur noch dy durch dx auszudrücken. Zu diesem

Zwecke geben wir der vorstehenden Gleichung die Form

y= * ,

y
- - =x/'(y),

j/l— {V + y)e~y

bei welcher das Theorem von Lagrange angewendet werden kann. Man
findet mittelst dieser Umkehrungsformel

Zeitschrift f. Mathematik u. Phy»ik. IV. 29
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3)
+ + •

/ a,= [/>«-7(y)»] füry=0

und nach Cauch y's Untersuchungen*) gilt diese Entwicklung für jedes

dessen Modulus weniger beträgt al9 der Modulus des kleinsten x, welches

durch Autlösung der.Gleichungen

erhalten wird. Im vorliegenden Falle ist leicht zu sehen, dass die genannte

Entwiekelung für jedes x gilt, dessen absoluter Werth unter der Einheit

liegt; bestimmt man daher dy aus Nr. 3) und setzt den Werth von dy nebst

dem, was unter Nr. 2) angegeben ist, in die erste Gleichung ein, so hat man

die Gleichung

-l
oder

m= iji („, +jl,+
1

-l + . . .

.)

Die Integration der einzelnen Glieder geschieht nach der Formel

' ^ 2r(p + m+ j)

1.3.5. .. (2m— 1) 1 p
2 * 2- '(/»+4)(p+|)...(*«-r-l)T(p + t)

und führt zu folgendem Resultate

1 p-^n j
fl, «, .

*»
, (^r(p + i) !/» + 4(p+\)(p+%)^ 4-Hpn)(p+l)(p+l) )

Für »= — £, wo q jedenfalls mehr als \ betragen muss, ergiebt sich

hieraus

m= « ^«

I

?
;

+

47^Vt) + «Ts-j (V+m+t) +
-I

und es dürfte diese Gleichung insofern bemerkenswert sein, als hier (g)

durch eine Facultätenreihe ausgedrückt ist.

Zur Berechnung der Coefficienten a„ «„ a5 etc. empfiehlt sich die in-

dependente Formel

nicht sonderlich und es ist daher besser, eine recurrirende Formel aufzu-

*) Moigno, Lecons de calcul diffireniiel, bfon 18.
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suchen. Aus der Gleichung 2) erhält man zunächst durch Differentiation

und Elimination von e~y

(l-*W=2*(H-y),
feiner durch «malige Differentiation dieser Gleichung

(1 — *») D» (yy) — 2n x D"~t(yy) - 2 n (n - l) />•- * (yy')

^=2(xy(-)-r-;<
yC-l));

führt man linker Hand die angedeuteten Differentiationen aus, setzt dann
x =0 und berücksichtigt, dass für diesen Specialwerth y verschwindet und= wird, so gelangt man zu folgender Recursionsformel

0« + («)»'«t ««-1 + (»)s («3 — 3 . 2«,) «_2

+ W4 («4 — 4 . 3 at) a„_3+ («), (
ß,- 5 . 4 at ) + . .

.

= 2« a„_j.

Diese liefert der Reihe nach, wenn a0= 0 gesetzt wird,

1
«t

3
,««

6 f^, « 45 ' *"~löF^ '
—

und es ist daher nach Nr. 4)

' V « / 24?(? + l) 845dj(H-l)(i+ 2)
+

""f

oder auch

V
' \ « / ' 24?+1^3456 (? + l)(y + 2) j

Die in Nr. 2) benutzte Substitution ist übrigens nur ein specieller Fall

der allgemeineren

(t + F)~(»-J)*.
worin q eine beliebige positive Grösse bezeichnet; nimmt man ?^=oo, so

wird

und dies ist jene bekannte Substitution, welche zuerst von Laplace in Nr.

23) der Theorie analylique des probabilites angewendet wurde.

O. ScHLÖMILCH.

XL. Heber eine transcendente Function. Die bekannten Regeln zur

Entscheidung der Convergenz oder Divergenz unendlicher Reihen geben
zu erkennen, dass die Reihe

•+f+(-;)
,

+(ö
,

+ 6)'+ ....

für jedes endliche u convergirt; ihre Summe ist daher eine bestimmte Func-
tion von w, die F («) heissen möge. Bei kleinen u hat es keine Schwierig-

keit, die Werthe von F(u) mittelst der Reihe selbst numerisch zu berech-

nen, bei einigermassen grossen u dagegen, wie z. B. für «=100, wird diese

29*
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Operation unausführbar, und es machen sich dann andere Methoden noth-

wendig. Hierüber mögen ein paar Worte folgen.

Setzt man

1) F(u)= le»"-
z
zer-*dz

y

(T

verwandelt die Exponentialgrösse e»**~~* in die gewöhnliche, nach Poten-

zen von uze~- fortschreitende Reihe und integrirt die einzelnen Glieder

mittelst der Formel
OD

0

so erhält man augenblicklich

u u* u*

2) fW=1 + ?+3> + 4>
+

und es ist daher

2) F(u)=l + uf(u).

Um weiter f(u) zu transforniiren, nehmen wir in Nr. 1) j = 1 + y und be-

ll

zeichnen — zur Abkürzung mit v ; dies giebt
ß

<x

/•(«)=!/ s^d+y)*-^! + y) e-ydy ,

eu
Hier benutzen wir dieselbe Substitution wie im vorigen Aufsatze , nämlich

(l + y)e-y=l
woraus für alle ächt gebrochenen x folgt

a
i I

at » ,

flJ .

wir erhalten dann

+1

nu)= t/^ 1"*^ 1~^
\

a
> + T *+ iTi

+
I
dx

oder

M= !/;.«.-'»(, _ *.)
i«, +i

& «. +_ .^_
4
«. +

j
„,.

Mult iplicirt man die eingeklammerte Reihe mit I— und setzt

«. = *.. = j-^SL-j-jiL«», a.s.w.,

so hat man nach dem Vorigen und nach Nr. 2)

1

3) F («)= 1 + 2 « *—-' (a, + At + b< x* + ) dx.
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Die Cocfficienten 60 ,
62 ,

b4 etc. sind vermöge der obigen Formeln bekannt,

nämlich:

es handelt sich also nur noch um die Ausführung der angedeuteten Inte-

gration. Ist nun m, mithin auch v, positiv, so setzen wir

/

vi x~ ——
V*

und erhalten

Die Integration der einzelnen Glieder liefert ein Resultat von der Form

4) ,M = 1+^e.-.|M. +^ +^ + }, .

worin

5) /„=Je
-'2

t
m dt.

o

Das erste der vorkommenden Integrale nämlich

ü 0 ^ 2 ^
kann mittelst der Kramp' sehen Tafel für die Transcendente

e~*dt

sehr leicht berechnet werden; ferner giebt die theilweise Integration in

Nr. 5)

n ~- ^r+i
oder umgekehrt

Jm¥ i = \ [(« +l)Jm ~ Y~tr+*e—),

und hieraus finden sich der Reihe nach /„ J4 etc. Zufolge der angegebe-

tien Coefficientenwertho und wegen t>= — hat man nun für positive t<

'o

=

1 + 2^ <M k«- r, © -ä '« i

Bei einigermassen bedeutenden u vereinfacht sich diese Formel. Weil

nämlich
00

0 </«-"' <£«-'•
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436 Kleinere Mittheilungen.

so kommt der Werth dieses Integrales schon bei massigen u (z. B. für «-— 5)

der Null »ehr nahe, sodass /„-- ^ ]/n gesetzt werden darf; gleichzeitig

werden f/ve-", }/v3 e~ v etc. Hehr klein und es ist daher näherungsweis

,
j/n _ 1.3 }/nA=4-—

.
= — n,8 - w *

mithin

7) FW =i ^(ij-
)

So wird z. B. für u — 100 e= 271,82818, v = 100, }/v — 10,

°<J
:
'-''

rf'<^-"w
<(rX

ferner haben 10 . e~ w> und 10*. e~m noch keinen Einfluss auf die 40,p De-

cimalstelle, und es sind daher die oben angegebenen N&herungswerthe

von J0 ,Jt i
J* au ^ 40 Decimalon richtig. Dies giebt •

F(l00e) — 1 + 10^ . elüü {l - -i- - —
iv } ^ r

» 2400 11520000 '

oder

(100<-) — 1 - - 10 }/Ix . €?
l(* . 0,99058,

log [F{100r) — I| - - 44,82830;

demnach beträgt /'(lOO^) eine Einheit mehr als eine aus 45 ganzen Zirt'ern

bestehende Zahl, welche zwischen 07353 .
10*° und 67354.10" enthalten ist.

Bei negativem u wird auch v negativ und nach Nr. 3)

l

F ( - w) = 1 - 2 u c-*- XjV***7

C'o + + + • • •) d-r;

0

hier lässt sich zwar die nämliche Substitution vx*=^t anwenden, aber das

Resultat ist von keinem Nutzen , weil man weder für

J e+ {* dt noch für e-"j e+<2

d

m io

eine Tafel besitzt. Wir gehen daher einen anderen Weg.

Durch Reihenentwickelung und Integration der einzelnen Glieder zeigt

sich, dass auch

e~*dz

o

ist; lässt man hier — u an die Stelle von u treten und benutzt die Substi-

tution e~ z— \ — x
t
so erhält man

1 1

f{— u)=Je <-'U - *»<«-*> dx *)• (1 - x) ~ •* dx.

ü 0
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Auf den Ausdruck (1 — u r
ist zunächst der Binomische Satz anwendbar

und zwar wird man die einzelnen Binomialeoefficienten entwickeln und
Alle« nach Potenzen von x ordnen ; dies gieht

l

f(~ u) =/(!-*)- |l + «*>+ | * +
2-'^*< + }

4,.

0

Die einzelnen Glieder können mit Hülfe der Formel
4

J
1

(«+l)(«+2)....(ti + « + l)

integrirt werden, wobei zur Abkürzung

(„ + 1) (
M+ 2) (u + 3) . . . . (m + «) =

sein möge ; man hat jetzt

x
1 2« , 3«

,
811 + 12k»

,
30tf + <M>tr<

/(-«)= 1 i h 1 h
W<1) "(3) «(4) "(5) «(6)

1 ,
2u

ä

23k+15m* ZMu + lWtt + mu'
™p 1 1 ~ "!"•»••

"(1) "(3) "(5) "<7)

mithin

8) F(—u) = 1 — u 2U* 23m* + 15m' 354 "*+ 780m$+ 180 "4

"(1) W(S) "(5, "(7)

Man ersieht hieraus, dass F(— w) bei unendlicli wachsenden u sich der

Grenze Null nähert. 0. Schlömilch.

XTJ. Eine Eigenschaft der conjngirten Diametralebenen des Ellip-

eoidß. Herr Lector Lindmann bewies im Jahre 1853 das bemerkenswerthe

und, wie es scheint, nicht beachtete Theorem, dass die Ellipse von conjn-

girten Durchmessern in vier gleiche Theile getheilt wird. Vermöge der

zwischen den Eigenschaften der Ellipse und denen der Ellipsoide stattfin-

denden Analogie lässt sich ein ähnlicher Satz für das Ellipsoid vermuthen.

Die Gleichung des Ellipsoides
,
bezogen auf drei conjugirte Diameter

mit den Längen 2 a, 2b, 2 c ist

Bezeichnet man mit l den Winkel zwischen den Achsen der y und z und

mit fi den Winkel zwischen der, Achse x und der Ebene yz, so ist das Vo-

lum eines der acht Theile, in welche das Ellipsoid durch die Ebenen

+ jh xz t i^ 2 getheilt wird,

f*
k

dzsin X sin ft^dx J*dy J

d

0 0 0
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sich die verschiedenen Vorzeichen der Grenzen auf jene acht verschiede-

nen Theile beziehen. Mit Hülfe der Formel

m v ml
jdxJf(x, y)dy~jvdxJf(x >

V V) (v e »ne Function von x)

6 U 0 0

erhält man das in Frage stehende Volnm, ohne Rücksicht anf die Zeichen

4-fl + 1

= sin k sin ft b cjdxj\\ —^ j/l — y* dy

0 0

— % sin k sin (i n bc
J*{\

—^ dx

0

*in ksin pizabc= 6 *

Der absolute Werth dieses Ausdrucks ist unabhängig von den Zeichen

der Grenzen; hieraus folgt, dass die conjugirten Diametralebenen das

Ellipsoid in acht gleiche Theile theilen.

Gothenburg. G. R. Dahlander.

XLH Heber die Genauigkeit einer besonderen Art von Hivelürin«

strumenten. Das von dem Ingenieur - Obersten Hogrewe erdachte Ni-

vellir-Instrument (welches jetzt in vorzüglicher Beschaffenheit vom Mecha-

niker Starke am k. k. polytechn. Institut in Wien verfertigt wird) hat,

wie bekannt, die Eigenthümlichkeit, dass man aus den Umdrehungszahlen

welche eine am Instrument angebrachte verticalc mikrometrische Schraube

angiebt, und welche der horizontalen Richtung der Fernrohraxc nnd deren

Einstellungen auf zwei an der Nivellirlatte befestigte Zielscheiben entspre-

chen, sowohl die Distanz der Latte vom Instrumente als die Lattenhöhe zu

berechnen im Stande ist. Die vollständige Beschreibung seiner Erfindung

hat Hogrewe in dem 1800 in Hannover erschienenen Buche: „Praktische

Anweisung zum Nivelliren" nebst detailirten Zeichnungen und allen nöthi-

gen Rechnungsvorschriften veröffentlicht. Die späteren Nachahmungen so-

wohl jenes Instrumentes als jenes Buches gaben zwar diesen beiden Djngen

eine fiusserlich verschiedene Gestalt, aber das Wesen derselben ist durch

sie nicht erweitert worden. Dies ist so richtig, dass, wenn Hogrewe
(S. 113 seines Buches) nur den Fehler in der Distanz einer Berechnung

unterzieht, welcher aus einer Unrichtigkeit iu den Ablesungen an der

Schraube entsteht, den aus gleicher Quelle entspringenden Fehler in der

Lattenhöhe aber gar nicht untersucht, genau eben so weit auch in allen

späteren über dieson Gegenstand erschienenen Schriften und in derselben

Weise vorgegangen wird
,

obgleich schwerlich Jemand verkennen kann
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dass die Fehler, welchen das Instrument beim Nivelliren unterworfen

ist, viel stärker ins Gewicht fallen nnd darum weit eher eine genauere Un-

tersuchung erheischen , als jene , welche bei der Anwendung desselben In-

strumentes als Distanzmesser zu befürchten sind. Ohne eine genauere

Untersuchung ist aber nicht nur kein Urtheil über die Leistungsfähigkeit

jenes Nivellirinstruments an sich, sondern auch keine Vergleichung dessel-

ben mit den gewöhnlichen Instrumenten möglich , und weun Jemand , be-

züglich des erstem auf die günstigen Resultate von Erfahrungen sich be-
'

ruft, welche vermeintlich in der nahen Uebereinstiramung zweier mit ver-

schiedenen Instrumen ausgeführten Nivellements von recht langen Li-

nien liegen, so ist es damit wohl nur auf ein „ rein praktisches " Publikum

abgesehen.

Dass das mehrerwähnte Nivellirinstrument dem gewöhnlichen, bei

sonst gleicher Beschaffenheit der Libelle und des Fernrohrs, nachstehe,

lässt schon der Umstand vermuthen, dass bei ersterm die Bestimmung jeder

einzelnen Lattenhöhe zwei Pomtirungen und drei Ablesungen an der

Schraube , somit fünf Fehler zu befürchten sind , während bei letzterm,

unter sonst gleichen Umständen , nur ein Fehler beim Einstellen der Ziel-

scheibe möglich ist.

U

Indem es nun ineine Absicht ist, die Gesammtwirkung jener fünf Feb-

lereinflüsse oder den mittleren Fehler des Instruments zu bestimmen,

müssen nothwendig die beiden, bei jeder Pointirung im Visiren und im Ab-

lesen an der Schraube eintretenden Fehler vereinigt gedacht und ihr mitt-

lerer Betrag als gegeben vorausgesetzt werden. Ebenso wird der mitt-

lere Fehler in der Beobachtung der einspielenden Libelle und der ent-

sprechenden Ablesung an der Schraube, — womit, wie bekannt, keine

Pointirung in Verbindung steht, — als gegeben betrachtet.

Dies vorausgesetzt sei nun

:

.v0 die beobachtete Angabe der Schraube bei einspielender Libelle,

s, und st die beobachtenden Angaben der Schraube bei Einstellung

der Visirlinien resp. auf die untere nnd obere Zielscheibe,

ft0 , p, , ft, die beziehungsweise diesen drei Beobachtungen entspre-

chenden mittleren Fehler,

4 D die Entfernung der Zielscheiben,

A der Abstand der untern Scheibe vom Fusspunkte der Latte,

L die aus den Beobachtungen berechnete sogenannte Lattenhöhe,

(i der mittlere Fehler in L.

Dieser Fehler ^ nun wird durch einen Satz bestimmt, welchen Gauss
in der Theoria combin. observ. erroribus minimum obnoxiae {png. 21, arl. 18)

begründet hat und welcher folgendermassen lautet:

Bezeichnete eine gegebene Function der Unbekannten *0,
s,, *, und p
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den mittleren Fehler, welcher in der Bestimmung von L zn befürchten ist,

wenn für *0. $,,$, nicht die wahren, sondern die von einander unabhängig

beobachteten Wertbe, welche resp. den mittleren Fehlern ju0 , , unter-

worfen sind, gesetat werden, so ist:

Für die Berechnung von L hat man, wie bekannt, den sehr genäherten

Ausdruck

:

folglich

— z=-Lf) *° ~ S* n —— *J -~° D

womit man au der Formel

:

gelangt, aus welcher sich die folgenden Bemerkungen ergeben.

2.

Unter den Stellungen, welche die Latte, bei unveränderlicher Entfer-

nung vom Instrumente, je nach der höheren oder niederen Lage des Auf-

stellungNpnnktes haben kann, gieht es eine, worin der Fehler ju sein Mini-

mum erreicht. Um diese Stellung zu bestimmen, bemerke man, dass für

eine und dieselbe Entfernung die Differenz als unveränderlich an-

zusehen ist, und dass, wenn man für einen Augenblick

st — «, = r also *,= r + *,

setzt, der Ausdruck für p in

:

fi= ^Y>* + (*o " *. - r)V + («i
-

übergeht. Darin kann sich allein noch ändern, und wenn man nach

dieser Grösse differentiirt und ~ = 0 setzt, so ergiebt sich als Bedingung

für das bezeichnete Minimum die Gleichung

(*o — *i — r
) Pt*— (*t - *o) Mt*= 0

aus welcher man durch Elimination von r findet

:

oder, da in der Kegel die mittleren Fehler p, , pt als gleich anzusehen

sind:

Wie sich hieraus ergiebt, ist der mittlere Fehler in der Lattenhöhe, bei

jeder Entfernung vom Instrumente , am kleinsten, wenn die horizon-
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tale Visirlinie die Latte in der Mitte der beiden Zielschei-

ben trifft. Obgleich sich dieses Ergebnis voraussehen Hess, so ist seine

Begründung dennoch von Interesse, weil sich aus der Natur des Minimums

nun mit Sicherheit schliessen lässt, dass der mittlere Fehler um so

starker ausfallen werde, je mehr die Latte entweder nach
der Tiefe oder nach der Höhe sich von der bezeichneten
Minimumstellung entfernt.

Daraus folgt, dass das Instrument gerade unter den Umständen, unter

welchen es, als die Arbeit fördernd uud sehr bequem, besonders empfehl-

ungswerth erscheint, nämlich bei sehr starken Gefällen, die geringste

Genauigkeit darbietet.

Ebenso wie bei starken Gefällen verhält es sich bezüglich des Nivel-

lirens auf grosse Distanzen, denn wie ein Blick auf die Formel für (i zeigt,

wächst diese Grösse sehr rasch mit der Distanz , welche durch den Aus-

druck:

Je m

, {k eine Constante)
s% — 5,

bestimmt ist.

Treten starke Gefälle und grosse Distanzen bei Anwendung dieses

Nivellirinstruments gleichzeitig auf, so wirken diese beiden , die Genauig-

keit beeinträchtigenden, Umstände zusammen und erhält der mittlere Feh-

ler überraschend grosse Werthe. In welchem Maase dies der Fall ist, geht

am bestimmtesten aus der nachfolgenden Betrachtung einiger besonderen

Fälle hervor.

3.

Was zunächst die Zahlenwerthe der Fehler und pt betrifft, welche

füglich einander gleich zu setzen sind, so hängen dieselben allerdings von

mehreren, nicht allein durch die Beschaffenheit des Instruments bedingten

Umständen ab. Man wird aber dem richtigen Werthe nahe kommen, wenn

man für eine gewählte Distanz der Latte das Einstellen auf eine Zielscheibe

sowie die entsprechenden Ablesungen an der Schraube öfter wiederholt,

die Summe der Quadrate der Abweichungen der einzelnen Angaben der

Schraube vom arithmetischen Mittel aller durch ihre um die Einheit ver-

minderte Anzahl dividirt, und schliesslich aus dem Resultate die Quadrat-

wurzel zieht.

Für die vom Mechaniker Starke verfertigten Instrumente wird häufig

als Ablesungsfehler der Betrag 0,003 einer Umdrehung der Schraube ange-

geben. Dagegen fanden Prof. Bauernfeind (s. Vermessungskunde 1. Bd.

p. 867) und andere Beobachter, dass der Werth 0,005 der Wahrheit näher

liegt. Für ein, allerdings schon seit mehreren Jahren in Gebrauch stehen-

des Instrument bezeichneter Art ergab sich mir (bei einer Distanz von 80

Klaftern) der mittlere Pointirungs- und Ablesungsfehler zu 0,0055. Es ist

daher im Allgemeinen eine der Genauigkeit günstige Annahme, wenn man
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^,-=^ = 0,005

setzt.
-

Für fi0 kann man , — die sorgfältige Jnstirung der Libelle und des

Fadenkroutzes vorausgesetzt, — in ähnlicher Weise wie oben für j», durch

wiederholte Beobachtungen einen mittleren Werth erhalten. Für das so

eben genanutc Instrument ergab sich immer ein über 0,004 hinausgehender

Werth. Zwar stehen mir ähnliche Bestimmungen für andere Instrumente

von derselben Constrnction nicht zu Gebote, jedenfalls aber dürfte der

Werth

*= 0,004

im Allgemeinen eher zu niedrig als zu hoch gegriffen sein.

Dieses vorausgesetzt, sei nun beispielsweise

:

s9— 21,5, s
t
= 4,5 ,

st= 10,5, D= 1 Klafter.

Hieraus erhält man aus der am Schlüsse des Art. 1 angeführten Gleichung

den Überaus grossen Werth p= 0,0029 Kl. oder 0,21 Zolle. Der für fi0 an-

genommene Werth trägt hier so wenig zur Grösse von p bei, dass, wenn
man selbst fio==0 gesetzt hätte, gleichwohl p== 0,0028 erhalten worden

wäre.

Die Constante k hat für die hier vorausgesetzten Instrumente von

Starke und für D= l den Werth 324, die Entfernung der Nivellirlatte be-

trägt also im vorliegenden Falle 54 Klafter/

Der Fehler p ist somit der T£To~ff Theil jener Entfernung

!

Obgleich nun die für s0) sty st angenommenen Werthe einen ziemlich

starken Gefälle entsprechen, so ist doch die Distauz nicht beträchtlich und
beziehen sich jene Annahmen auf einen bei Anwendung dieses Instruments

keineswegs selten vorkommenden Fall.

Um eines zweiten Falles zu erwähnen, sei

*0= 21,5, 5, = 20,0, st = 23,0, 5=1,
so entsprechen diese Annahmen der oben gefundenen Bedingung für das

Minimum des mittleren Fehlers, und man erhält für ft= 0,0018 Kl. Da
die Distanz 108 Kl. beträgt, so ist der Fehler yjrihnr der Distanz, während
beim Nivelliren nach der gewöhnlichen Art, welches hier leicht hätte statt

finden können, nur T<n»W, also nur die Hälfte des oben erhaltenen Feh-
lers zu befürchten gewesen wäre.

Es wäre leicht noch viel ungünstigere Fälle, welche häufig genug vor-

kommen und in welcher der Fehler das gewöhnliche Maas weit überschrei-

tet, zu bezeichnen. (So ist z. B. wenn s
0
= 21,5, s

t
= 36,5, *,= 38,5, = !

gesetzt wird, die Distanz = 162 Kl. (i= 0,028 Kl. oder ^iö* d. D.)
' Das

Angeführte reicht jedoch schon hin, um die Bohauptung zu rechtfertigen,

dass die nach dem Princip von Hogrewe verwendeten Nivellirinstrumente

gegen die gewöhnlichen, unter sonst gleichen Umständen, hinsichtlich der

Genauigkeit bedeutend zurückstehen, so grosse Vorzüge sie unläugbar

durch die schnelle Förderung der Arbeit, ferner bei manchen Tcrrain-
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Schwierigkeiten und in allen Fällen darbieten, in welchen es sich vor Allem

um Zeitgewinn , nicht aber um eine orhebliche Genauigkeit handelt, welche

also zu jener Art vorläufiger Ermittelungen gehören, deren Ausführung

Gauss bezeichnend „den Horizont abfegen" nennt.

Gratz. Dr. A. Wincklkr.

TJieoreme der Meohanik. 1) Wenn man über den
Seiten eines rechtwinkeligen Dreiecks Quadrate construtrt

'

und die Schwerpunkte derselben geradlinig verbindet, so

hat das entstehende Dreieck den nämlichen Schwerpunkt
wie das rechtwinkelige zuerst erwähnte Dreieck.

Ist «6c das rechtwinkelige und mnp das abgeleitete Dreieck, wobei die

Schwerpunkte m, n,p der über

den Seiten des rechtwinkli*

gen Dreiecks gezeichneten

Quadrate verbunden sind,

und bedeutet ferner o den

Schwerpunkt des rechtwin-

keligen Dreiecks, so bleibt

zu beweisen, dass o der

Schwerpunkt des Dreiecks

mnp ist.

Der Schwerpunkt des

Dreiecks mnp ist derselbe

wie der Schwerpunkt dreier

gleichen in den Puukten m,

n, p angebrachten Massen.

Es genügt dann zu erweisen,

dass wenn man m, n, p auf die Seiten ab und bc projicirt, die Summe der

Entfernungen der Projectionen der Punkte m, n, p von der Projection des

Schwerpunktes =0 ist.

Bezeichnen d
t
e, /, g die Projectionen der Punkte m, o, «, p auf bc

y
so ist

de~db + be = \ab + \bc

ef = \bf=\bc

wenn hk rechtwinklig gegen pg ist,

hk : ftp= hf : hc
,

und folglich

hk = hf=zfy.

Weiter ist
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eg=ef+fg---$bc + \ab,

folglich

de — ef— eg= 0.

Auf gleiche Weise lässt sich zeigen, dass die Summe der erwähnten

Entfernung =0 ist, wenn m, «,p, o auf die Linie ab projicirt werden. Das

angegebene Theorem ist hierdurch bewiesen.

2) Wenn man aus dem Schwerpunkte eines Körpers als

Mittelpunkt sphärische Oberflächen construirt, so ist für

jeden Punkt irgend einer dieser Flächen die Summe von den
Trägheitsmomenten des Körpers, hinsichtlich dreier gegen
einander winkelrecht durch den Punkt gehenden Achsen,
dieselbe. Jene Trägheitsmomentsumme ist ein Minimum für

den Schwerpunkt des Körpers und wächst immer proportio-

nal mit dem Quadrate der Entfernung von diesem Punkte.
Die Summe der Trägheitsmomente eines Körpers bezüglich dreier ge-

genseitig rechtwinkeligen Achsen ist 2f(x* -4- •+ **) dm. Bezeichnet man

mit r die Entfernung vom Coordinatenanfang bis zu jedem Partikel des

Körpers, so ist die Summe =2fr* dm. Bezeichnet r die Entfernung vom
Coordinatenanfang bis zum Schwerpunkte des Körpers und r" die Entfer-

nung von diesem bis zu einem beliebigen Partikel des Körpers, so ist

r*— r * -\- r 1 — Irr cos (r , r )

,

oder, weil vermöge der Eigenschaft des Schwerpunktes cos (r',r")= 0,

und

2frdm = 2/V * + r" f
) dm= 2r'Mf + 2fr" *dm,

wenn M die Totalmasse des Körpers ist. Aus dieser Formel für die Summe
der Trägheitsmomente findet man die oben erwähnten Sätze.

3) Der Gleichgewi cht s bedingung für einrotirendesFlui-

dum genügt ein unendlicher hohler Cylinder mit zirkeiför-

miger Basis, welcher mit constanter Geschwindigkeit um
seine Achse rotirt, sobald die gegenseitige Attraction der
Partikeln nebst der durch die Rotation verursachten Cen-
trifugalkraft allein auf denselben einwirken.

Die allgemeine Gleichgewichtsgleichung eines rotirenden Fluidums ist

dp — q \Xdx -f- Ydy -f- Zd z -f* w* (xdx -f- y dy)\
,

wenn p den Druck, q die Dichtigkeit, welche hier als constant vorausge-

setzt wird, X, Y, Z die Composanten der auf die Masseneinheit einwirken-

den Kräfte und w die Winkelgeschwindigkeit sind. Bezeichnet man den

inneren Radius des hohlen Cylinders mit r, den Radius eines beliebigen

Punktes mit r', die Attraction zAvischen zwt»i Massen, jede = 1 und in der

Entfernung 1, mit /, so sind die auf die Masseneinheit in den Punkten x, y, z

einwirkenden Attractionscomposanten

:
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x — 7*

27t<,f (r'W)
-^tY= —
r

Durch Einsetzung dieser Werthe erhält man

Nun ist + y*= r «, also

2

und

Durch Integration ergiebt sich

P = | K r'* + 2»^r«/ (r")- 2^/V'] + &

Nun ist jd= 0, wenn /= r, folglich

P = { [»* - r«) + 2 *./V / (£) - 2 , 9 / (r- - ,*)] •

Bezeichnet man mit Ä den Radius des äusseren Greuzcylinders, so ist,

wenn p = 0 für r = R
,

Als Bedingung fUr die Möglichkeit des Gleichgewichts wird daher er-

fordert, dasa

Diese Bedingung ist immer erfüllt, da — immer grösser als 1 ist. Fer-

ner ist es nöthig, dass die auf ein Partikel einwirkende Kraft an der

Fläche gegen das Innere der Masse gerichtet ist. Dieser Vorbehalt wird

ausgedrückt wie folgt:

^ <(
w^) Äoder -[ 1 _ (

(a |

:i ,

welche Bedingung immer erfüllt ist.

Gothenburg. G. R. Dahlander.

XLIV. Heber die elementare Bestimmung der Trägheitsmomente.

Wo es darauf ankommt, die Mechanik ohne Hilfe der höheren Analysis

vorzutragen (wie z. B. an Gewerbschulen) , benutzt man zur Bestimmung
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der Trägheitsmomente das bekannte elementare Summationsverfahren, wel-

ches eigentlich eine verkappte Integration ist und zuletzt immer auf den

Satz zurückkommt, dass der Quotient

l* + 2* + 3*+. ..+ »i*

bei constanten ganzen positiven k und unendlich wachsenden n gegen die

Grenze 7—— convergirt. Dieser Weg hat zwar keine Schwierigkeiten, ist
k 1

aber manchmal etwas weitläufig; man wird daher eine kürzere Methode

gern sehen, bei welcher der genannte Hilfssatz erspart und nur die'Aehn-

lichkeit geometrischer Gebilde in Anspruch genommen wird. Ein solches

Verfahren findet sich in dem „Bericht über die königliche Provinzial- Ge-

werbeschule zu Hagen, von dem Director Dr. Zehtne, Hagen 1858"; mit

Erlaubniss des Verfassers theilen wir das Nachstehende daraus mit.

Sind Af|
,
Mt ,

Mt etc. die Massentheilchen eines um eine Achse rotten-

den Körpers
,
x

t ,
xt ,

x9 etc. die respectiven Abstände derselben von der

Drehungsachse , so ist bekanntlich das Trägheitsmoment des Körpers

T=M
l
x* + Mt x* + M3 x* + ...== Z (Mx*).

Das Gewicht eines jener Massentheile sei G, sein Volumen seine

Dichtigkeit y, und g die Beschleunigung der Schwere; man hat dann

M~ — =• —
,

9 <J

mithin

r=i-2:(yrx»), * -

und bei einem homogenen Körper^ wie er künftig immer vorausgesetzt wird,

T=t E(Vxl
).

9

Die noch übrige Summe enthält nur geometrische Grössen und kann

demnach der geometrische Factor des Trägheitsmomentes heissen. Im

Folgenden handelt es sich überhaupt um die Bestimmung dieses Factors

und daher sollen künftig unter M
t ,
Mt etc. nicht die Massen selbst, sondern

nur ihre geometrischen Factoren verstanden werden.

Aus der Definition des Trägheitsmomentes folgt der bekannte Satz:

Ist T das Trägheitsmoment der Masse M in Bezug auf eine gegebene Achse,

U ihr Trägheitsmoment in Beziehung auf eine durch den Schwerpunkt von

M gehende Parallelachse, endlich d der Abstand beider Achsen, so gilt die

Kelation

T~ U + Md\
deren Beweis wir füglich übergehen können.

Wir betrachten nun zwei geometrisch ähnliche Körper, die um ähn-

lich liegende Achsen rotiren, und nennen tn das Verhältniss zweier ent-

sprechenden Linien in jenen Körpern ; wir haben dann einerseits
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T=Z(Mx>), r^ZOi!').
Andererseits ist wegen der Aehnlichkeit M=zm*ft, ar= m£, folglich

J=m52: d.h. T= m5
r.

Bei rotirenden Flächen ergiebt sich auf gleich einfache Weise

:

T— m*t

und bei rotirenden Linien

:

7 = mÄ
T.

Diese Hilfssätze reichen aus , wie man sogleich sehen wird.

1. Das Trägheitsmoment einer Geraden / in Beziehung auf

eine durch ihren Endpunkt senkrecht zu ihr gelegte Achse heisse T\ in

Beziehung auf eine durch ihren Mittelpunkt (Schwerpunkt) parallel zu jener

gelegten Achse sei das Trägheitsmoment Z7, es ist dann

wo M die Masse der Geraden bedeutet. Denkt man sieb eine zweite Ge-

rade \l , welche um eine durch ihren Endpunkt senkrecht zu ihr liegende

Achse rotirt, und nennt r ihr Trägheitsmoment, so ist einerseits

U--=2t,

weil die ganze um die Mittelachse rotirende Gorade / für zwei Gerade

(jede £/) gelten kann, die um eine gemeinschaftliche Endachse rotiren.

Andererseits hat man wegen der Aehnlichkeit für m = 2

T=2S T — 8i;

aus den drei vorhandenen Gleichungen mit den Unbekannten jT, II, t er-

giebt sich

T=^Ml* und U=^Ml*,
womit das Trägheitsmoment einer Geraden sowohl in Beziehung auf eine

Endachse , als für -die Mittelachse bestimmt ist.

2. Das Trägheitsmoment eines Rechtecks von der Breite b,

der Höhe h und der Masse M sei T, wenn die Drehung um b geschieht; es

heisse dagegen U
t
wenn die zu b parallele Mittellinie als Rotationsachse ge-

nommen wird; es ist dann

r= u -f M{\h)\

Man theile nun das Rechteck durch zwei Mittellinien in vier congruente

Rechtecke,* deren jedes %b zur Breite und ±h zur Höhe hat, und nenne t

das Trägheitsmoment eines solchen Rechtecks, wenn es um die Seite \b

rotirt; es ist dann einerseits

— 4t,

weil das kleine Rechteck um die Mittelachse des grossen viermal ebenso

abgelagert ist, wie um seine Seite \b. Andererseits giebt die Aehnlichkeit

für m= 2

T=2*t= 16t,

und aus diesen drei Gleichungen folgt

3. Das Trägheitsmoment eines rechtwinkligen Parallel-

Zeilfchrift I. Mathematik u. Physik IV. 30
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epipedes aus den Kanten a
y
b, c heisse T, wenn die Drehung um die

Kante c geht, dagegen <7, wenn eine durch den Mittelpunkt des Körpers

parallel zu c gelegte Gerade zur Rotationsachse genommen wird ; es ist dann

n* -f- b*
T ----- 6r+ J/rf»= t: + V •• .^ 4

Zerlegt man den' Körper durch Mittelflächen in acht congruente Pa-

rallelepipede , deren jedes die Kauten \b
,
\c besitzt, und nennt t das

Trägheitsmoment eines solchen Theiles in Beziehung auf \c als Drehungs-

achse , so hat man ähnlich wie vorhin

f/ = 8t

und zugleich wegen der Aehnlichkeit

r=25
r = 32T.

Aus diesen Gleichungen rinden sich die Werthe

T= l M {a* + 6«) , U= ^ M (a* + 6").

Wie man mittelst der vorigen sechs Formeln die Trägheitsmomente

geradliniger Gebilde überhaupt entwickeln kann, ist bekannt genug und

bedarf deshalb hier keiner Auseinandersetzung.

Noch wollen wir das Verfahren mittheilen , welches der Verfasser zur

Bestimmung der Trägheitsmomente des Kreises, des Cylinders und der

Kugel anwendet; dasselbe ist zwar nicht kürzer als dasgewöhnliche, aber

durch eine gewisse Eleganz bemerkenswert!!.

4. Das Trägheitsmoment der Kreisfläche in Beziehung
auf einen Durchmesser. Man denke sich den Durchmesser 2r, wel-

cher als Momentenachse genommen ist, in 2« gleiche Theile getheilt, wobei

f
-^ = 6 sein möge, lege durch jeden Theilpunkt eine Senkrechte zu 2r und

ziehe durch die Punkte, in welchen letztere den Kreis treffen, Parallelen

zur Achse; es entsteht dann ein Polygon mit abwechselnd ein- und aus-

springenden Winkeln. Die Abscissen der Theilpunkte mögen der Reihe

nach x
t ,
xt , . . . x„= r, die zugehörigen Ordinaten y t , yt , . . . yn = 0 heissen

;

irgend einer der entstandenen Streifen hat xm x ,„—\ = 6 zur Breite und

Zym— f/ri— xJ zur Höhe; seine Masse sei pm . Nun ist sein Trägheits-

moment in Beziehung auf die gegebene Momentenachse = j'2 ftm (2 (/„,)*,

mithin das Trägheitsmoment des halben Polygones

oder auch, wenn die Summirung auf die einzelnen Theile bezogen und die

Masse des Halbpolygones =M gesetzt wird,

Man denke sich jetzt eine zweite Momentenachse durch den Mittel-

punkt des Kreises senkrecht zur ersten gelegt ; in Beziehung auf diese ist

das Trägheitsmoment des vorigen Streifens pm (xm — ^ d )* -+* ^ m*» ^ *,

folglich das Trägheitsmoment des halben Polygones
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. -— - -

= Z

b

*') - SS
f f

c ü - £ d) j + 1'^(fi **)

Aus beiden Gleichungen erhält mau durch Elimination von 2{fix*)

3 7V + 7; V/* - ar[,u (.< - £ d)] + ,»* J/o».

Dabei ist Z\p, (x — die Summe der statischen Momente aller Streifen,

also = Af|, wenn § die Abscisse des Schwerpunktes vom Halbpolygone be-

zeichnet*). Lässt man nun in der Gleichung

3 rx + r, r= )/ r» — v 4 a +^ »/ a 2

n ins Unendliche wachsen also ö gegen die Null convergireu , so wird

3 7, + T
;
,
--^Mr*

und es ist jetzt T
y das Trägheitsmoment des Halbkreises in Beziehung auf

den ihn begrenzenden Durchmesser, Tx das Trägheitsmoment desselben

Halbkreises in Beziehung auf den zu jenem normalen Durchmesser, M die

Masse des Halbkreises. Bezeichnet V das Trägheitsmoment des Vollkreises

in Beziehung auf einen Durchmesser und M' seine Masse, so hat man gleich-

zeitig T,. - -: ^ r, Ty = 4 L\ M £/)/', mithin aus dem Obigen

5. Das Trägheitsmoment eines geraden Kreiscylinders in

Beziehung auf seine geometrische Achse kann auf bekannte

Weise aus Nr. 3. abgeleitet werden und rindet hier nur des Folgenden

(Nr. 7.) wegen Erwähnung; ea ist, wenn r den Radius und M die Masse be-

zeichnet,

U ^ \ Mr\

6. Das Trägheitsmoment des geraden Kreiscylinders in

Bezug auf eine durch seinen Schwerpunkt normal zur geo-

metrischen Achse gelegte Momente nachse findet man auf eine

ganz ähnliche Weise, wie in Nr. 4. das Trägheitsmoment des Kreises.

Denkt man sich nämlich die dortige Figur als normalen (Querschnitt des

Cylinders, dessen Höhe h sei und dessen geometrische Achse senkrecht auf

der Ebene der Figur steht, so entsprechen den früheren Parallelstreifen

nunmehr Parallelepipede, von denen irgend eines die Kanten Ö, h be-

sitzt und dessen Masse u heissen möge. Es ist nun

andererseits in Beziehung auf die »/-Achse

*
' Wir sind hier, wie auch hei den nnchherigen Entwicklungen, dem Verfasser

nicht wortlich gefolgt ; derselbe vernachlässigt nämlich das oben durch £ ausgedrückte
(ilied, und dies ist deswegen ungenau, weil eine unendliche Menge unendlich kleiner

Vernachlässigungen möglicherweise einen endlichen Fehler /.ur Folge haben könnte.

Digitized by Google



450 Kleinere Mittheilungen.

wo M die Masse des halben eingeschriebenen Parallelepipedes und £ die

Abscisse seines Schwerpunktes bezeichnet. Man hat nun weiter

3 Tx + Ty = $Mh* + Mr* — M |d — * Mö\
mithin durch Uebergang zum Cylinder

3 7V+ = JIT(r»+ JA«).

Ist nun U das ursprünglich gesuchte Trägheitsmoment und M' die Masse

des ganzen Cylinders , so muss aus naheliegenden Gründen sowohl Tx als

T
y

gleich £ U und M= sein; daraus folgt

7. Trägheitsmoment der Kugel in Beziehung auf einen

Durchmesser. Denkt man sich den in Streifen zerlegten Kreis um die

x-Achse rotirend, so beschreibt jeder Streifen einen Cylinder, dessen

Masse fi heissen möge; für jeden solchen Cylinder ist die x- Achse die geo-

metrische Achse , daher nach No. 5.

T, = £UNf) = i£[r (r»- or*)] = ^ Mi* - \ £
Ferner hat jnan nach Nr. 0.

Ty =:= 2[p(x-W + (iif* + ^6«)]

,

oder vermöge des Werthcs von y*

T, = iMr* + i£{p*>)-Ö£[t{x -
} i)J

folglich

3 Tx + lTy='lMr*— 2M)>b — ±M6\
mithin für die Halbkugel

'&TX + -lTy —2Mr*.
Nennt man U das gesuchte Trägheitsmoment und M' die Masse der

Vollkugel , so ist Tx= £ 17, 7^ = ^ «/, üf= ^ Af folglich

!/=.§.#'/••.

O. SCHLÖMILCH.
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Literaturzeitung*..

Recensionen.

Lehrbuch der Geometrie zum Gebrauche an höheren Lehranstalten. Von Dr.

E. Heis, Professor an der Akademie zu Münster, und Tu. J. Esch-
weiler, l>irector der höheren Bürgerschule zu Cöln. 2 Theile.

Cöln, Du Mont- Schauberg.

Die Verfasser des vorliegenden Werkes gehen von der Ansicht aus,

dass ein Lehrbuch die Schüler nach und nach an das Selbstfinden der Be-

weise und Auflösungen gewöhnen müsse und daher zu beiden nur Andeu-

tungen geben dürfe , welche an Ausführlichkeit in dem Maasse abnehmen,

wie die Erkenntniss wächst, und dass zweitens ein Lehrbuch einen mög-

lichst reichen Uebungsatoff darbieten müsse, um sowohl den Wissensdrang

besonders strebsamer Schüler zu befriedigen, als auch dem Lehrer eine

Erleichterung zu verschaffen, so bald er es nüthig oder rathsam findet, mit

dem Uebungsmaterial zu wechseln. Offen gesagt, ist Referent mit dieser

Ansicht durchaas nicht einverstanden, vielmehr hegt er, und zwar aus ganz

empirischen Gründen, die gerade entgegengesetzte Meinung. Bevor näm-

lich überhaupt die Hede davon sein kann, den immer nur sporadisch vor-

kommenden besonders wissbegierigen Schülern etwas Besonderes darzu-

bieten oder mit der vollen Classe Excurse zur Uebung vorzunehmen, muss

ohne Zweifel erst das wirklich Nothwendige gelernt sein, jene Fundamen-
talsatze, die sich von selbst ergeben, wenn man die Geometrie auf das

äusserste Maass der Kürze reducirt, müssen unerschütterlich fest stehen;

aber schon Das ist nicht so leicht.zu erreichen , und Referent gratulirt von

Herzen jedem Lehrer, der wenigstens drei Viertheile seiner Schüler dahin

gebracht hat. Bleibt dann noch Zeit zu Excursen , so dürfte es wohl kei-

nem Lehrer der Gegenwart schwer werden, das nöthige Uebungsmaterial

zusammenzubringen. Nun wird man nicht leugnen , dass in einer Wissen-

schaft, wo es auf Consequenz des Denkens und Fräcision des Ausdrucks so

sehr ankommt, gerade die Fundamente nicht oft genug und zwar in der

nöthigen strengen Form wiedorholt werden können; verweist man zum
Zwecke dieser Repetitionen die Schüler auf ein Buch, das nur Andeutun-

gen giebt, so schleichen sich unvermerkt , theils aus Unverstand, theils aus

Flüchtigkeit , allerhand schiefe Auffassungen ein, mit deren Correctur man
Literatur*^, d. ZeiWchr. f. Malh. u. Phys. IV. 1
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schliesslich seine Noth hat. Zufolge dieser Gründe , die durch eine zehn-

jährige Praxis mehr und mehr bestätigt worden sind, ist Referent der Mei-

nung, dass ein Lehrbuch den Schülern ausführliche Beweise der Funda-

mentalsätze darbieten muss; die Frage kann daher nur noch sein, ob auch

die Excurso andeutungsweise mit aufgenommen werden sollen. Selbst da-

gegen erklärt sich Referent; sind der Excurse wenige, so ist die Auswahl

zu gering, sind ihrer viele, so vergrössern sie das Volumen, und es sieht

nachher wunderlich aus und bringt den Lehrer in ein ungünstiges Licht,

wenn ein dickes und theures Buch angeschafft werden musste und am Ende

nur der kleinere Theil desselben beim Unterrichte benutzt worden ist.

Will man aber dem Lehrer die von den Verfassern beabsichtigte Erleich-

terung verschaffen, so scheint es dem Referenten praktischer, ein besonde-

res Werk, Materialien für den geometrischen Unterricht enthaltend, her-

auszugeben; dieses sei dann für den Lehrer der Vorrathskeller, woraus er

den Wissensdurst der wenigen eminenten Köpfe befriedigt und aus welchem

er bei besonderen Gelegenheiten ein hors ötoeuvre auftischen kann. Diese

Differenz der Ansichten hat übrigens den Referenten nicht verhindert, sich

mit dem vorliegenden Werke näher zu befreunden , und er bekennt gern,

dass ihm die Ansicht desselben viel Vergnügen gewährt hat. Logische An-

ordnung des Materiales, Präeision des Ausdrucks und Strenge der Be-

weise sind Vorzüge, die man nicht immer beisammen findet, und gerade

durch diese drei Eigenschaften zeichnet sich das Buch vortheilhaft aus.

Der erste Theil desselben erschien bereits 1854 (in zweiter Auflage 1858)

und wird den meisten unserer Leser wohl bekannt sein, da schon der Name

des Herrn Professor Heis die Aufmerksamkeit erregen musste; unsere

weitere Besprechung kann sich daher nur auf den neu erschienenen awei-

ten Theil (die Stereometrie) beziehen.

Was zunächst die Definition und die Fundamentaleigenscbaften der

Ebene betrifft , so erscheinen dieselben in einer wohl nicht gut zu recht-

fertigenden Art und Weise ; im ersten Tbeile wird nämlich die Ebene als

die Fläche definirt, die durch drei Punkte nur auf einerlei Art gelegt

werden kann, und als Grundsatz angenommen, dass die Verbindungslinie

zweier Punkte derselben ganz in ihr erhalten ist; den Anfang vom zweiten

Theil macht eine genetische Erklärung, wobei die Ebene als Kegelfläche

mit geradliniger Directrix angesehen wird, und die Verfasser suchen zu

beweisen, dass die entstehende Fläche eine Ebene sei. Jene Definition

lässt sich allenfalls vom wissenschaftlichen Standpunkte aus vertheidigen,

pädagogisch betrachtet ist sie aber nicht viel werth. Wenn eine Ebene

durch drei Punkte gelegt ist wie eine Platte auf drei Stützen, so kann sie

immer noch geschoben und gedreht werden, ohne die Punkte zu verlassen

;

bei einer unendlichen Ebene fallen zwar diese verschiedenen Lagen zu-

sammen , wer sich aber die Ebene begrenzt vorstellt — und dies thun die

Schüler anfangs immer, wie jeder Nichtmathematiker — der kann jene
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Lagen sehr wohl unterscheiden, und für diesen ist die Definition nicht ganz

klar. Ausserdem liegt immer eine Schwierigkeit darin, sich einen Gegen-

stand zu denken, der eine vorher bestimmte Eigenschaft besitzen soll, wäh-

rend es unbedenklich ist, einem schon vorhandenen, durch Construction ge-

wonnenen Objecto irgend welche Prädicate beizulegen. Die Verfasser hät-

ten daher besser gethan, ihren Gedankengang umzukehren und die gene-

tische Definition vorauszuschicken. — Der übrige Inhalt des ersten Ca- %

pitcls (Linien, Ebenen, körperliche Ecke) ist meistens auf die gewöhnliche

Weise behandelt. Das zweite Capitel enthält die Sphärik; diese Abweich-

ung von der gewöhnlichen Anordnung ist wohl ans dem Wunsche entstan-

den , bei den Polyedern Gebrauch von der Kugelfläche machen zu können,

denn ausserdem wäre sie nicht nothwendig gewesen. Capitel III behan-

delt die Polyeder, namentlich den Euler'schen Satz, die Oberflächen (Com-

planation), die Congruenz, Symmetrie und Aehnlichkeit der Polyeder und

die regelmässigen Körper. Darauf folgen in Capitel IV die Schnitte der

Cylinder und Kegelflächen, sowie die Complanation derselben nebst der

Complanation der Kugelfläche; Capitel V enthält die Cubatur der Polyeder,

Capitel VI die Cubatur der runden Körper. — Dieser Anordnung, welche

immer mit gerade und krumm wechselt, liegt offenbar folgender Gedanke

zu Grunde: Wenn nach irgend einer Richtung ein Gebildo G untersucht

werden soll (wie z. B. wenn die Oberfläche oder das Volumen von G zu

bestimmen ist), so hat man zu unterscheiden, ob G ein Polyeder oder ein

von krummen Flächen begrenztes Gebild ist; daher z. B. die Einteilung

in, IV, V, VI:

A. Complanation (a Polyeder, b runde Körper)

B. Cubatur {a Polyeder, b runde Körper).

Diese Anordnung ist zwar nicht unlogisch, aber unpraktisch, weil die ver-

schiedenen Eigenschaften eines nnd desselben Gebildes in ganz verschie-

denen Capiteln stehen. Will z« B. Jemand irgend eine Untersuchung über

den Kegel vornehmen, so muss er bald Capitel IV, bald Capitel VT zu Rathe

ziehen , bei Polyedern dagegen sind Capitel I, III und V zu benutzen , da

man im Voraus nicht wissen kann, welcher Eigenschaften man im Verlaufe

der Untersuchung bedürfen wird. Es giebt aber noch einen anderen, mehr

wissenschaftlichen Grund , der gegen jene Eintheilung spricht. Man frage

doch die analytische Geometrie, wie sie ihr Material anordnet; hier ist

der Gedankengang strikte durch die Natur der Gleichungen begründet.

Erst kommen die Gleichungen ersten Grades (die ebenen Gebilde), nach-

her die Gleichungen zweiten Grades (krumme Flächen) etc. , und es wird

Niemandem einfallen, hieran etwas zu ändern. Dies giebt einen Finger-

zeig, dass die Eintheilung nicht nach den Eigenschaften, sondern nach den

Objecten zu machen ist, also im obigen Falle

I. Polyeder (1 ,
Complanation

, 2, Cubatur)

II. Runde Körper (1, Complanation, 2, Cubatur).

1*
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Bei solcher Anordnung , der auch Referent in seiner Geometrie gefolgt ist,

hat man den pädagogischen Vortheil , dass der höhere Unterricht dem nie-

deren parallel läuft.

An die sechs Capitel reihen sich zehn Anhänge verschiedenen Inhalts.

Der erste gieht einen Abriss der descriptiven Geometrie , wobei Referent

bedauert , dass derselbe zu dürftig ausgefallen ist, um bedeutenden Nutzen

stiften zu können. Wer den hohen Werth dieses Theils der Mathematik

ans eigener Erfahrung kennt , wird dem Referenten in der Meinung bei-

stimmen, dass die Verfasser besser gethan hätten, hier ausführlicher zu sein

und dafür die Complanation und Cubatur der hufförmigen Abschnitte von

Cylindern und Kegeln, welche die Quadratur aller Kegelschnitte voraus-

setzt, ganz wegzulassen. Auch der Anhang über Maxima und Minima ge-

hört, trotz des sehr interessanten Inhaltes, unter die Luxusartikel. Ueber-

haupt will es den Referenten bediinken, als wenn die Verfasser bei den An-

hängen den bekannten Unterschied zwischen muUum und multa vergessen

hätten.

Trotz dieser Ausstellungen ist übrigens Referent nicht im mindesten

darüber in Zweifel; dass das vorliegende Werk unter die beachtenswerthe-

sten Erscheinungen der geometrischen Literatur gehört, und hält es daher

für seine Schuldigkeit, die Leser darauf aufmerksam zu machen. — Die

äussere Ausstattung ist sehr gut, namentlich der Druck so elegant, wie man
es von der Teubner'schen Officin gewohnt ist. Schlümilch.

A. Ganor8 Lehrbuch der Physik und Meteorologie. Nach dem Standpunkte

deutscher Wissenschaft für den Selbstunterricht und zum Ge-

brauche au höheren Lehranstalten frei bearbeitet von Dr. Adolph
Weiske, Docent der Physik an der Universität Leipzig. In

zwei Bänden. Mit 582 in den Text eingedruckten Holzschnitten,

(in 8. 1. Bd. 480 S., 2. Bd. 534 S.) Leipzig, Leopold Voss. 1858.

Das Lehrbuch von Ganot, welches hier dem deutschen Publicum in

einer freien Bearbeitung geboten wird
,
gehört zu jener Classe von Lehr-

büchern der Physik, die sich mit einer Darstellung der Resultate der

Wissenschaft und mit der Anwendung derselben, sei es zum Nutzen, sei es

zur Unterhaltung, begnügen. Es führt in ziemlicher Ausführlichkeit die

physikalischen Erscheinungen vor, nennt die Gesetze denen sie folgen, um
sie hinterher, wo es angeht, durch -das Experiment zu beweisen. Die
Experimente werden durch eine grosse Anzahl sauber ausgeführter Holz-

schnitte von Apparaten nach Originalzeichnungen anschaulich gemacht.

Die Darstellung ist einfach und klar. Das Zurechtfinden im Buche wird

erleichtert durch Eintheilung in einzelne Paragraphen mit Ueberschriften

und dnreh ein ausführliches Inhaltsverzeichniss. Von einem Bestreben,

die Erscheinungen genau nach Zahl und Maass zu bestimmen, um die für
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die Theorie unentbehrliche Grundlage zu gewinnen , von einer Aufstellung

physikalischer Probleine, und von dein Versuche, dieselben zu lösen, ist in

dem Oanot'schen Buche allerdings nicht die Kede. Eine tiefere Einsicht

in den Zusammenhang physikalischer Erscheinungen zu eröffnen , -scheint

nicht in der Absicht des Verfassers gelegen zu haben
,
wenigstens macht

der Titel des Buches „Traüe eltitnenlnire de physifpie experimentale et appliquee"

in dieser Hinsicht keine Erwartungen rege. Was der Verfasser mit seinem

Buche will, geht übrigens deutlich aus deiu Titel hervor, denn es heisst auf

demselben : ä Vusuge des FMtblissements d'inslruetiutis des aspinmts mix grades

des Faculles el des candidals aux diverses eeules du Gouvernement. Das Buch

ist ganz iu die Organisation des öffentlichen Unterrichts in Frankreich ein-

gepasst und den grosseu Erfolg, den es dort gehabt hat, verdankt es neben

der Klarheit der Darstellung und der schönen Ausstattung zumeist wohl

diesem Umstände. Der Erfolg, den ein Buch in Frankreich hat, recht-

fertigt aber nilein noch nicht eine deutsche Bearbeitung. Das deutsche

»Schulwesen ist von dem französischen gänzlich verschieden und ein Buch,

welches für französische Verhältnisse zugeschnitten ist, muss eben dess-

wegeu den Zwecken unserer Lehranstalten nicht entsprechen. Die besseren

deutschen Lehrbücher der Physik, mit dem Ganot'schen Lehrbuch ver-

glichen, zeigen zudem deutlich, dass man in Deutschland von ganz anderen

Voraussetzungen ausgeht. Für den ersten Unterricht in der Physik, der

wenig oder gar keine mathematischen Kenntnisse voraussetzt, bietet das

Buch viel zu viel, und für den Unterricht .an unseren höheren Lehr-

anstalten ist es zu oberflächlich. Wir können uns eigentlich nur einen

Kreis von Lesern denken, denen das Buch willkommen ist, Leuten nämlich,

denen es nur um die Anwendung der Wissenschaft zu thun ist und die zu

bequem oder mit zu wenigen mathematischen Vorkenntnissen ausgerüstet

sind, um einer theoretischen Erörterung folgen zu wollen oder zu können.

Dass das Ganot'sche Lehrbuch für deutsche Lehranstalten nicht ausreicht,

scheint der Bearbeiter auch gefühlt zu haben, indem er es nach dem Stand-

punkte deutscher Wissenschaft bearbeitet zu haben vorgiebt. Ein Buch

aber, das von Haus aus auf keinen hohen wissenschaftlichen Standpunkt

steht, kann durch eine blosse Bearbeitung nicht zu einem Lehrbuche werden,

wie wir es auf unseren höheren Lehranstalten gebrauchen. Sollte es ein

wissenschaftliches und selbst nur ein elementares Lehrbuch werden, ein

Lehrbuch, welches sich unsern guten deutscheu Lehrbüchern an die Seite

stellen könnte, so müsste es so umgearbeitet werden, dass von seiner ursprüng-

lichen Gestalt wenig oder nichts übrig blieb, d. h. es müsste eine selbst-

ständige Arbeit werden.

Gehen wir nach diesen allgemeinen Bemerkungen etwas näher auf die

deutsche Bearbeitung ein, so finden wir, dass eine wörtliche Uebersetzung

vor der freien Bearbeitung den Vorzug verdient hätte. Wir können natür-

lich nicht Schritt für Schritt eine Vcrgleichung zwischen der Bearbeitung und
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dem Originale geben, und beschränken uns daher an einigen Beispielen das

Verhältniss beider zu einander zu zeigen. Ueber den Schwerpunkt sagt Ganot:

„Le centre de gravile (Tun corps est un poinl par leqüel passe conslamment la resul-

iante des actions de la pe&anleur sur les molecules de ce corps, dans loutes le$ posi-

tions quil pcut prendre. On dcmontre, cn staUtjue, que tutil corps a un centre de

gravitc uniquc der Bearbeiter dagegen : „die an den einzelnen Moleculen

eines Körpers wirkenden Seinverkräfte lassen sieh alle durch eino einzige

Resultante ersetzen. Den Angriffspunkt dieser letzteren nennt man den

Schwerpunkt des Körpers. E.s kann daher ein Körper nur einen einzigen

Schwerpunkt besitzen." Ueber die verschiedenen Arten des Gleichgewichts

heisst es bei Ganot: ,,Vcquilibre stähle est fetal ifun corps qui, devie de sa Posi-

tion dcquilibre
, y revient de lui-meme uussilol quaueun obstacle ne s'y oppose.

Cel etat se presenlc toutes les fois quun corps est da/is une positiun teile que son

centre de gravitc est plus bas que dans laute autre position voisinc. Si le corps est

alors deplace, son centre de gravile ne pcut etre que rcleve, et comme la pesuntcur

tend sans cesse ä fubaisser, eile le ramene, apres une suile d'oscillations, ä sa posi-

tion premiefe, et fcquilibre sc rctublit. — V cquilibre instable est fetal <?un

corps qui, devie de sa position trequilibrc, ne tend qua s'en ecarter davantage. Cet

etat se presenlc toutes les fois quun corps est dans une position teile que son centre

de gravile est plus haut que dans tonte untre position voisine : cur, partin depla-

cemeut queleonquc , le centre de gravile e'tuul abuisse, la pesanleur ne tend qiiä

fabaisser davantage. — Enßn on nomine cquilibre indifferent celui qui per-

siste dans toutes les positions que pcut prendre un corps, Ce genre d'equilibre se

rencantre lorsque, dans les diverses positions du corps. sou centre de gravile nesl

tti rcleve, ni abaisse. ainsi quil arrive par une roue de voüure soutenue par son

essieuj ou pour une sphere reposant sur un plan horizontal." Ueber denselben

Gegenstand lautet die deutsche Bearbeitung : „Im stabilen Gleichgewicht

befindet sich ein Körper dann, wenn er freiwillig in seine Gleichgewichte-

lage zurückkehrt, nachdem man ihn aus derselben entfernt hat, und ihn

dann wieder sich selbst überlädst. Dies Gleichgewicht liudet allemal dann
statt, wenn der Schwerpunkt des fraglichen Körpers sich unterhalb seines

Unterstützungspunktes befindet, also z.B. bei allen frei an einem Faden
herabhüngendenKörpern. Die Verschiebung eines solchen hat zur Folge, dasa
er, nachdem das Hinderniss verschwunden, so lange um seine Ruhelage hin

und her oseillirt, bis er wieder in derselben stehen bleibt. — Man kann
auch einen Körper, der unterhalb seines Schwerpunkts unterstützt ist, in

das stabile Gleichgewicht bringen, sobald man ihn nicht blos auf einen ein-

zigen Funkt, sondern auf eine breite Fläche oder mindestens auf drei weit
genug auseinander gelegene Funkte stützt. Das labile Gleichgewicht
findet dann statt, wenn sieh der Schwerpunkt eines Körpers senkrecht über
dem Unterstützungspuukte befindet. Verschiebt man in diesem Falle den
Schwerpunkt nur wenig seitwärts, so tritt ein völliges Umschlägen des
Körpers ein. Beim indifferenten Gleichgewicht endlich beharrt
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der Körper in allen möglichen Lagen, in die wir ihn bringen, und zeigt

kein Bestreben, von selbst in eine andere Lage sich au begeben. Es ist

dies dann der Fall , wenn der Schwerpunkt mit dem Unterstützungspunkt

zusammenfällt, wie wir es bei einem Rade finden, das man um seine A*e
drehen kann und das in jeder Lage stehen bleibt. Doch kann auch der

Fall vorkommen, dass der Schwerpunkt selbst nicht unmittelbar unterstützt

ist, dass sich aber bei jeder Verrückung des Körpers immer wieder senk-

recht unter dem Schwerpunkt ein Stützpunkt vorfindet. Ein Beispiel für

diesen Fall liefert eine Kugel, die auf einer horizontalen Fläche ruht."

Wollten wir alle Stellen anführen, wo die Bearbeitung zu ihrem Nach-

theil von dem Original abweicht, so würden wir uns schwerlich den Dank

unsrer Leser verdienen. Wir erwähnen nur noch , dass auch in der An-

ordnung der einzelnen Gegenstände die deutsche Bearbeitung hier und da

vom Original abgewichen ist. So lässt der Bearbeiter z. B. die Betrach-

tung des Gleichgewichts eines Körpers auf einer schiefen Ebene , die im

Original bei Gelegenheit des Falles der Körper eine Stelle findet, auf den

Satz vom Parallelogramm der Kräfte (der wie im Original ohne Beweis

hingestellt wird) folgen, obgleich von der Schwerkraft erst viel später die

Bede ist: aber es kam dem Bearbeiter darauf an „eine der wichtigsten

Anwendungen der Zerlegung der Kräfte" zu geben. An die Betrachtung

der schiefen Ebene schliesst sich die Betrachtung des Keils und der Schraube.

Des Hebels und der Rolle wird in einem andern Abschnitte Erwähnung

gethan. Wenn der Bearbeiter über die einfachen Maschinen nichts Besse- .

res zu sagen wusste, als wir hier finden, so war es besser sie ganz mit Still-

schweigen zu übergehen, wie es Ganot gethan hat. In dem Paragraphen

über die Planetenbewegung, den die deutsche Bearbeitung hinzugefügt hat,

findet man nach dem ersten Keplcr'schen Gesetze die Bemerkung: „die

Brennpunkte sind bekanntlich zwei auf dem grössten Durchmesser der

Ellipse gelegene Punkte, die in den geometrischen Beziehungen dieser

krummen Linie eine wichtige Rolle spielen." Was diese Bemerkung soll

wissen wir nicht; denn entweder setzt man voraus, der Leser weiss, was

für Punkte die Brennpunkte sind, oder man setzt es nicht voraus, in welchem

letzteren Falle man es ihm einfach zu sagen hat. — Aus dem Angeführten

mag Jeder sich ein Urtheil bilden, was er von dem wissenschaftlichen

Standpunkte der deutschen Bearbeitung zu halten hat. Erwähnen wollen

wir nur noch, dass von den 228 Seiten, die die sogenannte mechanische

Naturlehre einnimmt, eine Seite und sieben Zeilen auf die Wellenbewegung

kommen. In der Akustik und Optik, wo es wünschenswerth ist die Schwin-

gungsbewegungen durch Abbildungen veranschaulicht zu sehen, fehlen diese

fast gänzlich , während sonst im Buche ein unwürdiger Luxus mit Holz-

schnitten getrieben worden ist; denn wie soll man es anders nennen, wenn

das Herabfallen der Feder und der Bleikugel im luftverdünnten Räume, das

Zerdrücken einer Membrane durch den Luftdruck, das vergebliche Bemühen
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zweier Hände die Magdeburger Halbkugeln von einander zu reissen und

ähnliche Dinge abgebildet sind. Die Holzschnitte Fig. 13. 98. 99. 100. 244

gehören aber geradezu in ein Bilderbuch.

- Noch einen Punkt müssen wir berühren. Der Bearbeiter hält es, wie

er in der Vorrede sagt, entschieden für zweckmässiger die Lehre vom Mag-

netismus als einen Theil der Electricitätslehre zu behandeln. Uns scheint

zunächst die Frage nicht zu sein, ob es zweckmässig ist die Lehre vom
Magnetismus als einen Theil der Electricitätslehre zu behandeln , vielmehr

wünschten wir vorher die Frage entschieden zu sehen, ob die Wissenschaft

überhaupt schon bis zu dem Punkte gelangt ist, alle magnetischen und

diamagnetischen Erscheinungen aus den allgemeinen Ausdrücken für die

zwischen zwei Electricitätstheilchen wirkende Kraft ableiten zu können.

Diese Entscheidung ist im Buche nicht gegeben und in demselben nicht zu

erwarten; man findet darin weder das Ampere'sche Fundamentalgesetz noch

auch die Verallgemeinerung desselben von Weber ausgesprochen. Gesetzt

aber den Fall, die Frage wäre entschieden, und man könnte oder müsste

die alte Hypothese der beiden magnetischen Materien fallen lassen,

so könnte entweder von Zweckmässigkeit gar nicht die Rede sein oder

doch nur insofern, als man es für den Unterricht erspriesslich hielt zu

zeigen, was die alte Hypothese leistete, und bei welchem Punkte 6ie auf-

gegeben werden musste. Da die alte Hypothese so ziemlich alle magne-

tischen Erscheinungen ungezwungen zu erklären vermag, so ist es gewiss

zweckmässig sie im Unterrichte zunächst noch beizubehalten; der Unter-

richt hat ja darzulegen, wie die Wissenschaft, von besonderen Hypothesen

ausgehend, sich schrittweise zu allgemeineren Vorstellungen erhebt. Diese

Ueberlegung ist wohl auch der Grund, warum in unsern besten Lehrbüchern

die Lehre vom Magnetismus zunächst getrennt von der Elestricitätslehre

vorgetragen wird.

Wir glauben von eiuem weiteren Eingehen in das Buch absehen zu

müssen, da eine derartige Bearbeitung der Physik einen zu geringen wis-

senschaftlichen Werth besitzt. Bedauern müssen wir übrigens, dass der

Bearbeiter, der Docent an einer Universität ist, die sofort an die Na-

men Fechner und Weber erinnert, von dem Standpunkte deutscher

Wissenschaft sowohl als von dem Bedürfnisse an unseren höheren Lehr-,

an stalten einen so geringen Begriff hat. Dem Referenten kommt unwill-

kürlich der Gedanke, dass der Bearbeiter bei seiner Bearbeitung des Ganot-

sehen Lehrbuches an junge Mediciner eines gewissen Schlages gedacht hat,

denen er für die Repetitorien der Physik ein Buch hat in die Hände geben

wollen. Zu einem solchen Zwecke können wir es immerhin empfehlen und

würden es noch lieber thun, wenn es Herrn Dr. Weiske gefallen hätte, eine '

reine gute Uebersetzung zu liefern. Der Verlagsbuchhandlung ist man hin-

sichtlich der Ausstattung des Werkes jede Anerkennung schuldig.

Dr. Rudolf Hoffmann.

Digitized by Googl



Bibliographie
vom 10. November bis 6. December 1858.

Periodische Schriften.

Die Fortschritte der Physik im Jahre 1850. Jahrg. r*2, rc<lig.

von Krönig. 1. Abth. Berlin, Reimer. 2 Thlr.

Bulletin de lq classe physico-mathematique de VAcademie de
Peter sbourg. Tome XVII. Leipzig, Voss. 3 Thlr.

Mdlanges physiques et chimiques tires du bulletin physico-ma-
thematique de VAcademie des sciences ä Petersburg. Tome
2II,livr.S. Leipzig , Voss. 1 Thlr.

Beine Mathematik.
Schwarz, H., Grundzüge einer Elementar- Arithmetik. Ha-

gen, Butz. 24 Ngr.

Legendre's Elemente der Geometrie, übers, von Crelle. 5. Aufl.

Berlin, Rücker & Pichlcr. 2 Thlr.

Zähringer, H., Leitfaden für den Unterricht in der Geometrie.
2. Aufl. Luzern , Kaiser. 18 Ngr.

Wöckel, L., Die Geometrie der Alten in einer Sammlung von
850 Aufgaben. 5. Aufl. Nürnberg, Bauer & Raspe. 18 Ngr.

Magener, A., Cubatur des Fusspunktenkörpers eines Ellip-
s o i d e s. Posen und Berlin

,
Mittler. % Thlr.

Angewandte Mathematik.
Niederrist, J., Anleitung zur Markscheidekunst. Brünn, Wi-

niker. % Thlr.

Scheffler, H. , Theorie der Festigkeit gegen das Zerknicken
nebst Untersuchungen über die inneren Spannungen
gebogener Körper und über andere Probleme der Bio-
gnngsthe ori e. Braunschweig, Schulbuchh. (Vieweg). 24 Ngr.

Wiehe, F. K. H., Die Lehre von den einfachen Maschinentei-
len. 2. Bd., 4. Lief. Berlin, Ernst & Korn. 1% Thlr.

Raabe, J., Ueber die fortschreitende Bewegung der Schwer-
punkte der Planeten. Zürich, Orell, Füssli & Comp. % Thlr.

Eckhardt, C. L. P., Neue Sternkarte. 3 lithogr. Blätter mit Text in

gr. 8. 4. Aufl. Giessen, Ferber'sche Univers. - Buchh. 1 Thlr.

Schubert, J. F.
,
Expose des travaux astronomiques et geode-

siqttes executes en liussie dans un but geographique jusqxVä
V an nee 1855. Leipzig, Voss. 11 Thlr. 3 Ngr.

Phyiik.

Fechner, G.J., Ueber ein wichtiges psy cho-physisches Ge-
setz und dessen Beziehung zur Schätzung der Stern-
g rossen. (Abh. d. Leipz. Ges. d. W.) Leipzig, Hirzel. % Thlr.

Dietrich, A., Die Elektricitätsverhältnisse der Atmosphäre
unter dem Einflüsse der Eisenbahnen und der elektri-
schen Telegraphie. Dresden, Meinhold & Sühne. % Thlr.

Robida, P. K., Magnetismus. Fortsetzung und Schluss der
Vibrationstheorie der Elektricität. Klageufurt, Liegel's

Buchhandlung. % Thlr.
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Mathematisches Abhandlungsregister.

Das hier folgende Register enthält sämmtliche mathematische Abhandlungen,
welche innerhalb der jedesmal anzugebenden Zeitperiodo in Zeitschriften und Aka-
demieberichten , so weit dieselben der Redaction zugänglich waren , erschienen sind.

Es schliesst sich eng an das Register gleichen Inhaltes an, welches in dem ersten
(einzigen) Bande der Kritischen Zeitschrift für Chemie

,
Physik und Mathematik ent-

halten ist, und benutzt dieselben Abkürzungen. Nämlich:

Astr. Nachr. bedeutet: Astronomische Nachrichten von Schumacher, fortge-
setzt von Peters. — Altona.

Monatsberichte d. Acadcmie der Wissenschaften zu Berlin.
Comptes rendus hebdomndaires des scances de l'academe des

Sciences. — Paris.

Cre.lle's Journal für die reine und angewandte Mathema-
tik, fortgesetzt von Borchardt. — Berlin.

Archiv für Mathematik und Physik
,
herausgegeben von

Gruner t. — Greifswalde.
Journal des malhimatiques pures et appliquies par M. Liou-

ville. — Paris %

Nouvelles annale* de mathe'matique par M. Terquem et Gä-
rono. — Paris.

Bulletin de la classe physico -mathe'matique de l'acadanie de
St. Pelersboury.

The London, Edinburgh and Dublin Phüosophical Magazine
und Journal of science, condueted by Brems l er, Tay lor,

Kane, Francis and Tyndall. — London.
The quarterly Journal of pure and applied mathematics con-

dueted by Sylvester and Ferrers. — London.
Berichte über dio Verhandlungen der k. sächsischen Ge-

sellschaft der Wissenschaften zu Leipzig. Mathema-
tisch-physikalische Klasse.

Sitzungsberichte der mathematisch - naturwissenschaft-
lichen Klasse der Acadcmie der Wissenschaften z,u

Wien.
Zeitschrift für Mathematik und Physik, herausgegeben

von Schlö milch und Witzschel. — Leipzig.

Berl. Acad. Ber.

Campt, rend.

Crclle

Grun. Archiv

Journ. Mathem.
'

N. ann. math.

Petersb. Acad. Bult.

Phil. Mag.

Quart. Journ. Math.

Sächs. Acad. Ber.

Wien. Acad. Ber.

j»

»>

7»

5)

Zeitschr.Math.Phys. „

1858.

Erste Hälfte: 1. Januar bis 30. Juni.

A.
Analytische Geometrie (der Ebene ).

1. Sur la courbe y x*+ bx + c= 0. N. ann. math. XVII, 1 1 8.

2. Siar wie cerUdne classe de courbes de troisieme degrö, rappwUes ä lignes droites, qui

dependent de parametres donnis. ßjerknes. Grelle
, LV, 3 1 0.

3. Theorems respecling the polar conics of curves of the third degree. Smith. Quart.

Journ. Math. II, 208.
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4. «Sro* /e* otwfe* de' Deseartes. Strebot: N. ann. muth. XVII, 234.

5. A ntord on fori. Roberts. Quart.. Jottrn. Math. II, 195.

6. Die orthogonale Transversale und die Brcnnlinie der zurückgeworfenen Strahlen
• für die Cycloide und für die logarithmische 8pirale. Gauss. Grun. Archiv
XXX, 121.

Vergl. Cycloide, Ellipse, Evolution, Hyperbel, Kegelschnitte, Kreis, Parabel,
Quadratur.

Analytische Geometrie (des Baumes).

7. Sur te Heu giomitrique des centres des sections faites dans un coite du secand ordre par
wie suite de plans passtmt tous ou par un mime point, ou par wie mime droite. Mar-
quet et Datican. N. ann. math. XVII, 172.

8. Zur Theorie der parallelen Curven. Hoppe. Crelle LV, 95.

9. Ueber die Enveloppe der Bahnen von nach einem Punkt gravierenden Kürper-
theilchen. Beer. Wien. Acad. Ber. XXIV, 314.

10. Sur la courbure faxte dans wie surfuce par un plan tangenl. De la Gournerie.
Juurn. Mathttn. XXIII, 73.

11. Sur l'tqiuttion du cylindre parabolique. Gerono. N. ann. math. XVII, 236.

Vergl. Krümmung.

12. Note on the expttnsion of the true anomaly. Cayley. Quart. Jown. Math.JI, 229.

Approximation.

13. Uebcr den Fehler, den man begeht, wenn man den Winkel statt der Tangente
und des Sinus setzt. W o 1 f e r s. Grun. Archiv XXX, 359.

Vergl. Bestimmte Integrale 27; Functionen 8ö; Gleichungen (numerische) 116;
Interpolation; Maxiina und Minima 153; Methode der kleinsten Quadrate.

Astronomie.

14. Onlhe law of Bode. Tebay. Phil. Mag. XV, 206.

15. Nouvelle tltdorie du mouvement de la lune. Delaunay. Compt. rend. XLVI, 912, 933.
Juurn. Muthim. XXIII, 220.

16. Sur la delermination des declinaisons et des ascensions droites des dtoites par des Ob-
servation* azimutales. Em vi. Liais. Compt. rend. XL VI, 400.

17. Durch Beobachtungen am Passageninstrument ausserhalb des Meridians die Zeit
zu finden. Hansen. Astr. Nachr. XLVIII, 1 13.

18. Referat über Hansen's Mondtafeln (französisch von Puiseux). Liouville.
Journ MatMm. XXXIII, 209.

19. Note on the rotation of a heaoenly body. Tebay. Phil. May. XV, 211.

20. Offenes Schreiben an Herrn Prof. Encke, Director der 8ternwarte in Berlin.

Hansen. Astr. Nachr. XLVHI , 129.

Atomistik.

21. Uebcr die geometrischen Eigenschaften der gravitas accelatrix Newton's und
ihre Consequenzen für die Atomenlehre. Gensler. Grun. Archiv XXX, 1.

22. Ueber die Beduction der Attraktionskräfte zweier Massen. Schell. Zeitschr.
Math. Phys. HI, 80.

23. Sur la dimonstralion de tequation — +-— + -—= — Anskp. Claüsius. Journ.dx dy dz
Mathem. XXIII, 57.

24. Ueber Gravitation und Erhaltung der Kraft. E. Brücke. Wien. Acad. Ber
XXV, 19. - Phil Mag XV, 81.

25. On the integral of gravitalion and its consequents irith reference to the measttre and
transfer or communication of force. Waterston. Phil. Mag. XV, 329.

26. Note d Coccusion du memoire de M. Hirsl sur l'attraction des paraboloides elliptiques.

Bourgel. Journ. Muthim. XXIII, 47.

Vergl. Analytische Geometrie des Baumes 9; Atomistik.

27. Ueber die Gauss'sche Quadratur und eine Verallgemeinerung derselben. Chri
stoffcl. Crelle LV, 61.
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12 Literaturzeitung.
.

28. Ueber die Ableitung des Differentials von logT(x). Clausen. Grun. Archiv
XXX, 169.

29. Transformation eines bestimmten Integrals. Sehl 8 milch. Zeitschr. Math.
Phys.III, 115.

X
'sin xm

30. Ueber den Werth des Integrals /
—— dx, wenn m und n positive ganze Zahlen

und/«^n. Minding. Grun. Archiv XXX, 171.

2 2

31. Ueber den Quotient /
^

; / -
. Papin. N.'ann.

J Y\ -HinQKsinip* J Yl— cosQKsin<p*

malh. XVII, «l.

32. Ueber einige bestimmte Integrale. Diengcr. Grun. Archiv XXX, 250.

33. Ueber einige bestimmte Integrale. Zehfuss. Gruu. Archiv 465, 409.
n

34. On the multiple integral I dx dy . . . dz. Sehl ae ff Ii. Quart. Jourti. Math. II, 269.

35. Rcduction eines vielfachen Integrals. Schlü milch. Zeitseh. Math. Phys, III, 22.

Vergl. Anomalie ; Elliptische Functionen; Functionen 86; Gammafunctionen;
Gleichungen 112; Imaginäres 124; Reihen 207.

Binomialreihe.

36. Elementare Summirung einiger Reihen und daraus abgeleiteter Beweis des bino-

mischen Lehrsatzes für negative ganze Exponenten. Gruuert. Grun. Archiv
XXX, 336.

37. Ueber die biuomische Reihe. Heine. Crelle LV, 279.

C.
Capiüaritat.

38. Sur la thiorie capillaire. Arthur. Compt. rend. XL FI, 1085.

Combinatorik.

39. Sur le nombre de valettrs que peut arqu&rir une fonetion de n lettres , qiumd on y per-

mute ses tetlres de lotUes les moniere* possibles. Emile Mathieu. Compt. rend.

XLVI, 1047, 1208.

Cotos'scher 3ata.

40. Der Satz von Cotes auf die Ellipse erweitert. Grunert. Grun. Archiv XXX, 104.

CubikwuneL

41. Notre sur l'extraction de tu raeine eubique. Forestier. N. arm. math. XVII, 7.

42. Extraction abrtgee d"une raeine eubique. Genocchu N. anu, math. XVII, 136.

Cabitche Formen vergl. Gleichungen 105; homogene Functionen 119, 120.

Cydoide.

43. Lehreatz über einen rollenden Kreis. O. Böklen. Grun. Archiv XXX, 469.

44. Untersuchung der Evoluton der Cycloiden. Lang. Grun. Archiv XXX, 319.

D.
Determinanten.

45. Sur un cert/nn Systeme d'equations lineaircs. Painvin. Jount. Mathem. XXIII, 41.

46. Solution d'une iquation indeterminte ä trois inconnues. Souillart. — E. Mathieu.
N. ann math. XVII, 192.

47. Rapport entre deux diterminants. £. Mathieu. N. ann. math. XVII, 187.

48. Theoreme sur les diterminmts gauches. Cayley. Crelle LV, 277.

(in,

49. Zu den Doppcltangenten der Curven vierter Ordnung. Hesse. . Crelle LV, 83.

50. Discussion des lignes et sia'faces du seeond ordre. Painvin. N.ann.math. XVII, 130.
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Differentialgleichungen.

51. Integration verschiedener Differentialgleichungen. S.Spitzer. Zeitschr. Math.
Phys. III, 10«.

52. Note zur Integration der linearen Differentialgleichung
y(n)~ A&»y" 4- Bxm— ly' + Cx*- J y.

S.Spitzer. Ornn. Archiv XXX, 76.

53. Bemerkung zur Integration der Gleichung
x\ dx + xt dx\ 4- a? 3 dxt + cc dxs= 0.

S. Spitzer. Grun. Archiv XXX, 83.
54. Integration der linearen Differentialgleichung

x* (a3+ *3 *) y'" 4- sc* («, 4- 6, .'/' +*(«i+*i >r) y'+ ("o + 60 ^) y= 0«

S. S p i t z o r. Zeitschr. Math. Phys. III, 55.

55. Integration der linearen Differentialgleichung

x* (ff, 4- *, x) y"+ x («i 4- b, x) y 4- (ao+ b0x)y~0.
S.Spitzer. Zeitschr. Math. Phys. HI, 53.

56. Integration der Differentialgleichung

(at 4- 6, x) y" 4- (ffi + *i .r) y 4- (fl0 4-h x) y == 0.

S. Spitzer. Wien. Acad. Ber. XXV, 31. — XXVI, 449, 470.

57. Bemerkungen über die Integration der linearen Differentialgleichung

(ff« 4- bt x) y" 4- (ffi 4- &i a?) y' 4- («o 4-. b(,x)y— U.

S. S p i t z e r. Zeitschr. Math. Phys. III, 47.

58. Sttr rinttgralion de quelques equations differenticltes. Lobatto. Grun. Archiv
XXX, 202.

50. Eine Bemerkung über Integration linearer Differentialgleichungen. Weiler.
Crelle LV,.,274.

60. Ueber Herrn Spitzer'a Abhandlung: die Integration mehrerer Differentialgleich-

ungen betreffend, und die darin erhobenen Prioritätsansprüche. Petzval.
Wien. Acad. Ber. XXVIII, 253.

61. Integration einer partiellen Differentialgleichung. S.Spitzer. Grun. Archiv
XXX, 335.

62. Aufstellung der linearen Differentialgleichung, von welcher ein gewisses particu-

lüres Integral bekannt ist. S. S p itz c r. Zeitschr. Math. Phys. III, 178.

Differentialquotient.

63. Entwickelung de,s /t,cn Differentialquotienten von y= S. Spitzer. Grun.
Archiv XXX, 70.

64. Zur Theorie der höheren Differentialquotienten. Schlömilch. Zeitschr. Math.
Phys. III, 65.

Differentialrechnung.

65. Ueber einige Aufgaben von Bertrand. Mathiou. JV. ttnn. malk. XVII, 12.

Differonzengleichungen.

06. Ueber di<- Auflösung der linearen endlichen Differenzengleichungcn mit variabeln
< 'oefficienten. G. Zehfuss. Zeitschr. Math. Phys. III, 175.

Elaaticität

67. Memoire Sur le travail des forces Mastiques dans tat corps solide elastique deforme par
Caction de forces extMeures. Clapeyron. Compt. rend. XLVl, 208.

68. Du travail des forces älastiques dans l'interieur d'un corps solide el partieulierement des

ressorts. Phillips. Compt. rend. XLVl, 333, 440.

60. Etablissement (lementaire des formales de lo torsion des prismes elastiques. De Saint -

Venant. Compt rrnd. XL VI, 34.

70. Nomeau principe sur In distribution des torsions dans les systemes Elastiques. Mina-
bria. Compt rend. XLVl, 1056.

EUipÄ.

71. Der Satz des PtolemUua auf die Ellipse erweitert. Grunert. Grun. Archiv
XXX, 100.

72. Ueber eine Eigenschaft der Ellipse. O. Böklen. Grun. Archiv XXX, 436.

73. Sur les diametres conjuguis de l'ellipse. Gerono. N. ann. math. XVII, 125.
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14 Literaturzoitung.

74. Ueber den Flächeninhalt in oder um eine Ellipse beschriebener Dreiecke und
Vierecke. Grnnert. Ornn. Archiv XXX, 11.

75. Merkwürdige Constrnction des grössten in, und des kleinsten um eine Ellipse be-

schriebenen Vielecks von gegebener Seitenzahl. Grüne rt. Grün. Archiv
XXX, 84. - ß. Spitzer, ibid. 352.

VergL Cotes'scher Lehrsatz; Rectification^ Trisection des Winkels 222.

Elliptische Functionen.

76. Transformation de Landen conside're'e geomttriquement. Küpper. Grelle LV, 89.

77. On the eubie transformation of an efliptic funetion. Cayley. Phil. Mag. XV, 363.

78. Sia" quelques f»mittles relatives ä la transformation des fonclions elliptiques. Her-
mite. Compt. rend. XLVI, 11 \. - Journ. Mathem. XXIII, 26.

79. Sur quelques formales pour la Irunsformation des integrales elliptiques. Cayley.
Crelle LV, 15.

Vergl. Gleichungen 105, 106, 107, 108.

80. Sur les centres successifs de courbure des lignes planes. Haton de la Goupil-
liire. Compt. rend. XLVI, 930, 979.

Vergl. Cycloide 44.

81. Oh the factorial notation. Elphins tone. Quart. Journ. Math. II, 254.

Functionalgleichungen.

82. Ueber die Gleichung tp (a?) + tp (y)= (x f(y) + y f(x)). Clausen. Gran. "Ar-

chiv XXX, 170.

83. Ueber die lineare Abhängigkeit von Functionen einer einzigen Veränderlichen.
Christof fei. Crelle LV, 281.

84. Sur wie question du calcul inverse des differences. Ter quem. N. ann. math XVII, 1 22.

85. Ueber die approximative Darstellung gegebener Functionen. Sehl ömi Ich.

Zeitschr. Math. Phyä. III, 124.

86. Ueber die Function f(n)= 1 — i-.fl- — i- + .-. . . Clausen. Gran. Archiv

XXX, 166. — Schlömilch. Zeitschr. Math. Phys. III, 1 30.

GammafunctioiL

87. Einfache Herleitung des Gauss'scben Ausdrucks für JTfrt). Zehfuss. Gran.
Archiv XXX, 441.

Geodäsie.

88. Sur le developpement modifit de Flamsteed. A. Tis so t. Compt. rend. XLVI, 646.

Geometrie (höhere).

89. Ueber die Perpendikel beim Dreiecke. Oxamendi. V. ann. math. XVII, 19.

90. Vermischte Sätze und Aufgaben. Steiner. Crelle LV, 356.

91. Propriitcs des figures homographiques dans l'espacc. De Jonquicres. N. ann math.
- XVII, 51.

92< Note sur tat probleme de geomitrie ä trois dimensions. De Jonquieres. Journ.

Mathem. XXIII, 53.

93. Sur un theoreme de Brianchon. Mention. Pelersb. Acad. Bull XVI, 280.

Geschichte der Mathematik.

94. Les coniques d'Appollonius. Honsel. Jotani. Mathem. XXIII, 153.

95. Sur les Porismes d'Euclide. Breton (de Champ.). Journ. Mathöm. XXIII, 89.

96. Ueber ein arabisches Astrolabium. wöpeke. Bcrl. Acad. Ber. I85S, 50.

97. Ramus io Heidelberg. Cantor. Zeitschr. Math. Phys. III, 133.

98. Ueber wieder aufgefundene Schriften Vieta's. Fillon. Compt. rend. XLVI, 57.

99. Sur les tables logarühmiques de Prony. Biot. Compt. rend. XLVI, 911. —- Le
Verrier, ibid. 912. — Lefort, ibid. 994.
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m

100. Nectologue d'Augustin Lord» Cauchy. Biot. Gran. Archiv XXX, 40.

101. Sur In direvtion des coordinies. Terquem. JV. ann. math. XVII, 121.
102. Originc du mol calculer. Terquem. N. ann. math. XVII, Bulletin de bibl. 33.

Vergl. Quadratwurzel.

Gleichungen.

103. Auflösung dreier Gleichungen mit drei Unbekannten. Grunert. Grun. Archiv
XXX, 470.

1Ö4. Sur quelques iheoremes d'algebre et la risolution de Viquation du quatrieme degre.

Hermite. Compt. rend. XLVI, 961.

105. Sur larisotution de Viquation du quatrieme degri. Hermite. Compt. rend. XLVI,
715.

106. 'Sur la risolution de Viquation du cinquieme degre". Hermite. Compt. rend. XLVI,
508.

107. Sur la risolution de Viquation du cinquieme degri. Kronecker. Compt. rend.
XLVI. 1150.

i08..Ucbcr Gleichungen des siebenten Grades. Kronecker. Bcrl.Acad.Ber.
1858, 287.

109. Demonstration ifune proposition relative aux equations transcendantes. Gerono. iV.

ann. ttuüh XVII, 201.

110. Von der Auslösbarkeit ganzer rationalen Functionen «'«» Grades in Factoren.
Am Ende. Grun. Archiv XXX, 442.

111. On certain researches of Euler. Co ekle. PML Mag. XV, 889.

112. Auflösung der algebraischen Gleichungen in Form bestimmter Integrale. B.
Hoppe. Zeitschr. Math. Phys. III, 173.

Vergl. Combinatorik) Determinanten.

Gleichungen, numerische.

1 13. Ueber eine von transcenden£en Operationen nicht abhängende Formel zur Auf-
lösung des irreduciblen Falls bei den eubischen Gleichungen. Grunert.
Grun. Archiv XXX, 135.

114. Risolution numirique des iquations du troisieme degri. Castrogiovanni. Compt.
ren'd. XLVI, 668.

1 15. Sur le nombre des racines rielles de Viquation x= A . sin x + B. Vannson. N.
ann. math. XVII, 108.

116. Ueber die Auflösung der Gleichungen durch Näherung. Grunert. Grun. Ar-
chiv XXX, 54.

Vergl. Methode der kleinsten Quadrate 171.

117. Ueber ein die homogenen Functionen zweiten Grades betreffendes Theorem.
Weicrstrass. Bcrl. Acad. Ber. 1 858, 207.

1 18. Ort ibe simullaneous transfornuition of two homogeneous funetions of the second Order.

Cayley. Quart. Jotn-n. Math. II. 192.

1 19. Sur la thiorie des fortnes eubiques d truis indeterminies. Hermit e. Journ. Mathem.
XXIII, 37.

120. Thooric der homogenen Functionen dritten Grades von drei Veränderlichen.

A ronhold. Crelle LV, 93.

Hydrodynamik.

121. Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen , welche den Wirbelbeweg-
ungen entsprechen. He I m ho Hz. Crellc LV, 25.

Hyperbel.

122. Ueber die gleichseitige Hyperbel und die ihr analoge Flächo zweiten Grades
Küpper. Zeitschr. Math. Phys. III, 119.

Vergl. Trisection des Winkels 223.

I.

Imaginäres,

123. Ueber die graphische Darstellung imaginärer Functionen. Siebeck. Crelle

LV, 221.
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124. Xote relative aux periodes <Tune integrale d'ordre quelconque. Marie. Compt rend.
XLVI, 738.

Integralrechnung

.

/* dx
125. Ueber das Integral /

-
. Gauss. Grun. Archiv XXX, 229.

J } a + bx + ex*

120. Sur lex intigriües multiples. Blanchet. Compt. rend. XLVI, 892.

Interpolation.

J27. Sur rintcrpolativn des valcitrs fournies pur lex Observation». Tchebychef Petersb.

Acad. Bull. XVI. 353.

Irrationalität.

128. On the incomtnensurability of the perimeter and area of some regulär polygons to the

radius of the inscribcd or ch'cumscribed circle. Prouhel. Quart. Journ. Math.
II, 202.

Kegelschnitte.

129. Dtterminer Us axes d'une section conique par certaines conditions. Poudra. N. ann.

math. XVII, 162.

130. Mithode rapide poia- icrire lex equations atix axes des lignes et surfaces du second
ordre. Dostor. Grun. Archiv XXX, 202.

131. Ueber einen Satz von Saluion. Laquiere. Ar
. am. math. XVII, 11.

132
v
Sur la conslance d'uti certuin angle, dont te sommel est au foyer <fune conique. Cor-

I, »70.met. X ann. math. XVII, »70. Bergis. N. am. math. XVII, 180.

133. Sur le nombre de points qui döterminent tote courbe du second degre. Gerono. N.
ann math. XVII. 77.

134. On the System of conies ir/tte/i pass throttyh the satne fbur points. Cayley. Quart.
Journ. math II, 200.

135. Ueber homofoeale Kegelschnitt!». Pap in. S. ann. math. XVII, 55.

136. Sitr la theorie de deux cvniques. G. Salmon. N. tarn, math. XVII, 83.

137. Ueber Unrichtigkeiten in einem früheren Aufsatze. Grunert. Grun. Archiv
XXX, 474.

138. Lnmarle's Construction des Kriimmungskreises der Kegelschnitte. Grunert.
Krün. Archiv XXX, 290.

139. Einige Bemerkungen über die Fusspunkt^linien , insbesondere die der Kegel-
schnitte. D robisch. Zeitschr. Math. Phys. III, 1

.

146. On the area of the couic section represented by the gencral trilinear eqttation of the se-

cond degree. Ferrers. Cayley. Quart Journ. Math II, 217, 248.

Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung 50; Ellipse; Hyperbel;
Kreis; Parabel.

1
141. Darstellung des unendlichen Kettenbruches —- , in

x -r l + 1

x + 2 + 1

x + 3 + ...

geschlossener Form. S. Spitzer. Grun. Archiv XXX, 81.

142. Darstellung des unendlichen Kettenbruches 2 a? + 1 + - ^-r—
f

in
2 x + A + I

2a? + 5 + . ..

geschlossener Form. S.Spitzer. Grun. Archiv XXX, 331.

143. Sur le cercle coupttnt orthogonalement trois taUres cercles. Laqui 'er e. JV. ann. math.
XVII, 238.

144. Note on the conditions that the equation of the second degree should represent a circle

or spliere. Ferrers. Quart. Journ. Math. II, 267.
Vergl. Verwandtschaft 230.

Digitized by doogle



Literaturzeitung. 1

7

145. Nene Darstellnng der Theorie der Berührung und Krümmung der Curven. Gru-
nert. Grun. Archiv XXX, 361.

Vergl. Analytische Geometrie des Baumes 10; Kegelschnitte 138: Oberaäehcn
179, 180.

Krystallographie.

146. Ueber die graphische Kreismethode. L. Ditscheiner. Wien. Acad. Ber.
XXVI, 279.

147. Ueber die graphische Parabclm* thode. L. Ditscheiner. Wien. Acad. Ber.
XXVIII, 93.

148. lieber die graphische Hvperbelmethode. L. Ditscheiner. Wien. Acad. Ber.
XXVIII, 134.

149. Ueber die ZonenflKeben. L. Ditscheiner. Wien. Acad. Ber. XXVIII, 201.

Logarithmen.

150. Erreins nombreuses qui existent dans les taäles de loyarilhmes de Cfdlel. L efort et
IloüeV. N. ann. math. XVII, Bulletin de bibl. 41

.

151. On Ute furmation of' tabhs of toyarithm of the triyonometriad ratios. Elphins tone.
Quart. Jourti. Math. II, 222.
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Literaturzeitung.

Die Elementar-Mathematik für den Schulunterricht bearbeitet von Ludwig
Kambly , Professor am Gymnasium zu St. Elisabeth in Breslau.

Vollständig in vier Theilen:

Erster Theil: Arithmetik.und Algebra. Dritte, vermehrte und ver-

besserte Auflage. Breslau, Ferdinand Hirt's Verlag. 1857.

Zweiter Theil: Planimetrie. Fünfte, verbesserte Auflage. Mit vier

Tafeln lithographirter Abbildungen. 1858.

Dritter Theil : Ebene und sphärische Trigonometrie. Dritte,

verbesserte Auflage. Mit einer Tafel lithographirter Abbildun-

gen. 1857.

Vierter Theil : Stereometrie. Zweite , verbesserte Auflage. Mit vier

Tafeln lithographirter Abbildungen. 1858.

Die vorliegende Elementar -Mathematik soll, wie der Verfasser selbst

bemerkt, nicht ein ausführliches Lehrbuch für den Selbstunterricht oder für

tiefer eingehende Studien , sondern nur ein Leitfaden für die. Schule sein.

Der Verfasser hat sich aus diesem Grunde auf das Unentbehrlichste be-

schränkt und da er vorzugsweise die Bedürfnisse der Gymnasien im Auge

gehabt hat, so war auch die Zeit, die auf diesen dem mathematischen Un-

terricht eingeräumt ist, für die Menge des aufzunehmenden Stoffes maass-

gebend. Mit derEinschränkung des mathematischen UnterricHts auf ein enges

Gebiet kann man sich gewiss nur einverstanden erklären, nur muss das We-
nige dafür um so genauer und gründlicher durchgenommen werden. Soll

der Leitfaden dem Schüler die Ausarbeitung eines vollständigen Heftes er-

setzen und er denselben mit Nutzen zur Vorbereitung auf die Stunden und

zur Wiederholung gebrauchen können , so muss er mit einer gewissen Aus-

führlichkeit geschrieben sein. Der Verfasser hat hierbei jedenfalls das rich-

tige Maass getroffen. Die Form der Darstellung ist in allen vier Theilen

die dogmatische. Wenn der Keferent sich mit der Wahl dieser Darstel-

lungsweise nicht ganz einverstanden erklären kann, so will er hiermit den

Streit über die Wissenschaftlichkeit der dogmatischen Form und über die

Zweckmässigkeit derselben in didaktischer Beziehung nicht erneuern, zu-
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mal da bei der Anorduung des Inhalts ein heuristischer Gedankengang im

Wesentlichen bestimmend gewesen ist. Aber man braucht kein Gegner der

synthetischen Methode zu sein, um die bis zur Ermüdung getriebene Wie-

derholung der Wörter: Lehrsatz, Behauptung, Beweis, Folgerung, Zusatz,

Anmerkung u. s. w. weder schön noch unbedingt nothwendig zu finden.

Dass man auch ohne dogmatische Form kurz , wissenschaftlich streng und

systematisch schreiben kann, und eine heuristische Gedankenentwickelung

auch ohne eine unerträgliche Breite oder einen ermüdenden Wertschwall

möglich ist, davon geben die üblichen Darstellungen der nicht elementaren

Theile. der Mathematik und der mit ihr verwandten Wissenschaften wie

z. B. die Mechanik einen glänzenden Beweis. Freilich einen guten Styl zu

schreiben ist auch in der Mathematik nicht leicht und das erklärt uns eini-

germaassen die Hartnäckigkeit , mit der man in den Büchern über die Ele-

mentar - Mathematik an der dogmatischen Form hängt. Auch können wir

nicht zugeben , dass bei einem guten Style die individuelle Bedeutung der

Sätze verloren gehe, müssen vielmehr behaupten, dass gerade bei einer un-

gezwungenen und ungekünstelten Darstellung die wichtigsten und frucht-

barsten Sätze in ihrer Bedeutung sich am nachdrücklichsten hervorheben

lassen.

Im ersten Theile, welcher die Arithmetik und Algebra enthält, ist

der Verfasser seinem Vorsätze, dem Inhalt eine solche Anordnung zu geben,

„dass*man an ihr einen stetigen Fortschritt der Entwickelung, die notwen-

dige Bewegung des mathematischen Denkens nachweisen kann," nicht im-

mer treu geblieben. So wird die Untersuchung der Verbindung der (abso-

luten ganzen) Zahlen zu Summen, Differenzen, Prodncten und Quotienten

unterbrochen durch die Erklärungen von Potenz und Wurzel, die vor der

Erklärung des Quotienten zu stehen kommen. Wollte man den Grund gel-

ten lassen , dass die Definition der Potenz und deren unmittelbare Folge-

ningen nur einen speciellen Fall der Multiplication betreffen und sich dieser

eng anschliessen, so müsste ja auch das Product unmittelbar nach der Summe,
als 8pecicller Fall derselben

,
genannt werden , und damit wäre immer noch

nicht erklärt , *warum Differenz und Wurzel vor dem Product und vor dem
Quotienten erwähnt werden. Soll jede neue Rechnungsart zunächst als ein

besonderer Fall der vorhergehenden erscheinen, was doch zu einem steti-

gen Fortschritt der Entwickelung gehört, so wäre der Erklärung des Pro-

ducts in § 12 die Auffassung desselben als Summe gleicher Posten vorzu-

ziehen. Nachdem die Division auf eine Erweiterung des Begriffs der Zahl

in der Weiso geführt hat, dass er auch gebrochene Zahlen umfasst, ist es

natürlich nothwendig, die früheren Definitionen der Multiplication und Di-

vision zu erweitern und die Gültigkeit der früheren Lehrsätze für gebrochene

Zahlen zu erweisen und zwar in aller Strenge. Dass eine pädagogische

Rücksicht es war, die den Verfasser veranlasste, die Erweiterung der ge-

fundenen Gesetze auf eigentliche Brüche nicht in aller Strenge zu erweisen,
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muss uns Wunder nehmen. Wenn schon hier in Rücksicht auf die jugend-

liche Kraft der Schüler die Strenge aulgegeben werden soll, so fragen wir,

welchen Zwecken der mathematische Unterricht dient? Nach der Meinung
des Referenten treibt man mit einem Schüler erst dann allgemeine Arithme-

tik, nachdem er in dem sogenannteu Zahlenrechnen die nöthige Fertigkeit

erlaugt hat. Ist dies aber der Fall, so sind die Schwierigkeiten, welche der

Eintritt in die allgemeine Arithmetik dem jugendlichen Geiste bereitet,

wahrhaftig nicht so gross, als dass er sie nicht bewältigen könnte. Und
heiüst es denn Schwierigkeiten entfernen, indem man die Strenge zum
Opfer bringt? Strenge allein gewährt auf die Dauer dem Schüler volle Be-

friedigung und man täuscht sich, wenn man glaubt, dass ihm eine sogenanute

populäre Darstellung zusagt. Wir müssen noch einige Punkte anführen,

wo der Verfasser, ohne durch die Sache dazu gcuöthigt zu sein, von der

mathematischen Strenge abgewichen ist. Nach der Erklärung des Quotien-

ten in § 17 muss der Divisor immer eine unbenannte Zahl sein; gleichwohl

ist in Anmerkung 2 desselben § von einem Quotienten die Rede, dessen

Glieder benannte Zahlen sind. Die Strenge erfordert hier nicht nur eine

Erklärung, was man unter dem Quotienten gleichnamiger Zahlen, sondern

was man uuter dem Quotienten gleichartiger Grössen überhaupt zu verste-

hen habe. Diese Erklärung würde freilich zum Messen der Grössen oder

zur. Angabe ihres (geometrischen) Verhältnisses und somit schliesslich zu

den irrationalen Zahlen geführt haben, vor denen aber der Verfasser, wahr-

scheinlich aus pädagogischen Rücksichten, eine gewaltige Scheu zu haben

scheint. Dass es irrationale Zahlen giebt , erfährt der Schüler erst in § 50,

nachdem die Lehro von den Verhältnissen und Proportionen und die ganze

Lehre von den Potenzen und Wurzeln vorgetragen worden ist. Verweist

man die Lehre von den Verhältnissen und Proportionen in die Arithmetik,

so folgt sie naturgemäss auf die Lehre von den Producten und Quotienten.

Das Verhältniss incommensurabler Grössen führt dann auf die Irrationalzah-

len und macht somit eine Erweiterung des Zahlbcgriffs nöthig. Der Nach-

weis, dass alle für Rationalzahlen bewiesenen Gleichungen auch für Irra-

tionalzahlen gelten, darf nicht ausgelassen werden. Der Verfasser über-

geht, wie schon gesagt, die Irrationalzahlen, und lässt sich in der Lehre

von den Verhältnissen und Proportionen nur auf Zahlen , Verhältnisse und

Zahlenproportionen ein. Der Bezeichnung und dem allgemeinen Gebrauch ent-

sprechend wäre es gewesen, den Verhältnissexponenten dem Quotienten des

Vordergliedes durch das Hinterglied gleich zu setzen und nicht umgekehrt;

ein Nutzen erwächst jedenfalls nicht aus dieser Auffassung. Warum § 23

und § 24, die von der Null und dem Unendlichgrossen und Unendlichklei- 4

nen handeln, zwischen die Lehre von den Producten und Quotienten und

die Lehre von den Verhältnissen und Proportionen eingeschaltet sind , be-

greift man nichf recht; unsrer Ansicht nach gehören sie an die Spitzo des

zweiten Abschnitts, der von den relativen oder algebraischen Zahlen hau-

3*
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delt. Die Ausdrücke „algebraische Zahlen," „algebraische Addition," „al-

gebraische Subtraction" u. s. w. zu vermeiden ist wohl wünschenswerth , in-

dessen für die jetzige Terminologie schwieriger durchzuführen, jedenfalls ist

es aber thunlich den Namen Algebra nur für die Lehre von den algebraischen

Gleichungen beizubehalten , wie es ja auch so ziemlich allgemein Gebrauch

geworden ist. — In § 53 sagt der Verfasser: „Eine gerade Wurzel aus einer

negativen Zahl ist unmöglich, weil keine positive und negative Zahl, ins

Quadrat oder in eine andere gerade Potenz erhoben , eine negative Zahl

hervorbringen kann." Hieran schliesst er die Erklärung: „Solche gar

nicht existirende, unmögliche Wurzeln werden imaginäre, und im Gegen-

satz zu ihnen alle übrigen Zahlen reelle Zahlen genannt." Nun ist es rich-

tig, dass, so lange der Zahlbegriff blos reelle Zahlen umfasst, eine gerade

Wurzel aus einer negativen Zahl unmöglich d. h. keine reelle Zahl ist,

ebenso wie es unmöglich ist, so lange man nur absolute Zahlen kennt, einen

Unterschied anzugeben, dessen Subtrahend grösser als der Minuend ist.

In beiden Fällen liegt in dieser Unmöglichkeit die Aufforderung den Be-

griff der Zahl zu erweitern; obige Erklärung ist daher nicht statthaft. Von
etwas, was gar nicht existirt und unmöglich ist, lässt sich überhaupt keine

Erklärung geben; aber in der Tbat sind die imaginären Wurzeln etwas Exi-

stirendes und folglich Mögliches — unmöglich sind sie denn doch nur in-

nerhalb eines zu engen Begriffs. — Im dritten Abschnitt, der von den Lo- •

garithmen handelt , finden wir bei den numerischen Beispielen siebenstellige

Logarithmen angewendet und entnehmen daraus, dass der Verfasser die

gleichen Tafeln auch bei seinem Unterrichte anwendet. Man muss sich

wirklich wundern, dass siebenstellige Logarithmentafeln noch so oft in un-

seren Schulen angetroffen werden, da doch gegen ihr Beibehalten so viele

und gewichtige Gründe sprechen und auch oft genug schon geltend gemacht

worden sind. Für die Schule zunächst empfehlen sich Tafeln mit möglichst

wenig Bruchstellen nicht nur durch den geringen Umfang und die Ueber-

sichtlichkeit, sondern auch durch den Umstand, dass der Schüler bei dem
Gebrauch solcher Tafeln in das Wesen der Interpolation besser eindringen

muss , was ihn befähigt auch andere mathematische Tafeln von abweichen-

der Einrichtung zu gebrauchen. Ferner darf wohl die nicht unbedeutende

Zeitersparniss in Anschlag gebracht werden, die hierbei keineswegs auf

Kosten der Gründlichkeit erkauft wird, darin den meisten Fällen Tafeln

mit vier oder fünf Stellen diejenige Genauigkeit geben, welche den einer

Aufgabe zu Grunde liegenden Zahlen und somit der Genauigkeit des dar-

aus abgeleiteten Resultates entsprechen. Bei jeder numerischen Rechnung
kommt es darauf an das Endergcbniss mit dem geringsten Aufwand von Mit-

teln zu erreichen und solche einfache und ausreichende Mittel sind vier-

oder fünfstellige Logarithmentafeln. Zuletzt ist für die Schule auch der ge-

ringere Preis kleiner Tafeln nicht ausser Acht zu lassen.
*

Was die Logarithmen von Decimalbrüchcn anlangt, so halten wir, mit
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Rücksiebt auf § 63, folgende Bemerkungen für die Praxis des Rechnens,

obwohl sie nicht neu sind, nicht für überflüssig: Der Logarithmus eines De-

cimalbruchs ist negativ. Um negative Logarithmen zu vermeiden, kann man
zwei Wege einschlagen. Der erste Weg besteht darin, dass man negative

Charakteristiken einführt; z. B.

25
log 0,25 = logm = log 25— log 100 = 1,39794— 2 = 0,39794—1.

Hierbei bleibt die Mantisse positiv. Diese Art die Logarithmen der Deci-

malbrüchc auszudrücken verlangt aber auch das Minuszeichen und fordert

Aufmerksamkeit, um sich in den zwei entgegengesetzten Operationen, der

Addition der Mantisse und der Subtraction der Charakteristik , nicht zu ir-

ren. — Der zweite Weg, welcher auch negative Kennziffern vermeidet,

verdient allgemein befolgt zu werden. Da es in keiner Rechnung vorkom-

men kann, dass man sich um 10000 Millionen irrt, so vermehre man, wenn

es nöthig ist , die Charakteristik um 10 Einheiten , um sie immer positiv zu

haben. * Man schreibe also

log 0,25 s= log^ = 9,39794, log 0,025 = log~ = 8,39794,

log 0,0025 = log = 7,39794

u. 8. w. Hieraus folgt die Regel: um die Kennziffer des Logarithmus eines

Decimalbruchs zu finden, hat man nur nöthig die Anzahl der Nullen, welche

im gegebenen Bruche unmittelbar hinter dem Komma stehen, von der Zahl

9 abzuziehen. — Hat man umgekehrt zu dem Logarithmus eines Decimal-

bruchs diesen Bruch zu suchen , so schreibe man eine Null hin und lasse

auf dinselbo das Komma und so viele Nullen folgen , als Einheiten an der

Kennziffer fehlen , um sie zu 9 zu ergänzen; hierauf suche man, ohne Rück

sieht auf die Kennziffer, in den Tafeln die zur Mantisse gehörige Zahl und

bange diese den schon hingeschriebenen Nullen, an. — Da der Logarithmus

eines Decimalbruchs stets eine Kennziffer hat, die kleiner als 10 ist, so

braucht man bei der Addition der Logarithmen von Decimalbrüchen auf die

Zehner der Kennziffer der Summe nicht Rücksicht zu nehmen. Man kann

dieselben stets weglassen. Diese Regel gilt auch noch, wenn unter den Lo-

garithmen, die zu addiren sind, sich solche von Zahlen finden, die grösser

als die Einheit sind ; z. B.

log (0,25 X 0,2) s= log 0,25 + log 0,2; log (0,25 X 12) = log 0,25 + log 12

log 0,25 = 9,39794 log 0,25 = 9,39794

log 0,2 = 9,30103 log 12 = 1,07918

Summe = 18,69897, Summe — 10,47712,

wofür man schreibt 8,69897= log 0,05 ; wofür man schreibt 0,47712= log 30.

Hat man zwei Logarithmen zu subtrahiren , so wird man , wenn es nöthig

sein sollte, die Kennziffer des Minuenden um 10 Einheiten erhöhen; z. B.
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log ~ = log 3 — log 4, log 3 = 0,47712

log 4 = 0,60206

Unterschied= 9^7506 = log 0,75;

log
JJ'™
= % 0,06 — % 0,12, log 0,06 = 8,77815

log 0,12 s= 9,07018

Unterschied — 9,69897 -~ log 0,5.

Hat man einen Dezimalbruch auf eine gegebene Potenz zu erheben , seinen

Logarithmus also mit dem Potcuzexponenten zu multipliciren , so lässt man
im Producte ebenfalls die Zehner der Kennziffer weg. Es ist z. B. (0,4)

2 =
0,16 und (0,4)

:i -~ 0,064. Mit Hilfe der Logarithmen findotraan

log 0,4 ~ 9,60206 ;
log 0,4 = 9,60206

2 log 0,4= 19,20412; 3 log 0,4 = 28,80618

wofür mau schreibt

2 log 0,4 = 9,20412; 3 log 0,4 = 8,80618

= log 0,\6 —log 0,064.

Hat man aus einem Dezimalbruch die wi
te Wurzel zu ziehen, also den Lo-

garithmus derselben durch den Wurzelexponenten zu dividiren, so muss

man zur Kennziffer des Logarithmus (m— l) Zehner hinzudenken; z. B.

« l s 1
log Po, 16 = 2 % 0,16; log Vöjm = 3 log 0,064

/o<7 0,16 = 9,20412 0,064= 8,80618

(=19.20412) (= 28,80618)

- log 0,16 = 9,60206 log 0,4 ; j log 0,064 = 9,60206 = log 0,4.

Ua die Sinus und Cosinus, sowie die Tangenten unter 45° und die Con*

tangenten über 45°, stets echte Brüche sind, so gilt für ihre Logarithmen

Alles , was wir von den Logarithmen der Decimalbrüche gesagt haben; hier-

nach erklären sich auch die in den Tafeln stehenden Kennziffern der Loga-

rithmen der Winkelfunctionon. — Hat die zu einem Logarithmus gehörige

Zahl das negative Vorzeichen, so zeigt man dies durch ein n an, welches man
auf die letzte Decimale der Mantisse folgen lässt ; z. B. log cos 120°= 9,69897».

Der vierte Abschnitt handelt von den Bcstimmungsgleichungen und

zwar von den algebraischen Gleichungen des ersten und zweiten Grades, von

den Gleichungen mit mehren unbekannten Grössen, von den Exponential-

gleichungen und von der Synthrsis der Gleichungen d. i. von der Bildung

der Gleichungen nach Bedingungen einer in Worten gegebenen Aufgabe.

Im fünften Abschnitt findet man die arithmetischen und geometrischen Rei-

hen und die Zinses-Zins-Rechnung und im sechsten Abschnitt die Combi-

nationslebre und den binomischen Lehrsatz. Der Binoinialsatz konnte auch

ohne die Aufnahme der Combinationslehrc entwickelt werden, diese aber

zugelassen, durfte der construirende Thcil derselben wohl nicht ganz über-

gangen werden. Die Decimalbrüche, die Kotteubrüche, die Lehre von der

..fr
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Theilbarkcit der ganzen Zahlen und dicThcoric der diophantisclicu Gleichun-

gen sind a«f 22 Seiten abgehandelt und in den Anhang verwiesen. Zweck-

mässig und wissenschaftlich zu gleicher Zeit wäre es gewesen, die Rech-

nungsoperationen mit Dccimalzahlen auf die Rechnung mit Polynomen fol-

gen zu lassen und an diese die Ausziehung der Quadrat - und Cubik- Wur-

zeln anzuschliessen. Ebenso gebührte den Elementen der Zahlentheorie

ein Platz vor der Lohro von den Potenzen und Wurzeln.

Der zweite Theil, die Planimetrie, geht von der Betrachtung einer

Geraden, zweier einander schneidender Geraden und der parallelen Linien

(I. Abschnitt) über zur Betrachtung von drei und mehren sich schneidenden

Geraden und der hierbei entstehenden ebenen Vielseiten, insbesondere der

Triangel und Vierseite (2. Abschnitt). Hieran schliesst sich die Entwicke-

lang der Eigenschafton des Kreises und der regulären Polygone (3. Ab-

schnitt). Der folgende Abschnitt enthält die Lehre vom Flächeninhalt ge-

radliniger Figuren, ihre Vcrgleichung, Verwandlung, Thoilung und Aus-

messung. Im fünften Abschnitte ist von der Proportionalität gerader Linien

und der Aehnlichkeit geradliniger Figuren und von der Proportionalität ge-

rader Linien am Kreise die Rede; im sechsten von der Berechnung der

Seiton regulärer Polygone und der Rectification und Quadratur des Kreises.

Der siebente Abschnitt enthält Aufgaben aus der rechnenden Geometrie

und die Gonstruction algebraischer Ausdrücke. Im Anhang endlich sind

156 Uebungsaufgaben zusammengestellt. Wir vermissen in diesem Theile,

der es doch mit der Geometrie des Maasses zu thun hat, die Vcrgleichung

der Längen gerader Linien und die Aufsuchung des numerischen Verhält-

nisses zweier coinmensurablen oder incoromensurablen Linien, ferner die

Angabe der Kennzeichen der Proportionalität zweier zusammengehörigen

Grössenarten. Die Behandlung mehrer Sätze würde dadurch an Strenge

gewonnen haben. Dass die einer Geometrie der Lage angehörenden Spitze

ausgeschlossen sind, können wir bei dem Zwecke des Buches nicht tadeln.

Dem planimetrischen Theile entsprechend ist der Lehrgang des vierten

Theiles, der Stereometrie. Dio drei Abschnitte derselben behandeln

l) dio Lage gerader Linien gegen Ebenen und gegen einander (gerade Li-

nien, welche eine Ebene schneiden, und gerade Linien, welche einer Ebene

parallel sind) und dio Lage der Ebenen gegen einander (zwei einander

schneidende, zwei parallele und drei oder mehr durch einen Punkt gelegte

Ebenen), 2) die Körper in Beziehung auf ihre Grenzen und Durchschnitts-

figuren, nämlich die ebenflächigen Körper (Prisma, Pyramide und die übri-

gen Polyeder) und die krnmmflächigen Körper (Cylinder, Kegel und Ku-

gel), 3) die Ausmessung des räumlichen Inhaltsund der Oberfläche der Kör-

per, nämlich Prisma und Cylinder, Pyramide und Kegel und die Kugel.

Den Anhang bildet die Construction dor regulären Polyeder, die Berech-

nung ihrer Volumina und der Neigungswinkel ihrer Seitenflächen und Kan-

ten, und 127 Uebungsaufgaben. — Als einen grossen Mangel dieses ^heiles
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müsseu wir bezeichnen, dass die Congruenz (und Symmetrie) und Aehn-

lichkcit der Polyeder und der runden Körper ganz jtnit Stillschweigen über-

gangen ist.

Was endlich die ebene und sphärische Trigonometrie betrifft,

die *lon dritten Theil vonK.'s Elementar-Mathcmatik bildet, so finden wir zu-

erst einen kurzen Abriss der Goniometrie (Erklärung der trigonometrischen

Linien und Functionen spitzer Winkel
;
Abhängigkeit der trigonometrischen

Functionen eiues Winkels von einander; Aonderung der trigon. Functionen

durcli Aenderung des Winkels, Functionen der WT
inkel über 90°; Functio-

nen zusammengesetzter Winkel). In der ebenen Trigonometrie folgt auf die

Auflösung der rechtwinkligen Triangel, die Auflösung der gleichschenkli-

gen Triangel und der regulären Polygone und zuletzt die Auflösung der

schiefwinkligen Triangel. Ein Anhang enthält eine Zusammenstellung der

wichtigsten goniometrischen Formeln und Uebungsanfgaben , zum Theil mit

Andeutung ihrer Auflösung. Die sphärische Trigonometrie behandelt zuerst

die rechtwinkligen sphärischen Triangel, dann die sphärischen Triangel im

Allgemeinen und schliesst mit der Berechnung ihres Flächeninhalts. Ein

Anhang enthält noch eine Anzahl Uebuugsaufgaben. — In der Goniometrie

genügt es nicht, wie es in § 10 geschehen ist, den Zeichenwechsel der gonio-

metrischen Functionen als blosse Sache desUebereinkommens zu behandeln;

vielmehr muss die Notwendigkeit desselben nachgewiesen werden. Am
einfachsten und anschaulichsten kann das aber auf folgende Weise gesche-

hen. Man denke sich in einem mit dein Halbmesser r beschriebenen Kreis

zwei aufeinander senkrechte Durchmesser AB und CD gezogen und die

Bogen in dem Sinne von A nach C positiv gerechnet. Ist dann a ein belie-

biger positiver oder negativer Bogen, der bei A anfängt und im Punkte E
endet, so ist sein Complement, 90°— et, ein bei K anfangender und in C en-

dender Bogen. Bezeichnet man die Projection des Bogens cc auf den Durch-

messer.^!? mit ö, die Projection seines Complementes auf den andern

Durchmesser mit ö, so liegen die Werthc von « und b stets zwischen den

Grenzen 0 und 2r. Bezeichnet man ferner die Projectioncn des beweglichen

Radius auf die Durchmesser AB und CD resp. mit r und r", so stellen r und

r" die Cosinuslinie und die Sinuslinie vor, und man hat für sie Ausdrücke

r'=r— a und r"—r— b.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass die Cosinuslinie r (und folglich

cosa = ~j positiv ist für a < r, d. i. für Bögen, deren Endpunkte im er-

sten und vierten Quadranten liegen und negativ für a > r, d. i. für Bögen

im zweiten und dritten Quadranten ; dass ferner die Sinuslinie r" (und folg-

lich sin a = ^-^ positiv oder negativ ist, je nachdem b < r oder > r, d. i.

für Bögen , die bezüglich im ersten und zweiten oder im dritten und vierten

Quadranten liegen. Kennt man den Zeichcnwechsel der Sinus undCo6inns,

so findet man aus den Definitionsgleichungcn
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sin a , 1 , 1 1= lgce. - — z=cotga. = seca, -— = cusec et

co.su " tg a * ' c</s« ' «i« a

leicht den Zeichenwechsel der übrigen Functionen. Am anschaulichsten tritt

der Verlauf auch dieser Functionen, d. h. ihre Werth - und Zeichen- Aen-

derung, in den entsprechenden goniometrischen Linien hervor, deren Dar-

stellung in einem Buche wie das vorliegende nicht fehlen sollte.— An § 12,

wo die Formel für sin (a-{-ß) entwickelt wird, wollen wir schliesslich noch

die Bemerkung knüpfen, dass man die Herleitung allgemein geltender For-

meln füglich wohl auch in die Elemente der Goniometrie verweisen kann,

zumal diese mit so wenig Schwierigkeiten verbunden, wie gerade hier. Am
besten nimmt man hierzu die Formel

a— B a + 8
co$a+ cosß = 2 cos —^ cos

zum Ausgangspunkt.

Wenn Referent an einem Schulbuche, von dem das Erscheinen mehre-

rer Auflagen beweist, dass es seinem Zwecke als Leitfaden fUr den mathe-

matischen Uuterricht an Gymnasien entsprechend befunden worden u*t, die

obigen Ausstellungen nicht hat unterdrücken wollen, hat er damit lediglich

im Interesse der Sache zu handeln gemeint und er würde sich freuen, wenn

sein Referat in diesem Sinne auch von dem verdienstvollen Verfasser dieses

Leitfadens aufgefasst würde, eventuell bei einer folgenden Auflage des

einen oder andern Theils einige Berücksichtigung erführe.

Dresden. Dr. Rudolf Hoffmann.

Die Physik, für den Schulunterricht bearbeitet von Albert Trappe, Ober-

lehrer an der Realschule zu Breslau. Zweite, wesentlich verbesserte

und bereicherte Auflage. Mit 205 in den Text gedruckten Abbil-

dungen. Breslau, Verlag von Ferdinand Hirt, 1858. 8. 246 S.

Die Verlagshandlung von Ferdinand Hirt in Breslau hat schon eine

Reihe von Jahren der naturwissenschaftlichen Schulliteratur ihre Sorge ge-

widmet und ist bemüht gewesen für eine den Forderungen der Gegenwart

entsprechende Vertretung der Naturwissenschaften mitzuwirken. Die Vor-

züge ihrer Unternehmungen sucht sie in dem inneren Gehalte, der prak-

tischen Brauchbarkeit, der vorzüglichen Ausstattung und dem überaus wohl-

feilen Preise. Was namentlich die naturgeschichtlichen Bücher anlangt, so

hat sie kein Opfer gescheut, der Anschauung durch naturgetreue künstlerisch

ausgeführte Abbildungen zu Uilfo zu kommen.

*Die vorliegende Physik von Trappe bildet einen Theil dieser Schul-

bibliothek. Sie macht keinen Anspruch auf den Namen eines Lehrbuches

der Physik ; sie ist nicht für den Selbstunterricht, sondern lediglich für den

Schulunterricht geschrieben , und setzt einen Lehrer voraus , der des von

ihm vorzutragenden Gegenstandes mächtig ist und, wie der Herr Verfasser
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selbst bemerkt, seine Kenntnisse niclit erst aus dem Sehulbuche zu schö-

pfen braucht.

lieber den Zweck und den Gebrauch des Buches spricht sich der Herr

Verfasser in der Vorrede ans. Das Buch soll dem Schüler zunächst das

Ausarbeiten eines vollständigen Heftes ersparen; er soll nicht daraus lernen,

sondern das Gelernte danach repetiren. Ucbrigens enthält das Buch reich-

lichen Stoff, au welchem der Schüler untor Anleitung des Lehrers seine

Kräfte üben kann. Der Menge des Stoffes nach, welche in dem Buche ver-

arbeitet ist, kann es auch auf Anstalten benutzt werden, die dem physika-

lischen Unterrichte mehr Zeit widmen als das Gymnasium oder bisweilen

auch die Realschule. Da überall die Anwendung der physikalischen Gesetze

auf das praktische Leben berücksichtigt wird, sb dürfte das Buch sich viel-

leicht auch auf Gewerbschulen als brauchbar erweisen , welche der Herr

Verfasser bei Abfassung desselben allerdings zunächst nicht im Auge gehabt

hat. Dem Zweck des Buches entsprechend, welches stets die Mitwirkung

des Lehrers beim Unterricht voraussetzt, ist bei den Abbildungen der In-

strumente alles Unwesentliche weggelassen und nur das Princip derselben

dargestellt, welches der Schüler sich ja zunächst einprägen soll. Der Ge-

sichtspunkt des Herrn Verfassers ist hierbei jedenfalls der richtige, denn

Abbildungen von Instrumenten, wie sie meistens nur grosse physikalische

Cabincte anschaffen können, lenken die Aufmerksamkeit des Schülers zu

leicht von dem Wesentlichen ab und haben jedenfalls dann keine Bedeutung

für ihn, sobald der Lehrer nicht mit ähnlichen Apparaten experimentiren

kann. Dies wird aber wohl immer der Fall sein, denn ein und dasselbe In-

btrument hat in den verschiedenen Cabineten ein verschiedenes Aussehen.

Der Inhalt des Buches ist in folgende sechs Abschnitte vertheilt: I.

Eigenschaften der Materie und Wirkungen der Massentheilchenauf einander;

II. Ruhe und Bewegung der Körper; III. der Schall; IV. das Licht; V. die

Wärme; VI. Magnetismus, Electricität, Galvanismus. Dass der zweite Ab-
schnitt, welcher von den Gleichgewichts- und Bewegungsgesetzen der festen,

flüssigen und luftförmigen Körper handelt, den andern Abschnitten gegen-

über mit grösserer Ausführlichkeit bearbeitet ist, kann der Referent nur

passend finden. Besonders verdient hervorgehoben zu werden, dass der Er-

läuterung der so wichtigen Begriffe der mechanischen Arbeit und der leben-

digen Kraft einige Seiten gewidmet sind.

Nach der Einsicht, welche der Referent in die Physik von Trappe ge-

nommen hat, kann er das Buch mit vollem Rechte der Beachtung der Schul-

mäuner anempfehlen. Der billige Preis von 25 Silbergroschen, für Schul

bücher ein nicht unwichtiges Moment, mag zum Schlnss noch besonders

hervorgehoben werden.

Dresden. Dr. Rudolf Hoffmann.
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1

Lehrbuch der Stereometrie zum Gebrauche an höheren Lehranstalten und

beim Selbststudium von Carl Spitz, Lehrer an der polytech-

nischen Schule in Carlsruhe. Mit 101 in den Text gedruckten Fi-

guren. Leipzig und Heidelberg. C. F. Winter'sche Verlagshandlung.

1858. 8. 132 S.

Dieses Lehrbuch stimmt in Hinsicht der Art der Behandlung, sowie in

Betreff der Reichhaltigkeit des zur Untersuchung gezogenen Materials mit

des Verfassers Lehrbuch der ebenen Geometrie überein, das im zweiten

Jahrgange dieser Zeitschrift besprochen worden ist. Der erste Abschnitt,

§. 1— 50j handelt von der Verbindung der geraden Linien und Ebenen im

„Räume. Analog den Sätzen der ebenen Geometrie findet man hier, und

zwar vollständiger als es in vielen Lehrbüchern der Stereometrie der Fall

ist, die Sätze über den Parallelismus stereometrischer Gebilde und über die

Keile. Der zweite Abschnitt, §. 51— 73, enthält in ziemlicher Ausführlich-

keit die Lehre von den Ecken und berücksichtigt namentlich auch die Con-

gruenz und Symmetrie derselben. In §. 65 und 72 wird die Bestimmung der

Grösse einer dreikantigen und einer n kantigen Ecke durch ihre Winkel

gegeben und darauf in §. 75, wio bei Legendre, der Beweis des Euler'schen

Satzes gegründet. Der dritte Abschnitt, §. 74— 128, umfasst die Lehre

von den geometrischen Körpern und zwar in §. 74— 107 die Lehre von

den eckigen Körpern oder Polyedern und in §. 108— 128 die Lehre

von den runden Körpern (Kegel, Cylinder, Kugel). Von dem an der Spitze

des Abschnitts befindlichen Eulcr'schen.Satze ist ausser dem Legendre'schen

Beweise noch ein anderer, so viel uns bekannt von J. H. T. Müller her-

rührender, Beweis gegeben. An die Betrachtungen Über die Polyeder im

Allgemeinen schliesst sich die Betrachtung der regelmässigen Polyeder und

an diese die Lehre von den unregelmässigen Polyedern. Letztere umfasst

die Entstehung und Benennung der unregelmässigen Polyeder (Pyramide,

Prisma, Obelisk), die Eigenschaften derselben und ihre Congruenz und Aehn-

lichkeit. In gleicher Weise folgt in der Lehre von deu runden Körpern auf

deren Entstehung und Benennung die Entwicklung ihrer Eigenschaften

und die Betrachtung ihrer Congruenz unji Aehnlichkeit. Die Entstehungs-

weisc der regulären Polyeder durch Abgrenzung regelmässiger, um einen

Punkt, als gemeinschaftlichen Scheitel
,
herumliegender Ecken , sowie die

der übrigen Folyeder durch ^Abgrenzung der betreffenden, durch ent-

sprechende Bewegung einer Geraden erzeugten halbbegrenzten Räume ist

mit Recht den übrigen Darstollungsw eisen vorgezogen worden. — Die Aus-

führlichkeit, mit welcher die Lehre von der Congruenz und Aehnlichkeit, von

der symmetrischen Gleichheit und Symmetrie, 60wie von der Gleichheit der

Polyeder überhaupt behandelt ist, darf als ein besonderer Vorzug dieses

Buches hervorgehoben werden. Der vierte und letzte Abschnitt enthält die

Berechnung der Körper (Berechnung des Prisma, der Pyramide, des schief

abgeschnittenen dreiseitigen Prisma, des Obelisken; Verhältnis« der ahn
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liehen Polyeder; Berechnung des Cylinders, des Kegels und der Kugel).

Jedem Abschnitte ist eine reichhaltige Sammlung von Uebungsaufgaben bei-

gefügt, welche theils in zu beweisenden Lehrsätzen, theils in Aufgaben zu

CoDstructionen und Körperberechnungen bestehen. Die Auflösungen zu

diesen Aufgaben, mit Andeutungen sie zu finden, sind in einem besonderen

Schriftchen unter dem Titel : „Anhang zu dem Lehrbuch der Stereometrie

von Carl Spitz' 4 erschienen.

Die Reichhaltigkeit des Inhalts, die knappe und fassliche Darstellung

machen das vorliegende Buch zu einer sehr empfehlungswerthen Erschei-

nung. Ob für ein Lehrbuch der Stereometrie zum Gebrauch an höheren

Lehranstalten und beim Selbststudium, das Gebiet der Stereometrie nickt

füglich etwas weiter auszudehnen wäre, so dass die Kegelschnitte und die

Lehre von den Pvojectionen noch innerhalb desselben fielen, wollen wir hier

nicht entscheiden, die Frage aber immerbin der Beachtung empfehlen.

Die äussere Ausstattung des Buches läsut wenig zu wünschen übrig.

Unter mehreren Druckfehlern machen wir nur auf folgende aufmerksam:

Seite 54, Zeile 19 von oben muss es heissen 4Ä = ~ 4 ER — etc. und

Zeile 24: 4Ä = 2 ER — 2/lR + 2 FR.

Dresden. Dr. Rudolf Hoffmann.
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Recensionen.

Die Vibrationstheorie der Elektricität des Professor Robida in Klagenfurt.

P. Karl Robida, Professor am K.K. Gymnasium zu Klagenfurt, hat im

Jahre 1857 eine Vibrationstheorie der Elektricität veröffentlicht,

zu welcher era anderes 1858 unter dem Titel Magnetismus erschienenes

Schriftchen*) die Fortsetzung und den Schluss bildet. In der „Vibrations-

theorie der Elektricität" beschäftigt sich Robida ausschliesslich mit der

Mikroelektricität, indem er nach der Darstellung und Begründung seiner

Vibrationstheorie dieselbe auf die wichtigsten elektrischen Erscheinungen

(im Kleinen) anwendet; im „Magnetismus" dagegen passt er dieselbe Vibra-

tionstheorie den kosmisch - elektrischen Erscheinungen an und modificirt

dieselbe dann für den Magnetismus und für die Erklärung der magnetischen

Erscheinungen. Beide Schriftchen sollen hier einer Besprechung unter-

worfen werden, und zwar sollen nicht minder die Mängel , als die Vorzüge

der in ihnen enthaltenen Theorie hervorgehoben werden, denn nur so kann

die Besprechung dem gemeinsamen Zwecke forderlich werden.

A. Begründung der Vibrationstheorie. (Vibrationsth. §§. 1 — 7.)

Nachdem Robida in der Einleitung ganz kurz auf die Schwächen der

Fluidumstheorie hingedeutet hat, gibt er eine Definition der Elektricität,

welche (mit Berücksichtigung der auf S. 59 des „Magnetismus" folgenden

Berichtigung) so lautet: „Die Elektricität beruht auf Longitudinalschwing-

nngen der Theilchen eines elektrischen Körpers, aus welchen Longitudinal-

wellen entstehen, die als positiv elektrische, mit verdichtetem Vordertheile

als negativ elektrische mit verdünntem Vordertheile in der Fortpflanzungs-

richtung der entsprechenden Elektricität fortschreiten." Der directe Be-

weis (§§. 1 und 2) dafür ist in 3 Theile getheilt:

1. Die Elektricität beruht auf Schwingungen.

«) „Streicht man die angeschraubte (fixe) Zinkplatte des Fechner'schen

Elektroskops (mit Condensator) mit dem Violinbogen, so schlägt das Gold-

plättchen aus; entstand dabei ein Ton, so zeigte die mit Sand bestreute

*) Beide Druck von Leon in Klagenfurt.

Litcralurzl£. d. ZciUrhr. f. Math. u. I'hys. IV.
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Zinkplatte eine 4strah1ige, die Kupferplatte eine 6 strahlige Klangfigur.

Wurde die Platte wahrend des Streichens mit dem Finger berührt, so gab

sie keinen Ausschlag des Goldplättchens."

b) „Jenachdem man in einer auf der Plattenebene senkrechten Ebene,

oder an der Peripherie der Platte parallel zur Peripherie streicht, hat das

Goldplättchen die eine oder die andere Elektricität."

c) „Wenn die auf der fixen Zinkplatte liegende Kupferplatte mit dem
Violinbogen angestrichen wird, so schlägt das Goldplättchen aus; wenn man
aber die isolirt gehaltene Kupferplatte , oder diese und die fixe Zinkplntte

mit dem Violinbogen in Schwingungen versetzt, und dann die Kupferplatte

auf die Zinkplatte legt, so stellt sich das Goldplättchen in die Mittellinie,

obwohl Zink und Kupfer, wenn sie abgesondert an das Electroscop ange-

schraubt, und mit dem Violinbogen gestrichen werden, die gleichnamige

Elektricität zeigen."

d) „Eine Zinnplatte vom doppelten Durchmesser der fixen Zinkplatte

und von verhältnissmässiger Dicke wurde am gläsernen Handgriffe einen

Schuh hoch Uber der Zinkplatte so gehalten, dass beide Plattenebenen nahe

parallel standen, und mit dem Violinbogen in Schwingungen versetzt. Das
Goldplättchen zeigte sich elektrisch und zwar stärker elektrisch bei grösse-

rer Annäherung der Platten, blieb elektrisch beim Auflegen der Zinnplatte auf

die fixe Zinkplatte, sogar noch nach erfolgter Berührung mit dem Finger."

e) „Wenn man die mit dem Violinbogen angestrichene Metallplatte des

Elektroskops mit dem Finger berührt, so kehrt das Goldplättchen sogleich

in die Mittellinie zurück. Der Ausschlag des Goldplättchens vermindert

sich auch, wenn man das Glasröhrchen, welches den messingenen Gold-

plättchenträger umschliesst, mit dem Finger berührt, und somit die Schwing-

ungen des Glasröhrchens dämpft."

f) „Beim Condensator divergiren ebenfalls die Goldplättchen, wenn
man die Collectorplatte, oder die daraufliegende Condensatorplatte mit dem
Violinbogen in Schwingungen versetzt."

Mit welchem Rechte nennt Robida dies einen directen Beweis*) da-

für, dass die Elektricität auf Schwingungen beruht? Die unter d) und e)

aufgeführten Fälle der Influenz und Ableitung durch Mittheilung haben für

den zu beweisenden Satz keine Beweiskraft, und die andern Versuche be-

weisen nur, dass da, wo man durch Streichen (tönende oder nicht tönende)

*) Direct wäre der Beweis zu nennen, wenn Robida das Vorhandensein von
Schwingungen da nachwiese, wo, beim Ausschluss aller anderen Ursachen von Schwing-
ungen, Elektricität auftritt Eino Gelegenheit dazu böte vielleicht das Entstehen von
Tönen in einem vom Strom durchströmten Leiter, oder die elektrischen Lichterschein-
ungen, ja vielleicht selbst die mechanischen Wirkungen der Elektricität. So z.B. sagt
Robida (Vibr. Th. S. 29): „Alle mechanischen Wirkungen der Elektricität deuten auf
eine schwingende Bewegung der Leitertheilchen. An Isolatoren, deren Theilchen sich
schwer in elektrische Schwingungen versetzen lassen, sind diese Wirkungen beson-
ders auffallend. Die durch ein Glas dringende Elektricität versetzt dieses in solche
Schwingungen, wiejVde andere gleichartige Störung des molekularen Gleichgewichts.
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Schwingungen erregt, Elektricität auftritt. Das Streichen ist jedoch nicht

das einzige Mittel, um Schwingungen zu erregen; der Beweis ist daher zu-

nächst in dieser Hinsicht wenigstens nicht vollständig. Daraus ferner, dass

gleichzeitig mit den durch das Streichen hervorgerufenen Schwingungen

Elektricität auftritt, folgt noch nicht ohne weiteres, dass die ElektricitÜt

selbst auf Schwingungen beruht. Wir könnten es dann zwar gelten lassen,

wenn Robida (Vibr. Th. S. 13) sagt: die elektrischen Wellen entstehen

aus Longitudinalschwingungen , doch verlangen wir gewiss mit Recht erst

noch den Beweis, wenn Robida damit sagen wollte: die electrischen Wellen

bestehen aus Longitudinalschwingungen. Und selbst dann, wenn bestehen

mit entstehen gleichbedeutend wäre, hätte Robida den Beweis eben nur für

die Reibungselektricität geführt, und es müsste wenigstens noch nachge.

wiesen werden, cTass die Elektricität aller übrigen Quellen sich in dieser

Beziehung nicht von der Reibungselektricität unterscheidet. Robida sagt

in seinem Beweise davon kein Wort; dieser Theil des Beweises ist daher

keineswegs vollständig oder ausreichend.

2. Das Schwingungssubstrat sind die Theilchen elektri-

scher Körper.

a) „Dieses ergiebt sich schon aus 1., denn die Störung des molekularen

Gleichgewichts versetzt die Körpertheilchen in Schwingungen. Die eine

Klasse der Schwingungen ist die Quelle des Schalls; eine andere Klasse

derselben ist die Quelle der Elektricität , für welche letztere keine nähere

Ursache als die Theilchenschwingungen vorliegt. Die bei den angeführten

Versuchen stattfindende Reibung ist wohl die Ursache der Schwingungen,

aber keineswegs die letzte Ursache der Elektricitätserscheinung , welche

Behauptung der Versuch unter l. b) ausser Zweifel setzt.
1 '

b) „In eine 1 Zoll weite, 1 Schuh lange Glasröhre streute ich vom offe-

nen Ende an bis nahe zur Mitte Lycopodiumsainen, fasste das geschlossene

Ende mit der linken Hand , und führte mit der rechten gegen das offene

Ende der Röhre das amalgamirte Leder. Lycopodiumtheilchen bewegten

sich springend gegen das offene Ende, -und viele flogen aus der Röhre

hinaus. Berührte ich nun das offene Ende mit der Hand, so bewegten sich

Lycopodiumtheilchen rückwärts gegen die Mitte der Röhre.

"

c) „Aus angestellten Versuchen darf man nach Riess schliessen, dass

ein elektrischer Körper in einem luftleeren (absolut leeren) Räume seine

Elektricität für immer behalten würde."

Auch dieser Theil des Beweises ist nicht bindend. In a) liegt eben

nur der Nachweis dafür, dass ein Körper, dessen Theilchen in Schwingungen

versetzt wurden, elektrisch wurde; und wir wiederholen, dass damit noch

nicht unbedingt gesagt ist, dass dasElektrischsciu selbst im Schwingen der

Körpertheilchen beruhe, wenn schon es durch das Schwingen derselben her-

vorgerufen wurde. Ursache und Wesen einer Sache darf man nicht mit

einander verwechseln. Wenn jedoch die Reibung die Ursache der Schwing-

4*
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ungen ist, und wenn eben diese Schwingungen Electrieität sind, so ist auch

die Reibung die Ursache der Elektricität. Zugegeben nun, dass überhaupt

die Elektricität auf Schwingungen beruht, warum müssen es gerade und

allein Schwingungen der Körpertheilchen sein? In b) und c) liegt wohl

kaum die Antwort auf diese Frage. Wahrend wir bisher nur gegen die

Form des Beweises, nicht gegen das Bewiesene selbst sprachen, mochten

wir hier mit dem Beweise zugleich auch die zu beweisende Behauptung zu-

rückweisen, in Erinnerung der guten Dienste, welche uns die Annahme
leistete*), dass die elektrischen Schwingungen aus Schwingungen der Kör-

pertheilchen und ans Schwingungen der Aethertheilchen gemischt seien**).

Ohne Schwierigkeit haben wir aus dieser Annahme bereits eine Erklärung

für die unter r) aufgeführte Erscheinung entwickelt, während Robida bei

der Annahme bioser Körperschwingungen schwerlich eine genügende Er-

klärung für das Ueberspringen des Funkens durch einen leeren Raum und

für die vertheilende Wirkung elektrischer und magnetischer Körper auf

andere Körper wird geben können, von denen sie durch einen leeren Kaum
getrennt sind. Robida leugnet zwar die Möglichkeit eines leeren Raums
(Vibr. Th. §. 2, 2) und halt jedes Vacuum für erfüllt mit losgerissenen

kleinsten Theilchen der Materie. Wenn man aber an Stelle der letzteren den

überall verbreiteten , höchst elastischen und unwägbar feinen Aether setzt

und annimmt, dass der Aether sich nach aussen nicht elektrisch zeige, so lange

er allein (ohne dio materiellen Körpertheilchen) in elektrischen Schwing-

ungen begriffen ist, so hat man in ihm ein bloses Fortpflanzung»- und Uober-

tragungsmittel für die elektrischen Schwingungen, einen natürlichen Unter-

schied zwischen Leitung und Strahlung, zwischen Leitern und Nichtleitern.

3. Die S o h w i n g u n g s r i c h t u n g d e r T h c i 1 c h e n elektrischer

Körper ist eine 1 o n g i t u d i n a 1 e in der F o r t p f 1 a n z u n g s r i c h t u n

g

der Elektricität und Wellen mit v erdi c h tc tem V or d ertheile

(mit dem Berge voraus) geben positive, Wellen mit verdünntem
Vordertheile (mit dem Thale voraus) geben negative Elektri-

cität***)

Robida führt den Beweis gesondert für Metalle, Holz, Glas und elektro-

negative Körper

:

a) „Ein 1 Schuh langer, geschmiedeter, ungefeilter Eisenstab (nicht

Draht, dessen Theilchen durch den Zug in krumme Lagen gerückt worden

sind) von der Dicke der messingenen Fassung des Goldplättchenträgers im

Eloktroskope wurde an diesen Träger angeschraubt und mit dem Violin-

bogen vom obern Ende gegen das untere, oder vom untern Ende gegen das

obere gestrichen. Um reine Longitudinalschwingungen der Theil-

*) Vergl. S. 132 ff. des IV. Jahrg. dies. Zeitschrift.
**) Audi Spiller, Phantom der Imponderabilien, S. 11, stellt eine ähnliche An-

sicht auf.

***) Spiller, Phantom, 8. 46, statnirt keine Verdichtungen und Verdünnungen.
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chen des Stabes zu erhalten, muss der Violinbogen mit der Längenrichtung

des Stabes einen spitzen Winkel bilden, und dieser Winkel sowie die Streich-

stelle des Violinbogens muss während des Striches beibehalten werden. Ueb-

rigens wird der Strich kurz und leicht geführt. Die durch den Violinbogen

erregten Schwingungen des Eisenstabes werden vor Beginn des Gegen-

striches mit der den Stab berührenden Hand unterdrückt. Wenn man die

Versuche mit Beobachtung dieser Vorsichten anstellt, so .gelingen sie sicher,

und das Goldplättchen zeigt beim Abwärtsstreichen positive, beim Aufwärts-

streichen negative Elektricität."

Riesen Versuch betrachte ich zur Begründung meiner ausgesproche-

nen Behauptung als den fundamentalen, weil die dabei erregten Wellen im

Metalle bleiben, und bei den Reflexionen an den beiden Metallenden keine

Umkehrung der Wellenform erleiden. Denn" beim Uebergange der Welle

aus Metall in Luft, nämlich aus einem für elektrische Wellen geeigneteren

in ein minder geeignetes Medium wird der Wellenberg als Berg, das Thal

als Thal reflectirt."

b) „Ein Ilolzstab, welcher zu akustischen Versuchen bestimmt ist,

wurde an den messingenen Träger des Goldplättchens angeschraubt und mit

dem Violinbogen auf gleiche Art und mit gleicher Vorsicht gestrichen. Bei

abwärts gerichteten Strichen zeigte das Goldblättchen positive, bei auf-

wärts gerichteten Strichen negative Elektricität. Der Schwingungsvorgang

im Holzstabe ist jedoch complicirter, als jener im Eisenstabe, weil das Holz

zur Fortpflanzung elektrischer Wellen minder geeignet ist, als der messin-

gene Träger des Goldplättchens. Daher wird die aus dem Holz in das Me-

tall übergehende Welle*) an der Uebergangsgrenze mit Umkehrung ihrer

Wellenhälften reflectirt. Beim aufwärts geführten Striche bleibt die aus

der Interferenz der reflectirten (verdichteten
, +) und der directen (ver-

dünnten, — ) Wellen resultirende Welle vorherrschend im Sinne der in-

tensiveren directen, und das Goldplättchen zeigt negative Elektricität; beim

abwärts geführten Striche dagegen, welcher den interferirenden Wellen

einen grösseren Spielraum gestattet, bekommt die resultirende Welle leicht

die Form der reflectirten (verdünnten, —), und das Goldplättchen zeigt

wieder negative Elektricität, sobald der abwärts geführte Strich

nicht reine Longitndinalschwingnngen geweckt hat. Man sichert sich das

Gelingen des Abwärtsstriches, wenn man auch diesen am untern Ende des

Holzstabes führt."

Den Versuch «) bezeichnet also Robida selbst als den fundamentalen,

den entscheidenden. Aber was entscheidet er? Robida sagt Vibr. Th. S.5:

„bei den Versuchen mit Metall und Holz habe ich mich des Violinbogens

als Schwiugungserreger vorzugsweise bedient, weil seine Anwendung am
leichtesten modificirt wird, und weil man damit die störenden Transversal-

*) Nicht auch beim Uebergange ans Eisen in Messing, da der Leitungswider-
stand im Eisen »ich zu dem im Messing etwa verhält wie 2: 1 V
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und Rotationsschwingungen eines an dem Ende befestigten Stabes am

sichersten vermeidet, 14 und bemerkt S.. 12 ganz richtig; „Der angeführte

Versuch mit dem Eisenstabe, welcher noch instructiver ausfallen wird, wenu

man jedes Ende eines gebogenen Eisen- oder Kupferstabes an ein Fechner-

scbes Elektroskop anschraubt, was mir wegen Mangel eines zweiten Elek-

troskops unthunlich war, zeigt deutlich, dass das Goldplättchen beim Ein-

tritte der verdünnten longitudinalen Welle negativ elektrisch, und beim

Eintritte, der verdichteten longitudinalen Welle positiv elektrisch wird."

Diess , aber auch nicht mehr beweist dieser Versuch. Robida erzeugte ab-

sichtlich blos longitudinale Schwingungen und fand dabei die mitgetheilten

Resultate; dass er dann abgesondert in Holz und Metall auch transversale

Schwingungen, auch Rotationsschwingungen erzeugt und dabei andere oder

gar keine Resultate erhalten habe, davon sagt er nichts, ebensowenig wider-

legt er a priori . dass bei den beiden letzteren Schwingungsarten Elektrici-

tät auftreten könne, worauf doch der Versuch 1. b) hindeutet. Wohl aber

nennt Rohida die Transversal- und Rotationsschwingungen störend und

schreibt es ihrer Gegenwart zu, wenn der Holzstab auch abwärts gestrichen

negativ elektrisch wird. Entscheidend scheint übrigens zwar das Auftreten

der positiven Elektrieität beim Abwärtsstriehe und der negativen beim Auf

-

wärtsstriche. Indessen es ist der Versuch nicht bestimmt und ausftthrlicb

genug beschrieben; es ist blos die Richtung des Striches mit dem Violin-

bogen abwärts oder aufwärts angegeben; ob aber die Haltung des Bogens

bei beiden Strichen dieselbe war, ob z. B. der Griff des Bogens dem fest-

geschraubten Ende des Holz- oder Eisenstabes beide Male zugewendet,

oder beide Male abgewandt war, ist nicht gesagt. Das aber ist gerade bei

der verschiedenen Structur des Rosshaares in der Richtung gegen seine

Wurzel und gegen seine Spitze von wesentlichem Gewichte, da bekanntlich

bei der Reibungselektricität das Vorzeichen von dem Unterschiede in der

Structur, Faserrichtung u. s. w. abhängig ist. Dadurch könnte es selbst be-

dingt sein, dass Holz- und Eisenstab gleiche Resultate lieferten, so lange

reine Eongitudinalschwingnngen geweckt wurden. Die Betrachtung des

,
, c o in p 1 i c i r t e ii " Schwingungsvorganges im Holzstabe hatte Robida füg-

lich ganz aus dein Spiele lassen sollen; denn er erkennt ja nicht am Holz-

stabe, sondern an dem Goldplättchen das Vorzeichen der Elektrieität, hat

es also nur mit den aus dem Holze ins Metall übergegangenen Wellen zu

thun, und wenn auf diese der complicirte Vorgang im llolzstabo von Ein-

tluss ist, so wäre es klug, die Beobachtung abzuschliesseu , bevor noch der

complicirte Vorgang Einfluss gewann. Wie aber bei aufwärts geführten

Strichen die direkte Welle kräftiger ist, als die retfectirte, so sollte es doch

wohl auch bei abwärts geführten Strichen sein? Warum und wie sollen die

letzteren den iulerferirenden Wellen einen grösseren Spielraum gestatten?

Mahnt nicht etwa der versteckte Einfluss anderer, als longitudiualer

Schwingungen zur Vorsicht und zu fortgesetztem Studium?
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Die beiden Versuche beweisen also weder, dass die Elektricität blos

aus longi tudi na len Schwingungen entsteht, noch, dass Wellen mit

verdichtetem Vordertheile positive, Wellen mit verdünntem Vordertheile

negative Elektricität geben, am allerwenigsten aber, dass die positive und

negative Elektricität aus solchen Schwingungen und Wellen besteht.

c) „Wenn man gewöhnliches Glas mit amalgamirtem Leder, mit Seide

oder Katzenfell reibt und dem Elektroskope nähert oder mit dessen mes-

singenem Träger des Goldplättchens in Berührung bringt, so zeigt sich das

Goldplättchen positiv elektrisch; wenn man aber das elektrische Glas vom

Elektroskope entfernt, so zeigt das Goldplättchen negative Elektricität. (In-

fluenz z. Th.) Wenn man aber eine Glas-Platte, Röhre oder einen Glas-

stab mit der kleineren Fläche auf den messingenen Träger des Goldplätt-

chens aufstellt, das freie Ende mit der Hand hält, und zwischen Träger

und Hand mit amalgamirtem Leder, mit Seide, Katzenfell oder Violinbogen

in Längenschwingungen versetzt: so zeigt das Goldplättchen positive Elek-

tricität, mag der Reiber auf- oder abwärts geführt werden. Bei uaattge-

schliffenem Glase dagegen erscheint nur beim Reiben mit amalgamirtem

Leder positive, sonst negative Elektricität im Goldplättchen."

Um diese Resultate mit jenen beim Eisenstabe in Uebereinstimmung

zu bringen, geht Robida wieder auf die im Glase stattfindenden Reflexionen

und Welleninterferenzen ein und stützt die noch com plicirtere Erklär-

ung auf die Voraussetzung, „dass das gewöhnliche Glas uur verdichtete

Wellen als wirksam fortpflanzt," deren Richtigkeit sich zum Theil daraus

ergeben soll, „dass eine Glasröhre, welche man durch Reibung in starke

Longitudinalschwingungen versetzt, in Trümmer geht." Diese durchaus

nicht gerechtfertigte*) Voraussetzung macht die vorhergehende verwickelte

Erklärung noch verdächtiger und da Robida schon gefunden hat , dass ge-

wöhnliches Glas bei einzelnen Strichen (aufwärts oder abwärts) blos posi-

tive Elektricität giebt**), und gleich darauf sagt, dass beim mattgeschjtfle-

nen Glase die Natur der geweckten Elektricität von dem Reiber abhängt:

so hätte er wohl eher noch der reibenden und der geriebenen Substanz

einen Einfluss im Momente des Entstehens der Welle beilegen dürfen, nicht

aber dem geriebenen Körper verdünnte oder verdichtete Wellen als bei

der Interferenz vorwiegeud octroiren sollen
,
jenachdem er die einen oder

die andern behufs einer gekünstelten Erklärnttg des Auftretens der positi-

ven oder der negativen Elektricität braucht. Während nämlich das ge-

wöhnliche Glas nur verdichtete Wellen (positive Elektricität) als wirksam

fortpflanzt, und die ursprünglich erregten, aber aus dem eben genannten

*) KlasticitätsgeBetze. ! Es ist nicht abzugehen , warum das gewöhnliche Glan
sich lieher ertft verdichten, und dann verdünnen , und da« mattgesehliffeno Glas »ich

lieber erst verdünnen und dann verdichten lassen sollte. Robida nennt in §. 2 als

Ursache davon „die starke Spannung derTheilchen im molekularen Gleichgewichte."
**) Warum reibt R. da« gewöhnliche Glas nicht aueji mit Körpern , die es nega-

tiv elektrisch raachen?

"
r
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Grunde nur schwachen verdünnten Wellen erst nach ihrer bei der Reflexion

erfolgenden Umwandlung in verdichtete Wellen kräftiger und ordentlich

wirksam werden, soll das amalgamirte Leder die Glastheilchen in intensivere

Schwingungen versetzen und so auch im mattgoschliffcnen Glase die dem

gewöhnlichen Glase eigenthümliehen Schwingungen*), die andern Keiber

aber vorzugsweise die der matten Glasoberflache eigenen Wellen (negative

Elektricität) wecken. Die Schlussbemerkung über die Erscheinungen am

Glas bekräftigt nur unser Urtheil; sie lautet: ,.bei zusammenhängen-
den transversalen Gegcnstriehen (d.h. aufwärts und abwärts in wech-

selnder unmittelbarer Aufeinanderfolge) ist diu Wirkung der eben beschrie-

benen (bei zusammenhängenden I n u gitud i n alen Gegenstrichen) ganz

gleich, was ebenfalls für die Eigcnthüiulichkeit des Glases nur gewisser Art

Schwingungen als wirksame fortzupflanzen spricht. Bei wie immer gerich-

teten Strichen über der das Glas haltenden Hand zeigt das Goldplättchen

keine Einwirkung, weil die erregten Wellen von der Hand nach oben re-

flectirt werden."

d) ,,Ganz ähnlich urtheilen wir über die von Kobida angeführten Er-

scheinungen bei „sogenannten n eg at i v - e 1 e k t r i s c Ii e n K ö r p e r n "

als Ilarzstab (d. i. ein mit einer Harzlösung überstrichener Glasstab), Schel-

lack, Siegellack. Ilarzkuchen, Schwefel. 11 Das Resultat dieser letzteren

Versuche fasst Kobida in folgende Worte zusammen: „Daraus ist ersicht-

lich, dass das amalgamirte Leder und der Violinbogen im Ilarzstabe eine

ähnliche Wirkung hervorbringt, wie das amalgamirte Leder im mattge-

schlilfeneu Glase i d. h. positive Elektricität sowohl beim Auf- als beim Ab-
wärtsstriche) ; dass beim Schwefel mit verdünnten Wellen das Auftreten der

negativen Elektricität, mit verdichteten Wellen das Auftreten positiver

Elektricität manchmal zusammenfallt; endlich dass beim Gebrauche der

Seide oder des Katzenfells alle genannten Körper die ihnen eigentümli-

chen, verdünnten Wellen vorzugsweise bemerken lassen (natürlich eben-

falls als Folge der Interferenz). 15ei zusammenhängenden Gegenstrichen

zeigt nur die Harzstange beim Gebrauche des amalgamirten Leders oder

des Violinbogens als Wirkung des Aufwärtsstriches positive, beim Ge-
brauche des amalgamirten Leders oder des Katzenfells zeigen alle beim

Aufwärtsstriche negative Elektricität im Goldplättchen; beim Abwärts-

striche kehrt das Goldplättchen in allen Fällen zur Mittellinie zurück und
zeigt nach Entfernung des Reihers jene Elektricität, welche beim Aufwärts-

striche beobachtet worden ist."

*) Dies» steht ira Widerspruch mit Vihr. Th. S. 13: „Nach Coulomb wird von
zwei an eiuander geriehenen Flächen diejenige leicht positiv, deren integrirende
Theilchcn die kleinste Bewegung um ihre Gleichgewichtslage machen. Dagegen wird
diejenige Fläche leicht negativ, deren Thejle durch die Rauheit der andern Fläche,
oder aus einer andern I7r*ache weiter von einander entfernt werden. Fechner rie_b

frische Hölzer an einander und kam zum allgemeinen Resultate, da»* die dichteren,
schwereren Holzarten mit leichteren gerieben negativ elektrisch werden."



Der Beweis von Robida ist also kein directer Beweis and als Inducti-

onsbeweis ist er nicht erschöpfend ; dass Robida die willkürliche und un-

klare Voraussetzung, auf welche sich der dritte Theil des Beweises stützt,

beibehält, ist um so unbegreiflicher, weil er im Verlauf seiner Abhandlung

mehrere Thatsachen aufführt, die deutlich gegen Longitudinalschwingungen

sprechen. Robida fühlt selbst die Unzulänglickeit seiner „wenigen" Ver-

suche und findet deren Fortsetzung wünschenswerth. In unparteiischer

Anerkennung seines verdienstlichen Strebens zur Erforschung der Wahrheit

theilen wir seine Hoffnungen auf den Erfolg fortgesetzter Versuche, wenn

dieselben planmässig erweitert werden.*) So lange aber derartige Erfahrun-

gen noch fehlen, scheint es räthlicher zu sein, aus Analogien zu schliessen.

An den Beweis knüpft Robida eine „kurze Anführung der gewöhn-

licheren Quellen der Elektricität," nämlich der Reibungselektricität (§. 3),

der Berührungselektricität (§. 4) und der Tkermoelektricität (§. ö). Sein

Zweck dabei ist nicht deutlich ausgesprochen; doch scheint er das Ent-

stehen der Elektricität aus Schwingungen in diesen 3 Fällen herleiten und

erklären zu wollen. Dass das Auftreten der Elektricität in der Regel von

Bewegungserscheinungen begleitet ist, lässt sich sehr leicht und weit be-

stimmter nachweisen. Neben der Unklarheit der Darstellung giebt uns

aber Robida hier auch ein Paar Pröbchen seines Scharfsinns und seines

Wissens, die nicht eben Vertrauen erwecken. Vibr. Th. S. 14 behauptet

er, dass bei der Berührung gleichartiger Metalle Elektricität entstehe,

weil bei der Trennung der beiden Metallplatten**) Elektricität bemerk-

bar wird. S. 15 meint er, dass 2 Elektromotorplatten bei zwischengelegtem

feuchten Leiter sich gar nicht berührten, und dass da dennoch der Strom

(doch wohl in dem die Platten verbindenden SchliessungsbogenV!) kräfti-

ger werde, und betrachtet flottweg bei einer galvanischen Batterie die in

einer Zelle befindlichen Platten als ein zusammengehöriges Paar, bei wel-

chem „die sorgfältig vermiedene Berührung der Elektromotoren durch che-

mische Action mehr als ersetzt wird." Mit seiner Erklärung der Elektro-

lyse (in §. 5 der Elektrochemie) kann Robida jetzt schon desshalb kein

Glück mehr machen, weil er sich z.B. die Sauerstoffatome und die Wasser-

stoffatome in den Wasseratomen als deren Bestandteile vorhanden

denkt, welche entgegengesetzte Schwingungen haben; und an diese An-

sicht schliessen sich in demselben §. noch obendrein andere ungereimte

und unbegründete Voraussetzungen.

Das Gesetz der Fernwirkung der Elektricität (§. 7) steht ganz ausser

Zusammenhang; Robida giebt keine Erklärung, sondern deutet nur auf die

*) Welche Resultate erhHlt man z. B. , wenn mau Schwingungen durch Klopfen
mit einem Hammer in der Axenricbtung eines Stabes und senkrecht dazu erzeugt u. s. w.

**) Bei der Trennung tritt doch die Luft an die Stelle der einen Mctallplatte.

Voraussichtlich haben beide Platten dieselbe Elektricität.
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Analogie der Elektricität mit 8chaU, Licht und Warme rücksicbtlich der

Wirkung in die Ferne hin.

B. An wendung der Vibrationstheorie zurErklärung einiger

elektrischer Erscheinungen. (Vibr. Th. §§. 8— 17.)

§. 8. Mittheilung und Vertheilung (Influenz) der Elektricität. Mit-

theilung erfolgt bei der Berührung eines elektrischen Körpers mit einem

unelektrischen ; der Influenz liegt eine Wirkung aus der Ferne zu Grunde.

Da nun Robida die elektrischen Schwingungen nur als Körperschwing-

ungen betrachtet, so entsteht zunächst die Frage : wie hat man sich die

Wirkung in die Ferne Torzustellen? Robida schweigt darüber. Sie kann

jedoch keine gewöhnliche Fortpflanzung der Schwingungen sein, sondern

unterscheidet sich von der Mittheilung dadurch, dass der zwischen dem in-

fluenzirenden Körper liegende Nichtleiter (oder leere Raum) selbst nicht

elektrisch wird. Ferner treten auf dem influenzirten Körper beide Elektri-

citäten auf; ausserhalb desselben lässt sich dafür keine Ursache finden;

desshalb sucht sie Robida in ihm selber: er lässt die erste, Ton dem infiuen-

zirenden in den influenzirten Körper eintretende Welle in dem letztern nur

ein Stück vordringen, bis zu einem Theilchen Ar, an welchem sie wirkungslos

ankommt; die nachfolgenden intensiveren (?) Wellen gehen über k hinaus,

treten bei k „gleichsam in ein elastischeres (?) Medium über als gleichnamige

Elektricität und werden von k reflectirt als entgegengesetzte Elektricität;

an der Scheidegrenze Ar liegt der Indifferenzgtirtel." Abgesehen davon, dass

die Lage von k ganz unbestimmt ist, und k sich wohl stetig gegen das ab-

gewandte Ende des influenzirten Körpers hin, ja vielleicht über dasselbe

hinaus bewegen müsste, widerspricht die obige Annahme der Erfahrung,

insofern k um so weiter vom influenzirenden Körper wegrücken müsste
,
je

stärker der erste Impuls war, während doch die Indifferenzzone gerade um
so näher an den influenzirenden Körper heranrückt, je kräftiger dessen Ein-

wirkung ist. — Im Nachtrag (Magnetismus S. 59) ändert Robida die Er-

klärung der Influenz dahin ab, dass er die am zugewandten Ende auftre-

tende entgegengesetzte Elektricität „durch die an der Grenze zwischen

Luft und Metall mit Umkehrung ihrer Wellenhälften reflectirten Wellen

hervorgerufen werden lässt, wobei an der Grenze zwischen den entgegen-

gesetzt elektrischen Wellen des influenzirten Körpers der Indifferenzgürtel

liegen soll." Aber auch darin ist kein Grund für das gleichzeitige Auftre-

ten der beiden Elektricitäten nebeneinander und der Indifferenzzone da-

zwischen enthalten ; man kann sich nicht darüber klar werden, wie die bei-

den Arten elektrischer Wellen durch die Indifferenzzone auf die eine Hälfte

des influenzirten Körpers gebannt bleiben können, und gerade auf derjeni-

gen Hälfte, auf welche sie erst von der andern Ubergegangen sind.— Dass

übrigens bei der Vertheilung die Elektricität auch auf dem nichtablei-

t e n d berührten influenzirten Körper und auch bei der Mittheilung auf dem
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elektrisirten Körper bei der weitern oder gänzlichen Entfernung des elek-

trischen Körpers in die entgegengesetzte umschlägt (Vibr. Th. 8. 21), ist

neu nnd interessant; leider zeigen aber die Versuche mit dem Condensator

(Vibr. Th. S. 24) gerade das Gegentheil!

Aehnlich steht es um die z.Th. auf die Influenzerscheinungen gestützte

Erklärung des Elektrophors (§. 0) , des Condensators und der Leydener
Flasche (§. 10), für welche wieder mehrfache Interferenzen durch Reflexion

zu Hilfe genommen werden. Die Erklärung der Lejdener Flasche lautet

kurz gefasst so: wird die innere Belegung positiv elektrisirt, so gehen die

positiv elektrischen Wellen durch das Glas und die äussere abgeleitete Be-

legung in die Erde ; durch Reflexion an vder Grenze des Glases gegen die

äussere Belegung entstehen im Glase negativ elektrische Wellen und diese

gehen nun zwar in die äussere Belegung, aber nicht (!) in den Erdboden
Uber. Auch die weniger starke Ladung der isolirten Flasche ist nicht ge-

nügend erklärt. r

Die Erklärung des elektrischen Stroms (§. 11) ist ihrem Wesen nach

in der auf S. 138 ff. des IV. Jahrg. dies. Zeitschr. gegebenen enthalten und

schliesst mit den Worten : „ die Geschwindigkeit der elektrischen Wellen

hängt von der Schwiugungsdauer eines Theilchens , und die Intensität von

der Schwingungsintensität und Menge der Theilchen des Erregers zunächst

ab und wird überdiess durch die Beschaffenheit de« Leiters modificirt. Da-

her giebt die Reibungselektricität einen vorzugsweise intensiv starken

Strom; die Contactelektricität giebt einen intensiv starken Strom beim Ge-

brauche vieler galvanischer Elemente und einen quantitativ starken Strom

beim Gebrauche eines Elementes mit grossen Elektromotorenflächen."

Die Erklärung der Induction (§. 12) ist ebenfalls unklar und leidet an

denselben Mängeln, wie die Erklärung der Influenz, aus welcher sie herge-

leitet wird.

In §.13 führt Robida eine Reihe von mechanischen Wirkungen der

Elektricität auf, unter denen er das meiste Gewicht auf die Erscheinung

am Quecksilber legt, wenn es als Elektrode verwendet wurde: „die kegel-

förmige Hebung des Quecksilbers am positiven und die Senkung am nega-

tiven spricht für verdichtete Wellen der positiven und für verdünnte Wellen

der negativen Elektricität.'* Die Anordnung des Versuchs ist nicht be-

schrieben*) ; wenn nur nicht etwa eine Capillarerscheinung darunter ver-

borgen steckt.

*) Zantedeschi beschreibt in seinem trattato di fi$ica elementare III. II. S. 46
das Verhalten de« Quecksilbers über den beiden, in da« Quecksilber durch den Boden
eingeführten Poldrähten in folgender Weise: ,,dA» Quecksilber erhob «ich über den
Enden der Dräthe und bildete Kegel von ^ bis ^9 Zoll , von deren Spitzen Wellen
nach allen Richtungen hin ausgingen, derart, dass nur der Punkt, wo die Wellen sich

trafen , in Ruhe war. Ging der Pol eines Magnetes in der Entfernung von einigen
Zollen über einen dieser Kegel , «o wurde er niedriger und breiter, auch die Wellen-
bewegung nahm ab. Kam der Magnet noch näher, so wurde die Oberfläche des Queck-
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Aus den §. 14 angeführten wärmenden und leuchtenden Wirkungen

heben wir hervor: dass die Temperatur, bei welcher der Leitungsdraht

glüht, unter seiner sonstigen Glühhitze liegt, und dass das Schmelzen durch

gleichzeitige Zerkleinerung und Erhitzung erfolgt (Riese); dass materielle

Theilchen durch den Strom stets (?) von der positiven Polspitze fortgeführt

und auf der negativen Polplatte abgelagert werden*); dass Licht aus-

schliesslich (?) dem negativen und Wärme vorzüglich dem positiven Pole

angehöre, und dass desshalb die negativ elektrischen Schwingungen in

Lichtschwingungen und die positiv elektrischen in Wärmcschwingungon

übergingen. Einen innern, aus der Natur dieser 3 Wellengattnngen , aus

ihren Verschiedenheiten oder ihrer Verwandschaft abgeleiteten Grund da-

für giebt Robida nicht an; hält es auch nicht einmal für nöthig, nachzu-

weisen, wie sich die 1 on gi tu d i n a 1 e n elektrischen Schwingungen in

transversale Licht- und Wärmeschwingungen umsetzen können. Dürfte

man nicht auch rückwärts schliessen, dass Licht abschliessend negative

und Wärme vorzüglich positive Elektricität hervorrufen müsse? Davon hat

Robida au dem betreffenden Orte (§. 5 und §. 6) nichts erwähnt.

Bezüglich der Schall erregenden Wirkung der Elektricit führt Robida
(in §. 15) die Versuche von de la Rive an; aber der Ton, welcher ent-

steht, wenn ein eiserner Draht oder Stab der Länge nach von discontinuir-

lichen Strömen durchflössen wird, entspricht dem Q nerton des Stabes

oder Drahtes; Robida fügt desshalb bei: „in manchen Fällen scheinen die

elektrischen Längenschwingungen in Querschwingungen des Schalles über-

zugehen," aber auch hier sagt er nicht, wie dies zugeht.**)

Die physiologischen Wirkungen der Elektricität (§. 10) sollen eben-
falls für elektrische Wellen in der von Robida angenommenen Form und
Richtung sprechen, weil nach Ritter der Finger am positiven Pol eine

silbers eben und das Metall begann ihn zu umkreisen, um so schneller, je näher der
Magnet kam ; w enn dieser endlieh der Obcrtiächc des Quecksilbers ganz nahe gekom-
men war, so erschien an der Stelle, wo früher der Kegel war, eine Höhlung voll Wir-
bel. Vergl. //. Dany, Annales de Chimie et Pltysi(/ne

y
T. XVI.

*) Aber Vibr. Th. S. 82 sagt Robida: „Neef sah zwar auf beiden Elektroden
von Piatina sehr feine Spitzen auf rauher Oberfläche aufsitzen ; doeh scheinen mir
diese Spitzen nur an der Elektrode aus Substanzgewinn, an der positiven aus Snb-
stanzverlust herzurühren. Denn die Beobachtung Mo igno 's stellt ausser Zweifel,
dass vorzugsw eise an der positiven Elektrode Wärme auftritt, also nur von dieser die
schwingenden Theilchen in der Schwingungsrichtung fortgerissen und an der negati-
ven Elektrode abgelagert werden können." (Wie so?!)

**) Werthheim erklärt den Ton aus Molecularveränderungen , nämlich aus
einer geringen Verlängerung des Stabes ; van M a r u m und Edmund B e c q u e-
rel dagegen beobachteten eine Verkürzung (vergl. S. 152 des IV. Jahrg. dieser
Zeitsehr. ). „Wenn ein weicher Eisenstab durch einen starken elektrischen Strom
magnetisirt wird, so giebt er, aber nur beim Ocffnon uifd SchlieBsen der Kette, einen
deutlichen Ton (Page); M arri o n fand, dass die Höhe dieses Tones stets dem Longi-
tudinaltone entspricht, welchen der Stab beim Streichen giebt; der Querschnitt des
Stabes ist dabei von keinem Einflüsse; Stahlstäbe tönen ebenfalls, aber nicht Stäbe
von andern Metallen, oder gar Nichtleitern, wie Ölas, Holz u. s. w.

;
vergl. Ganot,

Lehrbuch der Physik und Meteorologie, deutsch bearbeitet von Dr. Weiske (Leipzig
1*58), 2 Band, S. 101.
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Einwirkung wie von innen nach aussen (Anschwellung), am negativen Pol

aber wie von aussen nach innen (Contraction) erleidet. Mindestens mit

gleichem Rechte könnte aber die Anschwellung nach der Spitze des Fingers

hin am positiven Pole als Zeichen einer in den Finger eintretenden Ver-

dünnungswelle geltend gemacht werden.

Die §. 17 gegebene Erklärung der Anziehung und Abstossung paralle-

ler oder gegeneinander geneigter Stromleiter ist zu verfehlt, als dass sie

noch weitläufig widerlegt zu werden brauchte.

In der Anwendung der Vibrationstheorie zur Erklärung der elektri-

schen Erscheinungen ist also Hobida keineswegs glücklich gewesen. Dafür,

dass die elektrischen Schwingungen longitudiuale sind, liefern die Erklär-

ungen keinen entschiedenen neuen Beweisgrund , wohl aber eher Gegen-

beweise. Transversale tönende, Wärme- und Licht-Schwingungen gehen aus

den (longitudinalen) elektrischen Schwingungen nicht nur hervor, sondern

Wärme und Licht wecken auch elektrische Schwingungen, und dass es

auch transversale tönende ebenfalls thun können, ist nirgends widerlegt, ja es

spricht dafür ebensowohl der Versuch 1. b) des Beweises als unter 3. c) das

Resultat mit transversalen Gegenstrichen. Freilich ist es auch nicht un-

denkbar, dass neben den longitudinalen Schwingungen transversale be-

stehen, oder sogar durch sie entstehen können; denn die aufeinander fol-

genden Verdichtungen und Verdünnungen werden abwechselnd eine Ver-

grösserung und Verkleinerung des Querschnittes veranlassen , welche in

ihrer Aufeinanderfolge ebenfalls Schwingungen bilden. Könnten aber nicht

diese beiden , auf einander senkrechten Antriebe zur Längen - und Quer-

schwingung die Theilchen veranlassen , in geschlossenen krummen Bahnen

zu schwingen ? *)

Wenn aber schon bei den elektrischen Erscheinungen im Kleinen so

viel noch zu wünschen übrig bleibt, wie wird es mit den elektrischen Er-

scheinungen im Grossen stehen, bei denen die einflussreichen Bedingungen

ausser unserer Gewalt liegen, wir sie nicht einmal kennen, geschweige denn

nach Bedürfniss abändern können? Da nun Robida in seiner Vibrations-

theorie durchaus noch nicht die unerlässliche Klarheit und einen so siche-

ren Grund erlangt hat, dass selbst mit aller Richtigkeit und Deutlichkeit

daraus abgeleitete Folgerungen auf unbedingte Glaubwürdigkeit Anspruch

machen könnten, so glauben wir uns einer durchgreifenden Besprechung

*) Vergl. 8. 150 des IV. Jahrg. dieser Zeitschr. Die dort ebenfalls erwähnten
spiralförmigen Knotenlinien bei längsschwingenden Cylindern oder Rühren (Savart)
stellt Robida als Analogien der Influenz hin. Wird nämlich eine Glasröhre mit einem
feuchten Tuch gerieben, so entsteht beim Grundton auf der nicht geriebenen Hälfte

eine spiralförmige Knotenlinie; die Knotenlinien beider Hälften sind nicht Fort-

setzungen ron einander, sondern beide scheinen von der Mitte auszugehen und sich

beide nach derselben Weise, oder auch nach entgegengesetzter, berumzuwiuden.
Aber Savart erkennt in ihnen nicht einen Ausfluss der Longitudinalschwingungen,
sondern eher der durch das Zusammendrücken und Wiederausdehnen veranlassten,

seenndären seitlichen Bewegung der Theilchen. (Pouillet.)
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des Inhaltes seines zweiten Schriftcbens „ Magnetismus " um so eher tiber-

heben zu dürfen , als in diesem selbst wieder vielfache Unklarheiten, ja

selbst Verwirrung und Verwechselung der Begriffe auftreten*); doch wollen

wir wenigstens einen Ueberblick über die die darin entwickelten Ideen zu

geben versuchen.

C. Elektrische Erscheinungen im Grossen. (Magnetismus §§. 1—8.)

Wenn Robida auch in der Vorrede vorausschickt, dass er der grossem

Deutlichkeit wegen die bisherige Terminologie beibehalten wolle, so über-

rascht es doch, dass er die elektrischen Erscheinungen im Grossen weit

mehr nach dualistischen Principien erörtert, als nach seiner Vibrationa-

theorie erklärt, und wo sich ja neben den Beschreibungen Spuren von sol-

chen Erklärungen finden, da sind sie zumeist ungeniessbar und unzu-

länglich.

Chemische, thermische Vorgänge und die Berührung heterogener Stoffe

wecken in der Erdkugel Elektricität, welche der Erfahrung gemäss
negativ**) ist (§. 2); ihre Intensität nimmt von der Oberfläche nach dem
Mittelpunkte hin ab, weil sich die freie Elektricität hauptsächlich an der

Oberfläche lagert, sie nimmt aber wie die Temperaturdifferenzen vom
Aequator nach den Polen hin zu. In der Luft sind 70 Theile Stickstoff

mit 21 Theilen Sauerstoff gemischt; Sauerstoff verhält sich gegen Stickstoff

negativ, Stickstoff gegen Sauerstoff positiv elektrisch : jedes Lufttheilchen

ist also ein galvanisches Element***); da aber die Anzahl der schwingen-

den Stickstofftheilchen grösser ist, und da bei der Ausgleichung sich gleich

viel positive und negative Wellen (!) neutralisiren , so bleiben positive

Wellen übrig, und die Luft, ist positiv, d. h. stets der Erde entgegengesetzt

elektrisch (§. 1). Die Erdelektricität neutralisirt und bindet einen Theil

davon ; der Ueberschuss strebt nach der Oberfläche der Atmosphäre und die

Intensität nimmt daher mit der verticalen Höhe zu; dabei dient der Wasser-

dampf hauptsächlich als Leiter der freien Elektricität welche z. Th. auch

in den Weltraum****) ausströmt; die Luftelektricität wird durch die

Erdelektricität modificirt und diese modificirte Elektricität ist die

Total elektricität der Erde (§. 3). Hier nun tischt uns Robida aus

Unverdautem einen unverdaulichen Brei auf, indem er Begriffe , die wohl

von einer Kraft (Anziehung und Abstossung bei Magneten) gebraucht

werden können, ohne weiteres auf S ch wingung cn überträgt, die einer

*) Robida gesteht ihre Mangelhaftigkeit in der Vorrede selbst zu.
**) Wohin kommt denn dio positive Elektricität , da doch durch die Berührung

immer beide Elektricitäten gleichzeitig entwickelt werden? Dass Robida in seiner
Beobach nng (Magn. 8. 7., I) zwei Maxiuia aufzählt, zwischen denen kein Minimum
liegt, fällt weiter nicht auf.

***) Hat die Berührung zwischen Erde und Luft, Meer und Luft keinen Einflusa ?

***) Dieser kann also nicht leer sein, da die elektrischen Schwingungen nach
Robida Schwingungen der Körpertheilchen sind.
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allseitigen Fortpflanzung fähig sind; er sagt Magn. S. 10: „die in der ver-

ticalen Richtung thätige, mit der Erdelektricitttt in Spannung stehende

Lnftelektricität eines Ortes der Erde soll die verticale Componente
der Totalelektrioität heissen. Ausser dieser giebt es noch eine horizon-
tale Coraponente derselben. Die den einzelnen Luftschichten zukom-

mende freie Elektricität ist am Aequator die intensivste. Vom Aequator

gegen die Pole nimmt die horizontale Componente der Totalelektricität ab

und zwar schneller gegen Norden als gegen Süden. Demnach muss die

horizontale Componente der Totalelektricität vom Aequator gegen die Pole

zur Herstellung des Gleichgewichts streben und dies in der Richtung

des geographischen Meridiane* , weil die seitliche*) in der Regel gleich

stark sein soll." Aus den beiden Componenten ergiebt sich natürlich auch

eine Resultirende der Totale lektrität, und diese hat ihre „Normal-

lage in der Ebene des geographischen Meridianes/' hät ,,die Lage der

Inclinationsnadel," also eine bestimmte Richtung'. Was für eine Bedeu-

tung aber diese Richtung für die Schwingung und Wellenbewegung hat,

behält Robida für sich ; die Fortpflanzungsrichtung der Schwingungen kann

und soll es doch nicht etwa sein?

Nach einer Beschreibung (nicht Erklärung aus der Vibrationstheorie) des

St. Elmsfeuers, des Polarlichtes und der Gewitter (§.4) folgt die Besprech-

ung der Variationen der Componenten der Totalelektricität. (§. 5), der Va-

riationen der Resultirenden der Totalelektricität (§. 6) und der Pertubati-

onen der letzteren (§. 7) eine fortlaufende Verwechselung mit den magne-

tischen Componenten, mit der Intensität und Richtung der Resultirenden

des Erdmagnetismus.

Endlich reicht auch die Elektricität -noch über die kleine Erde hinaus

(§. 8). Alle Himmelskörper bestehen aus heterogenen Stoffen u. s. w., er-

zeugen also Elektricität; „diese Elektricität pflanzt sich theilweise, sowie

die Elektricität der Erde auf den feinsten materiellen Theilchen von den

Himmelskörpern in den Weltraum fort; also durchdringt die Elektricität,

sowie die Schwere, das Licht und die WT
ärme den ganzen Weltraum.'' Die

Photosphäre der Sonne ist eine sonnenelektrische Erscheinung. Aehnliche

Vorgänge finden auf den Planeten statt.

D. Der Magnetismus. (Magn. §§. 9— 16.)

Wesen des Magnetismus (§. 9) : „Der Magnetismus besteht in stehen-

den Circulationswellen, welche an der östlichen Seite des Magnetstabes auf-

steigend, an der westlichen niedersteigend, den Magnet entweder vom Nord-

pol gegen den Südpol oder vom Südpol gegen den Nordpol umkreisen. Das

Substrat magnetischer Wellen sind die Theilchen der des Magnetismus

fähigen Körper." Ueber die Form und Art der Schwingungen, welche die

*) Was?
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stehenden (Magn. S. 28: Verdichtung*- und Verdünnungs-) Wellen bilden,

sagt Robida nirgends ein Wort, ebensowenig, wie die magnetischen Wellen

dazu kommen, sich in Schraubenlinien fortzubewegen. Ja noch mehr: bisher

hat er die elektrischen Sc hwingungen sich in geraden Linien fortpflanzen las

sen, und jetzt auf einmal bewegen auch diese sich als Circulationswellen in

Schraubenlinien, besonders die Wellen der Kesnltirenden der Totalelektri-

cität (Magn. S. 98, 90, #9), und es weckt jede elektrische Welle eine paral-

lele, aber entgegengesetzt gerichtete magnetische Welle und ist mit ihr

gleichbedeutend (Magn. S. 50). Die Veranlassung zum Entstehen dieser

Ansicht scheinen die schraubenförmigen Windungen des Leiters um die

Elektromagnete gegeben zu haben*); ein Unterschied musste aber doch

sein; desshalb entgegengesezte Richtung. Da nun die Spirale selbst mag-

netisch wird und ihre Pole ebenso liegen, wie im Eisenkern, so entstehen

natürlich in ihr zugleich auch den elektrischen Wellen entgegengesetzt ge-

richtete magnetische, ohne alle Interferenz. Wie beim Magnetisiren beide

Magnetismen zugleich entstehen, bedarf keiner Erklärung, oder ist der

Phantasie eines jeden Lesers überlassen. Dass die elektrischen Wellen

sich ,.zur Herstellung des Gleichgewichts" (Rotation bei unipolarer magne-

tischer Induction; Magn. S. 43) selbst wieder bewegen, dass die Wellen

(als blose Formen einer Bewegung) sich anziehen und abstossen, wer kann

daran zweifeln? Verlockend (doch nur beim ersten Anblick) lauten die

Erklärungen für die Lage der Pole für die Durchwirkung und das Auftre-

ten von Folgepnnkten (§. 10): ,,das wirksamste Streben zur Weckung und

Anziehung magnetischer Elemente des benachbarten Mediums tritt nicht in

den CJrenzelementen auf, sobald das angrenzende Medium für magnetische

Wellen minder geeignet ist, als der Magnet selbst. Denn in diesem Falle

werden die aus den beiden Grenzelementen austretenden magnetischen

Wellen thcilwcisc in sich reflectirt, daher die an den Enden des Magnetes

liegenden Elemente durch Interferenz etwas geschwächt. Somit liegen die

Pole eines unarmirten Magnetes nicht in den beiden Endquerschnitten, son-

dern nach der grösseren oder geringeren Leitfähigkeit des angrenzen-

den Mediums und nach der kleineren oder grösseren Länge; desMagnet-

stabes in einem geringeren oder grösseren Abstände von den Enden dessel-

ben. Wenn zwischen einem Magnete uud einem des Magnetismus fähigen

Körper ein anderer, des Magnetismus unfähiger Körper liegt, so pflanzen

sich in dem letzteren elektrische Wellen fort, welche in dem des Magnetis-

mus fähigen Körper wieder magnetische Wellen wecken (Durch Wirkung).

*) Obgleich es „zur Weckung des Magnetismus in Eisen nieht ai> -iolut uothwen-
dig ist, dass der elektrische Strom in ISolirtofl 'Windungen daH Eisen umkreise, son-

dern derselbe auch unmittelbar durch das Eisen geführt werden kann. Es ist aber
ein Xaturgosetz, dass der elektrische fcjtroni , dem keine Richtung um das Eisen
aufgedrungen ist, an der nächsten getroffenen Stelle in das Eisen eintrete, dasselbe

in Westen aufsteigend und in Osten niedersteigend umkreise und im Eisen seinen

elektrischen Wellen parallele , aher entgegengesetzt gerichtete magnetische Wellen
wecke. (Magn. S. 2U.)
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Folgepunkte entstehen , sobald in den einzelnen Querschnitten des Stahls

ungleich intensive Schwingungen hervorgerufen werden." Wenn Robida

von einer Wechselwirkung zwischen „Elektricität in der Spannung und
Magnetismus" spricht (§. 11, I.), so deutet er das Experiment*) ganz falsch

und verwechselt Anziehung in Folge elektrischer Influenz mit einer An-

ziehung zwischen elektrischen Körpern und Magneten. Die Erklärung der

Wechselwirkung zwischen strömender Elektricität und dem Magnet (§. 11,

II.) und die der magnetoelektrischen Induction**) (§. 12) leidet an der ge-

wohnten Unklarheit, wenn mau überhaupt eine Erklärung herauszufinden

im Stande ist. Die Erklärung der magnetischen Declination (§. 13) und

Inclination (§. 14) stützt sich auf die Annahme einer Resultirenden der To*

talelcktricität, steht und fällt mit dieser. Aber (§. 15, erdmagnetische In-

tensität) „nicht nur eine freibewegliche, sondern auch die Declinations-

Nadel wird von der ganzen Intensität***) der Totalelektricität in die Ver-

ticalebene der Resultirenden (also nach den Früheren in den geographi-

schen Meridian) abgelenkt und darin festgehalten, weil die Unterstützungs-

art der Declinatiousnadel die Wirkung der Resultirenden der Totalelektri-

cität nur insofern aufhebt, als sich die magnetische Axe der Nadel mit der

Richtung der Resultirenden in der Ebene des magnetischen (also doch nicht

geographischen) Meridianes nicht parallel stellen kann." Zum Ueberfluss

macht Robida noch ausdrücklich darauf aufmerksam (§. 16
,
JSrdmagnetis-

mus), dass in seiner Abhandlung die Totalelektricität der Erde dem Erd-

magnetismus substituirt (in gutem Deutsch würde es heissen: mit ihm

verwechselt) wurde und dann, schliesst er mit den letzten Proben von

Consequenz in der WT
illkür und von Klarheit im Ausdruck, in den Begriffen

und Beweisen: — (amen est laudunda voluntus! Dr. Zetzsche.

*) „Der geladene Condnctor zieht ja stets den n ächsten Pol an, und die Nadel
stellt sich senkrecht anf die beiden mit dem Conductor und dem Reibzeug verbunde-
nen Polplatten, ohne Unterschied, ob dem Nordpof der Nadel der positiv oder negativ
geladenen Platte zugekehrt war."

**) Ueberraschend ist. es, dass „die magnetischen Flüssigkeiten geradlinig
fortschreitende Wellen haben, welche die Flüssigkeitstheilcten in der Längenrichtung
aneinander drängen. (Magn. S. 48.)

™
***) Nicht blos von der horizontalen Componente ; „denn die Schwingungsdaner

einer Declinationsnadel wird'um so kürzer, je näher man sie einem freundschaftlichen

Magnetpole bringt. Also müsste die horizontale Intensität des Erdmagnetismus um
so mehr wnehsen, je näher man zum magnetischen Erdpole kommt. An diesem strebt

aber jede Magnetnadel ihre magnetische Axe vertical zu stellen. Somit ist die im
Wachsen begriffene horizontale Componente des Erdmagnetismus ohne hinreichende
Ursache plötzlich verschwunden. Daraus scheint mir klar zu folgen , dass die De-
clinationsnadel nicht von der horizontalen Componente allein gerichtet wird. Dem-
nach kann die in Physikwerken angegebene Formel , in welcher die Intensität mit
der Schwingungsdaner des Ablenkungstabes im reeiproken Verhältnisse steht, zur
Berechnung der horizontalen Componente des Erdmagnetismus im absoluten Massse
nicht geeignet sein, und wir sind einstweilen genöthigt, uns mit der relativen
Totalelektricität, welche mittelst Schwingungen derselben Deolinatiornnadel
ermittelt wird, zu begnügen." Leider

!

J.ileratui zig. d. Zeitteltr. f. Maili. n. I'hy». IV
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Das Mittelmeer. Eine Darstellung seiner physikalischen Geographie nebst

anderen geographischen , historischen und nautischen Untersuch-

ungen. Von Dr. C. Böttger, Professor am Gymnasium zu Dessau.

Mit 6 Karten und 4 Holzschnitten. Leipzig, Verlag von Gustav

Mayer. 1859.

Seit den ältesten Zeiten ist das Leben der europäischen Culturvölker

so eng mit dem Gestade des Mittelmeeres verbunden, dass für historische,

geographische und nautische Untersuchungen kaum ein reicherer und in-

teressanterer Stoff gedacht werden kann, als jenes Meer, an dessen Küsten

die Bildung einen Kreislauf von zwei Jahrtausenden zurücklegte, um sich

dann von alternden Nationen hinweg nach Norden zu wenden. Gleichwohl

existirt in der deutschen Literatur kein Werk, welches das genannte Thema
einigermassen erschöpfend behandelt, und nur bei den modernen Phöniziern

finden wir ausser zahlreichen Monographien eine umfassendere Darstellung

der physischen Geographie des Mittelmeers, nämlich: „The Mediterranean.

A Memoir Physical Historical and Nauiical by Rear - Admiral W. H. Smylh,

London, Parker 1854. Es war daher jedenfalls ein sehr glücklicher Gedanke
,

aus den verschiedenen Quellen, sowie aus eignen Studien eine möglichst

vollständige Darstellung des Gegenstandes zusammenzuarbeiten , auch ist

Ref. der Ueberzeugung , dass hierzu sich gerade der Verfasser besonders

gut eignete, da ihm ausser seinem Fache (Mathematik und Physik) tüchtige

philologische, historische und geographische Kenntnisse zu Gebote stehen,

wie derselbe schon früher bei seiner deutschen Bearbeitung von Maury's
physikalischer Geographie des Meeres bewiesen hat.

Das ziemlich umfangreiche Werk (610 Seiten gross 8.) beginnt mit

einer Einleitung („die geschlossene Thalassa und der offene Okeanos") und
zerfällt im Uebrigen in acht Capitel folgenden Inhalts. Cap. I giebt eine

Eintheilung des Mittelmeeres in drei Hauptbecken und charakterisirt im
Allgemeinen die Confignratiofl der Küsten längs derselben. In Cap. II

erhalten wir einen chorographischen Ueberblick des gesammten Littorals

mit Berticksichtigung^ler Produkte und des Handels. Die historischen

Verhältnisse sind hier ebenso gewissenhaft wie die geographischen behan-

delt; bei jedem einzelnen Küstenstriche wie bei jeder Insel werden nicht

nur Beschaffenheit, Oultur und Erzeugnisse des Bodens, Fischerei, Export-

artikel und Handel der Bewohner geschildert, sondern auch genaue Nach-
weise über die früheren (auch arabischen) Namen der Landschaft, der

Städte , Flüsse u. s. w. gegeben
,
desgleichen über Veränderungen in den

Lagen der Wohnsitze u. dergl. Cap. III hat es mit dem Becken des Mittel-

meeres zu thun, also mit der eigentlichen unterseeischen Topographie, den
Meerestiefen und den Veränderungen, welche das Becken theils durch nep-

tunische, theils vulkanische Kräfte erlitten hat. Jn Cap. IV werden die

Gewässer des Mittelmeeres betrachtet, nämlich Zufluss oder Flussgebiet

und sonstige Quellen des Meeres, Wasserbestandtheile und deren Differen-
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zen, Temperatur, Farbe und Leuchten des Meerwassers, Ebbe und Fluth,

Strömungen, Strudel, Flora und Fauna des Meere«. Cap. V. beschäftigt

sich mit der Atmosphäre über dem Mittclmeere , wohin ausser Wind und

Wetter auch das Kästenklima und die Krankheitserscheinungen (z. B. die

malaria) gerechnet sind. Cap. VI. schildert die Verhältnisse der Schiff-

fahrt und des Handels, zunächst die Wasserstrassen und die Dampfschiff-

fahrtslinien T sowie die anliegenden Kanäle, Eisenbahnen und Caravanen-

strassen. Geschichtliche Rückblicke auf den Handel von Phönizien, Grie-

chenland, Karthago, Horn, Amalfi, Pisa etc., sowie Notizen über den gegen-

wärtigen Handel, Kriegs- und Handelsmarine, Telegraphenlinien etc. sind

gleichfalls gegeben. Cap. VII. enthält Beiträge zur Culturgeschichte des

Mittelmeeres im Allgemeinen, sowie zur Geschichte der Messungen und

geographischen Untersuchungen insbesondere; endlich Cap. VIII die geo-

graphischen Ortsbestimmungen der neuesten Zeit. Noch finden sich einige

Anhänge, welche einzelne Punkte betreffen, z.B. die Grahaminsel, den

Suez-Kanal, die Strassen nach Centraiafrika u. s. w.

Schon diese , bei weitem nicht vollständige Inhaltsangabe bezeugt den

Reichthum des Werkes ; rechnet man hierzu die 555 Noten unter dem Texte,

in denen alle möglichen alten und neuen Schriftsteller figuriren , so glaubt

man gern, wenn der Verfasser versichert, seit 20 Jahren Studien über das

Meer gemacht zu haben. Wir halten es für unsere Pflicht , unsere Leser

auf dieses gediegene Werk aufmerksam zu machen, welches Gelehrsamkeit

und anziehende Darstellung glücklich vereinigt. Die typographische Aus-

stattung ist gleichfalls vorzüglich. Schlömilch.

Logarithmiioh-trigoxiometrisches Handbuch von Dr.H. G.Köhler. Sechste

Stereotypausgabe. Leipzig, Tauchnitz 1859.

Ein in sechster Auflage erscheinendes Buch bedarf selbstverständlich

keiner Besprechung und es bleibt daher nur zu erwähnen , worin sich die

neueste Auflage von den früheren unterscheidet. Es betrifft diess hier nur

eine Anzahl von Verbesserungen in der letzten Decimale der Briggischen

Logarithmen von 102001 bis 107999; die genannten Correctionen sind von

den Herren L e fo r t
,
Ingenieur in Paris , und Dr. H o ü e 1 in Caen durch

Vergleichung mit den Catastertafeln der Pariser Sternwarte gewonnen wor-

den. Für den Schulgebrauch hat übrigens Ref. die Köhler'schen Tafeln

deswegen lieb gewonnen , weil sie Vieles enthalten , was in den übrigen

Tafeln fehlt, aber beim Unterrichte grosse Erleichterungen verschafft, z. B.

die Potenzentafel, die Tafel der Quadrat- uud Cubikwurzeln , die natür-

lichen Logarithmen, die Coefficienten verschiedener unendlicher Reihen

u. dergl. m. Schlömilch.
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Fünfstellige logarithmisoli - trigonometrische Tafeln von Professor Dr.

Wittstein. Hannover, Hahn 1850.

Gewiss nicht mit Unrecht bemerkt der Verfasser (in Uebereinstim-

mung mit Schulrath J. H. T. Müller), dass siebenstellige Tafeln für* den

Unterricht einen ganz überflüssigen und schwerfälligen Ballast bilden und

seihst in den meisten praktischen Fallen eine ganz unuöthige Genauig

keit darbieten. Ebenso wird man dem Verfasser beistimmen, wenn er für

den eisten Unterricht in der Trigonometrie den Tafeln der natürli-

chen trigonometrischen Zahlen den Vorzug einräumt. Nach diesen An-
sichten ist das vorliegende, nur 132 Seiten umfassende Werkchen zusam-

mengestellt. Es enthält l) die fünfstelligen Logarithmen der Zahlen von

1 bis 0000, 2) die natürlichen trigonometrischen Zahlen von 15 zu 15 Minuten

(entsprechend der Sebuentafel des l'tolemaeus
, 3) die Logarithmen der

trigonometrischen Functionen von Minute zu Minute, 4) die Längen der

Kreisbögen, 5) die G ausstehen Logarithmen für Summen und Differenzen

(nach einer neuen einpfehlenswerthen Anordnung), <*) eine kleine Tafel der

natürlichen Logarithmen, 7) eine Formelsammlung. Zwei Vorzüge die-

ser Tafeln fallen auf den ersten Blick in die Augen, nämlich kleines Volu-

men und eine ganz ausserordentliche Deutlichkeit der ZilFern, welche theils

durch deren ungewöhnliche Grösse und Stärke, theils durch den altengli-

schen Typensehuitt, theils durch den reichlich gesperrten Satz erzielt wor-

den ist. Sollten sich die Tafeln als correct erweisen, woran wir bei der

bekannten Genauigkeit des Verfassers nicht zweifeln, so sind sie nach un-

heier L'eberzeugung in jeder Beziehung die besten für Schüler, Techniker

und überkaupt für Alle, deren Arbeiten nicht gerade unumgänglich eine

Genauigkeit von sieben Deciuialen erheischen. Schi.ömilch.

Tables d'integrales däfiniea, Par D. Bierens de Haan. Publiees par VAca-

demie Royale des Sciences ä Amsterdam. Amsterdam, Van der Post.

1858.

Durch die Bemühungen einer ziemlich langen Reihe von Mathemati-

kern aller Nationen ist die Theorie der bestimmten lutegrale zu einem

sehr ansehnlichen Theile der Analysis ausgebildet worden, der sich haupt-

sächlich durch eine grosse Mannichfaltigkeit von Methoden auszeichnet.

Dieser Reichthum hat freilich für den heutigen Leser auch eine Unbequem-
lichkeit zur Folge; da nämlich zur Zeit kein besonderes der Empfehlung
werthes Werk*) über jene Theorie existirt, so bleibt dem Leser nichts

übrig, als das Studium der Originalquellen, die aber aus einer Unzahl von

*) In der allg meinen Encyclopädie von Ersch und Gr über hat Ref. vor eini-

gen Jahren den Artikel „Bestimmtes Integral 1
' bearbeitet; derselbe enthält ungefähr

soviel als man auf deutschen Universitäten in einem halbjährigen Collegium über
bestimmte Integrale vorzutragen pflegt, macht aber auf Vollständigkeit durchaus kei-

nen Anspruch.
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Abhandlungen bestehen. Je schwerer demnach die UebeTsicht über ein so

grosses Gebiet ist, desto dankenswerter muss es anerkannt werden, dass

der Verfasser zunächst eine tabellarische Zusammenstellung der Resultate

gegeben und bei jedem derselben die Quelle namhaft gemacht hat. Die

Arbeit selber mag nicht gering gewesen sein , denn die Anzahl der vom

Verfasser durchgegangenen Abhandlungen beträgt Über 250, die Anzahl

der Resultate gegen 3200, gewiss Zahlen, nach denen man den Fleiss des

Verfassers bewundern muss. Dass es bei dem enormen Umfange des Ma-

teriales einer guten Anordnung bedurfte, um dem Leser den Ueberblick,

mithin auch die Aufsuchung einer gewünschten Formel zu erleichtern, ver-

steht sich von selbst, und Referent ist der Ueberzeu^ung, dass der Verfas-

ser auch in dieser Beziehung etwas Tüchtiges geleistet hat. Das Werk zer-

fällt zunächst in drei flaupttheile
,
jenachdem unter dem Integralzeichen

nur eine Function, oder zwei oder mehr verschiedene Functionen vorkom-

men. Jeder Theil ist wieder in Abschnitte getheilt, welche in den Ueber-

schriften die vorkommenden Functionen angeben; im ersten Theile findet

man z. B. die Abschnitte: I. Algebraische Functionen, II. Exponential-

grössen, III. Logarithmen u. s. w. ; im zweiten Theile sind die Ueberschrif-

ten die Combinationen zu je zweien aus den Ueberschriften im ersten Theile

u. 8. w. Die Abschnitte endlich zerfallen in die einzelnen Tafeln , von de-

nen jede ihren besonderen Titel hat, welcher die vorkommende Specialität

bezeichnet (z. B. rationale oder irrationale algebraische Functionen) und

zugleich die Integrationsgrenzen angiebt.

Der vorliegende , 572 Seiten zählende Quartband enthält nur einfache

bestimmte Integrale; vielleicht bestimmt die Anerkennung, welche derselbe

überall finden wird, den Verfasser zu einer Fortsetzung seiner Arbeit. Bei

physikalischen und mechanischen Problemen kommen doppelte, drei- und

mehrfache Integrale so häufig vor, dass eine Tafel für diese ganz besonders

wünschenswerth erscheint; dieselbe würde übrigens von bedeutend gerin-

gerem Umfange sein. Schlömilcii.

Bibliographie
vom 15. Februar bis 5. Mai 1859.

Periodische Schriften.

Berichte über die Verhandlungen der K. S. Gesellschaft der

Wissenschaften zu Leipzig. Mathem. - Physikal. Cl. Heft 2

und 3. % Thlr.

Monatsberichte der K. Pr. Akademie der Wissens chaften zu

Berlin. Jahrg. 1859. 1. Heft. Berlin, Dtimmler in Comm.

pro compl. 1% Thlr.

Digitized by Google



56 Literaturzeitung.

Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure; redig. von F.

Grashof. Jahrg. 1850. Heft 1. Berlin, Gärtner in Comm.

pro compl. 6 Tblr.

Annalen der Physik und Chemie, herausgeg. von Poggendokf.
Jahrg. 1859. No. 1. Leipzig, Barth. pro coml. 9% Thlr.

Nautisches Jahrbuch für d. J. 1861. Herausgeg. von 0. Bremiker.

Berlin, G. Keim er. *k Thlr.

B i Uli otheca hi st orico- naturalis, physico- chemic a et mathema tic a.

Herausgeg. von E. A. Züchold. Jahrg. 1858. 2. Heft. Juli-December.

Göttingen, Vandenhoek & Ruprecht. % Thlr.

Annales de V observaioire pkysique central de Bussie, publiees

par A. J. Kupffer. Anne'e 1855, 2 Vol. Pe'tersbourg, Leipzig, Voss.

7 Thlr.

Correspondance miteor ologique-, pub lication annuelle de Vad-
tninistration des min es de Russie, redigee par A. J. Kupffer.

Annee-1856. Petersbourg, Leipzig, Voss. 5 Thlr.
-

Heine Mathematik.

Hirsch, Meier, Sammlung von Aufgaben etc. aus der Buch-
stabenrechnung und Algebra. 10. Aufl. Berlin, Duncker &
Humblot. * 1% Thlr.

Sachs, S. Auflösungen der in M. Hirschs Sammlung enthalte-
nen Aufgaben. 9. Aufl. Ebendas. 1% Thlr.

Lübsen, H. B., Ausführliches Lehrbuch der Arithmetik und
Algebra. 4. Aufl. Hamburg, Meissner. 1% Thlr.

Weiss, A., Handbuch der Trigonometrie. 2. Auflage. Nürnberg,

J. L. Schmid's Verl. 1 Thlr.

Schwarz, A., Grundzüge der Elementararithmetik. 2. Abthlg.

Hagen, Butz. 1 Thlr.

Wittstein, Th., Fünfstellige logarithmisch-trigonometrische
Tafeln. Hannover, Hahn. % Thlr.

Köhler, H. G., Logarithmisch - trigonometrisches Handbuch.
6. Aufl. Leipzig, Tauchnitz. 27 Ngr.

Sohncke's Sammlung von Aufgaben aus der Differential- und
Integralrechnung. 2. Aufl. Herausgegeben von Dr. Schnitzler,

Theil 2. Halle, Schmidt. 26 Ngr.

Lorey, A., Der geometrische Anschauungsunterricht. Eisenach,

Bärecke. 2 Thlr.

Becker, F. W., Lehrbuch der Elementargeometrie. 1. Theil.

Planimetrie. Abthlg. 2. Oppenheim a. K., Kern. 16 Ngr.

Escher, P., Die Berechnung des Flächeninhaltes der Kugel-
zone. Ein Beitrag zu jedem Lehrbuchc der Stereometrie. Zürich,

Schulthess. • 8 Ngr.
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Kramer, A. ,Coinpendium der elementaren Mathematik (Arith-

metik, Geometrie, ebene und sphär. Trigon.) 2. Aufl. Nordhausen,

Förstemann. 25 Ngr.

Balooh, J., De quadratura circuii. Pesth, Pfeiffer in Comm. 2% Thlr.

Briot et Bouquet, Theorie des fonetions doubkement periodiques
ei en particulier des fonetions elliptiques. Paris, Mallei- Bachelier.

6 Fr.

Angewandte Mathematik.

Stoevesandt, 0. H., Lejirbuch der Perspective. Liefrg. 2. Berlin,

Herbig.

Magnus, G., Hydraulische Untersuchungen. Theil 2. Leipzig,

Barth. 9 Ngr.

Stefan, J., Ueber die Trans Versalschwingungen eines elasti-

schen Stabe 8. Wien, Gerold's Sohn in Comm. 6 Ngr.

Sammlung ausgeführter C onstructlonen aus dem Gebiete des
Wasser-, Strassen- und Eisenbahnbaues. Heft 7, 8 und 9.

Carlsruhe, Veith. a 2 Thlr.

Wiebe, F. K. H., Skizzenbuch für den Ingenieur und Maschi-
nenbauer. Heft 5. Berlin, Ernst & Korn. 1 Thlr.

Bebnoulli, J. G., Vademecum des Mechanikers. 10. Aufl. Heraus-

gegeben von Autenheimer. Stuttgart, Cotta. 1 Thlr. 14 Ngr.

Steinheil, A., Tafeln für die Radien von Fernr ohrobjectiven,
deren innere Flächen aneinander passen. Inauguraldissert.

München, Kaiser. 6 Ngr.

Die mikrometrischen Maasse in Decim albrüch en und in ge-

meinen Brüchen. Braunschweig, Vieweg. Thlr.

Littrow, K. v., Physische Zusammenkünfte der Planeten (1 bis

42) während der nächsten Jahre. Wien, Gerold's Sohn in

Comm.
.

1% Thlr.

Weiss, E., Ueber die Bahn des Kometen VIII. des Jahres 1858.

Wien, Gerold's Sohn in Comm. 2 Ngr.

Schultz, H., Declinationsbestimmungen mit dem Dollond-
schen Durchgangsinstrumente auf der Berliner Stern-

warte. Berlin, Nicolai'sche Sort. Buchh. in Comm. 1 Tblr.

Encke, J. F., Ueber die Existenz eines widerstehenden Mit-,

tels im Weltenraum. Berlin, Dümmler in Comm. % Thlr.

Godillot, J. B., Calcul de la resistance des poutres en töle em

ployees dans la construetion des ponts et a pplications nu-

meriques de ce calcul ä divers exemples de ponts pour che-

mins de fer. Chalons sur Sadne, Monialan. 3 Fr.

Roffiaen, E., Traite theorique et pratique sur la resistance des

m aleriaux dans les construetions. Fleurus. (Bruxelles, Muquardt.)

1 Thlr. 24 Ngr.
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Love, G. H., Des diverses resistances de la fönte, du fer etc.

dans les constructions. Paris, Lacroix & Baudry. 8% Fr.

Physik.

Physikalisches L'exicon von Marbach und Cornelius. 2. Auflage.

Licfrg. 71, 72. Leipzig, O. Wigand. ä % Thlr.

Mousson, A., Die Physik auf Grundlage der Erfahrung 2. Abth.

1. Heft. Zürich, Schulthess. 28 Ngr.

Stamxer, K., Lehrbuch der Physik. Bd. 2^ Lahr, Schauenburg &
Comp. 1 Thlr.

Zollinger, H., Ueber die Gewitter und damit verwandte Er-
scheinungen im indischen Archipel. Zürich, Schulthess in

Comm. 16 Ngr.

Grailich und v. Lang, Untersuchungen über die physikalischen
Verhältnisse krystallisi rter Körper. 3. und 4. Abthlg. Wien,
Gerold's Sohn in Comm. 17 Ngr.

Lang, V. v., Ueber die Minimalablenkung der Lichtstrahlen
durch doppelt brechende Prismen. Ebendas. 2 Ngr.

Knochenhauer, K. W. , Ueber den elektrischen Zustand der
Nebenbatterie während ihres Stromes. Ebendas. 6 Ngr.

Kreil, K., Anleitung zu magnetischen Beobachtungen. 2. Aufl.

Ebendas. 1% Thlr.

Faraday, M., Experimental Researches in Chemistry and Phys ics.

Reprinled frotn the „Philosophical Transactions of 1821—1857, the „Journal

of the Royal Institution", the „Phitosophical Magazine" and other publica

tions. London, Taylor and F. Cloth. 15 sh.

Timbs, J., The Year-Book of Facts in Science and Art: exhibiting

the most important discoveries and improvemenls of the past year in natural

philosophy, meteorology, astronomy etc. London, Kenl. Cloth. 5 sh.
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Recensionen.

Grundzfige einer Elementar - Arithmetik. Ein Lehrbuch für Gymnasien
und höhere Bürgerschulen von Dr. Herhann Schwarz. Hagen,

Druck und Verlag von Gustav Butz. 1850.

Nach den verschiedenen Schriften, mit welchen der Verfasser die

mathematische Literatur schon bereichert hat , und unter welchen gleich

der „Versuch einer Philosophie der Mathematik/ 1 Halle 1853 , beim ersten

Erscheinen die regste Aufmerksamkeit erweckt hat, war es dem Beferenten

interessant, auch die elementaren Theile der Mathematik von derselben An-
schauung aus bearbeitet au sehen, welche in dem genannten Buche freilich

noch in etwas gezwungener Sprache durchdringt. Dieses vorläufige Interesse

hat sich, wir beeilen uns es zu sagen, bei der genauen Leetüre des vorlie-

genden Werkchens im vollsten Maasse gerechtfertigt, und mit wahrem Ver-

gnügen sind wir den logisch strengen Entwickelungen gefolgt, die in ange-

nehmer, von Hegel'scheu Floskeln gereinigter Sprache dem Leser entge-

gentreten. Referent glaubt deshalb auch nicht anstehen zu dürfen, in eine

etwas genauere Besprechung eines Buches einzugehen, welches bei der nur

zu leicht begreiflichen , durchaus unwissenschaftlichen Aufregung, welche

alle Theile unseres Vaterlandes erfasste und in Spannung erhält, gar leicht

weniger bekannt werden dürfte, als es gewiss sollte. Es kann dabei der

unparteiischen Würdigung des Werkchens keinen Eintrag thun , dass das-

selbe, wie der Verfasser so freundlich war, gegen mich zu äussern, zum

Theil unter Benutzung meiner Schrift desselben Titels entstanden ist.

Im Gegentheil wird diese theilweise Uebcreinstimmung , und um so mehr

theilweise Abweichungen Gelegenheit bieten, mancho Bemerkung auszu-

sprechen.

Der reiche Inhalt des etwa 25 Bogen starken Buches umfasst weit

mehr, als früher unter dem Namen Elementarmathematik vereinigt wurde.

Die wissenschaftliche Behandlung der Elemente geht in neuerer Zeit mit

Recht von der Ansicht ans , dass es nicht ein blos äusserlicher Unterschied

ist, der zwischen niederer und höherer Mathematik existirt, dass die Ver-

schiedenheit vielmehr eine in der Sache selbst begründete ist, und deshalb

I.iteraturztg-. d. Zeilyhr. f. Math. u. Phys. IV. 0
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auch die Notwendigkeit bedingt, schärfer als sonst zu trennen. Das
sonstige Kriterium der Trennung des Leichteren von dem Schwierigeren

ist geschwunden , und in Gefolge des neuen Sonderungsgrundes der Be-

trachtung des Gewordenen und des Werdenden, des Constanten und des

Veränderlichen, des Discreten und des Continuums mussten ganze Capitel

der früheren Analysis den heutigen Elementen eingefügt werden. Es gilt

dieses namentlich für die Lehre von den complexen Zahlen, welche sich

ihre natürliche Stellung täglich mehr sichert, sowie auch von den zahlen-

theoretischen Untersuchungen, welche kaum mehr entbehrt werden können.

In beiden Beziehungen hat der Verfasser den strengsten Anforderungen

genügt, in dem letzteren Capitel fast mehr als genügt.

Der Grundgedanke, von welchem der Verfasser ausgeht, und welcher

gleichfalls ein den besseren neueren Elementarwerken gemeinsamer ist,

steht im Wesentlichen in der allmäligen Erweiterung des Zahlbegriffes

von der absoluten ganzen Zahl ausgehend , bis zuletzt der Veränderliche

erhalten wird , welcher jede Grösse sowie jede Richtung annehmen kann.

Es werden nämlich die einzelnen Operationen der Arithmetik in der Art

an einander gereiht, dass je zwei inverse Operationen auf einander folgen,

dass die zweite immer die Unzulänglichkeit des Zahlenbegriffes beweist,

welcher in der ersten vorlag, dass somit eine Veränderung jenes Begriffes

nothweudig wird, welche rückwärts wieder auf eine Verallgemeinerung

jener ersten Operation drängt, so dass dieselbe an den neuen Zahlen ge-

prüft werden muss. Unterscheidend dürfte für das vorliegende Werk die

frühzeitige Einführung des Begriffes der Incommensurabilität sein, welcher

aus dem Verhältnissbegriffe hergeleitet wird, bevor die Ausziehung irratio-

naler Wurzeln ihn nothwendig macht. Allein abgesehen von dieser prin-

cipiell gewiss weniger bedeutenden Abweichung ist, wie gesagt, der Gang
des Verfassers der seit einer Reihe von Jahren in der strengen Wissen-

schaft eingebürgerte. Referent selbst folgt diesem Gange , der in analyti-

schem Fortschreiten vom Einfachen zum Complicirten seine grossen didao-

tischen Vortheile besitzt.

Eine andere Frage ist alsdann die, ob nach der analytischen Ent-

wickelung es nicht zweckmässig erscheinen dürfte, sämmtliche Operationen

der Arithmetik nochmals synthetisch zusammenzufassen, und wie sie jetzt

in allgemeinster Form nach allgemeinster Definition bekannt geworden, sie

alle gleichmässig aus einem Gedanken herzuleiten. Die Frage dieser

Zweckmässigkeit schien mir aber immer nur mit der Frage der Möglichkeit

zusammenzufallen , und seit mir diese letztere sich herausstellte , hatte ich

mehrfach Gelegenheit, diese Art von synthetischer Recapitulation in mei-

nen Vorlesungen zu benutzen. Es möge mir daher gestattet sein , hier

wenigstens eine Andeutung dieser methodisch wohl neuen Auffassung zu

geben. Die Bildung der Zahl wird dabei als erste Operation, als Indivi-

dualisirung von einer oder mehreren Einheiten bezeichnet. Von diesem

Digitized by Google



Literaturzeit ung. 61

Anfange ausgehend, ergiebt sich die nächste Aufgabe, aus zwei Zahlen eine

neue zu bilden, und zwar entweder so, dass das Gesotz der Bildung, wie es

in der ersten Zahl schon existirt, beibehalten wird, und die zweite Zahl

dieses Gesetz nur in vorgeschriebener Ausdehnung weiter anwendet (Addi-

tion) oder so, dass die zweite Zahl das Gesetz vorschreibt, wie mit der

ersten verfahren werden soll. Dann kann aber mit der ersten Zahl ent-

weder additiv so verfahren werden, wie die zweite vorschreibt (Multiplica-

tion) oder, nachdem diese Operation zur Kenntniss gelangt ist, multiplicativ

(Potenzirung). Auf diese Weise erhalte ich sogleich die allgemeinsten

Definitionen der einzelnen Operationen nebst ihrer, in ihnen einbegriffenen

Inversen, ohne eine nachträgliche Erweiterung noch vornehmen zu inüssön.

Ich wiederhole übrigens ausdrücklich, dass ich diese Synthesis nicht der

auch vom Verfasser benutzten Analyse substituire , sondern nur nachträg-

lich ihr folgen lasse, ich benutze sie gowissermassen nur als mnemonischen
• Kunstgriff, um die allgemeinen Kegeln, die in ihr so prägnant als kurz ent-

halten sind, in einem Satze vereinigt zu haben.

Mit Recht wohl hat der Verfasser sich erlaubt, einfache geometrische

Bogriffe bei der Darstellung der Arithmetik zu benutzen. Es kommt nur

darauf an , dass man Zahllinie und Zahlebene als Bild , als Beispiel ge-

braucht, und dann ist es sicherlich wahr, was in der Vorrede ausgesprochen

wir :- dass man, wenn die Einführung jener geometrischen Begriffe umgan-

gen werden soll, „entweder genötbigt ist, denselben andern, gleichfalls der

„Empirie entnommenen Begriffe zu substituiren oder den vermuthlich we-

nig dankbaren Versuch machen muss , durch metaphysische Erörterungen

den Gang der mathematischen Entwickelung zu unterbrechen.' 4 Bei dieser

Auffassung als blosses Beispiel fallen auch von selbst die Einwürfe, welche

in neuester Zeit gegen die Theorie der complexen Zahlen erhoben werden

wollen, welche indessen auch in anderer Weise zu entkräften sind. Ein

hauptsächlicher Einwurf bezieht sich nämlich darauf, dass eine conse-

quente Weiterführung der Zahlenlinie und Zahlenebeue nothwendig Raum-
zahlen ergeben müsste, dass aber die bisherigen Versuche, diese Verallge-

meinerung wirklich durchzuführen, nur Widersprüche hervorbrachten. Da-

gegen können wir nun füglich bemerken, dass einestheils bisherige Frucht-

losigkeit nicht den Schluss auf absolute Unfruchtbarkeit einer Methode zn-

lässt, da9s aber überdies eine solche Ausdehnung nicht einmal nothwendig

ist, um die Richtigkeit der bisher erhaltenen Resultate zu erhärten. Kommt
es doch so häufig in der Mathematik vor, dass bei Ausdehnung eines Be-

griffes eine ganz andere Gedankenreihe auftritt, als man von vorn herein

zu vermuthen berechtigt schien. So lässt sich ein einfaches, ein doppelt

bestimmtes Integral durch räumliche Vorstellung versiunlichen; beim drei-

fachen Integral muss schon der der Räumlichkeit fremde Begriff der Dich-

tigkeit hinzutreten, wenn man eine Versinnlichung beabsichtigt ; bei noch

mehrfachen Integralen endlich muss man auf eine solche Versinnlichung

6*
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ganz verzichten. Mttssten unsere Gegner im Gebiete der complexen Zah-

len, wenn sie consequent sein wollten, nicht anch sagen: die Deutung,

welche man dem einfachen, dem doppelten Integrale beilegt, kann nicht

für gerechtfertigt gelten, weil sie beim dreifachen Integrale schon nicht

mehr allein ausreicht, beim vierfachen uns ganz im Stiche lässt?

Ich wende mich zu Einzelheiten, welche in nicht geringer Zahl eine

Erwähnung verdienen, so dass ich nur eine knappe Auswahl des Wich-

tigsten zu treffen gedenke.

Gleich am Anfange des Buches bei der Definition der Grösse und nicht

minder im grössten Theile seines Verlaufs vermisse ich das Unendlich-

grosse. Es ist sicher keine Vergesslichkeit des Verfassers die Ursache

dieser Auslassung, allein mir wenigstens ist es nicht möglich, einen Grund
abzusehen , wesshalb dieser der ganzen Mathematik so wesentliche Begriff

aus den Elementen entfernt gehalten werden soll; warum man seine Ent-

a
stehung aus der Division — ignoriren soll, wenn man ihn doch später

braucht, wenn man (8. 207) x n für a?> 1 bei wachsendem n einB unendlich

grosse Grösse nennt, und auch den Begriff des sogenannten Unendlichklei-

nen in Betracht zieht. Es klingt dieses ganz besonders wunderbar, wenn
man besonders (S. 506 6g.) die Theorie der unendlichen Reihen in strengster

Weise angebahnt findet, welche weit eher den Elementen fromd ist, wenn
man besonders (8. 211) auf das vortrefflich ausgedrückte Fundamental-

theorem der Reihenentwicklung trifft: „Bezeichnet X irgend einen ge-

schlossenen Ausdruck , und ist es durch irgendwelche arithmetische Ope-

rationen möglich, denselben in zwei Theile zu zerlegen, von denen einer

„eine Reihe ist, deren Gliederzahl beliebig gross genommen werden kann,

„und der andere eine Grösse, die mit wachsender Gliederzahl der Reihe un-

begrenzt abnimmt, so kann man den zweiten Theil vernachlässigen, sofern

„die Gliederzahl der Reihe unbegrenzt angenommen wird, d.h. der Ausdruck

„X" ist die Summe der auf diese Art resultirenden unendlichen Reihe."

Hingegen kann ich nur beifällig erwähnen , dass (8. 2) ausdrücklich

besprochen wird, dass die Eins eine Zahl sei. Haben doch bis in die letzten

Jahre einzelne Autoren die Behauptung des Gegentheils wieder aufgestellt.

Giebt es doch noch immer Leute, die mit dem Kopf gegen die Felswand zn

rennen versuchen und, während sie mit blutender Stirn zurücktaumeln,

noch läugnen, dass der Monolith eine Mauer gewesen, weil sie es mit Ge
mäuer verwechseln, weil sie nicht an den Unterschied von Anzahl und
Mehrzahl denken. Es war deshalb wohl zweckmässig, mit klaren Worten
jener unrichtigen Ansicht entgegenzutreten , deren ganze heutige Berech-

tigung nur darin liegt, dass sie in früheren Zeiten berühmte Verth'eidigc»r

besass, von denen ich nur Boethius und ganz besonders Lucas Paccioli
nennen will. Letzterer sagt am zuversichtlichsten : Numero e una mulHludine

de unito composla, et essa unila non e numero : ma ben prineipio de rinsetm numero.
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Wenn (S. 8) die doppelte Auffassung der Subtraktion dahin ausge-

sprochen wird, dass man entweder frage, wie viele Einheiten dem Minuen-

dus abgezählt werden, damit der Subtrahendus übrig bleibe, oder wie viele

Einheiten dem Subtrahendus zugezählt werden müssen, damit der Minuen-

dus herauskomme, so ist diese Ausdrucksweise doch wohl nicht klar genug.

Mir scheint die Unterscheidung präciser, wonach das eine Mal gefragt wird,

wie viel Einheiten übrig bleiben, wenn der Subtrahendus von dem Minuen-

den abgezählt wird und das andere Mal , wie viele Einheiten dem Subtra-

henten zugezählt werden müssen, damit der Minuendus herauskomme.

Jedenfalls ist aber überhaupt anzuerkennen, dass die doppelten Auffassun-

gen der Subtraktion und der Division (S. 51) so ausdrücklich erwähnt

werden. Letztere ist ganz besonders hübsch charakterisirt , wie die ganze

Division zu den gelungensten Theilen des Buches gehört, mit einziger Aus-

nahme einer Stelle (S. 00), wo irrthUmlich angegeben ist, es sei nicht

absolut nothwendig, Division und Dividend nach demselben Gesetze zu

ordnen.

Im Gefolge der Subtraktion treten natürlich die entgegengesetzten

Zahlen auf, welche auch zu Betrachtungen über algebraische und über ab-

solute Zahlen führen. Von dem vielen Vortrefflichen, welches in diesem

Capitel sich findet, hebe ich die Bemerkung hervor, wonach die absolute

Zahl die Einheit in einem bestimmten Sinne setzt, ohne dass man sich

dessen bewusst ward, dass die Einheit auch ein Setzen im entgegengesetzten

Sinne zulasse, dagegen die positive Zahl das Bewusstsein dieser Möglich-

keit einschlies6e (S. 13, Anmerkung). Endlich erwähne ich noch den Be-

weis, dass dieselbe Zahl durch die Differenz a — 6 wie durch die Summe
des positiven a und des negativen b erhalten wird (S. 23), welcher die Be-

merkung rechtfertigt, dass es gleichgültig ist, ob man die Zeichen -f-
— als

Rechnungszeichen oder als Vorzeichen fasst (S. 20, 22, 24). Nur mit dieser

Rechtfertigung ist ein derartiges Schwanken der Bedeutung auch theore-

tisch zu vertheidigen , während sonstige Autoren oft praktisch und unbe-

wusst zu dieser Zeideutigkeit gelangten, welcher gegenüber es dann ge-

wiss vorzuziehen ist, wenn man die Zeichen -f- — nur in einer einzigen

Bedeutung benutzt. Analog zu diesem bei strenger Entwickelung also un-

entbehrlichen Satz, den ich noch in keinem andern Werke in solcher

Durchführung antraf, ist auch bei der Rechnung mit Brüchen besonders

nachgewiesen (S. 140) , dass Multiplication mit einem Bruche der Division

gleichbedeutend ist, oder in Zeichen, dass o : n= — = a .
—

, indem a : n

und — die zwei verschiedenen Auffassungen der Division bezeichnen, auf

welche ich schon aufmerksam gemacht habe.

Eine eigenthümliche Stellung nehmen die zahlentheoretischen Unter-

suchungen ein, welche noch vor der Bruchrechnung auftreten. Doch möchte
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ich es nicht gerade ein Vorgreifen nennen, indem allerdings die Sätze von der

Theilbarkeit der Zahlen die Ausführung einer Division , welche in ganzen

Zahlen nicht aufgeht, nicht vorauszusetzen braucht , indem nur die Reste

einer solchen Division berücksichtigt werden; und was von Potenzresten

gegeben ist, bezieht sich auch nur auf Potenzen mit ganzen positiven Ex-

ponenten, wie sie schon (S. 42) als abgekürzte Multiplicationsbezeichnung

eingeführt werden. „Das Unentbehrlichste aus der Zahlentheorie " (S. Ol

bis 135) dürfte demnach einen zwar weniger gewöhnlichen, aber deshalb

grade nicht ungeschickten Platz einnehmen, und auch darüber wird mit dem
Verfasser kaum zu rechten sein , was aus diesem Kapitel als unentbehr-

lich, was als entbehrlich anzusehen wäre. Das zu Viel ist dem zu Wenig
sicherlich vorzuziehen , und so wollen wir dem Verfasser die vielen Kenn-
zeichen der Theilbarkeit durch 9, 11, durch 7, 11, 13, durch 73, 187 n. s. vr.

(S. 109 flg.) nicht zum Vorwurfe machen , da sie ganz hübsche Beispiele

eines Principes abgeben, welches dem Schüler eingeschärft zu werden ver-

dient.

Wenn ich soweit in voller principieller Uebercinstimmung mit dem
Verfasser stehe , so muss ich mich jetzt über einen Punkt aussprechen, in

welchem derselbe gegen mich zu polemisiren scheint. Der Begriff des

Buches wird (S. 137, Anmerkung) aus dem der Veränderlichkeit der Einheit

abgeleitet, wozu das ganz passende Beispiel gewählt ist, dass 42 sowohl als

42 Einsen wie auch als 7 Sechsen aufgefasst werden kann. Daraus er-

gebe sich, dass bald die primäre, bald die secundäre Einheit als Einheit für

den concreten Fall genommen werden könne, dass alsdann «die secundäre

Einheit entweder als Vielfaches der primären, oder die primäre als aliquo-

ter Theil der secundären auftrete. Nun heisst es weiter: „dass nicht jede

„empirische Einheit getheilt werden kann, kommt nicht in Betracht, ja

„(wenigstens für die Theorie) nicht einmal , dass andere empirische Ein-

heiten die Eigenschaft unbegrenzter Theilbarkeit haben. Vielmehr be-

grifflich genügt es, dass die abstrakte Einheit sich im Verlaufe der wis-

„senschaftlichen Entwicklung als veränderlich zeigt und daher als abso-

lute zu gelten aufhört." Es scheint damit auf die Entwickelung des

Bruchbegriffes aus der unendlichen Theilbarkeit der Materien angespielt

zu sein, wie andere Autoren und auch ich sie geben. Ich darf dieselbe da-

her wohl einigerraassen vertheidigen. Zuerst könnte ich mich auf die

schon angeführten aus der Vorrede des Verfassers beziehen , in welchen er

die Notwendigkeit zugiebt, Begriffe aus der Empirie zu entnehmen, um
sie als Bild zu gebrauchen. Sodann aber muss ich besonders hervorheben,

dass bei der frühzeitigen Berufung auf die unendliche Theilbarkeit auch

der Begriff des Continuums frühzeitig geweckt wird, und somit bei der Ent-

wickelung des Bruches das Verständniss der Incommensurabilität von Grös-

sen derselben Art vorbereitet wird, ein Vortheil, den man entbehrt, wenn
man das Verfahren einschlägt, wolchcs den Inhalt der erwähnten Anmcrk-
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ung bildet , und dem man an sich die scharfsinnige Erfindung nicht abspre-

chen kann.

Aus demselben Capitel möchte ich noch lobend hervorheben, dass

beim Reduciren eines Bruches (S. 155) zuerst bewiesen ist, dass es wirklich

immer einen reducirten Bruch giebt. Ferner den allgemeinen Satz , dass

a ^™ c ci

-

c
zwischen — und 1 liegt (S. 172), welcher in dieser Fassung am lehr-

reichsten ist, weil er die Unterscheidung, ob «^ b überflüssig macht. Die

Division der Brüche — : — wird, wie gewöhnlich, so gelehrt (S. 101) , dass

c d
man sagt, um von — zur.l überzugehen, bedarf es der Multiplication mity.

Von 1 zu j führt Multiplication mit . Folglich führt von ^ zu j Mul-

d (i

tiplication mit — . — , welches daher der gesuchte Quotient ist. Etwas

natürlicher ergiebt sich vielleicht die Kegel, wenn man auch hier wie bei

ganzen Zahlen die Division als fortgesetzte Subtraction auffaßt , wie ich

auf die Bemerkung eines meiner Zuhörer es schon seit einigen Semestern

zu thun pflege, und wio es namentlich mit der Ausicht des Verfassers über

Entstehung der Brüche übereinstimmen würde. Ich frage nämlich, wie oft

c a— sich von — abziehen lässt und bringe dazu die beiden Brüche auf ge-

I) V OL (l

meinsamen Nenner: dann wird bei — und — der Nenner eben nur eine
bd bd

Benennung der Einheit sein, wie Fuss, Zoll u. s. w., es wird also der Quo-

ad , .

tient — erscheinen müssen.
b c

Als speciellere Brüche werden in weiteren Paragraphen die Decimal-

brüche, sowie die Kettenbrüche vorgeführt. Bei ersteren vermisse ich den

Grund, wesshalb bei der Addition (S.174) nicht erst auf einen gemeinsamen

Nenner reducirt wird, wie es doch bei Brüchen Regel ist; einen Grund, der

eben so einfach ist, wie er selten angegeben wird, und der darin besteht,

dass jene Zurückführung durch bloses Anhängen von Nullen erreicht wird,

welche alsdann bei der Addition irrelevant sind, und darum in praxi nicht

geschrieben zu werden brauchen. Die abgekürzten Methoden, worunter

Fourier's geordnete Division, lehnen sich, wie der Verfasser ausdrücklich

bemerkt (S. 190) an den bezüglichen Abschnitt von J. H. T. Müller's

Lehrbuch der allgemeinen Arithmetik an und verbreiten sich über diesen

Gegenstand mit nothwendiger Ausführlichkeit. Die Theorie der Ketten-

brüche (S. 215) ist mit ganz besondererer Vorliebe bearbeitet und findet

auch später (S. 284— 291) noch Anwendung auf Wurzelausziehungen, wie

in Elementarwerken wohl selten gelehrt wird.
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Die nächste Folge von dem tieferen Eingehen in die Lehre von den

Kettenbrüchen ist aber die Erklärung der incommensurabeln Grössen

(8. 235), welche als unendliche Kettenbrüche aufgefasst werden, deren Ver-

hältnis zur Einheit also weder durch eine ganze Zahl, noch durch einen

Bruch genau dargestellt werden kann. Auch hier herrscht durchaus die

erforderliche Gründlichkeit, welche zumal in dem Satze (S. 245) an den

Tag tritt, welcher die Ausdehnung auf incoinmensurable Verhältnisse aus-

spricht, wofern Etwas für alle möglichen commensurablen Verhältnisse gilt.

In Beziehung auf den ganzen folgenden Abschnitt (S. 247— 333), der

mit eigentlichen Irrationalzahlen, sowie mit complexen Zahlen sich beschäf-

tigt, kann ich Nichts weiter bemerken, als dass der Verfasser hier durch-

aus auf dem neueren Standpunkte steht, dass also dieser Thcil sich wenig

von den entsprechenden Theilen anderer Werke unterscheidet, die densel-

ben Ansichten huldigen. Nur in Zusammenhang mit der Theorie der alge-

braischen Gleichungen , welche bis zum vierten Grade genauer (8. 333 bis

378), dann für höhere Grade nach Fourier 's geordneter Division mit ver-

änderlichem Divisor (S. 378 — 387) gelehrt wird, muss ich noch auf eine

Vergcsslichkcit aufmerksam machen. Der Verfasser stellt nämlich (S. 335)

den Satz auf: „Durch eine Gleichung, sofern dieselbe keine identische ist,

wird dor Werth einer Unbekannten vollständig bestimmt/1 während er

doch schon früher (S. 326) das Beispiel x — 1 — y^x— £— + $
anführt, welches einen Widerspruch enthält und deshalb keine Auflösung

erlaubt, worauf er dann (S. 336 und 347 flg.) nochmals znrückkommt. Es
wäre daher auch bei dem Ausspruche jenes Satzes neben der Ausnahme

identischer Gleichungen noch die widersprechender Gleichungen einzu-

schalten.

Wenn ich mir hiermit erlaubt habe, Manches aus dem Zusammenhange

zu reissen, mitunter auch Bemerkungen cinfliessen zu lassen, welche nicht

gerade direct auf das besprochene Buch sich beziehen , sondern nur an das

Material desselben sich anschliessen , so wird doch die getroffene Auswahl

schon genügen, um darzuthun , dass der Verfasser einen wirklich glückli-

chen Wurf gethan , und ich bedauere nur , neben dem Inhalte nicht auch

gleichmässig die Sorgfalt des Druckes loben zu können. Auf der letzten

Seite ist eine stattliche Anzahl von Druckfehlern bereits angegeben und

noch einen nicht unbedeutenden Zuwachs derselben wird Jedem das auf-

merksame Studium des Werkes selbst liefern. Möge diesem Mangel bei

späteren Auflagen abgeholfen werden. Cajstor.
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Theorie der Fettigkeit gegen das Zerknicken, nebst Untersuchungen über

die verschiedenen inneren Spannungen gebogener Körper und

über andere Probleme der Biegungstheorie , mit praktischen An-
wendungen ; von Dr. Hermann Scheffler , Baurath. Mit 84 in

den Text eingedruckten Holzschnitten. Braunschweig, Verlag

der Schulbuchhandlung, 1858.

Die vorliegende Schrift des durch mehrfache verdienstliche Arbeiten

auf dem Gebiete der reinen und angewandten Mathematik bereits rühmlich

bekannten Verfassers gewährt noch mehr, als der etwas umfängliche Titel

verspricht; sie enthält auf 138 Seiten eine mit Rücksicht auf das praktische

Bedürfniss ziemlich vollständige Theorie der Gleichgewichtsformen und

Spannungsverhältnisse gebogener prismatischer Körper. Unter Zugrunde-

legung der bei der Theorie der sogenannten relativen Festigkeit gültigen

Annahmen werden die bei Einwirkung beliebig gerichteter Kräfte eintre-

tenden Biegungen genauer untersucht, wobei sich eine Reihe zum Theil

neuer wichtiger Fragen ergiebt, die mittelst der Grundgesetze der Elastici-

tät ihre Erledigung finden. Die folgende Inhaltsangabe soll dazu dienen,

die Reichhaltigkeit dieser Untersuchungen näher darzulegen.

Da die usuellen Formeln der Biegungstheorie hauptsächlich in dem
Falle, wo prismatische Körper von Longitudinalkräften affizirt werden, mit

den Erscheinungen der Wirklichkeit nicht nur nicht übereinstimmen, son-

dern theilweis damit in offenbarem Widerspruche stehen, so zieht der Ver-

fasser zuerst die sogenannte Festigkeit gegen das Zerknicken unter An-

wendung neuer Hülfsmittel in den Bereich seiner Betrachtung. Es wird

dabei die gewöhnliche Voraussetzung, dass die neutrale Fiberschicht gebo-

gener Stäbe durch die Schwerpunkte der einzelnen Querschnitte gehe, eine

Annahme, die sich nur für den Fall, wo die biegenden Kräfte normal auf

der Längenrichtung des Stabes stehen, aufrecht erhalten lässt, völlig bei

Seite gelegt, und zunächst die Form der die Schwerpunkte aller Quer-

schnitte enthaltenden geometrischen Axe genauer untersucht. Die §§. 3—5
geben die Formeln für die geometrischen Eigenschaften dieser krummen

Linie, sowie die darauf bezogene Lage der neutralen Curve und die Grösse

der biegenden Kraft, abhängig von der Grösse der Biegung. Hierauf wen-

det sich die Untersuchung zu dem Bruche durch Zerknickung und führt zu

dem Schlüsse, dass in allen Fällen der Wirklichkeit, wo der Bruch mit

einer Biegung von fest bestimmter Grösse verbunden ist, die brechende

Kraft nicht genau durch die Schwerpunkte der äussersten Querschnitte

gehen kann (§. 6). Der Verfasser stellt daher rücksichtlich der Lage der

Angriffslinie der biegenden Kraft , welche Lage wegen Compression der

Enden des gebogenen Stabes mit der Länge desselben und der Grösse der

Kraft veränderlich sein muss, eine Hypothese auf, durch welche die*Re-

sultate seiner rationellen Formeln mit den Ergebnissen der bekannten Ilodg-

kinson'schen empirischen Formeln in eine für die Praxis ausreichende
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Uebereinstimniung gebracht werden. Durch vier für die am häufigsten

vorkommenden praktischen Fälle berechnete Tabellen wird diese Ucberein-

stimmung nachgewiesen (§. 7), so dass nun an die vorher berechneten Wor-

meln die nöthigen Correktionen angebracht werden können (§. 8— 10). In

einer den vorhergehenden Betrachtungen analogen Weise werden in §.11

und 12 die Biegnngen und der Bruch unter der Wirkung schräger Druck-

kräfte (wo der Winkel zwischen der Richtung der biegenden Kraft und der

Axe des Stabes <90°), und im §. 13 unter der Wirkung schräger Zugkräfte

(für Winkel > 90°) untersucht, woran sich im §. 14 der für die Praxis wich-

tige Fall eines durch zwei parallele Kräfte gebogenon Stabes anreiht, von

denen die eine drückend, die andere ziehend wirkt. Endlich knüpfe* sich

hieran einige Bemerkungen über den Fall, wo ein Stab von mehreren iso-

lirten oder auch von stetig über seine Länge vertheilten schrägen und in

beliebigen Richtungen wirkenden Kräften aftizirt wird (§. 15). — Die bis

hierher gewonnenen theoretischen Resultate werden in den §§. 10— 19 auf

die in neuerer Zeit zu Eisenbahnbrücken so vielfach benutzten schmiede-

eisernen Gitterbalken angewendet. Neu sind dabei namentlich die Unter-

suchungen über die in den Gitterstäben vorhandenen Spannungen, aus wel-

chen rationelle Formeln für die Dimensionen dieser Stäbe hervorgehen.

Naturgemäss schliessen sich hieran die analogen Betrachtungen über die

inneren Spannungen in gebogenen Körpern von zusammenhängender Masse,

z. B. in den beim Brückeubau ebenfalls häufig verwendeten Blechbalken

(§.20—25), woraus theilweis neue Resultate für die Dimensionen der Blech-

wände gewonnen werden. Da bei diesen Untersuchungen die gebogenen

Balken immer als in zwei Enden unterstützt angeschen wurden, so leitet

der Verfasser noch in höchst einfacher Weise aus der bekannten Abhängig-

keit dos Elasticitätsmomentes und des Krümmungshalbmessers der ueutralon

Linie eines gebogenen Stabes mehrere Sätze ab, mittelst deren jedes für

einen Balken mit zwei unterstützten Enden gültige Biegungsgesetz auf

einen Balken mit mehreren Stützpunkten erweitert werden kann (§. 26).

Diese Sätze werden zur allgemeinen Bestimmung der Widerstände der

Stützpunkte (§.27), sowie zur Lösung der Aufgabe benutzt, die Kräfte

zu bestimmen, durch welche die Biegung eines Balkens naeh einer ge-

gebenen Curve ermöglicht wird (§. 28). — Den Schluss der Schrift bildet

eine Erörterung des Einflusses, welchen die Verschiebung der Längen-

fibern eines gebogenen Körpers auf dessen Biegungs- und Brechungs-

erscheinungen ausübt. Da nämlich die Theorie der inneren Spannun-

gen eines gebogenen Körpers von zusammenhängender Masse das Vor-

handensein von Kräften nachgewiesen hatte, welche auf Verschiebung sei-

ner Längenfibern wirken, so konnte die gewöhnliche Annahme nicht länger

aufrecht erhalten werden, dass ein nach der Biegung normal zur neutralen

Linie gelegter Querschnitt nur solcho Punkto in sich enthalte , welche be-

roits vor der Biegung in einer normal zur Axe gelegenen Ebene enthalten
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waren. Der Verfasser unterwirft deshalb die Deformationen, welche die .

Normalschnitte unter Verschiebung der Längenfibern erleiden , sowie die

dadurch bedingten Abänderungen der Biegungs- und Brechungsverhältnisse

einer strengen mathematischen Untersuchung (§. 29— 34). Wenngleich

hierbei das Resultat gewonnen wird, dass die Verschiebung der Fibern

einen so unerheblichen Einfluss auf die Biegung und Tragfähigkeit der

Balken äussert, dass dadurch die gewöhnliche Annahme als eine für die

Praxis ausreichende Approximation gerechtfertigt ist, so behält doch die

hierher gehörige Untersuchung den hohen Werth , die Zulässigkeit dieser

Annäherung an die Wahrheit zur Evidenz gebracht zu haben.

Man wird aus dieser Inhaltsangabe ersehe^ dass der Verfasser einer-

seits den ihm vorliegenden Stoff so vollständig beherrscht, dass wohl kaum
irgend eine bedeutsame auf die Biegungstheorie bezügliche Frage seiner

Aufmerksamkeit entgangen sein dürfte, andererseits aber die Kesultate

seiner theoretischen Erörterungen in fortwährende Beziehung zu den An-

forderungen der Praxis zu bringen weiss, so dass dem Inhalte seiner Schrift

ein gleicher Werth in wissenschaftlicher wie in praktischer Beziehung zu-

kommt. Für Leser, welche den technischen Anwendungen der Mathematik

näher stehen, hat Referent nicht nöthig, nach dieser Seite hin die Wichtig-

keit des Scheffler'schen Buches besonders hervorzuheben, da sich bei ihnen

der Name des Verfassers bereits einen gnten Klang erworben hat. Aber

auch der Theoretiker wird dasselbe nicht unbefriedigt aus der Hand legen;

er wird darin neben vielen neuen Gesichtspunkten und einer durch Eleganz

und Strenge sich empfehlenden mathematischen Analyse mancherlei An-

regung zu weiteren theoretischen Untersuchungen finden. O. Fort.

Die Auflösung der algebraischen und transcendenten Gleichungen mit

einer und mehreren Unbekannten in reellen und complexen

Zahlen nach neuen und zur praktischen Anwendung geeigne-

ten Methoden. Von Dr. Hermann Schkffler, Baurath. Braun-

schweig, Schulbuchhandlung (Vieweg) , 1859.

Unmittelbar nach dem Erscheinen des vorliegenden Werkes schrieb

Herr Professor Spitzer an die Redaction, dass die Methoden des Verfassers

im Wesentlichen mit denen übereinstimmten, die er im Jahre 1851 bekannt

gemacht habe; gleichzeitig übersandte Herr Baurath Scheffler folgende

*) Nur gegen die Begründung der Formel (59), sowie der hieraus abgeleitete (130)

könnten einige Hedenkon erhoben werden, die sich jedoch erledigen, wenn man, was
wohl auch mit der Ansicht des Verfasser.-* übereinstimmt, erstcre als eine blos.se Hy-

pothese ansieht, welche aufgestellt ist, um die theoretischen Resultate mit den Ergeb-

nissen der Hodgkinsunschen Versuche in Kiuklang zu bringen.
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Erklärung.

„Nachdem ich vom Herrn Regierungsrath y. Ettinghausen zu Wien
benachrichtigt bin, dass Herr Professor Spitzer daselbst sich darüber be-

schwere, dass ich in meiner vor Kurzem erschienenen Schrift über die Auf-

lösung der Gleichungen seiner früheren Arbeiten über diesen Gegenstand,

welche in einigen der K. K. Akademie der Wissenschaften überreichten

Abhandlungen, insbesondere aber in der Schrift über die allgemeine
Auflösung der Zahlengleichungen vom Jahre 1851 niedergelegt

seien, nicht erwähne, obgleich ihm doch für gewisse Operationen das Prio-

ritätsrecht der Erfindung gebühre ; so beeile ich mich, hierauf folgende Er-

klärung abzugeben

:

Die fraglichen Arbeiten des Herrn Professor Spitzer waren mir

nicht bloss ihrem Inhalte nach völlig unbekannt; ich hatte auch nicht ein-

mal Kenntniss von ihrer Existenz überhaupt. Ob dies mehr durch eine un-

vollkommene buchhändlerische Verbreitung jener Schriften, oder durch

eine ephemere Besprechung derselben in den Journalen, oder durch die

allgemeine Ablenkung der Aufmerksamkeit in jenen politisch bewegten

Zeiten veranlasst ist, muss ich dahingestellt sein lassen, und kann nur be-

dauern, dass es unter solchen Umständen für mich eine Unmöglichkeit war,

^ie Verdienste des Herrn Professor Spitzer hervorzuheben.

Was die Sache selbst betrifft, so überzeuge ich mich durch die mir

jetzt vorliegende oben erwähnte Schrift, dass in Beziehung auf die Verall-

gemeinerung der Horner'schen Methode behuf Berechnung der complexen

Wurzeln einer Gleichung mit einer Unbekannten und der Wurzeln eines

Systems von Gleichungen mit mehreren Unbekannten dem Herrn Professor

Spitzer die Priorität gebührt. Ob nun die Unbekanntschaft mit den Un-
tersuchungen des gedachten Herrn hinsichtlich derjenigen Partieen meiner

Schrift, welche mit jenen Grundgedanken kongruiren, für die Wissenschaft

insofern von Nutzen gewesen sei, als zwei selbstständige Forschungen auf

demselben Gebiete eigenthümliche Details der Entwicklung darbieten, über-

lasse ich der kritischen Vergleichung der Sachkenner.

Braunschweig, den 9. Juni 1859.

Dr. H. Schefflcr."

Hiernach durfte eine ausführliche Besprechung des vorliegenden Wer-

kes überflüssig erscheinen. Dass von einem Plagiate nicht die Rede sein

kann, versteht sich- bei dem durchaus ehrenwerthen Charakter des Verfas-

sers von selbst und es ist nur zu bedauern , dass die Spitzer'sche Schrift

ausserhalb Oesterreich so wenig bekannt geworden ist, wie dem Unter-

zeichneten auch von anderen Seiten her mehrfach bestätigt wurde.

SCHLÖMILCH.
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Die Anwendung der Algebra auf Geometrie. Eine Anleitung zum Auf-

lösen geometrischer Aufgaben vermittelst der algebraischen Ana-

lysis. Von W. Berkhan, Oberlehrer am Gymnasium zu Blanken-

burg. Halle, Schmidt.

Der Natur der Sache nach wird man von einem Buche, welches „Leh-

rern und Schülern hinlängliches Material liefern" soll, keine besondere

Originalität verlangen; stufenweiser Fortschritt vom Leichten zum Schwe-

ren und gute Darstellung dürften die einzigen ganz berechtigten Forderun-

gen sein. In der ersten Beziehung haben wir nichts gegen des vorliegende

Werkchen zu sagen, mit der Darstellung aber sind wir nicht durchweg ein-

verstanden. Seh* häufig stellt der Verfasser mehrere ganz verschiedene

Lösungen einer und derselben Aufgabe neben einander, wie es kommt,

ohne den inneren Zusammenhang derselben nachzuweisen. Ein solcher

Nachweis ist aber gerade das pädagogisch Wichtigste. Wenn bei der einen

Behandlung eine complicirte, bei der andern eine einfache Endformel zum

Vorschein kommt, so ist dies doch kein Zufall und die Aufsuchung dos

Grundes dieser Erscheinung hat gerade sehr viel Lehrreiches; bei einiger

Uebung. darin lernt man nämlich eine Aufgabe geschickt anfassen. Auf

S. 88 erklärt der Verfasser sogar bei derselben Aufgabe, die man auf S. 120

in Jahrgang I. der Zeitschrift findet, die algebraische Auflösung sei zu

complicirt und folgende geometrische einfacher. Das heisst freilich, sich

die Sache compilatorisch leicht machen, während es Pflicht des Verfassers

gewesen wäre, diejenige algebraische Auflösung zu suchen, welche der geo-

metrischen Lösung adäquat ist. — Einen besondern pädagogischen Werth

können wir hiernach der Berkhan'schen Schrift nicht zuerkennen , sie ent-

hält indessen auf kleinem Räume ziemlich viel Material (86 Aufgaben),

welches manchem Lehrer willkommen sein wird.

Schlömilcu.
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Mathematisches Abhandlungsregister.

Ansser den früher benutzten Zeitschriften wurden in diesem Register noch die

Annali di Matemalica pitru ed applicata pultlirati da Baniaba Tortolim , Roma, berück-
sichtigt, für wc-lche die Abkürzung: Anmdi mat. gebraucht ist. Da die Nummern der
Abhandlungen immer während eines Jahres in fortlaufender Reihenfolge stattfinden,

Bo sind die Verweisungen auf das frühere Register (Literaturzeitung S. 10 Agg.) nur
durch eckige Klammern unterschieden , z. B. [vgl. Nr. 209].

1858.

Zweite Hälfte: 1. Juli bis 31. December.
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Archiv XXXI, 449. — Grunert ibid. 454.
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III, 320.
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251. Sopra atcime curve Algebriche, delle quali la lemniscata e un caso purticolare. Tor-
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De Foville. N. ann math. XVII, 326.

253. De la eourbe ä gquation polaire e'—
* — . D upain. N. ann. math. XVII,

y\ — c* sin

315.

Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung, Ellipse, Evolution, homo-
gene Functionen 371 ,

Hyperbel, Kegelschnitte, Kettenüninn
,
Krümmungs-

kreis, Rectitication.
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254. Ueber die Transformation durch reeiproke Radienvectoren. Böklen. Zeitschr.
Math. Phys. III, 258.
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Säehs. Acad. Ber. X. 124.

256. Ueber geodätische Linien. Böklen. Zeitschr. Math. Pfvs. III, 257.
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258. Ueber die Raumcurvcn dritter Klasse und dritter Ordnung. Joachims thal.

Crelle LVI, 44.
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tique ayant pour raison l'unite". Gerono. N. ann. mttth. XVII, 395.

Vergl. Zahlcntheorie 484.

Astronomie.
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Astr. Nachr. XLIX, 301.
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Astr. Nachr. XLIX, 192 [vgl. Nr. 20].
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197.

272. On the problem of three bodies. Huryr.eave. Phil Mag XVI, 466.
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—

Faye ibid. 836, 939, 1043. — Leverrier ibid. 891.
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linigen Bewegung s= f(l) auf die Physik der allgemelneu Schwere. Gens-
1 e r. Grun. Archiv XXXI, 234.
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Compt. rend. XLVII, 274 — Phil. Mag. XVI, 161, 266.

278. Sur Viquation de la Irajectoire que decrit nn mobile soumis ä l'action de plusieurs

cenlres fixes. Desboves. Compt. rend. XL VII, 708.

•

Mm
Bessel'sche Function.

d 8 / 1 d I
279. Ueber ein Integral der Differentialgleichung -;-; + — — +7= 0. Lipschite.

Crelle LVI, 189.

Bestimmte Integrale.

280. Rapport sur le Recueil d'integrales de M. Bierens de Harn. J. Bert rund. Compt.

rend. XLVII, 434.
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28 1 . Note sur Vevalualion des integralesfxy dm, Jxz dm, Jyz dm, fx9dm,fy*dm, fz*d

m

pour tote pyraudde trutngultrire , dont la bttse est situte dann le plan des cr.y, une
des arctes etimt prise pour axe des x. Lobatto. Grun. Archiv XXXI. 240.

282. Sur wie application de la formale du binöme aux integrales euleriennes. Cutalan.
Compt. rend. XLVII, 545.

283. Note sur une formale d'Abel. Bertrand. Annali mat. I, 156.

284. Sur des iniegrtdes dcfinies doultles. Besge. Joia*n. Malhem. 324, 416.

Vergl. Euler'sehe Summenformel, Reihen 450, 452.

Combinatorik.

285. Theoreme sur le nombre des combinaisons sans ripitition. Faure. N. ann. matk.

% XV11, 348.

286 Ueber eine Steiner'sche combinatorische Aufgabe (Crelle XLV, 181). Reins.
Grelle LVI, 32(5.

287. Bestimmte Gleichungen des ersten Grades mit » Unbekannten gelöst mittelst

der Permutationslehre. S im e r k a. Wien. Acad. Her. XXXIII, 277.

Cubatur.

Vergl. Stereometrie 459, 460, 461.

».
Determinanten.

288. Invariante De Blerzy. N. arm. math. XVII, 301.

289. Remarques historiques sur un point de la thiorie des equations. Tortolini. Compt.
rend. XL VII, 598.

290. Ueber die Zeichen der einzelnen Glieder einer Determinante. Zehfus s. Zeit-
schr. Math. Pbys. III, 249.

291. Ueber eine gewisse Determinante. Zehfuss. Zeitnch. Math. Phys. III, 298.
292. Sullo sviluppo di un determinante. Brioschi. Annali mat. I, 9.

Vergl. Differentialgleichungeu 298, Functionen 331, Gleichungen, Methode der
kleinsten Quadrate 412.

Determinanten (in geometrischer Anwendung).

293. Application de la nouvel/e analyse aux surfuces du second ordre. Painvin. 2V.

math XVII, 370, 403, 457.

294. Transformation des proprietes mitriques des figures. Faure. N. ann. math. XVII,
270, 381.

295. Einige Sätze über die Tangenten algebraischer Curven. Bischoff. Crelle
LVI, 166.

290. Studien über Differentialgleichungen. S.Spitzer. Zcitschr. Math. Phya. III, 224.
297. Memoire sur l'integrution des equations differentielles süntdtanees. Painoin. Compt.

rend. XLVII, 693.

298. Ein Satz über Differentialgleichungen. Zehfuss. Zeitschr. Math. Phys. III, 248.
299. Sur CMigration de l'eqnation differenüelle (Ax* -f Bxy +Cy* + D x~+ Ey + F)

dx + iAixt+ Btyt + dxy + Dix + F^y+Fridy^O. Björling. Journ,
Marfiem XXIII. 417.

300. Ueber die Ableitung der Grundformeln der Logarithmen und der Trigonometrie

aus der Differentialgleichung -
X + ^ =0. D u r e g e. Zeitschr.

Vl±x* Vi±y%

Math. Phys. III, 241.

30t. Ueber die lineare Differentialgleichung («j + bt x) y*'+ («i+ &i x) y'+ («o+ b9 x)y= 0. S.Spitzer. Zeitschr. Math. Phys. DI, 393.

303. Zur Integration der linearen Differentialgleichung a» = x*» Wei-
1 e r. Grun. Archiv XXXI.44.

Vergl. Bessersehe Function, Hydrodynamik 373, llypcrgeometrische Reihe 375.

»
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303. Sur le ch/mgement de la variable indtpendante dans les dirivees d"une fonction. Schlö-
milch. Jottrn. Malh&n. XXIII, 385.

301. Supra due formule di calcolo differenziale. Fergola. Annali mal. 1, 370.
305. Std differenziali a indice qtta/ttnque. Tardy. Annali mut. I, 135.

306. Neue Integration» - Metbode für DifForenzengluichungen, deren Coefticientcn

ganze algebraische Functionen der unabhängigen Veränderlichen sind. S.

S p i t z e r. Wien. Acad Ber. XXIX, 53.

3Ö7. lieber die Schwingungen gespannter Saiten. Petz Tal. Wien. Acad. Ber.
XXIX, 100.

308. Ueber die Darstellung einer willkürlichen Function durch unendliche KoibcH.
Dicnger. Grun. Archiv XXXI, 274.

Doppeltangenten.

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 247.

Elasticit&L

309. Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich dünnen elastischen
Stabes. Kirchhoff. Crelle LVI, 285.

310. Ueber die Transversalschwingungen eines elastischen Stabes. Stefan. Wien.
Acnd. Ber. XXXII, 207.

Elimination,

311. Bemerkungen über das indirecte Eliminiren bei geodätischen Arbeiten. Ger-
ling. Zeitschr. Math Phys. III, 377.

Ellipse.

312. Verallgemeinerung des Fermat'schen geometrischen Satzes. A.JCrüger. Grun.
Archiv XXXI, 61.

313. üne propriete des normales de rellipse. 0. Böklen. N. mm. math. XVII, 356 [vgl.

Nr. 222J.
314. Th&oremes d'Appollonnts sta- les diametres conjügues. Rouche. N. ann. math, XVII,

43«.

315. Ueber Secton n und Segmente der Ellipse mit Rücksicht auf conjugirte Durch-
messer. Z e h tu e. Zeitschr. Math. Phys. III, 311.

316. Vne hi/perbole iquilatere homofocale d wie elÜpse intereepte xicr les cöte's d'un anyle

droit ih-conscril d Cellipse deux cordes egales. A. Ter quem. N. ann. math.
XVII, 432.

317. On Ute geometry of the elliplic eqttation. M errifield. Phil. Mag. XVI, 198.

318. Sur diverses et/ttatiotts analogttes imx eqtuitions modulaires dans la thiorie des fonc-
tions elliptiques Brioschi. Cotttpl. rend. XL VII, 337 . Jottbert Und 341

.

31 9. Snlle eqiutzioni del moUiplicatore per la fransfurnutzione delle fttnzioni eltitiche. Brio-
schi. Ajtmdi mal. I, 175.

320. Nttove ricerche relative alla soslituzione lineare per la ridutione delle fttnzioni elliticke

di pri/na specie. Tortolini. Annali mat. I, 57

.

321. Ueber rationale Verbindungen der elliptischen Transcendenten. C. O. Meyer.
Crelle LVI, 314.

322 Sta- les fonction* elliptiques et sur la thdorie des nombres. Kronecker. Journ.

Mttthem. XXIII, V65.

323. Ueber einige Gattungen elliptischer Integrale. Röthig. Crelle LVI, 197.

Vergl. Gleichungen 3ü0, Reetification.

Enler'sche SummeafonneL

324. Ueber die Darstellung gewisser Functionen durch die Euler'sche Summenformel.
Lipschitz. Crelle LVI, 11.

Evolution.

). Equation des developpees en coordonnies lintaires. Dewulf. N. mn. math. XVII, 428.
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Factorielle.

320. Ueber den Quotienten zweier Faculläten. 8 ch lö m il ch. Zeitsehr. Math. Fhy».
IH, 322.

Functionen.

327. '5«'" lf nombrc des valeiws que peut acquerir wie foncliun quand on permute ses va-

riables de toutes les moniere* possibles. E. Mttthieu. Compt. rend. XL VII, 098.
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Rcccnsionen.

L. A. Sohncke's Sammlung von Aufgaben von der Differential- und
Integralrechnung. Zweite verbesserte- und vermehrte Auflage,

herausgegeben von Dr. H. J. Schnitzler. Halle, Druck und Ä
Verlag von H. W. Schmidt, 1859.

Schon die erste Auflage dieser Sammlung wurde bei ihrem Erscheinen

mit einstimmigem Lobe der Sachkenner begrüsst. Sie wurde seither viel-

fach als Lehrmaterial benutzt, zum Theil sogar, wie wir hören, in einer

Weise benutzt, welche eigentlich das genauere Citiren des Werkes zur

Ehrensache machen müsste, wenn nicht mitunter beim Abdrucken sich Irr-

thümer einschlichen, welche es für das Original schmeichelhafter machen,

nicht genannt zu werden. Die zweite Auflage konnte sonach nur erwünscht

sein, zumal die Sorgfalt, welche der neue Herausgeber auf dieselbe ver-

wandte, eine bedeutende Anzahl von Versehen und Druckfehlern besei-

tigte, welche das erste Mal stehen geblieben waren. Man wird diese ver-

bessernde Hand an vielen Stollen bemerken, wenn auch nur bei aufmerk- •

sanierer Vergleichung.

Wenn nun Referent nach diesen allgemein anerkennenden Bemerkun-

gen noch weiter über das vorliegende Werk sich aussprechen soll, so kann

dieses nur in der Weise geschehen , dass eine Parallele zwischen dieser

Sammlung und anderen ähnlichen Inhaltes gezogen würde. Unter diesen

sind aber, wie es scheint, „die Materialien zum Gebrauche bei und nach

dem Unterrichte aus der höheren Analysis von J. Rogner. Gratz 1853,

zweite Auflage 1858" vor allen Anderen vorzuziehen, und es» möge ein wei-

terer Beweis für den Beifall sein, den wir dem vorliegenden Buche schen-

ken, dass wir es nur mit dem zuletzt genannten in Vergleich bringen wollen.

Ein mehr äusserlicher als innerer Unterschied der beiden Sammlun-

gen besteht darin , dass Herr R. nicht von allen Aufgaben die Auflösung

giebt und sämmtliche Antworten an das Ende zusammenstellt, während

Herr S. an jede Aufgabe sogleich das Resultat anknüpft. In dieser Be-

ziehung sind wir mit Herrn S. ganz einverstanden, indem der Bequemlich-

keit der Benutzung doch auch Rechnung getragen werden muss , wo sie

keinem sonstigen Einwände Raum bietet. Und ein solcher lässt .sich hier

Literaturxtgr. .1. ZciNchr. f. Mall., u. I'liys. IV. «.)

Digitized by Google



88 Literaturzeitung.

kaum erheben. Wer das Resultat wissen will, ohne selbst zu rechnen,

scheut auch die Mühe nicht, den Anhang noch aufzuschlagen. Ganz be-

sonders aber müssen wir uns dagegen als unzweckmässig verwahren, dass

Herr R. die betreffenden Auflösungen mitunter nicht blos wegen der Ein-

fachheit der Aufgabe weglässt, sondern um dem Lehrer dadurch anzudeu-

ten, dass er die Behandlung auf mancherlei Weisen unternehmen solle.

Der Inhalt beider Werke ist ein in manchen Theilen verschiedener.

Zunächst enthält die R/sche Sammlung einige Kapitel, in welchen Aufga-

ben aus der Gleichungen und aus der sogenannten algebraischen Analysis

vorgelegt werden. Dass diese eigentliche Materialien der Analysis in

einer Sammlung von Aufgaben aus der Differential- und Integralrechnung

fehlen, kann der letzteren nicht zum Vorwurfe gemacht werden. Alleiu

auch in den Aufgaben, .welche der Tendenz beider Werke entsprechen,

zählt die R.'sche Sammlung bei Weitem mehr Nummern.

Trotzdem dürfte ihr die S.'sche Sammlung an Reichhaltigkeit kaum
nachstehen, indem in ihr die Beispiele unter sich wesentlicher verschieden

sind und kaum Eines ein Resultat liefert, welches aus früheren Beispielen

fast ohne weitere Rechnung sich darstellen Hesse, wie z. B. bei R., wo
n, Xm

unter einander die vier DifFerentialquotienten von xf.yx, von — , von
y x

und von — gesucht werdeu, denen dann zum weiteren Ueberfluss

Kr
die Function —j— folgt.

xy x

Einen wirklichen Mangel bemerkte ich unter den sogenannten unbe-

stimmten Formen, unter welchen bei S. nur 3 Beispiele von 0° (Aufgabe 79,

84, 86) angeführt sind, welche sämmtlich den Werth 1 besitzen, während

man vergebens nach den freilich selteneren Fällen sucht, in denen ein an-

derer Werth auftritt. Ferner vermisse icli ungern jede Anwendung des

Taylor'scken Satzes auf Reihenentwickelung, sowie endlich bei den Auf-

gaben aus der Integralrechnung die Integration von Differentialgleichun-

gen. Lauter Gegenstände, deren Uebung von unbedingter Nothwendigkeit

ist, und welchen auch Herr R. den gebührenden Raum gewidmet.

Andererseits sind die nicht minder wichtigen Anwendungen auf Geo-

metrie nur in der S.'sehen Sammlung in schönster Auswahl vorhanden,

während sie bei R. gänzlich fehlen. Und auch die Auswerthung bestimm-

ter Integrale bildet eine hervorragende Zierde unseres Werkes.

Man kann daher die Parallele wohl dahin zusammenfassen, dass beide

Sammlungen einander vollständig ebenbürtig sind ; dass keine die andere

unnöthig macht, indem sie einander ergänzen, und dass nur ein gemein-

samer Gebrauch die beiderseitigen Vorzüge, aber auch die beiderseitigen

Schwächen erkennen und vermeiden lässt. Cantor.

i
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Das Phantom der Imponderabilien in der Physik. Von Ph. Spiller in

Posen.

Mit grösserer Umsicht und Klarheit als Robida (vergl. Literaturzei-

tung S. 35 ff.) tritt Ph. Spill er als Kämpfer gegen die Materialität der

Wärme , der Elektricität und des Magnetismus auf in einem gegen Ende
des verflossenen Jahres erschienenen Schriftchen, welches den Titel führt:

Das Phantom der Imponderabilien in der Physik.*)

Die äussere Form der Darstellung könnte etwas strenger geregelt, die

häufigen Wiederholungen vermieden und einzelne Ungeuauigkeiten im Aus-

druck beseitigt sein.

In einer kurzen Einleitung nennt Spiller den Zweck des angegebe-

nen Schriftoheus : einen Beitrag zu liefern zur Beantwortung der Frage,

worin das Wesen des Magnetismus und der Elektricität be-

stehe. Dann weist er darauf hin, wie die wunderbare Oekonomie der Natur,

welche mit wenigen Mitteln so unendlich viel zu schaffen verstehe, die Auf-

findung der Gesetze und des Wesens der Erscheinungen so schwierig

mache, wie aber das Räthselhafte an jeder einzelnen Erscheinung um so

mehr verschwinde ,
je mehr wir sie im Zusammenhange mit anderen That-

sachen betrachten; wir müssen daher nach den gemeinschaftlichen

P r i n c i p i e n forschen, um E i n h e i t in die Mannigfaltigkeit der Erscheinun-

gen zu bringen. Nun haben wir aber Ursache, Zweifel an der Mate-
rialität der Wärme des Magnetismus und der Elektricität zu hegen**);

wir finden dagegep, dass Schall, Wärme, Licht, Magnetismus und Elektri-

cität durch gleicheMittel entstehen, dass eine innige Verwandtschaft***) zwi-

*) Posen 1858, bei Gebr. Scherk. — Schon 1855 hat Spill er seine Ansichten
der Hauptsache nach niedergelegt in: „Gemeinschaftliche Principien für die Er-
scheinungen des Schalles, des Lichtes, der Wärme, des Magnetismus und der Elek-
tricität.

4
* Posen, Mittler'sche Buchhandlung.

**) Die meisten, welche Spill er aufführt, sind unter denen enthalten, welche
S. 366—368 des III. Jahrg. d. Zeitschr. besprochen worden sind; die übrigen, soweit
sie nieht ihre Widerlegung durch den Einwand der Dualisten finden können, dass bei

der Erregung der Elektricität die elektrischen Materion nicht erzeugt, sondern
blos geschieden werden, lauten: Legt man Eis auf die Löthstelle einer Wismuth-
Antimonkettc, so erhält man in der Kette Magnetismus ; nimmt man statt des Eises

eine glühende Kohle, so erhält man ebenfalls Magnetismus. — Die Wirkungen des

elektrischen Stromes (und der Wärme) sind so gewaltige, als von einem unsererWahr-
nehmung sich gänzlich entziehenden Stoffe wohl schwerlich ausgehen können. —
Rein mechanische Vorgänge erzeugen zugleich oder nacheinander Töne, Wärme,
Lieht und unter Umständen Elektricität und Magnetismus; wie können durch densel-

ben rein mechanischen Vorgang (z. B. den der Bewegung, wie bei der Reibung oder

beim Druck) verschiedene Stoffe zugleich entstehen? Das Körperliche kann man
nicht schaffen, sondern nur in einen Zustand versetzen; wenn nun Bewegung am
Ruhenden den Zustand ändert, ohne eine fortschreitende Bewegung zu erzeugen,

so kann es nur ein Bewegungszustand der Moleküle sein. — Die Materiali-

tät der Wärme und Elektricität würde dem Gesetz der Undurchdringlichkeit seine

Allgemeinheit nehmen.
***) Vergl. S. 369—377 des III. Jahrg. dieser Zeitschrift. Ausserdem heben wir

noch hervoff: werden Stahlstäbe durch einen elektrischen Strom discontinuirlich mng-

netisirt, so tönen sie, ebenso die Flaschen einer Nebenbatterie , wenn die Ladung
durch einen Funkenmesser geschieht (wobei, weil das Glas in Longitudinalschwing- •

9*
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sclien ihnen besteht, insofern .jedes von ihnen nicht nur sich selbst gewis-

sermassen als Resonanz, sondern auch die anderen mit oder ohne einen ir-

dischen Zwischenkörper erzeugt, oder doch gleichzeitig mit anderen auf-

tritt;" cs'imiss daher „etwas Gemeinsames in ihnen existiren, dessen üuö-

serliche Verschiedenheit nicht in dem Grundprincipe , sondern nur in der

Verschiedenheit der Körperwelt und der Intensität der erregenden Kräfte

zu .suchen ist." es kann auch in den verschiedenen Mitteln der Erzeugung

für jedes Einzelne die Verschiedenheit nur eine scheinbare sein, und weil

nun Töne nur dadurch entstehen, dass die kleinsten Massentheilchcn eines

Körners in schwingender Bewegung .sind, und da durch Warm«, Magnetis-

mus und Elektricitiit Töne erzeugt werden , so sind diese Erscheinungen

unstreitig auch Bewegungs- und, weil keine fortschreitenden, so Moleku-
lar b e w eg u ng s er s c h e i n ung e n. *) Das rege Molekularleben können

wir sehen bei leuchtenden Körpern, hören bei töuenden.und fühlen bei

warmen. Wenn eine der fünf Erscheinungen die anderen erzeugt, so ist

dies nur als ein ,, LI in w an d 1 un gspr o c es s**) für die Veränderung
dcsZustandes anzusehen. Die Verschiedenheiten sind nur durch die

Körper, welche die Uebertragung vermitteln, bedingt. ,,Bci jedem Körper

haben nämlich die. Massentheilchcn im Gleichgewichtszustande eine be-

stimmte und bei verschiedenen Körpern eine verschiedene Lage. Bei

ungen geräth , das Ohr am besten in der Richtung der Glasflächen zu halten ist)

;

der Schall wird in der Nähe eines kräftigen Elektromagneten verstärkt. — Sowie in

verschiedenen (rasen die* Schallgeschwindigkeit verschieden isU nnd daher eine be-
stimmte Pfeife mit verschiedenen Gasen erfüllt auch verschiedene, Töne giebt, so ist

auch das elektrische Licht in verschiedenen Dämpfen und Gasen verschieden gefärbt

(d. h. hat verschiedene Schwingungszahlen), z. B. im Alkohol- oder Aetherdampf
grünlich , im Kohlensäuregas lebhaft grünlich blau , im Wasserstoffe karmoisin und
matt, im Stickstoffe purpurroth oder intensiv blau, in Salzsäure fast weiss. — So wie
die Luft den Schall entweder nur fortpflanzt oder selbst schallt (in Pfeifen) , so ist es
auch in Beziehung auf das Licht im Aether der Fall : er pflanzt z. B. das Sonnenlicht
im Weltenranme und in allen für weisses Licht durchsichtigen Körpern fort, aber er
leuchtet auch selbst im elektrischen Funken, wie im elektrischen Eie, oder bei der
Compression von Luft, Wasser u. a. In beiden Fällen sind dort fortschreitende, hier

stehende Wellen. Selbst die kurze Dauer (rzAoff Secunde) des Blitzes ist hinreichend,

eine grosse Menge (800 Millionen) äusserst rasch aufeinanderfolgender Schwingungen
geschehen zu lassen. Dass in elektrischen Funken der Aether selbst leuchtet,
d.h. in s tehenden Schwingungen begriffen ist, geht daraus hervor, dass der
elektrische Funke sich auch da zeigt, wo eine eigentliche Verbrennung unmöglich ist,

z.B. im Stickstoffe, im kohlensauren Gase, in Actherdämpfen (mit den bekannten
Schichtungen), im Wasser.

*) Die Molekularkräfte äussern sich ohne Rücksicht auf die Schwere und stehen
zu den Schwerkräften, denen alle Körper als solche unterworfen sind, nflr insofern in

einer gewissen Beziehung , als sie sich dann nicht auf messbare Entfernungen
wirksam äussern können (?) , wenn ihre Summe die Summe der Schwerkräfte der
Atome des afficirten Körpers nicht übersteigt. (Elektrische und magnetische An-
ziehung.) Die Wirkungen auf unm essbare kleine Entfernungen sind oft bedeu-
tend ; sie sind theils mechanische (Capillarattraction sprengt Felsen), theils chemi-
sche. Vergl. Jahrg. IV d. Zeitschr., S. 151 ff.

**) Die S. 17 angeführte „Umwandlung der Wärme in Spannnngselcktricität"
zeigt nur, dass die Wärme das Auftreten der Reihungselektricität in dem auf eine
heisse Ofenkachel gelegten und mit der trockenen Hand gestrichenen Papiere er-

leichtert.
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Körpern mit krystallinischem Gefüge läset sich dieses an dem Blätterdurch-

gange leicht äusserlich sogar warnehmen und ist bei anderen aus den Licht-

brechung«- und Polarisationsgesetzen zu schliessen," nach welchen „die

Lage der Molekel eine solche sein muss, dass sie den Lichtschwingungen

bei dor Brechung den Eintritt gestatten, was nur geschehen kann, wenn
die Schwingungen in der Richtung der Lagerungen, also mit ihnen parallel

geschehen, während bei der vollständigen Polarisation durch Re-
flexion die Lichtwellen senkrecht auf jene Schichtungen (nicht auf die

Begrenzungsfläche des Körpers) treten müssen, um vollständig polarisirt*)

zu werden. Bei jedem krystallinischen Körper müssen also die Schichtun-

gen der aus Atomen bestehenden (?) Molekel gegen die natürlichen Grenz-

flächen stets einen Winkel bilden, der die Ergänzung des Brechungswinkels

zu 00 Graden ist.**) So wie nun eine Kraft die natürliche Anordnung der

aus Atomen bestehenden Gruppen der Moleküle bei irgend einem Körper,

mag er in seinem natürlichen Zustande erscheinen , oder durch künstliche

Mittel dargestellt worden sein (Glas, Papier, Siegellak, Stahl) vorüber-
gehend ändert, so treten je nach den Umständen und der Natur der in

Wechselwirkung stehenden Körper die Erscheinungen des Schalles, der

Wärme, der Elektricität und des Magnetismus auf und sind unter allen

Umständen wesentlich eine Folge des Bestrebens aller Massentheilchen

einer jeden constituirten Masse , in der Gleichgewichtslage zu verharren,

woraus sich nur einfache oder zusammengesetzte oscillato-

rische Erscheinungen ergeben können. Je gleichmässiger ferner

ein Medium ist, und je weniger von fremdartigen Körpern unterbrochen,

desto besser pflanzt es eine Erscheinung fort. In den schlechten Leitern

sind die Molekularbewegungen einem häufigen Wechsel ausgesetzt, wo-

. durch sie abgeändert werden, in den guten nicht. Dort werden steh ende Be-

wegungen gebildet, hier sind nur fortschreitende."***) DerAether kann

seine Schwingungen durch eine fortdauernde Einwirkung auf die Theil-

cben der verschiedenen Körper übertragen; der Grad aber, in welchem

dies geschieht
,
hängt von der Natur des Stoffes , von der inneren Struktur

und von der Oberflächenbeschaffenheit wesentlich ab; je rauher besonders

die Oberfläche ist, desto leichter nimmt der Körper von aussen kommende
_

*) Da nun Elektricität und Magnetismus die Polarisationsebene drehen, so bc-
weisstdiess, dass sie die Gleichgewichtslage der Molekel ändern.

**) „ Die merkwürdige Erscheinung , dass eine Glasscheibe doppelt brechend
wird, wenn sie durch Longitudinalschwingangen zum Tönen gebracht wird, lässt sich

aus diesem Gesichtspunkte leicht erklären. Die durch das Tönen der Scheibe er-

zeugten Schwingungen der Moleküle gestatten dem auf sie fallenden Lichtstrahle
ausser dem gewöhnlichen Wege der Kefraction noch auf einem zweiten den Durch-
gang."

***) Und doch sollte im elektrischen Funken der Aether selbst (für sich oder in

Nichtleitern?) in stehenden Schwingungen begriffen sein. — Damit bringt Spille r

auch das Auftreten der magnetischen (am Stahl) und elektrischen (am Harz) Zonen
in Verbindung und leitet es aus der Unfähigkeit des Stahls und des llaraes zu loi-

ten ab.
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Schwingungen auf, desto leichter giebt er aber auch seine eigenen nach

aussen ab. Nach Massgabe seiner Natur also wird jeder Körper die an ihn

gelangenden Schwingungen aufnehmen oder nicht, ungeändert lassen oder

in andere umwandeln. Für den Schall sind nur die irdischen Körper
Träger, für die übrigen Erscheinungen aber ist auch der kosmische
Aether ein Fortpflanzungsmittel ; demnach ergeben sich ausser dem Schall

bereits folgende Schwingungsarten:

Licht ohne Wärme, d. h. blose Aetherschwingungen

;

Wärme ohne Licht, d. h. Schwingungen irdischer Körper mit einer

für Licht noch unzureichenden Schwingungszahl des den Körper durch-

dringenden Aethers.

Licht mit Wärme, d. h. vereinte Schwingungen des Aethers und

der von ihm durchdrungenen Körper.

Als Träger der Lichtschwingungen kann nur der Aether angesehen

werden; als der der Wärme der Aether und die irdischen Körper; die Ver-

breitungsweise der Wärme in jenem nennt man Strahlung, in diesem

Leitung.*) Der leere Raum kann also nicht leiten, sondern nur strahlen.

Der Unterschied zwischen der Wärme, der Elektricität und dem Mag-

netismus liegt in der Form der Schwingungen; die Gestalt der Schwing-

nngsbahn aber ist dabei nur insofern von Einfluss , als sie eben die Bahn
einer einfachen Schwingung oder einer zusammengesetzten ist. Während
nämlich beim Schall und beim Lichte nichts Uber die Lage des Punktes

vorausgesetzt wurde, um welchen die Theilchen schwingen (wir wollen ihn

mit Spiller den Gleichgewichtspunkt nennen), so kommt fürWärme,
Elektricität und Magnetismus die Bedingung hinzu, dass der Gleichge-
wichtspunkt ausserhalb der natürlichen Gleichgewichtslage des

Körper- oder Aethertheilcbens liege, in welcher das Theilchen zur Ruhe
gelangen würde. Wenn nun der Gleichgewichtspunkt mit dem Theilchen

zugleich um die Gleichgewichtslage schwingt, so ist jede Schwingung des

Theilchens eine Wärmeschwingung; macht der Gleichgewichtspunkt

mit den um ihn schwingenden Theilchen selbst eine Viertelschwingung, so

bedeutet jede Schwingung der Theilchen einen vorübergehenden,
momentanen, die Aufeinanderfolge der Schwingungen aber einen dau-
ernden elektrischen Strom; schwingen endlich die Theilchen um den

in irgend einer Lage ausserhalb der Gleichgewichtslage fixirten

Gleichgewichtspunkt, so sind dies magnetische und statisch clek-

*) Dieser Unterschied zwischen Strahlnng und Leitung- lässt sich auch für die
Elektricität beibehalten, indem man zugleich annimmt, dass das Elektrischsein ein
Schwingen der Körpertheile voraussetze, während in der elektrischen Strahlung nur
die Aethertheilchen schwingen. Weil aber bei letzterer die elektrischen Nichtleiter un-
elektrisch bleiben, so muss man wohl die durchsichtigen Körper mit den Nichtleitern
auf gleiche Stufe stellen, nicht mit den Leitern, wie es Spiller (S. 12) thut. Für
das Licht giebt es in diesem Sinne keine Leiter, da bei ihm stets blos der Aether
schwingt. Vergl. 372 des Jahrg. III d. Zoitschr.
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trische Schwingungen, welche unter sich ganz gleich bedeutend sind.*)

Schall, 'Licht und Wärme beruhen also auf Schwingungen um dio Gleich-

gewichtslage, der Magnetismus und die Spannungselektricität auf Schwing-

ungen um einen ausserhalb der Gleichgewichtslage fixirten Gleichgewichts-

punkt und der elektrische Strom auf Schwingungen um einen selbst wieder

um die Gleichgewichtslage schwingenden Gleichgewichtspunkt. Hören wir

nun zunächst, wie Spiller aus diesen Erklärungen die Einzelnheiten ab-

leitet, um daran einige Bemerkungen zu reihen.

1. Wärme.

Unter Zurückweisung der Annahme besonderer WärmcspliUren, welche

die ruhenden Atome wirbelnd umkreisen, giebt Spiller folgende Er-

klärung: „Durch Druck oder Reibung kommen die Molekel der Körper

aus ihrer natürlichen Gleichgewichtslage und vollfuhren, indem sie wieder

in dieselbe zurückkehren wollen, so lange oscillatorische Bewegungen nicht

um**) ihre Gleichgewichtspunkte, sondern mit diesen Funkten, bis das

*) Spill er giebt weder ein« Zusammenstellung' der Verschiedenheiten , noch
für jede Schwingungsart eine ausführliche und erschöpfende Angabe ihrer charakte-
ristischen Merkmale ; die obige Zusammenstellung ist den an verschiedenen Stellen

mit nicht allzngrosscr Klarheit zerstreuten Andeutungen über die Eigenschaften der
Schwingungen angepasst worden und hoffentlich der Ausdruck der Ansicht Spillers,
obgleich sie von den, in seinem um 1 Jahr früher erschienenen Grundrisse der Physik
(Triest 1857) aufgestellten Erklärungen etwas abweicht. Dort sagt Spill er: bei dem
Schalle, dem Licht uud der Wärme sind die Schwingungen fortschreitend; daher
ist in dein fortpflanzenden Medium ein Widerstand vorhanden ; es entstehen Maxima und
Minima der Verdichtung (?); die Fortpflanzung ist eine allmälige. Bei dem Magne-
tismus und der Elektricität sind stehende Schwingungen der untrennbaren Massen-
theilchen um ihren Schwerpunkt; daher ist der Widerstand unendlich klein, und die

Schwingungen müssen sich in einem Körper, welcher ein ununterbrochenes Ganze
bildet, fast momentan fortpflanzen, ('ohäsionsverhältnisse und die Natur eiues Stof-

fes können es bewirken, dass die iu ihm beginnenden Oscillationen fixirt worden; so

ist es beim Magnetismus ; er ist eine fizirte ^Oscillation sämmtlicher Massen-
thcilchen um ihren Gleichgewichtspunkt nach einerlei Richtung, so dass die

Oscillationen aller mit ihren gleichgerichteten Enden nach einer gewissen Richtung
dort den Nordpol, die Oscillationen nach der entgegengesetzten Seite den Südpol ge-
ben. Die Weite der Schwingung bedingt die Stärke des Magnetismus. Der Zustand
bei Magnetismus und elektrischen Spannungserscheinungen ist ein statischer; in den
elektrischen Stromerscheinungen findet ein fortwährendes Oscillircn jen-
seits und diesseits der Gleichgewichtslage statt, es ist ein oscillatori-

sches Erzittern jenseits und dieser Lage , eine theilweise und zeitweise Fixirung der
einseitigen Lage und desshalb erfolgt auch ein Magnetisiren.

**) Ich vermnthe fast, dass Spill er hat schreiben wollen: nicht allein um
etc. . . . Was sollte man sonst unter einer Schwingung eines Theilchens mit seinem
Glcichgewichtspunkte verstehen? Und welche Lage haben dabei die Theilchen gegen
ihre Gleichgewichtspunkte ? S p i 1 1 e r gieb^ zwar im „Phantom" keine Erklärung des
Wortes Gleichgewichtspunkt, doch geht aus der Erklärung der Form der elektrischen
Schwingung (S. 34) deutlich genug hervor, dass der Mittelpunkt.der Schwingung darun-
ter zu verstehen ist. Wenn aber die Theilchen nichfauch u m ihre Gleichgewichtepunkte

*

schwingen, so ist es ganz überflüssig, zu sagen, dass sie mit ihren Gleichgewichts-
punkten schwingen, denn dann treten eben überhaupt keine Gleichgewichtspunkte
auf oder sind wenigstens von den Theilchen selbst nicht zu sondern. Wenn ferner „die
Wärme in Schwingungen der Moleküle jenseits und diesseits ihrer natürlichen Gleich-
gewichtslage, Elektricität in Schwingungen jenseits oder diesseits dieser Lage be-
steht" (S. 40) und bei den elektrischen Schwingungen „die Moleküle um ihre Gleich-
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Gleichgewicht aller desselben Köq>crs und seihst der umgehender Körper

wieder hergestellt oder bis Tempcraturausgleiehung erfolgt ist. *Die Er-

scheinungen am Therinophou dienen zu einem directen Beweise davon,

dass die Wärme in Schwingungen der irdischen Körper be-
steht, wobei die Gleichgewichtspunkte der Molekel selbst
nach jenseits und diesseits der Gleichgewichtslage in allen
beliebigen Ebenen schwingen." Allein die Coincidenzstösse und
Töne, welche am Thormophon entstehen, beweisen nicht unbedingt, dass die

Wärme aus Schwingungen besteht, sondern nur, dass sie Schwingungen

veranlasst; denn die Ursache der Stösse und Töne könnte auch eine ab-

wechselnde Ausdehnung und Zusammenziehung, Hebung und Senkung der

von den kalten Theilchen zunächst berührten warmen Theilchen sein, wo-
durch eben die kalten in Schwingungen versetzt werden. Die Schwing-

ungsform aber lässt sich vollends daraus nicht entnehmen, wenn man nicht

etwa die Wärmeschwingungen als mit den tönenden gleichbedeutend gelten

lassen will, sie nicht als zusammengesetzte, sondern als einfache Schwing-

ungen betrachtet.

Nun folgen die Erklärungen der Wärmeerscheinungen.

a) „Der Temperaturgrad ist proportional der Schwingungszahl.* 4

c) „Die Amplitude der Wärmeschwingungen ist bei einer bestimm-

ten Temperatur von dem Stoffe abhängig und wächst mit wachsender Tem-
peratur an einem bestimmten Stoffe, d. h. dehnt ihn mehr und mehr aus.'*

c) „Jeder Körper befindet sich nach der Natur seines Stoffes und nach

seinem Aggregatzustande in einem gewissen thermischen Schwing-
zustande, oder er hat einen gewissen Grad gebundener Wärme, d.h.

er hat, wenn auch die Wärmeschwingungen in ihm ruhen, eine

gewisse Fähigkeit durch eine gewisse Wärmequelle zu verschiedenen

Wärmeschwinguugen angeregt zu werden."

Da jeder Körper immer irgend eine Temperatur hat, so ist er demnach
— /

gewichtspnnkte jenseits oder diesseits der Gleichgewichtslage" (S. 36) schwingen,
wenn endlich kaum irgendwo mit Bestimmtheit die Wärmeschwingungen als einfache
bezeichnetjwerden, so liegt es nicht eben fern, bei den „doppelseitigen Wärmcschwing-
ungen mit wachsender Elongation" (S. 45) auch an ein Schwingen der Theilchen um.
die Gleichgewichtspunkte zu denken , weil sonst nicht Schwingungen jenseits und
Schwingungen diesseits, sondern nur Schwingungen nach jenseits nud diesseits der
Gleichgewichtslage vorhanden wären, die sich in Nichts von den Schall- und Licht-
schwingungen unterschieden. Auch stimmt die Erklärung mit der Lesart: nicht
allein um besser zn dem daraus gezogenen Folgerungen besonders zu S. 37: „der
elektrische Strom enthält ferner die Bedingungen zu Wärmeschwiiigungen; denn die
ausserhalb des Gleichgewichtspnnktes der Molekel liegenden Atome schwingen jedes
für sich jenseits und diesseits

;
ja es lässt sich denken, dass bei einer bedeutenden

elektromotorischen Kraft die Gleichgewichtspunkte selbst auch in Schwingungen ge-
rathen, wodurch die Temperatur erhöht wird;" zu S. 48 : ,,bci der Abgleichung der
elektrischen Gegensätze (+ und — ) schwingen die Moleküle zu beiden Seiten der
Gleichgewichtslagen der Act der Neutralisation ist daher eine Umwandlung von Elek-
tricität in Wärme;" und zu Seite 51 : „so dass die ausserhalb der Gleichgewichtslage
schwingenden Atome der Moleküle (!) die Wärmeerscheinungen hervorrufen, welche
sodann die Moleküle mit ihren Gleichgwichtspunkten erfasst."
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beständig in Wärraescbwingungen begriffen, gelangt nie zur Ruhe, hoch- -

stens zur Beharrung, und dann bedingen die Temperatur und die Beschaf-

fenheit des Stoffs durch ihren Einfluss auf die Amplitude das Volumen
und bei Temperaturveränderungen die relative Ausdehnung. Bei ver-

schiedenen Körpern ist also bei gleicher Temperatur das Volumen und bei

gleicher Temperaturänderung die durch deren Einfluss auf die Amplitude

erzeugte relative Ausdehnung verschieden. Bei gleichen Körpern von ver-

schiedener Grösse und bei gleich grossen verschiedenen Körpern wird also

auch durch eine bestimmte ihnen zugeführte Wärmemenge (d. h. durch

ein bestimmtes auf sie übertragenes Schwingungsmoment) die Schwing-

ungszahl in verschiedener Weise abgeändert, also eine verschiedene Tem-

peraturerhöhung hervorgebracht werden, es haben also die Körper ver-

schiedene Wärmecapacität,*) aber die Atome der chemischen Ele-

mente haben alle d ie selb e .Wärmecapacität. Der Einfluss des Stoffes

auf die Füglichkeit der Fortpflanzung von Wärmeschwingungen in ihm

bedingt die Leitengsfähigkeit; Strahlung und Leitung unterscheiden

sich in der früher angegebenen Weise und der Grad der Leitungsfähigkeit

wird nach der Geschwindigkeit bemessen, mit welcher die Fortpflanzung

erfolgt. Obwohl Spill er den ursächlichen Zusammenhang zwischen Am-
plitude, Schwingungszahl, Temperatur, Ausdehnung u. s. w. nicht weiter

begründet hat, so ist es doch leicht denkbar, dass ein solcher vorhanden

sein kann, und dann sind die daraus gezogenen Folgerungen richtig. Miss-

licher steht es um die Erklärung der gebundenen Wärme. Zuvörderst, wie

soll man sich den thermischen Schwingungszustand des Körpers vor-

stellen, wenn die Schwingungen in ihm ruhen, weil der Körper irgend

eine Temperatur haben rauss? Fällt die Erklärung der gebundenen Wärme
nicht* mit jener der Wärmecapacität zusammen ? Es Hess sich aber die

Schwierigkeit wohl umgehen, wenn man etwa sagte: jeder Körper bedarf

zu seinem Bestehen in einer gewissen Form (Grösse und Aggregatzustand)

einer gewissen Amplitude und Schwingungszahl seiner Wärmeschwingun-

gen und diese sind gebunden , d. h. sie können ihm nicht genommen wer-

den, so lange er in dieser Form bestehen soll und muss; wird ihm Wärme
genommen oder neue zugeführt, so muss sich seine Form ändern; wird

durch äussere Kräfte seine Form geändert, so wird durch die äusseren

Kräfte das Volumen und mit diesem die Amplitude vergrössert oder ver-

kleinert, und, da das Schwingungsmoment im Körper ungeändert geblieben

ist, so wird die Schwingungszahl vermindert oder vermehrt, d. h. die Tem-

peratur fällt oder steigt, und es wird entweder von der Umgebung aufge-

nommen oder an sie abgesetzt, was der Körper an Wärme bedarf oder

überflüssig hat, es wird Wärme gebunden oder frei. So ist es auch bei der

*) Die Körper von grosser WürmecapacitUt ahnein den elektrischen Isolatoren

;

beide hissen sich schwer in Schwingungen versetzen
,
schwingen dann aber auoh um

so länger.
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Aenderung des Aggregatznstandes und zwar in erhöhtem Maasse
;
desglei-

chen bei chemischen Verbindungen und Zersetzungen , bei Lösungen , bei

Auscheidung oder Aufnahme von Wasser bei der Krystallisation oder bei

chemischen Vorgängen (Krystallisations- oder Constitutionsw asser). Daran
schliesst sich endlich ganz natürlich der Einfluss der Wärme auf das Zu-

standekommen oder die Lösung chemischer Verbindungen ; es regulirt näm-

lich die Wärme theils die Entfernung, theils die Geschwindigkeit der Be-

wegung der einzelnen Theilchen und macht sie für die chemische Verbind-

ung mehr oder weniger geeignet.

2) Der elektrische Strom.

Der thermoelektrische und ebenso.der contactelektrische Strom entsteht

„durch den Conflict der einander entgegenkommenden Wärnie-

schwingungen der beiden Metalle miteinander und mit der in dem Behar-

rungsvermögen der Moleküle des Leiters liegenden dritten Kraft und be-

steht aus zusammengesetzten Schwingungen der Moleküle
ausserhalb (d. h. diesseits oder jenseits) der Gleichgewichtslage
um ihre Gleichgewichtspunkte. Es entfernen sich also zunächst

die Gleichgewichtspunkte aus der Gleichgewichtslage ab (s. Taf. IV, Fig. 13)

in eine neue Lage cd (Hauptschwingung), um welche dann zwischen

mn und op die Moleküle schwingen (Nebenschwingung), „wobei die

Erlangung der von ab entfernteren Lage mn die Ladung und die d^r

näheren op die angestrebte Entladung bedeutet, indem ab die voll-

ständige Entladung ist." Diese Erklärung*) ist offenbar der Erklärung

der Wärmeschwingungen nachgebildet. Dort fehlte die Begründung und
selbst die Erläuterung des Schwingens der Gleichgewichtspunkte um die

Gleichgewichtslage. Hier findet sich eine anderweitige Unbestimmtheit.

Das Wort „ausserhalb" scheint nämlich anzudeuten, dass cd eine, we-
nigstens für eine gewisse Zeitdauer bleibende Lage sei, und S. 47 sagt

Spill er, dass „bei der Keibungselektricität die Spannung (Hauptschwing-

ung) grösser sei, d. h. die Moleküle auf die Dauer weiter aus ihrer Gleich-

gewichtslage gebracht seien, als bei der durch Berührung erzeugten." Da-
gegen lässt die Bezeichnung als „Hauptschwingung" und dio Bemer-

kung, dass dieselbe mit der Wärmedifferenz der Löthstcllen wachse (S.35),

*) Eine Art Beweis folgt S. 36: „Davon, dass der elektrische Strom wirklich in
einer lebendigen Oscillation der Moleküle um ihre Gleichgewichtspunkte jenseits
oder diesseits besteht, giebt die Erscheinung der Elektricität an den Knotenlinien
der Klangfiguren einen klaren Beweis , indem zwei durch eine Knotenlinie geschie-
dene Theile entgegengesetzte Schwingungsphasen besitzen, die für die Moleküle i n
der Knotenlinie durch Bückwirkung der Cohäsion und Elasticität des Stoffes nicht
blos einfache Oscillationen (üauptschwingung) bleiben können, sondern ausserdem
in (Neben ) Schwingungen ausserhalb der Gleichgewichtslage übergehen müssen." —
Hier fehlt es wohl an Klarheit, Die Knotenlinien sind doch in Ruhe, da sich in ihnen
die entgegengesetzten Antriebe zu Schwingungen auszugleichen, oder sind sie blos
rücksichtlich der tönenden Schwingungen in Buhe und zugleich in elektrischen
Schwingungen begriffen?
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verrouthen, dass cd selbst um «6 schwinge. Da ferner „der elektrische

Strom in Bewegung begriffener Magnetismus sein," und da er „durch die

während des Stromes einseitig bleibende Hauptschwingung dargestellt

werden" soll, da endlich im Magnetismus eine Vierteloscillation (Haupt-

schwingung) fixirt ist, so dürfte auch während der Dauer des Stroms der

Hauptschwingung vollendet werden. In Fig. 13 wurde cd in zwei ver-

schiedenen Lagen gegen ab gezeichnet, um damit die Existenz von posi-

tiven und negativen Strömen anzudeuten; denn wenn die Massen-

theilchen auf entgegengesetzten Seiten der natürlichen Lage schwingen, so

sind die Ströme entgegengesetzt. Auf Seite 40 ist ein momentaner elek-

trischer Strom*) als eine einzelne Schwingung ausser der

Gleichgewichtslage und auf S. 41 alseine einseitige (d. h. Oscil-

lation (der Hauptschwingung) bezeichnet. Endlich scheint aus der Stelle:

„bei der Untersuchung der Wirkungen eines solchen Stroms kommt es auf

die Elongation der Hauptschwingung an, oder wie weit sich jedes Molekül

um den Gleichgewichtspunkt dreht, und auf die Amplitude und Schwing-

ungszahl der Nebenschwingungen**) um diese neue Lage. Jene bedingt

die sogenannten In&ensitäts- (mechanische, physiologische Wirkung),

diese die Quantitätserscheinnngen (chemische Wirkung, Licht,

Wärme)" fast zu folgen, dass Spill er weniger jedem Theilchcn eine

selbstständige Schwingung zugesteht,***) als vielmehr in Uebereinstim-

mung mit der bildlichen Darstellung in Fig. 13 sich eine Reihe hinterein-

anderliegcndcr Th eileben wie ein Doppelpendel schwingend vorstellt; dann

würde aber wohl jedes solche Doppelpendel beide Elektricitäten an seinen

Enden und dazwischen im Durchschnittspunkte c eine Indifferenzzone

zeigen.

3) Magnetismus.

Auch die Erklärung des Magnetismus leidet an Unbestimmtheit ; sie

lautet: „Endlich liegt in den Schwingungen des elektrischen Stromes noch

ein sehr wichtiges Moment. Die Atomgruppen oder Molekel schwingen

nämlich nicht blos um ihre Gleicbgewichtspunkte , sondern th eil s jenseits,

theils diesseits derselben!) und sind, wie lange der elektrische Strom

durch den Leitungsdraht geht, so lange entweder nur jenseits undft) nur

*) Eine Erklärung des continuirlichen Stromes findet sich nirgends, blos die

Andeutung, „dass die Moleküle, so lange der Strom durch den Draht geht , entweder

nur diesseits oder nur jenseits schwingen." Wie soll man nach dem Obigen einen

dauernden Strom definiren?

**) „Dass zu jedem Strome auch eine gewisse Schwingungszahl der Neben-

schwingungen gehört, beweist der Umstand, dass nicht die Länge des von disconti-

nuirlichen Strömen durchflossenen Drahte» , sondern die Intensität des Stromes die

Höhe des Tones bestimmt."
***) Doch haben wenigstens „alle Moleküle gleichzeitig dieselbe Elongation der

Hauptschwingung und dieselbe Amplitude in der Nehenschwingung."

f) Wessen? der Gleicbgewichtspunkte oder der Gleichgewicht« läge?

ff) Soll wohl heisscu : oder.
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diesseits jener Lage. Diese vorübergehend fixirte Schwingung i st

der Thermo - oder Elektromagnetismus, und wenn die Fixirung die-

ser Yierteloscillation auf die Dauer geschieht und nach der Natur der Körper

ohne neue Erregungen in ihnen festgehalten wird , der gewöhnliche
Magnetismus, der sich aber seinem Wesen nach von jenen nicht unter-

scheidet. Die Grösse der Elongation bedingt seine Stärke." Dass hier

nur von Fixirung einer V i e r t e 1 oscülation der II au pt Schwingung die

Rede ist, zeigt S. 39.*) Ist denn aber eine fixirte Schwingung überhaupt

noch eine Schwingung?**) Oder fallen die Nebenschwingungen weg?
Dann wären aber Magnetismus und Elektricität wesentlich verschie-
den, was sie aber nach S. 42 nicht sein sollen. Sie stehen vielmehr in

folgender Wechselbeziehung: „Der elektrische Strom ist in Bewegung be-

griffener Magnetismus und Magnetismus ist zur Ruhe gebrachte Elektrici-

tät.***) Diesen Satz sucht Spill er aus den Inductionserscheinungen zu
beweisen; allein es kann auch dieser Versuch nicht als gelungen uud genü-

gend bezeichnet werden. Zuerst nämlich wird doch die „ zur Ruhe ge-

brachte magnetische Vierteloscillation" bei der magnetomagnetischeu In-

duetion nur dadurch inducirt, dass sie eben gemacht' wird j bevor sie fixirt

werden kann, muss sie gemacht werden^ während sie aber gemacht wird,

ist sie Magnetismus in Bewegung, d. h. ein momentaner elektrischer Strom.

Wenn dabei ferner in der angegebenen Weise durch rasche Umkehrung der

z. B. den durch Erdmagnetismus magnetisch gewordenen Stange aus einer

Lage in der Inclinationsrichtung in die entgegengesetzte, die Theilchen der

Stange selbst „eine einzelne Schwingung ausserhalb der Gleichgewichts-

lage machen, d. i. einen momentanen elektrischen Strom zeigen," so müsste

eben dieser, sowie der in der Stange beim ersten Auftreten des Magnetis-

mus entstehende Strom , wieder in einem benachbarten Leiter zwei Ströme
wecken, einen bei seinem Beginn und einen zweiten bei seinem Verschwin-

den; darüber ist nichts bekannt; vielleicht heben sich beide bei ihrer

schnellen Aufeinanderfolge wegen ihrer entgegengesetzten Richtung auf,

sonst müssten sie wenigstens einen modificirenden Einfluss auf den im Lei-

ter durch das Entstehen des Magnetismus hervorgerufenen, freilich eben-

*) „Man kann sich vorstellen, dass die um eine Vierteloscillation aas der Gleich-
gewichtslage gebrachten Moleküle in dieser neuen Lage gewissermassen arretirt wer-
den;" „die während des Stromes einseitig bleibende Hauptschwingung stellt den
Magnetismus dar." „Die Wärme lockert die Fixirung und gestattet eine Rückkehr
aus der erzwungenen zur natürlichen Gleichgewichtslage ;" „die zum Magnetismus
nöthige Vierteloscillation."

**) Spiller scheint selbst daran .gedacht zu haben, weil er S. 46 sagt: „der
starre Magnetismus ist einer Hemmung oder Ableitung durch Berührung unfähig,"
und S. 47 : „Beim Magnetismus kann nicht, wie bei der Elektricität, von der Geschwin-
digkeit der Fortpflanzung die Rede sein, sondern nur insofern, als er nach den allge-
meinen Gesetzen eine momentane Wirkung auf die Entfernung in einer beschränkten
Sphäre ausübt." Der letzte Zusatz war nöthig wegen der magnetischen Influenz und
luduetion.

***) Eiu ähnlicher Ausspruch, aber iu etwas verschiedener Bedeutung findet sich
im IV. Jahrg. d. Zeitschr. S. 159
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falls nur momentanen Strom äussern. Bei der Erklärung der magneto-elek-

trischen Indnction stört der Machtspruch, dass die durch den bewegten

Magnet aus der Gleichgewichtslage or (Fig. 14. Taf. IV) in eine neue cd

gerückten Theilchen des Leiters gerade nur mit einer % Schwingung cof
und drg in ihre natürliche Gleichgewichtslage zurückgehen*); und wenn
„dies auch einen vorübergehenden Strom geben könnte, indem bei dieser

% Schwingung die Bewegungsrichtung der ersten l
/4 eine andere, als die

des letzten xk ist, was einer einseitigen Oscillation entspricht", so fragt

man doch gewiss mit Recht, warum der Strom „erst beim Aufhören der Be-

wegung des Magneten durch die rückwärts, also entgegengesetzt gerichtete

Oscillation eintritt ", und warum „die durch das Hinbewegen des Magneten

entstandene Vierteloscillation von or bis cd nicht der Strom, sondern nur

die vorübergehende Spannungslage" sein soll. Eine Oscillation ist

doch sonst keine Lage!

4) Spannungselektricität.

Das Wesen der Spannungselektricität erklärt Spiller wie folgt: In

den schlechten Leitern stauen sich gewissermassen die elektrischen Schwing-

ungen oder werden zu fixirten. Wenn z. B. die beiden Poldrähte eines

elektromagnetischen Inductionsstroraes nach einander mit den beiden Be-

legungen einer Leydener Flasche in Berührung gebracht werden, so hin-

dert der zwischenliegende Isolator die Fortpflanzung und Ausgleichung der

beiden Bewegungen, es haben die Moleküle in den beiden Belegungen eine

entgegengesetzte , aber zur Ruhe gebrachte Schwingung erhalten : „es ist

eine Spannung vorhanden, die aufhören muss, sowie die beiden Beleg-

ungen durch einen guten Leiter verbunden werden. Dieser Zustand
ist vollkommen der beim Magnetismus, bei welchem die Aus-

gleichung der Spannungen der beiden Pole durch den Anker aus weichem

Eisen geschieht, während Luft und andere Körper sie isoliren. Der Unter-

schied wird nur durch die Natur der Körper hervorgebracht, an welchen

die zur Ruhe gebrachte oder in Ruhe gehaltene Vierteloscillation erscheint.

Der Nordpol eines Magneten verhält sich wie positive, der Südpol wie ne-

gative Elektricität. Die innige Verwandtschaft, ja Identität des Magnetis-

mus und der Elektricität zeigt sich auch darin, dass die Tragfähigkeit eines

Magnetpols in der Nähe eines geladenen Conductors geschwächt oder ver-

stärkt wird, wie wenn man ihm beziehungsweise den ungleichnamigen oder

gleichnamigen Pol eines anderen Magneten nähert. Stellt man die Glas-

scheibe der Elektrisirmaschine in den magnetischen Meridian (um den Ein-

fluss des Erdmagnetismus zu beseitigen) und dreht sie von Süd nach unten,

*) Auch bei der elektro- elektrischen Inductioh soll nur eine % Schwingung ge-

schehen
; desgleichen bei der Funkcnentladung in dem zwischen den beiden + und —

elektrischen Körpern liegenden Körper, es wird hier aber wenigstens den Theilchen
noch eine unmerkliche Schwankung um die Gleichgewichtslage erlaubt.
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nach Nord u. s. f., so bekommen die Massenthcilchen des Glases durch die

Reibung in der Südhälfte der Scheibe sowohl , als auch an der Ost - und
Westseite eine Richtung, die der in der Nordhälfte entgegengesetzt ist In

dieser durch die Natur des Glases tixirten Spannungslage müssen die beiden

Quadranten der Süd hälfte auf der Ost- und Westseite gegen eine mit ihnen

parallel gehaltene kurze Magnetnadel ein anderes Verhalten zeigen, als in

den beiden Seiten der Nordhälfte; jene ziehen den Südpol, diese den

Nordpol der Nadel an. Dreht man die Scheibe umgekehrt, so ist auch die

Anziehung umgekehrt*). Bringt man einen Tropfen heissen Siegellacks

auf den elektrischen Conductor einer in Thätigkoit versetzten Maschine, so

bilden sich Fäden von verschiedener Feinheit, die man durch Wegziehen

mit einer Siegellackstange verlängern kann. Die feinsten zeigen unter dem
Mikroskope hohle Spiralen, die stärkeren nur an der Oberfläche, und zwar

gehen sie auf dem positiven Conductor von links nach rechts, auf dem ne-

gativen umgekehrt; die äusseren Spiralen zeigen dort breitere eingedrückte,

hier breitere erhabene Wändungen **). Wird geschmolzenes Siegellack dem
electrischen Conductor gegenüber gehalten und zieht man Fäden aus , so

sind natürlich die Windungen denen im vorigen Falle entgegengesetzt ge-

richtet. Erwärmtes Siegellack wird negativ, Glas positiv; daher giebt jenes

in ausgezogenen Fäden äussere Spiralen von rechts nach links , dieses um-

gekehrte.a

Wenn die eben mitgetheilten Thatsachen streng wahr sind, so gewinnt

die Ansicht Spiller's über die Identität des Magnetismus und der Elektricität

eine grosse Wahrscheinlichkeit. Experimentell nachzuweisen bleibt aber

z.B. immer noch, dass der Erdmagnetismus nicht allein auf vom Strome

durebfiossene Leiter, sondern auch auf positiv elektrische oder negativ

electrische, oder wenigstens auf Körper, welche positive und negative Elek-

tricität zugleich (mit einer Indifferenzzone dazwischen) haben, seine Richt-

kraft eben so gut äussert, wie auf bewegliche Magnete.

Obgleich demnach im Vorhergehenden sattsam nachgewiesen wurde,

dass Spiller seine Ansicht über die Natur der Wärrae, der elektrischen und
magnetischen Schwingungen nicht allein in bestimmteren und erschöpfen-

deren Definitionen hätte niederlegen , sondern dass er sie auch mit grösse-

rer Consequenz, besonders rücksiebtlich des Unterschiedes zwischen llaupt-

und Nebenschwingung, hätte durchführen sollen; obgleich die dynamische

*) Es ist aber doch die Scheibe überall gleichnamig electrisch. — Die Scheibe
gebeint also nicht von dem Erdmagnetismus magnetisch influenzirt worden zu sein.

**) Spiller erklärt dies als natürliche Folge der von allen Theilchen nach der-
selben Richtung hin ausgeführten einseitigen Schwingungen; die Rotation aber
einer Flüssigkeit um den Leitungsdraht, durch welchen der Strom geht, als Folge der
einseitigen ßtösse nach derselben Richtung. Da hierbei die Stösse im Querschnitte
des Leiters tangential sein müssten, so lassen sich beide Erscheinungen als weitere
Stützpunkte für die im IV. Jahrgang dieser Zeitschrift S. 159 ausgesprochene Ansicht
benutaen.
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Ursache für die angenommene Form der Schwingungen nicht angegeben,

die Kräfte nicht bezeichnet wurden, welche die Theilchen veranlassen, ge-

rade so zu schwingen
;

obgleich selbst die auf die Definitionen gestützten

Erklärungen noch so Manches zu wünschen übrig lassen und sogar manche

Erklärung hinzuzufügen wäre (z. B. über die Beziehung der positiven und

negativen Elektrieität, des Nord- und des Südmagnetismus zu einander;

über das Auftreten beider Elektricitäten bei derlntiuenz; über den Grund,

weshalb ,,die elektrischen und magnetischen Erscheinungen nur an der Ober-

fläche der Korper zur Wahrnehmung und Wirkung gelangen" können und

dennoch die magnetischen Pole nicht in den Endflächen liegen, u. s. w.);

obgleich daher die (indessen auch keineswegs direct widerlegte) Ansicht

Spiller's noch nicht gegründeten Anspruch auf allgemeine Anerkennung

machen darf: so liefert dieselbe doch gewiss manches neue gewichtige Mo-

ment für die Behauptung, dass die Uudulatioustheorie zur Anwendung auf

Elektrieitat und Magnetismus nicht allein berechtigt, sondern auch berufen

ist. Ich meinestheils habe mich gefreut, als ich in „dem Phantom der Im-

ponderabilien" rücksichtlich der Begründung der eben wiederholten Be-

hauptuug und selbst in Hinsicht auf manche allgemeinere Eigenschaften

der elektrischen Schwingungen eine so grosse Uebereinstimmung mit den

kürzlich in dieser Zeitschrift über denselben Gegenstand veröffentlichten

Artikeln fand. So wenig, als Spiller in Posen von dem Entstehen meiner

Arbeit wusste, so wenig war mir während meines Aufenthalts in Italien, wo

ich jene Artikel schrieb, etwas von seinem bereits erwähnten Schriftcheu

:

„Gemeinschaftliche Principien u. s. w." bekanntgeworden, und das Erschei-

nen des Phantoms" fällt erst nach dem Abschluss meiner Arbeit. — Wenn
aber einmal die Berechtigung einer Anwendung der Undulationstheorie auf

Elektricität und Magnetismus zur Genüge dargethan ist, so dürfen wir um
so getroster an die nächste Aufgabe gehen : die Natur der Schwingungen

zu erforschen, aus welcher sich die elektrischen und magnetischen Erschei-

nungen ungezwungen erklären lassen. Die Lösung dieser Aufgabe hoffen

und erwarten wir von der Zukunft.

Nicht unbemerkt jedoch möge es bleiben, wie günstige Folgerungen

sich macheu lassen, wenn man die Erklärungen etwa so formulirt:

1) Wenn jedes Theilchen um einen ausserhalb der Gleichgewichtslage

fixirten Gleichgewichtspunkt schwingt, so bedeuten die Schwingungen Mag-

netismus oder Spannungselektricität.

2) Wenn aber jedes Theilchen nicht blos um den Gleichgcwichtspunkt

(Nebenschwingung), sondern dieser selbst zugleich mit um die Gleich-

gewichtslage schwingt (llauptschwingung), so bedeuten die zusammen-

gesetzten Schwingungen:

«) Wärme, sobald die Gleichgewichtspunktc volle Schwingungen

vollbringen

;

b) einen elektr ischen Strom, sobald nur ein Stück der Amplitude
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bis höchstens % Schwingung umfasst, welche nach einer bestimmten, un-

verändert beibehaltenen Richtung erfolgt; die eine halbe Schwingung

(Hergang) ist der positive, die andere halbe Schwingung (Hingang) ist

der negative Strom; mit jedem Richtungswechsel in der Hauptschwing-

ung schlägt also das Vorzeichen des Stroms in das entgegengesetzte um.

Jeder Körper ist nun zwar stetig in WKrmesehwingungen begriffen,

allein die dadurch erzeugten Ströme von verschiedenem Vorzeichen wech-

seln so schnell, dass der Körper unclektrisch erscheint, so lange er über

und über gleiche Temperatur hat. Hat dagegen eine Stello eine höhere

oder niedere Temperatur als die andere, so bewegt sich die Wärme von

oder zu ihr, d.h. die Amplitude der Hauptschwingung wächst in dieser

Richtung, daher zeigt sich ein (thermo-) elektrischer Strom. — Wenn cm
Strom entsteht, so dauert er so lange als die lA Hauptschwiugung; wird

der Gleichgewichtspunkt in seiner äussersten Lage tixirt, so ist nicht der

Strom mehr vorhanden , sondern Spannungselektricität oder Magnetismus

(Polarität des Leitungsdrahtes). Ist diese fixirte Elongation der Haupt-

schwingung so gross, dass die Elasticität der Theilchen ein Zurückgehen

veranlasst, so entstehen ganze Hauptschwingungen, d. h. der Strom er-

wärmt. Dabei ist der Strom selbst nicht mehr vorhanden. Magnetismus

und Spannungselektricität können nur die ihnen innewohnenden Schwing-

ungen induciren, elektrische Ströme aber erst dann wecken, wenn die

Bewegung des magnetischen oder elektrischen Körpers oder die Bewegung

des Schwingungszustandes über den Körper eine Hauptschwingung hinzu-

fügt. Magnetismus und Spannungselektricität müssen alle Wirkungen des

dauernden (galvanischen) Stromes hervorbringen können, so die chemi-

schen; Anziehung oder Ab.stossung in die Ferne; — parallele oder gleich-

gerichtete Ströme verhalten sich zu einander wie zwei Magnete mit analo-

ger Lage der Pole, (vergl. Fig. 15 Taf. IV); andere Wirkungen bringt nur

der momentane (Reibungs-, Inductions-
,
Thermo-) Strom hervor, z. B. die

mechanischen, physiologischen. Nur die letzteren Ströme induciren wieder

Ströme; jedes Nachlassen in der Intensität ist ein Strom nach entgegen-

gesetzter Richtung. Reim Aufhuren des dauernden Stroms machen die

Theilchen zunächst *A llauptschwingung rückwärts; die folgenden Viertcl-

schwiugnngen heben sich je zwei und zwei auf und die Elongationen neh-

men dabei nach und nach bis auf Null ab (vergl. Fig. 10 Taf. TV). — Licht-

erscheinungen treten auf, wenn die (Haupt oder Neben-) Schwingungen

schnell genug auf einander fulgen. - Zonen entstehen , wenn die Haupt-

schwiugung von verschiedenen Punkten in verschiedenen Schwingungs-

stadien tixirt wird (vergl. Fig. 17 Taf. IV); bei Isolatoren pflanzt sich ja

die Elektricität sehr langsam fort. Dr. Zetzschs.
»
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Die Potentialfunction lud das Potential. Ein Beitrag zur mathematischen

Physik ; von Dr. Claustus, Professor an der Universität und am
eidgenössischen Polytechnicum zu Zürich. Leipzig, Verlag von

.T. A. Barth.

Je mehr es gelingt, die physikalischen Erscheinungen aus den Wirk-

ungen von Elementarkräften zu erklären und damit auf einfache mecha-

nische Principien zurückzuführen, desto wichtiger wird auch die specielle

Untersuchung solcher Functionen, die bei jenen Arbeiten eine bevorzugte

Rolle spielen. Hierher gehören besonders das Potential und die Potential-

function, und es bedarf nur einer flüchtigen Ansicht der älteren Untersuch-

ungen von Green und Gauss, sowie der neueren von Neu mann,
Kirchhoff, Helmholtz, Thomson u. A., um sich von der Richtigkeit

dieser Bemerkung zu überzeugen. Andererseits ist nicht zu leugnen, dass

das nöthige Material zu einer Theorie jener Functionen etwas zerstreut um-

herliegt, und man muss es daher dem Verfasser Dank wissen, dass er eine

geordnete Zusammenstellung gegeben hat. Der Vorrede zufolge macht der

Verfasser keinen Anspruch darauf, neue Resultate mitzutheilen , und be-

zeichnet nur die Art der Zusammenstellung und einen grossen Tneil der

Beweisführung als neu; Referent erlaubt sich, hinzuzusetzen, dass auch,

wenn letzteres nicht der Fall wäre, das Schriftchen immerhin eine sehr

willkommene Erscheinung gewesen* sein würde. Der Verfasser bemerkt

ferner, dass er hier und da, den Physikern zu Gefallen, etwas breitere Aus-

einandersetzungen gegeben habe, als es für Mathematiker von Fach nöthig

gewesen wäre — wir glauben aber, dass sich der Verfasser darüber voll-

ständig beruhigen kann. Referent wenigstens ist mit jener Ausführlichkeit

und Weitläufigkeit, die in den Werken mancher bekannten Schriftsteller

dem Leser zum Ekel wird, ebensowenig einverstanden, als mit einer neuer-

ding« Mode gewordenen Vornehmthuerei, die absichtlich an schweren Stel-

len mit einem „man findet leicht" sich den Schein der Genialität geben

will. Die Mittelstrasse, wie sie z. B. in Euler's Abhandlungen dem Le-

ser so wohlthuend wirkt, ist freilich nicht leicht einzuhalten, der Verfasser

des vorliegenden Schriftchens dürfte sie aber recht gut getroffen haben.

Sculömilch.

I.iloi '.hirzl*. <l. Zeil-., In I. Math. u. I'l.ys. IV. 10
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Recensionen.

Elemente der Vermessungskunde. Von Dr. C. M. Bauernpein d. 1. Band.

München. Cotta. 452 S. 2 Thlr. 24 Ngr.

Nach der Einleitung zerfällt dieses Werk in folgende drei Haupt-

abteilungen: I. Mittel zur Messung oder die Messinstrumente, II. Die

Anwendung dieser Mittel oder Berechnung der Messungen, III. Herstel-

ung der Pläne und Charten.— Die erste Abtheilung bildet den ersten Band,

die beideu andern fallen dem zweiten zu.

Der erste Band> von welchem hier zunächst allein die Rede sein wird,

erörtert in der vom Verfasser gewählten Reihenfolge in einzelnen Kapi-

teln: 1) Die Bestandteile der Messinstrumente; 2) die Mittel

zur Bezeichnung derPunktc auf dem Felde; 3) die Instrumente

zum Wink elmessen, 4) zum Längenmessen (Nivellirinstrumente,

Barometer) und 0) die Instrumente zu Gesch windigkeits-Messun-
gen. Was zunächst die Bildung der drei Hauptabschnitte des ganzen

Werkes betrifft, so entspricht dieselbe durchaus der praktischen Natur des

Gegenstandes, welche bei der stets wachsenden Menge der Materien eine

strengere Scheidung derselben erheischt und selbst im Unterrichte die bis-

her nahezu in allen Büchern dieser Art gebräuchlichen Mischungen nicht

mehr zweckmässig erscheinen lässt.

Bezüglich der Unterabtheilungen, in welche die Materien des vorlie-

genden ersten Bandes zu bringen sind, kann man von verschiedenen An-

sichten ausgehen, je nachdem mau den Zweck eines eigentlichen Lehr-
buches mehr oder weniger scharf ins Auge fasst. Man kann, wie in an-

gegebener Weise der Verfasser thut, alle diejenigen Instrumente in die

gleiche Kategorie bringen
f
welche für denselben Zweck oder zur Lösung

einer und derselben Art von Aufgaben dienen , also z. B. alle Instrumente,

welche zum Winkelmessen, sodann alle, welche zum Längenmessen dienen,

zusammenstellen. Und dieser Gang lässt sich ganz gut befolgen, obgleich

es schwer zu vermeiden ist, dass in der Darstellung Instrumente von ganz

verschiedener Genauigkeit und wesentlich verschiedenem Bau, z. B. die

Messschnüre und der Distanzmesser sich begegnen, oder dass gewisse An-

tieipationeu vorkommen, indem von manchen Instrumenten die Rede sein

LücifttuiKg. d. ZeiUcUr. I. Math. u. Phyi. IV. 11
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muss, welche erst später beschrieben werden, dass die Maasstäbe, Messkette

etc. nach dem Messtische und Theodolithen zum Vortrage gelangen etc.

Obgleich Referent selbst die Erfahrung machte, dass viele dieser kleinen

Uebelstände wegfallen, wenn man überhaupt nur insoweit an einem Ein-

theilungsprincip festhält, dass stets die einfacheren den complicirteren In-

strumenten vorangehen und mit der Beschreibung, Prüfung und Berich-

tigung die praktische Anwendung jedes einzelnen Instrumentes zur Lösung

der elementaren Aufgaben, für welche es vorzugsweise dient, unmittelbar

verbunden wird ; so ist gleichwohl über diesen Punkt nicht zu rechten : wer

es je unternommen hat, eine praktische Disciplin, wie die vorliegende, ja

selbst nur eine besondere Parthie, wie z. B. das Fernrohr, vollständig und

als Lehrgegenstand so zu bearbeiten, dass ebenso den wissenschaftlichen

Anforderungen wie den nothwendigen Rücksichten auf den Lernenden ent-

sprochen werde, hat ohne Zweifel die hierin liegenden eigenthüinlichen

Schwierigkeiten wahrgenommen. Nun scheint das vorliegende Werk sei-

ner ganzen Anlage nach keineswegs als Lehrbuch bestimmt zu sein und

es mochten daher die für andere Leser besonders wünschenswerthe Ueber-

sichtlichkeit und grössere Vollständigkeit wichtiger erscheinen, als gewisse

pädagogische Subtilitäten.

Beziehen sich diese Bemerkungen auf die Anordnung des Werkes im

Allgemeinen, so muss bezüglich der Darstellungsweise der einzelnen Mate-

rien anerkannt werden, dass dasselbe durch Vollständigkeit und Gründlich-

keit, sowie durch seine vorzügliche und in Hinsicht der in den Text ge-

druckten Abbildungen durchaus musterhafte Ausstattung alle bis dahin in

diesem Zweige der Literatur in Deutschland erschienenen Werke über-

trifft, und dieses Urtheil erscheint um so mehr gerechtfertigt , als die sorg-

fältige und erschöpfende Behandlung der Einzelheiten sich nicht auf be-

reits vorliegendes Material beschränkt, sondern , wie der Verfasser in der

Vorrede mit Recht bemerkt, ein grosser Theil des Textes, wie z. B. die

Artikel über das Prismenkreutz, Winkelprisma, den Spiegelkreis, Distanz-

messer, Stromquadrant und die Pitot'schen Röhre als Original-Abhandlun-

gen über diese Gegenstände betrachtet werden können. Hierunter kann in

vieler Beziehung auch der von der einzelnen Linse und dem Fernrohr han-

delnde Abschnitt des Buches gezählt werden, denn in keinem Werke dieser

Art findet sich in solcher Ausführlichkeit die elementare Dioptrik, wie sie

Jeder kennen muss, dessen Beruf es mit sich bringt, dass er optische In-

strumente zu beurtheilen und richtig zu behandeln im Stande sei. Es liegt

indessen in der Natur der Sache, dass über manche Punkte der Lehre von

den Instrumenten, insoweit sie deren Genauigkeit, oder die Würdigung

ihrer praktischen Brauchbarkeit oder die daran noch möglichen Verbesse-

rungen betrifft, die Akten keineswegs geschlossen sind und gar Manches zu

wünschen übrig bleibt. Wenn wir also in dieser Hinsicht auf die Metho-

den für die Theilung der Latte eines Distanzmessers mit festen Fäden,
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oder auch die Untersuchung de« von Hogrowe erfundenen (sogenannten

Stampfer 1

schcn) Nivellirinstrumentes etc. hinweisen , so liegt darin nichts

weniger als ein Tadel gegen das vorliegende Werk.
Die vorzüglichen und bei Weitem der Mehrzahl nach neuen Zeichnun-

gen Über Instrumente, wie solche von Ertl in München in grosser Voll-

kommenheit hergestellt werden , sind wohl jedom für die Sache sich naher

intcressirenden Leser um so willkommener, als in fast allen bisherigen

I'ublicationen nur die Abbildungen der aus den Werkstätten norddeutscher

Mechaniker hervorgegangenen Instrumente berücksichtigt worden sind.

Ein in solchen Werken ganz neues Kapitel ist jenes über die Instru-

mente zum Messen der Geschwindigkeit des fliessenden Wassers, und es

wird ohne Zweifel vielen Lesern schon darum erwünscht kommen , weil iu

den betreffenden Zeichnungen zugleich auch die 'Art der Aufstellung resp.

Befestigung jener Instrumente bei ihrem Gebrauche angedeutet ist.

Wir schliessen diese Bemerkungen, worin aus Rücksicht auf den Kaum
die ausführlichere Besprechung mancher anderen Punkte , in welchen sich

dieser erste Band vor ähnlichen Werken wesentlich zu seinem Vortheil un-

terscheidet, vermieden wurde, in der Ueberzeugung, dass dieses Buch so-

wohl für Studirende als praktisch ausübende Geometer, Ingenieure und Ma-

schinisten, überhaupt für Alle, welchen an einer genaueren Kenntniss der

Messinstruinente gelegen ist, die vorzüglichste Empfehlung verdient.

Dr. A. Winckleb.

Ausführliches Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, zum Selbstunter-

richt und mit Rücksicht auf die Zwecke des praktischen Lebens

bearbeitet von H. B.Lübsen. Vierte Auflage. Hamburg, 0. Meiss-

ner. 1850.

Die verschiedenen Lehrbücher des Verf. haben theilwcis mehrere Auf-

lagen erlebt und scheinen sich in gewissen Kreisen einor grossen Beliebt-

heit zu erfreuen ; von ihrer Einführung in höhern Unterrichtsanstalten hat

zwar Ref. nichts gehört, desto häufiger findet man sie dagegen in den Hän-

den von Architekten, Technikern etc. und besonders bei solchen, denen es

an gründlicher Vorbildung für fachwissenschaftliche Akademien ,
polytech-

nische Schulen u. dergl. gefohlt hat. Für solche Schüler dürften 'sich jene

Lehrbücher auch vorzugsweis eignen und zwar hauptsächlich durch die im

Ganzen sehr klare Darstellung und eine behäbige Breite, die selbst Ex-

curse in fremde Gebiete und nötigenfalls auch schlechte Witze nicht ver-

schmäht. Weit geringer ist andererseits der wissenschaftliche Werth der

Lübsen'schen Bücher; immer nur geleitet von dem Bestreben, es dem

Leser so bequem als irgend möglich zu macheu , kommt der Verfasser nicht

selten zu wunderlichen Anordnungen des Stoffes und zum Gebrauche von

Methoden , welche der Forderung nach mathematischer Strenge nur in sehr
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beschränktem Maasse genügen. Dieses allgemeine Urtheil hat Ref. aus

der Gesammtansicht der Lübsen'schen Lehrbücher abstrahirt und es wird

durch die Recension des vorliegenden Bandes, sowie der übrigen Werke
seine Bestätigung finden.

Der Verf. erklärt im Anfange die Mathematik für eine Wissenschaft

aus reinen Begriffen und meint, ihre Schwierigkeit liege in der ununter-

brochenen Aufmerksamkeit, die sie verlange. Von diesen Behauptungen

dürfte keine mehr als halb wahr sein Ein Begriff ist der Inbegriff aller

nothwendigen und hinreichenden Merkmale einer ganzen Classe von Ob-

jecten; seine Bestandtheile sind jene Merkmale und diese können mög-

licherweise wieder Begriffe sein , setzt man aber bei mathematischen Be-

griffen diese Zerlegung fort (etwa wie der Chemiker seine Analysen) , so

kommt man zuletzt auf einfache Vorstellungen sogen, reine Anschauungen

(figürliche in der Geometrie , schematische in der Arithmetik) und gerade

diese sind das Fundament der Mathematik. Eine Wissenschaft aus reinen

Begriffen allein ist nur die Philosophie; die Mathematik erfordert Begriffe

und gleichzeitig reine Anschauungen. Darin liegt auch die Schwierigkeit

unserer Wissenschaft; mit der Virtuosität, Begriffe zu analysiren, logisch

sicher zu schliessen etc., 'kann man wohl ein guter Jurist werden, aber bei

combinatorischen oder stereometrischen Untersuchungen würde man damit

allein nicht weit kommen, vielmehr ist hier die combinatorische oder stereo-

metrische Anschauung gerade die Hauptsache.

In den ersten 9 Büchern des vorliegenden Werkes findet sich das ge

wohnliche Zahlenrechnen abgehandelt, was wir nicht näher besprechen

wollen; darauf folgt X. Gleichungen ersten Grades mit einor Unbekann-
ten in Zahlen, XI. Eingekleidete Aufgaben, die zu derartigen Gleich-

ungen führen, XII. Die vier Species in Buchstaben, XIII. Von den Func-
tionen und Formeln, (zugleich lineare Buchstabengleichungen enthaltend),

XIV. Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten, XV. Vor-

läufige Begriffe von Potenzen und Wurzeln, Ansziehnng der Quadrat-

und Cubikwurzeln , XVI. Potenzen und Wurzeln im Allgemeinen , XVII.
Die quadratischen Gleichungen*), XVIII. Die Progressionen, XIX. Die
Logarithmen, XX. Logarithmische Rechnungen, XXI. Zinseszinsen. Den
Beschluss macht ein Anhang mit Zusätzen und Bemerkungen verschie-

denen Inhalts. Wie man sieht, ist die Anordnung des Stoffes eine ziem-

lich willktthrliche , nur aus äusserlichen Motiven entsprungene; nament-
lich vermissen wir jene streng wissenschaftliche Auseinandersetzung der

*) Hier kommt auch ein Witz vor. 8. 172 behandelt der Verf. die Aufgabe:
„Eine Dame wurde um ihr Alter befragt, und sie antwortete: das 53 fache meiner
Jahre übertrifft die Zahl 696 um gerade soviel als das Quadrat meiner Jahre betrügt.
„Wie alt war die Dame?" und bemerkt zu der Auflösung

x= 4 (53 + 7
A
25)

hier muss aus Höflichkeit das untere Zeichen genommen werden."
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Stufenfolge der Operationen und den damit verbundenen Nachweis der

Notwendigkeit, das Zahlengebiet zu erweitern. Im Vergleiche mit an-

dern Werken der neueren Zeit scheinen die Belehrungen des Verf. mehr

eine praktische Abrichtung als eine wissenschaftliche, Erkenntniss zu be-

zwecken; in letzterer Hinsicht könnte der Verf. z. B. von Th. Wittstein,

J. H. T. Müller (s. Jahrg. I. d. Zeitschr.) sehr viel lernen.

Gänzlich verunglückt erscheint uns das vier Seiten lange Gerede über

die Gleichung \ + \ + \ + • • • in tnf- = 1 > w0 der Verf. beweisen will,

dass die Glieder" der Reihe am Ende „wirklich Null werden" und uns

u. A. auch belehrt, dass das Differential eine Sache ist, „die eine Grösse

sein oder werden will , es aber nicht ist." Hier liegt der Fehler einfach

darin, dass der Verf. den Begriff der Grenze nicht kennt; das allgemeine

Glied der Reihe convergirt gegen den asymptotischen Werth Null, die

Summe der Reihe convergirt gegen die asymptotische Grenze Eins, und

mit diesen zwei präcisen Ausdrücken ist die Sache abgemacht und klar.

Das ganze Raisonnemcnt des Verf. , wonach die Reihe mit den vorletzten

Gliedern exspirirt u. dergl. , dient keineswegs dazu, jene angeblich über-

sinnlichen (!) Vorstellungen zu erläutern, sondern höchstens, um einen

guten Kopf confus zu machen; der Verf. dürfte sich nicht wundern, wenn

Jemand aus dieser Verworrenheit schlösse, dass Herr Lübsen zwar ein

guter Elementarlehrer aber keineswegs zum Unterrichte in der höheren

Mathematik befähigt sei. Soulömilch.
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