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Oeberm allgemeines Princip der maihematisehea

Theorie inducirter elektrischer Ströme
von

F. Neumann.

Aus den Abhandl. der Berliner Akademie ans dem Jahre 1848.

Yorgeleseo daselbst am 9. August 1847.

[1] In meiner Abhandlung Über die matbematischen Gesetze

der inducirten elektrischen Ströme"^) habe ich die Fälle von
linearen Inductionen behandelt, in welchen die gegenseitige

Lage der Elemente der bewegten Stttcke nnverftndert bleibt, diese

also nicht ihre Form, nnr ihre Lage verftndern, die Stücke

mochten llbrigens dem inducirten Leitersystem oder dem indu-

cirenden Stromsystem angehören. In der vorliegenden Ab-
handlung findet in Beziehnng anf die Bewegung der Elemente
eines jeden der beiden Systeme keine andere Beschränkung statt,

als die, vdche für das Zustandekommen von inducirten StiOmen
überhaupt nothwendig ist, nämlich dass die Elemente einesjeden
der beiden Systeme während ihrer Bewegung unter einander

in leitender Verbindung bleiben. Diese weitere Entwickelung

des in der früheren Abhandlung zu Grunde gelegten Liductions-

gesetzes hat zu einem so einfachen und allgemeinenTheorem ge-

Mai, dass dieses jetzt als ein Princip dermathematischenTheorie

der inducirten elektrischen StrOme angesehen werden kann.

Dies Theorem lässt sieh so ansspreehen:

Wird ein geschlossenes, nnverzweigtes, lei-

tendes Bogensystem A, durch eine beliebige
Verrttckung seiner Elemente, aber ohne Auf-
hebung der leiten denVerbindung [2] derselben,
in ciü anderes A^^ von neuer Form und Lage

*) Die mathematischen Gesetze der inducirten elektrischen

Ströme Schriften der Berlin. Akad. d. W. 1845. Von Neuem ab-

gedruckt in den Klassikern der exakt Wiss. No. 10.
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4 Franz Neumaiin.

übergeführt, und geschieht diese Veränderung"
von in A^^ unter dem Einfiuss eines elek-
trischen Stromsystems B^, welches gleich-
zeitig durch eine beliebige Verrückung seiner
Elemente eine Veränderung in Lage, Form
und Intensität von in B^^ erfährt, so ist die
Summe der elektromotorischen Kräfte, welche
in dem leitenden Bogensystem durch diese Ver-
änderungen inducirt worden sind, gleich dem
mit der Inductionsconstante e multiplicirten
Unterschied der Potentialwerthe des Stromes
B^/in Bezug auf und desStromesZ^, inBezug
auf ^4,, wenn A^^ und von der Stromeinheit
durchströmt gedacht werden.

Der vorstehende Ausdruck des Theorems setzt voraus, dass

das inducirte Leitersystem ohne Verzweigungen ist , und dem
inducirten Strome also nur eine ungetheilte Bahn bietet. Hat
das Loitersystem Verzweigungen , so muss man dasselbe sich in

geschlossene unverzweigte Umgänge zerlegt denken , und auf

jeden dieser Umgänge, als wäre er nur allein vorhanden, das

Theorem anwenden. Dadurch erhält man die Summe der in

jedem dieser einfachen Umgänge inducirten elektromotorischen

Kräfte, und dies ist diejenige Grösse, deren Kenntniss nöthig

und hinreichend ist, um, wenn die Leitungswiderstände gegeben
sind , die Stärke des inducirten Stromes in jedem Theile des

Leitersystems zu bestimmen. In dieser Erweiterung giebt das

vorstehende Theorem unmittelbar den Ausdruck der elektro-

motorischen Kräfte in allen Fällen von linearen Inductionen,

welche durch Veränderungen der Stromstärke und der relativen

Lage der Stromelemente in Bezug auf die Elemente eines be-

liebig verzweigten Leitersystems in diesem erregt werden , die

Fälle nicht ausgeschlossen , in welchen durch Verrückung von

Stromstücken oder Stücken des Leitersystems Elemente aus der

Bahn des inducirenden oder des inducirten Stromes heraustreten,

oder eintreten. Die Gesetze der Magneto-Induction sind als ein

besonderer Fall in dem Theorem enthalten. Nicht unter diesem

Theorem begriffen sind die Fälle, wo ein so rascher Wechsel der

inducirenden Ursache stattfindet , dass in dem inducirten Strom
keine gleichförmige Strömung angenommen werden darf, wie

z. B. bei den elektrischen Entladungen.

[3J Der Potentialwerth eines geschlossenen elektrischen

tromsystems in Bezug auf ein anderes geschlossenes Stromsystem
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iDdiicirte elektrische Ströme. Abh. Ii. Einleitung. 5

ist die negative halbe Summe der Producte der Bahnelemente

des einen Systems mit den Bahneleraenten des andern, jedes

Product zweier Elemente mit ihren Intensitäten und dem Cosinus

ihrer Neigung gegeneinander maltiplioirt, und durch ihre gegen-
Beitige Entfernung dividirt.

Es sei 7)o', ein Klement der inducirenden Strombahn in

der Antangsposition ihrer Elemente, y, die Stromstärke in /ia,;

CS sei ferner ein Element des indticirten Leiterumgangs

in seiner Anfangsposition und J)o^ • bezeichne die Neigung
von i>a, gegen J)^^, so wie r, die gegenseitige Entfernung

dieser Elemente. Durch Q o"^ • werde der Potentialwerth

des Stromes in Bezug auf den von der Stromeinheit durch-

strömten Umgang A, bezeichnet. Für die £ndpositionen B,^
und A^^ sollen Da,,, ^^tn entsprechende Bedeutung
haben. Dann ist

qy . cos (Z)(; • Z>6,)

/w \ 1 • cos (7) (T„ • Z>«J

worin die mit 8 und 2 bezeichneten Integrationen auf alle Ele-

mente Z>«de8 inducirten Leitemmganges und alle Elemente Da
des inducirenden Stromsystems auszudehnen sind.

Die Summe der elektromotorischen Kräfte, welche, während
die Strom- und Leiterelemente ans ihren Anfangszuständen in

ihre Endzustände Ubergegangen sind, inducirt worden sind, ist

nach dem Torstehenden Theorem

(1) « {Q i«'//

•

wofür ich auch schreibe

(2) _ i eSZ p^^iii^:!^]'' Da D>

worin die Ekmmer [ die Differenz der Werthe bezeichnen soll,

welche die ron ihr eingeschlossene Grösse in den Endpositionen

der Strom- und Leiterelemente und in den Anfangspositionen

besitzt. Diese Grenzpositionen werden durch die der Klammer
oben und unten zugefügten Indices angedeutet.

[4] Aus dem vorstehenden xVusdruck für die inducirte elektro-

motorische Kraft kann mau leicht einen ebenso allgemeinen

Ausdruck für den in dem Leiterumgang A inducirten Strom
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6 . Franz Neumann.

ableiten. Zu diesem Ende betrachten wir als Anfangs- und End-
position der Strom- und Leiterelemente zwei sehr wenig von
einander verschiedene Positionen derselben, welche zur Zeit

t und t -^ht stattfinden, Yfo ht das Zeitelement bezeichnet. Die
während dieses Zeitelements inducirte elektromotorische Kraft

ist nach (2)

t

und dafür kann man schreiben

(3) —1 €bt-r~OL'^ Da Da
* ' ^ dt r

Das Product dieser elektromotorischen Kraft mit dem reci-

proken Leitungswiderstand t des inducirten Leiters giebt den

zur Zeit t vorhandenen inducirten Differentialstrom D.
Wird dieses Product zwischen t = und t= t^, integrirt , so

erhält man den in dem Zeitraum — inducirten Integral-
strom «/. Man hat also

:

(4) D = — \ ,,0 2i'^ -DsDo

'

r 1 A . ' QT y cos Ds . Da) Ds Da

Wenn die Verrückungen der Elemente des Leiters keine merk-
liche Veränderung des Leitungwiderstandes des inducirten Stroms

herbeiführen , also t constant ist , oder so angesehen werden

kann, so hat der inducirte Integralstrom den Ausdruck

:

(e, /, = _ .1 , S S B 0

t,

und dieser verwandelt sich, wenn der iuducirende Strom unver-

zweigt ist, in

(7) = oSSp*^-]'^*/^-
t.

[ö] Die Ausdrücke der Stromstärken (4), 1 5) , (6) und (7)

setzen einen einfachen, d. h. unverzweigten inducirten Leiter-

umgaug voraus. Ist der inducirte Leiter verzweigt, so müssen
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Inducirte elektrisch« StrSme. Abb. II. § 1. 7

die Stromstärken in den einzelnen Zweigen nach den Sätzen von

A7rrMo^ mittelst des Ausdrucks (3; bestimmt werden, welclii:r

dann auf die einzelnen einfachen Umgänge, die aus den Zweigen
gebildet werden können, angewandt werden miiss, und die in

ihnen während des Zeitelements entwickelte elektromotorische

Kraft giebt.

Die Absicht der vorliegenden Abhandlung ist die Ableitung

des eben ausgesprucliPiien Theorems über die inducirte elektro-

motuiiscbe Kraft aus dem in meiner früheren Abhandluug zu

Grunde geleg-ten Inductionsgesetz. Ich habe dieselbe in fünf

Paragraphen getbeiit.

§ 1. behandelt die Inductionsfällc , in w« leben die Leiter-

elemente unter dem Einfluss eines ruhenden constanteu

Stroms bewegt werden

:

§2. behandelt die Fülle, in ^\( [('hpll in einem ruhenden

Leiter durch die Bewegung von Stromelementeu Ströme
inducirt werden •

§ 3. behandelt die durch gleichzeitige Bewegung der Strom-
und Leitereiemente erregten Inductionen

;

§ 4. handelt von den durch Veränderungen der Stromstärken

und gleichzeitige Bewegungen der Strom- und Leiter-

elemente inducirten Strömen

;

§ 5. untersucht , inwieweit Uebereingtimmnng stattfindet

zwischen dem oben ausgesprochenen Tlieorem und den

neuen Grundsätzen tlber die Wirkung bewegter Elek-

tricität in der Ferne, welche W» >f^i?/^crin seinen elektro-

dynamischen Maassbestimmungen*) gegeben liat.

§1-

In diesem Paragraphen soll der Ausdruck für die Intensität

der Ströme entwi( k. It werden, welche in einem linearen ge-

schloSbeneu Leiter inducirt werden, wenn die Elemente desselben

unter dem Einfluss eines ruhenden constanteu Stroms auf eine

beliebige Weise aus ei?ier Lage in eiue andere geführt werden.

Auf diesen Inductionstaii iässt sich unmittelbar derjeuige zurück-

fflliren, 6' in welchem ausser den Leiterelementen auch die

btromeiemeute eine Bewegung besitzen, wenn diese von der Be-

schaffenheit ist, dass die gegenseitige Lage der Stromelemeute

Elektrodynamische Maassbestinimungeu von Tf. TVeher.

Leipzig 184G. Besonders abgedruckt a. d. Schriften d. Königl.

Sächsischen Akademie.
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8 Franz Nennumn.

dadurch nicht geändert wird. Man kann in diesem Falle dem
Strom- und Leitersyatem eine solche gemeinschaftiiohe Bewe-
gung geben, dass der Strom ruht. Diese, beiden Systemen ge-
meinsehaflLiehe Bewegnng erregt keine Indnetion«

Es seienDa und Ds Elemente der indacirenden Stromennre

nnd indneirten Leiterearve; die Coordinaten dieser Elemente

seien |, 17, C ^> Vr ^» gegen8ei%e Entfernung r,

wo also

Die Winkel, welche r mit T)s und Da macht, sollen mit und
bezeichnet werden, und der Winkel, unter welchen diese

Elemente gegeneinander geneigt sind, sei r^. Die Geschwindig-

keit, mit welcher Ds fortgeführt wird, sei 1;, sein Weg 0, dessen

Element do, so dass t?= 4t > ^0 Element der Zeit
ö t

bezeichnet. Die Geschwindigkeit v ist eine Function von
s nnd t

Nach dem in meiner früheren Abhandlung aufgestellten In-

dnctionsprincip ist die während in dem Element Ds durch

den Strom, unter dessen Einflnss es bewegt wird, inducirte

elektromotorische Kraft ED« ausgedruckt durch

(1) ^Ds=^— evC na^t

worin CDs die nach ho zerlegte Wirkung bezeichnet, welche
der Strom auf das Element Ds ausübt, dieses von der Strom-

einheit durchströmt gedacht, und i: die Inductionsconstante ist.

Nach Ampere's Gesetz hat die Wirkung, welche das Sti om-
element Da auf Ds ausübt, die Richtung von r, und ihr Werth
ist, wenn/ die Stromstärke von Da bezeichnet:

,DsDa g • A an—y— — (cos lei
— -| cos ^ cos ) •

Das nesrative Vorzeichen ist dieser Wirkuno' g-eo^^i^pyi ^^pÜ sie

die l^ntferuunsr der Elemente zu verkleinern strebt. Der vor-

stehende Ausdruck lässt sich, A\ne Ampere gezeigt hat, dni-cli

partielle Diflerentialquotienten von r nach s und a ausdrücken,

und verwandelt sich dadurch in:

, DsDa f dr dr\
^ Y dödä dsdä)

[7] Diese Grösse ist nun, um die Oomponente der Wirkung von

Da auf Ds nach do zu erhalten, mit dem Cosinus des Winkeis
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Inducirte elektrische Ströme. Abb. II. § 1. 9

zu multipiiciren, unter welchem ho gegen r geneigt ist, d. i.*)

elf
mit • Die Samme dieser Gomponenteii in Bedehnn^ auf

alle JJ(J giebt die in (Ii mit CDs bezeichnete Grösse. Ich setze

zunäclist voraus, (hiss sowohl der indncirende Strom als der in-

ducirte unverzweigt ist. Die Fälle , in welchen dieselben ver-

zweigt sind, werde ich am Schlüsse dieses Paragraphen berück-

sichtigen. In dem vorausgesetzten Falle hatj injedem Da den>
selben Werth, und man hat also:

.,2) CD. =jj)sl—\r^-i ^J^

.

Substitnirt man diesen Werth von C in 1) und nimmt hierauf

die Summe von EDs in Beziehung auf alle Ds , 80 erhält man
die zur Zeit t während des Elements d ^ in dem ganzen Leiter 8

inducirte elektromotorische Kraft. Diese Summe mit dem reci-

proken Leitnngswiderstand e' des Leiters multiplicirt giebt , da

der Leiter unverzweigt ist, den in ihm inducirten Differential-
strom Df und dieser, in Beziehung auf t von t, bis t,, integrirt,

giebt den in dem Zeitinteryall t^^— inducirten Integral-
strom /. Demnach ist also

* ' J l äs da ^ da da) do
oder

wenn**)

^ r^V.DsDüf r/2r ^ dr dr\ dr
[0] £=-eJ li2.ii—^y^^-i--j-^
gesetzt wird. Ich bemerke, dass der Aufdruck von ./ in (3)

oder (4) nur den durch die V'errückung der Leiterelennmt indu-

cirten Btrom giebt, von welchem in diesem Parn^:raph überall

nur die Rede ist. Es wird nämlich . wenn / «'ine Function der

Zeit ist, ausser diesem noch ein Strom durch die Veränderung
vony inducirt, von welchem später in § 4 die Rede sein wird.

Wenn f' und / unahljängit: von der Zeit sind, so ist /— f-t jE\
es istM also die ISumme der elektromotorischen Kraft, weiche in

Die partiellen Differentiationen werden in dieser Abhandlung
iiiimtir durch die Charakter! ätik d bezeichnet werden.

**) Offenbar istB wesentlich verschieden von dem £ in (1). C N,
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10 Frans Neumann.

dein Zeitraum von bis [8] , wenn der indueire iidc Strom
iuuerhaib desselben constant und der Einbeit gleicli ist, in dem
ganzen Leiter inducirt wird. Die durch den constantcn Strom
von der lutensitäty inducirto elektromotorische Kraft / jb' werde
ich in der Folge durch T bezeichnen. Ich bemerke noch, dass,

da in dem Zeitelement durch die Veniickung der Leiter-

. dB
elemente die elektromotorische Kraft J —iT^^ inducirt wird,

at

j mag variabel oder oonstant sein , die in ZeitintenraU Ton
t, bis t„ indneirte elektromotorische Kraft allgemein ansgedrllckt

/dB
^tj • Die nähere Brmittelung der Qrdsse Ej

i.

welche ich, so lange kein Missverständniss zu fürchten ist,

schlechtweg die inducirte elektromotorische Kraft nennen werde,

aus welcher, wie man sieht, durch einfaclic Diflerentiation und
Integration sowohl die Summe der jedesmal wirklieh inducirten

elektromotorischen Kraft als der Differential- und Integralstrom

abgeleitet werden können, ist die vorzüglichste Absicht des

Folgenden.

Die dnrch ^ in (5) bezeichnete Integration ist auf alle Da
der geschlossenen Bahn des indncirenden Stroms anszudehnen.

Dasselbe gilt zwar von der dorch 8 bezeichneten Integration in

Beziehung aufdie geschlossene Bahn des inducirten Stroms, aber

diese zerföllt, wegen der Diaeontinoität der bewegten Stflcke, in

mehrere continnirliche Leitersttlcke, deren Grenzen von der Zeit

abhängen können. Die durch S bezeichnete Integration ist

demnach ein Aggregat von Integralen, deren jedes sich auf ein

continuirliches Leiterstttok bezieht. Um diese Bemerkung deui-

lieber durchführen zu können, werde ich der allgemeinen Be-
trachtung die eines speciellen Falles vorangehen lassen. Ich

werde zuerst den Fall betrachten , in welchem ein Theil der

Bahn des inducirten Stroms ruht, und der andere, ein continuir-

liches Leiterstück bildend bew cgt wird. Die Grenzen dieses be-

wegten Stücks sollen zunächst unabhängig von der Zeit sein,

d. h. sie sollen durch dieselben Elemente während der ganzen

Dauer der Bewegung gebildet werdtu. Um die Vorstellung zu

iixiren, stelle Fig. 1 einen solchen Fall vor, wo ahrd die Bahn
des inducirten Stroms zur Zeit t bezeichnet. Die Induction ist

dadurch hervorgebracht, dass das Leiterstück hrd aus seiner

anlänglichen Lage h,Cf df in die Lage h^fC^^df, fortgeführt ist,
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Inducirte elektrische StrOme. Abb. IL § 1. 11

und zwar so , dass dieselben Elemente h und d mit den Unter-
la£r( D l>, h^, lind f^^d^^ in leitender Verbindaag geblieben sind,

[9] wobei die Form des be-

wegten Stückes eine be-

liebige Veränderung erlitten

haben kann. Die durch S
bezeicbuete Integration be-
zieht sich in diesem Falle

allein auf das bewegte Stück
brd^ weil für die übrigen

Theile der Bahn des indu-

cirten Strome» t? = 0 ist.

Ick setze in (5) statt v

seinen Werth -rr, wodurch
dr Fig. 1.

(6) JS=-tJ^l
ho Bs Da ( d^r dr d7'\ dr

V ds da * ds daf do

wird, nnd integrire das erste Glied reehta partiell nach s, Da-
dmeh verwandelt sich dieser Ansdrnck in

1 d?' d/"

9.

d'^r

do ds

dr dr\ dr
^ do dsi da '

worin j^'^^^j Differenz der Werthe bezeichnet, welche

s.

die eingeschlossene Grösse in den Kudpuakten des bewegten
Leiterstückes, welche durch a^^ und 5, bezeichnet sind, d. i.

nach der Figur in d nnd Ij besitzt.

Durch partielle Integration des Gliedes

doDoDs d^r dr

r do da da
^

in der vorstehenden Gleiehung nach o verwandelt sich die-

selbe In
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12 Fmtm'Si

wo

J äo äaj

J I do du * t/o c/ai d^
*

-/ ^ - 1 die Differenz der Werthe beseielinet, weidie
/• äaJ

die eiii2''>»'iiiojisene (TrÖdse in ier l:lnii- und Aiu'aii^po8itioii de*
itewegten Leiteratncka 10 'ot->ltzt. d. *. in der L;iir^" '^.^ -".^ ff.,

und b^r^ ff .. P,3 ?in»l o,, and o, die Grenzen des Weges, weiciien

Z).v bescunebea iiac.

In diesem Ausdruck für E inrrvrrire ich endl'.cli nar'^ieil aifccii

ö djis erste (jrlied unter dem dreiijaelien Integnü^eicken

.yis
r f/'> (/y

Ich lasse , behufs späteren Gebrauchs . die Grenzen dieser

Integration zunächst unbestimmt und bezeichne odta^^imdir^»

Die Gleiehong verwandelt sieh düdarck in

4,

-H - ^2 - *
c/^- do) do

'

worin die Bedeutung d^T Klamruer mik den Indioe» q,^ und
vergehenden klar ist.
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Inducirte elektrische Ströme. Abli. II. § 1. 13

Addirt man (liesen Ausdruck fi\v E zu demjenigen in '5], so

verschwinden die Glieder, welche von dreifachen Integrationen

abhängen, und man erhält den Werth von^' durch sechs Doppel-

integrale ausgedruckt:

0.

[11] In dem vorliegenden Falle, wo die Integration nach tf

auf die ganze, geaehlossene fiahn des indncirenden Stroms aus-

dehnt werden muss, wo also ö,, und zusammenfallen, ver-

schwinden die beiden letzten Integrale, und man hat hier also

Dieser Ausdruck für die elektromotorische Kraft B, welche

durch die FortfUbmng des LeitersttlckeB aus der Lage h, c,

in die Lage hf,Cf,d„ erregt ist^ zeigt, dass dieselbe von den

Wegen, welche seine Theile beschrieben haben, unabhän^ ist,

und also unabhängig von den Formen, welche seine Cnrre wäh-
rend der Bewegung gehabt hat. Die elektromotorische KraftB
hängt allein von der Lage und Form des bewegten Leiterstflokes

in seiner Anfangs- und Endposition ab und von den zwei Gurven,

auf welchen seine Endpunkte fortgeftlhrt sind. Nennen wir p
die Peripherie des Gnnrenvierecks b^bf^c^^d^^d^r^, welches von
dem bewegton Leiterstäck in sdner Aufangs- und Endposition

und den zwei Ourven, welche seine Endpunkte beschrieben

haben, gebildet wird, und Dp ein Element dieser Peripherie, so

kann man statt (11) schreiben
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14 Franz Neumana.

(12) £=i«52-^^^^^
WO die Integrationen nach Da ond Dp respective auf die ganze
Bahn des indncirenden Stroms a und die ganze Peripherie p des
bezeichneten CnrvenTiereoks ausgedehnt werden müssen. Die
Richtung, in welcher man bei der Integration nach />/>, als der
positiyen fortzuschreiten hat, ist die positive des bewegtonLeiter-
Stacks in seiner Endposition. Integrirt man das Integral in (12)
partiell nach <7, nachdem man nnter dem Integralzeichen statt

l C?7* 1 rff*^—
,

gesetzt hat. -r-^r , so erhält man
r dp 2H dp

[12] nnd dieser Ansdmck redncirt sich, weil nnd a„ in der
geschlossenen indncirenden Stromcnrre zusammenfallen, auf

* r dodp ^

Ans r2= — I) 2 4- (y— rif+ — C)* erh&lt man

(^r^ _ ^ Idx d^ + dy dg + dz d^\

da dp \ da dp I

=— 2cos (Da-Dp)

wo (Da - Dp) den Winkel bezeichnet, nnter welchem die Ele-

mente Da nnd Dp gegeneinander geneigt sind.

Sabstitoirt man diesen Werth von —7- in £, so wird sein
dadp

Ausdruck

:

(13) E=^— ieSl—^^eas (Da-Dp).

ffierans geht henror, dass die durch die Fortführung des

Leiterstücks indncirte elektromotorische Kraft £ gleich ist dem
mit 6 multiplieirten Potential der indncirenden äromcurre m
Bezug auf das Curvenyiereck, welches die von dem Leiter be-

sehiiebene Fläche begrenzt, die Stromcurve sowohl als dies

Viereck von der Stromeinheit durchströmt gedacht , und zwar

letzteres in der positiven Riciitung des bewegten Leitersttlcks in

seiner Eudposition.
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4

Bei der Ableitung der Gleichnngen il2) und (llV ans 11)

ist das bewegte Leiterstück als ein imverzweigtes voran nl-- /setzt,

d. h. von der Bescbaffenlieit, dass man von seinem einen Ende
zn seinem andern nur auf einem Wege gelangen kann. Ohne
diese Voraussetzung kann man nicht von einem Curvenviereck

sprechen. Tlnfr-r dieser Voraussetzung aber ist das Potential des

inducirenden Stroms in Bezug auf das bezeichnete Curvenviereck

die Differenz der Wertlie. welche das Potential der Strömen rve

in Bezug auf die ganze Bahncurve des indncirten 8troms in

ihrer End- und Anf.iiiiispo^iition besitzt, diese Curven von der

Stromeinheit diircliströmt gedacht. Nennen wir s^ di«», Halindes

indurlrtt'ii iStronis in ihrer Anfangsposition, s^^ in ihrer End-
position, und die Bahn des inducirenden Stroms, und bezeich-

nen wir durch • s^ und P(s. s,,) die Potentialwerthe von g
in Bezug auf und s^^, so ist

(14) E^e{Pg^B,;:-P{g^s;i),

[13] Die Formel ( 1
1

) ist , wenn die Bedeutung der Grenzen

5, t ^'//
, , 0,, gehöiig berücksichtigt wird , der allgemeine Aas-

druck für die elektromotorische Kraft, welche durch einen

rnhenden Strom in einem bewegten Leiterstück inducirt wird.

Aus ihr ergaben sich die Sätze, welche durch die Gleichungen

(12), (13) und (14) ausgedrückt sind^ unter der Annahme, dass

das bewegte Stück in denselben Endelementen w&hrend seiner

Bewegung mit dem ruhen-

den Theile der Bahn des

indncirten Stroms in leiten-

der Verbindung bleibe. Ich

werdej etzt nachweisen, dass

diese Sätze auch gelten,

wenn nach und nach andere
Elemente des bewegten
Stücks mit dem rnhenden
Theile des Leiters in lei-

tende Verbindung treten.

Es sei in Fig. 2, welche
einen solchen Fall andeuten
soll, a b, d, der inducirte

Leiter in seiner Anfangs-
position, und a 5,, d^, in ^'fr ^

s^er Endposition. Die Induction ist durch die FortfUhrung
der Elemente des Leiterstaeks hd aus der Lage b,d, in die
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16 Franz Neamann.

Lage hf,d,f erregt; bei dieser Fortführung des Stücks hd,

wobei seine Form sich auf eine beliebige Weise verändern kann,

sind nach und nach andere Kiemente desselben mit den
ruhenden Unterlagen h^hf^ und d,d in leitende Berührung ge-

bracht, so dass z. B. die Elemente in ^t^undtJ, welche im
Anfang der Bewegung ausserhalb der Bahn des inducirten

Stromd sich befanden , erst am Schlüsse derselben eingetreten

sind.

Bei der AnwendiiiiL: dt s aligemeinen Ausdrucks für B in (5)

oder in (6) auf diesen Fall ist zu bemerken, dass die Inte-

gration S, welche sich auf die bewegten Elemente Ds bezieht,

zwischen den Grenzen h und d zu nehmen ist, welche Jetzl

Functionen der Zeit t sind, oder wenn o wi( ilt rum den Weg be-

zeichnet, auf welchem fortgeführt wird, Functionen von o.

Man kann die hieraus sich ergebende Reihenfolge der Integra-

tionen nach Ds und do vermeiden. Zu dem Ende ist für alle

Elemente des bewegten Leiterstücks, welche sich von Anfang
bis zum Ende ihrer Bewegung innerhalb der Schliessung des

indu* hton Stroms befinden, die Integration nach htm (5) von
bis t,, oder die Integration nach do in

( 6) von o, bis o„ auszu-

dehnen, wenn t,, t^^ und und o,, die Grenzen respective der

Zeit und der Bahn ihrer ganzen Bewegung sind, für die Ele-*

mente Ds aber, welche sich nur auf einem Theile ihrer

Bahn innerhalb der Schliessung des inducirten Stroms be-

finden, ist die Integration nach do auf diesen Theil zu be-

schränken, und die Integration nach dMn (5) auf die Zeit,

während welcher sie diesen Theil ihrer ganzen Bahn be-

schrieben haben.

[14] Der einfacheren Darstellung wegen will ich annehmen,

ein solches Element Da trete, nachdem es den Weg von bis q
durchlaufen hat , in die Schliessung des inducirten Stroms ein,

und bleibe nun bis zum Schlüsse der Bewegung innerhalb der-

selben, beschreibe also innerhalb der Schliessung den Weg Ton

q bis 0,^. Die Betrachtung eines solchen speciellen Falles ist

hinreichend, um die zusammengesetzteren Fälle zu beurtheilen,

wo das Element, ilie es das Ende seiner Bahn erreicht, aus der

»Schliessung wieder heraustritt, oder wo dieser Eintritt und Aus-
tritt sich wiederholt.

Mit Berücksichtigung der vorstehenden Bemerkung ver-

wandelt sich der Ausdruck von E in (11) im vorliegenden

FaUe in
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9

a.

Das erste Glied dieses Ausdrucks für E bezieht sich auf alle

Elemente 7).s\ welche sich während der ganzen Dauer ihrer Be-
wegung innerhalb dor Scliliessiini? des inducirten Stroms be-

finden, das zweite umt'asst diejenigen Elemente />>•. welclie erst,

nachdem sie den Weg von o, bis q durchlaufen haben, in diese

Schliessung eintreten, und nun darin bleiben. In dem dritten

Gliede bezeichnen s, und 6*,, die Stellen der Grenzelemente des

bewegten Leiterstttcks , welche , nachdem sie den Weg von o,

bis q durchUnfen haben, in die Schliessong des indaoirteii Stroms

eingetreten sind.
0.,

Nach der Bedeutung der Klammern [] ist das zweite Glied
ff

in (15] gleiohbedentend mit

(.0, ^S2i>.z>.(iJf;)-4.S2i>.z).(iJ-^;).
0., q

WO die den Parenthesen als Indices zngeffigten Grössen o^, nnd

g die Stellen [15] der Bahn vonDs bezeichnen, an welchen sich

dieses Element bei den nach Ds ausznftlhrenden Integrationen

befinden soll. Der erste Theil dieses Ansdracks kann mit dem
ersten Gliede rechts in (15) znsammengefasst werden, so dass

dann in diesem die Integration nach Ds ebenso anf alle Ele-

mente des bewegten Leiterstttcks, welche sich am Schlüsse der

Bewegung in der Schliessang befinden, anszndehnen ist, wie

auf diejenigen, bei welchen dies im Anfang der Bewcgang der

Fall ist.

Der zweite Theil des vorstehenden Ansdmcks (16) bezieht

sich auf die Endelemente von s, welche, nachdem sie den Weg
o^bis q dnrchlanfen haben, in die ScUiessnng eintreten; anf
dieselben Elemente beziehen sich die Integrationen 8 in dem

Osiwald's Klassiker. 2
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18 Franz Noumann.

(Jritt(fn firuido in (15). Zieht mau das zweite Glied aus 16) mit
dem dritten (iliedo in (l r>^ zusammen, so erhält man sowohl ftlr die

KIcmente ])s in .v,, als für die in einen Ausdruck von der Form

Vf. (Q f^'"^ <ff'
. i^o dr d7'\

^
\ r an da J r do da]

worin man Htatt 8 das Zeichen /' setzen kann. Dadurch ver-
wandf^lt Hich die Summe des dritten Gliedes in (15) und des
zweiten in (1 Ii) in

s.

Die Kntfernung r des Stromelements Da von den Elementen
auf welche in diesem Ausdruck sich die Integrationy be-

zieht, ist eine Function von ,s und o, sie kann aber auch als

ein(5 Function dt^s ( urvenbogens angesehen werden, welchen die

Huden des bewegten Leiterstücks beschreiben. In Fig. 2 (Seite 15)

sind dies die liogen h^hh^^ und d^dd^,. Bezeichnen wir diese

Curven, welche ich die Leitcurven nenne, durch und ihre

Hlemente durch ö/, so ist

dr dr dr
- .j^l =^ Ds-{-—ho.
d l ds d0

Dies in den vorstehenden Ausdruck gesetzt verwandelt ihn in

und man erhält durch diese Betrachtung aus (15) für E den

Ausdruck: [16]
0.,

E=
(17)

ieSlmDa\±^^]
ir ds da}

0.

8,.

l dr dr

9,

Derselbe wird identisch mit demjenigen in (11), wenn von den

Elementen des bewegten Leiterstticks keines während der Be-

wegung aus der Schliessung des inducirten Stroms heraustritt,

und keines hinein, denn alsdann fallen die Leitcurven / mit

i'

i
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Inducirte elektrische Ströme. Abb. IL § 1. 19

den Bahnen o der Endelemente Ds des bewegten Stücks zu-

sammen.
Bezeichnet man mit je? wieds rum die Peripherie des Ciirven-

vierecks, welches von dem bewegten Leiterstück in seiner End-
und Anfaii^sposition und den zweiCurven, welche seine variabein

Kndelemente beschrieben haben, d. i. von seinen Leitcnrven,

begrenzt wird, und durch Dp ein Element dieser Peripherie,

so ergiebt sich, wie oben der Ausdruck (12j aus (11), hier aus

^17) der Ausdruck

(18) E=iel^—fr^-^-^,

die Integrationen ^ und S ausgedehnt auf den ganzen indu-

cirenden Strom und das ganze Curvenviereck. Die positive Rich-

tung von Dp wird durch die positive Bichtung des bewegten
Stttcks in seiner Endposition bestimmt.

Ans ( 1 8] ergiebt sich auf demselben Wege , auf welokem

(13) ans (12) abgeleitet wurde,

(19) E=— i€^l^^^^eoB(DaDp)

die Integrationen gleichfalls auf die ^nnze Stromcurve und das

ganze Viereek ausgedehnt. Das Glied dieser Gleichung rechts

ist das mit s mnltiplicirte Potential der Stromcnrve in Bezug auf

das CuirenTiereck , welches von dem bewegten Leiterstflck in

seinen Grenzpositionen und seinen Leitcnrven gebildet wird.

Dies Potential ist, da das bewegte Stück als nnrerzweigt Yoraos-

gesetzt wird, der Unterschied der PotentialwertilLe des indn-

drenden Stroms in Bezug auf die ganze Bahn des indncirten

Stroms in ihrer End- und Anfangsposition. Bezeichnen wir

diese wiederum dnrch s^^ und s^, so erhalten wir^ wie in (14),

anch hier [17]

wo P{g'Bjj und P(s sj die Potentiale von g in Bezug auf s,

und B„ sind. DenBeweis für dlcBichtigkeit dieser Gleichung auch

in den Füllen, wo ein wiederholter Ein- und Anstritt eines

Theiles der bewegten Elemente ans der Bahn des indncirten

Stroms stattfindet y hier noch besonders zu führen scheint, da
dieselben Betraehtongen nnr ein wenig zu Tcrallgemeinem sind,

tlberflUssig.

Nach Behandlung dieses speciellen Falles, wo die Elemente

Digitized by Google



20 Franz Neumann.

eines zusammenhSngenden Leitersttlcks unter dem Einfloss eines
indacirenden Stroms bewegt werden, während der übrige Theil
der Bahn des inducirten Stroms ruht , wende ich mich zur all-

gemeinen Betrachtung des Werthes von E in (6). Aus (6) ist

durch partielle Integration der Ausdruck fürjEin (11) abgeleitet:

bei gehöriger Berücksichtigung der Grenzen, auf welche diese

partiellen Integrationeu zu beschränken sind, ist dieser Aus-
druck für E in (11) ebenso allgemein als der in (6). Diese
Grenzen werden auf eine doppelte Weise bestimmt, einmal durch
die Stellen, wo die in (11) unter den Integralzeichen stehenden

Grössen in Beziehung auf das Argument, nach welcliem inlr Ln irt

ist, sprungweise eine endliche Veränderung erleiden, und daiiu

durch die Stellen , in welchen ein Element des Leiters in die

Schliessung des inducirten Stroms eintritt und austritt.

Betrachten wir zuerst das zweite Glied des Ausdrucke iilr E
in (11;. Dasselbe ergab sich ans dem, wegen einer hinzuzu-

fügenden Willkürlichen unbestimmten, durch partielle Integration

nach Ds entstandenen Integral ^ f^^^^ indem dies
.

^ J r da ao
auf das Intervall zwischen und s^^ aasgedehnt wurde. Die

nach Ds auszuführende Integration in (6) ist auf die ganze Bahn
des inducirten Stroms auszudehnen , das Intervall von bis

muss aber auf die Theile derselben beschr&nkt werden, inner-

1 dr dr
halb deren die Grösse —

"di^^^^
keine sprungweise Ver-

änderung erleidet. Hieraus geht hervor, dass das Integral

V nDq J^o dr dr
iAt =—r- auf die ganze Bahn des inducirten Stroms
J r da ao ^

auszudehnen ist» wenn - {-Dabo an keiner, oder nur an
r ü (j a 0

einer Stelle derselhcn einen Sprung crüihrt, in welcher Stelle

dann Anfang und Ende des Tiitegrals liegen muss. dass aber,

wenn die partielle Integraticm von (Oj ein nnf alle Fälle anwend-

bares Resultat sieben soll, statt dieses Intrvri als [18] ein Aggregat

solcher Integrale in dem Ausdruck von E in Ml) st;itt seines

zweiten Cfliedes zu setzen ist, von denen jedes sich auf ein Iiiter-

vall von s bezieht, welches von zwei aufeinander folgenden

1 d V dv
Stellen, in welchen i

—

j- Dabo eine plötzliche VeränderuDg
r da do °

1 f/r
erleidet, begrenzt ist. Kun ist ersichtlich, dass — -r-X^tf aa

° r da
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Iniiucirte elektrische Ströme. Abh. II. § 1. 21

keiner Stelle von s einen Sprung in seinem Werthe erfahren

kann, da s die geschlossene Peripherie eines Vielecks ist, dass

dIT (1

T

dies aber bei do, wofllr man -j^^'^i seteen kann, der Fall

ist. Diese Grösse erfahrt einen solchen Sprung an den Stellen

von s , in welchen zwei aufeinanderfolgende Elemente Da einen

endlichen Unterschied in der Richtung oder Grösse ihrer Ge-
schwindigkeiten besitzen. Diese Stellen, in welchen die Blemente

eines Drahtstücks über den Elementen eines andern Drahtstacks,

der leitenden Yerbindnng wegen unter einem gewissen Druck
fortgleiten, oder in welchen die Drahtenden in einerQnecksilber-

rinne fortgeflUhrt werden, nenne ich, der Ktlrze wegen, die

Gleitstellen des Leiters, nnd dieAbschnitte desselben zwischen

zwei aufeinanderfolgenden Gleitstellen Leiterstllcke.

In dem ersten Gllede des Ansdrncks von^ in (1 1) , welches

durch partielle Integration nach 6o ans (6) abgeleitet wnrde, ist

die Ausdehnung dieser Integration nicht durch Sprünge der

1 dt dt
Grösse —

—

D& Do. da solche für keinen Werth von o
r da ds

stattfinden, beschränkt, aoiulcrii durch die Stellen des von Ds
beschriebenen ganzen Weges , in welchen dies Element in die

Bahn des inducirten Stroms eintritt und austritt. Dieser Eintritt

und Austritt aus der inducirten Strouibahn kann nur in den
Gleitstellen stattfinden. Man muss also, die Elemente 7>6, welche

sich während ihrer ganzen Bewegung innerhalb der Schliessung

des inducirten Stroms befinden, unterscheiden von den Elementen

der Gleitstellen, bei welchen im Allo-emeinen dies nur während
eines Theils ihres beschriebenen Weges der Fall sein wird.

Für die ersteren bleibt, wenn, wie oben, durch und o,, der

Anlang und das Ende des von Ds beschriebenen Weges be-

in Bezug auf die Elemente Ds der Gleitstellen aber hat man statt

dessen, wenn q,,, q^^^y q„„ etc. die aufeinander folgenden

Stellen des von diesen Elementen beschriebenen Weges be-

zeichnen
, [19] in welchen de in die inducirte Strombahn ein-

und austreten, zu setzen :

0.

unverändert.

Digitized by Google



22 Franz Neumaim.

Aus diesen Bemcrkuu^en ergiebt sich nun, dasö mau auf dem
Wege der partiellen Integration, auf welchem (11) aus (0) ab-

geleitet worden ist, zu einem allgemein gültigen Ausdruck von

£ gelangt, wenn man diese partiellen Integrationen in Beziehung

auf die einzelnen Leitersttlcke und in Beziehung auf die Theile

der von ihren Elementen beschriebenen Wege, in welchen diese

Elemente innerhalb der Schliessung des inducirten Stroms sich

befanden, ausführt, und dann die Summe diesrr Integrale in Be-

ziehung auf alle Leiterstücke, welche die inducirte Strombahn
enthält , bildet. Es sei ^„ der Theil von ii, welcher Bich auf

das Leiterstück bezieht, so ist

(21) +ie2Sz>ai>.[i£|;]+ ete.

und

(22) E^E,-hE,-\ i,,

wenn z die Anzahl der Leiterstttcke der Bahn des inducirten

Stroms ist. Diese Gleiohnngen enthalten den allgemeinsten Aus-
druck fnr die elektromotorische Kraft, welehevon einem ruhen-

den Strom, dessen Stftrke der Einheit gleich ist, in einem un-
verzweigten linearen Leiter, dessen Elemente beliebig verrttckt

werden, inducirt wird.

In Besiehung auf die Oleitstellen mflssen die Fälle , in wel-

chen die Unterlagen, auf welchen ^e Gleitung stattfindet, ruhen,

unterschieden werden von den F&Uen, wo diese Unterlagen selbst

bewegt werden. Von den Leiterstacken, deren Enden auf

ruhendenUnterlagen fortgleiten, befindet sichjedesunter solchen

Umstftnden , die wir oben als specielle Fälle behandelt haben.

Besteht also die inducirte Strombahn aus einer beliebigen An-
zahl [20] von Leiterstflcken, jedes derselben mit ruhenden Unter-
lagen , so folgt ans den vorstehenden Untersuchungen, dass die

durch eine beliebige Veränderung der Lage und Form dieser

Bahn inducirte elektromotorische Kraft, wenn diese Verände-
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rung unter dem EiiiÜuss eines constanten , inducirenden Stroms

stattgefunden hat, gleich ist dem mit e multiplieirten Uuter-

scliied des Potentials des inducirenden Stroms in Ijezu'j auf" die

von der l^iuheit durchströmte mducirte StrombaLn in iiirer ii-nd-

und Anfangsposition.

Die Beurtheilung der Fälle, wo die Unterlagen in den Gleit-

stellen eine Bewegung haben, erfordert eine etwas weitläufige

Darstellung, wenn sie aus (21) und (22) abgeleitet werden soll.

Ich werde deshalb diese Fälle durch eine indirecte Betrat hiung

auf die ersteren, in welchen die Unterlagen ruhen, zurückfuhren.

Es wird genügen, diese

Betrachtung in dem spe- \ \ i

gleichzeitige Fortfttb-

rnng der beiden anderen ab und bc, welche ich der Kürze
wegen mit a und ß bezeichnen will, aus ihren anzüglichen
Lagen a, und in ihre Endlagen a,^ und ß^^ wird die Indnctien

erregt. Die Gleitstellen dieser Bahn sind a, b, c ; und zwar ist

b eine Gleitstelle mit bewegter Unterlage. Nach (5) erhält man die

indncirte elektromotorische Kraft, wenn man das Integral

mit 6 mnltipiicirt, nnd nach ht integrirt. Ich werde den Werth,

welchen das vorstehende Doppelintegral znr Zeit m Bezug
aufa besitzt, dnrch A^, und in Bezng axdß durch bezeichnen;

in Bezog auf das dritte Leiterstttck ist, weil hier 9= 0 ist, sein

Werth gleich Null. Die Veränderungen, welche und er-

leiden, wenn um den Zeitraum t wächst, rtthren Ton zwei von

ciellen Falle, wo unreine

Gleitstelle mit bewegter

Unterlage vorhanden ist,

durchzufühlen, da sich

dieselbe leicht auf die

Fälle, wo eine beliebige

Anzahl solcher vorhan-
den ist ausdehnen lässt.

Es sei in Fi^:;. 3 die in-

ducirte Strombahn abcd
;

,sie zerfällt indreiLeiter-

stücke abj bc^ cduy von
denen das letzte ein

ruhendes ist; durch die

(23)
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emander nnabhängigen Ursachen her, einmal von den Orts-
Terändeningen , welche die Elemente von a erfahren, und dann
von den Ortsveränderungen der Elemente von ß. Bezeichnet

man durch A und B die Werthe des vorstehenden Doppel-
integrals zur Zeit f^-\- f in Bezug auf a und ßj so ist, wenn l

sehr klein ist, [21]

A = A,+ Af^t+ Aßt

Br=.B,+ B^t + Bßt,

wo A^i den Thcil des Zuwachses von A,, welcher von der

Ortsverändernng der Elemente von a herrührt, bf zeichnet, und
Aßt den nndcrn Theil, den die VeiTticknngen der Elemente von

(i hervorbringen. Die entsprechende Bedeutung besitzen B^
t r

und Bß. Bildet man hierans ej*btA+ ej btB, so erhftlt man
0 0

die elektromotoriache Kraft J^, welche durch die gleichzeitige

Verrtlclning von a nnd welche wfthrend des kleinen Zeit-

raums T stattgefunden hat, indudrt worden ist, d. i.

(24) B = eT{A,+ B,+ HA„ + Aß^B^^Bß}i;},

Es ist nun leicht nachzuweisen , dass eine gleiche elektromoto-

rische Kraft imlucirt wird, wenn dieselben kleinen Verschie-

bungen von a und ;j nickt giciclizeitig, sündcni nach einander

stattfinden. Es möge a auf dieselbe Weise wie vorher ver-

schoben werden , während ruht. Das Doppelintegral in (24

j

hat nur in Bezug auf a einen Werth, und dieser ist zur Zeit

t : A, -\- A^ t ; die durch die Verschiebung von a , wenn
sie dieselbe Weite wie vorher erreicht hat, inducirte elektro-

motorische Kraft ist also

Jetzt werde ß verschoben. Das Integral in (23) hat nun nur in

Bezug auf ß einen Werth, und dieser ist zur Zeit t^+T, wo
seine Verschiebung beginnt : B^ -f- ^ » lud zur Zeit

t, + iF+t : B,+ Bf^T-\-Bßt Hieraus erhalt man efßh

t

als die durch die Verschiebung von ß inducirte elektromotorische

Krall, wenn diese Verschiebung so gross als sie vorher in der

gleichzeitigen Verschiebung mit a war:
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Die Summe der durcb die beiden aufeinander folgenden Ver-

schiebuDgen von a und ß indacirten elektromotoriscben Kräfte

ist also

Wäre die Reihenfolge der Verschiebungen umgekehrt gewesen,

und zuerst [22] ß und dann a um dieselben Stücke verschoben

worden , so hätte als Summe der iuducirteu elektromotoriscben

Kräfte sieb ergeben

bt[A,+ B, + 4 [A,, + 2.4^ + Bß) t}.

Nun ist es aber gleichgültig, welche von den beiden Verschie-

bungen zuerst stattfindet, es wird dieselbe elektromotorische

Kraft erregt, weil diese in dem einen und dem anderen Falle

gleich ist der mit e multiplicirten Veränderung, welche das

Potential des inducirenden Stroms in Bezug auf die inducirte

von der Stromeinheit durobströmte Strombabn durob beide Ver-

scbiebnngen erfährt. Hieraas folgt:

Dies in '24) gesetzt, zciL^i , dns^ dieselbe elektromotorische Kraft

inducirt wird*, die kleinen Verschiebungen der beiden Leiter-

stücke mögen gleichzeitig oder aufeinander folgend stattfinden,

und dass also dieselbe der Veränderung proportional ist, welche

das Potential der inducirenden Strombahn in Bezug auf die in-

ducirte dadurch erl^brt. Da dies Resultat für alle kleinen Ver-

schiebungen gilt, zu welcher Zeit sie stattfinden, so gilt es auch

ftlr beliebig grosse Verschiebungen. Dass dies Resultat auch
richtig ist , wenn die inducirte Strombahn eine beliebige Anzabl
Gleitstellen mit bewegten Unterlagen besitzt, ergiebt sieb anf

demselben Wege der Betraebtang, wesbalb icb die weitere Aus-
führung unterlasse.

Ans der bisher geführten Untersuchung ergiebt sich, dass die

Gleichung für ^ in (20) allgemeine Gültigkeit hat, wie gross

auch die Anzahl der Gleitstellen in der inducirten Strombabn

ist, die Unterlagen derselben mdgen ruhen oder bewegt werden,

sie seist nnr noch voraus , dass sowobl die inducirende als die

induotrte Strombabn ebne Verzweignng sei. Aus dieser Glei-

ebni^ folgt
y
wenn/ die Intensität des mdncirenden Stroms ist,

nnd F=JE die dnrcb ihn indaeirte elektromotoriache Kraft,

wenn ferner sein Potential in Besng anf die von der Stromemheit
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26 Franz Nemnann.

durchströmte inducirto Bahn durch Q(i;-s) =jP[g a) be-
zeichnet wird, dasä

(25) F^B{Q(s^B,;i^Q(g'B,)).

Diese Gleiehung enthält folgenden Satz

:

Wenn ein geschlossener unverzweigter linearer
Leiter unter dem Ein fluss eines ruhenden, coustunten
Uliverzweigten [23] elektrischen Stroms die Verände-
rung erlitten hat, dass einTheil seiner Elemente oder
sämmtliche aus ihrer ursprünglichen Lage in eine
z w e i t e au f b e l i ü b

i
g e n W p o: c II fo r t g e fü h r t s i n d , n\' o b e i

es gleichgültig ist, ob eniTlieil dieser Elemente aus
dem geschlosseni'U Umgang des Leiters heraus-
getreten ist , oder an dere eingetreten sind, so ist die
d urch die se Veränd <t ung i u d iici rte el ektromotori sehe
Kraft gleich dem mit f mu 1 ti pli e i ite ii Unterschied
d er Po tential werthe des iiiduci i ( n d eii Stroms in Be-
zug auf den gesc hloss en e n Umgang des Leiters in

seinem End- und Anfangszustand, diesen Umgang
von der Stromeinheit durchströmt gedacht.

Die bisher gemachte Voraussetzung, dass der Leiter dem in-

ducirten Strome nur einen Weg seines Umganges biete , ist

gleichgtiltig in Beziehung auf die Theile der StroxRbahn, welche

keine Veränderung in Lage nnd Form erfahren ; diese können

anleine beliebige Weise verzweigt sein, ohne dass der Ausdruck
des vorstehenden Theorems dadnrch eine Aenderung erfährt.

Anders yerhält es sich , wenn d i e Theile der inducirten Strom-

bahn verzweigt sind, durch deren Verrückungen die elektro-

motorische Kraft erregt wird. Zunächst ist zu bemerken , dass

es in diesem Falle niclit hinreichend ist , um die Stärke der in-

ducirten Ströme zu bestimmen, die Summe der elektromotorischen

Kräfte , welche in dem ganzen inducirten Leiter in einem be-

stimmten Zeitmoment erregt sind, zn kennen, sondern dass man

diese Summe für jeden der geschlossenen Umgänge, welche die

Zweige der Strombahn bilden , kennen muss. Nnn erhält man
aber die in jedem einzelnen Umgang inducirte elektromotorische

Kraft, wenn man die Integrationen in (6) dieses Paragraphen

auf ihn beschränkt, oder, was dasselbe ist, die Gleichungen in

(21) und (22) auf diesen Umgang, als wäre er nur allein ?or-

handen, anwendet. Hieraus geht herror, dass das vor-

stehende Theorem, dessen Ausdruck eine nnver-
zweigte inducirte Strombahn voraussetzt, wenn diese
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lüducirte elektrische Stiüme. Abb. II. § 1. 27

verzweigt ist, für jedea ihrer geschiosaenen Um-
gänge gilt.

Gelren wir jetzt zu dem Falle über, wo der inducirendc

constante Rtrom auf eine holiehis^e Weise verzweigt ist. Ein

solcluT verzweigter Htrom kann als ein Aggregat von über

einander gelagerten einfachen Stromumgängen angesehen werden.

Ich bezeichne diese einfachen Stromumgänge [24j durch a, ß, etc.,

ihre StromstÄrken durch j^^jß^ etc. Diese Stromstärken werden
mittelst der OA7?2'schen Gesetze ans den Leitungswiderständen

des Stromsystems und der elektromotorischen Kraft der Erreger

bestimmt. Nennt man die Grdsse, welche oben in (1) und (2)

mit C bezeichnet wurde , in Bezug auf die einfachen Umgänge
a, ß, etc., d. h. wenn die Integration 2" in (2) auf diese bezogen

wird : C^^ Cß, etc. und behält für C die ursprüngliche Bedeu-
tung, die nämlich y welche dieser Buchstabe in (1) hat, bei,

Bo ist

0= Of^+ Cß+ ' *

'

Substituirt man dieäün Werth in (1) und verfährt auf dieselbe

Weise, wie mau (4) erhalten hat, so wird

(2Ü) J''f^t^'\^u%B,+JßiEß + --'\

wo Eß, etc. durch dasselbe Integral wie E in (5) ausgedrückt

sind , in welchem aber jetzt sich die Integration ^ respective

auf die Umgänge cf, ß, etc. bezieht. Ks sind also einerseits

ht^u^Jß^'ßy durch die einzelnen Umgänge inducirten

elektromotorischenKräi te, wofür wir setzen respective i''^, F^eic,
andererseits ist ihre SumiiiL'. wie aus (20) erliellt , die von dem
ganzen Strome inducirte elektromotorische Kraft, welche mit

F bezeichnet wird, so dass

F=^F^ + Fß'{

Setzt man hierin ffir F^, Fß etc. ihre Werthe, so erhält man

V;(Pf«.s„)-P(a.s;}

worin P {ct. s) das Potential der Stromciiilitit in dem Umgänge
a iii Lezug auf die Strouicinlicit in dem Umgänge s bezciclmet.

Die mit dem gemeinschaftlichen Factor e multiplicirte Grösse ist

die Differenz des Potentials des ganzen inducirenden, beliebig

verzweigten Stroms in Bezug aui die Stromeinheit in dem indu-

cirten Leiterumgang s in der End- und Anfangsposition seiner
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28 Frams Nemmum.

Elemente. Nennen vir den ganzen indneirenden 8trom wie
oben g, und bezeielinen das Potential von g in Bezng anf die

Btromeinbeit in e doreh Q [g • s} , so kann die Gleiehimg (27j so
geschrieben werden

:

(28) F=e{Qfe.8„) — Qfe.s,)).

[25"^ Diese Gleiclning zeigrt. dass das oben aus 25) ab-
geleitete Theorem eben so gut gilt , der i n duc irende
Strom mag einfach sein, oder auf eine beliebige Weise
verzweigt.

Mit Kücksicht auf die vorstehende Gleichung verwandelt

sieh (26) in

«29) J=eßte,^^Q(gs),

wenn man bei der Bildung des Differentialquotienten Q - s)

allein s als Fanotion der Zeit betrachtet, und Jaijßy
constant.

§2-

Es sollen in die^!em Paragraphen die Ausdrücke für die

elektroinotorisclie Kraft entwickelt werden, welche in einem

ruhenden linearen Leiter , der dem inducirten Strom einen ge-

schlossenen Umgang darbietet , dadurch erregt wird , dass die

Elemente eines indneirenden Stroms aus ihren ursprünglichen

Lagen anf beliebigen Wegen in andere fortgeführt werden. Im
Allgemeinen wirken in dieser Classe Ton Indnctionen zwei an
sieh TOn einander unabhängige Ursachen gleichzeitig Strom er-

regend, einmal die OrtsVeränderung der Stromelemente ^ nnd
dann die durch diese Ortsveränderung hervorgebraehte Intensi-

tätsveränderung des Inducenten. Es soll hier, wenn eine solche

Intensitfttsyerändemng gleichzeitig stattfindet, nur derTheil der

elektromotorischen Kraft bestimmt werden, weloher von der

Ortsveränderung der Stromelemente herrtlhrt . der durch die

Intensitätsverftndenmg inducirte Antheil wird in § 4 in Betracht

gezogen werden. Wenn ausser den Stromelementen aueh der

inducirte Leiter eine Bewegung hat, aber eine solche, wobei die

relative Lage seiner Elemente unyerftndert bleibt, so kann beiden

Systemen, dem Strom- nnd Leitersystem eine gemeinschaftlieke

Bewegung ertheilt werden , welche keine Induction erregt nnd
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Inducirte elektrische Ströme. Abh. II. § 2. 29

den Erfolg bat, dass der Leiter an seinem Orte bleibt, wodurch
dieser Fall auf den in diesem Paragraphen zu behandelnden
zurückgeführt wird.

Ich bezeichne wieder die Strom- und Leiterelemente respec-

tive durch JJiJ und Ds, das Element des Weges aber, auf wei-

chem Da fortgeführt wird, durch öco, so dass die Geschwindig-

keit ist. Ich setze znn&chst die Bahn sowohl des
dt

indnoiiendeii als indacirten Stroms ohne Verzweigung [26,

voraus. Das aus dieser Voraussetzung hervorgehende Kesultat

wird später auf die F&ile ausgedehnt werden, wo diese Bahnen
verzweigt sind.

Die durch die Bewegung von D a während des Zeitelements

dMn dem Leiter s inducirte elektromotorische Kraft Ei>a ist

nach meiner früherenAbhandlung bestimmt dnrch die Glleichimg

:

(1) EZ>(/ = — €v riJü bt,

wo FDa die nach clor Richtung von hta zerlegte Wirkung ist,

welche die inducirte Strombahn , von der Stromeinheit durch-

strömt gedacht, anf Da ausübt.

Die Wirkung, welche Ds auf Z)a ausübt, ist dieselbe, welche

Da anfDs ausübt, nur der Richtung nach entgegengesetzt, und
also» wennj die Stromstärke m Da bezeichnet:

j —^2 - {^^^ — I cos -Ö- cos ^ }

oder

^ Vdsda ^ ds dal'

wo 19-, y und r dieselbe Bedeiituug haben, welche ihnen im
Anfauge des vorigen Para§:ra])hen gegeben ist. Der vorstehende

Ausdruck mit dem Cosinus der ^Neigung von r gegen bu, d. i.

mit—— multiplicirt, und nach Ds in Bezug auf die ganze

inducirte Strombahn integrirt, giebt den Werth von FDa, also

0Ds( (Pr . dr dr\ dr

Nimmt man von (l) das Integral nach Da^ und dehnt dieses

auf die ganze inducirende Strombahn aus, so erhält man die

dnrch den Strom in dem Leiter zur Zeit t während 5 / inducirte
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30 Franz Neumann.

elektromotorische Kraft. Dieses Integral giebt den iaducirten

Differentialstrom, wenn es mit dessen reciprokem Leitungswider-

stand e' muitiplicirt winl : der DitTorentialstrom, nach ht zwischen

nnd integrirt, giebt den in diesem Zeitintervall inducirten

Integralstrom /. Man hat also, da e' unabhängig von t ist, und

j\ weil der Strom uuverzweigt angenommen wii'd
, unabhängig

von a ; [27]

;3)

worin

^, f'VO ^ ^ DsDa I d^r . dr dr\dr

Die Grösse E ist die Summe der in dem ganzen Leiterumgang
wälirend des Zeitraums von /, bis inducirten elektromoto-

risclien Kraft, weim die inducireiide Stromstärke innerhalb dieses

Zeitraums constant und gleich der Einheit ist ; diese Summe ist

y* d'JE

t.

wenn die Stromstärke j variabel ist. Die Grössen j.E nnd

ö^y werde ich im Folgenden durch i^' bezeichnen. Statt

(4) kann man schreiben, weil v =^ ist:

^ fOVbfaDsDaf d^r . dr dr\ dr

Dies dreifache Integral, wodurch £ bestimmt wird, unterscheidet

sich von demjenigen in (6) des vorigen Paragraphen nnr darin,

dass hier doi eine Function von g ist, während dort ho eine

Function von s war. Da aber zwischen dem bewegten g hier

nnd dem im § 1 bewegten s kein weiterer Unterschied vor-

handen ist , so kann man die Discussion des Integrals (6) § 1

unmittelbar auf das vorliegende anwenden, und erhält, mut. mut.

dies Theorem

:

Wenn ein constanter, unverzweigter elektrischer
Strom die Veränderung erlitten hat, dass ein Theil
seiner Elemente, oder sämmtlicbe ans ihrer ursprüng-
lichen Lage in eine zweite auf beliebigen Wegen fort-

geführt sind, gleichgültig, ob ein Theil dieser Ele<*
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Indudrte elektrischo StrOme. Abb. IL § 2. 31

mente aus der Strombali n ausgetreten ist, oder imdcre
eingetreten, so ist die durch diese Ortsvorimd criuig

der Elemente in einem in der Nähe des Stroms ruhen-
den einfachen L oiter u mgaiig inducirte elektromoto-
rische Kraft gleich dem mit e multipHcirten Unter-
schied der Potentialwerthe des inducirten Leiter-
iimganges, ihn von der Stromeinheit durchströmt
gedacht, in Bezug auf den constantcn inducirenden
Strom in der End- und Anfangspositiou aeiner Ele-
mente.

^28' Bezeichnen wir durch g,^ und die inducirende Strom-

bahn in der End- und Anfangsposition ihrer Elemente, durch s

die inducirte, und durch -P(c^/ ' ^) ^^"^ ^ (^/ * ^ ^'^^ Potentiale der

Stromeinheiten in c,, und in Bezug auf die Stromeinheit in s,

nennen eudlichy die constante Intensität des inducirenden Stroms,

und F die durch ihn inducirte elektromotorische Kraft, so ist

(6) F=ej{P{g„.»)-F{s,-a}).

Wenn der inducirte Leiter Verzweigungen besitzt, so gilt

dieses Theorem für jeden einfachen Umgang, welcher aus seinen

Zweigen gebildet werden kann, und giebt also die in den ein-

zelnen Umgängen erregten elektromotorischen Kräfte , deren

Kenntniss erforderlich und hinreichend ist, um die Stromstärke

in jedem Zweige des inducirten Leiters zu bestimmen.

Das vorstehende Theorem gilt auch für beliebig verzweigte

inducirende Ströme, unter der Bedingung, dass die Stromstärke

in jedem der geschlossenen Umgänge , welche aus den Strom-

zweigen gebildet werden können, durch die Verrückung der

btromelemente keine Veränderung erleidet. Der verzweigte

Strom ist nämlich als ein Aggregat von einfachen Strom-

umgängeu anzusehen; einer derselben werde durch v bezeichnet,

und zwar durch und i',, in der AntVm^s- und Endposition

seiner Elemente;/,, sei seine constantf Siromstärke, und JP,, die

durch ihn in dem ruhenden Lcitürumgang s inducirte elektro-

motorische Kraft. Bezeichnen wir wieder durch P(r-s) das

Potential der Stromeinheit in in Bezug auf die Stromeinheit

in s, so ist

Die elektromotorisclie Kraft, welche dnrch den gansen indu-

cirenden Strom erregt wird, ist die 8nmmd der E^fte, welche

dnroli seine elBzelnen oomponirenden Umgänge inducirt werden,

bezeichnen wir sie mit F, so ist
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(7) F=a<B'j, {P(xv,-3) — P(r,.s)},

wo durch @ eine Summe bezeichnet wird, die auf alle einfache

Umgänge, welche den gegebenen Strom zusammensetzen , aus-
zudehnen ist. Diese Summe ist aber die Potentialdifferenz der
Stromeinheit in dem Leitemmgang s in Bezug auf den ganzen
indueirenden Strom in der End- und Anfangsposition seiner

Elemente. Nennen wir g den indueirenden, beliebig [28] ver-
zweigten Strom und Q (s • sein Potential in Bezug auf die

Stromeinheit in a, so kann die vorstehende Gleichung so ge-
sehrieben werden

:

(8) i^=£{Qte„.s)-Qb,.8)}.

Die Bedingung der Unveränderlichkeit der Stromstärke iu

jedem der einfachen Umgäntre der verzweigten indueirenden

Strombahn eri'iilit sich bei constanten Stromerrei::< rii von selbst,

wenn die Bahn keine Gleitstellen besitzt, weil dann der Strom-
widerstand und seine Vertheilung in den Zweigen unverändert

bleibt. Diese Bedingung kann aber auch bei besonderen An-
ordnuDgeUj wenn Gleitstellen vorhanden sind, erreicht werden.

In Fig. 4 tritt der inducirende

Strom in a ein, theilt sich in a in

zwei Zweige aß und ayß, die

sich in (i wieder vereinigen , und
tritt bei h aus. Die Strom-

|X theilungsstellen « und ß sind zu-
gleich Gleitstellen. Die Fort-
filhiung des Zweiges aß &ns seiner

Anfangslage a^ß, in die Endlage
et
ffßff

erregt nämlich in einem iu

der Nähe befintl liehen Leiter-

nmgang die Induction. I'^er ver-

zweigte Strom lässt sich auf verschiedene Weise in zwei ein-

fache Umgänge zerlegen, ich zerlege ihn in die Umgänge aaßb
und ctyßj welche ich durch a und y der Kürze wegen bezeichne;

die Stromstärken in ihnen seien und/^. Nennt man u den
Leitungswiderstand im Zweige aß^ und w den im Zweige ayß^

und setzt u = kw ^ so ist = —
^ ^

y^. Nun kann man

leieht Anordnungen treffen, dass, an weleher Stelle swnesWeges
sieh aueh der bewegte Zweig aß befinde, sowohl/^ als X den-
selben WerÜL behftlt. Diese Anordnungen vorausgesetzt, erhält
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LidQCirte olektxiselie StiOme. Abb. II. § 2« 33

man fttr die durcb die YerscbiebaDg von aß in einem Leiter-

amgaage s indncirte elektromotorische Kraft F den Ausdruck

:

+ir;>{i>(y„.8)-P(y,.8)}.

Dieser Ausdruck reducirt sich übrigens
, wie man liicht sieht,

weuii durch 7c die Peripherie u^QL^^ß^^fl, der vom bewegten

Zweige beschriebenen Fläche bezeichnet wird^ auf folgenden:

dessen Biebtigkeit ans der Bemerkung erbellt, dass naeb unserer

Zerlegung des Induoenten in einfädle Umgänge — jy die

oonstante Stromstärke des bewegten Zweiges aß bezeichnet.

[30] Im Allgemeinen treten bei inducirenden Strömen mit

Gleitstellen, gleichzeitig mit der Verrückung ihrer Elemente,

Intensitätsveränderungen ein, diese treten nur dann nicht ein,

wenn die Vträiideruugen der Leituiigswiderstände und ihrer

Vertheihing. welche durch die Verschiebungen der Üah 11 stücke
hervorgebracht werden , sich gegenseitig compensiren. B a h n -

stück DCiiuc ich jeden zwischen zwei aufeinander folgenden

Gleitstellen liegenden Theil der Strombahn. Es sei der indu-

eirende Strom unverzweigt, und seine Intensität j\ welche er zur

Zeit t besitzt, verändere sich, in Folge der Fortführung seiner

Bahnstücke, in dem Zeitintcrvall von bis aus/, 'y^j,r Wäre
die Intensitäty während der Zeit von bis t constant gewesen,

so würde in diesem Zeitraum eine elektromotorische Kraft indu-

cirt sein vom Werthe

Die Intensitätj ist aber nur zur Zeit t vorhanden gewesen ^ da
dj

ihr Werth zur Zeit ^+ ^< schon /+ ^
aber j während d ^ als constant ansehen , da der Zuwachs nn-
endlieh klein ist, und erhält dann fllr die während indncirte

elektromotorisehe Kraft

J^P(e.8).

Nimmt man hiervon das Integral nach M zwischen i, und i,,^

so erhält man die darch die Vetacliiebiuig der Stromelemente in

dem Zeitraum von bis t^, indncirte elektromotorische Kraft J^,

nämlich:

Oatwal«*« KlMtiktr. 36. 3
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(10) F=efbij^F(^f,].
t

Diese Gleichung erhellt übrigens unmittelbar ans (3) , wenn

berücksichtigt wird, dass— = « —- ist. Die hier eben

angestellte Betrachtung findet, wenn der indndrende Strom rer-
zweigt ist, anf jeden seiner einfachen Umgänge Anwendung.
Daher verwandelt sieh fDr den in Fig. 4 (Seite 32] dargestellten

Fall die Formel (9), wenn und jy während der VerschiebuDg
der Elemente von aß variabel sind, in

(11) F=eßtj„^ P(ß.s) + e/öOy~ P(y -8),

[31] und der allgemeine Ausdruck in (7) ftlr die durch die Ver-
schiebung der Elemente eines beliebig verzweigten Stroms in

einem Leiternmgang induoirte elektromotorische Kralt^ wird bei

variabler Stromstärke

:

wo die Summe @ ai^e einfachen Umgänge, welche den gegebenen
Strom zusammenseteen, nmfasst.

Die Gleichungen (10), (11), (12) zeigen, dass bei variabler

Stromstärke die dnrch die Verschiebung der Stromelemente in-

ducirte elektromotorische Kraft nicht ihr Maass in dem dadurch
hervorgebrachtenZuwachs desPotentialwerthesdes inducirenden

Stroms in Bezug auf den von der Stromeinheit durchströmten

Leiterumgang hat , wir werden aber im Folgenden sehen , dass

dies wieder der Fall ist, wenn der durch die gleichzeitige

Intensitätsveränderung inducirte Antheil der elektromotorischen

Kraft berflckuchtigt wird.

§3.

In meiner früheren Abhandlung Aber die inducirten Ströme
wurden drei Classen von InductionsfäUen unterschieden, nämlich

zuerst Inductionen durch geschlossene Ströme in geschlossenen

Leitern, und dann Inductionen durch geschlossene Ströme in

ungeschlossenen Leitern, oder durch ungeschlossene Ströme
in geschlossenen Leitern, und endlich Inductionen durch
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Indueirte elektriflebe Ströme. Abb. II. § 3,

ungeschlossene Ströme in ungeschlossenen Leiteni. Ich bemerke,

dass bei dieser EintbeiluDg immer die Bahnen, sowohl der inda-

cirenden als indacirten Ströme , oder deren bewc^^ien Theüe als

feste Systeme voransgesetzt wurden. Die VorsteUnng, welche
mit der zweiten und dritten Classe verbunden wurde, bedarf

noch einer kurzen ErkliruDg. Man denke sich einen Theil der

indneirten Strombahn, den ich a nennen will, während der an-

dere durch b bezeichnet werden möge, durch Isolatoren mit

einem Theile a der inducirenden Strombahn verbunden, der

andere Theil dieser Bahn soll ß heissen. Die verbundenen
Theile a und a werden bewegt, während die Theile b und ß
ruhen. Hier findet eine Induction durch die Bewegung des un-
geschlossenen Stromstiicks « in dem iingoschlossencn Leiter-

sttick 6 statt. Diese Inductiou ist ein Fall der dritten Classe.

Ebenso gehört die [32j luduetion, welche in dem ung'eschlüssonen

Ijeiterstück a , das sich unter dem Eiutiiiss des un^esehlossenen

Stromstücks .j bewegt, erregt wird , in die dritte Classe. üm-
labste a die ganze indueirte Strombahn . und wäre also ^ = 0,

so würde in dem geschlossenen Leiter a die Inductiou durch das

ungebclilüssene Stromsttick
fj

erregt; dieser Fall gehörte in die

zweite Classe; dasselbe würde der Fall sein, wenn a den ganzen
inducirenden Strom umfasste und ß= 0 wäre.

Diese Eintheiluug ist uacli dem Standpunkt der vorliegenden

Betrachtung nicht erschopfeud, sie ist aber auch an sich un-
zweckmässig. Die Trennuno: , um in der eben gebrauchton Be-
zeichnung weiter mich auszudrücken, der Induction, welche in

b durch a erregt wird, von derjenigen, die in (i durch ß liervor-

gebracht wird, statt die Untersuchung zu erleichtern, erschwert

dieselbe ; beide Tuductionen, wie sie gleichzeitig in der Wirklich-

keit vorhanden sind, müssen auch gleichzeitig in Betracht ge-

zogen werden. In der aes't^Tnvävtio^en Abhandlung uiuss mit der

Voraussetzung, dass die Stiomb.ilint'ii oder ihre bewegten Theile

wie starre feste Curven bt wt ,ut \\erden, zugleicli die Eintheilung

in geschlossene und ungeschlossene Bnhnen aufgegeben werden.

Wir können hier nur so theilen : entweder findet die Induction

durch einen ruhenden Strom in einem geschlossenen Leiter statt,

dessen Elemente eine Ortsveränderung erfahren , oder in einem

ruhenden Leiter durch einen Strom, dessen Elemente beliebig

verschoben werden, oder endlich die Induction wird durch eine

gleichzeitige Verschiebung der Leiter- und Stromelemente er-

regt. Die Bewegung der Elemente ist in allen drei Fällen so

weit unbeschränkt, dass durch dieselbe die leitende Verbindung

3»
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in d( II Stroiiibahnen nicht niifgehoben wird. Die beiden ersten
Falle sind in den beiden voihergehenden Paragraphen behandelt
der dritte soll der Gegenstand des gegenwärtigen sein. Zu ihm
gehört, als ein ganz specieller Fall, der. welcher eben als eine
Indnction eines ungesehlosseuen Leiterstücka durcli ein un-
geachlossenes Btromstück bezeichnet wurde. Das Specielle dieses
Falles besteht darin, dass die Bewegnng d^r Klemcnte in a und
a von der Art ist, als gehörten diese Elemente einem festen
Körper an.

Ich werde, nm der Vorstellung ein bostiramteres Bild zu
gelx Ti. die Untersuchung mit der Betraclitung eines besonderen,
hierher gehörigen Falles beginnen, und dann zeigen, wie sich
diese verallgemeinern lässt. Der inducirende Strom sei un-
verzweigt

, und bestehe aus zwei Bahnstticken, welche [33] in
Fig. 5 durch a und bezeichnet sind, a soll ruhen, die Elemente

Fig. 6.

von ß aber werden auf beliebigen Wegen aus der Position in

die Position ß,^ fortgefflhrt. Gleichzeitig mit dieser Fortführung

geschieht in dem inducirten Leitenungang , der gleichfalls ans
zwei Leiterstfloken, mit a und h in der Figur hezeichnet, be-

steht, die Verschiebung der Elemente von so dass sie in der-

selben Zeit aus der Position in in die von h^, gelangen. Es
soll die durch diese gleichzeitigen im Uebrigen von einander

unabhängigen Verrttcbingen der Elemente in ß und in ^, in dem
Leiterumgang a-{-h inducirte elektromotorische Kraft bestimmt

werden.

Ich bezeichne ein Element des ruhenden Bahnstflcks a durch
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2>a, des rubenden Leiterstücks a durcli 7> 7, und die Elemente

der beweglichen Stücke ß und h durch J)ri und J)h. Den
ganzen Stromumgang a ^ ß werde ich durch 4," , und ein Ele-

ment desselben, wenn nicht unterschieden werden soll, ob es

zu a oder ß gehöre durch Do bezeichnen. Ebenso nenneich den

ganzen T^eiterumgang a -\- b oder s, und ein Element desselben

ohne T iiterschied, ob es zu a oder b gehört, Ds. Der ötrom in

ö habe die constante Intensität j. Die Wege, auf welchen Da
undi^a lortgefährt werden, seien und do, die Geschwindig-

keiten dieser Elemente also ^ und ^ • Das Zeitinter^all,
at dt

während dessen die gleichzeitigen Verrttcknngen stattfinden, liege

zwischen und
Die während öMn dem Leiterumgang s indueirte elektro-

motorische Kraft ist , wenn C und T in dem Sinne genommen
werden, welcher ftlr diese Bnchstaben im Anfange des § 1 nnd

§ 2 festgesetzt wnrde,

dt at

Nimmt man hiervon das Integral nach M zwischen und t^^ , um
die in diesem Zeitintervall inducirte elektromutorische Kraft zu

erhalten, bezeichnet diese mit JP, macht jF=JE, und setzt für

C und r ihre Werthe aus (2) § 1 und (2) § 2, so wird

„ . A^VQ^^-Z^ö^/ * drdr\drdo
E=^BjUL^—^Ydbra-^^b-di]-d-o^t

/*. VODßDsf dh' . drdr\drdio_ ,j 6< —5- - käßdiidi, di
•

Von den beiden durch ^ und S bezeichneten Integrationen, die

im Aiigemeinen [34] auf die ^^anzen Umgänge respective q und s

auszudehnen sind, besehräniit sich -2" in dem zweiten Gliede auf

die Element« von ß^ weil für die Elemente des Theiis a der

Factor = 0 ist , und S im ersten Gliede auf die Elemente
di

do
von 6, da für die Elemente von a hier = ^ ^^^i diesem

Gmnde ist in diesen Gliedern respeotiTe statt Do nnd D% ge»

schrieben worden Dß und Dh,
Ich werde das in dem ersten Gliede des vorstehenden Aua-
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(2)

dmcks von E unter dem IntesTalzekhen f siehende Doppel-
integral durch B bezeichnen, uud in dem zweiten GUede durch

so dass

VQ DaPh / d^r . dr dr\ dr do^—^^
r'M XdöM^^l^ä'dhiWo'di

"^-^ V ä(iä8 ~ ^ dsidoi dt
and

(3) E= — sJhtB — efhtB.

Die Integration in dem Ausdruck von B nach Da erstreckt

sich auf alle Elemente , welche zur Zeit t in dem Umgange g
enthalten sind, die nach Db ist von 1/ = bis b =b^^ auszu-

dehnen, wo bf und b^^ die zur Zeit t in den Gleitstellen liegenden

Enden des bewegen Stticks h sind. Die Integration in B nach
Dsi^t auf alle zur Zeit / in s vorhandenen Elemente auszudehnen,

die nach ])ß bezieht sich nur auf die zwischen und ß^^
liegenden Elemente, wo ß, und ß^^ die Gleitstellen de«; bewegten
Stücks ß zur Zeit / hez«ichnen. Es sind also sowohl die Anzahl
der Elemente, n.icli welchen in B und B zu integriren ist, als

die Lage derselben und deshalb auch r uud dessen Differential-

quotienten Functionen der Zeit, und somit auch B und B.

Diese Functionen B und B sind in (3) nach zwischen t, und
t^^ zu integriren

Ich werde annehmen, das Zeitintervall f^^ — t^= T^ sei sehr

klein, so dass, wenn man t^-\- r= t setzt, wo r zwischen 0

und liegen soll, man die Functionen B und B nach den Po-
tenzen von % entwickeln kann, und nur die ersten Glieder dieser

*Entwickelaiig zu berücksichtigen braucht. Ich setze

B= B, + B„%
B === B, -f B„T.

Hierin ist B, der Werth, welchen B zur Zeit besitzt. Der Zu-
wachs, welchen B zur Zeit t^-\~T erfahren hat, rührt von zwei
von einander nnabhängigen [ÄS] Ursachen her, einmal weil die

Lage und Anzahl der Elemente des Loiterstflcks b sich geändert

hat, und dann, weil dasselbe in Beziehung auf die Elemente der
Strombahn g stattgefunden hat. Ich werde, um die Wirkung
dieser beiden Ursachen zu unterscheiden, setzen

B„ ^ Bi, + Bfff
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*wo Bi den Theil von jB„ bezeichnen soll, welcher von der Ver-
änderung der Zahl und Lage der Elemente in b herrührt, und

Jßfj von der Veränderung der Elemente in g.

Ebenso besteht B^^ aus zwei von einaudtT unabhängigen

Theilen, der eine rtihrt von der Verschiebung der Elemente des

Bahnstücks ß her, und dieser soll mit bezeichnet werden,

der andere von der Veränderung , welche der Leiterumgang s

erlitten hat, und dieser öoil B^ genannt werden, so dass

B„ = B, + B^.

Setzt man diese Werthe in (3) nnd integrirt, nachdem man
statt gesebrieben bat, nach zwischen 0 nnd r^, so erhUt
man für die in dem kleinen Zeitintervall r, inducirte elektro-^

motorische Kraft E den Ausdruck

(4) E « {B,+ B,+ 4 (ifj + Äff+ B,+ B^) T,}.

Ich werde jetzt nachweisen, dass dieselbe elektromotorische

Kraft inducirt wird, w t im man dieselben Verrückungeu der Ele-

mente der inducirenden und inducirten Btrombahn nicht gleich-

zeitig, sondern nach einander erfolgen lässt.

Es sollen die Elemente von ß in Ruhe bleiben , und die von

h errflckt werden ; dann ist wegen^= 0 anch B 0 nnd

Die jetzt inducirte elektromotorische Kraft, welche ich is^ nenne,

hat den Ausdruck

B» = - {£,+ i Sit,}.

worin, da die Verrückung der Elemente von b ebenso gross sein

soll, wie vorher, 7^ denselben Werth als in (4) besitzt. Jetzt,

n;ML'h(lem die Vorschiebung von b vollendet ist, sollen die Ele-

mente von ß fortgeftlhrt werden. Diese Fortftihrung geschieht

in dem Zeitraum von -\- bis f^-\- 2 r,. [36] Zur Zeit

hat B den Werth B, + B^r, und zur Zeit t,+ T,+ T ist also'

B = B, + B,T, + BßT,

wahrend in dieser Periode B^O ist, weil in ihr — s 0.
at

Kennt man die in dieser Periode inducirte elektromotorische

Kraft , so ist
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und demiiach die Summe der in beiden Perioden indncirten
elektromotorisehen Kraft

Wäre die Ordnung , in welcher die Elemente der Stfloke b

nnd ß fortgefttlirt sind , die umgekehrte gewesen, nnd wäre also

zuerst ß und dann b verschoben worden, so hAtte man, wenn
die in der ersten Periode indncirte elektromotorische Kraft
durch Eß , die der zweiten Periode durch j^^ bezeichnet wird,

erhalten

:

=— 6z, {B, + 4 (2^^ + Bf,) T,}

und also die Summe der in beiden Perioden inducirten elektro*

motorischen Kraft

Eß+ E^-^ ti, [B, + B, + \[Bß+2B^^ B^)

Nun musB aber Eß-\- Eff= Ei^-^- Eg sein, weil jede dieser

Grössen dem Unterschied der Werthe gleich ist, welche das

Potential von g in Bezug auf s in den End- nnd Anfangspositionen
der Elemente dieser zwei von der Stromeinheit durchströmten

Cnrven hat, und es in Beziehung auf diesen Unterschied gleich-

gflltig ist, ob die Elemente von b zuerst nnd dann die von ß^

oder ob umgekehrt zuerst die Elemente von ß und hierauf die

Ton b fortgeftlhrt worden sind. Hieraus folgt aber oder

2B, = ^^-fB,.

Setzt man diesen Werth von in (5) und vergleicht diese

Gleichungen mit (4), so sieht man, dass

£ = £1, + Es

und dass es also bei kleinen Verschiebungen der Strom- und
Leiterelemente [37] gleichgültig ist, in Beziehung auf die in-

ducirte elektromotorische Kraft^ ob diese Verschiebungen gleich-

zeltig oder aufeinander folgend stattfinden. Bezeicbnet man die

Curven s und g zur Zeit durch s, und , zur Zeit 4- ^/

durch 8^^ und g,^ nnd durch P(s * wieder das Potential von s

in Bezug auf g, beide Curven von der Stromeinheit durchströmt

gedacht, so kann man statt (4) schreiben

Wenn die Verschiebung, und also auch unendlich klein =ht
ist, so ist F{g^^'a,Jl — P(g,'S^) der mit multiplicirte nach^
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genommene Differentialquotient vod Pfc,-s^). Mit Weglassuiig

der Accente an g und s hat man also für die während ö^indu-

cirte elektromotorische Kraft den Ansdrack

Hierbei ist die Stromstärke des Indneenten der Einheit gleich

gesetzt. Ist diesej, so ist die inducirte Kraft

(6) eUj~P(s-i),

woraus folgt, dass, wenny constant ist, auch die in jedem end-

lichen Zeitintervall von bis i^^ inducirte elektromotorische

Kraft F ausgedruckt ist durch

wo g^, g^^ und s,, s^^ die Curven und s in der Lage ilirer Ele-

mente bezeichnen, die sie zur Zeit nnrl f,, besitzen.

Durch die vorstehende Betrachtung ist die öumme der beiden

dreifachen Integrale in (l) auf die Differenz zweier Doppel-

integrale zurttckgeftthrt, nämlich, indem für P(g*s) sein Werth
gesetzt wird

F=Ej^ ^eyZS cos(Z>ff,.i>5,)

^ 2S cos (Da, *D8„),

worin durch die den Elementen und dem r sagefttgten Strichel-

ohen die Lage nnd Entfernung derselben im Anfang und am
Ende ihrer Yerrllcknngen bezeichnet sind. Die Integrationen

sind anf die ganzen geschlossenen Umgänge anszndehnen.

[38] Wir haben bis jetzt einen speeioUen Fall , wie er in

Fig. 5 (Seite 36) vorgestellt ist, voransgesetzt nftmlich, dass

die indnclrende Strombahn ans einem ruhenden und einem be~

wegten Bahnstfteke bestehe , und ebenso der inducirte Leiter

nur ein rubendes und ein bewegtes Leiterstflck besitze. Die
Torstehende Betrachtung erleidet aber dadurch keine Yerftnde-

rung, dass wir sowohl der inducirenden als inducirten Strom-

bahn, wenn nur beide nnverzweigt bleiben, eine beliebige An-
zahl Bahn- und Leiterstücke ertheilen. Wir brauchen nur unter

a alle ruhenden Stromelemente , wenn solche vorhanden sind,

verstehen, und unter ^ alle bewegten, und ebenso unter a alle
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ruhenden Elemente der iuducirten Bahn und unter h alle be-
wegten. Die Gleichungen (7) und (S) gelten also allgemein für

alle unverzweigten Strom- und Leiterumgänge. Ist die indu-
cirte Strombalin verzweigt, so gelten sie fflr jeden geschlossenen

Umgang, der ans ihren Zweigen gebildet werdeu kann. Ist der
inducirende Strom verzweigt, und bleibt die Stromstärke in
jedem Zweige nnj^rc achtet der Vcn iickung der Strome! eraente,

ungeändert. m ^rf Ifen die Gleichuufien (7^ und (8) für jeden der
einfachen Ötromumgänge. aus welchen der Inducent zusammen-
gesetzt gedacht werden kann. Es sei einer dieser TJrnc^änge,

die in ihm fliessendo Sjromstärko sei Jy und der Anthcil der
inducirten elektromotorischen Kraft, welcher ihm zukommt,
werde durch Fy bezeichnet, so ist nach (7)

= ejy {P{v,, . sj — P{v, s;
}

und die ganze indneirte elektromotorische Kraft also

(9) i'=£@y^{PK,.8„) --P(,^,.S,)},

wo <S dieselbe Bedentang wie in (7) des vorigen Paragraphen
hat, wofür man, wenn Q(g s) das Potential des inducirenden.

beliebig verzweigten Stroms g in Bezug auf die Stromeinheit in

s bezeichnet, schreiben kann

(10) « {Q (s,,. 8„) -Q(s,. %,)}.

Durch diese Gieichuno' ist das neue, im Eingang dieser Abhand-
lung aufgestellte Inductionsprincip so weit bewiesen , als in dem
Inducenten keine Veränderungen in der Stromstärke vor sich

gehen.

Ist die Stromstärke/variabel, und der Inducent unverzweigt,

so erhält man ans (6) für die in dem Zeitintervall von t, bis t,,

indndrte elektramotorisehe Kraft den Ausdruck [39]

(11) F^efuj^^Pis-i).

Ist der Inducent verzweigt, und seine Stromstärke veränderlich,

so erhält man hieraus statt der Gleichung (9) die folgende

(12) F=e^.Juj\~P,vi].
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§4.

Es bleibtnoch übrig, diejenige elektromotorische Kraft aiiszii-

drücken, welche, ohne dass eine Ortsveränderung der Elemente

eines indnciienden Stroms eintritt, durch die Veränderung seiner

Stromstärke erregt wird, oder, wenn eine solche Ortsveränderung

vorhanden ist, den Antheil der inducirten elektromotorischen

Kraft zu bestimmen, welcher von der gleichzeitig eingetretenen

Intensitätsverändernng herrtthrt. Dies ist der Gegenstand dieses

Paragraphen.
Der Ansdruck ftlr die in Rede stehende elektromotorische

Kraft kann nicht ans den Principien, welche den vorigen Para-
graphen zn Gmnde liegen, abgeleitet werden, da diese sich nnr
auf die OrtsTerSndemngen der Strom- nnd Leiterelemente be-

ziehen. In meiner frttheren Abhandlung aber wnrde ich dnrch

Anal<^e auf ein anderes Princip gefflhrt, durch welches die

vorliegende Frage beantwortet werden kann, nnd das sich dnrch

die Beobachtung als richtig bewährt hat. Dieses Princip habe
ich an dem angeführten Orte so ausgesprochen : wenn in einem

ruhenden geschlossenen Strom g die Intensität/^ sich in j)^ ver-

ändert, so ist die in einem in seiner Nähe befindlichen ein-

fachen Leitemmgang s dadurch inducirte elektromotorische Kraft

d. i. proportional mit der Potentialdifibrens des Indncenten g in

seinen zweierlei Intensitätsznständen xnAJ,, in Bezng auf die

Stromeinheit in dem Leitemmgang s.

Der Grundsatz, anf welchem dies Princip beruht, ist der,

dass die Indnction in einem ruhenden geschlossenen Leiter

allein durch die Yerändernng der Wirkung des Indncenten nach
Aussen hervorgebracht wird , nnd dass die in einer bestimmten

Zeit inducirte elektromotorische Kraft allein von dem Anfangs-

nnd Endzustand dieser Wirkung abhängt, nicht von der Art nnd

[40] Weise , wie der letztere aus dem ersteren hervorgegangen

ist. Ist z. B. der Endzustand dieser Wirkung gleich dem An-
fangszustand, so ist die Summe der inducirten elektromotorischen

Krall immer gleich Null. Wenn dieselbe Veränderung in der

Wirkung eines Stromes nach aussen, welche dnrch eine Ver-
änderung seiner Intensititt eingetreten ist, dureh eine Ver-
schiebung seiner Elemente hervorgebracht werden kann, so hat

man in dem Ausdruck der durch diese Verschiebung inducirten

elektromotorischen Kraft zugleich den für die durch die Intensi-
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tätsverändernng erregte. Die Veränderung der Stromstärke von

jf 'mj\, eines ruhenden Inducenten bringt dieselbe Variation in

seiner Wirkung nach aussen hervor, als wäre zu dem ursprüng-
lichen Sti'om ein anderer von derselben Configuration mit der
Intensität — aus unendlicher f'erue. hinzugeführt und über
ihn gelegt worden. Die durch den hinzugeführten Strom indu-
cirte elektromotorische Kraft ist F= f i,/]^

—
J^) P{? ' s'' - nnd

dies ist der in (1) gegebene Ansdiuek für die (linch die

Intensitätsveränderung j^^ — inducirte elektromoturische

Kraft. — Ich werde diesen Grundsatz noch durch ein zweites

Beispiel erläutern, und dazu den in § 2 behandelten Inductions-

fall, auf welchen sich Fig. 1 (Seite 32) bezieht, wäiiieu. Ich
behalte die damals gebrauchte Bezeichnung bei, und füge der

dort gemachten Bestimmung, dass und A constant sein sollen,

noch die hinzu, dass A verschwindend klein sei. Alsdann fliesst

der ganze inducirende Strom in dem Umgang aaßb, da jetzt

die Intensität/., in dem Zweige ayß unendlich klein ist. Führt
man nun das bewegll» he Bahnstück aß aus seiner Anfangslage

a^ß^ in der Richtung nach so weit , bis es bei y ganz aus

der leitenden Verbindung mit der Btrombahu heraustritt , so ist

die inducirte elektromotorisdie Kraft ej^ Pf/r-s), wo ji die

Curve a^^ y ß ß^ bezeichnet , auf welcher die Enden des be-

wegten Bahnstfiflcs fortp'lfMteten. Die Veräiidi rung, die in dem
inducirenden Strom hervorgebracht ist, ist aber keine andere, als

die, welche durch das Eintreten des Stroms in die mit it be-

zeichnete Curve, in welcher im Anfange kein Strom fioss, hervor-

gebracht wird. Das Eintreten eines Stromes von der Intensität

in die Bahn k inducirt also in dem Leiterumgang s eine

elektromotorische Kraft, deren Ausdruck €j\^P{7C'S), oder wenn
fttr • s) sein Werth gesetzt wird^ and stattj'^ der Bachstabe

j gebrancht wird

:

(2) — i SE ^^^"^
cos {Ds . i>yr),

[41] wo die Integrationen auf die geschlossenen Curven 7t und 8

anszndehnen sind. Da dieser Ausdruck gilt, welche Formen
auch TCTLSkä s haben, so schliesst man hieraus, dass jedes Strom-

element Dtv in jedem Leiterelement Dsy sofern diese Elemente

geschlossenen Umgängen angehören , dadurch , dass die Strom-
intensität des Umganges, zu welchem Dtv gehört, von 0 hisj

wächst, eine elektromotorische Kraft indncirt, welche den Ans-*

druck

:
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(3) — ^ej—-— €08 {Ds^Dn:)

lukt Statt des AiuscLracks in (2) kann man
,
sufolge der Nach-

weisang, velohe in § 1 bei Ableitung der Gleichung (13) ans

(12} gegeben ist, schreiben

, .© r Ds Dn dr dr

und also auch als elementare Wirkung der Indnction durch

IntensItätsveründeruDg setzen

, .DsDTtdrdr
(5) ^'J—i^Tadic-
Die Absicht der Ansdrflcke in (3) und (5) Dir die elementare

Indnction durch Intensitütsveränderung ist, durch sie den An-
theil zu bestimmen, weichen ein gegebener Theil der Strombahn
7C an der durch ^e ganze Bahn inducirten elektromotorischen

Kraft hat, oder den Theil derselben, welcher in einem gege-

benen Stflck des geschlossenen Leiteramganges erregt ist. Man
erhslt diese Theile der elektromotorischen Kraft, wenn man die

Integrationen in (2) und (4) auf die in die Bede stehenden Stticke

der Ourven 7t nnd s beschränkt.

Aus dem Vorstehenden folgt, dass, wenn in einem Strom-

dj
dement Der die Stromstftrkey während Ö t einen Zuwachs ^ ^ ^

erhält, dadurch in dem Element Ds eines geschlossenen Leiter-

Umgangs s eine elektromotorische Kraft erregt wird, welche den

Werth

(6) ^^eU cos (Ds'Da)'^

hat, und dass die durch den ganzen Stromumgang in dem ganzen

Leitemmgang wahrend ht inducirte elektromotorische Kraft

(7) ebtF{s-B)^

[42] ist; die Summe derselben, welche in dem Zeitraum von

bis t^, erregt ist, ergiebt sich dnrch Integration dieses Ausdrucks
nach bt zwischen und t^, , und ist also

(8) 'ß^^i^-'^Tt'
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Hierin kann P(^* s) eine Function der Zeit sein, entweder weil

die Lage der Elemente von s oder die Lage der Elemente von
von dieser GrOsse abhängen oder weil beide Gnrven zn^leich
mit der Zeit sich yer&ndem.

Die vorstehenden Ansdrflcke in (7] und (8) gelten, wenn der

Leiter verzweigt ist, fllr jeden einfachenUmgang dessellien^ nnd
wenn der inducirende Strom verzweigt ist, für jeden seiner ein-

fachen Umgänge y ans welchen er zusammengesetzt gedacht
werden kann.

Ich werde jetzt nachweisen , dass , wenn eine Intensitäts-

veränderui)^ infolge der Verrückung der Stromelemente eintritt,

die gauze inducirte elektromotorische Kraft, von der ein Theil
durch die Verrückuug der Elemente, der andere durcli die

\ ariation der Stroniintensitat erregt ist
,

gleicli ist dem mit £

multiplicirten Unterschied der Wertlie, welche das Potential des
inducireuden Stroms in dem End- und Aufangszustand seiner

Elemente in Bezug auf den von der Ötromeinheit durchströmten

Leiterumgang hat. Ich werde dies zuerst in einigen einfachen

speciellen Fällen thuu, von welchen aus sich dasKesultat leicht

verallgemeinern lassen wird.

Es sei der inducirende Strom ohne Verzweigung, und er be-
stehe aus einem ruhenden Bahnstücii a und einem bewegten ^.

Die Fortführung dieses Stücks geschehe in dem Zeitraum von
/,bis und wirke inducirendauf einen ruhenden Leiterumgang s.

Das Verhältniss der Leitungswiderstände in a und ^!:^ sei so, dass

die Stromstärke / durch die Fortführung des Bahnstücks
f*

sich

vony, ^^J// verändert. Die von a und ,i gebildete geschlossene

Bahn nenne ich g und bezeichne sie durch und g^^ in der An-
fangs- und Endposition von -i.

Der Antlu'il der elektromotorischen Kraft, welcher durch

die Furttilhrung der Elemente von inducirt wird, hat nach

(10) § 2 den Ausdruck

[43] und der durch die Veränderung der Stromstärke indueuie

Antheil ist nach (8) dieses Paragraphen:

wo die Integrationen in beiden Ausdrücken auf das Intervall

von bis auszudehnen sind. Die Summe F dieser beiden

19)

(10)
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Antheile, d. i. die ganse indadrte elektromotorische Kraft

ist also

d. i.

(11) F= £ {y„P (s„- 8) - j,Fig,- 8)}.

Dies ist für den speciellen vorliegenden Fall der Satz , welcher

bewiesen werden sollte. Man sieht aber sogleich, dass man zu

demselben Besnltat gelangt, wenn man den Strom ans einer be-

liebigen Anzahl Bahnstttcken bestehend roranssetzt, dass man
ihren Gleitstellen ruhende oder bewegte Unterlagen geben kann,

dass man endlich die Elemente des Leitemmgangs gleichzeitig

mit den Stromelementen beliebig yerschieben kann , ohne dass

der Ausdruck üttr J^in (1 1) dadurch eine Veränderung erleidet,

wenn nur Strom- und Leiteromgaug unverzweigt ist. Denn da
in allen diesen FAUen der durch die Verschiebung der Elemente

erregte Theil der elektromotorischen Kraft durch (9), der durch

.die Intensitätsverändemng erregte Antheil durch [10] aus-

gedrückt ist, und F die Summe Seser beiden Theile ist, so gilt

die Gleichung (1 1) Oberhaupt f^r einfache Strom- und Leiter-

umgäDge, muss nun aber, in dieser Verallgemeinerung, so ge-

schrieben werden

:

(12) F=i {j„

P

(sV • sJ P (?, • s,)}.

Es ergiebt sich ferner, dass, wenn der indueirte Leiter verzweigt

ist, da in diesem Falle (9) und (10 )
die eben bezeichneten Theile

der elektromotorischen Kraft ^ welche in jedem einzelnen Um-
gang, der ans seinen Zweigen gebildet werden kann, erregt wird,

* ausdrücken, die Gleichung {11) für jeden solchen Umgang gilt,

und durch sie die in ihm indueirte elektromotorische Kraft be-

stimmt wird.

Behufs der Beurtbeilung

der Induction durch beliebig

verzweigteInducenten, werde
-ich zuerst wieder ein ein-

faches hierher gehöriges Bei-

spiel behandeln. Fig. 6 stelle

den indueirenden Strom dar,

er besteht aus den [44] drei

Zweigen a, von denen,

wahrend a und f ruhen, ß
aus derLage ß, in die Lage ß,f forlgeffthrt wird, wodurch in

Fig, Ö.

Digitized by GöOgle



48 Franz Nenmami.

einem in der Nähe befindlichen Leiteramgang s die elektro-

motorische Kraft F inducirt wird. Diesen verzweigten Strom
sehe ich als aus zwei einfachen Strömen zusammengesetzt an,

von deneii der eine seine Bahn in dem ans u und ß gebildeten

Umganer hat, der andere in dem aus a und y gebildeten. Die
Stromstärke in dem ersteren Umgang werde ich durch y,o, in

dem anderen durch jy bezeichnen. Die Anfangs- und Kud-
werthe dieser Grössen sollen Jß,,jy^ xm^kjß^^ . f.,,, sein. Ebenso
sollen ^ in ihren Anfangs- und Endzuständen bezeichnet

werden. Das Integral - cos [Da - Ds) , ans- !

gedehnt in Bezug auf Ds auf den ganzen Leiteramgang s und
beschränkt in Bezng auf iJa respective auf die Bahnstücke
cf, ff, y, will ick darch P{a • s), F [ß s), • s) bezeichnen. Das !

Potential des ganzen indncirenden Stroms, den ich dnrch g be-
zeiohne , in Bezug anf die Stromeinheit in s soll Q(g * b) sein,

so dass

(1 3) Q (g
. s) (P (« . s) 4- • s)} +jy {P{a • s) + P{y • s)}.

Die durch dip Verschiebung der Stromelemente in s indu-

cirte elektromotorische Kraft i«" ist die Summe derjenigen, welche
von jedem der einfachen Umgänge, in welche der Inducent zer-
legt ist, erregt wird. Also hat man mit Rticksicht auf das in

(11) in Beziehung anf einfache Umgänge erhaltene Besnltat:

jP= eUß,Ana,yB)+ F{ß,y,^)--j,^^^^

^ ^ +€Ü;.,A^«,,.s)+P(y,,.s)Wy,(P(«^^

worin in dem vorliegendem Falle, wo der ans a und y gebildete

,
Umgang unverändert bleibt

P(a„. 8) + s)= P(tf,. s) + P(y,. s).

Statt (14) kann man mit Rflcksieht anf (13) sehreiben

(15) F=a{Q{g,,'B]^Q{s,'S)],

wodnreh der Satz, welcher naehgewiesen werden sollte, eiv

reicht ist

Jede andere Zerlegung des gegebenen Stromes, z. B. in die

zwei Umgänge, welche dnrch aj^nnd yß gebildet werden, ftthri

zu demsäben Besnltat. Ich werde, obwohl gar keine Schwierig-

keit dabei ist, die Betrachtung flDr diese Zerlegung noch durch-
fllhren. Ich werde die Stromstärke in dem [45] Umgang aß
jetzt dnrch und in dem Umgang ßy durch jy bezeichnen»
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Die Grösse y., ist dieselbe, wie vorher; dies ergiebt sich daraus,

dass in jedem Zweige, also auch in y dieselbe Stromstärke vor-

handen sein mnss, auf welche Art die Zerlegung auch vor-

genommen wird; aus demselben Grunde ist auchy^, die jetzige

Stromstärke in a
,
gleichjß \-jy , welches nach der ersten Art

der Zerlegnng die Stromstärke in diesem Zweige war. Die

Summe der von den beiden einfachen Strömen nnd/^ indu-

cirten elektromotorisohen Kraft ist

F= f{y„,X^'(«//8) +P(^f„-3,)-y„,('P(«/-s)+-P(i»/8))}

Es ist in dem Gliede, welches ^ich auf den Strom bezieht,

demP(/^-s! das negative Vorzeiclien gegeben, weil die Rich-

tung, nach welcher das durch diese Grösse bezeichnete Integral

zu nehmen ist, entgegengesetzt ist derjenigen, nach welcher das-

selbe Integral in dem Gliede genommen ist, welches sich auf den
Stromy^ bezieht.

Der vorstehende Ausdruck reducirt sich, wie man sogleich

sieht, auf

er verwandelt sich übrigens in den Ausdruck (14), wenn man
die Relationen y„,,=y^,, y^,=y^, +yy, berück-
sichtigt.

Man übersieht leicht, dasb, wenn wir bei dem in Fig. O (Seite 47)

dargestellten Inductionsfall bleiben , aber während der Fort-

führung des Pjiihijstücks /y, den aus a, y gebildeten Umgang
eine beliebige Formveränderung erfahren lassen, an der Glei-

chung für i*^ (15) dadurch nichts verändert wird, dass aber,

wenn der inducirte Leiterumgang nicht ruht, vielmehr seine

Elemente eine beliebige Verschiebung erfahren, die Gleichung

(15) sich verwandelt in

(16) ii'=«{Q(s„.8„)-Q(s,.«J}.

Nach dieser Discussion eines Beispieles eines verzweigten

Inducenten variabler Intensität, wird es leicht sein, die Betrach-

tung allgemein anzustellen. Es sei ein beliebig verzweigter

Strom gegeben, dessen Elemente beliebig verschoben werden,

diese Verschiebung und die dadurch hervorgebrachte Intensitäts-

veränderung inducirt in einem in der Nähe befindlichen ein-

fachen Leiterumgang, dessen Elemente gleichfalls eine beliebige

gleichzeitige Verschiebung erfahren, einen Strom, es soll die

08tw«ld*B KlMsiker 36 4
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Summe der inducirten elektromotorischen ,46] Kraft bestimmt
werden Es werde der indiicirende Strom in die einfachen

Ströme zerlegt, ans deren ü^^berpinfinderlagerung er ent-

standen gedarbt weiden kann, ihre Umgänge H<»ien a, v --^

und ihre Stromstärken ,

•
- j\. • • Die Anfangs- und End-

zustände sollen wieder durch beigefügte Ötrichelchen bezeichnet

werden. Den ganzen inducirenden Strom nenne ich g und in

seinem Anfangszustun d nnd Endznstand: und g,,. Die ent-

sprechende Bedeutung haben s, s^, s^^ für den inducirten Leiter-

Umgang. Das Potential von g in Bezug auf s , diesen Umgang
von der 8tromeinheit darchstrdmt gedacht, ist Q • s), so dass

(17) Q{g-B) =j\,F{a'B) +jßF{ß'a) + • • = @y^P(i/. s},

wo das Snmmenzeichen@ anfalle einfachen Umgänge, in welche
der Indncent zerl^ ist, sich bezieht.

Die von dem Umgange v indncirte elektromotorische Kraft
ist nach (12)

Die von dem ganzen Indncenten erregte Kraft F ist die Snnune
der von seinen einfachenUmgängen indncirten elektromotorisclien

Kräfte, also

(18) F= e&*{j^„P(r,r^,)—y^,P(^-8,))

oder nach (17)

(19) P=.e{Q(g„.s„)^Q(^,.s,)}.

Dnrch diese Gleichung ist der Satz, welcher im Eingänge dieser

Abhandlung als ein nenes Princip der mathematischen Theorie

der Indnction aufgestellt ist, in seiner ganzen Allgemeinheit

bewiesen.

Ich will hier nnr noch einem Bedenken begegnen , welches

bei der Herleitung, die ich eben fdr diese Gleichung gegeben
habe, entstehen konnte. Dies Bedenken bezieht sich auf den
Fall, wo die Anzahl der einfachen Stromumgänge, in welche der

Inducent zu zerlegen ist , vor und nach der Verrückung seiner

Elemente verschieden ist. Die Discussion eines einzelnen sol-

chen Falles wird hinreichen, zu zeigen, dass dieser Umstand,
wenn er eintritt, ohne Einfluss auf die Gleichung (19) ist.

Unter Anzald von Umgängen , in welche der Strom zu zerlegen

ist, ist die kleinste, durch welche dies geschehen kann, ver-

standen; dies ist eine durch die Verzweigung des Stromsystems
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YoUkommen bestimmte, und gleich der Anzahl von Wegen,
welche das [47] Stromsyatem gestattet, nm Ton einem Punkte
desselben ans m ihm zorftckzakehren, ahne einen Theil des

Weges doppelt zu gehen. Anschanlicher wird die kleinste An-
zahl Ton Stromnmgftngen, in welche ein verzweigter Strom zer-

legt werden kann, wenn man sich die Sirombahn mit ihren Ver-
zweigungen in eine Ebene, oder euie andere Uftche so gelegt

denken kann , dass die Zweige sich in keinen anderen Punkten

als in den StromÜieilnngsstellen schneiden. Dadurch wird in

dieser Fläche ein Stttck begrenzt, das Btromgebiet, innerlMÜb

dessen alle Stromzweige liegen, und dasselbe in Stromfelder
theilen. Die Anzahl dieser Stromfelder ist dann das Minimum
der Anzahl von einfSkchen Umgängen, in welche das Stromsystem

zerlegt werden kann. Jeder dieser Stromumgänge kann wieder

auf verschiedene Weise zerlegt werden , z. B. kann jeder als

ein Aggregat von Strömen in derselben Bahn angesehen werden.

Nach dieser allgemeinen Bemerkaug wende ich mich zu dem
speciellen Fall.

Es sei iu Fig. 7 der inducirende Strom dargestellt. Er besteht

ans dem Stamm a^iy und den Zweigen ^dey und (ifiy. Die

Induction wird durch die

Portführung des Bahn-
sttlcks ßy in die Lage /^^/^

erregt. Vor der Fortfüh-

rung des Bahnsttlcks be-

steht das Stromgebiet aus

drei Feldern , nach der

Fortfflhrnng aus vier, vor

der Fortführung mnss der

Strom also wenigstens in Fig. 7.

drei, nach derselben in vier

einfache Umgänge getheilt werden. Es hindert aber Nichts den

Inducenten auch schon vor der Fortführung des Stücks ßy in

vier SfroTniimgäno;e zu zerlegen, und diese so zu wählen, dass

sie denjenigen nach der Fortführung entsprechen. Ich zerl(

nach der Fortführung in die Umgänge aß^y^ct, ctd/y^a^ adea
und a/^a, nenne diese respective ß, x, ö und //. und die Strom-

stärken in ihnen y^j/x, etc. Vor der Verrückung fallen die

beiden Umgänge ß und x zusammen, und bilden den einen Um-
gang aßy j den ich a nennen will, in welchem also ein Strom von

der Intensität Aiesst- Di© Anwendung der Fonnel

(18) auf den vorliegenden Fall giebt

4*
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1^=7= €{>>//^%v/S/,) +/.//Pi>v/S/; +^()//^(^,/-«//)

-^Uß^^ißf'^f) H-yx/i^cv»,) H-y^^ri^i^,-«,) H-y^/i'if^/-»/

)

worin man, daP;/?,-8,) =P(x,.8,)= P(a,-9,l undy^,4-y^,==y^,
ist, sfÄtty^,Pf//, .8,) 4- y^/ ^(^/ • S/) sötzen kann,y^^,P(a,- s, .

Hieraus ergiebt sich , dass für die Anwendung die vermittelnde

Betrachtung, nach welcher vor der [48] Verrttckung des
Bahnstttcks in jß und zerlegt wurde, imnöthig ist, welches

aneh schon daraus erhellt , dass der vorstehende Ausdruck für

i^Yon dem in (19) nicht verschieden ist.

§5.

TV,Web€9' h»tm seiner Abhandlung; elektrodynamische
Maass b estimmun gen u. s. w. den Weg gebahnt, welcher
Uber die Kluft in unserer Kenntuiss der elektrostatischen und
elektrodynamisclieu Wirkung der Eloktricität fiihren wird. Er
zeigt, wie die Empire sehen Gesetze für die Wirkung zweier

Stromeieniento aus der Wirkung d<'r positiven und neo^ativen

E^4<:trir'!tiit des einen Eiement?^ auf ilic i>eiden Elektricitäton des
alleren abgelcitf t werden können. Diese Analyse der Ampere-
sehen Gesetze führte zu de rn Grund gesetz ff1 r die Wirkung
zweier elektri so h e n Mnsson, naeli wclclicn diese nicht

allein von ihrer rehitiven Entiernung, sondern auch relativen

Geschwiridi^rkoit und deren VcrftTiderung abhängig ist. Dieses

Grundgesetz erklärt zugleich, wie Weher gezeigt hat, die In-

ductionserscheinungen und giebt ihre Gesetze. Der Gegenstand
dieses Paragraphen ist nachzuweisen , wie weit die im Vorher-
gehenden erhaltenen Resultate mit den aus Weber^% Grund-
gesetz der elektrischen Wirkung abgeleiteten Inductionsgeseisen

tibereinstimmen.

Bezeichnet man mit 17^ und zwei elektrische Massen, jede
in einem Punkt concentrirt gedacht, durch r Ihre Entfernung
zur Zeit so hat die Wirkung von r^, auf nach Weheff^
Grundgesetz die Hichtung von r und ihre Grdsse ist aus-
gedrtlckt durch
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woTm/and a zwei Ck^nstanten sind,^ dierelatiTeGesehwindig-

keit der Massen rj^ und e, und -j^ ht das Inkrement dieser Ge-

schwindigkeit Diese Wirkung ist abstossend , wenn i^, und
gleiche Vorzeichen besitzen, und anziehend bei entgegengesetzten

Vorzeichen.

Um hierans die Wirkung, welche zwei Stromelemente auf

einander anstlben, abzuleiten, denkt man sich jedes Ton gleicher

Menge positirer und negativer Elektricitftt in entgegengesetzter

Richtung durchströmt, und summirt [49] die vier Wirkungen,

welche d^e zwei Elektricitftten des einen Elements auf die zwei

des anderen ausflben. Ich nenne Dound Ds die Stromelemente

und bezeichne durch diriDa und ±eD8 ihre Elektricitäts-

mengen, wo drij und ±:e die Producte aus den Dichtigkeiten

in die Querschnitte der Strombahn sind. Die Geschwindigkeiten,

mit welchen -\-r1D0 und — Strombahn g sich

bewegen, sind + und — , und ebenso sind die Ge-

schwindigkeiten , mit welchen zheDs sich in der Strombakn 3

ds
bewegen, ib— • Die Stromstärken cdnd mit den durch jeden

Querschnitt der Strombahn durchströmenden Elektricitätsmengen

proportional, so dass, wenn j und i die Stromstärken in Da
und D« bezeichnen , und h und u die Stromgeschwindigkeiten

bis auf einen constanten Factor, den man = 1 setzen kann,

.da , ^ ds

ist.

Die Entfernung der Stromelemente D a und D s werde ich

durch {rj-e) bezeichnen, wenn sie sich auf die in ihnen fliessenden

-|- r] und -|- e beziehen soll, durch (— f] ' f') , wenn sie sich auf

— ^ und -f- e beziehen soll u. s. w. Diese Unterschoidimgüii

von ; in tj • i e) ist erforderlich, weil diese Grössen, ob-

wohl alle vier gleich r sind, doch ungleiche Differentialquotienten

in Bezug auf die Zeit besitzen. Sie soll auch nur für die Be-
zeichnung dieser Ditferentialquotientcn angewandt werden.

Die Wirkung" der beiden Rtromelemente Da und Da ist die

Summe von folgenden vier Ausdrücken
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Die Snmme der beiden ersten Ansdrficke giebt die Wirkung^ des
Elemente JDa, d. 1. seiner beiden Elektrieitäten anf die positive

Elektrieität des Elements Ds^ die Summe der beiden anderen
Ausdrücke die Wirkung von Da [50] auf die negative Elek-
trieität in Ds. Mit der Differenz dieser beiden Summen ist die

Kraft proportional, welche die beiden Elektrieitäten in dem Ele-

mente ]Js in der Richtung von ; zu trennen strebt. Multiplicirt

man diese Differenz mit dem Cosinus des Winkels, unter welchem
r gegen dab Element geneigt ist, so erhält man den Theil

dieser Kraft, welcher die Trennung der beiden Elektrieitäten in

Ds in der Richtung von Ds zu bewirken strebt, d. i. die

elektromotorische Kraft, welche das Element Da auf
das Element Ds ausübt.

Die Summe der beiden ersten Ausdrücke in (3j ist, wenn
der Kürze wegen statt a^f gesetzt wird g ;

_ DaDs J\
dt I \ dt ]

16 .r2
I

_ Jd^ie-n) d^[€—
und die der beiden letzten;

DaDs

( "^^l dt^ /)

Die Summe beider vorstellenden Ausdrücke giebt die elektro-

dynamische Wirkung von Da auf Ds, und führt in ihrer wei-

teren Entwickelung zu den Ampere'schen Gesetzen. Die Diffe-

renz derselben mit einer Constanten h multiplicirt und mit dem
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dr
Gosiims der Neigung Ton r gegen D«, d. i. mit^ , giebt die

elektromotorische Kraft, welche Do auf i^v auäiibt. Ich be-

zeichne diese mit E,^ Do i>Ä, und setze = a-, so wird:

\ dt J dt } \ dt ) \ dt I

\ dt^ dt^ ' dt^ dt^ i)

Um diese Fonnel BOgleich auf den allgemeinsten Inductionsfall

anznwenden, nenne ioli und o die Wege, auf welchen die Ele-

mente der Strombahnen Da and Ds fortgeführt werden, den

du) do
und ho bezeichnen die Elemente dieser Wege, sowie —rr und -r;

dt dt
die Fortftlhmngsgesehwiudigkeiten.

Die Entfernung r der Elektricitäten in deu beiden Bahn-
elementen Do und Ds ist eine Function der vier von einander

unabhängigen Grössen a, 6", die ihrerseits Functionen der

Zeit t sind, sodass

dr drdu dr ds drdta dr do

da dt ds dt dw dt da dt

[61] nnd

'dt

do jd^r do d^r ds d'^r do) d^r do\

dtXda^dt dsdadt dutdadt dododti

d^r da d^rds d^r dto d^r do\
dt Xdods dt d^'^dt dmds dt do ds dt)

tdta i d^r da d^r ds d^r dcj d^r do\
'^liXdadfü'di^ dsdfodt'^dci^ dt '^dödH^t

do I d^r do d^r ds d^r d(o d'^r do

dt [dado dt dsdo dt dwdo dt dfp- dt}

drd^a drd^s drd^w drd^o

'^Jödt^'^dldt^^dw'Jt'^'dödW

Man erbiUt hieraus die ersten und zweiten Differentialquotienten

von [e'tj), wenn man beide Stromgeschwindigkeiten und
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und ihre Differentialquotienten und positiv nimmt, die-

jenigen von (— e- rjj wenn dem und das negative Vor-

zeichen gegeben wird, während ^ und positiv bleiben. All-

gemein erhält man diese beiden Differentialquotienten von

(dz e - dz r^), wenn man in vorstehenden Ausdrücken von

dr , d^r , ds d-s da d^a ^. , , ,
ds^ and ^-^ statt^ , ^- ,

^respectivesetzt:

.d'^s ,da _ ,d'^a .

\ dt )'^\ dt ) \ dt ) \ dt f

^ (dr do dr dcü\ drda
\do dt dtü dtl da dt

'

und

c;^2
+ (/^2 dl'l (li'l

i d^r do , d'^r dco\da
, , drd'^a= 8 [ 1" h 4

[dodadt dtüdadtfdt dadf^

Diese Werthe in (4) substituirt geben

:

d'^r . dr dr\ dr du

II
d^r dr dr\ dr du

\ da dio ^ da dioj ds dt

I
d'^r dr dr\ dr do

\' dado ^ da doj ds dt

, ti^er^ dr drd^a

oder, wenn nach (2) i] ^ =y gesetzt wird und [52]

und zugleich statt a^e der Buchstabe t eingeführt wird,
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dP-r ^
dr dr^ doj]

da dia ^ da duij dt I dr

d^r . dr dr\ do \ da

Ii\ dado ^ da do]

ä ^ dj dr dr
^ r dt da ds

Man ersieht aus diesem Ausdruck für E,^ , dass die elektro-

motorische Kraft, welche das Stromelement y/>fj auf Ds ausübt,

unabhängig ist von der Stromgeschwindigkeit m Ds oder von

der Stromstärke dieses Elements, deshalb denken wir uns diese

= 0, und nennen Ds das Leiterelement; im Gegeuaatz von

Da, welches das Stromelement genannt wird.

Die von dem Stromstttck g in dem Leiterstück s in dem Zeit-

raum von bis t^, inducirte elektromotorische Kraft, welche ich

mit F bezeichne , erhält man durch die Integration von
E,^ Da Ds hi nach Do, Ds und zwischen den Grenzen der

Stfleke s, s und des Zeitintervalls t^^— t^. Es ist also

:

(7b) ISjE^DaDsU

Der einfachste Fall ist ersichtlich der, wo weder die Strom- noch

die Leiterelemente eine Ortsveränderung erleiden, also = 0

und s= 0 ist . die ludnction demnach allein durch eine In-
at

tensitätsveränderung des Stroms in g hervorgebracht wird. In

diesem Falle wird

(8) * J r da ds dt

Es sei g ein einfach geschlossener Stromumgang, so dass/

innerhalb desselben constant, allein von t abh&ngt; die nach ^t

ausgeführte Integration giebt dann
,
wenn^^ ™^J// Btrom-

stärken von g znr Zeit t^ nnd t^^ bezeichnen,

wofür m:iü nack der Auseinandersetzung, welche in § 1 bei Ab-
ieitimg der Gleichung (13) aus [12] gemacht ist, setzen kann [53]
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(10) — i€ C;*,;—y,) ZS -i- C08 (X>a . 2>«) -Da

Ist der Inducent ein verzweigter Sti'om, so zerlegen wir ihn

in einfache Umgänge ; einer dieser Umgänge sei v , der in ilun

fliessende 8trom habe die Stärke , und zur Zeit und t,, sei

diese ymAJy,,. Die durch r in 8 indncirte elektromotorisehe

Kraft ist:

i^„= — Kjv„—j»,] 2S ~ cos [Dv'JDs) Dv Ds

und die durch den ganzen Inducenten iaducirte:

(11) F=^^t^ [j^„-'jy)^lÄ%^^(DvD8)BvD8

wo die durch @ • bezeichnete Summe Aber aUe einfachen Um-
gänge, welche den Inducenten zusammensetsen, auszudehnen ist.

Da B y sofern em indnoirter Strom zn Stande kommen aoH^

ein geschlossener Umgang ist, irgend einer derjenigen, welche,

wenn der indncirte Leiter yerzweigt ist, ans seinenZweigen ge-

bildet werden können, so kann man statt (10) schreiben

(12) F^^[j„^j,]P[^'^) .

und statt (11)

(1 3) 4e . -y,,) p • 8) = £ {a • s) - a fe, • s)},

wo P ($-s) das Potential von g in Bezug auf s bezeichnet, bdde
Umgänge von der Stromeinheit durchströmt gedacht, und Q{g/s)

und Q [g^f
' s) das Potential des Inducenten im Anfangs- und

Endznstand in Bezug auf den von der Stromeinheit dniach-

strömten Leiterumgang s.

Betrachten wir jetzt den Fall, wo die Indnction allein dnroh

Ortsverftnderung der Leiterelemente Ds erregt wird, die unter

dem Einfluss eines ruhenden und oonstanten Stroms stattfindet.

Da in diesem Falle^ = o nnd -r-= 0, so erhält man ans
dt dt '

(7 a] und (7 b) , wenn statt der Integration nach die nach ho

eingeführt wird

:

/..V II VQA DsDoi d^r ,drdr\dr

Durch das entsprechende Verfahren, mittelst dessen in § 1
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aus der Gleichung (6) die Gleichung (10) abgeleitet wurde, er-

hält man hieraus , wenn [54] die Grenzen der Integration nach

ho, l)s und IJa respective mit o,, o,,, 5,, 6,, und a,, o^, be-

zeichnet werden,

(15) +iV2S[lf;|^]i>,Z>a

WO die Klammem [] dieselbe Bedeutung haben als in (10) § 1.

Da der ruhende Indncent keine Gleitstellen besitzt, so ist

die Integration naeh De Aber den ganzen Stromnmgang ans-

zadehnen, sei es, dass dieser für lüch den Indueenten bfldeti oder,

dass er einer der ihn zusammensetzenden Strommngänge ist.

Es fittlt also hier immer mit a,^ zusammen, und daher

* da dsj
0,

Erinnert man sieh, dass die inducirte elektromotorische Kraft

unter der Voraussetzung , dass /= 1 ist , durch is' in § 1 be-

zeichnet wurde, so sieht man , dass die vorstehende Gleichung

mit der in (11) § 1 völlig ubereinstimmt, und sie also auch

identisch mit der in (28) daselbst ist, d. i. mit

(17) JP=6{Q(g.s„)-Q(ff.s,)}.

Gehen wir jetzt zur Betrachtung eines dritten Falles, in

welchem der inducirte Leiter ruht, und die Induction durch die

Verschiebung der Elemente eines constanten Stroms erregt wird.

(i0 d'
Da hier -j- = 0 und -^r= 0 , so erhält man aus (7 a) und
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(7bj , wenn , wie ich zunächst annehme , der Inducent unver-

zweigt ist: [55]

^ ^ ./ \ dadiü ^ da dio) ds

Dies dreifache Integral lässt sich wie das entsprechende in (14!

auf ein Aggregat von Doppelintegralen zurückführen, welches

man aus (15) erhält, wenn darin statt o, o,, o^^ gesetzt wird:

w, (u,, w,,; aus diesem Aggregat verschwindet das Glied

YtJ^^^ ^^^^Da hiü , weil die Integration nach Z)s

s.

in (18) auf den geschlossenen Umgang s auszudehnen ist, da in

ihm als einem ruhenden Umgang keine Gleitstellen vorhanden

sind. Demnach ergiebt sich aus ^18)

„ . . V O r 1 </r drF=
(19)

tu,

1 dr dr

Dieser Ausdruck verwandelt sich , wenn in g keine Gleitstellen

vorhanden sind, weil dann a, mit a,, zusammenfällt, in

,2«) r=\.jn[lfj^i,.i,..

was gleichbedeutend ist mit

(21) F=e{Q{g„-s) - Q'g,-s)}.

Zu demselben Resultat gelangt man, wenn der Inducent auf be-

liebige Weise verzweigt ist, unter der Voraussetzung, dass er

keine Intensitätsveränderung erleidet und keine Gleitstellen be-

sitzt. Man hat ihn in diesem Falle in einfache Umgänge zu zer-

legen, für jeden derselben gilt die Gleichung [20) und die Summe
dieser Gleichungen giebt den Ausdruck (21).

Die Uebereinstimmung der Formeln (13), (17) und (21) mit

denen in den früheren Paragraphen ist vollständig. Anders
verhält es sich mit der Gleichung (19), welche die von einem

einfachen Stromumgang inducirte elektromotorische Kraft unter
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der Annatime ausdrückt, dass derselbe aus einem bewegten

Leiterstück mit den Grenzen und a,, und einem rulicnden

besteht. Die dieser Gleichung entsprechcudc, wie sie aus meinem
Inductionsgesetz [56] sich ergiebt, wird aus der Gleichnng (5)

in § 2 abgeleitet, indem diese anf Doppelintegraie zurückgeführt

wird. Man erhält aus derselben

:

(22) "i„ «.

Die Vergleichung dieses Ausdrucks für £ mit dem von F=jB
in (10) zeigt den wesentlichen Unterschied, dass die beiden

letzten Doppelintegrale das entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Dieser Unterschied tritt am reinsten hervor , wenn man die

beiden Formeln auf solche luductionsfälle anwendet, in welchen

die von den Stromelementen durchlaufenen Wege geschlossene

Bahnen sind , d. h. wo jedes Stromelement zur Zeit t^^ sich an
demselben Ort befindet , von welchem es zur Zeit ausging

;

dann fallen o), und io,, zusammen und man hat nach (19)

dagegen naeh (22)

(24) i^=y£=-^./S/[f£|£]i>.ö.. 91.

Es ist also die Samme der elektromotorischen Kraft» welche

wfthrend des Umlanfis der Elemente des Indnoenten erregt wird,

nach beiden Formeln dieselbe, die Richtung des indueirten

Stroms aber die entgegengesetzte. Die Beobachtang entscheidet

ftlr die Formel (24] . Es mnss also nntersncht werden, worin bei

Ableitung der Formel (23] ans Weher's Gmndgesetz gefehlt

worden ist. Der Umstand , dass der in Rede stehende Wider-
spruch nnr bei Indncenten mit Gleitstellen eintritt, ftihrt die

Betraehtnng sogleich anf diese. Hier treten neue Elemente in die

Strombahn ein, oder heraus, in welchen also die Stromstärke
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innerhalb einer sehr kurzen Zeit von u bisJ oder voll^'bls 0
verändert, und die durch diese ihre Intenaitätsverändemii^ einen
inducirenden Effect ausüben, welcher in meinen Formeln schon
enthalten [57 ist, der aber bei der Anwendung des Weber'&^ea.
Grundgesetzes noch berücksichtigt werden mnss.

Um den Erfolg dieser Berflcksichtignng in einem einfachen
Beispiel kennen zu lernen, werde ich die elektromotoriaehe Kraft
bestimmen, welche hiernach zu dem durch (19) gegebenen Werth
von in dem in Fig. 8 dargestellten Indnetionsfall noeh hinzn-

znftgen ist. Hier stellt aßy
den inducirenden Strom Tor,

die Induetion wird diirolt

Fortfbbning des Bahnstfloks

ßy ans der Anfangspoation

ßf^f in die Endposition ß,//,,
erregt, wobei die Intensititt

des Stroms / nnTezftndert

bleiben soll. DieEndelemente
dieses bewegten Stflcka bei

ß nnd y sollen dieselben

bleiben^ sie gleiten anf den robeDden Unterlagen ß^ß,, und y^y^^
nnd bringen deren Elemente naoh nnd nach in die Strombaiui.

In Jedem dieser Elemente wird in dem Angenbliok sdnes Ein-
tritts in diese Bahn ein Strom erregt, der in einer ftnsserst kurzen
Zeit die Intensitätj erreicht. Ich werde die Elemente von ßfß,,
durch "bß und die von y//^, durch bezeichnen. Die elektro-

motorische Kraft , welche durch die Stromveränderung des

Elements von 0 bis j in dem Leiter s iuducirt wird, ist

^ßJ*ZE^ht DSf worin der Werth von E,^ ans (7a) zu setzen

ist mit Rttckücht darauf, dass 4? = 0 nnd
! 4t =^ 0 ist.

Fig. 8.

dt dt
Dies giebt

oder, indem die Integration nach b t ansgefflhrt wird.

i
^ drdr

S

Vertauscht man hierin ß mit y, so erhält man den Ausdruck für

die elektromotorische Kraft, welche in s durch die Stromverände-

Digitized by Google



Inducirte elektrische Ströme. Abb. II. § 5. ()3

rung des Elements () y von 0 bis/ erregt wird. Von diesen Aus-
drücken sind die Summen nach <) >i zwischen ß^und ß^^ und nach

zwischen und zu nelimen, um die durch die Unterlagen

ß^ß// und inducirte elektromotorische Kraft zu erhalten;

hierbei ist angenommen, dass der inducirendc Strom in dem be-

wegten Bahnstück von ß nach y fliesse, und er also die erste

Unterlage nach der Richtung von ß^ nach ß^^ , die zweite in der

Richtung von nach y^ durchströme. Diese Summen müsscE

zu dem in (19) ftlr gegebenen Werthe noch hinzuaddirtwerden.

DieBgiebt [68]

tu.

, ,
^ T^ 1 . ^ dr dr

.

nnd hieraus erhftlt man

(26) F=Ujl^[^?„^]DaVs.

da die übrigen QUeder sich zerstören. Denn indem man das

O /*r 1 dr dri
Zeichen [] anflöst, ist 0J Ij^^j^lDsbw =

*f \r ds dfaf J \r ds dwß
Ot, er,

nnd hierin ist d (ü in dem ersten Gliede das Element des Weges,

welchen das Ende a^^ durchläuft , in dem zweiten Gliede ist d ai

das Element des Weges , auf welchem das untere Ende des

bewegten Bahnsttlcks ßy bewegt wird. Diese Wegeelemcnte
sind aber respectiTe identisch mit nnd d/?, so dass man auch

schreiben kann: 5/— -i-^|2>Äi)€u^
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J r äö dy ' J r ds dß
"

8et2t man diesen Werth in (25) , so ergiebt sieh die Glmhang
(26) . Wenden wir diese Gleichung (26) auf den oben behandelten
FaU an, in welchem die Elemente des bewegten Bahnstfieks ge-

schlossene Bahnen dnrchlanfen , so finden wir fflr die elek^o-

motorische Kraft, welche w&hrend eines ganzen ümianfi des

Bahnstfieks in s erregt wird, statt des Ansdracks in (23) diesen:

(27) F^O,
[59] da jetzt lür alle Elemoute IJa gleichzeitig co^ mit a/,^ zu-

Bumiaonfallen.

Zwisclien den dreierlei Ausdrücken für die in einem be-

stimmten Falle induciilc elektromotorische Kraft in (23; , [24)

und (27) miisste durch die Erfahrung entschieden werden. Ich

sagte bereits, dass diese zu Gunsten meiner Formel in (24) ent-

schieden habe. Ich werde, obgleich ich die Beschreibung von

Exj)eiimenten aus dieser Abhandlung ausgeschlossen habe, in

diesem Falle, wegen seiner Wichtigkeit, die Vorrichtung, deren

ich mich zur Prüfung der in Kede stehenden Formeln bedient

habe, in kurzen Umrissen angeben.

In Fig. 9 ist ein Theil des Schliessungsdrahts einer gakanf-

schen Kette a ringförmig (iyö gebogen; das Ende d dieses

Kinges reicht sehr

nahe an seinen An-
fang ß, ohne mit ihm

in leitender Vrrbin-

dung zu stehen. Eine

im Mittelpunkt des

Pduges senkrecht

auf seiner Ebene
stehende rotirende

Axe erj führt das

bewegliche Bahn-
Fig. 9. stück ay mit sich im

Krdse herum und
zwar so , dass sein Ende in / auf dem Ringe schleifend fort-

geführt wird. Der inducirende Strom/ tritt, von a kommend, bei

in den King und bei / aus ihm heraus in das bewegliche Bahn-
stück, aus diesem in die leitende Axe € i]

, bei rj kehrt er durch
die rahende Drahtleitung 17 C nach a zurück. Diese Richtung

Digitized by Googl«
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des Stroms ist darcli die Pfeile in der Figur angedeutet. Con-

centrisch um den Ring liegt ein kreisförmiger Leiter bcd^ in

welchem durch die Bewegung des Bahnstücks ein Strom in-

du( irt wird. Wenn das bewegliche Bahnstück von ß über y bis ö

fort^^eführt ist, kann die Bahn desselben, wegen der geringen

Entfernung von ö bis als geschlossen angesehen werden, und

deshalb können die in '23), (24), (27) gegebeucn Formeln zur

Bestimmung der während eines Umlaufs entwickelten elektro-

motorischen Kraft angewandt werden. In Bezieliung auf die

Formeln in (23) und (24j imiss man bemerken, dass das mit (7,^

bezeichnete Ende des beweglichen Bahnstiicks das in der

rotirenden Axe erj liegende Ende t ist, in Beziehung auf wel-

ches also da» =: 0 ist* Demnach verwandelt sich (23j in

:28) • ir=-i.>S/}|j£z>.a« «B.

1 Q 71 ^

und meine Fonnel in (24) in

(29)

,60] während die Formel (27)

(29a) = 0 n^.

giebt. In den vorstehenden Integralen ist dcu das Element des

Ringes ßy ö , und die Integration nach diesem Element ist anf

den ganzen Bing auszudehnen.

Ans der Formel (29) y welche für F das mit b multipli-

cirte Potential des vom Strome^ durehstrOmten Binges ßyd m
Bezug auf den von der Stromeinheit durchströmten Leiter giebt,

folgt eine negative Bichtung des inducirten Stroms bcd^ dessen

positive Bichtung in demselben Sinne wie bei dem indueirenden

Strome, nämlich von h nach c gerechnet, dagegen (28) zwar die-

selbe elektromotorische Kraft;, aber die entgegengesetzte Strom-

richtnng giebt. Um Bichtung und Grösse des inducirten Stroms

zu beobachten, war folgende Einrichtung getroffen. Der indu-

cirte kreisförmige Leiter war bei h unterbrochen , und hier mit

zwei Fortsätzen e undf versehen » von denen einer unmittelbar

mit dem einen Ende des Multiplieatordrahts in Verbindung stand,

der andere aber zu einer Metallfeder ging, welche in schleifender

Bertthrung mit einer Metallhttise stand, die isolirt auf die roti-

rende Axe 6/; gesteckt war. Der inducirte Strom ging also

Otitwald'ä Kluääiker. . G. 5
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durch diese Feder in die Hülse, trat aus dieser durch eine zweite

gegen sie drückende Metallfeder wieder heraus , und ging aus

dieser zu dem anderen Ende des Multiplicatordrahts. Die Hülse

hatte einen Ausschnitt, der mit Holz ausgefüllt war, auf welcher

die eine Feder in dem Augenblick lag, als das bewegliche liahn-

stück y€ bei ö den Ring (i'/d verliess, um bei ß von Neuem mit

ihm in leitende Verbindung zu treten. In diesem Augenblick

nämlich wird die Schliessung des Inducenten unterbrochen, und

wieder hergestellt, es verschwindet sein Strom, und tritt wieder

auf, dadurch wird aber in dem Leiter keine Induction erregt,

weil er ihr, nach der eben angegebenen Vorrichtung, keine ge-

schlossene leitende Bahn darbietet. Zum Multiplicator gelangt

also nur der durch die Bewegung des Bahnstücks ye inducirte

Strom, und Lässt, da er bei fortgesetzter Drehung der Axe tr

immer in derselben Richtung fliesst , Richtung und Intensität

beobachten. Die Beobachtung zeigte gegen die Formel 27

einen inducirten Strom , und , was die Richtung desselben be-

trift't, gab sie dieselbe, so wie meine Formel in (29) es fordert

Um zu beweisen , dass durch diese Formel nicht bloss die Rich-

tung, sondern auch die Stärke des inducirten Stromes richtig

ausgedrückt wird, wurde auf folgende Weise verfahren. Die

Feder , welche die leitende Verbindung in der inducirten Strom

-

bahn unterbrach, wurde soviel höher [61] gestellt, dass sie den

mit Holz ausgefüllten Ausschnitt der Hülse, durch den eben die

Unterbrechung bewirkt wurde, nicht mehr traf. Den inducirten

Strömen wird jetzt immer eine geschlossene Bahn geboten. Zum
Multiplicator gelangen, bei fortgesetzter rascher Drehung der

Axe trjj drei Ströme innerhalb sehr kurzer Zeit, nämlich der

durch die Bewegung des Bahnstücks ty inducirte, dann der

durch das Verschwinden des inducirenden Stroms inducirte , in

dem Moment, wo das bewegliche Bahnstück den Ring bei d ver-

lässt, und endlich der durch sein Wiederauftroten inducirte, so-

bald das Stück den Ring in ß wieder erreicht. Die Kraft, welche

von diesen drei Strömen während der kurzen Dauer eines Um-
laufs des Bahnstücks e y auf die Magnetnadel des Multiplicators

ausgeübt wird, ist mit der Summe ihrer elektromotorischen Kräfte

proportional; je nachdem das Vorzeichen dieser Summe positiv

oder negativ ist, wird die Nadel auf der einen Seite oder der

anderen des Meridians ihre beinahe feste Stellung nehmen, oder

sie wird, wenn jene Summe = 0 ist, in ihrer Stellung im Meri-

dian verharren.

Den Ausdruck für die durch das Verschwinden des Stroms
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inducirte elektromotorische Kraft erhält man aus (9J, wenn dann
== 0, =j gesetzt wird ; dies giebt

* r dG ds

Dieselbe Gleicbung (9) , wenn darinj^^^j VLTkdj,= 0 gesetzt

wird, giebt die durch Wiederanftreten des indncirenden Stroms
erregte elektromotorische Kraft

* r da ds

In dem ersten Ausdruck ist die Integration naoli Da Uber die

ganze indncirende Strombahn, einschliesslich ihres ringförmigen

Theils aoszudehnen, in dem zweiten ist dieser ringförmige Theil

ansznschliessen. Daher giebt die Summe dieser beiden Aus-
drücke ein entsprechendes Doppelintegral, in welchem die Inte-

gration nach Da auf die Elemente des Kinges ßyd zu be-
schränken ist. Setzt man, um dies zu bezeichnen, in dieser

Summe statt Da und 2 respective hta und so ist dieselbe

[62] Addirt man diese elektromotorische Kraft zu derjenigen,

welche durch die Bewegung eines Umlaufes des Bahnstücks sy
erregt ist, so geben die Formeln (29) und 29aU als Summe
der elektromotorischen Kräfie der drei aufgeführten Strome,

wenn diese Summe durch bezeichnet wird, respective

^ .0 n dr dr .

' tf r ds dixi

F,= 0, 5«.

^—i'.'V:
Die Beobachtung zeigt, dass, wenn die Drehung rasch geschieht,

die Kudcl im Meridian bleibt, also jp,= 0, wodurch die Richtig-

keit meiner Formel in 24) sowohl in Beziehung auf die Rich-

tung als die Stärke des inducirten Stroms erwiesen ist, da aus

Beobachtungen anderer Art die Richtigkeit des Ausdrucks (30)

festgestellt ist.

Webers Grundgesetz der elektrischen Wirkung hat sich in

SO vielen und verschiedenartigen Fällen bewährt, dass dasselbe

5^
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durch die vorstehenden Bemerkungen nicht zweifelhaft gemacht

werden kann, vielmehr muss die Art, wie es auf den vorliegenden

Fall zur Anwendung gebracht ist, in Zweifel gezogen werden.

Bei weiterer Reflexion über diese Anwendung erregt der Ge-

brauch, welcher von der Gleichung 2) in (6) gemacht worden

ist, Verdacht.

Folgende Betrachtung, die aber weniger durch ihre Evidenz,

als durch ihren Erfolg gerechtfertigt wird, führt dahin, den

Theil dieser Gleichung rechter Hand zu verdoppeln , wenn sie

auf die Elemente in den Gleitstellen angewandt wird. Während
des Zeitelements ö^, in welchem ein Element der Gleitstelle in die

Bahn des inducirenden Stroms eintritt, erlangt seine Elektricität

den endlichen Zuwachs an Geschwindigkeit von 0 bis ö. Dieser

Zuwachs niuss angesehen werden, als wäre er der Elektricität

des Elements stetig ertheilt, so dass derselbe ~ ö nach Verlauf
n

1 1

von - - öHst, weil nach erst der /^te Theil des Elements
n n

der Gleitstelle in die Strombahn eingetreten ist. Die Elektricität

dieses Elements kann also angesehen werden , als durchliefe sie

während ö t den Weg ^ it ö t. Die Stromstärke desselben Ele-

ments erfährt, während den endlichen Zuwachs von 0 bis j.

Dieser Zuwachs ist proportional [63] mit der während ö t durch

das Element durchgeströmten Elektricitätsmenge, dividirt durch

ht, oder proportional mit dem durch dividirten Wege, wel-

chen die Elektricität des Elements während ö / durchlaufen hat.

Diesen Weg fanden wir \it^t^ also ist y=^)y« = ^i^^.

Demnach ist in der Gleichung (5) , sofern sie auf Elemente in

den Gleitstellen angewandt wird, statt der Gleichung (6) zu

setzen: ^^ = 2^^^^.

Bringt man diese Bemerkung zur Anwendung auf den oben

behandelten, in Fig. 8 (Seite (32) dargestellten Inductionsfall, so

ist in (25 der Theil der elektromotorischen Kraft, welcher vou
der Intensitätsveränderung der Elemente der Unterlage herrührt,

zu verdoppeln. Dies trifft die Glieder dieser Gleichung, welche
unter den Integralzeichen die partiellen Differentiale von r nach

[{ und y haben. Dadurch entsteht aus (25) statt der Gleichung
(2G) die folgende
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+ * ^•^7 *7^ 5i - ^ ^-^J ^ 7 ^7^«^^^^'

weiche, da

\ dr dr ^ ^ — , . fO \ dr dr
^ '-^y ^ 7 rf^ 5J »'^ ^*- * ^•'^ * r dy da

'
'

^'

ist, mit meiner Formel in (22) identisch ist, and also als dnreh
die £r&hnmg bestätigt angesehen werden kann.

Macht man bei der Bildung des allgemeinen Ansdracks tHr

die indttcirte elektromotorische Kraft von der Bemerkung Ge-
brauch, welche der Gleichnng (31) zu Grunde liegt, so kommt
dies darauf hinaus, dass in (7a) statt des letzten Gliedes, welches

d?
den Factor -~ enthftlt, in allen den Fällen, [M] wo dasselbe

sich auf die Elemente bezieht, welche in den Glritstellen nach

und nach in die inducirendo Strombalin eintreten oder heraus-

treten, dessen doppelter Werth gesetzt werden miiss. Geschieht

dies . so wird eine vollständige rehfreinstimmung zwischen den

Inductionsfonnrlii . die sich ans dem Xfc^^^'schen Onindp^'setz

der elektrischen Wirkungen ableiten . und meinem allgemeinen

Inductionsthf orem herbeigeführt. Diese Behauptung soll noch
gerechtfertigt werden.

Betrachten wir den in Fig. 8 (Seite 62) vorgestellten In-

ductionsfall mit der Erweiterung, dass bei der Fortführung des

Bahnstficks ßy nach und nach mehr Elemente dieses Stücks in

die Strombahn eintreten, und hierauf, wie ich der Einfachheit

halber annehme, darin bleiben. Dann ist in (25), wenn das Glied

^ejiS^y^—^^Da Ds alle die Elemente des bewegten

Bahnstücks nmfasst , welche vom Anfange bis zum Ende ihrer

Bewegung innerhalb der Strombahn sich befinden, zu diesem
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70 WvKoz Kensuum.

Gliede noch in Beziehung anf die Elemente dieses Stflcks ff y ,

welche erst, nachdem sie den Weg co hesehiieben haben, in die
Strombahn eintreten, za addiren die Grosse:

tü.

und, wegen der Stromerregnng in ihnen,

1 dr dr]

Die Summe dieser beiden Grössen ist

:

Die Parenthesen
{ ) mit ihren Indices (o^^ und lo bezeickneu,

dass die Elemente Da, auf welche die eingeschlossene Grösse
sich bezieht , respective in ihren Endpositionen sich beünden,
Dder eben die Gleitstellen erreicht haben. Addirt man zu dem
vorstehenden Ausdruck das zweite Glied in [25} , nämlich [65]

i öJ \~^ ^ \Da biOt and nennt 7t und hjt die Unterlage

der Gleitstelle nnd ihr Element, so erhält man

,.,zs(-:;^;Jr)z,.i..H.ivS/[|£,^]«....

Wird hierzu endlich der doppelte Werth der beiden letzten

Glieder in (25), nftmlich

p,. y..

.fO 1 drdr..-^ ,tO 1 dr dr

'^J^Jdtid.'^^'-''^J^rdrds^y^'
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Ittducirte elektrische Ströme. Abh. II. § 5. 71

und da» erste Glied daselbst ^ aj Da D 8 in der

vorkei' augegebeaen Beschränkung addirt, so erhält man
"I,

(0.

ff..

OK,

worin nun in \ Do Ds alle Elemente Da be-

griffen sind» welehe bei der Anfangsposition des Bahnstttcka ßy
nnd bei seiner Endposition sieh innerhalb der inducirenden

Strombahn befinden. Diese Gleichnng ist identisch mit

Zu derselben Formel gelangt man, wenn die Endelemente

des bewegten Bahnstücks wiederholt in die Btrombahn eintreten

nnd heranstreten. Sie pebt überhaupt den Werth der elektro-

motorischen Kraft, welche dnrch [66] einen Strom, dessen Bahn
aus einem ruhenden nnd einem bewegten Bahnstück besteht,

indncirt wird, ist aber, wie leicht ersichtlich, unmittelbar anf

einen Inducenten anwendbar, der aus einer beliebigen Anzahl
Bahnstflcken zusammengesetzt ist, wenn die Unterlagen in den

Gleitstellen ruhen. Durch dieselben indirecten Betrachtungen,

welche in § 2 und § 3 angestellt sind, lässt sich aus der vor-

stehenden Formel der Werth von F in allen Übrigen Fällen,

nämlich in den Fällen, wo die Unterlagen in den Gleitstellen

bewegt werden, und in denen , wo eine gleichzeitige Bewegung
der Strom- und Leiterelemente stattfindet, ableiten, und diese

führt natürlich zu den dort erhaltenen Resultaten.
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Anhang.
üeber den Werth des Potentials zweier geschlossenen

elektrischen Ströme in Bezug aufeinander.

Das Potential eines Systems von Krftften in Bezug auf einen
Punkt definire ich als di^enige Function der Ooordinaten dieses
Punktes , welche in ihren negativen nach diesen Goordinaten
genommenen partiellen Differentialqnotieoten die mit ihnen
parallelen Oomponenten der Wirkung der Kräfte auf diesen

Punkt darstellt. Diese Oomponenten sind positiv gerechnet,

wenn sie die Biohtung der positiven Ooordinaten haben. Wenn
die Kräfte als Wirkungen von Massentheilen auf Massentheile

gedacht werden, wie z. B. die magnetischen und elektro-

statischen, so wird angenonmien, dass diese, je nachdem sie

gleichartig oder nngleichai'tig sind, d. h. mit gleichen oder
entgegengesetzten Vorzeichen behaftet sind, sich abstossen oder
anziehen.

Das Potential eines Systems von Kräften in Bezug auf ein

festes System von Punkten ist eine Function der sechs Grössen,

durch welche der Ort und die Lage dieses festen Systems be-

stimmt wird. Um diese Function zu definiren, nehme ich an.

dass der Ort des festen Systems durch drei rechtwinklige

Cüortlinatcn c irgend eines zu dem System gehörigcu

Punktes A bestimmt sei , und seine Lage durch die Richtung

einer durch den Punkt A gehenden geraden Linie B ^ welche
mit dem System fest verbunden ist, und durch den Winkel <pj

welchen eine durch B gelegte mit dem System fest verbundene

Ebene mit einer unveränderlichen mit B parallelen Ebene bildet.

Die Richtung der Linie B sei durch a und ß bestimmt. Das
Potential ,67] eines Krilftesystems in Bezug auf das in Rede
stehende feste System ist diejenige Function der sechs Elemente

a, hj Cj a, ff . deren negative partielle Diiferentialquotienten

nach den Coordiuaten a, ö, c die Summe der mit diesen paral-
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Inducirte elektriflche Ströme. Abb. II. Anhang. 73

lelen Componenten der Wirkung geben, welche die Kräfte auf

das System ausüben, und deren negativer partieller Differential-

quotient nach q> das Drehnngsmoment der Kräfte um die Axe B
darstellt.

Bezeichnet man durch a und s die geschlossenen Bahnen
zweier eiektrischeu Ströme, durch Z>(/, IJs ihre Elemente und

durch [Da Ds] den Winkel, unter welchem diese Elemente

gegeneinander geneio^t sind , so hat, wenn /und i die Intensi-

tÄtej: der Ströme ö und v sind, das PotentialJI des einen Stroms

in Bezug auf den anderen diesen Ausdruck:

(1)

worin

(2)
»•* = (a:-D2+(y— + — Jj:

und Xj y, z und i], u die Goordinaten Ton Da und Da sind.

Die Integrationen in (1) beziehen sieh anf alle Elemente der ge-

sehlossenen Umgänge s nnd a. Bei nnverzweigtea Strömen
treten i und/ ans den Integralzeichen heraus, weil sie hier un-
abhängig von 8 und a sind, während sie bei verzweigten StrOmen
Functionen der Zweige sind. Die letzteren können aber immer
in einfache Umgänge von coustanter Intensität zerlegt, und die

Integrationen auf diese ausgedehnt daclit werden. Dies ist

bei den partiellen Integrationen im Folgendön geschehen. Ich

werde zunächst beweisen, dass. wenn X, Z die Summe der

mit den Coordinatenaxen parallelen ( üm[)onenten der Wirkung
von a auf s sind, und der Ort und die Lage von 6* durch a, Z>, e,

a,
(f

bestimmt siud, man hat

^ dn y dn
da db de

Nach den -^4/??/;m 'sehen Formeln hat mau, wenn durch

Xff i Döj YfjiDi>, ZfjiDs die Componenten der Wirkiiiig von

a auf das Element Ds bezeichnet werden

:
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X-i>#--^— ;X; " I>r Dj ^/>r,I>c

m

-^ily — />f • r i># i>T

r

ir

Jjf
r

f./
-

r

dz

Di -De Z>tfj

man j>t7t W^r.h ym X := %X^iDs. das Imtegnl

0wi f^^Tlckslebtigt, daM ineritfUi dieser Gi

SX i>* />5 = 2W Z>5= 0 .

wo fli*: Klarnnjcr die Differenz der Werthe bezeichnet, welche-

yf,fj jijy. f'^n^'^i^chlosftene Or'^>?-'' in <len durch die hp'^^Af-^^.

lit'W" A ;u»;." d< Hilten GreB^n. zwi^ben welchen integrin ist,

b'-HiUtf »o ergiebt sich

X .~eoi (Df Da] D*Da

,
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Indueirte elektrische StrOnte. Abb. II. Anbang. 75

wofttr man schreiben kann , wenn af==a + a:,, y = b -\- y^,
z=ic+ z,^ gesetzt wird

:

^da r

oder in Küeksicbt auf (1)

„ (in
2L^ ,

•

au

Anf dieselbe Weise erriebt sich F=— und Z=— •

ab de

dU
Um zu beweisen , dass — das DreliuDgsmoment der

Wirkung von [69] a auf 8 in Bezug auf Axe B ist, welche Lage
diese auch hat, ist es hinreichend, dies fftr die Fmie nachzu-
weisen, wo B mit einer der Coordinatenaxen parallel ist. Ich

werde, je nachdem B mit der x, y oder « Axe parallel ist,

den Buchstaben <p mit oder v vertauschen , und 9 nur für

den allgememen Fall beibehalten. Die Drehungsmomente in

Bezug auf die durch den Punkt A gehenden mt x, y oder z

parallelen Axen seien L, Jlf, N.

£s sei B parallel mit der zAx&^ so ist

N^%i{\:x- a] r^— — ^) X^}Ds

und hierin die Werthe für und aus (3) gesetzt

:

Man erhält aber, wenn man partiell nach Ds innerhalb eines

eiuiaclien geschlossenen Umgangs integrirt

:
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7« Fnuu Neomuii.

QVl idxdr du (in ^ ^
rydsdc dsda)

9,

worin, weil 9^ und 8,, zusammenfallen, der Theil [] ver-

schwindet. Demnach wird

* r Käs da da dal

(4)

+ \%lijtM{Dt Da) J(ar-a) (y—*) J-\
dsDii.

Diese Gieiehimg ist identisch mit

(5) ^ dv r

Dies ergiebt sieh aus folgender Betrachtung.

[70] Man hat

r r dx , r dy , r dz= _4._^—r- +
(/-c dv dy dv dz dv

und weil

tT\ s

dx
^

dr, dy
,
dt dz

* «(j c/ä da da da äs

so ist:

d-
cos iDs'DGj

dv ^
'

und hieraus, da

dB d- dx (f I d' dy , d(l d- dz
r

i_ *^ I -
_ ____ •

da ds dv ~^ da da dv da ds dv '
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Indacirte elektrische Ströme. Abb. II. Anhang. 77

ergiebt sich

:

d ^ d ^
V T T

dv ^ ' dy ^ ' dx

— coaiD *D \

äv dads da da
'

so dass aUo

dv r r laaa« aaa^j

cfl d'
+

wodurch die Gleichung (5) erwiesen ist , für welche man auch
schreiben kann

dll

dv

Giebt man der Axe B die Richtung von y oder so erhält

man anf dem entsprechenden Wege

dn ^ dn

Bildet die Axe B mit x.y^z die Winkel /, in, so ist.

wenn das Drebungsmoment in Bezug auf dieselbe jetzt mit R
bezeichnet wird, nach einem bekannten Satze

R^L cos/+ cosm+ JVcosn.

[71' Nennt man i)/, ö // , die drei Drehungen um die

durch den Punkt A gtleirteii . y, z Axen, welche die Drehung

ö<jp um die Axe B ersetzen, so dass

6 A = ö </> cos / = ö (/; cosm by = h(f cos n
,

und setzt hieraus die Werthe von cos/, cos/w, cos?i, sowie die
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78 Frsjkz Nenmanii.

vorher geftutdenen Wertbe fflr N m den vorstehenden
Ansdrack fttr M, so erhalt man

^_ jdTIdl
^

dJIdfi dndvX
(dk äifi d^i d(p dv dq)l

'

d. i.

dn
JS=—

dip

Digitized by Googl



Anmerkungen.

Die vorliegende Abhandlimg enthält drei wichtige Gesetze.

Des besseren Zosammenhanges vrilien werde ich hier noch zwei

weitere Gesetze in den Kreis meiner Betrachtungen ziehen , im
Ganzen also fünf Gesetze ins Ange fassen, nämlich:

I. das Ampire'sthe Gesetz,

II. das F. Neumann*SQ)ke Potentialgesetz,

III. das OAm'sche Gesetz,

IV. das F. Neumann^sche Eiementargesetz der inducirten

Ströme,

V. das F. Xauma7in8c]\Q Princip der inducirten Ströme,

von denen die beiden ersten auf poiuleroniotorische
,
hingegen

die drtii letzten auf elektromotorische Kräfte Jiezug haben. Dabei

möchte ich gleich von vornherein bemerken , dass luüiu Vater

das Gesetz V. aus IV. abgeleitet hat. dass also nacli seiner

Ansicht zwischen diesen beiden Gesetzen vollständiger Jmh klang

herrscht , während nach meiner Ansicht ein solcher Kiiiklang

nnr dann stattfindet, wenn der inducirende Strom frei von

Gleitstellen ist.

Der Einfachheit halber werde ich mich im Folgenden durch-

weg auf solche Fälle beschränkeu , in denen die Strombahnen

unverzweigt, also einfacli geschlossene Curven sind. Eine solche

einfach geschlo>st:iie Curve werde ich kurzweg einen King
nennen, und dieses Wort micli dann anwenden, wenn die ge-

schlossene Curve aus mehreren gegen einander verschiebbaren

Theilen zusammengesetzt, also mit sogenannten Uleitstellen be-

haftet ist.

Das Ampöre'sche Gesetz.

Dieses Gesetz lautet bekanntlich folgendermaassen : Die

pon4eromotorische Kraft R, mit welcher zwei Stromelemente

jDa nnd iDs aofeinander einwirken^ fiUit in die Linie r der
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80 Anmerktmgen,

gegenseitigen Entfernung , und besitzt, repuisi? gerechnet , den
Werth:

(1)
jß^il^^Bl (Jcoa^cos^— cosj?)

,

wo ^, , die Amp^e^Mhen Winkel vorstellen, vgl. Seite 8.

Dabei ist zu bemerken, dass der Winkel r}= [Da- Ds) von
Ampere selber mit e bezeiehnet wurde. UebrigeoB ist der Ans-
druck (1) auch so darstellbar:

oder auch so

:

(3) R^jiDoD,-^J^^,

WO die Charakteristik d in demselben Sinn gebraucht ist, wie in

der vorlie^renden Abhandlung. Vgl. die Note Seite 9.

Gegen das Amph'e Gesetz sind mancherlei Bedenken
geäussert. Bei Herausgabe der ersten F. Neumajirt^Q^ien Ab-
handlung tiber inducirte Ströme, Labe ich Gelegenheit gciiommen,

diese Bedenken zurückzuweisen , oder wenigstena auf ihr rich-

tiges Maass zurückzuführen ; wodurch zugleich den auf diesem

Gesetz basirenden F. Neuman7i hohen Untersuchungen ein höherer
Grad von Sicherheit und Zuverlässigkeit verliehen sein dürfte.

Man vgl. die Klassiker d. exact. Wiss. No. 10, Seite 91— 93.

Das F. Neumanu'äche Potentialgesetz.

Dieses Gesetz ist zum ersten Mal in der bier wiederabge-
druckten Abhandlung (Seite 72—78) von meinem Vater ver-
öffentlicht worden. £s mag mir gestattet sein» dieses wichtige

Gesetz hier zu veraUgemelnem, und zugleich seine Ableitung zu
vereinfachen.

Die ponderomotorische Arbeit a, welche zwei Stromelemente
jDo und iDs bei irgend welchen Bewegungen in der Zeit dt

dv I

aufeinander ausüben, ist= i^<i^r=^ ci^^, wo die in (1),
I

(2: , aii^agobene Kraft bezeichnet, während c/r den Zuwachs
von r m der Zeit dt vorstellt. Hieraus folgt, falls man für M

\

seineu Werth (3j substituirt, sofort:
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a=jtDaDs —- ^ dt ,yrdodsat
d. L

I
fl^ac?« dt J

'

oder ein wenig anders geschrieben

:

_d^ IdVr dVr\ d_ IclV^ rlVr Vi

da\ds dt ) ds\da ~dTl\
a= 2ji dt • Da Ds

d idVrdYr
dt \ da ds

Aus diesem Ausdruck ergiebt sich die von zwei Strom-
l i II ,2' eil s und b während der Zeit dt aufeinander ausgeübte

puiideroiüotorische Arbeit A dadurcli , da»? mau über alle Ele-
mente J)(7 und J)^ derselben integrirt. Hierbei aber ver-

schwinden die beiden ersten Glieder des Ausdrucks. Bezeichnet

man also jene Integrationen mit und S , so erhält man

:

oder was dasselbe ist

:

^
dt{'^'^^ da-di^'^T'^

wobei alsdann die Dillerentiation nach ( so auszuiuliren ist, als

ob die Stromstärken _/ uud i constant, d. i. von der Zeit
u n a 0 Ii ü n ^ i g wären

.

Zur Abkürzung setzen wir jetzt

:

^ ' da ds 2 r da ds

oder was dasselbe ist

:

jj.
ji

JJJ
/ ^ dl' dr d'7'

2 \r da ds ^ads)
Der hier in Ellammem stehende Ausdrnek ist bekanntlich

eoB(Da'Ds]=
; so dass man also schreiben kann

:

r

(5) JI ^lyjlS^^^l^DaD,.
^ ' 2 r

Ofttwald*« XlasBiker. 36. 5
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82 Anmerkangen.

Mit Rücksicht auf 4 gewinnt nun der für A erhaltene
Werth folgende ausseioidentUch einfache Gestalt:

(6) A^-^-J^ di=^^cin.

Der Ausdruck II (5) repräsentirt das F. Neuma?in' sehe
Potential der beiden Struuiiinge aufeinander. Vgl. Seite 73.

Und die Formel i'ö) liefert also folgendes Theorem

:

Die pondcromotorische Arbeit, welche zwei elek-
trische Stromringe t: und s bei beliebigen Bewe-
gungen während der Zeit dt aufeinander ausüben,
ist = — du, wo du denjenigen Zuwachs vorstellt,
den das o-en seiti gc Potential /2 der beiden Ringe
während der Zeit df annehmen würde, falls die
Stromstärken w^Uirend d ie^^ er Zeit Consta ut blieben.
Dass dieses Theorem auch dann noch gilt, wenn die beiden
Stromringe Gleitstellen besitzen. Iflssf sieh leicht zeigen.

Man vgl. meine Theorie der elektrischen Kräfte
,
Leipzig bei

Teubner, 187:i. Seite 65—67.
Der Ring c sei fest aufgestellt. Andererseits mag der Ring s

sich selber parallel in der Richtung der x-Axe um eine unend-
lich kleine Strecke da verschoben werden. Die während dieser

Verschiebung von g auf 8 ausgeübte pondcromotorische Arbeit A
ist alsdann (nach allgemeinen Sätzen der Mechanik) gleich der

von g auf s in der Richtung der :r-Axe ausgettbteii Kraft X, diese

noch multiplicirt mit da. Substituirt man diesen Werth
Assz Xda'm [^), erhält man die erste der drei Formeln

:

(7) r=-4?,
* ' da db de

Die beiden anderen ergeben sich in analoger Art.

Denkt man sich ferner den Ring s um die :r-Axe um einen

nnendlich kleinen Winkel dX gedreht, so wird die von dem fest-

liegenden Binge g anf s w&hrend dieser Drehung an^geflbte

ponderomotorische Arbeit A gleich sein dem von q auf a ans-

geübten Drehungsmoment Z , dieses noch mnltiplieirt mit A.

Durch Substitution dieses Werthes A= LdX ergiebt sieh aus

(6) die erste der drei Formeln:

/fl^ r TUT AT^= —dX^ ^ ^' ^=--5^-

Die beiden änderen ergeben sich in analoger Art.
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Anmerkmigen. 83

Die sechs Formeln (7), (8) reprAsentiren znsammeiigenonuiieii

das F, Neumann*z^h.^ Potentialgesetz. Vgl. die Yor-

liegende Abhandlung, Seite 72, 73 nnd 77.

Dabei sei noch Folgendes bemerkt: Für den Fall, dass

/

nnd i beide ^ 1 sind, wird das Potential JT in der vorliegenden

Abhandlang mit P bezeichnet, so dass also Pnach (4), (5) die

Bedentang hat:

(»>

I« VC dVrdVr ^ ^ , \ dr dr
' da ds ^ r da ds

Der letzte dieser Ausdrücke, in welchem d-, d-' die Ampere-
sehen Winkel bezeichueu, ergiebt sich sofort aus dem darüber

d r
stehenden Auadrack. Denn es ist bekanntlieh cos ^ s=s $ ^

da
dT

nnd cos ^'=— f 7 , wo ^ = ± 1

.

^ ds '
^

Ist endlich l, hingegeny beliebig, so wird das Potential il

von meinem Vater mit Q bezeichnet, so dass also die Relation

stattfindet

:

(10) Q=yp.
Vgl. die erste Zeile auf Seite 26.

Das Ohm'sche Gesetz«

Das Gesetz lantet : Die in einem Drahiringe s vorhandene

elektrische Stromstärke ist gleich der Snmme aller im Binge vor-

handenen elektromotorischen Kräfte , diese Snmme noch* mal-

tiplicirt mit e' , wo e den reciproken Leitungswiderstand des

Ringes bezeiclmet.

Werden z. B. jene elektromotorischen Kräfte durch einen

in der Kälie Ix'tiuiUicben elek 1r i sehen Stromring g hervor-

gebracht, 60 hat die im liinge s erzeugte Stromstärke den Werth:

(11) € vDaDg,
wo r DaDs diejenige elektromotorische Kraft vorstellt, welche

ein einzelnes Element Da m einem einzelnen Element JJs

hervorbringt.

6»
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84 Anmerkungen.

(12

Dabei sei bemerkt, dass man das Prodact

/
riDa Dsdt

zu bezeicbnen pflegt als die von Da in Da während des
Zeitelementes dt hervorgebrachte elektromotorische Kraft.

Dieser BezeichnuDgsweise entsprechend wird also ijDaDs die-

jenige elektromotorische Kraft zu nennen sein, weiche i><7 in

Ds binnen der Zeiteinheit hervorbringen wflrde, £all8 t; 1

während einer solchen Zeiteinheit constant bliebe.
j

Das F« Nenmann'sche Elementargesets.

Dieses Gesetz ist in den beiden F. Neuma?in sehen Abhand- <

lungen mehrfach, an verschiedenen Stellen, aber an jeder solchen

Stelle immer nur theil weise jingegeben. In Anbetracht der

ausserordentlichen Wichtigkeit des Gegenstandes mag es mir
«restattet sein, jene einzelnen Bniciistiicko zusammenzufügen, und
in buleher Art da» in Rede stehende Elementargesetz deutlich

und vollständig zur Anschaunnor zn bringen.

Ich betraehte zuvorderst den speciellen Fall, dass das indu-

cirende Stromelement j <> ruht, während das iuducirte

Drahtelement 7> 6" in beliebiger Bewegung- beg^riffen ist. Die von

jD(T in J)ö! während der Zeit dt ei/fMigte elektromolorische

Kisift tj D a U d t (12j besitzt alsdann nach der früheren
P. Neu?na7in'sehen Abhandlung (Klassiker d. exaet Wias.,

No. 10, Seite 24) den Werth:

Hier bezeichnet e die Inductionsconstante , nnd v die augen>
blickliche Geschwindigkeit des Elementes Ds. Ferner hat hier

cDaßs die Bedeutung

:

wo M diejenige ponderomotorische Kraft vorstellti welche/Da
anf das Element Ds ausüben würde , falls letzteres von einem
elektrischen Strom von der Stärke Eins durchflössen wäre.

Somit folgt aus [3)

(A) i] Dil Ds df = — ev [c Da Ds) dt .

cDaDs= Ii cos {M-v)
,

cDo Ds=j'DoDs 2 d'^y?'
cos [Ii ' v) .

düds

Demgemäss ergiebt sich aus (A)

:
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2
(B) rjDa Dsdi= — bJDgDs ^ . cos(i2 «?)- c?^

.

Bezeichnet man nun das von während der Zeit dt dareh*

lanfene Wegelemeut mit do ^ so ist © = , mithin:
dt

«-.-.a/» . _ ^£__cos{^j^ dr
„08(12. -

WO den Zuwachs yon r während der lakXdi vorstellt*].

Somit folgt ans (B)

:

oder was dasselbe ist :

Beachtet man nun, dass die von /7)(7 in Ds erzeugte elek-

tromotorische Kraft immer nur abhäugig sein kann von der

relativen Bewegung des einen Elementes in Bezug auf das

andere, so erkennt man sofort, dass die Formel D' ganz all-

gemein gilt, einerlei ob dn^ eine Element JUa ruht, oder ob

beide Elemente in Bewegung begrirten sind.

Dagegen ist bei der Formel D stillschweigond voraus-

gesetzt worden, dass die Stromstärkey constant sei. Aendert
sichj, so ist, wie mein Vater gezeigt hat, zam Ausdmck (D)

df
noch ein von abLängendes Glied hinzuzufügen. Dieses Glied

aber ist von meinem Vater nicht mit TOlier Bestimmtheit an-

gegeben. Viehnehr sind von ihm für dieses Glied zwei ver-

schiedene Werthe proponirt, ohne bestimmte Entscheidung zu

Gunsten des einen oder andern , nämlich einerseits der Werth

/ X
£ Do Ds _

,
dj

(P) .
-y—^COs(Z>(y.2>Ä)^r7i5,

und andererseits der Werth

:

*} Dassinder That do * cos, [R- v) = d r ist, kann keinem Zweifel
unterliegen. Denn R ist, wie sclion früher betont wurde, repnlsiv
gerechnet, und repräsentu t also hier die Bichtuug der über ds hinaus
verlängerten Linie r.
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, , .
BDGDadrdrdj . eDoDs , ,^,dj .

q +T T--T--TJ^^=—K COS^COSy-£ C?/,

2 r da da dt 2 r dt

wo wiederum 0-, ^' die Ampere'^ahQU Winkel vorstellen. Man
vgl., was (pi betrifft, die hier vorliegende Abhandlung Seite 45

(()), und sodann, was (q) betrifft, die auf derselben Seite 45 be-

findlichen früheren Formeln (3), (4), (5).

Durch Zufügung dieses Gliedes (p) oder (q) erhält die For-
mel (D) die Gestalt

:

(13 iiDoDadt=—fjDö Ds\ \-—r-—rT \dt— ^dt

,

^ ' ^ \ dads dt 2 dt

wo alsdann W einen der beiden Werthe besitzt:

cos (Da • Ds]

*

cos ^ cos ^'
i = -— •

r

Die Formel (13) repräsentirt das F. iVewwaww'sch

e

Elementargesetz. Dabei bezeichnet ^ einen der
beiden Werthe (13a) , ohne dass von F. Neumann eine

bestimmte Entscheidung gegeben wäre zu Gunsten
des einen oder anderen Werthes.

Das F. Neiimaun'sche Princip.

Dieses wichtige und durch seine grosse Einfachheit ganz be-

sonders ausgezeichnete Princip bildet den Hauptinhalt der vor-

liegenden Abhandlung, und ist daselbst gleich zu Anfang

(Seite 3 und 4) in voller Allgemeinheit ausgesprochen. Das
Princip hat sich experimentell bewährt. Bedenken gegen das-

selbe sind meines Wissens niemals entstanden. Kurz, es dürfte

dieses Princip eines der einfachsten und zuverlässigsten*) Ge-
setze sein im ganzen Gebiet der Elektrodynamik.

Dieses Gesetz oder Princip ist in der hier vorliegenden Ab-
handlung abgeleitet aus dem soeben besprochenen Elementar-

gesetz, Demgemäss stellen wir uns die Aufgabe, eine solche

Ableitung hier wirklich zu bewerkstelligen.

*) Immerhin würden mir weitere experimentelle Prüfungen des-
selben, iiamentli(!h in solchen Fällen, wo der Inducent Glei tstellen
besitzt, hücLst wünschenswerth erscheinen.
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Es seien zwei mit Gleitstellen versehene Drahtringe g und s

gegeben; und zwar sei g von einem Strom durchflössen, dessen

Stärke j (aus irgend welclieii Gründen) von Augenblick zu

Augenblick in stetiger Weise sick äiidcil. Beide liinge ^ und s

seien in beliebigen Bewegungen begriffen. Wir stellen uns die

Aufgabe, die Summe dcrjenigeu ebktroniotorischon Kräfte zu

berechnen , welche g während der Zeit dt im iiiuge s hervor-

bringt.

Zur Vereinfachung wollen wir vorläufig annehmen , dass in

den Gleitstellen nur Elemente in die Ringe eintreten, nicht

aber austreten. Die während der Zeit dt in die Ringe g und s

neu eintretenden Elemente bezeichnen wir respective mit ^ a
und ^,9, während die bereits zu Anfang dieses Zeitelementes

dl in den Kingen enthaltenen Elemente Ua und Ds heissen

mögen. Demgemäss ist die An/ahl der Do unendlich gross,
ändert r>eits aber die Anzahl der .Ja eine endliche, nämlich

ebenso gross wie die xiuzahl der im Riuge g vorhandenen Gleit-

stellen. Analoges gilt selbstverständlich von den J).s und J s.

Die von einem oinzelnen Element 7)f; in einem einzelnen

Element Ds w-ilin iid der Zeit (// hervorgebrachte elektro-

motorische Kraft hat nach dem F, jN^eumann' »clieii Eie-
mentargesetz (13) den Werth;

TjDffDs di= — Bj DaDsiA^^^ -jj-j dt

T"^"^-^-

Diese Formel - ilt nur liir die Da , nicht aber für die ^/ <>. Wäh-
rend nämlich in jedem Element ])<T die Stromstärke in der Zeit dt

von j aufy-|- dj wächüt. wird sie in jedem der neu eintretenden

Elemente z/ g während der Zeit dt von Null aus bis zuj -\- dj
ansteigen. Die mit [a] analoge Formel für ein ElementJ ö wird

daher folgeudermaassen lauten

:

ri Jö Dsdt = — ey Ja Ds 14
~dt]

- 'e ij-+ dj)

,

WO unter y offenbar irgend ein Mittelwerth zwischen denjenigen

Stromstärken 0 und / -|- dj zu verstehen ist , welche das Ele-

ment ^(T zu Anfang und zu Ende des Zeitelementes dt besitzt.
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Glücklicherweise sind weitere Ueberlegungen über die Wahl
dieses Mittelwerthes nicht erforderlich. Denn man sieht sofort,

dass das mit y behaftete Glied ein Unendliclikleines dritter

Ordnung ist. mithin verschwindet gegen das letzte Olied. dessen

unendliche Kleinheit der zweiten OrdnuiiL^: aii^^hürt. Auch
ist in diesem letzten Gliede das Binom /-f- dj oüeubar ersetzbar

durchy. Somit reducirt sich die Formei auf:

Denkt man sich nun die Formel fa) für alle Elementenpaare

Da
,
Us, und die Formel {ß) für alle Elementenpaare ^a, Ds

hingestellt , so ^^elangt man durch Addition all dieser Formeln
zn dem Ergebniss, dass die Bnmme Faller von c im Ringe s

während der Zeit dt inducirten elektromotorischen Kräfte den
Werth hat:

wo d;is Zeichen 2" im letzten Ausdruck kein Integral, sondern

die Summe einer endlichen Zahl von Gliedern andeutet. Denn
es erstreckt sich diese Summe über alle während der Zeit d f

in den King c; neu eintretenden Elemente Ja ; sie besteht daher

aus ebensovielen Gliedern, als Gleitstellen in g vorhanden sind.

Hieraus ergiebt sich sofort , dass alle drei Ausdrücke der For-

mel (14) unendlich kleine Grössen erster Ordnung sind, und
daas es also vdUig anstatthaft sein wttrde, etwa den letzten Aus-
drnck gegenüber den beiden ersten vernachlässigen zu wollen.

Bei Ableitung d^ r Formel (11) scheinen, die in den Bing s

wftJirend der Zeit dt neu eingetretenen Elemente Js ganz

vergessen zu sein. Wollte man aber diese Elemente Js mit in

Rechnung bringen, so würde, weil die Anzahl der Ja endlieh,
hingegen die Anzahl der Z)^ nnendlich gross ist, zur rechten

Seite der Formel ( 1 4) nnr noch ein Glied hinzutreten , welches

dieser rechten Seite gegentlber verschwindend klein, mithin

fortzulassen ist.

Nur der Bequemlichkeit willen ist bis jetzt vorausgesetzt»

dass in den Gleitstellen der beiden Binge nnr Elemente ein-
tre t en , nicht aber austreten. In der That übersieht man leicht»

ri J a Ds dt = B JaDs
2

(14)
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dass die Formel 14) ganz allgemein gelten wird , falls man
nur in ihr unter den Ja die absoliilen Längen der neu ein-

tretenden, andererseits aber die mit (— 1) maltiplicirteu

Längen der austretenden Elemente verstellt.

B< aditen wir jetzt die schon frUker benutzte identische

Gleichung

:

do ds dt

_ d id\ rdVr \ d ldVrd\r \ d uiVidy'A

da\ds dt] ds\dM dt] dt\d8 da ]
^

so redaeirt sieh die Formel (l l) auf*}

:

fiyrdV Da Ds^ dt
w- . do ds

(15)

-
y |ZS WDaD8^dj—^-\l% WJa Ds^ •

Der eingeklammerte Ansdmck im ersten Gliede ist = P, Tgl.

(9). Der eingeklammerte Ansdruck des zweiten Gliedes er-

hält, falls man fttr ¥^ seine Bedentnng (13a) snhstitnirt, entweder

den Werth

r

oder den Werth

L Ii DaDs .

r

Er ist daher, nach (9) , unter allen Umständen s= — 2 P. Somit

folgt ans (15):

(16) drP= «y^ ^+ € P
^1

dt^^^ |SS HfJaDs"^
,

oder was dasselbe ist :

(17) dF= £ dt— ^i^Z'yJaDsY

Nach (10) ist aberyP== Q. Somit folgt:

Dass der Uebergang von (14) zu (15) auch dann noch correct ist,

wenn die Kinge mit Gleitstellen behaftet sind, ergiebt sich

mittelst gewisser allgemeiner Sätze. IMau findet dieae Sätze in den
Abhandlungen der K. Süchs. Ges. d. Wibs. 1873, Seite -140 und 447.
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(18) dF= a'^dt—-^^lS FJoDs^ .

Integrirt man endlich diese Formel über ein beliebiges Zeit-

intervall tf-'-tf,^ so erhält man für die während dieses Zeit-

intervalls von q in s inducirte elektromotorische Kraft F den
Werth

:

(19) F= e {Q„- Q,) - 'I' J)s^ ,

wo Q, und Q,, die Werthe von Q in den Augenblicken und
vorstellen. «

Vergleichen wir nun diese Formel (19) mit dem allgemeinen

F. Neiima?in' achen Princip, d. i. mit der Formel auf

Seite 50

:

(19*)
^

i^==6(Q„-Q,),
so bemerken wir einen sehr wesentlichen Unterschied.

In der That haben wir hier zwei ganz verschiedene Formeln

vor uns. Die Formel (19 repräsentirt das F. Neuma/ifi' sehe
Elementar gesetz, insofern als sie von uns ans diesem in (13)

angegebenen Elementargesetz in directer Weise abgeleitet ist.

Andererseits aber repräsentirt die Formel 19*) das F. Neu-
Twaww'sche allgemeine Princip. Es findet also zwischen

jenem Elementargesetz und diesem Princip kein Einklang statt.

Denn je nachdem wir das eine oder das andere anwenden, er-

halten wir für die inducirte elektromotorische Kraft F bald den

Werth (19;, bald den Werth (19").

Das störende Glied, welches den Unterschied der beiden

Formeln (19) und (19*) ausmacht, ist behaftet mit den z/(7, und

wird also verschwinden, falls die alle = 0 sind, d. i.,

falls der inducirende Strom v; keine Gleitstellen hat. Dem-
gemäss können wir das Hauptresultat unserer Untersuchung so

aussprechen:

Das F. Netima7i?i' sehe Elementargesetz führt in

directer Weise zum F. Neum a?i?i' ach. en Princip, falls

der Inducent frei von Gleitstellen ist.

Hingegen führt jenes El ementargo setz zu einer
von diesem Princip wesentlich verschiedenen For-
mel, sobald Gleitstelleu im Inducenten vorhanden
sind.

Betrachtet man also dieses Princip als experimentell be-

wiesen, als wirklich unantastbar, so würde hieraus folgen, dass
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jenes Elementargesetz unhaltbar sei, oder wenigstens noch irgend

welcher Correction bedürfe.

Das eigentliciie Isoriwi, welclu s dnr( h die hier angestellten

Betrachtungen in die Dinge hineingetragen ist, besteht in den

Kräften (ß) Seite SS. und namentlich in dem Umstände, dass

diese Kräfte [ß] gegenüber den Kräften (a) Seite 87 nicht zu
vernachiä^-sio-en sind.

In der Aliliraullung meines Vaters konnte auf Seite "29 dieser

Kräfte 'S) schon deswegen nicht gedacht werden, weil dort nur

derjenige Theil der elektromotorischen Kräfte betrachtet wird,

weicher aus Orts ver ander un gen entspringt. Der von J n-
tensitäts Veränderungen herrührende Theil dieser Kräfte

kommt erst später Seite 43—52 in Betracht, nnd wird anf

Seite 46 in (10) durch das Integral

ausgedrückt. Jene von den IntensitätsverändeniDgen her-

rührenden elektromotorischen Kräfte [ß] , die wesentlich da-

durch charakterisirt sind, dass sie nicht dj\ sondern j selber als

Factor enthalten, scheinen also ganz ausser Acht gelassen zu

sein *
.

Wäre eine solche Vernachlässigung der Kiäfte [ß] wirklich

gestattet, so würden, wie man sofort erkennt, die Formeln (19)

and (19*) untereinander identisch werden. Und es würde dann
also — entsprechend der Ansicht meines Vaters — zwischen

dem Elementargesetz und dem allgemeinen Princip in der Tbat
vollständiger Einklang stattfinden.

*) Hiermit contrastirt allerdings eine gelegentliche Aeussernng
auf Seite 61, 62, welche dahin lautet, dass in den neu eintretenden
oder austretenden Elementen die Stromstärke plötzlich von 0 bis j,
oder vun,y bis (> sich verändere, und dass der liierdurch hervor-

febraciite iuducirende Etfect in deu frühereu rormeln öchoii mit eu t-

alten sei.

Ich weiss «lio^en Widerspruch weder zu beseitigen, noch auch
zu erklären. Aloj ii( lu rv eise liegt die Erl Jfirung darin, dass die liier in

Betracht kommeudt n I heile der Abhandlung — nach der etwas ver-
schiedenen Bezeiclinungßweiöe zu urtheilen — zu verschiedenen
Zeiten' niedergeschrieben sind. Während nSmlich im eigentlichen
Haupttheil (§ 1—4) der inducirende Stnnn / heisst, ist derselbe im
letzten Theil (§5), sowie auch in der Einleitung, mit i bezeichnet
\vorden. Bei dem hier vorliegenden Neudruck haV»e ieh mir allerdings

erlaubt, diebC Un.icleichmUssigkeit zu beseitigen, und den inducirenden
Strom durchweg mitj zu bezeichnen.

dt
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Uebrigens habe ich diese Dinge schon finher besprochen in
meinemWerke fiber die elektrischen Krifte, Leipzig Tenbner,
1873, Seite 214—232. Heine dortigen Betrachtnngen waren
aber yenniseht mit mancherlei andern, mm Theil sehr mflhsamen
üeberlegnngen , und entbehrten infolge dessen wohl der hin-
reichenden Deutlichkeit. Demgemiss habe ieh hier diese Be-
trachtiiDgen von Neoem wiederholt, und etwas anschaulicher

und übersichtlicher zu gestalten gesucht.

üeber ein F. Nenmami'sehes Experimemt.

Ich werde Äclilier^slich die Formeln lU und '19*
j noch auf

ein von meinem Vater angestelltes Experiment anwenden, aas
dem zugleich hervorgehen wird, dass das jene beiden Formeln
unterscheidende Glied unter Umständen einen recht beträcht-

lichen Werth haben kann.

In der Mitte der Seite G6 heisst es : uZum Multiplicator ge-

langen bei fortgesetzter rascher Drehung der Axe e drei Ströme
ü. s. w.« — Der dort behandelte Fall

ist im Weöt'UÜichen ful.£reuder:

Der Stromfeiner bei a aufgestellten

galvanischen Batterie ^*A\t (wie die in

der Figur lu angegebeneu Pfeile an-

deuten von u über Ii und y nach e. und
von hier ans durch einen in der Figur

nicht gezeichneten Draht nacli c zu-

rück. Mit Ausnahme des lialinstückes

ey sind alle Theile der eben genannten

Drahtleitnng unbeweglich. Das Bahn-
sttick ey hingegen befindet sich etwa

getrieben durch einUhrwerk] in schneller

und gleichförmiger Rotation nm den
Punkt € t

und zwar der Art , dass sein

Ende / längs des kreisförmigen Draht-

stttckes (iyd dahinschleift. Das £ude d

dieses kreisförmigen Bahnstückes reicht

sehr nahe an seinen Anfang ßt ohne
mit ß in leitender Verbindung zu stehen.

Der Mittelpunkt dieser zwischen ß und d

vorhandenen Ltlcke mag (i heissen.

Der Widerstand des kreisförmigen

Bahnstttckes ßyS mag im Vergleich mit den WiderstAnden der

übrigen Theile der Drahtleitung so ausserordentlich klein gedacht
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werden , dass die Stiirkc j des elektrischen Stroms , während y
von ^ nach (5 fortgleitet, constant bleibt.

Wir wollen, was die Rotation des Bahnstückes ly betritit,

unter ßyb diejenige Zeit verstehen, welche der Pindpunkt

dieses Bahnstückes braucht, um von iß über / nach ö zu gelangen.

Ferner mag 6 denjenigen Zeitaii ^ronblick bezeichnen, in

welchem jener Endpunkt die Stelle 6 passirt, und ß den un-

mittelbar folgenden Zeitangenbiick, in welchem jener End-
punkt die Stelle ß passirt.

Es handelt sich daram , die Summe F deijenigen elektro-

motorischen Kräfte zn berechnen , welche der Strom aßyea
während einer einmaligen Umdrehung des Bahnsttlckes « ^ in

irgend einem in der Nähe fest aufgestellten Drahtring s

inducirt.

Diese Summe i'ist zerlegbar in drei Theile:

(20) F=^Fß + F^r^ + F^.

Denken wir uns nämlich jeue rmdrehimg vom Punkt /t aus-

gehend, und tiber ßyd nach fi zunickkehrend, so wird in s zu-

nächst im Augenblick ß eine gewisse Summe Fl^ elektromoto-

rischer Kräfte hervorgebracht durch das plötzliche Anschwellen

des inducirenden Stroms von 0 auf /. Sodann wird in s wäh-
rend der Zeit /i/d eine gewisse Summe Ff^^^^ elekti ninotorischer

Kräfte erzeugt, theils durcli die Bewegung des Bahustückes ey,

theils auch dnrrh die an der Gleitstello ;/ in den Induccnten

neu eiiitrelemU'u Elemente , deren Stromstärke beim Eintreten

von 0 aufy ansteigt). Endlich wird in s im Augenblick Ö von

Neuem eine gewisse Summe elektromotorischer Kräfte indu-

cirt durch das plötzliche Sinken des inducirenden Stroms von

j auf 0.

Das Potential des inducirenden Stroms aßyect auf den

Ring s mag für den Fall, dass beide Ringe die Stromstärke Eins

haben, mit P bezeichnet sein. Dieses PotentialP wird offenbar

während der Umdrehung des Bahnstückes ey von Augenblick

zu Augenblick sich ändern. Seine Werthe in den Augenblicken

ß und d mögen Ff^ und heissen. Auf Grund des F. iVew-
mann'schen Elementargesetzes, oder vielmehr auf

Grand der ans diesem Gesetz entsprungenen Formel (19) er-

geben sich alsdann fttr F^^^, F^ und F^ die Werthe:
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'20a)

(9

F^ =«0— >P<>).

Somit geht die Formel (20) über in

:

(21) • F=-»^y|ES

Der hier auttretende Ausdruck

ZS WJaDs^ Z|^(? S ^i* JJs^

kann leicht veroinfaclit werden. Ks enthält nänilich die Summe-
(wie schon früher bemerkt wurde nur eine endliche Anzahl

von Gliedern, nämlich ebenso viele Glieder als J o vorhanden

sind. Im gegenwärtigen Fall existirt nur eine Gleitstelle ge-

legen bei y)y mithin auch nur ein Element ^<f; so dass sich alao

jener Ausdruck redneirt auf

DemgemAss geht die Formel (21) Aber in:

(22) F^— ^ f S i>6 j .

Diese Formel aber kann offenbar auch so geschrieben werden:

;2y, i- =
I lßyd{^^^ l' J'") f ^^/«»(^o-S * /a)

,

WO al-^dann ^ßy() ^ine Integration andeutet und zwar eine

Int* ,L latioii über sämmtliche Kiemente des kreisförmigen

Urahtätückes ßyä. Oh man dabei diese Elemente mit z/a oder

Da bezeichnet, ist gleichc^niltig.

Substituirt m;in Jetzt für 'f' seine eigentliche Bedeutung (13a)|

so erhält mau für F entweder den Werth:
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oder den Werth:

jP= Bj^- i iißy^^ ^ Da Dsj .

Im einen wie im anderen Werth ist aber der in der Klammer
stehende Aasdruck, wie aus (9) ersichtlich, gleich dem Po-
tential P des Kreises ßyö in Bezug auf den Ring s, also gleich

wo P^^ und Pi-^ die schon früher festeresetzten Be-
deatnngen haben. Somit erhiüt man alao schliesslich:

(24) F= ej[P^ — Pf^j,

Dieses Resultat (24) hat sich hier ergeben auf Grund des

F, Neuma?in' sehen Elementargesetzes (13', d. i. auf
Grund der aus diesem Gesetz entsprungenen Formel (19).

Wir wollen nim andererseits, statt dieses Elementargesetzes,

das F. Neumann' &che allgemeine Princip, d. i, statt

(19) die Formel (19*) der Betrachtung zu Grunde legen. Als-

dann werden wir statt der Formeln (20], (20a) offenbar folgende

erhalten

:

F=: F^ F^y^ 4- F^
,

hß =.i{jpß-o],

\f^ ==e{0^jP^),

mithin zu folgendem Endresultat gelangen:

(24*) F=0,
Der Werth von ist nun YOn meinem Vater experimentell

bestimmt worden. Und zwar ergab das Experiment

:

F= 0
;

vgl. Seite G7
,

Zeile 7 v, n. Die experimentelle Beobachtunc,^

spricht also für (24*), und j^^c^ren '24). D. h. sie spricht für
das F. Ne7(mami'fiQ\ie allgemeine Princip, und gegen das

F. Neumann Bohe Elementargesetz.

Die hier besprocheue Abhandlung meines hochverehrten

Vaters dürfte zu den grossarti^rston nnd wichtigsten Schöp'fungeu

gehören im ganzen Gebiet der mathematischen Physik. Aber
selbst die erhabensten Werke der mathematischen Literatur

wollen nicht blos angeäUuiit und bewundert, sondern vor allen
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Dingen auch emstlich studirt sein. Die Resultate eines solchen

Studiums habe ich in diesen Anmerkungen niedergelegt. Dabei

habe icli sorgfältig der Bczeichnungsweise meines Vaters mich

angescblossen. Nur ein Buclistabe ist von mir neu eingefühir

wordeu, iianilich das i . Vgl. Seite S4 (l 1), (12). Dabei ist zu

bemerken, dass dieses rj, seiner Bedeutung nach, identisch ist

mit dem im letzten Theil der vorliegenden Abhandlung.

Vgl. den Anfang der Seite ä.jj und namentlich auch die Formel

(7b) auf Seite 57.

Es sind noch einige Worte zuzufügen speciell über den § 5,

in welchem das F. JS'eumanfiHchQ allgemeine Princip mit den

Kesultaten der IV. IT^^ (Derschen Theorie verglichen wird. Zu

Anfang dieses Paragraphen (Seite 52— 00; zeigt sich in dieser

Beziehung volle rebereinstimmung. Sodann aber ergeben sicli,

im weiteren Verlauf des Paragraphen Seite Hl— 71), aus der

lVebe7''Bcheu Theorie Formeln, die von den betreffenden J\>//-

mami sahen Formeln mehr oder weniger abweichen. Fm diese

heterogenen Formeln liesser iil»ersehen und auseinanderlinlten

zu können, habe ich daselbst die einen mit 5^ die anderen mit

bezeichnet. Auch ist auf jenen Seiten .^eite Gl— 71) die

TFVi'.fer'sehe Theorie in verschiedenen Moditicationen entwickelt:

dementsprechend sind von mir den betreiienden Formein respec-

tive die Signaturen 55?.. und 302- beigefügt worden.

Schliesslich sei Ijemerkt. dass in allen Paragraj)hen der vor-

liegenden Abhandlung die Buchstaben ^ und s Idosse Kamen
sein sollen für das inducirende und inducirte System , während
die betreffenden Bogen und Bogen elemente durchweg mit

cy, Da und Du bezeichnet sind. Doch ist eine solche Unter-

scheidoDg zwischen g und o, andererseits zwischen s nnd s

nicht Torhanden in der Einleitung (Seite 3— 7), tind ebenso

wenig im Anhange Seite 72—78).

Leipzig, April 1892.

Druck Ton Breitkojtt i: Uärtel ia Lei^tzig.
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