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1.  SITZUNG  VOM  7.  JÄNNER  1898. 

Der  Vorsitzende,  Herr  Vicepräsident  Prof.  E.  Sucss, 

gedenkt  des  Verlustes,  welchen  die  kaiserliche  Akademie  durch 

das  am  29.  December  v.  J.  erfolgte  Ableben  des  wirklichen 

Mitgliedes  der  kaiserlichen  Akademie,  Herrn  Dr.  Constantin 

Kitter  v.  Hofier  in  Prag,  erlitten  hat. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  über 

diesen  Verlust  durch  Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Ferner  macht  der  Vorsitzende  Mittheilung  von  dem  am 

13.  December  v.  J.  erfolgten  Hinscheiden  des  auswärtigen 

.iiffespondirenden  Mitgliedes  der  mathematisch-naturwissen- 

schaftlichen ("lasse,  Herrn   Prof.  Francesco  Brioschi,  Prä 
^identen  der  R.  Accademia  dei  Lincei  in  Rum. 

Die  Mitglieder  erheben  sich  gleichfalls  zum  Zeichen  des 

Beileides  von  ihren  Sitzen. 

Der  prov.  Secrctär  bringt  eine  Zuschrift  der  k.  u.  k. 

Marine- Sc ction  des  k.  u.  k.  Reichs-Kriegs-Ministeriums  zur 

Kenntniss,  in  welcher  der  kaiserlichen  Akademie  für  ihren 

Beschluss,  die  von  S.  M.  Schiff  »Pola«  im  Jahre  1892  östlich 

von  Rhodus  aufgefundene  giösste  Tiefe  des  Mittelmeeres  in 

Anerkennung  der  Verdienste  des  verewigten  Marine-Comman- 

Janten  Freiherrn  v.  Sterneck  um  die  Erforschung  des  Mittel- 

meeres fortan  in  ihren  Publicationen  als  »St erneck -Tiefe« 

zu  bezeichnen,  der  Dank  der  k.  u.  k.  Kriegs  -  Marine  aus- 

gesprochen wird. 

Laut  telegraphischer  Nachricht  ist  S.  M.  Schiff  »Pola« 

am  28.  December  v.J.  zu  viertägigem  Aufenthalte  in  Massaua 

eingelangt.  An  Bord  Alles  wohl 

l* 
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Herr  E.  Friedrich  in  Elbing  übersendet  eine  Abhandlung: 

»Zur  Entdeckung  der  therapeutischen  O-Strahlen. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Boltzmann  überreicht  eine  im 

physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien  aus- 

geführte Arbeit  von  Prof.  G.  Jäger  und  Dr.  St.  Meyer,  betitelt: 

»Bestimmung  der  Magnetisirungszahlen  von  Flüssig- 

keiten und  deren  Änderung  mit  der  Temperatur* 

(III.  Mittheilung"). 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  v.  Lang  legt  eine  Abhandlung 

von  Prof.  Dr.  \V.  Müller-Erzbach  in  Bremen  vor.  welche 

den  Titel  führt:  »Über  eine  genaue  Messung  des  Dampf- 

druckes bei  der  Dissociation  wasserhaltiger  Salze«. 

Herr  Dr.  Michael  Senkovski  überreicht  eine  Arbeit  aus 

dem  Universitätslaboratorium  für  medicinische  Chemie  in 

Krakau:  »Über  die  Einwirkung  der  Red uctionsmi ttel 

auf  Cholsäure«. 
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Bestimmung  der  Magnetisirungszahlen  von 

Flüssigkeiten  und  deren  Änderung  mit  der 

Temperatur 

(III.  Mittheilung) 

von 

Prof.  Dr.  Gustav  Jäger  und  Dr.  Stefan  Meyer. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  9  Textfiguren.) 

L 

In  der  zweiten  Mittheilung1  unter  obigem  Titel  fanden  wir 

das  Resultat,  dass  die  Atommagnetismen  von  Nickel,  Cobalt, 

Eisen  und  Mangan,  aus  den  Chloriden,  Sulfaten  und  Nitraten 

bestimmt,  sich  wie  2  :  4  :  f>  :  6  verhalten.  Es  lag  daher  die 

bereits  geäusserte  Vermuthung  nahe,  dass  sich  diese  natürliche 

Zahlenreihe  durch  weitere  Metalle  ergänzen  lasse. 

Nachdem  schon  G.  Wiedemann  und  andere  Forscher 

gezeigt  hatten,  dass  nur  der  Atommagnetismus  des  Chroms 

zwischen  jenem  des  Nickels  und  Cobalts  zu  stehen  kommt,  so 

handelt  es  sich  nur  noch  darum,  nachzuweisen,  ob  sich  dieses 

Metall  genau  an  die  Stelle  3  obiger  Zahlenreihe  einfüge. 

Magnetisirungszahlen  der  Chromsalze. 

Ks  wurden  die  Lösungen  des  Chlorides  und  des  Sulfates 

untersucht.  Die  Gehaltsbestimmungen  der  ersteren  Lösungen 

hatte  Herr  Ing.  Julius  Neudörfer  die  Liebenswürdigkeit  zu 

ubernehmen  und  danken  wir  ihm  an  dieser  Stelle  hiefür.  Der 

»  Diese  Siuungsbcr..  Bd.  106.  Abth.  II.  a.  Juli  1897. 
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6  G.  Jag  er  und  Su  Meyer, 

Gehalt  der  Sulfatlösungen  wurde,  nachdem  das  specirische 

Gewicht  ermittelt  war,  den  Tabellen  von  Landolt  und  Börn- 

stein entnommen. 

Die  Bezeichnungen  in  den  folgenden  Tabellen  sind  die- 

selben wie  in  den  früheren  Mittheilungen. 

a)  Chromchlorid. 

Die  Lösung  des  violetten  reinen  Salzes  in  Wasser  wurde 

durch  Zusatz  einer  sehr  geringen  Spur  von  Chromchlorür 

erzielt.  Da  dieselbe  dunkelgrün  gefärbt  erschien,  war  es  nicht 

möglich,  eine  scharfe  Einstellung  des  Fadenkreuzes  auf  den 

Meniscus  zu  erhalten,  und  wir  brachten  daher,  um  diesem 

Übelstande  abzuhelfen,  auf  die  Flüssigkeitskuppe  des  dem 

Magneten  abgewandten  Schenkels  der  U-Röhre  einen  Tropfen 

Wasser. 

Lösung  1 

Proc.  =  14-08%  CrC)3 

Tu  =  M18 

g.  m.  =  0-99 

Mittel 

AfMO-« x.lO« 

Mittel 

1?9 
\ < 

I 

2?0 

1  8 

157 

302 -5 

5  12 

4  87 
\ 

1 

5-00 

18-0 ) 18-0 

18-0 

157-5 305 

4-85 

479 ! 
482 

55-5 1 55-2 55  9 

155 

303 

4 "  22 

4  30 

1 

( 

4-26 

825 
i 80-4 

84*5 

155 

302 

4-01 

382 1 

392  |
 

Lösung  '1. 

Proc.  =  9-26%  CrCI, 

Tic  =  1078 

g.  m.  —  0-63. 

i 
i 
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Magnetisirungszahlen  von  Flüssigkeiten. 7 

Mittel 

2?8 

17-0 

52-7 

80-5 

T 

3/2.10-c 
x.10« 

2  "  o 10/ 9  09 

3-0 

303-2 

2-99 

17*0 lor  -5 

2  92 

17'0 

304 

2-86 

53-2 155*  5 

2-70 

52-2 302-5 

2  66 

80-5 
155 

2-52 

80-5 

303 

• 

2-43 

Mittel 

3-04 

2-89 

2-68 

2-48 

Die  folgenden  Figuren  1  und  2  zeigen  die  Abhängigkeit 

des  x  von  der  Temperatur. 

Lösung  I. Lösung  2. 

3&         4o  43  So 

Magnetisirungszuhl  x.10* 

Fig.  I. 

25  So 

Magneti.sirungszahl  x.lu* 

Fig.  2. 

Aus  diesen  Geraden  berechnen  sich  die  Tcmpcraturcoeffl- 

cienten 

Sl  =  —0  00277 

e2  =  —0  00227 

Digitized  by  Google 



C.  Jäger  und  St  Meyer, 

b)  Chrom sulfat. 

Zur  Verwendung  gelangte  die  grüne  Modifikation  des 

Salzen  Auch  hier  empfiehlt  es  sich,  wegen  der  starken  Färbung 

der  Lösung  einen  Tropfen  Wasser  auf  den  Meniscus  vor  dem 

Fadenkreuz  zu  bringen. 

Lösung  1. 

22- 01%  Crf(S04)s 1-238 

0-685 

Proc. 

g-  m. 

Mittel T 

3/2.10-6 x.  10« 

Mittel 

2?  l 156 820 

|  8
13 

1-7 303 806 

15-0  1 
150 1575 

7-70 

|      7  70 

15-0 

'  304 

7-70 

54-9 

550 156 720 

|  7
09 

54-8 

303 699 

so-i  j 80M 
156 

6-85 

J      6  74 

80- 1 
302-5 

6  63 

Lösung  2. 

Proc.  =  6-67%  Cr2(S04)8 

7,5  =  1062 
g.  m.  =  0178 

Mittel T 

AP.lO-c *.10« 

Mittel 

1*7 
{ 

1?5 

1-9 
157-5 
305 

1-71 
1-63 

|  1
-67 

13-6 

i 13  6 

13*6 

158 

305 

1-47 

1-49 

j  
1-48 

50-9 i 50-  0 

51-  8 

155 

303 

1-30 
1-30 

J  1
-30 

80 -9 { 
87  0 

868 

•  155 

300  5 

1  12 

1  15 

|  1
13 
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Magnetisirungszahlcn  von  Flüssigkeiten. 9 

Fig.  3  und  4  stellen  wieder  den  Zusammenhang  zwischen 

Magnetisirungszahl  und  Temperatur  dar. 
i. 

6  18 

Magnetisirung*zahl  m.10« 

Fig.  3. 

Lösung  2. 

lo      ±s  :o 

Magnetisirungszahl  «.10« 
Fig.  4, 

Die  aus  den  linearen  Darstellungen  gewonnenen  Tem- 

peraturcoefficienten  sind 

t,  =  —0-00219 

zi  =  -o-oo:i?o 

In  der  Fig.  5  haben  wir,  wie  dies  in  den  früheren  Mit- 

iheilungen    für  die  anderen   Metalle  geschehen   war,  eine 

*  10 

JZ 

et 

I  5 

r 

S/r 

—  7^* 

c 

I 

Fig.  5. 

üJt 

graphische  Zusammenstellung  der  Resultate  gegeben.  Es  zeigt 

sich,  dass  auch  für  die  Salze  des  Chroms  die  Magnetisirung»- 
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10 G.  Jäger  und  St.  Meyer, 

zahl  lediglich  vom  Chromgehalte  bestimmt  wird.  Das  Sulfat 

ist  natürlich  als  der  Formel  72Cr2(S04)3  entsprechend  in  die 

Zeichnung  eingetragen.  Die  Darstellung  gilt  für  die  Temperatur 

17-5°  C. 

Der  Atommagnetismus  des  Chroms  bestimmt  sich  hieraus 

zu  6  •  25 . 10-6  (C.  G.  S.)  oder  2-5.2*5. 10  ~6  (C.  G.  S.). 

Unsere  Erwartung  bezüglich  des  Atommagnetismus  des 

Chroms  hat  sich  sonach  aus  den  Messungen  an  Chlorid  und 

Sulfat  desselben  nicht  bestätigt.  Wir  erhielten  nicht  die  er- 

wartete Zahl  3,  sondern  2*5. 

II. 

Lägen  nur  die  Messungen  unserer  beiden  ersten  Mit- 

theilungen vor,  so  würde  es  den  Anschein  gewinnen,  als  ob 

ganz  unabhängig  von  der  Art  der  Verbindung  ein  jedes  Metall 

seinen  ganz  bestimmten  Atommagnetismus  hätte.  Doch  ist 

bereits  von  anderen  Forschern1  nachgewiesen  worden,  dass 

in  magnetischer  Beziehung  der  Gruppe  der  Eisenoxydsalze 

diejenige  der  Eisenoxydulsalze  gegenübersteht,  indem  letzterer 

ein  niedrigerer  Atommagnetismus  des  Eisens  zukommt. 

Es  war  deshalb  für  uns  von  Interesse,  noch  eines  der 

Salze  der  zweiten  Gruppe  zu  untersuchen,  umsomehr,  als 

der  Magnetismus  unserer  Ferrosulfatlösungen  (FeS04)  genau 

mit  demjenigen  der  Chlorid-  und  Nitratlösungen  überein- 

stimmt. 

Wir  wählten  zu  diesem  Zwecke  das  Eisenchlorür.  Unsere 

Beobachtungen  ergaben  die  in  den  folgenden  Tabellen  zu- 

sammengestellten Resultate. 

Lösung  1. 

Proc.  =  27*86%  FeCI2 

7,7-5  =  1*175 

g.  m.  =  2-58 

1  Vergl.  G.  Wiedemann,  Lehre  von  der  Elektiicitrit,  1895,  III.  §.  1271 
S.  90 1 . 
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Mittel T 

An.  io-« x.lOß 

Mittel 

2?3  | 
l?6 

3-0 
157 

302 

20-12 

20-11 

J  2
0-11 

160  J 

16-0  , 

16-0 

157 

303 

1929 

1935 

|       19  32 

50- 1 1 

400 

51  2 

153 

300 
18-51 

17-88 

|  1
8-20 

Lösung  2. 

Proc.  =  13-93%  FeCI2 

Tl7.5  =  1-090 

g.  m.  =  1-30 

Mittel T 

3/2. 10-« x.io«; 

Mittel 

2?1 
! 

2°2 

2-0 155-0 

302-5 

9S1 

971 I 

9-76 

230 
i 

23-0 
230 154-5 

301-5 

9-33 

9-09 

1 
921 

42-1 1 42-0 42  2 

1530 

301 

S-64 

8-154 

j 
\ 

8*04 

In  den  Figuren  6  und  7  sind  die  Resultate  graphisch 

dargestellt 

Aus  diesen  Geraden  ergeben  sich  die  Temperaturcoeffi- 

cienten 

b,  —  —  0  0022 

6,  =  —0-00294 

In  der  folgenden  Fig.  8  ist  die  Abhängigkeit  des  x  von 

dem  Eisengehalte  dargestellt.  Die  gestrichelte  Linie  zeigt  den 

Magnetismus  nach  Abzug  der  Wirkung  des  Wassers  an. 
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12 G.  Jäger  und  St  Meyer, 

Daraus  ergibt  sich  der  Atommagnetismus  für  Eisen  aus 

Eisenchlorür  zu  7 •  5 . 1 0~6  (C.  G.  S.)  oder  3 .2*5. 10~6  (C.  G.  S.). 

Wider  unser  ursprüngliches  Erwarten  reihte  sich  das 

Chrom  nicht  genau  in  die  Mitte  zwischen  Nickel  und  Cobalt 

Lösung  1. LOsung  2. 

13  18  19  TO 

Magnctisinmgszahl  x.  10* 

Fig.  6. 

S  9  10 

Magnetisimngszahl  x.  10« 

Fig.  7. 

ein.  Nicht  unauffallend  mag  es  daher  erscheinen,  dass  gerade 

das  Eisen  aus  dem  Eisenchlorür  diese  Stelle  mit  voller  Schärfe 

einnimmt.  Um  dies  deutlich  zu  zeigen,  haben  wir  die  Resultate 

in  Fig.  9  nochmals  zusammengestellt. 

13 

M 
e 
2  10 

6 
e 

I  « 

'S 

ii'sc. 

 tX 

Fig.  S. 

Eine  einfache  Beziehung  zwischen  dem  periodischen 

System  der  Elemente  und  dem  Atommagnetismus  lässt  sich 

aus  diesen  Ergebnissen  nicht  feststellen,  wohl  aber  springt 

es  in  die  Augen,  dass  alle  stärker  magnetischen  Elemente 
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eine  aufeinanderfolgende  Reihe  in  diesem  System  bilden,  die 

innerhalb  enger  Grenzen  des  Atomgewichtes  liegt,  und  dass 

2  « 

I 

TS 

t 

Fig.  9. 

I 

GM. 

Mtv/ 

Fe,/ 

/Vi  S 

 , 

, —  .<«• 

C-  

Cr  / 

die  stärksten  Elemente  sich  in  der  Mitte  dieser  Gruppe 

befinden. 

Digitized  by  Google 



14 

Ober  eine  genaue  Messung  des  Dampfdruckes 

bei  der  Dissociation  wasserhaltiger  Salze 

von 

W.  Müller-Erzbach. 

Bei  der  seit  einiger  Zeit  von  mir  angewandten  Methode,1 

den  Zerlegungsdruck  durch  Anwendung  eines  Gegendruckes 

von  bekanntem  Werthe  zu  messen,  habe  ich  selbst  bei  der 

Zersetzung  fester  Körper  nicht  nur  constante,  sondern  zugleich 

unerwartet  genaue  Resultate  erhalten.  Das  Verfahren  besteht 

der  Hauptsache  nach  darin,  dass  das  zu  untersuchende  Salz 

in  Proben  von  etwa  1  g  Gewicht  innerhalb  weiter  Glasgefässe 

dem  Dampfdruck  einer  durch  wässerige  Schwefelsäure  gleich- 

massig  feucht  gehaltenen  Atmosphäre  ausgesetzt  wird.  Die 

Concentration  der  Schwefelsäure  wurde  durch  eine  Mohr'sche 

Wage  bestimmt.  Die  von  Regnault2  für  den  Feuchtigkeits- 

druck der  nicht  zu  concentrii  ten  Schwefelsäuren  angegebenen 

Werthe  stimmen  mit  meinen  Beobachtungen'1  nach  einer  ab- 

weichenden Methode  hinreichend  überein  und  wurden  also 

dadurch  bestätigt.  Für  concentrirtere  Säuren  fand  ich  etwas 

kleinere  Werthe,  doch  kommt  diese  Abweichung  bei  den  nach- 

stellend beschriebenen  Versuchen,  bei  welchen  nur  verdünnte 

Säuren  verwendet  sind,  nicht  in  Betracht.  Die  relative  Feuch- 

tigkeit der  über  der  Schwefelsäure  befindlichen  Luft  erweist 

sich  nach  Regnaul  t  mit  der  Temperatur  wenig  veränderlich. 

Beispielsweise  betrug  sie  über  den  verdünnteren  Säuren  von 

1  Zcit-chr.  phys.  Chan.  XIX.  135  (IS96). 

2  Ann.  chim.  phys.  (3).  XV,  129. 

8  Wiedcm.  Ann.,  25,  359  (1885)  und  Zeitschr.  phys.  Chem.,  XXI,  555 

(1896). 

Digitized  by  Google 



Dissociations-Dampfdruck  wasserhaltiger  Salze.  15 

33-11%  Säuregehalt  0-7086  bei  16°,  0  7088  bei  18°  und 

0-7008  bei  35°,  für  den  Säuregehalt  von  24-26%  0-8384  bei 

5°.  0-8416  bei  9°,  0-8370  bei  16°  und  0-8313  bei  35°.  Also 

kann  man  sich  durch  solche  Säuren  Atmosphären  von  recht 

konstanter  Dampfspannung  verschaffen. 

Sehr  viel  schwieriger  ist  es,  die  Temperatur  der  sich 

zersetzenden  Körper  zu  regeln.  Der  Thermostat  ermöglichte  es 

mir  nicht,  die  Wärmeschwankungen  während  eines  Tages 

regelmässig  und  mit  Sicherheit  unter  13°  hinabzubringen,  und 

auch  diese  Grenze  konnte  ich  nur  erreichen,  wenn  die  Tempe- 

ratur des  Regulators  andauernd  einige  Grade  über  der  Luft- 

temperatur lag.  Das  günstigste  Resultat  mit  theilweise  kleineren 

Schwankungen  als  die  erwähnten  erhielt  ich  noch  immer  durch 

Anwendung  grosser  Wassermengen,  die  in  einfacher  oder  durch 

e:ne  Zwischenwand  aus  Glas  getrennter  doppelter  Hülle  das 

sich  zersetzende  Salz  umgaben. 

l'm  nun  festzustellen,  welcher  Grad  von  Genauigkeit  nach 
dieser  Versuchsweise  für  ein  festes  Salz  erreicht  werden  kann, 

verwandte  ich  das  leicht  zerlegbare  Glaubersalz.  Ich  war 

nämlich  durch  frühere  Beobachtungen  nach  einer  anderen 

Messungsart  auf  die  grosse  Beweglichkeit  des  im  Glaubersalz 

gebundenen  Wassers  aufmerksam  geworden  und  deshalb  hatte 

ich  es  für  den  vorliegenden  Zweck  ausgewählt. 

Nachdem  der  Dampfdruck  des  zu  prüfenden  Salzes  aus 

den  Gewichtsverlusten  in  Atmosphären  von  grösserem  Unter- 

schied in  der  Feuchtigkeit  annähernd  gefunden  ist,  stellt  man 

wässerige  Schwefelsäuren  von  ganz  geringer  Abweichung  im 

Dampfdruck  her.  Dieselben  hatten  für  die  Versuche  mit  Glauber- 

salz beispielsweise  die  speeifischen  Gewichte  1  2440,  1-2435 

und  12425,  also  wegen  der  oben  erwähnten  Proportionalität 

des  Dampfdruckes  zur  Sättigungsmenge  für  alle  Versuchs- 

temperaturen den  relativen  Druck  0'718,  0*720  und  0* 722. 

War  nun  die  Dampfspannung  des  Glaubersalzes  bei  einer 

niedrigeren  Temperatur  während  der  Dauer  des  meist  mehr- 

tägigen Versuches  derjenigen  der  wasserreichsten  Säure  durch- 

schnittlich gleich,  so  blieb  sein  Gewicht  unverändert,  während 

es  in  den  beiden  anderen  Flaschen  abnahm  und  über  der 

wasserärmsten  Säure  am  meisten.  In  anderen  Fällen  waren 
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16 
\V.  Müller-Erzbach , 

die  Gewichtsveränderungen  entsprechend,  und  die  nachstehend 

angegebenen  Versuchsgruppen  lassen  die  genannten  Druck- 

unterschiede mit  voller  Deutlichkeit  erkennen. 

Yer- 
Durch- 

schnitts- 

tempe- ratur 

Schwan- 
Relativer 

Gewichts- 
suchs- kungen  der 

Dampf- 

veränderung 

Hiiuer U1IUVI Temneratur 

drucki 

des  Salzes - 

1  Tag 

10-6° 

2-1° 

0-708 

0-711 

Va  »*g  Abnahme 

Va  mg  Zunahme 
2  Tage 

0-.714 

1  l!3mg  Zunahme 

10-4 

31 

0-708 

0  711 0-714 

unverändert 

«/2  mg  Zunahme 

3  4  mg  Zunahme 1  Tag 

11-5 

2-2 

0-708 

0-711 
0-714 

1  mg  Abnahme 

1  mg  Abnahme 

'/l  mS  Zunahme 3  Tage 

12-3 

30 

0-708 

0-711 

0  714 

3  mg  Abnahme 

Vfamg  Abnahme 
1  Va  »\f  Abnahme 3  Tage 

11*6 
3-2 0714 0-718 

0-720 
1  mg  Abnahme 

1  ,  mg  Abnahme 

Vi  "tf  Abnahme 
1  Tag 

11*2 

24 
0-714 
0-718 

0  720 

unverändert 

Va  mS  Zunahme 

i/l  mg  Zunahme I  4  Tage 
12-8 

3-6 

0-714 

0-718 

0-720 •5l/t«V  Abnahme 
2  mg  Abnahme 
kaum  merkliche 

Abnahme 

3  Tage 12  7 34 0714 

0718 0-720 2'/4  Abnahme 

l  mg  Abnahme 
unverändert 

3  Tage 14  7 
1-6 0718 

7«/3  mg  Ab- nahme 

|  im  Wasser 

0-720 

5  mg  Abnahme 
0-722 

2Va  ̂ Ab- 
nahme 

|

 

 

behälter 

2  Tage 

13-6 

4-8 

0-720 

0-722 

0-730 

eben  merkliche 

Abnahme 

1 1/4  mg  Zunahme 

2'/a mS  Zunahme 

1  Über  der  verdünnten  Schwefelsäure. 
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1 

Ver- 
suchs- 
dauer 

Durch 

Schnitts- 

lempc- 
ratur 

Schwan- 
kungen der 

Temperatur 

Relativer 

Dampf- druck 

Gewichts- Veränderung 

des  Salzes 

4  Tage 

139° 3-1° 

0-720 

3  mg  Abnahme 
• 

0-722 

3  mg  Abnahme 0-730 

1 V3  ««^Zunahme 
6  Tage 

11-2 

0-708 

Zl!\»*g  Abnahme 0-711 

l'/a  »««f  Abnahme 
0-714 

1  mg  Zunahme 
1 1  Tage 

11-7 

0-714 

53/4  mg  Abnahme 
0-718 

3  mg  Abnahme 0-720 

-1  i  »wf  Abnahme 
21  Tage } 

0-718 

18'  2  »«^Ab- 

Gefässe in 

1 
nahme /  demselben 

0-720 

1 1  mg  Abnahme 

> 
1  Schrank  neben 

0  730 
14  mg  Zunahme einander 

5  Tage 
12-7 

5'4 

0-718 

Ityj  mg  Abnahme 
0-720 

unverändert 0-722 

1"  4  «if  Zunahme 
0-730 

6*/|  mg  Zunahme 
6  Tage 

11-7 

46 
0-718 

4  mS  Abnahme 
0-720 

1  a  mg  Zunahme 
0-722 

23  4  Mif  Zunahme 
1  Tag 13  6 11 

0-720 

1/4?  Abnahme 
)  im  VVasser- 

0-722 
unverändert 

1  behälter 

j  14  Tage 

0-730 

V-\%mg  Zunahme 

^

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

»

 

 

I

I

 

 

V* 

(

 

 

1

 

 

VI 

14-1 

0  718 

14 V4««  Ab- nahme 0-720 

8*i»mg  Abnahme 0-722 
ö1  Abnahme 

14  Tage 
13-5 

69 
0-718 

1 1  mg  Abnahme 
0  720 

0  mg  Abnahme 0-722 

31/«  Mg  Abnahme 

19  Tage 
14-6 

80 

0-71S 

28i  2  Ab- 
nahme 

0  720 
211  %mg  Ab- 

nahme 0-722 

143  iMtg  Ab- 
nahme 0-730 

2  mg  Zunahme 

Sitzb.  d.  mathem.-nnturw.  Cl.;  CVH.  Bd.,  Abth.  II.  a. 
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W.  Müller-Erzbach, 

Wie  sich  erwarten  Hess,  zeigen  sich  im  Allgemeinen  die 

dynamisch  fortgesetzten  Gewichts  Veränderungen  um  so  grösser, 

je  länger  die  Versuche  dauern,  eine  Ausnahme  bilden  nur  die 

Fälle,  in  welchen  wegen  der  stärkeren  Veränderlichkeit  vom 

Dampfdruck  des  Salzes  im  Vergleich  zu  demjenigen  der 

Schwefelsäure  bei  den  vorkommenden  Temperaturschwan- 

kungen das  Salz  bald  Wasser  aus  der  umgebenden  Luft  auf- 

nimmt, bald  dahin  abgibt.  Sind  die  Wärmeschwankungen 

gering,  so  genügt  eine  Versuchsdauer  von  einem  Tage  zur 

genauen  Bestimmung  des  Dampfdruckes.  Falls  das  Salz  nicht 

in  einer  der  Versuchsflaschen  sein  Gewicht  unverändert  bei- 

behalten hat,  berechnet  man  den  Dampfdruck  für  die  vor- 

liegenden geringen  Unterschiede  einfach  aus  dem  Verhältnisse 

der  Gewichtsänderungen.  Man  findet  so  aus  der  vorstehenden 

Reihe  ohneweiters  als  relative  Spannungen  für  das  Glaubersalz 

(V708  bei  10-4°,  0-720  bei  12-7°  und  0-722  bei  13  (3°,  wobei 

das  letzte  Resultat  wegen  der  geringen  Temperaturschwan- 

kungen für  das  genaueste  gelten  muss. 

Wie  bereits  bemerkt,  treten  selbst  kleine  Druckunterschiede 

in  Folge  des  fortgesetzten  Übertrittes  von  Wasser  mit  aller 

Deutlichkeit  hervor.  So  beträgt  in  der  drittletzten  Versuchs- 

gruppe bei  der  Temperatur  von  1-M°  der  Dampfdruck  in  den 
drei  Flaschen  ohne  Rücksicht  auf  die  hier  zu  vernachlässigende 

Correctur  nach  dem  Barometerstand  8 •  62  mmt  8 * 64  m n f  und 

8-t36  mm.  Also  konnte  ein  Unterschied  im  Zersetzungs- 

druck von  '/so  mm  mit  voller  Sicherheit  nachgewiesen 

werden.  Bei  den  besten  Messungen  des  Dampfdruckes  von 

Flüssigkeiten  nach  der  gewöhnlichen  statischen  Methode  reicht 

die  Genauigkeit  bis  auf  710 )///;/,  für  den  Zersetzungsdruck 

fester  Körper  ist  sie  viel  geringer,  und  es  zeigen  sich  in  den 

Resultaten  der  verschiedenen  Beobachter  allgemein  Versuchs- 

felder über  2  mm  hinaus,  die  5%  und  in  einzelnen  Fällen 

sogar  über  25%  des  ganzen  Werthes  ausmachen.1 

Dem  gegenüber  sind  die  vorstehend  beschriebenen  Druck - 

messungen  von  unvergleichlich   grösserer  Zuverlässlichkeit. 

1  U.  A.  Lescoeur  und  Mathurin  im  Bull.  Societe  chim.,  L,  No.  1,  37 

(1888). 
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Gegen  dieselben  lässt  sich  jedoch  der  Einwand  erheben,  dass 

sie  den  Druck  nur  mittelbar  im  Vergleich  zum  Zersetzungs- 

druck der  wasserhaltigen  Schwefelsäure  angeben.  Da  aber 

Flüssigkeiten  Druckmessungen  bis  auf  die  oben  erwähnter. 

Grenzen  zulassen,  so  werden  die  Abweichungen  für  den  Dis- 

sociationsdruck  fester  Salze  in  dieselben  engen  Grenzen  ein- 

geschlossen. Auch  würde  für  den  Vergleich  der  Salze  unter 

einander  der  Unterschied  ihres  Verhaltens  der  Schwefelsäure 

gegenüber  in  den  meisten  Fällen  an  sich  schon  genügen. 
sT-p 

Nach  der  von  mir  angegebenen  Formel1  sl  —  ~yi^  findet 

man  aus  den  Mengen  des  verdampften  Wassers  p  und  px  wie 

den  Quadraten  der  absoluten  Temperatur  die  Spannung  s, 

für  die  Temperatur  Tv  wenn  sie  für  7  durch  5  ausgedrückt 

wird.  Da  nun  solche  Gewichtsverluste  durch  die  Verlängerung 

der  Versuchsdauer,  wie  sich  aus  der  vorstehenden  Unter- 

suchung ergibt,  mit  grosser  Sicherheit  festgestellt  werden 

können,  so  muss  es  ebenso  möglich  sein,  mit  entsprechender 

und  mindestens  gleicher  Genauigkeit  den  Dampfdruck  von 

Flüssigkeiten  zu  messen.  Es  ist  meine  Absicht,  später  solche 

Messungen  vorzunehmen,  doch  gehört  dazu  ein  guter  Thermo- 

stat, der  zunächst  herzustellen  ist. 

1  Verh.  phys.  Ges.,  Berlin,  Kr.  5,  S.  36  (1888). 
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II.  SITZUNG  VOM  13.  JÄNNER  1898. 

Das  Curatorium  der  Schwestern  Fröhlich-Stiftung 

in  Wien  übermittelt  die  diesjährige  Kundmachung  über  die 

Verleihung  von  Stipendien  und  Pensionen  aus  dieser  Stiftung 

zur  Unterstützung  bedürftiger  und  hervorragender  schaffender 

Talente  auf  dem  Gebiete  der  Kunst,  Literatur  und  Wissenschaft. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Director  A.  v.  Kern  er  überreicht 

eine  Abhandlung  von  Prof.  Dr.  J.  Steiner,  betitelt:  »Pro- 

dromus  einer  Flechtenflora  des  griechischen  Fest- 

landes«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  V.  v.  Lang  überreicht  eine 

von  Regierungsrath  Director  Dr.  J.  M.  Eder  und  Ed.  Valenta 

in  Wien  ausgeführte  Arbeit,  betitelt:  »Das  Linienspectrum 

des  Siliciums«. 

Das  w.  M.  Herr  Obersanitätsrath  Prof.  A.  Weichsel  bäum 

überreicht  eine  Arbeit  aus  dem  pathologisch -anatomischen 

Institute  der  Wiener  Universität  von  den  Doctoren  L.  Austerlitz 

und  K.  Landsteiner:  »Über  die  Bakteriendichtigkeit 

der  Darmwand«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  G.  v.  Escherich  überreicht  eine 

Abhandlung  von  Herrn  K.  Carda  in  Brünn:  »Zur  Geometrie 

auf  Flächen  constanter  Krümmung«. 

Das  w.  M.  Sigmund  Exner  legt  folgende  zwei  Abhand- 

lungen vor: 

1.  »Die  physiologische  Rolle  der  Anastomosa 

zwischen  N.  laryngeus  superior  und  N.  laryngeus 

inferior«,  Dr.  G.  Sluder  aus  St.  Louis  (U.  S.) 
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2.  »Experimentelle  Untersuchungen  über  die  centri- 

petale  Leitung  des  N.  laryngeus  inferior«,  von  Dr. 

L.  Rethi  in  Wien. 

Schliesslich  überreicht  der  Vorsitzende,  Vicepräsident  Prof. 

E.  Suess,  eine  Abhandlung  von  Prof.  Dr.  J.  v.  Siemiradzki 

in  Lemberg  unter  dem  Titel:  »Geologische  Reisebeob- 

achtungen in  Südbrasilien«. 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 

zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Binder  W.,  Theorie  der  unicursalen  Plancurven  vierter  bis 

dritter  Ordnung  in  synthetischer  Behandlung.  Leipzig, 

1896;  8°. 

Fritsche  H.,  Observations  magnetiques  sur  509  lieux  faites 

en  Asie  et  en  Europe  pendant  la  periode  de  1867  —  1894. 

St.  Petersburg,  1897;  8°. 

Haeckel  E.,  Natürliche  Schöpfungs-Geschichte.  I.  Theil. 

Allgemeine  Entwickelungs -Lehre.  (Transformismus  und 

Darwinismus.)  8°.  II.  Theil.  Allgemeine  Stammes-Geschichte. 

(Phylogenie  und  Anthropogenie.)  Berlin,  1898;  8°. 

Lendenfeld  R.  v.,  Die  Clavulina  der  Adria.  Halle,  1896;  4°. 

Schiaparelli  G.  V.,  Osservazioni  astronomiche  e  fisiche  sull' 
asse  di  rotazione  e  sulla  topografia  del  planeta  Marte. 

Memoria  quinta.  Roma,  1897;  4°. 

Werchratzki  J.,  Abriss  der  Somatologie.  Lemberg,  1897;  8°. 
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III.  SITZUNG  VOM  20.  JÄNNER  IS9S. 

Erschienen:  Sitzungsberichte,  Bd.  106.  Abth.  II.  a,  Heft  V  und  VI  .Mai  -ir.j 
Juni  1S97). 

Der  Bürgermeister  in  Bombay.  Herr  P.  C.  H.  Snow.  über- 

mittelt der  kaiserlichen  Akademie  seinen  gedruckten  Bericht 

über  den  Ausbruch  der  Bubonenpest  I 896 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof  J.  Hann  in  Graz  übersende: 

eine  Abhandlung  unter  dem  Titel:  »Beitrage  zu  den  Grund- 

lagen einer  Theorie  der  täglichen  Oscillation  des 

Barometers-. 

Herr  Dr.  Alfred  Burgerstein  übersendet  ein«  Abhanilurg 

-Beiträge  zur  Kenntniss  der  Holzstructur  der  Pom  *.- 

ceeri«. 

Das  iv;  M  Herr  Directür  E.  Weiss  überreich:  eine  Ab- 

handlung des  c.  M.  Prof.  J.  v.  Hepperger  in  Graz:  »Bahn- 

bestimmung  des  Biela'schen  Kometen  aus  den  Beob- 
achtungen w  ährend  der  Jahre  IS26  und 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine 

Arbeit  von  Dr.  Adolf  J  olles  und  Dr.  Friedrich  Neuwirth  in 

Wien:  »Beiträge  zur  quantitativen  Bestimmung  sehr 

gerin  gerPh^sporsäuremen  gen«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  G.  Tschermak  leg:  namens 

d^r  Commission  für  die  petrographische  Erforschung  der 

Cer.tralkette  der  Ostalpen  den  Bericht  über  die  Aufnahme 

•m  Jahre  IS97  vor. 
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Die  Undulationen  ebener  Curven  Ci 

(II,  Mittheilung) 
von 

Prof.  Wilh.  Binder  in  Wiener-Neustadt. 

(Mit  4  Tafeln.) 

Curven  mit  zwei  imaginären  Doppelpunkten. 

Gegenwärtige  Abhandlung  ist  eine  Ergänzung  jener,  welche 

ich  in  der  Sitzung  vom  4.  Februar  1807  vorgelegt  habe,1  in  der 

;ch  die  Curven  mit  »drei  reellen  Doppelpunkten«  behandelte.  Von 

den  drei  Doppelpunkten  einer  unicursalen  Plancurve  vierter 

Ordnung  kann  bekanntlich  ein  Paar  imaginär  sein,  und  es 

wird  dann  auch  der  Fall  möglicherweise  hier  vorkommen,  dass 

eine  solche  Curve  Undulationen  besitzt,  was  im  Folgenden  zur 

Discussion  gebracht  werden  soll.  Hierbei  lässt  sich  die  Methode 

der  I.  Mittheilung  in  Bezug  der  quadratischen  Transformation 

einer  C\  auf  einen  beliebigen  Kegelschnitt  nicht  mehr  ver- 

wenden, weil  dieselbe  ein  reelles  Doppelpunktsdreieck  voraus- 

setzt. Man  kann  jedoch  stets  mit  Nutzen  eine  solche  quadrati- 

sche Beziehung  zwischen  einer  C*  und  einem  sie  viermal 

berührenden  Kegelschnitt  herstellen,  deren  Grundprincipien 

ich  in  meinem  Buche,2  II.  Theil,  VII.  und  XI.  Abschnitt  aus- 

einandergesetzt habe. 

Einfache  Undulation. 

37.  In  gegenseitig  willkürlicher  Lage  befinden  sich  in  der 

Kbene  der  Fig.  20,  21,  22  ein  Punkt  0,  eine  Gerade  o  und  ein 

i  Diese  Sitzungsber.,  Bd.  CVI,  Abth.  II.  a,  April  1807. 

»Theorie  der  unicursalen  Planourven  etc.«.   bei   Ii.  G.  Teubner  in 

Leipzig,  1896. 
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Kegelschnitt  £.  Auf  o  ist  eine  elliptische  Pur.kter.ir.vo'.ution 
durch  zwei  Elementenpaare  gegeben:  perspectiv: sch  mi: 

ihr  ist  in  Ö  eine  Strahler.ir.volutior.  xx'  verrunden.  Mit  der. 

Elementen  der  i-f- Involution  setzt  sich  gleichzeitig  eine  Tan- 

genteninvolution des  Grundkege.schr.ittes  k  so  zusammen,  dass 

einem  x- Elemente  der  O- Involution  das  ihm  zukommende 

Tangentenpaar  Wx  der  genannten  ̂ -Involution  projectivisch 

zugewiesen  wird.  Auf  diese  Weise  verschneiden  sich  die 

beiden  W%* Elemente  rr.i:  dem  x-Strahle  in  einem  A"-Pur.kten- 
paare,  dessen  geometrischer  Ort  eine  Plancurve  CJ  ist  welche 

in  O  einen  reellen  Doppelpunkt  und  auf  o  die  zwei  imaginären 

Doppelelemente  der  ̂ -Involution  ebenfalls  als  Doppelpunkte 

enthält 

Je  nachdem  der  G-P~nkt  im  reellen  oder  im  imaginären 

Tar.gentenfelde  des  Kegelschnittes  k  situiru  ist  er  Knoten. 

Fig.  20,  oder  Einsiedler,  Fig.  21.  oder  er  ist  Rückkehrpunkt. 

Fig.  22,  wenn  er  auf  k  selbst  liegt,  wobei  die  Curve  in  eine 

solche  vom  Symbole  CJ  degenerirt. 

38.  Das  vorstehend  erzielte  Curvenerzeugniss  wird  von 

dem  Grundkegelschnitte  £  in  vier  Punkten  . . .  berührt: 

dieselben  liegen  [174]1  auf  einem  Kegelschnitte  ß.  welcher  da^ 

Erzeugniss  zweier  projectivischen  Strahlenbündel  OG  ist,  wobei 

Ü  der  Pol  von  o  in  Bezug  auf  k  ist,  indem  einem  ̂ -Strahle 

von  O,  der  auf  o  den  i-Punkt  enthält,  jener  Ö-Strahl  entspricht, 

welcher  in  k  die  Polare  des  conjugirten  Z'-  Punktes  ist.  Dieser 

^-Kegelschnitt  hat  auch  die  Yerzweigungspunkte  IT'  des 

Doppelpunktes  O  incident. 

Ein  besonderes  Interesse  für  unsere  Aufgabe  wird  dem 

jä  Kegelschnitt  zukommen,  wenn  die  ihn  erzeugenden  Büschel 

perspectivisch  sind,  wobei  er  bekanntlich  in  ein  Paar  Gerade 

zerfällt;  oder  wenn  diese  Büschel  als  Involutionsgebilde  con- 

eentrisch  werden,  indem  sie  dann  ein  reelles  gemein- 

schaftliches Paar  conjugirtcr  Elemente  besitzen. 

39.  Den  Elementen  der  Punkteninvolution  ist  mit  Bezug 

auf  den  Grundkegelschnitt  k  eine  im  Ii-Punkte  polare  Strahlen- 

1  Wie  in  der  I.  .Mittheilung  beziehen  sich  [  1  auf  den  bezeichneten  Artikel 
meines  oben  citirten  Buches,  während  ( )  den  betreffenden  Artikel  sowohl  der 

I.  Milthcilung,  als  auch  der  gegenwärtigen  angeben. 
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Die  Undulationen  ebener  Curvcn  CJ.  25 

involution  zugeordnet,  welche  auf  der  Polaren  u>  des  Doppel- 

punktes 0  perspectivisch  eine  nothwendigerweise  ebenfalls 

elliptische  Punkteninvolution  ip(  hervorruft.  Die  imaginären 

Doppelelemente  dieser  t^'- Involution  bilden  im  Vereine  mit 

dem  Ö-Pole  die  Grundpunkte  eines  Kegelschnittnetzes,  dessen 

Individuen  quadratisch  den  Geraden  in  der  Trägerebene  der 

C*  entsprechen.  Halten  wir  eine  beliebige  Gerade  g  derselben 

fest.  Das  entsprechende  Netzindividuum  7  durchzieht  den  Pol  V 

von  g  in  Bezug  auf  den  Grundkegelschnitt  k.  Einen  beliebigen 

Punkt  von  7  finden  wir  folgend:  Ein  *-Strahl  trifft  die  o-Linie 

in  der  conjugirte  Strahl  x'  der  O-Involution  schneidet  g  in 

einem  Punkte  »Die  Polaren  der  Elemente  $a' bezüglich  k 

sind  einander  entsprechende  Strahlen  der  projectivischen 

Büschel  OY  in  dem  verlangten  Punkte.« 

Mit  dem  Grundkegelschnitte  hat  der  Kegelschnitt  7  im 

Aligemeinen  vier  Punkte  gemeinsam,  deren  ̂ -Tangenten  die 

^-Linie  in  jenen  Punkten  treffen,  welche  sie  auf  CJ  enthält.  Die 

paarweise  Realität  dieser  Schnittpunkte,  sowie  deren  Coinci- 

denzen  zu  zwei,  drei  und  auch  vier  Elementen  bedingen 

dann  die  bekannten  Sekanten-  und  Tangentenspecialitäten 

der  Ct. 

Der  00  fernen  Geraden  entspricht  im  genannten  Netze  ein 

Kegelschnitt  •/.,  der  durch  den  Mittelpunkt  C  von  k  geht.  Er 

ist  deshalb  bemerkenswert!!,  weil  die  in  seinen  vier  Schnitt- 

punkten Ü  laufenden  Grundkegelschnittstangenten  unmittelbar 

die  Richtungen  der  Curvenasymptoten  anzeigen.  Sind  die 

Kegelschnitte  v.k  gleichzeitig  Kreise,  so  besitzt  die  C*  offenbar 

die  00  fernen  imaginären  Kreispunkte  der  Ebene  gemeinsam 

mit  diesen  Kreisen,  wodurch  sie  circular  wird,  in  welchem 

Falle  sie  höchstens  zwei  reelle  Asymptoten  haben  kann  [168]. 

40.  Das  Efzeugungsgcsetz  der  zwei  Kegelschnitte  7^  gibt 

ausser  dem  fi-Punkte  nur  noch  einen  reellen  Schnittpunkt  Lr0 
derselben,  welcher  auf  der  Verbindungslinie  CT  liegt,  wobei 

zu  bemerken  ist.  dass  diese  letztere  als  Durchmessergerade  im 

Grundkegelschnitte  conjugirt  ist  zur  Richtung  der  ̂ -Geraden. 

In  Umkehrung  dessen  sagen  wir: 

a)  Die  Polare  von  U0  im  Grundkegelschnitte  zeigt 

die  Richtung  der  ̂ -Geraden. 
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-<3  W.  Binder, 

Bestimmt  man  den  Pol  II  von  w  im  Kegelschnitte  i,  so 

erweist  das  Erzeugungsgesetz,  dass  die  Verbindungslinie  der 

Pole  TU  ein  Strahlenelement  des  Büschels  il  sein  muss;  somit: 

b)  Der  Pol  üT  der  Geraden  ril|  im  Grundkegelschnitte 

ist  der  Schnittpunkt  (go). 

41.  Nach  den  vorausgeschickten  allgemeinen  Beziehungen 

sind  wir  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  den  speciellen  Fall  der 

Undulation  bei  einer  C\  mit  zwei  imaginären  Doppelpunkten  ins 

Auge  zu  fassen.  Demgemäss  muss  der  einer  Undulations- 

tangente  p  in  einem  Curvenpunkte  P  quadratisch  entsprechende 

Kegelschnitt  z  als  Individuum  des  Fundamentalnetzes  in  (39) 

den  Grundkegelschnitt  k  unduliren,  was  in  den  Fig.  20,  21  und 

22  folgende  Einrichtung  erforderlich  macht. 

Wie  in  (3)  construiren  wir  in  einem  Punkte  P  zwei  Kegel- 

schnitte ~k,  die  daselbst  eine  Berührung  III.  Ordnung  eingehen. 

Wir  wählen  z.  B.  k  als  Grundkegelschnitt  und  nehmen  eine 

sonst  beliebige  Gerade  to  derart  in  der  Ebene  an,  dass  sie  für 

den  Kegelschnitt  Jl  eine  uneigentliche  Sekante  ist.  Hierdurch 

wird  auf  co  die  Involution  tpf  invitirt,  deren  Centrum  der  Pol  II 

in  (40)  ist,  indem  an  die  Stelle  des  dort  genannten  7-Kegel- 

schnittes  jetzt  der  Kegelschnitt  n  tritt.  Für  den  Punkt  ii.  welcher 

bei  der  Construction  der  Kegelschnitte  zk  gebraucht  wurde  und 

auf  r.  liegend  angenommen  ist,1  wird  in  Bezug  k  die  Polare  o 

gesucht;  anderseits  bestimmen  wir  auch  wieder  für  k  den 

Pol  O  der  Geraden  w.  Diese  Annahmen  entsprechen  den  Vor- 

aussetzungen des  Artikels  (39),  um  die  punktenweise  Erzeugung 

der  Curven  in  den  betrachteten  drei  Figuren  erfolgen  zu  lassen. 

Anmerkung.  Zur  graphischen  Vereinfachung  der  Con- 

struction geht  man  am  besten  nachstehend  vor.  Haben  wir 

mittelst  des  Polcentrums  FI  zwei  beliebige  Punktenpaare  der 

auf  w  durch  den  z-Kegelschnitt  bedingten  Tjir/- Involution  fest- 

gestellt, so  ziehe  man  durch  (0  einen  Hilfskreis  A'.  Jedes 

Strahlenpaar,  welches  im  Punkte  Q  einem  der  zwei  rtf- Paare 

perspectivisch  ist,  schneidet  A'  in  zwei  Punkten,  deren  Ver- 

bindungslinien ein  Centrum  X  im  Hilfskreise  für  die  12-Strahlen- 

involution  geben,  so  dass  conjugirte  Elemente  der  letzteren 

1  Übrigens  kann  jeder  beliebige  Punkt  des  Kegelschnittes  r.  die  Aufgabe 
von  12  vertreten. 
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durch  die  Endpunkte  einer  durch  I  laufenden  Kreissehne 

Sehen.  Ein  solches  Paar  conjugirter  U-Strahlen  polarisirt  aber 

im  Grundkegelschnitte  auf  dem  o-Träger  ein  ebenfalls  con- 

jugirtes  Punktenpaar  der  «'-Involution.  Zieht  man  demnach 

durch  O  auch  einen  Hilfskreis  Av,  so  lässt  sich  in  ahnlicher 

Weise  die  mit  den  Elementen  perspectivische  Strahlcn- 

involution  O  unserer  Annahmen  durch  ein  Centrum  X'  fesseln. 

In  Anwendung  dessen  ziehen  wir  einen  .v-Strahl  in  O,  so  wird 

er  K*  in  einem  Punkte  treffen,  durch  den  eine  V- Sehne  läuft; 

der  andere  Endpunkt  dieser  Sehne  verbindet  sich  mit  0  zu 

dem  conjugirten  Strahle,  welcher  auf  o  den  s'-Punkt  enthält. 

Die  beiden  Grundkegelschnittstangenten  Ö'Öj  des  Punktes 

treffen  den  zuerst  angenommenen  .v-Strahl  in  je  einem  A'-Punkte 

der  Curve  in  unseren  F'iguren. 
Anderseits  aber  lässt  sich  die  Construction  auch  folgend 

aufführen:  Ziehen  wir  einen  beliebigen  ß-Strahl  und  mit  Hilfe 

des  I-Centrums  den  ihm  conjugirten,  so  sind  deren  Pole  in  k 

zwei  «'-Elemente;  das  Tangentenpaar  an  k  aus  einem  dieser 

i-Punkte  trifft  den  conjugirten,  durch  i'  laufenden  OStrahl  in 

A"-Punkten  der  Curve. 

4'J.  Der  Undulationspunkt.  Gemäss  der  Voraussetzung 

im  vorigen  Artikel  enthalten  die  Kegelschnitte  r.k  in  einem 

Punkte  P  eine  vierpunktige  Berührung.  Die  in  diesem  Punkte 

gemeinschaftliche  Tangente  p  enthält  auf  o  einen  Punkt. 

Sucht  man  nach  obiger  Anleitung  den  dem  Strahle  x~  |0;l 

conjugirten  x'  O;',  so  trifft  der  letztere  die  Tangente  f>  — 

indem  sie  als  ein  O-Element  angesehen  wird  —  im  Undulations- 

punktc  P. 

43.  Die  Undulationstangente.  Nach  den  Principien 

der  quadratischen  Abbildung,  die  in  (39)  erörtert  wurden,  ist 

die  im  P-Punkte  gehende  Undulationstangente  p  das  Bild  des 

Kegelschnittes  z.  Da  wir  diesen  Kegelschnitt  als  gegeben  a 

priori  voraussetzten,  so  wissen  wir,  dass  der  in  (39)  bezeichnete 

Pol  I'  von  p  als  Schnitt  des  Strahles  1211  auf  z  erhalten  wird. 
Danach  ist  die  Polare  von  P  im  Grundkegelschnitte 

unmittelbar  die  Undulationstangente. 

Es  ist  jedoch  auch  zu  beachten,  dass  in  der  gegenwärtigen 

Situation  der  Punkt  P  für  die  beiden  Kegelschnitte  zk  ein 
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28  W.  Binder, 

gemeinsamer  Pol  ist.  Somit  ist  die  Gerade  PV  die  Polare 

von  P  im  Grundkegelschnitte,  und  da  der  Strahl  UU  gleichfalls 

durch  r  läuft,  so  kann  dieser  letztere  Punkt  linear  construirt 

werden. 

Die  Undulationstangente  p  ist  fernerauch  in  ihrer  Richtung 

bestimmt,  indem  diese  nach  (40)  conjugirt  zum  Grundkegel- 

schnitts-Diameter  |CTj  ist;  anderseits  aber  finden  wir  diese 

Tangente  endlich  auch  als  die  Verbindungslinie  PH ,  wenn  H 

die  gleiche  Bedeutung  annimmt,  wie  in  (40). 

44.  In  der  Knotcncurve  C,t  Fig.  20  sind  die  Verzweigungs- 

elemente  imaginär,  weil  [228]  die  o  Linie  den  Grundkegel- 

schnitt k  in  imaginären  Punkten  trifft,  und  so  die  mit  der 

ii'-  Involution  auf  o  coaxiale,  durch  das  Centrum  il  \nk  invitirte 

Involution  ftf  gleichfalls  elliptisch  ist.  Den  Gegensatz  davon 

bildet  die  Curve  mit  isolirtem  Doppelpunkt  in  Fig.  21,  wo  die 

Punkteninvolution  ftp*  mit  den  Doppelpunkten  IT'  hyperbolisch 

ist,  somit  auf  der  Curve  ein  Paar  reeller  Verzweigungspunkte 

IT'  vorkommen  müssen. 

Nach  (37)  ist  in  Fig.  22  eine  Spitzencurve  CJ  vorliegend. 

Die  tu -Gerade  ist  jetzt  offenbar  die  Grundkegelschnitts-Tangente 

im  O- Punkte.  Dem  Tangentenschnittpunkte  S  =  (/><*>)  =  M 

entspricht  in  der  t(t/- Involution  der  O-Punkt  als  conjugirtes 

Flement,  woraus  zu  schliessen  ist.  dass  dieser  Schnittpunkt 

ein  gemeinsamer  Pol  und  die  Verbindungslinie  OP\~s~  m 

eine  gemeinschaftliche  Polare  der  zw  ei  Kegelschnitte  zk  sein 

müssen,  was  zur  weiteren  Folge  hat,  dass  die  Schnittpunkte 

(oto)  —  ö,  ('OP  ,o)  R  conjugirte  Elemente  der  ̂ '-Involution 

sind.  Diese  Beziehung  im  Zusammenhalte  mit  der  in  [227] 

gegebenen  Knotentangenten-Construction  lässt  uns  die  Gerade 

O/'j  s  —  J  als  Spitzentangentc  erkennen,  und  wenn  wir 

weiters  diese  Spitzentangente  mit  der  aus  0  zweitmöglichen 

Grundkegelschnitts-Tangente  verschneiden,  so  finden  wir  in 

diesem  Schnitte  den  Tangentialpunkt  T  der  Spitzentangente. 

Den  in  (40)  bezeichneten  To-Punkt  der  Kegelschnitte  nx 

kann  man  gewissermassen  als  das  quadratisch  verwandte  Bild 

des  oo  fernen  Punktes  der  Undulationstangente  p  ansehen, 

weshalb  auch  die  Richtung  dieser  Tangente  dem  Diameter  CC0 

im  Grundkegelschnitte  k  conjugirt  ist. 
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45.  Die  Curvenerzeugnisse  der  Fig.  20  und  22  sind  im 

Endlichen  verlaufend,  weil  die  in  (39)  genannten  U-  Punkte 

imaginär  sind;  dagegen  ist  die  Curve  CJ  der  Fig.  21  eine  solche, 

welche  zwei  Asymptoten  besitzt  und  deshalb  aus  zwei  ge- 

trennten im  Unendlichen  sich  begegnenden  Ästen  besteht. 

Von  den  zwei  Doppeltangenten,  welche  in  einer  CJ  mit 

imaginären  Doppelpunkten  vorkommen,  ist  in  unserem  Falle 

die  eine  durch  die  Undulationstangente  substituirt;  die  andere 

enthält  demnach  reelle  Berührpunkte,  auf  deren  Construction 

wir  weiter  unten  zu  sprechen  kommen  werden. 

Zweifache  Undulation. 

46.  Für  diese  Bedingung  muss  ein  Grundkegelschnitt  k 

gedacht  werden,  welcher,  wie  in  den  Fig.  23  und  24,  in  den 

Punkten  PlP2  mit  je  einem  der  Kegelschnitte  r^z.2  eine  Be- 

rührung dritter  Ordnung  so  eingeht,  dass  r^z2  sich  nur  in 

einem  Paare  reeller  Sekantenpunkte  schneiden,  während  das 

andere  Paar  derselben  imaginär  bleiben  soll.  Es  ist  leicht  ein- 

zusehen, dass  sich  dann  diese  beiden  Kegelschnitte  Ktff|  ent- 

weder gleichzeitig  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb  von  k 

befinden,  wobei  eine  Coincidenz  des  genannten  Sekanten- 

punktenpaares  und  somit  eine  gegenseitige  einfache  Berührung 

der  Kegelschnitte  z,r2  nicht  ausgeschlossen  ist.  DiesesSekanten- 

punktenpaar  liegt  auf  einer  gemeinschaftlichen  Sekante  r,  und 

wir  bezeichnen  den  einen  Punkt  desselben  mit  Q,  indem  wir 

ihm  diejenige  Bedeutung  vindiciren,  die  der  gleichgenannte  in 

den  früheren  Ableitungen  hatte,  wogegen  der  andere  Sekanten- 

punkt Z  heissen  möge. 

In  Erinnerung  des  Kegelschnittnetzes  in  (39)  müssen  die 

Kegelschnitte  z,r2,  wenn  wir  sie  als  Individuen  dieses  Netzes 

ansehen,  als  vierten  Grundpunkt  den  vorhin  genannten  Z-Punkt 

besitzen.  Dieser  Punkt  ist  offenbar  das  quadratische  Bild  des- 

jenigen gemeinsamen  Schnittpunktes  Z,  welchen  die  zwei 

Geraden  pip2,  die  den  Netzindividuen  Kjflj  transformatorisch 

entsprechen,  enthalten.  Da  die  Sekante  r  SXZ  den  ß-Punkt 

als  Grundpunkt  des  Kegelschnittnetzes  hat,  so  müssen  not- 

wendig die  beiden  anderen,  jedoch  imaginären  Grundpunkte 

dieses  Netzes  so  liegen,  dass  sich  ihr  Träger,  d.  i.  nach  (39) 
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die  Gerade  <o,  als  die  zweite  gemeinschaftliche  reelle  Sekante 

der  Kegelschnitte  «,it^  manifestirt. 

47.  Folgt  man  dem  Erzeugungsgesetze  der  Kegelschnitte 

-j-2,  so  geht  daraus  hervor,  dass  die  Verbindungslinie  P^  =E  s 

eine  gemeinschaftliche  Polare  der  Kegelschnittstriade  ir,/rSj 

und  folgerichtig  der  Schnittpunkt  S  der  beiden  in  den  Punkten 

PXP2  laufenden  vierpunktigen  Tangenten  ptp9  ein  gemein- 
schaftlicher Pol  ist. 

Bestimmt  man  im  Grundkegclschnitte  k  mit  Rücksicht  auf 

(38)  von  dem  angenommenen  Sekantenpunkte  ß  die  Polare  o. 

so  ist  der  Schnitt  (os)  ee  R  ebenfalls  im  Grundkegelschnitte  Pol 

der  Sekante  r  und  gleichzeitig  der  eigentliche  Conti n gen z- 

punkt  der  Kegelschnitte  was  sagen  will,  dass  man  aus 

ihm  das  einzige  Paar  reeller  gemeinsamer  Tangenten  an  jene 

ziehen  kann.  Ähnliche  Gründe  lassen  den  Schnitt  (sr)  ==  Ö  als 

den  conjugirten  aber  uneigentlichen  Contingenzpunkt 

der  Kegelschnitte  erkennen. 

Vorstehende  Untersuchungen  enthalten  für  unsere  Auf- 

gabe das  wichtige  Ergebniss:  Die  Verbindungslinie  JS/?j  =  a> 

ist  die  isolirte  gemeinsame  Sekante  der  Kegelschnitte 

z^..,.  Dass  schliesslich  der  Contingenzpunkt  O  und  die  genannte 

Sekante  u>  im  Grundkegelschnitte  k  einander  polar  sind,  ist  aus 

den  besprochenen  Beziehungen  ebenfalls  zu  entnehmen  und 

stimmt  somit  mit  jenen  Voraussetzungen  überein,  die  dies- 

bezüglich in  (39)  gemacht  wurden. 

48.  Die  Kegelschnittsbeziehungen  der  beiden  voraus- 

gehenden Artikel  bilden  die  Grundlage  für  die  Erzeugung  einer 

CJ  mit  zwei  imaginären  Doppelpunkten,  welche  zwei  Undula- 

tionen  aufweisen  soll.  Jeder  der  Kegelschnitte  zxz2  invitirt  auf  tu 

die  (39)  bezeichnete  elliptische  ipf- Involution  identisch.  Ohne 

Schwierigkeit  ist  einzusehen,  dass  das  Punktenpaar  RS  a  priori 

conjugirte  Elemente  dieser  Involution  vorstellt.  Wir  werden  also 

mittelst  der  Pole  ITj TTÄ  der  (o-Sekantc  in  den  Kegelschnitten  zxz2> 

welche  auf  der  gemeinschaftlichen  Polaren  s  liegen,  noch  ein 

beliebiges  zweites  Paar  ift'- Elemente  suchen  und  dann  beide 

Paare  perspectivisch  durch  Strahlen  mit  dem  Q-Centrum  ver- 

binden. Die  Vervollständigung  der  damit  erhaltenen  Strahlen- 

involution, sowie  die  Fixirung  der       Involution  auf  dem 
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•»-Träger  etc.  kann  dann  nach  (41,  Anmerkung)  geschehen,  auf 

welche  Art  die  punktenweise  Darstellung  der  bezüglichen 

Curven  in  den  Fig.  23  und  24  erfolgt. 

49.  Die  Construction  der  Undulationspunkte  PXP2  in  der 

Krzeugnisscurve  CJ  ist  derjenigen  in  (42)  analog.  Ebenso  finden 

wir  in  (43)  die  Construction  der  Undulationstangcntcn  pxji, 

angegeben,  wobei  man  nur  dafür  zu  sorgen  hat,  dass  vorher 

die  jetzt  vorkommenden  Polpunkte  r,ra  auf  den  Kegelschnitten 

z,r,  nach  (39)  und  die  Polpaare  II,U2,  HXH,2  nach  (40)  ermittelt 

werden,  wobei  zwischen  dem  letzteren  Paare  und  dem  in  (47) 

bezeichneten  Punkte  R  im  Vereine  mit  dem  Schnitte  (ro)  ̂   Q 

die  Harmonitüt  besteht: 

(RQ,HXH2)  =  -1. 

Schliesslich  ist  noch  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass. 

sowie  die  Gerade  5  1  '™ch  die  Verbindungslinie  PXP2 

durch  den  Contingenzpunkt  R  laufen  muss  und  dass  dual  der 

Schnittpunkt  Zie  (pxpt)  auf  der  eigentlichen  Sekante  r  liegen 

wird,  weil  die  analogen  Verhältnisse  im  Gebiete  des  Grund- 

kegelschnittes stattfinden,  wo  also  nach  (46)  der  Sekanten - 

punkt  Z  jenem  l'ndulationstangentenschnitte  Z  bildlich  ent- 

spricht. 

Wechselbeziehung  zwischen  Undulations-  und  Doppel- 

tangenten. 

00.  Der  Doppelpunkt  O  ruft  coaxial  mit  der  t^t/- Involution 

durch  den  Grundkegelschnitt  k  auf  dem  Träger  tu  eine  zweite 

Involution  ZZ'  hervor,  deren  Doppelemente  Zx%  die  zwischen  k 

und  w  vorkommenden  Schnittpunkte  sind. 

Während  die  t4t/-  Involution  a  priori  nur  elliptischer  Natur 

gedacht  wurde,  entfällt  diese  Einschränkung  für  die  oo'- In- 

volution, d.h.  sie  wird  elliptisch,  hyperbolisch  oder  parabolisch 

sein,  je  nachdem  die  w-Gerade  eine  eigentliche  oder  isolirte 

Sekante,  oder  eine  Tangente  im  Grundkegelschnitt  ist,  wodurch 

anderseits  wieder  nach  (37)  die  Art  des  Doppelpunktes  0 

bedingt  ist. 

Diese  auf  tu  coaxialen  Involutionssysteme  y/,  ZV  haben 

bekanntlich  immer  ein  Paar  reelle  gemeinschaftliche 
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Doppelelemente  MM',  deren  Polaren  mm'  im  Grundkegel- 

schnitte Strahlenelemente  des  O-Centrums  sind,  und  wir  wollen 

nun  in  den  bisher  betrachteten  Beispielen  diese  gemeinschaft- 

lichen Doppelelemente  directe  angeben,  um  daraufhin  und  mit 

Hilfe  der  Construction  in  [238]  die  Wechselseitigkeit  von 

Doppel-  und  Undulationstangenten  abermals  zu  erweisen. 

51.  In  den  Fig.  20  und  21  ist:  M=  (pa>);  M'~  (\OP ,  io); 

\OP\  =  m\  \MO\  =  #»'.  Der  in  (49)  angezeigte  Schnittpunkt  Z 

ist  nach  dem  Satze  [239] 1  Treffpunkt  der  zwei  vorkommenden 

Doppeltangenten  A,  deren  eine  jetzt  zur  Undulationstangente  p 

sich  umgestaltet.  Bezeichnet  den  Schnitt  {om')  =  Q,  so  folgt  der 

Z-Punkt  aus  der  Harmonität: 

was  gleichzeitig  eine  Construction  der  Undulationstangente  p 

ausdrückt,  soferne  der  Berührpunkt  P  bereits  bekannt  ist. 

Durch  das  Centrum  M  ziehen  wir  einen  Hilfskreis  K"  und 

aus  Z  eine  beliebige,  aber  die  Curve  CJ  in  zwei  reellen  Punkten- 

paaren schneidende  Sekante.  Von  diesen  vier  Schnittpunkten 

werden  die  die  Curve  erzeugenden  Grundkegelschnittstangenten 

sammt  ihren  Berührpunkten  aufgesucht  und  die  letzteren  derart 

durch  Gerade  verbunden,  dass  sie  Strahlen  des  3/-Centrums 

vorstellen.  Diese  treffen  K"  in  zwei  Punkten,  welche  der  Sehne 

eines  X"- Centrums  in  K"  angehören.  Wird  nun  im  Schnitte 

von  K"  mit  der  Grundkegelschnittstangente  p  die  betreffende 

Kreistangente  gezogen,  so  läuft  sie  ebenfalls  durch  das 

Centrum,  wodurch  dieses  fixirt  erscheint.  Einfacher  und  directe 

kann  man  statt  der  Z-Sekante  die  der  Polaren  m'  zugeordneten 

Strahlen  w,  Ö M\,  welche  in  derAMnvolution  conjugirte  Elemente 

sind,  benützen,  indem  ihre  Schnitte  auf  K"  abermals  End- 

punkte einer  V- Sehne  o  geben. 

Zieht  man  nunmehr  von  1"  an  K"  die  zweitmögliche 

Tangente  und  verbindet  ihren  Berührpunkt  mit  M  durch  einen 

Strahl,  so  ist  er  gleich  der  /»-Tangente  als  Doppelelement  in  der 

Af-Involution  anzusehen  und  trifft  den  Grundkegelschnitt  k  in 

1  In  diesem  Artikel  ist  der  Punkt  AT  gleichbedeutend  mit  dem  hier  bezeich- 

neten Z-Punkt  und  als  Centrum  einer  biquadratischen  Involution  aufzufassen. 

(OM,QZ)  =  -\. 
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Doppeltangente  A,  die  nach  oben  durch  Z  geht,  mittelst  der 

Grundconstruction  abbildet.  In  Fig.  20  sind  die  Äß'-Punkte 

durch  den  reellen  O-Knoten  getrennt,  weshalb  A  nach  (5)  nicht 

von  Inflectionen  begleitet  wird.  Im  Gegensatze  dessen  ist  in 

Fig.  21  0  isolirt,  aus  welchem  Grunde  die  Doppeltangente  von 

einem  Paare  reeller  Inflexionselemente  adjungirt  erscheint. 

Anmerkung.  Wir  sehen  im  Vorstehenden  abermals  die 

Stellvertretung  einer  Doppel-  durch  eine  Undulationstangente 

bestätigt.  Denn  vermöge  der  Eigenschaft,  dass  die  /^-Tangente 

und  jener  Strahl,  welcher  die  .ö/f'-Punkte  auf  k  ausschneidet, 

Doppelelemente  der  A/-Involution  sind,  könnte  die  erstere  im 

Grundkegelschnitte  ebensogut  eine  Sekante  bilden,  in  welchem 

Falle  aber  dann  das  Schicksal  der  /7-Linie  auf  der  Curve  gleich- 

bedeutend mit  demjenigen  der  A- Geraden  wäre.  Allerdings 

müsste  in  diesem  Falle,  wegen  des  Gesetzes  der  » Adjunction«, 

die  zur  Doppeltangente  verwandelte  ^-Gerade  von  einem  Paare 

reeller  oder  imaginärer  Inflexionen  begleitet  sein  [Fig.  39, 

Taf.  II]. 

52.  In  der  Darstellung  derSpitzencurve  C*  der  Fig.  22  linden 

wir:  M=  (p«>);  W  =  (|OP|,«)  =  O; \OP\  =  tn;  \MO\  =  co  =?  m*. 

Der  Umstand,  dass  Ö  als  Rückkehrpunkt  dem  Grundkegel- 

schnitt k  angehört,  bedingt  die  Coincidenzen  M'  _  O  und 

m'^io.  Die  Construction  des  Z-Punktes  erfährt  eine  V  erein- 

fachung dann,  wenn  die  Bestimmung  des  Tangentialpunktes  T 

der  Spitzentangente  nach  (44)  vorausgegangen  ist,  indem  die 

aus  T  zweitmögliche  Grundkegelschnittstangente  den  Z-Punkf 

sofort  auf  der  Geraden  cd  erzeugt.  Die  Construction  der  Doppel- 

tangente A  und  ihrer  Berührungspunkte  BB'  sowie  diejenige 

der  Undulationselemente  Pp  erfolgt  nun  wie  im  vorigen  Artikel. 

53.  In  den  Curvenbeispielen  der  beiden  Fig.  23  und  24 

MnJ  die  zwei  Doppeltangenten,  deren  es  nach  dem  Satze  [239] 

nicht  mehr  geben  kann,  durch  die  l'ndulationstangenten  />,  pt 
ersetzt,  für  welche  in  (49)  die  Construction  angegeben  wurde. 

Wollte  man  nach  der  Methode  in  (51)  vorgehen,  so  ist  zu 

bemerken,  dass  jetzt  die  Identitäten  stattrinden: 

M     S:  M'     R:  m  r  s;  m'  r. 

Stab.  d.  mathem  -naturw.  Ct.;  CVII.  Bd.,  Abth.  I!  a.  3 
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Symmetrische  Curven. 

54.  Wenn  in  einer  C*  unseres  Problems  Symmetrie 

herrschen  soll,  so  bedingt  diese  Eigenschaft  in  den  Annahmen 

solche  mit  dem  Grundkegelschnitt  undulirende  Kegelschnitte, 

welche  mit  ihm  nomothetisch  sind. 

a)  Einfache  Symmetrie. 

Wir  nehmen  zwei  Kegelschnitte  Ttk  an,  die  in  einem  Punkte 

P,  der  für  beide  ein  gemeinsamer  Scheitel  ist,  sich  vierpunktig 

berühren  Fig.  25.  Zu  der  in  P  laufenden  gemeinschaftlichen 

Tangente  p  enthält  die  Gerade  sj_p  je  eine  Axe  der  Kegel- 

schnitte conjectivisch,  und  es  ist  diese  Gerade  Träger  des 

Punktenpaares  08,  wobei  ß  der  Gegenscheitel  von  P  im  Kegel- 

schnitte r  ist.  Da  wir  der  Einfachheit  halber  in  der  Figur  den 

il -Punkt  in  das  Centrum  des  Grundkegelschnitts  k  verlegt 

haben,  so  identificirt  sich  die  Polare  o  mit  der  oo  fernen  Geraden. 

Die  Lage  der  w-Geraden  gegen  den  Grundkegelschnitt 

bedingt  (37)  den  Doppelpunkt  O  als  Knoten  der  erzeugten 

Schlingencurve  CJ  unserer  Figur.  Diese  besitzt  die  Identität 

P=P'  als  Undulationspunkt  und  die  Gerade  <?  =  jOP|als 

Symmetrale.  In  der  Curve  kann  demnach  nur  mehr  eine  Doppel- 

tangente A  vorkommen. 

Anmerkung.  Für  die  Construction  der  Berührpunkte  auf 

der  A-Tangente  muss  das  in  (51)  angegebene  Verfahren  ent- 

sprechend moditicirt  werden,  weil  jetzt  der  A/-Pol  00  weit  liegt. 

Wrir  bemerken  die  Identitäten:  fW  =  S,  f#* '  =  r  und  Mf~(s<u) 

In  O  als  Mittelpunkt,  wird  ein  beliebiger  Hilfskreis  K"  gezogen, 

auf  welchen  einer  der  Schnittpunkte  von  m'  als  Projections- 

centrum  C"  gewählt  ist.  Die  «f-Gerade  bildet  den  Schein  der 

Strahleninvolution  Moo ;  werden  die  conjugirten  Elemente  9.M' 

aus  C"  auf  K"  projicirt,  so  ist  die  Verbandlinie  dieser 

Projectionen  eine  i-Sehne  des  Centrums  E";  durch  das  letztere 

läuft  aber  auch  jene  Kreistangente,  die  in  dem  Projectionspunkte. 

der  mittelst  des  Strahles  \CP\  erhalten  wird,  zieht.  Die  zweite 

aus  £"  an  K"  gehende  Tangente  enthält  einen  Berührpunkt, 

welchen  man  aus  C"  auf  die  Gerade  m  nach  v  zurückprojicirt, 

und  es  trifft  dann  der  durch  den  v- Punkt  nach  dem  Pole  Mco 
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zielende  Parallelstrahl  den  Grundkegelschnitt  k  in  den  Bildern 

HB'  der  Berührpunkte  auf  der  A-Linie. 

53.  Will  man  eine  cinaxig  symmetrische  Curve  mit 

doppelter  Undulation  nachweisen,  so  erfordert  dies  ebenfalls 

eine  symmetrische  Anordnung  der  Kegelschnitte  Dem- 

gemass  ist  die  Grundlage  in  der  Fig.  26  getroffen,  wobei  ausser- 

dem die  Geraden  PxPi\^is%  \ilZ\  =  r  axial  rechtwinkelige 

Diameter  des  Grundkegelschnitts  k  sind.  Deswegen  befinden 

sich  auch  die  Punkte  RS  auf  der  oo  fernen  Geraden,  welche 

sich  überdies  mit  der  isolirten  gemeinschaftlichen  Sekante  o> 

identificirt.  Die  weitere  Folge  hiervon  ist.  dass  die  Mittelpunkte 

der  Kegelschnitte  r.xz%  mit  den  bezüglichen  Polen  II,II2 

zusammenfallen. 

Da  die  Kegelschnitte  r,r2  congruente,  zu  einander  ebenfalls 

nomothetisch  gelegene  Ellipsen  sind,  so  werden  die  Strahlen- 

involutionen N,n2,  welche  auf  a>oo  die  ̂ '-Involution  perspee- 

tivisch  gemeinschaftlich  haben,  aus  den  conjugirten  Diameter- 

paaren dieser  Ellipsen  gebildet. 

DasCurvenerzeugniss  der  Fig.  26  enthält  in  den  Bildpunkten 

P,P,  Undulationen  und  besitzt  die  Gerade  r  als  Symmetrale. 

Sie  ist  im  Endlichen  ovalförmig  geschlossen,  weil  der  in  (39) 

bezeichnete  x-Kegelschnitt  keine  (7-Punkte  nachweist,  und  ihr 

Doppelpunkt  O  ist  stets  ein  isolirtes  Element. 

b)  Doppel-Symmetrie. 

56.  Ein  bemerkenswertes  Interesse  bieten  die  Curven  mit 

zwei  Symmetrieaxen.  In  Fig.  27  sind  die  Kegelschnitte  z{z2 

congruente  homothetische  Ellipsen,  die  sich  im  Ö-Punkte  ein- 

fach berühren,  was  nur  im  Centrum  des  Grundkegelschnittes  k 

geschehen  kann.  Man  sieht  sofort,  dass  dieses  Centrum  gleich- 

zeitig den  Doppelpunkt  der  Curve  repräsentirt,  demzufolge  sich 

auch  das  Geradenpaar  ow  mit  der  oo  fernen  Geraden  identificirt. 

Die  Pole  11,11,  fallen  wieder,  wie  im  vorigen  Beispiele,  in  die 

Mittelpunkte  der  Ellipsen  %x%%1  weshalb,  wie  dort,  die  con- 

jugirten Strahlenelemente  der  SMnvolution  gleichgerichtet  den 

ihnen  perspectivischen  conjugirten  Diameterpaaren  dieser 

Ellipsen  sind. 
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Die  Strahleninvolution  0  wird  nach  der  Anmerkung  in 

(41)  mittelst  eines  Hilfskreiscentrum  2'  fixirt,  womit  wir  die 

Curve  C\  als  geometrischen  Ort  erzeugen.  Dabei  sehen  wir, 

dass  die  Undulationspunkte  PtP2  mit  ihren  beziehlichen  Bildern 

coincidiren,  welche  Eigenschaft  auch  zwischen  den  Tangenten 

pxpx  und  pj>2  stattrindet,  so  dass  der  Grundkegelschnitt  k, 

ausser  in  den  P,P2-Punkten,  nur  noch  in  zwei  ß-Punkten  von 

der  C*.  einfach  berührt  wird. 

Dass  die  Undulationstangenten  ptpt  parallel  zur  Geraden 

rz  ißjß,,!  laufen,  stimmt  mit  der  in  (51)  bemerkten  Harmonität 

überein,  wenn  berücksichtigt  wird,  dass  ihr  Z-Punkt  jetzt  mit 

dem  Punkte  (/>,/\)  «S  sowie  auch  mit  Q  wegen  der  Coincidenz 

O  ~  Q  identisch  auf  ooo  -  woo  zusammenfällt. 

Die  Axen  rs  des  Grundkegelschnitts  sind  in  der  Curve 

Symmetralen  und  ihr  Schnitt  O,  d.  i.  der  isolirte  Doppelpunkt, 

ist  gleichzeitig  auch  ein  Mittelpunkt  der  Curve. 

f»7.  Nimmt  man  die  Kegelschnitte  ä,^  als  Kreise,  wie  in 

Fig.  28,  an,  oder  ist,  wie  in  dem  vorigen  Beispiele  der  Kig.  27, 

der  Grundkegelschnitt  k  ein  Kreis,  so  entsprechen  im  ersteren 

Falle  für  k  eine  Ellipse  und  im  letzteren  Falle  für  7r,r2  congruente 

homothetische  Ellipsen  von  festen  Axenverhältnissen,  und  die 

durch  diese  Annahmen  bedingten  Curvenovale  erhalten  eine 

ganz  bestimmte  unveränderliche  Gestalt,  deren  stets 

isolirter  Doppelpunkt,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  für  sie 

Mittelpunkt  ist. 

Dass  diese  beiden  charakteristischen  Curven  ovalförmig 

verlaufen,  begründet  der  in  (39)  genannte  x-Kegelschnitt. 

Nachdem  aber  jetzt  der  il  Punkt  in  den  Mittelpunkt  des  Grund- 

kegelschnitts hineinfällt,  so  werden  die  erzeugenden  Büschel 

dieses  Kegelschnitts  eoncentrisch  und  ihr  Resultat  reducirt  sich 

auf  diesen  Coincidenzpunkt  selbst,  so  dass  mit  dem  Grund- 

kegelschnitt nur  imaginäre  L"-Punkte  Zustandekommen.  Ebenso 

werden  wegen  der  Coincidenz  Ö  i  Ü  die  den  ß-Kegelschnitt 

erzeugenden  Büschel  eoncentrisch,  und  da  sie  elliptische 

Strahleninvolutionen  sind,  so  haben  sie  nach  (38)  ein  reelles 

Paar  eonjugirter  Geraden  gemeinschaftlich.  Dieses  letztere  Paar 

besteht  aus  den  Symmetralen  rs,  wovon  r  die  Undulationspunkte 

P,PÄ,  -v  die  Punkte  ß,ß2,  wie  oben  bemerkt  wurde,  als  Berühr- 
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demente  des  Grundkegelschnitts  mit  der  bezüglichen  Curve 

enthält. 

An  diesem  Orte  sei  gevvissermassen  nachträglich  für  die 

Curven  mit  zwei  Undulationen,  gleichgiltig  ob  dieselben 

symmetrisch  oder  nicht  symmetrisch  angelegt  sind,  das  Gesetz 

ausgesprochen:  »Die  den  ß-Kegelschnitt  erzeugenden 

Strahlenbüschel  sind  immer  perspecti visch  und  ihre 

Perspe'ctivitätsaxe  ist  eine  Gerade,  welche  durch  den 

Punkt  M'  —R  läuft«  (vergl.  Fig.  23  und  24). 

Die  bicirculare  C\  mit  Undulation. 

58.  Bekanntlich  ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  bicircular, 

sobald  sie  die  oo  fernen  imaginären  Kreispunkte  ihrer  Kbcne 

als  Spitzen  enthält,  weshalb  nach  Satz  f  183  rechts]  ihr  Symbol: 

C\  anzuschreiben  ist  Diese  Eigenschaft  bedingt  für  unsere 

Betrachtungen  als  Grundkegelschnitt  ausschliesslich  den  Kreis, 

so  dass  also  zwischen  beiden  Gebilden  nur  mehr  eine  zwei- 

malige Berührung  in  reellen  ß-Punkten  erfolgen  kann. 

Wenn  eine  Curve  mit  den  vorangestellten  Bedingungen 

noch  diejenige  einer  Undulation  erfüllen  soll,  so  muss  noth- 

wendig  die  o-Linie,  als  Träger  der  ££'- Involution,  die  oo  ferne 

Gerade  sein,  was  wieder  anderseits  den  12-Pol  als  Mittelpunkt 

des  Grundkreises  k  erfordert.  Damit  ist  jetzt  der  ̂ -Kegel- 

schnitt als  Ellipse  innerhalb  des  Grund  kreises,  welche 

den  Ü-Punkt  enthält,  vollkommen  und  in  ihrem  Axen- 

verhältnisse  constant  bestimmt,  indem  jeder  beliebige 

Kreispunkt  P  Fig.  29  und  dessen  Tangente  />  die  Berühr- 

elemente der  undulirenden  Kegelschnitte  zk  vorstellen  können 

und  der  Radius  p  des  Grundkreises  k  gleich  der  kleinen  Axe  PO 

der  r-Ellipsc  ist. 

Ich  verlege  den  Ö  Punkt  in  das  C e n t r u m  der 

r-Ellipse.  In  Folge  dessen  läuft  die  Polare  tu  im  p  Abstände 

von  der  /^-Tangente  und  zu  ihr  parallel,  wodurch  der  R-Pol 

Q 

gleichfalls  auf  der  Halbmesserlinie  Pil\  im  Abstände  y  erscheint. 
•  > 

59.  Vorstehende  Distanzauftragungen  bedingen  für  unser 

Thema  nachstehende  Folgerungen :  Ei  n e  i  n  O  a n ge  n  o m  rn e n  e 

circutare  Strahleninvolution  ist  perspectivisch  auf 
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geschlossene  ovalförmige  und  die  aus  zwei  getrennten  Asten 

mit  zwei  Asymptoten  bestehende  Curve,  welche  Fälle  als  der 

elliptische  und  der  hyperbolische  Typus  bezeichnet 

werden  können,  wobei  noch  hinzukommt,  dass  der  reelle 

Doppelpunkt  jedesmal  einsam  ist  und  niemals  einen 

Knoten  oder  eine  Spitze  bildet. 

Analoge  Unterscheidungen  in  Bezug  auf  die  Formation 

rinden  auch  bei  den  einaxig  symmetrischen  Curven  statt.  Besitzt 

aber  eine  Curve  zwei  Symmetralen,  so  gehört  sie  grundsätzlich 

nur  der  Ovalform  an  und  weist  überdies  noch  die  singulare 

Eigenschaft  eines  Mittelpunktes  auf,  welche  keiner  anderen 

Curvengattung  eigen  ist.  Solche  Curven  sind  stets  mit  zwei 

Undulationen  versehen  und  ihr  Grundkegelschnitt  ist  für  sie 

immer  ein  viermal  reell  berührender,  wobei  die  zweiUndulations- 

punktc  als  Berührelcmente  mitzählen. 

Endlich  ist  noch  der  Charakteristik  zu  gedenken,  dass 

sowohl  die  beiden  zweiaxig  symmetrischen  Curven  der  Fig.  27 

und  28,  sowie  auch  die  bicirculare  Epicycloide  mit  einer  Undu- 

lation  in  Fig.  29  sich  als  gestaltlich  constante  Ovale 

manifestiren  und  derarteine  ähnliche  Rolle  unter  ihren  Schwester- 

curven  spielen,  wie  etwa  der  Kreis  bei  den  Kegelschnittlinien. 

Das  hauptsächlichste  Merkmal  der  Curven  unseres  Themas 

ist  vorzüglich  in  ihrer  Undulationscigenschaft  begründet,  weil 

diese  ihre  Form  so  charakteristisch  beeinflusst,  wie  keine  andere 

Tangentengattung,  was  bereits  in  der  I.  Mittheilung  zum  Aus- 

druck gelangte. 
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Das  Linienspectrum  des  Siliciums 
von 

J.  M.  Edcr  und  E.  Valenta  in  Wien. 

Wir  haben  uns  in  einer  früheren  Abhandlung1  mit  dem 

Studium  der  Wellenlängen  der  Linien  im  Emissionsspectrum 

des   Siliciums  vom  Violett  bis  zum  äussersten  Ultraviolett 

beschäftigt.  Zur  Aufnahme  der  betreffenden  Spectren  haben 

wir  uns  damals  eines  Quarzspectrographen  mit  einem  Prisma 

bedient  und  daher  Spectren  erhalten,  welche  naturgemäss  im 

weniger  brechbaren  Theile  eine  verhältnissmässig  geringe 

Dispersion  zeigten.  Da  wir  mittlerweile  einen  grossen  Gitter- 

speetrographen  aufgestellt  hatten,  gingen  wir  daran,  die  mit 

dem  Quarzspectrographen  früher  erhaltenen  Resultate  einer 

Revision  zu  unterziehen. 

Unterdessen  waren  von  Rowland  eine  Anzahl  vorzüg- 

licher »Standards«  veröffentlicht  worden,  welche  wir  im  Ver- 

eine mit  den  von  Kayser  gemessenen  Eisenlinien  und  den 

von  uns  bestimmten  Kupferlinien  bei  dieser  Arbeit  als  Leit- 

spectrum benützten;  dadurch  waren  wir  in  die  Lage  gesetzt, 

die  Wellenlängen  der  Siliciumlinien  mit  grösster  Genauigkeit 

zu  bestimmen.  Zunächst  überzeugten  wir  uns  von  der  Coin- 

cidenz  der  im  Bogen  auftretenden,  von  Rowland  gemessenen 

Siliciumhauptlinien  mit  den  im  Funkenspectrum  auftretenden. 

Die  Rowland'sche  Linie  X  =  2263-507  konnten  wir  allerdings 

im  Funkenspectrum  des  Siliciums  nicht  linden,  dagegen  con- 

statirten  wir  das  Vorhandensein  der  von  uns  bereits  geführten 

i  Über  das  Emissionsspectrum  des  Kohlenstoffs  und  Siliciums.  Denk- 

schriften der  kais.  Akad.  der  Wissensch.,  mathcm.-natutw.  Cl.,  Ud.  LX,  1893. 
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Hauptlinie  Xr=2542  (richtiger  X  =  2541-89),  sowie  einer  Anzahl 
von  verbreiterten  violetten  und  schwachen  ultravioletten  Linien. 

Einige  sehr  schwache  Linien  des  Siliciumspectrums  konnten 

jedoch  nur  mit  dem  Quarzapparate  erhalten  werden,  nicht  aber 

mit  dem  Gitter,  was  sich  aus  der  weitaus  grösseren  Lichtstärke 

des  ersteren  Apparates  erklärt. 

Zur  Erzeugung  des  Siliciumspectrums  diente  uns  eine 

Legirung  von  Silicium  und  Kupfer,  und  eine  solche  von 

Magnesium  und  Silicium.  Mit  diesen  Legirungen,  welche  als 

Elektroden  verwendet  wurden,  erhielten  wir  unter  Benützung' 

eines  kräftigen  Flaschenfunkens  dieselben  Linien,  wie  bei  Ver- 

wendung von  Kohle  oder  Zinkelektroden,  auf  welche  während 

des  Überspringens  der  Funken  Siliciumchlorid  tropfen  gelassen 

wird.  Auch  bei  Benützung  von  Elektroden  aus  elementarem 

Silicium  wurden  dieselben  Resultate  erhalten.  Wir  betonen 

nochmals,  dass  die  charakteristischen  Liniengruppen,  welche 

sich  durch  grosse  Schärfe  auszeichnen,  im  äussersten  Ultra- 

violett liegen,  so  dass  eine  Identificirung  von  Silicium  auf 

spectroskopischem  Wege  mittelst  des  Quarzspectrographen 

zwar  leicht  durchgeführt  werden  kann,  aber  mittelst  eines 

Glasspectrographen  nur  schwer  möglich  ist. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  Resultate  unserer  neueren 

Messungen,  auf  Rowland'sche  Normallinien  bezogen.  Dieselben 

erstrecken  sich  von  X  —  4431  bis  ins  äusserste  Ultraviolett. 

Kdcr- Inten- 
Eder- Inten- 

Valenta 

sität' 

Yulenta sität 

4131  0 

412S-2 

4 

4 1 
verbreitert              3795  9 

3791 • 1 

2 

1 

3905-80 
3 

3191 • 1 3802*75 

3850-20 

3 

3 
verbreitert 

1 3086 • 8 
2987-77 

i 

3854-00 
1 ) 

verbreitert, 

undeutlich 
2881*70 

2689*8 

10 

I 
Hauptlinie 

3834  4 1 

i 2077*4 

1 

3826*7 
1 

i 2673-3 

1 

I  In  dieser  Tabelle  sind  die  stärksten  Linien  mit  10,  die  schwächsten 

mit  1  bezeichnet. 
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Eder- Inten- 
Eder- Inten- 

Valcnta sität i 
Valenta sität 

2659-0 
1 

2446-0 

3 

2631 -39 
8 Hauptlinie 

2443-46 
2 

2568  8 o m 
2438-86 

2 

J04 1  89 8 Hauptlinic 2435 '2ü 
8 Haupthnje 

2534 '7 
1 

2356-9 

1 

|  2533  2 
4 

2303-3 

1 

2528-60 
8 

2219-5 

1 

2524*21 
8 

j  Besonders 
2218-15 

1 

2ol9'30 8 
charakteristische 

^  Liniengruppe 

2216/6 4 

251621 10 

2211-8 

3 ^  charakteristische 

2514*42 7 

2210-9 

3 

^  Liniengruppc ,  2506-99 8 

2208-1 

3 

2479  8 l 

2122-8 

2 
Hauptlinie 

2452-22 3 

1929-0 

1 
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Zur  Geometrie  auf  Flächen  constanter 

Krümmung 

von 

Karl  Carda  in  Brünn. 

(Mit  4  Textli^uren.) 

Herr  H.  A.  Schwarz  hat  den  interessanten  Satz  be- 

wiesen: 

Unter  allen  einem  spitzwinkligen  Dreiecke  ein- 

geschriebenen Dreiecken  hat  das  Dreieck  der  Höhen- 

fusspunkte  den  kleinsten  Umfang.1 

Der  elegante  synthetische  Beweis  des  Herrn  Schwarz 

besteht  darin,  dass  durch  passende  Umklappungen  des  ge- 

gebenen spitzwinkligen  Dreieckes  der  doppelte  Umfang  seines 

Höhen  fusspunkten  -  Dreieckes  durch  die  Entfernung  zweier 

Punkte  dargestellt  wird.  Zeichnet  man  nun  ein  beliebiges,  dem 

gegebenen  Dreiecke  eingeschriebenes  Dreieck,  so  wird  bei 

demselben  Processe  des  Umklappens  der  doppelte  Umfang 

dieses  Dreieckes  durch  einen  gebrochenen  Linienzug  dar- 

gestellt, der  zwei  Punkte  verbindet,  welche  dieselbe  Entfernung 

von  einander  haben  wie  die  beiden  früher  erwähnten  Punkte. 

Hiermit  ist  der  Beweis  offenbar  erledigt. 

Ist  das  Dreieck  stumpfwinklig,  so  stellt  der  Umfang  des 

Höhenfusspunkten-Dreieckes,  wie  eine  einfache  Betrachtung 

lehrt,  keinen  extremen  Werth  dar. 

Ich  stellte  mir  nun  die  Aufgabe,  die  Übertragung  des 

Schwarzachen  Satzes  auf  geodätische  Dreiecke  auf  einer 

beliebigen  Fläche  constanter  Krümmung  zu  versuchen.  Eine 

1  H.  A.  Schwarz,  Gesammelte  mathematische  Abhandlungen.  Zweiter 

Hand.  Merlin  1890,  S.  344—345  (mit  Figur).  Daselbst  weitere  Literaturangaben- 
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45 
derartige  Verallgemeinerung  ist  nun  thatsächlich  möglich.  Wir 

wollen  zunächst  das  betreffende  Theorem  aufstellen. 

Theorem. 

Ist  auf  einer  beliebigen  Fläche  constanter  Krüm- 

mung ein  geodätisches  Dreieck  gegeben,  dessen 

sämmtliche  Winkel  spitz  sind,  so  hat  unter  allen 

dem  gegebenen  Dreiecke  eingeschriebenen  Dreiecken 

das  geodätische  Dreieck  der  Höhcnfusspunkte  den 

kleinsten  Umfang. 

In  der  Sphärik  hat  dies  Theorem  schon  Steiner  auf- 

gestellt, jedoch  keinen  Beweis  desselben  mitgetheilt. 

Dass  das  Schwarz'sche  Theorem  sich  mit  dem  vor- 

stehenden im  Falle  der  Flächen  vom  Krümmungsmasse  Null 

deckt,  ist  an  sich  klar.  Wir  betrachten  daher  im  Folgenden  nur 

Flächen,  deren  Krümmungsmass  constant  und  von  Null  ver- 

schieden ist. 

1. 

Auf  einer  Fläche  constanter  Krümmung  lässt  sich  bekannt- 

lich eine  Geometrie  entwickeln.  Für  dieselbe  sind  die  beiden 

Satze  grundlegend: 

1.  In  der  Geometrie  auf  einer  Fläche  constanter  Krümmung 

gilt  das  Princip  der  Deckung  der  Figuren. 

2.  Durch  zwei  gegebene  Punkte  einer  Fläche  constanter 

Krümmung  lässt  sich  im  Allgemeinen  eine  und  nur  eine  geo- 

dätische Linie  legen. 

Wir  ziehen  ferner  den  Begriff  der  Abwickelbarkeit 

zweier  Flächen  auf  einander  heran.  Derselbe  ist  für  das  Fol- 

gende fundamental. 

Schliesslich  erinnern  wir  noch  an  den  Satz  von  Gauss 

für  den  Fall  der  Flächen  von  constantem  Krümmungsmasse: 

Zwei  Flächen  von  demselben  Constanten  Krüm- 

mungsmass sind  aufeinander  abwickelbar.1 

*  Man  vergleiche:  Luigi  liianc;hi,  Lezioni  di  Gcomctria  Difforenzialc. 

Pisa  1894,  Cap.  VII.  —  Bianchi,  Vorlesungen  über  Differentialgeometrie.  Erste 

Ucferung.  Leipzig  1896.  Cap.  VII. 
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Jede  Fläche  constanter  Krümmung  ist  eine  Integralfläche 

der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

rt-f  ... 

—fj-a-  0) 

Diese  Differentialgleichung  gestattet,  wie  begrifflich  klar 

ist,  die  Gruppe  der  Bewegungen  des  Raumes,  also  insbesondere 

auch  die  eingliedrige  Gruppe 

v,       V  0/ 

Hieraus  folgt  nach  einem  allgemeinen  Theoreme  Lie's, 

dass  die  erwähnte  Differentialgleichung  oo2  Integralflächen 

besitzt,  welche  von  Bahncurven  der  infinitesimalen  Trans- 

formation Xf  erzeugt  sind,  also  besitzt  die  Differentialgleichung 

oo2  Integralflächen,  welche  zugleich  Rotationsflächen  sind,  deren 

Axe  die  s-Axe  ist.  Andererseits  gestattet  die  Differentialglei- 

chung (1)  auch  die  eingliedrige  continuirliche  Gruppe 

7f-  v 

Hieraus  folgt,  dass  unsere  Schar  von  oo2  Rotationsflächen 

in  oo1  Scharen  von  je  oo1  congruenten  Flächen  zerfällt.  Indem 

wir  aus  jeder  der  letzteren  einen  Repräsentanten  herausgreifen, 

erhalten  wir  eine  Schar  von  oo1  incongruenten  Flächen  oder  eine 

Rotationsfläche  mit  einem  continuirlichen  Parameter  c. 

Diese  Flächen  sind  längst  studirt.1  Die  Gleichungen  ihrer 

Meridiane  ergeben  sich  aus  (1)  durch  zwei  successive  Quadra- 
turen. Man  findet 

z 

J  V  c—ax 

worin  c  und  c'  die  Integrationsconstanten  bedeuten. 

Wir  wollen  nun  kanonische  Flächen  constanter  Krüm- 

mung einführen,  indem  wir    —  =h  1  und  c'=o  setzen.  Rechnen 

'  Min  ding,  Crelle's  J.,  Bd.  19,  S.  376  ff.  (1839). 
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wir  die  x  etwa  von  dem  Verzweigungspunkte  \/c,  so  erhalten 

wir  schliesslich 

Mit  Rücksicht  auf  das  Folgende  unterwerfen  wir  den 

Parameter  der  Bedingung 

Hieraus  folgt:  Unsere  kanonischen  Flächen  gestat- 

ten eine  unendliche  discontinuirliche  Gruppe  von 

Translationen  in  sich.  Es  gibt  auf  der  kanonischen 

Fläche  positiver  Krümmung  eine  Schar  von  grössten 

Parallelkreisen,  auf  der  kanonischen  Fläche  negativer 

Krümmung  eine  Schar  von  kleinsten  Parallelkreisen. 

Der  Radius  dieser  Kreise  ist  gleich  \J c.  Diese  Scharen 

von  Parallelkreisen  sind  Scharen  von  geodätischen 

Linien. 

Die  letztere  Eigenschaft  der  Schaar  von  Kreisen  erhellt 

sofort  aus  der  mechanischen  Bedeutung  der  geodätischen 

Linien.1 
2. 

Es  sei  nun  auf  einer  Fläche  constanter  Krümmung  ein 

spitzwinkliges  geodätisches  Dreieck  gegeben.  Verbindet  man 

die  Fusspunkte  7/.7,A"der  Höhen  desselben  durch  geodätische 
Linien,  so  werden  die  Winkel  dieses  Dreieckes  durch  die  Höher, 

des  gegebenen  Dreieckes  halbiert.  Der  Beweis  ist  für  den  Fall 

einer  Fläche  constanter  positiver  Krümmung  erbracht,  sobald 

er  für  die  Kugel  erbracht  ist.  Dies  ist  aber  längst  geschehen. - 

Der  entsprechende  Beweis  für  Flächen  constanter  negativer 

i  Man  vergleiche  die  Ausführungen  und  Figuren  in  Bianchi,  Lczioni 

p   186.  —  Bianchi-Lukat,  Vorlesungen,  Cup.  7,  §.99  und  §.  103. 

'-'  Man  vergleiche:  Gud ermann,  Niedere  Sphunk.  Münster  1835.  §.  6S, 

S.  47.  —  Unferdinger,  Das  sphärische  Dreieck,  dargestellt  in  seinen  Be- 

ziehungen zum  Kreise.  Grunert's  Archiv,  Bd.  29,  S.  479—516  (1857).  (MUge- 
theiit  von  Herrn  Dr.  Karl  Zclbr). 
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Krümmung  kami  mit  Hilfe  der  Formeln  der  pseudosphaerischen 

Trigonometrie  geführt  werden. 

Wir  wollen  noch  den  Begriff  der  Umklappung  eines 

geodätischen  Dreieckes  ABC  um  eine  Seite  AB  definiren.  Ein 

Dreieck  ABC  um  die  Seite  AB  umklappen,  heisst  über  AB  ein 

mit  dem  Dreiecke  ABC  symmetrisch  gleiches  Dreieck  con- 

struiren,  welches  mit  dem  Dreieck  ABC  auf  entgegengesetzten 

Seiten  von  AB  liegt. 

3. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  sind  wir  im  Stande,  den 

angekündigten  Beweis  des  aufgestellten  Theorems  zu  führen. 

Ks  sei  auf  einer  beliebigen  Fläche,  deren  Krümmung  a 

constant  und  von  Null  verschieden  ist,  ein  spitzwinkliges  geo- 

dätisches Dreieck  gegeben.  Wir  construiren  das  zugehörige 

geodätische  Dreieck  der  Höhenfusspunkte.  Durch  Ausführung 
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einer  passenden  Streckung,  welche  bekanntlich  jede  Figur  in 

eine  ähnliche  überführt,  können  wir  erreichen,  dass 

wird.  Sodann  wickeln  wir  das  Flächenstück  mit  dem  erhaltenen 

Dreiecke  und  seinem  geodätischen  Höhenfusspunkten-Dreiecke 

auf  unsere  kanonische  Fläche  von  gleicher  Krümmung  ab. 

Da  bei  dem  Processe  der  Abwicklung  zweier  Flächen  auf 

einander  alle  Längen  und  Winkel  ungeändert  bleiben,  also  auch 

geodätische  Linien  in  geodätische  Linien  übergehen,  so  genügt 

es,  den  angekündigten  Beweis  für  geodätische  Dreiecke  auf 

unseren  kanonischen  Flächen  zu  führen. 

Es  sei  nun  auf  einer  unserer  kanonischen  Flächen  ein 

spitzwinkliges  geodätisches  Dreieck  gegeben.  Es  sei  u  die 

Länge  des  Umfanges  seines  Höhenfusspunkten- Dreieckes, 

P  die  Länge  eines  grössten,  beziehungsweise  kleinsten  Parallel- 

kreises der  Fläche.  Ist  jetzt  das  Verhältniss 

rational,  so  operiren  wir  auf  der  gewählten  Fläche.  Ist  dies 

Verhältniss  dagegen  für  diese  Fläche  irrational,  so  wählen 

wir  eine  kanonische  Fläche  mit  einem  anderen  Parameter  c 

derart,  dass  eine  Beziehung  von  der  Form 

besteht,  wo  n  und  m  ganze  theilerfremde  Zahlen  sind.  Der 

Parameter  c  bestimmt  sich  also  aus  der  Gleichung 

Wir  können  überdies  die  ganzen  Zahlen  n,  m  derart 

\vählen,dass  die  Gestalt  einer  Fläche, für  welche  die  Gleichung(2) 

erfüllt  ist,  von  jener  der  früheren  beliebig  wenig  abweicht. 

Wir  wickeln  nunmehr  das  Flächenstück  mit  dem  ge- 

gebenen Dreiecke  von  der  ersten  Fläche  auf  die  zweite  ab. 

Ferner  verschieben  wir  das  auf  der  letzteren  erhaltene  Dreieck 

Sitzb.  d.  mmthem.-  naturw.  Cl. ;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  4 

P 

II 
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unter  passender  Verbiegung  derart,  dass  eine  Seite  seines 

Höhenfusspunkten  -  Dreieckes  mit  einem  Bogen  eines  der 

grössten,  beziehungsweise  kleinsten  Parallelkreises  zusam- 

menfällt. 

Nun  construiren  wir  eine  Reihe  von  successiven  Um- 

klappungen des  gegebenen  Dreieckes,  welche  wir  so  wählen, 

dass  bei  jeder  Umklappung  eine  Seite  des  Höhenfusspunkten- 

Dreieckes  in  den  erwähnten  grössten, beziehungsweise  kleinsten 

Parallelkreis  hineinfällt. 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  eine  Reihe  von  Dreiecken: 

Diese  Dreiecke  haben  folgende  Eigenschaften: 

1.  Drei  unmittelbar  auf  ei  n  and  erfolgende  Dreiecke 

A.^i,  A,,  A,+1 

haben  eine  gemeinsame  Ecke. 

2.  Zwei  Dreiecke  A,  und  A*  sind  congruent,  wenn 

i  =  k  (mod  2) 

ist,  und  umgekehrt. 

3.  Von  zwei  Dreiecken  A,  und  A,+3  kann  das  eine 

durch  Spiegelung  an  dem  Parallelkreise  und  Trans- 

lation längs  desselben  um  die  Strecke  n  mit  dem 

anderen  zur  Deckung  gebracht  werden. 

4.  Zwei  Dreiecke  A,  und  A*  lassen  sich  durch 

Translation  längs  des  Parallelkreises  mit  einander 

zur  Deckung  bringen,  wenn 

i  ==  k  (mod  6) 

ist,  und  umgekehrt. 

Aus  4)  folgt  vermöge  der  Gleichung 

jiiP  ==  2  uu  . 

Die  Dreiecke  Ar,,r  +  i  und  A,  sind  identisch. 

Wir  zeichnen  nun  in  A,  ein  beliebiges  geodätisches  Dreieck 

LMX  ein,  wobei  L  beliebig  auf  BC,  M  beliebig  auf  CA,  N  be- 

liebig auf  AH  gewählt  sei.  Wir  verzeichnen  auch  noch  in 

A2,A3...  die  entsprechenden  Umklappungen  des  Dreieckes  LMW 
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Wir  betrachten  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende 

L:mklappungen  des  Dreieckes  LMN.  Dieselben  haben  eine 

Ecke  gemeinschaftlich,  welche  wir  mit  (A,-,  AI+!)  bezeichnen 
wollen.  Wir  verbinden  die  Punkte 

(A„  A2),  (Aa,  A3),  (A8,  A4). .  •  (A»i „ ,  A,),  (At,  A2) 

durch  einen  auf  der  Fläche  verlaufenden  gebrochenen  Linien^ 

zug,  dessen  einzelne  Stücke  Seiten  von  Umklappungen  des 

geodätischen  Dreieckes  LMN  sind. 

Dieser  Linienzug  ist,  wie  aus  dem  Vorstehenden  erhellt, 

geschlossen. 

Greift  man  irgend  ein  Tripel  von  unmittelbar  aufeinander 

folgenden  Dreiecken 

A,_i,  A,,  A,+i 

heraus,  so  erkennt  man  zu  Folge  des  oben  definirten  Processes 

des  Umklappens,  dass  die  Länge  des  innerhalb  der  Fläche 

des  Tripels  verlaufenden  Stückes  des  gebrochenen  Linienzuges 

dem  Umfange  U  des  Dreieckes  LMN  gleichkommt. 

Hieraus  folgt: 

Die  Länge  des  geschlossenen  gebrochenen  Li nien- 

zuges  beträgt  2nU. 

In  dem  Tripel 

A,_!,  A,,  A,+, 

Iässt  sich  das  Dreieck  A,.  j  durch  Drehung  um  die  gemeinsame 

Ecke  des  Tripels  mit  dem  Dreiecke  A,+i  zur  Deckung  bringen. 

Hierbei  fällt  der  der  gemeinsamen  Ecke  gegenüberliegende 

Höhenfusspunkt  in  A,_i,  der  auf  dem  Parallelkreise  liegt,  wieder 

in  den  Parallelkreis.  Liegt  also  der  Punkt  (A,  _2,  A,_i)  unterhalb 

des  Parallelkreises,  so  liegt  der  Punkt  (A,  +  i,  Al+L.)  oberhalb 

desselben,  und  umgekehrt. 

Jedenfalls  können  wir  schliessen  : 

Der  gebrochene  Linienzug  hat  mit  dem  Parallcl- 

kreise  wenigstens  einen  Punkt  gemein. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  auch  die  Punkte  des  Parallel- 

kreises, welche  von  dem  erwähnten  Punkte  die  Entfernung 

2«.  4«,.  .  .  besitzen,  auf  dem  gebrochenen  Linienzuge  liegen. 

Jetzt  construiren  wir  das  Spiegelbild  unserer  gesammten 

Figuren  bezüglich  des  Parallelkreises  und  verschieben  es  längs 

4* 
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desselben  um  die  Strecke  «.  Der  Erfolg  ist,  dass  jetzt  das 

Spiegelbild  der  Dreiecke  A,  mit  den  Dreiecken  A*  zusammen- 

fällt Also  fällt  auch  das  Spiegelbild  des  gebrochenen  Linien- 

zuges mit  dem  gebrochenen  Linienzuge  überein. 

Hieraus  schliesst  man: 

Der  längs  des  Parallelkreises  gemessene  Abstand 

zweier  unmittelbar  aufeinander  folgender  Punkte, 

welche  dem  Parallelkreise  und  dem  gebrochenen 

Linienzuge  gemeinsam  sind,  ist  höchstens  gleich  u. 

Wir  ziehen  noch  ein  Lemma  heran,  dessen  Beweis  wir 

später  erbringen  werden: 

Der  Umfang  des  Höhenpunkten-Dreieckes  eines 

spitzwinkligen  geodätischen  Dreieckes  unserer  kano- 

nischen Fläche  vom  Krümmungsmasse  a  =  -4- 1  ist 

kleiner  als  ä. 

Nunmehr  können  wir  den  entscheidenden  Schluss  ziehen: 

Die  Länge  des  gebrochenen  geschlossenen  Linien- 

zuges ist  grösser  als  jene  des  w-fach  gezählten 

Parallelkreises. 

Also  ist 

2nU>  mP. 

Daher  ist  wegen  (2) 

2mU>2hu. 

Demnach  folgt 

U>H. 

Hiermit  ist  der  Beweis  erbracht. 
4. 

Wir  wollen  nun  einige  Formeln,  betreffend  das  geodätische 

Höhenfusspunktcn-Dreieck  eines  spitzwinkligen  geodätischen 

Dreieckes  einer  Fläche  von  der  constanten  Krümmung  a~dz\ 
herleiten. 

Zunächst  drücken  wir  die  Winkel  a,  ß,  7  durch  die  Winkel 

A,  B,  C  des  gegebenen  Dreieckes  aus.  Die  Figur  ergibt  durch 

zweimalige  Anwendung  des  Cosinus-Satzes  für  a  —  ■+- 1 

4 cos  ß  cos  7  cos  j4-4-cos  2a  =  cos  2 ß  cos  27— 4 cos8  ß  cos*  7. 
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Hieraus  folgt  weiter 

2 cos  ß  cos  y  cos  A  =  1  —cos*  a— cos2  ß— cos2  y-  (3) 

Da  die  rechte  Seite  eine  symmetrische  Function  ist,  so  ist 

es  auch  die  linke,  also 

cos  a  _  cos  ß  _  cos  y  _  ̂  

cos  A  ~  cos  B  ~  cos  C  ~~ 

Für  X  findet  man  aus  (3)  die  Gleichung 

1 

(4) 

cos  a  = 

cos2  A  +  cos2  B+ cos2  C+  2  cos  ̂ 4  cos  ß  cos  C 

Somit  erhalten  wir: 

cos  A 

\/ cos2  A  +  cos2  B+ cos2  C+  2  cos  ;4  cos  2?  cos  C  ' 

cos  2? 

cos  ß  =  —  ,  V(5) 
V  cos2  yl  +  cos2      cos2  C+2cos  A  cos  B  cos  C 

cos  C 

cos  y  =    7  • 

V  cos  M  -f-  cos2  B+ cos2  C+  2  cos  .4  cos  Z?  cos  C  / 

Ist  die  Fläche  von  der  Krümmung 

«  =  — 1, 

so  hat  man  die  Formeln  der  pseudosphärischen  Trigono- 

metrie anzuwenden.  Dieselben  enthalten  bekanntlich  die  hyper- 

bolischen Functionen  der  Seiten  des  geodätischen  Drei- 

eckes.1 Die  Gleichungen  (5)  gelten  daher  für  spitzwinklige 

geodätische  Dreiecke  auf  einer  beliebigen  Fläche  von  der  con- 

stanten  Krümmung  a  —  ±1. 

5. 

Die  in  den  Formeln  (5)  auftretende  Quadratwurzel  hat 

eine  einfache  Bedeutung.  Um  dies  zu  erkennen,  ziehen  wir  ein 

Tripel  von  Formeln  heran,  welches  von  Unferdinger2  her- 

1  Minding,  Crellc's  J.,  Bd.  20,  S.  324-325.  Man  vergleiche  die  inter- 

essanten Ausführungen  in  Bianchi,  Lezioni,  Cap.  XVI.  Geomctria  pseudo- 

sferica,  p.  396—415. 

*  Unferdinger,  a.  a.  O.  S.  481. 
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rührt.  In  unserer  Bezeichnungsweise  lauten  diese  Formeln, 

wenn  2  a  den  Umfang  des  dem  Dreiecke  ABC  eingeschriebenen 

geodätischen  Höhenfusspunkten-Dreieckes  bezeichnet,  so: 

cos  A  =r  cos  a  cos  o,  \ 

cos  B  =  cos  ß  cos  a,  .  (6) 

cos  C  —  cos  7  cos  3.  '  - 

Sie  gelten  für  jedes  spitzwinklige  geodätische  Dreieck  auf 

einer  beliebigen  Fläche  von  der  constanten  Krümmung  a  =  1. 

Durch  den  Vergleich  der  Formeln  (5)  und  (6)  erhält  man 

die  elegante  Beziehung 

cos  a  =  s/cos*  A  +  cos*  B+  cos2  C+2cosA  cos  B  cos  C  (7) 

Vermöge  der  bekannten  Identität 

cos2  i4  +  cos*  2?+ cos2  C-t-2cos  A  cos  5  cos  C  = 

-  1  -4- 4 cos  S  cos  (S—A)  cos  (S—B)  cos  (5— C), 

erhält  man 

sin  a  =  2>v/_cos  5  cos  (5— .4)  cos  (S—B)  cos  (5— C).  (8) 

Bezeichnet  R  den  Radius  des  dem  geodätischen  Dreiecke 

ABC  umschriebenen  geodätischen  Kreises,1  so  ist  bekanntlich 

—cos  »S  v 

tg  ̂  -  V  cos  (S—A)  cos  (S— 2?)  cosöS— Q  (  ' 

Aus  den  Gleichungen  (8)  und  (9)  folgt  daher 

tgtfsin  s  =  —2  cos  5.  (10) 

Für  spitzwinklige  geodätische  Dreiecke  auf  einer  Fläche 

von  der  constanten  Krümmung 

a-  -  \ 

1  Über  das  Zusammenfallen  der  beiden  Definitionen  des  geodätischen 

Kreises  für  den  Fall  einer  Fläche  constantcr  Krümmung  vergleiche  man 

Bianchi,  Lezioni,  p.  157,  Note.  -  Üianchi-Lukat,  p.  102,  Note. 

Digitized  by  Google 



Flächen  constantcr  Krümmung.  55 

findet  man  durch  elementare,  aber  ziemlich  umständliche 

Rechnungen,  die  wir  hier  unterdrücken,  die  beiden  Formeln 

sin  h(o)  —  2\/cos  S  cos  (S-A)  cos  {S—B)  cos  S—C),  (1 1) 

tg  *  (Ä)  =  \ZcoS  (S_A)  cos  (S_^  cos  (5_C) '         O2 ) 

Demnach  ergibt  sich  die  Beziehung 

tg*(Ä)sin*(o)  =  2cosÄ  (13) 

Will  man  aus  den  Formeln  (10)  und  (13)  die  entsprechende 

Formel  für  den  Fall  der  Flächen  von  dem  Constanten  Krüm- 

mungsmasse a  —  0  herleiten,  so  muss  man  zunächst  den  Inhalt  F 

des  geodätischen  Dreieckes  einführen.  Man  findet  dann  aus 

beiden  Gleichungen  die  längst  bekannte  Beziehung 

F=Ra. 

Diese  Gleichung  gilt  wie  die  Gleichungen,  aus  denen  sie 

hergeleitet  wurde,  nur  für  spitzwinklige  Dreiecke.  Zugleich 

folgt  hieraus,  dass  in  den  Gleichungen  (10)  und  (13)  die  Vor- 

zeichen richtig  gewählt  sind. 

Wenn  wir  unsere  Ergebnisse  zusammenfassen,  so  erhalten 

wir  das  folgende  Theorem. 

Theorem. 

Ist  auf  einer  beliebigen  Fläche  von  der  constanten 

Krümmung  a  —  ±1  ein  spitzwinkliges  geodätisches 

Dreieck  gegeben,  ist  ferner  25  die  Summe  seiner 

Winkel,  2a  derUmfang  seines  geodätischen  Höhen  fuss- 

punkten-Dreieckes,  tfderRadius  des  dem  gegebenen 

Dreiecke  u m beschriebenen  geodätischen  Kreises,  so 

besteht  zwischen  diesen  Grössen  die  Beziehung 

tg  R  sin  i  —  — 2  cos  S, 

wenn  die  Krümmung  der  Fläche 

•        '      a  —  +\ 
* 

ist,  dagegen  die  Beziehung 

tg  h(R)  sin  h  (a)  =  -»-2  cos  6' 
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wenn  die  Krümmung  der  Fläche 

a  =  —  1 

ist. 

6. 

Der  Ausdruck 

cos*  A  -+-  cos2  B+ cos2  C+  2  cos  A  cos  B  cos  C 

kann,  wie  man  leicht  zeigt,  für  reelle  Werthe  der  Variabein 

cos  A,  cos  B,  cos  C  dann  und  nur  dann  verschwinden,  wenn 

gleichzeitig 

cos  ̂ 4=0 

cos  B  —  0 

cos  C  —  0 

Fig.  2. 

ist.  Also  ist  für  ein  spitzwinkliges  Dreieck  2  a  <r..  Hiermit  ist 

das  in  Artikel  4  erwähnte  Lemma  bewiesen.  Zugleich  ergibt 

sich  ein  von  Unferdinger  herrührendes  Theorem.1 

i  Unferdinger,  a.  a.  O.  S.  490. 
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Theorem  von  Unferdinger. 

Der  Umfang  der  oo*  sphärischen  Höhenfusspunk- 

ten-Dreiecke  eines  dreirechtwinkligen  sphärischen 

Dreieckes  ist  constant  und  gleich  ̂ . 

Die  Gleichung  (3)  in  Artikel  4  liefert  in  diesem  Falle  die 

interessante  Beziehung 

cos*a+cos2ß-r-cos2-r  —  1.  (14) 

Das  zuletzt  erwähnte  Theorem  lässt  einen  überraschend 

einfachen  synthetischen  Beweis  zu.  Wir  klappen  das  Dreieck 

zweimal  um.  Der  Umfang  des  gewählten  sphärischen  Höhen- 

fusspunkten-Dreieckes  ist  dann  durch  einen  grössten  Halb- 

kreis dargestellt.  Hiermit  ist  der  Beweis  erledigt. 

7. 
Die  von  Herrn  H.  A.  Schwarz  eingeführte  Methode  der 

Umklappung  wollen  wir  benützen,  um  das  folgende  Theorem 

zu  beweisen. 

Theorem. 

Es  sei  auf  einer  beliebigen  Fläche  constanter 

Krümmung  ein  See  to  reines  geodätischen  Kreises  mit 

spitzem  Centriwinkel  gegeben.  Dem  Sector  lässt  sich 

eine  continuirliche  Schaar  von  oo1  geodätischen  Drei- 

ecken einbeschreiben,  bei  denen  Winkelgleichheit 

herrscht.  Der  Umfang  dieser  Dreiecke  ist  constant. 

Jedes  andere  dem  Sector  eingeschriebene  Dreieck  hat 

einen  grösseren  Umfang. 

Der  Beweis  ist  einfach.1  Durch  jedes  Linienelement  des 

Bogens  BC  ist  eine  geodätische  Linie  der  Fläche  bestimmt. 

Wir  schliessen  den  Fall  aus,  dass  der  gewählte  geodätische 

Kreis  zugleich  eine  geodätische  Linie  der  Fläche  ist.  Ferner 

können  wir  uns  auf  den  Fall  beschränken,  dass  das  geodätische 

Dreieck  ABr  spitzwinkelig  ist. 

1  Der  Einfachheit  und  Deutlichkeit  halber  wurde  die  Figur  für  den  Fall 

der  Ebene  entworfen;  der  Text  bezieht  sich  dagegen  auf  den  Fall  einer 

beliebigen  Fläche  constanter  Krümmung.  Dasselbe  gilt  von  Figur  und  Text 
i  n  Artikel  8. 
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Dann  ist  das  geodätische  Höhenfusspunkten-Dreieck  des 

letzteren  ein  dem  Sector  eingeschriebenes  geodätisches  Dreieck, 

bei  welchem  Winkelgleichheit  herrscht.  Lässt  man  den  Punkt  H 

auf  dem  Kreisbogen  variiren,  so  erhält  man  offenbar  alle  der- 

artigen Dreiecke. 

Fig.  3. 

Durch  zweimalige  Umklappung  lässt  sich  der  Umfang 

eines  solchen  Dreieckes  durch  den  Bogen  HIK'H"  einer  geo- 
dätischen Linie  der  Fläche  darstellen.  Man  sieht  sofort,  dass  der 

Bogen  HW  für  alle  Dreiecke  der  genannten  Schaar  constant  ist. 
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Wählt  man  den  Punkt  C  beliebig  auf  BC,  M  beliebig  äüf 

CA.  N  beliebig  auf  AB,  so  wird  der  Umfang  des  geodätischen 

Dreieckes  LMN  durch  den  gebrochenen  Linienzug  LMN'L" 

dargestellt.  Dreht  man  jetzt  das  Flächenstück  LCU'N'M  unter 

passender  Verbiegung  derart  um  den  Punkt  A,  dass  der  Punkt  L 

mit  dem  Punkte  H  zusammenfällt,  so  fällt,  da  der  Bogen  H"L" 

mit  dem  Bogen  HL  zur  Deckung  gebracht  werden  kann,  auch 

L"  mit  H"  zusammen.  Hiermit  ist  auch  der  zweite  Theil  des 

aufgestellten  Theorems  bewiesen. 

8. 
Schliesslich  beweisen  wir  noch  folgendes  Theorem. 

Theorem. 

Es  sei  auf  einer  beliebigen  Fläche  constanter 

Krümmung  ein  Sector  eines  geodätischen  Kreisringes 

gegeben.  Sind  R  und  r  die  Radien  der  beiden  geodäti- 

schen Kreise,  TderWinkel  des  Sectors,  besteht  ferner 

die  Beziehung 

f  ü  r  a  —  o :  R  cos  T  2^  r, 

f  ü  r  a  =  ■+■  1 :  tg  A*  cos  T  ̂   tg  r, 

füra  =  —  1:      tg h(R)  cos  7^  tg A(r), 

so  gibt  es  eine  contin uirliche  Schaar  von  ool  dem  ge- 

gebenen Kreisring-Sector  eingeschriebenen  geodäti- 

schen Vierecken,  bei  denen  Winke  Igle  ichheit  herrscht. 

Der  Umfang  dieser  Vierecke  ist  constant  und  gleich 

der  zweifachen  Länge  einer  geodätischen  Diagonale 

des  geodätischen  Kreisring-Sectors.  Jedes  andere 

dem  Kreisring-Sector  eingeschriebene  Viereck  hat 

einen  grösseren  Umfang. 

Den  Beweis  führen  wir  wieder  vermittelst  zweimaliger 

Umklappung.  Ks  sei  atyfl  ein  Viereck  der  genannten  Schaar.  Der 

Umfang  desselben  sei  //.  Derselbe  wird  durch  die  Summe  der 

geodätischen  Strecken  ?a'  und  «V  dargestellt.  Zeichnet  man 

nun  ein  geodätisches  Viereck  abcd  in  das  gegebene  Viereck 

ABCD  ein,  wobei  a  beliebig  auf  AB,  b  beliebig  auf  BC.  c  beliebig 

auf  CD,  und  d  beliebig  auf  DA  gewählt  ist,  so  wird  der  Umfang 
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U  des  ersteren  durch  den  Linienzug  cda'fc"  dargestellt.  Dreht 
man  nun  das  Flächenstück 

cc'c"Va'd 

Fig.  4. 

unter  passender  Verbiegung  derart  auf  der  Fläche  um  den 

Punkt  T,  dass  c  mit  f  zusammenfällt,  so  fällt  auch  c"  mit  f 

zusammen.  Zieht  man  die  geodätischen  Bogen  ca!  und  a'c", 
so  ist 

cd+da'^  ca\ 

afbf-¥bfc"^a,c". 

(15) 
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Vermöge  der  Winkelgleichheit  an  der  Ecke  or*  und  zu  Folge 
der  gemachten  Voraussetzung  ist  ferner 

ca'+a'c"^^-h^"-  (16) 

Da  das  Viereck  äbcd  nicht  der  Schaar  der  Vierecke  aßYO 

angehört,  so  enthalten  die  Beziehungen  (15)  und  (16)  mindestens 

eine  Ungleichung. 

Hieraus  ergibt  sich 

U>u. 

Aus  der  Figur  lässt  sich  auch  eine  einfache  Construction 

des  geodätischen  Viereckes  aßf8  ablesen,  wenn  die  Ecke  a 

gegeben  ist  Hiermit  ist  auch  die  Existenz  der  continuirlichen 

Schaar  von  oo1  Vierecken  aßf8  nachgewiesen. 

Im  Falle  der  Flächen  vom  Krümmungsmasse  a  =  0  kann 

man  einen  einfachen  Grenzübergang  vollziehen.  Wir  lassen  den 

Punkt  T  in  das  Unendliche  rücken.  Dann  geht  das  geodätische 

Kreisbogenviereck  in  ein  geodätisches  Rechteck  über.  Ferner 

geht  die  Beziehung 

R  cos  T^r 

in  eine  Identität  über.  Die  Schaar  der  Vierecke  aß-rS  geht  in  eine 

Schaar  von  Parallelogrammen  über.  Man  erhält  also  ein  ent- 

sprechendes Theorem,  welches  für  beliebige  geodätische  Recht- 

ecke der  auf  die  Ebene  abwickelbaren  Flächen  gilt.1 

1  R.  Sturm.  Bemerkungen  und  Zusätze  zu  Steiner's  Aufsätzen  über 

Maximum  und  Minimum.  Crelle's  J.  Bd.  96,  S.  59. 
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Weitere  Beiträge  zu  den  Grundlagen  ftir  eine 

Theorie  der  täglichen  Oscillation  des  Barometers 

von 

J.  Hann, 
w.  M.  k.  Akad. 

Die  Veranlassung  zu  den  nachfolgenden  Untersuchungen 

gaben  mir  einige  Reihen  stündlicher  Aufzeichnungen  des  Luft- 

druckes an  Bord  österreichischer  Kriegsschiffe  auf  hoher  See, 

dtc  grösstenteils  auf  meine  Anregung  hin  ausgeführt  worden 

sind.  Ich  verdanke  diese  Materialien  theils  den  Herren  Schiffs- 

officieren  selbst,  theils  der  hohen  Marinc-Section  des  k.  und  k. 

Reichs-Kriegs-Ministeriums,  welche  unter  der  Leitung  des 

Admirals  von  Sterneck  und  dem  Vorstande  seines  Präsidiale 

Bureaus,  Contreadmiral  Josef  v.  Lehnert,  die  Reisen  der  öster- 

reichischen Missionsschiffe  nach  jeder  Richtung  hin  nach  Mög- 

lichkeit der  Wissenschaft  nutzbar  zu  machen  gewusst  und 

jeder  Anregung  von  wissenschaftlicher  Seite  das  bereitwilligste 

Entgegenkommen  bewiesen  hat.  Diese  Abhandlung  sei  darum 

der  dankbaren  Erinnerung  an  diese  beiden  auch  für  die  Pflege 

der  Wissenschaft  in  Österreich  hochverdienten  Männer  ge- 

widmet. 

Die  Wichtigkeit  stündlicher  Luftdruckbeobachtungen  an 

Bord  von  Schiffen  auf  hoher  See  liegt  durin,  dass  man  hoffen 

darf,  durch  dieselben  die  normalen  Verhältnisse  der  ganz- 

tagigen  Barometerschwankung  feststellen  zu  können,  was 

ausserdem  nur  noch  von  Beobachtungen  auf  ganz  kleinen 

flachen  Inseln  in  grosser  Landferne  zu  erwarten  ist 

In  meinen  früheren  Abhandlungen  habe  ich  nachgewiesen, 

dass  sich  die  tägliche  Barometerschwankung,  wie  sie  sich 
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unmittelbar  aus  den  Stundenmitteln  des  Luftdruckes  ergibt, 

trotz  ihrer  Vielgestaltigkeit  durch  Zerlegung  derselben  in  ihre 

harmonischen  Constituenten  stets  in  einen  rein  gesetzmässigen 

Theil,  die  halbtägige  Oscillation,  welche  bis  über  die  mittleren 

Breiten  hinauf  auch  den  Hauptbestandtheil  derselben  bildet, 

und  in  derselben  aufgesetzte  Druckschwankungen  von  anderen 

Perioden,  von  denen  die  ganztägige  Schwankung  weitaus  die 

Hauptrolle  spielt,  zerlegen  lässt.1 

L  Die  halbtägige  Barom eter-Oscillation,  die  doppelte 

tägliche  Druckwelle,  wie  sie  so  schön  mit  fast  symmetrischen 

1  Hann,  Untersuchungen  über  die  tägliche  Oscillation  des  Barometers. 

Denkschriften  der  Wiener  Akademie,  Bd.  LV.,  1889.  Etwas  später  erschien  die 

schöne,  gründliche  Arbeit  von  Alfred  Angot:  Etüde  sur  la  marche  diurne  du 

Baromctrc.  Annales  du  Bureau  Central  Met.  de  France.  1887,  T.  1.  Memoires. 

—  Beide  Arbeiten  behandeln  die  gesetzmässigen  Erscheinungen  der  doppelten 

täglichen  Oscillation  und  zum  Theil  auch  der  ganztägigen  Oscillation  ander 

Erdoberfläche.  —  Hann:  Einige  Resultate  stündlicher  meteorologischer 

Beobachtungen  auf  dem  Gipfel  des  Fuji  in  Japan.  Diese  Sitzungsber.,  December 

1891.  Weitere  Untersuchungen  über  die  tägliche  Oscillation  des  Barometers. 

Denkschriften,  Bd.  iJX,  Wien,  1892.  Beiträge  zum  täglichen  Gange  der  mete- 

orologischen Elemente  in  den  höheren  Luftschichten.  Diese  Sitzungsber.,  Jänner 

1894.  —  In  diesen  drei  Abhandlungen  habe  ich  namentlich  die  Theorie  der 

täglichen  Barometerschwankung  auf  Berghöhen  und  Berggipfeln  entwickelt, 

welch  letztere  früher  die  Auffassung  des  ganzen  Phänomens  erschwert  und  ver- 

dunkelt und  vielfach  zu  haltlosen  Theorien  Veranlassung  gegeben  hat.  Ich  habe 

daselbst  auch  gezeigt,  wie  man  aus  der  täglichen  Druckschwankung  auf  Bergen 

mittelst  einer  einfachen  und  eleganten  Methode  die  wahre  tägliche  Temperatur- 

variation in  der  untenliegenden  Luftschichtc  nach  Amplitude  und  Phasenzeit  ab- 

leiten kann,  und  dass  das  Hauptergebniss  dieser  Rechnung  darin  besteht,  dass  die 

Amplituden  der  wahren  täglichen  Wärmeschwankung  in  der  freien  Atmosphäre 

viel  kleiner  sind,  als  sie  die  directen  Ablesungen  der  Thermometer  auf  Berg- 

gipfeln angeben,  und  dass  die  tägliche  Wärmeschwankung  zu  nicht  sehr  grossen 

Höhen  der  freien  Atmosphäre  hinaufreichen  dürfte,  ein  Resultat,  welches  die 

neueren  Ballonfahrten  zum  Theil  schon  bestätigt  haben.  —  Hann:  Der  tägliche 

Gang  des  Barometers  an  heiteren  und  trüben  Tagen,  namentlich  auf  Berggipfeln. 

Diese  Sitzungsber.,  Juni  1895.  Die  Verschiedenheit  im  täglichen  Gange  des 

Barometers  an  heiteren  und  trüben  Tagen,  welche  Lamont  zuerst  untersucht 

hat  und  welche  neuerlich  namentlich  Herr  Buch  an  durch  Berechnung  eines 

reicheren  Beobachtungsmaterialcs  detaillirter  zur  Darstellung  gebracht  hat,  habe 

ich  auf  die  Verschiedenheit  der  Amplituden  und  der  Phasenzeiten  der  ganz- 

tägigen Luftdruckschwankung  bei  heiterem  und  trübem  Wetter  zurückgeführt 

und  auch  die  wahrscheinlichste  Ursache  dieser  Modification  der  ganztägigen 

Druckwelle  durch  die  jeweilige  Witterung  aufgedeckt. 
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Wellenzügen  in  den  Aufzeichnungen  continuirlich  registrirender 

Barometer  an  den  äquatornahen  Stationen  Tag  für  Tag  zur  un- 

mittelbaren Anschauung  kommt,  in  mittleren  und  höheren  Breiten 

aber  in  der  unmittelbaren  Erscheinung  örtlich  fast  nicht  mehr  zu 

erkennen  ist,  ja  ganz  unterdrückt  erscheinen  kann,  unterliegt 

•4anz  einfachen  Gesetzen,  wird  in.  Amplitude  und  Phasenzeit 

von  der  Witterung  nicht  beeinflusst  und  erinnert  durch  die 

Constanz  dieser  Elemente  unter  gleicher  Breite  und  ihre  gesetz- 

mässige  Variation  nach  Jahreszeit  und  geographischer  Breite 

an  das  Verhalten  kosmischer  Phänomene.1 

Die  Grösse  der  Amplitude  der  halbtägigen  Barometcr- 

>chwankung  nimmt,  wie  es  scheint,  mit  zunehmender  geo- 

graphischer Breite  nach  ähnlichen  Gesetzen  ab,  wie  theoretisch 

die  Gravitntionsfluth  der  Oceane.  Angot  und  ich  haben  ent- 

sprechende Interpolationsformeln  aus  den  beobachteten  Ampli- 

tuden unter  verschiedenen  Breiten  abgeleitet.  Herr  Dr.  A. 

Schmidt  (Gotha)  hat  mit  Rücksicht  auf  die  Theorie  derKugel- 

funetionen  dem  Gesetz  der  Abnahme  der  Amplitude  mit  der 

geographischen  Breite  die  folgende  einfache  Form  gegeben: - 

Variation  der  Amplitude        der  doppelten  täglichen 

Oscillation  mit  der  geographischen  Breite  (y). 

—  (0-988— 0-573  sin2?)  cos2?. 

Diese  Gleichung  gibt  die  unter  verschiedenen  Breiten  bis  zu 

tiö°  beobachteten  Grössen  der  Amplituden  fast  genau  wieder. 

i  Die  ganze  folgende  Discussion  gründet  sich  auf  die  Darstellung  viti 

täglichen  Barumeterschwankung  durch  die  harmonische  Reihe 

o,  *infvi,-f-*)-HJ$(Mn  ^2-f-2*)-t-ös(sinvl3-t-3*) ; 

die  Cocfftcienten  a  sind  also  die  Amplituden,  die  Winkelenn->tantcn  A  d  e 

Repräsentanten  der  Phasenzeiten  der  ganztägigen,  halbtägigen  und  drittel- 

Uppen  Barometcr-Oscillation,  durch  deren  Interferenz  die  beobachtete  tägliche 

tiarumeterschwankung  zu  Stande  kommt.  Die  Zeit  x  ist  von  Mitternacht  an 

-jeidhlt. 

Dies  will  ich  vorausschicken,  um  mich  im  Folgenden  stets  kurz  fassen  zu 

können.  Angot  wihlt  Cosinus-Reihen,  wie  dies  auch  vielfach  in  Ehland  ge- 

schieht; die  Wmkelcnnstanten  sind  dann  um  90°  verschieden. 

*  Meteorologische  Zeitschrift,  Bd.  XXV   1800).  S.  18Ö. 

Siub.  d.  matheni.-naturw.  Cl. ;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  5 
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Meine  Mittelzahlen,  nach  denen  Herr  Schmidt  die  Coefficienten 

berechnet  hat,  werden  aber  einer  Revision  bedürfen,  zu  welcher 

gerade  auch  die  vorliegende  Abhandlung  Anlass  und  einige 

Anhaltspunkte  bieten  dürfte.  Sie  enthält  einige  Hinweise,  wo 

Störungen  der  Amplitude  a.,  zu  erwarten  sind  und  in  welcher 

Richtung  dieselben  liegen,  wenn  auch  über  die  Grösse  der- 

selben wohl  leider  keine  Auskunft  wird  gegeben  werden  können 

Es  wird  aber  von  Vortheil  sein,  Localitäten,  wo  solche  Störungen 

vorausgesetzt  werden  müssen,  bei  empirischer  Ableitung  der 

Amplituden  für  die  verschiedenen  Breitegrade  nicht  zu  benützen. 

Es  wird  auch  nöthig  sein,  noch  für  zahlreichere  Orte,  nament- 

lich der  südlichen  Hemisphäre,  die  harmonischen  Constituenten 

der  täglichen  Barometerschwankung  zu  berechnen,  ja  Baro- 

graphen noch  an  zahlreichen,  gut  vertheilten  Orten  nicht  bloss 

aufzustellen,  sondern  auch,  was  leider  meist  unterlassen  wird, 

deren  Aufzeichnungen  zu  reduciren  und  die  Ergebnisse  bekannt 

zu  machen.1 

Sehr  bemerkenswerth  ist  der  jährliche  Gang  der  Grösse 

der  Amplitude  der  halbtägigen  Oscillation.  Derselbe  ist  von 

den  irdischen  Jahreszeiten  unabhängig,  indem  er  in 

beiden  Hemisphären  der  gleiche  ist.  Die  Hauptmaxima  treten 

zu  den  Äquinoctien  ein,  das  Hauptminimum  im  Juni  und  Juli, 

ein  zweites,  viel  kleineres  Minimum  fällt  auf  December  und 

Jänner. 

Auf  beiden  Hemisphären  ist  die  Amplitude  der  halbtägigen 

Baromcter-Oscillation  zur  Zeit  des  Periheliums  der  Erde  grösser, 

als  zur  Zeit  des  Apheliums,  zur  letzteren  tritt  das  absolute « 
Minimum  derselben  ein.  Das  ist  ein  weiterer  kosmischer 

Charakterzug  der  täglichen  Barometerschwankung. 

Für  die  Tropenstationen  erhält  man  die  Gleichung  (x  —  0 

für  Jänner): 

Jährlicher  Gang  der  Amplitude  der  doppelten  täg- 
lichen Oscillation. 

0  •  070  s i n  (96  •  4+ x)  +0  • 060  sin  (293  •  4 + 2*) . 

1  In  meiner  oben  citirten  Abhandlung  «Weitere  Beiträge  etc.«,  sowie  in 

der  vorliegenden  Abhandlung  ist  neues  Material  zur  Berechnung  der  Variation 

von  0}  mit  der  geographischen  Breite  enthalten. 
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In  höheren  Breiten  bleiben  die  Phasenzeiten  dieser  Varia- 

tion die  gleichen,  nur  die  Amplituden  werden  kleiner.1 

Aus  meinen  Bestimmungen  ergaben  sich  folgende  Cor- 

rectionen  für  die  aus  einzelnen  Monaten  berechneten  Ampli- 

tuden (innerhalb  der  Tropen)  auf  ein  Jahresmittel,  d.  i.  auf  die 

wahre  mittlere  Amplitude,  die  zuweilen  von  Nutzen  werden 

können.2 

Correctionen  für  a2  auf  ein  Jahresmittel. 

Jänner        Februar  März  April  Mai 

—  •014      — -049      — -077     — -048  '035 

Juni 

113 

Juli  August     September      October    November  December 

•125         -  063     — -020     — -063    — -049    — -01G 

Örtliche  Störungen  der  Grösse  der  Amplitude  und  der 

Phasenzeit  der  doppelten  täglichen  Oscillation.  Diese 

1  Angot  hat  versucht,  die  Änderungen  von  a3  mit  Breite  und  Jahreszeil 
in  einem  Ausdruck  zusammenzufassen.  Bezeichnet  r  den  Radius  Vector  oder 

die  Distanz  der  Sonne,  3  die  Dcclination  derselben.  <?  die  geographische  Breite, 
so  kann  man  setzen : 

cos-'  * a4  =  0-926  - —  cos*  ?  cos  (!54°+2*). 

!  Innerhalb  der  Wendekreise  zeigt  übrigens  auch  die  gesammte  tätliche 

Barometcrschwankung,  wie  sie  ohne  Zerlegung  sich  direct  aus  den  Beob- 

achtungen ergibt,  die  gleiche  jährliche  Periode.  Nimmt  man  als  Maass  der 

Uösse  der  täglichen  Variation  des  Barometers  die  mittlere  Ordinate  der 

Tagescurve  des  Luftdruckes  (Mittel  aus  den  Abweichungen  der  Slundenwcrthe 

vom  Tagesmittcl  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen),  so  erhält  man: 

Jährliche  Periode  der  mittleren  Grösse  der  beobachteten  tät- 

lichen Variation  des  Barometers  zwischen  den  Wendekreisen 

(mm) 
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Störungen  sind  im  Allgemeinen  gering  und  noch  wenig  unter- 

sucht. Die  vorliegende  Abhandlung  enthält  einen  kleinen  Beitrag 

dazu  (im  Abschnitte:  »Tägliche  Barometerschwankung  auf 

Inseln«),  einen  anderen,  den  Einfluss  der  Erhebung  der  Station 

auf  Hügeln  und  Bergen  betreffend,  habe  ich  früher  geliefert  und 

die  Erscheinung  auf  ihre  Ursache  zurückgeführt. 

An  den  Küsten,  auf  den  Inseln  und  auf  Bergen  erscheint 

die  Amplitude  a2  gegen  den  normalen,  der  Breite  und  der  See- 

höhe entsprechenden  Werth  vermindert  und  der  Eintritt  der 

Extreme  (die  Fluthzeit)  verzögert,  namentlich  im  Sommer.  In 

den  Tropen  ist  dieser  Einfluss  der  Lage  gering,  er  nimmt  mit 

der  Breite  zu,  wohl  im  Verhältniss  der  Abnahme  von  a2  selbst. 

Auf  Bergen  kann  man  die  Erscheinung  am  klarsten  auf 

ihre  Ursache  zurückführen.  Mit  zunehmender  Seehöhe  sollte 

die  Amplitude  a2  gerade  im  Verhältniss  des  Luftdruckes  (rund 

im  Verhältniss  b:  760)  abnehmen;  das  trifft  auch  nahe  zu  (siehe 

später  die  beobachteten  und  berechneten  Amplituden  für  Mont- 

blanc und  Pikes  Peak),  aber  die  beobachteten  a2  sind  stets 

etwas  kleiner,  und  wie  schon  bemerkt,  zugleich  die  Phasenzeit 

verspätet  (die  Winkelconstante  A2  verkleinert).  Ich  habe  gezeigt, 

wie  das  zu  Stande  kommt. 

Die  tägliche  Wärmeschwankung  in  der  unter  einer  Berg- 

station liegenden  Luftschichte  bewirkt  eine  entsprechende 

periodische  Hebung  und  Senkung  der  Flächen  gleichen  Druckes 

in  der  Höhe  und  damit  eine  Druckschwankung  daselbst,  die  ich 

kurzweg  »thermische  Druckschwankung«  nennen  will  und  die 

sich  auf  die  allgemeine  tägliche  Barometerschwankung  in  der 

Höhe  superponirt.  Der  Hauptsache  nach  ist  diese  thermische 

Druckschwankung  natürlich  eine  ganztägige  und  wird  daher 

später  noch  besonders  in  Betracht  gezogen  werden  müssen. 

Die  doppelte  tägliche  Oscillation  wird  von  dieser  natürlich  nicht 

beeintlusst.  Die  tägliche  Wärmewelle  in  der  unterliegenden 

Luftschichte  ist  aber  nicht  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  des 

Wellenthales  oder  Wellenberges,  sie  hat  daher  auch  eine,  wenn 

auch  recht  kleine  harmonische  Constituente  von  halbtägiger 

Periode,  der  in  der  Höhe  eine  kleine  halbtägige  thermische 

Druckwelle  entsprechen  muss.  Die  Grösse  der  Amplitude  dieser 

halbtägigen  Druckwelle  beträgt  ungefähr  nur  ein  Zehntel  der 
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Grosse  der  ganztägigen,  also  zumeist  nur  einige  Hundertel  des 

Millimeters.  Die  doppelte  tägliche  Barometer-Oscillation  in  der 

Höhe  wird  daher  nicht  stark  beeinflusst,  aber  doch  in  ganz 

systematischer  Weise,  wie  folgende  Überlegung  zeigt. 

Die  Form  des  halbtägigen  Antheiles  der  täglichen 

Wärmeschwankung  in  den  unteren  Luftschichten  ist,  wie 

ich  gezeigt  habe,  folgende: 

+  p!£  cos  2x+q[  sin  2x    oder    a'2  sin(^+2*); 

r'  und  q'  sind  stets  positiv,  A2  liegt  desshalb  im  ersten  Qua- 

dranten, a2  beträgt  nur  Zehntel  Grade.  Die  entsprechende 

Druckschwankung  in  der  Höhe  //.  wo  der  Luftdruck  b  ist,  wird 

durch  Multiplication  von  //  und  q[  oder  von  a2  mit  dem  Quo- 

tienten bh  :  RT2  erhalten,  wo  R  und  T  die  aus  der  Wärme- 

lehre bekannte  Bedeutung  haben. 

Die  halbtägige  Oscillation  des  Barometers  hat  aber  die 

Form  (wenn  p  und  q  als  unbezeichnete  Zahlenwerthe  genommen 

werden; 

+pt  cos  2.r— q2  sin  2x    oder    a2  sin(A,  +  2.r); 

i4,  liegt  stets  im  zweiten  Quadranten  und  p  ist  stets  kleiner 

als  q.  Die  resultirende  Druckschwankung  in  der  Höhe  ergibt 

sich  durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen. 

Man  sieht  nun  deutlich,  dass  die  Superposition  der  ersten 

(der  thermischen)  Druckwelle  auf  die  normale  doppelte  tägliche 

Oscillation  des  Barometers  in  der  Höhe  darin  besteht,  dass  p2 

vergrössert,  q.2  verkleinert  wird;  die  Werthe  nähern  sich  da- 

durch einander.  Der  resultirende  Hilfswinkel  (p2  :  q2  —  v2)  wird 

also  grösser  (nähert  sich  mehr  45°)  und  die  Winkelconstante  A2 

(d.  i.  180° — V9)  wird  kleiner;  die  Phasen  zeit  verspätet 
sich  in  der  Höhe  etwas  In  welchem  Verhältniss  und  ob  über- 

haupt a2  verkleinert  wird,  hängt  von  der  Grösse  von  p[  und  q[  ab; 

da  p2  vergrössert,  q2  verkleinert  wrird,  ist  die  Änderung  von  a2 

im  Allgemeinen  gering.  Die  Amplituden  der  halbtägigen 

thermischen  Druckwelle  sind  nur  Bruchtheüe  (zumeist  etwa 

nur  der  10.  Theil)  der  normalen  halbtägigen  Barometer-Oscil- 

lation in  der  betreffenden  Höhe. 

Würde  es  uns  möglich  sein  (was  leider  nicht  zutrifft  )  durch 

unsere  Thermometerablesungen  den  wahren  Gang  der  Luft- 
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temperatur  in  der  einer  Höhenstation  unterliegenden  Luft- 

schichte festzustellen,  so  würden  wir  in  der  Lage  sein,  den 

Einfluss  der  thermischen  Druckschwankung  auf  den  täglichen 

Barometergang  an  der  Höhenstation  genau  zu  berechnen  und 

letzteren  mit  Rücksicht  darauf  zu  corrigircn.  Im  Allgemeinen 

geben  aber  die  Beobachtungen  die  Amplituden  der  täglichen 

Temperaturvariation  in  der  Luftschichte  zu  gross  und  die 

Phasen  Zeiten  etwas  verfrüht. 

Der  Einfluss  der  Land-  und  Seewinde,  d.  i.  der  periodischen 

Luftübertragung  vom  Lande  nach  der  See  und  umgekehrt  in 

der  täglichen  Periode,  hat  nun  ganz  den  gleichen  Einfluss 

auf  die  doppelte  tägliche  Barometer-Oscillation  an  Küsten  und 

auf  Inseln  (wie  aus  dem  Nachfolgenden  sich  ergeben  wird), 

wie  sie  die  periodische  Hebung  der  Flächen  gleichen  Druckes 

auf  den  täglichen  Barometergang  auf  Bergen  hat.  Die  Ampli- 

tude at  wird  (und  zwar  oft  recht  erheblich)  verkleinert,  die 

Phasenzeit  verspätet  sich  (die  Winkelconstante  A2  wird  gegen 

den  ersten  Quadranten  zurückgedreht).  Die  periodische  Vor- 

lagerung der  Luftmassen  zwischen  Land  und  See  scheint  dem- 

nach (obgleich  ihr  Haupttheil  natürlich  eine  ganztägige  Periode 

hat)  einen  kleinen  Bestandteil  von  halbtägiger  Periode  zu 

haben,  der  eine  ähnliche  Form  hat,  wie  sie  oben  für  die 

thermische  Druckwelle  an  den  Höhenstationen  nachgewiesen 

werden  konnte. 

Würden  wir  die  normalen  Verhältnisse  der  Barometer- 

schwankung für  die  betreffenden  Küsten-  und  Inselstationen 

genauer  feststellen  können,  so  würden  wir  in  der  Lage  sein,  die 

periodischen  Verlagerungen  der  Luftmassen,  welche  den  Land- 

und  Seewinden  zu  Grunde  liegen,  ganz  genau  zu  berechnen. 

Umgekehrt  scheint  es,  dass  in  den  mittleren  Breiten,  dort, 

wo  in  Gebirgsthälern  (Bozen,  Klagenfurt,  Death  Valley  in  Cali- 

fornien  etc.)  die  ganztägige  Barometerschwankung  eine  auf- 

fallende Grösse  erreicht,  auch  die  Amplitude  der  doppelten 

täglichen  Oscillation  etwas  vergrössert  wird,  die  Phasenzeit 

erscheint  dagegen  kaum  modificirt  Es  wären  aber  noch  ein- 

gehendere Untersuchungen  nöthig,  um  dies  als  eine  Thatsache 

hinstellen  zu  können.  Wenn  sie  als  solche  sich  herausstellen 

sollte,  so  müsste  man  annehmen,  dass  die  periodische  tägliche 
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LTmlagerung  der  Luftmassen,  welche  den  Berg-  und  Thalwinden 

zu  Grunde  liegt,  auch  einen  kleinen  Bestandteil  von  halb- 

tägiger Periode  hat,  der  aber  eine  andere  Form  besitzt  als  jene, 

von  der  wir  oben  gesprochen  haben. 

Die  mittlere  Phasen  zeit  der  doppelten  täglichen 

Oscillation  an  der  Erdoberfläche  ist  in  der  Gleichung  a.,  sin 

(A*+2x)  durch  die  VVinkelconstante  A2  ~  155°  (Angot  nimmt 

104°)  gegeben  (Zeit  von  Mitternacht  an  gezählt).  Dies  ent- 

spricht einer  Epoche  der  ersten  Fluth  um  91'  50,n  Vormittags. 

In  höheren  Breiten  scheint  sich  die  Fluth  etwas  zu  verspäten, 

der  Mittelwerth  für  50°  N  ist  etwa  147°  (Verspätung  circa  eine 

Viertelstunde).  Es  gibt  aber  auch  manche  örtliche  und  syste- 

matische Abweichungen,  die  bisher  noch  nicht  näher  untersucht 

worden  sind.1 

Die  jährliche  Periode  der  Phasenzeit  der  doppelten  täg- 

lichen Oscillation  habe  ich  in  meiner  ersten  Abhandlung  unter- 

sucht (S.  4'J  Sep.,  S.  90  im  LV.  Bande  der  Denkschriften);  in 

beiden  Hemisphären  treten  die  Wendestunden  etwas  früher  ein 

im  Winter  und  etwas  später  im  Sommer. 

II.  Die  dreimalige  tägliche  Oscillation  des  Baro- 

meters. Wenn  man  in  der  Zerlegung  des  complexen  Phäno- 

mens der  täglichen  Barometerschwankung  in  die  harmonischen 

Constituenten  derselben  weitergeht  bis  zum  dreifachen  des  ver- 

änderlichen Winkels,  so  findet  man,  dass  diese  Constituente 

nur  mehr  eine  sehr  kleine  Amplitude  hat,  deren  Grösse  im 

Jahresmittel  zwischen  0*02  und  0  05  mm  liegt,  während  die 

Phasenzeit  durch  die  Winkelcenstante  350°  bis  1-500°  bestimmt 

wird.  Sie  hat  also  etwa  die  allgemeine  Form: 

0-04  sin(355°H-:3.v); 

Die  Winkelconstante  ^43  ist  an  allen  Orten  nahe  constant. 

^•e  Amplitude  a3  nimmt  mit  der  Breite  ein  wenig  ab. 

Die  bemerkenswertheste  Erscheinung  der  dreimaligen  täg- 

lichen Oscillation  des  Barometers  (mit  der  Periodendauer  von 

$  Stunden)  ist  aber  die  ausgeprägte  und  überall  ganz  gleich- 

mässige  jährliche  Periode  der  Amplitude  ü:i  und  der  Phascn- 

1  Cber  die  Verhältnisse  in  hoher  Breite  sind  die  Ausführungen  von 

°f-A  Schmidt  lehrreich.  Meteorol.  Zeitschrift.  1890.  S.  183 
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zeit  Aif  was  bei  dem  geringen  Betrage  dieser  Constituente 

besonders  auffallend  ist.  Die  Erklärung  liegt  wühl  darin,  dass 

es  fast  keine  meteorologische  Lrscheinung  gibt,  die  eine  acht- 

stündige Periode  hat,  wesshalb  die  achtstündige  Barometer* 

«     Schwankung  trotz  ihrer  kleinen  Amplitude  fast  ungestört  bleibt. 

Die  Maxima  im  Betrage  der  Amplitude  a3  fallen  in  beiden 

Hemisphären  auf  Winter  (Hauptmaximum)  und  Sommer,  die 

Minima  auf  die  Aquinoctien.  Cole  macht  darauf  aufmerksam, 

dass  die  Phasenzeit  sich  an  allen  Orten  zur  Zeit  der  Äqui- 

noctien  gerade  umkehrt;  dadurch  erklären  sich  also  wohl  auch 

die  Minima  der  Amplituden  zu  dieser  Zeit. 

Die  dritte  harmonische  Constituente  der  täglichen  Baro- 

meterschwankung ist  durch  ihren  überaus  constanten  Charakter 

ein  für  die  Theorie  sehr  beachtenswerther  Bestandteil  der 

taglichen  Barometerschwankung.1 

III.  Die  gan  ztägige  Barometerschwankung.  Die  vor- 

stehenden Erörterungen  über  die  allgemeinen  Eigenschaften 

der  beiden  constanten  Bestandtheile  der  täglichen  Barometer- 

schwankung,  welche  etwas  von  der  Natur  der  kosmischen  Er- 

scheinungen an  sich  haben,  schienen  mir  nöthig,  um  meine 

Bestrebungen,  auch  einen  constanten  Theil  der  ganztägigen 

Barometerschwankung  genauer  feststellen  und  beschreiben  zu 

können,  in  das  rechte  Licht  zu  stellen. 

Die  ganztägige  Barometerschwankung  unterliegt  den 

grössten  Störungen,  weil  ja  alle  meteorologischen  Erscheinungen 

der  Hauptsache  nach  eine  tägliche  Periode  haben  und  auf  die 

tägliche  Luftdruckschwankung  Einfluss  nehmen.  Alle  örtlichen 

Modificationen  der  meteorologischen  Vorgänge,  sowie  alle  zeit- 

lichen Änderungen  der  Witterung  nehmen  Einfluss  auf  die 

ganztägige  Constituente  der  täglichen  Barometerschwankung. 

Dieselbe  trägt  desshalb  auch  die  deutlichen  Spuren  aller  ört- 

lichen und  zeitlichen  Unregelmässigkeiten  der  meteorologischen 

Erscheinungen,  wesshalb  benachbarte  Orte  grosse  Verschieden- 

heiten sowohl  in  der  Amplitude,  wie  in  der  Phasenzeit  der 

1  M.  s.  meine  oben  citirte  Abhandlung.  S.  [91]:  ferner  Angot,  Etüde  sur 

la  marchc  diurne  du  barometre,  p.  325  —  330,  und  Cole,  The  diurnnl  Variation 

of  barometric  pressure;  U.  S.  Weathcr  burcau.  Bulletin  N.  6.  Washington,  1892. 

oder  Metcorol.  Zeitschrift  1894,  S.  23. 
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ganztägigen  Barometerschwankung  aufweisen  können.  Die 

jahrliche  Periode  ihrer  Amplituden,  wie  ihrer  Phasenzeiten,  ist 

oft  recht  unregelmässig  und  örtlich  verschieden. 

Den  grössten  Einfluss  nehmen  die  periodischen  täglichen 

l'mlagerungen  der  Luftmassen,  wie  sie  in  den  Land-  und  See- 
winden und  in  den  Gebirgswinden  zu  Tage  treten.  Desgleichen 

hat  auch  die  Höhenlage  eines  Ortes  einen  grossen  Einfluss  auf 

die  Amplitude  und  auf  die  Phasenzeit  der  ganztägigen  Barometer- 

schwankung, abernichtdie  absolute  Seehöhe,  sondern  dierela- 

tiveHöhe,  oder  genauer  gesagt,  die  Mächtigkeit  der  unterliegenden 

Luftschichten,  soweit  selbe  durch  ihre  periodischen  täglichen 

Hebungen  und  Senkungen  auf  den  Luftdruck  des  Ortes  Einfluss 

nehmen.  Es  wird  dadurch  ausserordentlich  schwer,  den  con- 

stanten,  mit  der  Breite  und  Jahreszeit  regelmässig  variirenden 

Theil  der  ganztägigen  Barometerschwankung  aus  dem  Resultat 

der  Interferenzen  desselben  mit  den  localen  ganztägigen  Druck- 

wellen herauszuschälen. 

Nur  über  einem  ganz  gleichmässigen  Theile  der  Erdober- 

fläche von  sehr  grosser  Ausdehnung,  wo  keine  Veranlassungen 

zu  örtlichen  Convectionsströmungen  vorhanden  sind,  dürfen 

wir  erwarten,  die  »normale«  ganztägige  Barometerschwankung 

beobachten  zu  können.  Dass  es  eine  solche  gibt,  kann  keinem 

Zweifel  unterliegen.  Wenn  die  Atmosphäre  auf  irgend  einem 

Wege  zu  Schwingungen  in  ihrer  ganzen  Masse  angeregt  wird, 

wie  wir  sie  in  den  Oscillationen  mit  halbtägiger  und  drittel- 

tägiger  Periode  in  der  That  kennen  gelernt  haben,  welche  mit 

äußerster  Regelmässigkeit  verlaufen,  50  wird  auch  eine  ganz- 

tägige Oscillation  nicht  fehlen,  welche  gleichfalls  einer  ähn- 

lichen strengen  Gesetzmässigkeit  unterliegt.  Gehen  wir  von  der 

Ansicht  von  Lord  Kelvin  aus,  dass  die  Präponderanz  der  halb- 

tägigen Oscillation  des  Barometers  darin  ihren  Grund  haben 

mag,  dass  die  Erdatmosphäre  gerade  auf  freie  Schwingungen 

von  di&8«r  PeFiode  am  besten  anspricht,  so  erhellt  daraus  das 

besondere  Interesse,  auch  die  Grösse  und  die  pjgenschaften 

der  ganztägigen  Oscillation  kennen  zu  lernen,  welche  ein  Be- 

standtheil  der  allgemeinen  täglichen  Oscillation  der  Atmosphäre 

ist.  Diese  ganztägige  allgemeine  Oscillation  will  ich  kurz  die 

»normale,  ganztägige  Oscillation  nennen. 
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Solche  gleichmässige,  ausgedehnte  Theile  der  Erdober- 

fläche, wo  Interferenzen  der  normalen  ganztägigen  Oscillation 

mit  localen  täglichen  Druckwellen  am  wenigsten  zu  besorgen 

sind,  bieten  wohl  nur  die  weiten  Flächen  der  Oceane  dar  in 

grosser  Entfernung  vom  Lande.  Beobachtungen  oder  Regi- 

strirungen  des  Luftdruckes  an  Bord  von  Schiffen  auf  hoher  See 

oder  auf  ganz  kleinen,  niedrigen,  oceanischen  Inseln  dürften 

daher  die  einzige  Gelegenheit  bieten  zur  Kenntniss  der  Eigen- 

schaften der  normalen  ganztägigen  Oscillation  des  Barometers 

zu  gelangen. 

Desshalb  habe  ich  Anregung  gegeben  zu  stündlichen  Luft- 

druckaufzeichnungen an  Bord  der  österreichischen  Missions- 

schiffe,  von  denen  auch  einTheil  in  dieser  Abhandlung  berechnet 

worden  ist,  sowie  zu  den  Luftdruckregistrirungen  auf  der  kleinen 

Koralleninsel  Jaluit,  deren  Ergebnisse  gleichfalls  hier  discutirt 

werden. 

Die  hier  gleichfalls  untersuchten  Ergebnisse  der  Luftdruck- 

registrirungen auf  der  Felseninsel  Pelagosa  in  Mitte  der  Adria, 

sowie  jene  auf  Ponta  Delgada  etc.,  desgleichen  die  Ergebnisse 

der  Registrirungen  auf  Pikes  Peak  und  auf  dem  Montblanc  lehren 

uns  dagegen  die  gestörten  Verhältnisse  der  ganztägigen  Baro- 

meterschwankung kennen. 

Die  in  dieser  Abhandlung  berechneten  stündlichen  Luft- 

druckaufzeichnungen an  Bord  von  Schiffen  ergeben  folgende 

mittlere  Resultate.  Die  Begründung  für  die  Ableitung  dieser 

Mittelwerthe  findet  man  im  ersten  speciellen  Abschnitt  dieser 

Abhandlung,  der  die  Berechnung  der  bezüglichen  Beobach- 

tungen enthält. 

Die  beiden  ersten  harmonischen  Constituenten  des 

täglichen  Barometerganges  nach  Beobachtungen  auf 

offene r  See. 
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Breite Tage 
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! 281-3 127-5 

•342 

•372 

Die  Beobachtungen,  aus  denen  diese  Rechnungsergeb- 

nisse abgeleitet  wurden,  sind  noch  ungenügend  zu  einiger- 

rnassen  sicheren  Schlüssen.  Soweit  sie  aber  übereinstimmen, 

gestatten  sie.  Folgendes  auszusprechen: 

Auf  offener  See  hat  in  der  Nähe  des  Äquators  die  ganz- 

lagige  Barometerschwankung  eine  Phasenzeit,  die  durch  die 

Winkelconstante  von  circa  5°  gegeben  ist,  d.  h.  die  Fluthzcit 

fallt  auf  5h  40m  a.,  die  Amplitude  der  ganztägigen  Schwankung 

liegt  bei  0  3  mm.  I 

Dass  dies  die  Verhältnisse  der  »-normalen«  ganztägigen 

Barometerschwankung  sind,  zeigen  auch  die  einjährigen  Luft- 

druckregistrirungen  auf  der  kleinen  Koralleninsel  Jaluit  unter 

:>°  55'NBr. 

Täglicher  Barometergang  auf  Jaluit,  5'9  N  Br. 

0-  336  sin  (23*  +*)+0  *  840  sin  (1 65  °  -4-  2  x) ; 

die  Amplitude  ist  hier  etwas  grösser,  die  Phasenzeit  verfrüht, 

die  Fluth  (das  Barometermaximum)  tritt  schon  um  41  Jx  a.  ein. 

Zwanzigtägige  directe  Ablesungen  an  einem  Quecksilberbaro- 

meter  ergaben  das  mit  den  Schiffsbeobachtungen  völlig  überein- 

stimmende Resultat: 

0-270  Bin(497-+-*)-H.V823  sin  (157?o-4-2.r). 

•  Aus  den  p  und  q  gerechnet,  wie  der  Winkel,  bloss  -04*. 
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Ich  glaube  daher,  dass  man  nach  den  jetzt  vorliegenden 

Beobachtungen  sagen  kann,  die  »normale«  ganztägige  Baro- 

meterschwankung hat  unter  dem  Äquator  die  Amplitude  0*3wm 

(d.  i.  rund  ein  Drittel  der  Amplitude  der  halbtägigen  Barometer- 

schwankung) und  die  Phasenzeit  Al  —  5°  (Maximum  rund 

Mit  zunehmender  Breite  verspätet  sich  die  Phasenzeit 

immer  mehr,  so  dass  sie  zwischen  23°  und  34°  Breite  durch 

den  Winkel  325°  etwa  bestimmt  wird  (Fluthzeit  8h  40m  a.).  Ob 

in  noch  höheren  Breiten  die  Verspätung  wirklich  so  gross  ist. 

wie  sie  sich  aus  unserer  Tabelle  zu  ergeben  scheint,  möchte 

ich  ganz  dahingestellt  sein  lassen;  es  kann  recht  wohl  auch 

die  grössere  Küstennähe  der  Schiffsörter  mit  im  Spiele  sein. 

Unter  38°  würde  nach  den  Schiffs-Beobachtungen  die  Fluthzeit 

erst  um  lb  Nachmittags  circa  eintreten.  Es  wäre  sehr  inter- 

essant, sicher  zu  constatiren,  ob  die  Phasenzeiten  der  normalen 

ganztägigen  Barometerschwankung  sich  in  der  That  schon  in 

mittleren  Breiten  nahezu  umkehren. 

Die  Amplituden  der  ganztägigen  Barometerschwankung 

auf  dem  Ocean  werden  schon  in  mittleren  Breiten  recht  klein  und 

dürften  daselbst  kaum  über  0'  15  mm  betragen.  Das  in  dieser 

Abhandlung  verarbeitete  Beobachtungsmaterial  genügt  aber 

nicht,  um  die  Abnahme  der  Amplitude  mit  der  Breite  genauer 

beurtheilen  zu  können. 

Die  durch  die  tägliche  Umlagerung  von  Luftmassen  vom 

Lande  zur  See  und  umgekehrt  gestörte  ganztägige  Barometer- 

schwankung in  Binnenmeeren  (siehe  Mittelmeer)  hat  eine 

grössere  Amplitude  und  verspätete  Phasenzeiten.  Auch  die 

halbtägige  Barometerschwankung  ist  derart  gestört,  wie  wir 

vorhin  schon  erörtert  haben. 

Das  interessanteste  Ergebniss  der  ganzjährigen  Luftdruck- 

registrirungen  auf  Jaluit  ist  aber  folgendes: 

Sowohl  die  Win  kelcon  st  ante  ̂ 4,  (die  Phasenzeiten), 

sowie  die  Amplitude  (j,)  der  ganztägigen  Barometer- 

schwankung haben  dieselbe  jährliche  Periode  wie  die 

entsprechenden  Elemente  der  doppelten  täglichen 

Oscillation. 

a.). 
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Die  normale  ganztägige  Barometerschu  ankung  hat  also 

die  gleiche  jährliche  Periode,  wie  halbtägige  Oscillation.  Es 

wäre  sehr  wünschens Werth,  dass  dieses  wichtige  Resultat  durch 

Luftdruckregistrirungen  auf  einer  anderen  kleinen,  niedrigen 

Insel  in  der  Nähe  des  Äquators  controlirt  würde.1 

Die  normale  ganztägige  Barometerschwankung  dürfte 

unter  dem  Äquator  die  Form  haben: 

0-3  sin(5°+A-); 

die  Phasenzeiten  und  Amplituden  derselben  haben  die  gleiche 

jährliche  Periode,  wie  jene  der  doppelten  täglichen  Barometer- 

<  »scillatioo.  Die  ersteren  verspäten  sich  mit  zunehmender  Breite 

während  die  Amplituden  langsam,  wie  es  scheint,  abnehmen. 

Das  ist  vorläufig  das  ganze  Ergebniss,  das  ich  aus  dem 

mir  vorliegenden  und  hier  berechneten  Beobachtungsmateriale 

in  Bezug  auf  die  Eigenschaften  der  normalen  ganztägigen 

Barometerschwankung  habe  ableiten  können. 

Die  mehr  od  er  weniger  gestörte  ganztägige  Druck- 

schwankung. Für  das  mittlere  Verhalten  der  mehr  oder 

weniger  durch  Interferenzen  mit  localen  ganztägigen  Druck- 

wellen gestörten  einmaligen  täglichen  Barometerschwankung 

kann  man  folgende  Sätze  aussprechen,  denen  aber  desshalb  keine 

besondere  Tragweite  zukommt,  indem  das  Ergebniss  ein  mehr 

zufälliges  ist  (weil  durch  den  Charakter  der  nicht  sehr  zahl- 

reichen und  nicht  gleichmässig  über  die  Erde  vertheilten  Sta- 

tionen bestimmt). 

Die  Phasenzeiten  sind  durch  den  Winkel  .4j  r=  10°  circa 
bestimmt,  im  grossen  Durchschnitt  an  den  continentalen,  wie  an 

den  maritimen  Stationen  (die  Ausnahmen  auf  den  Inseln  und 

manchen  Küsten  werden  wir  gleich  kennen  lernen);  dies  ent- 

spricht einer  Fluthzeit  um  5h  20m  a.  Die  mittlere  Phasenzeit  der 

ganztägigen  Barometerschwankung  scheint  demnach  nur  ge- 

ringen Störungen  zu  unterliegen.  Sie  ist  auch  in  der  That  selbst 

in  jenen  Gebirgsthälern,  wo  die  Amplitude  der  ganztägigen 

1  Auf  der  Insel  Asccnsion  7?Ü  S.  i<t  bloss  eine  Andeutung  einer  ähnlichen 

Periode  vorhanden,  da  aber  die  Insel  gebirgig  ist,  so  lassen  sich  keine  weiteren 

Schlüsse  darauf  gründen. 
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Barometerschwankung  einen  ganz  enormen  Betrag  erreicht, 

nahezu  normal;  z.  B.  (Sommer): 

Breite 

Ax 

*i 

Bozen   

.    46°  30' 18?6 

1  •  39  mm 

.    46  37 212 

0-78 

Death  Valley  . . .    36  5 
352  •  6 

201 

Die  Amplituden  der  ganztägigen  Barometerschwankung 

nehmen  mit  der  Breite  ab,  wie  folgende  von  Angot  abgeleitete 

Mittelwerthe  recht  schön  zeigen: 

Mittlere  Amplitude  der  ganztägigen  Barometer- 

schwankung an  continentalen  Stationen. 

Breite 

-  ' 
20°         28°         41°         45°         46°        49°  54° 

ax    0-75    0-98    0-62    0  36    0-26    0-22  0-15 

An  den  Orten  von  maritimer  Lage  sind  sie  viel  kleiner;  für 

15°  erhalt  Angot  0-26,  für  39°  Breite  015,  für  44—50°:  014. 

In  allen  Breiten  kommen  aber  daneben  auch  viel  grössere  und 

viel  kleinere  Amplituden  vor.  Irkutsk  unter  52°  16' NBr.  hat 
noch  ein  Jahresmittel  von  0  40  mm  und  ein  Sommermittel 

von  0-75  mm  (Mai— Juli),  dagegen  Santiago  de  Chile,  33°  27' 

in  gleicher  Seehöhe,  nur  0'15  mm. 

Die  allgemeinen  Verhältnisse  der  jährlichen  Periode  der 

Amplituden  und  der  Phasenzeiten  der  ganztägigen  Barometer- 

schwankung findet  man  in  der  citirten  Abhandlung  von  Angot 

am  besten  erörtert  (S.  302—305). 

Charakteristische  Störungen  der  normalen  ganztägigen  Baro- 

meterschwankung. 

Auf  landnahen  Inseln.  Die  Ergebnisse  meiner  Berech- 

nung der  Luftdruckregistrirungen  auf  der  Insel  Pelagosa  mitten 

in  der  Adria  zeigen  recht  deutlich  den  Einfluss  der  täglichen 

periodischen  Umlagerung  von  Luftmassen  zwischen  Land  und 

Meer,  welche  im  Winter  (in  diesen  Breiten)  gering,  im  Sommer 

am  grössten  ist. 
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Verh ältnissc  der  ganztägigen  Barometerschwankung 

auf  Pelagosa. 

Frühling  und 

Winter  Herbst  Sommer  Jahr 

Phasenzeit  Ax   24°  '275°  288°  29P5 

Amplituden,   0  044        0-107         0-202          0' 100 

Im  Winter  ist  A{  normal,  ax  sehr  klein,  offenbar  in  Folge 

der  Interferenz  mit  einer  kleinen  Druckschwankung  von  gleichem 

Charakter  wie  im  Sommer,  welche  aber  die  normale  ganztägige 

Rarometerschwankung  wohl  zu  schwächen,  aber  nicht  aufzu- 

heben vermag.  In  der  wärmeren  Jahreszeit  aber  überwiegt  die 

locale  ganztägige  Druckschwankung  und  bewirkt  eine  Ver- 

spätung der  Fluthzeit  von  6V2h  a.  auf  1 1  — 12h  Mittags.  Dies  ist 

der  Einfluss  der  bei  Tag  vom  Lande  in  der  Höhe  auf  die  See 

hinaus  abgeflossenen  Uiftmassen  (während  unten  Seewind). 

Eine  eingehendere  Discussion  dieser  Verhältnisse  findet 

.  man  bei  Erörterung  der  Beobachtungsergebnisse  von  Pelagosa. 

Dass  die  Schiffsbeobachtungen  auf  dem  Mittelmcer  ganz 

ähnliche  Verhältnisse  constatiren,  wurde  schon  oben  hervor- 

gehoben. 

Die  oceanische,  aber  grosse  und  gebirgige  Insel  S.  Miguel 

(Ponta  Delgada)  hat  keine  so  leicht  definirbare  Störungen  der 

normalen  ganztägigen  Barometerschwankung  aufzuweisen,  wie 

die  kleine  Insel  Pelagosa. 

Verhältnisse  der  ganztägigen  Barometerschwankung 

zu  Ponta  Delgada. 

Winter        Frühling  und  Herbst  Sommer 

Phasenzeit  .4,   80°  188°  181° 

Amplitude  a,   0-079  0*068  0-049 

Die  Änderung  der  Phasenzeit  vom  Winter  zum  Sommer 

ist  eine  ganz  ähnliche  wie  auf  Pelagosa,  aber  die  Amplitude 

der  ganztägigen  Barometerschwankung  ist  so  klein,  dass  die- 

selbe überhaupt  beinahe  verschwindet. 

Auch  auf  Jersey  ist  die  ganztägige  Barometerschwankung 

sehr  klein  (Amplitude  im  Jahresmittel  0*09  mm). 
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In  meiner  Abhandlung  »Der  tägliche  Gang  des  Barometers 

an  heiteren  und  trüben  Tagen-1  habe  ich  gezeigt,  dass  der 

bemerkenswerthe  Unterschied  im  täglichen  Gange  des  Baro- 

meters bei  verschiedener  Witterung  nur  in  einer  Modifikation 

der  ganztägigen  Druckwelle  besteht,  und  dass  die  entsprechen- 

den Unterschiede  in  dieser  Druckwelle  den  gleichen  Charakter 

haben,  wie  die  Unterschiede  zwischen  der  ganztägiger  Baro- 

meterschwankung auf  dem  Lande  und  über  der  See  und  wohl 

auch  durch  dieselben  Ursachen  hervorgerufen  werden. 

Störungen  auf  Bergen  und  Berggipfeln.  Die  Ver- 

hältnisse der  ganztägigen  Barometerschwankung  auf  Berg- 

gipfeln habe  ich  in  zwei  Abhandlungen  specieller  untersucht 

und  auf  ihre  Ursachen  zurückgeführt.2  In  der  vorliegenden  Ab- 

handlung werden  die  neueren  Beobachtungsergebnisse  auf 

Pikes  Peak  (4308  ni)  und  an  dem  Observatorium  Yallot  auf 

dem  Montblanc  (4359  m)  berechnet  und  eingehender  discutirt. 

Die  ganztägige  Barometerschwankung  auf  den  Berghöhen 

und  Berggipfeln  (ausgedehnte  Plateau-Erhebungen  verhalten 

sich  aber  wie  ebene  Niederungen)  entsteht  durch  die  Inter- 

ferenz der  ganztägigen  Druckschwankung,  wie  wir  sie  an 

der  Erdoberfläche  (respective  an  einem  Orte  auf  den  ausge- 

dehnteren Niederungen  am  Fusse  eines  Gehänges  oder  einer 

Gipfelstation)  beobachten,  mit  jener  Druckwelle,  welche  durch 

die  periodische  tägliche  Temperaturvariation  in  der  unter- 

liegenden Luftschichte  entsteht. 

Wir  wissen,  dass  der  Eintritt  der  täglichen  Extreme  der 

wahren  mittleren  Lufttemperatur  in  einer  Schichte  von  grösserer 

Mächtigkeit  sich  erheblich  verspätet  gegen  den  Eintritt  der 

Extreme,  welche  an  den  Thermometern  an  einer  unteren  und 

oberen  Station  abgelesen  werden,  weil  diese  letzteren  unter 

dem  Einflüsse  der  erwärmten  Bodenunterlage  stehen,  und  dass 

ferner  die  tägliche  Amplitude  der  wahren  Lufttemperatur  viel 

kleiner  ist,  als  die  beobachtete.  Die  Beobachtungen  auf  dem  EirTel- 

1  Diese  Sitzungsber.,  Juni  1895. 

-  Diese  Sitzungsber.,  December  I  SO  1  :  Resultate  stündl.  Beobachtungen 

auf  Jem  Gipfel  des  Fuji  in  Japan  —  und  Janncr  1894:  Heitrage  zum  täglichen 

Gange  der  meteorologischen  Elemente  in  den  höheren  Luftschichten. 
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thurme  zeigen  dies  schon  recht  deutlich;  die  neuere  Methode 

der  Temperaturbestimmung  in  der  freien  Atmosphäre  mittelst 

Drachen  wird  diese  Verhältnisse  noch  speciellcr  zu  unter- 

suchen gestatten.  Man  darf  nach  unseren  jetzigen  Kennt- 

nissen annehmen,  dass  der  Eintritt  der  täglichen  Extreme  in 

einer  Luftschichte  von  beträchtlicher  Mächtigkeit  (2  km  und 

darüber  etwa)  circa  um  5h  a.  und  p.  angesetzt  werden  darf. 

Nennen  wir  den  Unterschied  der  täglichen  Temperaturextreme 

A/,  so  haben  wir  als  Ausdruck  der  täglichen  Temperatur- 

variation in  der  Luftschichte 

\  A/ sin (195°+*); 

diese  Temperaturvariation  erzeugt  in  der  Höhe  //,  wo  der  Baro- 

meterstand b  ist,  die  thermische  Druckschwankung 

~  M(bh  :  RT*)  sin (195°  +.r). 

Die  ganztägige  Barometerschwankung  an  der  Erdoberfläche 

hat  aber  die  Form 

ax  sin(10°+*); 

in  der  Höhe  /f,  wo  der  Barometerstand  b  ist,  muss  für  a  gesetzt 

werden  aib :  B),  wenn  B  der  Luftdruck  an  der  unteren  Station. 

Diese  beiden  Druckschwankungen  interferiren  nun  in  der  Höhe  // 

und  liefern  folgende  ganztägige  Barometerschwankung: 

Form  der  ganztägigen  Luftdruckschwankung  in  der 

relativen  Höhe  //. 

at(b:  B)  sin (10°+*)+     lt{bh  :  RT>)  sin(195°+.v). 

Die  Phasenzeiten  dieser  beiden  Druckschwankungen  sind 

last  genau  die  entgegengesetzten  (statt  .4j  —  10°  linden  wir  ja 

in  Gebirgsthälern  und  am  Gebirge  oft  Ax  —  15°  und  selbst 
mehr).  Wir  können  ohne  Bedenken  im  ersten  Gliede  auch 

Ax  —  15°  und  daher  im  zweiten  Gliede  — sin(15*  -Kr)  setzen 
und  haben  dann: 

Sitzb.  J.  mathem.-naturw.  CL;  CVII.  Bd.,  Abth.  II  a.  6 
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Ganztägige  Luftdruckschwankung  in  der  relativen 

Höhe  //. 

ax<b:B)—  )r\t{bh:RT-)^  sin(15°+*>. 

Die  Amplitude  der  ganztägigen  Druckschwankung  wird  also 

immer  kleiner,  je  höher  wir  hinaufsteigen,  ohne  dass  zunächst 

die  Phasenzeit  sich  ändert.  In  einer  gewissen  relativen  Höhe, 

wo 

ax(b:B)=  ~M(bh:RT*) 

wird,  verschwindet  die  ganztägige  Druckschwankung  völlig, 

höher  hinauf  erscheint  sie  wieder,  aber  mit  entgegengesetzten 

Phasenzeiten  (AJ  —  circa  195°)  und  die  Amplituden  nehmen 
wieder  zu. 

Dies  beobachten  wir  nun  in  der  That.  Die  relative  Höhe, 

in  welcher  die  Amplitude  der  ganztägigen  Druckschwankung 

der  Niederung  verschwindet,  liegt  im  Allgemeinen  im  Winter 

höher  als  im  Sommer,  wo  ±t  einen  grösseren  Werth  hat. 

Für  den  Sommer  habe  ich  seinerzeit  gefunden: 

G a n  z t äg i g e  B  a r o m e t e r s c h  wa n k u n g. 
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Pikes  Peak  (relative  Höhe  vielleicht  2800  m)  hat  .4.  =  210° 

und  al  —0-63«/;;;  im  Maximum  (Frühling  und  Herbst),  weil 

die  tägliche  Wärmeschwankung  auf  den  heissen,  trockenen 
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Hochebenen  des  Westens  von  Nordamerika  unter  niedrigerer 

Breite  viel  grösser  ist  als  bei  uns. 

Man  ersieht  aus  der  kleinen  Tabelle  recht  schön,  wie  zu- 

erst die  Amplituden  abnehmen  und  dann,  sobald  die  Phasen- 

zeit in  die  entgegengesetzte  umgeschlagen  ist,  wieder  wachsen. 

Dieses  Anwachsen  der  Amplitude  mit  der  Höhe  erfolgt  aber 

nur  langsam  und  hat  seine  Grenzen,  wie  aus  der  früher  atlf- 

_:>..-•>:.■' ken  <ik-:v!:u:vg  hervorgeht,  denn  A/  wird  immer  kleiner 

und  bh  :  AT2  bleibt  stets  ein  echter  Bruch,  der  aber  mit  der 

Hohe  wächst. 

Die  Phasenzeit  der  reinen  thermischen  Druckwelle  in  der 

Hohe  bleibt,  wie  es  scheint, recht  constant  und  es  dürfte  im  Mittel 

Ax  =  190°  etwa  gesetzt  werden  können;  dies  entspricht  einem 

Temperaturminimum  bald  nach  5b  Morgens  und  einem  Tem- 

peraturmaximum um  5h  Nachmittags  in  der  der  Höhenstation 

unterliegenden  Luftschichte. 

Ergebnisse  stündlicher  und  zweistündlicher  Luftdruck- 

beobachtungen auf  offener  See. 

1.  Beobachtungen  an  Bord  der  österreichischen  Fregatte 

•Novara«,  1857  1859. 

Wahrend  der  wissenschaftlichen  Erdumsegelung  der 

•Novara«  wurden  theils  zweistündliche  (mit  2h  a.  beginnend 

und  mit  Einschiebung  der  Termine  9'1  a.  und  3llp.  zur  genaueren 

Pixirung  der  Wendestunden  des  Barometers),  theils  (und  zwar 

grösstentheils)  stündliche  Beobachtungen  aller  meteoro- 

logischen Elemente  angestellt.  Diese  Beobachtungen  linden  sich 

in  extenso  veröffentlicht  in  dem  Werke:  B.  v.  Will le rstorl- 

Urbair.  Reise  der  österreichischen  Fregatte  »Novara«  um  die 

Erde  in  den  Jahren  1857-1859.  Nautisch-physikalischer  Theil, 

herausgegeben  von  der  Hydrographischen  Anstalt  der  k.  k. 

Marine.  Wien,  1862—1865. 

Diese  für  die  Meteorologie  der  Oceane  sehr  werthvolle, 

in  ihrer  Art  fast  vereinzelt  dastehende  Publication  gestattet  den 

täglichen  Gang  aller  meteorologischen  Elemente  auf  offener  See 

abzuleiten,  ist  aber  zu  diesem  Zwecke  noch  kaum  benutzt 

worden,  obgleich  sie  besondere  Vortheile  dazu  darbietet,  da  die 
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►Novara«  ein  Segelschiff  war,  daher  namentlich  die  Beob- 

achtungen der  Windrichtung  und  -Stärke  verlässlicher  sind. 

Einen  kleinen  Theil  dieser  Beobachtungen  habe  ich  schon  ver- 

verthet  in  meiner  Abhandlung:  »Untersuchungen  über  die  täg- 

liche Oscillation  des  Barometers«  (Denkschriften  der  Wiener 

Akademie,  Bd.  LV,  Wien  1889,  S.  93,  respective  S.  45). 

Für  den  äquatorialen  grossen  Ocean  wurde  dort  auch  der 

tägliche  Gang  der  Temperatur,  des  Dampfdruckes,  der  Be- 

wölkung und  der  Windstärke  berechnet,  für  einige  andere 

Knuten  nur  jener  der  Temperatur. 

Zu  den  dort  schon  berechneten  Reihen  von  Luftdruck- 

beobachtungen sind  hier  noch  einige  hinzugekommen,  doch  ist 

damit  das  in  der  genannten  Publication  enthaltene  Materiale 

noch  keineswegs  erschöpft.  Hier  finden  sich  die  folgenden 

Beobachtungsreihen  berechnet. 

[,  Äquatorialer  Pacific.  1 1.  September  bis  20.  October 

(40  Tage)  1858;  Route  Puinipet — Sydney  zwischen  10°  N  und 

10°  S  Br„  155—162°  E.  Mittlere  Breite  (natürlich  ohne  Rück- 

sicht auf  das  Zeichen)  69  1. 

II.  Äquatorialer  Pacific  im  engeren  Sinne.  19.  Sep- 

tember bis  8.  October  1857;  Puinipet  bis  gegen  die  Salomons- 

lnseln.  Von  Puinipet  ging  der  Curs  der  »Novara«  gerade  nach 

Süden,  aber  das  Segelschiff  kam  in  dem  Doldrum  kaum  vor- 

wärts und  das  gab  mir  Veranlassung,  gerade  diese  Beobach- 

tungen, die  sich  auf  geringe  Breitenunterschiede  und  auf  fast 

constante  Länge  beziehen,  noch  besonders  zu  bearbeiten.  Von 

0°  N  bis  8°  S  Br.  brauchte  das  Schirl*  20  Tage  und  hielt  sich 

immer  zwischen  1(30  und  162°  E  L.  (die  fünftägigen  Positionen 

vom  10,  September  bis  inclusive  8.  October  sind:  4?8N,  160°  E; 

2*1  N,  161*4  E;  2?2S,  16098  E  und  690S,  160?7E). 

Höchst  et  ter  schreibt  über  diese  Fahrt:  »Wir  kamen  nur 

langsam  vorwärts;  hatten  wir  heute  die  Sonne  überholt,  so 

dass  sie  uns  um  Mittag  gegen  Norden  stand,  so  hatte  schon 

nach  wenigen  Tagen  die  Sonne  uns  eingeholt  und  wir  sahen 

sie  wieder  in  südlicher  Richtung.  Eine  drückende  Hitze,  gegen 

die  man  vergeblich  Schutz  suchte.  Regen  in  Strömen,  ot 

12  Stunden  hindurch,  aus  so  dicken  Wolkenmassen,  dass  das 

Tageslicht  nur  dämmernd  durchdringen  konnte,  gehörten  zu 

Digitized  by  Google 



Tägliche  Oscillation  des  Barometers.  85 

den  weiteren  Annehmlichkeiten  der  Reise.  Wir  hätten  mit 

Freuden  selbst  den  heftigsten  Sturm  begrüsst,  um  aus  diesen 

fast  unheimlichen  Zonen  herauszukommen.«1  Das  Beobach- 

tungs-Journal notirt  an  17  von  den  20  Tagen  Regen.  Der 

Barometergang  während  dieser  Periode  entspricht  also  echtem 

Duldrum wetter  auf  offener  See  und  hat  desshalb  besonderes 

Interesse.  Derselbe  ist  aber,  wie  man  sehen  wird,  im  Doldrum 

der  gleiche,  wie  ausserhalb;  die  fünftägigen  Mittel,  die  ich 

bildete,  stimmen  vollkommen  untereinander.  Mittlere  Position 

3°8,  160°8  E  L. 

III.  Aqu atorialer  Indischer  Ocean.  20.  December  1857 

bis  3.  Jänner  1858;  15  Tage  auf  der  Route  S.  Paul— P.  de  Galle 

zwischen  161/,'  S  Br.  und  31/,*  N  Br.  Mittel  5°0,  Mitte  des 

indischen  Oceans  um  85°  E  L.  herum.  An  12  Tagen  von  15 

Regen  und  Regenböen. 

IV.  Indischer  Ocean.  Gegend  der  Nicobaren  zwischen 

18.  Februar  und  6.  April  1857,  40  Tage  zwischen  7°  und 

10°  N  Br.,  89  und  97°  E  L;  mittlere  Breite  8°  N.  Vom  23.  Fe- 
bruar bis  26.  März  zwischen  den  Nicobarischen  Inseln,  daher 

der  Barometergang  vom  Lande  wohl  etwas  beeinflusst. 

V.  Grosser  Ocean.  Gegend  der  Ladronen.  Route:  Guam 

bis  Puinipet,  27.  August  bis  16.  September  (ohne  2.  September) 

20  Tage;  zwischen  13°  und  7°  N  Br.,  145°  und  158°  E  L.,  also 

sehr  geringe  Breiten-  und  Längenänderungen.  Mittlere  Breite 

10-7  N,  mittlere  Länge  1537/  E  v.  Gr. 

VI.  Atlantischer  Ocean.  Zwischen  20°  S  und  20°  N  Br., 

27-  44°  W  L.  17.  Juni  bis  6.  Juli  1859,  20  Tage;  mittlere  Breite 

10°.  Route  mitten  im  Ocean,  aber  wegen  der  grossen  Breiten- 

änderung von  geringerem  Gewicht. 

VII.  Grosser  Ocean.  Gegend  der  Gesellschafts-  und  der 

Niedrigen  Inseln.  13—21°  S  Br.,  Mittel  I6°3  S.  8.  Februar  bis 

21  März  1859,  40  Tage. 

VIII.  Westlicher  Grosser  Ocean.  Route  Sydney-Auck- 

land,  Auckland— Papiti;  8.— 21.  December  1858  und  10.  bis 

29.  Jänner  1859,  zwischen  36°  und  30°  S  Br.  Mittlere  Breite 

33°9S;  34  Tage. 

>  Ferd.  v.  Hochstettens  gesammelte  Reiseberichte  1857-  1859.  Wien, 
Höliel.  1885.  S.  290. 
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IX.  Östl  i eher  Grosser  Ocean.  Route  Papiti- Valparaiso; 

24.  März  bis  22.  April  1859,  30 Tage;  zwischen  25°  und  33°  SBr., 

133°  und  7 1  °  W  L.  Mittlere  Breite  32-8  S. 

X.  Südlicher  Atlantischer  Ocean.  Route  Rio  deJaneiro- 

Capstadt.  1. — 30.  September  1857.  30  Tage  zwischen  26°  und 

36°  S  Br.  und  41°  W  bis  18°  E  L.  Mittlere  Breite  33?3.  Zwei- 

stündige Beobachtungen. 

XL  Südlicher  Indischer  Ocean.  Route:  Capstadt  bis 

S.  Paul.  30.  October  bis  8.  December  1857,  40  Tage;  zwischen 

37  und  41°  S  Br.  und  18  und  79°  E  L.  Mittlere  Breite  3992. 

XII.  Nördlicher  Atlantischer  Ocean.  Route,  von  40°  W 

über  Azoren  nach  Gibraltar.  35 — 39°  N  und  40 — 5°  W  v.  Gr. 

12.— 31.  Juli  1859,  20  Tage.  Mittlere  Breite  37*5  N. 

XIII.  Mitteime  er.  Zwischen  Sicilien  und  Gibraltar.  Hin- 

und  Rückreise;  Mai  1857  und  August  1859,  30  Tage.  Mittlere 

Breite  37  U  N. 

Ich  lasse  nun  die  Ergebnisse  der  Berechnung  dieser  Beob- 

achtungen nach  periodischen  Ausdrücken  folgen  von  der  be- 

kannten Form: 

±b  =  px  cos  x+q^  sin  x+pt  cos  2x+q2  sin  2x 

oder  .        AB  =  ax  sin (Al  s\n(A2  +  2  x) . 

Constanten  des  täglichen  Ganges  des  Barometers. 

««  1 

.1, 

•'i 

1. Äquatorialer  Pacific  . 2*4 

161  *?0 

•287 

l -ou» II. 

•003 

376 

•338 

—  •970 

9-5 

160-8 

•381 

1-027 

III Äquatorial.  Indischer 

•  1  13 

•297 •336 

—  •  866 

20'8 
158-8 

•318 

•92t* 

IV. Indischer  Ocean 344  7 

153-9 

•399 

•995 

V u.  VI.  Grosser  Ocean  1 
und  Atlant.  Ocean . 10  2 

•023 
•212 

•291 

— -7f)l 

6-2 

158-8 

•213 
■801 

VII. Grosser  Ocean  
Iii  «/„ 

•054 

•  300 

•274 

—  •770 

10-0 160-4 

•311 

•817 

VIII. u.  IX.  Grosser  Ocean . 

33'  , —  •21 3 

057 

•  182 

—  •403 

285-0 
158-6 

•220 

..... 

X. Südl.  Atlant.  Ocean  .  . 

—  •Oi3 

•067 
•268 

—  •338 

327*3 141  -6 

•080 

•431 

XI. 
Sitdt  Indisch.  Ocean . 

39-0 

—  •137 

•002 •100 

—  •  168 

270*8 
149-2 

137 
XII. Nürdl.  Atlant.  Ocean. 

37  Vs 

189-7 150-9 

►223 

*  41  • 

XIII. Mittelineer   

37  >/a 

281-8 119*9 

•341 

1  Mit  doppeltem  Gewicht  in  das  Mittel  eingeführt. 
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Auf  eine  Discussion  dieser  Constanten  ist  an  anderer  Stelle 

eingegangen  worden  in  Zusammenhalt  mit  den  Ergebnissen 

anderer  Schiffsbeobachtungen.  Die  Constanten  a2  würden  einer 

Correction  auf  das  Jahresmittel  bedürfen,  um  sie  genauer  ver- 

gleichbar zu  machen  —  ebenso  die  Winkelconstanten  A3;  bei 

den  Constanten  der  einmaligen  täglichen  Welle  ist  eine  der- 

artige Correction  nicht  möglich. 

Ich  will  hier  noch  die  Mittelwerthe  anführen  für  gleiche 

Breitegrade,  die  zum  Theil  auch  bei  der  Ableitung  der  Con- 

Stanten  Verwendung  gefunden  haben. 

Mittelwerthe  des  täglichen  Ganges  des  Barometers 

nach  den  Beobachtungen  an  Bord  der  »Novara«. 

Aquat.-  Region 
1 

Aquat.-  Region 

10° 

QOl  / 

10° 

33 »/, 

Tage... 35  (II  u.  III) 40 

64 

Tage ... 

35 

40 

64 

\  f  t. .Minn . 

•42 

•38 
•07 

Mittag 

•23 

•27 

•  36 

■  i 
•13 

—  07 

—  •  ''7 1 

—  -38 

 .  •>.•: 

•13 

2 
-  27 

—  ■32 —  •48 

2 

—  1-00 

—  •68 

—  13  | 

3 
—  62 

—  •64 
—  •62 

3 

-1-23 

-•9S —  •32 

4 —  -74 

—  •68 

—  64 

4 
—  1-30 

-•89 
—  •40 

5 —  -46 

-•42 —  •40 

5 

—  94 

-•72 -•39 

6 —  -05 

—  •13 
-•05 

6 

—  *55 

-•53 

-•27 

7 

•51 

•42 

•24 

7 

—  -18 

-•OH —  •04 

8 

•94 

•70 

•49 

8 

•27 

•24 

•10 

1-08 

•89 
•64 

9 

•73 

•52 
•27 

1-07 

•85 

•69 

10 

•s^j 

•75 •28 

^3$ 

•79 

•68 

•55 

1 1 

•72 

•64 

•  IS 

Während  das  Morgenminimum  fast  ganz  unverändert 

bleibt,  schwächen  sich  das  Vormittags-  und  Abendmaximum, 

letzteres  ganz  besonders,  ab;  desgleichen  ?tuch  das  Nachmittag- 

minimum. 

Wenn  man,  wie  ich  es  regelmässig  gethan  habe,  den  täg- 

lichen Gang  nach  fünftägigen  Mitteln  berechnet,  so  tritt  die 

grosse  Regelmässigkeit  der  täglichen  Oscillation  in  den  äquator- 

nahen Gegenden  ganz  überraschend  deutlich  hervor.  Als  Bei- 

spiel will  ich  die  1  ötägigen  Beobachtungen  an  Bord  der  »Novara« 

in  der  Mitte  des  Indischen  Oceans,  vom  20.  December  1857  bis 

3.  Jänner  1858,  zwischen  IQ1/./  S  Br.  und  3l/2°  N  Br.,  anführen 

in  der  Form  der  Constanten  der  obigen  Sinus  Reihen. 
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Zei: Breite 

2«.— 24.  Dec. n*o  s 183 
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Die  Phasenzeiten  der  doppelten  täglichen  Oscillation  weichen 

:n  jen  Pentadenmitteln  im  Maximum  nur  um  7l/2  Minuten. 
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die  Amplituden  um  2%  vom  Mittel  ab,  trotz  der  BreitendirTerenz 

von  12°  und  dem  vielfach  böigen  Wetter  mit  starkem  Regen. 

Viel  übereinstimmendere  Resultate  hätten  die  20tägigen  Beob- 

achtungen im  Doldrum  des  paeifischen  Oceans  ergeben,  wenn 

ich  gleicherweise  für  diese  Pentadenmittel  die  Constanten  des 

täglichen  Ganges  berechnet  hätte. 

meters  auf  offener  See. 

Bord  der  »Novara«,  1857-1859. 
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2.  Beobachtungen  an  Bord  des  »Challenger«  1873—1876. 

Während  der  »Challenger« -Expedition  wurden  nur  zwei- 

stündliche  meteorologische  Beobachtungen  angestellt.  Die- 

selben sind  in  den  Challenger  Reports  »Narrative  of  the  Cruise«, 

Vol.  II,  in  extenso  veröffentlicht,  ferner  nach  meist  5 — lOtägigen 

Mittelwerthen  in  Form  von  Abweichungen  vom  Tagesmittel 

zusammengefasst  in:  »Physics  and  Chemistry«,  Vol.  II,  Appen- 

dices,  Table  III,  p.  7—9. 

Ich  habe  fast  nur  diese  Mittelwerthe  benützt,  die  aber  den 

Übelstand  haben,  dass  die  Summen  der  positiven  und  negativen 

Abweichungen  zuweilen  ziemlich  weit  von  Null  abweichen.1 

Eine  Correction  wegen  der  unperiodischen  Änderungen  des 

Luftdruckes  und  der  Änderungen  desselben  in  Folge  des  Orts- 

wechsel des  Schiffes  winde  nicht  angebracht,  was  den  täglichen 

(  lang  oft  stark  entstellt.2 

1  Z.  B.  1. — 12.  September  1875  (Aquatoriulrcgion  des  Pacific)  hier  betragen 

die  negativen  Abweichungen  lä9,  die  positiven  09,  Differenz  60,  während  die- 

selbe im  Maximum,  wenn  richtig,  nur  6  betragen  könnte.  Diese  Abweichungen 

wurden  desshalb  nach  >Narrative«,  Vol.  11,  neu  berechnet;  in  anderen  Fällen 

habe  ich  die  Differenz  gleichmässig  vertheilt,  d.  i.  die  Annahme  gemacht,  das 

Mittel  sei  um  den  entsprechenden  Betrag  unrichtig  und  damit  natürlich  auch 

die  Abweichungen. 

-  Z.  B. :  Täglicher  Gang  des  Barometers  in  der  Gegend  von  Kerguelen- 

Inscl.  8.  Jänner  bis  10.  Februar  1S74  (34  Tage).  Abweichungen  vom  Tages- 

mittel (mm) : 

2b  a. 

4», 

6h 

8»' 

10* 

Mittag 

—  12 

—  •16 
—  14 

—  •29 

—  19 

2»- p. 

4'' 

6* 

8" 

10»« 

Mitternacht -•09 

•03 

•15 

■29 

•33 

•34 

Hier  ist  der  Sprung  von  Mitternacht  auf  2h  a.  ausserordentlich  auffallend. 

Die  in  meineTabelle  aufgenommenen  Werthe  sind  mittelst  derDifferenz  zwischen 

2U  a.  am  8.  Jänner  und  2*  a.  am  11.  Februar  corrigirt  und  bringen  den  täglichen 

Gang  viel  correcter  zum  Ausdruck,  so  seltsam  derselbe  auch  trotzdem  noch 

bleibt;  es  ist  aber  doch  ein  täglicher  Gang,  was  man  von  obiger  Curve  nicht 

^agen  kann. 
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Taglicher  Gang  des  Barometers  nach  den  Beobach- 

tungen an  Bord  des  ►Challenger«  1873^1876. 

Nr...  i tu II  b III 

IV 

V 
Mittel 

VI VII 

Breite..  4?6 

5?"
 

3?8 

22?4 

35° 

37°
 

36° 

50°  S 

54'  *S 

Tage...'  50 17 37 
30 89 U1 34 46 

Mittn 

•37 

47 

*  IQ 

•07 

•  1  *> 

1  m 
•  1  ̂  

1  tJ   •  Kfk 
o —  -28 -  -25 

—  34 
-  26 —  -28 

—  •36 

-•33 

•07 

—  ■48 

-  -56 
—  65 —  -56 

-  47 
—  •54 

—  •51 

-•01 -•25 

. : 

-MO 

•18 

-  -10 -  -30 
—  -20 

—  01 

-•08 
-•04 

•24 

•64 

•63 

•00 

•28 

•15 
•36 

•28 

—  06 

■37 

10    j  -92 

•90 

•87 

•59 

•38 
■48 

•44 

-•22 

•48 

Mittag •4.-» 

•34 

41 

•29 

•25 

•29 
•27 

—  •18 

•39 

2  -54 

-  -85 -  -56 
—  -33 -  -07 

-•09 

-  -08 

-•1  1 

■25 

-102 -1-20 -1-02 

-  52 

-32 

-•30 —  03 

•12 

a 
-  -52 

-  59 
-  60 -  -16 

—  -18 

—  •16 
-  '16 

•07 

-•01 

.  »
 

13 

•21 
•  10 

•23 •  IG 

•04 

•08 
•17 

—  •17 

,0 

•57 

•76 

•69 •44 

•38 
•23 

•29 
•18 

—  •41 

Mittel!  «51 
l 

•58 

52 

•38 

•25 •25 

•25 
•  1  l 

•30 

I.  17  Tage  im  äquatorialen  Pacific,  33  Tage  im  äquatorialen 

Atlantischen  Ocean;  Jahreszeit  August  und  September. 

\\a.  Mittlere  Breite  5  7,  mittlere  Länge  150-5  F.  17  Tage. 

\\b.  Mittlere  Breite  3  8;  vorige  Serie  und  zwei  Serien  im 

Atlantischen  Ocean  unter  2°  Breite,  25°  WL  13  Tage 

und  3°4  Breite  unter  14V,°  W  L.  7  Tage.  Näheres  im 
Text. 

III.  Nord-Atlantischer  Ocean;  Februar  und  März. 

IV.  Nord-Atlantischer  Ocean;   Mai,   Juli.  Süd-Atlantischer 

Ocean;  October.  Route:  Brasilien  zum  Cap. 

V.  Nord-Pacifischer  Ocean;  Juni,  Juli.  Route:  Jokohama — 

Honolulu  und  Süd-Indischer  Ocean,  Oct.  —  Dcc,  dann  März. 

VI.  Gegend  von  Kerguelcn. 

VII.  Südsee;  Jänner,  Februar  und  März.  Diese  Curve  zeigt  nur. 

dass  man  in  diesen  Breiten  aus  46  Tagen  noch  keinen 
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wahren  täglichen  Gar.  g  erhält  sondern  nur  eine  Combination 

des  schwachen  täglichen  Ganges  mit  den  grossen  unperi- 

odischen Änderungen,  die  eine  Tagescurve  vortäuschen. 

Ich  habe  nur  wenige  Auszüge  aus  der  citirten  Publication 

gemacht  und  bei  der  Mittelbildung  für  längere  Zeiträume  die  Ge- 

wichte der  Eir.ze!mi:tel  aus  den  »Physics  andChem:stry«.Vol.II. 

mit  Rücksicht  auf  die  Zahl  der  Beobachtungstage  in  Rechnung 

gezogen.  Die  tägliche  Periode  kommt  in  den  zweistündigen 

Beobachtungen  schon  nicht  mehr  so  scharf  zum  Ausdrucke 

wie  in  den  stündlichen,  wie  ein  Vergleich  der  obigen  Tabelle 

mit  der  früheren  deutlich  ergibt. 

Im  September  1S75  kreuzte  der  >Challenger«  auf  der 

Route  von  Hawaii  nach  Tahiti,  den  Aquat or  ziemlich  in  der  Mitte 

des  pacinschen  Oceans  unter  151°  \V  L-  Das  Schirl  hielt  sich 

von  9:  f"  N  am  2S.  August  bis  10°  S  am  13.  September  zwischen 

147  und  153°  W  L.  verfolgte  also  einen  fast  meridionalen  Curs. 

Die  Luftdruckbeobachtungen  während  dieser  Route  habe  ich 

aus  »Narrative«.  Vol.  11.  ausgezogen  und  separat  berechnet:  sie 

bilden  ein  Seitenstück  zu  der  Beobachtungsserie  der  »Novara« 

unter  einem  etwa  25°  westlicheren  Curs.  Für  den  »Chalienger« 
b lieb  aber  die  Sonne  noch  im  Norden,  w  ährend  die  »Novara« 

zerade  unter  der  Sonne  nach  Süden  segelte. 

Am  30.  August  1 S73  kreuzte  der  »Chalienger«  den  Äquator 

im  Atlantischen  Ocean  unter  circa  30 c  \V  L,  also  ziemlich  in 

z^-r  M  ite  zw  ischen  den  vorspringenden  Küsten  von  Afrika  und 

Südamerika.  Die  Bi-obachzungsserie  vom  20.  August  bis  1.  Sep- 

tember zwischen  41  /  N  und  o?7  S  und  14  und  32-  /  \V  L. 

e.zT.et  s:ch  gleichfalls  sehr  gu:  zur  Bestimmung  des  täglichen 

£zr  ~-e:erca-ces  unter  dem  Acuator:  daran  wurden  noch  an- 

ze>zz'...>sen  die  Beor.:zhrur.z;er.  vom  4. — 10.  April  1S76  inclu- 

sive im  Atl„n::sc'ren  Ocear:  Z\\  :schen  6*  S  und  51-,  N  Br.  unter 

*'_st  onstan:  14:  ?e\YL.  Die  drei  Reihen  umfassen  zusammen 

•"'.7  Tue  und  e:cmer.  sich  vonfefT.iCh  zur  Ahleirur.e  des  tag- 

e'rer.  B^'  meiere.-*" z. es  unter  dem  Acu.r.or  auf  offener  See. 

Aurt^Iertd  d  e  ~l  v  klcme  Amplitude  der  doppelten  täg- 

..chen  Ose  'a*.  n  ces  Barometers  umer  dem  Äquator,  die  sich 
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Die  Constanten  des  täglichen  Ganges  des  Barometers 

in  verschiedenen  Breiten  nach  den  Beobachtungen  an 

Bord  des  »Challenger«. 

tts. 

\\b... 

HI  
IV  | 

und  > .  . V  ) 

VI  

3 

4?6 

5-7 

3-8 

22-4 

36' 0 

500 

50 
17 
37 

30 

•035 

107 

002 

017 

141  —11 

34 
ICO 

•253 •343 

•225 

-•002 

-•001 

-•067 

•370 
•327 

•378 

•260 

•172 

—  •023 

—  •680  352?! 

773 
697 

—  •504  263-3 
—  •332 

—  •022 

17-3 
5-1 

151*5 

157*1 

151  -5 

269  5  152-6 

112-7 
226-3 

•255 •359 

•226 

017 

•  1 17 
■173 

•774 

•840 
•793 

•566 

•373 

032 

Das  Rechnungsresultat  für  die  Breite  von  50°  S  hat  offen- 

bar keine  andere  Bedeutung,  als  zu  zeigen,  dass  die  wahre 

tägliche  Oscillation  des  Barometers  in  diesen  Breiten  aus  ein- 

monatlichen Beobachtungen  nicht  abgeleitet  werden  kann,  da 

die  Amplituden  derselben  zu  klein  sind  gegenüber  den  grossen 

unregelmässigen  Schwankungen.1 

Auffallend  ist,  dass  aus  den  zweistündlichen  Beobach- 

tungen an  Bord  des  »Challenger«  die  Amplituden  der  doppelten 

täglichen  Oscillation  durchgängig  so  klein  sich  ergeben. 

1  Dass  längere  Beobachtungsreihen  auch  in  höheren  Breiten  der  süd- 

lichen Halbkugel  noch  einen  regelmässigen  täglichen  Gang  des  Barometers 

liefern,  zeigen  die  Beobachtungen  auf  Süd-Georgien  (,1  Jahr)  und  zu  Port  Ross 

auf  den  Auckland  Inseln  (15.  November  bis  Februar  inclusive;  dreistündig): 

-I. 

27*4 
161 

Süd-Georgien,  54°3l'  S  Br.,    36°  5'  W  

Port  Ross,       50  32  S  Br.,  166  13  E   47-0     144  1 

0*  10 

0-14 

«S 

' )'-  '1 1 

0-20 

Die  Beobachtungen  zu  Orange  Bai  bei  Cap  Horn  liefern  dagegen  für 

den  auffallend  kleinen  Betrag  von  0'09  mm  und  A2  =  189°. 
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3.  Beobachtungen  an  Bord  S.  M.  Schiff  »Zrinyi«  auf  einer 

Reise  nach  Westindien  und  zurück. 

Vom  6.  September  1885  bis  16.  April  1880;  aufgeführt  von  dem  k.  k.  (damals) 

Linienschiffs  Lieutenant  A.  Sohieczky. 

Herr  Sobieczky  hat  auf  eine  Anregung  von  mir  hin 

während  der  bezeichneten  Reise  eine  Reihe  zweistündlicher,  auf 

der  Rückreise  stündlicher  Luftdruckbeobachtungen  ausgeführt, 

ausserdem  vierstündliche  Beobachtungen  aller  met.  Elemente. 

Herr  Sobieczky  hat  diese  Beobachtungen  selbst  berechnet 

und  die  tägliche  Periode  aller  Elemente  abgeleitet  für  Perioden, 

während  welcher  gleiche  oder  ähnliche  Verhältnisse  herrschten. 

Auf  dem  Ocean  wurden  Mittel  für  gleiche  Wetterlagen  gebildet, 

also  für  cyclonale  und  anticyclonale  Witterung.  Auch  die  täg- 

lich gutgemachte  Längendifferenz  wurde  dabei  in  Berücksichti- 

gung gezogen.  Da  das  Schiff  meist  mit  Segeln  fuhr  und  durch- 

schnittlich keine  grossen  Distanzen  zurücklegte,  wurden  den 

abgeleiteten  täglichen  Perioden,  die  sich  auf  wahre  Ortszeit 

beziehen,  eine  Correction  auf  mittlere  Zeit  mit  entsprechenden 

Zeichen  beigegeben,  welche  der  arithmetischen  Summe  der 

gutgemachten  Längendifferenz  und  Zeitgleichung  entsprechen. 

Zu  den  Luftdruckbeobachtungen  dienten  zwei  verglichene 

<  Hiccksilberbarometer  und  ein  Aneroid.  Letzteres,  dessen  Tem- 

peratur,  Stand-  und  Thcilungscorrection  sorgfältig  bestimmt 

worden  war.  diente  fast  ausschliesslich  zu  den  täglichen  Beob- 

achtungen, im  Hafen  und  sonst  zuweilen  wurde  es  mit  den 

Ouccksilberbarometern  verglichen.  Das  Aneroid  befand  sich 

I  -  I  ;;/  über  See. 

Dieses  von  Herrn  Sobieczky  mit  grosser  Sorgfalt  be- 

icchncte  Beobachtungsmateriale  wurde  mir  schon  im  Sommer 

1893  zur  Veröffentlichung  übergeben,  leider  aber  haben  mehr- 

! iiche  Umstände  bisher  verhindert,  dem  Wunsche  des  Autors 

zu  entsprechen. 

Ich  erlaube  mir  desshalb  hier  vorläufig  wenigstens  einige 

Ergebnisse  der  Lul'tdruckbeobachtungen  einer  weiteren  Ver- 

Werthung  und  allgemeineren  Bekanntmachung  zuzuführen. 

Die  benützten  Beobachtungsreihen  sind: 
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I.  Atlantischer  Occan:  15. — 27.  Octobcr  1885,  zwischen 

24*0  und  20-8  N  Br,  24*2  und  35*1  WL.  Correction  aul 

mittlere  Ortszeit  im  Tagesmittel  —17-1  Minuten.1 

II.  Atlantischer  Ocean:  2.-  1  1 .  November  1885,  zwischen 

15-0  und  12*1  N  Br.,  45*7  und  57*6  \V  L.  Mittlere  Correction 

auf  Ortszeit  —  17  0  Minuten. 

III.  Atlantischer  Ocean:  15.  October  bis  11.  November  1885, 

zwischen  24*0  und  12*1  N,  24*2— 57*6  W  L.,  also  Zusammen- 

fassung  der  Reihen  I  und  II  nebst  Zwischenperioden;  Correction 

auf  mittlere  Ortszeit  wie  oben  — 17  Minuten. 

IV.  Atlantischer  Occan:  Zwischen  17.  und  25.  Februar  1880, 

28*7—29*8  N  Br.,  75*0  und  00*2  W  L.  Correction  auf  mittlere 

Ortszeit  +10  Minuten. 

V.  Mittelmeer:  29.  März  bis  8.  April  1880;  mittlere  Cor- 

rection auf  mittlere  Ortszeit  4-6*0  Minuten. 

VL  Adriatisches  Meer:  13.— 10.  April  1880. 

VII.  Atlantischer  Ocean:  20.  Februar  bis  9.  März  1880, 

zwischen  30*4  und  35?8  N  Br.,  05-3  und  37*  1  VV  L.  Mittlere 

Correction  auf  mittlere  Ortszeit  -+- 10-  7  Minuten. 

VIII.  Atlantischer  Ocean:  10. — 15.  März,  zwischen  35*0 

und  36*9  N  Br.,  35?8  und  23*4  W  L.  Mittlere  Zeitcorrection 

4-15*2  Minuten. 

IX.  Atlantischer  Ocean:  16.- -21.  März  1880,  zwischen 

37*2  und  30*4  N  Br.,  20*3  und  7*2  VV  L.  Zeitcorrection 

4-13-6  Minuten. 

X.  Atlantischer  Ocean:  26.  Februar  bis  21.  März  1880, 

zwischen  30*4  und  36*4  N  Br.,  65*3  und  7*2  W  L.,  also  Zu- 

sammenfassung der  vorigen  Mittel.  Mittlere  Zeitcorrection 

4- 15-2  Minuten. 

Einer  Zeitcorrection  von  rund  16  Minuten  entspricht  beim 

ersten  Cliede  eine  Änderung  der  Winkelconstante  um  4°,  beim 

zweiten  Gliede  um  8°.  An  die  nachstehend  mitgetheilten  Con- 

stanten ist  aber  keine  bezügliche  Correction  angebracht  worden. 

1  Da  die  SchifTszcit  um  Mittag  wahre  Ortszeit  ist,  ist  um  Mittag  natür- 

lich die  Correctur  am  grössten  und  es  entsteht  ein  Sprung  von  1  lh  auf  Mittag, 

der  10  Minuten  und  mehr  betragen  kann.  Herr  Sobieczky  gibt  die  Correction 

für  vierstündige  Intervalle  speciell  an. 
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Die  Constanten  des  täglichen  Barometerganges  nach 

den  Beobachtungen  des  Herrn  Sobieczky. 
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Täglicher  Gang  des  Barometers  über  dem  Nord-Atlan- 

tischen Ocean  und  dem  Mittelmeere. 

Nach  den  Bcobachtungsergebnissen  an  Bord  S.  M.  Schiff  »Zrinyi«  1885—1886, 
von  A.  Sobieczky. 

1. 

Atlantischer  Occan Mittelmeer  und  Adria  | 

i i in 

in 1  V 

V VI 

Breite  N  . 

Länge  W.  . 
29-6 

1  4  •  U 

516 
i  ö°n 1  o  •  U 

40-9 9000 71  -4 

Westliches 

Mittelmeer  > 37°  N. 

Auna 

Tage   13 10 

28 

9 

10 

5 

Jahreszeit. 
October 

1  naO 

Novemb. 

1  noJ 

October 

bis  Nov. 

1885 

Februar 
1  U  Kit 

April 
1  öoO 

April 
1  ÖOO 

l*a. « 

—  •14 

-03 —  •09 

-M 
—  30 

•05 

3 

-•58 

-•85 —  •65 
—  •75 

-•65 
—  •33 

"i 

—  •54 

-•75 —  •60 
—  •60 

—  •44 
—  •57 

7 

•12 

-•01 

06 

•02 

•05 

—  •32 

9 
•  Ort •  QU 

WO vo 
4  1 

ö  1 
Vi» 

1  1 

•84 

•95 

•87 

•71 

•68 
•27 

>hP- 
—  13 

—  •12 —  •  13 

•05 

•35 

»30 

3 

-•66 
-  79 —  •7t 

—  •33 

-•29 

-  -27 

5 
—  •72 

-•71 —  •73 
-42 

-•36 —  •20 

7 
1 

•01 

•02 

—  03 

•06 

—  •20 

•17 

9 

•50 

•69 •60 

•42 
•18 

•52 

11 

•40 

•54 

•51 

•  oo 

m  — 

•05 

•26 

.  Mittel 

i 

760  5 
58-8 

60*1 
66-9 

l 
65-6 

56- 1 

1  Wahre  Zeit,  wie  bei  allen  dicken  Beobachtungen. 

-  Route  Cadix  —  Messina. 

Sittb.  d.  mathem.-nAturw.  CK;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  7 
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Breite  N  .... 

Länge  W  .... 

Jahreszeit.  .  . . 

Atlantischer  Ocean 

VII 

33?  1 

5 1  •  2 
12 

Februar  bis 

März  1880 

VIII 

36?  2 

29 -6 6 

März  1886 

IX 

36?9 131 

6 

Marz  1886 

X 

33?  8 

36-2 24 Februar  bis 

März  1886 

1»'  a. 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

s 

9 

10 

11 

Mittag 

1 

2 

3 

4 

5 
• 

6 

m 
1 

8 

9 

10 

I  1 

Mitternacht 

Mittel 

•21 

—  MO 

—  -36 

—  -49 

—  -14 

•Ol 

•  18 ■37 

•50 

•59 

•36 

•08 

--  -59 

—  -88 

—  92 

•73 

—  -47 

—  -17 

16 

•45 

'.»9 
•66 

•51 

•32 

752-  1 

—  -20 

-  -37 
—  -65 

-  -63 

—  -41 

—  -25 

•07 

•50 

•72 

•85 •50 

•36 

•06 

-  -29 

-  -39 

-  -47 

—  -22 

-  -05 

•19 

•45 

•  41 •37 

•  14 

—  -11 

637 

—  -13 

—  47 

—  «60 

—  -71 

—  -53 
—  14 

•20 
•47 

•69 

•70 

62 

•37 

•05 

—  27 

—  33 

—  -60 

•40 

—  -27 

•00 

•28 

'30 

•33 
•38 

13 

62- 1 

•02 

—  -26 

—  -50 

—  -58 

—  -31 

—  -10 

•  15 

•42 

•60 

•46 

•22 

—  30 
—  -58 

—  64 

—  -64 

—  -39 

—  -17 

•13 •40 

•47 

•50 
•38 

•16 

57 '  5 
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Beobachtungen  an  Bord  S.  M.  Schiff  »Saida«  1890—1891. 

Diese  Beobachtungen  verdanke  ich  Herrn  k.  k.  Linien- 

schifTs-Lieutenant  A.  Haus.  Sie  waren  zuerst  nach  den  stünd- 

lichen Ablesungen  an  einem  Aneroid  (corrigirt  für  Indexfehler 

und  Temperatur,  Seehöhe  7  m)  graphisch  construirt  worden, 

Herr  Haus  hat  aber  für  mich  aus  diesen  Curven  wieder  die 

absoluten  Barometerstände  entnommen  und  zugleich  für  jede 

Tngesreihe  die  Länge  und  Breite  für  den  wahren  Mittag  bei- 

gefügt. Beobachtungen  in  Häfen  und  in  der  Nähe  grösserer 

Landmassen  sind  ausgeschlossen  worden. 

Aus  der  umfangreichen  Tabelle  des  Herrn  Haus  habe  ich 

Gruppen  von  stündlichen  Beobachtungen  ausgewählt  und  zu 

Mittelwerthen  vereinigt,  und  zwar  so,  dass  das  Breitenintervall 

für  jede  Gruppe  nicht  zu  erheblich  ausgefallen  ist. 

Diese  Gruppen  sind: 

l  18.  October  bis  1.  November  1890  (15  Tage)  zwischen 

3*  N  und  ö°  S,  597Ä°  und  72°  E  L.;  dann  11  Tage  September 

1891  zwischen  9*8  S  und  9°7  N  Br.,  1 1  °  und  21  °  W  L.  Mittlere 

Breite  4°. 

II.  9.-17.  October  1890:  1 1°  bis  7°  N  und  54—57°  E  L., 

dann  5.— 13.  November  zwischen  8°  und  19°SBr.  und  72° 

bis  61°  E  L.  Mittlere  Breite  12°. 

III.  Ende  August  1891:  18— 11°S  und  4l  2— 101//  W; 

dann  13. —  1H.  und  25.— 26.  September  1891 :  11— 20°  N  und 

21—  28°  VVL.  Mittlere  Breite  15°.  11  Tage. 

IV.  27.  November  bis  1.  Deeember  1890:  23—30°  S  Br., 

56—57°  E  L.,  und  27.  September  bis  5.  October  1891 :  22°  bis 

29'  /  N.  29VS— 33>/8°  VV  L.  14  Tage.  Mittlere  Breite  20°. 

V.  2.— 15.  September  1890:  32 V,— 391/,'  S  Br.,  59°  bis 

88°  E  L.;  7.— 12.  Jänner  und  8.-9.  März  1891:  36°  S.  121°  bis 

156°  EL.;  27.  Juli  bis  10.  August:  35— 31°  S,  51-21°W;  end- 

lich 6.  -15.  October:  30'/2— 33°  N,  35— 25°5  W  L.  50  Tage. 

35°  S. 

VI.  17.— 26.  Deeember  1890:  40— 41°  S.,  90 — 1 12°  E. 

1 3.-25.  April  1 89 1  zwischen  39°  und  49°  S  Br.,  1 80—  1 42 8  W  L. ; 

30  Mai  bis  6.  Juni  zwischen  49°  und  39°  S  Br.  unter  55°  bis 

56°  W  L  30  Tage. 

7* 
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Vi:.  :<5.  April  bis  14.  Mai  iSvl  zwischen  4o°  und  53*  SBr.. 

und  7S*  W  L  19  Tage. 

Alle  diese  Stur.der.minel  haben  nach  Möglichkeit  e:ne  Cor- 

rection  erfahren  für  cie  unregelmässigen  Andeningen  des  Luft- 

druckes und  die  Änderungen  in  Folge  des  Ortswechsels  des 

Schiffes,  Im  Allgemeinen  können  diese  Stur.der.mitteL  da  sie 

aus  graphischen  Aufzeichnungen  wieder  zurück  auf  Barometer- 

stände reducirt  worden  sind,  keine  so  grosse  Genauigkeit  be- 

anspruchen, wie  die  früner  mitgetheilten  Bec  bachrjr.gsengeb- 

nisse. 

Herr  Haus  schätzt  den  Fehler,  der  :n  einzelnen  Fällen 

bei  der  Reduction  unterlaufen  sein  mag.  auf  1 — 2  Zehntelmilli- 

me:en  in.  den  Mittelwerther.  dürften  dieselben  zum  grössten 

Theile  eliminirt  worden  sein. 

C;«ns:^n:en  des  täglichen  Ganges  des  Barometers 

nach  der.  Beobachtungen  an  Bo:d  S.  M  Schiff  »Saida«. 

SS3 
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Täglicher  Gang  des  Luftdruckes  zur  See  nach  den 

Beobachtungen  an  BordS.  M.  Schiff  »Saida«  1890 — 1891. 
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1 02 J.  Hann. 

Beobachtungen  an  Bord  S.M.Schiff  »Donau-  1894—1895. 

Die  stundlichen  Luftdruckmittel  beruhen  auf  den  Ergeb- 

nissen der  Reduction  von  Registrirungen  eines  Barographen 

Richard,  die  durch  Ablesungen  an  einem  Quecksilberbaro- 

meter um  10*  a.  und  4h  p.  controlirt  worden  sind.  Die  Baro- 

gramme  wurden  mir  durch  die  k.  u.  k.  Marinesection  des  Reiehs- 

Kriegs-Ministeriums  zur  Verfügung  gestellt  und  an  der  k.  k. 

Centraianstalt  reducirt,  soweit  selbe  sich  auf  Strecken  im  offenen 

Ocean  beziehen.  Die  verwendeten  Routen  sind: 

I.  Äquatorialer  Atlantischer  Ocean.  Route  von  S.  Thome 

nach  Bahia  30.  December  1894  bis  22.  Jänner  1895  zwischen 

1  °  und  12°  S.  Br.  und  6°  E  und  35°  W  L.  Mittlere  Breite  5*9  S. 

mittlere  Länge  13*  W  24  Tage. 

II.  Von  Bahia  bis  in  die  Mitte  des  Süd-Atlantischen  Oceans. 

8— 21.  Februar  189."),  14  Tage,  zwischen  1497  und  31°SBr., 

371//  und  241/,0  VV  L.  Mittlere  Breite  24*4  S,  mittlere  Länge 
30°  W. 

III.  Fortsetzung  der  Route  über  den  Süd-Atlantischen 

Ocean  gegen  die  Capstadt  (zum  Theil  übergreifend  in  die  vorige). 

18.  Februar  bis  12.  März,  23  Tage,  zwischen  31°.  38\s°  und 

wieder  35°  S  Br..  27°  W  und  1(5"/  E  L.  Mittlere  Breite  35*7  & 

mittlere  Länge  2l/2°  VV. 

IV.  Süd-Atlantischer  Ocean,  von  Capstadt  zurück  nach 

Norden  in  die  Mitte  des  .südatlantischen  Oceans;  vom  5.  bis 

25.  April  zwischen  311,0  und  14°  S  Br.,  15°  E  und  9°  YV  L. 

Mittlere  Breite  22°S  S,  mittlere  Lange  3°  E. 

V.  Tropischer  Atlantischer  Ocean,  Fortsetzung  der  Route 

gegen  Westindien;  vom  26.  April  bis  20.  Mai,  25  Tage,  zwischen 

127/  S  und  K>°  N  Br.,  12°  und  51°  VV  L.  Mittlere  Position 

2»//     33°  VV;  mittlere  Breite  5*9. 
VI.  Westlicher  Nord-Atlantischer  Ocean,  Route  Westindien 

New  York;  vom  21.  Mai  bis  22.  Juni  1895,  33  Tage,  zwischen 

1  1°  und  35°  N  Br..  55°  und  74°  W  L.  Mittlere  Breite  2197N; 

mittlere  Länge  65°  W.  Den  Ergebnissen  dieser  Beobachtungs- 

serie ist  wegen  des  grossen  Breitenintervalls  und  theilweise 

grosserer  Nähe  des  Landes  ein  geringeres  Gewicht  beizu- 

legen. 
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Tagliche  Oscillation  des  Barometers.  1 03 

VII.  Route  quer  durch  den  Nord-Atlantischen  Ocean,  fast 

constant  unter  nahe  40°  N  Br.  von  Newport  nach  Lissabon, 

vom  21.  Juli  bis  23.  August,  also  34  Tage,  zwischen  41°  und 

38°  N  Br.  und  70— 121//  W  L.  Mittlere  Breite  39l/2°  N.  mittlere 

Länge  40°  VV. 

Vom  23.  Jänner  bis  7.  Februar  lag  das  Schiff  vor  Bahia. 

Die  lötägigen  Registrirungen  wurden  des  Vergleiches  halber 

gleichfalls  reducirt.  Die  Ergebnisse  folgen  nachstehend  zugleich 

mit  jenen  aus  den  zweistündlichen  Aufzeichnungen  des  »Chal- 

lenger«  in  Bahia  vom  15.— 25.  September  1873. 

Wie  die  folgende  kleine  Tabelle  zeigt,  sind  auch  hier 

wieder  die  täglichen  Variationen  an  Bord  des  »Challenger- 

ganz  auffallend  klein. 

Tägli eher  Gang  des  Barometers  zu  Bahia. 

12°  59'SBr.,  38°  3CK  W  L. 
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104 
J.  Hann, 

Constanten  des  täglichen  Barometerganges  nach  den 

Registrirungen  an  Bord  S.  M.  Schiff  »Donau«. 

Nr 

<D 

V 

4-* 

Pt 

?1 

/'s ?3 

As 

ai 
<i2 

I  und  V  . .  . 49 5?9 

—  •007 

•  164 

•463 

—  •746 

357?6 148?  1 

•164 

•879 

II,  IV,  VI.. . 68 

22*7 

-•026 

•128 

•348 

—  •515 

348-7 
146-0 

•  130 

•622 

III  
23 

35-7 

•057 

—  •140 

103 

—  •380 

157-9 164-8 

•151 
•394 

VII 
34 

39-5 

—  •104 

-■097 

043 

—  •310 

227-0 172-1 

142 

•313 

Bahia 

»Challenger« 11 
13?0 

—  123 

•315 
•445 

—  •503 

338-7 138-5 

•338|*671 

»Donau«  
16 

13-0 

—  •267 

•828 
•472 

—  611 

342-1 142-3 

880 

•772 

1 

Die  Amplituden  der  einmaligen  täglichen  Oscillation  des 

Barometers  kommen  nach  den  Registrirungen  des  Luftdruckes 

an  Bord  S.M.  Schiff  »Donau«  sehr  klein  heraus,  die  Amplituden 

der  doppelten  täglichen  Oscillation  sind  in  niedrigen  Breiten 

normal,  in  etwas  höheren  Breiten  ziemlich  klein.  Die  Ver- 

gleichungen  grösserer  unregelmässiger  Schwankungen,  wie 

sich  selbe  aus  den  Registrirungen  und  den  entsprechenden 

directcn  Ablesungen  am  Quecksilberbarometer  ergeben,  würden 

einen  Reductionsfactor  der  Amplituden  aus  den  Registrirungen 

von  0*97  ergeben,  der  wohl  vernachlässigt  werden  kann. 

Um  so  auffallender  ist  die  Verschiedenheit  der  Amplituden 

der  täglichen  Barometer-Oscillation  zu  Bahia  nach  den  Beob- 

achtungen an  Bord  des  »Challenger«  und  an  Bord  der  »Donau«. 

Die  Phasenzeiten  stimmen  dagegen  so  gut  wie  vollkommen 

überein,  was  sicherlich  dafür  spricht,  dass  die  grosse  tägliche 

Amplitude  der  einmaligen  täglichen  Oscillation  nicht  zum  Theil 

auf  einen  aus  den  Registrirungen  nicht  eliminirten  Temperatur- 

Coefficienten  der  Aneroiddosen  beruht;  abgesehen  davon,  dass 

ein  solcher  zumeist  die  Folge  hat.  dass  die  Amplituden  der 

ganztägigen  Wellen  verkleinert  werden  (der  Druck  steigt  bei 

zunehmender  Temperatur).  Da  die  normale  Amplitude  der 

-- 
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halbtägigen  Welle  unter  13°  bei  0'89  mm  liegt,  so  ist  der  Werth 

von  0*77  mm  («Donau«)  sicherlich  nicht  zu  hoch,  jener  von 

0  67  mm  (»Challenger«)  dagegen  auffallend  klein.  Eine  sehr 

grosse  ganztägige  Luftdruckschwankung  ist  an  der  Küste  von 

Bahia  zu  erwarten,  wenigstens  zu  gewissen  Jahreszeiten,  wo 

die  Land-  und  Seewinde  stark  entwickelt  sind.  Wir  möchten 

daher  das  Resultat,  das  sich  aus  den  Registrirungen  an  Bord 

S.  M.  Schiff  »Donau«  ergeben  hat,  nicht  in  Zweifel  ziehen. 

Täglicher  Gang  des  Barometers  auf  olfener  See. 

Ergebnisse  der  Luftdruckregistrirungen  an  Bord  S.  M.  Schiff  » Donau«  1895. 
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100 J.  Hu  im, 

Ergebnisse  von  Registrirungen  an  Bord  S.  M.  Schiff  »Aurora« 

1895—1896. 

[.  Busen  von  Bengalen,  6.—  15.  und  25.-29.  Februar  1896 

zwischen  lf>9l  und  791  N  und  95V2°  und  83?2  E.  Mittlere 

Breite  1297  N,  Länge  8699  E.  Wind  zumeist  NNE  und  NE,  See 
ruhig. 

Ii.  Busen  von  Bengalen,  28.  Februar  bis  4.  März  1896 

zwischen  596  und  696  N  Br.  und  81 95  und  979  1  E  L.  Mittlere 

Position  691  N,  8998  E.  SW-Monsun,  häufige  und  starke 

Regenböen. 

III.  Arabisches  Meer.  Auf  der  Route  Colombo — Sokotra 

vom  10.  März  bis  1.  April,  23  Tage,  zwischen  696  und  1098N  Br. 

und  7899  und  53°  E  L.  Mittlere  Position  89G  N  und  6694  E. 

Ruhige  See,  Windstille  und  leichter  NE-Monsun  bei  schönem 

Wetter. 

IV.  Arabisches  Meer.  Auf  der  Route  Sokotra — Colombo 

vom  12  —21.  Juni,  10  Tage,  zwischen  1394  und  792  N  Br.  und 

5299  und  7695  E  L.  Mittlere  Position  1090  N,  6599  E.  SW- 

Monsun,  Stärke  7—9  vom  11.-  17.  Juni,  18.— 21.  Juni  W  7—9 

Beaufort,  Regenböen. 

Die  Mittel  der  directen  Ablesungen  am  Quecksilberbaro 

meter  sind: 

Amplituden 

beobachtet 

rcf;istrirt 
10"  p 

75571  57-98 

59  35  50-69 

55  •  75  53  •  53 

24  52-99  5H-7M 

55-32 

58  39 

55  •  a  I 

57-18 

(53 '52) 

2  Üü         1 -55    I  2-62  Ii  •  19 

t'H  |  1-55  1-10 

2  (W  147  2*68  1  -20 

2-26       ('2  •  28)      1-53  1*17 
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Ks  ist  sehr  auffallend,  dass  die  registrirten  und  die  beob- 

achteten Amplituden  unter  Nr.  I  und  III,  d.  i.  bei  den  Beob- 

achtungen und  Registrirungen  auf  der  Hinfahrt  nach  Ost-Asien 

wahrend  der  Periode  des  NE-Monsuns,  man  kann  sagen,  völlig 

übereinstimmen,  denn  die  Differenzen  bei  der  nächtlichen 

Amplitude  sind  so  gering,  dass  sie  vollkommen  durch  die  Baro- 

meterablesung bei  künstlichem  Licht  erklärt  werden  können, 

während  die  Amplituden  auf  der  Rückfahrt  im  Juni  während 

des  SYV  Monsuns  gar  nicht  übereinstimmen,  namentlich  nicht 

in  der  Tagesamplitude.  Die  Berechnung  des  täglichen  Ganges 

während  des  SW-Monsuns  zeigt  gleichfalls  Abweichungen, 

welche  so  abnorm  sind,  dass  ich  sie  auf  eine  allerdings  unbe- 

kannte Kehlerquelle  bei  den  Registrirungen  während  der  Rück- 

fahrt zurückführen  möchte.  Die  Berechnung  der  Constanten 

ergibt: 

V 

1 

f- 

Px 

</. 

Fi 

.1. 

A., 

•'. 

8°(SW-Mons). 
17 

•097 
•  193 

—  •073 

—•792 

26*  7 

1853 

•210 

•794 

10°  (NE- Monsun) 38 

•172 
•400 

•274 
-•963 

339  5 

164-1 

•491 

1 -001  ' 

Ö       ittcl.  •  •  •  •  * 
55 

-•082 

•371 
•  158 

—  •000 

347-5 170-1 

3H0 

920 

Die  Phasenzeit  der  doppelten  täglichen  Osciliation  des 

Barometers,  wie  sich  selbe  aus  den  17tägigen  Registrirungen 

während  der  Periode  des  SW-Monsuns,  sowohl  aus  den  Beob- 

achtungen im  Busen  von  Bengalen,  als  auch  aus  jenen  im  ara- 

bischen Meere  übereinstimmend  ergibt,  ist  abweichend  von  allen 

bisher  bekannten  Beobachtungsergebnissen;  nur  in  Tokio  er- 

reicht die  Winkelconstante  a2  im  November  den  Werth  180°.  Die 

Abweichung  von  dem  Mittelwerth  der  Tropen  erreicht  nahe  30°, 

d,  i.  eine  Stunde,  die  Morgenlluth  tritt  schon  um  87gh  ein.  Auf 

den  Landstationen  in  Indien  bemerkt  man  keinen  derartigen 

Kinfluss  der  Regenzeit,  wie  folgende  kleine  Zusammenstellung 

zeigt. 
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Unterschied  im  täglichen  Gange  des  Barometers  in 

der  Regenzeit  und  in  der  Trockenzeit  in  Indien. 

«1 

Trockenzeit 

Goalpora 26?2  N 34P6 

151-6 

0-80 

1  07 

Allahabad 25-4  N .  . 

329-6 156-9 

0-65 0-91 

Rangoon 16  8  X 364  3 

161-4 

0-65 
1  -04 

Mittel  

347-8 
156-6 

0-72 
1-01 

Regenzeit 

Goalpora 2Ö?2  X 

352-4 
142-3 

072 

•85 

Allahabad 25  4  X 

345 -7 143-1 

0-71 

•84 

Rangoon 
16-8  X 361  2 

146-3 

• 

0-41 

•86 

Mittel. . . . 

353-1 143-9 

0-61 0-85 

Differenz 
-f-  5-3 

-  12-7 

-0-11 

—0-16 

Die  Fluthzeit  der  doppelten  täglichen  Welle  verspätet  sich 

dort  in  der  Regenzeit  um  nicht  ganz  eine  Viertelstunde  gegen 

jene  in  der  Trockenzeit,  die  Amplitude  ist  um  16%  kleiner. 

Zusammengehalten  mit  der  vorhin  nachgewiesenen  Diffe- 

renz zwischen  den  directen  Ablesungen  am  Quecksilberbaro- 

meter und  den  Registrirungen  auf  der  Rückfahrt  der  »Aurora« 

während  der  Regenzeit  möchte  ich  desshalb  die  Richtigkeit  der 

letzteren  einigermassen  bezweifeln  und  irgend  eine  Fehler- 

quelle voraussetzen. 

r. 
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Täglicher  Gang  des  Barometers  auf  offener  See. 

Ergebnisse  der  Luftdruckregistrirungen  an  Bord  S.  M.  Schiff  »Aurora« 

1896—1896  (Meerbusen  von  Bengalen  und  Arabisches  Meer). 

r 
i 
i 

1 
II 

III 
IV 

II  u.  IV I  U.III I  — IV 

1 Busen  von  Bengalen Arabisches  Meer 

ureite . . 

Lange.. 

Tage... 

12?7  N 

86-9  E 

15 

6?1  N 

89-8  E 

7 

8? 6  N 

66-4  E 

23 

10?0  N 

65-9  E 
10 

8°N- 
Breite 

SW- 

Monsun 

10V,N- 
Breite 

NE- 

Monsun
 

10°  N- 
Breite 

Mittel  i 
Monat . r  cDruar Juni,  j uii 

UM  i-t 
.Marz juni 

55  Tage 

NE- SW- 

N  Ii- SW- 

1 7  Tace 
38  Tage 

1 Monsun Monsun Monsun Monsun 

i 1 

Mittern. 

•11 

—  -02 

•12 

—  -21 
—  -11 

•  1 1 

•04 

1 —  -10 
—  29 

—  -38 
—  -32 

—  -31 —  *24 
—  -26 

-  -48 
-  -45 

—  -62 
—  -55 

—  -50 —  *55 
—  -53 

3 
-  -65 —  -50 

—  -80 —  -64 
—  -57 —  -73 

—  -68 

4 
—  -59 —  -36 

—  -73 
—  -48 

—  -42 —  -66 
—  -58 

5 —  -27 
—  14 —  -45 —  -08 

—  -11 —  *36 
—  -28 

6 

•17 

•25 

—  -02 

•26 

•25 
•08 

•14 

1  l 

•72 

•69 

•68 

•73 

•71 
•70 

•70 

8 1  24 

•76 

1-13 

•86 

•81 

1-18 

1  -06 

9 1  51 

•79 

1-50 

•8S 

•83 

l  -51 

1-28 

10 1-34 

•58 

1  -49 

•64 

•60 

1-42 
1-15 

11 

•94 
•  17 

1  •  1  ß 
1      1  \J 

•25 

1.05 

•78 

Mittag 

•25 

—  -16 

♦65 

—  -04 
—  -io 

•45 

•27 

I —  -52 
—  -64 

—  -15 —  -49 
—  -56 

—  -34 
—  -41 

2 — 1-02 
—  -97 

—  -65 —  -73 —  -85 —  -84 
-  -84  i 

3 —  1  -30 —  1-07 

-1-08 -  -85 
—  -96 

—  1-19 
-1-11  i 

4 —  1-28 
—  97 —  1-19 

-  -90 
—  -94 

—  1-23 
-1-13 

—  1-03 
—  65 —  1-03 

-  -57 
—  -61 —  1-031 

—  -89 

1  6 
—  06 —  -18 

—  -73 —  -10 
—  -14 

—  -70 

—  -51 

7 —  -14 

•42 

—  -30 

•26 

•34 

—  -22 
-  -03 

8 

•26 

•65 

•07 

•53 

•59 
•16 

•30 

9 

•59 

•88 

•36 

•75 

•81 
•47 

•58 

10 

•60 

•80 

•47 

•69 

•74 •54 

•61 

M 

•30 

•40 

•43 

•26 

•33 
•41 

•38 

Mittel 

1 

•67 

•53 

•67 

•51 

•52 

•67 
•61 

1  Diese  Mittel  sind  mit  Rücksicht  auf  die  doppelte  Anzahl  der  Beob- 

achtungstage während  des  NE-Monsun  gebildet,  was  auch  beiläufig  mit  der 

relativen  Dauer  der  ganzen  Periode  des  NE-Monsuns  gegenüber  jcMiem  der 

SW-Monsuns  übereinstimmt. 
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Die  folgende  Tabelle  stellt  die  hier  berechneten  stündlichen 

(und  zweistündlichen)  Barometerbeobachtungen  auf  Schiffen 

übersichtlich  zusammen. 

Zusammenstellung  einiger  Beobachtungsergebni  ssc 

über  den  täglichen  Gang  des  Barometers  auf  dem 

offenen  ücean. 

Schiff 

u 

u 
3 

's 

— 

9$ 

4i 

Ig 

.1, 

.1  . 

N\.v.ira  
4  •  :> 

•336 

•337  — 

•918; 

•34? 

•879 

'  Chaliengcr.  . 
Saida  ...    .  . 

Donai;  . .  . 

_ 

_ 
_ 

4ü 

3-  s 

4-  0 

5*9 

•  002 ■■Ms 

•0»»7 

•  223 
•311 •  im 

•37S  — 
•2S4  — 

•404  — 

-697; 

•S02| 

3* 

35
7-
 

3 
6 

iäi.s 

148'  1 

•226 

■an 

•  104 

N««vara  ,  . ±2 

S'Ojl 

344* 

- 

•399 

9  •  0  \ V;  i-  «l > '  >r*.l 
1 

347- 

c 

170'  1 

•380 

Novara. .  . io  |0*0 

•  2  1  2 

•29l|— 

•751 

ö«
 

•> 

•213 

Saida   
is  |2*0 

•36S 

•290  — 

0  * 

O 

1 58*9 

•368 

•822 

N*i>\  uva 

j&  16*3 

• 
•  4  U 

1  oo  •» 

•31 1 
•817 

Saida 
LH  14*Ü! 

•100 

 L 

1 1 

•"77 
•  576 

1  *\  1  •  1 

•266 

ChaKenger 

Zrinyi  .  . . 22-4  - 

•"',7 

—  ■  'X'2 

260  — 

QU 

•566 

_ 

22*4 
•  f  T*\ Saida 

20 ' ' ' 

295,— 

•504 

•583 

_ •>•»  ~  

•026 

• 
1400 

•130 
■:  ! 

s 

•  043 
- 

158-6 

•220 

080 072 

•49S 

•431 

•  S^Q 

•  354 

189' 

• 

150*9 

•  °'>3 

•405 

•373 

•  332 

269' 

5 

•■ 

 t;— 

■  _ 

•358 

•  380 

37- 

1 57 ' 

3 
. 

155*5 164*8 

•394 ■394 

1492 

•  1 95 

•274 •313 
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Täglicher  Gang  des  Barometers  auf  einigen  Inseln. 

I.  Jaluit. 

Auf  meine  Anregung  hin  wurde  in  dem  deutschen  Schutz- 

gebiete der  Marshall-Inseln,  und  zwar  auf  Jaluit,  unter  5°  55'  N 

Breite  und  169°  4(y  E  Länge,  ein  von  der  deutschen  Seewarte 

geliehener  Richard'scher  Barograph  aufgestellt  und  ein  Jahr 

hindurch  inThätigkeit  erhalten.  Herr  Regierungsarzt  Dr.  Stein- 

bach, dem  man  eine  schöne  Reihe  meteorologischer  Aufzeich- 

nungen auf  Jaluit  verdankt,  hat  das  Verdienst,  die  Registrirungen 

sorgfältig  überwacht  und  controlirt  zu  haben,  sowohl  in  Bezug 

auf  die  richtige  Zeit,  als  auch  in  Bezug  auf  die  absoluten 

Stände,  indem  er  den  Barographen  jeden  Montag  Mittags  nach 

mittlerer  Jaluiter  Zeit  und  nach  dem  reducirten,  am  Quecksilber- 

barometer abgelesenen  Luftdrucke  einstellte  und  regelmässig 

Zeitmarken  machte.  Der  Gang  der  Uhr  war  hiernach  sehr 

regelmässig,  nur  im  October  zeigten  sich  erhebliche  Unregel- 

mässigkeiten.1 

Herr  Dr.  Trab  er  t  hat  die  den  Barogrammen  entnommenen 

Stundenmittel  der  harmonischen  Analyse  unterzogen  und  die 

in  der  folgenden  Tabelle  enthaltenen  Constanten  des  täglichen 

Barometerganges  sind  das  Ergebniss  seiner  Rechnung.2  Nur 

den  October  und  das  Jahresmittel  habe  ich  selbst  berechnet, 

sowie  auch  den  jährlichen  Gang  der  Constanten,  da  ein- 

jährige Beobachtungen  denselben  sonst  nicht  deutlich  hervor- 

treten lassen. 

Das  hohe  Interesse,  das  diese  Beobachtungsergebnisse 

beanspruchen  dürfen,  beruht  darauf,  dass  Jaluit  eine  kleine, 

ganz  niedrige  Koralleninsel  im  grossen  Ocean  ist,  weit  entfernt 

von  grösseren  Landmassen  und  sich  daher  wie  ein  auf  hoher 

See  verankertes  Schirl  verhält,  in  Bezug  auf  die  Unabhängig- 

1  Ein  Theil  der  Nacht-  und  Vormittagswerthe  des  Luftdruckes  des 

October  ist  desshalb  von  mir  mit  Hilfe  der  Werthe  der  gleichen  Stunden  der 

Nachbarmonate  abgeändert,  respeetive  interpolirt  worden. 

1  Der  tägliche  (»ang  des  Barometers  zu  Jaluit,  in:  Danckclman's  Mit- 

teilungen von  Forschungsreisenden  und  Gelehrten  aus  den  deutschen  Schutz- 

gebieten. VIII.  Bd.  (1895».  S.  176. 
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keit  von  Einflüssen  des  Landes  auf  den  täglichen  Gang  des 

Barometers.  Dies  ist  von  besonderer  Wichtigkeit  in  Bezug  auf 

die  einmalige  tägliche  Barometerschvvankung,  die  auf  dem 

Lande  und  auf  hohen  Inseln  mehr  oder  minder  erheblichen 

Modifikationen  ausgesetzt  ist,  die  es  unmöglich  machen,  die 

normale  tägliche  Welle,  wie  sie  der  geographischen  Breite  ent- 

sprechen würde,  rein  zur  Darstellung  zu  bringen.  SchifTsbeob- 

achtungen  auf  hoher  See  bieten  ausserdem  das  einzige  Mittel 

die  normale  ganztägige  Barometerschvvankung  ableiten  zu 

können,  aber  diese  Beobachtungen  beziehen  sich  stets  nur  auf 

kürzere  Perioden  und  gestatten  nicht,  den  jährlichen  Gang  der 

Erscheinung  zu  constatiren.  Desshalb  können  die  Luftdruck- 

Registrirungen  auf  Jaluit  ganz  besonderes  Interesse  bean- 

spruchen. 

Herr  Dr.  Stein bach  hatte  schon  früher  an  20  Tagen 

stündliche  Barometerablesungen  gemacht,  die  ich  berechnet 

habe.  Sie  zeigen  die  beste  Übereinstimmung  mit  den  Schiffs- 

beobachtungen  auf  hoher  See  unter  ähnlichen  Breiten.  Sie 

ergaben  für  den  täglichen  Gang  die  Gleichung: 

0-270  sin(4?7+*)+0-823  sin(157?3-f-2*). 

Die  Registrirungen  eines  vollen  Jahres  liefei  n  die  Gleichung 

0-336  sin(2393+A)H-0-840  sin(164?8+2*) . 

Die  Amplitude  der  ganztägigen  Welle  erscheint  darin 

etwas  grösser,  als  sie  aus  den  Schiffsbeobachtungen  irr.  Mittel 

sich  ergibt,  und  die  Fluthzeit  der  doppelten  täglichen  Welle 

tritt  um  circa  7°,  d.  i.  etwa  um  eine  Viertelstunde  früher  ein. 

Das  interessanteste  Ergebnis s  ist  jedoch  die  Übereinstimmung 

des  jährlichen  Ganges  der  Phasenzeiten  und  Amplituden  der 

ganztägigen  Welle  mit  jenem  derselben  Elemente  der  doppelten 

täglichen  Welle,  worauf  ich  schon  früher  aufmerksam  gemacht 

habe. 
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Jaluit.  Harmonische  Constanten  der  täglichen  Oscil- 

lation des  Barometers. 

• 
A • 

A% 

1  -
 

Beobachtet Berechnet 

■  - 

Janncr   19 

•5 

164* 

1 

•"85 •808 

22- 

•>  — 
4 

1 6*>  •  2 

•3 45* 

Februar  .  .  . 19 

•6 

159- 

2 

•429 
•850 

20- 

2* 

160-9* 

360 

•845 

22 

•  1 

163- 

4 

•378 

•897 

21  • 

4 

162-9 

•877 
•893 

.  \r>nl 
27 

•5 

165* 

•> 

— 

•376 

•906 

u-
 

o 

105-4 

•365 

910 

Mai  
15 

0 

164- 

9 

•277 

•866 

25 5 165  3 

•316 
•S65 

Juni  28 3 164 4 

•306 

•778  i 

24 1 

162-4 

•261 

•786 

Juli  18 

•6 

157- 

1 

•258 
•  765 

22- 

1* 

160-0* 

•243* 
•744* 

August  .  .  . 26 5 

161  • 

9 

•249 
•751 

90 
3 

161  -0 

276 

•777 

September  . — 

*  5 

166  ■ 

3 

•311 
•875 

25- 

5 165  5 

•335 

•  859 

Octobcr  .  . 
29 4 

169- 

< 

•374 
•917 

29- 

i 
1 

169-7 

•375 

918 

November  . 33 

•7 

169- 

1 

•398 

•895 

29 9 170  1 

•370 •913 

Dccember  . 30 

•6 

166- 

3 

•343 

887  | 

26- 

8 

166-5 

•355 

•862 

Jahr  23 

•3 

164- 

8 

•336 
•840 

« 

24 5 164  3 

•332 
•850 

Ax  =  24  46  -4-2-46  sin  (1 75*8-Kr)-+-3- 29  sin  (222?4-f-2 x) 

A.,  =  164-33  -4-2-40  sin  (152 -3-4-*)+ 3 -84  sin  (237  84-2*) 

.i,  =  0-332-+-0  051  sin  (  95- 6-+-.v»-+-0-038  sin  1 278-9-4-2.*) 

at  —     0-850^0-042  sin  (  95- l-Mr)-+-0  065  sin  (263- l-+-2x). 

Reduction  der  Amplituden  auf  das  Jahresmittel. 

Jänner Februar März  April Mai 
Juni 

J  |   >  •  ■  • 

.1-,  
< 

-  013 •022 

-•028 •005 
-045 

—  •043 

—  033 
-  060 

-+-•016 
-•015 

•071 
•064 

Juli  August Sept. October November 

Dccember  j 

»Jj  .... 

j  ... 
1 

•089 

106 

056 •073 —  003 

—  009 

—  •043 

—  •068 —  •044    1   —  023 

—  •063   |   — -01-2 

1  1 

Sitzb.  J.  mathem.-ruturw.  Cl.;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  8 
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II.  Pelagosa. 

Nach  einigen  vergeblichen  früheren  Bemühungen  auf  der 

kleinen  Felseninsel  Pelagosa,  die  mitten  in  der  Adria  gelegen 

ist,  eine  meteorologische  Station  zu  errichten,  ist  mir  dies  end- 

lich im  Jahre  1894,  und  zwar  nur  durch  die  höchst  dankens- 

werthe  Unterstützung  der  hohen  Marine-Section  des  k.  und  k. 

Reichs-Kriegs-Ministeriums  gelungen.  Auch  bei  der  k.  k.  See- 

behörde in  Triest,  welcher  die  Leuchtthurmbeamten  auf  der 

Insel,  denen  die  Beobachtungen  anvertraut  werden  mussten, 

unterstehen,  habe  ich  dabei  eine  sehr  dankenswerthe  Unter- 

stützung gefunden.  Die  Schwierigkeit  der  Inbetriebsetzung  und 

Unterhaltung  der  Station  besteht  darin,  dass  die  Insel  ausser 

allem  Verkehr  liegt;  nur  durch  das  Entgegenkommen  der  hohen 

Marine-Section,  welche  den  in  der  Gegend  kreuzenden  Kriegs- 

schi Ifen  den  Befehl  gab,  von  Zeit  zu  Zeit  bei  Pelagosa  anzulegen 

und  durch  die  Herren  Officiere  die  meteorologische  Station 

einer  Inspection  zu  unterziehen,  die  Beobachter  zu  unterrichten 

und  auf  Fehler  aufmerksam  zu  machen,  wurde  es  möglich, 

regelmässig  in  gewissen  Intervallen  von  Pelagosa  die  meteoro- 

logischen Aufzeichnungen  zu  erhalten.  Die  hohe  Marine-Section 

hat  zudem  die  Station  mit  einem  Schiffs-Chronometer  aus  dem 

Inventar  des  hydrographischen  Amtes  in  Pola  versehen,  was 

für  die  richtige  Zeit  des  Barographen  von  grösster  Wichtigkeit 

war.  — 
Die  Luftdruckregistrirungen  auf  Pelagosa  heginnen  mit 

1  1.  Juni  1894  und  finden  sich  hier  bis  inclusive  Juni  1897  ver- 

werthet;  nur  die  Monate  Jänner  bis  März  1897  fehlen,  sie  sind 

vielleicht  in  Verlust  gerathen.  Den  Juni  1894  habe  ich  nicht 

benützt  Die  Rcduction  der  Barogramme  erfolgte  ohne  Beziehung 

auf  die  directen  Ablesungen  am  Quecksilberbarometcr,  da  ich 

den  Einfluss  der  verschiedenen  Einstellung  des  Nonius  am 

Abende  (und  im  Winter  auch  Morgens)  bei  Licht  von  nicht  sehr 

geübten  Beobachtern  vermeiden  wollte;  eine  Beziehung  auf 

Eine  Ablesung  am  Tage  (2h  p.)  hat,  wo  es  sich  um  den  täglichen 

Gang  und  mein  um  die  absoluten  Werthe  handelt,  keinen  Vor- 

5Ü.  Die  Richtigkeit  des  Scalenwerthes,  respective  der  Grösse 

jjldftfl,    wurde    geprüft    durch  Gegenüberstellung 
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^n^serer  Barometerschwankungen,  wie  sich  selbe  aus  den 

Barogrammen  und  aus  den  gleichzeitigen  Quecksilberständen 

ergeben.  Diese  Vergleichungen  liefern  einen  Reductionsfactor 

für  die  Registrirungen  von  0-97,  den  ich  seiner  Geringfügigkeit 

halber  nicht  berücksichtigt  habe,  da  die  Differenz  noch  inner- 

halb der  Unsicherheit  der  Bestimmung  dieses  Werthes  liegt. 

Bei  der  Ableitung  von  Mittehverthen  aus  den  noch  nicht 

ganz  dreijährigen  Registrirungen  auf  Pelagosa  beschränkte  ich 

mich  auf  Mittel  für  je  zwei  Monate  von  gleichem  Charakter,  da 

mir  die  Monatsmittel  selbst  noch  zu  sehr  schwankend  erschienen, 

wahrscheinlich  nach  dem  jeweiligen  Witterungscharakter  der- 

selben, der  auf  die  ganztägige  Welle,  wie  ich  früher  einmal 

^e~oigt  habe,  einen  grossen  Einfluss  hat. 

Die  Zusammenstellung  (und  zum  Theil  auch  die  speciellere 

Berechnung)  dieser  zweimonatlichen  Mittel  zeigte  dann  wieder 

( siehe  Tabelle  S.  120),  dass  eine  Zusammenfassung  derselben 

in  drei  für  den  Barometergang  charakteristische  Jahreszeiten 

iN..vember— Kebruar,  Mai—August  und  März,  April  mit  Sep- 

tember, October)  vollkommen  statthaft  erscheint.  Diese  vier- 

monatlichen Mittel  sind  übersichtlicher  und  lassen  auch  eine 

unmittelbare  Yergleichung  mit  den  in  meiner  Abhandlung: 

Weitere  Untersuchungen  über  den  täglichen  Gang  des  Baro- 

meters-1 enthaltenen  analogen  Mittehverthen  anderer  Stationen 

zu.  Nur  die  Mittel  November  und  December  schienen  gegen 

Janner  und  Februar  zu  abweichend,  um  sie  ohneweiters  zu 

vereinigen.  Ich  berechnete  sie  desshalb  zuerst  gesondert  und 

erhielt: 

</,       pt  q%         .1,         A.,         .i,  at 

Nov.  u.  Dcc.  .  .  —  047  033  -132  -'221  295  1  1491  -0:>7  -257 

Janncr  u.  Febr..      -083     047    -140    —»194      00  5    144  2      095  -23» 

Nur  die  Phasenzeit  des  ersten  Gliedes  weicht  erheblich  ab 

in  den  zwei  Mitteln;  bei  der  Geringfügigkeit  der  Amplituden 

dieses  Gliedes  ist  man  aber  trotzdem  berechtigt,  dieselben 

zu  einem  Mittel  zu  vereinigen  und  sie  nicht  getrennt  zu 

behandeln. 

»  Denkschriften,  Bd.  LIX.  |b»2. 

S* 
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*  Constanten  des  täglichen  Barometerganges  auf  der 

Insel  Pelagosa. 

Fi 

<7> 

Fi ?2 

A2 

ai 

Winter  (Nov.-Febr.) . 

•018 

•040 

136 

—  •208 

24-2 146-8 

•044 

•248 

Frühling  und  Herbst  . 

-•107 

•009 
•225 

-■214 

274'6 

1336 

•107 

•310 

Sommer  (Mai-Aug.)  . 

-•192 

•063 •213 

—  155 

288'2 126-1 

•202 
•264 

-•094 

•037 
•191 

—  •192 

291  -5 135-1 

•100 

•271 

Die  ganztägige  Welle  ist  im  Winter  fast  verschwindend 

klein,  ihrer  Phasenzeit  nach  aber  ziemlich  normal,  die  Extreme 

fallen  auf  41/8h  Morgens  (Maximum)  und  4l/2b  Abends.  Gegen 

den  Sommer  hin  wird  die  Amplitude  grösser,  die  Phasenzeit 

aber  gleichzeitig  eine  ganz  andere.  Der  Winkel  von  275°  (Früh- 

ling und  Herbst)  entspricht  einer  Fluthzeit  um  1  lh40,n,  also  um 

Mittag  circa,  der  Winkel  von  288°  (Sommer)  einer  Fluthzeit 

um  10h  50m  a.  Diese  Phasenzeiten  entstehen  wahrscheinlich 

durch  die  Superposition  einer  localen  secundären  ganztägigen 

Welle  mit  der  allgemeinen  (terrestrischen)  ganztägigen  Welle, 

die  ihre  Fluthzeit  um  5— 6h  Morgens  hat,  deren  Amplitude  aber  in 

der  Breite  von  Pelagosa,  42°  23'  N,  wahrscheinlich  schon  recht 

klein  ist  (vielleicht  nach  den  SchifTsbeobachtungen  wenig  über 

0 '  1  mm).  Die  Erwärmung  der  beiden  Ufer  des  adriatischen 

Meeres  bei  Tag,  ihre  Abkühlung  und  die  wärmere  Luft  über 

dem  Meere  bei  Nacht,  verursacht  in  der  warmen  Jahreszeit  bei 

Nacht  ein  Abfliessen  der  Luft  in  der  Höhe  über  der  Mitte  der 

Adria  (Pelagosa),  daher  ein  Sinken  des  Luftdruckes  in  der 

Nacht,  umgekehrt  ein  Steigen  desselben  bei  Tage.  Dem  ent- 

spricht die  Verspätung  der  Fluthzeit  bis  gegen  Mittag  in  der 

warmen  Jahreszeit. 

Im  Winter  wird  dieser  Vorgang  auch  stattfinden,  aber  in 

viel  schwächerem  Maasse,  so  dass  die  normale  »terrestrische« 

ganztägige  Schwankung  gerade  noch  zum  Vorschein  kommt, 

aber  mit  abgeschwächter  Amplitude. 

Digitized  by  Google 
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Die  stühdlichen  Beobachtungen  im  westlichen  Mittelmeer 

auf  der  »Novara«  und  von  Herrn  Sobieczky  auf  dem  «Zrinyi« 

stimmen  ganz  damit  überein  (dieselben  beziehen  sich  auf  das 

Sommerhalbjahr). 

Täglicher  Barometergang  auf  dem  Mittelmeer. 

(37°  circa). 

> Novara «  30 Tg.  0-341  sin (282°  +*) +0-330  sin(120°  +2x) 

•  Zrinyi«   10  *     0-344  sin(280  -Mf)+0'  500  sin(150  +2x) 

Mittel      40  »     0-342  sin(281  +  *)  +  0- 372  sin(127»  2  +  2x) . 

Die  Übereinstimmung  der  ganztägigen  Welle  in  beiden 

Beobachtungsreihen  ist  sehr  bemerkenswert!!;  die  Phasenzeit 

stimmt  mit  jener  auf  Pelagosa  vollkommen  überein,  die  Ampli- 

tude ist  aber  grösser  über  dem  Mittelmeere. 

Was  die  doppelte  tägliche  Welle  anbelangt,  so  ist  im 

Winter  deren  Phasenzeit  normal,  im  Sommer  aber  erleidet  die 

Fluthzeit  eine  starke  Verspätung  von  einer  halben  Stunde 

bis  zu  40  Minuten;  dasselbe  ist  über  dem  Mittelmeere  der 

Fall.  Die  Amplitude  ist  für  die  Breite  sehr  klein.  Es  ist,  als  ob 

der  tägliche  Luftaustausch  zwischen  Land  und  Meer  eine 

Constituente  von  halbtägiger  Periode,  wenn  auch  von  unter- 

geordnetem Betrage,  besitzen  würde,  welche  die  normale  halb- 

tägige Oscillation  schwächt  und  deren  Phasenzeit  etwas  alterirt. 

Es  dürfte  schwer  sein,  eine  andere  Erklärung  für  das  Verhalten 

der  halbtägigen  Welle  über  der  Adria  und  dem  Mittelmeer  zu 

finden. 

Für  die  Insel  Lesina,  welche  fast  unter  gleichem  Meridian  mit 

Pelagosa,  aber  42  Minuten  nördlicher  und  nahe  der  Küste  von 

Dalmatien  Hegt,  ist  der  tägliche  Gang  des  Barometers  gleichfalls 

bekannt.  Bildet  man  die  Differenzen  des  täglichen  Ganges  des 

Luftdruckes  an  den  beiden  Stationen,  so  darf  man  erwarten, 

die  oben  erörterten,  mit  der  Tageszeit  ihre  Richtung  ändernden 

Übertragungen  von  Luftmassen  zwischen  der  Adria  und  deren 

Küsten  in  diesen  Differenzen  zum  Vorschein  kommen  zu  sehen. 

Das  ist  nun  in  der  That  der  Fall,  am  ausgesprochensten  natür- 

lich im  Sommer  (Mai— -August).  Ich  lasse  desshalb  diese  Unter- 

schiede des  täglichen  Ganges  hier  folgen. 
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Unterschiede  im  täglichen  Barometergange  zwischen 

Lesina  und  Pelagosa.  Pelagosa  —  Lesina. 

Hundertel  des  Millimeters 

1 2 3 4    !  5 ( 8 9 10 11  1  12 

A.  Sommer: 

Vormittag  . 0 1 0 J 

—  8 —  11 
—  12 

- 12 
—  13 

—  10—7 

Nachmittag 

—  1 

1 3 
ö  12 

.5 

18 19 9 5 

21  0 
D.  Winter: 

Vormittag  . 

—2 

0 0 Oi  0 3 1 

—  1 
-  1 

-  4 

-  6j-5 

Nachmittag 5 4 5 
51  8 5 2 

-2 
-' —  1 

—  1-4 

I 

Im  Winter  sind  die  Unterschiede  ganz  unbedeutend,  im 

Sommer  weit  erheblicher  und  sie  sind  genau  von  der  Natur  der 

Druckdifferenzen,  welche  die  Land-  und  Seewinde  in  Bewegung 

setzen.  Hätten  wir  eine  Station  mit  stündlichen  Barometerauf- 

zeichnungen an  der  italienischen  Küste  (die  dalmatinische  Küste 

als  Steilküste  eignete  sich  viel  weniger  dazu),  oder  noch  besser 

mehr  im  Innern  des  Landes,  so  würden  wir  hier  zum  ersten 

Male  in  der  Lage  sein,  die  Mechanik  der  Land-  und  Seewinde 

genau  studiren  zu  können. 

Pelagosa  liegt  mitten  in  der  Adria,  gibt  uns  also  volle  Aus- 

kunft über  die  Druckänderungen  auf  hoher  See,  welche  dem 

Wechsel  der  Land-  und  Seewinde  vorausgehen  und  selben 

begleiten.  Die  Differenzen  gegen  Lesina,  das  doch  auch  auf 

einer  wenngleich  küstennahen  Insel  liegt,  müssen  natürlich 

sehr  klein  ausfallen,  wenngleich  die  Phasenzeiten  der  täglichen 

Druckwelle,  die  zwischen  Land  und  See  sich  einstellt,  schon 

ziemlich  richtig  zum  Ausdrucke  kommen  dürfte.  Wir  finden: 

Täglicher  Gang  der  Druckdifferenzen  zwischen  Le- 

sina und  Pelagosa  (Pelagosa  —  Lesina,  d.  i.  See— Land). 

Sommer   0-12  sin  (15592+*)-f  0'037  sin  (290?4  +  2*) 

Winter   0-02  sin  (199 -3 4- x)  +  0-035  sin  (312 •  7+2*)« 

Das  erste  Glied,  die  ganztägige  Welle  des  Luftaustausches 

zwischen  Land  und  See,  ist,  wie  zu  erwarten,  genau  von  der 

Natur,  wie  ich  selbe  in  meiner  Abhandlung  »Über  den  täglichen 

Digitized  by  Google 



Tätliche  Oscillation  Jos  Barometers. 119 

<  i.ing  des  Barometers  an  heiteren  und  trüben  Tagen«  nach- 

gewiesen habe.1  Man  muss  nur  berücksichtigen,  dass  ich  dort 

die  Differenz  Land — See  zu  Grunde  gelegt  habe,  wesshalb  der 

Winkel  um  180°  verschieden  ist  (At  =330  rund).  Die  Amplitude 

ist  hier  klein,  weil  die  Differenz  gegen  eine  wenn  auch  küsten- 

nahe Insel  und  nicht  gegen  die  Küste  selbst  genommen  worden 

ist.  Im  Winter  wird  sie  fast  verschwindend  klein.  Das  zweite 

Glied  ist  wohl  sehr  klein,  hat  aber,  wie  man  sieht,  gegenüber 

der  normalen  doppelten  täglichen  Barometer-Oscillation  ziem- 

lich genau  entgegengesetzte  Phasenzeiten  und  vermindert  dess- 

halb  deren  Amplitude  und  verschiebt  wohl  auch  die  Wende- 

stunden derselben.  Auf  der  See  wird  also,  soweit  die  Wirkungs- 

sphäre des  Landes  noch  reicht,  die  doppelte  tägliche  Oscillation 

des  Barometers  in  ihrer  Amplitude  vermindert  und  deren  Phasen- 

zeit ewas  geändert,  wie  auch  die  Beobachtungen  auf  dem 

Mittelmeer  zeigen.  Überall  an  den  Ufern  des  Mittelmeeres  sind 

die  Amplituden  der  doppelten  täglichen  Oscillation  selbst  im 

Mittel,  namentlich  aber  im  Sommer  relativ  klein  gegen  die  der 

geographischen  Breite  entsprechenden  Werthe  derselben. 2 

'  Diese  Sitzungsber.,  Bd.  CIV,  Ahth.  IIa.  Wien  I  S95. 

2  Da  mir  gerade  die  stündlichen  Beobachtungen  des  Barometers  zu  Horn 

«Specolo  vaticana)  vom  Jahre  1892  zur  Hand  waren,  habe  ich  den  täglichen 

Gang  des  Luftdruckes  im  Mittel  der  Monate  Mai  — August  abgeleitet  und  mit 

lenem  auf  Pelagosa  verglichen.  Rom  liegt  wenig  südlicher  als  Pelagosa  und  der 

Barometergang  daselbst  wird  wohl  wenig  abweichen  von  jenem  eines  Ortes  auf 

der  anderen  (der  Ost-)  Seite  des  Appenin  in  ähnlicher  Entfernung  vom  Meere. 

Ich  finde  für  den  täglichen  Gang  des  Barometers  zu  Rom  die  Gleichung: 

Pl       '/i      P*        <?*       Ai      As       l,i  <** 

Rom.  Mai— August          -133   -204    '107  — -20<J  26-8    1Ö2  6   «296  -232 

Zieht  man  diese  Werthe  der  y  und  q  von  den  entsprechenden  Werthen. 

die  vorhin  für  dieselbe  Jahreszeit  für  Pelagosa  mitgcthcilt  worden  sind,  ab,  so 

erhalt  man  als  Ausdruck  der  Diffcrenzcurve  des  tätlichen  Barometerganges  der 

beiden  Orte  die  Gleichung 

Pelagosa- Rom   0  382  sin  (238  •  3n-.v)-t-0  •  109  sin  (62*0+2  ri. 

Hier  tritt  die  Differenz  See— Land  viel  stärker  hervor,  als  in  den  früheren 

Werthen  Pelagosa— Lesina,  wie  zu  erwarten.  Die  Differenzen  (etwas  ausge- 

glichen) sind: 

Differenzen  im  täglichen  Barometergange  Pelagosa  — Rom  (Sommer). 

1       2       3       4       5       6       7       8       9      10      II  IL' 

Vormittag..  -30  -3t  -32  -33  -  32  -  29  -23  -  13  02  19  34  47 

Nachmittag..       48     43     39     33     22      10     01  -0H  -12  -16-21  .-25 
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III.  Ponta  Delgada  und  Jersey. 

Zufällig  kamen  mir  während  der  Bearbeitung  der  stünd- 

lichen Registrirungen  auf  Pclagosa  auch  die  Ergebnisse  der 

stündlichen  Barometeraufzeichnungen  zu  Ponta  Delgada 

(Azoren,  Insel  S.  Miguel,  an  der  Südküste,  im  Norden  Gebirge) 

und  auf  der  Canal-Insel  Jersey,  beide  aus  dem  Jahre  1896,  zur 

Hand.  Ich  berechnete  dieselben,  um  zur  Beurtheilung  der  ganz- 

tägigen Luftdruckwelle  einen  weiteren  Beitrag  zu  erhalten.  Die 

stündlichen  Beobachtungen  auf  Ponta  Delgada  sind  auf  einem 

losen  Blatte  vom  Director  des  Observatoriums  daselbst  ver- 

sendet worden;  jene  von  Jersey  sind  enthalten  in  der  Publikation 

von  Marc  Dechevrens  S.  J.:  »Observatoire  St.  Louis.  Jersey, 

lies  de  la  Manche.  Bulletin  IIIcme,  Annee  1896.  S.  Helier«. 

Position:  49°  1 2'  NBr.,  2°  5 !  5  W  v.  Gr.  55  m. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  den  täglichen  Gang  des  Baro- 

meters auf  den  beiden  um  12  Breitegrade  von  einander  ge- 

trennten Inseln.  S.  Miguel  ist  eine  oceanische  Insel,  aber  da  sie 

gebirgig  ist,  sind  normale  Verhältnisse  der  ganztägigen  Oscil- 

lation  nicht  vorauszusetzen;  Jersey  liegt  in  der  Wirkungssphäre 

des  französischen  Festlandes  (Entfernung  von  der  nächsten 

Küste  circa  37  knt).x 

Man  ersieht  aus  der  Tabelle  direct,  dass  fast  nur  die 

doppelte  tägliche  Oscillation  des  Barometers  an  beiden  Punkten 

vorhanden  ist;  auf  Jersey  bleibt  sich  der  tägliche  Gang  in  Be- 

zug auf  die  Wendepunkte  das  ganze  Jahr  fast  gleich,  zu  Ponta 

Delgada  verspätet  sich  das  Nachmittagsminimum  von  3l1  im 

Winter  auf  5h  im  Sommer. 

Zu  Ponta  Delgada  ist  das  Morgenmaximum  im  Winter 

erheblich  grösser  als  das  Abendmaximum,  auf  Jersey  ist  dies 

das  ganze  Jahr  sehr  ausgesprochen  der  Fall.  Die  Grösse  der 

täglichen  Variation  des  Barometers,  gemessen  durch  die  mittlere 

Ordinate  der  Tagescurve  ist  auf  beiden  Inseln  im  Winter  am 

grössten. 

*  Pelagosa,  Entfernung  von  der  nächsten  Küste  Italiens  circa  53km, 

von  der  Insel  Curzola  60  km,  von  der  dalmatinischen  Küste  selbst  112/.»/ 

circa. 
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Die  Constituenten  des  täglichen  Barometerganges 

sind: 
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Die  ganztägige  Druckschwankung  ist  zu  Ponta  Delgada 

ganz  unbedeutend,  der  Winkel  .4j  (die  Phasenzeit)  weist  aber 

darauf  hin,  dass  die  kleine  Amplitude  wohl  durch  die  Inter- 

ferenz der  normalen  ganztägigen  Schwankung  (A  circa  360°, 

ut  bei  0  15  Mffff?)  mit  einer  localen  Druckschwankung  (Land- 

und  Seewinde.  Bergwindei  zu  Stande  kommt:  letztere  hat 

niedrigen  Druck  bei  Nacht,  hohen  Druck  bei  Tag,  wie  dies  der 

täglichen  Druckschwankimg  über  der  See  in  Küstennähe  und 

auch  noch  der  Küste  selbst  entspricht. 

Auf  Jersey  sind  die  Verhältnisse  ähnlich,  doch  lassen  sich 

Phasenzeit  und  Amplitude  der  aligemeinen  (terrestrischen) ganz- 

tägigen Schwankung  in  dieser  relativ  hohen  Breite  nicht  beur- 

theilen.  Dass  im  Winter  die  Amplitude  der  ganztägigen  Welle 

relativ  so  gross  ist.  kann  darin  liegen,  dass  nur  ein  Jahrgang 

von  Beobachtungen  der  Rechnung  zu  Grunde  liegt;  die  soge- 

nannten unregelmässigen  Druckschwankungen  in  einem  so 

>türmischen  Klima  mögen  noch  darauf  Einfluss  genommen 

i  aben 
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Täglicher  Gang  des  Barometers. 

Abweichungen  der  Stundenmittel  vom  Tagesmit:el. 
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I  Aus  den  wegen  der  unperiodischen  Änderungen  corrigirten  Stundcn- 

mittcln  berechnet,  die  Hundertel  stimmen  desshalb  nicht  ganz  mit  dem  Mittel  der 

drei  %-orausgehcnden  Columnen. 
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Täglicher  Gang  des  Barometers  auf  Pikes  Peak  (4308  m)  und 

Vom  1.  November  1892  bis  30.  September  1894  wurden 

Registrirungen  der  meteorologischen  Elemente  gleichzeitig  auf 

dem  Gipfel  von  Pikes  Peak  und  nahe  an  dessen  Fuss  zu  Colorado 

Springs  durchgeführt.  Die  Ergebnisse  dieser  Beobachtungen 

sind  in  Stundenwerthen  in  dem  »Report  of  the  Chief  of  the 

Weather  bureau*,  1893  und  1894  in  extenso  abgedruckt,  die 

Mittelwerthe  der  zwei  Jahrgänge  sind  für  Luftdruck  und  Tem- 

peratur in  dem  -Report«  1895 — 1896  (Washington,  1896)  von 

Herrn  Park  Mo  rill  zusammengestellt  und  discutirt  worden. 

Park  Morill  hat  aus  den  beobachteten  Barometerständen 

und  der  trigonometrisch  bestimmten  Seehöhe  der  Station  auch 

die  stündlichen  Temperaturen  in  der  Luftschichte  zwischen 

Colorado  Springs  und  Pikes  Peak  berechnet,  und  zwar  für 

jeden  der  12  Monate.  Für  mich  war  diese  Publication  eine  Auf- 

forderung, die  harmonischen  Constanten  der  täglichen  Baro- 

metervariation  für  Pikes  Peak  und  Colorado  Springs  zu  be- 

rechnen in  einer  Form,  welche  sie  mit  jenen  von  mir  früher  für 

Ciipfelstationen  berechneten  Werthen  unmittelbar  zu  vergleichen 

gestattet.1  Da  Herr  P.  Morill  die  Stundenwerthe  der  Barometer- 

stände selbst  und  natürlich  in  englischen  Zollen  mittheilt,  habe 

ich  die  Abweichungen  vom  Tagesmittel  gebildet  und  dieselben 

in  Millimeter  verwandelt 

Die  beiden  Stationen  Pikes  Peak  und  Colorado  Springs 

haben  einen  Höhenunterschied  von  2452  m  bei  einer  horizon- 

talen Er.tfemurg  von  bloss  19*3  km.  und  da  die  Beobachtungen 

zugleich  mit  grosser  Sorgfalt  unter  den  günstigsten  Verhält- 

nissen ausgeführt  worden  sind,*  bieten  dieselben  ein  ausser- 

ordentlich wer.hvol'es  Materiale  für  alle  Untersuchungen, 

welche  sich  auf  gle:chzei::ge  Beobachtungen  auf  dem  Gipfel 

und  a:r.  Fuss  eines  Berges  stützen  müssen.  Der  einzige  Mangel 

is:  das  FeY.ert  e.rer  Zwisc'-er.station  zwischen  der  Fuss- und 

t  Sit;*-  I:d~-  W.     -i  l*-:;-*'.cN  :i*':cv<  Osc.IIitio-  4» 

BAromtfürrSv     .  »>.v    :.-  e,  »V        A'%xa^-  LIX.  \V:«  !>*f.  S.  3o4 

zu  Colorado  Springs  (1856  m). 
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Täglicher  Gang  des  Barometers. 

Abweichungen  vom  Tagesmittel. 
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Die  vorstehende  Tabelle  enthalt  in  übersichtlicher  Form 

den  täglichen  Gang  des  Barometers  auf  Pikes  Peak  und  zu 

Colorado  Springs  für  drei  Jahreszeiten  (zu  je  4  Monaten). 

Colorado  Springs  zeigt  die  Eigentümlichkeiten  des  Baro- 

meterganges an  einer  Thalstation;  selbst  im  Winter  geht  das 

nächtliche  Minimum  nicht  unter  das  Tagesmittel  hinab;  im 

Sommerhalbjahr  ist  das  nächtliche  Minimum  fast  unterdrückt 

Das  Yormittagsmaximum  weicht  von  10*  a.  im  Winter  auf  7h  a. 

im  Sommer  zurück,  das  Nachmittagsminimum  ist  im  Sommer- 

halbjahr sehr  tief  und  tritt  normal  zwischen  3h  und  4"  p.  ein 

(also  nicht  verspätet).  Auffallend  ist  die  grosse  tägliche  Variation 

des  Barometers  im  April,  Mai  und  Juni  und  dann  wieder  im 

September.  Auf  Pikes  Peak  ist  die  tägliche  Variation  im  März 

und  im  October  am  grössten. 

Der  tägliche  Gang  des  Barometers  auf  Pikes  Peak  zeigt 

die  Erscheinungen,  die  wir  schon  vom  Säntis  und  Sonnblick 

her  genauer  kennen  und  für  den  Sommer  nun  auch  vom  Mont- 

blanc. Das  Vormittagsmaximum,  das  auf  dem  Sonnblick  in 

3100 m  im  Sommer  erst  gegen  3h  Nachmittags  eintritt,  findet 

man  auf  Pikes  Peak  schon  um  Mittag  (wie  auf  dem  Montblanc), 

das  Nachmittagsminimum  fällt  im  Sommer  auf  6h  p.  (wie  auf 

dem  Sonnblick  und  Montblanc);  das  Abendmaximum  ist  etwas 

verfrüht,  ganz  besonders  im  Frühling  und  Herbst;  der  frühe 

Fintritt  des  Maximums  zu  dieser  Jahreszeit  ist  mir  nicht  recht 

verständlich. 

Ich  will  hier  den  täglichen  Barometergang  im  Sommer  für 

die  drei  Stationen  Sonnblick,  Montblanc  (Observ.-Vallot)  und 

Pikes  Peak  vergleichend  nebeneinanderstellen.  Die  relative 

Höhe  ist  für  die  Montblanc-Station  am  grössten,  für  Pikes  Peak 

und  Sonnblick  wohl  nicht  sehr  verschieden;  es  ist  aber  in  allen 

Fällen  schwer,  die  Mächtigkeit  der  unteren  auf  den  Barometer- 

gang der  Gipfelstation  wirksamen  Luftschichte  einigermassen 

zutreffend  anzugeben.  Von  der  Mächtigkeit  dieser  Luftschichte 

und  der  Amplitude  der  täglichen  Temperaturvariation  in  der- 

selben wird  die  Grösse  der  thermischen  Druckvariation  an  der 

oberen  Station  bestimmt  (die  Phasenzeiten  derselben  scheinen 

ziemlich  constant  zu  sein)  und  damit  der  Charakter  der  ganzen 

täglichen  Barometer-Oscillation.  Es  ist  desshalb  eine  grössere 
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Übereinstimmung  des  täglichen  Barometerganges  in  gleichen 

absoluten  Höhen  unter  gleicher  Breite  und  selbst  in  gleichen 

relativen  Höhen  nicht  zu  erwarten. 

Täglicher  Gang  des  Barometers  im  Sommer. 
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In  der  Breite  des  Sonnblick  ist  die  Amplitude  der  doppelten 

täglichen  Oscillation  etwa  0*27  mm,  in  jener  des  Montblanc 

0  33  und  in  jener  von  Pikes  Peak  etwa  0-53  im  Meeresniveau 

(0-43  zu  Colorado  Springs). 

Die  fortschreitende  Annäherung  des  Vormittagsmaximums 

an  die  normale  Kintrittszeit  desselben  mit  abnehmender  Breite 

oder  besser  mit  zunehmender  Amplitude  der  doppelten  täg- 

lichen Oscillation  ist  begreiflich;  durch  die  beträchtliche  Grösse 

derselben  kommt  trotz  der  Interferenz  mit  der  ganztägigen 

Schwankung,  welche  des  Vormittagsmaximum  abschwächt 

und  über  den  Mittag  hinaus  zu  verschieben  sucht,  die  normale 

Kintrittszeit  immer  mehr  zur  Geltung;  in  den  Tropen  selbst 

bemerkt  man  ja  auch  in  sehr  grossen  Höhen  keine  Verschiebung 

der  Phasenzeiten  der  doppelten  täglichen  Oscillation.  Dazu 

kommt  aber  noch  an  den  obigen  Stationen  die  Verfrühung  des 
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Eintrittes  des  Maximums  der  ganztägigen  Welle 

Sonnblick  Ax  —  182, 

Montblanc  Ax  —  198, 

Pikes  Peak  Ax  =  219. 

Dies  wirkt  im  gleichen  Sinne;  auf  Pikes  Peak  tritt  das 

Maximum  der  ganztägigen  Welle  um  2l/2  Stunden  früher  ein 
als  auf  dem  Sonnblick. 

Die  Verhältnisszahlen  der  Amplitude  der  halbtägigen  Oscil- 

lation  gegen  jene  der  ganztägigen  Druckschwankung  Quotient 

(ws :  *?,)  sind: 

Sonnblick  0-51, 

Montblanc   0-42, 

Pikes  Peak  0*65. 

Das  Morgenminimum  und  bemerkenswertherweise  auch 

das  Nachmittagsminimum  treten  an  den  drei  Stationen  so  gut 

wie  gleichzeitig  ein;  das  Abendmaximum  beim  Montblanc  da- 

gegen sehr  verfrüht. 

Die  Constanten  der  täglichen  Oscillation  des  Barometers 

sind: 
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Die  ganztägige  Schwankung  ist  in  dem  trockenen,  im 

Sommer  heissen  Thale  von  Colorado  Springs  sehr  gross.  Auf 

Pikes  Peak  ist  die  thermische  Druckschwankung  auch  sehr 

gross.  Die  doppelte  tägliche  Oscillation  zeigt  gegen  die  Basis- 

station eine  Verspätung  von  etwas  über  drei  Viertelstunden. 

Diese  Erscheinung  und  die  Verkleinerung  der  Amplitude  im 

Sommer  um  20%  (AVinter  dagegen  fast  normal)  glaube  ich  in 

einer  früheren  Abhandlung  auf  ihre  Ursache  zurückgeführt  zu 

haben.1 

Die  beobachteten  Amplituden  a2  sind  0-290,  0*240  und 

0*263,  die  auf  die  gleiche  Höhe  reducirten  (451 : 010)  Amplituden 

a.,  von  Colorado  Springs  dagegen  0*312,  0*332,  0*314.  Im 

Winter  ist  der  Unterschied  sehr  klein,  wenn  aber  die  grosse 

thermische  Druckschwankung  im  Sommerhalbjahr  kommt,  ver- 

mindert sie  die  Amplituden  sehr  merklich  auf  79°  0  des  normalen 

Betrages. 

Die  correspondirenden  Beobachtungen  der  beiden  Stationen, 

die  einen  Höhenunterschied  von  2452  ;;/  haben  bei  einer  hori- 

zontalen Distanz  von  bloss  19  *3  £#«  (Winkelerhebung  793), 

laden  dazu  ein,  die  Verhältnisse  der  von  mir  schlechthin  .ther- 

mische Druckschwankung«  genannten  Barometervariation  auf 

dem  Gipfel  von  Pikes  Peak  zu  berechnen.  Dies  soll  im  Folgenden 

geschehen. 

Die  Grundlagen  der  Rechnung  sind: 

äb  =  M  :  AT'-; 

setze  ich,  um  die  Luftfeuchtigkeit  zu  berücksichtigen,  wie 

früher  zz  203°  (%  -  0*0038),  somit  R  =  30-37;  b  ist: 

Winter  445*0,  Frühling  und  Herbst  455*0,  Sommer  456*5; 

Mitteltemperatur:  Winter  (oben  — 151,  unten  —0*0)  —7*8, 

Frühling  und  Herbst  (-7*9,  8*7)  0*4,  Sommer  (0*0,  17*0;  85, 

somit  T-  255°,  263°  und  272°.  Dies  gibt: 

|  Winter   0*553, 
db~     Frühling  und  Herbst..  0-531, 

'  Sommer    0*498. 

1  Weitere  Untersuchungen  über  die  tägliche  Oscillati-m  des  Baroinet^Ts. 

Denkschriften  LIX,  1892,  S.  317.  Separatabdr.  S.  31. 

«lab.  d.  mathem  -naturw.  Cl.;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  9 
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Reducirt  man  die  pxqx  und  p2q2  von  Colorado  Springs  mit 

dem  Factor  451  :  610  =  0-739  auf  die  Seehöhe  des  Gipfels  von 

Pikes  Peak,  zieht  diese  Werthe  von  den  dort  beobachteten  plql 

und  ptq%  ab,  so  repräsentirt  der  Rest  die  thermische  Druck- 

schwankung auf  dem  Gipfel,  welche  durch  die  periodische 

Hebung  und  Senkung  der  Flächen  gleichen  Druckes  in  Folge 

des  täglichen  Wärmeganges  in  der  zwischenliegenden  Luft- 

schichte hervorgebracht  wird.  Man  erhält  so: 

Winter. 

;'i  </i 

Colorado  Springs,  reducirt.  .  +  M47  -4-251    -4-  •  0 1 9  —  311 

Pikes  Peak,  beobachtet  —  •  1 93  —  •  294   -+-'115  —  •  206 

Pikes  Peak— Colorado  —  340  —  Ö45  -+-'096  -h-045 

Die  negativen  Vorzeichen  von  px  und  qx  und  die  positiven 

von  und  q.,  sind  charakteristisch  für  den  täglichen  Wärme- 

gang;  die  Differenz  charakterisirt  sich  schon  dadurch  als  ein 

reiner  Wärmeeftect;  die  obigen  Amplituden  repräsentiren  aber 

Druckschwankungen;  die  entsprechenden,  ihnen  zu  Grunde 

liegenden  Temperaturschwanklingen  erhält  man  durch  die 

Division  mit  den  obigen  Factoren,  also  im  Winter  durch  Division 

mit  0*503  oder  Multiplication  mit  rund  1  *81.  Auf  diese  Art  ist 

die  folgende  kleine  Tabelle  entstanden. 

Thermische  Druck  Schwankung  auf  dem  Gipfel  von 

Pikes  Peak. 

I 

I ! 

Winter  |— *340  -  -54:»  '096  '045  21 t?9Y>4?9 

Frühling  und  Herbst . 

Sommer  

I 

Jahr  . 

•;.;>;  -1-090  -089  -t43207*l  31 -9  1*2250*168 

I    '    •     ■    !  | •  4:>  1  -  •  $7Jv  •       •  1 1 0  20:  •  3  29  -8  0 •  9S4  0  •  1 2 5 

i I 

450  —  •  S30  •  082  •  ■  100  20$  •  3  39  ■  4  0  ■  948 
I  i  i I  I 

;      ■       .     I  : 

0*129 
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Tägliche  Oscillation  des  Barometers.  1 3 1 

Täglicher  Gang  der  Temperatur  in  der  Luftschichte 

zwischen  Colorado  Springs  (1856  m)  und  Pikes  Peak 

(4308m).  Höhendifferenz  2452  m. 

Winter  1  9  16  sin  (2 1 1  -9+*)+0-  19  sin  (64- 9  +  2*) 

Frühling  u.  Herbst  .  2  •  30  sin  (207  ■  1  +*)+<)•  17  sin (31  «9+  2x) 

Sommer  1  89  sin  (207  -3+*)  +  0-  13  sin  (29 -8 4-2*) 

Jahr  l-80sin(208-3-h*)4-0-24sin(39-4H-2^ 

Beobachteter  Gang  der  Lufttemperatur. 

Jahr   3952  sin(230?8-+-*)+0-69sin(60-84-2*). 

Im  Frühling  und  Herbst  hat  die  »thermische  Druck- 

schwankung« auf  dem  Gipfel  von  Pikes  Peak  eine  Amplitude 

von  1*2  mm,  was  einer  Temperaturvariation  in  der  unter- 

liegenden 2452  m  mächtigen  Luftschichte  von  2?3  entspricht 

(Tagesschwankung  also  496). 

Diese  Rechnungsergebnisse  gewinnen  grösseres  Interesse, 

wenn  man  sie  mit  dem  beobachteten  Temperaturgange  unten 

und  oben  vergleicht.  Die  folgende  Tabelle  enthält  diesen  Tem- 

peraturgang für  die  drei  Jahreszeiten  (Winter,  Frühling  und 

Herbst,  Sommer,  je  vier  Monate).  Der  tägliche  Gang  in  den  ein- 

zelnen vier  Monaten,  die  in  ein  Mittel  zusammengesetzt  wurden, 

ist  in  der  That  sehr  übereinstimmend,  nur  Mai  und  Juni  unter- 

scheiden sich  von  Juli  und  August  an  der  unleren  Station  in 

merklichem  Grade,  aber  eigentlich  auch  nur  in  den  Amplituden. 

Nimmt  man  das  Mittel  aus  dem  oben  und  unten  beobachteten 

täglichen  Wärmegange,  so  erhält  man  den  aus  den  Thermo- 

meterablesungen sich  ergebenden  Wärmegang  in  der  Luft- 

schichte zwischen  Colorado  Springs  und  Pikes  Peak.  Die  letzte 

Gleichung  ist  ein  Ausdruck  für  diesen  beobachteten  Wärme- 

gang und  gestattet  einen  Vergleich  mit  dem  aus  dem  Gang  des 

Barometers  berechneten  Wärmegange. 

Man  findet  wieder  die  bekannten  Differenzen.  Das  Baro- 

meter ergibt  eine  viel  geringere  Temperaturvariation  als  die 

Beobachtung,  die  Amplitude  ist  nur  halb  so  gross  (198  gegen 

3?5)  und  der  Eintritt  der  Extreme  erscheint  verspätet  um 

l1/*  Stunden,  das  ist  etwas  weniger,  als  man  anderswo  rindet. 

9* 
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Täglicher  Gang  der  Temperatur. 

Abweichungen  vom  Tagesmittel.  (Grade  Celsius.) 

Colorado  Springs Pikes  Peak 
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Man  hat  allen  Grund,  anzunehmen,  dass  der  berechnete  Tem- 

peraturgang mit  dem  wahren  Gange  der  Lufttemperatur  viel 

mehr  übereinstimmt  als  mit  jenem,  der  dem  Mittel  der  oben  und 

unten  am  Thermometer  abgelesenen  Temperaturen  entspricht. 

Die  folgende  kleine  Tabelle  zeigt  die  Unterschiede  zwischen 

Beobachtung  und  Rechnung  mehr  im  Detail. 

Täglicher  Gang  der  Temperatur  (Jahr)  in  der  Luft- 

schichte  zwischen  Colorado  Springs  und  Pikes  Peak. 

2452«/  Höhendifferenz. 

Abweichungen  vom  Tagcsmittel  (Grade  Celsius). 

Zeit beobachtet berechnet Zeit beobachtet berechnet 

'  Mitternacht 

_2?2 
-0?7 Mittag 

3*2 

1*0 

1  ■ 

-2  5 
-10 

1 3  7 1-5 

2 
—2  8 

-1-3 2 
8  0 1-8 

1  3 

—30 -1*5 
3 3-8 

1-9 
4 

-32 

-  1-7 4 3-5 
19 

5 i —3-3* -1-8* 
5 2-7 

1-7 
6 

—  31 
-  1  -7 6 1-7 1-4 

7 —  2-4 —  1-5 7 0-8 

l- 1 
:  s 

-10 
—  1-  2 8 —o-i 

0-7 
9 03 

-0-7 9 -0-7 
03 

10 1  6 —0-1 

10 

-1-3 —0- 1 

1  11 24 
0-4 

1  1 

—  1-8 

1 
• 

-0-4 

Amplitude  beobachtet  

»        aus  der  Luftdruckvariation  berechnet. 7?2 3-7 

Herr  Park  Mo  rill  hat,  wie  ich  schon  erwähnt  habe,  direct 

aus  den  Barometerständen  oben  und  unten  durch  Umkehrung 

der  hypsometrischen  Formel  die  Temperaturen  für  jede  Stunde 

in  jedem  Monate  berechnet.  Der  Vergleich  zwischen  seinen  und 

meinen  Rechnungsergebnissen  zeigt  eine  fast  vollständige 

Ubereinstimmung,  wie  dies  ja  zu  erwarten  war  und  sein  muss. 

Im  Jahresmittel  ist  sein  Ergebniss: 
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Minimum  5h  a   — 3?2, 

Maximum  2U  p   -4-3*8. 

-  .    tet  ̂ Mittel  aus  dem  Gange  in  den  12  Monaten): 

Minimum  5h  a   — 290, 

Maximum  3*  2hp...  +2*3. 

Diese  Amplitude  ist  ein  wenig  grösser  als  die  von  mir 

gefundene,  4*3  statt  397.  Das  kommt  wohl  daher,  dass  Herr 

|\  Morill  die  Temperatur  für  jede  Stunde  in  jedem  Monate 

gerechnet  hat,  während  meinem  Resultate  die  mittleren  Baro- 

nieterstände  von  je  4  Monaten  zu  Grunde  liegen,  wodurch  die 

Temperaturcurve  etwas  verflacht  werden  muss. 

Die  Übereinstimmung  der  Resultate,  die  nach  den  beiden 

doch  sehr  verschiedenen  Methoden  gefunden  worden  sind,  ist 

von  einigem  Interesse.  Meine  Methode  der  Berechnung  der 

w  ahren  Lufttemperatur  ist  einfacher  und  eleganter  und  bietet 

zugleich  vom  physikalischen  Standpunkte  viel  grösseres  Inter- 

esse als  die  einfache  Umkehrung  der  Barometerformel.  Sie  ent- 

hüllt Wirkung  und  Ursache  in  klarer  Weise,  indem  sie  zuerst 

die  thermische  Druckschwankung  in  der  Höhe  uns  vor  Augen 

führt  und  aus  dieser  unmittelbar  durch  Multiplication  mit  einem 

Factor  den  zu  Grunde  liegenden  Gang  der  Temperaturvariation 

hinstellt. 

Der  tägliche  Gang  des  Barometers  auf  dem  Montblanc  (Ob- 

servatorium Vallot)  und  zu  Chamonix  (nebst  Bludenz). 

Der  zweite  Band  der  »Annales  de  l'Observatoire  Meteoro- 

logique  du  Montblanc.  J.  Vallot.  Paris  1890«  enthält  die  Ergeb- 

nisse von  Registrirungen  des  Luftdruckes  am  Observatorium 

in  4358  m  (»aux  bosses«),  d.  i.  rund  400  in  unterhalb  des 

höchsten  Gipfels,  bei  den  Grands  Mulets  und  zu  Chamonix.  Die 

Tabellen  enthalten  diesmal  die  einzelnen  Stundenwerthe  (aber 

keine  Monatsmittel,  welche  erst  gerechnet  werden  mussten), 

während  im  ersten  Bande  nur  Diagramme  enthalten  waren.  Sie 

eignen  sich  daher  zu  einer  genaueren  Ableitung  des  täglichen 

Ganges  des  Barometers,  als  mir  dies  früher  möglich  war  (siehe 
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Tägliche  Oscillation  des  Barometers.  1  35 

»Beiträge  zum  täglichen  Gange  der  meteorologischen  Elemente 

in  den  höheren  Luftschichten«,  diese  Sitzungsber.,  Jänner  1894, 

S.  [67]  17).  Ich  habe  hier  nur  die  completen  Monate  und  einige 

incomplete,  aber  an  drei  oder  zwei  Stationen  gleichzeitige, 

Reihen  der  Berechnung  unterzogen. 

Die  Ergebnisse  der  Temperatur-Registrirungen  sollen  in 

einem  dritten  Bande  veröffentlicht  werden. 

In  Chamonix  (Barometer  in  1088  m)  funetionirte  ein 

compensirter  Barograph  Richard  (grosses Modell),  der  in  einem 

Raum  mit  sehr  geringer  Temperatur-Variation  aufgestellt  war 

und  zudem  öfters  mit  einem  Quecksilberbarometer  Tonnelot 

verglichen  wurde. 

Bei  den  Grands  Mulets  funetionirte  ein  gleicher  Baro- 

graph, aber  mit  grösseren  Unterbrechungen.  Die  Ergebnisse 

stimmen  nicht  gut  mit  jenen  vom  Sonnblick  und  lassen  sich 

auch  nicht  gut  mit  jenen  am  Montblanc  in  Übereinstimmung 

bringen. 

Montblanc,  Observatorium  (Barometer  in  4359  m).  Hier 

funetionirte  seit  1891  neben  dem  gewöhnlichen  Barographen 

Richard  (grosses  Modell)  noch  ein  registrirendes  Quecksilber- 

barometer (Richard),  dessen  Angaben  von  der  Temperatur 

unabhängig  sind;  1  mm  ist  gleich  3  mm  im  Autogramm.  Ich 

habe  nur  die  Ergebnisse  der  Registrirungen  des  Quecksilber- 

barometers verwendet;  es  liegen  aber  ausserdem  auch  jene  des 

Aneroidbarogiaphen  Richard  publicirt  vor. 

Man  ist  Herrn  Vallot  zu  grossem  Danke  verpflichtet,  dass 

er  sein  Observatorium  derart  der  Wissenschaft  dienstbar  ge- 

macht und  die  Kosten  nicht  gescheut  hat,  den  seltenen  Schatz 

seiner  Beobachtungsergebnisse  zur  Publication  zu  bringen  und 

damit  der  allgemeinen  Benutzung  zugänglich  zu  machen. 

Die  erste  Tabelle  enthält  die  correspondirenden  stündlichen 

Uiftdruckmittel  von  Chamonix,  Grands  Mulets  und  Montblanc. 

Die  zweite  Tabelle  enthält  alle  Ergebnisse  der  Registrirungen 

des  Quecksilberbarographen  am  Observatorium  Vallot.  Ich 

habe  sie  in  ein  Sommer-,  Herbst-  und  ein  Gesammtmittel  zu- 

sammengefasst.  Die  dritte  Tabelle  enthält  sämmtliche  Registri- 

rungen zu  Chamonix,.  soweit  sie  ganze  Monate  umfassen,  im 

Manzen  von  7  Monaten  des  Sommerhalbjahres. 
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Zur  besseren  Ausnützung  des  Raumes  wurden  in  die 

Tabelle  auch  die  Ergebnisse  der  Luftdruckregistrirungen  zu 

Bludenz  aufgenommen,  welche  eben  zur  Verfügung  standen. 

Die  Luftdruckregistrirungen  zu  Bludenz,  soweit  sie  reducirt 

sind,  umfassen  zwei  volle  Jahre,  Juli  1893  bis  inclusive  Juni 

180").  Wir  verdanken  diese  Registrirungen  Herrn  Baron  Otto 

v.  Sternbach,  dem  hochverdienten  Beobachter  der  meteoro- 

logischen Station  Bludenz. 

Bludenz  ist  eine  Thalstation  wie  Chamonix,  aber  in  einem 

erheblich  tieferen  Niveau;  der  umgebende  Bergkranz  ist  wesent- 

lich niedriger,  das  Thal  der  III  mündet  aber  frei  in  das  grosse 

Rheinthal;  vielleicht  sind  die  erheblich  tieferen  Nachmittags- 

minima  des  Barometers  diesem  Umstände  zuzuschreiben. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  Constanten  des  täglichen 

Barometerganges  an  den  oben  bezeichneten  Stationen.  Chamonix 

(und  Bludenz)  zeigen  den  charakteristischen  Barometergang  der 

Thalstationen,  Montblanc  jenen  einer  hohen  Gipfelstation.  Die 

Phasenzeiten  der  ganztägigen  Oscillation  sind  umgekehrt  gegen- 

über jenen  der  Thalstation,  die  Amplitude  derselben  grösser 

als  unten.  Die  doppelte  tägliche  Oscillation  auf  dem  Montblanc 

zeigt  in  den  Phasenzeiten  die  charakteristische  Verspätung  um 

eine  halbe  Stunde  und  mehr  und  die  Amplitude  ist  fast  genau 

im  Verhältniss  des  niedrigeren  Luftdruckes  vermindert,  also 

ganz  normal  (Juli.  August  beobachtet;  •15(3.  berechnet  nach 

b :  ß%  "159;  October  beobachtet;  -173,  berechnet  *169;  als 

Mitte!  (4  Monate  genau  in  127  Tagend  beobachtet:  "141,  be- 

rechnet: •  14Ö;  nur  der  September  macht  eine  Ausnahme,  die 

also  wohl  als  durch  eine  Störung  veranlasst,  anzusehen  ist.1 

Der  Barometergang  bei  den  Grands  Mulets  ist  ganz  abnorm 

durch  die  überaus  kleine  Amplitude  der  doppelten  täglichen 

Oscillation  und  die  exorbitante  Amplitude  der  ganztägigen 

1  Rechne:  man  die  beiden  September  esnxeln.  so  erhält  man  für  die  halb- 

ta.-f-tc  Barometcrschu-.ir.kjn}; 

September  l$$t :  0'  137  str.  v!20*7-i-2  iV. 

September  0'  I2Ö sin  vidi  V^*  t«. 

IVr  <m  ><e  l'-tersch::d  in  den  Phaseniciten  macht  es  w*hrs<heinlich.  dass 

•SC"  September         e-.r.er  Anomale  unicrv.e^t 
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Tägliche  Oscillation  des  Barometers. 137 

Oscillation.  Es  ist  desshalb  vorderhand  am  besten,  von  dieser 

Station  bei  weiteren  Untersuchungen  und  Schlüssen  keinen 

Gebrauch  zu  machen. 

Die  harmonischen  Constanten  des  täglichen  Ganges 

des  Barometers  zu  Montblanc,  Grands  Mulets  und 

Chamonix  (und  Bludenz). 

Wl 

* 

Ii 

A, 

A.  Correspondirende  Werthe 

Juli,  August  1892 

Chamonix  

Grands  Mulets.  .  . 

Sept.  und  Oct.  1891 

Montblanc 

Octobcr  1891  : 

Grands  Mulets. . . 

Montblanc  

•291 

•183 
•090 

—  •220 

57?8 

•  118 —  •  582 

•098 

—  •042 

168-6 

—  •113 
—  •353 

•105 
— -1 16 

197-8 •201 
•042 •058 

—  •240 

78-2 

-023 -  253 

•081 

-110 

185-2 •225 

—  027 

•050 

—  247 

96-8 

•094 

—  •470 

•0615 
—  •123 

168-11 
-012 —  •250 

•100 

—  •  141 

182  8 

157?7    -344  -238 

1 13-2, 

1379 

166-4 

168-6 

593 

'371 

•  205 

254 

2  2  Ii 

107 

156 

■247 

136 

252 
•479  •  140 
•250  173 

B.  Nichtcorrespondirende  Mittel 

Chamonix  (6  Mon.1) 

Montblanc  (4  Mon.'-) 
- 

•261 

•123 •094 

—  •  195 

648 

154-3 

•289! 

—  052 
—  •288 

•090 

—  •108 

190-5 
140-2 

293 S  I  t 
141 

Bludenz 

Winter  

—  •017 

•  143 

•052 

—  •250  353-2 

168-3 

•  144 

•255  i 

Frühling  u.  Herbst.  . 

•267 

•221 •083 

—  •297:  50-4 

164-4 

•346 

•308 

•296 
•283 

092 
— -280!  463 

161-8 

•409 
4294 

• 

•182 
•216 

•076 

—  •276  40-1 

i 164-6 

•282 
•286 

1 

1  Juli,  August,  September,  also  Sommer. 
-  Juli— October. 
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Aus  den  correspondirenden  Luftdruckregistrirungen  auf 

dem  Montblanc  und  zu  Chamonix,  am  Fusse  desselben,  können 

wir  nun  auch  die  thermische  Druckschwankung  beim  Observa- 

torium Vallot  ableiten,  sowie  daraus  die  tägliche  Variation  der 

wahren  Lufttemperatur  in  der  Luftschichte  zwischen  Chamonix 

und  Montblanc. 

Die  Elemente  der  Rechnung  sind  für  die  Periode  Juli  bis 

August  1892  (50  Tage): 

Temperatur  (beiläufig)  7=  267,  b~  448  mm,  h  —  3271m, 

b:By  d.  i.  4481  671  =0*668;  R  wie  oben:  RT^.bh—  1-48. 

Chamonix,  reducirt  auf 

Montblanc   195  -123  060  — -147 

Montblanc   —113  —  353  -105  —  116 

Montblanc— Chamonix  .  —  308  —  476  -4--045  -+--031 

Dies  gibt: 

Thermische  Druckschwankung  auf  dem  Montblanc. 

0-566  sin  (212?9-4-.v)  +  0-055  sin  (5594-f-2.t). 

Täglicher  Wärmegang  in  der  Luftschichte  zwischen 

Montblanc  und  Chamonix  (Mächtigkeit  derselben  3271  m). 

Hochsommer. 

0?84  sin  (212-9-Kr)  +  0-Ü8  sin  (dd-4  +  2x). 

In  meiner  oben  citirten  Abhandlung1  hatte  ich  aus  den 

ke^'istrirungen  von  Vallot  auf  dem  Montblanc-Gipfel  selbst 

mit  Zuhilfenahme  nicht  correspondirender  Luftdruckaufzeich- 

ntingen  zu  Genf,  Turin  und  Mailand  für  eine  4400  m  mächtige 

LufKchichte  gefunden: 

0-98  sin  (203°  +  .r)4-0-17  sin  (15°  +  2x)y 

filvj,  so  weit  zu  erwarten,  vollkommen  übereinstimmend. 

1  Ixric  Sitzungsbcr.,  Jänner  1894:  .Täglicher  Gang  der  meteorologischen 
t  i'.n.fui*  im  den  höheren  Luftschichten«. 
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Das  jetzt  erzielte  Resultat  ist  natürlich  verlässlicher,  und 

zwar  aus  mehrfachen  Gründen.1 

Im  Mittel  der  zwei  Hochsommermonate  hat  also  die  tag- 

liche Variation  der  Temperatur  in  der  Luftschichte  zwischen 

Chamonix  und  Montblanc  (Observatorium  Vallot)  von  3270  m 

Mächtigkeit  eine  Amplitude  von  nur  197,  und  das  Maximum 

tritt  um  4h  Nachmittag  (d.  i.  etwas  unerwartet  früh),  das  Mini- 

mum um  4h  Morgens  ein  (soweit  man  das  zweite  Glied  ver- 

nachlässigen kann). 

Bei  der  Ableitung  der  Mittehverthe  des  täglichen  Baro- 

meterganges für  Frühling  und  Herbst  zu  Colorado  Springs  und 

zu  Bludenz  ist  mir  der  Unterschied  zwischen  Frühling  (März, 

April)  und  Herbst  (September,  October)  aufgefallen;  an  beiden 

Orten  haben  die  beiden  Frühlingsmonate  besonders  tiefe  Nach- 

mittagsminima.  Um  zu  sehen,  wie  weit  die  Übereinstimmung 

geht  und  etwa  eine  charakteristische  Erscheinung  für  die 

Thalstation  ist,  habe  ich  die  Differenz  Frühling — Herbst  ge- 
bildet 

Das  Resultat  ist  folgendes: 

1  Die  Rechnung  mit  Beiziehung  der  Beobachtungsergebnisse  an  der 

Station  bei  den  Grands  Mulets  ergibt: 

Temperaturgang   in   der  Luftschichte   zwischen  Chamonix  und 

den  Grands  Mulets  (Mächtigkeit  derselben  1931  m). 

l?8l  sin(205?Ö4-*)-+-0'31  sin  (14?8h-2*). 

Dieses  Resultat  sieht  recht  plausibel  aus.  Das  nächste  aber  nicht: 

Temperaturgang  in  der  Luftschichte  zwischen  den  Grands  Mulets 

und  dem  Observatorium  Vallot  (Mächtigkeit  der  Luftschichte  1340  ;«). 

0-88  sin  (302 ? 7  +*)  +0 '29  sin  (164*1-1-2*). 

Die  Phasenzeit  ist  unmöglich,  Maximum  etwa  I0h  Vormittags,  auch  die 

Amplitude  ist  zu  gross.  Das  Mittel  aus  den  beiden  Resultaten  (mit  Rücksicht 

auf  die  Mächtigkeit  der  beiden  Luftschichten  gebildet)  müsste  mit  dem  im  Texte 

gegebenen  Wärmegang  übereinstimmen,  was  nicht  der  Fall  ist.  Die  ganztägige 

Variation  des  Luftdruckes  ist  bei  den  Grands  Mulets  zu  gross,  die  halbtägige 
zu  klein. 
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Unterschied  im  täglichen  Barometergange  zwischen 

März,  April  und  September,  October. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

12 

Bludenz 

Vormittag 

Nachmitt. 

•08 

-•07 

•  10 

-13 
1 •16  -20 

-•20-29 

| 

•23 

-•34 

•29 

-•32 

1 •291  -19 

-•29  -'12 

•  12 

-•05 

•04 

-•01 

•00 

07 

-•03 

•09 

Colorado  Springs 

Vormittag 

Nachmitt. 

-•10 

•oo 

-•07 

-•05 

-•05 

-•09 

00 

--10-- 10 

•06|  -11 

J 

-•  1 1 

•25 

-•20 

•36 

-•29 

•43 

-•32 

•42 

-•40 

•22 

-•19 

•21 

Es  ist  also  wenig  Gemeinsames  in  diesen  Differenzen.  Zu 

Bludenz  sind  die  Nachmittagsminima  tiefer  im  Frühling,  Vor- 

mittags ist  der  Luftdruck  höher  als  im  Herbst;  zu  Colorado 

Springs  verhält  es  sich  ziemlich  umgekehrt,  es  ist  im  Frühling 

der  Luftdruck  Abends  höher,  Vormittags  tiefer  als  im  Herbst. 

Obgleich  also  das  Ergebniss  dieser  kleinen  Abschweifung 

ein  negatives  ist,  glaube  ich  dasselbe  nicht  unterdrücken  zu 

sollen,  da  die  Tabellen  mit  den  Monatsmitteln  des  täglichen 

Ganges  zu  einer  Vergleichung  des  täglichen  Ganges  im  Früh- 

ling und  Herbst  herausfordern. 

Wie  zu  erwarten,  liegt  der  Unterschied  im  täglichen  Gang 

zwischen  Frühling  und  Herbst  nur  in  der  Verschiedenheit  der 

ganztägigen  Barometerschwankung,  denn  drückt  man  die  obige 

Differenzreihe  durch  Sinuscurven  aus,  so  erhält  man: 

Unterschied   im  täglichen  Barometergang  Frühling 

bis  Herbst. 

Bludenz  0-254  sin(  13?5H-  .v)+0  040sin(14597-+-2*) 

" iflEgd u  S p  1 1  n  g *  .  o  J '  < ")  s i  n  ( 1 28  •  5  -4-  x)  4- 0  •  049  sin  (204  •  0  +  2 x) 
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Juli  und  Aug.  1892  i 
50  Tage September  1 und  Oct.  1891 

1 

Octobcr  1891 

Cha- 
monix 

Grands 

Mulets 
Mont- 
blanc 

Cha- 
monix 

Mont- 

blanc j 

Cha- 

monix 
Grands 

Mulets 
Mont- 

blanc 

Höhe  1088 3021 4359 1088 4359 
1088 

3021 
4359 

I    ....  i Luitdruck. . . 0/12 rot»  t 

a  34  •  1 
448*3 , 

(570  •  8 
446*  4  j 

008*  1 
(5288) 

444*0 
Mitternacht 

•37 

•24 

-05 

•28 
•14 

•30 

•16 

07 1 

•27 
•02 

-•19 

•  19 

•03 

•24 

00 

-01 

2 

•19 

—  •19 
-•31 

•06 

-•13 

06 

-  •  10 

—  •17 

3 

•08 

—  •39 
—  •46 

—06 
-•25 

-•12 —  •40 —  •29 

4 
•06* 

—  •54 
-•BOT 

-09 

-•36 
-•17 

-•46 
-•38 

5 

•11 

-•67* 

—  •49 

-•13* -•43* 
-•20* 

—  •54 

-•44* 

6 

•15 

—  •64 —  •40 
—  •05 

—  •41 —  •  15 

—  •61* 

—  •41 

7 IS 

-•60 
-•36 

•03 

—  •35 

-02 

-•52 -•28 

8 
12 

-•56 
-•24 

•14 

-•23 

•11 

-•36 

—  •10 

9 

•09 

—  •48 
—  •06 

17 

—  •12 

17 

—  •24 

•00 

10 

•06 

-  36 

•05 

•11 

-03 

•02 

-•10 

•09 

11 

-09 
-•21 

•16 

•00 

06 

-■04 -06 

15 

Mittag 

-•22 

•06 
•21 

-•16 

•04 

-•20 
-•03 

•08 

1 

—  •33 

•10 

•28 

-•30 

•04* 

-32 

•00 
•06 

2 

-•37 

•20 

•24 

—  •40 

•08 

-•41 

•04 

03* 

3 

-•52 

•29 

•22 

-•44* 

•08 

-•45* 

•15 

•05 

4 —  •55* 

•37 
•24 

-■34 

•06  ! 

—  •31 

•21 

•04 

5 

-•54 

•44 
•17 

-  •  23 

•12 

—  •11 

•29 

11 

6 

-•37 

•45 

•17* 

-•09 

•17 

•03 
•44 •  19 

7 

-•06 

•51 

•25 

•  10 

•20 

•20 •57 
•26 

8 

•20 

•56 

36 

•25 

•32 

•27 

52 

•  20 

9 

•40 

•53 

•34 

•33 

•87 

•38 •50 

84 

10 

•39 

•49 

•27 

•85 

•28 

•40 
•43 

•18 

11 

•38 

.39 

•08 

•30 

•20 
•33 •  29 •  22 

Mittel 

•25 

•39 

•26 

•19 

•21 

•21 

•30 •18 
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Täglicher  Gang  des  Barometers  auf  dem  Montblanc 

(4359;;/).  Observatorium  Yallot. 

Sept. 
1891 

Octob. 

1891 
Juli 
1892 

August 
1892 

Sept. 
1S92 

Juli  und  Sept.  u. 

August  October 

Allg. 

Mittel 

I agc .... 
1 

°4 

—  * «.o 19 31 

1  30 

50  77 

Mittern. 

•07 

1 

-•24 

•08 

—  -OS 

—  •05  *05 

02 

1 

•06 

i 

—  •01 —  •40 

1 

— -o.v  —  17 

i  i —  19  —-05 

—  MO 

2 
• —  M" 

-17 

—  -oi ; 

—  MS 

1  • 

—  -29 

i 
—  •31  —20 

—  •24 

3 

-•21 —  •29 —  *57 

— -3S 

-  '39 

i  i 

—  •46  —-31 

—  •36 

4 

-•34 —  •38 

— -58j 

—  •49 —  -39 

—  •53*   —  37 

—  -37 

5 

-42 —  •44 —  49 

l 

—  •49 —  36 

1 _-49  |  —-40* 

-44* 

6 

--42 

j 

—  •41 

-•35! 

—  •43 

 -23 

1 
—  •40  —34 

—  •37 

*  , 
—  •42 

— -2S —  •31 —  *39 

 ■  io 

1 

—  •36  —25 

—  -30 

8  i —  •37 
—  •  10 

-19 

1 

—  •27 

—  -04 

—24  1  —16 

—  19 

9 

—  •23 

•00 

1 

05'
 

—  •  14 

•06 

1 
—  •06  —-04 

-05 

10  i 

—  •16 

09 13 

—  01 

•  16 

•05  04 

04 1 1 
—  •04 

1 

•  15 

i 

} 

•30 
•06 

•  15 

•16  -09 

•11 

i 
Mittag 

 -02 

•OS 

1 

i 

•36 •  1  1 

M2 
•21  -07 

•12  | 

1 03 
■ 

■  06 

1 

•37 

•21 
•  14 

■28         08  IG 

•12 •03, 

'3li 

19 
1 

•13 

i 
24  09 

•15 

3 

•11 

•24: 

•20 

•  15 

{ 

•22  |  Ml 

-15 

4 

•09 

•04 

"2S 

•  °  1 
•  14 

•24  |  -09* 
15 

•12 •  1  1 

-24 
•12 

M4 17  13 

•14* 

6 

•  15 

•lv 

Mi» 

•  16 

•16 

•17*  M6 

•  17 

1 

.  Q— 

**  '  l 
•26 

•24 

•25 

•13 

i 
•25  -21 

•23 

'  *  i 

-3> 

•26 •34 
•37 -20 

36  27 

31 

9 

•39 

•34 

i 

•$2 

i 

•36 •l> 

•34  29 
31 

iö 

•3> 

MfJ 

-2-.' 

•31 

0> 

•27  -20 

•23 

1 1 

•32 

.  <■»-■» 

•02 

M2 

•02 

•OS  17 14 

Mittel M I 

•23 

•  17 

-26  17 

•20 

447-9  ! 

44S-6 447-2 

44S-3  4467 447  35 
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Die  halbtägige  Barometerschwankung  ist  im  Frühling  und 

Herbst  fast  genau  die  gleiche,  die  ganztägige  erheblich  ver- 

schieden. Der  Unterschied  in  derselben  hat  fast  die  gleiche 

Amplitude  an  beiden  Orten,  die  Phasenzeiten  desselben  aber 

sind  recht  verschieden;  zu  Bludenz  erreicht  die  positive  Diffe- 

renz ihr  Maximum  schon  bald  nach  5h  Morgens,  zu  Colorado 

Springs  aber  erst  zwischen  9  und  10h  Abends.  Auf  den  Witte- 

rungscharakter bezogen,  gleicht  die  erste  DifTerenzencurve 

(Bludenz)  vollkommen  der  Differenz  im  Barometergang  zwischen 

heiteren  und  trüben  Tagen,  die  letztere  (Colorado  Springs) 

nähert  sich  der  Differenz  trüb— heiter.  Da  Colorado  Springs 

mehr  Frühlings-  als  Uerbstregen  hat,  so  könnte  man  in  der 

That  die  Ursache  des  Unterschiedes  in  dem  Witterungs- 

charaktcr  der  beiden  Jahreszeiten  suchen;  für  Bludenz  aber 

würde  das  nicht  anzunehmen  sein;  auch  in  Bezug  auf  die  In- 

solation stehen  sich  März,  April  und  October,  September  wohl 

ziemlich  nahe,  namentlich  mit  Rücksicht  auf  die  grössere  Be- 

wölkung im  Frühlinge. 

Täglicher  Gang  des  Barometers  zu  Säo  Paulo. 

Der  mir  kürzlich  zugekommene  Jahresbericht  1896  der 

Commissäo  Geogr.  e  Geolog:  de  S.  Paulo.  Secc.  Met.  enthält 

den  fünften  Jahrgang  der  stündlichen  Barometeraufzeichnungen 

zu  Säo  Paulo  in  Brasilien. 

Da  von  der  südlichen  Erdhälfte  nur  wenige  mehrjährige 

Reihen  stündlicher  Luftdruckauf/.eiehnungen  bisher  bekannt 

gemacht  worden  sind,  so  hielt  ich  es  für  nützlich,  Mittelwerthe 

aus  den  fünfjährigen  Registrirungen  zu  Säo  Paulo  abzuleiten 

und  die  harmonischen  Constituenten  des  täglichen  Barometer- 

ganges  daselbst  zu  berechnen.  Dieselben  folgen  hier  an- 

schliessend, während  die  Stundenwerthe  selbst  im  Anhange 

mitgetheüt  werden. 

Die  erste  Rechnung  ergab  für  den  offenbar  zu  niedrigen 

Werth  von  für  den  April  -»309,  mit  diesem  und  den  übrigen  1 1 

unmittelbar  aus  den  Beobachtungen  folgenden  Werthen  wurde 

die  Rechnung  wiederholt  und  ergab  die  berechneten  Resultate 
für  ür 
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Harmonische    Constituenten   des   täglichen  Ganges 

des  Barometers  zu  Säo  Paulo. 

23°  33'  S  Br.,  46°  38'  W.  755  m.  5  Jahre  (1892-1896). 

i 
Fi 

4\ r2 

l 

.., 

ai 

H 

0* 

berech. 

Jänner  .  . . 

•021 

•344 
•295 

-•558 

3*5 

152-2 

•345 
•631 

620 

Februar  . . 

•024 
•268 

•343 

—  •511 

5-1 
146-2 

•269 
•611 

•634 

März  .... 

•010 

•253 
•335 

-•550 

23 
148-6 

•253 

644 
635 

i  i 
Apnl  .... 

•006 

,OIQ 
16 1 .CIO 

—  '548 

1  ° lo/ '  1 

.218 

o9o 

•  Ol  O 

Mai 051 

•231 
•241 

—  543 

12-5 156- 1 

•273 

•594 

•588  ! 

J  i  int 
•  t  87 •  VIA 

A  •  1 I  Do 

Juli  
—  •022 

•332 

•293 

—  •520 

356-2 150-6 

•333 

•597 

604 

August  . . 

•049 
•342 

•304 

—  "557 

8-2 1514 

•346 •635 

•640 

September 

•022 
•253 

•208 
-•638 

4-9 
161  -9 

•254 

671 661 

October  . . 068 

•276 •  140 -•648 

13-8 167-8 

•284 

•663 

•653 

November 

•093 •27t> 

•148 
-•580 

18-6 165-7 

•291 
•599 

.630 

December 

•051 
•344 

233 

-•588 

8-5 
1584 

•348 
•632 

•614* 

Jahr 

•032 

•277 
•277 

—  •564 

6-6 
153-8 

•279 
•626 

•623 

a,  =  0-021  sin  (157 +0-025  sin  (334-6+2*). 

Die  Amplituden  der  halbtägigen  Oscillation  zeigen  wieder 

die  beiden  Maxima  zur  Zeit  der  Aquinoctien,  d.  i.  im  März  und 

September,  und  das  Hauptminimum  im  Juni,  was  desshalb 

besonders  bemerkenswerth  ist,  weil  dies  auch  auf  der  nörd- 

lichen Hemisphäre  gleichzeitig  der  Fall  ist,  welche  doch  die 

entgegengesetzte  Jahreszeit  hat.  Der  jährliche  Gang  der  Ampli- 

tuden der  ganztägigen  Barometerschwankung  bietet  nichts 

Bemerkenswerthes  dar. 

In  den  Jahrgängen  1895  und  1896  der  meteorologischen 

Publication  der  »Commissäo  Geographica  e  Geologica  de  Säo 

Paulo«  finden  sich  auch  für  Santos  an  der  Küste  die  stündlichen 

Barometeraufzeichnungen  in  Monatsmitteln  mitgetheilt.  Ich 

habe  die  Jahresmittel  des  täglichen  Barometerganges  daselbst 

berechnet  und  für  das  Jahr  1896  auch  für  die  Zeitabschnitte  No- 

vember—Februar, März,  April  mit  September  und  October,  dann 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  CL;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  10 
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Mai — August,  also  den  Sommer,  d.  i.  die  Regenzeit  mit  niedrigem 

Barometerstand,  die  beiden  Übergangsjahreszeiten,  und  den 

relativ  trockenen  und  heiteren  Winter.  Nachstehend  folgen  die 

Stundenwerthe  des  Barometers  in  Abweichungen  von  dem 

Tagesmittel. 

Täglicher  Gang  des  Barometers  zu  Santos,  1896. 

23°  56'  S  Br.   17  m. 

December  Marx,  ApriUj       Mai      ,  Jahr 

bis        September.  ■       bis   ■  
Februar       October   I    August  1896  1895 

Mitternacht 
•36  ' 

•30  , 

•27 

•31 

—  — 

1 

•03  1 
•06  , 

•12 

•07 

—  •04 

o M 

  . 

08 

—  20 

—  •28 

3 

—  52 
—  54 

•27 

—  "44 
—  •47 

4 

— "  57 

-•59 

•37 

—  •51 —  47 

5 

—  '52 
—  •52 

•39 

—  •48 

--2S 

6 
—  09  . 

-  -  23 

•23 

—  •18 

•Ol 

• 

'2»3 
•  16 

14 

•19 

36 

S 

•47 

•54 

•49 

*  50 

•66 

9 

•<v> 

•7£ 

■ss 
•7S 

•79 

10 

•67 

-79 

1 

10 

*8ö 

•  t 

II 

•47 
-  60 

■70 
•59 

•50 

24 

*  29 

•33 

•29 

•13 

1 

—  •07 

•  25 

—  12 

 .  2~ 

^ 

--30 

53 

—  -40 —  -55 

3 

—  ■62 

SO 

—  -66 —  •68 

4  *  7 *^ 

—  64 

 .  ~«» 

—  -68 
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-  54 

•  58 

—  -58 
—  ■55 

—  •47 
—  37 

41 

—  -42 
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 •  •  * 

'  1 

— '  1 5 —  •10 

8 

■  • 

•  !  [ 

•r. •16 

•36 

2?  ' 

•34 
•37 

• 
■  - 

•  > 
•45 

•54  1 

-4> 

•45 

"44 

54 

•45 

-39 

Mit:«: 

•4: 

•  • 

4: 

-4" 

■  5  2 
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1  VA 

• 

7-  -  4 
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Tägliche  Oscillation  des  Barometers. 147 

Die  Amplituden  der  täglichen  Barometervariation  sind  zu 

Santos  auffallend  klein,  namentlich  wenn  man  sie  mit  jenen  von 

Rio  Janeiro  vergleicht,  das  nur  um  1  0  dem  Äquator  näher  liegt. 

Es  sieht  fast  so  aus,  als  wäre  durch  ein  Versehen  bei  der  Re- 

duetion  der  Barogramme  der  Scalenwerth  der  Ordinaten  zu 

klein  genommen  werden. 

Charakteristisch  sind  die  Unterschiede  der  täglichen  Varia- 

tion nach  den  Jahreszeiten.  In  dem  nassen,  trüben  Sommer 

ist  das  Vormittagsmaximum  wenig  grösser  als  das  Abend- 

maximum, das  ist  ja,  wie  Herr  Buchan  und  ich  gezeigt  haben, 

an  trüben  Tagen  im  Allgemeinen  der  Fall,  die  heiteren  Tage 

haben  dagegen  ein  grosses  Vormittagsmaximum  und  ein 

kleines  Abendmaximum,  wie  wir  dies  in  der  That  auch  zu 

Santos  im  trockenen  hellen  Winter  bemerken. 

Die  Constanten  des  täglichen  Barometerganges  zu 

Santos. 

Sommer  (Xov.-Fcbr.) .  . 

Herbst  und  Frühling.  . 

|  Winter  (Mai-Aug.)  . . . 
Jahr  1896   

Jahr  1897   

Pi 

9t 

133 

126 

—•006 

—  •055 

—  026-250 

—  •029  M70 

•310  --550 

357-4 
•  300 j— -553  336-7 

150-  6 

151-  5 299  --542  354  - 1  151-1 

-  -015  -21  1 1  - 173  —-578  355-9  163  3 

I       l  l! 

133 

•631 

•  137 

•629 

251 

•619 

•  173 

•626 

•211 •604 

1 

Die  kleine  tägliche  Variation  des  Barometers  zu  Santos 

resultirt  also  zunächst  daraus,  dass  die  ganztägige  Schwankung 

:n  drei  Viertheilen  des  Jahres  sehr  klein  ist,  wahrscheinlich 

durch  Superposition  einer  localen  täglichen  Variation  (in  Folge 

der  Land-  und  Seewinde  oder  Gebirgswinde),  welche  gegen 

die  normale  allgemeine  ganztägige  Schwankung  entgegen- 

gesetzte Phasenzeiten  hat,  auf  diese  letztere.  Aber  auch  die 

halbtägige  Oscillation  hat  zu  kleine  Amplituden,  wie  folgender 

Vergleich  zeigt. 

Rio  de  Janeiro  at  —  0  827,  Säo  Paulo  freducirt  mit  B/b)  0  0  .  0, 

dagegen  Santos  nur  0-615,  also  offenbar  zu  klein.  Die  Ampli- 

tude der  ganztägigen  Variation  ist  zu  Rio  de  Janeiro  0*40,  zu 

Säo  Paulo  0-28,  zu  Santos  0-19. 

10* 

Digitized  by  Google 



148 J.  Hann, 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  noch  den  Versuch  machen,  den 

wahrscheinlichsten  Werth  der  mittleren  Amplitude  der  doppelten 

täglichen  Barometer-Oscillation  am  Äquator  nach  den  jetzt  vor- 

liegenden Beobachtungen  zu  ermitteln. 

Die  Orte,  deren  berechneter  täglicher  Barometergang  dazu 

benützt  werden  kann,  lassen  sich  aus  meinen  beiden  grösseren, 

in  den  Denkschriften  der  kais.  Akademie  enthaltenen  Abhand- 

lungen entnehmen,  zum  Theil  auch  der  vorliegenden  Abhand- 

lung. Zur  Ergänzung  will  ich  noch  den  von  mir  berechneten 

täglichen  Gang  des  Barometers  zu  Loanda,  an  der  äquatorialen 

W  estküste  Afrikas,  hier  anführen1  und  jenen  von  Dar  es  Salam 

an  der  Ostküste  neu  berechnet  hinzufügen. 

Die  Constanten  des  täglichen  Barometerganges  zu 

S.  Paul  de  Loando,  8°  49'SBr.,  13°  V  E.  59  tu  - 

berechnet 

L 

Jänner. . 

Februar. 

Man  .  .  . 

Apnl . . . 

Mai  . . . . 

Juni 

Juli  

Aü  crast  . . . 

Septerr.ber 

October. .  . 

Noverr.ber . 

Decctr.ber . 

11 

14 

15 

15 
14 

i:> 

1.7 

16 12 

11 

Jakr. 

13-4 

6 

9 

5 
i 

1 
9 

i 

4 

5 

o 

149-4 

145-9 149S 

156-7 

156-8 

löS- 1 

153-  6 

j  157-1 

I  160-5 

160  -S 154  4 

|  150-9 

154-  5 

029 

110 

071 

074 

902 

915 

016  i 
023 
061 

026 

045 047 

1*019 

824 

845 

939 942 

S27 

S16 

827 

854  j 

SSO  | 

SS6 

S91 

860  I 

S60* 

839 

S76 

917 

916 

871 

820 

809 

843 889 

901 

873 

838 

866 

he  Meieorol.  Zeitschrift,  XXXI  Rd  S.  191. 

lucirt  aufs  Mocraaiveau,  0'>65  mm. 
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Tägliche  Oscillation  des  Barometers. 149 

Freiherr  v.  Danckelman  hat  mir  vor  längerer  Zeit  die 

Stundenmittel  des  Luftdruckes  zu  Dar-es-Saläm  für  die 

10  Monate  December  1895  bis  September  1896  mitgetheilt.  Ich 

habe  daraus  den  folgenden  täglichen  Gang  des  Barometers 

abgeleitet.  Dar  es-Saläm  liegt  im  deutschen  Schutzgebiete,  an 

der  äquatorialen  Ostküste  Afrikas,  gewissermassen  dem  vor- 

genannten Orte  gegenüber. 

Täglicher  Gang  des  Barometers  zu  Dar-es-Saläm, 
6°  49'S  Br. 

I 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

'  Vorm.J-07 

Nachm. '--08 

-•38 

-7, -  -53I-  -49 

-1-20I-I-33 

-  -24 

-1-11 

•  10 

-86 

•67 

-•49 

l  -11 -  -10 
1-37 

•30 

1-35 

•50 

1-04 

•45 

•52 

•28 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  die  Gleichung  (x  —  0  für 

Mitternacht): 

B  =  760-44»  +0-575  sin(345-2+.t)  +  0-913  sin(15598H-2*) 

Auf  ein  Jahresmittel  reducirt  (es  fehlen  ja  October  und 

November)  ergibt  sich  die  Amplitude  a2  —  0'922. 

Nach  der  früher  mitgetheilten  Formel  für  die  Abnahme  der 

Amplitude  at  mit  der  geographischen  Breite,  kann  man  bis  10° 

Entfernung  vom  Äquator  unbedenklich  das  einfache  Cosinus- 

Gesetz  gelten  lassen;  bei  5°  beträgt  das  Glied  0*573  sin2rp  cos2^ 

bloss  0  004  im«  und  auch  bei  10°  erst  0  017  mm,  liegt  also 

unter  der  Fehlergrenze  der  Bestimmung  von  ar 

Ich  gehe  demnach  so  vor:  Ich  nehme  die  Werthe  von  a% 

für  alle  Orte,  welche  innerhalb  10°  N  und  S  vom  Äquator  liegen 

und  dividire  dieselben  durch  cos2<p,  um  sie  auf  den  Äquator  zu 
reduciren. 

Derart  finde  ich,  indem  ich  nach  Osten  um  die  Erde  fort- 

schreite: 

1  Mit  Schwcrc-Corrcction  und  im  Mecresniveau,  Mittel  eines  Jahres. 
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<** 

<** 

bcobacht. reducirt 

i\arnerun, 

>  Ol 

ö M fl  •  ßftQ 
.    U  ÖÖV 

raui  uc  L,oanaa, 
o 
o AQ c 

.    U  ÖOO 
VJ  OOt) 

uar-es-oaiam, 
a 
o 

4u Q QQ  IßT? «5»   1 D  r., .  . .     U        — w 

oingapore, 
i l 1  o 

N, 

103  51  E.  . 

.  u  yo-t 
Batavia, 6 

11 

s, 

106  50  E.  . 
.  0-950 

0-961 

Finschhafen, 6 34 

s, 

147  50  E. . .  0-890 

0-891 

Jaluit, 5 

55 

s, 

169  40  E. . .  0-840 

0*849 

San  Jose, 9 

56 

N, 

84  8W.. 

.  0-9181 

0-946 

SchitTsbeobachtunge 

n,2
 4°
- 

-10°  unter  allen 
Längen  .  . 

.  0-925 

Mittel  0-919 

Als  wahrscheinlichster  Werth  der  Amplitude  at  am  Äqua- 

tor muss  desshalb  jetzt  0  92  angesetzt  werden.  Angot  ist  dem- 

selben sehr  nahe  gekommen. 

1  Reducirt  mit  B  :  b. 

-  Von  den  Schiffsbcobachtungcn  in  der  Nähe  des  Äquators  nehme  ich  nur 

folgende  (die  beobachteten  a%  sind  auf  Jahresmittel  reducirt  worden  mittelst  der 

auf  S.  67  angegebenen  Correctionen  für  die  einzelnen  Monate): 

a>  bcob. 

a%  corr. 
a2  red. 

» Novara« 35  Tage, 

•948 
•954 

►Donau» 40 5-9  »   

•879 
•889 

•898 

»Novara« 
40  » 

8-0  »   

•995 

•927 
•946 

»Novara« 
40  » 

•875 •902 

Das  Mittel  ist  0-925. 
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SITZUNGSBERICHTE 

DER 

KAISERLICHEN  AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN. 
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CVII.  BAND.  II.  HEFT. 

ABTHEILUNG  IL  a. 
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IV.  SITZUNG  VOM  3.  FEBRUAR  1898. 

Erschienen:  Monatshefte  für  Chemie,  Bd.  18,  Heft  X  (December  1897). 

Der  Vorsitzende,  Herr  Vicepräsident  Prof.  E.  Suess, 

gibt  Nachricht  von  dem  am  28.  Jänner  d.  J.  erfolgten  Ableben 

des  inländischen  correspondirenden  Mitgliedes  dieser  Gasse, 

Herrn  k.  u.  k.  Feldmarschall-Lieutenant  a.  D.  Moriz  Freiherrn 

von  Ebn er- Eschenbach  in  Wien. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  durch 

Krheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Der  prov.  Secretär  theilt  die  seit  der  letzten  Clas^en- 

sitzung  vom  Commando  S.  M.  Schiff  »Pola«  eingelaufenen 

Telegramme  ddo.  Suakim,  20.  Jänner,  und  Djeddah,  28.  Jänner, 

m  mit,  wonach  sich  an  Bord  Alles  wohl  befindet. 

Ferner  ist  ein  zweites  Telegramm  aus  Suakim  ddo. 

20.  Jänner  eingelangt,  worin  das  Mitglied  des  wissenschaft- 

lichen Stabes  der  Expedition  S.  M.  Schiff  »Pola«,  Herr  Regie- 

rungsrath J.  Luksch,  berichtet,  dass  an  diesem  Tage  das  an 

der  dortigen  Küste  als  Beobachtungsstation  etablirte  Pola- Lager 

von  Beduinen  angegriffen,  der  Angriff  aber  ohne  jeden  Verlust 

abgeschlagen  wurde. 

Das  Organisations-Comite  des  III.  internationalen  Con- 

gresses  für  angewandte  Chemie  ladet  die  kaiserliche 

Akademie  der  Wissenschaften  zur  Theilnahme  an  diesem  im 

Monate  Juli  d.  J.  in  Wien  tagenden  Congresse  durch  Ent- 

sendung einiger  Delegirter  ein. 

Der  prov.  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Arbeiten  vor: 

!.  »Beitrag  zur  infinitesimalen  Geometrie  der  Inte- 

gralcurven«,  von  Herrn  Prof.  Johann  Sobotka  an  der 

k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien. 

i  r 
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2.  -Die  Gurke«,  von  Dr.  J.  Zawodny  in  Rotholz-Jenbach 

(Tirol): 

Herr  Dr.  W.  Pascheies,  Assistent  am  Rudolfshospital, 

übersendet  eine  Mittheilung:  »Versuche  über  Quellung«, 

welche  an  ältere  Experimente  anknüpft  (vergl.  Akad.  Anzeiger. 

1897.  Nr.  II  — III  und  Archiv  für  die  gesammte  Physiologie, 

Bd.  97,  1897). 

Der  Leiter  der  vorjährigen  ärztlichen  Mission  zum 

Studium  der  Bubonenpest  nach  Bombay,  Herr  Dr. 

Hermann  Franz  Müller  in  Wien,  überreicht  folgende  Theile 

des  Berichtes  über  die  wissenschaftlichen  Ergebnisse  dieser 

Mission: 

I.  Historischer  Theil:  »Zur  Geschichte  der  österrei- 

chischen Pestcommission*. 

II.  Wissenschaftlicher  Theil:  A.  »Klinische  Unter- 

suchungen-. 

Herr  Dr.  R.  A.  Weithofer,  Ober-Ingenieur  zu  Parschnitz 

(Böhmen  )  überreicht  eine  Abhandlung:  »Zur  Frage  der  gegen- 

seitigen Altersverhältnisse  der  mittel-  und  nord- 

böhmischen Carbon-  und  Permablagerungen». 
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V.SITZUNG  VOM  10.  FEBRUAR  18DS. 

Erschienen:  Sitzungsberichte,  Bd.  10G,  Abth.  H.a.,  Heft  VII  (Juli  1S97) 

und  Abth.  III,  Heft  VI  — VII  (Juni-Juli  1897). 

Der  Vorsitzende,  Herr  Vicepräsi dent  Prof.  E.  Suess, 

gibt  Nachricht  von  dem  am  <>.  Februar  d.  J.  erfolgten  Ableben 

des  ausländischen  correspondirenden  Mitgliedes  dieser  Ciasse, 

Herrn  ( ieheimrathes  Professor  Dr.  Rudolf  Leuckart  in  Leipzig. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  durch 

Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Herr  Heinrich  Friese  in  Innsbruck  dankt  für  die  ihm 

bewilligte  Subvention  zur  Herausgabe  des  4.  Bandes  seines 

Werkes  über  die  »Bienen  Europa's«. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  O.  Stolz  in  Innsbruck  übersendet 

eine  Abhandlung:     Zur  Erklärung  der  absolut  conver- 

genten  uneigentlichen  Integrale-. 
• 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Franz  Kxner  legt  die  folgenden 

zwei  in  seinem  Institute  ausgeführten  Arbeiten  vor: 

1.  »Messungen  an  Flammen-  und  Tropfelektroden«, 

von  Dr.  E.  v.  Schweidler. 

2,  »Über  die   galvanische   Polarisation  fester  und 

geschmolzener  Salze-,  von  O.  Singer. 

Ferner  legt  derselbe  die  XI.  Mittheilung  der  von  ihm  in 

( iemeinschaft  mit  Herrn  Dr.  K.  Haschek  ausgeführten  Unter- 

suchung: -Über  die  ultravioletten  Funk enspectra  der 

Elemente«  vor. 
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166 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  J.  Hann  überreicht  eine 

Graz  Land*. 

Das  w.  M.  Herr  Director  E.  Weiss  überreicht  eine  Ab- 

handlung von  Dr.  Anton  Schobloch,  welche  eine  definitive 

Bahnbestimmung  des  von  Brorsen  am  20.  Juli  1847  in 

Altona  entdeckten  Kometen  1847  V  enthält. 

Der  Vorsitzende  tjjeiltden  Inhalt  eines  von  dem  Mitglicde 

des  wissenschaftlichen  Stabes  der  Expedition  S.M.  Schiff  »Pola«, 

Herrn  Regierungsrath  Prof.  J,  Luksch,  eingelangten  Schreibens, 

ddo.  Suakim,  23.  Jänner  1898.  mit. 

Abhandlung:  »Uber  die  Temperatur  von  Graz  Stadt  und 
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Über  die  Temperatur  von  Graz  Stadt 

und  Graz  Land 

von 

J.  Hann, 
w.  M.  k.  Akad. 

In  meiner  Abhandlung  über  die  Temperaturverhältnisse 

der  österreichischen  Alpenländer.  III.  (diese  Sitzungsberichte. 

Juni  1885.  S.  141 1  habe  ich  die  Temperaturmittel  von  Graz  für 

die  Periode  1851  — 1880  mitgetheilt  und  hervorgehoben,  das^ 

die  Beobachtungsreihe  des  Herrn  Rospini  durch  ihre  Homo- 

genität von  besonderem  Werthe  ist,  aber  ihre  Ergebnisse  bezüg- 

lich der  Temperatur  als  »Stadttemperaturen«  bezeichnet  werden 

müssen. 

MitOctober  1884  begann  Herr  Prof.  Karl  Prohaska  seine 

meteorologischen  Aufzeichnungen  in  Graz,  die  als  Parallel- 

beobachtungen zur  Constatirung  der  localen  Einflüsse  auf  die 

Temperatur  in  verschiedenen  Theilen  der  Stadt  Graz  von  sehr 

grossem  Interesse  geworden  sind.  Die  Temperaturaufzeich- 

nungen erlitten  allerdings  während  der  Sommerferien  stets 

eine  Unterbrechung  (nicht  so  die  Regenmessungen),  sind  aber 

trotzdem  zur  Ableitung  der  constanten  Temperaturdifferenzen 

gegen  die  Localität.  wo  Rospin i  seit  langem  beobachtet  hat, 

vollkommen  brauchbar,  da  diese  Temperaturdifferenzen  nur 

eine  geringe  jährliche  Periode  haben  und  namentlich  im  Sommer 

fast  constant  bleiben. 

Mit  Juli  1890  endlich  beginnen  die  meteorologischen  Auf- 

zeichnungen am  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität, 

die  nun  regelmässig  fortgeführt  werden. 
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168  J.  Hann, 
* 

Es  bestanden  derart  wenigstens  während  einiger  Jahre 

gleichzeitig  drei  Temperaturstationen  in  Graz,  welche  den 

Finfluss  der  Örtlichkeit  auf  die  Ergebnisse  der  Temperatur- 

beobachtungen in  interessanter  und  lehrreicher  Weise  zu 

bestimmen  gestatten. 

Die  mir  zur  Benützung  zugänglichen  Beobachtungsergeb- 

nisse von  Rospin i  reichen  bis  1892  inclusive,  die  Beobach- 

tungsreihen von  Prohaska  von  October  1884  bis  Jänner 

1896,  die  Reihe  am  physikalischen  Institut  von  Juli  1890  bis 

December  1897. 

Ich  will  dieselben  nun  benützen,  um  durch  Differenzen  der 

correspondirenden  Monatsmittel  alle  Reihen  auf  die  Periode 

1851  — 1880  zu  reduciren  und  derart  unmittelbar  vergleichbar 

zu  machen. 

I.  Temperaturmittel  der  Beobachtungsreihe  Rospini  und 

Prohaska.  I.  Reihe  (red.  Stadttemperaturen). 

Rospini's  Station  befindet  sich  in  dem  Hofraum  des 
Hauses  Nr.  13  in  der  Bürgergasse,  im  östlichen  Theile  der 

inneren  alten  Stadt  (nahe  dem  Dom).  Die  Thermometer  sind 

an  einem  .Messingkreuz  ohne  Beschirmung  vor  einem  Fenster 

des  ersten  Stockwerkes  angebracht,  das  nach  NNW  sieht.  Das 

dreistöckige  Haus  hat  auch  einen  Flügel  auf  der  WSW-Seite, 

ganz  nahe,  so  dass  die  Sonne  die  Thermometer  nie  treffen 

kann.  Der  Hofraum  ist  nicht  geräumig,  gegenüber  dem  Fenster 

ein  niedriges  Dach,  das  wohl  auch  stets  beschattet  bleibt, 

ringsum  sehr  hohe  Häuser.  Bei  der  sehr  constanten  Windstille 

in  Graz  ist  die  Temperatur  in  diesem  Hofe  die  einer  engen, 

wenig  gelüfteten  Gasse. 

Von  October  1884  bis  April  1880  hat  Herr  Prof.  Prohaska 

gleichfalls  in  der  Stadt,  Salzamtsgasse  (Stiftsgasse)  beobachtet, 

welche  in  die  Bürgergasse  einmündet.  Das  Thermometer  war 

gleichfalls  ohne  Beschirmung,  allgemeine  Situation  ähnlich, 

jedoch  gegen  N  freier  (Gärten). 

Die  Temperaturmittel  für  die  Station  Rospini  (Bürger- 

s^assc  131  (Beobachtungstermine  7'1,  2",  10  .  reducirt  aul  wahre 
Mittel)  sind: 
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1 70 J.  Hann, 

Die  30-  und  40jährigen  Mittel  sind  aus  den  Lustre- Mitteln 

gerechnet,  so  dass  die  Zehntelgrade  richtig  sind. 

Die  Beobachtungen  von  Prof.  Prohaska  in  der  inneren 

Stadt  1884  — 1880  stimmen  last  vollkommen  mit  jenen  von 

Kospini,  nur  im  Herbst  sind  sie  um  093  im  Mittel  niedriger. 

Die  Übereinstimmung  ist  bemerkenswert}-),  weil  die  Art  der 

Aufstellung  der  Thermometer  von  jener  von  Kospini  doch 

recht  verschieden  war. 

Temperatur  Graz.  Stiftgassc,  reducirt  auf  1851  — 1880. 

Jänn. Febr. März  April  J  Mai  t  Juni  i  Juli 
Aug. 

Sept.  Oct.lNov.  Dec.  Jahi 

'  1 

I 
-2-2  0*1 

I  ■ 

3  •  1» 
9*8    14-31  18-2 

19-8 

190 
1    1    ■  i 

15-01  9- «i  2-9  -1  •«  9  09' 

i    1        .  ; 

II.  Temperatur  von  Graz  obere  Stadt  und  Graz  Land. 

Zur  Ableitung  derselben  dienen  die  verschiedenen  späteren 

Beobachtungsreihen  von  Prohaska  und  diejenigen  der  Station 

I.  Ordnung,  welche  seit  Juli  1890  am  physikalischen  Institute 

der  Universität  besteht.  Ich  will  mich  zunächst  mit  der  Tem- 

peratur an  dieser  Localität  befassen. 

Das  physikalische  Institut  steht  in  der  oberen  Stadt  (Bezirk 

Oeldorf),  die  Seehöhe  ist  aber  nicht  wesentlich  grosser  als  jene 

der  Station  Rospini's.  Die  Umgebung  des  Institutes,  das  früher 
frei  stand,  ist  jetzt  allseitig  ziemlich  verbaut,  wenn  auch  für  die 

Umgebung  der  Thermometerhütte  noch  ziemlich  viel  freier 

Luftraum  übrig  geblieben  ist,  der  nun  wohl  constant  erhalten 

bleiben  dürfte.  Die  Thermometerhütte  belindet  sich  auf  der 

Nordseite  eines  Flügels  des  Gebäudes,  sie  ist  sehr  geräumig 

und  luftig,  den  NW-  und  X-Winden  frei  ausgesetzt,  gegen 

Besonnung  allseitig  (im  Osten  durch  den  nahe  befindlichen 

Aufbau  tür  die  kleine  Sternwarte)  geschützt.  Da  sie  aber 

ziemlich  massiv  aus  Holz  construirt  ist,  dürften  wohl  die 

Extreme  doch  etwas  abgestumpft  werden.1  Dazu  kommt  die 

1  Die  Temperatimnaxitna  dürften  zu  niedrig  sein,  sie  erheben  sich  wenig 

über  die  von  Rospini.  die  Minima  sind  weniger  beeinflußt 
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grosse  Luftruhe  in  Graz,  welche  die  Localeinflüsse  sehr  be- 

günstigt. Vor  der  Thermometerhütte  (die  Thermometer  und 

der  Thermograph  Richard  befinden  sich  3  m  über  dem  natür- 

lichen Bjden)  ist  eine  relativ  grosse  VViesenfläche.  die  nach 

starkem  Regen-  und  Thauwetter  zeitweilig  sehr  feucht  ist  und 

theilweise  unter  Wasser  steht. 

Da  ich  von  den  Beobachtungsergebnissen  Rospin  i's  nur 
jene  bis  Ende  1892  benützen  konnte,  habe  ich  die  Temperatur 

am  physikalischen  Institute  auch  durch  Differenzen  gegen 

Bruck  und  Leoben  auf  die  Normalperiode  zu  reduciren  gesucht. 

Bruck  liegt  40  km  nach  NNW  in  einem  ziemlich  grossen  Berg- 

kessel, Leoben  eben  so  weit  (Luftlinie)  nach  NW  hinter  dem 

Höhenrücken  der  Kleinalpe.  Herr  kaiserl.  Rath  Dr.  Schmidt 

beobachtet  zu  Bruck  mir  grosser  Sorgfalt  schon  seit  22  Jahren. 

Die  Temperaturdifierenzen  Universität— -Rospini  sind  fast 

vullig  constant,  so  dass  die  2l/t  Jahre  schon  sehr  verlässliche 

Mittel  geben. 

T  e  m  p  e  ra  t  u  rd  i  ff  e  ren  z  en.' 

Jänn.  Febr.  Marz  April  •  Mai  J  Juni 
Juli 

Aug.  1  Sept.  Oct. 
Nov. l)ec.  Jahr 

l 
• 

i  - 

Universität -Rospini.  2 
'/s  Jahre 

1 

1 

1 
IV, 

-I?7 
-1?7 ~1?3 

1 
-l?2  -1*36 

• 

Universität -Bruck.  7' .,  Jahre 

.  '»-5  -0-3j  0-3  1  0G  10 

0-6 
o-:» 0-4 

0-4  '  0-2 ' t 
0-3 0-4  0-45 

l 
« 

Universität  - l.eobcn.  4'  a  Jahre 

1 

« 

!  0-3;  0-4 1 

0-4    0  7  | 0-8  0-7 i  : 

■ 
0-: 

»»•0 

1 

o,! 

0-8 1  1 
1-0  .' 0-07  ! 1  1 

Die  Temperatur  von  Bruck  und  Leoben,  reducirt  auf  die 

Periode  1851  — 1880  musste  nun  auch  neu  bestimmt  werden. 

1  Dieselben  sind  hier  auf  Zehntelgrade  abgerundet,  zur  Reducthm  wurde 

die  zweite  Dccimalc  mitgenommen,  um  die  Zehntelt;rade  rechnunnsmässjg 
cr.rrcct  zu  bekommen. 
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1  72 J.  Hann, 

weil  ich  bei  Bearbeitung  der  Temperaturverhältnisse  der  Alpen- 

länder erst  eine  kürzere  Reihe  von  Temperaturbeobachtungen 

für  Bruck  und  Leoben  benützen  konnte.  Ich  theile  hier  die  neu 

abgeleiteten  Temperaturd i fterenzen  gegen  Graz  Rospini  mit. 

M  ittlere  Temperaturd  i  iTerenzcn.1 

Jänn.  Kebr  Marz  April  |  Mai  '  Juni  Juli Aug.  Sept.  Oct.  |  Nov.  Dcc. 

Jahr 

Leoben-Graz  Rospini,  11  Jahre  (1882—1892) 

-1-5  -1  1  -1-2 
-,•7 

,i 

1-9   2 -2  -2*3    2  2  -2'2  -  2*  |l  - 1  •  8  -2  0,  - 1  87 

Bruck 
a.  M.-Graz  Rospini,  1 7»  ̂   Jahre  (1875  —  1892) 

1  1 

l«7!  -0-9  -1-2 

1  
' 

-1»S 
 
-1  -6-1 

 
-7  -19 

-1*7 |-i-7  -r:>  1-4  i".t 

i  :>o 

Bemerk enswerth  ist  hier  das  Minimum,  das  die  Differenzen 

im  Februar  erreichen,  mit  anderen  Worten,  die  relativ  hohe 

Temperatur  der  beiden  Gebirgsorte  im  Februar  gegen  Graz, 

die  auch  noch  in  den  Differenzen  Universität — Bruck  hervor- 

tritt, ebenso  bei  Universität — Leoben  (auch  gegen  Leoben  kehrt 

sich  das  Zeichen  der  Differenz  zuweilen  um).  Man  hätte  eher 

das  Umgekehrte  erwartet,  dass  durch  die  grössere  Seehöhe 

und  länger  dauernde  Schneedecke  die  Differenzen  im  Vor- 

frühling zunehmen.  Ich  weiss  vorläufig  keine  Erklärung  für  die 

relativ  hohe  Temperatur  von  Bruck  und  Leoben  im  Februar 

und  März« 

Die  Verän  der  lieh  keit  der  Temperaturdifferenzen  zwi- 

schen Bruck  und  Graz  ist  folgende: 

Jänn, 1  Kcbf. Marz  April  Mai  Juni  Juli   Aug.  Scpt  i  Oct.   Nov.   Dec.  Jahr 

d'73  «.'•;> 7  0-32  0*23  U  36  0*3!  iV3Ü  0  29  0*32  0  20  o-49  o-55  0*13 

Der  wahrscheinliche  Fehler  der  Differenzen  berechnet  sich 

hieraus  durch  Multiplication  mit  dem  Factor  0*20.  er  beträgt 
also  selbst  im  Jänner  nur  0  l.\  sonst  zume&t  bloss  iVOV 

i  Steht:  .'.:e  N<     4t:fS.  171. 
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Bringt  man  die  obigen  Differenzen  an  das  30jährige  Mittel 

von  Graz  Rospini  an,  so  erhält  man  folgende  30jährige  Mittel 

für  Bruck  a.  M.  und  Leoben. 

Temperaturm ittel  1851  —  1880  (corr.i. 

Jänri.  Kebr  Marz  Apr.  Mai    Juni   Juli    Auj{   Sept.  Ott.  Xo\.  Dcc . ,  Jahr 

!  Bruck  -3-8-0-81  2 * 8:  8 •  4- 1 2 * 7  16 - 5j  1 8*0  17*4  13*6  8-7  l-8j-3  4  7*7 
I  I       I      i       i  •  i 

Leoben -3-6'-l-0|  2*8  8  2  12  3  16- 117-5  M3  9  13  0  8-1  1-4  -3-4  7-4 
i  II  i       •  ...  ■ 

Mittelst  dieser  30jährigen  Mittel  lassen  sich  nun  die 

entsprechenden  Temperaturmittel  (1851  —  1880)  für  Graz  Uni- 

versität ableiten.  Man  erhält  so  schliesslich: 

Mittlere  Temperatur  von  Graz,  Universität  1851  —  1880, 

a  reducirt  nach  Kospin i,  2-/f  Jahre,  b  reducirt  nach  Bruck 

a.  M.,  7l/i  Jahre,  c  reducirt  nach  Leoben.  4-/Ä  Jahre. 

Jänn  Febr.j; März '  Apr.  Mai  !  Juni  I  Juli  Aug.  Sept.  Oct.  Nov.  Dec.  Jahr 

a  1-3-3 

b  j  -3-3 
c  -30 

-PI 

06 

3-1    90|l3-6  17  1 

32    8  913-2116-9 
t 

18-2  17-4 13« 
8-7 

I  -9 

-2-«  7-9 

18-4  17s 

13-8 

9*0 
23 

-2-3  g« 1 

18-2  17-5 

13-»S 

8*6 

<» .  •» 
-2-5  80 

Mittel,  Weihe  b  mit  Gewicht  2 

-3-2  -1-0  3-1    8  9  13-3  10-9  18-3  17-ti  13-7!  8-8'  2-2  -2-4  8  0 

i         •    |    i    |    ■  ii. 

Die  bisher  für  Graz  angenommene  Temperatur  ist  dem- 

nach um  1?,J  zu  hoch:  der  Unterschied  ist  am  kleinsten  im 

Frühjahr,  am  grössten  im  Herbst.  Das  ist  bezeichnend.  Im 

Frühjahre  steigt  die  Stadttemperatur  langsamer  als  draussen 

im  Freien,  weil  die  Häuser  noch  kalt  sind,  im  Herbst  sinkt  sie 

langsamer,  weil  die  Häuser  noch  warm  sind  Da  nun  die 

Differenz  Stadt  — Land  positiv  ist,  so  nähern  sich  im  Früh- 

jahr die  Temperaturen  Stadt  und  Land  am  meisten,  sie  gehen 

dagegen  im  Herbst  am  weitesten  auseinander.  Ls  ist  dies 

allerdings  nicht  überall  so,  weil  die  Localeintlüsse  von  zu 
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1*4  J.  Hann, 

vielen  Umständen  abhanden.  Das  V'erhältniss  zu  Graz  darf 
aber  als  ein  normales  betrachtet  werden. 

Am  deutlichsten  tritt  die  Abstumpfung  der  Extreme  in  der 

Stadt  bei  den  Temperaturminimis  und  Maximis  hervor. 

Ich  habe  die  Differenzen  der  corrcspondirenden  Jahres- 

extreme gebildet  und  folgende  Resultate  erhalten: 

Differenzen   der  mittleren  Jahresextreme  der  Tem- 

peratu  r. 

Kospini— Leoben,  15  Jahre,  Minima  3?9,  Maxima —  2*7. 

Die  Maxima  sind  bei  Kospini  stets  niedriger,  die  Minima 

höher. 

Rospini— Prohaska  (obere  Stadt),  7  Jahre,  Minima  T>?2,  Maxima 

-2  7, 

also  das  gleiche  V'erhältniss. 

Universität — Bruck  a.  M..  8  Jahre,  Minima  1*9,  Maxima  —  1  ■  7. 

Die  Extreme  an  der  Universität  erscheinen  somit  etwas 

abgestumpft. 

Die  mittleren  Jahresextreme,  Mittel  von  20  Jahren  1873 

bis  1892,  Bruck  a.  M.  und  Universität  Graz  1 870  —  1 895  sind 

hiernach: 

Min.  Max.  .lahrcsehwankunn 

Graz  (Kospini)  —  14-3  29'0  43*3 

Graz  (Prohaska)  — I9"5  31  * 7  öl  Ii 

Graz  (Universität)  — 18*3  29*8  48-1 

Leoben  — 18*2  31  ■  7  49-9 

Bruck  a.  M  —20*2  31-.")  51 '7 

Man  sieht,  wie  die  Stadt  die  Kxtreme  abstumpft.  Die 

relativ  hohen  Maxima  der  Gebirgsthäler  (Leoben  und  Bruck 

a.  M.)  sind  gleichfalls  bemerkenswert!"». 

Die  absoluten  Extreme  waren:  Graz  Kospini  — 17?8  und 

30?ö,  Graz  Prohaska  — 23?9  und  ."/2°9  (unsicher,  weil  reducirt). 

Bruck  a.  M.  — 26?3  und  34*1. 

Beobach  tungsreihen  von  Prohaska  am  Rande  der 

oberen  Stadt.  Diese  Temperaturaufzeichnungen  bieten  beson- 

deres Interesse,  weil  sie  gestatten,  die  Frage  zu  beantworten. 
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wie  weit  die  Ergebnisse  von  Temperaturbeobachtungen  an  ver- 

schieden gelegenen,  einander  nahen  Punkten  übereinstimmen 

und  deshalb  auch  für  die  weitere  Umgebung  als  giltig  anerkannt 

werden  dürfen,  und  nicht  etwa  bloss  nur  für  den  Beobachtungs- 

ort selbst  gelten.  Es  ist  hier  nicht  von  Stadttemperaturen  die 

Rede,  deren  angenäherte  Constanz  schon  vorhin  besprochen 

worden  ist.1 

Die  Beobachtungsorte  von  Prof.  Prohaska  liegen  sämmt- 

lich  am  Rande  der  oberen  Stadt  und  nähern  sich  Freiland- 

stationen; namentlich  der  Beobachtungsort  Heinrichstrasse  48 

in  einem  grossen  Garten  gibt  sicherlich  die  Temperatur  von 

Graz  Land. 

Prof.  Prohaska  beobachtete  um  7\  2\  9\  das  Thermo- 

meter war  ohne  Beschirmung,  aber  als  aufmerksamer,  erfahrener 

Beobachter  wusste  er  sich  vor  den  Einflüssen  der  Strahlung  der 

Umgebung  zu  schützen.  Er  controlirte  auch  die  am  Thermo- 

meter der  k.  k.  Centratanstalt  abgelesenen  Temperaturen  durch 

Ablesungen  an  einem  verglichenen  Schleuderthermometer.  So 

dürfen  die  Ergebnisse  seiner  Temperaturbeobachtungen  mit 

besonderem  Vertrauen  aufgenommen  werden  und  nähern  sich 

wohl  wahren  Lufttemperaturen  mehr  als  die  Ablesungen  in 

einer  Thermometerhütte. 

Die  Beobachtungsorte  waren:  1.  Körblergasse  gegenüber 

der  Einmündung  der  Kreuzgasse  <NT  Rand  der  Stadt),  frei- 

stehendes Haus  mit  grossem  Garten  rückwärts,  am  S\V-Hange 

des  Rosenberges,  auf  der  untersten  Stufe  desselben,  gegen  N- 

und  NE-Winde  geschützt.  Repräsentirt  die  warmen  Lagen  in 

der  nächsten  Umgebung  der  Stadt.  Am  Hohenberge  wächst 

vielfach  angepflanzt  die  edle  Kastanie  und  reift  in  guten  Jahren 

auch  ihre  Früchte. 

•  Man  sehe  auch  meine  Abhandlung  über  die  Temperatur  von  Wien  und 

l'mgebung.  Temperaturverhältnisse  der  österreichischen  Alpenländer.  II.  Diese 
Sitzungsberichte,  Marz  1885,  S.  407.  Alte  Sternwarte,  Akademie  der  Wissen- 

schaften, 32  m  über  dem  Boden,  Niveau  der  Dächer,  9?71  ;  k.  k  Centralanstalt 

tut  Meteorologie,  Favoritenstrasse  30,  18  m  über  dem  Boden,  9?69;  Hochschule 

für  Hoden cultur,  Skodagasse  17,  17  m  über  dem  Boden,  in  einem  von  hohen 

Gebäuden  eingeschlossenen  Garten,  9?67  mittlere  Jahrestemperatur  (187>1  — 

1880);  auch  die  Monatsmittel  zeigen  nur  Differenzen  von  höchstens  0*2.  Die 

gegenseitige  Kntfemung  dieser  I.ocalitätcn  beträgt  2 1  .,  bis  3  km. 
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II.  Heinrichstrasse  48.  NE-Rand  der  Stadt.  Das  Haus  steht 

auf  einem  leichten  Höhenrücken  einzeln  in  einem  grossen 

Garten,  der  nach  NK  hin  in  Feldculturen  übergeht;  auch  auf 

den  anderen  Seiten  keine  Häuser.  Diese  Station  repräsentirt 

eine  volle  Freilandstation  bei  Graz. 

III.  Merangasse,  südöstliches  Ende  der  Stadt:  das  Haus 

stand  nahe  dem  Leonhardbache,  tiefer  als  die  beiden  anderen, 

doch  mehr  dem  Einflüsse  der  Stadt  ausgesetzt  als  die  Station  II. 

Die  Beobachtungsperioden  waren:  I.  Mai  188(3  bis  Ende 

189)0,  II.  1891  bis  Juni  1893  und  III.  November  1893  bis  inclu- 

sive Jänner  1890.  Diese  Temperaturmittel  wurden  durch  Diffe- 

renzen gegen  die  Station  Rospini  und  gegen  die  Station  Physi- 

kalisches Institut  auf  die  Periode  18Ö1  —  1880  reducirt. 

Die  folgende  Tabelle  gestattet  eine  Übersicht  aller  Ergeb- 

nisse der  Keduction  der  Temperaturmittel: 

Mittlere  Temperatur  an  verschiedenen  Punkten  in 

Graz,  reducirt  auf  die  Periode  1851  —  1880. 

Jänn. Febr.  Marz  April Mai Juni Juli    Aug.  Sept.  Oct. Nov.  Dec  Jahr 

1 .  Innere  Stadl 

A.  Bürgergasse  (Rospini),  3öG  m 

-2*||  u-l   
4-0 99 

I4-3|  18*2 

19-8 

19*1   1 5  •  :i  10'2 1 
3-2  -t  419-2:» 

Ii  Stit'tsSassc  (Prohaska),  360  m 

2  2    0- 1 1  3  -9 9-S  |  14  3|  18* 2|  19-8|  19'0j  15  o|  9 •  sj  2-9:  -10|909 

It.  Obere  Harten-  und  Villenstadt 

Physikalisches  Institut  der  Universität.  :W!>  //; 

'  -3-2  -1-01  3-1 8-9  j  13-3 

10-9 
18-3117-0  13-71   8-8j  2-2  -2'48'00 

Körbiergasse  (Prohaska),  370  r»,  am  S\V-Hang  des  Rosenberges 

-3  2'  -l-l|  2  9 
S  *>  |  13-2 

10-9 
18-4  17-8  1401   8-7|  1  9!-2-oji7-98 

Heinde Iistrasse  (Prohaska),  KE-Rand,  ganz  frei.  380  m 

3  8  - 1  -3j  2-7 8-8  |  I3  0|  1G-7  181  17  ö  13  0    83   1  -5  -3*  1 :7-67 

Merangasse  (Prohaska),  B-Rand,  365  m 

• -3-01-1-2  2-9 
i        )  ! 

8-9  1  13*1 10-ti  18  2'  17  4  13-5    8  ö    1-7'  -2*97  70 
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Temperatur  von  Graz. 177 

Die  drei  letzten  Reihen  kann  man  ohne  Bedenken  zu- 

sammenfassen als  Freilandtemperatur  von  Graz  in  einer  mitt- 

leren Lage.  Man  erhält  dann  folgenden  Vergleich: 

Mittlere  Temperatur  von  Graz  (1851  —  1880). 

Junn  Kebr.  Marz  April Mai Juni Juli 

Aug. 

Sept. Oct. Nov.1  Dec. 

1  i 

Jahr 

Graz  Stadt 

2*  11  0-1 
t  i i 

4  0 
9-9 143 18-2^  19-8 1 i 

19- 1 15-3 10-2 

3-2 

-1-4 

9-2 

Graz  Land 

3-5' -12 
i 

2-8 89 

13-1 16*8 

182 

17-5 13-7 

8-5 

1  -7 

-2*7 

7-8 

• 

Stadt -Land i 

1 

1-4    1-3  l«l 1  0 1  '2 1-4 

■ 

i-6,  i-e 
1 1  -6 

1-7 

1  -5 

1-3 

I 
 14
 

Die  Stadttemperatur  ist  fast  um  \xj2°  höher  als  die  Land- 
temperatur von  Graz,  der  Unterschied  ist  im  April  am  kleinsten, 

im  October  am  grössten;  die  Ursache  davon  haben  wir  schon 

oben  erörtert.  Fasst  man  die  Monatstemperaturen  nach  Jahres- 

zeiten zusammen,  so  erhält  man  folgende  Übersicht  (wobei 

Stadt,  Prohaska  auch  mitgenommen  wurde). 

Temperatur  von  Graz  ( 1 8">  1 

—  1880). 

Winter Frühling Sommer Herbst Jahr 

Innere  Stadt  (Stadttemperatur)  —1*1 9-4 19  0 
0-4 9M Universität  (obere  Stadt)  —2*2 

84 

17-0 

82 
80 

Körblergasse  (Land,  warme  Lage).  —2*3 
83 

17-7 

8-2 8-0 

8-2 

17-4 

7-8 7 "  7 

8-3 174 7-9 
7-8 

Die  Temperaturen  an  sämmtlichen  Punkten  der  oberen 

Stadt  stimmen  demnach  vollkommen  befriedigend  überein. 

Ich  will  nun  noch  die  mittleren  Monats-  und  Jahresextreme 

der  Temperatur  für  Graz  Stadt  und  Graz  Land  zusammen- 

stellen. Erstere  aus  20  Jahrgängen  abgeleitet,  entnehme  ich 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  CL:  CVH  Bd..  Abth.  IL  a.  1 
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meiner  Abhandlung:  »Über  die  monatlichen  und  jährlichen  Tem- 

peraturschwankungen in  Österreich-Ungarn«  (diese  Sitzungs- 

berichte, December  1881),  letztere  sind  erst  berechnet  worden 

aus  den  Beobachtungen  von  Prohaska  1887 — 1895  und  an 

der  Universität  1896  — 1897.  Die  in  den  Monaten  Juli  bis 

September  bei  Prohaska  fehlenden  Beobachtungen  habe  ich 

für  18S7— 1889  den  Beobachtungen  Rospini's  entnommen, 

reducirt  mittelst  der  für  die  anderen  Monate  gefundenen  Diffe- 

renzen; von  1890  —  1897  sind  die  Extreme  Juli— September 

den  Aufzeichnungen  am  physikalischen  Institute  entnommen. 

Mittlere  Monats-  und  Jahresextreme  für  Graz  (aus  den 

Terminbeobachtungen). 

Jänn.J  Febr. 
März 

April 

Mai Juni 

'  Juli 

Aug. 
Sept. 

Oct.  |  Nov. 
Dec. Jahr 

[.  Graz  Stadt  (Rospini),  20  Jahre 

-12?0 

74 

-  9?5 

11-0 

-Ö?0  0?8 

I5'2| 22-4 

5?3'll?l 

26-629-5 
1 

12?9 

30-7 

i 

10?9,  6*1 

29-7,26-1 

0?5 

20-7 

-  5?6 

13-1 

-11?3  -14?4 

8-3  31-7 

1 

Mittlere  Schwankung 

19-4 20-5 

212 
! 

21  0  21  -3  18-4 

17-8 18-8 
20-0 

20  -2 
18-7 

19-6'  46-1 
Ii 

II.  Graz  Land  (Prohaska),  1 1  Jahre 

-17-6 

7-2 

-15-4 

10- 1 

-9-0 

17-7 

-  1*2 

21-2 

43 

25-0 

9-3 
279 

11  4j  10-21  5*5 30-3  28-8  26-1 

-3-6 

21-0 

-11-0 

14-8 

-14-7 

6-2 

-196 

30-9 Mittlere  Schwankung 

24  -8 25. ö  26-7 22-4  20-7 
1 

18-6 18-9 

1 
13-6  20  6 

1 

246 

25-8 

20-o| 

50-5 
Die  absoluten  Extreme  der  ersten,  20jährigen  Reihe 

(Rospini)  sind  — 1996  (Jänner  1864)  und  3595  (Juli  1859), 

die  der  zweiten,  1 1jährigen  — 23?9  (Jänner  1892)  und  (fraglich) 

32*9  (August  1892). 

Die  mittleren  Extreme  für  Graz  Stadt  und  Graz  Land  sind 

nicht  ganz  vergleichbar,  die  ersteren  (Stadt)  beziehen  sich  auf 
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die  Jahre  1856—1875,  die  letzteren  (Land)  auf  1887—1807. 

Die  Wärnieextreme  des  Sommers  in  den  Jahrgängen  1856  bis 

1875  müssen  viel  excessiver  gewesen  sein,  als  die  der  letzten 

20  Jahre;  wir  finden  ja:  Rospini  1850  —  1875  — 14?4  und  31 97, 

dagegen  1873  —  1892  — 14?3  und  29?0,  die  Maxima  sind  also 

viel  niedriger,  die  Minima  die  gleichen.  Hiernach  dürfte  das 

mittlere  Jahresmaximum  Graz  Land  1856  —  1875  auf  3396  zu 

schätzen  sein;  die  mittlere  (absolute)  Jahresschwankung  auf 

53*2  gegen  46?1  Rospini. 

So  viel  steht  fest,  dass  die  mittlere  Monatsschwankung  der 

Temperatur  im  Winterhalbjahr  in  der  Stadt  bedeutend  geringer 

ist,  als  auf  dem  Lande.  Die  Mittel  für  October— December  sind: 

Rospini  19-5,  Prohaska  23?8;  für  Jänner— März:  Rospini  2094, 

Prohaska  25?7. 

In  meiner  Abhandlung  über  die  Veränderlichkeit  der 

Temperatur  in  Österreich  habe  ich  schon  nachgewiesen,  dass 

auch  die  wahre  Veränderlichkeit  der  Temperatur  (die  mittleren 

Änderungen  der  Luftwärme  von  einem  Tage  zum  nächsten)  in 

der  Stadt  erheblich  kleiner  ist,  als  am  Rande  der  Stadt.  Die 

enrrespondirenden  Grössen  der  mittleren  Veränderlichkeit  der 

Temperatur  sind: 

'          1         1          '  1 
Jänn.;  Febr.  März  April  |  Mai  |  Juni  j  Juli  Aug.  |  Sept. 

Oct.  Nov. Dec.  Jahr 

Graz  Stadt 

I  -91 1'55  1*76  1-54 
1 

1-62 

1  46  1-25  1 -311  1-21 l-3o|  1*45  l'89jl*52 

Graz  Land 

2  14 
2-02 1        1        1  1 

1-75  1-64  1*40  1-45|  1 -01 1  1*63 

1  I 

1 ••00  1-77 

i 

Die  Temperaturveränderlichkeit  von  Graz  Stadt  ist  gleich 

der  von  Meran  oder  Gries  (Bozen),  aber  auch  die  wahre  Ver- 

änderlichkeit 177  ist  noch  erheblich  kleiner  als  die  von  Wien 

196,  im  Winter,  wie  im  Sommer;  Winter:  Wien  2*16,  Graz 

195;  Sommer:  Wien  192,  Graz  160;  im  Frühling  aber  ist 

die  Veränderlichkeit  nahezu  die  gleiche  in  Graz  und  Wien. 

12* 
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Schliesslich  möchte  ich  dieser  Studie  über  die  Temperatur 

von  Graz  noch  eine  Mittheilung  über  die  durchschnittliche 

Niederschlagsmenge  von  Graz  anhängen,  weil  diese  Grösse 

bisher  unbestimmt  war,  da  die  älteren  Regenmessungen  in  der 

Stadt  die  mittlere  Regenmenge  zu  klein  ergeben  haben.  Mit 

Üctober  1884  begann  HerrProhaska  seine  Regenmessungen, 

die  auch  während  der  Ferien  durch  verlässlichc  Substituten 

fortgesetzt  worden  sind.  Von  1891  an  benütze  ich  die  Regen - 

messungcn  am  physikalischen  Institute.  Es  liegen  demnach 

13jährige  Regenmessungen  für  Graz  vor,  welche  folgende 

mittlere  Resultate  ergeben: 

Mittlere  Niederschlagsmenge  für  Graz  (1885  —  1897). 

Jänn. Febr. März 
April 

Mai Juni Juli 
Aug. 

Sept. Oct. Nov. Dec. Jahr 

33 

.23 

44 

75 
ioo;  i2i 129 

127 

90 

SS 54 36 

920 

Die  mittlere  grösste  Tagesmenge  des  Niederschlages  ist 

51  mm,  die  absolut  grösste  war  die  vom  22.  Juli  1895  mit 

85  mm. 

Von  Bruck  a.  M.  liegen  22jährige  Regenmessungen  vor. 

Wenn  man  die  Grazer  Jahressummen  mit  jenen  von  Bruck 

a.  M.  vergleicht,  so  erhält  man  folgende  Verhältnisszahlen. 

Jährliche  Regen  summe  von  Graz  im  Verhältniss  zu 

jener  von  Bruck. 

1885 188(5 
1887 

1888 18S9 1 890 Milk! 
1-22 1  •  38 

1-25 
1-10 

107 
112 

119 

1891 1892 1893 1894 1895 1S9Ü 1897 

102 
1*25 

1-20 

113 
108 

1-26 

119 

1-1(5 

In  den  Jahren  1886  —  1889  war  in  Bruck  die  Regenmenge 

kleiner  als  in  dem  benachbarten  Leoben,  während  sie  sonst 

in  den  übrigen  18  Jahren  in  Leoben  stets  kleiner  war  als  in 

Bruck.  Im  Übrigen  stimmen  die  Quotienten  ziemlich  gut,  die 

Differenz  derselben  beträgt  im  Maximum  36°/0,  während  die 

Regensummen  selbst  zwischen   77  und  123%  des  Mittels 
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schwanken,  also  um  einen  erheblich  grösseren  Betrag.  Übrigens 

ist  Bruck  a.  M.  keine  gute  Vergleichsstation  für  Graz,  weil  das 

Regenregime  der  beiden  Orte  recht  verschieden  und  die  Ent- 

fernung schon  zu  gross  ist;  die  intensiven  Regen  bei  SE-Wind 

in  Graz  fehlen  in  Bruck.  Aus  diesen  Gründen  müssen  die 

Verhaltnisszahlen  grössere  Schwankungen  zeigen. 

Das  22jährige  Mittel  der  jährlichen  Regenmenge  für  Bruck 

a.  M.  ist  794;;/;»  (1876  —  1897);  reducirt  man  das  13jährige 

Mittel  für  Graz  mit  Hilfe  der  obigen  Quotienten  gleichfalls  auf 

ein  22 jähriges  Mittel,  so  erhält  man  794  X  1175  =  933  mm 

als  genäherten  22jährigen  Durchschnitt  der  jährlichen  Nieder- 

schlagsmenge zu  Graz  (1876  — 1897). 
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Uber  die  ultravioletten  Funkenspectra  der 

Elemente 

(XI.  Mittheilung) 

(enthaltend  die  Spectra  von  Rb,  Cs,  Va) 

von 

Prof.  Franz  Exner,  w.  M.  k.  Akad.,  und  Dr.  E.  Haschek. 

(Mit  2  Tafeln.i 

XXXIV.  Rubidium. 

Das  ultraviolette  Spectrum  des  Rubidiums  ist  bisher  nur 

im  Bogen  von  Kays  er  und  Runge1  untersucht  worden.  Wir 

haben  dasselbe  aus  Rubidiumchlorid  (von  Merck  bezogen) 

aufgenommen,  das  auf  Eisenelektroden  aufgeschmolzen  war. 

Bemerkenswerth  ist,  dass  das  Funkenspectrum  mehr  Linien 

enthält  als  das  Bogenspectrum  von  Kays  er  und  Runge.  Die 

Linien  sind  fast  alle  sehr  verwaschen  und  zeigen  gegen  die 

Linien  des  Bogenspectrums  starke  V erschiebungen  nach  Roth. 

Wenn  man  aus  diesen  Verschiebungen  nach  den  Messungen 

Humphrey's  den  Druck  in  der  Funkenbahn  berechnet,  so 
kommt  man  in  Übereinstimmung  mit  den  Angaben  unserer 

letzten  Mittheilung  auf  Drucke  zwischen  20  und  30  Atmo- 

sphären. So  grosse  Drucke  in  der  Funkenbahn  erscheinen 

nach  den  schönen  Versuchen  Arthur  Schuster's2  über  die 

Geschwindigkeit  der  leuchtenden  Partikel  in  derselben  keines- 

wegs unwahrscheinlich.  Wie  stark  im  Rubidium  die  Ver- 

schiebung nach  Roth  ist.  zeigt  am  deutlichsten  die  Linie 

4201-99.  Sie  ist  scharf  umgekehrt,  aber  die  Umkehrung  steht 

»  Kayser  und  Runge,  Berl.  Akad.  (1800). 

a  Arthur  Schuster,  Nature,  Vol.  LVII  (1897). 
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Ultraviolette  Funkenspectra  der  Elemente.  183 

stark  excentrisch  nach  Violett.  Da  diese  Umkehrung  durch 

den  ausserhalb  der  Funkenbahn  befindlichen  kälteren  Dampf 

hervorgebracht  wird,  der  sich  unter  gewöhnlichem  Druck 

befindet,  so  entspricht  die  Umkehrung  der  wirklichen  Wellen- 

länge bei  normalem  Druck.  Liest  man  die  Stellung  der  Linie 

aber  ohne  Rücksicht  auf  die  Umkehrung  nach  ihrer  Mitte  ab, 

so  kommt  man  auf  die  Zahl  4202 '25,  welche  somit  der  Wellen- 

länge unter  dem  Funkendruck  entspricht.  Die  Verschiebung 

beträgt  in  diesem  Falle  also  0*26  AE. 

Noch  eine  auffallende  Erscheinung  wollen  wir  hier  er- 

wähnen: Wenn  das  Spectrum  einer  auf  Eisen  aufgeschmolzenen 

Substanz  erzeugt  wird,  so  treten  natürlich  auch  die  Eisenlinien 

stark  auf;  aber  während  die  überwiegende  Mehrzahl  derselben 

die  gewohnte  Schärfe  zeigt,  erscheinen  einzelne  davon  voll- 

kommen verwaschen.  So  treten  im  vorliegenden  Falle  z.  B.  die 

Linien  4154-07  und  4154*98  ganz  verwaschen  auf,  während 

die  zwischen  ihnen  liegende  Linie  4 154 '(37  dieselbe  Schärfe 

zeigt,  wie  sie  den  drei  Linien  im  gewöhnlichen  Eisenspectrum 

zukommt.  Diese  Erscheinung,  für  die  wir  keinen  Grund  anzu- 

geben vermögen,  tritt  namentlich  gegen  den  sichtbaren  Theil 

des  Spectrums  zu  häufiger  auf. 

Verunreinigungen  konnten  wir  im  Rubidium  nicht  nach- 

weisen; die  Zahl  der  gemessenen  Linien  betrug  18. 

i i i 

3587-7 
14-  br. 

3941 -Ül 

3+ 

4J44-5:? 
6 

90-9 
1-f-  br. 

4044 • 2 

2-+-  br. 
73-15 

2-4- 

3600*8 
br. 

4104-30 

3-h 

SS -2 
1  hr. 

63-5 

br. 
93- 15 94  2 

1-f-  br. 

64-8 
1-f-  br. 

4201-99 20  u 

4343*9 

1-t-  br. 

3861-5 
14-  br. 15-91 10 

45719 3-f  br. 

*■  i  ./•■  : 

XXXV.  Cäsium. 

Das  ultraviolette  Funkenspectrum  des  Cäsiums  wurde 

bisher  nicht  gemessen,  das  Bogenspectrum  von  Kayser  und 
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184 F.  Ex nci  und  E.  Hase  he  k, 

Runge.1  Auch  das  Cäsium  haben  wir  aus  auf  Eisen  auf- 

geschmolzenem Cäsiumchlorid  (bezogen  von  Merck)  auf- 

genommen. Auch  hier  konnte  wieder  bei  den  wenigen  Linien, 

welche  dem  Bogen-  und  Funkenspectrum  gemeinsam  sind,  eine 

Verschiebung  nach  Roth  constatirt  werden,  aus  deren  quanti- 

tativer Bestimmung  man  zu  derselben  Grösse  des  Funken- 

druckes kommt,  wie  in  den  früheren  Fällen.  Auch  die  Linien 

des  Cäsiums  sind  durchwegs  unscharf,  meist  stark  verwaschen. 

An  Verunreinigungen  waren  nur  Spuren  von  Ba  nachzuweisen. 

Die  Zahl  der  gemessenen  Linien  betrug  21. 

i i X i 

2267-62 

3-4- 
3612-4 

14-  br. 

4501-9 

14-  br. 

73-9 
24-  br. 

16-7 

14-  br. 
26-95 

14- 

85-4 
l-H  br. 

61-5 

14- 

54-22 14-  Ba 

86-2 
14-  br. 

81-0 

14-  br. 55-80 10  r. 

231702 3876  7 14-  br. 
93-50 

6  r. 

32-5 

3-+-  br. 

3959 ■ 8 

14-  br. 
4604-00 

7 

92-9 
24-  br. 

426.-> -0 

1-4-  br. 

3597  5 
24-  br. 

77-30 

1 

54- 

XXXVI.  Vanadium. 

Das  ultraviolette  Spectrum  des  Vanadiums  ist  bisher  nur 

zwischen  X  3900  und  4000  gemessen,  und  zwar  im  Bogen  und 

Funken  von  Lockyer,2  doch  mit  unzulänglicher  Genauigkeit.3 

Wir  verwendeten  Vanadiumelektroden  aus  festem  Metall,  die 

wir  der  Güte  des  Herrn  Moissan  in  Paris  verdanken.  Das 

Spectrum  ist  reich  an  meist  scharfen  Linien,  deren  Vorkommen 

im  Sonnenspectrum  in  zahlreichen  Fällen  von  Rowland  con- 

statirt wurde.  Auch  hier  sind  die  Linien  des  Funkens  gegen 

die  der  Sonne  in  vielen  Fällen  verschoben,  und  zwar  wieder  in 

I  Kays  er  und  Runge,  Berl.  Akad.  (1890). 

Lockyer,  Phil.  Trans.  173  (1881). 

3  Der  äusserste  sichtbare  Theil  von  l  =  4023  bis  X  =  4619  wurde  in 

jüngster  Zeit  auch  von  Loh  sc  (Berliner  Akad.,  Bd.  12,  1897)  im  Funken- 

spectrum  gemessen. 
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der  überwiegenden  Mehrzahl  nach  Roth.  Diese  Verschiebungen 

machen  sich  beim  Messen  in  sehr  unangenehmer  Weise  geltend: 

Da  der  Druck  in  der  Kunkenbahn  offenbar  ein  sehr  variabler 

ist,  so  tritt  eine  Linie  nicht  als  einheitliches  Ganzes  auf,  sondern 

als  ein  Linienbündel,  deren  extreme  Componenten  den  zumeist 

vorkommenden  Drucken  entsprechen.  Die  Hauptlinie  scheint 

dabei  ihre  normale  Stellung  in  der  Regel  wenig  zu  ändern, 

woraus  zu  schliessen  wäre,  dass  ein  beträchtlicher  Theil  der 

ausgesendeten  Strahlen  von  Dampf  unter  nahezu  normalem 

Druck  herrührt;  dagegen  zeigt  sich  an  der  rothen  Seite  der 

Linie  ein  mehr  oder  minder  scharfer  Hof,  der  den  unter  höherem 

Druck  ausgesendeten  Strahlen  entspricht  und  in  den  weitaus 

meisten  Fällen  an  Intensität  hinter  der  Hauptlinie  zurückbleibt. 

Zuweilen  tritt  die  verschobene  Linie  sogar  deutlich  neben  der 

unverschobenen  auf.  Da  die  verschiedenen  Partien  des  Spaltes 

durch  verschiedene  Theile  der  Funkenbahn  beleuchtet  werden 

I  wir  verwenden  zwischen  Funken  und  Spalt  eine  Bcleuchtungs- 

linse  aus  Quarz),  so  stammt  das  Licht,  welches  die  beiden 

Enden  einer  Linie  bildet,  von  Partien  der  Funkenbahn,  die 

nahe  an  den  Elektroden  liegen,  während  die  Mitte  der  Linie 

der  Mitte  der  Funkenbahn  entspricht.  Da  nun  an  den  Elek- 

troden der  Druck  jedenfalls  ein  grösserer  ist,  als  in  der  Mitte, 

so  muss  auch  die  Verschiebung  der  Linienenden  eine  grössere 

sein,  als  die  der  Linienmitte.  Die  Folge  davon  ist,  dass  wenn 

man  die  Stellung  der  Linie  durch  ein  die  Enden  der  Linien  ver- 

bindendes Fadenmikrometer  bestimmt,  man  eine  etwas  stärkere 

Verschiebung  erhält,  als  bei  directer  Einstellung  auf  die  Linien- 

mitte. Dieser  Unterschied,  der  selbstverständlich  nur  bei  ver- 

schobenen Linien  auftritt,  ist  insoferne  störend,  als  man  je 

nach  der  Art  der  Ablesung  verschiedene  Werthe  erhält.  Wir 

haben  bei  allen  etwas  stärkeren  Linien  die  Methode  mit  dem 

Fadenmikrometer  verwendet  und  nur  solche  schwache  Linien 

direet  nach  ihrer  Mitte  abgelesen,  die  nach  ihrem  gleich- 

mässigen  Aussehen  eine  noch  merkbare  Verschiebung  nicht 

erwarten  Hessen. 

Was  die  Grösse  der  Verschiebungen  gegen  die  Sonnen- 

linien anlangt,  die  wir  im  Vanadium  beobachten  konnten,  so 

sei  bemerkt,  dass  dieselben  in  den  allermeisten  Fällen  in  der 
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Richtung  nach  Roth,  nur  in  wenigen  gegen  Violett,  auftraten.  Da 

die  letzteren  Fälle  fast  ganz  auf  umgekehrte  Linien  beschränkt 

waren,  so  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  diese  Linien  im 

Sonnenspectrum  nach  Roth  verschoben  sind,  eine  Erscheinung, 

die  ja  auch  schon  von  Je  well  in  gewissen  Fällen  für  die 

Calciumlinien  constatirt  wurde.  Die  verschobenen  Linien  des 

Vanadiums  scheinen  einer  Reihe  verschiedener  Serien  anzu- 

gehören: So  entsprechen  z.  B.  den  Verschiebungen  nach  Vio- 

lett die  Werthe  0*03,  respective  0-07  und  0*14  AE.  und  den 

Verschiebungen  nach  Roth  die  Werthe  0*03,  respective  0-06 

und  0  1 2  AE.  und  die  Werthe  0/04,  respective  0-08  und 

0*16  AE.,  so  dass  im  Vanadium  drei  Hauptserien  mit  je  zwei 

Nebenserien  nach  Kayser  und  Runge  vorhanden  wären. 

So  wie  das  Chrom  zahlreiche  schwache  Linien  mit  dem 

Eisen  gemeinsam  hat,  so  zeigt  sich  das  gleiche  Verhalten, 

vielleicht  noch  in  erhöhtem  Masse,  auch  beim  Vanadium;  es 

ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  die  Linien,  welche  dem  Chrom, 

respective  dem  Vanadium  mit  dem  Eisen  gemeinsam  sind, 

keineswegs  dieselben  sind  und  dass  sie  nicht  etwa  auf  eine  Ver- 

unreinigung dieser  Elemente  mit  Eisen  zurückgeführt  werden 

können,  da  es  ausnahmslos  schwache  Linien  sind  und  sie  im 

Eisen  und  Chrom,  respective  Eisen  und  Vanadium  mit  der 

gleichen  Intensität  auftreten.  Verunreinigt  war  das  Vanadium 

stark  mit  Eisen,  wenig  mit  Calcium  und  Strontium;  es  enthält 

vielleicht  Spuren  von  Kohle,  Magnesium  und  Cadmium.  Die 

Zahl  der  Vanadiumlinien  beträgt  2328. 
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Zur  Erklärung  der  absolut  convergenten 

uneigentlichen  Integrale 

von 

O.  Stolz, 

c.  M.  k.  Akad. 

Herr  de  la  Val  lee-Poussin  hat  in  der  Abhandlung: 

•  Keeh.  sur  la  convergence  des  integrales  definies« 1  die  abso- 

lute Convergenz  der  uneigentlichen  Integrale  über  ein  end- 

liches Gebiet,  sowohl  der  einfachen,  als  der  mehrfachen,  auf 

eine  neue  Weise  erklärt.  Es  lässt  sich  indess  auch  die  sonst 

übliche  Erklärung  dieser  Integrale  so  weit  ausdehnen,  das* 

sie  den  allgemeinen,  von  de  la  \'al  lee-Poussin  betrachteten 
Fall  umfasst.  Dies  scheint  mir  von  Wichtigkeit,  weil  dadurch 

die  Darstellung,  welche  bisher  für  die  einfacheren  Arten  der  in 

Rede  stehenden  Integrale  benutzt  worden  ist,  als  völlig  aus- 

reichend erwiesen  wird.  Es  dürfte  genügen,  die  Untersuchung 

für  die  einfachen  Integrale  durchzuführen. 

I.  Für  das  einfache  Integral  hat  die  Erklärung,  auf  welche 

wir  soeben  anspielten,  bereits  A.  Harnack  gegeben.*  Sie 

lautet,  genauer  formulirt.  folgendermassen : 

Erklärung.  -Die  Function  f(x)  sei  mindestens  in  allen 

Punkten  des  endlichen  Intervalles  (a,  fr),  wobei  a  <  b  sein 

soll,  mit  Ausnahme  einer  discreteiv'  endlichen  oder  unend- 

lichen Menge  2H  eindeutig  delinirt  und  in  diesem  Intervalle 

nicht  endlich.  Dagegen  soll  /(*)  in  jedem  Theile  des  Inter- 

1  Journal  de  Mathem.  ann.  1892,  p.  421  f. 

*  Vergl.  Main.  Ann  ,  tid.  21,  S.  325;  Bd.  24.  S.  22<J. 

»  Vergl.  z.  Ii  diese  berichte,  Jahrg.  I8l.»7,  S.  5tt2. 
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O.  Stolz, 

valles  {ii,  b),  w  elcher  keinen  Punkt  der  Menge  sJüf  enthält,  end- 

lich und  integrirbar  sein.  Über  die  Punkte  dieser  Menge  wird 

eine  Schaar  von  positiven  Strecken  5,,  in  der  Weise 

ausgebreitet,  dass  nach  Entfernung  derselben  aus  dem  Inter- 

valle (a,  b)  nur  Strecken  übrig  bleiben,  welche  keinen  Punkt 

von  2)?,  weder  im  Inneren,  noch  an  den  Grenzen,  enthalten. 

Die  letzteren  Strecken  seien  der  Reihe  nach  mit  s,s2. .  .zkn  und 

die  Abscissen  ihrer  dem  Punkte  x  —  a  näheren  Endpunkte 

mit  bxb^...bkn  bezeichnet.  Zufolge  des  Umstandes,  dass  die 

Menge  3W  den  Inhalt  Null  hat,  können  wir  jeder  positiven 

Zahl  s  eine  kleinere,  5,  so  zuordnen,  dass  wenn  nur  jedes  o, 

kleiner  als  o  gewählt  wird,  stets 

o  <  0,  +  ̂ +  ...  +o„  <s  (1) 

ist.  Gibt  es  dann  eine  Zahl  J  von  der  Beschaffen  he i  t, 

dass  wenn  nur  jede  Strecke  o,  kleiner  also  ist,  neben 

der  Beziehung  (1)  auch  die  folgende: 

*« 

v  f(x)dx (2; 

besteht,  so  heisst  ./  nach  Harnack  das  Integral  der 

Kunction  f\x)   im   Intervalle  1    Um   die  soeben 

erwähnte  Eigenschaft  der  Zahl  J  kurz  anzudeuten,  setzen  wir 

J  =  lim  VI        f{x)dx.  (3) 

Die  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  befindliche  Summe 

wollen  wir  kurz  mit  S(5j...8„)  oder  S  bezeichnen. 

Die  zur  Existenz  eines  Grenzwerthes  ./  von  der  obigen 

Beschaffenheit  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  lässt 

sich  folgendermassen  aussprechen:  -Jeder  Zahl  i>0  ent- 

spricht eine  kleinere  8>Ö  in  der  Art,  dass  wenn  8,... 8, 

einer  und     .  .  .o(,<  irgend  zwei  Schaaren  von  Strecken,  welche 

«  Gleichbedeutend  mit  der  Festsetzung  i.  T.  ist  die  Aussage,  dass  wenn 

nur  die  Summe  o,-t-$.,-f-. . kleiner  also  ist,  alsdann  die  Beziehung  (2) 

besteht.  Es  scheint  mir  jedoch  die  i.  T.  gewühlte  Kormulirung  für  das  Folgende 

etwas  bequemer  zu  sein. 
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die  Punktmenge  9ft  vollständig  bedecken,  bedeuten,  wofür 

unter  der  Voraussetzung,  dass  jedes  8r,  sowie  jedes  5'r  kleiner 
als  5  ist, 

5^.  .  .-+-3„<s  (4) 

.+*;.<•  (5) 

sein  soll,  dann  stets 

|S'-S  <s  (6) 

ist.«  Hier  habe  S'  die  nämliche  Bedeutung  bezüglich  der 

Schaar  oj.  .  . o'( • ,  wie  S  gegenüber  der  Schaar  5t .  .  .o„. 
Angenommen  nämlich,  es  sei  der  Grenzwerth  J  vorhanden 

und  es  genügen  die  Strecken  der  zweiten  Schaar  der  Bedingung, 

dass  Vr <Z  (r  —  1 . . .  «')  ist,  so  besteht  neben  der  Ungleichung 

(.">)  auch  die  Beziehung 

|/—  S'|<t. 

Hieraus  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  (2),  dass 

\S'—S\<2*  (7) 

sein  muss.  2  s  ist  aber  ebenso  willkürlich  als  e;  wir  können 

daher  anstatt  (7)  auch  die  Beziehung  (6)  ansetzen.  —  Dass 

aber  die  genannte  Bedingung  zum  Vorhandensein  eines  Grenz- 

werthes  J  ausreicht,  schliessen  wir  in  bekannter  Weise1  mit 

Hilfe  der  beiden  Unbestimmtheitsgrenzen  der  Summe 

5<ti...U=>r|        f(x)dx  (8) 

bei  lim  or  =  0  (r  =  1 , . .  »).  Aus  der  Ungleichung  (5)  erkennen 

wir  sofort,  dass  diese  beiden  Unbestimmtheitsgrenzen  endlich 

und  weiter,  dass  sie  einander  gleich  sind,  dass  somit  die 

Summe  (8)  bei  lim  5,  —  0  (r  —  1 . . .  Jt)  einen  endlichen  Grenz- 

werth hat1 

2.  Schrumpft  die  Menge  Ü)l  auf  einen  der  Kndpunkte  des 

Intervalles  (a,  b),  z.  B.  x~a  zusammen,  so  brauchen  wir  nur 

1  Vagi«  des  Verfassers  Vorlesungen  über  allgcm.  Arithmetik.  I.  T..  S.  I6G. 

I  Wir  brauchen  im  Folgenden  den  Satz  über  die  zum  Vorhandensein 

eines  Grcnzwcrthcs  J  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  nicht  zu 

benützen. 

Sitib.  d.  mathem  -naturw.  Cl.;  CVH.  Bd..  Abth.  H.a.  14 
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ein  Intervall  o,  =  i,  und  es  geht  der  oben  erklärte  Grenz- 

werth J  in 

lim    /  f(x)dx 

über.  Auch  wenn  die  Menge  3ft  bloss  aus  dem  einzigen  Punkte 

x  —  c  zwischen  x  —  a  und  x  —  b  besteht,  reichen  wir  mit  einer 

Strecke  8,  aus,  die  aber  den  Punkt  x  —  c  umgeben  muss,  also 

durch  ihn  in  zwei  Theile  ir{  zerfällt.  Alsdann  rindet  man  unseren 

Grenz  werth 

wofür  man  indess 

lim       j  p   /<*)<**+  ff(x)dx 

f(x)dx  +  lim    /  f{x)dx 

schreiben  darf.  Hat  nämlich  eine  Function  von  der  Form 

<p  (c)  +  'KTi)  be»  lim  i  —  +0,  lim  rt  —  4-0  einen  endlichen  Grenz- 

werth J,  so  muss  sowohl  f  (£)  bei  lim  $  =  4-0,  als  auch  'J»(t)) 

bei  lim  tj  =  +0  einen  endlichen  Grenzwerth  haben.  Denn  es 

ist  J  nicht  allein  gleich  der  Summe  der  oberen  Unbestimmtheits- 

grenze von  <p (£)  bei  lim  £  —  4-0  und  der  oberen  von  ̂ (r\)  bei 

lim  t,  —  +0,  sondern  auch  der  Summe  der  unteren  Unbestimmt- 

heitsgrenze von  <p  (£)  bei  lim  £  =  4-0  und  der  unteren  von  <j/(-q) 

bei  lim  T|  —  4-0,  so  dass  sowohl  die  beiden  Unbestimmtheits- 

grenzen von  (p(£),  als  auch  die  von  <|>(t4)  einander  gleich  sein 

müssen.1 

In  den  bisher  betrachteten  Fällen  stimmt  die  Harnack'sche 

Erklärung  des  uneigentlichen  Integrals  mit  der  Cauchy'schen, 
allgemein  üblichen  vollständig  überein.  Dies  gilt  stets,  wenn 

die  Menge  9)i  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  besteht. 

Wenn  aber  die  Menge  9)?  eine  unendliche  von  erster 

Gattung  ist,  so  lässt  sich  der  Harnack'sche  Grenzwerth  nicht 

ohne  Weiteres  mit  dem  üblichen  uneigentlichen  Integral2  identi- 
ticiren. 

1  Den  besonderen  Fall  dieses  Satzes,  dass  tp(£) — f("r,}  bei  lim  $  =  0, 

lim  ifj  =  0  den  Grenzwerth  Null  hat,  behandelt  Osgood  in  der  Schrill: 

-Introduction  to  infinite  series  (1897)-,  p.  64. 

-  Vergl.  Dini-Lüroth,  Grundlagen,  §.  217  und  u.  Nr.  Ü. 
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Ebensowenig  vermögen  wir  aus  den  Angaben  und  Fest- 

setzungen von  Nr.  1  allein  nachzuweisen,  dass  wir  über  den 

Grenzwerth  J  alles  das  aussagen  können,  was  von  einem 

bestimmten  Integral  verlangt  wird.  Es  lässt  sich  daraus  nicht 

einmal  der  Satz  ableiten,  dass  die  in  Nr.  1  betrachtete  Function 

f{.r)  auch  in  jedem  Intervalle  (af  c),  wo  a  <  c  <z  b  ist,  ein 

uneigentliches  Integral  besitzt.  Harnack  hat  a.  a.  O.  die  Frage, 

ob  der  in  Rede  stehende  Grenzwerth  J  wirklich  den  Namen 

des  Integrals  /    f(x)Jx  verdient,  nicht  erschöpfend  erörtert. 

Auf  die  Grenzwerthe  J  lassen  sich  jedoch,  wie  wir  sehen 

werden,  alle  jene  Sätze  über  die  eigentlichen  bestimmten  Inte- 

grale, welche  nicht  den  Sinn  verlieren,  ausdehnen  im  Falle, 

dass  die  Function  fix)  innerhalb  des  Intervalles  (a,  b) 

ihr  Zeichen  nicht  ändert,  und  ferner  auch  dann,  wenn 

zwar  die  Function  f{x)  ihr  Zeichen  im  Intervalle  {a,  b)  ändert, 

jedoch  für  ihren  absoluten  Betrag  |/(*)|  ebenfalls  ein 

Grenzwerth  von  der  oben  angegebenen  Beschaffen- 

heit existirt. 

3.  Wir  nehmen  nunmehr  an,  dass  die  in  Rede  stehende 

Function  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  (a,  b)  ihr 

Zeichen  nicht  ändert,  dass  also  z.  B.  für  jedes  x:  a^x^b 

fix)  ̂   0  ist.  Dann  besteht  der  Satz: 

»Die  nicht-negativen  Summen 

haben,  während  den  5, .  .  .5,,  alle  nach  Nr.  1  möglichen  Werthe 

beigelegt  werden,  zur  oberen  Grenze  entweder  +oo  oder  eine 

endliche  Zahl  J  ̂   0.  Im  letzteren  Falle  ist  /  der  Grenz- 

werth der  Summe  (8)  bei  lim  5r  —  0  (r  —  1,  2 .  . .«)  in  dem 

in  Nr.  1  angegebenen  Sinne,  und  wird  als  solcher  zum 

Integral  J    f(x)dx  erklärt,  was  wir  in  Nr.  5  rechtfertigen 

werden.« 

Beweis.  Wir  nehmen  an,  dass  jede  Summe  (8)  unter  der- 

selben positiven  Zahl  C  liegt. 
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a)  Zunächst  betrachten  wir  nur  eine  unbegrenzte  Reihe 

solcher  Bedeckungen  .  .%„,.  . .  der  Punktmenge  SR,  dass 

jede  zuXm  gehörige  Strecke  kleiner  als  eine  beliebig  gegebene 

Zahl  A  ausfällt,  wenn  nur  m  gross  genug  gewählt  wird,  und 

zwar  Bedeckungen  von  der  Art,  dass  jede  zu  X,M+i  gehörige 

Strecke  völlig  in  einer  zu  %m  gehörigen  liegt.  Die  %m  aus- 

machenden Strecken  seien 

5ml,  2w2.  .  .Outt  „m.  (9) 

Nach  Wegnahme  der  Segmente  (9)  mögen  vom  Intervalle 

(a,  b)  die  Strecken 

übrig  bleiben,  welche  gar  keinen  Punkt  von  SR  enthalten.  Ihre 

dem  Punkte  x~a  näheren  Endpunkte  haben  beziehungsweise 

die  Abscissen  x  ==  bmi . .  .bntt  rm  . 

Wir  bilden  die  Summe 

Pm 

1 

und  bemerken  sofort,  dass  £M  bei  wachsendem  m  nicht  ab- 

nehmen kann.  Zu  den  Strecken  sw>r  treten  nämlich  beim  Über- 

gange von  der  Bedeckung  %m  zu  Xw+i  diejenigen  Unter- 

abtheilungen der  5ml.  .  .8m,lwi  hinzu,  welche  gar  keinen  Punkt 

vom  SR  enthalten.  Somit  erscheinen  in  2,,,  +  ,  alle  Glieder  von 

Y;,„  wieder  und  ausserdem  vielleicht  neue.  Da  keines  von  allen 

negativ  ist,  so  hat  man  also 

£«+|        -m-  (11) 

Es  ist  jedoch  bei  jedem  w  I,„<C,  somit  hat  Sm  bei 

lim  m  —  +oo  einen  endlichen  Grenzwerth  /.  Dabei  ist 

lim  £„  =  Jund  J^2m,  (12) 
m=+oo 

Somit  lässt  sich  jedem  s>0  ein  jA>0  so  zuordnen,  dass 

wenn  nur  m  >  ;a  ist,  alsdann 

O^J—  £«<6    oder    J<l„s  +  z  (13) 

ist. 

f(x)dx  (10) 
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b)  Wie  die  Strecken  Zl .  . .  I»  auch  gewählt  werden  mögen, 

die  Summe  (8),  die  wir  kurz  mit  S  bezeichnen,  kann  nicht 

grösser  als  die  soeben  gewonnene  Zahl  J  sein.  Dies  besagt 

dann  in  Verbindung  mit  der  Beziehung  (13),  dass  J  die  obere 

Grenze  für  alle  möglichen  Summen  (8)  ist. 

Die  Ungleichung  J^S  ergibt  sich  leicht  durch  die  Be- 

merkung, dass  nach  (12) 

ist  und  dass  sich  jedem  e  >  0  ganze  Zahlen  m  so  zuordnen 

lassen,  dass 

ausfällt.  Dann  hat  man  nach  (14)  5 — J  <  e;  also  ist  in  der 

That  S^J. 

Die  Formel  (14*)  wird  folgendermassen  bewiesen.  Wir 

denken  uns  auf  der  Strecke  (a,  b)  neben  den  Strecken  5,. .  .o„ 

das  Streckensystem  (9)  zunächst  bei  willkürlichem  m  aufge- 

tragen. Die  beiden  dadurch  entstehenden  Streckensysteme 

V..s*„  und  £m,i...Em, Pm  haben  eine  Reihe  von  Theilen  der 

Strecke  (a,  b)  gemein.  Die  ausserdem  noch  vorhandenen  Theile 

der  Strecken  er  gehören  den  Strecken  (9),  die  der  Strecken  s„,,r 

den  Strecken  8r  an.  Zerlegen  wir  nun  die  Integrale,  aus  denen 

5  besteht,  in  die  Integrale  von  / (*)  über  die  auf  diese  Art 

erhaltenen  Theile  der  Intervalle  sr  und  die,  aus  denen  2m  be- 

steht, in  die  Integrale  von  f  (x)  über  die  ebenso  erhaltenen 

Theile  der  Intervalle  *„l<r,  so  fallen  aus  der  Differenz  S—lm 

die  Integrale  von  f  (x)  über  die  den  beiden  Systemen  von 

Strecken  gemeinsamen  Theile  aus.  Die  noch  übrigen  Glieder 

der  so  umgestalteten  Summe  2W,  lassen  wir  weg.  Die  Summe 

der  noch  übrigen  Glieder  der  in  der  soeben  erwähnten  Weise 

aufgelösten  Summe  5  ist,  da  die  Function  f(x)  in  den  Strecken 

E,...s*n  endlich  ist,  also  unter  einer  Constanten  H  >  0  liegt, 

(14) 

(14*) 

kleiner  a\s  H/r?Jm  r.  Wir  finden  daher 

S—!m  <  H  V,  3 (15; 
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Nun  können  wir  m  so  gross  annehmen,  dass 

"m,  r 

«_< 

kleiner  als  z  .H  ist.  Hiedurch  folgt  aus  (15)  die  Formel  (14*). 

c)  Jetzt  ist  noch  zu  zeigen,  dass  thatsächlich  im  Sinne  der 

in  Nr.  1  aufgestellten  Erklärung 

lim  S-J  (16) 

?r  =  o 

ist.  Verstehen  wir  unter  m  eine  bestimmte  ganze  Zahl,  nur  so 

gewählt,  dass  die  Ungleichung  (13)  gilt,  so  haben  wir 

O^J-S  <(£„,— S)  +  e.  (17) 

Wenn  wir  Hm  eine  solche  Constante  sein  lassen  dass 

0  ̂ f(x)  <  Hm  ist  für  jedes  x  in  einem  der  Intervalle 

(pm,  r,       r  +       r)        (r  =  1 ,  2  .  .  ./>w), 

so  können  wir  aus  (15)  durch  Vertauschung  der  Strecken- 

systeme o, .  .  .3,,  und  (9)  die  Ungleichung 

n 

I„-S  <  //„,  Vr  5,  (|8) 

1 

ableiten.  Zufolge  des  Charakters  der  Menge  3JJ  (S.  1 )  lässt  sich 

der  Zahl  z  .Hm  eine  andere  o  >  0  so  zuordnen,  dass  wenn  nur 

jede  Strecke  o,  (r  =s  1  .  .  .*)  kleiner  als  ?  ist, 
» 

n 

V?r  <  ti/r«,  ( 1 8*) 
i 

ist.  Unter  der  nämlichen  Voraussetzung  über  die  5,  ergibt  sich 

aus  (17)  und  (18)  die  Beziehung 

0  ̂   J—S  <  2s. 

Dies  kommt  auf  die  Formel  (16)  hinaus.  In  der  That  darf 

man  in  (18*)  e :  Hm  durch  2 e  ersetzen.  Hiezu  ist  bloss  erforder- 

lich, dass  i :  Hm  <  2t,  d.  i.  fiTM  >  1:  2  sei,  was  man  von  vorne- 

herein annehmen  darf. 

4.  Absolut  convergente  Integrale  im  Allgemeinen. 

Satz.  »Wenn  die  Function /*(*)  neben  den  in  der  Erklärung 
von  Nr.  1  aufgeführten  Eigenschaften  noch  die  besitzt,  dass 
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sie  im  Intervalle  (a,  b)  ihr  Zeichen  wechselt  und  ihr 

absoluter  Betrag  f(x)\  ein  uneigentliches  Integral 

in  diesem  Intervalle  zulässt,  so  existirt  der  in  der 

genannten  Erklärung  aufgestellte  Grenzwerth  eben- 

falls. Auch  er  soll  als  das  Integral 
"  f(x)dx 

bezeichnet  werden,  und  zwar  als  das  absolut  convergente.« 

Beweis.  Wir  führen  zwei  neue  Functionen  /,(*),  fjx)  ein 

durch  die  folgende  Erklärung.  In  allen  Punkten  x  des  Inter- 

valles  (af  b)t  wo  /(*)>0  ist,  sei  fx(x)  —  f{x),  in  den  übrigen 

sei  fx(x)  —  0;  dagegen  sei  f2(x)  =  — f(x)  für  alle  Punkte  x  von 

(a,  b),  wo  f(x)<0  ist,  ft(x)  —  0  für  die  übrigen.  Dann  hat  man 

in  jedem  Punkte  x  von  (a%  b) 

f(x)=ft(x)-Ux)        ßx)  =/1(4f)+/tW.  (19) 

fx(x)  und  f2(x)  sind  endlich  und  integrirbar1  in  jedem 

Theile  des  Inten'alles  (a,  b),  zu  dem  kein  Punkt  der  Menge 

gehört.  fx(x)  und  ft(x)  lassen  aber  auch  je  ein  Integral  über 

das  ganze  Intervall  (a,  b)  zu.  Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem 

Satze  der  vorigen  Nummer,  da  die  nicht  negativen  Summen 

Ux)dx beide  vermöge  der  zweiten  der  Gleichungen  (19»  kleiner  als 

die  Summe 

sind,  folglich  beide,  wie  diese  letzte  Summe,  eine  endliche 

obere  Grenze  besitzen,  wenn  den  Zx .  .  .  lK  alle  nach  Nr.  1 

möglichen  VVerthe  beigelegt  werden. 

1  Dies  beruht  auf  dem  Umstände,  dass  in  jedem  Intervalle  von  x,  wo 

f(x\  endlich  ist  und  sein  Zeichen  wechselt,  die  Schuankup**-  /i(-v.'>  s<»wie 

die  von  /,(.r)  kleiner  ist  als  die  von  f{x).  ,jtf 
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Zufolge  der  ersten  der  Gleichungen  (19)  hat  man 

f(x)dx=\rj^  fl{x)dX-\rJ^  ft{x)dx.  (20) 

Der  Minuend  und  Subtrahend  rechts  haben  nach  dem 

gerade  Bemerkten  bei  lim  dr  =  0  (r  =  1 . . .  n)  je  einen  end- 

lichen Grenzwerth,  folglich  hat  einen  solchen  auch  die  linke 

Seite  von  (20).  Und  zwar  besteht  die  Formel 

5.  Nachweis,  dass  der  in  Nr.  4  aufgestellte  Grenz- 

werth, wovon  der  in  Nr.  3  ein  besonderer  Fall  ist,  die  Eigen- 

schaften eines  bestimmten  Integrals  besitzt.  Dieselben 

lassen  sich  auf  die  nachstehenden  Sätze  zurückführen.  Die 

darin  vorkommende  Function  f(x)  hat  ausser  den  in  der 

Erklärung  der  Nr.  1  angegebenen  Eigenschaften  noch  die, 

dass  ihr  absoluter  Betrag,  |/(*)|,  ein  Integral  über  das 

Intervall  (a,  b)  zulässt. 

I.  Satz.  »Liegt  c  zwischen  a  und  b,  so  lässt  die  Function 

f(x)  sowohl  über  das  Intervall  (a,  c),  als  auch  über  (c,  b)  ein 

absolut  convergentes  Integral  zu,  und  zwar  hat  man 

Beweis.  Der  Punkt  x  —  c  gehört  entweder  zu  einer 

Strecke  8r  oder  er  liegt  im  Innern  einer  Strecke  s, .  Im  letzteren 

Falle  zerlegt  er  sie  in  zwei  Theile.  Nehmen  wir  jeden  von 

ihnen  für  sich  unter  die  Strecken  Sj . .  .  s*,,,  in  welchen  kein 

Punkt  der  Menge  9K  sich  befindet  (siehe  S.  2),  auf,  so  zer- 

fallen dieselben  in  dem  einen,  wie  in  dem  anderen  Falle  in 

zwei  Gruppen:  s, . .  .el]s  im  Intervalle  (a,  c)  und  s^+i«  •  £t»  im 

Intervalle  (c,  b)  gelegen.  Man  hat  nun 

Ja  Ja  Ja 
r f(X)dx=  r^dx-  r  mdx. 

f  f(x)dxz=  fCf(x)dx+  Cf{x)d 

(a) 

1\    rbrUr  fe,  rbr+*r 

V         /(*)>/*<;>,  l/MI* 

Digitized  by  Google 



Absolut  convcrgente  uneigentliche  Integrale.  2  1 1 

2  /        |/(*)|<**«s£r  j  \f(*)\dx. 

qs+\Jbr  \  **** 

Da  die  rechte  Seite  dieser  Ungleichungen  zufolge  der 

Voraussetzung  stets  unter  einer  endlichen  Zahl  liegt,  so  gilt 

das  Nämliche  von  der  linken.  Daher  sind  die  Integrale 

fc\/(x)jx,  f\/(xyjx 
Ja  Je 

vorhanden,  somit  auch  die  Integrale  J  f{x)dx  und  J  f{x)Jx. 

Aus  der  Beziehung 

\    /  f(x)dx  =  Xrf(x)dX+    V    /  /(X)dx 

erschliesst  man  durch  den  Grenzübergang  lim  5r=0  (r=  1,...;/) 

die  Formel  (a). 

II.  Satz.1  »Es  seien  durch  eine  besondere  Vorschrift 

gewisse  Strecken  t;^.  .  .t\m  aus  dem  Intervalle  (ay  b)  heraus- 

gehoben, deren  dem  Punkte  x  —  a  näheren  Endpunkte  die 

Abscisscn  x  —  cv  c^. .  .em  besitzen.  Wenn  alsdann  die 
Summe 

Tn+T»2-t--   •+rim  (ty 

bei  lim  rir  =r  0  (r  =  1,  2. .  .m)  zum  Grenzwert  he  Null  con- 

vergirt,  so  gilt  das  Nämliche  auch  von  der  Summe 

der  Integrale 
m 

f{x)dx,  (c) 

d.  h.  jedem  beliebig  gegebenen  s>0  entspricht  ein  3>0  so, 

dass  wenn  nur  j edes  rir  (r  =  1  .  . .  m)  kleiner  als  '8  ist,2 

»  Vergl.  de  la  Vallee-Poussin,  a.  a.  O.  Xr.  15. 

3  Anstatt  des  gesperrt  Gedruckten  kann  man  auch  sagen:  »wenn  nur  die 

Summe  Ta~f-riS-h.  .  .-+-Yif„  kleiner  als  5  ist,  die  Ungleichung  (d)  besteht*. 
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dann  nicht  allein  die  Summe  (b)  kleiner  als  s,  sondern 

auch 

M 

«•r+T.r 

f(x)dx 

\ 

i
L
 

<  B  (d) 

ist.« 

Beweis.  1.  Fall.  Fallen  die  7jr,  wenn  m  —  n  ist,  der 

Reihe  nach  mit  den  in  Nr.  1  eingeführten  Strecken  8,8,...$,, 

zusammen,  so  ergibt  sich  die  Beziehung  (d)  einfach  aus  der 

Erklärung  (2)  auf  S.  2.  Bedeuten  nämlich  c^.  .  .cn  der  Reihe 

nach  die  Abscissen  der  dem  Punkte  x  —  a  näheren  Endpunkte 

der  Intervalle  5,,  82 . .  .3,,,  so  ist  nach  dem  I.  Satze 

= y  r 

fix)dx+  \r    \  /(X)dx. 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  für  J  in  die  Ungleichung  (2) 

so  findet  man,  dass  wenn  nur  jedes  5,  <  8  (r=l...*)  ist, 

alsdann /» cr+*r 

/{X)dx    <£  (C) 

ist,  w.  z.  b.  w.  —  Neben  der  Beziehung  (e)  besteht  zufolge  der 

Voraussetzung,  dass  \f(x)  dx  ebenfalls  existirt,  auch  die 

folgende.  Es  ist 

u 

Cf  f  £r 

wenn  nur  jedes  8,  kleiner  ist  als  eine  gewisse  Zahl,  die  wir 

zum  Unterschiede  vom  obigen  3  mit  A  bezeichnen  wollen. 

2.  Fall.  Deckt  sich  das  System  der  Strecken  7jr  nicht 

völlig  mit  dem  der  3r,  so  müssen  bei  gehöriger  Kleinheit  der  7]r 

dieselben  in  folgende  drei  Classen  zerfallen.  Einige  von  ihnen 

liegen  innerhalb  je  eines  s,  oder  fallen  gar  mit  je  einem  solchen 

zusammen,  während  andere  theilweise  je  in  einem  z,  und 

einem  anstossenden  3,  liegen.  Endlich  können  unter  den  rit  auch 
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solche  vorhanden  sein,  welche  vollständig  je  in  einem  o,  liegen 

oder  gar  mit  einem  solchen  zusammenfallen.  Die  rir  der  ersten 

Classe  mögen  in  Verbindung  mit  den  aus  den  t]r  der  zweiten 

Classe  hervorgehenden  Theilen  je  eines  sr  als  das  System  von 

Segmenten  ft,i>2. .  .&Pm  bezeichnet  werden. 

Lassen  wir  nun  5,52...o„  ein  beliebiges  System  von 

Strecken,  welche  die  Punktmenge  ÜR  vollständig  bedecken, 

sein,  so  können  wir  den  absoluten  Betrag  der  Summe  (c)  in 

nachstehender  Weise  abschätzen.  In  den  Strecken  sr  ist  die 

Function  f(x)  durchaus  endlich,  d.  h.  es  gibt  eine  positive 

Zahl  H  derart,  dass  wenn  x  einen  Punkt  irgend  eines  der  zr 

bezeichnet, 

M\<H ist.  Demnach  hat  man  sicher 

H 
ßx)Jx 

l'lll 

<  h  y, », Z. (g) 

Mit  Hilfe  dieser  Ungleichung  lässt  sich  der  Satz  II  auch 

in  dem  vorliegenden  Kalle  erweisen.  Denke  ich  mir  zunächst 

die  Zr  sämmtlich  kleiner  als  A,  so  ist  nach  (f)  Z<s.  Nun 

wähle  ich  ein  solches  System  von  5r  aus  und  bestimme  für 

die  Strecken  2, ,  die  von  b—a  nach  Wegnahme  dieser  0,  übrig 

bleiben,  die  Zahl  H.  Es  gibt  aber  zufolge  Voraussetzung  eine 

positive  Zahl  0,  welche  man  auch  kleiner  als  A  annehmen 

kann,  von  der  Art,  dass  wenn  nur  jedes  rir  (r—\...  m)  kleiner 

als  0  ist,  alsdann  die  Summe  (b)  kleiner  ist  als  s  :  H.  Da  die 

Summe 

l'm  m 

ist.  so  lässt  sich  nun  aus  (g)  schliessen,  dass  wenn  nur  ein 

jedes  T|r  (r  —  1  .  .  .  m)  kleiner  als  5  ist,  dann  stets 

U 

f{x)äx 

<  2z 

1        '  ! 

ist.  Damit  ist  der  Beweis  vollständig  erbracht. 
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III.  Satz.  »Fügen  wir  zur  discreten  Punktmenge  Wl  eine 

zweite  9i  im  Intervalle  (a,  b),  welche  ebenfalls  den  Inhalt  Null 

hat,  so  entsteht  darin  eine  dritte  discrete  Menge  *ß  von  Punkten, 

zu  deren  vollständiger  Bedeckung  die  Strecken  C,,  ̂ ...C™ 

erforderlich  seien.  Bezeichnen  dann  XjXj.  ••*</>«  die  Strecken, 

welche  vom  Intervalle  (a,  b)  nach  Wegnahme  der  Cr  übrig 

bleiben,  also  keinen  Punkt  von  ̂   enthalten,  und  i^f,. .  .iqm  die 

Abscissen  der  dem  Punkte  x  —  a  näheren  Endpunkte  der- 

selben, so  lässt  sich  das  Integral  J  mit  Hilfe  dieser  Zahlen  in 

gleicherweise  erklären,  wie  oben  mittelst  der  Zahlen  s,  und  b,, 

d.  i.  man  hat 

Beweis.  8j . . . 8„  seien  wie  bisher  Strecken,  welche  die 

Punkte  der  Menge  9JJ  vollständig  bedecken.  Fallen  bei 

beliebigem  n  =.  m  in  sie  der  Reihe  nach  die  Strecken  Cr 

hinein,  so  ist  der  dritte  Ausdruck  in  (h)  mit  (3)  in  Nr.  2 

identisch.  Wenn  aber  bei  gehöriger  Kleinheit  aller  Sr  zu  diesen 

noch  andere  Strecken  Xr  treten  müssen,  um  die  Punkte  der 

Menge  völlig  zu  bedecken,  d.  i.  um  ein  System  von  Strecken 

Cr  zu  liefern,  so  liegen  die  Xr  innerhalb  der  in  Nr.  1  eingeführten 

Strecken  Sj£8 . .  .s*,,.  Somit  fällt  entweder  irgend  ein  xr  mit 

einem  zr  zusammen  oder  ist  Theil  eines  solchen.  Zerlegen  wir 

nun  jedes  Glied  der  Summe 

in  die  den  Theilen  des  betreffenden  er  entsprechenden  Integrale, 

so  müssen  wir,  um  auf  die  in  (h)  stehende  Summe  zu  kommen, 

aus  der  umgestalteten  Summe  die  zu  den  Strecken  \r  gehörigen 

Integrale  weglassen.  Da  aber  die  Summe  der  Xr  bei  lim  C»  =  0 

den  Grenzwerth  Null  hat,  weil  die  Menge  92  discret  ist,  so  hat 

die  Summe  jener  Glieder  von  (i)  zufolge  des  vorhergehenden 

Satzes  bei  lim  Cr  =  0  den  Grenzwerth  Null.  Daher  ist  der 

Grenzwerth  von  (i)  bei  lim  <5r  =  0  gleich  dem  der  Summe 

w 
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bei  lim  Cr  ~  0  (r  =  1 . . . 

IV.  Satz.  »Hat  die  Function  ähnliche  Eigenschaften 

im  Intervalle  (<z,  wie  die  fix),  d.  i.  ist  sie  endlich  und  integrir- 

bar  in  allen  T heilen  desselben,  welche  keinen  Punkt  einer 

discreten  Menge  91  enthalten,  und  ist  J  g{x)äx  absolut 

convergent,  so  ist  f(x)  +  g(x)  endlich  und  integrirbar  in  allen 

Theilen  des  Intervalles  (ti,  b),  welche  keinen  Punkt  der  durch 

Vereinigung  der  Mengen  9Ä  und  entstehenden  Menge  ent- 

halten, und  es  convergirt  das  Integral  j  \f{x)  +  g(x)\cix 

absolut.  Dabei  ist 

r\f(x)  +  g{x)\Jx^  Cf{x)dx  +  Cg{x)dx.< 
i    i  Ja  Ja 

Sind  die  Mengen  9J2  und  92  identisch,  so  ist  der  Satz  IV 

unmittelbar  einleuchtend.  Kr  ergibt  sich  nämlich  aus  der 

Formel 

-*y-Mr 

—  J^r 

=  V  /(X)dx+  >,  g(x)dx 

^~J*r  T~  ''r 

durch  den  Grenzübergang  lim  l,  —  0  (r  =  1 .  . . ;/).  Der  andere 

Fall,  dass  die  Mengen  SM  und  92  nicht  identisch  sind,  lässt  sich 

mit  Hilfe  des  Satzes  HI  sofort  auf  den  soeben  behandelten 

zurückführen. 

6.  Nunmehr  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  die  Erklärung 

des  absolut  convergenten  Integrals  nach  Harnack  im  Falle, 

dass  die  unendliche  P u  n  k  t  m  e  n  g  e  9)2  v  o  n  erst  e  r  G  a  1 1  u  n  g 

ist,  mit  der  sonst  üblichen  zusammenfällt.  Dabei  müssen  wir 

an  die  Nr.  2  gemachte  Bemerkung  anknüpfen,  dass  wenn  SU2 
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bloss  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  besteht,  die 

beiden  Erklärungen  übereinstimmen. 

a)  Der  Harnack'sche  Grenzwerth  J  geht  in  den 
gebräuchlichen  über.  Kraft  des  Satzes  I  können  wir  das 

Cb ,       .  . 

Integral  j  f(x)dx  in  eine  Summe  von  solchen  Integralen  zer- 

legen, dass  in  dem  Intervalle  eines  jeden  nur  ein  Grenzpunkt 

der  höchsten  Ordnung,  und  zwar  an  einer  der  beiden  Grenzen 

des  Integrals  vorkommt.  Es  wird  daher  genügen,  anzunehmen, 

dass  im  Intervalle  (a,  b)  etwa  der  Punkt  x  —  a  der  einzige 

Grenzpunkt  der  höchsten  für  die  Menge  Üft  überhaupt  mög- 

lichen Ordnung  sei.  Zunächst  möge  *  =  a  Grenzpunkt  erster 

Ordnung  sein,  so  dass,  wenn  x'  irgend  Werth  zwischen  a 

und  b  bedeutet,  nur  im  Theilintervalle  (a,  x')  die  Punkte  von  ÜW 
in  unendlicher  Anzahl  sich  befinden.  Wir  setzen  nach  dem 

Satze  I 
a-.  (h 

J=fhf(x)Jx=  fX/(x)äx+  f"f(x)d Ja  Ja  Jx' 

Nach  Nr.  2  ist  das  zweite  Glied  dieser  Summe  zugleich 

das  uneigentliche  Integral  der  Function  f{x)  im  Intervalle 

(V,  b')  im  gewöhnlichen  Sinne.  Da  nun  nach  dem  Satze  II 

a 
f(x)dx  -  0  (m) 

ist.  so  rinden  wir  aus  (l)  beim  Grenzübergange  lim  .v'  —  d  +  O 

» /■ J-   lim     I    f{x)dx.  <>i) 

Also  ist  J  auch  das  uneigentliche  Integral  l    f{x)dx  nach 

Ja 
der  älteren  Erklärung.  —  Wenn  9J2  eine  unendliche  Menge  von 

Punkten  mit  dem  einzigen  Grenzpunkte  xzzza  von  der  zweiten 

Ordnung  bedeutet,  so  stellen  wir  wieder  die  Gleichung  (l)  auf. 

In  derselben  wird  dem  soeben  Gesagten  zufolge  der  zweite 

Theil  rechts  mit  dem  uneigentlichen  Integrale  (    f(x)dx  der 

J  x'
 

alteren  Erklärung  übereinstimmen.  Es  besteht  ferner  auch  jetzt 
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die  Formel  (m)  und  daher  auch  (n),  d.  h.  es  ist  J  auch  in  diesem 

Falle  das,  was  man  unter  dem  Integrale  J    f(x)dx  bisher  zu 

verstehen  gewöhnt  war.  U.  s.  f. 

b)  Das  uneigentliche  Integral  der  älteren  Er- 

klärung lässt  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  es 

absolut  convergirt,  als  ein  Grenzwerth  von  der  Form  ./ 

auffassen.  Um  das  einzusehen,  brauchen  wir  uns  nur  davon 

zu  überzeugen,  dass  f{x)  unter  den  soeben  angegebenen  Um- 

ständen von  x  —  a  bis  x  —  b  ein  absolut  convergentes  Integral 

im  Harnack'schen  Sinne  zulässt.  —  Ist  zunächst  x  —  a  der 

einzige  Grenzpunkt  1.  Ordnung  der  Menge  9W.  so  soll  zufolge 

Voraussetzung  die  Formel 

K  —  I  '  f(x)  dx  -    lim     /  1  !  fixYdx  (<>> 
Ja  x'=a+<>Jx> 

bestehen,  d.  h.  es  soll  jedem  s>0  ein  8>0  so  entsprechen, 

dass  wenn  nur  0  <  x1 — a  <S  ist,  alsdann 

Ks  <  J    \f{x)  |  dx  <  A+ s  (p) 

ist.  Verstehen  wir  dann  wie  bisher  unter  5,...  o„  ein  System 

von  Strecken,  welche  die  Punkte  der  Menge  2)i  vollständig 

bedecken,  und  setzen  d-f-5,  —  x',  so  lässt  \f(x)'  im  Intervalle 
(x\b)  ein  Integral  im  Sinne  von  Harnack  zu.  Und  zwar  haben 

wir  nach  dem  Satze  I  auf  S.  10 

f{x)\dx^       fix)  dx.  (q> 

^Jl-r  Jx' 

Wenn  wir  uns  nun  nur  o,  =  x'—a  kleiner  als  5  denken, 

so  ist  also  nach  (p)  stets 

(2=)  )r  \f{x)\dx<  A'+s,  fr) 

d.  h.  es  liegt  die  Summe  £,  wenn  nur  <  8  ist,  bei  sonst 

beliebigen  52...3„    unter   einer  endlichen  Zahl.  Somit  hat 
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dieselbe  nach  Nr.  3  bei  lim  8r  =  0  (r  =  1 ,  2 . . .  n)  einen  endlichen 
nb 

Grenzwerth:  /    !  f(x)\dx.  —  Ist  x  —  a  der  einzige  Grenzpunkt 

2.  Ordnung  für  die  Menge  Üfl,  so  gelten  sofort  wieder  die 

Beziehungen  (o),  (p),  (q)  in  dem  Sinne,  dass  /    \f(x)\dx  ein 

Integral  der  neuen  Erklärung  bedeutet.  Hieraus  folgt  dann 

auch  die  Ungleichung  (r)  und  damit  wieder  die  Existenz  von 
b 

\f(x)\dx  im  neuen  Sinne.  U.  s.  f. 
a 

7.  Unter  den  uneigentlichen  einfachen  Integralen  gibt  es 

sowohl  absolut,  als  auch  nicht  absolut  (oder  nach  de  la 

Vallee-Poussin  relativ)  convergente.  Derselbe  hat  den  Be- 

griff der  letzteren  erheblich  erweitert  (a.  a.  O.  Nr.  56). 

Bei  den  uneigentlichen  Doppel-  und  mehrfachen  Integralen 

fallt  die  Convergenz  überhaupt  bekanntlich  mit  der  absoluten 

zusammen.  Auf  dieselben  lässt  sich  dann  die  im  Vorstehenden 

für  die  einfachen  Integrale  gegebene  Erklärung  nebst  der 

daran  geknüpften  Untersuchung  ohne  Weiteres  ausdehnen. 

Dass  mit  Hilfe  der  hier  dargelegten  Theorie  auch  die  wichtigen 

Sätze,  welche  de  la  Vallee-Poussin  in  der  oft  erwähnten 

Abhandlung  über  die  Verwandlung  eines  Doppelintegrals  in  ein 

zweifaches  aufgestellt  hat,  abgeleitet  werden  können,  gedenken 

wir  in  einer  späteren  Mittheilung  zu  zeigen.  Dazu  bedarf  es 

gerade  des  allgemeinen  Begriffes  vom  absolut  convergenten 

einfachen  Integral,  welcher  im  Vorstehenden  entwickelt  ist. 
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Messungen  an  Flammen-  und  Tropfelektroden 
von 

Dr.  E.  R.  v.  Schweidler. 

Aus  dem  physikalisch-chemischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mh  l  Testfignr.) 

Die  Methode,  mittelst  frei  brennender  Flammen,  glimmender 

Körper  (Lunten,  imprägnirter  Papierstreifen  etc.)  oder  sich  in 

Tropfen  auflösender  Flüssigkeitsstrahlen  das  Potential  in  einem 

bestimmten  Punkte  eines  elektrischen  Feldes  zu  messen,  ist 

ziemlich  alt.  Flammen  und  Lunten  werden  bei  Untersuchungen 

über  atmosphärische  Elektricität  seit  einem  Vorschlage  Volta's 

(1788)  angewendet,  daneben  auch  die  Tropfelcktroden  seit 

Kelvin,  der  zugleich  die  im  Princip  gleiche  Wirkungsweise 

der  genannten  Collectortypen  theoretisch  klarlegte.1 

Für  die  Praxis  ist  es  von  Interesse  zu  wissen:  erstens, 

inwieweit  die  Wirksamkeit  des  Collectors  paralysirt  wird 

durch  den  Elektricitätsverlust  des  mit  ihm  leitend  verbundenen 

Systems  (Elektroskop  oder  Elektrometer)  in  Folge  mangel- 

hafter Isolation;  zweitens,  nach  welcher  Zeit  der  vom  Collector 

bewirkte  Potentialausgleich,  der  vom  theoretischen  Standpunkte 

ein  unendlich  lang  dauernder  asymptotischer  Process  ist,  prak- 

tisch als  vollendet  zu  betrachten  ist. 

Derartige  Versuche  beschreibt  H.  Pellat2  und  gelangt  zu 

dem  Resultate,  dass  imprägnirte  Papierstreifen  sehr  langsam 

wirken,  besser  die  Wassercollectoren,  weitaus  am  schnellsten 

•  W.  Thomson,  Pap  on  ElelctrosUt  and  Magn.  §§.  278,  279  (1859). 

*  H.  Pellat,  Compt.  Rend.  T.  100,  S.  735  (1885). 

Siub  d.  mathem.-naturw  CLi  CVH.  Bd.,  Abth.  II  a.  15 
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aber  die  Flammen,  welche  fast  momentan  das  Elektrometer 

auf  das  volle  anzuzeigende  Potential  laden. 

F.  Exner1  fand  in  einem  speciellen  Falle,  dass  sich  die 

respective  mit  Lunte,  Wassercollector  und  Flamme  erreichten 

Ladungen  verhielten  wie  01:0-5:1. 

K  e  1  v  i  n8  scheint  seinen  Wassercollector  selbst  den  Flammen 

vorzuziehen,  ohne  direct  vergleichende  Messungen  anzugeben. 

Eine  auch  nur  ungefähre  Angabe  in  absolutem  Maasse 

über  die  Grösse  des  Convectionsstromes,  den  ein  derartiger 

Collector  bei  bestimmter  Potentialdifferenz  unterhalten  kann, 

habe  ich  in  der  Literatur  nicht  gefunden;  daher  theile  ich  im 

Folgenden  die  Resultate  eigener  Messungen  mit. 

Zur  Untersuchung  bieten  sich  zwei  naheliegende  Methoden 

dar,  die  beide  zum  Studium  der  Entladungserscheinungen  bei 

Belichtung  mehrfach  verwendet  wurden: 

1.  Man  verbindet  eine  Capacität  von  bekannter  Grösse  C 

mit  einem  geaichten  Elektrometer  und  dem  Collector  (Flamme, 

oder  Tropfelektrode)  und  ertheilt  dem  ganzen,  gut  isolirten 

System  eine  Ladung,  deren  Potential  V  am  Elektrometer 

abgelesen  wird;  wenn  der  Collector  in  einem  Räume  vom 

Potential  V0  sich  befindet,  so  lässt  sich  die  zeitliche  Verände- 

rung von  V  beobachten  und  man  erhält  die  Intensität  des 

Entladungsstromes  durch  die  Formel: 

i  =  -C?V, 
dt 

I 
 j 
 • 

wobei        eine  Function  von  (V — Va)  sein  wird. 
dt 

2.  Der  Collector,  der  wieder  an  einem  Orte  vom  Potential 

F0  brennen,  respective  tropfen  soll,  wird  mit  einem  Punkte 

constanten  Potentiales  Vx  leitend  verbunden  unter  Einschaltung 

eines  Galvanometers;  die  zur  Potentialdifferenz  (Vt — V0)  ge- 

hörige Stromstärke  wird  so  direct  gemessen. 

A.  Messungen  an  Flammenelektroden. 

Zunächst  stellte  ich  Vorversuche  nach  der  ersten  der  oben 

erwähnten  Methoden  an. 

i  F.  Exner,  diese  Sittungsber.,  Bd.  93.  S.  256  (1886). 

»  U  c.  §.  264. 
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AlsCapacität  hätten  grössere  Leydnerflaschen  die  passende 

Grössenordnung  gehabt,  doch  erwies  sich  die  starke  Rück- 

Ntandsbildung  als  störend.  Ich  bildete  daher  aus  zwei  Messing- 

platten  und  einem  dazwischengelegten  Blatt  Paraffinpapier 

einen  Condensator,  der  für  meine  Zwecke  hinreichend  rück- 

standsfrei war  und  eine  Capacität  von  2000 — 3000  cm  hatte, 

wie  sich  aus  den  Dimensionen  ergab.  Die  eine  Platte  war 

zur  Erde  (Gasleitung)  abgeleitet,  die  andere  mit  dem  Knopfe 

eines  Braun'schen  Elektrometers  (1  Sealentheil  =  100  Volt, 

Messungsbereich  bis  1500  Volt)  und  einem  sonst  isolirten 

Bunsenbrenner  verbunden.  Mittelst  eines  geriebenen  Ebonit- 

stabes auf  circa  1200  Volt  geladen,  verlor  dieses  System  seine 

Ladung  in  kaum  merklichem  Grade,  wenn  die  Flamme  nicht 

brannte,  hingegen  durch  die  Wirkung  der  Flamme  anfänglich 

sehr  rasch,  dann  langsamer.  Die  Messung  geschah  so,  dass  an 

einem  Chronographen  die  Zeiten  abgelesen  wurden,  zu  denen 

der  Zeiger  des  Elektrometers  die  Hunderterstriche  passirte. 

Die  Entladungsgeschwindigkeit  zeigte  sich  nicht  der  Spannung 

proportional,  sondern  verringerte  sich  bei  sinkendem  Potential 

in  stärkerem  Maasse;  der  Grund  hievon  war,  dass  die  Zimmer- 

luft durch  die  Flammengase  geladen  wurde  und  daher  die 

Flamme  nicht  mehr  an  einem  Orte  vom  Potential  0  sich  befand. 

So  war  z.  B.  in  einem  Falle  nach  zweimaliger  Entladung  des 

Condensators  durch  die  Flamme  das  Potential  in  der  Mitte  des 

Zimmers  grösser  als  200  Volt. 

Der  Bunsenbrenner  wurde  daher,  mit  einem  Blechcylinder 

als  Windschutz  versehen,  am  Ende  eines  Brettes  gut  isolirt 

befestigt  und  in  eine  Distanz  von  circa  2  m  zum  offenen  Fenster 

hinausgeschoben.  Es  wurde  jedesmal  geprüft,  ob  dem  Orte  der 

Flamme  in  Folge  des  Erdfeldes  ein  von  0  verschiedenes  Poten- 

tial zukomme,  doch  liess  sich  eine  solche  Differenz  mit  wenigen 

Ausnahmen  nicht  constatiren.  d.  h.  sie  war  kleiner  als  20  Volt. 

Die  Wirkung  der  im  Freien  brennenden  Flamme  war 

äusserst  unregelmässig,  sei  es  durch  das  Flackern  der  Flamme 

im  Winde,  sei  es  durch  störende  Einflüsse  von  Rauch  und 

Staub. 

Folgende  Tabelle  gibt  unter  l'das  Potential  in  Volt,  unter  / 
die  zugehörige  Zeit  in  Secunden,  unter  A  die  Differenzen 

15* 
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( Entladungsdauer  für  ein  Intervall  von  100  Volt);  dabei  sind 

die  Zahlen  jeder  Columne  Mittelwerthe  aus  je  10  unmittelbar 

hintereinander  ausgeführten  Messungen. 

A 

I. 

IL 

III. 

•  I. 

IL 
III. 

0 0 0 

19-4 10-7 

13-6 

19  4 

10-7 13-6 
40-0 

21-8 27-2 

200 III 

13-0 
62-7 

32  0 43  7 
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10-8 16-5 

86-3 
40-7 

60-7 23-6 
14-1 

17-0 

111*5 63-0 

85  6 

25-2 10-3 

24-9 149-2 
86-4 115-9 37-7 23-4 

30  3 

212-2 118-7 
170-4 

63-0 

323 
544 

1000 

900 

800 

700 

600 

500 

400 

300 

Trotz  der  Unregelmässigkeiten  selbst  der  Mittelwerthe 

ergibt  sich  ein  ungefähres  Maass  für  den  Entladungsstrom. 

Bei  V-  1000  Volt,  ist 

di
- 

ät 
-  V 
sec 

daher 

i  =  -C —  =  2.10-9  Far.  X  7  —  =  14  . 10~9  AmP. 
dt  sec 

oder  wenn  man  f  prop.  F  setzt,  rund  10~n  Amp.  pro  Volt. 

Nahezu  derselbe  Werth  ergab  sich  aus  Versuchen  bei  einer 

Spannung  von  circa  150  Volt,  wobei  an  Stelle  des  Braun'schen 

ein  Exner'sches  Elektroskop  verwendet  wurde. 

Es  zeigte  sich  also,  dass  der  von  der  Flamme  unterhaltene 

Convcctionsstrom  annähernd  der  Potentialdifferenz  proportional 

ist  und  auch  bei  massiger  Spannung  in  den  Grenzen  galvano- 

metrischer  Messbarkeit  liegt.  Weitere  Messungen  wurden  mit 

dem  Galvanometer  ausgeführt. 
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Folgende  Figur  stellt  die  Schaltungsweise  schematisch  dar. 

c. 

Das  verwendete  Galvanometer  war  ein  nach  dem  Deprez- 

d'Arsonval'schen  Typus  gebautes  Instrument  von  Siemens  und 

Halske;  sein  innerer  Widerstand  betrug  10.000  Ö,  den  fix  ver- 

bundenen Vorschaltwiderstand  miteingerechnet.  Die  Ablesung 

war  eine  objective  (Bild  eines  Glühlampenfadens  auf  einer 

circa  2  m  entfernten  Scale)  und  auf  etwa  l/t  mm  genau;  einem 

einseitigen  Ausschlage  von  1  mm  entsprach  eine  Stromstärke 

von  3-4.10-10  A.  Das  Galvanometer  war  von  seiner  Unter- 

lage durch  Paraffinpapier  isertirt  und  durch  zwei  in  der  Luft 

gespannte  Drähte  mit  dem  Commutator  C  verbunden  (Ebonit- 

platte mit  Quecksilbernäpfchen,  auf  einem  Paraffinklotz  stehend). 

Vom  Commutator  führten  Leitungen  einerseits  zum  Bunsen- 

brenner F,  anderseits  zu  einem  Punkte  P,  der  auf  constantem 

Potential  gehalten  wurde. 

Die  positive  Klemme  der  an  das  Netz  der  städtischen 

Centrale  angeschlossenen  Gleichstromleitung  war  durch  einen 

Regulirwiderstand  R  und  ein  Westonvoltmeter  W  mit  der  Gas- 

leitung verbunden;  der  Punkt  P  war  die  eine  Klemme  des 

Westoninstrumentes  und  sein  Potential  gegen  die  Erde  konnte 

an  diesem  direct  auf  O  l  Volt  genau  abgelesen,  ausserdem 

mittelst  des  Regulirwiderstandes  R  zwischen  0  und  +270  Volt 

variirt  werden.  Für  mehr  qualitative  Versuche  wurde  statt  des 

Gleichstromes  eine  Zambonische  Säule  von  circa  500  Volt 

Spannung  verwendet. 
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Auch  das  Galvanometer  zeigte  unaufhörliche  Schwan- 

kungen der  Stromstärke,  wenn  der  Bunsenbrenner  in  der  früher 

beschriebenen  Weise  ins  Freie  gebracht  wurde.  Innerhalb  des 

Zimmers  brennend  —  bei  der  kurzen  Dauer  des  Versuches 

und  der  relativ  kleinen  Spannung  wurde  die  Zimmerluft  nicht 

merklich  geladen  —  gab  er  constantere,  aber  kleinere  Werthe 

als  im  Mittel  im  Freien;  dasselbe  Resultat  gaben  auch  zwei 

Messungen  im  Freien  bei  besonders  ruhiger  Luft.  Es  wäre 

überflüssig,  über  das  theilweise  unregelmässige  Zahlenmaterial 

ausführlich  zu  berichten;  ich  beschränke  mich  auf  folgende 

Angaben: 

Ein  Einfluss  des  Vorzeichens  der  Ladung  auf  die  Strom- 

stärke ist  nicht  zu  constatiren;  die  leuchtende  und  die  nicht- 

leuchtende  Bunsenflamme  haben  den  gleichen  Effect,  ebenso 

ist  das  Einbringen  einer  Chlornatriumperle  in  die  Flamme 

ohne  Eintluss;  die  Grösse  der  Berührungsfläche  zwischen  den 

Flammengasen  und  der  metallischen  Ableitung  scheint  eben- 

falls keinen  wesentlichen  Einfluss  zu  haben,  da  ein  kurzer 

Platindraht,  eine  Platinspirale  in  der  Flamme  und  ein  mit  dem 

Brenner  leitend  verbundener,  die  Flamme  umgebender  Blech- 

cylinder  als  Ende  der  metallischen  Leitung  verwendet,  die 

Stromstärke  nicht  merklich  änderten. 

In  den  Grenzen  von  20 — 500  Volt  ist  eine  Abweichung 

von  der  Proportionalität  zwischen  Spannung  und  Stromstärke 

nicht  nachzuweisen.  Für  1  Volt  Spannung  beträgt  die  Intensität 

des  Convectionsstromes  1  —  3.10^n  A.,  was  mit  dem  Werthe, 

der  mit  der  elektro metrischen  Methode  gefunden  wurde,  ziem- 

lich übereinstimmt. 

Kerzenflammen  geben  beiläufig  den  halben  Effect  wie 

Bunsenbrenner. 

Ich  bemerke  noch  ausdrücklich,  dass  in  allen  Fällen  die 

Flamme  so  aufgestellt  war,  dass  die  aufsteigenden  geladenen 

Flammengase  keinen  Leiter  trafen,  an  den  sie  ihre  Ladung 

hätten  abgeben  können.  Thatsächlich  erhält  man  eine  bedeu- 

tende Zunahme  des  Stromes,  wenn  man  eine  abgeleitete 

Metallplatte  oder  nur  die  Hand  etwa  !/i  m  nocl1  uber  die 
Flamme  hält. 
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B.  Messungen  an  Tropfelektroden. 

Im  AnschluSS  an  die  eben  angeführten  Messungen  unter- 

suchte ich  nach  derselben  Methode  einige  Wassercollectoren. 

Diese  bestanden  einfach  aus  einer  Flasche  mit  abgesprengtem 

Boden,  in  deren  nach  unten  gekehrtem  Hals  ein  durchbohrter 

Kork  und  ein  Glasrohr  mit  ausgezogener  Spitze  eingesetzt 

waren.  Das  Ganze  wurde  in  ein  isolirtes  Stativ  eingeklemmt; 

der  ausfliessende  Strahl  war  von  einem  Messingcylinder  von 

20  Off  Hohe  und  10  Off  Durchmesser  umgeben,  derart,  dass 

der  Zerreissungspunkt  des  Strahles  in  der  Mitte  des  Cyiinders 

lag.  Die  abfallenden  Tropfen  wurden  in  einem  zur  Erde  abge- 

leiteten Blechgefäss  aufgefangen. 

Die  Schaltungsweise  war  analog  der  bei  den  Flammen- 

elektroden beschriebenen.  Die  Tropfelektrode  war  durch  einen 

in  sie  von  oben  eintauchenden  Draht  mit  dem  Commutator  und 

Galvanometer  verbunden.  Ks  konnte  nun  entweder  so  wie 

früher  dieses  ganze  System  mit  einem  Punkte  bekannten  Poten- 

tiales  verbunden  werden,  während  der  Messingcylinder  zur 

Erde  abgeleitet  war;  oder  es  konnte  umgekehrt  der  Cylinder 

auf  ein  bestimmtes  Potential  gebracht  werden,  während  die 

Tropfelektrode  durch  das  Galvanometer  zur  Erde  abgeleitet 

wurde. 

Beide  Anordnungen  kommen  auf  dasselbe  hinaus,  nur  dass 

<»ich  die  Richtung  des  Stromes  umkehrt;  bei  der  ersten  kann 

man  ausserdem  prüfen,  ob  die  gesammte  Leitung  hinreichend 

isolirt,  indem  kein  Strom  auftreten  darf,  wenn  die  Tropfelek- 

trode nicht  in  Gang  ist;  die  zweite  Anordnung  hat  den  Vortheil. 

dass  man  den  isolirten  Cylinder  auf  höheres  Potential  laden 

kann,  als  das  ganze  System:  Collector  Leitung  Galvanometer 

und  somit  bei  grösserer  Spannungsdifferenz  messen  kann. 

Bei  der  ersten  Anordnung  sank  die  Stromstärke  auf  zwei 

Drittel  ihres  früheren  Werthes,  wenn  der  abgeleitete  Cylinder 

ganz  entfernt  wurde.  Der  Grund  hievon  ist  leicht  ersichtlich:  der 

umgebende  Cylinder  vergrössert  die  Capacität  der  abfallenden 

Tropfen  und  damit  proportional  die  Stromstärke;  auffällig  war 

mir  aber  der  grosse  Betrag  dieser  Änderung  (50%)  mit  Rück- 

sicht auf  die  Dimensionen  des  Cyünders. 
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Als  Beispiel  führe  ich  folgende  Messungsreihe  an: 

Spannung 
in  Volt 

Stromstärke  in  10  -»©  Amp. 

beobachtet berechnet 

120 
24 

24-6 

270 
54 

55-3 2000 
410 

410 

2400 
493 

492 

Der  hiezu  verwendete  Wassercollector  ist  charakterisirt 

durch  die  Grössen: 

Ausflussmenge  m  =  0'6ö 

cm'
 

sec 

mittlere  Druckhöhe  h  —  18  cm, 

Durchmesser  des  Strahles  d  =  0*075  cm, 

Stromstärke  pro  Volt  SpannungsdifTerenz  /  =  2*05  . 10  11 

oder  »scheinbarer  Widerstand«  co  =  —  -  =  4  88  . 1010  Ö. 
Volt  / 

Ein  anderer  Wassercollector  ähnlicher  Beschaffenheit 

hatte  einen  scheinbaren  Widerstand  von  3*57. 1010  Ü.  Für  die 

praktische  Anwendung  ergibt  sich  hieraus,  dass  die  Wasser- 

collectoren  in  ihrer  Wirksamkeit  den  Flammen  durchaus  nicht 

nachstehen.  Ihr  scheinbarer  Widerstand  ist  ein  derartiger,  dass 

einerseits  die  Leitungsfähigkeit  der  Flüssigkeit  keinen  Ein- 

fluss  mehr  hat,  anderseits  der  Isolationswiderstand  selbst  einer 

nicht  sehr  sorgfältig  isolirten  Zuleitung  gross  gegen  denselben 

sein  wird. 

Es  dürfte  auch  nicht  schwer  sein,  die  Wirksamkeit  von 

Wassercollectoren  noch  beträchtlich  zu  steigern  durch  An- 

wendung feinerer  Öffnungen  und  grösserer  Druckhöhen  bei 

gegebener  Grenze  für  die  Ausflussmenge. 

Obwohl  der  Mechanismus  des  Entladungsstromes  bei 

Wassercollectoren  theoretisch  vollkommen  klar  und  übersicht- 

lich ist.  lassen  sich  doch  numerische  Werthe  von  vornherein 

kaum  ableiten. 
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Die  Stärke  des  Convectionsstromes  ist  gegeben  durch  die 

einfache  Formel: 
J-  X.C.V, 

wo  J  die  Stromstärke  in  Amp.,  V  die  Spannung  in  Volt,  C  die 

Capacität  eines  Tropfens  im  Momente  des  Lostrennens  in 

Farad  gemessen,  und  N  die  Zahl  der  pro  Secunde  abfallenden 

Tropfen  bedeutet.  Ist  p  der  Durchmesser  der  Tropfen  in  Centi- 

metern.  so  kann  man  C  =  y.p  setzen,  wobei  7  neben  dem 

Umrechnungsfactor  1  1.10  12  (zur  Umrechnung  von  Centi- 

metern  in  Faradn  noch  einen  zweiten  Factor  enthält,  der  <  1 

und  abhängig  ist  von  der  Länge  und  Dicke  des  Strahles, 

von  der  Zahl  und  Distanz  der  schon  vorher  losgerissenen,  aber 

noch  benachbarten  Tropfen  etc.,  kurz  von  den  geometrischen 

Verhältnissen  der  tropfenden  Spitze.  N  und  0  sind  verknüpft 

durch  die  Relation:  jV     '    =  m,  wo  m  die  Ausflussmenge  in 

cm'  ^ 
ist;  eine  zweite  Messung,  die  X  und  .0  separat  berechnen 

sec 

liesse,  lässt  sich  kaum  anstellen.  Es  fehlen  somit  mehrere  der 

für  die  Berechnung  von  J  nothwendigen  Bestimmungsstücke. 

Nur  soviel  kann  man  der  Formel  entnehmen,  dass  bei  gegebener 

Ausflussmenge  m,  J  z=z  V  -  -  —  •         also  ./  umso  grösser  wird, 

4  r  p»* 
je  kleiner  die  Tropfen  sind. 

Genauere  Angaben  über  den  Einfluss  von  Druckhöhe  und 

Grösse  der  Ausflussöffnung  sind  wohl  auf  empirischem  Wege 

zu  erhalten. 

SitzK  d.  mathem  -naiurw.  Cl.:  CVII.  Üd..  Abth  II  a.  !  Ii 
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VI.  SITZUNG  VOM  17.  FEBRUAR  1898. 

Der  prov.  Secretär  theilt  ein  vom  Commando  S.  M.  Schiff 

»Pola«  eingelaufenes  Telegramm  ddo.  Suez,  12.  Februar,  mit, 

wonach  sich  an  Bord  Alles  wohl  befindet. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  v.  Kerner  legt  eine  Ab- 

handlung von  Dr.  Hans  Hai  Ii  er  in  München  vor,  welche  den 

Titel  führt:  »Convol  vulaceae  a  Dr.  Alfr.  Pospischil  anno 

1896  in  Africa  orientali  collectae  et  in  herbario  univer- 

sitatis  Vindobonensis  conservatae«. 

Das  w.  M.  Prof.  H.  Weidel  überreicht  eine  Abhandlung 

von  J.  Herzig  und  H.  Meyer,  betitelt:  »Zur  Kenntniss  des 

Pilocarpidins«. 

Das  \v.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht 

eine  in  seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeit  von  Dr. 

Max  Brauchbar  und  Dr.  Leopold  Kohn:  »Über  Con- 

densationsproducte  der  Aldehyde.  (III.  Mittheilung.)  Octo- 

glycolisobutyrat  aus  Isobutyraldehyd«. 
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Jäger  G.  und  Meyer  St.,  Bestimmung  der  Maguelisirungszahlen  von  Flüssig- 

keiten und  deren  Änderung  mit  der  Temperatur. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  5-13. 

Meyer  St.  und  Jäger  G.,  Bestimmung  der  Magnclisirungszahlcn  von  Flüssig- 

keiten und  deren  Änderung  mtt  der  Temperatur 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad..  II  a.  Abt»  .  Bd.  107  (1898).  S.  5-13. 

Magnetisirungszahlcn,  Bestimmung  derselben  von  Flüssigkeiten  und  deren 

Änderung  mit  der  Temperatur,  von  Jaget  G.  und  Meyer  St. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akau.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  5-13. 

Müller-Erzbach  \V\,  (Iber  eine  genaue  Messung  des  Dampfdruckes  bei  der 

l)is«ociation  wasserhaltiger  Salze 

Sit».  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  14  19. 

Dampfdruck  bei  Dissoeiation  wasserhaltiger  Salze ,  Über  eine  genaue  Messung 

desselben,  von  Muller- Krzhach  W. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  14  -19. 

Wasserhaltige  Salze.  Uber  eine  genaue  Messung  des  Dampfdruckes  bei  der 

Dissoeiation  derselben,  von  Mülle-Erzbach  W. 

Sitz.  Ber  der  Wiener  Akad,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898)  S  14  —  19. 

Dissoeiation,  Uber  eine  genaue  Messung  des  Dampidruckes  bei  der  Dissooiation 

wasserhaltiger  Salze,  von  Muller- Erzbach  W 

Sitz.  Ber.  der  Wtencr  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  14-19. 

Binder  W.,  Die  Undulationen  ebener  Curvcn  Cf.  (II  Mittheilung.) 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad  ,  IIa.  Abth..  Bd.  107  (1898).  S  23  40. 

Undulationen  ebener  Uurven      (II.  Mittheilung),  von  Binder  W. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  23—40. 

Curvcn,  Undulationen  ebener  Curven  CJ  (II.  Mittheilung),  von  Binder  W 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  11  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  23-40. 
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Edcr  J.  M.  und  Valenta  K.,  Das  Linienspectrum  des  Siliciums. 

Sitz  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a   Abth..  Bd.  107  (1898).  S.  41-43. 

Valenta  E.  und  Eder  J.  M.,  Linienspectrum  des  Siliciums. 

Sitz  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a  Abth  ,  Bd.  107  (.1898)  S  41—43. 

Linienspectrum  des  Siliciums,  von  Fdei  J.  M.  und  Valenta  K. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  41-43. 

Siliclum,  Linienspectrum  desselben  von  Fder  J  M  und  Valenta  E. 

Sit,?  Her  der  Wiener  Akad  ,  II  a  Abth  .  Bd.  107  (1898»   S  41  -  4M 

tarda  K..  Zur  Geometrie  auf  Flachen  conblanler  Krümmung. 

Sitz.  Ber  de  W.ciei  Akad  .  IIa  Abth  .  Bd  lor  (1898).  S  44-01. 

Flächen  cunstanter  KrümmuitK ;  Zur  Geometrie  auf  denselben,  von  Tarda  K. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  44—61. 

Geometrie  auf  Flachen  von  constanter  Krümmung,  VOM  Cai  da  K 

Sitz  Ber  der  Wtenei  Akad  .  II  a  Abth  .  Bd   |o7(.l898»   S  44-61. 

Hann  J..  Weitere  Bntiag«  zu  den  GiundUgen  für  eine  The.. n<-  dei  tätlichen 

Oscillation  des  Barometer'- 

Sitz  Bei  der  Wiener  Akad    IIa  Abth  ,  Bd  107  (1898)  S.  63—159 

OacUlalion,  tagliche  des  Barometers;  Weitere  Beiträge  au  den  Grundlagen 

tut  eine  Theorie  derselben,  von  Haun  J. 

Sitz.  Ber  der  Wiener  Akad.,  II  a  Abth.,  Bd.  107  (IH98)  S.  63  159 

Barometer,  Weitere  Beitrage  zu  den  Grundlagen  für  eine  Theorie  der  täglichen 

Oscillation  desselben,  von  Hann  J 

Sita  Ber  dei  Wiener  Akad.,  II  a  Abth  .  Bd  107  (1898)  S  63  -15* 
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"her       Temperatur  von  Graz  Stadt  und  Grxa  Land 

Stt  aer  der  Wiener  Akad..  Ha  Ab*.,  Bd.  lOTVSÄJV  S.  1*7—  ISt. 

Graz  Stade  and  Graz  Land,  von  Hann  J, 

ir.d  Gra_r  Land.  Üb«r  Jie  Temperatur  da$elb*t.  von  Hann  J 

Ber  der  Wiener  Akad  .  Ha.  Abth  .  Bd.  1 l 7  (ISS8V  S  1*7-191. 

F.  jnu  Haaefeek  E..  Oer  die  u!tra\»o  legten  Funkenspevtra  der 

.XI  Jhttheitungi.  .enthaltend  die  spectra  von  Ca.  Sc.  U  Cfl 

S*J  Ber  der  Wietd  Akad  .IIa.  Abth  .  Bd  107  S  »Sä  2«*J 

E.  und  Exner  F..  Oer  die  ultravioletten  Funkenspectra  der  Flemente 

iXI  Mitteilung  i.  .enthaltend  d«e  Spectr*  von  Ca  Sr.  U  Cr» 

Satz  Ber  der  Wiener  Akad.  IIa  Abth    Bd  l0r,lü*8>  S  lSä-20* 

Fankeaapectra  der  Elemente,  ultraviolette  (XI  Mittheilungt.  (enthaltend  die 

Spectra  von  Ca.  Sr.  Li,  Cr),  von  Kxner  F.  und  Haschek  F 

Sita.  Bei  der  Wiener  Akad    IIa  *bth  ,  Bd  107  ,1*98).  S  1S2-206. 

ente,  ultraviolette  Funkenspectr»  derselben  <XI  Mittheilung),  (enthaltend 

d.e  Spectra  von  Ca,  Sr.  Li,  Cr),  von  Fxner  K  und  Haschek  E. 

Sitz  Ber  der  Wiener  Akad    II  a  Abth    Bd  107  <l8V»8i  S  182-200 

O    Zur  Erklärung  der  absolut  konvergenten  uneigentlichen  Integrale 

Sitz  Ber  der  Wiener  Akad  ,  IIa  Abth  .  Bd  107  (1898)  S  207—224. 

Integrale  uneigentliche,  absolut  convergente    Zur  F. klarung  derselben,  voll 
StoU  0 

Sitz  Ber  der  Wiener  Akad.,  Ii  a  Abth  .  Bd  HC  ,1898).  S.  207-^4 
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Schweidlcr  E.,  K.  v.,  Messungen  an  Klammen  und  Tropfelektrwden. 

Sitz.  Bcr.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth  .,  Bd.  107  (IHW).  S.  225  WS. 

Flammen-  und  Tropfelektroden,  Messungen  an  denselben,  von  S  e  h  w  e  i  d  I  ci  K . 

Silz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth  ,  Bd.  107  (1896).  S  226  233, 

Tropf-  und  Klammenelektr<>den,  Me  v^un^en  an  denselben,  von  Schwei d  I  e  r  K. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa  Abth.,  Bd.  107  1.189?»),  S.  22b  ■  iMo. 
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SITZUNGSBERICHTE 

DER 

KAISERLICHEN  AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN. 

MATHEMATISCH -NATURWISSENSCHAFTLICHE  CLASSE. 

CVII.  BAND.  III.  HEFT. 

ABTHEILUNG  II.  a. 

ENTHÄLT  DIE  ABHANDLUNGEN  AUS  DEM  GEBIETE  DER  MATHEMATIK,  ASTRONOMIE 

PHYSIK,  METEOROLOGIE  UND  DER  MECHANIK. 
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VII.  SITZUNG  VOM  3.  MÄRZ  1898. 

Erschienen:  Sitzungsberichte,  Bd.  106,  Abth.  Il.a,  Heft  VIII und  IX  (October 

und  November  1S97). 

Der  prov.  Secretär  theilt  ein  vom  Commando  S.  M.  Schiff 

»Pola«  eingelaufenes  Telegramm  ddo.  Suez,  20.  Februar^  mit, 

wonach  sich  an  Bord  Alles  wohl  befindet. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Hann  in  Graz  übersendet 

eine  Abhandlung  von  Ed.  Mazelle,  Adjunct  am  astr.-met. 

Observatorium  in  Triest,  unter  dem  Titel:  »Verdunstung  des 

Meerwassers  und  des  Süsswassers«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  F.  Lippich  übersendet  eine  Arbeit 

von  Priv.  Doc.  Dr.  Josef  R.  v.  G eitler  aus  dem  physikalischen 

Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag,  betitelt:  »Über 

elektrische  und  magnetische  Zerlegung  der  Kathode n- 

strahlung«. 

Der  prov.  Secretär  legt  zwei  Abhandlungen  von  Josef 

Alt  mann,  Ingenieur  in  Wien,  vor: 

1.  »Luftwiderstand.  Abhängigkeit  der  Schallfort- 

pflanzungsgeschwindigkeitvonderGesch  windig- 

keit der  Erregung. 

Bewegungsart  und  Form  von  Flächen  zur  Erzie- 

lung eines  möglichst  grossen  Luftwiderstandes 

pro  Arbeitseinheit«. 

2.  »Compressions-Erscheinungen  in  geschlossenen 

Oefässen«. 

Herr  Prof.  Dr.  Ed.  Lippmann  übersendet  eine  im  III.  che- 

mischen Laboratorium  der  k.  k.  Universität  in  Wien  ausgeführte 

Arbeit  von  Dr. Paul  Cohn:  »Über  Morphin-Ühinolinäther«. 

17* 
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Herr  Kmil  Reinhold  in  Wien  übersendet  ein  versiegeltes 

Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität  unter  der  Aufschrift: 

-Selbständige  Kuppelung«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  V.  v.  Lang  überreicht  eine 

Abhandlung  von  Dr.  J.  M  Eder  und  E.  Valenta:  »Die 

Spectren  des  Schwefels«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  A.  Lieben  legt  eine  Arbeit 

aus  dem  II.  chemischen  Universitäts-Laboratorium  in  Wien  von 

Moriz  Lilienfeld  und  Siegfried  Tauss  vor,  welche  den  Titel 

führt:  »Über  das  Glycol  undAldol  aus  Isobutyr-  und 

Isovalcraldehyd«. 

Das  w.  M  Herr  Hofrath  Prof.  L.  Boltzmann  überreicht 

eine  Arbeit  von  I.  Klemencic  aus  dem  physikalischen  Institute 

der  k.  k.  Universität  in  Innsbruck  unter  dem  Titel:  »Weitere 

Untersuchungen  über  den  Energieverbrauch  bei  der 

Magnetisirung  durch  oscillatorische  Condensator- 

entladungen«. 

Herr  Dr.  M.  Smoluchowski  Ritter  v.  Smolan  in  Wien 

überreicht  eine  Abhandlung:  »Über  den  Temperatursprung 

bei  Wärmeleitung  in  Gasen«. 

Herr  Dr.  Karl  A.  Redlich  in  Leoben  überreicht  eine  Ab- 

handlung, betitelt:  »Eine  Wirbelthierfauna  aus  dem 

Tertiär  von  Leoben«. 
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Über  galvanische  Polarisation  fester 

und  geschmolzener  Salze 
von 

Oskar  Singer. 

Aus  dem  phy>ikalisch-chcmischcn  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

■  Mit  6  Textflgurco.) 

Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  10.  Februar  1898  > 

L.  Poincäre1  hat  gefunden,  dass  die  Polarisation  in 

geschmolzenen  Salzen  bei  der  Zersetzungstemperatur  ver- 

schwindet. Das  ist  eine  neue  Bestätigung  der  chemischen 

Theorie  des  Galvanismus,  nach  welcher  die  elektromotorische 

Kraft  der  Polarisation  auf  der  Wärmetönung  bei  der  Wieder- 

vereinigung der  durch  die  Elektrolyse  getrennten  Ionen  beruht2 

und  daher  null  werden  muss,  wenn  in  Folge  gesteigerter 

Temperatur  diese  Vereinigung  nicht  mehr  stattfindet  Es  ist 

nun  umgekehrt  die  Möglichkeit  geboten,  sich  ein  Bild  von  der 

Abhängigkeit  der  Wärmetönung  bei  Bildung  von  Elektrolyten 

von  der  Temperatur  zu  verschallen,  indem  man  in  ihnen  die 

Änderung  der  Polarisation  innerhalb  weiter  Temperaturgrenzen 

misst.  Diese  Untersuchung,  soweit  sie  sich  auf  leicht  schmelz- 

bare und  zersetzliche  Salze  beschränkt,  ist  Zweck  der  vor- 

liegenden Arbeit. 

Die  Polarisation  wurde  nach  Ausschaltung  der  polari- 

sirenden  Stromquelle  durch  Compensation  gemessen.  Fig.  1  gibt 

eine  schematische  Darstellung  des  Messapparates.  Eine  Wippe 

verband  die  Zersetzungszelle  Z  bei  gewöhnlicher  Stellung  über 

1  C.  R.  110  (1890). 

2  F.  txner,  diese  Sitzungsberichte,  78  <l 878). 
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3,  1  und  4,  2  mit  den  Zuleitungsdrähten  des  polarisirenden 

Stromes,  aber  durch  Druck  auf  einen  Taster  umgelegt,  mit  den 

Klemmschrauben  5  und  6.  Hörte  der  Druck  auf,  so  kehrte  der 

Taster  durch  sein  eigenes  Gewicht  sofort  in  die  alte  Lage 

zurück.  Von  5  führte  eine  Leitung  zu  dem  Schleifcontact  5 

eines  mit  Massstab  versehenen  Messdrahtes  M,  von  6  eine 

andere  durch  ein  Ostvvald'sches  horizontales  Capillarelektro- 
meter  C  zu  einem  Ende  des  Messdrahtes.  Von  den  Elektroden 

des  Capillarelektrometers  führten 

Drähte  zu  den  Ouecksilbernäpfen  7 

und  8,  welche  an  der  Wippe  ange- 

bracht und  durch  einen  Kupferbügel 

miteinander  verbunden  waren,  der 

an  dem  Taster  der  Wippe  befestigt 

war  und  beim  Herunterdrücken 

desselben  jedesmal  aus  dem  Queck- 

silber herausgehobefi  wurde.  Daher 

war  das  Capillarelektrometer  bis 

unmittelbar  vor  der  Messung  kurz 

geschlossen  und  vollständig  depo- 

larisirt.  Durch  den  Messdraht  floss 

der  Compensationsstrom,  die  Span- 

nung zwischen  den  Enden  zeigte 

ein  Siemens'sches  Torsionsgalva- 
nometer  T  an.  Soll  der  durch  den 

Schleifcontact  abgenommene  Theil 

dieser  .Spannung  der  elektromotorischen  Kraft  der  Polarisation 

gleich  sein,  so  muss  die  Quecksilberkuppe  des  Capillarelektro- 

meters während  des  Umwippens  in  Ruhe  bleiben. 

Als  polarisirender  Strom  diente  Gleichstrom  von  100  Volt, 

in  dem  vier  Glühlampen  hintereinander  eingeschaltet  waren, 

so  dass  weder  diese,  noch  die  dünnen  Platindrahtelektroden 

der  Zersetzungszelle  ins  Glühen  geriethen;  die  Stromstärke 

betrug  dann  einige  Hundertstel  Ampere.  Den  Compensations- 

strom lieferte  die  Batterie  .4  von  zwölf  Accumulatoren  mit 

zusammen  24  Volt  Klemmenspannung.  Durch  passende  Schal- 

tung der  Accumulatoren  und  einen  eingeschalteten  Rheostaten 

wurde  die  Spannung  des  Messdrahtes,  welche  das  Torsions- 

Fig.  l. 
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gal vanometer  auf  0*01  V.  genau  mass,  möglichst  nahe  dem 

Doppelten  der  jeweilig  zu  messenden  Polarisation  gebracht; 

dann  konnte  der  Schleifcontact  auf  dem  2  m  langen  Messdraht 

bei  einer  Spannung  von  z.  B.  4  V.  gewöhnlich  auf  l/i  cm  genau 

eingestellt  werden,  was  0*01  V.  entspricht.  Nahe  den  Tempera- 

turen, bei  denen  das  Leitungsvermögen  der  Salze  aufhörte, 

war  die  Empfindlichkeit  geringer,  bei  sehr  constanter  Ein- 

stellung von  Temperatur  und  Polarisation  häufig  grösser.  Es 

musste  immer  sehr  schnell  gewippt  werden,  weil  sonst  die 

Polarisation  beträchtlich  absank. 

Die  Zelle  bildete  ein  Porzellantiegel,  der  mit  dem  zu  unter- 

suchenden Salze  gefüllt  und  mit  Asbestpappendeckel  fast  ganz 

bedeckt,  im  chemischen  Herde  über  dem  Bunsenbrenner  erhitzt 

wurde.  Die  Temperatur  wurde  durch  ein  Thermoelement  aus 

Eisen-  und  Nickeldraht  gemessen,  welche  an  einem  Ende  mit 

Silber  verlöthet  waren.  Dieses  Ende  steckte  in  einem  dünnen, 

unten  zugeschmolzenen  Glasröhrchen,  das  neben  den  Elek- 

troden in  das  Salz  tauchte,  und  war  bis  unmittelbar  zur  Löth- 

stelle  durch  Asbestwolle  vor  starker  Wärmeabgabe  an  die 

Luft  geschützt.  Die  beiden  anderen  Enden  des  Eisen-  und 

des  Nickeldrahtes  waren  an  gleiche  Kupferdrähte  angelöthet, 

welche  zu  einem  Spiegelgalvanometer  führten,  und  tauchten 

in  ein  Wassergefäss,  dessen  Temperatur  fortlaufend  abgelesen 

wurde.  Das  Thermoelement  wurde  bei  mehreren  Temperaturen 

bis  zu  505°  C.  mit  einem  von  der  physikalisch-technischen 
Reichsanstalt  in  Berlin  geprüften  Thermometer  verglichen, 

indem  beide  nebeneinander  in  erhitztes  Chlornatrium  tauchten. 

Ausserdem  wählte  ich  zur  Aichung  den  Schmelzpunkt  des 

Jodkaliums,  den  ich  den  »Physikalisch-chemischen  Tabellen« 

von  Landolt  und  Börnstein  zu  rund  040°  entnahm.  Die  aus 

diesen  Beobachtungen  bestimmte  Curve,  welche  den  Ausschlag 

des  Galvanometers  als  Function  der  TemperaturdifTerenz  der 

Lüthstellen  gibt,  verläuft  bis  300°  geradlinig,  dann  immer 

steiler,  so  dass  das  schliessliche  Steigungsverhältniss  dreimal 

so  gross  als  das  ursprüngliche  ist.  Die  nach  der  Curve  aus 

dem  Ausschlage  des  Galvanometers  bestimmten  Temperaturen 

sind  namentlich  bei  höheren  Werthen  mit  einer  gewissen 

Ungenauigkeit  behaftet.  Das  Glasröhrchen,  in  welchem  das 
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Thermoelement  steckte,  wurde  häufig  von  den  verwendeten 

Salzen  angegriffen  und  musstc  daher  oft  durch  ein  neues 

ersetzt  werden,  wodurch  sich  immer  der  Temperaturabfall 

zwischen  Salz  und  Löthstelle  etwas  ändert.  Hiezu  tritt  bei 

höheren  Temperaturen  die  unsichere  Aichung  beim  Schmelz- 

punkte des  Jodkaliums.  Bis  500°  dürfte  aber  der  Fehler  in  der 

Temperaturbestimmung  selten  2%  übersteigen. 

Die  Versuche  wurden  gewöhnlich  in  der  Weise  angestellt, 

dass  das  Salz  etwas  über  seinen  Schmelzpunkt  erhitzt  und 

dann  die  Polarisation  bei  sinkender  Temperatur  bis  zum  Auf- 

hören der  Leitfähigkeit  und  hierauf  wieder  vom  Schmelzpunkt 

an  steigend  bis  zur  Zersetzung  oder  ungefähr  600°  gemessen 

wurde,  aber  womöglich  immer,  nachdem  die  Temperatur  con- 

stant  geworden  war.  Um  die  Leitfähigkeit  der  Salze  zu  kennen, 

führte  ich  eine  Nebenleitung  von  den  Klemmschrauben  3  und  4 

der  Wippe  durch  ein  Tauchelement  zum  Spiegelgalvanometer. 

Der  bei  Schliessung  dieser  Leitung  entstehende  Ausschlag  gibt 

ein  ungefähres  Bild  von  der  Änderung  des  Leitungsvermögens 

mit  der  Temperatur. 

Im  Folgenden  gebe  ich  die  bei  den  einzelnen  Substanzen 

erhaltenen  Resultate  wieder.  Die  Tabellen  am  Schlüsse  jedes 

Abschnittes  enthalten,  nach  Versuchsreihen  getrennt,  die  directen 

Beobachtungen.  Aus  der  graphischen  Darstellung  derselben, 

wobei  die  Temperaturen  als  Ahscissen,  die  Polarisationen  als 

Ordinaten  aufgetragen  worden  waren,  wurden  nach  dem  blossen 

Augenmasse  die  in  den  Figuren  2—6  verzeichneten  Mittel- 

werthscurven  gewonnen.  Ein  Vergleich  derselben  mit  den 

Tabellen  zeigt  die  Abweichungen  der  directen  Beobachtungen 

von  diesen  Mittel werthen.  Ich  bemerke  noch,  dass  die  ver- 

wendeten Salze  durchwegs  die  käuflichen  und  daher  nicht  frei 

von  Verunreinigungen  waren. 

Natriumnitrat. 

Die  verschiedenen  Versuchsreihen  stimmten  ausser  bei 

tieferen  Temperaturen  gut  überein.  Die  Polarisation  hat  bei 

beginnender  Leitfähigkeit  (230°)  den  Werth  3'56  V.  (Fig.'  2, 
Curve  1)  und  nimmt  bei  langsamem  Erhitzen  continuirlich 

durch  den  Schmelzpunkt  (298°)  hindurch  bis  2-98  V.  bei  368° 
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ab.  Hier  tritt  ein  plötzlicher  Abfall  der  Polarisation  auf  160  V. 

ein,  während  gleichzeitig  die  Temperatur  plötzlich  um  mehr 

als  20°  steigt.  Umgekehrt  tritt  hier,  wenn  man  sich  von 

höherer  Temperatur  her  nähert,  ganz  entsprechend  plötzliches 

Anschnellen  der  Polarisation  verbunden  mit  Wärmeabsorption 

ein.  Der  Grund  dieser  Erscheinung  liegt  in  einer  Zersetzung 

des  Nitrates  zu  Nitrit.  Diese  Umwandlung,  respective  die  ent- 

sprechende Rückbildung  treten  nicht  immer  bei  derselben 

SO         200  SO         MO         SO  kOQ        SO         500         60  CUt' 

Temperatur  ein,  sondern  bald  früher,  bald  später;  die  ein- 

gezeichneten Temperaturen  3ÖS°  und  389°  sind  nur  die 
äussersten  Grenzen,  bis  zu  welchen  ich  beobachten  konnte. 

Es  wäre  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Polarisation  auch 

zwischen  denselben  stetig,  wenn  auch  steil  abfallend  verläuft. 

Die  Umwandlung  ist  von  keiner  Gasentwicklung  begleitet  und 

scheint  nicht  sofort  das  ganze  Salz  zu  ergreifen,  sondern 

ihren  Einfluss  hauptsächlich  dadurch  zu  äussern,  dass  die 

durch  die  Elektrolyse  getrennten  Ionen  sich  nur  mehr  zum 

Nitrit  vereinigen.  Eine  Änderung  des  Leitungswiderstandes  ist 

Fig.  2.  NaN03  und  NaN02. 
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mit  ihr,  nach  den  Beobachtungen  von  Fousserau1  und  von 

Bouty  und  Poincare2  zu  schliessen,  nicht  verbunden.  Von 

389°  an  nimmt  die  Polarisation  wieder  stetig  ab  und  beträgt 

bei  600°  noch  0-92  V. 

Anders  ist  der  Verlauf  der  Polarisation  bei  schnellem 

Erhitzen.  Anfangs  sind  dabei  keine  Beobachtungen  möglich, 

da  die  Polarisation  in  dem  ungleichmässig  temperirten  Salze 

sehr  schwankt;  meine  Messungen  beginnen  erst  bei  ungefähr 

480°  mit  0-27  V.  (Curve  II),  bei  560°  beträgt  die  Polarisation 

nur  mehr  0*02  V.  Bei  äusserst  raschem  Erhitzen  einer  ganz 

geringen  Salzmenge,  in  welche  ich  das  Thermoelement  nicht 

eintauchen  konnte,  sank  die  Polarisation  unter  lebhafter  Blasen- 

entwicklung vollständig  auf  Null  herab.  Der  Unterschied  beider 

Arten  von  Versuchsreihen  dürfte  auf  das  bei  der  ersteren  reich- 

licher sich  bildende  Natriumoxyd  zurückzuführen  sein,  welches 

entweder  direct  durch  seine  Elektrolyse  die  Polarisation  beein- 

flusst  oder  bloss  den  weiteren  Zerfall  des  Nitrites  aufhält.  Das 

wieder  erkaltete  Salz  war  im  zweiten -Falle  krystallinisch,  im 

ersten  derb  und  befeuchtet  sich  seifig  anfühlend.  Poincare3 

gibt  als  Dissociationstemperatur  einen  niedrigeren  Werth,  näm- 

lich 470°  an,  doch  arbeitete  er  mit  Silberelektroden. 

NaN03. 

Ccts.° 

Volt 

Ccls.° 

Volt 

Cels.° 

Volt  j 

1 
1 1.  Versuchsreihe 

241 347 
367 

3-02 

562 

1-05 

232 » 425 

1-43 

578 

0-98 

270 3  39 489 

1-22 

593 

0-89 

294 335 502 
1-20 

602 

0-95 

325 

3-  10 

518 
1  -17 

389 
1  00 541 

1  •  10 

1 
1 

<  C.  R.  98  (1884). 

2  C.  R.  107  H8R8). 
3  L  c. 
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Cels.° 

| 
Volt 

Cels.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

■ 2.  Versuchsreihe 

261 

1 

3  4«i 418 

1-42 

473 

1-33 

272 3  31-3  55 
432 1  39 493 1  29 

289 
3-31 

442 

1-38 

530 

1-17 

297 
3-27 

427 
1  -46 

553 
1-12  1 

3»i3 
3-11 

449 

1-38 

3.  Versuchsreihe 

327 
3-48 

253 
3  48 399 

1-47 

285 
3-53 

259 • 474 
1  29 

273 » 301 3  29 523 
1-20 

227 377 344 

3-10 

565 

109 

251 
3-56 

368 296 
582 

1  03-05 

4.  Versuchsreihe 

451 
.-6. 548 

1-21 

561 

1-03 

488 
1-39 

556 113 

501 -33 560 
1  07 

5.  Versuchsreihe 

557 
108 573 

0-96 
581 

1 
0-90 

• 1-03 576 0  92 
586 

089 

6.  Versuchsreihe 

503 027 56, 
0-03 

|  447 

0-41 

559 0-00 
477 

0-31 

» 

1  liei  weiterem  Erhitzen  schwankend  bis  unter  0*1  V. 
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• 

Ccls.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

7.  Versuchsreihe 

464 

483 

503 

515 

0  22 

> 
0-  18 

1-  28  l 

520 
533 

547 

533 

0-09 

0*04 

0-02 

0-04 

553 
560 

0-04 

002 

Natriumnitrit. 

Die  Polarisation  fällt  von  3  *20  V.  bei  100°,  dem  Beginne 

der  Leitfähigkeit,  anfangs  steil,  nach  dem  Schmelzen  sanfter 

ab  (Fig.  2,  Curve  III).  Der  Schmelzpunkt  (250°)  dürfte  ein 

Knickungspunkt  sein.  Darauf  deuten  drei  in  derselben  Ver- 

suchsreihe bei  ihm  selbst,  bei  245°  und  257°  gemachte  Beob- 
achtungen hin.  Im  Mittel  der  Messungen  würde  sich  die 

Knickungsstelle  abschleifen.  Von  400°  an  verläuft  die  Polari- 

sation bis  520°  ganz  parallel  derjenigen  des  Nitrates.  Der 
Unterschied  beider  von  018  V.  dürfte  daher  rühren,  dass 

früher,  wie  schon  oben  erwähnt,  nicht  bloss  Nitrit  vorhanden 

war.  Von  520°  sinkt  die  Polarisation  schneller,  kurz  nach  560° 

beginnt  sie  zwischen  0  und  0*7  V.  zu  schwanken,  bald  den 

einen,  bald  den  anderen  Werth  annehmend,  bis  sie  bei  570° 

dauernd  auf  Null  bleibt.  Solche  Schwankungen  zeigen  sich 

gewöhnlich  schon  früher,  die  häutiger  und  stabiler  auftretenden 

YVerthe  liegen  auf  der  gezeichneten  Curve.  Thatsächlich  beginnt 

auch  die  Zersetzung  viel  früher;  denn  schon  bei  400°  zeigen 

sich  Blasen  im  geschmolzenen  Salze,  und  bei  500°  schäumt 

die  ganze  Masse.  Dass  sich  die  Curven  für  Nitrat  und  Nitrit 

bei  tieferer  Temperatut  wieder  stark  nähern,  dürfte  damit 

zusammenhängen,  dass  das  Nitrit  bei  Luftzutritt  leicht  ins 

Nitrat  übergeht. 

1  Maximahverth  der  schwankenden  Polarisation;  die  anderen  Wcrthe 
dieser  Versuchsreihe  sind  die  stabileren  Minitnalwerthe. 
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NaN02. 

Cels.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

1.  Versuchsreihe 

246 
1-86 

228 

2-48 
535 

0-94 

240 
1-89 

312 1-31  2 556 

0-78 

231 
1-93 

365 1-46  2 567 

0-73 

.  199 
2-75 

442 

1-09 

• 0 

178 2-82 
455 

1  •  14 
» 073 

161 
2-93 

l 
506 

104 
571 

o-oo 

2.  Versuchsreihe 

289 1  65 

! 
o 

1 

1 0  '» 

2  44 490 
über  0-92 

258 
1*91 

313 1  50 512 0 

212 
2-53 1 

344 

1-46 

535 
0—0  58 

179 338 
362 

0  04  3 

539 0-0-84 

3.  Versuchsreihe 

290 
1-79 

245 
1  -90 

1  420 

1  -22 

310 1-60 
206 

2-49 

417 » 

283 •  73 179 316 
498 

1-12 

» 1  69 

3  35  1 
507 

P09 

277 1  79 211 
2  60 561 

0-  13 

257 
1-82 

388 0-24—  1  -39 564 

0-10 

250 
1-84 

423 
1  30 

Kaliumnitrat  und  -nitrit. 

Die  Polarisation  schwankte  bei  beiden  Salzen  fortwährend, 

so  dass  keine  genauen  Messungen  möglich  waren.  Der  Grund 

lag  wahrscheinlich  in  Verunreinigungen,  welche  Inhomogenität 

1  Sehr  ungenau  wegen  geringer  Leitfähigkeit. 
2  Schwankend. 

3  Von  da  an  fort  wahrend  schwankend. 
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hervorriefen.  Das  Nitrat  enthielt  wahrscheinlich  ein  Natrium- 

salz,  sein  Schmelzpunkt  lag  bei  270°,  also  viel  tiefer  als  die 

gewöhnlichen  Bestimmungen.  Die  Polarisation  beträgt  bei- 

läufig für 
KNO 

bei  °00° 

4-4  V 

0  •  9 

400 0-8 

500 

0*2 
580 

o-o KN02 

bei  170° 

3-2  V. 

200 22 

300 W 

400 

1  -4 500 

1  «2 

Weiter  konnte  das  Nitrat  nicht  untersucht  werden,  weil  es 

die  Platinelektroden  angriff.  Die  beiden  zugehörigen  Curven 

durchschneiden  sich  bei  etwa  340°.  Links  vom  Durchschnitts- 

punktc  nimmt  das  Nitrit  ausser  den  früher  genannten  Werthen 

häufig  die  höheren  des  Nitrates  an,  rechts  umgekehrt  das  Nitrat 

die  hier  höheren  Werthe  des  Nitrites,  es  dürften  also  beide 

Salze  nebeneinander  bestehen.  Namentlich  beim  Nitrat  aber 

zeigten  sich  auch  noch  andere  Schwankungen,  als  extremster 

Kall  einmal  3-04  V.  bei  370°.  Auch  der  Nullpunkt  der  Polari- 
sation wurde  vom  Nitrat  manchmal  schon  früher  erreicht.  Ob 

ein  Sprung  ähnlich  wie  beim  Natriumnitrat  eintritt,  Hess  sich 

nicht  feststellen. 

Silbernitrat. 

Die  einzelnen  Versuchsreihen  stimmten  bis  250°  wenig 

überein.  Fig.  3  zeigt  die  extremen  Fälle.  Der  Unterschied  hängt 

vielleicht  mit  der  Bildung  von  Silbersuperoxyd  zusammen.  Der 

Anfang  der  Curve  verläuft  nicht  immer  horizontal.  Schmelz- 

und  Erstarrungspunkt  liegen  zwischen  180°  und  190°.  Von 

2ö0°  an  herrscht  Übereinstimmung.  Die  Curve  fällt  schwach 

gekrümmt,  zuletzt  fast  geradlinig  gegen  die  Temperaturenaxe 

ab.  die  sie  bei  425°  erreicht,  während  gleichzeitig  Blasen- 

entwicklung beginnt.  Aber  schon  bei  ungefähr  300°  nimmt  die 
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bis  dahin  klare  Flüssigkeit  die  für  Untersalpetersäure  charak- 

teristische Röthung  an.  In  einem  Falle,  der  zweiten  Versuchs- 

i 

— *N 
— 

 , 
llOQ         SO  MO         SO  300  50  WO  Geis» 

Fig.  3.  AgN03. 

reihe,  zeigte  die  Polarisation  von  300°  an  grosse  Schwankungen 
und  erreichte  vorübergehend  schon  früher  den  Werth  Null. 

Dabei  waren  vereinzelte  Blasen  aufgestiegen. 

AgN03. 

Cels.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

1.  Versuchsreihe 

178 
0-68 

0  76 
305 

0-37 

216 
0-54 

263 

0-55 
399 

o-io 

166 
0-68 

271 

0-4S 

412  ? 

0-02 

141 068 
290 

0-44 
420 

o-oo 

2.  Versuchsreihe 

158 
0-86 303 0-28-0-58 

403 

0-27 

191 
0-H3 333 

0-07—0-45 » 
0015-0-22 

232 
0-76 

341 
0-  ? 

425 0  00 

249 
0-72 

363 0-0-42 

285 
0*65 

380 0-045  i 

i  Ziemlich  stabil. 
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Ccls  ° 

Volt »  Uli 

,  Cels.° 

Volt 

! 

Volt W  Uli 

3.  Versuchsreihe 

204 
1-02 

240 

0-64 
363 

0-16 

188 
1-07 

252 
0  60 

388 

0-15 

162 > 267 

0-57 

410 

0-12 

193 1  -02 » 

0-55 

428 0  006—0015 
184 1-08 

327 041 438 

0-00 

171 • 360 

0-25 

149 • 358 
017 

4.  Versuchsreihe 

259 
0-55 

185 0  96 312 

0-42 

215 

0-03 

175 » 348 

0-30 

207 
0-66 

165 » 365 

0-20 

212 
0*65 

161 

1-00 

398 

0-09 

201 

0-7f 

170 

0-91 

425 
000 

1  70 

0-96 

268 054 

Ammoniumnitrat. 

Die  Leitfähigkeit  reicht  bis  zu  einer  tieferen  Temperatur, 

als  die  Mittel  werthscurve  der  Fig.  4  verzeichnet  (122°).  Es 

hatten  sich  gewöhnlich  durch  die  Elektrolyse  um  die  Anode 

Gasblasen  aufgeworfen,  welche  die  leitende  Verbindung  unter- 

brachen. In  einer  Versuchsreihe  beobachtete  ich  thatsächlich 

weiter,  fand  aber  merkwürdigerweise  abnehmende  Werthe  der 

Polarisation  bis  zu  184  V.  bei  104°.  Von  122°  an  fällt  die 

Polarisation  mit  2'0G  V.  beginnend  zunächst  geradlinig  ab. 

Schmelz-  und  Erstarrungspunkt  liegen  um  160°.  Von  170°  an 

steigen  anfangs  schwache,  bei  wachsender  Temperatur  immer 

dichter  werdende,  weisse  Nebel  auf.  Bald  nach  200°  zeigen 

sich  die  ersten  Gasblasen.  Über  300"  ist  der  Verlauf  der  Curve 

unsicher.  Bei  langsamem  Erhitzen  war  nämlich  kurz  über  300° 

immer  die  ganze  Salzmenge  verdampft.  Um  die  niedrigeren 
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Werthe  der  Polarisation  zu  erhalten,  musste  ich  sehr  rasch 

erhitzen;  ich  konnte  die  Polarisation  nicht  bei  constanter, 

JOO         SO         200         SO  MO         SO  Cris  ° 

Fig.  4.  NH4NOs. 

sondern  nur  bei  schnell  ansteigender  Temperatur  messen.  Die 

letztere  wurde  daher  wahrscheinlich  zu  hoch  bestimmt. 

NH4N03. 

Cels.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

1.  Versuchsreihe 

104 
1-57 

112 

1-92 

233 103 

158 
1-71 108 

1-84 

250 

0-76 

155 1-76 104 

1-84 

263 

0-69 

142 
1-84 108 

1-91 

272 

0-54 

130 
1-98 

112 

1-95 

302 0-38— 0*51 

122 
2-08 

172 

1-67 

392 

0  00  j 118 
1-99 

187 

1-44 

i  Wahrscheinlich  in  Folge  vollständiger  Verdampfung  keine  leitende 

Verbindung. 

Siub.  d.  mathem.-naturw.  Cl. ;  CVII.  Bd.,  Abth.  H.a.  18 
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Cels.° 

Volt 

I  Cels.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

2.  Versuchsreihe 

191 
1-35 

143 

1-85 

210 MS 

165 

1-62 
129 

1-98 

248 
083 

159 
1-67 

» 

1-90 

294 
056 

15(3 

1-76 

121 

1-98 
309 

O'OO  1 

148 
1-85 

175 1  53 

131 2.06 187 

1-42 

3.  Versuchsreihe 

186 
1-30 

2-00 

223 1  00 

170 1-50 127 

1-85 

276 

0-37 

158 1  "67  192 115 346 

0-13 

152 
1-74 

191 

1-24 

396 

o-oo 

127 
1-92 

230 0  95 

4.  Versuchsreihe 

171 
1-24 

273 

0-Ü0  | 

318 

0-33 

5.  Versuchsreihe 

184 
1  •  18 239 

0-74 

281 

0-27 

206 P  11 257 

0-55 

292 0  19 

222 

0-89 

270 

0-32 
352 

0-11 

Ammoniumsulfat. 

In  den  ersten  Versuchen  wurde  das  Salz  bis  etwas  über 

300°  erhitzt.  Es  war  dabei  noch  nicht  vollständig  geschmolzen, 

sondern  es  schwammen  in  der  Flüssigkeit  breiige  Körperchen 

herum.  Die  Polarisation  zeigte  sich  bei  abnehmender  Tem- 

peratur bis  zu  230°  fast  constant  (Fig.  5,  Curve  I).  Offenbar 

>  Wahrscheinlich  in  Folge  vollständiger  Verdampfung  keine  leitende 

Verbindung. 
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rühren  diese  Werthe  nicht  von  der  Flüssigkeit,  sondern  den 

breiigen  Körperchen  her,  welche  von  der  Temperaturänderung 

nicht  berührt  zu  sein  scheinen.  Bei  den  späteren  Versuchen 

erhitzte  ich  für  kurze  Zeit  auf  350°  und  erhielt  eine  homo- 

gene klare  Flüssigkeit.  Die  Polarisation  hat  die  durch  Curve  II 

dargestellten  Werthe.  Unter  230°  fallen  beide  Curven  zusammen. 

Gegen  200°  tritt  allmälige  Erstarrung  ein.  Gegen  180°  unter- 
brachen wie  beim  Ammoniumnitrat  Gasblasen,  welche  sich  um 

s\ 

1 
• 

SO  ZOO         50  MO         SO  WOCcLs' 

Fig.  5.  (NH4)3S04. 

die  Anode  aufgeworfen  hatten,  die  leitende  Verbindung;  die 

Leitfähigkeit  scheint  aber  bis  zu  einer  tieferen  Temperatur 

bei  stark  wachsender  Polarisation  zu  reichen.  Beim  Wieder- 

erhitzen verschwindet  die  Polarisation  gegen  360°,  nimmt  aber 

bei  weiter  steigender  Temperatur  wieder  grössere  Werthe  an. 

Bei  diesen  höheren  Temperaturen  tritt  statt  vollständiger  Dis- 

sociation  Sublimation  von  schwefligsaurem  Ammonium  ein. 

Bei  sehr  raschem  Erhitzen  war  es  mir  aber  möglich,  die  Polari- 

sation bis  über  460°  dauernd  auf  Null  zu  erhalten. 

(NH4)aS04. 

Ccls.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

Cels.° 

Volt 

1.  Versuchsreihe 

293 

287 

282 

0-45 

0-40 

0-45 

,,r 

241 
225 

0-48 

» 

*
 
 i 

218 

» 

210 i 

0-60 
0-07 

0-83 

18* Digitized  by  Google 
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Cels.° 

Volt 

Ccls.0 

Volt 

Cels.0 

Volt 

186 

0-92 

238 

0-45 

309 009 

185 
103 199 

0-85-0-90 
331 

0-05 

» 
1*10 

190 

0-95 

346 

0-03 

213 
0-81 

179 
1  -01 

384 
0  02 

192 1  -03 171 

1-03 

412 

0-05 

171 
1-39  ? 

286 

0- 14 
445 

0-09 

238 

0-40 
293 

0-12 

2.  Versuchsreihe 

311 
0-37 

231 

0-47 

325 

0-09 

305 

0-40 

216 
0  56 

288 

0- 15 

297 
0-43 

204 0  66 
285 

028 

288 047 194 

0-72 

318 

1-12 

270 

0-48 
191 

0-76 

348 011 

258 

0-46 188 
0-90 

3.  Versuchsreihe 

312 

0-10 
198 

0-85  i 
362 

0-00 

274 
1 0- 16 

200 
0-95  2 

395 002 

249 0-34—0-40 181 

0-95 

401 
003 

247 0-49  ' 251 

0-36 

403 
005 

225 0-58  « 301 0-09  1 
423 

0-09 

242 0-36  3 
307 

0-  10 

213 
0-67 

311 

0-08 

4.  Versuchsreihe 

314 

0-06 

360 

0  03  | 

394 

0-015 

326 
0-03 

» 

0-015 

434 0  00 

356 000 386 

0-00 

462 
» 

1  Schwankend. 

2  Schwankend,  Maximum. 
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Einfachsaures  Ammoniumorthophosphat. 

Das  Salz  wurde  bis  180°  erwärmt  und  dann  abgekühlt. 

Die  Polarisation  bleibt  zunächst  bis  155°  ungeändert  (Fig.  6) 

oder  nimmt  sogar  ab.  Bei  155°  knickt  die  Curve  um  und  steigt 

geradlinig  bis  ungefähr  90°,  hier  wird  sie  nochmals  steiler. 

Von  ungefähr  140°  an  tritt  Erstarrung  zu  einer  zunächst 
weichen,  erst  bei  tieferer  Temperatur  erhärtenden  Masse  ein, 

5 

0 

too 

1 

|  i i 

i —
 

1 
 .  ! 

i —
 

.  j I  l  i  L  i  I  i  l  

30        100        50        200       SO         J(M)        SO  WOCels» 

Fig.  6.  (NH4)2HP04. 

namentlich  um  die  Elektroden  herum  erhält  sich  lange  Flüssig- 

keit. Beim  Wiedererwärmen  wurde  von  200°  an  beobachtet.  Bei 

dieser  Temperatur  beginnt  Blasenentwicklung,  später  schäumt 

die  ganze  Flüssigkeit  wie  Seifenwasser  und  geräth  endlich  in 

heftiges  Sieden,  die  Polarisation  fällt  bis  auf  0-44  V.  bei  300°. 
Hier  zeigt  die  Curve  einen  Knick  und  verläuft  fast  horizontal 

weiter.  Gleichzeitig  hat  die  Blasenentwicklung  aufgehört,  es  ist 

alles  Ammoniak  und  Wasser  entwichen  und  nur  Metaphosphor- 

säure  zurückgeblieben,  welche  beim  Erkalten  glasartig  erstarrt. 

An  diesen  Erscheinungen  ändert  sich  auch  durch  schnelles 

Erhitzen  nichts. 
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fNH4)2HP04. 

:  Ccis.° 
Volt      j  Ccls.Ä 

Volt 

1
 
 

~
'
 

Volt 

1.  Versuchsreihe 

178 

181 

172 

159 

155 

136 

1-23 

1-20 

1  ■  19 

114 

1  08 
1-35 

121 

118 

105 

206 
229 

252 

1*46 

1-57 

1  64 

0  90 
0-81 

063 

1  270 

,  285 

332 

377 

i 

0-  12 

0-09 

0-37 

043 

2.  Versuchsreihe 

155 

156 

147 

138 

131 
1 

» 

133 

125 

113 

105 

1-22 

1-23 

1-27 

1-30 
1-36 

1  40 
1-38 

1-42 

1-49 

1*60 

95 

90 

85 
82 

163 

200 

210 

216 

238 

245 

1*67 

2  00 

2  18 

2  26 

1  22 

118 

1  12 1-07 

0  95 

| 

257 

273 

305 295 

301 

336 

358 

417 
461 

0-84 

0  70 
0-45 0-49 

045 0-43 

042 
0-54 

041 

3.  Versuchsreihe 

181 

178 

159 

154 

1-31 

1-27 

1-25 

1*31 

145 

118 

110 

89 

1-36 

1  35 
1-44 

1  59 

81 67 60 

52 

1  -88 

2  •  30 

2  •  40 

243 

4.  Versuchsreihe 

150 

* 

1  '28 

1-31 140  1-30 
88  Ml 

1  «5 

1 

8*52 
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Cels.° 

Volt 

Ccls.° 

Volt 

Ccls.° 

Volt 

5.  Versuchsreihe 

168 1  -22 308 

0-42 

428 037 

208 
1-13 

356 

0-37 

251 0-81 415 

0-59 

Natrium-  und  Kaliumchlorat. 

Die  einzelnen  Messungen  zeigten  sehr  wenig  Überein- 

stimmung. Ausser  Platinelektroden  wurden  auch  solche  aus 

Graphitstiften  verwendet.  Die  höchsten  beobachteten  Werthe 

näherten  sich  4  V.  Früher  oder  später  trat  Explosion,  verbunden 

mit  rapider  Temperatursteigerung,  ein.  Während  der  Explosion 

sank  die  Polarisation  plötzlich  herab,  um  sofort  ebenso  plötz- 

lich wieder  zu  sehr  grossen  Werthen  zu  steigen,  welche  dem 

gebildeten  Chlorid  oder  Perchlorat  entsprechen. 

Die  vorangehenden  Untersuchungen  ergeben  folgendes 

Resultat:  Die  Polarisation  nimmt  mit  wachsender  Temperatur 

im  Allgemeinen  stetig  ab.  Die  Stetigkeit  wird  auch  durch 

den  Schmelzpunkt  nicht  unterbrochen.  Es  ist  aber  möglich, 

dass  derselbe  bei  manchen  Substanzen  auf  die  Änderungs- 

geschwindigkeit der  Polarisation  einen  Einfluss  hat.  Ähnliche 

Verhältnisse  bestehen  nach  Graetz1  für  das  elektrische 

Leitungsvermögen  der  festen  und  geschmolzenen  Salze.  —  Die 

Änderung  der  Polarisation  mit  der  Temperatur  ist  für  dieselben 

beiläufig  von  derselben  Grösse  wie  die  von  F.  Exner2  an 

wässerigen  Lösungen  beobachtete,  aber  etwa  zehnmal  grösser 

als  die  thermoelektrischen  Kräfte,  welche  nach  den  Beob- 

achtungen von  Bouty3  und  von  L.  Poincare4  für  concen- 

1  Wied.  Ann.,  40  (1890). 

2  Diese  Sitzungsbcr.,  1U3  (1894). 

3  C.  R.  90  (1880). 

*  C.  R.  110  (1890). 
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trirte  wässerige  Lösung  und  geschmolzenes  Salz  selbst  wieder 

untereinander  gleich  sind.  Der  letztere  fand  die  thermoelek- 

trische  Kraft  zwischen  Silber  und  Silbernitrat  zwischen  310° 

und  400°  zu  0-00027  V.  für  je  1°  C;  im  selben  Intervall 

beträgt  nach  P'ig.  3  die  Änderung  der  Polarisation  des  Silber- 

nitrates für  1°  C.  0*0037  V.  —  Während  der  Dissociation  eines 

Salzes  in  seine  Bestandteile  sinkt  die  Polarisation  auf  Null 

herab,  aber  nicht  bei  beginnender  Zersetzung,  sondern  erst, 

wenn  dieselbe  eine  gewisse  Heftigkeit  erreicht  hat.  Bei  partieller 

Zersetzung,  wie  der  des  Natriumnitrates  zu  Nitrit,  erleidet  die 

Polarisation  einen  Stetigkeitssprung  oder  wenigstens  eine  sehr 

rasche  Änderung,  indem  sie  die  der  neuen  Verbindung  ent- 

sprechende Grösse  annimmt.  Es  lassen  sich  daher  chemische 

Processe  durch  Messung  der  Polarisation  verfolgen.  —  Die 

Werthe,  welche  die  Polarisation  bei  beginnender  Leitfähigkeit 

zeigt,  sind  bedeutend  grösser  als  in  den  entsprechenden  Salz- 

lösungen, da  ja  die  Schwächung  durch  secundäre  Einwirkung 

der  Ionen  auf  das  Lösungswasser  wegfällt.  Sie  sind  überhaupt 

die  grössten  bisher  beobachteten.  Über  die  Versuche,  galva- 

nische Elemente  mit  geschmolzenen  Elektrolyten  herzustellen, 

vergleiche  man  eine  historische  Notiz  von  H.  Bequerel;1  in 

jüngster  Zeit  wurden  derartige  Versuche  von  Korda2  mit  den 

höheren  Oxyden  von  Barium  und  Kupfer  fortgesetzt. 

Diese  Anfangswerthe  der  Polarisation  sind  aber  ent- 

sprechend den  Temperaturen,  bei  welchen  sie  gemessen  sind, 

mit  Ausnahme  des  Ammoniumphosphates  noch  immer  kleiner 

als  jene,  welche  sich  aus  den  gewöhnlich  bei  Zimmertemperatur 

beobachteten  Wärmetönungen  der  ins  Spiel  tretenden  chemi- 

schen Processe  ergeben.  Ich  theile  im  Folgenden  das  Ergebniss 

der  Rechnung  mit.  Dieselbe  stützt  sich  hauptsächlich  auf  die 

Angaben  von  J.  Thomsen  in  seinen  »Thermochemischen 

Untersuchungen-;  zur  Ergänzung  sind  einzelne  Daten  von 

Berthelot  und  Andrews  aus  Ostwald's  »Lehrbuch  der 

allgemeinen  Chemie«  und  dem  »Handbuch  der  anorganischen 

Chemie«  von  Dammer  herangezogen.  Es  ist  vorausgesetzt, 

1  C.  R.  1 10  (1890). 

2  C.  R.  120  (1895). 
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dass  das  Anion  bei  den  Nitraten  in  N02  und  O,  beim  Sulfat  in 

SOs  und  O,  beim  Phosphat  in  Pa05  und  O  zerfällt.  An  Stelle 

der  unbekannten  Neutralisationswärme  (Na*OAq,  N2OsAq)  ist 

bei  der  Berechnung  die  von  Berthelot  zu  10.600c  bestimmte, 

entsprechende  Neutralisationswärme  des  Ätzkali  eingesetzt, 

was  berechtigt  erscheint,  da  sich  die  Neutralisationswärmen 

der  beiden  Hydroxyde  mit  Salpetersäure  nur  um  1%  unter- 

scheiden. Die  Lösungswärmen  der  beiden  Nitrite  sind  durch 

die  der  Nitrate  ersetzt,  welche,  nach  den  analogen  Ammonium- 

verbindungen zu  schliessen,  wahrscheinlich  grösser  sind.  Für 

die  Lösungswärme  des  einfachsauren  Ammoniumorthophos- 

phates  ist  die  des  entsprechenden  Natriumsalzes  substituirt. 

Die  betreffenden  Berechnungen  sind  also  ungenau.  Ferner  ist 

die  elektromotorische  Kraft  von  1  Daniell  gleich  1088  V.  und 

entsprechend  einer  Wärmetönung  von  50.130°  für  zwei  Gramm- 

äquivalente angenommen. 

Volt 
Volt 

Cels.° 

1 

Cels.° 
2  (Na,  0,  NO«) 

4-92 

3  56 230 
570 

2  (Na,  NO*) 
3  76  ? 

3-20 

160 570 

2(k\  0,  NO 2) 

5-28 

4-4 200 5S0 

2(K,  N02) 

4-11  ? 
32 170 

2<Ag,  0.  N02) 

1-34 1  -08 149 
425 

2(NH\  H,  0,  NO-') 

3-39 

2  06 122 

390 

(fNH*p,  H«,  0.  SO  ) 
3  36 

1*06 

180 360 

'  ,([NrP]«f  H*.  0\  P*0*) 

2-36  ? 
248 60 

300 

Die  erste  Spalte  dieser  Tabelle  enthält  für  je  zwei  Äqui- 

valente die  vermuthlichen  chemischen  Reactionen.  deren  Wärme- 

tönung die  elektromotorische  Kraft  der  Polarisation  liefert.  Die 

zweite  Spalte  gibt  die  berechneten  Werthc  der  letzteren,  die 

dritte  die  höchsten  beobachteten  YVerthe,  also  für  den  Beginn 

der  Leitfähigkeit,  die  vierte  die  Temperaturen,  bei  welchen 

diese  eintrat.  Die  letzte  Spalte  endlich  enthält  die  Zersetzungs- 

temperaturen, bei  welchen  die  Polarisation  des  einfachsauren 

Digitized  by  Google 



260         O.  Singer,  Polarisation  fester  und  geschmolzener  Salze. 

Ammoniumorthophosphates  0'44  V.,  die  der  anderen  Salze 

Null  betrug.  Die  in  den  Figuren  2 — 6  gezeichneten  Curven, 

welche  bei  entsprechend  anderer  Bedeutung  der  Ordinaten 

zugleich  die  Abhängigkeit  der  Wärmetönung  von  der  Tem- 

peratur darstellen,  scheinen  sich,  nach  links  verlängert,  that- 

sächlich  den  berechneten  Werthen  zu  nähern. 
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Uber  elektrische  und  magnetische  Zerlegung 

der  Kathodenstrahlung 

von 

Dr.  Josef  Ritter  v.  Geitler. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag. 

(Mit  5  TcxtHgurcn.) 

Gelegentlich  einer  Untersuchung  über  Kathodenstrahlen 

stiess  ich  auf  die  im  Folgenden  beschriebenen  Thatsachen, 

welche  mir  genügend  selbständiges  Interesse  zu  haben  scheinen, 

um  jetzt  schon  über  dieselben  zu  berichten. 

I.  Zerlegung  auf  elektrischem  Wege. 

A.  Mit  Hilfe  eines  Condensators. 

Befindet  sich  im  Wege  eines  Kathodenstrahlenbündels  ein 

für  die  Strahlen  undurchlässiger  Körper,  z.  B.  ein  in  das  Ent- 

ladungsrohr eingeschmolzener  Draht,  so  wirft  derselbe  be- 

kanntlich einen  scharfen  Schatten.  Ertheilt  man  dem  schatten- 

negnti  ve 
werfenden  Drahte  eine  stationäre   -  ■■.  .  —  elektrische  Ladung, 

positive verbreitert     .  ,    ,     „  ,  _, 
so      sich  der  Schatten.  Diese  zum  Theile  schon 

verengert 

bekannte  Erscheinung  ist  erst  neuerlich  von  Q.  Majorana1 

genauer  studirt  und  durch  die  von  G.  Jaumann2  entdeckte 

elektrostatische  Ablenkung  der  Kathodenstrahlen  erklärt  worden. 

i  Q.  .Majorana.  Nuovo  Cimcnto,  1897,  Scr.  IV,  p.  305. 

5  G.  Jaumann,  diese  Sitzungsberichte,  BJ.  1U5,  1896  und  Wied.  Ann. 

59,  S.  252,  1896. 
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Um  dem  schattenwerfenden  Körper  eine  Ladung 

zu  ertheilen,  bediene  man  sich  nun  der  Versuchs- 

anordnung, welche  aus  der  nachstehenden  Fig.  1 

ersichtlich  ist. 

Fig.  1. 

In  einem  cylindrischen  Glasrohre  von  30  cm  Länge  und 

4  cm  Durchmesser  sind  die  drei  Elektroden  A,  K,  K'  mit  Siegel- 

lack eingekittet.  A,  als  Anode  dienend,  ist  ein  kurzer  Alumi- 

niumdraht von  2  mm  Durchmesser,  K,  die  Kathode,  eine  an 

einem  Aluminiumdrahte  befindliche  kreisrunde  Aluminiumplan- 

scheibe von  etwa  1  cm  Durchmesser,  deren  Normale  mit  der 

Rohraxe  möglichst  zusammenfällt;  K',  ein  die  Rohraxe  senk- 

recht schneidender  Aluminiumdraht,  dient  als  Schattenwerfer. 

Das  Entladungsrohr  ist  an  eine  automatische  Sprengelpumpe 

angeschmolzen. 

Ist  das  Vacuum  ein  genügend  hohes  und  A  mit  dem  posi- 

tiven, K  mit  dem  negativen  Pole  eines  grossen  RuhmkorfTschen 

Inductoriums  R  verbunden,  so  sieht  man  am  Ende  E  der  Röhre 

den  scharfen  Schatten  von  K'  —  etwa  Q-hcm  breit  —  umgeben 

von  dem  hellen,  durch  die  von  A  ausgehenden  Kathodenstrahlen 

hervorgerufenen  Fluorescenzlichte.  Verbindet  man  nun  K mit  K* 

durch  einen  Draht,  so  werden  die  von  A'  gegen  Kl  gehenden 
Strahlen  so  stark  abgelenkt,  dass  die  Schattengrenze  von  E 

beiderseits  bis  auf  etwa  2  cm  gegen  K'  zurückweicht;  das  den 

Schatten  scharf  begrenzende  grüne  Fluorescenzlicht  bildet,  den 

geometrischen  Verhältnissen  entsprechend,  auf  beiden  Seiten 

des  Rohres  je  einen  parabolischen,  rippenartigen,  gegen  E  con- 

vexen  Streifen  auf  der  Glaswand. 
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Wird  nun  aber,  statt  A"  mit  K'  direct  zu  verbinden, 

zwischen  Ä'und  K!  in  der  aus  der  Figur  zu  entnehmenden 

Weise  eine  Leydenerflasche  (Capacität  etwa  40  m )  ge- 

schaltet, so  beobachtet  man  folgende  Erscheinung: 

Statt  des  einen,  eben  beschriebenen  Streifens,  welcher  ver- 

schwindet, treten  je  eine  Reihe  von  zwei  bis  sieben  und  nach 

Umständen  auch  mehr  parabolischen,  gegen  E  convexen,  ziem- 

lich äquidistanten  grünen  Streifen  an  beiden  Seiten  des 

Rohres  in  dem  zwischen  A"'  und  E  gelegenen  Theile  desselben 

auf.1  Die  Lage  des  Streifensystems  und  der  Raum,  welchen 

dasselbe  an  der  Rohrwand  einnimmt,  ändern  sich  mit  den  Ver- 

suchsbedingungen, wie  aus  dem  Weiteren  hervorgeht.  Denkt 

man  sich  die  Rohraxe  horizontal,  K'  vertical,  so  ist  der  Abstand 

der  Streifen  von  einander  dort  am  grössten  (z.  B.  0*5  cm),  wo 

sie  eine  durch  die  Rohraxe  gelegte  Horizontalebene  schneiden, 

am  kleinsten  (z.B.  0-5  mm)  dort,  wo  der  Schnitt  mit  einer 

durch  die  Rohraxe  gelegten  Verticalebene  erfolgt. 

Bevor  ich  es  versuche,  eine  Erklärung  für  das  Auftreten 

dieser  Streifen  zu  geben,  sollen  noch  einige  charakteristische 

Veränderungen  der  Erscheinung  bei  veränderten  Versuchs- 

bedingungen beschrieben  werden. 

Ersetzt  man  die  Leydenerflasche  L  durch  einen  Conden- 

sator  von  grösserer  Capacität,  indem  man  z.  B.  der  Flasche  L 

noch  eine  oder  mehrere  gleich  grosse  Flaschen  parallel  schaltet, 

so  rücken  die  Streifen  immer  näher  an  einander  heran  und 

werden  in  ihrer  Gesammtheit  umsomehr  von  der  Richtung  der 

Rohraxe  abgestossen,  je  grösser  die  Capacität  des  Conden- 

sators  wird.  Verkleinert  man  hingegen  die  Capacität  von  L  z.  B. 

dadurch,  dass  man  an  Stelle  der  einen  Leydenerflasche  zwei 

oder  mehrere  gleich  grosse  Flaschen  hinter  einander  schaltet, 

so  werden  die  Streifendistanzen  grösser.  In  einem  speciellen 

Falle  waren  die  Streifendistanzen,  gemessen  zwischen  den  con- 

vexesten  Stellen  bei  Einschaltung  von: 

3  Leydenerflaschen.  parallel  im  Mittel  0'28  cm 

2  »  »   »      »     0  38  > 

I  Von  dem  gleichzeitig  bei  K'  an  der  Glaswand  auftretenden  blau- 
violetten, sehr  beweglichen  Lichtballen  soll  hier  nicht  weiter  die  Rede  sein. 
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1  Leydenerflasche  

2  Leydenerflaschen,  hintereinander 

3 

4 

im  Mittel  0-75  cm 

1-  3  * 

»     2*2  ► 
2-  5  ► 

Ausser  von  der  Capacität  der  Leydenerflaschen  hängt  die 

Grösse  der  Streifenabstände  deutlich  von  dem  verwendeten 

Inductorium  ab. 

Ganz  dieselbe  Streifenbildung,  nur  hinsichtlich  der  Gestalt 

der  Streifen  den  geänderten  geometrischen  Verhältnissen  ent- 

sprechend modifkirt,  ist  in  Entladungsröhren  beliebiger  Gestalt 

zu  erhalten,  wenn  die  Kathodenstrahlen  auf  ihrem  Wege 

einen  schattenwerfenden  Metallkörper  finden,  welcher  in  der 

beschriebenen  Weise  mit  der  Kathode  verbunden  ist.  Dabei 

ist  es  gleichgiltig,  ob  der  Schattenwerfer  ein  Draht,  eine  breitere 

oder  schmälere  Metallplatte  oder  ein  Metallkonus  u.  dgl.  ist.  Die 

Erscheinung,  dass  der  mehr  oder  weniger  verbreiterte  Schatten 

von  einem  System  grüner  Streifen  umsäumt  ist,  welche  durch 

dunkle  Stellen  der  Glaswand  von  einander  getrennt  werden, 

bleibt  im  Wesentlichen  dieselbe.  Besonders  schön  sind  die 

Streifen  in  kugelförmigen  Recipienten  ausgebildet,  wenn  der 

schattenwerfende  Draht  in  die  Richtung  eines  Kugeldurch- 

messers fällt  und  die  Kathodennormale  den  Draht  im  Kugel- 

mittelpunkte senkrecht  schneidet. 

Versucht  man  auf  Grund  der  bisher  beschriebenen  Experi- 

mente eine  Deutung  der  Streifenbildung  zu  geben,  so  ist  der 

nächstliegende  Gedanke,  welcher  sich  wegen  der  besonders  im 

Falle  eines  kugelförmigen  Recipienten  frappanten  Ähnlichkeit 

des  Streifensystems  mit  den  bei  optischen  Versuchen  auf- 

tretenden Beugungsstreifen  dem  Beobachter  aufdrängt,  die 

Erscheinung  für  ein  Interferenzphänomen  zu  halten,  her- 

vorgebracht durch  die  von  der  Kathode  und  dem  Schatten- 

werfer ausgehenden  Kathodenstrahlen,  umsomehr.  wenn  man 

sich  von  vornherein  auf  dem  Boden  jener  Theorien  befindet, 

welche  die  Kathodenstrahlen  als  Wellen  irgend  welcher  Art 

betrachten.  In  der  That  scheinen  die  mitgetheilten  Beobach- 

tungen zunächst  für  diese  Erklärung  zu  sprechen.  Denn:  sind 

die  Kathodenstrahlen  Wellen,  deren  Periode  durch  die  Periode 

der  elektrischen  Kraftschwankungen  an  der  Kathode  gegeben 
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ist  oder  wenigstens  von  derselben  abhängt,  so  erscheint  es  nur 

natürlich,  dass  die  Periode  und  damit  auch  die  Wellenlänge  der 

Strahlen  und  somit  auch  der  Abstand  der  »Interferenzstreifen* 

sich  mit  der  Eigenschwingung  des  erregenden  HuhmkorfT'schen 

Apparates  ändert;  es  ist  weiterhin  auch  verständlich,  dass  es  für 

die  Wellenlänge  der  Kathodenstrahlen  von  Einfluss  sein  kann, 

wenn  zwischen  Kathode  und  Schattenwerfer  ein  schwingungs- 

fähiges System  geschaltet  wird,  wie  es  die  Leydenerflaschen 

thatsächlich  sind,  und  man  bemerkt,  wie  aus  den  obigen  Ver- 

suchen hervorgeht,  dass  die  Distanz  der  Streifen  sich  deutlich 

ändert,  wenn  die  für  die  Schwingungsdauer  massgebende 

Capacität  desselben  verändert  wird. 

Der  nächste  Versuch,  zu  dem  ich  auf  Grund  dieser  Auf- 

fassung geführt  wurde,  war  der  folgende:  Werden  die  Streifen 

wirklich  durch  eine  Interferenz  der  von  K  und  K'  ausgehenden 

Strahlen  hervorgerufen,  so  dürfen  dieselben  nicht  auftreten, 

wenn  K'  verhindert  wird,  Kathodenstrahlen  in  den  Versuchs- 

raum zu  senden.  Dies  kann  aber  dadurch  erreicht  werden, 

dass  Av,  wenigstens  auf  einen  Theil  seiner  Länge,  mit  einer 

Glasröhre  umhüllt  wird.  Thut  man  dies  (der  Versuch  wurde 

in  einem  kugelförmigen  Recipienten  ausgeführt),  so  ist  die 

Streifenbildung  thatsächlich  nur  an  jenem  Theile  der  Schatten- 

grenze zu  bemerken,  welche  dem  unbedeckten  Drahte  ent- 

spricht; an  jenem  Theile  des  Schattens,  welcher  von  der 

glasumhüllten  Strecke  des  Drahtes  herrührte,  war  eine  kleine 

Verbreiterung  des  Schattens,  aber  keine  Streifenbildung  wahr- 

zunehmen. 

Trotzdem  scheint  mir  diese  Auffassung  der  Er- 

scheinung nicht  stichhältig  zu  sein.  Einer  der  Haupt- 

gründe, welche  mich  bewogen,  die  Interferenzhypothese  zu 

verlassen,  war  der  Erfolg  des  nachstehenden  Versuches: 

In  einer  Röhre  von  der  aus  Fig.  1  ersichtlichen  Form  sei 

die  schattenwerfende  Kathode  K'  in  einem  Schliffstück  ein- 

gekittet, welches  gestattet,  den  Draht  K'  um  seine  eigene  Axe 

zu  drehen.  An  dem  Drahte  K'  selbst  befinde  sich  —  mit 

Hilfe  zweier  Hartgummiklötzchen  befestigt  —  eine  rechteckige 

Glimmerplatte  von  etwa  O  b  mm  Dicke,  O-öcm  Breite  und 

etwa  3*5  cm  Länge  in  einem  Abstände  von  etwa  '1  mm  vom 
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Drahte,  symmetrisch  zu  demselben,  ihre  Fläche  senkrecht  zur 

kürzesten  Verbindungslinie  mit  dem  Drahte,  die  längere  Seite 

parallel  dem  Drahte.  Der  Schliff  ermöglicht  es,  den  Draht 

sammt  der  Glimmerplatte  zudrehen;  während  aber  der  Draht 

seine  Lage  im  Rohre  beibehält,  kann  auf  diese  Weise  die 

Platte  bald  zwischen  K  und  Av,  bald  zwischen  K'  und  E  oder 

in  beliebige  zwischenliegende  Stellungen  gebracht  werden. 

Verwendet  man  die  aus  Fig.  1  ersichtliche  Versuchsanordnung 

und  befindet  sich  die  Glimmerplatte  zwischen  A'  und  K'  so, 
dass  ihre  Normale  mit  der  Rohraxe  zusammenfällt,  so  treten 

die  oben  beschriebenen  Streifen,  wie  früher,  auf.  In  diesem 

Falle  könnte  man  noch  ganz  gut  an  eine  Interferenz  der  von  K 

und  A7  ausgehenden  Strahlen  denken,  welche  ja  beide  in  den 

zwischen  K'  und  E  gelegenen  Theil  des  Rohres  gelangen 

können.  Dreht  man  aber  nun  den  Schliff  um  180°,  so  dass 

die  Platte  zwischen  K'  und  E  zu  stehen  kommt,  so  sind  die 

Streifen  immer  noch  vorhanden.  Da  aber  unter  diesen  Verhält- 

nissen Kathodenstrahlen  von  A"'  —  wegen  der  Breite  und  Dicke 

des  Glimmerschirmchens  —  unmöglich  in  den  zwischen  K' 

und  E  gelegenen  Raum  treten  können,  kann  die  Erscheinung 

auch  nicht  durch  Interferenz  zwischen  Strahlen  von  A'  und  K' 

zu  Stande  kommen.1 

Eine  andere  Auffassung  über  die  Entstehung  der 

Streifenbildung,  welche  mir  mit  den  Thatsachen  ver- 

träglich zu  sein  scheint,  möchte  ich  der  Beschreibung 

jener  Versuche  vorausschicken,  aus  welchen  ich  die- 

selbe gewonnen  habe. 

Der  secundäre  Kreis  des  Ruhmkorff'schen  Apparates  führt 

bekanntlich  bei  jeder  Unterbrechung  des  Primärstromes  eine 

gedämpfte,  im  Wesentlichen  sinusartig  verlaufende  elektrische 

Schwingung  aus.  In  Folge  dessen  werden  die  Pole  des  secun- 

dären  Kreises  und  die  mit  denselben  verbundenen  Leiter  (im 

i  Man  müsste  denn  annehmen,  dass  von  der  E  zugewendeten  Seite  des 

(Uimmerblättchens  Kathodcnstrahlen  ausgehen.  Bringt  man  jedoch  ausserdem 

einen  (.limmerschirme  noch  einen  zweiten,  gleichen  symmetrisch  zu  demselben 

an  A"  an,  was  eine  Annäherung  an  den  Fall  des  glasbedeckten  Drahtes 

bedeutet,  so  sind,  wenigstens  in  dem  cylindrischen  Entladungsrohre,  keine 

Streifen  zu  bemerken. 
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vorliegenden  Falle  also  die  Elektroden  A,  K  und  die  eine 

Belegung  von  L)  im  Tempo  der  Ruhmkorffschvvingung  ab- 

wechselnd positiv  und  negativ  elektrisch  geladen.  Die  Dämpfung 

der  Ruhmkorffschwingung  hat  zur  natürlichen  Folge,  dass  die 

aufeinanderfolgenden  PotentialdifTerenzen  zwischen  A  und  K 

von  abnehmender  Grösse  sind.  Nur  in  jenen  Zeiten,  während 

welcher  A*  negativ  ist,  gehen  von  K  Kathodenstrahlen  aus. 
Nach  dieser  Auffassung  würden  demnach  unter  gewöhnlichen 

Verhältnissen  von  einer  durch  einen  Ruhmkorff  sehen  Apparat 

oder  überhaupt  einen  oscillirenden  Erreger  gespeisten  Kathode 

Züge  von  Kathodenstrahlen  im  Tempo  der  Schwingungsperiode 

des  Apparates  ausgehen;  zwischen  dem  Ende  eines  voraus- 

gehenden und  dem  Beginne  eines  nachfolgenden  Zuges  würde 

im  Räume  eine  kathodenstrahlenfreie  Strecke  liegen,  deren 

Länge  von  der  Geschwindigkeit  der  Strahlen  und  der  Periode 

des  Erregers  abhängen  müsste.  Die  aufeinanderfolgenden  Züge 

bestehen,  der  in  Folge  der  Dämpfung  abnehmenden  Stärke  der 

Kathode  entsprechend,  aus  Kathodenstrahlen,  deren  mittlere 

Intensität  von  Zug  zu  Zug  abnehmen  muss.  Da  nun  bekannt- 

lich die  Ablenkbarkeit  der  Kathodenstrahlen  durch  magnetische 

und  elektrostatische  Kräfte1  mit  abnehmender  Intensität  der 

Strahlen  zunimmt,  so  ist  zu  erwarten,  dass  die  aufeinander- 

folgenden, von  einer  durch  einen  gedämpft  oscillirenden  Erreger 

gespeisten  Kathode  ausgehenden  Kathodenstrahlen  durch  eine 

und  dieselbe  elektrische  oder  magnetische  Kraft  in  verschieden 

hohem  Grade  werden  abgelenkt  werden. 

Befindet  sich  demnach  im  Wege  der  von  einer  solchen 

Kathode  ausgehenden  Strahlen  ein  schattenwerfender,  etwa 

elektrisch  negativ  geladener  Körper,  so  wird  die  durch  elektro- 

statische Ablenkung  bewirkte  Verbreiterung  seines  Schattens 

für  die  aufeinanderfolgenden  Züge  von  Kathodenstrahlen  eine 

verschieden  grosse  sein,  es  werden  statt  einer  einzigen  so 

viele  getrennte  Schattengrenzen  auftreten  müssen,  als  von  der 

Kathode  Strahlenzüge  ausgegangen  sind.  Die  Folge  hievon  muss 

1  G.  Jaumann,  diese  Sitzungsber.,  Bd.  104,  1S95  und  Wied.  Ann.,  57. 

S.  147,  1896.  —  W.  Kaufmann,  Wied.  Ann.,  61,  S.  544,  1897.  —  W.  Kauf- 

mann und  E.  Aschkinass,  Wied.  Ann  ,  62,  S.  588,  1897. 

Sitzb  d.  mathem.-naturw.  Cl  ;  CVII.  lid  ,  Abth  II  a.  19 
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sein,  dass  auf  der  Wand  der  Entladungsröhre  mehrere,  ver- 

schieden stark  abgelenkte  Schattengrenzen  mit  anschliessendem 

Fluorescenzlichte  Sichtbarwerden,  also  im  Falle  eines  gewöhn- 

lichen Glasrecipienten  eine  Reihe  grüner,  von  dunkeln  Zwischen- 

räumen unterbrochener  Streifen.  Das  ist  aber  im  Wesentlichen 

gerade  die  Erscheinung,  welche  ich  im  vorangehenden  Theile 

dieser  Mittheilung  beschrieben  habe. 

Die  Verhältnisse  sind  bei  den  vorliegenden  Versuchen 

allerdings  nicht  so  übersichtlich,  wie  in  dem  angenommenen 

Falle  einer  stationären  Ladung  des  Schattenwerfers,  da  die 

Ladung  desselben  hier,  wie  bei  der  Kathode  selbst,  durch  eine 

gedämpft  schwingende  Elektrieitätsquelle  erfolgt.  In  den  meisten 

Fällen  gelingt  es  jedoch,  unter  Berücksichtigung  dieses  Um- 

Standes  ohne  bedeutende  Schwierigkeit  die  hier  vertretene  Auf- 

fassung mit  den  Thatsachen  in  erträgliche  Übereinstimmung 

zu  bringen. 

Es  möge  dies  bei  einigen  der  folgenden  Experimente  ver- 

sucht werden. 

Bei  Verwendung  einer  bestimmten  Capacität  (z.  B.  einer 

grossen  Leydenerflasche)  und  eines  bestimmten  Ruhmkorff- 

schen  Inductionsapparates  ist  sowohl  die  Lage  und  Helligkeit, 

als  auch  die  Zahl  der  auftretenden  Streifen  bedingt  durch  die 

Stärke  des  den  Ruhmkorff sehen  Apparat  speisenden  Primär- 

stromes. 

Bei  einem  Rohre  von  27  cm  Länge  und  4  cm  Durchmesser, 

in  welchem  der  Abstand  zwischen  A'  und  K'  7  cm  betrug, 
ergab  sich  z.  B.  Folgendes:  Zur  Speisung  des  RuhmkorfFschen 

Apparates  wurden  abwechselnd  4  und  i>  Accumulatoren  ver- 

wendet und  jedesmal  die  Lage  der  convexesten  Stellen  der 

sichtbaren  Streifen  auf  der  Glaswand  mit  Farbstift  bezeichnet, 

während  zwischen  A'und  K'  v  erschiedene  Capacitäten  geschaltet 
waren.  Für  eine  gewisse,  nicht  gemessene  Verdünnung  ist  der 

Abstand  D  der  convexesten  Stellen  der  Streifen  von  einer 

durch  K'  senkrecht  zur  Rohraxe  gelegten  Ebene  in  der 

folgenden  Tabelle  zusammengestellt: 
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Capacität 

Zahl 
der 

Accu- 

mula- toren 

D  in  Millimetern  für  Streifen  Nr. 

zwischen  K  und  K' 1 2 3 4 5 
1 

6 

1 

1  Leydenerflasche  j 

4 

0 

47 

42 

56 
51 

66 

61 

78 

73 

• 84 

• 

2  Leydenerflaschen  j 
parallel  j 

4 

6 

47 

45 

53 
50 

60 
55 

71 

60 

• 

67 78 

2  Leydenerflaschen  ( 

hintereinander  | 

4 

6 

49 

1
"
 

60 

55 

75 
69 

95 

86 • 

Die  Abhängigkeit  der  Streifenzahl  von  der  Stärke  des 

Primärstromes  lässt  sich  auch  sehr  bequem  in  der  Weise 

zeigen,  dass  man  denselben  durch  einen  regulirbaren  Wider- 

stand schickt.  Sind  etwa  bei  Beginn  des  Versuches,  während 

der  Rheostat  ausgeschaltet  ist,  7  Streifen  deutlich  sichtbar, 

und  schwächt  man  den  Strom  allmälig,  so  verschwinden  die 

Streifen  in  ihrer  Reihenfolge  von  E  gegen  Ä''  einer  nach  dem 
andern,  wobei  die  jeweilig  übrigbleibenden  Streifen  ihre  Lage 

auf  der  Rohrwand  ein  wenig  verändern.  Wird  der  Strom 

allmälig  wieder  auf  seine  ursprüngliche  Stärke  gebracht,  so 

erscheinen  die  Streifen  wieder  in  der  verkehrten  Reihenfolge 

ihres  Verschwindens.  Einer  grösseren  Stärke  des  Primär- 

stromes, beziehungsweise  einer  höheren  Klemmspannung  des- 

selben entspricht  auch  eine  grössere  Spannung  (Amplitude)  an 

den  Polen  des  secundären  Kreises.  Es  wird  daher,  bei  gleich- 

bleibender Dämpfung,  die  Amplitude  an  der  Kathode  A'  erst 
nach  einer  grösseren  Zahl  von  Oscillationen  unter  jene  Grenze 

sinken,  welche  zu  einer  Entladung  bei  dem  betreffenden  Ver- 

dünnungsgrade —  und  somit  auch  zum  Auftreten  der  dieselbe 

begleitenden  Kathodenstrahlen  erforderlich  ist.  Der  grösseren 

Zahl  entstehender  Züge  von  Kathodenstrahlen  entsprechend, 

werden  demnach  bei  höherer  Spannung  des  Primärstromes 

mehr  Streifen  zu  erwarten  sein  als  bei  niederer  Spannung, 

was  den  beobachteten  Thatsachen  vollkommen  entspricht. 

19* 
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Bedient  man  sich  vveiters  der  alten,  in  Fig.  1  skizzirten 

Anordnung,  und  ist  das  Vacuum  ein  ziemlich  vorgeschrittenes, 

so  bemerkt  man  bei  Erregung  durch  den  RuhmkorfT'schen 

Apparat  etwa  2  bis  3  Streifen;  steigt  der  Druck  im  Rohre  in 

Folge  des  Durchganges  der  Entladung  allmälig,  so  sieht  man 

nach  einander  weitere  Streifen  zu  den  alten  hinzutreten,  bis 

schliesslich  etwa  6—7  Streifen  vorhanden  sind.  Die  Streifen 

treten  hiebei  in  der  Reihenfolge  auf,  dass  die  dem  Ende  E 

näherliegenden  später  zum  Vorschein  kommen.  Auch  hier 

tritt  das  ein,  was  nach  der  gemachten  Hypothese  zu  erwarten 

ist.  Bei  niedrigerem  Drucke,  also  schwer  durchschlagbarem 

Vacuum,  wird  die  Grenzamplitude,  bei  welcher  Entladung 

und  Kathodenstrahlcn  noch  auftreten  können,  bei  gleicher 

Dämpfung  und  Anfangsamplitude  nach  einer  geringeren  Zahl 

von  Oscillationen  erreicht  sein,  als  bei  höheren  Drucken;  dem- 

entsprechend werden  —  wie  der  Versuch  bestätigt  —  bei 

höheren  Drucken  mehr  Kathodenstrahlenzüge,  beziehungs- 

weise Streifen  auftreten  müssen,  als  bei  niederen  Drucken. 

Auch  die  folgenden  Versuche  lassen  sich  unter  Zugrunde- 

legung derselben  Annahme  verstehen.  Die  Bedeutung  der 

Buchstaben  in  Fig.  2  ist  dieselbe,  wie  in  Fig.  1.  M  ist  ein 

Funkenmikrometer  mit  Kugeln  von  1  cm  Durchmesser,  die 

Kathode  A'  ist  schwach  concav. 

A 

> 

Fig.  2. 
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Ist  das  Funkenmikrometer  M  geschlossen,  so  tritt  die  alte 

Erscheinung  auf.  Durch  allmälige  Vergrösserung  der  Distanz 

der  Mikrometerkugeln  bei  M  1  konnte  nun  zuerst  der  A''  auf 
der  kohrwand  nächstgelegene  Streifen,  dann  die  übrigen,  einer 

nach  dem  andern,  zum  Verschwinden  gebracht  werden;  dabei 

wurde  der  betreffende  Streifen,  während  die  übrigen  im  Ganzen 

ziemlich  unverändert  blieben,  beweglich,  schob  sich  gegen  den 

folgenden  vor,  und  es  schien  so,  als  ob  er  endlich  mit  diesem 

zusammenfiele. 

Einen  ähnlichen  Erfolg  hat  nachstehender  Versuch: 

In  Fig.  3  bedeutet  F  einen  mit  Leitungswasser  oder  einer 

Kupfervitriollösung  getränkten  Bindfaden,   S  einen  Schleif- 

contact,  der  es  gestattet,  die  Länge  des  zwischen  R  und  A',  L 
geschalteten  Fadens  F  zu  verändern.  Die  anderen  Buchstaben 

Fig.  3. 

haben  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  Fig.  1.  Legt  man  S  unmittelbar 

an  K,  so  erhält  man  die  früher  beschriebenen  Streifen,  z.  B. 

sieben  an  der  Zahl.  Wird  nun  5  längs  des  nassen  Fadens  F 

verschoben,  so  dass  immer  längere  Strecken  von  Feingeschaltet 

werden,  so  verschwinden  die  Streifen  in  ihrer  Reihenfolge  von  E 

gegen  K',  einer  nach  dem  andern  —  um  bei  Verkürzung  des 

vorgeschalteten  Fadens  in  der  verkehrten  Reihenfolge  ihres 

Verschwindens  wieder  zu  erscheinen. 

1  Die  Funken  bei  M  müssen  bläulich  und  fadenförmig,  nicht  weiss  und 

knallend  sein! 
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Dieselbe  Erscheinung  erhält  man  auch,  wenn  der  negative 

Ruhmkorffpol  mit  K,  L  durch  einen  Draht,  hingegen  der  posi- 

tive Pol  mit  A  durch  einen  nassen  Faden  veränderlicher  Länge 

verbunden  ist,  während  sich  selbstverständlich  zwischen  A' 

und  K'  ein  Condensator  befindet. 

Ein  successives  Verschwinden  der  Streifen  lässt  sich  mit 

Hilfe  eines  vor  die  Kathode  A'  geschalteten  nassen  Fadens  noch 
in  anderer  Weise  hervorbringen,  so  zwar,  dass  die  Reihenfolge, 

in  welcher  die  Streifen  verschwinden,  die  umgekehrte,  wie  in 

dem  letztangeführten  Versuche,  somit  dieselbe  ist,  wie  in  dem 

früher  erwähnten  Funkenmikrometerexperimente.  Die  erforder- 

liche Versuchsanordnung  ist  in  Fig.  4  zur  Darstellung  gebracht. 

Wird  der  Schleifcontact  S  direct  an  A'  angelegt,  so  tritt  auch 

hier  die  frühere  Erscheinung  auf —  zwischen  K'  und  E  ist  eine 

Fig.  4. 

Anzahl  von  etwa  7  Streifen  vorhanden.  Verschiebt  man  S  so, 

dass  allmälig  immer  längere  Strecken  des  nassen  Fadens  F 

zwischen  R  und  K  geschaltet  werden,  so  verschwindet  von 

den  Streifen  zuerst  der  K*  auf  der  Glaswand  nächstgelegene, 

dann  nacheinander  die  übrigen  Streifen  gegen  E  hin  gezählt, 

um  bei  Verkürzen  von  F  in  der  verkehrten  Ordnung  ihres 

Verschwindens  wieder  zu  erscheinen.  Bei  diesem  Versuche 

bemerkte  ich  das  früher  im  Falle  des  Mikrometers  erwähnte 

Beweglichwerden  der  verschwindenden  Streifen  nicht. 
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Durch  den  vorgeschalteten  nassen  Faden  von  grossem 

Widerstande  wird  im  Falle  der  F^ig.  3  sowohl  die  Anfangs- 

amplitude an  A'  und  an  K'  herabgesetzt,  als  auch  die  Dämpfung 
der  Schwingung  an  beiden  erhöht.  Im  Falle  der  Figuren  2 

und  4  ist  die  Anfangsamplitude  und  die  Dämpfung  an  K' 

ziemlich  unverändert  dieselbe,  wie  im  Falle  der  Fig.  1.  An  der 

Kathode  K  aber  wird  durch  den  Funken  oder  den  nassen 

Faden  die  Anfangsamplitude  herabgesetzt  und  die  Dämpfung 

erhöht.  In  allen  Fällen  muss  die  verminderte  Anfangsampli- 

tude und  die  vermehrte  Dämpfung  an  A'  eine  Verminderung 
der  Streifenzahl  bewirken;  die  verschiedene  Reihenfolge  des 

Verschwindens  der  Streifen  scheint  mir  verständlich,  wenn 

man  berücksichtigt,  dass  sich  das  Verhältniss  der  Stärke  der 

von  K  ausgehenden  Strahlen  zu  der  zugehörigen  Ladung  des 

Fig.  5 

ablenkenden  Drahtes  K'  in  dem  Falle  der  Fig.  3  mit  der  Länge 

des  Flüssigkeitswiderstandes  in  ganz  anderer  Weise  ändert, 

als  in  den  Fällen  der  Figuren  2  und  4. 

Ein  Versuch,  welcher  auf  diese  Umstände  einiges  Licht 

wirft,  ist  der  folgende:  Legt  man  bei  der  aus  Fig.  5  ersicht- 

lichen Anordnung  den  Schleifcontact  S  direct  an  den  schatten- 

werfenden Draht  K'y  so  beobachtet  man  im  Räume  zwischen  K' 

und  E  eine  Anzahl  von  etwa  5  oder  ü  Streifen,  wie  im  Falle 

der  Fig.  I.  Wird  der  Schleifcontact  S  nun  längs  der  mit  con- 
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centrirter  Kupfervitriollösung  getränkten  Schnur  F  ver- 

schoben, so  bemerkt  man,  wie  sich  der  Streifen  1  gegen  2 

vorschiebt,  wobei  alle  vorhandenen  Streifen  weniger  stark 

abgelenkt  werden,  also  sich  gegen  E  auf  der  Glaswand 

vorschieben.1  Allmälig  fallen  bei  weiterem  Verschieben  Streifen  1 

und  2  zusammen  und  schieben  sich  gemeinsam  gegen  3  vor 

u.  s.  w.,  bis  alle  Streifen  sich  auf  einen  einzigen  Streifen  (I) 

reduciren.  Verlängert  man  den  Faden  F  durch  fortgesetztes 

Verschieben  des  Contactes  5  noch  weiter,  so  schiebt  sich  nun 

auf  der  E  zugewendeten,  convexen  Seite  ein  neuer  Streifen  (II  ) 

aus  (I)  hervor  und  wandert  in  der  Richtung  gegen  E  auf  der 

Glaswand.  Gleichzeitig  rückt  auch  der  K*  nähere  Streifen  (I) 

gegen  E,  ihr  Abstand  vergrössert  sich,  und  es  tritt  noch  ein 

dritter  Streifen  (III)  aus  (I)  heraus,  welcher  die  Mitte  zwischen 

den  beiden  schon  vorhandenen  einnimmt.  Diese  drei  Streifen2 

rücken  bei  weiterer  Verlängerung  von  F  gemeinsam  immer 

mehr  gegen  E  hin.  Bei  nunmehr  wieder  vorgenommener  Ver- 

kürzung von  F  geht  die  Erscheinung  in  der  umgekehrten 

Reihenfolge  wieder  zurück.  Zu  beachten  ist,  dass  die  drei  oder 

vier  bei  fortgesetzter  Verlängerung  von  F  auftretenden  Streifen 

ein  andere^  Aussehen  haben,  als  die  ursprünglich  vorhandenen, 

oder  die  bei  den  früher  beschriebenen  Experimenten  zu  Stande 

kommenden  Streifen.  Während  die  letzteren  an  der  convexen 

Seite  ziemlich  scharf  sind  und  gegen  die  coneave  Seite  sehr 

rasch  an  Intensität  abnehmen,  so  dass  der  einzelne  Streifen 

etwa  1  bis  2  mm  breit  erscheint,  sind  die  ersteren  an  der  con- 

vexen Seite  ganz  scharf  begrenzt,  ihre  Intensität  gegen  die 

coneave  Seite  jedoch  nimmt  ganz  allmälig  ab,  wodurch  die 

Breite  des  einzelnen  Streifens3  bis  zu  0*5  cm  und  darüber 

anwächst.  Von  ähnlicher  Beschaffenheit  sind  auch  jene  Streifen, 

welche  im  folgenden  Abschnitte  beschrieben  werden  sollen. 

1  Die  Streifen  sind  beziffert  gedacht;  Streifen  1  ist  der  K'  nachstgelegcne, 

dann  folgen  'J,  3  u.  s.  f.  gegen  E  hin. 
-  Mehr  als  4  Streifen  habe  ich  bei  diesem  Versuche  nicht  bemerken 

können.  Der  vierte  (IV)  kommt  geradeso  zu  Stande  wie  (III),  91  schiebt  sich 

aus  (I)  heraus  und  nimmt  dann  die  Mitte  zwischen  (1)  und  (III)  ein. 

^  Immer  an  der  convexesten  Stolle  gemessen. 
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B.  Mit  Hilfe  eines  grossen  Widerstandes. 

Es  muss  nach  den  hier  mitgetheilten  Beobachtungen  und 

bei  der  Deutung,  welche  denselben  zu  geben  versucht  wurde, 

das  Ergebniss  des  ersten  der  beschriebenen  Experimente  auf- 

fällig erscheinen. 

Macht  man  nämlich  in  Fig.  1  A  zur  Anode,  während 

die  Kathode  K  mit  K'  direct  durch  einen  Kupferdraht  ver- 

bunden ist,  so  bemerkt  man,  wie  schon  erwähnt,  nur  je 

einen  einzigen  Streifen  an  den  beiden  Seiten  des  Rohres. 

Man  könnte  vielleicht  gerade  hier,  bei  der  kräftigen  Ladung 

von  Ä7.  eine  besonders  deutliche  Trennung  der  von  K  aus- 

gehenden Kathodenstrahlenzüge  erwarten.  Dass  dies  gleich- 

wohl nicht  der  Fall  ist,  steht  jedoch  im  Einklänge  mit  zwei 

der  beschriebenen  Versuche.  Es  sei  erstens  daran  erinnert, 

dass  bei  der  in  Fig.  1  skizzirten  Anordnung  die  Distanz  der 

Streifen  eine  umso  geringere  ist,  je  grösser  die  Capacität  von  L 

gewählt  wird.  Nimmt  man  dieselbe  unendlich  gross,  was 

praktisch  dadurch  erreichbar  ist,  dass  man  eben  zwischen  A' 

und  K'  einen  guten  Leiter  einschaltet,  so  muss  die  Streifen- 

distanz unendlich  klein  sein;  die  Streifen  fallen  dann  zusammen 

und  machen  den  Eindruck  eines  einzigen  Streifens.  Zweitens 

aber  ergibt  sich  aus  dem  Verlaufe  des  mit  der  Anordnung  Fig.  5 

angestellten  Experimentes,  dass  auch  sonst  bei  gewissem  Inten- 

sitätsverhältnissc  zwischen  A'  und  K'  alle  Streifen  sich  in  einen 

einzigen  zusammenziehen  können.  Macht  man  von  dieser 

zweiten  Bemerkung  Gebrauch  und  verändert  das  Intensitäts- 

verhältniss  zwischen  A'  und  K'  in  anderer  Weise,  als  in  den 
Versuchen  des  ersten  Abschnittes,  dadurch,  dass  man  den 

gut  leitenden  Verbindungsdraht  zwischen  K  und  A*'  durch 

einen  grossen  Widerstand,  z.  B.  einen  nassen  Faden  ersetzt, 

so  treten  wieder  mehrere  Streifen  an  den  Rohrwandungen 

auf.  welche  sich  von  den  früher  beschriebenen  nur  dadurch 

unterscheiden,  dass  sie  unter  sonst  gleichen  Umständen  in 

geringerer  Zahl  auftreten  als  jene,1  und  dass  die  Helligkeit  in 
denselben  von  einer  scharfen  Grenze  an  der  convexen  Seite 

1  Ich  konnte  stets  nur  drei,  höchstens  vier  solcher  Streifen  bemerken. 
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gegen  die  concave  Seite  allmälig  verlaufend  abnimmt,  wodurch 

die  Streifen  bis  zu  1  cm  breit  erscheinen.  Je  grösser  der  Wider- 

stand des  nassen  Fadens,  desto  weniger  erscheinen  die  Streifen 

von  der  Rohraxe  abgelenkt. 

Ähnlichen  Ursprungs  wie  die  hier  beschriebenen  Streifen 

scheinen  jene  zu  sein,  welche  Herr  D.  F.  Toi  1  enaar1  beob- 
achtet hat. 

II.  Zerlegung  auf  magnetischem  Wege. 

Betreffend  die  Trennung  der  von  einer  durch  einen  oscil- 

lirenden  Erreger  gespeisten  Kathode  ausgehenden  Kathoden- 

strahlenzüge  mit  Hilfe  magnetischer  Kräfte  kann  und  muss  ich 

mich  mit  Rücksicht  auf  die  von  den  Herren  K.  Birkeland2 

und  J.  J.  Thomson3  angestellten  Versuche  nur  ganz  kurz 
fassen. 

Bedient  man  sich  einer  der  in  den  früheren  Figuren 

skizzirten  Entladungsrohren,  indem  man  .4  mit  dem  positiven, 

A'  mit  dem  negativen  RuhmkorfTpole  verbindet.  A*'  aber  isolirt 
lässt.  und  nähert  dann  dem  Rohre  einen  Hufeisenmagneten  von 

der  Seite  derart,  dass  er  die  Kathodenstrahlen  und  mit  ihnen 

den  Schatten,  welchen  A*'  wirft,  abstösst,  so  bemerkt  man, 
dass  dieser  Schatten  dann  nicht  mehr,  wie  früher,  von  einem 

von  der  Schattengrenze  beiderseits  continuirlich  an  Intensität 

abnehmenden  Fiuorescenzlichte  begrenzt  wird,  sondern  dass 

sich  innerhalb  des  grünen  Fluorescenzlichtes  Linien  grösserer 

Intensität  mit  anschliessendem,  an  Helligkeit  abnehmendem 

Lichte  zeigen,  welches  auch  theilweise  in  das  Bereich  des 

Schattens  hineingreift  und  denselben  unter  Umständen  ganz 

zum  Verschwinden  bringen  kann.  Diese  Streifung  des  Lichtes 

macht  ganz  den  Eindruck,  als  ob  Streifen  von  der  Constitution 

der  in  Abschnitt  I,  B  beschriebenen  sich  theilweise  über- 

einanderschieben  würden.  Hat  man  mit  Hilfe  eines  Hufeisen- 

magnets die  obige  Erscheinung  erhalten,  so  können,  während 

'  D.  F.  Tollen  aar.  Dcftexie  en  reflexie  bij  twee  Kaihoden.  Amsterdam, 
1897. 

•  Birkeland,  Compt.  rend.  II .  p.  49-.  l$9t>.  September 

*  J.  J.  Thomson,  Phil.  mag.,  p.  293.  !S97.  Octobtr. 
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der  erste  Magnet  seine  Lage  beibehält,  mit  Hilfe  eines  zweiten 

Hufeisenmagnets,  welchen  man  in  passender  Lage  und  Ent- 

fernung dem  Rohre  von  der  anderen  Seite  derart  nähert,  dass 

er  seinerseits  die  Kathodenstrahlen  abstösst,  die  früher  an  der 

Seitenwand  des  Rohres  übereinandergeschobenen  Streifen  an 

das  Ende  E  der  Röhre  getrieben  und  von  einander  getrennt 

erhalten  werden.  Bei  geeigneter  Verdünnung  und  sorgfältiger 

Einstellung  der  beiden  Magnete  haben  dann  die  Streifen  das 

Aussehen  etwa  1  bis  2  mm  breiter,  grüner,  von  etwa  gleich 

breiten  dunkeln  Streifen  unterbrochener  verticaler  Striche  an 

der  Glaswand  bei  E.  Ihre  Zahl  kann  unter  günstigen  Umständen 

ö  bis  8  und  mehr  betragen. 

Zur  Hervorbringung  der  Streifen  auf  magnetischem  Wege 

ist  übrigens  ein  schattenwerfender  Körper  nicht  unbedingt 

erforderlich.  Ist  der  schattenwerfende  Körper  ein  Draht,  so 

wirkt  es  sogar  störend,  dass  die  beiderseits  am  Drahte  vorbei- 

gehenden Kathodenstrahlenbündel  beim  Ablenken  durch  den 

Magneten  ineinandergreifen  und  dadurch  die  Erscheinung 

weniger  deutlich  machen  können.  Sehr  schön  sind  die  er- 

wähnten Streifen  zu  erhalten,  wenn  man  in  eine  der  früher 

gebrauchten  cylindrischen  Röhren  in  einiger  Entfernung  von 

der  Kathode  einen  halbkreisförmigen  Schirm  aus  Metall  oder 

Glimmer  vom  Radius  des  Rohres  einführt,  so  dass  die  Kathoden- 

strahlen unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  hinter  dem  Schirm 

nur  in  die  eine  Längshälfte  des  Rohres  gelangen  können.  Biegt 

man  dann  mit  Hilfe  des  Magnets  die  Kathodenstrahlen  in  den 

geometrischen  Schatten  des  Schirmes,  so  sieht  man  an  der 

früher  unbeleuchteten  Wand  sehr  schön  die  erwähnten  Streifen, 

welche  mit  Hilfe  eines  zweiten  Magnets  wieder  an  das  Ende  E 

der  Röhre  gebracht  werden  können.  Nach  der  hier  vertretenen 

Auffassung  wird  man  die  Streifen  durch  die  von  der  Constanten 

magneüschen  Kraft  verschieden  stark  abgelenkten  Züge  von 

Kathodenstrahlen  entstanden  denken  müssen,  welche  während 

einer  Emissionsperiode  nach  einander  von  der  Kathode  aus- 

gesendet werden.  Bemerkenswerth  erscheint  mir,  dass  die  zu 

dieser  Zerlegung  erforderlichen  magnetischen  Kräfte  keines- 

wegs als  besonders  stark  bezeichnet  werden  können,  während 

nach  dem  Titel  von  Herrn  Birkeland's  erster  Publication  die 
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von  ihm  verwendeten  magnetischen  Kräfte  sehr  starke  gewesen 

sein  müssen.  Angaben  über  ihren  Betrag  sind  von  Herrn  Birke- 

land meines  Wissens  nicht  beigebracht  worden. 

Es  seien  mir  noch  einige  Worte  über  das  Verhältniss 

gestattet,  in  welchem  die  hier  beschriebenen  Thatsachen  zu 

den  von  K.  Birkeland1  und  J.J.Thomson2  mitgetheilten 

Versuchen  über  Streifenbildung  unter  dem  Einflüsse  magne- 

tischer und  elektrischer  Kräfte  stehen.3 

Die  erste  Abhandlung  von  Birkeland  vom  September  1896 

war  mir  lange  bekannt,  ehe  ich  die  in  der  vorliegenden  Arbeit 

beschriebenen  Erscheinungen  beobachtete,  welche  mir  zum 

erstenmale  im  Juli  1897  entgegentraten.  Den  grössten  Theil  der 

Versuche  hatte  ich  bereits  beendet,  als  mir  die  im  Octoberhefte 

1897  des  Philosophical  Magazine  veröffentlichte  Abhandlung 

von  J.J.Thomson  bekannt  wurde.  Die  letzte  Notiz  von  K.  Birke- 

land4 kam  mir  zu  Gesicht,  als  ich  den  grössten  Theil  meiner 

vorliegenden  Mittheilung  bereits  geschrieben  hatte.  Dass  ich 

nicht  früher  an  die  Veröffentlichung  meiner  Beobachtungen 

gegangen  bin,  hat  seinen  Grund  lediglich  darin,  dass  mir  eine 

plausible  Deutung  der  Versuche  lange  nicht  gelingen  wollte. 

Die  hier  angenommene  Deutung  scheint  mir  übrigens  ziemlich 

wesentlich  von  der  Auffassung  des  Herrn  Birkeland  abzu- 

weichen, welcher  die  Erscheinung  als  ein  Spectrum  be- 

zeichnet. 

Mit  der  Untersuchung  von  J.  J.  Thomson  haben  meine 

Beobachtungen  den  Ausgangspunkt  gemeinsam,  nämlich  das 

Streben,  zwischen  der  Emanations-  und  Undulationshypothesc 

der  Kathodenstrahlen  zu  entscheiden.  Der  Erfolg  meiner  bis- 

• 
i  L  c. 

I..  C. 

3  Bei  Abfassung  vorliegender  Arbeit  waren  mir  die  Untersuchungen  von 

Herrn  Deslandrcs  über  Kathodenstrahlen  (Compt.  rendu.  1897,  referirt  in 

Wied.  Beibl.  21,  S.  444,  650,  780,  1013)  leider  vollständig  entgangen.  Doch 

sehe  ich  nachträglich,  dass  sowohl  die  Versuchsanordnung,  als  auch  die 

Deutung  der  Versuche  bei  Herrn  Deslandrcs  und  mir  voneinander  ver- 

schieden sind.  Ich  bin  Herrn  l'rof.  E.  Wicdcmann  sehr  zu  Danke  verpflichtet, 
welcher  mich  auf  mein  Versehen  brieflich  aufmerksam  machte. 

I  Birke  Und  v  Compt  rend.  1898,  Nr.  3. 
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herigen  Untersuchung  scheint  mir  aber  eine  derartige  Ent- 

scheidung noch  nicht  zu  gestatten.  Dieselbe  Meinung  möchte 

ich  mir  rücksichtlich  der  Ergebnisse  der  J.  J.  Thomson'schen 
Arbeit  auszusprechen  erlauben. 

Betonen  möchte  ich,  dass  ich  die  von  mir  versuchte 

Erklärung  durch  die  beigebrachten  Versuche  keineswegs  als 

vollständig  bewiesen  betrachte.  Gerne  hätte  ich  mit  Hilfe  eines 

rotirenden  Spiegels  versucht,  zu  entscheiden,  ob  die  Streifen 

gleichzeitig  auftreten  oder  im  Tempo  der  RuhmkorrTschwingung 

aufeinanderfolgen.  Mangels  der  hiezu  erforderlichen  Apparate 

war  es  mir  bis  jetzt  nicht  möglich,  dies  Experiment  zur  Aus- 

führung zu  bringen. 
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Verdunstung  des  Meerwassers  und  des  Süss 

wassers 

von 

Eduard  Mazelle. 

Anlässlich  der  Zusammenstellung  einiger  Daten  fiel  mir 

die  grosse  Veränderlichkeit  in  den  Angaben  auf,  mit  welchen 

das  Verhältniss  zwischen  der  Verdunstungsgrösse  des  Süss- 

wassers  und  der  des  Meerwassers  angegeben  wird.  So  ist  aus 

den  Publicationen  Ragona's  (Studi  sulla  evaporazione  delle 
dissoluzioni  saline)  in  den  Memorie  della  Regia  Accademia 

di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Modena  zu  entnehmen,  dass, 

nach  den  Beobachtungsergebnissen,  welche  Prof.  Chapman 

von  der  Universität  Toronto  dem  Institute  von  Canada  am 

20.  Jänner  1855  vorgelegt  hatte,  die  Verdunstung  des  Meer- 

wassers nur  0-54  der  des  Süsswassers  entsprechen  soll.  Ver- 

suche, welche  Ragona  im  Juli  18(37  anstellte,  und  zwar  unter 

Zuhilfenahme  einer  Präcisionswage,  um  den  Gewichtsverlust 

zu  bestimmen,  und  eines  eigens  construirten  Apparates,  bei 

welchem  mittelst  einer  Mikrometerschraube  die  Niveauände- 

rung gemessen  wurde,  bestätigten  dieses  Verhältniss,  indem 

Ragona  einen  Quotienten  von  0'50  bestimmte.  Ragona 

wiederholte  diese  Versuche  vom  October  bis  anfangs  December 

1867,  also  bei  geringerer  Temperatur  und  grösserer  Feuchtig- 

keit, und  fand,  dass  mitunter  sogar  statt  einer  Verdunstung  des 

Meerwassers  eine  Erhöhung  des  Niveaus  beobachtet  werden 

konnte.  Ragona  gelangte  mit  Hilfe  dieser  zweiten  Versuchs- 

reihe zur  Schlussfolgerung,  dass  je  nach  der  Temperatur 

und  dem  Feuchtigkeitsgehalte  der  Luft  die  Verdunstung  des 

Meerwassers  grösser  sein  könne  als  die  des  Süsswassers,  oder 
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gleich  gross,  oder  kleiner,  dass  mitunter  gar  keine  Verdunstuni; 

vorkommen  könne  und  in  manchen  Fällen  sogar  eine  Zunahme 

des  Meerwasserquantums.  Das  oben  erwähnte  Verhältniss  von 

Chapman  erklärte  Ragona  als  einen  ganz  speciellen  Fall, 

der  Temperatur  von  20°  und  der  relativen  Feuchtigkeit  von 

50%  entsprechend. 

In  den  Comptes-rendus,  1883,  Paris,  rindet  sich  auf  S.  1655 

u.  ff.  eine  Note  von  Dieulafait  (Evaporation  comparee  des 

eaux  douces  et  des  eaux  de  mer),  in  welcher  gegen  die  An- 

nahme von  Roudaire,  dass  das  Verhältniss  der  Verdunstung 

des  Meerwassers  zu  der  des  Süsswassers  mit  0*62  festgestellt 

werden  müsse,  Stellung  genommen  wird.  In  dieser  Mittheilung 

wird  zugleich  unter  Bezugnahme  auf  die  Äusserung  J am in's 

erörtert,  dass  das  Verhältniss  zwischen  der  Verdunstung  beider 

Wassergattungen  nicht  durch  einen  constanten  Coefficienten 

dargestellt  werden  könne.  Indem  Dieulafait  Versuche  mit 

Glasgefässen  anstellte,  welche  1  Liter  Wasser  enthalten  konnten 

und  in  der  freien  Luft,  stets  im  Schatten,  in  einer  gegenseitigen 

Entfernung  von  0*60  m  exponirt  wurden,  bis  das  Meerwasser 

V5  seines  ursprünglichen  Volumens  eingebüsst  hatte,  fand  er, 

dass  das  Verhältniss  der  Meerwasser- Evaporation  zu  der  des 

Süsswassers  nie  unter  0- 92  sank.  Wenn  das  Meerwasser  hin- 

gegen nur  0*01  bis  0'02  seines  Volumens  verlor,  wurde  der 

Quotient  nur  mit  0'965  bestimmt. 

Im  März  1890  liess  ich  am  k.  k.  astronomisch-meteoro- 

logischen Observatorium  in  Triest  zwei  der  bekannten  Wild'- 

schen  Verdunstungswagen,  beide  ganz  gleicher  Construction 

und  Grösse,  in  ein  und  derselben  theilweise  aus  hölzernen 

Jalousiewänden  gebildeten  kleinen  Hütte  aufstellen  und  des 

Versuches  halber  täglich  bei  der  Moi  genbeobachtung  (7h  a.) 

correspondirende  Ablesungen  vornehmen.  Das  Meerwasser 

wurde  jeden  dritten  Tag  frisch  geschöpft  und  als  Süssu  asser 

das  aus  dem  Regenmesser  gewonnene  benützt.  Die  Atmo- 

meter  mussten  des  kleinen  Raumes  wegen  nahe  bei  einander 

stehen.  Der  Observatoriumslaborant  wurde  mit  der  Bedienung 

der  Atmometer  betraut,  doch  ergaben  die  Ablesungen  ganz 

unregelmässig  vertheilte  Werthe.  welche  wirklich  für  die  Ver- 

dunstung des  Meerwassers  im  Vergleiche  zu  der  des  Süss- 
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vvassers  bald  grössere,  bald  kleinere,  mitunter  gleich  grosse 

Verdunstungsmcngen  ergab. 

Angeregt  durch  diese  Resultate  liess  ich  die  Wassermenge 

jeden  Tag  frisch  wechseln  und  dabei  die  Atmometer  stets  auf 

den  Nullpunkt  einstellen.  Herr  Ingenieur  Faidiga,  Assistent 

am  Observatorium,  übernahm  mit  grösstcr  Bereitwilligkeit  die 

Bedienung  beider  Atmometer  und  besorgte  mit  grosser  Ge- 

wissenhaftigkeit die  täglichen  Ablesungen  (9h  a.),  und  zwar  vom 

1.  Juni  1896  bis  Ende  September  1897,  durch  volle  16  Monate. 

Die  Beobachtungen  finden  sich  im  Anhange  mitgetheilt. 

Aus  17  Aräometer-Messungen  folgt  für  das  verwendete  See- 

wasser ein  mittlerer  Salzgehalt  von  37'3%o- 

Betrachten  wir  die  einzelnen  Aufzeichnungen,  so  ersehen 

wir,  dass  die  Verdunstung  des  Süsswassers  immer  die  des 

Meerwassers  übertrifft;  nur  an  2  Tagen  von  den  487  Beob- 

achtungen zeigte  das  mit  Meerwasser  gefüllte  Atmometer  eine 

grössere  Verdunstung,  und  zwar  am  19.  Juli  1896  und  am 

27.  Februar  1897  (Meerwasserverdunstung  0*9,  Süsswasser- 

verdunstung  0*7  und  0  6  gegen  0*5).  An  2  Tagen  war  beim 

mit  Meerwasser  gefüllten  Atmometer  keine  Verdunstung  zu 

erkennen,  und  zwar  am  7.  und  8.  Jänner  1897,  an  welchen 

Tagen  das  Süsswasser  die  kleine  Verdunstung  von  0  1  mm 

zeigte.  Gleich  grosse  Evaporation  findet  sich  an  beiden  Atmo- 

metern  nur  8  mal  vor,  darunter  6  mal  bei  ganz  geringer  Ver- 

dunstungsgrösse,  von  0  1  bis  0  5  mm,  je  lmal  bei  1*3  mm 

und  bei  2  2  mm.  Von  diesen  10  Fällen  und  den  oben  ange- 

führten zwei  exceptionellen  Ergebnissen  abgesehen,  wurde  an 

den  übrigbleibenden  475  Beobachtungstagen  (98%  sämmt- 

lichcr  Beobachtungen)  die  Verdunstung  des  Süsswassers  immer 

grösser  als  die  des  Meerwassers  gefunden. 

Die  Verdunstungsgrössen  eines  Tages  schwankten  in 

dieser  16monatlichen  Beobachtungsreihe  zwischen  01  mm  bis 

6-.">  mm  für  das  Süsswasser  und  von  0  0  bis  5*9  mm  für  das 
Meerwasser. 

Bilden  wir  uns  die  totale  Summe  der  Verdunstung  in 

diesem  in  Betracht  gezogenen  Zeiträume,  so  finden  wir  für 

das  Süsswasser  eine  Höhe  von  9l0-0>,/w  und  für  das  Meer- 

wasser eine  solche  von  7Ö0  9  mm.  Daraus  würde  sich  ergeben. 
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dass  einer  Süsswasserverdunstung  von  100  ihm  eine  des  Meer- 

wassers im  Betrage  von  82 -46  mm  entsprechen  würde,  oder 

bei  100  mm  Meervvasserverdunstung  121-27  mm  Süsswasser- 

evaporation. 

Bilden  wir  uns  für  die  einzelnen  Monate  die  Mittelwcrthe 

und  die  dazugehörigen  arithmetischen  und  geometrischen  Ver- 

hältnisse und  ordnen  wir  diese  nach  der  Verdunstungsmenge 

des  Süsswassers,  so  lässt  sich  schon  aus  dieser  Zusammen- 

stellung ersehen,  dass  mit  der  Zunahme  der  Verdunstungs- 

grösse  der  Exponent  des  arithmetischen  Verhältnisses  zwischen 

der  Verdunstung  des  Süsswassers  und  der  des  Meerwassers 

zunimmt,  während  der  Exponent  des  geometrischen  Verhält- 

nisses abnimmt. 

Mittlere  tägliche  Verdunstung. 

1 

Süsswasser Meerwasser Differenz 

Quotient 

0-88 
0-69 

0-19 1  ■  29 

0-93 
0-71 0-22 

1-31 

1  -03 
071 

0-32 1  "44 

1-28 
1-02 0-26 

1-26 

1-31 1-03 0-28 
1  -27 

1-68 1-35 0-33 
1  -24 

1-68 1-36 
032 

1  -23 

April  1897  1  73 
1-38 0-35 

1  -20 

Mai  1897  

1-79 
1  39 

0-40 l  ■  29 

2-02 
1  -62 

0-40 

1  25 

2-07 1  -78 
029 

l  •  16 

2-26 
1  98 

0-28 

1  '14 

2  32 
1  -96 036 

1  -18 

2'70 
2-23 

0-47 1-21 

2  88 2  55 0  33 

1*13 

3-28 
286 

0-42 1-15 

Deutlicher  und  regelmässiger  tritt  dies  hervor,  wenn  die 

16  Monatsresultate  in  vier  Gruppen  mit  je  vier  Monatswerthen 

zusammengefasst  werden: 

Sitzb.  J.  mathcm.-naturw.  Cl.J  CVII.  Bd.,  Abth.  II  a  ~n 
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Susswasscr 

1  03 

1  -60 
2-04 

2-80 
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Meerwasser  Differenz 
0-7S 

1  -28 t -69 

2-40 

0-25 

0-32 

0-35 

0-40 

Quotient 

1-32 

1  -25 
1-21 

1-17 

Ordnen  wir  das  ganze  Beobachtungsmaterial  nach  der 

Grösse  der  Süsswasserverdunstung  von  Zehntel-  zu  Zehntel- 

millimeter fortschreitend  und  vereinigen  je  fünf  dieser  Gruppen, 

so  dass  die  erhaltenen  Grössen  der  Süsswasserevaporation 

von  5  zu  5  Zehntelmillimeter  ansteigen  (0  3,  0' 8,  1*3... 6' 3), 

berechnen  die  diesen  einzelnen  Schwellenwerthen  entsprechen- 

den Meerwasserverdunstungen,  so  erhalten  wir  nachfolgende 

Werth  e: 

Tägliche  Verdunstung  des  Meerwassers  und  des 

Süss  wassers. 

Anzahl 
der  Falle Süsswasser Meerwasser Differenz 

Quotient 

41 
0-38 

0-25 o-ii 
1-44 

75 
0  81 

0-58 

0  23 

1  -40 

88 
1  -29 1  -02 

0-27 

1  -20 

90 
1  «79 1  -45 

0  34 

1-23 

83 

2  •  30 1  92 

0-38 
1-20 

52 2  77 2  33 044 

1  ■  19 

29 
3  27 

2-81 
0-40 

1*18 

14 3  •  70 

3-18 

0  58 1  •  IS 

4 415 
3  ■  75 

0-40 1-11 

4 4  93 4  43 

0-50 

1  - 11 

3 
5-13 

4-63 

0  50 

l-tl 

4 

|  G-40 

5-80 

000 

l  •  10 

In  der  ersten  Columne  wird  die  Anzahl  der  Fälle  mit- 

gctheilt,  welche  den  einzelnen  Verdunstungsgruppen  zukommen. 

Da  die  Anzahl  der  Fälle  eine  verschiedene  ist,  so  entspricht 

jeder  dieser  Gruppen  nicht  genau  die  oben  angeführte  Zahl 
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(0'3,  0*8,  I"3...),  sondern  die  in  der  zweiten  Columne  ange- 

gebene Süsswasser-Verdunstungsgrösse.  In  der  dritten  Reihe 

wird  der  resultirende  Mittelwerth  der  Evaporation  des  Meer- 

wassers mitgetheilt  und  in  der  vierten  und  fünften  die  berech- 

neten Differenzen  und  Quotienten. 

Man  ersieht  aus  diesen  Reihen  ganz  deutlich,  wie  mit 

zunehmenden  Verdunstungsgrössen  die  Differenzen  grösser,  die 

Quotienten  hingegen  kleiner  werden.  Stellen  wir  uns  die  Ver- 

dunstungen von  Zehntel-  zu  Zehntelmillimeter  vorschreitend 

graphisch  dar,  und  zwar  die  Süsswasserverdunstungen  als 

Abscissen,  die  des  Meerwassers  als  Ordinaten,  so  erhalten 

wir  nach  erfolgter  Ausgleichung  der  sich  ergebenden  Curve 

nachfolgende  Werthe,  welche  mit  grosser  Regelmässigkeit 

obgenannte  Relationen  entnehmen  lassen. 

Ausgeglichene  Werthe  der  täglichen  Verdunstung. 

Süsswasser Meerwasser Differenz Quotient 
S:M M:S 

03 
0-21 0-09 1  -43 

0-70 

0-8 
0-59 

0-21 

1  36 

0-74 

:  ,-3 
1  -02 

0-28 
1  -27 

0-78 

1*8 
1  -46 

0-:J4 1  -23 
0-81 

2-3 
l  '91 0-39 1  -20 

0-83 

2-8 
2-37 

0-43 1  - 18 

085 

3  3 
2-84 0-46 

IMG 

0-86 

3-8 
3-32 0-48 1  -14 

0-87 

4-3 
3-81 0-49 1*13 

089 

48 
4-30 

0-50 
1-12 0-90 

5-3 
4-78 

0-52 

|  1-11 

0-90 

l 0-91 

5-8 
5-25 

0-55 1  •  10 

6-3 
i 

5-71 

0  DVt 

1-10 

0-91 

1 

Bezeichnen  wir  die  Quotienten  mit  ex  und  e2,  so  ist,  wenn 

mit  S  und  M  die  Verdunstungshöhe  des  Süss-,  beziehungs- 

weise des  Meerwassers  dargestellt  wird, 

5  —  exM    oder    .1/  =  t\,S, 

20* 
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wobei  diese  Reductionsfactoren  ex  und  et  sich  immer  mehr  der 

Einheit  nähern,  je  grösser  die  Verdunstungshöhe  eines  Tages 

wird. 

Der  percentuelle  Unterschied  zwischen  der  Süsswasser- 

und  Meerwasserverdunstung  wird  daher  mit  zunehmender 

Evaporation  immer  kleiner.  Beim  kleinsten  der  angeführten 

Werthe  entspricht  einer  Verdunstung  des  Süsswassers  von 

100  mm  eine  solche  des  Meerwassers  von  nur  70  mm,  oder 

100  mm  Meerwasserverdunstung  würden  143  mm  Süsswasser- 

verdunstung  entsprechen,  während  auf  Grund  obiger  Tabelle 

bei  der  grössten  täglichen  Verdunstung  zu  je  100  m*«  Süss- 

wasserverdunstung  91  mm  Meerwasserevaporation  oder  zu 

100  mm  Verdunstung  des  Meerwassers  1 10  mm  der  des  Süss- 

wassers gehören  müssten. 

Wollte  man  diese  Curve  der  Meerwasserverdunstung  durch 

eine  Gleichung  von  der  allgemeinen  Form y  —  a0  +  axx +tfs,.rs  + 

+a8#8+ .  .  .  ausdrücken,  so  lässt  sich  durch  folgende  berech- 

nete Curvengleichung: 

y  —  —  0-018  +  0-  7303  *+0  056U2  —  0-0044 *8, 

in  welcher  x  die  Verdunstung  des  Süsswassers  und  y  die  des 

Meerwassers  bezeichnet,  zu  jedem  Tage s wer the  der  Evapora- 

tion des  Süsswassers  die  dazugehörige  Verdunstung  des  Meer- 

wassers bestimmen. 

Die  eingangs  erwähnte  grosse  Verschiedenheit  in  den 

Verhältnissen  zwischen  der  Süsswasser-  und  Meerwasser- 

verdunstung findet  damit  eine  ungezwungene  Erklärung.  Ist 

die  Verdunstung  klein,  so  entfernt  sich  der  Quotient  der  beiden 

Verdunstungshöhen  von  der  Einheit,  während  bei  zunehmender 

Verdunstung  er  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Einheit  nähert. 

Unter  allen  487  Ablesungen,  bei  den  verschiedensten  Tem- 

peraturen und  Feuchtigkeitszuständen  der  Atmosphäre,  wurde 

jedoch  kein  einziger  Fall  bemerkt,  bei  welchem,  wie  bei 

Ragona,  eine  Zunahme  der  Meerwassermenge  hätte  constatirt 

werden  können. 

Gehen  wir  nun  zu  einer  kurzen  Untersuchung  des  Ver 

haltens  beider  Verdunstungsgrössen  unter  dem  Einfluss  der 

verschiedenen  meteorologischen  Elemente  über. 

Digitized  by  Google 



Verdunstung  des  Meer-  und  Süsswassers.  287 

Ordnen  wir  die  Monatsrnittel  der  Temperatur  nach  ihrer 

Grösse  und  schreiben  wir  dazu  die  entsprechenden  Monats- 

mittcl  der  Verdunstungen,  sowie  die  Mittel,  beziehungsweise 

die  Summen  der  Windgeschwindigkeiten,  des  Niederschlages, 

der  Bewölkung,  der  relativen  Feuchtigkeit  und  des  Sonnen- 

scheines, so  erhalten  wir  folgende  Tabelle: 

Monatswerthe  einiger  meteorologischer  Elemente. 

Jänner  1897  . 

December  1896  . 

Februar  1897  . 

November  1896  . 

März  1897  . 

April  1897  . 

Mai  1897  . 

October  1896  . 

September  1896  . 

September  1897  . 

August       1896  . 

Juni 

Juni 

I  August 

Juli 

r 

1896 

1897 

1897 

1896 

1897 

a 

u 
V 

B 
- 

6* 

C 

8 
9  c 

bC 

L  § 

S| 

■n  c 

OS  3 
C 

■— 

c* 

mm 
mm 

6H.0-U3 
071 

7-6 
1-28 

1  -02 

7-9 

0-88 
0  6 

8-7 

1-68 1-35 

1  •  26 

1  *29 
I 

23-  9  2  88 

24-  0  2-32 

24- 4.3 -28 

2  55  0-33 Ii 

I  -96  0*36  1 

2-86,0-42  1 

18 

15 

W
i
n
d
 

sc. 

* 

bC 

c 
3 

- 

Feuchtigkeit 

|
 
 

S
o
n
n
e
n
s
c
h
e
i
n
 
 

|
 

km m  m 
0-10 

°/o 

- 

h 

15-4 

99 
68 

72 81 

Ii'** 

113 
7*7 67 

65 

'  o 

35 
5-5 71 

154 

30 '  3 
60 64 

67 

107 

6-6 117 
6-6 

« •» 

/  9 

139 

12-5 

80 
6-1 

68 
185 

12-4 

163 6-9 

67 

191 

11-7 
253 

6-2 
76 128 

8  "9 

167 5- 1 203 

12-9 

158 4-7 
67 

•l'fO 

1 1  5 

230 
<>-2 71 

219 

9-8 

163 
6- 1 

IH3 

254 
8-7 

50 

4-0 
60 

299 8-5 

61» 

2*8 
62 

336 

;  8-2
 

129 

4-3 66 
309 

11-4 

47 

4-, 

60 

•jss 

Aus  dieser  Iässt  sich  entnehmen,  dass  mit  dem  Steigen 

der  Temperatur  die  Verdunstung  im  Allgemeinen  zunimmt,  und 

zwar  sowohl  die  des  Süsswassers.  als  die  des  Meerwas^ers. 

abgesehen  von  den  sehr  starken,  durch  andere  Factoren  hervor- 

gerufenen Schwankungen. 
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Tragen  wir  die  Temperaturen  als  Abscissen,  die  dazu- 

gehörigen Verdunstungshöhen  des  Süsswassers  und  des  Meer- 

wassers als  Ordinaten  auf,  so  rinden  wir  in  den  zwei  ge- 

brochenen Vcrdunstungslinien  einen  gleichartigen  Verlaut', 

unter  Wiederholung  der  früher  erwähnten  Beziehungen  zwi- 

schen den  arithmetischen  und  geometrischen  Verhältnissen. 

Ein  zu  plötzliches  Ansteigen  der  Curve,  d.  h.  eine  zu 

grosse  Verdunstungshöhe  findet  sich  z.  B.  bei  der  Abscisse 

von  9°,  welches  Ansteigen  durch  die  grosse  mittlere  Wind- 

geschwindigkeit erklärt  wird;  dieselbe  erreicht  in  diesem  Monate 

30  3  km  p.  St.,  den  grössten  Betrag  der  in  dieser  Untersuchungs- 

reihe vorkommenden  mittleren  Geschwindigkeit.  Gleich  darauf 

findet  sich  ein  kleiner  Verdunstungswerth  bei  einer  höheren 

Temperatur.  Die  Windgeschwindigkeit  ist  aber  auch  bedeutend 

kleiner,  ja  erreicht  das  kleinste  Monatsmittel  dieser  Reihe  mit 

6*6  km  p.  St. 

Vergleichen  wir  nun  die  Monate  mit  annähernd  gleicher 

Temperatur:  December  und  Februar,  beide  mit  circa  8°  mittlerer 

Monatstemperatur,  so  ersehen  wir  einen  grossen  Unterschied 

in  der  Verdunstung,  und  zwar  zeigt  der  erstgenannte  eine 

grössere  Evaporation,  offenbar  verursacht  durch  die  stärkere 

Luftbewegung  dieses  Monates.  Das  Monatsmittel  der  Wind- 

geschwindigkeit ist  24-0  gegen  7  •  T)  km.  Der  Niederschlag  ist 

jedoch  im  erstgenannten  Monate  bedeutend  grösser  (113  mm 

gegen  35  mm),  ebenso  die  mittlere  Bewölkung  (7*7  gegen  5-5) 
und  die  Dauer  des  Sonnenscheines  mehr  als  die  Hälfte  kleiner 

(<)f>h  gegen  I.~>4h),  nur  bei  der  Feuchtigkeit  ist  für  den  ersten 

•Monat  der  grösseren  Verdunstung  ein  geringeres  Monatsmittel 

(67%  ße^en  71%)  zu  bemerken.  Man  ersieht  daraus,  dass 

trotz  grösserer  Bewölkung  und  Niederschlag  in  Folge  des 

kräftigeren  Windes  die  Verdunstung  gestiegen  ist,  und  zwar 

gleichmässig  sowohl  die  des  Süss-,  als  des  Meerwassers.  Die 

Verdunstung  im  windstarken  Monate  ist  beim  Süsswasser 

l'45mal,  beim  Meerwasser  1*48 mal  grösser.  Das  Verhältniss 

zwischen  der  Evaporation  beider  Wasserquantitäten  bleibt 

demnach  nahezu  unverändert,  l'2ü  gegen  129. 

Als  zweiten  Fall  mit  nahezu  gleicher  Monatstemperatur 

finden   wir  den  Mai  und  den  October  mit  circa   16°.  Die 
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Verdunstungshöher]  des  erstgenannten  Monates  sind  grösser. 

Die  Windgeschwindigkeit  ist  in  diesem  Kalle  kaum  besonders 

überwiegend  zu  nennen,  12  4  gegen  1  I  7  km  als  Monatsmittel, 

doch  zeigt  sich  im  ersten  Monate  eine  geringere  Regenmenge 

i  163  gegen  253),  grössere  Sonnenscheindauer  (191  gegen  I28h) 

und  eine  geringere  mittlere  Feuchtigkeit  (67  gegen  76%)-  Das 

Bewölkungsmittel  variirt  hier  wenig,  6-9  gegen  6*2.  Die  ver- 

mehrte Verdunstung  müsste  in  diesem  Falle  weniger  dem 

Winde,  als  dem  Zusammenwirken  der  anderen  Factoren  zuzu- 

schreiben sein.  Die  Süsswasscrverdunstung  im  Mai  ist  1*36  mal 

grosser  als  die  im  October  gleicher  Monatstemperatur;  für  die 

Verdunstung  des  Meerwassers  findet  sich  last  genau  dasselbe 

Verhiiltniss,  130.  Daher  sind  auch  die  Quotienten  zwischen 

der  Süsswasser-  und  Meerwasserverdunstung  nahezu  dieselben, 

129  gegen  127. 

Im  dritten  Falle  hier  vorkommender  last  gleicher  Monats- 

temperatur, August  und  Juni  1896,  mit  den  Mitteln  21 93  und 

21  ?.~>,  sind  die  Süsswasserverdunstungen  nahezu  gleich,  nur 

im  zweiten  Monate  etwas  grösser,  2"07  gegen  2  02.  Der 

Unterschied  wird  jedoch  beträchtlicher  bei  der  Verdunstung 

des  Meerwassers.  178  gegen  162,  weshalb  auch  der  Quotient 

(S:M)  in  diesem  Monate  kleiner  wird,  1*16  gegen  125.  Die 

Windgeschwindigkeiten  zeigen  geringen  Unterschied,  eigent- 

lich im  Monate  der  geringeren  Verdunstung  eine  grössere 

Starke  ( 1  13  gegen  9'8(-ihi,  dafür  ist  aber  die  Niederschlags- 

menge grösser  (230  gegen  163  mm)  und  ebenso  die  Feuchtig- 

keit (71  gegen  66 %)>  während  die  Anzahl  der  Sonnenstunden 

kleiner  ist  (219  gegen  254h). 

Noch  einen  vierten  Fall  von  annähernd  gleichen  Monats- 

mitteln der  Temperatur  tinden  wir  im  August  1897,  Juli  1896 

und  Juli  1897  (23-9,  2490  und  2494).  Die  grösste  Verdunstung, 

sowohl  des  Süsswassers,  als  des  Meerwassers  findet  sich  im 

Juli  1897,  die  kleinste  im  Juli  1896.  Die  erste  findet  ihre 

Erklärung  im  etwas  höheren  Monatsmittel  der  Temperatur, 

in  dem  grösseren  Windgeschwindigkeitsmittel,  im  geringeren 

Niederschlag  und  der  kleineren  Feuchtigkeit;  die  Bewölkung 

ist  hingegen  etwas  grösser  und  die  Anzahl  der  Stunden  mit 

ungehinderter  Sonnenstrahlung  kleiner.  August  1897  und  Juli 
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1 89*3  zeigen  fast  das  gleiche  Monatsmittel  der  Temperatur 

(2399,  24?0),  doch  ist  die  Verdunstung  des  Süssvvassers  und 

Meerwassers  im  Juli  kleiner.  Die  Windgeschwindigkeit  zeigt 

nahezu  das  gleiche  Monatsmittel  (8  5  gegen  8*2  km),  doch 

ist  im  Juli  ein  grösserer  Niederschlag  (129  gegen  69  mm), 

grössere  Feuchtigkeit  (06  gegen  62%),  grössere  Bewölkung 

(4-3  gegen  2*8)  und  weniger  Stunden  mit  Sonnenschein 

(309  gegen  336h),  Parallel  mit  der  Süsswasserverdunstung 

geht  die  Meerwasserverdunstung  vor  sich,  da  die  Unter- 

schiede der  Quotienten  (S:M)  sehr  geringe  sind  (113,  118 

und  1-15). 

Gehen  wir  nun  zu  einer  detaillirteren  Behandlung  der 

einzelnen  Tageswerthe  über. 

Um  den  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Verdun- 

stungen tabellarisch  darzustellen,  wurden  sämmtliche  Beob- 

achtungstage nach  den  Temperaturen  geordnet,  und  zwar 

von  Grad  zu  Grad  vorschreitend,  zugleich  die  entsprechenden 

mittleren  Verdunstungshöhen,  sowohl  für  das  Süss-,  als  für 

das  Meerwasser  bestimmt. 

Die  Anzahl  der  Beobachtungen,  welche  auf  jedes  einzelne 

Gradintervall  entfallen,  ist  natürlich  verschieden,  weshalb  den 

einzelnen  resultirenden  Verdimstungshöhen  ungleiche  Genauig- 

keiten zukommen. 

Die  Vertheilung  der  Häufigkeit  ist  nachfolgende: 

Temperatur  . 

..  1° 

3°
 

4°  5° 

(\° 

7°
 
8°
 

9°
 

10° 

n° 

12° 13° 

14° 

.  ,  3 3 siele 13 24  |  22 28 14 

17 

25 

15 
Temperatur  . 

...15° 

16° 

17° 

19° 

20°
 
21° 

22°
 2
3° 

24° 25° 20° 

27° 

28° 
2Vt° 

Häutigkeit 
12 IG 

'7 
22 

21 
82 

80 

25 

23 88 80 15 9 4 

•» 

Dataus  ersieht  man.  dass  die  Beobachtungsanzahl  bei  den 

Temperaturen  zwischen  8  — 10°,  dann  bei  13°,  bei  20—21° 

und  bei  24 — 25°  dichter  wird. 

Tragen  wir  die  Temperaturen  als  Abscissen,  die  dazu- 

gehörigen Verdunstungsmittel  sowohl  des  Süsswassers,  als 

des  Meerwassers  als  Ordinaten  auf,  so  finden  wir  bei  beiden 

Verdunstungshohen  einen  gleichen  Verlauf;  ausser  der  selbst- 

verständlichen Zunahme  der  Verdunstung  mit  der  Zunahme 

der  Temperatur  finden  sich  die  grossen  Unregelmässigkeiten, 
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welche  die  Vcrdunstungscurven  noch  aufweisen,  bei  beiden 

Curven  überall  im  ganz  gleichen  Sinne  vor. 

Gleichen  wir  die  Ordinatenwerthe  sowohl  rechnerisch,  als 

graphisch  aus,  so  erhalten  wir  nachfolgende  Reihen,  welche 

sehr  deutlich  den  Zusammenhang  erkennen  lassen.  Dieser 

Zusammenstellung  werden  gleichzeitig  die  Differenzen  und 

die  Quotienten  (Keductionsfactoren)  beigefügt. 

Verdunstung  und  Temperatur. 

Temperatur  Süsswasscr-  i  Meerwasser- 
Tagesmittel     Verdunstung  |  Verdunstung 

1° 

3 

5 

m 
4 

i» !  1 

13 

IS 

17 

Ii) 

21 

23 

25 

27 

2» 

107 

1*09 

l-ii 

l'H 

1-18 

1-25 

1  •  36 

1-50 

1-66 

1-  87 

2-  17 

2  52 
2*94 

3-  39 

3  88 

0-80 

0-82 

0-84 

0-87 

o-oo 

0-  97 

1  -08 

1-  21 

1  -34 

1-  52 

I  "78 

2-  11 

2*52 

2-96 

3'45 

0-27 

0-27 

0-27 

0-27 

0-28 

0-28 

0-28 

0  29 0-32 

0-35 

0  •  39 

0-41 

0-42 

0*43 

0-43 

Quotient 

1  34 1-33 

1-32 

1  -31 

I  -31 
1  -29 

1-26 

1  24 

I  24 
1-23 

1  --l'! 

1  •  19 

1  -17 

1  •  14 
1-12 

Man  ersieht  daraus,  wie  mit  der  zunehmenden  Temperatur» 

die  Verdunstung  wächst  und  analog  dem  früher  Gesagten  bei 

den  höheren  Temperaturen  der  Unterschied  zwischen  den  resul- 

tirenden  Verdunstungshöhen  grösser  wird,  der  Reductionsfactnr 

hingegen  kleiner.  Bei  5°  ist  er  z.  B.  132,  bei  15°  1*24  und  bei 

20°  117. 
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Wollten  wir  diese  Reihen  benützen,  um  die  Zunahme  der 

Verdunstung  per  Temperaturgrad  zu  bestimmen,  so  würde 

im  Durchschnitte  für  das  Süsswasser  eine  Zunahme  der  Ver- 

dunstung von  0*100  mm  pro  1°  entsprechen,  für  das  Meer- 

wasser hingegen  0-095  mm. 

Die  Zunahme  der  Verdunstung  wird  jedoch  sowohl  beim 

Süsswasser,  als  beim  Meerwasser  rascher  bei  höherer  Tem- 

peratur, wie  auch  aus  nachfolgender  kleiner  Zusammenstellung 

ersichtlich  wird: 

Verdunstungszunahme  pro  Temperaturgrad. 

Tcmperatur- 
intervall Süsswasser Meerwasser 

1-5° 

o-oio o-oio 

5—9 
0-018 

0*015 

9—13 0  •  045 
0-0-15 

1 3—  1  7 
0-075 0  •  005 

17—21 0128 

0- 1 10 

21  —  25 

0-193 
0-185 

25—29 

0-235 
0  232 

Da  bei  der  Verdunstung  der  Windgeschwindigkeit 

ein  grosser  Einlluss  zukommt,  so  werden  wir  für  jene  Tem- 

peraturgruppen, bei  welchen  eine  grössere  Anzahl  von  Beob- 

achtungen gemacht  werden  konnten,  eine  Trennung  nach  den 

Tagesmitteln  der  Windgeschwindigkeit  vornehmen.  Zu  diesem 

Zwecke  wählen  wir  die  Temperaturgruppen  von  8,  9  und  10°, 
woselbst  OS  Beobachtungen  vorliegen,  sodann  die  Gruppe  mit 

20  und  21°  mit  67  Beobachtungen  (eigentlich  69  und  68,  aber 

je  eine  Ablesung  wurde  weggelassen,  da  diese  das  umgekehrte 

Verhältniss  zwischen  der  Süss-  und  der  Meerwasserverdunstung 

angeben  und,  wie  bereits  erwähnt,  dies  die  zwei  einzigen  Fälle 

unter  allen  487  Beobachtungen  sind)  und  endlich  die  Tem- 

peraturgruppe mit  24  und  25°,  auf  welche  63  Beobachtungen 
entfallen. 

Betrachten  wir  die  Verdunstungsbeobachtungen  je  einer 

dieser  Gruppen  als  bei  einer  annähernd  constanten  Temperatur 

vorgenommen,  ordnen  sämmtliche  Atmometerablesungen  nach 
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der  Grösse  der  mittleren  Windgeschwindigkeit  und  unterziehen 

diese  Reihen  noch  einer  rechnerischen  und  graphischen  Aus- 

gleichung. 

Für  die  erste  Temperaturgruppe,  Temperatur  circa  9°, 
resultiren  folgende  Werthe: 

Verdunstung  und  Windgeschwindigkeit. 

Temperatur  8  —  10°. 

rviiom.  p.  bt. 

Tagesmittel 

bussw  asser- 
verdunstung 

Meerwasser- 
verdunstung Differenz 

Quotient 

1 

0*54 

 ~1 

0-37 0-  17 

1  46 

5 
1 

0'  79 0  *  5fi 

0-23 
1-41 

9 
1  •  00 

0*72 0'28 1  -39 

13 1  -20 
0*87 

033 1  -38 

,7 1  38 1  02 0  36 
1  -35 

21 1  -54 
1*17 

0-37 

1  32 

25 
1  -68 

1-30 
0'38 1-29 

29 1  '80 
1-42 

0-38 1*27 

33 
1*01 1  •  52 

0-39 

1  «26 

37 
2-01 

1*61 0-40 1-25 

41 209 
1-69 0-40 1  •  24 

45 
2-17 

1-76 0-41 
1-23 

49 2-24 
1*83 0-41 1*22 

53 2-30 
1-89 0-41 

1-22 

57 2  35 1  -94 041 

1*21 

61 i 
2-40 1  -99 0-41 

1*20 

65 2  45 2  04 
0  41 

1-20 

69 
2  49 2  08 

0-41 
1-20 

73 2-53 2*12 0-41 

1*19 

77 
2-57 2-  15 

0  42 
1  •  19 

81 
2  60 

2-  18 0-42 
1  •  19 

85 

i 

2  63 
8*21 

0-42 

1  •  19 

Mit  der  Zunahme  der  mittleren  stündlichen  Windgeschwin- 

digkeit nehmen  die  Verdunstungen  pro  Tag  zu,  und  es  ergibt 
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sich  analog  dem  früher  Erwähnten  mit  der  Zunahme  der  Ver- 

dunstung ein  der  Einheit  sich  nähernder  Reductionsfactor. 

Aus  diesen  Beobachtungen  folgt  ferner,  dass  einer  Zu- 

nahme der  Windgeschwindigkeit  von  84  km  eine  Zunahme  der 

täglichen  Verdunstung  bei  Süsswasser  von  2 -09  mm,  bei  Meer- 

wasser von  184  mm  entspricht,  also  für  einen  Kilometer  beim 

Süsswasser  0*025,  beim  Meerwasser  etwas  weniger,  0  022. 

Diese  Zunahme  ist  jedoch  keine  constante,  wie  sich  aus 

nachfolgender  Zusammenstellung  ergibt: 

Verdunstungszunahme  pro  Kilometer  Wind- 

geschwindigkeit. 

Intervall  von Süsswasser Meerwasser 

1  —  13  km 
0-055 

0-042 

13—25 
0  •  040 0  036 

25-37 

0-028 0-026 

37-49 0019 

0-018 

49—61 

0-013 
0013 

61—73 

o-oii 0-011 

73—85 

0-008 
0-008 

Die  Zunahme  der  Verdunstung  wird  immer  kleiner,  je 

grösser  die  Windgeschwindigkeit  wird.  Bei  kleiner  mittlerer 

Windgeschwindigkeit  von  1  — 13  km  pro  Stunde  ist  die  Zu- 

nahme der  Verdunstung  pro  1  km  Windgeschwindigkeit  0"055 
für  das  Süsswasser  und  0  042  für  das  Meerwasser.  Von  da 

an  wird  diese  Zunahme  immer  kleiner,  um  bei  einer  Wind- 

geschwindigkeit von  73 — 85£fff  nur  mehr  0*008  mm,  sowohl 

für  das  Süsswasser,  als  auch  für  das  Meerwasser  zu  sein. 

Bei  kleiner  Windstärke  ist  die  Zunahme  der  Süsswasser- 

verdunstung  grösser  als  die  des  Meerwassers,  bei  zunehmender 

Windstärke  nähern  sich  beide  Werthe. 

Für  die  Temperatur  von  20  und  21°  finden  wir  nach- 
folgende Resultate: 
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Verdunstung  und  Windgeschwindigkeit. 

Temperatur  20  und  21°. 

Kilom.  p.  St. 

Tagesmittel 

Süsswasser- 
verdunstung 

\1  ccrwasser- 
verdunstung 

Differenz 

Quotient 

1 
1-45 

1  21 

0*24 

1-20  * 

| 

3 1  52 
1  -  27 

0  ■  25 
1-20 

5 1  -61 

1-34 

0-27 1-20 

1  
7 

1-71 
1  -42 

0*29 
1-20 

9 I  -83 1  *  52 
0-31 

1-20 

11 
1-97 

1  '64 

0-33 1-20 

13 
2-12 1  -77 

0-35, 

1  •  IQ 

15 
2-27 

1  90 

0-37 1  •  19 

17 2  43 
2-04 

0-39 1-19 

IQ £    U  1 
2  •  20 

u   1 1 
1  •  1Ä 

21 2-80 
2-38 0-42 

ri8 

23 300 
2-57 

0-43 
1  •  17 

25 
3-21 2'77 0-44 1  •  10 

27 3  42 

2-97 
0-45 

1-15 

29 
3-64 

3-17 0-47 
1-15 

31 
3-87 

337 

0-50 

1-15 

33 
4- 10 

357 

0-53 1-15 

35 
4-33 

3  78 

0-55 

1-15 

37 

4-57 4-01 0-56 1  -14 

Die  täglichen  Verdunstungsmengen,  welche  hier  der  höheren 

Temperatur  wegen  grössere  Beträge  erreichen,  nehmen  in  beiden 

Reihen  gleichmässig  mit  der  Windgeschwindigkeit  zu,  und  zwai 

so,  dass  auch  hier  der  Keductionsfactor  (S:  M)  immer  kleiner 

wird. 

In  dieser  Temperaturgruppe  entspricht  einer  Zunahme  der 

mittleren  Windgeschwindigkeit  von  1  km  im  Durchschnitt  eine 

Verdunstungszunahme  von  0'087  mm  beim  Süsswasser  und 

0-078  mm  beim  Meerwasser,  doch  wäre  hier  zu  bemerken, 

dass  bei  grösseren  Windgeschwindigkeiten,  welche  sich  aller- 

dings hier  nur  bis  zu  37  km  p.  St.  erstrecken,  die  Zunahme 

der  Verdunstung  pro  Kilometer  wächst,  wie  im  Nachfolgenden 

ersichtlich  gemacht  wird: 

Digitized  by  Google 



296 E.  Mazelle, 

Verdunstungszunahme  pro  Kilometer  Wind- 

geschwindigkeit. 

Intervall  von Süsswasser Meerwasser 

1—7  km 

0-043 
0-035 

7—13 

0-068 
0-058 

13—19 

0-082 
0  072 

19—25 0100 

0-095 

25—31 

o-iio 
0-100 

31-37 

0-117 
0-107 

Beim  Meerwasser  finden  sich  überall  kleinere  Beträge. 

In  der  dritten  Temperaturgruppe  von  24 — 25°  lassen  sich 
folgende  Resultate  feststellen: 

Verdunstung  und  Windgeschwindigkeit. 

Temperatur  24—25°. 

Kilom.  p.  St. 

Tagesmittel 

Süsswasser- 
verdunstung 

Meerwasser- verdunstung Differenz 

Quotient 

1 2  37 

2-01 
0-36 

1-18 

3 
2-41 

2-04 0-37 
1-18 

5 2  47 
2-09 

0-38 1*18 

i 
2-56 2-17 

0-39 
1  •  18 

9 
2-69 

2-28 0-41 1*18 

1 1 2  84 2  42 

0*42 

1  -17 

13 302 
2  •  59 

0-43 

1  -17 

15 

n  •  ,',> 

2-77 

0  ■  45 

1  •  16 

17 
3-44 

2-97 0*47 1-10 

; 
3  08 

3-18 

0*50 1-16 

i 
 21 

3-92 

3  39 
0-53 

1  ■  16 

23 

4-17 
3  01 

0-56 1-15 

25 
4-43 

3-80 

057 

1-15 

27 
4*71 

413 

0*58 
1-14 

29 
5-02 4-41 

0-61 1-14 

1  3. 
5-35 

4-70 0-65 
1-14 

33 
5-09 5-00 0-69 

1  -14 

35 
6-04 

531 

0-73 1  -14 
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Hier  ergibt  sich  im  Allgemeinen  das  gleiche  Resultat  wie 

bei  den  früheren  Temperaturgruppen,  nur  zeigt  sich  im  Mittel 

eine  Zunahme  der  täglichen  Verdunstungshöhe  von  0  108  mm 

beim  Süsswasser  und  von  0- 097  mm  beim  Meerwasser  für 

jeden  Kilometer  an  mittlerer  Windgeschwindigkeit. 

Für  die  einzelnen  Intervalle  der  Windstärke  ergeben  sich 

folgende  Resultate: 

Verdunstungszunahme  pro  Kilometer  Wind- 

geschwindigkeit. 

Intervall  von Süsswasser Meerwasser 

1—7  km 
0-032 

0  027 

7—13 
0-077 

0-070 

13—19 
0- 1 10 

0-098 

19—25 

0-125 
0-113 

25—31 

0-153 
0-  140 

31—35 

0-173 0- 153 

Bei  grösserer  Windstärke  ist  auch  in  dieser  Temperatur- 

gruppe die  Zunahme  der  Verdunstung  pro  Kilometer  grösser 

als  bei  den  kleineren  Windgeschwindigkeiten,  und  zwar  ist  die 

Zunahme  beim  Süsswasser  und  beim  Meerwasser  gleich  regel- 

mässig, nur  ist  der  Betrag  beim  Meerwasser  immer  kleiner. 

Bei  der  Temperatur  von  9°  entsprach  für  einen  Kilo- 

meter im  Durchschnitte  eine  Zunahme  der  Verdunstung  von 

0  025  beim  Süsswasser  und  0*022  beim  Meerwasser,  bei  der 

Temperatur  von  20 — 21°  hingegen  0  087  und  0-078  und  bei 

24—25°  noch  mehr,  und  zwar  0108  und  0  097. 

Betrachten  wir  bei  den  verschiedenen  Temperaturgruppen 

die  Schwankungen  in  der  Grösse  der  Reductionsfactoren  oder 

der  Quotienten  zwischen  der  Süsswasser-  und  Meerwasser- 

verdunstung, und  zwar  für  die  gleiche  Variation  der  mittleren 

Windgeschwindigkeit  von  1  km  bis  33  km  pro  Stunde,  so 

ersehen  wir,  dass  bei  der  Temperatur  von  9°  dieser  Reductions- 

factor  zwischen  146  und  1-26,  also  um  0  20,  bei  der  Tem- 

peratur von  20—21°  von  120  bis  1-15,  also  um  0-05,  und 

bei  24  —  25°  von  118  bis  114,  also  um  0-04  schwankt,  dem- 

nach grosse  Veränderungen  des  Reductionsfactors  nur  bei  der 

niedrigeren  Temperatur  vorkommen. 
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Einer  analogen  Trennung  wurden  sämmtliche  Verdun- 

stungsbeobachtungen dieser  drei  Temperaturgruppen  in  Bezug 

auf  die  relative  Feuchtigkeit  unterzogen,  und  es  kann  hier 

nur  ganz  kurz  hervorgehoben  werden,  dass  mit  der  Zunahme 

des  Feuchtigkeitsgehaltes  der  Luft  die  Verdunstung  regelmässig 

abnimmt,  und  zwar  sowohl  die  des  Süsswassers,  als  die  des 

Meerwassers.  Die  nachfolgenden  ausgeglichenen  Reihen  stellen 

die  resultirenden  Verdunstungshöhen  für  beide  Wasserarten  dar. 

Verdunstung  und  Luftfeuchtigkeit. 

Feuchtigkeit  % 

Tagesmittel 

Süsswasser-  !  Meerwasser- 

verdunstung  Verdunstung 
Differenz 

Quotient 

Temperatur  8  —  10° 

41—45 

46—50 

51—55 
.-,6— (50 

61-65 

66—70 

71—75 

70-80 

81-85 

86— »0 

91-95 

2  24 2-21 

2  09 
1  -90 
1-60 

1-27 

0-99 

0-75 
0-58 

0-40 
0-27 

1-86 

1-84 

1  74 
1  -55 
1*28 
0-97 

0  73 0-53 
0-39 

0-25 

0-15 

0-38 

037 

0-35 

0-35 

0-32 

0'30 
0-26 

0-22 

0-19 
0-15 

0-12 

1-20 

1-20 

1  20 

1  23 1  -25 

1  31 

1-36 

1  42 

1  49 
1-60 
1-80 

Temperatur  20- 

-21° 
36  —  40  1 

41—45 

46—50 

51—55 

56-60 

♦51-65 

66-70 
m  4  994M 
l  1  —  to 

76—80 

81—85 

3-50 

340 
3-24 

3-07 

2  83 
2-44 

2-03 

T72 1-54 

148 

3-06 

2-97 

2-83 

2  66 2-42 

2  06 1-70 

1  -44 
1  -29 
1-23 

0-44 

0  43 0-41 

041 0-41 
0-38 

0-33 

0  28 
0-25 

0-25 

1  -14 

1  -14 

1  •  15 
1-15 
1-17 

1-18 

119 
1-19 

1  -20 
1-20 
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Feuchtigkeit  °/0 
Taqcsmittel 

Süsswasser- 
verdunstung 

Meerwasser- 
verdunstung 

Differenz 

Quotient 

Temperatur  24- 

-25° 
36—40 

41-45 

46—50 

51  — 55 

56—60 

61  —65 

66—70 

7 1  — 75 

76-80 

1 

5-25 

4-70 

3  93 

3-29 

2-90 

2  •  59 

2-28 

1  96 

1  63 

4-68 

4-  13 

3  40 

2-81 

2  46 

2  20 

1  -93 

1  -66 
1-37 

0-57 

057 

053 

048 0-44 

0  39 
0-35 
0-30 

026 

1-12 

1  ■  14 1-16 

1  -17 

1  -18 

1  -18 
1-18 

1-18 

1-19 

Entsprechend  dem  früher  Erwähnten  wird  der  Reductions- 

factor  mit  zunehmender  Feuchtigkeit  immer  grösser. 

Bei  der  Temperaturgruppe  von  9°  vermindert  sich  die  tag-  . 

liehe  Verdunstungshöhe  beim  Süsswasser  um  1  49,  beim  Meer- 

wasser um  133  mm,  wenn  das  Tagesmittel  der  Feuchtigkeit 

von  40  bis  auf  80%  steigt,  bei  20  —  21°  um  T86,  beziehungs- 

weise 168  und  bei  24—25°  um  3  07  und  2-  76  mm. 

Zwischen  den  gleichen  Feuchtigkeitsgrenzen  (40—80%) 

schwankt  der  Reductionsfactor  bei  der  niedrigeren  Temperatur- 

gruppe zwischen  120  und  142,  bei  der  höchsten  Temperatur- 

gruppe um  einen  geringeren  Betrag,  und  zwar  nur  zwischen 

1-14  und  119. 

Sitzt,  d.  mathem.-naturw.  Cl;  CVII.  BJ.,  Abth.  II  a.  21 
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Tägliche  Verdunstung  des  Süsswassers  und  des  Meerwassers. 

Triest,  Observatorium.1 
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Verdunstung  des  Süsswassers  und  des  Meerwassers. 

Triest,  Observatorium. 
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Uber  den  Temperatursprung  bei  Wärme- 

leitung in  Gasen 

von 

Dr.  M.  Smoluchowski  R.  v.  Smolan. 

(Mit  '_•  TextfigiirenO 

I. 

Die  Grundlage,  auf  welcher  die  mathematische  Theorie 

der  Wärmeleitung  beruht,  besteht  darin,  dass  die  Temperatur 

innerhalb  eines  Körpers  überall  stetig  variirt,  und  dass  der 

Wärmestrom  dem  Temperaturgefälle  proportional  ist. 

Schon  von  Poisson1  warjedoch  die  Ansicht  ausgesprochen 

worden,  dass  an  der  Oberfläche  eines  Körpers  oder  überhaupt 

an  der  Grenzfläche  zweier  Körper,  zwischen  welchen  Wärme- 

austausch vor  sich  geht,  ein  endlicher  —  obwohl  im  All- 

gemeinen sehr  kleiner —  Temperaturunterschied  6j — 62  besteht, 
80 

und  lür  diesen  Fall  nahm  er  den  Wärmestrom      —  jenem 
Off 

Temperaturunterschiede  proportional  an. 

Der  Proportionalitätslactor  7  in  der  diese  Annahme  aus- 

drückenden Gleichung: 

>,-8,  =  T-£,  (1) 

wo  n  die  ins  Innere  des  Körpers  1  gezogene  Normale  bedeutet, 

soll  fernerhin  als  Temperatursprung -Coefficient  bezeichnet 
werden. 

1  Theorie  de  la  Chalcur,  insbesondere  Chap.  V. 
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Poisson  begründet  seine  Hypothese  durch  Betrachtungen 

über  die  Strahlungsvorgängc  (respective  auch  Convections- 

ströme)  an  der  Oberfläche  der  Körper;  diese  pflegt  man  aber 

heutzutage  von  der  Wärmeleitung  ganz  gesondert  zu  behandeln; 

es  läge  also  kein  Grund  vor,  warum  bei  blosser  Wärmeleitung 

ein  Temperatursprung  auftreten  sollte,  und  deshalb  wurde  auch 

dessen  Existenz  von  neueren  Physikern  sehr  bezweifelt,  umso- 

mehr,  als  es  nicht  gelungen  war,  einen  solchen  experimentell 

einvvandsfrei  nachzuweisen  und  zu  messen. 

Nun  haben  aber  schon  1875  Kundt  und  Warburg1  die 

Vermuthung  ausgesprochen,  dass  eine  solche  Erscheinung  in 

stark  verdünnten  Gasen  bemerkbar  sein  dürfte,  bei  welchen  sie 

das  analoge  Phänomen  des  Gleitens  der  Gase  entdeckt  hatten. 

Dass  dies  wirklich  der  Fall  ist,  habe  ich  vor  Kurzem  durch 

Versuche  nachgewiesen,  die  an  einem  anderen  Orte  ausführlich 

beschrieben  sind.2 

Dabei  wurde  auch  das  Gesetz,  welches  nach  Analogie  mit 

den  Erscheinungen  der  Gleitung  bei  der  inneren  Reibung  der 

Gase  von  vorneherein  vermuthet  worden  war,  dass  nämlich  der 

Temperatursprung-Coefticient  verkehrt  proportional  ist  dem 

Gasdrucke,  bestätigt;  es  ergab  sich  bei  Anwendung  von  Glas- 

apparaten: 

für  Luft 

Y  =0  0000171 
P 

für  Wasserstoff 

Y  =  0-000129 

760 

P 

oder  in  mittleren  Weglängen  der  Gasmoleküle  ausgedrückt: 

Y  =  1  •  70  X 

Y  -  6-96  X 

Diese  Erscheinung  ist  noch  frappanter  als  die  des  Gleitens 

der  Gase  und  widerspricht  noch  mehr  den  üblichen  Vor- 

stellungen; es  handelt  sich  nun  darum,  eine  passende  Erklärung 

i  Pogg.  Ann.  156,  S.  177,  1875. 

5  Wied.  Ann.  G4,  S.  101,  1898. 

Digitized  by  Google 



306  M.  Smolucho wski  v.  Sroolan, 

zu  finden,  nachdem  eine  Zurüekführung  des  Phänomens  auf 

Strahlungsvorgänge  etc.  nach  Poisson  ausgeschlossen  ist. 

umsomehr,  als  bei  meinen  Versuchen  der  Einfluss  der  Strahlung 

(und  der  Strömungen )  eigens  eliminirt  wurde. 

Es  ist  nun  der  Zweck  dieser  Arbeit,  nachzuweisen,  dass 

sich  eine  Erklärung  der  beobachteten  Thatsachen  in  einfachster 

Weise  aus  der  kinetischen  Gastheorie  ergibt,  ähnlich,  wie  dies 

von  Kundt  und  Warburg  betreffs  der  Gleitung  der  Gase 

gezeigt  worden  ist,  und  sie  scheinen  mir  dadurch  geradezu 

einen  neuen  Beweis  für  die  Richtigkeit  jener  Theorie  zu  bilden. 

Der  Grundgedanke  ist  folgender: 

Die  Wärmeleitung  der  Gase  beruht  nach  Maxwell, 

Clausius  etc.  darauf,  dass  die  Moleküle  die  lebendige  Kraft, 

welche  sie  an  einer  Stelle  des  Gases  besitzen,  in  Folge  ihrer 

Bewegung  an  andere  Stellen  übertragen  und  dort  beim  Zu- 

sammenstosse  mit  anderen  Molekülen,  welche  vorher  eine  ver- 

schiedene Bewegungsenergie  hatten,  an  dieselben  theilweise 

abgeben,  so  dass  ein  fortwährender  Ausgleich  der  lebendigen 

Kraft  unter  den  Molekülen  (der  Temperatur)  stattfindet. 

In  der  Nähe  eines  festen  Körpers  wird  nun  dieser  Wärme- 

ausgleich zwischen  dem  Körper  und  den  Gasmolekülen  in 

doppelter  Weise  behindert: 

1.  dadurch,  dass  die  Beweglichkeit  der  letzteren  durch  die 

Nähe  der  Wand  beeinträchtigt  ist,  indem  sie  daselbst  kürzere 

Wege  zurücklegen  werden,  da  ihnen  das  Eindringen  in  den 

festen  Körper  verwehrt  ist; 

2.  dadurch,  dass  sie  beim  Zusammenstoss  mit  den  Theil- 

chen  des  festen  Körpers,  insbesondere  falls  dieselben  eine 

erheblich  verschiedene  Masse  haben,  im  Allgemeinen  doch 

nicht  vollständig  die  Temperatur  desselben  annehmen  werden, 

wie  ich  weiter  unten  noch  ausführlicher  nachweisen  werde. 

Um  sich  den  Einfluss  dieser  Vorgänge,  welche  sich  bis  zu 

einem  gewissen  Grade  gesondert  untersuchen  lassen,  zu  ver- 

anschaulichen, denken  wir  uns  (Eig.  1)  in  eine  Gassäule  mit 

linearem  Temperaturgefälle  BA  plötzlich  eine  dünne,  aber 

undurchdringliche  Wand  W  hineingestellt,  welche  die  Eigen- 

schaft hat,  die  Temperaturen  (respective  lebendigen  Kräfte)  der 

an  sie  anprallenden  Moleküle  anzunehmen  und  auszugleichen. 
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Dann  wird  in  der  Nähe  von  W  zufolge  des  früher  als  1 ) 

bezeichneten  Umstandes  die  Wärmeleitung  verringert,  daher 

das  Temperaturgefälle  vermehrt  werden;  anschaulicher  wird 

dies,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Temperatur  an  jeder  Stelle 

Fig.  i. 

gleich  ist  dem  Mittel  der  Temperaturen  der  von  rechts  nach 

links  und  der  in  umgekehrter  Richtung  fliegender  Molekeln; 

die  von  der  Wand  wegfliegenden  können  aber  im  günstigsten 

Falle  nur  die  Temperatur  der  Wand  selbst  haben,  daher  muss 

sich  dieser  Mittelwerth  von  der  Wandtemperatur  um  eine 
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endliche  Grösse  unterscheiden.1  Statt  als  Gerade  AB  wird  die 

Temperatur  jetzt  in  der  durch  AlBl  dargestellten  Weise  ver- 
laufen. 

Wenn  aber  noch  der  Umstand  2)  dazukommt,  dass  nämlich 

die  Moleküle  nur  eineh  Theil  ihrer  Temperaturdifferenz  beim 

Anstossen  an  die  Wand  ausgleichen,  so  werden  die  beiden 

Curvenzweige  sich  noch  mehr  von  AB  entfernen  und  die  Lage 

A.2B.2  annehmen. 

Bis  jetzt  waren  die  Verhältnisse  beiderseits  symmetrisch 

angenommen,  nun  kommt  aber  noch  in  Betracht,  dass  die 

Temperatur  innerhalb  des  festen  Körpers  so  rasch  ausgeglichen 

wird,  dass  die  Änderung  derselben  in  Folge  des  Wärmeüber- 

ganges unmerklich  ist.  Man  wird  somit,  wenn  man  links  von  W 

den  festen  Körper  annehmen  will,  daselbst  anstatt  der  Curve  A2 

eine  Gerade  G  zu  substituiren  haben,  so  dass  die  Entfernung 

OG  gleich  ist  der  Mitteltemperatur  (in  Bezug  auf  0)  der  an  die 

Wand  von  rechts  her  stossenden  Moleküle. 

Die  Schwierigkeit  bei  Berechnung  der  Wärmeleitung,  und 

ebenso  der  inneren  Reibung  und  Diffusion,  nach  der  kinetischen 

Gastheorie  liegt  hauptsächlich  darin,  dass,  sobald  ein  Tem- 

peratur- (respective  Geschwindigkeits-  etc.)  Gefälle  sich  in  dem 

Gase  einstellt,  auch  die  Geschwindigkeitsvertheilung  unter  den 

Molekülen  nach  verschiedenen  Richtungen  eine  andere  wird, 

so  dass  das  MaxweU'sche  Gesetz  nicht  mehr  anwendbar  ist. 

Der  Zustand  des  Gases  ist  dann  nicht  mehr  durch  Druck 

oder  Volum  und  Temperatur  bestimmt,  sondern  es  kommt  noch 

eine  Art  Polarisationszustand  —  bei  Wärmeleitung  einaxig, 

bei  innerer  Reibung  zweiaxig  —  dazu.  Streng  genommen  sind 

für  ein  Gas  in  diesem  Zustande  die  Formeln,  welche  den 

Zusammenhang  zwischen  Druck,  Volum  und  Temperatur  dar- 

stellen, überhaupt  nicht  mehr  gütig.  Die  Abweichungen  von 

>  Eine  ähnliche  Bemerkung  macht  auch  Stoney  in  einer  mir  erst  jetzt 

bekannt  gewordenen  Abhandlung:  On  the  Penetration  of  Heat  aecross  Layers 

of  Gas  Phil.  Mag.  IV  (5),  p.  428,  welche  manches  Werthvolle  enthält,  aber 

durch  irrige  Ansichten  über  die  Wärmeleitung  der  Gase  entstellt  ist.  Siehe 

auch  Phil.  Mag.  V  (5),  p.  4ö7  Anm 

II. 
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dem  normalen  Zustande  werden  sich  hiebei  jedoch  im  All- 

gemeinen nur  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  der  Kleinheit 

beschränken,  dagegen  werden,  wie  Boltzmann1  gezeigt  hat, 

die  Werthe  des  Wärmeleitungs-  etc.  Coefficienten  selbst  um 

Glieder  von  derselben  Grössenordnung  wie  die  ausschlag- 

gebenden gefälscht  werden,  falls  diese  Änderung  der  Ge- 

schwindigkeitsvertheilung  vernachlässigt  wird,  wie  dies  bei 

der  Annahme,  dass  die  Moleküle  sich  wie  elastische  Kugeln 

verhalten,  zu  geschehen  pflegt. 

Eine  exacte  Berechnung  liesse  sich  nun  allerdings  in  der 

Weise  durchführen,  wie  es  von  Boltzmann  für  die  innere 

Reibung  und  Diffusion  geschehen  war,  oder  man  könnte  die 

Maxwell'sche  Annahme  einführen,  dass  sich  die  Moleküle 
verhalten  wie  Kraftcentra,  zwischen  denen  eine  der  fünften 

Potenz  der  Entfernung  verkehrt  proportionale  Kraft  wirkt,  aber 

es  schien  mir  für  den  vorliegenden  Zweck  doch  genügend, 

die  Rechnung  vorläufig  unter  den  einfachen  Annahmen  von 

Clausius  etc.,  welche  die  mathematische  Behandlung  so  sehr 

erleichtern,  durchzuführen,  da  dieselben  ja  qualitativ  überein- 

stimmende Resultate  liefern  und  da  eine  ganz  exacte  Berech- 

nung in  unserem  Falle  schon  dadurch  unmöglich  gemacht 

wird,  dass  man  den  Einfluss  des  festen  Körpers  noch  nicht  in 

genügend  sicherer  Weise  mathematisch  formuliren  kann. 

Es  wird  also  die  Rechnung  mit  der  Vereinfachung  durch- 

geführt, dass  die  Bewegungsenergie  (oder  Temperatur;  eine 

Eigenschaft  der  Molekeln  sei,  welche  die  Geschwindigkeits- 

vertheilung  nicht  alterirt,  und  dass  einem  Molekel  im  Mittel 

jene  Quantität  dieser  Grösse  zukommt,  welche  in  der  Schichte 

herrschte,  wo  dasselbe  zum  letztenmal  zusammengestossen 

war;  auch  soll  von  vorneherein  die  Geschwindigkeit  der  Mole- 

küle gleich  der  mittleren  gesetzt  werden  (siehe  Boltzmann, 

Gastheorie,  S.  74). 

Mit  derselben  Berechtigung  lässt  sich  dann  unsere  Rech- 

nung auch  natürlich  auf  die  innere  Reibung  anwenden  —  sie 

stimmt  ja  im  Wesentlichen  mit  jener  von  Kundt  und  Warburg 

überein  —  und  überhaupt  auf  jeden  ähnlichen  Pr«>cess.  Analoge 

i  Boltzmann,  Sitzungsber.,  LXXXI,  S.  117.  1880;  auch  Gasth.  S.  93. 
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Erscheinungen  müssten  z.  B.  auch  bei  der  Elektricitätsleitung 

der  Gase  eintreten,  falls  nur  hiebei  überhaupt  die  Moleeular- 

bewegung  in  Betracht  kommt.  Diese  Bemerkung  ist  vielleicht 

im  Hinblick  auf  gewisse  Erscheinungen,  wie  den  Übergangs- 

widerstand (respective  elektromotorische  Gegenkraft)  zwischen 

Metall  und  Gas,  von  Interesse;  doch  will  ich  hier  nicht  näher 

darauf  eingehen. 

Betrachten  wir  nun  den  Fall  des  stationären  Wärmeüber- 

ganges zwischen  zwei  auf  verschiedener  Temperatur  befind- 

lichen parallelen  festen  Wänden,  die  so  weit  von  einander  ent- 

fernt sind,  dass  die  mittlere  Weglänge  gegenüber  ihrer  Distanz 

zu  vernachlässigen  ist,  und  dass  somit  das  Temperaturgcfälle 

in  einiger  Entfernung  von  den  Wänden  jedenfalls  ein  lineares 

wird. 

In  der  Nähe  der  Wand,  z.  B.  jener,  welche  die  niedrigere 

Temperatur  hat  und  welche  zur  YZ- Ebene  gewählt  werden 

möge,  wird  dagegen  das  Temperaturgefälle  nicht  mehr  linear 

sein.  In  jedem  Falle  muss  aber  durch  jede  Isothermenebene 

(parallel  YZ)  ebensoviel  Wärme  von  der  einen  Seite  nach  der 

anderen  übergehen,  wie  auch  umgekehrt. 

Fassen  wir  z.  B.  das  Volumelement  Jv,  in  der  Entfernung 

(x—i)  von  der  Wand,  ins  Auge  und  untersuchen,  wie  viel 

Moleküle  von  ihm  nach  rechts  durch  ein  Element  05  der  Iso- 

thermenebene, welche  der  Abscisse  x  entspricht,  hindurch- 

gehen werden. 

In  dem  Elemente  Jv  sind  ;/  dv  Moleküle  vorhanden, 

ndvc 

es  werden  also  per  Zeiteinheit  Zusammenstösse  vor- 
X 

kommen,  und  ebensoviel  Moleküle  werden  aus  dem  Elemente 

hinausfliegen,  alle  mit  der  Geschwindigkeit  c  und  der  Tem- 

peratur f)(x — welche  in  jenem  Abstände  x — £  von  dem  festen 

Körper  herrscht;  dieselben  verbreiten  sich  gleichmässig  auf 

den  ganzen  Raum,  also  entfällt  in  die  Richtung  der  Fläche  os, 

welche  von  dem  Volumelement  unter  dem  Winkel  sin  'f  5so<l> 

.                           _     .  .    .,    sin  ?o-f  ?A       5s  cos  y 
gesehen  wird,  nur  der  Bruchtheil   2_j — >~  —  —   der 

gesammten  Molekülzahl;  hievon  gehen  aber  nur  jene  durch  os 

wirklich  hindurch,  welche  einen  Weg  zurücklegen,  der  grösser 
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ist  als  r,  das  ist  der  Bruchthcil  c  '•  ;  im  Ganzen  gehen  also 

von  links  nach  rechts  durch  die  Fläche  5s,  falls  wir  dieselbe 

=  1  setzen,  Arr=  ffl  A~~e    ''  cos  ¥  ̂   Molekule  hindurch, 

wo  das  Integral  über  die  Grenzen  des  betrachteten  Raumes 

zwischen  i  —  0  und  l~x  zu  erstrecken  ist,  jedes  mit  dem  0 
der  betreffenden  Schichte  versehen.  Ist  ms  die  auf  ein  Molekül 

entfallende  Wärmemenge  für  die  Temperatur  1  (der  Wasser- 

werth derselben),  so  wird  im  Ganzen  die  Menge 

dv 

?  J  '  r 

cos? 

hindurchtransportirt,  was  sich  durch  Einführung  von  c  =  r  cos  's 

und  dv  —  r2didy  d^  tg  <p,  sowie  Ausführung  der  Integration 

nach  ̂   reducirt  auf 

W,  =  /  1  e(*-;)     f  "  r  sin  tprff. 

In  analoger  Weise  wird  von  rechts  nach  links  die  Quantität 

cnms 

H  '  =  ~2*  .... 

hindurchgetragen. 

Zu  PF,  kommt  aber  noch  derTheil  Wti  welcher  von  jenen 

Molekeln  herrührt,  die  an  den  festen  Körper  angeprallt  waren 

und  von  ihm  reflectirt  wurden. 

Falls  bei  diesem  Vorgänge  vollständiger  Temperatur-Aus- 

gleich stattgefunden  hätte,  wäre  ihre  Temperatur  gleich  der 

Temperatur  60  des  festen  Körpers.  (Die  analoge  Annahme  ist 

der  Rechnung  von  Kundt  und  Warburg  zu  Grunde  gelegt.) 

In  Wirklichkeit  wird  sich  nur  ein  Theil  ausgleichen,  was 

hier  bei  der  Wärmeleitung  von  besonderer  Wichtigkeit  zu  sein 

scheint.  Wir  nehmen  also  an,  die  Temperatur  der  von  der 

Wand  ausgesendeten  Moleküle  i>  genüge  der  Formel: 
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somit 

&  =  ß6jH-(l-ß)e0,  (2) 

wo  Ö.w  die  mittlere  Temperatur  der  von  rechts  an  die  Wand 

anprallenden  Molekeln  bedeutet,  60  die  Temperatur  der  Wand 

selbst  und  ß  einen  Ausgleichsfactor  (zwischen  0  und  1),  der 

später  noch  näher  untersucht  werden  soll. 

Dann  wird  für       analog  dem  Früheren  gefunden: 

- 

"2 

wobei 

|      Ö(S)<#  /     c    >cos*  sin<p<*p 
»  =  (l_P)60+p-^  ^  (3) 

J,  oo        /»  2    _  g 
!     d|  I         *  cos  *  sin  9 
0  «^o 

Damit  die  Strömung  stationär  sei,  muss  sein: 

Wt—Wx—Wt  =  const, 

- 

C1  __L_ 

also,  wenn  noch  zur  Abkürzung J  c?  Xc,,s*  sin  <p Jcp  =:  ? (;) 
bezeichnet  wird: 

Ju  Jn 

hiebei  bedeutet  C  die  per  Zeiteinheit  von  rechts  nach  links 

durchgehende  Wärmemenge,  dividirt  durch  CU™S  • 

Setzt  man  den  Temperaturunterschied  6 — &  gleich  einer 

neuen  Variabein  y\  so  erhält  man  für  diese  die  Gleichung: 

o  Ja 

(4) 
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Bevor  wir  weitergehen,  müssen  wir  die  oben  als  ?  defi- 

nirte  Function  näher  betrachten.  Führt  man  die  neue  Variable 

z  —  - —         ein,  so  wird X  cos  <p 

00  c-'-dz 

was  sich  durch  partielle  Integration  verwandelt  in: 

X 

Letzteres  Integral,  welches  wir  mit  ̂ f—y  bezeichnen 

wollen,  wird  Integrallogarithmus  genannt;  es  kann  mittelst  der 

Reihe  berechnet  werden,  die  sich  durch  Entwicklung  von  e 

ergibt: 

ft           fi  t\ 
£(/)  =  C+log/— 1+  +  —  (0) 

2.2!       3.3!  4.4! 

C  =  0-57721Ö7. 

Durch  Differentiation  ergibt  sich: 

u.  s.  w. 

Man  sieht  also:  y  hat  für  i  zzz  0  den  Werth  1  und  berührt 

daselbst  die  Ordinatenaxe;  mit  wachsendem  Argument  nimmt 

es  fortwährend  ab  und  nähert  sich  für  £  =  oo  asymptotisch 

der  Abscissenaxe. 

Im  Folgenden  werden  wir  öfters  noch  auf  Integrale  von 

der  Form   f  i"f(i)Ji  (wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl) 

stossen,  und  deshalb  mögen  die  diesbezüglichen  Formeln  auch 

gleich  an  dieser  Stelle  entwickelt  werden. 
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Durch  Vertauschung  der  Integrationsordnung  wird  jenes 

Integral: 

J  zu  I  dy\    pe   i  dz. Jo  Jo 

Das  Integral  nach  z  lässt  sich  durch  successive  partielle 

Integration  ausführen  in 

und  dadurch  wird  gefunden: 

J- n+2  n  +  2 

Für  den  Fall  n  —  0  hat  man  statt  dessen: 

jf"»®*  =  7[1-*"  *]  +  f»»- 

Kehren  wir  nun  zur  Untersuchung  der  Gleichung  (4) 

zurück;  dieselbe  wird  die  Function  y  vollständig  bestimmen, 

falls  noch  die  Bedingung  dazukommt,  dass  der  Verlauf  von  y 

in  hinreichender  Entfernung  von  0  als  linear  anzusehen  ist. 

Differcnzirt  man  sie,  so  erhalt  man: 

f°°y'(x+i)  9«)  di  -  f  Xy'(x-l)f®dl=9{x)y 

(0), 

und  wenn  man  diese  Gleichung  (in  Bezug  auf  y')  partiell 

integrirt: 

(8) 

Zu  derselben  Gleichung  kann  man  aber  auch  direct 

gelangen;  sie  drückt  nämlich  nichts  Anderes  aus,  als  dass 

die  Temperatur  in  einer  Schichte  gleich  ist  der  mittleren 

Temperatur  der  Moleküle,  die  sich  jeweilig  darin  befinden. 
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Denn  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Moleküle  in  der 

Schichte  während  eines  Zeitraumes  verweiten,  welcher  pro- 

portional ist  — - — ,  so  erhält  man  analog  dem  Früheren  die 
cosrp 

Gleichung: 

e   '}  dy 

±  */o  
y 

/     c  dy 

I   —  ist  aber  =  — die  Ausführung  der 
o  y 

Integration  im  Nenner  ergibt  sofort  die  obige  Gleichung.  Die- 

selbe ist,  falls  die  Integrationsconstante  richtig  bestimmt  wird, 

für  die  Kenntniss  der  Temperaturvertheilung  gleichwerthig  mit 

Gleichung  (4),  und  man  hätte  auch  auf  sie  die  ganze  Berech- 

nung basiren  können. 

Wird  das  y  aus  (4)  oder  (8)  bestimmt,  so  ergibt  sich  die 

Temperatur  8  mit  Hilfe  der  Relationen  (3): 

d  =  (l-»eo+ß 

f  r°V(5)?(©^ 

=  (l-ß)ö0+ß  »-4-Jo-,00-   , 

also /»oo 

1   3     f  9(|)<i5       (l  »Vt 

Das  Integral  hat  aber  den  Werth  C,  wie  aus  (4)  folgt, 

wenn  x  —  0  gesetzt  wird;  somit: 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.;  CVII.  F5d..  Abth.  Ii.  a.  22 
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Fig.  2. 

Zur  besseren  Illustration  dieser  Verhältnisse  diene  die 

Fig.  2.  Daselbst  ist  die  nahezu  constante  Temperatur  inner- 
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halb  des  festen  Körpers  durch  die  negative  Abscissenaxe  OX' 

dargestellt;  die  Ordinatenstücke  y  würden  die  Gastemperatur 

vorstellen,  falls  nur  der  (früher  als  1  bezeichnete)  Umstand  zu 

berücksichtigen  wäre,  dass  die  Gasmoleküle  in  der  Nähe  der 

Wand  kürzere  Wege  zurücklegen  werden,  dessen  Berechnung 

dies  Capitel  hauptsächlich  gewidmet  ist;  wegen  des  unvoll- 

ständigen Ausgleiches  der  Temperatur  beim  Stosse  an  die 

Wand  kommt  aber  noch  das  von  ß  abhängige  Stück  {►  hinzu. 

In  einiger  Entfernung  von  der  Wand  wird  die  Temperatur- 

curve  BC  nach  Voraussetzung  merklich  geradlinig  verlaufen, 

aber  so,  als  ob  die  Wand  nicht  die  Temperatur  60,  sondern 

die  Temperatur  %+OA  hätte.  Der  scheinbare  Temperatur- 

sprung OA,  das  ist  jene  Grösse,  welche  in  meinen  früher 

erwähnten  Versuchen  gefunden  wurde,  ist  also: 

0.4  =  7  Hm. y'(x). x-ou 

Für  7  ergibt  sich  aber  aus  obiger  Figur: 

und  mit  Einführung  von  (9): 

-  Ii«  [  >'(*)-*y (*)    ,       2?         C  ] 

Nun  sieht  man  aber  aus  der  Form  der  Definitions- 

gleichung (4),  dass  bei  einem  gewissen  X  das  y  proportional 

ist  dem  C,  also  y(C,  x,  X)  =.  C.f(x,  X). 

Der  Werth  von  7  ist  somit  davon  unabhängig,  da  es 

sich  im  Zähler  und  Nenner  weghebt. 

In  der  Function  f(x,  X)  kommt  also  nur  das  Verhältniss 

von  x  zu  X  in  Betracht,  folglich  werden  —  bei  gleichem  C  — 

die^'-Curven  für  verschiedene  X  einander  ähnlich  sein,  und  die 

Werthe  von  7  müssen  dem  betreffenden  X  proportional  sein. 

Somit  erscheint  das  (loa  cit.)  empirisch  innerhalb  weiter 

Grenzen  mit  hinreichender  Genauigkeit  constatirte  Gesetz 

erklärt,  dass  der  Temperatursprung-Coefficient  7  unabhängig 

vom  Temperaturgefälle  (respective  Wärmeflusse),  aber  pro- 

portional der  mittleren  Weglänge,  also  verkehrt  proportional 

dem  Drucke  ist. 

22» 
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Nun  wäre  es  von  Interesse,  den  Werth  von  7  (als  Viel- 

faches der  mittleren  Weglänge)  und  überhaupt  den  Verlauf 

der  Temperaturcurve  kennen  zu  lernen,  und  hiezu  müssen 

wir  y  z.  B.  mit  Hilfe  der  Gleichung  (4)  zu  bestimmen  suchen. 

Nach  dem  vorher  Erwähnten  genügt  es  hiebei,  wenn  für  C 

irgend  ein  Werth,  z.  B.  der  Einfachheit  wegen  der  Werth  1 

gesetzt  wird.  Dann  wird  die  Tangente  des  Neigungswinkels 

3 

für  x  =  00  gleich  — ,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  eine 
2 

lineare  Form  für  6  substituirt.  (Behält  man  C  bei,  so  ergibt 

In  geschlossener  Form  diese  Gleichung  zu  integriren,  ist 

mir  nicht  gelungen,  ich  habe  daher  zu  Näherungsrechnungen 

Zuflucht  genommen. 

Nach  der  sonst  in  solchen  Fällen  üblichen  Methode  würde 

man  das  y  nach  dem  Mac  Laurin'schen  Satz  in  eine  Potenz- 
reihe entwickeln  und  die  Coefficienten  derselben  succcssive 

bestimmen.  Dies  ist  aber  hier  nicht  möglich,  da  y'{x)  für  den 

Punkt  x  =  0  logarithmisch  unendlich  wird,  wie  sich  durch 

zweifache  Differentiation  von  (4)  leicht  nachweisen  lässt. 

Man  wird  aber  im  Allgemeinen  noch  immer  um  den 

Punkt  x  herum  entwickeln  können: 

y(x+l)  =  y{x)+iy*(x)  +  —  y"{x)+  . . . 

Wird  in  dieser  Weise  mit  Gleichung  (4)  verfahren,  so 

verwandelt  sie  sich  in: 

sich  die  bekannte  Formel  x  = 

y  (x)  <J>0  (*) + y'  (x)<bx(x)  +y"  (x)     (*)  + 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

bei  geradem  u: 

bei  ungeradem  ;/: 
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Man  kann  nun,  indem  man  nur  die  m  ersten  Glieder 

berücksichtigt,  diese  Gleichung  w  —  lmal  differenziren  und  aus 

den  so  erhaltenen  m  Gleichungen  die  Wierthe  von  y,y' .  .  .ym~] 

für  ein  bestimmtes  x  berechnen,  da  sich  die  dazugehörigen 

Coefficienten  <I>  etc.  mit  Hilfe  von  Gleichung  (7)  finden  lassen. 

Dies  läuft  darauf  hinaus,  dass  wir  an  Stelle  der  wirklichen 

y-Curve  eine  Curve  ««ten  Grades  substituiren,  deren  Coeffi- 

cienten dadurch  bestimmt  sind,  dass  die  Derinitionsgleichung 

an  in  Punkten  in  der  Umgebung  von  x  genau  erfüllt  ist. 

Dies  würde  voraussichtlich  eine  gute  Darstellung  der 

Function  in  der  Umgebung  des  Punktes  x  geben,  aber  bedeu- 

tende Fehler  für  grössere  Entfernungen  hervorrufen. 

Es  wäre  daher  schon  rationeller,  die  Punkte,  an  welchen 

die  Gleichung  (4)  genau  erfüllt  werden  soll,  auf  den  ganzen 

Raum,  innerhalb  dessen  man  die  Function  kennen  will,  zu 

vertheilen.  Werden  hiezu  z.  B.  die  Punkte  mit  den  Abscissen 

X  3X 

0,  — ,  X.  - —  gewählt,  so  erhalten  die  Constanten  der  Curve 
—  2 

dritten  Grades  folgende  Werthe: 

a-  0-6820.A-1 

b  =     3  234.  X- 

c  —  —1 -423.X-3 

J—     0-2439.  X-4 

Aber  auch  diese  Art  der  Darstellung  ist  für  unseren  Zweck 

nicht  recht  geeignet;  für  genügend  grosse  x  muss  nämlich  eine 

derartige  Curve  immer  nach  oben  oder  unten  umbiegen  und 

kann  sich  nicht  asymptotisch  einer  Geraden  nähern,  wie  es 

von  vorneherein  verlangt  wurde.  Um  bis  zu  einer  genügend 

grossen  Entfernung  eine  annähernd  gerade  Linie  zu  erhalten, 

welche  eine  Bestimmung  des  7  ermöglichen  würde,  müsste 

man  eine  Curve  sehr  hohen  Grades,  also  eine  grosse  Anzahl 

von  Coefficienten  berechnen,  und  diese  Hechnungen  werden 

dann  ungemein  langwierig. 

Besser  ist  es  deshalb,  eine  andere  Methode  der  Annäherung 

zu  wählen,  indem  man  von  vorneherein  eine  Curve  subNtituirt, 

welche  eine  Asymptote  hat. 
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So  berechnete  ich  z.  B.  die  Curve  y  —  a  +  bx+ce'**, 
indem  ich  zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Coefficienten 

a,  b,  c,  i  die  vier  Bedingungen  benützte,  dass  die  Gleichung  (4) 

X  3X 

für  die  Punkte  x  —  0,  —  ,  X,  —  erfüllt  sei. 
2  2 

Wird  obiger  Ausdruck  in  Gleichung  (4)  substituirt,  so 

erscheinen  daselbst  ausser  den  früher  berechneten  Integralen 

|  f(t)di,Jty(Z)di  noch  solche  von  der  Form  j  e*«*  f  (§)  J«, 
deren  Auswerthung  noch  besprochen  werden  muss.  Es  möge 

Jf  * 
 1 I    t,a;?         für  den  Fall  a>  —  berechnet 

werden: 

Durch  partielle  Integration  wird  dieses  gleich 

y  =  — tu  _  /  <<tf(i)di 

Letzteres  Integral  ist  gleich  A'  =  lim  f  4*tf(i)dif  und 

a=°Ja 

dies  verwandelt  sich  durch  abermalige  partielle  Integration  in 

K  _  _£«?'(*)_  _ 

lim 

u=0  L 

Nennt  man  zur  Abkürzung 

F«=f^  =  j|-log/-/  -  Jt       t  2.2!  3.3! 

wo  i4  den  Werth  1317902  hat,  so  kann  man  das  letzte  Integral 

auch  schreiben: 

'K— [)*M(—  r)al  .  .  .  .  • 
X 

Durch  Ausführung  des  Grenzüberganges  erhält  man  dann: 

was,  oben  eingesetzt,  das  gesuchte  Integral  liefert. 
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In  ähnlicher  Weise  findet  man: 

321 

1 

a2X log  [1  +  oX]. 

Aus  den  so  erhaltenen  vier  Gleichungen  kann  man  die 

Coefficienten  a,  b,  c  eliminiren  und  erhält  eine  recht  complicirte 

Gleichung,  welcher  das  a  genügen  muss;  ich  habe  daraus 

durch  successive  Näherung  den  Werth  a  =  2*67  gefunden, 
und  hiemit  die  Coefficienten 

Diese  Temperaturcurve  ist  auf  Fig.  2  dargestellt;  das  7 

ergibt  sich  darnach: 

Nun  sieht  man  aber,  dass  die  Abweichungen  von  der 

Geraden,  wie  ja  von  vorneherein  zu  erwarten  war,  nur  in 

Entfernungen  <  X  merklich  sind.  Um  diesen  Theil  genauer 

wiederzugeben,  habe  ich  noch  eine  Methode  versucht,  indem 

ich  nämlich  die  Curve  aus  zwei  Stücken  zusammensetzte: 

der  eben  berechneten  Curve  zwischen  x  —  X  und  x  =  00  und 

einer  vierconstantigen  Curve  y  —  a  +  bx+cx2-*- dx*  zwischen 

x~0  und  x  —  \  deren  Coefficienten  dadurch  bestimmt  wurden, 

X     ,y  X 
dass  Gleichung  (4)  für  die  Punkte  ,r  =  0,  -  -,  —  ,Xgenau giltig 

3  3 

sein  soll. 

Wird  jene  Exponentialcurve  zur  Abkürzung  mit  Y  be- 

zeichnet, und  ist  z  die  Abscisse,  wo  die  beiden  Curven 

aneinanderstossen,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  des  Coeffi- 

cienten vier  Gleichungen  von  der  Form 

1-043  X-1 

c 

b 

1-500  X-2 

0-193^X-'. 

wobei  die  A  aus  gewissen  Ausdrücken 
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Bit = + r%(©^ 

B»  =  f'~"  -  f 

Jo  Jii 

in  folgender  Weise  zusammengesetzt  sind: 

An  =  Bu 

^lt=*l#tl+*il 

Die  Werthe  der  daraus  bestimmten  Coefficienten  sind: 

a-  09033. X-1 

b-  1-9024./-- 

c  —  _o-4170.X-a 

d—  0-1593.X--1 

Die  Curvc  würde  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  etwas 

höher  verlaufen  als  die  Exponentialcurve  auf  Fig.  2,  aber  die 

Unterschiede  würden  im  Maassstab  der  Zeichnung  nicht  gut 

ersichtlich  sein. 

Der  Temperatursprung-Coefticient  y  ergibt  sich  darnach  zu 

4ß 

0-707 

3(1— ß) 

Ktwas  ähnlich  dieser  letztangewendeten  Methode  ist  die 

von  Kundt  und  Warburg  benützte  Art  der  Annäherungs- 

rechnung bei  Berechnung  der  Gleitung:  dabei  .wurde  die  Ge- 

schwindigkeitscurve  aus  vier  geradlinigen  Stücken  zusammen- 

)  \        2X  2X 

gesetzt,  welche  von  x  —  0  bis    "  .  von    —  bis  — ,  —  bis  X 3  3         3  3 

und  X  bis  oo  reichten,  und  deren  Lage  in  ähnlicher  Weise 

bestimmt  wurde,  wie  dies  hier  geschehen  ist.  Hiebei  wäre  keine 
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grosse  Genauigkeit  zu  erwarten,  und  die  Gestalt  der  Curve 

wird  jedenfalls  durch  die  berechnete  Zickzacklinie  nur  unvoll- 

kommen wiedergegeben,  doch  stimmt  der  daraus  gefundene 

Werth  T"=  0*712  X  mit  dem  hier  abgeleiteten  wider  Erwarten 

gut  überein;  ß  ist  von  Kundt  und  Warburg  =0  angenommen. 

Natürlich  könnte  man  den  Grad  der  Genauigkeit  bei  diesen 

Rechnungen  noch  beliebig  weit  treiben  (namentlich,  indem  man 

Formeln  wählt,  mit  denen  in  der  Umgebung  des  0  Punktes  ein 

besseres  Anschmiegen  erzielt  wird),  doch  glaube  ich  eine  für 

den  vorliegenden  Zweck  genügende  Annäherung  zu  erreichen. 

indem  ich  7  =  0  •  70  -f-  »/t I  3(1— 

X  annehme. 
3(1-» 

Wenn  hierin  ß  =  0  gesetzt  wird,  wenn  also  die  an  die 

Wand   prallenden   Moleküle   deren   Temperatur  vollständig 

annehmen,  würde  das  Verhältniss  -—  =  0*70,  und  zwar  von 

der  Beschaffenheit  des  Gases  unabhängig.  Nun  hatten  sich  aber, 

wie  erwähnt,  bei  der  experimentellen  Untersuchung  für  y  die 

Werthe  ergeben:  1  -70  in  Luft  und  6*96  in  Wasserstoff. 

Es  folgt  also,  dass,  insbesondere  bei  Wasserstoff,  der  zweite 

Theil  des  Temperatursprunges  erheblich  den  ersten  überwiegt; 

der  Temperatursprung  rührt  also  zum  grösseren  Theile  davon 

her,  dass  die  Gasmoleküle,  welche  an  die  feste  Wand  anprallen, 

dabei  ihre  Temperatur  nur  theilweise  ausgleichen. 

III. 

Eine  exaete  Berechnung  der  hier  in  Betracht  kommenden 

Verhältnisse  ist  aber  noch  weniger  möglich  wie  in  dem  früheren 

Falle,  umsomehr  als  uns  die  nothwendige  Grundlage  zu  einer 

solchen  fehlt,  nämlich  die  Kenntniss  der  inneren  Constitution 

des  festen  Körpers,  der  Beschaffenheit  seiner  Oberfläche,  der 

zwischen  den  Molekülen  wirkenden  Kräfte  etc. 

Jedenfalls  muss  man  dabei  aber  die  früher  gemachte  verein- 

fachende Voraussetzung,  dass  die  Wärme  als  eine  die  Bewegung 

der  Moleküle  nicht  verändernde  Eigenschaft  aufgefasst  werden 

könne,  fallen  lassen  und  muss  auf  den  Mechanismus  der  Wärme- 

bewegung und  des  Stosses  näher  eingehen. 
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Stossen  zwei  Kugeln,  deren  Massen  m  und  M  sind,  mit  den 

respectiven  Geschwindigkeiten  c  und  C  unter  dem  Winkel  7 

auf  einander  und  ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 

im  Momente  des  Stosses  (die  Centrallinie)  gegeben,  so  kann  man 

die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  durch  folgende,  von 

Maxwell  herrührende  Construction  finden. 

Man  ziehe  als  dritte  Seite  des  Dreieckes  cAC  die  Ver- 

bindungslinie der  Endpunkte  von  c  und  C,  welche  die  relative 

Geschwindigkeit  g  vorstellen  wird,  und  theile  dieselbe  im  Ver- 

hältnisse von  m  :  M.  Von  dem  so  gefundenen  Punkte  als  Mittel- 

punkt aus  ziehe  man  zwei  Kugelflächen  durch  die  Endpunkte 

von  g  und  errichte  in  letzteren  Gerade,  parallel  der  Centrallinie, 

soweit  bis  sie  die  erwähnten  Kugelflächen  durchstossen.  Die 

Verbindungslinien  zwischen  A  und  letzteren  Punkten  geben 

die  Richtungen  und  Grössen  der  Geschwindigkeiten  nach  dem 

Stosse.  Die  Richtung  der  Centrallinie  sei  durch  die  geographische 

Länge  ß  und  die  Polhöhe  a  deh'nirt,  indem  g  als  Axe  des  Coordi- 
natensystems  genommen  wird  und  die  Winkel  ß  von  der  Ebene 

des  Dreieckes  AcC  an  gezählt  werden. 

cJ 2  =  c2 -+-  4  cos2  a  |  |x (|t  —  1 )  c* -4-  |A ( 1  —  2  jjl)  cC  cos  T + ;jl2  C2]  — 

Treffen  viele  solche  Kugeln  zusammen,  deren  Geschwindig- 

keiten den  obigen  analog  gerichtet  sind,  bei  denen  aber  die 

Richtung  der  Centrallinie  dem  Zufalle  überlassen  bleibt,  so  wird 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  diese  Richtung  in  den  Winkel  a  bis 

a-f-^/a  und  ß  bis  ß  +  </ß  fällt,  proportional  sein: 

also  wird  das  mittlere  Quadrat  der  Geschwindigkeit  nach  dem 

Stosse: 

Man  findet  dann  leicht 

4  sin  ol  cos  a. (u'C  sin  7  cos  ß. 

sin  a  cos  adarfß, 

sin  a  cos  a  Jat/ß 

cos asi na  sin 7 cos 
ß]  sinacosadotJß 
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wobei  B  zur  Abkürzung  statt  des  Klammerausdruckes  in  der 

früheren  Formel  gesetzt  ist,  was  durch  Ausführung  der  Inte- 

gration ergibt: 

—  c2  +  2  Ii  =  c2  +  2  [jj. (|t  —  l)**+fi(l  —  2  |t) cC  cos  y  +  [i2  C2]. 

Nehmen  wir  schliesslich  an,  dass  die  stossenden  Kugeln 

nicht  in  gegebener  Richtung,  sondern  in  allen  möglichen  Rich- 

tungen des  Raumes,  gleichmässig  vertheilt,  umherfliegen,  so 

wird  dann  das  mittlere  Geschwindigkeitsquadrat  nach  dem 

Stosse  sein: 

[c'2]  sin  71/7 

[[c'*\]  =  ̂ —tt9  =  ̂ -h2[;i(|A-l)^+n»C»]. /    sin  id\ 

Die  lebendige  Kraft  einer  solchen  stossenden  Kugel  ändert 

sich  also  im  Mittel  um 

[[[^]]-^]™  =  «'Wri-i)«i+riBCTl 

das  ist,  wenn  wir  wieder  jj.  =  -  -  —      einführen,  um 

[MC*—mc*\mM 

(M+  m)2 
Der  Klammerausdruck  ist  aber  gleich  dem  doppelten  Unter- 

schiede der  lebendigen  Kräfte  der  beiden  Kugeln  vor  dem 

Stosse,  somit  ist  die  durch  den  Stoss  verursachte  Änderung 

der  Bewegungsenergie  einer  jeden  Kugel  gleich  der  Differenz 

derselben  bei  den  zwei  Kugeln,  multiplicirt  mit  dem  Factor 

2wM 

a  ~"  (m  +  M)2' 
Man  sieht  also,  was  schon  Maxwell  bemerkt  hatte,  dass 

die  Stösse  die  Wirkung  haben,  die  mittlere  lebendige  Kraft 

immer  mehr  auszugleichen;  der  Factor  ist  aber,  wie  leicht  ein- 

zusehen ist,  höchstens  gleich  l/2,  welchen  Werth  er  nur  für 
m  —  M  erreicht. 

Es  wird  somit  die  lebendige  Kraft  nach  einem  Stosse  im 

Mittel  nur  dann  gleich  werden,  wenn  die  stossenden  Theilchen 
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gleiche  Massen  haben,  z.  B.  im  Inneren  des  Gases,  dagegen 

rindet  sonst  nur  ein  theilweiser  Ausgleich  statt,  desto  geringer, 

je  verschiedener  die  stossenden  Massen  sind. 

Die  Anwendung  dieser  mechanischen  Sätze  auf  unseren 

Fall  ist  nun  leicht  ersichtlich;  identificiren  wir  die  lebendige 

Kraft  der  translatorischen  Bewegung  mit  der  Temperatur,  so 

haben  wir  sie  auszudrücken  durch  die  Formel: 

fr  — ö.w  =  »(öo-°.v)- 

Somit:  &  =  aö0  -h  (1  —  a)  0.w  woraus  also  die  früher  (2) 

als  ,3  bezeichnete  Grösse  sich  als  ß  =  1  —  a  ergeben  würde. 

Dabei  wäre  aber  angenommen,  dass  jedes  Gasmolekül  nur 

einmal  mit  einem  Theilchen  des  festen  Körpers  zusammen- 

stösst;  nimmt  man  an,  dass  nach  dem  ersten  Zusammenstoss 

die  Hälfte  der  Gasmoleküle  ins  Gas  zurückfliegt,  die  andere 

Hälfte  aber  mit  anderen  Körpertheilchen  zusammenstösst,  hier 

abermals  die  Hälfte  derselben  ins  Gas  zurückfliegt  u.  s.  w\,  so 

erhält  man  durch  leichte  Rechnung  für  obigen  Factor  [i  den 

Werth:  -)
-""--. 1  H-a 

Die  Unvollkommenhcit  einer  solchen  Berechnungsweise 

liegt  hauptsächlich  darin,  dass  von  den  zwei  bei  der  früheren 

Rechnung  eingeführten  Vereinfachungen  bloss  eine  auf- 

gegeben wurde,  indem  die  Natur  der  Wärme  als  lebendige 

Kraft  der  Molekularbewcgung  berücksichtigt  wurde,  dagegen 

die  Vcrtheilung  der  Geschwindigkeiten  noch  immer  als  gleich- 

förmig angesehen  wurde. 

Diese  ganze  Überlegung  hat  eben  nur  den  Zweck,  uns  eine 

Vorstellung  über  die  Ursache  zu  geben,  auf  welcher  die  Ver- 

schiedenheit des  Temperatursprunges  bei  verschiedenen  Gasen 

beruht.  Dass  derselbe  speciell  bei  Wasserstoff  so  gross  ist,  ist 

darnach  leicht  verständlich,  da  in  diesem  Falle  jedenfalls  die 

Wasserstoffmolckülc  eine  bei  Weitem  geringere  Masse  haben, 

als  die  Theilchen  des  festen  Körpers,  somit  der  Factor  a  sehr 

klein,  |i  relativ  gross  sein  wird. 

Das  Interessanteste  scheint  mir  dabei  insbesondere  darin 

zu  liegen,  dass  hier  vielleicht  ein  Weg  vorliegt,  auf  dem  wir  aus 

der  bekannten  Masse  der  Gasmoleküle  Schlüsse  ziehen  können 

V 
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auf  die  Massen  der  Theilchen  des  festen  Körpers,  denen  die 

Wärmebewegung  zukommt,  zu  deren  Bestimmung  bis  jetzt  kein 

anderer  Weg  bekannt  zu  sein  scheint. 

Allerdings  werden  sich  dabei  die  Verhältnisse  noch  com- 

plicirter  gehalten,  wenn  man  auch  die  Energie  der  rotatorischen 

Bewegung  in  Betracht  zieht,  die  bisher  gar  nicht  berücksichtigt 

wurde. 

Da  aber  solche  theoretische  Speculationen  sich  noch  auf 

sehr  unsicherem  Boden  bewegen,  bin  ich  vor  Allem  damit 

beschäftigt,  weiteres  diesbezügliches  experimentelles  Material 

herbeizuschaffen. 

IV. 

Ich  möchte  hier  nur  noch  auf  einen  Punkt  näher  eingehen, 

worin  der  Unterschied  zwischen  den  Folgerungen  der  älteren 

Theorie  der  Wärmeleitung  und  der  kinetischen  Wärmeleitungs- 

theorie recht  auffallend  zu  Tage  tritt. 

Ist  nämlich  die  Entfernung  der  Oberflächen  der  festen 

Körper,  zwischen  welchen  das  (las  die  Wärmcleitung  herstellt, 

so  gering,  dass  die  mittlere  Weglänge  von  derselben  Grössen- 

ordnung  oder  noch  grösser  ist,  so  verlieren  die  Begriffe  des 

Wärmeleitungs-Coefticientcn  und  des Temperatursprung-Coefti- 

cienten  ihre  Bedeutung,  und  die  bisherige  Theorie  der  Wärme- 

leitung wird  auch  bei  Berücksichtigung  der  Poisson'sehen  Grenz- 

bedingung nicht  mehr  anwendbar  sein. 

Der  Vorgang  wird  aber  wieder  übersichtlich,  obwohl  von 

dem  normalen  ganz  verschieden,  wenn  die  Wände  sich  so  weit 

nähern  (oder  >.  so  gross  wird),  dass  ihre  Distanz  gegenüber  der 

mittleren  Weglänge  zu  vernachlässigen  ist. 

Es  ist  dies  ganz  analog  dem  von  Kundt  und  War  bürg 

loc.  cit.  dargelegten  Verhalten  des  Gases  in  Bezug  auf  innere 

Reibung. 

Dann  kann  man  nämlich  die  Wirkung  der  Stösse  der  Gas- 

moleküle untereinander  überhaupt  vernachlässigen,  gegenüber 

der  Wirkung  der  Stösse  an  die  Wände,  da  letztere  viel  häufiger 

eintreten  werden  als  erstere.  Die  mittlere  Geschwindigkeit  der 

Moleküle  (also  auch  die  Gastemperatur)  wird  im  ganzen  Räume 

gleich  und  unabhängig  von  den  Gefässdimensionen. 
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Hat  z.  B.  die  rechte  Wand  die  Temperatur  6,,  die  linke  die 

Temperatur  Q2,  so  wird  die  Temperatur  der  von  rechts  nach 

links  fliegenden  Molekülen  »2  mit  jener  der  sich  in  entgegen- 

gesetzter Richtung  bewegenden  d,  in  folgendem  Zusammen- 

hange stehen  (nach  Gleichung  2): 

ea), 

woraus  folgt: 

Jedes  Molekül  überträgt  bei  einem  Stosse  im  Mittel  die 

Wärmemenge 

Sind  n  Moleküle  in  der  Volumeinheit  vorhanden,  so  üben 

sie  einen  Druck  aus  p  —  UmC  ,  indem  sie        Stösse  in  der 3  6 

Secunde  gegen  die  Wände  ausführen. 

Dabei  werden  sie  aber  auch  eine  Wärmemenge 

WS       — 0.1  -  £-  

übertragen. 

Nun    ist   aber   der   normale  Wärmeleitungs- Coefficient 

X  —  untes  — ,  somit  wird  die  per  Flächen-  und  Zeiteinheit 
3 

übertragene  Wärmemenge  gleich 

x  .  1  —  ß 

Dies  ist  somit  die  Maximalmenge  von  Wärme,  welche 

ein  Gas  von  gegebenem  Druck  zwischen  zwei  Wänden  von 

gegebener  TemperaturdifTerenz  übertragen  kann,  wenn  diese 

Wände  einander  auch  noch  so  nahe  gebracht  werden;  sie  ist 

offenbar  dem  Gasdrucke  direct  proportional,  und  ist  gleich  einer 

Wärmemenge,  welche  zwischen  denselben  Platten  in  der  Distanz 
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A  =  2k  - — überströmen  würde,  falls  dabei  die  Wärmeleitung 

in  der  normalen  Weise  (ohne  Temperatursprung)  vor  sich 

gehen  würde. 

Diese  Distanz  gibt  uns  ein  anschaulicheres  Bild  als  die 

Zahlengrösse  für  die  Wärmemenge  selbst;  nach  den  früher 

erwähnten  Versuchen  würde  sich  ergeben  z.  B.  für  Luft  bei 

einem  Drucke  von  1  mm  Quecksilber: 

Az:0'4  mm 

Wasserstoff  A  =  3  mm. 

Diese  zuletzt  entwickelten  theoretischen  Folgerungen  sind 

bisher  experimentell  noch  nicht  bestätigt  worden;  die  Schwierig- 

keiten, welche  hauptsächlich  in  der  Messung  der  dazu  erforder- 

lichen niedrigen  Drucke  liegen  werden,  sind  aber  nicht  unüber- 

windbar;  solche  Untersuchungen  würden  directe  Resultate 

bezüglich  des  Werthes  des  Coefficienten  ß  liefern,  dessen 

Bedeutung  vorher  erwähnt  wurde. 

Es  scheint  mir  überhaupt  die  Untersuchung  dieser  Vor- 

gänge an  der  Grenze  zwischen  Gasen  und  festen  Körpern, 

respective  Flüssigkeiten  einen  Weg  zu  bieten,  um  über  die  Natur 

der  letzteren  näheren  Aufschluss  zu  erlangen;  insbesondere 

dürfte  diesbezüglich  auch  das  Phänomen  des  Gleitens  der  Gase 

eine  noch  grössere  Beachtung  verdienen,  als  sie  ihm  bisher 

zu  Theil  wurde. 
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Weitere  Untersuchungen  über  den  Energie- 

verbrauch bei  der  Magnetisirung  durch  oseil- 

latorische  Condensatorenentladungen 
von 

Ignaz  Klemencic. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Innsbruck. 

1.  Einleitung. 

Im  104.  Rande  dieser  Sitzungsberichte1  habe  ich  einige 

Versuche  mitgetheilt,  w  elche  den  Zweck  hatten,  den  Energie- 

verbrauch bei  der  Magnetisirung  durch  oscillatorische  Conden- 

satorenentladungen im  Allgemeinen  festzustellen;  in  Verbindung 

damit  wurde  auch  die  Beantwortung  der  Frage  versucht,  ob 

die  Hysteresisverlustc  bei  sehr  schnellen  Feldwechseln  anders 

sind  wie  bei  langsamer  cyclischer  Magnetisirung.  Die  Resultate 

dieser  Untersuchung  sind  am  Schlüsse  dahin  zusammengefasst 

worden,  dass  die  Hysteresisverluste  bei  ungefähr  4000  Pol- 

wechseln pro  Secunde  für  weiches  Eisen  grösser  sind  als 

jene,  die  man  bei  langsamer  cyclischer  Magnetisirung  findet. 

Für  Stahl  und  Nickel  sind  sie  jedoch  nicht  wesentlich  grösser 

gefunden  worden.  Die  erwähnten  Messungen  sind  in  vieler 

Beziehung  noch  zu  ergänzen  gewesen,  und  ich  habe  daher 

diese  Versuche  nochmals  aufgenommen  und  exaeter  mit  einer 

Subvention  der  kaiserl.  Akademie  durchgeführt.  Die  Resultate, 

welche  nachstehend  mitgetheilt  werden,  bestätigen  die  Ergeb- 

nisse der  ersten  Untersuchung  und  lassen  sich  in  folgender 

Weise  zusammenfassen: 

>  Auch  Wied.  Ann.  Bd.  LV1II.  S.  249. 

Digitized  by  Google 



Magnctisirung  durch  oscillatorische  Entladung.  331 

Weiches  Eisen  mit  einer  Coercitivkraft  bis  6  Einheiten 

zeigt  schon  bei  ungefähr  2000  Polwechseln  in  der  Secunde 

beträchtlich  grossere  Hysteresisverluste  als  bei  langsamer 

cyclischer  Magnetisirung. 

Die  Zunahme  der  Hysteresisverluste  wächst  mit  der  Zahl 

der  Polwechsel  und  ist  umso  grösser,  je  kleiner  die  Coercitiv- 

kraft der  betreffenden  Eisensorte  ist. 

Beim  harten  Eisen  (Coercitivkraft  13*6  Einheiten)  ist  selbst 
bei  4000  Polwechseln  ein  merklicher  Unterschied  in  den 

Hysteresisverlusten  nicht  nachzuweisen  gewesen;  ein  solcher 

dürfte  sich  erst  bei  noch  rascher  wechselnden  Feldern  ein- 

stellen. 

2.  Theorie  und  Methode  der  Versuche. 

Obwohl  die  Messungen  diesmal  nahezu  in  gleicher  Weise 

ausgeführt  wurden  wie  bei  der  ersten  Untersuchung  und  daher 

hinsichtlich  der  Beschreibung  des  Verfahrens  auf  die  erwähnte 

Abhandlung  verwiesen  werden  kann,  so  soll  doch  hier  eine 

kurze  Recapitulation  über  das  Wesen  der  Yersuchsmethode 

gegeben  werden.  Die  schnellen  Eeldwechsel  wurden  mittels 

elektrischer  Schwingungen  bei  Entladung  eines  Condensators 

durch  passend  gewählte  Rollen,  welche  zugleich  als  Magneti- 

sirungsrollen    dienten,   hergestellt.  Wird  eine  oscillatorische 

Entladung  eines  Condensators  eingeleitet,  so  schwankt  die 

Ladung  des  Condensators  zwischen  positiven  und  negativen 

Maximis,  die  jedoch  fortwährend  abnehmen.  Für  den  Fall  des 

Ladungsmaximums  sitzt  die  ganze    elektrische   Energie  im 

Condensator,  sonst  ist  sie  zum  Theile  auch  als  Stromeneigie 

in  der  Entladungsspirale  vorhanden.  Die  Abnahme  der  Ladungs- 

maxima  ist  hauptsächlich  durch  den  Widerstand  des  Entladungs- 

kreises bestimmt;  gibt  man  jedoch  in  die  Entladungsspirale 

einen  magnetisirbaren  Draht,   so  wird  durch  die  cyclische 

Magnetisirung  ebenfalls  ein  Theil  der  elektrischen  Energie 

absorbirt,  so  dass  die  Maxima  nun  rascher  abnehmen  als  im 

ersten  Falle.  Diese  Thatsachc  gibt  uns  einen  Anhaltspunkt,  um 

die  bei  der  cyclischen  Magnetisirung  aufgewendete  Energie 

ungefähr  zu  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  in  dem  Falle,  wo  kein  Draht  in  die  Ent- 

ladungsrolle  eingelegt  ist,   die   den    Ladungsmaximis  ent- 

Silzh.  .l.mathem.naturw.  CL;  CVII.  Bd.,  Abth.  II  a.  23 
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sprechenden  Potentiale  mit  Vv  V„  Ks,  so  sind  die  betreffenden 

Energiequanta 

wo  C  die  Capacität  des  Condensators  bezeichnet. 

Der  Verbrauch  W  an  Erg.  vom  ersten  bis  zum  dritten 

Maximum  ist  also 

und  zwar  direct  in  Erg.  ausgedrückt,  wenn  man  das  Potential 

und  die  Capacität  in  absoluten  Einheiten  nimmt. 

Bezeichnen  wir  mit  k  das  Dämpfungsverhältniss,  also 

so  ist  auch 

Ist  ein  Eisendraht  in  die  Spule  eingelegt,  so  setzt  sich  W 

aus  zwei  Theilen  zusammen.  Jener  Theil  der  elektrischen 

Energie,  welcher  durch  die  Widerstände  absorbirt  wird,  soll 

mit  Ww  bezeichnet  werden;  Wm  hingegen  soll  den  auf  die 

Magnetisirung  entfallenden  Theil  angeben. 

Sind  in  diesem  Falle  die  maximalen  Ladungspotentiale 

V[  und  Fj,  so  ist  jetzt 

Aus  dieser  Summe  lässt  sich  Wm  nur  angenähert  be- 

rechnen. 

Wir  wollen  annehmen,  das  das  eingelegte  Eisenquantum 

sehr  klein  ist,  so  dass  Wm  nur  einen  kleinen  Bruchtheil  von 

Ww  ausmacht;  unter  dieser  Bedingung  führen  wir  sodann  die 

W  =  ~  C(V\-V\), 

» 
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Rechnung  so  durch,  dass  wir  annehmen,  es  werde  zuerst  Ww 

und  dann  erst  WM  absorbirt.  Ww  können  wir  sodann  mit  Hilfe 

von  V[  und  des  bei  uneingelegtem  Eisen  beobachteten  k  be- 

rechnen. Die  Differenz  gibt  Wm,  und  wir  haben  dann 

Diese  Berechnung  muss  ersichtlich  einen  zu  kleinen  Werth 

von  \Vm  ergeben.  Zur  Schätzung  dieses  Fehlers  sollen  einige 

weiter  unten  mitgetheilte  Versuche  benützt  werden.  In  dieser 

Berechnungsweise  liegt  auch  insofern  ein  Fehler,  als  k  in 

beiden  Fällen  in  Folge  der  Vergrösserung  des  Selbstinductions- 

coefficienten  durch  das  eingelegte  Eisen  doch  nicht  ganz 

identisch  ist.  Auch  dieser  Umstand  lässt  Wm  zu  klein  er- 

scheinen.1 

Vom  ersten  bis  zum  dritten  Maximum  würde  der  Eisen- 

draht gerade  einen  vollen  Magnetisirungscyclus  durchmachen, 

falls  die  Schwingungen  nicht  gedämpft  wären.  Nimmt  man 

jedoch  die  Anfangsstromstärke  entsprechend  hoch  und  gibt  der 

Spirale  sehr  viele  Windungen  pro  Längeneinheit,  so  dass  die 

erzeugten  Maximalfeldstärken  gross  ausfallen,  dann  hat  es  auf 

den  durch  die  Hysteresis  verbrauchten  Theil  der  Energie  keinen 

Einfluss,  wenn  auch  der  Cyclus  bezüglich  der  Feldstärken  nicht 

ganz  geschlossen  ist. 

3.  Die  Apparate  und  die  Versuchsanordnung. 

Zur  Untersuchung  der  elektrischen  Schwingungen  diente 

auch  diesmal  ein  Hiecke'scher  Fallapparat.  Bei  diesem  Apparat 
werden  durch  ein  fallendes  Gewicht  zwei  Contacte  geöffnet. 

Beim  Öffnen  des  ersten  Contactes  wird  die  Oscillation  ein- 

geleitet; beim  öffnen  des  zweiten  wird  sie  unterbrochen,  und 

nun  wird  der  Condensator  durch  ein  Galvanometer  entladen 

und  hiemit  die  Grösse  seiner  Ladung  gemessen.  Von  den  beiden 

Contacten  ist  einer  mittelst  einer  feinen  Schraube  in  verticaler 

Richtung  beweglich,  wodurch  die  Zwischenzeit  zwischen  dem 

i  Vide  die  Anmerkung  auf  S.  731  meiner  citirten  Abhandlung. 
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Öffnen  der  beiden  Contacte  regulirt  werden  kann.  Durch  lang- 

sames Verändern  des  zwischen  den  beiden  Öffnungen  liegenden 

Zeitintervalles  ist  es  leicht,  die  Oscillationscurve  abzusuchen 

und  die  Maxima  zu  bestimmen.  Selbstverständlich  nimmt  man 

nur  bei  den  ersten  Beobachtungen  die  ganze  Oscillationscurve 

auf;  sind  einmal  die  Stellungen  der  Contacte  für  die  Maxima 

ungefähr  bekannt,  so  untersucht  man  die  Curve  später  nur  in 

der  Nähe  der  Maxima. 

Die  Schraube  hat  eine  in  100  Striche  getheilte  Trommel, 

und  der  Zeitwerth  einer  Schraubenumdrehung  ist  bei  diesem 

Apparat  zu  0-000118  Secunden  bestimmt1  worden,  während 

eine  Berechnung  dieses  Werthes  aus  der  Fallhöhe  die  Zahl 

0*0001 165  Secunden  ergab. 

Als  Condensator  verwendete  ich  diesmal  zwei  Glimmcr- 

condensatoren  von  22  Mikrofarad  Capacität.  Als  Entladungs-, 

respective  Magnetisirungsrollen  benützte  ich  zwei  verschiedene 

Spiralen,  die  in  der  schon  früher  beschriebenen  Weise  her- 

gestellt waren. 

1.  Rolle  G.  1*5  mm  dicker,  doppelt  mit  Wolle  übersponnener 

Draht.  Länge  58  cm,  innerer  Durchmesser  16  cm,  äusserer 

5-5  cm.  Zahl  der  Windungen  pro  Längeneinheit  50' 4,  Wider- 

stand 3-05  Ohm,  Selbstinductionscoelficient  12-6x10°  abs.  E. 

Diese  Rolle  wurde  schon  bei  den  Eingangs  erwähnten  Ver- 

suchen benützt. 

2.  Rolle  R.  Bifilar  gewickelt  mit  0-9  *//;/*  dickem,  doppelt 

mit  Wolle  umsponnenen  Draht.  Der  Draht  passirte  vor  dem 

Aufwickeln  ein  heisses  Paraffinbad.  Bei  dieser  Rolle  konnten 

die  beiden  Lagen  hintereinander,  gegeneinander  oder  parallel 

geschaltet  werden.  Hier  wurde  die  Rolle  nur  mit  paralleler 

Schaltung  gebraucht.  Länge  der  Rolle  38,  äusserer  Durch- 

messer 4,  innerer  1  cm.  Zahl  der  Windungen  pro  Längen- 

einheit 37  8;  Widerstand  2  Ohm  (bei  paralleler  Schaltung). 

Der  Selbstinductionscoefficient  wurde  durch  Vergleich  mit  der 

früheren  aus  der  Schwingungszahl  der  Condensatoren  zu 

3 -36X  106  berechnet. 

1  Die  Bestimmung  geschah  mittelst  eines  Condensators  von  gemessener 

Capacität  und  eines  hekannten  induetionsfreien  Widerstandes  bei  aperiodischer 

Entladung  des  Condensators  mit  Hilfe  der  beiden  Contacte. 
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Die  Capacität  von  2*2  Mikrofarad,  durch  die  Rolle  G  ent- 

laden, ergab  eine  Schwingungsdauer  (doppelt)  =0*001038 

Secunden,  während  die  Berechnung  nach  der  Formel 

t  =  2z\/  CS, 

wo  C  die  Capacität  und  5  den  Selbstinductionscoeflicienten 

bedeutet,  den  Werth  0*001046  ergibt.  Die  Übereinstimmung 

ist  recht  gut.  Ferner  ergab  die  Beobachtung  ein  logarithmisches 

Decrement  (Brig.)  a  =  0864,  während  die  Formel 

wo  R  den  Widerstand  bedeutet,  den  Werth  0*0555  liefert.  Hier 

ist  die  Übereinstimmung  wohl  sehr  schlecht.  Vermuthlich  ist 

die  Ursache  auf  die  schlechte  Isolation  zwischen  den  einzelnen 

Windungen  der  Rolle  zurückzuführen.  Bei  Rolle  A'  waren  die 

Windungen  in  Folge  Durchtränkung  der  Wolle  mit  Paraffin  viel 

besser  isolirt,  und  die  Übereinstimmung  der  beiden  logarith- 

mischen Decremente  ist  daher  auch  viel  besser.  Ks  wurde 

gefunden:  Xbc,(b.  —  0*0812  und  Xhcr.  -=  0  0710. 

Von  wesentlicher  Bedeutung  für  diese  Versuche  ist  die 

Vertheilung  des  Feldes  innerhalb  der  Magnetisirungsspiralen, 

da  ja  die  untersuchten  Drahtbündel  der  ganzen  Länge  nach  in 

einem  homogenen  Felde  liegen  sollten.  Beide  Rollen  wurden 

daher  mittelst  kleiner  Spiralen,  welche  längs  der  Axc  ver- 

schoben wurden,  untersucht.  Die  Probespiralen  waren  mit  den 

Enden  eines  Galvanometers  verbunden,  und  durch  die  Rollen 

ein  entsprechender  Strom  geschickt,  welcher  mittelst  eines 

Schlüssels  commutirt  werden  konnte.  Die  beim  Commutiren 

auftretenden  Galvanometeraussehläge  sind  ein  Mass  der  Feld- 

stärke. Diese  Ausschläge  sind  in  Tab.  I  unter  a  eingetragen. 

Mit  d  ist  die  Entfernung  der  Mitte  der  Probespirale  von  einem 

Ende  der  Rolle  angegeben.  Bei  Rolle  G  ist  von  der  Mitte  aus 

das  Feld  bis  auf  eine  Entfernung  von  8  cm  vom  Ende,  bei 

Rolle  R  bis  auf  4  cm  vom  Ende  homogen.  Das  homogene  Feld 

hat  also  bei  Rolle  G  eine  Länge  von  42,  bei  R  eine  solche 

von  30  cm. 
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Tabelle  L 

Rolle  G  Rolle  E 

J  SM  a  d  CWt  1 

I 
Er.ie 260 

■ 
Eodc 

11-0 
2 635 1 

2 

18-0 

4 752 j 
4 195 

6 

S 
$t'i 

79  2 
1 
i 

6 

S 

19-5 

196 

10 
792 1 

1 

10 

19-7 

12 795 
• 
i 

1 

i 

12 

19-4 

14 
79  7 

16 

79-2 18 

79-5 

• 

SO 
 " 

797 
i 

Zur  Ladung  der  Condensatoren  wurden  immer  Accumu- 

Iatoren  verwendet.  Das  maximale  Ladungspotential  selbst  wurde 

durch  Vergleich  mit  einer  Batterie  von  12  Clark'schen  Xormal- 
elementen  bestimmt.  Als  Galvanometer  benutzte  ich  ein  von 

Edelmann  construirtes  Wiedemar.n- Galvanometer,  welches 

als  ballistisches  Galvanometer  mit  einer  Schwingungsdauer 

von  6  Secunden  <,e:n:.-  und  mit  feindrahtiger.  Rollen  sehr  gute 

D:ens:e  leistete.  Gewöhnlich  musste  das  Galvanometer  mit 

Nebenschluss  gebraucht  werden,  da  sonst  die  Empfindlichkeit 

zu  gross  gewesen  wäre.  Cbrigens  ist  bei  einer  dtrecten  Ent- 

ladung von  2-2  Mikrofarad  durch  die  Galvanometerroiien  die 

Entladung  schon  merklich  verzögert  worden. 

4.  Die  untersuchten  Drähte. 

D  e  Drahte  wurden  in  Bündelform  in  Glasrehren  eingelegt 

and  der  Zwischenraum  mit  Paraffin  ausgegossen;  dadurch 

wurden  die  Drähte  nicht  nur  in  ihrer  Lage  festgelegt,  sondern 

auch  von  einander  is:lirt.  Es  rr.uss  bemerkt  werden,  dass  das 

BiaAtl  vor  dem  Emleben  nicht  zusammengebunden  wurde. 

Der  feinste  Dran:  O  l  mm  Durchmesser-  wurde  von  Heraus 
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in  Hanau  als  weicher  Eisendraht  bezogen,  die  übrigen  Draht- 

sorten sind  von  der  Gattung,  wie  man  sie  im  Handel  als 

Blumendraht  zu  kaufen  bekommt.  Entsprechend  der  Länge  der 

Magnetisirungsrollen  waren  die  Drahtbündel  entweder  48  oder 

30  cm  lang.  Durch  die  Daten  der  Tabelle  II  sind  die  einzelnen 

Drahtbündel  etwas  näher  gekennzeichnet.  Dabei  bedeutet  L 

die  Länge,  G  das  Gewicht  des  Bündels,  r  den  Radius  des 

Drahtes,  N  die  Anzahl  der  im  Bündel  enthaltenen  Drähte,  0  den 

specifischen  Widerstand  der  betreffenden  Drahtsorten  in  abso- 

luten Einheiten.  Zur  Berechnung  der  durch  die  Foucault'schen 

Ströme  absorbirten  Energie  ist  nämlich  die  Kenntniss  des 

specifischen  Widerstandes  nothwendig.  i  bedeutet  hier  freilich 

den  specifischen  Widerstand  längs  der  Axe,  während  für  die 

Foucault'schen  Ströme  jener  rings  um  die  Axe  massgebend 
ist.  Bei  der  Anwendung  des  Werthes  von  t  muss  man  also 

annehmen,  dass  beide  gleich  sind,  was  vielleicht  nur  angenähert 

richtig  sein  dürfte. 

Tabelle  II. 

Bündel L  cm 
r  cm 5 

A 
10 

48 1-105 

0  0097 11200 
B 5 

48 0-553 
0-0097 

11200 

C 
48 0-540 

0  0150 10900 

D 14 
30 0-970 

0  0097 11200 
E 3 48 

0-060 0-0137 
11900 

F 3 30 
0-505 0-0150 

10900 

G 56 
30 

i 

107 
0  0050 13340 

Die  Drähte  der  Bündel  A,  B,  D  wurden  einer  und  derselben 

Rolle  entnommen;  ebenso  war  dies  für  die  Bündel  C  und  F 

der  Fall. 

5.  Das  magnetische  Verhalten  der  Drähte. 

Für  die  richtige  Deutung  der  Beobachtungsresultate  war 

es  nothwendig,  das  magnetische  Verhalten  der  Drahte  über- 

haupt etwas  näher  zu  untersuchen,  sodann  aber  insbesondere 

die  Hysteresisverluste  bei  langsamer  cycliseher  Magnetisirung 

zu  bestimmen. 
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Zunächst  habe  ich  den  temporären  und  remanenten 

Magnetismus  bei  verschiedenen  Feldstärken  mit  Hilfe  des 

ballistischen  Galvanometers  untersucht;  bei  der  maximalen 

Feldstärke  wurde  auch  die  Induction  3?  in  absoluten  Einheiten 

bestimmt. 

In  den  nachfolgenden  Tabellen  III  und  IV  bedeutet  H  die 

Feldstärke  in  absoluten  Einheiten.  /  den  Galvanometerausschlag, 

welcher  dem  temporären,  r  jenen,  welcher  dem  remanenten 

Magnetismus  proportional  ist. 

Tabelle  III. 

H 
Bündd  A             Bündel  B Bündel  C Bündel  D 

t r 
»    j    t    |   r  !  8 

/ r 
•     1  r 

0 

4-4  38-014*5 

9  2  (16*2  57*9 
18-3  93*4  74*3 

54  Ojjjf'i  '9  SO-8 73-2  114  2  81  »i 

91  ■."»  1 10*483*7 
I 

j  11-9,  9  3 
37-S  33  6 

i  49*3|40*7. 50  4  44  2 

57-7  44*2 
16330    58*644*3  1648 

I1  1 

.3
' 

36-
4  

33
-2
 

47 
 
4  40

-7
 

58  0  44*5 59- 1  44-3 

59  8  44-  1 ! 

17400 

35*2|  26  7 
95*  l|  83  0 
131-6  1078 

156-6  115-8 

160-4  116-2 165-2  1189 

1 • 

16670 

Aus  diesen  Tabellen  ersieht  man,  dass  der  Anstieg  der 

temporären  Magnetisirungsintensität  von  einer  Feldstärke  von 

54  -9  Einheiten  bis  zur  Feldstärke  von  91  o  Einheiten  nur  einige 

wenige  Procente  beträgt;  eine  cyclische  Magnetisirung  zwischen 

den  Grenzen  H—  ±915  kann  also  nicht  viel  grössere 

Hvsteresisverluste  ergeben  als  jene  zwischen  den  Grenzen 

H  —  ±54  9  Einheiten. 

Tabelle  IV. 

H 

!  4-4 92 
:  18  3 

:.4-9 
73  2 

Bündel  E Bündel  F Bündel  G 

2H-7 
49-3 

61-4 

6S-9 
70-2 

24-5 

44-3 
50-9 
53- 1 
53  2 

50  1  45-3 
688  59-2 

86*6  |  64*6 
88-6  04*7 

9P5     71-3  |  53-1    16450     88  6  !  64  5  17160 
Ii  I 

7-0  1-2 
113-8  990 

182  0  138-8 190-4  1386 

1910  138-0 

17040 
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Die  Hysteresisverluste  bei  langsamer  cyclischer  Magneti- 

sirung wurden  für  die  einzelnen  Bündel  mehrmals  bestimmt, 

und  zwar  nach  der  sogenannten  unipolaren  magnetometrischen 

Methode  mit  Hilfe  einer  für  Spiegelablesung  eingerichteten 

Magnetometernadel.  Dabei  wurden  die  Angaben  des  Magneto- 

meters entweder  mit  Hilfe  der  Tabellen  III  und  IV  auf  Magneti- 

sirungsintensität  geaicht,  oder  es  wurde  die  Magnetisirungs- 

intensität  direct  mit  Hilfe  der  gemessenen  Poldistanz  und 

Horizontalintensität  nach  bekannten  Formeln  gerechnet.  Es  ist 

selbstverständlich,  dass  das  Bündel  immer  ziemlich  nahe  an 

das  Magnetometer  herangeschoben  werden  musste,  um  ge- 

nügend grosse  Ablenkungen  zu  bekommen,  dann  aber  auch, 

um  eine  nahezu  unipolare  Wirkung  zu  erzielen.  Der  Einfluss 

des  zweiten  Pols  wurde  übrigens  in  der  Berechnung  immer 

berücksichtigt.  In  der  nachfolgenden  Tabelle  V  sind  die  auf 

diese  Weise  bestimmten  Hysteresisverluste  unter  W/,  bezogen 

auf  die  Volumeneinheit,  und  die  gleichzeitig  gemessene  Coer- 

citivkraft  unter  A'  eingetragen.  Die  cyclisehe  Magnetisirung 

wurde  zwischen  den  Grenzen  Hz=±b2-3  Einheiten  aus- 

geführt. 

Tabelle  V. 

1 

Iiundel  i  W.  Erg. 
1  ! 

K Bündel 

Wt  Erg. 

K 

A 28500 4-7 

/•: 

24ÜOO 38 

i 

! 
 B 

29100 48 F 38200 5-5 

c 
1 

39300 5*8 G 71800 

13-6 D 27500 
46 

Aus  der  Höhe  der  Hysteresisverluste,  sowie  aus  den 

Werthen  der  Coercitivkraft  ist  zu  ersehen,  dass  diese  Drähte, 

obwohl  ausgeglüht,  doch  nicht  ein  besonders  weiches  Eisen 

repräsentiren.  Der  Draht  im  Bündel  ist,  wie  schon  erwähnt, 

von  Heraus  in  Hanau  als  weiches  Eisen  bezogen;  er  ist  jedoch 

offenbar  nach  dem  Ziehen  nicht  weiter  ausgeglüht  worden. 
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6.  Die  Beobachtungsresultate. 

Bei  den  Beobachtungen  handelte  es  sich  darum,  das  erste 

und  dritte  Oscillationsmaximum  in  den  beiden  Fällen  zu  be- 

stimmen, wo  das  betreffende  Drahtbündel  in  die  Entladungs- 

rolle eingelegt  und  nicht  eingelegt  war,  also  mit  und  ohne 

Drahtbündel.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  die  Curve  in  der  Nähe 

des  Maximums  abgesucht,  indem  der  eine  Contact  mittelst  der 

Schraube  so  eingestellt  wurde,  dass  die  Unterbrechung  noch 

vor  dem  Maximum  lag.  Durch  langsames  Verstellen  des  Con- 

tactes  (um  5  oder  10  Trommelstriche)  und  jedesmaliges  Beob- 

achten des  Galvanometerausschlages  konnte  das  Maximum 

gefunden  werden;  dabei  ist  der  Contact  stets  so  lange  ver- 

schoben worden,  bis  das  Maximum  deutlich  überschritten  war. 

Jeder  Werth  ist  wieder  das  Mittel  aus  zwei  oder  mehreren 

Beobachtungen  bei  commutirten  Polen  der  Ladungsbatterie. 

Vor  und  nach  jeder  Beobachtungsreihe  bestimmte  ich  auch 

den  Galvanometerausschlag  für  eine  Condcnsatorladung  mit 

12  Clark'schen  Normalelementen,  sowie  mit  der  Ladungsbatterie 

(direct  ohne  Oscillationen). 

In  den  nachfolgenden  Tabellen  bedeutet: 

L.  B.  die  Ladungsbatterie,  mit  welcher  der  Condensator  zur 

Erzeugung  der  Oscillationen  geladen  wurde. 

7  den  Galvanometerausschlag  bei  der  Ladung  durch  12  Clark - 

sche  Elemente. 

a  den  Galvanometerausschlag  bei  der  Ladung  durch  die 

Ladungsbatterie. 

»Ohne«  und  »Mit«  bedeutet,  dass  sich  die  betreffenden  Daten 

auf  Beobachtungen  ohne,  respective  mit  eingelegtem  Draht- 
bündel beziehen. 

Tr.  St.  die  Trommelstellung,  bei  welcher  das  entsprechende 

Ladungsmaximum  beobachtet  wurde. 

ß  den  diesem  Maximum  entsprechenden  Galvanomcterausschlag. 

V  das  Ladungspotential  des  Condensators,  in  diesem  Falle  in 

Erg.  die  in  Energie  ausgedrückte  maximale  Ladungsenergie. 

k  das  Dampfungsverhältniss,  d.  h.  das  Verhältniss  der  Galvano- 

Volt. 
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meterausschläge  beim  ersten  und  dritten  Maximum,  ohn 

eingelegtem  Drahtbündel. 

Wm  den  auf  das  Drahtbünde]  entfallenden  Energieverbrauch. 

irfr  den  Energieverbrauch  für   \g  des  betreffenden  Draht- 
bündels. 

\YVoi  den  Energieverbrauch  für  die  Volumeneinheit,  immer  aus- 

gedrückt in  Erg. 

Um  über  die  gewonnenen  Resultate  einen  besseren  Über- 

blick zu  gewinnen,  sind  dieselben  in  Tabelle  XVIII  zusammen- 

gestellt; dabei  ist  unter  -  die  Schwingungsdauer  (doppelt)  und 

unter  u  die  Anzahl  der  Perioden  pro  Secunde  eingetragen;  Hl 

und  H2  geben  die  Grenzen  der  Feldstärken  für  den  Magnett- 

sirungscyclus  an. 

7.  Discussion  der  Beobachtungsresultate. 

a)  Wie  aus  den  Tabellen  VI — XVIII  zu  ersehen,  wurden 

bei  jeder  Combination  fünf  Beobachtungsserien  gemacht  und 

daraus  die  in  Tabelle  XVIII  enthaltenen  Mittelwerthe  von  W*„, 

abgeleitet.  Um  eine  Schätzung  der  bei  den  einzelnen  Beob- 

achtungen erreichten  Genauigkeit  zu  gewinnen,  sollen  hier  die 

grössten  Abweichungen  des  Resultates  einer  Beobachtungs- 

serie vom  Mittelwerthe  angegeben  werden.  Es  ist 

Tür  Nr.  1,    2,    3,   4,  5.  6,   7,    S,  i>,  10,  11,  IS 

Grösste  Abweichung  ..12,  15.  7.  3,  1,  7,  5,  2,  5,  10,20,  7% 

Bei  Nr.  2  und  1  1  ist  immer  nur  ein  Werth,  der  die  grosse 

Abweichung  zeigt,  während  die  übrigen  höchstens  um  (5  bis 

7%  v<>m  Mittel  differiren.  Darnach  kann  man  im  Allgemeinen 

den  Mittelwerthen  vielleicht  eine  Genauigkeit  von  5%  zu- 

schreiben, soweit  es  sich  eben  nur  um  die  Beobachtungsfehler 

handelt. 

Nun  wollen  wir  jene  Resultate  vergleichen,  welche  sich 

auf  gleiche  Drahtsorten  beziehen.  Da  sind  zunächst  die  sub 

Nr.  1.  2,  4,  10  und  11  verzeichneten  Beobachtungen,  welche 

alle  mit  der  gleichen  Drahtsorte  bei  derselben  Entladungsrolle 

und  Condensatorcapacität  gemacht  wurden. 
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Die  Drähte  der  einzelnen  Bündel  stammten  alle  von  einer 

Drahtrolle  her  und  zeigten  auch  ein  ziemlich  gleiches  magne- 

tisches Verhalten,  wie  das  aus  den  Tabellen  III  und  IV 

hervorgeht. 

Für  H*,,/  ergaben  diese  Messungen  folgende  Resultate: 

Bündel       A  B  D  A  B 

Nr.  1  2  4  10  11 

Wroi    37100     40000     38600     41800     43200  Erg. 

Die  extremsten  YVerthe  dieser  Reihe  differiren  um  circa 

15"  0;  doch  ist  diese  Differenz  zum  grössten  Theile  nicht  auf 

Beobachtungsfehler  zurückzuführen,  sondern  sie  ist  in  der  Art 

der  Berechnung  und  zum  Theile  in  der  Verschiedenheit  der 

Feldgrenzen  begründet.  Die  Berechnung  von  \Vm  ist,  wie 

Eingangs  erwähnt,  nur  angenähert  möglich;  je  kleiner  Wm 

gegen  die  durch  den  Widerstand  absorbirte  Energie  ist,  desto 

besser  sind  die  Bedingungen  erfüllt.  Nimmt  man  auf  diesen 

Punkt  Rücksicht,  so  sind  sodann  etwa  die  YVerthe  von  Nr.  1 

und  4,  ferner  von  10  und  11  zu  vergleichen.  Diese  YY'erthe 

stimmen  auch  in  der  That  auf  3  — 4%  überein.  Die  Bündel  .4 

und  D  unterscheiden  sich  nur  durch  ihre  Länge,  und  man 

ersieht  daraus,  dass  1.  bei  diesen  Längen  der  Drahtbündel  die 

verbrauchte  Energie  nur  vom  Gewicht  und  nicht  von  der  Länge 

des  Bündels  abhängt,  und  dass  2.  die  48  cm  langen  Bündel 

bei  der  Rolle  G  in  einem  genügend  homogenen  Felde  lagen. 

Bündel  B  hat  nur  das  halbe  Gewicht  von  .4,  und  der  Y'ergleich 

von  1  und  2  zeigt,  dass  der  Fehler,  der  aus  der  Berechnungs- 

weisc  resultirt,  für  Bündel  .4  in  1  immerhin  7°/fl  betragen  kann, 

wenn  man  den  Werth  von  2  als  ganz  richtig  voraussetzt.  Auch 

in  10  und  11  sind  Beobachtungen  für  A  und  B  gegeben;  aber 

in  diesem  Falle  war  die  Ladungsenergie  überhaupt  viel  grösser 

als  in  1  und  2,  und  daher  ist  hier  die  Differenz  der  YVerthe  von 

Wm  für  A  und  B  auch  kleiner. 

Im  Allgemeinen  werden  wir  also  sagen  können,  dass  diesen 

YY'erthen  vermöge  der  Beobachtungsfehler  eine  Genauigkeit 

von  ungefähr  5°/0  zukommt,  dass  sie  aber  in  Folge  der  Berech- 

nungsweise überhaupt  zu  klein  ausgefallen  sein  müssen. 
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b)  Der  Energieverbrauch  Wm  setzt  sich  aus  zwei  Theilen 

zusammen.  Erstens  wird  Energie  verbraucht  in  Folge  der 

dem  betreffenden  Drahtbündel  zukommenden  Hysteresis,  und 

zweitens  durch  die  beim  Ummagnetisiren  erzeugten  Foucault- 

schen  Ströme.  Diese  letzten  Energieverluste  werden  um  so 

kleiner,  je  dünner  die  Drähte  sind. 

In  der  schon  erwähnten  Abhandlung  wurde  für  die  Be- 

rechnung der  Energieverluste  in  Folge  der  Foucault'schen 
Ströme  folgende  Formel  aufgestellt: 

Dabei  bedeutet  W,  den  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen 

Energieverlust,  r  den  Radius,  i  den  speeifischen  Widerstand 

und  33  die  maximale  Induction  des  Drahtes,  t  die  Schwingungs- 

dauer der  Condensatorentladung.  Um  einen  Überblick  zu 

gewinnen,  wie  weit  die  nach  dieser  Formel  berechneten  Ver- 

luste mit  der  Erfahrung  übereinstimmen,  müssen  wir  eine 

Beobachtung  anstellen,  wobei  die  Energieverluste  in  Folge  der 

Foucault'schen  Ströme  jene  der  Hysteresis  weit  überwiegen. 
Eine  solche  Beobachtung  ist  auf  S.  739  meiner  citirten 

Abhandlung  sub  c  gegeben.  In  diesem  Falle  war  r  —  0-0385  cm, 

die  Länge  des  untersuchten  Drahtes  =  16*3  cm,  das  Gewicht 

=  0*599 Für  r  = --i—  Secunden  ergab  %\e  Beobachtung 

zwischen  den  Grenzen  H—  +  138  2  und  —  1 23  *  G 

Wm  -  19400;  Wg,  -  32400;  WVl>l  =  254300  Erg. 

Nehmen  wir  für  diesen  Draht 

8=  17000;  i=i  11000, 

so  ergibt  die  Rechnung 

Wf—  202000  Erg. 

Zu  diesem  Werthe  müssen  noch  die  Hysteresisverluste 

hinzugefügt  werden.  Nach  den  Resultaten  der  vorliegenden 

4ot 
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Untersuchung  können  wir  dieselben  etwa  mit  40000  Erg.  an- 

nehmen, und  so  bekommen  wir 

Wto,  —  242000  Erg.  ber. 

Wvol  —  254000  Erg.  beob. 

Der  beobachtete  Werth  ist  sicher  noch  etwas  zu  klein, 

und  daher  würde  im  Allgemeinen  aus  diesem  Vergleiche  folgen, 

dass  uns  die  Formel  etwas  zu  kleine  Werthe  für  die  Energie- 

verluste durch  die  Foucault'schen  Ströme  liefern  würde.  Doch 

ist  es  ganz  klar,  dass  sie  uns  zur  angenäherten  Berechnung 

dieser  Verluste  sehr  gute  Dienste  leisten  kann. 

Berechnen  wir  nun  unter  Zugrundelegung  dieser  Formel 

für  die  einzelnen  Drahtbündel  die  auf  die  Volumeneinheit  ent- 

fallenden, durch  die  Foucault'schen  Ströme  bedingten  Energie- 
verluste, so  bekommen  wir  mit  Hilfe  der  Tabellen  II,  III  und  IV 

die  in  Tabelle  XIX  verzeichneten  Resultate. 

Tabelle  XIX. 

Bünde! Rolle n 

✓1 

I) 

C 

E 

F 

G 

G 

G 

R 

G 

G 

R 

G 

R 

962 

1862 
062 

962 

1862 

962 

1862 

5320 

10700 

14800 

10100  1 

27900  i 

1 290 

2500 

1  1 

c)  Wenn  wir  schliesslich  daran  gehen,  die  Hysteresis- 

verluste  bei  schnellen  Feldwechseln  mit  den  Hysteresis- 

verlusten  bei  langsamer  cyclischer  Magnetisirung  zu  ver- 

gleichen, so  wollen  wir  aus  der  Tabelle  XVIII  von  den  ver- 

schiedenen Beobachtungen  für  ein  und  dieselbe  Drahtdicke 

jene  herausgreifen,  welche  die  richtigsten  sein  dürften. 

Auf  diese  Weise  ergibt  sich  Tabelle  XX,  wo  die  Schluss- 

resultate zusammengestellt  sind.  In  dieser  Tabelle  bedeutet 

W0  —  Wvol — Wf  die  bei   der   oscillatorischen  Condensator- 



<J«>o  I.  Kl  einen  cic, 

entladung  und  Ii)  die  bei  langsamer  cyclischcr  Magnetisirung 

gefundenen  Hysteresisveiluste.  A  die  Differenz  beider  und  CA* 
die  Coercitivkraft  der  betreffenden  Drahtsorte. 

Aus  den  Daten  der  Tabelle  XX  geht  nun  hervor,  dass 

weiches  Eisen  bei  schnellen  Feld  wechseln  beträchtlich  grössere 

Hysteresisverluste  aufweist  als  bei  langsamer  cyclischer  Magne- 

tisirung.  Die  Drähte  des  Bündels  G  mit  einer  Coercitivkraft 

von  13-6  Einheiten  können  wohl  nicht  mehr  als  weiches  Eisen 

bezeichnet  werden,  und  hier  ist  W„  kleiner  gefunden  worden 

als  Ii'/,  woraus  jedoch  noch  nicht  folgt,  dass  es  in  der  That 
auch  kleiner  sein  müs.ste. 

Tabelle  XX.  . 

Bündel 
Draht- dicke 

cm 

C.  K. Ii K A 

tr 

C 
0-0150 

-  —  . :  

5-8 

962 
64300 

1  4H0O 
49500 30300 

+  10200 

1*26 

F 
0-0150 

5-5 
1802 10780U 271*00 

79900 38200 

-f-41 700 
2  07 

E 
0-0137 3  S 1)62 50600 1O10O 

40500 
24600 

-h 1 5900 

1-65 

A 
0'0007 •1-7 

962 4  1 800 5320 365O0 
2S500 

4-  8000 

l  »28 

1) 
o-ooi»; 

4*6 
1802 58900 10700 48200 27500 

+20700 

1  •  75 

1 
 G 

0-0»  150 

13-6 

1102 56 1 00 

1 290 

5480H 
71800 

—  17000 
0-76 

G 0-0O5O 13  0 1802 03400 
2500 60900 

71800 
—  10900 

0-85 

Wir  wollen  nun  die  Resultate  bei  den  einzelnen  Drahten 

noch  mit  Rücksicht  auf  die  Coercitivkraft  ordnen  und  bekommen 

dabei  die  Tabellen  XXI  und  XXII,  wobei  sich  die  erste  auf  962 

und  die  zweite  auf  1  S(J'J  Perioden  pro  Secunde  bezieht. 

Tabelle  XXI.  Tabelle  XXII. 

Bündel 

1 

\V 
C.  K.        — - 1 Mündel 

.   C.  K. 

>I 

i  * 

3-8 1  05 D 
46 

1  •  75 

A 4-7 1  28 F 
5-5 

2-07 

C 5  8 

1*26 

G 

13-6 

0-85 

6 

13*6 

0S6 
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Aus  den  Daten  dieser  Tabellen  folgt,  dass  das  Ycrhältniss 

U'JW)  mit  steigender  Periodenzahl  wächst  und  dass  es  umso 
grösser  ist,  je  kleiner  de  (  oercitivkraft  ist. 

tii  Ks  entsteht  noch  die  Frage,  ob  für  hartes  Eisen  die 

Hysteresisverluste  bei  schnellen  Feldwechseln  wirklich  kleiner 

sind  als  bei  langsamer  cyclischer  Magnctisirung,  wie  dies 

aus  den  Beobachtungsresultaten  hervorzugehen  scheint.  Wir 

müssen  dabei  bedenken,  dass,  wie  schon  erwähnt,  die  Art  der 

Berechnung  thatsäehlich  zu  kleine  Werthe  liefern  muss.  Wir 

haben  uns  bisher  begnügt,  diese  Thatsache  zu  constatiren;  nun 

woiien  wir  daran  gehen,  speciell  für  das  Drahtbündel  G  zu 

untersuchen,  um  wie  viel  die  so  berechneten  Werthe  zu  klein 

ausgefallen  sein  könnten.  Wir  haben  zunächst  II",,,  so  berechnet, 

als  wenn  die  Absorption  der  Energie  zuerst  durch  die  Wider- 

stände und  dann  durch  die  magnetischen  Vorgänge  im  Eisen- 

bündel  geschehen  würde.  Durch  diese  Berechnung  muss  der 

Werth  zu  klein  ausfallen,  und  zwar  kann  dieser  Fehler  immerhin 

.V\„  oder  noch  etwas  mehr  betragen,  was  aus  einem  Blick  auf 

die  Daten  sub  Nr.  8  und  12  in  Tabelle  XVIII  hervorgeht. 

Ferner  wollen  wir  auch  die  Grösse  des  Fehlers  berück- 

sichtigen, welche  darin  besteht,  dass  wir  bisher  das  Dampfungs- 

verhältnissohne  un'd  mit  eingelegtem  Bündel  gleich  angenommen 
haben.  Die  theoretische  Berechnung  der  Oscillationen  liefert 

für  das  logarithmische  Dcerement  X  die  Formel 

R  .      4- RC 
X  =  —  t  oder  X  =  -  — —  , 

-  o  E 

da  _ 

x  —  2z\/CS  ist. 

Darin  bedeutet  R  den  Widerstand  und  S  den  Selbst- 

inductionscoe'fficienten  der  Entladungsrolle. 
Legt  man  das  Eisenbündel  in  die  Entladungsrolle,  so  wird 

der  Selbstinductionscoefficient  S'  die  Schwingungsdauer  t' 

und  das  logarithmische  Decrement 'X',  und  wir  haben  sodann 
die  Gleichung 

AT  =  XV, 

Für  Rolle  G  und  die  Capacität  von  2'2  Mikrofarad  ist  in 

Nr.  l'J  bei  nicht  eingelegtem  Drahtbündel 
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WJO     f.  Kit.T.tn  •.;  C,  M**r.<r*js:r..ng  durch  c/*cill*tt>rische  Er.ü*dung. 

im  Mittel  >.  =  0* 0839  'brigg.i 

t  =  8 -89  Trommelumdrehung. 

Bei  eingelegtem  Bündel  G  war 

r'  =  9-28, 

daher  V  tz  0-0801    und   daraus  das  Üämpfungsverhältniss 
=  I  2020. 

Berechnet  man  aus  den  Daten  der  Tabelle  XII  Wm  mit 

Zugrundelegung  dieses  Dämpfungsverhältnisses,  so  findet  man 

Wm  9.V,d,  Wpot  70120  und  Wa  —  68420  Erg.,  ein  Werth, 

Welcher  mit  dem  bei  langsamer  cyclischer  Magnetisirung  beob- 

nehteten  I  lystcresisverlust  von  71800  schon  sehr  nahe  über- 

cinslimmt,  zumal  wenn  man  bedenkt,  dass  nach  dem  früheren 

auch  der  so  berechnete  Werth  noch  etwas  zu  klein  ist. 

Kbenso  können  wir  die  Rechnung  für  die  Rolle  R  und  für 

das  Bündel  G  mit  Hilfe  der  Daten  in  Tabelle  XIV  durchführen. 

Wir  bekommen  sodann  \Ym  =  9850  und  WVi)l  =72200,  woraus 

H'„  M1700  Erg.  folgt,  ein  Werth,  welcher  mit  dem  früheren 
sehr  nahe  übereinstimmt. 

Diese  /war  nur  angenähert  richtige  Berechnung  der 

Resultate  lehrt  aber  immerhin,  dass  beim  harten  Eisen  die 

\ ly.steresisverluste  bei  ungefähr  4000  Polwechseln  in  der 

Seeutule  nahezu  ebenso  gross  sind  als  bei  langsamer  cyclischer 

Magnetisirung.  Kin  gleiches  Resultat  wurde  schon  in  der  ersten 

Abhandlung  lur  Stahl  und  Nickel  abgeleitet  Es  ist  jedoch  sehr 

wahrscheinlich,  dass  bei  noch  schnelleren  Feldwechseln  auch 

tut  diese  DrahtsvMten  ein  Anwachsen  der  Hysteresisverluste  zu 

tvoKwhton  wate. 
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VIII.  SITZUNG  VOM  10.  MÄRZ  1898. 

Erschienen:  Sitzun ßsberichte,  Bd.  106,  Abth.  II.  b.,  Heft  VIII  bis  X  (October 

bis  Deccmber  1897). 

Der  prov.  Secretär  thcilt  ein  vom  Commando  S.  M.  Schiff 

»Pola«  eingelaufenes  Telegramm  ddo.  Suez,  5.  März,  mit, 

wonach  sich  an  Bord  Alles  wohl  befindet  und  gleichzeitig 

die  Mission  hiemit  beendet  ist. 

Der  prov.  Secretär  legt  folgende  eingelangte  Abhand- 

lungen vor: 

1.  »Die  Tangentenprobleme  der  Kreis  -  Epicycloide 

mit  Doppelp  unkt«,  von  Prof.  Wilhelm  Binder  in  Wiener- 
Neustadt. 

2.  -Über  den  inneren  Zusammenhang  einiger  Bahn- 

elemente der  acht  grossen  Planeten«,  von  Franz 

Trenkner,  k.  k.  Steucr-Oberinspector  in  Wien. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  A.  Lieben  überreicht  eine 

im  II.  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Universität  in  Wien 

ausgeführte  Arbeit  von  Moriz  Lilienfeld  und  Siegfried  Tauss, 

betitelt:  »Über  das  Aldol  und  Glykol  aus  Isobutyr- und 

Acetaldehyd«. 

v 
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Die  Tangenten probleme  der  Kreis-Epicycloide 

mit  Doppelpunkt 

von 

Prof.  W.  Binder  in  Wiener-Neustadt. 

(Mit  2  Tafeln.) 

Die  Eigenschaften  der  vorstehend  genannten  Curven, 

welchen  in  der  angewandten  Mathematik,  abgesehen  von 

ihrem  historischen  Interesse,  eine  vielseitige  Aufgabe  zutheil 

wird,  sind  meines  Wissens  bisher  ausschliesslich  als  soge- 

nannte Rouletten  (Kollcurven)  studirt  worden.  Solcherart 

ist  ihre  graphische  Erzeugung  umständlich,  während  die 

betreffenden  Tangentenconstructionen  in  der  Regel  auf  keiner 

einheitlichen  Basis  beruhen,  diejenigen  aber  der  Singulari- 

täten von  Doppel-,  Inflexions  und  Undulationselementen  gar 

nicht  bekannt  waren.  Im  XII.  Abschnitte  meines  Lehrbuches1 

behandle  ich  wohl  zuerst  die  Epicycloiden  mit  Doppelpunkt 

jiach  der  projectivischen  Methode  als  •Fusspimktenorte« . 

wobei  auch  einer  linearen  Construction  ihrer  reellen  Doppel- 

tangente Raum  gegeben  ist.  Dort  [250] 2  habe  ich  auch  hin- 

gewiesen, dass  bei  bestimmten  Radienverhältnissen  sowohl 

die  Epicycloide,  wie  auch  die  Pericycloide  mit  Rück- 

kehrpunkt gleich  der  Cardinide  sind.  Als  Resultat  meiner 

seitherigen  Untersuchungen  jener  Thatsache  füge  ich  an  dieser 

Stelle  das  erweiterte  Gesetz:  »Jede  Kreis-Epicycloide  mit 

1  -Theorie  der  unicurs.  Plancurven  etc.«  Bei  B.G.Teubner,  Lcibzig,  1896. 

1  In  [  ]  gesetzte  Zahlen  beziehen  sich  auf  den  Artikel  vorhin  genannten 

Buches;  die  in  (  )  stehenden  Zahlen  bedeuten  den  Artikel  im  vorliegenden 
Aulsatze. 
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Doppelpunkt  0  1  ist  identisch  einer  Limacon  (Pascal's 

Sc h necke),« deren  fester  Kreis  A'.  in  C  seinen  Mittel- 

punkt hat,  in  welchem  Kreise  der  Abstand  OÜ  Durch- 

messer und  der  Radius  r  des  Grundkreises  k  die 

constante  Auftragstrecke  ist«. 2 

Der  Inhalt  gegenwärtiger  Abhandlung  soll  mit  Hilfe  des 

von  mir  genannten  »Tangentialkreises«  die  nur  lineare  Con- 

struetion  sämmtlicher  auf  einer  Epicycloide  vorkommender 

Tangentengattungen  zeigen. 

Grundbeziehungen  und  Erzeugungsgesetz. 

1.  In  den  anschliessenden  Figuren  (1—6)  dienen  der 

Grundkreis  k  und  ein  beliebiger  Punkt  Ö  in  der  Ebene  des- 

selben zur  Grundlage.  O  bildet  das  Centrum  einer  circularen 

Strahleninvolution,  welche  mit  dem  Tangentensysteme  des 

Grundkreises  derart  in  Projectivität  gesetzt  wird,  dass  ent- 

sprechende Elemente  rechtwinklig  sind,  deren  Schnitte  einen 

geometrischen  Ort  erzeugen,  welcher  eine  Eusspunktencurve 

vierter  Ordnung  und  unicursal  ist.  Sie  ist  [244]  eine  Epi- 

cycloide, deren  Basiskreis  Kb  und  Rollkreis  Äj,  den  gleichen 

r 

Radius        haben,  wenn  r  derjenige  unseres  Grundkreises  k 
2 

ist  und  ß  das  Centrum  dieses  letzteren  bezeichnet.  Dabei  ist 

der  Mittelpunkt  von  Kh  der  Halbirungspunkt  C  der  Strecke  OÜ, 

während  der  Mittelpunkt  W  für  Ä'.,  und  den  ihm  concentrischen 
Wälzungskreis  Ku  ebenfalls  auf  der  Verbandlinie  Oil  situirt. 

Einem  beliebigen  Strahle  des  O-Büschels  entsprechen 

zwei  Elemente  des  Kreistangentensystems,  was  eine  Zwei- 

deutigkeit des  O-Biischels  erkennen  lässl.  Aus  diesem  Grunde 

ist  O  als  Doppelpunkt  des  Curvenerzeugnisses  zu  folgern, 

wie  übrigens  auch  einzusehen  ist,  sobald  man  der  Grund- 

construetion  nachgeht.  Es  wird  nämlich  zweimal  geschehen 

können,  dass  eine  Kreistangente  durch  O  zieht,  demzufolge  0 

in  der  genannten  Eigenschaft  resultiren  muss.   Dabei  ist  für 

1  Die  Buchstubenbezeichnung  ist  in  den  beigegebenen  Figuren  ersichtlich. 

-  Vergl.  Röhn  und  Papperitz,  »Lchrb.  der  darstell,  ('»com.«  Leipzig. 
1  896.  Art.  575. 

Sitzb.  d.  mathcm.  naturw.  U..;  CVH.  Bd.,  Abth.  II.  a  25 
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\V.  Binder, 

das  Wesen  dieses  Punktes  keineswegs  gleichgiltig,  ob  jene 

Kreistangenten  reell,  imaginär  oder  in  Coincidenz  vorkommen. 

Diese  Fülle  finden  aber  für  einen  ausserhalb,  innerhalb  oder 

auf  dem  Grundkreise  liegenden  Ö-Punkt  statt,  wodurch  der- 

selbe dann  bekanntlich  in  der  Cycloide  ein  Knoten-,  ein  iso- 

lirter  oder  ein  Spitzenpunkt  wird. 

Bemerkung.  Als  interessante  Grenzfalle  müssen  die- 

jenigen gezählt  werden,  wo  der  O-Punkt  entweder  in  den 

Mittelpunkt  il  oder  oo  ferne  fällt.  Im  ersteren  Falle  besteht  die 

Erzeugnisscurve  aus  dem  Grundkreise  selbst  im  Vereine  mit  il 

als  isolirten  Doppelpunkt;  im  letzteren  Falle  ist  sie  repräsentirt 

durch  das  System  der  beiden  gegen  die  Verbandlinie  \OQi 

normalen  Grundkreistangenten,  wobei  der  oo  ferne  O-Punkt  als 

Knoten  aufzufassen  ist. 

2.  Unsere  Epicycloide  ist  1 248]  eine  bicircularc  Curve, 

welche  die  imaginären  Kreispunkte  der  Ebene  mit  dem  Grund- 

kreise  k  gemeinschaftlich  hat,  folglich  als  Spitzen  besitzt;  dem- 

nach kommt  ihr  als  Trochoide  (verlängerte  oder  verkürzte 

Curve)  das  Symbol:  CJ,  als  Curve  mit  reeller  Spitze  das  Sym- 
bol: Ci  zu.  Zwischen  ihr  und  dem  Grundkreise  besteht  eine 

quadratische  Beziehung  in  der  Art.  dass  sie  von  ihm  im 

Allgemeinen  in  vier  Punkten  berührt  wird;  nachdem  aber 

beide  die  schon  erwähnten  imaginären  Kreispunkte  der  Ebene 

gemein  haben,  so  kann  diese  Berührung  nur  mehr  in  zwei 

reellen  Punkten  ßjjjj  stattrinden,  welche  auf  der  Verband- 

Ii  me  !OQ!  =  w  liegen.  Diese  Eigenschaft  erweist  folgende 

Betrachtung. 

Wegen  der  Ordnung  der  Cycloide  enthält  jeder  Doppel- 

punktsstrahl noch  zwei  Curvenpunkte,  die  mittelst  der  beiden 

erzeugenden  Kreistangenten  auf  ihn  erzielt  werden.  Die  Berühr- 

punkte  dieser  Tangenten  am  Grundkreise  k  kann  man  als 

»Bilder«  der  betreffenden  Curvenpunkte  im  quadratischen  Ver- 

wandtschaftssinne bezeichnen.  Verbindet  man  ein  solches  Bild- 

punktenpaar  durch  eine  Gerade,  so  ist  diese  ein  Durchmesser 

des  Grundkreises.  Das  Durchmesserbüschel  eirfcs  Kreises  for- 

mirt  bekanntlich  eine  circulare  Involution,  hier  im  Centrum  il, 

und  da  wir  (1)  die  Involution  im  O-Punktc  von  gleicher  Eigen- 

schaft voraussetzten,  so  sind  beide  Strahlengebilde  auf  der 
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oo  fernen  Geraden  perspectivisch  und  ihr  zweites  Theilerzeug- 

niss  —  die  Verbindungslinie  der  Centra  Oü  —  trifft  den  Grund- 

kreis k  in  dem  reellen  Scheitelpaare  Gleichzeitig  ist 

hieraus  die  bekannte  Eigenschaft  einer  Kreis-Epicycloide,  dass 

sie  für  die  Axe  m  =  Oil  symmetrisch  ist.  zu  entnehmen. 

Die  Doppeltangente. 

3.  Ist  der  Grundkreis  k  aus  seinem  Mittelpunkt  il  mit 

dem  Radius  r  verzeichnet  und  in  O  der  Doppelpunkt  einer 

Epicycloide  gegeben,  so  beschreiben  wir  in  unseren  Figuren 

r 

zunächst  aus  0  mit  dem  Radius       einen  Kreis  k'\  sodann —  2 

Oil 

tragen  wir  die  Strecke     "  von  Ö  aus  auf  der  Axe  nt  =  Oil 

auswärts  bis  zum  Punkte  R  ab  und  beschreiben  aus  diesem 

Oil 
letzteren  einen  Kreis  k"  vom  Radius  —  -.  Satz:  «Die  Potenz- 

linie  (Chordale)  der  Kreise  k'k"  ist  die  reelle  Doppel- 

tangente A  der  Epicycloide*. 

Dieser  Satz  begreift  eine  Verallgemeinerung  der  bezüg- 

lichen Construction,  die  ich  in  [250]  gegeben  habe,  welche  nur 

für  eine  eigentliche  Doppeltangente  mit  reellen  Berührpunkten 

Verwendung  finden  kann.  Diese  letzteren  sind  aber  nichts 

Anderes,  als  die  Potenzpunkte  (Chordalpunkte)  BB'  der  Kreise 

k'k",  deren  quadratische  Bilder  BB'  nach  (2)  am  Grundkreise  k 

mittelst  der  Aussen tangenten  der  zwei  Kreise  kk'  als  Berühr- 

punkte desselben  entstehen.  Wir  sind  also  durch  unseren 

Satz  in  der  Lage,  sofort  zu  entscheiden,  ob  die  reelle  Doppel- 

tangente A  eine  eigentliche  oder  eine  isolirte  ist,  d.  h.  ob  die 

Berührelemente  BB'  auf  ihr  reell  oder  imaginär  sind,  oder  ob 

der  singulare  Fall  der  Coincidenz  dieser  Elemente  vorkommt. 

Insbesondere  aber  fällt  die  Einfachheit  der  Construction  für 

jeden  möglichen  Fall  der  Doppeltangente  in  die  Augen  und, 

wie  späterhin  zu  ersehen  sein  wird,,  kommt  ihr,  ausser  ihrer 

Eigenschaft  als  singulares  Element  in  der  Curve,  eine  beson- 

dere Bedeutung  bei  der  Feststellung  aller  anderen 

Tangenten  arten  zu. 

25* 
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Der  Tangentialkreis. 

4.  Damit  sei  jener  Kreis  K,  bezeichnet,  welcher  mit  dem 

3   

Radius  —  r  aus  dem  Halbirungspunkte  C  der  Strecke  OH 
4 

beschrieben  wird.  Aus  der  Lage  und  Grösse  dieses  Kreises 

geht  hervor,  dass  die  im  vorigen  Artikel  genannten  äusseren 

Tangenten  der  zwei  Kreise  kk'  gleichzeitig  auch  solche  für  den 

Tangentialkreis  A\  mit  den  Berührpunkten  ß,3'  sind,  und  dass 

dieser  selbst  mit  dem  Basiskreise  in  (1)  concentrisch  ist, 

sofeme  die  Epicycloide  als  Roulette  in  Betracht  gezogen  wird. 

Die  Position  von  K.  zur  Geraden  A  als  eigentliche  oder 

uneigentliche  Secante  oder  aber  auch  als  Tangente  ist  insoweit 

bemerkenswert!!,  als  daraus  auf  die  Art  von  A  als  Doppel- 

tangente in  der  Curve  geschlossen  werden  kann.  In  dieser 

Hinsicht  ist  das  Verhältniss  der  Strecke  ÖÜ  zum  Radius  r  des 

Grundkreises  k  massgebend,  wie  später  folgende  Ableitungen 

erklären  werden. 

Erinnern  wir  uns  der  in  (1)  die  Epicycloide  erzeugenden 

Strahlengebilde,  so  lässt  sich  analog  auf  dem  Kreise  K-  eine 

Tangenteninvolution  constatiren,  deren  Elemente  mit  den  ent- 

sprechenden der  Grundkreisinvolution,  indem  sie  einander  gleich 

laufen,  auf  deroo  fernen  Geraden  perspectivisch  sind.  Ich  gebe 

nun  folgenden  Satz:  »Das  Tangentensystem  einer  Epi- 

cycloide mit  Doppelpunkt  und  dasjenige  ihres  Tan- 

gentialkreises  sind  auf  der  reellen  Doppeltangente 

der  e  r  s  t  e  r  e  n  perspectivisch". 

Tangentengattungen  der  Curve. 

ö  Bekanntlich  werden  durch  die  möglichen  Coincidenzen 

der  vier  Punktenelemente,  welche  eine  Gerade  mit  einer  Curve 

vierter  Ordnung  gemeinsam  hat,  die  verschiedenartigen  Tan- 

gentenfälle auf  ihr  entstehen,  so  dass  uns  die  Aufgabe  wird, 

diese  Fälle  nun  einzeln  mit  den  Ergebnissen  des  Vorher- 

gegangenen in  Einklang  zu  bringen. 

a)  Die  einfache  Tangente.  Fig.  I.  Soll  für  einen 

beliebigen  Punkt  X  der  Epicycloide  die  Tangente  gesucht 

werden,  so  liegt  X  nach  dem  Erzeugungsgesetz  (1)  auf  dem 
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Strahle  \OX\~x  und  zugleich  auf  der  zu  diesem  Strahle 

normalen  Grundkreistangente  \XX  =  0,  wobei  nach  (2)  der 

Berührpunkt  Ä' das  Bild  von  X  bedeutet.  Zieht  man  nun  an 

den  Tangentialkreis  A':  die  entsprechende  Parallel- 
tangente t  b,  so  trifft  sie  die  Doppeltangente  A  in 

einem  Punkte  dessen  Verbandlinie  fX  ~  /  nach 

dem  Hauptsatze  in  (4)  die  fragliche  Tangente  im 

A'-Punkte  ist. 

Bemerkung.  Die  Zweideutigkeit,  welcher  die  Parallel- 

tangente t  unterliegt,  wird  Folgendes  beseitigen.  Der  ÄT- Punkt 

gehört  im  Grundkreise  dem  Durchmesserstrahle  Ä'A''  an,  der 
ein  Element  des  in  (2)  verzeichneten  Büschels  ist,  und  wir 

wissen,  dass  die  zweite  Grundkreistangente  h'  X'X'  auf 

dem  Ü-Strahle  %  einen  anderen  Curvenpunkt  X'  hervorruft. 

Nun  treffen  sich  die  gemeinschaftlichen  Aussentangenten  der 

Kreistrias  kK.k'  bekanntlich  im  Ähnlichkeitspunkte  Z  auf  der 

Centralen  m.  Verbindet  man  Z  mit  den  Punkten  A'A''  durch 

Gerade,  so  schneiden  diese  den  Tangentialkreis  in  vier  Punkten, 

wovon  nothwendig  zwei  die  Endpunkte  U'  eines  Durchmessers 

dieses  Kreises  vom  Mittelpunkte  C  sind.  Auf  diese  Weise 

formiren  die  Strahle  n  4»'[,  \XX*  in  den  Mittelpunkten  Cö  der 

Kreise  K.k  zwei  auf  der  oo  fernen  Geraden  perspectivische 

Büschel,  deren  entsprechende  Elemente  parallel  gehen. 

In  Umkehrung  des  eben  Gesagten  schneiden  die  Büschel 

Cil  auf  dem  ihnen  angehörigen  Kreise  je  eine  der  quadratischen 

Punkteninvolutionen  A'A"'  aus,  welche  beide  im  Centrum  Z 

perspectivisch  sind,  indem  entsprechende  Elemente  £X,  ;'A"' 
paarweise  auf  einem  Strahle  von  Z  liegen.  Wenn  somit  in  der 

oben  angeführten  Construetion  von  entsprechenden  Parallel- 

geraden t J. 6  die  Rede  war,  so  ist  jetzt  durch  vorstehende 

Erörterung  jede  Zweideutigkeit  ausgeschlossen. 

6.  In  einer  verlängerten  Epicycloide  C\  (Kig.  1 )  ist  der 

Doppelpunkt  O  ein  Knoten  mit  zwei  reellen  Tangenten.  -Man 

findet  diese  Knotentangenten  dd'  mittelst  der  aus  O 

laufenden  Grundkreistangenten  oo'  als  die  gegen  die  letzteren 

normalen  Ö-Strahlen.-  Die  Richtigkeit  dessen  wird  sofort 

ersichtlich,  sobald  nach  (5)  die  zu  den  oo'- Tangenten  gleich- 

gerichteten Tangentialkreis -Tangenten  gezogen  werden,  welche 
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die  A-Linie  in  B-Punkten  treffen,  in  denen  gleichzeitig  auch  die 

betreffende  Doppelpunktstangente  dd1  als  ein  0- Strahl  hin- 

durchgeht. Man  erhält  durch  diese  Construction  abermals  eine 

Bestätigung  für  die  Eigenschaft  des  O-Punktes  als  ein  Doppel  - 

element  der  Curve. 

Jede  Knotentangente  d  enthält  noch  einen  freien  Tangen- 

tial punkt  D.  welcher  sich  linear  einfach  dadurch  ergibt,  dass 

man  den  Schnitt  der  J-Geraden  mit  der  zur  o-Geraden  parallelen 

Grundkreistangente  aufsucht,  was  in  den  Symmetrieverhält- 

nissen der  Tangentenpaare  dd?%  58*  begründet  ist. 

In  einer  verkürzten  Epicycloide  C\  (Fig.  2)  ist  der  isolirte 

Doppelpunkt  0  immer  dem  imaginären  Tangentenfelde  des 

Grundkreises  k  angehörig,  weshalb  auch  die  3 -Tangenten  ima- 

ginär sind,  und  deswegen  die  bekannte  Eigenschalt,  dass  eine 

solche  Curve  keine  Doppelpunktstangenten  besitzt,  bestätigt 

wird. 

Ist  in  Fig.  3  eine  einspitzige  Epicycloide  CJ  gegeben,  so 

wissen  wir  aus  (1),  dass  ihr  Rückkehrpunkt  O  auf  dem  Grund- 

kreise k  liegt.  Der  Nachweis,  dass  0  hier  ein  Doppelelement 

ist.  wird  im  Zusammenhang  mit  unseren  Beziehungen  durch 

die  Erwägung  gegeben,  dass  jetzt  die  oben  genannten  5o'- 

Tangenten  in  die  einzige  Tangente  o  coincidiren.  Aus  diesem 

Grunde  kann  auf  der  Curve  auch  nur  eine  Zusammenfall- 

tangentc  d  im  Spitzenpunkte  0  vorkommen,  welche  sich  mit  der 

Symmetrieaxe  m  als  Rückkehrtangente  identilicirt.  Ebenso 

einfach  erhalten  wir  bei  Anwendung  der  vorhin  angezeigten 

diesbezüglichen  Construction  den  Tangential  punkt  D  von  d 

als  den  einen  der  in  (2)  bemerkten  ^-Scheitel,  indem  der 

andere  in  den  Spitzenpunkt  O  hineinfällt. 

7.  b)  Die  Doppeltangente.  Der  Beweis  des  Satzes  in  (3) 

ist  erst  jetzt  auf  Grund  der  seither  gefundenen  Resultate  mög- 

lich. Dies  geschieht,  indem  wir  zeigen,  dass  die  Chordale  A  in 

jedem  der  Punkte  BB*  eine  Curventangente  und  somit  für  die 

Epicycloide  die  Doppeltangcnte  ist.  Verfolgen  wir  beispiels- 

weise in  Fig.  1  die  Sache  für  den  Punkt  B.  Behält  man  im 

Auge,  dass  die  nach  (1)  den  Zf-Punkt  erzeugende  Grundkreis- 

tangente mit  der  nach  (5)  ihren  f -Punkt  auf  A  hervorbringenden 

Tangente  von  K-  eine  gemeinschaftliche  Aussentangentc  der 
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Kreise  kk',  ist.  so  folgt,  dass  ihr  s-Punkt  nothwendig  mit  Ii 
vereinigt  sein  muss.  Eine  solche  Identität  findet  überhaupt  für 

jeden  Curvenpunkt  statt,  der  auf  der  Potenzlinie  A  liegt,  dem- 

nach noch  ein  zweitesmal  in  B\  was  nur  möglich  ist,  wenn  die 

A-Gerade  die  Eigenschaft  einer  Doppeltangente  hat. 

8.  c)  Die  Krage  nach  einer  Scheiteltangente  in  einem 

£j-Punkte  nach  (2)  erledigt  sich  dahin,  dass  eine  solche  selbst- 

verständlich mit  der  in  ihm  gezogenen  Grundkreistangente 

zusammenfallen  muss,  wie  aus  der  Eigenschaft  eines  ß, -Punktes 

hervorgeht.  Man  kann  sich  aber  auch  davon  leicht  überzeugen, 

wenn  man  beachtet,  dass  sich  mit  dem  oo  fernen  Punkte  der 

Potenzlinie  A  die  'f- Elemente  derjenigen  Tangenten  des  Tan- 

gentialkreises  K-  identificiren,  welche  dem  zur  Construction 

gelangenden  O-Strahle  —  d.  i.  jetzt  die  Symmetrieaxe  nt  — 

nach  dem  Grundgesetze  (1)  normal  sind.  Nur  bei  einer  C\  in 

Fig.  3  fällt  der  eine  der  betreffenden  «-Punkte  in  die  w-Axe 

selbst  hinein,  weswegen  auch  nach  (o)  diese  die  Rückkehr- 

tangente war. 

9.  d)  Die  Inflexionen.  Solche  kommen  ausschliesslich 

bei  einer  verkürzten  Epicycloide  vor,  und  zwar  nur  bedingungs- 

weise, wie  erst  späterhin  gezeigt  werden  kann.  Die  reellen 

lnflexionselemente  IXIS  in  Eig.  ö  bilden  ein  Paar,  welches  der 

Tangentialkreis  A':  charakteristisch  dadurch  anzeigt,  dass  für 
ihn  die  Chordale  A  in  zwei  Punkten  rp^.,  zur  eigentlichen 

Secante  wird.  Ist  in  den  Fig.  1  und  4  die  A-Linie  eine  uneigent- 

liche Secante,  dann  besitzt  die  betreffende  Epicycloide  imagi- 

näre Inflexionen.  Wenn  jedoch  in  den  Fig.  o  und  0  der  Kreis  A': 
von  A  berührt  wird,  dann  sind  die  lnflexionselemente  in  einem 

.Singularpunkte  der  Curve  (in  Fig.  3  ist  es  die  Spitze)  coinci- 

dirend. 

Die  Construction  eines  Inflexionspunktes  /,  ge- 

staltet sich  in  Fig.  5  sehr  einfach.  Nach  (5)  hat  man  am  Grund- 

kreise k  den  Bildpunkt  /,  vermittelst  des  Strahles  Z'S,  auf- 

zusuchen. Die  in  /,  gezogene  8 -Tangente  von  k  trifft  den  zu 

ihr  rechtwinkligen  OStrahl  im  Inflexionspunkte  /„  indem  zu 

erinnern  ist,  dass  die  6 -Tangente  und  die  in  z,  an  den  Kreis  A'. 

führende  Tangente  parallel  sind.  Die  Verbandlinie  ist 

dann  offenbar  die  In flexion Stangen te  I,  von  Ix  auf  dei 
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Curve.  Um  die  Richtigkeit  von  diesem  Vorgange  einzusehen, 

verfolgen  wir  am  besten  den  Weg  eines  beliebigen  ̂ -Punktes 

der  A-Linie  in  der  Nahe  eines  B-Punktes.  Zu  dem  Zwecke 

denken  wir  uns  den  variablen  9-Punkt  etwa  ausserhalb  der 

Strecke  BB'  in  der  Richtung  gegen  B  vorschreiten.  Gleich- 

zeitig und  im  selben  Sinne  nähert  sich  der  erzeugte  Cycloiden- 

punkt  A'  dem  B-Punkte,  bis  endlich  in  diesem  letzteren  beide 

Punkte  zur  Deckung  gelangen.  Nunmehr  schreiten  <p  und  X 

noch  immer  im  gleichen  Sinne  auf  ihren  Bahnen  bis  zu  dem 

Momente  Tort,  in  welchem  sich  mit  dem  -5. -Punkt  vereinigt, 

wobei  A' in  das/, -Element  übergegangen  ist.  Behält  der  A'-Punkt 
wie  bisher  über  /,  hinaus  denselben  Bewegungssinn,  so  muss 

jetzt  der  variable  rp-Punkt  aus  der  <pj-Lage  wieder  gegen  B  und 

darüber  hinaus  auf  A  eine  rückläufige  Richtung  einschlagen, 

weil  sich  das  Bogenstück  »p,^  des  Tangentialkreises  A':  über  A 

erhebt.  Die  retrograde  Bewegung  des  rp-Elementes  zeigt  deut- 

lich die  Eigenschaft  einer  "Wendung  -  im  /,-Punkte  der  Curve 

an.  was  sich  nur  noch  ein  zweilesmal  im  Intlexionspunkte 

wiederholen  wird. 

Weil  sich  in  einem  Inflexionspunkte  Ix  drei  Elemente  ver- 

binden, so  besitzt  die  zugehörige  Wendetangente  i,  auf  der  Epi- 

cycloide  noch  einen  Tange ntialp unkt  Tv  Seine  Ermittlung 

kann  linear  folgend  geschehen.  Wir  ziehen  in  Fig.  5  den  Strahl 

Z-f_,  .  welcher  direct  am  Grundkreise  k  ausser  den  Ä,- Punkt 

noch  das  Bild  7,  des  fraglichen  Punktes  ausschneidet.  Diese 

höchst  einfache  Construction  findet  analog  wie  in  (6)  ihre 

Begründung  durch  die  Wechselseitigkeit  der  in  der  Figur 

bedingten  Symmetrieverhältnisse. 

10.  c)  Die  Undulation.  In  meiner  Abhandlung:  'Die 

Undulationcn  ebener  Curve n  C\.«  habe  ich  in  Art  (59)'  nach- 

gewiesen, dass  eine  Eptcycloide  C\  mit  isolirtem  Doppelpunkt 

eine  Undulationstangente  besitzen  kann,  welche  in  ihrem 

Berührpunktc  vier  Curvenelemente  zur  Vereinigung  bringt. 

Da  in  jener  Abhandlung  von  anderen  Gesichtspunkten  aus- 

gegangen i>t,  so  muss  der  Undulationsfall  mit  dem  Stand- 

•  11.  Mittheilun«:  -Curven  mit  zwei  imaginären  Doppelpunkten-.  Üie^e 

Siuunysberichte,  liJ  CVH,  Abth.  il.  a,  Jänner  1898. 
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punkte,  welchen  der  gegenwärtige  Aufsatz  einnimmt,  in  Ein- 

klang gebracht  werden. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Spitzencurve  den  Übergang 

zwischen  einer  Schleifencurve  und  einer  Curve  mit  isolirtem 

Doppelpunkt  bildet,  wobei  in  der  letzteren  ein  Paar  reelle 

Intlexionen  vorkommen  können,  welche  nach  den  Grundsätzen 

der  citirten  Abhandlung  den  beiden  reellen  Berührpunkten  der 

Doppeltangente  adjungirt  sind.  Dieses  Eintreffen  von  Inflexions- 

elementen  ist  nun  aber  in  der  jetzigen  Betrachtung  im  Ver- 

gleiche der  Strecke  OQ  zum  Radius  r  des  Grundkreises  k 

geknüpft  an  die  Bedingung: 

r>ÖÜ> 
2 

  y 

wenn  jedoch:  Oü  < —  wird,  dann  sind  die  Intlexionen  der 
— 

Epicycloide  C\  in  Fig.  4  imaginär  und  ihre  Doppeltangente  A  ist 
-  ••  r 

isolirt.  Folgerichtig  gibt  der  Übergangsfall :  012  —  zwischen 9 — 

dem  Vorkommen  reeller  und  imaginärer  Inflexionen  mit  einer 

eigentlichen  oder  isolirten  Doppeltangente  der  Curve  C\  in  den 

Fig.  2  und  4  die  Specialität  der  »Undulation«  in  Fig.  6,  wobei 

auf  der  Curve  die  adjungirten  ./-  und  /^-Elemente  in  Coincidenz 

gelangen. 

Ist  die  Undulationscurve  als  Roulette  darzustellen,  so  wird 

f  .  _ . 
auf  der  Symmetrieaxe  m  von  V.  aus  —  —  HC  —  OC  aulgetragen 

r 

und  aus  C  mit  dem  Radius  -   der  Basiskreis  Kf,  beschrieben. 
2 

Die  w-Axe  trifft  den  Grundkreis  k  in  den  Punkten  Von 

dem  Punkte  £2,  welcher  dem  Centrum  C  näher  liegt,  tragen 

wir  abermals        bis  zum  Mittelpunkte  W  des  mit  A'(.  gleich 

grossen  Rollkreises  K?  auf.  Der  zu  wälzende  Punkt  ̂   liegt  auf 

y 

dem  Wälzungskreise  Ku,  der  ebenfalls  -  -  als  Radius  hat  und 
4 

mit  K?  concentrisch  ist. 

11.  Die  vorstehende  Cycloide  hat  als  Fusspunktencurve 

in  O  ihren  isolirten  Doppelpunkt,  wobei  also  nach  oben: 
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2 

gemacht  und  der  Grundkreis  k  mit  dem  Radius  r  beschrieben 

wurde.  Die  beiden  Kreise  kkJ  in  (3)  berühren  sich  jetzt  gemein- 

schaftlich im  ß2- Punkte,  aus  welchem  Grunde  nur  die  einzige 

gemeinsame  Tangente,  und  zwar  in  £2  folgt.  Werden  weiters 

noch  die  Kreise  k"K.  nach  den  Anleitungen  in  (3),  respective  (4) 

festgestellt,  so  berühren  sich  auch  diese  in  jäa  =  Z,  und  man 

sieht  ohne  Schwierigkeit,  dass  die  Grundkreistangente  dieses 

Punktes,  d.  i.  die  Potenzlinie  der  Kreise  k'k",  als  Doppeltangente  A 

der  Epicycloide  anzusehen  ist. 

Da  nun  die  in  (4)  namhaft  gemachte  Position  eintrifft,  wo 

der  Tangentialkreis  7v:  von  A  berührt  wird,  gleichzeitig  aber 

diese  Berührung  auch  in  demselben  Punkte  ß2  mit  dem  Grund- 

kreise stattfindet,  so  muss  hieraus  folgerichtig  geschlossen 

werden,  dass  ß2  =  P  ein  Undulationspunkt  und  A  =  />  eine 

Undulationstangente  der  Epicycloide  sind. 

Vorstehende  Ergebnisse  berechtigen  somit  zu  dem  Satze: 

»Eine  Undulation  in  einer  Epicycloide  CJ  ist  bedingt 

durch  die  gemeinschaftliche  Berührung  der  Kreis- 

trias kKzk\  wobei  der  Berührpunkt  und  dessen  Tan- 

gente die  Und ulations demente  sind*. 

Secanten-  und  Tangentialpunkte. 

12.  Eine  Epicycloide  unserer  Untersuchungen  hat  als 

Curve  vierter  Ordnung  mit  jeder  Geraden  g  der  Ebene  vier 

Schnittpunkte  A', .  .  .  A'4,  welche  paarweise  reell  oder  imaginär 
sein  können  oder  Coincidenzen  bilden,  in  Folge  deren  die 

verschiedenen  Tangentengattungen  entstehen,  die  wir  in  den 

vorangegangenen  Entwicklungen  betrachtet  haben.  Die  Voll- 

ständigkeit des  Problems  unseres  Aufsatzes  verlangt  noch  eine 

Erörterung  jener  Aufgaben,  welche  sich  auf  die  Ermittlung  der 

Tangentialpunkte  einer  einfachen  Curventangente  beziehen. 

Wir  bedürfen  hiezu  des  in  (2)  bereits  erwähnten  Apparates 

einer  quadratischen  Transform irung  unserer  Epicycloiden  auf 

ihren  Grundkreis,  deren  Principien  ich  in  [§.  35]  bei  Curven  CJ 

mit  zwei  imaginären  Doppelpunkten  entwickelt  habe. 
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Während  das  Doppclpunktsdreieck  einer  Epicycloide  aus 

ihrem  reellen  Doppelpunkt  0  und  den  imaginären  Kreispunkten 

der  oo  fernen  Geraden  gebildet  wird,  sind  die  reellen  Bestand" 

theile  des  Kundamentaldreieeks,  in  polarer  Übertragung  des 

Doppelpunktsdreieeks  mit  Bezug  auf  den  Grundkreis,  der 

12-Punkt  und  die  Polare  <o  von  0.  Da  O  nach  (1)  das  Centrum 

einer  circularen  Strahleninvolution  ist,  so  wird  diese  durch 

den  Vorgang  der  Polarisation  auf  to  zwei  imaginäre  Doppel- 

elemente bedingen,  welche  im  Vereine  mit  il  das  Fundamental- 

dreieck  ausmachen. 

Der  Unendlichkeit  des  Secantensystems  in  der  Cycloiden- 

curve  entspricht  transformatorisch  ein  Kegelschnittsnetz,  dessen 

Grundpunkte  die  Ecken  des  eben  genannten  Fundamentaldrei- 

ecks  sind.  Jedes  Netzindividuum  enthält  ausserdem  denjenigen 

P<>1  im  Grundkreisc  k,  welcher  der  Secante,  die  dem  betreffenden 

Individuum  quadratisch  entspricht,  zugeordnet  ist.1 

Unser  Thema  verlangt  die  Lösung  der  nachstehenden  zwei 

Aufgaben. 

13,  »Es  sind  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  g 

mit  einer  Epicycloide  zu  ermitteln.-  Fig.  2. 

Wir  lixiren  zunächst  im  Grundkreise  k  den  Pol  G  von  g. 

Man  kann  g  als  Axe  von  zwei  perspecti  vi  sehen  Strahlen- 

büscheln ansehen,  deren  Centra  im  Doppelpunkte  O  und  im 

Pole  G  sind,  und  von  denen  sich  entsprechende  Elemente  in 

«-Punkten  auf  g  treffen.  Gleichzeitig  wird  auf  der  £-Linie  in 

Bezug  des  Grundkreises  k  eine  Involution  durch  den  (»-Pol 

invitirt,  die  dem  Büschel  G  perspectivisch  ist.  Es  ist  demnach 

reeiprok  einem  «  Punkte  die  Polare  G«,  conjugirt,  so  dass  in 

diesen  beiden  dualen  Involutionsgebilden  gG  entsprechende 

Elementenpaare:  ««, ;  jGa  G«,!  sind. 

Gedenken  wir  der  beiden  circularen  Strahlensysteme,  deren 

Centra  nach  (2)  die  Punkte  012  sind,  und  behalten  wir  einerseits 

das  U-Büschel,  dessen  Elemente  den  «-Strahlen  des  O-Büschels 

parallel  gerichtet  sind,  anderseits  das  G-Büschel  der  «^Strahlen 

im  Auge.  Beide  Büschel  sind  projectivisch  und  erzeugen  einen 

1  Vergl.  die  in  (10),  Fussnote,  citirte  Abhandlung,  sowie  auch  deren 

I.  Mittheilung  in  diesen  Sitzungsberichten,  Bd  CVI,  Aprilheft  1897. 
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Kegelschnitt  v,  welcher  dem  Netze  in  (12)  angehört  und  das 

Bild  der  £-Linie  ist. 

Dieser  Kegelschnitt  7  besitzt  auf  dem  Grundkreise  k  die 

Punkte  Ä, . .  .  Är4,  deren  ̂ -Tangenten  nach  (1)  in  der  Cycloide 

die  £-Secantenpunkte  Xl.  .X4  auf  den  ihnen  zugehörigen 

normalen  O-Strahlen  resultiren. 

Bemerkung.  Im  Systeme  der  £-Secanten  ist  bekanntlich 

die  00  ferne  Gerade  deshalb  ausgezeichnet,  weil  sie  auf  einer 

Erzeugnisscurve  ihre  Asymptotenelemente  zur  Anzeige 

bringt.  Der  dieser  Geraden  für  unser  Thema  entsprechende 

Netzkegelschnitt  zerfällt  insoferne,  als  die  ihn  erzeugenden 

Büschel  concentrisch  im  Mittelpunkte  12  werden.  Da  aber  diese 

Büschel  die  Eigenschaft  circularer  Involutionen  begreifen,  so 

sind  sie  gleichzeitig  auf  der  00  fernen  Geraden  perspectivisch, 

und  folgerichtig  bilden  die  imaginären  Kreispunkte  auf  ihr 

die  in  der  betreffenden  Cycloide  stattfindenden  Asymptoten- 

elemente. Dieses  Resultat  deckt  sich  vollkommen  mit  der  in  (2) 

angeführten  Eigenschaft,  wonach  die  imaginären  Kreispunkte 

in  allen  Fällen  einer  Epi cycloide  mit  Doppelpunkt  als  Spitzen 

angesehen  weiden,  folglich  als  vier  einfache  Punktenelemente 

zu  zählen  kommen,  weswegen  diese  Cycloiden  stets  im  End- 

lichen verlaufen. 

14.  -Man  suche  auf  einer  Epicycloide  das  Tan- 

g e n tial  p unkten  p a a  r  TV  einer  e  i  n  f a c  h e  n  Tangente  x. - 

Fig.  3. 

Wesentlich  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  nicht  von  der 

vorigen  verschieden,  weil  sie  bekanntlich  construetiv  wieder 

auf  einen  Nctzkcgelschnitt  hinauskommt,  welcher  aber  jetzt 

den  ( irundkreis  k  im  Bilde  X  des  Berührpunktes  A'  der  ̂ -Tan- 

gente einfach  berührt.  Eine  lineare  Lösung  für  eine  C\  mit 

zwei  imaginären  Doppclpunkten  habe  ich  in  [233]  gezeigt.  In 

dem  Specialfalle  einer  Kreis- Eusspunktencurve  wird  die  Durch- 

führung der  bezüglichen  Construction  sich  entsprechend  modi- 

fteiren,  wie  aus  dem  Folgenden  hervorgeht. 

Der  Berührpunkt  A' der  .v-Tangente  ist  a  priori  gegeben; 
sein  Bild  erfolgt  nach  (2).  Die  Tangente  im  Bildpunkte  X  des 

Grundkreises  trifft  die  in  (12)  genannte  Polare  to  in  einem 

Punkte  X.  dessen  conjugirtes  Element  X,  mittelst  der  circularen 
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Durchmesserinvolution  Ö  fixirt  wird.  Die  Gerade  X9.  enthält 

am  Grundkreise  noch  den  Gegenpunkt  A'';  ihren  conjugirten 
Strahl  in  der  S2-Involution  schneiden  wir  mittelst  der  Verband- 

linie \XXl  \  in  einem  Punkte  Y  und  bemerken  uns  gleichzeitig 

ihren  Kreisschnitt  L.  Wir  bestimmen  jetzt  den  Schnitt: 

{,X'L\  \ÜY\)  =  ? 

und  weiters  den  Schnitt  i'  zwischen  der  Kreistangente  in  L 

und  der  Verbandgeraden  Y\\.  Schliesslich  ergeben  sich  die 

Bilder  TT'  der  fraglichen  Tangentialpunkte  am  Grundkreise  k 

in  der  Secante  |n' . 
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Bahnbestimmung  des  Biela'schen  Kometen  aus 

den  Beobachtungen  während  der  Jahre  1826 

und  1832 

von 

J.  v.  Hepperger, 

c.  M.  k.  Akud. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  20.  Jänner  1898.) 

Die  eigenartigen  Veränderungen,  welche  dieser  Komet 

erfahren  hat,  seine  fast  unter  den  Augen  der  Astronomen  vor 

sich  gegangene  Theilung  in  zwei  Componenten  von  wenig 

verschiedener  Grösse,  die  bei  ihrer  nächsten  Wiederkehr  noch 

beobachtet  werden  konnten,  seither  jedoch  der  eifrigsten  Nach- 

forschung sich  dauernd  entzogen,  veranlassten  mich,  zunächst 

die  Bahn  des  Kometen  vor  seiner  Theilung  näher  zu  unter- 

suchen, weil  ich  hiedurch  einen  Anhaltspunkt  zu  gewinnen 

hoffte,  um  die  Bewegung  der  Theile  genauer  verfolgen  und 

daraus  einigen  Aufschluss  erhalten  zu  können  über  die  Zeit 

des  Zerfalls  und  die  Grösse  und  das  Wirken  der  denselben 

verursachenden  Kräfte.  Da  der  Komet  seit  dem  Jahre  1772,  in 

welchem  er  zum  ersten  Male  entdeckt  worden  ist,  häufig  in  die 

Erdnähe  kam,  ohne  gesehen  zu  werden  und  vor  der  Theilung 

nur  die  Erscheinungen  in  den  Jahren  1826  und  1832  durch  die 

Zeit  eines  einzigen  Umlaufs  von  einander  getrennt  sind,  so  lag 

es  in  der  Natur  der  Sache,  die  Bahnbestimmung  auf  die  Ver- 

bindung dieser  Erscheinungen  zu  gründen  und  durch  Aus- 

dehnung  der  Störungsrechnung  den  Anschluss  an  die  in  früheren 

und  späteren  Epochen  gemachten  Beobachtungen  zu  suchen. 

Die  Durchführung  der  Rechnung  mit  dem  aus  den  Beob- 

achtungen während  der  Jahre  1826  und  1832  abgeleiteten 
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Elementensysteme  ergab,  dass  die  mittlere  Bewegung  des 

Kometen  in  der  Zeit  von  1805  — 1846  (weiter  ist  die  Rechnung 

bisher  noch  nicht  fortgesetzt  worden)  eine  beträchtliche  Ac- 

celeration  erfahren  hat,  indem  für  die  mittlere  Anomalie  M 

gefunden  wurde 

1805  December   2-0   M  —  355°  16 ! 2 

1846  Februar     H  O   M  —  359  49-5. 

wahrend  nach  Hubbard  den  Beobachtungen  des  Kometen  aus 

diesen  Jahren  für  dieselben  Zeitpunkte  die  YVerthe 

355°  28 : 6 
und 

359°59!7' 

entsprechen.  Von  1833  — 1846  sind  nur  die  Störungen  durch 

Saturn  und  Jupiter,  von  1826—1805  ausser  diesen  noch  die 

Störungen  durch  Uranus,  Mars,  Erde  und  Venus  berücksichtigt 

worden. 

Wenn  auch  durch  exacte  Berechnung  sämmtlicher  Stö- 

rungen die  Fehler  der  mittleren  Anomalien  für  obige  Epochen 

noch  merklich  verkleinert  werden  sollten,  so  ist  doch  in  An- 

betracht der  Grösse  dieser  Fehler  ein  genügender  Anschluss  an 

die  Beobachtungen  aus  den  Jahren  1805  und  1846  nicht  zu 

erzielen,  soferne  als  einzige  Ursache  der  Bewegungsänderung 

des  Kometen  die  Massenanziehung  der  Sonne  und  der  grossen 

Planeten  angenommen  wird.  Da  nun.  was  immer  der  Grund 

hievon  sein  mag,  alle  Erscheinungen  des  Kometen  ohne  Heran- 

ziehung gewisser  Hypothesen  durch  ein  einheitliches  Elementen- 

system in  befriedigender  Weise  nicht  dargestellt  werden  können, 

habe  ich  mich  entschlossen,  die  auf  der  Verbindung  der  Er- 

scheinungen von  1826  und  1832  beruhende  Bahnbestimmung, 

welche  als  Grundlage  für  alle  weiteren  Untersuchungen  auch 

für  sich  allein, einiges  Interesse  beanspruchen  darf,  separat  zu 

veröffentlichen. 

1  Mittel  aus  den  nur  um  0'7  differirenden  Anomalien  der  beiden  Com- 
ponenten  des  Kometen. 
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Die  mir  bereitwilligst  gestattete  Benützung  der  Bibliothek 

der  Wiener  Universitäts-Sternwarte  setzte  mich  in  den  Stand, 

die  veiiässlichsten  Angaben  über  die  Beobachtungen  des 

Kometen  und  der  Vergleichsterne  zu  sammeln  und  in  ver- 

schiedene, den  Gegenstand  dieser  Abhandlung  berührende 

Arbeiten  Einsicht  zu  nehmen;  auch  war  ich  in  der  angenehmen 

Lage,  über  so  manche  fallweise  benöthigten  Daten,  deren  Zu- 

sammenstellung mitunter  viel  Mühe  verursachen  musste,  durch 

briefliche  Mittheilung  informirt  zu  werden.  In  aufrichtiger  Aner- 

kennung der  mir  hiedurch  geleisteten  Dienste  fühle  ich  mich 

gedrängt,  den  Herren  Director  Weiss,  Dr.  Holetschek  und 

Dr.  Bidschof  für  das  liebenswürdige  Entgegenkommen  meinen 

verbindlichsten  Dank  abzustatten. 

Bei  sämmtlichen  in  dieser  Abhandlung  vorkommenden 

Zeitangaben  ist  mittlere  Pariser  Zeit  zu  verstehen,  soferne  die 

Beziehung  auf  einen  anderen  Meridian  oder  eine  andere  Zeitart 

nicht  ausdrücklich  angemerkt  ist. 

Für  die  Parallaxe  der  Sonne  ist  nach  Ncwcomb  der 

Werth  8T79  angenommen  worden. 

Die  Grundlage  der  Ephemeridenrechnung  bildete  das  fol- 

gende für  1832  November  25-0  osculirende  Elementensystem, 

bezogen  auf  Ekliptik  und  Äquinox  1832-0: 

L  —  109°  49*  0r81 

n  =  109  58  59-50 

M  -  359  50  1-31 

oi  =  221  45  6  00 

Q  =  248  13  53-50 

1  =    13  13  18  47 

?  =    48  42  24-95 

;j.  =    533 r  7883 1 

U  -  2427  -9288  Tage 

Die  der  Störungsrechnung  entnommenen,  durch  die  Wir- 

kung der  Planeten  Mercur,  Venus,  Erde,  Mars,  Jupiter,  Saturn 

und  Uranus  bedingten  Variationen  der  Elemente  sind  in 

folgender  Tafel  enthalten. 

Sitzh.  d  mathem-naturw.  C!.;  CVB.  Bd.,  Abth.  II.  a  26 
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1832 

12»'  .V.Z.P. 

Octob.  20 

22 

24 

26 

28 

30 

Nov.  1 

3 

5 

7 

Nov.  20 

22 

24 

AZ. An 
AM Atu 

Ml 
A/ 

-l*780-2T706+0r926 

-1-655  -2-408  +0-753 
-1-528 

2  -  130  +0-602 

-1  -400  -1  -870 

1  271 

40-470 

I-62H  t-0  357 

-1-144  -1-406 

Af 

-2?872  +0T166-0?086  +  1 J516 -0?0181 

-2  555  -0-147-0-058  +  1"25 

2-265  *0-135 

1  909  +0'  120  -0-011 

1-75:»  *0- 127  *0  00 

0-033  +1 -006 -0-0122 

-1 -021 

-0-902 1-021 

♦0-262    1-535  »0-129 

-1-204  +0- 183    1  336 

1-0*022 

*0-132  +0-034 

-0-787  0-857 

0-676  0-711 

+0-119  -1-157  +0- 136  «0  043  +0-032  -0  0010 

-0-996+0  139 

+0-035-0-853  ^0- 142  k)-o."»3 -0  208  +0-0018 

-0-117  -0-114 

-0-050  0-OGo 

-0*011 

26   +0-0201  0-032 

28 

30 

Dec.  21 

23 

25 

27 

29 

+0-059  +0-072 

+0-079  +0-100 

0-303 
^0-675 

*0  049  -0-  100 

0  191  +0  077  f0-024 
.0-001 

0-107  +0-047 

0-012  .  0  001  -0.023  +0  011 

-0  003  +0  064  -0  032  -0  009 

-0-013  +0-  154  -0  082  -0  021 

+0-014 

0-030  *0-246 

-0-978  +1-751 

-0-393  +0  758  -I  •  151 

0-492  +0*843-1*, 

+0-111 

+0  279 

-0-137  -0-033  +0-471 

-1076 

1-184 

-0131 

+0-774 
.0-559 

+0-362 

+0-186 

0-0095 

-0-0070 

-0-0048 

-0  0028 

0-250  +0-0025 
0- 155 

+0-003   0  034  -0-0004 

0-0005 

+0-0016 

•3-397  -0 

-0*135  43-715 + 1 • 942 

335  +2-138    1-295  -0-138  +4-( 

-1-535  -2-337j-l  407  -0- 140  +4-337 
-1-520  -0  141  +4-640  -0 

-1-636-0-140  +4-937  -0 

-0-726;.  1  017 

31  '-0-859  -1  •  103 

-1-743  *2  537 

-1  962^+2  739 

33 

35 

1- 005  +1 • 186  2- 191  42  941 

-!•  163+1*267 

-1  755 
0  138  +5  227 

2-430  .3- 142  -1-875  -0-136 >5-512 

-00011 

0-0028 

-0  0047 

0351 
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0417 
0-0449 
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-0  0542 
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Die  aus  den  Leverrier'schen  Tafeln  berechneten,  auf  das 

mittlere  Äquinox  1832*0  reducirten  Sonnenörter  sind: 

October 

November 

November  20 

Dccember 

20 

207° 

36'
 

0r05 
-f-0:95 9  997 

7052 

21 208 

35 
47  82 

101 5869 

22 
209 

35 

37  71 1  05 4687 

23 210 

35 

29  62 1  05 
3505 

24 211 
35 

23  45 
1  -03 

2324 
25 212 

35 19- 14 
0  98 

1 146 26 
213 

35 
1663 

0  92 
9  •  996 

9970 27 
l\i 

:55 
1 5  •  87 

0*82 

8799 
28 21o 35 

16  82 

0-72 

7632 

29 216 35 
1942 

0-62 

6472 30 

217 35 
23  62 

0-50 
5320 

3
!
 

218 

35 
29  .42 

0-40 

4176 i 219 

35 

36  79 0  30 3044 

•> 

220 35 45  73 

0-20 
1924 

3 221 
35 56  24 0  12 

0817 

4 

99') 

V  V  •* 
36 

8-32 
0-07 

9  995 9724 
5 223 86 21  98 

0  •  04 
8648 6 224 

36 

37-25 

0-03 
7589 

7 225 36 54  17 

0-06 

9  •  995 6549 

20 
238 

43 1  7  •  99 

1-18 
9  •  994 4b09 

21 239 

43 
59-59 

1-13 

3786 
22 

240 

44 42  61 
1  -06 

2973 23 
241 

45 
26  94 

0-97 

2170 
24 242 

46 1 2  •  50 

0-87 

1380 
25 243 

46 

59-21 

0-76 

06» 1  \ 26 244 
47 

47  01 

0-64 9-993 

9841 27 24ö 48 
35  •  84 

0-53 

9092 28 

246 

49 25-63 

0-42 
8359 

29 
247 

50 
16-33 

0-31 

9  •  993 
7642 

21 270 

12 

29-71 
0  85 

9-992 

7752 

22 271 13 39-17 
0-74 

7542 
23 272 14 48-91 

0-62 
7349 

24 273 15 
58  85 050 

7174 

25 274 17 
8-91 0-39 

7016 

26 275 
18 1902 

028 
6877 

27 276 19 29-10 0  18 
6757 

28 277 20 
39-08 

0-  1  1 

6657 
29 278 

21 

48  90 

0-05 

6578 
30 279 22 58  51 

0-02 

6522 

31 280 
24 

7  86 0  01 
6489 

32 281 25 16-91 0  03 6480 

33 
282 26 25  •  66 

0-09 
6497 

34 
283 27 

34-  10 

0- 16 
6542 

35 284 28 42-22 
-f-0-28 

9  992 

b616 

26* 
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Aus  diesen  Sonnencoordinaten  und  dem  Elementen- 

systeme I  wurden  nun  unter  Berücksichtigung  der  angegebenen 

Störungen  zunächst  die  mittleren  Kometenörter  berechnet  und 

dann  mit  Hilfe  der  Constanten  f,G,g  des  Berliner  Jahrbuchs 

für  1832  die  Reduction  auf  den  scheinbaren  (eigentlich  wahren) 

Ort  vorgenommen.  Die  Beibehaltung  dieser  Constanten  schien 

mir  besonders  desshalb  wünschenswert!!,  weil  die  Bestimmung 

der  Königsberger  und  Dorpater  Vergleichsterne  bald  nach 

Abschltiss  der  Beobachtungen  des  Kometen  erfolgte  und  die 

Reduction  auf  den  mittleren  Ort  wohl  auch  nach  den  Angaben 

des  Berliner  Jahrbuchs  ausgeführt  worden  sein  dürfte. 

Zur  Berechnung  der  Sternzeit  wurden  die  Nutationsbeträge 

den  Oppolzer'schen  Tafeln  entnommen. 

Ephemeride  des  Kometen. 

1832 

12* 

M.Z.P. 

aw  app. 
8 & log  r log  «\ 

Ancrr.  Z Sternzeit 

20 8h  46*»30f88 
♦22°  14*32*9 

0-02020 
9  74404 

4"'  3G?6 

|fa  57m 

43?4 

21 
53 

23-22 
21 

IG  41-4 

35-9 

2  1 39  9 
•>■> 

9 0 
1 1  ■  03 

20 

17  35-9 

0-01352 9-74207 

35  3 
5 

36-5 

23 6 54()2 19 

17  24-9 

35  0 y 330 

24 
13 31-98 

18 

16  17-1 

0 -00690 9  74145 
349 13 

29  G 
25 20 

4-G9 
17 

14  21-4 35-1 

17 

26- 1 

c'
 

*-* 
u 

21» 2G 32  02 
16 

11  46-5 

0-00058 
9-74217 

35-4 

21 

22-7 

o 

27 
32 53  82 

15 

8  41-4 36-0 

25 

19-3 

39 
10-01 

14 

5  14-9 

9-99435 9-74421 

36-7 

29 

15-8 20 45 20-52 
13 

1  35-5 

37-7 

33 

12-4 
3<> 

51 25-34 11 

57  51-4 
9  98834 

9-74750 
389 37 

8  9 

31 57 

24-45 

10 
54  10-7 

400 

41 

5-5 

/  i 
10 3 17-86 9 

50  40-8 
9  98258 

9-75196 

41  -7 

45 
2-0 

■
1
 

9 
5-64 

S 
47  28-8 

43-4 

48 
58  6 

o 
X 

i
:
 

14 47-84 i 
4441- 5 

9-97710 9-75751 

45-3 

52 

55  •  2 S 
> 

20 
24-53 6 

42  24-9 

47-4 

56 

51-7 

25 
55-82 5 

40  44-5 

9-97193 
9 • 7G404 

49-6 

3  0 4S  3 

'  G 

31 
21-81 4 

39  45-6 

520 4 

44-S \  « 

10 
36 42-01 

.3 
39  32  0 

9-96710 9-77143 
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3  8 41  4 

Digitized  by  Google 



Bahnbestimmung  des  Biela'sehen  Kometen. 
383 

20 

21 

1 22 

-  123 

1/24 
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29 

21 

—  — 

23 

24 

2') 
26 

B 
u 
o 
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C 

1 1"  39"  22*83 

43 

12 

28 

29 

30 

31 
32 

33 

34 

48 52 

56 

0 

4 

8 

12 

12  16 

13  35 

39 
42 

45 
48 

51 

54 

57 

0 

3 

e 

9 

12 
15 

14 

45  25 

4-48 

20-62 

33-77 

44-05 

51*56 

56-38 

58-59 

58-28 

L 

log  r 

7°53'  7?3  9-94(526  9-83273  5 

8  38  45  9 

9  23  [8*7  9 

10  6  46- 1 
0  9-94421  C 

11  30  28-4 

12  10  45-1  9-94403  9-86395 

12  50  0-3 

13  28  15-0  9-94443  9-87425 

14    5  303 

53  74- 
(5-43 

17-17.. 

25  W 

32-76 

37-60, 

40-451 

4132 

40-18 

I. 

(35^  14  17 

37-04 

31  '  HS 

24-69 

15*46 

4  19 

50-85 

logA    Abcrr.  Z 

6 

9-98473  9-97622  7 24  15  II 

24  34  50 -8 

24  54    7-0  9 

25  12  50-5 
25  31    2  09 

25  48  42-4 

26  5  52-3  0 

26  22  32-6 

26  38  43-8  0 

26  54  26-8 
27  9  42-3  0-01603  0  00781 

K 

27  24  31-0 

-27  38  53-5 

27  52  50-5 

0-02276  0-01317 

0-02959  0  01823]  8 

39?  3 

433 

47-5 
51-  7 

55-9 0-2 

4-5 
8-9 

13  3 

17-7 

52-  1 

55-9 

59-7 

3-4 

7-1 

10-7 

14  2 

17-7 211 

24-4 
27  7 

30*9 

34-0 
37  1 

40  0 

Sternzeit 

3" 

4 

59" 

3 

7 

11 

15 

19 23 

27 

31 

35 
2 

6 

10 

13 17 

21 

25 

29 

33 37 

41 45 

49 53 
:,7 

50'6 

53-2 
49-7 

46-3 

42-8 

394 

35-9 32  5 

29-1 

25*6 9-9 
6-4 

3  0 
59  6 

56-  1 

52  •  7 
49  2 

45  8 
42  3 

38-9 

35  4 

32-0 

28-5 

25*1 

21-7 

Beobachtungen  des  Kometen  im  Jahre  1832. 

Die  erste  nachweisbare  Beobachtung  des  Kometen  ver- 

danken wir  Sir  J.  Herschel,  welcher  denselben  am  23.  Sep- 

tember nach  kurzer  Durchmusterung  der  durch  Santini's 

Ephemeriden  bezeichneten  Himmelsregion  in  das  Gesichtsfeld 

seines  201'üssigen  Teleskops  zu  bringen  vermochte  und  als 
hellen,  gegen  die  Mitte  zu  etwas  verdichteten,  rundlichen  Nebel 
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von  etwa  2'/2 — 3  Minuten  im  Durchmesser  wahrnahm.  Während 

der  Beobachtung  bewegte  sich  der  Komet  über  eine  kleine 

Gruppe  äusserst  lichtschwacher  (16.  bis  17.  Grössenclasse) 

Sterne,  ohne  eine  merkliche  Abnahme  ihrer  Helligkeit  zu  ver- 

ursachen. Spricht  dieser  Umstand  allein  schon  in  überzeugender 

Weise  für  die  ausserordentliche  Durchsichtigkeit  der  Nebel- 

masse als  Ganzes  betrachtet,  so  wurde  auch  für  die  dichtesten 

Thcile  derselben  die  gleiche  Eigenschaft  durch  eine  Beobach- 

tung Struve's  nachgewiesen,  welche  ergab,  dass  ein  Stern 

9.  Grösse  bei  fast  genau  centraler  Bedeckung  durch  den 

Kometen  (am  6.  November)  in  ganz  unverminderter  Helligkeit 

sichtbar  blieb.  Nachdem  der  Komet  noch  am  24.  September  von 

H ersehe  1  beobachtet  worden  war,  blieb  er  während  einiger 

Wochen  unbeachtet  und  wurde  erst  am  19.  Üctober  durch 

Gambart  und  Valz  wieder  aufgefunden.  Von  da  ab  laufen  die 

Beobachtungen,  nur  durch  Mondschein  zweimal  unterbrochen, 

ziemlich  regelmässig  fort  und  enden  erst  am  3.  Jänner  1S33,  an 

welchem  Tage  die  theoretische  Helligkeit  des  Kometen  0*8 

betrug,  wenn  als  Einheit  die  vom  23.  September  angenommen 

wird.  Der  Komet  war  während  der  ganzen  Dauer  seiner  Sicht- 

barkeit immer  rund  und  zeigte  nur  eine  geringe  Verdichtung, 

welche  nicht  genau  in  der  Mitte  gelegen,  sondern  etwas  in  der 

Richtung  gegen  die  Sonne  verschoben  war.  Fast  allgemein  wird 

die  Schwierigkeit  der  Beobachtung  wegen  grosser  Licht- 

schwäche hervorgehoben;  nur  am  8.  November,  also  kurze  Zeit 

nach  dem  Periheldurchgange,  wurde  der  Komet  beträchtlich 

hell  gesehen. 

Die  zahlreichen  von  Bessel  und  Struve  herrührenden 

Beobachtungen  sind  von  so  hervorragender  Güte,  dass  von  den 

übrigen  nur  jene  in  Betracht  kommen  können,  welche  über  die 

Bahn  des  Kometen  in  früheren  oder  späteren  Epochen  Auf- 

schluss  geben. 

Die  wenigen  der  ersten  Auffindung  des  Kometen  unmittel- 

bar folgenden  Beobachtungen,  welche  Herschel  in  Slough 

ausgeführt  hatte,  sind,  da  das  grosse  Teleskop  hiezu  nicht  ver- 

wendet werden  konnte  und  ein  Retractor  von  5  Zoll  Öffnung 

an  dessen  Stelle  treten  musste,  wegen  der  grossen  Licht- 

schwäche des  Kometenbildes  zu  ungenau,  um  als  Substrat  für 
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die  Bahnbestimmung  zu  dienen.  Sie  mögen  daher,  von  den 

übrigen  gesondert,  hier  Platz  finden. 

L  =  +0"  1 1"  45?0;    <p  =  51 8  3C  20". 

1  1832 Sternzeit 
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24 2 1 40 
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0 

i 

n 30 480 

 2 
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-<>1 

0 

• 
3 1 4-0 

•» 

14-5 

-60 

1 

*  =  OAurigae. 

Der  Ort  dieses  Sternes  ist  nach  dem  -Fundam.-Catal.« 

von  Auwers  für  1832-0 

*  ~  5h  48m  I6'0:>, 

5  =  +37°  11'  29!8 

und  die  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort  für 

September  23   +1  ?89.    —  7f9, 

24   -4-192,  —7-9. 

Aus  den  Elementen  (I)  ergeben  sich  nach  Einbeziehung 

der  Störungen  folgende  Ephemeridenörter: 

Ms 

oS^  app. 
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Die  Sternpositionen,  bei  welchen  als  Autorität  Henderson 

angeführt  ist,  sind  den  in  »Memoirs  of  the  Royal  Ast.  Society«, 

Vol.  VIII,  publicirten  Meridiankreisbeobachtungen  der  von 

Henderson  benützten  Vergleichsterne  entnommen. 

Die  Abkürzungen  KM.,  DM.  bedeuten  Königsberger-,  be- 

ziehungsweise Dorpater  Meridianbeobachtungen.  Die  letzteren 

habe  ich  einer  vollständigen  Reduction  unterzogen,  um  auch 

die  mittleren  Fehler  der  Sternpositionen  zu  erhalten  und  daraus 

mit  Hilfo  der  von  Struve  angegebenen  mittleren  Fehler  der 

beobachteten  Differenzen  (ff —  *  die  mittleren  Fehler  der 

Kometenbeobachtungen  bestimmen  zu  können,  wie  dies  für 

die  Königsberger  Beobachtungen  von  Hessel  selbst  durch- 

eführt  worden  ist.  ßji  dieser  Gelegenheit  hatte  sich  heraus- 

gestellt, dass  als  scheinbare  Declination  des  Sternes  Nr.  17 

nach  den  in  den  »Ast.  Nachrichten«  veröffentlichten  Daten  an- 

zunehmen wäre  — 12°  13'  19J6,  während  Baranowski  aus 

demselben  Beobachtungsmateriale  zum  Werthe  — 12°13'25J9 

gelangte.  Da  durch  Annahme  ersterer  Position  die  Darstellung 

der  Kometenbeobachtung  in  kaum  zulässiger  Weise  ver- 

schlechtert würde  und  Baranowski  weit  besser  in  der  Lage 

war,  sich  authentische  Daten  zu  verschaffen,  habe  ich  den  von 

ihm  gegebenen  Werth  beibehalten  und  der  Beobachtung  das 

Gewicht  verliehen. 

Die  von  Henderson  in  Kapstadt  gemachten  Beobach- 

tungen der  Ein-  und  Austritte  von  Komet  und  Stern  habe  ich 

trotz  der  grossen  Unsicherheit,  mit  w  elcher  sie  behaftet  sind, 

unter  Berücksichtigung  von  Refraction  und  Eigenbewegung  in 

der  Weise  reducirt,  dass  jeder  Durchgang  des  Kometen  durch 

den  Ring  mit  den  Durchgängen  der  zugehörigen  Vergleich- 

sterne in  Verbindung  gebracht  und  hieraus  ein  einziger  Ort 

des  Kometen  abgeleitet  wurde.  Soviel  Durchgänge  des  Kometen 

daher  in  einer  Nacht  beobachtet  worden  .sind,  ebensoviele 

Kometenörter  wurden  zu  einem  Mittel  vereint  und  aus  den  Ab- 

weichungen der  Theilbeobachtungen  vom  Mittel  der  mittlere 

Fehler  der  Beobachtung  bestimmt.  Diese  (für  Rectascension  auf 

den  Parallel  reducirten)  Fehler  sind  in  der  nächsten  Tafel  ange- 

führt und  ergeben  als  mittleren  Fehler  der  fünf  Henderson'schen 
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Beobachtungen  0?38  und  17;8.  während  aus  der  Differenz  der 

Abweichungen  von  der  Ephemeride  und  der  angenommenen 

Ephemeridencorrection  für  den  III.  Normalort  die  Werthe  0f58 

und  18r5  folgen.  Die  grosse  Schwierigkeit  der  Beobachtung 

gegen  Ende  der  Sichtbarkeit  des  Kometen  erhellt  auch  daraus, 

dass  die  Theilbeobachtungen  mitunter  entschieden  auf  einen 

der  wahren  Bewegung  des  Kometen  entgegengesetzten  Gang 

hinweisen. 

Auch  die  Mailänder  Beobachtungen  wurden  neu  reducirt; 

die  Theilbeobachtungen  sind  jedoch  nicht  veröffentlicht,  so 

dass  die  mittleren  Fehler  nur  aus  den  Abweichungen  von  der 

Ephemeride  bestimmt  werden  konnten.  Dieselben  sind  für  die 

vier  Beobachtungen  0-4'J  und  ör5.  Verleiht  man  den  Mailänder 

Beobachtungen  das  Gewicht  1,  so  sollten  die  in  Kapstadt  an- 

gestellten Beobachtungen  das  Gewicht  0-5  für  Rectasccnsion 

und  Ol  für  Declination  erhalten.  Ich  habe  jedoch  das  Gewicht 

der  Declination  etwas  erhöht,  da  die  Gewichtsbemessung  nach 

der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bei  so  wenigen  Beobach- 

tungen zu  unsicher  wird,  um  so  grosse  Differenzen  in  der  An- 

nahme der  Gewichte  zu  rechtfertigen. 

Die  von  den  Stationen  Florenz  und  Padua  veröffentlichten 

Beobachtungen  gestatten  keinen  Einblick  in  die  Ableitung  der 

Kometenörter  und  mussten  daher  unverändert  beibehalten 

werden. 

Inghirami  (Florenz)  publicirte  seine  Beobachtungen  zu- 

gleich mit  den  Abweichungen  von  den  Ephemeriden,  welche 

aus  den  Santini'schen  und  Damoiseaif sehen  Elementen  ge- 
rechnet worden  sind,  woraus  man  schliessen  könnte,  dass  die 

Kometenörter  schon  geocentrische  Positionen  sind.  Da  aber  die 

Abweichungen  von  den  Ephemeriden  sehr  gross  sind,  ist  es 

wohl  ebenso  gut  möglich,  dass  er  nur  beiläufig  die  Ephemeriden- 

correction geben  wollte  und  die  Berücksichtigung  der  Parallaxe 

für  überflüssig  hielt,  wesshalb  ich  besonders  auc4i  in  Anbetracht 

der  Gepflogenheit  der  Astronomen,  Beobachtungen,  falls  nicht 

das  Gegcntheil  ausdrücklich  angemerkt  wird,  auf  den  Beob- 

achtungsort zu  beziehen,  die  Reduction  auf  das  Erdcentrum 

nicht  unterlassen  zu  sollen  glaubte.  Eine  Florenzer  Beobachtung 

habe  ich  ausgeschlossen  und  den  beiden  übrigen,  sowie  der 
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Paduaner  Beobachtung  dasselbe  Gewicht  beigemessen,  wie  den 

Henderson'schen  Beobachtungen. 

Der  Anzahl  und  zeitlichen  Vertheilung  der  Beobachtungen 

entspricht  am  besten  die  Annahme  von  drei  Normalörtern.  Die 

Abgrenzung  der  zu  je  einem  Normalorte  gehörigen  Beobach- 

tungen ist  oben  durch  Querstriche  gekennzeichnet. 

Die  Bedeutung  der  in  der  nächsten  Tafel  enthaltenen 

Werth c  ist  folgende: 

M  r_  Aa  cos  o;    M'  =  Ao. 

p  -=.  Gewicht  der  beobachteten  Rectascension. 

\P\ 

F  ;  Mittlerer  Fehler  einer  Rcctascensionsbeobachtung, 

abgeleitet  aus  den  Theilbeobachtungen  und  auf  den 

Parallel  reducirt. 

m  —  Zahl  der  zu  einem  Nonrmlort  vereinigten  Beobach- 

tungen der  Rectascension. 

V  m— 1 

E-
 

e 

M',  p'.  v' .  . .  beziehen  sich  auf  die  Declination. 

Bei  der  Gewichtsbemessung  tür  die  zu  den  ersten  zwei 

Normalörtern  gehörigen  Beobachtungen  sind  neben  den  Werthen 

von  F  auch  jene  von  v  berücksichtigt  worden,  da  constante 

Fehler,  welche  die  Theilbeobachtungen  beeinflussen,  in  den 

Grössen  F,  F'  nicht  zu  Tage  treten. 

Die  in  den  Columncn  F,  F'  angeführten  Werthe  von  s,  E 

sind  aus  den  Grössen  F,  F'  abgeleitet  unter  der  Annahme,  dass 

letztere  Beobachtungsfehler  darstellen,  deren  Summe  =:  0  ist. 

Die  aus  den  Werthen  von  F  und  r,  beziehungsweise  F' 

und  t/  abgeleiteten  mittleren  Fehler  befinden  sich  in  befriedi- 

gender Übereinstimmung. 
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Nr. F 

pM 

V 

/'
 

F'
 

p'M'
 

v'
 

P'
 

I.  Normalort 

1 
Ami 0'24 

4-0  1 00 

AI   ■  et 

4-0  18 0*5 

3-9 

1  (>0 —  3-7 

ii-,, 

2 
0*18 

-1-0 '036 
4-0-02 

09 
1  0 

o  •  00 
—  o-o 1  0 

3 A  .  1  A 0"  10 ■  A  •  1  1  A 
4-0"  140 4-0  18 

A  .  1 0  1 1  o 

+- 

4h  3  1 
A  .  O 
0-  b 

4 017 
-0-003 

-o-ii 

0-7 2-7 

4- 

2-45 

4-  4  4 
05 

5 0-11 
-0-108 

-0-14 

0-9 
1  -4 

— _ 

2-10 

—  2-9 
0-9 

0 0.09 4-0 • l 40 
)  0'18 

0-7 1  •  2 1  -40 —  2*0 

1  -o 7 0  09 
— 0- 1 19 —  0-  19 

0-7 
13 

4- 

1  •  50 

4-  0-9 
1  -o 

8 0-  13 
4-0-070 4-  0 '  05 ro 

20 
1  •  70 

—  3-9 0-5 

9 
0-17 

4-0  027 4-0-01 0-9 2-7 

4- 

0-90 

4-  0  4 1  0 
10 

0-  12 
4-0*040 

4-0.02 

1  -o 

0-9 

1  •  10 
—  1-7 1-0 

1  1 0-  13 
-»-0-020 000 

1  -o 

1  9 

4- 

2-96 

4-  3-1 

08 

12 0-08 —0-070 
-0-09 

10 1-2 

4- 

2-70 

4-  2-2 

ro 

[pM] 
[P\ 

-1-0  021 

4- 

1 i .  f>5 

s 0.15 

0-11 
2-1 23 

E 0-04 
0-03 

0-6 

0-7 

II.  Normalort 

13 
0'07 

-0-040 
-0'04 

1  -o 

1*0 

lr00 

4-  lr7 

1-0 

1-1 

0-06 
0-000 0-00 

1  -o 

1-0 1  -40 

4-  1-3 

1-0 
15 

0-08 -0-160 
-0-32 

0-5 

0-9 
3-80 

—  1-1 

1-0 
16 

o-ii 
4-0-070 4-0-07 

1  -o 
1-8 

0-42 

4-  2-1 

0-7 

17 
0-13 

f-0-098 4-0- 14 0-7 1-4 

1-80 

4-  0  9 10 
18 0-09 -0-020 

—0-02 

1  -o 
14 

0-35 

4-  2-0 

0-5 

19 

o-ii 

-f-0-010 -(-0-01 

1-0 

1-7 

—  31 
0-7 

20 
0- 1 1 — 0- 192 

-0-48 

0-4 l 
4-40 

—  G-l 0-5 

21 0  12 4-0- 140 4-0  20 0*7 1-4 

0-88 

4-  1*6 

0-8 

22 
016 4-0-126 

4-0- 18 0-7 2-1 

3-52 

-  1-7 0-8 

[pM] 
[p] 

4-0  004 
2  •  70 

t 
0-10 

0  15 
2-1 

21 
n 

0-03 

005 0-8 
0-8 
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Nr. F 

pM 

V P 

F'
 

p'at 

v'
 

F 

III.  Normalort 

23 — 
— 0'770 -0*57 

1-0 

1 
- 

— 14!40 

4-  4!4 

1-0 

24 — 
4-0-220 4-0-64 0-5 

—  1-62 

4-12-3 

0-25 

25 — 
+0*220 4-0-42 ro 

—25-90 
—  7-1 1-0 

26 
—0-110 

4-0-09 
1  -o 

—  18-50 

4-  0-3 
1  -o 

27 
— —0-060 

4-0-14 

1-0 
— —  10-80 

4-  8-0 

1-0 

29 0'16 4-0 ' 125 4-0-45 0-5 

25T0 

—  8-25 
—  14-2 

0-25 

30 
4-0* 135 4-0*47 0-5 4-  2  -  22 

4-27-7 

0-25 

31 
—0-435 —0-67 

0-5 

—  4-47 

4-  0-9 

0-25 

32 

33 

0-51 

0-25 

—0-605 

—0-245 

-  roi 

-0-27 
0-5 

0-5 

8-  0 

9-  0 

—  10-45 

—  10-77 

-23-0 

-24-3 

0-25 0-25 

34 0-24 
4-0-060 4-0-32 

0-5 
13-0 

4-  0-22 
4-19-7 

0-25 

35 0-42 —0-170 
—0-14 

0-5 

18-0 

—  10-02 -21-3 

0-25 

[PM] 
[p] 

—0-204 -18-79 

c 0  40 

9-1 
E 

0-  14 3-7 

Die  Summe  der  Gewichte  ist  für  den  ersten  Normalort  10, 10; 

für  den  zweiten  8,  8  und  für  den  dritten  8,  6. 

Die  zu  dem  mit  Berücksichtigung  der  Gewichte  abgeleiteten 

Mittel  der  Beobachtungszeiten  gehörigen  Abweichungen  sind: 

1832 Aa  cos  5 

'  1832 

AS 

October  28-64 

November    25 -22 

Deccmber  26-79 

4-0 '021 

4-0-004 
—0-204 

October  28*35 

November  25-13 

Deccmber    25 -85 
i 

4-  0r55 —  2-70 

—  18-79 

Es  erübrigt  noch,  die  Abweichungen  für  beide  Coordinaten 

auf  denselben  Zeitpunkt  zu  beziehen,  wofür  die  Momente 

October  28-5,  November  25  0  und  December  26  0  gewählt 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  C1.J  CVlf.  Bd.,  Abth.  II.  a  27 
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worden  sind.  Da  diese  Zeiten  von  den  oben  angegebenen  nur 

sehr  wenig  verschieden  sind  und  die  zu  je  einem  Normalort 

vereinigten  Beobachtungen  zeitlich  nicht  weit  von  einander  ab- 

stehen, so  genügt  es,  die  Reduction  in  der  Weise  auszuführen, 

dass  man  der  Ephemeriden-Correction  AacosS,  beziehungs- 

weise A5  die  Form  a  +  bt  gibt.  Die  Constanten  a  und  b  werden 

für  jeden  Normalort  aus  der  Bedingungsgleichung 

Zp(M—a—bt)*  —  Minimum 

erhalten.  Nimmt  man  die  zu  den  Normalorten  gehörigen  Zeiten 

als  Ausgangspunkte  für  die  Zählung  der  /,  so  stellt  a  die 

gesuchte  Ephemeriden-Correction  dar.  Hiefür  ergab  sich: 

1832 Act  cos  l Aa A3 

+0*022 

0  000 —0-187 

-M>J34 
o-oo 

—3-11 

-h  0?57 —  265 

—18-95 

Durch  Anbringung  dieser  Correctionen  an  die  auf  das 

mittlere  Äquinoctium  1832-0  bezogenen  Ephemeridenörter 

werden  die  Positionen  des  Kometen  folgende: 

1832                1  Jp 
1*320 

18» -t) 

144°  47'  6*59 

179    39  21*38 

207    30  41-80 

-»-14°    5'  26r01 

—  11      9  47-58 

-25    40  4-83 

Störungsrechnung. 

Die  Coordinaten  der  störenden  Körper,  und  zwar  helio- 

centrische  Länge,  Breite  und  Radiusvector  sind  bis  zum  Jahre 

1830,  in  welchem  das  »Berliner  Jahrbuch«  mit  der  Veröffent- 

lichungausgedehnter Planeten-Ephemeriden  den  Anfang  machte. 
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ausnahmslos  den  entsprechenden  Tafelwerken  entnommen  und 

auf  das  Aquinox  1830-0,  das  dergesammten  Störungsrechnung 

zu  Grunde  liegt,  bezogen  worden.  Die  Coordinaten  Jupiters, 

gerechnet  von  Herrn  Coniel,  lagen  bereits  vor.  Die  Örter  des 

Uranus  habe  ich  aus  Newcomb's  Tafeln  in  Intervallen  von 

160  Tagen,  die  der  übrigen  Planeten  aus  Leverrier's  Tafeln 

berechnet  Für  Mercur  wurde  ein  Intervall  von  5  Tagen  ein- 

gehalten und  auf  die  Störungstafeln  keine  Rücksicht  genommen. 

Die  Örter  der  Venus  sind  von  10  zu  10  Tagen  berechnet  worden 

unter  Einbeziehung  aller  grösseren  Störungen  durch  Erde,  Mars 

und  Jupiter,  so  dass  die  Fehler  2",  respective  2  Einheiten  der 

fünften  Decimalstelle  kaum  übersteigen  dürften.  Der  Fehler  der 

Erdörter  ist  noch  geringer,  da  von  den  planetarischen  Störungen 

nur  die  kleinsten  Glieder  vernachlässigt  worden  sind.  Die 

Coordinaten  des  Mars  wurden  bis  zum  Anfang  des  Jahres 

1832  in  Intervallen  von  20  Tagen  mit  Vernachlässigung  der 

Störungen  abgeleitet;  von  1832  Februar  10  bis  1833  Jänner 

15,  während  welcher  Zeit  der  Komet  diesem  Planeten  sehr  nahe 

kam,  wurde  das  Intervall  auf  10  Tage  gekürzt  und  allen 

nennenswerthen  Störungen  Rechnung  getragen. 

Die  örter  des  Saturn  wurden  bis  1830  Februar  20  in  Inter- 

vallen von  80  Tagen  berechnet  und  alle  Störungsglieder  ein- 

bezogen, deren  Coefficienten  S,  C  Indices  besitzen,  welche 

kleiner  sind  als  6.  Es  erscheinen  sonach  die  von  mir  berech- 

neten Planeten-Ephemeriden,  welche,  die  Mercur-Ephemeride 

ausgenommen,  bis  zum  Jahre  1805  zurückreichen,  mit  einer  für 

Zwecke  der  Störungsrechnung  vollkommen  ausreichenden 

Genauigkeit  bestimmt. 

Die  Störungen  wurden  nach  der  Methode  der  Variation 

der  Constanten  berechnet.  Die  erste  Rechnung,  welche  sich 

noch  auf  das  Elementensystem  Hubbard  —  Baranowski 

gründete  und  nur  die  Planeten  Erde,  Jupiter  und  Saturn  um- 

fasste,  hatte  vornehmlich  den  Zweck,  die  hauptsächlichsten 

Störungen  zu  bestimmen,  um  mit  Hilfe  derselben  die  Erschei- 

nungen des  Kometen  in  den  Jahren  1826  und  1832  aufeinander 

beziehen  und  daraus  verbesserte  Elemente  ableiten  zu  können. 

Störungen  und  Elemente,  bezogen  auf  das  Aquinox  1830-0, 

ergaben  sich  wie  folgt: 

27* 
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Störungen 

von  1832  Novcmhcr  25-0  hi* 
1826  April  2  0 

LlemenU 

1832  November  25*0 

IL  ...  +  2°  20*  53' 
All  ...  —0     5  21 

A<>  ...  +3    18  19 

M  ...  -f-0  20  38 

A'f  ...  —0  24  33 

L. 
II 100°  47'  35* 109  57  34 

248   12  32 

13    13  21 

48  42  25 

Aa  .  .  .  —  5?80 533r75oü8. 

Mit  diesem  Elementensysteme  wurden  nun  die  Störungen 

durch  alle  grossen  Planeten  mit  Ausnahme  von  Mercur  und 

Neptun  bestimmt  und  hierauf  die  beiden  Erscheinungen  des 

Kometen  neuerdings  verknüpft.  Das  Resultat  dieser  Arbeit  war: 

Diese  Elemente  wurden  zur  Neuberechnung  der  Störungen 

durch  Jupiter  und  Saturn  für  den  Zeitraum  1832  Februar  10 

bis  1826  Februar  21  benützt.  Da  dieselben  von  obigen  nur  sehr 

wenig  abweichen,  und  zwar  am  meisten  (um  4?0)  für  die  Ände- 

rung der  Knotenlänge  durch  Jupiter,  beziehungsweise  der 

mittleren  Länge  (um  0:3)  durch  Saturn,  wurde  eine  neuerliche 

Bestimmung  der  Störungen  durch  die  übrigen  Planeten  unter- 

lassen. Zu  Beginn  des  Jahres  1832  sind  die  aus  obigen  Ele- 

mentcnsystemen  gerechneten  Difterenzialquotienten  der  Stö- 

rungen einander  noch  so  nahe  gleich,  dass  von  Februar  an  die 

Wiederholung  der  Rechnung  auch  für  Jupiter  unterbleiben 

konnte.  Schliesslich  wurden  noch  die  Störungen  durch  Mercur 

ermittelt.  Bei  der  Kleinheit  der  durch  Uranus  verursachten 

Störungen  konnte  die  Wirkung  Neptuns  unbedenklich  ver- 

nachlässigt werden. 

Um  einen  Überblick  zu  geben  über  die  Fehler  der  Elemente, 

aus  welchen  die  Störungen  berechnet  worden  sind,  werde  ich 

\L  ...  -+2°  22'  V7 

Afl  .  .  .  —0  5  25-4 

Ali  ...  4-3  18  45 -4 

A/  ...  +0  20  41  r» 

A-f  ...  —0   24  35-0 

L.  .  .  109°  47  '  22?3 

II  .  .  109  57  21  •  1 

o. . .  248  12  13-3 

/  . . .     13    13    19  7 

48  42  25-1 533- 78(524. 
Aa  ...  —  58388 

_ 
Digitized  by  Google 



Bahnbestimmung  des  tiiela'schcn  Kometen.  390 

die  dem  FJementensysteme  I  unter  Einbeziehung  aller  auf  die 

später  angeführten  Newcomb'schen  Massenwerthe  reducirten 

Störungen  1  entsprechenden  Elemente  in  Intervallen  von  80 Tagen 

hier  folgen  lassen,  zugleich  mit  der  Grösse  D,  durch  deren  alge- 

braische Addition  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegten 

Elemente  erhalten  werden. 

.Die  Differenzen  D  sind  für  die  Zeit  1820  März  13  bis 

1832  Februar  10  nicht  bedeutend  und,  da  die  mittlere  Anomalie 

nahe  richtig  angenommen  worden  ist,  ausnahmslos  Grössen 

von  derselben  Ordnung,  wie  die  Fehler,  mit  welchen  die  aus 

den  Beobachtungen  der  beiden  Erscheinungen  des  Kometen 

gerechneten  wahrscheinlichsten  Elemente  noch  behaftet  sein 

können.  Sie  rühren  daher,  dass  die  Ermittelung  der  Störungen 

durch  Mercur  und  der  Übergang  auf  die  Newcomb'schen 

Massenwerthe  erst  nach  Abschluss  der  übrigen  Störungsrech- 

nung stattfanden  und  auch  in  den  Sternpositionen  und  in  der 

Anordnung  der  Normalörter  für  1826  nachträglich  kleine  Ände- 

rungen eintraten. 

Die  zwischen  1830  Juli  30  und  October  18  stattfindende 

Unterbrechung  des  regelmässigen  Verlaufes  der  Werthe  von  D 

hat  darin  ihren  Grund,  dass  die  Störungsrechnung  nach  rück- 

wärts geführt  wurde  und  die  durch  die  letzte  Rechnung  er- 

haltenen Mehrbeträge  der  Störungen  während  der  Jupiternähe 

des  Kometen  erst  von  October  18  an  berücksichtigt  worden 

sind.  Während  von  1820  Februar  21  bis  1832  Februar  10  die 

vom  Orte  des  Kometen  und  des  Jupiter  abhängigen  Thcile  der 

Üifferenzialquotienten  der  Störungen  durch  Rechnung  mit 

6  Decimalstellen  bestimmt  wurden,  ist  die  frühere  Störungs- 

rechnung, aus  welcher  die  Störungen  von  letzterem  Datum  an 

bis  1833  Jänner  lö  durchwegs  beibehalten  wurden,  mit  5  Stellen 

geführt.  Die  Fehler  der  angenommenen  Elemente  sind,  wenn  M 

und  o)  an  Stelle  von  L  und  \\  gesetzt  wird,  nur  für  ß  ziemlich 

gross;  ihr  Eintluss  auf  die  Störungsbeträge  ist  jedoch,  so  lange 

dieselben  überhaupt  klein  sind,  wegen  der  geringen  Neigung 

der  Kometenbahn  ganz  unerheblich. 

1  Die  Störungen  durch  Mercur  wurden  mit  Ausnahme  des  durch  das 

Doppclintegral  dargestellten  Thcilcs  der  Variation  der  mittleren  Länge  bei  dieser 

Rechnung  vernachlässigt. 
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402 J.  v.  Hcppcrger, 

Die  folgenden  Tafeln  enthalten  die  DifTercnzialquotienten 

der  Störungen;  dieselben  sind  für  alle  Planeten  mit  Ausnahme 

Jupiters,  für  welchen  eine  solche  Genauigkeit  grossentheils. 

nicht  erzielt  werden  konnte,  in  Einheiten  der  vierten,  respective 

fünften  Decimalstelle  ausgedrückt,  damit  allfälligc  Correctionen 

mit  grösserer  Sicherheit  angebracht  werden  können. 

Mercur. 

m 

0"  M.  Z.  P. 

5« 

dt 5 

dL 

dt 

di 
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Bahnbesümmung  des  Bielaschen  Kometen. 403 

0k  M.  Z.  P. 

5* 

dt 
5 

di 

5  

di 

5  

dt 
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di 

* 
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0"  M.  Z.  P. 
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Bahnbestimmung  des  Bicla'schen  Kometen. 
405 

0*  M.  Z.  P. 
da dt 

dL 

5 
di 

di 

5  

dt 

dQ dU 

5  

dt 

dy 

5  

dt 

0-00 

0r0 O'O 
0*0 

O'O 
O'O 

löi/  Juni  lo 
-  I_U 

49o 

-  eis 
11» 

13/  ( -      lo  1 

091 

-  083 -  224 
125 

628 
305 

26 056 ♦  197 184 107 480 

-  348 

027 +  355 134 
081 +  325 

331 

'/(l  827  Juni  23 -5) 

-0? 00641 
-0J4017 -0*0010 

-0'0016 
+0*0694 

+0M629 

«/( 1827  Juni  26-0) 
+2 '04434 

[/* ist  das  Anfangsglied  der  ersten,  '[/"das  der  zweiten  sum- 
mirten  Reihe;  obige  Werthe  entsprechen  den  für  1827  Juni  25  65 

geltenden  Störungsbeträgen. 

Die  Störungen  in  der  Zeit  zwischen  1827  Juni  25*65  und 

1831  November  15*00  wurden  nach  den  in  meiner  Abhandlung 

»Integration  der  Gleichungen  für  die  Störungen  der  Elemente 

periodischer  Kometen  von  geringer  Neigung . . . « (diese  Sitzungs- 

berichte, Bd.  99,  Abth.  IIa.  Jänner  1890,  Wien)  gegebenen 

Näherungsformeln  berechnet.  In  der  Nähe  der  Anschluss- 

stellen wurden  die  Störungen  sowohl  durch  directe  Integration, 

als  auch  durch  mechanische  Quadratur  ermittelt,  wobei  sich 

eine  ganz  befriedigende  Übereinstimmung  der  Resultate 

ergab. 

Die  folgende  Tafel  gibt  für  die  angegebenen  Epochen  die 

Störungen  der  Elemente  von  der  Osculationsepoche  (1832 

November  25-0)  an  gezählt,  so  dass  die  direct  berechneten 

Störungsbeträge  für  jedes  Element  durch  die  erste  Differenz- 

reihe ausgedrückt  werden.  A2jx  bedeutet  die  durch  Änderung 

von  jj.  bewirkte  Änderung  der  mittleren  Länge  des  Kometen. 
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Bahnbestimmung  des  Uiela'schen  Kometen. 
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Die  Störungen  der  Elemente  für  November  15  00  ergeben 

sich  durch  mechanische  Quadratur  der  in  folgender  Tafel  an- 

geführten Differenzialquotienten  der  Störungen,  wenn  der  ge- 

wählten Osculationsepoche  entsprechend  als  Anfangsglieder 

der  summirten  Reihen  genommen  werden: 

!/*(1832  November  23-5)  =  +0*00018,  +0?0047,  +0*0006. 

=  -»-0  0023,    +0  0052,  — 0-003Ö. 

•[/•(1832  November  26-0)  —  +0*00005. 
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Bahnbestimmung  des  Biela'schen  Kometen. 

409 

0k  M.  Z.  P. 

52 

dt 
5 

dL 

~lt 

5 
di 
dt 

_  ,/Q 

5  

dt 
5 

£
0
 

dt 
0 

dv 

~dT 

0!00 
O'O 0;0 0?0 0T0 0 

1832  Juh 9 213 - 1 15 
041 

456 551 — 
286 

164 - 238 037 
382 

271 — 292 
19 109 277 029 

276 
+ 058 249 

062 - 
275 020 

179 
- 089 191 

29 023 - 256 
012 

099 - 179 _ 133 

- 009 - 231 + 
005 

037 
242 079 

August 8 037 - 205 - 002 +  014 287 _ 026 

1 - 063 - 
177 

- 008 056 321 
026 

18 - 090 - 148 - 
015 093 

- 349 
083 

i - 120 — 113 — 022 126 - 370 145 

28 - 153 - 
067 

- 030 156 — 
380 219 

- 189 - 003 - 038 181 - 
369 

306 

Sept. 7 - 223 091 - 045 
193 

- 315 

397 - 237 221 - 046 178 — 180 
466 i 

17 - 194 
371 033 

116 + 
071 

440 

- 
064 

469 - 003 +  008 391 + 238 

27 + 114 
429 

+ 
034 

-  092 

606 094 
i 
1 236 278 055 

-  125 

592 
361 

Oct. 
- 
7 268 119 055 

-  103 

435 
_ 464 

245 009 044 
064 

264 
452 

17 205 - 
055 031 

-  032 

131 393 
165 090 019 012 

037 
_ 

325 
27 129 - 110 010 

-  001 
- 029 262 

099 - 122 + 002 +  001 - 
075 

204 

Nov. 6 071 - 
130 

- 
004 

004 

- 1 10 149 
1 044 — 

137 
- 010 

-  014 

135 
094 i 

16 + 014 145 014 

-  031 

157 _ 
033 

023 152 018 053 

171 

+ 

041 1 26 1  CO 
158 

021 
-  082 

1  i  4 
139 

139 
155 023 

115 155 274 

Decbr. 6 231 131 
021 

144 091 
453 

336 
061 

016 
146 + 

049 
654 

16 408 076 

006 

-  083 
271 777 

365 248 + 
002 

+  049 
4SI 

671 26 199 
365 + 

003 
178 

533 • 328 

i 014 377 
001 

226 
418 

034 

1833  Jänner 5 108 
325 

005 203 250 260 

r 
163 257 

007 
155 

105 
354 

15 

• 
181 + 

i 

191 007 *  109 
005 

r 

372 



410 J.  v.  Hepperger, 
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- 

: 1  9  A. 

April 
2 »867 462 

4742 
816 

22 1470 1203 

4024 1626 

Mai 12 3388 2081 
2.>72 

2554 

Juni 1 1608 3028 

545 
3484 

21 + 

5  »;> 

3896 

1576 4236 
Juli 1 1 2455 4452 

31  12 4466 

31 3539 4197 

3773 3650 

August  20 ♦ 
0*03842 +0-2881 

-0 

293 
247 

181 

109 
40 

6 

1 34 

99 

182 
268 

339 

380 
388 
360 

291 
174 

10 
dii 

~d7 

0J0310^0?0044  -0 

10 
d\\ 

~dT 

d% 

10  — 

dt 

345 

610 

779 

805 
664 

364 56 

532 

992 

1 369 

1612 
1697 

1631 

1448 
1185 

854 

455 
-0-0006  +0-0013 

-0 

'23681+0 

1488 
550 
397 

1332 

2245 

3094 

3815 
4331 

4570 

4480 
4043 

3282  - 

2°72 

1108 

126 
1408 

2704 

3940  -0 

■4073 

4518 

4762 
4840 

4773 

4548 
4132 

3505 
2670 1660 

533 
636 

1757 

2733 
3468 
3888 

3968 

3748 

•3288 

0»  M.  Z.  P. 

d:i 

20* 

dt 
dL  \ 

20  — 1826  Juni  21 -  0*02179 ♦0*7702 

Juli        1 1 9820 
S904 

31 

14157 8394 

August  20 
1 5368 

5763 
Sept.  9 

13981 +  1884 

29 10124 
-  2435 

October  19 +  4540 

-  6439 

Nov.  8 1535 

-  9231 

28 
• 
1 

6704 
-    992  7 

20 

di Iii 20 

dü 

~di 

776 
2895 583 
1707 

1  1 + 26 
841 

1618 

1627 2565 

2008 
2585 

1764 
1835 

870 
_ 

718 

dB 
20 

dl 

dy 

20 
*// 

+0*6563 

-0*3513 

*  2217 
-  6936 

-  2815 -  7936 

-  7879 
-  6575 

11553 

-  3702 
-1-2447 165 

1  0131 +  3058 -  5068 

5011 *  1494 

5261 

1 
i 

Digitized  by  Google 



ßahnbestimmung  des  Biela'schen  Kometen.  4  1  1 

o»  M.  z.  p. 
• 

dp. 

20'  -  - .// 20 

AI 
At 20 

(II 

dt 
20 

dü 

~dT 

/II if  1 1 

20 

Hl   __ 

dz 

20  —  ! <// 
■ •   1 

1820  Dechr. 

~— ■ 

18 
0*09723 

-0' 

7980 

-0" 

0400 

*0?0291 +0J7744 

+0 

"3082 

1827  Jänner 7 9882 - 3583 — 

1803 
831 

l • 1741 

"47 

27 
7283 2419 — 2074 

Kl  3 

l • 2328 

3759  1 
Februar 10 2841 8282 - 

2718 
435 

9205 

0157 

März 8 204  7 r 2305 
- 1883 * 49 ♦  3482 

28 Ö0ÖS r 3430 - 

410 

— 

41 

-  3027 

: 47M4 

April 
17 8122 

i  • 

1051 124  1 + 209 

-  8470 

1 306 

Mai 7 8008 5734 

2010 

854 

-1*1454 

'»0O5 

27 6039 - 1204 3257 
1409 l  1251 VI  84 

Juni 
10 

+■ 

202« » 

8235 2942 1509 
-    793 1 

7040 

Juli 6 
1288 32  SO 

1088 

4- 

1003 

-  2394 

093 1 

20 
4053 

i  • 

4804 183 - 132 

-  3708 
3850 

August IS 6559 

-r 

2014 2099 - 
1703 

8072 74  1 

Sept. 4 0513 
— 5459 : 3414 — 3000 

l -0771 

5  3  SS 
24 4035 

3028- 

0935- 

3000 

— 

3000,  0-9460 
29381*  5330 

_ 8501 

Octobcr  14 1594 2702 _ 

ODO'* 

Nov. 3 ♦ 
1008 

i-
 

5900 
_ 1002 _ 

11  45 
.81 

073*! 

23 4207 l 8696 + IO05 1300 5354 

•»•1ü.> 

Dccbr. 
13 

5012 

i- 

2939 283  1 3071 
-  8734 ''78"« 

1828  Janner 

•> 

5470 f 5628 3788 5195 9482 
f  —  «TV./ 

22 3953 
— 3404 

3030 
5254 

7475 
070S 

Februar  1 1 + 1477 

-l- 

1770 
2372 3598 3324 

März 2 1302 

-i 

7028 324 
515..  1712 

Ol  1  n 

22 
3021 

l  • 

7397 
1891 

3130 

0052 

f. 

081 

April 
1 1 4839 

i  • 

2490 3550 
0130  8290 

">  i  sr> 

.  >  1  DU 

Mai l 4054 — 3084 4093 7350 
7755 : 

21 — 
3200 

0300 
3348 

0247 
4772 

1  ()'>J 

Juni 
10 

990 

i« 

4055 1585 3005 i  409 
et  i  'tri 

30 134  i i 8855 
020 

> 1253 3710 

L. 

4518 
Juli 20 

32 1 0 
l 7881 2020 5433 

-  8520 

]  137 

August 9 

4I9<  i 

l 2024 3849 8222 

-  7222 

7 ÄRA 

29 
4094 f 2790 

304  1 
8089 

-  5700 

1 

•0732 

Sept. 18 2908 7410 2850 0484 

-  2483 

1 1338 
October 8 1097 

-1- 

5716 + 
871 

♦ 2030'  1418 8518 

28 1029 

-l 

9550 1423 

3422 

4713 

«v 

2956 

Nov. 
17 

2827 

-i  ■ 

7547 3291 
8134 0281 

3084  | 

Decbr. 7 3800 

-i  • 

0109 4113 

-l 

0440 
5023 

9270  ' 

27 3727 

4» 

303 3030 
9470 

v  3004 

-1 

1994 

1829  Janncr i« 

• 

0  02077 i 0001 

-0 

2054 
5495 

1 

0  0403 

1 

1 

•  1055 

Sitzb.  d  mathem-naturw  €!.:  < Ml.  HJ..  Abth.  II.  a.  •  28 



412 J.  v.  Hepperger, 

0"  M.Z.P. 
d'X 

202  -1 
di dt 

dL 

20-  — 

dt 

20 

di 

dt 

dil 

2»  i 

dl 

o 
d\\ 

0 
dl 

dz 

20  — 

dt 

IS'"}  Fubruar  5 
0? 00091 1J7915 

♦0*0100 +0*0275 

-0?3563 
-0T6S47 

25 

877 
2  0145 2 1 69 6104 

- 
5411 

«585 

Marz       1 7 
i 

2480 

1 • 685 1 

5567 1 

•0289 

- 5430 +  5666 

\nril  fi 
347>6 »  8922 3910 

1 

•  1  ">57 

— 
3671 

1 -0438 

"»6 

3572 
-     1 558 3093 

9363 
720 

1-2236 

Mai         1  fi 2779 

1  -1774 

I- 

1333 + 4132 • 
2463 

1-0416 

1  II  n  i  t\ 1247 1  8)166 - 852 — 

2705 
4760 

+  5362 

634 
-2  0019 

— 2771 — 9002 
5323 

-  1447 

J  LI  1  1                   l  %J — 2350 1  5295 — 3797 

-l 

•2621 

3917 

-  7845 

\  Mir  Ii  st  4 3431 5985 — 3612 

-1 

•2284 

+ 1068 

-1-1783 

24 
3597 

►  4999 — 2324 — 
8090 

- 2175 

-1-2074 

Sept.      1 3 
283») 

1 • 4390 
— 390 — 1390 - 

4665 

-  8771 

1367 

1 • 9632 
1583 5706 - 

5577 
-  2984 

446 

1 • 9435 
3032 1 

•  1 298 

4622 t    358 1 

Xnv         1 2 2  1 7  i 1  3938 3567 1 

•  3598 

- 
2087 

9094 

Hi'i-hr  *> 
i  'i-  cm.  — 3410 +  4591 3047 1 

•1884 

+ 1254 

1 -2004 

—  — 
3801 6104 ♦ 1617 + 

6454 4320 

1 • 1 398 

i    i  fl-iii    Piiim  r     I  1 i  o. v  >  j <ii i iic r  ii 3184 

1-5098 
- 299 1223 

6020 
7333 

31 
1658 

1 ■ 9635 

- 
2101 

8784 5644 ♦  974 

Februar  ''() 
1    tl'l  UUl  —VI 392 

1  8241 - 3205 

-1 

•3718 

+ 
3201 

-  5675 

\liir7  12 
2393 

1-1 382 
— 3272 

-1 

•4340 

- 
507 

-1-0474 

•\oril  I 
.  \  y  1 1 1  i 

3779 1291 - 2333 

-1 

"57-' 

— 4194 

-1-1 964 

2 1 417f) 
♦  8946 744 3420 - 

6600 

-0-9841 

\1ni            1  1 .»IUI               1  1 3482 

1 -6457 

f 975 + 4598 
- 

6935 

-  4918 

O  1 1870 1  933(5 2324 1 

•  1234 

— 

5066 ♦  1287 

luni  °0 J  U  1 1 1              —  VI 4 

286 

1  »3955 2946 1 

•4607 

— 1502 
7019 

luli  10 Juli  IV 2472 9998 2689 1 

•3<i91 

+ 2737 

1 -0690 

41  14 +  310 1644 8595 
6349 

1 • 1227 

August  15» 4708 9430 t 
126 

+ 

»179 

8091 
8400 

Sept.  S 

3*>83 -1  6356 1381 7640 7210 
*    30 1 2 

28 
2053 

-1  8340 
2398 

-1 

•  3657 

3821 3238 

Octobcr  18 517 

1 -4833 

2613 
l 

•5345 

1026 8327 

Nov.  7 3135 

-  7080 
2014 

-1 

•2208 

5728 

-1 -0680 

27 4908 ♦  2446 
858 5378 

8749 -  9727, 

Decbr.  17 5402 
1 • 0989 

* 

451  »■ 

2926 9147 

-  59öS 

1831  Jiinner  0 4471 1  6326 1519 l 

•0223 

6799 

631 20 
2308 

1 • 7200 

2066 . 

•4454 

2332 

f  4695 
Februar  1.1 598 

l  3524 1978 l 

•4415 

3030 8541 

Mära  7 

1 

3524 +  6304 
+0?1317 1 

•0026 

7735 
9830 

I 
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» 

Bahnbestimmung  des  Biela'schen  Kometen. 

413 

0*
 

M  Z.  P. 

202 

dt 
20 

dL 

dt 
20 

di 

di 

20 

dQ 

di 
20 

dl 

d'L 

20  
r 

di 

1831 März  27 0*05046 

-0J2507  +0T031o'+0" 

2475 

1 J0274 

05
 

8169 

April      1 8 6258 

-1  ■ 
0413 - 710 — 5947 9664 

+■ 

4052 

Mai  6 5038 

-1- 

5099 — 1416 

-1 

2496 

5902 
1 193 

26 
+ 2232 

-1  • 

5247 
- 1606 

-1- 

49'.)2 
f  98 5834 

Juni  15 — 1372 

-l 

1056 — 1282 

-1  • 

2707 

-  5887 8408 

Juli  5 - 4771 — 3908 - 622 — 0577 1  0191 8219 

25 - 6989 
+ 3930 

112 
1 263 

-1  1524 

5565 

August  14 
- 7429 

1  • 

0406 687 8385 

-  9565 

14'-'  2 Sept.  3 
— 5917 1 3979 966 

1  • 

2778 

-  4869 

+ 2900 

23 
- 2723 1 3908 920 

1 3305 

-  1325 
6152 

October  13 1445 

1  • 

0369 618 

9883 
7348 

Nov.  2 5514 + 4375 + 197 + 3538 1  1424 6386 

22 8281 2431 183 3747 1  2195 + 
3388 

Dccbr.    1 2 8780 8170 399 9604 
9259 

522 

1832 Jänner  1 6669 

-1 

1313 
413 

1 2159 
*  344(i 

_ 3964 

21 2419 

-l 

1195 279 

-1  . 

0770 
-  3452 

5762 

Februar  10 2838 8171 108 6229 

-  9316 

5396 
März  1 7708 

3330 2 
296 

- 1 • 2508 

3136 

21 

o- 

■ 
10968  +0 1986 

-o- 

0010 

+0 

5046 

-1-2296 

0164 

0k
 

M.  Z. 
P. dn 10-'  -  — 

10 

41 

dt 
10 

,// 

~dT 

./«.» 

1" 

dt 

rfO 

10  - 

dt 

10  
' 

dt 

1 832 Februar  10 oroo7:o 

o«
 

40X6 

-0  0054 
0*31 14 0*4658 

0*2998 

20 1351 2947 21 

-  1054 
565  8 

2230 

Marz 1 1927 1 

1  IS 

6254 

156S 
1 1 

2400 
325 • 4 1281 

641«. 

77"» 

21 2742 993 5 2f>23 

-     Ol  IS 

S2 

31 
2932 

22  IS 

£0 

3491 

$'480 

»31 

April 
10 

295s 
3282 

54 

4125 Wll 1703 
20 2816 4131 

85 
4390 

3199 
233J 

30 2504 4719 1  I  1 
HM 1751 

27o:: Mai 
10 

2024 
5019 

3935 212 3952 

20 
1391 5031 

132 
3283 

.  1334 
3879 

30 0-00632 

o- 

17S! 

-o- 

17 
o  2429 

0-  2791 IV»  2546 

28* )igitized  by  Google 



414 J.  v.  Hcpperger, 

0"  M.  Z.  P. 

10» 

dt 
10 

dL 
~dt 

10 
dt dt 

10 dSl 

~dT 

,/n 

10  

dt dt 

1832  Juni  9 + 0*00207 

0! 

1310 

-0- 

0082 
0- 1445 0f4062 

0M98I 
19 1070 3664 

— 
28 

+ 416 5048 

1230 

29 1897 2892 + 44 - 
560 

5675 + 
354 

Juli  9 2630 
2043 

125 - 1392 5898 - 
571 

19 3218 1 172 
209 — 

2008 
5712 1466 

29 
3018 

+ 
329 284 - 

2363 5145 2249 

August  8 3802 443 
341 - 

2443 

4262 
— 

2850 
18 3758 

— 
1  107 

371 - 2274 
3156 - 3215 

28 3491 
— 

1641 368 - 
lyiw 

1930 - 3310 

Sept.  7 
3020 

*• 

203  t 331 - 1425 ♦  695 - 
3131 17 

2380 
— 2284 262 910 4  42 2696 

27 

1618 
2404 168 

441» 

-    1 396 
2049 

Octobcr  7 f 787 

2408 
+ 

61 

115 

-  2098 

1249 

17 55 — 2321 — 45 + 47 

-  2518 

371 27 
855 

— 
2168 — 

136 
+ 

20 -  2651 

+ 
507 

Nov.-  0 
- 1570 1977 

199 173 

-  2530 

1320 
16 

2186 1755 225 478 

-  2209 
2030 

26 2716 1580 

•>  |  a 

S23 
1745 

2636 

Dechr.  6 
- 3196 1394 

Hi6 

1127 

-    1 165 
3162 

16 
3646 

1200 
98 

1319 

-  474 

3620 

°6 

4056 975 
26 1350 +  342 

3990 

1833  Jänner  5 
4386 690 

+• 

32 

1202 1270 
4225 

15 
— 0  04584 

-0  0346 
+0  0060 

-0  0889 +0-2263 
• 

-0  4270 

1/(1 826  Au«.  5-0) 

0r 

241."»:) 

o 

:7007 
-0T3424 

+Ir0658 +2?8358 +1J2250 

"/(1826Juli  31  0) 
• 
Jl 

84997 

1/(1832  Feb.  15  0) 
0- 05253 

_q 

0220 

-o- 

1102 

-1 

4318 40  5838 

+0 

•  1850 

"/(1832  Fcb.  10  0) 
2 83159 

1/(1832  Nov.  2 10) 
• 0-01047 +0  0047 +0 0087 +0  0303 +0-0739 

-0 

1010 

»/(1832  Nov.  26  0) 
♦ 

o- 

00213 

Digitized  by  Google 



Bahnbestimmung  des  Biela'schcn  Kometen. 

Erde. 

=  355499. 

Ok  M.Z.  P. 

 ■  10 

dp 

dt 

 ■  - 

10 

ilL 

dl 
10 

di 

dt 
10 

dil 

~dt 

1" 

,/n 

~dl 

10  
7 

dt 

1826  Februar 
21 

t  0T 

Ol  101 

+0T 

1  160 

>0?O095 ♦0J0013 

+0*
 

1612 

-0r0999  ! 

März 3 1039 1  137 
71 83 1439 

943 
13 B50 1 166 42 104 i:i44 

813 

23 
64  8 1259 + 16 ♦ 68 1 358 670 

April 
2 533 

1408 
1 5 1402 

623 12 613 
1580 5 

68 
1556 

-  780 

o«» 930 
1  7«  »9 

1 75 1482 
1  106 

Mai o 1409 
172S 

1 

27 

1  1  28 

1074 

12 1897 
1610 — 

32 

t- 

511 2  1 29 

22 2267 
1384 5 + 

.".1 

239 

2409  | 

Juni l 

2  17.". 

1 098 1 8 986 
2481 

1 1 2539 
784 + 14 

86 

1656 
2382 

21 2493 

47«) 

42 210 2209 2165 

Juli 1 2370 + 162 

80 
343 

2640 1870 

1  1 
2195 140 

12»; 

470 
2958 

1528 

21 1982 
438 

176 

581 

3168 
1  160 

31 
1741 733 

228 

668 

3270 

-  780 

August 
10 1481 1020 278 

729 3288 

-  401 

20 

.  0- 

01206 

-0 

1314 0322 

-o- 

0701 3200 

-0-0031 

0k  M.  Z.  P. 

20-' 

d'i 
dt 

20 
dl 

'dt 

20 

1826  Juni 

Jul. 
21    ►  Or09974  iO'0941 
11 

31 

August  20 

Sept.  9 

29 
October  19 

Nov.  8 

8780 

6960 
4822 

2516 

197 

1972 

-  0-03816 

280 
1466 

2028 

3725 
467  I 

5342 

di 

dt' 

20 dil 

dt 

•0:0084-0f0419-0?44l8  -0?4330 

252 

450  _ 

645  - 

772  - 

798- 697  j- 

940  - 
1336- 

1522  - 

1486- 

12.-.8 

898'-
 

5915f 

6552 

6412  - 
55471+ 

4026 

1978 

3056 
1560 

62 

1281 

2325 

2942 
0'5590i»o-O402 

0  0481^0-0397  +0-3036 
I 
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416 J.  v.  Hcppcrgcr, 

Ok  M  Z.  P. 
du. 

202  — ü 
dt 

20  

dt 
20 

di 

dt 
20 

dü 

dt 
20 

dü 

dt 

20  
r 

dl 

1826  Nov.  28 

0*0516« 
-0*5312 

+0*0113 

-0*0093 +0*2824 
+0*2580 

Dcebr.  IS 

590" 

— 
4423 

_ 306 
+ 

194 
4985 

1628 

1827  Jänner  7 5960 _ 
2943 

— 732 
338 

6584 324 
27 

5374 
988 

_ 
1093 

332 
7394 

1 122 

Februar  16 4260 • 1249 1327 
213 

7321 
2477 

März  8 2788 3532 
1396 

37 

6403 _ 

3532 
28 

1  1  53 5622 _ 1288 126 4801 _ 
4140 

April      1 7 
459 7310 1020 _ 220 

2748 
4230 

Mat  7 1894 8427 _ 628 _ 205 + 503 3804 

27 

3036 
8846 

158 _ 68 1681 — 
2916 

Juni  16 3824 
8496 + 

342 
+ 182 

3610 

— 1656 

Juli  6 «       *  — 
7379 

827 
520 

5132 
m 1  15 

26 

4"  9  5 
557 1 1245 

900 

6135 ► 
1463 

August  15 
4002 3200 1548 

1255 
_ 

6530 
2996 

Sept.  4 
3388 * 

430 
1691 1518 

_ 
6260 4272 

24 

"499 

2520 1642 1611 — 5326 5113 

October  14 1  408 

 . 

5368 1390 1477 _ 3806 
5375 

Nov.  3 A 

°  1  5 

w  1  »J 

_ 7796 946 
1081 

_ 1856 4962 

23 
»><>y 9464 + 

356 

+ 

435 

295 3864 

Decbr.  13 

-1 

•0101 

306 

397 2361 2184 
1828  Jänner  2 

"7Vt 

9557 
950 

1301 
4056 

+ 126 

•>•) 

3 1  74 »-»Ii  T 7850 1478 2135 5150 
2024 Februar  1 1 3230 5182 — 1818 2756 

5512 3960 

März  2 

'n)44 

_ 

1890 
1925 3055 

5142 542 1 

•>••> 
1629 

1793 
2973 

4148 

6225 

April      1  1 
497S 

1 453 
2510 

2713 
_ 6301 

Mai  1 7826 955 171  ! + 1051 
5672 

21 1 

lU) 

9914 

362 

675 
624 4431 

Juni  10 861 1 

•1070 

+ 

260 

+ 502 
2130 

2724 

30 1538 1 

•1199 

850 1700 
3315 718 

Juli  20 20A0 1 0279 1351 
2795 

4077 
f 

1404  | 

August  9 2398 

8367 
1715 

3662 4352 
3441 

29 2534 5595 1900 4181 4116 5187 

Sept.  18 
2455 

+ 2174 
1872 

4248 3394 6434 

October  8 2162 1591 1625 
3796 

2262 7000 

28 
1673 5314 1172 2817 

857 
6758 

Nov.      1 7 1029 
8553 + 

560 

1382 

632 

5674 

Dccbr.  7 291 

-1 

•0868 

137 
34H 

1988 
3836 

27 
0-00462 

-1 

l 

•1919 

-o- 

0823 

-0-2145 +0-3003 
+0- 1463 
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dt 

dL 
20 

dt 
20 di 

dt 

dÜ 
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dt 

dU 
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dt 

d? 

20  -I- 

dt 
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-0J 
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+  175 7o 

178 2855 743 358 -  112 
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420 -  740 
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682 
03 
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Jupiter. 

-—  =  1047-879. 
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0"  M.  Z.  P. 

10-'
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dt 

dL 

10  — - 

dt 

10 

dl 

dü 
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dt 

dU 

10  

dt 
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T 

dt 
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- 
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1 
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— 
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— 
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- 
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- 
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1  I 1 2642 
1  •  133 

336 — 1  253 - 

2-712 
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21 1 1  oU  /  o 989 
- 

1-182 
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31 

1  4i  1  7 
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Oll 
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- 

2-914 

56«. 
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«46 

oo:) 

- 

1-020 

- 2  962 - 
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20 
+  1»    I O- I i 0  •  459 

i» 

0-936 

- 
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- 

0-585 

0k  M  Z.  P. 
202  -X 

dL 

20  — 

dt 
20 

./»' 

III 

~dt 

2 
dil 

0  

dt 

o 
,/n 

0  

dt 

20  
■ 

dt 
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31 

+0T57667 
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t 0 

r753 
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1M21 
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20 

60869 

l  ~ 

918 
i 
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1-170 

Sept. 9 61587 
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1-541 
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1  171 
29 

60801 
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1-237 
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1  •  155 

October  19  t  59158 

1-371 
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968 

5-552 

1  137 

Nov. 8 
5706S 

2  079 709 
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5  •  30H 

1-125 

• 
28 

54789 

2-744 

661 
545 

5  059 

1-121 

Decbr. 18 52478 
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4-819 
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+ 
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426 J.  v.  Hcppcrger, 

0-  M.  Z.  P. 

202  _J_ 
dt 

20   
Jt 

di 

20  

dt 

dÜ 
20 

dt 

t/n 

20  

dt 

</? 

20  
— — 

dt 

1829  März 
17 ♦01"  30520 

+22*893 

1 

+  0r493 »  1T423 

-  7J631 
+  0:5S7 

April 
6 30982 23*648 

45i  i 

1  •  330 
-  7  728 

7  259 

20 3 1 502 
24-440 393 

1  •  190 -  7-811 
7*975 

Mai 16 32084 
25-273 321 

996 

-  7-879 

8  740 
Juni , 

5 32734 26 • 1 50 232 735 
-  7-930 9  •  550 

25 33458 27-075 +  122 +  396 

-  7-962 
10-428 

Juli 

15 

34261 28-054 

1 1 

35 7  972 1 1 • 300 

August 
4 35152 29-090 169 

o76 

-  7-950 
12  357 

24 36 1 39 30- 190 
-  358 1  -246 7-918 

13-424 

Scpt 13 37230 31 -360 

581 

2 '  009 -  7-848 
14-o07 

Oc  tober 3 38435 32 ' 606 844 -    3 • 073 7  744 
15-793 

23 

39768 33  935 

-  1 • 152 
-     4 • 290 

-  7-602 
17-108 

Nov. 12 
4  1  240 35 • 355 

-  1-511 -  5*761 

7-417 
18-521 

Decbr. 2 42866 36  875 

-  1931 -  7-530 
-  7- 185 

20-041 

22 44061 38-504 
2-420 

-    9  654 
-  6  899 

21677 
1830  Janner 1  1 

46643 40  250 
-  2 "988 -  12  200 

-  6-552 

23  439 
31 48833 42-124 

3*648 

-  15-240 -  6- 130 

25  339 
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5125") 

44-  13*> 4  415 -  18-889 
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27-390 
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April 
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10 
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1 • 45022 80*707 47  559 

-308  51 1 
2 1  •  280 78-401 
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24-795 80*799 

26 
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05 ■ 702 
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April 16 
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+28-085 
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l 
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1 

Digitized  by  Google 



Bahnbestimmung  des  Biela'schen  Kometen. 
427 

0"  M.  Z.  F. 

1831  Mai 

Juni 

Juli 

6 

26 
15 

5 

SR 
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252  -76 

277 -74 

090-69 
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m 

0k  M.  Z.  P. 
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März  3 

13 
23 

April  2 

12 
22 

Mai  2 

12 
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Juni  1 

1 1 

21 

Juli  1 

1 1 
21 

31 

August  10 

20 

10- 
dt 

+  0?  00058-0 
352 

Goo 

742 
752 

647 

474 

276 82 
92 

243 

369 

474 
559 

629 
686 

732 

769 

-  0-00798 

10 

dL 

~dT 

10 dl 
dt 

>?0504 

436 
339 

227 
107 
12 

123 

217 

290 
340 

36*.» 378 
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347 
312 

266 

213 

153 

-0J0007  -0 

7 

0 

4 
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l 

0 

0 

0 

2 

4 

6 

9 

13 
17 

O«) —  — 

27 

32 

10  

dt ?0001 

8 

./I! 
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dt 

10 
dz 

~dT 

-0y0535  -0J0U6 

14  - 

18- 

19 

16 
10 

2 

7 17 

o? 

46 

55 64 

71 

78 84 

♦0  •  0088  -0 '  0038  +0  ■  0089  +0-1427 

417  - 

337  - 290;- 
245 
170 

56 

90 255 

423 
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738 
876 

999 

1 108 

1205 

1290 

1 363 

3.79 

603 
731 -  735 

635 

477 

304 

-  143 

6 

+  105 

190 

254 

3t  M> 332 

353 
366 371 

♦0*0372 

0"  M.  Z.  P. dii 
202  ■ 

dt 

dL 

20  
dt 

di 

20  

dt 

dii 
20 

dt 
d\\ 20 
ä, 

d"i 

20  - 

dt 

1826  Juli  31 

August  20 

Sept.  9 
29 

October  19 

Nov.  8 

28 
Decbr.  18 

-  0r02928 

3193 
3358 

3454 

3503 

3516 

3507 

-  0-03479 

+0'0427 

♦  175 

112 

420 

740 -  1066 

-  1393 

01719 

-0!0053 

75 100 

126 

155 

185 

217 -0  0250 

+Üf0156 
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1 92 
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179 
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+0*2579 
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3064 
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3341 
3430 
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+0-3544 

+0?0732 
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+0  0449 
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M.  Z.  1'. 202  _J1 
dt 

20 

dL 

dt 

di 

~dT 

dQ 

20   

dt dU 
20 

dt 

di 

20   

dl 

1827  Jänner 7 0r03438 

-0r2039 

-0! 

0284 +0r0131 
+0?3577 

+0*0386 

28 
3388 2353 

319 

97 

3600 324 

Februar  16 — 3331 - 
2061 354 57 3615 

263 

März 8 3269 2961 - 
193 
♦  ,0 

3623 203 

28 

3204 3253 
428 

42 

3626 144 

| 

April 
17 0031 36 

-o- 

3537 
-0  0465I-0-0100 

i 

4-0*3625 +0*0086 

M  Z.  1'. 40«  —  - 
dt 

40 

dL 
at 40 

di 

~dT 

dü 

40  

dt 

dU 

40  — 

dt 

d? 

40  

dt 

1827 März 8 _ 0*13076 

-0! 

:»922 0-0782 +0T0021 t0?7246 
+0:0407 

April 
17 _ 1 2546 7074 

930 201 
7249 ♦  172 

Mai 27 11987 8155 1082  -  468 
7224 57 

Juli 6 

11416  - 9105 
1235 

777 

7180 281 
August 15 _ 10846 

0106 

1387 

-  1125 

7123 502 

Sept. 24 10282 
0979 

1538 

-  1510 

7056 
721 

Nov. 3 — 
9726 1786 1687 

-  1927 

6980 

939 Dcebr. 13 9182 2530 
1832 

-  2374 

6895 
1 157 

1828 Jänner 

•>'> 

S6.V 
3213 1072 

-  2848 

6802 
1374  | 

März 9 8130 3836 2107 

-  3345 
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1  1 

762 1 
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-  3862 
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1811  1 
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21 
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-  4395 
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5367 2470  -    4942  6335 
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Sept. 
18 
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t\  1  *>vi 
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-  3085 
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25 
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! 
1 
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-  8848 
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-  3660 
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!«; 

3112 7281 
3026 

-  9378 

4874 

-  3836 

i 
Juni 

2:> 
2709 7322 3046 

-  9890 

4642 

4002  1 

August 
4 2312 7324 3053 

1  0383 4400 

-  4156 

Sept. 
13 

_ 1922 7287 3049 10853 4  15 1 

-  4298 

Octobcr  23 1537 721 1 3032 

-1-1295 

3894 
4427 

1 
i 
1 

Decbr. 2 1157 7098 3002 

-1-1708 

3630 

-  4542 

I  l 
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0"
 

M.  Z.  P. 
du. 

402  .  r 

dl 

40 

dL 

dt 
40 di 

dt 40 

dü 

dt 

dll 

40  

dt 

d-Z> 
40 

dt 

1830 Jänner    1 1 •J  l  »  Uli  V  1  Ii 

i 1 

782 

_1  ■ 

6947 2960 

_1  • 

= 

2089 3362 
 _  ■  -  ■ 

-  4640 

Februar  20 410 
_1 6759 

i6 

-1  • 

2433 3091 

-  4723 

April  1 41 

_1 

1 6535 2839 

_1 

2740 2817 

-  4V88 

Mai        1 1 «■  326 

_  1  ■ 

■ 6276 2759 

-1 

3005 2545 

-  4834 

Juni  20 

W.\ 
_  1  - 

5983 
2668 

-1 

3226 

2275 

-  4861 

Juli  30 1060 
_1 

1 5654 2564 

-1 

3402 
20 1 0 

-  4869 

Sept.  8 1429 

_  1  ■ 

1 
2447 

-1 

3530 

1753 
-  4856 

Octobcr  18 1 801 

_1  - 

1 4894 2318 

_1 

36<  »7 
1506 482  1 

Nov.  27 
2178 

_  1 

4460 21  76 

-1 

3630 
1273 

-    4765  i 

1831 Jänner  6 •*  *  *  1  1  1  1  V  1  \^ 2562 1 3990 202 1 3597 1057 
-    4689  ! 

Februar  1 5 2956 

_  [ 

3483 1853 

-1 

3503 

863 

-  4590 

März  27 
3361 

_1  • 

2938 1673 

-l  • 

3339 693 
1 

-  4471 

Mai  6 3780 

-1 

2352 
- 1484 

-1 

3095 
555 

-  4331 

Juni  15 4218 

-1 

1722 
1287 

-l 

2755 451 

-  4171 

Juli  25 4082 

-1  • 

1046 
1087 

-l- 

231  1 389 
-  3993 

Sept.  3 5179 

-1- 

0320 889 

~1- 

1 756 

374 

-  3799 

Octobcr  13 
5718 

9539 
694 -1  • 

1090 412 

-  3591 

Nov.  22 631 1 NO!  17 504 

-r 

0311 510 

-  3376 

1832 Jänner  1 
6969 

7783 
320 9420 674 

-  3159. 

Februar  10   +  0-07700 

-o- 

6789 

-o- 

0146 

-o- 

8414  +0-0910 

-0-2951 

M.  Z.  1». 
</'i 

2<  >--'  ' 
dl 

20 

dL 

lü 

.// 

2<t 

./,' 

r/2 

"0 

dt 

20 
./II 

~dT 

•'f 

20  — 

dt 

Jänner 1 +  0J01742 
•4*3881 

-0!0l60 

110 

-0?471<i  fö! 0307 
o: i$«0 

21 1832 3648 

1  100 

MW 
1527 

Februar  10 

192»', 

3394 
73 

-  4207 

455 

1476 

Marz 1 2027 

313t) 

•>•» 

» 

393  l 

527 
1427 

21 
2134 2853 ¥  7 3643 

60t) i:iS2 

April 
10 2246 

2563 

44 

3341 

699 
13 12 

30 
2363 

2259 

7s 

3022 

7i.>;. 

1307 

Mai 20 2485 1943 los 
20,  S7 

8! '7 

-  12S<' 
Juni Q 

2608 1013 
1.:  1 2:u7 1  ( 

12410 29 2724 1271 

15 ! 

1073 

1097 
ILM  7 

Juli 19 +  0-02825 

-o- 

0921 +0-0160 
0-1599 

-+0- 

1 1 79 

-0- 1241 



432 J.  v.  Hepperger, 

Ok  M.  Z.  P. 

102  — 

dt 

dL 

10  

dt 

di 

10  

dt 

dü 

10  
dt 

10  — 

dt 

l0ü 

dt 

1832  August  8 +  0! 00721 

-0J0285 
+0?0085 

-0?0609 
+0-0615 

-0T0616 

18 721 199 84 

-  514 

619 

-  611 

28 
713 1 15 81 419 

613 

-  601 

Sept.  7 694 36 

76 
328 

595 585 

17 658 +  36 69 241 564 556 
27 601 98 

60 

161 
516 

509 

October  7 512 146 49 91 450 
437 

17 
384 177 

35 

37 

368 
327 

27 ♦  210 
187 

20 3 
277 

174 
Nov.  6 10 174 5 +  4 188 

+  26 

18 
254 137 10 21 121 252 

26 479 
+  77 

20 77 

85 

466 

Deebr.  6 637 5 24 
161 

68 
617 16 

698 
108 

19 

260 +  43 681 

26 662 226 7 

-  361 16 

660 
1833  Jänner  5 

-  558 
350 

12 

454 

1 19 

584 
15 -  0-00415 

-0-0471 
+0  0036 

-0-0532 -0-0260 

+0  0480 

1/(1826  Aug.  5-0) +  0r30793 +65T4183 +9?5718 *41J0456 
-22 ? 7088 

+15?3872 

'1/(1826  Juli  31  -  0) 
+32-26838 

■ 

1/(1827  Feb.  26  0) +  0-26666 +64- 1948 
+9-3639 +41-2081 -19-2679 +15-9339 

»/(1S2/  Marz  8  0) +3<  08912 

1/(1832  Jan.  210) 
-  0  65093 +  2  1515 

0-1126 
+  3-1687 

-  1-2735 
+  1-6986 

l»/(1832  Jan.  10) +  2-618(4 

1/(1832  Juli  9-0) 
-  0- 13095 ♦  0  0727 

-0-0753 

+  0-4371 
-  0-6446 

+  0-5515 

"/Y1832  Juni  29 -0) *  0-35973 

J/(1832  Nov.  2 10) +  0-00176 
-  0  0036 +0-0008 .  0  0025 

-  00036 
-  0-0172 

"/(  1832  Nov.  26  0) ♦  0-00038 
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Uranus. 

—  —  22000. 
m 

0k  M.  Z.  P. 
da 

402  
r 

dt 

dL 

40  

dl 40 di 

~di 

dQ 

40  
dt 

,rt 
dU 

40 
dt 

40Ä 

dt 

1826  Februar  1 -  0*00155 
-0?0008 -0J0002 

-0?0003 -0J0029 

+0?0035 

März  13 32 20 2 5 +  7 

April  22 +  143 

13 

0 9 

-  29 32 

Juni  1 132 +  9 1 5 18 31 

Jim        1 1 

.-7 

1,4 
•54 

: 1 • +  4 +  14 

AUgUSt  Z\) 
1  Q 92 5 1 1 o4 

—         1 1 

j>ept.  CM 
—  Od DU 

10 i  ti 
I O 

y4 o  B 

-  -O 

_         INOV.  ö —  U  IA> 1 4U 

-o- 

0017 *U   INJ  I  f +U  U 1 o 1 n  •  (\c\ia. 
U  UU«J4 

0k  M.  Z.  P. 
du. 

1602  
r 

dt 

dL 

160  
dt 

160 di 

~dt 

160  

dt «VII 

1G0  

dt 

160 

<*/ 

1826  Juni  1 +  0T02l 10 +  0?004 

0-000 
-  0r002 

-  0?007 
0:013 

Nov.  8 2243 
+  25 7 ♦  7 +  52 

14 

1827  April  17 4624 2 22 5 

97 

38 

Sept.  24 
5740 

61 
40 

39 
120 

66 

1828  März  2 
5940 

137 
f)9 

94 124 

90 

August  9 5432 215 
76 

162 119 
106 

1829  Jänner  16 4346 285 

87 

233 
104 

-  112 

Juni  25 2786 

-  337 
92 297 

88 
106 

O  V  l OU  1 88 /  4 

1830  Mai  11 +        1 166 351 
70 

-  358 

66 70 

October  18 3195 307 58 
341 

65 47 

1831  März  27 
492(5 

233 
36 

290 70 - 

Sept.  3 6003 140 
16 

208 

75 13 1832  Februar  10 ♦  0- 05939 
-  0  049 -  0-002 

0-107 

►  0-071 

-  0-009 

0k  M.  Z.  P. 

40-» 

dt 

dL 

40 
dt 

40 

di 

~dt 

dil 

40 

di 
dU 

40  — 

dt 

d'i 40 
dt 

1832  Februar  10 +  0T00371 -0J0122|-0?0005 

i 

-0!0268  +0?0l78-0?0023 ■ 

März  21 350 
72 -  206 

166 
24 

April  30 
317 

1 

31 
+ 

\ 

-  148 

14S 1 25 
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O"  M.  Z.  P. dp.  dL 402  _!_  40  
dl  dt 

di 

40 

dt 

j9.  <m 

40  j  40  dt  dt 
40 

~d7 

1832  Juni  9 

Juli  19 

August  28 
October  7 

Nov.  16 

Decbr.  26 

1/(1820  Oct.  19  0) 

11/(1826  Nov.  8  0) 

0*00268  fO'0001 

193 

88 
59 

142 

►  0-00019 

22 

27 
14 

+0 : 0003  :-0T 0095  +Or0123  -0r0025 

r 

3- 

0 

2 

8  - 

-0-0022  -0-0003 

i 

50 

17 

0  + 5 
T 

-0  00 16-0  0026 
90- 

49- 

U 

13 

20 

8 

16 
+  34 
-0-0001 

+  0T02022  +2r455  +0r656  +2" 492  -lT14l  +0T788 

♦  1-50813 

1/(1831  Nov.  22  0)-  0-08044 

W/(1832  Feb.  10  0)  -  0-0144S 

40-041 +0-001 
+0*127   -0  103 

+0-012 

1/(1832  Oct.  27-0)  +  0*00105  0  000  0-000  !  O'OOO  +0  001 

n/(lS32Nov.  16  0)+  0-00013 

0-002 

In  der  folgenden  Tafel  bezeichnen  Aji,  IL  etc.  die  unter 

Zugrundelegung  der  früher  angeführten  Werthe  der  Planeten- 

massen resultircnden  Störungsbeträge  für  das  Intervall  1832 

November  25-0  bis  1820  April  2-0.  Um  der  neueren  Forschung 

Rechnung  zu  tragen,  habe  ich  schliesslich  die  von  Herrn  Nevv- 

comb  vorgeschlagenen  Massenvverthe  aeeeptirt,  und  zwar 

1 

m 

Mercur   0944444 

Venus   40ÜG90 

Krde-4-Mond   3280 10 

Mars   3093500 

Jupiter   1047 -30. 

Die  Änderungen,  welche  die  ursprünglichen  Störungs- 

beträge durch  diese  Annahmen  erleiden,  sind  durch  BA;i.,  5AL  etc. 

ausgedrückt. 
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430  J.  v.  Hcppcrger, 

Um  mit  Hilfe  der  hier  angegebenen,  auf  das  Äquinox  1830-0 

bezogenen  Störungen  das  auf  S.  379  enthaltene  Elementen- 

system (1)  auf  das  Äquinox  1826-0  zu  übertragen,  wurde  das- 

selbe zunächst  auf  das  Äquinox  1830-0  reducirt,  dann  durch 

Addition  der  Störungsbeträge  in  das  System  (II)  übergeführt 

und  letzteres  schliesslich  auf  das  Äquinox  1826-0  bezogen. 

l.  1 S32  •  0 
Reduction 

(Oscul.  1832  Nov.  25-0) auf  1830-0 
I.  1830-0 L  . 

...109°  49'  0?81 
—  1  '40;353 109° 47*  20J457 

II  . 
.  ..109  58  59-50 

-1  40-353 
109  57  19-147 

u . ...248   13  53-50 
-1  44-411 248    12      9  089 

. 13   13  18-47 +0  0-242 13    13  18-712 

r  • 

...48  42  24-95 48  42  24-950 

*  • 

533-78831 
533-78831 

Störungen  der  Elemente 

L 

...  +2° 

22'  6r824 

n 
....  -0 5  24-807 

  +3 
18  55-333 ■ 

#. 

  +0 20  42-729 

- 1 

—0 

24  35-392 

•i 

5-S4735 

242S>Xo33 f7SS3l  =3e?0- 
9'  o!TSJÖ 

n.  : 

$10*0 

Ree 
■  ».«••-» 
—    ■»  '  ES 

km, 
55?47ö 

-  3'
 

2****5 

n 
• 

51 54-340 

-3 

* 
4  422 

— 3 

25-715 

  :3 o4 :  44t 

0-376 

>  45 

» — 

*  * 

4  *  5ö«5 v>2. 

• 
♦  •  *  *    *  »   -  c 

[I  . 

M 
:  > 

v 
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Bahnbestimmung  des  Biela'schcn  Kometen. 437 

II.  1826  0 

(Oscul.  1820  April  2  0) 

251°  27'  35» 707 

13  34  1817 

48    17  49-558 

527-94096. 

Mit  Rücksicht  auf  die  gewählte  Osculationsepoche  ergeben 

sich  für  den  Zeitraum  der  Sichtbarkeit  des  Kometen  im  Jahre 

1826  die  durch  die  planetarischen  Störungen  (unter  Annahme 

der  Newcomb'schen  Massenwerthe,  welche  auch  den  Angaben 

der  Tafel  auf  S.  380  zu  Grunde  liegen)  hervorgerufenen  Ände- 

rungen der  Elemente  aus  folgender  Zusammenstellung. 

1826 

12kM.Z.P. 

IL AU A.\/ 

Febr. 
Marz 

April 

Mai 

3 

7 

11 
15 
19 

23 

27 

31 
4 

8 
12 

16 

20 
24 

28 

2 

6 

10 

-1J415  -0 

:-P139'-0 
-0-886  -0 
'-0-660 -0 

|-0-464|-0 
-0-298,-0 

[-0- 163  -0 
|-0  -063-0 -0-007-0 
-0-0041+0 

-0-057+0 

-0- 169+0 
-0-338+0 

-0  560  +0 
-0' 8341+0 
-1-157+0 

-1  -52ö!+0 
-1-935  +0 
-2-378  +0 

r582-0? 

•549-0- 

•5l7|-0- •480  -o 

•432  -0- 
•367  +0- 

•280+0- 

170  +0- 
•047  ̂ 0 

077  -0- •192-0- 

■290  -0- 

•367-0- 

•418-0- 
•436-1  • 
■413«-1 •343  1 

»221  —2 

•043-2 

833-1 
590-1 
369-1 

180-1 

032  -1 
069  -0 

117-0 

1071-0 
040-0 

081  i-O 
249  +0 
459 
705  +1 

978  +1 

270+2 
5701+2 

869  +2 
156  +3 
421|+3 

Auj 

"  386;  +0 ' 
•333+0 
•266  +0 

•  1 75  +0 •051  +0 

•886  +0 
•674  +0 

■416  +0' •  1 19  +0 
•208  -0 

•558  -0 
•925  -0 
•305  -0 

691 

•072 

•43S 

Ali       Ai        Af  A.i 

1 
1 

-2 

2 

•780 

•  090  -2 •362,-3 

804j+0? 

784'+0- 

749  +0- 
695  +0 

610  +0- 

519  +0- 
394 1+0 

246  +0- 

072+0 

131-0 
3661-0 
635;-0 

938-0- 273-0 636  0 

025  -0 
437,-0 

869  -0 

319-0 

230-4 

2101-4 

186-3 

160  -3 
131 1-2 

100-2 
069-1 
O39-0 

010-0 017  +0 

041 

061 

r698  +0?0473 

•349  +0-0438 

•927  +0-0396 

433  +0-0347 •870  +0  0291 

•249  +0-0228 
•5K8  +00161 

•913  +0  0092 

•245  +0  0025 
•403-0  0040 

+  1  -026 -0-0103 
+  1-620  -0-0163 

078  +2-179  -0  0220 
089  +2-695  -0-0272 

094  +3-  163  -0-0318 

093+3-577!-0-03")8 
086  +3-931  -0  0391 
070  +4-223-0  0417 

047  +4  454  -0-0436 

Die  mittleren  Sonnenörter  wurden  aus  den  Leverrier'schen 

Tafeln  berechnet  und  auf  das  Äquinox  1826*0  bezogen.  Die 
zur  Reduction  auf  den  wahren  Ort  dienenden  Constanten  sind 

den  Oppolzer'schen  Tafeln  entlehnt.  Diese  Grössen,  aus  welchen 
in  Verbindung  mit  den  Elementen  und  deren  Störungen  die 

Ephemeride  des  Kometen  abgeleitet  wurde,  sind  zusammen 

mit  den  (von  der  Erdbahnexccntricität  unabhängigen)  Con- 

stanten zur  Berechnung  der  Aberration  in  folgender  Tafel  ent- 

halten. Die  der  Ephemeride  des  Kometen  beigefügte  Sternzeit 

ist  in  derselben  Weise  berechnet  worden,  wie  für  das  Jahr  1832 
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Ephemeride  des  Kometen. 
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Beobachtungen  des  Kometen  im  Jahre  1826. 

Der  Komet  ist  am  27.  Februar  1826  von  Hauptmann 

v.  Biela  in  Josefstadt  (Böhmen)  entdeckt  worden.  Die  Vor- 

geschichte dieser  Entdeckung,  oder  richtiger  gesagt,  Auftindu 
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des  Kometen  ist  nach  R.  Wolfs  »Handbuch  der  Astronomie« 

folgende.  Die  von  Hessel,  Gauss  und  anderen  Astronomen 

berechneten  Elemente  des  von  Pons  am  10.  November  1805 

entdeckten  Kometen  zeigten  eine  so  auffällige  Ähnlichkeit  mit 

den  Elementen  des  von  Montaigne  am  8.  März  1772  ent- 

deckten Kometen,  dass  Besse  1  anfanglich  an  die  Identität 

dieser  Kometen  glaubte;  später  jedoch  Hess  er  diese  Annahme 

fallen,  da  die  von  ihm  aus  der  zwischen  beiden  Erscheinungen 

verflossenen  Zeit  berechnete  Halbaxe  der  Hahn  den  Beob- 

achtungen nicht  genügte  Gauss  hatte  für  die  Umlaufszeit  des 

Pons'schen  Kometen  lediglich  aus  den  Beobachtungen  während 

des  Jahres  1805  4-7  Jahre  gefunden. 

Es  ist  noch  unaufgeklärt,  wie  es  kam,  dass  Mörstadt, 

ein  Liebhaber  der  Astronomie  und  Besitzer  einer  Sternwarte  in 

Prag,  nicht  nur  an  der  Identität  der  Kometen  Montaigne  und 

Pons  festhielt,  sondern  auch  die  Ansicht  vertrat,  dass  letzterer 

Komet  die  fünfte  Wiederkehr  des  ersteren  sei,  die  Umlaufszeit 

daher  etwa  O3/.,  Jahre  betrage.  Thatsächlich  machte  Mörstadt 

den  ihm  befreundeten  Hauptmann  v.  Biela  auf  die  Anfangs 

des  Jahres  1826  zu  gewärtigende  Wiederkehr  des  Kometen  auf- 

merksam und  veranlasste  ihn  hiedurch  zu  eifrigerNachforsehung, 

welche  dann  auch  bald  von  Erfolg  gekrönt  wurde.  Die  Ver- 

dienste, welche  sich  Biela  durch  die  Auffindung  des  Kometen 

und  die  wissenschaftliche  Begründung  der  Annahme  einer 

Periode  von  68/4  Jahren  erworben  hat.  fanden  auch  gebührende 

Anerkennung,  indem  der  Komet  seither  den  Namen  *  Biela« 

trägt. 

Am  9.  März  wurde  der  Komet  in  Marseille  von  Garn  hart, 

welcher  von  der  erfolgten  Entdeckung  durch  Biela  noch  keine 

Kenntniss  hatte,  aufgefunden  und,  nachdem  der  elliptische 

Charakter  seiner  Bahn  bald  allgemein  bekannt  worden  war, 

während  der  folgenden  zwei  Monate  an  verschiedenen  Stern- 

warten häufig  beobachtet.  Er  war  immer  rund,  etwa  2'  im 

Durchmesser,  mit  merklicher  Verdichtung  gegen  die  Mitte  zu, 

aber  ohne  eigentlichen  Kern,  und  stets  so  schwach,  dass  Mond- 

schein die  Beobachtung  vereitelte.  Die  kleinste  Entfernung  des 

Kometen  von  der  Erde  war  0*96;  die  letzte  Beobachtung  datirt 

vom  9.  Mai. 
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o 

Abo:  Beide  Beobachtungen  vom  April  9  wurden  unter 

Annahme  gleicher  Gewichte  zum  Mittel  vereint;  die  so  erhaltene 

Declination  erhielt  wegen  ihrer  relativ  grossen  Abweichung  von 

der  Ephemeride  das  Gewicht  ~  ,  während  allen  anderen  Beob- 

achtungen das  Gewicht  1  '0  zugemessen  wurde. 

Altona:  Da  die  Vergleichung  des  aus  den  Theilbeob- 

achtungen  abgeleiteten  Ganges  des  Kometen  mit  dem  durch 

die  Ephemeride  angezeigten  für  die  vier  Beobachtungen  folgende 

mittlere  Fehler  ergab: 

0*41,      0M3,      0*10,  0M0, 

4J6,         l  »5,         3J9,  3:7, 

wurde  der  ersten  Rectascension  das  Gewicht  0*3,  den  übrigen 

Rectascensionen  l«0  und  den  Declinationen  das  Gewicht  0*8 

beigelegt. 

Bremen:  Die  beobachteten  Rectascensionen  sind  im  Ver- 

gleich zu  den  an  fast  allen  übrigen  Sternwarten  erhaltenen 

Resultaten  durchwegs  beträchtlich  zu  klein.  Die  Declinationen 

stimmen  —  mit  Ausnahme  der  beiden  letzten  —  recht  gut  mit 

einander  überein,  scheinen  aber  etwas  zu  gross  zu  sein.  Da  die 

Beobachtungen  ohne  Angabe  jeglichen  Details  veröffentlicht 

sind,  habe  ich  den  Rectascensionen  das  Gewicht  0  2,  den  De- 

clinationen nach  Ausschluss  der  Beobachtung  vom  April  25 

das  Gewicht  0  4  gegeben  und  nur  der  letzten  Declinations- 

beobachtung  das  Gewicht  0- 1  beigelegt. 

Göttingen:  Die  aus  den  Theilbeobachtungen  abgeleiteten 

mittleren  Fehler  der  aus  den  Beobachtungen  gleichen  Datums 

gebildeten  arithmetischen  Mittel  sind: 

März   12   (V21  2r6. 

April    8   0-2(3  1-3. 

9   018  4*3. 

-     27   0  58  — 

Bei  der  Gewichtsbemessung  wurde  auch  der  Abweichung 

vom  Ephemeridenort  Rechnung  getragen;  die  beiden  einzelnen 

Beobachtungen  erhielten  das  Gewicht  -L. 
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Josef  Stadt:  Die  Beobachtungen  erhielten  im  Durch- 

schnitte das  Gewicht      ;  eine  Änderung  trat  nur  in  den  Fällen 
— 

ein,  wo  die  beigelügten  »Bemerkungen«  oder  besonders  grosse 

Abweichungen  dazu  drängten.  Die  letzte  Beobachtung  wurde 

ausgeschlossen. 

Mannheim:  Diesen  Beobachtungen  wurde  das  Gewicht 

1  -0  verliehen. 

Mailand:  Hubbard  hat  sämjntliche  Beobachtungen  von 

der  Bahnbestimmung  ausgeschlossen.  Diesem  Beispiel  glaubte 

ich  jedoch  nicht  folgen  zu  sollen,  da  ungewöhnlich  grosse 

Fehler  nur  bei  wenigen  Beobachtungen  vorkommen  und  be- 

sonderen Zufällen  beim  Gebrauche  des  Aquatorialsectors. 

welcher  eine  unabhängige  Bestimmung  beider  Coordinaten 

gestattet,  zugeschrieben  werden  können.  Die  nicht  ausge- 

schlossenen Rectascensionen  erhielten  das  Gewicht  0-3,  die 

Declinationen  zum  grössten  Theile  das  Gewicht  0*5. 

Nimes:  Wegen  der  grossen  Fehler  in  Declination  und  der 

systematischen,  in  ähnlicher  Weise  nur  den  Olbers'schen  Beob- 
achtungen eigenthümlichen  Fehler  in  Rectascension  wurden 

sämmtliche  Beobachtungen,  nach  Hubbard's  Vorgange,  aus- 

geschlossen. 

Prag:  Die  Declinationen  mussten  ausgeschlossen  werden; 

die  Rectascensionen  erhielten  das  Gewicht  0*2. 

Die  nun  folgenden  Sternwarten  haben  auch  die  Theil- 

beobachtungen  v  ollständig  veröffentlicht,  aus  welchen  bei  zwei 

oder  mehreren  Durchgängen  durch  Vergleich  mit  dem  aus  der 

Ephemeride  folgenden  Gang  des  Kometen  der  mittlere  Fehler  (s) 

der  einzelnen  Beobachtungen  und  der  (E)  des  gebildeten 

Mittels  berechnet  werden  konnte. 

Florenz:  Bei  der  Reduction  der  Beobachtungen  wurde 

auch  der  Gang  der  Uhr  mit  Bezug  auf  Sternzeit  berücksichtigt. 

Als  durchschnittliches  Gewicht  wurde  J  angenommen  und 

nur  in  einigen  besonderen  Fällen  hievon  abgegangen.  Das 

Mittel  aus  den  drei  Beobachtungen  vom  März  19  und  den 

zwei  vom  April  2  wurde  in  der  Weise  gebildet,  dass  die  er>te 

Beobachtung  halbes   Gewicht   erhielt.    Die  ausgeschlossene 

31* 
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Beobachtung  vom  Mai  2  gründet  sich  nur  auf  einen  Durchgang 

des  Sternes  durch  den  Ring. 

Marseille:  Durch  die  gütige  Vermittlung  des  Herrn 

Schul hof,  welche  mich  zu  grossem  Danke  verpflichtet,  ge- 

langte ich  in  den  Besitz  einer  Copie  der  auf  der  Pariser  Stern- 

warte befindlichen  Aufzeichnungen  Gambart's.  Die  Beob- 
achtungen sind  mit  Hilfe  eines  Fadenmikrometers  erhalten 

worden,  das  an  gewissen  Mängeln  litt,  in  Folge  deren,  nach 

Gambart's  eigener  Angabe,  die  Bestimmung  der  Declination 
etwas  unsicherer  ausfiel  als  die  der  Rectascension.  Die  Antritte 

von  Komet  und  Vergleichstern  wurden  ausnahmslos  an  den 

drei  Fäden  des  Mikrometers  beobachtet.  Die  mittleren  Fehler 

sind  aus  den  einzelnen  Antrittszzeiten  und  ihrer  Zahl  (ff),  be- 

ziehungsweise aus  den  einzelnen  Declinationseinstellungen 

und  ihrer  Zahl  (nr)  abgeleitet.  Vom  März  21  bis  inclusive  April  4 

ist  kein  Uhrstand  angegeben;  es  mussten  daher  für  diesen  Zeit- 

raum die  in  den  «-Astronomischen  Nachrichten«,  Bd.  V,  S.  1 25,  ver- 

öffentlichten Beobachtungszeiten  beibehalten  werden.  Weitere 

Anmerkungen  sind: 

März    9.  Beobachtungen  scheinen  ziemlich  genau. 

»  11.  Zuerst  schön,  später  Wolken,  welche  den  Stern  am 

letzten  Faden  und  während  der  Declinationseinstellung 

schwächen. 

13.  Trotz  Wolken  Komet  leidlich  gut  sichtbar;  seine  cen- 

trale Partie  erscheint  mehr  markirt. 

»     15.  Sehr  wolkig,  Komet  schwach. 

>     17.  Ganz  wolkig  und  dunstig,  Komet  kaum  sichtbar.  Be- 

obachtung sehr  schwierig. 

10.  Ziemlich  gute  Beobachtung.  Komet  besser  sichtbar; 

Wolken  verhindern  fernere  Beobachtung. 

21.  Komet  äusserst  schwach,  Pointirung  unsicher. 

27.  Seit  2 1 .  dauernd,  auch  heute,  bewölkt,  Komet  äusserst 

schwach,  nur  einen  Moment  sichtbar. 

April    1.  Komet  schwach,  immer  rund,  höchstens  2'  Durch- 
messer. Centrale  Partie  immer  heller  als  die  andere. 

4.  Himmel  sehr  rein.  Komet  gut  sichtbar,  centrale  Partie 

noch  markirter,  wie  ein  Beginn  von  Kern. 
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April  30.  Komet  äusserst  schwach;  »on  a  ete  contraint  de  re- 

courir  ä  l'usage  des  plaques«. 

Die  mit  verschiedenen  Sternen  erhaltenen  Beobachtungen 

vom  März  lö,  17  und  April  9  sind  in  der  Weise  zusammen- 

gezogen, dass  das  relative  Gewicht  der  Rectascensionen  gleich, 

das  der  Declinationen  aber  der  Reihe  nach  2,  1;  1,4;  1,1  an- 

genommen wurde.  Die  Rectascensionen  erhielten  vorwiegend 

das  Gewicht  1  0,  die  Declinationen  ein  etwas  kleineres  Gewicht. 

Die  auffallend  abweichende  Beobachtung  vom  März  27  bekam 

nur  das  Gewicht  0  2. 

Die  beobachteten  Declinationen  sind  durch  Addition  der 

in  der  Columne  »Red.«  stehenden  Beträge  auf  die  Zeit  der 

Rectascensionsbeobachtungen  bezogen. 

Neapel:  Die  Beobachtungen  sind  mittelst  einer  parallak- 

tischen  Maschine  angestellt  worden,  welche  die  Vergleichung 

weit  auseinanderliegender  Objecte  ermöglichte.  An  den  ersten 

drei  Tagen  konnten  die  Antritte  von  Komet  und  Vergleichstern 

noch  an  den  schwach  erleuchteten  Fäden  des  Instrumentes 

beobachtet  werden;  später  jedoch  wurde  wegen  der  grossen 

Lichtschwäche  des  Kometen  ein  Ringmikrometer  in  Anwendung 

gebracht  und  bis  inclusive  April  27  die  Ein-  und  Austritte  an 

beiden  Rändern  des  Ringes  beobachtet.  Vom  Mai  1  an  war  der 

Komet  schon  so  schwach,  dass  die  Ein-  und  Austritte  nicht 

mehr  erkannt  werden  konnten  und  die  Vergleichung  von  Komet 

und  Stern  durch  möglichst  centrale  Einstellung  derselben  mit 

Bezug  auf  den  Ring  ausgeführt  werden  musste.  Es  wurde  daher 

auch  vom  Stunden-  und  Declinationskreise  nur  mehr  je  ein 

Nonius  abgelesen,  während  bis  Mai  immer  je  zwei  Nonien 

Berücksichtigung  fanden. 

Die  erste  Beobachtung  vom  April  27  beruht  auf  je  einer 

Centrumsposition  von  Komet  und  Stern  und  wurde  daher  der 

anderen  gegenüber  vernachlässigt. 

Bei  der  meist  sehr  grossen  Entfernung  von  Komet  und 

Vergleichstern  ergab  sich  die  Notwendigkeit,  die  Refraction>- 

beträge  für  jedes  Object  besonders  zu  berechnen  (in  der  Tafel 

ist  nur  die  Differenz  angegeben).  Durch  Bekanntgabe  des  Index- 

fehlers beider  Nonien  konnten  zunächst  aus  den  am  Stunden- 
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kreise  gemachten  Ablesungen  für  die  gegebenen  Uhrzeiten  die 

Stundenwinkel  der  Vergleichsterne  und  hieraus  die  Refractions- 

beträge  in  beiden  Coordinaten  berechnet  werden.  Da  nun  die 

Summe  aus  Stundenwinkel  und  der  durch  Refraction  ver- 

änderten scheinbaren  Rectascension  des  Sternes  der  Sternzeit 

gleich  ist,  so  erhält  man  durch  Subtraction  der  gegebenen  Uhr- 

zeit den  Stand  der  Uhr  mit  Bezug  auf  Sternzeit.  Die  noch  mit 

Refraction  behafteten  Kometenörter  werden  dann  mit  Hilfe  der 

Differenz  der  Lesungen  des  Stunden-  und  Declinationskreises 

für  Komet  und  Stern  erhalten  und  durch  Anbringung  der  für 

den  Kometen  geltenden  Refractionsbeträge  in  die  scheinbaren 

Örter  übergeführt. 

Bei  der  Zusammenfassung  der  an  denselben  Tagen  ge- 

machten Beobachtungen  erhielt  die  erste  Beobachtung  vom 

März  31  der  Anzahl  der  genommenen  Durchgänge  gemäss  das 

doppelte  Gewicht  von  der  zweiten,  während  für  die  übrigen 

Tage  das  einlache  arithmetische  Mittel  aus  den  Coordinaten 

gebildet  wurde.  Bis  Ende  April  wurde  das  Gewicht  der  Rect- 

asecnsionen  im  Durchschnitt  zu  0*3,  der  Declinationen  zu 

circa  0-5,  vom  Mai  an  natürlich  noch  kleiner  festgesetzt. 

Padua:  Auch  hier  war  eine  parallaktische  Maschine  im 

Gebrauche,  welche  jedoch  nur  zur  Messung  der  Declinations- 

differenzen  diente,  da  Komet  und  Sterne  stets  in  demselben 

Stundenkreise  beobachtet  worden  sind.  Ks  konnten  daher  die 

relativen  Refractionsbeträge  in  einfacher  Weise  direct  berechnet 

werden.  Die  mittleren  Fehler  sind  aus  den  Beobachtungen 

gleichen  Datums,  welche  sich  auf  denselben  Vergleichstern 

beziehen,  abgeleitet.  Die  Beobachtungen  vom  April  7  und  die 

Rectascension  vom  Mai  '1  mussten  weggelassen  werden.  Die 

übrigen  Doppelbeobachtungen  wurden  durch  das  arithmetische 

Mittel  ersetzt  und  erhielten  mit  wenigen  Ausnahmen  die  Ge- 

wichte 0-3 — 0-5. 

Speier:  Die  Differenzen  in  Rectascension  und  Declination 

wurden  für  jeden  Durchgang  durch  den  Ring  separat  berechnet. 

Die  erste  Beobachtung  vom  März  12  entspricht  zwei  Durch- 

gängen, die  zweite  nur  einem,  wesshalb  die  erste  doppeltes 

Gewicht  bekam.  Von  den  Beobachtungen  am  Mai  16  erhielt  die 

mit  dem  Stern  (9)  wegen  ihres  geringeren  mittleren  Fehlers 
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doppeltes  Gewicht  mit  Bezug  auf  die  Beobachtung  mit  dem 

Stern  (8).  Als  Gewicht  der  Tagesmittel  gilt  meist  1  "0. 

Die  an  verschiedenen  Sternwarten  gemachten  Beob- 

achtungen zeigen  auch  eine  merkliche  Verschiedenheit  in  der 

Auffassung  der  als  Mittelpunkt  der  Verdichtung  angenommenen 

Stelle  des  Kometen,  wie  aus  folgender  Zusammenstellung  der 

für  jede  Sternwarte  aus  allen  vom  28.  Februar  bis  inclusive 

15.  April  angestellten  Beobachtungen  (unter  Berücksichtigung 

der  später  angegebenen  Gewichte)  gebildeten  Mittelwerthe  her- 

vorgeht. 

[pi] 
'  [p] [p\ Ort 

\Fi 

[p\ [pto] 

\p\  1 

März  5*5 -+-0*32 Josefstadt 
Marz  8*2 

-f-  i'o  1 

14-6 
-t-0'07 

Spcicr 

18*2 
-  -•< 

22 -8 

-0-03 
Marseille 

25-1 

-  2-4 

25  -4 

-0-27 Güttingen 207 

—  51 

28-2 
-1-0 -23 Altona 

2o-8 

• 

-11 

r 

.April  3-7 
-+-0-09 Florenz 

April  31 
-4-  8«9 

4-5 
—0-15 Mailand 

2  7 

4-  4-8 

1 
 M 

—  1-33 Bremen 
46 

H-l  1-4 4-7 -+-0-9S Padua 
44 

-  l-o 

|  4-8 

-0-  10 

Prag 

■  _ —0-37 o 

Aho 
53 -4-  0-8  I 

6-3 
—0-22 

Mannheim 
8*3 

-H  3  8 

84 4-0-35 Neapel 

-f-  5  3 

Es  ist  sonach  klar,  dass  die  Ephemeridencorrection  für  die 

zu  bildenden  Normalörter  nicht  unwesentlich  davon  abhängen 

wird,  an  welchen  Sternwarten  die  Beobachtungen  vorzugsweise 

angestellt  worden  sind. 

Um  möglichst  sichere  Positionen  der  Vergleichsterne  zu 

erhalten,  hielt  ich  es  für  angemessen,  dieselben  vorzugsweise 

aut  die  in  den  letzten  Jahrzehnten  gemachten  Beobachtungen 
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zu  gründen.  Hiebei  traf  es  sich  sehr  gelegen,  dass  sämmtliche 

Sterne  in  Leipzig  mindestens  zweimal,  durchschnittlich  aber 

öfter  beobachtet  waren  und  bereits  reducirt  vorlagen.  Es  ist 

mir  eine  angenehme  Pflicht,  Herrn  Bruns  für  die  gütige  Mit- 

theilung ihrer  (auf  1875*0  bezogenen)  Positionen  meinen  besten 

Dank  auszusprechen.  Die  Reduction  auf  1826*0  ist  mitStruve's 
Constanten  ausgeführt.  In  der  Regel  wurden  die  Örter  der  Sterne 

nach  den  Leipziger  Beobachtungen,  deren  Anzahl  durch  die 

vorgesetzte  Ziffer  ersichtlich  gemacht  ist,  angenommen.  Nur 

für  jene  Sterne,  welche  entweder  in  dem  von  Herrn  Auwers 

herausgegebenen  Katalog  der  Bradley'schcn  Sterne  vorkommen, 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Angaben  der  älteren  Kataloge  eine 

merkliche  Eigenbewegung  zu  besitzen  scheinen,  sind  Mittel- 

werthe  gebildet  worden.  Die  in  dem  Auwers'schen  Kataloge 
angegebenen  Eigenbewegungen  wurden  auch  zur  Reduction 

der  übrigen  Beobachtungen  desselben  Sternes  verwendet;  nur 

die  in  Mädler's  Katalog  enthaltenen  Sterne  sind  mit  den  dort 

angenommenen  Eigenbewegungen  reducirt  worden. 

Die  Eigenbewegung  (in  Rectascension)  der  Sterne  Nr.  40 

und  41,  welche  für  ersteren  Stern  wohl  etwas  zweifelhaft,  für 

letzteren  jedoch  gewiss  sehr  beträchtlich  ist,  habe  ich  aus  den 

in  der  Rubrik  a  angeführten  Positionen  berechnet;  bei  den  in 

der  letzten  Columne  angegebenen  Positionen  ist  die  Eigen- 

bewegung bereits  berücksichtigt. 

Die  Declination  des  Sternes  Nr.  6  wurde  nach  Weisse 

angenommen,  da  sie  die  beiden  Marseiller  Beobachtungen 

wesentlich  besser  macht  und  eine  ziemlich  starke  Eigen- 

bewegung  nicht  unwahrscheinlich  ist.  Da  es  schwer  zu  recht- 

fertigen sein  dürfte,  bei  einer  grösseren  Zahl  von  Beobachtungen 

die  äussersten  Wcrthe  als  die  besten  beizubehalten,  wurden 

die  Örter  der  Sterne  Nr.  17,21  und  27  von  den  Leipziger  Beob- 

achtungen etwas  abweichend  angenommen. 

Die  Declination  des  Sternes  Nr.  38  nach  Weisse  würde 

den  Fehler  des  Kometenortes  etwas  verkleinern. 
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Die  Abweichungen  der  zur  Bahnbestimmung  verwendeten 

Beobachtungen  von  der  Ephemeride  und  die  angenommenen 

Gewichte  sind  in  Folgendem  übersichtlich  geordnet.  Die  Re- 

duction  auf  den  Parallel  konnte  wegen  der  fast  unmerklichen 

Änderungen  von  cos  3  für  die  zu  je  einem  Normalorte  gehörigen 

Beobachtungen  unterbleiben. 
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U  O 

A .  1 

A  •  ̂  
-  Q  1 

o  1 

>peier 

—v»  o — 

A  •  =. 

1  •  A •  Q  1 

0  1 
.Mailand 

i  »5-7 

A  •  =• 
•  Q  O O- \  1   rtl*.  .klll.l .Mi\rM?uic 

 A  •  ''O 

1  u 
a  •  9 

A  •  - 

•  QQ 

00 
Mannheim i  n  •  i  r 

|  V     1  ö 

1  U 

q  •  a — t-  O  *t 
1  •  A 

0v> r  u»i  enz  A-  AI 

A  •  ~\ 

"fr  i  o  o 

V  •  QA 
_  dv 

.Mailand 1  1  \  •  1 1I 
f    V'      1  k' 

U  O 

— 186 

0-3 

OO Florenz 
-i-O-SS o  •  R 

—  142 0-5  1 

Q  -  Q  1 
O  Ol .M.ir«>eiile 

(»•'V 

—  v  o— 

i  >o 

+  G-5 

1-0  ! 

-  Q  ̂  

O-T 

r  lorcnz 
O  -  4 ! 

1  MI I  o -  3-2 

o-s  ; 

'3»> 

• 

Abo 
A  •  Iii —  0  41' 1  .  A 1  0 

+  8-9 

i-o  ! 

4-:vV 

Fadua 
-+-0-36 

0-5 -  3-7 
Od 

•32 

Marseille 

—0*19 

1-0 
00  1-0 

•5f3 

Neapel 

Abo 

-4-0*68 
03 

+  15-9 

Od 

•34 

—  0-36 

1-0 

-4-  0  4 

1-0 

•34 

Florenz 
-1-0*24 

1  -o 
Ma:Iar.d 0-3 -+-26-2 

0-2 

> 

Digitized  by  Google 



Buhnbestimmung  des  Biela'schcn  Kometen. 

479 

M.  Z.  P. 

1826 Ort 

/'
 

M 

P'
 

III. 

-■April     o  oi .M.II  l  .1  II  vi 1   A  f  1  7 o  o 

— T"  1  U  £ 

u  o 

^  •  9.9 
O  Oi '  1  ■  1      -  Uli 

n- 1 4 
0  •  7 O  4 

1    ft  •  '\ 

~x~  o  o 

fl  •  K 

OO 
Ihn 

0- "49 —  O  .)0 
-4-    1  -Ii 

1  -0 

•  ̂4 

ot I  l<>llll/,  0-  9S 
— V  OO 

0-  "> 

D  i)U .Mtlllunu 

~rH  1 \>  o 

O-t 
Ahn .ADO 

fl  •  44 1  •  fl 

1  o -4-1-1 
1  -0 

OO r  lorenz 

_  fl«  'V> 
■p  u  O- n  •  s 7  •  1 

-t-   <  1 

o  o 

7  •  99 * 

— V  Oi 

0-  "i 

U  «j 

"T*  1  O  V o  u 

O** ort.  min fl  •  *o 

ft.o 

V  E 
_i_  1  7  •  7 ft-  4 

OO 
.Mauanu i  •  wa 

fl- 

\J  o o  o 

A  .  ̂  

o  OS -T~  1  *tO 
A  •> 

yj  — -f-  1  /  o 

o  o 

Vinningen n  •  a7 
fl-  7 o  / 1  o  o V  o 

OO 

Prag 

_i  1  •  tu\ — f—  1  DU 
A.  •> U  _> 

OO r  lorenz 

 U  OO 

fl  •  "> 

o  o -f~  1  O  1 

v  o 

OO Padua 4-i  !>a 

A  •  ̂  

O  0 

— r-  —  o 

1  -O •  1  a 

o-t 
nremen 

i  •  ao 

—  1  UO 
A  •  O — f-  l  I  *t n»4 •  T4 

o*t 
.>  1  »1 1 1  Ii !  1 1 1 1 1 1 

 0  •  4ft 

1  -0 1  \J -4-  K-ft 
1  -0 o-t VfnilnnH .Mauanu 

lA  .  A? 

u  o 

V  OO 
.•ADO 

A  .  A" 

— U  UO 

1  V 
17-1 

—  1  1  1 

fl» 

o  o 
00 .\iannneim 

—  U  04 
i  •  n 1  u 

—   U  ö 

1  fl 

OO 

"  rag 

A  .  O 

OO r lorenz 
H-U  SSO u  0 ■  iKii ■+■  1 3  <> n  •  ̂ 

\J  o 
•33 

Mailand 
— ü-71 

0-3 

•34 

Bremen 

-1-56 

02 
-1-14-1 

0-4 

•34 

Marseille 

-0  98 

0-5 

—  5-4 0  8 

•35 

Göttingen 

-0-50 

1  -o 
—  29-  1 

0-3 
10-29 Neapel 

4-0-97 0*5 
4-14-2 

0-5 

•30 

Florenz 4-0-62 0-5 

4-15-6 
05 

•34 

Bremen 

—  2  29 

0-2 -f-  7-9 
0-4 

11-30 Padua -1-2 -00 
0-3 

15-30 Neapel 

—0-25 

0-7 

4-  0-6 
0-7 

15  33 Padua -Hl • 14 
05 —  26-8 

0-2 
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1826 
Ort A* A3 

P'
 

IV. 

April  Jo'd/ 
Bremen 

—  I  15 
A  •  o 0*2 

2  /  '3-1 
Neapel H-0-01 

0-3 

—  1 1  ■  2 

0-4 

2  <  •  38 
Güttingen 

4-0-33 
0-3 4-149 0-3 

f-v  /-v  r|.| 
30*98 

Marseille 

—030 

0  4 

— 20  2 

0-3 
30-38 Bremen 

-1-69 

0-2 
4-36 -5 

0-1 

.Mat  1-31 
KT  —  1 Neapel i  i  aiii 

+  1  bl A  .  ') 

0  2 
—  :4  J 

A  •  •> 

o- 1 

1  36 Padua 
4- 1 '  5 1 0-3 -+-40 -6 o-i 

2  36 Florenz 4-1  •  16 02 
 o  2  •  7 

0-2 

236 Padua 

+  0-3 

0-2 5-33 
Neapel 

-t-1-28 
0-2 

4-17-8 

0-3 

7-36 
> 

-1-79 

0-2 -35-2 0  1 

8-34 
> 

—  1-40 

0-1 
-+-24-0 

o-i 

8-36 
Florenz 

—  0-37 

0-2 
936 Neapel 4-0-91 

0-2 

+  0-4 

03 

Die  getrennte  Summirung  der  positiven  und  negativen 

Abweichungen  ergibt  für  die  einzelnen  Normalorte: 

Zahl  der 
Bcob. tri 

Zahl  der 
Beob. 

\P'\ 

4-6-051 17 

13-0 

4-  40?97 

8'  ., 5-9 

L  .. | 

—2-231 
7 5-8 —  78-28 

14V, 

10-0 
II.  ..  j 

4  3-749 
17 9-3 

4-  74-45 

16  V, 

9-0 

i 

-4-139 
15 

8-6 

-  55  84 

141/, 

9-3 

4-3-693 1  1 4-3 
4-111-75 

21 12-6 

III.  ..  J 
—  6-142 20 

11-7 

—  27-76 5 2-8 

IV.  J 
4-1-547 7 

1  -7 4-  21-30 
7 

1-4 

i 

t 

-  1-350 6 1-6 
-  25-86 5 1-2 
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Der  Hauptsache  nach  entspricht  die  Vertheilung  der  Fehler 

den  Forderungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Werden 

ebenso  für  die  Beobachtungszeiten  die  Mittel  mit  Rücksicht  auf 

die  angenommenen  Gewichte  gebildet,  so  ergeben  sich  hiefür 

folgende  Abweichungen  von  der  Ephemeride,  denen  auch  ihre 

aus  der  Quadratsumme  abgeleiteten  mittleren  Fehler  E  bei- 

gesetzt sind: 

1820 Aa E w 1826 Ao 

/: 

M 

März  12-52 

April  1-41 

April  8-63 

Mai  1-78 

i 

+0'203 
-0-022 

-0133 

40  060 

0*116 

0-099 

0-142 

0-307 

18-8 179 

10  0 

3-3 

März  12*85 

April  1-21 

April  8-35 Mai      2  10 

-2?35 

+  1  02 

+.V45 -1-75 

I 

2  '00 

l  -09 
2-00 

0-21 
15-9 

183 

15-4 

2-6 

Die  Werthe  von  E  passen  ziemlich  gut  zu  den  Werthen 

von  [p]  und  sind  mit  wenigen  Ausnahmen  ungefähr  gleich  den 

Abweichungen  von  der  Ephemeride  oder  noch  grösser  als  die- 

selben. 

Ich  muss  hier  bemerken,  dass  bei  Bildung  der  Grundlagen 

für  die  Berechnung  der  wahrscheinlichsten  Elemente  unter  den 

zum  dritten  Normalorte  gehörigen  Beobachtungen  die  Marseiller 

Beobachtung  vom  5.  April  aus  Versehen  übergangen  worden 

ist.  Die  Abweichung  dieser  Beobachtung  von  der  Ephemeride 

ist  dem  Mittel  der  Abweichungen  so  nahe  gleich,  dass  durch 

ihren  Wegfall  die  Coordinaten  des  Normalortes  nur  ganz  un- 

erheblich geändert  werden.  Wohl  aber  vergrössert  sich  das 

Mittel  der  Beobachtungszeiten  um  ein  paar  Zehntel  eines  Tages, 

so  dass  die  Ephemeridencorrection  auf  das  Datum  April  9*0 

bezogen  werden  konnte.  Nachdem  eine  geringfügige  Änderung 

in  der  Gewichtsvertheilung  das  Mittel  der  Zeiten  um  einen  ähn- 

lichen Betrag  zu  erhöhen  im  Stande  wäre,  und  wie  aus  der 

Beobachtungsreihe  zu  ersehen  ist,  durch  successive  Ein- 

beziehung der  das  letzte  Drittel  bildenden  Beobachtungen  eine 

langsame  Abnahme  der  Abweichungen  in  Declinatton  sich 

bemerkbar  macht,  habe  ich  die  in  der  vorausgegangenen  Rech- 

nung angenommene  Ephemeridencorrection  beibehalten.  Es  ist 
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überdies  der  Einfluss  einer  kleinen  Änderung  derselben  auf  die 

Endergebnisse  ganz  belanglos.  Reducirt  man  die  Abweichungen 

mit  Hilfe  des  durch  dieselben  angezeigten  Ganges  auf  gleiche 

Zeitpunkte,  so  erhält  man: 

1826 da Aa  cos  i 

«  
1 

März  12-5 -+-  3*05 
-4-  3'00 

—  2r41 

April  1-5 

-  0-33 

-  0  32 

+  1-12 April  90 
—  2-31 —  2-27 

■+■  5-38 
Mai        2  0 -h  0-90 -+-  0-89 

—  1-75 

Durch  Vereinigung  dieser  Correctionen  mit  den  Epheme- 

ridenörtern  werden  die  auf  das  mittlere  Aquinox  1 826*0  be- 

zogenen Positionen  des  Kometen  folgende: 

182(5 

J
f
 

182f,M> 

I8MM1 

März  12-3 
41°  19'  59M8 

-+-10°  23' 
22*9ti 

April  1-5 
06    19  47-54 +  10  44 24-29 

April  9-0 
76    37      4  (39 

-MO  16 
740 

Mai       2  0 t08    50    55  31 
-4-  6  46 3-78 

b 

■ 

Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Elemente. 

Als  Fundamentalebene  wurde  der  Äquator  für  1830*0  mit 

dem  zugehörigen  Äquinox  gewählt  und  an  die  Normalörter  und 

Elemente  (I,  II)  des  Kometen  die  entsprechende  Reduction.  an- 

gebracht. Diese  Elemente,  deren  Beziehung  auf  den  Äquator 

durch  Beifügung  eines  Striches  markirt  ist,  sind: 

ir  r 

1826  April  2-0  1832  November  25' 0 

Af   2°    8'  IM 

M'  107    12  6*7 

il'  325     5  24-1 
M0 . . . 

50'
 

lf3 

II'
 

.  .  107 25 
34 

33 

284 
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ir 

1826  April  2  0 

i'   22°  52'  39r  1 

n  283    45  52-7 

?   48    17  49-6 

\x   527  941 

f 

? 

r1 

1832  November  25  *0 

22°     3'  I7r5 
280      6    25  0 

48    42    24  9 

533-788. 

t  bedeutet  den  in  der  Bewegungsrichtung  gemessenen 

Bogen  der  Bahn  zwischen  Äquator  und  Ekliptik.  Die  Ab- 

weichungen der  Normalörter  von  der  Ephemeride  konnten  auch 

für  das  neue  Aquinox  unverändert  beibehalten  werden.  Die- 

selben sind  sammt  den  Logarithmen  der  Differenzialquotienten 

in  folgender  Tafel  enthalten.  Die  Zeit  ist  hierin  von  1832  No- 

vember 25*0  an  gezählt. 

2. 3. 

5. 

6. 7. 

1 826 

März 

12-5 

1826 
April  , 

1  *5 

1826 

April 9-0 

1826 

Mai 
2-0 

1832 

Ootober 

28-5 

1832 

Nov. 

25-0 

1832 
Dccemb. 

26  0 

t-l. 
-2449-5 -2429-5 -2422-0 -2399-0 -27-5 0 

+31  -0 
A«  cos  3 +  3?00 

-  0:32 -  2r27 

♦  0r89 ♦  0J33 

0T00 
-  2T80 

cos  St/* :  </A/0 
0-62278 0-73489 0-76936 

0-81475 
0-84750 0-49917 0*29824 

COS 84a  :  4/|jl 
4101914 4" 12740 4" 16043 4120141 

2-34934 2-40380 2-44879 

cos 3 da  :  ite 0° 30409 0" 12791 9197209 9*84476 
0-31080 

0-47111 0-45292 

cosoifa  :  dW 9  65723 
9-62921 9-64133 

9  75355 9  49303 

9-44846 
9-71887 

coslda  :  siniV/Ü' 
9n 15509 812673V» 

8-71553 9-34574 8-74451 
9-37540 

8-88500 

cos  Ida :  di' 
8n73654 

8-31416 8-20725 »008773 
9-81802 9-38806 8121678 

AS -  2?41 *  1*12 +  5?38 

-  1?75 

♦  0?57 

2r65 

-18*J>:> 

dl  :dM0 0n04135 0n28171 0n34385 0143549 0i78340 0"14403 

9-74037 

di  :  du 
3-42390 3-66662 

3  72SS4 

3-81945 1*37114 1196850 1156143 

d  2  :  dy 9152585 9154336 9060190 9183561 9  61523 9197367 9155839 

di.dü' 
8n98637 9n 29995 9136769 9148845 9173111 9109968 7150385 

d*:sin>"d& 
9  74772 9-95795 0-O0H62 0- 03033 9  58370 

9-96225 9-99596 

dt.dr 9-76103 9-42210 9-03912 9156525 

0- 19779 

9S7299 
8196024 

Die  den  Xormalörtern  zugemessenen  Gewichte  sind  in 

Folgendem  angegeben.  Bildung  und  Auflösung  der  Normal - 
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Gleichungen  geschahen  nach  den  in  v.  Oppolzer's  »Lehrbuch 

der  Bahnbestimmung«  II.  Theil,  zusammengestellten  Formeln. 

Die  in  denselben  auftretenden  Grössen  sind  hier  in  gleicher 

Weise  bezeichnet.  Die  eingeklammerten  YVerthe  sind  Loga- 

rithmen. 

.r  =  (0- 99801)  8Af0 

y  —  (4-  115043)  o.i. 
z  =  (0  621Ö2)&p 

/  -  (9-88162)olV 

v  -  (0*1 1276)  sin  i'W 

w  =  (0 • 34830) W 

log  v  =  1-  12710. 

2. 

3. 

4. 

5. 6. 7 ■  « 

Rcct- asecnsion 

Gewicht 1-0 1-0 

1  -o 

0-5 20 2-0 
1*0 

a +0-4215 +0-5456 +0-5907 
+0-4637 +1-0000 +0-4484 

+0  1 996 

b 
-0-7223 -0-9268 1-0000 

-0-7771 +0-0218 +0-0284 +0-0194 

c 
-0-4814 0-3208 

-0-2241 
+0-1182 +0  6913 +1-0000 +0-6781 

d +0-5965 
+0-5592 +05751 

+0-5265 +0  5780 +0-5216 
+0-6875 

e 
-0-1102 -0-0143 

+0  0401 +0  1209 
+0-0606 

+0  2589 
+0-0592 

f 
-0  0244 

+0  0092 +0  0072 
-0  0388 +0-4171 

+0- 1550 -0  0074 

n +0-2239 0  0239 

-0-1694 
+0-0470 +0-0348 

0-0000 -0-2090 

s 0  0964 
-0-1718 0-1804 +0-4604 +2-8036 

*2-4123 +1-4274 

t 

Declination 

Gewicht 1-0 1-0 
1-0 0-5 2-0 20 0-5 

1 
a 

-0-1105 0-1922 -02217 -0  1936 
-0-8628 

-0-1979 

+0-0391 

'• 

+0-1834 +0*3208 .0-3702 +0-3225 
+0-0023 

0-0091 -0-0018 

c 
0-0802 -0-0835 

-0-0956 
-0-1157 

'0-1394 
-0-3181 -0-0611 

ä 
-0-1273 

-0*2620 
-0-3062 

-0-2860 -1 -oooo 0-2337 
-0-0030 

t +0-4315 
♦0-7001 

•0-7724 
+0-5849 

+0-4183 + 1 • 0000 +0-5404 

f +0  2587 +0  1 185 
+0*0491 -0  1165 + 1 • 0000 +0-4734 

-0-0289 

n 
-0-1799 +0-0836 +0-4015 

-0*0923 +0-0602 

-0-2797 -1 -oooo 

S +0  3757 +0*6853 +0*9697 +0- 1033 

-0-2426 
+0-4349 

-0-5153 
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Die  noch  übrig  bleibenden  Fehler  der  Normalörter  (Aa'  cos  6 

und  Ao')  sind  im  Vergleich  zu  den  früheren  folgende: 

1. 2. 3. 4 

5. 6. 

i 

i 

Aa  cos  3 

Aa'  cos  8 

Ao 

Ao'
 

-4- 3 '00 

-+-3- 163 

-2-41 

-1-810 

-0?32 

+0-468 

-hl -12 

■4-2  852 

-2J27 

— 1066 

-4-5*38 

+  7-465 

-+-0J89 

-f-3-524 

—  1-75 

+0  832 

+0?33 
— 0165 

-+-Ü-57 

4-0-152 

0?00 

4-1-285 
-2-65 
-t-086 

—  2r80 

—  1-260 

-18-95 

—  16-131 

Die  hieraus  gerechnete  Summe  der  Fehlerquadrate 

\pvv]  =:  222 J 50  stimmt  mit  dem  Werthe  von  v2[««6]  gut  über- 

ein. v*[ffft]  =  254 r5;  die  geringe  Abnahme  dieser  Summe, 

welche  im  Ganzen  nur  32  r0  beträgt,  während  sie  in  Folge  der 

Verringerung  des  Fehlers  in  Declination  für  den  siebenten 

Normalort  allein  49  M  betragen  würde,  lässt  schon  erkennen, 

dass  von  einer  wesentlichen  Verbesserung  der  Kiemente  durch 

diese  Ausgleichsrechnung  nicht  die  Rede  sein  kann.  Die  Cor- 

rectionen  der  auf  die  Ekliptik  bezogenen  Elemente  für  1832 

November  25  0  und  ihre  mittleren  Fehler  sind  . 

+0M34 

db  0;847 zu  = 

—0-631 

±13-953 
+2-677 

±15  1 85 
8f  = 

-+-3 -089 

±  2-947 
T 

—0-327 

±  1 • 446 

8;i  = 

-i-o- ooo  in 

rfc  0-000430 

A) 

Diese  Grössen  beziehen  sich,  soterne  sie  überhaupt  von 

der  Lage  der  Fundamentalebenen  abhängen,  auf  Ekliptik  und 

Aquinox  1830*0,  erfahren  aber  bei  der  Reduction  auf  1832-0 

nur  so  geringfügige  Änderungen,  dass  nach  der  bisher  durch- 

geführten Rechnung  als  wahrscheinlichste  Elemente  für  1832 

November  25-0  gelten  können:  1,  „.._,.„-+- .4. 

Die  durch  A  gegebenen  Änderungen  der  Elemente  sind 

mit  Ausnahme  von  8/,  welches  nahe  gleich  s,  ist,  viel  kleiner 

als  ihre  mittleren  Fehler,  so  dass,  da  auch  die  Darstellung  der 
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v'2[;;//6]  =  67J47 

J.  v.  Hcppcrger, 

log«  =  0-49200 s  =  3M05 

log* 979210 

log  s, 
=  0-69804 \ogy 

9" 08423 

log  st». 
=  0-56901 

log  z 
8-97388 

log  8, 

=  0-55533 

log/ 9n 92356 
log  £, 

=  0-79998 

log  V 

7 • 75892 
log  2,. =  0-38566 

log  w 
9n 60013 

log  s«. =  0  67469 

Den  Werthen  dieser  Unbekannten  und  ihrer  mittleren 

Fehler  entsprechen  folgende  Correctionen  der  Elemente  für 

1832  November  25-0: 

ui0 

-+-0J335 

dr  0r501 sn 
—6  •  039 

d=  8-296 

?Ai —4117 

±9-239 

8i 
— 0- 192 

±  1 -883 

8<p 

+0'  121 
±  0*858 

2  JA 
—0-000045 

d=  0-000256. 

B) 

J 

Die  Änderungen  der  Elemente  sind  durchwegs  kleiner  als 

ihre  mittleren  Fehler;  letztere  sind  wegen  der  bedeutenden  Ver- 

minderung des  Fehlers  (s)  der  Gewichtseinheit  natürlich  be- 

trächtlich kleiner  geworden,  stehen  jedoch  in  fast  gleichem  Ver- 

hältnisse zu  einander,  wie  die  entsprechenden  Grössen  in  A. 

Die  Darstellung  der  Normalörter  durch  das  System  1-4-/? 

ist  im  Anschluss  an  die  früher  gewonnenen  Resultate  folgende: 

Flemente 

I 

l+A 
I-4-tf 

I 

1-4- 

1. 

Angenommenes 
Gewicht  . 

Mittlerer  Fehler  ±1 

Angenommenes 
Gewicht  .  . 

Mittlerer  Fehler 

1  -o 

■  _ 

'  7 

+3*00 
4-3-16 

+4-01 

1  -o 

-1-2-0 

3. 

6. 

I  0 

±1*5 

-0-32 

-1-0 -47 —0-04 

1*0 
-4-1-7 

-2-41  -4-1-12 
-1-81  -4-2-85 

/  |— i-92|-hl-06|-f-5- 1 1 

1  -0 

:h2rl 

-2  27 
-107 

—  217 

1  -0 

±2-0 

-+-5-38 

t-7-4»i 

0-5 

±4;6 

-4-0-8«.) -4-3-52 

-14 -4-0-21 

0-5 

-+-6  2 

—  1 

-4-0 

-2 

2-0 

±0!5 

-1-0-33 
—0-17 

2-0 

±0-7 

57 -4-0  15 —0-87 

75  4-0 
83 

66 

2  0 

±0'8 

o-oo 

-4-1-28 
-f-0-49 

20 

±0-8 

-2-65 

—  1-  09 -2-12 

1  -0 

±  2M 

—  2  80 

—  1-26 

—  0-71 

0-5 

±  3  7 

-18-95 

—  16-13 

[-19-22] 
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Die  Summe  der  Felllerquadrate  [pvv]  ist  in  der  Darstellung  1 

bei  Weglassung  der  letzten  Declinationsdifferenz  gleich  74*94, 

in  der  Darstellung  \  +  B  gleich  67T48.  Der  geringen  Verminde- 

rung dieser  Summe  entspricht  auch  eine  so  geringe  Änderung 

der  Kehlervertheilung,  dass  das  letzte  Elementensystem  als 

nicht  erheblich  besser  anzusehen  ist,  wenn  auch  im  Allgemeinen 

eine  etwas  günstigere  Darstellung  hiedurch  erzielt  wird. 

Die  Elemente  I-f-^4  vermitteln  den  engsten  Anschluss  an 

die  letzten  drei  Normalörter  und  lassen  die  am  genauesten 

bestimmten  öfter  5  und  6  nur  mehr  mit  Fehlern  behaftet  er- 

scheinen, welche  entweder  kleiner  oder  nur  wenig  grösser  sind, 

als  die  aus  den  Beobachtungen  abgeleiteten  mittleren  Fehler; 

dagegen  stellen  sie  die  Erscheinung  des  Kometen  im  Jahre  1826 

am  schlechtesten  dar,  indem  sie  speciell  die  Declination  des 

dritten  Ortes  mit  einem  kaum  zulässigen  Fehler  betheilen. 

Wenn  auch  das  System  I -f- ^4  einen  unbestreitbaren  Vor- 

zug vor  dem  System  I  nicht  besitzt,  wird  man  es  doch  als  das 

wahrscheinlichere  betrachten  müssen,  da  es  den  Normalörtern 

mit  Rücksicht  auf  deren  mittlere  Fehler  im  Allgemeinen  etwas 

besser  genügt. 

Nach  Anbringung  des  Correctionssystems  A  an  die  Ele- 

mente I  und  II  erhält  man 

1832  o 

Oscul.  1832  November  25  0 
1826-0 Oscul.  182Ö  April  2-0 

L  =  109°  49'  CT31 

II  =  109    58  58-87 

S!  =  248     13  56  •  1 8 

i  =    13    13  21-56 

•  ?  =    48    42  24-62 

L  —  111°  56'  34T01 
II  =  109  48  33  01 

ß  =  251  27  38*38 

i  =  13  34  4  91 

<p  -    48    17  49-23 
»t  =  533-78842 527-94107. 
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IX.  SITZUNG  VOM  17.  MÄRZ  1898. 

Sc.  Excellenz  Arthur  Graf  Bylandt-Rheydt  macht  mit 

Note  vom  8.  März  1898  Mittheilung,  dass  Seine  k.  u.  k.  Aposto- 

lische Majestät  mit  Allerhöchstem  Handschreiben  vom  7.  März 

I.  J.  ihn  zum  Minister  für  Cultus  und  Unterricht  allergnädigst 

zu  ernennen  geruht  haben  und  er  mit  dem  heutigen  Tage  die 

Geschäftsleitung  übernommen  hat. 

Der  prov.  Secretär  theilt  den  Inhalt  einer  Note  der 

Marine-Section  des  k.  u.  k.  Reichs-Kriegs-Ministeriums,  ddo. 

II.  März  1.  J.  mit,  worin  dieselbe  die  kaiserl.  Akademie  der 

Wissenschaften  aus  Anlass  des  Abschlusses  der  oceanographi- 

schen  Forschungsreisen  für  die  vielfachen  und  werthvollen 

Forschungsergebnisse  beglückwünscht. 

Ferner  bringt  derselbe  eine  Zuschrift  der  kaiserl.  Aka- 

demie der  Wissenschaften  in  Krakau  zur  Kenntniss,  worin 

diese  der  Wiener  Akademie  für  deren  Beschluss,  ihre  Anzeiger 

den  Mitgliedern  der  Kiakauer  Akademie  zuzusenden,  den  Dank 

ausspricht. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  V.  Uhlig  in  Prag  dankt  für  die  ihm 

bewilligte  Subvention  von  500  fl.  zur  Fortsetzung  seiner  geo- 

logischen Arbeiten  in  den  Ostkarpathen. 

Ferner  übersendet  Herr  Prof.  V.  Uhlig  eine  Abhandlung, 

betitelt:  »Die  Geologie  des  Tatragebirges.  II.  Tektonik 

und  geologische  Geschichte  des  Tatragebirges  nebst 

Beiträgen  zur  Oberflächengeologie.« 

Das  w.  M.  Herr  Ober- Bergrath  Dr.  Edm.  v.  Mojsisovics 

legt  namens  der  Erdbeben-Commission  der  kaiserl.  Akademie 

der  Wissenschaften  den  V.  Theil  der  Mittheilungen  derselben 
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vor,  welche  den  Titel  führen:  »Allgemeiner  Bericht  und 

Chronik  der  im  Jahre  1897  innerhalb  des  Beobachtungs- 

gebietes erfolgten  Erdbeben«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Dr.  H.  Weidel  überreicht  zwei  im 

I.  chemischen  Laboratorium  der  Universität  in  Wien  ausgeführte 

Arbeiten: 

[.  »Studien  über  die  Bestandtheile  desGuajak- 

harzes«  (II.  Abhandlung),  von  J.  Herzig  und  F.  Schiff. 

II.  »Über  die  Einwirkung  von  Jodwasserstoffsäure 

auf  aromatische  Bromderivate«,  von  J.  Herzig. 

Die  Mitglieder  der  vorjährigen  ärztlichen  Mission  nach 

Bombay  zum  Studium  der  Beulenpest,  Herren  Dr.  Heinrich 

Albrecht  und  Dr.  Anton  Ghon  überreichen  die  Fortsetzung 

des  wissenschaftlichen  Theiles  des  Berichtes  über  die  Ergeb- 

nisse der  Mission:  »B.  Pathologisch-anatomische  Unter- 

suchungen über  die  Beulenpest  in  Bombay  im  Jahre 

1897,  mit  Einschluss  der  pathologischen  Histologie 

und  Bakteriologie«.  (Unter  Mitwirkung  des  Hilfsarztes 

Dr.  Rudolf  Pöch.) 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.;  CVU.  Bd.,  Abth.  II.  a.  33 
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X.  SITZUNG  VOM  31.  MÄRZ  1898. 

Erschienen:  Monatshefte  für  Chemie,  Bd.  19,  Heft  I  (Jänner  1898). 

Der  prov.  Secretär  thcilt  mit,  dass  die  II.  wissenschaft- 

liche Expedition  aus  dem  Rothen  Meer  glücklich  zurückgekehrt 

und  S.  M.  Schiff  .Pola«  am  25.  März  1.  J.  im  Centraihafen  von 

Pola  eingelaufen  ist. 

Der  Commandant  S.  M.  Schiff  >Pola«,  Herr  k.  u.  k.  Linien- 

schiffs-Capitän  Paul  v.  Pott  übersendet  einen  vorläufigen  Reise 

undThätigkeitsbericht  der  zweiten  Reise  dieses  Schiffes  in  das 

Rothe  Meer  1897  — US. 

Der  prov.  Secretär  bringt  zur  Kenntniss,  dass  laut  Note 

der  Marine-Section  des  k.  u.  k.  Reichs-Kriegs-Ministeriums 

vom  15.  März  1898  der  Beobachter  auf  der  von  S.  M.  Schiff 

»Saida«  in  vorigen  Jahre  neu  activirten  meteorologischen 

Beobachtungsstation  in  Jidda,  Herr  Dr.  Xanthopulides,  sich 

erbötig  gemacht  hat,  die  Beobachtungen  auch  weiters  fort- 

zusetzen, zu  welchem  Zwecke  von  S.  M.  Schiff  »Pola«  die 

nöthigen  Vorkehrungen  getroffen  worden  sind,  und  dass  der 

Endtermin  iür  diese  Beobachtungen  auf  Februar  1899  fest- 

gelegt wurde. 

Das  k.  k.  Eisenbahnministerium  übermittelt  mit  Note 

vom  11.  März  1.  J.  die  Abschrift  eines  an  die  k.  k.  Staats- 

bahndirectionen  ergangenen  Erlasses  mit  dem  Beifügen,  dass 

auch  den  Verwaltungen  der  österreichischen  Privatbahnen 

empfohlen  wurde,  behufs  Heranziehung  der  Eisenbahnorgane 

zur  Mitwirkung  bei  dem  von  der  Erdbebencommission  ein- 

geleiteten Beobachtungsdienst  im  Interesse  der  Förderung 

dieses  vaterländischen,  wissenschaftlichen  Unternehmens  die 

erforderlichen  Einleitungen  zu  treffen. 
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Prof.  Dr.  R.  Pribram  übersendet  zwei  aus  seinem  Labora- 

torium hervorgegangene  Arbeiten,  und  zwar: 

1.  »Über  den  Zusammenhang  zwischen  Volum- 

änderung und  dem  speeifischen  Drehungsver- 

mögen activer  Lösungen«  (III.  Mittheilung),  von 

Richard  Pfibram  und  C.  Glücksmann. 

2.  »Beitrag  zur  quantitativen  Methaxylbe  Stimmung« 

von  Georg  Gregor. 

Das  c.  M.  Herr  Hofrath  Prot.  A.  Bauer  übersendet  eine  im 

Laboratorium  für  allgemeine  Chemie  an  der  k.  k.  technischen 

Hochschule  in  Wien  ausgeführte  Arbeit  der  Herren  Prof.  Dr.  Max 

Bamberger  und  Anton  Landsiedl:  »Über  den  Nachweis 

von  Argon  in  den  Quellengasen  des  Bades  Vöslau-. 

Das  c.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Dr.  A.  v.  Waltenhofen  über- 

sendet eine  Arbeit  aus  dem  elektrotechnischen  Institute  der 

k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien  von  Friedrich  Eichberg 

und  Ludwig  Kallir,  betitelt:  »Beobachtungen  über  schein- 

bare Gleichströme  im  Wechselstrom  1  ich tbo gen 

zwischen  verschiedenartigen  Elektroden«. 

Herr  Prof.  Dr.  Ed.  Lippmann  übersendet  eine  Arbeit  aus 

dem  III.  chemischen  Universitätslaboratorium  in  Wien  von  Leo 

Schwarz,  betitelt:  »Volu metrische  Bestimmung  nitrirter 

Phenolderivate«.  * 

Der  prov.  Secretär  legt  eine  Abhandlung  von  Dr.  H. 

Harting  in  Jena  vor,  welche  den  Titel  führt:  »Über  alge- 

braische und  numerische  Berechnung  der  Mikroskop- 

objective  geringer  Apertur«. 

Herr  Prof.  Karl  Z ick ler  in  Brünn  übersendet  ein  ver- 

siegeltes Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität  mit  der  Auf- 

schrift: »Telegraphie  vermittelst  Lichtstrahlen«. 

Das  w.  M.  Herr  Oberbergrath  Dr.  Edm.  v.  Mojsisovics 

überreicht  einen  Aufsatz  von  Prof.  Ferd.  Sei  dl  in  Gorz,  betitelt: 

»Die  Erderschütterungen  Laibachs  in  den  Jahren 

1851  — 1886,  vorwiegend  nach  den  handschriftlichen 

Aufzeichnungen  K.  Desch mann's«,  welcher  den  VI.  Theil 

33* 
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der  »Mittheilungen  der  Erdbebencommission  der  kais. 

Akademie  der  Wissenschaften«  bildet. 

Das  w.  M.  Herr  Prof  K.  Grobben  überreicht  eine  Ab- 

handlung, betitelt:  »Beiträge  zur  Morphologie  und 

Anatomie  der  Tridacniden«. 

Das  w.  M.  Herr  Director  E.  Weiss  überreicht  eine  Ab- 

handlung von  Herrn  L.  Grabovvski  in  München  unter  dem 

Titel:  »Einige  Bemerkungen  zur  Erklärung  der  Pol- 

bewegung«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  V.  v.  Lang  legt  eine  Arbeit 

von  Pmf.  A.  Grau  vor,  welche  den  Titel  führt:  »Über  Wi rbel- 

strüme  und  Hysteresis«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Dr.  F.  Steindachner  überreicht 

einen  Bericht  von  cand.  med.  Alfred  Oberwimmer  in  Wien 

über  die  Mollusken  II.  (Heteropoden  und  Pteropoden;  Sinnst- 

gera),  welche  anlässlich  der  österreichischen  Tiefsee-Expedi- 

tionen S.  M.  Schiffes  »Pola«  1890  — 1894  gesammelt  wurdet:. 

Herr  Dr.  Jaroslav  Perner  in  Prag  übersendet  einen  Bericht 

über  die  von  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen schaften 

in  Wien  subventionirte  Studienreise  nach  Skandina- 

vien. (Mit  Druck.) 
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Uber  Wirbelströme  und  Hysteresis 

von 

Prof.  A.  Grau. 

Mit  2  Tafeln  und  1  Textfigur.) 

Um  den  EfTectverlust  durch  die  im  Eisen  auftretenden 

Wirbelströme  zu  bestimmen,  bestand  bisher  immer  die  Ge- 

pflogenheit, von  den  gesammten,  bei  wechselnder  Magneti- 

sirung  im  Eisen  auftretenden  Verlusten,  welche  sich  aus  Strom- 

wärme in  den  magnetisirenden  Windungen,  Hysteresis  und 

Wirbelströme  zusammensetzen,  die  Effectverluste  für  Strom- 

wärme und  für  Hysteresis  abzuziehen  und  so  in  dem  Rest- 

betrag das  gesuchte  Resultat  zu  erhalten. 

Der  in  der  Erwärmung  aufgewendete  Arbeitsbetrag  war 

mittelst  der  Joule'schen  Formel  leicht  zu  ermitteln,  für  die 

Bestimmung  der  Hysteresisarbeit  musste  der  experimentelle 

Weg  betreten  werden,  wenn  man  sich  nicht  mit  den  nach 

der  Steinmetz'schen  Formel  erhaltenen  angenäherten  Werthen 

begnügen  konnte.1 

Die  folgende  Arbeit  ist  der  umgekehrten  Aufgabe  gewidmet. 

Es  sollen  die  Effectverluste  durch  Wirbelströme  bestimmt  und 

durch  Verminderung  des  Gesammtverlustes  um  diesen  und  den 

auf  die  Stromwärme  entfallenden  Betrag  die  Hysteresisarbeit 

ermittelt  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  wurden  drei  Ringe  mit  gleichem  Durch- 

messer aus  isolirtem  Eisendraht  gebildet.  Die  Eisendrähte  von 

1  mm,  2  mm  und  3  mm  Durchmesser  waren  aus  ein  und 

1  Erving,  Magnetische  Induction  im  Eisen.  Ch.  P.  Steinmetz,  El.  Zeit- 

schrift. 1891,  1892. 
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496 A.  Grau. 

demselben  Materiale  (Frischeisen)  gefertigt  und  wurden  mir  in 

liebenswürdigerweise  von  der  Alpinen  Montangesellschaft  zur 

Verfügung  gestellt. 

Aus  diesen  drei  Drahten,  welche  mit  Zwirn  umsponnen 

waren,  wurden  drei  Ringe  von  gleichem  Gewicht  gebildet.  Die 

angewandten  Drahtlängen  betrugen 

98-25  m  beim  Durchmesser  von  1  mm. 

24  •  56  m     *  »  »2  mm, 

10*915  tn  »  »  »    3  mm. 

Diese  drei  so  gebildeten  Ringe  wurden  als  Transformator- 

kerne  betrachtet  und  jeder  mit  600  Windungen  eines  1  mm 

starken  Kupferdrahtes  bewickelt,  durch  welche  Wicklungen 

dann  ein  Wechselstrom  gesendet  wurde. 

Ist  d  der  Durchmesser  des  Drahtes,  dx  die  Dicke  einer 

Zone  und  1  cm  die  Länge  des  Drahtstückes,  so  ist,  wenn  k 

die  Leitungsfähigkeit  des  Eisens  bezeichnet,  das  Leitungs- 

vermögen  dieser  Zone  —  
1  ~  x 

Ist  B  die  magnetische  Induction,  so  ist  die  von  der  Fläche 

x2z  eingeschlossene  Kraftlinienzahl  x2zB.  Die  in  der  Zone  auf- 

tretende E.  K. 

dE  =  \/2ziix2t.B 
und  der  Strom 

di  =  *fX~  \/2K*nBx*  -  K~nknBxdx. 2  tzx  v  2 

Der  in  dieser  Zone  verzehrte  Effect  ist 

dA  —  dE.di  —  ->fotQ-B2xSdx 

und  somit  der  in  der  Länge  von  1  cm  im  dmm  dicken  Draht 

verzehrte  Effect 

d  j 

A  =  C  dA  -  jc* kn*B*  f  *  x*dx  =  —  kn*B*dV 

Da  die  drei  bei  den  Versuchen  verwendeten  Drähte  aus 

demselben  Materiale  bestanden,  also  dieselbe  Leitungsfahigkeit 

i  Ch.  P.  Steinmetz,  E.  T  Z.  1895. 
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besassen  (was  sich  auch  aus  der  Messung  ergab),  ausserdem 

bei  je  einer  Versuchsreihe  in  jedem  der  drei  Ringe  sowohl 

das  H,  als  auch  das  B  constant  gehalten  wurde  und  die  Langen 

der  drei  Kisendrähte  sich  wie  9:4:1  verhielten,  so  standen  die 

unter  diesen  Umständen  auf  die  Wirbelströme  aufgewendeten 

Arbeitsbeträge  in  dem  Verhältniss  wie  1:4:  9. 

Nachdem 

A.  =  9825—  kn*B*  ~  \53-~>i:*kn*B* (34 

r3 

A*  =  245(3  —  ku*B*  —  GUtMh*B* 
4 

A.  -  1091-5  81*  kn*B*  =  1381  5**kn*B*t 64 

so  ist 

A.i—Ax  —  \m-hz:wB- 

A^-A,  —  \  22SOzWB* 

Somit  verhält  sich 

(i4,— Ax) :  (Ai—At) :  {At—Ax)  -  1228  :  767  5  :  460*5 

oder 

[bezeichnet  man  mit  ax,  ii2  und  aa  die  in  den  Kupfer- 

wicklungen der  drei  Ringe  consumirten  Arbeitsbeträge,  so  setzt 

sich  jeder  derselben  aus  drei  Theilen  zusammen 

ai  —  *»',  +  *//,+ At 

wobei  ol\v  der  auf  die  Stromwärme,  iu  auf  Hysteresis,  A  auf 

Wirbelströme  entfallende  Betrag  ist. 
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Wird  nun  bei  jeder  Versuchsreihe  die  magnetische  In- 

duction  B  und  die  Frequenz  n  in  den  drei  Ringen  constant 

gehalten,  so  wird,  nachdem  dieselbe  Eisensorte  verwendet  und 

das  Volumen  in  den  drei  Ringen  das  gleiche  ist,  der  für  die 

Hysteresis  entfallende  Arbeitsbetrag  der  gleiche  sein,  und  es 

ergibt  sich 

al  =  *u'1  +  *H+Al 

Da  die  Widerstände  der  drei  Kupferwicklungen  155  Ii, 

1  25  ß  und  1*1 75  Q  betrugen,  die  Stromwerthe  mittelst  dynamo- 

metrischer Messung  erhalten  wurden,  so  waren  a»/  bekannte 

Grössen,  die  von  den  Werthen  av  a2  und  ö3  in  Abzug  gebracht, 

die  Gleichungen  liefern: 

V\  —  ai—9.\vx  —  i-u+Ax 

Pi  —  a2 — %w,  —  «//H-^o 

P%  —  rt3^~aH'i  —  *//  +  4v 

Durch  Subtraction  der  Gleichungen  erhält  man: 

/'s— Pi  =  4a— 4, 

P—Px  —  A2~Al 

P& — Pi  —  A$  A>- 

Es  liefern  also  diese  VVerthe  die  Differenzen  der  in  den 

ein/einen  Ringen  für  Wirbelströme  verbrauchten  EfTectverluste. 

Genügen  diese  gefundenen  Werthe  den  früher  aufgestellten 

Gleichungen: 

a   a  a   4 

/—,L  =  2- 67,      j— =160  etc., 

so  lässt  sich  mittelst  der  Beziehung 

.4, :  {A2—Ax)  =  153-5  :  460*5 

Ax  und  ferners  auch  A2  und  A:i  berechnen. 

Diese  Ermittlung  der  Werthe  für  A]y  A.2  und  A3  gestaltet 

sich  aber  noch  einfacher,  wenn  man  die  Thatsache  berück- 
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sichtigt,  dass  sich  unter  den  angenommenen  Verhältnissen 

Al :  A% :  A3  =  1 :  4  :  9  verhalten.  Man  hat  dann 

Pi  =  *h+Ax 

p2  =  *n+Al  +  3^4,  =  Pj+3i4, 

P3  —  *u+At+SAi=p1+8Av 

Nachdem  pv  p2,  p3  aus  den  Messungen  zahlenmässig 

bestimmte  Werthe  sind,  so  ist 

,  respective 
4At 

9Ar 

und  es  sind  die  auf  die  Wirbelströme  entfallenden  ErTect- 

verluste  direct  ermittelt. 

Mit  diesen  so  bestimmten  Werthen  von  .4  kann  man  dann 

die  auf  Hysteresis  entfallenden  Arbeitsbeträge  aw  nach  der 

Formel  iH  —  p  —  A  erhalten. 

Nachdem  die  Stärke  des  magnetisirenden  Stromes,  die 

Spannung  am  Ring  zur  Bestimmung  der  jeweiligen  magne- 

tischen Induction  und  die  aufgewendete  Arbeit  gemessen 

werden  mussten,  so  wurde  ein  Elektrodynamometer,  ein  Hitz- 

drahtvoltmeter und  ein  Weston  -Wattmeter  benützt. 

Der  bei  den  ersten  Versuchen  benützte  Wechselstrom 

hatte  43  Perioden  pro  Secunde. 

Die  Inductionswerthe  B  wurden  aus  der  gemessenen 

Spannung  am  Ringe  mittelst  der  Formel 

B  = 
r.\/'lnqz 

ermittelt,  wobei 

E  die  Spannung, 

n  die  Periodenzahl, 

q  —  lülcw*  die  Eisenquerschnittsfläche, 

z  ~  600  die  Windungszahl 
bedeuten. 

Das  Wattmeter  gestattete  bei  einer  Maximalstromstärke 

von  circa  2  Ampere  */*  Watt  direct  abzulesen. 
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In  Folge  dieser  engen  Begrenzung  der  Stromstärke  musste 

mit  einer  hohen  E.  K.  gearbeitet  werden,  damit  die  Ablesungen 

am  Wattmeter  nicht  zu  geringe  VVerthe  erhielten. 

Ring  I. 

Durchmesser  des  Eisendrahtes  1  mm. 

Länge  des  Eisendrahtes  98  25  nt. 

Zahl  der  magnetisirenden  Windungen  (300. 

Widerstand  der  magnetisirenden  Wicklung  155  ö. 

Spannung  am 

Ring  in  Volt 

38 

36 
34 

32 

30 

2S 
20 
24 

Stromstärke 

in  Ampere 

1  15 
100 

0  93 

0  75 0-65 

063 
0*6! 

0-58 

Am  Wattmeter 

abgelesene  Watt 

Um  den  Verlust 

durch  Stromwarme 

corrigirte  Watt 

11-2 
9-8 

8-5 

7-6 
7-3 
15-  4 1 3*08 

.V4ä 

9-  15 

8*25 
7-  10 

6-73 

665 

580 

5- 10 

492 

Ring  II. 

Durchmesser  des  Eisendrahtes  2  mm. 

Länge  des  Eisendrahtes  24  •  56  cm. 

Zahl  der  magnetisirenden  Windungen  600. 

Widerstand  der  magnetisirenden  Wicklung  125  12. 

Spannung  am 

King  in  Volt 

Stromstärke 

in  Ampere 

Am  Wattmeter 

abgelesene  Watt 

l  m  den  Verlusl 

.hncli  Strom«  .irn 
corrigirte  m  I 

38 

30 

34 
32 

30 28 

26 

24 

I  38 
V  15 
0-98 

0-92 

0-80 

0  •  69 

055 
0-51 

23 

19-5 

16-8 16-09 
14-00 

12  09 
10-50  ■ 
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Ring  III. 

Durehmesser  des  Eisendrahtes  3  nun. 

Länge  des  Eisendrahtes  10*915  in. 

Zahl  der  magnetisirenden  Windungen  600. 

Widerstand  der  magnetisirenden  Wicklung  1*175  ß. 

Spannung  am 

Ring  in  Volt • 

Stomstärke 

in  Ampere 

Am  Wattmeter 

abgelesene  Watt 

Um  den  Verlust 
durch  Stromwärme 

corrigirte  Walt 

38 
2-08 

44-8 
39-S 

36 

1-77 

37-8 

34-  12 
34 1-53 

32  •  7 
29-92 

32 

1-38 

30  73 28-50 
30 

1-23 

26-20 24  42 

28 105 
22  •  30 

21 2(5 
0-92 

1939 

18-40 24 
0-83 

16-16 15-35 

Bildet  man  aus  diesen  für  die  drei  Ringe  erhaltenen 

Werthen  die  Quotienten 

43~AA     '    A/~i'      Und  A—AL> A2     Ai       A3     At  A2  Ax 

so  bekommt  man: 

As-At A>-At A*—A2 

A,-At 
A3-A, 

267 

1-59 1  -68 
2-68 1-595 

168 

2  69 
1-59 

1-69 

2-60 
1  -61 

1  62 2-69 1  -59 1  -69 
2-67 1-60 

1-67 

2-65 
1  -60 

1-65 

263 
1-61 1  •  63 

Mittel  2-66 

1  -597 1  -663 

gegen  2  67 

1-60 
1-67 
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Die  grösste  Abweichung  zeigte  sich  bei  den  der  Spannung 

von  32  Volt  entsprechenden  Werthen,  die  durch  eine  ungenaue 

Ablesung  entstanden  sein  dürften. 

Es  lassen  sich  somit  die'  auf  Foucoultströme  allein  ent- 

fallenden Arbeitsbeträge  nach  der  Relation  Ax  :  (A3 — .4,)  = 

=  153-5  : 1228  ermitteln. 

Wirbelstromarbeit  in  Watt  für 

Ring  I Ring  II Ring  III 

B*
 

bei  38 Volt 383 15-32 

34-48 
20588 

»  36 » 

3-233 

1288 
29- 10 

19500 

>  34 > 
2-845 

1 1-285 25-601 18421 

»  32 » 
2-721 

11-02 24-49 17357 
»  30 ■ 

2-221 
8-83 

19-99 16254 

»  28 
> 1-9 

7-60 

1710 15170 

>  23 > 1  -66 

6-68 

14-96 14087 
-  24 

» 
1-303 5-27 

1 1  -  73 13003 

Bestimmt  man  mittelst  dieser  so  erhaltenen  Werthe  die 

für  Hysteresis  entfallenden  Arbeitsbeträge,  so  erhält  man,  da 

dieselben  für  jeden  der  drei  Ringe  gleich  sein  müssen,  die 

folgenden  Resultate: 

Hysteresis- 
w  arbeit  in  Watt für  das  ganze 

Eisenvolumen 

20588 

5" 

32 

19500 5 02 

18421 4 31 

17357 
4 Ol 

16254 4 

43 15170 3 

90 

14087 
3 

44 13000 3 

62 

•  Die  Inductionswerthc  B  wurJen  nach  der  früher  angegebenen  Formel 

108ß B  —  —  berechnet. 
n\  2  nqz 
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Der  dem  Werthe  B  —  1(3254  entsprechende  Betrag  passt 

nicht  in  die  Reihe  und  liegt  diese  Abweichung  in  der  schon 

früher  bemerkten  fehlerhaften  Ablesung.  Die  Resultate  finden 

sich  in  der  Tafel  I  niedergelegt. 

Dieselben  Resultate  ergeben  sich,  wenn  man  den  zweiten 

im  Vorangehenden  beschriebenen  Vorgang  einhält  und  AVA2,A3 

nach  den  Relationen  Ax  —          1  ,A2  —  4A,  A3  —  9Al  bestimmt. 

Hldtrstand  < 
* 

ÜynamomtUr 

Wrrksrlsl^mlriluRS 

Diese  Bestimmung  ist  in  Tafel  II  graphisch  durchgeführt. 

Es  sind  die  Spannungen  als  Abscissen,  die  Werthe  p2—pv 

r$—PvPs—Pi  als  Ordinaten  aufgetragen  (gestrichelte  Curven) 

und  daraus  die  Werthe  für  Av  A2  und  ̂ 3  bestimmt  (stark  aus- 

gezogene Curven). 

Um  über  die  Richtigkeit  der  so  ermittelten  Werthe  ein 

Urtheil  zu  gewinnen,  wurde  eine  zweite  Versuchsreihe  mit 

22  Perioden  in  der  Secunde  durchgeführt. 
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Die  dabei  erhaltenen  Resultate  sind  folgende: 

Ring  I. 

22  Perioden  pro  Secunde. 

Spannung 

in  Volt  am  Ring 

Stromstärke 

in  Ampere 

Am  Wattmeter 

abgelesene  Watt 

Um  den  Verlust  | 

durch  Stromwärme 

corrigirte  Watt 

20 
19 

!  »8 

115 1-00 

0-94 

0-83 

5-9 

5-1 
4-48 

382 

3  85 

3-55 

311 
2-75 

Ring  II. 

Spannung 
in  Volt  am  Ring 

Stromstarke 

in  Ampere 

Am  Wattmeter 

abgelesene  Watt 

Um  den  Verlust 
durch  Stromwärmc 

corrigirte  Watt 

20 
19 

18 

17 

1-27 

1  -  12 

100 
087 

8-  10 

7  55 
648 

5  56 

0-49 

5-98 

523 

471 

Ring  III. 

.  Spannung 

1  in  Volt  am  Ring 

Stromstärke 

in  Ampere 

Am  Wattmeter 

abgelesene  Watt 

Um  den  Verlust 
durch  Stromwärme  i 

corrigirte  Watt 

20 

19 
18 

17 
■ 

1  -62 

1  -40 

1  29 
1  •  15 

14-00 

12-60 

10-88 

9  52 

10-92 

10-10 s  •  Ol 
ö  yo 

7-97 

K*  ergibt  sich  hieraus: 

A,-Ax 

4j  -  A., 

Ai-Al 

2U 

19 

1  1K 
17 

7  07 
<V55 5 -82 

5-22 

4-43 

412 3-70 
3-20 

2  •  64 

2  43 

2- 12 

1  96 
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Nachdem  sich  die  in  den  vier  Fällen  statthabenden  In- 

ductionswerthe  B  aus  der  gemessenen  Spannung  nach  der 

10*£ Formel  B  = 

ic  \/2nq 
ermitteln,  so  ergibt  sich  bei 

E H 

Verlust 
durch 

Wirbel- ströme im 
ersten  Hin« 

Verlust 
durch 

Wirbel- ströme im 
zweiten  Ring 

Verlust 
durch 

Wirhel- ströme  im 
dritten  Ring 

Hystcresis- veriust  in 
Watt  füi 

die  drei Ringe 

20  Volt 20720 
0-88 

3  52 
7-92 

2-97 

19  » 19080 
0-81 

3  24 729 2  74 

18  . 18648 
0-71 

2  84 6  39 
2  •  40 

17  • 17610 065 

2-61 

587 

2-10 

Nachdem  die  Periodenzahl  von  43  pro  Secunden  auf  22 

erniedrigt  wurde,  so  muss  bei  gleichen  magnetischen  Inductionen 

90 

der  Effectverlust  durch  Wirbelströme  im  Verhältniss  f  —  )  und 

22  ̂
43' 

der  Effectverlust  durch  Hysteresis  im  Verhältniss  —  sich  ver- 
43 

mindern. 

Am  Schlüsse  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  diese 

Bestimmungen  auch  mit  zwei  Ringen  allein  (die  auch  aus 

Blechen  hergestellt  sein  können)  durchführbar  sind. 
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Einige  Bemerkungen  zur  Erklärung 

der  Polbewegung 
von 

L.  Grabowski. 

Mit  1  Tafel  und  1  Textfigur.* 

1. 

Prof.  Helmert  hatte  im  Decembcr  18901  die  Bewegung  des 

Rotationspoles  für  den  Fall  untersucht,  dass  die  Bewegung  des 

Trägheitspoles  C  gegeben  ist  als  eine  harmonische  Bewegung 

in  einer  beliebigen  Ellipse  (einer  Geraden,  einer  Ellipse,  einem 

Kreise)  um  den  Mittelpunkt  C0,  mit  der  Periode  1  Jahr.  Die 

Bewegung  des  Rotatinnspoles  M  ist  dadurch  derinirt,  dass  der- 

selbe in  jedem  Augenblick  eine  unendlich  kleine  kreisförmige 

Drehung  um  die  momentane  Lage  des  Punktes  C  mit  der 

Winkelgeschwindigkeit  X  ausführt.  Denkt  man  sich  die  Coordi- 

natenaxen  längs  der  Hauptaxen  jener  Ellipse  genommen  und 

ist  dann  die  Bewegung  von  C  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

—  A  cos  (ntt-h  G)  j 

K=Bsin(*»/n-G)  
)'  

1 

2  ~ 

wo  also  m  die  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet,  die 
1  Jahr 

Halbaxen  .4.  B  und  die  Anfangsphase  (/'  gegebene  Constanten 
sind,  so  ist  die  Bewegung  von  M.  wie  man  durch  Integration 

der  bekannten  Differentialgleichungen  findet,  in  demselben 

Coordinatensystem  durch  die  Gleichungen  ausgedrückt: 

1  «Zur  Krklärung  der  beobachteten  Breitenänderungen..   A^tr.  Nachr. 
3014  (Bd.  126). 

Sitzb.  ä  mathem  -naturw.  Cl.;  CVII.  Bd.,  Ablh,  II.  a.  34 
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x  —  a  i  >s  mi-t-G  +r  cos  ,  o 

yz^b^.r.  mi+G  +  c  sir.  ~*J  +  J  * 

:.  i  c  -r.d  d  unbestimmte  Integra::  -nsc  'r.star.ten  sind,  dagegen 

/..  m.  G  die  frühere  Bedeutung  haben  und  a.  b  mit  den  Halb- 

axen der  Tragheitsroiei'.ipse  durch  d:e  Relationen  zusammen- 

Die  Gleichungen  «2;  können  >o  interpretirt  werden,  dass 

der  Rotation -pol  M  einen  Kreis  mit  dem  Radius  c  und  in  der 

9  - 

Periode  ~  um  einen  Punkt  3/0  beschreibt,  welcher  gleich- 

zeitig  seinerseits  auf  der  Peripherie  einer  um  C0  beschriebenen 

Ellipse  fortschreitet,  deren  Halbaxen  die  Längen  a.  b  und  die 

nämlichen  Richtungen  wie  diejenigen  der  Trägheitspolellipse 

2  n besitzen  und  die  in  der  Periode  —  (=  1  Jahr»  durchlaufen 

wird.  Ich  will  im  Folgenden  diesen  Mittelpunkt  des  beweglichen 

Kreises,  der  Kürze  halber,  als  den  »mittleren  Rotationspol  - 

bezeichnen  Der  Trägheitspol  und  der  mittlere  Rotationspol 

gehen  beide  zu  gleicher  Zeit  durch  die  Endpunkte  der  sich 

entsprechenden  Halbaxen  ihrer  Bahnen  hindurch. 

2. 
In  dem  citirten  Aufsatz  knüpft  Prof.  Helmert  an  diese 

Gleichungen  verschiedene  specielle  Beispiele  und  gewisse 

Schlüsse  über  die  sogenannte  Multiplication  an,  wobei  für  /. 

(die  Winkelgeschwindigkeit  der  Momentandrehung  von  M 

um  C)  der  aus  der  Euler'schen  Theorie  hergenommene  Werth 

"r 

>,  ■_-  benutzt  wird.    Nachdem  später  durch  die 
10  Monate 

Ghandler'sehe  Formel  gezeigt  und  von  Newcomb  erklärt 
2  s 

wurde,  dass  X  —  ist,  bedürfen  diese  Schlüsse  eine: 
14  Monate 

Revision;  und  es  scheint  mir  nicht  ohne  Nutzen  zu  sein,  einige 

derselben  in  der  corrigirten  Gestalt  mitzutheilen. 

Setzt  man  in  den  die  Bewegung  von  C  definirender 

Gleichungen  (1)  Ii  —  0,  so  hat  man  den  schon  früher  von 
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Radau  untersuchten  Fall:  eine  geradlinige  harmonische  Schwin- 

gung des  Träghcitspoles  C  durch  seine  mittlere  Lage  C0  mit 

vier  Halbamplitude  A.  Man  erhält  dann  für  die  Halbaxen  der 

Ellipse  des  mittleren  Rotationspoles: 
3«  < 

a  
A, 

13 
b-  — 

42 

13 

.4. 

Wir  sehen,  dass  die  in  der  Richtung  der  Geraden  liegende 

und  die  darauf  senkrechte  Halbaxe.  ihrer  absoluten  Länge 

nach,  beziehungsweise  2  8mal  und  3*2mal  so  gross  sind  wie 

die  Halbamplitude  von  C; 

die  Bewegung  ist  recht- 

läufig, und  zwar  ent- 

spricht dergrössten  Elon- 

gation des C nach  rechts 

die  grösste  Elongation 

des  .\f0  nach  links;  die 

Multiplication  ist  annä- 

hernd so  gross,  wie  sie  j< 

R  a  d  a  u  gefunden  hat 

*  unter  der  Annahme  X  — <>  - 

,  doch  ist 
10  Monate 

die  in  der  Richtung  der 

(ieraden   C0C  liegende 

Halbaxe  die  kleinere.  (Die  Unterschiede  gegen  Radau  sind 

durch  Sperrdruck  markirt) 

Es  hätte  keinen  Zweck,  hier  weitere  specielle  Kalle  zu 

verfolgen,  in  welchen  vielfach  durch  die  Einführung  des  neuen 

YVerthes  von  X  die  Formen  der  Ellipsen  noch  stärker  geändert 

werden.1  Ebenso  unterlasse  ich  es,  die  Bedingungen  der 

rechtläufigen  und  der  rückläufigen  Bewegung  zu  erörtern. 

1  Es  braucht  nicht  erst  gesagt  zu  werden,  dass  auch  die  Figuren,  die 

dem  citirten  Aufsatze  beigegeben  sind,  ihre  (bedingte!  Gtltigkeit  für  die  Krde 

verlieren.  —  Hier  ist  auch  die  Gelegenheit,  darauf  aufmerksam  zu  machen, 

dass  die  Helmert"schc  Figur  2  ausserdem  durch  ein  Versehen  des  Zeichners 
falsch  gezeichnet  ist,  wie  man  gleich  bemerkt,  wenn  man  sie  aufmerksam 

anschaut  und  den  erläuternden  Text  berücksichtigt. 
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Desgleichen  dürfte  es  überflüssig  sein,  obwohl  es  nicht  uninter- 

essant ist,  die  Frage  zu  discutiren,  in  welchen  Fällen  überhaupt 

echte  Multiplikation,  d.  h.  der  Umstand  eintritt,  dass  wenigstens 

eine  der  absolut  genommenen  Halbaxen  der  M0-Ellipse  grösser 

ist  als  die  grössere  der  absolut  genommenen  Halbaxen  der 

Trägheitspolellipse.  —  Der  Multiplicationsindex  (ich  verstehe 

darunter  das  Verhältniss  der  grösseren  der  Zahlen  \a\  \b\  zu 

der  grösseren  der  Zahlen  |-4 „  \B\)  variirt  für  die  verschiedenen 

Fälle  der  Bewegung  des  Trägheitspoles  zwischen  ---  und  H. 

3. 

Ist  umgekehrt  die  Bewegung  des  Rotationspoles  bekannt 

und  ausgedrückt  durch  Gleichungen  von  der  Form  der  (2), 

so  bestimmt  sich  diejenige  des  Trägheitspoles  durch  die 

Gleichungen  (1),  wobei  die  Constanten  -4  und  B 

X  X 

sind  und  die  Constanten  m  X,  G  dieselben  Werthe  haben  wie  in 

den  gegebenen  Bewegungsgleichungen  des  Rotationspoles.  — 

Nun  geht  aus  den  Beobachtungen  hervor,  nach  der  Discussion 

von  Chandler,  dass,  wenn  man  die  .v-Axe  in  der  Richtung 

nach  4")°  Länge  (östlich  von  Greenwich).  die  y-Axe  in  der 

Richtung  nach  135°  Länge  nimmt,  die  Bewegungsgleichungen 

des  Rotationspoles  so  geschrieben  werden  können: 

x  =  OMÖ  cos  ;;/(/— Oct.ö)  +  0r  16  cos  JX(/  —  1892  Oct.5)— 88c( 

y- 0r04  sin  n/(/-Oct.  Ö)  +  0M6  sin  jX(/— 1892  Oct.  ö)—88'|, 
-  2 « 

WO  tu  =  ,  X—  bezeichnen:  folglich  sind  die- 
1  Jahr  7 Jahr 

jenigen  des  1  rägheitspoles  C 

X  —  +01 103  cos  ;//(/— (Jet.  5)  j 

Y  -  -0r  135  sin  w(/^Oct.  5)  ) ' 

In  der  bei^cgebenen  Figur,  welche  die  ganze  siebenjährige 

Bahn  des  Rotationspoles  zeigt,  stellt  die  stark  ausgezogene 

Ellipse  die  Bahn  des  Trägheitspoles  dar;  dieselbe  wird  im 

Laufe  eines  Jahres  rückläulig  durchlaufen.  Die  beiden  con- 

(3) 
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structiven  Elemente  der  Polcurve.  nämlich  die  Leitellipse  (Bahn 

des  mittleren  Rotationspoles)  und  der  erzeugende  Kreis,  sind  — 

letzterer  nur  in  seiner  Anfangsstellung  —  punktirt  gezeichnet. 

Am  5.  October  jedes  Jahres  befinden  sich  der  Trägheitspol  und 

der  mittlere  Rotationspol  in  den  beziehungsweise  mit  C  und  Ma 

bezeichneten  Punkten  ihrer  Ellipsen;  am  5.  October  1892  befand 

sich  der  Rotationspol  in  dem  mit  M  bezeichneten  Punkte  seines 

Kreises. 

4. 
In  seiner  unlängst  erschienenen,  durch  ihre  unerwarteten 

Ergebnisse  interessanten  Abhandlung  »Die  Ursache  der  Breiten- 

schwankungen«1  betrachtet  Herr  Spitaler  an  der  Hand  der 

Isobarenkarten  die  Verlagerungen  von  Luftmassen,  welche 

von  den  »Gebieten  mit  Drucküberschuss  im  Januar«  zu  den 

»Gebieten  mit  Drucküberschuss  im  Juli«  im  Laufe  der  ersten 

Hälfte  des  Jahres  (und  umgekehrt  in  der  zweiten  Hälfte  des 

Jahres)  stattfinden.  Es  werden  dabei  sieben  einzelne  Luft- 

verlagerungen in  Betracht  gezogen  und  für  jede  derselben 

einzeln  die  daraus  entstehende  Verschiebung  des  Trägheits- 

poles  C,  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach,  berechnet;  durch 

einlache  geometrische  Zusammensetzung  dieser  einzelnen  Ver- 

schiebungen ergibt  sich,  dass  die  Entfernung  der  Juli-Lage 

desselben  von  seiner  Januar-Lage,  C'Cvn,  Or212  beträgt  und 

in  der  Richtung  nach  75°  Länge  geht. 

Um  zu  prüfen,  ob  die  Polbewegung  in  der  That  durch 

diese  Luftverlagerungen,  und  nur  durch  sie  wesentlich,  hervor- 

gebracht wird,  braucht  man  nur  dieses  Ergefmiss  der  Rech- 

nung mit  den  Beobachtungen  zu  vergleichen.  Dazu  bieten  sich 

zunächst  offenbar  zwei  Wege  dar.  Man  muss  entweder 

a)  aus  dieser  Verschiebung  des  Trägheitspotes  die  ent- 

sprechende Bewegung  des  mittleren  Rotationspoles  berechnen 

und  dieselbe  mit  der  beobachteten  Bewegung  de>  mittleren 

Rotationspoles  vergleichen;  oder 

b)  aus  der  beobachteten  Bewegung  des  Rotationspoles  die 

Bewegung  des  Trägheitspoles  herleiten  und  mit  derselben  die 

berechnete  Verschiebung  des  Trägheitspoles  vergleichen. 

1  Denkschriften  der  mathem.-nnturw.  Cl.  der  k.  Akad.  d.  Wiss.  in  Wien, 

LXIV.  lid. 
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Herr  Spitaler  schlägt  den  ersteren  Weg  ein. 

Um  aber  den  in  a)  enthaltenen  Schluss  machen  zu  können, 

müsste  man  wissen,  auf  welchem  Wege  der  Trägheitspol  von 

der  Lage  O  in  CVI1  übergeht,  da  —  wie  wir  gesehen  haben  — 
die  Gestalt  der  Bahn  desselben  auf  die  Gestalt  und  Grösse 

der  Bahn  des  mittleren  Rotationspoles  einen  durchaus  bestim- 

menden Einfluss  hat.  Da  man  aber  (besonders  in  Ermangelung 

der  Monatsisobaren)  darüber  nichts  wissen  kann,  so  bleibt, 

wenn  man  diesen  Weg  verfolgen  will,  nichts  Anderes  übrig, 

als  eine  willkürliche  Voraussetzung  über  die  Bewegung  des  C 

von  C  nach  Cvu  probeweise  zu  treffen,  z.  B.  dass  sie  längs 

der  dieselben  verbindenden  geraden  Linie  vor  sich  geht.  Bei 

dieser  Annahme,  die  Herr  Spitaler  auch  macht,  finden  wir 

nach  2  für  die  Bahn  des  mittleren  Rotationspoles  die  dort 

beschriebene  corrigirte  Radalf  sehe  Ellipse,  deren  Axen,  2a 

und  2b,  (absolut)  beziehungsweise 

sind,  wobei  die  Endpunkte  der  ersteren  Axe  die  Längen  75°  i für 

Januar)  und  255°  (für  Juli)  haben  würden  und  die  Bewegung 

rechtläufig  wäre.  Die  »Maximalschwankung  des  mittleren  Rota- 

tionspoles« würde  danach  0T7  betragen  und  in  die  Richtungen 

nach  165°,  beziehungsweise  345°  Länge  fallen. 
Man  sieht,  dass  die  auf  diesem  Wege  erhaltene  Bewegung 

des  mittleren  Rotationspoles  mangelhaft  mit  der  beobachteten 

übereinstimmt,  bei  welcher  die  Maximalschwankung  des  mitt- 

leren  Rotationspoles,  wie  wir  sahen,  0T3  beträgt,  in  der  Richtung 

nach  45°,  beziehungsweise  225°  Länge  geht  und  die  Bewegung 

rückläufig  ist.1 

Es  erscheint  daher  zweckmässig,  die  Vergleichung  der 

von  Herrn  Spitaler  berechneten  Trägheitspol  Verschiebung  mit 

1  Herr  Spitäler  findet  allerdings  die  Übereinstimmung  zwischen  dem 

Ergcbniss  der  Rechnung  und  den  Beobachtungen  befriedigend  genug;  das 

erklärt  sich  einerseit*  dadurch,  dass  er  sich  darauf  beschränkt  hat,  nur  die 

Grösse  der  Maximalschwankung  des  mittleren  Rotationspoles  zu  berechnen, 

ohne  die  übrigen  Elemente  seiner  Bewegung  ins  Auge  zu  fassen:  er  erhält  (das 

Gesetz  der  uncorrigirten  Radau'schen  Ellipse  anwendend)  für  diese  Maximal- 
schwankung den  Werth  0:7.  Anderseits  nimmt  er  für  den  aus  den  Beob- 

achtungen folgenden  Werth  derselben  nicht  0*3,  sondern  0r5. 

0;6  und  0:7 
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den  Beobachtungen  auf  die  andere  Weise  b)  vorzunehmen,  da 

dieser  Weg  keine  Notwendigkeit  einer  willkürlichen  Annahme 

über  die  Gestalt  der  Bahn  involvirt.  Den  ersten  Schritt  des 

in  b)  vorgeschlagenen  Verfahrens  haben  wir  bereits  gethan:  die 

Bewegung  des  Trägheitspoles,  wie  sie  aus  den  Beobachtungen 

hervorgeht,  ist  (§.  3)  gefunden.  Sind  nun  die  erwähnten  Luft- 

verlagerungen in  der  That  die  einzige  wesentliche  Ursache  der 

Polhöhenschwankungen,  so  wird  die  im  3  gefundene  Ellipse 

durch  die  Punkte  Cl  und  CVH,  wie  sie  von  Herrn  Spital  er 

bestimmt  worden  sind,  hindurchgehen  müssen,  und  zwar  zu 

den  betreffenden  Zeiten.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dies 

nicht  der  Kall  ist.  Zwar  liegen  die  Punkte  C  und  Cvu  sehr 

nahe  an  der  Ellipse,  aber  die  Ellipsenpunkte,  welche  der 

Trägheitspol  im  Januar  und  Juli  passirt,  sind  weit  von  ihnen  ent- 

fernt; mit  anderen  Worten:  die  berechnete  Januar-Juli-Trans- 

position weicht  sowohl  in  Betreff  der  Richtung,  wie  der  Länge 

sehr  stark  von  der  astronomisch  beobachteten  Januar-Juli- 

Transposition  ab.  Diese  starke  Discordanz  zwischen  dem 

Resultat  der  Rechnung  einerseits  und  der  Beobachtung  ander- 

seits zeigt,  dass  ausser  diesen  Luftverlagerungen  noch  andere 

Processe,  von  nicht  verschwindendem  Einfluss  auf  die  Be- 

wegung des  Trägheitspoles,  im  Spiele  sind. 

In  der  letzteren  Hinsicht  dürfte  folgende  Constatirung  nicht 

ohne  Interesse  sein.  Man  kann  die  aus  den  Beobachtungen 

hervorgehende  Bewegung  des  Trägheitspoles  in  zwei  gerad- 

linige harmonische  Schwingungen  zerlegen,  die  eine  in  der 

Richtung  nach  75°  (und  255°)  Länge,  die  andere  senkrecht 

darauf.  Es  zeigt  sich  nun,  dass  diejenige  componente  harmo- 

nische Schwingung,  welche  in  der  ersteren  Richtung  wirkt 

(alsu  in  der  Richtung,  in  welcher  die  durch  Luftverlagerungen 

nervorgerufene  Verschiebung  stattfindet),  eine  Amplitude  von 

0:223  besitzt.  Sie  deckt  sich  also  auffallend  genau  mit  der 

von  Herrn  Spitaler  berechneten  Verschiebung  des  Trägheits- 

poles. Damit  die  Übereinstimmung  vollständig  sei,  sollten  die 

grössten  Ausschläge  dieser  componenten  Schwingung  auf  die 

Monate  (etwa  Mitte»  Juli  und  Januar  fallen:  sie  fallen  that- 
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sächlich  in  die  zweite  Hälfte  des  Monates  August,  beziehungs- 

weise Februar,  eine  Verzögerung,  die  —  angesichts  der  Unvoll- 

kommenheit  des  beiderseitigen  Materials  —  die  genannte  Über- 

einstimmung nur  wenig  beeinträchtigt. 

Man  sieht  somit,  dass  es  schon  durch  Vornahme  verhält- 

nissmässig  recht  geringer  Änderungen  in  den  durch  meteoro- 

logische Vorgänge  bestimmten  Elementen  (der  Amplitude  und 

den  Epochen  der  Extreme,  eventuell  auch  der  Richtung)  gelingt, 

das  zu  erreichen,  dass  bei  einer  rechtwinkligen  —  oder  nahezu 

rechtwinkligen  —  Zerlegung  der  astronomisch  beobachteten 

Bewegung  des  Trägheitspoles  die  eine  der  Componenten  sich 

als  identisch  mit  der  barometrischen  Verschiebung  des  Träg- 

heitspoles erweist. 

Diese  Überlegung  führt  also  —  in  Verbindung  mit  der  des 

Schlussabsatzes  des  vorigen  Paragraphen  —  zu  folgenden  Con- 

clusionen: 

Der  Complex  der  von  Herrn  Spitaler  angezeigten 

Luftverlagerungen  ist  der  eine  Hauptfactor  der  Pol- 

bewegung, neben  welchem  noch  ein  anderer,  mit  ihm 

vergleichbarer,  existiren  muss.  Dieser  letztere  ist  in 

einem  Process  oder  Processcomplex  zu  suchen,  der 

in  einer  darauf  annähernd  senkrechten  Richtung  vor 

sich  geht. 
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XI.  SITZUNG  VOM  21.  APRIL  1898. 

Erschienen:  Sitzungsberichte,  BJ.  106,  Ahth.  II.  a.,  Heft  X  (December  I  SU7  . 

Herr Vicepräsident Prof.  E.  Suess  macht  die  Mittheilung, 

das*  laut  eingelangter  Trauerbotschaft  das  vv.  M.  der  kaiser- 

lichen Akademie,  Herr  Hofrath  Prof.  Dr.  Georg  Bühl  er  am 

8,  April  d.  J.  anlässlich  einer  Bootfahrt  im  Bodensee  bei  Lindau 

verunglückt  ist. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrer  Theilnahme  an 

diesem  erschütternden  Ereignisse  durch  Erheben  von  den  Sitzen 

Ausdruck. 

Kerner  gibt  der  Vorsitzende  Nachricht  von  dem  am  '2.  April 

d.  J.  erfolgten  Ableben  des  correspondirenden  Mitgliedes  dieser 

Ctasse  Herrn  Dr.  Salomon  Stricker,  Professar  der  k.  k.  Univer- 

sität in  Wien. 

Die  Mitglieder  erheben  sich  zum  Zeichen  ihres  Beileides. 

Der  prov.  Secretär  legt  ein  von  Sr.  kaiserlichen  und 

königlichen  Hoheit  dem  durchlauchtigsten  Herrn  Erzherzog 

Ludwig  Salvator,  Ehrenmitgliede  der  kaiserl.  Akademie  der 

Wissenschaften,  verfasstes  und  der  Akademie  geschenktes 

Werk:  »Cannosa«  (Dalmatien)  vor. 

Herr  Altred  Ziegler,  d.  z.  in  Pilsen,  übermittelt  ein  ver- 

siegeltes Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität  mit  folgender 

Inhaltsangabe: 

1.  Verwerthungsformcn  der  Ablauge  des  Su I Ii tcellulose -Ver- 

fahrens. 

2.  Verbrennungsofen  zum  lTnschädlichmachen  der  Suliit'- 
cellulose-Ablauge. 

:j.  Ein  neues  Enthaarungsverfahren  für  thierische  Häute. 

-.35* 
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Das  w.  M.  Herr  Holrath  Prof.  G.  Tschermak  überreicht 

eine  Abhandlung  des  Herrn  Dr.  A.  Pelikan  in  Wien:  »Über 

die  Schalsteinformation  in  Mähren  und  Schlesien«. 

Das  w.  M.  Herr  Intendant  Hofrath  F.  Steindachner  über- 

reicht eine  Abhandlung:  »Über  eine  noch  unbeschriebene 

Ktihlia- Art«,  welche  während  der  I.  Tiefsee-Expedition  nach 

dem  Rothen  Meere  in  drei  Exemplaren  im  nördlichsten  Theile 

des  Golfes  von  Akabah  mit  der  Tratta  gefischt  wurde.  Die 

charakteristischen  Merkmale  dieser  Art,  Ktihlia  Sierneckii,  sind: 

10.  Dorsalstachel  nur  wenig  kürzer  als  der  9.;  8  — 10  Glieder- 

st ahlen  in  der  Dorsale  und  10  in  der  Anale;  49 — 50  Schuppen 

längs  der  Seitenlinie;  24 — 25  Rechenzähne  am  unteren  Aste 

des  ersten  Kiemenbogens.  Caudale  mit  5  dunklen  Binden. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine 

in  seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeit  des  Herrn  August 

Thalbcrg  »Über  Propio naldol.« 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Franz  Exner  überreicht  eine  Arbeit 

des  Herrn  Dr.  M.  Cantor,  Assistent  am  physikalischen  Institute 

der  Universität  Strassburg  »Über  die  Entladungsform  der 

Elektricität  in  verdünnter  Luft«. 

Herr  Prof.  Dr.  Richard  Pribram  überreicht  eine  von  ihm 

in  Gemeinschaft  mit  Herrn  Carl  Glücksmann  ausgeführte 

Arbeit  aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Universität 

in  Czernowitz:  »Über  den  Zusammenhang  zwischen 

Volumänderung  und  dem  speci fischen  Drehungs ver- 

mögen activer  Lösungen«  (IV.  Mittheilung). 

Schliesslich  überreicht  Herr  Vicepräsident  Prof.  E.  Suess 

.  seine  für  die  Sitzungsberichte  bestimmte  Abhandlung:  »Über 

die  seitliche  Asymmetrie  der  nördlichen  Halbkugel«. 
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Uber  die  Entladungsform  der  Elektricität  in 

verdünnter  Luft 

von 

Mathias  Cantor,  Strassburg  i.  E. 

H.  Hertz1  hat  eine  Reihe  höchst  empfindlicher  Methoden 

angegeben,  um  die  Continuität  einer  Gasentladung  zu  prüfen, 

und  ist  durch  seine  Untersuchungen  zu  dem  Schlüsse  gelangt, 

dass  bei  Verwendung  constanter  Batterien  von  genügend 

kleinem  Widerstand  die  Entladung  der  Elektricität  in  verdünnter 

Luft  auch  ohne  Discontinuität  erfolgen  könne. 

Indess  führen  alle  von  Hertz  ausgeführten  Versuche  nur 

zu  der  Alternative,  dass  die  Entladung  entweder  continuirlich 

stattfindet  oder  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Partial- 

entladungen  besteht.  Hertz  entscheidet  sich  dabei  für  das 

erstere.  Nun  hat  Branly2  in  der  Änderung  des  Leitungswider- 

standes von  Metallpulvern  ein  ungemein  feines  Reagens  auf 

elektrische  Schwingungen  entdeckt. 

Mit  diesem  neuen  Hilfsmittel  schien  es  möglich,  die  Frage 

nach  der  Continuität  der  Gasentladung  einer  Entscheidung 

näher  zu  bringen.  In  dieser  Absicht  wurden  die  folgenden  Ver- 

suche unternommen.  Zur  Ausführung  derselben  hatte  Herr 

C.  Weissbecke  r,  welcher  im  hiesigen  Institute  mit  dem  Studium 

der  Gasentladung  beschäftigt  ist,  die  Freundlichkeit  mir  seinen 

Apparat  zu  überlassen. 

Dieser  hat  im  Wesentlichen  folgende  Einrichtung: 

Fine  Batterie  von  1000  Accumulatoren  ist  in  einem  Keller- 

raum aufgestellt  und  durch  dicke  Kupfcrdräthe  mit  dem  im 

'  Wied.  Ann.  19,  S.  782,  1882. 

Compt.  rend.  III.  p.  785,  1890. 
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Hochparterre  gelegenen  Beobachtungszimmer  verbunden.  Dort 

befindet  sich  der  Entladungsapparat,  ein  mit  der  Luftpumpe 

verbundenes  Glasrohr,  in  welches  Elektroden  aus  Aluminium- 

röhren eingeschmolzen  sind,  die  mit  der  Batterie  verbunden 

werden  können. 

In  den  Stromkreis  ist  ein  Flüssigkeitswiderstand  zur 

Regultrung  und  ein  Spiegelgalvanometer  zur  Messung  der 

Stromstärke  eingeschaltet.  Nach  Angabe  von  Hertz  wurde  nun 

die  Kathode  des  Entladungsrohres  durch  einen  kurzen  dicken 

Drath  mit  den  Blättchen  und  durch  einen  Flüssigkeitswiderstand 

von  13. 107  il  mit  dem  Metallgehäuse  eines  Exner'schen 

Elektroskopes  verbunden.  Das  Elektroskop  war  isolirt  auf- 

gestellt und  wurde  durch  ein  Mikroskop  mit  Ocularmicrometer 

beobachtet.  Es  zeigte  schon  einen  merklichen  Ausschlag  an. 

wenn  zwischen  den  Blättchen  und  dem  Gehäuse  eine  Potential- 

differenz von  10  Volt  bestand,  war  also  circa  10  mal  empfind- 

licher als  das  von  Hertz  benützte. 

Als  der  Strom  geschlossen  wurde,  ergab  sich  in  der  That 

zunächst  eine  schon  mit  freiem  Auge  sichtbare  Ablenkung  der 

Blättchen  des  Elektroskopes.  Nachdem  jedoch  durch  weiteres 

Evacuiren  die  von  Hertz  beschriebene  Entladungsform  her- 

gestellt worden  war,  trat  keine  merkliche  Divergenz  mehr  auf. 

die  Entladung  war  nach  dem  Hertz'schen  Kriterium  continuir- 
lich  geworden,  die  Stromstärke  betrug  dabei  2  4  Milliampere. 

Diese  Entladungsform  wurde  nun  in  folgender  Weise  auf 

Emission  elektrischer  Wellen  untersucht: 

1.  Parallel  zur  Entladungsrohre  wurde  ein  Cohärer  auf- 

gestellt und  mit  einem  Leclanche-Element  und  einem  Braun- 

schen  Milliampcremctcr  verbunden.  Der  Cohärer  war  nach 

Angabe  von  V.  von  Lang1  mit  kleinen  eisernen  Schrauben 

gefüllt.  Um  vor  der  Wirkung  des  Schliessungsfunkens  geschützt 

zu  sein,  wurde  der  Strom,  welcher  das  Entladungsrohr  durch- 

setzt, im  Batterieraum  geschlossen. 

Sobald  dies  geschah,  zeigte  der  Ausschlag  des 

M  illiampermeters  an,'  dass  der  Cohärer  von  elek- 
trischen Wellen  getroffen  wurde. 

«  Wied.  Ann.  57,  S.  34,  1S9C. 
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Als  zur  Controle  statt  der  Gasstrecke  ein  Klüssigkeits- 

widerstand  eingeschaltet  wurde,  konnte  im  Cohärerkreis  nicht 

die  geringste  Veränderung  bemerkt  werden. 

2.  Der  Cohärer  wurde  sammt  Element  und  Milliamperemeter 

auf  ein  mit  Stanniol  überzogenes  Brett  gestellt  und  darüber  ein 

gleichfalls  mit  Stanniol  überzogener  Korb  gestülpt,  welcher  leicht 

und  ohne  Erschütterung  abgenommen  werden  konnte.  Durch 

Versuche  wurde  festgestellt,  dass  das  Abheben  des  Korbes  den 

Cohärer  nicht  veränderte. 

Während  der  Cohärerkreis  von  der  Metallhülle  umschlossen 

war.  wurde  die  Entladung  eingeleitet  und  das  Elektroskup 

beobachtet;  es  zeigte  sich  kein  Ausschlag  in  demselben.  Jetzt 

wurde  die  Hülle  entfernt  und  dadurch  der  Cohärer  den  elek- 

trischen Wellen  exponirt. 

Der  Ausschlag  des  Milliamperemeters  zeigte,  dass 

nunmehr  der  Cohärer  von  einem  Strom  durchflössen 

wurde. 

Aus  diesen  Versuchen  kann  geschlossen  werden,  dass 

auch  bei  der  von  Hertz  als  continuirlich  betrachteten 

Entladung  elektrische  Wellen  ausgesendet  werden, 

dass  auch  diese  Entladung  nicht  in  Form  einer  statio- 

nären Strömung  stattfindet. 

Insofernc  die  von  Hertz  untersuchte  Entladungsform 

jedenfalls  von  allen  bisher  genauer  studierten  noch  am  ange- 

nähertsten  stationär  verläuft,  darf  weiter  geschlossen  werden, 

dass  die  Gasentladung  wohl  ganz  allgemein  mit  Oscillationen 

verknüpft  ist.  Die  ältere,  namentlich  von  W  ü  1 1  n  e  r 1  und  O.  L  e  h  - 

mann2  vertretene  Anschauung  erhält  durch  die  Versuche  eine 

experimentelle  Begründung. 

Weitere  Versuche  müssen  noch  entscheiden,  ob  gleichzeitig 

mit  der  oscillatorischen  auch  noch  eine  stationäre  Entladung 

stattrindet  und  ob  die  Oscillationen  nur  in  der  Gasstreke  oder 

in  der  ganzen  Schliessung  auftreten.  Da  gegenwärtig  der 

benützte  Apparat  seinem  ursprünglichen  Zwecke  gemäss  ver- 

wendet werden  soll,  so  muss  ich  die  Ausführung  der  in  dieser 

i  Wüllner,  Experim.  Physik,  4.  Aufl.,  188t»,  IV.  Bd  ,  S.  1  134. 

-  O.  Lehmann,  Die  elcktr.  I.ichtcrschcinungen.  Halle  a.  S.,  1898,  S.  152. 
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Hinsicht  geplanten  Versuche  verschieben,  glaube  aber  das  bis- 

her gefundene  schon  jetzt  mittheilen  zu  sollen. 

Herrn  C.  Weissbecker,  welcher,  wie  erwähnt,  so  freund- 

lich war  mir  seinen  Apparat  zeitweilig  zu  überlassen  und  bei 

Ausführung  der  Versuche  in  der  gefälligsten  Weise  mir  behilf- 

lich war,  möchte  ich  auch  an  dieser  Stelle  meinen  herzlichsten 

Dank  sagen. 
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XII.  SITZUNG  VOM  5.  MAI  1898. 

Erschienen:  Sitzungsberichte:  100.  Bd.,  Ahth.  !.,  Heft  VIII— X  (October 

bis  Decembcr  I.S97). 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  übersendet  eine 

V.  Mittheilung  der  Arbeiten  von  Prof.  Dr.  Richard  Pribram 

und  Carl  Glücksmann  aus  dem  chemischen  Laboratorium 

der  k.  k.  Universität  in  Czernovvitz:  »Über  den  Zusammen- 

hang zwischen  Vol Umänderung  und  dem  speeifischen 

Drehungs vermögen  activer  Lösungen«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Dr.  F.  Lippich  übersendet  eine  im 

physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  Prag 

ausgeführte  Arbeit  des  Privatdocenten  Dr.  Josef  Ritter  von 

Geitler:  -Über  dieVerschiedenheit  der  physikalischen 

Natur  der  Kathodenstrahlen  und  der  Röntgenstrahlen  -. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  C.  Senhofer  übersendet  eine  Arbeit 

aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Universität  zu 

Innsbruck  von  Dr.  K.  Hopfgartner,  betitelt:  »Beitrag  zur 

Kenntniss  der  Alkaloide  von  Macleya  cordata  R.  Br.«. 

Herr  Carl  Czernv  in  Wien  übermittelt  ein  versiegeltes 

Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität,  welches  die  Aufschrift 

führt:  »(44)  Eine  neue  wissenschaftliche  Idee  auf  dem 

Gebiete  der  Kraft  und  ihrer  Gewinnung  für  praktische 

Zwecke«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  G.  v.  Esc  her  ich  erstattet  einen 

kurzen  Bericht  über  den  Stand  der  Arbeiten,  betreffend  die 

»Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften*.  Nach 

den  Mittheilungen  der  Redaction  für  dieses  Werk  sind  drei 

Artikel  des  ersten  Bandes  bereits  gedruckt,  und  die  sämmtliehen 

übrigen,  für  diesen  Band  bestimmten  liegen  schon  für  den 

Druck  bereit. 
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Uber  die  Verschiedenheit  der  physikalischen 

Natur  der  Kathodenstrahlen  und  der  Röntgen- 

strahlen 

von 

Dr.  Josef  Ritter  von  Geitler. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universit.it  in  Prag. 

(Mit  l  Textfigur.) 

Die  Meinungen  über  die  physikalische  Natur  der  von 

\V.  C.  Röntgen1  entdeckten  Strahlen  sind  seit  dem  Bekannt- 

werden dieser  merkwürdigen  Strahlungsart  ziemlich  getheilt. 

In  letzter  Zeit  scheint  die  Ansicht  an  Raum  zu  ge- 

winnen, welche  die  Röntgenstrahlen  als  qualitativ 

mit  den  Kathodenstrahlen  identisch  auffasst.-  Diese 

Ansicht  stützt  sich  hauptsächlich  auf  die  Thatsache,  dass  es 

•verschiedene  Gattungen  von  Kathodenstrahlen  gibt,  welche 

hinsichtlich  des  Grades  ihrer  Ablenkbarkeit  durch  magnetische 

und  elektrische  Kräfte  und  der  Fähigkeit,  feste  Körper  zu 

durchdringen,  sich  in  eine  fortlaufende  Reihe  ordnen  lassen. 

Den  Röntgenstrahlen  wird  von  den  Anhängern  dieser  An- 

schauung der  Platz  am  äussersten  Ende  dieser  Reihe  dort 

angewiesen,  wo  die  Ablenkbarkeit  durch  magnetische  und 

elektrische  Kräfte  gleich  Null,  die  Absorbirbarkeit  durch  feste 

und  anders  aggregirte  Körper  ein  Minimum  ist.  Die  Röntgen- 

strahlen wiederum  bilden  in  Bezug  auf  die  letztere  Eigenschaft 

i  W.  C  Röntgen,  Sitzungsber.  der  Würzb.  Physik.-medic.  GeselUch 

1S«K),  Wied.  Ann.  (54,  S.  I,  1898. 

'-'  P.  I.enard.  Wied.  Ann.  03,  S.  253,  1897;  W.  C.  Röntgen,  Wied. 
Ann.  64,  S.  32,  1S98. 
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eine  selbständige  Reihe.  Wenn  man  nur  die  genannten  Eigen- 

schaften in  Betracht  zieht,  könnte  man  allerdings  mit  demselben 

Rechte,  wie  die  Röntgenstrahlen,  die  optischen  oder  die 

Hertz'schen  Strahlen  an  dasselbe  Ende  des  Kathodenstrahlen- 

spectrums  verweisen. 

Ich  glaube,  man  wird  eine  derartige  Systematik  unannehm- 

bar finden,  welche  zwei  verschiedene  Erscheinungsgruppen  in 

dieselbe  Classe  nur  desshalb  ordnet,  weil  in  der  einen  Gruppe 

eine  Eigenschaft  gänzlich  fehlt,  welche  in  der  anderen  aller- 

dings auch  verloren  gehen  kann,  und  eine  andere  Eigenschaft 

vorhanden  ist,  welche  auch  der  anderen  Gruppe  zukommt,  aber 

allem  Anscheine  nach  anderen  Gesetzen  gehorcht.  Es  soll 

damit  nicht  behauptet  werden,  dass  die  beiden  Erscheinungs- 

gruppen nicht  dennoch  wesensgleich  sein  könnten.  Die  Ent- 

scheidung darüber  muss  aber  gewiss  besonderen  Unter- 

suchungen über  das  Vorhandensein  oder  Fehlen  anderweitiger 

Ähnlichkeiten  oder  Verschiedenheiten  in  dem  Verhalten  der 

betrachteten  Erscheinungsgruppen  voibehalten  bleiben. 

Ahnlich  wird  man  sich  wohl  der  Krage  gegenüber  ver- 

halten müssen,  ob  den  Röntgenstrahlen  der  Platz  mit 

Recht  gebühre,  welcher  ihnen  nach  der  eingangs 

erwähnten  Ansicht  zugewiesen  wird.  Und  da  scheint 

nun  eine  weitere  Eigenschaft  der  Röntgenstrahlen  die  Möglich- 

keit einer  Entscheidung  —  und  zwar  nach  den  bisherigen  Er- 

fahrungen zu  Ungunsten  der  citirten  Anschauungsweise  — 

darzubieten,  nämlich  die  elektrostatische  Wirkung  der  Röntgen- 

strahlen auf  die  von  ihnen  bestrahlten  und  durchstrahlten  Körper. 

Auch  die  Kathodenstrahlen  haben  elektrostatische  Wirkungen, 

wie  die  Versuche  von  Pcrrin,1  J.  J.  Thomson,-  W.  Wien,3 

Lenard4  u.  A.  zeigen.  Der  Gegenstand  der  folgenden 

Mittheilung  soll  es  sein,  den  charakteristischen 

Unterschied  der  beiden  Strahlungsarten,  der  Kathoden- 

i  Perrin,  Compt.  rend.  121,  p.  1130,  1X93. 

■i  J.  J.  Thomson,  l'hil.  Mag.  (5),  44,  P.  293,  1807. 

*  W.  Wien.   Verhandl.  der  physik.  Gesellsch.  zu  Berlin,  16,  S.  165, 

1897. 

*  P.  Lenard.  Wied.  Ann.,  64,  S.  279,  189S. 
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strahlen  und  der  Kontgenstrahlen,  h  i  n  s  i  c  h  1 1  i  c  h  i  h  r e  r  e  I  e  k  t  r o- 

s tatischen  Wirkungen  klarzulegen.  Die  beigebrachten 

Versuche  sind  zum  Theile  vielleicht  nicht  neu.  Doch  habe  ich 

auch  diese  in  meine  Mittheilung  mit  aufgenommen,  soweit  mir 

dieselben  zur  Entscheidung  der  aufgeworfenen  Frage  wichtig 

schienen,  da  ich  in  keiner  der  zahlreichen  Untersuchungen, 

w  elche  die  elektrischen  Wirkungen  der  X-Strahlen  behandeln, 

diese  Wirkungen  zur  Entscheidung  der  angeregten  Krage  ver- 

werthet  finde. 

Es  sollen  nun  zuerst  die  von  mir  angestellten  Versuche 

beschrieben  und  dann  die  sich  daraus  ergebenden  Schlüsse 

gezogen  werden. 

Die  Röntgenröhre,  ein  grosses  Ruhmkorff'sehes  Inducto- 
rium  und  die  dasselbe  treibende  tragbare  Accumulatorenbatterie 

befanden  sich  bei  den  sämmtlichen  Versuchen  in  einem  45 cm 

hohen,  120  cm  langen,  7ö  cm  breiten  Holzkasten  A',  w  elcher  an 
der  Aussenseite  ganz  mit  0  6 tum  starkem  Bleiblech  beschlagen 

war.  Eine  Seitenwand  des  Kastens  und  der  Deckel  konnten 

zum  Zwecke  des  Einbringens  der  Apparate  leicht  entfernt 

w  erden.  Es  war  durch  Umbiegen  des  Bleches  an  den  Kanten 

dafür  gesorgt,  dass  keine  nur  mit  Holz  gedeckten  Öffnungen 

vorhanden  waren,  durch  welche  Röntgenstrahlen  aus  dem 

Kasten  hätten  entweichen  können.  In  den  Seitenwänden  des 

Kastens  waren  überdies  Fenster  angebracht,  welche  leicht  ge- 

öffnet, oder  mit  Bleiblech  oder  anderem  Materiale  geschlossen 

werden  konnten.  An  der  einen  Wand  war  eine  Vorrichtung 

angebracht,  mit  deren  Hilfe  man  den  Strom  im  Kasten  schliessen 

oder  öffnen  konnte,  ohne  den  Kasten  selbst  zu  öffnen.  Der 

ganze  Bleikasten  stand  auf  isolirenden  Porzellanstützen,  unter 

welchen  sich  Baraftinpapier  befand,  auf  einem  Tische.  Der 

Kasten  und  die  anderen  leitenden  Körper,  welche  bei  den  Ver- 

suchen in  Verwendung  kamen,  konnten  leicht  entweder  mit 

einem  Edelmann'schen  Cylinderquadrantelektrometer  oder  mit 

der  Erde  in  Verbindung  gesetzt  werden.  Die  X-Strahlen  der 

Röhre  R  fielen  aul  eines  der  oben  erwähnten  Fenster  F 

(tOXtö  an). 

War  der  Bleikasten  vollständig  metallisch  geschlossen,  so 

gab  das  Elektrometer,  wenn  das  Inductorium  in  Gang  gesetzt 
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u  ut  Je.  einen  Ausschlag,  welcher  etwa  2  Volt  im  Sinne  negativer 

Ladung  des  Kastens  entsprach.  Dieser  Ausschlag,  der  auch 

dann  eintrat,  wenn  statt  der  Röntgenröhre  eine  Funkenstrecke 

eingeschaltet  wurde,  rührte  offenbar  von  dem  Magnete  des 

k'uhmkorff  sehen  Apparates  her.  da  das  Elektrometer  magne- 

tische Einstellung  besitzt  und  der  Ausschlag  verschwand,  so- 

bald das  Inductorium  ausser  Thatigkeit  gesetzt  wurde.  Da  die 

Messung  der  bei  den  folgenden  Versuchen  auftretenden  La- 

dungen stets  erst  nach  Abstellen  des  Inductoriums  vor- 

genommen wurde,  so  war  der  erwähnte  Ausschlag  belanglos. 

Das  Fenster  F  (vergl.  Figur)  sei  nun  geöffnet.  Die  Röhre  R 

ist  im  Kasten  A'  so  aufgestellt,  dass  der  von  den  Kathoden- 

strahlen erzeugte  Fluorescenz fleck  gegen  F  gerichtet  ist.  so 

A   Accumulatoienbatterie. 

H   Strom^chliisscl. 

/    Inductorium. 

R  .....  .  Röntgenröhre. 

F     ....  Fenster. 

K   Bietkasten. 

B   Blechkiste. 

S   Metallschum. 

da>s  kraftige  X-Strahlen  aus  F  ms  Freie  treten,  wovon  man 

sich  mit  Hilfe  eines  Fluoresccnzschirmes  überzeugt;  in  den 

Gang  der  X-Strahlen  ist  eine  isolirte  Metallplatte  6'  gestellt  und 

zunächst  der  Bleikasten  A~  mit  dem  Elektrometer  verbunden. 

Wird,  nachdem  zuvor  A'  und  .S  zur  Erde  abgeleitet  waren,  die 

Erdleitung  abgehoben  und  das  Inductorium  durch  Drehen  des 

Hebels  H  in  Gang  gesetzt,  so  ladet  sich  A'  so  stark  neg'tiv, 
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dass  die  Scala  im  Fernrohre  verschwindet,  was  einem  Potentiale 

über  200  Volt  entspricht.  Verbindet  man  dagegen  den  Metall- 

schirm 5  mit  dem  Elektrometer,  nachdem  man  5  und  A  auf  das 

Potential  der  Erde  gebracht  hat,  so  zeigt  sich  beim  Ingangsetzen 

des  Inductoriums  5  so  stark  positiv,  dass  die  Scala  abermals 

aus  dem  Gesichtfelde  verschwindet.  Die  dem  bestrahlten  Körper 

S  zugewendete  Glaswand  der  Röhre  R  zeigt  sich  nach  dem 

Versuche  stark  positiv  geladen.1  Dreht  man  die  Röhre  R  um 

eine  verticale  Axe  um  180°,  und  wiederholt  die  beiden  eben 

beschriebenen  Versuche,  so  zeigt  es  sich,  dass  diesmal  der 

Kasten  positiv,  der  Metallschirm  aber  negativ  geladen  wird. 

In  diesem  Falle  erweist  sich  die  dem  Schirme  5  zugekehrte 

Glaswand  der  Röhre  negativ  elektrisch.  In  einer  gewissen 

mittleren  Stellung  der  Röhre  R  dagegen  bleiben  A'  und  5  beide 
ungeladen. 

Um  dem  Einwände  zu  begegnen,  dass  die  Ladungen  da- 

durch entstehen  könnten,  dass  elektrisirte  Luft  aus  dem  Fenster 

gegen  5  hin  austritt,  verschliesse  man  dasselbe  durch  ein  Blatt 

Papier  oder  eine  Glasscheibe.  Die  Erscheinungen  wiederholen 

sich  vollständig  in  der  früher  beschriebenen  Weise,  nur  sind 

die  Ladungen  schwächer  (Potential  etwa  25  Volt).  Durch  fort- 

gesetztes Auflegen  mehrerer  Lagen  Papier  oder  mehrerer  Glas- 

scheiben wird  die  Stärke  der  Ladungen,  welche  aber  stets  das 

früher  angegebene  Zeichen  behalten,  immer  geringer.  Die  Unter- 

suchung mit  dem  Fluorescenzschirm  zeigt  dabei  deutlich  die 

Abnahme  der  Intensität  der  austretenden  X-Strahlen. 

Verschliesst  man  F  durch  ein  0*5  mm  starkes  Aluminium- 

blech oder  ein  Drahtnetz  von  etwa  1  mm'  Maschengrösse, 

welche  mit  K  metallisch  verbunden  sind,  so  zeigt  weder  A 

noch  S  eine  Ladung,  trotzdem  die  austretenden  X-Strahlen 

sehr  kräftig  sind,  wie  der  Fluorescenzschirm  anzeigt.  Schliesst 

1  Herr  Prof.  Jaumann,  welchem  ich  diesen  und  eine  Reihe  der  im 

Weiteren  beschriebenen  Versuche  vor  zwei  Jahren  —  mit  einer  etwas  unvoll- 

kommeneren Aufstellung  —  zeigte,  sprach  damals  die  Vermuthung  aus,  dass  die 

Röntgenstrahlen  keine  ladende,  sondern  eine  entladende  Wirkung  besitzen  und 

dass  daher  die  dem  bestrahlten  Körper,  welcher  sich  positiv  elektrisirte,  zuge- 

kehrte Wand  der  Entladungsrohre  positiv  elektrisch  sein  müsse.  Diese  Ver- 

muthung hat  sich  bestätigt. 
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man  dagegen  F  so,  dass  das  Blech  oder  Netz  durch  eine  Lage 

Paraffinpapier  von  A'  isolirt  ist,  so  treten  kräftige  Ladungen 
von  K  und  S  in  dem  oben  mitgetheilten  Sinne  auf. 

Zu  den  weiteren  Versuchen  wurde  die  Platte  5  isolirt  in 

eine  isolirt  aufgehängte  Eisenblechkiste  B  gestellt,  welche  an 

der  F  zugewendeten  Seite  ein  Fenster  aus  Aluminiumblech 

besass  und  an  ihrer  Rückseite  durch  ein  kleines  Loch  eine  Ver- 

bindung von  5  mit  dem  Elektrometer  gestattete. 

Ist  das  Fenster  geöffnet,  so  treten  die  Ladungen  von  K 

und  5  wie  früher  auf.  Die  Kiste  B  zeigt  dabei  stets  eine  gleich- 

sinnige Ladung  wie  S.  Wird  B  mit  A'  leitend  verbunden,  während 
aber  beide  isolirt  sind,  und  5  mit  dem  Elektrometer  verbunden 

ist,  so  zeigt,  wenn  vorher  Alles  zur  Erde  abgeleitet  worden 

war,  bei  Ingangsetzen  des  Inductoriums  5  keine  Ladung,  auch 

wenn  F  ganz  offen  gelassen  wird. 

Hebt  man  nun  die  Verbindung  von  B  mit  A"  wieder  auf, 

und  leitet  B  dauernd  zur  Erde  ab.  so  zeigt  weder  A'  noch  6' 
eine  Ladung,  gleichgiltig  ob  F  offen  oder  in  irgend  welcher 

Weise  verschlossen  ist  und  unabhängig  von  der  Stellung  der 

Röhre  R  gegen  das  Fenster. 

Legt  man,  nachdem  wieder  Alles  isolirt  ist,  an  den  Blei- 

kasten A' den  _P°-ltlven  pQ|  einer  Accumulatorenbatterie  von negativen 

60  Volt  Klemmspannung,  deren  anderer  Pol  zur  Erde  abge- 

leitet ist,  so  werden  B  und  5  beim  Ingangsetzen  des  Inducto- 

positv riums  entsprechend   : —  geladen;  S  erhält  jed»»ch  keine 
negativ 

Ladung,  wenn  die  Kiste  B  zur  Erde  abgeleitet  gehalten  wird. 

Die  bei  isolirtem  B  auf  5  auftretenden  Ladungen  sind  merklich 

ebenso  stark,  als  wenn  der  Batteriepol  direct  an  5  angelegt 

worden  wäre. 

Verbindet  man  jedoch  die  Kiste  B
  mit  dem  _FOSUntn negativen 

Pole  obiger  Batterie,  so  wird  sowohl  A',  als  auch  S  entsprechend 

-  P°S1*1V     geladen,  gleichgiltig,  ob  F  offen  oder  mit  einem  für negativ 

Röntgenstrahlen  durchlässigen  Leiter  oder  Isolator  geschlossen 

ist,  sowie  unabhängig  von  der  Stellung  der  Röhre  R  gegen  das 

Sitrb.  d.  tnathem  -naturw.  Ct.;  CVII.  Bd.,  Abth.  II,  a.  :36 
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Fenster.1  Das  Potential,  welches  A'  und  S  in  diesem  Falle  er- 
reicht, ist  wieder  merklich  dasselbe,  welches  man  durch  directes 

Anlegen  des  betreffenden  Batteriepoles  an  K  und  5  erhält. 

Die  Versuche  mit  der  Kiste  B  gelingen  in  ganz  ahnlicher 

Weise,  wenn  an  Stelle  von  B  ein  isolirt  aufgehängtes  Stanniol- 

blatt oder  Drahtnetz  zwischen  F  und  S  gebracht  wird. 

Die  beschriebenen  Experimente  gelingen  ferner  in  ganz 

gleicher  Weise  mit  ganz  verschieden  construirten  Röntgen- 

röhren. Ich  verwendete  eine  cylindrische  Röhre  mit  concaver 

Kathode;  die  Anode  war  ein  Aluminiumdraht,  welcher  zwischen 

der  Kathode  und  dem  Ende  der  Röhre  seitlich  eingeschmolzen 

war,  ferner  eine  Röhre  nach  Zehn  der  und  eine  von  der  »All- 

gemeinen Elektricitätsgesellschaft«  gelieferte  Röhre,  letztere 

beiden  mit  Platinspiegel.  Stets  waren  dann  die  auf  5  auf- 

tretenden Ladungen  —  bei  geöffnetem  Fenster  F  —  positiv, 

jene  auf  K  negativ,  wenn  der  Fluorescenzfleck,  beziehungs- 

weise die  vordere  Seite  des  Platinspiegels  gegen  das  Fenster 

gerichtet  waren.  Die  Stellen  der  Glaswand,  welche  in  diesem 

Falle  5  zugekehrt  waren,  zeigten  sich  stets  positiv  geladen. 

Wurden  die  Röhren  so  gewendet,  dass  auf  5  negative  Ladungen 

auftraten,  so  waren  die  5  zugewendeten  Theile  der  Glaswand 

negativ  elektrisch.2 

Die  Gesammtheit  der  Versuche  lässt  sich  wohl 

nur  dahin  deuten,  dass  den  Röntgenstrahlen  die 

Eigenschaft  zukommt,  Potentialdifferenzen,  welche 

zwischen  den  von  ihnen  durchstrahlten,  beziehungs- 

weise bestrahlten  Körpern  vorhanden  sind,  auszu- 

gleichen, d.  h.  diese  Körper  gegen  einander  zu  entladen;3  vJ.ie 

Strahlen  wirken  sozusagen  wie  eine  zwischen  den  durch- 

strahlten Körpern  ausgespannte  feuchte  Schnur.  Die  Versuche 

lassen  die  Auffassung  nicht  zu,  als  ob  die  Strahlen  die  Ladungen 

der  von  ihnen  durchstrahlten  Körper  mitführen  und  auf  die 

anderen  Körper  übertragen  würden.  Denn  der  Potentialausgleich 

1  Iiei  zu  L-rossen  Dimensionen  des  offenen  Fensters  F  kann  die  Wirkung 

der  Röhre  die  Wirkung  des  Kastens  überwiegen.  Durch  Wahl  entsprechender 

Dimensionen  von  F  überzeugt  man  sich  davon  leicht. 

-'  Vergl.  Anm.  auf  S.  5. 

s  Vcrgl.  Pet  rin,  l/eclairage  electr.  VII,  p.  545,  1896. 
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findet  auch  in  der  entgegengesetzten  Richtung  der  Strahlfort- 

pflanzung statt,  wie  jener  Versuch  besonders  deutlich  zeigt,  bei 

welchem  der  Kasten  B  dauernd  geladen  gehalten  wurde;  so- 

wohl K  als  auch  S  werden  ja  in  diesem  Falle  auf  das  Potential 

von  B  gebracht. 

Der  Potentialausgleich  findet  statt  ohne  Rücksicht  darauf, 

ob  die  bestrahlten  Körper  in  elektrostatisch  geschützten  oder 

ungeschützten  Räumen  liegen,  soferne  nur  die  Hüllen  für 

Röntgenstrahlen  durchlässig  sind.  Eine  Bevorzugung  einer 

Elektricitätsart  war  in  keinem  der  von  mir  angestellten  Ver- 

suche erkennbar.  Ob  die  beschriebene  Wirkung  der  Röntgen- 

strahlen auch  dann  eintritt,  wenn  die  durchstrahlten  Körper 

durch  ein  Vacuum  getrennt  sind,  habe  ich  noch  nicht  versucht, 

zu  entscheiden.  Nach  den  Versuchen  von  W.  C.  Ron tgen 1 

geht  die  Entladung  dann  jedenfalls  langsamer  vor  sich,  als  bei 

Anwesenheit  von  ponderabler  Materie  von  gewöhnlicher  Dichte 

im  Zwischenräume  zwischen  den  getroffenen  Körpern. 

Hält  man  den  Ergebnissen  dieser  Versuche  entgegen 

einerseits  das  von  Perrin2  und  Anderen,  sowie  besonders  von 

Lenard3  gefundene  Verhalten  der  Kathodenstrahlen  in  elektro- 

statischer Beziehung  —  und  anderseits  die  Consequenzen. 

welche  sich  aus  der  Hypothese  der  Wesensgleichheit  der 

Röntgen'schen  und  der  Kathodenstrahlen,  zusammen  mit  der 

in  letzter  Zeit  wieder  stark  im  Aufschwung  befindlichen  Corpus- 

cularhypothese  dieser  Strahlungsarten  ergeben  —  so  muss 

man.  glaube  Kh,  den  bündigen  Schluss  ziehen,  dass  die  An- 

nahme der  Wesensgleichheit  der  beiden  Strahlungs- 

arten  nicht  aufrechtgehalten  werden  kann. 

Denn:  Nach  diesen  Versuchen  sollen  die  Kathodenstrahlen 

Ströme  negativ  elektrischer  Theilchen  sein,  welche  —  nach  den 

Lenard'schen  Versuchen  —  die  ihnen  anhaftenden  Ladungen 

selbst  beim  Durchsetzen  von  zur  Erde  abgeleiteten  Metallen  bei- 

behalten und  in  das  Innere  metallisch  geschlossener  Räume  auch 

durch  das  äusserste  erreichbare  Vacuum  hindurch  fortzuführen 

'  Röntgen.  Wied.  Ann.  64,  S.  15.  1898. 

-  Pet  rin,  Compt.  rend.  121,  p.  1 1 30.  1895. 

1  P.  Lenard.  Wied.  Ann.  04.  S.  279.  1898. 

36« 
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vermögen.  Die  Röntgenstrahlen  zeigen  ein  derartiges  Verhalten 

nicht.  Dieselben  sind  durchaus  unfähigen  daslnnere  von  zurErde 

abgeleiteten  metallisch  geschlossenen  Gefässen  Ladungen,  sei 

es  positiven  oder  negativen  Zeichens,  zu  übertragen,  ebenso- 

wenig, als  sie  Ladungen  aus  dem  Innern  solcher  Räume  heraus- 

zuschaffen vermögen.  Wären  nach  der  im  Eingange  erwähnten 

Annahme  X-Strahlen  und  Kathodenstrahlen  identisch,  so  wäre 

man  mit  Hilfe  ganz  derselben  Überlegungen,  welche  zur  Er- 

klärung der  Nichtablenkbarkeit  der  X-Strahlen  durch  den 

Magneten  angestellt  werden,  zu  der  Erwartung  berechtigt,  dass 

die  Röngtenstrahlen  kräftige  negative  Ladungen  mit  sich  führen. 

Denn  um  die  Nichtablenkbarkeit  durch  den  Magneten  zu  deuten, 

ist  man  vom  Standpunkte  der  Corpuscularhypothese  genötigt, 

den  Theilchen,  welche  die  Strahlen  bilden  sollen,  eine  sehr  viel 

grössere  Geschwindigkeit,  als  den  ablenkbaren  Kathodenstrahl- 

partikeln  zuzuschreiben.  Damit  diese  grössere  Geschwindigkeit 

aber  zustandekomme,  müssen  die  Theilchen  —  bei  gleicher 

Masse  —  offenbar  sehr  viel  stärker  geladen  sein,  als  in  den 

Kathodenstrahlen;  aber  auch,  wenn  man  den  X-Strahlenpar- 

tikeln  geringere  Masse  zuschreibt,  als  den  Kathodenstrahlen- 

thcilchen,  müssten  die  X-Strahlen  gleichwohl  negative  Ladungen 

von  der  Grössenordnung  jener  Ladungen  mit  sich  führen,  welche 

man  den  Kathodenstrahltheilchen  zuschreibt.  In  jedem  dieser 

Fälle  müsste  man,  sollen  anders  die  beiden  Strahlenarten  wirk- 

lich identische  Vorgänge  sein,  ein  ähnliches  Verhalten  beider 

in  elektrostatischer  Beziehung  erwarten.  Da  sie  Geh  nun  aber, 

wie  die  angeführten  Versuche  zeigen,  in  dieser  Richtung 

wesentlich  von  einander  verschieden  verhalten,  so  erscheint 

der  oben  ausgesprochene  Schluss,  dass  Röntgen- 

strahlen und  Kathoden  strahlen  Vorgänge  von  ver- 

schiedener physikalisch  erNatur  sind,  vollauf  gerecht- 

fertigt. 
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XIII.  SITZUNG  VOM  12.  MAI  1898. 

Erschienen:  Monatshefte  für  Chemie,  Bd.  19,  Heft  II  und  III  (Februar 

und  März  1898). 

Se.  Excellenz  der  Herr  Curator-Stell Vertreter  theilt 

mit,  dass  Seine  k.  u.  k.  Hoheit  der  durchlauchtigste  Herr  Erz- 

herzog Rainer  als  Curator  der  kaiserlichen  Akademie  die 

diesjährige  feierliche  Sitzung  am  28.  Mai  mit  einer  Ansprache 

zu  eröffnen  geruhen  werde. 

Der  Vorstand  des  Central  Vereines  deutscher  Ärzte 

in  Böhmen  ladet  die  kaiserliche  Akademie  zur  Theilnahme 

an  der  am  29.  Mai  d.  J.  in  Bilin  tagenden  48.  Generalversamm- 

lung ein,  bei  welcher  das  über  Anregung  des  genannten  Centrai- 

vereines am  Sauerbrunnen  errichtete  Reuss-Monument  ent- 

hüllt w  erden  wird. 

Das  Organisations-Comite  des  V.  internationalen 

Congresscs  für  Hydrographie,  Kli matologie  und  Geo- 

logie in  Lüttich  ladet  die  kaiserliche  Akademie  zur  Theil- 

nahme an  diesem  Congress  ein,  welcher  am  25.  September  d.  J. 

unter  dem  Protectorate  Sr.  königi.  Hoheit  des  Prinzen  Albert 

von  Belgien  eröffnet  werden  wird. 

Herr  Prof.  Dr.  Ign.  Klemencic  in  Innsbruck  dankt  für  die 

ihm  zur  Fortsetzung  seiner  Untersuchungen  über  die  Constanz 

permanenter  Magnete  und  über  die  magnetische  Nachwirkung 

gewährte  Subvention 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Dr.  Zd.  H.  Skraup  übersendet  eine 

Arbeit  aus  dem  chemischen  Institut  der  k.  k.  Universität  Graz 

von  Prof.  Dr.  Hugo  Schrotte  r,  betitelt:  »Beiträge  zur 

Kenntniss  der  Albumosen«  (IV.  Mittheilung). 
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Herr  Julius  Po  Hak,  Professor  an  der  k.  k.  Staats-Gewei  be- 

schule in  Reichenberg,  übersendet  eine  Abhandlung:  *Zur  Geo- 

metrie der  Fusspunktscurven  eines  Kegelschnittes«. 

Das  vv.  M.  Herr  Hofrath  Prof  J.  Hann  überreicht  eine  für 

die  Sitzungsberichte  bestimmte  Abhandlung:  »Über  die  Tem- 

peratur des  Obirgipfels  und  des  Sonnblickgipfels>. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine 

in  seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeit  von  Dr.  Konrad 

Natterer:  »Chemische  Untersuchungen  in  der  nörd- 

lichen Hälfte  des  Rothen  Meeres«  als  ein  Ergebniss  der  in 

den  Jahren  1895  und  1896  stattgefundenen  Tiefsee-Kxpedition. 

Herr  Leopold  Kann  in  Wien  überreicht  eine  Abhandlung: 

»Die  Rotationspolarisation  der  Äpfelsäure«. 
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Uber  die  Temperatur  des  Obirgipfels  (2140  m) 

und  des  Sonnblickgipfels  (3106  m) 

von 

J.  Hann 
w.  M.  k.  A. 

Die  Zusammenstellung  der  Resultate  vierjähriger  Tem- 

peratur-Registrirungen  an  der  sogenannten  »Hannwarte«  auf 

dem  Gipfel  des  Obir  wurde  mir  Veranlassung  zu  der  nach- 

folgenden Untersuchung  der  Temperaturverhältnisse  des  Obir- 

gipfels überhaupt  und  einer  Vergleichung  derselben  mit  den 

Temperaturverhältnissen  auf  dem  Sonnblickgipfel. 

Als  ich  vor  mehreren  Jahren  den  täglichen  Wärmegang 

auf  dem  Obirgipfel  behandelte,  lagen  erst  einjährige  Temperatur 

Registrirungen  von  demselben  vor  und  ich  konnte  desshalb  nur 

ganz  provisorische  Resultate  für  die  vier  Jahreszeiten  vorlegen 

und  auch  diese  wurden  auf  etwas  umständliche  Weise  durch 

Reduction  auf  die  mehrjärigen  Registrirungen  bei  dem  Berg- 

hause Obir,  100»»  tiefer,  abgeleitet.1  Die  Mittel  der  vier  Jahr- 

gänge 1892 — 1895  inclusive  gestatten  nun  schon,  den  täglichen 

Wärmegang  auf  dem  Gipfel  des  Obir  in  den  einzelnen  Monaten 

mit  zureichender  Genauigkeit  aufzustellen. 

Die  Tabelle  I  am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  gibt  den 

täglichen  Wärmegang  in  den  einzelnen  Monaten  in  Form  von 

Abweichungen  der  Stundenmittel  vom  Tagesmittel. 

Über  die  Aufstellung  des  Thermographen  Richard,  dessen 

Bedienung  und  die  Reduction  der  Autogramme  enthält  meine 

früher  citirte  Arbeit  die  nöthigen  Auskünfte.  Dort  ist  auch  die 

i  Diese  Sitzungsber.,  CIL  Bd.,  Abth.  IIa.,  Juli  1S93:  »Der  tägliche  Gang 

der  Temperatur  auf  dem  Obirgipfel«. 
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Lage  der  Station  näher  beschrieben.  Sie  ist  eine  wahre  Giptel- 

station;  der  Thermograph  functionirt  auf  dem  höchsten  Punkte 

des  Obir.1 

Eine  Übersicht  über  den  täglichen  Wärmegang  gestattet 

die  folgende  kleine  Tabelle. 

A.  Obirgipfel  (Hannwarte),  2140  in.  Täglicher  Wärme- 

gang. 

  _  _ 

Winter Frühling 

  , 

Sommer Herbst 1 
i 

Jahr 
!  VT 
Nov.  und 
uecemoer 

Mitternacht 
 .')•><> —  59° 

—  1  •  18° 
—  -54° —  -64° —  •28° 1 

—  •24 —  -80 —  1  •  35 

—  -49 
—  -71 

—  -27 

2 

—  23 —  -80 
—  1-44 

—  -53 

•  «4 

—  •27 

3 

—  •25 —  '94 
—  1-  54 

—  54 —  -81 

—  22 

4 

—  •27 —  -97 

-  1 -62* 
—  -54* 

—  "84* 

—  19 

5 

—  •30 

—  1-02* 

—  1-  55 

—  -53 
—  -85 

-  •  19 

(3 —  •31* 

—  93 —  1  •  18 
—  -53 

—  73 

—  •23 

—  -31* 

  •  -u 

—       )  o   •  44 
—  •  55 

s 

—  •21 —  -46 
—  "45 —  -23 —  -34 

—  •15 

0 

—  •13 
-  -17 

-  03 —  -02 
—  -09 

—  •07 

10 

•07 •  14 

•42 

•25 
•  22 

•13 

11 

•25 

•52 

•91 

•55 

•56 

•30 

Mittag 

•40 

•81 

1-41 

•77 

•85 

•46 

1 

•51 

1  05 

1-76 

•88 

1  -06 

•54 

2 

•59 

1-23 1-92 99 1  *  18 

l\ 3 57 1  50 2  01 

91 
1  20 

•ol 

4 

•45 

1-27 

1  96 

•82 

1  13 

40 6 

•20 

1  -07 
1  59 

•56 

•86 
•13 

0 

—  05 

•75 

1  15 

•  1(5 

•53 

—  •03 

7 

—  •  05 

•26 

44 

—  -06 

•  14 

;  -  io
 

8 

—  12 

•»»1 

—  -16 
—  •  25 

-  13 

-•20 

9 

—  •  14 -  -20 
—  -55 

-•34 

-  -31 

  .90 

—  — 

10 

-•17 -  -32 -  -78 

-•43 

—  -43 

!    -  28 1 1 

-•21 
—  -45 

-  97 

-•50 

•54 

-•30* 

Amplitude 90 

3-83 
1-58 2-05 

•91 

1  Man  vergleiche  meine  Abhandlung  in  der  Meteorologischen  Zeitschrift. 

Jahrgang  1893  (Bd  XXVHI),  S.  281.  wo  auch  eine  Abbildung  der  Lage  der 

beiden  Obirstationen  und  des  Obirgipfels  selbst  gegeben  ist. 
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Das  Maximum  der  Wärme  tritt  zwischen  2h  und  3h  Nach- 

mittags ein,  das  Minimum  im  Winter  zwischen  6h  und  7h 

Morgens,  im  Frühling  um  5h,  im  Sommer  um  4h,  im  Herbst  nahe 

um  die  gleiche  Zeit,  was  recht  auffallend  ist  und  durch  eigen- 

tümliche Anomalien  des  nächtlichen  Wärmeganges  im  October 

und  November  zu  Stande  kommt. 

Die  täglichen  Amplituden  sind  schon  recht  klein;  Winter 

nur  0?9,  Frühling  2?5,  Sommer  398,  Herbst  1?6;  sie  sind  aber 

jedenfalls  immer  noch  von  der  Erwärmung  des  Berggipfels 

beeinflusst,  d.  i.  vergrössert. 

Im  Spätherbste  zeigt  der  nächtliche  Wärmegang  eine  sehr 

bemerkenswerthe  Anomalie,  die  sich  schon  im  October  zeigt, 

aber  erst  im  November  und  December  einen  erheblichen  Betrag 

erreicht,  wesshalb  der  tägliche  Wärmegang  dieser  beiden 

Monate  separat  auch  in  die  Tabelle  A  aufgenommen  worden 

ist  (die  unperiodische  Änderung  ist  hier  zu  eliminiren  versucht 

worden). 

Die  Temperatur  erreicht  ihr  Minimum  schon  um  1 1\  also 

vor  Mitternacht;  sie  steigt  dann  wieder  um  092— 093  bis  4h 

Morgens,  dann  sinkt  sie  wieder  etwas  und  erreicht  ein  zweites 

schwächeres  Minimum  um  7h  vor  Sonnenaufgang.  Diese  Er- 

scheinung ist  recht  interessant  und  ist  offenbar  begründet  in 

der  während  der  Zeit  der  längsten  Nächte  und  der  grössten 

Luftruhe  am  häufigsten  auftretenden  sogenannten  verticalen 

Temperatur-Umkehrung,  oder  der  Wärmezunahme  nach  oben, 

die  ja  in  Kärnten  im  Winter  ein  ganz  normales  Phänomen  ist. 

Während  dieser  Zeit  entwickeln  sich  lebhafte  absteigende  Luft- 

bewegungen längs  der  Bergabhänge  und  Berggipfel,  welche 

wahrscheinlich  nach  Mitternacht  ihre  grösste  Intensität  er- 

reichen. Dieselben  führen  den  Gipfeln  und  freien  Abhängen 

wärmere  Luft  von  oben  zu  und  bewirken  derart  eine  Wärme- 

zunahme nach  Mitternacht. 

Auf  dem  Sonnblickgipfel  ist  das  (in  den  Mittelwerfhen 

wenigstens)  nicht  zu  bemerken,  aber  derselbe  liegt  ausserhalb 

des  Gebietes  einer  häufigen  und  intensiven  Wärmezunahme  nach 

oben,  und  seine  1000  m  grössere  Höhe  mag  auch  dazu  beitragen, 

die  Erscheinung  nicht  deutlich  aufkommen  zu  lassen.  Dagegen 

zeigt  sie  sich  an  dessen  Nordfuss  in  Kolm  Saigurn,  worauf 
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Dr.  Trabe rt  aufmerksam  gemacht  hat.1  Sehr  deutlich  tritt  die 

Erscheinung  auch  beim  alten  Säntis-Observatorium  auf,  wo  sie 

Maurer  zuerst  nachgewiesen  hat.  In  den  dreijährigen  Mittel- 

werthen  des  täglichen  Ganges  (bei  Trabcrt  nach  Bill  willer) 

ist  aber  kaum  etwas  davon  zu  bemerken. 

Die  folgende  kleine  Tabelle  enthält  die  Constanten  der 

Sinusreihen  (Zeit  von  Mitternacht  gezählt),  durch  welche  der 

tägliche  Wärmegang  in  den  Jahreszeiten  auf  dem  Obirgipfel 

und  Sonnblickgipfel  ausgedrückt  werden  kann.  Für  letzteren 

sind  sie  berechnet  nach  den  Zahlen,  welche  Trabe  rt  in  der 

citirten  Abhandlung  auf  S.  196  (S.  20  des  Separatabdruckes) 

publicirt  hat. 

Die  Constanten  des  täglichen  Wärmeganges,  dargestellt 

durch  die  Reihen  : 

px  cosx+qx  sin.v-f-/?2  cos2.r+<72  sin  L\v 
oder 

ax  sin  {Ax+x)  +  a2  sin  (A.,  +  '2x): 

Pl 

4,    j    *x    j  a« 

Winter  

Frühling. .  .  . 

Sommer  .... 

Frühling  

Sommer  .... 

I.  Sonnblickgipfd  (3106  m«) 

-0*27 

—0-58 
-0-69 

-0-37 

—  0-48 

-^0?30 
-0-61 

-0  72 

—040 

—  0-51 

0*09 0-  10 

0-04 

0-08 

0-08 

0?  13 
0-12 

0  09 0-12 

0115 

o  o  o  9  o 

223  6 

223-1 222-  8 

223-  3 

34*?9 41  •  1 24  0 

33-  0 

34-  8 

0?40 0-84 
0-99 

0-54 

0  70 

i 

0?16 
0-  16 

0- 10 

014 0-  14 

II.  Obirgipfel  (2140  m) 

— 0?3I 

—0*76 

-1  -37 

—0-63 

-  0-77 

-0?22 

—0*81 

—  1-13 
—0-40 

—0-64 

0?12 

0  09 0-09 

0-  14 

O'll 

0?  14 
0-18 

0-24 

0-18 

0-18^ 

234?5 
223  4 

230-5 

237-8 
230  3 

40?  1 

25  '9 

21  -4 
383 

30*7 

0?37 

III 
1-78 
0-  74 

1-  00 

0?1S 

0-21 
0-25 
0-23 0  -  2 1  öj 

i  Der  tägliche  Gang  der  Temperatur  auf  dem  Sonnblickgipfel.  Denk- 
schriften, Bd.  LIX  (1892),  S.  199. 

Digitized  by  Google 



Temperatur  des  Obirgipfcls  und  des  Sonnblickgipfels. 541 

Die  Phasenzeiten  bleiben,  namentlich  beim  Sonnblick, 

in  allen  Jahreszeiten  nahe  die  gleichen  (Frühling  Obir  aus- 

genommen). Das  erste  Glied  der  harmonischen  Reihe  bestimmt 

fast  ganz  den  täglichen  Temperaturverlauf,  nur  im  Winter 

erhält  auch  die  halbtägige  Wärmevvelle  einen  erheblichen  Ein- 

fluss.  Im  Sommer  dagegen  besteht  der  tägliche  Wärmegang 

fast  nur  aus  einer  einfachen  Sinuscurve.  Das  Verhältniss  von 

fl,  :  a2  ist: 

Verhältniss  der  Amplituden,  ax  :ar 

Sonnblick 

Obir  .... 

Winter    Frühling  Sommer 

2-5  5-3  9*9 

21       53  71 

Herbst  Jahr 

3'9  5  0 

3  2  4-7 

Die  Übereinstimmung  dieser  Verhältniszahlen  ist  so  gross, 

dass  man  bei  der  Kleinheit  der  Amplituden  die  Grösse  a2  aus  ax 

nach  den  Mittelwerthen  dieser  Quotienten  mit  genügender 

Annäherung  berechnen  könnte. 

Der  Eintritt  des  täglichen  Maximums  wird  durch  den 

Phasenwinkel  Ax  in  fast  völliger  Übereinstimmung  mit  den 

Beobachtungen  bestimmt;  er  gibt  für  Sonnblick  (Ax  =  223°) 

das  Maximum  um  3h  p.,  für  den  Obirgipfel  (230°)  nach  2V2h  p  ; 
der  Eintritt  des  nächtlichen  Minimums  aber  wird  erst  durch 

das  zweite  Glied  mit  den  Beobachtungen  in  Übereinstimmung 

gebracht. 

Für  den  täglichen  Wärmegang  in  der  nahe  1000  m  mäch- 

tigen Luftschichte  zwischen  Obir-  und  Sonnblickgipfel  erhält 

man  für  den  Sommer  die  Gleichung 

1  -38  sin  (228*2+*)+0? 17  sin  (23?6-+-2  x). 

Sie  entspricht  aber  kaum  dem  wahren  täglichen  Gang  der 

Luftwärme  in  dieser  Schichte,  denn  die  Erwärmung  der  Berg- 

gipfel wird  durch  die  Addition  der  beiden  Gleichungen  des 

täglichen  Ganges  natürlich  nicht  eliminirt. 

Dagegen  ist  die  Differenz  derselben  von  diesem  localen 

Einflüsse  viel  freier  und  das  Resultat  kommt  den  Verhältnissen 

der  wahren  Luftwärme  desshalb  wohl  recht  nahe;  da  die  Local- 

einflüsse  auf  den  täglichen  Wärmegang  auf  den  beiden  Berg- 
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gipfeln  nahe  die  gleichen  sein  dürften,  so  werden  sie  in  den 

Unterschieden  desselben  schon  grösstentheils  elimirt  erscheinen. 

Diese  Unterschiede  sind  aber  nichts  anders  als  der  Ausdruck  fin- 

den täglichen  Gang  der  Wärmeabnahme  nach  oben  in  der  Luft- 

schichte zwischen  Obirgipfel  und  Sonnblickgipfel.  Subtrahiren 

wir  die  obigen  Gleichungen  (Obir— Sonnblick)  und  dividiren 

dann  die  Differenzen  von  pv  qx  und  p2,  q2  durch  den  Höhen- 

unterschied, d.  i.  9  66ÄW,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichungen 

für  den  täglichen  Gang  der  Wärmeänderung  mit  der  Höhe: 

Gleichungen  für  den  täglichen  Gang  der  Wärmeände- 

rung (pro  100  m)  mit  der  Höhe  in  der  Luftschichte 

zwischen  Obir-  und  Sonnblickgipfel.1 

Winter.. 0*537  +0  009sin(333U+.r)  +  0  003  sin(  7P6-+-2*) 

Frühling  0-591 4-0-028 sin (222  ?0 -+-*)+ 0-006 sin (350- 6+2*) 

Sommer.0'674-»-0-079sin(238-9+.r)4-0016sin(  18-4+2*) 

Herbst .  .0*  589+0* 027  sin (270-0+*)+ 0*009  sin (  45?0+2*) 

Im  Winter  verschwindet  der  tägliche  Gang  der  Wärme- 

änderung mit  der  Höhe  in  der  Luftschichte  zwischen  2000  und 

3000  m  Seehöhe  fast  völlig,  er  ist  aber  auch  im  Sommer  gering- 

fügig. Die  Auswertung  dieser  Gleichungen  für  den  Winter, 

Frühling  und  Herbst  und  für  den  Sommer  gibt  folgende  Zahlen 

für  die  tägliche  Variation  der  Wärmeänderung  mit  der  Höhe: 

Täglicher  Gang  der  Wärmeänderung  mit  der  Höhe 

(pro  100  m)  in  der  Luftschichte  zwischen  Obir-  und 

S  o  n  n  b  1  i  c  k  g  i  p  f  e  1 

Mut. 
1 

2 4 0 8 

10 Mittag 

2   1  4 6 8 10 

Winter 
i 

•530 
•539 

•541 
•542 

•54-1 

54« 

•544 

•539j  -531 

•526 

•526* 

•530 

i  Das  erste  constante  Glied  ist  mit  Hilfe  der  später  folgenden  Rechnungen 
erhalten  worden. 
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Mitt 2 4 6 8 

10  |  Mittag 

2 4 6 

• 

.0  | 

1 

Frühling  und  Herbst 

•570*! • 

•572 
■574 

•577 
•585 

■600  -010 

•614 
•507 

•581 

•572 

Sommer 

•609 

i i 008* 

•613 
•627 

•656 

•703|  749 
772 

•757 

i 

•711 •660 

•623! 

Die  Amplitude  der  täglichen  Variation  der  Wärmeänderung 

mit  der  Höhe  pro  ICK) m  beträgt  im  Winter  0?020,  im  Frühling 

und  Herbst  ü90.Y_\  im  Sommer  0?  164,  ist  also  stets  sehr  gering- 

fügig. 

Die  Ableitung  des  jährliehen  Wärmeganges  auf  dem 

Obirgipfel  und  Sonnbliekgipfel  gestaltet  sich  schwieriger,  weil 

die  mittleren  Monatstemperaturen  nur  aus  langjährigen  Beob- 

achtungen mit  einiger  Sicherheit  bestimmt  werden  können. 

Namentlich  gilt  dies  für  hohe  Gipfelstationen,  da  selbe  nur  eine 

geringe  jährliche  Temperaturschwankung,  also  einen  weniger 

entschiedenen  jährlichen  Wärmegang  haben,  und  der  Monat 

der  niedrigsten  Temperatur  je  nach  den  Jahrgängen  bald  der 

Jänner,  bald  der  Februar  sein  kann;  auch  das  Maximum  der 

Temperatur  fällt  bald  auf  den  Juli,  bald  auf  den  August,  selbst 

in  den  mehrjährigen  Mitteln. 

Langjährige  Temperaturbeobachtungen  liegen  weder  vom 

( »birgipfel  noch  vom  Sonnblickgipfel  vor.  Die  Registrirungen  be- 

ginnen auf  dem  Obirgipfel  mit  Februar  1892.  die  Beobachtungen 

auf  dem  Sonnblick  mit  October  1880.  Man  ist  demnach  auf  eine 

Reduction  auf  die  lange  Beobachtungsreihe  einer  benachbarten 

Station  von  ähnlicher  Lage  angewiesen,  also  auf  die  einer 

Gipfel-  oder  Gehängstation.  Die  Thalstationen  eignen  sich  hiezu 

nicht,  wegen  der  öfteren  "•Temperatur-L'mkehrung«  im  Winter. 

Die  kurze  Beobachtungsreihe  auf  dem  Obirgipfel  (Hann- 

warte) liesse  sich  leicht  und  sicher  auf  die  langjährige  Reihe 

vier  nur  100  m  tiefer  am  Abhänge  des  Obirgipfels  liegenden 

Station   (Obir- Berghaus)  reduciren.   wenn   nicht  ein  fataler 
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Umstand  hinderlich  wäre.  Die  Reduction  der  Thermographen- 

Aufzeichnungen  auf  dem  Gipfel  liefert  zwar  sehr  verlässliche 

Werthe  für  den  täglichen  Gang  der  Wärme,  aber  die  absoluten 

Werthe  der  Temperatur  sind  nicht  selten  unsicher  und  fehler- 

haft, weil  die  Ablesung  an  dem  Thermometer,  das  zur  Bestim- 

mung des  absoluten  Temperaturwerthes  eines  Punktes  des 

Thermogrammes  dient,  nur  von  Zeit  zu  Zeit  durch  den  Beob- 

achter erfolgen  kann;  bei  schlechtem  Wetter  fallen  zuweilen 

Beobachtungstage  aus,  und  die  Beziehung  der  Ablesung  auf 

einen  bestimmten  Punkt  des  Barogrammes  bleibt  zuweilen 

•  zweifelhaft.  Ein  Ablesefehler  kann  zudem  für  einige  Tage 

falsche  Temperaturen  liefern.  Dieser  Übelstand,  der  die  relativen 

Werthe,  d.  i.  den  täglichen  Gang  nicht  beeinflusst,  konnte  bisher 

nicht  behoben  werden. 

Bei  der  Bildung  der  Temperatur- Differenzen  Obirgipfel— 

Obir-Berghaus  musste  desshalb  mit  grosser  Vorsicht  und  mit 

Kritik  vorgegangen  werden.  Ich  habe  den  letzten  der  reducirten 

Jahrgänge,  d.  i.  1896,  gar  nicht  benützt,  da  die  Differenzen  mit 

jenen  der  vorhergehenden  vier  Jahrgängen  grösstenteils  nicht 

übereinstimmen.  Die  Jahrgänge  1892 — 1895  inclusive  liefern 

mit  Hinweglassung  einiger  zweifelhaften  Monatsmittel,  die 

folgenden  mittleren  Werthe: 

Mittlere  Temperatur-Differenzen  Obirgipfel  (2140m) 

— Obirbet  ghaus  (2047  in). 

Jlnn. Febr. Marz 

April 
Mai Juni Juli 

Aug. 
Sept. 

Oct. Nov. Dec.|  Jahr 

-0-4 -o-r> -0*6 
-0-2 -0-5 

-0-6  -0-8 
1 

-0-9 -0-7 
-0*5 ■ 

-0-4  -0-53 

Ausgeglichen 1 
«  , 

1-0-2  -<>-4 

; 
-0  6  -0-5 

1 

-0-4 
*' 

-0-6 -0-8 
-0-8 

-0-7 

-0-5  -0  3  -o  ö:i i  i 

Die  Abnahme  der  Temperatur-Differenz  im  Mai  scheint 

daher  zu  rühren,  dass  der  Obirgipfel  zuweilen  (um  diese  Zeit) 

früher  schneefrei  wird,  als  der  Berghang;  oben  weht  der  Wind 

den  Schnee  weg,  der  Gipfel  wird  desshalb  bald  »aper«,  während 
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beim  Hause  unten  (trotz  der  südlichen  Exposition)  noch 

Schnee  liegt  und  sich  noch  Eis  im  Thermometerhäuschen 

vorfindet. 

Bringt  man  die  obigen  Differenzen  an  die  vieljährigen 

Monatsmitel  der  Temperatur  von  Obir-Berghaus  an,  so  erhält 

man  die  vieljährigen  Mittel  für  den  Obirgipfel. 

In  meiner  Abhandlung  über  die  Temperatur- Verhältnisse 

der  österreichischen  Alpenländer  III.  habe  ich  die  Monatsmittel 

der  Temperatur  für  Obir-Berghaus  für  die  Periode  1851  —  1880 

abgeleitet;  die  einzelnen  Monatsmittel  1851  1885  (mit  grösseren 

Lücken)  findet  man  in  den  Jahrbüchern  der  k.  k.  Centralanstalt 

für  Meteorologie,  Jahrgang  1885,  S.  252.  abgedruckt.  Die  unvoll- 

ständige Reihe  wurde  durch  Differenzen  gegen  Klagenfurt  auf 

die  volle  Periode  1851  —  1880  reducirt. 

Dass  die  Ergebnisse  der  älteren  Beobachtungsserie  beim 

Berghaus  Obir  mit  jenen  der  neueren  Reihe  nicht  homogen  sind, 

läs^t  sich  schon  bei  Yergleichung  der  Jahresmittel  vermuthen; 

diese  letzteren  scheinen  in  der  älteren  Reihe  erheblich  höher 

zu  sein.  Ks  kommt  das  nicht  so  unerwartet,  denn  einerseits  war 

die  Art  der  Aufstellung  des  Thermometers  damals  nicht  eben 

günstig,  und  das  ist  wohl  die  Hauptursache,  anderseits  gab  es 

in  den  ersteren  Jahresreihen  viele  Lücken,  weil  die  Bergleute 

Samstag  und  Sonntag  das  Berghaus  verliesscn  und  die  Beob- 

achtungen dadurch  eine  Unterbrechung  erlitten  haben.  Ich  wollte 

deshalb  diese  werth  volle  Serie  von  Temperatur-  Aufzeichnungen, 

die  längste  in  ähnlicher  Seehöhe  im  ganzen  Gebiet  der  ( >st- 

alpen,  auf  ihre  Homogenität  näher  prüfen.  Das  ist  aber  desshalb 

schwierig,  weil  die  nächste  Station  von  gleicher  Höhe  mit  lang- 

jährigen Temperatur- Aufzeichnungen  jene  auf  dem  St.  Bernhard 

ist;  man  kann  höchstens  noch  Alt-Aussee  hie  und  da  zur  (En- 

trolle zu  Hilfe  nehmen.  Der  St.  Bernhard  liegt  aber  sehr  weit 

entfernt  und  zudem  erheblich  südlicher,  gehört  deshalb  auch 

schon  einem  anderen  Klimagebiet  an.  Alt-Aussec  liegt  mehr  als 

1000  im  niedriger  und  gleichfalls  ziemlich  weit  vom  Obir. 

Man  kann  daher  diese  Stationen  nur  zur  Prüfung  der 

Homogenität  der  Jahresmittel  der  Temperatur  verwenden. 

Dabei  erhält  man  die  folgenden  bemerkenswerthen  Resul- 

tate (ich  theile  hier  nur  die  Differenzen  der  Lustrenmittel  mit, 
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natürlich  wurden  die  Differenzen  der  einzelnen  Jahresmittel 

gebildet): 

Differenzen  der  Jahresmittel  der  Temperatur.  Obir 

Berghaus— St.  Bernhard. 

Lustrum  .  .  j 

1851 

bis 
1855 

185(5 

bis 
1860 

1861 

bis 1865 

1866 

bis 
1870 

1871 

bis 
1875 

1876 

bis 

1880 

1881 

bis 

1885 

1886 bis 

1890 

Differenz  .  .  . 
2*78 

3-04 
2-60 

1-76 
1-92 1-50 

1-84 

Das  Mittel  der  ersten  drei  Lustren  ist  2 9 8 1 ,  das  Mittel  der 

fünf  folgenden  Lustren  1?75,  der  Unterschied  überschreitet 

einen  Grad.  Dass  der  Sprung  zwischen  1865  und  1860  einge- 

treten ist,  zeigt  folgende  Zahlenreihe. 

Jahr  .... 1861 1862 1863  1SG4 
1865 1860 

1867 1868 1869 
1870 

Differenz 2?7 2?8 2?8 (1-9?) 
2  8 

1  •<» 

1  0 

1  -9 

1-9 
1-4 

Auch  die  Differenzen  gegen  Alt-Aussee  ergaben  das  gleiche 

Resultat. 

Alt-Aussee— Obir  1 8.">  1  —  1 805  5?2, 

»  »     186(5  -1875.  .  .  .  5*8. 

Obir  ist  demnach  in  der  Periode  1851 — 1865  um  096 

wärmer  als  später. 

Die  Jahresmittel  selbst  ergeben:  Obir  1851  — 1865  Mittel 

190,  1866—1880  Mittel  0?5,  St.  Bernhard  dagegen  hat  1851  bis 

1865  Mittel  —  1  ?8.  1866—1880  Mittel  — 1*3,  also  dasselbe 

Resultat  wie  oben;  nach  St.  Bernhard  ist  Obir  in  der  Periode 

1851  —  1865  um  1°  wärmer  als  später.  Ks  sind  speciell  die 
Sommermonate,  die  in  der  ersten  Periode  zu  warm  sind. 

Man  erhält  folgenden  Vergleich  der  15jährigen  Mittel: 
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Obir-Berghaus.  —  Temperaturm  ittel. 

N<»v. 

und 
De  ehr 

Janner 

und 
Febr 

März 
und ■\  nri  1 

Mai 

und 
Inn  i 

Juli und 

A 1 1  v 

Scptbr. 

und Oetnh 

Jahr 

1851-1865... —  4-6 

-6  5 —3-  2 
51 100 

52 10 

1806— 1880.  . -4-7 
—  5-8 

—3  - 1 4-5 87 36 
0-6 

Differenz  I  — II. 0-1 
-0-7 

-0  1 

0  6 
1-3 

1-6 

0-4 

Aussee  dto.  . . . 0-5 
-0-8 -0-5 

0-3 
0  2 06 

-01 

Abweichung  Obir-Berghaus 

1 

1851  —  1865.  .  . -0-4 

1 

0-1 

1 

1  04 

1 
a 

0-3 

1 

: 
1 

l 
1  -o 

0-5 

Obir-Berghaus  ist  demnach  in  der  ersten  Periode  1851  bis 

18(35  im  Sommer  erheblich  zu  warm,  nur  im  Frühwinter  etwas 

zu  kalt.  Die  Ursache  liegt  jedenfalls  zumeist  in  der  Art  der 

Thermometeraufstellung,  die  der  Wärmestrahlung  (und  Aus- 

strahlung des  Bodens)  zu  grossen  Kinfluss  gestattete.1 

Der  störende  Kinfluss  dieser  Aufstellung  in  den  einzelnen 

Monaten  lässt  sich  aber  nicht  mit  hinlänglicher  Genauigkeit 

constaüren,  dass  man  die  einzelnen  Monatsmittel  daraufhin 

corrigiren  könnte.  Ich  musstc  desshalb  davon  absehen,  die 

Temperaturbeobachtungen  von  Obir-Berghaus  aus  der  Peri- 

ode 1851  —  18G5  im  Einzelnen  zu  verwenden.  Wegen  der  Ver- 

gleichbarkeit der  Temperaturmittel  für  Obir-Berghaus  mit  jenen 

der  anderen  Stationen  der  Ostalpen,  die  ich  sämmtlich  auf  die 

Periode  1851  —  1880  bezogen  habe,  ist  es  aber  doch  wichtig, 

auch  für  Obir  die  Wärmemittel  auf  diese  Periode  zu  beziehen. 

Ich  habe  desshalb  durch  Differenzen  der  neueren  Reihe  gegen 

Alt-Aussee  und  St.  Bernhard  (letzteren  Resultaten  wurde  nur 

das  halbe  Gewicht  gegeben)  genäherte  Temperaturmittel  für 

1  Das  Thermometer  befand  sich  an  einem  l'Hocke  ganz  im  Freien,  mit 
einem  Schutzdache. 

Sitzh.  d.  mathem  -naturw.  Cl.:  CV1I.  Bd..  Abth.  II.  a.  37 
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Obir-Berghaus  für  das  Deeennium  1851  — 1860  und  für  das 

Lustrum  1861  —  1865  hergestellt;  letztere  dienten  nur  dazu,  um 

mit  den  beobachteten  Temperaturen  1866—1870  das  Decen- 

niummittcl  1861  —  1870  ableiten  zu  können;  selbständig  haben 

diese  Mittel  keine  Bedeutung. 

In  den  Gesammtmitteln  für  1851  —  1880  und  für  die  noch 

längere  Periode  1851  —  1895,  die  ich  berechnet  habe,  werden 

die  Fehler,  welche  den  drei  Lustrenmitteln  1851  —  1865  etwa 

noch  anhaften  mögen,  in  Folge  der  Division  durch  2  und  durch  3 

schon  hinlänglich  unschädlich  gemacht  worden  sein,  so  dass 

der  jährliche  Gang  der  Temperatur  wirklich  jenem  in  den  beiden 

Perioden  entspricht. 

Die  Hinweglassung  der  drei  Lustrenmittel  würde  dagegen 

die  Vergleichbarkeit  wesentlich  gestört  haben,  denn  es  fallen 

Monate  mit  ganz  exceptioncllen  Temperaturabweichungen  in 

die  Periode  1851  — 1865.  Das  Lustrummittel  1851  — 1855  enthält 

das  zweitkälteste  Februarmittel  der  ganzen  Periode  1851  — 1895 

( — 893  gegen  — 6*7  normal,  der  Februar  1854  mit  — 12*5  war 

der  kälteste  in  den  Jahren  1851  — 1897),  das  Novembermittel 

des  Decenniums  1851  —  1860  mit  — 3?8  war  das  niedrigste  in 

der  47jährigen  Periode;  drei  der  kältesten  November,  1851  mit 

—  7?7,  1854  mit  —  7*3  und  1856  mit  — 8?9  fallen  in  dieses 

Deeennium,  in  den  32  Jahren  1866—1897  erreichte  der  kälteste 

November  nur  —  6°'J;  die  Maimonate  1861  —  1865  waren  da- 

gegen sehr  warm,  wie  überhaupt  dieses  ganze  Lustrum.  Die 

Monatsmittel  der  Periode  1851  —  1865  haben  daher  einen 

wesentlichen  Einfluss  auf  den  Charakter  des  jährlichen  Wärme- 

ganges in  der  zweiten  Hälfte  dieses  Jahrhunderts. 

Nach  der  Ableitung  der  Lustrenmittel  für  die  Periode  1851 

bis  1865  erübrigte  aber  dann  auch  noch  die  Ausfüllung  einiger 

erheblicher  Lücken  in  der  Beobachtungsreihe  Obir-Berghaus 

1866 — 1895.  Es  fehlen  die  Beobachtungen  von  Februar — Sep- 

tember 1871,  das  Jahr  1872,  die  Jahre  1876,  1877  und  Jänner 

bis  August  1878.  Dieselben  lassen  sich  aber  glücklicherweise 

durch  die  Beobachtungen  an  benachbarten,  ähnlich  gelegenen 

Bergstationen  mit  grosser  Zuverlässigkeit  ergänzen.  Es  ist 

namentlich  die  ganz  benachbarte  Station  Petzen  -  Feistritz, 

welche  den  weitaus  grössten  Theil  der  fehlenden  Beobachtungen 
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zu  ergänzen  gestattete;  nur  einige  Monate  mussten  mit  Hilfe 

der  Temperaturaufzeichnungen  zu  St.  Peter  am  Katschberg  er- 

gänzt werden.1 

Indem  ich  weitergreifend  auch  schon  vorhandene  Tem- 

peraturmittel vom  Obir-Berghaus  durch  die  mittleren  Differenzen 

gegen  diese  Stationen  ergänzte,  konnte  ich  mich  durch  die 

Übereinstimmung  der  beobachteten  und  der  berechneten  Tem- 

peraturen von  der  zureichenden  Genauigkeit  der  letzteren  über- 

zeugen. Ich  halte  nun  die  ganze  Reihe  von  Temperaturmitteln 

für  Obir-Berghaus  von  186*3—1897,  welche  ich  in  Tabelle  II  des 

Anhanges  S.  567 — 568  zusammengestellt  habe,2  für  homogen 

und  daher  für  geeignet  zur  Reduction  kürzerer  Beobachtungs- 

reihen auf  Berggipfeln  und  Berghängen  in  den  Ostalpen  auf 

längere  Perioden. 

Die  nachfolgende  Tabelle  B  enthält  die  Lustren-  und 

Decennienmittel  der  45  Jahrgänge  1851  — 1895. 

Diese  Temperaturmittel  sind  aus  den  Beobachtungen  um 

7h,  2h,  9h  abgeleitet  nach  der  Formel  (7,  2,  9,  9) :  4.  welche  nach 

den  stündlichen  Aufzeichnungen  zu  Obir-Berghaus,  sowie  jenen 

auf  dem  Obirgipfel  fast  genau  wahre  (24stündige)  Mittel  liefert 

fvergL  den  täglichen  Gang  der  Temperatur  auf  dem  Obirgipfel, 

Sitz.-Ber.  Juli  1893,  S.  721  und  die  Tabelle  I  im  Anhang  hier 

S.  566). 

Die  Correctionen  sind: 

December  —0  05,  Jänner  und  Februar  — 0- 1,  März  bis 

Juni  0-0,  Juli,  August,  October  H-0-  1 ,  September,  November  O'O. 

Um  den  jährlichen  Gang  mit  thunlichster  Sicherheit  fest- 

zustellen, wurden  auch  Mittel  für  die  45jährige  Periode  1851  bis 

1895  abgeleitet.  Die  Lustrenmittel  werden  gestatten,  nach  Ab- 

schluss  des  Jahres  1900  sogleich  die  50jährigen  Mittel  1851  bis 

1900  bequem  berechnen  zu  können. 

i  Die  Lage  dieser  Stationen  ist: 

St.  Peter   47?  1  N,  13*6  E,  1220  m, 

Petzen-Feistritz   48*5  N,  14*7  E,  1490m, 

Obir   46-5  N,  145  F.,  2047  m. 

■  Am  Fusse  dieser  Tabelle  auf  S.  568  finden  sich  noch  die  extremsten 

Mittel  der  nicht  verwendeten  Benbachtungsperiode  1851  — 1865;  Tür  diesen 

Zweck  können  dieselben  schon  compariren. 
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552 J.  Hann, 

Bringt  man  an  die  Mittel  1851  —  1880  und  1831  —  1895  die 

früher  abgeleiteten  Temperatur-Differenzen  Obirgipfel— Obir- 

Berghaus  an,  SO  erhält  man  die  30-  sowie  die  45jährigen  Mitte! 

für  Obirgipfel  2140  m.  Dieselben  finden  sich  später  mit  jenen 

für  Sonnblick  und  St.  Bernhard  für  die  gleichen  Perioden 

zusammengestellt  (S.  558  und  S.  559). 

Meine  nächste  Aufgabe  war  nun,  auch  den  jährlichen 

Wärmegang  auf  dem  Sonnblickgipfel  genauer  zu  berechnen, 

als  dies  bisher  möglich  war.  Die  Beobachtungsperiode  1887  bis 

1897,  die  jetzt  vom  Sonnblickgipfel  vorliegt,  zeichnete  sich  durch 

einige  sehr  abnorme  Temperaturen  aus,  wie  die  Tabelle  für 

Obir-Berghaus  (B  und  Anhang  Jl)  zeigt.  Die  mittleren  Winter- 

temperaturen  1886 — 1895  waren  abnorm  niedrig,  der  Februar 

um  2°  zu  kalt,  auch  das  Jahresmittel  der  1 1  Jahre  ist  zu  niedrig. 

Die  unmittelbaren  Durchschnittstemperaturen  1887 — 1897  für 

den  Sonnblick  repräsentiren  desshalb  nicht  die  normalen  Ver- 

hältnisse, wie  sie  aus  langjährigen  Beobachtungen  sich  ergeben 

werden.  Desshalb  musste  ein  Versuch  gemacht  werden,  die- 

selben auf  die  30jährige  Periode  1851  —  1880  zu  reduciren,  und 

sie  derart  mit  den  Wärmemitteln,  die  ich  in  den  »Temperatur- 

Verhältnissen  der  österreichischen  Alpenländer«  aufgestellt  habe, 

direct  vergleichbar  zu  machen,  und  dann  auch  noch  zur  sicheren 

Ableitung  der  jährlichen  Periode  auf  den  längeren  Zeitraum 

1851  —  1895.  Ich  lasse  zunächst  in  Tabelle  C  die  Temperatur- 

mittel (und  die  Jahresextreme)  für  den  Sonnblick  October  1880 

bis  December  1897  folgen. 

Zur  Reduction  der  Tempcraturmittel  des  Sonnblick  auf  eine 

lange  Beobachtungsreihe  kann  man  wohl  nur  die  Stationen 

St.  Bernhard  und  Obir-Berghaus  verwenden;  die  Benütcung 

tiefer  gelegener  Stationen  muss  als  ausgeschlossen  betrachtet 

werden.  Die  Lage  und  Entfernung  von  diesen  Stationen  (denen 

ich  Alt-Aussee  beifüge,  weil  diese  Station  früher  auch  Ver- 

wendung fand)  sind: 

N- 

Brcite 
K-Länge 

12°  57* 
7    1  1 

1 4  29 

13  40 

Hohe 

Sonnblick  47°  3' 
St.  Bernhard  ...  45  52 

Obir-Berghaus  .  .  40  30 

(Alt-Aussee          47  39 

3100;;/ 2475 

2046 

945). 
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554  J.  Hann. 

Die  beiläufigen  Entfernungen  sind: 

Sonnblick— Obir   122  km 

Sonnblick — St.  Bernhard  . . .  460 

Obir— St.  Bernhard   530 

(Obir— Alt- Aussee   140). 

Die  Entfernung  des  St.  Bernhard  vom  Sonnblick  ist  so 

gross,  dass  sie  schon  sehr  veränderliche  Temperaturdifferenzen 

erwarten  lässt,  umsomehr,  da  der  St.  Bernhard  in  den  West- 

alpen, also  in  einem  schon  recht  differenten  Klimagebiet  liegt. 

Man  ist  daher  zumeist  auf  die  Station  Obir-Berghaus  bei  der 

Reduction  angewiesen. 

Die  Säntis-Station  habe  ich  zur  Reduction  nicht  benützt, 

erstlich,  weil  die  Beobachtungsreihe  nur  wenig  länger  ist,  als  jene 

auf  dem  Sonnblick  und  deshalb  selbst  erst  durch  Differenzen  gegen 

St.  Bernhard  auf  eine  längere  Periode  hätte  reducirt  werden 

müssen.  Dann  zerfällt  die  Reihe  durch  die  Übersiedlung  der 

Station  im  October  1887  (die  Beobachtungen  beim  Gasthause, 

40  m  unter  dem  Gipfel,  begannen  September  1882)  in  das  neue 

Observatorium  auf  dem  Gipfel  in  zwei  Theile  —  der  Höhen- 

unterschied kommt  dabei  weniger  in  Betracht,  als  die  Verlegung 

auf  den  freien  Gipfel  und  die  geänderte  Aufstellung  der  Instru- 

mente. Ausserdem  scheinen  die  Temperaturmittcl  der  letzteren 

Jahre  niedriger  geworden  zu  sein,  worauf  folgende  Differenzen 

der  Jahresmittel  der  Temperatur  hinweisen  dürften. 

Differenzen  der  Jahresmittel  der  Temperatur. 

1887     1888     1889    1890     1891      1892  1893 

Säntis— St.  Bernhard  ...  .  0  0  —  0  2  —0  2  0  0  -03  —O  l  —0-3 

Säntis-Sonnblick   5  0       4*5       4-4    4-7       4  4       46  51 

1894         1895         1896  1897 

Säntis- St.  Bernhard   —1*2        -0-9       -0-9  —TO 

Säntis-Sonnblick   39  3*9  3  8  4  2 

Der  mittlere  Temperatur-Unterschied  ist  demnach: 

Sämis— St.  Bernhard  1887—1893  — 0*16, 

1894—1807  —1-00, 

Differenz  —0-84. 
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Säntis-Sonnblick  1887—1893    4-62, 

dagegen  1894— 1897  bloss   3-95, 

Differenz  — 067, 

es  ist  demnach  der  Säntis  in  den  Jahren  1894—1897  um  circa 

0975  kälter  geworden. 

Da  ich  mir  nicht  die  Aufgabe  gestellt  habe,  auch  die 

mittlere  Temperatur  des  Säntis  abzuleiten,  so  habe  ich  nicht 

nöthig,  der  Ursache  dieser  Erscheinung  nachzugehen;  sie  ist 

aber  einer  der  (iründe,  wesshalb  ich  diesmal  nicht  auch  die 

Station  auf  dem  Säntis  zur  Reduction  der  1 1jährigen  Tempera- 

turbeobachtungen auf  dem  Sonnblick  auf  eine  längere  Periode 

benützt  habe. 

Die  folgende  Tabelle  D  (S.  556  und  557)  enthält  die  mitt- 

leren Temperaturdifferenzen  Sonnblick —  St.  Bernhard  und  Sonn- 

blick— Obir-Berghaus,  sowie  deren  mittlere  Veränderlichkeit, 

die.  mit  der  mittleren  Veränderlichkeit  der  Monatsmittel  der 

Temperatur  auf  dem  Sonnblick  verglichen,  die  Vortheile  abzu- 

schätzen geeignet  ist,  welche  das  Reductionsverfahren  gewährt 

Veränderlichkeit  der  Temperaturdifferenzen. 

Winter Sommer Im  Mittel 
0*70 

0-79 

0-43 

055 

Veränderlichkeit    der  Tem- 

peraturmittel desSonnblick  1  -71 

0-83 1-70 

Die  Differenzen  gegen  den  St.  Bernhard  sind  im  Sommer- 

halbjahr viel  veränderlicher,  als  jene  gegen  Obir-Berghaus, 

aber  doch  noch  etwas  constanter  als  die  Temperaturmittel 

des  Sonnblick  selbst.  Bemerkenswerth  ist  die  grosse  Veränder- 

lichkeit der  TempcraturdifTerenzen  Sonnblick  —  St.  Bernhard 

im  Mai  und  Juni  (1  91). 
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Indem  ich  die  Temperaturdifferenzen  der  Tabelle  D  an  die 

30-  und  45jährigen  Mittel  von  Obir-Berghaus  und  St.  Bernhard 

anbrachte  (wobei  ersteren  Resultaten  das  doppelte  Gewicht 

gegeben  wurde),  erhielt  ich  die  folgenden  30-  und  45jährigen 

Mittcltemperaturen  der  Station  auf  dem  Sonnblickgipfel,  denen 

dann  auch  jene  vom  Obirgipfel  und  jene  der  Vergleichsstationen 

beigegeben  wurden. 

Temperaturmittel  1851  —  1880. 

Höhe  

Obir- 
Berghaus 

2047  m 

Obirgipfel 

2140w 

St.  Bern- hard 

2475  m 

Sonnblick 

reducirt  nach 

~.  .          Obir  und 
Obir      c.  u     ,  . 

St.  Bernhard 

3106w 

Jänner   

-66 

—  6-8 

• 

-8-3 
—  12-  1 —  12-4 

Februar  .... 
—6-2 -6-ü 

—  8-2 
—  12-2 —  12-6 

Marz  

—55 
—6-0 

—71 

—  12-0 

—  120 

—  1-4 
—  1-0 

—  30 

-  7-8 —  7-8 

Mai  2-8 
2-4 

0-5 

—  33 

—  3-6 

6-5 
6-0 

4-0 —  1-0 
-  1-1 

Juli  
9-0 8-4 6-8 1-3 1*4 

8-7 7-9 6-6 0-9 
1-0 

September  . 
5-8 

5-0 
4-0 —  1-6 —  1-4 

October  2-0 1-3 —  0-2 —  4-7 —  4-6 

November  .  . —  3-3 —  3-8 
-  5-G 

-  9  2 
-  93 

December  .  . —  5-8 
—  6'  1 

-  79 

—  11-4 
— 11*6 

05 
o-o 

-  1-5 
-  6-1 -  6-2 
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Temperaturmittel  1851  — 1895. 

Höhe  

Obir- Berghaus 

2047»/ 

Obirgipfc! 

2l40w 

St.  Bern- 
hard 

2475  m 

Sonn 

redueii 

Obir 

31C 

blick 
•t  nach 

St.  Bernhan 

und  Obir 
6  m 

—  4  4 
—  ö  o 

ii).- 

—  lB  1 
in.o 

Februar  .... 
—  O  < 

 i  1 —  8  _ —  I_i 
 Ii  V 

—  o  o 
 O  1 

—  /  U in,., 

1  •>  .  A 

 I  i  U 

—  1  n —  -  .5 

Q  .  <) 

—  O  S 

D  •  O o  •  a 

—  ö  £ 

Mai   2  5 2- 1 0-4 

—  3-6^ —  38 

03 5*8 

3-8 

—  1  2 
—  13 

Juli  8-9 8*3 6-6 
1  •  1 

1-2 

August  .... 86 7-8 
6  5 

0-8 
10 

September  .  . 5-9 5*1 
3  9 

—  15 

—  1-4 

October  .... 1-7 1-0 —  0-5 
—  5*0 

—  4*9 

November  .  . —  3*1 —  3-6 —  5-  1 —  9-0 —  9-0 

Deccmber  .  . -  6-1 —  6-4 —  7-8 —  11-7 -  11 -8 

0  3 -  0-2 
—  1*6 -  0-3 

-  63 

Die  correspondirenden  Jahresextreme  der  Temperatur  (aus 

den  Terminbeobachtungen  genommen)  sind  im  Mittel  der 

11  Jahre  1887  bis  1897: 

für  Obir-Berghaus   —  21*1  und  2099, 

*   Sonnblickgipfel   — 31  •  1    »  9'9; 

die  absoluten  Extreme  waren 

für  Obir   — 25?8  und  23*0, 

»   Sonnblick   —34  '6    »  13-0. 

Im  Mittel  der  Periode  1851  — 1895  ist  der  Winter,  nament- 

lich Jänner  und  Februar,  erheblich  kälter  als  im  30jährigen 

Mittel  1851  — 1880;  die  letzten  drei  Lustren  zeichneten  sich 

durch  besonders  kalte  Winter  aus.  es  sind  aber  fast  alle  Monate 

etwas  kälter  als  im  30jährigen  Mittel;  in  den  Ostalpen  scheint 
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diese  Abkühlung  stärker  aufgetreten  zu  sein  als  in  den  West- 

alpen. 

Die  45jährigen  Mittel,  welche  sich  wohl  nur  wenig  mehr 

ändern  dürften,  habe  ich  zur  Ableitung  des  jährlichen  Wärme- 

ganges  benützt. 

Die  Gleichungen,  die  den  jährlichen  Wärmegang  in  erster 

Annäherung  zum  Ausdrucke  bringen,  sind: 

Jährlicher  Gang  der  Temperatur.  Periode  1851  —  1895. 

Sonnblick   7?  18  sin  (257  0+.v)+0'43  sin  (97-6+2*) 

St.  Bernhard   7  84  sin  (259 -0  +  .i)+0- 73  sin  (40-  0  +  2  *) 

Obirgi pfel  %   8 *08  sin  (258 •  8+ x)  +  0  •  63  sin  (65  ■  8+ 2 *) 

Obir-Berghaus  .  .  8-29  sin  (258  •  3+*) +0*63  sin  (52 ' 8  +  2 x) . 

Die  Phasenzeit  des  ersten  Gliedes  ist  für  alle  vier  Stationen 

die  gleiche,  die  Amplitude  nimmt  aber  mit  der  Höhe  ab.  Der 

geringe  Unterschied  im  jährlichen  Gange  kommt  im  zweiten 

Gliede  zum  Ausdruck;  dasselbe  hat  auf  dem  St.  Bernhard  und 

auf  dem  Obir  einen  etwas  grösseren  Einfluss  und  die  Phasen- 

zeit desselben  ist  gegen  Sonnblick  im  Durchschnitt  um  etwas 

mehr  als  20  Tage  verspätet. 

Um  den  jährlichen  Wärmegang  für  Sonnblick  und  Obir- 

gipfel  etwas  detaillirter  berechnen  zu  können,  habe  ich  noch 

zwei  weitere  Glieder  der  obigen  Gleichungen  berechnet  mit 

dem  dreifachen  und  vierfachen  Winkel.  Dieselben  sind: 

Sonnblick   0?31  sin  ( 104?9+3.v)+0*30  sin(30*0+4*) 

Obirgipfel   0-22  sin  ('  63-4  +  3.v)  +  0-  17  sin  (49-8  +  4*). 

Rechnet  man  mit  diesen  vier  periodischen  Gliedern,  so  er- 

hält man  folgende  Temperaturen  für  rund  15tägige  Abschnitte 

des  Jahres.  Ich  habe  dabei  keine  Verschärfung  der  Rechnung 

angewendet  (Reduction  auf  Normalmonate  und  Reduction  der 

Coefficienten  zur  Verbesserung  der  Amplituden),  weil  die  jähr- 

liche Variation  gering  ist  und  die  Unsicherheit  der  auf  eine 

lange  Periode  reducirten  Mittel  dieselbe  doch  ziemlich  illu- 

sorisch machen  würde. 
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Berechneter  jährlicher  Wärmegang. 

Periodt :  1851  —  1895. 

Sonnblick Obirgipfel 

Jänner 
-IS*! 

 7?  1 16  , 
-12-4 7  •  X 

31 
-12-7 

7  •  '\ 

Februar 15   

-130 

7  • '» 

—  t  m 

März 

-12  0 

Ii  •  7 

 O  4 

-121 

K  .  o 

—  O  o 

April 
1  —  10-4 

1  • 

1 
1«  —  8-1 

__<> .  o Mai 1  —  6-2 

16  

—  30 

«•  vi 1 
Juni 

1  
-  2-6 

16 

-  12 

Kß  4 
! 

Juli 

o-o 

- .  •> 

16  
o-o 

O  1 

August 1-3 
^  •  a 

■ 
16  

0-9 
i  V 

September 

—  01 

O  Q 

i 
16  

-  1-7 5-2 

October 
1  

—  33 

3-8 
16  -  5-1 1-1 

November 
1  

-  6-9 -  1-3 

j 16  -  8-7 
-3-6 

Dcccmber 
1  

—  10-3 

-5-4 

i 
i 

16  
—  11-5 

-66 

Auf  dem  Sonnblick  fällt  nach  der  Rechnung  das  Minimum 

der  Temperatur  über  die  Mitte  des  Februar  hinaus,  auf  dem 

Obirgipfel  auf  die  zweite  Hälfte  des  Jänner.  Das  Maximum  tritt 

auf  dem  Sonnblick  am  1.  August,  auf  dem  Obir  etwas  früher 

ein.  Die  Temperatur  hält  sich  über  dem  Gefrierpunkt  auf  dem 

Sonnblickgipfel  vom  I.Juli  bis  inclusive  31.  August,  also  durch 

♦  >2  Tage,  auf  dem  Obirgipfel  vom  2.  Mai  bis  etwa  zum 

20.  October,  d.  i.  durch  1  72  Tage,  also  fast  ein  halbes  Jahr  hindurch 
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Die  um  1000  m  geringere  Höhenlage  und  die  um  einen 

halben  Breitegrad  südlichere  und  zudem  nach  Norden  hin 

durch  die  Centralalpen  geschützte  Lage  bedingen  diesen  be- 
deutenden Wärmeunterschied. 

Es  ist  noch  von  Interesse,  den  jährlichen  Gang  der  Tem- 

peraturänderung mit  der  Höhe  zu  berechnen,  wozu  sich  die 

Temperaturmittel  der  beiden  Gipfelstationen  ganz  besonders 

eignen.  Die  Temperaturdifferenzen  Obirgipfel —  Sonnblickgipfel 

sind  von  den  localen  Erkaltungen  und  Erwärmungen  unter  und 

über  die  wahre  Lufttemperatur  zum  grossen  Theile  befreit,  da 

man  annehmen  darf,  dass  dieselben  an  beiden  Stationen  ziem- 

lich nahe  von  gleichem  Betrage  sind. 

Ich  habe  die  Rechnung  doppelt  geführt,  einmal  direct  mit 

den  beobachteten  Temperaturdifferenzen  Obirgipfel— Sonnblick- 

gipfel, dann  mittelst  der  obigen  Gleichungen  für  den  jährlichen 

Wärmegang  auf  den  beiden  Gipfeln. 

Da  der  Obirgipfel  um  einen  halben  Breitegrad  südlicher 

liegt,  so  müssen  die  Temperaturmittel  desselben  vorerst  auf  die 

Breite  des  Sonnblick  reducirt  werden,  was  mit  Hilfe  der  in 

meiner  Abhandlung  über  die  Temperaturverhältnisse  der  öster- 

reichischen Alpenländer  III.  (diese  Sitzungsber.,  Juni  1885, 

S.  1 10)  für  dieses  Gebiet  festgestellten  Wärmeänderung  mit  der 

geographischen  Breite  im  Niveau  von  2000  m  geschehen  kann. 

Es  folgen  hier  die  corrigirten  mittleren  Temperaturdifferenzen 

sowie  die  entsprechende  Wärmeänderung  mit  der  Höhe. 

Obirgipfel  —  Sonn  blick.  Höhendifferenz  966  m. 
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Corrigirtc  TemperuturdifTerenzen 

5-  1 

5  4  5*7 

5  7  54 

6  5  6'7 
I 

65 6-3  5-7 
5-2 5-1 

5  •  7S 

Wärmeabnahme  mit  der  Höhe  pro  100  m .  Celsius-Grade 
•53 

•56i  '59 •59'  -5« •67  -69 

•67 

•65  -59 

•54 

* 

H 
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Diese  Grössen  erhält  man  aber  auch  auf  anderem  Wege 

aus  den  oben  mitgetheilten  Gleichungen  des  jährlichen 

Wärmeganges  auf  dem  Obirgipfel  und  auf  dem  Sonnblick- 

gipfel. 

Constanten  der  harmonischen  Reihen  für  den  jähr- 

lichen Wärmegang  (1851  —  1.S95). 

;\, 

P\ 
Ii 

/'« 

«/* 

— 0923 
-7?93 —  rr>7 

4-0958 4-0920 

Red.  auf  47°N«.  . 

-0  32 

+  0-20 
+003 

—00  4 4-0  02 

k'educirter  Gang. 

-0  55 —  7-73 
-  1  54 

+0-54 

4-0  28 

Sonnblickgipfel  . 

-6*33 
-700 

—  1  -(32 

+0-43 

— 002 

Ohir— Sonnblick 4-5-78 

-0-73 

4-0-08 
4-011 

4-0-30 

Gleichung  der  Temperaturdifferenzen: 

5°784-0°73  sin  (270o34-.r)4-0<?32  sin  <20°  1  +*). 

Die  Division  derCoeffieienten  durch  den  Höhenunterschied, 

d.  i  9  66  Am,  ergibt  dann: 

Gleichung  für  den  Gang  der  Wärmeänderung  mit  der 

Höhe. 

0*598+0  076  sin(27Ö*3+*)+0  033  sin  (20°  1  +2*). 

Die  Auswertluing  dieser  Gleichung  liefert  folgende  Zahlen 

für  die  Wärmeabnahme  mit  der  Höhe: 

Wärmeänderung  mit  der  Hohe  pro  100  w. 

Janner Februar März 
April 

Ma. 
Juni 

-•064 —  •032 
—  016 

—  •012 

■007 

045 
•534 

•560 

•582 

586 

•()<  )5 

•643 

Juli August September Octnber November Dccemnei 
■0SH 

•097 

•056 
—  •012 

—  •071 
—  •087 

■684 
•  695 

•654 •  586 

•527 
•51  1 

«  Di«  C 
ori"ectH>nsgr«>->st 

rn  für  die  e inzelnen  Monate,  mit  Jänner  beginnend. 

sind:  16.  It>,  17.  '350,  '33,  03,  -62,  -.Vi.  :i.r>.  -'28,  -17,  '21,  Jahr 0*32, 
simmüich  negativ. 

Mtzb.  d.  mathem.  naturw.  Ct.;  CMI.  Bd.  Abth.  II.  a.  38 
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Diese  Werthe  für  die  Wärmeänderung  mit  der  Höhe  stim- 

men fast  genau  mit  den  oben  direct  berechneten  VVerthen 

überein,  nur  verlegt  die  Rechnung  das  Maximum  auf  den  August 

(mit  O909  gegen  0?07  direct),  eigentlich  auf  Anfang  August, 

während  die  Beobachtungen  dasselbe  auf  Mitte  Juli  verlegen 

(berechnet  0*68,  beobachtet  0*09).  Die  Amplitude  der  jährlichen 

Variation  der  Temperaturänderung  mit  der  Höhe  ist  gering, 

sie  beträgt  nur  0910  oder  27%  des  mittleren  Betrages.  Die 

obigen  Werthe  dürften  der  wahren  mittleren  Wärmeänderung 

mit  der  Höhe  in  der  freien  Atmosphäre  in  dem  Niveau  zwischen 

2000  in  und  3000  m  Seehöhe  wohl  recht  nahe  kommen.  Den 

mittleren  Betrag  hätte  ich  allerdings  etwas  grösser  erwartet  als 

0960  pro  100«/. 

Ganz  andere  Zahlen  erhält  man  aber,  wenn  man  eine  Thal- 

station mit  der  Gipfelstation  auf  dem  Obir  vergleicht.  Dazu 

eignet  sich  namentlich  die  Station  Schloss  Saager  im  Drau- 

thal,  die  im  Angesicht  des  Obirgipfels,  demselben  ganz  nahe, 

aber  1000  w  tiefer  liegt.  Die  Lage  der  Station  gegen  Obi:  - 

giplel  ist: 
Breite  Länge  Hohe 

Schloss  Saager  40°  34'      14°  29'       480  m 

Obirgipfel   40  31        14   29  2140 

Das  Schloss  Saager  liegt  am  Rande  des  südlichen  Steil- 

abfalles des  Höhenzuges  der  Sattnitz  gegen  das  Drauthal,  80  m 

über  dessen  Sohle,  also  sehr  günstig.  Trotzdem  wird  es  im 

Winter  von  den  kalten,  in  dei  Niederung  stagnii enden  Luft- 

schichten noch  erreicht,  und  es  kommen  »Temperatur  Um- 

kehrungen- gegen  den  Obirgipfel  vor.  Desshalb  ist  auch  der 

jährliche  Gang  der  Wärmeänderung  mit  der  Höhe  gegen  den 

Obirgipfel  sehr  stark  ausgeprägt. 

Die  fünf  Jahre  1892-1890  geben  folgende  Werthe  für  die 

Temperaturabnahme  pro  1 00  w: 

Temperaturänderung  mit  der  Höhe.  Saager— Obir. 

Jann  Febr.] Marz    .Apr.  1  Mai  |  Juni  |  Juli Aug.  Sept.; Oct. Nov. 

t)ec 

Ijahr 

0*20  -31 
i 

•54    -08     -72  1  -69  | Öl 

i 
!  -58    -53  ! 

1  1 

•48 

•3_' 

,9| 

0*49 
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Die  rascheste  Wärmeabnahme  tritt,  wie  zwischen  Thälern 

und  höheren  Berggipfeln  in  der  Regel,  im  Mai  ein,  wo  oben 

erst  der  Schnee  schmilzt,  während  unten  die  Thäler  schon 

schneefrei  sind  und  sich  rasch  erwärmen;  die  kleinste  Wärme 

abnähme  hat  der  December,  der  Monat  der  häufigsten  »Tem 

peratur-Umkehrungen«.  Die  Amplitude  der  jährlichen  Variation 

der  Temperaturänderung  mit  der  Höhe  ist  0*53,  d.  i.  fast  108% 

des  mittleren  Betrages;  sie  ist  demnach  viermal  grösser  als 

jene  zwischen  Obir  und  Sonnblick.  * 

Die  Temperaturdifferenzen  gegen  Klagenfurt  (1700  m 

tiefer)  zeigen  eine  noch  grössere  jährliche  Variation;  dieselben 

sinken  im  Jänner-Mittel  auf  09G  herab  und  erheben  sich  im 

Juni  auf  1 1?2  (im  Jahresmittel  betragen  sie  79'2).  Dies  gibt  eine 

Wärmeabnahme  von  0?035  im  Jänner,  0965  im  Juni  als  Maxi- 

mum, und  0?42  im  Jahr.  Die  Amplitude  ist  demnach  0961  oder 

,  144%  des  mittleren  Betrages.  Selbst  im  Wintermittel  ist  die 

Wärmeabnahme  nach  oben  gegen  den  Obirgipfel  hin  bloss  1  ?9 

oder  0?1 1  pro  100  m. 

38* 
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Beitrag  zur  infinitesimalen  Geometrie  der 

Integralcurven 
von 

J.  Sobotka  in  Wien. 

(Mit  13  Texthguren.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  3.  Februar  1898.) 

I.  Construction  von  Krümmungskreisen  der  Integralcurve. 

1.  Ist 

y  =  aj{x) 

m 

die  Gleichung  einer  auf  ein  Parallelcoordinatensystem  be- 

zogenen Curve  /.  und 

r=  $f(x)dx+c 

die  Gleichung  einer  Curve  F  in  demselben  Coordinatensystem, 

wobei  c  eine  beliebige,  a  eine  als  Constructionseinheit  an- 

genommene ("onstante  bedeutet,  so  nennt  man  bekanntlich  die 

Curve  F  eine  Integralcurve  von  f,  und  umgekehrt  ist  f  die 

DitTerentialcurve  von  F.  Irgend  zwei  Punkte  b,  B  von  /,  re- 

spective  F  mit  gemeinschaftlicher  Abseisse  heissen  correspon- 

dirende  Punkte  der  beiden  Curven. 

Herr  Prof.  M.  d'Ocagne  hat  im  Jahre  1886  in  einem  an 

Herrn  Prof.  Abdank - A  bakanowiez  gerichteten  Schreiben1 

einen  Ausdruck  entwickelt,  der  eine  einfache  Construction  des 

Krümmungsmittelpunktes  einer  Integralcurve  für  irgend  einen 

1  Man  sehe:  «l>ie  Integraphcn  von  A  bd  a  nk-  A  bakanowic deutsch 

bearbeitet  von  E.  liitterli ,  Leipzig  (Teubner)  1SKH<  auf  S.  160.  Auf  S.  141, 

142  daselbst  findet  man  uueh  genaue  Uteraturangaben  betreffs  der  graphischen 

Integration. 
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Punkt   derselben   liefert,  wobei  jedoch   ein  rechtwinkeliges 

Coordinatensystem  zu  Grunde  gelegt  wird. 

Es  heisst  dort: 

-Zwischen  der  Subtangente  jjl  einer  gegebenen 

Curve  und  dem  Krümmungsradius  p  der  entsprechen- 

den Integralcurve  besteht  die  folgende  merkwürdige 

Relation: 

wo  &  den  Neigungswinkel  der  Tangente  der  Integral- 

curve gegen  die  Abscissenaxe  bezeichnet.« 

Es  möge  zur  Orientirung  gleich  eingangs  betont  werden, 

dass  die  vorliegende  Arbeit  fast  ausschliesslich  nur  constructiv 

geometrische  Fragen  verfolgt. 

Darum  soll  hier  zunächst  gezeigt  werden,  wie  die  aus 

dieser  Relation  sich  ergebende  Constitution  des  Krümmungs- 

mittelpunktes sich  in  einfacher  Weise  auf  geometrischem  Wege 

in  einer  Form  ableiten  lässt,  in  der  sie  für  Parallelcoordinaten 

überhaupt  besteht. 

Ist  nämlich  F  eine  Parabel,  deren  Axe  die  Richtung  der 

Ordinaten  besitzt,  dann  ist  /  eine  Gerade,  was  sich  rein  geo- 

metrisch am  einfachsten  so  darlegen  lässt.  wie  es  durch  Herrn v 

Prof.  J.  Sohn  bereits  geschehen  ist. 

Bezeichnet  O  —  Fig.  1  —  den  Coordinatenursprung,  und 

nehmen  wir  auf  der  x-Axe  die  Strecke  SO  —  a  als  Einheit  an, 

so  ist  S  Mittelpunkt  des  sogenannten  Richtstrahlenbüscheis. 

d.  h.  jedem  Punkte  B  von  F  ist  der  zu  seiner  Tangente  an  F 

parallele  Strahl  im  Strahlenbiischcl  (5)  und  somit  auch  der 

Schnittpunkt  58  desselben  mit  der  r-Axe  zugeordnet.  Die  Par- 

allele zu  x  durch  58  schneidet  die  Ordinatenlinie  von  B  in  dem 

correspondirenden  Punkte  b  von /.  Es  wird  somit/* durch  zwei 
Parallelstrahlenbüschel  beschrieben,  nämlich  (Bb),.  .  .  und 

(58/'),.  .  .  Durchläuft  nun  B  eine  Parabel,  deren  Axe  zu  v  par- 

allel i>t,  dann  sind  diese  Parallelstrahlenbüschel  perspectiv, 

denn  der  erste  von  ihnen  ist  der  Schein  der  Punktreihe  B, .  .  . 

auf  der  Parabel  von  deren  unendlich  fernem  Punkte,  der  zweite 

ist  der  Schein  der  zur  Punktreihe  /?....  projectiven  Punkt- 

reihe 58, ..  .  auf  r.  und  die  unendlich  ferne  Gerade  entspricht 

{i  —  (j  cos2  H  sin  H. 
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in  beiden  Büscheln  sich  selbst;  das  Krzeugniss  beider  ist  somit 

eine  Gerade  / 

Legen  wir  nun  durch  irgend  einen  Punkt  b  eine  Anzahl 

von  Curven,  die  wir  als  DifTerentialcurven  betrachten  und 

nehmen  die  sämmtlichen  ihnen  entsprechenden  Integralcurven 

durch  einen  dem  Punkte  b  correspondirenden  Punkt  B  gehend 

an,  so  werden  diese  Integralcurven  sich  im  Punkte  B  berühren; 

die  gemeinschaftliche  Tangente  ist  ja  zu  dem  entsprechenden 

Richtstrahl  (533)  parallel.  Es  können  sich  somit  die  Bogen- 

FiK.  |. 

demente  in  B  für  die  einzelnen  Integralcurven  höchstens  um 

eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  unterscheiden. 

Nehmen  wir  weiter  an,  dass  sich  sämmtliche  Differential- 

curven auch  noch  in  b  berühren,  dann  haben  sämmtliche  ihnen 

zugehörige  Integralcurven  für  den  Punkt  B  auch  denselben 

Contingenzwinkel  und  weisen  somit  alle  dieselbe  Krümmung 

im  Punkte  B  auf. 

Daher  der  Satz: 

Der  Tangente  /  der  Differentialcurve  /in  irgend 

einem  Punkte  b  derselben  entspricht  als  Integral- 

curve  eine  Parabel  ^<  welche  die  Integralcurve  F 

von/ in  dem  dem  Punkte  ^correspondirenden  Punkte  # 

osculirt. 
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Die  Construction  des  Krümmungkreises  der  Integralcurve  F 

von f  in  irgend  einem  Punkte  derselben  ist  demnach  zurück- 

geführt auf  die  Construction  des  Krümmungskreises  an  eine 

Parabel  J  in  diesem  Punkte.  Dies  geschieht  am  besten  mit 

Hilfe  der  sogenannten  Steiner'schen  Parabel.1  Die  normalcon- 
jugirten  Strahlen  zu  den  Geraden  des  Büschels  um  B  in  Bezug 

auf  5  hüllen  eine  Parabel  *ß  ein.  welche  die  Normale  des 

Punktes  B  an  F  in  dem  Mittelpunkte  K  des  fraglichen  Krüm- 

mungskreises berührt.  Da  nun  die  Parabel  die  Tangente  T  und 

die  Normale  N  an  F  für  den  Punkt  B  berührt  und  ihre  Leit- 

gerade mit  der  Ordinatenlinie  von  B  identisch  ist,  so  wird  man 

nur  noch  eine  Tangente  derselben  zu  ermitteln  haben,  um  dann 

mit  Hilfe  des  Brianchon'schen  Sechsseits  K  zu  construiren. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  irgend  eine  Tangente  von  s}> 

folgendermassen  erhalten  wird.  Man  zieht  —  Fig.  1  —  irgend 

einen  Strahl  SU  im  Richtstrahlenbüschel  und  durch  seinen 

Schnitt  U  mit  y  die  Parallele  zu  x,  welche  die  Tangente  /  der 

Differentialcurve  im  Punkte  //  schneidet.  Die  Ordinatenlinie 

von  ii  trifft  die  Tangente  des  Punktes  B  an  die  Integralcurve 

in  V:  alsdann  ist  die  Senkrechte  durch  U  auf  SU  eine  Tangente 
von 

Bei  Annahme  rechtwinkeliger  Coordinaten  ergibt  sich  aus 

unserer  Construction  ohneweiters  die  Richtigkeit  der  durch 

d'Ocagne  gegebenen  Construction,  sowie  der  Formel 

man  hat  bloss  zu  beachten,  dass  dem  Schnittpunkte  r  der  Tan- 

gente /  mit  x  auf  der  Parabel  g  derjenige  Punkt  R  entspricht, 

in  welchem  die  Tangente  an  dieselbe  parallel  zu  x  ist,  bei  recht- 

winkeligen Coordinaten  also  der  Scheitel  R  der  Parabel  %. 

2.  Die  soeben  entwickelte  Construction  ist  somit  sehr  ein- 

fach. Wenn  ich  hier  trotzdem  noch  bei  derselben  verweile,  so 

geschieht  dies,  um  einige  nicht  uninteressante  Ausdrucks- 

formen für  dieselbe  zu  entwickeln. 

1  Cf.  C.  Pelz.  Üic  Kiümmuntjshalbmesscrconstructionen  der  Kegel 
schnitte...   (Sitzungsberichte  der  k.  böhm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 
1S7Ü). 

H  z=z  p  COS*8  sinH; 
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Die  Parabel  $J  berührt  T,  dann  Ar  in  A',  und  ihre  Axe  ist 
senkrecht  zuy.  Dies  gestattet,  wie  aus  geläufigen  Eigenschaften 

der  Parabel  oder  aus  der  Figur  eines  hier  sich  ergebenden 

Brianchon'schen  Sechsseits  mit  Leichtigkeit  folgt,  unserer  Con- 

struetion  folgende  Fassung  zu  geben  (Fig.  1): 

Wir  legen  durch  den  Punkt  r,  in  welchem  die 

Tangente  /  in  b  an  die  Differentialcurve  die  Axe  x 

schneidet,  die  Parallele  zur  y-Axe.  Dieselbe  möge 

die  Tangente  T  in  B  an  die  Integral curve  im  Punkte  L 

treffen.  Durch  L  ziehen  wir  die  Senkrechten  auf  die 

Coordinatenaxen  x,y  bis  zum  Schnitte  Lv  respective 

L2  mit  der  Normalen  AT;  alsdann  ist  die  Strecke  L2LX 

der  Grösse  und  dem  Sinne  nach  gleich  dem  gesuchten 

Krümmungshalbmesser  BK  (I). 

Alle  Parabeln   ,  welche  die  Geraden  T,  X, 

letztere  in  A'  berühren,  bilden  eine  Parabelnschaar  [SßJ.  Es  soll 

nun  gezeigt  werden,  wie  man  irgend  eine  Parabel  s$,  dieser 

Schaar,  und  mit  deren  Hilfe  dann  A'  selbst,  einfach  construiren 
kann. 

Von  jeder  Parabel  in  [ty]  kennen  wir  die  Tangenten  7",  N; 
es  wird  also,  damit  diese  Parabel  benützt  werden  kann,  nöthig 

sein,  von  ihr  noch  zwei  weitere  Tangenten  anzugeben.  Als 

solche  wählen  wir  die  eine  v  senkrecht  zu  x,  die  andere  t/  senk- 

recht zu_y.  Diese  Tangenten  mögen  beziehungsweise  Tin  den 

Punkten  V,  V  und  N  in  den  Punkten  93,  93'  schneiden. 

Um  also  irgend  eine  Parabel  von  [$]  festzulegen,  wird 

es  sich  lediglich  darum  handeln,  zu  irgend  einem  Punkte  V  den 

entsprechenden  V  anzugeben  oder  umgekehrt.  Zu  dem  Ende 

beachten  wir,  dass,  wenn  Sß,  die  Schaar  [*ß]  durchläuft,  die 

Tangente  v  einen  Parallelstrahlenbüschel  und  die  Tangente  v' 

einen  zu  diesem  projectiven  Parallelstrahlenbüschel,  einer  be- 

kannten Eigenschaft  der  Kegelschnittschaar  zufolge,  beschreibt. 

Demgemäss  werden  auch  die  Punktreihen  (V),  (V),  in  welchen 

diese  Büschel  die  Tangente  T  schneiden,  projectiv  sein. 

Mit  Bezug  auf  die  Parabel  ty,  für  die  (LLX)  ja  auch  eine 

Tangente  ist,  entspricht  dem  Punkte  L  von  (V)  der  unendlich 

ferne  Punkt  von  (Vf),  denn  hier  fällt  i/  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  zusammen.  Der  Punkt  B  ist  für  beide  Punktreihen  sich 
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selbst  entsprechend.  Projiciren  wir  somit  —  Fig.  2  —  die  Punkt- 

reihe (V)  in  der  Richtung  von  x  auf  die  Ordinatenlinie  (Bb) 

nach  der  Punktreihe  (Vx),  so  sind  (V7),  (V*)  perspectiv.  Ihr 

Perspectivcentrum  D  wollen  wir  nun  ermitteln. 

Wir  ziehen  durch  den  dem  Punkte  L  in  (V)  entsprechenden 

Punkt  Lx  in  (Kx)  die  Parallele  V  zu  T,  so  muss  D  auf  V  liegen. 

sß  ist  diejenige  Parabel  in  [*ß],  deren  Axe  senkrecht  zu  v  steht; 

wir  haben  im  Satze  (1)  die  auf  dieselbe  gegründete  Construction 

von  K  ausgesprochen.  Construiren  wir  jetzt  die  in  [Sß]  ent- 

haltene Parabel,  deren  Axe  senkrecht  zu  x  ist,  so  rinden  wir  in 

Anwendung  des  Brianchon'schen  Seehsseits,  dass  für  diese 

Parabel  die  zu  y  ■■■  nkrecl  te  Tai  irente  die  Gerade  T  im  Punkte 

M'  derart  schneidet,  dass  M'B  —  BL  wird.  Da  M  und  also 

auch  Mx  unendlich  fern  liegt,  so  folgt  daraus,  dass  die  durch  M' 

parallel  zu  (Bb)  gezogene  Gerade  gleichfalls  durch  D  geht.  Es 

ist  somit  D  der  Schnitt  dieser  Geraden  mit  V. 

Fig.  2. 
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Daraus  geht  D  in  einfacher  Weise  hervor,  denn  man  hat 

nur  die  Strecke  BD  der  Entfernung  des  Punktes  r  vom  End- 

punkte der  Abscisse  für  den  Punkt/?  äquipollent  zu  machen. 

Zieht  man  nun  durch  den  Punkt  D  irgend  eine  Gerade, 

welche  T  in  V  und  (Bb)  in  V*  schneidet  und  dann  durch  V* 

die  Parallele  zu  x,  bis  sie  T  in  V  schneidet,  so  bestimmen  T,  iV, 

die  Senkrechte  durch  V  zu  y  und  die  Senkrechte  durch  Fzu  x 

als  Tangenten  eine  Parabel,  welche  N  in  dem  gesuchten  Krüm- 

mungsmittelpunkte A'  berührt. 
Für  uns  ist  aber  nur  der  folgende  besondere  Kall  dieser 

Ausdrucksform  unserer  Construction  von  Interesse. 

Errichtet  man  im  Schnittpunkte  (V)  der  Tan- 

gente T  mit  der  Abscisse  na  xe  zu  dieser  die  Senk- 

rechte (v)  und  im  Schnittpunkte  ( V)  von  T  mit  der 

Geraden,  welche  D  mit  dem  Endpunkt  der  Abscisse 

von  B  verbindet,  die  Senkrechte  (t/)  zu  y,  so  sind 

T.  X.  (v),  (if)  vier  Tangenten  einer  Parabel,  welche  A' 

im  Punkte  A'  berührt  (II). 
Weil  die  Tangenten  einer  Parabel  auf  irgend  zweien  von 

ihnen  ähnliche  Punktreihen  ausschneiden,  so  folgt  für  jede 

Parabel  in  [%\  die  Proportion 

8A"  _  VB 

W  'K   ~   V'B  ' 
welche  ebenfalls  eine  Ausdrucksform  unserer  Construction 

liefert.  Also: 

Bringen  wir  die  Geraden  fi»),  (i/)  des  Satzes  (II) 

zum  Schnitte  in  23,  beziehungsweise  8*  mit  Ar,  so  er- 

gibt sich  der  gesucht  e  K  r  ü  m  m  u  n  g  s  m  i  1 1  e  1  p  u  n  k  t  AT  aus 

der  Relation 

W:$BA':*B'A  =  IT':  VB  :  V'B.  flll] 

3.  Schliesst  die  Tangente  der  Integraleurve  F  mit  den 

Axen  x,  _y,  beziehungsweise  d»e  Winkel  a,  £  ein,  ist  o>  der 

Winkel  dieser  Axen,  (x  wiederum  die  Subtangente  der  DilTe- 

rentialcurve /  und  p  der  fragliche  Krümmungsradius,  so  erhalten 

wir  auf  Grund  des  Satzes  (I)  leicht  den  Ausdruck 

a  sin2  tu 
P  -   r-zx-.  (Ii 

sin  asm- ,5 
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Betrachten  wir  /  selbst  als  Integralcurve,  so  lässt  sich  zu 

ihr  nach  gleichem  Vorgang,  etwa  auf  Grund  derselben  Con- 

structionseinheit  a,  die  entsprechende  DirTerentialcurve  f  ab- 

leiten, so  dass  jedem  Punkte  b  von  /  ein  Punkt  b  von  f  ent- 

spricht. 

Die  Ordinaten  der  correspondirenden  Punkte  B,  b,  b  seien 

beziehungsweise  Y,jy,  tj.  Alsdann  ist  —  Fig.  1  — 

ay 

woraus  mit  Berücksichtigung  der  Formel  (1)  sich  ergibt 

a2  sin2w 

T[  sin3ß Im  Dreieck  5093  ist 

S$  —  \/a*  +y2  —  2  ay  cos  a . 

Somit  ist  weiter 

rtsinw 
smpl  — 

V  </2  4-  V2 —  2  (IV  COS  (ü 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  (1')  ein,  so  kommt  schliesslich 

(a2—2  ay  cos  tu  y»)Vi 

Da  nun 

IY  .  d*Y 

y  =  a.—,      r4  =  *i» 

so  erhalten  wir  aus  (2)  den  Ausdruck 

1  —2  cos  (o JY  fäY\- TT/ t/V 

P  =   -jTy   (20 
sin  ».  -  v 

und  aus  diesem  den  specielleren  Ausdruck  für  o  in  recht- 
— 

winkeligen  Coordinaten,  wenn  wir  w  rr  —  setzen. 
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Wir  haben  hier  somit  die  bekannte  Formel  für  den  Krüm- 

mungsradius einer  Curve  auf  einem  elementar  geometrischen 

Wege  aus  unserer  Construction  erhalten;  umgekehrt  bietet  die 

Einführung  die  DifTerentialcurven  eine  allgemeine  und  geeignete 

Form  für  die  Construction  des  Ausdruckes  (2')  für  p. 

II.  Integralcurven  in  Polarcoordinaten  und  infinitesimale 

Betrachtungen  an  denselben. 

4.  Im  Vorangehenden  haben  wir  eine  lntegralcurve  f  aus 

einer  gegebenen  DifTerentialcurve  f1  oder  umgekehrt  durch 

Vermittelung  von  Parallelcoordinaten  abgeleitet.  Eine  Verall- 

gemeinerung der  einschlägigen  Betrachtungen  liegt  sehr  nahe; 

man  wird  das  Parallelcoordinatensystem  einfach  durch  irgend 

ein  anderes  Coordinatensystem  ersetzen,  um  zu  neuen  Arten 

von  Integralcurven  zu  gelangen.  Dass  man  bis  jetzt  nur  die 

früher  erwähnten  Integralcurven  in  der  angeführten  Weise  be- 

rücksichtigt hat,  liegt  in  deren  eminenten  praktischen  Verwend- 

barkeit in  den  Ingenieurwissenschaften,  während  andere  In- 

tegralcurven wohl  kaum  geeignet  sind,  eine  grosse  Verwerthung 

in  dieser  Richtung  zu  erlangen.  Für  unsere  speciellen  Betrach- 

tungen dürften  sie  aber  ein  gewisses  Interesse  beanspruchen. 

Ist r1  =  /(?) 

die  Gleichung  irgend  einer  Curve  f  in  Polcoordinaten,  für  O  als 

Pol  der  Coordinatensystems,  so  kann  man  zunächst  aus  dieser 

Curve  eine  Curve  /  ableiten,  deren  Gleichung  in  demselben 

Coordinatensystem 

ist,  in  der  c  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  so  dass  also 

umgekehrt  die  Curve  f  aus  f  als  DifTerentialcurve  durch  die 

Beziehung 

'=£  («) 
abgeleitet  wird. 

Nun  drückt  die  Gleichung  (1)  die  Länge  der  Subnormale 

der  Curve  f  für  irgend  einen  Punkt  derselben  aus,  wie  sonst 

auch  elementargeometrisch  dargethan  wird.  Wenn  wir  somit/' 
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in  einer  um  Ö  um  einen  rechten  Winkel  im  entsprechenden  , 

Sinne  gedrehten  Lage  darsteilen,  so  haben  wir  das  Ergebniss: 

Beschreibt  ein  Punkt  P  eine  Curve  f,  so  be- 

schreibt der  Endpunkt  P'  der  in  Bezug  auf  irgend 

einen  festen  Punkt  O  als  Pol  genommenen  Sub- 

normale der  Curve  die  polare  Differentialcurve  f 

von  /  gleichfalls  in  Bezug  auf  0  als  Pol. 

In  dieser  Lage  wollen  wir  auch  die  Curven  f,f  stets  be- 

trachten. 

Aus  der  Unbestimmtheit  der  Constante  c  folgt,  dass,  wenn 

P  die  Cime  f  beschreibt,  jeder  Punkt  P,  Pt,  Pff...  auf  (OP 

eine  Integralcurve  beschreibt.  Wir  sagen,  dass  diese  Punkte 

dem  Punkte  P'  correspondiren  und  untereinander  homolog 

sind.  Ebenso  werden  die  Tangenten  u.  s.  w.  dieser  Curven  in 

homologen  Punkten  als  homolog  bezeichnet.  Daher  der  Satz: 

Die  homologen  Normalen  sämmtlicher  polaren 

Integral  curven.  welche  aus  einer  Curve/*  abgeleitet 

werden  können,  schneiden  sich  im  correspondirenden 

Punkte  ihrer  gemeinschaftlichen  Differentialcurve/7. 

Aus  diesem  Satze  entnehmen  wir  sofort  auch  die  Eigenschaft : 

Wenn  sich  Curven  in  irgend  einem  Punkte  P' 

berühren,  dann  findet  im  correspondirenden  Punkte  P 

zwischen  den  ihnen  entsprechenden  Integralcurven 

Osculation  statt. 

Man  wird  desshalb  in  der  Lage  sein,  den  Krümmungs- 

mittelpunkt von  /  für  den  Punkt  P  zu  construiren. 

wenn  die  Tangente  /'  an  f  in  P'  gegeben  ist  und  um- 

gekeh  rt.' 
Mit  dieser  Aufgabe  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen. 

5.  Behalten  wir  die  soeben  gebrauchten  Bezeichnungen 

bei  und  es  sei  —  Fig.  3  —  weiter  PP'  —  ti  die  Normale. 

—  /  die  Tangente,  A'  der  Krümmungsmittelpunkt,  PK  —  o 

der  Krümmungsradius,  <£  OPty'  =  r  der  Winkel  der  Tangente 

1  M.  dOeagne  Cours  de  geom.  descriptive  et  de  «com.  infinitesimal. 

(  IHSU'i),  Art.  267;  die  dort  gegebene  Lösung  liisst  sich  leicht  uueh  aus  unserer 
Oonstruction  ableiten.  Cf.  Construction  geometrique  du  centre  de  courbure.  .. 

voll  Hll&quin  de  Rheville  in  den  » N«>uv.  Ann.  de  mathematiques«,  1891. 

p.  HO  u.  f. 
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mit  dem  Leitstrahl  der  Curve / für  den  Punkt  P\  f  sei  die  Tan- 

gente von  f  in  P'. 

Handelt  sich's  zuerst  darum,  A'zu  suchen,  wenn  f  gegeben 
ist,  so  können  wir,  wie  leicht  einzusehen  ist,  behufs  dieser 

Construetion  die  Curven  f,f  durch  die  Tangenten  /,  f  selbst 

ersetzen.  Nachdem  nun  die  Strecke  PP'  von  0  unter  rechtem 

Winkel  gesehen  wird,  so  umhüllt  die  Gerade  (PP')  einen  Kegel- 

schnitt k,  wenn  sich  P  auf  /,  P'  auf  f  bewegt.  Dieser  Kegel- 

0 

Fig.  3. 

schnitt  hat  einen  Brennpunkt  in  0  und  berührt  die  Geraden  /,  /' 

{PP'),  letztere  im  Punkte  A'.  Es  ist  nun  klar,  dass  dieser  Kegel- 

schnitt auch  die  umgekehrte  Aufgabe  löst,  nämlich  /'  zu  finden, 

wenn  A'  gegeben  ist. 

Um  also  etwa  /'  zu  erhalten,  hat  man  folgende  elementare 

Aufgabe  zu  lösen. 

Der  Kegelschnitt  k  ist  durch  den  Brennpunkt  O,  die  Tan- 

genten /,  ;i  und  den  Berührungspunkt  A' der  letzteren  gegeben; 

es  ist  die  durch  P'  an  k  gehende  zweite  Tangente  t!  zu  er- 
mitteln. 

Hiezu  wollen  wir  den  Satz  heranziehen:  Verbindet  man 

den  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt  mit 

Si;zb.  d  mathcm.-naturw.  CK;  CVI1.  Bd..  Abfh.  II.  n  39 
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den  Brennpunkten  desselben,  so  bildet  die  eine  Tangente  mit 

der  einen  Verbindungslinie  denselben  Winkel,  wie  die  andere 

Verbindungslinie  mit  der  anderen  Tangente. 

Dieser  Satz  gestattet  zunächst,  den  zweiten  Brennpunkt  O 

von  k  zu  finden.  Überträgt  man  den  Winkel  r  nach  P'PQf,  so 

liegt  diesem  Satze  zufolge  C  auf  {PO).  Verbindet  man  den 

zu  O  in  Bezug  auf  (PP')  symmetrisch  gelegenen  Punkt ./  mit 

dem  Punkte  A',  so  liegt  Cf  auch  auf  der  Geraden  (JK)\  somit 
ergibt  sich  O  als  Schnitt  der  besagten  Geraden.  Errichtet  man 

in  P  die  Senkrechte  (PO)  zum  Leitstrahl  (OP)  und  schneidet 

dieselbe  in  Q  mit  [OK),  so  ist  wegen  <^QPP'  —  t  der  Schnitt- 

punkt Q  symmetrisch  zu  O  bezüglich  (PP'). 

Zieht  man  durch  P'  die  Gerade  /'  derart,  dass 

<(/',  P'ö)  =  r, 

so  gestaltet  sich  schliesslich  die  Construction  von  I?  folgender- 

massen: 

In  P  errichtet  man  die  Senkrechte  zu  (OP)  und 

bringt  sie  in  Q  mit  (OK)  zum  Schnitt;  hierauf  zieht 

man  durch  P'  die  Gerade  P'T  so,  dass  <OPT  = 

<£?P'P.  Alsdann  ist  t'-P'V  die  gesuchte  Tangente 
v  o  11  f. 

6.  Weil  wir  späterhin  häutiger  die  Normale  n'  der  Curve/7 

in  P'  benützen  werden  als  die  Tangente  t  selbst,  so  können 

wir  uns  hier  damit  begnügen,  eine  Gerade  zu  suchen,  die  par- 

allel zu  /'  ist,  wenn  man  eine  solche  Gerade  etwa  noch  durch 

eine  bequemere  Construction  zu  ermitteln  im  Stande  ist.  Dies 

ist  aber  der  Fall. 

Errichtet  man  in  A'  die  Senkrechte  zu  ;/  bis  zum 

Schnitte  L  mit  (OP')  und  zieht  man  durch  L  die  Par- 

allele zu  >/,  durch  A'  die  Parallele  zu  (OP'},  so  schnei- 
den sich  beide  in  M  und  die  Gerade  (PM)  gibt  bereits 

die  Richtung  von  also  die  durch  P'  zu  ihr  ge- 

fällte Senkrechte  ist  die  Normale  n'  von  f. 

Um  dies  zu  erkennen,  setzen  wir  ̂ POK  —  X,  dann  geht 

aus  dem  Dreiecke  POK  die  Proportion 

r :  p  =  cos  (X— t)  :  sin  X 
hervor. 

Digitized  by  Google 



(»cometne  der  Intern  alcurven.  581 

Aus  dem  Dreiecke  A'OP'  ergibt  sich  die  Proportion 

KP' :  r*  ~  cos  X  :  cos  (X— t). 

Aus  beiden  Proportionen  kommt 

ÄTP':r'=:p:rtgXl 

w  oraus,  da 

£  LKP'  oo  POP', 
folgt 

AP' :  PP'  =  p  :  P£ 
<-der 

MK.PK-  PP'  PO. 

Somit  sind  die  Dreiecke  PVA',  £P'P  ähnlich,  demgemäss 

<A\VP  =  <PP'£>  und  in  Folge  dessen  <J  OP'V  -  O/P,  so 

dass  thatsächlich  (MP)\\0  ist. 

Errichtet  man  in  P'  die  Senkrechte  zu  «,  welche  (PO)  in  iV 

schneiden  möge,  so  liegen  die  Dreiecke  A/ÄX,  PA'P'  «ähnlich 

für  den  Schnitt  von  (MP)  mit  (OP')  als  Ähnlichkeitscentrum. 
Daraus  entnehmen  wir: 

Die  Senkrechten  durch  P  zu  r  und  durch  P'  zu  n 

schneiden  sich  in  einem  Punkte  Ar,  dessen  Verbin- 

dungsgerade mit  K  die  Gerade  (OP')  bereits  in  einem 

Punkte  A/0  von  (PX1)  trifft. 

Die  Normale  »'  any7  in  P'  schneide  (OP)  im  Punkte  P";  es 

ist  klar,  dass  P"  die  DitTcrentialcurve/"  von  /'.  also  die  zweite 

Differentialcurve  von  /  beschreibt.  Wir  setzen  demgemäss 

OP"  =  r"  und  es  ist 

t7?  d^1 

Die  eben  entwickelten  (  onstructionen  des  Punktes  P"  aus 

K  sind  alle  umkehrbar.  Um  also  A'  zu  construiren,  wenn  P" 

oder  t'  gegeben  ist,  wird  man  beispielsweise  den  Punkt  N  als 

Schnitt  der  in  P  zu  r  und  in  P'  zu  H  errichteten  Senkrechten 

und  dann  den  Schnitt  Mn  der  von  P  auf  n'  gefällten  Senk- 

rechten mit  r1  ermitteln;  alsdann  schneidet  die  Gerade  (M0X) 

die  Normale  n  im  gesuchten  Punkte  A'. 

39* 
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7.  Aus  der  entwickelten  Construction  ergeben  sich  sofort 

die  Proportionen 

(A/0O-+V):/W  =  (w-,*):,*. 

PjV :  n  —  n :  r*, 

wobei  schon  auf  den  Richtungssinn  der  Strecken  Bedacht  ge 

nommen  worden  ist.  Aus  diesen  Proportionen  folgt  weiter 

(Mn  0-f-  tJ)  :n  —  »(>/  —  p) :  iJp . 

Die  ahnlichen  Dreiecke  PM0O,  P'P"0  liefern 

OP" :  OM0  =  tJ  :r 
oder 

j, 

M00  =  - 

Setzen  wir  diesen  Werth  für  jl/,,0  in  die  vorletzte  Pro- 

portion ein,  so  kommt  nach  einfacher  Umformung 

v 
 — 

„3
 

//2  +  r'2  _n 

Jl 

oder,  da  »2  =  r'+r", 

.  -  
fr****)'*

 

Ersetzt  man  hierin     durch        ,  ;-"  durch      -  ,  so  ge- 
0(8  d^- 

Winnen  wir  dadurch  auf  unserem  constructiven  Wege  die 

bekannte  Formel 

r>+  (  * 

\  2 

p  =   U?  y  '   (2') 

•  .  o  /  ar  V  a 

Aus  p  =  «3:  (n'+r7*— n-")  folgt 

,.3
 

Dies  gibt  zur  Berechnung  von  r"  entweder  die  Gleichung 

v- 

—  r"+r+2r  cot2t  =  — — - 

p  $111*  t 
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oder  die  Gleichung 

r*+r  z=  — ~   (2  p  sin  t—r)  (3) 

psin't  
1 oder  schliesslich  die  Gleichung 

2  r  r* r"  +  r-   .  (4) 
sin2r  psin't 

8.  Die  in  diesem  Abschnitt  erläuterten  Constructionen 

lassen  sich  noch  etwas  vereinfachen  und  mit  Constructionen, 

die  sich  auf  ein  bewegliches,  unveränderliches  System  in  der 

Rhene  beziehen,  in  Einklang  bringen. 

Kür  unsere  Zwecke  handelt  es  sich  hauptsächlich  um  den 

Punkt  P",  wenn  A'  vorliegt.  Dieser  Punkt  kann  auf  Grund  der 

aus  dem  Dreieck  PP'N  abgeleiteten  Construction  direct  ermittelt 

werden.  M0  ist  nämlich  —  Fig.  3  —  der  Höhenschnittpunkt  des 

Dreieckes  PP'P",  woraus  folgt: 

Führt  man  durch  P  die  Senkrechte  zu  r,  durch  P' 

zu«  und  verbindet  den  Schnitt  Ar  dieser  Senkrechten 

mit  A',  so  erhält  man  auf  r1  den  Punkt  M0;  die  Senk- 

rechte von  M0  auf  n  trifft  r  im  Punkte  P". 

Wenn  nun  diese  Senkrechte  (P"M0)  die  Normale  ;/  in  V 

schneidet,  so  liegen  die  Dreiecke  M0VP',  XP'P  ähnlich;  A' ist 

das  Ahnlichkeitscentrum,  KP',  KP  und  KV,  KP'  sind  Paare 

sich  entsprechender  Strecken;  somit  ist 

KP'.KP-  KV:  KP'  (5) 
oder 

KP'  -  -  KV  KP.  (6) 

Die  letztangeführte  Construction  lässt  sich  auch  folgender- 

massen  abändern  —  Fig.  4  — : 

Man  bringt  (OK)  mit  der  durch  P'  zu  r  parallel 

gezogenen  Geraden  in  E  zum  Schnitt;  die  Senk- 

rechte durch  E  zu  (OP)  liefert  auf  n  den  Punkt  V\  die 

Senkrechte  durch  V  zu  n  trifft  r  in  P". 

Die  Richtigkeit  dieser  Construction  erhellt  daraus.  da>s  A' 

wiederum  das  Ahnlichkeitscentrum  der  ähnlich  liegenden  Drei- 

ecke POP',  P'EV  ist,  aus  denen  wieder  die  Proportion  (5) 
hervorgeht. 
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Verlängert  man  (EV)  bis  zum  Schnitt  V0  mit  (OP),  so  ist 

T0  E  =  OP',  also 

V0E:PN  =  cos*r und  da  auch 

so  geht  die  Gerade  (NE)  durch  P". 

Bringt  man  somit  die  zu  (OP)  parallele  Gerade 

(P'E)  mit  (OK)  in  E  zum  Schnitte,  verbindet  E  mit 

dem  Schnittpunkte  N  der  Senkrechten  (PA'),  (P'N)  zu 

(OP)  respective  (PP').  so  trifft  die  Verbindungsgerade 

(NE)  den  Leitstrahl  (OP)  im  Punkte  P". 

Die  hier  ausgesprochenen  Constructionen  sind  alle  um- 

kehrbar; sie  lassen  also  auch  A'  finden,  wenn  P"  gegeben  ist. 

Dieselben  hängen  unmittelbar  mit  Constructionen  zu- 

sammen, denen  wir  bei  der  Bewegung  eines  ebenen  unver- 

änderlichen Systems  begegnen.  Wir  können  auch  thatsächlich 

zum  Zwecke  der  Ableitung  des  Punktes  P"  aus  A'  oder  um- 
gekehrt annehmen,  dass  sich  auf  (OP)  eine  unveränderliche 

Punktreihe  bewegt,  so  zwar,  dass  ihr  Träger  r  beständig 

durch  O  geht  und  dass  P  eine  Curve  beschreibt,  deren  momen- 

taner Krümmungsmittelpunkt  in  A'  liegt.  Alsdann  ist  P'  momen- 
taner Drehungspol,  in  dem  sich  auch  in  der  That  die  homologen 

Normalen  sämmtlicher  der  Curve  f  gehöriger  Integralcurven 

schneiden.  (P'P")  ist  die  Normale  in  P'  an  die  Polcurve  und 

in  der,  den  Bewegungsmoment  charakterisirenden  quadratischen 

Verwandtschaft  bilden  P,  K  ein  Paar  entsprechender  Punkte. 

P"\\:P"P- COS*T, 

t'
 

r 

Fig.  4. 
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Wir  wollen  nun  auf  Grund  dieser  Verwandtschaft  auf  dem 

Strahle  (PP1)  den  Wendepunkt  der  umgekehrten  Bewegung 

construiren.  Wenden  wir  hiefür  eine  bekannte,  von  Grübler 

herrührende  Construction  geeignet  an,  so  gelangen  wir  zu  der 

im  vorletzten  Satz  ausgesprochenen  Construction  zunächst  des 

mit  V  bezeichneten  Punktes  als  des  fraglichen  Wendepols.  Nun 

enthält  der  zugehörige  Wendekreis  den  Punkt  O,  weil  (OP) 

beständig  durch  0  geht,  weiter  den  Punkt  P'  und  berührt  die 

Tangente  f  in  P'  an  die  Polcurve;  somit  ist  P'P"  ein  Durch- 

messer desselben;  es  muss  daher  <£P'FP"  ein  rechter  Winkel 

sein.  Diese  Überlegung  liefert  also  genau  die  vollständige  Con- 

struction des  erwähnten  Satzes,  sowie  die  aus  der  Geometrie 

der  Bewegung  gleichfalls  bekannte  Relation  (6)  von  Neuem.1 

Auf  die  Bewegung  des  unveränderlichen  ebenen  Systems 

führt  uns  schon  die  Definitionsgleichung 

selbst  direct  und  zu  unseren  Constructionen  hätten  wir  auch 

dadurch  gelangen  können,  dass  wir  behufs  Ermittelung  von  A' 

die  DifTerentialcurve  f  durch  einen  Kreis  k1  ersetzen  dürfen, 

welcher  sie  in  P'  berührt  und  durch  den  Pol  0  geht  Man  sieht 

sofort  ein,  wenn  wir  den  Kreis  als  Integralcurve  betrachten, 

dass  seine  DifTerentialcurve  mit  ihm  identisch  ist  und  dass 

somit  sämmtliche  Integralcurven  von  K  Pascal'sche  Schnecken - 
linien  sein  werden. 

Aus  unserer  kinematisch  geometrischen  Betrachtung  er- 

hellt unmittelbar,  dass  die  homologen  Krümmungsmittelpunkte 

sämmtlicher  polaren  Integralcurven,  welche  einer  DifTerential- 

curve entsprechen,  auf  einem  Kegelschnitte  u  liegen,  welcher 

den  über  P'P"  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  v  in  P' 

osculirt,  durch  den  Mittelpunkt  desselben,  sowie  durch  den 

Mittelpunkt  der  Strecke  OP'  und  endlich  durch  die  Doppel- 

punkte der  Involution,  in  welcher  (OP)  von  der  Rechtwinkel- 

involution um  P'  geschnitten  wird,  geht. 

>  Die  Construction  von  Grübler  wurde  in  Schlömilch's  Zeitschrift  für 

Math,  und  Phys.,  Bd.  29.  S.  310,  veröffentlicht;  dieselbe  rindet  sich  auch  in 

Schön  flies'  Geometrie  der  Bewegung.  S.  31,  Fig.  12. 

r  —  5f(t)dt+c 
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Ist  nun  P'P"  gegeben,  so  ist  der  Kegelschnitt  n  desshalb 

sofort  bestimmt.  Denn  u  und  v  liegen  centrisch  collinear  für  Pr 

als  Centrum  der  Collineation.  Nachdem  für  diese  Lage  den 

absoluten  Punkten  von  v  die  Schnittpunkte  auf  OP  ihrer  Ver- 

bindungsstrahlen mit  P'  entsprechen,  so  ist  (OP)  die  Gegenaxe 

im  System  des  Kegelschnittes  //,  und  die  Parallele  durch  P'  zu 

(OP)  ist  somit  die  Axe  unserer  Collineation.  In  dieser  entspricht 

beispielsweise  der  im  System  des  Kreises  V  gelegenen  Geraden 

(VE)  die  Gerade  (OE);  und  da  die  erste  den  Punkt  V  von  v 

enthält,  so  geht  die  zweite  durch  den  Punkt  Ä'  von  //.  Durch 
die  centrische  Collineation  wird  also  neuerdings  die  Grüblefsche 

Construction  erwiesen.  Umgekehrt  findet  man  den  Kegel- 

schnitt u  aus  dem  Kreis  v  durch  die  Grübler'sche  Construction. 

Da  wir  diese  zuerst  unabhängig  von  kinematisch  geometrischen 

Betrachtungen  erhalten  haben,  so  sehen  wir  nun  auch,  wie  man 

ebenfalls,  ohne  derartige  Betrachtungen  zu  Käthe  ziehen  zu 

müssen,  zum  Kegelschnitt  u  selbst  hätte  gelangen  können. 

III.  Analoge  Betrachtungen  für  inverse  Integralcurven. 

9.  Die  DifTerentialcurve  f  des  vorigen  Abschnittes  für 

irgend  eine  gegebene  Curve  F  wurde  von  den  Endpunkten  der 

Subnormalen  dieser  Curve  in  Bezug  auf  einen  als  Pol  ange- 

nommenen Punkt  0  beschrieben.  Ziehen  wir  nun  die  Curve  f 

in  Betracht,  die  der  Endpunkt  Sß'  der  Subtangente  in  Bezug 

auf  0  beschreibt,  wenn  ein  Punkt  P  die  gegebene  Curve  F 

durchläuft.  Ist  r7  =  O^'  die  Länge  des  Leitstrahles  für  irgend 

einen  Punkt  von  f.  so  folgt  aus  dem  rechtwinkeligen  Dreiecke 

tyPP*  die  Beziehung 

rV  = oder 

welche  Relation  sich  auch  schreiben  lässt 

ä  (1) 

(!) 
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Dies  ist  die  Gleichung,  durch  welche  die  Curve  p  aus  F 

abgeleitet  wird.  Wir  wollen  desshalb  f  die  inverse  Diffe- 

rentialcurve  von  F  und  umgekehrt  die  Curve  F  eine  inverse 

Integralcurve  von  f  nennen. 

Wäre  also 

die  Gleichung  von  f,  so  würde  die  Gleichung  der  sämmtlichen 

zugehörigen  inversen  Integralcurven  lauten: 

Daraus  folgt  zunächst  sogleich: 

Die  homologen  Tangenten  sämmtlicher  inverser 

Integralcurven  einer  gegebenen  Curve  schneiden 

sich  in  dem  correspondirend en  Punkte  derselben. 

Handelt  es  sich  wiederum  um  die  Ableitung  der  Tangente  t' 

von  p.  wenn  der  Krümmungsmittelpunkt  A'  von  F  in  P  gegeben 
ist  oder  umgekehrt,  so  kann  man  F  durch  einen  Kegelschnitt  k 

ersetzt  denken,  welcher  F  in  P  osculirt  und  in  O  einen  Brenn- 

punkt hat;  alsdann  ist  t'  die  dem  Brennpunkte  O  zugehörige 

Leitgerade  dieses  Kegelschnittes.  Die  Senkrechte  a  zu  t'  durch  O 

ist  die  Hauptaxe  von  k.  Um  also  Ä'  zu  construiren,  wenn  tf  ge- 

geben ist,  führt  man  —  P'ig.  5  —  vom  Schnittpunkte  M  der 
Axe  a  mit  der  Normalen  ;/  von  F  in  P  die  Senkrechte  zu  n,  bis 

sie  (OP)  in  L  trifft;  die  Senkrechte  in  L  zum  Leitstrahl  (OP) 

bestimmt  dann  auf  n  den  fraglichen  Punkt  K.  Die  Umkehrung 

dieser  Construction  liefert  t',  wenn  K  gegeben  ist. 

Die  Tangente  t'  möge  (OP)  im  Punkte  jp"  schneiden;  als- 

dann beschreibt  die  zweite  inverse  Differentialcurve  p' 

von  F;  Oty"  —  r"  ist  der  Leitstrahl  von  %"  u.  s.  f. 

10.  Um  eine  metrische  Relation  für  die  gegebene  Con- 

struction zu  erhalten,  bezeichnen  wir  noch  mit  U  den  Fuss- 

punkt der  Senkrechten  von  .1/  auf  <  OP),  so  ist 

=  m 

UM-  UP  cot  r  =  .UP 

und 

UP  —  [j  sin^r. 
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Da 

so  folgt  daraus  die  Proportion 

Sit"  =  (0P+  PU) :  UM, 

wenn  man  auch  schon  auf  das  Vorzeichen  der  Strecken  ent- 

■ — _  y  <  \ 

/  « 

Fig.  5. 

sprechend  Rücksicht  nimmt  und  daran  festhält,  dass  die  posi- 

tive Richtung  von  r"  entgegengesetzt  der  von  r  ist. 

Unsere  Proportion  gibt  also 

x!  :x"  —  (r — p  sin3r) :     p  sin3r, 

woraus  durch  einfache  Umformung  die  Relation  hervorgeht 

r"
 

1 

p  sinst 

oder 

1 

p  sin3r 

1 

r 

1 

1 

7r
' 

(4) 

(40 

Nehmen  wir  dabei  die  Richtung  von  0  nach  P  stets  als 

positiv  an,  so  ist  ;/ sin  t  und  also  auch  psin't  gleichfalls  als 
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eine  positive  Grösse  anzusehen,  wenn  A'  mit  0  auf  derselben 

Seite  von  /  liegt;  andernfalls  ist  p  sin3r  negativ,  wie  aus  unserer 

Ableitung  hervorgeht.  Diese  Bemerkung  gilt  offenbar  auch 

bezüglich  der  Formeln  (3)  und  (4)  des  vorigen  Abschnittes  und 

es  soll  auch  für  die  Folge  ihr  Rechnung  getragen  werden. 

Herr  Prof.  Mannheim  beschäftigte  sich  in  eingehender 

Weise  und  wiederholt,  wenn  auch  aus  anderem  Anlasse,  mit 

der  vorliegenden  Construction.'  Er  stellt  sich  nämlich  folgende 

Aufgabe. 

Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  aoa',  welches  beweglich  und 

veränderlich  ist,  habe  den  Scheitel  seines  rechten  Winkels  im 

festen  Punkte  o,  seine  Hypothenuse  berühre  im  Eckpunkte  a 

eine  Curve  {a)\  es  ist  die  Tangente  in  a'  an  die  durch  diesen 

Punkt  beschriebene  Curve  (a?)  zu  construiren. 

Hierin  gelangt  er  in  anderer  Weise  auch  zu  einer  Formel, 

welche  sich  von  (4)  nur  in  den  V  orzeichen  unterscheidet.  Wir 

hätten  uns  hier  auf  die  Formel  und  Construction.  wie  sie  Herr 

A.  Mannheim  entwickelt  hat.  wohl  auch  nur  berufen  können: 

der  Vollständigkeit  unserer  Entwicklung  halber  ist  es  jedoch 

nicht  geschehen.  Es  muss  hier  bemerkt  werden,  dass  die  im 

Vorliegenden  gegebene  Ableitung  sich  übrigens  aus  den  Be- 

trachtungen des  soeben  citirten  Werkes  auf  S.  488  und  493 

sofort  ergibt  und  dass,  wenn  die  Formel  (4)  für  die  Construction 

verwerthet  werden  soll,  auf  das  Vorzeichen  der  einzelnen 

Glieder  mit  Vorsicht  Bedacht  genommen  werden  rnuss. 

Da  nun 

r*  1  1 
sin  t  —  — r-  =  , 

V  r*  +  r" so  folgt  aus  (4f),  dass 

Setzen  wir  in  der  Polargleichung  einer  Cur\e  r  —  ,  so 
ist  nach  (1) 

»  Principes  et  dcveloppements  de  geggMtPC  cinematique.  Pari»  'OayMner- 
Villa«),  1894,  p.  03  und  484. 
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und  analog  ist 

1         ti*  ii 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Transformation  geht  aus  (5) 

folgender  bekannter  Werth  für  p  hervor 

Macht  man  weiter  —  Fig.  5  —  die  Strecke  Ott  äquipollcnt 

der  Strecke  PK  und  leitet  aus  £  den  Punkt  U  auf  (OP)  nach 

gleichem  Vorgange,  wie  U  aus  A  ermittelt  worden  ist.  ab,  so  ist 

OU  =  — p  sin3T. 

Nehmen  wir  auf  der  Geraden  (OP)  die  Richtung  von  O 

nach  P  als  positiv  an,  so  nimmt  dann  die  Gleichung  (4') 

folgende  Form  an 

1            \_  1_ 

W  ~  ~OP  Of" 
oder 

1  1 

2.0$"        OP  Oll 

(") 

Diese  Gleichung  besagt,  dass,  wenn  man  00  ~  2.0%" 

macht,  die  Punkte  P,  U  harmonisch  getrennt  sind  von 

den  Punkten  O,  Q. 

Verlegt  man  nun  die  homologen  Krümmungshalbmesser 

PA',...  sämmtlicher  Integralcurven,  welche  der  Differential- 

curve  f  correspondiren,  äquipollent  nach  OSl  so  wird  da- 

durch eine  Transformation  vorgenommen,  in  der  zunächst  den 

homologen  Punkten  M,  welche  die  Gerade  a  beschreiben, 

Punkte  3R  entsprechen,  welche  eine  Hyperbel  a  beschreiben, 

wie  sich  aus  der  hier  auftretenden  projectivcn  Beziehung  des 
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Strahlenbüschels  um  0  mit  dem  Büschel  der  zu  (0^')  par- 

allelen Strahlen  leicht  ergibt.  Diese  Hyperbel  wird  in  0  von  (OP) 

berührt,  hat  die  durch  O  zu  (Ö^')  gelegte  Parallele  zu  einer 

Asymptote,  während  die  zweite  senkrecht  zu  (ty'ty")  ist. 

Durch  die  erwähnte  Transformation  entspricht  weiter  der 

durch  A'  beschriebenen  Curve  k  eine  Curve  f,  welche  durch  $ü 
beschrieben  wird,  wenn  P  den  Leitstrahl  (OP)  durchläuft.  Da 

die  Senkrechte  in  zu  (03)i)  eine  unicursale  Curve  dritter 

Classe  einhüllt,  wenn  Ü)f  die  Hyperbel  a  beschreibt,  so  folgt 

daraus,  dass  die  Curve  f  durch  zwei  Büschel  von  Strahlen,  von 

denen  der  eine  durch  0  geht,  während  die  Strahlen  des  anderen 

zu  (O^)  parallel  sind,  erzeugt  wird,  die  in  einer  (1,  3)  deutigen 

Beziehung  stehen. 

Somit  ist  die  transformirte  f  der  Krümmungsmittelpunkts- 

curve  k  eine  Curve  4.  Ordnung. 

Die  Curve  k  selbst  ist  eine  Curve  5.  Ordnung.  Sie  wird 

erzeugt  durch  einen  zu  (OJT)  parallelen  Strahlenbüschel  und 

den  Tangentenbüschel  einer  Parabel,  welche  ̂ '  zum  Brenn- 

punkt und  (OP)  zur  Scheiteltangente  hat.  Beide  sind  nämlich 

gleichfalls  in  einer  (3,  1)  deutigen  Beziehung  und  es  entsteht 

durch  sie  auf  irgend  einer  Geraden,  wie  leicht  einzusehen,  eine 

(3,  2)  deutige  Beziehung  ihrer  Schnittpunkte. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  a  mit  OP  ein- 

schliesst,  mit  o,  so  lässt  sich  aus  der  Beziehung 

MP.KP  -  sinft 

leicht  der  Ausdruck  finden 

r7  cot3t  =  .v  cot  a— y\ 

worin  xty  die  Coordinaten  des  Punktes  A"  in  Bezug  auf 
und  (OP)  als  Coordinatenaxen  bedeuten. 

Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  $'0P,  AXP  folgt  die 
Gleichung 

r7  cot8  x—y  cot  t  =  x. 

Setzen  wir  den  aus  derselben  gewonnenen  Ausdruck  für 

cot2t  in  die  vorige  Gleichung  ein,  so  kommt 

y  cot2  r+.r  cot  r  =  x  cot  *— v . 
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Lösen  wir  nun  die  letzten  zwei  Gleichungen  nach  cot31  r 

und  cot  t  auf,  so  erhalten  wir 

.         x2  +  xv  cot  a — y2 
COt*T  =    j  -T—,-  ♦ 

r'.v  cot  a — r/  v — .vy 

cotT  =  — tw  ■ 

woraus  schliesslich  die  Gleichung  unserer  Curve  £  in  folgender 

Form  hervorgeht 

(r'x+ytfix  cot  «— y)  =  r'i>-— y  +  .vy  cot  aJiV.v  cot  ä—  t^r— (8) 

11.  Setzen  wir 

/?=    — , 
r 

wobei     eine  Constante  bedeutet,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (1) 

r 

und  allgemein 

worin  die  Bedeutung  von  R\.  .  .  .  aus  Früherem  evident 

ist.  Dadurch  gewinnen  wir  den  Satz: 

Bildet  man  eine  Curve  f  mit  ihren  in  Bezug  auf 

einen  gegebenen  Punkt  0  als  Pol  construirten  Diffe- 

ren tialcurven  /',/",...  nach  F,  respective  f,  f",...  so 

invers  ab,  dass  0  gleich  schon  Mittelpunkt  der  In- 

version ist,  so  sind  die  Curven  f,  f',...  die  aufein- 

anderfolgenden inversen  Differentialcurven  von  F. 

und  umgekehrt,  bildet  man  eine  Curve  F  mit  ihren 

inversen  Differentialcurven  f,  f',...  in  gleicherweise 

nach  /  respective  /',/"....  ab,  so  sind  die 

aufeinanderfolgenden  Differentialcurven  von  /  in 

Bezug  auf  O  als  Pol 

Es  seien  P,  zwei  entsprechende,  also  auf  demselben 

Leitstrahl  (OP)  gelegene  Punkte  der  inversen  Curven /  F.  Jeder 

Kreis,  der  durch  P.  VJ>  zugleich  geht,  entspricht  in  der  Inversion 
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sich  selbst  und  es  werden  somit  die  Curven  J,  F  in  den  ent- 

sprechenden Punkten  P,ty  von  einem  sich  selbst  entsprechenden 

Kreise  berührt.  Demgemäss  ist  die  Tangente  t,  sowie  die 

Normale  n  in  $  an  F  parallel  zu  der  Geraden,  welche  sym- 

metrisch liegt  in  Bezug  auf  (OP)  zu  der  Tangente  /,  beziehungs- 

weise Normale  »  in  P  an  f.  Ebenso  ist  klar,  dass  dem  Krüm- 

mungskreise k  von  /  in  P  invers  der  Krümmungskreis  f  von  f 

in  correspondirt.  Die  Gerade  (OK),  welche  den  Mittelpunkt  K 

von  k  mit  O  verbindet,  schneidet  somit  n  im  Mittelpunkte  ft 

von  F. 

Ist  E  der  zweite  Schnittpunkt  von  (OP)  mit  £,  so  ist 

^Oh'Eco  &0$t%  woraus  folgt,  wenn  0$  =  r  und  $ft  = 
gesetzt  wird, 

r  =
  pi 

r — 2p  sin  t 

oder 

und  analog 

'J  =   ^   (9') 
r(r—  2p  sin  t) 

P  =  rV-2p'sint')  * 
 (9"} 

Diese  so  gewonnenen  zwei  Gleichungen  lassen  sich  leicht 

auf  die  gemeinschaftiiehe  Form 

Y  X 

—  .  =  sin  r —  sin  t*  (9) 
P 

bringen,  worin 

t-tV  =  0.  (10) 

Durch  die  Beziehung 

yx  -  r'x'  -  y"x"  =:...-=  a* 

und  durch  die  Ausdrücke  (9)  und  (10)  geht  auch  die  Gleichung 

(4)  des  vorhergehenden  Abschnittes  sofort  über  in  die  Geichung 

(4^  dieses  Abschnittes  und  umgekehrt 

12.  Wenn /,/*  zwei  inverse  Curven  für  O  als  Mittelpunkt 

der  Inversion  und  P,  Px  zwei  entsprechende  Punkte  derselben 

sind,  so  ist  zunächst  das  von  Leitstrahl,  Tangente  und  Sub- 

tangente  der  Curve /  für  den  Punkt  P  gebildete  Dreieck  ähnlich 
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dem  Dreiecke,  welches  von  Subnormale,  Leitstrahl  und  Tan- 

gente der  Curve  f*  für  Px  gebildet  wird,  woraus  sofort  die 

Richtigkeit  der  Gleichung  (1)  sich  elementar  geometrisch  ergibt. 

Von  dieser  Ableitung  hätten  wir  hier  naturgemäss  auch  aus- 

gehen können. 

Die  Construction  der  Tangente  r*  in  s$'  an  die  inverse 

Differentialcurve  f  von  /,  wenn  der  Krümmungsmittelpunkt  K 

dieser  Curve  gegeben  ist  oder  umgekehrt,  lässt  sich  auf  Grund 

unserer  Inversion  gleichfalls  gewinnen. 

Wir  betrachten  zu  dem  Behufe  —  Fig.  6  —  eine  Inversion, 

für   welche   der   Halbmesser   des  Grundkreises   gleich  ist 

/
'
 

Fig-  6. 

OP»V —  1.  Essei  dann  wieder/*  die  inverse  Curve  von  /: 

f  sei  die  Differentialcurve  von  /  in  Bezug  auf  0  als  Pol. 

Unser  letzter  Satz  besagt  alsdann,  dass  auch  f  und  f  invers 

sind,  dass  daher  die  Tangente  t'  in  an  f  und  die  Tangente  f 

im  entsprechenden  Punkte  P'  von  f  an  diese  Curve  in  Bezug 

auf  (OP)  antiparallel  sind.  Macht  man  OP*  äquipollent  zu  PO. 

so  ist  P*  der  dem  Punkte  P  entsprechende  Punkt  unserer  In- 

version, während  die  Punkte  ty',  P\  in  denen  die  Tangente  / 

und  Normale  n  von  /  in  P  die  Senkrechte  durch  O  zu  (OP) 

schneiden,  sich  gegenseitig  entsprechen.  Es  ist  somit  (PXP') 

die  Normale  in  Px  an/*:  dieselbe  wird  von  (OK)  im  Krüm- 

mungsmittelpunkte  A'x  von/1*  für  den  Punkt  Px  geschnitten. 
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Um  nun  die  Tangente  t'  anf  zu  erhalten,  ziehen  wir  etwa 
die  im  ersten  Satz  des  Artikels  8  enthaltene  Construction  zu 

Käthe. 

Darnach  ist  der  Schnittpunkt  CJ  der  Senkrechten  in  P* 

'und  P'  zu  (OP)  respective  (PxPf)  mit  A'*  zu  verbinden.  Wird 

(OP')  von  der  Verbindungsgeraden   in  Mlt  geschnitten,  so 

gibt  (F*M%)  die  Richtung  von  ft  mithin  (PMn\  die  Richtung 

von  t*  an. 

Wir  können  aber  auch  zu  der  soeben  dargestellten  Figur 

die  in  Bezug  auf  (0^r)  symmetrische  Figur  zeichnen  und 

bekommen  dadurch  gleichfalls  .V0.  Errichten  wir  also  in  P 

und  P'  die  Senkrechten  zu  (OP).  respective  (PP  >,  die  sich 

in  O  schneiden  mögen,  und  verbinden  den  zu  K*  in  Bezug 

auf  (0$*)  symmetrischen,  auf  (PP')  gelegenen  Punkt  A*0  mit  O, 
so  erhalten  wir  dadurch  auf  (Oty)  ebenfalls  den  Punkt  M0. 

Ziehen  wir  noch  durch  P'  die  Parallele  zu  (OP).  welche 

(OK)  in  E  schneiden  möge.  Zunächst  ist  hier  der  \*ierstrahl  P' 

iP.  P*  O,  E)  harmonisch.  Es  bilden  desshalb  auch  die  Punkte 

A',  A~*,  O,  E  eine  harmonische  Gruppe  und  in  Folge  dessen 

ebenso  die  Punkte  K,  A'0,  P,  P'.  Nun  projiciren  wir  die  zuletzt 

erwähnte  Gruppe  von  O  auf  (0%').  Ist  L  die  Projection  von  K, 

so  erkennt  man,  dass  LP'  —  P'M0.  Daraus  folgt  mit  Bezug  auf 
die  harmonischen  Eigenschaften  eines  Vierecks,  das;,  die 

Gerade,  welche  K  mit  dem  Schnittpunkte  R  der  Geraden  (PM0), 

iQPr)  verbindet,  zu  (Oty)  parallel  ist.  Daraus  ergibt  sich 

folgende  Construction: 

Bringt  man  die  Senkrechten  in  A'  zu  (OP),  in  P' 

zu  (PP')  im  Punkte  R  zum  Schnitte,  so  ist  t'  (PR). 

Diese  Construction  gestattet,  t7  zu  finden,  wenn  A'  gegeben 
ist  und  umgekehrt.  Sie  ist  mindestens  ebenso  einfach  wie  die 

früher  abgeleitete,  und  die  zuvor  entwickelten  Formeln  (4*) 

und  (8)  lassen  sich  aus  ihr  bequem  von  Neuem  finden. 

13.  In  den  soeben  gegebenen  Erörterungen  ist  auch  die 

Lösung  folgender  Aufgabe  enthalten  —  Fig.  7  — 

dr     d*  r »Gegeben  sind  die  Strecken,  welche  -r-,  darstellen; 

t/^  dz- es  sollen  aus  ihnen  und  aus  r  die  die  Ausdrücke 

Sitzb.  J.  müthem.-naturw.  Ct.;  CVH.  Bd..  AMh.  II.  a  40 
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darstellenden  Strecken  construirt  werden« 

1 
Bezüglich    der   Construction  von 

dr 

(4) 

t/f 

aus 
OP'  —  —     ist  hier  nichts  weiter  zu  bemerken.  Ist  dann  in 

tftp 

Bezug  auf  den  zweiten  Theil  unserer  Aufgabe  auf  (OP)  die 
J-  r 

Strecke  OP"  —  j^- ,  so  führt  man  etwa  durch  P  die  Senk- 

rechte zu  (P'P")  bis  zum  Schnitt  M0  mit  (OP')  und  macht  P'W 

/ 

s  \ 

"'S.     A  • 

" "  -■» 

>•
 

■■■■
 

Fig. 

äquipollent  Af0J*;  die  Parallele  durch     zu  (PStf)  trifft  (OP)  im 

Punkte  95"  und  es  ist 

VI.  Über  zwei  besondere  Arten  von  Polarintegralcurven. 

14.  Eine  Integralcurve  in  Parallelcoordinaten  hat  die  funda- 

mentale Eigenschaft,  dass  die  Ordinatendifferenz  für  irgend 

zwei  Punkte  derselben  die  Flüche  misst,  welche  von  der  ent- 

sprechenden üifferentialcurve,  den  Ordinatenlinien  der  zwei 

Punkte  und  der  Abscissenaxe  begrenzt  wird.  Diese  Fläche  ist 

nämlich  gleich  dem  Rechtecke,  welches  die  Constructionsein- 

heit  a  zur  Grundlinie  und  die  erwähnte  Differenz  zur  Höhe  hat. 

Die  analoge  Curve  in  Polcoordinaten  hat  somit  die  Eigen- 

schaft, dass  die  Differenz  der  Leitstrahlen  irgend  zweier  Punkte 

derselben  die  auf  die  Constructionseinheit  a  reducirte  Fläche 
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misst,  die  von  diesen  Leitstrahlen  und  der  zugehörigen  DirTe- 

rentialcurve  eingeschlossen  wird. 

Ist  somit  die  Gleichung  der  DifTerentialcurve f 

r  -  /(?). 

so  ist  die  Gleichung  der  Integralcurve  F 

Es  ist  also 

dR  _  r*  _  „ 

d?   -  2a  
~  ■ 

wenn  R'  wiederum  die  Subnormale  der  Integralcurve  bedeutet. 

Einer  DifTerentialcurve f  entsprechen  wieder  unzählig  viele 

Integralcurven,  da  ja  die  Constante  C  beliebig  gewählt  werden 

darf.  Kür  homologe  Punkte  aller  dieser  Integralcurven  hat  aber 

dR  „  r- 
—j— ,  d.  h.  die  Subnormale  denselben  v\  erth  - — ,  genau  sc 
urp  la 

wie  früher.1  Ebenso  ist  auch  einleuchtend,  wenn  verschiedene 

Differentialcurven  einander  in  einem  Punkte  berühren,  dass 

dann  die  durch  einen  correspondirenden  Punkt  gehenden,  auf 

die  nunmehrige  Weise  abgeleiteten  Integralcurven  einander  in 

diesem  Punkte  osculiren. 

Wir  haben  uns  auch  hier  mit  der  Aufgabe  zu  beschäftigen: 

Gegeben    ist   die   Tangente   /   der  Differcntial- 

curve  f  in  einem  Punkte  P'\  es  ist  der  Krümmungs- 

mittelpunkt K  von  F  im  correspondirenden  Punkte  P 

zu  construiren  oder  umgekehrt. 

Tragen  wir  —  Fig.  8  —  auf  die  Senkrechte  in  Ö  zu  (OP) 

die  Strecke  SO  =  2a  auf;  die  Senkrechte  in  P'  zu  SP'  schneidet 

also  die  Gerade  (SO)  im  Punkte  A\  durch  den  die  Nurmalen 

sämmtlicher  Integralcurven  in  den  auf  (OP)  gelegenen  homo- 

logen Punkten  gehen. 

I  Cf.  E.  Bitterli  a.  a.  O..  S.  172  (Bemerkungen  bezüglich  eines  Polar- 

integraphen). 

40» 
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Bringen  wir  nun  das  Dreieck  SP'N  in  die  unmittelbar 

benachbarte  Lage  SlP,iNlt  so  wird  der  Punkt  5  auf  der  durch 

ihn  zum  Leitstrahl  (OP1)  gezogenen  Parallelen  s,  der  Punkt  P' 

auf  der  Tangente  /  und  der  Punkt  N  auf  einer  zu  ermittelnden 

Geraden  v  in  seine  neue  Lage  übergehen.  Es  wird  demgemässv 

die  Tangente  und  die  in  N  zu  ihr  errichtete  Senkrechte  tv  die 

Normale  an  die  von  N  beschriebene  Bahn  sein. 

Wir  haben  im  Abschnitt  II  kennen  gelernt,  wie  man  den 

Krümmungsmittelpunkt  einer  in  Polarcoordinaten  gegebenen 

Curve  F  für  irgend  einen  Punkt  derselben  sucht,  wenn  die  ent- 

sprechende Normale  an  die  von  dem  Endpunkte  ihrer  Sub- 

normale beschriebene  Bahncurve  gegeben  ist  und  umgekehrt; 

weiter  haben  wir  daselbst  erkannt,  dass  die  Kriimmungsmittel- 

punkte  sämmtlieher  Curven  in  den  Punkten  eines  Leitstrahles, 

für  welche  sowohl  N  als  auch  tv  gemeinschaftlich  sind,  auf 

einem  Kegelschnitte  liegen.  Daher  auch  hier  der  Satz: 

»Die  Krümmungsmittelpunkte  sämmtlieher  Integralcurven 

6 

Fig.  8. 

in  homologen  Punkten  bilden  einen  Kegelschnitt«. 
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Von  diesem  Kegelschnitt  wissen  wir,  dass  er  durch  A\ 

durch  den  Mittelpunkt  M  von  OJV  und  durch  diejenigen  zwei 

Punkte  auf  den  Leitstrahl  (OP),  in  welchen  derselbe  von  den 

durch  iV  nach  den  absoluten  Kreispunkten  gehenden  Geraden 

getroffen  wird,  geht.  In  N  wird  dieser  Kegelschnitt  von  v 

berührt. 

Für  sämmtliche  durch  P'  gehende  Differentialcurven  bilden 

die  Tangenten  /  einen  Strahlenbüschel  und,  wie  leicht  einzu- 

sehen, die  entsprechenden  Tangenten  v,  sowie  auch  die  zuge- 

hörigen Kegelschnitte  einen  zu  demselben  projectiven  Strahlen- 

respective  Kegelschnittbüschel. 

Wir  wollen  uns  jetzt  vornehmen,  die  Projectivität  zwischen 

diesen  zwei  Strahlenbüscheln  (t)  und  (v)  durch  drei  Paare  zu- 

geordneter Strahlen  herzustellen. 

Dem  zu  SO  parallelen  Strahle  /,  in  (/)  entspricht  der  zu  (OPr) 

parallele  Strahl  vx  in  (v),  denn  ersetzt  man  die  Tangente  tx  durch 

den  sie  in  P*  berührenden  Kreis  vom  Mittelpunkte  O,  so  sind 

/j ,  i',  Tangenten  an  zwei  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  gebildete 

inverse  Curven  in  entsprechenden  Punkten,  und  da  s±(OS) 

ist,  so  muss  auch  vx  ±  (OS)  sein.  Ferner  ist  leicht  einzusehen, 

dass  dem  Strahle  (OP')  in  (/)  der  Strahl  (OX)  in  (v)  ent- 

spricht. 

Wir  wollen  jetzt  noch  zu  dem  Strahle  tt  —  (P'X)  in  (/) 

den  entsprechenden  Strahl  za,  constniiren,  weil  die  Construction 

in  den  Erörterungen  des  Abschnittes  II  als  Specialfall  mit  ent- 

halten ist. 

Die  Gerade  (P'S)  wird  hier  von  ihrer  benachbarten  Lage 

(P[SX)  in  einem  Punkte  K'  geschnitten,  der  darnach  als  Krüm- 

mungsmittelpunkt für  den  Punkt  P'  einer  durch  P'  gehenden 

Hilfscurve  aufgefasst  werden  kann,  wenn  5  die  Tangente,  also 

(SO)  die  Normale  an  die  von  dem  Endpunkte  der  Subnormale 

dieser  Curve  beschriebene  DifTerentialcurve  ist. 

Da  hier  r"  —  0  ist,  so  erhält  man  K'  etwa  nach  der  der 

Grüblerischen  analogen  Construction  des  erwähnten  Ab- 

schnittes, wenn  man  von  O  die  Senkrechte  auf  (SP*)  fällt,  von 

ihrem  Fusspunkte  die  Parallele  zu  (OS)  bis  zum  Schnitte  mit  5 

zieht  und  den  so  erhaltenen  Schnittpunkt  mit  O  verbindet.  Die 

Verbindungsgerade  schneidet  (P'S)  in  K'. 
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Der  zu  Ar  benachbarte  Punkt  Nt  liegt  alsdann  auf  der  zu 

{K'P[)  in  P[  errichteten  Senkrechten;  es  kann  somit  ON  als  die 

Subtangente  des  Punktes  P'  und  ONx  als  die  Subtangente  des 

Punktes  P[  für  unsere  Hilfscurve  betrachtet  werden.  Die  Gerade 

v2  —  (A'.V, )  wird  sohin  aus  K*  nach  einer  Construction  des 
vorhergehenden  Abschnittes  III  erhalten.  Wir  benützen  etwa 

die  erste  von  ihnen. 

Man  hat  somit  von  K'  die  Senkrechte  auf  (OP')  und  von 

ihrem  Fusspunkte  E'  die  Senkrechte  auf  {SP')  zu  fällen;  ist  J 

der  Fusspunkt  dieser  Senkrechten,  so  ist  schliesslich  v.,J_{OJ). 

Nach  dem  ersten  Satze  des  Artikel  6  müsste  man  umge- 

kehrt, wenn  K'  bereits  vorliegt,  zu  der  Richtung  von  5  gelangen, 

wenn  man  die  Senkrechte  (A7L)  zu  (SP')  legen,  durch  ihren 

Schnitt  L  auf  (OS)  die  Parallele  zu  (SP'),  durch  K'  die  Parallele 

zu  (OS)  ziehen  und  den  Schnittpunkt  E  dieser  Parallelen  er- 

mitteln würde.  Da  dann  (P'E)  s  sein  müsste,  so  ergibt  sich 

daraus,  dass  E  auf  (OPr)  fällt,  also  mit  E'  identisch  ist,  und  es 

folgt  weiter,  dass  OE  —  EJ'  ist,  wenn  J'  den  Fusspunkt  der 

Senkrechten  von  J  auf  (OP1)  bezeichnet. 

Schneidet  nun  vt  die  Gerade  (OPr)  in  Qs,  so  ist 

&ONQ2co  f\J'OJ. 

Verbindet  man  desshalb  den  Mittelpunkt  M  von  ON  mit  Q.,y 

so  ist  die  Verbindungsgerade  senkrecht  zu  {JE)  oder  parallel 

zu  (SP'). 
Macht  man  demgemäss  die  Strecke  53  äquipollent  der 

Strecke  OS,  so  ist  der  dem  Strahle  /2  von  (/)  entsprechende 

Strahl  v2  in  (v)  parallel  zu  {P'B). 

Dadurch  ist  die  Projectivität  der  besagten  Strahlenbüschel 

hergestellt. 

Denken  wir  uns  den  Büschel  (/)  durch  (ÖS),  den  Büschel  (t>) 

durch  (OP')  geschnitten,  so  erhalten  wir  dadurch  zwei  per- 

spective Punktreihen,  für  welche  die  Verbindungsgeraden  ent- 

sprechender Punkte  zu  (P'B)  parallel  sind.  Daher  schliesslich 

das  folgende  Resultat : 

Um  zu  der  Tangente  /  irgend  einer  Differential- 

curve  jetziger  Art  die  entsprechende  Gerade  V  zu 

erhalten,  haben  wir  durch  den  Schnitt  von  /  mit  (ON) 
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die  Parallele  zu  (P'&)  zu  legen,  bis  sie  (OP*)  in  Q 

schneidet;  alsdann  ist  v^  (QN). 

Die  Normale  w  schneidet  (OP')  in  einem  Punkte,  den  wir 

trüher  mit  P"  zu  bezeichnen  pflegten  und  aus  dem  in  bekannter 

Weise  (Abschnitt  II)  der  Krümmungsmittelpunkt  irgend  einer 

Integralcurve  unserer  jetzigen  Art  für  den  P'  correspondirenden 

Punkt  P  bequem  erhalten  wird. 

15.  Der  Vollständigkeit  halber  sind  noch  analoge  Betrach- 

tungen über  die  aus  einer  Curve  / 

r  -  Af) 

abgeleitete  Integralcurve  F 

die  sich  in  Anbetracht  der  Definitionsgleichungen  für  die  drei 

erledigten  Arten  von  Polarintegralcurven  nothwendig  mit  ergibt 

und  gleichfalls  nicht  ohne  Interesse  ist,  anzustellen. 

Aus  dieser  letzten  Definitionsgleichung  von  F  folgt,  dass 

\RJ  a  1 

*  ~dy~  ~  ~2r*~  ~  ]R  ' 

wobei  mit  ?H  die  Länge  der  Subtangente  OT  der  Integralcurve  F 

bezeichnet  wird. 

Die  sämmtlichen  Integralcurvcn 

haben  somit  für  ihre  homologen  Punkte  eine  gemeinschaftliche 

Subtangente,  oder  mit  anderen  Worten:  Die  homologen  Tan- 

genten unserer  Integralcurven  schneiden  sich  in  einem  Punkte  T 

auf  der  zu  (OP)  in  0  errichteten  Senkrechten. 

a 

Macht  man   auf  dieser  Senkrechten   20  —  — ,  wenn 

wieder  SO  —  a  die  Constructionseinheit  bedeutet,  so  erhält 

man  den  Punkt  T  als  die  dritte  Ecke  des  bei  P'  rechtwinkeligen 
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Dreieckes  <£P'T,  vorausgesetzt,  dass  P'  wieder  der  correspon- 
dirende  Punkt  der  Differentialcurve  ist. 

Bezüglich  der  Construction  von  Krümmungsmittelpunkten 

unserer  Integralcurven  können  wir  uns  auf  das  Vorangehende 

berufen. 

Bei  der  infinitesimalen  Veränderung  des  Dreieckes  &P'T 

bewegt  sich  der  Punkt  ©  auf  der  zu  (OP)  parallelen  Geraden  *. 

der  Punkt  P'  auf  der  Tangente  /  der  Differentialcurve /  und  der 
Punkt  T  auf  einer  erst  abzuleitenden  Geraden  v.  Beschreibt 

nun  /  den  Strahlenbüschel  (/)  um  P'y  so  beschreibt  v  einen  zu 

ihm  projectiven  Strahlenbüschel  (v)  um  T.  Dieser  Zusammen- 

hang liefert  dann  für  jede  Tangente  /  die  Construction  des  ent- 

sprechenden Strahles  v. 

Man  hat  bloss,  dem  Vorigen  entsprechend,  durch  den 

Schnittpunkt  von  /  mit  (OT)  die  Parallele  zu  (P'S),  wofern 

wieder  50  =  a,  zu  legen  und  sie  in       mit  (OP)  zum  Schnitte 

zu  bringen;  v  ist  alsdann  die  Verbindungsgerade  der  Punkte 

und  T. 

Wenn  der  Punkt  ty"  gefunden  worden  ist,  so  wird  der 

Krümmungsmittelpunkt  von  F  in  P  nach  den  im  Abschnitte  Iii 

entwickelten  und  durch  die  Formel  (4)  dortselbst  zum  Aus- 

drucke gebrachten  Constructionen  leicht  ermittelt;  darnach 

schneidet  beispielsweise  die  Senkrechte  durch  O  zu  v  auf  der 

Normale  von  F  in  P  die  Strecke  p  sin*t  ab,  aus  der  der  Krüm- 

mungshalbmesser p  ohneweiters  hervorgeht. 

Die  nun  behandelte  Curve  gehört  somit  zu  den  inversen 

Integralcurven.  Transformiren  wir  dieselbe  mit  ihrer  Differential- 

curve invers  für  0  als  Centrum  und  a-  als  Potenz  der  Inversion, 

so  gelangen  wir  genau  zu  den  Beziehungen  des  Artikel  14.1 

V.  Integralcurven  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Curve. 

16.  Die  Definition  der  polaren  Integralcurven  ist  einer 

weiteren  Verallgemeinerung  in  der  Richtung  fähig,  dass  wir  den 

Pol  O  durch  eine  Curve  o  ersetzen  und  die  Leitstrahlen  einer 

1  Die  Herstellung  der  zugehörigen  Figur  unterliegt  nach  dem  Gesagten 
keinen  Schwierigkeiten. 
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Curve  /  auf  den  Tangenten  der  Curve  o  vom  Berührungs- 

punkte  B  aus  messen. 

Zwecks  unserer  Erörterungen  können  wir,  wenn  es  sich 

bloss  um  die  Bestimmung  von  Normalen  der  Curve /  handelt, 

die  Curve  o  selbst  durch  den  Punkt  B  vertreten  lassen,  während 

für  die  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktes  es  zulässig 

ist,  die  Curve  o  durch  ihren  Krümmungskreis  b  für  den  Punkt  B 

zu  ersetzen. 

Der  vorliegende  Fall  einer  Integralcurve /  lässt  sich  leicht 

aus  dem  Specielleren  des  Abschnittes  II  entwickeln. 

Es  sei  —  Fig.  9  —  BP  —  r  der  Leitstrahl  der  Curve  f  für 

den  Punkt  P,  dann  (PPr)  die  Normale  derselben  in  P,  ferner  P' 

der  Schnitt  derselben  mit  der  Normalen  von  o  in  B.  {BP')  t=  r1 

soll  wieder  die  Subnormale  der  Curve  /  für  den  Punkt  P 

heissen,  so  dass  wieder 

ist.  Der  Punkt  P'  beschreibt  demnach  die  erste  Differential- 

curve/'  von  / 

Unsere  Aufgabe  wird  zunächst  darin  bestehen,  die  Tan- 

gente /'  in  P'  an  diese  Differentialcurve  zu  suchen 

Fig.  9. 
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Ist  nun  Pl  der  zu  P  benachbarte  Punkt  von  /  und  P[  der 

zu  P'  benachbarte  Punkt  von  f,  so  ist  die  Gerade  (PXP[)  die 

zu  (PPO  benachbarte  Normale  von  /;  sie  schneidet  desshalb 

{PP')  in  dem  Krümmungsmittelpunkt  A' von /für  den  Punkt  P. 

Denken  wir  uns  weiter  zu  dem  Leitstrahle  (BP)  die  Pa- 

rallele durch  den  Mittelpunkt  0  von  b  bis  zum  Schnitt  P°  mit 

der  Normale  (PP')  gezogen  und  legen  durch  P°  eine  Curve/Ö 

derart,  dass  ihre  erste  in  Bezug  auf  O  als  Pol  abgeleitete  Diffe- 

rentialcurve  die  Curve/*  in  P'  berührt,  mit  ihr  also  noch  den 

Punkt  P[  gemeinschaftlich  hat.  Ist  Pf  der  zu  P°  benachbarte 

Punkt  von  /0,  so  ist,  da  beide  Curven  die  Normale  (PP°P/)  ge- 

meinschaftlich haben,  (PP,)  I  (P°P1°),  und  es  ist  desshalb 

AOPOP?™  &BPPxt 

da  ja  <P°OP1°  —  <P£P,  bei  dem  Übergang  in  die  benach- 

barte Lage  angenommen  wird. 

Bezeichnen  wir  das  Bogenelement  PPX  mit  3,  das  Bogen- 

element  P0Pt°  mit  %  und  den  Leitstrahl  OP°  mit  rrt,  so  folgt 

aus  dieser  Ähnlichkeit  die  Proportion 

9 :  s0  =  r :  r0. 

Da  die  Gerade  (PX°P[)  die  zu  (P°P')  benachbarte  Normale 

von  f0  ist,  so  schneidet  sie  dieselbe  in  dem  Krümmungsmittel- 

punkte  A'0  von  fQ  für  den  Punkt  P(>.  Die  Senkrechte  durch  P' 

zu  (PP')  schneidet  (PJJ[)  und  (PfP^  in  zwei  Punkten,  deren 

Entfernung  unendlich  klein,  höchstens  von  der  zweiten  Ord- 

nung ist,  die  man  sich  also  für  den  vorliegenden  Zweck  in 

einen  Punkt  G  zusammenfallend  denken  kann.  Setzt  man  also 

PA"  =  p,  P(,A'°  =  p0J  so  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke 

PP,A,  P'GA  die  Proportion 

<j:p  -  P'G  U  PP'-;,) 

und  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  P*P*K^y  P'GKn  die  Pro- 

portion 

VPfl   =  P'GJPOP'-r^. 

Scheiden  wir  aus  den  drei  Gleichungen,  die  wir  soeben 

erhalten  haben,  die  Bogenelemente  i.  30  aus,  so  kommt  nach 
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einfacher  Reduction 

-  .PP'-        .P»P'  -  r-rn  (1) 
Po 

oder 

.2  * 
  =  r  sin  t —  r0  sin  t0,  (2) 

P  Pt) 

worin  aber  t  =  r0  ist,  oder  schliesslich 

—  .ATP'  =  i  .h'P'.  (3) 

Po 

Diese  letzte  Relation  findet  darin  ihren  geometrischen  Aus- 

druck, dass  die  Geraden  (BK)  und  (OA"0)  sich  in  einem  Punkte  E 
auf  der  durch  P'  zu  (OP')  errichteten  Senkrechten  schneiden. 

Diese  Construction  gestattet  somit  in  sehr  einfacher  Weise  p0 

zu  construiren,  wenn  p  gegeben  ist  und  umgekehrt. 

Das  gewonnene  Resultat  löst  sehr  einfach  die  Aufgabe: 

Es  ist  die  Tangente  i!  in  P'  an  die  Differential- 

curve  f  zu  suchen,  wenn  der  zu  P  gehörige  Krüm- 

mungsmittelpunkt A'  der  Integralcurve  /  gegeben  ist 
und  umgekehrt. 

Im  ersten  Falle  bringt  man  BK  mit  dem  in  P'  zu  (BP')  er- 

richteten Perpendikel  in  E  zum  Schnitt.  Nachdem  dieser  Punkt 

auch  auf  (OA'0)  liegt,  so  hat  man  durch  E  die  Parallele  zu  (BP') 

zu  ziehen  und  von  ihrem  Schnittpunkte  V  mit  (PP')  die  Senk- 

rechte zu  (PP')  zu  führen,  bis  sie  (OP9)  in  P"  schneidet.  Als- 

dann ist  (P"Pf)  die  Normale  und  die  durch  P'  senkrecht  zu  ihr 

errichtete  Gerade  t*  die  Tangente  von  /'. 

Wenden  wir  diese  Construction  in  umgekehrter  Reihen- 

folge an,  so  liefert  sie  uns  A',  wenn  Z7  gegeben  ist. 

Diese  Construction  stimmt  mit  der  früher  für  den  spe- 

cielleren  Fall  erläuterten,  auf  Grübler  zurückgeführten,  voll- 

ständig überein.  Dies  erklärt  sich  einfach  dadurch,  dass  sich 

unser  Resultat  auch  aus  der  Betrachtung  der  Bewegung  eines 

ebenen  starren  Systems  ergibt. 

Bei  dieser  Bewegung  ist  für  die  betrachtete  Systemlage 

der  Punkt  O  Krümmungsmittelpunkt  der  Hüllbahncurve  von 

(BP):  der  Punkt  P'  ist  der  momentane  Drehungspol  und  t'  ist 
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die  Tangente  in  P'  an  die  Polbahn.  Nun  geht  der  Wendekreis 

der  umgekehrten  Bewegung  durch  O  und  P'  und  berührt  im 

letzteren  Punkte  die  Gerade  t1.  Dieser  Kreis  schneidet  die  Nor- 

male PP'  im  Wendepunkte  V,  aus  dem  dann  der  zu  P  gehörige 

Punkt  K  in  bekannter  WTeise  —  bequem  durch  die  heran- 

gezogene Grübler'sche  Construction  —  erhalten  wird,  ebenso, 

wie  man  umgekehrt  aus  K  den  Punkt  V,  dann  auch  den  Wende- 

pol P"  nach  derselben  Construction  erhalten  kann. 

Wir  heben  noch  hervor,  dass  hier  die  Punkte  P',  P[,..  . 

der  ersten  Differentialcurve  /'  von  /  auf  den  Normalen  der 

Curve  o,  die  P' ,  P[' .  . .  der  zweiten  Differentialcurve/"  von / 

auf  den  Normalen  ihrer  ersten  Evolute  u.  s.  w.  festgelegt 

werden. 

Für  die  hier  entwickelte  Construction  lässt  sich  nun  auch 

leicht  eine  metrische  Relation  finden. 

Zu  dem  Zwecke  wenden  wir  die  Formel  (3)  des  Ab- 

schnittes II  auf  unsere  Hilfscurve/0  an.  Es  ist  da 

2  r  t* 

Von  f0  können  wir  auf  /  selbst  ohneweiters  übergehen. 

Es  ist 

r?  3  ̂    zo  =  T-    >'o  =  r~a  tg 

wenn  a  den  Halbmesser  des  Krümmungskreises  b  bezeichnet, 

wobei  wir  ihn  mit  dem  Vorzeichen  -f-  versehen,  wenn  BO  den- 

selben Sinn  mit  BP'  hat,  anderenfalls  er  negativ  zu  nehmen  ist 

Ferner  ist  aus  der  vor  Kurzem  entwickelten  Formel  (2) 

•>  •> 1"  v 

—  —  a  tgT  sin  t. 

Führen  wir  diese  Werthe  in  die  herangezogene  Gleichung 

(3)  des  Abschnittes  II  ein,  so  kommt  nach  einfacher  Reduction 

2  r  r- r+tJ'  +  a  cott  =  —s  — r-5—  .  (4) 
sin-t  j>sinsi 

Dabei  darf  nicht  vergessen  werden,  dass,  unserer  Ableitung 

von  f  gemäss,  die  positive  Richtung  von  iJ'  der  von  r  ent- 

gegengesetzt ist. 
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Schneidet  die  Gerade  (TP")  den  Leitstrahl  (BP)  im 

Punkte  O"  und  setzen  wir  BO"  ss  R",  so  lässt  sich  unsere 

letzte  Beziehung  auch  in  der  Form 

schreiben,  wodurch  sie  mit  der  obigen  Formel  (3)  vollständig 

übereinstimmt. 

Es  kann  somit  der  Punkt  O"  statt  P"  in  unsere  Betrach- 

tungen einbezogen  werden,  wie  es  auch  aus  den  vorangehenden 

Constructionen  sich  direct  ergibt,  denn  auch  diese  Con- 

structionen  lehren,  dass  A' gefunden  wird  als  der  Krümmungs- 
mittelpunkt für  eine  in  einfachen  Polarcoordinaten  mit  0  als 

Pol  gegebene  Integralcurve  F,  wenn  (P'Q")  die  Normale  in  P' 

an  die  zugehörige  Differentialcurve  F'  ist. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkung  wären  wir  dann  unmittelbar 

aus  der  Formel  (3)  des  Abschnittes  II  zu  der  Relation  (5),  die 

wir  soeben  abgeleitet  haben,  gelangt. 

Daraus  folgt  auch  sogleich,  dass  die  Krümmungsmittel- 

punkte für  homologe  Punkte  sämmtlicher  Integralcurven, 

welche  auf  die  vorliegende  Weise  aus  f  abgeleitet  werden 

können,  auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 

17.  Wir  wollen  nun  auch  die  über  inverse  Integral-, 

respective  Differentialcurven  /,  respective /*,/",. ..  gewonnenen 

Resultate  dadurch  verallgemeinern,  dass  wir  den  Pol  O  wieder 

durch  eine  Curve  o  ersetzen. 

Handelt  es  sich  bloss  um  die  Tangentenbestimmung  von /, 

so  kann  man  auch  hier  die  Curve  o  durch  ihren  Berührungs- 

punkt B  mit  dem  Leitstrahle  (BP)  vertreten  lassen,  während 

bei  der  Krümmungsmittelpunktsbestimmung  man  die  Curve  o 

durch  ihren  Krümmungskreis  in  B  ersetzen  wird.  Auch  hier 

werden  die  Punkte  <p(, ..  .  der  ersten  Differentialcurve  auf 
den  Normalen  von  o  und  die  Punkte  . .  der  zweiten 

Differentialcurve  auf  den  Normalen  ihrer  Evolute  u.  s.  f.  fest- 

gelegt. 

Wir  setzen  wieder  B^'  =  r7,  0%"  =  r"  und  behalten  auch 

im  Übrigen  die  im  vorangehenden  Artikel  benützten  Bezeich- 

r  +  R»  = 
2r  ra 

(5) sin'-r  ,osin3T 
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nur.gen  bei;  ferner  möge  der  Schnittpunkt  der  Geraden  (Oty") 

mit  der  Tangente  /  an  /  in  P  mit      bezeichnet  werden. 

Nun  denken  wir  uns  —  Fig.  10  —  eine  Curve  F0  in  Polar- 

coordinaten  für  0  als  Pol  von  der  Beschaffenheit,  dass  ihre 

inverse  Differentialcurve  F'Q  die  Curve/"  in  berührt,  also  auf 

ihr  ausser  Sß'  noch  den  ihm  auf  t7  benachbarten  Punkt  ty[  ge- 

meinschaftlich hat.  Dann  bestimmt  /  =  mit  (P$[)  den 

Contingenzwinkel  s  von  /in  Pund  mit  Oßjlßj)  den  Contingenz- 

winkel  e0  von  F0  in        Die  Längenunterschiede  zwischen  der 

Fig.  10. 

Strecke  Sß"$P(  einerseits  und  den  zu  den  Winkeln  s,  s0  als  Centn- 

winkeln gehörigen,  durch  gehenden  Bogenelementen  ander- 

seits sind  unendlich  klein,  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung, 

so  dass  gesetzt  werden  darf 

p^.i  =  w-v 

woraus  folgt,  dass 
re  =  r0s0. 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  BPPt,  O?0?}  folgt 

wenn  wir  mit  a,  a0  beziehungsweise  die  Bogenelement  der 

Curven /  F0  in  P,  respective  bezeichnen 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  der  vorangehenden 

so  gelangen  wir  zu  der  einfachen  Relation 
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—  -  ̂   (6) 
P 

Der  Relation  (4')  des  Abschnittes  III, 

1         1  1 

ro       C       ?l  sin3t0' 

welche  für  die  Curve  F0  gilt,  entspricht  nun  eine  andere  Re- 

lation, die  wir  erhalten,  wenn  wir 

r2  r1 

-o  =  %    ro  =  r+<*  cot  t,    r0"  =  t",         =  — 
i'o  P 

setzen,  wobei  ö  positiv  ist,  wenn  (.00)  gleichen  Sinnes  mit 

(BW)  ist. 

Dadurch  erhalten  wir  die  Beziehung 

•  ■    ,  '  =  1  (7, r-f-öcotT      r"       (r+tfcott)3  4osin3t 

Schneidet  ferner  der  Leitstrahl  (BP)  die  Tangente  t'  von/' 

im  Punkte  O"  und  setzen  wir  B£±"  =  SR",  so  kommt  mit  Be- 

nützung der  Relation 

r"  :  SR"  =  r0  :  r  =  (r+d  cot  t)  :  r 

folgender  Ausdruck  zum  Vorschein 

1       1    _         r  __1  

r       9i"        r+a  cot  t     p  sin3t  V 

oder 

1  1 

r       >R"  ~   a-hx*     ,osin3T  ' 

Die  Relationen  (6)  bis  (8')  sind  alle  zur  Construction 

bequem  geeignet. 

Um  beispielsweise  nach  der  letzten  von  ihnen  den  Krüm- 

mungsmittelpunkt Ä'  von  /  für  den  Punkt  P  zu  finden,  wird 

man  zunächst  so  verfahren,  als  wenn  man  gewöhnliche  Polar- 

coordinaten  mit  B  als  Pol  vor  sich  hätte.  Man  wird  durch  P  die 

Senkrechte  n  zu  /  errichten,  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  (BO) 

alsdann  die  Parallele  zu  /  und  durch  P  die  Parallele  zu  i'  führen; 
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die  Senkrechte  zu  (BP)  durch  den  Schnitt  der  zwei  zuletzt 

gezogenen  Geraden  treffe  die  Normale  u  im  Punkte  U.  Alsdann 

hat  man  noch  die  Parallele  durch  U  zu  /  mit  der  durch  <J$°  zu  n 

gezogenen  Parallelen  ii°  zu  schneiden  und  den  Schnittpunkt 

mit  Sjy  zu  verbinden,  so  bestimmt  die  Verbindungsgerade  auf  n 

den  fraglichen  Krümmungsmittelpunkt. 

Denn  nach  der  herangezogenen  Formel  (4')  des  Ab- 

schnittes III  ist 

J_     J_  J  , 
~r  +  W  ~  K/.sin'Y 

vergleicht  man  dies  mit  (8'),  so  folgt  die  Proportion 

PUlp  =  (a  +  x'):xJ oder 

PV :p  =  r0:r, 

aus  welcher  Relation  die  Richtigkeit  der  soeben  angeführten 

Construction  sich  sofort  ergibt. 

Dass  diese  Construction  umkehrbar  ist,  also  if  aus  K  finden 

lässt,  sieht  man  sofort. 

18.  Aus  der  Formel  (4)  des  16.  Artikels  findet  man  leicht 

einen  Ausdruck  für  f>;  es  ist 

[t  -  r*+2rt*—ar'—rr" 

und  somit 

>  2 
dy 

2  t/r  ̂   Jr  ,  
r 

Diese  Formeln  enthalten  die  Formeln  (2)  und  (2')  des  Ab- 

schnittes II  als  besondere  Fälle  für  a  —  0  in  sich. 

Ebenso  findet  man  aus  der  vor  Kurzem  aufgestellten 

Relation  (7)  die  Beziehung 

i 
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aus  welcher  die  Formel 

hervorgeht,  in  welcher  die  Bedeutung  von  11  von  früher  her 

bekannt  ist  und  welche  für  a  —  0  in  die  Formel  (6)  des  Ab- 

schnittes III  übergeht. 

VI.  Reciproke  Curven  in  Parallelcoordinaten. 

19.  Wir  wollen  nun  die  Betrachtungen,  die  wir  bezüglich 

der  inversen  polaren  DifTerentialcurven  durchgeführt  haben, 

auch  auf  den  specielleren  Fall  der  Parallelcoordinaten  über- 

tragen. Wir  werden  da  zunächst  zu  zwei  Curven  /,  fx  in  Par- 

allelcoordinaten geführt,  für  deren  correspondirende  Punkte  die 

Beziehung  besteht 

x  -  xv   yyx  -  a\ 

worin  a  eine  Constante  bedeutet. 

Zwei  solche  Curven  wollen  wir  reeiprok  in  den  Ordi- 

nate n  nennen. 

Unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  die  Tangente  /  und 

den  Krümmungsmittelpunkt  A'  der  Curve /  für  P  zu  ermitteln, 

wenn  die  Tangente  tx  und  der  Krümmungsmittelpunkt  A',  der 
Curve /,  für  Px  gegeben  sind. 

\\;ir  suchen  zunächst  die  Lösung  auf  Grund  des  Ab- 

schnittes I. 

Aus  der  Gleichung 

m  =  (0 

folgt  durch  Differention 

>\>'+yy[  =  0,  (2) 

worin  y\ yi  die  correspondirenden  Ordinaten  der  hier  auf  Grund 

derselben  Constructionseinheit  abgeleiteten  DifTerentialcurven 

fy/l  von  /,  respective  fx  sind. 

Schneidet  —  Fig.  1 1  —  die  Tangente  /,  die  .v-Axe  in  /?, 

und  nehmen  wir  RJ\  —  e,  falls  P0  der  Endpunkt  der  gemein- 

schaftlichen Abscisse  von  P  und  Px  ist,  als  Constructionseinheit 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.;  CVII.  HJ.,  Abih.  II.  a.  41 
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für  f'v  f  an,  so  ist  für  diese  Annahme  y[  =yx  und  mithin 
nach  (2) 

P0P'  =  -P0P. 

Da  /  zu  RXP'  parallel  ist,  so  folgt: 

Bei  in  den  Ordinaten  reciproken  Curven  sind  die 

Subtangenten  für  correspondirende  Punkte  gleich, 

aber  entgegengesetzt  gerichtet. 

Aus  dem  Krümmungsmittelpunkte  ÄT,  wird  die  Tangente 

t[~{PxR[)  an  die  DirTerentialcurvey{  für  den  Punkt  P[  =  P  in 

Fig.  11. 

gewohnter  Weise  abgeleitet.  Man  errichtet  in  P,  und  Ä',  die 
Senkrechten  zu  (PJ\)  respective  x  und  durch  ihren  Schnitt  die 

Senkrechte  auf  tv  durch  deren  Fusspunkt  L,  man  die  Parallele 

zu  {P^Pq)  legt,  die  auf  x  den  Punkt  R[  von  /,'  bestimmt. 

Um  dann  K  ZU  linden,  wird  man  aus  t[  die  Tangente  /'  in 

P'  an  die  Differentialcurve  f  zu  ermitteln  trachten. 
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DirTerentiren  wir  die  Gleichung  (2)  nochmals,  so  erhalten 

wir 

2yyi+yyl»+yly»  =  0.  (3) 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  besonderen  Werthe  für 

die  Ordinaten  auf  (P()P)  ein,  so  ergibt  sich  leicht 

P  Px  P  P" p  pn  —  o   pp     1  <r  *  '  »'  i 1  o 1  1\>r     "     p  p  • 

'oJ  1 

Ziehen  wir  nun  (PG)\  tx  bis  zum  Schnitt  G  mit  x  und 

{GU)%  bis  zum  Schnitte  U  mit  (P0P),  so  ist 

P  Px  P  P" —  7T73  * 

1  o  '  i 

Tragen  wir  weiter  auf  (P(,P)  die  Strecke  UP  von  P  aus 

auf,  so  gelangen  wir  dadurch  zu  dem  Punkte  P"  der  zweiten 

Differentialcurve  von  /;  denn  man  überzeugt  sich  leicht,  dass 

Pt)P"  =  2.PnP-P0U. 

Zieht  man  schliesslich  durch  P'  die  Parallele  zu  (P/,Rl) 

bis  sie  x  im  Punkte  A"  schneidet,  so  kann  man  aus  I?  den 

Punkt  A'  durch  die  öfters  schon  benützte  (  onstruetion,  durch 

welche  R'  mit  Ä'  ebenso  zusammenhängt,  wie  R[  mit  A', ,  leicht 
rinden. 

20.  Im  Vorigen  haben  wir  den  Ausdruck  yyx  —  a'2  zwei- 
mal nacheinander  differentiren  müssen,  um  dann  die  Con- 

struetion  weiter  geometrisch  entwickeln  zu  können.  Wir 

können  aber  in  diesem  Falle  leicht  den  Punkt  R'  aus  R[  auf 

rein  geometrischem  Wege  ableiten. 

Vermöge  der  Gleichung  (2)  besteht  die  Proportion 

y'  y[  =  —y-Sv 

derzufolge  wir  zur  Tangente  /'  in  P'  an  f  auch  auf  dem  nach- 

stehend bezeichneten  Wege  gelangen  können    -  Fig.  12. 

Wir  verschieben  die  Ordinatenlinie  (P((P)  parallel  zu  sich 

selbst;  die  Punktreihe  auf  ihr  soll  sich  dabei  so  bewegen, 

dass  P0  die  .t-Axe,  P,  die  Gerade  /,  und  P[  die  Gerade  t[  be- 
schreibt. 

41  • 
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Unter  steter  Festhaltung  daran,  dass  gemäss  der  Pro- 

portion (4)  für  alle  Lagen  der  veränderlichen  Ordinatenlinie  die 

Beziehungen 

PtP1xP.P=a*,       PtPi:PtP>  =  -P0P,:P„P 

bestehen  bleiben,  wird  der  Punkt  P'  eine  Curve  qf  beschreiben, 

deren  Tangente  in  P'  mit  t  identisch  ist.  • 

Machen  wir  jedesmal  P0ty  =  P'P0,  so  beschreibt  eine 

zu  q[  symmetrische  Curve  q  für  x  als  Axe  und  y  als  Richtung 

der  Symmetrie.  Diese  Curve  q  geht  alsdann  durch  den  Punkt  P 

Fig.  12. 

und  ihre  Tangente  in  P  schneidet  f1  auf  .r,  liefert  also  selbst 

auch  den  fraglichen  Punkt  R1. 

Um  auf  irgend  einer  Ordinatenlinie  nach  der  gegebenen 

Ausführung  aus  den  Lagen  Px,  P*,  P[x  der  Punkte  P,  Pv  P[ 

den  entsprechenden  Punkt  <ißx  zu  erhalten,  kann  man  zunächst 

durch  P[x  die  Parallele  zu  tl  durch  deren  Schnitt  //  mit  x  die 

Parallele  zu  (RXPK)  legen,  welche  alsdann  auf  (P0PX)  den 

Punkt  s4>*  festlegt. 

Nun  beschreibt  bei  der  angeführten  Bewegung  der  Strahl 

(RXP)  einen  Strahlenbüschel  um  /?,,  welcher  zur  Reihe  der 

Punkte  P,  P*,.  .  .  auf  /  perspectiv,  sonach  zur  Reihe  der  Punkte 

J'[,  P[x, ...  auf  t[  und  schliesslich  auch  zur  Reihe  [H]  der 

Punkte  Rv  H.  .  .  auf  x  projectiv  ist.  Desshalb  ist  auch  die 
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letzterwähnte  Reihe  [H]...  projectiv  zu  dem  Schnitte  des 

besagten  Strahlenbüschels  mit  der  unendlich  fernen  Geraden, 

und  es  hüllen  demgemäss  die  Geraden  (Hty*),. .  welche  die 

Punkte  der  Punktreihe  [H]  mit  den  entsprechenden  Punkten 

der  zu  ihr  projectiven,  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  der 

Ebene  erzeugten  Punktreihe  verbinden,  eine  Parabel  p  ein, 

w  elche  x  berührt. 

Da  \H],  also  auch  der  Tangentenbüschel  [(7/^x)]  der 

Parabel  p  zu  dem  Parallelstrahlenbüschel  (P*tyx), .  .  .  projectiv 

ist,  so  ergibt  sich  die  Curve  q  als  das  Erzeugniss  eines  Strahlen- 

büschels erster  Ordnung  mit  einem  Strahlenbüschel  zweiter 

Ordnung.  Weil  ferner  durch  diese  Projectivität  die  unendlich 

ferne  Gerade  sich  selbst  entspricht,  so  ist  diese  ein  Theil  des 

Erzeugnisses  und  der  übrige  Theil  q  ist  ein  Kegelschnitt. 

Für  die  Ordinatenlinie  durch  R  ist  das  Vcrhältniss  y  :yl 

gleich  Null;  somit  fallt  hier  ̂   mit  R  zusammen.  Kür  die  Ordi- 

natenlinie durch  R[  hat  das  erwähnte  Ve/hältniss  einen  end- 

lichen Werth,  wesshalb  hier  s$  mit  R[  zusammenfällt.  Für  die 

Ordinatenlinie  durch  Rx  besitzt  das  Vcrhältniss  den  Werth  oo, 

somit  fällt  da  $  ins  Unendliche.  Für  den  Schnitt  M  der  Tan- 

genten /,  /,  ist  y\y\  —  1 :  also  ist  der  entsprechende  Punkt  s))l 

von  q  der  Schnittpunkt  der  durch  M  gehenden  Ordinatenlinie 

mit  /{. 

Auf  diese  Weise  haben  wir  bereits  fünf  Punkte  von  q  er- 

mittelt; wir  können  somit  die  Tangente  in  P  an  diesen  Kegel- 

schnitt construiren.  Zu  dem  Behufe  bezeichnen  wir  den  unend- 

lich fernen  Punkt  von  y  mit  Y .  und  den  benachbarten  Punkt 

von  P  auf  q  mit  O,  so  ergibt  sich  diese  Tangente  (PO)  aus  dem 

Pascal'schcn  Sechseck  YC.^)JIR[RP(J  einfach  dadurch,  dass 

man  den  Schnittpunkt  S  der  Geraden  /'.  (P„M)  mit  P  verbindet 

(PS)  schneidet  also  x  in  dem  gesuchten  Punkte  R'. 
Schneiden  wir  das  hier  entstehende  vollständige  Viereck 

PPXMS  mit  x,  so  sieht  man,  dass  RR[,  R^R'  zwei  Paare  einer 

Involution  sind,  für  die  Pit  ein  Doppelpunkt  ist.  Wir  haben 

somit  das  Ergebniss: 

Der  Punkt/?'  ist  der  dem  Punkte  A',  zugeordnete 

Punkt  in  der  auf  x  durch  Pt)  als  Doppelpunkt  und 

R[R  als  ein  Punktepaar  bestimmten  Involution. 
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21.  Für  das  hier  behandelte  Problem  liegt  eine  aus  der 

Definitionsgleichung  yyx  —  a2  direct  hervorgehende  Lösung 

auf  der  Hand.  Dieselbe  soll  nun  besprochen  werden. 

Tragen  wir  auf  (P0P)  die  Strecke  a  nach  P0AX  und  A9P0 

auf,  so  bilden  die  Punkte  P,  Px  ein  Paar  einer  Involution  auf 

(P0P),  für  die  P0  der  Centraipunkt  und  AXA2  die  Doppel- 

punkte sind. 

Nehmen  wir  in  der  Ebene  einen  festen  Kegelschnitt  (a) 

und  einen  Strahlenbüschel  vom  Mittelpunkte  U  an,  so  ist  durch 

dieselben  eine  einfache  quadratische  Punkttransformation  fest- 

gelegt, in  der  je  zwei  einander  entsprechende  Punkte  auf  einem 

Strahl  des  Büschels  U  liegen  und  in  Bezug  auf  (a)  conjugirt 

sind.  Der  Punkt  U  und  die  Schnittpunkte  V%  W  seiner  Polare 

in  Bezug  auf  (a)  mit  (a)  selbst  sind  die  Hauptpunkte  dieser 

Transformation. 

Die  durch  unsere  Gleichung  yy}  —  a-  gegebene  Trans- 

formation, welche  fn  in  /  überführt,  ist  eine  Transformation 

dieser  Art,  für  welche  der  Kegelschnitt  in  die  durch  die  Glei- 

chung y2  —  a2  ausgedrückten  Geraden  alt  a2  zerfällt  und  der 

Punkt  U  im  Unendlichen  auf  y  liegt.  Die  Axe  *  ist  die  Polare 

von  r.  auf  welcher  die  unendlich  fernen  Punkte  F,  W  zu- 

sammenfallen. 

In  der  erwähnten  quadratischen  Transformation  entspricht 

jeder  Geraden  ein  Kegelschnitt  durch  U,  V,  W;  in  unserem 

speciellen  Falle  entspricht  somit  jeder  Geraden  tx  eine  Hyperbel 

für  welche  x  eine,  und  die  durch  den  Schnittpunkt  Rx  von  tx 

mit  x  zu  y  parallel  gelegte  Gerade  die  zweite  Asymptote  ist. 

Ist  /,  Tangente  in  Px  an  fx%  so  ist  /  Tangente  in  P  an  die  ent- 

sprechende Hyperbel;  es  gilt  also  thatsächlich  für  den  Schnitt- 

punkt R  von  /  mit  x  die  früher  erwiesene  Beziehung 

RP „  =  P0^v 

Um  A'  zu  erhalten,  legen  wir  durch  zwei  der  Hauptpunkte 

r,  I*.  IT  einen  Kegelschnitt,  der  durch  den  Punkt  Px  geht  und 

für  ihn  A',  zum  Krümmungsmittelpunkte  hat:  also  entweder 

eine  Hyperbel  hv  deren  Asymptoten  parallel  zu  den  Coordi- 

natenaxen  sind  oder  eine  Hyperbel  /;L>,  für  welche  x  eine 

Asymptote  ist. 

fcs. 
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Einem  solchen  Kegelschnitt  entspricht  als  eigentliche 

Cur\  e  wieder  ein  Kegelschnitt,  im  ersten  Falle  eine  Hyperbel  Af, 

deren  Asymptoten  zu  xfy  parallel  sind,  im  zweiten  Fall  eine 

Hyperbel  ft*  für  die  gleichfalls  x  eine  Asymptote  ist  und  die 

mit  //2  concentrisch  liegt.  Die  Krümmungsmittelpunkte  dieser 

Hyperbeln  sind  mit  A'  identisch. 
22.  Aus  dem  Ganzen  ersehen  wir,  dass  die  Construction 

nach  der  Angabe  des  Satzes  in  Artikel  20  wohl  die  inter- 

essanteste ist.  Dieselbe  liefert  auch  am  raschesten  die  hier  auf- 

tretenden metrischen  Relationen. 

Heisst  ̂ 0  der  zweite  Doppelpunkt  der  darin  ausge- 

sprochenen Involution,  so  ist  bekanntlich,  da  die  Doppelpunkte 

jedes  Paar  harmonisch  trennen, 

1  1 

7-  (?) 

oder 

P&   ~   PtR  P,R[ 

_2_  _  _J_     _  1  _ 

/U<„  _  P.R,  +  PW 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

1  1      _  _1  1 

~P0R'       P0R[  ~  P0R  ~P^RX 

1  1  2 

p0R>  -  ~p;r[     P0Rt  ' 

(6) 

(7) 

{<') 

Dies  führt  also  zu  folgendem  Satze  (Fig.  12): 

Macht  man  PÄÄ*  =  R[P0$  so  ist  der  gesuchte 

Punkt  A"  zu  A>x  harmonisch  conjugirt  in  Bezug  auf 

die  Punkte  P0,  R. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  wir  statt  der  nun  ge- 

wonnenen harmonischen  Punktgruppe  auf  x  auch  diejenige 

construiren  könnten,  in  der  die  Ordinatenlinien  der  ersteren  die 

Tangente  /  schneiden,  wodurch  die  Construction  sich  um  eine 

Linie  verkürzt. 

Wir  bemerken  noch,  dass  unsere  Relationen  von  a  unab- 

hängig sind. 
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Setzen  wir  P0R  —  s,  P0 —  5, ,  so  dass  5-4-5,  =  0  ist  und 

behalten  wir  im  Übrigen  die  Bezeichnungen  des  Artikels  3  bei, 

so  ist  OR'  =  ja,  OR[  —  ;a'  und  somit  in  Folge  der  Gleichung  (70 

1  1  2 

-  =  -     -  U") 
iL     m  5, 

Da  nun  aus  der  Gleichung  (1)  des  Artikels  3  folgt 

1  sin2#tf 

[A  ~~   p  sin  a  sin2 ,3 

so  bekommen  wir  hier  die  Relation 

1  1 

p  sin  a  sin2  ß        o,  sin  a,  sin2  ,3,       5,  sin2  w 

Diese  Relation  könnten  wir  auf  mannigfache  Weise  noch 

umgestalten,  was  sich  empfehlen  würde,  wenn  man  nach  ihr 

die  Construction  von  p  thatsächlich  durchführen  wollte.  Durch 

Elimination  von  a  kommt  beispielsweise 

l  l  
'* m 

[jy  sin3  £       f>,j,  sin:!  ,3,         srx  sin2  *f 

Bezeichnen  wir  noch  die  Länge  A7'  der  Tangente  an  f 

mit  /,  die  Länge  A',  Pl  der  Tangente  an  mit  /,,  so  erhalten 
wir  die  Relation 

(9) 
,ojsin(S  p^sin?, 

welche  von  dem  Winkel  w  des  Coordinatensystems  unab- 

hängig ist;  dieselbe  eignet  sich  auch  für  unsere  Construction. 

Man  wird  darnach  auch  die  Normalen  //  in  Pari  /  und  1/, 

in  P,  an  /,  ziehen  und  den  Punkt  P0  auf  dieselben  orthogonal 

projiciren  nach  L,  respective  L, ;  zu  LR  fällt  man  dann  die 

Senkrechte  durch  R  und  bringt  sie  mit  ;/  im  Punkte  Af  zum 

Schnitte;  desgleichen  bringt  man  mit  der  durch  zu  | 

errichteten  Senkrechten  in  .V,  zum  Schnitt:  setzt  man  PM  —  w. 

PiMl  —  n*v  s<>  wird  aus  der  Gleichung  {$)  die  folgende: 
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Pl 

o  1 

(10) 

die  zum  Zwecke  der  Construction  auch  in  der  Form 

(!(/) 

oder 

.VA'  _ 

PA'  
~ 

MtK{ 

P,  K, 

geschrieben  werden  kann. 

23.  Unsere  Ergebnisse  lassen  sich  noch  weiter  mit  dem 

im  Abschnitte  II  Erläuterten  in  Einklang  bringen.  Ist  nämlich  j 

eine  auf  ein  Parallelcoordinatensystem  bezogene  Curve,  so 

werden  wir  aus  ihr  eine  neue  Curve  f  derart  ableiten,  dass  die 

correspondirenden  Punkte  P,  P'  dieser  Curven  gleiche  Abscissen 

besitzen  und  dass  zwischen  den  Ordinate  Y  von  /  und  1] 

von/'  die  Beziehung 

besteht,  wofern  wieder  a  eine  als  Constructionseinheit  ange- 

nommene Constante  bedeutet. 

Wir  nennen  in  diesem  Falle  f  eine  inverse  Differential- 

curve  von  /  in  Bezug  auf  die  *-Axe. 

Nehmen  wir  die  positive  Richtung  der  >'-Axe  für  f  ent- 

gegengesetzt der  von  /  an,  dann  ergibt  sich  folgende  Con- 

struction von  P  aus  P'. 

Durch  P  lege  man  die  Parallele  zu  x  bis  zum  Schnitt  ̂  

mitj  und  ziehe  durch  den  Schnitt  der  Tangente  an  /  in  P  mit 

der  A-Axe  die  Parallele  zu  dem  Kichtstrahl  welcher  die 

Ordinate  von  P  in  P'  trifft;  dabei  hat  S  die  frühere  Bedeutung. 

*  Für  Jen  Krümmungshalbmesser  einer  auf  die  Asymptoten  bezogenen 
m 

Hyperbel  beispielsweise  folgt  daraus  p  =  —  . 2 
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Da  hier  der  Satz  des  Artikels  1 1  sinngemässe  Anwendung 

findet,  so  sieht  man  daraus,  dass  der  Schnittpunkt  der  Tan- 

gente t  in  P'  an  /'  mit  x  der  im  vorigen  Artikel  mit  /?*  bezeich- 

nete Punkt  ist,  so  dass  man  den  zuletzt  abgeleiteten  Satz  auch 

wie  folgt  zum  Ausdrucke  bringen  kann. 

»Ist  A"  der  Punkt  auf  x,  welcher  durch  die  Tangenten  /,  /* 

unserer  Curven  in  zwei  correspondirenden  Punkten  vom  End- 

punkte ihrer  gemeinschaftlichen  Abscisse  harmonisch  getrennt 

wird,  so  erfolgt  die  Construction  des  Krümmungsmittelpunktes K 

von / aus  R'  auf  Grund  des  Satzes  (1)  im  I.  Abschnitte». 

24.  Macht  man  f  reciprok  in  den  Ordinaten  zu  fv  und  f9 

reciprok  in  den  Abscissen  zu /,  so  können  wir  fvf.2  als  zwei 

Curven  reciproker  Coordinaten  bezeichnen. 

Der  Zusammenhang  der  Curven  fvf.,  ergibt  sich  wohl  auch 

dircct 

Die  Probleme,  mit  denen  wir  uns  hier  beschäftigen,  werden 

dem  Artikel  21  analog  gelöst.  Denn,  wenn  für  zwei  correspon- 

dirende  Punkte  dieser  Curven  die  Relationen  xxx%  =  a2. 

yuy.,  —  b-  gelten,  so  sind  diese  Punkte  einander  involutorisch 

entsprechend  in  der  quadratischen  Verwandschaft  doppelt- 

conjungirter  Elemente  in  Bezug  auf  das  Punktequadrupel  mit 

den  Coordinaten  a,  b\  a,  — b;  — a,  b\  — a,  ■ — b\  das  Haupt- 

dreieck der  Transformation  ist  durch  den  Coordinatenursprung 

und  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Coordinatenaxen  fest- 

Aber  auch  die  Benützung  der  hier  auf  Grund  von  Betrach- 

tungen der  Integral  curven  gewonnenen  Resultate  führt  uns 

zum  mindesten  ebenso  bequem  zum  Ziele. 

Ist  —  Ktg  13  —  Ax  ein  Punkt  von  /,,  und  .42  der  cor- 

respondirende  Punkt  von/,,  so  gibt  der  Schnitt  der  Ordinaten- 

linie  von  .4,  mit  der  Abscissenlinie  von  A%  den  Punkt  .4  für  die 

Curve /,  welche  zu  fx  in  den  Ordinaten,  zu  f%  in  den  Abscissen 

reciprok  ist.  Ist  P0  der  Endpunkt  der  Abscisse  xr  (Jt)  der  End- 

punkt der  Ordinate yt  auf  r,  so  wird  man  RxPn  auf  r  nach  P0R 

übertragen,  die  Gerade  /  —  (AR)  m\tv  im  Punkte  S  schneiden 

1  CT.  Sa]  iti.'ii  -  l'ic  Jlcv,  ,Vndtlyti.Hv*ii«  ft«.<»m.  der  Kegelschnitte  (*>.  Aull.), 

gelegt. 
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und  0QS2  äquipollent  zu  SO0  machen;  alsdann  ist  t2  =:  (S2A2) 

die  Tangente  in  A2  an  fr 

Bezeichnen  wir  die  Subtangenten  auf  *  mit  dem  Buch- 

staben s,  aufjv  mit  den  Buchstaben  u,  so  ist 

sl:st  =  xt:x%  (11) 

und 

Die  soeben  ermittelte  Tangentenconstruction  vereinfacht 

sich,  wenn  man  beachtet,  dass  die  vier  Strahlen  A  (P0,  Q0,  Rv  R) 

harmonisch  sind,  demzufolge  ARX  schon  durch  S2  geht. 

r 

Fig.  1H. 

Um  darnach  t2  zu  construiren,  wenn  /,  gegeben 

ist,  verbindet  man  /?,!_(/,*)  mit  .4  und  bringt  diese 

Gerad e  in  S2  m\ty  zum  Sch nitte;  alsdann  ist  /f  =  (S2A2). 

Oder  man  zieht  durch  den  Schnitt  5,  —  {txy)  und  durch 

den  Schnitt  der  Abscissenlinie  von  Ax  mit  der  Ordinatenlinie 

von  A2  eine  Gerade,  bis  sie  x  im  Punkte  R2  trifft;  alsdann  ist 

/.,  Z£  (R,A2). 

Ebenso  lässt  sich  der  Krümmungsmittelpunkt  K.,  von  f%  für 

den  Punkt  A2  leicht  finden,  wenn  der  Krümmungsmittelpunkt 

A't  von  fx  in  Ax  gegeben  ist.  Man  wird  da  zunächst  aus  A',  den 
Punkt  R[  auf  x  nach  dem  schon  öfters  benützten  Vorgänge 

(Satz  I,  Abschnitt  I)  ermitteln.  Ist  ))V  der  zu  R[  in  Bezug  auf 

P0,  Rx  harmonisch  conjugirte  Punkt,  so  hat  man  einem  Satze 

Digitized  by  Google 



6"22  j.  Sobotka, 

oder  der  Formel  (7")  des  vorigen  Artikels  zufolge,  P0R'  äqui- 

pollent  zu  WP0  zu  machen,  um  den  Punkt  R*  zu  erhalten, 

welcher  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  K  von  /in  A  ebenso 

verknüpft  ist,  wie  R[  mit  Kv 

Die  weiteren  Constructionen  vollziehen  sich  nun  auf  der 

v-Axe. 

Es  ist  der  Punkt  K  für  die  Curve  /  gegeben;  man  soll 

den  Schnittpunkt  S  der  Tangente  an  eine  in  Bezug  auf  die 

Basisliniejy  aus / gebildete  DifferentialcurVe  in  dem  dem  Punkte 

A  correspondirenden  Punkte  derselben  ermitteln.  Aus  der 

herangezogenen  Construction  des  Satzes  I  im  Abschnitt  1  geht 

unmittelbar  hervor,  dass,  wenn  man  durch  W  die  Parallele  zu 

y  bis  zum  Schnittpunkte  mit  /  und  von  hier  die  Parallele  zu  x 

zieht,  diese  zuletzt  gezogene  Gerade  die  Axe_y  in  dem  Punkte  S' 

trifft.  Macht  man  dann  Q0SX  äquipollent  zu  SfQQ  und  sucht 

wiederum  den  zu  S*  harmonisch  conjugirten  Punkt  S!2  in  Bezug 

auf  Q0,  S0,  so  besteht  in  Folge  von  (7")  des  vorigen  Artikels 

zwischen  diesem  Punkte  S'2  und  dem  fraglichen  Punkte  A2 
wieder  die  früher  erwähnte  Beziehung  aus  dem  Abschnitt  I. 

Nun  werden  die  Abschnitte  zwischen  /  und  (RlSs)  auf  den 

zu  y  parallelen  Geraden  durch  (£VU  halbirt.  Daraus  folgt,  dass 

man  den  Punkt  Sx  direct  ohne  Benützung  der  Tangente  /  er- 

mitteln kann,  indem  man  durch  ÜH'  die  Parallele  zu  y  legt  und 

durch  den  Schnittpunkt  derselben  mit  (/?,S2)  die  Parallele  zu  .r 

zieht,  welche  auf y  gleichfalls  den  Punkt  S*  festlegt. 

Fassen  wir  Alles  zusammen,  so  resultirt  beiläufig  nach- 

stehende Construction  —  Fig.  l.'i. 

U m  A',  zu  linden,  wird  man  d e n  P unkt  R[  a u s  A', 

ableiten  und  den  Schnittpunkt  S'  von  (/?(i4,)  mit>' 

festlegen.  Hierauf  trägt  m an  SXB  —  3[5,  aufj  auf  und 

verbindet  Ii  mit  Av  Durch  den  Schnittpunkt  W  dieser 

Verbindungsgeraden  mit  \  zieht  man  die  Parallele 

zuy  bis  zur  Geraden  (R^),  von  hier  die  Parallele  zu  x. 

Zu  dem  Schnittpunkt  dieser  Parallelen  mit  f.,  sucht 

man  den  harmonischen  Punkt  U  in  Bezug  auf  At,  St. 

Die  Senkrechten  zu  *,  respective  y  durch  r  treffen 

die  Normale  u2  von/,  in  A2  in  zwei  Punkten,  deren 

Kntfernung  gleich  der  Strecke  AtK2  ist. 

Digitized  by  Google 



Geometrie  der  Integralcurven.  623 

Aus  dieser  Construction  ergibt  sich  sofort  eine  analoge 

zweite,  wenn  wir  umgekehrt  unsere  Curven  zuerst  auf  die 

y-Axe  beziehen  und  dann  auf  die  #-Axe  übergehen. 

Eine  metrische  Relation  zwischen  den  correspondirenden 

Krümmungsgeraden  p,,  p2  für  die  Curven  fvf2  ergibt  sich  auch 

sehr  leicht,  etwa  aus  der  Formel  (8)  des  Artikels  22.  Nach  der- 

selben herrscht  zwischen  dem  Radius  p  von  /  und  p,  die  Be- 
ziehung 

1  _  1  2 

p  sin  a  sin2, 3   ~~  p,  sin  at  sin2ß,       5,  sin2«' 

Darnach  besteht  zwischen  p  und  ps  analog  die  Beziehung 

1  _  1  2  

p  sin  a  sin*p   —  p2  sin2     sin  ß,       «s  sin2w  ' 

Da  nun 

yt  :  Sj  =  sina  :  sillß, 

so  folgt  aus  diesen  Gleichungen 

2       f       v  \ 

 h      ~      -  i  _  <*A 

p,  sin  a,  sin2ß,        p2  sin2  Og  sin  ß,       sin2  tv  \       n2  j 

oder  mit  Rücksicht  auf  (12) 

 ■  /*    ■  „    =  —  +  \*--\\  (13) 
pÄ  sin-  x_,  sin  ,1,        p,  sin     sin-,i,  sin2  #y  ̂   »,  y 

oder,  da  auch 

7/2 :  xx  —  sina :  sin ,r5, 
die  Gleichung 

 'h    5  -  +  _Ji_  , _  *. ). 

p2  sin2^  sinß2        pt  smoj  $m*pt       sin2«'  ,  s, 
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Uber  algebraische  und  numerische 

Berechnung  der  Mikroskopobjective  geringer 

Apertur 

Es  soll  im  Folgenden  der  Versuch  gemacht  werden,  die 

Mikroskopobjective  einfachster  Form  und  entsprechend  geringer 

numerischer  Apertur  in  den  Kreis  mathematischer  Betrachtung 

zu  ziehen.  Diese  Systeme  bestehen  aus  zwei  mit  einander  ver- 

kitteten Linsen  und  sind  bis  zu  Brennweiten  von  25  mm  in 

Gebrauch;  die  Apertur  lässt  sich  bis  auf  ungefähr  012  steigern. 

Die  Kleinheit  dieses  Grundfactors  mikroskopischer  Abbildung 

macht  es  nun  möglich,  die  mathematischen  Betrachtungen,  wie 

sie  seit  langer  Zeit  für  die  Theorie  der  zweitheiligen  Fernrohr- 

objective  benutzt  werden,  bei  der  Discussion  jenes  einfachsten 

Typus  eines  für  einen  endlichen  Objectabstand  corrigirten 

Linsensystems  in  Anwendung  zu  bringen,  da  auch  hier  das 

erste  Glied  der  chromatischen  und  sphärischen  Abweichung 

die  Glieder  höherer  Ordnung  derartig  übertrifft,  dass  man  für 

eine,  übrigens  schon  ziemlich  grosse  Annäherung  diese  Glieder 

gegenüber  dem  ersten  vernachlässigen  kann.  Letztere  Annahme 

ist  allerdings  nur  bei  diesem  einfachsten  Typus  erlaubt;  geht 

man  zu  den  aus  vier  Linsen,  von  denen  je  zwei  verkittet  sind, 

bestehenden  Objectiven  über,  deren  Apertur  sich  bis  ungefähr 

0-30  erstreckt,  so  reicht  wahrscheinlich  nicht  einmal  die  Ver- 

bindung des  ersten  mit  dem  zweiten  Gliede  der  Aberrationen 

von 

Dr.  H.  Harting  in  Jena. 

•  Mit  lOTextRgurcn.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  31.  März  1898.1 

Digitized  by  Google 



Mikroskopobjective  geringer  Apertur.  625 

zu  einer  angenäherten  Darstellung  aus.  Umsomehr  ist  bei  den 

stärkeren  Mikroskopobjectiven  eine  mathematische  Behandlung 

illusorisch,  und  selbst,  falls  sich  algebraische  Formeln  für  die 

Radien  der  Systeme  angeben  Messen,  würde  es  sich  wohl 

empfehlen,  der  rein  rechnerischen  Behandlung  mittelst  trigono- 

metrischer Durchrechnung  den  Vorzug  zu  geben,  die  in  diesen 

Fällen  sicherlich  schneller  zum  Ziele  führt. 

Die  folgenden  Ableitungen  gelten  also  unter  der  Voraus- 

setzung, dass  die  Aberrationen  durch  ihre  ersten  Glieder  dar- 

gestellt werden,  entsprechend  der  algebraischen  Behandlung 

der  Fernrohrobjective.  Das  Mikroskopobjectiv  soll  aus  drei 

brechenden  Flächen  bestehen,  deren  Abstand  von  einander  in 

erster  Annäherung  als  klein  gegenüber  den  Dimensionen  ver- 

nachlässigt werden  soll;  es  lässt  sich  jedoch  leicht  zeigen,  in 

welcher  Weise  die  Einführung  der  Dicken  in  die  algebraische 

Rechnung  zu  bewerkstelligen  ist.  Der  Allgemeinheit  wegen 

nehme  ich  das  vor  der  ersten  Fläche  befindliche  Medium,  in 

dem  sich  das  Object  befindet,  als  von  Luft  verschieden  an,  wie 

z.  B.  bei  einer  Wasserimmersion. 

Die  Bedingungen,  denen  das  System  zu  genügen  hat,  sind 

folgende: 

1.  Einhaltung  einer  gewissen  Brennweite  oder  eines 

gegebenen  Arbeitsabstandes  bei  vorgeschriebener  Ent- 

fernung des  Bildpunktes  von  der  Linse. 

2.  Achromasie  für  zwei  Stellen  des  Spectrums. 

3.  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  für  eine 

Farbe. 

4.  Die  Erfüllung  der  Sinusbedingung,  identisch  mit 

der  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  in  zur  Axe  schwach 

geneigten  Büscheln. 

Um  diese  vier  Bedingungen  zu  gleicher  Zeit  zu  erfüllen, 

ist  man  gezwungen,  da  nur  drei  Radien  zur  Verfügung  stehen 

und  eine  Variation  der  Dicken  hier  ohne  Belang  ist,  die  Glas- 

sorten so  auszuwählen,  dass,  wenn  auch  nur  annähernd,  der 

vierten  Bedingung  genügt  wird. 

Es  sollen  im  Folgenden  nachstehende  Bezeichnungen 

gebraucht  werden:  sk  sei  der  Abstand  des  Schnittpunktes  des 

an  der^'  — lten  Fläche  gebrochenen  Strahles  mit  der  Axe  vom 
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Scheitel  der  £ten  Fläche,  entsprechend  sk  die  Schnittweite  des 

an  der  £ten  Fläche  gebrochenen  Strahles,  9«  und  at'  die  Reci- 

proken  dieser  Grössen.  rk  sei  der  Radius  derben  Fläche,  p*  sein 

reciproker  Werth,  nk  der  Brechungsexponent  des  Mediums 

zwischen  der  £ten  und  A'H-lten  Fläche  gegen  Luft.  Die  Längen 

sollen  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Lichtes  als  positiv  ge- 

zählt werden,  mithin  convexe  Flächen  einen  positiven,  concave 

einen  negativen  Radius  erhalten. 

Die  von  Abbe  eingeführten  optischen  Invarianten 

sind  folgendermassen  definirt: 

Qk  —  ff*_j(pft— 9k)  =  **(p*— i'k). 

Wir  erhalten  dann  für  die  ersten  Glieder  der  Aberrationen 

gemäss  der  Abbe'schen  Herleitungsweise  für  ein  System  von 

m  brechenden  Flächen  folgende  Ausdrücke  unter  Hinweg- 

lassung  eines  constanten  Factors: 

P  „^V*"'  l  ht  Yn  f  <**h       dnk-\  \ 

wo 

flL  —  Sk  5*->  SJ  _  q»->  q»T2  2jl 

hx  ~~  s'k..x    st-?       s'x  ~~  <jt_i  os ist. 

V  ist  das  erste  Glied  der  chromatischen  Aberration,  ent- 

sprechend 52  der  sphärischen  und  S,  der  Bedingung  für  Kin- 

haltung  des  Sinus\  erhältnisses.  Die  Summation  erstreckt  sich 

auf  die  m  Flächen  des  Systems,  also  in  unserem  Falle  auf  3. 

Die  Grössen  du  sind  die  Dispersionen,  mithin  für  ein  visuell 

corrigirtes  System  die  Differenzen  Hp— «c-  Das  Medium  hinter 

der  ftton  Fläche  sei  Luft. 
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§•  2. 
In  erster  Annäherung  soll  nun  ein  System  unendlich 

dünner  Linsen  untersucht  werden.  Werden  die  Dicken  iik  des 

Mediums  nk  Null,  so  wird,  da  5*  =  s'k-i — dt  ist, 
*!  =  . 

*. 

Ich  setze 

/  =  2l  _  3l 

/•  =  i  _  !s 

58 "  
»i 

mithin: 

Als  Variable  sollen  nicht  wie  gewöhnlich  die  Radien, 

sondern  die  optischen  Invarianten  selbst  eingeführt  werden. 

Dann  wird 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  enthält  die  Beziehung 

zwischen  dem  Reciproken  des  Arbeitsabstandes  3,  und  der 

Entfernung  des  Bildpunktes  tJ,  die  direct  gegeben  sind  oder 

aus  der  Brennweite  sich  ermitteln  lassen. 

Sitzb.  J.  mathcm.-naturw.  <"!.;  CV1I.  HJ.,  Abth.  H.a.  42 

s 
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Ferner  wird: 

0.— 

;/!»2    v  3       «j     ~3  ;/j 

«„«,  V  3       «„    XJ  -  n0y 

Dies  eingesetzt  ergibt  5,  und  52  als  Functionen  von 

Qv  Qv  Qv  Die  Bedingung  dafür,  dass  das  System  ein  achro- 
matisches wird,  ist: 

r  =  Q,  (*L  -      +        _  *b)  +q.,  (-  Ä)  =  o. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Abstände  des 

<  >bject-  und  des  Bildpunktes  von  den  Linsen  gegeben  seien. 

Dann  haben  wir,  wenn  wir  zur  Abkürzung  setzen: 

»l 

»0 

<///., 

t/;/j 

"i 

»i 

Ja* n.> 

1» 

1  1 

"l  »0 

l  =  a;,  -=i, 

■  V         1  —  —  / 

die  beiden  Gleichungen 

o,  a,  4- o,a2 -+-().  a;  0 

Hinaus  folftt,  wenn  'Jt~~'5;'  =  2  gesetzt  wird: 

~3  A'^Lj— A:,L2 

\L,  ;\ 2/.,— A,L3 
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Tragen  wir  diese  Werthe  in  fx  und  f.,  ein  und  setzen. 

Xt   h  _  X,L~X2L, 

X2LX — XXL2  '    1  "  X2LX-XXL2 

J  >  —  —2 V  r     »     2         \-  r        v  r 

so  wird: 

/.=i.(«i-Ä)+A(i.-j -;)a. 

Wir  führen  ein: 

*,  =  £,  K;  4-  LÄ ̂   -  ̂   ) .  *i  =     ( L3  +  LA  -  £l) 

*,  =  1^  *,  =  -  Lt 

und  es  wird  die  Bedingung  für  die  Erfüllung  des  Sinusverhält- 

nisses: 

oder 

wo : 

St  =  0  =  («i,  +    ft)  </<i  +  *i  ft>  +  (V/., + *2  ft)  (//,  -4-  k2  Qt) 

.4  —  bxkx  +M3  +  ̂ S*3 

#  =  bxhx-hl\Ji.>-+-Ii_i  +  «tfc,  +as£a 

C=  uxUx  +  a.,h2. 

Diese  Gleichung  gibt  den  Werth  für  0.,  im  Falle  der 

Erfüllung  der  Sinusbedingung. 

Entsprechend  wird  die  Aufhebung  der  sphärischen  Ab- 

weichung dargestellt  durch  die  Gleichung: 

42* 
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oder 

wo 

33  =    // ,  -+-    /.',  -\-h3-h'2al  bl  kx  -4-  2  a^*., 

6  =  a^'1-r-(7^',  +  2^1*1//1  +  2ö2V2 

$  =  iz'f//,H-tiJ//2. 

Mittelst  der  Substitution: 

3« 

gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

^_j_v(  h  j-  —  —  0, 

deren  Auflösung  uns  einen  Werth  von  Qs  ergibt,  aus  dem  die 

übrigen  Invarianten  sich  berechnen  lassen,  die  zusammen  ein 

System  ergeben,  das  frei  von  sphärischer  Aberration  ist. 

Mit  dem  aus  der  Gleichung  für  6',  oder  ̂   errechneten  0A 
bildet  man  nun  die  Ausdrücke: 

fs  =  *8+*sÖa 

S,  =  5,  =  Sßf/4 

und  findet  entweder  S,  oder  S8  annullirt. 

Aus  den  Invarianten  ergeben  sich  die  reeiproken  Radien 

nach  folgenden  Gleichungen: 
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Durch  Summation  der  drei  Gleichungen  für  die  Factoren / 

erhält  man: 

"o 

=  Äj+Aj  +  As  +  ft^+^  +  Jj). 

Da  ij—       ein  gegebener  Werth  ist,  muss  sein: 

+     +  =0. 

Diese  Gleichungen  dienen  zur  Controlle  bei  der  nume- 

rischen Rechnung.  Eine  wesentliche  Vereinfachung  erhalten 

wir,  wenn  wir  u0  —  1  setzen,  also  die  Rechnung  für  ein 

Trockensystem  durchführen. 

Dann  wird. 

Ari  +  A;  +  As  =  0 

L,  -+-  U,  +  L3  =  0 

folglich: 

fr,  —  b,  —  4- 1 . 

Die  Coefficienten  der  cubischen  Gleichung  für  S.,  werden: 

*  =  0 

53  =  -i'—  3,  -4-  2  c/ ,  £,  -+-  2  k., 

iS  ~  ii  \  kl  -+-  a l  k.2    2  a ,  // ,  -f-  2 1/.,//2 

und  entsprechend  die  der  quadratischen  Gleichung  für  St: 

Im  Falle  eines  Trockensystems  bekommt  man  also  für  0, 

zwei  Werthe,  welche  die  sphärische  Aberration  aufheben,  und 
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einen  Werth,  der  die  Sinusbedingung  erfüllt.  Die  Berechnung 

der  Invarianten  und  Radien  geschieht  in  der  vorher  ange- 

gebenen Art  und  Weise. 

Für  die  reciproke  Brennweite  ?  eines  Trockensystems 

linden  wir: 

Die  abgeleiteten  Formeln  ermöglichen  eine  schnelle  Be- 

rechnung der  Radien  aus  den  Brechungsquotienten  der  ge- 

gebenen Glassorten  und  Abständen  des  Object-  und  Bildpunktes 

von  dem  System.  Da  man  bei  beliebig  gewählten  Gläsern  von 

vorneherein  nicht  darauf  rechnen  kann,  6",  und  S.>  gleichzeitig 
annullirt  zu  erhalten,  ist  man  gezwungen,  um  diesem  Optimum 

möglichst  nahe  zu  kommen,  die  Glassorten  zu  variiren.  Man 

wird  z.  B.  bei  einem  Trockensystem  die  quadratische  Gleichung 

für  Q9  auflösen  und  so  ein  Wcrthepaar  erhalten,  das  Sä  zu  Null 

macht,  und  dann  nach  S,  mittelst  Veränderung  des  einen 

Glases  interpoliren.  Schliesslich  gelangt  man  zu  einer  Com- 

bination,  bei  der  vS'3  streng,  6\  ungefähr  Null  wird. 
Während  nun  bei  dem  zweitheiligen  Fernrohrobjectiv 

für  die  gewöhnlichen  Öffnungsverhältnisse,  die  bei  mittleren 

Brennweiten  l/1Q  in  der  Regel  nicht  übersteigen,  eine  erste 

Annäherung,  bei  der  die  Dicken  vernachlässigt  sind,  dem 

besten  Correctionszustande  des  Systems  schon  sehr  nahe 

kommt,  zeigen  sich  selbst  bei  den  hier  behandelten  einfachen 

Mikroskopobjectiven  in  Folge  der  Einführung  der  Flächen- 

abstände ziemlich  starke  Abweichungen  von  den  geforderten 

Bedingungen.  Da  man  in  der  technischen  Ausführung  der 

Linsen  nicht  unter  ein  gewisses  Mass  der  Dicke,  etwa  1  mm 

für  die  Zerstreuungslinse  des  verkitteten  Systems  und  1")  mm 
für  die  Sammellinse,  heruntergehen  kann  und  man  anderseits 

bei  Brennweiten  von  30;;/m  schon  auf  Kittradien  von  ungefähr 

8 — 7  mm  geführt  wird,  lässt  selbst  die  Einführung  der  ersten 

Potenzen  des  Quotienten:  Dicke  durch  Schnittweite,  noch  einige 

Abweichungen  zurück.  Diese  lassen  sich  jedoch  leicht  mittelst 

trigonometrischer  Durchrechnung  aufheben,  die  sich,  wie  sich 

(&-&) 

§.  3. 
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später  zeigen  wird,  zwecks  besserer  Verkeilung  der  Aberra- 

tionsreste meistens  nicht  vermeiden  lässt. 

Es  sollen  nun  die  Veränderungen  der  Grössen  i3',  F,  S, 

und  S8  berechnet  werden,  die  durch  Einführung  der  Dicken  J, 

und  J2  unter  Beibehaltung  der  berechneten  Q  entstehen.  Soweit 

die  in  erster  Näherung  ermittelten  Variabein  vorkommen,  sollen 

sie  überstrichen  werden.  In  Folge  der  Gleichungen: 

s,  =  s[-Jx 

h=5i—d% 
wird: 

~J:\  —  ̂   +  ̂2^*. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Relationen  erhält  man, 

wenn  man  unter  Vernachlässigung  höherer  Glieder  für  den 

Factor  von  Jv  und  Ji  a},  beziehungsweise  i\  setzt: 

Q9  =  ft— MA>J 

;/--;/- 

//,;/;      1  - 
I     //'"  1  j/" 

//  A 

7/-  =  I  — ^     ̂   =  (1  — t/^s)(I— t/2-J3). 

Bilden  wir  mit  diesen  VVerthen  die  ersten  Glieder  der 

Aberrationen  und  die  Bildweite,  so  wird: 

1.;  =  Ij'  +  MjJpJ  +  lU/,^ 
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S2  =  (?Jx  +  (0,-,i 

Für  den  praktischen  Gebrauch  dürfte  die  directe  Berech- 

nung mittelst  einer  Durchrechnung  des  paraxialen  Strahles 

bei  den  ermittelten  Radien  und  angenommenen  Dicken  ebenso 

schnell  zum  Ziele  führen,  wie  die  Anwendung  der  obigen 

Formeln. 

Aus  den  berechneten  Abweichungen  — V — 1\  S., — S* 

lassen  sich  nun  Correctionen  der  drei  Invarianten  Ql%  Q2,  Q3 

berechnen,  welche  drei  neue  0  ergeben,  so  dass  die  Aberra- 

tionen aufgehoben  werden  und  der  Bildabstand  dem  ursprüng- 

lich gegebenen  gleich  wird.  Wir  wollen  hierbei  5,  ausser  Acht 

lassen,  da  die  Erfüllung  der  Sinusbedingung  in  erster  Annähe- 

rung ausreicht, 

Beschränken  wir  uns  auf  die  ersten  Potenzen  der  Differen- 

tiale  der  Grössen  O,  so  wird: 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  die  drei  Unbe 

kannten  AOp AO.„  A03  berechnen,  die  zu  QvQsrQ9  addirt,  die 

definitiven  Werthe  ergeben.  Wir  haben  zunächst  die  partiellen 

Differentialquotienten  der  links  stehenden  Grössen  nach  den 

drei  Variabein  zu  bilden. 

Aus  der  Gleichung: 
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folgt: 

und  da: 

1  1        <LlL—  J  L  i?i  —  L  _  1 

öft  ~  »0      Ml  '     8ft  "  >#0  '  "  Ii,  '  8gf  -         '  n2 

bis  auf  Glieder  höherer  Ordnung  ist, 

Es  sind  hier  noch  die  Factoren  der  d  differenzirt  worden, 

um  den  Anschluss  des  zu  errechnenden  an  den  gegebenen 

Bildabstand  möglichst  genau  herbeizuführen,  obgleich  es  für 

die  Mikroskopobjective  geringer  Apertur  nicht  so  sehr  von 

Belang  ist,  ob  ihre  Tubuslänge  um  eine  Anzahl  Millimeter 

geändert  wird. 

Die  Differentiation  der  Gleichung  für  die  chromatische 

Aberration: 

ergibt: 

•v,  -  2  k  a  .v» + (<*. >  &  a;i  •:  „ 

N9{\-2d^2dt03X.J  ̂   -  A) 
&r 
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In  den  meisten  Fällen  wird  man  übrigens  hier  die  mit  dx 

und  d%  multiplicirten  Glieder,  welche  die  relativ  kleinen  Grössen 

i  und  Q  enthalten,  vernachlässigen  können. 

Die  Gleichung  für  die  sphärische  Aberration  wird,  wenn 

man  von  dem  Arbeitsabstand  l/'J,  ausgeht: 

M!,t -l)^M!r,--k)-Qi(i-i)
- 

Dies  partiell  nach  den  drei  Invarianten  differenzirt,  gibt: 

T7j  =  (i-^)(3-?-^-<-^)
- 

-<s(^-i)+«^(i-i) 

_4(rft+rff)(i  _i;,>;+4(J  -l)a,«j 

T|-  =  fe-i)l[
2f-2^(^-i)

-^  ' 

•)1<,-4*a) 

+  8^ö!(„,t—  l) -4^(^-1)1 

f.-ti-vi^-ft^-:,)- 

Eine  bedeutende  Vereinfachung  tritt  ein,  wenn  man  sich 

auf  die  Glieder  beschränkt,  die  von  dx  und  ä2  unabhängig  sind. 

Dann  wird: 
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Zur  Verwerthung  dieser  Ausdrücke  hat  man  entweder  mit 

den  aus  der  Rechnung  für  unendlich  dünne  Linsen  gefundenen 

Radien  und  den  angenommenen  Dicken  die  neuen  Invarianten 

und  reciproken  Schnittweiten  zu  berechnen  oder  den  Unter- 

schied zwischen  diesen  und  den  zuerst  gefundenen  aus  den  im 

Anfang  dieses  Paragraphen  abgeleiteten  Formeln  zu  ermitteln. 

Die  neuen  Werthe  trägt  man  in  die  Ausdrücke  für  die  partiellen 

Differentialquotienten  ein;  S2  und  V  sind  Null,  i3'  dem  Reci- 

proken des  gegebenen  Bildabstandes  gleich  zu  setzen,  S2,  P,  a.[ 

sind  ähnlich  wie  die  Invarianten  zu  ermitteln. 

§•  4. 

Die  bisher  abgeleiteten  Formeln  sollen  nun  auf  zwei  Bei- 

spiele Anwendung  finden.  Zuerst  soll  ein  System  mit  Wasser- 

immersion ermittelt  werden,  wie  es  praktisch  für  biologische 

und  zoologische  Untersuchungen  zu  verwerthen  ist,  die  sich  auf 

grössere  Infusorien  u.  s.  w.  beziehen,  und  bei  denen  Vergrösse- 

rungen  von  etwa  60  bis  70  ausreichend  sind. 

Das  vor  der  ersten  brechenden  Fläche  befindliche  Medium 

soll  also  Wasser  sein,  für  welches  ich  folgende  Breclmngs- 

exponenten  nach  Fraunhofer  annehme: 

»£=1-33171 

nr0>  =  1*33358       dnQ  =  -+- 0-00609 
;//•"=  133782 

Diese  Zahlen  gelten  für  eine  mittlere  Temperatur  von 

ungefähr  18°  Celsius.  Sämmtliche  numerische  Rechnungen 

beziehen  sich  auf  die  Z)-Linie. 

Als  erstes  Medium  ist  für  dieses  System  ein  Borosilicat- 

Crown  vom  Typus  O.  802  der  Jenaer  Gläser  angenommen,  das 
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sich  durch  seinen  niedrigen  Brechungsexponenten  auszeichnet. 

Die  genauen  Werth e  sind: 

O.  201 1       «f  =  149462 

n^—  1*49692       dut  =  -I-0-00763 

«f  =  1-50225 

Als  zweites  Medium  ist  nun  ein  Glas  so  auszuwählen, 

dass  die  Abweichung  von  der  Sinusbedingung  möglichst  klein 

wird.  Ich  wählte  ein  leichtes  Silicat-Flint  vom  Typus  O.  184  mit 

den  Brechungsexponenten: 

O.  170(3       «f  =  1-58607 

it1/  =  1-59025       du*  =  4-0-01459 —  1-60006 

Für  einen  Bildabstand  von  180  mm  und  einen  Arbeits- 

abstand von  40  mm  ergab  sich  als  Gleichung  für  die  Auf- 

hebung der  sphärischen  Abweichung  erster  Ordnung: 

4-2-608(>J-f-0-9074O;-;4-0  1 0230,+ 0-0037  73  =  0 

bezüglich: 

*3—  0-001 120*4-0- 0000 170  =  0. 

Diese  Gleichung  hat  nur  eine  reelle  Wurzel: 

.v  =  —0-0394, 

woraus  folgt: 

jja  —  —0-  1554 

O,  =  —0*3268 

O,  =  —0-1746 

SJ  —  —  0-00251,       Ss  =  0 

Als  zweiten  Versuch  nahm  ich  für  die  zweite  Linse  einen 

Baryt-Leichtflint  vom  Typus  0.522  mit  den  Exponenten: 

O.  522       r/f  =  1-55202 

td*  =  1*55337       Ju3  .4-0-01154 

••£  =  1-56350 
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Hier  ergab  sich  folgende  Gleichung  für  £>3: 

+2-576#+0-8786Ö{+0'10325,+0-003857  =  o 
und 

*»+0  0001298*— 0-00120J  =  0. 

Die  eine  reelle  Wurzel  ist: 

(J,  -  -0  0730 

0,  =  —0-2642 

Qt  =  +0- 1360 

5,  =  +0*000956      S2  —  0 

Derjenige  Werth  von  nt  und  </w2,  der  S,  —  0  macht,  liegt 

also  in  den  durch  diese  beiden  Glassorten  ermittelten  Grenzen. 

Als  passendes  Glas  wäre  etwa  ein  Leichtflint  mit  etwa  1*57 

Brechungsexponent  und  einer  Dispersion  von  etwa  +  00130 

zu  wählen.  Da  jedoch  gerade  an  dieser  Stelle  eine  Lücke  in 

der  Reihenfolge  der  Gläser  vorhanden  ist,  die  sich  von  0  0127 

bis  0-0133  in  der  Dispersion  erstreckt,  habe  ich  für  die  zweite 

Linse  ein  Baryt-Leichtflint  vom  Typus  O.  578  genommen  mit 

den  Brechungsexponenten: 

O.  1898       »f  =  1  58036 

—  1  •  58404       ein.,  =  +0  01 264 

»lf  =  159300 

Um  die  starke  Krümmung  des  Kittradius  zu  vermeiden, 

habe  ich  die  Rechnung  für  den  Arbeitsabstand  50  >;;/;/  durch- 

geführt und  gefunden: 

Ny  =  +0-000530 
log  Lx  — 

8*9129,, 

A;  ~  +0-002882 log  L,  = 

8-5651,, 

Ns  =  —0-  007978 log  = 
9  •  :>cm 

lugti,  =  9  5319 log  bx  = 

0-5510 

log^,  -  S-79Ü4,, log  bt  = 

0*3251 

//,  —  +0-02024  l\  —  +0-  1«»44 

/ia  =  —  0  •  00 1 7 4  k.,  +0-  0383 

//,  ==  +0  00205       k3  =  —0-2327 

+  2  •  397 Ql  +  0  •  7  1  ( >7  O;  +  0  ■  072 1  ?>  n.A  +  0  •  0<  »2338  —  0 

x* + 0  •  00078  7  x  —  0  •  0000684  =  0 
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03  =  —  0-  0(5428 
=  —0-1985 

ö,  =  +0-U17 

s,  =+o-  0006 1     s8  =  o     r  =  0 

f>i  ~  +  0  •  0(338 1        r,  =  4- 1 5  ■  69 

P|  =  —0*1434         r,  =  —  6-971 

ps  =  — 0-05872       r3  =  — 17-01 

Mit  den  so  ermittelten  Radien  wurden  nun  einige  Strahlen 

fünfstellig  trigonometrisch,  bezüglich  nach  der  Formel  für  axen- 

nahe  Strahlen  durchgerechnet,  und  zwar  die  drei  Axenstrahlen 

für  C  II  I\  dann  drei  Strahlen  für  Z>,  die  unter  2°,  4°,  6°  gegen 

die  Axe  geneigt  vom  Objectpunkt  ausgehen.  Zugleich  wurde 

das  Convergenzverhältniss  —  Sinus  des  Neigungswinkels  vor 

der  ersten  Brechung  durch  Sinus  des  Neigungswinkels  gegen 

die  Axe  nach  der  letzten  Brechung  —  gebildet.  In  der  folgenden 

Zusammenstellung  sind  die  Schnittweiten  auf  der  Axe  und  die 

Logarithmen  der  Sinusverhältnisse  angegeben. 

Schnitt- 
Sinus- 

Strahl weite verhältniss 

C-Axe 

179-71 

0-5556 

F-Axe 
179  68 

0 • 5555 

/)-Axe 

1 79 • 46 

0 ' 5550 

D  2
° 

179  57 
0  5548 

n  r 184  75 

0 -  5653 

223  36 

0-6434 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  das  System  nur  für  Strahlen  von 

etwa  8*  Neigung  genügend  sphärisch  auscorrigirt  wäre:  die 

kleine  Zone  im  Verlauf  des  Converger.zverhältr.isses  rührt  von 

vi.m  Feh!erres?  in  5.  her.  Für  den  we::eren  Verlauf  der  Rech- 

-  -f-  15.       J4  =  +1-0 

d  erh..':c  :r.-:  de>e~.  Werken  ur.d  den  ober,  gefundenen •  *  •  %  •  * 
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In  guter  Übereinstimmung  mit  der  directen  Rechnung 

ergab  die  Benützung  der  Näherungsformeln: 

5]  =  +  0-006359,      F  =  +0  0000228 

52  =  +0*00000323 

log  Ö,  =  9  •  0480        log  Q.,  —  9  •  2983„        log  §,  =  8  81 37« . 

Hieraus  folgen  nachstehende  Werthe  für  die  Logarithmen 

der  partiellen  DifTerentialquotienten: 

IOC  -jg-  =  7-3904    log^-  =  7-4482    log  ̂   =  7-6292« 
cV  cV  cV 

log  —  -  6  •  663 1    log         =  7  •  4680    log  r  -  -  =  7  ■  9309 ;/ 
CL\  CL',>  C'A 

log-^-  =  88818    log -?3_  =  g-5490   log         =  9-5666» 
c'Ji  c(J>  CQ* 

Die  Bestimmungsgleichungen  für  die  drei  Correctionen 

werden: 

7  •  3904  AOt  +  7  •  4482  AO,  +  7  •  6292«  A£),  =  4  ■  5092,, 

6  •  603 1  AO,  +  7  •  4680  AO,  +  7  •  9309„Aöa  =  5  ■  3579* 

8-8818AOl  +  8-5490AO,  +  9-5666,,AOi  =  69047,, 

deren  Auflösung  ergibt: 

±Ox  —  +0-00354 

AO,  =  +0-00018 

AO:{  -  +0-002925 

Hieraus  leite  ich  die  definitiven  Invarianten  und  Radien  ab: 

Qx  —  +0-11522 

Q%  =  —0- 19855 

O,  —  —  0-062194 

—  +0-06640  r,  =  +15-060 

p2  =  —0- 14305  r2  —  —  6-991 

4o3  =  —  0  ■  05666       r3  =  —  1  7  •  65 
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Die  Bestimmung  der  übrigbleibenden  Fehler  ergibt: 

s2  =  -4-o-oooooio,     r  —  -4-o-oooooG. 

Mit  diesen  neuen  Radien  sind  nun  dieselben  Strahlen 

durch  das  System  gerechnet  worden,  wie  für  die  unendlich 

dünne  Linse;  ganz  entsprechend  werden  die  Schnittweiten  auf 

der  Axe  und  die  Logarithmen  des  Convergenzverhältnisses: 

♦ 

• 

log 

Schnitt- 

Sinus- 
Strahl weite 

verhältniss 

C-Axe 

180-84 

0-5439 

F-Axe 

180-84 

0-5438 

D-Axe 

180-63. 

0-5434 

D  2
° 

180-84 

0-5434 

D  4
° 

186-26 

0 • 5545 

D  6
° 

240-27 

0-0590 

C4°
 

186-12 

0 • 5542 

F4°
 

188-33 

0-5594 

Wollte  man  dies  System  ohne  jede  weitere  trigonometrische 

Ausgleichung  in  Gebrauch  nehmen,  so  müsstc  man  sich  auf 

eine  Apertur  von  etwa  Vi«  beschränken.  Wesentlich  weiter 

kommt  man  jedoch,  wenn  man  die  Fehlerreste  gegen  einander 

ausgleicht;  nach  meinen  Angaben  ist  in  der  optischen  Werk- 

stätte von  Carl  Z  e  i  s  s  ein  derartiges  Objectiv1  ausgeführt  worden, 

das  bei  einer  Apertur  von  0- 1 1  einen  fast  apochromatischen 

Correctionszustand  besitzt  und  entsprechend  sehr  gute  Resul- 

tate, selbst  ohne  eine  den  Gang  der  schiefen  Büschel  in  Bezug  auf 

Wölbung  und  Astigmatismus  regulirenden  Vorderblende,  ergibt. 

In  der  Regel  dürfte  eine  Veränderung  des  algebraisch  errechneten 

Kittradius  schon  eine  wesentliche  Verbesserung  herbeiführen. 

J)ie  Zusammenstellung  der  Schnittweiten  zeigt,  dass  die 

chromatische  Differenz  der  sphärischen  Aberration,  ebenso 

wie  die  chromatische  Vergrüsserungsdifferenz,  in  massigen 

Grenzen  gehalten  ist,  entsprechend  den  partiellen  Dispersionen 

1  Kme  ausführlichere  Beschreibung  dieses  Ohjectives,  welches  unter  dem 

Namen  Plane  ton  such  er  von  der  optischen  Werkstitte  von  Carl  Zeis«,  fort- 

laufend hergestellt  wird,  rindet  sich  in  der  Zeitschrift  für  wissenschaftliche 

Mikroskopie  und  mikroskopische  Technik,  Bd.  XV,  Heft  1. 
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der  einzelnen  Medien.  Wir  erhalten  nämlich  für  den  Quotienten 

Eine  zweite  Anwendung  sollen  die  Formeln  des  §.  2 

und  3  auf  ein  Trockensystem  finden,  wie  es  ausschliesslich 

bei  schwachen  Vergrösserungen  angewendet  wird.  Die  Brenn- 

weite soll  30  mm  betragen,  der  Bildabstand  180/;/;;/,  ungefähr 

demZeiss'schen  Mikroskopobjectiv  a3  entsprechend;  derObject- 
abstand  wird  mithin  36;;/;;/.  Man  hat  nun  wohl  bei  diesen  ein- 

fachen Objectiven  bisher  alte  Gläser  verwendet,  etwa  ein  Crown 

von  1  ■  ö  1  und  ein  Klint  von  P63  Brechungsexponent.  Hier  soll 

statt  des  Crown  mit  dem  gewöhnlichen  niedrigen  Index  ein 

neues  Jenaer  Glas  eingeführt  werden,  und  zwar  das  schwere 

Barium-Silicatcrown  vom  Typus  0.211,  dessen  Anwendung 

sich  in  den  verschiedensten  Zweigen  der  praktischen  Optik, 

vorzüglich  bei  der  Construction  der  neueren  anastigmatischen 

photographischen  Objective,  als  äusserst  nutzbringend  erwiesen 

hat.  Als  zweites  Glas  soll  ein  Silicat-Flint  genommen  werden. 

Je  nach  der  Stellung  der  beiden  Gläser  zu  einander  haben  wir 

zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  die  hier  getrennt  und  gleichwertig 

behandelt  werden  sollen. 

1.  Crown  voraus. 

Als  erstes  Glas  nehme  ich  an  das  schwere  Barium-Silicat- 

( 'rown: 

0.1356       »f  ==  1-57039 

»f  =  1  57332       Jnl  -  +  0  00W8 

wf  =  1*58037 

Der  erste  Versuch  einer  Combination  mit  dem  schweren 

Silicat-Flint 

nF—\ii) 

H/r— «C 
bei  den  einzelnen  Substanzen  folgende  Werthe: 

Wasser:  0-693,  O.  2011:  0-698,  O.  1898:  0-710. 

§.  5. 

0.2328       <  =  1-70269 

=  1-70940 

nFt  ~  1*72645 

Jn,  +0-02376 

Sitzh.  J.  mathem.-naturw.  Cl.;  CVII.  HJ..  Abth.  H.a. 43 
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ergab  für  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  für  Oa,  die 

auf  S.,  ~  0  führen,  imaginäre  Werthe,  während  die  Bedingung 

5j  =  0  natürlich  durch  einen  Werth  von  QA  dargestellt  werden 

konnte. 

Für  die  folgende  Rechnung  habe  ich  schliesslich  als 

zweites  Glas  eingeführt: 

O.  1815       wf  =  1-61572 

n!,>  —  1  •  6205<  i       dns  =s  +0  01714 

wf  =  1-63286 

ein  gewöhnliches  gutes  Silicat-Flint,  dem  dense  Klint  von 

Chance  Bros,  genau  entsprechend.  Trotz  des  nicht  grossen 

Unterschiedes  im  Brechungsexponenten  beträgt  die  v- Differenz 

doch  21. 

Aus  den  zu  Grunde  gelegten  Dimensionen  folgt: 

il  —  —0  027778,       i\  —  +  0-ÜU5556 

und  die  Formeln  ergeben  wie  im  vorigen  Paragraphen: 

log  AT,  =  7  •  8023  log  Lx  =  9-5616« 

log  X,  =  7  •  (3265  log  L,  =  8  ■  268 1  „ 

log  A:i  =  8  •  0243       log  L,  =  9  •  583 1 

//,  =  +0- 03*307  *,  =  +0-2319 

Ii,  =  —  0  •  00 1 85  kt  —  +  0  ■  004  7 

//.,  —  -f-  0  •  002 1 3       ks  =  —  0  •  2366 

t?,  =  -H>  '0^904  ^  =  +1 

t7,  —  — 0  1485  b2=+\ 

Kür  die  Bedingung  S,  =  0  wird: 

+0  ■  0551 1 1  0 , 4-0 •  003550  =  0 

Qz  —  —  0  06383 

Qs  =  —0-2123 

O,  =  +  0- 03521 

S,  =  0,       S,  -  —0-0000043 

Aus      —  0  hingegen  folgt: 

+0  07788<?;+0-009479Ö8+0-0002835  =  0. 
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Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  beide  reell,  wir  be- 

kommen also  zwei  von  einander  verschiedene  Systeme,  die 

den  gestellten  Bedingungen  genügen. 

I.  Qzc=  —0-05293 

£,  =  —0-2014 

Q%  z=.  +0-04611 

p,  —  +  0-  01 833       r,  =  +  54-56 

o,  —  —01 300         r%  —  —  7-1 95 

p8  =  —0-04737       r:J  =  —21  •  1  1 

Sl  -  +0-0006072,      S,  =  0. 

II.  ih  —  —  0-06878 

Q.,  =  —0-2172 

Qt  =  -f-  0  -  03026 

+  0'  002485       r,  =  -4-  402  ■  4 

p8  =  —0-1548  r,  r~  —  6-459 

p,  =  —  o  •  0632  2        r3  =  —15-82 

St  =  —0*0002734       S.,  =  0 

Für  beide  Systeme  ist  dieselbe  Reihe  von  Strahlen  tri- 

gonometrisch durchgerechnet  worden,  wie  für  die  im  vorigen 

Paragraphen  besprochene  Wasserimmersion.  I ch  fand  für  die 

Schnittweiten  und 
Logarithmen der  Converg enzverhältnisse 

folgende s  Werthe: 

i 11 l II 

Strahl Schnittweitc Schnittweite Sinusverhiütniss Sinusverhiiltniss 

C-Axe 
180-37 180-35 

0-6999 
0-6998 

F-Axe 
1 80 • 34 180-34 

0-6998 
0-6998 

D-Axe 
179-88 179-95 

0-6987 
0-6988 

D2°
 

180- 14 180-22 

0-6980 
0-6998 

7)4°
 

18031 
180-95 

0 • 6988 

(»•7014 

7)6° 
184- 19 185-75 

0 ■ 7069 0  •  7 1 32 

C  6
° 

183  78 

185-10 

0-7059 0-7117 

F  6
° 

187-55 18992 

0-7145 
0-7226 

Die  Zusammenstellung  zeigt  deutlich,  dass  die  Rechnungs- 

methode für  das  System  I  ein  bedeutend  besseres  Resultat 

43* 
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ergibt;  bei  kleinerer  v-Dillerenz  der  beiden  Gläser  würde  man 

zu  ähnlichen  Erscheinungen  kommen,  wie  sie  in  der  Theorie 

des  zweitheiligen  Fernrohrobjectives  bekannt  sind,  das  sich 

für  eine  bestimmte  Reihenfolge  der  Glasarten  in  zwei  Modi- 

fikationen berechnen  lässt. 

Da  die  Glieder  höherer  Ordnung  für  5,  negativ  sind, 

bewirkt  der  positive  Rest  in  S,  bei  System  I  eine  kleine  Zone 

im  Gange  des  Convergenzverhältnisses,  die  eine  wesentlich 

bessere  Übereinstimmung  herbeiführt.  Man  würde,  auch  bei 

der  Darstellung  der  sphärischen  Aberration,  sicher  zu  noch 

besseren  Resultaten  kommen,  wenn  man  N,  nicht  Null,  sondern 

einem  kleinen  positiven  Werth  gleich  setzt,  der  auch  hier 

eine  Zone  herbeiführt  und  eine  schliessliche  trigonometrische 

Ausgleichung  ganz  entbehrlich  macht.  Was  die  chromatische 

Abweichung  betrifft,  so  ist  die  hier  auftretende  nicht  wesentlich 

von  Belang;  es  ergibt  sich  für  F  Übercorrection,  die  ohne 

Schädigung  der  Beobachtung  viel  reichlicher  bemessen  sein 

darf  als  eine  Untercorrection. 

Auf  System  I  habe  ich  nun  weiter  die  Formeln  des  i>.  :>> 

angewandt.  Ich  habe  wiederum  angenommen: 

dt  =  + 1  •  5      iL,  —  -+-  r  0. 

Mit  diesen  Werthen  und  den  Radien  I  bekam  ich: 

S[  =  +161-91  =  +0-0061761 

r    -  -+-(»  00001279 

St  =  -+-()•  000001 4 1(3 

und  die  folgenden  Correctionsgleichungen  für  die  Invarianten: 

7  •  4(  ML'  AO,  +  7  •  1 257  Aft  4-  7  ■  4325,,  Aft  =  41511« 

7  •  7  7  2 1  A  (J}  -+-  7  •  6383  A  (J  ,  -+-  8  •  050(3,,  A  =  5  ■  1 069,, 

U-5343A#l+8-2555AO<+9-5832„Ag,  -  6-7928« 

1  Heraus: 

Ao,  —  +0-00081)3 

AOa  =  +0-00237 

AOj  =  +0-002529 
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und  die  neuen  Invarianten  und  Radien: 

£>1  =  +0-046999 

Qg  =  —0*  19931 =  — 0  05 1021 

p,  =  +0  019221       r,  =  +52*028 

o,  —  —0-  13716         r,  =  —  7-291 

-  —  0  •  045404       r8  =  —  2 1  '  99.') 

S,  ~  —0-000000254 

T  =  +0-00000029 

Die  weiteren  Resultate  sollen  mit  den  aus  der  Combination 

Flint-Crown  sich  ergebenden  zusammen  besprochen  werden. 

2.  Klint  voraus. 

Ich  habe  auch  hier  die  Rechnung  mit  den  Gläsern  O.  1356 

und  O.  1815  durchgeführt  und  erhielt  folgende  VVerthe: 

log  Ar,  =  8 •  0243         log  Li  —  9- 583 1  „ 

log  A7,  —  7  •  6265M       log  L,  =  s  •  208 1 

log  A'j  •    7Xo23„        log  LA  —  9 -56 16 

//,  =  4-0-03404  kx  -  +0  23(53 

//,  =  — 0- 00273  k.,  -  —  0 •  0C47 

ht  =  +  0 •  00202       k3  -  —0-2116 

ö,  =  +0-09904  bt  =  +1 

a2  -  +0*2475        b,  —  +  1 

Aus  der  Bedingung  vS2  —  0  folgt  die  Gleichung: 

+0-07781Q{+0'007422Ö$+0-00016Ö8  =  0, 

deren  Wurzeln  wieder  zwei  Systeme  ergeben,  und  zwar: 

III.       O,  =  —0-05913 

Qt  =  +0  -  1884 

Qx  =  +0- 03991 

=  +0-01213       r,  =  +82*41 

—  +0*  1037         T%  =  +  9-039 

p3  =  — 0  •  0535  7       r:l  —  —  1 8  ■  05 

Sx  -  —0*0005902,  S.,  =  0. 
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IV.       0S  = 

-0-03625 

&  =
 

+  0-2113 

• 

Qi  = 

+  0-06279 

+  0*03502 
yx  —  +28-56 

+  0-1266 

r,  =  +  7-897 

p3  = 

—  0-03069 

ra  =  —32-59 
=  +0-00067 75       S,  -  0 

Die trigonometrische  Durchrechnung  ergab  hier  folgende 

Werthe: 

III 

IV 

III 

IV 
Strahl Schnittweite i  Schniltweite Sinusverhällniss Sinusverhällniss 

C-Axe 
180-36 

180  35 

0-6998 
0-6998 

F-Axe 
180-35 180-32 

0*0998 

0  6998 

D-Axe 
179-87 179-86 

0-6987 

0  6986 

D  2
° 

179-81 179-69 

0-6987 
0-6980 

D  4
° 

180  09 
180-90 

0-7015 0-7003 

D  6
° 

183  70 

186-2 

0-7099 
0  7119 

C  6
° 

182-97 185-30 

0-7081 0-7097 

F  6"
 

187  00 
190-49 

0-7177 
0-7219 

Auch  hier  zeigt  das  System  mit  stärker  gekrümmtem  Kitt- 

radius grössere  sphärische  Aberrationen. 

Bei  der  weiteren  Berechnung  des  Systems  III  wurde  ange- 

nommen: 

J,  =  +  1  •  0       dt  *=  +1*5, 

und  ich  bekam: 

5  J  =  +1 56  58       j£  =  +0  -  ( 106386  4 

r  ■=  +0'0»Xi01445 

St  —  +0CKXW8-J9 

und  die  Correctionsgleichimgen: 

7  -  43«  «3  X(Jl  +7  *  1340 .  ̂  0S  +  7-51 25H  AM,  =  49187,, 

$-l»l94  An,  +  7  •  0  '.5 !  Kj.  +  7  -  S32 1  „  AU,  =  5  ■  1599n 

9*551  1  A". +8-2-17-1  ,  A<J.  +  9-5'v«».  An.  =  69196, 
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Hieraus: 

AO,  -  +0-000740 

Ao.,  =  +0-000450 

Aö,  -  +0  002981 

und  die  neuen  Invarianten  und  Radien: 

Qt  ~  +0-040052 

(J2  —  +  0-  18857 

O,  =  —0*056972 

+  0  01 2874  r,  =  +77*675 

+  0- 10430  r,  =  +  9*588 

—0*051415       r.A  -  —19-450 

S,  =  —0*000000976 

r  =  —0  00000007 

Vergleichung  der  Systeme  I  und  III. 

Die  trigonometrische  Durchrechnung  ergab  für  die  beiden 

verbesserten  Systeme  folgende  Schnittweiten  und  Logarithmen 

der  Sinusverhältnisse: 

1 Hl I III 

S-.rnhl Schnittweite SchntUweitC  Sinusvcrhältniss Sinusvcrhältniss 

CAxe 
180*39 ISO -47 

0-6869 

0-6848 

F-Axe 
180*37 180*45 

0-6S68 0-6847 

D-Axe 
179-93 180-00 

0-6858 
0*6837 

I)  T 
179*98 1 79 • 90 

0 • 6857 0-6836 

D  4
° 

180-67 1 80 • 85 

0-6867 0 • 6S66 

D  6
° 

184*17 183-97 

0 • 6936 
0  •  6^  15 1 

r  ir 

183*72 1 83 • 50 
0  6926 

0-6939 

/••  6° 187*38 187-29 

0  •  7009 

0-7029 

In Bezug  auf die  sphärische Correction dürften  beide 

Systeme  gleichwertig,  hinsichtlich  der  Erfüllung  der  Sinus- 

bedingung System  I  dem  System  III  etwas  überlegen  sein. 

Eine  zweite  Vergleichung  beider  Systeme  habe  ich  noch 

in  Bezug  auf  das  Verhalten  schiefer  Büschel  ausgeführt,  dessen 

Discussion  für  jede,  selbst  die  einfachste  optische  Rechnung 

absolut  nothwendig  ist.  Zunächst  ist  einleuchtend,  dass  der 

Pi  =
 

Pi  = 

h  =
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die  Mitte  der  Eintrittspupille  durchsetzende  Hauptstrahl  als 

Repräsentant  des  ganzen  Büschels  gewählt  werden  kann,  da 

die  den  Büscheln  anhaftende  Coma,  deren  Beseitigung  in 

erster  Näherung  schon  durch  die  Erfüllung  der  Sinusbedin- 

gung garantirt  ist.  bei  der  geringen  Neigung  der  aus  dem 

System  austretenden  Strahlen  ohne  jeden  Einfluss  auf  die 

Discussion  der  Lage  der  ausseraxialen  Bildpunkte  sein  muss. 

Da  die  Spitzen  aller  in  Frage  kommenden  Büschel  in  einer 

im  Objectpunkt  zur  optischen  Axe  senkrechten  Ebene  liegen 

sollen,  ist  mithin  nur  die  Lage  der  Schnittpunkte  des  Haupt- 

strahles mit  den  ihm  unendlich  benachbarten,  von  demselben 

Punkte  der  Objectebene  ausgehenden  und  in  den  beiden  auf- 

einander senkrechten  Ebenen,  der  meridionalen  und  äqua- 

torealen,  gelegenen  Strahlen  zu  suchen.  Diese  Bestimmung 

der  astigmatischen  Bildpunkte  lässt  sich  nach  bekannten 

Formeln  leicht  im  Anschluss  an  die  trigonometrische  Durch- 

rechnung eines  Hauptstrahles  vornehmen;  die  Rechnung  ist 

fast  dieselbe  wie  für  paraxiale  Strahlen,  nur  dass  z.  B.  statt 

der  Dicken  die  Weglängen  des  gebrochenen  Strahles  innerhalb 

des  Glases  und  statt  der  Brechungsexponenten  Combinationen 

dieser  mit  den  Einfallswinkeln  auftreten. 

Ahnlich  wie  bei  den  photographischen  Objectiven  gibt 

es  auch  hier  eine  bestimmte  Stellung  der  die  Eintritt>pupille 

repräsentirenden  Voiderblende,  für  welche  die  Lage  der  so 

detinirten  astigmatischen  Brennflächen  ein  Optimum  wird. 

Dementsprechend  ist  jede  Rechnung  für  verschiedene  Blenden- 

abstände durchgefühl  t  worden.  Für  jeden  Abstand  A  wurden 

vier  Hauptstrahlen  durchgerechnet,  welche  eine  im  Scheitel 

der  ersten  Linsenfläche  auf  der  Axe  senkrechte  Ebene  in  den 

,'T 

folgenden    Höhen   über   der  Axe   schnitten:   0,  3*75  \/—  > 

(2 
 V 

~    \       '  '^""■>,,,"/  ̂   wurde  angenommen  bei  System  1  zu 
18,  26  und  28  »im,  bei  System  III  zu  14,  18,  22  und  2ßmm. 

Bezeichnen  wir  mit  irk  die  Coordinaten  einer  der  astigmatischen 

Bildpunkte,  bezogen  auf  die  optische  Axe  als  S-Axe,  wo  i 

gerechnet  wird  vom  Schnittpunkte  der  paraxialen  /^-Strahlen 

mit  der  Axe,  und  zwar  negativ  in  der  Richtung  auf  das  Objcctiv 
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zu,  und  rt  die  Höhe  über  der  optischen  Axe  bedeutet,  so  ergab 

die  für  die  Strahlen  mit  dem  Brechungsexponenten  D  durch- 

geführte Rechnung  folgende  Werthe  der  Coordinaten  der  Bild- 

punkte im  meridionalen  und  äquatorealen  Schnitt  ;rccr,  Timer. 

beziehungsweise  cacqu,  r|3cqu: 

A=  18 

irr.er 

0 0 0 0 

—  4-92 10- 16 
—  1 1-61 

9  •  86 

—  8-::> IM -96 
—  19  "Oo  . 

1332 

—  11-93 16-08 
—  24-08 KV  77 

A  = 26 

0 0 0 0 

-  0-78 
4-01 —  2-16 

399 
-  102 5- 14 

+  023 5  •  67) 

000 6  01 

+  S-27 

7-03 

A  = 

28 

0 0 0 0 
—  064 2 -98 

-  0  94 
2-98 

—  0  14 
4-21 

+  2-78 

4-22 

Unter  Berücksichtigung  des  Unistandes,  dass  die  beiden 

Bildflächen  die  Ebene  6  =  0  im  Punkte  t;  r=  0  berühren,  habe 

ich  die  ;t,  graphisch  dargestellt  und  die  entsprechenden  Curven 

fÜrA  =  2ö  und  27  interpolirt.  Die  Zusammenstellung  gibt  fürT; 

von  0  bis  6  die  Werthe  der  j  in  mm  für  verschiedene  A: 

1  = 
18 35           A  = i 26 

27 

*- 2S 
\ fixier 4»cqu fiaequ * 

inier u im  er 
>acqu 

1 
imer 

i.lC-)U 

O 0 0 0 o o 0 0 0 0 O 

1 0 —o-i 

-0  1 
—0-2 

—01 

-0 

-o-i 
—0-2 -o-i 

—  0-2 

•J 

-o-i —0-3 —0-2 —0-5 

-02 

— 0 

-> 
-0-3 

-0  5 

-0  3 

-0-5 

3 -0-3 -0i» —0-4 
-13 

-04 

-1 

•3 

-0  5 

—  1-2 
— o-e 

—  Ol) 

4 -0-(3 
—  1-7 

-0-8 —2-3 -0-8 
— 

■  ■_) 

-0  7 

-1-5 —0-4 

-r-0'8 
■  > -1-0 —2-8 —1*1 -2-3 

—  11 

—  1 

■4 

-0-5 
• 

-4-04 

-4-1' 

»3 

—  1  -6 -4-2 
1  - 

+0-2 

—0-8 

-4-1 

5 
•4-0-5 

-4-3 
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Die  günstigste  Lage  scheint  mir  die  Blendenstellung  mit 

einem  Abstand  von  21  bis  25  mm  von  der  ersten  Linsenfläche 

zu  gewähren.  Innerhalb  einer  Bildausdehnung  von  12  mm.  die 

r 

— * — » 

\ 
s 

— V— — 

\  \ 

0 

\  \ — 

\  \ 

\\ !  \  — ' 

✓ 
/ 
; 

X  ̂  ** 

A  • 

\  1 
\\ 

".5  mm  \ 

! 

m  *  m  — 

~  '  ! 

1 

i 
 L 

'  \ 

 \  

1 
1 I 
l 

1  \ 
\  \ \  \ 

V  \ 

\  \ 
\  \ 

\ 
77/7! 

i  J  1  1 

M  \
  ! \  A  -  27mm 

1                      1  J 

■ 
i 

1 
1 

-  *"* 1  /  ̂ r»~-*^  

t  i 
\\_ 

\\ 

il 

i 

■ 

; 

A  -  SS  nun 

I 

Fig.  I.  Crown  voraus. 

bei  der  fünffachen  Eigenvergrösserung  des  Objecttves  einem 

Objectdurchmesser  von  2-4  ;;//;/  entspricht,  ist  die  Wölbung 

und  astigmatische  Differenz  eine  erträgliche,  der  anastigma- 

tische Punkt,  für  den  der  Beobachter  durch  eventuelles  neues 
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Hinstellen  ein  scharfes  Bild  bekommen  kann,  liegt  nicht  weit 

der  Ebene  c  =  0;  zudem  gestalten  sich  in  der  Praxis  die  Ver- 

hältnisse noch  etwas  günstiger,  da  durch  die  Einstellung  von 

selbst  ein  Ausgleich  zwischen  den  Fehlerresten  getroffen  wird. 

Fig.  1  enthält  die  Curven  der  Bildlinien  (die  im  äqua- 

torealen  Schnitt  gestrichelt)  für  die  fünf  verschiedenen  Blenden- 

stellungen A  =  20,  25,  20,  27,  28  mm  in  fünffacher  Grösse 

gezeichnet.  Kür  grösser  werdenden  Blendenabstand  wandern 

die  Bildlinien  vom  negativen  Theil  des  Raumes  in  den  posi- 

tiven, und  zwar  die  äquatorealen  mit  grösserer  Geschwindig- 

keit als  die  meridionalen. 

Syst 
em  III. Flint  voraus. 

A 

-  14 

Imev 

0 0 0 0 
—2-62 KV  10 —  0-26 

16-29 
—3-29 

22  •  58 
-4- 1 1  -20 

24-16 
—  1*51 27-81 4-4724 34-28 

A 
=  18 

0 0 0 0 
—0-11 

10-42 
4-  3-80 10-60 

+  1  •  IS 
14-80 

+  16-94 

15-81 

-+-4-83 1S-45 
+49 -9e 21  -97 

A 22 

0 0 0 0 

+  1-03 
668 

+  4-09 

Ö-76 

+2-55 
9  •  52 -4-  17-83 1004 

-Mi- 38 
1  1  -89 4-44-71 13-53 

A =  26 

0 0 0 0 

+  1  02 
4-04 

4-  4-56 

4-07 

+2*54 

5*70 

+  14-49 

5-93 

-Mi -i>7 

7-  19 

+  37-57 

7  •  75 
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Ausser  für  die  hier  angegebenen  Strahlen  habe  ich  noch 

in  solchen  Fällen  die  Lage  der  Bildpunkte  bestimmt,  in  denen 

die  Interpolation  nicht  ganz  sicher  war.  Ich  fand  schliesslich  die 

Werthe  der  i  für  fünf  verschiedene  Blendenstellungen  nach  r, 

geordnet,  wo  Tj  jetzt  bis  10  mm  sich  erstreckt. 

18  A  =  22  A  =  26 
14 16 

i a 

im  irr 

'acqu 

im  er iacqu 
imer 

0 0 0 0 0 0 

1 0 

-Ol 

0 0 0 

2 

-Ol 
—0-2 

-Ol 
-Ol 

0 

3 —0-2 —0-3 

—Ol —  02 
--Ol 

4 

—03 
—0-4 

—02 
—02 

-Ol 

5 

—04 

—0*5 
—0-3 

—02 

—0-2 

6 
-0-5 

-07 

—  0-4 
— 0-3 

-03 

7 

-06 
-10 

-05 -04 

—0-3 

8 
—08 -1-3 

—06 —05 
-03 

9 

-12 —  15 
-0-7 

-06 
-03 

10 

—  14 — 1-5 

—09 
-07 

-0  2 

0 

0 

0 

0 

+01 

H-0-2 
4-01  4-03 

4-0-2 
4-03 

4-05 -1-0-7  4-11 

4-12 

4-17 

-t-0-4 
4-06 

4-08 

0 

0-2  4-0-1 

0  4  4-0  3 

4-  0-714-0-6 

4-  12  4-1-0 

im 

CT 

4-  2  1 4-  3  3 

4-22 

4-2-9  4-3  1 

4-  5-5  4-5-0 

4-  8-3 
4-11*7 4-175 

1-  7 
2-  8 

laeju 

0 

4-  0-3 

4-  Iii 

4-  24 

4-  4  4 

4-  8-2 

4-14-1» 

4-250 

Fig.  2  gibt  die  Curven  der  Bildlinien  (die  im  äquatorealen 

Schnitt  gestrichelt)  in  fünffacher  Grösse  gezeichnet.  Eine  Yer- 

gleichung  mit  den  Curven  des  Systems  I  zeigt  deutlich,  dass 

die  astigmatische  Correction  und  Ebenheit  des  Gesichtsfeldes 

hier,  Flint  voraus,  eine  ausgezeichnete  ist.  Für  einen  Blenden- 

abstand von  1 0  mm  ungefähr  ist  ein  bildseitiges  Gesichtsfeld 

von  20  mm  fast  frei  von  Astigmatismus  und  Wölbung,  dessen 

letzte  Reste  in  der  Praxis  ohne  jeden  Einfluss  sind.  Während 

ferner  bei  System  I  für  kleinen  Blendenabstand  die  Bild- 

flächen Mch  mit  grösser  werdendem  r4  in  den  negativen  Theii 

des  Raumes  erstreckten  und  schon  vor  der  besten  Blenden - 

Stellung  in  das  positive  Gebiet  hinüberschwenkten,  tritt  hier 

das  Umgekehrte  ein:  die  Bildflächen  des  Systems  III  liegen 

bis  auf  grosse  Entfernungen  der  Blende  von  der  Linse  zum 

grössten  Theil  im  Positiven.  Nur  eine  kleine  Zone  überschreitet 

noch  die  Ebene  ;  =  0,  dergestalt,  dass  für  das  kleine  Gesichts- 

feld, wie  es  bei  den  Mikroskopobjectiven  in  Frage  kommt, 

sich  eine  wesentlich  bessere  astigmatische  Correction  als  für 

System  I,  Crown  voraus,  erzielen  lässt. 

Das  verschiedene  Verhalten  der  Bildflächen  zu  einer 

S:ellungsänderung  der  Blende  legt  die  Vermuthung  nahe,  auch 
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Mikroskopobjcctive  geringer  Apertur. 

05.") 

bei  complicirteren  mikroskopischen  Constructionen,  speciell 

bei  den  aus  zwei  verkitteten  Linsensystemen  bestehenden,  eine 

anastigmatische  Kbenung,  ähnlich  der  bei  photographischen 

Objectiven  mittelst  des  für  die  photographische  Optik  funda- 

mentalen Rudolph'schen  Princips  erreichten,  ohne  Anwendung 

/ 

f 
rnov 

Kig.  2.  Klint  voraus. 

anormaler  Glaspaare  bewerkstelligen  zu  können.  Bei  den  ein- 

fachsten Mikroskopubjectiven  ist  es  jedenfalls  das  richtige,  die 

Combination  Flint  voraus  zu  wählen;  man  kommt  dann  auf 

einen  ähnlichen  Strahlengang  wie  bei  der  Landschaftslinse,  der 

die  zuerst  von  YVollaston  angegebene  Meniskenform  mit  nach 

dem  Object  zu  hohlem  Kittradius  eigenthümlich  ist. 
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Auch  das  Objeetiv  System  III  ist  nach  einer  kleinen  tri- 

gonometrischen Ausgleichung  in  der  optischen  Werkstätte  von 

Carl  Zeiss  ausgeführt  worden;  das  Bild  zeigt  dieselbe  Qualität, 

wie  die  gewöhnlichen  Objective  aus  alten  Gläsern,  nur  ist  die 

numerische  Apertur  auf  0'13  gestiegen,  während  sie  bisher  nur 

0*08  erreichte.  Die  Lichtstärke  lässt  sich  also  bei  Anwendung 

neuer  Gläser  bis  auf  das  21/.,  fache  steigern. 



657 

Beobachtungen  über  scheinbare  Gleichströme 

im  Wechselstromlichtbogen  zwischen  ver- 

schiedenartigen Elektroden 
von 

Friedrich  Eichberg  und  Ludwig  Kallir. 

Aus  dem  elektrotechnischen  Institute  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien. 

Mit  8  Textfiguren. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  31.  März  1898.) 

A.   Lichtbogen  zwischen  einer  Metall-  und  einer  Kohlen- 

elektrode. 

1.  Bildet  man  zwischen  einem  Metallstabe  einerseits  und 

einem  Kohlenstabe  anderseits  einen  Wechselstromlichtbogen, 

so  zeigt,  wie  Sahulka1  speeiell  für  einen  Eisen-,  v.  Lang9 

für  einen  Aluminiumlichtbogen  nachgewiesen  hat,  eine  in  den 

Lichtbogenstromkreis  eingeschaltete  Tangentenboussole  einen 

Gleichstrom  in  der  Richtung  Metall — Kohle  (im  Lichtbogen), 

ein  an  die  Elektroden  angelegtes  Torsionsgalvanometer  eine 

gleichgerichtete  Spannungsdifferenz  in  der  Richtung  Kohle- 
Metall  an. 

Diese  Erscheinungen  treten  dann  auf.  wenn  sich  an  der 

Metallelektrode  ein  Tropfen  geschmolzenen  Metalles  gebildet 

hat.  von  dem  der  Lichtbogen  ruhig,  ohne  zu  sprühen,  mit  einem 

dumpfen  Ton  zur  Kohle  brennt.  Die  Bildung  eines  derartigen 

Bogens  ist  dann  wesentlich  leichter,  wenn  an  der  Metallelektrode 

'  Sahulka.  diese  Sitzun«sbcr.,  Bd.  CHI,  1S94.  t>2">. 
v.  Lan^,  Wied  Ann.,  Md.  03,  I8W7.  Nr.  13,  S.  191. 
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vom  vorhergehenden  Versüche  ein  erstarrter  Metalltropfen  sich 

vorfindet. 

Ist  dies  nicht  der  Fall,  sondern  das  Metall  entweder 

im  ursprünglichen  Zustand,  d.  h.  noch  nicht  geschmolzen  oder 

aber  an  der  Oberfläche  durch  Oxyde  verunreinigt,  so  bildet 

sich  anfangs,  bei  geringer  Elektrodenentfernung,  ein  Lichtbogen, 

der  zischt,  unruhig  brennt  und  die  Erscheinungen  des  oben 

charakterisirten  Bogens  nicht  bietet.  Bei  allen  folgenden  Verr 

suchen  wurden  als  Kohlenelcktroden  Dochtkohlen  verwendet, 

bei  welchen  der  Lichtbogen  in  den  sich  leicht  bildenden  Krater 

brannte  und  durch  längere  Zeit  stationär  erhalten  werden 

konnte.  Bei  Benützung  von  Homogenkohlen  gelang  es  nie,  den 

Lichtbogen  dauernd  zu  erhalten. 

2.  Die  angeführten  Erscheinungen  (Gleichstrom  und  Gleich- 

spannung) wurden,  wenn  Eisen,  Aluminium,  Kupfer  und 

Nickelin  als  Elektroden  fungirten,  beobachtet.1  Am  schwierigsten 

waren  die  Beobachtungen  am  Aluminiumbogen,  weil  sich  der 

Zustand  nur  sehr  kurze  Zeit  erhielt.  Für  die  oben  angegebenen 

vier  verschiedenen  Metallelektroden  ergaben  sich  Werthe,  von 

welchen  einige,  in  denselben  Bereich  fallende,  ausgewählt  und 

in  Tabelle  1  zusammengestellt  wurden. 

Gemessen  wurde:  Die  totale  Stromstärke  (/)  mit  einem 

Hitzdrahtamperemeter,  die  totale  Spannung  am  Lichtbogen  (A) 

mit  einem  Hitzdrahtvoltmeter,  die  im  Lichtbogen  verbrauchten 

Watt  (11*)  mit  einem  Wattmeter  von  Ganz  «S:  Co.,  der  im  Strom- 
kreis auftretende  scheinbare  Gleichstrom  (C)  mit  einer  Tan- 

gentenboussole, die  am  Lichtbogen  auftretende  scheinbare 

Gleichspannung  (!')  mit  einem  Torsionsgalvanometer  von  1  12 
Widerstand  mit  999  12  Vorschaltwider^:a::d.  Der  Wechselstrom 

wurde  einem  an  das  Strassennetz  der  -Internationalen  Elek- 

tricitäts-Gesellschaft«  in  Wien  angeschlossenen  Transformator 

(18:  1)  entnommen.  Der  Lichtbogen  lag  mit  einem  regulirbaren 

Vorschaltwiderstand  von  5 — 9Q  an  circa  105  Volt  und  wurde 

von  Hand  aus  gebildet  und  eventuell  regulirt. 

1  Nach  persönlichen  Mittheilungen  des  Herrn  Dr.  J.  Sah  ulk  a  hat  er 

n;»ch  der  Veröffentlichung  der  citirten  Abhandlung  auch  Versuche  mit  einem 

Kupier-,  ro-pective  «Juccksilber-Kohle-Lichtbogen  angestellt. 
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Tabelle  I. 

Eisen stab:  4' 3mm  dick.  —  Dochtkohle  S.  «S:  H.,  Marke  A,  8mm. 

J A C V 

■ 

W 

0-1 
80-5 

3  •  45 

26*0 

13« 
6-r> 80  5 3-4 

24  3 
1  ö«3 73 

80-5 
4*5 250 162 

8-0 
77-0 

4  7 

27*5 

170 

9-5 

70-0 

525 
3«V6 

186 

Aluminiumstab:  4  mm  dick.  —  Dochtkohle  S.  &  H., 

Marke  A,  8  mm. 

J A c V w 

83 775 4-1 
29  4 108 

8-9 

78-0 

4-1 32  5 118 
90 770 4"  1 

31-7 

108 

Kupfer  stab:  35  mm  dick.- —  Dochtkohle  S.&H.,  Market,  6  mm. 

J A C V w 

6-05 82  0 
2*65 

21-6 

101 
6-5 

79-0 
3-2 

25  •  6 
111-5 

7  '5 
80-0 

3-7 

24-5 

136 

9-0 

81  -0 
4-9 

26  •  3 

•71 

9-5 

81-0 

5-25 

29-5 

167 

Nickelinstab:  4mm  dick. —  Dochtkohle  S.&  H.,  Market,  8  mm. 

J A C V W 

6-0 
80-5 

3-15 

25-6 

129 6-6 

80-0 

3-65 

27-4 

139 

0-9 79  3 3  ■  7 

27  0 

143 
8-0 

75*  5 44 

30-0 155 91 
76-3 

5-25 

29*4 

167 

Sitzb.  d.  mathem  -naturw.  Gl  ;  CVF.  Bd.,  Ahth.  H.a.  44 
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Gewisse  Unregelmässigkeiten,  welche  die  Tabelle  zeigt, 

mögen  dadurch  erklärt  sein,  dass  es  schwer  war,  alle  Instru- 

mente gleichzeitig  abzulesen,  und  auch  die  Lichtbogenlänge 

nicht  bei  allen  Messungen  genau  die  gleiche  war. 

Unzweideutig  lässt  sich  jedoch  aus  diesen  Zahlen  er- 

kennen, dass  bei  all'  diesen  Metallen  der  auftretende  scheinbare 

Gleichstrom  und  die  scheinbare  Gleichspannung  nahezu  die- 

selben Werthe  haben. 

3.  Die  Existenz  dieses  Gleichstromes  und  dieser  Gleich- 

spannung wurde  von  Arons1  und  V.  v.  Lang2  in  Zusammen- 

hang gebracht  mit  der  Thatsache,  dass  an  einem  Gleichstrom- 

lichtbogen, dann,  wenn  er  vom  Metall  zur  Kohle  brennt, 

eine  kleinere  Spannung  auftritt  als  wenn  die  Stromrichtung 

Kohle — Metall  ist.  Die  Differenz  der  Spannungen  für  die  beiden 

Stromrichtungen  ist  aber  für  die  einzelnen  Metalle  eine  ver- 

schiedene. Am  grössten  ist  sie  nach  Arons  am  Aluminium- 

bogen, wesentlich  kleiner  am  Kupfer-  und  Eisenbogen.  Will 

man  also  diese  Erscheinungen  zur  Erklärung  des  Verhaltens 

des  Wcchselstromlichtbogens  heranziehen,  so  stellt  sich  die 

Schwierigkeit  entgegen,  das  ungleiche  Verhalten  der  einzelnen 

Metalle  im  Gleichstromlichtbogen  und  ihr  gleiches  Verhalten 

im  Wechselstromlichtbogen  in  Einklang  zu  bringen. 

4.  Die  Angaben  der  Tangentenboussole  und  des  Torsions- 

galvanometers lassen  erkennen,  dass  die  Strom-  und  Span- 

nungscurven  am  Lichtbogen  neben  dem,  auch  bei  Kohle— Kohle- 

Lichtbogen  sich  zeigenden,  unregelmässigen,  nicht  sinus- 

förmigen Verlauf,  Ungleichheiten  der  auf  den  beiden  Seiten  der 

Abscissenaxe  liegenden  Flächen  aufweisen  müssen. 

Um  einen  Einblick  in  die  in  jedem  Momente  herrschenden 

Zustände  zu  bekommen,  wurden  Strom-  und  Spannungscurven 

am  Wechselstromlichtbogen  aufgenommen. 

Als  Stromerzeuger  diente  eine  achtpolige  Wechselstrom- 

maschine von  Siemens  &  Halske  mit  circa  750  Touren 

pro  Minute,  was  einer  Periodenzahl  von  circa  50  Perioden  pro 

Secunde  entspricht 

i  L.  Arons,  Wied.  Ann.  Bd.  57.  1896.  S.  185. 

-  V.  v.  Lang,  siehe  I.  c. 
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Die  Maschine  wurde  durch  eine  kleine  Serienmaschine  5 

auf  die  bei  den  einzelnen  Versuchsreihen  angegebenen  Span- 

nungen erregt.  Der  Lichtbogenstromkreis  war,  wie  aus  Fig.  1 

ersichtlich  ist,  gebildet  aus  einer  Tangentenboussole  TB,  einem 

Hitzdraht-Amperemeter  HA,  dem  Lichtbogen  L,  bestehend  aus 

einer  Lisenelektrode  E  und  einer  Kohlenelektrode  A*.  einem 

r.*„  ha. 

i  0  O  1 

S.6 

Fig.  1. 

inductionslosen  Abzweigwiderstande  W  von  2  Q  und  einem 

Regulirwiderstand  R;  am  Lichtbogen  lag  ausser  dem  Hitz- 

drahtvoltmeter HV  noch  ein  Torsionsgalvanometer  von  1  il 

Widerstand  mit  2  X  999  Ü  Vorschaltwiderstand.  Auf  der  Axe  der 

Wechselstrommaschine  M  sass  eine  Joubert'sche  Scheibe,  auf 

welcher  zwei  federnde  Bürsten  bl  und  b2  bei  jeder  Umdrehung 

einmal  Contact  gaben.  Dieselben  wurden  nach  einer  auf  einem 

Kreise  aufgetragenen  Theilung  verstellt.  Die  eine  Bürste  Z>,  war 
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verbunden  mit  Punkt  2,  dem  Zusammenstosspunkt  der  Kohle  K 

und  des  Abzvveigwiderstandes  W\  bt  war  mit  der  einen 

Klemme  eines  Condensators  C  von  1  |i/  verbunden,  dessen 

andere  Klemme  mittelst  Umschalters  u  entweder  mit  Punkt  1, 

d.  i.  mit  der  Eisenelektrode  oder  mit  Punkt  3,  d.  i.  dem  noch 

freien  Ende  des  Abzweigwiderstandes  W  verbunden  werden 

konnte.  Die  erstere  Stellung  ergab  eine  Spannungsmessung,  die 

zweite  eine  Strommessung.  Am  Condensator  lag,  mit  einem 

Vorschaltwiderstand  tv  von  3*5. 10,!ß  ein  aperiodisches  Spiegel- 

galvanometer SG  mit  Nebenschlusswiderstand.  Für  sämmt- 

liche  Schwachstromleitungen  wurden  Bleikabel  verwendet  und 

die  einzelnen  eingeschalteten  Apparate  entsprechend  isolirt  auf- 

gestellt. Die  Ablesungen  des  Spiegelgalvanometers  wurden 

dadurch  geaicht,  dass  bei  normal  rotirender  Joubert'scher 
Scheibe  eine  constante  gleichgerichtete  Spannung  an  1  und  2 

angelegt  wurde,  deren  Grösse  mit  einem  Torsionsgalvanometer 

bestimmt  wurde.  Die  Aichungen  wurden  vor  und  nach  jeder 

Curvenaufnahme  wiederholt;  dabei  stellten  sich  manchmal 

Differenzen  heraus,  welche  darin  ihre  Erklärung  fanden,  dass 

die  Bürsten  während  der  doch  beträchtlichen  Zeit  einer  Strom- 

und  Spannungscurvenaufnahme  sich  abschliffen  und  dadurch 

eine  Veränderung  des  Contactes  herbeiführten.  In  solchen 

Rillen  wurde  die  zu  jedem  Punkte  gehörige  Aichung  durch 

Interpolation  gefunden. 

Eine  zweite  Schwierigkeit  bot  der  Lichtbogen,  der  ziem- 

lich schwer  im  gleichen  Zustande  erhalten  werden  konnte. 

Um  auch  die  Spannung  controliren  zu  können,  blieb  das 

Hitzdrahtvoltmeter  HV  stets  eingeschaltet;  das  hat  zur  Folge, 

dass  in  allen  Momenten  der  aufgenommene  Stromwerth  die 

Summe  aus  dem  den  Lichtbogen  durchfliessenden  Strom  und 

dem  Voltmeterstrom  war.  Um  die  Aufnahmezeit  thunlichst  zu 

verkürzen,  wurden  an  jedem  Lichtbogen  bloss  10  Strom-  und 

16  Spannungspunkte  aufgenommen,  und  zwar  die  ein  und  der- 

selben Contactstellung  zugehörigen  beiden  Punkte  unmittelbar 

hintereinander. 

Die  Fig.  2,  3  und  4  zeigen  in  /  und  «5  die  Strom-,  beziehungs- 

weise Spannungscurven  einiger  Eisen — Kohlen- Lichtbogen; 

e  in    Fig.  2  ist  die  Klemmenspannungscurve   bei  offenem 
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Stromkreis  der  Maschine  bei  einem  gemessenen  Eftectivwerthe 

von  E—  189  Volt.  Für  die  einzelnen  Lichtbogen  gelten  folgende 

Daten. 

Für  Fig.  2: 

Eisenstab  4  5  mm  —  Dochtkohle  S.  &  H.,  Marke  .4.  6  mm 

E—  189  Volt,  J  -  4-95  Ampere, 

A  =  104  Volt,  C  =  28  Ampere, 

V-  31  5  Volt. 

Für  Fig.  3: 

Eisenstab  4*5  mm  —  Dochtkohle  S.  &  H.,  Marke  .4,  \0mm 

E—188  Volt,  J  —  5  25  Ampere, 

A  =  100  Volt,  C  =  3-5  Ampere, 
V=27S  Volt. 

Für  Fig.  4: 

Eisenstab  4-5  mm  —  Dochtkohle  einer  Gramme-Lampe,  10  mm 

E  —  190  Volt,  J  —  5- 1  Ampere. 

A  =  1 07  Volt,  C  =  3  •  3  Ampere, 

T=r  31-0  Volt. 

5.  Charakteristische  Eigenschaften  der  Curven 

Vorausgeschickt  sei,  dass,  während  die  E.  M.K.-Curve  nahe  bei  8 

und  16  die  Abscissenaxe  schneidet,  die  Spannung  an  den 

Enden  eines  an  die  Stelle  des  Lichtbogens  gesetzten  inductions- 

losen  Widerstandes  bei  einer  Stromstärke  von  4  6  Ampere  bei 

Punkt  10  3  und  2-3  durch  die  Null  geht.  Die  oberen  Hälften 

der  Curven  entsprechen  jenen  Periodenhälften,  in  welchen  die 

Kohle  positiv  ist. 

Die  Spannungscurve  geht  bei  0[16]  mit  der  E.  M.K.-Curve 

durch  die  Null;  sie  erreicht,  rasch  ansteigend,  ein  Maximum 

(um  40  Volt),  worauf  ein  mässiger  Abfall  eintritt,  der  daher 

kommt,  dass  der  Lichtbogen  vom  Eisen  zur  Kohle  sich  bildet. 

Die  Spannung  erhält  sich  dann  auf  einem  Werthe  von  30  bis 

35  Volt.  Ihr  zweiter  Schnittpunkt  mit  der  Abscissenaxe  ist  vom 

ersten  um  mehr  als  eine  halbe  Periode  entfernt.  Dieser  zweite 
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Nullpunkt  liegt  ungefähr  an  der  Stelle  10*3,  wo  auch  die  Span- 

nung an  den  Enden  des  inductionslosen  Widerstandes  Null  ist. 
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Fig.  2. 

Die  erhaltenen  Punkte  sind  bloss  durch  gerade  Linien  ver- 

bunden; daher  kommen  manche  Durchgänge  durch  die  Null 

nicht  dort  zustande,  wo  die  wirkliche  Curve  sie  ergeben  würde. 

Emporschnellend  erreicht  sodann  die  Spannung  einen  Maximal- 
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werth,  nahe  der  E.M.K.,  der  sie  auch  im  folgenden  Verlauf  bis 

zum  Durchschnitt  mit  der  Abscissenaxe  folgt. 
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Fig.  3. 

Die  Strotncurven  zeigen,  dass  vom  Eisen  zur  Kohle  be- 

trächtliche Ströme  fliessen,  von  der  Kohle  zum  Eisen  hingegen 

nur  verschwindend  kleine;  denn  von  den  in  den  Curven  er- 

scheinenden Momentanwerthen  ist  stets  der.  durch  Division  des 
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zugehörigen  Spannungswerthes  durch  den  Widerstand  des 

Voltmeters  (1250  ü)  erhaltene,  Voltmeterstrom  abzuziehen. 
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Fig.  4. 

Nimmt  man  nach  Blondel1  an,  dass  der  Elektricitätsübergang 

von  einer  Elektrode  des  Lichtbogens  zur  anderen  aus  einem 

i  Blondel,  Lumierc  electrique,  Bd.  49,  18t>3,  p.  501,  557,  OOS. 
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Gasleitungs-  und  einem  Convectionsstrom  besteht,  so  liegt  die 

Annahme  nahe,  dass  für  die  Spannungsrichtung  Kohle — Eisen 

nur  der  Gasleitungsstrom  zur  Ausbildung  gelangt.  Nur  wenn 

der  Lichtbogen  nicht  normal  brannte,  was  sich  vor  Allem  darin 

äusserte,  dass  der  von  der  Tangentenboussole  angezeigte 

scheinbare  Gleichstrom  fiel,  zeigten  sich  in  der  Gegend  von  12 

bis  16  grössere  Strom-  und  entsprechend  kleinere  Spannungs- 

werthe.  Ks  scheint  dann  auch  in  der  Richtung  Kohle— Eisen 

ein  Convectionsstrom  vorhanden  gewesen  zu  sein. 

Die  aus  den  Curven  sich  ergebenden  Mittelwerthe  des 

Stromes  und  der  Spannung,  so  genau  sie  sich  eben  bilden 

Hessen,  also  die  Ausdrücke 

wobei  T  die  Dauer  einer  Periode  ist,  stimmen  mit  den  von  der 

Tangentenboussole,  beziehungsweise  dem  Torsionsgalvano- 

meter abgelesenen  Werthen  immer  innerhalb  der  Fehlergrenze; 

ebenso  stimmen  die  gerechneten  Mittelwerthe  der  Quadrate  der 

Strom-  und  Spannungswerthe  mit  den  Angaben  der  Hitzdraht- 

instrumente; z.  B.  ergeben  sich  für  den  Lichtbogen,  dessen 

Strom-  und  Spannungscurve  in  Fig.  3  dargestellt  sind,  bei 

alleiniger  Benützung  der  gemessenen  Punkte,  durch  Rechnung 

folgende  Werthe:* 

Aus  den  Curven  ersieht  man  auch,  dass  die  Richtung  des 

scheinbaren  Gleichstromes  die  von  der  Tangentenboussole  an- 

gezeigte, d.  i.  die  Richtung  Eisen— Kohle  im  Bogen  ist  und 

dass  die  Kohle  dem  Eisen  gegenüber  positiv  erscheinen  muss. 

Der  Verlauf  der  Curven  zeigt,  dass  der  Ausbildung  des 

Lichtbogens  Kohle— Eisen  sich  ein  sehr  grosser  Widerstand 

entgegensetzt.  Über  die  Natur  desselben,  ob  es  ein  Ohm'scher 

Widerstand  oder  eine  Gegen-E. M.K.  ist,  ist  allerdings  nichts  zu 

ersehen.  Möglicherweise  ist  die  Bildung  eines  schlechtleitenden 

47  Amp.,  A  = 99-6  Volt. 
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Metalloxydes  seine  Ursache.  Dieser  grosse  Widerstand  erklärt 

die  fast  völlige  Stromunterbrechung  in  der  Richtung  Kohle — 

Eisen  und  die  in  Folge  dessen  am  Lichtbogen  auftretende  E.  M  K. 

der  Maschine;  während  der  anderen  Periodenhälfte,  für  welche 

der  Widerstand  nicht  mehr  vorhanden  zu  sein  scheint,  fliesst 

Strom,  daher  tritt  die  auch  an  einem  Gleichstromlichtbogen 

(Eisen — Kohle)  in  analogen  Verhältnissen  constatirte  Spannung 

von  30 — 40  Volt  und  die  dem  Strom  entsprechende  Phasen- 

verschiebung gegen  die  E.  M.  K.  der  Maschine  auf. 

Diese  Phasenverschiebung  ist  wegen  der  grossen  Selbst- 

induction  der  Maschine  eine  beträchtliche.  Die  Spannungscurve 

des  Lichtbogens  geht  einmal  mit  der  E.  M.  K.,  das  zweite  Mal  mit 

der  dem  fliessenden  Strom  entsprechenden,  gegen  die  E.  M.  K. 

phasenverschobenen,  Spannungscurve  durch  die  Null;  daher 

die  bemerkenswerthe  längere  Dauer  der  einen  Halbperiode. 

6.  Die  Thatsache,  dass  der  Lichtbogen  von  der  Kohle  zum 

Eisen  sich  nicht  bildet,  wurde  durch  photographische  Aufnahme 

des  Bogens  in  den  verschiedenen  Momenten  einer  Periode  er- 

härtet.1 
Hiezu  wurde  auf  der  Axe  eines  vierpoligen  Synchron- 

motors, der  ebenso  wie  der  Lichtbogen  vom  Netze  der  Inter- 

nationalen Elektricitätsgesellschaft  gespeist  wurde,  eine  Eisen- 

blechscheibe von  560  mm  Durchmesser  aufgesetzt,  die  im 

Radius  von  225  mm  zwei  diametral  gegenüberstehende  kreis- 

runde Löcher  von  50  mm  Durchmesser  besass.  Auf  der  einen 

Seite  dieser  Scheibe  war  der  Lichtbogen,  auf  der  anderen  der 

photographische  Apparat  aufgestellt. 

Je  nach  der  relativen  Stellung  der  Scheibenlöcher  zum 

mitrotirenden  Magnetsystems,  die  verändert  werden  konnte, 

liel  das  Licht  des  Bogens  in  verschiedenen  Momenten  der 

Periode  in  den  photographischen  Apparat.  Der  Apparat  war  mit 

einem  einstellbaren  Momentverschluss  ausgestattet.  Die  in 

Fig.  5  (a  bis  f  )  wiedergegebenen  Photographien  stellen  den 

Lichtbogen  in  sechs  um  60°  auseinanderliegenden  Phasen  dar. 

a  und  b  zeigen  den  Lichtbogen;  e  und  /lassen  erkennen,  dass 

I  Bei  der  photographischen  Aufnahme  hat  uns  Herr  Ingenieur  Wilhelm 

Strauss  werkthätig  unterstützt,  wofür  ihm  an  dieser  Stelle  der  beste  Dank 

ausgesprochen  sei. 
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in  diesen  Phasen  kein  Lichtbogen  besteht;  c  und  d  sind  Über- 

gangsstadien. Details  sind  wegen  der  Kleinheit  der  Photo- 

graphien nicht  zu  ersehen.  Deutlicher  zeigte  ein  mit  einer  Linse 

entworfenes  Projectionsbild:  In  den  Phasen  entsprechend  a 

und  b  brennt  der  Lichtbogen  in  Form  eines  blauen  Kegels, 

dessen  Spitze  in  dem  auch  auf  den  Photographien  ersichtlichen 

hellen  Punkt  auf  der  Eisenkugel  gelegen  ist  Der  Kegel  ist  von 

einer  gelblichen  Aureole  umgeben.  Zuerst  verschwindet  der 

blaue  Kegel,  dann  auch  die  Aureole;  in  Phasen,  entsprechend  d, 

zeigt  sich  nur  mehr  eine  über  der  Kohle  liegende  gelbliche 

Wolke.  Im  Maasse,  als  der  Bogen  verschwindet,  sieht  man  an 

der  Eisenkugel  eine  Schichtung  concentrisch  um  den  vor- 

erwähnten hellsten  Punkt.  In  den  Phasen,  entsprechend  e  und /, 

sieht  man  im  Bilde,  wie  in  den  Photographien,  nur  die  beiden 

Elektroden. 

Beobachtet  man  den  Lichtbogen,  wenn  er  durch  Ausein- 

anderziehen der  sich  berührenden  Elektroden  neu  gebildet  wird, 

so  sieht  man,  dass  der  Lichtbogen  in  beiden  Richtungen  brennt. 

Wurde  der  Motor  abgestellt,  so  dass  er  seine  Geschwindig- 

keit allmälig  verringerte,  so  konnte  das  Übergehen  aller  Phasen 

ineinander  gesehen  werden.  Bei  Verwendung  eines  Motors  mit 

einer  von  der  des  Synchronmotors  nur  wenig  abweichenden 

Tourenzahl  kann  man  das  Entstehen  und  Verschwinden  des 

Lichtbogens  in  allen  Phasen  continuirlich  verfolgen. 

7.  Nach  dem  Verlauf  der  Curven  war  zu  erwarten,  dass 

die  gemessenen  scheinbaren  Gleichstrom-  und  Gleichspannungs- 

werthe  wesentlich  bceinflusst  werden  durch  die  im  Stromkreise 

wirkende  Wechsel- E.  M.  K.  einerseits,  durch  die  vorhandene 

Phasenverschiebung  anderseits.  Eine  Vergrösserung,  respective 

Verkleinerung  der  E.  M.  K.  wird  als  unmittelbare  Folge  eine 

gleichsinnige  Veränderung  des  oberen  Theiles  der  Spannungs- 

curve,  dagegen  wenn  auf  gleiche  Stromstärke  und  Lichtbogen- 

länge einregulirt  ist,  eine  unwesentliche  Veränderung  des 

unteren  Theiles  der  Lichtbogenspannungscurve  hervorrufen, 

daher  eine  V ergrösserung.  respective  Verkleinerung  der  Angabe 

des  Torsionsgalvanometers.  Die  Angaben  der  Tangenten- 

boussole werden  dadurch  nicht  wesentlich  beeinflusst.  Eine  Ver- 

änderung der  Phasenverschiebung  beeinflusst  das  Verhältniss 
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der  Dauer  der  beiden  Halbperioden  und  hiedurch  Strom  und 

Spannung. 

Diese  Beeinflussungen  wurden  an  einem  Lichtbogen 

zwischen  einer  Eisenelektrode  (ü  mm)  und  einer  Dochtkohle 

(S.  &  H.,  Marke  A,  6  mm)  thatsächlich  constatirt. 

Um  den  Lichtbogen  bei  verschiedenen  Spannungen  zu 

beobachten,  wurde  die  Spannung  der  »Internationalen  Elek- 

tricitäts-Gesellschaft«  in  Wien  von  circa  105  Volt  mit  Hilfe 

eines  Kerntransformators  (1:2)  von  Ganz  ik  Co.  auf  circa 

210  Volt  hinauftransformirt;  anderseits  wurde  die  ebenfalls  zur 

Verfügung  stehende  Spannung  von  circa  50  Volt  benützt.  Die 

Werthe  für  J,  A,  C,  V,  welche  sich  hiebei  ergaben,  sind  theil- 

weise  in  der  folgenden  Tabelle  11  wiedergegeben. 

Tabelle  II. 

50  Volt 107  Volt 

J A c V J 1 c 

207  Volt 

50 

7-2 

42  5 

42-5 
8-0  44 

in  s 

40 

40 

! 

2-  75 

370 

3-  95 

4-  Ü 

6*1 

10*6 

6  5  79 

9-451  7-07 

9-3 

12-8 
12-6  I,  10  1 

10-8! ; 

3-45 

3-8 

8-  0J  78-5  4*25 9-  0  79-5(4*9 

79-05  7 

o'6'2 

27-1 
31-5!  5-9 

29  0 

31-3 

31-7 

31-7 

7-  05 

8-  l 

91 

10-15 

145 

147 

145 

145 

2-65  68 

3-  2 

4-  1 

4-7 

147  5-25 
147 

5-85 

665 

69-1 66-  8 

67-  3 
65 

Man  ersieht  aus  diesen  Zahlen  ganz  unzweideutig,  dass 

die  beobachtete  Gleichspannung  von  der  YVechsel-E.M.K.,  an 

welcher  der  Lichtbogen  anliegt,  abhängig  ist. 

Kleine  Schwankungen  in  der  Bogenlänge,  die  nicht  um- 

gangen werden  konnten,  verursachten  das  scheinbar  nicht  ganz 

gesetzmässige  Verhalten  von  /  und  A:  bei  constantem  Strom 

wachst  A  nur  massig  mit  der  Lange  des  Bogens,  während  V 

gleichzeitig  fällt,  was  den  Verhältnissen,  wie  sie  sich  aus  den 

aufgenommenen  Gurren  ergeben,  entspricht. 

Der  Einflltss  der  Sclbstinduction  erhellt  aus  den  folgenden 

Messungsresultaten,  die  erhalten  wurden,  wenn  1.  in  den  Licht- 
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bogenstromkreis  eine  Spule  eingeschaltet  wurde,  deren  Selbst- 

induetionseoefficient  L,  =  0*  00385  H  war;  2.  wenn  in  diese 

Spule  ein  Kisenkern  gegeben  wurde,  so  dass  der  Selbst- 

induetionscoefficient  L2  —  0-0252  war. 

Tabelle  III. 

1    I,  =  0-00385  H 

1 
2. 

I8  =  0-0252  // 

c 

V*
 

5-9 81  -5 

2-75 

23  6 
Gl 

79 
3-6 

20-1 
7-0 

80-0 
3-7 

26*6 

7-0 745 
4  4 

22  6 

82 
80-5 

45 258 8-1 

74'5 

4-87 

22  6 

9*2 
78-0 

5-55 

30  2 

9-05 

75-5 

5-55 

22  6 

j 
 10-

8 

78  0 
6  85 

30  2 

9-7 
73 61 

23-»» \'ergleicht  man  die  in  dieser  Tabelle  und  die  für  107  Volt 
in  Tabelle  11  angegebenen  YVerthe  miteinander,  so  zeigt  sich 

mit  wachsender  Selbstinduction  ein  Abnehmen  der  zu  gleichen 

totalen  Stromwerthen  (J)  gehörigen  Gleichspannungen  (F),  er- 

klärbar durch  eine  immer  weitergehende  Y'erschmälerung  des 
über  der  Abscissenaxe  liegenden  Theiles  der  Spannungscurve 

des  Lichtbogens.  Gleichzeitig  wächst  der  scheinbare  Gleich- 

strom (C)  massig  an,  was  auf  eine  Y'eränderung  der  Form  der 

Stromcurve,  insbesondere  eine  Verflachung  derselben  zurück- 

zuführen ist. 

8.  Die  beinahe  vollständige  Stromunterbrechung  in  der 

Richtung  Kohle — Eisen  bewirkt  merkwürdige  Erscheinungen, 

wenn  man  zwei  Lichtbogen  Eisen — Kohle  und  Kohle — Eisen 

hintereinander,  beziehungsweise  parallel  schaltet.  Bezüglich  der 

Hintereinanderschaltung  bemerkte  schon  Sahulka,  dass  sich 

zwei  solche  Bogen  in  einem  labilen  Zustand  befinden.  Es  ist  dies 

dadurch  zu  erklären,  dass  für  den  Gleichstromzustand  jeder 

der  Bogen  den  Strom  in  einer  anderen  Richtung  unterbricht. 

Wenn  einer  der  Bogen  in  den  schon  erwähnten,  besonders 

bei  geringer  Elektrodenentfernung  auftretenden  zischenden  Zu- 

stand gerieth,  in  welchem  er  in  beiden  Richtungen  leitend  zu 

sein  scheint,  dann  kann  der  andere  Bogen  das  Übergewicht 

erlangen  und  sich  einen  normalen  Gleichstromzustand  schaffen. 
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«,  mV 

In  einem  solchen  Falle  muss  dann,  nach  dem  Vorhergehenden, 

bei  200  Volt  totaler  E.M.K.,  an  diesem  Lichtbogen  eine  schein- 

bare Gleichspannung  von  circa  65  Volt  auftreten,  wie  sie  auch 

Sahulka  erwähnt. 

Für  die  Parallelschaltung  wurden  folgende  Beobach- 

tungen gemacht.  Die  Schaltung  war  die  in  Fig.  6  ange- 

gebene. Es  bedeuten:  Lx 

und  L2  die  beiden  Lichtbogen, 

Rt  und  R2  ihre  Vurschalt- 
widerstände,  Ax  und  TB  ein 

Hitzdraht-Amperemeter,  be- 

ziehungsweise eine  Tan- 

gentenboussole zur  Messung 

des  durch  einen  Lichtbogen 

fliessenden  Stromes,  A  ein 

Hitzdraht -Amperemeter  zur 

Messung  des  totalen  Stromes. 

HV  und  TG  ein  Hitzdraht- 

Voltmeter,  beziehungsweise 

ein  Torsionsgalvanometer. 

Bei  in  und  ;/  befanden  sich 

Ouecksilbernäpfe,  die  durch 

einen  Kupferbügel  b  rasch 

verbunden  werden  konnten. 

Die  beiden  Lichtbogen  wur- 

den bei  entferntem  Kupfer- 

bügel b  gebildet;  erst  wenn 

beide  gleich  brannten  wurde 

durch  b  bei  m  und  ;/  verbunden.  Diese  Anordnung  war 

deshalb  nothwendig,  weil  bei  Anwendung  eines  gemeinschaft- 

lichen Vorschaltwiderstandes  weder  die  aufeinanderfolgende, 

noch  die  gleichzeitige  Bildung  der  Lichtbogen  möglich  war. 

Es  wurden  in  einem  Falle  folgende  Werthe  abgelesen,  und 

zwar  an: 

TB  ,1,  A 

Cx  =8  35  Ampere,  J,  =  15 '5  Ampere,  J  —  21  Ampere, 

HV  TG 

A  =  24  Volt,        V  =z  ■/.  Volt. 

Fig.  6. 
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Das  Verhältnis*  von  C,  und  Jx  steht  mit  den  früher  beob- 

achteten Grössen  im  Einklang;  das  Verhältniss  von  Jx  und  J, 

welch  letzteres  die  Resultirende  von  J,  und  J*  vorstellt,  ist  da- 

durch bedingt,  dass  in  jenen  Periodenhälften,  in  welchen  7, 

nahezu  Null  ist,  J2  die  grossen  Werthe  erreicht  und  umgekehrt. 

Wenn  /,  iv  it  die  Momentanwerthe  von  J,  /„  J2  bedeuten, 

dann  ist 

da  nun  für  jeden  Moment  entweder  i,  oder  i%  nahezu  Null  ist, 

so  ist  in  jedem  Momente  das  Product 

f, .  fa  =  0. Aus 

i-  —  rl-ht--^2i\i.J 

wird  also  angenähert 
r»  =  i{+#l 

S(i»)  =  I(i»)+I<i*)  =  22(it), 

wenn  die  beiden  Bogen  gleich  brennen. 

MU*)  =  2M(i-), 

das  entspricht  den  abgelesenen  Werthen. 

Was  die  Ablesungen  der  Voltmeter  betrifft,  so  ist  zu  er- 

wägen, dass  der  Strom  in  jeder  Richtung  einen  Weg  hat,  daher 

an  den  Klemmen  der  Lichtbogen  niemals  die  volle  Spannung 

des  Transformators  auftreten  kann;  die  Spannungscurve  ver- 

läuft in  beiden  Periodenhälften  symmetrisch  zur  Abscissenaxe, 

wie  es  die  unteren  Hälften  der  früher  angegebenen  Spannungs- 

curven  darstellen. 

9.  Es  erübrigt  noch  einige  von  Sahulka1  zuerst  constatirte 

Erscheinungen  am  Eisen — Kohle-Bogen  mit  den  gewonnenen 

1  Sahuika.  1.  c. 
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Erkenntnissen  in  Einklang  zu  bringen.  Im  Folgenden  be- 

zeichnet E  die  Eisen-,  A'  die  Kohlenelektrode,  L  den  Licht- 

bogen respective  das  in  ihn  eingeführte  Prüfstäbchen;  die 

Spannungen  in  der  Richtung  Kohle— Eisen  sind  mit  +,  die 

in  der  Richtung  Eisen— Kohle  mit  —  charakterisirt;  T.G.  steht 

für  Torsionsgalvanometer.  S.G.  für  Spiegelgalvanometer. 

Während  ein  T.  G.,  welches  an  die  beiden  Elektroden  an- 

gelegt ist,  oder  zwei  hintereinandergeschaltete  T.  G.,  deren 

freie  Klemmen  mit  A'  und  E,  und  deren  gemeinsame  Klemme 

mit  einem  in  den  Lichtbogen  eingeführten  Mittelstäbchen  ver- 

bunden sind,  Spannungen  in  der  Richtung  K — E  angeben, 

zeigen  T.  G.,  welche  zwischen  eine  der  Elektroden  und  das 

Mittelstäbchen  geschaltet  werden,  Spannungen  in  der  entgegen- 

gesetzten Richtung,  also  von  E  zu  K.  Das  kommt  daher,  dass 

während  einer  beträchtlichen  Zeit,  und  zwar  gerade  dann,  wenn 

die  hohen  Potentialdifferenzen  A' — E  auftreten,  der  Lichtbogen 
unterbrochen,  die  mit  dem  Prüfstäbchen  verbundene  Klemme 

des  T.  G.  währenddessen  gleichsam  abgeschaltet  ist.  und  die 

vom  T.  G.  angezeigte  Spannung  wesentlich  den  während  der 

Lichtbogenbildung  E—K  auftretenden,  von  E  zu  A'  gerichteten 
Potentialdifferenzen  entspricht. 

Die  Erscheinungen,  welche  Sahulka  mit  dem  aperio- 

dischen Spiegelgalvanometer  (S.  G.),  dem  ein  Widerstand  von 

107ß  vorgeschaltet  war,  beobachtet  hat,  lassen  sich  erklären, 

wenn  man  den  Hauptsitz  des  grossen  Widerstandes  für  die 

Stromrichtung  K—E  an  die  Eisenelektrode  verlegt.  Das  an  die 

beiden  Elektroden  angelegte  S.  G.  zeigte  die  auch  am  T.  G.  er- 

scheinenden H-28  Volt.  War  es  an  L  und  K  angeschaltet,  so 

zeigt  es  einen  dem  T.G.  sich  nähernden  Werth;  man  muss 

desshalb  die  Annahme  machen,  dass  der  Widerstand  von  L  (Ort 

des  Prüfstäbchens)  bis  E  während  der  Periode  K—E  so  gross 

ist,  dass  er  die  Ausbildung  eines  das  S.G.  wesentlich  beein- 

flussenden Stromes  verhindert.  Schaltet  man  S.  G.  an  L  und  E, 

so  zeigt  es  die  Spannung  4-32  Volt,  also  eine  etwas  grössere 

als  die  zwischen  K  und  E  beobachtete;  dies  kommt  daher, 

dass  die  Spannungen,  welche  während  der  Lichtbogenbildung 

E — A"  von  oben  nach  unten  zwischen  E  und  dem  Prüfstäbchen 

(L)  auftreten,  kleiner  sind  als  die  zwischen  £  und  A' auftretenden; 
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dagegen  für  die  Spannungsrichtung  A' — E  nun  zwischen  Prüf- 
stäbchen und  K  die  sonst  zwischen  E  und  A  sich  zeigenden 

grossen  Potentialdifferenzen  sich  einstellen;  diese  scheinen  im 

Stande  zu  sein,  durch  den  unteren  Theil  des  ausgelöschten 

Lichtbogens  einen  das  S.O.  ablenkenden  Strom  durchzusenden. 

Vielleicht  steht  dies  mit  der  früher  erwähnten  Wolke  über  der 

Kohle  im  Zusammenhang. 

War  an  das  Prüfstäbchen  (L)  und  E  gleichzeitig  ein  T.  G. 

und  das  S.G.  gelegt,  so  zeigten  beide  —6  bis  —8  Volt  an.  Das 

T.G.  zeigte  diesfalls  dieselbe  Spannung,  als  wenn  es  allein  ein- 

geschaltet wäre.  Die  zu  ihm  parallel  liegenden  \0"  il  kamen 
nicht  in  Betracht;  anderseits  konnten  die  während  der  Perioden- 

hälfte A— E  auftretenden  hohen  Spannungen  durch  den  grossen 

Widerstand  zwischen  Prüfstäbchen  und  Kohle  das  T.  G.  nur 

schwach  beeinflussende  Ströme  schicken.  Für  das  S.G.  spielt 

das  T.G.  die  Rolle  eines  Nebenschlusses  von  — ij-  kleinerem 

Widerstand.  Von  den  Strömen,  welche  die  erwähnten  hohen 

Spannungen  durch  das  S.G.  schicken  würden,  wenn  das  T.G. 

nicht  angeschaltet  ist,  und  welche  die  von  A'  zu  E  gerichtete 
Spannung  ergeben,  geht  jetzt  nur  ein  verschwindender  Theil 

durch  das  S.G.;  die  Ablenkung  desselben  ist  daher  wesentlich 

nur  von  den  während  der  Lichtbogenbildung  E—K  zwischen  E 

und  dem  Prüfstäbchen  (L)  sich  einstellenden  Spannungen  ab- 

t  hängig. 

War  schliesslich  an  das  Prüfstäbchen  (L)  und  E  ein  T.G., 

an  das  Prüfstäbchen  (L)  und  A"  das  S.G.  gelegt,  so  war  der 
grosse  Widerstand  an  der  Eisenelektrode  durch  T.G.  über- 

brückt, die  in  der  Periodenhälfte  K—E auftretenden  Spannungen 

kamen  voll  zur  Wirkung;  das  S.G.  zeigte  einen  Ausschlag  von 

+35  Volt.  Wurde  T.G.  abgeschaltet,  so  zeigte  S.G.  die  sonst 

beobachteten  —3  bis  —4  Volt. 

10.  Um  die  im  unmittelbar  Vorhergehenden  gegebenen 

Erklärungen  zu  festigen,  wäre  es  wünschenswerth,  die  Ursache 

der  Stromunterbrechung,  respective  die  Natur  des  grossen 

Widerstandes  zu  kennen.  Es  wurde  schon  erwähnt,  dass  man 

in  Analogie  zu  der  von  Arons1  vorgebrachten  Hypothese,  dass 

J  A  ro n  s,  1.  c. 
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der  Wechselstromlichtbogen  zwischen  zwei  Metallen  in  Folge 

Oxydbildung  sich  nicht  erhalten  kann,  auch  beim  Kohle — Metall- 

bogen annehmen  könnte,  dass  durch  eine  Oxydbildung  die  Ent- 

stehung des  Bogens  in  der  Richtung  Kohle— Eisen  verhindert 

wird.  Es  wurden  Versuche  gemacht,  den  Lichtbogen  in  einer 

durch  Quecksilber  abgeschlossenen  Glasglocke  brennen  zu 

lassen.  Des  mangelnden  Sauerstoffes  halber  war  eine  fort- 

dauernde Oxydbildung  unmöglich.  Es  ergab  sich  das  negative 

Resultat,  dass  eine  Abnahme  des  von  der  Boussole  angegebenen 

scheinbaren  Gleichstromes  nicht  eintrat.  Wahrscheinlich  ge- 

nügte der  anfänglich  in  der  Glocke  befindliche  Sauerstoff  zur 

Bildung  der  Röthigen  Oxydmengen.  Weitere  Versuche  in  dieser 

Richtung  konnten  noch  nicht  angestellt  werden. 

11.  Der  Metall— Kohle-Lichtbogen  spielt  sonach  für  den 

Wechselstrom  die  Rolle  eines  einseitig  wirkenden  Ventiles,  das 

nur  die  nach  einer  Richtung  fli essenden  Ströme  durchlässt.  Er 

hat  daher  die  Fähigkeit,  Wechselstrom  in  einen  Strom  zu  ver- 

wandeln, der  nur  aus  gleichgerichteten  Stromimpulsen  besteht. 

Schaltet  man  daher  in  den  Stromkreis  eines  solchen  Licht- 

bogens Accumulatoren  derart,  dass  der  H-Pol  der  Batterie  an 

die  Kohlenelektrode  zu  liegen  kommt,  so  zeigt  die  Batterie 

Ladespannung.  Fig.  7  stellt  die  Schaltung  dar.  welche  gemacht 

HM 
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wurde,  um  den  Nutzeffect  einer  solchen  Ladung  von  Accumu- 

latoren  mittelst  Wechselstrom  zu  bestimmen. 

B  ist  die  Accumulatorenbatterie,  L  der  Lichtbogen  und  R 

ein  Regulirvviderstand.  Das  Hitzdrahtamperemeter  HA  misst 

den  totalen  Strom  J,  die  Tangentenboussole  TB  den  schein- 

baren Gleichstrom  C,  das  Wattmeter  WM,  je  nach  Stellung  des 

Umschalters  u,  die  auf  die  Batterie  entfallenden  Watt  tv  oder 

die  im  ganzen  Stromkreis  verbrauchten  Watt  W\  das  Torsions- 

galvanometer TG  gibt  die  Spannung  der  Accumulatoren- 

batterie v,  das  Hitzdrahtvoltmeter  HV  die  Lichtbogenspannung 

an.  Folgende  Zahlen  gelten  für  einen  Versuch,  bei  welchem  die 

Wechselspannung  circa  105  Volt  war  und  die  Accumulatoren- 

batterie aus  16  Zellen  bestand 

IV  Spannung 

pro  Zelle •A\mp. 

fVolt 
Volt 

7-5 522 
153 

0-294 

6-2 403 122 

36  •  5 

0-303 2-285 

48 313 

104-5 
37  •  6 

0-33 
2-355 

Wenn  man  durch  Verkleinern  des  Regulirwiderstandes  R 

die  auf  die  Accumulatoren  entfallende  Arbeit  vergrössern  wollte, 

so  zeigte  sich  ebenso  wie  dann,  wenn  die  Spannung  der 

Accumulatorenbatterie  durch  Zuschaltung  von  Zellen  ver- 

grössert  wurde,  dass  der  Lichtbogen  den  Gleichstromzustand 

aufgab.  Die  totale  Stromstärke  J  stieg,  der  scheinbare  Gleich- 

strom C  und  die  Accumulatorenspannung  v  fielen.  Der  oben 

sich  ergebende  Nutzeffekt  t,  von  circa  30%  wurde  auch  für  den 

Fall  höherer  Wechselspannung  und  dadurch  ermöglichter 

grösserer  Zahl  von  Accumulatorenzellen  nicht  überschritten. 

Ä  Lichtbogen  zwischen  zwei  Kohlenelektroden  verschiedener 

Beschaffenheit. 

1.  Bildet  man  einen  Wechselstromlichtbogen  zwischen 

zwei  Kohlenelektroden  von  wesentlich  verschiedenerBeschaffen- 

heit.  beispielsweise  einer  Docht-  und  einer  Homogenkohle,  so 

zeigen  eine  in  den  Kreis  in  derselben  Weise  wie  früher  ein- 

geschaltete Tangentenboussole  und  ein  an  die  Elektroden  an- 

gelegtes Torsionsgalvanometer  Gleichstrom,  beziehungsweise 

45* 
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Gleichspannung  an.  Das  findet  statt,  sowohl  wenn  die  Docht- 

kohle oben  und  die  Homogenkohle  unten  ist,  als  auch,  wenn 

die  Homogenkohle  die  obere  und  die  Dochtkohle  die  untere 

Elektrode  bildet;  endlich  zeigt  auch  ein  horizontal  angeordneter 

Lichtbogen  die  angeführten  Erscheinungen. 

Diese  drei  Fälle  unterscheiden  sich  quantitativ  insoferne, 

als  die  grössten  Gleichstromwerthe  dann  auftreten,  wenn  die 

Dochtkohle  die  obere  der  beiden  vertical  gestellten  Elektroden 

ist,  und  der  Bogen  in  den  an  ihr  sich  ausbildenden  Krater  brennt. 

Die  Richtung  des  Gleichstromes  ist  in  allen  drei  Fällen  im 

Bogen  von  der  Docht-  zur  Homogenkohle,  und  die  letztere  er- 

weist sich  als  positiv  gegenüber  der  ersteren. 

Beispielsweise  wurde  für  eine  Wechselspannung  von  105 

Volt  gefunden: 

Kohlen  von  Schiff,  Jordan  &  Co.  Dochtkohle  13*5 mm  dick. 

Tabelle  IV. 

Homogenkohle  10  mm. 

J 1 V 

a)  Dochtkohle  oben 

9-1 
8-2 
7-5 

7-2 
o-2 

28 
35 

3« -5 
30-r» 

54-0 

0-  7 
0  •  05 

1  •  I  N  I 
1-  00 

0-7 

6-4 
6-  1 

85 7-  9 5-8 

b)  Lichtbogen  horizontal 

;>•<> 
8-2 

7-5 28 

33  5 

36  -0 

0*45 

03 

0-32 
5-3 
3'4f) 

4  25 

c)  Dochtkohle  unten 

i»  Ml 
8-2 28 

34 

U2 

0- 1 

0-2 0-3 0-45 

1-3 
1-  6 

1  85 2-  55 

4-2:. 
35  •  5 

3G-5 52M) 
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2.  Diese  Gleichströme,  die  also  von  der  gegenseitigen  Lage 

der  Kohlen  abhängen,  scheinen  die  Resultirenden  zweier  com- 

ponentaler  Gleichströme  zu  sein,  von  welchen  der  eine  durch 

die  Lage,  der  andere  durch  die  Beschaffenheit  der  Kohlen  be- 

dingt ist.  Auch  an  zwei  gleichartigen  Kohlen  kann  man  nach 

Amp4 

ut 

^  
\fi 

■ 

 L 

r 
/ 

( \ 

i 

n 

\ 

i 
\ \ 

/ 
j 
/ w m 

f 
1 

00 

\ 
\ 1 

t 

/> 

/ 

i  \ 
\ 

Pf 

i 

50 

I  \  i 
\ \ 
\ 

t  1  i 
«  1 
— h 

■  .  , 

r   f  , 

s  u 

to 

Ui 

\ 

\  i r  / 

/ 

 i— 

r? 

1*° 
Vi 

\ 

s 

i 

i 
t 

i 

TO 

toi — s  V 
s « 

1 
s 

< 

Fig.  8. 

Sah  ulk al  beobachten,  dass  die  untere  Kohle  positiv  gegen  die 

obere  ist.  Am  horizontalen  Bogen  zwischen  gleichartigen  Elek- 

troden zeigt  sich  keine  Gleichspannung.  Es  tritt  also  zu  dem 

durch  die  Verschiedenheit  der  Kohlen  bedingten,  von  der  Docht- 

zur  Homogenkohle  gerichteten  Gleichstrome,  der  sich  für  alle 

Lagen  des  Lichtbogens  zeigen  muss,  im  Falle,  wo  die  Docht- 

1  Sahulka,  1.  c. 
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kohle  oben  ist,  der  von  Sahulka  beobachtete  Strom  additiv, 

im  Falle,  wo  sie  unten  ist,  subtractiv  hinzu. 

3.  Die  aufgenommenen  Strom-  und  Spannungscurven,  von 

welchen  zwei  zusammengehörige  in  Fig.  8  beigegeben  sind, 

haben  qualitativ  mit  den  an  den  Instrumenten  abgelesenen 

Werthen  übereingestimmt,  d.  h.  der  über  der  Abscissenaxe 

liegende  Theil  der  Spannungscurve,  welcher  der  Stromrichtung 

Homogenkohle — Dochtkohle  entspricht  und  der  der  entgegen- 

gesetzten Stromrichtung  entsprechende  Theil  der  Stromcurve 

sind  der  Fläche  nach  grösser  als  die  anderen  Theile  der  bezüg- 

lichen Curven.  Diese  Ungleichheiten  stehen  in  Zusammenhang 

mit  der  schon  von  Blondel1  hervorgehobenen  verschiedenen 

Bildungsart  des  Lichtbogens  von  einer  Homogen-,  beziehungs- 

weise Dochtkohle  aus.  Auch  hat  Mrs.  Ayrton2  beobachtet, 

dass  die  Spannung  eines  Gleichstromlichtbogens  in  der  Richtung 

Dochtkohle— Homogenkohle  kleiner  ist  als  in  der  entgegen- 

gesetzten. Diese  beiden  Umstände  dürften  für  die  Gleich- 

spannung und  den  Gleichstrom  am  Lichtbogen  massgebend 

sein,  welche  in  Folge  der  verschiedenen  Beschaffenheit  der 

Kohlenelektroden  auftreten. 

Unserem  verehrten  Vorstände,  Herrn  Hofrath  Prof.  A.  v. 

Waltenhofen,  sei  für  das  rege  Interesse,  mit  welchem  er 

unseren  Untersuchungen  folgte,  und  die  Liebenswürdigkeit,  mit 

welcher  er  uns  die  nothwendigen  Apparate  zur  Verfügung 

stellte,  der  wärmste  Dank  ausgesprochen. 

'  Blondel,  1.  c. 

-  Mrs.  .Ayrton,  Elcctrician  XXXIX,  p.  572.  1897. 
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Die  Rotationspolarisation  der  Äpfelsäure 
von 

Leopold  Kann. 

Aus  dem  physikalisch-chemischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mil  *>  Icxttiguren.  I 

Als  ich  mich  mit  der  Frage  nach  dem  Einflüsse  des 

Lösungsmittels  und  der  Temperatur  beschäftigte,  stiess  ich 

bei  den  die  Polarisation  betreffenden  Untersuchungen  bei  der 

Apfelsäure  auf  ganz  merkwürdige  Erscheinungen,  denen  ich 

nachzugehen  beschloss. 

Die  bisherigen  Ergebnisse  will  ich  nun  in  dieser  Arbeit 

mittheilen. 

Der  Apparat,  dessen  ich  mich  zu  meinen  Messungen 

bediente,  war  ein  Lippich'sches  Halbschattenpolarimeter 1  mit 
dreitheiligem  Gesichtsfeld  in  der  Ausführung,  die  Landolt 

angegeben  hat.  Bezüglich  der  genaueren  Beschreibung  ver- 

weise ich  auf  Landolt  (Das  optische  Drehungsvermögen, 

2.  Aufl.,  Braunschweig,  1898). 

Für  gewöhnliche  Messungen  —  bei  Zimmertemperatur  — 

sind  dem  Apparat  zwei  Flüssigkeitsröhren  (von  Um  und  'Um 

Länge)  beigegeben,  die  in  eine  hiezu  dienende  Kinne  eingelegt 

werden,  welche  auf  die  verschiebbaren  Träger  des  Apparates 

gestellt  wird.  Für  andere  Temperaturen  dient  ein  prismatischer 

Kasten  aus  Messingblech,  durch  den  eine  inwendig  vergoldete 

Messingröhre  geht,  deren  herausragende  Enden  sich  durch 

i  Lippich,  Zeitschr.  für  Instr,  2,  167  (1882);  14,  326  (1894).  —  Diese 

Sitzungsbcr.,  II,  91,  1081  (1885);  II,  105,  317  (1896). 
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gläserne  Deckplatten  und  Überwurfsschrauben  verschliessen 

lassen.  In  eine  obere  Öffnung  der  Röhre  ist  ein  enges  Röhrchen 

eingepasst,  welches  durch  den  abnehmbaren  Deckel  des  Kastens 

hindurchgeht  und  die  Ausdehnung  oder  Zusammenziehung  der 

eingefüllten  activen  Substanz  erlaubt.  Ausserdem  hat  der  Deckel 

zwei  Öffnungen  für  Thermometer  und  Rührer.  Der  Kasten  wird 

mit  einer  als  Bad  geeigneten  Flüssigkeit  gefüllt  und  kann  sodann 

mittelst  untergestellter  Lampe  erhitzt  werden.  Aussen  ist  der 

ganze  Kasten  noch  mit  Asbestpapier  umhüllt. 

Die  Temperatur  soll  nun  an  dem  ins  Bad  gesenkten  Thermo- 

meter abgelesen  werden.  Das  ist  aber  aus  mehreren  Gründen 

unzweckmässig  und  unzuverlässig.  Um  daher  direct  die  Tem- 

peratur der  Substanz  in  der  Röhre  ablesen  zu  können,  verfuhr 

ich  folgendermassen:  Ein  kurzes,  ziemlich  weites  Glasrohr 

wurde  an  beiden  Enden  mit  einem  durchbohrten  Korke  ver- 

sehen; der  eine  kam  über  das  obere  Ende  des  engen  Röhrchens, 

durch  den  anderen  wurde  ein  dünnes  Thermometer  gesteckt, 

das  auch  durch  das  enge  Röhrchen  ging.  So  diente  das  Glas- 

rohr gleichzeitig  zur  Fixirung  des  Thermometers  und  zur  Auf- 

nahme der  durch  das  Thermometer  verdrängten  Flüssigkeit, 

die  bei  einer  Zusammenziehung  so  wieder  in  die  Röhre  treten 

konnte  und  das  Entstehen  einer  Luftblase  verhütete. 

Um  wenigstens  eine  genau  definirte  homogene  Lichtquelle 

zu  haben,  wendete  ich  die  Natriumflamme  an,  die  durch  eine 

concentrirte  Lösung  von  Kaliumdichromat  gereinigt  wurde.  Am 

besten  erwies  sich  eine  kreisförmig  ausgeschnittene  Asbest- 

platte, die  mit  Kochsalz  bestreut  und  über  die  Flamme  eines 

Terquem-Brenners  gestülpt  wurde.  Diese  Flamme  war  hin- 

länglich intensiv  und  andauernd. 

Bei  den  ersten  orientirenden  Versuchen,  die  mir  eben  jene 

Eigenthümlichkeiten  der  Äpfelsäure  verriethen,  benützte  ich 

als  weitere  Lichtquelle  nur  noch  das  Roth,  das  ein  Auerlicht 

lieferte,  welches  durch  eine  rothe  Glasplatte  ging,  die  nur 

ziemlich  homogenes  Licht  durchliess.  Später  wendete  ich  auch 

noch  Blau  an,  indem  ich  das  Licht  des  Auerbrenners  durch 

eine  Lösung  von  Kupfervitriol  gehen  liess. 

Die  genannten  Lösungen,  welche  als  Strahlenfilter  dienten, 

wurden  in  Tröge  gefüllt,  die  mit  Kork  verschlossen  wurden. 
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Diese  Tröge  und  die  rothe  Glasplatte  wurden  auf  einem  Schlitten 

montirt,  der  am  Polarisator  vorbeigezogen  werden  konnte.  Die 

Lichtquelle  selbst  wurde  so  aufgestellt,  dass  die  Linse  vor  dem 

Polarisator  ein  scharfes  Bild  derselben  auf  dem  Diaphragma 

des  Analysators  zeichnete. 

Um  einer  eventuellen  Drehung  durch  die  Gläser  Rechnung 

zu  tragen,  wurde  die  Bestimmung  des  Nullpunktes  bei  ein- 

gelegter leerer  Röhre  ausgeführt. 

Der  Halbschattenwinkel  betrug  durchwegs  circa  4V4°. 
Von  den  ersten  —  schon  oben  als  bloss  orientirenden 

bezeichneten  —  Messungen  will  ich  bloss  jene  Daten  hieher 

setzen,  welche  das  charakteristische  Verhalten  der  Äpfelsäure 

zeigen. 

In  einer  engen  Mensur  wurde  zu  4-0685  £  Äpfelsäure 

Wasser  zugesetzt,  das  Volumen  der  Lösung  betrug  bei  25V4°  C. 

24-89  cm5. 

Aus  den  Ablesungen:  356  135,  356*135,  356  13,  356  14, 

356*14,  356*13  ergibt  sich  als  Mittelwerth  für  den  Nullpunkt 
356  135. 

Bekanntlich  gibt  es  verschiedene  Einstellungsmethoden; 

ich  befolgte  die  von  Lipp  ich  angegebene:  Man  dreht  den 

Analysator  erst  rascher,  dann  immer  langsamer  und  schritt- 

weise in  demselben  Sinne,  um  die  Gleichheit  der  Felder  zu 

erreichen;  glaubt  man  diese  überschritten  zu  haben,  so  wird 

zurückgedreht  und  die  Einstellung  von  Neuem  begonnen.  Auch 

wird  das  Auge,  wenn  man  der  Gleichheit  schon  nahe  gekommen 

ist,  nach  jedem  Schritt  nur  für  kurze  Zeit  geöffnet.  Man  erreicht 

nach  dieser  Methode  natürlich  nicht  diejenige  Stellung  des 

Analysators,  bei  welcher  die  Felder  objectiv  gleiche  Helligkeit 

haben,  sondern  eine  Stellung,  die  von  der  ersteren  um  einen 

gewissen  kleinen  Winkel  abweicht,  der  von  der  Grösse  der 

Unterschiedsemprindlichkeit  (etwa  1  Procent)  abhängt;  man 

bleibt  eben  dort  stehen,  wo  das  Auge  keinen  Helligkeitsunter- 

schied mehr  zu  empfinden  vermag.  Um  also  die  Gleichheits- 

stellung des  Analysators  zu  bestimmen,  muss  man  abwechselnd 

Einstellungen  von  beiden  Seiten  her  machen  und  aus  allen  das 

Mittel  nehmen. 
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In  der  Tabelle  I  sind  die  Werthe  der  Gleichheitsstellung 

für  die  oben  angegebene  Lösung  gegeben,  und  zwar  in  der 

ersten  Rubrik  die  thatsächlichen  Ablesungen  für  Roth,  in  der 

zweiten  die  entsprechenden  Mittelwerthe,  in  der  dritten  und 

vierten  analog  für  Gelb. 

Die  Tabelle  II  enthält  die  Beträge  in  Graden,  um  welche 

die  Polarisationsebene  des  rothen,  respective  gelben  Lichtes 

durch  eine  1  dm  dicke  Schicht  der  Substanz  gedreht  wird. 

Tabelle  I. 

Ruth 

°  C. 

Gelb 

C. 

17-;» 

25 

31 

49 -2 

92 

•92 

•915 
•925 

355-80 
•  855 

•86 

•855 

355-84 

•845 

•835 •84 

355-755 

•76 

•75 

•76 

355-545 

•555 

•555 

•550 

17-5 

31 

49  2 

92 

17-5 
355-920 

355 -858 

355  840 

26 

29-5 

355-758 

49 

355-551 

92 

355-95 

•96 

•94 

•95 

355-88 

•89 

•87 

•88 

355-84 

•845 

•84 
•85 

355-745 

•  735 

•74 

■  7  1 

355  47 

•45 

•46 

•46 

17-5 

26 

29-5 

49 

92 

355-950 

355-880 

355-843 

355-740 

355-460 
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Tabelle  II. 

Roth Gelb 
°  C. 

°  C. 

175 
—0-215 

17-5 

—0- 185 

25-0 

—0-277 

26-0 

—  0-255 

31  -0 

—0-295 

29-5 

—  0-292 

492 
—0-377 

49-0 

—  0-395 

92-0 

—0  582 

92-0 

— 0-675 

95-0 

-0-004 

95-0 

-0-695 

Es  zeigt  sich  also  nebst  einer  beträchtlichen  Vermehrung 

des  Drehungsvermögens  durch  Temperaturerhöhung  anomale 

Dispersion,  die  jedoch  bei  höheren  Temperaturen  (in  unserem 

Falle  ober  30°)  wieder  verschwindet. 

Nun  wurde  eine  alkoholische  Lösung  untersucht  (99-70/0 
Alkohol). 

Das  Volumen  der  Lösung  betrug  bei  20*75°  C.  24*7  cm\ 

in  der  Lösung  waren  3  "9251^  Äpfelsäure. 

Tabelle  III  und  IV  sind  analog  den  Tabellen  I  und  II 

angelegt.  Nullpunkt:  356  135. 

Tabelle  III. 

Roth Gelb °C. 

°  C. 

<°
 

°  C. 

<°
 

°  C. 

15 355-440 

15*5 

355-340 
•445 

•440 

I
"
 

355-441 

•360 
•340 

1 

1 0  *  5 
355*348 •440 

•350 

) 

38 

HP'  4 

355-315 
•320 

•315 

•31o 

|

 

 

38
 

355-316 

37 
355-195 

•210 

•200 

•205 

) 

r 

355  203 
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Roth 

Gelb 

'  0  C. 

<°
 

°  C. 

<•
 

•c. 

<'
 

<°
 

45 355-26 

50-5 

355- 12 

•25 

•27 

) 

l  4o 

355  260 

•12 

•13 

|
 
 

50
-5
 

355-124 

•26 

61 

125 

355-070 

•060 

'07o 

•055 

|

 

 

61
 

355  065 

71 
355-140 

•  140 
•150 

•130 ) 71 

) 

355- 140 

1 

• 

Tabelle  IV. 

Roth Gelb 

•c. 

<•
 

•c. 

<°
 

15 

—0-694 

15-5 

—0-787 

38 
—0-819 

37 

—0932 

45 

—0-875 

50-5 

-  1-011 

61 

—  1  070 

71 

-0-995 

In  alkoholischer  Lösung  geringer  Concentration  finden  wir 

also  zwar  einen  fast  gleichen  Temperaturcoefficienten,  aber 

bedeutend  grösseres  Drehungsvermögen  und  keine  anomale 

Dispersion. 
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Nun  will  ich  an  die  Mittheilung  der  eigentlichen  Messungen 

gehen. 

Sowohl  von  der  wässerigen,  als  auch  von  der  alkoholischen 

Lösung  soll  eine  ziemlich  grosser  und  eine  geringerer  Concen- 

tration  untersucht  werden. 

I.  Die  wässerigen  Lösungen. 

a)  Grössere  Concentration. 

In  einem  Mischkolben  wurden  46  •  5189  £  Äpfelsäure  ge- 

wogen, dazu  kamen  bei  10  3°  C.  50  cm3  destillirtes  Wasser 

(specifisches  Gewicht  des  Wassers  bei  dieser  Temperatur 

0-999705),  also  49  •  98525  £  Wasser,  so  dass  in  100£  Lösung 

48*  20404  £  Äpfelsäure  enthalten  waren. 

Leider  blieb  die  Lösung  trotz  Schütteins  und  wiederholten 

Erwärmens  trüb  und  musste  filtrirt  werden,  was  sonst  nach 

Thunlichkeit  zu  vermeiden  ist.  Es  wäre  also  am  Procentgehalt 

eine  Correctur  anzubringen,  deren  Mass  sich  nach  den  Angaben 

Landolt's  durch  folgende  Erwägung  ungefähr  bestimmen 

Messe:  Nimmt  man  die  Verdunstung  unabhängig  vom  Procent- 

gehalt der  Lösung  an  und  ferner  proportional  der  filtrirten 

Flüssigkeitsmenge  —  was  jedoch  beides  nur  ungefähr  richtig 

ist  —  so  lässt  sich  aus  eigens  zu  dem  Zweck  angestellten 

Versuchen  schätzen,  dass  bei  wässerigen  Lösungen  nach  der 

Filtration  der  Gehalt  für  je  10%  Substanz  etwa  um  0*005  und 

bei  alkoholischen  um  0*03  bis  0*05  zugenommen  hat. 

Das  specifische  Gewicht  der  filtrirten  Lösung  —  mittelst 

der  Mohr'schen  Wage  bestimmt  —  betrug  J\n  —  1-20938. 

Mit  dieser  Lösung  wurde  die  Röhre  im  Messingkasten  — 

die  eine  Länge  von  1  dm  hatte  —  gefüllt  und  dann  die  Drehung 

für  Roth,  Gelb  und  Blau  bei  verschiedenen  Temperaturen 

bestimmt.  Die  Ablesungen  der  jeweiligen  Gleichheitsstellung, 

respective  ihren  Mittelwerth  enthält  die  Tabelle  V,  die  that- 

sächlichen  Drehungen  in  Graden  die  Tabelle  VI. 

Der  Mittelwerth  aus  den  Bestimmungen  des  Nullpunktes 

war  356-138. 
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Tabelle  VI. 

Roth Gelb Blau 

»C. 

<°
 

•c. 

<°
 

°  C. 

<°
 

10*6 
■+-  0-842 

1 1  -6 

»-  1  -0(58 

12 

~h  1-812 

28-3 
-4-0-218 28-15 

+  0-387 28-15 

-f- 0-910 

42-05 
-0-23:» 

44 

-0-188 

42-55 

-4-0-215 

59  2 
—  0-712 

58-8 

-0-668 

60-  1 

-0-595 

7t*6 

—  1 • 030 

79  15 
—1-180 

78-  1 

—  1  -270 
79 

—  1-378 

92  •  2 

—  1 • 538 91  2 
-  1-078 

92- 1 

—  1-929 

Diese  Tabelle  zeigt  uns  vor  Allem  einen  enorm  hohen 

Temperaturcoefficienten,  besonders  für  Blau.  Anfangs  ist  die 

Lösung  für  alle  drei  Farben  rechtsdrehend  mit  normaler  Dis- 

persion; bei  je  einer  bestimmten  höheren  Temperatur  ist  für 

eine  Farbe  das  Drehungsv  ermögen  Null,  um  bei  noch  höherer 

Temperatur  negativ  zu  werden.  Ober  47°  C.  ist  die  Substanz 
für  alle  Farben  linksdrehend  mit  anomaler  Dispersion;  es  wird 

nämlich  Roth  am  stärksten,  Blau  am  schwächsten  (allerdings 

im  negativen  Sinne)  gedreht.  Ungefähr  zwischen  65  und  70° 

ist  die  Drehung  für  Gelb  am  grössten.  Ober  72°  C.  ist  wieder 
normale  Dispersion. 

Die  Fig.  1  auf  der  folgenden  Seite  bietet  uns  ein  über- 

sichtliches Bild  dieser  Verhältnisse. 

Als  Abscissen  sind  die  Temperaturen  aufgetragen,  und 

zwar  entsprechen  2  mm  einem  Grad.  Die  Ordinalen  sind  die 

Drehungswinkel.  Zwei  Hundertstel  eines  Grades  sind  durch 

1  mm  dargestellt.  (  Die  Curve  für  Roth  ist  mit  I,  die  für  Gelb 

mit  II  und  die  für  Blau  mit  III  bezeichnet.) 

b)  Geringere  Concentration. 

Von  der  concentrirteren  Lösung  (I,  ä)  wurden  in  einem 

Kolben  10*3028  £  abgewogen,  somit  4" 96635  £  Äpfelsäure. 

Dazu  wurde  Wasser  gesetzt.  Das  Gewicht  der  Lösung  betrug 

nun  24- 7578  Also  waren  20* 0598  £  Äpfelsäure  in  100  £ 
Lösung. 
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Das  specifische  Gewicht  —  mittelst  Pyknometers  bestimmt 

—  J\A  —  1  07918. 

Tabelle  VII  auf  der  folgenden  Seite  ist  analog  der  Tabelle  V 

angelegt;  ebenso  die  Tabelle  VIII  der  Tabelle  VI.  Ferner  ent- 

spricht die  Fig.  2  der  Fig.  1,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass 
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Fig.  1. 

wegen  des  kleineren  Temperaturcoefticienten  diesmal  ein 

Hundertstel  eines  Grades  1  mm  äquivalent  ist. 

Zur  Probe  wurden  mit  dieser  Lösung  am  folgenden  Tage 

noch  einige  Messungen  gemacht,  und  zwar  die  Ausgangs- 

punkte der  drei  Curven  und  der  Punkt  der  gelben  Curve  für 

72'//  C.  Die  Werthe  enthält  Tabelle  IX  und  X. 

Diese  Werthe  Hessen  sich  in  die  bereits  gezeichneten 

Curven  der  Fig.  'J  tadellos  einzeichnen. 
Sitzb.  d.  mathem.-  naturw.  Cl. ;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  46 
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Roth 
Gelb Blau 

°C. <-  \ 

°  C. 

°  C. 

139 
-0-190 

14-3 

72-25 

! 

—  0-179 

—  0-688 

1 

14-3 

—  0-062 

Wir  sehen  also  bei  dieser  Concentration  nur  Linksdrehung, 

einen  bedeutend  kleineren  Temperaturcoefficienten  und  ano- 
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Fig.  2. 

male  Dispersion.  Zwischen  35°  und  47°  ist  wieder  die  Drehung 

für  Gelb  am  stärksten.  Ober  47°  wird  die  Dispersion  wieder 
normal. 

Wir  wollen  jetzt  die  alkoholischen  Lösungen  untersuchen. 
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II.  Alkoholische  Lösungen. 

a)  Grössere  Concentration. 

Im  Mischkolben  wurden  10' 261  ö£  Äpfelsäure  abgewogen, 

dazu  wurde  absoluter  Alkohol  (99-7%)  gesetzt.  Die  Lösung  wog 

24  1865^.  Es  waren  also  in  100  £  Lösung  42'42G6£  Äpfelsäure. 
Leider  ergab  sich  auch  hier  die  Notwendigkeit  des  Filtrirens. 

(Bezüglich  einer  eventuell  deswegen  anzubringenden  Correctur 

vergleiche  das  bei  Lösung  I.  a)  Gesagte.)  Das  mittelst  Pykno- 

meters bestimmte  speeifische  Gewicht  ergab  df  —  V  01 373. 

Der  Nullpunkt  war  wieder  356-138. 
Die  Tabellen  XI  und  XII  enthalten  so  wie  die  früheren  die 

Ablesungen  und  die  thatsächlichen  Drehungswinkel. 

Der  Massstab  der  Fig.  3  ist  der  der  Fig.  1. 

Auch  bei  dieser  relativ  hohen  Concentration  tritt  hier  nur 

Linksdrehung  auf.  Bezüglich  der  anomalen  Dispersion,  der 

Maximaldrehung  für  das  Gelb  und  der  schliesslichen  normalen 

Dispersion  zeigt  diese  Lösung  viel  Ähnlichkeit  mit  der  con- 

centrirteren  wässerigen  Lösung  (I.  a).  (Vergleiche  Fig.  3  mit 

dem  Theil  der  Fig.  1,  der  unter  der  Nulllinie  liegt.) 

Die  TemperaturcoefRcienten  sind  ebenfalls  fast  gleich. 

Besonders  tritt  die  fast  völlige  Gleichheit  des  Temperatur- 

coefficicnten  bei  den  blauen  Curven  (Fig.  1  und  Fig.  3)  hervor. 

Tabelle  XII. 

Roth 
i 

Gelb 
Blau 

0  C. 

<°
 

•C. 

<°
 

°  C. 

<°
 

1 

1 1 

13-2 

2  2  ■  i 

34-7 
42  95 

612 1 

73-35 

—  0-477 

—  0-570 

—  0-863 
-1-108 

—  1 -423 

—  1 -833 

—  2-140 

11-  6 

12-  6 
225 

34-5 

43-9 02 

72-9 1 

—  0-448 

—  0-489 

—  0-803 

—  1-255 

—  1  573 

—  2-095 

—  2-438 

12 

13-3 
22  7 
34  6 

42-5 

61-6 

72-85 

—  0-218 
—  0-203 

—  0-738 

—  1-295 

—  1 • 038 

—  2-305 

—  2 • S15 
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Fig.  3. 

b)  Geringere  Concentration. 

Zu  14- 3528  £  der  Lösung  II.  a)  (also  6*0894 £  Apfelsäure) 

kamen  bei  15°  C.  20  cm3  absoluter  Alkohol  (d1*  r=  0*79457) 

oder  15- 8914  £  absoluter  Alkohol.  Auf  100£  Lösung  kommen 

demnach  20 i 34  £  Äpfelsäure.  Mittelst  Pyknometers  fand  ich 

d\™  =  0-88827. 

Hieher  gehören  Tabelle  XIII  und  XIV,  sowie  Fig.  4,  welche 

wieder  denselben  Massstab  hat  wie  Fig.  2. 
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Tabelle  XIV. 
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Roth Gelb Blau °C. 

"C. 

°  C. 

12-8 

-0-921 

13-5 

-1-023 

11-95 

-1-15(5 

287 —  1-008 28 
—  1-123 

294 
—  1-324 

455 
—  1-093 

45-15 

—  1-224 

45-7 

—  1-467 

57-5 

-1-570 

- 100 

-110 

-120 

-130 

-t*0 

-ISO 

— 

* 

m 
- 

i  

i 

i > 

1 
1 

i 

10'        IS'  ?V  2S'  JO'  *f« 

Fig.  4. <H>' 

HS'  iO'C 

Da  nicht  alle  Figuren  denselben  Massstab  haben,  stellte 

ich  zur  grösseren  Übersichtlichkeit  die  gelben  Curven  aus  allen 

vier  Figuren  in  Fig.  5  zusammen. 

Ihr  Massstab  ist  der  der  Figuren  1  und  3.  Die  Curven  für 

die  wässerigen  Lösungen  I„.  und  IItt,,  die  für  die  alkoholischen 

lt,  und  2a.  Überdies  ist  in  beiden  Fällen  die  Curve  der  con- 

centrirteren  Lösung  ganz  ausgezogen,  die  der  anderen  strichlirt. 

Die  Äpfelsäure  wurde  zuerst  von  Pasteur  untersucht 

(Ann.  chim.  phys.,  31,  81)  in  wässeriger  Lösung  und  links- 

drehend befunden. 
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Die  Versuche  von  Schneider  (L.  A.,  207,  2G1)  ergaben 

jedoch  später,  dass  mit  wachsender  Concentration  die  Links- 

drehung abnimmt,  bei  dem  Gehalte  p  —  34*24  Inactivität  ein- 

tritt und  sodann  steigende  Rechtsdrehung  erfolgt. 
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Fig.  5. 

100.  a 

Die  Abhängigkeit  der  specitischen  Rotation  [«]  =  = 

1 00  a 

=  T    -j  *  wo  c  die  Concentration,  p  der  Procentgehalt,  die 
/ .  p .  d 

Dichte  der  Lösung  und  /  die  Dicke  der  Schichte  in  Decimetern 

ist,  von  dem  Procentgehalte  der  Lösungen  an  Wasser  q  gibt 

die  Formel  wieder: 

[*]»  =  5-891— 0« 08959  q    (q  =  30  bis  92). 
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Nach  dieser  Formel  wäre  die  wasserfreie  Äpfelsäure  rechts- 

drehend und  für  dieselbe  [a]D  =  H-5'89.1 

Der  Einfluss  der  Temperatur  (auf  [t.]d  allein)  wurde  inner- 

halb sehr  enger  Grenzen  von  Th.  Thomsen  untersucht;  so 

fand  er  z.  B.  für  p  —  28-67  die  Werthe: 

*=  10°        t  =  20°        f  =  30* 

[<x]n  =  +0-33        —0-35  —0-83 

Was  die  Abhängigkeit  des  Drehungsvermögens  vom 

Lösungsmittel  betrifft,  so  liegen  bloss  folgende  Resultate  von 

Waiden  vor  (B.  29,  137): 

Aceton:  c  —  13-3,  [t]d  —  — 5-0  bis  — 5 -34. 

Methylalkohol:  c  =  30,  [o]D  =  —2-78. 

Nachdem  ich  die  anomale  Dispersion  früher  schon  (bei 

der  Äpfelsäure;  selbst  gefunden  hatte,  ersah  ich  erst  später 

aus  der  inzwischen  erschienenen  2.  Auflage  von  Landolt's 

>Drehungsvermögen«,  dass  auch  auf  dem  Gebiete  bereits  einige 

Beobachtungen  vorliegen,  die  aber  nur  den  Einfluss  der  Con- 

centration,  jedoch  nicht  den  der  Temperatur  berücksichtigen 

und  miteinander  nicht  in  Übereinstimmung  stehen.2 

Und  gerade  der  Temperaturstand  ist  hier  das  Entschei- 

dende, da  bei  grösseren  Concentrationen,  die  sonst  keine  ano- 

male Dispersion  zeigen,  dieselbe  bei  steigender  Temperatur 

eintritt,  um  bei  noch  höheren  Temperaturen  wieder  zu  ver- 

schwinden, während  bei  den  kleineren  Concentrationen  die 

auftretende  anomale  Dispersion  bei  wachsender  Temperatur 

verschwindet.  (Weinsäure  zeigt  ein  ähnliches  Verhalten.) 

Zur  Erklärung  dieser  eigenthümiiehen  Erscheinungen 

werden  nun  die  Krystallmoleküle  herangezogen:  Es  erscheint 

nämlich  nicht  verständlich,  wie  durch  Association  von  nur 

zwei  oder  wenigen  Molekülen  deren  ursprüngliches  Drehungs- 

1  Ein  Schluss,  der  bei  der  Weinsäure  (allerdings  im  umgekehrten  Sinne) 

von  Biot  experimentell  bestätigt  wurde  (Ann.  chim.  phys.,  59,  206,  §  11  [1860]). 

'  Aus  der  Arbeit  B.  A.  Woringer's  über  diesen  Punkt  scheinen  aller- 
dings nur  einige  Daten  gegeben  zu  sein,  dennLandolt  bezeichnet  sie  als 

»eine  in  seinem  Laboratorium  ausgeführte,  noch  nicht  veröffentlichte  Unter- 

suchung«. 
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vermögen  sich  ändern  soll.  Das  muss  jedoch  geschehen,  wenn 

eine  grosse  Anzahl  von  activen  Einzelmolekülen  sich  zu  einem 

Krystallelement  vereinigen,  welches  natürlich  wieder  asym- 

metrischen Bau  besitzen  muss.  Es  wurde  auch  schon  nach- 

gewiesen, dass  Körper,  welche  im  gelösten  und  krystallisirten 

Zustande  activ  sind,  in  der  letzteren  Form  einen  Drehwerth 

besitzen,  der  sich  aus  der  Wirkung  der  Einzelmoleküle  und 

der  Krystallmoleküle  zusammensetzt. 

Es  sollen  nun  die  linksdrehenden  Einzelmoleküle  der 

Äpfelsäure  bei  wachsender  Concentration  der  Lösung  sich 

immer  mehr  zu  rechtsactiven  Aggregaten  zusammenlagern,  bis 

endlich  im  wasserfreien  Zustande  (die  ̂ -Weinsäure-Drehung) 

die  /-Äpfelsäure 4- Drehung  besitzt. 

Dass  dieses  Verhalten  wirklich  auftreten  kann,  wenn  feste 

Krystallelemente  sich  abscheiden,  hat  sich  beim  Weinsäuren 

Rubidium  gezeigt,  indem  das  in  Lösung  rechtsdrehende  Salz 

Krystalle  liefert,  welche  als  solche  Linksdrehung  besitzen  und 

umgekehrt. 

Diese  Annahme  würde  nach  Landolt  erklären: 

1.  Die  anomale  Rotationsdispersion. 

2.  Die  im  gleichen  Sinne  verlaufende  Änderung  des 

Drehungsvermögens  bei  zunehmender  Verdünnung  und  bei 

steigender  Temperatur  (da  man  von  beiden  Einflüssen  einen 

fortschreitenden  Zerfall  der  Aggregate  voraussetzen  darf). 

3.  Die  Erscheinung,  dass  Lösungen  von  -Weinsäure  in 

Wasser  [a]2f«  =  4-14-40°,  in  Alkohol  aber  4-3-79°  haben, 
indem  der  letzteren  Flüssigkeit  bekanntlich  das  Vermögen  zu- 

kommt, die  Bildung  von  Molekülassociationen  zu  begünstigen. 

Dieses  »Drittens«  aber  stimmt  bei  der  Apfelsäure  nicht, 

indem  die  alkoholische  Lösung  geringer  Concentration,  welche 

weniger  stark  nach  links  drehen  sollte,  als  die  entsprechende 

wässerige,  stärker  nach  links  dreht,  während  die  alkoholische 

grösserer  Concentration,  statt  nach  rechts  zu  drehen,  nach 

links  dreht  (siehe  Tabelle  II  und  IV,  VI  und  XII;  XIV  und  VIII). 

Vielleicht  muss  man  in  dem  Falle  doch  wieder  zur  Er- 

klärung durch  Hydrate  und  Alkoholate  greifen,  wie  das  schon 

Bremer  gethan  hat  für  die  wässerige  Äpfelsäure  und  Ray  man 

für  das  Rhamnosehydrat. 
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Zu  dem  Zwecke  will  ich  später  auch  das  Verhalten  noch 

concentrirterer  und  noch  verdünnterer  Lösungen  untersuchen. 

Ich  betrachte  meine  Arbeit  nämlich  noch  nicht  als  abge- 

schlossen und  beabsichtige,  mit  einem  grösseren  Apparat  und 

mehreren  genau  definirten  Farben  (nach  dem  Broch'schen  Ver- 
fahren) die  Beobachtungen  zu  wiederholen  und  zu  erweitern, 

um  die  zweifellos  vorhandenen  Gesetzmässigkeiten  —  auf 

einige  habe  ich  bereits  in  der  Arbeit  hingewiesen  —  klarer  zu 

erkennen. 

Zur  Probe  der  Genauigkeit  meiner  Messungen  will  ich  nun 

noch  die  Berechnung  einer  speeifischen  Drehung  ([a]  = 

ausführen  und  mit  einem  bereits  vorhandenen  Werth  ver- 

gleichen, und  zwar         für  die  verdünnte  wässerige  Lösung 

Für  diese  war  d\A  —  1*07918,  dann  ist  —  wenn  ich  als 

Ausdehnungscoefficienten  der  Lösung  in  erster  Annäherung 
I "  ( M  K '  /  U 1 

den  des  Wassers  nehme  —        ==  10791  ,  , -  —  =1078. 

Den  Werth  für  das  der  Temperatur  20°  C.  entsprechende  a 

finde  ich  durch  Interpolation,  respective  durch  Ablesen  des 

Curvenwerthes  aus  der  Fig.  2.  Daselbst  hat  auf  der  gelben 

Curve  der  Punkt  mit  der  Abscisse  20  die  Ordinate  —0-231 

oder  —0-232,  also  ist  für  20°  C:  a  =  af}  =  —0-232  und 

r  im      100. (—0-232)         t  M  mt 
laj-;.  =  —1-08,  wahrend  der  entsprechende 

D      1.20  0598. 1078 

Werth  nach  Woringer  etwas  über  — 1-09  beträgt  —  eine 

Übereinstimmung,  die  mit  Rücksicht  auf  die  zwei  Interpola- 

tionen, die  kleinen  Differenzen  bei  der  Herstellung  der  Lösung 

u.  s.  w.  eine  ausgezeichnete  zu  nennen  ist. 

Zum  Schlüsse  ist  es  mir  eine  angenehme  Pflicht,  meinem 

verehrten  Lehrer,  Herrn  Prof.  Franz  Exner,  für  Anregung  und 

Unterstützung  bei  der  Arbeit  meinen  besten  Dank  zu  sagen. 

(L  *). 
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XIV.  SITZUNG  VOM  20.  MAI  1898. 

Erschienen:  Sitzungsberichte,  Bd.  106.  Abth.  III.,  Heft  VIII  —  X  (Octobei 

bis  December  1 897;,  womit  nun  der  Druck  dieses  Bandes  in  allen  Ab- 

theilungen abgeschlossen  ist. 

Sc.  Excellenz  der  Herr  Minister  für  Cultus  und 

Unterricht  übermittelt  ein  Exemplar  der  Regierungsvorlage 

des  Sta:itsvoranschlages  für  das  Jahr  1898,  Capitel  IX,  »Mini- 

sterium für  Cultus  und  Unterricht«  A.  B.C.  mit  dem  Bemerken, 

dass  die  nachträglich  eintretenden  Veränderungen  seinerzeit 

bekannt  gegeben  werden. 

Das  Präsidium  der  böhmischen  Kaiser  Franz  Josef- 

Akademie  für  Wissenschaften,  Literatur  und  Kunst 

theilt  mit,  dass  diese  Akademie  gemeinsam  mit  der  königl. 

böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  der  böhmischen 

KarlFerdinands-Universität  und  der  Gesellschaft  des  Museums 

des  Königreiches  Böhmen  am  18.  Juni  1.  J.  um  1 1  Uhr  vormittags 

im  Pantheon  des  Museums  des  Königreiches  Böhmen  eine 

Festvcrsammlung  zur  Feier  des  hundertsten  Geburts- 

tages des  Historiographien  Franz  Palacky  veranstalten 

wird,  und  ladet  die  kaiserliche  Akademie  der  Wissenschaften 

zu  dieser  Feier  höflichst  ein. 

Herr  Prof.  Dr.  Alois  Walter  in  Graz  dankt  für  die  ihm 

zur  Drucklegung  seiner  Publication  »Theorie  der  atmosphäri- 

schen Strahlenbrechung«  gewährte  Subvention. 

Herr  Heinrich  Mache  in  Wien  überreicht  eine  Abhand- 

lung: Über  Volumänderungen  der  Gase  unter  dem 

Einflüsse  starker  elektromotorischer  Kräfte«. 

Herr  Dr.  St.  Bern  he  im  er  in  Wien  überreicht  eine  Ab- 

handlung, betitelt:  »Experimentelle  Untersuchungen  übet 

die  Bahnen  der  Pupi  1  larreaction«. 
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Herr  Dr.  Wilhelm  Figdor,  Assistent  am  pflanzenphysio- 

logischen Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien,  überreicht 

eine  im  botanischen  Garten  zu  Buitenzorg  auf  Java  aus- 

geführte Arbeit,  betitelt:  »Untersuchungen  über  die  Er- 

scheinung des  Blutung  s  druck  es  in  den  Tropen«. 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 

zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Breuer  A.t  Elementar  entwickelte  Theorie  und  Praxis  der 

Functionen  einer  complexen  Variablen  in  organischer  Ver- 

bindung mit  der  Geometrie.  Wien,  1898;  8°. 

Dedekind  A.,  Ein  Beitrag  zur  Purpurkunde.  Berlin,  1893:  8°* 

Grant  Conklin  E.,  The  Embryologie  of  Crepidula.  (A  Contribu- 

tion  to  the  Cell  Lineage  and  Early  Developments  of  some 

Marine  Gasteropods.)  Boston,  1897;  8°. 

Perne r  J.,  Etudes  sur  les  Graptolites  des  Bohemes.  (Illiime 

partie;  Monographie  des  Graptolites  de  l'Etage  E).  Prague, 

1897;  4°. 
Schaffers  S.  J.  v.,    Essai  sur  la  theorie  des  machines 

electriques  a  influence.  Paris,  1898;  8°. 
Serrano  Fatigati  D.  E.,  Sentimento  de  la  naturaleza  en  los 

relieves  medioevales  espafioles.  Madrid,  1898;  8*. 

su7.b.  d.  mAthem.-naturw.  Cl.;  CVH.  Md.,  Abth.  II.  a. 47 
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U  ber  Volumenänderungen  von  Gasen  unter  dem 

Einflüsse  starker  elektromotorischer  Kräfte 

von 

Heinrich  Mache. 

Aus  dem  physikalisch-chemischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  3  Texilisiircn.) 

Die  Existenz  von  Spannungen  im  Dielektricum  des  elek- 

trischen Feldes  ist  die  grundlegende  Hypothese  der  Theorie 

Maxwell's.  Kann  wohl  auch  die  auf  der  Fernwirkung  basirende 
Anschauung  für  diese  Spannungen  aufkommen,  so  kommt 

doch  der  Nachweis  ihrer  Existenz  der  ersteren  mehr  zugute 

als  der  letzteren,  wie  denn  überhaupt  das  Dielektricum  in  der 

Theorie  Maxwell's  mit  der  ponderomotorischen  Kraft  der 
Elektricität  in  einem  innigeren,  weil  causalem  Zusammenhange 

steht. 

Die  Existenz  von  solchen  Spannungen  hat  nun  not- 

wendigerweise eine  Formveränderung  des  Diclektricums  zufolge 

und  es  ist  begreiflich,  dass  diese  schon  viel  früher  durch  das 

Experiment  gesicherte  Thatsache  zu  Gunsten  der  Theorie 

Maxwell's  gedeutet  wurde.1 

Gleichwohl  führten  die  bisherigen  Versuche  über  Volumen- 

änderungen im  elektrostatischen  Felde  nur  bei  festen  und 

tlüssigen  Isolatoren  zu  übereinstimmenden  Resultaten.  Für 

die  Gase  hingegen  finden  sich  nur  wenige,  einander  zum  Theil 

widersprechende  Angaben  vor. 

'  V«rg1,  Poincare,  Elcctricite  et  Optiquc,  I,  p.  285,  Paris  (1890). 
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So  hört  Lord  Kelvin1  beim  gelegentlichen  Laden  und 

Entladen  eines  Luftcondensators  von  0'  18  mm  Tiefe  auf  eine 

Potentialdifferenz  von  800  Daniells  ein  knisterndes  Geräusch 

und  schliesst,  dass  »es  hiedurch  vollkommen  erwiesen  sei,  dass 

eine  Platte  Luft  töne,  sobald  man  sie  plötzlich  dem  Einflüsse 

einer  elektrischen  Kraft  aussetzt«.  Lord  Kelvin  aeeeptirt  als 

Erklärung  dieser  Erscheinung  eine  plötzliche  Volumenände- 

rung des  Gases  durch  Elektrostriction  und  hält  dieselbe  in 

Anbetracht  der  beobachteten  akustischen  Wirkung  für  bedeutend 

genug,  um  in  ihr  eine  Erklärung  der  Funkengeräusche  zu 

finden. 

Eine  andere,  äusserst  bemerkensvverthe  Thatsache  theilen 

Warren  de  la  Rue  und  H.  W\  Müller2  in  den  Berichten  über 

die  mit  ihrer  1 1000 gliedrigen  Chlorsilberkette  durchgeführten 

Beobachtungen  mit;  sie  bemerken  nämlich  bei  Entladungen 

ihrer  Kette  durch  verdünnte  Luft  eine  plötzliche  Drucksteige- 

rung in  dem  die  Elektroden  umgebenden  Gase,  welche  mit  dem 

Aufhören  des  Entladungsstromes  momentan  zurückgeht.  So 

stieg  in  einem  Experimente  mit  Luft  von  1795  C.  der  Druck  im 

Augenblicke,  wo  die  Entladungen  begannen,  von  56  mm  auf 

71  -8  mm.  Sie  sehen  den  Grund  dieser  Erscheinung  in  einer 

plötzlichen  Expansion  und  nicht  in  einer  Temperaturerhöhung 

des  Gases,  da  diese  dann  mehr  als  16000°  C.  betragen  haben 
müsste. 

Endlich  hat  Herr  G.  Quincke8  bei  seinen  umfangreichen 

Versuchen  über  elektrische  Ausdehnung  auch  die  Gase  in  den 

Bereich  seiner  Untersuchung  gezogen.  Die  Gase  wurden  in 

eine  Faraday'sche  Luftflasche  von  123  mm  Durchmesser  ge- 
bracht, deren  innere  Kugel  einen  Radius  von  nicht  ganz  37  mm 

hatte.  Die  eine  Kugel  wurde  mit  der  inneren,  die  andere  mit 

der  äusseren  Belegung  einer  Leydener  Batterie  verbunden.  Die 

allenfalls  auftretende  Volumenänderung  konnte  an  einem  mit 

Alkohol  gefüllten  Horizontalmanometer  abgelesen  werden.  Bei 

der  Verbindung  der  Luftflasche  mit  den  Belegungen  der  Batterie 

1  Papers  on  El.  and  Magn,  §  302,  London  (1872). 

*  C.  R.  89,  P.  637  (IS79). 

»  Wied.  Ann.  10,  S.  513  ff.  (1880). 
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konnte  Herr  Quincke  keine  Volumenänderung  bemerken. 

Seine  Versuche  erstreckten  sich  auf  Luft,  Leuchtgas  und 

Kohlensäure. 

Auch  die  theoretischen  Arbeiten  über  Eiektrostriction,  wie 

die  von  J.  D.  Korteweg,  L.  Boltzmann,  H.  v.  Helmholtz, 

H.  Lorberg  und  G.  Kirch  hoff  geben  an  sich  keinen  prin- 

cipiellen  Aufschluss,  da  sie  Constante  enthalten,  die  erst  durch 

das  Experiment  bestimmt  werden  müssen.  Zwar  hat  man  aus 

den  bekannten  Versuchen  des  Herrn  L.  Boltzmann1  auf  das 

Verhalten  der  Gase  im  Zustande  elektrischer  Polarisation 

Schlüsse  gezogen,  doch  sind  auch  hier  die  Ansichten  getheilt. 

Während  die  Einen  auf  Grund  dieser  Versuche  für  Gase  die 

Existenz  einer  jeden  Eiektrostriction  in  Abrede  stellen,  berechnet 

Lipp  mann2  aus  eben  diesen  Versuchen  ihren  Absolutwerth. 

Derselbe  erweist  sich  allerdings  als  klein,  dürfte  aber  immerhin 

der  Beobachtung  zugänglich  sein. 

Welcher  der  beiden  Auffassungen  man  aber  auch  den 

Vorzug  geben  mag,  so  geht  es  doch  jedenfalls  nicht  an,  das 

Boltzmann'sehe  Resultat  der  (  onstanz  des  Quotienten  aus 

elektrischer  Susceptibilität  und  Druck  ohneweiters  auf  elek- 

trische Felder  auszudehnen,  welche  wesentlich  von  dem- 

jenigen verschieden  sind,  für  welches  diese  Constanz  verirkirt 

wurde. 

i;  1.  Die  Anschauung,  welche  man  sich  vom  Standpunkte 

der  Atomistik  aus  bilden  wird,  ist  leicht  gegeben.  Hier  setzen 

wir  in  Übereinstimmung  mit  der  Hypothese  Mosotti's  über 
die  Constitution  der  Dielektrica  die  Molekel  des  Gases  als 

leitende  Kugeln  voraus. 

Befindet  sich  dann  ein  elektrisirter  Leiter  —  etwa  eine  Metall- 

kugel —  im  Gase,  so  werden  die  Molekel  des  Gases  merklich 

gegen  den  Leiter  zu  verschoben  werden,  sobald  der  Durch- 

messer der  Gasmolekel  gegen  den  Radius  der  leitenden  Kugel 

nicht  mehr  zu  vernachlässigen  ist.  Diese  Verschiebung  bewirkt 

eine  Anhäufung  der  Molekel  um  den  Leiter  und  in  weiterer 

Linie  eine  Abnahme  des  Gesammtvolumcns  des  Gases. 

1  Diese  SitzuiiK^bcr..  09.  S.  795  (1874). 

2  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  (ö),  24,  p.  43. 
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Wird  nun  dem  Leiter  noch  weiter  Elektricität  zugeführt 

und  hat  hiedurch  die  elektromotorische  Kraft  in  einem  Theile 

des  Leiters  einen  gewissen  Grenzwerth  erreicht,  so  gibt  das 

Isolationsvermögen  des  Gases  nach  und  es  findet,  je  nach  der 

Form  dieses  Theiles  des  Leiters,  eine  Glimm-  oder  Büschel- 

entladung in  das  umgebende  Gas  statt. 

Hiedurch  wird  nachweisbar1  ein  kleiner  Theil  des  Gases 

elektrisirt  und  somit  zu  einem  Theile  des  elektrischen  Systems. 

Die  potentielle  Energie  dieses  Systems  strebt  einem  Minimum 

zu.  Es  sind  nun  aber  die  Molekel  des  Gases  sowohl  gegen  den 

festen  Leiter,  wie  auch  gegeneinander  beweglich.  Hieraus 

resultirt  eine  molare  und  eine  moleculare  Bewegung  des  Gases. 

Die  molare  Bewegung  rührt  von  der  Abstossung  der  Molekel 

vom  Leiter  her  und  äussert  sich  als  elektrischer  Wind  —  die 

moleculare  Bewegung  entsteht  durch  die  gegenseitige  Ab- 

stossung zwischen  den  elektrisirten  Gasmolekeln  und  äussert 

sich  als  eine  Erhöhung  des  Druckes,  unter  welchem  das  Gas 

steht  oder,  falls  dieser  constant  gehalten  wird,  als  Zunahme 

des  Gesammtvolumens  des  Gases. 

Es  gelang,  beide  Volumenänderungen  nachzuweisen.  Frei- 

lich sind  sie  nur  an  Leitern  von  sehr  grosser  elektrischer 

Flächendichte  zu  erwarten  und  zu  constatiren. 

Es  gelang  weiters  auch  den  Nachweis  zu  liefern,  dass 

beim  Durchschlagen  von  Gasen  unter  normalem  Druck  mittelst 

des  Funkens  einer  Elektrisirmaschine  oder  einer  Kuhmkorff'- 

schen  Inductionsspule  ebenfalls  eine  Dilatation  des  Gases  ein- 

tritt, welche  nicht  durch  eine  blosse  Erwärmung  erklärt  werden 

kann.  Es  erscheint  vielmehr  auch  hier  wahrscheinlich,  dass  die 

beobachtete  Erscheinung  durch  die  Expansion  der  hiebei 

elektrisirten  Luft,  beziehungsweise  des  von  den  Elektroden 

abgeschleuderten,  ebenfalls  elektrischen  Metalldampfes  zu  er- 

klären ist. 

Dass  hier  die  ältere  und  einfachere  Anschauung  vom  Zu- 

standekommen der  Elektrisirung  der  Gase  aeeeptirt  wurde, 

geschah  nur,  um  eine  einfache  Ausdrucksweise  zu  gewinnen. 

'  Vcrgl.  z.  Ii.  die  Arbeit  von  Lord  Kelvin,  Mac-Lcan  and  Galt: 

Science  II,  No.  40  (1895). 
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In  der  That  enthalten  die  folgenden  Beobachtungen  nichts,  was 

als  Argument  gegen  die  Annahme  einer  lonisirung  des  Gases 

gedeutet  werden  könnte. 

$  2.  Die  Versuche  wurden  in  folgender  Weise  durch- 

geführt: 

Zwei  Halbkugeln  aus  Messingblech,  welche  sich  vermittelst 

breiter  Flanschen  luftdicht  aufeinandersetzen  Hessen,  bildeten 

Fig.  !. 

eine  Hohlkugel  von  170  mm  innerem  Durchmesser.  Die  obere 

Halbkugel  war  an  der  Kuppe  durchbohrt  und  trug  eine  auf- 

gelüthete  Messinghülse  .4,  in  welche  ein  durch  ('»las  und  Siegel- 
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lack  gut  isolirter,  starker  Messingdraht  M  so  eingekittet  wurde, 

dass  er  nahezu  bis  zum  Mittelpunkt  der  Kugel  reichte.  Der- 

selbe war  an  seinem  unteren  Ende  aufgeschlitzt.  In  dem  Spalt 

konnte  leicht  der  dünne  Draht  festgeklemmt  werden,  an 

welchem  der  jeweilig  untersuchte  kleine  Leiter  befestigt  war. 

In  einer  zweiten,  tubulirten  Öffnung  B  der  oberen  Halb- 

kugel wurde  eine  Glasröhre  eingesiegelt,  welche  zu  dem  verti- 

calen  Scalenrohre  6'  führte,  dessen  innerer  Radius  3  42  mm 

betrug.  Da  es  wünschenswerth  erschien,  die  in  der  Kugel  ein- 

gefüllten Gase  trocken  zu  erhalten,  so  wurde  zwischen  B  und  5 

ein  Trockenfläschchen  F  angebracht. 

Endlich  waren  am  oberen  Theile  der  oberen  und  auf  der 

Kuppe  der  unteren  Halbkugel  zwei  Messingröhrchen  auf- 

gelöthet,  an  deren  Enden  Glashähne  mit  weiten  Bohrungen 

sassen.  Durch  diese  Messingröhren  konnte  die  Kugel  mit  ver- 

schiedenen Gasen  gefüllt  werden. 

Der  ganze  Apparat  ruhte  auf  einem  Dreifuss  und  stand  in 

einem  weiten,  im  Übrigen  mit  Watte  angefülltem  Blech- 

cy  lind  er  C,  aus  welchem  nur  das  Scalenrohr  und  das  obere 

Ende  des  bei  A  eingeführten  Messingdrahtes  herausragten.  In 

das  Scalenrohr  wurde  eine  Seifenlamelle  als  Index  eingeführt. 

Zur  Herstellung  derselben  diente  eine  einfache  wässerige 

Lösung  von  gewöhnlicher  Seife.  Ein  Zusatz  von  Glycerin  ver- 

mindert die  freie  Beweglichkeit  der  Lamelle  und  kann  in  Anbe- 

tracht der  kurzen  Dauer  der  Versuche  leicht  vermieden  werden. 

Ein  besonderes  Augenmerk  ist  darauf  zu  richten,  dass  während 

der  Versuche  die  Innenwand  des  Scalenrohres  gut  mit  Seifen- 

lösung benetzt  sei,  was  sich  durch  mehrmaliges  Durchziehen 

gut  erreichen  lässt.  Die  Hähne  Hx  und  H.,  ermöglichen  in 

ohneweiters  ersichtlicher  Weise  diese  Manipulationen. 

Eine  jede  Volumenänderung  im  Innern  der  Kugel  verschob 

—  wie  ich  mich  überzeugte  —  den  Index  um  ihren  vollen  Betrag. 

Diese  Verschiebung  wurde  mittelst  eines  Fernrohres  beobachtet. 

Die  oben  bezeichnete  Verpackung  mit  Watte  schützte  den 

Apparat  genügend  vor  Temperaturschwankungen.  Ungleich 

lästiger  erwiesen  sich  die  Schwankungen  des  Luftdruckes,  wie 

sie  bei  Wind  aultreten.  Wurde  doch  durch  sie  oft  Tage  hin- 

durch ein  jeder  Versuch  unmöglich  gemacht. 
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A.  Spitzen. 

§.  3.  Ein  Platindraht  von  l/8inm  Durchmesser  wurde  durch 

eine  kurze  Capillare  gezogen  und  am  unteren  Ende  durch  Ein- 

schmelzen in  ihr  befestigt.  Er  blieb  dann  noch  in  einer  Länge 

von  2  •  33  nun  frei.  Der  am  oberen  Ende  der  Capillare  heraus- 

ragende Theil  des  Drahtes  wurde  in  dem  Schlitz  des  Messing- 

drahtes M  festgeklemmt  und  hierauf  dieser  und  die  Capillare 

sorgfältig  mit  Schellack  überzogen.  In  unmittelbarer  Berührung 

mit  dem  in  die  Kugel  eingefüllten  Gase  stand  somit  nur  das 

kurze  Stück  Platindraht,  welches  am  unteren  Theile  der  Capil- 

lare herausragte.  M  wurde  nach  Bedarf  mit  dem  positiven  oder 

negativen  Pole  einer  Holtz'schen  Influenzmaschine  verbunden 
Die  Messingkugel  und  der  andere  Pol  der  Influenzmaschine 

waren  zur  Erde  abgeleitet.  Mittelst  einer  parallel  geschalteten 

Funkenstrecke  konnte  das  Potential  gemessen  werden,  zu 

welchem  diese  kleine  Platinspitze  elektrisirt  wurde. 

Es  zeigte  sich  nun  je  nach  der  Grösse  dieses  Potentials 

eine  Compression  oder  Dilatation  des  Gases,  welche  sich  durch 

eine  Verschiebung  der  Lamelle  äussert.  Diese  Volumenände- 

rung wird  rasch  stationär  und  behält  solange  ihren  constanten 

Werth  bei,  als  das  Potential  der  Spitze  constant  gehalten  wird. 

Leitet  man  diese  zur  Erde  ab,  so  geht  die  beobachtete  Volumen- 

änderung rasch  und  vollständig  zurück.  Auch  hängt  die  Grösse 

der  Dilatation  vom  Vorzeichen  ab.  Diese  Abhängigkeit  kann 

nicht  überraschen;  es  hat  ja  bereits  Faraday1  nachgewiesen, 

dass  von  demselben  Leiter  aus  die  Entladungen  in  das  um- 

gebende Gas  bei  negativer  Elektrisirung  früher  erfolgen  als  bei 

positiver.  Es  lässt  sich  somit  erwarten,  dass  auch  die  Stärke 

der  Elektrisirung  und  die  hiedurch  bedingte  Dilatation  für  beide 

Elektricitätsarten  nicht  die  gleiche  ist.  Die  Abhängigkeit  der 

Contractionen  vom  Vorzeichen  erklärt  sich  dann  durch  die 

Überdeckung  letzterer  durch  polar  verschiedene  Dilatationen. 

Ich  gebe  in  den  folgenden  Tabellen  die  so  erhaltenen 

VVerthe  für  die  drei  untersuchten  Gase.  Hiebei  sind  Con- 

tractionen negativ  gezählt. 

1  i:\perimental  Resenrchcs,  §  1501.  vergleiche  auch:  Wcsendonck, 

Wied.  Ann.  39,  S.  601  (1890). 
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Versuch  I:  Luft. 

Potential 
in  Volts 

Verschiebung  des  Index 
in  mm  für 

Volumenänderungen 

in  cm9  für 

-4-  Elektr. 
—  Elektr. Elektr. —  Elektr. 

2730 

-  1 

-  0-5 

-0  037 
—0-018 

4800 

—  18 
-  0-4 

—0-066 —0  015 

6600 

-  15 

-+-  1-3 

-0-055 
-4-0-048 

8400 
-  01 

33 

-0-004 
0-121 

9900 
-+-  2-1 7-8 4-0-077 0287 

11400 5-3 

16 0-195 0-588 

12900 

11-5 

27 

0-423 
0-992 

14400 

19-3 

0-709 

Jeder  der  hier  und  in  allen  folgenden  Tabellen  angeführten 

VVerthe  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  mindestens  drei  Einzel- 

werthen. 

Versuch  II:  Wasserstoff. 

Potential 
in  Volts 

Verschiebung  des  Index 
in  mm  Tür 

Volumenänderungen 

in  cm3  für 

-f-  Elektr. —  Elektr. -+-  Elektr. 
—  Elektr. 

2730 —0-5 0 

— 0-018 

0 

4800 

—0  9 

+  3 

— 0  033 -4-0- 1  10 

5520 0 4  5 0 

0- 165 

6600 

H-l-2 10 

-+-0-044 

0-367 

7320 2 195 

0-074 

0-717  | 

8400 4-5 

0  •  1 65 
i 

9900 8-5 

0-312 

Hier  tritt  der  polare  Unterschied  besonders  stark  auf. 
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Versuch  III:  Kohlensäure. 

Potential 

in  Volts 

Verschiebung  de*  Index 
in  mm  für 

Volumenänderungen 

in  cm3  für 

4-  Elektr. 
—  Elektr. -+-  Elektr. 

—  Elektr. 

4800 0 0 0 0 

8400 

+  0-3 

4-  1 
4-0-011 4-0-037 

9900 1-2 2-4 

0-044 
0-088 

1 1400 3-5 7 

0- 129 0-257 

12900 8 
15 

0-294 
0-551 

14400 17 
20  0-625 

0-735 

Eine  geringe  Contraction  konnte  auch  hier  wahrgenommen 

weiden;  doch  entzog  sich  dieselbe  der  Messung.  Letztere 

wurde  auch  durch  den  Umstand  erschwert,  dass  die  rasche 

Fig.  2. 

Diffusion  der  Kohlensaure  durch  die  Seilenlamelle  ein  con- 

tinuirliches  Zurückgehen  des  Index  bewirkte. 

In  Fig.  2  ist  ein  Diagramm  dieser  drei  Tabellen  gegeben. 
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§  4.  Eine  englische  Nähnadel,  welche  im  Mikroskop  bei 

250facher  Vergrösserung  sich  noch  als  vollkommene  Spitze 

zeigte,  wurde  im  Spalte  des  Drahtes  M  festgeklemmt.  Für  Luft 

und  Wasserstoff  ergaben  sich  Werthe,  welche  von  den  oben 

für  die  Platinspitze  gegebenen  um  nicht  mehr  abweichen,  als 

die  möglichen  Beobacbtungsfehler  betragen.  Nur  für  Kohlen- 

säure zeigte  sich  eine  bemerkenswerthe  Differenz.  Die  hier 

erhaltenen  Werthe  gibt  die  folgende  Tabelle. 

Versuch  IV. 

Potential 
in  Volts 

Verschiebung  des  Index 
in  mm  Tür 

Volumenänderungen 

in  cm3  Tür 

+  Klektr. 
—  Elektr. -+-  Elektr. -  Klektr. 

6600 

+  0-5 

-+-  1 

H-0'018 -4-0-037 

8400 2 
2-7 

0*074 

u-099 

1)900 3 5 

O-  1  10 0-  184 

11400 4 9 

0- 147 
0-331 

12900 7-r> 
15 

0  276 

0*551 

14400 LS 20 0551 

0-735 

S  5.  Wenn  man.  wie  es  oben  geschehen  ist,  die  beob- 

achteten Dilatationen  dadurch  erklärt,  dass  ein  gewisses  Quan- 

tum elektrisirtes  Gas  ein  grösseres  Volumen  einnimmt  als  das 

gleiche  Quantum  neutrales  Gas,  so  muss  es  befremden,  dass 

auch  diese  Dilatationen  sofort  und  rasch  zurückgehen,  sobald 

der  elektrisirende  Leiter  mit  der  Erde  verbunden  wird. 

In  der  That  würde  man  bei  der  bekannten  Eigenschaft  der 

Gase,  die  ihnen  einmal  mitgetheilte  Elektricität  nur  sehr  schwer 

wieder  abzugeben,1  das  Gegentheil  erwarten. 

Dieser  Widerspruch  dürfte  sich  durch  die,  wie  ich  glaube, 

berechtigte  Annahme  lösen  lassen,  dass  das  elektrisirte  Gas 

sehr  rasch  in  das  übrige  unelektrische  diffundirt. 

1  Lord  Kelvin,  Mac-  Lea n  and  Galt.  Proc.  ofthe  R.  S.,  57,  p.  430, 
M895). 
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Hiefür  spricht  folgender  einfacher  Versuch: 

Ein  Thomson'sches  Quadrantenelektrometer  ist  in  der  Art 

justirt,  dass  die  Lemniscate  mittelst  einer  Zamboni'schen  Säule 
dauernd  auf  ein  bestimmtes  Potential  geladen  ist,  während  das 

eine  Quadrantenpaar  mit  der  Erde,  das  andere  mit  einer  Queck- 

silber-Tropfelektrode in  Verbindung  steht.  Diese  Tropfelektrode 

berindet  sich  in  einem  zur  Erde  abgeleiteten  "Kasten,  dessen 

eine  Wand  durch  ein  weitmaschiges,  ebenfalls  abgeleitetes 

Drahtnetz  ersetzt  ist.  In  1 — 2' out  Entfernung  von  diesem 

Drahtnetz  ist  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Zerstäubungspunkt  der 

Elektrode  gut  isolirt  eine  englische  Nähnadel  aufgestellt,  welche 

mit  Hilfe  der  Influenzmaschine  bis  zum  Potential  von  1 7000  Volts 

geladen  werden  kann. 

Zuerst  wird  die  Elektrode  in  Gang  gesetzt  und  gewartet, 

bis  die  Lemniscate  des  Elektrometers  sich  fest  einstellt.  Wird 

jetzt  die  Spitze  elektrisirt,  so  bleibt  zunächst  die  Lemniscate 

absolut  in  Ruhe.  Erst  nach  Verlauf  einer  je  nach  der  Entfernung 

der  Spitze  verschiedenen  Zeit  gibt  sie  einen  beträchtlichen  Aus- 

schlag an,  der  in  Anbetracht  seiner  Constanz  nur  dadurch 

erklärt  werden  kann,  dass  mittlerweile  die  von  der  Spitze  ab- 

gehende elektrisirte  Luft  vermittelst  Diffusion  durch  das  Draht- 

gitter bis  in  den  abgeleiteten  Kasten  gelangen  konnte. 

Diese  Diffusion  geht  rasch  vor  sich.  So  erfolgt  der  Aus- 

schlag bei  1  nt  Distanz  nach  15%  bei  2  m  Distanz  nach  50*. 

£  6,  Es  wurde  nun  versucht,  die  beobachteten  Volumen- 

änderungen für  den  Fall  zu  prüfen,  dass  sich  im  Gase  nicht 

mehr  direct  eine  Spitze,  sondern  überhaupt  nur  ein  Körper  von 

grosser  elektrischer  Flächendichtc  befindet. 

Zu  diesem  Zwecke  wurde  an  M  abermals  ein  Platindraht 

angesetzt,  und  zwar  in  genau  der  gleichen  Weise,  wie  dies 

schon  in  §  3  beschrieben  wurde.  Nur  war  hier  an  das  freie 

Ende  des  Drahtes  eine  kleine  Kugel  angeschmolzen,  deren 

Durchmesser  1 '063  «z///  betrug. 

Man  konnte  erwarten,  dass  es  bei  Verwendung  einer  Kugel 

gelingen  werde,  die  beiden  Arten  der  Volumenänderungen  zu 

B.  Kugeln. 
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trennen.  Solange  nämlich  das  sogenannte  Anfangspotential 1 

nicht  überschritten  wird,  findet  keine  Elektrisirung  des  um- 

gebenden Gases  statt  und  es  wird  somit  bis  dahin  die  auf- 

tretende Elektrostriction  nicht  durch  die  Ausdehnung,  welche 

die  Elektrisirung  des  Gases  zur  Folge  hat,  überdeckt.  Dies  war 

in  der  That  auch  der  Fall. 

Sehr  erschwert  wurde  hingegen  die  Messung  dieser 

Volumenänderung  durch  die  in  Folge  der  Elektrisirung  der 

Kugel  vermuthlich  noch  verstärkte  Adsorption  des  Gases  an 

diese.  Ersichtlich  hat  eine  solche  an  der  Kugel  condensiite 

Gasschichte  eine  Erniedrigung  des  Anfangspotentials  im  Ge- 

folge. Sie  wirkt  somit  der  Contraction  des  Gases  entgegen.  Es 

ergab  sich  daher  bei  Messungen  unter  dem  Anfangspotential 

die  Notwendigkeit,  die  kleine  Kugel  vor  jedesmaligem  Gebrauch 

durch  Anwärmen  von  der  condensirten  Gasschichte  zu  befreien. 

Für  das  Anfangspotential  selbst  ist  der  Werth  der  Volumen- 

änderung zweideutig,  und  zwar  findet,  je  nachdem,  ob  sich  auf 

der  Kugel  bereits  ein  Büschellicht  bildet  oder  nicht,  eine  Dila- 

tation oder  Contraction  des  Gases  statt. 

Die  folgenden  drei  Tabellen  enthalten  wieder  die  so  ge- 

fundenen Werthe. 

Versuch  V:  Luft. 

Potential 
in  Volts 

Verschiebung  des  Index 
in  mm  für 

Volumenänderungen 

in  cm3  für 

■+■  Elektr. —  Elektr. 
4-  Elektr. 

—  Elektr. 

6600 

-  1 

0 
—  0-037 

u 

8400 

—  15 
—  1*5 

—  0  055 

—0-055 

9900 —  2-5 

  •> 

—0-092 
—0-074 

1  1400 
j  -  45 

\  —0-165 \  -0  147 

1  +  1 
(  -4-  To (-4-0-037 

1  4-0-055 
12900 

+  2-5 
4-  5-5 

4-0-092 4-0*202 
14400 6 

10-5 

0-220 

o-3s<; 

1 5750 9 10 

0-331 

0  •  Oys 

1  7  1 00 11 
29 

0-404 
1  -0i>0 

18300 15 
40 

0-551 

1  •  8  Ml 

19500 

L'l 

0-772 

'  J.  Precht,  Wied.  Ann.  49,  S.  150  ff.  (1893). 
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720 H.  Mache, 

Versuch  VI:  Wasserstoff. 

Potential 
in  Volts 

Verschiebung  des  Index 
in  mm  für 

Volumcnändcrungen 

in  cm1  für 

-+-  Elcktr. 
—  Elektr. -+•  Elektr. —  Elektr. 

j  - 
 ' 

j  —0-037 

6000 

-+-  3 

(  H-0'044 

-4-0  -HO 

(  -f-  1-2 
■+■  1*5 6 H-0'055 0220 

8400 2-3 

12 

0-085 0-441 

9900 5 
19 

0  184 
0-698  l 

10500 8 

0-294 

1 

1 1400 15 

0-551 

Versuch  VII:  Kohlensäure. 

Potential 
in  Volts 

Verschiebung  des  Index 
in  mm  für 

Volumenänderungen 

in  cms  für 

+  Elektr. 
—  Elektr. -f-  Elektr. 

—  Elektr. 

«.»000 

-f-  0-5 
- 

+  0-018 
1 1400 

1  -5 

0  055 

1 2 '.»00 53 

0- 195 

14400 8 

0-294 

15750 
-h  0-8 

1  1  'S 

-f-0-029 

0-4IM 

1  7100 4 18 

0-  147 0-661 

18300 
10 25  0-367 

0919 
1 9500 

16 

0-588 

Dig 
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In  Fig.  3  ist  wieder  eine  graphische  Darstellung  dieser 

Tabellen  gegeben. 

Fig.  3. 

§  7.  An  das  freie  Ende  des  Platindrahtes  wurde  eine  Blei- 

kugel von  5'  1  mm  Durchmesser  angeschmolzen.  Dieselbe 

führte  für  Luft  zu  folgenden  Wcrthen: 
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Versuch  VIII. 

Potential 

in  Volts 

Verschiebung  des  Index 
in  mm  für 

Volumenänderungen 

in  cm'  für 

4-  Elektr. 
—  Elektr. 

4-  Elektr. 
—  Elektr. 

14400 

—  17 

-  1-5 

—0  063 
—0-055 

17100 

[  -  19 
(  +  1 j  -0  070 

j  4-0  037 

(  -0-074 

(  4-0-074 
19500 -h  2-5 

4-  4-5 

4-0  092 
4-0-165 

20550 5-5 9-5 

0-202 
0-349 

20970 9 17 0331 

0-625 

21600 
15 

33 

0-551 1-212 

21960 21 

0-772 

  • 
22500 

1 
1 

26 

0-955 

Auch  hier  erfolgten  die  beobachteten  Compressionen  erst 

dann,  wenn  die  Kugel  angewärmt  worden  war.  Bezüglich  der 

für  17100  Volts  beobachteten  Zweideutigkeit  gilt  das  oben 

Gesagte. 

§  8.  An  grösseren  Kugeln  konnte  keine  Comprimirung  des 

Gases  erreicht  werden.  Dagegen  liess  sich  stets  —  freilich  bei 

immer  höheren  Potentialen  —  eine  Ausdehnung  des  Gases 

constatiren.  Die  obere  Grenze  war  hier  durch  die  Leistungs- 

fähigkeit der  verwendeten  Influenzmaschine  gegeben.  An  einer 

Messingkugel  von  10  55  mm  Durchmesser  liess  sich  bei  einer 

Elektrisirung  bis  zu  etwa  25000  Volts  eben  noch  eine  Aus- 

dehnung erkennen. 

§  9.  Es  wurde  versucht,  die  für  die  Contraction  gefundenen 

VVerthe  einer  einfachen  Prüfung  zu  unterziehen.  Soll  nämlich 

diese  Contraction  durch  dielektrische  Polarisirung  des  Gases 

erklärt  werden  können,  so  muss  noth wendigerweise  die  Ver- 

schiebung der  Molekel,  welche  aus  ihr  resultirt.  an  allen  Stellen 

des  Feldes  wesentlich  hinter  der  mittleren  Weglänge  zurück- 
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bleiben.  Eine  Verschiebung  um  den  vollen  Betrag  der  letzteren 

würde  ja  die  Weglänge  auf  Null  reduciren  und  somit  eine  Kraft 

voraussetzen,  welche  im  Stande  wäre,  das  Gas  zu  verflüssigen. 

Die  hier  auftretenden  Kräfte  müssen  aber  von  wesentlich 

niedrigerer Grössenordnung  sein;  in  Folge  dessen  muss  erwartet 

werden,  dass  auch  die  hier  auftretenden  Verschiebungen  von 

wesentlich  niedrigerer  Grössenordnung  sind,  als  die  mittlere 

Weglänge.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  oben  erhaltenen 

Werthe  dieser  Forderung  genügen. 

Wir  setzen  hiebei  wieder  die  Molekel  des  Gases  als 

leitende  Kugeln  voraus.  Ihren  Radius  nennen  wir  a.  Im  Gase 

befinde  sich  ferner  eine  leitende  Kugel  vom  Radius  r;  dieselbe 

sei  mit  der  Elektricitätsmenge  +e  geladen.  Es  sei  P  der  Mittel- 

punkt dieser  Kugel  und  f  die  Entfernung  einer  beliebig  ge- 

wählten Molekel  von  P.  Dann  ist  das  von  e  auf  die  Molekel 

ausgeübte  Potential  gleich  dem  Potential  zweier  Elektricitäts- 

mengen,  von  denen  die  eine  d  —  -j-  sich  im  Mittelpunkt  der 

Molekel,  die  andere  — d  sich  aber  in  einem  Punkte  P'  zwischen 

diesem  Mittelpunkte  O  und  P  befindet,  welcher  der  Gleichung 

OP'  =  —  genügt.  Das  gesuchte  Potential  ist  somit 

Ferner  ist 

S-f        2e*a*(2f*— a«) 

V  ~    /'(/*— **)* 

Wird  also  die  Molekel  aus  der  Distanz  f  in  die  Distanz 

_/*4-A/ gebracht,  so  berechnet  sich  die  hiebei  von  der  Elektricität 
geleistete  Arbeit  zu 

'    ~  /•(/*—«■>* 

Um  die  ganze  im  System  von  der  Elektricität  geleistete 

Arbeit  A  zu  berechnen,  bedenken  wir  zunächst,  dass  alle  Kräfte, 

welche  die  Molekel  aufeinander  ausüben,  innere  Kräfte  sind 

und  somit  in  den  gesuchten  Ausdruck  nicht  eingehen  werden. 

Sitzb.  d.  mathcm.-naturw.  H.;  CVII.  Bd..  Abth.  H.a.  4S 
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Es  ist  dann  ohnevveiters  die  Gcsammtarbeit 

4  ~    Jr  /C/*-«,),  J- 

wo  iV  die  Anzahl  der  Molekel  bedeutet,  die  in  der  Volumen- 

einheit enthalten  sind. 

Die  Verschiebung  A/\vird  innerhalb  gewisser  Grenzen  der 

verschiebenden  Kraft  proportional  sein.  Für  den  Fall  aber,  dass 

die  Verschiebung  diese  Grenzen  überschritte,  führt  die  Annahme 

dieser  Proportionalität  auf  zu  grosse,  aber  gewiss  nicht  auf  ziT 

kleine  Werthe  für  \f.  Wir  setzen  also 

wo  C  die  Proportionalitätsconstante  bedeutet. 

Es  ist  dann  auch 

>(/2-**)4
 

Man  findet  aber 
A  =  -16tVa8irAT  jf ' 

Jr°°  (2f*—a*)*df  _ 

~  48<i»r3(r*— u*;» 

1 5    j    r  j 

"~  3  2  u  f  g  r+ü 

oder  falls  man  den  Logarithmus  in  eine  passende  Reihe  ent- 

wickelt und  nach  dem  fünften  Gliede  abbricht 

.          45  15    127  IIa2 

lea1*-3       16a*r5  +  Wi  r1       48 r9  ' 

Die  von  der  Elektricität  geleistete  Arbeit  A  können  wir 

nun  noch  auf  andere  Art  berechnen;  denn  sie  ist  offenbar  auch 

gleich  derjenigen  Arbeit,  welche  nothwendig  ist,  um  die  beob- 

achtete Volumenänderung   des   Gases  Iv  —  v0—vt  hervor- 
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zubringen.  Bezeichnet  also  p  den  Druck,  unter  welchem  das 

Gas  steht,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

—  \6Ce*a«zN.J  —  p(?0— tfj) 
und  hieraus 

2<?fl»(2/»-fl»)    _     {2f*-a*)p{vx-Vt)  _ 

~  U*a*vNJf*  ' 

Wird  also  um  /'  mit/  als  Radius  cme  Kugel  beschrieben, 

so  gibt  dieser  Ausdruck  die  gesuchte  Verschiebung,  welche 

jede  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  befindliche  Molekel  erfährt 

oder,  was  dasselbe  ist,  den  Betrag,  um  welchen  die  mittlere 

Weglänge  für  diese  Molekel  durch  dielektrische  Polarisation 

verkürzt  erscheint. 

Wir  wählen  als  Basis  der  numerischen  Ausrechnung  die 

im  Versuch  V  für  das  Potential  38  an  einer  Kugel  von  0*0631 

Radius  beobachte  Volumenänderung  von  — 0*  165.  Für  a,  den 

Radius  der  Molekel,  benützen  wir  den  von  Herrn  F.  Exner1 

berechneten  Werth.  Man  findet  dann 

Nsz  34.10"    und  J=8.10"; 

endlich  betrug  p  nahezu  eine  Atmosphäre.  Setzt  man  diese 

Werthe  in  den  oben  für  A/  gefundenen  Ausdruck  ein,  so  wird 

A/=  —25.10-«.  ̂ -cm. 

Auf  der  Oberfläche  der  elektrisirten  Kugel  selbst  ist  somit 

lf-  — 6.10"27  cm. 

Man  sieht,  dass  dieser  Maximalwerth  vollauf  der  oben 

gestellten  Forderung  genügt. 

C.  Funkenstrecken. 

§  10.  Es  war  im  voraus  zu  erwarten,  dass  auch  beim 

Überschlagen  des  elektrischen  Funkens  die  Luft,  welche  die 

Diese  Sitzungsber.,  91,  S.  850  (18S5). 

48» 
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beiden  Elektroden  umgibt,  elektrisirt  werden  könne.  Ein  prin- 

cipieller  Unterschied  besteht  ja  nicht.  In  der  That  haben  wir  es 

hier  einfach  statt  mit  einem,  mit  zwei  elektrischen  Leitern  zu 

thun  und  es  wird,  wofern  nur  auf  diesen  der  elektrische  Druck 

einen  gewissen  Grenzwerth  erreicht  hat,  die  umgebende  Luft 

gewiss  elektrisirt. 

Der  Umstand,  dass  die  periodische  Entladung  jedes  der 

beiden  Leiter  zwischen  denselben  direct  und  nicht  vermittelst 

einer  parallel  geschalteten  Funkenstrecke  erfolgt,  kann  ja  diesen 

Effect  nur  steigern,  da  hiebei  die  elektrische  Dichte  eines  jeden 

der  beiden  Leiter  durch  die  Anwesenheit  des  zweiten,  entgegen- 

gesetzt elektrisirten  noch  erhöht  wird.  Wesentlich  muss  natür- 

lich aber  auch  hier  die  Grösse  der  Elektroden  sein,  da  vor 

Allem  durch  sie  die  Grösse  der  Dilatation  bestimmt  ist.  Die 

Richtigkeit  dieser  Schlüsse  hat  das  Experiment  bestätigt. 

Die  Versuche  wurden  an  zwei  Funkenstrecken  durch- 

geführt. Die  erste  bestand  aus  Messingkugeln  von  1  tum,  be- 

ziehungsweise 1  1 25  mm,  die  zweite  aus  Messingkugeln  von  je 

7  mm  Durchmesser.  Die  Zuleitungen  zu  diesen  Elektroden 

wurden  durch  den  Tubus  A  bewerkstelligt.  Die  folgende 

Tabelle  gibt  die  erhaltenen  Resultate. 

Versuch  IX. 

Distanz 

der  Kugeln 
in  tum 

• 

Klinkenstrecke  I Kunkenstrecke  II 

Verschiebung 
des  Index 

in  mm 

Volumen- 
Änderung  in 

cms 

Verschiebung 

des  Index 
in  mm 

Volumen- änderung in 

cm3 

1 

16*5 

o-ooo 

58 

0-213 

2 21  G 
0-794 

9 

0-331 

3 413 

l"5t6 

151 0  555 

4 

71-7 

2*634 

21-7 

0-797 

Die  Abhängigkeit  der  Erscheinung  von  der  Grösse  der 

Elektroden  und  dem  Entladungspotential  ist  evident.  Auch  ist 

ersichtlich  (vergleiche  Versuch  VIII  und  Funkenstrecke  II)  die 

Digitized  by  Google 



Volumenänderungen  von  Gasen  727 

beobachtete  Ausdehnung  grösser  als  die  Summe  der  Einzel- 

dilatationen, d.  h.  derjenigen  Ausdehnungen,  welche  man  erhielte, 

wenn  jede  der  beiden  Elektroden  einzeln  und  in  Abwesenheit 

der  zweiten  auf  das  betreffende  Entladungspotential  der  Funken- 

strecke gebracht  würde.  Auch  dieses  Ergebniss  befindet  sich 

in  Übereinstimmung  mit  dem  oben  Gesagten. 

§.11.  Nach  dem  Vorstehenden  lag  die  Vermuthung  nahe, 

dass  auch  bei  Verwendung  eines  Ruhmkorff'schen  Apparates 

an  Stelle  der  Influenzmaschine  eine  Ausdehnung,  beziehungs- 

weise Drucksteigerung  des  Gases  in  Folge  Elektrisirung  sich 

werde  beobachten  lassen.  Überdies  konnte  man  voraussehen, 

dass  die  Form  und  Grösse  der  beiden  Elektroden  hiebei  von 

Einfluss  sein  werde.  Die  erwartete  Erscheinung  stellt  sich  auch 

thatsächlich  ein.  Die  quantitative  Messung  derselben  wird  durch 

den  Umstand  nicht  wesentlich  erschwert,  dass  hier  der  Ent- 

ladungsstrom bereits  eine  bedeutende  Erwärmung  des  Gases 

bewirkt.  Vielmehr  ist  die  Natur  eines  Wärmeausschlages  von 

der  Natur  der  hier  beobachteten  elektrischen  Ausdehnung  so 

verschieden,  dass  die  Trennung  der  beiden  Erscheinungen 

sicher  durchzuführen  ist.  Ich  gebe  zunächst  wieder  in  der 

folgenden  kleinen  Tabelle  die  an  denselben  Funkenstrecken 

beobachteten  Dilatationen. 

Versuch  X. 

Distanz 

der  Kugeln 
in  mm 

Funkenstrecke  I Funkcnslrccke  II 

Verschiebung 

des  Index 
in  mm 

Volumen- 
änderung in 

cm3 

Verschiebung 

des  Index 

in  mm 

Volumen-  , 

änderung  in  ' 

cm* 

1 
99 

3-637 

38 

1-396 

2 110 4  041 
47  1-727 l 

114 4  188 

56 

2-057 

4 117 

4-298 

62-:> 1 

! 

2-296 

Man  sieht,  dass  für  den  Ruhmkorff  die  Volumenänderungen 

bedeutend  grösser  sind  und  in  ganz  anderer  Weise  von  der 
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Länge  der  Funkenstrecke  abhängen,  als  dies  bei  der  Influenz- 

maschine der  Fall  ist.  Die  Erklärung  hiefür  dürfte  in  einer 

hiebei  auftretenden  Complication  zu  suchen  sein. 

Es  erscheint  nämlich  in  hohem  Grade  wahrscheinlich,  dass 

hier  die  Expansion  der  elektrisirten  Luft  und  die  Expansion 

des  von  den  Elektroden  abgeschleuderten,  ebenfalls  elektrischen 

Metalldampfes  oder  Metallstaubes  sich  addiren.  Die  Menge 

dieses  Dampfes  hängt  aber  vornehmlich  von  der  Elektricitäts- 

menge  ab,  welche  die  Funkenstrecke  passirt.  Es  muss  somit 

eine  Vergrösserung  dieser  Elektricitätsmenge  auch  die  Volumen- 

änderungen vergrössern  —  eine  Folgerung,  welche  ich  durch 

das  Experiment  vollkommen  bestätigt  fand.  Hiebei  wächst  nur 

der  eine  Summand,  nämlich  die  Expansion  des  Metalldampfes, 

und  es  ist  bei  genügender  Steigerung  der  Elektricitätsmenge 

vorauszusehen,  dass  der  zweite  Summand,  die  Expansion  der 

elektrisirten  Luft,  ihm  gegenüber  ganz  in  den  Hintergrund 

,  treten  wird. 

Was  den  abgeschleuderten  Metalldampf  betrifft,  so  sei 

noch  betont,  dass  seine  Spannkraft  ebenfalls  durch  elektrische 

Abstossung  zwischen  den  einzelnen  Theilchen  und  nicht  durch 

Erwärmung  zu  erklären  sein  dürfte.  Eine  in  gewisser  Beziehung 

ähnliche  Ansicht  hat  auch  Herr  E.  Lecher1  ausgesprochen. 

Übrigens  lässt  sich  für  die  Annahme,  dass  sich  an  der  hier 

beobachteten  Dilatation  der  Metalldampf  betheiligt,  auch  noch 

ein  weiterer  Grund  anführen.  Es  ist  nämlich  klar,  dass  im  Falle 

der  Metalldampf  sich  auszudehnen  sucht,  der  Druck,  unter 

welchem  er  steht,  ein  höherer  sein  muss,  als  der  des  um- 

gebenden Gases.  Neue  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der 

Spectralanalyse  haben  aber  die  Existenz  eines  solchen  Druckes 

im  Metalldampf  des  Funkens  sehr  wahrscheinlich  gemacht. 

Es  hat  nämlich  Humphreys2  gezeigt,  dass  die  Linien 

eines  Spectrums  sich  zum  Theil  verschieben,  sobald  das  emit- 

tirende  Gas  unter  einen  höheren  Druck  gebracht  wird.  Eine 

solche  Verschiebung  zeigen  nun  nach  den  Messungen  der 

Herren  F.  Exner  und  E.  Haschek3  auch  die  Linien  des  im 

'  Diese  Sitzungsber.,  90,  S.  103  (1887). 

Astroph.  Journ.  H,  (1807). 

5  Diese  Sitzungsber.,  106  (1897) 
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Funken  erzeugten  Metalldampfes  gegenüber  den  im  Bogen 

erhaltenen.  Der  Schluss,  den  man  hieraus  ziehen  wird,  ist  ein- 

leuchtend. 

Es  dürfte  nicht  ohne  Interesse  sein,  die  Beobachtungen 

über  die  hier  an  Funkenstrecken  wahrgenommenen  Volumen- 

änderungen zu  erweitern  und  mit  ihrer  Hilfe  die  Grösse  dieses 

Druckes  und  die  Abhängigkeit  desselben  von  der  Natur  und 

Dichte  des  umgebenden  Gases,  sowie  von  der  Beschaffenheit 

der  verwendeten  Elektroden  des  Näheren  zu  studiren.  Versuche 

hierüber  sind  in  Vorbereitung. 

Jedenfalls  erscheint  aber  die  Existenz  einer  Volumenände- 

rung, beziehungsweise  Drucksteigerung  in  dem  die  beiden 

Elektroden  umgebenden  Räume  gesichert  und  ist  hierin  eine 

Bestätigung  des  eingangs  erwähnten  Versuches  von  Warren 

de  la  Kue  und  H.  W.  Müller  enthalten. 

Hier  sei  es  mir  gestattet,  die  erhaltenen  Resultate  noch- 

mals kurz  in  folgenden  Sätzen  zusammenzufassen: 

1.  Gase  ändern  ihr  Volumen,  wenn  man  sie  der  Einwirkung 

starker  elektrischer  Kräfte  aussetzt. 

2.  Diese  Volumenänderung  lässt  sich  durch  eine  Erwärmung 

des  Gases  nicht  erklären.  Sie  ist  entweder  eine  Contraction 

oder  eine  Ausdehnung  des  Gases.  Erstere  erklärt  sich 

durch  Polarisation,  letztere  durch  Elektrisii  ung. 

3.  Wird  Gas  elektrisirt,  so  vergrössert  sich  sein  Volumen, 

oder,  falls  letzteres  constant  gehalten  wird,  der  Druck,  unter 

welchem  es  steht.  Unterbricht  man  die  Elektrisirung,  so 

geht  dieser  Effect  in  Folge  der  raschen  Diffusion  des 

elektrisirten  Gases  in  das  übrige  unelektrische  schnell  und 

vollständig  zurück.  Seine  Grösse  ist  vom  Vorzeichen  der 

zugeführten  Elektricität  abhängig. 

4.  Bei  den  Entladungen  einer  Influenzmaschine  oder  eines 

Ruhmkorfif  durch  Luft  findet  eine  plötzliche  Drucksteige- 

rung statt,  die  augenblicklich  wieder  verschwindet,  wenn 

die  Entladungen  aufhören.  Dieselbe  hat  ihren  Grund  in 

der  Dilatation  der  elektrisirten  Luft,  beziehungsweise  des 

elektrisch  geladenen  Metalldampfes. 
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'  '^0  H.  Mache,  Volumenänderungen  von  Gasen. 

Nach  Abschluss  dieser  Arbeit  wurden  mir  Beobachtungen 

von  Herrn  O.  Rosenbach1  bekannt,  die,  wie  ich  glaube,  mit 

dem  oben  Mitgetheilten  vollauf  in  Einklang  gebracht  werden 

können.  Herr  Rosenbach  bemerkt  nämlich  am  Variometer 

einen  Zusammenhang  zwischen  Blitzen  und  Luftdruck  in  dem 

Sinne,  dasS  kurz  vor  jedem  Blitze  eine  Abnahme  des  Luft- 

druckes zu  bemerken  ist,  welche  sich  während  des  Blitzes  oder 

beim  Eintritt  des  Donners  in  eine  Zunahme  verwandelt.  Auch 

konnte  er  diese  Druckänderungen  am  Variometer  vermittelst 

einer  Influenzmaschine  demonstriren. 

In  der  That  war  an  den  oben  benützten  Funkenstrecken 

bei  allmäliger  Steigerung  der  Spannung  bis  zur  Funkenbildung 

des  Öfteren  eine  Compression  der  Luft  zu  constatiren,  wie  die- 

selbe ja  nach  dem  oben  Gesagten  überhaupt  an  jedem  Leiter 

von  grosser  Flächendichte  zu  erwarten  ist.  Auch  hier  wird  ein 

sicherer  Erfolg  nur  dann  erzielt,  wenn  man  vor  jeder  Wieder- 

holung des  Versuches  die  adsorbirte  Gasschichte  durch  An- 

wärmen entfernt. 

Schliesslich  ist  es  mir  Bedürfniss,  Herrn  Prof.  Dr.  F.  Exner 

für  die  mir  bei  dieser  Arbeit  freundlich  gewährte  Unterstützung 

meinen  aufrichtigen  Dank  auszusprechen. 

i  Mctcorol.  Zeitschrift,  Heft  6,  1S97. 
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Cantor  M.,  Über  die  Entladungsform  der  Elektncität  in  verdünnter  Luft. 
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S.  519—522. 
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J-,  Über  die  Temperatur  des  Obirgipfels  (2140  m)  und  des  Sonnblick- 

gipfels  (3106  m). 
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Hann  J,  Sita.  Bor.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abth.,  Bd.  107  (1898). 
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Sonnblickgipfel  (3106  m),  Temperatur  daselbst  und  des  Obirgipfels  (2140  m). 

Hann  J.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa  Abth.,  Bd  107  (1898) 

S.  537-568. 

Sobotka  J.,  Beitrag  zur  infinitesimalen  Geometrie  der  Integralcurven 

Sitz.-Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S  569-623. 
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Harting  H.,  Über  algebraische  und  numerische  Berechnung  der  Mikroskop- 

objectivo  geringer  Apertur. 

Sitz.  Her.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  624-656. 

Berechnung,  algebraische  und  numerische,  der  Mikroskopobjective  geringer 
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Eichberg  F.  und  Kallir  L.,  Beobachtungen  über  scheinbare  Gleichströme  im 
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XV.  SITZUNG  VOM  10.  JUNI  1898. 

Erschienen:  Sitzungsberichte.  Bd.  107,  Abth.  II  b.,  Heft  I  —  IV  (Jänner 
bis  März  1898). 

Die  Nachricht  von  dem  am  25.  Mai  d.  J.  erfolgten  Ableben 

des  wirklichen  Mitgliedes  der  kaiserlichen  Akademie,  Herrn 

Hofrathes  und  Universitätsprofessors  Dr.  Friedrich  Müller  in 

Wien  wurde  bereits  in  der  ausserordentlichen  Sitzung  dieser 

Classe  vom  26.  Mai  mit  der  Kundgebung  des  tiefen  Beileides 

zur  Kenntniss  genommen. 

Herr  Dr.  J.  Ritter  Lorenz  v.  Liburnau,  k.  k.  Sectionschef 

i.  R.  in  Wien,  dankt  für  die  ihm  zur  Fortsetzung  seiner  Unter- 

suchungen über  die  Flysch- Algen  gewährte  Subvention. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  F.  Becke  in  Prag,  Referent  der  Erd- 

beben -Commission  für  das  deutsche  Gebiet  von  Böhmen,  über- 

sendet zur  Aufnahme  in  die  Sitzungsberichte  einen  »Bericht 

über  das  Graslitzer  Erdbeben  vom  24.  October  bis 

25.  November  1897«,  und  zwar  als  VII.  Theil  der  Mit- 

theilungen dieser  akademischen  Commission. 

Ferner  übersendet  Herr  Prof.  Becke  zur  Aufnahme  in 

die  Sitzungsberichte  als  Nr.  VIII  der  Mittheilungen  der  Erd- 

beben-Commission  eine  Abhandlung  des  Ingenieurs  und 

Stadtgeologen  in  Karlsbad,  Herrn  1.  K  n  ett,  betitelt:  »Verhalten 

der  Karlsbader  Thermen  während  des  vogtländisch- 

w estböhmischen  Erdbebens  im  October- November 

1897«. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  O.  Stolz  in  Innsbruck  übersendet 

eine  Abhandlung,  betitelt:  «Eine  neue  Form  der  Bedingung 
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zur  Integrirbarkeit  einer  Function  einer  Veränder- 

lichen«. 

Das  Mitglied  des  wissenschaftlichen  Stabes  der  Expedition 

S.  M.  Schiff  »Pola«,  Herr  Regierungsrath  J.  Luksch  in  Fiume 

übermittelt  einen  »Vorläufigen  Bericht  über  die  physika- 

lisch-oceanographischen  Untersuchungen  im  Rothen 

Meere  (6.  September  1897  bis  24.  März  1898).« 

Herr  Prof.  Ür.  Richard  Pribram  übersendet  eine  im 

chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Universität  in  Czernowitz 

ausgeführte  Arbeit  des  Herrn  VV.  Schieber:  »Über  den 

Krystallwassergehalt  des  Manganosulfates«. 

Herr  Emil  Oek  i  ngh  aus,  Lehrer  an  der  königl.  Baugewerbe- 

schule zu  Königsberg  i.Pr.,  übersendet  eine  Abhandlung:  »Über 

dieZunahmederDichtigkeitund  Abplatt  u  ngimlnnern 

der  Erde,  auf  Grundlage  einer  neuen  Hypothese.« 

Herr  Dr.  Leopold  Kann  in  Wien  übermittelt  ein  versiegeltes 

Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität  mit  der  Aufschrift: 

»Farbige  Photographie«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  H.  Weide I  überreicht  folgende  vier 

Arbeiten  aus  dem  [.  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Uni- 

versität in  Wien: 

1.  »Über  das  Methylphloroglucin«,  von  H.  Weidel. 

2.  »Über  das  2.  4-Dimethylphloroglucin«.  von 

H.  Weidel  und  F.  Wenzel. 

3.  »Über  das  1,  3,  ö-Triamido-2,  4,  Ü-Trimcthylbenzol 

und  das  Trimethylphloroglucin«,  von  H.  Weidel  und 

F.  Wenzel. 

4.  »Zur  Kenntniss  des  Oroselons  und  Peucedanins«, 

von  M.  Popper. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  V.  v.  Lang  überreicht  eine 

Arbeit  aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen 

Universität  in  Prag  von  Prof.  Dr.  Ernst  Lecher,  betitelt: 

»Einige  Bemerkungen  über  Aluminiumelektroden  in 

Alaunlösung'. 
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Das  vv.  M.  Herr  Hotrath  Prof.  L.  Boltzmann  überreicht 

eine  im  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  technischen  Hoch- 

schule in  Graz  ausgeführte  Arbeit  von  Prof.  Friedrich  Em  ich: 

»Über  die  Entzündlichkeit  von  dünnen  Schichten 

explosiver  Gasgemenge«  (II.  Mittheilung). 

Das  w.  M.  Herr  Director  Friedrich  Brauer  überreicht 

für  die  Sitzungsberichte  weitere  Beiträge  zur  Kenntniss  der 

Muscaria  schizometopa,  und  zwar  1.  die  zweite  Folge  der  in  der 

Sammlung  G.  H.  Verall's  befindlichen  Originalstücke  der  von 

Bigot,  Macquart  und  Robineau-Desvoidy  beschriebenen 

Arten  und  deren  Deutung;  2.  Nachträge  zu  den  in  den  Denk- 

schriften (Bd.  LX)  erschienenen  Vorarbeiten  zu  einer  Mono- 

graphie der  Muscaria  schizometopa. 
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Eine  neue  Form  der  Bedingung  zur  Integrir- 

barkeit  einer  Function  einer  Veränderlichen 

Dazu,  dass  die  für  jeden  Punkt  x  des  endlichen  Inter- 

valles  (a,  b)  eindeutig  definirte  und  in  diesem  Intervalle  end- 

liche Function  f{x)  ein  eigentliches  bestimmtes  Integral  über 

das  Intervall  (a,  b)  zulässt,  ist  nothwendig  und  hin- 

reichend, dass  sie  integrirbar  sei  über  jeden  Theil 

von  (aj),  der  keinen  Punkt  einer  beliebig  gegebenen 

discreten1  Menge  ÜR  enthält. 

Die  Notwendigkeit  dieser  Bedingung  ist  unmittelbar  ein- 

leuchtend, indem  die  Function  /(*),  wenn  sie  von  x  —  a  bis 

x  =  b  integrirbar  sein  soll,  überhaupt  über  jeden  Theil  des 

Intervalles  (a,  b)  integrirbar  sein  muss. 

Dass  aber  die  obige  Bedingung  ausreicht,  ergibt  sich  aus 

dem  nachstehenden  Satze. 

-Im  Intervalle  (a,  b)  sei  ein  discretes  Punktsystem  3R 

gegeben.  Wir  schliessen  die  Punkte  desselben  in  eine  Folge 

von  Strecken  op  ft, .  .  .3,,  so  ein,  dass  in  den  nach  Wegnahme 

derselben  zurückbleibenden  Theilen  von  (a,  b)  gar  kein  Punkt 

von  "JH,  weder  im  Innern  noch  an  den  Enden,  mehr  vorkommt. 

Diese  Theilstrecken  von  (a,  b)  seien  mit  s,.  s2...stw  und  die 

Abscissen  ihrer  dem  Punkte  x  —  a  näheren  Endpunkte  mit 

br  b.,...bkn  bezeichnet.  Bedeutet  dann  f(x)  eine  in  jedem 

'  VerKl.  z.  15.  diese  Berichte,  Jahrg.  1897,  S.  462.  —  A.  a.  O.,  S.  454,  in 

Formel  (I)  lies:  grzr  anstatt:  gr. 

von 

O.  Stolz, 

c.  M.  k.  Akad. 
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Punkte  des  Intervalles  (a,  b)  eindeutige  und  im  ganzen  Inter- 

valle endliche  Function  von  x,  so  hat  man  für  das 

obere  Integral  derselben  im  Intervalle  (a,  b)  die 

Formel 

(G=)|      f(x)dx=  lim  V  /  f(x)dx,  (1) 

Ja  «r«0  Y*J*r 

d.  h.  jedem  e  >  0  entspricht  eine  kleinere  positive  Zahl  3  so. 

dass,  wenn  nur  jede  der  Strecken  8,...8„  kleiner  als  5  ist. 

sowohl 

0  <c  5 j  -f-  Oj,  -4-  •  .  .  -f-  oM  <z  s ,  (2) 

als  auch 

<  3  (3) 

1 

ist.  —  Ebenso  besteht  für  das  untere  Integral  von  f(x) 

im  Intervalle  (a.      die  Formel 

[       f(x)dx=z  lim   V  I  /(*)<**.«  (4) 

Die  Gleichung  (1)  folgt  ohne  Weiteres  aus  der  Formel 

[      /(*)«**  =  V  f{x)dx+  \r  f(x)dx,  (5) 

* 

worin  ava2...an  die  Abscissen  der  dem  Punkte  *  =  näheren 

Endpunkte  der  Strecken  o,.  52.  .  .o„  bedeuten. 

Es  ist  nämlich  für  jedes  x  im  Intervalle  (a,  b)  \f(x)\  kleiner 

als  eine  gegebene  Constante  C,  somit 

:  " (S  =)  |  X  f(x)dx  I  <  C  (8,  8«), 

I  \~a
* also,  wenn  man  sich  jedes  o,  kleiner  als  8  denkt,  zufolge  (2) 

kleiner  als  Cz.  Versteht  man  nun  unter  s'  die  grössere  von  den 
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O.  Stolz,  Integrirbarkeit  einer  Function. 

Zahlen  e  und  Ce,  so  sind  5,  d.  i. 

fix)dxu 

und  8JH-...-T-5«  beide  kleiner  als  s',  falls  nur  or  <  5 

(r  =  1 . . .  n)  ist. 

Auf  ähnliche  Weise  beweist  man  die  Gleichung  (4). 

Kehren  wir  zu  der  eingangs  gemachten  Voraussetzung 

über  die  Function  f(x),  welcher  zufolge  sie  über  jede  der 

Strecken  sr  integrirbar  ist,  zurück,  so  dürfen  wir 

setzen.  Machen  wir  von  dieser  Gleichung  Gebrauch,  so  werden 

die  rechten  Seiten  der  Formeln  (1)  und  (4)  identisch. 

Demnach  ist  auch 

d.  h.  die  Function  f(x)  ist  über  das  Intervall  (a,  b)  integrirbar, 

w.  z.  b.  w. 
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Einige  Bemerkungen  über  Aluminiumanoden 

in  Alaunlösung 

von 

Prot.  Dr.  Ernst  Lecher. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag. 

Eine  elektrolytische  Zelle,  in  welcher  die  eine  Elektrode 

aus  Aluminium  und  die  andere  aus  indifferentem  Platin,  Kohle, 

Blei  oder  dergleichen  besteht,  leitet  den  Strom  dann,  wenn 

Aluminium  als  Anode  auftritt,  viel  schlechter  als  in  umgekehrter 

Richtung.  Das  ist  lange  bekannt.1  Schon  Ducretet  gedachte, 

solche  Zellen  als  Ventile  beim  gleichzeitigen  Durchgange  zweier 

Telegramme  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  verwenden.  In 

neuerer  Zeit  benützte  nun  Graetz  2  und  gleichzeitig  Pollak* 

diese  merkwürdige  Eigenschaft  zur  Umformung  eines  Wechsel- 

stromes in  Gleichstrom. 

Ich  möchte  mir  hier  erlauben,  einige  Erscheinungen,  wie 

sie  beim  Durchgange  von  Gleichstrom  in  solchen  Zellen  auf- 

treten, zu  besprechen,  da  derartige  Betrachtungen  vielleicht 

geeignet  sein  dürften,  das  scheinbar  Anomale  des  Phänomens 

in  einfacher  Weise  zu  erklären. 

1.  Als  Elektroden  verwendete  ich  Platin  und  Aluminium, 

als  Elektrolyt  10%  Kalialaunlösung,  eine  bei  Zimmertemperatur 

fast  gesättigte  Lösung. 

•  Buff,  Lieb.  Ann.,  102,  S.  190,  1857.  —  Ducretet,  Journ.  de  phys.,  4, 

p.  84,  1875.  —  Beetz,  Wied.  Ann.,  2,  S.  94,  1877. 

S  Wied.  Ann.,  62,  S.  323,  1897. 

3  C.  R.,  124,  p.  1443,  1897. 
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In  der  Stromrichtung  Platin — Aluminium,  welche  ich  die 

»normale«  Richtung  nennen  will,  bieten  die  Zellen  nichts 

Merkwürdiges;  in  jener  Richtung  aber,  wo  Aluminium  zur 

Anode  wird  —  ich  nenne  dieselbe  die  »kritische«  Richtung 

—  fand  ich  einige  neue  Thatsachen. 

2.  Über  die  kritische  Richtung  sagt  Graetz  folgendes: 

>  Durch  eine  Reihe  von  solchen  Zellen,  hintereinander  geschaltet, 

kann  man  daher  einem  primären  Strom  in  der  einen  Richtung 

eine  Gegenkraft  entgegensetzen,  welche  der  Anzahl  der  Zellen 

mal  22  Volt  gleich  ist.  In  dieser  Richtung,  nämlich  in  derjenigen, 

in  welcher  das  Aluminium  die  Anode  ist,  geht  dann  von  dem 

primären  Strom,  wenn  seine  Spannung  kleiner  als  der  genannte 

Betrag  ist,  kein  mit  empfindlichem  Galvanometer  messbarer  Strom 

hindurch«.  Diese  Worte  von  Graetz  fand  ich  nicht  allseitig 

bestätigt.  Ein  empfindliches  Galvanometer  ergibt  auch  in  der 

kritischen  Richtung  immer  einen  Strom,  dessen  Stärke  allerdings 

in  vielen  Fällen  tief  unter  der  Stromintensität  in  der  normalen 

Richtung  liegt.  Auch  kann  man  wohl  kaum  von  einer  scharf 

ausgeprägten  Gegenkraft  von  genau  22  Volt  sprechen.  Eine 

Gegenkraft,  ausser  in  dem  kleinen  Betrage  der  gewöhnlichen 

Polarisationen,  existirt  nicht.  Man  gewinnt  vielmehr  eine  ganz 

einfache  Erklärung  der  oft  recht  verwickelten  Erscheinungen 

durch  die  —  wohl  fast  allgemein  gemachte  —  Annahme, 

dass  die  Aluminiumanode  mit  einer  sehr  schlecht  leitenden 

Oxydschichte  sich  überzieht.  Diese  ist  langsam  löslich  und 

geht  möglicherweise  in  ein  Hydrat  über.  Die  Aufklärung  des 

chemischen  Theiles  des  Vorganges  ist  wohl  noch  Schwierig- 

keiten unterworfen;  schon  Beetz  versuchte  hier  einige  der 

einfachsten  Thatsachen  festzustellen.  Für  die  folgende  Betrach- 

tung der  physikalischen  Seite  des1'  Problems  ist  nur  der  Sinn, 

nicht  aber  das  eigentliche  Wesen  dieser  Umsetzungen  mass- 

gebend.« 
3.  Der  Anodenüberzug  bietet  dem  Strome  einen  grossen 

Widerstand,  und  daher  die  Schwächung:  der  ganze  Potential - 

abfall  im  Schliessungskreise  liegt  in  dieser  dünnen  Schichte. 

Bei  grösseren  Spannungen,  wobei  natürlich  gleich- 

zeitig für  eine  hinlängliche  Stromdichte  zu  sorgen 

ist.  erwärmt  sich  dieser  Anodenüberzug  sehr  stark; 
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durch  diese  Erwärmung  sinkt  der  Widerstand,  und 

der  Strom  geht  nun  plötzlich  durch.  Dieses  Sinken  des  Wider- 

standes in  Folge  der  Erwärmung  ist  hauptsächlich  durch  be- 

schleunigte Lösung  (eventuell  Umwandlung)  des  Anodenüber- 

zuges bedingt. 

4.  Zu  meinen  Messungen  verwendete  ich  eine  Accu- 

mulatorenbatterie  von  30  Zellen,  ein  Siemens-Halske'sches 

Präcisions -Volt- Amperemeter,  das  Stromstärken  von  (VOOl 

bis  150  Ampere  anzeigte,  und  ein  Galvanometer  Du  Bois- 

Rubens.  Der  Gesammtwiderstand  des  ganzen  Stromkreises, 

d.  i.  Leitung  und  Messinstrumente,  ist,  ausser  es  wären  ab- 

sichtlich weitere  Widerstände  eingeschaltet,  immer  circa 

4  Ohm  mehr  dem  Widerstande  der  Zelle  mit  der  Alaun- 

lösung. Der  Widerstand  der  grossen  Accumulatoren  ist  zu  ver- 

nachlässigen. 

Der  Widerstand  der  Alaunlösung  selbst  zeigte  sich  bei 

verschiedenen  Stromstärken  als  gleich,  und  es  hatte  eine  circa 

4  cm  lange  Schichte  der  Flüssigkeit  von  45  cm3  Querschnitt 

ungefähr  3  Ohm.  Der  Widerstand  der  Oxydschichte  an  der 

Aluminiumanode  ist  aber  so  gross,  dass  in  vielen  Fällen  die 

eben  aufgezählten  gesammten  anderen  Widerstände  der  Leitung 

dagegen  verschwinden. 

Bei  Anwendung  nur  ei nes  Accumulators  verdecken  die 

gewöhnlichen  Polarisationen  den  Sinn  der  Erscheinung;  das 

kritische  Verhältniss,  womit  ich  den  Quotienten  aus 

normaler  Stromstärke  durch  kritische  Stromstärke  bezeichne, 

ist  hier  oft  sogar  kleiner  als  Eins. 

5.  Ich  betrachte  daher  gleich  jene  Erscheinungen,  welche 

bei  Anwendung  von  mindestens  5  Accumulatoren  auftreten. 

Bis  zu  etwa  10  Accumulatoren  ist  die  Erwärmung  in  Folge  des 

Widerstandes  der  Oxydschichte  keine  bedeutende,  so  dass  wir 

hier  von  dieser  Erwärmung  absehen  können. 

Ist  der  Strom  zuerst  in  normaler  Richtung  gegangen  und 

wird  dann  commutirt,  so  tritt  im  ersten  Momente  auch  in  der 

kritischen  Richtung  der  Strom  in  voller  Stärke  auf,  um  dann, 

je  nach  der  Stromdichte,  rasch  abzusinken. 

Ich  erhielt  z.  B.  bei  5  Accumulatoren  als  Stromquelle  und 

einer  Elektrodenfläche  von  je  130öcw'  in  normaler  Richtung 
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1-80  Ampere;  wurde  dann  commutirt,  so  ergibt  sich  in  kritischer 
Richtung 

nach  0-1       025      0-5       1  3         20         3t>  Minuten 

als  Strumstürke  I  SO     100      0-80     OÖO    0-29    0*18       017  Ampere. 

Letztere  Stromstärke,  0-18 — 0 •  1 7  Ampere,  bleibt  dann 

lange  Zeit  ziemlich  constant. 

Dieselbe  Erscheinung  zeigt  sich  auch,  wenn  man  hier  als 

Anode  einen  Aluminiumdraht  nimmt;  nur  ist  dann  die  Strum- 

dichte eine  grössere,  und  die  Herstellung  des  Endzustandes 

erfolgt  viel  rascher. 

6.  Dieser  Endzustand  tritt  ein,  wenn  das  durch  den  Strom 

per  Zeiteinheit  sich  bildende  und  das  umgesetzte  und  wieder 

in  Lösung  gehende  Oxyd  einen  Gleichgewichtszustand  gebildet 

haben.  Dass  eine  fortwährende  Lösung  und  Neubildung  der 

schlecht  leitenden  Oberflächenschichte  besteht,  zeigt  die  That- 

sache,  dass  die  kritische  Wirkung  nach  Aufhebung  des  Stromes 

sich  allmälig  verliert. 

Wenn  in  der  Anordnung  von  vorhin  (5)  die  kritische 

Stromstärke  nach  einiger  Zeit  auf  017  gesunken  war,  wurde 

der  Strom  geöffnet.  Schtiesst  man  nach  einer  Stunde,  so  springt 

die  Galvanometernadel  auf  LI 2,  um  dann  wegen  der  Oxyd- 

bildung wieder  rasch  zu  sinken.  Nachdem  der  Strom  10  Stunden 

unterbrochen  war,  springt  die  Nadel  auf  L70  Ampere,  d.h. 

es  ist  dann  jeder  Oxydüberzug  vollständig  verschwunden. 

7.  Eine  Erschwerung  der  Angabe  bestimmter  Zahlen  - 

werthe    tritt   dadurch    auf,    dass    das   kritische  Verhältniss 

(normale  Stromstärke  durch  kritische  Stromstärke)  bei  längcrem 

Gebrauche  der  Elektroden  steigt;  dieselben  Elektroden,  die 

r  80  Ampere         ,  .  .... 
truher  (o)  N  .  ,  . — —. —  gegeben,  zeigten  nach  mehrmaligem 

0-18  Ampere  "  ,  „-  . ^         .  .  .  1  80  Ampere 
\\  echseln  der  Stromrichtung  nach  einigen  I  agcn      . .  ,  t      .  . 

001  lb  Ampere 

Ein  noch  stärkeres  Ansteigen  tritt  nach  längerem  Formiren  mit 

Wechselstrom  auf.1  Alle  meine  Zahlen  dienen  daher  mehr  zur 

Charakterisirung  als  zur  genauen  Bestimmung  des  Phänomens. 

!  Dies  scheint  auch  Pollak,  (\  R.  124,  anzudeuten. 
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8.  Unter  dieser  Einschränkung  will  ich  nun  einige  Angaben 

über  den  grossen  Werth  des  Widerstandes  des  Anodenüber- 

zuges machen.  Zwei  Elektrodenplatten  von  je  45  cm3  in  etwa 

'/2  cm  Entfernung  ergeben  als  kritisches  Verhältniss  bei  fünf 

2*00  Ampere 
Accumulatoren  — —n    ■  . —  .  Schaltet  man  nun  in  normaler 

0-010  Ampere 

Richtung  879  Ohm  ein,  so  sinkt  die  Stromstärke  von  2  00  Am- 

pere gleichfalls  auf  0*010  Ampere.  Der  Anodenüberzug  von 

45  cm3  hat  hier  somit  circa  880  Ohm  Widerstand. 

Bei  10  Accumulatoren  stellte  ich  die  Platten  weiter  aus- 

einander,  um  annähernd   dieselbe  normale  Stromdichte  zu 

erhalten.  Das  kritische  Verhältniss  ist  so  ̂   10  A
mpere  ym 0  04/  Ampere 

hier  die  normale  Stromstärke  von  210  auf  0-047  Ampere  zu 

bringen,  bedurfte  es  der  Einschaltung  eines  Widerstandes  von 

350  Ohm.  Hier  ist  in  Folge  der  grösseren  kritischen  Strom- 

stärke schon  eine  Erwärmung  der  Platte  zu  merken,  und  es 

rindet  daher  eine  raschere  Lösung  statt. 

Diese  Zahlen  werden  viel  höher,  wenn  die  Platten  einige 

Zeit  in  Gebrauch  waren;  so  ergaben  sich  bei  5  Accumulatoren 

in  obigem  Beispiele  5000  Ohm. 

9.  Genau  die  gleichen  Werthe  ergaben  sich  mittelst  elek- 

trometrischer  Messungen.  Der  ganze  Potentialabfall,  wenn  der 

Strom  in  kritischer  Richtung  geschlossen  ist,  liegt  zwischen 

Flüssigkeit  und  Aluminium;  der  Quotient  aus  dieser  Potential- 

differenz  durch  die  Stromstärke  ergibt  ähnliche  Werthe  für 

den  Widerstand  der  Oxydschichte. 

10.  Noch  höhere  Zahlen  ergeben  sich  in  Folge  der  grösseren 

Stromdichte  bei  Verkleinerung  der  Aluminiumelektrode.  Es 

diene  als  solche  ein  Aluminiumdraht  von  1  mm  Durchmesser, 

der  circa  1  cm  in  die  Lösung  eintaucht. 

.    .   .  .  t  ,  0'43  Ampere 
Hier  erhalten  wir  bei  o  Accumulatoren  - — — — : —  : — 

9X  10 ~G  Ampere 

und  als  Widerstand  900.000  Ohm;  bei   10  Accumulatoren 

L  25  Ampere  .«,...  .     . ^ . 
- — rrr  r  .  — : — ■  und  als  Widerstand  110.000,  da  sich  auch 

8X  10" 5  Ampere 

hier  schon  die  Erwärmung,  die  ich  später  (13)  direct  zeigen 

werde,  geltend  macht. 
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11.  Diese  Widerstände  —  im  äussersten  der  erwähnten 

Fälle  900.000  Ohm  —  für  eine  Fläche  von  O  S  CM*  und  eine 

gewiss  nur  sehr  dünne  Schichte,  sind  ungemein  hoch.  Nun,  ich 

glaube  sogar,  dass  dieselben  unmittelbar  nach  Aufheben  des 

Stromes  noch  höher  sind.  Es  muss  ja  selbst  durch  die  schwachen 

Ströme,  die  noch  durch  solche  Widerstände  durchkommen. 

Joule'sche  Wärme  entstehen,  die  bei  dem  geringen  Massen- 
werthe  des  minimalen  Anodenüberzuges  ihre  Wirkung  in  einer 

kleinen  Temperaturerhöhung  und  in  einer  Verminderung  des 

Widerstandes  äussern  wird.  Diese  Temperaturerhöhung  ver- 

schwindet unmittelbar  nach  Aufhören  des  Stromes,  und  der 

Widerstand  ist  für  die  nächsten  ßruchtheile  von  Secunden,  wo 

noch  keine  merklichen  Mengen  gelöst  sind,  wahrscheinlich 

ganz  enorm.  Nur  so  sind  die  Resultate  von  Streintz'  zu  ver- 

stehen, wollten  wir  nicht  zur  Annahme  einer  physikalisch 

wohl  sehr  unwahrscheinlichen  Gegenkraft  von  20  Volt  unsere 

Zuflucht  nehmen.  Die  condensatorische  Wirkung  ist  bedingt 

durch  den  grossen  Widerstand  und  eine  selbstverständliche 

Folge  desselben. 

1 2.  Aus  diesem  grossen  Widerstande  des  Anodenüberzuges 

ergibt  sich,  dass  bei  Anwendung  von  5  — 10  Accumulatoren 

das  Einschalten  selbst  betrachtlicher  Widerstände  in  die  Leitung 

die  kritische  Stromstärke  nicht  beeinflusst,  natürlich  aber  die 

normale  Stromstärke:  das  kritische  Verhältniss  ist  bei  so  ge- 

ringer Accumulatorenanzahl  um  so  höher,  je  geringer  der  Wider- 

stand der  Gesammtleitung  ist. 

Ebenso  resultirt  aus  vorstehenden  Thatsachen,  dass  ein 

theilweises  Herausziehen  oder  Tiefereintauchen  der  Platin- 

kathode keinen  Einfluss  hat,  während  ein  theilweises  Heraus- 

ziehen der  Aluminiumanode  den  Strom  rasch  sinken  macht. 

i  Streintz  (Wied.  Ann.,  32,  S.  116,  1887;  34.  S.  751,  1888)  scheint 

dies  auch  so  aufzulassen,  während  Graetz  (I.  c.)  die  beiden  Thatsachen  als 

gesondert  hinstellt:  »Die  Ursache  dieser  Erscheinung  wurde  auf  die  Bildung 

eines  sehr  schlecht  leitenden  Oxydes  an  der  Anode  geschoben,  also  auf  einen 

Übergangswiderstand,  während  wahrscheinlicher  eine  Art  von  Condcnsator- 

wirkung  zwischen  der  Elektrode  und  der  Flüssigkeit,  also  eine  Art  von  dielek- 

trischer Polarisation,  zum  Unterschiede  von  der  gewöhnlichen  elektrolytischen 

Polarisation,  die  richtigere  Erklärung  bietet.« 
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Dies  geschieht  aber  nicht  proportional  der  in  Verwendung 

bleibenden  Anodenfläche,  wie  zunächst  zu  erwarten  ist,  und  zwar 

aus  Gründen,  welche  ich  später  (18)  auseinandersetzen  werde. 

Ein  tieferes  Hinschieben  der  Aluminiumelektrode,  wodurch 

noch  unoxydirte  Partien  in  Action  treten  und  die  Leitung  über- 

nehmen, zeigt  natürlich  ganz  enorme  Wirkungen.  Ein  leises 

Schwingen  des  Flüssigkeitsspiegels  lässt  das  Bild  der  Ablese- 

scala  rasch  aus  dem  Gesichtsfelde  des  Beobachters  ver- 

schwinden. Diese  Wirkung  liesse  sich  bei  difticilcn  Messungen, 

wo  es  sich  um  kleine  plötzliche  Druckänderungen  handelt, 

vielleicht  mit  Vortheil  verwenden. 

13.  Bei  grossen  Potentialgefällen,  wie  solche  bei  An- 

wendung von  15  und  mehr  Accumulatoren  entstehen,  kommt 

es  natürlich  zu  einer  sehr  energischen  Erwärmung  der  schlecht 

leitenden  Oxydschichte  an  der  Aluminiumanode.  Um  dieselbe 

zu  zeigen,  wurde  ein  hohler  Aluminiumcylinder  mit  etwa 

'A,  mm  Wandstärke  gedreht,  in  welchen  das  Gefäss  eines 

Ouecksilberthermometers  strenge  hineinpasste.  War  dieser 

Cylinder  Anode,  so  stieg  das  Thermometer  bei  Stromschluss 

rasch  in  die  Höhe.  Bei  20  Accumulatoren  und  einer  Stromstärke 

von  0*9  Ampere  stieg  es  bis  auf  80°,  bei  30  Accumulatoren 

und  einer  Stromstärke  von  4  0  Ampere  stieg  es  bis  auf  100°. 

Der  Anstieg  erfolgt  bei  Stromschluss  so  plötzlich,  als  ob  man 

das  Thermometer  in  heisses  Wasser  steckte:  es  tritt  also  die 

Erwärmung  fast  momentan  auf.  Beim  Umkehren  des  Stromes 

in  die  normale  Richtung  sinkt  das  Thermometer  fast  ebenso 

rasch,  trotzdem  jetzt  die  Stromstärke  in  der  Zelle  meistens 

eine  viel  grossere  ist. 

14.  Bei  der  soeben  erwähnten  Temperatur  siedet  die 

Lösung  natürlich  in  unmittelbarer  Nähe  der  Anode.  Der  eigent- 

liche Anodenüberzug  ist  selbstverständlich  noch  viel  heisser; 

da  derselbe  mit  der  Alaunlösung  umgeben  i>t.  so  zeigt  das 

Thermometer  wohl  nur  einen  Bruchthei!  der  wirklichen  Tem- 

peratur. Der  Anblick  eines  Drahtes,  der  zuerst  (bei  2<>  bis 

30  Accumulatoren)  als  Anode  gedient,  und  von  dem  dann 

durch  einen  kurzen  Stromschluss  in  normaler  Richtung  alle 

Oxydverunreinigungen  weggeputzt  sind,  gewährt  sowohl  mit 

freiem  Auge  als  unter  dem  Mikroskope  betrachtet  einen  so 
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eigentümlichen  Anblick,  dass  es  fast  den  Anschein  hat,  als 

hätten  an  der  Oberfläche  in  Folge  der  hohen  Temperaturen 

Schmelzungen  stattgefunden. 

15.  Interessant  und  eine  Art  experimentum  crucis  für  die 

vorgebrachte  Anschauung,  dass  das  Verhältniss  von  normaler 

und  kritischer  Stromstärke  bei  grossen  Potentialdifferenzen 

durch  diese  Erhitzung  der  Aluminiumanode  geändert  und  im 

absoluten  Werthe  der  Einheit  genähert  wird,  bietet  folgende 

Versuchsanordnung. 

Um  das  Gefäss  eines  Quecksilberthermometers  wird  so 

dicht  als  möglich  ein  Aluminiumdraht  von  x/2  mm  Durchmesser 

in  Form  einer  möglichst  engen  Spirale  herumgewickelt.  Dieser 

Draht  dient  wieder  als  Elektrode.  Ist  er  Anode,  so  zeigt  sich 

(bei  elektromotorischen  Kräften  von  40 — 60  Volt)  dieselbe 

Erscheinung  des  raschen  Ansteigens  des  Thermometers  wie 

vorhin;  wegen  der  ausgiebigeren  Wasserkühlung  ist  der 

Temperaturanstieg  minder  kräftig.  Es  ist  dies  eine  Wieder- 

holung des  eben  (13)  geschilderten  Versuches. 

Bei  Anwendung  von  nur  fünf  Accumulatoren  zeigt  das 

Thermometer  jedoch  keine  Erwärmung  mehr  an.  Leitet  man  nun 

durch  die  Anodenspirale  einen  zweiten  gesonderten  Hilfsstrom, 

dessen  einzige  Aufgabe  es  ist,  die  Anode  rasch  und  kräftig 

zu  erwärmen,  so  verschwindet  plötzlich  die  kritische  Wirkung 

und  die  ganze  Eigenthümlichkeit  der  Erscheinung. 

Es  ist  z.  B.  zunächst  in  normaler  Richtung  eine  Stromstärke 

von  0-81  Ampere  und  in  der  kritischen  Richtung  eine  solche 

von  0-0002  Ampere  vorhanden.  Erwärmt  man  nun,  während 

die  Aluminiumspirale  Anode  bleibt,  durch  den  gesonderten 

Hstrom  eben  diesse  Alumlfiniumspirale,  so  steigt  die  kritisiche 

Stromstärke;  dieselbe  wird,  wenn  der  erwärmende  Hilfsstrom 

40—50  Ampere  beträgt,  gleich  der  normalen  Stromstärke. 

Damit  ist  erwiesen,  dass  durch  eine  Erwärmung  der  Anode 

der  Widerstand  des  Anodenüberzuges  heruntergedrückt  wird. 

Hier  bei  Anwendung  einer  Potentialdifferenz  von  10  Volt  ist 

der  eigentliche  primäre  Strom  selbst  zu  schwach,  um  eine 

solche  Erwärmung  des  Anodenüberzuges  hervorzubringen, 

und  es  bedarf  einer  anderweitigen  Erwärmung  mittels  eines 

Hilfsstromes,  um  die  kritische  Stromstärke  gleich  der  normalen 
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zu  machen;  bei  Potentialgefallen  von  40 — 60  Volt  besorgt  eine 

solche  Erwärmung  der  primäre  Strom  selbst. 

16.  Bereits  früher  (14i  wurde  darauf  hingewiesen,  das-, 

eine  solche  Erwärmung  sehr  stark  sein  muss.  Dafür  spricht 

auch  die  Stärke  des  Hilfsstromes  im  vorigen  Abschnitte;  eist 

wenn  ein  Hilfsstrom  von  40—50  Ampere  durch  die  Spirale 

geht,  wird  die  kritische  Stromstärke  gleich  der  normalen. 

Solche  Stromstärken  können  nur  ganz  kurze  Momente  durch 

den  dünnen  Aluminiumdraht  gehen,  da  derselbe,  durch  Elektro- 

lyse schon  angegriffen,  trotz  der  Wasserkühlung  rasch  schmilzt. 

Da  also  hier  fast  ein  Schmelzen  stattfinden  muss,  um  die 

kritische  Stromstärke  auf  die  Hohe  der  normalen  zu  bringen, 

so  dürfte  auch  durch  die  direete  Einwirkung  hoher  Potential- 

gefalle auf  die  Zelle  die  Anode  sehr  hoch  erhitzt  werden. 

17.  In  folgender  Tabelle  gebe  ich  einige  allgemeine 

Messungen,  deren  Ergebnis-  nach  dem  Vorhergehenden  leicht 

zu  interpretiren  ist.  In  der  ersten  und  zweiten  Verticalreihe 

steht  die  Anzahl  der  verwendeten  Accumulatoren  und  deren 

Klemmspannung  in  offenem  Zustande.  Die  übrige  Tabelle 

zerfällt  in  zwei  Theile:  links  die  Messungen,  wenn  kein 

Zusatzwiderstand  in  der  Leitung  war,  welche  so  etwa  4*5  Ohm 

ohne  den  Zellenwjderstand  darstellt;  rechts  hingegen  sind 

überdies  noch  85*5  Ohm  eingeschaltet.  In  beiden  Fällen  wurde 

nun  zunächst  einer  Platinelektrode  von  1300  c-»/-  eine  ebenso 

grosse  Aluminiumplatte  gegenübergestellt  (Schlagwort  »Platten- 

elektrode-), während  dann  (Schlagwort  Spitzenelektrode- )  diese 

Aluminiumplatte  durch  einen  X'hcm  tief  eintauchenden  Alu- 
miniumdraht  von  1  mm  Durchmesser  ersetzt  wurde.  Die 

gewonnenen  Zahlen  bedeuten 

Normale  Stromstärke  in  Ampere     „  .  .    .  ,  .. .  . 
 .  —    —  =  kritisches  \  erhaltniss. 

Kritische  Stromstärke  in  Ampere 

Sittfc.  d.  rrathcm.  naturw.  CK;  CVII.  II*!..  II  a.  "j"> 

Digitized  by  Google 



74S 
E.  Lecher, 

j:  a 
rt  U 

10 

IT, 

20 

25 

30 

I  c 
> 

10-2 

20-3 

31-2 

41-6 

51*8 

Gesammtwiderstand  der  Leitung  ohne  Zellenwiderstand 

etwa  4-5  Ohm etwa  90  Ohm 

Platten- 
elcktrode Spitzenelektrode Platten- elektrode Spitzenelektrode 

l  -92 

0-012 

4-20 

0  06 

=  142 

=  70 

0-4 

«2-0 

8-9 

I-  6 

II-  2 

3-5 

130 
6-1 

=  .CO 

=  32 

=  21 

0-3:. 

22000 

0-091 

7-9 

0-06 

0-012 

„ — 

1  -6X10-^ 1  -25 
15600 

0-22 

5-5 

0-17 

8X10-'
» 

0-04 

8X10-> 

1  -7 1400 

0-32 

0  28 
0-0012 

0-09 

3-5 

6  10"* 

2-0 4-0 

0-43 

3-0 

0-40 

0-5 

0-15 0-08 

2-5 

1-6 

0-57 

2-3 

0  46 

1-6 

0-25 

0-11 

30 1  0-69 

1-8 

0-55 

3-0 

0-39 
0-29 

=  3750 

=  2160 

=  467 

=  5  •  0 

4  2 

=  1*9 

Betrachten  wir  zunächst  den  linken  Theil  der  Tabelle,  wo 

die  Üesammtleitung  möglichst  wenig  Widerstand  enthält.  Hier 

ist  bei  geringem  Potentialgefälle  die  drahtförmige  Elektrode 

der  plattenförmigen  in  der  kritischen  Wirkung  weit  überlegen. 

Mit  ö  Accumulatoren  sinkt  bei  den  Platten  der  Strom  von 

1  -92  Ampere  beim  Commutiren  auf  0-012,  d.  h.  auf  den  142^" 

Theil,  bei  Drahtelektroden  von  0*35  Ampere  auf  0*000016  Am- 

pere, d.  h.  auf  den  22000^"  Theil.  Es  ist  die  Stromdichte  und 

der  Anodenüberzug  in  letzterem  Falle  viel  stärker. 

Hei  höheren  elektromotorischen  Kräften,  z.  B.  62  Volt,  ist 

die  Erwärmung  der  Drahtelektrode  so  stark,  dass  es  zu  einer 

Widerstandsäusserung  der  Oxydschichte  gar  nicht  mehr  kommt, 

inde>s  die  grosse  Platte  in  der  kritischen  Richtung  den  Strom 

immer  noch  auf  die  Hälfte  herunterdrücken  kann. 

Betrachten  wir  die  rechte  Seite  der  Tabelle,  so  zeigt  sich 

zunächst,  dass  ein  Einschalten  eines  Zusatzwiderstandes  in 

"
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die  Leitung  den  Widerstand  des  Anodenüberzuges  in  seiner 

Wirkung  schmälert;  das  kritische  V'erhältniss  ist  bei  kleineren 

elektromotorischen  Kräften  kleiner.  Bei  grösseren  elektromoto- 

rischen Kräften  aber  wird,  da  jetzt  ein  Theil  des  Potential- 

gefälles aus  der  Oxydschichte  in  den  Zusatzwiderstand  verlegt 

ist,  die  Erwärmung  der  Anode  eine  minder  starke,  und  jetzt 

wirkt  das  Einschalten  eines  Zusatzwiderstandes  wieder  fördernd 

auf  das  kritische  Verhältniss  der  Drahtelektroden,  welche  z.  B. 

bei  25  Accumulatoren  1-6  ohne  Widerstand  und  4*2  mit  Wider- 

stand zeigen. 

18.  Was  die  Genauigkeit  der  angegebenen  Werthe  anlangt, 

gelten  zunächst  die  früher  gemachten  Bemerkungen  (7),  wobei 

eine  weitere  Einschränkung  darum  zu  machen  ist.  weil  die 

gelösten  Producte  längs  der  Platte  heruntersinken;  man  erhält 

daher  bei  Anwendung  verschieden  grosser  Platten  keine  zu 

unmittelbaren  weiteren  Schlüssen  verwendbaren  Werthe.  Man 

sieht  dieses  Heruntersinken  direct  mit  freiem  Auge  an  den 

Schlieren  der  Flüssigkeit. 

Auch  werden  die  Verhältnisse  andere,  wenn  man  die  Elek- 

troden horizontal  legt,  wobei  es  wieder  von  Belang  ist,  ob 

das  Aluminium  oben  oder  unten  ist.  Da  dieser  Theil  meiner 

Messungen  für  den  eigentlichen  Kern  der  Erscheinungen  irre- 

levant ist,  übergehe  ich  dieselben. 

5o* 
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XVI.  SITZUNG  VOM  16.  JUNI  1898. 

Erschienen:  Sitzungsberichte.  Bd.  107,  Abth.  II  a.t  Heft  I— II  (Jänner  und 
Februar  1898). 

Herr  Prof.  Dr.  Gustav  Kohn  in  Wien  übersendet  eine 

Abhandlung:  »Über  Tetraeder  in  schiefperspecti ver 

Lage«. 

Das  w.  M.  Herr  Director  Friedrich  Brauer  überreicht  eine 

Arbeit  von  Dr.  Rudolf  Sturany  unter  dem  Titel:  »Katalog 

der  bisher  bekannt  gewordenen  südafrikanischen 

Land-  und  Süsswasser-Mollusken,  mit  besonderer 

Berücksichtigung  des  von  Dr.  Penther  gesammelten 

Materiales«. 
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XVII.  SITZUNG  VOM  23.  JUNI  1898. 

Der  Vorsitzende,  Herr  V  icepräsident  Prof.  E.Suess,  gedenkt 

des  schweren  Verlustes,  welchen  die  kaiserliche  Akademie  und 

speciell  diese  Gasse  durch  das  am  21.  Juni  1.  J.  erfolgte 

Ableben  des  wirklichen  Mitgliedes  Herrn  Hofrath  Dr.  Antun 

Ritter  Kerner  von  Mari  lau  n,  Professor  an  der  k.  k.  Universität 

und  Director  des  botanischen  Gartens  in  Wien,  erlitten  hat. 

Die  anwesenden  Mitglieder  haben  sich  zur  Bezeigung  des 

Beileides  von  den  Sitzen  erhoben. 

Das  k.  k.  Ministerium  für  Cultus  und  Unterricht 

übermittelt  den  VII.  Band  des  im  Wege  des  k.  u.  k.  Ministeriums 

des  Äussern  eingelangten  italienischen  Druckwerkes:  »Le 

Opere  di  Galileo  Galilei«. 

Herr  Dr.  Alfred  Nalepa,  Professor  am  k.  k.  Elisabeth- 

Gymnasium  im  V.  Bezirke  in  Wien,  übersendet  eine  vorlautige 

Mittheilung  über  -  Neue  Gallmilben«  (16.  Fortsetzung). 

Der  Secretär  theilt  mit,  da>s  Herr  Emil  Reinhold  sein 

in  der  Sitzung  vom  3.  März  1.  J.  behufs  Wahrung  der  Priorität 

vorgelegtes  versiegeltes  Schreiben  mit  der  Aufschrift:  »-Selbst- 

ständige  Kuppelung«  am  21.  d.  M.  zurückgezogen  habe. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Wiesner  überreicht  eine 

Abhandlung,  betitelt:  -Beiträge  zur  Kenntniss  des  photo- 

chemischen Klimas  im  arktischen  Gebiete 

Das  w.  M.  Herr  Director  Friedrich  Brauer  überreicht  eine 

Arbeit  von  Dr.  H.  Rebel,  Assistenten  am  naturhistorischen 

Hofmuseum  in  Wien,  betitelt:  »Fossile  Lepidopteren  aus 

der  Mioeänformation  von  Gabbro  . 
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Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  L.  Boltzmann  überreicht 

eine  Abhandlung  von  Dr.  Fritz  Hasenöhrl  in  Wien:  *Zur 

Theorie  der  Transversalschwingungen  eines  von 

Wirbeln  durchzogenen  Körpers«  (I.  Mittheilung). 

Das  vv. M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  F.  Mertens  überreicht 

eine  Abhandlung  von  Herrn  K.  Lauermann,  Lehrer  in  Pressnitz 

(Böhmen), betitelt:  »Zum  Normalenproblem  der  Hyperbel«. 

Herr  Prof.  J.  Liznar  überreicht  eine  Abhandlung,  betitelt: 

•Die  Änderung  der  erdmagnstischen  Kraft  mit  der 

Höhe«. 

Der  k.  u.  k.  Linienschiffs-Lieutenant  Herr  Karl  Koss 

erstattet  einen  vorläufigen  Bericht  über  seine  auf  der  Expedition 

S.  M.  Schiff  »Pola-  1897/98  in  der  südlichen  Hälfte  des  Rothen 

Meeres  ausgeführten  Kimmtiefen-Beobachtungen. 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 

Brunnen  -  Direction,  Moriz  Fürst  Lobkowitz'sche,  Die 

Mineialwasserquellen  von  Bilin  in  Böhmen.  Bilin,  189S:  8°. 

Adamkiewicz  A.,  Die  Functionsstörungen  des  Grosshirnes. 

Hannover,  1898;  8°. 

Bancroft  W.  D.,  The  Phase  Rule.  Ithaca.  New  York,  1897. 

Le  Opere  di  Galileo  Galilei.  Kdizione  nazionale  SOttO  gli 

Auspicii  Sua  Maesta   il    Re   d'  Italia.  Volume  VII. 
Firenze,  1897. 

Schwab  P.  F.,  P.  Agyd  Everard  von  Raitenau  löOö— lö7ö, 

Benedictiner  von  Kremsmünster,  Mechaniker  und  Architekt. 

Salzburg,  1898;  8°. 

zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 
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Uber  die  Änderung  der  erdmagnetisehen 

Kraft  mit  der  Höhe 

von 

Prof.  J.  Liznar. 

Seit  Beginn  unseres  Jahrhunderts  wurde  schon  vielfach 

der  Versuch  gemacht,  die  Änderung  des  Erdmagnetismus  mit 

der  Höhe  zu  ermitteln,  jedoch  vergeblich,  denn  die  von  ver- 

schiedenen Forschern  erhaltenen  Resultate  sind  so  wider- 

sprechend, dass  aus  ihnen  auf  eine  Zu-  oder  Ahnahme  der 

erdmagnetischen  Kraft  mit  der  Höhe  nicht  geschlossen  werden 

kann.  Eine  der  schönsten  diesbezüglichen  Untersuchungen 

hat  Kreil  ausgeführt  und  in  seiner  Abhandlung:  Magnetische 

und  geographische  Ortsbestimmungen  im  östlichen 

Europa  und  an  einigen  Kostenpunkten  Asiens,  Denk- 

schriften der  kaiserl.  Akad.  der  YViss.,  Bd.  XX,  S.  91  ver- 

öffentlicht. Die  von  ihm  abgeleiteten  Resultate,  sowie  über- 

haupt die  hier  citirte  Abhandlung,  scheinen  wenig  bekannt  zu 

sein,  obzwar  Kreil  darin  die  Resultate  seiner  langjährigen 

Messungen  im  österreichischen  Kaiserstaate  nebst  den  nach 

ihnen  gezeichneten  Karten  publicirt  hat.  Aus  diesem  Grunde 

möge  es  gestattet  sein,  die  oben  erwähnten,  auf  die  Änderung 

der  erdmagnetischen  Kraft  mit  der  Höhe  bezüglichen  Resultate 

in  etwas  abgeänderter  Form  hier  anzuführen. 

Kreil  hat  zu  dieser  Untersuchung  die  Totalintensität 

von  sieben  hochgelegenen  Punkten  verwendet  und  sie  mit 

jenen  der  tieferliegenden  benachbarten  verglichen.  Die  Ver- 

wendung der  Totalintensität  war  ein  glücklicher  Griff,  denn 

die  Totalintensität  muss  die  grösste  Änderung  mit  der  Höhe 

zeigen;  er  hätte  übrigens  die  Untersuchung  auf  die  Deelination, 

die  Nord-  und  VVestcomponente  gar  nicht  ausdehnen  können. 
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754 J.  Liznar. 

da  er  nur  an  zwei  Hochstationen  alle  drei  Kiemente  gemessen 

hatte.  Die  Hochstationen  waren:  Arlberg,  S.  Maria,  Brenner. 

Böckstein,  Gamskogel,  Dobracz  und  Polsterberg.  Die 

Stationsgruppen,  deren  Daten  mit  den  vorangeführten  Hoch- 

stationen verglichen  worden  sind,  nachdem  die  Werthe  jeder 

einzelnen  Station  auf  die  geographische  Position  der  be- 

treffenden Hochstation  reducirt  worden  waren,  umfassen  fol- 

gende Stationen: 

I.  Gruppe:  Bludenz  und  Landeck. 

II.  Gruppe:  Sondrio,  Bormio,  Mals,  Nie  ran,  Bozen. 

III.  Gruppe:  Innsbruck,  Rattenberg,  Bruneck. 

IV.  und  V.  Gruppe:  Salzburg,  Hofgastein,  B  a  d- 

gasten,  Golling. 

VI.  Gruppe:  Görz,  Bleiberg,  Kreith. 

VII.  Gruppe:  Eisenerz,  Erzberg.  Kall wang. 

Die  Höhendifferenzen  und  die  denselben  entsprechenden 

Änderungen  der  Totalintensität  ersieht  man  aus  folgender 

Zusammenstellung. 

Station  Höhe  Totulintensitüt 

Arlberg  1764  m        4-527  G.  E. 

I.  Gruppe   G76  5  •  5(34 

Differenz  1088  —0-037 

S.  Maria,  Stilkerjoch  .  .  .2643  4  542 

II.  Gruppe   610  4-538 

Differenz  2033  -4-0*004 

Brenner   1267  4  531 

III.  Gruppe    576  4  545 

Differenz   691  —0*014 

Böckstein  1785  4-534 

IV.  Gruppe   686  4-569  

Di  fferenz  1 099  —0  ■  035 

Gamskogel  2432  4 -528 

V.  Gruppe   686  4-572 
Differenz  1746  —0  044 
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Änderung  der  erdmagnetischen  Kraft  mit  der  Höhe. 755 

Station Hohe Totalintensitit 

Dobracz . . 

VI.  Gruppe 

2160»» 

488 

4-543  G.  E. 4-558 

Differenz 1672 
0-015 

Polsterberg 

VII.  Gruppe 

1778 

728 

4 '366 

4  •  563 

Differenz 1050 
+  0-003 

Gibt  man  allen  Wertben  das  gleiche  Gewicht  und  bildet 

das  Mittel,  so  ergibt  sich  ein  mittlerer  Höhenunterschied  von 

1340  ///,  dem  eine  Abnahme  der  Totalintensität  von  0  0197  G.  E. 

entspricht. 

Kreil  spricht  als  Resultat  der  vorstehenden  Zusammen- 

stellung Folgendes  aus:  »Unter  den  sieben  Höhenpunkten, 

welche  in  dieser  Tafel  in  Betracht  gezogen  werden,  zeigen 

fünf  eine  sehr  merkliche  Abnahme  der  Kraft  mit  der  Höhe  an, 

bei  zweien  findet  sich  zwar  eine  Zunahme,  aber  so  klein,  dass 

sie  jedenfalls  weit  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtungs- 

fehler liegt.  Es  ist  daher  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  magneti- 

sche Kraft  mit  der  Höhe  abnehme,  und  dass  die  Abnahme 

selbst  schon  in  dem  Bereiche  unserer  Gebirge  merklich  sei  Im 

vorliegenden  Falle  würde  sie,  wenn  man  allen  Bestimmungen 

gleiches  Gewicht  beilegt,  für  eine  Höhe  von  1000  Toisen 

0*00028  oder  ungefähr  den  6/iooooo  Theil  der  Kraft  betragen, 

wie  sie  im  Jahre  1850- 0  unterm  45.  Breiten-  und  33.  Längen- 

grade gefunden  wurde. 

Es  ist  unerfindlich,  wie  Kreil  zum  letzten  T heile  dieser 

Folgerung  gelangt  ist,  denn  aus  seinen  Daten  folgt,  dass  die 

Abnahme  für  1000/;/  den  Werth  0-0147  G.  E.  hat.  und  da 

1000  Toisen  =  1949  m  sind,  so  ergibt  sich  für  1000  Toisen 

eine  Abnahme  von  0  0286  G.  E.  und  nicht  der  von  ihm  an- 

gegebene, hundertmal  kleinere  Betrag.  Die  geringe  Abnahme 

von  0*00028  müsse  die  Totalintensität  bereits  für  den  Höhen- 

unterschied von  10  Toisen  =  10///  zeigen.  Aus  den  vorange- 

führten  Daten  Kreil's  folgt  eine  so  beträchtliche  Abnahme  der 
Intensität  mit  der  Höhe,  dass,  wenn  sie  wirklich  einen  so 

grossen  Werth  hätte,  ihre  Bestimmung  eine  viel  leichtere  se-i 
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müsste,  als  es  wirklich  der  Fall  ist.  Es  sei  hier  vorgreifend 

erwähnt,  dass  der  wirkliche  Betrag  derselben  circa  die  Hälfte 

des  von  Kreil  ermittelten  beträgt. 

Wenn  auch  aus  den  Daten  Kreils  eine  sehr  deutlich  aus- 

gesprochene Abnahme  der  Totalintensität  mit  der  Höhe  folgt, 

so  verdienen  diese  Daten  keineswegs  jenes  Vertrauen,  welches 

man  ihnen  bei  einer  flüchtigen  Betrachtung  entgegenbringen 

möchte, denn  dieUngenauigkeiten  in  Folge  von  localen  Störungen 

und  von  Beobachtungsfehlern  sind  zu  gross,  als  dass  sie  sich 

bei  Verwendung  von  so  wenigen  Stationen  aufheben  könnten. 

Nach  unseren  jetzigen  Kenntnissen  über  das  Vorhandensein 

grösserer  oder  kleinerer  Störungskräfte  kann  uns  die  geringe 

Übereinstimmung  der  älteren  Resultate  nicht  überraschen,  da 

vereinzelte  Messungen  an  und  für  sich  zur  Constatirung  eines 

nur  geringen  Unterschiedes  schon  aus  dem  Grunde  ungeeignet 

sind,  weil  die  Beobachtungspunkte  nie  senkrecht  über  einander 

liegen  und  die  oben  und  unten  beobachteten  Daten  von  den 

anhaftenden  Störungen  nicht  befreit  werden  können. 

Nachdem  wir  seit  den  epochemachenden  Arbeiten  von 

Gauss1  die  Erde  als  einen  magnetisirten  Körper  betrachten 

müssen,  lässt  sich  aus  theoretischen  Gründen  eine  Abnahme 

der  erdmagnetischen  Kraft  mit  der  Höhe  nicht  läugnen.  da  wir 

uns  bei  einer  Erhebung  vom  Sitze  der  Kraft  entfernen.  Der 

theoretische  Betrag  dieser  Abnahme  kann  aus  den  von  Gauss 

gegebenen  Formeln  sehr  leicht  abgeleitet  werden.  Man  kann 

hiezu  entweder  die  Ausdrücke  für  das  Potential  oder  für  die 

Componenten  X.  )',  Z  verwenden.  Bezeichnet  man  das  Potential 
in  der  Höhe  /;  mit  V*,  am  Meeresniveau  mit  F0,  so  ist,  wenn 

mit  R  der  Erdradius  und  mit  P',  P",  P'" ...  gewisse  Functionen 

von  rp  und  /.  bezeichnet  werden. 

1  Allgemeine  Theorie  des  Erdmagnetismus.  Carl  Friedrich  Gauss'  Werke. 

IM.  5,  S.  14'J.  Resultate  aus  den  Beobachtungen  dc>  magnetischen  Vereines  im 
Jahre  1838. 

0 
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Änderung  der  erdmagnetischen  Kraft  mit  der  Hohe.  <  34 

Ist  h  nicht  sehr  gross,  so  können  die  höheren  Potenzen 

von  ^  vernachlässigt  werden  und  Vh  lässt  sich  darstellen 

durch 

Da  der  zweite  Theil  des  innerhalb  der  eckigen  Klammer 

stehenden  Ausdruckes  gegen  den  ersten  sehr  klein  ist,  so  kann 

mit  grosser  Näherung  auch  geschrieben  werden 

.  *=#£^ i 

oder  mit  Rücksicht  auf  1 » 

R- 

h  ~(R+h)*   °'  
'"-} 

d.h.  die  Potentiale  in  der  Höhe  //  und  am  Meeresniveau  ver- 

halten sich  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Entfernungen  vom 

Erdmittelpunkte. 

Vn,  und  für  ein  bestimmtes  //  auch  1*/,,  ist  eine  Function 
der  geographischen  Coordinaten.  Differenzirt  man  Gleichung  2) 

nach  der  Breite  und  Länge  und  setzt  //  ~  t*0— rp,  sn  wird 

dVk  _    tf«  dV. 

du      (R+hj*  du 

JV„_    R*  dV0 

JX  "(R-t-h)-  d\  ' 
oder 

dVH  J\\ 

Jtt         d\    _  R- 

du  Jf. 

Nun  ist  bekanntlich  die  Nord-  und  VVestcomponente  .V 

und  )'  gegeben  durch 

v  W  _  Y  _  _  dVh 

'  "  ~      {R~+h)dn  '  *  ~      (R+h)  sin  ud\ 

V  V  —  J 

°~    ~Rdu'  0  "     #  sin  «</>."' 
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woraus  folgt 

^  =  -A;,(/?+//),      ̂   =  -YHR+h)  sin  u 

Nach  Einsetzung  dieser  Werthe  in  Gleichung  3)  erhält  man 

R*       r  r  RA 

A*  =  {R  +  h  f  A° 1      Yk  ~  (R Thf  y° ' 

Um  den  entsprechenden  Ausdruck  für  Z*  zu  erhalten,  hat 

man  Gleichung  2)  nach  h  zu  differenziren  und  zu  beachten, 

dass  hiebei  V0  constant  ist,  dann  ergibt  sich 

dV„__     o    R*  v 

dh  ~     "(R+hf  01 

und  für  den  speciellen  Fall,  dass  //  ==  0  ist, 

dh  ~   ~£  R 

Bekanntlich  ist  aber 

d\'h      „  dW 

sm  dass 

dh  -Z/"  jtt 

dh        Zh  RA 

d\\  Z,  (/?+/!)» 
dh 

oder 

%h  —  /n  r,M  •  Z« 

R*
 

(R+hr 

wird. 

Die  Intensitäten  in  der  Höhe  //  und  am  Meeresniveau  ver- 

halten sich  demnach  umgekehrt  wie  die  dritten  Potenzen  der 

Entfernungen  vom  Erdmittelpunkte. 
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Änderung  der  erdmagnetischon  Kraft  mit  der  Höhe.  »  OÖ 

Mit  Rücksicht  auf  die  vorhin  gemachte  Voraussetzung 

bezüglich  der  Grösse  h,  kann  man  auch  schreiben 

-Y»=(t-3  J)a-0,  n  =  (i-3*)n.  z,=(i-3*}z„, 

woraus  folgt 

oA'y,  —  Xh— X0  —  —  .'S  ̂   A0 

o}'/,  —  Yh—  Ya  —  —3  ̂ }  V0  .  .  .4) 
52» 

Um  die  Änderungen  5 //,..  87V,  &./*  der  Horizontal- 

und  Totalintensität,  sowie  der  Declination  und  Inclination  zu 

erhalten,  hat  man  nur  in  den  Formeln 

H\  =  xi+n,  n  =  //s+zj,  tg  a,  =  !* ,  tgy*=  *A An  ///. 

die  vorhin  für  A*.  Yh,  Zit  ermittelten  Werthe  einzusetzen, 

wodurch  sich  ergibt 

//  \ 

R 
?jH)s  —  — 3  //„ 

57*  =  -3  *  7;  \  ...5) 

8/*  =  0 

Nach  den  Gleichungen  4)  und  5)  ist  die  Abnahme  der 

Intensität  proportional  der  Höhe  //  und  dem  Intensitätswerth e 

am  Meeresniveau,  die  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft 

erleidet  aber  mit  der  Höhe  keine  Änderung. 

Da  die  Werthe  A',,  V(„  Z„  Functionen  der  geographischen 
Coordinaten  sind,  so  müssen  die  Änderungen  o\h, 

8//*,&7a  an  verschiedenen  Punkten  der  Frdoberfläche  ebenfalls 

verschiedene  Werthe  zeigen.  Ks  muss  aber  nach  4)  und  5j 
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tXh     ZYk     tZt     lHh      IT*         „  // 

A0       Y0       Z0       H0       T0  R 
sein. 

Um  eine  Vorstellung  über  die  Grösse  dieser  Änderungen 

zu  erhalten,  sollen  sie  für  den  Höhenunterschied  h  =  1000  in 

und  für 

A'()  =  H0  =  21.  Y9  =  0-33,  Z0  =  4-0.  70  =  4-5, 

welche  Werthe  dem  Punkte  y  —  46° 40',  /.  =  17° 6'  zur  Epoche 

1890*0  entsprechen,  berechnet  werden.  Nach  Einsetzung  dieser 
Werthe  und  R  =  6371000  m  wird 

5A|  =  —0-0010  G.  E. 

&yA  =  —o-oooio  / 

8ZA  =  —  0-0019  v  ...6) 

o//;,  = —0-0010  \ 

oTh  =  -0-0021 

Die  Abnahme  für  1000  /;/  ist  demnach  eine  sehr  geringe 

und  entspricht  ungefähr  der  Genauigkeit,  die  sich  bei  Reise- 

beobachtungen erreichen  lässt.1 

Würden  wir  in  der  Lage  sein,  nachzuweisen,  dass  die 

Intensitätsabnahme  die  theoretisch  ermittelten  Beträge  zeigt,  so 

würden  wir  damit  den  Beweis  erbringen,  dass  die  magnetischen 

Verhältnisse,  wie  sie  durch  die  Jahresmittel  dargestellt  werden, 

dem  magnetischen  Zustande  der  Erde  allein  zugeschrieben 

weiden  müssen,  und  dass  sie  durch  irgendwelche  andere 

magnetische  Kräfte  nicht  beeinflusst  werden.  Ein  derartiger 

i  Die  für  die  Änderungen  IXH,  ZYh,  lZh,  \Hh,lTH  abgeleiteten  Werthe 
sind  Minimalwcrthe,  da  bei  der  Ableitung  des  Potentialwerthes  V.  eine  kleine 

Vernachlässigung  gemacht  worden  ist,  wodurch  der  Potentialwei  tri  IV  und  mit 

ihm  auch  der  Werth  von  X{,  }\,  Zl  zu  gross,  daher  die  Änderung  oA'^ , 

?5'/;,  52?^  zu  klein  erhalten  werden  musste.  Um  einen  Maximalwerth  der 

Änderungen  zu  erhalten,  soll  angenommen  werden,  dass  in  dem  Ausdrucke  für  \  'h 

R* 

r,  = 
(/?+*)> 

A'  [pm-  /J"-*-        ...  -  -  {P"+2P'"+3  z—*-*- . . .)] 

die  in  der  runden  Klammer  stehende  Summe  gleich  ist  der  Summe  P'-hP" 

+  P"'-h.  ..  was  gewiss  sehr  übertrieben  ist,  da  die  Werthe  P',  P",  P'" .  . 
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Änderung  der  eidmagnetischen  Kraft  mit  der  Höhe. 

Nachweis  w  äre  daher  für  die  Theorie  des  Erdmagnetismus  von 

grösster  Wichtigkeit. 

Angeregt  durch  eine  kleine  Untersuchung  des  Herrn 

obersten  R.  v.  Sterneck  über  die  Abnahme  der  Schwere  mit 

der  Hohe,  welche  er  in  einer  jüngst  erschienenen  Abhandlung1 

veröffentlicht  Fiat,  habe  icn  im  Nachfolgenden  den  Versuch 

unternommen,  aus  den  Daten  der  für  1890*0  in  Österreich- 

Ungarn  ausgeführten  magnetischen  Landesaufnahme  die 

Änderung  der  erdmagnetischen  Elemente  mit  der  Höhe  in 

ahnlicher  Weise  zu  berechnen,  obwohl  ich  überzeugt  war,  dass 

die  Anzahl  der  Beobachtungsstationen  viel  zu  gering  ist,  um 

vollkommen  verlässliche  Resultate  ableiten  zu  können.  Die  zu 

dieser  Rechnung  verwendeten  Daten  sind  die  Störungen,  welche 

ich  für  die  einzelnen  Stationen  berechnet  und  in  den  Tabellen 

minier  kleiner  werden  und  bei  der  Summe  in  der  runden  Klammer  gerade  der 

erste,  massgebende  Thcil      fehlt.  Man  erhalt  dann 

A"-                                         /       k  \ 
IV  =  .R(P'-h  P"+  /""-+-  . . .)  (  I  

*       (ÄH-A)-'  AV 
oder 

A'3 

r  —  r 1  (A'-t-Ar 

Mit  diesem  Weilhe  Von  1*^  ergeben  sich  für  die  Änderungen  fottfiTtL 
Werthe: 

Xit  Z,       //0       7"„  A* 

woraus  für  die  angenommenen  Werthe  von  A"„,  V,  .       //„.  7",,  rcsultirt: 

oA*/4  = -o-oia  <i.  i:. 

lYh  ■=  -o- 00021  I 

>.Hh  =  —  00013  i 

lTh  =  —0M1028. 

Obwohl  sich  diese  Werthe  nur  wenig  von  jenen  unter  0)  stehende:, 

unterscheiden,  so  sind  sie,  wie  oben  betont  wurde,  viel  zu  gross;  es  ist  siehe", 

dass  die  oben  angeführten  der  Wahrheit  viel  näher  kommen. 

J  Relative  Schwcrebestimmungen,  ausgeführt  in  den  Jahren  1K95  u«'u 
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XVI  und  XVII  meiner  Abhandlung:  Die  Vertheilung  der 

erdmagnetischen  Kraft  in  Österreich  -  Ungarn  zur 

Epoche  1890  0,  II.  Theil,  Denkschriften  der  kais.  Akad.  der 

Wiss.,  Bd.  67,  mitgetheilt  habe. 

Wird  der  an  einer  beliebigen  Station  beobachtete  Werth 

irgend  eines  erdmagnetischen  Elementes  mit  E,  der  normale 

(ungestörte)  aber  mit  c  bezeichnet,  so  ist  nach  der  in  der 

citirten  Abhandlung  gegebenen  Definition  AE—E—c  die 

Grösse  der  Störung.  Es  war  mir  selbstverständlich  schon  bei 

der  Berechnung  der  einzelnen  Werthe  von  IE  klar,  dass  die 

beobachteten  Werthe  E  nicht  allein  durch  störende  Kräfte  und 

durch  Beobachtungsfehler  beeinllusst  werden,  sondern  dass 

sie  auch  von  der  Höhe  des  Beobachtungspunktes  abhängen 

müssen,  so  dass  man  eigentlich  alle  erst  auf  dasselbe  Niveau, 

lern  die  normalen  Werthe  c  entsprechen,  reduciren  sollte,  um 

sie  von  dem  Einflüsse  der  Höhe  zu  befreien.  Eine  solche 

Reduction  war  jedoch  aus  dem  einfachen  Grunde  unmöglich, 

da  mir  die  wirkliche  Änderung  mit  der  Höhe  unbekannt  war, 

und  die  theoretischen  Werthe  derselben,  deren  Richtigkeit 

nicht  erwiesen  war,  unberücksichtigt  bleiben  mussten. 

Die  in  meiner  citirten  Abhandlung  angeführten  Normal- 

werthe  c  beziehen  sich  auf  ein  gewisses  mittleres  Niveau  m 

aller  Stationen;  bezeichnet  man  sie  mit  em  und  die  auf  dasselbe 

Niveau  reducirten  Werthe  von  Eh  mit  Em,  ferner  mit  Zct,-m  die 

dem  Höhenunterschiede  //— m  entsprechende  Änderung  und 

mit  /  den  Beobachtungsfehler,  so  ist 

Eh  ~=  Em  +  0 Ck- m+J> 
und  da 

E,.—em  =  IE 

als  Störung  bezeichnet  wurde,  so  ist 

Em—em+%eh-m+f=  IE. 

Nun  ist 

Em — cm  —  A£m 

die  wahre  Störung,  so  dass 

8*..M+A£«+/=  IE  ..7) 
wird. 
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Die  Grösse  oeh_„,  ist  eine  Function  der  Höhe,  und  zwar 

kann  gesetzt  werden  [entsprechend  4)  und  ">)] 

Zek-m  =  /(//)  =  b(h—w)  -  a+bh.  ...  8) 

Nach  dieser  Gleichung  könnte  man  die  Constanten  a  und 

b  leicht  berechnen,  wenn  von  einigen  Höhenintervallen  die 

Werthe  3 1*/,_„,  bekannt  wären.  Das  ist  leider  nicht  der  Fall.  Die 

Werthe  o  £/,_,„  lassen  sich  aber  aus  \E  finden,  wenn  man  die 

Stationen  mit  wenig  verschiedenen  Höhen  zu  einer  Gruppe 

vereinigt  und  Mittelwerthe  bildet,  wodurch  sich  bei  hinreichend 

grosser  Zahl  der  Stationen  die  Störungen  A£„,  und  die  Beob- 

achtungsfehler /  aufheben  und  ein  genäherter  Werth  von 

oeh-m  erhalten  wird.  Seien  die  zu  den  Gruppen- gehörigen 

Werthe 

iE*
 

IE"
 

A  E'
" 

AE/„ 
A£m 

r 

/
"
 

j-t
ii 

h"
 

hm
 

5 

so  wird  durch  Mittelbildung,  entsprechend  7)  und  8),  für  jede 

Gruppe  erhalten 

  H  1  =  —  a  +  b     ■  . .  .Sa) r  r         r         r  r 

Ist  die  Zahl  r  der  zur  Mittelbildung  verwendeten  Stationen 

11 E  Ytf 

hinreichend  gross,  so  wird  —  h     -  nahezu  Null  werden. 
V  r 

Bezeichnet  man  den  etwa  übrig  bleibenden  kleinen  Werth 

dieser  Summe  mit  o,  so  nehmen  die  Gleichungen  Sa)  die  Form  an 

Sitzb  d.  mathcm.-naturw.  Cl.;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  51 

a  +  bhl 

a+bht 

a+bh3 

11E' 

ZAE» 

. .  .9) 

Y.AE /// 
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aus  welchen  sich  die  Constanten  a  und  b  nach  der  Methode 

der  kleinsten  Quadrate  berechnen  lassen.  Die  Constante  a  ist 

nach  8)  nichts  anderes  als  die  Änderung  oc,„  des  betreffenden 

Elementes  vom  Meeresniveau  bis  zur  Höhe  m,  so  dass 

wobei  mit  Rücksicht  auf  4)  und  5) 

sein  müsste,  wenn  die  magnetischen  Kräfte,  deren  Wirkungen 

wir  beobachten,  ihren  Sitz  nur  in  der  Erde  hätten. 

Von  den  210  Stationen,  deren  Daten  in  meiner  vorhin 

citirten  Abhandlung  veröffentlicht  worden  sind,  habe  ich  bei 

der  folgenden  Untersuchung  die  Stationen  Öden  bürg,  Schott- 

wien, Chiesch  und  Rom  nicht  benützen  können,  weil  an  den 

ersten  drei  die  Declination  nicht  beobachtet  wurde,  während 

ich  für  die  zwei  letzten  die  Höhen  nicht  erlangen  konnte.  Die 

übrig  bleibenden  205  Stationen  wurden  nach  der  Höhe  in 

drei  Gruppen  geordnet,  wobei  in  die  erste  Gruppe  alle 

Stationen  bis  inclusive  200  m  Höhe,  in  die  zweite  jene  mit 

Höhen  von  201— 400  m  und  in  die  dritte  solche,  deren  Höhe 

über  400»/  betrug,  einbezogen  wurden.  Die  erste  Gruppe 

umfasst  77,  die  zweite  72  und  die  dritte  56  Stationen.  In  der 

letzten  Gruppe  sind  die  Höhenunterschiede  recht  bedeutend, 

denn  sie  schwanken  zwischen  400  und  1300  m  (St.  Anton  am 

Aiiberg).  Ich  konnte  aber  eine  weitere  Trennung  dieser  Gruppe 

aus  dem  Grunde  nicht  vornehmen,  weil  dann  die  Zahl  der 

Stationen  in  den  Theilgruppen  viel  zu  klein  gewesen  wäre, 

um  voraussetzen  zu  können,  dass  sich  bei  der  Mittelbildung 

die  Störungen  und  die  Beobachtungsfehler  autheben  werden. 

Die  nachfolgende  Tabelle  enthält  die  Stationen  mit  den 

zugehörigen  Höhen,  die  ich  zum  Theil  aus  dem  astronomi- 

schen Kalender  der  Wiener  Sternwarte  entnommen  habe, 

zum  Theil  aber  der  Güte  der  Herren  Oberst  R.  v.  Sterneck 

und  Oberst  H.  Härtel  verdanke.  Die  Stationen  sind  in  jeder 

Gruppe  alphabetisch  angeordnet.  Die  angegebenen  Höhen 

beziehen  sich  zwar  nicht  genau  auf  den  Beobachtungspunkt, 

oeh  =  Zeh_m—a  =  bh, 

...10; 
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ihr  Mittelwerth  dürfte  aber  der  wahren  mittleren  Höhe  sehr 

nahe  kommen,  da  sich  bei  der  Mittelbildung  die  Fehler  ziemlich 

aufheben  werden. 

Gruppe  I. 

Station 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

i 

8 

9 

10 

11 

12 

13 
14 

15 

16 

17 

18 
19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 
31 

32 

33 

34 
35 

Agram  

Ancona  

Antivari   

Banjaluka  

Bjelina  
Bodenbach   

Bosnisch-Brod  .  .  .  . 

Bosnisch-Gradiska. 

Bosnisch-Novi  .  . .  . 

Bosnisch-Samac  .  . 

Brcka  

Brindisi  

Brod  

Budapest  

Castelnuovo  

Corfu   

Curzola  , 

Debreczin  

Dignano  

Doboj  

Durazzo  

Erlau  

Esseg   

Fiume  

Fort  Opus  

FQnfldrchen  

Göding  

Görz  

Gradiska.  .  .  . 

Gttvosa  .... 

Grosswardein 

Ö-Gyalla.  .  . 

Kalocsa  .... 

Karlstadt  .  . 

Lagosta  . 

Höhe Station 

1 35  m 

124 
o 

163 
94 

131 

96 
95 

119 

86 
96 

2 

95 

114 

55 
2 

7 
121 

135 

146 

2 

i  ro 

94 

3 

2 

160 

102 

86 

38 
2 

126 

115 
97 

112 

2 

36 

37 
38 

39 

40 
41 

42 

43 

44 
45 

46 
47 

48 
49 

50 
51 
52 

53 

54 

55 
56 

57 

58 
59 

60 

61 

62 

63 154 

65 

r,<i 

67 

68 

69 

70 

Lesina  

Lissa  

Losor.cz  

Lundenburg  .  .  . 

Lussin  piccolo  . 

Makarska 

Malinska   

Manfredonia  .  .  . 

Martinsberg    .  . 

Medolino  

Mcleda  

Molfetta  

Mostar  

Nisko  

Orsova  

Parenzo  

Pescara   

Pirano  

Pola  

Prag  
Rabaz   . 

Riva  . .   

Rovigno  
Sebenico  

Semlin  

Spalato  

SUgno  ̂ rande  . 
Szci^edin  

Sziszek  

Szolnok  

Tcodo   . 

Temesvär  

Trappano   
Trient   

Triest  

51* 
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Station Höhe 

71 Ungvar  137  m 75 

72 Valona  2 76 

73 3 77 

74 
108 

Station  Höhe 

Weisskirchen   87  m 

Zara    8 

Zwornik   170 

Gruppe  II. 

1 

2 

3 

4 

5 

H 

7 

8 

9 

10 
1 1 

12 

13 

14 

15 16 

17 

18 19 

20 

21 

99 

23 

24 

25 
26 

27 

28 

25) 
30 

Station 

Altheim  

Bihac  

Bozen   

Brcgenz  .... 

Brody   

Brünn  

Budweis  .... 

Chlumec  .... 

Cilli  
("äs  lau  

Czernowitz.  . 

Czortköw 

Dolnji-Tuzla. 
Dohna  

Gleichenberg  . 

(iraz  

Hercny  

Horn  

Jajcc  

Karansebes  .  . 

Karlsbad   

Karlsburg  •  •  •  • 

Kaschau   

Klausenburg  . 

Kolomea  

Komotau  

Krakau   

Kremsmünster 

Krosno   

Laibach   

Höhe 
Station 

400  m 

227 265 

394 
234 

227 

384 

216 

241 

263 

246 

226 
232 

398 

317 

365 
213 
309 

341 

211 
399 

220- 
211 

349 

284 330 

212 343 

278 
287 

31 

32 

33 34 

35 

36 37 

38 

39 

40 

41 

42 43 

44 

45 46 47 

48 
49 

50 

51 

!  52 
53 

54 

I  55 

j  56 57 
58 

59 

60 

Leipa  

Leitomischl  

Lemberg   

Linz  

Marburg  

Maros-Väsärhely  .  . 
Melk   

Meran  

Nächod  

Nagybänya  

Neustadt  (Wiener-) 
Olmütz  

St.  Paul   

Pilsen  

Pisek  

Pisino  

Przemysl ......... 
Ravenna   

Rawa  ruska  

Reichenau  

Reichenberg  

Rzeszöw  

Rudolfswerth  

Sambor  

Sandec   

Sanok   

Scharding  

Seelau  
Stanislau  

Stryj  

Höhe 

263  m 

347 
320 

264 

274 

316 210 

324 

351 
228 

280 
221 

400 

311 

378 

262 

241 
327 256 

321 

375 

215 

202 
309 

321 

314 

313 

379 
256 

302 

Digitized by  Google 



Änderung  der  erdmagnetischen  Kraft  mit  der  Höhe. 767 

Station 

61 
Suczawa 

62 Tarnopol 

63 
64 

65 Tesche n 

66 Trebinje 

Höhe 

320  m 
318 

225 
230 

67 
68 
69 

70 

71 

72 

Station Höhe 

Troppau   260  m 

Veszprim    260 
Wieliczka   254 

Wien   202 

Zenica   309 

Znaim   289 

Gruppe  III. 

Station 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1  I 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 
19 

20 

21 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

Adelsberg  

Admont  

Allenz  

St  Anton  

Avtovac  

Bleiberg  

Bludenz  

Bruck  a./M.  ...... 

Bruneck   

Eisenerz   

Foc"a  

Fogaras   

Franzensbad   

Gastein  (Hof-) 
(ilamoc  

Gmünd  

GolUng  

Gratzen.  .   

Hermannstadt  .  .  . 

Hohenelbe  

Jablanica  

Iglau  ....   

Imst   . 

Innsbruck   

Ischl   

Jakobeny   

St.  Johann  

Kaltnovik  

Höhe 

548  m 29 

641 30 

765 

31 

1302 32 

1083 33 
892 34 
581 

35 

487 36 
S3Ö 

37 

745 
38 410 39 

437 40 

141 
41 

869 

42 
1031 43 

732 44 

476 

450 
46 

430 
47 484 48 

417 49 

516 50 

828 

51 574 
52 

468 

53 

838 
54 

660 
.". ") 

1137 
56 

Station 
Höhe 

Kesmärk  

Klagenfurt  
Klattau  

Kljuc  
St.  Lambrecht  .  . 

Landeck   

Lienz  

Liesen  

Livno  

Mals  

Szt.  Miklös  

Neuhaus  .  .  . 

Petrovac  .   

Plan   

Pribram   

Radstadt  

Rattenberg  

Rogatica  
Salzburg  

Sarajevo  
Schüssburg  

Schemnitz  

Senftenbcrg  

Skole  

Strasswalchen  . . . 

Travnik  

Vlasenica  

Vöcklabruck.  . .  . 

626  m 
446 

409 

521 

888 
816 

673 

659 

726 

1050 

576 

478 
670 
510 

509 

856 

513 

541 

412 
537 

478 

593 

421 
437 

541 

504 

668 

433 
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Die  folgenden  Gleichungen  11)  enthalten  die  den  Glei- 

chungen 9)  entsprechenden  Daten.  Ich  muss  gestehen,  dass 

mich  die  für  die  drei  Höhenunterschiede  erhaltenen  Werthe 

der  Änderungen  oXh  etc.  sehr  überrascht 

haben,  denn  ich  habe  im  Vorhinein  wenig  Hoffnung  gehabt, 

dass  die,  wie  ich  nach  der  theoretischen  Untersuchung  glauben 

musste,  sehr  geringen  Änderungen  bei  einer  verhältnissmässig 

so  geringen  Anzahl  von  Stationen  auf  dem  eingeschlagenen 

Wege  ermittelt  werden  können. 

h-w 

„-+.  71  b  =  15-5 

-9-7 

15-8 13-6 21*3 

—  1  !78 

<H-288  b  =  —33 

—  23 

—  0-3 

-2-0 

2-4 

—  024 

rt-4-635  b  =  —  5  5 7-1 -20-4 
-4-5 -17-9 

1-12 

— 0!36' 0-32  i 
-0  61  ] 

Ii) 

Hiebei  sind  die  Änderungen  5*Y/,„m,  3YA_m,  5Za_,«  etc.  in 

Einheiten  der  vierten  Decimale  des  Gauss'schen  Maasses  aus- 

gedrückt. Nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erhält 

man  für  a  und  b  ebenfalls  in  Einheiten  der  vierten  Decimale 

nachfolgende  Werthe: 

5AVm=  13-6— 0-0344  h  \ 

lYk-m=  — 11  '4+0-0295  h 

lZk-m  —  19  4— 0-  0636  h 

oHh  m-  11-8— 0  0290  // 

&rA_m=  24-6-0-0685  // 

o Dh-m  —  —  1  ! 97  +0 ' 00503  // 

8  J/,_m  =  —0  •  0 1  —0 1 00005  // 

tXh  =  -0  0344// 

o  Yh  =  0  0295// 

82*  =  —0-0636// 

12)  $Hh  -  -0-0290// 

oTh  -  — 0  0685/r 

^Dh—  0 !  00503 

%Jh  =  — 0  '00065/// 

.13) 

Gleichungen  12)  entsprechen  jenen  unter  8),  Gleichungen 

13)  aber  den  unter  10)  stehenden.  Rechnet  man  nach  12)  für 

die  Höhenstufen  von  71  ///,  288  ;//,  635  m  die  Änderungen  und 

vergleicht  sie  mit  den  aus  den  Beobachtungen  abgeleiteten,  so 

findet  man 

?'Y!i  m 

B R B—R 5 R 
B-R 

B R B—R 

15*5 11-2 
4-3 

—9- 

m 
l —9*3 -0-4 

15-8 

1*9 
0-9 

—3-3 3-7 -7-0 — 3 
-2*9 

0-6 -  0-3 
1  •  1 

—  1-4 

-5-5 -8-2 
2-7 

7- 

1 73 

-02 

—20-4 -21-0 0-4 
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H R B-R B R #    A  B 

A'
 

B—R 

13 0 0-7 3-9 

21-3 

* 

19*7 

1-6        1 :78 
—  1  !61 

—  0:  17 

34 

— .V4 
2-4 4  9 —  25    —  U24 

—  0"  52 
0*  2H 

—  4 
- 
o —  Ü-  6 1  •  1 —  1  <  '9 

I  ,i  .  Ii 
1  •  0  IIa 

— 0'  10 

0 

A'
 

B  R 

-  0!3Ö -  05<n3 

— 0*30 

032 

-0-20 0-52 

—0-61 
0  42 

— 019 

Mit  Ausnahme  der  Inclination,  bei  welcher  sich  eine  sehr 

langsame  Abnahme  mit  der  Höhe  ergibt,  zeigen  alle  übrigen 

Elemente  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  eine  befriedi- 

gende Übereinstimmung.  Hätte  ich  eine  grössere  Anzahl  von 

Stationen  verwenden  und  mehr  als  drei  Höhenstufen  bilden 

können,  so  wäre  das  Resultat  gewiss  ein  noch  viel  günstigeres 

gew  esen.  Die  unter  13)  stehenden  Änderungen  der  einzelnen 

Elemente  sind  höchst  interessant,  da  wir  vor  Allem  ersehen 

können,  dass  die  Westcomponente  mit  der  Höhe  wächst  und 

dass  dementsprechend  auch  die  Declination  in  der  Höhe  grösser 

wird;  die  übrigen  Kraftcomponenten,  sowie  die  Totalintensität 

nehmen  zwar  mit  der  Höhe  ab,  wie  es  die  Theorie  verlangt, 

aber  der  Betrag  der  wirklichen  Abnahme  ist  mehr  als  dreimal 

so  gross  als  der  theoretisch  berechnete.  Dies  ist  ein  für  die 

Theorie  des  Erdmagnetismus  höchst  wichtiges  Ergebniss,  denn 

es  liefert  den  Beweis,  dass  die  magnetischen  Verhältnisse  durch 

die  Annahme  einer  Magnetisirung  der  Erde  allein,  im  Sinne  der 

Gauss'schen  Theorie,  nicht  erklärt  werden  können,  welche 

Möglichkeit  bekanntlich  schon  Gauss  ins  Auge  gefasst  hat. 

Es  müssen  also  neben  dem  eigentlichen  Erdmagnetismus, 

der  durch  Magnetisirung  der  kleinsten  Theile  des  Erdkörpers 

hervorgebracht  gedacht  werden  kann,  noch  andere  magnetische 

Kräfte,  deren  Ursache  auch  elektrische  Ströme  sein  können, 

vorhanden  sein,  welche  die  Wirkungen  des  ersteren  modificiren. 

Es  entsteht  nun  die  wichtige  Frage,  wo  der  Sitz  dieser  Kräfte 

ZU  suchen  sei.  Eine  einfache  Überlegung  lehrt,  dass  ihre 

Quelle  nicht  im  Erdkörper  gesucht  werden  kann,  denn  wäre 
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dies  der  Fall,  dann  könnte  man  sich  stets  eine  magnetische 

Vertheilung  im  Erdkörper  denken,  welche  nach  aussen  hin 

genau  dieselben  Wirkungen  hervorbringt,  wie  der  Magnetismus 

der  Erde  und  die  fraglichen  magnetischen  Kräfte  zusammen, 

dann  müssen  aber  alle  Kräfte  A",  Y,  Z.H,  T  nach  oben  abnehmen, 
und  zwar  in  jenem  Maasse,  wie  es  früher  theoretisch  abgeleitet 

worden  ist.  Nun  sieht  man  aber  aus  dem  Vorhergehenden, 

dass  die  Westcomponente  mit  der  Höhe  wächst  und  dass  die 

Abnahme  der  übrigen  Kräfte  viel  grösser  ist,  als  sie  theoretisch 

sein  sollte;  es  muss  daher  geschlossen  werden,  dass  der  Sitz 

der  hier  besprochenen  Kräfte  nur  ausserhalb  des  Erdkörpers 

liegen  kann.  Dass  diese  Kräfte  ein  Potential  besitzen  müssen, 

dafür  hat  unsere  neuere  Aufnahme  einen  schönen  Beweis 

geliefert.1 
Man  gelangt  auch  bald  zur  Überzeugung,  dass  die  drei 

Componenten  dieser  Kräfte  A",  Y",  Z"  nach  Süd,  West  und 

nach  oben  gerichtet  sein  müssen. 

Es  erscheint  mir  höchstwahrscheinlich,  dass  die  ausserhalb 

der  Erde  liegenden  Kräfte  dieselben  seien,  welche  durch  ihre 

Veränderungen  die  von  uns  beobachteten  Variationen  hervor- 

bringen. Wäre  dies  der  Fall,  so  müssten  jeder  Änderung  dieser 

Kräfte  um  so  grössere  Variationen  entsprechen,  je  näher  wir  dem 

Sitze  derselben  kommen,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Ampli- 

tuden müssten  mit  der  Höhe  eine  Änderung  zeigen.  Es  ergibt 

sich  hieraus,  wie  wichtig  es  wäre,  magnetische  Observatorien  in 

grösseren  Höhen  zu  errichten.  Ich  habe  einen  diesbezüglichen 

Vorschlag  bereits  vor  einigen  Jahren  in  einer  früheren  Abhand- 

lung gemacht,  und  zwar  habe  ich  speciell  die  Errichtung  eines 

magnetischen  Observatoriums  auf  dem  Sonnblick  empfohlen, 

ohne  dass  es  bisher  gelungen  wäre,  diese  Idee  zu  realisiren. 

Vielleicht  werden  die  hier  gemachten  Auseinandersetzungen 

ein  grösseres  Interesse  an  der  Sache  rege  machen,  und  jene 

Kreise,  welche  an  der  wissenschaftlichen  Forschung  ein  Inter- 

esse haben,  bewegen,  sich  mit  dieser  Frage  näher  zu  beschäf- 

tigen. Ich  will  nicht  verkennen,  dass  die  Errichtung  eines 

magnetischen  Observatoriums  in  einer  grösseren  Höhe  mit 

1  Liznar,  Die  magnetische  Aufnahme  Österreich-Ungarns  und  das  erd- 

inagnctisehe  Potential.  Met.  Zeitschrift,  Maiheft  1S98. 
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sehr  bedeutenden  Schwierigkeiten  und  Kosten  verbunden  ist, 

allein  ich  glaube,  dass  sich  die  Schwierigkeiten  bei  einiger- 

massen  gutem  Willen  beheben  lassen  würden,  und  was  die 

Kosten  anbelangt,  so  dürfen  sie  bei  einer  so  wichtigen  Frage 

nicht  das  entscheidende  Hinderniss  bilden,  um  die  Lösung 

derselben  ganz  unmöglich  zu  machen. 

Sollte  sich  meine  Vermuthung  nicht  bestätigen,  sondern 

würden  in  der  Höhe  gleich  grosse  Variationen  auftreten,  so 

würde  dies  beweisen,  dass  dieselben  durch  Veränderungen 

der  beiden  magnetischen  Systeme  zu  Stande  kommen.  Aber 

auch  dann  hätten  die  in  der  Höhe  angestellten  Variations- 

beobachtungen eine  sehr  grosse  Bedeutung,  da  sie  uns  unter 

allen  Umständen  über  die  Ursachen  der  Variationen  Auskunft 

geben  werden. 

Die  hier  ermittelten  Resultate  über  die  Änderung  der  erd- 

magnetischen Kraft  mit  der  Höhe  werden  gewiss  bald  eine 

Bestätigung  durch  die  Daten  anderer  Gebiete  erhalten,  denn 

die  Möglichkeit,  diesbezügliche  Untersuchungen  anzustellen, 

ist  durch  die  in  anderen  Ländern  ausgeführten  Detailaufnahmen 

gegeben. 

Die  nicht  unbedeutenden  Werthe  der  Änderungen  der  erd- 

magnetischen Elemente,  die  hier  abgeleitet  worden  sind,  lassen 

erkennen,  dass  die  von  mir  gegebene  Darstellung  der  erd- 

magnetischen Verhältnisse  Österreich-Ungarns  etwas 

anders  ausgefallen  wäre,  wenn  ich  die  isomagnetischen  Linien 

für  das  Meeresniveau  gezeichnet  hätte.  Ks  würden  die  Iso- 

dynamen  der  Horizontalintensität  und  der  Nordcomponente 

um  ein  kleines  Stück  von  Süd  nach  Nord,  die  Isodynamen  der 

Vertical-  und  Totalintensität  dagegen  von  Nord  nach  Süd  gerückt 

sein,  während  die  Isodynamen  der  Westcomponente  und  die  Iso- 

gonen  eine  kleine  Verschiebung  gegen  Westen  gezeigt  hätten. 

Das  Niveau,  welchem  die  von  mir  gezeichneten  isomagne- 

tischen Linien  entsprechen,  ist  ungefähr  die  mittlere  Höhe 

aller  Beobachtungsstationen  (300  m).  Man  kann  diese  Höhe 

aus  den  Constanten  a,b  der  Gleichungen  12)  ermitteln,  denn  es  ist 

a  —  bmy  folglich  m  —  —  • 
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Man  erhält  die  Werthe 

w,  —  395 in,  mt  —  386 m,  m3  —  305  m,  ii/4  —  40  7  »i,  w5  =  359  w, 

also  im  Mittel  w  =  370  w.  Die  auf  diese  Weise  bestimmten 

Werthe  von  m  zeigen  unter  einander  ziemlich  bedeutende 

Unterschiede,  weil  die  Constanten  a  und  b  nicht  vollkommen 

ijei.au  sind. 

Die  Constanten  b  der  Gleichungen  13)  gelten  ihrer  Ab- 

leitung nach  blo>>  für  die  dem  Punkte  z  —  4697,  \  —  1  7 °  1 

zukommenden  Werthe  A'm,  Y„.,  Zm,  Hm,  T,„,  welche  für  das 
Niveau  m  abgeleitet  worden  sind,  und  zwar 

A',(I  =2-1  138.   Ym  -  0  3314,  Zm  =  4-0139,  Hm  =  2-1394, 

Tm  =4  5482,  Dm  =  8*54'7,  Jm  =  61°56!4. 

Um  die  Werthe  von  &  für  beliebige  Punkte  ?,  /.  zu 

erhalten,  hat  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass  nach  4)  und  5) 

der  Ouotient         gleich  ist  einer  Constanten  multiplicirt  mit  h. 

Bildet  man  diese  Quotienten  für  die  Gleichungen  13).  so 

findet  man 

\\  "  =  -0  •  0 1 63  h  =  Cx h  -g-h  -  -0  0 1 36  h  =  cH h A„,  J~i,n 

fJ~  =  +0-0890  //  -  cyh  =  —0-0150  A  =  cTh 

—  -0-0158//  =  cJi. 

Wie  man  sieht,  ergeben  sich  auch  hier  die  Kaetoren 

t\,  cit  Cff,  Ct  nur  wenig  verschieden,  so  dass  man  bei  einer 

genaueren  Bestimmung  von  b  ihre  vollständige  Gleichheit 

erwarten  dürfte.  Setzt  man  daher 

 ;  =  c, 
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so  folgt  für  beliebige  Werthe  AT0,  Z0,  HQ,  Tn 

Statt  der  für  das  Meeresniveau  geltenden  Werthe  A'0,  Y0, 

Z0,  H0,  T0  können  ohneweiters  auch  die  Werthe  A/,,  Yh,  Z*, 

Hh,  Th  eingesetzt  werden,  so  dass  man  zur  Reduction  auf  das 

Meeresniveau  folgende  Formeln  erhält: 

A'0  —  A'A+0'00000152  Xhh  =  (1  +0 

yrt  —  yA-0-00000890  Yhh  —  ( 1—0 

Z((  =  ft+0-00000152  Z*/i  =  (1+0 

//„  =  //„+0-00000152  Hhh  =  (1+0 

r„  =  Th  +0-00000152  Thh  —  (1  +0 

D0  ~  Dh— 0!01791  sin  2Dh.h 

J9  =  Jh 

00000152  h)Xh 

00000890  //)  Yh 

\b2h)Zh 

152Ä)///,  ...16) 

00000152  k)Th 

Die  für  die  Reduction  der  Declination  und  Inclination 

angeführten  Formeln  wurden  durch  Differentirung  der  Aus- 

drücke 

tg/>=l.      tg./  =  | 

erhalten,  denn  es  ist  bekanntlich 

fcn     XSY-YtX      fn    kJ  HlZ-ZtH 
5  z)  =   r,„ —   -  cos1  D.     <jJ  =  -       l_-     —  cos-  ./. 

A  -  //- 

Nun  ist  nach  dem  Früheren 

ZXz=cXh,    fjY—cYJt,    IZ-cZh,    ZH  —  cHk. 

Nach  Einsetzung  dieser  Werthe  erhält  man  daher 

5/)/,  =  ~ —  sin  2  Dh  oder  in  Minuten  o/),,  —  C>-—         -r  •  /*  ) 2  2      sin  T  ...17) 

$/Ä  =  0.  / 

Dass  hier  57/,  Null  wird,  kommt  daher,  dass  ich  für  den 

Factor  c  einen  Constanten  Werth  angenommen  habe.  Nach  13) 
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hat  sich  zwar  aus  den  Störungen  der  Inclination  eine  kleine 

Abnahme  ergeben,  dieses  Resultat  ist  aber  sehr  unsicher,  da 

die  zu  seiner  Ableitung  aus  den  Störungen  erhaltenen  Grössen 

sehr  klein  sind. 

Als  Beispiel  soll  nach  den  vorstehenden  Formeln  die 

Reduction  der  in  St.  Anton  am  Arlberg  in  der  Höhe  //  =  1300  m 

beobachteten  und  der  für  diesen  Punkt  für  das  Niveau  m  =  370  m 

berechneten  Normalwerthe  angefühlt  werden,  um  daraus  den 

wahren  Betrag  der  Störungen  ableiten  und  sie  mit  den  von  mir 

ohne  Reduction  auf  dasselbe  Niveau  ermittelten  Störungs- 

grössen  vergleichen  zu  können. 

Rcducirt 

licohachtct  auf  das  Mceresniveau     Normalwerthe  A£„ 

2 • 0686 
2-0723 2 • 0695 

2  0684 

28 

«> 

Dh 

1 1°59!4 1 1°49'9 1 1°59!2 12°  1 !9 

—9  : 3 
—2 '5 

Jk 

63°  4!0 63°  4!0 63°  3-4 
63°  3*4 0'6 

Xh 

2-0235 
2*0271 

2-0241 

2  0230 30 
— 

Yh 

0-4297 
0-4247 

0-4298 
0  4312 

-51 
-15 

Zh 

4  07 16 
4-0790 

4-0717 
4-0694 

73 

22 

Th 

4 • 5669 4-5751 
4-5675 

4 ■ 5649 

76 20 

In  der  ersten  Columne  stehen  die  in  der  Höhe  h  —  1300fM 

beobachteten  Daten,  welche  nach  der  Reduction  auf  das 

Meeresniveau  die  Werthe  der  zweiten  Columne  lieferten.  Die 

Zahlen  der  dritten  Columne  sind  durch  Reduction  aus  den 

Daten  der  vierten  Columne  entstanden.  Unter  \En  =  E0  —  ec 

sind  die  wahren  und  unter  A£A  =  Eh  —  e,„  die  von  mir  in 

meiner  citirten  Abhandlung  veröffentlichten  Störungen,  welche 

der  Differenz  der  ersten  und  vierten  Columne  entsprechen, 

angeführt.  Aus  der  vorstehenden  Zusammenstellung  kann  man 

ersehen,  dass  die  wahren  Störungen  bei  allen  Elementen,  mit 

Ausnahme  der  Inclination,  bedeutend  grösser  sind  als  die 

unter  A/s/.  stehenden.  Bei  geringeren  Höhen,  wie  sie  dem 

grösseren  Theil  der  Beobachtungsstationen  zukommen,  wird 

der  Unterschied  natürlich  viel  kleiner  sein. 

Um  ein  richtiges  Bild  der  Störungen,  die  ja  ohnehin  mit 

den  unvermeidlichen  Beobachtungsfehlern  behaftet  sind,  zu 
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erhalten,  bleibt  nichts  übrig,  als  sämmtliche  Daten  der  magne- 

tischen Aufnahme  auf  dasselbe  Niveau  zu  reduciren.  Als  solches 

könnte  man  auch  das  mittlere  Niveau,  dessen  Höhe  im  =  370  m 

beträgt,  wählen,  in  welchem  Falle  man  nur  die  in  verschiedenen 

Höhen  h  gemessenen  Daten  auf  dieses  zu  reduciren  hätte.  Will 

man  aber  die  isomagnetischen  Linien  für  das  Meeresniveau 

construiren,  und  das  ist  nothwendig.  wenn  die  magnetischen 

Aufnahmen  verschiedener  Gebiete  der  Erde  streng  vergleichbar 

sein  sollen,  so  müssen  auch  die  Normalwerthe,  nach  welchen 

ich  die  Curven  gezeichnet  habe,  auf  das  Meeresniveau  reducirt 

werden.  Ich  behalte  mir  vor,  diese  ziemlich  umständliche 

Arbeit  später  einmal  auszuführen.  Was  ich  hier  über  die 

Notwendigkeit  der  Reduction  in  Bezug  auf  unsere  Aufnahme 

vorgebracht  habe,  gilt  selbstverständlich  für  alle  bisher  auch 

in  anderen  Gebieten  ausgeführten,  bei  welchen  Stationen  von 

grösserer  Höhe  vorkommen.  Diese  Reduction  wird  sich  in 

jenen  Gebieten,  von  denen  magnetische  Detailaufnahmen  vor- 

liegen, mit  grosser  Sicherheit  ausführen  lassen,  da  bei  einer 

grossen  Zahl  von  Stationen  die  Änderungen  mit  der  Höhe  viel 

genauer  ermittelt  werden  können. 

Aus  den  vorstehenden  Ausführungen  konnte  man  ersehen, 

dass  die  magnetischen  Detailaufnahmen  verschiedener  Gebiete 

nicht  nur  zu  dem  Zwecke  vorgenommen  werden  müssen, 

um  die  wirkliche  Vertheilung  der  erdmagnetischen  Kraft  auf 

denselben  kennen  zu  lernen,  sondern  dass  sie  auch  sehr  wichtige 

Daten  für  die  Theorie  des  Erdmagnetismus  liefern.  Vor  Allem 

ist  noch  der  Nachweis  zu  führen,  dass  die  Grösse  c  in  den 

Gleichungen 

nicht  nur  auf  einem  und  demselben  Gebiete,  sondern  auch  für 

alle  eine  constante  Grösse  ist,  wie  es  mir  entsprechend  den 

Gleichungen  4)  und  5)  als  sehr  wahrscheinlich  erscheint.  Ebenso 

wichtig  ist  die  Entscheidung,  ob  in         —  cyh  für  alle  Gebiete 

■  0 

Cy  denselben  Werth  besitzt.  Dass  dem  so  sein  könnte,  ist 

vorläufig  eine  blosse  Vermuthung,  welche  hoffentlich  durch 
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Ebene  jedes  Paares  geht  durch  den  Punkt  Av  die  zweite  durch 

den  entsprechenden  Punkt  A2  hindurch  und  beide  schneiden 

sich  der  gemachten  Voraussetzung  nach  in  einer  Transversale 

zu  den  Collineationsaxen  / /'.  Ferner  sind  BXB2,  CXC2,  DXD2 
drei  Paare  entsprechender  Punkte.  Denn  es  muss  z.  B.  der 

dem  Punkte  Bx  entsprechende  Punkt  jetzt  nicht  nur  auf  der 

von  Bx  aus  an  /,  /'  gelegten  Transversale  b  =  BXB2  liegen, 

sondern  auch  auf  den  Ebenen  t2  =  A2B2D2  und  Z2  e=  A2B2C2, 

welche  wir  als  den  Ebenen  7,  =  AXBXDX  und  8,  =  AXBXCX  ent- 

sprechend erkannt  haben. 

Wir  finden: 

Das  Kriterium  der  schiefperspectiven  Lage  zweier 

Tetraeder  ist  die  Existenz  von  zwei  windschiefen 

Geraden,  welche  sowohl  die  vier  Verbindungslinien 

entsprechender  Ecken  als  auch  die  vier  Schnitt- 

linien entsprechender  Ebenen  der  beiden  Tetraeder 

treflf  en. 

Diese  beiden  TrefTgeraden  können  aber  natürlich  sowohl 

reell  als  auch  conjugirt  imaginär  sein. 

2.  Es  gibt  eine  Gruppe  von  00 1  geschaarten  Collineationen 

des  Raumes  mit  den  Axen  t  und  Bei  Anwendung  der 

Collineationen  der  Gruppe  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt 

eine  Transversale  zu  den  Geraden  /  und  /'  und  eine  beliebige 
Ebene  dreht  sich  um  eine  solche  Transversale. 

Übt  man  die  Collineationen  dieser  Gruppe  auf  das  Tetra- 

eder Tx  aus,  so  erhält  man  infolge  dessen  eine  Schaar  von  00 1 

Tetraedern,  deren  Ecken  respective  auf  den  Geraden  ab  cd 

liegen  und  deren  Ebenen  respective  durch  die  Geraden  a'b'c'd' 

hindurchgehen. 

Die  Geraden  /  und  /'  sind  Axen  für  eine  lineare  Congruenz, 

welche  die  Basis  für  ein  Büschel  von  linearen  Complexen 

(Strahlengewinden)  bildet.  Die  00 1  Xullcorrelationen,  welche 

zu  den  Complexen  dieses  Büschels  gehören,  bilden  nun  zu- 

sammen mit  der  genannten  Gruppe  von  Collineationen  eine 

neue  Gruppe  von  Raumverwandtschaften.  Jede  dieser  00 1  Xull- 

correlationen transformirt  einen  Punkt  in  eine  Ebene,  welche 

durch  die  vom  Punkte  aus  an  das  Axenpaar  /,  /'  gehende 

Transversale  hindurchgeht,  und  eine  Ebene  in  einen  Punkt, 
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welcher  auf  der  in  dieser  Ebene  befindlichen  Transversale  des 

Axenpaares  /,  /'  liegt. 

Wenn  wir  diese  oo1  Nullcorrelationen  auf  das  Tetraeder 

7",  anwenden,  so  entsteht  daher  eine  Schaar  von  oo1  Tetraedern 

mit  Ecken  auf  den  vier  Geraden  a'b'c'd'  und  Ebenen  durch 

die  vier  Geraden  ab  cd.  Wir  bezeichnen  sie  als  Gegenschaar 

der  früher  erhaltenen  Schaar  von  Tetraedern. 

t'nser  Ergebniss  lautet: 

Liegen  zwei  Tetraeder  so.  dass  die  vier  Ver- 

bindungslinien homologer  Eckpunkte  und  die  vier 

Schnittlinien  homologerEbenen  der  beiden  Tetraeder 

dieselben  zwei  windschiefen  Transversalen  zulassen, 

d  ann  gibt  es  eine  ganze  Schaar  von  Tetraedern,  wel  che 

auf  den  ersten  vier  Geraden  ihre  Ecken  haben  und  ihre 

Ebenen  durch  die  zweiten  vier  Geraden  hindurch- 

schicken, und  es  gibt  eine  ganze  Schaar  von  Tetra- 

edern, die  Gegenschaar  der  ersten,  welche  ihre  Ecken 

auf  den  zweiten  vier  Geraden  haben  und  ihre  Ebenen 

durch  die  ersten  vier  Geraden  hindurchschicken. 

Die  Schaar  umfasst  alle  Tetraeder,  welche  mit  den  beiden 

gegebenen  Tetraedern  Tx  und  Tt  (in  derselben  Weise)  schief- 

perspectiv  liegen,  die  Gegenschaar  alle  Tetraeder,  welche  den 

beiden  Tetraedern  7",  und  T.,  zu  gleicher  Zeit  um-  und  ein- 
geschrieben sind.  Man  erkennt,  dass  sich  zwei  schief- 

perspective  Tetraeder  allgemein  d  c  f  i  n  i  r  c  n  lassen,  als 

z w e i  T e t r a e d e r,  welch e  d e m s e I b e n  dritten  zu  gleicher 

Zeit  um-  und  eingeschrieben  sind.  Denn  die  beiden  Null« 

correlationen,  welche  das  erste  und  zweite  Tetraeder  in  das 

dritte  übet  führen,  geben  nacheinander  ausgeübt  (als  »Product«) 

eine  geschaarte  Collineation  des  Raumes,  welche  das  erste 

Tetraeder  in  das  zweite  überführt. 

3.  Jetzt  sollen  die  Beziehungen  untersucht  werden,  welche 

zwischen  den  acht  Strahlen  abcd,  a'b'c'd'  bestehen.  Solche 

acht  Strahlen,  welche  aus  dem  Quadrupel  der  Verbindungs- 

linien homologer  Ecken  und  dem  Quadrupel  der  Schnittlinien 

homologer  Ebenen  zweier  schiefperspcctivcr  Tetraeder  sich 

zusammensetzen,  wollen  wir  in  der  Eolge  als  Doppel  vi  er 

bezeichnen. 

Si:z  \  d.  mathe:n.-iKiturw.  Cl  ;  CVH.  ItJ..  Ahth.  II  *.  ■">- 
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Nach  der  letzten  Nummer  kann  sich  ein  Tetraeder  so  be- 

wegen, dass  seine  Ecken  auf  den  Strahlen  des  einen  Quadrupels 

einer  Doppelvier  fortschreiten,  während  seine  Ebenen  sich  um 

die  Strahlen  des  andern  Quadrupels  drehen.  Man  erkennt 

sofort,  dass  jede  Kante  des  Tetraeders  dabei  eine  Regelschaar 

beschreibt.  Denn  eine  solche  Kante  gleitet  längs  vier  Geraden 

der  Doppelvier,  den  zwei  Geraden  des  ersten  Quadrupels, 

auf  denen  die  Tetraederecken  liegen,  welche  die  Kante  ver- 

bindet und  den  zwei  Geraden  des  zweiten  Quadrupels,  durch 

welche  die  Tetraederebenen  hindurchgehen,  die  sich  in  der 

Kante  schneiden. 

Für  die  Doppelvier  der  Strahlen  abcd,  a'b'c'd'  folgt 

hieraus,  dass  sechsmal  vier  von  ihren  Strahlen  hyperboloidisch 

liegen  (demselben  System  von  Erzeugenden  eines  Hyperboloids 

angehören).  Es  sind  dies  die  Strahlenquadrupel : 

Wir  wollen  zeigen,  dass  diese  Eigenschaft  für  die  Doppel- 

vier charakteristisch  ist,  d.  h.  dass,  wenn  von  acht  Strahlen 

abcd,  a'b'c'd'  in  der  angegebenen  Weise  sechsmal  vier  hyper- 

boloidisch liegen,  diese  acht  Strahlen  eine  Doppelvier  bilden. 

Nach  unserer  Annahme  liegen  je  zwei  von  den  Geraden 

des  ersten  Quadrupels  abcd  und  die  den  beiden  anderen  im 

zweiten  Quadrupel  a'b'c'd'  zugeordneten  Geraden  in  der- 

selben Regelschaar,  wobei  a  und  a'  b  und  b',  c  und  c',  d  und  d' 

als  zugeordnet  gelten.  Wir  betrachten  nun  die  projectiven 

Punktreihen,  welche  auf  je  zwei  Geraden  des  Quadrupels 

abcd  durch  die  Leitstrahlen  der  genannten  die  beiden  Geraden 

enthaltenden  Regelschaar  bestimmt  werden.  Zwei  Punkte  auf 

den  zwei  Geraden  sind  homolog,  wenn  ihre  Verbindungslinie 

einen  (und  dann  auch  schon  den  andern)  Strahl  des  zweiten 

Quadrupels  trifft,  der  keinem  von  den  beiden  Strahlen  des 

ersten  Quadrupels  zugeordnet  ist. 

Entsprechen  dem  beliebig  auf  a  angenommenen  Punkte  .4 

auf  b  und  c  die  Punkte  H  und  C  so  werden  die  Verbindungs- 

linien AB  und  AC  die  Gerade  d'  des  zweiten  Quadrupels 

treffen.  Es  wird  deshalb,  die  in  die  Ebene  der  Geraden  AB,  AC, 

abc'd',  acb'd',  adb'c' 

cda'b',  bda'c',  bca'd'. 
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d'  fallende  Verbindungslinie  der  Punkte  B  und  C  die  Gerade  d' 

treffen  und  somit  werden  B  und  C  homologe  Punkte  unserer 

projectiven  Reihen  auf  b  und  c  sein.  Wir  finden:  Zwei  Punkte 

auf  zwei  von  den  Geraden  ab  cd,  welche  demselben  Punkte 

einer  dritten  in  unseren  projectiven  Beziehungen  homolog 

sind,  sind  auch  untereinander  homolog  und  die  Ebene  dieser 

drei  homologen  Punkte  geht  durch  jene  Gerade  des  Quadrupels 

a'b'c'd',  welche  der  vierten  Geraden  des  ersten  Quadrupels 

zugeordnet  ist. 

Ein  beliebiger  Punkt  A  von  a  bildet  also  zusammen  mit 

dem  ihm  in  den  Geraden  by  c,  d  entsprechenden  Punkten  B,  C, 

D  die  Ecken  eines  Tetraeders,  dessen  sechs  Kanten  (als  Ver- 

bindungslinien von  zwei  homologen  Punkten  je  eines  der 

sechs  Geradenpaare,  die  in  dem  Quadrupel  üb  cd  enthalten 

sind)  Erzeugende  je  eines  unserer  sechs  Hyperboloide  sind 

und  dessen  Ebenen  (als  Verbindungsebenen  von  drei  homologen 

Punkten)  je  durch  eine  der  Geraden  des  Quadrupels  a'b'c'd' 

hindurchgehen. 

Ohneweiters  ist  zu  sehen,  dass  die  acht  Geraden  abcd, 

a'b  c'd'  zwei  gemeinsame  Transversalen  aufweisen.  Denn 

jede  von  den  beiden  Transversalen  der  Geraden  abcd'  muss 

auch  c'  treffen,  weil  sie  die  drei  anderen  von  den  Geraden  ab  c'd' 

trifft,  welche  derselben  Kegelschaar  angehören,  ebenso  muss 

sie  b'  treffen,  weil  sie  drei  von  den  Geraden  acb'd'  trifft  u.  s.  f. 
Es  ist  also  der  Satz  bewiesen: 

Eine  Doppel  vier  von  Geraden  abcd,  a'b'c'd'  ist 

durch  die  Eigenschaft  charakterisirt,  dass  je  zwei 

Geraden  des  einen  Quadrupels  zusammen  mit  den 

beiden  keiner  von  ihnen  zugeordneten  Geraden  des 

zweiten  Quadrupels  demselben  System  von  Erzeu- 

genden eines  Hyperboloids  angehören.  Die  Erzeu- 

genden der  zweiten  Systeme  dieser  sechs  Hyper- 

boloide lassen  sich  sowohl  zu  Kanten  einer  Schaar 

von  Tetraedern  gruppiren,  welche  ihre  Ecken  auf  de  n 

Strahlen  des  ersten  Quadrupels  der  Doppelvier  haben 

und  ihre  Ebenen  durch  die  Geraden  des  zweiten 

Quadrupels  schicken,  als  auch  zu  Kanten  derTetra- 

eder  der  Gegenschaar  mit  Ecken  auf  den  Geraden 

.Vi* 

Digitized  by  Google 



782 G.  K  u  Ii  n . 

des  zweiten  und  Ebenen  durch  die  Geraden  des  ersten 

Quadrupels. 

4.  Ein  Satz  von  Charles  sagt,  dass  wenn  zwei  Tetraeder 

so  liegen,  dass  die  vier  Verbindungslinien  homologer  Ecken 

derselben  Regelschaar  angehören,  ein  Gleiches  für  die  vier 

Schnittlinien  homologer  Ebenen  gilt.  Die  Lagenbeziehung  der 

beiden  Tetraeder  wird  als  hyperboloidisch  bezeichnet. 

Für  zwei  schiefperspective  Tetraeder  ist  es  lediglich  eine 

einfache  Bedingung,  wenn  sie  auch  noch  in  hyperboloidischer 

Lage  sein  sollen.  Ein  einem  Hyperboloid  eingeschriebenes 

Tetraeder  7",  und  das  Tetraeder  T2,  das  ihm  in  einer  geschaarten 

( "ollineation  entspricht,  deren  Axen  zwei  Erzeugende  desselben 

Systems  dieses  Hyperboloids  sind,  bilden  ein  solches  Paar  von 

schiefperspectiven  Tetraedern  in  hyperboloidischer  Lage.  Die 

Lagenbeziehung  der  acht  Strahlen,  von  denen  vier  ent- 

sprechende Ecken  solcher  zwei  Tetraeder  verbinden  und  vier 

als  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  auftreten,  ist  be- 

merkenswerth,  denn  die  acht  Strahlen  bilden  eine  vierfache 

Doppelvier,  indem  der  Satz  gilt: 

Liegen  die  Strahlen  des  einen  Quadrupels  einer 

D  o  p  p  e  1  v  i  e  r  au  f  e  i  n  e  m  H  y  p  e  r  b  o  1  o  i  d,  s  o  besteht 

zwischen  den  Geraden  des  zweiten  Quadrupels 

dieselbe  Lagenbeziehung.  Die  acht  Strahlen  einer 

solchen  speci  eilen  Doppel  vi  er  lassen  sich  noch  auf 

drei  andere  Arten  so  anordnen,  dass  ei  ne  Doppel  vier 

entsteht,  so  dass  es  acht  Schaaren  von  Tetraedern 

gibt  mit  Ecken  auf  v ie r,  u n d  E b e n e n  d u i  ch  die  ü b r i g e n 

v i e r  v o n  d e n  a cht  S t r a h  1  e n  u n d  j e  zw  ei  Tetraeder  de r- 

selben  Schaar  sind  in  hyperboloidischer  Lage. 

Dass.  wenn  von  den  Geraden  einer  Doppelvier  abcJ, 

ii'b'c'd'  die  Goraden  des  einen  Quadrupels  einer  Regelschaar 

angehören,  ein  gleiches  für  die  Geraden  des  zweiten  Qua- 

drupels gilt,  besagt  der  citirte  Satz  von  Charles.  Es  gehören 

dann  folgende  acht  Strahlenquadrupel  je  derselben  Regelschaar 

an  (vergl.  Nr.  3>: 

ü  b  c  tL  a  b  c  d',  a  c  b'J1,  ü  ä  b'c\ 

u'b'i  'J'  a'b'c  ii.  a'c'h  </.  a'd'b  c. 
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Daraus  ist  aber  zu  schlicssen.  dass  jedes  der  vier  Schemata 

abcd,  a'b'c'd' 

jbc'd',  a'b'cd 

iicb'd',  a'c'bd 

adb'c\  a'd'bc 

eine  Doppelvier  liefert.  Denn  die  nach  Nr.  H  charakteristische 

Eigenschaft  einer  Doppelvier  ist  für  jede  dieser  Strahlenanord- 

nungen erfüllt:  Je  zwei  Strahlen  eines  Quadrupels  liegen  mit 

den  den  beiden  übrigen  im  zweiten  Quadrupel  zugeordneten 

Strahlen  in  derselben  Regelschaar. 

5.  Caporali  und  del  Pezzo  haben  bewiesen,'  dass  zwei 

Tetraeder,  die  einander  sowohl  um-  als  eingeschrieben  sind, 

fMöbius'sche  Tetraeder)  durch  eine  windschiefe  Involution  in 

einander  übergeführt  werden  können,  wobei  je  zwei  Eck- 

punkte der  beiden  Tetraeder  in  einander  übergehen,  von  denen 

der  eine  in  der  Gegenebene  des  andern  liegt.  Zwei  solche 

Tetraeder  befinden  sich  also  in  schiefperspectiver  Lage.  Die 

Figur  zweier  solcher  Tetraeder,  des  Tetraeders  Tx  mit  den 

Ecken  AXBX  C,Z>,  und  den  Ebenen  «,,'5,7,5,  und  des  Tetraeders  7"2 
mit  den  Ecken  AtBiCtDt  und  den  Ebenen  lässt  sich, 

wie  die  genannten  Autoren  bemerkt  haben,  noch  auf  drei 

andere  Arten  in  zwei  Möbius'sche  Tetraeder  zerlegen.  Die 

vier  Paare  von  Möbius'schen  Tetraedern,  die  man  aus  den 
acht  Punkten  und  den  acht  Ebenen  zusammensetzen  kann, 

heissen: 

AXBXCXDX,  a, ß,Y,5,  und  A.Ji,C.,D.,,  a^V^o, 

i4jB, CtDtl  ß,a,V(2  und  AJi,CxDx,  ̂ vVm 

A ,  /J,  C,  Dt ,  t ,  52 ix  ß,  un d  A , lix  CJ)X,  '(., o ,  a., ß , 

AxB.,CtDx,  vrA>*>  und  A,BXCXIX.  Vfi?.^- 

wobei  für  jedes  Tetraeder  sowohl  die  Ecken  als  die  Ebenen, 

welche  ihnen  der  Reihe  nach  gegenüber  liegen  angegeben 

sind,  um  aus  dem  Schema  den   folgenden  Satz  abzulesen. 

1  Introduzimie  ullu  tc<»na  Jcllo  spaxiu  nnat<tf  abgedruckt  in  Caporali, 

Memoire,  p.  270  I. 
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welcher  daraus  folgt,  dass  die  Tetraeder  jedes  Paares  schief- 

perspectiv  liegen. 

Die  vier  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken 

und  die  vier  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 

zweier  Möbius'scher  Tetraeder  bilden  auf  vierfache 

Weise  eine  Doppelvier.  Es  gibt  acht  Schaaren  von 

Tetraedern  mit  Ecken  auf  den  vier  ersten  und  Ebenen 

durch  die  vier  übrigen  Geraden. 

Die  Doppelvieren,  welche  zu  den  vier  Paaren  von  Tetra- 

edern des  oberen  Schemas  gehören,  lauten  nämlich  unter 

Beibehaltung  der  Bezeichnungen  von  Nr.  1 : 

Wir  wissen,  dass  zwei  Gerade  des  einen  Quadrupels 

einer  Doppelvier  und  die  den  beiden  anderen  im  zweiten  Qua- 

drupel zugeordneten  Geraden  auf  demselben  Hyperboloid 

liegen.  Daraus  folgt  für  unsere  acht  Strahlen: 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken 

und  die  Schnittlinien  homologer  Ebenen  zweier 

Möbius'scher  Tetraeder  sind  acht  gerade  Linien,  von 

denen  zwölfmal  je  vier  auf  demselben  »Hyperboloid 

liegen. 

Nicht  nur  das  Strahlenquadrupel  abc' d'  und  die  analogen, 

sondern  auch  das  Quadrupel  aba'b'  und  die  analogen  liegen 

hyperboloidisch.  Für  das  Quadrupel  aba'b'  folgt  dies  darau>, 

dass  abcdy  c'd'a'b'  eine  Doppelvier  ist. 

Wir  bemerken  endlich,  dass  je  zwei  zugeordnete  Ge- 

raden einer  der  vier  Doppelvieren,  die  sich  aus  den  Strahlen 

abcda'b'c'd'  bilden  lassen,  reeiproke  Polaren  in  Bezug 

auf  eine  Oberfläche  2.  O.  sind.  Caporali  und  Del  Pezzo 

haben  nämlich  erkannt,  dass  zwei  Möbius'sche  Tetraeder  zwei 
P«>lartetraeder  für  dieselbe  Oberfläche  2.  O.  darstellen  und  der 

Verbindungslinie  zweier  Ecken  wird  die  Schnittlinie  ihrer 

Gegenebenen  in  Bezug  auf  diese  Oberfläche  als  Polare  zu- 

gewiesen sein. 

abcd,  a'b'c'd' 

abcd,  b'a'd'c' 

abcd,  c'd'a'b' 

abcd,  d'c'b'a' 
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Ks  folgt: 

Die  acht  Strahlen  der  Doppel  vier  zweier  Möbius' 
scher  Tetraeder  lassen  sich  auf  v i e r  Arten  in  vier 

Paare  reeiproker  Polaren  einer  Oberfläche  2.  O.  ein- 

th eilen,  wobei  jedesmal  die  Strahlen  des  einen  Qua- 

drupels der  Doppelvier  die  Strahlen  des  andern  zu 

Polaren  haben 
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XVIII.  SITZUNG  VOM  7.  JULI  1898. 

Erschienen:  Sitzungsberichte,  Bd.  107,  Abth.  I.  Heft  I  —  IV  (Jänner  bis 

April  1898). 

Der  prov.  Secretär  legt  das  im  Auftrage  Sr.  k.  und  k.  Ho- 

heit des  durchlauchtigsten  Herrn  Erzherzog  Ludwig  Sal- 

vator,  Ehrenmitglied  der  kaiserlichen  Akademie,  durch  die 

Buchdruckerei  H.  Mercy  in  Prag  eingesendete  Druckwerk 

r Renzert-  vor. 

Das  k.  u.  k.  Reichs-Kriegs-Ministerium  »Marine- 

Section«  theilt  mit,  dass  voraussichtlich  mit  1.  October  I.  J. 

S.  M.  Schiff  »Saida*  eine  auf  12  Monate  veranschlagte  Missions- 

reise nach  Ostafrika,  Süd-  und  Ostaustralien  und  den  Sunda- 

Inseln  antreten  wird,  und  ladet  die  kaiserliche  Akademie  ein, 

ihre  etwaigen  Wünsche  betreffs  anzustellender  wissenschaft- 

licher Beobachtungen  bekannt  zu  geben. 

Die  königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 

Göttin  gen  übermittelt  die  Protokolle  über  die  Verhandlungen 

der  Delegirten  der  cartellirten  Akademien  und  gelehrten  Gesell- 

schaften in  der  V.  Versammlung  zu  Göttingen  am  31.  Mai  und 

1.  Juni  1898. 

Der  prov.  Secretär  theilt  folgende  eingelangte  Preis 

ausschreibung  mit: 

Der  Physikalisch-ökonomischen  Gesellschaft,  welche  im 

Jahre  1798  ihren  Sitz  von  Mohrungen  nach  Königsberg  verlegt 

hat,  ist  zur  Feier  dieser  hundertjährigen  Erinnerung  von  ihrem 

Mitgliede,  Herrn  Stadtrath  Dr.  Walter  Simon  hierselbst,  ein 

Betrag  von  4000  Mark  zur  Stellung  einer  Preisaufgabe  über- 

wiesen worden.  Die  Aufgabe  verlangt:  eine  Arbeit,  welche 
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auf  dem  Gebiete  der  pflanzlichen  oder  thierischen 

Elektricität  entweder  fundamental  neue  Erschei- 

nungen zu  Tage  fördert,  oder  hinsichtlich  der  physi- 

kalischen Ursache  der  organ ischen  Elektricität.  oder 

ihrer  Bedeutung  für  das  Leben  überhaupt  oder  für 

bestimmte  Functionen,  wesentlich  neue  Aufschlüsse 

gewährt. 

Herr  Dr.  Karl  Camillo  Schneider  in  Wien  dankt  für  die 

ihm  zur  Fortsetzung  seiner  Untersuchungen  über  die  Hydro- 

polypenfauna  der  Adria  gewährte  Subvention. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  H.  Molisch  in  Prag  übersendet  eine 

Arbeit  unter  dem  Titel:  »Botanische  Beobachtungen  auf 

Java«,  1.  Abhandlung:  »Über  die  sogenannte  Indigo- 

gährung  und  neue  Indigopflanzen«. 

Ferner  übersendet  Herr  Prof.  Molisch  eine  im  pflanzen- 

physiologischen Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag 

ausgeführte  Arbeit  des  Privatdocenten  Dr.  A.  X estler,  unter 

dem  Titel:  »Über  die  durch  Wundreiz  bewirkten  Be- 

wegungserscheinungen des  Zellkerns  und  des  Proto- 

plasmas". 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  R.  v.  Wett stein  in  Prag  übersendet 

eine  Abhandlung  des  stud.  philos.  Fritz  Yierhapper,  betitelt: 

»Zur  Systematik  und  geographischen  Verbreitung 

einer  alpinen  Dianth us- Gruppe-. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Guido  Goldschmiedt  in  Prag  über- 

sendet eine  Abhandlung:  -Über  Tetrahydropapaverin«. 

Das  w.  M.  Prof.  Franz  Exner  legt  die  XII.  und  XIII.  Mit- 

theilung der  von  ihm  in  Gemeinschaft  mit  Herrn  Dr.  E.  Haschek 

ausgeführten  Untersuchung:  »Über  die  ultravioletten 

F  u  n  k  e  n  s  p  e  c  t  r  a  der  Elemente«  vor. 

Ferner  legt  Herr  Prof.  F.  Exner  eine  Abhandlung  des 

Herrn  Dr.  Hasenöhrl  vor:  »Über  den  Rückstand  und  die 

Leitfähigkeit  von  Paraffin  und  Schwefel«. 

Weiter  legt  Herr  Prof.  F.  Exner  eine  Abhandlung  des 

Herrn  Dr.  E.  v.  Schweidler  vor,  betitelt:  »Über  die  licht- 

elektrischen Erscheinungen«  fl.  Mittheilung). 
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Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  V.  v.  Lang  überreicht  folgende 

zwei  Abhandlungen  der  Herren  Regierungsrath  Director  Dr.  J. 

M.  Eder  und  K.  V'alenta  in  Wien: 

1.  »Spectralanaly se  der  Leuchtgasflamme«. 

2.  »Über  das  Funkenspectrum  des  Calciums  und 

des  Lithiums  und  seine  Verbreitungs-  und  Um- 

kehrungserscheinungeiv. 

Herr  Hofrath  v.  Lang  überreicht  ferner  eine  Abhandlung 

von  Prof.  Dr.  G.  Jaumann  in  Prag,  betitelt:  »Interferenz  der 

Kathodenstrahlen-  I. 

Weiter  überreicht  Herr  Hofrath  v.  Lang  eine  Abhandlung 

von  stud.  phil.  P.  Kmerich  Wippermann  in  Prag:  »Über 

Wechselsti omcurven  bei  Anwendung  von  Aluminium- 

elektroden 

Herr  Dr.  Friedrich  Bidschof,  Assistent  an  der  k.  k.  Uni- 

versitäts-Sternwarte zu  Wien,  überreicht  einen  von  Dr.  J.  Palisa, 

Adjuncten  an  demselben  Institute  und  ihm  gemeinsam  aus- 

gearbeiteten Fi  x  s  te  rn  katal  o  g . 
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Über  die  ultravioletten  Funkenspectra  der 

Elemente 

(XII.  Mittheilung) 

(enthaltend  die  Spectra  von  Au,  Ti) 

von 

Prof.  Franz  Exner,  \v.  M.  k.  Akad.,  und  Dr.  E.  Haschek. 

Mit  4  Tafeln.) 

XXXVII.  Gold. 

(Taf.  I  und  II.) 

An  bisherigen  Messungen  des  ultravioletten  Goldspeetrum> 

liegen  vor  die  auf  den  Bogen  bezüglichen  von  Kayser  und 

Runge  1  und  die  des  Funkenspectrums  von  Ed  er  und  Valenta.* 

Da  im  Goldspectrum  neben  vielen  unscharfen  auch  besonders 

scharfe  Linien  vorkommen,  so  haben  wir  diese  letzteren  durch 

ein  beigefügtes  »s.«  kenntlich  gemacht. 

Die  Banden,  welche  wir  schon  im  IM,  Ir  und  Rh  beobachte: 

haben  und  welche  dem  Stickstoff  angehören,  treten  auch  im 

Goldspectrum  auf.  Die  Wellenlängen  ihrer  Kanten  haben  wir 

zu  3371  -55,  3577"  13  und  3914*47  bestimmt.  In  den  Messungen 

wurden  die  Linien  dieser  Banden  selbstverständlich  weggelassen. 

Das  Gold,  welches  von  Schlich ar dt  bezogen  war,  zeigte  sich 

schwach  mit  Ca,  Cu  und  Ag  und  Spuren  von  Fe  verunreinigt. 

Die  Zahl  der  Linien  betrug  400. 

«  Kayser  und  Runge,  Berl.  Akad.  M892). 

K  Je  r  und  Valenta  Denkschr.  der  k.  Akad.  Wien,  Bd.  03  (1896) 
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(Taf.  III  und  IV.) 

Das*Bogenspectrum  des  Titans  wurde  zum  Theil  von 
Lockver1  und  Cornu-  und  in  neuerer  Zeit  in  ausführlicher 

Weise  von  Hasselberg3  gemessen.  Das  Funkenspectrum 

wurde  bisher  nicht  untersucht.  Auch  dieses  zeigt,  wie  schon 

Hasselberg  für  das  Bogenspectrum  nachgewiesen  hat,  zahl- 

reiche Coincidenzen  schwacher  Linien  mit  schwachen  Eisen- 

linien. Die  schon  mehrfach  erwähnten  Linienverschiebungen. 

*  Lockycr,  Phil.  Trans.  173  (1881). 

Cornu.  Journ.  de  l'Ec.  Polytechn.  52  0's*3). 
9  Hasselberg,  Vetensk.  Akad.  Hand.  28  (1895). 
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die  durch  geänderte  Druck-  und  Dampfdichtenverhältnisse  her- 

vorgerufen werden,  zeigen  sich  beim  Titan  sehr  auffallend,  so 

zum  Beispiel  bei  verschiedenen  Aufnahmen  mit  Hilfe  derselben 

Elektroden,  aber  bei  verschiedener  Stellung  derselben  gegen- 

einander, wodurch  die  oben  erwähnten  Verhältnisse  eben  ge- 

ändert werden. 

Die  folgenden  vier  Linien,  die  wir  auf  zwei  verschiedenen 

Platten  I  und  II  massen,  mögen  als  Beleg  dafür  dienen;  wir 

setzen  zum  Vergleiche  die  Zahlen  Kowland's  aus  dem  Sonnen- 

spectrum  daneben. 

Platte  1 
Rowl  a  n  d 

(Sonne) 
Platte  11 

3757-81» 
3757  824 

3757-82 

59  *  45  u. 59-447 59-42  u. 

Gl-50u. 01-404 
61  -42 

62-07 62  012 62  00 

Platte  I  war  dabei  stärker  exponirt  als  Platte  II.  Andere 

Linien  dagegen  blieben  gänzlich  unverschoben,  wie  z.  B. 

Platte  I 
R  o  w  1  a  n  d 

(Sonne) 
Platte  II 

3776-20 3776-198 

3776  19 

Alle  diese  Linien  sind  starke  Linien. 

Die  festen  Stücke  Titan,  die  wir  als  Elektroden  ver- 

wendeten, verdanken  wir  der  Güte  des  Herrn  H.  Moissan  in 

Parts.  An  Verunreinigungen  waren  nur  geringe  Mengen  von  Ca, 

Sr?  C,  AI  und  Fe  nachweisbar.  Die  Zahl  der  gemessenen  Linien 

beträgt  1697. 
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Ober  Wechselstromcurven  bei  Anwendung 

von  Aluminiumelektroden 

von 

P.  Emerich  Wippermann,  ph.  st. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  Prag. 

(Mit  12  Texturen.) 

Die  altbekannte  Thatsache,  dass  Elektroden  aus  Aluminium 

und  irgend  einem  indifferenten  Metalle  in  einer  elektronischen 

Zelle  dem  Strome  in  einer  Richtung  einen  unendlich  viel 

grösseren  Widerstand  bieten  als  in  der  anderen,  haben  vor  einiger 

Zeit  Graetz1  und  Pollak2  dazu  benützt,  um  Wechselstrom 

wenigstens  theilvveise  in  Gleichstrom  zu  verwandeln.  Es  erschien 

nun  nicht  ohne  Interesse,  die  Stromcurve  bei  einem  derartigen 

Vorgange  experimentell  festzustellen.  Im 

Anschlüsse   an   eine  Arbeit  von  Prof. 

Lecher8  habe  ich  viele  solche  Messun- 

gen vorgenommen;  trotzdem  die  Resul- 

tate, weil  sich   das  Phänomen  als  ein 

sehr  complicirtes  erwies,  einer  einlachen 

Deutung  kaum  zugänglich  sind,  hoffe 

ich  mit  der  Wiedergabe  der  allereinfach- 

sten  Formen  einiges  Interesse  zu  linden. 

hig.  1. 
A  ist  ein  Hartgummicylinder,  der  an 

der  Axe  der  Wechselstrommaschine  befestigt  ist,  mit  einem 

eingelassenen  .Metallstreifen  m,  l\  und  b.,  sind  zwei  Bürsten. 

I  Graetz,  Wiedemann's  Annalen,  62,  S.  323,  1897. 

-  Pollak,  Elektrotechn.  Zeitschrift,  S.  359,  1897. 

>  Lecher,  diese  Sitzungsberichte,  Juni  1898. 
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welche  auf  diesem  Cylinder  schleifen.  Die  Stromleitung  bxb% 

wird  dann,  so  oft  beim  Durchrotiren  tu  die  metallische  Ver- 

bindung herstellt,  geschlossen  werden.  Durch  solche  Vorrich 

Hingen  ist  es  bekanntlich  gelungen,  irgend  einen  bestimmten 

Theil  der  Phase  des  Wechselstromes  abzufangen.  bx  und  bt 

sind  an  einer  Kreistheilung  montirt  und  können  an  verschiedene 

Stellen  des  rotirenden  Cylindermantels  gebracht  werden,  so 

dass  man  nach  und  nach  sämmtliche  Punkte  der  Sinuscurve 

zu  bestimmen  in  der  Lage  ist.  Mir  selbst  stand  keine  Wechsel- 

strommaschine, sondern  nur  ein  von  der  Firma  Ganz  aus- 

geführter Gleichstrom-Wechselstrom-Umformer  zur  Verfügung, 

welche  Thatsache  aber  für  die  Ausführung  der  Messungen 

ganz  irrelevant  ist.  Die  später  folgenden  Diagramme  geben  als 

Abscisse  die  Phase  in  Graden,  als  Ordinate  die  entsprechende 

Stromstärke  in  Ampere. 

Die  gesammte  Schaltung  der  Versuchsanordnung  ist  dann 

folgende:  IV,  W2  sind  die  Klemmen  des  Wechselstromes.  Der- 

I 

M 

Fig.  8. 

selbe  fliesst  durch  einen  Rheostaten  R  und  dann  durch  die 

Zersetzungszelle  Z.  Von  den  Endklemmen  des  Rheostaten  ist 

eine  Zweigleitung  über  den  eben  geschilderten  Schlcifcontact 

bxb2  und  ein  D*Arsonval-Galvanometer  geführt.  Das  D'Arsonval- 
Galvanometer  mit  einem  Widerstand  von  Ö87  Ohm  hat  überdies 

noch  eine  Glühlampe  mit  einem  Widerstände  von  circa  500  Ohm 

vorgeschaltet.  Diese  Nebenleitung  ist  somit  ziemlich  inductions- 

frei  und  ihr  Widerstand  unendlich  gross  gegen  den  Widerstand 

des  Rheostaten,  welcher  7 '03  Ohm  beträgt.  Da  die  Neben- 

leitung nur  zeitweilig  von  einem  Strome  stosswcise  durch- 

flössen wird,  so  wird  zur  Reducirung  der  Galvanometeraus- 

schläge in  diese  Nebenleitung  eine  variable  elektromotorische 

Gegenkraft  (kleine  Accumulatorenbatterie)  eingeschaltet,  welche 
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den  <  ialvanometerausschlag  immer  auf  Null  bringt.  Aul  diese 

Weise  wird  zunächst  für  die  jeweilige  Stellung  des  Schleif- 

contactes  bxbv  d.  h.  für  die  jeweilige  Phase  die  entsprechende 

PotentialditTcrenz  an  den  Enden  des  Kheostatenwiderstandes 

gefunden  und  daraus  die  Stromstärke  im  Wechselstromkreis 

berechnet. 

Die  Zersetzungszelle  Z  besteht  aus  funfprocentiger  Kali- 

alaunlösung. Die  eine  Elektrode  war  Platin,  die  zweite  Alu- 

minium. Die  Grösse  einer  Elektrode  war  circa  20  cm3. 

Ich  gehe  nun  zur  Beschreibung  der  Resultate  über.  In 

folgender  Fig.  3  stellt  die  Curve  1  die  Erscheinung  dar,  wenn 

in  Z  zwei  Platinplatten  sind. 

Wird  die  eine  Platinplatte  durch  Aluminium  ersetzt,  so 

zeigt  sich  eine  auffallende  Änderung  dieser  Curve,  wobei  es 

aber  ziemlich  gleich  bleibt,  ob  1,  2  oder  3  Zellen  hintereinander 

geschaltet  werden  (Curve  1.  2.  3).  Die  Abflachung  der  Curve 

findet  dann  statt,  wenn  Aluminium  Anode  ist.  Um  die  Flächen- 

werthe  zu  intcgriren.  wurden  dieselben  auf  gutes  Papier  ge- 

zeichnet, ausgeschnitten  und  abgewogen. 

Das  Verhäitniss  der  negativen  Stromfläche  zur  positiven 

in  Procenten  ausgedrückt,  nenne  ich  kritisches  Verhäitniss. 

Dasselbe  beträgt  in  letzlerem  Falle  (Fig.  3)  23%- 

Fig.  4  ist  ebenso  gewonnen.  1.  2.  3.  4  bedeutet,  dass  1,  2, 

3,  4  Zellen  hintereinander  geschaltet  sind   Aber  hier  ist  bereits 
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länger  gebrauchtes  Aluminium  in  Anwendung  gebracht.  Das 

kritische  Verhältniss  ist  15°/0-   Durch  Vergleichung  dieser 

Fig.  4. 

beiden  Ergebnisse  zeigt  sich,  dass  ein  längeres  Formiren  der 

Platten  im  Wechselstrom  das  Charakteristische  der  Erscheinung 

begünstigt. 

Vergrössert  man  die  Oberfläche  der  Elektroden  bedeutend, 

so  beeinträchtigt  das  den  Effect,  wie  nachstehende  Figur  zeigt. 
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1  gibt  den  Strom,  wenn  vier  Zellen  nebeneinander  geschultet 

sind,  mit  frischen  FJeUtroden,  und  2,  wenn  die  Elektroden  etwas 

formirt  wurden.  Das  kritische  Verhällniss  der  Curvenfläehen 

ist  hier  58%,  respective  47%.  Eine  Erklärung  dieser  Er- 

scheinung gewinnt  sich  leicht  im  Anschluss  an  jene  Tabelle, 

die  Prof.  Lecher  in  seiner  eingangs  citirten  Arbeit  gibt. 

Ich  theile  noch  einige  Versuche  mit,  welche  den  Eintluss 

der  Krequenz  und  der  Spannung  zeigen  soll.  Durch  einen 

Transformator  war  es  mir  möglich,  die  gewöhnliche  Spannung 

von  circa  30  Volt,  wie  sie  bei  den  bisherigen  Versuchen  herrscht, 

auf  50  und  70  Volt  zu  steigern.  Überdies  konnte  ich  durch 

fassende  Schaltung  im  Nebensehluss  des  Ganz'schen  lTm- 
lormers  die  Tourenzahl  von  1  190  auf  IRX)  und  (MO  in  der  Minute 

herunterdrücken. 

Fig.  6. 

Fii?.  6  gilt  für  70  Volt  und  eine  Tourenzahl  von  1 1V*<>.  Die 

Aluminiumelektrode  ist  schon  gebraucht. 

Sitzb.  d.  mathcm.-naturw.  Cl.;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  56 
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Kig.  7  gilt  für  50  \'olt  und  die  gleiche  Tourenzahl  wie 
vorher. 

Fig.  8. 

Fig.  8  gilt  für  70  Volt  und  Tourenzahl  900. 
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Fit;.  1>  gilt  für  f>0  Volt  und  dieselbe  Tourenzahl. 

Kir.  10. 

Fig.  10  gilt  für  70  Volt  Spannung  und  Tourenzahl  04u. 

;>(>*
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Fig.  11. 

In  Fig.  1 1  ist  die  Spannung  50  Volt,  Tourenzahl  dieselbe 

wie  vorher. 

Kg.  12. 

Fig.  12  zeigt  das  Flächenverhältniss  bei  Anwendung 

grösserer  Aluminiumelektroden  als  bisher  und  der  Touren- 

zahl 640. 

Folgende  Tabelle  gibt  eine  Übersicht  über  die  gewonnenen 

Resultate. 
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1.  Bei  einer  Spannung  von  35  Volt. 

Anzahl  und  Art 

der  Elektroden 
Tourenzahl 

Kritisches 
Verhältniss  in 

Procenten 

*r  III S Cll C  piirdUCIC  .... 

4  gebrauchte  parallele  .... 

2.  Bei  einer  Spai 

1190 
i 

( 

inung  von  t 

23- 15 

15-58 

D  4  Vi, 

4681 

>0  Volt. 

- 

Anzahl  und  Art 

der  Elektroden 

m 

Tourenzahl 

Kritisches 

Verhältniss  in 

r  rocenien 

.1 

1 

3.  Bei  einer  Spar 

1 190 

640 

inung  von  1 

32-06 

_  i  

2  2  00  | 

0  Volt. 

Anzahl  und  Art 

der  Elektroden 
Tourenzahl 

Kritisches 
Verhältniss  in 

Procenten 

1190 
900 

640 

640 

22  45 18-63 

15-54 

32-80 

Während  eine  Erklärung  der  merkwürdig  bizarren  Formen 

oben  gegebener  Curven  wohl  Schwierigkeiten  begegnen  dürfte, 

fügen  sich  die  in  der  Tabelle  mitgetheilten  Zahlen  gut  einer 

Beurtheilung  von  jenen  Gesichtspunkten  aus.  wie  sie  Prof. 

Lecher  in  seiner  früher  citirten  Arbeit  versucht  hat. 
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XIX.  SITZUNG  VOM  14.  JULI  1898. 

Erschienen:  Sitzungsberichte:  Bd.  107,  Abth.  1,  Heft  V  (Mai  1898)  — 

Monatshefte  für  Chemie,  Bd.  19,  Heft  V  (Mai  1898). 

Die  Direction  der  Manora-Sternvvarte  in  Lussin- 

piccolo  dankt  für  die  dieser  Sternwarte  zur  Anschaffung  eines 

Passagen -Instrumentes  und  zur  Ergänzung  ihrer  Bibliothek 

bewilligte  Subvention. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  F.  Lipp  ich  überreicht  eine  im  physi- 

kalischen Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag  aus- 

geführte Arbeit  des  Privatdocenten  Dr.  Josef  Rit  v.  Geitler, 

betitelt:  »Notiz  über  complicirte  Erreger  Hertz'scher 

Schwingungen«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Zd.  H.  Skraup  in  Graz  übersendet 

drei  in  seinem  Institute  durchgeführte  Untersuchungen  zur 

Aufnahme  in  die  Sitzungsberichte. 

1.  «Über   die   Acetylirung  mit   Zuhilfenahme  von 

Schwefelsäure«,  von  Zd.  H.  Skraup. 

2.  »Zur    Kenntniss    der   dem    Cinchonin  isomeren 

Basen«,  von  V.  Cordier  v.  Löwenhaupt. 

3.  »Über  Deri  vate  des  Am idoorci ns<,  vom  Privatdocenten 

Dr.  Ferdinand  Henrich. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  G.  G o  1  d  s c  h  m  i  e d  t  übersendet  folgende 

drei  Arbeiten  aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k. 

deutschen  Universität  in  Prag: 

1.  »Condensationen  mit  Pheny laceton«  II.,  von  Guido 

Goldschmiedt  und  Gustav  Knöpf  er. 

2.  »Condensationen  von  Phtal aldehydsäure  mit  Ace- 

ton und  Acetophenon«,  von  Arthut  Hamburger. 



849 

3.  »Notiz  über  das  Verhalten  des  Phtalids  bei  der 

Destillation  mit  Kalk«,  von  Hans  Krczmar. 

Herr  Dr.  Ludwig  Mach,  d.  Z.  in  Jena,  übermittelt  ein 

versiegeltes  Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität,  mit  der 

Aufschrift:  »Versuche  über  hohe  Temperatur*. 

Das  vv.  M.  Herr  Intendant  Hofrath  F.  Steindachner  über- 

reicht eine  Abhandlung:  »Über  einige  neue  Fischarten 

aus  dem  rothen  Meere«. 

Herr  Hofrath  Steindachner  legt  ferner  eine  Abhandlung 

des  Herrn  Dr.  Th.  Adensamer  vor,  betitelt:  »Die  Deca- 

poden  der  fünf  Tiefsee- Expeditionen  im  Mittelmeer«. 

Das  vv.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  drei 

in  seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeiten: 

1.  »Die  Condensationsproducte  des  Isobuty ralde- 

hydes«  (experimentelle  Revision  der  Literatur),  von  Ad. 

Franke  und  L.  Kohn. 

2.  »Zur  Kenntniss  des  Strophantins«,  I.,  von  L.  Kohn 

und  V.  Kulisch. 

3.  «Über  das  Vorkommen  einiger  einfachster  Kohlen- 

stoffverbindungen im  Pflanzenreich«,  von  Ad. 

Lieben. 

Das  vv.  M.  Herr  Prof.  H.  VVeidel  überreicht  die  folgenden 

drei  Arbeiten: 

t.  Über  Condensationsproducte  des  Ph loroglucins 

und  Ph lorogl ucids«,  von  J.  Herzig. 

2.  «Über  einen  neuen  Tiegel  ,Der  Rohrtiegel'«,  von 
Dr.  E.  Murmann. 

3.  -Bemerkungen  zur  Bestimmung  des  Zinks  und 

Mangans  als  Sulfid«,  von  Dr.  E.  Murmann. 

Herr  Prof.  E.  Zucke rk and  1  in  Wien  überreicht  eine  Ab- 

handlung, betitelt:  Zur  Anatomie  von  Chiromys  mada- 

gascarensis*. 

Ferner  überreicht  Herr  Prof.  Zuckerkandl  von  Dr.  Julius 

Tandler,  Prosector  der  I.  anatomischen  Lehrkanzel  der  k.  k. 
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Universität  in  Wien:  »Zur  vergleichenden  Anatomie  der 

Kopfarterien  bei  den  Mammalia*. 

Herr  Dr.  Carl  Hillebrand,  Privatdocent  an  der  k.  k.  Uni- 

versität zu  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung:  »Die  Erschei- 

nung 1892  des  periodischen  Kometen  Winneckc«. 

Herr  Karl  Linsbauer  überreicht  eine  im  pllanzenphysio- 

logischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien  ausgeführte 

Arbeit,  betitelt:  »Beiträge  zur  vergleichenden  Anatomie 

einiger  tropischer  Lycopodien«. 

Schliesslich  überreicht  der  prov.  Secretär,  Hofrath  Prof. 

E.  Mach,  eine  Abhandlung  von  Dr.  Ludwig  Mach:  »Über 

einige  Verbesserungen  an  Interferenzapparaten«. 

Nachträglich  übersandte  das  c.  M.  Herr  Prof.  H.  Molisch 

eine  Arbeit  des  Herrn  Dr.  Julius  Stoklasa  in  Prag  unter  dem 

Titel:  -Über  die  Verbreitung  und  biologische  Bedeu- 

tung der  Furfuroide  im  Boden«. 
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Über  einige  Verbesserungen  an  Interferenz- 

apparaten 
von 

M.  U.  Dr.  Ludwig  Mach,  d.  z.  in  Jena. 

(Mit  3  Textfiguren.! 

In  diesen  Berichten  habe  ich  ein  Interferenzrefractometer, 

das  zur  Durchführung  einiger  besonderer  Versuche  construirt 

wurde,  beschrieben.  Die  Vortheile  dieses  Apparates  gegenüber 

dem  Jamin'schen  bestehen  in  der  beliebig  weiten  Trennung  der 

Bündel  bei  entsprechender  Grosse  des  Interferenzfeldes.1 

Der  Strahlengang  in  diesem  Apparate  ist  in  Fig.  1  dar- 

gestellt. Bei  vollkommen  planparallelen  Platten  P,i?g  und  genau 

paralleler  Stellung  derselben  zu  den  Spiegeln  St^  und  gleicher 

Länge  der  Lichtwege  haben  die  Lichter  beim  Zusammentreffen 

in  Bündel  1  den  Gangunterschied  Null,  ebenso  die  Lichter, 

welche  durch  eine  Platte  dreimal  oder  fünfmal  (Bündel  2  und  3) 

gegangen  sind.  Bei  Abweichung  von  der  obigen  Bedingung 

treten  in  jedem  der  Bündel  I,  2,  3.  •  .  Interferenzen  auf,  und 

zwar  in  jedem  etwas  von  den  anderen  verschiedene.  Wie  ich 

schon  früher  nachgewiesen,  enthält  Bündel  1  nur  ein  Vier- 

plattensystem,2  Bündel  2  dagegen  ein  Yierplattensystem  und 

zwei  Zweiplattensysteme;  ebenso  auch  das  Bündel  3,  4  u.  s.  f. 

Beim  Gebrauch  des  Apparates  musste  man  das  erste,  das 

V'ierplattensystem  enthaltende  Bündel  isoliren.  was  man  auf 

1  I..  Mach,  Über  ein  Interferenzrefractometer  (II.  Mitthcilung).  Diese 

Sitzungsberichte.  Bd.  Ol,  Abth  II.  a,  Octobcr  1803.  —  Vergl.  uueh  die  älteren 

Mitthcilungcn  in  Bd.  CI,  Abth.  II.  a,  Jänner  1802,  sowie  die  Zeitschrift  fiir 

Instrumentenkunde,  März  1892  und  August  1894. 

I  Vcrgl.  S.  7  der  suh  1  citirten  Arbeit. 
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1    2  3 

folgende  Weise  erreichte.  Auf  die  erste  Platte  fällt  das  divergi- 

rende  Licht  einer  kleinen,  in  endlicher  Entfernung  befindlichen 

Lichtquelle,  wobei  die  den 

austretenden  Strahlen  1.  2, 

3...  nun  entsprechenden 

Lichtkegel  von  virtuellen 

Bildern  der  Originallicht- 

quelle, die  von  links  nach 

rechts  geordnet  (in  durch 

die  Plattendicke  bestimmten 

Abständen)  nebeneinander 

liegen,  auszugehen  schei- 

nen. Mit  Hilfe  einer  achro- 

matischen Linse  werden  die 

austretenden  Strahlen  ab- 

gefasst  und  von  jenen  vir- 
tuellen Bildern  reelle  Bilder 

in  umgekehrter  Ordnung 

3,  2,  1  .  .  .  entworfen  und 

das  Licht  von  1,  das  nur 

das  reine  Vierplattensystem  enthält,  durch  Abbiendung  der 

übrigen  isolirt. 

Bei  verschwindend  kleiner  Dicke  der  Glasplatten  PtPt 

müssen  die  Zweiplattensysteme  verschwinden,  die  Yier- 

plattensysteme  identisch  werden  und  die  mehrfachen  Bilder 

in  eines  zusammenfallen.  Es  ist  mir  nun  gelungen,  PlP2  durch 

planparallele  Luftplatten  von  ausserordentlich  geringer  Dicke 

zu  ersetzen  und  dadurch  den  Apparat  weiter  zu  verbessern. 

Bei  der  Anwendung  solcher  von  Glaskörpern  eingeschlossenen 

Luftplatten  ist  Einiges  zu  beachten. 

Bei  einer  Luftplatte  findet  ein  eigentümliches  Yerhältniss 

statt;  das  durchgehende  Licht  ist  zum  reflectirten  comple- 

mentär.  So  lange  die  Strahlen  1,2,3.  .  .  u. S.w.  (Fig.  1)  genügend 

getrennt  bleiben,  ist  dies  ohne  Bedeutung,  denn  jeder  Strahl 

macht  dieselben  Veränderungen  in  verschiedener  Ordnung 

durch.  Wenn  die  Platten  aber  so  dünn  werden,  dass  die  Bündel 

ineinander  laufen,  so  können  diese  Bündel  verschiedener  Wellen- 

länge (complementär)  nicht  mehr  interferiren.  Die  einzelnen 

Fig.  1. 
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2      3  4 

Bündel  2,  3,  4. .  .  haben  jedoch   —  ,  —  ,  —  .  .  .  X  Gangunter- 

schied  gegen  einander  und  werden  sich  deshalb  verwischen, 

so  dass  nur  Bündel  I,  das  von  hervorstechender  Lichtstärke 

ist,  allein  zur  Geltung  kommt,  was  auch  der  Versuch  bestätigt. 

Noch  ein  anderer  Punkt  muss  in  Betracht  gezogen  werden. 

Von  dem  Licht  einer  bestimmten  Wellenlänge  X  wird  bei  Px 

der  Theil  |i  reflectirt,  bei  5,  der  Theil  p  reflectirt,  bei  P.,  der  Theil 

(1  —  ja)  durchgelassen.  Bei  P2  kommt  also  ja(o(1 —  |i)  heraus. 

Auf  dem  anderen  Wege  ergibt  sich  —  |t),  also  das- 

selbe. Man  hat  demnach  nur  darauf  zu  achten,  dass  nicht 

;x  =  1 ,  also  1  —  {j.  —  0  wird,  dass  also  keine  totale  Reflexion 

eintritt.  Die  Luftplatten  dürfen  also  (bei  Luft  Crownglas)  nicht 

unter  41°  gegen  den  Strahl  stehen. 

Wenn  f>,  der  Reflexionscoefficient  am  Spiegclmetall,  ge- 

geben ist,  SO  ist  jjl  am  Glas-Luftplättchen  vom  Einfallswinkel 

abhängig,  und  p|i.(l —  ja)  wird  ein  Maximum  für  Diesem 

Maximum  nähert  man  sich,  wenn  man  das  Glas-Luftplättchen 

unter  38°  gegen  den  einfallenden  Strahl  orientirt.  Unter  diesen 
Umständen  erreicht  der  retlectirte  Strahl  eine  beträchtlich 

grössere  Intensität,  als  er  bei  der  Reflexion  von  Luft  zu  Glas 

unter  ähnlichen  Incidenzwinkeln  erhalten  würde,  weil  hier  der 

Übergang  von  Glas  zu  Luft  bis  auf  wenige  Grade  an  den 

Grenzwinkel  der  totalen  Reflexion  herangeführt  werden  kann. 

Unter  den  angegebenen  Verhältnissen  beträgt  die  Intensität 

des  reflectirten  Strahles  zwei  Fünftel,  die  des  durchgelassenen 

Strahles  drei  Fünftel  des  unzerthcilten  Lichtes. 

Das  Verfahren  zur  Herstellung  dünner  Luftplatten  besteht 

in  Folgendem:  Man  schleift  die  Flächen  zweier  Glasstücke  so 

genau  plan,  dass  sie  beim  staubfreien  Aufeinanderlegen  in 

optischen  Contact  treten  (anspringen).  Die  eine  Fläche  wird 

nun  nach  Liebig's  Verfahren  ausserordentlich  dünn  versilbert, 

die  Silberschichte  bis  auf  die  Ecken  abgelöscht  und  an  die- 

selbe die  zweite  Platte  mit  einem  Rähmchcn  aus  Nickelstahl 

staubfrei  angepresst.1    Die  beiden  Stücke  schliessen  dann, 

1  Ich  verwende  G.  E.  G  u  i  1 1  e  a  u  mc's  Nickclstahl  (Arch.  sc.  phys.  et 
naturelles,  1807,  scr.  4,  t.  IV,  p.  301).  Der  lineare  .\u>dchnungscoefncicnt 
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entsprechend  der  Dicke  der  Silberschichte,  eine  planparallele 

Luftplatte  ein. 

Wenn  man  das  Ende  eines  plan  geschliffenen  Glasstreifens 

mit  einer  schmalen,  etwa  1*5  mm  breiten  Versilberung  versieht 

und  diesen  auf  einen  ebensolchen  plan  geschliffenen  auflegt, 

so  kann  man  mit  Hilfe  von  Natriumlicht  den  Luftkeil  und  damit 

auch  die  Dicke  der  Versilberung  ausmessen.  Ich  fand,  dass 

man  je  nach  der  Dauer  des  Silberbades  und  bei  gleichzeitiger 

sorgfältiger  Beachtung  einiger  technischer  Einzelheiten  mit 

Sicherheit  Schichten  von  0  0002  bis  0*003  mm  Dicke  nieder- 

schlagen kann.1 

Die  Dicke  der  bei  dem  Interferenzapparate  verwendeten 

Luftplatten  beträgt  rund  0-001  mm.  Da  die  Lichtbündel  im 

Apparat  nahe  dem  Winkel  der  totalen  Reflexion  reflectirt 

werden,  so  darf  man  die  Dicke  der  Luftschichte  nicht  unter 

eine  Wellenlänge,  also  etwa  0-0005  mm  sinken  lassen.  Bei 

einer  solchen  Dicke  ist  das  reflectirte  Bündel  bereits  grau 

gefärbt,  und  ein  unter  dem  Grenzwinkel  einfallender  Strahl 

wird  nicht  mehr  reflectirt,  sondern  tritt  ohne  Reflexion  in  den 

zweiten  Glaskörper  ein.2 

Zunächst  habe  ich  bloss  zu  meiner  Orientirung  den  kleinen, 

in  Fig.  2  schematisch  dargestellten  Apparat  zur  Ausführung 

gebracht.  An  zwei  Glasstücke  vom  Grundriss  abcdef  und 

a' b' c' d' tJf,  deren  genau  plane  Wände  ab  und  de,  ferner  cd 

und  af  zu  einander  parallel  sind,  werden  zwei  genau  gleiche 

Prismen  agb  und  a'g'tf  so  angesetzt,  dass  die  Hypothenusen- 

fläche  je  eines  Prismas,  z.  B.  ab  mit  der  entsprechenden 

Fläche  ab  des  Glasstückes  die  dünne  Luftschichte  einschliesst 

eines  mit  27%  Ni  legirten  Stahles  beträgt  0-000009,  ist  also  gleich  dem  des 
Oownglases. 

1  An  die  Genauigkeit  der  Flächen  werden  die  höchsten  Anforderungen 

gestellt, und  das  l'oliren  und  Justiren  derselben  ist  deswegen  auch  eine  ungemein 

schwierige  und  ermüdende  Arbeit.  Herr  J.  Rudolph,  Kittmeister  der  Firma 

Carl  Zeiss,  hat  die  technische  Ausarbeitung  der  Aufgabe  übernommen  und 

die  nöthigen  optischen  Bestandtheile  in  mustergiltiger  Weise  selbst  hergestellt 

und  mir  dadurch  die  Durchführung  der  ganzen  Arbeit  erst  ermöglicht. 

2  Newton,  Optice,  lib.  II,  observ.  1  und  2.  —  Fresncl.  Oeuvres  com- 

pletes,  t.  II,  p.  179.  —  Stokcs,  Cambridge  Philosophical  Transactions,  vol.  VIII, 

part  5,  1848.  -  Quincke,  Foggend.  Annalen,  Bd.  CXXVU. 

zed  by  Google 



Interferenzapparate. 
s.v. 

•  •  •     *  •> 

Ä 

\ : 

und  die  Kathetenfläche  ag  die  Kläche  af  optisch  ergänzt  lJ>ie 

I  lypothenusenfläche  und  damit  die  dünne  lufterfüllte  Schichte 

ist  unter  einem  Winkel  von  38°  gegen  die  Axe  des  einfallenden 

Lichtbündels  geneigt;  die  zu  derselben  genau  parallelen  Mächen 

de  und  d'e'  sind  versilbert. 

Dieser  Apparat  liefert,  genau  ausgeführt  und  entsprechend 

justirt,  ein  einziges  farbensattes  Vierplattensystem,  welches 

ungemein  lichtstark  ist,  da  (theore- 

tisch) die  Hälfte  des  in  den  Apparat 

geschickten  Lichtes  ausgenützt 

wird.  Während,  wie  ich  früher  ge- 

zeigt habe.1  eine  zu  grosse  Aus- 

dehnung der  Lichtquelle  eine  Ver- 

wischung der  projicirten  Streifen 

bewirkt,  lässt  sich  nun  bei 

diesem  Apparat  eine  ausgedehnte 

Lichtquelle  ohneweiters  verwen- 

den. Sieht  man  durch  den  Apparat 

gegen  den  hellen  Himmel  mit  dem  r 

blossen  Auge  hindurch,  so  erblickt 

man  das  Vierplattensystem.  Bei 

sorgfältiger  Einstellung  konnte  ich 

die  Streifen  so  verbreitern,  dass 

das  etwa  3  cm3  grosse  Kcld  rein 

weiss  (Gangunterschied  Null)  er- 

schien und  nur  seitlich  von  den 

schwarzen  Streifen  schwach  ge- 

säumt wurde. 

Diese  Ausführung  (des  Apparates)  wird  wegen  der  leichten 

Justirung  und  sonstigen  Unveränderlichkeit  immer  dann  von 

Werth  sein,  wenn  es  sich  um  ein  kleines  Intcrferenzfeld  und 

eine  nur  massige  Trennung  der  Bündel  handelt. 

Legt  man  von  den  Hypothenusenflächen  aus  zwei  auf  die 

durchfallenden  und  rcllectirtcn  Bündel  senkrecht  orientirte 

Schnitte,  lässt  dann  die  übrigbleibenden  Glaskörper  weg.  ersetzt 

die  Spiegel  de  und  d'e'  durch  solche  von  Metall,  so  hat  man 

r  — 

r 

(V 

mW: 

Fig.  2. 

*  Vcrgl.  S.  '.»  k|  .  sub  t  citirten  Arbeit. 
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den  Vierplattenapparat  mit  frei  beweglichen  Spiegeln  und  Luft- 

platten vor  sich  (Fig.  3). 

Die  Justirung  dieses  Apparates  ist  ganz  ähnlich  wie  hei 

dem  gewöhnlichen  Vierplattenapparat.  P,  und  S2,  St  und  P% 

sind  paarweise  auf  zwei  Schienen  verschieblich  angeordnet. 

Die  Prismenpaare  (Luftplatten)  und  die  Spiegel  sind  grob  und 

mikrometrisch  um  Horizontal-  und  Verticalaxen  drehbar.  Mit 

Hille  eines  Fernrohres  und  weit  entfernten  Objectes  stellt  man 

P,  zu  S2  und  S,  zu  P2  parallel  und  macht  die  Strecken  I\S., 

und  SlP.J  möglichst  genau  gleich.  S.,  lässt  sich  ohne  Störung 

können,  abgesehen  von  der  eigentlichen  Interferenz,  matte 

Streiten  im  Spectrum  auftreten;  ;x  und  p  sind  dann  in  beiden 

Bündeln  ungleich  und  mit  /.  variirend.  Ich  konnte  einmal  solche 

sehr  verwaschene,  kaum  sichtbare  Streifen  wahrnehmen. 

Bei  dem  in  Fig.  3  dargestellten  Apparate  entfallen  die  durch 

Platten  von  grösserer  Dicke  bedingten  Nachtheile.  Man  erhält 

ein  einziges  Vierplattensystem  und  kann  Lichtquellen  (Spalten 

und  Diaphragmen)  von  grosser  Flächenausdehnung  verwenden, 

ohne  dass  dies  eine  Verwischung  (»der  Trübung  der  Streifen 

zur  Folge  hat.1 

>  Der  Appnrat  ist  dadurch  bei  Anwendung  von  MomcntbclcuchtunRcn 

weit  brauchbarer  als  der  frühere,  denn  die  durch  die  geringe  Funkenlänge 

seiner  Justirung  um  eine  horizon- 

tale Axe  niederlegen.  Man  stellt 

sodann  durch  Px  auf  das  ferne 

Object  ein  und  dreht  die  Schiene 

mit  S,P,  so  lange,  bis  das  durch 

P,  direct  gesehene  Bild  mit  dem 

durch  S,P8  gesehenen  zusammen- 

fällt. Schlägt  man  S2  wieder  in 

seine  frühere  Lage  zurück,  so  darf 

bei  sonst  unverrücktem  Apparat  das 

Bild  sich  nicht  verändern.  Mit  Hilfe 

eines  Prismas  von  gerader  Durch- 

sicht findet  man  leicht  die  Streifen. 

Wenn  Pl  P2  gegen  einander 

geneigt  sind,  wie  dies  beim  wirk- 

lichen Versuch  der  Fall  ist.  s<> 

Digitized  by  Google 
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Diesmal  gelang  es  mir  auch,  die  virtuellen  Bilder  der  Licht- 

quelle für  den  Beobachter  hintereinander  zu  bringen,  wobei 

die  Ringform  der  Interferenzstreifen  hervortritt.  Dieser  Versuch, 

den  ich  früher  nur  bei  Anwendung  einer  Natriumflamme  und 

durch  Einschaltung  einer  \bmm  dicken  Planplatte  durchführen 

konnte,  gelang  diesmal  bei  weissem  Licht.1 

Bei  dem  von  mir  verwendeten  Apparat  betrug  die  Grösse  der 

Luftplatten  etwa  -toi/', doch  zweifle  ich  nicht,  dass  sich  derselbe 

auch  in  grösseren  Dimensionen  herstellen  lässt.  Bei  grösseren 

Prismenpaaren  kann  man  die  Flächen  noch  viel  genauer  her- 

stellen, dagegen  ist  es  recht  schwierig,  sich  grössere  Glasblöcke 

von  der  nöthigen  Homogenität  und  Spannungsfreiheit  zu  ver- 

schaffen. 

Es  gelang  übrigens  auch,  die  der  älteren  Construction 

durch  die  Keil  fehler  der  Glasplatten  anhaftenden  Fehler  zu 

beseitigen. 

Wenn  man  sehr  vollkommene,  runde  Planplatten-  in  ihrer 

eigenen  Ebene  drehbar  fasst  und  auf  optischem  Wege  die 

Mittelpunktsnormalen  mit  den  Drehungsaxen  zur  Coincidenz 

bringt,  so  kann  man  bei  der  Einstellung  des  Apparates  eine 

Stellung  ermitteln,  bei  der  die  Platten  am  günstigsten  wirken. 

bedingte  Lichtschwäche  bereitete  mir  seinerzeit  die  grössten  Schwierigkeiten. 

Vergl.  auch  L.  Mach,  Weitere  Versuche  über  Projectile.  Diese  Sitzungsberichte, 

Bd.  CV,  Abth.  II.  a,  Juli  1890. 

1  Vergl.  S.  17  der  sub  1  citirten  Arbeit. 

-  Dr.  M.  Pauly  hat  ein  neues  Verfahren  ersonnen,  das  die  Herstellung 

ungemein  vollkommener  Planplattcn  erlaubt  und  den  Fehler  unter  die  (irenze 

des  Beobachtbaren  bringt. 

Durch  verschiedene  Verbesserungen  des  mechanischen  Thetles,  wie 

leichte  Lagerung  der  Axen,  sauber  geschnittene  Schrauben  geringer  Steigung, 

die  mit  flexiblen  Wellen  versehen  wurden,  und  Anwendung  eines  besonders 

geeigneten  Fettes  wurde  das  Wandern  der  Streifen  nach  ihrer  Einstellung 

vermieden.  Die  Justirung  und  Handhabung  wurde  durch  Drehung  um  eine 

einzige  Vertiealaxc,  sowie  durch  einen  auf  den  Ring  aufgeschraubten  Jamin- 

schen  Compensator  erleichtert,  während  die  Verminderung  des  Gewichtes 

durch  Anfertigung  mancher  Theile  aus  Aluminium.  Vulcanfiber  und  dünn- 

wandigen Stahlröhren  den  Apparat  in  der  Horizontal-  und  Verticalebene  gleich 

gut  brauchbar  machten.  Herrn  Werkmeister  G.  Stiege,  unter  dessen  Leitung 

der  Apparat  gebaut  wurde  und  von  dem  aus  die  construetive  Durcharbeitung 

herrührt,  bin  ich  zu  ganz  besonderem  Danke  verpflichtet. 
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bei  der  also  die  letzten  Reste  der  Keil-  und  sonstigen  Fehler 

sich  nahezu  compensiren. 

Mit  einem  derart  ausgeführten  Apparate  lassen  sich  die 

Interferenzstreifen,  ohne  Verminderung  ihrer  Farbensättigung, 

zu  machtigen,  einen  grossen  Theil  des  Feldes  einnehmenden 

Bändern  verbreitern,  und  dieselben  durchziehen,  wenn  schmäler 

gestellt,  als  ganz  gerade  unter  sich  genau  parallele  Linien 

das  Feld.  Während  früher  bei  tiefsatten  Farben  in  den  beiden 

mittleren  dunklen  Streifen  (zwischen  denen  der  Gangunter- 

schied Null  liegt)  bloss  eine  feine  tiefschwarze  Linie  zu  sehen 

war.  ist  diese  jetzt  zu  einem  Bande  verbreitert. 

Auch  den  Jamin'schen  Apparat  kann  man  durch  eine 
solche  Ausführung  und  Anordnung  der  Planplatten  bedeutend 

verbessern.  Bei  der  günstigsten  Stellung  derselben  konnte  ich 

den  schwarzen  oder  weissen  Streifen  so  breit  machen,  dass 

derselbe  das  ganze  Feld  erfüllte.  Im  ersteren  Fall  war  das  Feld 

tiefschwarz,  und  es  kam  nur  ein  leichter  Lichtschimmer  von 

den  Seiten  herein,  im  letzteren  war  das  hell  erleuchtete  Feld 

durch  zwei  leichte  seitliche  Schatten  eingeengt. 

Die  Flächen  einer  Planplatte  kann  man  so  genau  zu  ein- 

ander orientiren,  dass  der  Keilfehler  verschwindend  klein  wird. 

Ein  anderer  Umstand  setzt  hier  eine  Grenze,  nämlich  die 

Spannung  und  mangelhafte  Homogenität  des  Glases  und  die 

dadurch  bedingte  verschiedene  Härte,  die  die  Herstellung  einer 

grossen,  ganz  genau  planen  Fläche  ungemein  erschwert,  weil 

die  weicheren  Stellen  immer  etwas  mehr  angegriffen,  also 

tiefer  gelegt  werden.  Polirt  man  ein  mit  Absicht  inhomogen  her- 

gestelltes Glas  oder  Spiegelmetall  an,  so  kann  man  die  Ent- 

stehung der  dadurch  bedingten  Gestaltfehler  der  Fläche  genau 

studiren. 

Bei  der  Herstellung  grösserer  Planplatten  muss  mit  der 

grössten  Peinlichkeit  auf  das  Einhalten  einer  omstanten  Tempe- 

ratur geachtet  werden.  Schon  eine  ganz  kurz  andauernde  locale 

F>wärmung  'während  des  Polirens)  kann  die  correcte  Gestalt 

einer  Fläche  verderben.  Wenn  an  M  dem  justirten  Vier- 

plattenapparat  auf  eine  Platte   einstellt    und    dem  Centrum 

Digitized  by  Google 
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derselben  für  einen  Moment  die  warme  Kappe  eines  Paquelin- 

schen  Brenners  nähert,  so  kann  man  mit  Hilfe  der  Streifcn- 

ausbiegungen  die  durch  die  Erwärmung  an  dieser  Stelle  ent- 

standene Deformation  des  Glases  und  deren  weiteren  Verlauf 

studiren. 

Diese  Versuche  wurden  in  der  optischen  Werkstätte  von 

Carl  Zeiss  in  Jena  durchgeführt,  welche  auch  die  hier  be- 

schriebenen Apparate  anfertigt. 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.;  CVII.  HJ..  Abth.  H.a. 

57 
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Zum  Normalenproblem  der  Hyperbel 
von 

Karl  Lauermann, 

Lehrer  in  Pressnitz. 

Mit  1  Tafel.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  23.  Juni  1898.» 

Die  Anregung  des  Herrn  Prof.  Pelz,  das  Normalenproblem 

der  Kegelschnitte  hinsichtlich  seiner  Degenerationsfälle  zu 

untersuchen,  beziehungsweise  der  Frage  näher  zu  treten,  <>b  es 

Punkte  in  der  Ebene  gebe,  für  weiche  das  Normalenproblem 

auf  quadratische  Aufgaben  sich  zurückführen  und  deshalb 

lösen  lasse,  leitete  bekanntlich  ausser  den  von  dem  genannten 

Autor  zuvor  schon  autgedeckten  Ellipsendiametern1  zur  Fest- 

stellung zweier  Kreise  für  die  Ellipse  und  eines  der  Hyperbel 

zugehörigen  Geradenpaares  von  der  Beschaffenheit,  dass  für 

sämmtliche  Punkte  dieser  Linien  die  Normalenconstruetion  mit 

Zirkel  und  Lineal  allein  durchführbar  erscheint. - 

Herr  Prof.  Schoute3  hat  einen  schönen  Beweis  dafür 

gegeben,  dass  die  hervorgehobenen  Geraden  und  Kreise  die 

einzigen  Gebilde  dieser  Art  sind,  bezüglich  welcher  die  das 

Normalenproblem  lösende  Gleichung  vierter  Ordnung  in  zwei 

quadratische  Pactoren  zerlegt  werden  kann. 

Im  Nachfolgenden  erlaube  ich  mir.  mit  Zugrundelegung  ana- 

lytischer Beweisführung  das  Normalenproblem  der  Hyperbel 

1  Zum  Normalenproblem  der  KIlipse.  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  XCV, 

2.  Abth.,  Marx  1887. 

-  Mertens,  Zum  Normalenproblem  der  Kegelschnitte.  Diese  Sitzungs 

berichte,  Bd.  XCV1II,  2.  Abth.,  März  1889;  Lauermann,  Zum  Normalen- 

problem der  Kllipsc.  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  XCVIII,  2,  Abth.,  März  1880 

*  Zum  Normalcnproblcm  der  Kegelschnitte.  Diese  Sitzungsberichte 

Bd.  XCVIII,  2.  Abth.,  December  18S9. 

57* 
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ZU  behandeln  und  die  angeführten  Arbeiten  durch  eine  einfache 

Constructionsmetlmde  der  Normalen  dieses  Kegelschnittes  zu 

ergänzen. 

1. 

Von  einem  Punkte  P(g.h)  der  Ebene  lassen  sich  im  all- 

gemeinen vier  Normalen  auf  die  Hyperbel 

H  -  b*x*—a*y*—a2b*  =  0 

fällen.  Ihre  Fusspunkte  bestimmen  einen  Büschel  von  Kegel- 

schnitten, unter  welchen  nebst  der  apollonischci)  Hyperbel 

H'  =  c8  xy — b%  h  x — d*gy  —  0 

c-  =  a*+b* 

auch  drei  Linienpaare  vorkommen,  die  durch  dieselben  Punkte 

gehen,  und  mit  deren  Construction  die  Lösung  des  Normalen- 

problems zusammenfallt. 

2. 

Bezeichnen  a,ß,7,8  die  sogenannten  excentrischen  Winkel 

von  vier  Punkten  I.  II.  III.  [V  der  Hyperbel  H,  dann  können 

b*xu  -ci-yv— a-b-  =0  .  .  .  t) 

und 

b'xtt1—  a-yv'    a-b-  ~0  .  .  .2) 

als  die  Gleichungen  eines  Paares  ihrer  Verhindungsgeraden 

angesehen  werden,  wobei  //.  r;  u\  v'  die  Coordinaten  der  Pole 

v«>n  1),  beziehungsweise  2)  bedeuten  und  folgende  YVerthe 

haben: 

(«—  ?)  .       (?  +  ?>) 

a  cos     0  b  sin  — -~~ 

fflt+3)    1        1  (ot4- ,3» 
cos   -9  cos— — C_ 

(T-5)  .    .    (7  +  5) 
ri  cos        -  &  sin  -~r — 

//'  ~  —  ,  IT  =  t  -  ;  - 

cos  — ^  cos 

...31 

zed  by  Google 
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803 
Kür  den  Fall,  als  I,  II,  III,  IV  mit  den  Fusspunkten  der  von 

Paul"//  gefällten  Normalen  identisch  sind,  müssen  ausserdem 
noch  die  Gleichungen 

sin     +    + sin  (a+f)+sin  (*+&)  =  0, 

«  +  ?  +  7  +  S  —  180° 

erfüllt  sein,  die  bekanntlich  der  Bedingung  Ausdruck  verleihen, 

dass  vier  Normalen  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  der 

Ebene  zusammentreffen.1 

Durch  Einführung  halber  Winkel  erhalten  obige  Gleichungen 

die  Gestalt: 

(»— ß)       (t — 5)  (a+ß)  (7+8) 

cos  -        cos  ----  -  +  cos  —  g---  cos  —  2     =  ' 

sin  sin      ■     —cos     ■  cos— —   =  0, 

und  man  gewinnt  aus  ihnen,  wenn  die  unter  3)  dargestellten 

Coordinatenwerthe  //,  r;  //'  i>#  in  Berücksichtigung  gezogen 

werden,  folgende  Relationen: 

n       fl  -  —  0,    v  v '  -  b-  —  0. 

Nun  kann  man  in  2)  //',  u'  durch  it.  r  ersetzen  und  diese 

Gleichung  in  folgende  überführen: 

xv+ytt  +  uv  —  0. 

Die  Gleichungen  eines  Sehnenpaares  der  Normalenfuss- 

punkte  sind  demnach  durch  die  Formen 

b*xit—a2yv-a'2b2  ~  0, 
...  4) 

xv+yu+nv  0 

dargestellt,  und  ihre  Omstruction  ist  abhängig  von  der  Be- 

stimmung des  Poles  («,»).  Hiermit  ist  ein  Satz  J  oach  i  msthal's2 

bewiesen,  der,  in  Worten  ausgedrückt,  folgendermassen  lautet: 

1  Kine  Ableitung  dieser  Gleichungen  enthält  die  Abhandlung:  »über  die 

Normalen  der  F.llipse«.  Zeitschr.  für  Math,  und  Phys.,  XXVI,  o. 

2  Crelle's  »Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.,  XXVI  und 
xxxvni. 
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Werden  in  gleichen  Entfernungen  vom  Centrum  eines 

Kegelschnittes  zwei  diametral  gegenüberliegende  Punkte  an- 

genommen, so  schneiden  die  Polare  des  einen  und  die  Ver- 

bindungsgerade der  Axenprojectionen  des  anderen  aus  der 

Curve  vier  Fusspunkte  zusammengehöriger  Normalen  heraus. 

3. 

Da  H  und  H'  Curven  des  Büschels  der  Normalenfuss- 

punkte  sind,  wird  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 

H+2kHf=zb*x*—a*y*—a*b*+2k(xy—  b"^x—a'fy)  =  0  , \        c2         c-  I 

dann  in  das  Product 

(&*  x  ii  —  a  2y  v — a 1  b2)  (x  v  +y  n  +uv)  ...  6) 

der  linearen  Pactoren  4)  zerfallen,  wenn  die  Discriminante 

k,         —  a\    —a*(>k  I 

/»-,        k,  -b°-hk 

bVU\    a-^k.  a*b*c* 

verschwindet  und  k  der  cubischen  Gleichung 

2gh&+k*(b*h*— as#*  +  c*)+a*b*c*  =  0         ...  7) 

genüge  leistet. 

Entwickelt  man  die  angezeigte  Multiplication  6),  so  ergibt 

sich: 

KV 
\        b-it-  —  ti-v-       b'ii'  —  a*v  ! 

und  man  gelangt  mit  Beachtung  des  Umstandes,  dass  die  Coeffi- 

cienten  der  entsprechenden  Glieder  in  5)  und  8)  identisch  gleich 

sein  müssen,  zu  den  Argumenten 

2khu 
«2-f-  5  a2  =  0,  ...9) 

c- 

V*-.*M!L  -H^-o  ...io) 

c- 

und  somit  auch  zur  Lösung  des  vorliegenden  Problems. 
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Dabei  ist  nun  allerdings  ersichtlich,  dass  die  Gleichungen  9) 

und  10)  für  n  und  v  nur  dann  construetiv  brauchbare  Werthe 

liefern,  sobald  k  rational  ist. 

Nachdem  aber  diese  Voraussetzung  in  nur  ganz  speeiellen 

Fällen  zutreffen  wird,  weil  eine  Wurzel  der  eubischen  Gleichung 

wohl  stets  reell,  doch  nicht  rational  sein  muss,  so  folgt,  dass 

es  allgemein  nicht  möglich  ist,  die  Normalenconstruction  mit 

Zirkel  und  Lineal  durchzuführen. 

Eine  bemerkenswerthe  Ausnahme  in  dieser  Richtung  bilden 

jedoch  die  schon  Eingangs  erwähnten  geraden  Linien,  deren 

Gleichungen  sich  in  folgender  Weise  linden  lassen: 

Löst  man  die  eubische  Gleichung  7)  nach  der  Veränder- 

lichen g  auf  und  gibt  ihr  die  Gestalt 

a*gk  -  hk*±\/h*k*+a£k^bW  +  c*)+alij*cl,  ...11) 

so  muss  der  Bedingung,  dass  eine  lineare  Function, 

h  +  nig  +  n  —  0, 

in  1  I)  substituirt,  der  Grösse  a-gk  auf  der  linken  Seite  dieser 

Gleichung  den  rationalen  Werth  X  ertheilt.  entsprochen  werden, 

wenn  der  Ausdruck 

h  *V  -+-  a  « + c  v)  -r-  a  *  b'c* 

unter  dem  Wurzelzeichen  zu  dem  vollständigen  Quadrate 

(X — kk*)* 

wird  und.  nach  Entwicklung  der  Operationen,  der  Coefficient 

der  zweiten  Potenz  von  k  in  der  Gleichung 

verschwindet. 

Man  erhält 

aV*+ 2  XA  =  0, 

X«—0«Ptffl  =  o, 

daraus 

Digitized  by  Google 
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ferner 

und  als  Gleichungen  des  doppelt  zu  zählenden  Geradenpaares 

G=zbh+c*  =  0 

G'=bk—c*zzO, 

Kür  alle  Punkte  der  beiden  Geraden  G  und  G. 

welche  in  den  Entternungen  ±  --  zur  Hauptaxe  der 0 

Hyperbel  H  parallel  laufen,  zerfüllt  das  Normalen- 

problem in  quadratische  Aufgaben  und  lässt  sich 

deshalb  mit  Zirkel  und  Lineal  allein  lösen. 

Charakteristisch  für  diese  Zerlegung  ist  der  Zerfall  der 

Bedingungsgleichung 

=  180° 

in  die  Theilsummen 

a+p  =  90°,    74-0  =  1)0°, 

bc* 

wie  durch  Substitution  der  Wurzel  =  =fc—  in  10)  gezeigt 

werden  kann. 

4. 

Zum  Zwecke  der  Construction  betrachte  man  den  con- 

centrischen  Kreis 

a%
 

als  affine  Curve  der  Hybcrbel  H.  was  durch  die  Substitution 

erreicht  wird,  und  nehme  an.  dass  den  Normalenfusspunkten 

I,  II.  III.  IV  auf  H  die  Punkte  1,  2,  3,  4  des  Kreises  K  ent- 

sprechen. 

zed  by  Googl 
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Um  diese  Transformation  auf  die  Problemgleiehungen  9) 

und  10)  zu  übertragen,  muss 

bg  bvt       .      bc- . 
«o  "o  g 

gesetzt  werden.  Sie  nehmen  dann  die  Form 

2bc*knvn  b*g* 

d  -  ü- 

an,  und  die  Verbindung  derselben  führt  zu  dem  Kreise 

ist  _  ,*,,•>.  2M*o«o       2bc*k0v0       b*g*  _ 

dessen  Axenschnitte  das  Geradenpaar  festlegen,  welches  auf  K 

die  Punkte  1,  2,  .'i  4  heraushebt. 

Die  Construction  des  Kreises  K'  unterliegt  keinen  Schwie- 

rigkeiten: er  hat  mit  K  die  Sehne 

S  =  bhn0—c*v0  =  0 

gemeinschaftlich,  und  die  Geraden 

L  —  c'ul+bht'l  -  0 

convergiren  in  seinem  Mittelpunkte  v,  wie  aus  den  Coordinaten 

0  ~      "  a2"'       0  ~  a2 

desselben  leicht  gefolgert  werden  kann.  Was  schliesslich  den 

Übergang  von  den  Kreis-  zu  den  Normalen  fusspunkten  an- 

belangt, so  lässt  sieh  derselbe  in  folgender  Weise  bewerk- 

stelligen: 

Der  über  der  grossen  Hyperbelaxe  (siehe  die  Figur)  ge- 

schlagene Kreis  schneidet  den  Verbindungsstrahl  01  in  V.  Ist 

obgleich  der  halben   kleinen  Hyperbelaxe,  ferner  l'rj_0I', 
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l'/_J_l't/,  dann  sind  nach  den  ähnlichen  Dreiecken  Ol 'J  und 

V Ir  und  in  der  Darstellung  des  excentrischen  Winkels 

o  r  —    a    ,    rl  —  b  tg  a cos  a 

die  Coordinaten  des  Fusspunktes  /. 

5. 

Von  dem  Punkte  P{g,h)  der  Geraden  G'  (siehe  die  Figur) 

sollen  die  vier  möglichen  Normalen  an  die  durch  ihre  Axen  aav 

bc- 

bbx  gegebene  Hyperbel  H  gelegt  werden.  Hier  ist  k  —  —    -  , $ 

sonach  k0  —  ~  1,  und  die  Sehne  6'  halbirt  den  Winkel  zwischen 

den  positiven  Axentheilen.  Der  Mittelpunkt  v  des  Kreises  K' 

wird  als  Schnitt  der  zu  6"  normalen  Sehne  L  mit  der  Geraden 

v  = ;;  +  l;  +i  =  o /;  b 

erkannt,  welche  auf  den  Axen  die  Stücke  — h  und  — b  angibt. 
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Notiz  über  complicirte  Erreger  Hertzscher 

Schwingungen 

Dr.  Josef  R.  v.  Geitler. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  Prag. 

<Mit  "»ToxttiKurcn.l 

Die  folgenden  Bemerkungen  stehen  in  engem  Anschlüsse 

an  meine  zweite  Mittheilung  über  den  Schwingungsvorgang 

in  complicirten  Hertz'schen  Erregern.1  Es  sei  mir  gestattet 
zuerst  einen  Fehler  zu  verbessern,  welcher  sich  in  die  Rech- 

nungen des  §.  G  jener  Arbeit2  eingeschlichen  hat;3  sodann  soll 

die  corrigirte  Rechnung  an  der  Erfahrung  geprüft  und  eine 

kurze  Discussion  der  in  der  citirten  zweiten  Mittheilung  ge- 

wonnenen experimentellen  Resultate  vorgenommen  werden, 

wobei  ich  auch  auf  einige  in  der  Zwischenzeit  über  den- 

selben Gegenstand  erschienene  Arbeiten  mehrerer  Physiker  mit 

wenigen  Worten  werde  eingehen  müssen. 

1.  Es  sollen  die  in  einem  Systeme  von  ;/  einander 

beliebig  beeinflussenden  einfachen  Hertz'schen  Er- 
regern möglichen  Schwingungen  berechnet  werden. 

Dabei  wird  der  Einfachheit  halber  vorausgesetzt,  dass  die  als 

Capacitäten  verwendeten  C  onduetoren  im  Vergleiche  zu  den 

'  Diese  Sitzungsberichte,  Hd.  104,  II.  a,  Octobcr  18<>5;  Wied.  Ann.,  57, 
s.  412,  1896. 

I  Wied.  Ann.,  :>7.  S.  424,  1890. 

3  Auf  denselben  wurde  ich  vor  längerer  Zeit  durch  Herrn  Prof.  H.  Lorberg 

in  liebenswürdigster  Weise  aufmerksam  gemacht,  wofür  ich  nicht  versäumen 

möchte,  meinen  besten  Dank  an  dieser  Stelle  auszusprechen. 
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2.  In  dem  praktisch  häutigsten  Falle  eines  Systems  zweier 

einfachen  Erreger  («  =  2)  (als  dessen  wichtigste  Formen  die 

Lecher' sehe  und  die  Blond lot'sche  Combination  anzusehen 

sind)  erhält  Gleichung  7)  die  folgende  Gestalt: 

l  KV}-^)  > + (4V  *-  2 

Man  kann  weiter  noch  einige  der  Wirklichkeit  nahe 

kommende  Vereinfachungen  hinsichtlich  der  Grössen  c  vor- 

nehmen, wodurch  die  numerische  Berechnung  erleichtert,  be- 

ziehungsweise ermöglicht  wird.  Sowohl  die  Platte  (1)  und  (2) 

des  Kreises  I,  als  auch  jene  des  Kreises  II  (Fig  1)  mögen  nämlich 

je  soweit  von  einander  entlernt  sein,  dass  man  setzen  kann: 

=  0  lü 

.  .  ot) 

—  c (1-  —  0 

1,1  2,2  f,2    —  C-M    —  u' 

Ferner  ist  nach  Fig.  1,  vorausgesetzt,  dass  alle  Platten 

gleiche  Form  und  Grösse  haben,  also: 

t 

tv tv 

II 

Fig.  l. 

eft«  =  C\V}  =  c[2:P  =  C?f>  =  v  und 

1.1  1,1  -  -( - 

Mithin  wird  Gleichung  7  a): 

l c . Lj, ,  +  • r . Li.j) .*2— 2,  (y . Li, ,  +  c.Li.2).*1 

(f.L|,2+Y-Lc,2)*2,        (y -Li/j+f  .Lj,-j)-t2— 2 

...?) 

=  0.  ...7b) 

Digitized  by  Googl 
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Beschränken  wir  uns  weiterhin  auf  die  Lecher'sche  Auf- 

stellung, so  ist  ausserdem  L\o  —  0  zu  setzen,  und  es  folgt  für 

das  Lecher'sche  System: 

\c.L\  i.** — 2,  f. L\  \  .x- 
1      '  =0.  ...7  c) 

1 .  Li-,  2  x2.         c .  7<j, 2  •  *s — 2 

Mithin: 

C(Ll,i-t-Lgt2) 

'  ...8) 

(c2— ys)  Li,  i.  7-2.2 

Die  positiven  Wurzeln  der  beiden  Werthe  für  x2  liefern 

die  Schwingungsdauern  '  und  Wellenlängen  X  der  beiden  dem 

Systeme  zukommenden  Grundschwingungen: 

2s  -1  - 

=  9), 

z .  v  i 

o  ~  ;  \ 

X,       xt'  / 

T   "  2xt  ' 

wo  v  die  Lichtgeschwindigkeit  [3. I0,ü  —  I  bedeutet. v  s  e  c .  / 

3.  Die  Berechnung  der  X  gestaltet  sich  besonders  einfach 

für  den  Fall,  dass  auch  Ljj  =  L>  >z  ==  L  wird,  das  System  also 

aus  zwei  ganz  gleichen  Einzelkreisen  besteht.  Für  diesen 

Fall  soll  die  Theorie  mit  dem  Experimente  verglichen 

werden.  Es  ist  dann: 

und  somit: 

X,  _-v  /L(c-j)  \  _  -v  ./L(c+y)  _  9ay 

4"2  V"    2      '     4       2  '  V  2" 

V=JfE5.  ...9*) 

Digitized  by  Google 
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8'
 

C 

F 

Die  Versuehsanordnung.  mit  welcher  die  X  experimentell 

ermittelt  wurden,  ist  aus  Fig.  2  ersichtlich.  A.  A',  B.  B'  sind 
kreisrunde  Zinkblechscheiben  von  20  cm  Halbmesser;  ihre 

Distanz  ist  veränder- 

lich. Die  Drähte  C,  C\ 

von  welchen  ersterer 

durch  die  mit  dem  In- 

duetorium  verbundene 

c'  Funkenstrecke  bei  Fun- 

terbrochen  war,  hauen 

bei  den  verschiedenen 

Versuchen  behufs  Än- 

derung von  L  verschie- 

B'  dene  Stärke  und  waren 

in  der  aus  Fig.  2  ersicht- 

lichen Form  gerade  ge- 

spannt. E  ist  ein  Elek- 

trometer  von  der  früher  beschriebenen  Einrichtung,  D  eine 

Drahtbrücke,  welche  längs  der  Resonatordrähte  RR'  continuir- 

lich  verschiebbar  war.  Die  Drähte  RR'  waren  in  einem  gegen- 

seitigen Abstände  von  5  cm  genau  parallel  geführt  und  hatten 

einen  Radius  von  1  /;/;;;.  Die  einer  bestimmten  Lage  von  D 

entsprechende  Viertelwellenlänge  ist  gleich  der  Distanz  ED. 

vermehrt  um  eine  Corrcction  für  die  Capacität  des  Elektro- 

meters1 (etwa  =  10  cm). 

Die  Berechnung  der  in  Gleichung  9a)  auftretenden  Grössen 

c,  y  und  L  erfolgte  nach  den  Formeln:8 

A'
 

Fig.  2. 

c  ~
 

1  \R* 2  \Aa 

7  =  —
 

1 

R-
 

R  . 

lg  nat 
_  ii 

R 

.(92464) R 

*  lg  nat.  >  240.  R- ) 2  ~  \  tj  .' 2  4  a 

21 ! 

.  10 

i  F.  Kola  eck,  Tschcch.  Kaiser  Franz  Josef-Akad.,  Prag  189fi.  Nr.  11. 

'-'  Winkclmann,  Handbuch,  III,   1,  S.  39;   Kirchhoff,    Ges.  Abb. 
S.  101,  ff.;  Drude,  Physik  des  Äthers,  S.  301. 
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Es  bedeutet:  2a  den  gegenseitigen  Abstand  der  Conden- 

satorplatten  vom  Halbmesser  R,  und  /  die  Länge  des  Verbin- 

dungsdrahtes vom  Radius  p. 

Die  folgende  Tabelle  gibt  eine  Zusammenstellung  der 

nach  den  angegebenen  Formeln  berechneten  mit  den  J^eob- 

achteten  Werthen  der  Wellenlängen  für  den  Fall  /  =  100cm, 

sec 

&  =  0-04  cm,  somit  L  —  1  ■  739. 10"18 — r  
cm 

2,j  in 

Centi- 

in Centimetern 
4 

^  in  Centimetern 

h 

metern berechnet  ̂  
berechnet  j 

beob- achtet 
berechnet  ' beob- 

achtet 

7 281 247 III 115 

1 

2  ■  53 
2  - 15 

6 299 265 1  1  ! 

1 15 

27 
23 

5 322 290 111 113 2-9 

2-52 

4 

j  3
52 

305 111 
111 32 

] 

2-75 

Diese  Tabelle  zeigt  eine,  wenn  auch  nicht  genaue,  so 

doch  hinreichend  befriedigende  Übereinstimmung  der  beob- 

achteten mit  den  berechneten  Werthen:  insbesondere  zeigen 

beide  Werthereihen  das  verschiedene  Verhalten  von  X,  und 

bei  veränderten  Werthen  von  2al  Die  vorhandenen  Ab- 

weichungen rühren  wohl  hauptsächlich  von  der  Ungenauigkeit 

der  zur  Berechnung  von  c  und  7  benützten  Formeln  10)  und 

den  oben  gemachten  vereinfachenden  Annahmen  über  die 

Grössen  c^  u.  s.  w.  her. 

Eine  weitere  Vergleichung  von  Experiment  und  Rechnung 

kann  aus  den  Werthen  von  /.t  und  /.._,  bei  verändertem  L  ge- 

wonnen werden,  während  alle  übrigen  Bestimmungsstücke  des 

Versuches  ungeändert  bleiben.  Nach  Gleichung  9a)  müssen 

sich  sowohl  die  /.r  als  auch  die  \  proportional  mit  der  \J L 

1  Aus  Gl.  10  ist  ersichtlich,  dass  c+f,  wodurch  nach  Gl.  9a  der  Werth 

Von  Xg  bei  constantem  L  bestimmt  ist.  von  der  Distanz  2a  der  (Vmdcnsator- 

platten  unabhängig  ist,  c— r,  welches  den  Werth  von  X,  ergibt,  dagegen  von 

2a  abhängt. 

Siizb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  58 
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verändern.  Es  wurden  zu  diesem  Zwecke  Versuche  mit  drei 

Kupferdrähten  von  verschiedenem  Radius  f,  und  von  derselben 

Länge  /  =  100  cm  vorgenommen. 

Es  waren: 

für  p  =  0-04  cm: 

L  —  1  •  739. 10-»8;  3  =  247  cm\  ̂   =  1 15  cm, 4  4 

für  p  =  0*0175  cm: 

Z/  =  1  923.  10->H;   V  =  258  cm;  ̂   z=  121  cm. 4  4 

für  p  =  0-0125  cm: 
\t  *  f/ 

L"  =  T997.1 0  »»;  ̂   =  260  cm ;   -*  =  1 26  cm. 
4  -1 

Daraus  folgt: 

VT=  1  052;  lf=1044:  £  =  1  -062' 
77/  )  v ff 

Y  7  -  1  072;    ̂   =  1  052;    ̂   =  1  -090. 

Auch  in  diesen  Resultaten  glaube  ich  eine  hinreichende 

Bestätigung  der  Rechnung  durch  den  Versuch  erblicken  zu 

dürfen. 

4.  In  Bezug  auf  die  Beobachtungsresultate  meiner  zweiten 

Mittheilung  mochte  ich  die  folgenden  Bemerkungen  machen.  Die 

bei  jenen  Versuchen  verwendeten  Erreger  gehören  gleichfalls 

in  jene  Kategorie,  für  welche  im  Sinne  der  Theorie  n  2  ist. 

Man  sollte  daher  nach  der  Theorie  erwarten,  dass  jene  Erreger 

nur  zwei  Schwingungen  gleichzeitig  aussenden.  Gleichwohl  ist 

aus  meinen  Versuchen  zu  sehen,  dass  die  Zahl  der  ausgesen- 

deten Schwingungen  oft  bis  zu  fünf  beträgt.  Bei  näherer  Be- 

trachtung erkennt  man  jedoch,  dass  die  dort  beobachteten 

Schwingungen  nicht  Grundschwingungen,  sondern  Ober- 

schwingungen, und  zwar  nahezu  harmonische  Oberschwin- 

gungen der  grösseren  Grundschwingung  sind,  während  die 

kleinere  Grundschwingung  bei  jenen  Versuchen  nicht  zur  Beob- 

achtung gelangte.  Der  Grund  hierfür  mag  gewesen  sein,  dass 

ihre  Intensität  bei  den  damals  obwaltenden  Anregungsbedin- 

zed  by  Google 



Complicirtc  KrrcRcr  Hcrtz'scher  Schwingungen.  877 

gungen1  zu  gering  war,  um  wahrgenommen  zu  werden.  Be- 

rechnet man  den  Verlauf  der  beiden  Grundschwingungen  für 

einige  der  in  meiner  zweiten  Mittheilung  verwendeten  Erreger, 

und  für  verschiedene  Länge  Ls  der  secundären  Leitung,  so 

ist  aus  einem  Vergleiche  mit  den  dort  gegebenen  Tabellen 

und  Curventafeln  zu  ersehen,  dass  von  der,  den  Verlauf  der 

grösseren  Grundschwingung  darstellenden  Curve  von  mir  stets 

nur  der  erste  Anfang  beobachtet  wurde,  und  in  Folge  der  in 

denselben  Tafeln  verzeichneten  Intensitätsverhältnisse  auch 

nur  dieser  Anfang  beobachtet  werden  konnte.  Verdoppelt  man 

die  Ordinaten  Lr  der  in  der  betreffenden  Figur  auf  die  der  Grund- 

schwingung entsprechenden  folgenden  Curve,  verdreifacht  die 

Ordinaten  der  nächsten  u.  s.  f.,  so  fallen  die  hierdurch  ent- 

stehenden neuen  Curven  nahe- 

zu mit  der  für  den  Verlauf  der 

Grundschwingung  berechneten 

zusammen;   ein  Beweis,  dass 

es  sich  dort  wirklich  um  Ober- 

schwingungen   der  grösseren 

Grundschwingung  handelt,  wie 

oben  behauptet  wurde.  Fig.  3 

stellt  diese  Verhältnisse  für  den 

Fall  der  Figur  gleicher  Nummer 

meiner  zweiten  Mittheilung  dar. 

h 
2 

s 

M 

J.f 

Die   gestrichelten  Curven 

K 

und  T;  geben  den  berechneten 

Verlauf  der  grösseren  und  kleineren  Grundschwingung.  Die 

Curven  2  :I  und  3xH  sind  durch  Verdoppeln,  beziehungs- 

weise Verdreifachen  der  Ordinaten  jener  Curven  entstanden, 

welche  1.  c.  den  Verlauf  der  ersten,  beziehungsweise  zweiten 

Oberschwingung  darstellen. 

Dass  das  Auftreten  von  Oberschwingungen  keinen  Wider- 

spruch mit  der  Theorie  begründet,  ist  wohl  klar.  Ich  habe  dies 

am  Schlüsse  der  zweiten  Mittheilung  auch  ausdrücklich  hervor- 

gehoben mit  den  Worten:  »Alle  angeführten  Resultate  (der 

i  Vgl.  hiezu  M.  Wien,  Wied.  Ann.,  Gl,  S.  151,  1897. 

58* 
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Theorie)  gelten  streng  nur  für  die  einschränkenden  Voraus- 

setzungen, welche  über  den  Widerstand  und  die  Capacität 

der  Drähte  gemacht  wurden.  Die  hier  in  Kürze  dargestellte 

Theorie  gestattet  daher  keinerlei  Aussage:  einestheils  über  die 

Dämpfung  oder  Aperiodicität  der  einzelnen  Schwingungen  bei 

Versuchen,  wo  der  Widerstand  der  Drähte  nicht  zu  vernach- 

lässigen ist,  anderntheils  über  das  Auftreten  von  Ober- 

schwingungen bei  Benützung  von  Drähten,  deren  eigene 

Capacität  gegenüber  derjenigen  der  verwendeten  Conden- 

satoren  nicht  als  verschwindend  klein  betrachtet  werden  kann. 

Es  ist  möglich,  Versuchsanordnungen  zu  treffen,  bei  welchen 

die  genannten  Voraussetzungen  nahezu  erfüllt  sind;  bei  den 

mitgetheilten  Versuchen  war  dies  jedoch  keineswegs  der  Fall.« 

5.  Herr  F.  Koläcek1  hat  in  Folge  meiner  Versuche  Ver- 

anlassung genommen,  dieselben  auf  Grund  der  MaxwelPschen 

Theorie  zu  berechnen.  Soweit  es  mir  möglich  war,  den  Inhalt 

dieser  umfangreichen  und  gewiss  sehr  werthvollen  Abhandlung 

zu  verstehen,  was  mir  durch  meine  höchst  mangelhafte  Kennt- 

niss  der  Sprache,  in  welcher  dieselbe  verfasst  ist,  bedeutend 

erschwert  war,  so  ist  es  Herrn  Koläcek  gelungen,  den  Ver- 

lauf der  grösseren  Grundschwingung  und  deren  Ober- 

schwingungen, sowie  deren  Intensität  in  sehr  befriedigender 

Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  zu  berechnen;  dagegen 

scheint  seine  Rechnung  die  Existenz  der  zweiten  Grund- 

schwingung, welche  durch  meine  in  dieser  Notiz  mitgetheilten 

Versuche  in  Übereinstimmung  mit  der  Theorie  nachgewiesen 

ist,  nicht  zu  ergeben. 

Ähnliches  gilt  von  den  theoretischen  Ausführungen  von 

P.  Drude-  über  die  Grundschwingung  und  die  Oberschwin- 

gungen in  Lecher'schen  und  Blondlot'schen  Systemen.  Auch 

Herr  Drude  erhält  nur  die  Werthe  für  die  grössere  Grund- 

schwingung und  deren  Oberschwingungen,  nicht  aber  jene  der 

kleineren.  Auch  M.  Lamotte3  findet  in  seiner  auf  Herrn 

i  L  c. 

a  P.  Drude,  Königl.  Sachs.  Ges.  der  Wiss.,  XXIII,  1896;  Wied.  Ann.,  61, 

1897;  Arch.  de  Gcnevc,  1897,  Mui. 

>  M.  Lamotte.  Wied.  Ann.,  05,  S.  92,  1898.  Herrn  Lamotte  dürfte  die 

von    mir   angewendete  Resonatormethode   zur  Untersuchung  schwingender 
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Drude's  Anregung  unternommenen  Experimentaluntersuchung 

nur   die   grössere    Grundschvvingung   und  deren  Obertöne. 

Herr  D.  Mazzotto,1  welcher  sich  in  einer  Reihe  inter- 

essanter Abhandlungen  mit  dem  Schwingungsvorgang  in 

Lecher'schen  Systemen  befasst  hat,  stellte  auf  Grund  seiner 

graphischen  Methode  der  Knotenlinien  (linee  nodale)  die  Ver- 

muthung  auf,  dass  ein  Lecher'sches  System  —  abgesehen 
von  den  auch  von  ihm  beobachteten  Oberschwingungen  der 

grösseren  Grundschwingung  (vibrazione  primaria)  und  von 

dieser  selbst  —  eine  zweite  Grundschwingung  (vibrazione 

secondaria)  besitze.  Herr  Mazzotto  hatte  die  grosse  Liebens- 

würdigkeit, mir  über  meine  Bitte  die  genauen  Dimensionen 

seiner  Apparate  anzugeben,  wofür  ich  ihm  bestens  danke. 

Hiedurch  war  es  mir  möglich,  die  Theorie  auf  seine  Versuche 

und  auf  die  Ergebnisse  seiner  graphischen  Methode  anzu- 

wenden. Die  mühevollen  numerischen  Rechnungen,  welche 

«      i      t      3      <,  o     i      2      3  « 

Lt  w  tri 
Fig.  4  (10).  Fig.  5  (23). 

Herr  stud.  phil.  F.  Queisser  in  dankenswerther  Weise  für 

mich  ausführte,  ergaben  eine  befriedigende  Übereinstimmung 

der  berechneten  und  beobachteten  Werthe  für  die  grössere 

elektrische  Systeme  entgangen  sein,  da  er  derselben  in  seiner  Literaturübersicht 

keine  Erwähnung  thut.  Ich  halte  dieselbe  aus  den  in  meiner  zweiten  Mittheilung 

ausführlich  dargelegten  Gründen  für  einwandfreier,  als  die  Methode  des  Herrn 

Lamottc. 

1  D.  Mazzotto,  Nuovo  Cim..  Januar  1898. 
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Grundschwingung  (vibrazione  primaria)  und  eine  ziemlich  be- 

friedigende Übereinstimmung  der  berechneten  mit  den  graphisch 

bestimmten  Werthen  für  die  kleinere  Grundschvvingung  (vibra- 

zione secondaria).  Fig.  4  und  Fig.  5  stellen  diese  Verhältnisse 

für  zwei  der  von  Herrn  Mazzotto  I.  c.  mitgetheilten  Fälle  dar. 

Die  eingeklammerten  Zahlen  beziehen  sich  auf  die  Figuren  in 

der  citirten  Abhandlung  von  D.  Mazzotto.  Die  gestrichelten 

Curven  geben  den  Verlauf  der  nach  meiner  Formel  berech- 

neten Schwingungen. 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  nochmals  hervorheben,  dass  die 

Theorie  durch  die  in  dieser  Notiz  mitgetheilten  Versuche  für 

den  Fall  n  =  2  den  Vergleich  mit  der  Erfahrung  bestanden  hat. 
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Ober  die  lichtelektrischen  Erscheinungen 

(L  Mittheilung) 
von 

Dr.  Egon  R.  v.  Schweidler. 

Aus  dem  physikalisch-chemischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

Mit  1  Tafel  und  1  Textßgur.J 

Unter  lichtelektrischen  Erscheinungen  verstehe  ich  hier  die 

Entstehung  oder  Beeinflussung  von  Gasentladungen  durch 

Strahlen,  die  dem  sichtbaren  oder  ultravioletten  Theile  des 

Spectrums  angehören.  Erscheinungen  anderer  Natur,  die  dem 

Namen  nach  auch  hiehergerechnet  werden  könnten,  wie  z.  B. 

Widerstandsänderung  oder  Auftreten  elektromotorischer  Kräfte 

durch  Belichtung  in  Stromkreisen,  die  aus  festen  und  flüssigen 

Leitern  gebildet  sind,  sollen  ganz  unberücksichtigt  bleiben. 

Dass  auch  die  nahe  verwandten  Phänomene  der  aktino- 

elektrischen  Wirksamkeit  der  Kathoden-,  Röntgen-,  Uran-  und 

Thorstrahlen  ausgeschieden  werden,  mag  gerechtfertigt  werden 

erstens  durch  den  Umstand,  dass  die  genannten  »Strahlen« 

nicht  mit  Sicherheit  als  dem  Licht  analoge  Äthervorgänge  nach- 

gewiesen sind,  zweitens  dadurch,  dass  die  Wirkung  der  sicht- 

baren und  ultravioletten  Strahlen  im  Gegensatze  zur  Wirkung 

jener  unipolaren  Charakter  hat  und  daher  eine  Sonderstellung 

einnimmt. 

Trotz  der  reichhaltigen  Literatur,  die  das  Gebiet  der  licht- 

elektrischen Erscheinungen  behandelt  —  es  liegen  seit  1887 

fast  100  Abhandlungen  vor  —  gelten  noch  immer  die  Worte 
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Hertz':1  -Durch  die  Arbeiten  einer  ganzen  Reihe  von  Forschern 

ist  die  genauere  Kenntniss  dieser  Erscheinung  selbst  ungemein 

gefördert;  die  Mechanik  derselben  hat  sich  freilich  dem  Ver- 

ständniss  noch  nicht  vollständig  erschlossen«. 

Eine  Zusammenstellung  dieser  Literatur  und  der  darin 

enthaltenen  Resultate  in  etwas  grösserer  Ausführlichkeit,  als  sie 

bisher  vorliegt,  dürfte  Manchen  nicht  unwillkommen  sein;  bevor 

ich  daher  über  einige  eigene  Versuche  zu  einzelnen  Detail- 

fragen berichte,  will  ich  zunächst  eine  Übersicht  über  die 

gewonnenen  experimentellen  Daten  und  die  theoretischen  Er- 

klärungsversuche geben. 

Im  Anhange  folgt  dann  ein,  wie  ich  glaube,  ziemlich  voll- 

ständiges Verzeichniss  der  die  lichtelektrischen  Erscheinungen 

behandelnden  Originalarbeiten. 

I.  Hauptformen  und  charakteristische  Eigenschaften  der  licht- 

elektrischen Wirkung. 

Durch  Belichtung  einer  Funkenstrecke  wird  die  Funken- 

entladung im  Allgemeinen  befördert,  d.  h.  bei  gegebener  Potential- 

differenz der  Elektroden  die  Schlagweite  vergrössert,  respective 

bei  gegebener  Schlagweite  das  Entladungspotential  verringert 

(Hertz-);  wesentlich  ist  nur  die  Belichtung  der  Kathode,  die 

der  Anode  oder  bloss  der  Luftstrecke  der  Funkenbahn  ist  ohne 

Einfluß,  die  Belichtung  verändert  auch  den  Charakter  der 

FunUenentladung.  indem  die  einzelnen  Entladungen  in  gleich- 

massigen und  kürzeren  Intervallen  erfolgen  (Wiedemann  und 

Kbort3). 

Durch  Belichtung  wird  ferner  das  Anfangspotential  einer 

Spitzenentladung  herabgesetzt,  wenn  die  Spitze  negativ  geladen 

»st  (Precht4),  der  Widerstand  einer  Geisslerröhre  gegen 

leuchtende  Entladung  vermindert  (Elster  und  Geitel5). 

1  Einleitung  zu  den  »Untersuchungen  über  die  Ausbreitung  der  elektrischen 
Kruft.  (IH94». 

2  Vide  Utcraturvcrz.  Nr.  1. 

3  Vidc  Litcraturverz.  Nr.  2  und  7. 

I  Vidc  Literaturverz.  Nr.  63. 

»  Vidc  Literaturverz.  Nr.  57. 
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Unter  gewissen  Bedingungen  kann  auch  umgekehrt  eine 

Funken-  oder  Büschelentladung  durch  den  Einfluss  des  Lichtes 

gehemmt  werden,  wobei  eine  andere  Entladungsform  (Glimm- 

entladung) auftritt,  die  weniger  Elektricität  transportirt,  als  die 

Funken-  oder  Büschelentladung  (Elster  und  Geitel,1  Kle- 

mencic-). 

Eine  zweite  Hauptform  der  lichtelektrischen  Wirkung  ist 

die  auf  statische  Ladungen.  Negativ  geladene  Körper  verlieren 

ihre  Ladung,  wenn  ihre  Oberfläche  belichtet  wird  (Hall- 

wachs3). 

Dieser  Elektricitätsverlust  hat  den  Charakter  einer  con- 

tinuirlichen  und  convectiven  Entladung;  die  entweichende 

negative  Elektricität  bewegt  sich  längs  der  Kraftlinien,  wobei 

auf  die  belichtete  Kathode  eine  dem  Rückstoss  fortgeschleuderter 

Theilchen  entsprechende  ponderomotorische  Kraft  ausgeübt 

wird  (Righi,4  Bichat5).  und  wird  an  die  Leiter,  auf  denen  die 

Kraftlinien  enden,  abgegeben.  Werden  die  belichtete  Kathode 

und  die  Anode  auf  constantem  Potential  erhalten,  so  geht 

zwischen  ihnen  ein  constanter  Strom  über,  der  galvanometrisch 

messbar  ist  (Arrhenius,6  Stoletow7)  und  bei  günstigen  Ver- 

suchsbedingungen die  Grössenordnung  von  10~~  Ampere  er- 
reichen kann. 

Quantitativ  ist  diese  Zerstreuung  der  Elektricität  durch 

Belichtung,  nach  dem  Entdecker  kurz  ►  Hallwachseffect « 

genannt,  der  belichteten  Fläche  und  der  Intensität  des  Lichtes 

direct  proportional  (Stoletow,8  Elster  und  Geitel y);  die  Her- 

stellung eines  stationären  Zustandes  erfordert  keine  messbare 

Zeit  (Stoletow,"  womit  Borgmann10  widerlegt;. 

1  Vidc  Literaturvcrz.  Nr.  35,  79. 

-  Vidc  Literaturvcrz.  Nr.  S4. 

3  Vide  Literaturverz.  Nr.  3. 

4  Vidc  Literaturvcrz.  Nr.  8,  9. 

■'»  Vidc  Literaturverz.  Nr.  16. 

r<  Vide  Literaturverz.  Nr.  4. 

"  Vide  Literaturverz.  Nr.  1 1. 

s  Vide  Literaturverz.  Nr.  23,  24. 

9  Vide  Literaturvcrz.  Nr.  57 a.  64. 

»0  Vide  Literaturverz.  Nr.  30. 
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Im  Gegensatz  zu  den  meisten  übrigen  Beobachtern  fand 

Branly1  auch  eine  Zerstreuung  positiver  Elektricität  durch 

Belichtung,  doch  haben  Elster  und  Geitel2  wahrscheinlich 

gemacht,  dass  in  diesem  Falle  auch  nur  eine  Zerstreuung  der 

inducirten  negativen  Ladung  durch  reflectirtes  Licht  erfolgt  sei, 

wie  dies  schon  Righi  und  Stoletow  in  ähnlichen  Fällen  an- 

genommen hatten. 

Eine  dritte  Form  der  lichtelektrischen  Wirkung  wurde 

ziemlich  gleichzeitig  von  Hallwachs3  und  Righi*  gefunden: 

ungeladene  lichtempfindliche  Körper  erhalten  durch  Belichtung 

eine  positive  Ladung.  Unter  sonst  gleichen  Umständen,  aber 

bei  verschiedener  Gestalt  des  belichteten  Körpers  wird  eine 

bestimmte  Flächendichte  der  Ladung  erreicht,  die  bei  ver- 

schiedenen Metallen  zwischen  den  Grenzen 

5  =  0  0001 2— 0-00024  C.  G.  S.  (stat.) 

liegt  (Righi :>). 

Durch  Anblasen  des  belichteten  Körpers  wird  diese  Wirkung 

verstärkt  (Bichat  und  Blondlot6). 

Der  Einfluss  verschiedener  Nebenumstände  auf  die  licht- 

elektrischen Erscheinungen  wird  in  den  folgenden  Abschnitten 

behandelt. 

AI-  ein  für  die  Erklärung  dieser  Erscheinungen  wichtiges 

Phänomen  wäre  noch  zu  erwähnen,  dass  negativ  geladene, 

lichtelektrisch  empfindliche  Körper  auf  einen  Dampfstrahl  so 

wirken,  als  ob  durch  die  Belichtung  ihre  Oberfläche  zerstäubt 

würde  (Lenard  und  Wolf7). 

II.  Abhängigkeit  von  der  Wellenlänge  des  Lichtes  und  der 

Natur  der  Kathode. 

Die  Wirkung  auf  disruptive  Entladungen  kommt  haupt- 

sächlich den  sehr  brechbaren  Strahlen  zu.  Dementsprechend 

1  Vide  Literaturverz.  Nr.  40,  50,  51,  59. 

-  Vi  de  Literaturverz.  Nr.  78. 

3  Vidc  Literaturverz.  Nr.  6. 

1  Vide  Literaturverz.  Nr.  8,  9,  10. 

•'■  Vidc  Literaturverz.  Nr.  27,  28. 
•;  Vide  Literaturverz.  Nr.  15. 

'-  Vide  Literaturverz.  Nr.  21. 
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sind  wirksame  Lichtquellen:  Funken,  Bogenlicht  (besonders 

wenn  Zn,  Pb  oder  AI  im  Bogen  verbrennt),  Magnesiumlicht  etc.; 

die  Durchlässigkeit  von  Platten  für  die  aktinoelektrische 

Wirkung  geht  ihrer  Durchsichtigkeit  für  ultraviolettes  Licht 

parallel;  es  sind  daher  sehr  gut  durchlässig:  Quarz,  Gyps,  Kalk- 

spath,  Wasser;  wenig  oder  gar  nicht  durchlässig:  Glimmer, 

Glas,  viele  färbige  und  farblose  Lösungen  und  natürlich  alle 

undurchsichtigen  Körper. 

Unter  günstigen  Umständen  ist  aber  auch  die  Wirkung 

sichtbarer  Strahlen  noch  deutlich  zu  bemerken  (Wiedemann 

und  Kbert,1  Warburg2). 

Eine  Abhängigkeit  der  lichtelektrischen  Wirkung  auf  dis- 

ruptive  Entladungen  von  der  Substanz,  aus  der  die  Kathode 

besteht,  ist  zwar  beobachtet  worden,  doch  nicht  von  wesent- 

licher Bedeutung;  Hertz  gibt  an,  dass  am  ehesten  Eisen  eine 

grössere  Empfindlichkeit  zeige  als  andere  Metalle;  hingegen 

ordnen  Wiedemann  und  Ebert1  die  Metalle  nach  ihrer 

.  Empfindlichkeit  in  die  Reihe:  Pt;  Zn.  Cu;  Fe,  Pd,  AI,  Ag. 

Beim  HallwachsefTect  spielt  die  chemische  Natur  und  die 

Oberflächenbeschaffenheit  der  Kathode  eine  viel  grössere  Rolle. 

Bei  intensiver  Beleuchtung  mit  an  ultravioletten  Strahlen 

sehr  reichem  Lichte  zeigen  sich  die  meisten  Körper  licht- 

empfindlich, sofern  sie  ultraviolettes  Licht  absorbiren;  Wasser, 

benetzte  oder  nur  feuchte,  eingefettete  oder  gefirnisste  Ober- 

flächen sind  unempfindlich  (Hallwachs,  Stoletow  u.  A.). 

Von  Metallen  zeigt  sich  Zink  und  Aluminium  besonders  licht- 

empfindlich; allgemein  ist  die  Empfindlichkeit  an  frisch  abge- 

schmirgelten (eventuell  amalgamirten)  Flächen  grösser.  Auf- 

fallend gross  ist  ferner  die  Lichtempfindlichkeit  mancher 

Lösungen  (Fuchsin  in  wässeriger  Lösung,  aber  nicht  in  alkoho- 

lischer), sowie  von  Eis  bei  tiefen  Temperaturen,  was  für  die 

Theorie  der  atmosphärischen  Elektricität  von  Bedeutung  ist 

(Brillouin-Brisson3). 

Bei  Zn,  AI,  Mg,  sowie  deren  Amalgamen  tritt  die  licht- 

elektrische Zerstreuung  negativer  Ladungen  auch  schon  ein 

1  Vide  Literaturverz.  Nr.  7. 

-  Vide  Literaturverz.  Nr.  83. 

3  Vide  Literaturverz.  Nr.  94. 
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bei  sichtbaren  Strahlen;  an  diesen  Substanzen  haben  Elster 

und  Geitel  1  zuerst  die  Wirksamkeit  von  Sonnen-  und  Tages- 

licht nachweisen  können,  später  auch  an  Balmain'scher  Leucht- 
farbe, sowie  an  einigen  Mineralien  (besonders  Flussspath). 

Die  oben  genannten  Metalle  sind  stark  elektropositiven 

Charakters;  bei  den  noch  elektropositiveren  Metallen  Na,  Ka, 

Rb.  deren  Amalgamen  und  Legirungen  liegt  sogar  die  Wellen- 

länge maximaler  Wirksamkeit  im  sichtbaren  Spectrum,  bei  Ka 

im  Blau,  bei  Rb  im  Gelb.2 

Die  von  Branly3  behauptete  Zerstreuung  positiver  Elektri- 

cität  soll  hauptsächlich  durch  das  alleräusserste  Ultraviolett 

bewirkt  werden,  so  dass  selbst  Luft  und  Quarz  merklich  ab- 

sorbiren. 

Die  Fähigkeit  einer  Oberfläche,  durch  Belichtung  positive 

Ladung  anzunehmen,  geht  ihrer  Lichtempfindlichkeit  bezüglich 

des  HallwachsefTeetes  ziemlich  parallel  (Righi). 

III.  Abhängigkeit  von  Natur  und  Druck  der  Gase. 

Die  Einwirkung  des  Lichtes  auf  eine  Funkenentladung 

steigt  mit  abnehmendem  Druck  (Hertz),  sie  erreicht  ein  Maxi- 

mum bei  circa  300—400  tum  und  verschwindet  bei  sehr 

kleinem  Drucke  vollständig  (Wiedemann  und  Ebert4). 

Nach  Hertz  wird  eine  Funkenentladung  in  verschiedenen 

Gasen  verschieden  stark  beeinflusst,  und  zwar  in  abnehmender 

Reihenfolge  in  H,  Luft,  C02,  Leuchtgas.  Nach  Wiedemann 

und  Ebert  hingegen  ist  die  Wirkung  in  C02  am  grössten;  hier 

sind  auch  sichtbare  Strahlen  noch  wirksam. 

Der  Einfluss  dieser  Umstände  auf  den  HallwachsefYect  ist 

hauptsächlich  von  Righi5  und  Stoletow6  untersucht. 

Während  bei  normalem  Druck  die  negative  Elektricität 

sich  längs  der  Kraftlinien  bewegt,  weichen  die  Bahnen  der 

elektrisirten  Theilchen  bei  geringerem  Drucke  davon  ab  und 

1  Vivio  Literaturvers.  Nr.  22. 

-  Vide  Literaturverz.  Nr.  55. 

'  Vide  Literaturverz.  Nr.  59. 

*  Vide  Literaturverz.  Nr.  2  und  7. 

5  Vide  Literaturverz.  Nr.  44. 

6  Vide  Literaturverz.  Nr.  13,  23,  '.'4. 
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nähern  sich  jenen,  die  die  Theilchen  in  Folge  der  Trägheit 

beschreiben  würden  (Righii. 

Stoletow  untersuchte  die  Abhängigkeit  des  durch  Be- 

lichtung im  Plattennetzcondensator  erzeugten  Stromes  von 

Natur  und  Druck  des  Gases:  der  Strom  ist  stärker  (ungefähr 

das  Doppelte»  in  C02,  als  in  trockener  oder  feuchter  Luft  und 

in  Wasserstoff;  die  Abhängigkeit  des  Stromes  vom  Druck  ist 

in  allen  diesen  Gasen  ziemlich  die  gleiche;  der  Strom  wächst 

mit  abnehmendem  Druck,  erreicht  ein  Maximum  bei  ungefähr 

3 — 4  mm.  wobei  der  Maximalwert)]  circa  4 — Hmal  grösser  ist 

als  bei  Atmosphärendruck,  nimmt  dann  wieder  ab  und  ist  bei 

den  äussersten  Verdünnungsgraden  noch  merklich.  Nach 

späteren1  Mittheilungen  ist  der  »kritische  Druck*,  d.  i.  der  dem 

Maximum  der  Stromintensität  entsprechende  Druck,  eine 

Function  der  Feldintensität  (respective  Ladungsdichte)  im  Con- 

densator,  und  zwar  dieser  direct  proportional  (nachgewiesen  in 

einem  Intervall  von  60  —  240  Volt  Potentialdifferenz  der  beiden 

Condcnsatorbelegungen  und  einer  Distanz  derselben  von  0'25 

bis  3-8  mm):  bei  sehr  kleiner  Ladungsdichte  hat  die  Function 

/  —f(p)  kein  Maximum. 

Nach  Breisig2  ist  der  Hallwachseffect  besonders  stark 

ausgeprägt  in  Dämpfen  von  Alkohol  oder  Äther. 

Elster  undGeitel  finden  die  Empfindlichkeit  einer  mit 

Wasserstoff  gefüllten  Ka-  oder  Na-Zelle  am  grössten  bei  einem 

Drucke  von  ungefähr  0*3  mm. 

IV.  Abhängigkeit  von  der  Beschaffenheit  des  elektrischen 

Feldes. 

Die  Beförderung  einer  Funkenentladung  lässi  sich  nach 

Hertz  am  besten  bei  kurzen  Funken  zwischen  Kugeln  beob- 

achten, keine  oder  nur  eine  geringe  Wirkung  erhält  man  bei 

Funken  zwischen  Spitzen.  Nach  Klemencic3  ist  bei  langen 

Funken  zwischen  Spitzen  der  Einfluss  der  Belichtung  sogar  der 

entgegengesetzte:  die  Funkenentladung  wird  gehemmt  und  es 

tritt  Büschelentladung  ein. 

1  Vide  Litcraturverz.  Nr.  41. 

-  Vüic  Litcraturverz.  Nr.  52. 

3  Vide  Litcraturverz.  Nr.  84. 
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Nach  Swy ngedauw 1  wird  das  »statische  Entladungs- 

potential«, d.  i.  die  Potentialdifferenz,  die  bei  langsamer  Elek- 

tricitätszufuhr  nothwendig  ist,  um  eine  Kunkenentladung  herbei- 

zuführen, durch  Belichtung  weniger  herabgesetzt,  als  das 

»dynamische  Entladungspotential«,  d.  i.  das  Entladungspotential 

bei  raschen  Potentialschwankungen  (z.  B.  wenn  die  Funken- 

strecke durch  ein  Inductorium  erzeugt  wird). 

Warburg*'  kommt  mit  einer  anderen  Versuchsanordnung 

zu  theilweise  ähnlichen  Resultaten.  Allgemein  scheint  der 

Funkenentladung,  wenn  die  Bedingungen  einer  solchen  bereits 

vorhanden  sind,  ein  noch  nicht  näher  bekannter  Process  voran- 

zugehen, der  längere  oder  kürzere  Zeit  dauern  kann  und  eine 

»Verzögerung-  der  Funkenentladung  bewirkt.  Ist  durch  lang- 

same Elektricitätszufuhr  das  statische  Entladungspotential  er- 

reicht, so  kann  diese  Verzögerung  im  Dunkeln  einige  Minuten 

betragen;  durch  Belichtung  wird  die  Verzögerung  sehr  ver- 

mindert, das  statische  Entladungspotential  selbst  aber  nicht 

wesentlich  erniedrigt. 

Bei  rascher  Elektricitätszufuhr  kann  eine  Funkenstrecke 

für  eine  gewisse  sehr  kurze  Zeit  (Viooo  Secunde)  auf  eine  das 

statische  Entladungspotential  weit  übersteigende  (circa  /mal 

grössere)  SpannungsdifTerenz  geladen  werden,  ohne  dass  in 

dieser  kurzen  Zeit  die  Entladung  eintritt,  wenn  keine  Belichtung 

stattfindet;  bei  Belichtung  erfolgt  die  Entladung  schon  bei 

Potentialen,  die  nur  wenig  grösser  als  das  statische  Entladungs- 

potential sind. 

Sehr  complicirt  ist  die  Abhängigkeit  des  Hallwachseffectes 

von  der  Intensität  des  elektrischen  Feldes,  in  dem  er  vor  sich 

geht. 
Bei  der  Messung  der  ultravioletten  Sonnenstrahlung  mit 

dem  lichtelektrischen  Actinometer  setzen  Elster  und  Geitel3 

voraus,  via--  die  Entladungsgeschwindigkeit  des  beleuchteten 

negativ-  geladenen  Körpers  seiner  Potentialdifferenz  gegen  die 

Umgebung  proportional  sei;  innerhalb  des  Intervalles,  in  dem 

>  Vidc  Litcraturvcrz.  Nr.  73,  81  und  82. 

*  Vide  Literaturvers.  Nr.  83. 

3  Vidc  Litcraturverz.  Nr.  57  a, 
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die  Messungen  ausgeführt  werden,  ist  diese  Voraussetzung  so 

nahe  erfüllt,  dass  keine  merklichen  Fehler  im  Resultate  ent- 

stehen; allgemein  gilt  diese  Voraussetzung  aber  nicht. 

Stoletow1  hat  die  Stromstärke  im  belichteten  Platten- 

netzcondensator  als  Function  der  Feldgrössen  eingehend  unter- 

sucht; indem  ich  Angaben  aus  seinen  ersten  Abhandlungen, 

die  er  später  modificirte.  hinweglasse,  führe  ich  folgende  seiner 

Resultate  an: 

Bei  einem  gewissen  Drucke,  z.  B.  Atmosphärendrucke,  ist 

die  Stromstärke  /'  eine  Function  der  Ladungsdichte  an  der 

Kathode,  respective  der  ihr  proportionalen  Feldintensität  im 

Condensator.  also 

wenn  E  die  PotentialdifTerenz,  /  der  Abstand  von  Platte  (Kathode) 

und  Netz  (Anode)  ist.  Dabei  sind  in  E  eventuelle  Contact- 

potenti.aldirTerenzcn  mit  einzurechnen. 

?p  !,  --  j  steigt  zuerst  rascher  als  sein  Argument,  dann  nach 

Überschreitung  eines  Wendepunktes  langsamer  und  nähert  sich 

einer  oberen  Grenze.  Dies  gilt  nicht  bei  kleinem  Drucke,  speciell 

beim  kritischen.  Bei  sehr  kleinem  Drucke  ist  i  —  /(£,/).  wo  £ 

und  /  getrennt  vorkommen;  Verkleinerung  von  E  wird  durch 

entsprechende  Verkleinerung  von  /  nicht  compensirt. 

Analoge  Resultate  erhielt  Branly.* 

Dufour,  Dutoitund  Hofer1  finden,  dass  die  Entladungs- 

geschwindigkeit einer  Zinkkugel  von  30  cm  Durchmesser  von 

50  Volt  an  rascher  wächst,  als  es  einer  Proportionalität  mit  dem 

Potentiale  entspricht. 

In  einer  Ka-Zelle  wächst  der  Strom  rascher  als  die  Potential- 

differenz der  Elektroden  und  erreicht  einen  verhältnissmässig 

unendlich  grossen  Werth  bei  einer  Potentialdifferenz  (ungefähr 

300  Volt),  die  auch  ohne  Belichtung  im  verdünnten  Gase 

»  Vidc  Litcraturvcrz.  Nr.  23,  *J4  und  41. 
I  Vide  Literaturverz.  Nr.  40. 

3  Vidc  Literaturverz.  Nr.  77. 
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(Wasserstoff  0-3  mm  Druck)  eine  leuchtende  Entladung  hervor- 

ruft (Elster  und  Geitel1). 

Da  Feuchtigkeitsschichten  auf  der  Oberfläche  einer  Kathode 

deren  Lichtempfindlichkeit  herabsetzen  oder  ganz  zerstören 

können,  hat  die  Temperatur  natürlich  einen  secundären  Einfluss. 

Aber  auch  wo  solche  Einflüsse  ausgeschlossen  sind,  z.  B.  in 

den  Ka-Zellen  von  Elster  und  Geitel  steigt  die  Lichtempfind- 

lichkeit mit  der  Temperatur.1  Hoor2  behauptet  umgekehrt  eine 

Abnahme  der  Lichtempfindlichkeit  einer  Zinkplatte  bei  steigender 

Temperatur  (18 — 55°).  Nach  Righi3  steigt  die  durch  Belichtung 

erzeugte  positive  Ladungsdichte  stark  mit  der  Temperatur. 

Die  Entladungsgeschwindigkeit  einer  amalgamirten  Zink- 

fläche ist  im  Intervalle  von  20 — 70°  C.  unabhängig  von  der 

Temperatur  (Elster  und  Geitel1). 

In  sehr  verdünnten  Gasen  wird  die  positive  Ladung  be- 

lichteter Körper  vermindert  durch  magnetische  Kräfte,  die  par- 

allel zur  Oberfläche  des  Körpers  sind  (Righi3);  ebenso  finden 

Elster  und  Geitel4  eine  Abnahme  des  HallwachsefTectes  durch 

magnetische  Kräfte,  die  senkrecht  zu  den  Stromlinien  stehen; 

diese  Abnahme  ist  bei  einem  Drucke  von  etwa  5  mm  merklich 

und  beträgt  bei  sehr  kleinen  Drucken  ungefähr  die  Hälfte  der 

Gesammt  Wirkung. 

VII.  Abhängigkeit  von  der  Orientirung  der  Licht- 

Versuche  von  Hertz  und  von  Wanka,5  bei  Anwendung 

pnlarisirten  Lichtes  eine  von  der  Orientirung  der  Polarisations- 

ebene abhängige  Einwirkung  auf  die  Funkenentladung  aufzu- 

finden, hatten  ein  negatives  Resultat. 

1  Vidc  Litcraturverz.  Nr.  64  und  57  a. 

2  Vidc  Litcraturverz.  Nr.  17  und  25. 

3  Vidc  Litcraturverz.  Nr.  27. 

*  Vide  Litcraturverz.  Nr.  37. 

5  Vide  Literaturverz.  Nr.  58. 

V.  Abhängigkeit  von  der  Temperatur. 

VI.  Einfluss  magnetischer  Kräfte. 

Schwingungen. 
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Dagegen  konnten  Elster  und  G eitel1  eine  solche  Ab- 

hängigkeit des  photoelektrischen  Stromes  constatiren  an  einer 

ebenen  Kathodenfläche  einer  flüssigen  Na-Ka-Legirung,  die 

unter  Wasserstoff  von  geringem  Druck  auch  für  sichtbare 

Strahlen  empfindlich  ist. 

Bezeichnet  /  die  Stromstärke,  a  den  Winkel  zwischen  der 

Polarisationsebene  und  der  Einfallsebene  des  polarisirten  par- 

allelen Lichtbündels,  so  besteht  die  Relation 

i  —  A  COS* a+B  sin2  ol. 

Also  i  ~  Maximum,  wenn 

%  (  Polarisationsebene  J_  Einfallsebene. 

I  Richtung  der  elektr.  Verschiebung  Einfallsebene, 

d.  h..  wenn  die  elektrischen  Verschiebungen  (im  Sinne  der 

elektromagnetischen  Lichttheorie)  eine  zur  Kathodenoberfläche 

normale  Componente  haben. 

A  und  B  sind  abhängig  vom  Einfallswinkel;  für  sehr  kleine 

Werthe  desselben  sind  A  und  B  gleich  und  sehr  klein:  mit 

wachsendem   Einfallswinkel  nimmt  A  zu   und    erreicht  ein 

Maximum  bei  circa  60°,  während  B  durchwegs  abnimmt;  beim 
4 

Maximum  von  A  ist        —  00  ungefähr.  Bei  demselben  Ein- H 

fallswinkel  zeigte  auch  die  Wirkung  unpolarisirten  Lichtes  ein 

Maximum. 

VIII.  Theoretische  Erklärungsversuche. 

E.  Wiedemann-  betrachtet  die  Einwirkung  des  Lichtes 

auf  eine  disruptive  Entladung  als  ein  Resonanzphänomen,  bei 

dem  durch  Absorption  des  Lichtes  zunächst  in  der  Oberflächen- 

schichte der  Kathode  die  kinetische  Energie  der  Molekeln  soweit 

gesteigert  wird,  wie  dies  bei  einem  dauernden  und  über  einen 

grösseren  Raum  verbreiteten  Zustande  einer  sehr  hohen  Tem- 

peratur entsprechen  würde.  Indem  diese  Energie  theilweise  an 

das  benachbarte  Gas  abgegeben  wird,  stellt  sich  ein  Zustand 

1  Vide  Literaturvcrz.  Nr.  67,  70  und  71. 

-  Vide  Literaturvcrz.  Nr.  2  und  7. 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  (  I.;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  .">9 
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her.  der  an  sich  Bedingung  einer  disruptiven  Entladung  ist  und 

durch  das  Auftreten  von  Kathodenstrahlen  als  einer  Begleit- 

erscheinung charakterisirt  ist;  in  der  That  verschwindet  der 

Einlluss  der  Belichtung  auf  eine  disruptive  Entladung  bei  so 

niederem  Drucke,  dass  von  selbst  Kathodenstrahlen  entstehen. 

Jaumann1  sieht  in  der  Wirkung  des  Lichtes,  das  im 

Sinne  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  als  Wellenbewegung 

elektrischer  und  magnetischer  Kraft  aufgefasst  wird,  einen 

Specialfall  der  Beförderung  einer  Entladung  durch  rasche 

Schwankungen  des  Potentialgradienten. 

Die  convective  Natur  der  Zerstreuung  negativer  Elektricität 

durch  Belichtung  kann  als  sichergestellt  und  allgemein  aner- 

kannt betrachtet  werden.  Die  Träger  der  Elektricität  können 

dabei  sein: 

1.  Die  Molekeln  des  Gases: 

2.  durch  Dissociation  des  Gases  entstandene  Ionen; 

:i  von  der  Kathode  losgelöste  Theilchen. 

Dass  der  atmosphärische  Staub,  der  bei  der  gewöhnlichen 

Zerstreuung  der  Elektricität  eine  Rolle  spielt,  hier  kein  wesent- 

licher Factor  ist,  geht  wohl  daraus  hervor,  dass  die  lichtelek- 

trische Entladung  in  Fällen,  wo  dieser  Umstand  ausgeschlossen 

ist,  z.  B.  in  den  lichtelektrischen  Zellen  von  Elster  und  Geitel, 

sogar  in  besonderer  Starke  auftritt. 

Die  unter  I)  genannte  Hypothese  erscheint  besonders 

naheliegend,  wenn  man  mit  Hoor2  an  eine  Ablösung  der  an 

der  Kathodenoherfläche  condensirten  Gasschichte  denkt;  die 

experimentellen  Ergebnisse  widersprechen  dem  aber  voll- 

kommen. Righi*  hat  nachgewiesen,  dass  die  Oberflächengas- 

schicht  eines  Metalles,  sei  dieses  positiv,  negativ  oder  gar  nicht 

geladen,  durch  Belichtung  entfernt  wird;  dabei  bleibt  ein  auf 

diese  oder  andere  Weise  seiner  Gasschichte  beraubte  Metall- 

oberfläche lichtelektrisch  empfindlich;  ebenso  spricht  die  Licht- 

empfindlichkeit  wässeriger  Losungen  (Hall wachs,  Stoletow) 

und  sich  frisch  bildender  Amalgamstrahlen  (Elster  und  Geitel) 

gegen  diese  Annahme. 

1  Vidc  Literaturvera.  Nr.  75.  7ti  und  *K>. 

2  Vidc  Literaturvers.  Nr.  17  und  23. 

3  Vidc  Literaturvcrz.  Nr.  29. 
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Von  dieser  speciellen  Form  abgesehen,  kann  die  Hypo- 

these, dass  die  Gasmolekeln  die  Träger  der  Elektricität  sind, 

nicht  direct  widerlegt  werden;  doch  bietet  sie  auch  keinen 

besonderen  Vortheil  zur  Erklärung  specieller  Eigenthümlich- 

keiten  der  lichtelektrischen  Zerstreuung,  z.  B.  des  unipolaren 

Charakters. 

Die  allgemeine  Tendenz  der  Erklärungsversuche  für  Gas- 

entladungen überhaupt  geht  heute  dahin,  die  Molekeln  eines 

Gases  als  Isolatoren  zu  betrachten,  ein  scheinbares  Leitungs- 

vermögen eines  Gases  auf  Anwesenheit  freier  Ionen  zurück- 

zuführen. 

In  der  That  gibt  diese  Theorie,  zunächst  von  Giese  für 

Flammengase  aufgestellt,  dann  von  ihm,  Schuster,  J.  J.  Thom- 

son u.  A.  weiter  entwickelt,  ein  gutes  Bild  dieser  Erscheinungen. 

In  der  ursprünglichen,  von  Arrhenius1  vertretenen  Form, 

auf  die  lichtelektrische  Entladungen  übertragen,  hat  sie  sich 

zwar  nicht  bewährt.  Die  Belichtung  an  sich  macht  das  Gas 

nicht  leitend,  sondern  es  muss  die  Kathode  bestrahlt  werden 

(Wiedemann  und  Ebert,3  Hall  wachs,3  Simon4).  Im  Gegen- 

satz zu  Luft,  die  durch  Elektrisiren,  Bestrahlung  mit  Röntgen- 

und  Uranstrahlen  leitend  wurde,  verliert  die  die  lichtelektrische 

Entladung  vermittelnde  Luft  ihre  Leitfähigkeit  sehr  schnell 

(Bateiii  und  Garbasso,5  Zeleny6). 
Die  Dissociationstheorie  wurde  daher  für  diesen  Fall  dahin 

modificirt,  dass  an  der  Kathodenoberfläche  eine  Doppelschichte 

vorhanden  sei,  deren  negative  Belegung  von  den  Gasthetlchen 

gebildet  wird;  unter  dem  Einflüsse  der  Bestrahlung  mit  geeig- 

netem Lichte  (das  von  der  Kathode  absorbirt  werden  muss), 

tritt  eine  Trennung  derselben  ein  und  die  in  Folge  elektro- 

statischer Kraftwirkung  abgestossenen  Gas-Ionen  verbreiten 

sich  in  der  Umgebung  der  Kathode;  da  hier  nicht  wie  bei 

Elektrolyten  positive  und  negative  Ionen  in  gleicher  Anzahl 

1  Vide  Literaturverz.  Nr.  4. 

-  Vide  Literaturverz.  Nr.  2  und  7. 

S  Vide  Literaturverz.  Nr. 

*  Vide  Literaturverz.  Nr.  74. 

•'"  Vide  Literaturverz.  Nr.  S7. 
Vide  Literaturverz.  Nr.  97. 

5»* 
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vorhanden  sind,  sondern  letztere  im  Überschusse,  so  wird  die 

unipolare  Leitfähigkeit  verständlieh  (J.J.Thomson,1  Elster 

und  Geitel2).  Auch  die  Entwicklung  positiver  Ladungen  durch 

Belichtung  kann  so  erklärt  werden. 

Die  dritte  Annahme,  dass  an  der  Kathode  durch  Belichtung 

eine  Zerstäubung  eintrete,  findet  eine  Stütze  in  den  Beob- 

achtungen von  Lenard  und  Wolf3  (siehe  oben);  aber  nach 

Untersuchungen  von  R.  Helmholtz  und  Richarz4  zeigen 

sich  diese  Condensationserscheinungen  an  einem  Dampfstrahl 

nicht  nur  bei  Anwesenheit  von  Staub,  sondern  auch  wenn  z.  B. 

chemische  Reactionen  in  der  Nähe  vor  sich  gehen;  es  ist  daher 

die  Dissociationshypothese  auch  mit  diesen  Beobachtungen  in 

Übereinstimmung. 

Übrigens  ist  es  durchaus  nicht  unwahrscheinlich,  dass 

beide  Vorgänge,  Dissociation  des  Gases  und  Zerstäubung  der 

Kathode  gleichzeitig  stattfinden,  wie  dies  z.  B.  der  Fall  ist  bei 

der  Elektricitätszerstreuung  in  der  Nähe  glühender  Körper,  ein 

Erscheinungsgebiet,  das  mit  der  lichtelektrischen  Zerstreuung 

die  grösste  Analogie  hat. 

Eine  Superposition  zweier  Vorgänge  beim  photoelek- 

trischen Strome  vermuthet  auch  Stoletow.5 

Experimentelle  Beiträge. 

I.  Potentialgefrille  im  belichteten  Condensator. 

Die  sowohl  von  vier  Dissoeiationstheorie,  als  der  Zerstäu- 

bungstheorie  geforderte  Consequenz,  dass  in  der  Umgebung 

einer  belichteten  Kathode  eine  negative  Raumdichte  freier 

Elektricität  vorhanden  sei,  ist  bisher  nicht  direct  durch  Ver- 

suche bewiesen. 

Ich  erhielt  einen  solchen  Beweis  durch  folgende  Versuchs- 

anordnung: 

>  Klcctr.  KescarchcN,  p.  64  u.  ff. 

'-'  Viele  I.iteraturverz.  Nr.  70. 

:t  Vi  Je  Litcruturverz.  Nr.  '_M. 

1  Vide  Litcrnturvcrz.  Nr.  39. 

a  Vidc  Literaturvcrz.  N>.  'J4. 
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Eine  amalgamirte  Zinkscheibe  von  18  CfH  Durchmesser 

und  ein  Eisendrahtnetz  etwas  grösserer  Dimensionen  standen 

einander  parallel  und  vertical  gegenüber  in  einer  Distanz  von 

3 — bcm.  Die  Zinkplatte  war  dauernd  zur  Erde  abgeleitet,  das 

Netz  mit  einem  Punkte  verbunden,  dereinem  Gleichstromkreise 

angehörte  und  dessen  eonstantes  positives  Potential  an  einem 

VVestonvoltmeter  gemessen  wurde. 

Zwischen  der  Zinkplatte  und  dem  Netze  befand  sich  eine 

Wassertropfelektrode,  deren  Zerreissungspunkt  in  der  centralen 

Verbindungslinie  Platte  und  Netz  lag;  diese  Tropfelektrode 

konnte  mittelst  einer  mikrometrischen  Vorrichtung  horizontal 

verschoben  werden.  Ein  mit  ihr  verbundenes  geaichtes  Exner'- 

sches  Elektroskop  gestattete,  das  im  Zerreissungspunkte 

herrschende  Potential  auf  circa  ±2  Volt  genau  zu  bestimmen. 

Im  unbelichteten  Condensator  ergaben  die  Messungen  bei 

verschiedenen  Stellungen  der  Tropfelektrode  nur  geringe  un- 

regelmässige Abweichungen  von  einem  linearen  Potentialgefälle. 

Wurde  die  Zinkplatte  durch  das  Netz  hindurch  von  den  Strahlen 

einer  in  circa  30  an  Entfernung  aufgestellten  Bogenlampe  ge- 

troffen, so  wurde  das  am  Elektroskop  abgelesene  positive 

Potential  verringert;  durch  Einschieben  einer  undurchlässigen 

Platte  in  den  Gang  der  Lichtstrahlen  wurde  das  frühere  Potential 

wieder  erreicht;  die  Zeit,  in  der  eine  solche  Einstellungsände- 

rung bei  Relichten  oder  Abblenden  erfolgte,  betrug  höchstens 

5 — 10  Secunden;  da  die  Function  der  Tropfelektrode  an  sich 

ungefähr  diese  Zeit  beansprucht,  kann  man  schliessen,  dass 

die  Herstellung  des  stationären  Potential vertheilung  im  be- 

lichteten Condensator  sehr  rasch  geschieht. 

Folgende  Tabelle  gibt  das  Resultat  von  zwei  Versuchs- 

reihen, die  mit  grösserer  Sorgfalt  angestellt  wurden.  Es  be- 

zeichnen; 

/  die  horizontale  Entfernung  der  Tropfelektrode  von  einem 

willkürlichen  Nullpunkt; 

VH  das  Potential  bei  der  betreffenden  Stellung  im  unbe- 

lichteten Condensator; 

IV  im  belichteten. 
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Distanz  der  Platten  circa    50  mm 

Potentialdifferenz  Jer  Platten  196  Volt 

0 

5 

10 

iö 

20 

25 

30 
33 

40 

10 

32 

52 

70 

92 112 

132 

152 

172 

10 

22 

34 

50 

67 

92 

115 

136 

Ebenso 

163  Volt 

29 

45 
58 
73 

91 

105 

120 
134 

14 
28 

38 
57 

68 

88 

105 
1 23 

Eine  graphische  Darstellung  geben  Fig.  1  und  Fig.  2  der 

Tafel. 

Das  .sich  hieraus  ergebende  Resultat  ist: 

Im  belichteten  Condensator  wird  das  Potentialgefälle  in 

der  Nähe  der  Kathode  erniedrigt,  in  der  Nähe  der  Anode  erhöht; 

zwischen  den  Condensatorplatten  ist  die  Raumdichte  negativ. 

Stellt  man  die  Potentialvertheilung  im  belichteten  Con- 

densator durch  die  Formel  dar: 

IV  =  Ax  +  Bx*, 

so  erhält  man  für  die  Raumdichte  p  den  Werth 

1 

1  8-T 4..  4.. 

CXi 

B 

2z 
 : 

aus  der  Einsetzung  numerischer  VVcrthe  ergibt  sich 

,  Cb 
p  —  O-002  C  U  S.  (stat.)  —      .  10 
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bei  der  Unvollkommenhcit  der  Messungsmethode  ist  dieser 

Werth  natürlich  nur  als  Angabe  der  Grössenordnung  aufzu- 

fassen. 

Während  ich  diese  Messungen  ausführte,  erschien  eine 

Arbeit  von  Child,1  in  der  nach  einer  ganz  analogen  Methode 

die  Potentialvertheilung  in  einem  Condensator  unter  Einwirkung 

der  Röntgenstrahlen  untersucht  wurde. 

Die  Verschiedenheit  der  Resultate,  die  Herr  Child  und  die 

ich  erhielt,  ist  charakteristisch  für  die  Unterschiede  der  beiden 

Entladungsarten  durch  Röntgenstrahlen  und  durch  Licht. 

II.  Versuche  über  die  Abhängigkeit  des  photoelektrischen 

Stromes  von  der  Intensität  des  elektrischen  Feldes. 

In  der  einleitenden  Übersicht  habe  ich  die  Resultate  von 

Stoletow  einerseits,  Elster  und  Geitel  anderseits  erwähnt, 

zwischen  denen  ein  gewisser  Gegensatz  besteht. 

Indem  ich  dieser  Erscheinung  nachging,  prüfte  ich  zu- 

nächst das  Verhalten  einer  Ka-Zelle.  wie  sie  von  Müller- 

Unkel  in  Braunschweig  nach  den  Angaben  von  Elster  und 

Geitel  angefertigt  und  in  den  Handel  gebracht  wird. 

Die  Kathode  dieser  Zelle  war  durch  ein  Galvanometer  zur 

Erde  abgeleitet,  die  Anode  und  das  Gehäuse  wurden  auf  con- 

stantes  positives  Potential  geladen,  das  durch  Stöpselung  in 

einem  Widerstandskasten  rasch  zwischen  0  und  H-300  Volt 

variirt  werden  konnte  und  an  einem  Westonvoltmeter  direct 

abgelesen  wurde. 

Je  nachdem  bei  kleinerer  oder  grösserer  Potentialdifferenz 

gemessen  wurde,  diente  als  Lichtquelle  eine  Bogenlampe  oder 

ein  Auerbrenner. 

Eolgende  Tabellen  zeigen  das  Verhalten  des  Stromes  in 

verschiedenen  Intervallen  der  Potcntialdifferenz.  Wegen  der 

verschiedenen  Intensität  der  Beleuchtung  sind  die  Versuchs- 

reihen untereinander  nicht  vergleichbar. 

Ein  Sealentheil  =  1-75.  10-10  Ampere. 

I  Wied.  Ann,  ti:>  (1S9S),  S.  152. 
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Die  Figuren  3,  4  und  5  der  Tafel  stellen  dies  graphisch  dar. 

Die  Stromstärke  in  einer  solchen  Zelle  ist,  wie  daraus 

hervorgeht,  bis  circa  2  Volt  eine  lineare  Function  der  Potential- 

differenz, steigt  dann  langsamer  als  diese  bis  ungefähr  70  Volt, 

hierauf  rascher.  Dass  die  Stromstärke  im  Intervalle  von  2  bis 

70  Volt  langsamer  steigt  als  die  Potentialdifferenz,  steht  nicht 

im  Widerspruche  mit  den  Resultaten  von  Fister  und  G eitel, 

im  Gegentheil  sind  die  Zahlenangaben  dieser  beiden  Autoren1 

in  vollkommener  Übereinstimmung  hiemit,  nur  in  ihrer  graphi- 

schen Darstellung  verschwindet  diese  Eigentümlichkeit  der 

Curve  wegen  des  zu  kleinen  Massstabes  derselben. 

Weitere  Versuche  betrafen  die  Abhängigkeit  der  Ent- 

ladungsgeschwindigkeit einer  amalgamirten  Zinkkugel  vom 

Potentiale  derselben.  Die  Kugel  hatte  einen  Durchmesser  von 

1  Vide  Literaturvene.  Nr.  64. 
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5  cm  und  wurde  mit  einem  Braun'schen  Elektrometer  ver- 

bunden (1  Sealentheil  =:  100  Volt,  Messbereich  bis  1600  Volt), 

negativ  geladen  und  durch  Bogenlicht  entladen;  mittelst 

einer  Secundenuhr  wurde  der  zeitliche  Abfall  des  Potentiales 

beobachtet. 

Folgende  Tabelle  gibt  die  Mittelwerthe  mehrerer  Versuchs- 

reihen unter  je  gleichen  Bedingungen  an;  die  verschiedenen 

Reihen  der  Mittelwerthe  sind  nicht  vergleichbar. 

r i n 
III 

IV 

V 

0 

(» 

0 

1500   0 0 41 

20-6 1400   8-6 

1  1  -2 41  -4 
1300   

13-2 
59  •  8 1200   .    .  72 7-7 17  4 

20  3 

78-7 
1100  

96-6 1000   

11*3 13-0 24-4 29  •  1 
114-2 900   29  4 

134-8 800   
.  17-0 

19-5 33  •  4 38'  1 
158-0 

7<K)  

38-9 
43*4 182-0 

600   

23  •  4 

27  0 
44-  1 49  •  5 

217-4 

31  -o 

50*  1 
56  •  2 

250 •■loO 

. . .    32  • 34  •  8 

64-7 

Bei  V  war  die  Entladungsgeschwindigkeit  durch  Zu- 

schaltung  einer  Capacität  herabgesetzt. 

Da  die  Elektrometereinstellung  durch  Axenreibung  beein- 

trächtigt wurde  und  die  Einzeh  ersuche  sowohl  in  Folge  dieses 

L'mstandes,  als  in  Folge  der  Schwankungen  der  Lichtintensität 
starke  Abweichungen  zeigten,  messe  ich  diesen  Resultaten 

nur  geringe  Bedeutung  bei;  immerhin  zeigt  sich  deutlich,  dass 

die  Entladungsgeschwindigkeit  im  Intervalle  von  1600  Volt 

bis  800  Volt  (entsprechend  einem  Potentialgefalle  von  640 
Volt 

bis  320—  —  an  der  Oberfläche  der  Kugel»  ziemlich  con- 
aii 

^tant  ist. 
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Dieses  Ergebniss  entspricht  der  »Saturation«  Stoletow's. 
Ich  vermuthete  aber,  auch  bei  Luft  normaler  Dichte  ein 

analoges  Verhalten  des  Stromes  zu  finden,  wie  in  den  licht- 

elektrischen Zellen,  wenn  man  zu  PotentialdifTerenzen,  respective 

Feldintensitäten  hinaufgeht,  die  sich  der  unteren  Grenze  für 

eine  disruptive  Entladung  nähern. 

Die  Versuchsanordnung  wird  durch  nachstehendes  Schema 

erläutert. 

Die  obenerwähnte  Zinkkugel  ist  durch  ein  Galvanometer 

(1  mm  Ausschlag  ==  1 -00. 10-9  Ampere)  zur  Erde  abgeleitet. 

Erde  ■* 

Der  sie  umgebende  Messingcylinder  von  18  cm  Länge  und 

6-5  cm  Durchmesser  ruht  auf  einer  isolirenden  Paraffin  platte 

und  ist  mit  einer  Leydnerfiasche  und  einem  Braun'schen 
Elektrometer  (1  Sealentheil  =  500  Volt,  Messbereich  bis  10.000 

Voll)  verbunden;  wird  dieses  isolirte  System  positiv  geladen 

und  die  Zinkkugel  durch  das  offene  Ende  des  Cylinders  von 

den  Strahlen  der  circa  30  cm  entfernten  Bogenlampe  getroffen, 

so  wird  das  positive  System  langsam  (in  mehreren  Minuten) 

entladen,  während  gleichzeitig  ein  Strom  das  Galvanometer 

durchmesst. 

Eine  Zusammenstellung  der  Stromstärken  und  der  gleich- 

zeitig abgelesenen  Potentiale  gibt  folgendes  Resultat: 

V  =  6000  Volt,      fs=  —      65      68    10"»  Ampere 

.')000  52       54  64 
4000  I I        45        5 ! 
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V  =  3500  Volt, i  —  45 
47 

42  I0-9
 

3000 42 

40 

42 

2500 
37 

2000 
35 

40 

Dabei  war  ohne  Belichtung  (d.h.  ohne  Ausschluss  diffusen 

Tageslichtes)  bei  V  —  6000  Volt  ein  Strom  von  30.  10~9  Amp. 

vorhanden,  der  aber  bald  abnahm  und  bei  V  —  5000  Volt  nur 

l'O.lO"9  Amp.  betrug.  Bei  ungefähr  8000  Volt  trat  Funken- 

entladung ein. 

Eine  andere  Versuchsreihe  lieferte  folgendes  Ergebniss: 

Ohne  Belichtung: 

V—  5000  Volt;      i  =  5. 10  Ampere. 
2000  0 

Mit  Belichtung: 

V  -  4000  Volt;    /  =  56.  10-!)  Ampere. 
3000  54 

25(30  47 

2000  43 

1500  38 

5600  8 1 

4900  73 

4000  62 

2000  40 

(Graphische  Darstellung  Tafel,  Fig.  6). 

Wurde  ^tatt  der  Zinkkugel  eine  amalgamirte  Zinkplatte 

von  6  cm  Durchmesser  verwendet,  statt  des  Messingcylinders 

ein  Drahtnetz,  das  der  Platte  parallel  in  einer  Distanz  von 

1—3  mm  gegenüberstand,  so  erhielt  ich  die  Resultate: 

L 

V  -  1 600  Volt,         /  =  22-24  .  1  <  >   '  Ampere. 
1500  23 

1400  22 

1200  17 

600  1 3 
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V  —  3000  Volt, 

1500 

480 

133 

IL  (Tafel.  Fig.  7.) 

t,        i  =  22—25 .  10""  Ampere. 
15—17 

9 

6 

Auch  diese  Messungen  haben  nur  den  Charakter  von 

orientirenden  Vorversuchen;  die  Potentialmessung  ist  ungenau, 

da  mir  kein  Mittel  zur  Verfügung  stand,  die  Richtigkeit  der 

Scale  der  beiden  Braun'schen  Elektrometer  zu  prüfen;  die 
Beobachtung  der  Stromstärken  leidet  unter  der  Inconstanz  der 

Lichtquelle. 

Soviel  geht  aus  den  Messungen  hervor,  dass  bei  hohen 

Werthen  der  Feldintensität  der  Strom  ungefähr  eine  lineare 

Function  derselben  ist  und  nicht  nahezu  constant  bleibt,  wie  es 

bei  massigeren  Werthen  der  Feldintensität  der  Fall  zu  sein 

scheint.  Es  rührt  dies  wieder  davon  her,  dass  bei  einem  be- 

stimmten Massstabe  der  graphischen  Darstellung  das  Ansteigen 

der  Curve  i  —  f(V)  bei  höheren  Werthen  von  V  ein  sehr 

Haches  ist  im  Vergleich  zu  dem  bei  niedrigeren  Werthen  von  V. 

Meine  Vermuthung,  in  dieser  Curve  einen  Wendepunkt  zu 

rinden,  von  dem  an  /'  rascher  als  V  steigt,  hat  sich  allerdings 
bisher  nicht  bestätigt. 

Fernere  Versuche  mit  vollkommenerer  Versuchsanordnung 

bereite  ich  vor. 

Anhang. 

Verzeichniss  der  die  lichtelektrischen  Erscheinungen 

behandelnden  Abhandlungen. 

Die  Abkürzungen  sind  die  in  den  »Fortschritten  der  Physik* 

verwendeten;  nach  dem  Citate  folgt  eine  Kurze  Inhaltsangabe 

der  betreffenden  Abhandlung  durch  Schlagwortc,  oder  es  ist 

der  Originaltitel  angeführt. 

1.  Hertz,  Wied.  Ann.  31,  S.  983;  Kinfluss  des  ultravioletten 

Lichtes  auf  die  Funkenentladung. 

1887. 
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1888. 

2.  E.  Wiedemann  und  Ebert,  Wied.  Ann.  33,  S.  241 ;  Licht 

und  elektrische  Entladung. 

3.  Hallwachs,  Wied.  Ann.  33,  S.  310;  Einfluss  des  Lichtes 

auf  elektrostatisch  geladene  Körper. 

4.  S.  Arrhenius,  Wied.  Ann.  33,  S.  638;  Leitungsvermögen 

beleuchteter  Luft. 

5.  Narr,  Wied.  Ann.  34,  S.  712;  Wirkung  des  Lichtes  auf 

statische  Ladungen. 

6.  Hallwachs,  Wied.  Ann.  34,  S.  731;  Elektrisirung  durch 

Bestrahlung. 

7.  Wiedemann  und  Ebert,  Wied.  Ann.  35,  S.  209;  Ent- 

ladungen in  Gasen  und  Flammen. 

8.  Righi,  Rend.  Line.  4;  Durch  Strahlung  hervorgerufene 

elektrische  Erscheinungen  (Nota  I  —  VI). 

9.  —    Mem.  di  Bol.,  Ser.  IV,  B.  IX;  ditto  (Memoria  I). 

10.   —    C.  R.  107,  S.  559;  ditto  (Auszug). 

IL  Stoletow,  CR.  106,  S.  1149;  Aktinoelektrische  Ströme. 

12.  —    C.  R.  106,  S.  1593;  ditto  (Lichtempfindlichkeit  diverser 

Flüssigkeiten). 

13.  —    C.  R.  107,  S.  91;  Aktinoelektrische  Ströme  (in  ver- 

schiedenen Gasen  und  bei  verschiedenem  Druck). 

14.  Bichat  und  Blondlot,  C.  R.  106,  S.  1349;  Unempfindlich- 

keit  einer  Wasserlamelle. 

15.  —    —    C.  R.  107,  S.  29;  Wirkung  eines  Luftstromes. 

16.  Bichat,  C.  R.  107,  S.  557;  Aktinoelektrische  Versuche. 

17.  M.  Hoor,  Wiener  Ber.  97.  S.  719;  Einfluss  des  Lichtes 

auf  negativ  geladene  Conductoren. 

18.  Borgmann,  Phil.  Mag.  26,  S.  272;  Einfluss  des  Lichtes 

auf  elektrische  Entladungen. 

1889. 

19.  Hall  wachs,  Wied.  Ann.  37,  S.  666;  Zusammenhang  des 

Elektricitätsverlustes  durch  Belichtung  und  der  Licht- 

absorption. 

20.  —    Tagebl.  d.  62.  Naturforschervers.  Heidelberg; 

Lichtelektrische  Versuche  (  Erzeugung  hoher  positiver 

Potentiale  durch  Belichtung). 
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21.  Lenard  und  Wolf,  Wied.  Ann.  37,  S.  443,  Zerstäubung 

der  Körper  im  ultravioletten  Licht. 

22.  Elster  und  Geitel,  Wied.  Ann.  38,  S.  40,  498;  Entladung 

negativ  elektrisirter  Körper  durch  Sonnen-  und  Tages- 
licht. 

23.  Stoletow,  C.  R.  108,  S.  1241:  Aktinoelektrische  Ströme 

(Abhängigkeit  vom  Potential). 

24.  —    J.  d.  russ.  phys.-chem.  Ges.  21,  S.  159;  Zusammen- 

fassung eigener  Resultate. 

25.  Hoor,  Ex.  Rep.  25,  S.  91;  Einfluss  des  Lichtes  auf  negativ 

geladene  Conductoren. 

20.  Righi,  Atti  Ist.  Ven.  7;  Durch  Strahlung  hervorgerufene 

elektrische  Erscheinungen  (Memoria  II). 

27.  —    Atti  Ist.  Ven.  7;  ditto  (Memoria  III). 

28.  —    Rend.  Line.  5,  S.  331  und  860;  Erzeugung  positiver 

Ladungen  durch  Belichtung;  Messung  von  Contact- 

potentialen. 

29.  —    Ex.  Rep.  25,  S.  380:  Polemik  gegen  Hoor. 

30.  Borgmann,  C.  R.  108,  S.  733;  Versuch  über  die  Bestim- 

mung der  Zeit,  die  zur  Ausbildung  des  aktino- 

elektrischen  Stromes  nöthig. 

31.  —    J.  d.  russ.  phys.-chem.  Ges.  21,  S.  23;  Zusammen- 

fassung eigener  Resultate. 

32.  Bachmetjew,  J.  d.  russ.  phys.-chem.  Ges.  21,  S.  207; 

Einfluss  elektrischer  Funken  auf  die  Entladungen  in 

Gasen. 

33.  Nodon.  CR.  109,  S.219;  Positive  Ladungen  durch  Sonnen- 

licht. 

•M.  Naccari,  Lum.  electr.  31,  S.  339;  Wirkung  elektrischer 

Funken  und  Phosphors  auf  elektrische  Entladungen. 

1890. 

;Cv  Elster  und  Geitel,  Wied.  Ann.  39,  S.  332;  Hemmender 

Einfluss  der  Belichtung  auf  Funken-  und  Büschel- 

entladung. 

30.    —  W ied.  Ann.  41,  S.  161 ;  Anwendung  von  Natrium- 

amalgam zu  lichtelektrischen  Versuchen. 
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37.  Elster  und  Geitcl,  Wied.  Ann.  41,  S.  167;  Hemmender 

Einfluss  des  Magnetismus  auf  lichtelektrische 

Entladungen  in  verdünnten  Gasen. 

38.  —    Wiener  Ber.  99,  S.  1008;  Elektrische  Beob- 

achtungen auf  dem  hohen  Sonnblick. 

39.  R.  Helmholtz  und  Richarz,  Wried.  Ann.  40,  S.  161;  Ein- 

wirkung chemischer  und  elektrischer  Processe  auf 

einen  Dampfstrahl. 

40.  Branly,  C.  R.  110,  S.  751  und  898;  Zerstreuung  beider 

Elektricitäten  durch  Belichtung. 

41.  Stoletow,   J.  de  phys.,  Ser.  2,  B.  9,  S.  468;  Aktino- 

elektrische  Ströme  (Abhängigkeit  von  Druck  und 

Ladungsdichte). 

42.  Righi,  Rend.  Line.  6,  I.  Sem.,  S.  151;  Elektrische  Con- 

vection. 

43.  —    Rend.  Line.  6,  II.  Sem.,  S.  81;  Trajectorien  bei  der 

Convection. 

44.  —    Mem.  di  Bol.,  Ser.  4,  B.  10;  Photoelektrische  Con- 

vection in  verdünnter  Luft  (Memoria  IV). 

45.  —    Wied.  Ann.  41,  S.  405;  Bemerkung  persönlichen  und 

historischen  Inhalts. 

46.  Hallwachs,  Wied.  Ann.  40,  S.  332;  Fehlerquelle  bei 

lichtelektrischen  Versuchen.  Demonstrationsversuch. 

Historisches. 

47.  Lampa,  Wiener  An  z.  Nr.  9.  S.  79;  Unempfindlichkeit  mine- 

ralischer und  vegetabilischer  Stoffe  im  Sonnenlicht. 

48.  Richarz,  Sitz.-Ber.  Niederrhein.  Ges.  Bonn,  1890- 

Demonstrationsversuch.  Theoretisches  über  Ionen. 

49.  Mebius,  Ex.  Rep.  20,  S.  221 ;  Versuche  mit  einem  Funken 

und  einer  kleinen  Flamme. 

1891. 

50.  Branly,  Lum.  electr.  41,  S.  143;  Zerstreuung  beider 

Elektricitäten  durch  Funkenlicht. 

51.  —    Seanc.  soc.  franc.  de  phys.,  1891,  S.  185;  ditto. 

52.  Breisig,   Dissertation   Bonn   1891;   Einwirkung  des 

Lichtes  auf  elektrische  Entladungen  in  verschiedenen 

Gasen  und  Dämpfen. 
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53.  Elster  und  G eitel,  Wied.  Ann.  42,  S.  564;  Neue  Form 

der  Apparate  für  Entladung  durch  Tageslicht. 

54.  —    —    Lum.  electr.  42,  S.  545;  ditto. 

55.  —    —    Wied.  Ann.  43,  S.  225;  Abhängigkeit  der  Elek- 

tricitätszerstreuuung  von  der  Natur  der  be- 

lichteten Oberfläche. 

56.  —    —    Wied.  Ann.  44,  S.  722;  Elektrische  Zerstreuung 

im  Sonnenlichte  von  mineralischen  Oberflächen. 

1892. 

57a.  Elster  und  Geitel.  Wiener  Ber.  101,  S.  703;  Atmo- 

sphärisches Potentialgefälle  und  ultraviolette 

Sonnenstrahlung. 

57.  —    —    Wied.  Ann.  46,  S.  281;  Lichtelektrische  Versuche 

(an  Vacuumzellen  mit  Alkalikathode). 

58.  Wanka,  Mitth.  der  deutschen  math.  Ges.  Prag  (Ref. 

Beibl.  17,  S.  1103);  Neues  Entladungsexperiment 

(Einfluss  der  Polarisation). 

59.  Branly,  C.  R.  114,  S.  68;  Zerstreuung  beider  Elektricitäten 

durch  sehr  brechbare  Strahlen. 

1893. 

60.  —    CR.  116,  S.  741;  Zerstreuung  beider  Elektricitäten 

im  diffusen  Licht  und  im  Dunkeln. 

61.  —    J.  de  phys.,  Ser.  3,  B.  2,  S.  300;  Zerstreuung  der 

Elektricität  im  Tageslicht. 

62.  Righi.  Mcm.  di  Bol.  3,  S.  115. 

63.  Cantor,  Wiener  Ber.   102,  S.   1188;  Zerstreuung  der 

Elektricität  durch  Licht  (Zusammenhang  mit  chemi- 

schen Processen). 

64.  Elster  und  Geitel,  Wied.  Ann.  48,  S.  625;  Vergleich  von 

Lichtstärken  auf  photoelektrischem  Wege. 

65.  Precht,  Wied.  Ann.  4ü,  S.  162;  Über  Spitzenentladung 

(u.  a.  Einfluss  ultravioletten  Lichtes  darauf)- 

1894. 

66.  Kister  und  Geitel.  Wied.  Ann.  52,  S.  433;  Weitere  licht- 

elektrische Versuche. 
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67.  Kister  und  Geitel,  Herl.  Her.  1894;  Abhängigkeit  des 

photoelektrischen  Stromes  von  der  Lage  der 

Polarisationsebene. 

68.  —    —    Nature  50,  S.  451;  Zusammenfassung  eigener 

Resultate. 

69.  Lodge.  Nature  50.  S.  406;  Lichtelcktrische  Entladung. 

1895. 

70.  Kister  und  Geitel.  Wied.  Ann.  55.  S.  084;  Lichtelek- 

trische Untersuchungen  an  polarisirtem  Licht. 

71.  —    —    Berl.  Ber.  1895;  Abhängigkeit  des  photoelek- 

trischen Stromes  von  Azimut  und  Einfallswinkel 

des  Lichtes. 

71'.  Branly,  C.  K.  120.  S.  829;  Entladung  von  Halbleitern. 

73.  Swyngedauw,  C.  R.  121,  S.  118  und  195;  Einfluss  des 

Lichtes  auf  statisches  und  dynamisches  Entladungs- 

potential. 

74.  Simon,  Wiener  Ber.  104,  S.  565. 

75.  Jaumann,  Wiener  Ber.  104,  S.  7;  Inconstanz  des  Funken- 

potentiales. 

76.  —    Wiener  Ber.  104,  S.  747;  Longitudinales  Licht. 

77.  Dufour,  Dutoit  und  Hofer,  Arch.  de  Gen.  34,  S.  294 

(Ref.  Nat.  Rund.  10,  S.  672);  Entladung  einer  Zink- 

kugel durch  Bogenlicht. 

1896. 

78.  Elster  und  Geitel,  Wied.  Ann.  57,  S.  23;  Angebliche 

Zerstreuung  positiver  Elektricität  durch  Licht. 

79.  —    —    Wied.  Ann.  57,  S.  403;  Einfluss  des  Lichtes  auf 

die  Form  der  Entladung  einer  Influenzmaschine. 

80.  —    —    Wied.  Ann.  59.  S.  487;  Lichtelektrische  Nach- 

wirkung von  Kathodenstrahlen. 

81.  Swyngedauw,  C.  R.  122,  S.  131;  Einfluss  des  Lichtes  aut 

statisches  und  dynamisches  Entladungspotential. 

82.  —    C.  R.  122,  S.  1052;  ditto. 

83.  Warburg,  Wied.  Ann.  59,  S.  1 ;  Wirkung  des  Lichtes  auf 

die  Funkenentladung. 

SitzK  d.  mathem-nalurw.  Gl.:  CVII.  Md..  AMh.  II.  a.  60 
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84.  Klemencic,  Wied.  Ann.  59,  S.  63;  Gegenseitige  Beein- 

flussung zweier  Funkenstrecken. 

85.  Hall  wachs,  Phot.  Arch.  1896,8.289. 

86.  Sella  und  Majorana,  Cim.  3,  S.  238;  Einfluss  von  ultra- 

violettem Licht  und  Röntgenstrahlen  auf  disruptive 

Entladungen. 

87.  Bateiii  und  Garbasso,  Cim.  3,  S.  321:  Einfluss  ultra- 

violetten Lichtes  auf  statische  Ladungen  (rasches 

Verschwinden  der  Leitungsfähigkeit). 

1897. 

88.  Elster  und  Geitel,  Wied.  Ann.  61,  S.  44.");  Abhängigkeit 

des  photoelektrischen  Stromes  von  Schwingungs- 

richtung und  Einfallswinkel  und  Zusammenhang 

mit  Absorption. 

89.  —  Wied.  Ann.  62,  S.  599;  Verhalten  von  Salzen. 

die  in  Alkalimetalldämpfen  gefärbt. 

90.  G.  C.  Schmidt.  Wied.  Ann.  62,  S.  407;  Lichtelektrisches 

Verhalten  von  Flussspath  und  Selen. 

91.  Karoly.  Wied.  Ann.  62,  S.  612;  Demonstrationsversuch 

zum  gegenseitigen  Einfluss  zweier  Funkenstrecken. 

92.  Beattie  und  Smoluchowski,  Phil.  Mag.  43,  S.  418: 

Leitungsfähigkeit  von  Luft  durch  Bestrahlung  mit 

Uran-,  Röntgen-  und  ultravioletten  Strahlen. 

93.  J.  Henry.  Proc.  Cambr.  Phil.  Soc.  9,  S.  319. 

94.  Brillouin,  Ciel  et  Terre  18,  S.  359  (Ref.  Met.  Zeitschr. 

18^8.  Heft  1);  Lichtempfindlichkeit  von  trockenem 

Eis  und  (Ymsequenzen  für  die  Luftelektricität. 

95.  Warburg,   Wied.  Ann.  62,   S.  385:   Verzögerung  der 

Funkenentladung. 

96.  J  au  mann.  Wied.  Ann.  62.  S.  396;  Bemerkungen  zu  den 

Versuche n  S w y  n  g e  d  a u w's. 

1898. 

97.  J.  Zeleny.  Phil.  Mag.  45,  S.  272;  Elektrisirung  von  Luft 

mittelst  ultravioletten  Lichtes. 

98.  G.  C.  Schmidt,   Wied.  Ann.  64,  S.  708:  Beziehung 

zwischen  Fluorescenz  und  Aktinoelektricität. 
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Lichtelektrischc  Erscheinungen. 

Zusammenstellungen  und  kritische  Erörterungen  der  die 

lichtelektrischen  Phänomene  behandelnden  Arbeiten  linden  sich 

in  folgenden  Werken  und  Abhandlungen: 

Winkel  mann.  Handbuch  der  Physik.  III  1. 

J.  J.  Thomson.  Kecent  Researches  in  Electricity  and 

Magnctism,  Chapter  II. 

H.  R..  Zeitschr.  für  phys.  ünterr.  5  l  1891  1892),  S.  36. 

F  Meritt,  Science  4  (1896),  S.  85.S  und  890  (ausführliche 

Besprechung  der  meisten  Arbeiten  bis  1890). 

O.  Lehmann.  Die  elektrischen  Lichterscheinungen  oder 

Entladungen  ilS9«),  S.  208—214. 
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Stolz  O.,  Eine  neue  Form  der  Bedingung  zur  Integrirbarkeit  etner  Function 

einer  Veränderlichen. 

Sitz.  Her.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abth.,  Md.  107  (1898).  S.  736—738. 

Integrirbarkeit  einer  Function  einer  Veränderlichen,  eine  neue  Form  der 

Bedingung  zur 

Stolz  O.,  Sitz.  Her.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898). 

S.  736—738. 

Lecher  £.,  Einige  Bemerkungen  über  Aluminiumanodeu  in  Alaunlösung. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  739  -749 

Aluminiumanoden  in  Alaunlösung,  anomales  Verhalten  derselben. 

Lecher  ES.,  Sitz  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898V 

S  739—749. 

Anomales  Verhalten  von  Aluminiumanoden  in  Alaunlösung. 

Lecher  F.,  Sitz.  Ber.  der  Wienet  Akad..  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898)- 

S.  739—749. 

Cbergangswiderstand  an  Alumiinumanoden 

Lecher  F  ,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad  ,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898). 

S.  739  749, 

Liznar  J.,  Über  die  Änderung  der  eidmngnetischcn  Kraft  mit  der  Höhe. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  11  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S  753  776. 

Erdmagnetismus,  Über  die  Änderung  der  erdmagnetischen  Kraft  mit  der  Höhe. 

Liznar  J.,  Sitz  Ber.  der  Wiener  Akad.,  11  a.  Abth.,  Bd.  107  (189H). 

S.  753-776. 

Kohn  G-,  Über  Tetraeder  in  schiefperspectiver  Lage. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad..  IIa.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  777-7K5. 

TetraSder,  schiefperspeetive. 

Kohn  G.,  Sitz.  Ber  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth..  Bd.  107  (1898). 

S.  777-785. 

Abth.  II  a.,  Juni  und  Juli. 



I I 

•    *      .1     U  '     *'   /.'  :.   •♦,-»*    •       -    -<   i^'MwW    1.-.    IT-  >*1   ♦l'-J  •  !    ..O  lIOJ^ 

I     .-    1  IV'     I.  •  */  *j 

.1  -  .  '  ..ili.  .'    Ji,tini'.  r«  t*>Li  T>.'l  \Ji^ 

••••  'i   ..  .  •  -i    ,n**tl /;lt'jLni:v//  ivms  noiionu'i  l9ftfe  »roiJ-iRdiMn&Jnl 

\vt     ,i  ,  '       ja  .1  .Li...',    -i-ji//         i  fl  , ')\$i*Jfc 

<  .7-  .<. ;  •* 

. ; ;   »'j  .  r! «     ;  j.«<  .  •••••/  .  n  .1-  *  /     .•  U  v..  *-ai  *!•<- 

..••>  .j.  /.  ;  nvLonr.rni;inimut/ 

XmT'H  :.  •    •»;'!/.  ni..   . /.   i  •  «7/      .i  «i!         .  'I  i 

Wi ".    »i5  7  »* 

•):••    •.  (./         ..■•'M.-n'"  uf.  iA  (!.>•/  m#ilmfli»V  «.ulnmonA 

I)  T  >t   .  /   i.  !1    1   ,.•/.     .  >»// ioL  .t  fl  .Mi/  ..'i  i.i//,.! 
"I  ;  -i;;:7  * 

...i"A  «I,  .1..,  -  •      i*V  r     -  i'  x'-:  , 

)i   !)  .'I  f.tf  ::■     n     ■  ••>  ..•*!..♦.       >  i>-  t  "A  *  «!•  ts  ,f)  Ml  un\iJ 

••r-'H  i.J,  ji  fi  '•,•/  T.r    »:♦*    ;i.f|.i9       \.    i-     /  /i ,  i  .<  ' '.  ,<>umr'.iion^>\mLiA 

7-777  ?.  7«:.  .1  >'  ...>t'7  je!!  .  U4/.  >>«t*»  V/  v.t»  ...  t*V 

.wir.  •   •        .vi»  .lsl/JuiiaT 

a«7  -7S7  .«» 

fir,  b'iu  ini  l  ..i:  II  l'MA 

Digitized  by  Google 



I 

Exner  F.  und  E.  Haschek.  Ober  die  ultravioletten  Kunkenspectra  der  Elemente 

(XII.  Mittheilung) 

Sit«  Ber  der  Wiener  Akad  .  IIa  Abth..  Bd.  107(1898).  S.  792-812 

Haschek  E.  und  F.  Exncr,  Ober  die  ultravioletten  Kunkenspectra  der  Elemente. 

(XII.  Mittheilung). 

Sitz.  Bor.  der  Wiener  Akad..  IIa.  Abth..  Bd.  107  (1898).  S.  792-812 

Elemente,  Oer  die  ultravioletten  Kunkenspectra  der  -  (XII  Mittheilung.) 

Exner  F  und  Hasche k  E.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad-,  II  a.  Abth., 

Bd.  107  M898).  S.  792-81  2. 

Kunkenspectra,  Über  die  ultravioletten      der  Elemente  (XII.  Mittheilung.) 

Exner  F  und  Hase hek  K  ,  Sitz  Ber  der  Wiener  Akad..  II.  a  Abth  , 

Bd.  107  (1898).  6.  792-812. 

Exner  F.  und  E.  HaMChek,  l'ber  die  ultravioletten  Funkenspectra  der  Elemente. 
iXIII  Mittheilung). 

Sitz  Ber  der  Wiener  Akad  ,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  813—887 

Hattchck  E.  und  F.  Exner,  Über  die  ultravioletten  Kunkenspectra  der  Elemente. 

(XIII.  Mittheilung). 

Sitz  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth..  Bd  Iü7  (1898).  S.  813-  837 

Elemente,  Ober  die  ultravioletten  Funkenspectra  Jer      (XIII.  Mittheilung) 

Exner  F  und  Haschek  E  .  Sitz  Ber  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth  . 

Bd.  107  (1898;.  S.  813-837. 

Funkenspectra,  Ober  die  ultravioletten  -    der  F.lemente  (XIII.  Mittheilung). 

Exner  F.  und  Ha*ehek  E.,  Sitz  Ber  der  Wiener  Akad  ,  11  a.  Abth  . 

Bd.  107  (1898)   S.  813—837 
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Wippermann  E.,  Qber  Wechselstromcurven  hei  Anwendung  von  Aluminium- 
dektrodou. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad..  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  839  847. 

Aluminiumelektrodcn,  Übe«  Wechselstrom<-ui  ven  bei  Anwendung  derselben. 

Wippcrmann  F.,  Sitz.  Ber  dei  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth.,  Bd.  107 

(1898).  S.  839  -847. 

Wechsetstromcurven  bei  Anwendung  von  Alumnuumclektroden. 

Wipper  mann  K.,  Sitz.  Ber  der  Wiener  Akad..  U  a.  Abth.,  Bd  107 

(1898).  S.  839  -847. 

Mach  I,.,  Über  einige  Verbesserungen  an  Interterenzapparaten. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  I!  a.  Abth.,  Bd.  107  (184*8)  S.  851  -859 

Interferenzapparate,  ('ber  einige  Verbesserungen  an  denselben 
Mach  L„  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a  Abth.,  Bd.  107  (1898) 

S.  851  -859, 

Lauermann  K.,  Zum  NortlMlenprohkm  der  Hyperbel 

Sitz.  Ber.  der  VV  iener  Akad.,  IIa.  Abth..  Bd.  107  (I8«.«8).  S  861-868. 

Hyperbel,  Zum  Sorsn*lenproblem  derselben. 

Lauermann  K.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa  Abth.,  Bd  107 

.1898).  S.  861-868. 

Normalenproblem  der  Hyperbel 

Laucrmann  K.,  Sitz.  Ber   der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth.,  Bd.  107 
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GESAMMTSITZUNG  VOM  11.  OC TOBER  1898. 

Di  c  kaiserliche  Akademie  vereinigte  sich  Dienstag 

den  IL  October  1898  zu  einer  besonderen  Gesammt- 

sitzung,  um  ihrer  tiefen  Trauer  über  das  unter  sc 

entsetzlichen  Umständen  erfolgte  Hinscheiden  Ihrer 

Majestät  der 

KAISERIN  ELISABETH 

Ausdruck  zu  geben. 

Der  Präsident,  Professor  E.  Suess,  erinnerte,  wie 

weder  Ihre  Krone  die  durchlauchtige  Frau  vor  dem 

grauenhaften  Verbrechen  zu  schützen  vermochte,  noch 

Ihre  persönliche  Anmuth,  noch  Ihre  Barmherzigkeit, 

noch  Ihre  hohe  Bildung,  noch,  was  auch  dem  rohesten 

Menschen  heilig  und  unantastbar  ist,  der  nie  gestillte 

Schmerz  eines  trauernden  Mutterherzens.  Kaum  gebe 

es  unter  den  Millionen  im  ganzen  Reiche  eine  Familie, 

welche  so  schwer  vom  Schicksal  betroffen  wurde,  wie 

das  Kaiserhaus.  Seine  Majestät  den  Kaiser  umgibt 

die  tiefe  Theilnahme  Seiner  Völker  und  der  ganzen 

Welt. 

Nach  dieser  Ansprache,  welche  die  Mitglieder  der 

kaiserlichen  Akademie  stehend  angehört  hatten,  wurde 

die  Sitzung  geschlossen.  Die  Versammlung  trennte 

sich  in  tiefer  Bewegung. 

r,i* 
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XX.  SITZUNG  VOM  13.  OCTOBER  1898. 

Erschienen:  Sitzungsberichte,  Bd.  107,  Abth.  II.  a,  Heft  Iii  (März  1898), 

Heft  IV-V  (April— Mai  1898);  Abth.  II.  b,  Heft  IV— VI  (April— Juni 

1898);  Abth.  III,  Heft  I—  VII  (Janner— Juli  1898).  -  Monatshefte  für 

Chemie,  Bd.  19,  Heft  VI  (Juni  1898);  Heft  VII  — Vlll  (Juli— August  1898). 

Der  Vorsitzende,  Präsident  Prof.  E.  Suess,  begrüsst  die 

Classe  bei  Wiederaufnahme  der  akademischen  Sitzungen  und 

gedenkt  des  Verlustes,  welchen  die  kaiserliche  Akademie  durch 

das  am  31.  August  L  J.  erfolgte  Ableben  ihres  wirklichen  Mit- 

gliedes, Herrn  Hofrath  und  emcrit.  Universitäts-Professor  Dr. 

Robert  Zimmermann  in  Wien  erlitten  hat. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  über 

diesen  Verlust  durch  Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Über  Einladung  des  Vorsitzenden  übernimmt  das  w.  M. 

Herr  Prof.  Franz  Exner  die  Functionen  des  Secretärs  für 

die  heutige  Sitzung. 

Für  die  diesjährigen  Wahlen  sprechen  ihren  Dank  aus, 

und  zwar  Herr  Prof.  Dr.  Friedrich  Becke  in  Wien  für  die  Wahl 

zum  wirklichen  Mitgliede,  Prof.  Dr.  Gottlieb  Haberlandt  in 

Graz  und  Prof.  Dr.  Emil  Zuckerkandl  in  \\rien  für  die  Wahl 

zu  inländischen  correspondirenden  Mitgliedern  dieser  Classe. 

Das  c.  M.  Herr  Gustos  Emil  v.  Marenzeller  in  Wien 

dankt  für  die  ihm  zur  Vornahme  von  vergleichenden  Studien 

der  Korallen  in  Paris,  Berlin  und  Stuttgart  bewilligte  Reise- 

subvention. 

Herr  Gustos  Ernst  Kittl  in  Wien  dankt  für  die  ihm 

bewilligte  Subvention  zur  Fortsetzung  seiner  Studien  der  Trias- 

Bildungen  Bosniens. 
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Herr  Heinrich  Friese  in  Innsbruck  dankt  für  die  ihm 

zur  Drucklegung  seines  Werkes:  »Die  Bienen  Europas« 

bewilligte  Subvention  und  legt  die  betreffenden  Pflichtexem- 

plare dieses  Werkes  vor. 

Herr  Prof.  Dr.  Alois  Walter.  d.Z.  in  Göttingen,  dankt  gleich- 

falls für  die  ihm  zur  Herausgabe  seines  Werkes:  »Theorie 

der  atmosphärischen  Strahlenbrechung«  gewährte  Sub- 

vention unter  Vorlage  der  Pflichtexemplare  dieses  Werkes. 

Das  \v.  M.  Herr  Hofrath  L.  Boltzmann  übersendet 

folgende  zwei  Abhandlungen: 

1.  »Theoretische  Untersuchungen  über  elastische 

Körper.  Kbene  Wellen  mit  Querschwingungen«, 

von  Prof.  Dr.  Paul  Glan  in  Berlin. 

2.  »Entwurf  einer  allgemeinen  Theorie  der  Energie- 

übertragung«, von  Dr.  Gustav  Mie  in  Karlsruhe. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  H.  Molisch  in  Prag  übersendet  eine 

Arbeit  unter  dem  Titel:  »Botanische  Beobachtungen  auf 

Java«,  II.  Abhandlung:  »Über  das  Ausfliessen  des  Saftes 

aus  Stammstücken  von  Lianen«. 

Ferner  ist  eine  Abhandlung  eingelangt  von  Herrn  Georg 

Nakovics  in  Kispest  (bei  Budapest)  unter  dem  Titel:  »Das 

gelöste  Problem  der  allgemeinen  algebraischen  Auf- 

lösung einer  Gleichung  beliebigen  Grades«. 

Versiegelte  Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität  sind 

eingelangt,  und  zwar  von  Herrn  J.  Gotsbacher  in  Wien  mit 

der  Aufschrift:  »Erklärung  der  Herstellung  einer  selbst- 

tätigen Maschine«  (mit  Skizze)  und  von  Herrn  Julius 

A.  Reich  in  Wien  mit  der  Aufschrift:  »Beschreibung  eines 

neuen  Verfahrens  zur  Darstellung  von  Wasserstoff«. 

Das  vv.  M.  Herr  Hofrath  Adolf  Lieben  überreicht  eine  in 

seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeit  des  Herrn  Dr.  Leopold 

K o h n :  »Einwirkung  von  C y a n k a I i u m  auf  aliphatische 

Aldehyde  (Vorläufige  Mittheilung)«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang  legt  eine  Mittheilung 

vor:  »Über  transversale  Töne  von  Kautschukfäden«. 
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Interferenz  der  Kathodenstrahlen 

(I.  Mittheilung) 

von 

G.  Jaumann. 

Ans  dem  physikal.-chcm.  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag. 

Mit  26  Textfiguren.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  7.  Juli  1898.) 

Einleitung. 

§.  1.  Zusammenfassung  der  vorläufigen  Mitthei- 

lung.1 Dort  wurde  constatirt,  dass  mitten  zwischen  zwei 

Kathoden  eine  hellblaue  scharfe  Fläche  auftritt,  wenn  die  Zu- 

leitungen zu  beiden  Kathoden  metallisch,  ohne  Contactfehler  und 

in  jeder  Beziehung  gleich  sind,  und  dass  die  geringste  Ungleich- 

heit dieser  Zuleitungen,  z.  B.  ein  Längenunterschied  von  10  cm, 

diese  hellblaue  Fläche  verbreitert,  so  dass  sie  bald  den 

ganzen  Raum  zwischen  den  Kathoden  mit  Licht  erfüllt. 

Es  war  leicht  zu  erkennen,  dass  diese  blaue  Fläche 

durch  Kathodenstrahlen  erzeugt  wird,2  welche  von  beiden 

Kathoden  ausgehen  und  in  dem  mittleren  Orte3  zusammen- 

treffen. Dass  die  geringfügige  Längenverschiedenheit  der  metal- 

lischen Zuleitungen  eine  so  deutliche  (verbreiternde)  Wirkung 

auf  die  blaue  Fläche  hat,  legt  es  nahe,  als  Lirsache  dieser  Ver- 

breiterung die  durch  die  Längenverschiedenheit  der  Zuleitungen 

bewirkte  Phasendifferenz  der  Hertz'schen  Schwin- 

gungen der  Kathoden  anzunehmen.  Denn  alle  anderen  denk- 

baren, durch  diese  Längenverschiedenheit  bewirkten  Differenzen 

i  Mitth.  der  deutschen  math.  Üesellsch.  zu  Prag,  S.  146,  1892;  Wied. 

Ann.,  57,  S.  152,  1896. 

I  L.  c.  S.  154. 

•  L.  c.  S.  153. 
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des  Zustandes  der  beiden  Kathoden  können  nur  klein  sein  und 

nur  kleine  Wirkungen  haben,  eine  ebenso  kleine  Phasen- 

differenz kann  aber  sehr  deutliche  Effecte  hervorrufen. 

Ist  diese  Erscheinung  wirklich  eine  In  terferenzerschei- 

nung  der  Kathodenstrahlen,  so  sind  diese  hienach  für  elek- 

trische Strahlen  von  derselben  Schwingungsdauer 1  wie  die 

Hertz'schen  Strahlen  zu  halten,  obgleich  sie  so  ganz  andere 
Entstehung  und  ganz  andere  Eigenschaften  haben.  So  wird 

man  zu  der  Yermuthung  geleitet,  dass  die  Kathodenstrahlen 

longitudinale  elektrische  Strahlen  sind,  deren  Schwingungs- 

dauer dieselbe  Grössenordnung  hat  wie  jene  der  Hertz'schen 
Strahlen. 

Diesen  letzteren  Gedanken  habe  ich  zunächst  zu  einer 

Theorie  entwickelt,2  welche  die  Eigenschaften  der  Kathoden- 

strahlen mindestens  ebenso  gut  darstellt  als  die  Crookes'sche 
Emissionstheorie  der  Kathodenstrahlen  und  welche  den  Vor- 

zug hat,  von  der  Maxwell'schen  Theorie  auszugehen.  Siehe 
hierüber  vv.  u.  §.  60. 

§.2.  Verschiebung  der  Interferenzfläche.  Der  wesent- 

liche Schritt  obiger  Schlussweise  liegt  darin,  dass  man  sich 

begnügt,  bei  Längenverschiedenheit  der  Zuleitungen  zu  den 

Kathoden  irgend  eine  Veränderung  der  blauen  Fläche  ein- 

treten zu  sehen,  und  davon  absieht,  dass  diese  Veränderung 

nicht  jenen  Charakter  hat.  welchen  man  erwarten  muss,  wenn 

sie  durch  eine  PhasendifTerenz  der  von  beiden  Kathoden  aus- 

gehenden und  interferirenden  Strahlen  hervorgerufen  werden 

soll.  Die  un verbreiterte  Fläche  hat,  weil  sie  bei  den  ver- 

schiedensten Kathodenformen  stets  den  mittleren  Ort  erfüllt, 

zwar  ganz  den  Charakter  einer  Interferenz  fläche.  Im  Falle 

einer  PhasenditTerenz  sollte  sie  sich  jedoch  verschieben, 

nicht  verbreitern. 

Ich  hatte  damals  nicht  die  Gelegenheit,  dies  weiter  zu 

verfolgen,  habe  jedoch  im  Vorjahre  gezeigt,3  dass  sich  bei 

eorrecter  Aufstellung  die  Interferenzfläche  bei  Einführung  einer 

i  1..  c.  S.  155  und  157. 

•-'  Longitudinalcs  Licht,  diese  Sitzungsberichte,  Bd.  104,  Juli  I  895 ;  Wied. 
Ann  .  57.  S.  147,  I89f>. 

3  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  100,  Juli  1897 ;  Wied.  Ann.,  64,  S.  292,  1898. 
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Verschiedenheit  der  Zuleitungen  verschiebt  und  nicht  ver- 

breitert. Letzteres  tritt  überhaupt  nur  bei  speciellen,  unreinen 

Aufstellungen  ein. 

§.  3.  Programm  der  vorliegenden  Arbeit.  Nun  fehlt 

noch  Folgendes  zum  Beweise,  dass  man  es  hier  mit  einer 

Interferenzerscheinung  zu  thun  hat: 

1.  Bei  weiterer  Verlängerung  einer  der  Zuleitungen  soll 

die  Phasendifferenz  der  Kathoden  weiter  wachsen  bis  zum 

Betrage  einer  ganzen  Schwingungsdauer.  Dann  muss  die  Inter- 

ferenzfläche, welche  längst  an  der  Seite  einer  Kathode  aus  dem 

Felde  gewandert  ist,  aus  der  anderen  Kathode  wieder  austreten 

und  nochmals  durch  das  Feld  gehen. 

Dieses  Experiment  ist  gelungen  und  wird  w.  u.  beschrieben. 

Es  ist  ein  Beweis,  dass  die  Hertz'schen  Schwingungen  in  den 
Drähten  die  letzte  Ursache  des  Auftretens  der  hellen  Fläche 

sind,  aber  noch  kein  Beweis,  dass  die  Erscheinung  eine 

Interferenzerscheinung  ist,  also  noch  kein  Beweis  für  die 

Undulationstheorie  der  Kathodenstrahlen.  Denn  auch  nach  der 

Emissionstheorie  der  Strahlen  müssten  dieselben  während 

jeder  zweiten  Halbperiode  der  Hertz'schen  Schwingungen  der 
Kathoden,  nämlich  dann,  wenn  dieselben  negativ  geladen  sind, 

von  denselben  ausgehen  und  in  einer  Fläche  von  mittlerer, 

beziehungsweise  verschobener  Lage  aufeinander  prallen,  wenn 

die  Phase  derSchwingungen  beider  Kathoden  gleich,  beziehungs- 

weise etwas  verschieden  ist.  Selbst  wenn  man  die  Wellenlänge 

der  Strahlen  so  klein  nimmt,  dass  mehrere  helle  Flächen 

gleichzeitig  im  Felde  erscheinen  und  diese  sich  entsprechend 

verschiebbar  zeigen  würden,  so  wäre  dies  kein  Beweis  gegen 

die  Emissionstheorie.  Mit  so  kleinen  Wellenlängen  (von  einigen 

Millimetern  Länge)  habe  ich  jedoch  noch  keinen  Versuch  ge- 

macht, wohl  aber  mit  nahezu  so  kleinen  Wellenlängen.  Siehe  §.50. 

2.  Der  Beweis  für  die  und ulatori sehe  Natur  der 

Kathodenstrahlen  kann  nur  in  der  Wreise  geführt  weiden,  dass 

man  zeigt,  dass  Kathodenstrahlen  zu  Kathodenstrahlen 

von  entgegengesetzter  Phase  hinzugefügt  in  einer 

dunklen  Fläche  interferiren.  Diese  dunkle  Fläche  habe 

ich  bei  allen  reinen  Aufstellungen  erhalten.  Sie  ist 

vollkommen  schwarz,  nicht  ganz  so  schmal,  sonst  von  genau 
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gleicher  form  wie  die  helle  Interferenzfläche,  genau  ebenso 

wie  diese  durch  Längenverschiedenheiten  etc.  der  Zuleitungen 

verschiebbar. 

3.  Schliesslich  ist  der  Nachweis  erforderlich,  dass  die 

Kathoden  bei  unsymmetrischer  Zuleitung  wirklich  Hertz'sche 
Schwingungen  von  angebbarer  Phasendifferenz  ausführen, 

die  Grösse  dieser  Phasendifferenz  ist  unabhängig  von  den 

Beobachtungen  der  Lichterscheinung  im  Vacuum  zu  bestimmen 

und  zu  zeigen,  dass  diese  Grösse  der  Grösse  der  Ver- 

schiebung der  hellen,  beziehungsweise  dunklen  Inter- 

ferenz fläche  proportional  ist.  Dies  läuft  auf  eine  Unter- 

suchung der  Schwingungen  in  dem  Drahtsystem  hinaus; 

man  befindet  sich  hiebei,  was  die  rechnerische  und  experi- 

mentelle Seite  betrifft,  auf  sicherem  Boden,  könnte  also  rasch 

fertig  werden.  Gerade  hier  wurde  ich  jedoch  durch  einen,  wie 

sich  endlich  zeigte,  ganz  unrichtigen  Schluss  lange  aufgehalten. 

Ich  hielt  es  für  unmöglich,  dass  zwei  beliebige  Punkte  eines 

verzweigten  Systems  gut  leitender  Drähte  mit  einer  merklich 

anderen  Phasendifferenz  als  0  oder  einer  halben  Schwingungs- 

dauer schwingen,  falls  die  Schwingungen  stehende  sind. 

Ich  widerstand  deshalb  der  Überzeugung,  dass  es  stehende 

Schwingungen  des  Drahtsystems  sind,  welche  die  Interferenz- 

flächen bewirken,  so  lange  es  anging.  Endlich  schloss  ich, 

dass  auch  stehende  schwach  gedämpfte  Schwingungen  gegen 

alles  Vermuthen  doch  beliebige  PhasendifTerenzen  haben 

können  und  liess  mich  auf  die  ausführliche  Rechnung  ein. 

Das  Gesetz  dieser  Phasenverschiebungen  ergab  sich  durch  die 

Rechnung  wirklich  als  ein  sehr  eigenthümliches.  Es  kommt 

auf  die  Dämpfung  der  Schwingungen  und  auf  die  Configura- 

tion,  sowie  die  übrigen  Constanten  des  Oscillators  an,  jedoch 

zeigt  sich,  dass  gerade  für  den  einfachsten,  oft  verwendeten 

Oscillator  die  Rechnung  für  ungedämpfte  Schwingungen  den 

Grenzfall  der  allgemeinen  Rechnung  für  gedämpfte  Schwin- 

gungen nicht  vollständig  darstellt.  Lässt  man  nämlich  die 

Dämpfung  allmälig  gegen  Null  abnehmen,  so  können  die 

Phasendifferenzen  'f,  welche  durch  eine  gegebene  kleine  Un- 

symmetne  n  des  Oscillators  bewirkt  werden,  cet.  par.  immer 

grössere  Werthe  annehmen  und  für  die  Dämpfung  0  kann 
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das  Verhältnis     (die  Geschwindigkeit  der  Phasenverschiebung) 
u 

sogar  oo  gross  werden.  Die  directe  Rechnung  für  die 

Dämpfung  0,  welche  für  die  Geschwindigkeit  der  Phasenver- 

schiebung den  Werth  0  ergibt,  hat  also  keine  physikalische 

Bedeutung. 

I.  Capitel. 

Phasendifferenzen  der  verzweigten  Oscillatoren. 

§.  4.  Brauchbarkeit  der  verzweigten  Oscillatoren. 

Über  die  Schwingungsdauern  verzweigter  Oscillatoren 

besitzt  man  Messungen  und  Rechnungen  von  v.  Geitler,1 

Fürst  Galitzin,  Oberbeck,  Mazzotto  u.  A.  Max  Wien 

behandelt  die  Schwingungsdauern  und  Dämpfungen  ver- 

koppelter Systeme,  erstere  in  der  Absicht,  die  Schwingungen 

dieser  verzweigten  Systeme  experimentell  zu  studiren,  letzterer 

akustischer  Analogien  wegen. 

Von  mir  rührt  die  erste  Berechnung2  der  Schwingungen 

der  verzweigten,  ungedämpften  Oscillatoren  her,  welche  zeigte, 

dass  ein  System  von  //  beliebig  durch  verzweigte  Drähte  ver- 

bundenen Capacitäten  (;/  —  1)  simultane  incohärente  Grund- 

schwingungen von  verschiedenen  dort  angegebenen  Schwin- 

gungsdauern haben  soll.  Diese  Rechnung  steht  in  Überein- 

stimmung mit  den  oben  angeführten  Messungen  von  v.  Geitler 

für  einen  Oscillator  mit  drei  Capacitäten  (Fig.  ()).  Ich  habe  seit 

dem  Interferenzexperiment  über  Kathodenstrahlen  und  einem 

Verzweigungsexperiment3  über  elektrische  Entladung  von  einer 

anderen  Seite  her  Interesse  für  die  Schwingungen  verzweigter 

Oscillatoren  gefasst.  Dieselben  sind  ein  sehr  brauchbares 

Instrument  zur  Untersuchung  der  Entladung  und  der 

Kathoden  strahlen.  Das  Interesse,  welches  die  Schwingungen 

dieser  Systeme  für  den  deducirenden  Experimentator  haben,  wird 

übertroffen  von  der  Brauchbarkeit,  welche  die  Phasendiffe- 

renzen und  Am plitude n Verschiedenheiten  der  einzelnen 

1  Wied.  Ann.,  55,  S.  514,  1895. 

5  Herr  v.  Geitler  hatte  die  Freundlichkeit,  diese  Rechnung  (ebenda 

S.  521)  aufzunehmen. 

»  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  97,  S.88,  1888.  Wied.  Ann.,  »2,  S.  397,  18i>7. 



922 G.  Jaumann, 

Zweige  des  Oscillators  für  das  inductive  Experimentiren  be- 

sitzen. 

Ziemlich  gleichzeitig  mit  meinem  ersten  Experiment  über 

die  Interferenz  der  Kathodenstrahlen  haben  H.  Ebert  und 

E.  W  i  e  d  e  m  a n  n  in  richtiger  Erkenntniss,  dass  man  zum  Studium 

der  Lichterscheinungen  im  Vacuum  reine  elektrische  Schwin- 

gungen braucht,  einen  verzweigten  Oscillator  zu  interessanten 

Versuchen  angewendet.1  Sie  sind  allerdings  bei  einer  speciellen 

Form  dieser  Oscillatoren,  nämlich  dem  Lee her'schen  Oscillator, 

stehen  geblieben.  Dieser  symmetrische  Lecher'sche  Oscillator 

zeigt  keine  Amplituden-  und  Phasenverschiedenheiten,  und  das 

Studium  der  Wirkung  dieser  Verschiedenheiten  auf  das  Vacuum 

scheint  mir  förderlich  zu  sein. 

Die  Phasendifferenzen  und  Amplitudenverschiedenheiten 

verzweigter  Oscillatoren  sollen  nun  zunächst  berechnet  werden. 

§.  5.  Skizze  der  allgemeinen  Rechnung.  Es  seien 

«  Conductoren  (1,2,..  .n),  deren  Potentiale  V{  und  deren  Capa- 

citätscoefficienten  clk  genannt  werden,  in  allen  ~u(n  —  1) 

Combinationen  durch  capaci tätsfrei e  Drähte  verbunden, 

deren  Widerstände  wik,  Stromstärken  Jik  und  Inductionscoeffi- 

cienten  pa  seien,  wobei  die  vier  Indices  die  vier  Endconductoren 

ET 
der  aufeinander  wirkenden  Drähte  bezeichnen.   Aus  dieser 

Anordnung  kann  man  jede  specielle  Form  eines  Oscillators 

ableiten,  indem  man  einige  der  c,  w  und  p  gleich  0  oder  oo  setzt. 

Es  gelten  die  Ki  rch  hoff 'sehen  Gleichungen: 

k  =  n  k  =  »i 

V  Jik  =       V  ctkVk       (/-  1,2,.  . .«) dt 

ä 

k  =  1  *  =  1 

t  =  »/  k  —  n 

   ik  \7j  —       O,.  .  .11 dt    —  ~ 
1  =  1  lal 

dVt 

Aus  den  ersten  Gleichungen   lassen  sich  die  als 
dt 

lineare  Functionen  der  Jik  bestimmen.  Die  Coefficienten  der  Jik 

'  H,  Eber!  und  K.  Wiedem  an  n,  Wied.  Ann..  48.  S.  549,  1S93. 

1 Digitized  by  Google 
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mögen  mik  heissen.  Die  zweiten  Gleichungen  nehmen  hiedurch 
t 

die  Form  an: 

^   i  =  n  k  =  ti  ^  »  =  «*  =  !/ 

  V    V  p„  Jik  +  tvtV-  Jty  —  V   \  {mik—mik)Jik 
dt2  —>  — -    it  dt  —  £— i      !  t, 

i  m  1  k  -  1  i =  1  k  =  1 

'l  =  1,2,..  .«■ 

<vi)  =  2,  3, .   . >/, 

Von  diesen  Gleichungen  ist 

J,k  —  Artt—*'  sin  .r/, 

worin  A  x  und  a  reelle  Constante  sind,  nur  dann  ein  Integral, 

wenn  für  jede  dieser  ~  n(n —  1)  Gleichungen  gilt 

i  =  n  k  =  n 

<  ,   Ii  U=2t3,...iiJ 

Diese  Bedingungen  müssen  erfüllt  sein,  damit  das  System 

ohne  andere  PhasendirTerenzen  als  0  oder  —  schwingt. 

Die  einfachste  Art.  diese  Bedingungen  zu  erfüllen,  ist 

der  Fall 

I7J  ik 

d.  h.  wenn  die  Drähte  keine  gegenseitige  Induction  haben  und 

ihre  Selbstinductionen  zu  den  Widerständen  in  constantem 

Verhältniss  stehen. 

Der  Fall  w/«T(  =  0,  a  —  0,  welcher  ebenfalls  diese  Bedin- 

gungen erfüllt,  hat  keine  physikalische  Bedeutung.  Der  Fall, 

dass  sämmtliche  wlT>  sehr  klein  sind,  muss  nicht  nothwendig 

die  Bedingungen  der  Phasengleichheit  mit  Annäherung  erfüllen. 

Im  allgemeinen  Falle  schwingen  alle  Drähte  des  Oscillators 

mit  ganz  verschiedenen  Phasen.  Es  hat  das  Integral  die  Form: 

J,k  —  Aikcat, 
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worin  Alt  eine  reelle,  a  eine  complexe  Zahl  ist.  Setzt  man  diese 

Lösung  ein,  so  erhält  man  -i  «(« —  1)  in  den  4  homogene 

lineare  Gleichungen,  aus  welchen  man  die  Unbekannten,  näm- 

Ak 

lieh  die  Zahl  a  und  die  Amplitudenverhältnisse  —  ,  welche 

auch  die  Phasendifferenzen  bestimmen,  berechnen  kann. 

Es  soll  noch  bemerkt  werden,  dass  diese  Phasendifferenzen, 

welche  die  frei  schwingenden  Oscillatoren  zeigen,  keine 

Verwandtschaft  haben  mit  den  Phasendifferenzen,  welche 

Wechselströme  mit  aufgezwungener  Periode  in  gekoppelten 

Systemen  aufweisen.  Die  hier  behandelten  Phasendifferenzen 

hängen  wesentlich  von  der  Zahl  a  ab,  wie  man  aus  obiger 

Rechnung  ersieht.  Jede  der  ;/  Schwingungsdauern  desselben 

Oscillators  hat  eine  andere  Dämpfung  und  weist  völlig  indivi- 

duelle V ertheilungen  der  Phasendifferenzen  der  einzelnen 

Zweige  des  Oscillators  auf.  Die  Wechselstromsysteme  hin- 

gegen schwingen  überhaupt  nicht  mit  einer  Eigenschwingungs- 

dauer, sondern  haben  eine  durch  die  Umlaufsgeschwindig- 

keit der  Wechselstrommaschine  bestimmte  Periode.  Man  kann 

die  Phasendifferenzen  der  unfrei  und  langsam  oscillirenden 

Wechselströme  nicht  einmal  als  einen  Grenzfall  der  hier  be- 

handelten Phasendifferenzen  betrachten. 

§.  6.  Wichtigste  Formen  der  verzweigten  Oscilla- 

toren. Die  für  die  nächsten  Zwecke  vorliegender  Arbeit  ver- 

J 

Fig.  I.  Fi«.  2. 

wendeten  Formen  der  Oscillatoren  sind  in  Fig.  1  und  2  dar- 

gestellt, und  zwar:  der  einfach  verzweigte  Oscillator 
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(Fig.  I),  welcher  aus  drei  Conductoren  1,  2,  3  besteht,  welche 

durch  Drähte  mit  einem  mittleren  Verzweigungspunkt  s  ver- 

bunden sind,  und  der  zweifach  verzweigte  üscillator, 

welcher  aus  vier  Conductoren  besteht,  1,  2,  3,  4  (Fig.  2),  welche 

paarweise  durch  Drähte  verbunden  sind,  über  welche  eine 

Brücke  b  gelegt  ist 

Die  Conductoren  1  und  2  mögen  in  beiden  Fällen  mit  den 

zwei  Kathoden  kurz  verbunden  sein  oder  diese  Kathoden  selbst 

vorstellen. 

Ich  habe  bisher  vornehmlich  den  einfach  verzweigten 

Oscillator  in  Verwendung  genommen  und  beschränke  deshalb 

vorläufig  die  weitere  specielle  Rechnung  auf  diesen  Oscillator. 

§.  7.  Berechnung  der  Phasendifferenzen  des  ein- 

fach verzweigten  Oscillators.  Bezeichne  der  Index  0  die 

leitende  Oberfläche  des  Zimmers,  die  Indices  1,  2,  3  die  drei 

Conductoren  des  Oscillators,  und  zwar  1  und  2  die  beiden 

Kathoden. 

Die  gesammte  Capacität  eines  dieser  vier  Conductoren 

sei  K,,  die  Capacität  zweier  Conductoren  gegen  einander  sei  kiy 

Es  ist  dann 

Kf = y  kn   (kn  =  o). 

l'p  \ r2,  Va  bezeichne  die  Potentialdifferenz  der  drei  Con- 

ductoren gegen  0;  Jv  ./2,  ./3  die  Stromstärken  in  den  Drähten 

ls,  2s,  3s  (Fig.  1).  Die  Differentialquotienten  dieser  Variablen 

nach  der  Zeit  werden  durch  Strichel  bezeichnet. 

Es  handelt  sich  zunächst  darum,  (KJ — V[)  und  (V!A — l'.') 
als  Functionen  von  ./,  und  J2  darzustellen.  Zu  diesem  Zwecke 

geben  wir  den  ersten  Kirch  ho  ff sehen  Gleichungen  die  Form: 

kl2(  K;  -  V[  )-KjV!-V!^  +  kia     =  -  J,     '  1 

M K-  v[)  +  *M< ̂ -nO+*so  K  =  4  +  h  I 

woraus  man  erhält: 

V'-V>,  =  HJ,  +  CtJ, 
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Hierin  ist: 

G.  Jaumann, 

.11.0,=  A'aA'0-**0;  MG2  =  h\K0-kl;  MH  —  K0kl3—kxok2lt 

worin  M  die  Determinante  der  Coefficienten  der  Gleichungen  1) 

bedeutet. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  py  den  Inductionscoefficienten 

des  Drahtes  i  auf  den  Draht /  und  mit  fvt  den  Widerstand  des 

Drahtes  i.  Das  Potential  des  Verzweigungspunktes  5  kann  in 

drei  verschiedenen  Weisen  (aus  dem  Potential  jedes  der  drei 

Conductoren)  abgeleitet  werden,  welche  wir  gleichsetzen  können, 

wodurch  wir  folgende  zwei  Gleichungen  erhalten: 

Berücksichtigen  wir,  dass  Jl  -f-72  =  0  ist,  differenziren 

die  Gleichungen  2)  nach  der  Zeit  und  setzen  die  Werthe  für 

(FjJ — V[)  und       — T,)  aus  1')  in  2)  ein.  so  ergibt  sich: 

PxJ'i  +  QJ»+\\\J[+  U  J't+G%Jx+HJ%  =  0  ) 

o  7t"  -4-  pty«  +  r  jx  +  h    +//./,  +  g2  ja  =  o ) 

worin  ist: 

Px=Pn+P™—-P^  P2=Pn+Pu—2P*»> 

Q  ~  Pi2  +  Pw— Pii—  Pn 

W\  —  w,  +  wt;  U;  =  m,-4-«'3;  £7  =  w3. 

Diese  Gleichungen  3)  bilden  die  Grundlage  der 

weiteren  Rechnung.  Sie  enthalten  nur  mehr  die  Variablen 

und  J.,.  Bei  ihrer  Ableitung  wurde  angenommen,  dass  die 

Stromstärke  in  jedem  der  drei  Drähte  nur  von  der  Zeit  abhängt, 

sich  längs  der  Drähte  nicht  ändert,  dass  also  die  Capacität  der 

Drähte  sehr  klein  oder  die  Wellenlänge  der  Schwingungen  in 

den  Drähten  sehr  gross  gegen  die  Länge  der  Drähte  ist.  Auf 

diese  Vernachlässigung  muss  man  beim  Experiment  Rücksicht 

nehmen,  wenn  es  auf  genaue  Übereinstimmung  ankommt.  Man 
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muss  dann  die  Drähte  möglichst  dünn  und  kurz,  die  Capacität 

der  Conductoren  aber  gross  wählen. 

Ein  Integral  der  Gleichungen  3)  ist: 

Setzt  man  diese  Lösung  in  3)  ein,  so  erhält  man  zur 

Bestimmung  von  a  die  biquadratische  Gleichung: 

1  1        "    x  =0.  a) 

On?+  Vi  +H,  P2a2+ 

Der  einfach  verzweigte  Oscillator  ist  also  nur  zweier 

Grundschwing u ngen  von  völlig  verschiedener  Schwin- 

gungsdauer und  Dämpfung  fähig.  Uns  interessiren  nämlich 

nur  jene  Fälle,  in  welchen  von  den  vier  Wurzeln  dieser 

Gleichung  je  zwei  conjugirt  complex  sind.  Die  Oscillatoren, 

welche  aperiodische  Schwingungen  zeigen,  lassen  wir  ausser 

Betracht. 

Es  sei  für  eine  dieser  zwei  Schwingungen: 

a  =  und    3  =  }  —  if. 

Setzen  wir  diese  zwei  VVerthe  in  eine  der  Gleichungen  3) 

ein,  so  werden  wir  im  Allgemeinen  für        zwei  verschiedene 

E  E 

VVerthe  erhalten,  welche  mit  — und  -~-  bezeichnet  werden. 
E,  Es 

Es  wird  ausreichen,  die  Bedingung  datür  zu  kennen,  dass 

^  =  ±  £-.  b) 
E,  E, 

Im  Falle  das  obere  Zeichen  gilt,  finden  die  Schwingungen 

der  beiden  Kathoden  mit  gleicher  oder  entgegengesetzter  Phase 

statt,  im  Falle  das  untereZeichen  gilt,  finden  diese  Schwingungen 

mit  der  Phasendifferenz  von  V,  oder  3/4  der  Schwingungsdauer 
statt. 

Die  Bedingung  b)  ist  nach  der  ersten  der  Gleichungen  3) 

erfüllt,  wenn 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  CL;  CVH.  Bd.,  Abth.  IL  a.  62 
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was  für  das  obere  Vorzeichen  sich  in  die  Form  bringen  lässt: 

(?S+f)(UP-0Wl)  +  2?(HPl-QG1)MHWl-rGl)  =  0.  c> 

Es  ist  gestattet,  in  dieser  Gleichung  den  Index  1  mit  2  zu 

vertauschen,  nachdem  man  den  Werth  von  ß  und  7,  welche  nach  a  1 

bekannte  Functionen  der  Constanten  sind,  eingesetzt  hat. 

£  und  7  können  nach  a)  zwei  verschiedene  zusammen- 

gehörige Werthepaare  besitzen.  Dies  gibt  für  jede  der  zwei 

Schwingungen  des  Oscillators  eine  Bedingung  c),  welche 

durch  die  Constanten  erfüllt  sein  muss,  damit  die  Kathoden 

1  und  2  mit  gleicher  oder  genau  entgegengesetzter  Phase 

schwingen. 

Im  Falle  symmetrischer. Anordnung  des  Oscillators  ist 

die  Bedingung  c)  für  beide  Schwingungen  erfüllt.  Man  kann 

von  dieser  Anordnung  ausgehend  eine  der  Constanten  der  Auf- 

stellung beliebig  ändern,  muss  aber  dies  durch  entsprechende 

Änderung  einer  anderen  Constanten  compensiren,  damit  wieder 

c)  erfüllt  ist.  Damit  also  Phasengleichheit,  respective  genau 

entgegengesetzte  Phase  eintritt,  ist  nicht  gerade  Symmetrie  des 

Oscillators,  sondern  allgemeiner  ein  durch  c)  definirtes  Gleich- 

gewicht der  Constanten  des  Oscillators  erforderlich.  Wenn  z.  B. 

die  Zuleitung  zu  einer  der  Kathoden  eine  grössere  Selbst- 

induetion  hat,  so  kann  man  dies  durch  Verkleinerung  der 

Capacität  dieser  Kathode  compensiren,  so  dass  wieder  Phasen- 

gleichheit eintritt. 

Die  Gleichung  c)  ist  aber  nicht  eindeutig,  sondern  in 

Bezug  auf  jede  der  Constanten,  so  viel  ich  sehen  kann,  vom 

32.  Grade.  Wenn  alle  Constanten  des  Oscillators  bis  auf  eine 

gegeben  sind,  so  gibt  es  hienach  für  jede  der  zwei  Schwin- 

gungen des  Oscillators  32  verschiedene  Werthe  dieser 

letzten  Constanten,  für  welche  Phasengleichheit  oder  genau 

entgegengesetzte  Phase  eintritt.  Diese  32  Werthe  müssen  frei- 

lich nicht  alle  physikalisch  realisirbar  sein. 

Verlangt  man  ausser  der  Phasengleichheit  noch  die  Ampli- 

tudengleichheit, so  legt  dies  dem  Oscillator  eine  zweite  ßedin-  1 

gung  auf.  welche  im  Symmetriefalle  ebenfalls  erfüllt  ist.  Sind 

alle  Constanten  des  Oscillators  bis  auf  zwei  gegeben,  so  sind 

diese  letzteren  mehrdeutig  bestimmt  durch  die  Bedingung. 

Digitized  by  Google 



Interferenz  der  Kathodcnstrahlen 929 

das«.  Phasengleichheit,  respective  genau  entgegengesetzte  Phase 

und  Amplitudengleichheit  eintreten  soll. 

ij.  8.  Gleichungen  für  (Jt+J9)  und  (Jx — J.2).  Die  obige 

Rechnung  liesse  sich  nur  mit  der  grössten  Umständlichkeit  bis 

ZU  völlig  expliciten  Resultaten  führen.  VVir  beschranken  uns 

deshalb  auf  die  Falle,  in  welchen  die  Schwingungen  der 

Kathoden  mit  nahezu  gleicher,  respective  entgegengesetzter 

Phase  und  nahezu  gleicher  Amplitude  stattlinden.  Es  sind 

dies  auch  die  wichtigsten  und  am  besten  beobachtbaren  Kalle. 

Für  diese  Fälle  nimmt  entweder  (Jt+J9)  oder  <'./, — J.,) 
einen  sehr  kleinen  Werth  an,  welchen  wir  gegen  endliche  Grössen 

vernachlässigen  können.  Deshalb  setzen  wir  in  Gleichung  3) 

Ferner  können,  müssen  jedoch  nicht,  die  Zuleitungen 

zu  beiden  Kathoden  nahezu  symmetrisch  sein,  so  dass  (P, — Pa), 

(W*  —  H'j,),  CG,—  G2)  sein'  klein  werden.  Um  diesen  Vortheil 
nicht  ausser  Acht  zu  lassen,  addiren  wir  die  Gleichungen  3) 

und  subtrahiren  sie  auch.  So  ergibt  sich: 

+  GiJx+J.,)  +  \G(Jx—J%)  —  0  \a) 

Hierin  ist: 

p    :  P%  +  Pt  +  2Q  =  pxx  +  pt%+2pxt+  1./':,-/',-/',,)  \ 

ir  —  n  j  +  u ;  +  2  v  =  «»,  +    4-  4  w,  i 

;/•  -  \\\  +  H;—2r  =  w,  +  ws  / 

G  =G,  +  Gf+2/f=    0  f*is+*w+4*w>  +       (*l0+*M)  f 

A'  v 

AG  =  Gx-Gt  =  -  ̂   ^  I 

.1/  r=  X',0(  7\j/v,  — /{•'*)  (annähernder  Werth  i. 
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Die  Grossen  AP,  AH'.  AG  können  beliebig  gross  sein. 
Der  hier  angegebene  Werth  von  M  gilt  jedoch  nur  in  dem  Falle 

genau,  dass  (AG)2  gegen  G  zu  vernachlässigen  ist.  Sonst  hat 

man  M  nach  §.  7  aus  Gleichung  1)  zu  berechnen.  M  ist  eine 

stets  positive  Constante. 

§.  9.  Die  zwei  Schwingungen  des  nahezu  sym- 

metrischen Oscillators.  In  jedem  nahezu  symmetrischen, 

einfach  verzweigten  Oscillator  sind  zwei  Schwingungen 

von  völlig  verschiedener  Schwingungsdauer  und 

völlig  verschiedener  Dämpfung  möglich,  welche  wir  als 

Schwingung  I)  und  Schwingung  II)  unterscheiden  wollen. 

Bei  Schwingung  I  sind  die  Schwingungen  der 

Kathoden  nahezu  gleich  und  nahezu  von  gleicher 

Phase.  Die  Schwingung  des  Conductors  3  hat  hiebei  nahezu 

doppeltes  Ausmass  und  nahezu  entgegengesetzte  Phase  wie 

die  Schwingungen  der  Kathoden.  Bei  Schwingung  II  sind 

die  Schwingungen  der  Kathoden  nahezu  gleich  gross 

und  nahezu  entgegengesetzt  gerichtet,  d.  h.  ihre  Phasen- 

differenz  ist  nahezu  gleich  einer  halben  Schwingungsdauer.  In 

diesem  Kalle  sind  die  Schwingungen  des  dritten  Conductors 

nahezu  Null,  sein  Einfluss  auf  den  Verlauf  der  Schwingungen 

der  Kathoden  aber,  wie  man  aus  dem  Folgenden  ersieht,  keines- 

wegs unwichtiger  als  bei  Schwingung  I. 

§.  10.  Die  nahezu  amplitudengleichen  und  nahezu 

phasengleichen,  respective  nahezu  entgegengesetzt- 

phasigen  Schwingungen  bei  nicht  symmetrischen 

Oscillatoren.  Die  Schwingungen  1  und  II,  £.  9  sind  auch  für 

viele  nicht  symmetrische  Oscillatoren  möglich.  Jedoch  sind 

nicht  beide  gleichzeitig  in  demselben  Oscillator  möglich,  aus- 

genommen derselbe  ist  symmetrisch.  Damit  eine  der  Schwin- 

gungen I  oder  II  auftritt,  müssen  die  Constanten  des  Oscillators 

eine  gewisse,  w.  u.  13  angegebene  Bedingung  erfüllen.  Die 

zweite  Schwingung,  welche  dieser  Oscillator  dann  aufweist, 

hat  im  Allgemeinen  nicht  so  einfachen  Charakter,  die  Schwin- 

gungen der  Kathoden  sind  weder  amplituden-,  noch  phasen- 

gleich. 
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Wir  setzen  für: 

Schwingung  I 

7,  =  7—87 

73  =  J+  87 

51) 

es  ist  also:  Jv+Jt"=z2J 

und  Jx—J2  —  287. 
und  für: 

7+87 

7+87 

5  11) 

Eine  kleine  Verschiedenheit  der  numerischen  Werthe 

von  Jx  und  J.2  im  Betrage  von  287  ist  durch  diesen  Ansatz 

festgestellt,  und  das  Vorzeichen  von  87  wird  sich  besonders 

für  jede  der  Schwingungen  I  und  II  aus  der  weiteren  Rechnung 

ergeben. 

Der  Vortheil  dieses  Ansatzes  ergibt  sich  daraus,  dass 

(Jx-\-Jt)  bei  Schwingung  I  denselben  Werth  hat  wie  (7j—  72) 

bei  Schwingung  II  und  umgekehrt.  Wenn  man  nun  die  sym- 

metrische Gestalt  der  Gleichungen  4  a)  und  4b)  in  Bezug  auf 

(7,-r-72)  und  (7j—  7.,)  berücksichtigt,  so  erkennt  man,  dass  es 

nur  nöthig  ist,  die  Rechnung  für  einen  Fall,  z.  B.  für 

die  Schwingung  I,  durchzuführen.  Man  erhält  hieraus 

alle  Gleichungen  für  die  Schwingung  II,  wenn  man 

beziehungsweise  P,  W  und  G  mit  p,  w  und  g  vertauscht 

und  umgekehrt. 

Sowohl  die  Schwingungen  von  7  und  37,  als  von  ihren 

Differentialquotienten  nach  der  Zeit  J',  oj',  J"  und  oJ"  lassen 

sich  für  jede  der  incohärenten  Schwingungen  I  und  II  in  je  zwei 

gegen  einander  um  eine  Viertelwellenlänge  verschobene  Theil- 

schwingungen  zerlegen.  Die  Dämpfungszahl  derselben  sei  a, 

die  Scnwingungszahl    —  •  Die  Amplituden  der  zwei  Theil- 
2  t. 

Schwingungen  von  7  können  beliebig  angenommen  werden. 
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Die  Amplituden  der  zwei  Theilschwingungen  von  57  sind 

unendlich  klein  und  mögen  mit  5s  und  5r(  bezeichnet  werden. 

In  folgender  Tabelle  sind  die  Amplituden  aller  dieser 

12  Theilschwingungen  angegeben. 

Tabelle  (3). 

g—mt  sin  xi  e  -«*  cos  xt 

l  i 

7  1 

I   y  -* 

V  « 

C.7  — ttOI —  XVt[ 

I  ii 

Hienach  bedeutet  25s  die  Verschiedenheit  der  Ampli- 

tude der  totalen  Schwingungen  der  beiden  Kathoden. 

3tj  bestimmt  die  Phasenverschiebung  der  Schwingungen 

beider  Kathoden. 

Es  handelt  sich  um  die  Berechnung  von  5s  und  5tj  aus 

den  Gleichungen  4a)  und  Ab). 

§.  11.  Beziehung  zwischen  8t)  und  der  Phasen- 

verschiebung der  Schwingungen  der  beiden  Kathoden. 

Fig.  3. 

L'm  aus  5r4  die  Z  e  i  t  5t  zu  bestimmen,  um  welche  die  Schwingung 
an  der  Kathode  2  gegen  jene  an  der  Kathode  1  zurückbleibt, 

müssen  wir  die  Schwingung  I  und  die  Schwingung  II  gesondert 

betrachten. 

In  Fig.  3  stelle  für  den  Fall  Schwingung  I  die  voll- 

ausgezogene Wellenlinie  7  als  Function  der  Zeit  dar,  ihre 

0 

—  2  ar 

—2  surft«  -+-  («2— x*)  ̂  
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Amplitude  ist  I.  Die  gestrichelte  Curve  stelle  oJ  vor,  ihre 

i*.   .    •  *  *     Subtrahiren  /  _ 
Amplitude  ist  or..    ,  ,  ,.  |  wir  die  Ordinaten  dieser  zwei 
r  1   Addiren  ! 

\  J 

Curven,  so  erhalten  wir  nach  51)  die  Schwingung  i       in  Fig.  3 

i   J* 

dargestellt  durch  J 

Falls  ot;  positiv  ist,  bleibt  also  bei  Schwi ngung  I  die 

Schwingung  J2  der  Kathode  2  zurück  um  die  Zeit  ot,  wobei 

sich  leicht  ergibt 

Jt  =  -?*L  71) x 

In  Fig.  4  stelle  für  den  Fall  Schwingung  II  die  voll- 

ausgezogene Linie  ./  vor,  die    Linie  stelle  —J  vor,  die 

 Linie  stelle  5./  vor.  Dann  stellt  die  Linie  (J+ZJ), 

also  nach  511)  ./,  dar.  und  die    Linie  stellt  (— J+tJ) 

also  nach  511)  J,,  dar. 

Falls  5t,  positiv  ist,  bleibt  also  bei  Schwingung  II  die 

Schwingung  J.,  der  Kathode  2  zurück  um  die  Zeit: 

fc  =  -!*?.,  711) 

.v 

2  St, 

d.  h.  sie  eilt  vor  um  die  Zeit  -+- 

-V 

12.  Schwingungszahl  und  Dämpfung  der  nahezu 

amplituden-  und  phascngleichen,  respective  entgegengesetzt- 

phasigen  Schwingungen.  Führen  wir  die  Werthe  (Jl+J2)  =  2J 

und  (Jx—Jt)  —  'l<jJ  aus  51)  in  die  Gleichung  4a)  ein,  so  enthält 
dieselbe  endliche  und  unendlich  kleine  Glieder,  welche  letzteren 

wir  vernachlässigen.  So  erhalten  wir 

PJ"+\VJ'+G  =  0.  A'a) 
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Hieraus  bestimmt  sieh  die  Schwingungszahl  x  und 

Dämpfung  a  der  Schwingung  I  des  nahezu  symmetrischen 

Oscillators,  sowie  jeder  nahezu  phasen-  und  amplituden- 

gleichen Schwingung  auch  eines  nicht  symmetrischen 

Oscillators  zu 

W 

2P 

81» 

*  ~  P  4P* 

und  es  gilt  somit  nach  Vertauschung  der  grossen  mit  den 

kleinen  Buchstaben  für  die  Schwingung  II  des  symmetri- 

schen Oscillators,  sowie  für  jede  Schwingung  von  nahezu 

gleichen  Amplituden  und  nahezu  entgegengesetzten 

Phasen  auch  eines  nicht  symmetrischen  Oscillators: 

_  1
V 

"_2*  8.1, 

§.  VA.  Bedingung  für  die  Phasengleichheit  bei 

einem  unsymmetrischen  Oscillator.  Führen  wir  hin- 

gegen die  Werthe  (J, -t-./.,)  ~2J  und  (Jx — Jt)  —  25./  aus  51) 

in  die  Gleichung  Ab)  ein  und  vernachlässigen  die  unendlich 

kleinen  Grössen,  so  ergibt  sich 

<\P./"+AU'.J'+AG.J=0.  A'b, 

Setzen  wir  die  Werthe  von  /'  und  J  aus  Tabelle  6» 

ein,  trennen  die  mit  sin*/,  beziehungsweise  cos xt  behafteten 

Glieder  und  setzen  die  Werthe  von  x  und  a  aus  81)  ein,  so 

erhalten  wir: 

AP.W'-AW \P  =  0  ) 

Nur  wenn  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt  sind,  ist  jeder 

einfach  verzweigte  Oscillator  einer  Schwingung  I)  fähig,  bei 

welcher  die  Kathoden  mit  gleicher  Amplitude  und  Phase 
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schwingen.  Die  zweite  Schwingung  dieses  Oscillators  ist  im 

Allgemeinen  nicht  der  Schwingung  II  gleich. 

Nach  Vertauschung  der  grossen  und  kleinen  Buchstaben 

erhalten  wir: 

LP.g-AG.p  =  0\  91I) 

AP.w-lW.p~  0  ) 

Nur  wenn  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt  sind,  ist  der 

Oscillator  einer  Schwingung  II  fähig,  bei  welcher  die  Kathoden 

mit  entgegengesetzter  Phase  und  gleicher  Amplitude 

schwingen. 

Gleichzeitig  kann  ein  Oscillator  die  Bedingungen  91)  und 

911)  nur  erfüllen,  wenn  A P  =  AG  =  A W  =  0,  d.h.  wenn  er 

♦  •    »    •  .      a  G       P      W     .  r symmetrisch  ist,  oder  wenn  —  =  —  =  —  ist,  ein  für  uns 

g       p  w uninteressanter  Fall. 

§.  14.  Phasenverschiebung  der  Schwingungen  der 

beiden  Kathoden.  Betrachten  wir  den  Fall,  dass  nicht  die 

Werthe  AP,  MV  und  AG,  sondern  die  Werthe  A P—  oP, 

AH'— oll'  und  IG— IG  die  Bedingungen  91)  erfüllen,  worin 

oP.  SW'undoG  unendlich  klein  sind,  während  AP,  AH' und 

AG  wie  bisher  beliebig  gross  angenommen  werden. 

Setzen  wir  dies  und  die  Werthe  aus  51)  in  Gleichung  4bt 

ein.  so  erhalten  wir  die  Gleichung  \"bh  welche  nur  unendlich 
kleine  Glieder  enthält: 

p.lJ»+J»  .IP+w.ZJ'+J'  .*W+g.*J+J.lG  -  0.  Y'b, 

Nun  setzen  wir  die  Werthe  von  J,  ./',  J",  o./.  W  und  oJ " 

aus  Tabelle  6)  ein.  Die  folgende  Tabelle  101)  stellt  dann  die 

10  Summanden  der  Gleichung  4"bj  dar,  wenn  man  jedes  Glied 

dieser  Tabelle  mit  seinem  Zeilen-  und  Columnentitel  multi- 

plicirt. 
Tabelle  101). 

Zl> 
e       sin  xl 

«•-•—*« 

— « 

1 p(a-—x-)  —  wa+g x  (2 pa — w) 
e-**  cos*/ 

—  lax 

-KV 

0 
— A<2/'<*  -in 

-l  -  

• 
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Da  diese  Gleichung  für  jeden  Werth  von  /  gelten  muss,  so 

muss  die  Summe  jeder  Zeile  der  Tabelle  für  sich  gleich  0 

sein.  Dies  gibt  zwei  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 

Unbekannten  os  und  otj. 

Die  Determinante  D  der  Coefficienten  von  5s  und  St4  stellt 

die  Summe  zweier  Quadrate  dar.  So  lange  also  .v  nicht  imaginär 

ist,  also  für  den  Fall  einer  periodischen,  ja  sogar  noch  für  eine 

nicht  allzu  weit  über  die  Aperiodicität  gedämpfte  Schwingung, 

ist  D  immer  positiv,  und  zwar  ist,  wenn  man  die  Werthe  i 

und  x  aus  81)  einführt, 

D.P*  =  P(gP-Gp)'2  +  \V(gP-Gp)(PW-Pw)+ 

+  G(pW—Pw)*.  IIb 

Dies  gilt  für  Schwingungen  von  nahezu  gleicher  Phase. 

Für  Schwingungen  von  nahezu  entgegengesetzter 

Phase  sei  die  analog  gebildete  Determinante  d.  Sie  ist  eben- 

falls stets  positiv  und  hat  den  Werth 

J.r*  ~  p{gP-GpY+w(gP-Gp)(pW—Pn>)+ 

+g(pW-Pwy.       I  III) 

Setzen  wir  in  Tabelle  101)  8H^  =  oG  —  0,  so  ergibt  sich 

aus  den  zwei  Gleichungen,  welche  sie  vorstellt,  das  Verhältniss 

5rj :  SP,  welches  wir  -     schreiben,  weil  es  ein  partieller  DifTe- 
bP  > 7 

rentialquotient  ist.  Ebenso  ergibt  sich      '    für  oP  —  *>G  =  0 

und        für  &P  =  ZW  -  0. 

rcG 

Ferner  setzen  wir  den  Werth  or  statt  ot,  aus  71)  ein  und 

erhalten  das  Schlussresultat: 

die  Phasenverschiebung  für  nahezu  amplituden- 

gleiche und  nahezu  gleichphasige  Schwingungen: 

CT 

cP 

2 

"  PD 

(g\V-Gn<) 

hz 

elf 

•j 

~  PD 

igP-Gr) 

c? 
cG 

PD 
(wP—  Wp) 

121) 
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Vertauschen  wir  hingegen  P,  Wund  G  mit  p,  tv  und£,  was 

einen  Zeichen  Wechsel  bewirkt,  und  führen  den  Werth  ot 

aus  711)  ein,  was  einen  nochmaligen  Zeichen  Wechsel 

bewirkt,  so  erhalten  wir: 

die  Phasenverschiebung  für  nahezu  amplituden- 

gleiche und  nahezu  entgegengesetztphasige  Schwin- 

gt! n  g  e  n : 

—  =  -=-  (M\Y-Giv)  i 
cP       pd  i 

cz 

=  -r(gP-Op)  12  II) 
8  W  pd 

-  =  {fvP—  M  p) 
hG  pd 

\ 

ist  sowohl  in  121),  als  in  12 II)  die  Zeit,  um  welche 

die  Schwingung  an  der  Kathode  2  zurückbleibt  gegen  die 

Schwingung  an  der  Kathode  1,  wenn  die  Differenzen  Pl  —  P.,  ~ 

—  AP,  \\\  —  Wt  =  AH'  und  Gx  —  G2  —  AG  um  beziehungsweise 
ZP,  %W  und  oG  grösser  sind,  als  sie  sein  sollten,  damit 

beziehungsweise  91)  oder  911)  erfüllt  ist. 

rC'-.       rc2z  c-'t 
Die  zweiten  Differentialquotientcn   ,  —        und  — 

rcP-     rc\V*  8C* 

sind  Null,  falls  AP-ZP-  Ali  -  ZW  —  AG —ZG  =  0  ist,  also 

für  den  nahezu  symmetrischen  Oscillator,  denn  in  diesem 

Falle  sind  in  obiger  Rechnung  nur  Grössen,  welche  von  zweiter 

Ordnung  unendlich  klein  sind,  gegen  endliche  vernachlässigt 

worden. 

In  derselben  Weise  wie  die  Gleichungen  1 2)  für  or  berechnet 

CS  Cl 

man  aus  101)  die  partiellen  Differentialquotienten  — ,   
r  r>      r  1 1  * 

dl  
cP  Cli 

und   .  Da  jedoch  diese  Werthe  sich  in  complicirtcrer  Form 
IG 

aus  den  Constanten  des  Oscillators  bestimmen  und  uns  weniger 

interessiren,  so  schreibe  ich  sie  hier  nicht  an. 

15.  Hauptresultate  der  Rechnung.  Als  solche 

Resultate,  welche  noch  etwas  über  die  speciellen  Grundlagen 

der  Rechnung  Giltigkeit  haben  dürften,  möchte  ich  folgende 

bezeichnen. 
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1.  Die  Zweige  freischwingender  Oscillatoren  von  belie- 

biger Complication  schwingen  mit  grossen  Phasendiffe- 

renzen, wenn  in  denselben  dämpfende  Ursachen  ver- 

schiedener Art  (Widerstände,  Strahlungen)  vorhanden  sind, 

deren  Verhältniss  zu  den  Inductionen  auf  die  Zweige  für  die 

verschiedenen  Zweige  ein  verschiedener  ist,  doch  können 

diese  sämmtlichen  dämpfenden  Ursachen  klein  sein,  ohne  dass 

nothwendig  die  PhasendifTerenzen  ebenso  klein  werden. 

2.  Der  einfach  verzweigte  Oscillator  Fig.  1  ist,  falls 

die  Zweige  1  und  2  symmetrisch  sind,  zweier  Schwingungen 

fähig,  zufolge  deren  die  Kathoden  1)  mit  gleicher,  beziehungs- 

weise II)  mit  entgegengesetzter  Phase  schwingen.  Schwin- 

gungszahl und  Dämpfung  dieser  Schwingungen  ist  nach  81) 

und  811)  verschieden.  Beide  Schwingungen  sind  incohärente 

Grundschwingungen  des  Oscillators.  Welche  davon  eintritt  oder 

ob  beide  eintreten,  hängt  ausschliesslich  von  der  Anregung 

der  Schwingungen  ab. 

3.  Jede  Unsymmetrie  der  Inductionscoefficienten,  der  Capa- 

citäten  oder  der  dämpfenden  Ursachen  der  Zweige  1  und  2 

bewirkt  eine  Phasenverschiebung  der  Schwingungen  I 

sowohl  als  II. 

4.  Diese  Phasenverschiebung  ist  cet.  par.  für  die  Schwin- 

gungen I  und  II  von  gleicher  Richtung  und  von  gleicher 

Grössenordnung. 

5.  Die  Grösse  und  Richtung  dieser  Phasenverschiebung 

kann  für  eine  gegebene  Symmetrieänderung  des  Oscillators  für 

verschiedene  Oscillatoren  die  verschiedensten  Werthe  haben, 

welche  durch  die  Klammerausdrücke  in  Gleichung  121),  be- 

ziehungsweise 1211)  bestimmt  werden.  Diese  PhasendifTerenzen 

hangen  jedoch  ausschliesslich  von  den  Constanten  des  Oscil- 

lators,  nicht  von  der  Anregungsweise  der  Schwingungen  ab. 

(5.  Phasen-  und  Amplitudengleichheit  tritt  nicht  ausschliess- 

lich für  den  symmetrischen  Oscillator  ein,  sondern  für  jeden 

Oscillator.  welcher  die  Bedingungen  91),  beziehungsweise  911) 

erfüllt. 

7.  Ausserdem  kommt  man  bei  weiterer  Vergrösserung 

der  Unsymmetrie  der  Zuleitungen  1  und  2  wieder  zu  Anord- 

nungen, bei  welchen  die  Kathoden  mit  gleicher,  beziehungs- 
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weise  entgegengesetzter  Phase  schwingen,  doch  ist  die  Ampli- 

tude ihrer  Schwingungen  dann  im  Allgemeinen  nicht  gleich 

gross.  Diese  mehrfache  Wiederkehr  der  Phasengleichheit  ist 

nicht  periodisch,  sondern  algebraisch  bestimmt  und  hat  mit 

dem  Auftreten  von  Knoten1  der  stehenden  Schwingung  in  dem 

Drahtsystem  nichts  zu  thun,  sondern  tritt  auch  in  Oscilla- 

toren  auf,  deren  Drähte  gegen  die  Wellenlänge  kurz  sind. 

8.  Gleichzeitig  mit  den  Phasenverschiebungen  treten  bei 

Symmetrieänderung  der  Zuleitungen  Amplituden  Verschie- 

denheiten auf.   Deshalb  haben  solche  Oscillatoren  experi- 

di 

mentelles  Interesse,  welche  die  Bedingung  —  =  0,  d.  h.  die 
c  P 

Bedingung: 

erfüllen.  Bei  diesen  kann  man  die  Phasenverschiebung  —  tür 

grössere  Intervalle  oP  beobachten,  ohne  durch  die  auftretende 

Amplitudenverschiedenheit  gestört  zu  werden. 

Sonst  sind  noch  wegen  der  Einfachheit,  welche  für  sie  die 

Gleichungen  121)  und  12  II)  annehmen,  für  quantitative  Zwecke 

zu  bevorzugen:  1.  der  für  Widerstandsunsymmetric  un- 

cx  P      ( t 
e  m  p  f  i  n  d  I  i  c  h  e  O  s  c  i  1 1  a  t  o  r,  für  welchen  =  0  oder  —  =  - 

8  XV  r  g 

und  2.  der  für  Capacitätsunsymmetrie  unempfindliche  Oscillator, 

S"  P  W 

für  welchen     —  =  0  oder  —  =  —  ist.  Die  Empfindlichkeit 

hO  p  P  G  *> 

des  ersteren  Oscillators  ̂ —  =  -  J  für  Längen  Verschiedenheiten, 

(oP)  der  Zuleitungen  zu  den  Kathoden  ist  desto  grösser, 

je  besser  leitend  die  Zuleitungen  sind,  er  zeigt  für  sehr 

schwach  gedämpfte  Schwingungen  ungemein  rasche  Phasen 

Verschiebungen  bei  geringer  Unsymmetrie  der  Inductions- 

coefticienten  oder  Capacitäten  der  Zuleitungen  zu  den  Kathoden. 

1  Dass  das  Auftreten  von  Knoten  der  stehenden  Schwingung  perio- 

disch c  Erscheinungen  bei  Verlängerung  eines  der  Drähte  bewirken  muss,  i^t 

selbstverständlich,  hier  aber  weniger  wichtig. 
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Ii.  (  apitcl. 

Die  Versuchsanordnungen. 

16.  DerRecipient  und  die  Kathoden.  Ks  war  nichts 

Anderes,  als  möglichste  geometrische  Einfachheit  des  Feldes  zu 

berücksichtigen.  Der  Recipient  hat  cylindrische  Form  (Durch- 

messer 10  cm,  Seitenlänge  bau).  Die  Basisflächen  sind  durch 

7  mm  starke,  aufgeschliffene  Spiegelglasplatten  verschlussen. 

1  cm.  Ausserdem  tritt  die  Zuleitung  zu  der  Quecksilberluftpumpe 

symmetrisch  von  unten  in  den  Recipienten  und  ist  knapp  vor 

dem  Hintritte  durch  einen  Hahn  zu  schliessen.  Dieser  Hahn 

nuiss  während  der  Versuche  geschlossen  werden,  denn  sonst 

tritt  leuchtende  Entladung  in  dem  Zuleitungsrohr  ein,  welche 

einen  störenden  Einfluss  hat.  Anode  war  keine  vorhanden. 

Vielfach  wurde  auch  ein  doppelt  so  grosser  glocken- 

förmiger Kecipient  (Fig.  25  und  20,  jj.  59)  verwendet,  dessen 

Basisflächc  von  20  cm  Durchmesser  durch  eine  !5  mm  starke 

Spiegelglasplatte  verschlossen  und  vertical  gestellt  wurde. 

Die  Kathoden  waren  entsprechend  grösser,  sonst  wie  in  Fig.  1 

angeordnet.  Hinter  ihnen  ist  eine  Hartgummiplatte  /;.  Fig.  26, 

von  \&cm  Durehmesser  angebracht,  welche  mit  der  Spiegelglas- 

platte parallel  ist  und  also  ebenfalls  einen  cylindrischen  Raum 

um  die  Kathoden  schliesst.  Die  Zuleitungen  zu  den  Kathoden 

In  zwei  diametral  gegen- 

überliegenden Schliffen 

treten  die  Zuleitungen 

zu  den  Kathoden  A',A"8 

(Fig.  5)  ein. 

Fig.  ä. 

Die  Kathoden  sind 

Zinkcylinder  von  '27)  nun 
Durchmesser  und  30  cm 

Seitenlänge  mit  paral- 

lelen, auf  den  Spiegel- 

glasplatten senkrechten 

Axen.  In  der  Mitte  hatten 

ihre  Oberflächen  einen 

Abstand  von  0'5  bis 

2  cm,    gewöhnlich  von 
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treten  hierdurch  Schliffe  in  den  hinteren  glockenförmigen  Raum 

des  Recipienten  und  weiter  durch  die  Hartgummiplatte  in  die 

Axe  der  Kathoden  ein.  Hinter  der  Hartgummiplatte  tritt  auch 

in  der  Mitte  der  Kuppe  des  Recipienten  eine  Anode  durch  einen 

Schliff  ein,  welche  aber  gewöhnlich  isolirt  blieb. 

Die  grosse  Anzahl  der  Schliffe  ermöglichte  für  speciclle 

Versuche  verschiedene  Bewegungen  im  Vaeuum  auszuführen, 

z.  B.  Änderung  der  Entfernung  der  Kathoden.  Auflegen  einer 

Brücke  auf  die  Kathoden,  Schief-  und  Parallelstellen  platten- 

förmiger  Kathoden  (mit  welchen  ich  auch  gearbeitet  habe), 

Herumführen  eines  Probescheibchens  im  Felde  etc. 

Man  muss  einigermas>en  darauf  sehen,  dass  die  Kathoden 

gegen  die  Glaswand  des  Recipienten  symmetrisch  angeordnet 

sind  und  dass  sie  nicht  mit  Quecksilbermassen  oder  anderen 

Capacitäten  unsymmetrisch  verbunden  sind. 

Der  Druck  wurde  mit  Hilfe  eines  Mac- Leod'schen  Mano- 

meters gemessen.  Kr  betrug  zwischen  H  O  und  O  l  mm  Hg 

gewöhnlich  \  'l  mm  und  0*5  mm  Hg. 

i?.  17.  Die  Oscillatoren.  Anregung  der  elektrischen 

Schwingungen.  Die  verwendeten  Oscillatoren:  der  einfach 

und  der  zweifach  verzweigte  Oscillator  wurden  schon 

w.  o.  Jj.  0  beschrieben.  Die  Constanten  derselben  wurden  sehr 

verschieden  gewählt  und  werden  bei  den  einzelnen  Versuchen 

angegeben. 

Man  darf  nie  bei  kleinerem  Druck  und  mit  stärkeren 

Schwingungen  arbeiten,  als  nöthig  ist,  damit  die  betreffende 

Erscheinung  sich  überhaupt  anregen  lässt  und  dann  ruhig 

bestehen  bleibt.  Oft  habe  ich  bei  so  schwachem  Leuchten 

erfolgreich  gearbeitet,  dass  dasselbe  erst  nach  Gewöhnung  der 

Augen  an  die  Dunkelheit  wahrgenommen  w  erden  konnte.  Die 

Vacuumerscheinungen  bei  sehr  schwachen  Schwingungen 

folgen  augenscheinlich  einfacheren  Gesetzen.  Bei  stärkeren 

Schwingungen  sind  die  Erscheinungen  nur  heller,  aber  weniger 

regelmässig  und  complicirter.  Die  helle  Interferenzflache  freilich 

braucht  etwas  stärkere  Anregung  und  kleineren  Druck. 

Die  excitirenden  Funken  sollen  aus  gleichem  Grunde,  nur 

wenn  es  nicht  zu  umgehen  i>t,  in  Vaselinöl  überspringen.  Die 

Zahl  der  Funken  steigert  man  jedoch  mit  Vortheil  möglichst. 
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Die  Verwendung  eines  kuhmkorff  ist  ein  wenig  unvorteilhafter 

als  die  einer  Influenzmaschine.  Die  Zuleitungen  von  diesen 

primären  Elektricitätsquellen  werden  durch  zwei  20  cm  lange 

feuchte  Schnüre  (z,  Fig.  6  und  7)  an  die  excitirende  Funken- 

strecke /  angeschlossen. 

§.  18.  Directe  (Hertz'sche)  Anregung  der  Oscilla- 

toren.  Der  excitirende  Funke  /  wird  in  einen  Zweig  des 

Oscillators  geschaltet,  und  zwar  in  den  Zweig  3  bei  dem 

einfach  verzweigten  Oscillator  (Fig.  1),  in  den  Zweig  3  oder  4 

des  zweifach  verzweigten  Oscillators  (Fig.  2).  Die  einfachste 

Versuchsanordnung  ist  in  Fig.  6  dargestellt.  Der  Funke  /  ist 

in  den  Zweig  3  eingeschaltet,  s  ist  der  Schleifcontact,  von 

welchem  die  Zuleitungen  zu  den  Kathoden  A'j  und  A'2  aus- 
gehen. C,  ist  eine  Platte  von  der  Capacität  £30  gegen  die  Erde. 

Man  kann  auch  den  Zweig  sC3  so  biegen,  dass  C3  in  die 

Nahe  von  k\K2  kommt  und  kann  dann  den  Kathoden  leicht 

durch  Anschluss  zweier  Platten  eine  grössere  Capacität  kls, 

beziehungsweise  kn  gegen  C3  geben.  Dann  muss  jedoch  aus 

elektrostatischen  Gründen  z2  zur  Erde  führen,  damit  Cs  die 

Vacuumerscheinungcn  nicht  direct  stört. 

i$.  19.  Magnetische  (Blondlot'sche)  Anregung  der 

( )  sei  1 1  atoren.  Die  Funkenstrecke  f  regt  die  Schwingung  eines 

Oscillators  axai  (Platten  30  cm,  Verbindungsdraht  1  in)  an.  Der 

Fig.  <i. 
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Oscillator  </.ltj4  schwingt  durch  ein  Solcnoid.  welches  das 

Solenoid  S  inducirt,  welches  direct  in  einen  Zweig  des  Oseil- 

lators  geschaltet  ist,  z.  R.  in  den  Zweig  3  des  einfach  ver- 

zweigten Oscillators.  Derselbe  verliert  hiedurch  freilich  seine 

Einfachheit,  da  das  ganze  angekoppelte  System  axa%ataA  sich 

an  seinen  Schwingungen  betheiligt.  Das  Plattenpaar  a^ax  kann 

auch  fortgelassen  werden,  so  dass  die  eine  Funkenelektrode 

direct  mit  dem  einen  Ende  des  Solenoids  verbunden  ist.  Die  Ein- 

schaltung von         rührt  meines  Wissens  von  Ebert  her. 

Die  beiden  Solenoide  6'  sind  wohlisolirt  von  einander  um 

dasselbe  Glasrohr  von  4  cm  Durchmesser  gewunden,  so  dass 

Pig.  7. 

sie  eine  doppelläufige  Schraubenlinie  bilden  von  24  Windungen 

und  \cm  Windungsabstand.  Jedes  Solenoid  hat  also  12  Win- 

dungen und  2  cm  Ganghöhe.  Dieses  Doppelsolenoid  ist  in 

Vaselinöl  getaucht. 

20.  Elektrische  (Lecher'sche)  Anregung  der 
Osci Ilatoren.  Eine  Platte  eines  direct  angeregten  einfachen 

Oscillators  wirkt  elektrisch  inducirend  auf  die  nahe  gegenüber- 

stehende Platte  C,  des  einfach  verzweigten  Oscillators  Fig.  6. 

Öfter  wurde  diese  Anregung  für  den  zweifach  verzweigten 

Oscillator  angewendet.  Derselbe  ist  dann  völlig  der  Lecher'sche 
Oscillator,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  er  nicht  seitlich 

symmetrisch  zu  sein  braucht,  sondern  gerade  die  Wirkung 

einer  Unsymmctrie  studirt  wurde. 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  CL;  CVIL  Bd..  Abth.  II.  a.  63 



944 G.  J  au  mann. 

§.  21.  Vier  Paralleldrahte  mit  Stegen.  Bei  manchen 

Versuchen  wurden  mit  Vortheil  statt  der  Zweige  1  und  2  der 

Oscillatoren  vier  10  im  lange  parallele  Drähte  dx  bis  d4,  Fig.  8 

und  Fig.  9  verwendet,  welche  etwas  über  Kopf  höhe  isolirt  von 

einer  Wand  des  Zimmers  zur  anderen  gespannt  sind.  Sie  haben 

10  cm  Abstand  von  einander  und  sind  paarweise  überbrückt 

durch  die  Stege  5!  und  s*,  welche  von  dem  Beobachter  aus 

mittelst  Schnurläufen  längs  der  Drähte  verschoben  werden 

können.  Man  verbindet  die  Kathoden  durch  kurze  gleichlange 

^  rs  -<*> 

 j-  4s 

Fig.  8. 

Drähte  mit  den  Punkten  kxk%  der  Drähte.  Überbrückt  man  dann 

J„J3  bei  s  und  führt  von  der  Mitte  dieser  Brücke  einen  Draht 

fort,  so  ist  dieser  der  Zweig  3  eines  einfach  verzweigten 

Oscillators,  dessen  Kathodenzweige  ssxkx  und  ss2kt  durch 

Verschieben  von  s,  und  ss  beliebig  geändert  werden  können. 

Verbindet  man  hingegen  t\c4  kurz  mit  zwei  Platten  Cv  C4 

und  legt  noch  die  Brücke  b  über,  so  hat  man  den  doppelt 

1*. 

— Ui — 

II 

— d 

 d 

Fig.  H 

verzweigten  Oscillator.  Man  kann  dann  die  Lccher'sche 

Anregung  wählen  und  auf  CiCi  oder  die  directe  Anregung 

bei  C,  wirken  lassen.  Die  Brücke  b  kann  ebenfalls  durch 

einen  Schnurlauf  verschoben  werden.  Sonst  kann  man  die 

Blond  In  t'sche  Anregung  in  b  oder  besser  zwischen  C3  und  C4 
einschalten,  übrigens  auch  noch  eine  zweite  Brücke  über  J2 

und  </3  oder  über  Jx  und  dx  legen. 

In  allen  Fällen  kann  man  durch  Verschieben  der  Stege 

s,  und  s.,  die  Zuleitungen  zu  den  Kathoden  unsymmetrisch 
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machen.  Sollen  die  Zweige  1  und  2  (Fig.  2)  verändert  werden, 

so  muss  b  über  äx  und  dx  gelegt  werden. 

Kin  Nachtheil,  welcher  mit  der  Verwendung  dieser  vier 

I'aralleldrähte  verbunden  ist,  liegt  in  dem  Einflüsse,  welchen 

die  frei  übrig  bleibenden  Drahtenden  s%dv  Sxd%  u.  s.  w.  auf 

die  Schwingung  nehmen.  Da  die  Capacität  dieser  Drahtenden 

jedoch  nicht  sehr  gross  ist.  so  stören  sie  bei  vielen  Versuchen 

nicht.  Dafür  ermöglicht  diese  Anordnung  rasche  und  sehr 

genaue  Messungen.  Die  Sicherheit  derselben  wird  dadurch 

erhöht,  dass  der  Beobachter  bei  den  Einstellungen  nur  die 

Schnurlaufe  in  der  Hand  hat  und  niemals  weiss,  wo  die  Stege 

stehen.  Neben  den  vier  Drähten  wurde  ein  Bandmass  aus  nicht- 

leitendem Material  ausgespannt,  um  rasche  Längenmessungen 

vornehmen  zu  können. 

Anfangs  fürchtete  ich.  dass  auch  die  schlechten  Contacte 

an  den  Stegen  stören  würden.  Dies  ist  jedoch  bei  Kupfer-, 

Messing-  und  selbst  Neusilberdrähten  nicht  der  Kall.  Wahr- 

scheinlich verbessert  die  starke  (  ohererwirkung  den  Contact. 

Sichtbare  Fünkchen  müssen  allerdings  vermieden  werden. 

Aluminiumcontacte  sind  stets  einigermassen  und  oft  ganz 

schlecht.  Es  empfiehlt  sich  deshalb  nicht,  die  Kathoden  aus 

Aluminium  ZU  machen.  Meine  Kathoden  bestehen  aus  Zink- 

blech, welches  bei  höheren  Drucken  (O  l  bis  I  mm  Hg)  durch- 

aus  nicht  zerstäubt. 

S,.  22  Elektrostatische.-  Anzünden  der  Kathoden- 

strahlen. Diese  Erscheinung  ist  lange  bekannt,1  wird  aber 

nicht  befriedigend  gedeutet.  Es  soll  dieses  Anzünden  w.  u. 

§.  58  noch  discutirt  und  hier  nur  soweit  erwähnt  werden,  als 

dasselbe  ein  experimentelles  Hilfsmittel  für  die  folgenden  Ver- 

suche ist. 

Versorgt  man  die  Kathoden  mit  nicht  allzu  starken  reinen 

Schwingungen,  so  bleibt  das  Vadium  zunächst  völlig  dunkel. 

Nun  nähert  man  einen  geriebenen  Glasstab  oJer  einen  Hart- 

gummikamm,   mit  welchem   man   einmal  durch  die  Haare 

I  Vergl.  z.  Ii.  H.  Eberl,  Wied.  Ann..  04.  S.  '»:ü .  I8l»8.  Ks  ist  mir  leider 

nicht  bekannt,  wer  dic>e  Erscheinung  zum  erstenmale  beobachtet  hat.  Jeden- 

fa'ls  wurde  dieselbe  kurz  nach  Hertz  gleichzeitig  mit  den  elektrodcnlosen 
Vacuumröhrcn  schon  verwendet. 
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gefahren  ist,  einen  Augenblick  lang  dem  Recipienten  bis  auf 

50  cm  und  entfernt  ihn  dann.  Sofort  leuchtet  das  Vacuum 

dauernd  auf,  und  man  kann  nun  so  hinge  die  Lichterschei- 

nungen beobachten  und  beliebig  an  der  Aufstellung  variiren, 

alle  Theile  derselben  zur  Erde  ableiten  etc.,  als  der  excitirende 

Funke  springt.  Setzt  derselbe  einige  Secunden  lang  aus,  so 

erlischt  die  Strahlung  dauernd,  und  man  muss  dieselbe  wieder 

durch  Nähern  eines  elektrischen  Körpers  anzünden.  Auch  das 

Auflegen  der  Hand,  das  vorübergehende  Ableiten  der  Anode 

zündet  die  Strahlung  an,  jedoch  nur  bei  Recipienten,  welche 

schon  vor  Kurzem  geleuchtet  haben. 

Man  wähle  die  Anregung  für  die  folgenden  Versuche  so 

stark,  dass  das  elektrostatische  Anzünden  leicht  gelingt,  aber 

nicht  so  stark,  dass  die  Strahlung  von  selbst,  ohne  dieses 

Anzünden,  auftritt.  Es  ist  zu  empfehlen,  den  Schleifcontact  s, 

respective  die  Stege  5,52  vor  dem  elektrostatischen  Anzünden 

etwas  aus  der  Mitte,  respective  der  symmetrischen  Stellung  zu 

verschieben.  Ist  das  Leuchten  des  Vacuums  einmal  etablirt,  so 

kann  man  zu  der  symmetrischen  Anordnung  zurückkehren, 

ohne  das  Auslöschen  der  Erscheinung  §.  25  befürchten  zu 

müssen. 

[IL  Capitel. 

Übersicht  der  Lichterscheinungen. 

§.23^.  Die  dritte  Schichte  Golds t ei n's.  Goldstein 

trennt  das  blaue  Licht  an  der  Kathode  mit  Recht  in  zwei  super- 

ponirte  Antheile,  die  »zweite  Schicht*  und  die  »dritte  Schicht« 

der  Kathodenstrahlen.  Es  muss  jedoch  noch  hervorgehoben 

werden,  dass  diese  dritte  Schichte  nichts  Anderes  ist  als 

das  blaue  Ende  der  Entladung.  Diese  Schicht  unterscheidet 

sich  nach  Goldstein  dadurch  von  der  zweiten  Schicht  (welche 

von  den  eigentlichen  Kathodenstrahlen  gebildet  wird),  dass  sie 

nicht  geradlinige  Fortpflanzung  hat,  keine  Schatten  wirft, 

weder  Fluorescenz  erregt  noch  Deflexion  zeigt.  Hiezu  muss 

man  noch  fügen,  dass  die  dritte  Schichte  oft,  die  zweite 

Schichte  nie  durch  eine  scharfe  Grenzfläche  von  dem  dunkleren 

Raum  an  der  Kathode  geschieden  ist.  Dass  die  dritte  Schicht 

i 
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die  negative  Hälfte  des  Entladungsbogens  ist,  erkennt  man  bei 

Nähern  der  Anode  (siehe  Fig.  10  und  11). 

Damit,  dass  ich  dafür  eintrete,  dass  die  dritte  Schichte  vor 

Allem  zur  Entladung  gerechnet  werden  muss,  will  ich  keines- 

wegs leugnen,  dass  sie  mit  den  Kathodenstrahlen  eine  wesent- 

liche Verwandtschaft  hat,  während  das  rothe  Ende  des 

Entladungsprocesses  eine  wesentlich  andere  Erschei- 

nung ist. 

§.  23b).  Das  blaue  Kathodenlicht  oder  die  zweite 

Schichte  Goldstein's.  Dieses  ist  die, blaue  Luminescenz  der 

Fig.  10.  Fig.  u 

Luft  unter  dem  Einflüsse  der  eigentlichen  Kathodenstrahlen. 

Dieses  blaue  Kathodenlicht  bildet  die  Grundlage  der  folgenden 

Interferenzexperimente.  Es  ist  übrigens  dieses  blaue  Licht  keine 

einheitliche  Erscheinung,  sondern  kann  noch  aus  mehreren  von 

einander  unabhängigen  Theilen  bestehen,  welche  sich  super- 

poniren  und  bei  den  Interferenzexperimenten  verschiedenes 

Verhalten  zeigen. 

§.  24.  Die  helle  Interferenzfläche.  Diese  habe  ich 

schon  früher1  ausreichend  beschrieben.  Nicht  jede  helle  blaue 

Fläche  inmitten  zwischen  den  Kathoden  ist  identisch  mit  meiner 

Interferenzflächc.  Bei  scharfer  Ausbildung  hat  die  letztere  einen 

I  Wied.  Ann.  64,  S.  263,  189S. 

Digitized  by  Google 



948 G.  Jaumann, 

unverkennbaren  Typus.  Siehe  Fig.  12.  Doch  hat  sie  dieses 

Aussehen  nur  bei  hinreichend  kräftiger  (directer)  Anregung 

(§.  1 8).  Sonst  hat  sie  dasselbe  Aussehen  wie  andere  helle  Flächen, 

die  sich  zwischen  den  Kathoden  einstellen,  aber  kurz  und  un- 

scharf sind,  und  ist  von  diesen  nur  durch  ihr  Verhalten  bei 

unsymmetrischer  Zuleitung  zu  den  Kathoden  zu  unterscheiden. 

§.25.  Die  dun kle  Interferenzfläche,  welche  hier  zum 

erstenmale  beschrieben  wird,  ist  schon  bei  schwächerer  An- 

regung und  höherem  Druck  zu  erhalten  als  die  helle  Interferenz- 

flächc.  Letztere  erfordert  starke  Anregung,  ist  bei  0*5  mm 

Fig.  13.  Fig.  13. 

Zuleitungen  symmetrisch.  Zuleitung  zu  K.,  um  '.10  cm  länger. 

Druck  am  schönsten,  bei  niedrigem  Druck,  bei  welchem  die 

blaue  Luminescenz  der  Luft  schon  sehr  schwach  wird,  noch 

an  der  Fluoi  cscenz  des  Glases  zu  erkennen,  welches  längs  der 

Schnittlinie  mit  der  hellen  ./-Fläche  in  einer  scharfen  grünen 

Linie  leuchtet.  Die  dunkle  Interferenzfläche  ist  bei  1*2  mm 

Druck  am  schönsten,  weil  sie  schon  voll  entwickelt  ist  und 

die  blaue  Luminescenz  der  Luft  noch  sehr  stark  ist.  Bei 

niedrigerem  Druck  verändert  sie  sich  nicht,  aber  das  blaue 

Leuchten  wird  schwächer  und  deshalb  die  dunkle  J-Fläehe 

nicht  mehr  so  gut  sichtbar.  Doch  habe  ich  sie  selbst  bei 

0*02  mm  Druck  eben  noch  sehen  können.  Die  dunkle  Fläche 

ist,  wie  dies  in  Fig.  14  und  15  dargestellt  ist,  nicht  so  scharf  wie 

die  helle  ./-Fläche.  Bei  unsymmetrischer  Zuleitung  verschieben 
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sich  beide  Flächen  (die  helle  und  dunkle)  im  gleichen  Sinne 

und  nehmen  hiebei  genau  hyperbolische  Form  an.  Die  Zweige 

der  hyperbolischen  Flächen  reichen  bei  kräftiger  Anregung  bis 

an  die  Glaswand,  durch  welche  sie  abgeschnitten  und  sonst 

nicht  merklich  beeinflusst  werden.  (\rergl.  Fig.  13  und  15.) 

Auch  hier  darf  man  nicht  jeden  dunklen  Zwischenraum 

zwischen  den  blauen  Kathodenhüllen  schon  für  die  dunkle  Inter- 

ferenzfläche ansehen.  Diese  gewöhnlichen  dunklen  Zwischen- 

räume werden  bei  Herabsetzung  des  Druckes  schmäler  und 

verschwinden  ganz,  indem  die  blauen  Kathodenhüllen,  welche 

Fig.  14.  Fiu.  I». 

Zuleitungen  symmetrisch.  Zuleitung  zur  A*..  um  30  cm  Minder. 

meist  incohärent  sind,  sich  einfach  ausbreiten  und  durchdringen. 

Die  blauen  cohärenten  Kathodenhüllen,  welche  die  helle 

Interferenzfläche  bilden,  lassen  bei  sehr  hohem  Druck  auch 

einen  dunklen  Zwischenraum  in  der  Mitte  frei,  welcher  keine 

Interferenzerscheinung  ist.  Bei  niedrigerem  Druck  erreichen 

sich  diese  cohärenten  blauen  Schichten,  durchdringen  sich 

aber  dann  nicht  einfach,  sondern  bilden  die  helle,  durch  Ver- 

schiebungen des  Schleifcontactes  verschiebbare  «/-Fläche. 

Die  blauen  Kathodenschichten,  welche  in  einer  dunklen 

./-Fläche  interferiren.  erreichen  sich  bei  demselben  Druck  (circa 

2  mm)  so  weit,  dass  sie  die  dunkle  ./-Fläche  bilden.  Diese  wird 

aber  bei  Herabsetzung  des  Druckes  nicht  schmäler,  sondern 

etwas  breiter.    Dadurch,   durch   ihre   Krstreckung  bis 
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zur  Glaswand,  und  durch  ihre  Verschiebharkeit  unter- 

scheidet sich  die  dunkle  Interferenzfläche  von  den  gewöhn- 

lichen dunklen  Zwischenräumen  in  der  Mitte  des  Feldes.1 

§.  26.  Helle  und  dunkle  elliptische  Ringe.  Bei  vielen 

Aufstellungen  (z.  B.  Fig.  8  Anregung  kräftig,  Funke  in  Vase- 

line. Ruhmkörff  oder  Influenzmaschine  als  primäre  Quelle) 

erhält  man  einen,  manchmal  zwei  äquidistante  conaxiale  ellip- 

tische Ringflächen,  welche  beide  Kathoden  einschliessen 

und  entweder  hell  auf  dunklem  Felde  oder  dunkel  auf 

hellem  Felde  erscheinen.  Die  Axen  der  cylindrischen  Kathoden 

bilden  ungefähr  die  Brennlinien  dieser  elliptischen  Ringe,  Fig.  16 

und  Fig.  17.  Zusammengenommen  mit  der  dunklen  Interferenz- 

fläche und  den  dunklen  gegenseitigen  Schatten  der 

Kathoden  geben  sie  ein  Bild,  welches  sehr  abweicht  von  dem 

Typus  der  Vacuumerscheinungen,  wie  man  ihn  gewohnt  ist, 

und  an  die  bekannte  Interferenzfigur  von  Krystallen  im  Polari- 

sationsapparat erinnert. 

Während  jedoch  die  Interferenzflächen  sehr  ruhig  sind, 

flackern  diese  Ringe  ziemlich  stark,  weil  sie  elektrostatisch 

stark  beeinflussbar  sind.  Das  Anlegen  der  Hand  an  den  Reci- 

pienten  verzerrt  sie  stark  im  Sinne  einer  Anziehung  durch  die 

V 

Fig.  U>. 
Zuleitungen  symmetrisch. 

Pfc.  17. 
Zuleitung  zur  linken  Kathode 

um  30  cm  langer. 

Hand. 

1  Siehe  weiteres  hierüber:  37. 
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Kerner  sind  diese  Ringe  viel  unbeständiger  als  die 

7-Flächen.  Schon  ganz  kleine  Änderungen  des  anregenden 

Funkens,  der  Ladungsrichtung  der  primären  Elektricitätsquelle 

u.  A.  bringen  sie  zum  Entstehen  oder  zum  Verlöschen. 

Würde  man  den  cylindrischen  Mantel  des  Recipienten 

mit  einem  Metallband  belegen  und  dieses  durch  passende 

Zuleitungen  ebenfalls  zur  Kathode  machen,  so  würde  man 

Interferenzflächen  ungefähr  von  der  Form  dieser  Ringe  erhalten. 

Ich  halte  diese  Ringe  für  Interferenzflächen  von  Strahlen,  welche 

einerseits  von  den  Kathoden,  anderseits  von  der  Glaswand  des 

Recipienten  ausgehen.  Vielleicht  ist  es  die  Interferenz  zwischen 

der  directen  und  der  von  der  Glaswand  reflectirten  Strahlung, 

welcher  diese  Ringe  ihre  Entstehung  verdanken. 

Eine  wichtige  Stütze  für  diese  Annahme  ist,  dass  die  Ringe 

ihren  Radius  vergrössern  bei  Verschiebung  des  Schleif- 

contactes.  Sie  sind  also  verschiebbare  Interferenzflächen. 

Auch  begreift  sich  der  starke  Einfluss  der  elektrostatischen 

Ladung  der  Glaswand  aus  obiger  Annahme. 

In  vorliegender  Arbeit  komme  ich  auf  diese  Ringe  nicht 

mehr  zurück,  doch  werde  ich  mich  demnächst  wieder  mit  den- 

selben beschäftigen. 

1;.  27.  Dunkle  Flächen  an  den  Kathoden.  Oft  gehen 

unmittelbar  an  den  Kathoden  (in  Fig.  16  und  17  sehr  gut  zu 

sehen)  dunkle  Interferenzflächen  aus  und  reichen  bis  an  die 

Glaswand.  Sie  sind  in  derselben  Richtung  wie  die  dunkle  und 

die  helle  ./-Fläche  durch  Verschiebungen  der  Schlei fcontacte 

verschiebbar,  ohne  jedoch  hiebei  ganz  aus  den  Kathoden  aus- 

zutreten. Nur  die  hyperbolischen  Äste  dieser  dunklen  Flächen 

drehen  sich  nach  einer  Seite  bei  Verschiebung  des  Schleif- 

contactes  (siehe  Fig.  17).  Diese  seitlichen  dunklen  Flächen 

werden  wahrscheinlich  von  denselben  Strahlen  gebildet,  welche 

die  helle  7-Fläche  in  ihrer  Mitte  bilden  und  könnten  also  die 

zu  dieser  hellen  ./-Fläche  gehörigen  seitlichen,  um  eine  halbe 

Wellenlänge  abstehenden  Minima  sein.  Hiefür  spricht  der 

Umstand,  dass  bei  Näherung  der  Kathoden  bis  zur  Berührung 

die  dunkle  mittlere  ./-Fläche  völlig  verschwindet,  die  helle 

./-Fläche  und  die  dunklen  seitlichen  Flächen  aber  deutlicher 

werden.  Hietüber  siehe  ij.  'M .  Auch  diese  seitlichen  dunklen 
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Flächen,  sowie  der  gegenseitige  Schatten  der  Kathoden,  welcher 

ebenfalls  mit  der  Verschiebung  des  Schlcifcontactes  sich  ändert, 

werden  im  Folgenden  nicht  mehr  erwähnt. 

Während  die  in  §.  24—27  beschriebenen  Erscheinungen 

neu  sind,  sind  die  in  §.  28 — 30  zu  beschreibenden  Licht- 

erscheinungen bekannt  und  von  mir  nur  ihre  Abhängigkeit 

von  der  Verschiebung  des  Schleifcontactes  noch  zu  constatiren. 

Der  Übersichtlichkeit  wegen  möge  gleich  hier  mitgetheilt 

werden,  dass  ich  die  Veränderung  der  Erscheinungen  §.  24 — 27 

inclusive,  welche  zufolge  der  Verschiebung  des  Schleifcontactes 

eintritt,  durch  Phasenverschiebungen  verursacht  ansehe, 

während  die  bei  Verschiebung  des  Schleifcontactes  eintre- 

tenden Veränderungen  der  Erscheinungen  28 — 30  durch 

Veränderung  des  Amplituden  Verhältnisses  der  Schwin- 

gungen der  beiden  Kathoden  bewirkt  werden  dürften. 

§.  28.  lncohärente  Parallelschichten  um  die  Ka- 

thoden. Es  ist  bekannt,  dass  das  blaue  Ende  der  Entladung 

auch  in  verdünnter  Luft  oft  nur  eine  Schichte  Glimmlicht  über 

die  Kathode  bildet,  welche  sich  bei  Vorschaltung  eines  Fünk- 

chens  theilt,  so  dass  zwei  parallele,  dünne,  blaue  Schichten 

um  die  Kathode  liegen.  O.  Lehmann  z.  B.  beschreibt  und 

bildet  dies  mehrfach  ab. 

Diese  einfachen,  respective  doppelten  Parallelschichten 

sieht  man  auch  bei  meinen  Aufstellungen  und  hat  hier  noch 

Folgendes  zu  beobachten:  Die  einfachen  blauen  Hüllen  um 

beide  Kathoden  verändern  sich  bei  Verschiebung  des  Schleif- 

contactes aus  der  Mitte  des  Feldes,  aber  ganz  anders  als  die 

/-Flächen.  Bei  einer  Verschiebung  des  Schleifcontactes  um 

50  CHt,  wobei  die  J-Flächen  durch  das  ganze  Feld  wandern, 

schieben  sich  die  Parallelschichten  symmetrisch  ein  wenig 

auseinander,  so  dass  der  dunkle  Raum  zwischen  ihnen  ein 

wenig  breiter  wird.  Bei  weiterer  Verschiebung  des  Schleif- 

contactes spaltet  sich  die  Schichte,  welche  der  einen  Kathode 

anliegt,  in  zwei  parallele  Schichten,  von  welchen  eine  an  der 

Kathode  liegen  bleibt,  die  andere  sich  desto  mehr  von  der 

Kathode  entfernt,  je  mehr  man  den  Schleifcontaet  verschiebt. 

Die  zweite  Kathode  hat  gar  keinen  Einfluss  auf 

Form  und  Stellung  dieser  verschieblichen  Parallelschichte. 

Digitized  by  Google 



Interferenz  der  Kathodenstrahlcn. 

abgesehen  davon,  dass  sie  einen  Theil  derselben  abschneidet, 

indem  sie  in  dieselbe  hineinragt  In  Kig,  18  stellt  Fxt\  die 

ursprünglichen  Schichten,  F3  die  abgespaltene  Parallelschichte 

dar.  Die  Zuleitung  zur  Kathode  Ä",  ist  400  cm  länger  als  die 
zur  Kathode  Kv 

Das  Aussehen  dieser  Schichten  hängt  im  Übrigen  sehr 

von  der  Anregung  ab.  Ich  halte  sie  ohnehin  mit  der  dritten 

Schichte  Gold  Steinas  (§.22)  für  verwandt.  Wenn  ein  sicht- 

bares Entladungsband  ZU  einer  der  Kathoden  geht,  so  ver- 

schmilzt es  mit  diesen  Schichten  und  bezeugt  damit  deren 

Verwandtschaft  mit  dem 

blauen  Ende  der  Entladung. 

§.  29.  Der  rot  he  Bal- 

len. Bei  1*2  mm  Druck  und 

symmetrischen  Zuleitungen 

nimmt  die  dunkle  Inter- 

ferenzflächc  die  Mitte  des 

Feldes  ein.  Aber  schon  bei 

einer  Verschiebung  des 

Sehleifcontuctes  um  \0cm 

tritt,  je  nach  den  Con- 

stanten des  Osci Ilators  und 

der    Anregung,    entweder  Fig.  ig. 

der  blaue  Querstrich  (%.  80)         Zuteilung  zu      um  Mcm  langer, 

oder  der  rothe  Ballen  auf,1 

während  sich  die  dunkle  «/-Fläche  etwas  seitwärts  geschoben 

hat.  Der  rothe  Ballen  tritt  besonders  bei  starken  Anregungen 

auf."  Zunächst  ist  er  ein  feiner  carm  in  rot  her  Strich,  der  ganz 

die  Lage  der  unverschobenen  hellen  /-Fläche  einnimmt,  jedoch 

von  dieser  sich  nicht  nur  durch  seine  Farbe,  sondern  auch 

durch  sein  Aultreten  bei  12  mm  Druck,  bei  welchem  die  helle 

/-Fläche  noch  lange  nicht  sichtbar  ist,  unterscheidet.  Dieser 

rothe  Strich  bewahrt  bei  weiterer  Verschiebung  des  Schlcif- 

contactes  seine  Lage,  aber  verbreitert  sich  sehr  rasch  ZU 

1  Nach  Hertz  treten  unter  ahnlichen  Bedingungen,  aber  in  freier  Luit, 
Funkchen  zwischen  den  Kathoden  auf. 

•  Man  wählt  am  besten  die  Aufstellung  Fig.  i>,  ohne  den  Funken/, 

aber  mit  elektrischer  Anregung       20,  Anfang). 
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einem  rothen  Ballen.  Dann  ist  unmittelbar  an  den  Kathoden 

blaues  Licht  und  von  diesem  durch  zwei  dunklere  Räume 

getrennt  in  der  Mitte  des  Feldes  der  rothe  Ballen.  Diese 

Erscheinung  erinnert  einerseits  an  das  rothe  und  blaue  Ende 

des  Entladungsbogens,  anderseits  dürfte  sie  identisch  sein  mit 

jener  Erscheinung,  welche  E.  Wiedemann  und  H.  Ebert1 

als  typische  Erscheinung,  welche  bei  Einwirkung  reiner  elek- 

trischen Schwingungen  auf  das  Vacuum  auftritt,  beschreiben. 

Diese  Erscheinung  ist  nach  Obigem  nur  charakteristisch  für 

entgegengesetzte  Schwingungen  der  Kathoden,  sie  tritt 

jedoch  nicht  immer  und  nicht  für  sich 

allein,  nie  aber  bei  anderen  als  entgegen- 

gesetzten Schwingungen  auf. 

§.  30.  Der  blaue  Querstrich.  In 

den  meisten  Fällen  tritt  statt  der  in  §.  29 

beschriebenen  Erscheinung  bei  geringer 

Unsymmetrie  der  Zuleitungen  ein  blau- 

violetter Querstrich  (in  Fig.  15  u.  17  erkenn- 

bar) zwischen  den  Kathoden  auf.  Das  Auf- 

springen dieses  Querstriches  erfolgt  plötz- 

lich bei  einer  Längenverschiedenheit  von 

±  9  cm  der  Zuleitungen.  Bei  grösserer 

Verschiebung  des  Schleifcontactes  nimmt 

der  Querstrich  rasch  an  Helligkeit  und 

Breite  zu. 

Von  Interesse  ist  das  Verhalten  dieses 

Fig.  19.  Querstriches  zwischen  grossen  parallelen 

Kathodenplatten. 

Versuchsanordnung  Fig.  6,  Funke  f  —  1  cm,  Anregung 

mittelst  RuhmkorfT.  Kathodenplatten  10  cm  lang,  4  cm  breit, 

2  cm  von  einander  entfernt. 

Es  erscheinen  ausser  der  hellen  ./-Fläche  /',  Fig.  19,  ein 
bis  zwei  blaue  Querstriche  a  und  b.  Neigt  man  die  Platten  ein 

wenig  gegen  einander,  so  bewegen  sich  die  Querstriche  sehr 

rasch  nach  der  Seite  der  Divergenz  hin  und  verschwinden 

dort.  Bringt  man  die  Platten  in  kleine  Pendelschwingungen  um 

i  Wied.  Ann.,  Bd.  f»0.  S.  1.  1893. 
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eine  zur  Zeichnungsebene  senkrechte  Kante  derselben,  so 

machen  entsprechend  der  Schiefstellung  der  Platten  die  Quer- 

striche diese  Pendelschwingungen  in  sehr  vergrüssertem  Mass- 

stabe mit.  indem  sie  sich  stets  nach  der  Seite  der  Divergenz 

bewegen. 

Diese  Querstriche  können  unter  Umständen  durch  die 

Erscheinung  §.  29  ersetzt  werden.  Der  Umstand,  dass  die>e 

beiden  Erscheinungen  29  und  30  in  freier  Luft  auch  durch 

Künkchen  ersetzt  werden  können  und  ihre  Lage  zwischen 

zwei  Elektroden  legt  es  nahe,  diese  beiden  Erscheinungen  für 

eine  Art  Entladung  zu  halten.  Diese  Auflassung  ist  aber 

vielleicht  ein  Umweg.  Weiter  unten  ergibt  sich,  dass  das 

carminrothe  Leuchten  der  Luft  nur  das  Zeichen  des  Vor- 

handenseins starker  elektrischer  Kraftschwingungen  ist,  welche 

den  Max wc ll'schen  Gleichungen  folgen,  also  die  Laplace- 

sche  Gleichung  erfüllen.  Die  wesentliche  Grundlage  der  Er- 

scheinung 29  (des  Ebert  und  \V i edeman n'schen  rothen 

Ballens)  und  §.  30  (des  blauen  Querstriches)  sind  jedoch 

echte  Kathodenstrahlen,  welche  die  Luft  zum  blauen 

Leuchten  bringen.  Nur  dort,  wo  die  Kathodenstrahlen  sich 

durch  Interferenz  auslöschen,  kann  der  rothe  Ballen  auf- 

treten. Hierüber  siehe  Jj.  <32. 

Die  blauen  Querstriche  erregen  bei  niedrigem  Druck 

Fluorescenz  der  Glaswand,  sind  magnetisch  verschiebbar 

und  ferner  elektrostatisch  sehr  stark  verschiebbar,  und  zwar 

vorübergehend  ganz  wie  Kathodenstrahlen.  Bei  Näherung 

eines  negativen  Stabes  von  unten  werden  sie  nach  oben 

gestossen,  kehren  aber  trotz  der  Nähe  des  negativen  Körpers 

sogleich  wieder  in  ihre  Lage  zurück.  Beim  Entfernen  des 

negativen  Körpers  machen  sie  den  entgegengesetzten  Aus- 

schlag (nach  unten).  Ein  -4- Stab  wirkt  umgekehrt.  Durch 

Berühren  der  Glaswand  mit  der  Hand  kann  man  die  Quer- 

striche dauernd  anziehen.  Es  ist  also  zweifellos,  dass  die 

blauen  Querstriche  Kathodenstrahlen  sind. 

Schaltet  man  zwei  grosse  Leydnerflaschen  zu  den 

Kathoden  und  verbindet  ihre  äusseren  Belegungen  mit  ein- 

ander, so  tritt  statt  des  blauen  Querstriches  ein  runder  Bauch 

von  1  '5  l  m  Durchmesser  inmitten  der  weisslichen  ./-Fläche  auf 
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welcher  sich  in  Bezug  auf  seine  Verschiebbarkeit  in  jeder 

Beziehung  wie  der  blaue  Querstrich  verhalt. 

IV.  Capitel. 

Entstehung  der  Interferenzflächen  durch  elektrische 

Schwingungen  der  Kathoden. 

§.31.  Dunkle  Fläche  bei  dem  u  n  v  e  r  z  w  e  i  g  t  e  n  O  s  c  i  I 

lator.  Den  Ausgangspunkt  der  vorliegenden  Arbeit  bildete  ein 

Einwurf  von  E.  Wiedemann  und  G.  C.  Schmidt,  welche 

angeben,  meine  helle  Interferenzfläche  auch  dann  erhalten  zu 

haben,  wenn  die  beiden  Kathoden  mit  den  Endcondensatoren 

des  Lecher'sehen  Oscillators  verbunden 

wurden,  obwohl  doch  diese  nicht  nur  nicht 

gleichphasige,  sondern  sogar  entgegengesetzte 

Schwingungen  ausführen.1 
Wahrscheinlich  war  die  unverschiebliche 

helle  Flache,  welche  die  genannten  Herren 

erhalten  haben,  der  feine  rothe  Strich  (£.  29) 

oder  eine  blaue  Fläche  (§.  28).  welche  mit  der 

hellen  Interferenzfläche  durchaus  nicht  ver- 

wandt sind.  Diese  habe  ich  niemals  bei 

Lecher'scher  Anregung  erhalten. 

Im  Gegentheile  sollte  man  erwarten,  dass 

bei  entgegengesetzten  Schwingungen  der 

Kathoden  eine  dunkle  Fläche  zwischen  ihnen  auftritt.  Ich 

fürchtete  nur  anfangs,  dass  dieses  Minimum  stets  zu  flach  sein 

würde,  um  wahrnehmbar  zu  sein. 

Um  die  Kathoden  in  entgegengesetzte  Schwingungen  zu 

versetzen,  verwendete  ich  zunächst  einen  un verzweigten 

Oscillator  (Fig.  20).  Thatsächlich  erhält  man  damit  eine  dunkle 

Mittelfläche,  den  rothen  Ballen  (§.  29)  oder  den  blauen  Quer- 

strich (§.  30).  aber  sämmtlich  sehr  undeutlich,  auch  ist  die 

dunkle  Fläche  nicht  verschiebbar. 

Diese  Aufstellung  ist  zwar  einfach,  aber  sehr  ungünstig.  Die 

directe  Anregung  durch  einen  in  den  Oscillator  geschalteten 

MAMMA 

Flg.  20. 

)  E.  Wiedemann  und  G.  C.  Schmidt.  Wied.  Ann.,  60,  S.  514.  18Ö7 
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Funken  (§.  17)  ist  hier  unmöglich,  da  der  Funke  überhaupt 

nicht  überspringen  würde,  sondern  die  Entladung  der  primären 

Elektricitätsquelle  durch  das  Vacuum  zwischen  den  Kathoden 

ginge.  Man  muss  deshalb  ZU  der  Blondlot'schen  Anregung 
greifen  (§.  18).  Das  Solenoid  5,  welches  in  den  unverzweigten 

Oscillator  geschaltet  wird,  besitzt  jedoch  eine  grosse  Capa- 

cität.  Zufolge  dessen  ist  der  Oscillator  nicht  mehr  ein  ein- 

facher, sondern  besteht  aus  drei  Capacitäten  und  hat  zwei 

von  einander  unabhängige  Grundschwingungen  von  etwas  ver- 

schiedener Schwingungsdauer.  Die  Schwingungen  der  Kathoden 

sind  zufolge  dessen  zwar  nahezu,  aber  nicht  völlig  entgegen- 

gesetzt und  unregelmässig. 

Um  reine  entgegengesetzte  Schwingungen  zu  erhalten, 

muss  man  noch  eine  Brücke  über  die  beiden  Zweige  des 

unverzweigten  Oscillators  legen,  also  zu  dem  Blond lot'schen 

Oscillator  übergehen. 

g.  32.  Dunkle  Interferenzfläche  bei  dem  Lecher'- 

schen  und  Blondlot'schen  Oscillator.  Da  die  beabsich- 

tigte unsymmetrische  Verlängerung  der  Zweige  dieser  Oscilla- 

toren  ohne  besondere  Vorkehrungen  unbequem  ist,  bediente 

ich  mich  der  vier  Paralleldrähte  (§.  21).  Die  Aufstellung  wurde 

nach  Fig.  9  getroffen.  Wenn  die  Stege  5,  und  st  gleich  weit  von 

den  Kathoden  bei  kx  und  £2  entfernt  sind,  so  hat  man  genau 

den  Lecher'schen  Oscillator. 

Ein  Geissler'sches  Rohr  statt  meines  keeipienten  an  kxk% 
angeschlossen  leuchtet  gerade  sehr  stark,  weil  die  Potential- 

schwingungen von  k\  und  ks  und  die  Stromschwingungen  in 

fcjS,  und  k^s^  stark  und  entgegengesetzt  sind,  und  ich  verlange 

Auslöschen  des  Leuchtens  wenigstens  in  der  Mitte  zwischen 

den  Kathoden. 

Ein  Geisslerrohr  hat  kleine,  weit  von  einander  entfernte 

Elektroden  und  ein  enges  Glasrohr,  welches  elektrostatisch 

mitwirkt.  Da  ferner  die  Schwingungen  des  Lecher'schen 

Oscillators  mit  einer  Brücke  niemals  rein  sind,  sondern  sich 

bei  der  geringsten  Unsymmetrie  zwei  von  einander  unabhängige 

nahezu  gleiche  Grundschwingungen  etabliren.  so  findet  kein 

Auslöschen  statt,  sondern  helles  Leuchten. 
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Mein  Recipient  ist  jedoch  sehr  von  einem  Geisslerrohr 

verschieden.  Die  Kathoden  sind  gross,  nahe  aneinander,  weit 

von  dem  cylindrischen  Mantel  des  Recipienten  entfernt.  Ferner 

ist  es  gut,  den  Druck  ziemlich  hoch  (12  mm  Hg)  zu  wählen. 

Bei  dieser  Aufstellung  (Fig.  9)  bleibt  der  Recipient  zunächst 

vollkommen  dunkel,  und  man  muss  die  Strahlung  elektro- 

statisch anzünden  (§.  22). 

Bei  dem  symmetrischen  Lecher'schen  Oscillator  be- 
schränkt sich  jedoch  auch  nach  diesem  Anzünden  das  Leuchten 

des  Vacuums  auf  einen  elliptischen  Raum  unmittelbar  um  die 

Kathoden  und  erlischt  sehr  leicht  von  selbst.  Inmitten  dieses 

blassblauen  Raumes  sieht  man  die  dunkle  Interferenz- 

fläche. 

Verschiebt  man  einen  der  Stege  sx  oder  s.A,  so  verschiebt 

sich  die  dunkle  J- Fläche  nach  der  Kathode  mit  längerer 

Zuleitung  hin,  das  Leuchten  dehnt  sich  immer  mehr  aus  und 

wird  stabil.  Endlich  schlagen  die  hyperbolischen  Zweige  der 

./-Fläche  über  der  einen  Kathode  zusammen  und  sie  ver- 

schwindet. Zwischen  den  Kathoden  ist  mittlerweile  ein  heller 

violetter  Querstrich  (§.  30)  aufgetreten.  Zu  alledem  ist  nur  eine 

Verschiebung  des  Steges  um  15  bis  20  cm  erforderlich.  Die 

Erscheinung  ist  durchaus  nicht  brillant,  sondern  sehr  dunkel. 

Die  weiteren  Erscheinungen,  namentlich  das  VViederauftreten 

der  dunklen  ./-Fläche  in  prächtiger  Entwicklung  bei  grosser 

Verschiebung  der  Stege,  siehe  w.  u.  §.  52. 

Mit  dem  Blondlot'schen  Oscillator  verlaufen  die  Erschei- 

nungen ganz  ähnlich.  Die  Spule  5,  Fig.  7,  wurde  dabei  zwischen 

die  Punkte  t\c4,  Fig.  9.  geschaltet. 

ij.  33.  Dunkle  Interferenzfläche  bei  dem  einfach 

verzweigten  Oscillator.  Der  einfach  verzweigte  symme- 

trische Oscillator  (Fig.  1  und  6)  ist  nach  Capitel  I  ausser  der 

einen  Grundschwingung,  zufolge  welcher  die  Kathoden  mit 

gleicher  Phase  schwingen,  noch  einer  zweiten  unabhängigen 

Grundschwingung  fähig,  zufolge  welcher  die  Kathoden  ent- 

gegengesetzte Schwingungen  ausführen.  Da  nach  32  die 

dunkle  J-Fläche  bei  \'2mm  Druck  am  schönsten  ist  und  bei 

diesem  Druck  sich  die  helle  Fläche  noch  nicht  bildet,  so  musste 

erstere  bei  diesem  Druck  aufgesucht  werden.  Ich  erwartete 
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aus  weniger  wichtigen  Gründen  sie  nicht  zu  finden,  täuschte 

mich  jedoch  hierin. 

Die  dunkle  Interferenzfläche  ist  mit  dem  einfach 

verzweigten  Oscillator  (Fig.  1  >  sowohl  bei  d  i  recter  Anregung 

l  Fig.  6),  als  bei  Blond lot'scher  Anregung  (Fig.  7)  und  Lecher'- 

scher  Anregung  (§.  20)  ebensogut  zu  erhalten,  als  bei  dem 

zweifach  verzweigten  Oscillator.  Ja  sie  ist  bei  dem  einfach 

verzweigten  Oscillator  (bei  12  mm  Druck)  sogar  noch  viel 

schöner,  weil  das  Leuchten  des  Vacuums  viel  heller  ist  und 

den  ganzen  Recipienten  erfüllt  und  sie  sich  doch  bei  guter 

Aufstellung  vollkommen  schwarz  und  geradlinig,  beziehungs- 

weise hyperbolisch  durch  den  ganzen  Recipienten  bis  an  die 

Glaswand  erstreckt  (siehe  Fig.  14.  beziehungsweise  15).  Sie 

kann  für  Verschiebungen  des  Schleifcontactes  5  (Fig.  (3)  sehr 

empfindlich  gemacht  werden. 

tj.  34.  Unabhängigkeit  der  hellen  und  der  dunklen 

Interferenzfläche  bei  dem  einfach  verzweigten  Oscil- 

lator. Es  entsteht  zunächst  die  Frage,  ob  diese  beiden /-Flächen 

von  einander  unabhängige  Erscheinungen  sind  oder  nur  die 

Formen  derselben  Erscheinung  bei  verschiedenem  Drucke. 

Wenn  letzteres  der  Fall  wäre,  so  müsste  man  bei  allen  Auf- 

stellungen, bei  welchen  man  bei  höherem  Druck  die  dunkle 

./-Fläche  erhält,  bei  niedrigem  Druck  die  helle  /-Fläche  erhalten 

und  umgekehrt.  Dies  ist  jedoch  nicht  der  Fall.  He i  dem  zwei- 

fach verzweigten  Oscillator  habe  ich  nur  die  dunkle  /-Fläche, 

nie  die  helle  /-Fläche  erhalten,  auch  nicht  bei  niedrigem 

Druck.  Bei  dem  einfach  verzweigten  Oscillator  erhält  man 

beide  /-Flächen  zwar  oft,  aber  nicht  immer  mit  derselben  Auf- 

stellung bloss  bei  verschiedenem  Druck.  Bei  directer  Anregung 

(Fig.  6)  ist  die  helle  Fläche  leicht,  die  dunkle  schwerer  zu 

erhalten.  Man  kann  die  Constanten  des  Oscillators  leicht  so 

wählen,  dass  die  helle  /-Fläche  sehr  schön  auftritt  und  doch 

(auch  bei  12  mm  Druck)  keine  Andeutung  der  (durch  den 

ganzen  Recipienten  sich  erstreckenden  verschiebbaren)  dunklen 

/-Fläche  (nicht  zu  verwechseln  mit  dem  gewöhnlichen  kurzen 

unverschiebbaren  dunklen  Zwischenraum  zwischen  den  incohä- 

renten  Lichtschichten  §.  28)  auftritt. 

Sitzb.  d.  mathcm.-naturw.  Cl.;  CVI1.  BJ  ,  Abth.  II.  a.  64 
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Umgekehrt  habe  ich  bei  der  speciellen1  Aufstellung  §.  4<S 

(einfach  verzweigter  Oscillator  mit  Solenoidanregung)  auch 

bei  beliebig  niedrigem  Druck  keine  Andeutung  der  hellen 

./-Fläche  erhalten,  wohl  aber  die  dunkle  Fläche  bei  jedem 

Druck  zwischen  0-2  bis  1*5  mm  sehr  deutlich  und  ver- 

schiebbar. Sie  ist  bei  niedrigem  Druck  etwas  breiter,  nicht 

schmäler  als  bei  höherem  Druck. 

Ein  Oscillator,  welcher  beide  ./-Flächen  zeigt,  zeigt  sie 

bei  0  9  ww  Druck  gleichzeitig,  so  dass  die  helle  ./-Fläche  bei 

symmetrischer  Zuleitung  inmitten  der  breiteren  dunklen  Fläche 

liegt.  Bei  Verschiebung  des  Schleifcontactes  verschieben  sich 

beide  ./-Flächen  in  gleichem  Sinne,  aber  mit  etwas  verschiedener 

Geschwindigkeit.  Man  sieht  die  (kürzere)  helle  ./-Fläche  hiebei 

besser  in  der  Nähe  der  Verbindungslinie  der  Kathoden,  die  zwei 

Zweige  der  dunklen  ./-Fläche  besser  ausserhalb  der  unmittel- 

baren Nähe  der  Kathoden. 

Da  man  also,  ohne  an  dem  Kecipienten  etwas  zu  ändern, 

bei  jedem  Druck  zwischen  O'ö  und  10  mm  bloss  durch 

Änderungen  an  dem  Oscillator  entweder  die  helle  oder  die 

dunkle  J-Fläche  für  sich  oder  beide  zusammen  erhalten  kann, 

so  sind  diese  beiden  J- Flächen  nicht  Formen  derselben 

Erscheinung  bei  verschiedenem  Druck,  sondern  von 

einander  unabhängige  Erscheinungen,  die  sich,  wenn 

sie  gelegentlich  zusammen  auftreten,  übereinander  legen,  ohne 

sich  zu  stören. 

Es  bleibt  noch  zu  erklären,  warum  die  helle  ./-Fläche  am 

deutlichsten  bei  0*5  mm  Druck  ist,  während  die  dunkle  /-Fläche 

schon  bei  1*2  mm  Druck  am  deutlichsten  ist.  Es  wirken  da 

mehrere  Umstände  zusammen.  Die  helle  Interlerenzfläche  findet 

im  Felde  ungünstige  elektrostatische  Bedingungen  vor 

(siehe  hierüber  57),  sie  braucht  deshalb  eine  stärkere 

Anregung  und  niedrigeren  Druck.  Freilich  ist  bei  niedrigerem 

Druck  auch  die  Luminescenz  der  Luft  schwächer,  dies  hat 

aber  für  die  helle  Fläche  wenig  zu  bedeuten,  da  sie  ein  scharfes 

Luminescenz  maximum  ist. 

i  Überhaupt  ist  die  helle  /-Fläche  bei  einfach  verzweigtem  Oscillator 

mit  Solenoidanregung  niemals  so  schön  entwickelt  als  bei  dircctcr 

Anregung  §.  18. 
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Für  das  Auttreten  der  dunklen  Fläche,  d.  h.  für  das  Aus- 

bleiben der  Kathodenstrahlen  in  der  Mitte  des  Feldes,  sind  diese 

elektrostatischen  Bedingungen  günstig  (siehe  §.57),  sie 

braucht  deshalb  nur  schwache  Anregung  und  tritt  schon  bei 

höherem  Druck  auf,  umsomehr  als  auch  die  Luminescenz 

der  Luft  bei  höherem  Druck  stärker  ist.  was  hier  sehr  ins 

Gewicht  fällt,  da  die  dunkle  Fläche  ein  weniger  scharfes  Lumi- 

nescenz mini mum  ist. 

§.  35.  Beide  Interferenzflächen  werden  durch 

langsame  elektrische  S  c  h  w  i  n  g  u  n g  e  n  verursacht.  Dass 

diese  ./-Flächen  ihr  Entstehen  den  stehenden  Hertz'schen 

Schwingungen  der  Osciltatoren  verdanken,  ist  fast  ohne 

besondere  Auseinandersetzungen  klar.  Es  wurde  ja  darauf 

gesehen,  diese  Schwingungen  möglichst  gut  anzuregen,  und 

das  w.  u.  beschriebene  Verhalten  der  /-Flächen  zeigt  sogar, 

dass  die  Leuchterscheinungen  im  Vacuum  dieselbe  Schwin- 

gungsperiode haben  wie  die  Hertz'schen  Grundschwin- 

gungen des  Oscillators  (siehe  §.  43,  S.  60  und  ff.). 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  noch  nicht  so  weit  gehen, 

sondern  nur  zeigen,  dass  die  stehenden  Hertz'schen 

Schwingungen  des  Oscillators  die  wesentliche  Ur- 

sache der  Leuchterscheinungen  und  der  ./-Flächen  sind. 

Zu  diesem  Nachweise  muss  man  alle  anderen  Ursachen 

des  Leuchtens  des  Vaeuums  aussehliessen.  Es  darf  also,  abge- 

sehen von  dem  ersten  elektrostatischen  Anzünden  22)  der 

Strahlen,  kein  elektrostatischer  Einfluss  auf  das  Vacuum  wirken. 

Es  wurde  mit  dem  einfach  verzweigten  Oscillator  mit  Solenoid- 

anregung  Fig.  7  gearbeitet.  Die  Anode  wurde  metallisch  zur 

Erde  abgeleitet,  die  Kathoden  wurden  bei  C,  (Fig.  7)  metallisch 

zur  Erde  abgeleitet,  endlich  wurde  auch  eine  der  Platten  a$a^ 

(Fig.  7)  metallisch  zur  Erde  abgeleitet.  Trotzdem  tritt  das 

Leuchten  des  Vaeuums  und  die  /-Flächen  in  genau  derselben 

Weise  auf,  als  wenn  man  elektrostatische  Einflüsse  nicht  ver- 

hindert. 

Umgekehrt  kann  man  ohne  elektrische  Schwingungen  auch 

bei  starken  elektrostatischen  Wirkungen  die  /-Flächen  nicht 

erhalten.  Verbindet  man  die  Anode  mit  dem  -f-Pol  der  Influenz- 

maschine, den  Vereinigungspunkt  5  (Fig.  1)  ohne  Einschaltung 
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eines  Funkens  oder  besser  mit  Zwischenschaltung  einer  feuchten 

Schnur  mit  dem  —Pol,  so  erhält  man  zwar  ein  unbedeutendes 

Leuchten  des  Vacuums,  aber  keineswegs  eine  Andeutung  der 

./-Flächen  oder  anderer  in  Capitel  III  beschriebener  Erschei- 

n ungen. 

Nun  ist  noch  zu  zeigen,  dass  die  elektrischen  Schwingungen 

beider  Kathoden  zusammenwirken  müssen,  um  die  ./-Flächen 

zu  erzeugen.  Dies  folgt  vor  Allem  aus  der  hyperbolischen 

Form  (Fig.  13  und  15)  der  verschobenen  »/-Flächen.  Im  Gegen- 

satze hiezu  vergleiche  man  die  hellen  Flächen  Fig.  18.  Diese  sind 

der  einen,  beziehungsweise  anderen  Kathodenoberfläche  unge- 

fähr parallel,  man  sieht,  dass  die  einen  (F,  und  F:{)  nur  durch 

die  Kathode  £p  die  andere  (F.,)  nur  durch  die  Schwingungen  der 

Kathode  fc2  verursacht  werden.  Die  hyperbolischen  J-F  lachen 

hingegen  können  ihrer  Form  wegen  nur  durch  das  Zusammen- 

wirk en  der  Schwingungen  beider  Kathoden  entstehen. 

Man  erkennt  ein  Gleiches,  wenn  man  einen  Glimmer- 

schirm zwischen  die  Kathoden  bringt.  Derselbe  bringt  die 

./-Flächen  so  weit  zum  Verschwinden,  als  er  reicht  und  stört 

sie  in  dem  übrigen  Theile  des  Feldes  weniger. 

§.  .30.  Die  helle  Interferenzfläche  wird  durch 

gleichgerichtete  Schwingungen  der  Kathoden  ver- 

ursacht. Die  Kathoden  wurden  beweglich  gemacht,  so  dass 

man  sie  durch  Drehung  eines  Schliffes  während  der  Strahlung 

nähern  und  entfernen  konnte. 

Nun  kann  man  sehr  einfach  beweisen,  dass  die  helle 

./-Fläche  durch  gleichgerichtete  Schwingungen  an  den  Kathoden 

verursacht  wird.  Man  nähert  die  Kathoden  während  der  Strah- 

lung so  weit,  dass  sie  sich  berühren.  Hiebei  verlässt  die  helle 

/-Fläche  ihre  mittlere  Stellung  nicht  und  wird  etwas  heller, 

länger  und  schärfer. 

Während  der  Berührung  haben  die  Kathoden  gewiss 

gleichgerichtete  Potentialschwingungen,  also  sind  allgemein 

solche  gleichgerichtete  Potentialschwingungen,  genauer  gleich- 

gerichtete Kraftschwingungen1  in  den  Normalen  an  den 

1  Beziehung  zwischen  den  K  raft  sc  h  w  i  ng  u  nge  n ,  Potential- gleich  | 

und  Stromschwingungen.  Unter      .  ,  .  t  gerichteten 
»     °  entgegengesetzt  J  * 
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einander  zugekehrten  Flächen  der  Kathoden  die  Ursache  des 

Auftretens  der  hellen  Interferenzflache  in  mittlerer  Lage. 

Hiebei  ist  daran  zu  erinnern,  dass  ich  die  helle  Interferenz- 

flüche ja  zuerst  in  einspringenden  Winkeln  einer  Kathode  sah 1 

und  von  da  erst  zu  zwei  Kathoden  überging. 

§.  37.  Die  dunkle  Interferenzfläche  wird  durch 

entgegengesetzte  Schwingungen  der  Kathoden  ver- 

ursacht. Man  führt  den  Beweis  in  derselben  Weise  wie  vor- 

hin. Es  wurde  zunächst  die  dunkle  Fläche  recht  klar  zu 

erhalten  gesucht  und  dann  wurden  die  Kathoden  genähert.  Je 

mehr  man  sie  nähert,  desto  undeutlicher  wird  die  dunkle 

Fläche.  Schon  bei  5  mm  Entfernung  der  Kathodenoberflächen 

ist  nur  wenig  von  ihr  zu  sehen,  bei  völliger  Berührung  ver- 

schwindet sie  völlig.  Siehe  hierauch  §.27. 

Schwingungen  zweier  Oberflächenelemente  der  Kathoden  ver- 

stehe ich  im  Folgenden  solche,  bei  welchen  die  elektrische  Kraft 

im    Vacuum    unmittelbar   an    den    Obcrflä  che  n  demente  n  nach 

Nun  haben  die  Kathoden  bei  diesen  langsamen  elektrischen  Schwingungen 

mit  Annäherung  ein  Potential,  d.  h.  die  elektrischen  Kräfte  sind  in  der  Nähe  der 

Kathoden,  also  im  ganzen  Recipientcn,  mit  Annäherung  so  vertheilt,  als 

hätten  sie  ein  Potential  und  als  wären  die  Kathodcnohcrflächen  Niveauflächen. 

Kennt  man  die  Potentialschwingungen  sämmtlicher  Conductoren  de^ 

Oscillators  und  ihre  Stellung  gegen  die  Kathoden,  so  kennt  man  auch  den 

variablen  Kraftfluss,  welcher  von  den  Kathoden  nach  diesen  verschiedenen 

Conductoren  geht,  und  weiss,  ob  die  Schwingungen  aller  Elemente  derselben 

Kathode  gleichgerichtet  sind  oder  nicht. 

In  meinem  Recipienten  geht  der  ganze  Kraftfluss  von  den  Kathoden  zur 

F:de  oder  zu  einander,  aber  nicht  zu  anderen  Conductoren  des  Oscillators. 

Sowohl  wenn  die  Schwingungen  der  Potentialdiffcrcnz  der  Kathoden  gegen  die 

Erde  gleich  und  gleichgerichtet,  als  wenn  sie  nahezu  gleich  und  entgegen- 

gesetzt gerichtet  sind,  sind  die  Schwingungen  aller  Kiemente  derselben 

Kathode  gleichgerichtet  und  haben  keine  Phasenverschiedenheit.  In  diesen 

Källen  sind  auch  die  Stromschwingungen  in  dem  Zuleitungsdraht  mit  der 

Potentialschwingung  der  Kathode  gleichphasig. 

Im  Falle  beliebiger  Phasendifferenzen  der  Schwingungen  der  Kathoden 

muss  man  jedoch  zwischen  Potential-  und  Stromschwingungen  derselben  unter- 

scheiden und  sind  auch  die  Kraftschwingungen  an  der  inneren  (der  anderen 

Kathode  zugewendeten)  Seite  einer  Kathode  nicht  gleichphasig  mit  den  Kraft  - 

schwingungen  an  der  äusseren  Seite  derselben  Kathode. 

aussen  gezählt  stets gleiche 
entgegengesetzte ichtung  hat. 

i  Wied.  Ann..  57,  S.  153,  1S1M>. 
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Hiemit  ist  der  Beweis  hergestellt,  dass  die  Potential- 

schwingungen der  Kathoden,  welche  die  dunkle  Interferenz- 

flache  verursachen,  nicht  gleichgerichtet  sind.  Es  lässt  sich 

jedoch  noch  ein  Einwand  hiegegen  machen.  Wenn  man  von 

den  übrigen  Experimenten,  welche  die  dunkle  Fläche  als  Inter- 

ferenz fläche  charakterisiren,  hier  absieht  und  nicht  zugibt,  dass 

dieselbe  überhaupt  durch  Interferenz  entsteht;  wenn  man 

absieht  von  der  geradlinigen,  beziehungsweise  hyperbolischen 

Erstreckung  derselben  durch  den  ganzen  Recipienten  und  sie 

für  nichts  hält  als  einen  gewöhnlichen  dunklen  Zwischenraum 

zwischen  den  blauen  Hüllen  um  die  Kathoden,  dann  könnte 

man  auch  die  Beweiskraft  obigen  Experimentes  bezweifeln  und 

annehmen,  dass  bei  Näherung  der  Kathoden  die  blauen  Hüllen 

einfach  genähert  werden  und  deshalb  der  dunkle  Zwischen- 

raum zwischen  ihnen  schmäler  werden  und  endlich  ganz  ver- 

schwinden muss.1 

Hiezu  ist  zu  bemerken,  dass  diese  gewöhnlichen  dunklen 

Zwischenräume  wirklich  existiren,  sich  aber  bei  Entfernungs- 

änderung der  Kathoden  ganz  anders  verhalten  als  die 

dunkle  Interferenzfläche.  Die  Dicke  der  blauen  Hüllen,  welche 

durch  einen  gewöhnlichen  dunklen  Zwischenraum  von  einander 

geschieden  werden,  ist  zwischen  den  Kathoden  bedeutend 

kleiner  als  an  den  äusseren  Theilen  der  Kathoden  und  hängt 

von  der  Entfernung  der  Kathoden  ab.  Bei  Näherung  der  Kathoden 

werden  ihre  zwischen  den  Kathoden  verlaufenden  Theile  immer 

schmäler.  Dies  hindert  nicht,  dass  der  dunkle  Zwischenraum 

zwischen  ihnen  abnimmt  und  schliesslich  verschwindet.  Bei 

Entfernung«  der  Kathoden  nimmt  der  dunkle  Zwischen- 

raum aber  auch  die  Dicke  der  blauen  Hüllen  zu.  Ganz 

anders  verhält  sich  die  dunkle  Interferenzfläche.  Bei  Entfernung 

i  Deshalb  habe  ich  auch,  statt  die  Kathoden  zu  nähern,  während  der 

Strahlung  eine  (ganz  kurze!)  Brücke  aus  dünnem  Blech  zwischen  sie  ein- 

geschoben, respective  entfernt.  Das  Einschieben  der  Brücke  bringt  die 

dunkle  /-Fläche  zum  Verschwinden.  Kine  längere  Brücke  bringt  die 

/-Fläche  nur  an  ihrer  äusseren  Seite  zum  Verschwinden.  Brücken,  welche 

ausserhalb  des  Recipienten  über  d]  und  dx  (Fig.  8)  gelegt  werden,  schädigen 

die  dunkle  /-Fläche  nur,  wenn  sie  sehr  nahe  an  kxk«  (Fig.  8)  liegen,  weiter  ab 

begünstigen  sie  sogar  begreiflicherweise  die  dunkle  /-Fläche. 
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der  Kathoden  nimmt  ihre  Breite  rascher  zu  als  die  Entfernung 

der  Kathoden.  Das  matte  blaue  Licht,  welches  den  ganzen 

Reciptenten  erfüllt  und  in  dessen  Mitte  die  dunkle  ./-Fläche 

auftritt,  dehnt  sich  also  bei  Entfernung  der  Kathoden  nicht 

zwischen  denselben  aus  wie  die  blauen  Hüllen,  sondern  zieht 

sich  zu  Gunsten  der  dunklen  7- Fläch«  zusammen.  Bei  3  cm 

Entfernung  der  Kathoden  füllt  die  dunkle  ./-Fläche  den  ganzen 

Zwischenraum  zwischen  den  Kathoden  aus.  Es  ist  dann  zwischen 

den  Kathoden  keine  Spur  von  blauem  Licht  (Fig.  21). 

Um  es  kurz  zu  wieder- 

holen: 1.  Die  blauen,  sich 

nicht  erreichenden  Hüllen 

bilden  Schichten  um  die 

Kathoden,  der  ganze  übrige 

kaum  ist  dunkel,  die  Dicke 

der  Schichten  wächst  bei 

Entfernung  der  Kathoden. 

2.  Das  mattblaue  Licht,  wel- 

ches die  dunkle  ./-Fläche 

bildet,  erfüllt  den  ganzen  Re- 

ciptenten, die  dunkle  Fläche 

ist  nur  ein  schmaler  ebener, 

respective  hyperbolischer 

Raum,  das  mattblaue  Licht 

zieht  sich  bei  Entfernung  der  Kathoden'  zu  Gunsten  der  dunklen 

v/- Fläche  zusammen,  so  dass  diese  bald  den  ganzen  Zwischen- 

raum zwischen  den  Kathoden  verdunkelt. 

Hiemit  allein  ist  schon  nachgewiesen,  dass  die  dunkle 

Interferenzfläche  nicht  bloss  ein  dunkler  Zwischen- 

raum ist.  Die  Ursache,  warum  sie  verschwindet  bei  Näherung 

der  Kathoden,  ist  die,  dass  die  Schwingungen,  welche  sie  ver- 

ursachen bei  grosser  Nähe  oder  gar  Berührung  der  Kathoden 

nicht  auftreten  können.  Es  sind  diese  Potentialschwingungen 

der  Kathoden  also  jedenfalls  nicht  gleichgerichtete  Potential« 

Schwingungen. 

Nun  sind  sämmtliche  verwendete  Oscillatoren  sym- 

metrisch, wenn  die  dunkle  7-Fläche  in  der  Mitte  zwischen 

1  und  bei  Herabsetzung  des  Druckes,  siehe  S.  Udo. 

Ptg*  21. 
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den  Kathoden  steht.  Wegen  dieser  Symmetrie  können  die 

Schwingungen  der  Kathoden  nicht  anders  als  gleichgerichtet 

oder  entgegengesetzt  gerichtet  sein  (vergl.  z.B.  g.  9).  I'a 
nachgewiesen  wurde,  dass  die  Schwingungen  der  Kathoden, 

welche  die  dunkle  Interferenzfläche  verursachen,  nicht  gleich- 

gerichtet sind,  so  sind  sie  also  genau  entgegengesetzt  ge- 

richtet, wenn  die  dunkle. /-Fläche  in  der  Mitte  des  Feldes  steht. 

Ein  zweiter  schwerwiegender  Beweis  hiefür  liegt  darin, 

dass  die  dunkle  Interferenz  fläche  allein  auftritt  bei  An- 

wendung des  Lecher  sehen  und  des  Blondlot'schen  Oscilla- 

tors,  welche  Oscillatoren  nur  entgegengesetzte  Schwin- 

gungen der  Kathoden  verursachen  können,  da  die  Anregung 

gleichgerichteter  Schwingungen  bei  ihnen  ganz  undenkbar  ist. 

Hingegen  tritt  bei  Anwendung  des  einfach  verzweigten 

Oscillators,  welcher  nach  £.9  ff.  ebensowohl  gleichgerichtete, 

als  entgegengesetzte  Schwingungen  der  Kathoden  bewirken 

kann,  und  bei  welchem  nach  ij.  38  auch  beide  Schwingungs- 

arten angeregt  werden  können,  je  nach  den  Constanten  des 

Oscillators  und  der  Anregung  bloss  die  dunkle  Interferenz- 

flache  (siehe  §.  34)  oder  bloss  die  helle  Interferenzfläche  oder 

beide  J- Flächen  gleichzeitig  auf. 

§,  38.  Anregung  der  entgegengesetzten  Schwin- 

gungen [Schwingung  II),  §.  9]  bei  dem  einfach  ver- 

zweigten Oscillator.  Dass  der  einfach  verzweigte  Oscillator 

der  entgegengesetzten  Schwingungen  [Schwingung  II).  9j 

fähig  ist,  geht  aus  der  Rechnung  Capitel  I  klar  hervor.  Auf- 

zuklären bleibt  jedoch,  wieso  die  directe  oder  Solenoidanregung 

(Fig.  6  oder  7)  in  dem  Zweige  3  im  Stande  ist,  eine  Schwin- 

gung in  den  Zweigen  1  und  2  anzuregen,  an  welcher  der 

Zweig  3  nicht  oder  nur  in  sehr  geringem  Masse  theilnimmt. 

Spricht  nicht  die  Symmetrie  dieses  Oscillators  gegen  die  Mög- 

lichkeit der  Anregung  entgegengesetzter  Schwingungen  der 

Kathoden  vom  Zweige  3  aus? 

Hiezu  ist  zu  bemerken,  dass  die  Configuration  des 

Oscillators  allerdings  stets  soweit  symmetrisch  ist.  um  andere 

als  gleich-  oder  entgegengesetzte  Schwingungen  nach  9 

auszuschliessen,  dass  aber  doch  gewöhnlich  diese  Symmetrie 

dann,  wenn  die  dunkle  ./-Fläche  in  der  Mitte  des  Feldes  steht. 
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keine  vollkommene,  sondern  ein  Gleichgevvichtsfall  der  Con- 

stanten des  Oscillators  nach  911  (§.  13)  ist.  Selten  steht  der 

Schleifcontact  s  (Fig.  6)  wirklich  in  der  Mitte  der 

Schlinge,  wenn  die  dunkle  »/-Fläche  in  der  Mitte  des 

Feldes  steht,  sondern  der  Schleifcontact  steht  dann  um 

einige  Centime t er  ausserhalb  der  Mitte  (nach  der  Seite  jener 

Kathode  hin,  welche  zufälligerweise  eine  etwas  grössere  Capa- 

cität  hat).  Ferner  ist  die  Phase  der  verwendeten  Oscillatoren 

äusserst  empfindlich  für  Verschiebungen  des  Schleifcon- 

tactes  (siehe  §.  50),  so  dass  schon  bei  ganz  geringen  Ver- 

schiebungen des  Schlei fcontactes  (um  30  cm,  §.  50)  die  Schwin- 

gung 1)  sowohl,  als  die  Schwingung  II)  den  Kathoden  Schwin- 

gungen von  l/4,  beziehungsweise  3/4  Schwingungsdauer  Phasen- 

unterschied ertheilt,  so  dass  bei  Verschiebungen  über  30  cm 

die  Schwingung  I)  schwerer  anregbar  wird  als  die  Schwin- 

gung II).  Endlich  können  die  Oscillatoren  nur  in  Bezug  auf 

ihre  Configuration  annähernd  symmetrisch  gemacht  werden, 

nicht  in  Bezug  auf  die  vor  Eintritt  des  excitirenden  Funkens 

in  dem  Recipienten  auftretenden  Entladungserscheinungen.  Das 

oft  sichtbare  Entladungsband  sitzt  stets  ganz  einseitig  auf 

einer  der  Kathoden,  die  Ladung  der  Glaswand  ist  zufolge 

dessen  nicht  ganz  symmetrisch,  ebenso  also  auch  die  Strah- 

lung zu  Beginn  der  Ucrtz'schen  Schwingungen  nach 

Eintritt  des  excitirenden  Funkens  f  (was  aber  durch  die 

ladende  Wirkung  der  Strahlung  bald  ausgeglichen  wird  fvergl. 

§.  59J). 

Ferner  wird  nicht  behauptet,  dass  die  Schwingung  11) 

kräftig  erzeugt  wird,  sondern  nur  sehr  schwach.  Die  ganze 

Lichtentwicklung  um  die  dunkle  »/-Fläche  ist  (trotz  der  besseren 

Luminescenz  der  Luft  bei  etwas  höherem  Druck)  kleiner  als 

die  gesammte  Lichtentwicklung  der  hellen  ./-Fläche. 

Der  beste  Beweis  dafür,  dass  es  wirklich  kleine  Un- 

symmetrien  des  Oscillators  sind,  welche  die  Anregung  der 

Schwingung  II)  ermöglichen,  ist  es,  dass  das  blassblaue  Licht, 

in  welchem  die  ./-Fläche  erscheint,  bei  möglichst  sym- 

metrischer Anordnung  des  Oscillators  in  auffallendster 

Weise  zum  Auslöschen  neigt.  Es  ist  dann  schwer,  das- 

selbe elektrostatisch  anzuzünden  (§.  21)  und  es  erlischt  schon 
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nach  einigen  Funken  wieder  von  selbst.  Man  braucht  jedoch 

nur  den  Schleifcontact  um  10  cm  zu  verschieben,  um  dieses 

Leuchten  viel  heller,  leicht  elektrostatisch  anzündbar  und  stabil 

zu  erhalten.  Es  ist  deshalb  (wie  §.  22  bemerkt  wurde)  zu 

empfehlen,  das  Anzünden  überhaupt  nur  bei  etwas  unsym- 

metrischer Stellung  des  Schleifcontactes  vorzunehmen.  Die 

helle  Interferenzfläche  zeigt  keine  Neigung,  bei  sym- 

metrischer Stellung  des  Schleifcontactes  auszulöschen.  Würde 

man  nicht  zugeben,  dass  die  Schwingung  II)  bei  dem  einfach 

verzweigten,  nahezu  symmetrischen  Oscillator,  wenn  auch 

nur  mit  geringer  Amplitude,  angeregt  wird,  so  müsste  man 

annehmen,  dass  nur  die  Schwingung  I)  auftritt,  denn  einer 

weiteren  Schwingung  ist  der  Oscillator  nicht  fähig,  und  es 

wäre  dann  durchaus  nicht  einzusehen,  warum  das  Leuchten 

bei  symmetrischem  Oscillator  weniger  stabil  sein  sollte  als  bei 

unsymmetrischem. 

Ferner  kann  man  das  Vorhandensein  der  Schwingung  II) 

objectiv  nachweisen.  Die  Kathoden  wurden  mit  den  Platten 

eines  Bjerknes'schen  Elektrometers  kurz  verbunden.  Man 
erhält,  wenn  man  den  Oscillator  auch  möglichst  symmetrisch 

macht,  stets  einen,  wenn  auch  kleinen  und  etwas  zuckenden 

Ausschlag  des  Elektrometers,  dessen  mittlerer  Betrag  einer 

statischen  Ladung  der  Platten  auf  12  Volt  entspricht.  Die 

Verschiebung  des  Schleifcontactes  macht  diesen  Ausschlag 

nicht  um  Bedeutendes  grösser,  aber  etwas  ruhiger.  Eine 

statische  Potentialdifferenz  können  die  Platten  des  Elektro- 

meters nicht  haben,  da  sie  metallisch  durch  die  Schleife 

k^k.,  des  Oscillators  verbunden  sind.  Die  Kathoden  haben 

also  eine  oscillatorischc  Potentialdifferenz,  welche  ich 

unter  Berücksichtigung  der  Funkenzahl  und  wahrscheinlichen 

Dämpfung  der  Schwingung  auf  500  Volt  in  der  Amplitude 

schätze.  Es  ist  ausgeschlossen,  dass  die  Kathoden  des  mög- 

lichst symmetrischen  Oscillators  zufolge  der  Schwingung  D 

diese  oscillatorischc  Potentialdifferenz  haben,  daher  ist  die- 

selbe der  Beweis  für  das  Vorhandensein  der  Schwingung  II). 

Der  anschaulichste  Beweis  für  das  Vorhandensein  der 

Schwingung  II)  ist  das  Auftreten  des  rothen  Ballens  (§.  29) 

bei   jedem    nur   einigermassen    unsymmetrischen,  einfach 



Interferenz  der  Kathodenstrahlen. 969 

verzweigten  Oscillator  mit  elektrischer  Anregung  (vergl. 

§.  29,  S.  953,  Anmerkung  *).  Man  kann  das  plötzliche  Auf- 

treten von  Fünkchen,  des  blauen  Querstriches,  beziehungs- 

weise des  rothen  Ballens  bei  kleinen  Verschiebungen  des 

Schleifcontactes  .9  aus  der  Mitte  der  Schlinge  k{sk2  (Fig.  6) 

in  zweifacher  Weise  erklären:  a)  durch  die  hiebei  auftretende 

Amplitudenverschiedenheit  der  Schwingung  1),  §.  9  oder  b) 

durch  die  hiebei  günstiger  werdende  Anregung  der  Schwin- 

gung II),  §.  9. 

Der  rothe  Ballen  ist  nun  für  entgegengesetzte 

Schwingungen  der  Kathoden  nach  29  charakteristisch,  nicht 

bloss  für  eine  oscillatorische  Potentialdifferenz  der  Kathoden. 

Der  Typus  der  Leuchterscheinungen  hangt  nämlich  von 

dem  Typus  der  Kraftvertheilung  im  Felde  ab,  also  von 

den  oscillatorischen  Potentialdifferenzen  der  Kathoden  gegen 

die  Erde,  nicht  bloss  von  ihrer  gegenseitigen  Potentialdifferenz. 

Der  rothe  Ballen  tritt  nach  §.  29  nur  auf,  wenn  die  Kraft- 

linien in  der  Nähe  der  Verbindungslinie  der  Kathoden  zwischen 

denselben  direct  übergehen  und  in  der  Mitte  des  Feldes  ein 

Kraft maximum  ist,  nicht  aber,  wenn  die  Kraftlinien  von  beiden 

Kathoden  gegen  die  Mitte  des  Feldes  laufen  und  dort  ein  Kraft- 

minimum  ist,  d.  h.  er  tritt  nicht  auf  zufolge  Schwingung  I), 

wenn  auch  eine  kräftige  Schwingung  I)  nach  a)  dieselbe  kleine 

oscillatorische  Potential di  ff  erenz  der  Kathoden  bewirken  kann, 

als  eine  schwache  Schwingung  II)  nach  b). 

Das  Auftreten  des  rothen  Ballens  schon  bei  kleinen  Ver- 

schiebungen des  Schleifcontactes  aus  der  Mitte  der  Schlinge 

l\sk2  (Fig.  6)  zeigt  also  anschaulich,  dass  die  Schwingung  II) 

ziemlich  kräftig  entwickelt  ist.  Solange  der  Schleifcontact  in 

der  Mitte  der  Schlinge  steht,  tritt  wohl  die  dunkle  /-Fläche, 

der  rothe  Ballen  aber  nicht  auf,  weil  dann  die  Anregung  der 

Schwingung  II  nur  eine  sehr  schwache  ist. 

V.  Capitel. 

Verschiebung  der  Interferenzflächen  bei  continuirlicher 

Änderung  der  Constanten  des  Oscillators. 

§.  39.  Vorbemerkungen.  Die  folgenden  Experimente 

sind  insofern  leicht  zu  wiederholen,   als  das  Arbeiten  mit 
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elektrischen  Wellen  überhaupt  ein  leichtes  ist.  Sie  sind  inso- 

fern leichter  als  optische  Interferenzexperimente,  als  alle  Ein- 

stellungen verhältnissmässig  grob  sind.  Sie  haben  aber  die 

Schwierigkeit,  dass  man  nicht  ohneweiters  die  gewünschten 

Schwingungen  rein  und  von  der  gewünschten  Stärke  erhält.  Je 

länger  man  mit  demselben  Oscillator  und  Recipienten  arbeitet, 

desto  mehr  lernt  man  die  kleinen  Hilfen  (Wahl  der  Constanten 

des  Oscillators,  der  Anregung,  des  Druckes,  der  elektrostatischen 

Hilfen)  kennen,  welche  der  Reinheit  der  Erscheinung  dienen. 

Wenn  man  dann  zu  einer  neuen  Aufstellung  übergeht,  hat  man 

immer  wieder  diese  Schwierigkeit  zu  überwinden  und  muss 

eine  Zeit  lang  nach  den  günstigsten  Bedingungen  suchen. 

Doch  ist  es  mir  niemals  misslungen,  die  /•Flächen  schliesslich 

rein  zu  erhalten  und  wenn  man  einmal  die  Eigenheiten  einer 

Aufstellung  kennt,  so  kann  man  zu  jeder  Zeit  mit  einer  neuen, 

nur  einigermassen  ähnlichen  Aufstellung  sofort  richtig  um- 

gehen. 

40.  Verschiebung  der  Interferenzflächen.  Wenn 

man  von  dem  symmetrischen  Kall  ausgehend  eine  der  Con- 

stanten des  Oscillators  (z.  B.  die  Selbstinduction  eines  Drahtes 

oder  eine  Capacität)  continuirlich  ändert,  so  verschiebt  sich 

jede  Interferenzfläche  aus  der  Mitte  des  Feldes  sehr  bald  bis 

an  eine  Kathode,  wo  sie  verschwindet.  Sie  nimmt  hiebei  nach 

und  nach  die  Form  eines  Astes  aller  hyperbolischen  Cylinder 

an.  deren  Brennlinien  die  Axen  der  Kathoden  sind. 

Die  Mitte  der  Interferenzflächen  verschiebt  sich  dabei 

sehr  langsam  und  deutlich  proportional  der  Verschiebung  des 

Schleifeontactcs  s  (Fig.  6).  Die  äusseren  Zweige  der  ./-Flächen 

bewegen  sich  dementsprechend  ungleichförmig,  und  zwar  so 

lange  noch  die  Zuleitungen  zu  beiden  Kathoden  nahezu  sym- 

metrisch sind,  ebenso  langsam  wie  die  Mitte  der  ./-Flächen, 

bei  weiterer  Verschiebung  des  Schleifeontactcs  aber  immer 

rascher,  bis  sie  endlich  rasch  über  einer  Kathode  zusammen- 

schlagen. 

Man  ersieht  hieraus  mit  hinreichender  Genauigkeit,  dass  die 

Differenz  der  Wege  von  den  Axen  der  Kathoden  (oder 

auch  von  ihren  Oberflächen  aus  im  Radius)  gemessen 

für   die   ganze    Erstreckimg   der  Interferenzflächen 
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ungefähr  constant  und  der  Verschiebung  des  Schleif- 

contactes  ungefähr  proportional  ist 1 

Bei  unrichtiger  Aufstellung  wird  diese  Verschiebung  der 

./•Flächen  vertreten  durch  eine  Verbreiterung  oder  sonstige  ver- 

schwommene Erscheinungen  oder  durch  ein  unregelmässiges 

Springen  der  »/-Flachen.  Dann  hat  man  zunächst  die  Länge, 

dann  die  Stärke  des  excitirenden  Funkens  zu  variiren.  dann 

die  elektrostatischen  Verhaltnisse  im  Recipienten  zu  corrigiren, 

die  Ableitung  der  Anode  anzubringen  oder  aufzuheben,  even- 

tuell eine  Stelle  der  Glaswand  abzuleiten,  wenn  das  elektro- 

statische Anzünden  zu  schwierig  ist.  Dabei  kann  man  auch 

versuchen,  welcher  Anregungsmodus  (£.  18,  10  oder  20)  der 

beste  ist.  Der  günstigste  Druck  für  die  dunkle  Fläche  ist 

1*2  mm,  für  die  helle  Fläche  0'5  mm  Hg.  Bndlich  ändere  man P  G 

die  Constanten  des  <  Kcillators  ab,  mit  dem  Ziele    -  =  —  zu 
P  £ 

machen  [siehe  £.  15,  8)]. 

Der  blaue  Querstrich  $.30  ist  bei  unsymmetrischer  Zuleitung 

zu  den  Kathoden  schwer  zu  vermeiden.  Bei  symmetrischer 

Zuleitung  darf  er  jedoch  nicht  auftreten.  Sein  Auftreten  ist 

dann  ein  Zeichen  eines  Contactfehlers  in  den  Zuleitungen  oder 

eines  sonstigen  verborgenen  Symmetriefehlers. 

sj.  41.  Allgemeines  über  Richtung  und  Grösse  der 

Verschiebung  der  ./-Flächen.  Je  nach  den  Constanten 

des  Oscillators  ist  die  Richtung  und  Grosse  der  einer 

bestimmten  Symmetrieänderung  entsprechenden  Verschiebung 

der  Interferenzllächen  verschieden. 

Für  einen  gegebenen  einfach  verzweigten  Osci Ilator 

(Fig.  6)  mit  Solenoidanregung  (Fig.  7)  ist  die  Richtung  der 

Verschiebungdcr  dunklen  In  terferenzflächejenerder 

1  Um  diese  Formen  rein  zu  erhalten,  sind  die  cylindrischen  Recipienten 

^  16  uncrlässlieh.  auch  müssen  die  Kathoden  knapp  an  die  Glasplatten  heran- 

rufen. Bei  kleinen  Kathoden  in  einem  grossen  Recipienten  stülpen  sich  die 

/-Flachen  nicht  nur  oben  und  unten,  sondern  auch  vor  und  hinter  der  Kathode 

zurück.  Man  kann  dann  nicht  durch  die  /-Flächen  hindurchvisiren.  weil  sie 

nicht  cylindrisch  sind,  und  bemerkt  fast  nur  ihren  Schnitt  mit  der  Glaswand 

als  hellen  oder  dunklen  Strich,  welcher  sich  bei  starken  Verschiebungen  der 

/-Flache  auf  die  eine  Kathode  oder  selbst  hinter  dieselbe  prc>5icirt. 
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hellen  Interferenzfläche  fast  immer  gleichgerichtet 

und  von  gleicher  Grössenordnung. 

Der  Luftdruck  hat  in  ziemlich  weiten  Grenzen  auf  die  Ver- 

schiebbarkeit der  Interferenzflächen  keinen  Einfluss.  Ebenso 

auch  die  Anregung,  ausgenommen  bei  directer  Anregung 

(Fig.  6)  des  mehrfach  verzweigten  Oscillators,  wo  die  Länge 

des  Funkens  /zu  den  Constanten  des  Oscillators  zu  zählen  ist 

und  den  grössten  Einfluss  auf  Richtung  und  Grösse  der  Ver- 

schiebung der  ./-Flächen  hat. 

§.  42.  Verschiebung  der  J-Flächen  bei  Änderung 

der  Selbstinduction  der  Zuleitungen.  Wenn  man,  ohne 

die  Länge  der  Zuleitungen  zu  den  Kathoden  zu  ändern,  eine 

derselben  zu  einem  Solenoid  aufrollt,  so  verschieben  sich 

die  Interferenzflächen,  und  zwar  sowohl  die  helle,  als  die 

dunkle  ./-Fläche  stets  in  jenem  Sinne,  in  welchem  sie  sich  bei 

dem  betreffenden  Oscillator  verschieben,  wenn  man,  statt  diese 

Zuleitung  einzurollen,  dieselbe  verlängert. 

Man  merkt  schon,  wenn  man  in  die  Zuleitung  2  bis 

3  Windungen  von  4  cm  Durchmesser  und  1  cm  Ganghöhe  rollt, 

die  Verschiebung  der  J-Flächen,  bei  10  Windungen  sind  die- 

selben schon  aus  dem  Felde  gewandert. 

Längenänderungen  der  Zuleitungen  kann  man  vor- 

nehmen durch  Einsetzen  eines  neuen  Drahtes,  besser  aber 

durch  Verschiebung  des  Schleifcontactes  s  (Fig.  6)  oder  der 

Stege  5,  und  s2  (Fig.  8  und  9).  Bei  guten  Aufstellungen  muss 

ein  Längenunterschied  von  1  cm  der  beiden  Zuleitungen 

schon  eine  eben  sichtbare  Verschiebung  der  Interferenzflächen 

bewirken.  Bei  30  bis  lOOt'iw  Längenunterschied  (je  nach  den 

Constanten  des  Oscillators  und  der  Dicke  der  Drähte)  sind  die 

»/-Flächen  schon  durch  das  ganze  Feld  gewandert. 

Was  die  Richtung  dieser  Verschiebung  der  J-Flächen 

betrifft,  so  soll  dieselbe  im  Folgenden  recht  läufig  genannt 

werden,  wenn  die  J-Fläche  sich  von  der  Kathode,  deren 

Zuleitung  kleinere  Selbstinduction  erhält,  entfernt,  hingegen 

rückläufig,  wenn  die  J-Fläche  sich  zu  der  Kathode  mit 

kürzerer  Zuleitung  bewegt. 

Aufstellungen,  bei  welchen  die  J-Flächen  rechtläufig 

sind,  sind  leicht  zu  finden.  Beispiele  hiefür  sind: 
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Einfach  verzweigter  Oscillator  (helle  oder  dunkle 

/-Fläche): 

a)  Directe  Anregung  (Fig.  6),  Drähte  1  und  2  lang  und  dick, 

Draht  3  lang  und  dünn,  Funke /  möglichst  klein. 

b)  Solenoidanregung  (Fig.  5),  Aufstellung  Fig.  8.  Parallel- 

drähte von  Kupfer  1  mm  stark,  Solenoid  kurz  an  s  ange- 

schlossen. 

Zweifach  verzweigter  Oscillator  (bloss  dunkle 

/-Fläche): 

c)  Aufstellung  Fig.  9.  Paralleldrähte  von  Kupfer  1  mm  stark. 

Seltener  erhält  man  die  rück läufi ge  Verschiebbarkeit  der 

/-Flächen.  Beispiele  hiefür  sind: 

Einfach  verzweigter  Oscillator  (helle  oder  dunkle 

/-Fläche): 

d)  Directe  Anregung  (Fig.  6),  Aufstellung  wie  unter  a),  jedoch 

Funke f  etwas  länger. 

e)  Solenoidanregung  (Fig.  5),  Drähte  1  und  2  von  Messing, 

0*4  mm  stark,  200 cm  lang;  Draht  3  ebenso  oder  stärker, 

300  cm  lang;  bei  C3  keine  Capacität  angehängt,  neben  kx 

und  &2t  wenn  nöthig,  zwei  kleine  Stanniolblätter  sym- 

metrisch angehängt.  Kleiner  Kecipient. 

Zweifach  verzweigter  Oscillator  (nur  dunkle 

/-Fläche). 

f)  Aufstellung  wie  unter  c),  Steg  $,  oder  s2  weit  entfernt. 

Zweiter  Durchgang  der  dunklen  /-Fläche  rückläufig  und 

sehr  langsam  (siehe  §.  52). 

§.  43.  Beweis,  dass  die  Hertz'schen  Grundschwin- 

gungen die  /-Flächen  hervorrufen,  a)  Messung  kleiner 

Selbstinductionen  mit  Hilfe  der/-Flächen.  Die  Empfind- 

lichkeit der  /-Flächen  für  unsymmetrische  Selbstinductionen 

der  Zuleitungen  kann  so  gross  gemacht  werden,  dass  man  die- 

selbe zur  Messung  kleiner  Selbstinductionen  verwenden  kann 

Man  schaltet  die  zu  messende  Selbstinduction  in  den 

Zweig  1  (Fig.  6,  Solenoidanregung  Fig.  7)  ein  und  verschiebt 

dann  den  Schleifcontact  5  nach  der  Kathode  1  hin,  bis  die 

/-Fläche  wieder  in  der  Mitte  steht.  Die  Selbstinduction  des 

vom  Schleifcontact  durchlaufenen  Drahtstückes  ist  dann  gleich 

per  Hälfte  der  zu  messenden  Selbstinduction.  Es  hat  keine 
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Schw  ierigkeit,  auf  diese  Weise  die  Selbstinduction  von  Drähten 

von  verschiedenem  Material  (Eisen,  Kupfer  etc.)  oder  ver- 

schiedener Stärke  und  von  20 — 100  cm  Länge  zu  vergleichen. 

Man  kann  auch  grössere  Selbstinductionen  (Solenoide  u.  dgl.) 

auf  beiden  Seiten  einschalten,  ohne  dass  die  /-Flächen  undeut- 

lich werden  und  kann  also  mit  Hilfe  des  Schleifcontactes  5  die 

(  kleine)  Differenz  der  Selbstinductionen  dieser  zwei  Solenoide 

bestimmen.  Man  bedient  sich  bei  diesen  Messungen  mit  einigem 

Vortheil  der  dunklen  statt  der  hellen  J-FIäche. 

Der  verschiedeneWiderstand.  welchen  die  beiden  Zweige 

1  und  2  hiebei  erhalten  können,  stört  die  Messung  nicht,  da  es 

überhaupt  nicht  möglich  zu  sein  scheint,  eine  Aufstellung  zu 

erhalten,  welche  für  Selbstinductionsänderungen  empfindlich 

ist  und  auch  Widerstandsänderungen  empfindlich  anzeigt. 

Jedoch  setzt  die  Empfindlichkeit  der  Aufstellung  für  Capa- 

eitäts Verschiedenheiten  der  Genauigkeit  dieser  Messungen 

sehr  bald  eine  Grenze.  Man  kann  mit  voller  Genauigkeit  nur 

die  Selbstinduction  von  Drähten  oder  Solenoiden  von  gleicher 

(»der  abgeglichener  Capacität  vergleichen.  Die  Capacität  der 

Drähte  setzt  der  Messung  auch  insofern  eine  Grenze,  als  sie 

die  Wellenlänge  der  Schwingung  in  dem  Draht  verkleinert. 

Man  kann  selbstverständlich  nach  dieser  Methode  nur  Diffe- 

renzen der  Selbstinduction  der  Drähte  1  und  2  messen,  welche, 

in  Drahtlängen  ausgedrückt,  gegen  die  Wellenlänge  klein  sind. 

Wie  weit  man  hiebei  gehen  kann,  ersieht  man  aus  den 

folgenden  Messungen:  Es  wurden  in  einem  der  Zweige  1  und  2 

zwei  Selbstinductionen  nebeneinander  geschaltet.  Die  reci- 

proke  Selbstinduction  beider  zusammen  ist  gleich  der  Summe 

der  reeiproken  Selbstinductionen  derselben,  vorausgesetzt, 

dass  es  sich  um  stehende  Schwingungen  handelt  und 

die  Wellenlänge  derselben  sehr  gross  ist. 

Es  wurde  hiebei  Gebrauch  gemacht  von  den  vier  Parallel- 

drähten (Fig.  8)  (von  Kupfer,  Im;;/  stark,  10;;/  lang,  10t*w 
Distanz).  Die  zu  messende  Selbstinduction  X  wurde 

zwischen  die  Punkte  a3  und  s4  (Fig.  22)  geschaltet.  Neben 

diese  Selbstinduction  X  ist  also  die  Drahtschleife  98Sg84  ge- 

schaltet, deren  Länge  gleich  2a2  +  s  ist,  wenn  s  die  Länge 

des  Steges  s2  (oder  s,)  ist  (s  =  \0  cm).  Wenn  in  der  Fig.  22 

Digitized  by  Google 



Interferenz  der  Kathodenstrahlcn. 
975 

gezeichneten  Stellung  der  Stege  die  (dunkle)  /-Fläche  in  der 

Mitte  des  Feldes  ist,  so  ist  die  reeiproke  Selbstinduction  der 

Schleife  ^5,%  gleich  der  Summe  der  reeiproken  Selbst- 

induetionen  von  I  und  der  Schleife  as5|04. 

3 

Fig.  22. 

g  t 

Es  gilt  also,  wenn  aa  die  Länge  von        und  rfj  die  Länge 

von  \sl  bedeutet, 

1  1 

13) 

vorausgesetzt,  dass  die  Schwingung,  welche  die  J- Fläche 

erzeugt,  eine  stehende  und  ihre  Wellenlänge  sehr 

gross  ist. 

£  ergibt  sich  aus  Gleichung  13)  in  einer  Einheit  ge- 

messen, welche  gleich  ist  der  Selbstinduction  eines  Stückes 

von  */i  cm  Länge  zw  eier  paralleler  Drähte  von  1  mm  Stärke  und 
10  cm  Distanz. 

Ganz  genau  ist  die  Gleichung  13)  nicht.  Man  sollte  in  der- 

selben für  5  nicht  die  wirkliche  Länge  (10  cm)  der  Stege  ein- 

setzen, sondern  eine  auf  obige  Einheit  reducirte  Zahl.  Dies 

fällt  jedoch  wenig  ins  Gewicht.  Ferner  wäre  die  gegenseitige 

Induction  der  Schleifen  915ias  und  \S%nK  zu  berücksichtigen. 

Dieselbe  könnte  auch  durch  Verwendung  zweier  verschiedener 

Schaltungen  experimentell  eliminirt  werden.  Hiezu  habe  ich 

keine  Zeit  gefunden.  Nicht  zu  vergessen  ist  auch,  dass  die 

Capacität  von  S  und  der  freien  Enden  der  Paralleldrähte 

stören  muss. 

Trotz  alledem  ist  die  Übereinstimmung,  wie  man  aus  den 

folgenden  Tabellen  und  aus  Fig.  23  ersieht,  eine  so  weit- 

gehende, dass  man  vorläufig  sehr  zufrieden  sein  muss. 

a)  S  ist  ein  Kupferdraht,  1  mm  stark,  80  cm  lang,  und 

zwar  ein  Doppeldraht  von  35  cm  Länge,  10  t;»  Distanz,  senk- 

recht von  den  Punkten  i3i4  herabhängend  (die  Zeichnungs- 

Sitzb.  d.  tnathem.-naturw.  Cl. ;  CVII.  Bd.,  Abtfi.  II.  a.  05 
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ebene  in  Fig.  22  ist  horizontal  zu  denken)  und  dieselben  ver- 

bindend. 

beobachtet Berechnet 

*1 

aus  Gl.  13) j,  Diff. 
füri:  =  80fw   Beob  —  Rcchn. • 

0  cm 

—  1  cm 

—  cm 

—  0-5  cm 
—  0 ■ 5  cm 

12 

6 62 73 

-13 

24 
11 

72 
12  2 

-12 

51 17 

73 

17-7 

-0-7 

94 
24 82 238 

+0*2 

110 
2G 

88 

2*50 

4-1-0 
200 

28 

78 
29  0 —  1  -o 

390 

33 
84 

31-9 
+  11 

oo1 

36 
82 

35-0 

-hl'O 

Mittel.  . . 

; 

78  c$n 

In  Fig.  23  ist  die  beobachtete  und  die  aus  Gleichung  13) 

berechnete  Curve  dargestellt.  Die  Differenzen  Beobachtung- 

Rechnung  entsprechen 

völlig  der  Sicherheit,  mit 

welcher  man  die  ./-Fläche 

in  die  Mitte  des  Feldes 

stellen  kann. 

Es  ist  hiemit  der 

B e weis  geführt,  dass 

es  stehende  Schwin- 

gungen sind,  welche 

die  7-Fläche  erzeugen 

und  dass  ihre  Wellen- 

länge   gegen    100  cm 

H 
\ I i  i  i?\ 

- 
r 

— 
• 

i  tu  i 
r z 

r — i — 
• — ' 

— ■ 

- 

 TT* 

r  - 

... 
... 

l 

— — i 

r 

—  . 

JS 

■ — i — 1 

+ 

-- 
i — . 

—  4-  1 

-1 

— I 

-H 

z \ + 

Fig.  23. diesen  Bedingungen  gilt 

Gleichung  13).    Es  sind 

1  rt2  —  oo  bedeutet,  dass  der  Steg  $2  ganz  abgehoben  wurde. 
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also  die  stehenden  Grundschwingungen  des  Oscilla- 

tors,  welche  die  /-Flächen  erzeugen  (siehe  hier  auch 

§.  35). 

b)  2  ist  ein  300  cm  langer,  1  mm  starker  Kupferdraht  und 

zwar  ein  Doppeldraht  von  \Abcm  Lange  und  10  cm  Distanz. 

Die  Schleife  S  ist  senkrecht  zu  den  Paralleldrähten  und  reicht 

weit  zum  Fussboden  herab. 

Beobachtet Berechnet 

V Diff. 
aus  Gl.  13) für  1=300  cm Beob. — Rechn. 

0  cm 0  cm 

—  cm 

—  0-2  cm 
-h  0-2  cm 

40 30 315 30 0 
124 65 

325 64 

-+-  ro 

189 80 300 

80 
0 

289 
97 

320 93 H-  4 

389 109 327 104 

+  5 

489 122 342 
110 

4-12 

576 

1331 
362  > 

114 

+  191 

Mittel . . . 322  cm 

Die  Übereinstimmung  ist  selbst  hier,  wo  schon  die  Schleifen 

sehr  lang  sind,  noch  eine  befriedigende,  wenngleich  man  ein 

Anwachsen  des  beobachteten  VVerthes  I  bei  grossen  Werthen 

von  a2  bemerkt. 

c)  1  ist  derselbe  80  cm  lange  Kupferdraht,  welcher  unter  a) 

verwendet  wurde  zu  einem  Solenoid  von  11  Windungen  vom 

Radius  12  cm  und  nahezu  1  cm  Ganghöhe  gerollt  und  zwischen 

3,  und  a4,  Fig.  22,  gespannt. 

1  . 

V 

aus  * .:.  !  3  i 

k.px 
=  140  oh  | 

50 
250 
450 

20» 

46 

53 182  1 

256 

266 1 
Mittel  =  272  cm 

\ 

j =  10  cm 

( 

280 
480 
680 

33 

47 

62 

861 

271 
256 
308 

3701 
1  /-Flache  undeutlich,  bei  der  Mittelbildung  fortgelassen. 

65* 
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Man  erkennt  die  bedeutende  Vergrösserung  der  Selbst- 

induction  (im  Verhältniss  272  cm  :  78  cm  =  3*5),  welche  der 

Draht  zufolge  des  Aufrollens  in  ein  Solenoid  erfahren  hat. 

Obgleich  aber  die  Selbstinduction  desselben  auch  nach  dem 

Aufrollen  nicht  einmal  so  gross  ist  wie  die  unter  b)  gemessene, 

sind  hier  die  Messungen  viel  weniger  übereinstimmend.  Die 

Ursache  dürfte  in  der  völlig  geänderten  Capacität  von  X  nach 

dem  Aufrollen  liegen. 

d)  S  ist  der  unter  b)  verwendete  Kupferdraht  von  300  cm 

Länge,  jedoch  zu  einem  Solenoid  von  40  Windungen  von 

Y'lcm  Radius,  nahezu  1  cm  Ganghöhe  und  gekrümmter  Axe 

aufgerollt,  welches  zwischen  die  Punkte  und  34,  Fig.  22, 

gespannt  wurde. 

H 

«1 

■  1 

nach  Gl.  13) 

0-5  cm 1  •  5  cm 
• 

—  cm 

40 

32 

852 

*

2

o

4

 

 

=

 

 

1
4
0
<
r
w
 
 

l

 
100 

68 950 

200 

300 

95 

134 

776 

103J 

400 152 
1024 

500 172 10S6 

570 194 
1220 

• Mittel... 992  cm 

Die  Übereinstimmung  ist  nur  mehr  der  Grössenordnung 

nach  vorhanden.  Die  Gleichung  13)  ist  also  nicht  mehr  gut 

anwendbar.  Die  Wellenlänge  der  Schwingung  darf  gegen 

1000  cm  nicht  mehr  als  gross  angenommen  werden.  Durch 

das  Aufrollen  hat  sich  die  Selbstinduction  des  Drahtes  im 

Verhältniss  (992  cm  :  322  cm  —  3i)  vergrössert. 

§.  44.  Verschiebung  der  /-Flächen  bei  Änderung 

der  Capacität  der  Kathoden.  Das  einseitige  Anlegen  einer 

Capacität  auf  Seite  einer  der  Kathoden  bewirkt  eine  Ver- 

schiebung der  ./-Flächen,  deren  Grösse  und  Richtung  von  den 
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Constanten  des  Oscillators  abhängt  und  welche  der  Grösse  der 

angelegten  Capacität  ungefähr  proportional  ist. 

Man  kann  diese  Verschiebung  durch  Anlegen  einer  gleich- 

grossen  Capacität  an  die  zweite  Kathode  genau  compen- 
si  ren. 

Die  Richtung  der  Verschiebung  ist  bei  den  meisten  Oscilla- 

toren  dieselbe,  als  hätte  man.  statt  eine  Capacität  an  die  eine 

Kathode  anzulegen,  die  Selbstinduction  der  Zuleitung  zu  dieser 

Kathode  vergrössert.  Deshalb  lässt  sich  die  verschiebende 

Wirkung  der  angelegten  Capacität  auf  die  J-Fläche  compen- 

siren  durch  Verkürzung  der  Zuleitung  zu  dieser  Kathode.  Die 

./-Flächen  kommen  hiedurch  zwar  wieder  in  die  Mitte  des 

Feldes,  sind  dann  aber  nicht  mehr  so  schön  ent- 

wickel  t. 

Die  Grössenordnung  der  Verschiebung  bei  für  Capacitäts- 

änderungen  gut  empfindlichen  Oscillatoren  ist  ungefähr  1  cm 

für  je  50  cm  (elektrostatisches  Mass)  angelegter  Capacität. 

Merkbar  ist  bereits  die  Wirkung  einer  angelegten  Capacität 

von  5  — 10  cm  (elektrostatisches  Mass).  Ein  einseitig  ange- 

hängtes Stanniolblatt  von  (40  auf  Fläche  drängt  die  ./-Fläche 

ganz  aus  dem  Felde. 

Verbindet  man  jede  der  Kathoden  mit  einer  Metallplatte 

von  10 — 30  cm  Durchmesser  und  stellt  diesen  in  bis  10  cm 

Distanz  Platten  gegenüber,  welche  möglichst  kurz  zur  Wasser- 

leitung abgeleitet  sind,  so  kann  man  bei  continuirlicher  Ver- 

änderung der  Distanz  der  Platten  eines  dieser  Condensatoren 

die  ./-Flächen  continuiiiich  durch  das  Feld  verschieben,  doch 

ist  diese  Verschiebung  der  ./-Flächen  nicht  der  Distanz  der 

Platten  verkehrt  proportional.  Fs  begreift  sich  dies  leicht,  da 

die  eine  Platte  trotz  ihrer  möglichst  kurzen  Erdleitung  während 

der  Schwingung  keineswegs  das  Potential  Null  behält,  sondern 

die  Schwingung  zum  guten  Theile  mitmacht. 

Ähnliche  Wirkung  wie  die  Veränderung  der  Capacität  der 

Kathoden  gegen  die  Erde  hat  die  Veränderung  der  Capacität 

der  Kathoden  gegen  C3  (Fig.  6),  also  die  Änderung  von  £n, 

beziehungsweise  k.n  (§,  7).  Vergl.  hiezu  18. 

Die  helle  ./-Fläche  und  die  dunkle  ./- Fläche  ver- 

schieben sich  (Oscillatoren  mit  directer  Anregung  §.  18 
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manchmal  ausgenommen)  im  selben  Sinne  für  einen  ge- 

gebenen Oscillator  und  eine  gegebene  Änderung  der  Capacität 

einer  der  Kathoden. 

Beispiele  für  die  rech  Häufige  Verschiebung  der/-Flächen, 

d.  h.  für  ihre  Verschiebung  von  der  Kathode  mit  kleinerer  Capa- 

cität sind  leicht  zu  finden. 

Einfach  verzweigte  r  Oscillator  (helle  und  dunkle 

J-Fläche).  Aufstellung  Fig.  8.  Kupferdrähte  1  mm  stark.  Sole- 

noidanregung  Fig.  7. 

Anhängen  eines  Condensators  von  30  cm  Durchmesser, 

10  cm  Distanz  der  Platten  verschiebt  die  helle  J-Fläche  (Druck 

0*5  mm  Hg)  sowohl,  als  die  dunkle  J-Fläche  (Druck  \  2mm 

Hg)  auf  die  Seite  derjenigen  Kathode,  an  welche  der  Conden- 

sator  angehängt  wurde.  Diese  Verschiebung  kann  compensirt 

werden  durch  Näherung  des  Steges  s,  oder  Entfernung  des 

Steges  s2  um  32  cm,  wenn  der  Condensator  an  die  Kathode  1 

gehängt  wurde. 

Beispiele  für  die  rückläufige  Verschiebung  der  J-Flächen 

sind  folgende: 

b)  Einfach  verzweigter  Oscillator  (helle  J-Fläche, 

Druck  0-5 mm).  Dir ectc  Anregung  (Fig.  6),  Funke/ 45  mm 

lang.  Die  Schleife  k\sk2  ist  ein  2x285  cm  langer,  1-5  mm 

starker  Kupferdraht.  Auf  Seite  beider  Kathoden  sind  Stanniol- 

blätter von  (15  cm)2  Fläche  angehängt. 

Je  weiter  man  das  Stanniolblatt  auf  dem  Zweige  2  gegen 

den  Schleifcontact  5  hin  verschiebt,  desto  mehr  verschiebt  sich 

die  helle  J-Fläche  gegen  die  Kathode  2.  (Gleiche  Wirkung  wie 

diese  Verschiebung  hat  die  Verkleinerung  des  Stanniolb^es.') 

Steht  das  Stanniolblatt  um  200cm  von  s  (also  um  80  cm  von  k3) 

entfernt,  so  kann  man  die  Verschiebung  der  ./-Fläche  rück- 

gängig machen  durch  Verschiebung  des  Schleifcontactes  um 

Ad  cm  gegen  kr  Hebt  man  das  Stanniolblatt  ganz  vom  Zweige  2 

ab,  so  kann  man  die  starke  Verschiebung  der  J-Fläche  gegen  k2 

compensiren  durch  eine  Verschiebung  des  Schleifcontactes  5 

um  105  cm  gegen  kr 

c)  Einfach  verzweigter  Oscillator  mit  Solenoid- 

anregung  (Fig.  0  und  7).  Dunkle  J-Fläche  (Druck  13  mm 

Hg).  Die  Schleife  i\sk2  ist  ein  Messingdraht  von  2Xl90nw 
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Länge  und  0  4  mm  Stärke.  Der  Zweig  3  besteht  aus  gleichem 

Draht  von  300  cm  Länge. 

Das  Anhängen  eines  Stanniolblattes  von  (10  cm)2  Fläche 

unmittelbar  neben  Kathode  1  drängt  die  dunkle  ./-Fläche  zur 

Kathode  2.  Diese  Verschiebung  kann  compensirt  werden  durch 

Verschiebung  des  Schleifcontactes  s  um  25  cm  gegen  die 

Kathode  1  hin. 

§.  45.  Verschiebung  der  /-Flächen  zufolge  Ände- 

rung des  Widerstandes  der  Zuleitungen.  Mit  Versuchen 

nach  dieser  Richtung  habe  ich  mich  noch  sehr  wenig  beschäftigt, 

will  dies  aber  demnächst  nachholen.  Ich  habe  noch  nicht 

nach  einem  Oscillator  gesucht,  welcher  für  Widerstandsände- 

rungen so  empfindlich  ist,  dass  z.  B.  die  einseitige  Einschaltung 

eines  Widerstandes  von  1  ü  schon  eine  Verschiebung  der 

/-Flächen  bewirken  würde.  Vergleiche  hiezu  §.  15,  Schluss. 

Die  meisten  Oscillatoren  sind  jedoch  für  die  Einschaltung 

sehr  kleiner  elektrolytischer  Widerstände  empfindlich.  Es 

wurden  kurze  Glasröhrchen  von  10  mm*  Querschnitt  mit  Elek- 

troden von  9  mm*  Fläche  und  01  bis  50  mm  Distanz,  welche 

mit  nahezu  concentrirter  Kupfer-  oder  Salmiaklösung  gefüllt 

waren,  in  die  Zuleitung  zu  einer  Kathode  geschaltet.  Bei  dem- 

selben Oscillator,  welcher  in  §.  44,  c)  beschrieben  ist,  geht 

bei  Einschaltung  eines  Kupfervitriolröhrchens  auf  Seite  der 

Kathode  1  die  dunkle  /-Fläche  desto  mehr  gegen  die  Kathode  1 , 

je  grösser  die  Distanz  der  Elektroden  des  Röhrchens  ist.  Diese 

Verschiebung  kann  durch  entsprechende  Verschiebung  des 

Schleifcontactes  5  gegen  die  Kathode  ?  compensirt  werden, 

und  zwar  erfordert  eine  Distanz  der  Elektroden  des  Röhrchens 

von  0-1,  1,  3,  5  a«  zur  Compensation  eine  Verschiebung  des 

Schleifcontactes  um  beziehungsweise  7,  11,  24,  60  cm.  Auch 

für  diese  Compensation  gilt  dasselbe,  was  §.  44  für  die  Com- 

pensation einer  Capacitätsänderung  durch  Verschiebung  des 

Schleifcontactes  gesagt  wurde.  Nach  derselben  steht  die  /-Fläche 

zwar  wieder  in  der  Mitte  des  Feldes,  ist  aber  nicht  mehr  so 

klar  entwickelt. 

Die  dämpfende  Wirkung  dieser  kleinen  Röhrchen  ist  wahr- 

scheinlich nicht  so  gross,  als  es  ihrem  galvanischen  Wider- 

stand entspricht.  Sie  sind  kleine  Condensatoren,  welche  mit 

Digitized  by  Google 



982 G.  Jaumann, 

einem  Elektrolyten  von  sehr  hoher  dielektrischer  Constanten 

gefüllt  sind.  Der  grösste  Theil  des  Stromes  geht  wahrschein- 

lich als  dielektrischer  Strom  durch  sie  hindurch  und  ist  des- 

halb ungedämpft.  Würde  man  einen  kleinen  Condensator  von 

sehr  kleiner  Plattendistanz,  mit  einem  isolirenden  Medium 

gefüllt,  in  die  Zuleitung  schalten,  so  würde  derselbe  fast  keine 

Wirkung,  jedenfalls  aber  keine  dämpfende  Wirkung  haben, 

obwohl  sein  galvanischer  Widerstand  unendlich  gross  ist. 

Dass  jedoch  die  eingeschalteten  elektrolytischen  Zellen 

nicht  bloss  als  Condensatoren  wirken,  erkennt  man  daran, 

dass  bei  obigem  Experiment  ihre  Züsch altung  wie  eine 

Verkleinerung  der  Selbstinduction  des  betreffenden  Zweiges 

wirkt. 

46.  Vo llkommcnc  C o m p e n s a t i o n  einer  Wider- 

standsänderung durch  eine  Capacitäts-  und  Induc- 

tionsänderung.  Es  wurde  auf  Seite  der  Kathode  1  das 

Kupfervitriolröhrchen  von  5c»/  Elektrodendistanz  eingeschaltet. 

Derselbe  erfordert  zur  Compensation  eine  Verschiebung  des 

Schleifcontactes  5  um  60  cm  gegen  die  Kathode  2,  doch  ist 

dann  die  /-Fläche  zwar  in  der  Mitte  des  Feldes,  aber  undeut- 

licher geworden.  Hängt  man,  statt  den  Schleifcontact  zu  ver- 

schieben, ein  Stanniolblatt  von  (15  cm)'-  Fläche  auf  Seite  1  an 
und  verschiebt  dasselbe  noch  etwas  gegen  den  Schleifcontact 

hin,  so  kann  man  auch  damit  die  /-Fläche  wieder  in  die  Mitte 

des  Feldes  bringen,  doch  ist  sie  dann  noch  undeutlicher.  Hängt 

man  jedoch  ein  Stanniolblatt  von  (8  cm)2  Fläche  auf  Seite  der 

Kathode  1  an  und  verschiebt  den  Schleifcontact  um  40  cm 

gegen  die  Kathode  2,  so  erreicht  man  eine  vollkommene  Com- 

pensation. Die  dunkle  /-Fläche  ist  dann  ebenso  schön  ent- 

wickelt wie  bei  dem  symmetrischen  Oscillator,  auch  sind  die 

übrigen  Lichterscheinungen  an  beiden  Kathoden  symmetrisch. 

47.  Umkehrung  der  Verschiebungsrichtung  der 

/-Flächen  durch  Änderung  der  Länge  des  excitirenden 

Funkens  bei  directer  Anregung  (Fig.  6).  Im  Allgemeinen  hängt 

die  Rechtläufigkeit  oder  Rückläufigkeit1  der /-Flächen 

nur  von  den  Constanten  des  Oscillators  und  nicht  von 

1  Die  Definition  dieser  Ausdrücke  findet  sich  §.  42. 
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der  Länge  des  excitirenden  Funkens,  überhaupt  nicht  von  der 

Anregung  oder  dem  Druck  im  Recipienten  ab.  Die  Recht- 

läufigkeit,  beziehungsweise  Rückläutigkeit  der  ./-Flächen  ist 

bei  gegebenem  Oscillator  durchaus  keine  unsichere 

Erscheinung,  sondern  vollkommen  constant.  Eine  Ausnahme 

bildet  ausschliesslich  der  einfach  verzweigte  Oscillator  mit 

directer  Anregung  (Fig.  6).  Hiebei  ist  nämlich  der  excitirende 

Funke  in  den  Oscillator  selbst  geschaltet,  und  deshalb  zählt 

hier  die  Funkenlänge  zu  den  Constanten  des  Oscillators  und 

hat  den  grössten  Kinfluss  auf  die  Yerschiebungsrichtung  der 

J-Flächen. 

a)  Helle  Interferenzfläche.  Einfach  verzweigter  Oscil- 

lator mit  directer  Anregung  (Fig.  0).  Die  Schleife  kxskt  ist 

ein  Kupferdraht  von  2x1^)  ff»  Länge  und  1  6  »/»/  Stärke. 

Der  Zweig  3  ist  ein  500  c»;  langer,  O  b  mm  starker  Messing 

draht.  Die  Kathoden  sind  zwei  Platten  von  lOxön«  Seiten- 

länge und  2  cm  Distanz  in  dem  grossen  Recipienten  16. 

Druck  0  ö  »/»/  Hg. 

Bei  1  »/»/  Funkenlänge  ist  die  helle  ./-Fläche  rechtläufig, 

d.  h.  sie  verschiebt  sich  bei  Verschiebung  des  Schleifcontactes 

von  der  Kathode  mit  kürzerer  Zuleitung.  Der  Funke  ist  weiss. 

Bei  3  mm  Funkenlänge  ist  der  Funke  matt  und  die 

J-Fläche  unverschiebb a r. 

Bei  5  mm  Funkenlänge  ist  der  Funke  hell  und  die 

./-Fläche  ist  rückläufig. 

Bei  S  »/»/  Funkenlänge  ist  der  Funke  matt  und  die 

J-Fläche  unverschiebb ar. 

Bei  1  1  »/»/  Länge  ist  der  Funke  hell  und  die  ./-Fläche 

wieder  rechtläufig. 

Bei  1(3  »tf»  Funkenlänge  i^t  die  ./-Fläche  unverschieb- 

bar und  bei  20»/»/  Funkenlänge  ist  sie  wieder  rückläufig. 

b)  Dunkle  «/-Fläche.  Einfach  verzweigter  Oscillator  mit 

directer  Anregung  (Fig. 6).  Die  Schleife  kxsK  ist  ein  Messing- 

draht von  2x1 90  cm  Länge  und  0*4  mm  Stärke.  Zweig  3 

beliebig.  Kathoden  und  Recipient  cylindrisch,  1  cm  Distanz. 

Kleiner  Recipient     16.  Druck  L5  mm  Hg. 

Bei  0*3  «IM  und  bei  5  mm  Funkenlänge  ist  die  dunkle 

./-Fläche  rechtläufig,  bei  15»/»/  Funkenlänge  ist  sie  rück- 

Digitized  by  Google 



984 G.  Ja u mann, 

läufig.  Dazwischen  ist  sie  un verschiebbar,  doch  merkt  man 

die  Symmetriestellung  des  Schleifcontactes  ebenso  deutlich  wie 

bei  verschiebbarer  7-Fläche.  Der  blaue  Querstrich  §.  30  springt 

nämlich  bei  der  kleinsten  Verschiebung  des  Schleifcontactes 

aus  der  Symmetriestellung  auf. 

Ungeachtet  dieser  leichten  Umkehrbarkeit  der  Verschie- 

bungsrichtung der  ./-Flächen  bei  directer  Anregung  ist  eine 

Unsicherheit  ihrer  Verschieblichkeit  bei  gegebener  Funken- 

länge bei  guten  Aufstellungen  nicht  vorhanden,  wie  man  am 

besten  daraus  erkennt,  dass  die  ./-Flächen  für  gewisse  Funken- 

längen un  verschiebbar  sind.  Wäre  ihre  Verschieblichkeit 

nur  unsicher  bestimmt,  so  müssten  sie  für  diese  Funkenlängen 

bald  rückläufig,  bald  rechtläurig  sein,  nicht  aber  unverschiebbar, 

wie  es  der  Fall  ist. 

Zur  Erklärung  dieser  Umkehrung  der  Verschiebungs- 

richtung  beachten  wir,  dass  ein  Funke  bekanntlich  bei 

Änderung  seiner  Länge  periodisch  seine  Natur  ändert.  Damit 

ändert  sicli  einerseits  sein  Widerstand,  anderseits  seine  an- 

regende Wirkung.  Ist  der  Widerstand  des  Funkens  gross,  aber 

seine  anregende  Wirkung  klein,  also  die  Strahlung  in  dem 

Recipienten  und  daher  die  Dämpfung  in  den  Zweigen  1  und  2 

W 

klein,  so  ist  das  Verhältniss        [Gleichung  12  I),  beziehungs- 

weise  Gleichung  1211),  §.  14]  gross;  ist  der  Widerstand  des 

Funkens  klein,  aber  seine  excitirende  Wirkung  gross,  so  ist 

W 
das  Verhältniss        klein.  Da  die  Grösse  des  Verhältnisses 

W 

W  G  ,  ör 

bei  gegebener  Grösse  von        den  Werth    -  rj  ,  also  die 
tv  g  er 

Verschiebungsrichtung  der  7-Flächen  bestimmt,  so  erklären 

sich  hieraus  obige  Experimente. 

§.48.  Umkehrung  der  Verschiebungsrichtung  der 

./-Flächen  bei  anderer  Wahl  einer  der  Constanten  des 

Oscillators.  Um  einen  schlagenden  Beweis  zu  gewinnen, 

dass  die  ./-Flächen  sich  sn  verschieben,  wie  es  den  in  Gleichung 

12I)  und  12  II)  berechneten  Phasendifferenzen  entspricht,  habe 

ich  versucht,  durch  eine  rasch  und  während  der  Strahlung 

vorzunehmende  Abänderung  einer  einzigen  Constanten  des 
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Oscillators  die  Rechtläufigkeit  der  ./-Flächen  in  Rückläufigkeit 

zu  verwandeln.  Dies  ist  nicht  leicht  und  gelang  mir  so  lange 

nicht,  als  ich  nicht  sorgfältig  von  der  Rechnung  (Capitel  1)  aus 

deducirte,  wie  folgt: 

Die  directe  Anregung  durch  einen  in  den  Oscillator 

geschalteten  Funken  ist  nach  47.  der  leichten  Umkehrung 

der  Verschiebungsrichtung  der  ./-Flächen  wegen,  nicht  geeignet, 

wenn  man  nach  einer  unzweifelhaften  Übereinstimmung  mit 

der  Rechnung  sucht.  P^ür  die  Solenoidanregung  habe  ich 
jedoch  die  Rechnung  noch  nicht  geführt.  Hiebei  ist  das  ganze 

System  Fig.  7  an  den  einfach  verzweigten  Oscillator  ange- 

koppelt und  nimmt  an  der  Schwingung  theil.  Man  muss  also 

bei  Deductionen  aus  Gleichung  121)  und  12  II)  für  diesen  Fall 

etwas  vorsichtig  sein.  Deshalb  beschränke  man  sich  zunächst 

auf  die  Untersuchung  der  dunk  1  en  ./- Fläch e,  denn  für  die 

Schwingung  II)  nimmt  der  Zweig  3,  in  welchem  die  störende 

Solenoidanregung  sich  befindet,  fast  gar  nicht  an  der  Schwin- 

gung theil. 

Ferner  weiss  man  gegenwärtig  bei  Solenoidanregung 

P 

über  das  Verhältniss  —  nichts,  als  dass  es  gewiss  nicht  den 

Werth  hat,  welchen  es  nach  Gleichung  4  c),  §.  8  für  den  freien, 

einfach  verzweigten  Oscillator  hat. 

Das  Verhältniss  ^  ist  auch  unsicher,  denn  die  dämpfenden 

Ursachen  habe  ich  noch  fast  gar  nicht  untersucht. 

Q 
Es  bleibt  also  das  Verhältniss       ,  um  durch  dessen 

g 

Änderung  die  Rechtläufigkeit  der  dunklen  ./-Fläche  in  Rück- 

läufigkeit  zu  verwandeln.  Über  dieses  Verhältniss       lässt  sich 
g 

glücklicherweise  etwas  Sicheres  sagen.  Es  bestimmt  sich  aus 

Gleichung  4  c),  §.  8  zu: 

worin  ist: 
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Man  sieht,  dass  der  Werth  p  von  entscheidendem  Einfluss 

auf  den  Werth  ist.  Je  kleiner  die  gegenseitige  Capa- 

c i tat  kl2  der  Kathoden  gegen  ihre  Capacität  (kl0+k3(>)  geSen 

Q 

die  Erde  ist,  desto  kleiner  ist  o  und  desto  kleiner  ist  —  .  Dies 

ist  eine  Beziehung,  welche  von  der  Solenoidanregung  gewiss 

nicht  gestört  wird. 

Nun  bestimmt  sich  die  Phasenverschiebung  oz  der  Kathoden 

bei  Verschiebung  des  Schleifcontactes  (8P)  nach  Gleichung 

1211)  zu 

hz  _  2wg  / W     G  \ 

ot  ist  die  Zeit,  um  welche  die  Schwingung  an  der  Kathode  2 

zurückbleibt,  wenn  man  die  Selbstinduction  der  Zuleitung  zu 

der  Kathode  1  grösser  macht,  als  es  [den  Bedingungen  911). 

also  im  einfachsten  Fall]  der  Symmetrie  entspricht.  Der  Factor 

vor  der  Klammer  ist  stets  positiv. 

W  G 

Wenn  also       >  —  ist,  so  muss  die  ./-Fläche  rück- 

W  *  G 
läufig  sein;  wenn     -  < —  ist,  so  muss  die  J-Fläche  recht- 

w  g 

läufig  sein. 

Man  vergrössere  also  bei  einem  Oscillator,  der  rück- 

läufige Interferenzflächen  zeigt,  die  Constante  fclg,  d.  h.  die 

gegenseitige  Capacität  der  Kathoden,  was  durch  Neben- 

schaltung eines  Condensators  leicht  zu  erreichen  ist.  Hiedurch 

müssen  die  /-Flächen  rechtläufig  werden. 

Es  wurde  ein  einfach  verzweigter  Oscillator  (Fig.  6)  mit 

Solenoidanregung  (Fig.  7)  verwendet,  dessen  Schleife  k^k*  aus 

0-4  nun  starkem  Messingdraht  besteht  und  2x300<rw  lang  ist. 

Der  Zweig  3  besteht  aus  Neusilberdraht  von  gleicher  Stärke 

und  300 cm  Länge.  Recipient  und  Kathoden  sind  klein,  Distanz 

derselben  2  cm,  Druck  12  mm  Hg. 

Die  dunkle  ./-Fläche  ist  sehr  schön  entwickelt  und 

rückläufig,  und  zwar  entspricht  einer  Verschiebung  des 

Schleifcontactes  von  +35  cm  eine  Wegdifferenz  der  Kathoden- 

strahlen von  1  cm. 
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Schaltet  man  während  der  Strahlung  einen  Conden- 

sator  neben  die  Kathoden  (derselbe  besteht  aus  zwei  Platten 

von  10  au  Durchmesser  und  O'ö  an  Distanz),  so  wird  die 

dunkle  Fläche  rechtläufig,  und  zwar  entspricht  einer  Ver- 

schiebung des  Schleifcontactcs  um  — 25  a«  eine  Wegdifferenz 
der  Kathodenstrahlen  von  1  au. 

Durch  Nähern  und  Entfernen  der  Platten  dieses  Conden- 

sators  kann  man  die  Rückläufigkeit  der  »/-Flächen  continuirlich, 

also  über  eine  Unemplindlichkeitsstelle  hinweg,  in  die  Kecht- 

läufigkeit  übergehen  lassen. 

Hiemit  ist  zur  Evidenz  bewiesen,  dass  man  durch  Ver- 

G  St 

grösserung  von  —  das  Vorzeichen  von  - —  aus  dem  posi- 

tiven  in  das  negative  verwandeln  kann,  und  damit  ist  die 

Anwendbarkeit  der  Gleichungen  12)  sichergestellt. 

Es  ist  jedoch  noch  der  Beweis  zu  erbringen,  dass  die 

Verschiebung  der  ./-Flächen  durch  or,  d.  h.  durch  die  Phasen- 

differenz der  Schwingungen  der  Kathoden  und  nicht  durch  5s, 

d.h.  nicht  durch  die  Amplitudenverschiedenheit  dieser ös 

Schwingungen  bewirkt  wird,  denn  ;      bestimmt  sich  durch 

/  II"  G ähnliche  Klammerausdrücke    in  welchen  und  —  vor- 

\       St  V  
w  g kommt  wie  — .  Dieser  noch  fehlende  Beweis  wird  w.  u.  53 

erbracht. 

VI  CapiteL 

Wiederkehr  der  Interfercnzflächen  bei  starker  Unsymmetrie 

der  Zuleitungen. 

§.49.  Unterscheidung  zwischen  periodischer  und 

algebraischer  Wiederkehr  der  /-Flächen.  Die  perio- 

dische Wiederkehr  der  /-Flächen  bei  fortgesetzter  Verlänge- 

rung der  Zuleitung  zu  einer  Kathode  muss  ganz  selbst- 

verständlich eintreten,  wenn  sich  Knoten  der  stehenden 

Schwingung  in  dem  Drahtsystem  bilden  und  hat  nur  Interesse 

zur  Bestimmung  der  Wellenlänge  dieser  Schwingung  in  dem 

Drahtsystem.  Diese  periodische  Wiederkehr  der/  Flächen 

liefert  den  Beweis,  dass  die  Leuchterscheinung  im  Vacuum 
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und  die  /-Fläche  durch  die  diesen  stehenden  Wellen  im  Draht- 

system entsprechenden  Schwingungen  der  Kathoden  wesent- 

lich verursacht  werden,  nicht  aber  einen  Beweis,  dass  die 

Leuchterscheinung  oder  die  Kathodenstrahlen  selbst  ein  wesent- 

lich periodischer  Process  sind,  also  keinen  Beweis  für  die 

undulatorische  Natur  der  Kathodenstrahlen  und  die  Ent- 

stehung  der /-Flächen  durch  Interferenz.1 

Dass  die  letzte  Ursache  der  /-Flächen  stehende 

Hertz'sche  Schwingungen  sind,  deren  Wellenlänge  die 

Grössenordnung  1  m  besitzt,  kann  nach  §.  35  und  §.  43ö/. 

sowie  allen  übrigen  Fxperimenten  Capitel  V  nicht  in  Abrede 

gestellt  werden.  Deshalb  hat  die  periodische  Wiederkehr  der 

/-Flächen  kein  principielles  Interesse. 

Die  algebraische  Wiederkehr  der  /-Flächen  ist  viel 

wichtiger.  Es  soll  nach  §.  7  bei  dem  einfach  verzweigten 

Oscillator  bei  fortgesetzter  Verlängerung  eines  der  Zuleitungs- 

drähte  ohne  Änderung  einer  anderen  Constanten  der  Auf- 

stellung die  Phasengleichheit,  beziehungsweise  die  genau 

entgegengesetzte  Phase  vielfach  (bis  32 mal)  wiederkehren, 

da  sich  der  hiezu  erforderliche  Inductionscoefficient  des  ver- 

änderten Zuleitungsdrahtes  durch  eine  algebraische  Gleichung 

höheren  Grades  bestimmt. 

Damit  jedoch  mit  der  Wiederkehr  der  Phasengleichheit, 

respective  der  entgegengesetzten  Phase  auch  die  Wieder- 

kehr der  /-Flächen  beobachtbar  wird,  ist  nöthig,  dass  zu- 

fälligerweise nahezu  gleichzeitig  auch  die  Wiederkehr  der 

Amplitudengleichheit  erfolgt.  Denn  wenn  die  Amplituden 

der  Schwingungen  der  Kathoden   nicht  nahezu  numerisch 

l  Die  Lcuchtcrschcinung  im  Vacuum  hat  selbstverständlich  die 

!'eriodc  der  Schwingungen  der  Kathoden,  welche  sie  verursachen;  aber  ob  diese 

Periode  zu  ihrem  Wesen  gehört,  erfährt  man  aus  der  periodischen 

Wiederkehr  der  /-Flächen  nicht.  Wenn  man  z.  B.  einen  Uchtspalt  durch  eine 

Stimmgabel  periodisch  öffnet  und  schliesst,  so  ist  der  durchtretende  Lichtstrahl 

selbstverständlich  eine  periodische  Erscheinung  von  der  Periode  der  Stimm- 

gabel. Diese  Periode  gehört  aber  nicht  zu  seinem  Wesen.  Der  aus  einer  Sirene 

austretende  Schall  ist  selbstverständlich  eine  periodische  Erscheinung  von  der 

Periode  der  Sirenen,  diese  Periode  gehört,  was  nicht  selbstverständlich  ist.  tu 

seinem  Wesen. 
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gleich  sind,  können  die  J-Flächen  nur  so  undeutlich  entwickelt 

sein,  dass  man  sie  schwerlich  beobachten  kann.  Da  jedoch  die 

Forderung  der  Amplitudengleichheit  ebenfalls  den  lnductions- 

coelTicienten  des  veränderten  Zuleitungsdrahtes  durch  eine 

algebraische  Gleichung  höheren  Grades  bestimmt,  so  ist  es 

gar  nicht  unwahrscheinlich,  dass  zwei  Wurzeln  dieser  zwei 

algebraischen  Gleichungen  auch  bei  bedeutender  Unsymmetrie 

der  Lange  der  Zuleitungen  nahe  genug  zusammenlallen,  dass 

ein  wiederholter  Durchgang  der  /-Flächen  beobachtbar  ist. 

Zwischen  diesem  Durchgang  und  dem  ersten  Durchgang  der 

7- Fläche  werden  im  Allgemeinen  eine  ganze  Reihe  un beob- 

achtbarer Durchgänge  liegen,  bei  welchen  zwar  die  Phasen- 

gleichheit, beziehungsweise  entgegengesetzte  Phase  eintritt, 

aber  die  Amplituden  der  Schwingungen  der  Kathoden  ganz 

verschieden  sind. 

Von  besonderem  Interesse  sind  deshalb  die  unmittelbar 

aufeinanderfolgenden  algebraischen  Durchgänge  der 

7-Flächen.  welche  dann  auftreten,  wenn  für  irgend  einen 

Werth  P  des  Inductionseoefiicienten  des  veränderten  Zuleitungs- 

c* 

drahtes  die  Amplitudengleichheit  eintritt  und  gleichzeitig  — dP 

möglichst  klein  ist,  d.  h.  die  Amplitudenglcichheit  nicht  nur 

für  den  discreten  Werth  P,  sondern  für  ein  grösseres  Längen- 

intervall des  Zuleitungsdrahtes  erhalten  bleibt.  Die  in  diesem 

Längenintervall  vorkommenden  Fälle  der  Phasengleichheit, 

respective  der  entgegengesetzten  Phasen  müssen  sämmt- 

lich  beobachtbar  sein. 

Deshalb  hat  auch  der  symmetrische  Oscillator,  welcher 

5s 

die  Bedingung        =  0  erfüllt,  ein  besonderes  experimentelles 

Interesse.  Welche  Bedingung  die  Constanten  des  Öseillators 

erfüllen  müssen,  damit  derselbe  die  Eigenschaft    —  =.  0  hat, cP  <u 

wurde  in      15,  Punkt  8)  angegeben.  Der  Quotient  —  muss 
c  P 

dabei  möglichst  gross  sein,  damit  der  zweite  Durchgang  der 

J-Fläche  möglichst  nahe  liegt  und  also  die  Amplituden  noch 

möglichst  gleich  sind. 
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§.  50.  Unmittelbar  aufeinanderfolgende  Durch- 

gänge der  hellen  Interferenz  fläche.  Es  wurde  der  ein- 

fach verzweigte  Oscillator  Fig.  8,  directe  Anregung  und  der 

grosse  Recipient  verwendet.  Die  Kathoden  sind  klein  und 

haben  2  cm  Distanz.  Die  helle  Interferenzfläche  (Druck 

0*5  mm  Hg)  erscheint  nicht  sehr  lang  (höchstens  5  cm  lang). 

Ihre  Verschiebung  zwischen  den  Kathoden  wird  mit  einer 

Loupe  von  14  cm  Brennweite  beobachtet.  Die  helle  /-Fläche 

dringt  bei  ihrer  Verschiebung  durch  die  blauen  Hüllen 

§.28  hindurch  bis  in  den  dunklen  Raum  an  der  Kathode 

und  wird  erst  bei  völliger  Berührung  mit  der  Kathodenflache 

undeutlich. 

Die  Stege  st  und  s,  müssen  ungefähr  250  cm  von  den 

Kathoden  entfernt  sein,  der  Funke  /  muss  eine  bestimmte 

Grösse  (2—3  mm)  haben. 

Die  helle  J-Fläche  ist  rechtläufig.  Nähert  man  den 

Steg  s.,  um  2ö  cm,  so  bewegt  sich  die  J-Fläche  bis  an  die 

Kathode  1  und  verschwindet  dort.  Nähert  man  den  Steg  noch 

weiter  um  4  cm  (also  schon  bei  einer  Näherung  von  'SO  cm), 

so  tritt  eine  zweite  helle  ./-Fläche  ganz  von  demselben  Aus- 

sehen wie  die  erste  an  der  Kathode  2  auf  und  wandert  bei 

weiterer  Näherung  des  Steges  52  bis  auf  82  cm  durch  das 

ganze  Feld,  welches  sie  auf  Seite  der  Kathode  1  verlässt.  Das 

Minimum  zwischen  diesen  beiden  hellen  Flächen  ist  natürlich 

deutlich,  doch  zur  Entwicklung  einer  scharfen  dunklen  Fläche 

in  ihrer  Mitte  kommt  es  nicht. 

Bei  Näherung  des  Steges  sx  statt  s.,  erfolgt  der  doppelte 

Durchgang  der  hellen  J-Fläche  in  derselben  Weise  rechtläutig. 

also  im  entgegengesetzten  absoluten  Sinne. 

Bei  Entfernung  eines  der  Stege  um  circa  60cm  aus  der 

Symmetriestellung  sieht  man  einen  dritten  Durchgang  der 

hellen  J-Fläche,  jedoch  bei  weitem  nicht  mit  derselben  Deut- 

lichkeit, wie  die  anderen  zwei  Durchgänge. 

Der  Oscillator  erfüllt  also  die  Bedingung  —  =  0  am 

besten,  wenn  einer  der  Stege  um  circa  25  cm  genähert  ist. 

Der  erste  Durchgang  der  J-Fläche  liegt  von  diesem  Werth  um 

+  25  cm  ab  und  ist  sehr  deutlich,  der  zweite  Durchgang  liegt 
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um  — 31  cm  ab  und  ist  fast  ebenso  deutlich,  der  dritte  Durch- 

gang aber  liegt  bereits  um  -»-85  cm  ab  und  ist  darum  so 

undeutlich,  weil  die  Amplitudenverschiedenheit  schon  gross  ist. 

§.  51.  'Wiederkehr  der  dunklen  7-Fläche.  Es  wurden 
wieder  die  vier  Paralleidrähte  Fig.  8,  jedoch  Solcnoidanregung 

Fig.  7  verwendet.  Recipient  und  Kathoden  waren  wie  in  §.  50, 

der  Druck  war  l'l  mm. 

a)  Die  eine  Kathode  kx  wurde  mit  dem  Verzweigungspunkt 

direct  verbunden  durch  einen  72  cm  langen  Kupferdraht  von 

gleicher  Starke  wie  die  der  Paralleldrahte.  Diese  wurden  hinter- 

einander vor  die  Kathode  k.,  geschaltet,  so  dass  die  Zuleitung 

zu  dieser  Kathode  über  beide  Stege  sx  und  s2  hintereinander 

führt  und  bis  auf  40  m  durch  möglichste  Entfernung  beider 

Stege  verlängert  werden  konnte.  Bezeichnen  wir  mit  bt  und  bt 

die  Entfernung  der  Stege  von  den  Kathoden. 

Der  erste  Durchgang  der  dunklen,  prachtvoll  entwickelten 

./-Fläche  erfolgt  für  bx  —  0,  b%  —  10  cm  oder  b2  —  10  cm,  bx  =  0. 

Der  zweite  Durchgang  der  dunklen  /-Fläche  erfolgt  für 

fr, 

Längendifferenz  der 
Zuleitungen  zu  den 

Kathoden  in  Centimeter 

Doppeldraht 

5  cm 585  cm 

570  j 

♦513         Mittel  --=605 
632  1 

I 

358 
205 

642 0 
;> 

Dass  die  in  der  letzten  Colonne  angeführten  Differenzen, 

welche  gleich  (bl+b., — 10)  cm  sind,  nicht  Constanten  Werth 

haben,  erklärt  sich  durch  die  bei  diesen  drei  Anordnungen 

sehr  verschiedene  gegenseitige  Induction  der  Paralleldrähte 

und  Capacität  der  freien  Drahtenden. 

Immerhin  ist  damit  gezeigt,  dass  die  dunkle  J-Fläche  bei 

ganz  beträchtlich  unsymmetrischen  Zuleitungen  (der  Längen- 

unterschied der  beiden  Zuleitungen  ist  circa  12  m)  nochmals 

durch  das  Feld  geht.  Doch  ist  sie  bei  diesem  Durchgang  zwar 

der  geometrischen  Form  nach  ebenso  wie  bei  dem  ersten 

Durchgang  entwickelt,  aber  nicht  so  tiefschwarz,  sondern  so 

Sitzb.  d.  mathcrn.-naturw.  Cl.;  CVH.  Bd..  Abth.  II.  a.  66 
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undeutlich,  dass  man  die  Drähte  genau  absuchen  muss,  um 

sie  zu  finden. 

b)  Das  Experiment  a)  wurde  mit  besserer  Aufstellung 

wiederholt,  und  zwar  mit  der  Anordnung  Fig.  22,  jedoch  unter 

Fortlassung  des  Steges  s0.  Zwischen  3;l  und  t,  wurde  ein 

Solenoid  I  eingeschaltet,  und  zwar  das  in  -43,  Exp.  d)  ver- 

wendete Solenoid  von  40  Windungen  und  circa  992  (Halb- 

centimeter  Doppeldraht)  Induction. 

Wir  bezeichnen  mit  ax  wieder  die  Entfernung  des 

Steges  5,  von  der  Stellung  von  E  und  mit  ev  respective  e%  die 

Entfernungen  <i{kv  respective  njkt  des  Steges  sv  respective  I 

von  den  Kathoden. 

Das  Fortlassen  des  Steges  s2  hat  die  Wirkung  a2  —  oo, 
d.  h.  als  würde  man  denselben  sehr  weit  entfernen.  Schätzer, 

wir  den  scheinbaren  Werth  von  I  nach  der  letzten  Colonne 

der  Tabelle  §.  43</>,  welche  bis  a2  =:Ö70,  S  =  1220  reicht, 

durch  Extrapolation  für  den  Fall  as  =  oo,  so  erhalten  wir 

I>1500.  Es  ist  also  nicht  zu  erwarten,  dass  man  nach  Fort- 

lassung von  5S  den  ersten  Durchgang  der./  Fläche  noch  inner- 

halb des  Bereiches  findet,  in  welchem  sich  s,  verschieben  lässt, 

jedenfalls  nicht  näher  als  die  ax  —  750  cm,  was  nicht  mehr  auf 

den  Paralleldrähten  liegt. 

Desto  besser  ist  der  zweite  Durchgang  der  dunklen 

./-Fläche  zu  beobachten.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die 

zusammengehörigen  Werthe  von  c\  und  e2  zusammengestellt, 

für  welche  die  auf  ihrem  zweiten  Durchgange  befindliche 

dunkle  J- Fläche  in  der  Mitte  des  Feldes  steht. 

Solenoid  I  von  40  Windungen.  §.  d). 
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c)  In  ganz  ähnlicher  Weise  verläuft  das  Experiment  bei 

Einschaltung  des  Solenoides  S  mit  11  Windungen  §.  43ty 

zwischen  die  Punkte  s3  und  i,  in  der  Entfernung  e2  von  den 

Kathoden 

Interferenzfläche Interferenzfläche 

10  cm 

60 

70  cm 

109 j  minder  deutlich 

1  IU 
1.1,1 

■ 

160 198 

210 231 

I

 

 

s

e

h

r

 

 

schön 

260 234 recht  deutlich 

270 218 

280 217 

! 
äusserst  undeutlich 

290 

310 

2  lö 

18Ö 

415  cm 

370 

1  undeutlich 

320 145 
410 

minder  undeutlich 

360 
130 

i 

undeutlich 

In  Fig.  24  sind  diese  beiden  Tabellen  graphisch  dar- 

gestellt, und  zwar  die  für  das  Solenoid  von  40  Windungen 

beobachteten  Punkte  durch  Kreuzchen,  die  für  das  Solenoid 

von  1 1  Windungen  beobachteten  Punkte  durch  Ringel.  Man 

sieht,  dass  bei  continuirlicher  Entfernung  von  X  von  den 

Kathoden  (Vergrösserung  von  ej  die  Entfernung  t\  des 

Steges  5,  ein  Maximum  erreicht,  welches  für  beide  Solenoide 

fast  gleiche  Lage  hat  und  für  welches  ex  nahezu  t'ä  wird.  Bis 

dahin  sind  die  /-Flächen  sehr  deutlich  und  die  Curven 

Fig.  24  glatt.  Vergrösscrt  man  et  noch  weiter,  so  erhält  man 

die /-Fläche  plötzlich  nicht  mehr  deutlich  und  die  Messungen 

werden  völlig  unregelmässig.  Für  das  kürzere  Solenoid  wurden 

für  grosse  Werthe  von  et  je  zwei  Stellungen  t\  des  Steges  st 

gefunden,  für  welche  die  dunkle /-Fläche  rechtläufig,  aber 

sehr  undeutlich  durch  das  Feld  ging. 

Betrachten  wir  nur  die  in  beiden  Tabellen  als  sehr  deut- 

lich bezeichneten  Durchgänge  der  dunklen  /-Fläche.  Dieselbe 

66* Digitized  by  Google 
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ist  bei  dieser  Wiederkehr  nicht  so  scharf  und  dunkel  ent- 

wickelt wie  bei  dem  ersten  Durchgang,  der  blaue  Querstrich 

zwischen  den  Kathoden  ist  breit  und  verschwindet  nicht, 

wenn  die  »/-Fläche  in  der  Mitte  des  Feldes  steht.  Die  inco- 

härenten  Lichthüllen  (£.  28)  um  die  Kathoden  sind  voll- 

kommen unsymmetrisch  entwickelt,  derart,  dass  die  Licht- 

hülle um  die  Kathode  1.  welche  kürzere  Zuleitung  hat,  mehr 

als  doppelt  so  grosse  Dicke  hat  als  die  Lichthülle  um  die 

Kathode  2.  Obwohl  also  bei  diesem  zweiten  Durchgange  die 

Phase  der  Schwingungen  der  Kathoden  gerade  entgegengesetzt 

ist,  wenn  die  dunkle  J-Fläche  in  der  Mitte  des  Feldes  steht, 

sprechen  doch  alle  Anzeichen  dafür,  dass  die  Amplituden  der- 

selben einigermassen  verschieden  sind,  doch  können  sie 

nicht  sehr  verschieden  sein,  weil  sonst  die  7-Fläche  nicht 

beobachtbar  wäre.  Dass  trotzdem  die  incohärenten  Lichthüllen 

sehr  verschieden  entwickelt  sind,  wundert  mich  gar  nicht,  da 

dieselben  zur  Entladung  gehören  und  diese,  wenn  ihr  zwei 

symmetrische  Kathoden  zur  Wahl  stehen,  sich  nicht  nach  dem 

Verhättniss  der  Amplituden  der  Schwingungen  auf  dieselben 

vertheilt,  sondern  sich  gänzlich  auf  die  stärker  schwingende 

wirft.  Vergl.  hiezu  das  Verzweigungsexperiment  Wied.  Ann.. 

Bd.  62,  S.  397. 

Dass  man  es  bei  obigen  Experimenten  wirklich  nicht  mit 

dem  ersten  Durchgang  der  J- Fläche,  sondern  mit  einer 

Wiederkehr  derselben  zu  thun  hat,  kann  man  evident  machen 

bei  folgender  Anordnung: 

d)  Man  setzt  ausser  dem  Solenoid  I  beide  Stege  $, 

und  s2  auf,  kehrt  also  ganz  zu  der  Aufstellung  Fig.  22  zurück. 

Man  kann  nun  eine  ganze  Reihe  von  Stellungen  von  E,  $, 

und  st  linden,  welche  die  Bedingung  erfüllen,  dass  die  dunkle 

/-Fläche  in  der  Mitte  des  Feldes  steht  und  auch  dann,  wenn 

man  den  Steg  .s.,  abhebt,  in  der  Mitte  des  Feldes 

erscheint.  Wenn  man  berücksichtigt,  da>s  die  kleinste  Ver- 

schiebung des  Steges  s2  schon  die  auf  ihrem  ersten  Durch- 

gange befindliche  J-Fläche  ganz  aus  dem  Felde  treibt,  und 

dass  die  nach  dem  völligen  Abheben  des  Steges  s2  wieder 

vorhandene  ./-Fläche  durch  die  kleinsten  Verschiebungen 

des  Steges  s,  wieder  ganz  aus  dem  Felde  getrieben  werden 
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kann,  so  muss  man  zugeben,  dass  die  nach  Abhebung  des 

Steges  &  bei  enormer  Verschiedenheit  der  Zuleitungen  zu  den 

Kathoden  auftretende  ./-Fläche  auf  ihrer  Wiederkehr  und 

nicht  auf  ihrem  ersten  Durchgange  befindlich  ist. 

Solche  zusammengehörige  Stellungen  von  S,  5,  und  st 

sind  beispielsweise  folgende  vier  Anordnungen: 

I               *._,3,  =  <s    i     *,s,=*,      345._»  =  <i:j  {erster  Durchgang) 

!i 

Sdenoid  von  10 

1 1  Windungen  jj  J4Q 

1 —   — 

70  cm 

180 

370  cm  |  oder  $J  abgehoben 

380       i  (zw  eiter  Durchgang) 

,  Solenoid  von  10 

40  Windungen  1  141) 
1 

131 

203 

-•5       f   oder  s2  abgehoben 

310      ((zweiter  Durchgang) 

*5.  52.  Wiederkehr  der  dunklen  ./-Fläche  bei  dem 

zweifach  verzweigten  Osci Ilator.  Noch  schöner  als  bei 

dem  einfach  verzweigten  Oscillator  sind  die  mehrfachen  Durch- 

gänge der  dunklen  ./-Fläche  bei  starker  Änderung  der  Sym- 

metrie des  doppelt  verzweigten  Üscillators  (Fig.  2  und 

Fig.  9).  Die  Wiederkehr  der  dunklen  ./-Fläche  liegt  innerhalb 

des  Bereiches  der  Paralleldrähte  Fig  9.  Ks  bezeichne  b  die 

Entfernung  der  Brücke  b  von  den  Kathoden.  t\  und  c,  wie 

bisher  die  Entfernung  der  Stege  s,  und  st  von  den  Kathoden. 

a)  Für  b  —  100  cm,  cx  =  280  cm,  ci  —  280  cm  ist  der 

Oscillator  symmetrisch  und  steht  die  dunkle  ./-Fläche  in  der 

Mitte  des  Feldes.  Entfernt  man  den  Steg  st  von  den  Kathoden 

(vergrössert  man  1%),  so  geht  die  ./-Fläche  sehr  rasch  recht- 

läufig durch  das  Feld  und  verlässt  dasselbe  an  der  Seite  der 

Kathode  2  für  t%  =  295  cm.  Die  Strahlung  wird  bei  weiterer 

Entfernung  von  ss  immer  stärker.  Bei  ct  —  'MO  au  tritt  an  der 
Seite  der  Kathode  2  eine  schöne  dunkle  J- Fläche  aus  und 

bewegt  sich  ausserordentlich  langsam  rückläufig  durch 

das  Feld.  Erst  bei  et  —  715  cm  steht  sie  in  der  Mitte  zwischen 
den  Kathoden  und  geht  für  <\,  >  715  cm  langsam  zur  Kathode  1. 

b)  Wir  gehen  von  der  Stellung  b  —  U)ö  cm,  t\  —  280  cm, 

i\—~\bcm  aus.  Die  rückläufige  dunkle  ./-Fläche  steht  dann 
in  der  Mitte  des  Feldes.  Näherl  man  nun  die  Brücke  b  an  den 
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Recipienten,  verkleinert  man  die  Entfernung  bj,  so  geht  die 

dunkle  J-Fläche  ziemlich  rasch  rechtläufig  durch  das  Feld 

und  verlässt  dasselbe  für  b  —  108  cm  auf  Seite  der  Kathode  2. 

Gleich  darauf  für  b  —  80  cm  tritt  sie  auf  derselben  Seite  wieder 

in  das  Feld  und  bewegt  sich  ziemlich  rasch  rückläufig  durch 

das  Feld.  Für  b  —  30  cm  steht  sie  in  der  Mitte  des  Feldes  und 

bewegt  sich  bei  weiterer  Näherung  gegen  die  Kathode  1  weiter. 

§.  53.  Wird  die  Verschiebung  der  Interferenz- 

flächen 1.  durch  die  Phasendifferenz  oder  2.  durch 

die  Amplitudenverschiedenheit  der  Schwingungen 

beider  Kathoden  verursacht?  Wir  wollen  diese  beiden 

Annahmen  als  Annahme  1)  und  als  Annahme  2)  bezeichnen. 

Die  Entscheidung  zwischen  diesen  beiden  Annahmen  ist  von 

principieller  Wichtigkeit  für  vorliegende  Untersuchung.  Die 

folgenden  Überlegungen  zeigen,  dass  nur  die  Annahme  1) 

zulässig  ist. 

a)  Die  Annahme  2)  erklärt  das  Auftreten  der 

hellen  und  dunklen  ./-Fläche  nicht.  Um  das  Auftreten 

der  dunklen  ./-Fläche  ohne  Annahme  einer  Interferenz  zu 

erklären,  müsste  man  annehmen,  dass  die  Strahlen  bei  höherem 

Druck  {VI  mm)  sich  abstossen  und  darum  den  dunklen 

Zwischenraum  frei  lassen,  während  sie  bei  niedrigerem  Druck 

iOf>wm)  sich  anziehen  müssten,  um  so  in  der  hellen 

./-Fläche  zusammenzufliessen.  Über  die  sonstige  Zulässigkeit 

dieser  Annahmen,  ob  man  sie  nun  wörtlich  oder  bloss  als 

Vergleich  nimmt,  ist  hier  keine  Entscheidung  nöthig.  Genug, 

dass  sie  das  Auftreten  der  dunklen  ./-Fläche  nicht  richtig 

darstellen.  Es  müsste  danach  die  dunkle  Fläche  stets  nur  bei 

höherem,  die  helle  Fläche  stets  nur  bei  niedrigem  Druck  auf- 

treten, was  nach  §.  34  nicht  der  Fall  ist.  Man  kann  nach  §.  34. 

ohne  in  dem  Recipienten  etwas  zu  ändern  (bei  0  5  mm  Druck), 

nur  durch  Änderungen  an  dem  Oscillator  die  helle  7  Fläche 

zum  Verschwinden  und  die  dunkle  zum  Auftreten  bringen. 

VII.  Capitel. 

Natur  der  Interferenzflächen. 
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Ferner  könnte  man  annehmen,  dass  die  dunkle  J- Fläche 

bloss  ein  Zwischenraum  ist,  in  welchem  sich  die  leuchtenden 

Schichten  bei  schwachen  Schwingungen  einfach  nicht  er- 

reichen. Dies  wurde  jedoch  schon  §.37  widerlegt. 

b)  Die  Annahme  2)  erklärt  die  Verschiebung  der 

J- Flächen  nicht.  Die  Lichthüllen  um  eine  stärker  schwin- 

gende  Kathode,  z.  B.  um  eine  Kathode,  vor  welche  man  einen 

Funken  schaltet,  sind  bekanntlich  stärker  ausgebreitet,  als 

an  einer  schwächer  schwingenden  Kathode.  Man  könnte  des- 

halb annehmen,  dass  die  ./-Flächen  hiedurch  von  der  stärker 

schwingenden  Kathode  abgedrängt  werden.  Dies  widerlegt  sich 

durch  Beachtung  des  zweiten  Durchganges  der  ./-Flächen 

(§.  50  und  §.  51).  Übrigens  reicht  das  blosse  Aussehen  der 

Lichterscheinungen  bei  dem  zweiten  Durchgang  der  dunklen 

./-Fläche  hin,  um  diese  Annahme  zu  widerlegen.  Die  blauen 

Lichthüllen  sind  dabei  sehr  verschieden  entwickelt  und  doch 

lässt  sich  die  dunkle  ./-Fläche  in  die  Mitte  des  Feldes  stellen 

und  ganz  normal  rechtläufig  durch  die  blauen  Hüllen  hindurch- 

schieben. 

c)  Die  Annahme  2)  erklärt  die  Form  der  J- Flächen 

und  das  Gesetz  ihrer  Verschiebung  nicht.  Die  ./-Flächen 

nehmen  bei  ihrem  Durchgange  durch  das  Feld  nach  §.  40  die 

Form  hyperbolischer  Cylinder  an.  deren  Wegdifferenz  der 

Verschiebung  des  Schleifcontactes  ungefähr  proportional  ist. 

In  der  Verbindungslinie  der  Kathodenmitten  bewegen  sie  sich 

proportional  der  Verschiebung  des  Schleifcontactes,  die  äusseren 

Zweige  der  Hyperbeln  verschieben  sich  in  der  Mitte  des  Feldes 

ebenso  langsam  und  schlagen  dann  rasch  über  der  Kathode 

zusammen.  Dies  stimmt  völlig  mit  der  Annahme  1). 

Die  Annahme  2)  würde  einen  ganz  anderen  Durchgang 

der  /-Flächen  fordern.  Es  müsste  dann  nicht  die  Wegdiffe- 

renz, sondern  ungefähr  das  Verhältniss  der  im  Radius 

gezählten  Entfernungen  jedes  Punktes  einer  verschobenen 

./-Fläche  von  den  Kathodenoberflächen  constant  sein,  und 

dieses  Verhältniss  müsste  der  Verschiebung  des  Schleif- 

contactes ungefähr  proportional  sein.  Die  ./-Flächen  müssten 

also:  a)  bei  ihrem  Durchgange  durch  das  Feld  nicht  die  Form 

aller  Flächen  einer  Schaar  von  hyperbolischen  Cylindern 
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annehmen,  sondern  ungefähr  eines  Büschels  von  Kreis- 

cylindern  (beziehungsweise  bicyclischen  Cylindern),  und  es 

müsste:  b)  ihre  Mitte  sich  nicht  proportional  der  Verschiebung 

des  Schleifcontactes  durch  das  Feld  bewegen,  sondern  in  der 

Mitte  des  Feldes  rasch,  bald  aber  langsamer,  und  es  könnte  die 

./-Fläche  die  eine  Kathode  nur  erreichen,  wenn  die  Amplitude 

der  Schwingung  dieser  Kathode  völlig  verschwindet  gegen  die 

Amplitude  der  Schwingung  an  der  anderen  Kathode. 

Wenn  diese  geometrischen  Angaben  auch  nicht  voll- 

kommen genau  genommen  werden  dürfen,  sondern  nur  als  ein 

kurzer  Ausdruck  des  Typus  der  Verschiebungsweise  und 

der  Formen  der  ./-Flächen,  wie  sie  aus  Annahme  1)  und  aus 

Annahme  2)  sich  ergeben,  so  ist  doch  dieser  Typus  für  beide 

Annahmen  so  charakteristisch,  dass  man  nicht  zweifeln  kann, 

welcher  der  Vorzug  zu  geben  ist. 

d)  Die  Annahme  1)  erklärt  das  Vorzeichen  der 

Verschiebung  der  J-F lachen  besser.  Die  Amplituden- 

verschiedenheit 2  8s  und  die  Phasendifferenz  5t,  welche  für 

eine  bestimmte  Verschiebung  des  Schleifcontactes  8P  eintreten, 

lassen  sich  nach  Capitel  I  berechnen.  Da  die  Ausdrücke  für  8s 

complicirter  sind  als  für  or,  beschränken  wir  uns  hier  auf  den 

einfachsten  und  interessantesten  Oscillator,  welcher  auch  wohl 

am  häufigsten  angewendet  wurde.  Dieser  Oscillator  erfüllt  die 

Bedingung 
P  _G_ 

P  g 

möglichst  annähernd  und  ist  daran  zu  erkennen,  dass  er  nach 

§.  15,  Punkt  8)  für  Verschiebungen  des  Schleifcontactes  (8P) 

sehr  empfindlich,  für  Widerstandsänderungen  (8 W)  aber 

sehr  unempfindlich  ist. 

Für  die  Schwingung  I)  dieses  Oscillators  gilt  nach  Capitel  I 

2Se               H*               8t  2P  —  ;        — — h  |5i) 

cP  Wp-Pw  SP  U'p—tvP 

Für  die  Schwingung  II)  desselben  gilt  hingegen 

2de  w  rdi  2p 
=  +  ;        —  =  +  1~-     •  1511) 

rcP  Wp—Ptv  rcP  Wp-tvP 
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Man  könnte  wegen  Punkt  a)  zugeben,  dass  die  Schwin- 

gung I)  die  helle,  die  Schwingung  II)  die  dunkleJ-Fläche  erzeugt 

oder  umgekehrt  und  doch  annehmen,  dass  die  Verschiebung 

dieser  Flächen  durch  die  Amplitudenverschiedenheiten  2oe  und 

nicht  durch  die  PhasendirTerenzen  er  bestimmt  wird.  In  diesem 

Fall  entscheiden  die  Gleichungen  151)  und  1511).  Nach  derselben 

ist  die  Phasenverschiebung  für  beide  ./-Flächen  für  einen 

gegebenen  Oscillator  und  eine  gegebene  Verschiebung  ZP  des 

Schleifcontactes  gleichgerichtet,  die  Amplitudenverschie- 

bungen 25s  aber  für  die  Schwingung  I)  entgegengesetzt  wie 

bei  der  Schwingung  II). 

Die  Annahme  1)  erklärt  es  also,  dass  in  allen  Oscillatoren, 

.....      r-,..  .      I  rechtläufig  . 
in   welchen  die  helle  ./-Flache   <  ist,  auch  die 

.      ,  ,„  _  r  rückläufig 
(  rechtläufig 

dunkle  J-Fläche  •    ..  ,  ,..  ̂ °  ist.  Die  Annahme  2)  leistet  hier '  rückläufig 

nichts.1 

c)  Die  Annahme  1)  gibt  für  die  Grösse  der  Ver- 

schiebung der  J-Flächen  zutreffendere  Werth e.  Wir 

halten  uns  an  denselben  Oscillator,  welcher  in  Punkt  d)  be- 

trachtet wurde.  Es  ergibt  sich  aus  151)  und  15 II) 

&r  2  8s 

a       =  ±        ■  10) 

dP  rtiP 

Hierin  bedeutet  t  die  Dämpfungsconstante  (§.  13)  der 

Schwingung  I),  respective  II)  und  gilt  das  obere  Vorzeichen 

für  die  Schwingung  I),  das  untere  für  die  Schwingung  II). 

Nach  Gleichung  IG)  verhält  sich  die  Amplitudenverschie- 

denheit 2os  stets  zu  der  ganzen  Amplitude  wie  die  Phasen- 

1  Der  Punkt  d)  hat  insofern  keinen  Werth  für  die  Beweisführung,  als  aus 

ihm  allein  nicht  gefolgert  werden  kann,  dass  die  Annahme  2)  unzulässig  ist. 

Er  hat  aber  insofern  grossen  Werth  Tür  die  Beweisführung,  weil,  wenn  das 

Vorzeichen  der  Gleichungen  121)  und  12  II)  zu  Ungunsten  der  Annahme  1) 

entscheiden  würde,  diese  unzulässig  erscheinen  wurde.  Ich  hatte  bei  Vornahme 

der  Rechnung  Capitel  I  einen  Vorzeichenfehler  (in  §.  11)  gemacht  und  war 

bestürzt,  als  die  Gleichungen  121)  und  12  II)  verschiedene  Vorzeichen  zu  haben 

schienen.  Dies  hätte  bedeutet,  dass  die  Annahme  l)  nur  dann  zulassig  sei,  wenn 

die  helle  und  die  dunkle  /-Fläche  sich  cet.  par.  in  entgegengesetztem  Sinne 

verschieben,  was  nicht  der  Fall  ist. 
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Verschiebung  ot  zu  der  Dämpfungszeit    -  ,  d.  h.  zu  der  Zeit,  in 

welcher  die  Amplitude  der  Schwingung  zufolge  der  Dämpfung 

im  Verhältniss  e :  1  abnimmt.  Nehmen  wir  an,  dass  die  Ver- 

schiebung des  Schleifcontactes  so  gross  sei,  dass  nach 

Gleichung  15)  die  Phasenverschiebung  gleich  einer  halben 

Schwingungsdauer  ist,  und  dass  die  Dämpfungszeit  bloss 

lOOmal  so  gross  als  die  Schwingungsdauer  ist.  Dann  ist  die 

zufolge  dieser  grossen  Verschiebung  des  Schleifcontactes  ein- 

tretende Amplitudendifferenz  2os  nach  Gleichung  16)  gleich 

Vjjoo  der  ganzen  Amplitude  der  Schwingung.  Nach  Annahme  l) 

muss  also  bei  dieser  Verschiebung  des  Schleifcontactes  die 

/-Fläche  durch  das  ganze  Feld  wandern  und  auf  Seite  einer 

Kathode  austreten.  Nach  Annahme  2)  müsste  die  /-Fläche  fiir 

dieselbe  Verschiebung  des  Schleifcontactes  um  7*00  cler  Ent" 

ternung  der  Kathoden  sich  aus  der  Mitte  des  Feldes  ver- 

schieben. Man  sieht  deutlich,  dass  die  Annahme  2)  nicht 

geeignet  ist,  die  starken  Verschiebungen  der  /-Flächen  zu 

erklären.  Der  gewählte  Oscillator  ist  zwar  mathematisch  ein 

sehr  specieller,  physikalisch  nähert  er  sich  jedoch  den 

wichtigsten  verwendeten  Oseillatoren. 

f)  Wünschenswerth  wäre  es,  die  in  der  Überschrift  dieses 

53  aufgeworfene  Frage  direct  mit  dem  Elektrometer  zu 

entscheiden.  Es  erfordert  dies  jedoch  vorher  die  Ausbildung 

einer  speciellen  Methode  zur  elektrometrischen  Messung 

der  Phasendifferenzen  Hertz'scher  Schwingungen.  Hin- 

gegen wird  auch  die  Ausbildung  dieser  Methode  durch  die 

gleichzeitige  Beobachtung  der  /-Flächen  sehr  unterstützt, 

w  elche  an  sich,  wenn  die  Grundlagen  vorliegender  Arbeit  sich 

bewahren,  ein  einfaches  Mittel  bilden,  um  PhasendifTerenzen 

Hertz'scher  Schwingungen  zu  messen. 
Das  naheliegendste  Elektrometer  zur  Messung  dieser 

Phasendifferenzen  würde  aus  vier  im  Quadrat  stehenden  Platten 

bestehen,  in  deren  Mitte  die  isolirte  Hertz'sche  Nadel  an  einem 

Ouarzfaden  hängt.  Zwei  nicht  gegenüberliegende  Platten  1  und  2 

sind  je  mit  den  zwei  Kathoden,  die  anderen  Platten  3  und  4 

ganz  kurz  mit  dem  leitenden  Schutzkasten,  in  welchem  die 

Aufstellung  sich  befindet,  verbunden.  Die  Nadel  muss  sich  bei 

a 
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gleichgerichteten  Schwingungen  der  Kathoden  in  die  Halbirungs- 

ebene  der  Platten  1  und  2,  bei  entgegengesetzten  Schwingungen 

in  die  andere  Diagonalebene  zu  stellen  suchen.  Kür  dazwischen- 

liegende Phasendifferenzen  dreht  und  verkleinert  sich  die  Richt- 

kraft. Ich  werde  wenn  ich  Zeit  finde  demnächst  mit  einem 

solchen  Elektrometer  Messungen  versuchen. 

§.  54.  Werden  die  Interferenzflächen  durch  Katho- 

den strahlen  erzeugt?  Dass  dieselben  durch  Strahlen 

erzeugt  werden,  wird  man  wohl  nicht  bestreiten.  Dass  diese 

interferirenden  Strahlen  nicht  völlig  identisch  sind  mit 

jenen  Kathodenstrahlen,  welche  bei  sehr  niedrigem  Druck  und 

starken  Schwingungen  der  Kathode  zu  erhalten  sind,  ist  leicht 

zu  erkennen.  Doch  wird  in  den  folgenden  55  bis  59  der 

experimentelle  Nachweis  erbracht,  dass  die  Strahlen,  welche 

die  ./-Flächen  bilden,  alle  Eigenschaften  haben,  welche  die 

Kathodenstrahlen  unterscheiden  von  dem  Licht  (und  von  den 

Röntgenstrahlen).  Sie  unterscheiden  sich  von  den  Hittorf  sehen 

Kathodenstrahlen  viel  weniger,  als  sich  das  ultrarothe  Licht 

von  dem  gelben  Licht  unterscheidet. 

55.  Fluorescenzwirkung  der  interferirenden 

Strahlen.  Dieselben  bringen  die  Luft  zu  derselben  blauen, 

mit  abnehmendem  Druck  schwächer  werdenden  Luminescenz, 

welche  die  Hittorf  sehen  Kathodenstrahlen  hervorrufen,  und 

erregen  bei  niedrigem  Druck  die  grüne  Fluorescenz  des  Glases. 

Die  helle  ./-Fläche  zeichnet  sich  dann  als  ein  scharfer  grüner 

Strich  auf  die  Glaswand.  Die  grüne  Fluorescenz  des  Glases, 

welche  das  blassblaue  Licht  um  die  dunkle  ./-Fläche  bei 

niedrigem  Druck  ersetzt,  ist  begreiflicherweise  sehr  matt,  mehr 

grau  als  grün. 

§.56.  Magnetisches  Verhalten  der  interferirenden 

Strahlen.  Beide  ./-Flächen .werden  durch  magnetische  Kräfte 

abgelenkt,  und  zwar  in  jenem  Sinne,  in  welchem  Kathoden- 

strahlen abgelenkt  werden,  welche  längs  der  ./-Flächen  von 

dem  Mittelpunkte  des  Feldes  nach  allen  Seiten  nach  aussen 

verlaufen  würden. 

§.  57.  Elektrostatisches  Verhalten  der  interferi- 

renden Strahlen.  Die  elektrostatische  Ablenkbarkeit  der- 

selben ist.  wie  zu  erwarten,  nur  eine  kleine,  denn  ihre  Selbst- 
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mich  nicht  anschliessen.  Nach  denselben  soll  die  durch  die 

Näherung  des  geriebenen  Stabes  in  dem  verdünnten  Gas 

zweifellos  hervorgerufene  Entladung  die  chemische  Natur 

desselben  ändern,  dasselbe  in  einen  allotropen  Zustand 

versetzen,  wonach  es  erst  möglich  sein  soll,  dass  Kathoden- 

strahlen auftreten.1  Meiner  Meinung  nach  erfordert  das  elektro- 

statische Anzünden  überhaupt  keine  neue  Annahme  zur 

Erklärung.  Reine  elektrische  Schwingungen  allein  erzeugen 

erlahrungsgemäss  keine  Kathodenstrahlen.  Man  muss  noch 

mit  einem  geriebenen  Stab  in  die  Nähe  kommen  oder  sonst 

irgend  welche  statische  Kraft  in  das  Feld  einführen,  damit  sie 

auftreten  können.  Aus  dem  elektrostatischen  Anzünden  scheint 

mir  nichts  Anderes  hervorzugehen,  als  dass  die  Kathoden- 

strahlen zu  ihrem  Fortkommen  eine  elektrostatische  Kraft 

brauchen  und  dies  steht  für  mich  ohnehin  über  jedem 

Zweifel. 

Aus  dem  ruhigen  Fortleuchten  der  einmal  angezündeten 

Strahlen  und  aus  dem  Umstände,  dass  es  ganz  gleichgiltig 

ist,  welche  Richtung  die  künstlich  eingeführte  statische 

Kraft  hat,  ist  zu  schliessen,  dass  die  Kathodenstrahlen,  wenn 

sie  nur  einmal  an  irgend  einem  Punkt  des  Feldes  in  irgend  einer 

Richtung  aufgetreten  sind,  sofort  vermöge  ihrer  elektro- 

motorischen Wirkung  dasjenige  elektrostatische 

Feld  selbst  schaffen  und  erhalten,  in  welchem  sie 

am  besten  fortkommen. 

Dieser  Satz  ist  auch  nichts  Neues,  sondern  ich  habe  ihn 

aus  ganz  anderen,  directen  Gründen  an  früherem  Ort2 

schon  aufgestellt. 

§.  59.  Elektromotorische  Wirkung  der  Strahlen. 

Ks  ist  bekannt,  dass  die  U  i  tto rf  sehen  Kathodenstrahlen 

elektromotorische  (ladende)  Wirkung  haben,  während 

das  Licht  und  die  Röntgenstrahlen 3  bloss  entladende  Wirkung 

«»der  wenigstens  nur  sehr  schwache  ladende  Wirkung  haben. 

i  S.chc  H.  Eberl,  Wied.  Ann..  04,  S.  257.  1898. 

»  Wied.  Ann.,  Bd.  04.  S.  276,  181)8;  diese  SitzunRsbcr.,  Bd.  106, 

Juli  1897. 

n  Röntgen  (zweite  Mittheilung);  E.  Dorn.  Naturf.  Ges.  zu  Halle, 

Bd.  21.  S.  55,  189«;  v.  Geitler.  diese  Sitzungsber.,  1898. 
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Doch  wird  selbst  in  neuerer  Zeit1  angegeben,  dass  die 

Kathodenstrahlen  ausschliesslich  negativ  ladende  Wirkungen 

haben.  Dem  kann  ich  nicht  zustimmen.  Die  echten  H  ittorf- 

schen  Kathodenstrahlen  können  sowohl  negativ,  als  positiv 

ladende  Wirkung  besitzen,  letzteres  sogar  häutiger  als  ersteres. 

Die  Ladung  der  Glaswand  des  Recipienten  rührt  zum 

grössten  Theile  von  der  elektromotorischen  Wirkung  der 

Kathodenstrahlen  her  und  wird  durch  die  En t lad ungs Vor- 

gänge in  dem  Recipienten  nur  moditicirt.  Die  Entladungs- 

vorgänge sind  nicht  elektromotorisch,  sie  können  nur  einen 

A  u  s  g  1  e  i  c  h  von  PotentialdirTerenzen  bewirken.  Sie  können 

also  nur  dadurch  eine  Ladung  der  Glaswand  bewirken,  dass 

sie  das  Potential  der  Elektroden  ganz  oder  theilweise  auf  die 

nächstliegenden  Stellen  der  Glaswand  übertragen.  Findet  man 

also  eine  Stelle  der  Glaswand,  deren  Potential  nicht  zwischen 

dem  Potential  Null  und  dem  Potential  der  nächstliegenden 

Elektrode  liegt,  so  kann  es  nur  die  elektromotorische 

Wirkung  der  Kathoden  strahlen  sein,  welche  diese  Stelle 

der  Glaswand  geladen  hat.  Es  ist  nun  in  den  meisten  Reci- 

pienten jene  Stelle  der  Glaswand,  auf  welche  die  Kathoden - 

strahlen  treffen  und  welche  tluorescirt,  kräftig  positiv  geladen, 

wenn  auch  die  Anode  weit  entfernt  oder  zur  Erde  abgeleitet 

ist.  Die  Kathodenstrahlen  laden  also  in  diesen  Recipienten 

die  Glaswand  positiv,  verstärken  hiedureh  die  negativen 

statischen  Kräfte,  welche  von  der  Kathode  ausgehen  und  ver- 

bessern also  hiedureh  die  Bedingungen  ihres  eigenen  Fort- 

kommens im  Felde. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  elektromotorischen 

W  i  r  k  u  n  g  e  n  d  e  r  S  t  r  a  h  1  e  n ,  w  e  I  c  h  e  d  i  e  ./-  F 1  ä  c  h  e  n  bilden. 

Es  wurde  in  dem  grossen  Recipienten  10  ein  Probescheib- 

chen  (/>,  Fig.  2ö  und  26)  von  1  cm  Durchmesser  angebracht, 

welches  nach  hinten  (bei  q,  Fig.  26)  eine  Drahtleitung  aus  dem 

Recipienten  heraussendet.  Der  Schliff  2  setzt  sich  in  eine 

gebogene  Glasröhre  fort,  welche  das  Probescheibchen  p  trägt. 

Dieses  konnte  durch  Drehen  des  Schliffes  hart  an  der  Wand 

des  Recipienten  um  die  Kathoden  herumgeführt  werden,  soweit 

I  Lenard,  Wied.  Ann  ,  64,  S.  '279,  189S. 
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die  Zuleitungen  zu  den  Kathoden  diese  Bewegung  nicht  auf- 
halten. 

Die  Kathoden  sind  metallisch  mit  einander  durch  die 

Oscillatordrähte  verbunden.  Es  handelt  sich  um  die  Messung 

der  statischen  Potentialdifferenz  und  des  statischen  (nicht 

oscillatorischen)  Stromes  zwischen  den  Kathoden  und  dem 

Probeschcibchen. 

Zu  diesen  Messungen  müssen  Apparate  verwendet  werden, 

deren  Ausschlag  durch  die  erste  Potenz  der  zu  messenden 

Grösse  bestimmt  wird,  also  ein  Tripolar-  (Quadrant-)  Elektro- 

meter und  ein  Galvanometer.  Dann  ist  man  von  den  Potential- 

und  Stromschwingungen  in  dem  Recipienten  ganz  unab- 

hängig und  misst  ausschliesslich  die  statischen  Potential- 

differenzen und  die  einseitigen  Strömungen  im  Reci- 

pienten. 
Das  Probeschcibchen  wurde  bei  den  elektrometrischen 

Messungen  mit  der  Nadel  eines  Quadrantelektrometers  ver- 

bunden, das  eine  Quadrantenpaar  wurde  zur  Erde  abgeleitet 

und  beiden  Quadrantenpaaren  gegeneinander  eine  constante 

PotentialdiiTerenz  von  10  Volt  mittelst  einer  kleinen  Batterie 

ertheilt.  Die  Kathoden  sind  zur  Erde  abgeleitet. 

Als  Galvanometer  wurde  ein  Rosen thal'sches  verwendet 

und  der  Keductionsfactor  desselben  vor  jeder  Messung  con- 

trolirt. 

Fig.  25. 
Fig.  26. 
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uz  Die  Stellung  des  Probcschcibchens  p  kann  cet  par. 

bei  allen  Versuchen  durch  Drehen  des  Schliffes  2  beliebig 

geändert  werden,  ohne  dass  hiedurch  eine  deutliche  Änderung 

der  PotcntialdifTerenz  zwischen  p  und  den  Kathoden  auftritt 

Hieraus  folgt,  dass  die  cylindrische  (ilaswand  des  Recipienten, 

welcher  das  Probescheibchen  stets  sehr  nahe  bleibt,  nahezu 

eine  Potential  niveaufläche  der  statischen  Kräfte  ist. 

b)  Man  leitet  den  Verzweigungspunkt  s  (Kig.  Hj,  also 

die  Kathoden  metallisch  zur  Krde  ab  und  verwendet  die 

Solenoidanregung  (Kig.  7). 

Xun  setzt  man  den  Funken  f  (Kig.  7)  in  (.lang,  regt  also 

die  elektrischen  Schwingungen  an  Das  Elektrometer  zeigt 

dann  nur  eine  sehr  geringe  und  unruhige  Potentialdifferenz 

zwischen  ktk,2  und  p  an  (von  höchstens  40  Volt). 

Nun  zündet  man  die  Strahlung  elektrostatisch  an,  ohne 

an  der  Anregung  der  Schwingungen  etwas  zu  andern.  Sofort 

zeigt  das  Elektrometer  eine  ziemlich  ruhige  grosse  Potential- 

differenz  (von  t>00  bis  1200  Volt)  an,  und  zwar  ist  das  Probe- 

scheibchen  p  gegen  die  Kathoden  kxkt  negativ.  Da  die 

Kathoden  metallisch  zur  Erde  abgeleitet  sind  und  auch 

sonst  keine  Elektrode  in  das  Vacuum  taucht,  so  erkennt 

man.  dass  diese  PotcntialdifTerenz  ausschliesslich  durch  die 

elektromotorische  Wirkung  der  Strahlung  zu  Stande  kommt. 

c)  Führt  man  nun  dem  Probescheibchen  durch  einen 

feuchten  Kaden  von  einer  kleinen  Influenzmaschine  her  fort- 

während positive  oder  negative  Ladung  zu.  so  ändert 

dies  das  negative  Potential  des  Probcschcibchens,  welches 

durch  die  Strahlung  bestimmt  wird,  nicht  wesentlich.  Die 

elektromotorische  Wirkung  der  Strahlung  ist  also  sehr  aus- 

giebig, geht  jedoch  bloss  bis  zur  Herstellung  einer  gewissen 

bestimmten  Potentialdifferenz  von  kxk%  und  p. 

ä)  Lässt  man  die  Kathoden  metallisch  mit  der  Erde  ver- 

bunden und  leitet  man  das  Probescheibchen  p  durch  das 

Galvanometer  zur  Erde  ab,  so  zeigt  dieses  während  der 

Strahlung  einen  ziemlich  constanten  negativen  Strom  von 

5  bis  10  Millionstel  Amp.  an.1 

1  Leitet  man  p  direel  zur  Krdc  ab,  hingegen  *,*2  durch  das  Galvanometer 

zur  Krde  ab,  so  zeigt  dieses  einen  ungefähr  doppelt  su  grossen  positiven  Strom 

Sitzb.  d.  mathcm.-naturw.  Cl.J  CVIt.  BJ  ,  Abth.  II.  a.  07 
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Die  elektromotorische  Wirkung  der  Kathodenstrahlung  ist 

also  nach  Experiment  b),  o  und  d)  am  einfachsten  so  zu 

beschreiben,  dass  man  sagt,  sie  ist  ungefähr  so  beschaffen  wie 

die  elektromotorische  Wirkung  einer  galvanischen  Batterie  von 

circa  1000  Volt  Spannung  und  circa  10*  il  innerem  Wider- 

stand. Diese  Zahlen  ändern  sich  jedoch  mit  der  Stärke  der 

Anregung  und  der  Anordnung  des  Oscillators. 

e)  Obige  Experimente  b),  c).  d)  wurden  angestellt  für 

den  symmetrischen,  einfach  verzweigten  Oscillator  und  die 

dunkle  J-Fläche.  Verschiebt  man  den  Schleifcontact  5  (Fig.  6) 

aus  der  symmetrischen  Stellung,  so  sinkt  die  elektromotorische 

Wirkung  der  Strahlung  rasch  ab.  Bei  noch  weiterer  Ver- 

grösserung  der  Unsymmetrie  kehrt  sie  ihr  Vorzeichen  um 

und  wächst  in  dieser  Richtung  bei  weiterer  Vergrösserung  der 

Unsymmetrie  weiter  an.  Dann  ist  also,  wie  bei  einem  gewöhn- 

lichen Recipienten,  die  Glaswand  und  also  das  Probescheibchen 

positiv  gegen  die  Kathoden  kxkr 

Am  einfachsten  zeigt  man  diese  Umkehrung  der  elektro- 

motorischen Wirkung  der  Strahlung  für  einen  unsymmetrischen 

Oscillator,  indem  man  bei  symmetrischer  Stellung  des  Schleif- 

contactes,  wobei  das  Probescheibchen  ein  negatives  Potential 

von  circa  1000  Volt  hat,  ein  Leydnerfläschchen.  dessen  äussere 

Belegung  zur  Erde  abgeleitet  ist,  an  eine  der  Kathoden  legt. 

Es  zeigt  dann  sofort  das  Probekörperchen  ein  positives 

Potential  von  800  bis  1500  Volt. 

VIII.  Capitel. 

Schlüsse  auf  die  Natur  der  Kathodenstrahlen. 

60.  Erinnerung  an  einige  Folgerungen  der 

Theorie  des  Ve r fasse r s. 1  Diese  Theorie  beruht  aus- 

schliesslich auf  einer  einzigen  sehr  wahrscheinlichen 

Annahme,  dass  nämlich  der  Zustand  des  Vacuums  sich  in 

an.  Ein  Thal  dieses  Stromes  entspringt  jedoch  nicht  der  elektromotorischen 

Wirkung  der  Strahlung,  sondern  geht  von  dem  primären  Solenoid  (Fig.  7)  auf 
das  seeuudüre  über. 

1  G.  Jaumann,  Longitudinales  Licht,  diese  Sitzungsbcr..  Bd.  104,  Juli 

I8i«:>;  Wied.  Ann..  Bd.  57,  S.  147.  1890;  The  Electncian  1890. 
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jenen  Punkten  ändert,  in  welchen  die  elektrischen  Kräfte  die 

Laplace'sche  Gleichung  nicht  erfüllen.  Welche  Eigenschaft  i 
des  Vacuums  es  ist,  die  sich  hiebei  primär  ändert,  hierüber 

wird  keine  Entscheidung  getroffen.  Die  Änderungsgeschwindig 

keit  dieser  Eigenschaft  i  soll  proportional  der  Laplace'schen 

Function  der  Kräfte  sein  und  die  Maxwell'schen  Constanten  s 

und  |i  sollen  beliebige  unbekannte  Functionen  dieser  Eigen- 

schaft -i  sein.  Im  Übrigen  sollen  die  Maxwell'schen  Glei- 

chungen für  Nichtleiter  für  das  Vacuum  ihre  Giltigkeit 

behalten,  und  sie  sollen  genau  giltig  sein  für  Luft  von  normaler 

Dichte. 

Aus  diesen  Angaben  kann  jeder  Mathematiker  meine  ganze 

Theorie  construiren.  Die  Strahlen  klei ner  Amplitude  dieser 

Theorie  verhalten  sich  wie  Kathodenstrahlen.  Sie  erklärt  minde- 

stens ebensoviel  wie  die  Crookessche  Emissionstheorie 

der  Kathodenstrahlen.1 

Hier  handelt  es  sich  um  folgende  zwei  Folgerungen  aus 

meiner  Theorie: 

a)  Charakteristisch  für  dieselbe  ist.  dass  nach  ihr  die 

Kathodenstrahlen  als  elektrische  Longitudinalstrahlen  erschei- 

nen, welche  (bei  kleiner  Amplitude)  einer  Differentialgleichung 

erster  Ordnung  folgen.  Die  allgemeinste  Form  einer  Strahlen- 

gleichung erster  Ordnung  ist: 

88  cb  Bö  rcb 

k      +A'„      +  >'0  -  +Z0  - -  =0. 
3/  ix  rcv  cz 

worin  Ö  eine  Variable  des  Strahles  bedeutet.  A'n.  V0,  Z0  müssen 
hierin  Componenten  eines  gegebenen  Vectors  und  k  eine  diesem 

Vector  proportionale  Geschwindigkeit  sein.  Dieser  Vector  ist 

nach  meiner  Theorie  die  statische  elektrische  Kraft  des 

Feldes.  Die  Geschwindigkeit  der  Longitudinalstrahlen  ist  dieser 

statischen  elektrischen  Kraft  proportional.  Sie  gehen  von 

der  Kathode  mit  positiver  Geschwindigkeit  aus,  können  aber 

1  Niemand  würde  heute  unternehmen,  die  Emtssionsthcurie  des  Lichtes 

wieder  zu  Ehren  bringen  zu  wollen.  Dennoch  merkt  man  an  dem  Anklang, 

welchen  die  Crookessche  Theorie  gegenwartig  selbst  in  Deutschland  findet, 

dass  die  heute  wohl  nicht  mehr  zcitKcmässe  Neigung  zur  Bildung  von  Emissions- 

iheoricn  den  Physikern  immer  noch  im  Blute  steckt. 

67* 
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von  der  Anode  nicht  ausgehen,  weil  in  der  Normale  derselben 

ihre  Geschwindigkeit  negativ  ist.  Sie  haben  im  homogenen 

Medium,  entsprechend  der  statischen  Kraftvertheilung,  krumm- 

linigen Verlauf.  Die  elektrostatische  Ablenkung  der 

Kathodenstrahlen  wurde  auf  Grund  dieser  Theorie  auf-' 

gefunden.1  Dass  die  Theorie  die  magnetische  Ablenkbarkeit 

der  Kathodenstrahlen  darstellt,  wurde  zwar  bestritten.  Jeden- 

falls aber  habe  ich  auch  in  diesem  Punkte  und  in  Bezug 

auf  die  Erklärung  der  elektromotorischen  Wirkung  der 

Kathodenstrahlen  Vertrauen  zu  dieser  Theorie  und  erkenne 

die  Berechtigung  der  Einwürfe  nicht  an. 

Hier  interessirt  uns  hauptsächlich  die  Folgerung  der 

Theorie,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 

Kathodenstrahlen  ausser  von  der  statischen  Kraft  noch  in 

weiten  Grenzen  von  dem  Luftdruck  abhängen  soll,  so  zwar, 

ditsH  ihre  Geschwindigkeit  bei  normalem  Luftdruck  nahezu 

Null  isl  und  bei  Herabsetzung  des  Druckes  bis  zu  einem 

(iron.'.wcrth  ansteigt,  den  sie  für  das  äusserste  Vacuum 
«■reicht 

bl  So  w  ie  die  Schallstrahlen,  welche  freilich  einer  DirTe- 

uiuialgk'ichung  zweiter  Ordnung  folgen,  Strahlen  sind,  welche 

einen  longitudinalen  variablen  Vector  (die  Geschwindigkeit  der 

Luit)  und  eine  scalare  Variable  (die  Luftdichte)  haben,  deren 

Amlerungsgeschwindigkeit  der  Laplace'schen  Function  dieses 

Vectors  proportional  ist,  so  haben  auch  die  Kathodenstrahlen 

meiner  Theorie  einen  longitudinalen  variablen  Vector  (die 

variablen  elektrischen  Kräfte  des  Strahles)  und  eine  scalare 

Variable  (die  Ligenschaft  z  oder  mit  Annäherung  der  Max- 

well'sche  Coefficient  s),  deren  Änderungsgeschwindigkeit  der 

Laplace'schen  Function  dieses  Vectors  (also  der  variablen 
elektrischen  Kräfte)  proportional  ist. 

§.61.  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwin- 

digkeit der  Kathodenstrahlen  aus  Interferenzexperi- 

menten. Man  kann  dieselbe  auf  zwei  principiell  verschiedenen 

Wegen  bestimmen: 

>  Compt.  rend.,  122,  Mai  1890;  diese  Sitzungsber.,  105,  S.  29t,  April 

1S96.  Wied.  Ann-,  59,  S.  252,  1896;  The  Etectrician,  Mai  1896. 
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a)  aus  dem  Abstand  zweier  Interferenzflächen  im 

Kelde,  wenn  die  Schwingungsdauer  der  Hertz'schen  Schwin- 
gung der  Kathoden  bekannt  ist; 

b)  aus  der  Verschiebungsgeschwindigkeit  einer 

Interferenzfläche,  wenn  die  Geschwindigkeit  der  Phasenände- 

rung der  Schwingungen  beider  Kathoden  direct  gemessen  oder 

wenigstens  berechnet  werden  kann. 

Vorläufige  Bestimmung  nach  der  Methode  a/.  Es 

wurden  zwar  bisher  noch  nicht  zwei  helle  /-Flächen  gleich- 

zeitig im  Felde  erhalten.  Doch  tritt  bei  dem  Experiment  50 

die  zweite  /»Fläche  auf  Seite  der  einen  Kathode  ein.  fast 

unmittelbar  nachdem  die  erste  Interferenzfläche  das  Feld  auf 

Seite  der  anderen  Kathode  verlassen  hat.  Die  Verschiebung 

beider  Flächen  ist  der  Verschiebung  des  Steges  merklich  pro- 

portional, man  kann  sie  beobachten  für  jede  Stellung  des 

Steges  von  +2Öcm  bis  —26  cm  und  von  —  30  cm  bis  — 82  cm. 

Die  Annahme,  dass  diese  Verschiebung  auch  in  dem  Intervall 

von  — 26 cm  bis  — 30cm,  in  welchem  man  keine  der /-Flächen 

sieht,  ungefähr  proportional  der  Verschiebung  des  Steges  ist, 

ist  sonach  gestattet. 

Da  die  Kathoden  2  cm  von  einander  entfernt  sind,  beträgt 

die  Entfernung  der  beiden  ./-Flächen  von  einander  wenig  über 

2  cm,  und  zwar  2  cm  ( 1  +  4  CttL.\  =  2  •  2  cm.  Die  Schwingungs- 

f>2  cm 
*' 

datier  des  Oscillators  bestimmt  sich  nach  Gleichung  91)  unge- 

fähr zu  10  8  sec.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c 

der  Kathodenstrahlen  hat  hienach  bei  0  5mm  Hg  Druck  (und 

einer  statischen  Kraft  von  ungefähr  100  Volt  pro  Centimeter) 

den  Werth  : 

2  •  2  cm  2 

c  =   *  —  —  -        der  Lichtgeschwindigkeit. 10-8  sec.  300 

b)  Vorläufige  Bestimmung  nach  der  Methode  b). 

Halten  wir  uns  an  den  einfachen  Oscillator,  für  welchen 

P  _  G 

ist  und  nehmen  wir  an.  dass  die  dämpienden  Ursachen  (die 

Strahlung  im  Recipienten)  hauptsächlich  in  den  Zweigen 
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1  und  2,  nicht  in  dem  Zweige  3  wirken,  so  dass  mit  Annäherung 

W 

gilt:  —  =  1  (vergl.  Gleichung  4c). w 

Dann  ist  nach  Gleichung  1511),  §.  53 

8s  _  1 

cP  ~  p—P 

und  nach  Gleichung  16) 

9t  a 

röP  ~  P—p 

lö'II) 

te'in 

Kür  eine  Verschiebung  des  Schleifcontactes,  für  welche  oP 

der  zehnte  Theil  von  P — p  ist,  bewegt  sich  die  dunkle  ./-Fläche 

der  Grossenordnung  nach  beobachtungsgemäss  um  1  cm. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  wie  gross  die  Dämpfungszeit 

^  ist.  um  5t  berechnen  zu  können.  Die  Dämpfungszeit  liegt 

sicher  zwischen  10~7  und  10-ß  sec,  es  ergibt  sich  also  aus 
10' II) 

ot  =  10-7  bis  10-*  sec. 

Dieser  ZeitdifTerenz  entspricht  eine  Verschiebung  der 

dunklen  ./-Fläche  um  circa  1  cm.  Die  Fortpflanzungs- 

geschwindigkeit c  der  Kathodenstrahlen  bei  12  mm  Druck 

ergibt  sich  hienach  der  Grössenordnung  nach  zu 

 1  cm      ̂       1 cm 

10-' sec.  10~8sec. 

=  --' —  bis  der  Lichtgeschwindigkeit. 300  3000 

Bisher  wurde  von  verschiedenen  Autoren  die  Fortpflan- 

zungsgeschwindigkeit der  Kathodenstrahlen  (bei  sehr  niedrigem 

Druck  und  entsprechend  höherer  elektrischer  Kraft)  zu  7S  bis 

V9  der  Lichtgeschwindigkeit  angegeben.  Wenn  eine  dieser 

Bestimmungen  richtig  ist.  so  wäre  dieser  Werth  als  dem  Grenz- 

werth naheliegend  anzusehen,  welchen  die  Fortpflanzungs- 

geschwindigkeit der  Kathodenstrahlen  nach  meiner  Theorie 
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zufolge  möglichster  Verdünnung  der  Luft  und  zufolge  des 

Grenzwerthes,  welchen  hiebei  die  statische  elektrische  Kraft 

des  Feldes  annimmt,  erreichen  soll. 

§.  62.  Nachweis  einer  scalaren  Variablen  der 

Kathodenstrahlen.  Die  Interferenzflächen  haben  nicht  den 

Charakter,  als  würden  sie  durch  die  Interferenz  longitudinaler 

elektrischer  Strahlen  bewirkt,  wenn  man  voraussetzen  wollte, 

dass  es  die  Schwingungen  der  elektrischen  Kraft  sind,  welche 

die  letzte  Ursache  des  blauen  Leuchtens  der  verdünnten  Luft 

sind. 

Wenn  die  Schwingungen  der  Kathoden  gleichgerichtet 

sind  (Schwingung  I),  so  heben  sich  die  von  ihnen  ausgehenden 

Kräfte  der  Strahlung  in  der  Mitte  zwischen  den  Kathoden  auf 

und  verstärken  sich  in  der  Mittelfläche  des  Feldes  weiter 

ausserhalb  der  Verbindungslinie  der  Kathoden. 

Wenn  hingegen  die  Schwingungen  der  Kathoden  ent- 

gegengesetzt gerichtet  sind  (Schwingung  II),  so  verstärken 

sich  die  elektrischen  Kräfte  der  Strahlung  in  der  Mitte  zwischen 

den  Kathoden  und  heben  sich  erst  weiter  ausserhalb  in  der 

Mittelfläche  auf. 

Die  ./-Flächen  haben  jedoch  nicht  diesen  Charakter.  Die 

helle  ./-Fläche  hat  zwar  oft  in  der  Mitte  ein  dunkleres  Loch, 

was  sich  aber  aus  elektrostatischen  Ursachen  erklärt  (vergl. 

5?.  57).  Die  dunkle  ./-Fläche  hat  hingegen  in  der  Mitte  keine 

blaue  Stelle,  wie  man  am  besten  aus  dem  Experiment  Fig.  21 

ersieht. 

Es  sind  also  die  Schwingungen  der  elektrischen  Kraft  in 

irgend  einem  Punkte  des  Vacuums  nicht  die  letzte  Ursache 

des  blauen  Leuchtens.  In  der  beobachteten  Weise,  in  ge- 

schlossenen Interferenzflächen,  kann  kein  vectorischer  Strahl 

interferiren,  sei  er  nun  longitudinal  oder  transversal.  So  inter- 

feriren  nur  Strahlen  mit  scalarer  Variablen,  und  zwar  dann, 

wenn  die  resultirenden  Schwingungen  dieser  scalaren  Variablen 

direct  beobachtbar  sind  und  wenn  die  Orte  gleicher  Amplitude 

dieser  scalaren  Variabein  also  die  Interferenzflächen  bilden. 

Aus  dem  Umstände,  dass  die  J-  Flächen  ohne  Unter- 

brechung zwischen  den  Kathoden  durchgehen,  folgt  somit, 

dass  es  eine  sc alare  Variable  der  Kathodenstrahlen  ist 
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deren  Schwingungen  die  letzte  Ursache  des  blauen 

Leuchtens  der  verdünnten  Luft  sind. 

Thatsächlich  muss  jeder  longitudinale  vectorische 

Strahl  auch  eine  charakteristische  scalare  Variable  besitzen, 

schon  deshalb,  weil  sein  variabler  Vector  not h wendig  die 

Laplace'sche  Gleichung  nicht  erfüllt  und  die  Laplace'sche 
Function  scalar  ist. 

Es  ist  ferner  eine  bekannte  Thatsache,  dass  die  verdünnte 

Luft  überall  dort  carminroth  leuchtet,  wo  starke  elek- 

trische Schwingungen,1  aber  keine  Kathodenstrahlen  vor- 

handen sind.  Diese  bewirken  blaues  Leuchten  und  drängen 

das  rothe  Leuchten  vollständig  zurück,  wo  sie  auch  auftreten. 

Wenn  man  z.  B.  die  Anode  an  das  Ende  eines  langen  Rohres 

setzt,  so  erfüllt  sich  dieses  mit  dem  rothen  positiven  Licht. 

Berührt  man  die  Röhre  an  einem  beliebigen  Punkt  mit  >dem 

Finger,  so  wird  diese  Stelle  der  Glaswand  auf  das  Potential  0 

gebracht,  also  gegen  die  Anode  negativ,  es  gehen  von  dort 

blaue  Kathodenstrahlen  aus.  Es  bildet  sich  dadurch  ein  blauer 

Stöpsel  in  der  Röhre,  vor  und  hinter  demselben  behauptet 

das  rothe  Licht  in  der  Röhre  seinen  Platz. 

Fs  ist  mir  eine  angenehme  Pflicht,  der  Gesellschaft 

zur  Förderung  deutscher  Wissenschaft.  Kunst  und 

Literatur  in  Böhmen,  welche  meine  experimentellen  Arbeiten 

unterstützt,  auch  an  dieser  Stelle  meinen  Dank  zu  sagen. 

1  welche  die  Laplace'sche  Gleichung  erfüllen.  Man  ersieht  diese 
Hedmuun?  aus  dem  Nachsätze,  dass  keine  Kathodenstrahlen  vorhanden  sein 
dürfen. 
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Zur  Theorie  der  Transversalschwingungen 

eines  von  Wirbeln  durchzogenen  Körpers 

(I.  Mittheilung) 

von 

Dr.  Fritz  Hasenöhrl. 

(Mit  2  Textliguren  ) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  23.  Juni  1898.) 

Die  Erscheinungen  der  magnetischen  Drehung  der  Polari- 

sationsebene des  Lichtes  sowohl,  als  auch  das  jüngst  entdeckte 

Zeemann'sche  Phänomen  scheinen  darauf  hinzudeuten,  dass  im 

magnetischen  Felde  gewisse  Rotationen  der  kleinsten  Theilchen 

stattfinden.  Maxwell  hat  eine  solche  Hypothese  der  Rechnung 

unterzogen  und  so  eine  Theorie  der  Drehung  der  Polarisations- 

ebene des  Lichtes  im  magnetischen  Felde  gegeben.  In  seinem 

»Treatise«  leitet  er  die  betreffenden  Differentialgleichungen 

ganz  allgemein  aus  den  Energiegleichungen  des  Feldes  ab,  ohne 

den  verschiedenen  dort  vorkommenden  Grössen  eine  specielle 

mechanische  Deutung  zu  geben.  In  der  Abhandlung  >  On 

physical  lines  of  force<  finden  wir  jedoch  diese  Ideen  näher 

ausgeführt;  doch  gelingt  es  auch  hier  schwer  oder  überhaupt 

nicht,  sich  eine  präcise  Vorstellung  des  Mechanismus  zu  bilden, 

der  den  MaxweH'schen  Annahmen  zu  Grunde  liegt.  (Mit  der 
den  fundamentalen  elektromagnetischen  Erscheinungen  zu 

Grunde  liegenden  Theorie  der  Molecularwirbel  und  Frictions- 

rollen  etc.  hat  diese  Theorie  wenig  gemein.) 

Es  schien  daher  wünschenswert,  ein  klar  definirtes  mecha- 

nisches Modell,  in  dem  transversale  Schwingungen  durch  interne 

Wirbelbewegungen  alterirt  werden,  einer  detaillirten  Rechnung 

zu  unterziehen. 
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Wie  weit  die  Analogie  zwischen  dem  Modell  und  den 

in  der  Natur  auftretenden  Erscheinungen  reicht,  kam  erst  in 

zweiter  Linie  in  Betracht. 

Da  es  sich  nun  herausgestellt  hat,  dass  eine  consequente 

Durchführung  des  Calcüls  Resultate  liefert,  die  nicht  recht  ohne 

Rechnung  vorausgesehen  werden  können  und  zu  denen  auch 

die  allgemeine  Schlussweise  von  Maxwell  nicht  führt,  so  will 

ich  im  Folgenden  die  rechnerische  Untersuchung  eines  solchen 

Modells  mittheilen. 

1. 

Wir  denken  uns  eine  massenlose  Hohlkugel,  in  deren 

Innerem  sich  ein  Kreisel  befindet,  derart,  dass  die  Kreiselaxe 

ein  Durchmesser  der  Kugel  ist;  die  Endpunkte  dieses  Durch- 

messers nennen  wir  die  Pole  der  Kugel. 

Unser  Modell  besteht  nun  aus  n  solchen  Kugeln,  die  an 

den  Polen  durch  vollkommen  elastische  Schnüre  von  der 

Länge  /  verbunden  sind,  so  dass  in  der  Ruhelage  alle  Kreisel- 

axen und  Schnüre  auf  einer  Geraden  liegen.  Die  Spannung  aller 

dieser  Schnüre  sei  in  der  Ruhelage  p.  Die  erste  und  letzte  Kugel 

denken  wir  uns  durch  eine  gleiche  Schnur  von  der  Länge  /  mit 

Hxen  Punkten  verbunden  (siehe  Fig.  1). 

1/ 

Fig.  I. 

Die  Masse  einer  solchen  Kugel  (gleich  der  des  enthaltenen 

Kreisels,  da  die  Schale  massenlos  gedacht  ist)  sei  —m;  ihr 
Radius  =p 

Wird  das  System  aus  der  Ruhelage  entfernt,  so  wird  es  in 

Folge  der  elastischen  Kräfte  Schwingungen  ausführen;  dadurch 
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wird  die  Rotationsebene  der  Kreisel  geändert,  und  die  dabei 

auftretenden  Kräfte  modificiren  die  Schwingungen. 

Die  Gerade,  auf  der  das  System  in  der  Ruhelage  angeordnet 

ist,  sei  die  Z-Axe.  Senkrecht  dazu  liegt  die  Ar-und  T-Axe  in  der 
in  Fig.  1  angegebenen  Weise. 

Wir  bringen  also  das  System  in  beliebiger  Weise  aus  der 

Ruhelage.  Die  Coordinaten  des  Centrums  der  Xtcn  Kugel  C>.  seien 

Ziy^Zfr  die  Richtungscosinus  der  Kreiselaxe  in  der  Xten  Kugel 

seien  <px'K/.x- 

Auf  die  Pole  A,.  und  B\  dieser  Kugel  wirken  die  Kräfte  P, 

und  P2  in  der  Richtung  des  Pfeiles.  Da  wir  uns  die  Schnur  voll- 

kommen elastisch  denken,  so  ist  ihre  Spannung  proportional 

der  jeweiligen  Länge.  Es  ist  also 

Die  rechtwinkeligen  Componenten  ergeben  sich  leicht: 

xi  =  j  [afc-t— a*+P(?*-i+?0];    x*  =  7  [*>  +  i— *k— M'fM- »  +  ?>.)] 

=  |  ̂>._1—c,  +  p(/>.-,H- £a  =  ̂   [*x+i— «x— p(XM-i+#)l 

für  die  translatorische  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Kugel 

ist  (Xl  +  AT2) . . .  massgebend ;  für  die  Drehung  der  Kugel  jedoch 

(X2 — AT,) . .  . 

Um  letztere  berechnen  zu  können,  führen  wir  das  Coordi- 

natensystem  $Trj  *  ein,  das  mit  dem  Kreisel  fest  verbunden  sein 

soll,  derart,  dass  die  Kreiselaxe  zur  C-Axe  wird,  und  dessen 

Lage  in  Bezug  auf  das  fixe  Coordinatensystem  wir  durch  die 

Kuler'schen  Winkel  ABC  bestimmen.  Setzen  wir  zur  Kürze 

cos  A  =  a\  sin  A  =  a;  cos  B  —  b\  sin  B  —  ß;  cos  C  —  c\ 

sin  C  =  t,  so  sind  die  Richtungscosinus  der  £i)C-Axen  in  Bezug 

auf  das  xyz- System  durch  folgendes  Schema  bestimmt: 
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v 

c 

ab-t-rfc *b—a$c 

-ßl 

Die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Kreisels  in  Bezug  auf 

die  £?]C-Axen  seien  Xu.v,  dann  ist 

X  —  —faÄ+bC 

{t  =  b*tÄ  +  $C 

v  =  c^-ß 

(2) 

(wobei  A  —  -jj  u.  s.  wj. 

Bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  des  Kreisels  in 

Bezug  auf  die  Rotationsaxe  mit  J,  in  Bezug  auf  eine  dazu 

senkrechte  Axe  mit  G,  ferner  mit  DEF  die  Drehungsmomente, 

welche  die  elastischen  Kräfte  in  Bezug  auf  die  cr^-Axen 

erzeugen,  so  lauten  die  Euler'schen  Gleichungen: 

dX 

G  —  —  (G—J)\lv+D 

G^=-(G-J)Xv+£ a  t 

J  t-  =  F 
dt 

(3) 

(Eigentlich  sollte  den  Grössen  >1/?CX[av...  der  Index  X 

hinzugefügt  werden;  solange  aber  kein  Missverständniss  zu 

fürchten  ist,  soll  er  der  Kürze  wegen  fortgelassen  werden.) 

Die  Grössen  DEF  sind  leicht  zu  bilden.  Die  Gleichungen  (3) 

im  Verein  mit  den  sich  für  die  translatorische  Bewegung  des 

Schwerpunktes  ergebenden  drei  Differentialgleichungen  hätte 

man  für  jede  der  n  Kugeln  zu  bilden.  Dann  hätte  man  6«  Diffe- 

rentialgleichungen mit  6«  dependenten  Variabein  xKyxzxAkB>  Q  , 

welche  die  Bewegung  unseres  Systems  vollständig  bestimmen. 

Da  jedoch  sehr  wenig  Aussicht  vorhanden  ist,  dass  die 

Integration  dieser  Differentialgleichungen  gelinge,  wollen  wir 

gleich  jetzt  ein  particuläres  Integral  suchen,  welches  circularen 
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Schwingungen  entspricht.  Dadurch,  dass  wir  dann  die  sich 

hieraus  ergebenden  Werthe  der  Variabein  in  unsere  allgemeinen 

Differentialgleichungen  einsetzen,  können  wir  uns  überzeugen 

dass  diese  circularen  Schwingungen  mit  den  mechanischen 

Bedingungen  unseres  Systems  nicht  in  Widerspruch  sind. 

Wir  wollen  also  sehen,  ob  eine  Bewegung  möglich  ist,  bei 

der  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

1.  Die  Mittelpunkte  und  Kreiselaxen  sämmtlicher  Kugeln 

sollen  in  einer  Ebene  liegen,  welche  auch  die  Ruhelage  der 

Saite  enthält. 

2.  Diese  Ebene  soll  sich  mit  constanter  Winkelgeschwin- 

digkeit um  die  Z-Axe  drehen. 

3.  Jede  Kreiselaxe  soll  mit  der  Z-Axe  einen  Winkel  ein- 

sehliessen,  der  sich  nicht  mit  der  Zeit  ändert. 

4.  Die  Z-Coordinate  jedes  Kugelcentrums  soll  constant 

sein.  Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  die  unter  1.  detinirte 

Ebene  mit  der  YZ- Ebene  einschliesst,  etwa  mit  <o,  den  senk- 

rechten Abstand  des  Centrums  der  Xten  Kugel  von  der  Z-Axe 

mit  /?>,  so  ist  der  mathematische  Ausdruck  unserer  Bedin- 

gungen: 

C—  const;    A  —  180  —  co,  also  a  =  sin  o> 

a  —  — cos  m. 

(Von  der  Richtigkeit  der  letzten  drei  Gleichungen  überzeugt 

man  sich  am  sichersten,  wenn  man  ein  neues  Coordinaten- 

system  einführt,  etwa  X'Y'Z',  derart,  dass  die  Z'-Axe  der 

Z-Axe  im  Abstand  Rx  parallel  läuft,  während  die  V'-Axe  in 

die  Verlängerung  von  Rx  fällt  und  sich  also  gleichzeitig  mit 

diesem  mit  der  constanten  Winkelgeschwindigkeit  w  um  die 

Z-Axe  dreht.) 

Dann  werden  die  Grössen  Xjav: 

und  die  Drehungsmomente,  wenn  wir  wieder  den  Index  X 

beifügen: 

.rx  —  R}  sin  u>;    \\  —  R}  cos  tu;    c>  =  const. 

--  =  const. 

(4) 

X  —  ßvw,    u  =  —  bftü,    v  —  — 
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eine  gegen  L  sehr  kleine  Grösse.  Wir  setzen  also: 

cjs    L       1   &2s  L~ 

3,  =  £;  +  -  jyy; 

0-     I  1     i22  L2 

-  *'    A>"'  -  A~ V  +  IF  «2 ' 

BÄ  L       1   r-R  V 

oc    ;/       2   osa  /#- 

Wir  haben  nun  die  anderen  in  (8)  und  (9)  vorkommenden 

Grössen  in  einer  Weise  auszudrücken,  dass  ihre  Grössen- 

ordnung  zu  Tage  tritt. 

Da  7-1-2 p  —  L  ,  können  w  ir 

p  =  a  — ;  /r=(l-2a)L 
«  ;/ 

setzen,  wobei 

4  >*><>•
 

Führen  wir  die  Liniendichte  der  Seite  1  ein,  so  ist  /#»#  =  Li 

oder  m  —  o  — . /# 

Die  Trägheitsmomente  G  und  J  sind  gewiss  von  der 

Grössenordnung  «#p2;  wir  setzen  etwa: 

/,<
 

;#{
 

L3
 

Führen  wir  dies  in  (H)  und  <i>)  ein.  so  erhalten  wir 

,  L*  • ,     .    ,  L9    •     ,       a  L 
,  a>-  -4-  / 1 1-     ■  y  (o — 2  

/# {  ##3  l-2a  « 

_  _9  L  dR        a*/^  L3  </*s 
~     ';'i-2a  #1   Je  +  1  — 2a  «8  Je* 

Sitzb.  d.  mathcm.-naturw.  Cl.;  CVII.  Bd.,  Ahth.  H.  a.  ,-»S 
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A.  =  p-f  ̂i[/?,+1-/?>-,-p(7>.-i+v>.+«)]^- 

— [Sfc+i— «jci —  p(^-i+Cx+i)hx| 
F— 0. 

Die  beiden  ersten  Euler'schen  Gleichungen  (1)  werden 
identisch: 

—[/?>.+,— /?>._,— pu,  i+t>-h)]^x!-  (5) 

Die  dritte  wird: 

v  =  const 

Für  das  Zustandekommen  dieser  circularen  Schwingungen 

ist  aber  ausserdem  noch  nothwendig,  dass  in  der  Richtung  der 

Z-Axe  keine  translatorische  Kraft  auf  das  Kugelcentrum  wirkt 

und  dass  die  Centrifugalkraft  den  Spannkräften  das  Gleich- 

gewicht hält;  es  muss  also: 

( Y,+  Y'2)  cos  o)  +  (A*!  +X2)  sin  o>  =  —m 

Zx  +  Z.,  =  0 
sein. 

Setzt  man  die  YVerthe  für  XlXi.  .  .  aus  den  Gleichungen  (1 ) 

ein,  so  erhält  man  durch  Substitution  der  Werthe  (4): 

~  [Äx_,+Äx+i— 2Rl+p(r^l— xx+i)]  =  -mRo>\  (6) 

Sx-i+Sji+)— 2cK+p(r>._,— n+i)  =  0.  (7) 

Die  zwei  letzten  Gleichungen  hätte  man  im  Vereine  mit 

Gleichung  (5)  für  X  =  1,2.. .«  zu  bilden  und  erhielte  so  3;/ 

Gleichungen  mit  den  3«  Unbekannten 

z^C,        fX  =  l,2...n). 
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Nach  Elimination  dieser  3;/  Unbekannten  würde  man  eine 

Endgleichung  für  u>  erhalten,  welche  erfüllt  werden  muss,  damit 

unsere  circularen  Schwingungen  möglich  seien. 

Da  jedoch  die  Gleichungen  in  Bezug  auf  C  nicht  einmal 

rational  sind  (es  kommt  ja  ct  =  cos  Cx;  ?x  =:  sin  Cx  vor), 

so  dürfte  die  Durchführung  dieser  Rechnungen  wohl  unmög- 

lich sein. 

Wir  wollen  uns  daher  folgende  Beschränkung  auferlegen: 

Es  sollen  die  Kxcursionen  /?x  klein  gegen  die  Länge  der  Saite 

sein;  und  ebenso  sollen  die  Winkel  C\  kleine  Grössen  =  z-t 

sein,  derart,  dass  man 

C\  —  cos  Cx  =  1;  Y).  =  sin  C>.  =  Cx  =  bx 

setzen  kann. 

Aus  Gleichung  (7)  folgt  dann  sofort 

cx_,  +  e>.+1— 2z}  —  Ü; 
wir  können  also 

zx+i—  c>._,  =  2/+4p 

setzen. 

Beniitzen  wir  dies,  so  werden  die  Gleichungen  (5)  und  (6): 

(Gy+/»vfe  =  &  [2(/+p)8x-(/?x+i— AU)+p(*u-i-t-*+i)|  (S) 

und 

y         +  ÄHI-2Ä)i+?(sw-6}.+,)|  =  -mRu>*  (9> 

(X  =  1, 2 . .  .*). 

Jetzt  haben  wir  nur  mehr  2»  linear  homogene  Gleichungen, 

deren  Resultante  wir  leicht  bilden  können;  sie  lautet,  wenn  wir 

zur  Kürze 

A-lp  (Gw2  +  Jv(ü-2  (/+!>)) 

setzen, 
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Orr 

A 
A U 

— r 

P 

0 B 

— p 

1 

-p* 

— p 

.4 
0 

-pa 
P 

1 0 

— p 

1 

— p 

A 0 
-p" 

p 

P 1 0 5 

— p 

1 

(an  die  nicht  ausgefüllten  Stellen  sind  Nullen  zu  denken). 

Man  findet,  dass  diese  Determinante  den  Werth 

1 

hat,  wobei  ;x  und  v  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen 

Gleichung 

x*— x(2AB—  8p»)+4(-4-5p«)«  =  0 
sind. 

Für  w  erhält  man  auf  diese  Weise  eine  Gleichung  (4;/)ten 

Grades. 

2. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  stosst  jedoch  sehr  bald 

auf  unüberwindliche  mathematische  Schwierigkeiten. 

Wir  wollen  uns  daher  gleich  dem  Falle  zuwenden,  dass 

eine  unendliche  Zahl  solcher  Kugeln  vorhanden  sei,  deren 

jede  unendlich  klein  sein  soll.  Um  diesen  Fall  mathematisch 

behandeln  zu  können,  müssen  wir  annehmen,  dass  zu  Anfang 

der  Zeit  die  Grössen  Rx  und  sx,  welche  die  Lage  jeder  Kugel 

bestimmen,  sich  continuirlich  von  Ort  zu  Ort  verändern;  dann 

wird  dies  offenbar  auch  im  Verlauf  der  Bewegung  der  Fall 

sein,  und  wir  erhalten  statt  des  Systems  von  2n  algebraischen 

Gleichungen  zwei  Differentialgleichungen.  Ist  L  die  Gesammt- 

länge  der  Saite,  so  ist  jetzt 

L  =  /+2f, 

// 
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eine  gegen  L  sehr  kleine  Grösse.  Wir  setzen  also: 

<?  i    L       1   S*s  V 

3)  —  s;    £>._i  —  e —  r—  ■  H      ö~T  *  T  ' 

L       1   c23  L2 
^-8+8^  «  +  ~2  er2  ̂  

D         _     cR  L       1   c2/?  Z* 

ÖS    ;/       2    c?c2  ;*2 
• 

Wir  haben  nun  die  anderen  in  (8)  und  (9)  vorkommenden 

Grössen  in  einer  Weise  auszudrücken,  dass  ihre  Grössen- 

ordnung  zu  Tage  tritt. 

Da  J+2p  —  -   ,  können  wir // 

,o  =  a-:  /r=(l_2a)- 

setzen,  wobei 

\  >«>o.
 

Führen  wir  die  Liniendichte  der  Seite  -j  ein.  so  ist  um  —  Li 

oder  m  =  a  — . 
>/ 

Die  Trägheitsmomente  G  und  sind  gewiss  von  der 

Grössenordnung  mp*;  wir  setzen  etwa: 

.1  —  im'*-  —  i  -a-  , 

Ms
 

LA
 

Führen  wir  dies  in  (8)  und  (9)  ein,  so  erhalten  wir 

I"         V  L"    ■     „        a  £ 3  Mfa«»    w+z-ja2      v«—  2p-  ;  
I         »8  ll8  1  —  2  a  n 

-     "^l  — 2a  u    dz  H"T-2a  «3  rfs2 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.J  CVII.  Bd..  Abth.  II.  a.  08 
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und 

/.  d*R     ,t       ol      L  dt  L 

1  — Ja  //    dz-  1  — 2  a  ;/  dz'  n 

In  der  zweiten  dieser  Gleichungen  kann  man  sofort  - 

wegdividiren;  dann  steht  auf  beiden  Seiten  nur  Endliches.  In 

jt
 

der  ersten  würden  die  Glieder,  die  mit  -    multiplicirt  sind. 

gegen  die  übrigen  verschwinden;  damit  also  die  Wirbel- 

bewegung einen  merkbaren  Einfluss  hat,  muss  v  sehr  gross 

von  der  Ordnung  -jj  sein;  wir  setzen  also  etwa: 

_  N_ 

n- 

Das  Glied  m\i  g  als  Factor  fällt  weg. 

Wir  erhalten  also  die  zwei  Differentialgleichungen: 

f.  o       «    \       2/?a  dR 

p      J*R       2p  a  </r 

I  — 2  a  dz*       1  — 2  a  dz 

Ihr  Integral  ist,  wenn  wir  uns  auf  den  Fall  beschränken, 

dass  die  Saite  als  Ganzes  schwingt,  wenn  wir  also  nur  den 

G rundton «  u n te r s u c h e n : 

T ,  TT  A'  TT  TT  ,Ä 

1— w  

Der  für  das  Bestehen  dieser  Integrale  nothwendige  Zu- 

sammenhang zwischen  L  und  den  Coefficienten  der  Differential- 

gleichungen  liefert  für  w  die  Gleichung  dritten  Grades: 

:,(U~'  A/-;a(l  —  2oöw2"    iL-',  1  -2  a)  WH"  /;'r'a/A'(l-2a)  =  °'    *  ' 
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(Würden  die  Kugeln  keine  Wirbel  enthalten,  so  würde 

sich  unser  Problem  nicht  wesentlich  von  dem  classischen 

Beispiel  unterscheiden,  das  Lagrange  zur  Erläuterung  der 

Theorie  der  schwingenden  Saiten  berechnet  hat;  wir  würden 

also  zwei  entgegengesetzte  gleiche  Werthe  für  u>  erhalten; 

enthalten  die  Kugeln  Kreiseln,  so  würde  man  von  vorneherein 

zwei  entgegengesetzt  ungleiche  Wierthe  für  to,  also  eine  voll- 

ständige Gleichung  zweiten  Grades  erwarten;  die  Gleichung 

dritten  Grades,  die  wir  da  erhalten  haben,  liess  sich  eigentlich 

nicht  recht  voraussehen.) 

Setzen  wir: 

-r     _r.       p**  _r 

so  wird  Gleichung  (10),  die  wir  vielleicht  mit  /(«)  =  0  be- 

zeichnen: 

/(i)  =  i»_  £w»--C8ü>  +  C£*  (1-2*)  =  0. 
Es  ist  nun 

fi -co)<0;/(0)>0;/(+\/C;)  =  -2«^  <0;  /(+«>)>  0; 

daher  besitzt  unsere  Gleichung  lauter  reelle  Wurzeln,  von 

denen  eine  negativ,  die  anderen  positiv  sind. 

Wir  haben  es  also  mit  dem  sogenannten  casus  irreduci- 

bilis  zu  thun  und  können  daher  die  Wurzeln  der  Gleichung 

nicht  in  geschlossener  algebraischer  Form  angeben. 

Dagegen  gelingt  es  leicht,  die  Grenzen  der  Wurzeln 

anzugeben. 

Wir   bezeichnen    die  Wurzeln    unserer  Gleichung  mit ... 

o>,  <  oi2  <w3.  Betrachten  wir  zuerst  die  Grenzfälle. 

Ist  N  —  0,  so  ist 

»•=—  \ZqO— 2«);    fojzz  +\ZC„(1  — 2a>;    w!;  =  oo 

(Von  der  Richtigkeit  des  letzten  Werthes  überzeugt  man 

sich  dadurch,   dass  / 
A 

C  C 

—  —2a  V*<0  ist,    die  letzte 

c  c 

Wurzel  also  grösser  als    1  sein  muss;  da  aber     !  für  Af  —  0 A  A 

unendlich  wird,  so  muss  dies  umso  mehr  von  gelten.) 

GS 
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Ist  jV  =  oo,  so  ist 

(üoo  _  -y/Q;    woo  -  0;    i~  -  + \/C~ . 

Nun  ergibt  sich  aber  leicht,  dass 

=  2aCi\/Ci(t— 2*)>0;    /(<>  =  — 2«C,\/Q0— 2«)<0 

/(<)  =  -2  a  SÄ  <0;  /(<)  =  -2a5Ä  <  0. 

Ks  liegt  also 

•  *  •  _ 

w,  zwischen  o)f°  und  w", 

zwischen  0     und  »J, 

w.{  zwischen  (o.^°  und  oo, 

und  zwar  durchlaufen  die  drei  Wurzeln  die  hier  angegebenen 

Bereiche  vollständig,  wenn  X  von  0  bis  oo  lauft.  (Man  kann  sich 

auch  in  mathematisch  strenger  Weise  davon  überzeugen,  wenn 

man  die  Differentialquotienten  von  to,,«.,  und  io3  nach  A'  bildet: 
dann  ergibt  sich  nämlich,  dass  letztere  innerhalb  der  oben 

angegebenen  Bereiche  nicht  verschwinden  können.) 

Man  sieht  ferner,  dass  immer 

o>3  >  co, |>  \mtl 

C         l  c*
~ 

Kndlich  kann  man  noch   ./^  +  ̂   +  Q   als  obere 

(Jrenze  der  positiven  Wurzeln  angeben. 

Wir  können  uns  jetzt  eine  Vorstellung  über  den  Verlaut 

circularer  Schwingungen  unserer  Saite  bilden.  Sei  etwa  die 

Wirbelgeschwindigkeit  .Y  Anfangs  =  0.  Die  Saite  soll  ebene 

transversale  Schwingungen  ausführen:  wir  können  in  bekannter 

Weise  diese  Schwingung  durch  zwei  in  entgegengesetztem 

Sinne  vorsichgehende  circularc  Schwingungen  ersetzen.  Nimmt 

nun  AT  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  an,  so  wird  die 
Rotationsgeschwindigkeit  der  letzteren  in  verschiedener  Weise 

geändert. 

Die  in  negativem  Sinne  rotirende  Schwingung  (den "Sinn 

von  X  positiv  vorausgesetzt)  erlangt  die  Geschwindigkeit  wt. 
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Die  in  positivem  Sinne  rotirende  kann  die  Geschwindigkeit  u>2 

oder  (o.,  erlangen,  oder  sie  kann  sich  weiters  in  zwei  Schwin- 

gungen zerlegen,  die  mit  den  Rotationsgeschwindigkeiten  co2 

und  cu3  vorsieh  gehen.  Im  ersten  und  zweiten  Fall  bleibt  die 

Schwingung  eben,  aber  ihre  »Polarisationsebene«  wird  sich 

drehen,  und  zwar  in  entgegengesetztem  Sinne,  je  nachdem  der 

erste  oder  zweite  Fall  eintritt.  Im  dritten  Fall  jedoch  ergibt 

sich  kein  einfaches  Resultat;  es  resultirt  vielmehr  eine  Be- 

wegung, die  sich  aus  einer  ebenen  Schwingung  von  veränder- 

licher Polarisationsebene  und  aus  einer  circularen  Schwingung 

zusammensetzt.  Wie  gross  die  Amplituden  dieser  Componenten 

ausfallen,  in  welchem  Sinne  die  Rotationen  vor  sich  gehen,  kann 

man  nicht  allgemein  angeben,  da  die  theoretische  Möglichkeit 

für  jede  der  drei  Wellen  die  gleiche  ist.  Wahrscheinlich  hängt 

dies  auch  von  der  Art  der  Anregung  der  Kreisel  ab.  ob  zum 

Beispiele  X  erst  allmälig  einen  von  Null  verschiedenen  Werth 

erlangt,  oder  ob  X  plötzlich  sehr  gross  gemacht  wird. 

Wir  wollen  noch  einen  Blick  auf  die  den  verschiedenen 

Werthen  von  m  entsprechenden  Stellungen  der  Kreiselaxe 

werfen.  Sie  liegt,  wie  wir  gesehen  haben,  in  einer  Kbenc  mit 

der  Ruhelage  der  Saite  (der  Z-Axe)  und  schliesst  mit  der  Z-Axe 

den  (kleinen)  Winkel  s  ein.  Letzterer  ist  durch  Gleichung  (9a) 

gegeben: 

_  l  dR_ 

.     •  A7o*(l —  2a)    dx  ' 
1  —  CO  

«»der  in  der  früher  bereits  angewandten  Bezeichnungsweise: 

m  1  dR X  dx 

l—c; 

d  R 
Da  R  und  somit  auch         klein  vorausgesetzt  sind,  so  ist 

dR 

-j^  der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die  Seite  mit  der  Ruhe- •      •  • 

läge  einschliesst  Wir  bezeichnen  die  den  Werthen  w,w,  »a 

entsprechenden  Werthe  von  e  mit  3,s333. 
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Da  nun  o>j<0;  ferner  stets f(jf)<ö* 

ist,  so  sehen  wir  dass: 

also  0<iü2<  S  <<ü3 

Fig.  2. 
JR 

s,  und  s2  dasselbe  Vorzeichen  haben  wie  -j^ ,  und  dass 
dR 

dx 

dagegen  e3  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  -j-  hat. 

Figur  2  repräsentirt  diese  Kalle. 

3. 

Es  ist  bekannt,  dass  durch  Interferenz  von  zwei  entgegen- 

gesetzt rotirenden,  sich  in  entgegengesetzter  Richtung  fort- 

pflanzenden, fortschreitenden,  circularen  Wellen  eine  stehende 

circulare  Schwingung  entsteht.  Man  kann  sich  also  auch 

umgekehrt  eine  stehende  circulare  Welle  durch  zwei  fort- 

schreitende Wellenzüge  entstanden  denken.  Ist  u>  die  Rotations- 

geschwindigkeit der  ersteren,  sind  c  und  — c  die  Fortpflan- 

zungsgeschwindigkeiten der  letzteren,  so  ist: 

c  —
 

KM 

2" 

(11) 

Wir  können  uns  auch  unsere  wirbelerfüllte  Seite  nach 

beiden  Seiten  ins  Unendliche  verlängert  denken,  und  fragen 

uns,  ob  wir  auch  hier  die  stehende  Schwingung,  deren  Rotations- 

geschwindigkeit wir  berechnet  haben,  auf  diese  Weise  ent- 

standen denken  dürfen.  Dann  wäre  auch  die  Möglichkeit  fort- 

schreitender circulärer  Wellen  gegeben,  deren  Geschwindigkeit 
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mit  dem  früheren  u>  in  dem  durch  (11)  angegebenen  Zusammen- 

hang steht.  Von  vorneherein  lässt  sich  die  Frage  nicht  beant- 

worten. Wir  haben  ja  unsere  bisherigen  Rechnungen  nur  unter 

der  Voraussetzung  durchgeführt,  dass  sich  die  Kreiselaxen 

nicht  aus  der  Ebene  herausbewegen,  die  den  betreffenden 

Kugelmittelpunkt  und  die  Z-Axe  enthält;  und  bei  dieser  Art 

von  Wellen  kann  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  bleiben. 

Hingegen  gelingt  es  jetzt  leicht,  auch  direct  die  Möglich- 

keit solcher  fortschreitenden  circularen  Wellen  nachzuweisen. 

Natürlich  müssen  wir  gleich  Anfangs  annehmen,  dass  die  Saite 

unendlich  lang  sei  und  dass  Grösse  und  Abstand  unserer 

Kreisel  gegen  die  Einheit  verschwindend  sei. 

Behalten  wir  dieselbe  Bezeichnungsweise  wie  früher,  so 

erhält  man  für  die  elastischen  Kräfte: 

=2^</;(l-2a-/) 
und 

Z  =  Z,  +  Z2  =  0. 

Da  alle  Winkelgeschwindigkeiten,  wie  wir  schon  wissen, 

gegen  v  verschwinden,  werden  die  Winkelbeschleunigungen 

•  ■ 

X  =  fiv    und    u.  ~  — Xv. 

und  daher  die  Euler'schcn  Gleichungen: 

Jv(bCÄ+$C)  =  D 

Jv($CÄ-bC)  =  E  (12) 

v  —  const. 
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Fortschreitenden  circularen  Schwingungen  würden  fol- 

gende Werthe  von  x  und y  entsprechen: 

x  =  R0  cos  (~  —  /  *  )  2«;     y  =  kR0  sin       —j~  )-"■ 

Hierin  sollen  die  Grössen  k  und  j  gleich  ±1  sein;  sie  sind 

eingeführt,  um  die  verschiedenen  Arten  cii  ciliarer  Schwingungen 

gleichzeitig  in  Rechnung  zu  ziehen;  offenbar  ist  j  für  die  Rich- 

tung der  Fortpflanzung,  k  für  den  Sinn  der  Drehung  mass- 

gebend. 
Ferner  setzen  wir  noch 

a  —  cos  A—f  cos ( -m  j  T  )'2- 

a  =  sin  .4  =  g  sin  (~  —j  y )  -  ~  < 

wobei  gleichfalls  /  und  g  gleich  ±1  sein  sollen. 

Die  elastischen  Kräfte  haben  wieder  der  Centrifugalkraft 

das  Gleichgewicht  zu  halten;  es  muss  also 

X  cos  $+k\  sin  i>  =  —wh\  [~~  (13* 
sein. 

Führt  man  die  angegebenen  Substitutinnen  ein,  so  liefern 

die  Gleichungen  (12): 

C=0 

k.JvC~~    -2:]P-dz{j2{-R0~C)-0.  (14» 

Dabei  musste  aber  fg  —  k  gesetzt  werden,  sonst  erhält 
man  kein  einfaches  Resultat. 

Die  Gleichung  (13)  liefert: 

Setzen  wir  wieder: 

7v  =  /-a-'  .W/r;  p  =  ade:  /  r=  ( I  -'2i)Jz:  m  =  3<fc 
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(a  hat  hier  natütlich  nicht  die  Bedeutung  sin  A,  sondern 

>, 

),  climiniren  aus  Jen  sich  ergebenden  Gleichungen  die - '  +  P 

Gröse  C  und  setzen  wir  noch  etwa 

2  a 

so  erhalten  wir  die  (.Weichling: 

/iafl  —  *J  a)  A     v     /.-'   iil  'Ii) 4  z*  2^  

+  /»-   /^V.\M  —  2  a)  " 

Setzen  wir  endlich   £  =  L  und  vergleichen  wir  dieses 

Resultat  mit  Gleichung  (10). 

Sind  qxq.,qx  die  Wurzeln  der  letzten  Gleichung,  so  ist 

offenbar: 

für  k  —  —  1 ;  qx  —  co,.      ̂   =  u»3,  =  o>s; 

für  *  ̂   4- 1 :  </,  =  —  mv  qt  —     w,;      =  —cos. 

I  Ks  ist  zu  beachten,  dass  das  Vorzeichen  j  keinen  ICinfluss 

auf  das  Resultat  hat.) 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  der  circularen 

Wellen  ist 

Beachten  wir,  dass  tu,  <0  ist,  so  sehen  wir,  dass  sich  nach 

jeder  Richtung  drei  circulare  Wellen  fortpflanzen,  deren  Ge- 

schwindigkeiten den  absoluten  Betrag  cv  Cft  c3  haben.  Und 

zwar  sind  die  Wellen,  deren  Geschwindigkeit  c,  und  cr  rechts, 

die.  deren  Geschwindigkeit  f,  ist,  links  circular  polarisi:t 

Dabei  ist 

(0.  /.  CO., /.  .  Ü>,  X 
c  —   -  1         r  —  ■  — --       r  —  I  - 
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4. 

Um  nun  eine,  wenn  auch  sehr  entfernte  Analogie  mit  den 

Erscheinungen  der  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes 

im  magnetischen  Felde  herzustellen,  denken  wir  uns  die  Wirbel- 

geschwindigkeit N  in  der  ganzen  Saite  gleich  Null,  mit  Aus- 

nahme eines  Stückes  D,  längs  dessen  sie  einen  von  Null  ver- 

schiedenen Werth  haben  soll. 

Es  soll  nun  eine  planpolarisirte  Welle  die  Begrenzung 

dieses  Stückes  D  treffen.  Wir  können  sie  schon  vorher  in  zwei 

entgegengesetzt  rotirende  circulare  Wellen  zerlegen,  deren 

Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  innerhalb  D  alterirt  werden. 

Die  eine  erhält  die  Geschwindigkeit  cx\  die  andere  dagegen 

entweder  die  Geschwindigkeit  ct  oder  tr3,  oder  sie  zerlegt  sich 

wieder  in  zwei  Wellen,  die  beide  mit  den  Geschwindigkeiten 

C%  und  ct  fortschreiten.  Im  ersten  Falle  ist  die  Polarisationsebene 

nach  Austritt  aus  dem  Stück  D  um  den  Winkel: 

(16) 

im  zweiten  Falle  um  den  Winkel: 

ölt/1         1\  /t_, 

gedieht.  (Man  beachte,  dass  diese  Grössen  entgegengesetztes 

Vorzeichen  haben,  da  <:.,  r>  i\  >  cr) 

Im  dritten  Falle  ist  das  Resultat  wieder  kein  einfaches, 

indem  nach  Austritt  der  Welle  aus  dem  Stück  D  sowohl  eine 

geradlinig,  als  auch  eine  circular  polarisirte  Welle  erscheinen, 

deren  Amplituden  wir  nicht  angeben  können,  da  wir  ja  nicht 

wissen,  in  welchem  Verhältniss  sich  die  Welle  bei  Eintritt  in 

das  -drehende  Medium«  spaltet. 

Statt  (16)  und  (17)  können  wir  auch  schreiben 

?  _  2Z>i£/J  1_\     2DrJc /J  l\ 

tu 

2Dv*  f  1_       1  \     2Dk*c/  1         \  \ 

1  Siehe  etwa  F.  Neumann,  Voiles  über  Optik,  herausgegeben  von  Dom. 
S.  250. 
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wenn  c  die  Geschwindigkeit  der  Welle  an  den  Orten  der  Saite 

bedeutet,  N—0  ist. 

Wir  wollen  noch  den  ersten  Fall  betrachten,  unter  der 

Voraussetzung,  dass  A'sehr  klein  ist;  dann  ist,  wie  wir  gesehen 
haben,  ü>3  sehr  gross;  wir  können  daher  näherungsweise 

j  i  i  L  —  _  J  1  L •     -  ■        •  •    ™—       ■  • 

Wj!  Ü)^  Wj  (0.,  (1),  (02  Ü)3 

setzen;  und  dieser  letzte  Ausdruck  lässt  sich  als  symmetrische 

Function  der  Wurzeln  der  Gleichung  (10)  leicht  durch  ihre 

Coefficienten  ausdrücken.  Er  ist  gleich 

......  «*■ 

Dann  würde  also 

Die  Drehung  der  Polarisationsebene  ist  also  dann  in  erster 

Annäherung  proportional  der  Wirbelgeschwindigkeit  und  um- 

gekehrt proportional  dem  Quadrat  der  Wellenlänge.  (Es  würde 

dies  auch  in  erster  Annäherung  mit  der  Erfahrung  überein- 

stimmen, wenn  man  X  der  Magnetisirung  proportional  setzt, 

was  man  ja  zu  thun  pflegt.) 

Das  Eintreffen  von  Fall  1  ist  physikalisch  am  wahrschein- 

lichsten, da  die  hier  vorkommenden  Geschwindigkeiten  mit 

wachsendem  X  continuirlich  aus  ihren  für  X  ~  0  geltenden 

Wrerthen  entstehen.  Mathematisch  sind  aber  auch  hier  alle  drei 

Fälle  gleichberechtigt. 

Ich  beabsichtige,  die  Erscheinungen  in  einem  sich  nach 

Art  dieser  Saite  dreidimensional  erstreckenden  Medium  zu 

untersuchen.  Es  ist  möglich,  dass  man  dann  aus  den  Grenz- 

bedingungen einen  Schluss  auf  die  Grösse  der  Amplituden 

machen  kann,  die  den  einzelnen  Fortpflanzungsgeschwindig- 

keiten entsprechen.  Es  ist  ja  wohl  sehr  wahrscheinlich,  dass 

sich  auch  in  einem  solchen  Medium  drei  verschiedene  Ge- 

schwindigkeiten ergeben. 
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Jedenfalls  dürfte  aber  die  vorliegende  Arbeit  beweisen,  dass 

die  Erscheinungen,  zu  deren  Erläuterung  unser  Modell  dienen 

soll,  verwickelter  sind,  als  es  von  vorneherein  scheint. 

Die  vorliegende  Arbeit  wurde  auf  Anregung  von  Herrn 

Hofrath  Prof.  Boltzmann  unternommen.  Es  sei  mir  auch  an 

dieser  Stelle  gestattet,  demselben  dafür,  wie  auch  für  seine 

gütige  Hilfe  meinen  wärmsten  Dank  auszudrücken. 

Digitized  by  Google 



1035 

Uber  den  Rückstand  und  die  Leitfähigkeit 

von  Paraffin  und  Schwefel 
von 

Dr.  Fritz  Hasenöhrl. 

Aus  dem  physikalisch-chemischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien 

(.Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  7.  Juli  1898.) 

Es  ist  durch  neuere  Arbeiten  wohl  ausser  Zweifel  gesetzt, 

dass  es  nicht  möglich  ist,  alle  Erscheinungen  des  dielektrischen 

Rückstandes  der  Condensatoren  durch  Inhomogeneitäten  der 

Nichtleiter  zu  erklären.1  Bekanntlich  hat  Maxwell*  eine  Theorie 

des  geschichteten  Dielektricums  gegeben,  welche  sich  aus  der 

von  ihm  aufgestellten  Hypothese  ergibt,  dass  sich  im  Nicht- 

leiter Änderung  der  Polarisation  und  galvanische  Leitung 

addiren.  Da  sich  nun  eine  solche,  dem  Ohm'schen  desetze 

gehorchende  Leitung  —  besonders  in  festen  Isolatoren  —  sehr 

schwer  nachweisen  lässt,  wäre  es  interessant,  ganz  abgesehen 

von  der  Erklärung  der  übrigen  Rückstandserscheinungen,  diese 

Theorie  an  einem  gegebenen  geschichteten  Dielektricum  zu 

prüfen,  um  dann,  wenn  möglich,  einen  Schluss  auf  die  Leit- 

fähigkeit seiner  Bestandteile  zu  ziehen. 

Um  aber  den  in  Eolge  Inhoinogeneität  entstehenden  Rück- 

stand sicher  constatiren  zu  können,  ist  es  nöthig,  dass  die 

einzelnen  Bestandteile  vollkommen  oder  wenigstens  nahezu 

rückstandsfrei  seien,  und  dies  war  bei  den  vor  mir  unter- 

suchten Substanzen  nur  bei  Paraffin  und  Schwefel  der  Fall. 

'  Stehe  vor  Allem  die  Abhandlung  von  L.  Houlleviguc;  Annale«»  de 

l'universite  de  Lyon,  1SU7;  Journ.  de  Physique,  181)7,  in  der  auch  eine  sehr 
interessante  neue  Theorie  der  RÜckstandsci  scheinungen  gegeben  ist. 

-  Lehrbuch  der  Elektricitat  und  des  Magnetismus;  deutsche  Ausgabe, 

I.  S.  471. 
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(Geeignete  Kalkspathplatten,  deren  Rückstandsfreiheit  Rowl  and 

und  Nichols  nachgewiesen  haben,  standen  mir  nicht  zur  Ver- 

fügung.) Diese  beiden  Körper  sind  aber  so  ausgezeichnete 

Isolatoren,  dass  es  auch  auf  diese  Weise  bei  Paraffin  gar  nicht, 

bei  Schwefel  nur  unsicher  gelingt,  eine  Leitfähigkeit  nach- 

zuweisen. Die  obere  Grenze,  die  sich  dagegen  mit  ziemlicher 

Sicherheit  für  die  Leitfähigkeit  des  Schwefels  aufstellen  lässt, 

liegt  noch  unterhalb  des  Werthes,  den  Foussereau1  für  diese 

Grösse  angegeben  hat,  daher  es  sich  vielleicht  doch  lohnt, 

meine  Versuche  wenigstens  in  Kürze  mitzutheilen. 

Die  Versuchsanordnung  war  die  gewöhnliche.  Der  zu 

untersuchende  Condensator  wird  eine  bestimmte  Zeit  hindurch 

mittelst  einer  40elementigen  Accumulatorenbatterie  mit  85  Volt 

geladen.  Die  eine  Platte  ist  stets  am  Potential  der  Erde.  Dann 

wird  der  Condensator  mit  Hilfe  eines  eigens  dazu  construirten 

Fallpendels  während  der  sich  immer  gleichbleibenden  Zeit  von 

circa  0-4  Secunden  kurz  geschlossen  und  darauf  sofort  mit 

einem  Quadrantenelektrometer  verbunden,  an  dem  der  Aus- 

schlag abgelesen  wird.  Die  dazu  notwendigen  Contacte  fielen 

direct  auf  die  Platten  des  Condensators,  so  dass  nur  der  Rück- 

stand des  letzteren  beobachtet  wurde;  also  der  der  Zuleitungs- 

drähte  etc.  nicht  noch  eigens  eliminirt  werden  musste.  Das 

Elektrometer  gab  auf  1  Volt  53  Theilstriche  Ausschlag.  In  dem 

kleinen  Bereich,  in  den  meine  Messungen  fallen,  kann  die 

Capacitat  constant,  der  Ausschlag  dem  Potential  proportional 

gesetzt  werden. 

Die  Maxwell'sche  Theorie  ist  von  Arons*  in  eine  solchen 

Beobachtungen  angepasste  Formel  gebracht  worden. 

Zwischen  den  Platten  eines  Condensators  befinde  sich,  der 

abgeleiteten  Platte  anliegend,  eine  dielektrische  Schichte,  der 

allein  die  Capacität  c2,  der  Widerstand  w  zukommt.  Hierauf 

folgt  eine  Luftschichte,  der  die  Capacität  c,  entspräche;  dann 

die  zweite  Condensatorplatte.  (Letztere  wurde  bei  meinen  Ver- 

suchen durch  drei  Paraffin  stützen  getragen,  die  etwa  1  /;/;;/' 

Querschnitt  hatten  und  gar  keinen  Rückstand  zeigten.)  Diese 

i  Landolt  und  liörnstein,  S.  473. 

-•  Wied.  Ann.,  35,  S.  291. 
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zweite  Condensatorplatte  wird  während  der  Zeit  t  auf  dem 

Potential  E  gehalten,  während  der  Zeit  {►  abgeleitet  und  dann 

mit  einem  Elektrometer  von  der  Capacität  7  verbunden.  Der 

Rückstand  erzeugt  dann  auf  letzterem  nach  der  Zeit  /  ein 

Potential  'f.  und  zwar  ist: 

Bei  meinen  Versuchen  war  E  —  85  Volt,  c,  =  2b'  cm, 

7  =  M8-ö  cm,  »>  =  0-4  Secunden.  Der  Radius  der  Condensator- 

platten  war  2*9  cm. 
Paraffin  wurde  durch  Leinwand  filtrirt  und  zwischen 

den  Metallplatten  gepresst  Hier  war  c,  —  18*8  cm.  So  präparirt 

gab  Paraffin  gar  keinen  Rückstand.  Darauf  wurde  ein  Conden- 

sator  untersucht,  der  diese  Paraffinschichte  und  eine  Luft- 

schichte von  0 *  8  m m  enthielt.  Auch  dieser  Condensator  gab 

gar  keinen  Rückstand,  obwohl  die  Ladungszeit  bis  auf  8  Tage 

erstreckt  wurde.  (Arons  hat  einen  ähnlichen  Versuch  gemacht, 

dabei  aber  nur  ö7m  lang  geladen.  Er  erhielt  dabei  gleichfalls 

ein  negatives  Resultat.  Ein  Bück  auf  obige  Formel  lehrt  aber, 

dass  bei  so  geringer  Leitfähigkeit  die  lange  Ladungsdauer 

nicht  überflüssig  ist.)  Der  Rückstand  blieb  also  unterhalb  der 

Grenze  der  Beobachtungsfehler.  Da  ich  einen  Ausschlag  von 

5  Theilstrichen  nach  3<V"  sicher  gemerkt  hätte,  so  ist  der 

speeifische  Widerstand  des  von  mir  untersuchten  Paraffins 

bestimmt  nicht  kleiner  als  öOimk)  elektrostatische  Einheiten, 

oder  bezogen  auf  Quecksilber  circa  5 .  IG2".  (Ks  ist  dies  nicht  zu 

verwundern,  kann  vielmehr  als  Bestätigung  des  noch  grösseren 

YVerthes  dienen,  den  Braun1  zu  circa  3 . 1025t  angegeben  hat.) 

Schwefel  wurde  in  heissem  Zustande  zwischen  die 

Platten  gegossen.  (Nachträglich  konnte  ich  mich  überzeugen 

dass  dabei  keine  Luftblasen  entstanden  sind.)  Die  Leitfähigkeit 

des  festen  Schwefels  ist  allerdings  bei  höherer  Temperatur  von 

»  Landolt  und  Hornstein,  S.  47:?. 

C 
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Foussereau1  zu  circa  5.10  19,  bezogen  auf  Quecksilber, 

bestimmt  worden,  demnach  sein  specirischer  Widerstand  in 

elektrostatischem  Maass  circa  =  200.  Danach  wäre  bei  meiner 

Versuchsanordnung  nach  30,n  ein  Ausschlag  von  circa  12  Volt 

zu  erwarten.  Schwefel  ist  bekanntlich  nicht  gänzlich  rück- 

standsfrei. Ich  habe  mehrere  solche  Platten  untersucht  und 

führe  die  Messungen  an,  die  ich  an  der  Platte  ausgeführt  habe, 

die  am  wenigsten  Rückstand  zeigte.  Es  ergab  sich  c,  —  14  cm. 

Nach  24 stündiger  Ladungszeit  ergab  sich  der  Rückstand 

in  Scalentheilstrichen  (Th.  Str.): 

Schwefel  und 

Schw  efel  Luftschichte  von  S  mm 

nach  0-5™  6  Th.  Str.  3  Th.  Str. 

1 9 48 

•> 

13*2 

7 

3 10 
8-5 

4 

18-8 

9*9 

5 

20  -5 10-9 10 27-2 

-  15 

15 

32 

18 

20 
36  •  6 

21 

30 

41  -8 
24-0 

(Es  sind  dies  Durchseh nittswerthe  aus  je  vier  Beobach- 

tungsreihen, die  keine  grössere  Abweichung  als  8%  zeigten.) 

Die  erstangegebene  Zahlenreihe  lässt  es  als  unwahrschein- 

lich erscheinen,  dass  der  Rückstand  des  Schwefels  eine  Folge 

von  Inhomogeneitäten  sei.  (Bei  so  kleinen  YVerthen  würde  die 

Maxwell'sche  Theorie  ein  der  Zeit  proportionales  Anwachsen 

des  Rückstandes  fordern.)  Es  ist  daher  wahrscheinlich  gestattet, 

diesen  Rückstand  etwa  als  elastische  Nachwirkung  oder  der- 

gleichen aufzufassen,  d.  h.  von  der  Stärke  des  den  Conden- 

sator  durehtliessenden  Stromes  unabhängig.  Nehmen  wir  dies 

an,  so  entwickelt  sich  der  Rückstand  im  Schwefel  gleich,  ob 

der  Condensator  noch  eine  Luftschichte  enthält  oder  nicht.  Hat 

man  dann  im  letzteren  Fall  am  Elektrometer  das  Potential  Vt 

'  1..  c. 
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abgelesen,  so  wird  man  in  Kolge  dieses  Rückstandes  im  ersteren 

Kall  das  Potential 

\\  =  Vx  ^i±2l£L   -  0-49.  \\ 

ablesen.  (Ks  wird  ja  einmal  das  auf  den  Schwefel  fallende 

Potentialgefalle  geringer,  und  dann  (liesst  die  durch  den  Rück- 

stand erzeugte  Klektricitatsmenge  nicht  direct  in  das  Elektro- 

meter, sondern  wirkt  nur  inducirend  auf  die  mit  letzterem  ver- 

bundene ConUensatorplatte.) 

Der  Rückstand,  der  sich  an  einem  Condcnsator  zeigt,  der 

eine  Luft-  und  eine  Schwefelschichte  enthält,  verdankt  demnach 

sein  Entstehen  sowohl  der  Inhomogeneität  im  Maxwell'schcn 
Sinne,  als  auch  dieser  letzteren  Ursache. 

Wollen  wir  den  in  Kolge  der  Inhomogeneität  erstandenen 

Rückstand  kennen,  so  haben  wir  offenbar  die  erste  Colonne  der 

vorigen  Tabelle  mit  0-49  zu  multipliciren  und  von  der  zweiten 

zu  subtrahiren.  Dadurch  erhalt  man  folgende  Reihe: 

nach  0*5"  0-  1  Th.  Str. 

1  <)-4 

2  0-5 

0-7 

4  0-7 

5  0-1» 

10  1-7 

lö  '!?> 

20  3-| 

30  4  •  i 

Die  Theorie  würde  für  diese  Zahlen  fast  genaue  Proportio- 

nalitat mit  der  Zeit  fordern.  Sie  sind  jedoch  zu  unsicher,  um 

einen  sicheren  Schluss  zu  gestatten.  Ks  ist  dies  nicht  zu  ver- 

wundern, da  die  Grössen  ja  an  der  Grenze  der  Beobachtungs- 

fehler liegen  und  nur  als  Durchschnittswerthe  vielleicht  einige 

Berechtigung  haben. 

Die  frühere  Annahme,  dass  sich  diese  aus  verschiedenen 

Ursachen  entwcikelnden  Rückstände  einfach  additen,  ist  ja 

auch  nicht  exakt,  wenn  auch  wahrscheinlich  damit  ungefähr 

das  Richtige  getroffen  ist. 

Sii7h.  J  mathem  -n.uurw.  r\  ;  CVII.  R<!..  Abth.  II.  a.  «>U 
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Wir  wollen  auch  hier  diese  Werthe  nur  als  obere  Grenze 

ansehen.  Aus  dem  letzten  Werth  nach  30  m  4  1  Th.  Str.  = 

0-074  Volt  wollen  wir  noch  einen  Schluss  auf  die  L^itungs- 

fähigkeit  des  Schwefels  ziehen.  Es  ergibt  sich  der  specirische 

Widerstand  des  Schwefels  in  elektrostatischem  Maasse  zu 

12.000.  Die  Leitfähigkeit  bezogen  auf  Quecksilber  wäre  dann 

circa  —  8.10-21;  welcher  Werth  aber  auch  nur  als  obere 

Grenze  Berechtigung  hat.  (Also  etwa  OOmal  so  klein,  als  der 

Werth  von  Foussereau;  da  aber  letzterer  bei  69°,  ich  bei 

Zimmertemperatur  gearbeitet  habe,  ist  dies  leicht  vereinbar.) 

Es  ist  endlich  zu  bemerken,  dass  Schwefel  anfangs  einen 

viel  bedeutenderen  Rückstand  zeigte;  erst  durch  langes  Laden 

und  Entladen  sank  der  Rückstand  so  tief. 
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Uber  transversale  Töne  von  Kautschukfäden 

von 

Victor  v.  Lang, 

w.  M.  k.  Akad. 

(Mit  I  Textfigur.) 

1.  Spannt  man  einen  Kautschukfaden  mit  beiden  Händen 

und  bringt  ihn  vor  dem  Ohre  durch  Zupfen  zum  Tönen,  so 

bemerkt  man,  dass  sich  sein  Ton  von  einem  gewissen  Punkte 

an  durch  stärkeres  Spannen  nur  sehr  wenig  mehr  ändert. 

Dieses  anderen  Fäden  entgegengesetzte  Verhalten  überrascht, 

wird  aber  begreiflich,  wenn  man  die  bisherigen  Beobachtungen 

über  die  Dehnung  von  Kautschukfäden  nachsieht.  In  jeder 

solchen  Beobachtungsreihe  gibt  es  nämlich  immer  ein  längeres 

Intervall,  in  welchem  die  Gesammtlänge  des  Fadens  propor- 

tional dem  spannenden  Gewichte  ist.  Setzt  man  nun  die  Giltig- 

keit  der  Taylor'schen  Formel  voraus,  nach  welcher  die  Ton- 

höhe proportional  der  Quadratwurzel  aus  dem  Verhältniss  der 

Spannung  zur  Länge  ist,  so  ergibt  sich  sogleich  die  Constanz 

des  Tones  für  jenes  Intervall. 

Es  schien  mir  nicht  ohne  Interesse,  das  angegebene 

Experiment  messend  zu  verfolgen,  besonders  auch,  um  zu 

sehen,  wie  weit  die  Taylor'sche  Formel  auf  dasselbe  anwend- 
bar ist.  Zu  den  Versuchen  wurden  käufliche  Kautschukfäden 

benutzt,  die  aber  alle  quadratischen  Querschnitt  haben,  ferner 

schwarze  Kautschukröhrchen,  wie  sie  zu  den  Ventilen  der 

Velocipeds  benützt  werden,  endlich  auch  ein  runder  Faden  aus 

vulcanisirtem  Kautschuk,  welchen  ich  der  Güte  des  Herrn 

Dr.  E.  Herbst,  Director  der  Gummiwaarenfabrik  Breitensee, 

verdanke. 
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2.  Beistehender  Holzschnitt  zeigt  die  angewandte  Spann- 

vorrichtung, welche  aus  einem  verticalen  starken  Prisma  aus 

Holz  mit  zwei  ebenfalls  hölzernen  Schlitten  besteht.  Um  nament- 

lich die  äusserst  schwachen  Töne  bei  geringer  Spannung  der 

Fäden  wahrnehmen  zu  können,  ist  an  dem  unteren  Schlitten, 

der  ein-  für  allemal  fest- 

geklemmt wurde,  ein  höl- 

zerner Arm  angebracht,  an 

welchen  das  Ohr  bequem 

angelegt  werden  kann. 

Ferner  war  das  Holz- 

prisma auch  in  Berührung 

mit  einem  Ende  des  Mono- 

chords, womit  die  Tonhöhe 

bestimmt  wurde.  Dasselbe 

war  mit  einer  blanken 

und  einer  übersponnenen 

Stahlsaite  versehen.  Die 

Tonhöhe  der  ersteren 

wurde  durch  Resonanz 

einer  a-Stimmgabel  be- 
stimmt und  schwankte 

um  90.  Die  Tonhöhe  der 

übersponnenen  Saite, 

welche  nur  für  die  tiefsten 

Töne  benützt  wurde,  war 

ungefähr  35. 

Die  Enden  der  Kaut- 

schukfäden wurden  zwi- 

schen zwei  Paar  Messing- 

platten eingeklemmt,  von  denen  das  eine  an  den  oberen  Schlitten 

angeschraubt  ist  und  mit  demselben  in  geeigneter  Höhe  fest- 

gestellt wurde.  Das  andere,  untere  Paar  trägt  eine  Wagschale 

für  die  spannenden  Gewichte  und  wurde  erst  nach  der  Belastung, 

eventuell  nach  vollständiger  Ausfädelung  des  Fadens  an  den 

unteren  Schlitten  festgeklemmt. 

Bei  Bestimmung  der  Länge  der  gespannten  Fäden  konnte 

hier  nicht  die  genaue  Methode  angewandt  werden,  bei  der  nur 
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die  Entfernung  zweier  Punkte  der  Fäden  berücksichtigt  wird, 

die  näher  als  die  Befestigungsstellen  aneinanderliegen:  es  sollte 

ja  auch  die  Tonhohe  der  Fäden  ermittelt  werden.  Um  nun  die 

Fäden  beim  Einklemmen  möglichst  zu  schonen,  wurden  die 

Enden  derselben  vorher  mit  Kautschukband  umwickelt;  freilich 

bleibt  dann  immer  eine  kleine  Unsicherheit  bei  Bestimmung 

der  Länge. 

3.  Ich  gebe  nun  zuerst  eine  Beobachtungsreihe,  welche  an 

einem  Röhrchen  (s.  o.)  derart  ausgeführt  wurde,  dass  man  den 

Kautschuk  niemals  entlastete  und  jede  Beobachtung  unmittel- 

bar an  die  vorhergehende  anschloss.  Das  Zeitintervall  zwischen 

zwei  Beobachtungen  beträgt  daher  nur  ungefähr  4  Minuten. 

/ n 

TP 50  in  in — — 

30 
53 

104 
78 

40 
60 

107 
84 

60 62 
127 

102 

80 63 
127 117 

100 

04  •  5 

132 
129 

120 68 139 137 

140 

72-3 

147 
143 

160 
77 

147 148 

180 80 
150 

147 

200 

oo  • 5 

150 154 

220 97 
150 

156 

240 |06 

151 156 

260 

1  19*5 
150 153 

280 

123-5 

148 156 

300 
133 

147 
155 

320 

141-5 

147 

1 55 

340 151 146 
1  .Vi 

360 

159*5 

145 1  55 

380 

107-5 

145 156 
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5 M 

TF 1 77  MMN 145 156 

440 191 
144 

163 

480 235 145 
164 

520 218 143 160 

560 231 143 
161 

600 243 144 
159 

640 
254 146 

164 

680 

263  •  5 

148 
166 

720 
276-5 

149 

167 

760 

279-5 

151 
170 

800 290 151 172 

840 
298 

152 
173 

880 306 
153 

175 

920 313 149 177 

960 

325-5 
151 

178 

840  ? 318 140 168 

740 
318 140 

158 

640 314 132 
148 

540 310 124 
136 

440 302 112 125 

340 
291 101 

112 

240 
257 

95 100 

In  dieser  Tabelle  bedeutet  5  das  spannende  Gewicht  in 

Gramm,  natürlich  mit  Einschluss  der  Fassung  und  der  Wag- 

schale, /  ist  die  zugehörige  Länge  des  Kautschuks  in  Milli- 

meter und  n  die  Schwingungszahl  seines  Transversaltones. 

Die  letzte  Reihe  enthält  die  nach  der  Taylor'schen  Formel 

—  v  /  —  berechneten  Schwingungszahlen,  wobei  das  Ge- 
2  V  /  G 

wicht  G  des  Fadens  gleich  0  227^  war.  Die  ersten  zwei  Beob- 

achtungen für  n  sind  naturgemäss  sehr  unsicher,  später  konnte 

;/  mit  grosser  Genauigkeit  ermittelt  werden,  da  der  Kautschuk- 

faden sehr  deutliche  Schwebungen  mit  der  Monochordsaite  gab. 

Beide  Time  wurden  durch  Zupfen  hervorgerufen. 
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Betrachten  wir  zuerst  die  bei  steigenden  Belastungen 

angestellten  Versuche,  so  sehen  wir,  dass  der  Ton  des  Fadens 

in  der  That  von  der  \l/2 fachen  Verlängerung  angefangen  bis 

zur  6fachen  ziemlich  gleich  blieb.  Die  nach  der  Taylor  sehen 

Formel  berechneten  Zahlen  steigen  jedoch  merklich  an,  es 

steigt  also  auch  das  Verhältniss  der  Spannung  zur  Länge  und 

ist  nur  etwa  von  der  l'8fachen  bis  zur3-5fachen  Verlängerung 

constant.  Bei  der  Belastung  von  ungefähr  \70g  stimmen  die 

beobachteten  und  berechneten  Werthe  ziemlich  überein. 

Dieses  scheint  auch  für  die  bei  abnehmenden  Belastungen 

ausgeführten  Beobachtungen  zu  gelten.  Letztere  Messungen 

zeigen  aber  deutlich,  wie  sehr  die  Werthe  von  n  von  der  vorher- 

gegangenen Behandlung  des  Kautschukfadens  abhängen,  und 

es  ist  kein  Zweifel,  dass  wenn  die  Beobachtungen  in  einem 

langsameren  Tempo  ausgeführt  worden  wären,  ganz  andere 

Zahlen  zum  Vorschein  gekommen  wären. 

4.  Um  den  Eintluss  der  Zeit  zu  zeigen,  will  ich  aus  Beob- 

achtungen, die  an  einem  ähnlichen  Velocipedröhrchen  ange- 

stellt wurden,  zwei  Reihen  herausheben.  Die  ursprüngliche 

Länge  des  Röhrchens  war  60  mm,  sein  Gewicht  0-335  Bei 

der  Belastung  von  140 £  wurde  beobachtet: 

/  «  TF 

83  mm       107-6       111  1 

13h  später  85  111  -6        109  9 

3h      »      85  1128  109-8 

In  der  Zeit  zwischen  zwei  Beobachtungen  war  natürlich 

das  untere  Ende  des  Kautschuks  frei  und  wurde  nur  während 

der  Ablesungen  fest  geklemmt.  Bei  der  Belastung  von  1240 £ 

wurde  gefunden: 

/  n  TF 

438    tum         144  5  144-0 

13h  später  444  142-9        143  0 

7h     »      445-5  142-1  142-7 

17h     »      447  142- 1  142-5 

Wir  sehen  aus  diesen  Zahlen,  dass  während  bei  constanter 

Belastung  die  Länge  mit  der  Zeit  wächst,  die  Tonhöhe  dagegen 
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grösser  oder  kleiner  wird.  Ersteres  tritt  allerdings  nur  bei  sehr 

geringen  Belastungen  ein.  Die  Unterschiede  in  der  Tonhöhe 

sind  aber  hier  viel  beträchtlicher  als  bei  den  grossen  Belastungen, 

wo  dafür  die  Länge  sich  nur  langsam  einer  constanten  Grösse 

nähert.  Man  muss  also  auch  bei  geringen  Spannungen  eine 

längere  Zeit  vor  der  Beobachtung  der  Tonhöhe  verfliessen 

lassen,  wenn  man  endgiltige  Zahlenwerthe  erlangen  will.  Leider 

wurde  in  den  nachfolgenden  Beobachtungen  diesem  Umstände 

nicht  in  vollem  Masse  Rechnung  getragen,  da  er  zu  spät  erkannt 

wurde,  dagegen  wurden  die  Beobachtungen  bei  höheren  Be- 

lastungen immer  nach  so  langer  Zeit  angestellt,  dass  eine 

weitere  bemerkbare  Änderung  der  Länge  nicht  mehr  zu  er- 

warten war:  einzelne  Beobachtungsreihen  nahmen  daher  bis 

zu  4  Tage  in  Anspruch,  obwohl  nur  bei  ungefähr  zwölf, 

immer  steigenden  Belastungen  abgelesen  wurde. 

5.  Ich  gebe  zuerst  die  Resultate  der  Beobachtungen,  die 

an  vier  Stücken  eines  Velocipediöhrchens  angestellt  wurden. 

Dieselben  hatten  die  Längen  von  70,  60,  50  und  52  mm.  Die 

erhaltenen  Zahlen  lassen  gar  keinen  Zweifel  darüber,  dass 

sowie  die  Längen  der  verschiedenen  Stücke  bei  einer  und  der 

selben  Belastung  immer  proportional  ihren  ursprünglichen 

Längen  sind,  die  Töne  derselben  sich  verkehrt  wie  diese 

Längen  verhalten.  Rechnet  man  nämlich  nach  dieser  Regel  die 

vier  Beobachtungsreihen  auf  die  Länge  von  100  ww  um.  so 

stimmen  die  Zahlen  meist  bis  auf  wenige  Procente  überein.  Ich 

gebe  daher  glei ch  die  Mittel  dieser  Zahlen. 

Ii  S n TF n n — n 

og 

100  mm 

4  40 108 

04  •<> 
40*3 54-9 

—0-3 

4  80 124 

61  -s 

53  ■  7 
62-0 

-0-2 

4  140 144 

69-4 
06*0 

70-3 

—0-9 

4  240 
2 1  r> 

72-8 

70-6 

73  0 

—0-2 

4  .340 
317 

71-3 
69-2 

71  •  1 4-0-2 4  440 
432 

69-3 67-4 

t  W  1-0 

+0-3 

3  540 554 

67-3 

(56  •  1 
1)7-3 

o-o 
3  640 

611' 

69  3 

68-0 
69*0 4-0-3 

3  740 6öo 
72  7 

70-5 72- 1 +0« 
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B S TF 

»'
 

n  —  n' 

840* 
(389  mm 75  4 

73-8 

744 

+  10 o 940 704 
77  r> 

75*  5 77-7 

—0*2 

o 
1040 

737 
795 79  •  5 

79-7 

—O'J 

In  der  Columne  B  ist  angegeben,  aus  wie  vielen  Beob- 

achtungen das  Mittel  abgeleitet  ist;  es  wurden  nämlich  nicht 

alle  vier  Beobachtungsreihen  gleich  weit  fortgeführt,  auch 

wurde  gelegentlich  durch  Vergehen  eine  Beobachtung  aus- 

gelassen. Die  Schw  ingungszahlen  ;/  zeigen  keine  continuirliche 

Zunahme.  Dieselben  haben  bei  der  zweifachen  Verlängerung 

ein  relatives  Maximum,  bei  der  5  Vi fachen  ein  solches  Minimum. 

Denseiben  Gang  zeigte  die  nach  der  Taylor'schen  Formel  mit 

G  —  0- 549 g  berechnete  Zahlenreihe  und  demzufolge  auch  das 

Verhältniss  der  Länge  zur  Spannung  Die  Übereinstimmung 

beider  Zahlenreihen  ist  im  Anfange  schlecht,  wird  aber  mit 

steigender  Belastung  besser  und  scheint  bei  extremen  Span- 

nungen vollkommen  zu  sein,  w  ie  wir  dies  auch  schon  an  dem 

früheren  Beispiele  sahen. 

Kine  bessere  Übereinstimmung  erzielt  man  natürlich,  w  enn 

man  in  der  Taylor'schen  Formel  die  Grossen  6'  und  /  um  con 

stante  W'erthe  vermehrt.   Man  erhält  die  letzte  Zahlenreihe, 
wenn  man  setzt: 

1  0      N  +  54  OQ  /"S+5T iv  =  -   i      -  •         --  =  66-83  v 
2  \  g  ö  V  /+;ii'5 

6.  Ganz  ähnliche  Verhältnisse  zeigen  auch  die  Beob- 

achtungen an  Kautschukfäden  mit  quadratischem  Querschnitte. 

Solche  Fäden  wurden  hauptsächlich  zu  den  Vorversuchen 

angewandt.  Später,  als  grössere  Übung  erlangt  war,  wurden 

noch  zwei  Versuchsreihen  mit  Stücken  von  f>4  und  75  mm 

Länge  eines  Fadens  angestellt,  dessen  Querschnitt  beiläufig 

X'bmm  Seitenlänge  hatte.  Die  Gewichte  der  beiden  Stücke 
waren  013  und  014  so  dass  das  Gewicht  für  100  m»/ 

dieses  Fadens  im  Durchschnitte  gleich  0194^  wird.  Die  Mittel 

der  beiden  Beobachtungsrethen  sind  nun  folgende: 
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g. 

S / H TF n 

n  —  h' 

100  mm 

1  A 
40 

125 bob 
an  .  es 

b3'6 

b/  1 

— Oo 

80 1  ✓  / 

76'9 75 -b /6-8 

4-0-  1 
140 

302  •  5 

773 774 

77-2 
+  0- 1 

240 

o34  •  d /  b*  2 r  o  •  3 

*7  £  O 

7omo 
4-0*4 

.140 

boO-  o 81  •  7 

81  *3 81  *5 

4-0  1 

440 685 

89*  1 

90- 1 

90  1 

—  1  -o 

540 

723-5 
98-1 

97  1 
90  9 

4-12 

640 752 

103-0 
103-7 

1034 

—0-4 

740 

781-5 

108-8 
109-4 

109-0 

—02 

Der  Gang  der  Zahlenwerthe  von  n  ist  derselbe  wie  in  dem 

vorhergehenden  Falle,  dieselben  werden  durch  die  Taylor'sche 

Formel  nur  näherungsweise  dargestellt.  Eine  bessere  Überein- 

stimmung wird  erzielt,  wenn  man  wieder  in  dieser  Formel 

Spannung  und  Länge  um  constante  Grössen  vermehrt.  Für 

letztere  wurden  durch  Probiren  die  Werthe  10-8  und  17-8 

gefunden,  so  dass  die  vorletzte  Zahlenreihe  sich  aus  folgender 

Formel  ergibt: 

n'—  112  43  v/ 

V  /4-17-5 

7.  Zum  Schlüsse  gebe  ich  noch  die  Resultate  der  an 

dem  runden  Kautschukfaden  angestellten  Beobachtungen.  Es 

wurden  fünf  Stücke  untersucht,  welche  die  Längen  von  50,  80. 

66,  40  und  61  mm  und  die  Gewichte  von  0-219,  0-340,  0'283, 

0-170  und  0*257  *  hatten.  An  den  zwei  ersten  Stücken  wurde 

auch  der  Durchmesser  (d)  bestimmt  mit  Hilfe  eines  Fernrohres, 

das  mit  einer  Ocular-Mikrometerschraube  versehen  ist.  Auf  die 

Länge  von  100  mm  reducirt,  geben  die  angestellten  Beob- 

achtungen folgende  Mittelwerth«: 

H S ./ n TF 

»'
 

n-  n 

Og 

100  mm 2  •  20  mm 

5 40 1  1  1 
2  •  02 

55  •  3 
45  •  5 55  •  5 

-0  •  2 

5 80 
123 

1  97 66  7 

61  •  1 
682 

-15 

5 140 146 1  -84 

78-8 

74  2 
792 

-0-4 
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B s d 

5 
240  £ 206  mm 1  *58  MfiH 

5 340 1  -32 

5 440 350 
1-23 

5 540 422 113 

3 640 482 
1-03 

4 740 541 096 

3 840 610 

n TF n 

n  —  n' 

84-6 
81-7 

85-0 

—0-4 

85*5 82-7 85- 1 

4-0-4 

86-9 
84-9 

86-8 
4-0-1 

88-0 85-7 87-2 
4-0-8 

89-4 

873 

88-6 

4-08 

90-2 88-6 
89-7 

4-0-5 

89-9 88-9 

899 00 

Die  Berechnung  der  Zahlen  n'  erfolgte  hier  nach  der  ein- 
facheren Formel 

,0  /54-
19-7 «=  7o*73y

  
-  , 

indem  das  Hinzufügen  einer  Constanten  zur  Länge  /  keine 

wesentliche  Verkleinerung  der  Differenzen  n—n'  bewirkte. 

Die  Tonhöhe  n  zeigt  aber  jetzt  kein  Maximum  und  Mini- 

mum mehr  wie  in  den  vorhergehenden  zwei  Fällen.  Doch 

scheint  noch  immer  eine  Andeutung  davon  vorhanden  zu 

sein.  Betrachtet  marr  nämlich  ;/  als  Function  der  Länge  oder 

Spannung  und  construirt  man  eine  Curve  mit  n  als  Ordinate 

und  etwa  /  als  Abscisse,  so  ist  die  Krümmung  derselben 

abwechselnd  convex,  concav,  convex.  Der  erste  Wendepunkt, 

dessen  Lage  freilich  sehr  schwer  zu  bestimmen  ist,  liegt  bei 

einer  ungefähr  3-5maligen  Verlängerung,  während  er  bei  dem 

quadratischen  Faden  auf  eine  4  fache,  bei  dem  Röhrchen  auf 

eine  3-8malige  Verlängerung  entfällt. 
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Theoretische  Untersuchungen  über  elastische 

Körper.  Ebene  Wellen  mit  Quersehwingungen 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  13.  October  1898.) 

Ich  will  die  folgende  Wellenbewegung  in  Betracht  ziehen: 

Diese  Gleichung  stellt  verlöschende  ebene  Wellen  dar 

mit  Querschwingungen  in  der  Richtung  des  Einheitsvectors  t, 

welche  in  der  Richtung  des  Einheitsvectors  i  fortschreiten.  Die 

Formvariabelen  sind  dann,  wenn  Glieder  mit  höherer  als  der 

zweiten  Potenz  der  Weite  gs~Jl:4t+f<*:l-hl>:i  fortbleiben. 

Die  Gleichung  des  Ellipsoids  der  Formänderung  ist 

dpj,„  —  xo'z  +  txiti+yjo'i  +  zo'v  und  x*+y-  +  z2  =  1 ; 

es  entstand  aus  der  Kugel  mit  dem  sehr  kleinen  Radius  o', 

deren  Mittelpunkt  das  Theilchen  ist,  welches  nach  der  Form- 

änderung den  Mittelpunkt  dieses  Ellipsoids  bildet,  und  in  der 

Vector  exo  ein  Radius  ist.  Ein  Kreisschnitt  mit  dem  Radius  o' 

ist  senkrecht  zum  Vectorr:  er  hat  keine  Formänderung  erlitten, 

da  alle  Theilchen  einer  Ebene  normal  zu  t,  für  welche  g  den- 

selben Werth  hat.  sich  in  gleicher  Weise  verschieben.  Da  hier 

die  Wellcnebenen  senkrecht  zu  keine  Formänderung  erleiden, 

muss  ein  centraler  Schnitt  des  Ellipsoids  der  Formänderung 

von 

Paul  Glan  f. 

«/,  —  n\ :  2,  m%  —o  —  w3, 

nx  —  —gz  >*  •/•.„/-/</:»  
[J~ 

—  sin  -  (9:/— ht)\, 
21  2 
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senkrecht  zu  t  ein  Kreisschnitt  sein,  und  er  ohne  Dehnung  ist. 

muss  für  beide  Kreisschnitte  die  Dehnung  eines  Radiusvector 

7>  :  o' —  1  verschwinden.  Dies  führt  zur  Gleichung: 

x2  x* 

2    i      2  ->  i 

Sie  hat  für  beliebige  Werthe  der  Verdrehung  ;/t  erstlich 

zur  Lösung  x  —  0:  sie  ergibt  als  einen  Kreisschnitt  den 

centralen  Schnitt  parallel  der  Wellencbene  senkrecht  zu  t.  Als 

zweite  Lösung  folgt,  wenn  in  der  vorigen  Gleichung  der  andere 

Factor  |  y  -f-        —       V'»,  !   nullirt  wird   und  Glieder  mit 

höherer  als  der  zweiten  Potenz  der  Weite  fortbleiben,  da  x,  y 

zwischen  -»-1  und  —1  dem  Werthe  nach  liegen  müssen. 

v 

Dies  ist  der  Werth  von  v  für  den  zweiten  Kreissschnitt, 

dessen  Gleichungen 

/'  x  V" 

p  =  ̂ *t-f.  7>  Mlt+svjo'  und  .v-4-  -  mj  +  c-  =  1 

sind.  Die  Gleichung  der  Ebene  des  ersten  Kreisschnittes  ist 

f>  =  r.-r-rv. 
die  der  des  zweiten 

p  =:  x(t+      1)  +cv, 

1'
 

in  denen  *._y,  c  beliebige  Werthe  haben  können  und  zwischen 

diesen  Sealaren  keine  Bedingungsgleichung  besteht.  Ihnen 

gemeinschaftlich,  ihr  Durchschnitt,  ist  ersichtlich  die  Linie  jv. 

Die  Richtung  der  mittleren  Hauptaxe  des  Ellipsoids  der  Form- 

änderung gibt  also  an  der  Kinheitsvector 

Die  Einheitsvectoren  r(  l  —  «J :  8)-f-M,t :  2  und  i  liegen  in 

den  Ebenen  der  Kreisschnitte  und  stehen  auf  ihrer  Schnitt- 

linie senkrecht;  die  Einheitsvectoren.  welche  den  von  ihnen 
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gebildeten  Winkel  und  seinen  Supplementwinkel  halbiren,  liegen 

in  der  Richtung  der  beiden  anderen  Hauptaxen.  Sie  fallen  in 

die  Diagonalen  der  Rhomben  mit  den  Seiten  t(l  —  «J :  8)4- w,t :  2 

und  i,  und  t(l  —  :  8) 4- //,'.:  2  und  — t,  welche  von  der  Schnitt- 

linie der  Ebenen  der  Kreisschnitte  ausgehen,  und  sind  danach 

ßl  =  V  T [('  +  •)(!-»,  :  4-1»? :  32)4-111, :  2] 
und 

t33  =  [(t-  •-)(!  +  »,  :  4-;/J :  32)4-1», :  2]. 

Die  mittlere  Hauptaxe  ohne  Dehnung  liegt  in  der  Wellen- 

ebene senkrecht  zur  Verschiebung,  die  beiden  anderen  Haupt- 

axen fallen  in  die  Normalebene  der  Wellenebene  durch  die 

geradlinige  Querverschiebung  und  bilden  mit  dem  Wellenloth 

nahezu  Winkel  von  45°  nach  entgegengesetzten  Seiten. 

Ein  Centraischnitt  des  Ellipsoids  der  Formänderung  durch 

die  letzteren  beiden  Hauptaxen,  der  in  der  Ebene  der  Vectoren 

t,  liegt,  wird  danach  sich  ergeben,  wenn  ich  in  der  Gleichung 

dieses  Ellipsoids  z  Null  nehme.  Die  beiden  Hauptaxen  seien 

o'o-1  ;ß,  und  oV-":ß3;  für  sie  als  Vectoren  dieser  Ellipse  folgt 

oV"''^,  —  o'.v7  4-0'4-,v>/,)o''. 
oder 

o'c-1^  =  o'xv+iy+xnjo'i 
und 

Indem  ß,  oder  ersetzt  wird  durch  die  für  sie  gefundenen 

Ausdrücke  und  y  nach  der  dritten  Gleichung  in  den  beiden 

ersten  durch  x  ersetzt  wird,  erhält  man  aus  jeder  zwei 

Gleichungen,  da  die  Coefheienten  von  t  oder  auf  beiden 

Seiten  jeder  Gleichung  gleich  sein  müssen.  Man  eliminirt  x 

aus  einem  solchen  Paar  von  Gleichungen  und  erhält  aus  dem 

Paar,  das  sich  aus  der  vorigen  ersten  Gleichung  ergibt,  den 

Werth  von  t-,  ' »,  aus  dem  der  zweiten  vorigen  Gleichung  ent- 

springenden Paare  f.,  \  Es  wird: 

cx  "i  =14-//,:  24-«»:  8 

i9*t  -  1  — >/,  :  24-«J:8. 
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Da  o'  die  Länge  aller  dieser  Linien  im  Stoffe  vor  der  Form- 

änderung ist,  bezeichnen  c~xl--  —  1  und  q-''* — 1  die  Dehnungen 

in  der  Richtung  der  Hauptaxen  </cf,Aß,  und  oV^V.ßs.  Der 

mittleren  Hauptaxe  oV-'^ß2  Dehnung  ist  Null,  da  alle  ihre 
Punkte  dieselbe  Verschiebung  erfahren,  weil  sie  in  einer 

Wellenebene  liegen.  Die  thermischen  Ausdehnungsindices  in 

der  Richtung  der  Hauptaxen  des  Ellipsoids  der  Formänderung 

sind  nun 

a  +  {a'—a")nx  :  2  +  (a,+a")n\ :  8  =  a, 

a  +  a"n\ :  4  =  a2    a-(a'—a")ti1 :  2  +  (a'+a")n\ :  8  =  a3, 

und  die  thermischen  Dehnungsindices  nach  den  Richtungen 

der  Vectoren  dp,,  dfat  dp.,  werden 

a  +  [(a'+a") :  8+3(fl'— a") :  4]*J  =  aJ?x, 

a  +  [{a'+a") :  8  +  (a'-a") :  4]*J  =  aJf>i, 
a+a"n\ :  4  —  aä?^. 

Es  sind  dann  die  Änderungen  der  Formvariabein  nur 

durch  eine  Veränderung  der  Temperatur  um  dt 

dtml  -  adi+[a  :  2+(a'+a")  :  8+3 {a'—a") :  4]n\dt 

dtm2  =  adt+[(a'+a") :  8+(o/— o") :  4]*;<ft, 

rft*fa  —  adt+a"n\d\ :  4, 

<r/t  // !  =  (a' —  a")nxd\  —  —bvnxdu    dtn*  —Q  —  dtnr 

Da  die  Temperatur  hier  allein  durch  die  Formänderungen 

bei  diesen  ebenen  Wellen  und  die  Wärmeleitung  geändert  wird, 

muss  sie  in  den  in  einer  Wellenebene  liegenden  Theilchen  stets 

die  gleiche  sein.  Denn  durch  die  Formänderungen  allein  ändert 

sie  sich  nur  von  einer  W'ellenebene  zur  anderen,  und  die  Wärme- 

leitung kann  nur  senkrecht  zu  diesen  Ebenen  erfolgen.  Eine 

solche  Ebene  wird  durch  einen  Werth  von  g,  ihrem  Abstände 

vom  Vectorenanfangspunkte,  bestimmt;  die  Temperatur  kann 

nur  von  fl  und  der  Zeit  /  abhängen,  und  die  Gleichung  zur 

Bestimmung  der  Temperatur  bei  dieser  Wellenbewegung  ist 

D,X  =   1    [D^SaJJd^D^i  +  A(SV^P«)A*1I 
SCaCl  1 

scga  rtx~  1     '  v   '  2 DU, 

scg       2  8 
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und  I  ist  die  absolute  Temperatur.  Da  nun  Z>,  ( Sa,  £T*/p.)  gleich 

SUdptDt^,  weil  p  von  der  Temperatur  t  nicht  abhängt  und  D:7.: 

der  Zuwachs  des  Vectors  der  elastischen  Kraft  a,  bei  alleiniger 

Änderung  der  Temperatur  um  d\  getheilt  durch  dt  ist,  wird 

Ic
  

c 
"  ( I  —  w-)  dt »/,  (tv—w-) 

 
(dt ;//,  -+- dt ;«.,)  I  Vp: :  dt r 

 
r 

+  vdxitxUdr*  :  du 

und  bei  Wegfall  von  Gliedern,  die  eine  höhere  Potenz  der 

Weite  g  als  die  zweite  enthalten,  dann 

5    /',  '2ae 

2  8 

Es  soll  nun  die  Bewegung  dadurch  verändert  werden, 

dass  zu  der  Querschwingung  eine  geradlinige  Verrückung  um 

ihre  Weite  hinzutritt,  die  nach  beiden  Seiten  von  der  Ruhelage 

aus  stattfinden  kann.  Es  ist  dann  der  variable  Veetor 

und  die  Formvariabein  sind 

/;/,  =  n\ :  2,  ;;/2  =       —  //.,  =  ;/,,  —  0 

t[=fcl  +  &*:'-*/
] 

—  sin  —  (a:/— ht)\ 

21  2 

Da  zwischen  den  Formvariabein  hier  ganz  dieselben 

Beziehungen  bestehen  und  ihre  Ordnung  in  Bezug  auf  die 

Anfangsweite  g  der  Schwingungen  dieselbe  ist,  wie  bei  der 

zuvor  betrachteten  reinen  Querschwingung,  bleiben  die  vorigen 

Entwicklungen  auch  in  diesem  Falle  anwendbar,  da  auch  der 

Ausdruck  für  das  Ellipsoid  der  Formänderung  derselbe  wie 

zuvor  ist.  Der  Ausdruck  für  die  absolute  Temperatur  2*  ist: 

2  =  b0zf<«>'\ 
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in  welchem 

/(g,  t)  =  (scsar>  (  l  bvv-ac(3-e  :       )  [n\  +  ̂-  $ D\n\dt 

+(^) 

ist  und  Glieder  fortgelassen  sind,  welche  von  höherer  als  der 

zweiten  Ordnung  in  Betreff  der  Anfangsweite  g  der  Schwin- 

gungen sind.  Die  Zunahmen  der  Vectoren  der  elastischen 

Kräfte  in  einem  Zeittheilchen  dt,  welche  in  der  Bewegungs- 

gleichung für  das  Innere 

sDIpdt  =  -d^-d^-di^ 

vorkommen,  werden  bis  zu  den  in  g  quadratischen  Gliedern  in 

Rechnung  gestellt 

=  _  v(±-e:v)  ae_ 

1  3— e:v         2  3—e:v  1 

S—e :  v         2  3— e  :v  1  1 

.  v(2 — e  :  v)  _  w}  1M  ae      _  _ 

^         3— t':t;         2  3 — 

Ich  will  zunächst  nur  die  Glieder  mit  der  ersten  Potenz  der 

Anfangsweite  g  der  Schwingungen  berücksichtigen.  Dann  ergibt 

sich  aus  der  Bewegungsgleichung  für  das  Innere  elastischer 

Körper 

sZ>/p  —  vDlstix'.. 

Aus  dieser  Gleichung,  die  für  alle  Werthe  der  Zeit  /  gelten 

muss,  ergeben  sich,  weil  die  Factoren  von  tr^hi:4  allein,  die 

von  e->'Ä/:4  cos--  (g:/— ///)  und  von  r~f*'-4  sin  —  (g  :  /—///) 2  2 

danach  einzeln  Null  werden  müssen,  die  drei  Gleichungen,  in 

denen  abkürzend  der  Verlöschungsindex  j'h  :  4  mit  J'  und  der 

V'ernichtungsindex  ij—j') :  4/  durch  J  bezeichnet  sind, 
SUzb.  d.  mathom.-naturw.  Ct.:  CVH.  Bd..  Abth.  H.a.  70 
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SJ'*
 

vJ'J2 —  sJ^  +  ZSTZ2  J' —v[J'(J2—t>2  :  Al2)  +  r2hJ  :  2/] 
i 

—  V 

L  2 

Eine  reelle  Lösung  dieser  drei  Gleichungen  für  J',  J  und 

die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  G  oder  ///  mit  nicht  nega- 

tiven Werthen  für  diese  Grössen  ist 

Die  Wellen  werden  nicht  absorbirt  beim  Fortschreiten  und 

verlöschen  an  einer  Stelle  nicht;  die  Temperatur  ergibt  sich  bei 

diesem  Grade  der  Annäherung  unveränderlich. 

Ich  werde  nun  auch  die  Glieder  in  Rechnung  ziehen, 

welche  das  Quadrat  der  Schwingungsweite  g  als  Factor  ent- 

halten. Es  treten  dann  zu  den  Gliedern  mit  den  Factoren  gz-J'1, 

gt~JI  cos  -^-(g  :  l—ht),  gz~J'1  sin  —  (g  :  / — ht)  hinzu  Glieder  mit 

den  Factoren  g2s'2J\  gH-2J'>  cos  tt(g  :  /—///),  g*-z~2rt  sinr. 

.  (g:/ — ht).  Sie  führen,  da  die  Bewegungsgleichung  für  das 

Innere  für  alle  Werthe  der  Zeit  /  gelten  muss,  ausser  zu  den 

vorigen  drei  Gleichungen,  die  die  obigen  Werthe  von  J'f  J,  G 

ergeben,  mit  diesen  Werthen  des  Vernichtungsindex  J,  des 

Verlöschungsindex  J'  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  G 

zu  den  weiteren  Gleichungen 
• 

c(4— e:v)  _     acC0    (    v         ae    \         I  acC9 

3-e  nr      S-c.v  \  v  2     '  3^ :  v)  '  SCga\  'g  $Gs  ~  (3- c  TU) 

Sie  werden  nicht  erfüllt  und  Glieder  mit  g2  cos  a(g:/ — ht)z 

und  g2  sin  it  (g :  l—hf)z  sind  dem  Vector  der  Verschiebung  hinzu- 

zufügen. Es  muss  also  eine  Grundquerschwingung  von  einer 

J'-0~  J, G  —  S^vis. 

cieC0 
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Längsschwingung  in  der  Octavc  begleitet  sein,  wenn  auch  die 

Quadrate  der  Schwingungsweite  berücksichtigt  werden. 

Ich  werde  nun  in  den  früher  entwickelten  Reihen  für  die 

elastischen  Coefficienten  auch  das  zweite  Glied  in  Betracht 

ziehen  und  einen  bestimmten  Werth  dieser  Coefficienten  sich 

in  gleicher  Weise  wie  die  Welle  fortpflanzend  setzen.  Es  ist 

dann  im  vorigen  statt  e  zu  nehmen 

und  für  v 

e  +  e'  sin  —  (g :  l—hf)  +  e"  cos  —  (g  :  /— /*/), 2  2 

TZ  TZ 

v+t/  sin  —  (g  :/— A/)4-t/'  cos  —  (g  :  /—///). 2 

Es  sollen  e',  c"  klein  gegen  e  und  v\  v"  klein  im  Vergleich 
mit  v  betrachtet  werden. 

Es  ergeben  sich  dann  aus  der  Bewegungsgleichung  für 

das  Innere  elastischer  Körper,  wenn  zunächst  nur  die  Glieder 

mit  der  ersten  Potenz  der  Schwingungsweite  g  berücksichtigt' 
werden,  die  drei  Gleichungen: 

=F  SJ»  =  =*=  vJ'J*  -  V-  -/»        -  V-  [j>J*+  J^Ht) 2  •  2G  2  /       2  V  4G 

r/a    Q    rJh*  „  /  Jz*h*     J'-W\  v'xjijh —SJ,3  +  3S  J'  =  —V  \  J'J2-\  =b   
4  ^  2G        4G2  /  2G 

3sI*  =  - „  fj 7  Ü        ̂   +  ̂)  =F  pW 2  8  G  2  8G2- 

-t-  v"  
2G 

Aus  der  ersten  Gleichung,  die  eine  eubische  Gleichung 

in  j'  ergibt,  folgt  mit  Nichtberücksichtigung  kleinerer  Glieder, 

dass  der  Verlöschungsindex 

J'=J\ll 

ist.  Er  ist  umso  grösser,  je  stärker  die  Absorption  und  pro- 

portional der  Quadratwurzel  aus  dem  durch  die  Dichte  divi- 

dirten  Verdrehungsindex. 

70* 
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Aus  der  letzten  der  vorigen  drei  Gleichungen  ergibt  sich, 

wenn  kleinere  Glieder  als  die  im  Folgenden  gegebenen  fort- 

gelassen werden,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

Wenn  sich  bei  geringer  Zunahme  der  Schwingungsdauer 

die  Absorption  stark  vermehrt,  wüchse  die  Fortpflanzungs- 

geschwindigkeit. 

Aus  der  zweiten  der  drei  vorigen  Gleichungen  folgt  mit 

Benützung  der  ersten  als  Ausdruck  für  den  Vernichtungsindex 

wenn  kleinere  Glieder  als  die  gegebenen  fortgelassen  werden. 

Die  Absorption  würde  für  jeden  Stoff  im  Allgemeinen  mit  der 

Schwingungszahl  wachsen.  Es  würden  nach  dem  Vorigen  die 

rascheren  Schwingungen  auch  schneller  verlöschen.  Für  so 

schnelle  Querschwingungen,  dass  ihre  Schwingungszahlen  von 

der  Ordnung  derjenigen  der  Lichtschwingungen  sind,  ist  die 

Absorption  nach  dem  Vorigen  für  alle  Stoffe  sehr  stark. 

-Vv[ 1  + 
ü-j'Y  ,  U-f 

2r*  2-J 

Digiti? 



1059 

Ober  die  Zunahme  der  Dichtigkeit,  Abplattung 

und  Schwere  im  Innern  der  Erde  auf  Grund- 

lage einer  neuen  Hypothese 
von 

E.  Oekinghaus 

Lehrer  a.  d.  Königt.  Baugeu-erksschule  zu  Königsberg  i.  Pr. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  10.  Juni  1898.) 

Seit  der  Entdeckung  des  Gravitationsgesetzes  durch 

Newton  ist  die  Frage  nach  der  Gestalt,  Dichtigkeit,  Schwere, 

und  Abplattung  der  Erde  bis  zu  unseren  Zeiten  Gegenstand 

zahlreicher  Untersuchungen  gewesen,  die  zu  fördern  die  Astro- 

nomie, Geologie  und  Physik  gleich  viel  Veranlassung  und 

Antheil  hatten.  Daher  finden  wir  auch  in  der  Geschichte  dieser 

Wissenschaften  die  hervorragendsten  Vertreter  derselben  in 

dieser  Richtung  thätig,  die  einen  mehr  nach  der  rein  mathe- 

matisch -  speculativen.  die  andern  nach  der  empirisch -prak- 

tischen Richtung  des  Versuches  oder  der  Beobachtung.  Da 

letztere  immer  die  positive  Grundlage  aller  wissenschaftlichen 

Forschungen  zu  bilden  hat,  ohne  welche  alle  Theorien  proble- 

matisch oder  doch  unbewiesen  bleiben,  so  hatte  ganz  natur- 

gemäss  bei  der  Erforschung  der  Dichtigkeitsverhältnissc  der 

Erde  die  Beobachtung  und  Messung  vor  der  reinen  Theorie 

den  Vortritt  und  damit  die  Aufgabe  und  Verpflichtung,  zunächst 

diejenigen  Zahlenwerthe  oder  Constanten  des  Erdkörpers  zu 

ermitteln,  deren  man  bei  astronomischen  und  anderen  Berech- 

nungen am  dringendsten  bedurfte.  Übersieht  man  die  neueren, 

oft  unter  der  angestrengtesten  Thätigkeit  verschiedenster 

Forscher  nach  den  verschiedensten  Methoden  gewonnenen 

Resultate,  so  erhält  man  den  Eindruck,  dass  die  zum  Theil 

astronomisch,  zum  Theil  geodätisch-physikalisch  ermittelten 

Zahlenwerthe  der  Dichtigkeit,  Abplattung,  Schwere  etc.  einen 
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hinreichenden  Grad  von  Genauigkeit  besitzen,  um  einer  mathe- 

matischen Theorie  zu  Grunde  gelegt  werden  zu  können.  Sind 

die  ermittelten  Zahlenvverthe  hinreichend  gesichert,  so  tritt  die 

Theorie  an  die  Stelle  der  Erfahrung  und  versucht  unter  der 

sicheren  Annahme,  dass  alle  Naturvorgänge  zu  allen  Zeiten 

gesetzmässig  verlaufen  sind  und  verlaufen  werden,  das  all- 

gemeine Gesetz  aufzustellen,  aus  welchem  die  inductiv  er- 

mittelten Erfahrungsresultate,  sowie  diejenigen,  die  sich  einer 

directen  Untersuchung  physischer  Umstände  halber 

unzugänglich  zeigen,  mathematisch  abgeleitet  und  bewiesen 

werden  können. 

Freilich  werden  in  sehr  vielen  Fällen,  wie  auch  bei  dem 

vorliegenden  Gegenstand,  alle  Gesetze  mehr  oder  weniger 

hypothetisch  sein  und  bleiben,  weil  der  strenge  Beweis  ihrer 

Richtigkeit  der  Unzugänglichkeit  des  Gegenstandes  wegen 

nicht  völlig  unzweideutig  erbracht  werden  kann.  Will  man  also 

nicht  vollständig  Verzicht  leisten,  so  muss  man  sich  eben  mit 

einer  ersten  Annäherung  an  das  Gegebene  begnügen,  wie  man 

sich  ja  auch  z.  B.  beim  Mariotte'schen  Gesetz  u.  A.  mit  einer 

ersten  Annäherung  behelfen  muss. 

In  diesem  Sinne  mögen  denn  auch  die  nachfolgenden  Ent- 

wicklungen beurtheilt  werden,  die  nicht  etwa  den  Anspruch  er- 

heben ,  den  schwierigen  Gegenstand  zum  Abschlüsse  zu  bringen, 

sondern  nur  einen  anderen  Weg  zur  Lösung  zu  ermitteln 

suchen  unter  Annahme  einer  Hypothese,  deren  Einfachheit  und 

Allgemeinheit  sie  zur  Einführung  in  die  Theorie  empfahl. 

Die  Grundlagen  der  mathematischen  Theorie  der  Gestalt 

des  Erdkörpers  und  der  damit  verknüpften  Fragen  bilden  in 

erster  Linie  die  von  Clairaut  schon  1743  aus  der  Attractions- 

theorie  abgeleiteten  Theoreme  in  seiner  Theorie  de  la  figure 

de  la  terre  tiree  des  Principes  de  l'Hydrostatique,  worin  er 

ausser  den  Gleichgewichtsbedingungen  flüssiger,  aus  homo- 

genen Schichten  gebildeter  Rotationsellipsoide  auch  noch  die 

Differentialgleichungen  der  Abplattung  jener  Schichten  in  ihrer 

Abhängigkeit  von  der  Dichtigkeitsänderung  und  damit  das 

nach  ihm  genannte  merkwürdige  Gesetz,  das  wegen  seiner 

Universalität  sehr  wohl  den  Rang  eines  Naturgesetzes  bean- 
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spruchen  kann,  ausspricht  und  nachweist,  dass  es  für  alle 

Arten  gesetzmässiger  Massenlagerung  der  Erdschichten  giltig 

ist  (siehe  I.  c.  S.  226  u.  ff.).  Daher  müssen  alle  Annahmen  über 

die  Art  der  Dichtigkeitsänderung  von  Schicht  zu  Schicht  immer 

wieder  zu  jenem  Gesetz  oder  Theorem  hinführen,  mag  man  mit 

Legendre  die  Dichtigkeitsformel 

K  sin  Lb 

m  =
  - 

oder  mit  Laplace  die  Relation  dP  —  CH JH  zwischen  Druck 

und  Dichtigkeit1  oder  mit  Lipschitz  die  Hypothese 

p(b)  =  D—Eb>
 

in  die  Theorie  einführen. 

Hinsichtlich  der  letzteren  Grundlage  rindet  Lipschitz  in 

seiner  ausführlichen  Abhandlung2  unter  der  Annahme  H0  —  2  ■  5, 

Hm  =  5*58.  n  =  c  =  - —  die  Formel 
288 

0  =  9-45— 6-95  . 

Zu  einer  anderen  Gleichung  gelangte  Roche  (Compt. 

rend.,  1804  t: 

25  '  -  ̂' 
13 

(-»•<)')• 
Tumlirz  (Wiener  Sitzungsber.,  1892.  Abth.  [La,  S.  1528) 3 

wählt  eine  Reihe  mit  drei  Gliedern 

'  Man  vergl.  hierüber  das  Lehrbuch  der  math.  u.  phys.  Geographie  von 

Ed.  Schmidt,  S.  348. 

2  Versuch  zur  Hcrleitung  eines  Gesetzes,  das  die  Dichtigkeit  für  die 

Schichten  im  Innern  der  Krde  annähernd  darstellt,  aus  den  gegebenen  Beob- 

achtungen. Crelle's  Journal,  Bd.  62,  und  im  Anschluss  daran:  Gleichgewicht 
eines  flüssigen  rotirenden  Sphäroids.  Bd.  03. 

3  Diese  Abhandlung  gab  mir  den  ersten  Ansto<=->  zu  der  vorliegenden 
Bearbeitung 
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und  findet  unter  Vernachlässigung  des  letzten  Gliedes  für 

80  =  2*5  und  den  Pouillet'schen  Werthen  der  Schwere- 
beschleunigung 

8,  =  10-864,       Qm  =  5-846 

und  für  die  von  Listing  gegebenen  12-929,  beziehungsweise 
6-672. 

Helmert  leitet  in  seinem  Werke:  »Die  mathematischen 

und  physikalischen  Theorien  der  höheren  Geodäsie,  II,  S.  487 

die  Formeln  ab: 

0  =  11-3  1 1  —  1-04  o-275  (  aa  Vj 

a  -       -[1  +  0-178    a  )"+0-054(  *  1+0-010  — )  | 372  \  *J  \<V  W  ) 

und  erhält  mit  Ö0  =  2  66  die  VVerthe  %e  =  11-3  und  q0  =  —  • 298 

E.  Wiechert  in  seiner  Abhandlung:  Über  die  Massen- 

vertheilung  im  Innern  der  Erde  schliesst  aus  verschiedenen 

Daten,  dass  die  Erde  einen  Metallkern  enthält,  und  dass  an  der 

Grenze  des  Kernes  sehr  wahrscheinlich  ein  jäher  Sprung  der 

Dichte  stattfindet.  S.  Gött.  Nachr.  1897,  S.  221. 

Aus  diesen  und  anderen  Arbeiten  ist  das  Interesse  zu 

ersehen,  auf  allen  nur  möglichen  Wegen  die  Constitution  des 

Erdballes  zu  ergründen,  um  eine  feste  Grundlage  und  die 

unveränderlichen  Maasse  zu  gewinnen,  ohne  welche  ein  ge- 

sicherter Fortschritt  unmöglich  ist. 

Es  war  der  Gedanke  an  die  exponentielle  Form  der  baro- 

metrischen Höhenformel,  welcher  mich  bestimmte,  versuchsweise 

einen  ähnlich  gebauten  Ausdruck  für  das  Dichtigkeitsgesetz  der 

Erdschichten,  und  zwar  für  Rotationsellipsoide  in  der  Form 

/  a'  \3 

aufzustellen,  worin  8*  die  Dichte  im  Erdmittelpunkt,  8  die- 

jenige in  einer  ellipsoidischen  Schicht  vom  Aquatorialhalb- 

a'—c' messer  a'  und  der  Abplattung  a'  =  -     — ,  ferner  a  den a 

äusseren  Äquatorialhalbmesser  und  k  eine  Constante  bedeuten. 
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Sind  die  inneren  Schichten  ähnlich,  also  1  —  a'  —  —r  — 

welcher  Ausdruck  für  die  Erde  als  Kugel  in  den  folgenden 

übergeht,  x  in  Theilen  des  Krdhalbmessers  gedacht. 

Ks  zeigt  sich,  dass  dies  Dichtigkeitsgesetz,  das  ich  schon 

früher  aufgestellt,  die  Rechnungen  im  Ganzen  in  günstigem 

Sinne  beeinflusst  und  vermöge  seiner  einfachen  und  doch  sehr 

allgemeinen  Form  gewisse  Vorzüge  besitzt,  die  die  Einführung 

des  Ausdruckes  in  die  Theorie  als  berechtigt  erscheinen  lassen. 

Daher  sind  in  den  nachfolgenden  Entwicklungen  möglichst 

viele  Folgerungen  aus  dieser  Annahme  gezogen  und  überhaupt 

der  Gegenstand  in  möglichster  Vielseitigkeit  behandelt  worden. 

Abgesehen  von  den  Consequenzen  des  obigen  Gesetzes  an 

sich  und  in  Beziehung  auf  die  bisher  erhaltenen  Beobachtungs- 

resultate in  den  tiefen  Erdschachten  leite  ich  unter  der  An- 

nahme, dass  die  Erdschichten  einander  ähnliche  Rotations- 

körper constanter  Abplattung  sind,  einen  ersten  Näherungs- 

werth der  Abplattung  ab,  um  dann  zu  dem  Falle  variabler 

Abplattung  überzugehen,  zu  dem  Zwecke,  den  Einfluss  dieser 

Veränderlichkeit  auf  das  Resultat  festzustellen. 

Der  Voraussetzung  einer  ersten  Annäherung  gemäss  be- 

rücksichtige ich  nur  die  Grössen  erster  Ordnung  der  Abplattung 

und  der  Centrifugalkraft,  da  eine  weitergetriebene  Genauigkeit 

in  Rücksicht  auf  die  Fehlergrenzen  der  Constanten  der  Dichtig- 

keitsformel sich  von  selbst  verbietet.  Bis  auf  Grössen  zweiter 

Ordnung  weichen  bekanntlich  die  Niveauflächen  von  Rotations- 

ellipsoiden nicht  ab. 

Die  Anwendung  der  Hypothese  auch  auf  die  Atmosphäre 

und  ihren  Druck,  auf  die  Trägheitsmomente  des  Erdkörpers 

und  die  Dichtigkeitsverhältnisse  der  Planeten,  speciell  Jupiters, 

dürften  erweisen,  dass  das  oben  formulirte  Gesetz  eine  hin- 

reichende Tragweite  hat,  um  einiger  Aufmerksamkeit  werth 

zu  sein. 

a n 

constant.  so  ist  in  diesem  Falle 
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In  der  allgemeinen  Formel  für  die  Masse 

SSSHdx.dv.Jz 

bezeichne  9  die  Dichtigkeit  im  Punkte  xyz  eines  Ellipsoids. 

Dieselbe  sei  eine  stetige  Function  des  Ortes  und  ändere  sich 

in  den  ellipsoidisch  gedachten  homogenen  Schichten  von  Lage 

zu  Lage.  Ihr  Ausdruck  kann  durch  eine  symmetrische  Function 

8  =  f{xyz) 

dargestellt  werden.  Für  das  dreiaxige  Ellipsoid  mit  Z  als 

Kotationsaxe 

x-  y2  z- 

a%      b2  c- 

also  für  den  allgemeinsten  Fall  setzen  wir  das  folgende  Dichtig- 

keitsgesetz  fest: 

%  =  %ce         "     *    *'  .  1) 

Darin  bedeuten  H-  die  Dichtigkeit  im  Mittelpunkte,  a  \/ttt. 

b\/m,c\/m  die  Halbaxen  der  mit  m  variablen  Schichten, 

k  eine  Constante.  Die  Function  ist  symmetrisch  und  liefert  für 

alle  Elemente,  in  welchen  die  eingeklammerte  Summe  einen 

constanten  Werth  m  hat,  die  vorausgesetzte  constante  Dichtig- 

keit der  zum  Schwerpunkte  concentrischen,  homogenen,  ellip- 

soidischen  Schichten.  Die  Nebenaxen  b  und  c  sind  in  Theilen 

der  grossen  Halbaxe  a  —  1  gedacht.  Demnach  ist  die  Ober- 

tlächendichte  des  dreiaxigen  Ellipsoids  durch 

e0  =  etf«-*«*  2) 

detinirt.  und  es  genügt,  diese  Werthe  in  die  Attractionstheorie 

einzuführen  und  die  Resultate  mit  der  Erfahrung  zu  ver- 

gleichen. Wir  sehen  also  von  Unregelmässigkeiten  der  Massen- 

verthcilung  im  Innern  ab  und  setzen  einfach  die  oben  definirte 

ideale  Massenvertheilung  als  gegeben  voraus.  Vermittelst  der 

bekannten  Ausdrücke  für  Polarcoordinaten 

\      r  sin    cos  tu.       y  —  r  sin     sin  w,       z  —  r  cos 
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geht  das  Massenintegral  über  in 

r,  rz*  rR  -koto*  (»*»™*  ■+-  + 

=  ec/  /    /    Hsin*rf*rf»rfr*        v     a  b'         *     .  3) 

Die  Integration  von  r  =  0  bis  zum  Durchschnitt  r  —  R 

der  Oberfläche  gibt  unter  Annahme  der  Ähnlichkeit  der 

Schichten 

—kabcR*   ^  . ,  f-  — r—  "\ 

\  —  c  1       a  "  *   '  ) 

3     J  J0  ,   ,  /sind-2  sin  w-'     sin  d2  sin  to*     cos d*\B/i 

und  da 

/sin  d2  cos  w2     sin  d-  sin  w2     cos  ' 

so  erhält  man  den  einfacheren  Ausdruck 

{\  —  e-kabe)  f*/**  sin  &d&d(o  
Skabc     I   I     /sind2cos<o2     sind2sino>2     cosd2  3/8 

J°J°  [    a,     +  — -p —  +  — y 

Indem  wir  noch  die  folgenden  Hilfsgrössen 

sind2     cosd»       _     sind2  cosd2 

4  =  1  —       B  —  — —  H  r 
1,2  c2  a2  c* 

benützen,  geht  der  Massenausdruck  über  in 

([  e-kabc\    pr.  n'lr.  ^w 
M=  &c      0,  7 — -  /    sin  drfd  /  — —  5 — B  j-sr-,  5) 

3kabc    Jo  Jn     (A  slno>2-r-5cos(ü2),•l* 

und  es  führt  die  Integration  nach  o>  auf  elliptische  Integrale,  die 

wir  aber  vermeiden  können,  wenn  wir  uns  auf  Rotationsellipsoide 

beschränken  und  also  a  —  b  setzen.  Ausser  in  speciellen  Fällen 

ist  im  Folgenden  unter  a  stets  die  Längeneinheit  verstanden, 

auf  welche  sich  alle  anderen  Längen  beziehen. 

Hiernach  ist 

3ka2c       jo   /sind2  cosd*yk 

4) 
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und  integrirt 

Af=-^(l-«-**).  7) 

Dieser  Ausdruck  bedeutet  also  die  Masse  eines  ge- 

schichteten Rotationsellipsoides,  dessen  Dichtigkeit  nach  dem 

obigen  Gesetze  1)  eine  stetige  Function  der  Lage  seiner  ein- 

ander ähnlichen  Schichten  ist,  welche  also  von  H0  bis  zum 

Mittelpunkte  fortwährend  wächst. 

Bedeutet  0m  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde,  so  ist  die 

Gesammtmasse 

M=  *-T.»,„a*c,  8) 

und  aus  beiden  Beziehungen  folgt 

als  mittlere  Dichte  des  Rotationsellipsoides. 

Von  diesen  Formeln  werden  wir  nunmehr  Gebrauch 

machen,  und  zwar  in  der  Weise,  wie  sie  Herr  Prof.  Tumlirz 

in  seiner  oben  genannten  Abhandlung  entwickelt  hat. 

Die  Attractionstheorie  der  Ellipsoide  liefert  die  nach- 

folgenden Relationen,  in  welchen  (#2)  die  Gravitationsconstante 
bedeutet: 

A      2zxabc{k*)  /  T         ~  TZ  

/* 00                   f(T)  dt 

B-=z2-yabcm  —,—  =  10> 

'      Jo  <*+ovV+o<*,+o(«i+/) 

00 
/•«  f\T)dt 

und  v\..iiii  /<  /  1  rmc  Function  der  Dichtigkeit  darstellt. 
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Für  das  Rotationsellipsoid  haben  wir  demnach  als  Attrac- 

tionscomponenten    auf   den   Punkt   xz   im  Meridianschnitte 

x*       z*  , 
= r  +  -i-  =  1  : a*  c* 

^  =  2**a»c(*»)  /*  °°  —  -  <ft 

C=2ircaVa-2)/      — -    — -  Ä. 

In  die  erste  dieser  Gleichungen  führen  wir  ein 

a*  +  t  —  tJ2«-'»    und    a  —  ;/, 

und  in  die  zweite 

dann  folgt 

3     »  J0 

^
 
 ! 

n- 

4                  rx  dve  
'7 

C  =  -  c:»'ft,(*'j  /    —  — -  — 

1/2
 

Beschränken  wir  uns  vorläufig  auf  äquatoriale  und  polare 

Attraction,  so  ist  einfacher 

due  
  "  " 

/     II-— 1  M 

Ii 

13) 

»— r. 
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Fassen  wir  das  Vorstehende  erläuternd  zusammen,  so 

ergibt  sich  Folgendes: 

Es  bedeutet  A  die  Attraction  eines  Rotationsellipsoides 

auf  einen  Punkt  am  Äquator,  C  die  entsprechende  auf  den 

Pol,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  das  Ellipsoid 

aus  concentrischen,  ähnlichen,  ellipsoidischen  Schichten  zu- 

sammengesetzt ist,  deren  nach  dem  Centrum  wachsende 

Dichte  dem  Gesetz 

gehorcht,  a'  ist  also  ein  innerer  Äquatorialhalbmesser,  gedacht 

in  Theilen  desjenigen  der  Oberfläche.  Die  Integrale  zwingen 

zur  Darstellung  in  Reihen,  die  um  so  stärker  convergiren,  je 

weniger  das  Ellipsoid  von  der  Kugel  abweicht.  Die  Abplattung 

a — c  c  1 

Q  =  —  =  1  —  =:  1  —  1  15) a  an 

ist  in  den  meisten  Fällen  sehr  klein,  was  die  Rechnungen 

wesentlich  vereinfacht,  und  man  gewinnt  nach  Ausführung 

derselben  unter  Einführung  der  Relationen 

P=l_  L(*)  +  ±.  L(iy_l.±(A)s+ 5      8  wi/     Ii    o  ,nj     14  3!  \  n) i   i  /  k  y 

o  -  1   —  i  '  * -1  +  1  —  (— Y-  -i-  —  ( — u 7      10    "  '      13     2      /     16    3!    " ' 

19  4fV«/ 

16) 

19 

als  Resultat 

*a3  2     «*  8  «4 

I  WU  hfHPichnen  mit  a  die  Abplattung,  mit  b  die  relative  Zunahme  der 

\.  liHMb  vm.h  Äquator  zum  Fol,  mit  c  die  äquatoriale  Ccntrifugalkrafl  im  Ver- 
i.allnud  «in      Iiwrikrnft  daselbst. 
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oder  nach  Einführung  von  9) 

3«        V        2    HfH     //*  8    *m      "4  / 

c=  *««^(I_«^^_I)p+ij«r(-l_w..>) 

Diese  äquatorial -polaren  Attractionscomponenten  gehen 

für  £  =  0  in  die  bekannten  Ausdrücke  für  das  homogene 

Ellipsoid  über.  Es  bedarf  also  nur  noch  der  Ermittelung 

des  Werthes  von  k,  um  die  betreffenden  Componenten  zu 

bestimmen. 

Die  beiden  Ausdrücke  A  und  C  für  Äquator  und  Pol 

lassen  übrigens  leicht  erkennen,  welchen  Einfluss  die  voraus- 

gesetzte Massenlagerung  gegenüber  einer  gleichförmigen  auf 

die  genannten  Punkte  ausübt.  Bei  gleicher  mittlerer  Dichte 

und  den  gleichen  Längendimensionen  zeigt  sich,  wenn  in  die 

Formeln  18) 

k 

efc.  _  n 

Bm  -       _  I" 

1-c  " 
eingeführt  und  in  Reihen  entwickelt  wird,  dass  die  Zunahme 

der  Dichte  nach  dem  Innern  eine  grössere  Äquatorial-,  aber 

kleinere  Polaranziehung  als  bei  homogener  Dichte  zur  Folge 

hat,  und  ist  der  Unterschied  um  so  merklicher,  je  rascher  die 

Zunahme  der  Dichte  nach  innen  erfolgt,  also  je  grösser  der 

Dichtigkeitsfactor  k  ist. 

§•  2. Wir  ziehen  jetzt  die  Beobachtungen  heran,  die  sich  auf 

Schweremessungen  und  Pendelbeobachtungen  in  den  Ober- 

flächenschichten der  Erde  beziehen,  unter  welchen  die  von  dem 

Astronomen  Airy  im  Jahre  1854  in  der  Kohlengrube  Harton  bei 

Ncwcastle  ermittelten  zunächst  in  Rechnung  gezogen  werden 

sollen.  Auf  Grund  der  Annahme,  dass  die  Dichtigkeit  nach  dem 

Mittelpunkte  der  Erde  stetig  wachse,  muss  die  Zunahme  der 

Schwere  eine  Beschleunigung  der  Oscillationen  des  Secunden- 

18) 
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pendels  hervorbringen.  Vermittelst  des  elektrischen  Telegraphen 

ergaben  die  Vergleiche  im  Gang  des  oberen  und  unteren  Pendels 

für  letzteres  eine  Beschleunigung  von  2*25  Secunden  täglich 

in  einer  Tiefe  von  383  m.  Diesen  Ermittelungen  zufolge  fand 

Airv  für  die  mittlere  Dichte  der  Erde  den  Werth  6  566. 

Die  neueren  Untersuchungen  an  anderen  Erdorten  ergaben 

indessen  hievon  ziemlich  abweichende  Resultate,  die  zum  Theil 

in  Verschiedenheiten  der  Massenlagerung,  zum  Theil  in  den  ver- 

schiedenen Beobachtungsmethoden  begründet  sind,  deren  fort- 

gesetzte Verfeinerung  aber  zur  Hoffnung  berechtigen,  dass  die 

Mittehverthe  hinreichend  genau  sein  werden,  um  einer  Theorie 

zur  Grundlage  zu  dienen.  Für  ein  Rotationsellipsoid,  beziehungs- 

weise für  ein  inneres  vom  Äquatorialhalbmesser  a'  oder  r  ver- 

einfacht sich  die  Formel  14)  zu 

Die  Erdmasse  ist  diesem  Dichtigkeitsgesetz  zufolge  für 

ähnliche  Schichten 

n  a 

oder 
20) 

also  die  Gesammtmasse  vom  Halbmasser  r  —  a 
~a2c$ 

21) 

Die  mittlere  Dichte  ist  demnach 

22> 

und  die  Dichte  der  oberen  Schicht  vom  Halbmesser  a 

n 

23) 
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Diese  Formeln  können  noch  weiter  mit  einander  verknüpft 

werden.  So  findet  man  leicht  die  folgenden  Relationen: 

^    LA    f.,  ,.,  U    ̂ C 

ferner 

^L/^-^+l^ü  24) 

und  andere,  die  aus  der  mittleren  und  Oberflächendichte  die 

Centraidichte  des  Erdkörpers  berechnen  lassen.  Man  kann  sich 

übrigens  das  Ellipsoid  noch  weiter  nach  aussen  fortgesetzt 

denken,  r>a,  und  es  würde  seine  Masse  dem  Obigen  zufolge 

3/,  =  ±*«V_Wr)=4^ 
3     k  3     "  /»Hc-/hHu 

sein. 

r  ist  stets  als  Äquatorialhalbmesser  gedacht. 

Selbst  für  den  Fall  eines  Ellipsoids  von  unendlicher  Aus- 

dehnung (Nebelstern)  sind  diese  Formeln  giltig, und  die  Masse 

_  k
r> 

desselben  würde,  da  e  oder  8r  für  r  =  oo  verschwindet, 

die  endliche  Grösse  haben: 

4  H 

M«,  -      -a3  — • 3  £ 

/       _  iÜ> 

Es  ist  daher  Mr  -  Af«,  [\—e  1Ui>l. 
Wie  man  sieht,  sind  die  Formeln  von  grosser  Allgemeinheit. 

Um  zunächst  die  Airy 'sehen  Untersuchungen  zu  verwerthen, 
berechnen  wir  zuerst  die  Beschleunigung,  welche  Kugeln 

von  der  vorausgesetzten  Dichtigkeit  auf  einen  Punkt  vom 

Halbmesser  x,  beziehungsweise  1  ausüben. 

Nach  dem  Attractionsgesetz  ist  ohne  Rücksicht  auf  die 

Fliehkraft 

^x-g-  i —  :  25) x-  \* 

Sitzh.  d.  mathem.-naturw.  CK;  C  VII.  HJ..  Ahth.  II.  a.  71 
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T 

Die  Pendelformel  t  =  z  y  —  zeigt,  dass  die  Quadrate  der 

Schwingungszeiten  gleich  langer  Pendel  sich  umgekehrt  wie 

die  Beschleunigungen  an  den  Beobachtungsorten  verhalten. 
t2  £ 

Es  ist  also  -  =  — ,  mithin 

4  * 

_  —   20t 

Differentirt  gibt  diese  Formel 

2(1— 0-*+)tv—  +3kt*x2e-**  -  2/«(l— e~*)x dx 

und  transformirt 

r    dl-         3  kt* 
- 1.  271 

ts   dx       2  1 

Da  die  durchbrochene  Schicht  des  385  m  tiefen  Schachtes 

nur  — -     -  des  Erdhalbmessers  beträgt,  so  kann  man  für  die 
166217 

oberen  Schichten  den  letzten  Ausdruck  zu  dem  folgenden 

dt  3  k 
=  1  -—  28) 

tdx  2(^-1) 
vereinfachen. 

Bezeichnet  man  mit  h  die  Tiefe  des  Schachtes  und  mit  A/ 

die  Abnahme  der  Schwingungszeit  des  Pendels  in  dieser  Tiefe. 

so  ist 

29) 

ht  2  8 

woraus 

1» 

2 
 0 

8«  —  — 
/// 

beziehungsweise 

^  =  i-(,_Ü)  30) 
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leicht  berechnet  werden  kann.  Es  ist  einzusetzen  h  =  —  1  , 

A/        2-25  
166217 

(für  den  mittleren  Tag  angenommen),  und  es 
/  86400 

folgt 

-|2_~03781. 

Da  nun  die  Dichtigkeit  der  oberen  Schicht  zu  2*5  bestimmt 

wurde,  so  erhalten  wir  als  mittlere  Dichte  der  Erde  auf  Grund 

des  Airy'schen  Resultates 

H„,  =  6-61, 

welcher  Werth  von  dem  von  ihm  berechneten  Hw  —  6-566  nur 

wenig  abweicht.  Den  obigen  F'ormeln  zufolge  ist  also  die 
Dichte  im  Mittelpunkte  der  Erde 

=  13  78. 

A/ 

Das  Verhältniss  —  kann  noch  durch  die  Beziehungen 
/ 

g>  _  86402V»  _  t*_ 

g        86400   '         g  tl' 

2gxdix+txAgx  ss  0 

*L  —  _     _  gn-g 
t  Zgx  2gx 

umgeändert  werden,  wonach  also 
e, 

woraus 

in 

3      V      gxJ  Zh 
oder 

2    °  V  g*  2h) 
folgt. 

Damit  sind  wir  vermittelst  der  eingeführten  Dichtigkeits- 

formel auf  einen  Ausdruck  gekommen,  der  in  den  Lehrbüchern 

der  Physik  auch  in  folgender  Weise  dargestellt  zu  werden  pflegt: 

(vergl.  u.  A.  Victor  v.  Lang,  Einl.  in  die  theor.  Physik). 

71* 

Digitized  by  Google 



1074  E.  Oekinghaus, 

Die  Schwerebeschleunigung  g  denkt  man  sich  zusammen- 

gesetzt aus  der  Anziehung  einer  Kugelsehale  von  der  Dicke  // 

und  einer  Kugel  vom  Radius  a  —  Ii  —  r.  Dabei  wird  die  Dichte 

der  Kugel  =  H„,  angenommen  und  die  Wirkungen  heider 

vereint  durch 

4    (r  +  A)s—  r3         4  r\Hnt 
g  —      ~  "0H  je  

3       (#-+*)*  3  (r+*)a 

bestimmt.  Hieraus  ergibt  sich  weiter 

4 

oder  bei  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  *- 

4 

(r-2A)em+3*e0)] 

4 

Vermöge  des  Ausdruckes  gx  —  -    irrHf„  ist  also 
3 

H,„      3      V      **/  3/j 

oder  wenn  man  vernachlässigt: 

g  \       '1  %ml 

Diese  Formel,  welche  mit  der  unseligen  übereinstimmt, 

reicht  für  geringe  Tiefen  vollkommen  aus,  für  grössere  Tiefen 

sind  indessen  die  allgemeinen  Ausdrücke  anzuwenden. 

Nach  neueren,  namentlich  von  Sterneck  ausgeführten 

Beobachtungen  dürfte  das  Airy'sche  Resultat  0m  =  6'566 

etwas  zu  gross  zu  sein.  Die  von  ihm  angestellten  Unter- 

suchungen über  die  Änderung  der  Schwere  in  verschiedenen 

Tiefen  u.  A.  im  Adalbertschacht  des  Silberbergwerkes  in  Pribram 

( lSS.i)  und  im  Abrahamschacht  bei  Freiberg  i.  S.  (1885)  ergaben 

die  Zunahme  der  Schwere  nach  dem  Erdinneren.  Nur  zeigte 

diese  Zunahme  ein  anderes  Verhalten. 
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In  Harton  nimmt  sie  bei  :i83  tu  Tiefe  ebensoviel  zu,  als  in 

PHbram  bei  623  m  und  in  Kreiberg  bei  etwa  400  m.  In  einem 

Bergwerk  in  PHbram  in  Böhmen  ging  in  1000  tu  Tiefe  eine 

Uhr  pro  Tag  um  o-88  Secunden  vor.  Bei  einer  Gesteinsdichte 

von  2*5  würde  die  obige  Formel  Hw  —  5*25  und  für  H0  —  2  -7 

etwa  Hm  —  5*67  sein.  Man  erkennt  schon  an  diesen  wenigen 

Beispielen,  dass  die  Data,  abgesehen  von  den  unvermeidlichen 

Beobachtungsfehlern,  doch  noch  sehr  von  localen  Verhält- 

nissen beeinflusst  sind  und  nur  soeben  hinreichen,  um  als 

erste  Näherungen  zu  gelten.  Es  bedarf  also  weiterer,  die 

ganze  Erde  umfassender,  Beobachtungen,  aus  welchen  dann  ein 

Mittelwerth  abzuleiten  wäre.  Wie  es  scheint,  muss  die  Tiefe, 

welche  der  Hartoner  Zeit  entspricht,  im  Allgemeinen  grösser 

angenommen  werden.  Die  neueren,  auf  anderen  Methoden 

beruhenden  Resultate  bezüglich  des  Mittelwerthes  H„,  nähern 

sich  der  Zahl  5-6  und  gehen  zum  Theil  noch  darunter.  Die 

von  Cavendish,  Reich,  Baily,  Cornu  und  Baille  mit  der 

Drehwagc  ermittelten  Dichten  sind  beziehungsweise  5  45, 

.V49  und  5-58.  5-67.  ,VT>0  und  5  50,  während  v.  Jolly  mit 

vier  Wage  mit  langem  Gehäng  5 -692  fand.  Wi Ising  ermittelte 

mit  dem  Pendelapparat  5*594,  beziehungsweise  5 '577;  Poy Il- 

ling mit  der  Wage  5-49.'*>4;  Boys  mit  der  verbesserten  Dreh- 

wage 5*5270,  Eötvös  in  Pest  5*529.  Die  neuerdings  von 

Ri  charz  und  Krigar-  Menzel  mit  grosser  Sorgfalt  angestellten 

Versuche  mit  der  Doppelwage  ergaben 

H„,  —  fr  505  =fc  0-009. 

Die  letzteren  Resultate  scheinen  des  Mittelwerthes  schon 

auf  1  bis  2  Decimalen  sicher  zu  sein,  wiewohl  sich  nicht 

leugnen  lässt,  dass  sie,  wie  die  Pendeh  ersuche,  noch  immer 

eine  Function  des  Beobachtungsortes  zu  sein  scheinen. 

Nach  E.  D.  Pres  ton  ist  das  Mittel  von  9  in  Schottland, 

Italien,  England,  Japan,  Böhmen,  Hawai  erhaltenen  Beob- 

achtungsresultatcn  5*59.  C  Braun  in  Kalocsa  in  L'ngam 
(Drehwage  im  luftleeren  Raum)  findet  auf  Grund  10 jähriger 

Untersuchungen,  dass  Hm  zwischen  5*5094  und  5*5511  liegt 

und  bestimmt  sie  zu  .0*52728  d=  0*0012. 
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Helmert  in  seiner  »Theorie  der  höheren  Geodäsie« 

(1884)  hält  5  6  für  den  wahrscheinlichen  Mittelwerth.  Adoptiren 

wir  vorläufig  diese  Zahl,  so  ergeben  sich  aus  den  aufgestellten 

Formeln  und  der  Annahme,  dass  die  Oberflächendichte  2*5  ist. 

die  folgenden  Resultate: 

Zunächst  folgt  aus  der  allgemeinen  Formel  22)  oder  aus 

k 

0«       e"—[  5*6 

die  Constante 

%  k  2-5 
1t 

k  =1-4425.  32) 

ii 
Damit  ist  die  Dichtigkeit  des  Erdmittelpunktes 

k 

&c  —  80  e "  =  10-578, 

die  also  nahezu  dem  specifischen  Gewichte  des  Silbers  entspricht. 

Es  ist  ferner 

^  =  1-889,       e*  =  4-2312  33) 

und  also  die  allgemeine  Dichtigkeitsformel  für  den 

Mittel werth  ,V6 

H  =  lO-ÖZSf-1-»^', 

welcher  Ausdruck  also  die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  des 

Erdinneren,  genauer  in  jedem  Punkte  eines  Äquatorhalbmessers, 

wiedergibt.  Die  Formel  ist  sehr  einfach  und  bringt,  wie  wir 

hoffen,  die  wirklichen  Verhältnisse  hinreichend  genau  zum 

Ausdrucke.  Man  kann  aus  ihr  noch  verschiedene  Relationen 

ableiten,  die  von  Interesse  sind  und  die  man  mit  den  ent- 

sprechenden, auf  anderen  Grundlagen  gewonnenen  Resultaten 

vergleichen  möge.  Z.  B.  kann  man  nach  dem  Orte  fragen,  wo 

die  Beschleunigung  der  Schwere  ihr  Maximum  erreicht.  Wird 

k  für  -   gesetzt  und 

g,  _ 

g  ,V2(1_£-*) 
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differentirt,  so  folgt  für  11  —  kx* 

woraus 

«  =  0  7627, 

also 

x  =  0-80862 

folgt. 

Die  Maximalbeschleunigung  liegt  also  in  einer  Tiefe,  deren 

Halbmesser  nahe  4/6  des  Erdhalbmessers  ist.  Die  Centrifugal- 

kraft  würde,  wenn  berücksichtigt,  an  diesem  Resultat  nur 

wenig  ändern.  Also  beträgt  in  einer  Tiefe  von  circa  l/r,  Erd- 

halbmesser die  Beschleunigung 

gx  —  10-476  m. 

Das  Maximalverhältniss  ist  also  —  =  1*0686. 
g 

In  dieser  Tiefe  würde  also  das  Secundenpendel,  das  an 

der  Oberfläche  pro  Tag  86400  Schwingungen  vollführt, 

86400  V/FÖ686  =  89314, 

also  gegen  2914  Schwingungen  mehr  machen  als  oben. 

Die  Secundenpendellänge  ist  hiernach  eine  Function  der 

Tiefe  und  nimmt  zufolge  des  allgemeinen  Ausdruckes 

&     gQ-e-**)  3 

mit  der  Tiefe  zunächst  zu,  später  aber  bis  auf  Null  ab,  da  im 

Mittelpunkte  der  Anziehung  keine  Schwere  ist. 

Schreibt  man  die  Dichtigkeitsformel  in  der  Form 

y  =  *ee->*, 

also  in  Gestalt  einer  Curvengleichung,  so  zeigen  die  Ableitungen 

35) 

d"/-  -  3kHcx(3kx*-2)e  k** 
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dass   die  Curve   im    Punkte  x  —  y  ̂   einen  Wendepunkt 

besitzt,  dem  zufolge  die  Dichtigkeit  von  aussen  nach  innen 

rasch  ansteigt,  bei  x  —  0*773  die  grösste  Dichtigkeitszunahme, 

beziehungsweise  eine  Dichte  H  =  543  erreicht,  also  dem  Mittel- 

werthe  5*6  nahesteht  und  damit  auch  die  rasche  Zunahme  der 

Beschleunigung  erklärlich  macht.  In  der  Tiefe  x  =  0*  761 13  ist 

H  =  Bm  =  5-6.  Von  Interesse  ist  ferner  die  Berechnung  des 

Maximums  des  Druckes  der  Masse  einer  Volumeneinheit  im 

Erdinneren.  Der  Druck  eines  Cubikdecimeters  Wasser  an  der 

Oberfläche  ist  1  kg,  der  eines  Cubikdecimeters  der  voraus- 

gesetzten Oberflächenschicht  =  2*  5  kg. 

Der  Druck  mgx  hängt  von  der  jeweiligen  Masse  und  der 

Beschleunigung  ab,  ist  also  eine  Function  der  Lage  des  Punktes 

und  ist  nach  dem  Obigen 

i  c -kx* 
*****  =  ntg  —   36, 

x2(\  —e-*) 

Auch  hier  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  der  Druck  im  Mittel- 

punkte der  Erde  —  0  ist.  Die  Körper  haben  dort  kein  Gewicht. 

Der  Maximaldruck  folgt  aus  der  differentirten  Gleichung 

c„  ~  5 —  .        11  =  kx\       k  —  1442o. 
1+  // 

2 

Diese  transcendente  Gleichung  hat  die  hier  giltige  Wurzel 

n  —  0-225 

und  liefert 

=  y/j  =  0  •  53
83. 

Das  Maximum  des  Druckes  liegt  also  in  der  Nähe  der 

Mitte  des  Erdhalbmessers  nach  der  Oberfläche  zu.  Das  obige 

Verhältniss  mxgx  :  mg  ist  daselbst 

3  (\  +  —  ujue* 

-0  t/t    Q  *%        k.  =  3-0765.  37) 2**(l-4-3«)*(l  —  e~k) 
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Hiernach  ist  der  Druck  der  mit  Masse  erfüllten  Volumen- 

einheit in  der  Kugelschicht  vom  Halbmesser  x  —  0  5383  drei- 

mal so  gross,  als  der  eines  gleichen  Volumens  der  oberen  Erd- 

schicht. Wie  die  Beschleunigung  der  Schwere,  so  nimmt  auch 

der  Druck  lokaler  Massen  von  oben  nach  unten  gerechnet 

zuerst  zu  und  dann  bis  Null  ab. 

§.3. 
Wir  nehmen  jetzt  wieder  die  Gleichungen  18)  auf  in  der 

Absicht,  aus  ihnen  die  Abplattung  der  Erde  zu  berechnen.  Die 

äquatoreale  Anziehung  A  =  6'0  ist  daher  zuerst  um  den  Betrag 

der  Centrifugalkraft  =  ta2a  zu  vermindern. 

Das  Clairaut'sche  Gesetz,  dessen  wir  uns  hier  bedienen, 
schreiben  wir  in  der  Form 

^o.-l_fl  +  ACi  38) gn  2 

in  welchem  a  =— — — .  Wegen  ;/  —  a  gelten  die  Relationen a  c 

n  -  =  a(2-a).  39) 

1  —  a  n2 

Da  G0  =Ä>(i  +  c),  so  ist 
5 

1  —  il  H  C 

A       Gft  1 +  c 

Den  entwickelten  Formeln  für  A  und  C  zufolge  erhält  man 

1— n  +  -  c  !-3-?i-(#f*-l)P+3-^(ff»-l)«ö 

2    »„,  8    8,„  V        / * 
oder 

l-a+  *c  1-3 

-(!-<*)»  = 1-f-c 

Digitized  by  Google 



1080  E.  Oekinghaus, 

Der  Ausdruck  zur  Linken  kann  auch  durch 

1  5 — I  c 

ff  9 
H2(l  +  C) 

ausgedrückt  werden. 

Die  Formel  enthält  die  Abplattung  a  =  l  — ,  die  Centri- 

fugalkraft  c  =  — - — ,  das  Verhältniss  der  Dichte  im  Mittel- 289 

punkte  zur  mittleren  Dichte  und  in  den  Reihen  für  P  und  Q  die 

Dichtigkeitsconstante  k.  Da  das  benützte  Clairaut'sche  Gesetz 
für  alle  Massenanordnungen  und  Lagerungen  beliebiger  Art 

gilt,  so  gilt  es  auch  für  das  vorausgesetzte  Dichtigkeitsgesetz, 

und  es  lässt  sich  also  aus  der  letzten  Formel  die  Abplattung 

berechnen,  wenn  die  übrigen  Grössen  bekannt  sind.  Da  aber 

k 

—  =  14425  und  die  Abplattung  aller  Wahrscheinlichkeit  nach 
*  l  l 
zwischen  —    und    fällt,  so  kann  man  mittelst  Nähe- 

290  300 

rungen  den  genauen  Werth  erhalten,  wenn  die  Reihen  für  P 

und  O  berechnet  sind.  Die  Rechnung  ergibt 

P  -  0 •  086946,       Q-0- 054905. 

Führen  wir  nun  ein 

H,  =  10-578,        H,„-5-6.       —  =  1889, 

so  folgt,  wenn  man  auch  die  Glieder  2.  Ordnung  zur  Rechten 

noch  mitnimmt: 

1  5 
 1  c 

*       2  1  —  5  -66  7  (n8  —  1 )  (0  •  086946  —  (w2  —  1 )  0  ■  054905) 

«* ( 1H-  c)  2 .  g33  «J—l  (  . 08ß946  +  n*—\  Q  ̂  { x  ?9 \  42; n-    \  h  J 

Aus  dieser  Formel  erhält  man  für  c  =  — —  und  «  = 

289  1  —  a den  Werth 

1 

a  —  
294  •  5 
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Hiernach  lässt  sich  folgendes  Resultat  aussprechen: 

Wenn  die  Krde  ein  Rotationssphäroid  und  aus 

ahnlichen,  concentrischen,  ellipsoidisch  begrenzten 

homogenen  Schichten  zusammengesetzt  ist,  deren 

Dichte  in  Richtung  des  Äquatorialradius  nach  dem 

Gesetz 

e  -  %ee  " von  der  Oberfläche  nach  dem  Erdmittelpunkte  stetig 

zunimmt,  so  dass  also  die  Oberflächendichte  2ö,  die 

Dichte  im  Mittelpunkte  10-Ö7S  und  die  mittlere  Dichte 

5*6  beträgt,  so  ist  die  Abplattung  dieses  Rotations- 

ellipsoid c  s  gleich 
1 

294 
 5' 

eine  Zahl,  die  dem  Abplattungswerth  293-405  von  Clark e 

nahezu  entspricht. 

§• 

Der  vorhin  errechnete  Werth  der  Abplattung  gilt  nur  unter 

der  Voraussetzung  der  Ähnlichkeit  homogener  ellipsoidischer 

Schichten  constanter  Abplattung,  welche  Annahme  bei  unserer 

Krde  und  den  übrigen  Himmelskörpern  schwerlich  erfüllt  sein 

wird.  Vielmehr  ist  Grund  vorhanden,  dass  die  geschichteten 

Niveauflächen  im  Inneren  der  Krde  verschiedene  Abplattungs- 

werthe  haben  werden. 

Eine  genauere  Analyse  hat  also  auf  diese  Veränderlichkeit 

Rücksicht  zu  nehmen,  schon  deshalb,  um  die  Grösse  und  die 

Grenzen  des  Einflusses  dieser  Verschiedenheiten  auf  das  End- 

resultat feststellen  zu  können.  Hierdurch  aber  wird  die  Aulgabe 

bedeutend  schwieriger,  gewinnt  aber,  weil  allgemeiner,  ein 

tieferes  Interesse,  wobei  man  freilich  nicht  ausser  Acht  lassen 

darf,  dass  alle  Untersuchungen  nach  dieser  physisch  unzu- 

gänglichen Seite  des  Erdballes  doch  nur  lediglich  hypothetische 

Voraussetzungen  zur  Grundlage  haben,  deren  Zulässigkeit  noch 

erst  die  Probe  zu  bestehen  hat. 

Clairaut,  dem  wir  die  ersten  allgemeineren  Unter- 

suchungen über  diesen  Gegenstand  verdanken,  hat  im  Jahre 

1743  in  seinem  Werke:  »Figure  de  la  Terre*  eine  Bedingungs- 
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gleichung  zwischen  Abplattung  und  Dichtigkeit  in  Form  einer 

Differentialgleichung  2.  Ordnung  aufgestellt,  welche  es  ermög- 

licht, bei  bekanntem  Dichtigkeitsgesetz  das  Gesetz  der  variablen 

Abplattung  zu  ermitteln.  Im  Anschluss  an  diese  berühmte  Ab- 

handlung haben  besonders  Legendre  und  Laplace  den 

Gegenstand  weiter  verfolgt  und  namentlich  letzterer  ihn  für 

die  Mechanik  des  Himmels  fruchtbar  gemacht.  Der  Natur  der 

Sache  nach  ging  es  auch  hier  nicht  ohne  Hypothesen  ab,  da 

Niemand  auch  im  entferntesten  eine  Vorstellung  sich  bilden 

kann  davon,  in  welchem  Zustande  die  tieferen  Massen  in 

Folge  des  darauf  ausgeübten  gewaltigen  Druckes  sich  befinden, 

ganz  abgesehen  von  dem  Einfluss  der  Temperatur,  über  deren 

Grösse  und  Vertheilung  im  Innern  auch  nur  unsichere  Ver- 

muthungen  herrschen. 

Gegen  alle  eingeführten  Hypothesen,  z.  B.  zwischen  Druck 

und  Dichtigkeit,  lassen  sich  Hinwendungen  erheben,  da  bisher 

und  wohl  für  immer  die  Mittel  fehlen,  die  im  Erdinneren 

herrschenden  Druckkräfte  und  Temperaturen  experimentell  zu 

wiederholen  und  damit  die  gemachten  Annahmen  zu  stützen, 

beziehungsweise  zu  widerlegen.  »Wenn  aber  dem  so  ist,  und 

wenn  wir  überhaupt  nicht  im  Stande  sind,  die  Form  des 

Gesetzes  der  Dichtigkeit  a  priori  anzugeben,  so  scheint  es 

nicht  ungerechtfertigt,  eine  Form,  die  die  genügende  Zahl, 

d.  h.  hier  von  drei  Constanten  enthält,  frei  anzunehmen  und 

diese  Constanten  aus  den  Beobachtungen  zu  bestimmen.« 

Lipschitz,  Versuch  zur  Herleitung  eines  Gesetzes,  das 

die  Dichtigkeit  für  die  Schichten  im  Inneren  der  Erde 

annähernd  darstellt.  Crel  1  e's  Journal,  (32.  Bd.,  S.  4. 

Im  Verfolg  dieses  Gedankens  hat  Lipschitz  in  seinen 

früher  genannten  Abhandlungen  eine  Hypothese  von  sehr  ein- 

lacher Form  aufgestellt,  die  zu  sehr  interessanten  und  wichtigen 

Consequenzen  führte,  von  welchen  ein  specieller  Satz  weiter 

unten  zur  Anwendung  kommen  wird. 

Im  Nachfolgenden  behalte  ich,  wie  schon  im  Vorher- 

gehenden geschehen,  die  Schreibweise  bei,  wie  sie  Helmert 

in:  »Die  mathematischen  und  physikalischen  Theorien 

der  höheren  Geodäsie«,  die  ich  auch  hier  zu  Grunde  lege, 

eingeführt  hat.  Indem  ich  also  auf  dieses  Werk  verweise,  gehen 
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wir  nunmehr  aus  von  der  genannten  Clairaut'schen  Gleichung 
in  der  Form 

iPa      2Ba*  da        (2  Ha       6\  . -f-  +  a  —  =0,  43) 

da*         A      da        \  A  **> 

A  =  /  Ha-da, 

worin  a  den  Äquatorialhalbmesser  einer  beliebigen  Schicht  im 

Inneren  der  Erde,  a  die  zugehörige  Abplattung  bedeutet. 

Will  man  von  den  Potentialausdrücken  eines  homogenen 

Kllipsoides  ausgehen,  so  kann  man  den  bekannten  Werth  (siehe 

Helmert,  Theü  2,  S.  481) 

V=  *  (l-fl-f  ̂   (1-3  smf-)j  44) 

des  Potentials  für  Punkte  r*($)  ausserhalb,  beziehungsweise 
für  die  Oberfläche  anwenden,  während  für  innere  Punkte  die 

analoge  Gleichung 

v  =  2s(*»)«[a»  l  — —  4-  - — a(l— 3sin»«)  45) 
3/3         15  j 

gilt.  Über  die  Ableitung  dieser  Ausdrücke  müssen  wir  auf 

das  genannte  Werk  verweisen.  Differentiren  wir  den  ersten 

Ausdruck  unter  Berücksichtigung  der  Veränderlichkeit  von  a 

nach  innen,  so  ist  das  Potential  einer  dünnen  homogenen 

Schicht  auf  einen  Punkt  ausserhalb 

*  =  4  ,<n  %  U«-dJs*L  +  ̂-"ü!  £<üf!)j  46) 
3  r9  \  da  5r'*         da  I 

und  auf  einen  Punkt  innerhalb 

Jv  =  2s(H)«  (2«-  1  ̂ .+(1  -3  sin  -f)'^—  *)  47, ^  3      t/u  15  </</<' 

und  wenn  wieder  integrirt  wird,  für  einen  Punkt  ausserhalb 

r'  =  a'(\  —  a'  sin  >f) 

4  M  ,  t/Oui3)  ,  ,  1  3  sin?2  f"V/Ca<J5>  ,  ,\  4t>, 
;  =  —  z(k*)     ,/      3as  *  1  H</a  +  '—l  »da).4H) 
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wobei  die  Integralion  sich  vom  Mittelpunkte  bis  zur  O  berfläche 

erstreckt. 

Die  zuerst  aufgeführte  Bedingungsgleichung,  die  aus  der 

Vereinigung  der  beiden  allgemeinen  Potentiale  hervorgeht  und 

die  Bedingung  der  Constanz  der  letzteren  für  alle  Punkte  der- 

selben Niveaufläche  erfüllt,  wenden  wir  an  in  der  Form 

4  /**  Ca'l  1    ä(aab)  ■ a'  A»j  ̂  

+  —  *(**)  a'*  f  "°  ̂%da+-  tfa'*  =  0.  49; 15  Ja.    da  6 

a'  ist  der  Abplattungswerth  der  Schicht  vom  Äquatorial- 

halbmesser a\  während  der  äussere  Halbmesser  a0,  wenn 

weiter  nichts  bemerkt  ist,  zuweilen  der  Einheit  gleich  gesetzt 

wird,  um  die  Ausdrücke  zu  vereinfachen.  Man  bemerke,  dass 

alle  Ausdrücke  dieser  Bedingungsgleichung  mit  o  multiplicirt 

und  mit  tü*a'2  von  derselben  l.  Ordnung  sind. 

Das  Gesetz  der  Dichtigkeit,  wie  unsere  Hypothese  es 

voraussetzt,  schreiben  wir  in  der  Form 

tu'« 

H  —  &ce    nal  50) 

a  a — c  c  1 

oder  da  u  —    -  ,  a  =  -       -  —  1 —     ,  mithin     -  =.  1  —  a  ist,  in c  a  a  n 

der  Form 

H  —  H  t*     "  ,  51) 

wo  a'  der  Äquatorialhalbmesser  einer  Schicht  von  der  Ab- 

plattung a  ist. 

Nunmehr  ist  das  Gesetz  der  Abplattung  für  das  Innere  der 

Erde  zu  formuliren.  Eine  einfache  Exponentialfunction  wie  die 

obige  der  Dichtigkeit  anzusetzen,  ist  nicht  angängig.  Dagegen 

führt  u.  A.  die  nachfolgende  Reihe,  die  jener  Function  in 

Reihenform  ungefähr  entspricht,  zum  Ziele: 
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Nach  Einführung  dieses  Ausdruckes  in  49)  und  Zusammen- 

lassung aller  integrirten  Glieder  ergibt  sich  nach  einer  Reihe  von 

Reductionen,  wenn  für  einen  Augenblick  die  grosse  Halbaxe  a„ 

der  Erde  =  I  gesetzt  wird 

_J1  +  __(_5+8Cl)  +  (_)  _(-2_8C,-,,lC8, 

+  (»T-H(-|+4C'-1,C»+14C')-j  53> 

3<o* 

-f-  —  =  0. 

8*(**)ee 

Nach  Gleichsetzung  der  Ausdrücke  gleich  hoher  Potenzen 

folgen  die  Werthe 

°l  ~  I '         Cz  ~  66  '         °*  ~~  7848 

und  damit  die  ersten  Glieder  des  nachfolgenden  Abplattungs- 

gesetzes, in  welchem  ac  die  Abplattung,  im  Erdmittelpunkte, 

a  die  der  Schicht  vom  Äquatorialhalbmesser  a!  bedeutet. 

a  =  a  ( 1  +  —  -      )*+  —  (  k  T  ( 1    f  iY  f  "1 V   )  54) 

Die  Reihe  scheint  gut  zu  convergiren.  Bezüglich  der 

folgenden  Glieder  würde  die  Berechnung  der  Coefficienten 

aus  der  obigen  Bedingungsgleichung  sehr  beschwerlich  fallen, 

weshalb  wir  uns  einer  Formel  bedienen  werden,  die  von  Herrn 

Prof.  Lipschitz  gegeben  und  für  die  Oberfläche  des  Ellipsoides 

giltig  ist. 
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Es  ist 

a—c  —  aa,  55) 
also 

da — de  —  ada  +  ada. 

Indem  wir  uns  auf  Rotationsellipsoide  von  solcher  Ab- 

plattung beschränken,  dass  die  Quadrate  der  Abplattung  ver- 

nachlässigt werden  können,  schreiben  wir  die  Formel  für  die 

Schwerebeschleunigung  in  der  Form 

£  =       +  »  sin**),  56) 

die  für  den  Pol  übergeht  in 

woraus  sich  ergiebt 

da  —  dc{  \  -+-  b). 

Hieraus  folgt  in  Beziehung  auf  55) 

da  da       b — -d 
Ja  = —  (b— a)    oder       -  =   58) a  da  a 

Führen  wir  diesen  Ausdruck  in  43)  ein,  so  resultirt 

zunächst 

Da  nun 

A  =  (i)a*da  -=  K  f  V  "  ^      =  «  ̂('l_<f  "  ̂)aj, J  3  J0  3*  > 

so  folgt  für  die  Grenzfläche,  wenn  für  diese  a0  der  Abplattungs- 

werth ist: 

,*d*a-eL  Mc~  "  ̂   um °"^-6a  7  ZTT  "°» 

V       n[\-c  "}l 
«der  einfacher 
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oder  endlich 

Diese  zuerst  von  Lipschitz  (siehe  Crelle's  Journal, 

Bd.  63)  abgeleitete  Gleichung,  wird  uns  bei  der  Bestimmung 

der  folgenden  Coefficienten  des  Abplattungsgesetzes  nütz- 

lich sein. 

a! 

Setzen  wir  für  einen  Augenblick  x  statt    —  und  der 

k 
 a Abkürzung  wegen  k  für  -  ,  so  ist 

*  =  0,(1  +  C,ifcr»-#-C;  ) 

—  =  a^öQfcr+etc.), 

und  führen  wir  diese  Werthe  nach  Entwicklung  von  e* — 1  in 

eine  Reihe  und  alsdann  b  aus  58)  in  61)  ein,  so  folgt  für  x  —  1: 

(  _i  +4Q^4- 1 1  Cs*3  +  21  C4k*+  .  . .  (*~~ W3»*2)  c»k»  ...)  63) 

(  14-  — -H  —  +  —  +  ...)+\+4Clk+7Ct&+Wa&+...=iO. 
2!      3!      4!  / 

Dies  ist  die  Relation,  die  zur  Bestimmung  aller  Coeffi- 

cienten CjQ  etc.  führt: 

c  -  1     c-'     c-   1      r  -  -  263 

66  '  1848  '       *  1884960  ' 

<;=
-  2

561 

188496000 

Cw  findet  sich  aus 

».C;(3*+5)+  2)(3*— l)C,,_i+ 

+  —  («— 3)(3»  —  4)C„_2+      (*— 4)(3*— 7)C_3+...  =  0 
3!  4! 

und  es  ist  C0  =  1  zu  setzen. 

Sitzh.  d.  mathem.-naturw.  Cl  ;  CVT1.  HJ.,  Abth.  II.  a.  "2 
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ci 

Die  gesuchte  Abplattungsformel  für  alle  Schichten   -  —x 

ao 

im  Innern  der  Erde  ist  also 

(1  =  0^1  +  0*125-^  *»  + 0*0151515  (J^V 

+  0  •  00054 1 1       fx*  -  0  •  000 1 395  (•*£-)  *w 

-  0 •  0000 1 359  [±j *"+  0 ■  0000023  ̂ — j    8 ] w 

0- 0000003 

Vermittelst  dieser  Reihe  lässt  sich  also  für  jeden  Werth 

x  —  —   des  Äquatorialhalbmessers  a'  einer  Niveaufläche  im 

Innern  der  Erde  die  zugehörige  Abplattung  berechnen,  wenn 

die  des  Kernes  ot-  bekannt  ist. 

Wird  -  =  14425  darin  eingesetzt,  so  folgt  für  die  Grenz- 

fläche 

a  =  0c(l+0180312+0«031527+0-001624 

—  0  •  000604  —  0  •  00008487  4-0  ■  00002072),  65) 

also  a  —  ac  1*22795. 

Wenn  z.  B.  n  —  — -  angenommen  würde,  so  wäre  die 300 

Abplattung  im  Erdmittelpunkte 

_  
1 

*  ~~  363 ■ 8 

Das  Resultat  der  vorliegenden  Entwicklung  zeigt,  dass  die 

Abplattung  des  Ellipsoides  in  dem  Falle,  wenn  die  Dichte  vom 

Mittelpunkte  zur  Oberfläche  abnimmt,  geringer  ist,  als  im 

Falle  der  Gleichartigkeit,  was  schon  Newton  behauptete.  Zu 

gleichem  Resultate  gelangt  auch  Laplace,  Mec.  cel.  II. 
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§•5. 
Wir  nehmen  nunmehr  die  Formel  für  das  Potential  wieder 

auf,  um  die  gefundenen  Ausdrücke  für  H  und  a  darin  einzu- 

setzen: 

Wir  beschränken  uns  auch  im  Folgenden  wieder  auf 

Grössen  1.  Ordnung  von  a,  vernachlässigen  also  die  höheren 

Potenzen  der  Abplattung  und  können  demzufolge  mit  Aus- 

nahme des  ersten  Integrals  in  den  beiden  folgenden  H  —  idce~kx* 

setzen,  während  im  ersten  Integral  für  8  der  Werth 

benützt  werden  muss.  Dasselbe  wird  also,  wenn  x  für  die 

Variabele  a  gesetzt  wird, * 

f*  3a*Qda=  f"  3  <i»etftf -•><** Ja  Jo 

=  BeC c-^O+ka^+kCs«. .  .))dxK 

Wird  integrirt,  so  folgt  nach  Bestimmung  der  Grenzen 

+^[±-(,  +  ±)^(±-(,  +  ±  +  ±)^) 

+k2C9  1  +  1  h  — )«?■*+.  •  •  • 

72* Digitized  by  Google 
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Desgleichen  erhalten  wir  für  das  zweite  Integral 

Die  Vereinigung  dieser-  Integrale,  die  anscheinend  sehr 

complicirt  zu  werden  verspricht,  vereinfacht  sich  sehr  durch  Auf- 

heben der  meisten  Glieder  zu  dem  folgenden  geschlossenen 

Ausdruck  (worin  a0  die  Abplattung  der  Oberfläche  bezeichnet) 

Bezeichnen  wir  ferner  das  letzte  Integral  im  allgemeinen 

Ausdrucke  66)  mit 

M=f"4Sjp.94+  68) 

Ja 

so  erhalten  wir  endlich  das  folgende,  allgemein  für  alle  Punkte 

r(/p)  der  Oberfläche  giltige  Potential  der  geschichteten  Erde 

4     JQ,  H.  /I  —  f  *  .  1-  3  sin?2  _\ 

"=  3X<**>  r  {— i  M-*+f  — «») 

und  demnach  für  die  Anziehung  £  =  ̂-  der  ruhenden  Erde 

auf  »'(?) 

1      yax  H*  Z1—  *  1—3  sin«» \  _Ä% 
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Hierin  hat  5  den  Werth 

8 

+  1(14CJ-.1C!  +  4C,-J)(1)3+...  71) 

Bevor  wir  aus  diesen  Bestimmungen  Folgerungen  ziehen, 

wollen  wir  noch  die  Formel  für  g  mit  der  früheren  (17)  für  A 

als  der  Attractionsbeschleunigung  eines  homogenen  Ellipsoides 

für  einen  Punkt  des  Äquators  vergleichen.  Darin  bedeutet 

also 

,  =  rW(,-fl)B..[lr_+3o(-_  8  73) 

und  wenn  in  der  jf- Formel  (70)  die  Constanten  C,  —  C8  etc.  =  0 

gesetzt  werden,  so  folgt  weiter 

,=.;,(^[i^-^+ifc(,-±»+±,...)]. 

Beide  Ausdrücke,  d.  i. 

1  ^-*(l-ai  I  e-k 

(1  — o)  »beziehungsweise  a*-*  75) 
£(1  — a)  £ 

müssen  identisch  sein,  was  auch  bis  auf  Grössen  2.  Ordnung 

der  Fall  ist. 

Demnach  erhält  man  unter  Einführung  des  Ausdruckes 

der  Centrifugalkraft  w2r  cos  ?2  und  der  Formeln  für  die  Masse 

und  Dichtigkeit 

M=  i*8„a»(l— a), 

74) 

Digitized  by  Google 



1092  E.  Oekinghaus, 

und  damit  für  die  Kräftct'unction  W—  v  -wVscos  unter 2 

Benützung  von  75) 

™      w  (**)/',       $c   1-3  sin®2   c  co2r3  ,\  __x 

Quadrate  und  Producte  von  a  und  c  sind  hiebei  vernachlässigt. 

Die  Beschleunigung  in  Punkte  r(<p)  ergibt  sich  durch 

DirTerentiren  von  76)  und  ist 

,Ak*)(*      ö«   1  — 3sins2     0        ü>2r3  \  _v 

Aus  der  Gleichung  für  W  lässt  sich  nun  leicht  der  Radius- 

vector  r  in  Function  von  sin  y  entwickeln,  nämlich 

r— — +  Qc5-r-   1  — sin<pa[  -acH   78) 

und  ebenso  erhält  man  aus  der  Gleichung  für£  nach  Einsetzen 

von  r 

W*  1  e,  2a,2  \(        .       /  2a,2      3  8, 
g  —  l\  +  ——ac&  1  +  sin*2/—  ac- 

M{&)\      5  8m        M(k2)J{  r  \M(F)    4  em 

Vergleichen  wir  sie  mit  den  typischen  Formeln  des  EUip- 
soides, 

r=«(l— fl  sin?2)  8Q) 

£  =  £a(l  +  &  sin?2), 

also  unter  Vernachlässigung  der  höheren  Ausdrücke  2.  Ord- 

nung, so  ergibt  sich 

79) 

3    H       „  tu-' a  =  -  ~acS-h 

5  m„,  2Af(**) 

6  =  -lAflfS+  «■> 

81) 

aus  beiden  Relationen  ergibt  sich  nunmehr 

5  co2 

a+6  =   82) 
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und  da 

(ü2 

=  c. 

so  folgt  endlich 

a  +  b  =  —  c,  83) 
2 

also  das  Clairaut'sche  Gesetz.  Dasselbe  ist  bekanntlich 

von  der  Art  der  Anordnung  der  Schichten  unabhängig,  weshalb 

wir  hier  ebenfalls  auf  dasselbe  geführt  werden  mussten. 

Aus  den  beiden  weiteren  Relationen  für  Punkte  des  Äquators 

a  —  — — ■■  1  -4-  -a.SH  c 
W   V       5   Hw  2  / 

folgt  nach  Elimination  von  W ■ 

A/(*«)/,       3    H       „  \ 

Da  aber 

3  c  c 
 at-S  -  q—  —  , 

.)    H„,  2 

so  ist  endlich 

84) 

P(l  +  ft-|-e)(l  +  («-|c)sin?»).  86) 

Vermöge  der  Beziehung 

=  c  87) 

o 

kann  man  aus  der  Gleichung 

i_I+3(M  .7^= 5  ö  V«  /         10  Vw  / 

+  —  —     12C4-9C,  +  3C,-  — C, )+...+  —  =  0,  88) 

20V*/  \  1     2    V  Sflf)^  ' 
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Nach  Einführung  des  £-Werthes  ergibt  sich  hieraus 

c 

o,  =  4  —  91) 
9f  /1—0- 27047  +  0- 14778  —  0- 050756+ 

B~  \    '  +0-012767— 0  0O27347+0-0O05558.../ 

also 

5 
c 

_  jl  

at  — 

1  0-837 

und  da 

sowie 

c  =  -  =  0*0034672, 

288-41 

so  ist 

—  =  1889, 

üc  —  0*002741  1  —      —  • 

Die  Abplattung  der  Erdoberfläche  ist  demnach 

rl  =  * .  1-21 2795  =  0  •  003324 
oder 

1 

ö  —  , 

300-8 

und  zwar  auf  Grund  des  eingeführten  Dichtigkeitsgesetzes 

(Hm  —  5*6).  Die  hiernach  gefundene  Abplattung  ist,  wie  man 

sieht,  von  der  BesseTschen  -        —nur  wenig  verschieden. 

299 • 1 5 
Das  zu  Grunde  gelegte  Dichtigkeitsgesetz  scheint  also  den 

wirklichen  Verhältnissen  nahe  zu  entsprechen  und  dürfte,  da 

es  allgemein  und  einfach  genug  ist  und  auch  zu  keinen  Wider- 

sprüchen führt,  gleiche  Berücksichtigung  wie  die  übrigen  ver- 

dienen. Sein  Hauptvorzug  beruht  in  dem  geschlossenen  Aus- 

druck, der  uns  der  Bildung  einer  Reihe  überhebt. 
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Die  neuesten  Bestimmungen  der  mittleren  Dichte  bringen 

indessen  fast  durchweg  kleinere  Werthe,  als  den  oben  voraus- 

gesetzten von  5*6.  Letzterer  ist  also  noch  nicht  definitiv.  Legen 

wir  den  neuerdings  von  Richarz  und  von  Krigar- Menzel 

ermittelten  Werth  Hm      5*5033  unter,  so  zeigt  eine  Rechnung, 
k 

dass   für  5-50   die  Constante  —  =  14 142  gesetzt  werden tt 

kann,  wenn  S0  —  2  50  angenommen  wird.  Es  ist  dann 

Ht.  =  10-2831.  Das  Dichtigkeitsgesetz  ist  dann  sehr  einfach 

8  =  10-2831«  x-  x\ 
und  es  ist  weiter 

i 

4  1 1325,  ̂ -1-1-8685. 
M 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  vorigen  Formeln  ein,  so 

erhalten  wir  nach  einigen  Rechnungen,  die  wir  übergehen, 

o  =  Oc.  1-20799, 

5 

—  c 

4 

Qc  — 

also  wegen  c  = 

1-8685. 0  8388 

1 

288-41 

_  1 

299  35 

als  Abplattungswerth  für  die  abgerundete  mittlere  Dichte 

8*  =  5-50. 

Es  ist  interessant,  dass  dieser  Werth  dem  von  Bessel 

aus  Beobachtungen  berechneten  Hm  =       1 ,       schon  sehr wUy  *  l  o — o 

nahe  kommt.  Es  steht  also  frei,  in  der  Theorie  einen  weiteren 

Beweis  für  die  Genauigkeit  der  Bessel'schen  Constanten 

oder,  was  wohl  richtiger  ist,  umgekehrt  in  dieser  Überein- 
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Stimmung  einen  hinreichend  genauen  Beweis  für  das  voraus- 

gesetzte Dichtigkeits-  und  Abplattungsgesetz  zu  erblicken.  Im 

Ganzen  bietet  das  Vorgetragene  eine  Stütze  dafür,  dass  die 

Abplattung  jedenfalls  kleiner  als  c  ist,  und  wenn  der  obige 

H,„ -Werth  bis  zur  ersten  Decimale  genau  ist,  so  werden  weiter- 

getriebene Annäherungen  den  Abplattungswerth  kaum  noch 

wesentlich  andern.  Hinsichtlich  der  Fehlergrenzen  unseres 

errechneten  Resultates  ist  zu  bemerken,  dass  die  Bestimmung 

k 

und  Einführung  desWerthes  ^  noch  immer  eine  Unsicherheit 

von  der  1.  Ordnung  zuliisst,  so  dass  jedenfalls  anstatt  des 

obigen  Abptattungswerthes  der  folgende  —   mass- 299 "  3«  >  sfc  1 

gebend  ist.  Der  Grund  liegt  darin,  dass  das  k  nur  für  Schichten 

eonstanter  Abplattung  berechnet  werden  konnte. 

Der  im  3  abgeleitete  für  ähnliche  Schichten  giltige 

Satz  lautet  nunmehr  für  variable  gemäss  den  vorstehenden 

Entwicklungen  w  ie  folgt : 

Wenn  die  Krde  aus  unendlich  dünnen  conzen fri- 

schen ellipsoidisch  begrenzten  homogenen  Schichten 

variabler  Abplattung  und  Dichtigkeit  derart  zu- 

sammengesetzt ist,  dass  die  Dichte  und  die  Abplattung 

der  auf  einander  folgenden  Schichten  den  Gleichungen 

51)  und  52)  entsprechen,  so  ist  unter  der  Voraus- 

setzung, dass  die  mittlere  Dichte  =  .V50  und  die  Ober- 

flächendichte =  25  ist,  die  Dichte  im  Mittelpunkte 

=  10-28,  die  Abplattung  daselbst  =  — ,  die  Abplat- 

,  361-6 
tung  an  der  Oberfläche  —  ,  w  elcher  Werth  dem 

299-35 
von  Bessel  aus  Beobachtungen  abgeleiteten  sehr  nahe 

kommt. 

§.  Ö. Die  eingeführte  Exponentialfunction  H  —  %e~hx*,  deren 
Form  an  die  bekannte  Barometerformel  erinnert,  wollen  wir 

in  einer  allgemeineren  Passung  auf  die  Dichtigkeitsverhält- 

nisse der  Atmosphäre  anwenden,  um  über  die  Allgemeingiltig- 

keit  der  Function  eine  Anschauung  zu  gewinnen.  Für  die 
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Atmosphäre  stellen  wir  demzufolge  das  allgemeinere  Dichtig- 

keitsgesetz 

auf,  in  welcher  H0  die  Dichtigkeit  an  der  Erdoberfläche  r  —  a. 

H  also  diejenige  in  der  Entfernung  r  vom  Mittelpunkte  der 

Erde  bedeutet,  k  und  n  sind  zu  bestimmende  Cohstanten,  die 

der  vorausgesetzten  Atmosphäre  anzupassen  sind.  Der  Luft- 

druck wird  demnach  durch  die  Formel 

P  =  4* J^r'dr.Q.gr 

(  a 
 " 2 

ausgedrückt,  und  da  gr  —  gy  —  j  ist.  so  folgt  als  Druck  der 

ruhenden  Atmosphäre 

P-AT%gan      e     VKa>  *dr. 

Es  werde  zur  Abkürzung  v  —  k  f~J   eingeführt,  dann  ist 

nk"      Jk      v  " 

Die  Theorie  der  Gammafunctionen  (vergl.  Schloemilch, 

Compendium  der  höheren  Analysis,  II)  liefert  nun  das 

Integral 

)x     v>-  dv~      v/~7+T  +  (*  +  l)(*+2)  '-') 

al  —  X,        at  —  X8  etc. 

Daher  geht  das  obige  Integral  über  in  die  folgende  Reihe 

P  =  [{ 
 m     |     1  n  ) 

 \ 

"*      X       k+\       (ifc  +  l)(*+2)  ' 

94) 

Um  diesen  theoretischen  Atmosphärendruck  mit  dem  beob- 

achteten zu  vergleichen,  führen  wir  statt  r  den  Werth  a  +  h  ein, 
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wo  also  h  die  Höhe  eines  beliebigen  Punktes  der  Atmosphäre 

über  der  Erdoberfläche  bezeichnet,  die  gegen  den  Halbmesser  a 

sehr  klein  sein  möge.  Vermöge  der  Näherungsformel 

( a  I  a 

folgt  also knh 

und  verglichen  mit  der  barometrischen  Höhenformel 

h 

resultirt  die  Bedingung  —  —     !     ,  also,  wenn .  8000 

a  rund  zu  6400000  m 

angenommen  wird, 

hl  —  800. 

Demnach  wird  die  obige  Luftdruckformel  vermöge  der 

Relation  —  =  8000 

ht 

P  =  4*9^. 8000a2  (  1  -         L  +  (JLZ^Z  .) 
\       800+«     (800+«)  (800 +2«)  ' 

und  da  Q0g  =  1293  kg,  also  8000  .1-293  =  10344  kg, 

P  -  4z.  10344a2  (l  !Lzi_  +  ). 

800  +  n  I 

Der  mittlere  Atmosphärendruck  auf  der  Oberfläche  der 

Erde  ist  aber 

=  4-aM0328/# 

und  stimmt  für  n  —  1  mit  dem  errechneten  Werthe  nahezu 

überein.  Man  muss  also  setzen  n  —  1  oder 
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woraus  das  bekannte  Gesetz 

kh  k_ 

a  "  Htw  io 

in  seiner  einfachsten  Gestalt  folgt. 

Es  ist  aber  bemerkenswert,  dass  die  Annahme  n  >  1 , 

z.  H.  ;/  =  1*5,  //  =  2  den  numerischen  Werth  des  Druckes  nur 

wenig  verändert.  Für  n  =  2  folgt  nämlich 

P^pjl-  -1     +      -1  ...) 
l\       802       802.804  / 

und  es  weicht  in  diesem  Falle  P  um  weniger  als  — —  vom 
802 

wahren  Werthe  Px  ab,  also  um  weniger  als  1  mm  der  Queck- 

silbersäule.   Bei  n  —  3  ist  die  Abnahme  auch  noch  nicht 

1 

beträchtlich,  etwa  nur  ist  lestzuhalten,  dass  die  Cou- 

rt 400 

stante  k  =    bei  allen  Änderungen  den  entsprechenden 
8000  n 

Werth  erhalten  muss. 

Will  man  die  Centrifugalkraft  mit  berücksichtigen,  so 

bemerken  wir  beiläulig,  ohne  die  Rechnungen  durchzuführen, 

dass  das  allgemeine  Integral  vermöge  des  genaueren  Werthes  für 

» 

durch 

zu  ersetzen  ist.  Die  Ausführung  der  Rechnungen  gibt  z.  B.  für 

n  =  4 

p-4z%ga*(\-    3/4    -+-...  — ) 

8000. 

woraus  hervorgeht,  dass  die  von  der  Centrifugalkraft  her- 

rührende Abnahme  von      ' —  des  Druckes  und  ebenso  die 3.28D 

entsprechende  im  Falle  für  ;/  —  1  oder  =  2  vernachlässigt 
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werden  darf.  Bezüglich  der  Dichtigkeitsverhältnisse  im  Inneren 

der  Erde  kann  also  der  Einfluss  der  Centrifugalkraft  gleichfalls 

vernachlässigt  werden. 

Das  Resultat  dieser  Betrachtung  geht  also  dahin,  dass  die 

eingeführte  allgemeine  Dichtigkeitsformel  der  Erde  in  der  Form 

eines  Exponentialausdruckes  wegen  ihrer  Verwandtschaft  mit 

der  Dichtigkeitsformel  der  Atmosphäre  eine  gewisse  Berechti- 

gung für  ihre  Verwerthung  erhalten  hat,  was  mich  bestimmte, 

sie  in  die  Attractionstheorie  einzuführen. 

Um  noch  den  Gesammtdruck  der  Erde  zu  berechnen, 

benützen  wir  die  Formel 

mxgx  =  mg  \~~e  k\  e*v mg  =  2  b kg, 

welche  den  Druck  der  Masse  mx  der  Volumeneinheit  im 

r 

Abstände  x  —  —  vom  Erdmittelpunkte  darstellt.  Hiernach  ist 

das  Druckintegral 

Die  Ausführung  der  Rechnung  verlangt  eine  Entwicklung 

der  Functionen  in  Reihen  mit  sehr  vielen  Gliedern.  Man  erhält 

schliesslich 

ix%(lkekaa  /  1       3  ,       7  5  \  n_. 
G  —  — — 0 — r—  —  k-\  k-  k*  4-  etc.  97) 

1— er*     V4       u         6o  104 

oder  bis  auf  5  Decimalen  genau 

G=i«e.w.0.08827 

1  —  e  ~* Im  Vergleiche  mit  dem  Gewichte  der  in  allen  Theilen 

gleich  schweren  Erde 

4 
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erhält  man  wegen  Hn  —  Hce~k 

=  3—  0-08827  99) 

oder,  weil 

k  H, 

g  /  Ö  \2 

—  =  3.0-08827  •  f— )  =  0-94492.  100) 

Das  wirkliche  Gewicht  der  Erde  ist  also  nur  um  ein 

geringes  kleiner  als  das  mittlere. 

Der  Gesammtdruck  der  Erde  ist  nunmehr 

G—     aH.  5-6  .  1000.0*9449  *£, 3 

also  da  a  =  6370000  m 

z=  5729  Quadrillionen  kg. 

Der  Atmosphärendruck  ergibt  sich  aus 

At.  =  4a*zA0328kg, 

also  ist  das  Verhältniss 

G      a.  5-6. 0*9449. 1000 

At.  3.10328 

=  1088800  At. 

Hiernach  beträgt  der  Gesammtdruck  oder  das 

Gewicht  der  Erde  über  eine  Million  Atmosphären. 

Man  hat  die  Frage  aufgeworfen,  in  welchem  Zustande  sich 

in  Folge  des  gewaltigen  Druckes  die  tieferen  Massen  der  Erde 

befinden  mögen.  Nach  Heim  zerquetschten  Gesteinssäulen 

durch  ihr  eigenes  Gewicht  ihren  Sockel,  und  zwar:  Ziegel  bei 

einer  Säulenhöhe  von  100  w,  Sandstein  bei  900— 1300  m, 

Kalkstein  bei  1100  —  1800  ;//,  Granit  und  Gneis  bei  1800  bis 

2000  m  und  Porphyr  bei  2860  m  Säulenhöhe.  Nach  den  Ver- 

suchen von  Kick  müssen  die  Gesteinsmassen  schon  in  8000  m 

Tiefe  plastisch  werden.  Es  ist  also  wahrscheinlich,  dass  in 
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Folge  des  hohen  Druckes  und  der  Einwirkung  einer  hohen 

Temperatur  die  tieferen  Erdschichten  plastisch  oder,  wie  man 

vermuthet,  gasig  sind.  Andere  Hypothesen  sprechen  sich  wieder 

für  eine  grössere  Starrheit  aus.  Das  tiefste  Bohrloch  zu  Speren- 

berg  zeigt  bei  1300  m  Tiefe  4-48'  Celsius,  wonach  also  die 

geothermische  Tiefenstufe  30  m  beträgt. 

Von  Interesse  ist  es,  aus  der  Dichtigkeitsformel 

0  =  10-578*-' 

die  Tiefe  der  vulcanischen  Gesteine,  wie  Andesit,  Trachit,  die 

eine  specifische  Dichte  2*7  bis  2*8  haben,  zu  berechnen.  Die 

Rechnung  zeigt,  dass  diese  Gesteine  in  einer  Tiefe  von  1 15  bis 

I  70  km  lagern  und  also  eine  Temperatur  von  mindestens  1200° 

haben  müssen,  da  dies  ihre  Schmelztemperatur  ist. 

Hiernach  scheinen  diese  vulcanischen  Gesteine  doch  wohl 

etwas  tiefer  zu  liegen,  als  gemeiniglich  angenommen  wird. 

Inwieweit  diese  Angaben  aber  der  Wirklichkeit  entsprechen, 

entzieht  sich  zur  Zeit  noch  vollständig  der  Beobachtung,  abge- 

sehen davon,  dass  die  thatsächliche  Massenlagerung  wohl  nicht 

nothwendig  immer  mit  der  vorausgesetzten  idealen  Schichtung 

zusammenfällt.  In  Wirklichkeit  werden  Massenanhäufungen 

mit  Massendefecten  abwechseln,  von  deren  Existenz  und  Ein- 

fluss  das  Pendel,  das  geognostische  Senkblei,  uns  in  so  sicherer 

und  unzweideutiger  Weise  unterrichtet  (vergl.  Relative  Schwere- 

bestimmungen, ausgeführt  durch  die  k.  und  k.  Kriegsmarine  in 

den  Jahren  1892  —  1894;  Wien.  1895). 

§.  8. 

• 

Man  kann  noch  die  Krage  stellen,  ob  das  eingeführte 

Dichtigkeitsgesetz  die  Zahlenwerthe  der  Trägheitsmomente 

der  Erde  und  damit  die  Präcessionsconstanten  hinreichend 

genau  wiederzugeben  vermag.  Auf  alle  Fälle  darf  die  Theorie 

zu  keinen  Widersprüchen  fuhren,  wiewohl  es  schwer  halten 

mag.  alle  Beobachtungsdata  aus  einem  rein  theoretischen 

Gesichtspunkt  oder  Gesetz  abzuleiten.  Ks  ist  aber  immer  nütz- 

lich, zu  sehen,  wie  weit  eine  Theorie  reicht,  d.  h.  wie  weit  sie 

die  Beobachtungen  befriedigend  wiederzugeben  vermag,  und 

wo  ihre  Herrschaft  aufhört. 

Sitzb  d.  mathcm.-iMturw.  IX:  CVII.  HJ..  Ahth.  II.  a.  VA 
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Von  den  bekannten  Formeln  für  die  Trägheitsmomente 

c_  ̂   _  f*  d[(]  —  a)a^da 

"15  Jo  
da '  " 15  I 

Ja 

werden  wir  speciell  das  erste  ins  Auge  fassen  und  darin  die 

früher  aufgestellten  Werthe  für  etc.  einführen.  Bei  Annahme 

einer  nahezu  kugelförmigen  Gestalt  geht  das  obige  Integral  für 

eine  constante  Abplattung  über  in 

8    %  (%a  d(ab)H da. 
ö      TZ  I 

~15  «J. 

da 

Es  genügt,  das  Trägheitsmoment  in  dieser  vereinfachten 

Form  zu  berechnen.  Wir  setzen  a  —  x  und  erhalten  vermöge 

8  =  %ce  n i  t  — 

A  =  -  -  f  H x* dx  =  -  -8«  f  X*€    "  dx. 
3  "I  3  "  Jfl 

Hierin  ist  —  =  \/2  =  1-4142. n 

Dies  Integral  bringen  wir  mit  den  aus  astronomischen 

Berechnungen  und  Beobachtungen  abgeleiteten  Werthen  (Hel- 

mert, a.  a.  O ..  S.  473) 

C=  0  332! a*M  x         ,  M it  =  Aquatorhalbmesser  . 

.4  =  O-331O0W 

in  der  Weise  in  Beziehung,  dass  wir  den  Coefficienten  0-3310 

von  A  als  Unbekannte  z  ansehen  und  demzufolge  setzen 

>    _        »i     _  =" 

-  H   /    vV    "  </.v  =  c.  F.A/. 3 

Hieraus  in  Verbindung  mit 

3     £   *  / 
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ergibt  sich 

-  =  " "  i  f 1  —  e 

Vermöge  des  Ausdruckes 

k 

kx* 

■  d 

k 

102) 
geht  also  das  Integral  über  in 

Durch  Auflösen  desselben  in  eine  Reihe  ergibt  sich 

..(,  i  er  er  er  er 5  =  2  —  \   -»-  ■+-   
HfM    5       1.8      2.11       (5.14      24.17  120.20 

deren  Bildungsgesetz  klar  ist. 

Wir  wenden  auf  diese  Formel  den  von  Richarz  und 

Krigar- Menzel  abgeleiteten  Dichtigkeitswerth  Hm  —  5 -50 

(auf  zwei  Decimalen  abgerundet)  und  die  unserem  Dichtigkeits- 

gesetz entsprechenden  übrigen 

ö  Ii 

Constanten      1  =:  1HGS.">,       —  \  2  an  und  erhalten 

r  =  2  . 1- 8685 (0-2 +  0*090909  +  0-009804  +0- 0004834- 

+  0  0000 137—1-41421  (0  ■  1 25000  +  0 '  023809+ 

+  0  0016<iÜ  +  0-OC)OOt51), 
also  schliesslich 

5  =  0  3300. 

Das  Trägheitsmoment  .4  für  die  nach  dem  Dichtigkeits- 

gesetz  H  —  H  t-     "   geschichtete  Erde  als  Kugel  ist  hiernach 

.4  =  0:YM)a2M, 

ein  Werth,  der  von  dem  oben  angegebenen  für  .4  oder  C  nur 

wenig  abweicht.  Hatten  wir  den  Werth  q  in  101;  vernach- 

lässigt, so  würde  0-331  gekommen  sein. 

103) 
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Man  kann  also  immerhin  behaupten,  dass  das  Dichtigkeits- 

gesetz sehr  annähernd  den  astronomischen  Constanten  ent- 

spricht, wenn  man  daran  festhält,  dass  die  vorausgesetzten 

Werthe  für  8m  und  namentlich  H0  =  2-5  doch  auch  nur  hypo- 

thetisch sind.  Indessen  steht  nichts  im  Wege,  k  und  damit  die 

anderen  Constanten  derart  zu  bestimmen,  dass  die  Präcessions- 

vverthe  vollständig  erfüllt  sind.  Setzen  wir  nämlich  in  103)  für 

H 

seinen  vorhin  abgeleiteten  Werth  ein  und  entwickeln  in 
8 

Reihen,  so  folgt  für  A  —  C 

04(,  ./«  d
l      <)'

  \ 

=  0-411   —  1  h  ...I 

8  \ «  '       528        24(34  942480 

am.  104) 

Daher  kann  durch  Versuche  k  derart  bestimmt  werden, 

dass  der  gewünschte  Präcessionscoefficient  aus  der  Formel 

hervorgeht 

Im  Falle  der  Homogenität  der  Erde  ist  k  —  0,  und  es 

geht  A  über  in  die  bekannte  Formel  des  Trägheitsmomentes 

einer  homogenen  Kugel: 

A  ~  '  a*M. 
5 

Für  die  geschichtete  Erde  mit  nach  innen  wachsender 

Dichte  ist  also  das  Trägheitsmoment  kleiner  und  daher  für 

nach  aussen  zunehmende  Dichte  (k  negativ)  grösser. 

Um  noch  die  Differenz  C — A  einer  kurzen  Berechnung  zu 

unterziehen,  benützen  wir  die  Formel  63)  und  erhalten 

g 
C — A—      za.  H  N. 

15 also  vermöge  81  )  oder 

auch 

—  -       S  —  a  5  »w 

8         '  1 C—A—      -H„,  0—      c j       (a  —  1) 
0  2 
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oder 

C-A-  -*»ma>-  l(2fl_c)ö;. 
3  3 

Damit  sind  wir  auf  eine  bekannte  Formel  gekommen. 

Also  ist 

C—A-  1  (2a— c).Ma*.  '  105) 3 

Setzen  wir  a=  =0*0033457,  c  =  0-003467,  so 
299  .V) 

folgt 

C-A  =  0*001075aM/. 

Die  Mondbewegung  verlangt 

C-A  =  0-0010865«iM/. 

Um  die  Abhängigkeit  der  Abplattung  von  dem  Dichtigkeits- 

gesetz und  der  Centrifugalkraft  klarer  hervortreten  zu  lassen, 

greifen  wir  auf  88)  zurück,  aus  welcher  zunächst 

15  »' 

„.=  ■«   10ti, 
3    k       35  fk\*     125  (k\* 1  —  +  —        -   t—    —  {  —    +  ... 

16   "       357  7392  . "  *' 

hervorgeht.  Da  aber  H  —  ^  ,  so  ergibt  sich  ferner 
'  -i) 

lbm*\\  
—  e  ni o,  —

 

 

107) 

«      \      16  "      357  ̂ tW  j 

und  wegen  54  >  oder 

1   k       l  i    (k\*  \ 

8    «       (iO  1848  v#f/  / 
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folgt  endlich 

,6*(i-.-*)(i+  !  *+-L(*)V..) 
  8   "       66  l  n  '  j 

lb H„,  1—  h    -  -  -  ... 
»       i       16  « 

oder  nach  Auflösen  aller  Ausdrücke  in  eine  Reihe 

16r(**)HM  i       16   «  5632 
N 

10») 

In  Bezug  auf  die  Gravitationsconstante  (£2)  zeigt  sich, 

dass  eine  Abnahme  der  Gravitationskraft  eine  Zunahme  der 

Abplattung  und  schliesslich  eine  Zerstreuung  der  Materie 

herbeiführen  würde.  Ebenso  muss  eine  kleinere  mittlere  Dichte 

unter  sonst  gleichen  Umständen  eine  grössere  Abplattung 

bewirken.  Im  Falle  der  Homogenität  des  Sphäroides  (k  —  0) 

wird 

15»* 
an  = 

oder,  wenn  man 

c  = 

16 -(*-)♦*,„ 

in  erster  Annäherung  mit  M  —  -  xa*Qm  einführen  will: 
3 

o0  =  c 

o 

4 

Kür  die  homogene  Erde  würde  also  o0  —  sein  müssen. 

und  die  Nichtübereinstimmung  dieser  Abplattung  mit  der  wirk- 

lichen beweist  die  Existenz  der  Constanten  k,  die  also  positiv 

sein  muss.  Die  damit  verknüpfte  Zunahme  der  Dichtigkeit  nach 

innen  bedingt  daher,  wie  die  Reihe 
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o  =  -  c  1  •  — )...  110) 
4    \       16   »       5632  y 

zeigt,  eine  kleinere  Abplattung  als  bei  homogener  Dichte.  Der 

Grund  liegt  darin,  daSS  bei  dieser  Anordnung  die  dichteren 

inneren  Massen  dem  Einflüsse  der  Centrifugalkraft  mehr  ent- 

zogen sind.  Man  sieht  dies  auch  sofort  ein,  wenn  man  annimmt, 

dass  die  Dichte  von  innen  nach  aussen  wachse.  Denn  da  k  als- 

dann negativ  ist,  so  liefert  die  Formel,  wenn  c  constant,  eine 

umso  grössere  Abplattung,  je  grösser  k,  d.  h.  je  stärker  die 

Dichte  nach  aussen  zunimmt,  wodurch  die  äusseren  dichten 

Lagen  einem  grösseren  mit  der  Entfernung  wachsenden  Ein- 

fluss  der  Centrifugalkraft  unterliegen.  Man  vergleiche  hiermit 

auch  Clairaut,  1.  c.  §.  XXXII.  S.  220. 

Bemerken  wir  noch,  dass  der  Ausdruck  für  die  Differenz 

der  Trägheitsmomente  C — A  auch  durch  die  Formel 

C-A=^(l-  5    k  -  145  (iLlaW  III) 
2  \       16   n       5632  \"  /  / 

gegeben  ist,  so  zeigt  sie,  dass  diese  Differenz  unter  Annahme 

der  Zunahme  der  Dichte  nach  innen  kleiner  ist,  als  im  Falle 

5 

der  Gleichartigkeit,  für  welche  k  —  v,  a  —      c.  also 4 

C-A-  ?  aa*M 
5 

besteht. 

Es  ist  bemerkenswert!!,  wie  alle  diese  Werthe  von  der 

Constanten  —  abhängen.  Legten  wir  anstatt  des  oben  ange- 
"  

k 

nommenen  VVerthes  ■-  =  1-4142  einen  etwas   kleineren  der Ii 

Rechnung  unter,  so  würde  das  Trägheitsmoment  (ürA  oder  C, 

ebenso  für  C — A  etwas  grösser  ausfallen,  wie  auch  die  Ab- 

plattung, wie  schon  oben  bemerkt,  sich  vergrössern  würde. 

Aus  der  Formel  106)  und  der  vor  108)  stehenden  lässt  sich 

noch  die  folgende 
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15ü>'-      f        5    k  \ 
0  =  IlH  h  etc.  112) 

16s(^)H,  16  " 

ableiten,  in  welcher  die  Mittelpunktsdichte  vorkommt. 

Für  zwei  Sphäroidc  gleicher  Mittelpunktsdichte  undCentri- 

fugalkraft.  aber  verschiedener  Dichtigkeitsabnahme  nach  aussen 

sind  auch  die  Abplattungen  verschieden,  da  sie  eine  Function 

von  k  sind.  Je  grösser  k,  d.  h.  je  rascher  vom  constanten  aus 

die  Dichtigkeit  abnimmt,  umso  rascher  wächst  nach  der  obigen 

Formel  die  Abplattung,  wie  es  auch  sein  muss,  da  alsdann  auch 

die  mittlere  Dichte  in  starkem  Verhältniss  abnimmt.  In  gleichem 

Sinne  wächst  c  oder  das  Verhältniss  der  Centrifugalkraft  zur 

Schwerkraft  am  Äquator,  weil  letztere  mit  grösserem  k,  d.  i.  mit 

verminderter  Dichte  rasch  abnimmt.  Denn  es  ist 

10. 

Die  obigen  Formeln  gelten  also  nicht  bloss  für  die  Erde, 

sondern  überhaupt  für  alle  diejenigen  Himmelskörper,  deren 

Zusammensetzung  und  Bau  im  Ganzen  demjenigen  der  Frde 

entspricht  oder  gleicht.  Ob  die  zu  Grunde  gelegte  Dichtigkeits- 

form ef 

vermöge  ihrer  Allgemeinheit  sich  vielleicht  auch  auf  planeta- 

rische Nebelmassen,  die  sich  zu  festen  Weltkörpern  aus- 

bilden, ausdehnen  lässt.  wollen  wir  dahingestellt  sein  lassen.  Es 

dürfte  genügen,  ausser  der  bisher  betrachteten  Erde  noch  den 

|tiri«4h.ti  itllni  Planeten,  den  Jupiter,  in  Rechnung  zu  ziehen. 

hrm  nli.l^f  nehmen  wir  die  Gleichung  108»  wieder  vor 

und  bniiK«  n  mi«,  um  sie  mit  Jupiter  und  Erde  in  Beziehung  zu 

setzen,  .'in  lolKtMuicn  Darstellung,  wobei  wir  einfach  k  statt  - 

schreiben: 

Digitized  by  Google 



Dichtigkeit  und  Abplattung  der  Krde.  1111 

1  +  -  V  +  1 fl'  _  a>'*  ̂   k    \  —  e-k'  8  _66_ 

0  —  o»2    &     v  -4  ]  | w  1  +  —k+  — 
8 

1  —       *  H  k* .  . 
1  6  352 

  .  |13) 

1 6  352 

Hierin  bedeuten  die  gestrichelten  Ausdrücke  a',  w'  =  , 
r 

H(„ ,  die  Abplattung,  Winkelgeschwindigkeit,  beziehungsweise 

Rotationsdauer,  mittlere  Dichte  und  Dichtigkeitsconstante  des 

Jupiter,  die  übrigen  die  der  Erde,  wobei  wir  bemerken,  dass  die 

angedeuteten  Reihen  genauer  durch  die  in  den  Formeln  0*3), 

64),  89)  mitgetheilten  Rechnungsmethoden 

1  +  0125  £+001515151  £*+0'00054l  1       0« 0001 395 Jfc4 

-  0  •  0000 1 359  **+0-  <  KXKX)23  *«  +  0  •  0000003  k7 

beziehungsweise 

1  — 0  1875*+0-099147A»— 0*ÜlÖ910*»+0  0029487* 

-  0  •  0004378  **+0  •  00006 1 7  k«  -  0  ■  000007 7  *' 

gegeben  sind. 

Hie  Abplattung  des  Jupiter  ist  nach  den  neueren  Bestim- 

mungen von  Prof.  Schurz  .  Seine  mittlere  Dichte  nehmen 
162  j 

wir  r=0'24  der  Krde  und  seine  Rotationszeit  =r  - —  derjenigen 

der  Krde  an.  also  ist 

(,>'*  T* 

~  i  —  y,2  —  {-    )  ■ 

Für  die  Krde  gelten  a  —  ,  H„,  =  5  50,  also 
299  35 

*-    -  ̂-18085. 
1— <?"*  h,(I 
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Alle  diese  Wcrthe  eingesetzt  in  113)  ergeben  schliesslich 

1—  c  1+0125*'+...  —  o  a9343. 

1—0  1875*'+... 

Diese  Gleichung  kann  nur  durch  Versuche  aufgelöst 

werden.  Nach  mehreren  Rechnungen,  die  wir  hier  übergehen, 

fand  sich  endlich  für k'  -  21, 

dass  der  Ausdruck  zur  Linken  der  obigen  Gleichung  zu  0  59688 

wurde,  was  mit  dem  Werthe  zur  Rechten  nahe  übereinstimmt. 

Nun  ist  e+-  1  =  81661,  e~'l  x  =  01224,  mithin 

Bc  =  ew  .  — =J._  =  0        5  =  316. 1  —  ̂ -21  0-41788 

Die  Mittelpunktsdichte  des  Jupiter  ist  demnach  3  16  und 

seine  Oberflächendichte  H0  =  H,t  1  =  0-387,  welche  Werthe 

natürlich  nur  angenähert  gelten.  Für  Erde  und  Jupiter  haben 

wir  also  das  folgende  Resultat: 

Erde  Jupi'.cr 

Oberflächendiehte   2  50  0-387 

Mittlere  Dichte   5-50         1  32 

Dichte  im  Centrum  10-28        3-  16 

Während  also  bei  der  Erde  die  Dichte  im  Centrum  die 

vierfache  Oberflächendichte  beträgt,  steigt  dies  Verhältniss  bei 

Jupiter  ins  achtfache  Die  Änderung  der  Dichtigkeit  beim 

Jupiter  ist  also  weit  grösser,  als  bei  der  Erde,  wiewohl  seine 

Mtttelpunktsdichte  nur  um  etwa  l/4  grösser  als  die  Oberflächen- 

dichte der  Erde  ist.  Fragt  man  nach  dem  Orte,  wo  bei  Jupiter 

die  locale  Dichte  gleich  der  mittleren  Dichte  ist,  so  ergeben  die 

obigen  Formeln,  dass  dies  bei  einem  Radius  von  *:=0-746 

des  Jupiterhalbmessers  stattfindet,  und  ist  es  bemerkenswert^ 

dass  auch  bei  der  Erde  ein  nahezu  gleiches  Resultat  (Radius 

der  mittleren  Erddichte  —  0' 761  für  H„,  —  5*5)  gefunden  wurde. 
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Entwurf  einer  allgemeinen  Theorie  der 

Energieübertragung 

von 

Dr.  Gustav  Mie, 

Privatdocettl  au  der  technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe. 

(Mit  7  TexUiguren.) 

In  neuerer  Zeit  beginnt,  hauptsächlich  durch  den  Einfluss 

der  Maxwell'schen  Theorie,  die  Ansicht  herrschend  zu  werden, 

dass  sich  alle  Naturerscheinungen  durch  Nahewirkungen  er- 

klären lassen.  Eine  Folgerung  aus  dieser  Ansicht  ist,  dass  die 

Energie  in  eindeutig  bestimmbarer  Weise  im  Räume  vertheilt 

sein  muss.  Man  ist  nun  öfters,  besonders  seit  den  Untersuchungen 

von  Poynting  und  Heaviside  über  die  Energiewanderung  im 

elektromagnetischen  Feld,  weitergegangen  und  hat  der  Energie 

auch  Bewegungen  zuschreiben  wollen,  die  die  Änderungen  in 

ihrer  räumlichen  Vertheilung  verursachten.  Hiergegen  ist  viel- 

fach (vergl.  z.  B.  Föppl,  Einführung  in  die  Maxwell'sche  Theo- 
rie. 1894,  S.  290)  mit  Recht  bemerkt  worden,  dass  man  von 

einer  Bewegung  der  Energietheilchen  nicht  in  demselben  Sinne 

sprechen  kann,  wie  von  einer  Bewegung  materieller  Theüchen. 

Ich  habe  nun  in  der  folgenden  Untersuchung,  nachdem  eine 

Individualist  ung  der  Energietheilchen,  gleich  der  der  materiellen 

Theilchen,  bestimmt  zurückgewiesen  ist,  trotzdem  die  Theorie 

der  sogenannten  Energieströme  als  eine  nothwendige  Con- 

sequenz  aus  der  Vorstellung  der  Nahewirkung  hergeleitet.  Ich 

habe  die  Forderung,  dass  es  nur  Nahewirkungen  gäbe,  mathe- 

matisch ausgedrückt  in  Form  allgemeiner  Principicn,  deren  sich, 

das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  mitgerechnet,  vier  noth- 

wendig  ergeben  haben.  Während  die  beiden  ersten  von  der 
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Energie  seiher  handeln  und  zu  dem  Problem  der  Berechnung 

der  Energie  aus  den  Eigenschaften  der  Materie  führen,  handeln 

die  beiden  anderen  von  der  Energieübertragung  und  bringen 

das  Problem  mit  sich,  die  Energieübertragung  zu  berechnen. 

Es  zeigt  sich  nun.  dass  dies  mit  Hilfe  einer  durch  die  Eigen- 

schaften der  Materie  überall  eindeutig  bestimmten  Vector- 

grösse  zu  geschehen  hat,  die  ich  der  herkömmlichen  Ausdrucks- 

weise folgend,  als  »wirklichen  Energiestrom«  bezeichne. 

Dieser  Vector  lässt  sich,  wie  in  dem  zweiten  Theil  der 

Untersuchung  gezeigt  wird,  abgesehen  von  den  noch  nicht 

experimentell  erforschten  Ener^ieübergängen  durch  Gravita- 

tionswirkungen und  durch  die  neuentdeckten  Strahlungen, 

wirklich  immer  in  einer  einfachen  Weise  berechnen.  Besonders 

wichtig  ist  es  mir  hiebei  gewesen,  die  Energieübertragung  im 

elektromagnetischen  Eelde  zu  behandeln,  und  es  hat  sich 

ergeben,  dass  der  von  Poynting  und  Heaviside  hergeleitete 

Energiestrom  thatsächlich  als  der  wirkliche  Energiestrom  be- 

zeichnet werden  muss.1 

Damit  ist  die  Poynting'sche  Theorie  als  nothwendige  Con- 

sequenz  der  Maxwell'schen  erwiesen.  Insbesondere  ist  es  mir 

gelungen,  den  von  Hertz  erhobenen  Einwand  der  cyclischen 

Energieströme  in  statischen  Feldern  zu  entkräften. 

Ausserdem  habe  ich  die  bisher  über  den  Gegenstand  ver- 

öffentlichte Literatur  eingehend  besprochen,  vor  Allem  die 

englische,  die  bisher  in  Deutschland  zum  grossen  Theil  unbe- 

achtet geblieben  ist.  Die  sogenannte  Energetik  habe  ich  dabei 

nicht  berücksichtigt,  da  diese  Richtung  keinen  Einfluss  auf 

meine  Untersuchungen  gehabt  hat 

So  viel  wie  möglich  habe  ich  die  allgemeine  Theorie  an 

einfachen  Beispielen  erläutert,  z.  B.  habe  ich  die  Vorgänge  in 

dem  Eelde  einer  elektrischen  Kugel,  die  von  einer  zur  Erde 

abgeleiteten  Wand  mit  constanter  Geschwindigkeit  entfernt 

wird,  benutzt,  um  das  Wesen  der  elektromagnetischen  Energie- 

übertragung 7Ai  erklären.  Eine  grössere  Anzahl  von  Beispielen 

denke  ich  in  einer  nächstens  folgenden  Abhandlung  zu  bringen. 

'  Dieser  Nachweis  ist  mir  allerdings  nur  unter  der  jedenfalls  unwesent- 

lichen Voraussetzung  gelungen,  dass  die  Materie  im  elektromagnetischen  Feld 

sich  nicht  hewtgt. 
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I.  Abschnitt. 

Definition  des  wirklichen  Energiestromes. 

Erstes  Princip:  Erhaltung  der  Energie. 

1.  Ein  System  von  Körpern,  welches  im  Laufe  der  Zeit 

nur  solche  physikalischen  Veränderungen  erfährt,  die  in  gar 

keinem  Zusammenhange  mit  Vorgängen  in  anderen  materiellen 

Systemen  stehen,  nennt  man  ein  freies  System. 

Energie  eines  freien  Systems  nennt  man  eine  Function  E 

aller  der  Grössen,  durch  die  sein  Zustand  geometrisch  und 

physikalisch  in  jedem  Augenblick  charakterisirt  ist,  die  für  alle 

natürlichen  Änderungen  eine  Invariante  ist.  Erfahrungsgemäss 

lässt  sich  diese  Function,  abgesehen  von  einer  willkürlichen 

additiven  Constante,  immer  eindeutig1  bestimmen.  Jeder  Ände- 

rung einer  speciellen  Art  von  Zustandsgrössen  entspricht  eine 

partielle  Änderung  JE«,  die  man  im  Allgemeinen  als  Änderung 

einer  Form  der  Energie  bezeichnet. 

Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie, 

Die  algebraische  Summe  der  partiellen  Ände- 

rungen der  Energie  (Energieformen)  ist  bei  natür- 

lichen Vorgängen  in  einem  freien  System  gleich  Null. 

dE  =  dEJ  +  J  E.,  ■+- .  . .  +JE,  —  0. 

Localisation  von  Energieformen. 

2.  Fassen  wir  z.  B.,  wie  es  die  Mechanik  consei vativer 

Systeme  thut,  nur  die  geometrischen  und  kinematischen  Ver- 

hältnisse ins  Auge,  so  finden  wir  zwei  Formen  der  Energie. 

Einer  Änderung  in  der  geometrischer,  Conliguration  entspricht 

eine  solche  der  »potentiellen  Energie  dE,  einer  Änderung  der 

Geschwindigkeiten  eine  solche  der  »kinetischen  Energie«  dT. 

Die  Mechanik  lehrt  uns  nun,  dass  JE  aufzufassen  ist  als  das 

J  Wodurch  die  Eindeutigkeit  der  Bestimmung  erzielt  wird,  soll  hier  nicht 

erörtert  weiden. 
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totale  Differential  einer  Function  der  Coordinaten  aller  mate- 

riellen Punkte  des  Systems,  die  die  Geschwindigkeiten  nicht 

enthält: 

F  =  y(xvyv     xt . .  .zn). 

Bei  Untersuchung  continuirlicher  Körper,  deren  Punktzahl 

unendlich  gross  ist,  müssen  wir  uns  die  Berechnung  von  F  so 

denken,  dass  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Systempunktes 

(xfy,s)  als  Functionen  der  Anfangswerthe  und  einer  Anzahl 

Parameter  pv  p.2.-..pk  (Lagrange'sche  Coordinaten)  aufzufassen 
sind  und  dass  man  in  y  diese  Functionen  einsetzt: 

y\  =  •  •/>*) 

—-  z  (  ro O 0»  SQ* P\* Pt » '  '  -  P*) 

V 

*  =  'HPvPt>"P*)'      JF-  >~-t//''- 

—  <7\ 

Ebenso  ist  </7  das  totale  Differential  einer  Function  der 

Geschwindigkeiten  vv  v.,f.  .  .vn  und  der  Massen  der  System- 

punkte  wp  m...  .  niM : 

7*  =  N      * -  - ,        dT=  2_  m  >v>  ■ dv-  • 

Wenn  wir  es  mit  continuirlichen  Körpern  zu  thun  haben, 

so  ergibt  sich,  indem  wir  mit  jt,  t\  </t  Dichte.  Geschwindigkeit 

und  Volumen  eines  Körperelementes  bezeichnen: 

T  ~  |  -  -  '      .  t/r,       ä  T  —  j  \i .  v .  äv .  dt . 

Wenn  nur  mechanische  Vorgänge  stattfinden,  ist  also 

E  —  F-t-  T  die  Invariante. 

3.  Die  kinetische  Energie  des  Systems  ist  nach  ihrer  De- 

finition eine  Summe  von  unendlich  vielen  Theilchen,  deren 

jedes  einem  ganz  bestimmten  Körperelement  zugeordnet  ist. 

Sie  hat  diese  Eigenschaft  mit  der  Masse  des  Systems  gemein, 

die  ebenfalls  als  Summe  der  Massen  der  Körperelemente  zu 

berechnen  ist.  Wir  sagen  daher,  dass  die  kinetische  Energie 
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eine  räumliche  Vertheilung  besitzt  und  können  sie  uns  als  eine 

Art  immaterielles  Fluidum  vorstellen,  das  den  einzelnen  Körper- 

theilchen  in  veränderlicher  Dichte 
anhaftet.  Diese  Eigen- 

schaft der  Energie  will  ich  als  ihre  Localisirbarkeit  bezeichnen. 

Definition  der  Localisirbarkeit. 

Eine  Energieform  dEa  heisst  localisirbar,  wenn 

ihre  Grösse  sich  als  die  Summe  unendlich  vieler 

Theilchen  ergibt,  deren  jedes  einem  bestimmten 

Körperelemente  dz  eindeutig  zugeordnet  ist. 

dE,x  —  j  dea.dz. 

Die  potentielle  Energie  ist  nach  der  gewöhnlichen  Dar- 

stellungsweise der  Mechanik  nicht  localisirbar. 

Zweites  Princip :  Localisirbarkeit  der  Energie. 

4.  Wir  stellen  als  eine  Forderung  der  heutigen  theoretischen 

Physik,  welche  die  Fernkräfte  leugnet,1  das  folgende  Princip  auf: 

Princip  der  Localisirbarkeit  der  Energie. 

Die  Energie  eines  jeden  freien  Systems  las  st 

sich  berechnen  als  Summe  unendlich  vieler  Energie- 

theilchen,  deren  jedes  einem  bestimmten  Körper- 

element eindeutig  zugeordnet  ist. 

B—  je.dx.  ...2 

Die   Grösse  e,    welche   ich   die   Dichtigkeit  der 

Energie  in  dem  Elemente  dt  nennen  will,  hängt  da- 

bei allein  von  den  Grössen  ab,  die  den  Zustand  in 

charakterisiren. 

1  Drude,  Über  l'crncwirkimgen.  Referat  f.  d.  60.  Vers,  deutscher  Naturf. 
und  Arzte.  Section  f.  Physik.  Braunschweig,  1897. 
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Nach  diesem  Satz  ist  es  auch  möglich,  von  der  Energie 

eines  beliebigen,  untreien  Systems  zu  sprechen,  wenn  man 

e.dt  als  die  Energie  des  Körperelementes  dz  bezeichnet. 

Wenn  man,  wie  es  in  der  mathematischen  Physik  gewöhn- 

lich geschieht,  unter  Körperelementen  die  kleinsten  Theilchen 

der  Materie  versteht,  die  man  durch  irgendwelche  physikalische 

Mittel  noch  voneinander  unterscheiden  kann,  wenn  man  ausser- 

dem für  die  elektrischen  und  magnetischen  Erscheinungen  die 

MaxwelKsche  Theorie  annimmt,  so  ist  das  Princip  weiter  nichts 

als  der  Ausdruck  einer  allgemeinen  Erfahrung.  Dabei  müssen 

wir  dann  allerdings  von  der  noch  nicht  experimentell  erforschten 

Gravitationskraft  absehen,  welche  gewöhnlich  noch  als  Fern- 

kraft behandelt  wird.1 

Nach  diesem  Princip  darf  man  sich  die  Energie  unter  dem 

Bilde  eines  immateriellen  Fluidums  denken,  das  mit  der  Dichtig- 

keit e  im  Räume  vertheilt  ist.  Die  Änderungen  in  der  räumlichen 

Vertheilung  werden  wir  dann  natürlich  schildern  als  Folgen 

von  Strömungen  («,  v,  w),  welche,  je  nachdem  sie  von  einem 

Punkte  auseinandergehen  oder  in  ihm  zusammenstreben,  eine 

Vergrösserung  oder  Verkleinerung  der  Dichtigkeit  c  bewirken: 

5.  Die  geschilderte  Vorstellungsweise  ist  von  jeher  all- 

gemein gebraucht  für  die  Energieform  der  Wärme  und  für  die 

von  einer  Lichtquelle  ausgehende  Strahlung.  Besonders  hat  sich 

bekanntlich  die  Theorie  der  Wärmeströme  als  ausserordentlich 

nützlich  erwiesen. 

Versuche,  sie  zu  verallgemeinern,  sind  erst  gemacht,  seit- 

dem Poynting2  und  Heaviside,:'  unabhängig  von  einander, 

eine  Theorie  der  Energieströmung  im  elektromagnetischen  Felde 

J  Siehe  Anhang  II. 

'  Phil.  Truns.  London,  175,  p.         10.  Jun.  1884. 

3  Electrician.  14,  p.  178  und  306,  10.  Jan.  und  21.  Febr.  1885. 

IV  ölt 

et    ~  Jx 

Heutiger  Stand  der  Theorie. 
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aufstellten,  indem  sie  eine  Vectorgrösse  (u,  v,  w)  derinirten,  die 

immer  der  Bedingung 

j>£_         cii         hv  tw 

~  8/   ~~   fx  +  Sy  +  cz 

genügt. 

In  der  Verfolgung  dieser  Idee  gingen  manche  Korscher, 

von  denen  vor  Allen  Lodge1  zu  nennen  ist,  so  weit,  den 

Energietheilchcn  eine  ähnliche  individuelle  Existenz  zuzu- 

schreiben, wie  den  materiellen  Partikeln,  so  dass  es  möglich 

sein  sollte,  von  jedem  einzelnen  Energietheilchcn  seine  Bewe- 

gungen, seine  Gestaltänderungen,  seine  ganze  Geschichte  zu 

erforschen. 

Gegen  die  Theorie  der  Energieströmung  wurden  folgende 

Einwände  erhoben: 

1.  Dass  der  Bedingung 

Sc*  rcu        hv  8*0 

~  TT  ~~   rcx~  +  Ty  +  rcz~ 

eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Functionen  (//,  t\  w)  ge- 

nügt (J.  J.  Thomson*); 

2.  dass  nach  der  Poynting'schen  Theorie  in  einem  sta- 
tischen Felde,  das  durch  einen  permanenten  Magneten  und 

einen  daneben  liegenden  clektrisirten  Körper  erzeugt  wird,  die 

Energie  in  beständiger  Bewegung  sein  müsste,  allerdings  in 

geschlossenen  Bahnen  (Hertz5); 

3.  dass  es  sehr  fraglich  sei,  ob  die  Verfolgung  der  Energie 

von  Punkt  zu  Punkt  einen  deutlichen  physikalischen  Sinn  habe 

(Hertz8). 

Eine  weitere  Verallgemeinerung  erfuhr  die  Theorie  zuerst 

durch  die  Arbeiten  von  Pearson4  und  VV.  Wien,5  welche  sie 

auf  die  mechanischen  Vorgänge  in  vollkommen  elastischen 

Körpern  und  in  Flüssigkeiten  ausdehnten. 

1  Phil.  Mag.  (5),  19,  p.  482,  1883. 

2  Brit.  Assoc.  Reports,  1885,  p.  150. 

J  Ausbreitung  der  elcktr.  Kraft,  S.  234  und  S.  294. 

I  Messenger  of  Math.  19,  p.  31,  1889. 

*  Wied.  Ann.  45,  S.  685,  1892. 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  U.;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  t.  »4 
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Die  gründlichsten  und  umfassendsten  Untersuchungen 

über  den  Gegenstand  verdanken  wir  Heaviside,1  der  vor 

Allem  die  Theorie  der  Energiewanderung  auch  für  mechanische 

Vorgänge  in  voller  Allgemeinheit  aufstellte  und  zugleich  zeigte, 

dass  für  alle  mechanischen  Analogien,  die  man  bis  heute  für 

das  elektromagnetische  Feld  geliefert  hat,  der  mechanische 

Energiestrom  mit  dem  elektromagnetischen  identisch  wird. 

Heaviside  hat  zuerst  darauf  hingewiesen,  dass  die 

Theorie  des  mechanischen  Energiestromes: 

1.  an  derselben  Unbestimmtheit  leidet,  wie  die  des  elektro- 

magnetischen; 

2.  ebenfalls  zu  cyclischen  Energiebewegungen  bei  statio- 

nären Zuständen  führt. 

Er  schliesst  daraus,  dass  es  in  der  That  unmöglich  ist,  den 

Energiestrom  bestimmt  zu  deüniren.  dass  also  die  Energie- 

theilchen  keine  individuelle  Existenz  besitzen,  dass  der  Energie- 

strom kein  physikalisches  Phänomen  ist,  .sondern  nur  ein 

mathematisches  Hilfsmittel,  um  die  Vertheilung  der  Energie 

bequem  zu  verfolgen. 

Von  neueren  Arbeiten  sind  noch  zu  erwähnen  der  Versuch 

von  M  acauley,2  einen  anderen  Energiestrom  für  das  elektro- 

magnetische Feld  herzuleiten,  als  Poynting,  ferner  der  von 

Birkeland 3  geführte  Nachweis,  dass  der  Poynting'sche 

Energiefluss  unter  allen  möglichen  der  einzige  ist,  der  eine 

reine  Functon  der  elektrischen  und  magnetischen  Feldstärke 

ist,  endlich  die  interessante  Schilderung  von  Energieströmen 

von  Föppl,1  der  ebenfalls  gewichtige  Gründe  gegen  die  Indivi- 

dualisirung  der  Energietheilchen  anführt. 

6.  Wollen  wir  der  üblichen  Ausdrucksweise  folgen,  so 

müssen  wir  jedenfalls  den  mit  dem  Worte  '  Energie'  bezeich- 

neten Begriff  durch  folgende  Bestimmung  lixiren: 

»  Elcctrician,  27.  3.  Juli  IS91;  2U.  *J9.  Juli  1892;  abgedruckt  in  Elcctr«.- 

magnet.  Theory,  p.  7H  und  p.  247  ff.;  ferner:  Phil.  Trans.  London,  1S3,  p.  42tt, 
1S92. 

*  Phil.  Trans.  London,  /.s.v.  p.  B85,  1R92. 

1  Wied.  Ann.  52.  S.  3.*»7.  1K94. 

*  Einführung  in  die  Maxwcll'schc  Theorie,  S.  293. 
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Festsetzung. 

Es  ist  unmöglich,  die  Energietheilchen  gleich 

den  materiellen  Partikeln  zu  individualisiren.  Es  hat 

keinen  vernünftigen  Sinn,  von  einer  Bewegung  der 

Energietheilchen  und  von  einer  Geschwindigkeit 

dieser  Bewegung  zu  sprechen,  wenn  man  nicht  diesen 

Worten  ganz  neue  Begriffe  unterlegt. 

Anmerkung.  Die  Individualisirung  der  materiellen  Partikeln  beruht 

darauf,  dass  sie  bestimmte  Eigenschaften  besitzen,  an  denen  sie  von  ihrer 

Umgebung  zu  unterscheiden  sind,  zum  mindesten  die  l'ndurchdringlichkeit. 
d.  h.  die  Eigenschaft,  einer  Änderung  ihres  Volumens  einen  bestimmten 

Widerstand  entgegenzusetzen.  Niemand  aber  hat  bisher  von  blauen  oder 

grünen,  kalten  oder  warmen,  gepressten  oder  ausgedehnten,  oder  ihr  natür- 

liches Volumen  besitzenden  Knergietheilchen  gesprochen,  oder  den  Energie- 

theilchen überhaupt  im  Ernst  bestimmte  Eigenschaften  ausser  ihrer  Quantität 

beigelegt.  In  Folge  dessen  hat  auch  noch  niemals  Jemand  wirklich  ein  Energie- 

theilchen individualisiren  und  seine  Geschichte  verfolgen  können,  wie  Lodge 

es  wünscht. 

Ferner  erkennt  man  die  Geschwindigkeit  bewegter  Materie  an  den  Träg- 

heitswirkungen, wie  Stoss,  Centrifugalkraft  etc.  Mit  Hilfe  dieser  Wirkungen 

kann  man  z.  Ii.  ganz  unabhängig  von  der  Stromstärke  einer  Flüssigkeits- 

strömung auch  ihre  Geschwindigkeit  messen.  Niemand  aber  hat  jemals  von 

einer  Trägheit  bewegter  Energie  gesprochen.  Es  hat  daher  z.  Ii.  noch  nie- 

mals Jemand  versucht,  die  Geschwindigkeit  zu  messen,  mit  der  sich  fort- 

geleitcte  Wärme  etwa  bewegt,  obwohl  man  die  Stromintensität  de>  Wärme 

Stromes  genau  bestimmen  kann. 

Drittes  Princip:  Energieübertragung. 

7.  Es  sei  ein  freies  System  I  vorgelegt.  A  und  B  seien 

zwei  durch  geschlossene  Flächen  abgegrenzte  Theilsysteme 

die  keinen  Theil  gemeinsam  haben,  und  die  durch  ein  drittes 

Theilsystem  C  zu  I  ergänzt  werden,  welches  dadurch  charakte- 

risirl  ist,  dass  seine  Energie  während  der  sich  in  I  abspielenden 

Vorgänge  immer  ungeändert  bleibt. 

Ich  nehme  nun  an,  es  gehe  in  dem  Theil  A  eine  Verände- 

rung vor  sich,  die  eine  Verminderung  seiner  Energie  JEA  mit 

sich  bringt.  Dann  folgt  ohne  Weiteres,  dass  in  demselben 

Moment  in  B  eine  Zustandsänderung  eintreten  muss,  der  eine 

ebensogrosse  Vermehrung  der  Energie  entspricht:  dEH  —  — dEA. 

7  1*
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Das  heisst,  es  muss  zwischen  den  Zuständen  der  Punkte  von  A 

und  denen  der  Punkte  von  B  nothwendig  ein  mathematischer 

Zusammenhang  bestehen.  Diesen  charakterisiren  wir  durch  den 

Ausdruck,  es  geht  die  Energie  dEA  zwischen  A  und  B  über. 

Definition  des  Energieüberganges. 

Stehen  die  Zustände  zweier  materieller  Systeme 

A  und  B  für  alle  natürlichen  Vorgänge  in  einem  der- 

artigen mathematischen  Zusammenhang,  dass  einer 

Energieverminderung  dE  im  einen  stets  eine  gleiche 

und  gleichzeitige  Energievermehrung  im  anderen 

entspricht,  so  sagen  wir,  dass  zwischen  4  und  B  die 

Energie  dE  übergeht. 

Bezeichnet  dt  die  Zeit,  während  welcher  dE  über- 

dE 

geht,  so  ist  -3j-  die  Stärke  des  Energieüberganges. 

Wir  können  nun  die  beiden  ersten  Energieprincipe  gemein- 

sam in  folgender  Form  aussprechen: 

In  einem  System  A,  welches  der  eine  Theil  eines 

freien  Systems  I  ist,  kann  sich  die  Energie  nur  da- 

durch ändern,  dass  zwischen  A  und  den  übrigen 

Theilen  von  1  Energieübergänge  stattfinden. 

Sind  A  und  B  räumlich  getrennt,  so  sind  bei  den  Energie- 

übergängen zwischen  ihnen  zwei  Hauptmöglichkeiten  zu  unter- 

scheiden. 

Erstens  kann  zwischen  A  und  B  eine  Fernwirkung  be- 

stehen. 

Definition  der  Fernwirkung. 

Wenn  zwischen  zwei  räumlich  getrennten  mate- 

riellen Systemen  .4  und  B  Energieübergänge  statt- 

finden, ohne  dass  sie  mit  bestimmten  Zuständen 

eines  A  und  B  verbindenden  Körpers  C  nothwendig. 

verknüpft  sind,  so  sagt  man,  zwischen  A  und  B  be- 

stehe eine  Fernwirkung. 

Zweitens  kann  der  Energieübergang  durch  einen  Körper  C 

vermittelt  sein. 
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Definition  der  Energieübertragung. 

Wenn  zwischen  zwei  räumlich  getrennten  mate- 

riellen Systemen  A  und  B  nur  solche  Energieüber- 

gänge stattfinden,  die  in  einem  nothwendigen  Zu- 

sammenhang mit  den  Zustandsgrössen  in  den  Punkten 

eines  beide  verbindenden  Körpers  C  stehen,  so  dass 

dE    ,  , 

man  den  Energieubergang  -7—  oh  ne weiteres  berech- 

ät 

nen  kann,  wenn  man  nur  den  Zustand  in  allen  Punkten 

von  C  kennt,  so  sagt  man,  dass  die  Energie  dE  zwi- 

schen A  und  B  durch  C  übertragen  wird. 

Wir  können  uns  z.  B.  unter  A  einen  Motor,  unter  B  eine 

Arbeitsmaschine,  unter  C  die  Transmission  (Welle  und  Riemen) 

zwischen  A  und  B  vorstellen.  So  lange  A,  B  und  C  verbunden 

sind  und  so  lange  (A,  B,  C)  ein  freies  System  bilden,  das  durch 

äussere  Kräfte  also  nicht  beeinflusst  wird,  stehen  A  und  B  füi 

alle  natürlichen  Vorgänge  in  einem  derartigen  Zusammenhang, 

dass  jeder  Energieänderung  in  A  eine  genau  gleiche  entgegen- 

gesetzte in  B  entsprechen  muss,  vorausgesetzt,  dass  wir  von 

den  geringfügigen  Energieänderungen  und  Reibungsverlusten 

in  den  Theilen  der  Transmission  absehen  dürfen.  Die  Energie 

geht  also  von  A  nach  B  über.  Sobald  aber  dieser  Übergang 

stattfindet,  muss  in  der  verbindenden  Transmission  ein  be- 

stimmter Zustand  elastischer  Spannung  und  gleichzeitiger 

Bewegung  herrschen,  aus  dem  man  den  Energieübergang 

berechnen  kann,  ohne  die  Vorgänge  in  A  und  B  zu  kennen 

Durch  Riemen  und  Welle  wird  also  die  Energie  übertragen. 

Ausser  diesen  beiden  Hauptmöglichkeiten  ist  es  natürlich 

auch  denkbar,  dass  Energieübergänge  stattfinden,  die  weder 

durch  reine  Eernewirkung,  noch  durch  reine  Übertragung  vor 

sich  gehen,  sondern  durch  eine  Combination  beider.  Indessen 

hat  die  nähere  Untersuchung  aller  dieser  Möglichkeiten  für  uns 

kein  Interesse,  da  wir  entsprechend  der  Anschauungsweise, 

dass  es  nur  Nahewirkungen  gibt,  folgendes  Princip  voraus- 

setzen werden: 
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Princip  von  der  Übertragung  der  Energie. 

Energieübergänge,  d.  h.  überhaupt  Änderungen 

der  räumlichen  Vertheilung  der  Energie,  können  nur 

durch  reine  Energieübertragung  eintreten. 

Problem  der  Energieübertragung. 

8.  Die  Annahme  dieses  Principes  führt  uns  zu  dem 

Problem,  die  Form  zu  suchen,  in  der  der  mathe- 

matische Zusammenhang  zwischen  den  Zuständen 

des  Energieüberträgers  und  dem  Energieübergang 

darzustellen  ist. 

Die  Lösung  dieses  Problems  würde  uns  eine  allgemeine 

Methode  liefern,  aus  den  Zuständen  des  Überträgers  die  während 

jedes  Zeitelementes  dt  von  A  nach  B  übergehende  Energie- 

menge dE  zu  berechnen,  ohne  dass  wir  die  Vorgänge  in  A 

und  B  zu  kennen  brauchen. 

Ich  schneide  durch  eine  geschlossene  Oberfläche  S  aus  dem 

freien  System  S  ein  Gebiet  A  aus,  construire  eine  Oberfläche  S\ 

welche  ganz  ausserhalb  von  5,  aber  überall  unendlich  nahe 

an  S  verläuft,  so  dass  die  Energie  der  unendlich  dünnen  Schale 

SS'  gegen  die  ganze  Energie  von  X  stets  zu  vernachlässigen 

ist.1  Nenne  ich  den  Theil  von  1,  der  ganz  ausserhalb  S'  liegt,  B, 

so  ist  die  Schale  SS'  als  der  Energieüberträger  C  zu  betrachten, 

dessen  Energie  selber  keine  merklichen  Änderungen  erfährt. 

Statt  nun  zu  sagen,  dass  durch  die  Schale  55'  die 

Energie  dE  von  A  nach  B  übertragen  wird,  werde  ich  häufig 

den  Ausdruck  brauchen,  dass  durch  die  A  und  B  trennende 

Oberfläche  S  die  Energie  dE  nach  aussen  hindurchtritt. 

Unser  Problem  ist  also  zunächst  darauf  reducirt,  zu  unter- 

suchen, wie  sich  aus  den  Zustandsgrössen  auf  jeder  beliebigen 

geschlossenen  Oberfläche  S  die  Stärke  des  durch  5  hindurch- 

dE 
tretenden  Energieüberganges  berechnet. 

'  Dabei  ist  als  selbstverständlich  vorausgesetzt,  dass  die  Energie  sich 
nicht  unendlich  dicht  anhäufen  kann. 
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Viertes  Princip:  Localisirbarkeit  der  Energieübertragung. 

9.  Ich  denke  mir  nun,  es  gebe  zu  einem  beliebig  begrenzten 

Stück  F  der  Oberfläche  S  immer  ein  materielles  System  M, 

vvelches  sich  mit  F  verbinden  lässt  und  die  Eigenschaft  hat, 

dass  man  dann  zur  Berechnung  der  Energieübertragung  nach 

M  hinein  nur  die  Zustände  auf  F  zu  berücksichtigen  hat.  Damit 

dies  der  Fall  ist,  müssen  zwei  Bedingungen  erfüllt  sein.  Erstens 

muss  jede  Energieänderung  in  M  als  reine  Function  der  Zu- 

stände in  F  zu  berechnen  sein.  Zweitens,  wenn  M'  ein  ähn- 

liches System  ist  wie  Af,  das  sich  in  gleicher  Weise  mit  F'  ver- 
binden lässt,  einem  F  in  allen  Punkten  unendlich  benachbarten 

Flächenstück,  dessen  Begrenzungscurve  mit  der  von  F  zu- 

sammenfällt, und  zwar  so,  dass  M  und  Af'  auf  verschiedenen 

Seiten  des  Schalenstückes  FF'  liegen,  so  muss  die  Energie  des 

Systems  (Af,  Af',  FF')  bei  allen  natürlichen  Vorgängen  unge- 
ändert  bleiben.  Nennen  wir  nämlich  die  freien  Oberflächen 

von  M  und  Af':  G  und  G',  so  ist  die  Oberfläche  des  zusammen- 

gesetzten Systems  (G,  G'),  es  können  also  Energieänderungen 

nur  dadurch  eintreten,  dass  durch  G  oder  G'  Energie  übertragen 

wird,  was  ausgeschlossen  sein  soll. 

Von  einem  derartigen  System  M  sage  ich,  dass  es  nur 

dE 

durch  F  vermittelte  Energieübergänge  -—  erfahren  kann,  und 
dE 

-jj-  nenne  ich  den  realisirbaren  Energieübergang  durch  F. 

Der  realisirbare  Energieübergang  muss  jedenfalls  durch 

die  Zustände  in  F  eindeutig  bestimmt  sein.  Denn  seien  Af„ 

Afa,.  .  .  verschiedene  Systeme,  die  bei  ihrer  Verbindung  mit  F 

nur  durch  F  vermittelte  Energieänderungen  erfahren  würden, 

Af  ein  entsprechendes  System  für  die  andere  Begrenzung  F' 
des  unendlich  dünnen  Schalenstückes  FF\  seien  ferner  die 

Energieübergänge,  die  sich  bei  einem  bestimmten  Zustand 

in  FF'  für  Mv  M2,.  .  .M'  berechnen  würden: 

.IE,        dE^  dE^ 

dt   '      dt  "dt  ' 

so  muss  offenbar  sein: 
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dE,  dE'  dE4  äE 

dt  dt  '        dt   ~       dt  ••" 

Es  sei  nun  dS  ein  Element  der  das  Gebiete  umschliessen- 

den  Oberfläche  5,  ;/  die  Richtung  der  Normale  nach  aussen. 

dE 

f„.dS  der  realisirbare  Energieübergang  durch  dS,  die 

Energieänderung,  die  A  erfährt,  so  ist 

Wir  können  also  in  eindeutig  bestimmbarer,  stets  zu- 

treffender Weise  den  ganzen  Energieübergang  auf  die  einzelnen 

Elemente  von  5  localisiren. 

Da  dies  nur  unter  der  Annahme  der  Existenz  materieller 

Systeme  M  möglich  ist,  die  nur  durch  ein  beliebiges  Flächen- 

stück F  vermittelte  Energieänderungen  erfahren,  da  aber  die 

Existenz  solcher  Systeme  M  a  priori  nicht  nachzuweisen  ist, 

stellen  wir  als  Ergänzung  des  dritten  Principes  ein  weiteres 

allgemeines  Princip  auf. 

Princip  der  Localisirbarkcit  der  Energieübertragung. 

Der  Energieübergang  durch  eine  geschlossene 

Oberfläche  S  vertheilt  sich  in  eindeutig  bestimm- 

barer Weise  auf  die  Elemente  von  5: 

dE  r 

fn.dS;  ...3 

fm.dS  ist  der  durch  dS  tretende  realisirbare  Energieübergang, 

/„  hängt  nur  von  dem  Zustand  in  dS  abv 

Methode  der  Berechnung  der  Energieübertragung. 

10.  Ich  denke  mir  den  Punkt  (x,y,z)  als  Spitze  eines 

unendlich  kleinen  Tetraeders,  dessen  drei  Seitenkanten  den 

Richtungen  der  Coordinatenaxen  parallel  sind.  Die  drei  Seiten- 

flachen  seien:  t/5p  dS9t  dSv  und  zwar  seien  diese  Grössen  als 

positiv  oder  als  negativ  zu  rechnen,  je  nachdem  die  nach  aussen 

gerichtete  Normale  die  positive  oder  die  negative  Richtung  der 
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parallelen  Coordinatenaxe  besitzt.  Die  Grundfläche  sei  dS,  die 

Richtungscosinus  ihrer  nach  aussen  gerichteten  Normale  « 

seien:  X,  jjl,  v,  so  dass  also:  X.dS  =  — dSv  [L.dS  —  — dS2, 

v.dS  =  — dSs.  Die  durch  diese  vier  Flächen  nach  aussen 

tretenden  realisirbaren  Energieübergänge  seien: 

tt.dSv  v.dS.,,  tv.dS3,  fn.dS. 

Da  die  Energieänderung  in  dem  Tetraeder  unendlich  klein 

von  einer  höheren  Ordnung  sein  muss  wie  diese  Grössen 

(nämlich  von  der  Ordnung  dx.dy.dz),  so  ist: 

tt.dSi+v.dS.  +  w.dSs+fu.dS  —  0. 
Also: 

/„  —  tl  .\  +  V  .[JL+W.  v. 

Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

Finden  in  dem  System  2  alle  Energieübergänge 

nur  durch  localisirte  Energieübertragung  statt,  so 

müssen  sich  für  jeden  Punkt  von  2  drei  Grössen  u,v,w 

eindeutig  als  Functionen  der  Eigenschaftsgrössen 

der  Materie  bestimmen  lassen,  mit  deren  Hilfe  man 

die  durch  eine  beliebige  Fläche  F  austretende  Energie 

dE  .         ,       ,  . 
  immer  berechnen  kann: 

dt 

VF 

=  I  (n.k  +  v .;a-MI'.v). dt  ...4 

dE  _  r 

dt  ~JF 

X,  |x,  v  die  Richtungscosr'niis  der  auf  dem  Flächen- 
element  dF  nach  aussen  errichteten  Normale  u. 

Damit  ist  der  Weg  zur  Lösung  des  Problems  der  Energie- 

übertragung gefunden. 

Fassen  wir  «,  v,  tv  als  Componenten  eines  /Vectors  auf 

/  =  \/ tt--\-v-  +  w-,  so  ist: 

fn.dS  =  /.cos  (/  n).dS. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  ohneweiters,  dass,  wenn  die 

Fläche  dS  f  ist:  /„.dS  —  Ö.  Wir  haben  hier  die  Verall- 

gemeinerung   des   von    Kirch  hoff   für  Lichtschwingungen 
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bewiesenen  Satzes,1  dass  sich  immer  eine  Richtung  (/) 

angeben  lassen  muss,  derart,  dass  durch  ein  zu  ihr  paralleles 

Klächenelement  keine  Energie  übertragen  wird.  Durch  ein 

zu  f  senkrechtes  Flüchenelement  findet  das  Maximum  der 

Energieübertragung  statt. 

Ist  £die  in  der  geschlossenen  Fläche  S  enthaltene  Energie, 

so  ist  nach  4): 

—  —  —  C  (u.dydz+v.dzdx+w.dxdy)         . .  .5 äi  Js 

oder  wenn  5  unendlich  klein  und  e  die  Dichtigkeit  der  Energie 

in  5: 

_  de        "cu      cv  dw 

dt        rcx       cy  ör 

Durch  diese  Gleichungen  ist  der  gesuchte  Zusammenhang 

zwischen  dem  Zustande  des  Energieüberträgers  und  dem 

Energieübergang  gegeben. 

Continuität  der  Energie. 

11.  Brauchen  wir  nun  das  anschauliche  Gleichniss  des 

Fluidums  für  die  Energie,  so  wollen  wir  den  Vector  /  als  die 

Intensität  der  wirklichen  Strömung  bezeichnen.  Dabei  ist  aber 

zu  bemerken,  dass,  während  die  Strömung  eines  materiellen 

Fluidums  nothwendig  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  besitzt, 

hievon  in  unserer  Theorie  der  Energieübertragung  nicht  die 

Kede  ist.  Ob  man  das  Wort  Geschwindigkeit  der  Energie  in 

diesem  Gleichniss  überhaupt  consequent  in  irgend  einer  Weise 

deuten  kann,  lasse  ich  dahingestellt  sein. 

Definition  des  wirklichen  Energiestromes. 

Der  wirkliche  Energiestrom  ist  ein  Vector  j\ 

dessen  Componentcn  u,  v,  w  folgende  drei  Bedin- 

gungen erfüllen: 

'  Kirch  hoff.  Optik.  Vorlesung  IL'.  S.  205. 
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1.  Sie  genügen  der  Differentialgleichung: 

CJ  K         <W  ̂    CW    _  _  t/£ 

cx      cy       cz  dt  ' 

wo  c  die  Dichte  der  Energie  im  Punkte  (x,  y,  z)  ist. 

2.  Sie  sind  reine  Functionen  der  Eigenschafts- 

grössen  der  Materie  im  Punkte  (*,  yt  z)  (nehst  ihren 

Ableitungen  nach  Ort  und  Zeit)  und  enthalten  nicht 

explicite  die  Coordinaten  und  die  Zeit. 

3.  Sie  stellen  nur  realisirbare  Energieübergänge 

durch  die  durch  den  Punkt  (x,y,z)  zu  legenden  Klächen- 
elemente  dar. 

Wie  in  18.  gezeigt,  gilt  dann  der  Satz: 

Der  wirkliche  Energiestrom  muss  sich  stets  ein- 

deutig bestimmen  lassen. 

Mit  Hilfe  dieses  Begriffes  lassen  sich  die  in  den  vorher- 

gehenden Paragraphen  getrennt  ausgesprochenen  vier  Energie- 

prineipe  zu  dem  folgenden  Satze  vereinigen: 

Satz  von  der  Continuität  der  Energie. 

Alle  Energieverschiebungen  sind  die  Folgen 

wirklicher  Energie  ströme. 

Ich  bemerke  dabei  ausdrücklich,  dass  die  Ähnlichkeit 

zwischen  diesem  Satz  und  dem  von  der  Continuität  der  Masse 

nur  eine  ganz  äusserliche  ist,  da  ihm  durchaus  die  unmittelbare 

Anschaulichkeit  des  letzteren  fehlt. 

Definition  der  ftngirten  Energieströme. 

12.  Alle  Vectoren  /'(//',  t>',  «/').  die  der  Gleichung: 

cn'  cv'  +  cw'  _  _  cc 
ex        cy        02  et 

genügen,  die  man  also  alle  benützen  kann,  um  die 

Energieänderungen  anschaulich  zu  schildern,  die  aber 

den  anderen  Bedingungen  des  wirklichen  Energie- 

stromes nicht  genügen,  nenne  ich  fingirte  Energie- 
>  t  r  ö  m  e. 
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Unter  Umständen  ist  es  bequem,  mit  fingirten  Energie- 

strömen zu  rechnen. 

Eine  Classe  von  fingirten  Energieströmen  sind  die,  welche 

auch  die  Coordinaten  oder  die  Zeit  noch  explicite  enthalten. 

Es  ist  leicht,  Beispiele  dafür  zu  finden.  Seien  ein  Motor  und 

eine  Arbeitsmaschine  mit  den  Riemscheiben  /?,  und  i?8  einer 

Transmissionswelle  verbunden,  so  geht  der  wirkliche  Energie- 

strom im  Innern  der  Welle  von  7?j  nach  R2.  Da  nun  aber  in 

der  Welle  keine  Energieanhäufungen  stattfinden,  so  kann  ich 

einen  Strom  /'  fingiren,  der  irgendwie  durch  die  Luft  geht, 

wenn  er  nur  /?,  und  R2  verbindet  und  die  richtige  Intensität 

besitzt,  f  wird  die  Energieübergänge  richtig  darstellen,  steht 

aber  mit  dem  Vorgänge  der  Energieübertragung  in  gar  keinem 

Zusammenhang. 

Die  andere  Classe  wird  von  solchen  Vectoren  gebildet, 

die  freilich  von  den  Coordinaten  und  der  Zeit  nicht  explicite 

abhängen,  aber  nicht  nur  realisirbaren  Energieübergängen  ent- 

sprechen. Man  kann  beispielsweise  in  einem  elektromagne- 

tischen Felde  dem  wirklichen  Energiestrom  noch  einen  super- 

poniren,  der  überall  längs  der  magnetischen  Inductionslinien 

verläuft  und  dessen  Intensität  der  magnetischen  Induction  pro- 

portional ist.  Dieser  superponirte  Strom  ändert  die  Dichtigkeit 

der  Energie  nirgends,  da  die  magnetischen  Inductionslinien 

sich  cyclisch  schliessen.  Der  resultirende  Strom  /'(*'  v'.  w') 

S«'      W      hw'  de 
genügt  also  der  Bedingung  —  4-        +         =  —  -  ,  er 

ist  ausserdem  eine  reine  Function  der  Grössen,  die  das  elektro- 

magnetische Feld  charakterisiren,  aber  niemals  lässt  sich  der 

ihm  entsprechende  Knergieübergang  vollständig  realisiren,  weil 

die  superponirte  Strömung  ihrem  Wesen  nach  immer  cyclisch 

verlauten  muss.  So  ist  er  z.  B.  auch  im  Felde  eines  ruhenden 

permanenten  Magneten,  in  welchem  überhaupt  niemals  Energie  - 

Übergänge  stattlinden  können,  von  Null  verschieden.  Derartige 

cyclische  Knergieströme  nenne  ich  wesentlich  cyclisch.  Man 

kann  die  dritte  Bedingung,  der  der  wirkliche  Energiestrom 

genügt,  auch  so  ausdrücken: 

Wirkliche  Energieströme  enthalten  keine  wesent- 

lich cyclischen  Bestandteile. 

I 
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II.  Abschnitt. 

Die  Formen  des  wirklichen  Energiestromes. 

Eintheilung  der  Energieströme. 

13.  Um  die  Energicänderung  dE  in  einem  abgeschlossenen 

Räume  zu  berechnen,  muss  man  erstens  die  Änderung  dE0 

suchen,  welche  in  Folge  der  Verschiebung  der  materiellen 

Theilchen  auftritt,  wenn  die  Energie  ihnen  unverändert  an- 

haftet, und  zweitens  die  Änderung  dE',  welche  die  Energie  der 

den  Raum  momentan  erfüllenden  Materie  erleidet.  Die  ganze 

Änderung  dE  erhält  man  als  algebraische  Summe  dieser  beiden 

Grössen: 

dE  -  dE0+dE'. 

Ich  nenne  dE0  die  Energieänderung  durch  Convection, 

dE'  die  Energieänderung  durch  Leitung. 

Die  Energie  eines  beliebigen  materiellen  Systems  kann 

nun  durch  folgende  Einwirkungen  verändert  werden: 

1.  Dadurch,  dass  eine  mechanische  Arbeit  an  der  Ober- 

fläche des  Systems  geleistet  wird, 

2.  dadurch,  dass  Wärme  ab-  oder  zugeleitet  wird, 

3.  durch  elektromagnetische  Vorgänge  (elektrischer  Strom, 

Entstehung  elektrischer  und  magnetischer  Kraftfelder,  Strah- 

lung1), 

4.  durch  die  Wirkung  der  Gravitation. 

Andere  Einflüsse,  die  die  Energie  eines  materiellen  Systems 

ändern,  sind  bisher  nicht  bekannt  geworden. 

Von  diesen  Energieübergängen  müssen  wir  die  durch 

Gravitationswirkungen  erfolgten  als  gänzlich  unerforscht  bei 

Seite  lassen,  zumal  da  sie  im  Allgemeinen  noch  als  Ferne- 

»  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  von  den  fast  unerforschten  neuen 

Strahlungsarten  (Röntgenstrahlen  etc.)  noch  nicht  feststeht,  ob  sie  ebenfalls 

nur  elektromagnetische  Vorgänge  im  Sinne  der  Maxvvell'schen  Theorie  sind, 

oder  ob  sie  nicht  eine  ganz  neue  Art  mit  Encrgieleitung  verbundener  Vor- 

gänge darstellen. 
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Wirkungen  behandelt  werden.1  Wir  betrachten  also  nur  die 

Energieänderungen,  die  durch  je  eine  der  drei  ersten  Wirkungen 

hervorgebracht  werden,  dEv  dE2,  dET  JE'  ergibt  sich  durch 

algebraische  Summirung  dieser  drei  Grössen,  und  es  ist  also 

die  ganze  in  dem  betrachteten  Raum  eintretende  Energie- 

änderung: 

dE  —  dE0  +         dE,  -4-  dEs . 

Wir  haben  demnach  vier  Arten  von  Energieströmen 

einzeln  zu  berechnen,  aus  denen  sich  der  gesammte  Energie- 

strom durch  Superposition  zusammensetzt. 

;/  —  UQ+HX  +  u.2  +  n.i  j 

v  —  v0  +  vi~t-vt+V9  ...  7 

Convectionsstrom. 

14.  Der  Convectionsstrom  hat  die  Grösse  f0  —  e.o>, 

wo  c  die  Dichtigkeit  der  Energie,  to  die  Geschwindig- 

keit der  materiellen  Theilchen  bedeuten.  Seine  Rich- 

tung fällt  zusammen  mit  der  von  w.  Sind  die  Com- 

ponenten  von  m.  b,  %  f,  so  ist: 

»0  rr:  f.a.  f0  =  t\      tV0  —  € . '[.  .  .  .8 

1.  Findet  nur  Convection  von  Energie  statt,  so  berechnen 

sich  die  Dichtigkeitsänderungen  überall  nach  der  Formel: 

_  et,,  +  hv0  +  a^o  _  e(**  +  j£  +  h). 

dt         rcx        cv        räz  '  <tx      \v  2z' 

2.  Die  Grössen  //0<  vn,  tv0  enthalten  die  Zeit  und  die  Coordi- 

naten  nicht  explicite. 

1  Heaviside  hat  (Klectrician,  3i,  4  August,  1893,  abgedruckt:  Electro- 

magnetic  Theory,  p.  4<>3)  hypothetisch  eine  der  MaxwelPschen  Theorie  nach- 

gebildete Theorie  aufgestellt,  die  die  Energieübergänge  durch  Gravitation  als 

Nahewirkungen  behandelt  und  den  entsprechenden  Energiestrom  berechnet. 

Durch  einige  sehr  interessante  Zahlenbeispiele  hat  er  dem  Beobachter  die 

Mittel  zur  Prüfung  dieser  Theorie  an  die  Hand  gegeben. 
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3.  f0  stellt  nur  realisirbare  Energieübergänge  dar.  Unter- 

suchen wir  beispielsweise  einen  Fall  genauer,  wo  keine  Energie- 

übergänge stattfinden  und  doch  f0  von  Null  verschieden  ist. 

Die  Theile  eines  rotirenden  Schwungrades  besitzen  eine 

beträchtliche  kinetische  Energie,  die  sie  bei  der  Rotation  mit 

sich  führen,  in  der  Art  jedoch,  dass,  wenn  der  Radkranz 

homogen  is't.  an  keinem  Orte  Energieänderungen  eintreten.  Wir 

haben  hier  einen  cyclischen  Convectionsstrom.  Dennoch  aber 

stellt  (u0,  v0,  w0)  realisirbare  Energieübergänge  dar.  Um  dies 

einzusehen,  denke  man  sich  den  Radkranz  (Fig.  1)  an  einer 

Stelle  durchbrochen  und  con- 

struire  zwei  geschlossene  Ober- 

flächen, deren  jede  eine  Begren- 

zung an  der  Durchbrechung 

ganz  in  sich  schliesst  und  die 

andere  ganz  ausschliesst. 

Nennen  wir  die  Theile 

dieser  Flächen,  die  in  der  Masse 

des  Radkranzes  liegen,  Fund  F', 

nennen  wir  die  Theile  des  Rad- 

kranzes, die  ganz  von  diesen 

Flächen  umschlossen  sind,  M  und  A/',  so  sieht  man  unmittelbar, 

dass  der  eine  Theil,  z.  B.  M,  die  ganze  durch  F  eintretende 

Energiemenge  aufnimmt,  während  der  andere,  M',  die  ganze 

durch  F'  austretende  Energiemenge  abgibt. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  sich  durch  dasselbe  Beweis- 

verfahren stets  zeigen  lässt.  dass  (m0,  r0,  tv0)  nur  realisirbare 

Energieübergänge  darstellt. 

Einen  wirklichen  Energiestrom,  der  cyclisch  ver- 

läuft, nenne  ich  «zufällig  cyclisch«. 

Es  ist  sehr  be q u e m,  für  einen  zufällig  cyclischen 

Energiestrom  den  Strom  Null  zu  fingiren. 

Mechanischer  Leitungsstrom. 

15.  Man  denke  sich  einen  ganz  beliebigen  materiellen 

Körper  £,  der  durch  die  geschlossene  Fläche  S  begrenzt  ist. 

Auf  die  Fläche  S  wirken  Mechanismen,  die  sich  unter  Aus- 

übung von  Druckkräften  bewegen  und  dadurch  an  I  eine  Arbeit 
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leisten.  Sind  Xni  Yn%  Z„  die  Componenten  des  Druckes  auf  das 

Flächenelement  dS,  dessen  nach  innen  gerichtete  Normale  n 

die  Richtungscosinus  X,  |x,  v  habe,  sind  ferner  a,  %  7  die  Com- 

ponenten der  Geschwindigkeit  a>  an  dieser  Stelle,  so  ist  die 

Leistung  der  Druckkräfte  auf  dS: 

also  die  zeitliche  Änderung  der  Energie  im  Körper  S  in  Folge 

dieser  Leistungen: 

dt 

Sind  nun  A^,  y„  Z,  ,  A\  ,.  .  .  die  Componenten  der  Drucke 

auf  Flächenelemente,  die  den  Coordinatenebenen  parallel  sind 

und  deren  nach  innen  gerichteten  Normalen  die  positive 

Richtung  der  Coordinatenaxen  haben,  so  ist: 

Xn  —  Xx .  X  4-  Xy .  [i.  -4-  Xg  •  v 

y„  -  n.A+y'v.ix+^.v 

Z„  =  Zx  .  X  •+■  Zy  .  fA-h  Zs .  V, 
also: 

dE  r 

1   =  /  ;(A'v.a-+-y,.?-+-Z,.V)X4-(A;.a-f-yv.ß-fZv.T)ii-f- «  Js 

+(Xs.*+Yz.$+Z,.i)v)dS. 

Daraus  folgt,  wenn  wir  setzen: 

//,  =  Xm  •  *+  Yx.p+Zx*t  ) 

vx  =  A'v .  a+  V'y .  ß  -f- Z, . 7  >  .  .  .  9 
=  A; .  a+  Y. .  ß  +Z:  .7  ) 

1.  Die  Grössen  fl,,  r,,  fr,  erfüllen  Gleichung  5  (Punkt  10) 1 

und  folglich  auch  Gleichung  6: 

1  Wo  tu  beachten  ist,  dass      fi,  v  die  Richtungscosinus  der  nach 
aussen  gerichteten  Normale  bedeuten 
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2.  sie  enthalten  die  Coordinaten  und  die  Zeit  nicht  explicite; 

3.  sie  liefern  nur  realisirbare  Energieübergänge.  Denn  man 

kann  die  Oberfläche  S  beliebig  in  Gebiete  F  zertheilen  und 

jedes  Stück  F  mit  einem  eigenen  Mechanismus  M  in  Verbindung 

setzen,  der  unabhängig  von  allen  übrigen  arbeitet.  Es  liefert 

dann  immer  (ttv  vv  Wt)  den  nach  M  hinein  stattfindenden 

Energieübergang. 

16.  Ich  will  noch  einen  anderen,  mehr  analytischen  Nach- 

weis liefern,  dass  die  durch  Gleichung  9  deflnirten  Grössen 

vv  wi  die  erste  Bedingung  erfüllen,  der  sich  freilich  nicht 

wesentlich  von  dem  in  (15)  gebrachten  unterscheidet. 

Es  sei  |j.  die  Massendichte,  (at,  7)  die  Geschwindigkeit 

im  Punkte  (x,y,z),  dann  ist  die  kinetische  Energie  des  im  Raum- 

element dz  befindlichen  materiellen  Theilchens: 

Es  seien  ferner  die  zeitlichen  Änderungen  der  Geschwindig- 

keitscomponenten,  welche  sie  allein  durch  den  Einfluss 

der  Druckkräfte  erleiden: 

so  genügen  diese  Grössen  den  Gleichungen: 1 

dt  -i         V  *x        Öjy        hz  J 

\  dt  h  \  St         cy         rcz  I 

(\^  =  _(^
,+  *z,  *

za 

\  dt  A         V  Ix        hy        fc  /' 

Es  ist  nun  die  zeitliche  Änderung  der  kinetischen  Energie 

unter  dem  Einflüsse  der  Druckkräfte  allein: 

1  Die  sich  aus  Kirch  hoff,  Mechanik,  S.  113,  Vorl.  11.  Gl.  8)  ergeben, 

indem  man  alle  Kräfte  ausser  den  Druckkräften  gleich  Null  setzt. 

Sitzb.  d.  mathem  naturw.  Cl. :  CVII.  Bd..  Abth.  II  a.  "5 
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v  dt  !\         (    \dt  A       ̂ dt  A       ̂ dt  A  ) 

Ferner  ist  die  zeitliche  Änderung  der  inneren  Energie  unter 

dem  Einfluss  der  Druckkräfte  allein: 1 

\dt-'i       l\        ox        -     oy  oz'1 

rx  .  —   —  -h 
rox  hy  a>/ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung: 

dt  ' '  ~  ̂dt  h  \ah 

ein,  so  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung  der  oben  hinge- 

schriebenen Bewegungsgleichungen : 

Es  erfüllen  also  die  in  Gleichung  9  definirten  Grössen 

Hv  Vv  n\  die  Bedingung: 

<ft         tv  dz 

Dabei  sei  ausdrücklich  hervorgehoben,  dass  keine  Hypo- 

thesen über  die  Natur  der  elastischen  Kräfte  und  keine  irgend- 

wie beschränkenden  Annahmen  über  das  Medium  gemacht 

sind.  Dieses  darf  fest,  flüssig  oder  gasförmig  sein,  reibungslos 

«  Kirch  ho  ff,  Mechanik,  S.  117,  Vorl.  11,  Gl.  18),  wo  zusetzen: 
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oder  mit  innerer  Reibung;  in  allen  Fällen  sind  die  Gleichungen, 

von  denen  wir  ausgingen,  nur  der  einfachste  Ausdruck  der 

Erfahrungsthatsachen  (Lagrange'sche  Gleichungen). 
17.  Seien  die  Richtungscosinus  der  Geschwindigkeit 

so  dass  a  —  tü .  /,  ß  :=  a> .  tu,  7  =  ü>  .  11. 

Sei  ein  zu  a>  senkrechtes  Flächenelement  äS^,  die  darauf 

wirkenden  Drucke  Xm  Yw,  Z,u,  so  ist: 

Xm  —  Xx  .I-hX\  .«/-+■  X: .  n 

yw  =  Yx.l+  Yy.m+  Yz.u 

Zu  —  Zx  .1  -+■  Zy.M  +  Z-  .  tt, 

also: 

uy  —  XM .  o),    v{  —  Yu .  a>,    wx  —  Zvt .  w.  ...  1 0 

Nennen  wir  die  resultirende  Druckkraft  Pw  und  ihre  Rich- 

tungscosinus /,,  m,,  «,,  so  ist: 

Hx  =  Pm.(A.lv    vl  —  Pm.<a.mv    tvx  —  Pm.m.Hv  ...11 

Die  Grösse  des  mechanischen  Energiestromes  fx 

berechnet  sich  als  das  Product  der  Geschwindigkeit 

und  der  Grösse  des  Druckes,  der  auf  das  zur  Rich- 

tung der  Geschwindigkeit  senkrechte  Flächenele- 

ment wirkt:  fx  =  P».w,  Seine  Richtung  fällt  mit  der 

Richtung  dieses  Druckes  Pm(lvmvnx)  zusammen. 

Durch  jedes  zu  Pw  parallele  Flächenelement  findet  also 

keine  mechanische  Energieübertragung  statt. 

Es  sei  nun  die  Normalcomponente  von  PV1  mit  N„,  die 

Tangentialcomponente  mit  Tm  bezeichnet,  die  Richtungscosinus 

von  Tw  seien  /',  #«',       dann  ist: 

Nm  —  Xm .  /  -+-  Ym .  m  +  Z(1J . */, 

T„,  —  Xv, .  V  H-  Yw .  m'+Zw . 

l.V+mtri+nn'  —  0, 

\V)  zu  /  .  A,„ -f-/'.  TVI,    y^,     ftt . iV,., -f- tttf .  7*,.,, 

ZUJ  =:  » .  Nm  +  n' .  T„ . 
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Ich  setze  nun: 

cd  .  A'w  •  /,  v[  =  «)  A*,, .  m,  w[  —  cd  .  Ar„ .  n, 

to .  Tu, .  /',     r"  =  tu.Tut.  mi',  =  w .  7*,,, .  m', 

n[+tt[',      i\  =  vl'+vjf,       n\  =  w[+w%. 

Der  Vector  fx  ist  also  in  zwei  Vectoren  f[  und  f['  zerlegt, 

von  denen  der  erste  in  der  Richtung  von  to,  der  andere  senk- 

recht dazu  verläuft.  Ich  nenne  f[  den  Longitudinalstrom,^' den 

Transversalstrom  der  Energie. 

Der  Longitudinalstrom  der  Energie^  ist  gleich 

dem  Product  aus  der  Geschwindigkeit  und  dem  Nor- 

maldruck auf  der  zur  Bewegungsrichtung  senk- 

rechten Ebene.  Seine  Richtung  fällt  entweder  mit 

der  der  Bewegung  zusammen  oder  ist  ihr  gerade  ent- 

gegengesetzt, je  nachdem  der  Normaldruck  einen 

positiven  Werth  (Druck)  oder  einen  negativen  Werth 

(Zug)  hat. 

u[  =  Nm . o> . /,    v[  —  Nl0 . ü> . ffi,    w[  z=  Nm.<a.n.      ...  1 2 

Es  sei  dS  ein  Flächenelement  parallel  zu  to,  und  zwar 

senkrecht  zu  Tnt,  ferner  dS'  ein  beliebiges  anderes  parallel  zu  tu, 

der  Normalenwinkel  zwischen  dS  und  dS'  sei  <p. 

Seien  ferner  die  Tangentialdrucke  auf  dS  und  dS':  7*und  T\ 

seien  die  Componenten  von  T  und  V  parallel  zu  u>:  7,  und  T\. 

Nach  dem  Satz:  A'v  =  Yx  etc.,  ist  dann: 

Tm  =  Tt  =  7\cos(to,  T), 

7J  =:  7"(1) .  cos  ?  =  Tx .  cos  <p , 
also: 

n  <  tv 

Daraus  folgt: 

Der  Transversalstrom  der  Energie  fliesst  senk- 

recht zu  derjenigen  der  Bewegungsrichtung  par- 

allelen Ebene,  für  welche  der  Tangential  druck  parallel 

zur  Bewegung  ein  Maximum   ist.  Seine  Grösse  ist 

so  ist: 

"i  = 
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gleich  dem  Product  aus  der  Geschwindigkeit  und  aus 

der  zu  ihr  parallelen  Componente  des  Tangential 

druckes  in  dieser  Ebene.  Diese  Componente  hat  die- 

selbe Grösse,  wie  der  Tangentialdruck  in  der  zur 

Bewegungsrichtung  senkrechten  Ebene,  und  die 

Richtung  des  Stromes  fällt  mit  der  Richtung  dieses 

Tangentialdruckes  zusammen. 

Mj"  =  w.7*.  cos  (o),  T) .  /',       uf  —  w .  T.  cos  (o>,  T) .  w',  . 

=  co .  T„t .  V  =  da .  7t„ .  m'  I 

n>['  —  o).  7.cos(ü>,  T).n 

—  oi .  Tm .  n' 

Wirkt  auf  das  zur  Bewegungsrichtung  senkrechte  Flächen- 

element immer  nur  ein  Normaldruck  (wie  z.  B.  bei  einer 

reibungslosen  Flüssigkeit),  so  ist  der  Energiestrom  ein  reiner 

Longitudinalstrom,  wirkt  nur  ein  Tangentialdruck  (wie  z.  B.  in 

einer  Transmissionswelle),  so  ist  er  ein  reiner  Transversal- 

strom. 

Im  Allgemeinen  entsteht  der  mechanische  Lei- 

tungsstrom durch  Superposition  eines  Longitudinal- 

und  eines  Trans versalstromes.1 

Für  alle  diese  Fälle  werde  ich  in  einer  demnächst  folgenden 

Publication  Beispiele  geben. 

18.  In  der  Technik  spielt  der  mechanische  Leitungsstrom 

der  Energie  naturgemäss  eine  bedeutende  Rolle.  Er  wird  be- 

zeichnet als  der  durch  die  Transmission  übertragene  Effect. 

Die  Dimension  seiner  Masseinheit  ist  Kraft X  Geschwindigkeit. 

Nimmt  man  als  Krafteinheit  das  Kilogramm,  als  Geschwindig- 

keitseinheit Meter  pro  Secunde,  so  erhält  man  als  Einheit  der 

Stromstärke  der  Energie  das  Kilogrammmeter  pro  See. 

Die  praktisch  gebräuchliche  Einheit  ist  das  75fache  dieser  Ein- 

heit, man  nennt  sie  Pferdekraft. 

I  Pearson  (Messenger  of  Math.  19,  p.  31,  1889)  hat  den  mechanischen 

Leitungsstrom  auf  andere  Weise  in  drei  Partialströme  zerlegt,  indessen  ist  seine 

Zerlegung  nur  bei  vollkommen  elastischen  Körpern  möglich. 

r 
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Für  die  Intensität  des  Energiestromes  (die  Grösse  f)  hin- 

gegen ist  keine  besondere  Einheit  eingeführt. 

Die  Instrumente  zum  Messen  des  Energiestromes  nennt 

man  Dynamometer.  Ich  gedenke  ihre  Theorie  später  mit  den 

übrigen  Beispielen  zusammen  zu  behandeln. 

19.  Ebenso  wie  unter  den  Convectionsströmen  finden  sich 

unter  den  mechanischen  Leitungsströmen  der  Energie  sehr 

häufig  zufällig  cyclische.  Ist  z.  B.  um  ein  rotirendes  Rad  ein 

elastisches  Band  in  gespanntem  Zustand  geschlungen  (wie  bei 

den  Fahrrädern  der  Gummischlauch),  so  findet  ausser  dem 

cyclischen  Convectionsstrom  noch  ein  cyclischer  Leitungs- 

strom in  der  der  Bewegung  entgegengesetzten  Richtung  statt. 

Schneidet  man  aber  das  Band  auf 

und  erzeugt  die  Spannung  durch  zwei 

an  den  Schnittflächen  angebrachte 

Zugkräfte,  etwa  dadurch,  dass  man 

Gewichte  anhängt  (Fig.  2),  so  ist  der 

durch  (uvv1,fvl)  dargestellte  Energie- 

übergang realisirt.  Denn  offenbar 

haben  wir  nun  das  eine  Ende  mit 

einem  System  M  verbunden,  das  die 

ganze  übertragene  Energie  aufnimmt, 

das  andere  mit  einem  System  A/',  das 

die  ganze  übertragene  Energie  ab- 

gibt. 

Auch  für  cyclische  Leitungsströme  fingirt  man  gewöhnlich 

den  Strom  Null. 

Beispiele  für  wesentlich  cyclische  Ströme  erhält  man,  wenn 

man  irgend  eine  Vector-Grösse,  die  nur  von  den  Eigenschafts- 

grössen  der  Materie  abhängt  und  die  an  allen  Stellen  des 

Raumes  einen  bestimmt  angebbaren  Werth  hat,  nimmt,  etwa 

die  Geschwindigkeit  (a,  ß,  7),  und  die  folgenden  Werthe  bildet 

»die  Wirbelcomponenten): 

&ß       (i/  _    ca  _    87  8ß    _  8a 
iz        dx  ö.r  8_y 

Fig.  2. 

8y  hz 

Natürlich  hat  es  niemals  einen  Sinn,  eine  derartige  Energie- 

strömung  anzunehmen. 

Digitized  by  Google 



Energieübertragung. 
1141 

Relative  Energieströme. 

20.  Wir  haben  bisher  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass 

die  Geschwindigkeit  sich  in  absoluter  Weise  ermitteln  lässt. 

Indessen  können  wir  Geschwindigkeiten  nur  relativ  zu  irgend 

einem  System  messen,  aus  dem  wir  ebensogut  in  ein  anderes 

transformiren  dürfen,  das  sich  im  ersten  mit  constanter  Ge- 

schwindigkeit parallel  verschiebt. 

Ist  (a0,  ß0,  y0)  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  unser 

Bezugscoordinatensystem  in  einem  anderen  bewegt,  in  das 

wir  transformiren  wollen,  ferner  (a,  ß,  7)  die  gemessene  Ge- 

schwindigkeit in  einem  Punkte  (x,  y,  2),  so  sind  die  Com- 

ponenten  der  transformirten  Geschwindigkeit:   (a)  =  a-hav, 

und  ist  der  mechanische  Leitungsstrom  im  ersten  Coordinaten- 

sy stem:  uv  vv  n\,  so  ist  er  im  zweiten: 

(Ii,)  —  Hx  +  Uri  (V%)  —  t^+tV,  (>',)  =  Wi+tVy.       ...  16 

Die  Transformation  des  Energiestromes  geschieht  also 

dadurch,  dass  man  dem  Strom  fx  einen  Strom  fr  superponirt. 

Dieser  Strom  f,  verläuft  keineswegs  cycHsch,  er  ruft  Energie- 

änderungen hervor,  welche  die  aus  den  gemessenen  Geschwin- 

digkeiten a,  ß,  y  berechnete  Vertheilung  der  kinetischen  Energie 

in  die  aus  den  transformirten  Geschwindigkeiten  (a),  (ß),  (7) 

berechnete  Vertheilung  überführen.  Die  Vertheilung  der  anderen 

Energieformen  bleibt  bei  der  Transformation  ungeändert.  Ich 

nenne  den  durch  Gleichung  15)  definirten  Strom  fr(ut  ,  vr,  n>r) 

den  Umrechnungsstrom. 

Ein  Beispiel  möge  diese  Umrechnung  erläutern.  Sei  R 

der  Radius  der  Erde,  il  ihre  Rotationsgeschwindigkeit,  K  ihr 

Trägheitsmoment.  In  einem  Punkt  unter  dem  Breitengrad 

dessen  Abstand  von  der  Krdaxe  also  r  —  R.cos'D  ist,  werde 

ein  Geschoss  von  der  Masse  m  aus  einer  Kanone  geschleudert, 

und  zwar  genau  horizontal  von  Osten  nach  Westen  mit  der 

(ß)  =  (7)  =  7  +  Yo. 

Setzen  wir  nun: 
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Geschwindigkeit  c  —  r.ii,  relativ  zur  Erdoberfläche.  Es  soll 

nun  der  Energiestrom  berechnet  werden,  der  von  dem  explo- 

direnden  Pulver  aus  in  das  Geschoss  geht,  indem  man,  wie  es 

im  Allgemeinen  bei  physikalischen  Untersuchungen  geschieht, 

die  Erdoberfläche  als  ruhend  ansieht  Selbstverständlich  muss 

man  rinden,  dass  der  Strom  /,  dem  Geschoss  schliesslich  im 

itt  c' 

Ganzen  die  Energie  T—  zugeführt  hat,  abgesehen  von 

den  durch  die  Reibung  und  die  Rotation  des  Geschosses  ver- 

brauchten Energiemengen,  die  uns  hier  nicht  weiter  inter- 

essiren.  Transformiren  wir  nun  in  ein  anderes  Coordinaten- 

system,  das  die  Erde  als  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Ö  um 

die  ruhende  Erdaxe  rotirend  beschreibt,  so  bewegt  sich  das 

vorhin  gebrauchte  Bezugscoordinatensystem  in  diesem  mit  der 

Geschwindigkeit  c,  West— Ost.  Wir  nehmen  an,  dass  nur  so 

kurze  Zeiträume  in  Betracht  kommen,  dass  man  diese  Bewegung 

als  Parallelverschiebung  ansehen  kann.  In  dem  neuen  System 

hat  das  Geschoss  zuerst  die  Geschwindigkeit  c,  West— Ost. 

nach  dem  Abfeuern  des  Schusses  ist  es  in  Ruhe,  es  hat  die 

Energie  T— — '- --  abgegeben.  Dafür  hat  nach  dem  Flächen- 

satz die  Erde  einen  sehr  kleinen  Zuwachs  äil  ihrer  Rotations- 

geschwindigkeit erhalten,  nach  der  Beziehung: 

mr.c  —  K.d9., 

sie  hat  also  die  kinetische  Energie  gewonnen: 

KM.dil  -  m.c*  -2T. 

Der  translormirte  Energiestrom  (/",)  führt  also  schliesslich 

sowohl  die  vom  explodirenden  Pulver  abgegebene  Energie- 

menge T,  als  auch  die  ursprüngliche  Energie  des  Geschosses  T 

beide  durch  das  Postament  der  Kanone  in  die  Erde. 

Der  Umrechnungsstrom  /,  =  (/t)— /,  ergibt  also  die  Ver- 

legung der  Energiemenge  2 T  aus  dem  Geschoss  in  die  Erde. 

21.  Noch  in  anderer  Hinsicht  können  die  mechanischen 

Energieströme  relativ  sein,  wenn  man  nämlich  die  Druckkräfte 

nicht  von  ihrem  absoluten  Nullpunkt  aus  rechnet,  sondern  von 

einem  willkürlichen,  wenn  man  z.  B.  in  einem  Gase  den  Druck 
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einer  Atmosphäre  als  Nullpunkt  wählt  und  den  Druck  im 

Vacuum  gleich  —7G0mm  Quecksilber  setzt.  Durch  diese  Wahl 

des  Nullpunktes  wird  die  Vertheilung  einer  Form  der  inneren 

Energie,  der  Deformationsenergie,  beeinflusst.  Während  z.  B. 

nach  der  absoluten  Rechnung  beim  Evacuiren  eines  Gefässes 

die  dazu  verbrauchte  Energie  der  Atmosphäre  zugeführt  wird, 

die  eine  unendlich  kleine  Verdichtung  erfährt,  geht  sie  nach 

der  relativen  Rechnung  in  das  Vacuum.  Wenn  die  Vertheilung 

der  anderen  Energieformen  durch  diese  Nullpunktsverlegung 

nicht  beeinflusst  wird,  so  ist  es  sehr  bequem,  sie  anzuwenden, 

beispielsweise  in  der  Theorie  der  Schallwellen.  Auch  hier 

müssen  wir  dem  so  berechneten  Energiestrom,  wenn  wir  den 

Nullpunkt  des  Druckes  verlegen,  einen  Umrechnungsstrom  /, 

superponiren. 

22.  Über  den  mechanischen  Leitungsstrom  superponirt 

sich  in  erster  Linie  der  Wärmeleitungsstrom  /2,  dessen  Com- 

ponenten  sich  aus  der  Vertheilung  der  Temperatur  d  und  den 

Coefficienten  der  Wärmeleitungsfähigkeit  alv  att,. .  .a^  die 

natürlich  von  b  abhängen  können,  folgendermassen  berechnen:1 

1.  Diese  Grössen  «...  v.,,  rvt  genügen  der  Bedingung,  dass, 

wenn  keine  anderen  Energieänderungen  als  durch  Wärme- 

leitung stattfinden: 

Thermischer  Leitungsstrom. 

.  .  .  17 

de.,        8  u2      öt'2  &w3 

Jt         "ex        cy  8r 

i  Kirch  hoff,  Wärme.  Vorlesung  1.  S.  i»  und  10. 
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2.  Sie  hängen  nur  von  den  Eigenschaftsgrössen  der  Materie 

und  ihren  üifferentialquotienten  (Temperaturgefälle)  in  der 
Materie  ab. 

3.  Sie  stellen  nur  realisirbare  Energieübergänge  dar,  denn 

man  kann  die  Wärme  in  jedem  Theil  einer  Schnittfläche  unab- 

hängig von  allen  anderen  Theilen  zu-  und  ableiten. 

23.  Der  thermische  Leitungsstrom  hat  eine  charakte- 

ristische Eigenthümlichkeit,  die  ihn  vor  allen  anderen  Energie- 

strömen auszeichnet:  er  kann  niemals  cyclisch  sein. 

Angenommen  nämlich,  der  Strom  verliefe  cyclisch: 

Zx       h'        cz  ~ 

so  müssten  nach  bekannten  Sätzen  die  Stromlinien  geschlossene 

Curven  bilden,  man  könnte  also  einen  ringförmigen  Körper  V 

abgrenzen,  dessen  Oberfläche  5  aus  einer  continuirlichen  Folge 
von  Stromlinien  bestünde.  Untersuchen  wir  die  Vorgänge  in 
einem  derartigen  Körper.  Wir  haben  die  folgenden  zwei  Be- 

dingungen: 

1.  /„,  der  aus  der  Oberfläche  5  austretende  Energiestrom, 
ist  in  allen  Punkten  von  5  Null. 

2.  In  allen  Punkten  von  V  ist 

Da  nun: 

CH*  Cl 

cx  cy 
+ 

ctvt 

Tz 

0. 

cx 
cl cx 

—  ifr.ty  = 

CY 

ci> 

cy 

fc'i 

cy 

#>       -  3 
cz 

er 

ett  „ 

cz 

-0  ist  nach  dem  Green  schen  Satz: 

w':         er  cy        '  cz 

cu.       et-  cw. 

J 

„V  er 
cy  er 
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also,  wenn  wir  die  zwei  gemachten  Bedingungen  einführen: 

3» 

3.r 

öd        80  \  _ 
, .  h  w  .      </-  —  o. 

Nun  ist  aber  eine  wesentliche  Eigenschaft  des  Wärme- 

stromes, dass  er  durch  ein  Element  einer  isothermen  Fläche 

nur  in  der  Richtung  von  der  wärmeren  Seite  nach  der  kälteren 

Seite  fliessen  kann.  Die  Grösse 

ist  also  eine  wesentlich  negative  Grösse,1  die  nur  an  den 

Stellen  Null  wird,  wo  keine  Wärmeleitung  stattfindet.  Daraus 

folgt,  damit  das  Integral  über  dieser  Grösse  Null  sein  kann, 

dass  in  jedem  Punkte  des  betrachteten  Körpers  der  Wärme- 

strom Null  herrschen  muss.  Es  kann  also  keinen  cyclischen 

Wärmestrom  geben. 

Man  nennt  wegen  der  Unmöglichkeit  cyclischer 

Ströme  den  Wärmeleitungsstrom  einen  nicht-umkehr- 

baren Vorgang. 

24.  Wir  setzen  die  Maxwell'sche  Theorie2  voraus,  also 
vor  Allem  auch  den  Satz,  dass.  wenn: 

Ly  Af,  N  die  Componenten  der  magnetischen  Kraft, 

2,  9)i,  9t  die  Componenten  der  magnetischen  Induetion, 

X,  Y,  Z  die  Componenten  der  elektrischen  Kraft, 

£,  %  3  die  Componenten  der  elektrischen  Verschiebung, 

a,  b,  c  die  Componenten  des  elektrischen  Leitungsstromes, 

der  zeitliche  Zuwachs  der  Energie  in  irgend  einem  Raum- 

element dz,  der  rein  durch  die  elektromagnetischen  Vorgänge 

hervorgerufen  wird,  unter  allen  Umständen  den  Werth  hat: 

 hv. « 

Poynting's  Theorem. 

i  Kirchhoff,  Warme.  4.  Vorlesung.  S.  48. 

-  Popp],  Einführung  in  die  Maxwell'sche  Theorie,  S.  2  und  3. 
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de 

dt  U«  \     dt  dt  dt  .! 

4r  v      dt  dt  dt  I 

+  (X.a  -+-  Y.b+Z.c)^  -dx. 

In  welcher  Form  diese  Energie  aber  auftritt,  lasse  ich,  wie 

bei  den  anderen  Formen  der  Energieübertragung,  gänzlich 

unbeachtet. 

Aus  den  Maxwell'schen  Gleichungen:1 dü 

-f-  4  na  z=z 
82V 

IM 

d2 8Z 

dt 

Zy 

dt 

"  cz 

8? 

+  4xb  = 

8L 

8;V 

dDl 

_  2
2 

8A 

dt 
8* 8* dt 

~~  8* 

8; 

d8 

+  4zc  = 

8Z, 

dm 

_8A
 

ay 

dt 8* 

8y 

dt 

~~  8>* 

8*
' 

die  für  jeden  elektromagnetischen  Vorgang  in  ruhenden 

Körpern  erfüllt  sein  müssen,  folgt  durch  Multiplication  mit 

A,  Y,  Z,  L,  Mt  N  und  Addition: 

de.  (  8  8 
4*--^.  =  _  _    (YN—ZM)  +  —  (Z.L—  XN)  + 
dt  t  8.v  8>' 

-4-  8  (A.M  —  YL)\- 

8c  
' Setzen  wir  nun: 

»  3  =  -L.(yjv— ZM) 
4z 

,3  =  -L.(ZL-XK)  ...is 

4r 

fi>8  =  (ATM — IX) 4-  / 

i  Alle  Grössen  sind  in  demselben  Masssystem,  elektrostatisch  oder 

elektromagnetisch  gemessen. 
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so  können  wir  behaupten: 

1.  Diese  Grössen  erfüllen  die  Bedingung 

de*  =  ̂   +        +  <w3 
<lx        8y  8z 

2.  Sie  enthalten  die  Coordinaten  und  die  Zeit  nicht 

explicite,  sondern  sind  reine  Functionen  der  Zustandsgrössen. 

Die  dritte  Frage,  ob  sie  nur  realisirbare  Energieübergänge 

darstellen,  lasse  ich  fürs  erste  offen. 

Poynting'ü  Satz. 

Der  durch  die  Gleichungen  18)  definirte  Vector 

stellt  alle  Energieänderungen  in  einem  elektromagne- 

tischen Felde  richtig  dar.  Er  ist,  abgesehen  von  dem 

Zahlenfactor  ~ ,  gleich  dem  Product  aus  der  elek- 

trischen  Kraft  P,  der  magnetischen  Kraft  H  und  dem 

Sinus  des  von  beiden  gebildeten  Winkels  <p: 

/3  =    1  .H.  P  sin  f. 4z 

Seine  Richtung  steht  senkrecht  auf  P  sowohl,  als 

auch  auf  Hy  und  zwar  in  dem  Sinne,  in  welchem 

man  durch  die  von  P  und  H  gebildete  Ebene  sehen 

muss,  um  den  coneaven  Winkel  von  P  nach  H  als 

positiv  (Uhrzeigerdrehung)  wahrzunehmen. 

25.  Wir  haben  uns  bei  der  Herleitung  des  Poynting'schen 
Satzes  zunächst  auf  ruhende  Körper  beschränkt.  Er  gilt  aber 

ebenso  für  bewegte  Körper.  Denn  in  diesen  entstehen  die 

elektromagnetischen  Erscheinungen  durch  Superposition  der 

folgenden  beiden  Vorgänge. 

Erstens  führt  die  bewegte  Materie  einen  Theil  der  in  ihr 

herrschenden  Zustände  convectiv  mit  sich1  (geradeso  wie  ihre 

Temperatur,  elastische  Spannungen  etc.),  während  jedenfalls 

»  Vcrgl.  Hertz,  Über  die  Grundgleichungen  der  Elektrodynamik  für 

bewegte  Körper.  Wied  Ann..  41,  S.  369,  1890.  Ausbreitung  der  elektrischen 

Kraft,  S.  236.  Hertz  macht  unnothigerweise  die  speciclle  Annahme,  Jass  die 

Materie  den  ganzen  elektromagnetischen  Zustand  mit  sich  fuhrt,  eine  Annahme, 

die  sicher  nicht  richtig  ist,  wie  die  Versuche  über  Lichtgeschwindigkeit  in 

bewegten  Medien  beweisen. 
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ein  Theil  seine  Stelle  unverändert  beibehält.  Hiedurch  ent- 

stehen im  Allgemeinen  Deformationen  des  Feldes  und  Ände- 

rungen der  magnetischen  und  elektrischen  Kräfte  in  Leitern 

und  Dielektrica. 

Zweitens  treten  in  Folge  dieser  Kräfteänderungen  Vor- 

gänge elektrischer  Leitung,  dielektrischer  Polarisation  und 

Magnetisirung  in  den  verschobenen  materiellen  Theilchen  ein, 

die  ihrerseits  ein  Feld  erzeugen,  das  sich  über  das  erste  super- 

ponirt.  Für  das  superponirte  Feld  gelten  die  Maxwell'schen 
Gleichungen  genau  so,  wie  bei  ruhenden  Körpern. 

Der  erste  Theil  dieses  Vorganges,  die  mechanische  Defor- 

mation des  Feldes,  bewirkt  nun  auf  zweierlei  Weise  Ände- 

rungen in  der  Energie  des  Feldes: 

1.  Dadurch,  dass  die  bewegte  Materie  einen  Theil  der 

Energie  mit  sich  führt  (Convectionsstrom); 

2.  dadurch,  dass  das  Feld  deformirt  wird,  d.  h.  dass  sich 

die  Kraftröhren  verkürzen  oder  verlängern,  verbreitern  oder 

verengen.  Um  die  hiemit  verbundenen  Energieänderungen 

hervorzubringen,  muss  durch  positive  oder  negative  Arbeit 

den  bewegten  materiellen  Theilchen  Energie  zugeführt  oder 

abgenommen  werden.  Es  muss  also  ein  mechanischer 

Leitungsstrom  vorhanden  sein,  dessen  Stromlinien  in  den 

bewegten  Theilchen  ihr  Ende  oder  ihren  Anfang  haben. 

Der  zweite  Theil  des  Vorganges,  die  elektromagnetische 

Änderung  des  Feldes,  ruft  Änderungen  der  Energie  hervor, 

die,  weil  die  Maxwell'schen  Gleichungen  gelten,  vollständig 

und  richtig  durch  den  Poy nting'schcn  Energiestrom 
beschrieben  werden. 

Es  ist  damit  bewiesen,  dass  das  Poy  nti  ng'sch  e 

Theorem  auch  für  bewegte  Körper  unbeschränkt 

Giltigkeit  behält. 

Dies  möge  zunächst  an  einigen  Beispielen  aus  der  Elektro- 

statik deutlich  gemacht  werden. 

Bewegung  elektrisirter  Körper. 

26.  Es  seien  A  und  B  (Fig.  3)  die  Platten  eines  ebenen 

Condensators,  die  so  gross  sind,  dass  man  die  Randwirkungen 

Vernachlässigen  und  das  elektrische  Feld  als  homogen  ansehen 
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kann.  .4  sei  festgehalten  und  mit  der  Erde  leitend  verbunden, 

B  sei  beweglich,  vollkommen  isolirt  und  mit  einer  bestimmten 

Elektricitätsmenge  geladen.  Die  Intensität  P  des  elektrischen 

Feldes  hängt  nicht  vom  Abstände  der  Platten  ab,  sie  bleibt  bei 

den  Verschiebungen  von  B  ungeändert. 

Wird  nun  B  mit  der  Geschwindigkeit  co  gegen  A  vorbewegt, 

so  schieben  sich  die  elektrischen  Kraftlinien  in  B  hinein.  Da 

aber  die  elektrische  Ladung  (Kraftlinienendungen) 

an  der  Oberlläche  eines  Conductors  ein  Zustand  der 

materiellen  Molekeln  ist,  welcher  mit  der  Materie 

festverbunden  fortschreitet,  so  müssen  die  Kraft- 

linien im  Leiter  gleichzeitig  eine  derartige  Schrum- 

pfung erfahren,  dass  ihre  Enden  immer  in  der  Ober- 

flächenschicht der  Platte  B  bleiben.  ■ 

Da  dieser  Vorgang  nicht  mit  dem  Auftreten 

magnetischer  Kräfte  verbunden  ist  und  da  an  allen 

anderen  Stellen  des  Feldes  der  Zustand  fortwährend 

derselbe  bleibt,  wie  wenn  B  in  Ruhe  wäre,  so  super- 

ponirt  sich  kein  neues  elektromagnetisches  Feld  A  1  B 

über  das  vorhandene. 

In  Folge  der  Veikürzung  der  Kraftlinien  tritt  fortwährend 

JE 

der  Energieübergang     _     —        .  o>  pro  Flächeneinheit  aus 

dt  o  ~ 
dem  Felde  in  die  Platte  B,  wird  durch  diese  mechanisch  weiter 

geleitet  und  kann  auf  ihrer  Aussenseitc  abgenommen  werden. 

Sonst  treten  im  Felde  keine  Energieverschiebungen  ein, 

der  Poynting'sche  Strom  ist  Null. 

Ganz  ebenso  lassen  sich  die  Vorgänge  beschreiben,  die 

bei  einem  Wegziehen  der  Platte  B  von  A  eintreten.  Nur  dass 

dann  die  in  B  haftenden  Kraftlinienreste  eine  Dehnung  erfahren, 

die  mit  einer  Energieabgabe  an  das  Feld  verbunden  ist. 

Die  i  n n e re  Oberfl äc h e  der  Platte  B  ist  ein  Gebiet 

von  Quellpunkten  oder  von  Sinkstellen  fürden  mecha- 

nischen Energiestrom. 

27.  Verschiebt  man  eine  dünne,  ebene  Platte,  die  beider- 

seits mit  der  Flächendichte  -j  belegt  ist.  mit  der  Geschwindig- 

keit tu,  deren  Richtung  den  Begrenzungsebenen  parallel  ist.  so 

tritt  eine  Verkürzung  oder  Verlängerung  der  Kraftlinien  an  den 
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beiden  Begrenzungsebenen  nicht  ein.  Dagegen  würden  die  in 

der  Oberflächenschicht  steckenden  Kraftlinienendchen  durch 

den  mechanischen  Vorgang  schief  gezogen  werden,  wenn  sie 

sich  nicht  durch  einen  immer  gleichzeitig  erfolgenden  Leitungs- 

vorgang wieder  senkrecht  aufrichteten.  Die  Flächendichte  dieses 

in  der  Oberflächenschicht  verlaufenden  elektrischen  Leitungs- 

stromes ist  natürlich  a.w,  er  ist  mit  einer  magnetischen  Kraft 

verbunden,  die  innerhalb  der  Platte  Null  ist,  unmittelbar  über 

ihr  aber  den  Werth  H  —  4j:a.G>  hat,  deren  Richtung  senkrecht 

auf  u)  und  parallel  zur  Platte  ist.  Man  sieht  dies  unmittelbar  ein, 

wenn  man  das  Linienintegral  von  H  längs  einer  geschlossenen 

Curve  bildet,  durch  die  der  Strom  i  tritt  und  berücksichtigt, 

dass  es  den  Werth  4z i  haben  muss.  Ausserdem  haben  wir  den 

Werth  der  elektrischen  Kraft  in  unmittelbarer  Nachbarschaft 

der  Platte:  P  =  4ri,  ihre  Richtung  ist  senkrecht  zur  Platte.  Da 

hier  Pund  H  beide  im  elektrostatischen  Maass  angegeben  sind, 

so  ergibt  sich  die  Dichte  des  Poynting'schen  Stromes  unmittel- 
bar an  der  Platte: 

ft  -  _L  .//./>  =    1  .P2co. 
4-  4r 

Seine  Richtung  fällt  mit  der  von  to  zusammen. 

Die  Hälfte  dieses  Stromes: 

1  ,  P« Ja  =    •  <° 

stellt  den  Energieübergang  dar,  der  mit  dem  Vorrücken  des 

elektrischen  Feldes  mit  der  Platte  verbunden  ist.  Die  andere 

Hälfte  bringt  die  Energiezufuhr  zu  dem  vor  dem  vorderen 

Rande  der  Platte  befindlichen  Theil  des  Feldes  zum  Ausdruck, 

wo  durch  das  Vorrücken  der  Platte  fortwährend  Energie  ab- 

sorbirt  wird. 

Der  mechanische  Ene rgiestrom  hat  nur  an  den 

Rändern  der  Platte  Quell-  und  Sinkstellen,  an  denen 

die  Energie  durch  den  Poynting'schen  Strom  zu-  und 
abgeführt  wird.  Ausserdem  ist  das  Vorrücken  des 

ganzen  Feldes  mit  einem  Poynting'schen  Energie- 
strome verbunden. 
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28.  Ein  kugelförmiger  Körper  A",  der  elektrisch  geladen 
und  isolirt  ist,  werde  mit  der  Geschwindigkeit  u>  von  einer  zur 

Erde  abgeleiteten  Platte  A  entfernt.  Es  wird  erstens  auf  der 

Vorderseite  der  Kugel  eine  Schrumpfung,  auf  der  Hinterseite 

eine  Dehnung  der  Kraftlinien  eintreten.  Zweitens  wird  auf  der 

Oberfläche  der  Kugel  ein  elektrischer  Leitungsstrom  vorhanden 

sein,  der  dafür  sorgt,  dass  die  Kraftlinien  immer  senkrecht  auf 

der  Oberfläche  stehen  (wir  nehmen  also  an,  wie  es  immer  in 

der  Elektrostatik  geschieht,  dass  die  Kugel  ein  vollkommener 

Leiter  ist). 

Es  entsteht  nun  ein  Poynting'scher  Strom,  der  durch  neben- 

stehende Skizze  (Fig.  4)  veranschaulicht  werden  soll.  Die  Strom- 

linien verlaufen  immer  senkrecht 

Vorderseite  hin  und  geben  hier  ^^*E5^ 

den  grössten  Theil  der  Energie  Fjg  4 

wieder  an  die  Kugel  zurück.  Ein 

Theil  jedoch  gelangt  ins  Feld,  da  die  Stromlinien  ein  wenig 

divergiren.  Diesen  Theil  wollen  wir  nun  im  Folgenden  be- 
rechnen. 

Es  bedeuten: 

o  Abstand  eines  Punktes  von  der  Symmetrieaxe; 

z  Abstand  eines  Punktes  von  der  Ebene  .4; 

/?,Zdie  Componenten  der  elektrischen  Kraft  nach  den  Rich- 

tungen p  und  z\ 

H  die  magnetische  Kraft,  deren  Kraftlinien  Kreise  um  die 

Symmetrieaxe  bilden;  ihre  Richtung  ist  positiv,  wenn  die 

Kraftlinien,  in  der  positiven  Z- Richtung  gesehen,  im  Sinne 

der  Uhrzeigerdrehung  verlaufen; 

/  die  Zeit; 

V  die  Lichtgeschwindigkeit. 

Alle  Kräfte  seien  in  demselben  Maass-System  (elektro- 

statisch) gemessen. 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  CI.J  CVII.  Bd..  AMh.  II.  a.  "6 

zu  den  elektrischen  Kraftlinien, 

also  auf  der  Oberfläche  der  Kugel 

tangential.  Sie  führen  von  der 

Hinterseite  der  Kugel,  wo  fort- 

während Energie  austritt,  nach  der 
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Man  kann  nun  das  elektromagnetische  Feld  der  Kugel 

leicht  berechnen  mit  Hilfe  einer  Function  /(p,  z,  /),  die  der 

folgenden  Differentialgleichung  genügt:1 

3s2       3p*      P      3p       V2     3/ 2 

Es  ist  dann: 

H  ~  V 17  '    Z-7""37'   Ä  ~  ~7  "i7* 

Ich  führe  noch  folgende  Bezeichnungen  ein: 

sei  der  Abstand  des  Kugelmittelpunktes  von  der  Ebene  A; 

u>2
 

1-—  =  k*- 

V* 

S— Z  S+S 

—  =m;       z    =  iv 

Ferner  beschränke  ich  mich  hier  auf  den  Specialfall,2  wo 

der  Radius  der  Kugel  gegen  s  verschwindend  klein  ist,  d.  h.  auf 

die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  sogenannten  elektrischen 

Punktes.3  Diesem  Fall  entspricht  die  folgende  Lösung  der  Diffe- 

rentialgleichung a): 

e  N 

/=  --  (fH+ft),     e  die  Ladung  des  Punktes: 

i 

/   1  IN 
—  (ü.S  .p 

-  +  -)■ 

i  Hertz,  Wied.  Ann.  36,  S.  1,  1888;  abgedr.  Ausbreitung  der  clektr.  Kr. 
S.  150. 

•  Die  allgemeine  Lösung  für  eine  endliche  Kugel  findet  sich  im  Anhange  I. 
»  Vergl.  J.  J.  Thomson,  Recent  Researches.  p.  16. 
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Da  es  sich  um  ein  elektrostatisches  Problem  handelt,  so 

dürfen  wir  uns  eine  weitere  Vereinfachung  erlauben,  da  dann  (*> 

gegen  V  verschwindend  klein  ist,  also  k2  =  1. 
Da  nun: 

rx  -  s/p*+(s-*)\         ra  =  \Zp,+(*+*)i. 

so  hat  die  elektrische  Kraft  überall  denselben  Werth,  den  sie 

haben  würde,  wenn  der  elektrische  Punkt  an  der  Stelle,  durch 

die  er  gerade  geht,  in  Ruhe  wäre. 

Das  magnetische  Feld  ist  so  schwach,  dass  man  es  bei  der 

Berechnung  der  Feldenergie  nicht  zu  berücksichtigen  braucht. 

Die  elektrische  Kraft  in  der  Nähe  des  elektrischen  Punktes 

hat  den  Werth: 

f 

wo  A  eine  sehr  kleine  Grösse  von  der  Ordnung  -p-  ist. 

Setzen  wir  ferner: 

25  =  S, 

so  ist: 

rt  =  S.(l+A'), 

wo  Ä'  ebenfalls  von  der  Grössenordnung  — 

In  der  Nähe  des  elektrischen  Punktes  ist  also  mit  ge- 

nügender Annäherung  zu  setzen: 

P  =  —  +  —  .BL. 

Die  Energie  in  dem  Raumelement  dz  ist: 

Es  seien  nun  um  den  elektrischen  Punkt  zwei  sehr  kleine 

concentrische  Kugeln  mit  den  Radien  a  und  b  geschlagen,  so 

ist  die  Energie  in  der  von  ihnen  gebildeten  Kugelschale,  wenn 

wir  Polarcoordinaten  anwenden,  folgendermassen  zu  berechnen: 

76* 
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Radius:  rx\    Breite:  ̂ ({jl,  —  cos  ft);    Länge:  ? 

_  s»  /  1  1 ~~  2  \  a  b 

Dieser  Werth  hängt  nicht  von  5  ab.  Es  ist  nun  leicht  zu 

sehen,  dass  innerhalb  einer  Kugel,  die  um  den  elektrischen 

Punkt  mit  einem  sehr  kleinen  Radius  geschlagen  ist,  und  die 

man  sich  mit  dem  Punkt  fortbewegt  denkt,  die  Energie  unge- 

ändert  bleibt. 

Anders  ist  es  aber,  wenn  man  die  Kugel  ruhend  lässt.  Als- 

dann vermehrt  sich  bei  der  Bewegung  des  elektrischen  Punktes 

in  Folge  der  Kraftliniendehnungen  ihre  Energie.  Um  diese  Ver- 

mehrung zu  berechnen,  suche  ich  die  Energie  in  dem  Zwischen- 

räume zwischen  den  beiden  Kugeln  mit  den  Radien  a  und  b, 

wenn  die  grössere  Kugel  (rad.  b)  an  ihrem  Orte  geblieben  ist, 

die  kleinere  dagegen  (rad.  a)  sich  mit  dem  elektrischen  Punkte 

während  des  Zeitelementes  dt  weiter  bewegt  hat.  Dies  ist  dann 

schon  ohneweiters  die  Vermehrung  der  Energie  in  dem  ganzen 

von  der  äusseren  Kugel  (rad.  b)  umschlossenen  Raum. 

I.  Berechnung  der  Energievermehrung  in  dem  Zwi- 

schenräume zwischen  den  beiden  Kugelflächen  bei 

dem  mechanischen  Deformationsvorgange. 

Während  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  rückt  der  Mittel- 

punkt der  kleineren  Kugel  um  die  Strecke  CC  =  wJt  vor  (siehe 

Fig.  5. 

nebenstehende  Skizze  Fig.  ">).  Denkt  man  sich  das  Feld  dabei 
ganz  ungeändert,  so  ergibt  sich  nach  dieser  Bewegung  die 

Energie  des  Zwischenraumes: 
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s2    /««/•« /*/]        2.cosf>,  . 

\V<  i 

a' —  a — tu.J/.cos^. 

Die  Integration  über  <p  und  r,  gibt  zunächst: 

e>=  *.r\  !  L  + 
4  J0    (  a — (o.J/cosd- 

.dt.  cos  tt)  l (&  -  a  -»-  w .  <// .  cos  d)  l  si  n  tato, 
S2  j 

oder  mit  Vernachlässigung  aller  höheren  Potenzen  von  tu.  J/: 

s*          r-fcosä      2  cos1*!  UJQ 4-  -   .mit.  +   sin  W», 

2      ö      *  /  3 

Der  Zuwachs  an  Energie  beträgt  also: 

3  S* 

Während  des  mechanischen  Theiles  des  Vor- 

ganges tritt  durch  die  in i t  dem  elektrischen  Punkte 

bewegte  Kugelfläche  frad.  a)  der  Energieübergang: 

("-1  =  1  ...f) 
dt  h       3  S* 

2.  Berechnung  des  Energieüberganges  durch  den 

Poynting'schen  Strom. 

Die  beiden  Kugeloberflächen  stehen  keineswegs  senkrecht 

zu  den  Kraftlinien  (sie  sind  keine  Niveauflächen).  Die  tangen- 

tiale Componente  der  Kraft  ist  z.  B.  auf  der  kleineren: 
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V       a  al  5«    a  $* 

a 

wo  gleich  die  Glieder  der  Ordnung  —  gegen  1  vernachlässigt 

sind.  Mit  der  gleichen  Vernachlässigung  ergibt  sich  für  die 

magnetische  Kraft: 

H  —  w.e-  —  -  =  W^  sin  i>. 

Durch  die  Kugel  tritt  nach  aussen  der  Energieübergang: 

—    =  H.T.äS=  /      I    sin8  b.d&.d-z, 
dt  h  4*  4rc.S*  J0  J0 

/jg\    _    2  S^U) 
/2  ~  3  S* 

Bei  dem  elektromagnetischen  Vorgang  tritt  durch 

die  kleinere  Kugelfläche  der  Energieübergang: 

(dE\  _  2  s*.<o 

\di  h      3     S*
  " 

Derselbe  Energieübergang  geht  aber,  wie  man  unmittelbar 

erkennt,  auch  durch  die  äussere  Kugelfläche,  die  Energie  des 

Zwischenraumes  erfährt  also  keine  weitere  Vermehrung. 

Der  Raum,  der  von  einer  ruhenden,  mit  unend- 

lich kleinem  Radius  (b)  um  den  elektrischen  Punkt 

beschriebenen  Kugelfläche  eingeschlossen  wird,  er- 

fährt einen  zeitlichen  Energiezuwachs: 

dE\  _  J_  sV^w 

dt  Ii  ~~  3  *  S2 

Durch  seine  Oberfläche  tritt  der  Energieüber- 

gang: 
fdE\  _  2 

\dth~  3 

An  dem  elektrischen  Punkte  wird  also  in  Folge 

der  Dehnung  der  Kraftlinien  dem  Felde  im  Ganzen 

die  Leistung  zugeführt: 
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äE 

dt 

Der  Punkt  wird  mit  der  Kraft nach  der  abgeleiteten 

Wand  hingezogen. 

Andere  Theorien. 

29.  Der  Poynting'sche  Strom  f3  schildert  erstens  die 
Energieänderungen  in  einem  elektromagnetischen  Felde  unter 

allen  Umständen  richtig  und  vollständig.  Zweitens  ist  er  aus 

den  Zustandsgrössen  allein  zu  berechnen.  Bisher  ist  keine 

andere  Theorie  der  elektromagnetischen  Energieübertragung 

aufgestellt,  die  auch  dieser  zweiten  Forderung  genügte. 

So  haben  Föppl1  und  Andere  für  den  stationären  elek- 

trischen Strom  eine  Theorie  vorgeschlagen,  nach  welcher  der 

ganze  Energiestrom  im  Leiter,  und  zwar  parallel  zu  den  Linien 

des  elektrischen  Stromes  verlaufen  soll,  ähnlich  dem  Energie- 

strom in  einer  hydraulischen  Kraftübertragung.  Ist  J  die  Stärke 

des  elektrischen  Stromes,  U  das  Potential  an  einer  bestimmten 

Stelle,  so  soll  der  Energieübergang  durch  den  betreffenden 

Querschnitt  sein: 

J  ist  ohne  Zweifel  eine  Grösse,  die  einen  bestimmten 

Zustand  des  Stromleiters  charakterisirt.  U  hingegen  ist  sicher 

nicht  unter  die  Zustandsgrössen  zu  rechnen,  allein  schon  aus 

dem  Grunde,  weil  überhaupt  nur  in  constanten  magnetischen 

Feldern  von  einem  elektrischen  Potential  gesprochen  werden 

kann.  Ausführlicher  hat  Heaviside2  diesen  Gegenstand  er- 

örtert bei  Besprechung  der  Arbeit  von  Macauley,3  der  die- 

selbe Theorie  aufgestellt  hat. 

1  Föppl,  Einführung  in  die  MaxwcH'sche  Theorie,  S.  306. 

2  Eiectrician,  29,  29.  Juli.  1892,  abgedruckt  in  Electromagnet.  Theory. 

p.  248. 

3  Phil.  Trans.  London,  183,  p.  685,  1892. 

dE 
=  j.a 

dt 
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30.  Macauley  hat  der  Theorie  noch  eine  weitere  Ände- 

rung hinzugefügt.  Kr  zerlegt  (dem  Maxwell'schen  Treatise 
folgend)  die  elektrische  Kraft  in  zwei  Summanden,  in  eine,  die 

ein  Potential  hat  (elektrostatische  Kraft),  und  in  eine,  die  keines 

hat  (elektrodynamische  Kraft).  Zur  Berechnung  des  Energie- 

stromes verwendet  er  nur  den  zweiten  Summanden.  Indessen 

darf  man  auch  diese  elektrodynamische  Kraft  nicht  als  Zustands- 

grösse  bezeichnen.  Man  denke  nur  an  das  in  Nr.  28  durch- 

geführte Beispiel.  Ist  in  Gleichung  c)  k2  von  l  verschieden,  so 

hat  die  elektrische  Kraft  sicher  kein  Potential,  ist  k2  =  1,  so  hat 

sie  eines.  Ist  nun  im  ersten  Falle  die  Kraft  Repräsentant  eines 

ganz  anderen  physikalischen  Zustandes  wie  im  zweiten?  Oder 

lässt  sich  ein  elektrostatischer  und  ein  elektrodynamischer 

Theil  an  ihr  physikalisch  unterscheiden?  Die  Trennung  dürfte 

wohl  in  jedem  Falle  willkürlich  sein. 

Der  Macauley'sche  Energiestrom  ist,  soweit  er 

sich  vom  Poynting'schen  unterscheidet,  willkürlich 
fingirt. 

31.  Ich  komme  nun  zur  Untersuchung  der  dritten  Frage. 

Hertz1  hat  gegen  die  Poynting'sche  Theorie  den  schwer- 

wiegenden Einwand  gemacht,  dass  sie  in  Fällen,  wo  gar  keine 

Energieübertragung  stattfindet,  von  Null  verschiedene  cyclische 

Energieströme  liefert.  Ein  Beispiel  möge  dies  erläutern. 

In  der  Z-Axe  liege  ein  unendlich  dünner  Magnetstab  von 

der  Länge  /  und  der  Polstärke  w,  der  positive  Pol  sei  dein 

Coordinatenanfang  zugekehrt  und  im  Abstände  p  von  ihm.  Im 

Coordinatenanfang  sei  ein  elektrisirtes  Partikelchen  mit  der 

positiven  Ladung  i  angebracht,  s  und  m  seien  beide  in  dem- 

selben .Maasssystem  (etwa  elektrostatisch)  gemessen. 

Benutzen  wir  nun  wieder  das  Coordinatensystem  der  z 

und  o  (siehe  Nr.  28>.  so  haben  wir  in  einem  Punkte  (c,  f.) 

folgende  Kraftcomponenten : 

'  Wied.  Ann..  40.  S.  :>77,  ISflO,  abgedr.  in  Ausbreitung  der  clektr.  Kraft, 
S.  234 

Cyclischer  Energiestrom. 
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Fig.  6. 

Componenten  der  elektrischen  Kraft  P:  Z,  R: 

Componenten  der  magnetischen  Kraft  H:  X,  Q: 

Es  kreist  also  um  die  c-Axe  im  positiven  Sinne  der 

cyclische  Energiestrom: 

32.  Nun  nehme  ich  den  Magnetstab  fort  und  lege  dafür 

durch  die  s-Axe  eine  unendlich  ausgedehnte  Ebene  S,  die  auf 

beiden  Seiten  eine  elektrische  Belegung  hat,  auf  der  einen  eine 

positiv  elektrische  von  der  gleichförmigen  Flächendichte  i,  auf 

der  anderen  eine  ebenso  grosse  negativ  elektrische  — Diese 

Belegungen  ändern  also  das  elektrische  Feld  des  Punktes  e  nicht. 

Nun  sollen  sie  mit  einer  an  jeder  Stelle  constant  bleibenden 

Geschwindigkeit  bewegt  werden,  deren  Componenten  für  die 

positive  Belegung  seien,  wenn  man  die  Ebene  5  als  .r-oEbene 

wählt: 

i  z—p      z—(p  +  l)\             ix  x 
%  =  —   r  ;  f  =  -M  !  ...cJ 

für  die  negative  Belegung  dagegen  — «,  —  7. 

1 

Digitized  by  Google 



1160  G.  Mie. 

9a  Sy 

Da  nun:  ■+■  ̂   0,  so  ist  die  Strömung  der  elek- 

trischen Partikelchen  cyclisch,  die  Dichtigkeit  a  und  —  n  bleibt 

überall  ungeändert. 

Wie  der  Rowland'sche  Versuch  bewiesen  hat,  ist  die 

Bewegung  elektrischer  Partikelchen  mit  ebensolchen  magne- 

tischen Kräften  verbunden,  wie  ein  elektrischer  Strom.  Die 

Componenten  der  Flächendichte  unseres  Stromes  sind: 

a  —  2a.o,    c  —  2 -3.7.  ...d) 

Die  magnetische  Kraft  dieses  Stromes  lässt  sich  leicht 

berechnen,  wenn  man  bedenkt,  dass: 

1.  das  Linienintegral  der  Kraft  um  eine  geschlossene 

Curve,  die  die  Ebene  des  Stromes  nicht  schneidet,  Null  sein 

muss; 

2.  das  Linienintegral  um  eine  die  Ebene  schneidende 

Curve  den  Werth  4xJ  hat,  wenn  J  der  durch  die  Curve  tretende 

elektrische  Strom  ist. 

Bilden  wir  das  Linienintegral  längs  eines  schmalen,  unend- 

 s  lieh  kleinen  Rechtecks  (Fig.  7),  dessen 

~tZ-  i_r -~?  längere  Seite  parallel  der  *-Axe  ist 

n.    „  und  das  die  Ebene  6'  in  dem  Linien- i"  ig.  » . 

element  dx  schneidet,  so  ergibt  sich, 

wenn  L,  und  L„  die  A'-Componenten  der  magnetischen  Kraft 
zu  beiden  Seiten  der  Ebene  sind: 

(L, — Lt)dx  —  4-c.dx, 
also : 

Lx  —  -+-2  zc,       =  — 2  vc.  ...  c , ) 

Ebenso,  wenn  \\  und  A'2  die  c-Componenten  zu  beiden 
Seiten  der  Ebene: 

\\  —  —2za.    .V,j  —  +'2zii. 

denen  wir  wieder  zu  dem  Coordinatensystem  der  z.  p 

Ober,  so  ergeben  sich  In  dem  einen  der  beiden  Gebiete,  in 

welches  die  Ebene  S  den  Raum  theilt,  sagen  wir  dem  vorderen: 
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in  dem  anderen,  dem  hinteren  Gebiet: 

Nun  lege  ich  an  dieselbe  Stelle,  wo  sich  früher  der  Magnet- 

stab befand,  einen  anderen  von  derselben  Länge  /,  aber  von  der 

halben  Polstärke  — .  Ferner  setze  ich  fest,  dass  die  Flächen- o 

dichte  der  elektrischen  Belegung  1  =  sei.  Dann  ergibt  sich 

in  dem  vorderen  Raumgebiete  die  magnetische  Kraft: 

£-ft«-(*-*)-8  ) 

Im  hinteren  Raumgebiet  dagegen: 

Ö-+Ot  =  o,  y+;vg  =  o. 

Ks  muss  also  der  Energiestrom  im  hinteren  Raumgebiete 

Null  sein,  im  vorderen  dagegen,  wo  ganz  dieselben  Ver- 

hältnisse herrschen,  wie  in  dem  vorher  beschriebenen  Falle 

[siehe  Gleichungen  a)\,  muss  er  auch  dieselbe  Intensität  /3 

[Gleichung  b)}  haben. 

Der  Energiestrom  verläuft  jetzt  in  Halbkreisen,  er  ist  nicht 

mehr  cyclisch. 

In  der  That  beschreibt  er  die  Verhältnisse  richtig.  Bei  der 

Bewegung  des  positiven  Elektricitätstheilchens  a.dS  an  einer 

Stelle  s  =  ß,,  x  —  xx  mit  der  Geschwindigkeit  («,  7)  im  Felde 

des  elektrischen  Partikelchens  s  gewinnt  man  die  Leistung: 

Genau  dieselbe  Leistung  gewinnt  man  auch  durch  die 

Bewegung  des  Theilchens  —i.dS  an  derselben  Stelle.  Im 

ftt 

Ganzen  also,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  ö  =  ,  ist: 

8z 
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dE        m.B     xx    j  p       p+l  \   ,c      -  .c 

Ebenso  muss  man  den  Theilchen  a.dS  und  — adS  an  der 

Stelle  8  =  zv  x  —  —xl  diese  Leistung  f3.dS  zuführen. 

Durch  den  Äther  wird  in  Form  eines  auf  einer  halb- 

kreisförmigen Bahn  verlaufenden  Energiestromes  /s 

die  an  einer  Stelle  (rp  —xx)  zugeführte  Leistung  nach 

der  Stelle  (rp  -+-,v,)  übertragen,  wo  sie  wieder  abge- 
nommen werden  kann. 

Der  Energiestrom  im  statischen  Felde  ist  nur  ein 

zufällig  cyclischer,  er  lässt  sich  vollständig  reali- 

siren. 

Der  wirkliche  Energiestrom. 

33.  Das  im  letzten  Abschnitte  benützte  Verfahren  lässt 

sich  verallgemeinern.  Ich  nehme  an,  dass  die  Materie  in  dem 

elektromagnetischen  Felde  sich  nicht  bewegt.  Es  sei  durch 

eine  geschlossene  Oberfläche  S  aus  dem  elektromagnetischen 

Felde  ein  Raumgebiet  G  ausgeschnitten.  In  dieser  Fläche  5 

seien  die  Grössen  L,  M,  X,  8,  SR,  9t,  X,  Y,  Z,  X,  $  und  die 

Componenten  des  elektrischen  Leitungsstromes  a,  b,  c  gegeben. 

Die  Richtungscosinus  der  nach  innen  gerichteten  Flächen- 

normale seien:  X,  ji,  v,  ferner  die  Richtungscosinus  zweier  auf 

einander  senkrecht  stehenden  Tangenten  nl  und  «2:  Xp  {xr  Vj 

und  Xj,  [ig,  v8.  Die  Drehrichtung  von  ;/,  nach  ti2  sei  positiv, 

wenn  man  von  aussen  nach  innen  durch  die  Fläche  sieht. 

Die  Linien  11,  nv  u,,  können  aufgefasst  werden  als  Tangenten 

an  die  Schnittcurven  dreier  orthogonaler  Flächenschaaren 

F{x,  \\  z)  =  k\  I'\(x.  \\  z)  =  F2(x,y,  z)  —  k2.  S  sei  eine 

Fläche  der  Schaar  F(x,y,  z)  z=  k.    Es  sind  nun: 

fi.X+ütt.jx+W.v  —  B  i 

.t'.Hf).H  +  B.v  =  D  j 

die  Dichten  der  Kraftlinienschnitte  auf  5.  ferner: 

L .  X,  -f-  M .  -+-  X .  Vj  —  H]  X .  X,  Y .[it  +  Z.  v, 

L .  X2  -i-  jlf .  [jl,  -i-  AT .  v2  =  //,      A' .  X.,  +  V.[).,  +  2.v2 

die  zur  Oberfläche  parallelen  Kraftcomponenten. 
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34.  Es  sollen  nun  über  5  zwei  materielle  Schichten  von 

folgender  Beschaffenheit  ausgebreitet  gedacht  werden: 

1.  Die  äussere  Schicht  soll  eine  ungeheure  Anzahl  unend- 

lich kleiner  Magnetnadeln  enthalten,  deren  Axcn  parallel  zu  5, 

und  zwar  so  gerichtet  sind,  dass  ihr  freier  Magnetismus  überall 

ß 

die  Flächendichte  V  z=  - —  besitzt. 

Ist  m  die  Stärke  eines  Poles,  so  muss  also  die  Summirung 

über  alle  in  dem  Flächenelement  dS  enthaltenen  Pole  ergeben: 

Im  =  i".dS  =  —    .dS.  ...a 
4z 

Diese  Bedingung  kann  bei  genügender  Zahl  und  Stärke 

der  -Nädelchen  immer  erfüllt  werden,  da 

J, 
Ausserdem  sollen  die  Nädelchen  Drehungen  innerhalb  der 

Fläche  5  um  ihre  Mittelpunkte  erfahren,  in  der  Weise,  dass, 

wenn  m  die  Polstärke,  ß,  und  ß,  die  Geschwindigkeitscom- 

ponente  des  Poles  nach  //,  und  nt  sind,  die  Summirung  über 

alle  Pole  in  dS  ergibt: 

Sm.ft  =  bx.dS  -  +  P-  .dS  I 

\z 

Im.?.,  =  b.,.dS  =  S_  ,dS.  \ 

P  P 

b.  —    --  .  b„  =  —     1    bind  also  die  Componenten  der 

Flächendichte  des  magnetischen  Convectionsstromes  auf  5. 

P,  und  Pt  sind  die  in  b)  definirten  Grössen. 

2.  Die  innere  Schicht  soll  von  einer  ungeheuren  Anzahl 

elektrisirtcr  Partikelchen,  positiven  und  negativen,  gebildet  sein, 

die  so  vertheilt  sind,  dass  die  freie  Elektricität  überall  eine 

Dichte  o'  =         hat.  Ist  also  s  die  Ladungeines  Partikelchens. 

so  muss  die  Summirung  über  alle  Partikeln  auf  dem  Flächen- 

stück dS  ergeben: 
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=  J.dS  =  —  .dS.  ...e) 
4s 

Ausserdem  sollen  die  positiv  geladenen  Theilchen  sich 

sämmtlich  mit  einer  Geschwindigkeit  auf  der  Fläche  S  bewegen, 

deren  Componenten  nach  nx  und  «a,  olx  und  sind,  die  nega- 

tiven mit  der  Geschwindigkeit  —  olv  und  zwar  sollen 

diese  Grössen  olx  und     so  bestimmt  sein,  dass: 

oil.l[E)  =  al.dS=—  ̂   .dS 

Atz 

Og.SO]  =  a^.dS-  +  .dS, 

wo  [e]  den  absoluten  Betrag  der  Ladung  s  bedeutet. 

H  H 

a.  —  t~-  und  a9  —  — —  sind  also  die  Componenten 
1  4ir  31  4ir 

der  Flächendichte  des  elektrischen  Convectionsstromes  auf  5. 

Hx  und  //2  sind  in  b)  definirt. 

35.  Erstens  lässt  sich  nun  beweisen,  dass,  solange  man 

die  magnetischen  und  elektrischen  Strömungen,  wie  es  in  d) 

und  f)  gefordert  wird,  im  Gange  hält,  die  Vertheüung  des  freien 

Magnetismus  und  der  freien  Elektricität  immer  von  selbst  die 

Dichte         und  — —  annimmt.  Ich  zeige  dies  für  die  elektrische 4t:  4ti 

Strömung. 

Sei  die  Gleichung  der  Fläche  5: 

F(x,y,  z)  =  k, 

die  einer  unendlich  benachbarten,  sie  umhüllenden  Fläche  S': 

F(x,y,  z)  =  k+dk, 

sei  der  Abstand  zwischen  5  und  5'  an  einer  Stelle  dn,  seien  die 

Projectionen  von  dn  auf  die  Coordinatenaxen  dx,  dy,  dz,  so  ist 

offenbar: 

SF  ÖF  3F 

- — - .  dx  h  .  dy  n  .  dz  —  dk, 
rtx  dy  dz 
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/idFV    [tFV  (*FV 

8F  8F 

3*        ̂   %y  3s 

Ferner  seien  die  elektrisirten  Partikeln  über  den  ganzen 

Zwischenraum  zwischen  S  und  S'  gleichmässig  vertheilt,  so 

dass  o7  =  xf  .dn,  wenn  ihre  räumliche  Dichte  bedeutet.  Ferner 

soll  die  Bewegung  nur  auf  Flächen  der  Schaar  F  =  const.  vor 

sich  gehen,  so  dass  die  Vertheilung  zwischen  S  und  5'  gleich- 

mässig bleibt;  die  Componenten  der  räumlichen  Stromdichte 

nach  w,  und  nÄ  sind  also:        und        ,  die  Componente  nach 

n  ist  mit  all  ihren  Ableitungen  gleich  Null. 

Die  Componenten  der  räumlichen  Stromdichte  nach  den 

Coordinatenaxen  q,  b,  c,  sowie  ihre  Ableitungen  ergeben  sich 

daher,  wenn  man  setzt: 

.     a.än  —  ajXj  +  öjX^,         bdu  —  a^+a,^, 

c.dn  =  «iVj+^v^  . 

Benutzt  man  nun  die  Gleichungen  f)  und  b)  und  berück- 

sichtigt, dass 

so  erhält  man: 

■izadn  =  (AT.ft— Af.v),       4jrbd«  =  (Lv — ArX), 

4;rcdn  =  (MX— Lfi), 

oder  nach     und  h). 

4*dk.a  =  f  Ar.  —  — AT.  — I , 
V      8y  8s  / h 

4«tt.b  =  (l.  —  —N.  — ),    >  .../V 

4srf*.c  =  (m.—  _L.— V  1 
\      8  t  &v  / 8v  8j  / 

wo  4z.dk  ein  constanter  Factor. 
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Nenne  ich  nun  die  Elektricitätszufuhr  in  das  Raum- 

element dz,  während  der  Zeit  dt:  drr\,dx,  so  ist  nach  der  Con- 

tinuitätsgleichung: 

Jr;  _  _  /Sa  ̂   cb  &c  \ 

dt    "~      v  8.r       ̂   / « 

Setzt  man  nun  aus  i)  die  Werthe  für  a,  b,  c  ein  und  benutzt 

nach  Ausführung  der  Differentiation  wieder  g)  und  Ii),  so  er- 

gibt sich: 

dn    ,  /,  /eil/      9AT\        / 3A'T  hL\ 4ic.  — L  ,<ftj  =  —  X.  +  ut.  

dt  \    \  fe        dy.'     r  \  bx       8s  I 

f  dL 

-+-V
.  

V  by  cx 

Dies  ist  aber  nach  den  Maxwell'schen  Gleichungen: 

4z.  -  —  .du  —  K.\4za-{  H-u. [4zb  +  — —  ]  -+- 
<//  dt  \  dt  l 

+v.(  4-f+  -^-). 

+ 

Multipliciren  wir  die  Gleichung  k)  mit  — r— -i  so  erhalten 

wir  die  ganze  Elektricitätszufuhr  in  das  Schalenstück  dS.du 

während  der  Zeit  dt:  drt.dS .du.  Nennen  wir  nun  /„  die  Com- 

ponente  des  von  dS  nach  G  hineinfliessenden  elektrischen 

Leitungsstromes  nach  n:  I„  —  (a  .\  +  b .fiH-c .v) .dS.  so  ist: 

dq .  dS .  du  =  /„ .  dt+  — -  .  —  .  dSdt.  .../) 
4  z  dt 

Da  nun  von  der  auf  dS  befindlichen  Elektricität  während 

der  Zeit  dt  die  Menge  I„.dt  nach  G  hinein  fortgeführt  wird,  so 

beträgt  der  Zuwachs  der  Elektricität  auf  dS: 

1  dB 

di' .  dS  -  dr .  dS .  du-  In .  dt  =  .  dSdt. 4  z  dt 

Es  ist  also: 

c/y         1  dB 

-        —          •  •  ...  Mi ) 
dt        4z  dt 
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D 
Es  behält  r  immer  den  Werth  — — 

4-
 

Genau  in  derselben  Weise  folgt,   dass  o"  immer  den 

Werth  behält. 

Wir  haben  zunächst  das  folgende  Resultat: 

Solange  die  elektrisirten  Partikeln  s  und  die 

Magnetpole  nt  die  durch  Gleichung  f)  und  d)  vor- 

geschriebenen Bewegungen  ausführen,  erhalten  die 

elektrischen  Leitungsströme  in  dem  Raumgebiet  G 

ihre  ganze  Elektricitätszu fuhr  aus  der  elektrischen 

Belegung  der  Schale  um  5,  und  die  Vertheilung  der 

freien  Elektricität  und   des  freien  Magnetismus  in 

den  Belegungen  behält  immer  die  Dichte  nf  =  — 

B  
Az 

und  s"  =  — — . 

4  ~
 

36.  Weiter  denke  ich  mir  nun  alle  elektrischen  und  magne- 

tischen Körper,  wenn  man  will  sogar  alle  Materie  aus  der  Um- 

gebung des  Gebietes  G  entfernt,  und  dieses  nur  von  den  beiden 

beschriebenen  Schichten  umhüllt. 

Dann  lässt  sich  zweitens  zeigen,  dass  die  elektromagne- 

tischen Vorgänge  in  G  sich  unter  diesen  eingebildeten  Um- 

ständen in  genau  derselben  Weise  abspielen  müssten,  wie  sie 

sich  unter  den  wirklichen  Umständen  abspielen,  dass  hingegen 

ausserhalb  G  alle  Krätte  Null  sein  müssten. 

Der  Beweis  ist  geliefert,  wenn  man  zeigt,  dass  die  be- 

hauptete Vertheilung  der  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte 

den  Maxwcll'schen  Gleichungen  genügt.  In  G,  wo  die  Vorgänge 

gegeben  sind,  und  ausserhalb  G,  wo  die  Kräfte  Null  sind,  ist 

dies  selbstverständlich  der  Fall.  Der  Beweis  ist  nur  für  die 

unmittelbare  Umgebung  der  beiden  von  uns  construirten 

Schichten  zu  führen,  und  zwar  sind  hier  folgende  vier  Behaup- 

tungen zu  beweisen: 

i 

H.äs.  cos (//,  s)  =  4 -  /  ...  n) 

P.ds.  cos  (P,  s)  =  —  AzJ  ...o) 
,'s 

S  izh.  d  mathem.-natunv  <  |.;  <  VII  H>!  ,  Abi  i.  U.a. 
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/  B.dF.cos(B,N)  =  Q 

J  F 

f  D.dF.cos(B,N)  —  4ne, 

J  f wo: 

H,  B  magnetische  Kraft  und  Induction, 

P,  D  elektrische  Kraft  und  Verschiebung. 

5  eine  geschlossene  Curve, 

/,  J  der  durch  sie  hindurchtretende  elektrische  und  magne- 

tische Convectionsstrom, 

F  eine  geschlossene  Oberfläche. 

N  ihre  nach  aussen  gerichtete  Normale, 

e  die  wahre  Flektricitätsmenge  in  F. 

Es  seien  S'  und  S"  zwei  Flächen  aus  der  Schaar 

Fix, y,  z)  —  k,  die  einander  unendlich  benachbart  sind  und  die 

Fläche  S  mitsammt  ihren  beiden  Belegungen  zwischen  sich 

enthalten.  Aus  der  unendlich  dünnen  Schale  S'S"  schneide  ich 

mir  ein  unendlich  kleines,  rechteckiges  Stück  dS'S"  aus.  Die 

Kanten  dieses  kleinen  rechtwinkeligen  Parallelepipedons  dS'S" 

seien  du,  duv  du.,,  wo  w,  »/,,  it.,  die  eingangs  erläuterte  Bedeu- 

tung haben. 

Bildet  man  nun  die  Linienintegrale  von  H  und  P  um  die 

vier  Rechtecke  (du,  ditx)  und  (du,  dit2),  die  allein  in  Betracht 

kommen,  da  die  beiden  anderen  (dttv  dn2)  ganz  innerhalb  und 

ganz  ausserhalb  C  liegen,  so  sieht  man  ohneweiters  die 

Richtigkeit  der  beiden  ersten  Behauptungen  n)  und  o)  ein.  Ks 

ist  7..  B.: 

u<>  nach  Gleichung/y  at.dnx  der  durch  das  Rechteck  (dntdux) 

tretende  elektrische  Convectionsstrom. 

Sei  S'"  weiter  eine  Fläche,  die  zwischen  den  beiden 

Schichten  verläuft  und  enthalte  die  Schale  S"S"'  die  magne- 

tische Schicht.  Sei  aus  S"S"'  das  unendlich  kleine  Parallel- 

epiped  F  —  idtt',  dnx,  du*)  ausgeschnitten.  Das  Linienintegral 

der  magnetischen  Kraft  um  die  Rechtecke  u/h',  und 

// .  ds .  cos  <77,  s)  —  //,  .  dnl  —  4  zu., .  du v 
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(du',  dn2)  ist  Null,  da  durch  sie  nur  ein  magnetischer,  aber  kein 

elektrischer  Strom  geht.  Hieraus  folgt,  dass  die  magnetische 

Kraft  H  ausserhalb  der  Schale  Sn'  nur  noch  eine  Componente 
nach  der  Flächennormale  n  hat.  Nennen  wir  den  auf  den  vier 

Schnittflächen  {dri,  dut)  und  (du',  dtt2)  befindlichen  freien 

Magnetismus  mv  n/„,  i«3,  Wf4,  so  ist,  da  H  keine  Componente 

senkrecht  zu  diesen  Flächen  hat,  der  aus  ihnen  austretende 

Inductionsfluss: 

4  « .  (ml +m9+mt  4-w  4). 

Der  aus  der  äusseren  Fläche  dS"  (duv  dn2)  austretende 

Inductionsfluss  ist  nach  Voraussetzung  Null,  der  aus  der 

inneren  dS'"  hingegen  (8 . X  +  2H. \L+SR.v).dux  .dn2.  Also  ist  der 

ganze  Inductionsfluss  aus  dem  unendlich  kleinen  Paiallel- 

epipedon  F: 

.  B .  dF.  cos  (B,  N)  =  (8 .  X +SK .  n+ W .  w) .  dttl .  dn2  + 

-f-4r.(m,  +m2  +  m3  +  m4). 

Da  die  Pole  einer  jeden  Magnetnadel  entgegengesetzt 

gleich  sind,  so  muss  der  auf  dem  Schalenstück  dnx  .dn2  befind- 

liche freie  Magnetismus  .dnx.dn2  entgegengesetzt  gleich  sein 

der  Summe  »«,+f«2  +  w3  +  w4,  also: 

4  - .  (;;/,  4-  ni2  -+-  m3  4-  tnj  —  — 4  - 1" .  du  .  dn2  ~  —  B .  dn2 .  du., 

=  — (S  .X  +  a».{H-9i.v).  dnvdn¥ 

Also: 

\f  B.d F.  cos  (B.  X)  =  0. 

Es  bleibt  noch  die  vierte  Behauptung  q)  zu  beweisen.  Zu 

dem  Zwecke  denke  ich  mir  aus  der  Schale  S'S'",  welche  die 

elektrische  Belegung  enthält,  ein  Stück  F'F'"  ausgeschnitten, 

so  gross,  dass  die  seitliche  Begrenzung  gegen  Ff  und  F'n  ver- 

schwindend klein  ist.  Dann  reducirt  sich  das  Oberflächen- 

integral 

\pF>  D.dF.cos(D,  N)     auf     [r<X. v).JF. 

77* 
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Nach  Gleichung  e)  ergibt  sich  dann: 

Jpf.„  D.dF.cos(D,  N)  =  £  W.<tf*  =  4*t, 

wo  e  die  wahre  Elektricität  in  dem  Schalenstück  F'F'"  bedeutet. 

Wir  haben  das  Resultat: 

Entfernt  man  alle  elektrischen  und  magnetischen 

Körper  aus  der  Umgebung  von  G  und  umhüllt  dafür 

die  Oberfläche  5  mit  den  beiden  durch  die  Glei- 

chungen c)  bis  f)  charakterisirten  Schichten,  so 

ändert  das  an  den  elektromagnetischen  Vorgängen 

in  G  nichts.  Ausserhalb  G  sind  dann  hingegen  alle 

Kräfte  Null,  die  elektromagnetischen  Vorgänge 

spielen  sich  lediglich  in  G'  und  in  den  umhüllenden 
Schichten  ab. 

37.  Durch  S  ist  aus  dem  elektromagnetischen  Felde  ein 

Stück  ausgeschnitten,  in  welchem  die  Vorgänge  allein  durch 

die  Bewegungen  auf  S  in  derselben  Weise  im  Gange  gehalten 

werden  können,  wie  durch  die  wirkliche  Umgebung.  Alle  Zu- 

fuhr und  alle  Abnahme  von  Energie  muss  dann  durch  die  um- 

hüllenden Schichten  geschehen,  weil  ausserhalb  5  der  Äther 

völlig  im  ruhigen  Gleichgewicht  verharrt.  Wir  denken  uns  nun 

die  Bewegungen  der  Partikeln  auf  S  durch  eigene  Mechanismen 

hervorgebracht,  die  jeder  auf  einen  Theil  F  von  S  wirken,  ohne 

irgendwie  in  Zusammenhang  miteinander  oder  mit  anderen 

Körpern  zu  stehen.  Diese  Mechanismen  können  nur  durch  die 

Fläche  F  pjiergie  aufnehmen  oder  abgeben,  durch  sie  wird  als*» 

der  ganze  Energieübergang  durch  F  realisirt,  da  ja  auch  die 

Bewegung  der  elektrischen  und  magnetischen  Partikeln  auf  F 

nur   durch   den    elektromagnetischen   Zustand    in   dem  an- 

sti  »ssenden  Theil  von  G  geregelt  wird,  mit  den  Bewegungen 

auf  den  anderen  Theiten  von  S  aber  gar  nicht  in  Zusammen- 

hang steht.   £s  sind  also  Mechanismen  M  im  Sinne  der  Nr.  9; 

die  Belegung  auf  S  stellt  ihre  Verbindung  mit  dem  Äther 

in  G  dar. 

Der  dritte  Theil  dieser  Betrachtung  hat  sich  nun  mit  der 

Berechnung  der  Energieübergänge  in  diese  Mechanismen  3i 

ZU  belassen. 

Digitized  by  Google 



Energieübertragung. 1171 

Zunächst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  äussere,  magnetische 

Schicht  an  der  Energieübertragung  nicht  betheiligt  ist.  Denn 

die  magnetische  Kraft  H  hat  keinen  Einfluss  auf  die  parallel 

zu  5  vor  sich  gehenden  Bewegungen  der  Magnetnädelchen,  da 

sie,  wie  in  Nr.  36  gezeigt  wurde,  senkrecht  auf  S  steht,  ebenso 

wenig  natürlich  die  elektrische  Kraft.  Sollte  die  Bewegung  der 

Nädelchen  also  Energie  erfordern  oder  Energie  abgeben,  so 

kann  dies  nur  auf  Kosten  der  der  magnetischen  Schale  selber 

eigenen  Energie  geschehen,  die  wohl  von  der  Anordnung  der 

Nädelchen  abhängen  kann. 

Hieraus  folgt,  dass  die  ganze  Energieübertragung  aus  G 

in  die  Mechanismen  M  durch  die  elektrische  Schicht  allein 

vermittelt  wird.  Wir  können  uns  daher  die  magnetische  Schicht 

ganz  wegdenken,  es  werden  dann  allerdings  auch  ausserhalb  5 

elektromagnetische  Vorgänge  sich  abspielen.  Diese  haben  aber 

auf  die  Energieübergänge  durch  S  keinen  Einfluss. 

Die  Energie,  welche  durch  die  Bewegung  der  elektrischen 

Partikeln  in  M  gewonnen  wird,  berechnet  sich  für  jedes  Flächen- 

element dF,  wie  folgt: 

Diese  Energie  kann  nicht  aus  einem  etwa  in  der  elek- 

trischen Schicht  vorhandenen  Energievorrath  stammen.  Denn 

sie  wäre  bei  denselben  Änderungen  innerhalb  dieser  Schicht 

Null,  wenn  nur  Pl  und  P2  oder  //,  und  Ht  Null  wären.  Das 

System  M  mit  der  zu  ihm  gehörenden  elektrischen  Haut  F 

gewinnt  also  die  Energie: 

Je.JF  -  (P1at.S[s|-r-P2.a,.i:[E])f// 

. . .  r) 

oder  nach  Gleichung  f)\ 

de  - .(P,HX^P,H2). 

dE 

wo  Ps,  Hs  die  Kraftcomponenten  S. 
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Damit  ist,  allerdings  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 

die  Materie  im  elektromagnetischen  Felde  sich  nicht  bewegt.1 

der  Satz  bewiesen : 

Die  elektromagnetische  Energieübertragung  las st 

sich  localisiren.  Der  Vector,  durch  den  sich  alle  reali- 

sirbaren  Energieübergänge  berechnen  lassen,  ist  der 

Poynting'sche  Energiestrom. 

Maasseinheit. 

38.  Für  die  Stromstärke  der  elektromagnetischen  Energie- 

übertragung ist  eine  besondere  Einheit  eingeführt,  für  die 

Intensität  des  Stromes  nicht.  Da  man  das  Linienintegral  der 

elektrischen  Kraft  in  Volt,  das  Linienintegral  der  magnetischen 

Kraft  (unter  Hinzufügung  des  Factors  — )  in  Ampere  misst,  so 

ist  das  Flächenintegral  des  Poynting'schen  Stromes,  d.  h.  die 
Stromstärke  der  Energie,  zu  messen  in  der  Einheit  1  Voltx 

1  Ampere  =  1  Watt. 

Die  Instrumente  zur  Messung  des  elektromagnetischen 

Energiestromes  nennt  man  Wattmeter. 

Ein  besonderes  Gebiet  bilden  die  Messungen  des  Energie- 

stromes bei  sehr  rapiden  elektrischen  Schwingungen  (Strah- 

lungen). Hiezu  benützt  man  Bolometer,  Radiometer  etc. 

Gesammtstrom. 

39.  Wenn  man  von  den  noch  unerforschten  Energieüber- 

gängen durch  die  neu  entdeckten  Strahlungen  und  durch  die 

Gravitation  absieht,  so  ist  gezeigt  worden,  dass  die  vier  im 

ersten  Abschnitt  aufgestellten  Energieprincipe  alle  der  Erfahrung 

entsprechen,  dass  sich  alle  Energieänderungen  in  der  Natur 

folglich  durch  wirkliche  Energieströme  schildern  lassen. 

Diese  Energieströme  setzen  sich  durch  Superposition  aus 

folgenden  Einzelströmcn  zusammen: 

1.  Convectionsstrom;  bewegte  Materie  führt  ihre  Energie 

mit  sich. 

'  Die  Verallgemeinerung  für  bewegte  Körper  hchultc  ich  mir  für  eine 

>paterc  Untersuchung  vor. 
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Grösse:  Energiedichte X Geschwindigkeit:  f0  —  t'.u»,  Rich- 

tung: Geschwindigkeit  o>. 

2.  Mechanischer  Leitungsstrom;  der  Energieüberträger 

bewegt  sich  unter  Druck. 

Grösse:  Druck  auf  dem  zur  Bewegungsrichtung  senk- 

rechten Flächenelement X Geschwindigkeit:  /,  =  P,„.w,  Rich- 

tung: Druck  P«,. 

3.  Thermischer  Leitungsstrom;  der  Energieüberträger  leitet 

Wärme. 

Grösse:  Temperaturabfall  X  Wärmeleitungscoefficient,  Rich- 

tung: In  isotropen  Körpern  Temperaturabfall,  in  anisotropen 

spitzwinklig  zum  Temperaturabfall. 

4.  Elektromagnetischer  Leitungsstrom;  der  Energieüber- 

träger ist  der  Äther. 

Grösse:  Elektrische  Kraft  X  magnetische  Kraft  .  Sinus  des 

eingeschlossenen  Winkels:  j\  —  ̂—  P .  H  .sin  (PfH),  Richtung: 
4  TT 

Senkrecht  sowohl  zur  elektrischen,  als  auch  zur  magnetischen 

Kraft. 

Nur  wenn  mindestens  einer  dieser  Vectoren  von  Null  ver- 

schiedene Werthe  hat.  ändert  sich  die  räumliche  Vertheilung 

der  Energie,  und  umgekehrt,  wenn  einer  von  ihnen  von  Null 

verschieden  ist,  lässt  sich  der  ihm  entsprechende  Energieüber- 

gang immer  vollständig  realisiren.  Freilich  können  sie  auch 

zufällig  cyclisch  verlaufen,  mit  Ausnahme  des  thermischen 

Leitungsstromes,  der  einen  nicht  umkehrbaren  Vorgang  dar- 

stellt. 

Anhang  1. 

Bewegung  einer  elektrisirten  Kugel  von   endlicher  Aus- 
dehnung. 

Um  das  in  28.  behandelte  Problem  auch  für  eine  Kugel 

von  endlicher  Ausdehnung  zu  lösen,  entwickle  ich /,  unter  Bei- 

behaltung der  in  28.  benützten  Bezeichnungen,  in  eine  doppelt 

unendliche  Reihe  nach  Kugelfunctionen. 
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Ich  setze  nämlich: 

/=\y,^s)J^U^m  „ 4 — « —  \      fx  r2  ' 
0  I» 

wo  <pW  die  vte  Ableitung  einer  Function  y„(s)  bedeutet,  über  die 

später  verfügt  werden  wird,  s£,v,  eine  Function  bedeutet,  die 

folgender  Differentialgleichung  genügt: 

«S,.(l-^)  +  lV,(«-v)(«-v  +  l)  =  i  b) 

=  28 . {%, —     —  (ii - v  +  1 ) . ja . | ) 4- 8 . v „2  ) '  * ' 

wo:  8  =  =  und  tür  2?  K,  wenn  %<0,  Null  ein- 

zusetzen  ist. 

Alsdann  befriedigt  /  die  Gleichung 

ay  {  ay    i  a/    i   ay  =  Q 

a««  p  '       i/2 '  a** 

Die  Werthe  der  Functionen  s4>„  lassen  sich  mit  Hilfe  der 

von  Heine1  als  SßfO  bezeichneten  ganzen  Functionen  aus- 

drücken, die  ich  der  Kürze  halber  %,  nennen  werde.  Es  ist 

also: 

*»  =  (211)!  ^=r--  fur'/>0 
 / 

$_2=...=  =  0 

SJ>„  genügt  der  Differentialgleichung: 

iC(  l-a-)-H//.(»H-l  ».^(  =  0. 

Ich  setze  daher: 

%,.o  —  ...<// 

Ferner  lässt  sich  mit  Hilfe  dieser  Functionen  SJ>„  auch  für 

jede  Differentialgleichung  folgender  Form  eine  Lösung  finden: 

1  Meine.  Handbuch  der  Kugelfunctionen.  I,  S.  152. 
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y.(l— \>*)+m.y  = 

". 

Man  hat  nur  zu  setzen:  . .  .  e) 

Weiter  gelten  die  Recursionsformeln: 

%+M .  ( 1  —  |x2)— (»— v) .  %,+M .  ji  =  —  (2  n  4-  m— v  -4- 1 ) .  ,  + 

(«-r-W  +  1)(»  +  #M  —  1)  - 

+  (W"hv)•(2«^-2^«  +  l)(2«^-2m-l)•W",  -,•     '  • 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  das  DifTerentialgleichungs- 

system  b)  befriedigt  wird  durch  Functionen  folgender  Form: 

wo  die  o„<v  Constanten  sind.  Setzt  man  nämlich  für  $„,v-i, 

•  •  ihre  aus  ersichtlichen  Werthe  in  die  Gleichung  b) 

ein  und  wendet  man  dann  die  Formeln  f)  an,  so  erhält  man 

eine  Gleichung  von  der  Form  e),  die  durch  eine  Function  g) 

lösbar  ist.  Man  sieht  zugleich,  dass  sich  für  die  8„  v  Recursions- 

formeln ergeben,  aus  denen  sie  sich  vollständig  berechnen 

lassen;  sie  setzen  sich  aus  einigen  Potenzen  der  Grösse  8,  ver- 

bunden mit  Zahlenfactoren,  zusammen  und  verschwinden  mit  o, 

wenn  v  >  0. 

Es  sind  nun  in  dem  Ausdruck  a)  noch  die  Grössen  <p„(s) 

zu  bestimmen.  Das  geschieht  durch  die  Bedingung,  dass  die 

Kraftlinien  auf  der  Oberfläche  des  kugelförmigen  Körpers  senk- 

recht stehen  sollen.  Es  sei  die  Gleichung  dieser  Oberfläche: 

r,  =  k.a,  welche  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  mit  der 

z-Axe  als  Rotationsaxe  darstellt.  Ist  k  nahezu  1,  so  ist  der 

Körper  nahezu  eine  Kugel. 

Ersetzen  wir  nun  in  dem  Ausdruck: 
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die  Grössen  r.,  und  jjl2  überall  durch  rv  |ip  s  mit  Hilfe  der 

Beziehungen: 

fi  —  r*+4s,+4s.r1.|tll    ^.ji^  =  2s- r,.^ 

so  dass  man  erhält: 

^L.(s— s)  —  -^.p  =  1»(rp  jt»,  s),  ...  /i/ 

so  ist  die  gestellte  Forderung  erfüllt,  wenn  <jj  für  den  Werth 

r,  =  £a  identisch  verschwindet.  Dies  ist  der  Fall,  wenn: 

3W =•••
•) 

.  .  .  i) 

In  den  Gleichungen  i)  kommt  als  einzige  Variable  die 

Grösse  s  vor.  Sie  stellen  also  ein  Differentialgleichungssystem 

für  die  ̂ „(s)  vor,  durch  welche,  wie  eine  genauere  Überlegung 

zeigt,  diese  Grössen  «s  als  Functionen  von  s  und  o  völlig 

bestimmt  sind.  Es  soll  hier  auf  die  Details  der  Rechnung  nicht 

eingegangen  werden.  Für  den  Fall  8  =  0  (elektrostatisches 

Problem)  ist  die  Berechnung  von  Maxwell  durchgeführt,  sie 

findet  sich  in  dem  -Lehrbuch  der  Elektricität  und  des  Magne- 

tismus-. Bd.  I,  Übersetzung,  S.  228  ff.,  wo  man  nur  b  =  a, 

B  —  —  .4,  c  =  2s  ZU  setzen  hat,  um  unseren  Fall  zu  erhalten. 

Anhang  II. 

Die  Localisirbarkeit  der  bekannten  Energieformen. 

Ausser  der  kinetischen  Energie  kennt  man  nur  die  im 

Folgenden  aufgezählten  Energieformen. 

1.  Energie  der  elastischen  Deformation. 

Wenn  ein  Körper  eine  elastische  Deformation  oder  eine 

Yolumänderung  erfährt,  so  entsteht  eine  localisirbarc  Form  der 
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Energie.  Denn  bekanntlich  kann  man  jedes  Körperelement  als 

selbständigen  Körper  aufTassen  und  aus  seiner  Deformation 

das  ihm  zukommende  Energietheilchen  berechnen.  Durch  ein- 

fache Summation  erhält  man  die  ganze  Energie.1 

2.  Oberflächenenergie. 

Wenn  sich  die  Oberfläche  eines  Körpers,  sei  er  flüssig 

oder  fest,  vergrössert,  so  erlangt  er  in  Folge  der  Oberflächen- 

spannung Energie,  die  in  der  Oberflächenhaut  localisirt  ist.2 

3.  Wärme. 

Wenn  sich  die  Temperatur  eines  Körpers  ändert,  so 

gewinnt  jedes  Körpertheilchen  seinen  bestimmten  Betrag  an 

Energie. 

4.  Structurenergie,  chemische  Energie. 

WFenn  sich  ein  Körper  in  einen  anderen  von  ganz  ver- 

schiedenem physikalischen  Verhalten  umwandelt,  entweder 

durch  Änderung  des  Aggre^atzustandes  oder  durch  Änderung 

der  Stiuctur  (Härten,  Ausglühen,  Ziehen  von  Metallen  u.  a. 

Körpern,  Umkrystalüsiren  krystallinischer  oder  amorpher  Sub- 

stanzen) oder  endlich  durch  chemische  Umlagcrung,  so  ist 

ebenfalls  der  Betrag,  um  den  sich  die  Energie  des  neuen 

Körpers  in  einem  bestimmten  Zustande  (Druck,  Temperatur) 

von  der  des  alten  unterscheidet,  in  bestimmter  Weise  auf  die 

einzelnen  Körperelemente  vertheilt. 

Dabei  sind  als  Körperelemente  immer  die  kleinsten  Theil- 

chen  betrachtet,  die  man  noch  durch  irgendwelche  physi- 

kalischen Mittel  von  einander  unterscheiden  kann.  Dass  wir 

guten  Grund  haben,  diese  Elemente  als  sehr  complicirte  mate- 

rielle Systeme  anzusehen,  die  sich  aus  einer  ungeheuren 

Anzahl  von  Atomen  mit  dem  diese  verbindenden  Weltäther 

zusammensetzen,  hat  für  die  folgenden  Überlegungen  keinerlei 

Bedeutung.  Es  ist  uns  vielmehr  zunächst  gleichgiltig,  ob  die 

Energie  auch  innerhalb  dieser  Elemente  noch  bestimmt  localisirt 

I  Kirchhoff.  Mechanik.  Vorl.  II.  Gl.  30  ff,  S.  122. 

3  Kirch  hoff.  Mechanik.  Vorl.  13.  S.  135. 
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ist,  und  wie  sie  sich,  wenn  dies  der  Fall  ist,  auf  die  Atome  und 

den  Äther  vertheilt. 

Ferner  ist  zu  beachten,  dass  wir  von  den  unter  1.  bis  4. 

aufgezählten  Energieformen  nicht  sagen  können,  dass  eine  jede 

als  das  totale  Differential  einer  bestimmten  Function  aufgefasst 

werden  kann.  Vielmehr  müssen  sie  als  partielle  Differentiale 

einer  einzigen,  jedenfalls  sehr  complicirten  Function  sämmt- 

Hcher  Zustandsgrössen  bezeichnet  werden.  Diese  Function,  die 

aber  noch  eine  willkürliche  Constante  additiv  enthält,  nennen 

wir  die  innere  Energie. 

Jedem  Körperelement  ist  also  eine  bestimmte  innere  Energie 

zugeordnet,  wenn  wir  für  die  willkürliche  Constante  einen 

bestimmten  Werth  gewählt  haben.  Wir  werden  bei  dieser  Wahl 

natürlich  so  verfahren,  dass  Körper,  die  physikalisch  gleich 

sind,  bei  gleichen  Zuständen  auch  immer  dieselbe  Energie 

besitzen.  Wir  dürfen  uns  aber  auch  wohl  vorstellen,  dass  es 

für  jeden  Körper  einen  bestimmten  Zustand  gibt,  wo  jede 

mögliche  Zustandsänderung  nur  einen  positiven  Zuwachs  der 

inneren  Energie  mit  sich  bringen  kann,  und  wir  dürfen  wohl 

annehmen,  dass  es  nur  noch  an  den  nöthigen  Erfahrungen 

fehlt,  um  diesen  Zustand,  den  man  als  den  absoluten  Nullpunkt 

der  inneren  Energie  zu  bezeichnen  hätte,  zu  berechnen.  Dem  sei, 

wie  ihm  wolle;  für  das  Folgende  genügt  es,  die  innere  Energie 

von  einem  willkürlichen  Nullpunkt  ab  zu  rechnen,  so  dass  sie 

sowohl  positive,  als  auch  negative  Werthe  annehmen  kann. 

Eine  wesentliche  Eigenschaft  der  inneren  Energie  ist,  dass 

sie  bei  blossen  Ortsveränderungen  des  Körpcrtheilchens,  dem 

sie  zugeordnet  ist,  ihm  unverändert  zugeordnet  bleibt.  Es  wird 

sich  daher  die  räumliche  Vertheilung  der  inneren  Energie  im 

Allgemeinen  ändern,  wenn  die  räumliche  Vertheilung  der 

Körperelemente  geändert  wird,  auch  ohne  dass  sonst  irgend 

ein  physikalischer  Vorgang  stattfindet. 

Die  innere  Energie  kann  noch  einige  weitere  Formen 

annehmen: 

ö.  Losungsenergie,  chemische  Verbindungsenergie. 

Wenn  mehrere  getrennte  Körper  sich  durch  Mischung, 

Lösung,  Absorption  oder  durch  chemische  Vereinigung  in  einen 
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einzigen  neuen  verwandeln,  dessen  einzelne  Körperelemente 

also  aus  ganz  bestimmten  Elementen  der  ursprünglichen  Körper 

hervorgegangen  sind,  so  wird  sich  der  Betrag,  um  den  sich 

die  innere  Energie  des  neuen  Körpers  in  einem  bestimmten 

Zustande  von  der  Summe  der  inneren  Energieen  der  ursprüng- 

lichen Körper  unterscheidet,  in  bestimmter  Weise  auf  die 

einzelnen  Körperelemente  vertheilen,  da  man  jedes  Körper- 

element immer  als  selbständigen  Körper  betrachten  kann. 

Auch  wenn  bei  einer  chemischen  Umwandlung  etc.  mehrere 

neue  Körper  entstehen,  lässt  sich  ein  ganz  analoger  Satz  leicht 

aussprechen,  wenn  man  dabei  nur  beachtet,  dass  der  Nullpunkt 

der  Energie  für  jeden  Körper  als  gegeben  betrachtet  werden 

muss,  wenn  er  nur  für  jeden  chemisch  einfachen  Stoff  (chemi- 

sches Element)  rixirt  ist. 

6.  Elektrische  und  magnetische  Energie. 

Wenn  an  irgend  einer  Stelle  im  Raum  elektrische  oder 

magnetische  Kräfte  auftreten,  so  entsteht  dort  nach  der  Max- 

well'schen  Theorie  eine  localisirbare  Energieform,  deren  Grösse 

sich  mathematisch  für  jedes  Kaumelement  berechnen  lässt.1 

Befindet  sich  in  dem  Kaumelement  gewöhnliche  Materie,  so 

müssen  wir  jedenfalls  einen  Theil  dieser  Energieform  als  innere 

Energieform  bezeichnen,  da  sie  bei  Ortsänderungen  der  Materie 

zum  Theil  mitgeführt  wird.  Ein  Theil  aber  ist,  so  viel  wir  heute 

wissen,  unabhängig  von  der  Materie  und  folgt  den  Bewegungen 

wenigstens  nicht  unmittelbar,  wie  auf  Seite  1 147  (Punkt  25)  näher 

auseinandergesetzt  ist.  Diesen  Theil  müssen  wir  als  Energie 

des  Weltäthers  an  der  betreffenden  Stelle  des  Raumes  auf- 

fassen. Wo  elektrische  und  magnetische  Kräfte  im  leeren  Raum 

auftreten,  müssen  wir  ihre  Energie  als  reine  Energie  des  Welt- 

äthers bezeichnen.  Für  unseren  Zweck  können  wir  die  Frage 

nach  dem  Substrat  der  Energie  ausser  Acht  lassen,  es  genügt, 

die  Thatsache  der  Localisirbarkeit  festgestellt  zu  haben. 

7.  Strahl ungsenergie. 

Strahlung,  sichtbare  oder  unsichtbare,  ist  eo  ipso  locali- 

sirbare Energie,  und  zwar  sind  die  bekannteren  Strahlungs- 

i  Maxwell,  Elektricität  und  Magnetismus.  Bd.  2,  Abschnitt  630  ff. 
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arten  nur  besondere  Formen  der  elektromagnetischen  Energie. 

Von  der  Kathodenstrahlung,  der  Röntgenstrahlung  und  den  mit 

diesen  verwandten  lässt  sich  das  letztere  wohl  noch  nicht  mit 

Sicherheit  behaupten. 

Ausser  den  aufgezählten  Energieformen,  denen  nur  noch 

die  Gravitationsenergie  hinzuzufügen  ist,  dürften  wohl  keine 

weiteren  bekannt  sein.1  Freilich  ist  zu  erwarten,  dass  ein  ein- 

gehenderes Studium  der  Molecularphysik  noch  zu  einer  oder 

der  anderen  heutzutage  sehr  unvollständig  oder  gar  nicht 

bekannten  Form  der  inneren  Fnergie  führen  wird.  Indessen  ist 

es  sehr  unwahrscheinlich,  dass  man  jemals  nicht  localisirbare 

Formen  entdecken  wird. 

8.  Gravitationsenergie. 

Eine  einzige  Energieform  bleibt,  welche  möglicherweise 

als  potentielle  Energie  im  gewöhnlichen  Sinne  der  Mechanik 

zu  bezeichnen  wäre:  die  Energie  der  Gravitation.  Die  Grösse 

dieser  Energieform  hängt  nach  der  üblichen  Darstellungsweise 

nicht  wie  die  der  kinetischen  Energie  und  der  sämmtliehen 

unter  1.  bis  7.  aufgezählten  Formen  von  dem  physikalischen 

Zustande2  der  Materie  und  des  Äthers  ab,  sondern  nur  von  der 

gegenseitigen  Lage  mehrerer  discreter  Körper  im  Räume.  Man 

nennt  sie  daher  auch  Energie  der  Lage.  Es  ist  aus  der  in  3. 

gegebenen  Definition  der  Localisirbarkeit  unmittelbar  einzu- 

sehen, dass  eine  Energie  der  Lage  sich  nicht  localisiren  lässt. 

In  neuerer  Zeit  dringt  jedoch  mehr  und  mehr  die  Ansicht 

durch,  dass  es  keine  Energieform  geben  könne,  deren  Grösse 

sich  ändert,  ohne  dass  eine  wirkliche  physikalische  Änderung 

in  der  Materie  (im  weiteren  Sinne)  eintritt,  dass  also  die 

Abhängigkeit  von  rein  geometrischen  Grössen  nur  eine  schein- 

bare sein  könne.  Nach  dieser  Anschauungsweise  muss  die 

Gravitation  an  jeder  Stelle  des  Raumes  die  Äusserung  eines 

besonderen  physikalischen  Zusiandes  im  Weitäther  sein,  ähn- 

lich wie  die  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  es  nach  der 

1  Selbstverständlich  beschränken  wir  uns  ganz  auf  die  anorganische 
Natur. 

-  Auch  die  Bewegung  eines  Korpers  ist  als  physikalischer  Zustand  anzu- sehen. 
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Maxwell'schen  Theorie  sind.  Welcher  Art  dieser  Zustand  sein 

mag,  darüber  gibt  es  eine  grosse  Reihe  von  Hypothesen.1  Keine 

indessen  beantwortet  die  Frage  befriedigend. 

Der  Erste,  welcher  darauf  hinwies,  dass  man  auch  ohne 

specielle  Hypothese  die  Gravitation  als  physikalischen  Zustand 

behandeln  könne,  und  der  den  Ausdruck  für  die  Gravitations- 

energie in  die  Form  einer  localisirbaren  Energie  brachte,  war 

Heaviside.*  Später  wurde  der  Gedanke  in  derselben  Weise 

auch  von  Föppl3  ausgeführt. 

i  Drude,  Über  Fernewirkungen.  Referat  für  die  60.  Vers,  deutscher  Naturf. 

und  Arzte,  Scct.  Physik.  Bruunschvveip,  1897. 

•  O.  Heaviside,  Elcctrician,  3S%  1893,  14.  Juli,  Elektromagnet.  Theory, 

p.  455. 

3  Föppl,  Münchener  Akademieber.,  math.-naturw.  Cl.  1897,  S.  93. 
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XXI.  SITZUNG  VOM  20.  OCTOBER  1898. 

Der  Vorsitzende,  Präsident  Prof.  Ed.  Suess,  begrüsst  das 

neueingetretene  w.  M.  Herrn  Prof.  F.  Becke  und  ersucht  den- 

selben, die  Functionen  des  Secretärs  für  die  heutige  Sitzung 

zu  übernehmen. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  H.  Weide  1  überreicht  fünf  im 

I.  chemischen  Universitäts-Laboratorium  ausgeführte  Arbeiten, 

und  zwar: 

E,  »Über  die  Einwirkung  von  salpetriger  Säure  auf 

den  Resoreinmonoäthyläther«,  von  C.  Kietaibl. 

2.  »Über  die  Trennung  der  Dimethyläther  des 

Pyrogallols  und  des  Methylpyrogallols«,  von 

O.  Rosauer. 

3.  »Über  das  7-Amino-a-ß-Propylenglycol«,  von 

C.  Chiari. 

4.  Über  den  o- Ph  enyl-Ben  zaldehyd«,  von  R.  Fanto. 

5.  »Über  einige  neue  Derivate  der  Gallussäure«,  von 

A.  Hamburg. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine 

in  seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeit  des  Herrn  Dr.  Adolf 

Franke:  »Über  die  Einwirkung  von  H y d razi n hy drat 

auf  das  Isobutyral dol-. 

Sitrb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a. 
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XXII.  SITZUNG  VOM  3.  NOVKMBER  1898. 

Für  die  diesjährigen  Wahlen  sprechen  ihren  Dank  aus. 

und  zwar  Herr  Obersanitätsrath  Prof.  M.  Grub  er  in  Wien  für 

seine  Wahl  zum  inländischen  und  Herr  Prof.  F.  Fouque  in 

Paris  für  seine  Wahl  zum  ausländischen  correspondirenden 

Mitgliede  dieser  Classe. 

Herr  Prof.  K.  Lippmann  übersendet  eine  Arbeit  aus  dem 

III.  chemischen  Universitätslaboratorium  in  Wien  von  Pharm. 

Mr.  Karl  Heidrich,  betitelt:  »Condensationsvorgünge 

bei  der  Einwirkung  von  Acetessigäthylester  auf 

Benzidin«. 

Herr  Dr.  Alfred  Nalepa,  Professor  am  k.  k.  Elisabeth- 

Gymnasium  im  V.  Bezirk  in  Wien,  übersendet  folgende  vor- 

läufige Mittheilung  über  »Neue  Gallmilben.  (17.  Fort- 

setzung). 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  in 

seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeit  von  Herrn  E.  Kol  da: 

•  Üb  er  die  Einwirkung  von  Ath  vlendiamin  auf  lso- 

butyr-,  Isovaler-,  Acetaldehyd  und  Glyoxal«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  H.  Weidel  überreicht  eine  im  chemi- 

schen Laboratorium  des  k.  k.  technologischen  Gewerbemuseums 

ausgeführte  Untersuchung  von  Prof.  Dr.  P.  Friedländer: 

* Ü b c r  o-substituirte  A 1  k y  1  a n i  1  i n e « . 

Herr  Heinrich  Misselbacher  in  Wien  übersende?  ein 

versiegeltes  Schreiben  zur  Wahrung  der  Priorität  mit  der 

Aufschrift:  Zeichnung  und  Beschreibung  des  von 

Heinrich  Misselbacher  aus  Kepernest  bei  Tatraug  in 

Ungarn  (Siebenbürgen)  erfundenen  Motors«. 

7«J* 

s 

Digitized  by  Google 



11SS 

Herr  Adolf  Hnatek  in  Wien  überreicht  eine  Abhandlung 

unter  dem  Titel:  »Die  Meteore  des  20.  bis  30.  November 

mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Bieliden*. 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 

zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Gegenbaur  K.,  Dr.,  Vergleichende  Anatomie  der  Wirbelthierc. 

mit  Berücksichtigung  der  Wirbellosen.  I.  Band.  Leipzig, 

1898;  8". 
Paris  E.,  Vice-Admiral,  Souvenirs  de  Marine.  Band  1  —  5.  Paris. 

1882  —  1892;  Gross- Folio. 

Zach  St.,  Dr.,  Die  periodische  Wiederkehr  der  Hochfluthen. 

Nässen  und  Dürren  in  ihrem  Zusammenhange  mit  dem 

Fleckenbestande  der  Sonne,  der  Häufigkeit  der  Nordlichter 

und  den  Änderungen  des  Erdmagnetismus.  Budweis, 

18^8;  8°. 
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XXIII.  SITZUNG  VOM  10.  XOVKMBKK  1898. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  G.  Haberlandt  übersendet  eine 

Arbeit  aus  dem  botanischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in 

Graz  von  Dr.  Ferdinand  Schaar:  »Über  den  Bau  des  Thal- 

lus  von  Rafflesia  Rochussenii  Tcysm.  Binn.« 

Das  vv.  M.  Herr  Prot.  Becke  verliest  in  Vertretung  des 

Secretärs  ein  Schreiben  der  Herren  Graf  C.  Landberg  und 

Prof.  D.  H.  M  u  Her,  worin  dieselben  ihre  Ankunft  in  Alexandrien, 

beziehungsweise  Kairo  anzeigen. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  G.  v.  Ks  che  rieh  überreicht  eine 

Abhandlung,  betitelt:  »Die  zweite  Variation  der  einlachen 

l  ntegrale«. 

Feiner  legt  derselbe  das  1.  Heft  des  L  Bandes  der  mit 

Unterstützung  der  cartellirten  Akade  nien  der  Wissen- 

schaften zu  München  und  Wien  und  der  Gesellschaft 

der  Wissenschaften  zu  Göttingen  herausgegebenen  >Kn- 

cyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften«  vor. 

Herr  Dr.  Heinrich  Gerstmann  in  Charlottenburg  über- 

sendet ein  versiegeltes  Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität 

mit  der  Aufschrift:  »Molecularge wicht«. 

Herr  Dr.  Fritz  Blau  überreicht  eine  im  Laboratorium  für 

analytische  Chemie  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien 

ausgeführte  Abhandlung,  betitelt:  »Über  neue  organische 

Metall  Verbindungen.  Ein  Beitrag  zur  Kenntniss  der 

Metalliake«. 
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Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 

zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Albert  Ier,  Prince  Souverain  de  Monaco:  Resultats  des  cam- 

pagnes  scientifiques,  aecomplies  sur  son  yacht.  Publies 

sous  sa  direction  avec  lc  concours  de  M.  J.  Richard. 

Fascicule  XII.  Imprimerie  de  Monaco,  1898.  4°. 
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Die  zweite  Variation  der  einfachen  Integrale 

(L  .Mittheilung) 

von 

G.  v.  Escherich, 

w.  M.  k.  Akad 

Seit  C  leb  sc  h  mit  seiner  Abhandlung: 1  Über  die  Reduction 

der  zweiten  Variation  auf  ihre  einfachste  Korm«  die  Untersuchung 

der  zweiten  Variation  für  die  relativen  Maxima-Minima  der  ein- 

fachen Integrale  einleitete,  hat  dieser  Gegenstand  nur  noch  durch 

eine  Abhandlung  A.  Mayers,"  insoferne  diese  das  Hauptresultat 

Clebsch's  in  einfacherer,  durchsichtigerer  Weise  begründete, 

eine  Forderung  erfahren.  Denn  die  Arbeit  Scheeffer's,3  welche 

eine  Lücke  auszufüllen  und  -einiges  neue  Licht  auf  die  Be- 

gründung der  Theorie  und  die  innere  Bedeutung  der  Kriterien 

des  Maximums  und  Minimums  zu  werfen  versprach,  hat  dieses 

Versprechen  keineswegs  erfüllt,  da  die  Durchführung  des  ver- 

meintlich neuen  Grundgedankens,  von  dem  diese  Abhandlung 

ausgeht,  so  viele  Lücken  enthält  und  an  solchen  Mängeln 

leidet,  dass  dieselbe  dadurch  fast  werthlos  wird.  Ich  erlasse  es 

mir.  diese  Behauptung  hier  näher  zu  begründen,  zumal  ich  in 

einer  Vorarbeit  zu  dieser  für  den  Jacobi'schen  Kall  gezeigt 

habe1  und  in  einer  späteren  für  den  allgemeinen  zeigen  werde, 

wie  in  cxacter  Weise  dieser  Grundgedanke  durchzuführen  ist. 

Im  Interesse  der  geschichtlichen  Wahrheit  will  ich  aber  schon 

1  Journal  für  Math.,  I$d.  öö. 

*  Ibid.  Bd.  t>9. 

1  Math.  Annalen,  Bd.  25  und  2b\ 

»  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  XCVU,  Abth.  II.  Die  Abhandlung  ist  leider 

durch  eine  Unmenge  Druckfehler  sehr  entstellt. 
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hier  erwähnen,  dass  derselbe  zur  Zeit  der  Veröffentlichung  von 

Sc heef fers  Abhandlung  keineswegs  mehr  neu  war,  sondern, 

dass  er  schon  Jahre  vorher  von  Weierstrass  in  seinen  Vor- 

lesungen über  Variationsrechnung1  zur  Untersuchung  des  ein- 

fachsten Falles  der  Variationsrechnung  in  umfassender  Weise 

ausgenützt  wurde  und  sich  bereits  auch  bei  Hesse2  angedeutet 

findet. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  suche  ich  auf  dem  von  Clebsch 

betretenen  Wege  über  die  Transformation  der  zweiten  Variation 

zu  den  Kriterien  für  die  Permanenz  ihres  Zeichens  zu  gelangen. 

Kr  führt  in  einfacher,  natürlicher  Weise  zum  Ziele  und  eröffnet 

einen  klaren  Einblick  in  alle  obwaltenden  Verhältnisse. 

Doch  um  denselben  zu  begehen,  war  es  zuvörderst  noth- 

wendig,  die  Integration  eines  kanonischen  Systems  von  Diffe- 

rentialgleichungen erster  Ordnung  zu  erörtern,  um  sich  über 

die  Ableitung  ihrer  Integrale  aus  einem  Riemente  eine  hin- 

reichend klare  Vorstellung  zu  machen  und  genügend  allgemeine 

Bedingungen  aufzufinden,  unter  denen  diese  Integrale  nach 

den  Integrationsconstanten  oder  Parametern  differentiirbar  sind. 

Die  Anwendung  der  gefundenen  Regeln  auf  die  Differential- 

gleichungen, die  von  der  ersten  Variation  herrühren,  zeigte 

sogleich  die  Nothwendigkeit —  auf  die  auch  schon  Scheeffer. 

aber  aus  einem  mehr  nebensächlichen  Grunde,  hinwies  —  die 

1  Mir  liegt  eine  Niederschrift  solcher  Vorlesungen  vor,  die  schon  im  S.  S. 

1S79  gehalten  wurden.  —  Ich  möchte  übrigens  mit  obiger  Bemerkung  keines- 

wegs die  Vermuthung  unterstützen,  dass  Scheeffer  den  Grundgedanken  aus 

den  Vorlesungen  Weierstrass'  übernommen  habe.  Vielmehr  ziehe  ich  aus 
der  Thatsache,  dass  er  ein«,  so  unreife  Arbeit  veröffentlichte,  den  Schlus^,  dass 

er  die  Vorlesungen  nicht  kannte.  Denn  wenn  auch  Weierstrass  in  denselben 

nicht  über  den  einfachsten  Fall  wo  also  die  Function  bloss  eine  abhängige 

Veränderliche  und  nur  ihre  erste  Ableitung  enthält  —  hinausgeht  und  wie  aus 

einer  Bemerkung  in  den  Vorlesungen  vom  S.  S.  1884  erhellt,  darüber  auch 

nicht  hinauskam,  so  lenken  sie  doch  die  Aufmerksamkeit  auf  mehrere  schwierige 

und  heikle  Fragen,  die  im  allgemeinen  Probleme  in  grösserer  Complic.v.ion 

wiederkehren.  Im  Falle  ihrer  Kenntniss  wäre  also  Scheeffer  entweder  vor 

manchen  begangenen  Irrthüinern  bewahrt  worden  oder  er  hätte  die  Veröffent- 

lichung unterlassen.  —  Ich  benütze  gerne  diese  Gelegenheit,  um  dankbar  zu 

bekennen,  dass  die  Vorlesungen  Weierstrass*  mir  in  obgedachtem  Sinne 
mancherlei  Anregung  bei  meinen  Arbeiten  über  die  zweite  Variation  boten 

-  Journal  für  Math.,  Bd.  54. 
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beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  jede  Bedingungsgleichung 

auch  Derivirte  der  gesuchten  Functionen  enthält  oder  nicht. 

Diese  hier  zuerst  ersichtlich  werdende  Trennung  beschränkt 

sich  aber  nicht,  wie  sich  zeigte,  auf  diese  specielle  Frage,  sondern 

zieht  sich  durch  die  ganze  Untersuchung  der  zweiten  Variation. 

Sie  wird  sogleich  wieder  erforderlich  bei  Behandlung  des 

Systems  linearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  das 

sich  schon  zu  Anfang  der  Untersuchungen  über  die  zweite 

Variation  einstellt  und  das  ich  das  accessorische  Gleichungs- 

system  nannte.  Die  Anwendung  der  Sätze  über  die  kanonischen 

Systeme  von  Differentialgleichungen  ergab  dabei  die  Richtigkeit 

der  bisher  gemachten  Annahme,  dass  mit  der  Integration  der 

Differentialgleichungen  der  ersten  Variation  auch  die  Lösung 

des  accessorischen  Gleichungssystems  erledigt  sei.  Ber  den  Ver- 

suchen, dieses  Gleichungssystem  für  die  Transformation  der 

zweiten  Variation  heranzuziehen,  schiebt  sich  ein  bilinearer 

Differentialausdruck  der  ersten  Ordnung  in  den  Vordergrund, 

der  verdeckt  schon  bei  Clebsch  vorkommt  und  der  für  gew  isse 

Lösungssysteme  des  accessorischen  Gleichlingssystems,  die  ich 

conjugirte  nannte,  verschwindet.  Aus  seinen  Eigenschaften 

ergibt  sich  in  ungezwungener  Weise  die  von  Clebsch  gefun- 

dene Transformation,  und  ich  hielt  es  für  angemessen,  diese 

Ableitung  hier  aufzunehmen,  weil  sie  mir  unmittelbarer  als 

die  beiden  bisher  bekannten  aus  ihrer  eigentlichen  Quelle  zu 

messen  scheint,  nämlich  der  Eigenschaft  des  accessorischen 

Gleichlingssystems,  die  mit  einem  in  der  Theorie  der  linearen 

Differentialgleichungen  üblichen  Ausdrucke  kurz  bezeichnet 

werden  kann:  als  sich  selbst  adjungirt  zu  sein.  Die  bedeut- 

same Rolle,  welche  hiebei  den  conjugirten  Systemen  zufällt, 

gab  die  Veranlassung,  die  Lösungssysteme  des  accessorischen 

Gleichungssystems  genauer  zu  untersuchen.  Die  Eigenschaften 

einer  gewissen  Determinante,  deren  Elemente  die  eben  er- 

wähnten bilinearen  Differentialausdrücke  sind,  leiten  zu  einer 

ausgezeichneten  Classe  von  Fundamentalsystemen  der  Lösungs- 

systeme, in  denen  je  zwei  Glieder  einander  paarweise  zuge- 

ordnet sind  und  welche  ich  involutorisehe  Fundamentalsysteme 

nannte.  Mit  ihrer  Hilfe  wurde  es  möglich,  tiefer  in  die  Natur 

der  conjugirten  Systeme  einzudringen  und  eine  Reihe  ein- 
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schlägiger  Aufgaben  zu  lösen,  zu  denen  unter  anderen  auch  die 

bereits  von  Clebsch1  mittelst  partieller  Differentialgleichungen 

gefundene  allgemeine  Form  der  conjugirten  Systeme  gehört. 

Aus  den  conjugirten  Systemen  hebt  sich  schon  bei  der  Trans- 

formation eine  eigene  Classe  hervor,  die  bereits  Mayer2  be- 

nützte. Jedem  Punkte  des  Integrationsbereiches  ist  eine  Gruppe 

solcher  Systeme,  deren  Determinanten  sich  nur  um  eonstante 

Kactoren  unterscheiden,  zugeordnet. 

Diese  Systeme  sind  bei  den  Kriterien  für  die  Permanenz 

des  Vorzeichens  der  zweiten  Variation  ausschlaggebend,  doch 

wurde  ihre  Verwendung  zu  diesem  Zwecke  erst  möglich,  als 

es  mir  gelang,  eine  versteckter  liegende  Formel  aufzudecken, 

welche  einen  Zusammenhang  zwischen  den  Determinanten 

zweier  conjugirter  Systeme,  ihren  ersten  Ableitungen  und  der 

quadratischen  Form  in  der  transformirten  zweiten  Variation 

darstellt.  Mit  ihrer  Hille  Hess  sich  nun  strenge  beweisen,  was 

bisher  eine  Annahme  blieb,  dass  für  die  relativen  Maxima  und 

Minima  bezüglich  des  Vorzeichens  der  zweiten  Variation  in  sinn- 

gemässer Übertragung  die  Sätze  gelten,  die  schon  seit  längerer 

Zeit  für  den  einfachsten  Jacobi'schen  Fall  feststehen.  Schon  die 

Dienste,  welche  die  Formel  in  diesen  Untersuchungen  leistet, 

lässt  sie  als  den  Schlüssel  zur  ganzen  zweiten  Variation 

erscheinen,  aber  die  Berechtigung  zu  dieser  Bezeichnung  wird 

noch  mehr  in  späteren  Arbeiten  hervortreten,  da  die  Formel  es 

ermöglicht,  auch  die  Frage  zu  beantworten,  inwieweit  die  hier 

gefundenen  Bedingungen  für  die  Permanenz  des  Vorzeichens 

der  zweiten  Variation,  die  bloss  nothwendige  Bedingungen  für 

das  Kintreten  eines  Maximums  oder  Minimums  ergeben,  auch 

hinreichend  hiefür  sind,  und  diese  selbst  aufzustellen.3 

Die  Untersuchungen  sind  in  dieser  Abhandlung  zum  Theile 

unter  allgemeineren  als  den  gewöhnlichen  Annahmen  durch- 

geführt, aber  anderseits  werden  wieder  Beschränkungen  vor- 

genommen, die  unerlässlich  sind,  wenn  man  nicht  den  Resul- 

taten einen  Schein  grösserer  Allgemeinheit  geben  will,  als  wozu 

'  Journal  für  Math.,  Bd.  56. 
ä  L  c. 

Ich  habe  mich  inzwischen  überzeugt,  dass  nach  der  hier  entwickelten 

Methode  *ich  auch  die  zweite  Variation  vielfacher  Integrale  behandeln  lasst. 
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die  Entwicklungen  berechtigen.  Aus  diesem  Grunde  wurde 

auch  in  der  vorliegenden  Arbeit  durchwegs  an  der  Voraus- 

setzung festgehalten,  dass  in  der  Curve,  welche  aus  der  ersten 

Variation  sich  ergibt,  die  Ordinalen  im  ganzen  Integrations- 

bereiche eindeutige  Functionen  der  Abscisse  seien  und  somit 

das  vorgelegte  Curvenintegral  sich  auf  ein  gewöhnliches  be- 

stimmtes Integral  reducire.  In  einer  späteren,  demnächst  er- 

scheinenden Arbeit  werden  die  unter  dieser  Einschränkung 

gewonnenen  Ergebnisse  von  ihr  frei  gemacht  werden. 

Aus  mehr  äusserlichen  Gründen  habe  ich  die  Abhandlung 

in  drei  Theile  zerlegt.  Die  kurze  Vorbemerkung  zu  jedem  Theile 

gibt  über  seinen  Inhalt  Aufschluss. 

In  diesem  ersten  Theile  wird  zunächst  die  Integration  eines 

kanonischen  Systems  von  Differentialgleichungen  der  eisten 

Ordnung,  die  Differentiation  ihrer  Integrale  nach  Integrations- 

constanten  und  Parametern,  sowie  die  Fortsetzung  aus  einem 

Integralelement  erörtert  und  werden  dann  die  gewonnenen 

Sätze  auf  die  Differentialgleichungen  der  ersten  Variation  ange- 

wendet. Vorbereitend  wird  darauf  das  Problem  der  Trans- 

formation der  zweiten  Variation  für  den  Fall  behandelt,  in  dem 

keine  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind  und  sodann  der 

Fall  in  Angriff  genommen,  wo  jede  Bedingungsgleichung  Deri- 

virte  der  gesuchten  Functionen  enthält.  Für  diesen  Fall  wird 

das  accessorische  System  von  Differentialgleichungen  unter- 

sucht und  noch  die  Transformation  der  zweiten  Variation  in  die 

von  Clebsch  angegebene  Form,  welche  die  reducirte  genannt 

wird,  durchgeführt. 
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1.  In  den  folgenden  Entwicklungen  werden  einige  all- 

gemeine Eigenschaften  der  reellen  Differential -Gleichlings- 

systeme benützt,  und  es  wäre  daher  nicht  unzweckmässig. 

gleich  hier  die  Integration  solcher  Systeme  genauer  zu  erörtern, 

doch  behalte  ich  das  einer  anderen  Gelegenheit  vor  und  be- 

schränke mich  hier  auf  das  unmittelbar  Nöthige.  Der  all- 

gemeinen Methode  Cauchy's,  um  ein  Integralsystem  —  oder 

richtiger  ein  Element  desselben  —  des  DifTerential-Gleichungs- 

sy  stems 

_  f  /         *  ,  \  dx„ —  /lO'  *i  •  •  **n)  •  •  •      ~      — Ju\'*  *\  •  •  •**) dt  dt 

herzustellen,  das  gegebene  Anfangsbedingungen  erfüllt,  hat 

Picard1  eine  sehr  bequeme  Form  gegeben  und  aus  dei  will 

ich  die  nöthigen  Sätze  ableiten. 

Ober  die  //  Functionen  fx ..  ./„  sollen  hier  nicht  die  all- 

gemeinsten Annahmen  gemacht  werden,  unter  denen  diese 

Sätze  noch  bestimmt  gelten,  sondern  bloss  die  folgenden:  Sie 

sollen  in  einer  gewissen  Umgebung  einer  Stelle  /0, .»'','.  .  .x%  vom 

Radius  ;>  nach  /.  und  r  nach  xvxi...x„  sammt  ihren  ersten 

Dil'ferentialquotienten  nach  xv  jra. .  deren  Existenz  also 
vorausgesetzt  wird,  eindeutig,  endlich  und  stetig  sein,  wobei 

endlich  in  dem  Sinne  zu  verstehen  ist,  dass  sie  eine  endliche 

untere  und  obere  Grenze  haben.  Dann  kann  man  successive 

auf  folgende  Weise  ein  Element  des  Integralsystems  her- 

stellen, in  welchem  r, .  .  ,x„  in  f0  bezüglich  die  Werthe  .  .jrj 

annehmen.  Die  erste  Annäherung  x\ .  .  .x\  ist  gegeben  durch 

/•i  <  t 

A  — *! :  /  /ift  A  ■  ■  ■  ** 1  Jt  ■  ■  •  *n  *s  =  -  /  f*  (/,  *?  ■  ■  •  *S)  dx, 
J  t,  J  t, 

die  zweite  x\.  .  durch 

x^    x"  -  -  I  f\(J>  x\  •  •  • 1  n  1  dt .  .  .x;t  ,vJ5 

i  Journal  Je  Mathematiques  (1890). 
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Zweite  Variation  der  einfachen  Integrale.  1  197 

die  wtc       .  durch 

x["  -x*=fft  (/,  X?  - ! .  .  .  X?  V  •  •  •  C    -vS  = 

Nimmt  man  hiebei  stets  die  obere  Grenze  /  der  Integrale 

genug  nahe  an  /„.  so  werden  die  x™ .  .  .  x™  stets  die  für  die 

schrittweise  Berechnung  nöthige  Bedingung  erfüllen,  in  die 

festgesetzte  Umgebung  von  ̂ *J...Jf«  zu  fallen.  Bleiben  die 

absoluten  Beträge  von  /,(/.  .v, .  .  .x„).  .  ./,,</.  .r, .  .  ,x„)  in  der- 

selben kleiner  als  die  Zahl  M,  so  genügt  es.  /  so  klein  zu 

nehmen,  dass  sowohl  rV— .1/(7 — /0i,  als  auch  .r? 4-3/ (/  —  /0)  für 

k—\,'l...n  in  ihr  liegen,  was  erreicht  wird,  wenn  [/  —  /0! 
kleiner  genommen  wird  als  die  kleinere  der  beiden  Grössen 

y 

o  und       .  Bezeichnet  man  x"'—  Y"t  x  —  AT  und  wählt  M  so, M   I  cft 

das>  auch  |  ̂   <  M  in  der  Umgebung  wird,  so  ist  nach  dem 

Mittelwerthsatze 

<  A/  ̂   |  .r;»'  1   -x?  -  4-  ...  4  v;("  -  \  |  dt 

ilt 
Ml     Vi  AT  1  \  ü 

für  ;//>l.  Kür  ///  -  1  erhält  man  direct 

woraus  dann  folgt 

A'J  <M  /-/„  , 

d\jt     <L  r  <.  - —  : —  — * 
m !  m ! 

Also  ist  jede  der  Reihen 

x,  -  vJ+AV  +  Af-f- ...        (k  -  I,  2.  . 

die  zusammen  ein  Element  eines  Integralsystems  bilden,  in 

einer  Umgebung  der  Stelle  /0.  t".  .  ..v?,  vom  Radius  der  kleineren 
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1198 (1.  v.  Escherich, 

r 

der  beiden  Grossen  (o  und       absolut  und  gleichmässig  con- 
M 

vergent.  Das  erhaltene  System  ist  offenbar  auch  das  einzige, 

das  unter  den  gemachten  Bedingungen  in  /0  beziehungsweise 

die  Werthe  x\.  .  annimmt. 

2.  Da  die  Functionen  /,(/,  xx .  .  .x„).  .  ./„(/,  x\  .  .  .xn)  in 

dem  angegebenen  Bereiche  sammt  ihren  ersten  Derivirten 

stetig  hinsichtlich  sä mmtl icher  Variablen  sind,  so  sind  es 

auch  A7\  AV,.  .  .A7".  .  also  ist  jedes  Glied  der  Reihe,  die  xk 

darstellt,  nach  den  Integrationsconstanten  x\,  *}...*{  stetig. 

Somit  ist,  da  die  Reihe  für  xk,  wie  aus  den  vorstehenden 

Ungleichungen  hervorgeht,  bezüglich  x*\.  .  ..v?,  und  in  einer 

Umgebung  derselben  gleichmässig  convergirt,  auch  xk  eine 

stetige  Function  dieser  Grössen.  Fügt  man  nun  zu  den  früheren 

Bedingungen  noch  die  weiteren,  dass  die  fx(tt  *,...*„).. . 

/„(/,  -v, .  .  .x„)  auch  die  zweiten  Differentialquotienten  nach  den 

xvx.2...x„  in  einer  Umgebung  von  /0,  .  .x^  besitzen  und 

dass  sie  in  derselben  stetig  hinsichtlich  sämmtlicher  Variabein 

sind,  so  sind  die  in  (1)  erhaltenen  Integrale  auch  nach  den 

Integrationsconstanten  #J,  x\»  .  ,#J  differentiirbar. 

Da  in  Folge  der  gemachten  Voraussetzungen  die  Diffe- 

rentiation unter  den  Integralzeichen  gestattet  ist.  so  erhält  man 

zunächst  durch  succcssive  Berechnung 

!  j^*    I  <enM  .'-/.i  <e»M 

I  hxi;  l 

wenn  l—/it  <o  genommen  wird,  wo  o  die  kleinere  der  beiden 

Y 
Zahlen  o  und  —  ist. 

M 

Bezeichnet  man  der  Kürze  halber 

jjjfoft  fi  •  ■  •  **)    und  ̂/*(Aari.;_iif?) 
CA,  ^Xl^X?. 

bezüglich  mit 

x  j  .  .  .  x ,  !  und  Ai..Jt,xl...x„) 

und  berücksichtigt,  dass 
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ist,  so  ergibt  sich 

BAT 

1 1 99 

[/M(*,*r-,...*sr1)- w  JkL% 

-aal  *?-*■  ■  •*?        +/*.>.<>.  *r'  •  •  •<-*)      1  <« 

3  V"«  1 
-A».c      •*::-')  4V 

ÖA7  j 

l//. 

Wird  nun  so  gross  gewählt,  dass  es  in  der  Umgebung 

der  Stelle  /0,  x\.  .  auch  grösser  als  die  zweiten  Derivirten 

der  fvf2-  .  fn  nach  den  xvx>.  .  .x„  ist  und  bezeichnet  M'  eine 

Zahl,  die  grösser  als 

M  und  nMe*m ist,  so  rindet  man 

8AT    „  w/      V  /  ; 9*? <M'fyi 

cx1; 

xr-x\)dtt 

welche  Formel  für  m  >  1  gilt.  Für  m  =  1  ergibt  sich  direct 

ix»
 

<U'  t—tn 

und  schliesslich  vermöge  obiger  Formel 
84 

<A/' ,/-/„! 
m 

woraus  folgt,  dass  die  Reihe 

xK  -f-  A  ( -+-  A  g  -f-  .  .  . 

nach  xfl  gliedweise  differenzirbar  ist,  da  die  Reihe  der  DifTeren- 

tialquotienten  dieser  Glieder  gleichmässig  convergirt. 

Man  erhält  somit  den  Satz: 

Sind  in  den  Differentialgleichungen: 

dxx       .  äxn 

— —  —  fx(t,  Xx  .  .  ..*„).  •  -— -  —  fn(U  Xi    .  .X„) 
dt  dt 
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Null  macht.  Innerhalb  des  intervalles  haben  Fix.y),  Fi  und  Fl 

dieselben  Eigenschaften  wie  im  Punkte  xtpyn,  aber  nicht  mehr 

in  tt  und  b.  Gleichwohl  müssen  a  und  b  noch  nicht  die 

äussersten  erreichbaren  Grenzen  sein  und  auch  nicht  die 

gefundene  Function  der  einzige  aus  dem  Anfangselement 

ableitbare  Zweig.  Letzteres  erkennt  man  sofort,  wenn  die  Fort- 

setzung an  einer  der  Grenzstellen  a  und  b  unmöglich  wird, 

weil  Fy  an  derselben  Null  wird,  während  Fix.  y)  und  Fl  endlich 

und  stetig  bleiben.  Ist  dann  F'  nicht  Null,  so  lässt  sich  x  in  einer 

Umgebung  des  betreffenden  y  als  eindeutige  stetige  Function 

des  y  darstellen,  und  es  ist  somit  dieses  in  der  Umgebung  der 

betreffenden  Grenzstelle  i.  A.  mehrdeutige  Function  des  x.  Es 

setzt  also  dann  thatsächlich  eine  neue  eindeutige  Function 

von  r,  ein  zweiter  Zweig  an.  welcher  für  y  der  Gleichung  genügt. 

Die  besprochenen  Übelstände  können  vermieden  werden, 

wenn  man  x  und  y  als  eindeutige  Functionen  einer  dritten 

Veränderlichen  darzustellen  sucht.  Als  sehr  geeignet  erw  eist 

sich  hiezu  die  durch 

s  =  I     \  H-  j'-c/.v 

dy 

delinnte  Veränderliche  s,  WO  y  —   ;    ist.  Bei  dieser  Wahl  i-t 

j  t nämlich  nicht  nur  s  eindeutige  Function  des  ,v.  sondern  auch 

umgekehrt  x  eindeutige  Function  des  s.  Ferner  besteht  da- 

Integral,  sobald  nur  y'  im  Integrationsintervall  (einschliesslich 

Grenzen)  nicht  von  der  ersten  oder  höheren  als  ersten  Ordnung 

unendlich  wird.  aber,  wie  man  leicht  erkennt,  gewiss  auch, 

immer,  wenn  y  besteht,  nicht  zugleich  mit  y'  unendlich  wird, 

und  stetig  bleibt. 

An  Stelle  der  früheren  Gleichung  treten  nun  die  beiden 

I )  i  fferc  n  tialgl  ei  ch  ungen 

Jx  F!  dy  Fi- 

Js      \  Fp+F?  Js         \  FP+FJ* 

Ordnet  man  den  gegebenen  x(t.ytt  den  Werth  s„  zu  und 

bildet  aus  diesen  Anfangswerthen  nach(l)  das  Integralelement, 

sO  kann  man  hieraus  in  der  früher  auseinandergesetzten  Weise 

durch  Fortsetzung  für  x  und  v  zwei  eindeutige  Functionen 
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von  .s'  ableiten,  welche  den  neiden  Differentialgleichungen 

genügen.  Diese  Kortsetzungen  gehen  aber  jetzt  sowohl  über 

die  Stellen  hinaus,  wo  nur  eine  der  Functionen  Fl  und  F[  ver- 

schwindet, als  auch  über  die,  an  denen  beide  zwar  zugleich 

dx  dy 

Null  werden,  aber  —   und  endliche  Grenzwerthe  an- 
ds  ds 

nehmen.  Die  so  erhaltenen  Functionen  genügen  der  Gleichung 

F(.v.  y)  —0,  und  es  werden  also  auf  diese  Weise  die  früher  aus- 

geschlossenen Stellen  in  die  Darstellung  aufgenommen.  Dass 

sie  die  Gleichung  befriedigen,  erkennt  man,  wenn  man  die- 

selben in  Fix,  y)  substituirt.  denn  man  erhält 

dF  __  roF  d  y       cF  dx   

ds        cy   ds       tu-  ds 

also  F  —  Const. 

Da  aber  F(x,  y)  für  alle  in  Betracht  kommenden  W'erthe 
von  .v  und  jr  stätige  Function  beider  Veränderlichen  .v  und  y  ist. 

jede  dieser  wieder  stetige  Function  von  s,  so  ist  auch  F  eine 

stetige  Function  von  s.  Daher  hat  die  Constante  für  das  ganze 

Intervall  von  .s  denselben  Werth,  und  da  sie  für  *0  Null  ist,  so 

im  ganzen  Intervalle. 

L'm  diese  Überlegungen  für  die  Integration  des  Systems 
von  Differentialgleichungen  in  (1)  nutzbar  zu  machen,  kann 

man  von  der  Bemerkung  ausgehen,  dass  das  Integralsystem 

eine  Curve  in  der  Mannigfaltigkeit  v,  v,..  .  .  v„,  wo  der  Gleich- 

förmigkeit halber  x  für  /  geschrieben  wurde,  festlegen  und  also 

dieselben  als  Functionen  des  Bogens  darzustellen  suchen,  der 

analytisch  durch  die  Gleichung  detmirt  ist 

ds  i  dx»  1 

Man  wird  also  statt  des  ui sprünglichen  Systems  das  neue 

integriren:  Jx  , 

~ds  ~  \'\+f{+  .-.+/? 
dx,   _  fx 

ds      y  1 4-/,-+  . . .  +/,;-' 

dx»  _  _  1 

äs       \/\  •  •  •  ■+•/» 
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Die  Integrale  dieses  Systems  erstrecken  sich  über  Stellen, 

die  der  früheren  Darstellung  unzugänglich  waren.  Es  bildet 

für  die  Portsetzung  kein  Hindern iss  mehr,  wenn  an  einer  Stelle 

nur  eine  der  Functionen /r  /2 .  .  .f„  unendlich  wird  oder  selbst, 

wenn  bei  mehreren  dies  eintritt,  sobald  nur  die  obigen  Quo- 

tienten endliche  Grenzwerthe  besitzen 

Ks  ist  auch  klar,  dass  wenn  bei  den  Fortsetzungen  auf 

die  Bedingungen  in  (2)  Rücksicht  genommen  wurde,  das 

erhaltene  Integralsystem  für  den  ganzen  Verlauf  des  \  nach 

den  Anfaugswerthen  irgend  eines  Elementes  und  auch,  wenn 

die  in  (2)  angegebenen  hinreichenden  Bedingungen  hinsichtlich 

etwaiger  Parameter  beachtet  wurden,  nach  diesen  differentiir- 

bar  sind. 

Lässt  sich  >•  als  eindeutige  Function  einer  neuen  Ver- 

änderlichen /  ausdrücken,  so  kann  man  natürlich  auch  diese 

statt  x  einführen.  Von  dem  Integralsystem  der  (tt  +  1)  Differen- 

tialgleichungen kann  man  das  der  ursprünglichen  ;/  gewinnen, 

indem  man  wieder  das  5  durch  v  ausdrückt  und  in  die 

Gleichungen  für  xvxt.  .  .x„  substituirt. 

Dies  lässt  sich  immer  bewerkstelligen,  sobald    ̂ %  nur 

äs 

isohrte  Nullstellen  besitzt,  d.  h.  wenn  um  jede  Nullstelle  eine 

Umgehung  von  endlichem  Radius  besteht,  in  der  keine  weitere 

Nullstelle  liegt  und  die  untere  Grenze  dieser  Radien  nicht  Null 

ist.  Ks  lässt  sich  dann  das  Intervall  in  eine  endliche  Anzahl 

THeUc  biegen.  ,,,„,.  d.ss  innert,*«,  .ie.es  einten  f äs 

nicht  verschwindet 

Jedem  einzelnen  dieser  Theile  entspricht  dann  ein  Inter- 

vall des  v.  dem  ein  Integralsystem  zugeordnet  ist.  Die  Giltigkeit 

des  Systems  ist  auf  dieses  Intervall  beschränkt,  doch  wenn 

zwei  dieser  Intervalle  des  %  einen  gemeinsamen  Grenzpunkt 

haben  und  ganz  auseinanderliegen,  so  können  die  beiden 

zugehörigen  Integralsysteme  als  Fortsetzungen  betrachtet  und 

daher  zu  einem  über  beide  Intervalle  des  x  sich  erstreckenden 

Integralsystem  zusammengelässt  werden. 

Alle  diese  Integralsysteme  haben  die  Eigenschaften  des 

vermittelst   der  Veränderlichen  5  gebildeten  Integralsystems. 
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War  dieses  nach  den  Anfangswerthen  eines  Elementes  oder 

nach  einem  Parameter  differentiirbar,  so  ist  auch  jedes  dieser 

abgeleiteten  Integralsysteme  nach  den  Anfangswerthen  irgend 

eines  seiner  Kiemente  oder  nach  dem  Parameter  differentiirbar. 

Statt  5  kann  man  auch  eine  neue  Veränderliche  /  ein- 

führen. Nur  muss  s  eindeutige  Function  des  /  sein  und  vom 

Anfangspunkt  aus  den  ganzen  Curvenbogen  stetig  wachsend 

durchmessen,  wenn  /  ein  bestimmtes  Intervall  monoton  durch- 

läuft. Auf  diese  Weise  erkennt  man,  dass  an  Stelle  des  ursprüng- 

lichen Systems  von  Differentialgleichungen  das  folgende  be- 

handelt weiden  kann 

t/v,  ilx         äxn  __  dx 

■ —  J  i  \x>    i  •*••*"  /    "     *  "  *      .      —    "  v*  >    i  •  •  •  1  u  i    —  » dt  dt  dt  dt 

*  der  Wahl  überlassen  bleibt dt 

Von  diesen  Bemerkungen  in  (3)  wird  zwar  in  der  vor- 

liegenden Abhandlung  noch  kein  Gebrauch  gemacht  werden, 

sondern  erst  in  der  folgenden,  aber  des  Zusammenhanges 

halber  mit  (1)  und  (2)  wurden  sie  schon  hier  aufgenommen. 

II. 

1.  Bekanntlich  kann  man  der  allgemeinsten  Aufgabe  der 

Variationsrechnung  bei  einer  unabhängigen  Veränderlichen  die 

Passung  geben: 

Man  soll  die  Veränderlichen  yx%yt»**yH  so  be- 

stimmen, dass  sie  ///  Gleichungen 

ri  =  °-  'f.»  =  °-  •  -9»t  —  0,  (1) 

wo  n  >  m.  g e  n  ü g  e  n  u  n  d  d a s  Inte g r a I 

J  ii 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen. 

Dieses  Integral  ist,  wie  schon  in  der  Einleitung  bemerkt 

wurde,  nicht  ein  gewöhnliches  bestimmtes  Integral  und  die 

angesetzten  Grenzen  zeigen  eigentlich  nur  an,  dass  für  diese 

Werthe  des  x  die  yr  \\, .  .  .  vi:  w  ieder  gewissen  Bedingungen 

unterworfen  sind.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit  kann  man 
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bekanntlich  sich  auf  den  Fall  beschränken,1  dass  die  yvyt .  .  y„ 

in  a  und  b  gegebene  Werthe  annehmen  sollen. 

Die  Function  /{x.y^y^y^y!,. .  .yn*y'n)  kann  als  eine  seh; 
allgemeine  angenommen  werden,  insofern  als  keineswegs  für 

die  nachfolgenden  Betrachtungen  erforderlich  ist,  dass  sie  eine 

analytische  sei,  sondern  bloss,  dass  im  Integrationsbereiche 

ihre  ersten,  zweiten  und  dritten  Diflerentialquotienten  nach 

.\\yl...ytl1y[...yl'l  bestehen  und  daselbst  endlich  bleiben.  Das 

Gleiche  gilt  bezüglich  der  Functionen  .  .?,„. 

Nach  dem  Vorgänge  Lagrange's,  den  ich  hier  als  richtig 
hinnehmen  will,  hat  man  statt  des  ursprünglichen  Integrals  das 

andere 

zu  betrachten,  wo 

F  =/+V?t+-  •  • 

ist  und  die  /.,./..,.../.,„  noch  unbestimmte  Functionen  des  x 

sind,  die  aus  den  Bedingungen  der  Aufgabe  zu  berechnen  sind. 

Yariirt  man  nun  die  Function  F,  indem  man  ji',.,v2..  .y„ 

bezüglich  r,  -+-7j,,  .  .  .  yu  +  V  s<-'tzt  und  nimmt  die  rt  in 

der  sehr  speciellen  Form 

an,  wo  die  «,,  //_,.  .  .//„  von  z  freie  Functionen  des  t  sind,  die 

sammt  ihren  eisten  Derivirten  im  Integrationsbereiche  endlich 

bleiben,  und  :  eine  differentiale  Grösse  ist,  so  erhellt  aus 

der  Entwicklung  von  F(x.  v,  +TQ,  y[+v{v  •  •  •  yn  4»  tftt)  bis  zu  den 

Gliedern  dritter  Dimension,  dass  die  _v, . yt .  .  .  y„  auch  den 

;/  I  >ifTerentinlgleiehungen 

cF       d  röF  -1=0     (#  =  l,  2  .  .iij 

zu  genügen  haben. 

Die  +  Grössen  yvy.,. . .  yn.  >.,.  >.,,  •  •  •  sind  also  au> 

den  (jf+JJf)  Gleichungen 

1  Maver.  1.  c. 
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cF  J  Bf 

-        =  0      (i  -  l.  2... Iii  / 

Btv      </.v  BvJ  ,■_». 

'f:  =  ,l-  fr  =  0«  •  •?«•    ~  (l  ! 

zu  bestimmen.  Dieses  System  wird,  indem  man  durch  die 

Gleichungen 

«fr 

•t/v 

die  neuen  Veränderlichen  y[»y^  •  -„V"  einführt,  linear  hinsicht- 
lich der  (irössen 

v  j  j  *  *  *  " '  i'  y% ' m '  y* %    's»  ■  •  *  '*'" 

und  berechnet  man  aus  dem  vergrösserten  nunmehr  linearen 

System  die 

dy[    Jy't  tly'„
 

~dx'  t/.V      "  t/v  '  *  '  ' 

so  ist  es  in  die  sogenannte  kanonische  Korm  gebracht,  die  den 

Betrachtungen  in  I  zu  (irunde  lag.  Bei  der  Behandlung  der 

zweiten  Variation  wird  dasselbe  als  bereits  integrirt  voraus- 

gesetzt, und  vermöge  der  Bemerkungen  in  I  ist  es  nun  möglich, 

sich  über  die  Bildung  dieses  Integralsystems  eine  einigermassen 

klare  Vorstellung  zu  machen.  Ks  ist  aber  hiebei  nothwendig. 

auf  die  Beschaffenheit  der  /;/  Bedingungsgleichungen  (1)  Rück- 

sicht zu  nehmen  und  die  beiden  Kalle  zu  unterscheiden,  ob 

jede  Gleichung  ausser  yv\\, .  ..y„  auch  erste  Ableitungen  der- 

selben enthält  oder  ob  auch  solche  Gleichungen  vorhanden 

sind,  in  denen  keine  Derivirten  vorkommen.  Dabei  wird  natür- 

lich vorausgesetzt,  dass  im  ersten  Kalle  sich  das  System  der 

Bedingungsgleichungen  nicht  in  eines  der  zweiten  Art  trans- 

formiren  lässt. 

2.  Um  im  ersten  Kalle  dem  System  in  (2)  die  kanonische 

Korm  zu  geben,  hat  man  das  System  der  (;/-r-m)  Gleichungen 

rcF       J  cF 
—  -         _:  o      (/  =  1.  2...»1 

h\       t/v  cy\ 

H 

}    -:  0       (i  —  1,2  ..  .111) 
.   J.\ 
k  1 
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nach  den  y"*y"  •  .  y',i  *'r  K*  ■  ->4  aufzulösen  und  die  ;/  Glei- 
chungen 

dx 

'l'  dx 

4y* 
dx 

anzufügen. 

Diese  Darstellung  ist  an  jeder  Stelle  x  des  Integrations- 

bereiches möglich,  WO  die  Determinante  des  Systems 

•    t  <  i 

c-F 

hihi 

•Vi 

8* 

W  B.vJ 

*ymh* 
w w 

0 

.  o 

w 

h'
» 

' 

r 
H 

«I 

(31 

nicht  verschwindet.  An  einer  solchen  Stelle  können  nicht 

sämmtlichc  Determinanten  »#tcn  Grades  der  Matrix 

r 
(  1 ri i 

3Ei 
■ri  W 

Null  sein.  Nimmt  man  nun  an,  dass 

*CI  )  ' 

so  lassen  sich  nach  einem  bekannten  Satze  aus  den  Gleichungen 

(\)  y'r  y'i  ■  .  .  y!,,  in  einer  Umgebung  der  betreffenden  Stelle 

•vO't  •  •  •  y**y'm  \ 1  •  •  -.vi  *»'s  eindeutige,  stetige  und  differentiir- 
bare  Functionen  dieser  Variablen  darstellen,  so  dass  also 
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die  Werthe  von  y'v y!>>  •  •  yL  durch  die  Werthe  von  r, .  .  .y„r 

y'm+\...y'm  an  der  Stelle  .v  vermöge  der  ;;/  Bedingungsgleichungen 
(1)  schon  gegeben  sind.  Man  kann  daher  aus  den  Werthen, 

welche 

an  dieser  Stelle  x  besitzen,  als  Anfangswerthe  ein  Integral- 

element bilden  und  durch  Fortsetzung  nach  den  Andeutungen 

in  I.  3  das  System  sich  hergestellt  denken.  Es  ist  aber  auch 

klar,  dass  derartige  Stellen  .i\  wo  obige  Determinante  nicht  Null 

ist,  vorhanden  sein  müssen,  da  sie  in  keinem  noch  so  kleinen 

Intervall  identisch  verschwinden  darf.  Denn  wäre  dies  der  Fall, 

so  würde  die  Anzahl  der  Integrationsconstanten  kleiner  als  2n 

sein,  was  mit  den  Grenzbedingungen  unverträglich  ist. 

E  s  wir d  n  u  n  zunächst  a  u  s  d  r  ü  c  k  I  i  c  h  a  n  g  e  n  o  m  m  e  n, 

dass  die  Determinante  (o)  im  ganzen  Integrations- 

bereiche nicht  verschwinde.  Diese  Voraussetzung,  die 

in  einer  späteren  Arbeit  erweitert  werden  soll,  lässt  sich  nicht 

umgehen,  sobald  man  .v,  wie  es  in  der  vorliegenden  Arbeit 

geschehen  soll,  als  die  unabhängige  Veränderliche  betrachten 

will,  d.  Ii.  also  annimmt,  dass  die  v,,  y.,..._v„  im  ganzen  Integra- 

tionsbereiche sich  als  eindeutige  Functionen  der  Abscissc  x 

darstellen,  so  dass  das  vorgelegte  Curvenintegral  ein  gewöhn- 

liches bestimmtes  wird.  Diese  Voraussetzungen  liegen 

auch  allen  bisher  veröffentlichten  Untersuchungen, 

soweit  sie  exaet  sind,  stillschweigend  zu  Grunde. 

Aus  ihr  folgt,  dass  man  das  Integralsystem  von  <2)  ent- 

standen denken  kann  durch  Fortsetzung  aus  einem  Anfangs- 

element, etwa  dem  im  Anfangspunkte  a.  Da  nun  das  kano- 

nische System  von  Differentialgleichungen  in  (2)  auch  die  in 

I,  2  angegebenen  Bedingungen  erfüllt,  so  werden  die  Glieder 

des  Integralsystems  nach  den  Antangswct  then  von  yvy2-  ■  -JK«» 

_v,',  +  i,  „v/,,+2- •  ..v«.  fca  •  ■  .A,,,  in  a,  die  als  die  Integrations- 
constanten betrachtet  werden  können  und  bezüglich  mit 

c". 
bezeichnet  werden  mögen,  sich  diff'erentiiren  lassen. 

3,  Von  den  ;//  Uedingungsgleichungen 

'f,  -        'f.  =  0..-,fm  -  <> 
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soll  nun  nicht  mehr  jede  auch  erste  Derivirte  tevyl%yt..*yn 

enthalten,  sondern  in  u.  derselben  etwa 

=  0,  ̂   —  0.  .  ,<pj,  =  0 

sollen  keine  Derivirten  vorkommen,  wahrend  jede  der  übrigen 

(m— ja)  Gleichungen 

'f.(f!  =  0,  «f., .  L.  —  0.  .  ,fm  —  0 

auch  erste  Derivirte  besitzt,  wobei  selbstverständlich  voraus- 

gesetzt wird,  dass  sich  aus  diesen  nicht  eine  Gleichung  der 

ersten  Art  ableiten  lässt. 

Die  Behandlung  des  Systems  erfordert  auch  in  diesem 

Kalle  zunächst  seine  Darstellung  in  kanonischer  Form,  da  nur 

für  solche  Systeme  die  bekannten  Sätze  und  Entwicklungen 

abgeleitet  wurden.  Nun  gelingt  in  diesem  Falle  so  wenig  al> 

im  vorhergehenden  Cl)  das  gegebene  System  in  ein  ihm  äqui- 

valentes kanonisches  überzuführen,  aber  auch  hier  lässt  sich 

wie  dort  ein  kaiionisches  herstellen,  dem  jedes  seiner  Integral- 

systeme genügt.  Man  erhält  dasselbe,  wenn  man  aus  dem 

System  von  Difierentialgleichungen  erster  Ordnung 

hF       d  cF 
 =  0     /  =  1,  2..  .// 

CYt          dx  b/i 

J-
 

fi  (x,  yv  y., .  .  .  yn)  =  0     r  =  1,  2 . . .  JA 

dx* 

J 

•f  '  V.  v,.  .  .  v„.  v;.  •  •  v' )  -  0      i  —  (1  +  1,.  in 

dx 

y\  -  ■  -  • >  >  -  - dx  dx  dx 

die  ( Frössen 

t/v,       dyH    .       .     <//..,., 1  Jkm 
•  •  ■       ,  /.  j .  .  .  /.,, ,  ■  •  •  — — — 

dx  dx  Jx  dX 

berechnet  und  die  so  erhaltenen  Gleichungen  der  obigen  letzten 

Gruppe  hinzulügt.  Die  Bestimmung  dieser  Grössen  ist  an  jedev 

Stelle  möglich,  wo  die  Determinante 
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c-F         VF      8*,  c'f.a 

Ö?.L  ...         .t      o  0,        0     ...  0 
er,  hv„ 

. . .   0,        ( ) 

..  0 

...  o.      0  • 0 

...  o   ...  0.       o     ...  0 

nicht  verschwindet,  und  um  allgemeine  Resultate  in  diesem 

dritten  Falle  zu  erlangen,  ist  die  Annahme  unvermeidlich,  dass 

die  obige  Determinante,  die  in  keinem  noch  so  kleinen  Intervall 

identisch  verschwinden  darf,  überhaupt  nirgends  im  Integra- 

tionsbereiche Null  werde. 

Das  erhaltene  kanonische  System  ist  ein  gemischtes, 

indem  es  aus  einem  kanonischen  System  von  2ff +»'—*!, 

Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  besteht  und  ;j.  < 'Wei- 

chlingen, welche  /.,.  \ .  .  ,X;,  durch  die  übrigen  Grössen  aus- 

drücken, so  dass  auch  sie  unmittelbar  durch  die  Auflösung 

des  kanonischen  Systems  erhallen  werden. 

Jedes  Lösungssystem  des  kanonischen  Gleichungssystems 

genügt  nun  den  (  ileichungen 

cF       d  cF 
!f  _  iL   —  —  0       i  -  I.  2..  .« 

h;       dx  cy'i 

dx  d.\  dx 
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i  —  1.  2. . 

f  =  ;x  -f- 1  

wo  die  a,,      c,  Constante  bedeuten. 

Man  erhalt  somit  sämmtliehe  Lösungen  des  ursprüng- 

lichen Gleichungssystems,  wenn  man  jene  des  kanonischen 

Systems  aussucht,  für  welche  die  Constanten  Null  sind.  Dies 

ist  dann  und  nur  dann  der  Kall,  wenn  die  Losungen  an  einer 

und  somit  jeder  Stelle  des  Integrationsbereiches  den  Gleichungen 

.  .  •  v,iO','-  •  yi)  =  0     i  —  >>.+  1..  .  ./;/ 

genügen.  Die  gesuchten  Integralsysteme  werden  daher  erhalten, 

indem  man  die  Anfangswerthe  von  y,, yt ..  »y99  y* 

dieser,  Gleichungen  gemäss  wählt. 

Man  erkennt  leicht,  dass  sich  dies  immer  bewerkstelligen 

lässt.  Denn  in  Kolge  der  Annahme,  dass  die  obige  Determi- 

nante (3*)  an  jeder  Stelle  v  des  Integrationsbereiches  nicht  Null 

ist,  können  an  dieser  Stelle  auch  nicht  sämmtliehe  Determi- 

nanten inten  Grades  der  Matrix 

-f,(.v.  yv\ 

Null  sein.  I^t  etwa 

C'f,,        C'f,,  .  , 

(öl 

cy,,: 
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von  Null  verschieden,  so  können  auch  nicht  alle  Determinanten 

jitcn  Grades  in  der  Matrix 

er,  '   öv.,    "  Öv,„ 

&'f;1         C)'f,  C"f„ 

eine  in  .v  nicht  verschwindende  Determinante  derselben,  so 

lassen  sich  nach  dem  schon  mehrmals  angezogenen  Satze,  wenn 

für  die  Stelle  .v  YVerthe  von  _r,..v_"  ■  -,v«  gegeben  s»n^«  welche 

den  \i.  Gleichungen 

-f,  =  ü,  -f,  =  0.  .  .<pJ(  =  0 

genügen,  ;i.  Functionen  von  .r,  _r.(  f , .  .  .  yn  herstellen,  welche  in 

einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  *,.JV+»  *  •  O'«  eindeutige, 

stetige,  dififerentiirbare  Functionen  der  Veränderlichen  *,jv+i 

.  .  .  r„  sind  und  für _v,o„'  •  •  O'«  'n  cHC  Gleichung  substituirt.  die- 

selben innerhalb  dieser  Umgebung  identisch  erfüllen. 

Bezeichnet  man  der  Kürze  halber,  wenn  i  <  \i.  -+- 1  ist. 

so  ersieht  man  sofort,  dass  die  obige  Determinante  (<>>  identisch 

ist  mit  der  Functionaldeterminanie 

Daher  kann  man  nach  demselben  Satze  aus  dem  Gleichungs- 

system 

<I>,  -  0.  .  .<!>,  =  0,         =  0.  .  .';,„  =  0 

verschwinden. 

Ist  etwa 
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die  y'v  v'.  .  .  y!„  als  Functionen  der  x.yx . .  .  yn,y'm+\ .  .  .  y'n  dar- 

stellen, wenn  auch  Werthe  der  y'v  y^ .  .  .  y'n ,  welche  diesen 

Gleichungen  genügen,  der  Stelle  x  zugeordnet  werden. 

Es  ergeben  sich  also  aus  den  Gleichungen  (5)  die 

v, .  va .  .  .  y„ ,  yv  yt . . .  yn 

als  Functionen  der  Veränderlichen  .v^+i .  .  .  y„,  ,v,',  +  i .  .  .y'n. 

Wendet  man  diese  Betrachtungen  auf  den  Anfangspunkt  a 

an,  in  dem  die  Werthe  von  yvy...  .  .  y„,  y'v  y!t.  .  .  y'n  als  bekannt 
anzusehen  sind,  da  bei  der  Behandlung  der  zweiten  Variation 

die  Gleichungen  der  ersten  Variation  als  schon  gelöst  ange- 

nommen werden,  so  sind  vermöge  der  Bedingungsgleichungen 

;a  der  j',.  y., .  .  .  y„  ihre  DirTerentialquotienten  und  weitere  w  — a 

der  y[>y'f  •  *y'n  als  eindeutige  Functionen  der  übrigen  dieser 
Grössen  aufzufassen.  Treffen  etwa  die  für  die  Stelle  x  gemachten 

Annahmen  in  a  zu,  so  können  die  y,t+\.  .  .  y„,  y!n+i  •  •  •  y!,  und  x 

als  die  unabhängigen  unter  ihnen  angesehen  werden,  und  es 

erscheinen  dann  auch  bloss  die  Anfangswerthe  dieser  Grössen 

als  willkürlich  dem  Punkte  x  ~  a  zugeordnet,  die  übrigen  aber 

durch  sie  bestimmt.  Fügt  man  zu  diesen  Anfangswerthen  der 

yr-..y,sy[..-y!l,  von  denen  aber  nur  die  +  1 . . .  r„,  r/n  +  i  •  •  O«. 

wie  eben  erörtert  wurde,  als  willkürlich  gelten  können,  noch 

die  Werthe,  die  XJlH.  ../.,„  in  a  haben,  so  kann  man  hieraus 

ein  Integralelement  des  im  Gleichungssystem  (4)  enthaltenen 

kanonischen  Systems  von  Differentialgleichungen  bilden.  Die 

übrigen  ;j.  Gleichungen  des  Gleichungssystems  geben  dann  die 

zugehörigen  Werthe  von  hv  .  .  .  a;i.  Durch  Fortsetzung  dieses 

Elementes  und  paralleler  der  Bedingungsgleichungen  erhält 

man  dann  nach  (I,  1  >  ein  über  ah  sich  erstreckendes  Lösungs- 

system des  kanonischen  Gleichungssystems,  das  aber,  weil  die 

Bedingungsgleichungen  föi  erfüllt  sind,  auch  dem  ursprüng- 

lichen Gleichungssystem  genügt. 

Als  Integrationsconstanten  sind  in  diesem  Lösungssystem 

als.»  die  Werthe  von 

_1»h  +  i  •  •  •  J»i  _1';<  +  1  •  •  •  J'ii  .  \<  f  i  •  •  •  X(Ji 

in  t/  y.u  betrachten,  die  bezüglich  mit 

t  j  .  .  ,  Cft—nt)  tji  —im  f>l  ■  •  •  Q h— in  -jt  •  •  •  C'2(n 
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bezeichnet  werden  mögen.  Da  im  kanonischen  System  von 

Differentialgleichungen  in  Folge  der  in  (II,  1)  gemachten  Voraus- 

setzungen und  weil  die  Determinante  (3*)  im  Integrations- 

bereiche nirgends  Null  ist,  die  Bedingungen  in  (II,  2)  erfüllt 

sind,  so  lassen  sich  die  Integrale  _yP  A»  ■•  ■->'«•  y'v  }  'l  •  .  .  _>',', 

XpXj,. .  .XOT  auch  nach  diesen  Constanten  differentiiren. 

Auch  in  diesem  Falle  wird,  wie  im  vorhergehenden,  in  der 

vorliegenden  Abhandlung  vorausgesetzt,  dass  1.  dieyv  \\,.  .  .yn 

für  alle  Werthe  des  x  von  a  bis  b  eindeutige  Functionen  dieser 

Veränderlichen  sind,  was  zur  Folge  hat,  dass  das  vorgelegte 

Curvenintegral  als  ein  gewöhnliches  bestimmtes  anzusehen  ist, 

und  2.  die  Determinante  (3*)  nirgends  im  Intervalle  ab  Null  ist. 

III. 

Die  vorstehenden,  wenn  auch  sehr  unvollständigen  und 

aphoristischen  Bemerkungen  über  die  Differentialgleichungen 

der  ersten  Variation  dürften  gleichwohl  für  die  Behandlung  der 

zweiten  Variation  5*7  des  Integrals  genügen.  Diese  selbst  ist 

für  die  vorhin  angenommenen  Variationen  \,f\2.  .  .tj„  gegeben 

durch 

r  ̂  /  9  3         9  8  \" 

o-V  —  I     (    —  t4i  +  .  .  .  +  1JW      ,  y'  +  .  .  .  +  —    —  y'  j  FJx 

r>  h 

Q{%f{)dx  (1) 

wen  n 

f  9  ob  9 

U«*V>  =  (  j- 1.  +  •  •  •  +  jj^  1»      V.+  •  •  •  +  -57    j  F 

gesetzt  wird. 

Aus 

4-1 

n 

_  v/8Q(t1.t/)       d  SÜ(T).T/n 
—  >  1  — r   ■  f—,  —  1 

  <     tfty  dx       criL.  J 

Tli-.  J.  mathcm.-naiurw.  CU;  CVH.  Bd.,  AM!i.  II.  a.  Hl 
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folgt,  da  die  Vri."  •  T<"  an  t,cn  Frenzen  a  und  b  verschwinden: 

'2  -_./,  <ty  er/* 

wo  also 

&ty  t/t 

zLAh^y\  r"~ "  </v  Uv/By,  T""   wart  T|,.] 

(3i 

*  =  1 

ist. 

Vorbereitend  soll  nun  zunächst  der  Fall  des  absoluten 

Maximums  und  Minimums,  in  dem  aiso  zwischen  den  gesuchten 

Functionen  yvy\  ■•■  V„  keine  Bedingungsgleichungen  bestehen, 

untersucht  werden  unter  der  von  allen  Autoren  bisher  still- 

schweigend gemachten  Annahme,  dass  für  alle  Werthe  des  x 

im  Intervall  ab  die  v,,  y% .  .  .  y„  eindeutige  Functionen  dieser 

Veränderlichen  seien.  Die  obige  Form  für 

MM)      ä  «Hj,^ 

0f[k  dx  CYj(. 

weist  unmittelbar  auf  einen  Zusammenhang  mit  den  DitVeren- 

tialgleichungen  der  ersten  Variation 

cF       d  %F 

■~  —        r -,  ~  0,       /  —  lf  2.  .  .;/,  tA) 

dy,       dx  c\'i 

w  o  hier  F~  f  ist,  hin,  der  sofort  evident  wird,  wenn  man  die 

yry.t  ...v„  nach  einem  Parameter  t*  differentiiibar  und  die 

Gleichungen  als  nach  diesem  Parameter,  identische  annimmt 

Als  solche  Parameter  bieten  sich  von  selbst  die  Integrations- 

eonstanten dar,  wie  aus  folgender  Bemerkung  erhellt.  Vervoll- 

ständigt man  die  ;/  Differentialgleichungen  der  ersten  Vara- 

tion  (4)  durch  Hinzufügen  der  /;  Gleichungen 

dx      'l*  dx  jx  ->n 
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zu  einem  linearen  System  von  2n  Gleichungen,  so  sollen  für 

dieses  die  in  (II,  2)  gemachten  Voraussetzungen  gelten  und  zu 

iniegrationsconstante-n  die  'In  Anlangswerthe  in  a  genommen 

werden.  Denkt  man  sich  die  Integrale  in  das  Differential- 

gleichungssystem substituirt,  so  werden  die  einzelnen  Glei- 

chungen hinsichtlich  der  lntegrationsconstanten  identisch  er- 

füllt, und  da  überdies  nach  (II,  2)  die  Integrale  nach  diesen 

('.instanten  difTerentiirbar  sind,  so  erhält  man,  wenn  c  eine 

solche  Constante  bezeichnet,  die  2ff  Gleichungen 

y    VF  hvt     rc*F  (tyk\       d  !  WF  Sy*     h*F  fljfcYil 
  Cl'ifyi  ÖC     tiv,cvt  dx  ,cy,cvk  de     ovjö)'*  \  ccj 

(i  =  I,  2.  .  .;/) 

d    hyt  _  \y\     d    lyt  __  9ya'      J*_ -  M 

Ix  bc  '  dx    cc        rcc  "'  dx  k'oc  }  ~  hc  ' 

Das  System  der  2«  linearen  Differentialgleichungen  nach  r 

V 

c-F 
c-F 

~i  +  r.  ~  n  ~/   7 

d  VF 

-  0 h;dyr  '  hubi       ***  h/.dyt 

Ii  =  1,  2. ..») 

(5) 

Jt dx 

das  sich  wegen  der*  in  III  gemachten  Voraussetzung,  dass  die 
Determinante 

re*F_  VF 
r      ff      I    *  *  "    r     fr  J 
c  v,  c v[        cy[  tyH 

VF  c-F 
r      I  r,     /  r      fr  I 

cy„cy[  cy',tcy,\ 

im  Integrationsintervalle  nirgends  verschwinde,  überall  daselbst 

in  der  kanonischen  Form  darstellen  lässt,  hat  somit  die  2« 

Integral  Systeme 

81* 
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Sc,  /  '  \  3c,  /  "  '  \  cc,  /  öc,  "  '  rocx 

\  cJ  C 2  ff  }  '  \dC'2  „  /  Ö  C-j  „  .    C  C'i  n         t1  C>2  „ 

Nun  sind  nach  den  obigen  Festsetzungen  cy..c„,cn,  i  ..i>„ 

bezüglich  die  Werthe  von  v,'.  .  . y!tiyl.  •  •  >'»  in  a,  und  da.  wie 

die  Darstellung  der  Integrale  in  I,  1  zeigt,  die  DifTerential- 

quotienten 

W  W 

in  tz  alle  gleich  1  werden,  während  alle  übrigen  daselbst  ver- 

schwinden, so  ist  die  Determinante 

|  }y±     fyl 
 b'i 

8c,       rcc~'  8c,""  8c, 

  I 

in  a  gleich  1  und  verschwindet  daher  nicht  identi>cli  im 

Integrationsintervalle.  Somit  sind  die  oben  angegebenen  Integral- 

systeme des  Systems  linearer  Differentialgleichungen  (5)  w>n 

einander  linear  unabhängig  und  bilden  also  ein  Fundamental- 

system. 

Berücksichtigt  man  nun.  dass 

*,W  ~  2  L  «fr      8s{  J 

ist,  so  erhält  man 

3V  =  V  T  T^^c^u/.r.  (6) 

IV. 

Aus  diesem  Ausdrucke  für  ergeben  sich  wichtig« 

Folgerungen  vermöge  einiger  Eigenschaften,  die  den  linearen 
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Differentialausdrücken  der  zweiten  Ordnung  fy(s)  innewohnen 

und  die  zuförderst  abgeleitet  werden  sollen. 

Da  Ö(s,  zf)  eine  nach  5,,  zt .  .  .z„.  z'v  sj,  .  .$£  quadratische 
Korm  ist,  so  folgt  aus  einer  bekannten  Eigenschaft  derselben, 

wenn  'Iii  anderen  Grössen  entsprechend  mit  uvu2...tt„. 

tty  it'r..u'„  bezeichnet  werden,  wo  die  oberen  Striche  wieder 
Deri\ ationsindices  bedeuten  sollen: 

Y 

k- 1 

8Ö(«,sf*) 
özk  czk  ! 

l-t 

&tt(«, «') J 

oder 

_  1 

d 

Jx M*  — j,^ —  - 

*=1 *=1 

Somit 

I   d  V ö  J.r   
iil  in.  «') 

cl>(:,  z') 

Nun  ist  aber 

und 

3Q(w,  «') 
hui 

roü(z,z') 

=  \ 

>      i» .-/r.  //')    ,  VÜ(ii,ii'\ 

  ClliCtl] I  =1 
cukoit, 

crtoc, 
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Daher  erhält  man 

V  /     ■  /  \         .  /  u         ä    v  i  1    o- <>(//,  tt' 
) 

2.  =  jfI  2 

Bezeichnet  man  der  Kürze  halber  den  bilinearen  DirTeren- 

tialausdruck  der  ersten  Ordnung 

vi 

  •> 

=  Xl  Ä  «*-—--:> +  ̂  '"'I 

mit  'S(r.  //),  st»  nimmt  obige  Formel  die  Gestalt  an 

ii 
d 

V  (uk    (r »  -  -t    ( «))  =  —  * fe  //)  ( 1 ) 
•  i 

Der  Differentialausdruck  »J»(r.  »)  ist  alternirend,  daher  ist 

${s.s)  =  0. Sind 

"V  -i  •'•-'> 

zwei  linear  unabhängige  Integralsysteme  des  Differential- 

gleichungssystems (III,  5)  tyk(z)  —  0,  so  folgt 

'lo !#)  =  Const., 

wo  wegen  der  Stetigkeit  von  '{wc,  i<)  die  Constante  im  ganzen 

Integrationsintervalle  denselben  Werth  besitzt. 

Verschwinden  überdies  die  sämmtlichen  c  und  u  an  der- 

selben Stelle  .r,  so  ist  diese  Constante  Null.  Zwei  linear  unab- 

hängige Integralsysteme,  für  welche  obige  Constante  Null  i>t. 

sollen  zu  einander  conjugirt  heissen.  Es  ist  nun  klar,  dass  für 

jede  Stelle  x  des  Integrationsintervalls  //  linear  unabhängige 

Integralsysteme  bestehen,  deren  einzelne  Glieder  an  dieser 

Stelle  verschwinden.   Je  zwei  dieser  ;/  Systeme  sind  .>.!-• 
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einander  conjugirt.  Jede  Gruppe  nun  von  mindestens  ;/  linear 

unabhängigen  Integralsystemen,  die  so  beschaffen  sind,  dass 

je  zwei  unter  ihnen  einander  conjugirt  sind,  soll  kurz  ein  eon- 

jugirtes  System  genannt  werden.  Solche  conjugirte  Systeme  zu 

bilden,  hat  keine  Schwierigkeiten,  da  die  ',//(»  — 1)  bilinearen 

Gleichungen,  die  zwischen  den  Constanten  entstehen,  wenn 

man  jedes  der  Systeme  durch  dasselbe  Fundamentalsystem 

ausdrückt,  sich  leicht  successive  auflösen  lassen. 

Bevor  nun  auf  die  genaue  Untersuchung  dieser  conjugirten 

Systeme  eingegangen  wird,  soll  die  von  Clebsch  angegebene 

Transformation  der  zweiten  Variation  des  Integrals  abgeleitet 

werden,  wozu  die  vorstehenden  Bemerkungen  eben  genügen. 

V. 

Um  die  gewonnene  Formel  (1)  für  die  Transformation  der 

zweiten  Variation  des  Integrals 

zu  verwenden,  setze  man 

ij*  =  y  p,.4, 

wo 

>  "*  ■  •  •  "ii       \    —  •  i  —  •  •  »*/ 

ein  Integralsystem  von  (III, 5)  bedeute,  das  kurz  mit  c'  bezeichnet 
werde.  Es  wird  dann 

II  II  I!  II  II 

v  vmiq)  =  v    y  p,.ci  =  y  p,  v  $k  (T|)ci. 

I  r-l  >.    1  X=l      t  l 

Anderseits  ist 
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1224 G.  v.  Kschcrich. 

w  (  > 

-;>  =  X  w,w  [T|,(-"*/_T'i-'1 + wiw 
i.k 

ist. 

Daher,  wenn  mit  r,}  multiplicirt  und  nach  X  summirt  wird, 

n  u 

>.=  1 
).Jt t  1 

r  " 

>  i 
>.=  ! 

Nun  ist  aber,  wenn  man  für        c*)  seinen  Werth  in  (IV,  2"i 
set/.l 

Ferner  ist 

l]t=1 

und  daher  wird 

>  :1 

_  X1  r',/~*~.* 

i.  k.  f..  ,i 
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Zweite  Variation  der  einfachen  Integrale.  1  225 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  die  obige  Formel  (I  ), 

so  erhält  man,  wenn  man  noch 

i 

x-i 

setzt : 

n  n 

V     (V  -  ̂   V     $  (V    )  -  V  $  fr:'.  c> )  :J,  of, I        I  >.=  !  i..U 

1,4 
WO 

eine  Constante  ist.  Sind  daher  die  sämmtlichcn  n  Systeme  r' 

conjugirt,  so  werden  diese  Constanten  Null,  und  der  obige 

Ausdruck  vereinfacht  sich  in 

Die  p  sind  hiebei  aus  den  Gleichungen 

n 

V  =  *  =  !,  2..  M 
>  i 

und  die 

w 

—  V  ,*  -  ' 

aus 

1* 

und 

r|t  =  V  P*~*  *  =  I.  -  ■  • 
>-l 
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zu  bestimmen.  Ks  ergibt  sich  hieraus: 

-  V 

.1  -I 

'  1  ' 

•  N 

"1 

(2) 

W  enn  also  die  Determinante  -  ±  ̂c',.  .  .c"  im  ganzen 
Interv  alle  ab,  einschliesslich  der  Grenzen,  nicht  verschwindet,  so 

lassen  sich  die  Grossen  p  und  l  bestimmen;  da  dann  die  o  an 

den  Grenzen  d  und  b  verschwinden,  so  lässt  sich  der  zweiten 

Variation  die  Perm  neben 

vj  =  /  v 
--j  \rytk 

"  ■'    t-  1 

•
J
.
 

(3) 

VI. 

Diese  Transformation  beruht  also  wesentlich  auf  der  Voraus- 

setzung, dass  ein  eonjugirtes  System  von  ;/  Integralsystemen 

der  Gleichungen  (III,  5)  bestehe,  dessen  Determinante  weder 

an  den  Grenzen  des  Integrals,  noch  innerhalb  derselben  ver- 

schwindet, l'm  die  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  solchen 
zu  linden.  i>t  es  zunächst  nothwendig,  den  in  (V,  1)  erhaltenen 

bilinearen  Ausdruck 

u 

der  nach  den  c  von  der  ersten  Ordnung  ist.  genauer  zu 

betrachten. 

Setzt  man  der  Kürze  halber 

"W«j?  =  t7"  und  &vT&r7  =  bi» 
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so  nimmt  er  die  Gestalt  an 

n         u  »  ii 

Sind  nun 

//*;;.  .  .  //  ; 

;/  linear  unabhängige  Integralsysteme  der  Gleichungen  (III,  5), 

v>  kann  man  ;/  neue  nach  den  z  lineare  Difterentialausdrücke 

der  ersten  Ordnung 

tu 

mit  den  ;/J  unbestimmten  Multiplicatoren  wf,  w{ . . . «'JJ  (jfc  —  1,2...») 
bilden.  Ks  stellt  sieh  dann 

/.  1 

=  V  «/{  V  -<y  Uil  ul -  V  :t  y     „;/  +  c4,(t_^ » „;) 

>.  1     Li=i  *»i  r~i    1  1  J 
II  N  H  »! 

1       fc     1         ilUrl  t     1        / .  ! 

In  diesem  Ausdrucke  verfuge  man  nun  über  die  //  Multi- 

plicatoren M'j1,  »'£ . . .  w\\  so,  dass  die  (  oelticienten  Von  z[...z'.  _|. 

+  •  verschwinden  und  der  von  einer  gegebenen  Con- 

stanten  C.t  gleich  werde.  Man  hat  zu  dem  Bchufe  die  W  au> 

den  (lleiehungen 

H  II 

\  titl  \  u\w^  —  0       (1  =  1, 2. .  .ji —  I,  |i  + 1 . . .  ») 

i     i  i 

V1  —  c, 

<    I         X  I 
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zu  berechnen,  die,  wenn 

V  n\wl  =  ir, 
l — I 

gesetzt  wird,  in 

V  alkWk  -  0       (i  =  1,  2.  .  .ja  —  1.  ji.H-1  .  .  .  ;/) — 

ii 

V  H  ;  —  C„ 

Übergehen.  Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  zunächst,  da 

die  Determinante  A  —  -d=^n^.,2-  •  .d««  gemäss  Voraussetzung 

im  ganzen  Integrationsintervalle  nicht  verschwindet,  die  W/  und 

hieraus  wieder  an  jeder  Stelle  .v,  wo  auch  U  ~  £  dr  »J»J-  •  h" 

nicht  Null  ist,  die  wf,      . .  Bezeichnet  man  mit  i4«  die 

Subdeterminante  von  in  ,4  und  mit  £7*  die  von  u'k  in  T,  so 
findet  man 

In  Folge  dieser  Bestimmung  der  /t,!,\  «»£.  .        erhält  nun 
die  Form 

*=1  A=l 

Bilden  die  Systeme  //',  u- .  . .//"  ein  eonjugirtes  System,  so 

ist  stets  für  beliebige  X  und  v 
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122V» 
Daher  wird  dann  den  ;/  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung  in  z: 

(üj^)  =  0,         —  0. .  .(xiH(z)  —  0 

durch  diese  n  linear  unabhängigen  Systeme  genügt.  Sie  stellen 

somit  ein  Fundamentalsystem  für  diese  Gleichungen  dar,  und 

es  ist  daher 

H  tt 

<»«(=)  = 

Alf  X  X  t
tortA-tä 

*>'     "V  -i 

r 

woraus  sich  ergibt 

mj  mm  — 
"«j     ~i i       •  •  •  "n 

(*!)'.  «!<  «J- .  .«1 

;  (//»/,«;',««...«,'!  I 

(«•)', «;.»»...«« 

M  M 

=  v  \ 

 .4 

Diese  Formel  stellt  eine  Identität  dar,  die  sich  auch  un- 

mittelbar verificiren  lässt  und  leitet  sofort  zur  Krkenntniss: 

Ist  cm  Integralsystem  vv  v,,...vn  der  DilTerentialgleichungen 

(III,  5)  •<l  (z)  ~  0  zu  jedem  der  n  obigen  Systeme  u\  tt- .  .  .//", 

die  selbst  ein  conjugirtes  System  bilden,  conjugirt,  so  ist 

>\(v,  tt')  —  0  (für  >.  =  1.  2.  .  in  und  daher  befriedigt  dasselbe 

das  Gleichungssystem  u>x(z)  =  0,  ios(c)  =  0.  .  un(z)  zzz  0,  also 

ist  es  von  den  Systemen  it  \  tt- .  .  .it"  linear  abhängig. 
Somit: 

E i n  conjugirtes  System  von  Integralsystemen  der 

linearen  Differentialgleichungen  (III,  5)  enthält  nur 

;/  linear  unabhängige  Integral  Systeme. 

Ist  ein  Integralsystem  zu  n  von  einander  linear 

unabhängigen  Integral  Systemen  eines  conju  giften 

Systems  conjugirt,  so  hängt  es  von  diesen  linear  ab 
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Die  in  (3)  erhaltene  Determinante  zeigt  eine  grosse  Ähn- 

lichkeit mit  dem  Ausdrucke  für  Ct  (V,  2)  und  birgt  die  Auf- 

forderung in  sich,  dieser  Analogie  genauer  nachzugehen.  7x\ 

diesem  Ende  ist  es  aber  zunächst  nöthig,  eine  allgemeinere 

Determinantenrelation  abzuleiten. 

VII. 

Nimmt  man  in  der  Determinante 

^(«jy...(«;)' 
-p    "l    • • •  "l 

i  i . 

die  adjungirte  Subdeterminante  von 

so  erhalt  man  nach  einer  bekannten  Formel 

i 

II*"'
 

(«!>'. 

..(«;)'  | 

wl  • 

:,.  fl] 

-  W1 

»i — i . . .«?  .i 

II  •; 

«J 
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oder,  wenn  man  die  aus  ;/  Systemen 

TT,  IC.  .  .l"5 

t*  pj... vi 

gebildete  Determinante  mit  A(r\  v9,  ,  .v")  bezeichnet: 

i 

-tr+*ft&?f  =  A(«\««. ..»„);  --«•••  «Lp    «Iii  •••  "''  '  ' 
I 

II*-1        Z/1"^1  Ii" -II    '  •  •  '«„     •      " ,1  ••••»« 

//J    ...  Mj 

A(c,  »'..//<  1  //•' . .//")  I  «J-i... 

"  ii   •  •  •  «'u 

Nimmt  man  hierin  X  =  ;t.  so  erhält  man 

.  ;/ 
n 

Digitized  by  Google 



1232  G  v.  Escher.ch. 

|  «J-l.  •  .<  l —A.r,«::...«'-j. »**«...«■),  W  •••(*?)  • 
1  w "n+i  •  •  -      t- 1 

I  
//J,    ...  !t[ 

Su:v.:r.  n  mar.  daher  nach  ji  von  1  bis  so  ergibt  sich 

schliesslich 

-A>\  fi*. .  .«    A^r.  «».  .  .«*-',  u*+%.  .  //«*),  ij 

i*  ■ 

wo  A        .  bedeute:. 
»Ii 

VIII. 

Bilden  die  System*  m1.  **.  .  .«'•'  ein  conjugirtes  System,  so 

kann  man  diese  Forme!  mi:  der  (V\%  3«  in  Verbindung  bringen. 

Denn  es  ist  dann 

Ai«1,       .  . //"  •  <o..:>  1 

l 
>  =  i  -.=1 

und  man  erhält  somit  die  Identität: 

A.:/1.  //-.  .  .w,ÜV-,  Ii1.  •  ./r'-1«*-'. .  ./(')— 

(  .4  —  — 

Wählt  man  nun  da>  System  vvvi...vi:.  das  kurz  mit  r 

heze:chnet  werde,  so.  dass  es  mit  jedem  der  Systeme  ul  ut-  '. 

it^\.  .  .tt"  conjuuirt  ist,  aber  nicht  mit  tik,  so  ist 

■l  r,  tt')  —  'f\r.  tt*-1)  =  $tt\  it**1)  — .  .  .  —  $(v,  ii'-t  —  • 
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hingegen  ty(v,  /<*)  z£  0.  Es  vereinfacht  sich  dann  obige  Formel  in 

\(u\  ii-. .  .fifl)A'(v,      .  .i**-',  »*+t. .  .*")— 

— A'(//',  //*.  .  .u")l(v,  ii1..  .ii1     u*+l.  ..u") 

=  VA^UtU}  (2) 

und  der  Ausdruck  für  y„  in 

n 

frOO  -   \  ̂UMi^yA^rt-  (3) >  i 

Multiplicirt  man  diesen  letzten  Ausdruck  mit 

•/>.«•)  -  ■    «■•,«•)  Vitt?, 
.4  — 

so  ergibt  sich 

und  hieraus 

TT 

X.vT  ;i  =  l 

Ua  nun  V  .4;,,*/,,,  für  v  —  X  gleich  .4  und  für  v  ̂   >.  Null 

wird,  so  ist 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  früheren  (2),  so 

erhält  man 

A(#r\  //-'.  .  .//"jA'u\  «*.  .        l,  «H .  .«")— 

—&>'(U\  »*...H")A(W,  K1  ...»'    '.  .  .//") 

(— ])*  I 

Sitzb.  d.  mathem.-natiirw.  Cl.;  CVII.  Bd  .  Abth.  H.a.  82 
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WO  **)  eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist  und  die 

rechtsstehende  quadratische  Form  bereits  bei  der  Transformation 

der  zweiten  Variation  des  Integrals  (V.  3»  auftrat. 

IX. 

1.  Da  die  hier  für  den  Fall  des  absoluten  Maximums  und 

Minimums  entwickelten  Formeln  auch  beim  relativen  Maximum 

und  Minimum  wiederkehren,  so  soll  davon  abgesehen  werden, 

die  aus  ihnen  fliessenden  Consequenzen  zu  ziehen  und  mögen 

zunächst  sie  selbst  für  den  Fall  abgeleitet  werden,  dass  zwischen 

den  gesuchten  Functionen  >',.-**•  .  .  v„  die  folgenden  m  Bedin- 

gungsgleichungen 

h  —  °-  rs  —  °-  •  •?»«  =  0 

bestehen,  deren  jede  auch  erste  Derivirte  von  yv yt . . . yn  ent- 
halte. 

Die  zweite  Variation  des  Integrals  hat  dann  wieder  die 

Form 

\vo%t/)  dieselbe  Bedeutung  wie  früher  besitzt,  aber  nicht 

mehr 

F  =  /+X1?,+X8»p2+  .  . .  +\mfmi 

das  nunmehr  auch  die  m  Functionen  des  r:  /.,.  \.  .  .\m  enthälL 

die  von  den  Integrationseonstanten  abhängen,  die  sich  aus  der 

Integration  der  Differentialgleichungen  der  ersten  X'ariation: 

räF       d    r<sF  .      .  n 
.    -  ,    r-7  =  o       /  =  1, 2...«  t2i 

ergeben.  In  Folge  dessen  besteht  auch  zwischen  den  Glei- 

chungen, die  sich  aus  diesen  durch  Differentiation  nach  einer 

Integrattonsconstante  ableiten  lassen  und 
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nicht  mehr  derselbe,  aber  doch  ein  ähnlicher  Zusammenhang, 

wie  gezeigt  werden  soll. 

Für  das  System  von  Differentialgleichungen  der  ersten 

Ordnung 

cF       d  %F 

tyt  dx 

J.v  dx   ->r"  dx  ~}" 

'ft  =  0.  'f>  =  0...'f,„  0 

zwischen  den  2/i+fM  Functionen 

sollen  die  in  (II,  1)  gemachten  Voraussetzungen  gelten  und  auch 

die  Integrationsennstanten  cr  c2.  .  £"•_•„  sollen  in  der  dort  (II,  2) 

angegebenen  Weise  gewählt  sein.  Denkt  man  sich  das  System 

integrirt  und  die  Integrale  darin  substituirt,  so  erhält  man  nach 

den  Integrationsconstanten  identische  und  differuntiirbare  Glei- 

chungen. Die  Differentiation  nach  irgend  einer  dieser  Con- 

stanten c  ergibt  dann 

i  I    8*F  lyk \ 

jt-i 

^(%lk  &xt     d       h\k\  _  9 

+  L\h'i    fc  ~  dx  H   hc
~J  (i-l,2....«) 

woraus  erhellt,  das* 

h\   b't     b'u    SÄ,   hk,  3Xm 
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ein  particuläres  Integralsystem  des  linearen  DirTerentialglei- 

chungssystems  der  ersten  Ordnung 

VF 

  — , y 

VF 
j 

d 

in 

I  öy,  dx  .  Byj  / 

VF 

=  0 

i  =  1,2...« 

t/r 

(3) i  =  1,2...« 

V  /  ö?«  .    .         ./  \  -  o        f  -  1  2 

zwischen  den  .z„,  rvr.,...r„,  ist,  da  diesem  genügt 

wird,  wenn  m  in 

nimmt. 

Da  c  gleich  c,,  </.,.  .  .cL.„  genommen  werden  kann,  so  erhält 

man  auf  diese  Weise  'In  particuläre  Systeme  des  obigen  linearen 

DifTerentialgleichungssystcms  der  ersten  Ordnung  (3),  welches 

das  accessorische  System  linearer  Differential- 

gleichungen heissen  soll. 

Diesem  System  (3)  kann  man  zunächst  die  kanonische 

Form  geben,  indem  man  seine  //  ersten  Gleichungen  mit  den 

in  anderen 

d         CZ,      ,  0%i 

I 

dx  Mi 

er, 

combinirt  und  hieraus 

dz\  d:'2 dx  '  dv 

dz'„  drx  dr., 

*/i  '    dx  '  dv 

drm 

dx 

zieht,  was  immer  möglich  i^t.  da  nach  der  Voraussetzung  in 

(II,  2)  die  Determinante  aus  den  (  oefricienten  dieser  Unbe- 

kannten in  dem  Systeme  der  //-+-///  Gleichungen  überall  von 

Null  verschieden  ist. 
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Da  auch  die  übrigen  in  den  Differentialgleichungen  vor- 

kommenden (  oelficienten  (II,  I)  überall  im  Integrations- 

bereiche (inclusive  Grenzen)  endlich  und  stetig  sind,  so  liegen 

darin  nirgends  singulare  Stellen  des  kanonischen  DifTerential- 

gleichungssystems.  was  festzustellen  für  die  weiteren  Über- 

legungen von  Wichtigkeit  ist. 

Dieses  kanonische  System  ist  aber  keineswegs  äquivalent 

mit  dem  ursprünglichen  Systeme  (3),  indem  wohl  jedes  Integral- 

system des  letzteren  das  erstere  befriedigt,  aber  nicht  um- 

gekehrt. Denn  die  Integralsysteme  des  ersteren  genügen  nicht 

mehr  insgesammt  den  Gleichungen 

ii 

N  1  hv'  4   =  0      (l  =  2"w)' k  i 

sondern 

ty£-%  +  &4)==CJ     (/  =  i.  •-••...«.. —   öl k  oyk 

wo  die  Ct  Constante  bedeuten.  Um  also  aus  den  Integral- 

systemen des  kanonischen  Systems  die  von  (3)  zu  finden,  hat 

man  jene  herauszusuchen.  Mir  welche  diese  Constanten  Null 

sind,  welche  somit,  da  diese  Constanten  wegen  der  voraus- 

gesetzten Stetigkeit  im  ganzen  Integrationsbereiche  denselben 

Werth  haben,  an  einer  Stelle  desselben  die  linke  Seite  zu  Null 

machen.  Man  könnte  also  solche  Integralsysteme  herstellen, 

indem  man  die  AnfangSWCrthe  so  wählt,  dass  sie  diese  Bedingung 

erfüllen.  Im  vorliegenden  Falle  hat  man  aber  im  vorhinein  'In 

solch  e  In  t  egral  syst  eme 

I  c>\_  {  I  V*        i  öV„   .    cyx     ly%  oy„ 

\*d)*\lc7!"  XhCiJ*    Sei  '  *Ci  "'  de,  ' 

(/  =  1,  2. .  .2«) 

gegeben,  und  es  erhebt  sich  also  zunächst  die  Frage,  ob  die- 

selben auch  linear  unabhängig  sind. 

2.  Um  dieselbe  zu  beantworten,  nehme  man  2«  +  w  Integral- 

systeme des  kanonischen  Differentialgleichungssystems: 

0/M       OK,  CK,, 

j       f.  "  "      •  •  •       *   ~ " 
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H 

•  '  Ml 

(4) 

Die  Determinante  />  aus  diesen  Integralsystemen  mtiltiplicire 

man  zeilenweise  mit  der  Determinante  (2«  +  «/^"  Grades 

elf, 

8?J  .  .  . 

S?, 

;  0. . 

.0 

W  1-2 

&?"<  . 

C>'f  m 

r 

Ö'f  w 

:  o.  . 

.0 

'  BvJ  : 

8y, 

0  . . .  0; 

1, 

Ö  . 
.  .  0; 0  . 

.  .  0; 

0. 

.  .0 0  . .  .  0; 

0, 

i 
. .  0; 

0  . 

. .  0: 

0. .  .0 

0    ...    0;       0,  0 

deren  Struclur  aus  der  AnSchreibweise  deutlieh  erkennbar  ist. 

I);ls  Product  beider  hat  die  Form 

c; 

.  .  .  *_>nj  , 1  -1  / 
..(4/, 

-l 

•  •  •  ~7i » 

A 
(  f. 

•> 

— — 
•  •  •  » 

•> 

'1  ■ 

r*
 

/  "2  ii 
1 

~-  H 

z-" 
r2" 

•  •  •  '  IN 

/  '1'  ri  *  1 
1 •   •    *  * 

III 
HZ  |  1  - 

'  1 

'  • -  '  m 

WO  die  C'k  konstante  bedeuten. 

Sind  die  Cln-\-m)  particulären  Integralsysteme  des  kano- 

nischen Systems  von  einander  linear  unabhängig,  so  ist  D  im 

ganzen  Integrationsintervalle,  da  darin  kein  singulärer  Punkt 

de-i  Differentialgleichungssystems  liegt  endlich  und  von  Null 

verschieden, 
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An  der  beliebigen  Stelle  x  des  Integrationsintervailes  muss 

nach  II,  2  mindestens  eine  Determinante  m^n  Grades  aus  der 

Matrix 

«?,„ 
(5) 

von  Null  verschieden  sein. 

Ist  daselbst  etwa 

8  (?!♦?« ) 

nicht  Null,  so  ist  auch  das  Product  aus  ihr  und  0,  also  die 

Determinante      an  dieser  Stelle  nicht  Null.  Daher: 

Unter  'lu  +  m  linear  unabhängigen  Integralsystemen  de* 

kanonischen  Gleichungssystems  besitzen  höchstens  2n  lauter 

verschwindende  Constanten. 

Daraus  folgt  weiter  apagogisch: 

Verschwinden  für  jedes  von  'J//-M  particulären 

Integral  Systemen  des  kanonisch  enGleic  hu  ngssyste  ms 

die  zugehörigen  Constanten,  so  sind  diese  Systeme 

linear  abhängig. 

Es  lässt  sich  aber  auch  leicht  ein  Kennzeichen  dafür  aul- 

finden, ob  2  n  derartige  Systeme  linear  unabhängig  sind  oder 

nicht. 

Sin  d 

,1 

• "  m 

diese  Systeme,  so  verschwinden  in  $  die  in  den  2  h  eisten 

Zeilen  stehenden  Constanten,  und  es  wird 

X  -  <\X 
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w  enn  man  mit  A  die  Determinante 

A  = 

l«»#M  H  ;  •  ■  •  v-m/  >    **|    •  •  •  -n  i    '  i  •••'«! 

J  1  "m  i  l '  '  '  '  \~n  '*  ~\    "••*«''>  ''in 

und  mit  C  die  Determinante 

•  •  •  ̂  m 

bezeichnet. 

In   letzterer  kann   man  aber  den  C*  beliebige  Werthe 

ertheilen,  da  man  die  Anfangswerthe  eines  Systems 

c, .  .  .  z„  so  wählen  kann,  dass  die  Gleichungen 

  <!)'* 

Z%4)=Ci       (/  =  1,2...;») 

bei  vorgegebenem  Werthe  C,,  C, .  . .  Cm  erfüllt  werden,  und  man 

kann  also  bewirken,  dass  C  nicht  Null  ist.  Es  sind  dann  A  und  X 

zugleich  Null  oder  davon  verschieden. 

Sind  daher  die  2m  Integralsysteme  nicht  linear  unabhängig. 

so  verschwindet 

<>(?,•  •  •  ?m) 

&(.r;7.  .TS 

im  ganzen  Integrationsintervalle,  da  /V  daselbst  überall  Null  ist 

und  somit  auch  A. 

Verschwindet  letztere  an  der  Stelle  x  des  Integrationsinter- 

valls,  so  auch  T  und  daher,  wenn  an  dieser  Stelle 

■  1  1  '    f     "   -   -  f  ' 

nicht  Null  ist,  auch  D.  Die  2//-+-///  Integralsysteme  (4)  sind 

dann  nicht  mehr  linear  unabhängig,  aber  da  C  nicht  Null  ist.  so 
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beschränkt  sich,  wie  man  aus  der  Annahme  des  Gegentheils 

erkennt,  die  Abhängigkeit  auf  die  2«  [ntegralsysteme  (6). 

hörige  Determinanten  Grades  A,  von  denen  sämmtliche 

aus  einer  erlialten  werden,  indem  man  in  ihren  (n —tu)  ersten 

Colonnen  an  Stelle  der  unteren  Indices  alle  Combinationen  ohne 

Wiederholung  zur  (u  —  ini^n  (  lasse  der  ;/  ersten  Zahlen  setzt. 

Da  nun  an  jeder  Stelle  des  Integrationsintervalls  mindestens 

eine  der  Determinanten  /i/ten  Grades  atis  der  Matrix  (5)  nicht 

Null  ist,  so  ergeben  sich  die  Sätze: 

Sind  die  'In  I  ntegralsysteme  (<>)  des  accessorischen 

Systems  nicht  linear  unabhängig,  so  verschwindet 

jede  der  ̂    J  Determinanten  A  an  jeder  Stelle  des 

Integrationsintervalls. 

Verschwinden  an  einer  Stelle  des  Integrations- 

intervalls alle  Determinanten  A,  so  sind  die  2n  Inte- 

gralsysteme (ti)  nicht  linear  ttn  ab  hängig. 

Ist  hingegen  ein  A  an  irgend  einer  Stelle  des  Integrations- 

bereiches nicht  Null,  so  ist  an  dieser  Stelle  auch  das  zuge- 

hörige X  und  somit  auch  D  von  Null  verschieden.  Daher  sind 

die  2n  Integralsysteme  von  einander  linear  unabhängig  und 

man  gelangt  so  zur  Erkenntniss: 

Verschwinden  für  Integralsysteme  des  kano- 

nischen Gleichungssystems  die  zugehörigen  Con- 

stanten, so  sind  dieselben  immer  linear  unabhängig, 

wenn  ei n e  d e r  D e t e r m i n a n t e n  A  an  irgend  e  i  n  e  r  S  t  e  1 1  e 

des  Integrationsintervalls  nicht  verschwindet. 

Ein  System  von  solchen  2n  Integralsystemen  soll 

ein  Fundamental system  des  accessorischen  Systems 

linearer  Differentialgleichungen  heissen.  Es  besitzt, 

wie  man  leicht  erkennt,  die  wesentlichen  Eigen- 

schaften, welche  die  Fundamentalsysteme  kanoni- 

scher Systeme  linearer  Differentialgleichungen  [.  Ord- 

nung aus  zeichnen. 

Nun  kann  man  aus  der  Matrix Determinanten 

;;/tcn  Grades  bilden  und  dem  entsprechend 
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Setzt  man  nun 

<JL      *■*       ,. ... 

8c(  9     *  ™  dc(  9 

so  verschwinden  nach  der  Bedeutung  der  cv  c2.  .  .clH  in  II  für 

x  —  a  in  obigem  A  sämmtliche  Elemente  mit  Ausnahme  der  in 

der  Hauptdiagonalc  stehenden,  deren  jedes  gleich  1  wird.  Man 

erhält  daher  den  Satz: 

Unter  den  in  (II,  2)  gemachten  Voraussetzungen 

hat  das  accessorische  System  linearer  Differential- 

gleichungen (3)  die  '_';/  linear  unabhängigen  Integral- 

systeme 

.i  _  c-v" 

CO 

f  =  lt  2 . . .  //, 

aus  denen  alle  übrigen  Lösungen  sich  linear  zu- 

sammensetzen. 

X. 

Setzt  man  den  ersten  Ausdruck  (  IX,  3): 

v  I  &*F        &»f  ,     </    w        c^'   ,  i 

—  *  cv,  ort         cv,  cv,'         t/*    dv,  cyk         titf  cv[    .  I 

(i) 

kann  man  auch  schreiben: 

V 

3«* cv, 

Führt  man  noch  die  Bezeichnung  ein 
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so  erhält  man  für  die  zweite  Variation  (IX,  1)  den  Ausdruck. 

dx 
-
I
 

r  " 

VW  ft.  r)  -  V  r<?l  (r,)  +  /r  V  (  8' f,  r,T|, ,=:!  Jr-1 

r  » 

M 

X1
 

(2) 

da  die  <p,-(r()  =  0  sind.  Die  hierin  auftretenden  r  sind  beliebige 
G  rossen. 

Um  nun  den  erhaltenen  Ausdruck  weiter  zu  transformiren, 

ist  es  zunächst  nothwendig,  die        r)  zu  untersuchen. 

Sind  it  und  p  ein  anderes  Grössensystem,  so  ist  analog 

1 

312  (ti,  «' ) 

cn, 

1 1 
 er,  ?>

  - 

J  /Bf* 

und  daher 

1 
 " 

\  [Ui^i{^r)—zfyi(uf^)\  =  —  V ,    iihz.z')       MI  («,«')', 

N       i»i  r 

d  büfaj) 

Ix  cTt\ 

'  dx  U 
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n 

1=1  1=1 

i  v  «/  ia»ö («,«') ,   ,      ,,    9*si(«,«'),  l 

Ml 

*=i       i=!  i  -i 
Ml  M 

*  =  1  1=1 

Benützt  man  die  eingeführte  Bezeichnung 

1=1 

so  folgt  aus  dieser  Gleichung  (3) 

(4) 

MI 

V  ut^i(z%  r)+Vpt?*(2)- 

1=1  l*=1 

(»  ff« 

i=i 

m  m 

— 2_  j_  ̂   (r* ;/'  -  p**' 1  j  =    ♦    »i  p)i  (5) 
*=i  t=i 

wenn  man  die  Bezeichnung  einführt: 

vi 

 l  0 *=1  i=l 
m  n 

^  V^J  (»«  — =        r;  /*,  o).  (6) 
,=i 
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Dieser  Ausdruck  hat  die  Eigenschaft,  dass 

>\(z.r\  «,p)  =  —  \{tt,y,z,  r) 
und 

•l(z,  r  \  z.  r)  —  0. 

Ist 

uv  ii., ...««;     ?t  •  •  •  ?m 

ein  Integralsysteni  von  (IX,  Ii),  ist  also 

■(>,(«,  0  =  0        f  =  1,2...» 

•5,(/M  —  0  1  =  1,  2.  .  .»/. 

so  reducirt  sich  obige  Relation  auf 

Ist  überdies  auch 

~   ~       -     »•   f  »» 
•  j ,  »2  •  •  •  *  n  t   '  1 1  '  2  •  •  •  '  m 

ein  Integralsysteni  von  (IX,      so  dass  auch 

->,(sf  r)  -  0       (/  =  1,  2. . .«)  ) 

z(z)-0       (/ =  lt2...w)  ( 

ist.  so  wird 

r;  w,  f»)  =  0, 

daher 

V-  n      =  c, 

einer  Constanten,  die  im  ganzen  Integrationsintervall  denselben 

Werth  hat 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  solche  zwei  linear  unab- 

hängige Integralsystemc  des  accessorischen  Systems  linearer 

Differentialgleichungen,  für  welche  diese  Constante  Null  ist. 

Sie  sollen  zu  einander  conjugii  t  genannt  werden.  Ks  ist  klar, 

dass  die  obigen  beiden  linear  unabhängigen  Integralsysteme, 

'7) 
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wenn  ihre  Glieder  r,,  .  .z„;  uv  ut.  .  .//„  an  derselben  Stelle 

des  Integrationsbereiches  verschwinden,  einander  conjugirt 

sind  und  dass  man  auf  diese  Weise  zu  jeder  Stelle  des  Integra- 

tionsbereiches ;/  linear  unabhängige  Integralsysteme  construiren 

kann,  von  denen  je  zwei  einander  conjugirt  sind.  Eine  Gruppe 

von  mindestens  n  linear  unabhängigen  Integralsystemen,  in  der 

je  zwei  einander  conjugirt  sind,  soll  wieder  ein  conjugirtes 

System  genannt  werden.  Ks  hat  keine  Schwierigkeit,  solche 

conjugirte  Systeme  aus  ;/  Gliedern,  zu  denen  also  auch  die  eben 

erwähnten  gehören,  nach  dem  in  IV  angedeuteten  Verfahren  zu 

bilden.  Ein  anderes  gibt  Clebsch  in  der  citirten  Abhandlung 

des  Landes  öö  an. 

Diese  Bemerkungen  genügen,  um  die  beabsichtigte  Trans- 

formation der  zweiten  Variation  herzustellen.  Es  seien 

T  "i  •  '  'Zn'    '  i»  '•>••• »  ,„ 

(X  =  1,  2.  .  .>/> 

n  linear  unabhängige  particulare  Integralsysteme  des  acees- 

sorischen  Systems  linearer  Differentialgleichungen,  von  denen 

das  angeschriebene 

~\*  "2  '  ■  '  « •     r  '•»••• '  tn 

kurz  mit  z\  f"  bezeichnet  werde. 

Setzt  man  dann 

•q*  =  ̂.°>.r" 

k  —  1.  2.  .  .;/, 

w  o  die  pt,  p2 .  .  .  f>„  unbestimmte  Multiplicatoren  bedeuten,  und 

bezeichnet  das  Substitutionsresultat  der  sich  hieraus  ergebenden 

/j 

VVerthe  von  o,,  pt.  .  .{>„  in  \  fori  mit  r>,  so  dass 
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so  wird 

V^trOi-  r) 
 =  V 

M 

V  r*Y*(4  =  V  f-k  y  r***(V  -  °- 

daher 
r; 

»I 

*=1 *=1 

>  .1 

dx 

oder  auch,  da  <p*(v  =  0  ist, 

X1
 

d 

HT?  J    >.  =i 

Nun  ist  aber  nach  ((Vi 

=  V  P;  * 
 V  1 

B»ü(t„t/)      v  • 

im 
 *y*  \ 



1*248  (j  v.  Bscherich, 

Substituirt  man  hierin,  analog  wie  in  V 

n 

so  geht  obiger  Ausdruck  (9)  über  in 

"  (     "  i 

IM      ;i  v, 

+  »*2& 3') (^_.-r4 ,  -  V  V  «?; 

\    1  8«0 
_    V  _L  «~    \Vs*  V  o'ci' 

wenn 

gesetzt  w  ird. 

Man  erhält  also  schliesslich  aus  (8) 

V  V  1  a^fr-VK  . 

j    l  t.k 

r  " 

V  rf?^,  i*;  s \r  <  +  j'    V^(iq,  r;  s\  t*)  ,  8') 
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1245» 
wo  die  '\>{zl.  rl;  r' )  =  Cfll  k  onstante  sind  Diese  werden  Null, 

wenn  man  für  die  Umformung  ein  w-gliedriges  conjugirtes 

System  benützt.  Es  vereinfacht  sich  dann  obige  Formel  (8*)  in: 

\\  ,,  ,T    ,.,   _     \-      '     *ä"
(T(.V)..  d 

i  =  l  f,t»1 

/  l -  »i 

Ii  1 
.  00) 

wo  also  nach  (V,  2)  für  C*  die  Gleichuni 

y  -1 

besteht,  wenn  I  rfc  -[sj.  •  .r;;  mit  A(cl,  c-.  .  .c")  bezeichnet  wird. 

Diese  Grössen  sind  aber  nicht  von  einander  unabhängig.  Denn  da 

—  0       (f  =  1.  -2...M). 
so  ist 

?*[  y  px^j  =<>> 

somit  erhält  man  wegen 

ft(*)  =0      (i  =  1,2...  in) 

die  Relation 

t-=i 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  p2  .  .  .,o„  dienen  die  «  ( ilei- 

chungen 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  CI.;  CVJI.  Bd..  Abth.  H.a.  83 
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u 

v  =  ̂   r>x-i     (*  =  i,2...«), 

welche  also  dieselbe  Determinante  Ai;1,  :-.  .  .:")  besitzen,  w  ie 

die  für  Berechnung  der  .  .*„  erhaltenen.  Ks  werden  sich 

also  beide  Grössensystemc  dann  und  nur  dann  ans  den  zuge- 

hörigen Gleichungssystemen  berechnen  lassen,  wenn  diese 

Determinante  im  ganzen  Intervalle  ab,  einschliesslich  der  Grenzen 

d  und  bj  nicht  verschwindet. 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  der  zweiten  Varia- 

tion in  (2)  gemäss  (10),  da  die  4o,,  oL, .  .  ,p„  an  den  Grenzen  Null 

sind,  die  Form  geben : 1 

I,  f  =1 

wo  die  Cj,  l, .  .     .  den  ///  Gleichungen  genügen: 

n 

V  3;^  =  0        (/=  1,2...«). 

Diese  l-'orm  der  zweiten  Variation  .soll  ihre  reducirte  Vowv 

genannt  werden.. 

'  (  lebscli.  J>un nal  für  Math.,  IM.  .">">. 

gle
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XXIV.  SITZUNG  VOM  17.  NOVEMBER  1898. 

Die  kais.  medicinische  Militär-Akademie  in  St.  Peters- 

burg Übersendet  eine  Einladung  zu  dem  am  .iO.  December 

l.  J.  stattfindenden  Erinncrungsfeste  ihrer  hundertjährigen 

Gründung. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Dr.  Guido  Goldschmicdt  übersendet 

eine  im  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  deutschen  Uni- 

versität in  Prag  verfasstc  Arbeit  von  Dr.  Hans  Meyer:  -Die 

Isomeren  des  Canth arid  ins«  (II.  Mittheilung  über  das  Can- 

tharidin). 

Herr  Walter  Zi cgier  in  Wanghausen  übersendet  ein 

versiegeltes  Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität,  mit  der 

Aufschrift: 

1.  »Farbige  Photographie:  ein  neues  vereinfachtes 

Verfahren  für  Copie  und  Druck. 

2.  Ein  neues  Korn  für  Heliogravüre. 

3.  Ein  neues  Raster  für  Hochdruck;  beides  haupt- 

sächlich für  Farbendruckzwecke«. 

Das  \v.  M.  Herr  Hofratn  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine 

in  seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeit  des  Herrn  Franz 

K i e t r e i b e r:  » Ü b er  d  i e  Cond e n s a t i o n  d e r  F e  1 1 al d e h y d e 

mit  Propionsäure.  tEin  Beitrag  zur  Perkin'schen  Keaction.)» 

Das  \v.  M.  Herr  Prot.  Franz  Exner  legt  eine  in  seinem 

Institute  ausgeführte  Arbeit  der  Herrer.  Dr.  K.  Haschek  und 

Dr.  H.  Mache  vor.  betitelt:  -Über  den  Druck  im  Funken-. 

Das  vv.  M.  Herr  Director  E,  Weiss  erstattet  einen  Bericht 

über  die  Beobachtungen  des  Leoniden-Stromcs  der 

33* 
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Meteore,  welche  von  der  Wiener  Sternwarte  veranlasst 

wurden. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  G.  v.  Escherich  überreicht  den 

zweiten  Theil  seiner  Abhandlung,  betitelt:  »Die  zweite 

Variation  der  einfachen  Integrale«. 

Das  vv.  M.  Herr  Prof.  H.  Weidel  überreicht  eine  in  seinem 

Laboratorium  von  Herrn  Prof.  J.  Herzig  ausgeführte  Arbeit, 

betitelt:  »Über  Brasilin  und  Hämatoxylin«  (IV.  Abhand- 

lung). 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang  überreicht  folgende 

»Vorläufige  Mittheilung  über  das  Spectrum  des 

Chlors«,  von  den  Herren  Regierungsrath  J.  M.  Eder  und  Prof. 

E,  Valenta. 

Herr  Privatdocent  Dr.  Franz  E.  Suess  in  Wien  spricht 

über  die  Herkunft  der  Moldavite  aus  dem  Welträume. 
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Ober  den  Druck  im  Funken 

von 

Dr.  Eduard  Haschek  und  Dr.  Heinrich  Mache. 

Aus  ilem  physikalisch-chemischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

Mit  I  'le\tli£ur., 

Gelegentlich  ihrer  Versuche  mit  der  1  lOOOgliedrigen  Chlor- 

silberbatterie  machten  Warren  de  la  Rue  und  H.W.  Müller1 

die  Beobachtung,  dass  ein  Funkenstrom  in  einer  theilweise 

evaeuirten  Luftpumpenglucke  eine  plötzliche  Druckerhöhung 

hervorruft,  die  beim  Öffnen  des  Stromes  ebenso  rasch  wieder 

zurückgeht.  Dieser  Ausschlag,  der  beispielsw  eise  bei  56  mm 

Quecksilberdruck  zu  lö-8mm  angegeben  wird,  las  st  sich  eben 

wegen  seiner  Grösse  und  seines  raschen  Verschwindens  nach 

der  Unterbrechung  des  Funkenstromes  nicht  als  Wärmeaus- 

schlag deuten,  sondern  muss  als  Folge  einer  Druckerhöhung 

im  Metalldampf  der  Funkenbahn  angesehen  werden,  worauf 

Warren  de  la  Rue  und  H.  W.  Müller  bereits  hinweisen.  Auch 

auf  indirectem  Wege  lasst  sich  auf  einen  derartigen  Druck  im 

Funken  schliessen.  Bs  hat  nämlich  Humphrevs-  nach- 

gewiesen, dass  die  Linien  des  Bugenspectrums  eine  Ver- 

schiebung nach  Roth  erfahren,  sobald  man  den  Bogen  in  (iib 

von  erhöhtem  Druck  brennen  lässt.  Aus  den  numerischen 

Angaben  Humphrevs  kann  man  nun  von  einer  etwaigen 

Linienverschiebung  aut  eine  Druckerhöhung  in  dem  'I  heil  eines 

leuchtenden  Dampfes  schliessen.  von  dem  das  spectral  zerlegte 

Licht  stammt. 

1  (  .  R  H9,  p.  (337  (1879). 

'-'  Axtroph.  Journ.  6  (1897). 
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Es  haben  nun  F.  Exner  und  K.  Haschck1  gelegentlich 

ihrer  Untersuchungen  der  ultravioletten  Funkenspectra  der 

Elemente  derartige,  und  zwar  sehr  beträchtliche  Linienver- 

schiebungen  nachgewiesen  und  schätzen  aus  der  Grösse  der- 

selben im  Vergleiche  zu  den  Angaben  Humphreys  den 

Funkendruck  auf  24 — 30  Atmosphären.  Hiemit  stimmt  auch 

eine  Beobachtung  Mohler's-  überein,  die  dahin  geht,  da>s 

man  in  einer  Geisslerröhre,  die  auf  2  mm  Druck  ausgepumpt 

wurde,  dieselben  Wellenlängen  der  Spectrallinien  erhält,  wie 

im  Bogen,  der  unter  20  nun  Druck  brennt. 

Kndlieh  hat  H.  Mache3  auch  direct  nachgewiesen,  dass 

beim  Ausströmen    hochgespannter    Klektricität   aus  Spitzen. 

sowie  beim  Überschlagen  von  Funken 

der  Influenzmaschine  oder  des  ln- 

duetoriums  Druck  Veränderungen  an 

der  Umgebung  der  Elektroden  auf- 
treten. 

Es  erscheint  nach  Allem  wün- 

sehenswerth,  diese  gewiss  inter- 

essante Erscheinung  näher  zu  studiren 

und  messend  zu  verfolgen. 

§  1.  Die  definitiven  Versuche 

hatten  wir  in  folgender  Weise  ange- 

ordnet: 

In  einer  stark  wandigen  Glas- 

kugel von  20*8  cm  Durchmesser 

waren  oben  und  unten  SchlifTstücke 

A  und  Ii  angebracht.  In  A  war  die 

eine  Elektrode  Ex  fixirt,  an  B  eine 

1  ///  lange  Barometerröhre  angeblasen, 

durch  die  ein  Stahlstab  ging,  an  dem 

die  zweite  Elektrode  Ei  befestigt 

wurde.  Der  Stab  selbst  war  mit  einer 

Stahlschraube  6*  von  2  mm  Ganghöhe 

verbunden,  so  dass  die  Elektrode  E,  gehoben  und  gesenkt 

K3S
 

i.  i 

t 
^       •  » 

U  II 

O.oxo  Süzungsbcr.,  106  (IH97)  ff. 

'  Asltoph.  Journ.  4  (1896). 

»•  Hu-so  Siuungnber.  107(IS98). 
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Druck  im  Funken. 1 235 

werden  konnte.  Der  luftdichte  Abschluss  wurde  im  Barometer- 

rohre durch  eine  Vaselinöl-,  respective  Quecksilbersäule  bew  erk- 

stelligt, deren  Stand  gleichzeitig  den  in  der  Kugel  herrschenden 

Druck  abzulesen  gestattete.  Zu  den  Elektroden  wurde  der 

Strom  eines  Hochspannungs-Transformators  von  etw  a  5200  Volt 

eflfectiver  Spannung  zugeleitet.  Parallel  zur  Funkenstrecke 

konnten  im  Bedarfsfälle  gemessene  Capacitäten  eingeschaltet 

werden.  Zwei  Hähne  Hx  und  H.,  ermöglichten  es.  die  Kugel  zu 

evacuiren.  beziehungsweise  mit  verschiedenen  Gasen  zu  füllen. 

Auch  erwies  es  sich  sehr  häutig  als  nöthig,  das  beim  Über- 

schlagen der  Funken  sich  reichlich  entwickelnde  Stickoxyd  zu 

entfernen. 

§  2.  Lässt  man  den  Funken  zwischen  den  Elektroden 

übergehen,  so  zeigt  die  Indexflüssigkeit  im  Barometerrohr  eine 

Druckerhöhung  an.  welche  sofort  fast  vollständig  zurückgeht, 

wenn  man  den  Funkenstrom  einstellt.  Zur  Deutung  dieser 

direct  zu  messenden  Druckerhöhung  im  Gesammtraum  der 

Kugel  für  unsere  Zwecke  ist  es  nöthig,  eine  Beziehung  zwischen 

eben  dieser  Druckerhöhung  und  der  Druckerhöhung  im  Funken 

selbst  aufzustellen.  Ks  ist  nun  ohneweiters  verständlich,  dass 

diese  plötzlich  im  Funken  auftretende  Steigerung  des  Druckes, 

die  nach  der  Kntladung  ebenso  rapid  verschwindet,  im  um- 

gebenden Gase  zur  Bildung  einer  Welle  Veranlassung  geben 

wird,  die  mit  einer  der  Schallgeschwindigkeit  mindestens 

gleichen  Geschwindigkeit  fortschreitet.  Wegen  der  Kleinheit 

der  Erregungsquelle  —  wir  verwendeten  nur  in  einem  Falle 

eine  Funkenstrecke  von  mehr  als  3  mihi  Länge  —  können  diese 

Wellen  schon  in  kleiner  Entfernung  als  Kugelwellen  finge- 

spr<  »chen  werden. 

Ks  wird  dabei  auf  die  Flächeneinheit  der  Oberfläche  einer 

jeden  solchen  Kugelwelle  ein  Druck  entfallen,  der  mit  wachsen- 

dem Radius  der  betreffenden  Welle  kleiner  wird,  jedoch  so, 

dass  der  Druck  auf  der  Gcsammtobertläche  constant  bleibt, 

denn  die  Gesammtenergie  der  Kugelwelle,  welcher  der  Druck 

direct  proportional  ist.  bleibt  constant.  Nennen  wir  also  die 

Druckerhöhung  auf  der  Oberflächeneinheit  des  Funkens  selbst  P. 

dessen  Oberfläche  O,  so  entfällt  auf  die  Oberflächeneinheit 

einer  Kugelwellc  vom  Radius  r  die  Druckerhöhung 
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1 256 R.  Haschck  und  H.  Mache. 

P'- 

(> 

.P. 

Ist  r  der  Radius  der  verwendeten  Glaskugel,  so  wird  dieser 

Druck  P'  direet  am  Manometer  beobachtet,  da  ja  die  Welle  in 

der  angesetzten  Röhre,  welche  genügend  calibrirt  ist,  ohne  Ein- 

busse  an  Energie  weiterschreitet. 

Da  jedoch  wegen  der  Trägheit  der  Indextlüssigkeit  zur 

Messung  ein  Funke  allein  nicht  genügt,  ist  man  genöthigt,  die 

Einstellung  des  Index  wahrend  eines  Funkenstromes  abzu- 

warten, so  dass  man  dann  P'  und  analog  P  als  ein  Zeitmittel 

der  Druckerhöhung  zu  deliniren  hätte.  Es  ist  aber  ohneweiters 

klar,  dass  dieses  Zeitmittel  /J  umso  genauer  dem  wahren  Funken- 

druck gleichgesetzt  werden  kann,  je  rascher  die  einzelnen  Ent- 

ladungen aufeinanderfolgen. 

Experimentell  wird  sich  ein  Werth  für  die  Zahl  der  Funken 

in  der  Secunde  ergeben,  über  den  hinaus  eine  Variation  der 

Einstellung  der  Indextlüssigkeit  nicht  mehr  constatirt  werden 

kann.  Berücksichtigt  man.  dass  der  entwickelte  Metalldampf 

und  somit  auch  der  zwischen  den  Elektroden  herrschende 

Druck  nicht  mit  dem  Funken  völlig  gleichzeitig  verschwinden 

können,  so  ist  im  Voraus  anzunehmen,  dass  bei  unserem  Trans- 

formator der  mit  Wechselstrom  von  etwa  80  Wechseln  in  der 

Secunde  gespeist  wurde,  dieser  t  irenzwerth  w  ohl  zur  Genüge 

erreicht  sein  dürfte.  In  der  Thal  wurde  die  Berechtigung  dieser 

Annahme  durch  die  später  in  £  V  angeführten  Versuche  mit 

dem  Funkeninductor  festgestellt. 

Es  erübrigt  nur  noch,  die  Methode  zu  beschreiben,  nach 

welcher  wir  die  in  die  Rechnung  eingehende  Oberfläche  des 

Funkens  0  mit  thunlichster  Annäherung  zu  bestimmen  suchten. 

Wir  haben  zu  diesem  Zwecke  vom  Funken  Momcntphoto- 

graphien  in  vierfacher  Vergrösserung  angefertigt.  Die  Ge- 

schwindigkeit de1-  hiebei  verwendeten  .Momentverschlusses 

betrug  V'._<8  Secunde.  Der  auf  diese  Weise  in  der  Ebene  lixirte. 
vom  Funken  incandescirte  Theil  des  Raumes  wurde  mit  Hüte 

eines  Polarplanimeters  ausgemessen.  In  unserem  Falle  genügte 

es  stets  tili  die  dein  so  gemessenen  Querschnitt  entsprechende 

Oberfläche    des    Funkens    die    Oberfläche    einer    Kugel  zu 

>gle 
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SUbstituiren,  deren  Radius  p  gleich  ist  dem  Radius  des  Kreises, 

der  jenem  Querschnitt  flächengleieh  ist.  Es  wird  dann  auch 

P'  =  -4" p  und  P  -  r[  P'. 

Die  Messung  des  P\  d.  h.  der  Druckerhöhung  im  Gesammt- 

raum  der  Kugel,  unterlag  keinen  besonderen  Schwierigkeiten. 

Zwar  tritt  stets  auch  ein  Ausschlag  der  Indexflüssigkeit  in 

Folge  der  im  Funken  producirten  Wärme  auf,  doch  ist  die 

Natur  dieses  Wärmeausschlages  von  der  des  Druckausschlages 

so  verschieden,  dass  eine  Trennung  beider  mit  Leichtigkeit 

bewerkstelligt  werden  kann.  Doch  ist  hier  auf  einen  Umstand 

aufmerksam  zu  machen.  Während  der  Dauer  des  Versuches 

erhitzen  sich  nämlich  am  Kunkenstrome  die  Elektroden  sehr 

beträchtlich  —  bei  zu  starkem  primären  Strome  bis  zur  Roth- 

gluth.  Die  aufsteigende  warme  Luft  drückt  aber  wegen  ihrer 

besseren  Leitfähigkeit  das  Schlagpotential  des  Funkens  wesent- 

lich herab  und  gleichzeitig  beginnt  der  Ausschlag  zurück- 

zugehen. 

Diese  Erscheinung  äussert  sich  auch  in  akustischer  Be- 

ziehung, indem  das  laute,  in  freier  Luft  fast  unerträgliche 

Prasseln  des  Funkens  in  ein  schwächeres,  zischendes  Geräusch 

übergeht.  Die  Beobachtungen  dürfen  daher  höchstens  bis  zum 

Eintritt  dieses  Phänomens  ausgedehnt  werden. 

Es  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  wir  die  Funkenwärme 

selbst  für  eine  Erscheinung  secundärer  Natur  halten,  deren 

directe  Ursache  die  lebendige  Kraft  ist,  welche  den  von  den 

Elektroden  durch  elektromotorische  Kräfte  abgeschleuderten 

Metallpartikeln  oder  Metallmolekeln  innewohnt.  Wir  finden  uns 

hier  in  Übereinstimmung  mit  den  Versuchen  von  Schuster.1 

welcher  die  Geschwindigkeit  der  von  den  Elektroden  abge- 

schleuderten Funkensubstanz  bis  zu  'J000  »//See.  angibt. 

Die  hier  geäusserte  Anschauung  ist  übrigens  seit  Langem 

und  zu  wiederholten  Maien  ausgesprochen  worden.  Unseres 

Wissens  findet  sie  sich  zuerst  bei  v.  Waltenhofen,-  welcher 

i  Nature  LVIf,  17 

t  Pogg.  Ann.  I2K,  p.  608  (1866).  Vcrgl.  auch:  Lecher,  Diese  Sitzungs- 

berichte, 96,  S.  108  (1S87). 
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sich  -die  ponderable  Materie  zwischen  den  Elektroden  nicht 

nur  als  Träger  der  Entladung,  sondern  als  durch  diese  selbst 

in  Bewegung  gesetzt  denkt«. 

£  3.  Ks  wurde  zunächst  nach  dem  oben  auseinander- 

gesetzten Verfahren  der  Druck  im  Funken  für  verschiedene,  in 

den  secundären  Kreis  eingeschaltete  t'apacitäten  bestimmt. 

Hiebei  bedienten  wir  uns  einer  Funkenstrecke  von  '2  mm  Länge 

zwischen  Messingstitten  von  'S  mm  Durchmesser.  Als  indi- 

cirende  Flüssigkeit  verwendeten  wir  Vaselinöl.  Die  primäre 

Stromstärke  betrug  bei  diesen  Versuchen  7  ö  Ampere  bei  einer 

Spannung  von  100  Volt. 

Die  erhaltenen  Resultate  sind  in  der  folgenden  Tabelle 

zusammengefasst. 

Tabelle  I. 

upncilüt 
i  Metern 

Ausschlag 

in  Millimetern 
Vaselinöl 

Druck  im  Funken 

in  Atmosphären 

.Vit; 

:v.\ 

—  — 

1  1  •  1 
IIS 

-10 

10-4 

1 48 

4S 

•_»  •_» .  1 1 
1  65 

i 
 " 

53  ! 

220 
51 

77  :i 

•JL'S 

50 

100*2 

258 

4t> 

150-0 203 

36 

Die  in  der  Kugel  eingeschlossene  Luft  stand  hiebei  unter 

einem  Druck  von  t>9ö  mm. 

Wir  geben  hier  und  in  den  folgenden  Tabellen  den  direct 

am  Manometer  beobachteten  Ausschlag,  weil  wir  in  demselben 

gemäss  der  in  £  2  entwickelten  Ansicht  ein  Maass  für  die  im 

Funken  entwickelte  Schallenergie  erblicken.  Fs  zeigt  sich 

ohneweiters,  dass  mit  wachsender  Capacität,  also  wachsender 

Elektricitätsmenge,  die  im  Einzelfunken  passirt,  diese  akustische 

Energie  zunimmt,  und  zwar  anfangs  sehr  rasch,  später  aber 
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einem  bestimmten  Grenzvverth  zustrebt.  Gleichzeitig  nimmt 

auch  der  Druck  im  Funken  anfangs  rasch  zu,  erreicht  aber 

dann  ein  Maximum  und  sinkt  hierauf  in  Folge  der  Ycrgrösse- 

rung  des  Funkenvolumens  wieder  langsam  ab. 

§  4.  Weiters  wurden  die  Erscheinungen  näher  ins  Auge 

gefasst,  welche  eintreten,  wenn  man  bei  gleichbleibender  Capa- 

cität  und  primärer  Stromstärke  die  Funkenlänge  variirt.  Auch 

hier  wächst  der  beobachtete  Ausschlag  gegen  einen  Grenz- 

werth. Der  im  Funken  entwickelte  Druck  scheint  aber  constant 

zu  bleiben,  da  sich  die  Funkenzahl  nicht  ändert,  also  die  im 

Einzelfunken  passirende  Energiemenge  unverändert  bleibt.  Er 

beträgt  im  Mittel  50-7  Atmosphären.  Die  folgende  Tabelle  gibt 

die  genaueren  Daten.  Die  verwendete  Capacität  betrug  77*3«/, 

die  primäre  Stromstärke  6*2  Ampere,  der  Gasdruck  097  mm  Hg. 

Tabelle  II. 

Funkenliinge  Ausschlag' 
in                in  Millimetern 

Millimetern  Vaselinöl 

Druck  im  Funken 

in Atmosphären 

1 K5 41 

1-5 120 
57 

o — 182 

51 

2.5 2''7 

45 

:j 

260 50 

35 

L'SO 

47 

4 
300 

55 

i;  ö.  Ferner  wurde  der  Einlkiss  des  Druckes  des  um- 

gebenden Mediums  untersucht.  Selbstverständlich  musste  als 

Indexflüssigkeit  in  diesem  Falle  Quecksilber  verwendet  werden. 

Die  erhaltenen  Resultate  sind  im  Folgenden  gegeben.  Verwendet 

wurde  dabei  eine  Funkenstrecke  von  3  mm.  eine  Capacität 

von  100-2  ;//,  bei  einer  primären  Stromstärke  von  9  5  Ampere. 
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Tabelle  III. 

Druck  Ausschlag  Druck  im  Funken 

in  Millimetern      in  Millimetern  in 

Quecksilber  Quecksilber  Atmosphären 

i 

SSf> 7-8 27-2 

.V» 1 

0-2  j 

i  y  •  <  > 
502 

5-0 
i « •  n 

41.3 3-3 i 

11-2 
*>  -  «> 

0  •  r> 
317 

1  -2 

3- 7 

1  •  0 

I 

i  : 

Auch  hier,  wie  in  allen  folgenden  Versuchsreihen,  wo  nicht 

ausdrücklich  von  anderen  Elektroden  die  Rede  ist.  wurden  als 

solche  Messingstifte  von  '\  mm  Durchmesser  verwendet. 

Erwähnt  sei,  dass  bei  den  Drucken  von  '217,  respective 

\)ti  mm  Quecksilber  die  Elektroden  bereits  von  blauem  Licht 

umhüllt  waren.  Da  ein  weiteres  Verfolgen  der  Erscheinung  bei 

niH'h  niedrigeren  Drucken  wegen  der  geringen  Ausschläge  bei 

so  kleiner  Funkenstrecke  unthunlich  war,  so  haben  wir  die 

letztere  auf  !*-|  //////  erhöht.  Wir  erhielten  die  folgende  Tabelle. 

Tabelle  IV. 

Druck  Ausschlag 

in  Millimetern  in  Millimetern 

Quecksilber  Quecksilber 

Itin 12  3 

löU 
l  1  •  1 

140 

S'S 

1  Ü<» 

7  l 

SH 
4-7 

70 

3-."> 

30 

2  «8 

1  -ü t 



Druck  im  Funken. 1261 

Den  Druck  haben  w  ir  nicht  bestimmt,  da  die  bei  der  Ab- 

leitung der  Formel  in  §  2  gemachten  Voraussetzungen  hier 

nicht  mehr  genügend  genau  erfüllt  sind  und  die  Anfertigung, 

beziehungsweise  Deutung  der  Photographien  mit  grossen 

Schwierigkeiten  verbunden  ist.  Ks  ist  nämlich  die  sich  bildende 

Aureole  so  lichtschwach,  dass  sie  auf  Momentaufnahmen  nicht 

mehr  sichtbar  gemacht  werden  kann,  während  wieder  das  blaue 

Licht,  das  die  Elektroden  einhüllt,  sowie  die  Funkenbahn  selbst 

so  aktinisch  sind,  dass  bei  Daueraufnahmen,  welche  die  Aureole 

zeigen  müssten,  dieselbe  in  Folge  des  diffusen,  vom  Funken 

stammenden  Lichtes  vollständig  im  Schleier  verschwindet. 

Ausserdem  ist  das  blaue  Licht  an  den  Elektroden  sehr  unruhig, 

so  dass  ein  auch  nur  annähernd  genaues  Ausmessen  der  Photo- 

graphien, selbst  bei  Umgehung  obiger  Schwierigkeiten,  ganz 

aussichtslos  wäre. 

§  6.  Auch  den  Eintluss  der  Form  der  Elektroden  unter- 

zogen wir  einer  Prüfung,  indem  wir  unter  denselben  Versuchs- 

bedingungen, welche  der  Tabelle  III  zu  Grunde  liegen,  die 

Messingstifte  durch  Messingkugeln  von  18  wm  Durchmesser 

ersetzten.  Die  erhaltenen  Resultate  sind  mit  den  oben  gegebenen 

identisch. 

§  7.  Hingegen  konnten  wir  einen  Eintluss  des  umgebenden 

Gases  auf  den  Funkendruck  constatiren. 

Untersucht  wurden  Luft,  Kohlendioxyd  und  Leuchtgas 

(Dichte  —  0  47).  Verwendet  wurde  hiebei  eine  Funkenstrecke 

von  2  mm,  eine  Capacität  von  72-8;//  bei  einer  primären  Strom- 

stärke von  6  Ampere.  Das  in  der  Kugel  eingeschlossene  Gas 

stand  unter  dem  Druck  von  704  mm  Quecksilber. 

Tabelle  V. 

Ausschlag 

in  Millimetern 
Vasclinül 

Druck  im  Funken 

in 
Atmosphären 

Luft 167 

51-7 Kohlendioxyd 

Leuchtgas  .  .  . 

323 
1 53  •  2 

260 

79-7 
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1 202 E.  Haschek  und  H.  Mache, 

JJ  S.  Weitere  Versuche  wurden  mit  Elektroden  aus  ver- 

schiedenem Material  durchgeführt.  Wir  benützten  dazu  den 

Transformator  und  die  Condensatoren,  die  bei  den  Spectral- 

untersuchungen  von  F.  Exil  er  und  E.  Hasch  ek  in  Verwendung 

stehen,  um  nach  Möglichkeit  die  dort  herrschenden  Versuehs- 

bedingungen  zu  gewinnen.  Zum  Vergleich  mit  den  früher 

gegebenen  Zahlen  haben  wir  auch  den  Funkendruck  für 

Messingelektroden  bestimmt.  Die  Kohlenstifte  waren  aus  käuf- 

licher, gepresster  Gaskohle  (Elementenkohle)  geschnitten,  deren 

hoher  Gehalt  an  leicht  zersetzt i che n,  flüchtigen  Bestandteilen 

wohl  den  hohen  Werth  des  Druckes  im  Funken  erklärt. 

Die  Versuchsbedingungen  waren  8*2  Ampere  im  primären 

Stromkreis,  6"  Batterien  je  zehnplattiger,  ebener  Condensatoren 

mit  der  C.esammtcapacität  von  7ö0  tu  bei  beiläufig  ."»800  Volt 

affectiver  Spannung  im  secundären  Kreis.  In  der  folgenden 

Tabelle  sind  wieder  der  directe  Ausschlag,  der  Funkendruck 

und  die  bunkenlänge.  die  nicht  bei  allen  Elektroden  auf  den- 

selben Betrag  gebracht  werden  konnten,  angegeben. 

Tabelle  VI. 

Kunkcnstrcckc Ausschlag 

Druck  im  V 

M.iu-i  ia1 in in  Millimetern 

in 

Millimetern Vasclinöl 

Atmosph 

liüvkohic  ... 

I 

ä 

74o 

1  -4 
1  » 

605 

79 

VU'sMH}i   

:\ 

4Ü7 

64 

'imU   

2  ■  a 

lm:'. 

44 

Km|:U  ....... 

IS7 aa 
I 

Die  hier  für  verschiedene  Materialien  gefundenen  Funken- 

drucke  lassen  sich  vielleicht  mit  den  von  V.  v.  I  anrr1  .... 

mes«,envii  elektromotorischen  Gegenkräften  im  Gleichstrom- 

^»►gen  in  Zusammenhang  bringen.  Es  zeigen  nämlich  die  Sub- 

stanzen,  Welche  einen  fcrnssen  Werth  des  KunkendrUCkCs  liefern. 

Ihy-w:  hm        s  s  j  MSS7 . 
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eine  höhere  elektromotorische  Gegenkraft;  nur  Zink  macht  hier 

eine  Ausnahme.  Doch  lässt  sich  dies  vielleicht  dadurch  erklären, 

dass  der  für  die  elektromotorische  Kraft  des  Zinkboyens 

gefundene  Werth  wegen  der  leichten  Schmelzbarkeit  des 

Materials  mit  einer  grösseren  Unsicherheit  behaftet  sein  dürfte. 

ij  9.  (iemäss  den  Ausführungen  in  £  2  ist  eine  Unter- 

suchung der  Abhängigkeit  unserer  Erscheinung  von  der  Zahl 

der  Funken  in  der  Secunde  wünschenswerth.  Da  sich  eine  der- 

artige Untersuchung  mit  dem  Transformator  naturgemäss  nicht 

ausführen  liess,  da  wir  bei  demselben  an  die  Wechselzahl  des 

von  der  «Internationalen  Elektricitätsgesellschaft  •  gelieferten 

Wechselstromes  gebunden  waren,  so  verwendeten  wir  hiezu 

einen  Ruhmkorffscher.  Kunkeninductor  von  circa  \ocm  Schlag- 

weite. Die  Unterbrechung  des  primären  Stromes  geschah  für 

die  niedrigen  Unterbrechungszahlen  mit  einem  regulirbaren 

Foucault'schen  Interruptor,  für  die  höheren  mit  einem  Neef'schen 

Hammer,  beziehungsweise  mit  einem  schnelllaufenden  Motor- 

unterbrecher. In  den  secundären  Kreis  hatten  wir  eine  Capacität 

von  5' 16  m  eingeschaltet.  Die  Abhängigkeit  des  Ausschlages 

von  der  Unterbrechungszahl  kann  der  folgenden  Tabelle  ent- 

nommen werden. 

Tabelle  VII. 

l'ntcrhrcchungszahl 
in  der  SecunJc 

Ausschlag 

in  Millimetern 
Vaselinül 

4-S 

7-Ö 4-:< 

14-  1 

II '2 
20*0 i  4  -  r 

'J4.0 

i  ;>  •  i' 30-0 

I ."» •  5 

I 

Bei  der  verwendeten  C  apacität  entspricht  jeder  Unter- 

brechung auch  ein  !•  Linke.  Da  nun  der  Ausschlag  für  eine  Ände- 

rung von  24  auf  30  Unterbrechungen  in  der  Secunde  nur  um 
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1204  K.  Ha  sehe k  und  H.  Mache, 

0*3 mm  Vaselinül,  das  ist  um  etwa  2%  des  Ausschlages  bei 

24  Funken  wächst,  so  ist  klar,  dass  schon  bei  einer  wenig 

grösseren  Unterbrechungszahl  —  die  wir  leider  nicht  mehr 

erreichen  konnten  —  der  in  £  2  erwähnte  Grenzwerth  erreicht 

worden  wäre.  Daraus  folgt  aber,  dass  für  den  Transformator 

bei  80  Wechseln  in  der  Secunde  der  in  den  Tabellen  angegebene 

Druck,  der  ja  zunächst  nur  ein  Zeitmittel  ist,  mit  dem  wahren 

Fu nkendruck  z usam m enfällt. 

Auch  versuchten  wir  ein  Maass  für  den  im  Funken  eines 

Inductoriums  herrschenden  Druck  zu  gewinnen.  Doch  stösst 

man  hiebei  auf  eine  Schwierigkeit.  Da  nämlich  bei  einer  geringen 

eingeschalteten  Capacität  der  Funke  für  eine  Momentaufnahme 

sich  als  zu  lichtschwach  erweist,  anderseits  aber  bei  grösserer 

Capacität  die  Zahl  der  Funken  in  der  Secunde  über  ein  gewisses 

Maximum  nicht  zu  steigern  ist,  so  waren  wir  gezwungen,  die 

Messung  bei  niedrigerer  Unterbrechungszahl  vorzunehmen  und 

vermittelst  der  obigen  Tabelle  auf  die  höchste  zu  reduciren.  Es 

ergab  sich  auf  diese  Weise  für  eine  Capacität  von  16 '4  m  und 

einen  direct  beobachteten  Ausschlag  von  11  'ömm  Vaselinöl 

der  Funkendruck  zu  1 1  *3  Atmosphären. 

$  10.  Auf  Grund  der  in  £  2  entwickelten  Anschauung 

könnte  die  Frage  entschieden  werden,  ob  man  es  im  Gleich- 

strombogen mit  einem  continuirlichen  oder  disruptiven  Ent- 

ladungsvorgang zu  thun  hat;  denn  es  zeigt  sich  auch  hier  in 

ganz  analoger  Weise  eine  Druckerhöhung.  Zündeten  wir  näm- 

lich in  unserer  Kugel  einen  Bogen  von  etwa  2  mm  Länge  an, 

so  sank  das  Vaselinöl  zunächst  rasch  und  gleichmässig;  wurde 

dann  plötzlich  der  Bogen  abgestellt,  so  hörte  dieses  Sinken 

nicht  nur  im  selben  Moment  auf,  sondern  ging  ebenso  momentan 

in  ein  Steigen  über.  Nun  zeigt  aber  die  Indexflüssigkeit  den 

Parttaldruck  derjenigen  Stelle  im  Gase  an,  wo  die  Manometer- 

röhre an  die  Kugel  angesetzt  ist.  Wird  dieser  erhöhte  Druck  an 

jener  Stelle  nicht  durch  nachkommende  Verdichtungswellen 

fort  und  fort  erneuert,  so  wird  das  Manometer  so  lange  in  Ruhe 

bleiben,  bis  der  expandirende  Metalldampf  selbst  das  Mano- 

meterrohr erreicht  hat.  In  Anbetracht  des  grossen  Volumens 

unserer  Kugel  und  des  Charakters  der  ganzen  Erscheinung 

lässt  sich  somit  für  die  letztere  nur  dann  eine  befriedigende 
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Erklärung  finden,  wenn  man  auch  im  Lichtbogen  eine  sich  fort- 

während stossweise  regenerirende  Druckerhöhung  voraussetzt, 

eine  Annahme,  die  umso  unbedenklicher  gemacht  werden  kann, 

als  auch  anderweitige  experimentelle  Untersuchungen  auf  eine 

solche  Intermittenz  der  Entladung  hinweisen.'  Auf  die  Existenz 

des  hiedurch  bedingten  Druckes  lässt  sich  auch  insoferne 

schliessen,  als  erfahrungsgemäss  die  in  verschiedenen  Bogen 

erhaltenen  Spectren  desselben  Elementes  untereinander  nicht 

unbeträchtliche  Verschiedenheiten  aufweisen,  die  sich  durch 

eine  Verschiedenheit  des  in  den  einzelnen  Bogen  herrschenden 

Druckes  ungezwungen  erklären  würden. 

Für  einen  Bogen  von  3  mm  Länge  und  eine  Stromstärke 

von  circa  2  Ampere  bei  1 10  Volt  Spannung  schätzten  wir  nach 

Analogie  der  oben  für  Funkenstrecken  gefundenen  Werthe  die 

Grösse  dieses  Druckes  auf  2—3  Atmosphären. 

Zum  Schlüsse  sei  es  uns  gestattet,  auf  das  Resultat  der  vor- 

liegenden Arbeit  nochmals  kurz  zurückzukommen.  Als  solches 

ergibt  sich  der  Nachweis  eines  hohen  Druckes  in  der  Bahn  des 

elektrischen  Funkens,  als  dessen  unmittelbare  Ursache  der  von 

den  Elektroden  abgeschleuderte  Metalldampf  anzusehen  ist. 

Hieraus  erklärt  sich,  dass  der  Druck  im  Funken  ebensowohl  mit 

der  aufgewendeten  Energie  variirt,  wie  mit  der  Substanz,  aus 

welcher  die  Elektroden  bestehen.  Ein  weiteres  Ergebniss  ist  die 

Abhängigkeit  der  Erscheinung  vom  Druck  und  der  Natur  des 

umgebenden  Gases.  Endlich  zeigt  sich  auch  im  Lichtbogen  eine 

Drucksteigerung,  die  auf  eine  Intermittenz  der  Entladung  hin- 

weist. 

"  Vergl.  Lecher.  Diese  Sitzungshcr.,  95  (18S7).  Cnntor,  Diese  Sitzungs- 

berichte. 107  (1898). 

Shftb  d.  msthem.  natt  rw.  (1  ;  CVII.  Bd..  Abth.  II.  ». 
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Die  zweite  Variation  der  einfachen  Integrale 

(II.  Mittheilung) 

von 

G.  v.  Escherich, 

w.  M.  k.  Akad. 

In  diesem  zweiten  Theile  wird  zunächst  die  Formel,  welche 

in  der  Einleitung  als  der  Schlüssel  zur  zweiten  Variation 

bezeichnet  wurde,  für  den  ersten  Fall  der  Variationsrechnung, 

wo  also  jede  Bedingungsgleichung  auch  Derivate  der  gesuchten 

Functionen  enthält,  abgeleitet.  Bei  der  darauffolgenden  Unter- 

suchung des  zweiten  Falles  der  Variationsrechnung  fand  eine 

Beschränkung  auf  die  Fragen  statt,  die  eine  andere  Behandlung 

als  im  ersten  Fall  erfordern.  Einer  eingehenden  Betrachtung 

werden  dann  die  conjugirten  Systeme  unterzogen.  Durch  die 

hiebei  erhaltenen  Resultate,  zu  denen  auch  der  Beweis  für  die 

allgemeine  Gültigkeit  der  erwähnten  fundamentalen  Formel 

gehört,  ist  erst  eine  feste  Basis  gewonnen  für  die  Entwicklung 

der  Criterien  bezüglich  des  Vorzeichens  der  zweiten  Variation. 

XL 

1.  Als  eine  wesentliche  Bedingung,  damit  die  Transforma- 

tion durchführbar  sei,  ergab  sich,  dass  ein  conjugirtes  System 

von  n  Integralsystemen  des  accessorischen  Systems  linearer 

Differentialgleichungen  bestehe,  welches  weder  im  Integrations- 

Intervalle,  noch  an  seinen  Grenzen  verschwinde.  Um  diese 

Bedingungen  genauer  zu  erörtern,  ist  es  zunächst  nothwendig, 

einige  Relationen  herzuleiten,  die  ebenfalls  auf  dem  in  (VI)  ein- 

geschlagenen Weg  erhalten  werden. 

84* 
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1  268  G.  v.  Esch  crich. 

Es  soll,  wie  dort 

3»F  VF 

gesetzt  werden,  wodurch  (X,  8)  in 

fi  n 

u  «— — 
»«Wal 

m  » 

übergeht,  oder 

n  « 

<|>(«,p;s,r)  =  V  V  rt//t(M,rI.-r<//t)  +  ̂ («/r*— n*C/)] 

*  =  1 1  =  i 

\^  \t  Sit  . 
—    tJV 

*-  =  i  « =  i  - 

=  y  zk  v  Äf>fi,+  y  st?  v  [(d(t-dw)if/-ö»i/n—  v  ' 

11/  M 

Sind 

-f-  )    \  — V»// 

t  -  1  i r  a  t  - 

//  j ,  fr.' .   .  ff  J, ;  ,oJ ,  p* .  . .  ßfl, , 

ff,  .  ff.,    .  .  ff,. ,   J>,  .  0.,  .  .  .  [t III  » 

;f  linear  unabhängige  Integralsysteme  des  accessorischer 

Systems  linearer  Differentialgleichungen  (IX,  3),  deren  kurv. 

mit  ff'.  pK  bezeichnet  werde,  so  lassen  sich  die  K  (ftf +fff)  unbe- 

stimmten MultipHcatii  »nen 

n%.  .  .iv;t;  .  (»i  =  1,  2  .  .  .  »} 

lylllZcQ  Dy  VjUu 

gl
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wählen,  dass  in  dem  nach  den  zi...z„  linearen  Differential- 

Ausdrucke  erster  Ordnung 

tn 

>  im  1  >  -  1 

sämmtliehe  r  und  alle  Ableitungen  der  r  bis  auf  c,'  ver- 
schwinden. Ks  hat  nämlich  dieser  Ausdruck  die  Fmm 

N  'l  "  "i  M 

.,<ä  =  V  «t  Y  4  £  £  «C  >]  4 

/  _  I  1 ,  =  1    '  ' 

und  man  hat  also  zu  dem  beabsichtigten  Zwecke  die  Multipli- 

catoren  nur  gemäss  den  Gleichungen  zu  bestimmen: 

ii  in 

V  <,,t„{<  +  v        =  o, 

/'  —  1  ...  ;a—  1,  IJ.  +  1  ...;/ 

—  « — i  cy, 

<fc  =  1,2...  m 

IVO  C,,  eine  beliebig  angenommene  Constante  bedeute,  die  nicht 

Null  i>t. 

Kührt  man  in  dieselben 

>.  =  l 

ein,  so  gehen  sie  über  in 



1270  G.  v.  Kschcrich. 

y  cnkWk+  y  — ii =  o  mr  /  =       i. jx-hi 

V         UV  =  0,        i  =  l,  2...W. 

/  . — 

.//. 

V 

*  =  1 

Da  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems 

A  = 

nach  den  in  (II,  2)  gemachten  Voraussetzungen  nirgends  im 

Integrations-Intervalle  verschwindet,  so  lassen  sich  aus  dem- 

selben die  Gröben 

bestimmen.  Bezeichnet  man  in  A  die  Subdeterminante  von  alk 

mit  A,t.  und  von  -  -    mit       so  erhält  man 

A  A 

Würaus,  wenn 

gesetzt  und  mit  T/  die  Subdeterminante  von  tt't  in 

£=fc«J,      .  .u',\  ~  A(/f!,  //-.  .  .//")  =  L" 

bezeichnet  wird,  sich  ergibt 

uiginzeo  oy  Udo 
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vorausgesetzt,  dass  U^zO  ist. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  ̂ (z),  so  erhält  man 

;Tt 

=  -%7  v  y  4x„w. --. '■)  +  t"  y  ?r <>•) Aü  < — >  ̂ -i  A  i — i 
X  s»  1  v  =  1  >.  =  1 

Hieraus  erkennt  man  sofort,  dass,  wenn  je  zwei  der 

Systeme 

u\  p1;  u-,  p*; . .  .u",  p« 

zu  einander  conjugirt  sind,  dann  wegen 

••/(»>■  f/;  «*,p*)  =  0,    ̂ («^  =  0 

die  n  linear  unabhängigen  Systeme  //',       .        den  n  linearen 

Differentialgleichungen 

0,  u>2(c)  =  0.  .  .co„(r)  =  0 

genügen,  also  ein  Fundamentalsystem  derselben  bilden.  Dies 

führt  zunächst  zu  folgenden  Bemerkungen: 

Ein  conjugirtes  System  enthält  nur  ;/  linear  unab- 

hängige Integralsysteme  des  accessorischen  Systems 

linearer  Differentialgleichungen. 

Ist  ein  Integralsystem  zu  jedem  von  ;/  linear 

unabhängigen  Integralsystemen  eines  conjugirten 

Systems  conjugirt,  so  steht  es  zu  diesen  in  einer 

linearen  Abhängigkeit 

Da  ferner  in  diesem  Falle  n  linear  unabhängige  Integral- 

system ii\  K8.  .  .//"  des  Gleichungssystems 

o>j(c)  =  0,  <o2(r)  =  0.  .  .w„(c)  —  0 
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bekannt  sind,  so  kann  man  wfl(r)  durch  dieselben  darstellen 

und  man  erhält  so: 

C 

Q-  u 

-n 

(/,»)';  rif...««  | 

Xt» 

6r
 

wenn,  wie  in  (VII),  die  Determinante  mit  -/^(z)  bezeichnet  wird. 

Führt  man  diesen  Ausdruck  in  (1*)  ein,  so  findet  man  die 
Formel 

II  _  wt 

/,<->  =  j  £  ̂.^4(11»,  pV,  r)+  £  y  ,  (2) >.,v  =  l  Verl 

die  sich  auch  direct  verirkiren  lässt. 

2.  Nimmt  man  nun  an,  dass  die  zvz2 .  .  die  bisher  ganz 

willkürlich  waren,  den  vi  Gleichungen 

tpx(s)  =  0,    X      1,  2.  .  .m 

genügen,  so  vereinfacht  sich  obiger  Ausdruck  in 

Bilden  die 

(3) 

~p  -2  •  •  •  ~n  '    '  1 1  '  2  '  *  - 

ein  Integralsystem  des  accessorischen  Systems  linearer  Diffe- 

rential-Gleichungen, so  trifft  diese  Annahme  zu,  und  setzt  man 

weiters  voraus,  dass  dieses  Integralsystem  mit  (« — 1)  des  con- 

jugirten,-  etwa  //',  p1;  «*,  p*; .  . .  w*-1,  p*-1;  p**1; . .  .  ump* 

conjugirt  sei,  aber  nicht  zu  »*  p*  so  ist 

•}(fi\  f/  ;  z,  r)  zzz  0    für  X  =  1 .  .        1,  *+ 1 . . .» 

und  es  reducirt  sich  weiter  der  obige  Ausdruck  auf 

(4) 
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Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  (VII,  I) 

(—!)*-'  V  UfaL(z)  -  A(tt\n*...u") A'(c,  u 1 . . . »*+' ...«") 

— •*».  .  .7/»)A(r,  II1.  .  »*+>... 0») 

ein,  so  erhält  man 

A(n»,  «*. .  .«")A'(c,  Ii1...»*-1,  .11»)  ] 

— A'(«*,*9. .  .«")A(r,  ii». .  .uk-Ku'+l. . .«»)  =  r (5) 

A  *■ — 

n,  ■<  =  t 

Zwischen  der  hier  auftretenden  quadratischen  Form ii 

und  der  in  der  Transformation  der  zweiten  Variation  erhaltenen 

besteht  ein  enger  Zusammenhang,  der  leicht  aufzudecken  ist. 

Multiplicirt  man  das  obige  fo(z)  (4)  mit 

t  =  1 

so  ergibt  sich 

p*;«,r)» 

und 

fljAfc(e)fr(g)  =  ) 
>..Tt«  ^  v  (6) 

>.,v,:  n=l  / 

Um  diesen  Ausdruck  weiter  umzuformen,  bemerke  man 

zunächst,  dass 

Digitized  by  Google 
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ES  w
 

V  i£i 

V  iSs 

Gl 
 s^ 

•  "n 

'f  •  (~)  I     ~l    •  •  ~M 

~  0 

?a(«");«J...fi:  | 

ist  und  daher,  wenn  man  für  y}  {z)  seinen  Werth  aus  (4)  einsetzt, 

ff.  ̂   ff, 

N 

Multipticirt  man  diesen  Ausdruck  mit  V  U*$t  so  erhält 

man 

V  A,r*r*V  !*  ?;  =  o. 

3  1 

Mit  Benützung  dieser  Formel  kann  man  nun  (5)  die  Gestalt 

geben 

>.>,:-  1 

in 

I 
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wo  die  eckige  Klammer  den  Werth  A  oder  Null  besitzt,  je  nach- 

dem X  und  v  einander  gleich  oder  ungleich  sind.  Der  obige  Aus- 

druck geht  somit  über  in 

V  ,w,<;)z,(.-)  =  .'<<"'>  t'^J*    V  A.JVI  (8) 

Wendet  man  dieses  Ergebnis»  auf  die  Formel  (5)  an,  so 

findet  man  die  Gleichung 

A(/<\  //-'.  .  .«")A'(r,  Ii1. .  fi*-1,         .  .//'")  — 

-A'(/<',  tt" . .  .«")A(r,  //».  //.  .  .If*"1,  H*H.  . .«")  = 

=  7/TT       /  **fc(s>*<
s>; 

die  rechtsstehende  quadratische  Korm  ist  aber  dieselbe,  welche 

bei  der  Transformation  der  zweiten  Variation  auftritt,  da  auch 

die     (s),  wie  sich  oben  zeigte,  denselben  Gleichungen 

N 

>    ̂   X*(r)  =  0,     (1=  1,2...
 

m) 

genügen,  wie  die       Man  gelangt  also  zu  dem  Ergebnisse: 

Bilden  die  ;/  Integralsysteme  des  accessorischen  Systems 

linearer  Differentialgleichungen 

//-.;/-';  .  .//".  0" 

ein  conjugirtes  System  und  ist  ein  anderes  Integralsystem  r,  r 

des  ersteren,  zu  jedem  Integralsysteme 

conjugirt,  aber  nicht  zu  //*,  s<>  besteht  an  jeder  Stelle,  wo 

A(//',  ;/2. .  .«")  nicht  Null  ist,  die  Relation: 
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A(«', u*. .  .«»)A'(s,  ul. .  .«* n**1.. .«")—  \ 

—  A'(a\      .  .//")A(;,  «>. .  .«*-»,  m*+«  . ..//")  =  I 

(—!)*-'  J\ 
=  T77~7  r  >  flJ^Xx(-)Xx(^  >  (9) 

V        -/.*<--)  =  <>.    «'  =  1,2...». 
*  =  i 

XII. 

Die  Behandlung  des  allgemeinsten  Kalles,  wo  also  unter 

den  Bedingungsgleichungen 

'fi  =  °«  Vt  —  °-  •        =  0 

auch  solche  vorkommen,  die  keine  ersten  Derivirten  der  ge- 

suchten Functionen  ylfy9* .  .yn  enthalten,  sondern  nur  diese 

selbst,  unterscheidet  sich  in  manchen  Punkten  von  der  des 

vorangehenden  und  erfordert  desshalb  eine  kurze  Besprechung. 

Verfolgt  man  den  in  (IX)  eingeschlagenen  Gang  der  Unter- 

suchung, so  wird  man  auch  hier  wieder  zu  einem  accessorisehen 

Gleichungssysteme  geführt,  das  dieselbe  Form  besitzt,  wie  das 

in  (IX,  .'5)  und  nach  der  Bezeichnungsweise  in  (X,  1)  durch 

dargestellt  wird,  aber  in  Folge  der  von  der  früheren  verschiedenen 

Bedeutung  dieser  Zeichen  eine  etwas  geänderte  Behandlungs- 

weise  nüthig  macht. 

Zu  dem  Behufe  ist  e>  erforderlich,  die  beiden  Arten  der 

Bedingungsgleichungen  auseinander  zu  halten.  Es  sollen  also 

wie  in  (II,  3)  von  den  ;;/  Bedingungsgleichungen  die  ji  ersten 

keine  Derivirten  der  gesuchten  Functionen yvy»  ••  -y»  enthalten, 

während  in  jeder  der  übrigen  m  -ja  Gleichungen  auch  solche 

vorkommen  sollen. 

In 

>k{z,r)    und  z>{z) 

dz 

-i 

zzz  0,     —  zzzz'i      i  zzz  1 ,  2  .  .  .  n dx 

=  0 

i  zzz  1,2...»;/ 
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von  (IX,  3)  sind  demnach  die   r  T,    für  i  <c  ji4- 1  gleich  Null  zu 

setzen  und  es  enthält  somit  dieses  accessorische  Gleichungs- 

system die  zweiten  Ableitungen  von  zv  z2. .  .c„,  die  ersten 

von  r^+i,  r^i.  .  .r,„  aber  keine  von  rv  r2.  .  .r}L. 

Aus  diesem  Gleichungssysteme  erhält  man  eines  in  kano- 

nischer Form,  wenn  man  aus 

ty(z,  r)  =  0,    -Zi-  -z't       i  -  1.2...« dx 

dx* 

0       i     1, 2. .  .p,  )  (-) 

die  W'crthe  von 

dz[       dz\x  dr++\  drm 
 •  •  •  ~  ,     7j  .  .  •  fj, t    •  •  « 

dx  dx  dx  dx 

berechnet,  was  immer  möglich  ist,  da  die  Determinante  aus 

den  Coefficienten  dieser  Grössen  in  obigem  Systeme,  die  in 

(II,  3)  angegebene  ist,  die  also  gemäss  der  dort  gemachten 

Voraussetzung  weder  im  Integrationsbereiche,  noch  an  seinen 

Grenzen  verschwindet. 

Dieses  kanonische  System  besteht  aus  einem  kanonischen 

System  von  2n  +  m  —  ;i  linearen  Differentialgleichungen  der 

ersten  Ordnung  und  den  ;j.  Gleichungen  für  r,,  i;...)-,,,  die 
lineare  Functionen  der  Unbekannten  dieses  kanonischen 

Systems  von  Differentialgleichungen  sind.  Da  nun  die  Determi- 

nante des  Gleichungssystems  (2)  im  ganzen  Integrationsinter- 

valle nicht  Null  ist  und  daselbst  auch  die  übrigen  Coefficienten 

von  (2)  nach  (III,  1)  überall  endlich  sind,  so  sind  es  auch  die 

Functionen  des  kanonischen  Systems  und  es  liegt  somit  darin 

keine  singulare  Stelle  des  letzteren. 

Dieses  kanonische  System  steht  wieder  zu  dem  ursprüng- 

lichen (1)  in  der  Beziehung,  dass  wohl  jedes  Integralsystem  des 

letzteren  dem  ersteren  genügt,  aber  nicht  umgekehrt,  denn  ein 

Digitized  by  Google 
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Integralsystem  des  ersteren  befriedigt  nur  die  Gleichungen 

<!>,(c.r)  =  0,    ̂ -  =4  (/=  1,2... «) 
dx 

>$i{z)  =  atx  +  b,  (i  =  I,  2.  .  -ja) 

=  r,  (/'  =  ;x+  1 .  .  .m), 

wo  die  £  und  c  Constante  bedeuten,  so  dass  man  aus  den 

Integralsystemen  des  kanonischen  die  des  ursprünglichen  Diffe- 

rential-Gleichungssystems  findet,  wenn  man  jene  aufsucht,  für 

welche  diese  Constanten  Null  sind.  Nun  hat  man  schon  im 

Vorhinein  2«  solcher  Systeme  des  ursprünglichen  Gleichungs- 

systems gegeben,  nämlich 

r6Ci   '     "CC,  de,  rdCj    '     CCj  öc, 

(i  =  1,2,...  2»), 

wo  die  cv  c2.  .  .c,,n  die  in  (11,3)  festgesetzte  Bedeutung  haben 

und  es  entsteht  wieder  zunächst  die  Krage,  ob  dieselben  auch 

von  einander  linear  unabhängig  sind. 

Sind 

>2.  /-2y  /jry      /.sy.  f.s      r2  ,^ 

    > 

2  i/  +  w—;jt.  Lösungssysteme  des  in  (2)  enthaltenen  kanonischen 

Systems  linearer  Differentialgleichungen,  so  bilde  man  aus  ihnen 

die  Determinante 

»t./.iy   A»iy.  /»i  ,y   /»t  v-  /«i    ,y   My.  /.l , .    ~t .  ,.i 
~\ •  ••  \~\Ll  >  \~jt-f  U  •  •  •  V-'«  '  »  V*$H+l)  •'■\-n/  t  ~ji-H  »  u+  1  ••  •  7m 

-2     -j./»2y    /Äsy.  /-*    y    /.2  y.  /.2     y    /„«y.  „a       „*.  ^* 

und  multiplicire  sie  zeilenweise  mit  der  Determinante  2//-f-w  — a 

Grades 
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!?!_■  h>L-  _?&±l  ... 

•      -       .  ■     -—    ~  •       •  • 

und  somit  auch  mindestens  eine  Determinante  utcn  Grades  der 

Matrix 

 I 

I    t 

.  ..  *Pt 

sy.  I 

nicht  verschwindet,  ferner  l)  dann  und  nur  dann  an  irgend 

einer  Stelle  x  Null  ist,  wenn  die  2n  +  m— ja  Integralsysteme, 

aus  denen  sie  gebildet  ist,  nicht  linear  unabhängig  sind,  so 

bestehen  auch  hier  wieder  alle  Vordersätze,  aus  denen  die 

Schlüsse  in  (IX)  fliessen.  Da  auch  die  rv  rt.  .  .r^  zugleich  mit 

den  zugehörigen  Integralsystemen  des  kanonischen  Systems 

linearer  Differentialgleichungen  linear  unabhängig  sind  oder 

nicht,  so  erkennt  man  hieraus: 

•  Unter  2m+w — ja  linear  unabhängigen  Integralsystemen 

des  kanonischen  Gleichungssystems  besitzen  höchstens  2(w — ja) 

lauter  verschwindende  Constanten«. 

»Verschwinden  für  jedes  von  2(« — |i)-r-l  particu- 

lären  Integralsystemen  des  kanonischen  Gleichungs- 

systems die  zugehörigen  Constanten,  so  sind  diese 

Systeme  linear  abhängig«  (4). 

Bezeichnet  man  mit  A  die  Determinante  2  (m — n)*«"  Grades 

(ät+iy    •••("*)',  «J+l      •••2»,  rf  +  l      •  •  -**m 

Sllxb.  d.  mathein.  nalurvv  Cl.  .  CVII.  Bd.  Abth.  II  a.  85 
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so  lassen  sich  aus  den  Integralsystemen  (3)  (  ̂  )  (  £  )  solcner 

Determinanten  bilden,  die  aus  der  obigen  hervorgehen,  indem 

man  an  Stelle  der  unteren  Indices  ihrer  (11  —ttt)  ersten  Colonnen 

alle  Combinationen  ohne  Wiederholung  zur  («— »;)tcn  und  ihrer 

n — |a  darauffolgenden  Colonnen  alle  solchen  Combinationen  zur 

(* — p)ten  Classe  treten  lässt.  Mit  Hilfe  dieser  Determinante 

erhält  man  den  Satz: 

Verschwinden  für  2(m —  |x)  Integralsysteme  des 

kanonischen  Gleichungssystems  die  zugehörigen 

Constanten,  so  sind  dieselben  linear  unabhängig, 

wenn  eine  der  Determinanten  A  an  irgend  einer 

Stelle  des  Integrationsintervalls  nicht  verschwindet, 

und  linear  abhängig,  wenn  daselbst  alle  Null  sind. 

Jedes  solche  Integralsystem  bildet  aber  mit  den  zuge- 

hörigen r„  r% . . .  rfL  ein  Lösungssystem  des  accessorischen 

Gleichungssystems. 

Der  obige  Satz  gibt  somit  die  hinreichenden  und  noth- 

wendigen  Bedingungen  an,  unter  welchen  die  2(m— jjl)  Lösungs- 

systeme des  accessorischen  Gleichungssystems: 

•  •  -rni 

•  •  •  *nt 

z\        ...zj,,  r) 

linear  unabhängig  sind.  Ein  solches  Lösungssystem  soll  wieder 

ein  Fundamentalsystem  des  accessorischen  Gleichungssystems 

heissen.  Nach  dem  Satze  (4)  ist  jedes  andere  Lösungssystem 

des  accessorischen  Gieichungssystems  eine  lineare  Substitution 

der  Glieder  des  Fundamentalsystems. 

Nimmt  man  nun 

*  *"  de-  »   r*  -  Ui  ' 

wo  die  cv  c2. .  .c2(„-!i}  die  Integrationsconstanten  des  DirTe- 

rentialgleichungssystems  (II,  3)  bedeuten,  so  erhält  man  tür 
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i  =  l,2...2(ff — |i)  gerade  2(u— ja)  linear  unabhängige  Lösungen, 

da  hiefür  in  der  oben  angeschriebenen  Determinante  A  alle 

Glieder  der  Hauptdiagonale  den  Werth  1  erhalten  und  alle 

übrigen  Null  werden. 

Man  wird  so  wieder  auf  den  Satz  geführt: 

Unter  den  in  (II,  3)  gemachten  Voraussetzungen 

hat  das  accessorische  Gleichungssystem  (1)  die 

2(m— (i)  linear  unabhängigen  Lösungen 

i  -=  I,  2..  .2(»— ji), 

aus  denen  alle  übrigen  Lösungen  sich  linear  zu- 

sammensetzen. 

XIII. 

L  Die  weitere  Untersuchung  auf  dem  inX.  eingeschlagenen 

Wege  führt  anfänglich  auch  zu  denselben  Resultaten,  und  erst 

beim  Begriff  der  conjugirten  Systeme  beginnen  sich  Unter- 

schiede geltend  zu  machen,  indem  an  Stelle  von  n  überall 

(>i— |a)  tritt.  Die  Ansätze  (in  X)  erfahren  ebenfalls  die  Ab- 

änderung in 

■    ,l  f        t  n 

«    -  V  r     X       r     -  V   r  {k  2    '  1/1 

*-  L  •      1"  (/-l,2...m). >  =  i  ui 

Die  (;/ — ja)  Grössen  p,,  p2.  .  .  lassen  sich  aber  dennoch 

so  bestimmen,  dass  sie  den  n  Gleichungen 

Tj*  -  V  ?xz\        k  —  I,  2.  .  .« 

genügen,  wenn  man  die  Voraussetzung  einführt,  dass  minde- 

stens eine  Determinante  |i.ten  Grades  in  der  Matrix 

85* 
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hi  aiL . . .  Iii 
 _    •   •    ■  * 

etwa 

nur  isolirte  Nullstellen  im  Integrationsintervall  besitze.  Denn 

bestimmt  man  dann  die  p„  pg...(i„_}t  aus  den  obigen  Gleichungen 

für  k  =  {jl  + 1 ,  (AH-  2 .  . .  */,  was  w  i  e  d  e  r  d  a  n  n  und  nurdann 

möglich  ist,  wenn  die  Determinante  £ 1, .  .zn„~'1 

weder  imlntegrationsberei che, noch  anseinenGrenzen 

verschwindet,  so  genügen  die  gefundenen  pt,  p8.  .  .p«.«.  von 

selbst  auch  den  ersten  (i  Gleichungen,  da  zwischen  den  tj  und  z' 

die  Gleichungen 

bestehen.  Durch  Subtraction  ergibt  sich  aus  denselben 

woraus  wegen  der  Voraussetzung  über  die  Determinante 

und  da  die  yj,  p,  :  im  Integrationsintervall  überall  endlich  und 

stetig  sind,  folgt: 

8l'fP  ?»•  •  -'h  ) 

rik  -  y  ?xzl       k-  1,  2.  .  .il. 
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Für  die  Grössen 

erhält  man  dann  die  Relationen 

(1) 

(zn    »A/  gH-ji.  jjw-ji 

wenn 

gesetzt  wird.  Zwischen  diesen  Grössen  ;„  Cg...C«  bestehen 

nun  die  »i  Gleichungen 

aus  deren  |i  ersten  man  stets  C1?  Ca*«*^  linear  und  homogen 

durch  die  C^+i,  Cm-s-  •  -C«  ausdrücken  kann,  so  dass  zwischen 

letzteren  w— ja  lineare  homogene  Gleichungen  sich  ergeben. 

Vermöge  dieser  Grössen  Cp  Cg-  •  •£«  erhält  dann  die  zweite 

Variation  des  Integrals  abermals  die  Form  (X,  10)  und  die  dort 

erhaltenen  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Ci>C|>**Cm 

gehen  in  die  hier  gefundenen  (2)  über,  wenn  man  in  ihnen  für 

sobald  |<|L+1  ist,  l?--  setzt. 

2.  Um  die  Untersuchung  in  XI  dem  vorliegenden  Falle 

anzupassen,  muss  man  von  dem  Ansatz  ausgehen 

«— ji  »i 

«,(*)  =  V  n*l$(H\f  ;zy  r)+  V  i/J<px(z), 

Digitized  by  Google 
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wo  man  aber  jetzt  dem  <px(z)  für  X  <  [i  -f- 1  eine  andere  Bedeutung 

beilegen  muss  als  dort,  indem  man 

d    "  8 
=  di  X  * 

für  X  =  1,  zu  setzen  hat.  Führt  man,  analog  XI,  die 

(i  rössen 

ein,  so  nimmt  der  obige  Ausdruck,  wenn  man  unter  Ä  , 

sobald  X<(j.-hl  ist,        versteht,  die  Form  an 0\'k 

V  4 

»  =  i 

_  ̂  

m 

*=1    1  =  1 

Über  die  it  +  iu—  ;x  disponiblen  Grössen  . 

vv  v3. .  .vm  verfügt  man  nun  so,  dass 

V  aikWk  +  V  =  0        /  =  1.  2.  .  .T-l,  7+  1    .  .  n 

*  =  1 

—  *yk 
—  0      i  =  1,2...  m 

wird.  Dies  ist  immer  möglich,  denn  zunächst  lassen  sich  aus 

diesem  Gleichungssystem  die  H+m  Grössen  Wt9  W%. . .  Wmt 

v\,  v\ .  .  .  yj,  berechnen,  da  seine  Determinante 
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dl«, 

8y, '   b'l  W 

A 

an  i 
3?t 

... 

3y«      V«  '  h'n 
..u 

52 

0 

0 

,u 

.0 

0 0 

im  ganzen  Integrationsintervall  (einschliesslich  der  Grenzen) 

nicht  verschwindet.   Man  erhält  somit,  wenn   man  an  der 

Bedeutung  von  Ä-  für  #<|i.+  l  festhält  und  die  Bezeich- 

nungen  in  XI  sinngemäss  überträgt: 

i*  —  1,  2.  .  .;/)       (X  =  1,  2.  .  .  w> 

Will  man  nun  hieraus  jetzt  noch  die  — jx  Grössen 

w{.  wj. . .  bestimmen,  so  kann  man  sich  hiezu  der  n— ;x 

letzten  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  bedienen.  Man  findet 

sie,  wenn  A(«>,  «*.  .        'l)  nicht  Null  ist,  aus 

X  =  1.  2.  . 

A   

»»11+1 
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Durch  diese  Werthe  der       werden  aber  die  ji  ersten 

Gleichungen  des  Systems  von  selbst  befriedigt.  Denn  multi- 

•       plicirt  man  den  Ausdruck  für  \Vk  mit  ~—  und  addirt  von  k  —  1 

bis  n,  so  erhält  man  aus  A  die  \l  Gleichungen: 

Zä^Z^
g^0 

i  ~-  1,2...  a. 

Nun  ist  aber  auch 

H-Jl  II -II 

Z&Z«w  = 
 Z«*Z&"*=° *=1  X  =  l  >  -  1  1 

und  daher 

zSKz^H  ' 

i  =  1,  2.  .  .{i 

=r  1,  2. .  .jt. 

Da  nun  für  k  —  [a+1,  [L+2...M  in  Folge  der  Werthe 

der  w;  die  Differenzen  verschwinden,  so  schrumpft  dies 

System  auf 
t:  u 

zusammen,  woraus  wegen  der  Voraussetzung  über 

folgt 

M  — IL 

für 

>.=i 

*  1  .  2  .  .  .  [L. 
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Durch  Substitution  dieser  Werthe  gewinnt  man  also 

»,(«)  A(n»,  «*.  .  =  ̂   V     V    ̂ <7^("\  f/;  2,  r)  + 
>  =  I  v  -  fH  I 

ua  £ 

Wählt  man  nun  die  « — p,  Systeme 

k1,  p1;  «8,  p*.  . il,  p"-'1 

so,  dass  je  zwei  zu  einander  conjugirt  sind  und  die  Determi- 

nante 

A(wl,  «2.  . .//"  >*) 

nicht  verschwindet,  so  sind 

}(»\?\  »\  r*)  =  0,  ?,■(«*)  =  0 

für  *  |  =  1 ,  2 . .  .  i;  —  |i,  1=1,2...  w, 

und  diese  Systeme  befriedigen  daher  die  n  nach  sv  z2...zH 

linearen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung: 

<o,(2)  =  0,  <*>2(z)  =  0.  .  .mn(z)  —  U. 

Zieht  man  nur  solche  Systeme  c,.c2...z„  in  Betracht, 

welche  den  \l  Gleichungen 

genügen,  so  sind  die  zugehörigen  (o2(z).  .  .o>„(c)  nicht 

mehr  unabhängig,  sobald  man  noch 

C"i  —  Cg  — . . .  —  C„  —  1 
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wählt.  Denn  es  ist  dann 

und  daher 

V  ̂o,,(,)  =  0,       i  =  1,2... ix, 

woraus  wegen  der  über  ̂ tv      '         bestehenden  Voraus- 

setzung  die  iax{z),  ü>a(c) .  .  .  o>„(c)  sich  als  homogene  lineare 

Functionen  der  0^+1(2),  »p+ofc). .  .ü>«(z)  ergeben.  Aus  dem- 

selben Grunde  sind  aber  auch  die  clf  s2...2^  abhängig  von 

den  a^+i,  £^+2«  •  und  zwar  in  derselben  Weise  wie  die 

a>,,  w.,. .  .ü>^  von  den  a>M.j,  co,t f2.  .  .«„,  so  dass  unter  dieser 

Annahme  die  11  linearen  Differentialgleichungen  der  ersten 

Ordnung 

io^z)  =  0,  o)2(c)  —  0.  .  .(o„(z)  =  0 

zwischen  den  zvz2. .  .z„  sich  auf  die  n — \l  linearen  Differential- 

gleichungen der  ersten  Ordnung 

«M-lfc)  =  °»  wm —  °-  •  -««fr)  =  0 

zwischen  •  .5«  reduciren. 

Die  Theile  der  früher  erwähnten  conjugirten  Systeme: 

M(lM  |.    Mi4L..  .  .  M« 

Wn  i  ii  Mj;4  2  •  •  •  m« 

bilden  dann  ein  Fundamentalsystem  dieser  linearen  Differen- 

tialgleichungen und  führen  mit  der  einzigen  Änderung  von  tt 

in  m  ja  wieder  zu  den  Sätzen  über  conjugirte  Systeme  auf 
Seite  1271. 
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Denkt  man  sich  also  in 

1291 

uV+ifc)  =  0,  o».lfj(c)      0.  .  .<aH(z)  —  0 

vermöge  der  \l  Gleichungen 

V  a8fi  *  =  0 

/  -  1 ,  2 . . .  p 

die  zl,zi...zfi  eliminirt,  so  haben  die  resultirenden  linearen 

Differentialgleichungen  obiges  Fundamentalsystem,  und  es  ist 

daher  nach  bekannten  Sätzen 

I 

,Z„ 

»,(*)  = 

wo  wieder  der  Kürze  halber  die  Determinante  mit  yT(z) 

bezeichnet  wurde.  Diese  Relation  gilt  zunächst  nur  für  7  >  (i, 

aber  man  erkennt  leicht,  dass  sie  auch  für  7  <  besteht. 

Denn  setzt  man 

«-,1 

so  ist  auch 

/.  -1 

und  daher 

»  — i-  »— 1» 
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Also  ist 

M-fl 

1 

>.  =  1 

n— n 

).=  ! 

und  somit 

^'fc)  —  Ä7    I  9 

;  z^+i .  .  .z„ 

(u}Y;  .  .u}t 

für 

man 

l  =:  1,2...  H. 

Geht  man  auf  die  Bedeutung  von  wt(s)  zurück,  so  erhält 

n— p.  « 

für 

1  J7  w 

7  =:  1,2...«, 

wobei  zwischen  den  y7  die  Gleichungen  bestehen: 

n 

Zl&-'.^>  =  0  i=l,2...^ t  =  1 

Wählt  man  nun  für  die  zv  z2.  .  .z„,  rv  r2 .  .  . rm  ein  Integral- 

system  von  (XII,  1),  so  vereinfacht  sich  hiefür  obige  Formel  in 

«  ti  ir 

1  \V 
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da  dann  _ 

auch  für  X  =  (i-4-l,  {i+2...w,  ist.  Sie  reducirt  sich  noch 

weiter,   wenn  man  überdies  voraussetzt,   dass   das  System 

Sp  z8 .  .  .z„;  r,,     .  .  .  m 

mit  jedem  der  Systeme 

«Sp1;  «*,  </.  .  .//*  >,p*  »;  f#*+,,p*+l.  p"-n 

conjugirt  sei,  aber  nicht  mit  m*  4o*.  Denn  dann  ist  bloss 

p»;  r,  r) 

nicht  Null  und  die  obige  Formel  schrumpft  zusammen  in 

■{.  («*.;»*:«,  r)  v.^, 

a  — 

Der  Determinanten-Ausdruck  für  y^(z)  lehrt  zugleich,  dass 

diese  Grössen,  die  den  Gleichungen 

genügen,  auch  die  Relationen  befriedigen 

*  --- 1 

Verknüpft  man  die  erhaltenen  Formeln  nach  der  in  (XI,  2) 

befolgten  Methode,  so  gelangt  man  schliesslich  zu  dem  Re- 

sultate 

n 

=  (-1)*-»   V  a^(z)xAz), 

wo  die  yx(z)  denselben  Relationen  genügen,  wie  die  Cx  und  die 

rechtsstehende  quadratische  Form  in  die  bei  der  Transformation 
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der  zweiten  Variation  gefundene  (XIII,  1)  übergeht,  wenn  man 

für  yx(z):  Cx  setzt. 

XIV. 

I.  Wie  die  vorangegangenen  Entwickelungen  zeigten, 

kommt  für  die  Transformation  der  zweiten  Variation  jenen 

Integralsystemen  des  accessorischen  Systems  linearer  Diffe- 

rentialgleichungen, welche  conjugirte  Systeme  (X  und  S.  24) 

genannt  wurden,  eine  besondere  Bedeutung  zu  und  es  wird 

daher,  bevor  die  Untersuchungen  über  die  Permanenz  des 

Zeichens  der  zweiten  Variation  unternommen  werden,  zweck- 

mässig sein,  einige  wichtige  Eigenschaften  der  conjugirten 

Systeme  abzuleiten,  und  zwar  soll  dies  für  den  zweiten  Fall 

geschehen,  wo  also  jede  Bedingungsgleichung  auch  erste  Deri- 

virte  der  yvy%.  •  -J«  enthält. 

Nach  (X,  ü)  hat        r;  //,  p)  die  Form 

öl 

M  m 

V  (oauk+butHk)  +  V  -Ä  p* 

I r  =  I  *  =  1 
—tti 

H  m 

-,      j  j 8yi 

k  ■=  1  *  =  1 

oder,  wenn  man  in  dieser  Summe  den  Factor  von  z,  mit  Pt  und 

den  von  m,  mit  O/  bezeichnet 

(z,  r ;  u,  p)  —  V  (5.  p.  _  Ui  Qt) . 
r«.l 

Sind  nun 

tt\  .  .  .«*;  pj  .  .  .  p4 

//'f  . .  .»8;  pj  .  .  .  pj-, 

2  h 
7(,     ...  Un    ,  pj     .  .  .  p 

2«  Integralsysteme  des  accessorischen  Systems  linearer  Diffe- 

rential-Gleichungen zweiter  Ordnung  (IX,  3),  so  hat  man  die 

2«  Gleichungen 
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Fügt  man  zu  den  obigen  2«  Integralsystemen  des  accesso- 

rischen  noch  m  seines  kanonischen  DirTerentialgleichungs- 

systems  (IX) 

"i  •     ri       •  •  •  rm 

n2ti  +  nt        «,-'»  + in«  r.2n  +  m        r.2n  +  m 
"l          •  "  •  "n         '  ri          •  •  •  Pm  i 

so  ergibt  die  zeilenweise  Multiplication  der  Determinante 

(2*4-m)**n  Grades  D  der  Grössen 

(«;/.  . .(«),)':  pj.  .  .,o}„;  «J. .  ./<), 

mit  der  Determinante 

I 

I 0,0. .  .0 

ß«2  • 
■  •  dun* 

a?1 

0,0. . 

1 

.ol 

1 

0 

. .  0, 

0,0.  . 

.0 

W 
 ' 

H
 
 ' 

0  . 

•  o, 

0,0.  . 

•  0! 

1 
l 

0 o  . .  .  0 

0  . 

.o, 

1,0.  . 
.0 

0 

o  . 

.  .  0 0 

. .  0, 

0,  1 . . 

.0 

0 o  . 
.  .  0 0 

. .  0, 

0,0  . 

I 

•  1 
' 

wo  also  A  die  frühere  Bedeutung  auf  (S.  4)  hat,  für  das  Pro- 

duct  DA  eine  Determinante  (2n-r-w)ten  Grades  $),  in  der  die 

einzelnen  Zeilen  aus 
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für  l  =  I,  2  . . .  2  Jl-t-Mf  erhalten  werden.  Von  diesen  Con- 

stanten sind  aber,  weil  die  2«  anfänglichen  Integralsysteme 

dem  accessorischen  Systeme  von  Differentialgleichungen  ge- 

niigen, gewiss  alle,  bei  denen  /<2//  +  l  gleich  Null  und  es 

reducirt  sich  also  D  auf  das  Product 

D  5!  +  C'J"  H      C-"  ' "' 
so  dass  man  hat 

/;.A  =  CDV 

wo 

C—  {—  l)",*S:fcCf,,+1...C2»+* 

ist.  Wählt  man  nun  die  m*  Constante  C?  . .  C5?*m  so,  dass 

C'zjzO  ist.  was  immer  leicht  erreicht  werden  kann,  so  wird  D, 

welches  im  ganzen  Integrationsintervall  Null  oder  davon  ver- 

schieden ist.  dann  und  nur  dann  verschwinden,  wenn  die 

Systeme 

it\'/\  K*  rj.  .  .ti-"y" 

linear  abhängig  sind. 

Denn  ist  letzteres  der  Fall,  so  ist  sie  selbstverständlich 

Null,  trifft  aber  wieder  dieses  ein,  so  muss  zwischen  den 

Systemen 

eine  homogene  lineare  Relation  bestehen.  Wären  nun  in  dieser 

die  letzten  2»  Coeflicienten  nicht  alle  Null,  so  würde  eine 

lineare  Verbindung  der  letzten  in  Systeme  gleich  einer  linearen 

Verbindung  der  ersten  2if  Systeme  sein,  also  existirte  eine 

lineare  Verbindung  der  letzten  m  Systeme,  welche  dem 

Systeme  accessorischer  Differentialgleichungen  genügte  und  es 

müssten  dann  die  diesem  neuen  Integralsysteme  zugehörigen 

Constanten  Null  sein.  Da  diese  aber  wieder  sich  linear  aus  der. 

obigen  Grössen  (."-'"  H  . .  .  C-"+m  zusammensetzten,  so  müsste 

—  0  sein,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Es  wird  somit  auch  D  dann  und  nur  dann  nicht  ver- 

schwinden, wenn  die  2«  Systeme 
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linear  unabhängig  sind. 

Nach  der  obigen  Formel  sind  aber,  da  A  nirgends  ver- 

schwindet, I)  und  Z>j  zugleich  Null  oder  davon  verschieden. 

Man  erhält  daher: 

»Die  Determinante  Dx  ist  im  ganzen  Integrationsintervalle 

Null  oder  davon  verschieden  und  verschwindet  dann  und  nur 

dann,  wenn  die  In  Integralsysteme  des  accessorNchen  Systems 

von  Differentialgleichungen 

linear  abhängig  sind.  Und  umgekehrt:  Es  verschwindet  D, 

dann  und  nur  dann  nicht,  wenn  diese  Systeme  linear  unab- 

hängig sind-. 

3.  Eine  weitere  Erkenntniss  erschliesst  sich,  wenn  man 

*  j  ■  •  •*  J||  »I  j  •  •  •  '*» 

zeilenweise  mit 

pin       p2«.   m2m   „-« .  .  .  .i  ;J  ,       <ij   ...      *  *  Jf 

//-'      Pa  PS 

 i 

 i 

-  (—1  )"»!>, 

multiplicirt.  Man  erhält  dann 

1-^1 

H 

(_1  )»<«+i  D*=  r- 
y(PM-u1P});    0:  ...  y(nfip*-niP? 

y (?fu)-tfi»p})\  y  iPfn\-t&PT).. 

so* 

»=1 
1-1 
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wo  nun  aber  die  Elemente  der  Determinante  eine  einfache 

Bedeutung  haben,  denn  es  ist 

u 

y  (/>**}-**/?)  =  $(*\  r/;  fi*  p») 
1  =  1 

und  daher  sind  sie  constant,  da  es  die  Grösse  rechts  ist. 

Man  hat  somit  die  Relation 

z>;  = 

«(»SP1;«1,?1);    <K«S/>»;  »Sp1).  ■  .tK«3»,^";  ««.p1» 

* (»Sp1;  «Sp2);    *(«Sp2;  «Sp2).  •  .*(«2",p2";  «*.p4)  j 

<K«Sp,;»2",p2w);  <K«2,p2;  "2V-  •  .«K«2",^;  n2",?* 

woraus  hervorgeht,  dass  />,  die  Wurzel  aus  der  rechtsstehenden 

halbsymmetrischen  Determinante  ist,  die  mit  U"  bezeichnet 

werden  möge.  An  Stelle  von  Dt  kann  man  nun  in  den  obigen 

Sätzen  überall  *T  treten  lassen  und  ihnen  die  folgende  Fassung 

geben: 
Die  Determinante  *T  verschwindet  dann  und  nur 

dann,  wenn  die  2«  Integralsysteme  des  access«  - 

Tischen  Systems  linearer  Differentialgleichungen 

wSp1;  «Sp2;.  •  *2",  f2" 

linear  abhängig  sind. 

Umgekehrt  verschwindet  V  dann  und  nur  dann 

nicht,  wenn  diese  Systeme  linear  unabhängig  sind. 

In  anderer  Fassung: 

Ist  z,  r  ein  Intei:ralsystem  des  accessorischen  Systems,  st» 

folgt  aus  den  2«  Gleichungen 

$kr;»Sp,)=01  4>(s,r;«Sp»)  =  0  ..«fer;  ri2«  p2»)  =  0, 

dass  die  Integralsysteme 

«Sp1;  «S  p2;.  • 

nicht  linear  u  n  a b hängig  sind. 
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Diese  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  weiterführen  für 

den  Fall,  dass  die  Determinante  *T  summt  allen  Unterdetermi- 

nanten bis  zur  2 n  —  ;a  Ordnung  verschwindet,  aber  von 

letzteren  mindestens  eine  nicht  Null  ist.  Man  erhalt  dann  ein 

ähnliches  Resultat,  wie  bei  der  Determinante,  die  aus  den 

Integralsystemen  eines  kanonischen  Systems  linearer,  homo- 

gener Differentialgleichungen  gebildet  ist. 

Diese  Satze  führen  zunächst  wieder  indirect  zu  dem  schon 

früher  (S.  1271)  gewonnenen  Satze: 

Bilden  //  Integralsysteme  ein  conjugirtes  System,  so  ist 

jedes  Integralsystem,  das  zu  jedem  derselben  conjugirt  ist, 

von  ihnen  linear  abhängig, 

aber  sie  führen  auch  unmittelbar  zu  einer  Methode  für  die 

Bestimmung  solcher  Systeme. 

XV. 

1.  Zu  dem  Behufe  werden  jetzt  die  'In  erwähnten  Integral- 

systeme als  linear  unabhängig  vorausgesetzt.  Da  dann  XV  nicht 

Null  ist,  so  existirt  kein  Integralsystem  des  akzessorischen 

Systems  linearer  Differentialgleichungen,  das  zu  jedem  dieser 

'In  Systeme  conjugirt  wäre,  aber  wohl  lüsst  sich  die  Aufgabe 
lösen: 

Ein  Integralsystem  :,.  .  .  r,,  rt .  .  ,rm  zu  finden, 

das  zu  (2;/— 1)  Integralsystemen  eines  Fundamental- 

systems conjugirt  ist. 

Ks  werden  die  Glieder  des  gesuchten  Systems  nach  (IN) 

die  Form  haben 

2  ii  2  n  2  ii 

zl  =  \   *kukl,zi  =  V  «*«*... zu  —  V  k*h 
*^Ti  *  =  i  t  •=  i 

und  wenn  dasselbe  etwa  mit  den  (2;/  —  1)  ersten  der  gegebenen 

Systeme  conjugirt  sein  soll,  so  hat  man  die  xr  %t...*2a  aus  den 

'In — 1  Gleichungen  zu  bestimmen 

•{,<:.  r:  u\p)  -  0.  .  ..Je,  r;  //-"  ->,  p"1)  =  0: 

r  \  n-",y")  =  c. 

wo  c=£ö  ist.  oder 
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=  *^(u\ pl;  H\  pO  +  VK"*>  o-;  //•',  p')+  . . .  +^»<K«2fl,  p2*;  «;.  ?  1 

r=  1,2.. .2#i—1 
und 

p1;«2",  p^O+^W  p2;  «2w,  p2")+-  -  ■ 

+a2»^(»2M,P2M;  «2ä>p2b)  =  t. 

was  immer  möglich  ist,  da  die  Determinante  des  Gleichungs- 

sy stems  *T  ist. 

Man  erkennt  nun  sofort,  dass  unter  den  2m  anfänglichen 

Systemen 

H»,p»;  //-'',  y» 

(2« —  1)  bestehen,  die  mit  dem  neuen  :,  r  ein  System  von  2h 

linear  unabhängigen  Integralsystemen  bilden. 

Denn  ist  a,  eine  von  den  Grössen  a,.  a., .  .  . a?,,,  die  nicht 

Null  ist,  so  kann  man  *F  in  der  Weise  transformiren,  dass  man 

ihre  ft*  Zeile  mit  x  multiplicirt  und  dazu  die  übrigen  addirt, 

nachdem  man  sie  beziehungsweise  mit  a,,  a.,  ...x.„  multiplicirte. 

Die  neue  Determinante  xM*  unterscheidet  sich  von  *T  nur  da- 

durch,  das.s  in  ihrer  /ten  Zeile  statt  >• ;/  ,  p  ;  //',  f/')  für  *  rz  1,2...  2« 

p*;s,r)  tritt 

V  erfährt  man  in  derselben  Weise  auch  mit  den  Colonnen, 

so  erhält  man  eine  neue  Determinante  M*,.  die  aus  der  ursprüng- 

lichen entsteht,  indem  überall  in  ihr  r.  r  statt  //'V  gesetzt  wird 

Und  die  mit  ihr  in  der  Relation  stein 

Da  nun  M',  die  der  M"  entsprechende  Determinante  des 

System^ 

n\ p«;.  .  .//'-',  p'-> ;  r,  r:  «W,^1;, ..ff2*  p2" 

ist  und.  wie  die  obige  Relation  zeigt,  nicht  Null  ist,  so  sind  nach 

der  früheren  Bemerkung  diese  Systeme  linear  unabhängig. 

►Da  in  der  Determinante  M*,  alle  Glieder  der  ften  Zeile  und 
Colonne  mit  Ausnahme  des  letzten,  welches  gleich  c  ist,  Null 

sind,  so  ist  *\\  gleich  dem  Producte  aus  c-  =       r\  ir" p-")*  in 

Digitized  by  Google 
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eine  Determinante  2(» —  l)ten  Grades,  die  aus  M'  hervorgeht, 
wenn  man  in  ihr  die  |t«  und  letzte  Zeile  und  Colonne  streicht. 

Daraus  erhellt  auch,  dass  man  im  anfänglichen  Systeme 

nicht  das  letzte  //-";/-'"  durch  z.  r  ersetzen  kann,  was  damit  im 

Einklänge  steht,  dass  ~  0  ist  und  da»  dann  in  T,  die  letzte 
Zeile  und  Colonne  verschwänden. 

Da  man  nun  jedes  der  2  h  gegebenen  Integralsysteme  als 

das  letzte  betrachten  darf,  so  kann  man  die  gewonnenen  Re- 

sultate in  den  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Aus  einem  Fundamentatsysteme  des  accessori- 

schen  Systems  linearer  Differentialgleichungen  kann 

man  stets  ein  Integralsystem  ableiten,  das  nur  zu 

In—  1  vorgegebenen  Integralsystemen  des  l'unda- 

mcntalsy. stems  conjungirt  ist  und  mit  2«  — 2  der- 

selben sammt  dem  noch  übrigen  des  Kundamental- 

Systems  wieder  ein  Kund  amental  system  bildet.  Die 

Determinante  des  letzteren  unterscheidet  sich  bloss 

um  einen  nicht  verschwindenden  Factor  von  der 

analogen  V  de s  Urs p rü ngl  i c h e n  und  I ässt  si ch  als  das 

Product  aus  einem  von  Null  verschiedenen  Factor  in 

eine  nicht  verschwindende  Determinante  2(ll  —  l)ten 

Grades  darstellen,  die  aus  M*  entsteht,  wenn  man 
darin  nurdie  Zeilen  und  Colonnen  beibehält,  die  von 

den  2  II  — 2  ursprünglichen  1  ntegralsystcmen  her- 

rühren, welche  im  neuen  Kundamentalsystem  zu 

dem  gefundenen  Integralsysteme  conjugirt  sind. 

Man  sieht  klar,  wie  man  diesen  Gedankengang  fortsetzen 

kann. 

Nimmt  man  etwa  an,  dass  im  obigen  Kundamentalsysteme 

sich  ulpl  durch  r!  r1  ersetzen  lasse,  so  dass  dieses  zu  allen 

folgenden 

aber  nicht  zu  u-"y"  conjugirt  ist  und  mit 

ein  Kundamentalsystem  bildet,  so  bezeichne  man  mit  *T,  seine 
Determinante. 
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Nach  dem  Satze  zerfällt  V,  in  ein  Product  aus  einer  Con- 

stanten, die  hier  ty(z,  r;  «2",  p2")8  ist,  und  eine  Determinante  W*, 

die  aus  U",  entsteht,  wenn  man  darin  die  Zeilen  und  Colonnen 

streicht,  in  denen  eines  der  beiden  Systeme  z,  r  oder  ir",  p2"  vor- 

kommt. Da  *F2  nicht  Null  ist,  so  kann  man  nun  analog  dem 

Früheren  ein  System  z2,  r2  bestimmen,  das  nur  zu  2« —  1  der 

Systeme 

z\  r1;  «2,  p2;  «3,p3.  .  .u-n  \  p2«"1;  «2«,  p2«, 

unter  denen  sich  auch  «2w,  p2"  befindet,  conjugirt  ist. 

Wählt  man  für  das  ausgeschlossene  von  den  «  Systemen 

1     — so  hat  man 

2« 

z'f  zzz  V  ikukt         i  —  1,2...« 
fr  =  1 

und  die  a1...a2„_i  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 

erfüllt  werden: 

<|i(s»  r2;  u\  p1)  =  0  .   .  4>(z2,  r»;  «2"-2,  p2"-2)  =  0; 

>"2;  p2"*1)  4=  0  r2;  «2",  p2")  =  0 

oder  explicite  geschrieben,  dass 

.  p1;  z/2"-1,  p2"-')  + vM"'2-  p2;  //'-'"     p2"-1)-*-  .  .  . 

+ «2,,*  («-".  p2";  «2",  p2")  =  ̂ 4=° 
und 

VH«\ p»;«',  pO+atW  P*;     P0+  •••  +»2»  +  («2",  P2";  «\  PO  =  0 

wird  für  f  =  1,2..  .2« — 2,  2«  wobei 

nl  =  z\  p1  —  r1 
zu  setzen  ist. 

Aus  der  Gleichung 

^tCet,**;**,  p«;  c\  r>)+  . . . 

.  .  .  -t-cfen-if  («2«-i,P2»-i;  s1,  rO+^H'K«2"^2",  c\      =  o 

folgt  zunächst  *•„  —  0. 

Die  Gleichungen,  die  sich  für  »  =  2,  3. .  .2«  —  1  ergeben, 

sind  frei  von  otj  und  enthalten  somit  bloss  die  Unbekannten 
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V  .  .*>„_i.  Die  Determinante  dieses  Gleichungssystems  ist 

und  also  nicht  Null,  so  dass  die  Bestimmung  der  Unbekannten 

immer  möglich  ist.  Daraus  ergibt  sich,  dass  «2«  -i  K  0  und 

mindestens  eine  der  übrigen  von  Null  verschieden  sein  muss. 

Aus  der  letzten  Gleichung,  für  i  —  2n. 

•  ..+«B,-i*(**»-,,p*»-1;  1t-»,y»)  rr  0 

lässt  sich  dann  noch  a,  bestimmen,  da        r1;       p2B)  4=0  ist. 

Ist  a,  eine  von  den  Grössen  o^.  .  .  a_'„_i,  die  nicht  Null  ist, 

so  kann  man  in  y\\  dieselben  Umformungen  vornehmen,  wie 

früher  mit  M\  und  (*,)2*T,  stellt  sich  als  eine  Determinante 

dar,  die  aus  V,  gewonnen  wird,  wenn  man  darin  das  System 

tt'p*  durch  z*,  r-  ersetzt.  Ks  sind  daher  die  Integral  Systeme 

linear  unabhängig. 

Verändert  man  die  Indices  des  /<*,  p*,  indem  man,  falls  # 

nicht  schon  zwei  sein  sollte,  dasselbe  mit  zwei  vertauscht,  so 

bilden 

5»,      s«  rs;  «»  v{.  .  .«=«-•,  p2*->;  u-\  y" 

ein  Fundamentalsystem,  in  dem  das  erste  System  zu  allen 

nachfolgenden  bis  auf  das  letzte,  das  zweite  zu  allen  übrigen 

mit  Ausnahme  des  vorletzten  conjugirt  ist.  Die  Determinante 

dieses  Fundamentalsystems  lässt  sich  als  ein  Product  aus 

ty(zl,  rx\  ir",  ,o-")2,j>(c-,  r-\  //'-" j»2"-1)*  in  eine  Determinante 

2(lf — 2)  Grades  T4  darstellen,  welche  aus  der  ursprünglichen  *If 

hervorgeht,  wenn  man  darin  die  Colonnen  und  Zeilen  unter- 

drückt, die  eines  der  Systeme  //',  p»1;  //'-,  f/-;  m2"-  fr"-1;  //-'",  (o2" 
enthalten. 

Es  ist  klar,  dass  dieses  Resultat  sich  auch  unmittelbar 

aus  obigem  Satze  in  Anwendung  auf  das  System 

z\  r%\  h8,  p*.  .  .M2np2M 

hätte  ableiten  lassen  und  dass  diese  Überlegungen  noch  <// — 2)- 

mal  sich  wiederholen  lassen.  Man  gelangt  so  zu  folgendem 

Ergebnisse: 
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Aus  einem  Kundamentalsystem  des  accessori- 

schen  Systems  linearer  Differentialgleichungen  lässt 

sich  stets  ein  Fundamentalsystem 

ableiten,  in  dem  die  ;/  letzten  Integralsysteme  auch 

dem  ursprünglichen  Fundame ntalsysteme  angehören 

und  jedes  der  n  ersten  Integralsysteme  z'r'  zu  allen 

übrigen  conjugirt  ist  bis  auf  z2t'~~ V~ t>f8«-{/— i)f  zu  dem 

es  nicht  conjugirt  ist.  Die  Determinante  des  neuen 

Fundamental  Systems  ist  gleich  dem  Pro  du  et  c 

Das  erhaltene  Fundamentalsystem  kann  man  aber  noch 

weiter  spccialisiren  in  ein  anderes,  in  dem  auch  jedes  der 

;/  letzten  Integralsysteme,  z.  B.  p*+*,  zu  allen  übrigen 

conjugirt  ist  mit  Ausnahme  von  cM+1~*t  f^-M-*  Fs  lässt  sich 

nämlich  in  obigem  Fundamentalsysteme  das  System  s***  r"  +  i~ durch 

%lzl-\-*iz*+  .  .  .  +  *l!z"  +  *zz"<-t;  s,;1 -i-a^r2 .  .  .  -*-«„#*"+«*•?"«•* 

ersetzen,  wo  die  a,  ap  a„  unbestimmte  Constanten  bedeuten 

und  den  .  .r",  z'!il\  r\  v- .  .  . ;    r"+*  derselbe  untere  Index 

beizusetzen  ist  als  dem  betreffenden  Gliede  des  Integralsyslems 

zn+k,  r"  +  t  —  ohne  seine  im  Satze  angeführten  Eigenschaften 

zu  zerstören,  dass jedes  der  ;/  ersten  Systeme  zu  allen  übrigen, 

mit  Ausnahme  eines  einzigen,  conjugirt  ist. 

Über  die  a.  7, .  .  .  a,.  kann  man  nun  so  verfügen.  dass. 

wenn  mit  r.  r  das  neue  Integralsystem  bezeichnet  wird,  das- 

selbe den  Gleichungen  genügt: 

$(r,  r;  z\  r*)  =  %${z»+*,  rM+*;  z'\  ri)+ai^(zl,  r»;  c',  H)+  •  . . 

.  .  . +a(1<}(r",  r»;  z\  ;")  =  0  (1) 

für  i  -  |.  2.  .  .«—*,        +     .  .2«  und 

r:         *  41  0, 

denn  für  /  rr  1,2..  1/ — k,  11 — k+2 .  . .  11  sind  die  Gleichungen  (1 ) 

in  Folge  der  Eigenschaft  der  z\  rl\  z-,  r-.  .  .z",  r"  erfüllt  und 

die  a.  %t .  .  .  «„  haben  also  nur  noch  die  (1/  H- 1)  Gleichungen 

igle 
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r"  +  *;  c',  rO  +  *!»-;.^(r-M-,f\  r2»         t',  >")  =  0 

(/  =  ;/  -+- 1  .  .  .  2  u) 

zu  befriedigen.  Da  •J>(V,+*  r"^*;  r"  ,.«♦!-*)  -j-  q  ist,  s<> 
lässt  sich  die  erste  Bedingung  immer  erfüllen,  und  da  auch 

r-''-'  +  1;  z\  #•')  4=  0  ist,  so^  lassen  sich  auch  die 

%vXi..  .  a„  aus  den  übrigen  (Bleichlingen  berechnen.  Die  Deter- 

minante M*  des  Systems 

~1    .-1        »ii    .-Ii  •  »rt-fl   ««'i  +  l        -n  f  fr-  I    «-»I  +■  A*  —  1.  .. ,  »        »  •  •  *  ,  »  ,  i ,  #  , 

-ntl'  t  I   «-ii-t-fr  +  l        ~2  h  n 

ist  dann 

r«;  r-".  r- »)-...         1  *,  r"  +  1      V,  rr...'\{z\  r":  z'<  +  \  r"  +  1)* 

und  somit  von  Null  verschieden.  Daher  bilden  diese  'In  Integral- 

systeme ein  Fundamentalsystem  und  man  findet  so  den  Satz: 

Es  bestehen  Fundamentalsysteme,  i  n  deren  jedem 

die  einzelnen  I  n  tcgralsy  stem  e  einander  derart  paar- 

weise zugeordnet  sind,  dass  jedes  zu  allen  übrigen 

Integralsystemen  mit  Ausnahme  seines  zugeordneten 

Intcgralsystems  conjugirt  ist.  Ein  solches  Funda- 

mentalsystem soll  ein  in volutorisches  heissen. 

2.  Wegen  späterer  Anwendung  soll  hier  noch  die  Aufgabe 

gelöst  werden : 

Aus  zwei  conjugirten  Systemen,  die  ein  Funda- 

mentalsystem bilden,  durch  lineare  Transformation 

des  einen,  während  das  andere  ungeändert  bleibt,  ein 

involutorische s  Fundamentalsystem  zu  bilden. 

Ist 

//',       //-'.  o'.  .  j>" 
das  eine. 

v\  rl;  r-,  r-\  .  .r'\  r" 

das  andere  conjugtrte  System,  so  bilde  man  aus  letzterem  das 

conjugirte  System 

~i   a>i  •  -j  J?i  /•>" 

WO 

Zl  zzz  %V* 



1308  G.  v.  Eschcrich, 

gesetzt  wurde  und  die  einzelnen  Glieder  durch  Anfügen  des 

gemeinsamen  unteren  Zeigers  hieraus  erhalten  werden.  Die 

»*  unbekannten  Grössen 

Ol         Ol  0;i  0» 
Hi  •  ■  •  »Pt  *  '  •§?• 

bestimme  man  aus  den  Gleichungen 

4.(2?»  Rb:  «\  pO  =  0,  Ä*-» f>0  =1=  0 

oder 

«  > 

V  R«^,  r>  ;      pO  =  0  J 

x=i  [  *  =  J,  2..  .//—/,  11  +  2— /.  . 

i  =  1,2.. .*/, 

> .= 1 

wo  eine  willkürliche,  aber  von  Null  verschiedene  Grösse  ist. 

Fasst  man  die  n  Gleichungen  zusammen,  wo  die  ß  denselben 

oberen  Index  k  haben,  so  ergibt  sich,  wenn  die  Determinante 

des  Gleichungssystems  mit  yV  und  darin  die  Subdeterminante 

von  «Ku*  r*;      p')  mit  ll\  <  bezeichnet  wird, 

»-Hl-* 

da  *T  zugleich  die  Determinante  M*  des  vorgelegten  Funda- 
mentalsystems und  daher  nicht  Null  ist.  Da  die  Determinante 

V  _t_  0102         0;i  —  r  r  -  {W\n—2 

nicht  Null  ist,  so  bilden  daher  erstens  die 

~1    Dt>    -2    t>2         .11  Du 

WO 

*   —      q«      /  1  *.  «4-1 
>  - 1 

Digitized  by  Google 
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und  die  cv  c2.  .  .c„  willkürlich  sind,  ein  conjugirtes  System,  und 

zweitens  mit 

Ii1,  p»1;  u-,  p2. .  ,unpn 

ein  involutorisches  Fundamentalsystem. 

3.  Mit  Hilfe  solcher  involutorischer  Fundamentalsysteme 

erhält  das  früher  gestellte  Problem: 

Alle  conjugirten  Systeme  anzugeben, 

eine  besonders  einfache  Form,  aus  der  unmittelbar  seine  Lösung 

.  hervorgeht. 

Sind 

n\  p*;i#»  f/*...f|2»,  p2« 

die  Glieder  eines  Fundamentalsystems,  so  lässt  sich  v[  eines 

jeden  anderen  Integralsystems  t>'V  durch 

n 

darstellen  und  analog  p*  des  Systems  u*  r*  durch 

0*  =  V 

wo  die  a  constante  Grössen  sind.  Diese  beiden  Systeme  sind 

dann  und  nur  dann  zu  einander  conjugirt,  wenn 

<\{v\  t";  v',  rk)  —  0 

ist,  d.  h.  wenn  die  Grössen  %'  und  «*  der  Gleichung 

52» 

V   aja»<|»(l|T  pT;  /,*,;;•)  -  0 

genügen.  Es  werden  daher  )/  Integralsysteme 

dann  und  nur  dann  ein  conjugirtes  System  bilden,  wenn  die 

zugehörigen 

Digitized  by  Google 
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a-,  ar, .  .  .  a*„ 

die  —  »(«  —  1)  Gleichungen 

r'  ;  vK  r*)  =  0       £,  *  =  1,  2. . .// 

oder 

V  a»aj^(«i,  pi;  W,  p)  =  0        f,  *  =  1 .  2  .  .  .  // 

befriedigen. 

Ist  nun  das  Fundamentalsystem  involutorisch  und  sind 

//'.  f/  und  //'-'" r,_',  immer  für  /  —  1,2...«  einander 
zugeordnet,  so  fallen  in  den  obigen  Gleichungen  alle  Glieder 

weg,  wo  Y  +  v  -si  2//-r-l  ist,  und  sie  vereinfachen  sich  in 

/ ,     —  1 ,  2  • .  .  f  / . 

Eine  noch  einfachere  Gestalt  erhalten  dieselben,  wenn  man 

einführt,  wodurch  sie  in 

V  (*ia*— «fa.0  =  0       J  =  1.2...;/  (1) 

übergehen. 

Diese  Gleichungen,  die  auch  Glcbsch1  vermöge  partieller 

Differentialgleichungen  ableitete,  sollen  nun  nach  einer  Methode 

aufgelöst  werden,  die  in  der  Richtung  der  bisherigen  Betrach- 

tungsweise liegt. 

I  Journal  für  Math.,  UJ.  5(5. 
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Zunächst  zeigt  eine  kurze,  eigentlich  überflüssige  Über- 

legung, dass  von  den  2;/'-  Unbekannten  durch  die  '  n{n  —  1) 

Gleichungen  gerade  so  viele  Unbekannte  festgelegt  werden 

und  diese  also  als  Functionen  von  u*  +--«(»  + 1)  willkür- 

•_» 

liehen  Grössen  sich  darstellen  lassen  müssen. 

Sicht  man  nämlich  in  den  obigen  Gleichungen  (1)  die 

Grössen  x!,  a]  (v  zz  !,  2...«)  als  willkürliche  an,  so  geben  die 

nach  den  übrigen  linearen  Gleichungen,  in  denen  i  —  1  mit 

£=2,3...//  combinirt  wird,  (n  —  1)  der  Unbekannten,  mit 

verschiedenen  oberen  Zeigern  2,  3.  .  .//.  Nimmt  man  nun  /'  =  2, 
m>  sind  von  den  Grössen  mit  diesem  oberen  Zeiger  nur  mehr 

2;/  — 1  willkürlich.  Hält  man  sie  als  solche  fest  und  com- 

binirt in  dem  Gleichungssystem,  ähnlich  wie  früher,  i  =  2  mit 

k  —  3,  4 .  .  . //.  so  ergeben  sich  aus  dieser  Gruppe  von  linearen 

Gleichungen  (u — 2)  Unbekannte  mit  verschiedenen  oberen 

Zeigern  3,  4.  .  . //.  Von  den  Grössen  mit  dem  oberen  Index  3 

*«ind  jetzt  nur  mehr  2h — 2  willkürlich.  Sieht  man  «-ie  als 

solche  an,  so  gibt  die  Gruppe  der  linearen  Gleichungen  /  r=  3, 

k  —  4,  5... II  von  den  Unbekannten  mit  oberem  Zeiger  4,  5...// 

je  eine,  also  2n — 3.  Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtungen 

sieht  man,  dass  in  obigem  Gleichungssystem  2//  +  (2//  —  I )-f- ... 

...  +2« — (ii — 1)  rr  ii'-f-  -  -  M(«4-t)  Grössen  willkürlich  und 

1  -
 

1  +2+  .. .  -+-  (//  —  1)  =     >/(// —  I)  durch  diese  bestimmt  sind. 

Um  nun  diese  Abhängigkeit  darzustellen,  gehe  man  von 

der  Bemerkung  aus,  dass  ein  conjugirtes  System  seine  Eigen- 

schaft bei  linearer  Substitution  nicht  verliert.  Denn  sind 

v\  r1 ;  t-\  r- .  .  .  r\  rn 

die  Glieder  eines  conjugirten  Systems,  so  dass  also  immer 

;":  vk,  r*)  =  0 

ist  so  gelten  auch  für  die  linearen  Substitutionen 

n  n  n  n  n  n 
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WO  also 

pi    Ol  01 
»  Hjf  •  •  P« 

pa  rsi  o-j 

0»    O«  0« 

Pi  ,  f.»  •  •  •  t^u 

die  Substitutionscoefficienten  sind,  die  analogen  Gleichungen 

y  ßiPf+(^i  r*;  r\  r*
)  s  0. 

Hieraus  folgt: 

Genügen  die  ;/  Systeme 

/  =  1,  2.  . 

den  obigen  Gleichungen  (l),  so  genügen  ihnen  auch  die  Systeme 

;j  »i  u  ti  n  n 

r=l  r^l  r»1  r=l  r- 1  ,=| 

rr  1,2...», 

wo  die  ft,  3*.  . .?;»  willkürliche  Grössen  bedeuten. 

In  der  That  befriedigen  auch  diese  Grössen,  wie  man  sich 

direct  durch  Einsetzen  überzeugt,  die  obigen  Gleichungen. 

Zählt  man  nun  alle  conjugirten  Systeme,  die  durch  lineare 

Substitutionen  auf  die  obige  Art  aus  einander  hervorgehen,  zur 

selben  Gruppe,  so  handelt  es  sich  nur  mehr,  die  Repräsentanten 

dieser  einzelnen  Gruppen  aufzusuchen,  deren  allgemeiner  Typus 

nach  den  vorgenommenen  Überlegungen  also  -  n(jt  +  \)  will- 

kürliche  Grössen  enthalten  wird.  Da  nun  die  2n*  Unbekannten, 

wie  sich  eben  zeigte,  linear  von  n-  willkürlichen  Grössen 

abhängen,  so  kann  man  diese  benützen,  um  entweder  den 

o^. .  .a(,  oder  den  a\,  dir  .  .a'tt,  wo  /  die  YVerthe  1,2...»  zu 
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durchlaufen  hat,  specielle  Werthe  zu  ertheilen.  Gibt  man  etwa 

dem  ersteren  Grössensystem  die  Werthe 

*<k  —  0  für  /  z£  k 

-  1    »    l  =  *, 

so  ergeben  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  (1 )  für  das  zweite 

Grössensystem  bloss  die  Bedingungen 

a*  =  a\. 

Setzt  man  also 

so  constituiren  die  ;/  linear  unabhängigen  Integralsysteme 

"  k  ■'■  i: 

V*   =  Uk  -+•  V   £2.f<2«-l-v.  ̂   _  &*+  V  — '  02»4-l-v 

=  1  .  ̂   l 

£  J      ,  0  =  1 ,  2 . . .  n 

ja  I  a  —  1 .  2 . .  . , 

wo  die  t/*'  ganz  willkürlich  sind  und  nur  der  Bedingung a*  =  a* 

genügen,  ein  conjugirtes  System.  Da  die  (Glieder  dieses  Systems 

somit  von  —  n(u  -+■  1)  Constanten  abhängen,  so  stellen  sie  nach 

den  vorangegangenen  Bemerkungen  den  allgemeinen  Gruppen- 

typus der  conjugirten  Systeme  dar.  Gibt  man  den  a*  Werthe, 

die  den  Bedingungen  entsprechen,  so  liefern  sie  ein  conjugirtes 

System,  und  die  Gesammtheit  aller,  welche  aus  ihm  durch 

lineare  Substitutionen  obiger  Art  gewonnen  werden,  bilden 

dann  seine  Gruppe. 

Dieser  Begriff  wird  demnach  nur  dann  ein  wohl  begrenzter 

sein,  wenn  sich  zeigen  lässt,  dass  die  so  erhaltenen  Gruppen 

sich  nicht  vermischen  können,  wenn  also  nicht  conjugirte 

Systeme  der  einen  Gruppe  durch  lineare  Transformationen  der 

angegebenen  Art  sich  in  solche  einer  anderen  Gruppe  über- 

führen lassen. 

Bilden  die  ak  ein  beliebiges  Werthsystem,  in  dem  a)  ~  a[ 

ist,  so  -teilen 

Sitzb.  d.  m.ithcm.-naturw.  Cl.;  CVII.  Bd.,  Abth.  II.  a.  s" 
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^  [  =  1.  Ii
.  .  .;/ 

mit  den  zugehörigen  Zweiten  Gliedern  den  Repräsentanten 

einer  Gruppe  conjugirter  Systeme  dar.  Die  Glieder  der  Gruppe 

werden  aus 

fl2«  +  i  < 

erhalten,  wenn  man  den  n*  Grössen 

r 

>,  = 1 
« = i 

alle  Werthe  ertheilt,  für  welche  ihre  Determinante  nicht  Null 

ist,  welche  einschränkende  Bedingung  deshalb  erforderlich 

ist,  weil  die  Integralsysteme  eines  conjugirten  Systems  linea- 

unabhängig  sein  müssen. 

Nimmt  man  statt  dera*  ein  anderes  gleichartiges  Grössen- 

system  c^,  wo  also  nicht  durchgängig  ak{  —  rf  sein  soll,  und 
statt  der  Grössen  a  ein  anderes  Werthesystem 

Vi  i  Vi •  •  •  V« 

VI  -  V  ■  ■  ■  'i 7 

..II  „II 

mit  nicht  verschwindender  Determinante,  so  bilden 
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mit  den  zugehörigen  zweiten  Gliedern  ein  conjugirtes  System 

einer  zweiten  Gruppe.  Liesse  sich  nun  ein  System  dieser 

Gruppe  in  eines  der  ersten  linear  transformiren,  so  müssten 

Grössen  a  und  7  bestehen,  wofür 

*  I 
,X     —  H 

=  1.2...;/ 

oder 

*  1 

„>  +  V 

v  =  l 

V  * 

tt}  -4-  \    --—  f|2«+l— « 

wird.  Da  die 

|=:1,2..  .;/ 

n\  p1;  11«  p*.  .  «-",  p2« 

linear  unabhängig  sind,  so  wäre  dann 

a*  ==  7*  und 
).=  1 

kl 

v 

oder 

V  (ai _<*)«{  =  0 
>  1 

*  •  =  I,  2.  ..«. 

V  1 

Diese  Gleichungen  hätten  wegen 

zur  Folge 

1  d=  y  \    •  •  • dz  0 

</t'  z=  c'; 
X  1 

v  I 

=  1,2...«. 

was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

S7* 
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Die  bisherigen  Betrachtungen  führen  somit  zu  der  Er- 

kenntniss: 

Bilden  die  Integral  Systeme 

»Sp1;**,  p«...«2»  p2« 

ein  involutorisehes  Fundamentalsystem,  so  liefert 

jedes  System  von  ;/-  Grössen  a*,  in  dem 
d*  =  a\ 

ist.  ein  conjugirtes  Integralsystem 

r»=«;+ V  £  «;»-'-:  r*  =  p*+V-±*  ?;•+'- 
,1  v  -  1 

kl  _     0  *  =  1,  2.  . .// 

ji  J  ~~  ;j.  =  1 .  '1 .  .  .  w. 
\v  e  n  n 

=  <<<{n\  p»;  r;-»r>-v) 

gesetzt  wird.  Jedes  einzelne  dieser  conjugirten 

Systeme  kann  als  Repräsentant  einer  Gruppe  con- 

jugirter  Systeme  betrachtet  werden,  deren  Glieder 

alle  linearen  Transformationen  mit  nicht  verschwin- 

dender Determinante  der  Integralsysteme  des  Reprä- 

sentanten enthalten. 

Diese  Gruppen  umfassen  die  gesammlen  con- 

jugirten Systeme,  und  jedes  derselben  ordnet  sich 

eine r,  a b e r  n u r  e i n  e r  Gruppe  ein. 

XVI. 

1.  l  'nter  den  conjugirten  Systemen  besitzen  für  die  weiteren 
Untersuchungen  diejenigen 

//»,  fr1;  w*       .  .//".  ;," 

ein  besonderes  Interesse,  deren  Determinante 

an  einer  Stelle  des  Inlegrationsintervalls  verschwindet.  Da  die 

Determinanten  der  conjugirten  Systeme,  die  zur  selben  Gruppe 
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gehören,  nur  um  constante  Grössen,  die  nicht  Null  sind,  sich 

unterscheiden,  so  werden  an  derselben  Stelle  die  Determinanten 

aller  conjugirten  Systeme  der  Gruppe  zugleich  verschwinden 

oder  nicht  verschwinden. 

Zu  diesen  conjugirten  Systemen  gehören  auch 

jene  speciellen,  deren  sümmtliche  Kiemente  //;.  an  der- 

selben Stelle  verschwinden  und  die  der  betreffenden 

Stelle  oder  dem  betreffenden  l'un Ute  conjugirt  genannt 
werden  sollen. 

Die  Herstellung  der  einzelnen  Integralsysteme  aus  An- 

fangselementen littst  sofort  die  Kxistenz  solcher  einem  belie- 

bigen Punkte  conjugirter  Systeme,  in  denen  keines  der  einzelnen 

Integralsysteme  lauter  identisch  v  erschwindende  (  Wieder  besitzt, 

erkennen,  denn  man  kann  die  Anlang^elemente  so  wählen,  dass 

die  Satze  in  IX  erfüllt  sind. 

Man  erhält  aber  die  dem  Punkte  ;  conjugirten  Systeme  am 

einfachsten,  indem  man  von  einem  Kundamentalsystetn 

«  ,  i  ,  ,  ,  »  ....  ,/ 

ausgeht  und  daraus  //  Systeme 

in 

«i  =  V  atj  r! 

'  '  -  1  *  u 

bildet,  in  denen  die  i!k  den  //-'  Bedingungsgleichungen 

genügen,  wenn  (Ct>=  den  Werth  bedeutet,  den  :[  im  Punkte  4 

annimmt.  Diese  Gleichungen  kann  man  in  ;/  Gruppen  zu  je  ;/ 

zusammenfassen,  in  deren  jeder  /  denselben  Werth  besitzt.  In 

jeder  einzelnen  Gruppe  lassen  sich  ;/  der  Unbekannten 
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durch  dieselben  //  anderen  linear  und  homogen  ausdrücken,  da 

in  der  Matrix 
-.1-2         •  -Jh 

"lf  "i  '1 -1     -.2  »2« 

..»««•■•.«•• 
~1  „2 

mindestens  eine  der  darin  enthaltenen  Determinanten  /;ten 

Grades  in  i  nicht  Null  sein  kann,  weil  sonst  die  2m  Integral- 

systeme 
-l  ~2    ,-•-»        ~'J/i  r'2n •*  )  '    *  "  j  '    •  •  •* 

nicht  linear  unabhängig  sein  könnten. 

Ist  etwa  I  ±z\z*.  •  eme  s°lche  nicht  verschwindende 

Determinante  und  wäre  in  jeder  der  Gleichungen 

M  M 

/ .  =  1  >.  =  1 

&  ~  1 ,  2 . . .  u 

die  rechte  Seite  für  alle  Systeme  der  *j •  •«.',„  gleich 

Null,  so  müsste  (*J+X>4  =  0  für  K  k  =  1,  2.  .  .«  und  z£+\  rJ+>; 

J'J!"*"2. .  -  z-",  r2™  (k  —  1,2..  .«)  würde  das  gesuchte  System 

sein.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ergeben  sich  die  aj,  «J...a'B 

aus  den  Gleichungen  als  homogene  lineare  Functionen  der 

a'    ...  .«£  ,  die  nicht  sämmtlich  Null  sein  können. 

Jeder  derartigen  Bestimmung  der  a*  für  welche  nicht 

sämmtliche  Determinanten  n^n  Grades  der  Matrix 

 *i» 

1      -  2  ii 

I       **n  aü 

verschwinden,  entspricht  dann  nach  <X»  ein  conjugirtes  Sy>tem. 

das  also  dem  Punkte  ;  zugehört.  Aus  einem  derselben  ergeben 

sich  alle  anderen  durch  lineare  Transformation. 

Ist  nun 

n\      u\      •  .u",  p" 
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dem  Punkte  ;  conjugirt  und  bilden  die  2//  Systeme 

ein  Kundamentalsystem,  s<>  kann 

i  ±       «r   •  .//•■"
 

in  ;  nicht  verschwinden.  Ist  hingegen  i».  r  ein  Integralsystem, 

de— en  sämmtliche  Glieder  rv  i\,  in  ;  verschwinden.  so 

mii^cn  die  a,.  i, .  .  .z«u  in 

Sa 

den  ;/  Bedingungen 

V  a,lf>.(«;">).  =  0 >  -r  i 

r  =  1.2...« 

genügen,  d.  h.  es  ist 

»„  . ,  =  0 

lür  /.  =  1.2...  //. 

Verschwinden  die  Glieder  rr  r,.  ..VH  eines  Integral- 

Systems  r.  r  in  ;  und  bilden 

ein  zu  ;  conjugirtes  System,  so  ist 

> .  - 1 

Und  umgekehrt. 

Es  sind  somit  alle  demselben  Punkte  conjugirten 

Systeme  lineare  Substitutionen  von  einander  und 

bilden  eine  Gruppe  conjugirter  Systeme,  welche  die 

dem  Punkte  zugehörige  Gruppe  genannt  werden  soll. 

Die  Determinante  eines  solchen  dem  Punkte  ;  conjugirten 

Systems 

1     «J«:. . .«!!, 
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die  in  der  Folge  mit  A(.v,  i)  bezeichnet  werde,  ist  also  das  Pro 

duct  der  beiden  Matrices 

•* 

-1 ' 

~I  •  •  ■ 

'  •  '  '1 

ff  «  *  M 

71  a1 

1 '  3 

7"  7" 

7-'.
' 

und  kann  auch  aus  dem  Producte  der  Determinante 

mit  der  Determinante 

*     •        *  4 

^1  -'-*  H 
•II,  •  •  •.  »|, 

a1
 

i  • 

«;  

•> 

*?, 

7"
 

1  * 

7.','  

I 
=  Ä, 

Vi 

i   1<r  1r; 

1*2  u 

wo  die  j5J,  .  willkürliche  Grössen  sind,  erhalten  werden, 

denn  es  i>t 
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Da  die  (2;/2)  Grössen  ßi,  £J...ß"„  so  gewählt  werden 
können,  dass  sowohl  13,  als  auch  die  Determinante  an  zweiter 

Stelle  rechts,  die  das  Product  zweier  Matrices  ist,  nicht  Null 

sind,  so  erkennt  man: 

Die  Determinante  des  conjugirten  Systems  und  Z 

unterscheiden  sich  bloss  um  einen  constanten  Factor, 

der  nicht  Null  ist. 

2.  Von  Wichtigkeit  für  die  weiteren  Untersuchungen  ist 

es,  festzustellen,  dass  stets  conjugirte  Systeme  bestehen,  deren 

Determinante  in  einem  angenommenen  Punkte  des  Integrations- 

Intervalles  nicht  verschwindet. 

Ist  ;  eine  gegebene  Stelle,  so  muss  jedes  conjugirte  System, 

dessen  Determinante  in  s  verschwindet,  einer  Gruppe  ange- 

hören, die  conjugirte  Systeme  mit  mindestens  einem  in  ;  ver- 

schwindenden Integralsysteme  besitzt.  Denn  ist 

v\  r';  v-,  r2:.  .  .r",  r" 

dieses  conjugirte  Sy  stem,  wofür  Srfct>jt>S.  .  .  rjj  in  j  Null  ist,  so 

lassen  sich  stets  //  Grössen  ap  %, .  .  .  a„  bestimmen,  welche  den 

;/  Gleichungen  genügen: 

a1(«'})*+S(l'f);-+*-  •  .+«1,(^)4  =  0 

«iO'Ii)i  +  as(l'5");+  •  -.+««(»!)«  =  0. 

Hieraus  folgt: 

Es  gibt  in  der  Gruppe,  der  das  conjugirte  System  mit  in  ; 

verschwindender  Determinante  angehört,  mindestens  eines,  das 

mit  einem  conjugirten  Systeme  des  Punktes  ;  mindestens  ein 

Integralsystem  gemeinsam  hat. 

Und  umgekehrt: 

Verschwindet  die  Determinante  eines  conjugirten  Systems 

in  i  nicht,  so  gibt  es  in  seiner  Gruppe  kein  conjugirtes  System, 

das  mit  einem  zu  i  gehörigen  ein  Integralsystem  gemeinsam 

hatte. 

Digitized  by  Google 



1322 G.  v.  Eschcrich, 

Sonach: 

Die  Determinante  eines  conjugirten  Systems  ver- 

schwindet dann  und  nur  dann  in  einem  Punkte  des 

Integration s-Intervalles,  wenn  seine  Gruppe  min- 

destens ein  conjugirtes  System  enthalt,  das  mit  dem 

des  Punktes  mindestens  ein  Integralsystem  gemein- 

sam hat. 

Sind  daher  nach  (XV,  2): 

N 

V 

>.=  1  L 

a>  .1 

I 
V 

n  l 

—  1,2...;/ 

)  0) 

i  =  l ,  2 . . .  m 

k  —  1 .  2 ...  ;r 

die  Glieder  eines  conjugirten  Systems,  das  zur  Gruppe  des 

obigen  gehört,  und  stellen 

=  9*+  v  4 

V  =  1 

=  1,2.  .  .// 

1     ̂  =  ̂ 1^ 

/  —  1 ,  — .  . .  in 

k—  1,2.  . 

den  Repräsenten  der  dem  Punkte  i  zugeordneten  Gruppe  dar. 

so  verschwindet  also  die  Determinante 

v  _4_  .,1  ,,2 -  =2=  lxt  V2.  .  .  lH 

dann  und  nur  dann  in     wenn  ein  Grössensystem 

■'•j  •  ■    •    •  **J|  i       •    •  *j  y  •   •  • 

von  nicht  verschwindender  Determinante  I±a|a-..  .a;;  besteht, 

so  zwar,  dass  das  conjugirte  System  (1)  mit  einem  conjugirten 

System  der  Gruppe  <2i  ein  Integralsystem  gemeinsam  hat.  Dies 

Digitized  byJjfcgU 
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ist  aber  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  die  conjugirten 

Systeme  ( 1 )  und  (2)  linear  von  einander  abhängen,  was  wiederum 

nach  (XIV,  2)  dann  und  nur  dann  eintritt,  wenn  die  Deter- 

minante *F  beider  Systeme  verschwindet. 

Nun  ist 

und  wegen 

ist 

r*;  v\  n  =         £*;  V\  /?'•)  =  0 

:<  -  ! 
daher  schrumpft  die  Determinante  V  zusammen  auf  das 

Quadrat  der  Determinante 

m  (i  n 

u  =  i 

H  =  l 

N  »1 

..(*?■ 

.•(<■ 

-4) 
-c;) 

7i.
 

*j  - 

2 

<?);  (öS— •  •  M- 

-c'D 

*i  ■ 

»" 

Da  in  diesem  Producte  der  zweite  Factor  nicht  Null  ist,  so 

wird,  wenn  auch  der  erste  nicht  Null  ist,  *T  selbst  nicht  Null 

sein  und  also  dann  die  Determinante 

v 

in  ;  nicht  verschwinden. 
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Da  mit  dem  Punkte  ;  auch  die 

A      .1  -l  .         c n      -n  £n 
1 '    i    '  •*'»»•  ■      1  '    J  •  *      f J 

bekannt  sind,  so  kann  man  unendlich  viele  Grössensysteme 

bestimmen,  für  welche  auch  der  erste  Factor  nicht  verschwindet. 

Man  erkennt  hieraus: 

Es  exi stiren  stets  unendlich  viele  conjugirte 

Systeme,  deren  jedes  eine  Determinante  besitzt, 

welche  an  einer  beliebig  angenommenen  Stelle  des 

Integrations-Intervalls  nicht  verschwindet. 

Die  Betrachtungen  zeigen  zugleich,  dass  der  Satz  nicht 

auf  eine  Stelle  beschränkt  ist,  man  kann  ihn  aber  auch  nach 

anderer  Richtung  noch  ausdehnen. 

Sind 

*  V 

>.:=1  l  v=l 
i  I K  (3J 

i  =  1,2...// 

sammt  den  zugehörigen  r  die  Glieder  eines  dritten  conjugirten 

Systems,  so  lassen  sich  die 

derart  wählen,  dass  dieselben  weder  die  Determinante  M*  der 

Systeme  (1)  und  (3),  noch  von  (2)  und  (3)  zu  Null  machen. 

Man  erkennt  dies  am  deutlichsten,  wenn  man 

b\.  =  0  für  /  =(=  k  und  b[  =  b  für  i  =  1,  2.  .  .// 

setzt,  denn  dann  ist  /»,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  nur  so 

zu  wählen,  dass  es  keiner  der  beiden  Gleichungen 

a\—l\  a\.  .  .al  c\—b.  q.  .  .ci 

;;;;;;;;;;;;;;;  1  =  0;  ;;;;;;;;;;;;;;  =o 

I  ai,     af,. .  .ii»— b  I  rj,     r*. .  .£*— b 
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genügt.  Das  dritte  conjugirte  System,  das  diesen  Werthen  der  b 

entspricht,  hat  dann  weder  mit  dem  conjugirten  System  (1), 

noch  (3)  ein  Integralsystem  gemeinsam,  was  man  durch  den 

Satz  ausdrücken  hann: 

Zu  einem  conjugirten  System  lassen  sich  immer 

andere  conjugirte  Systeme  finden,  deren  jedes  mit 

dem  erster en  ein  F u n d a m e n t a  1  s y s t e m  bildet  und  eine 

Determinante  besitzt,  die  in  einem  beliebig  ange- 

nommenen Punkte  des  Integrationsintervalls  nicht 

verschwindet. 

3.  Diese  Bemerkung  in  Verbindung  mit  der  am  Schlüsse 

von  (XV,  1)  gelösten  Autgabe  ermöglicht  es  auch,  in  einfacher 

Weise  festzustellen,  dass  die  Formel  (2)  in  (XI,  1)  und  somit 

auch  die  daraus  fliessende  fundamentale  (9)  in  (XI,  1),  welche 

nur  unter  der  Voraussetzung  erhalten  wurden,  dass  die  Deter- 

minante 

V  -  //-'.  ..//«) 

an  der  betreffenden  Stelle  nicht  verschwinde,  hievon  unab- 

hängig sind.  Ks  genügt,  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung 

für  die  erstere  der  beiden  Formeln  nachzuweisen,  da  für  die 

Ableitung  der  zweiten  aus  ihr  der  Umstand,  ob  V  verschwindet 

oder  nicht,  gleichgültig  ist.  Sie  ist  nun  unmittelbar  einleuchtend 

für  den  Fall  einer  isolirten  Nullstelle,  lässt  sich  aber  auch  all- 

gemein darthun. 

Ist  ;  eine  Stelle,  an  der  die  Determinante  V  des  conjugirten 

Systems 

M\  o1;  /,-.  o-... ;/".  o"  (I) 

verschwindet,  so  gibt  es,  wie  eben  in  {'!)  gezeigt  wurde,  con- 

jugirte Systeme,  deren  Determinante  in  i  nicht  Null  ist  und 

deren  jedes  zusammen  mit  ihm  ein  Fundamentalsystem  bildet. 

Durch  lineare  Transformation  dieses  zweiten  Systems  kann 

man  daraus  nach  <X\\  L'i  ein  neues  conjugirtes  System 

v\       r-\  r- .  .  .  r".  r" 

ableiten,  das  mit  dem  ersteren  (1)  ein  involutorisches  Funda- 

mentalsystem bildet,  in  dem  je  zwei  Integralsysteme 

//',  '/  und  v"^~'\  r"+'  -  ' 
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einander  zugeordnet  sind.  Man  erkennt  nun  leicht  (s.  XIX»,  da*s 

die  Integralsysteme 

n 1  + 1-,  v",  «i1 +f ,  r" ;  //- h- r.,r"-  \  ,o*+*tr«  ~!... «"+  c„f  *,  p"  H- er1,  (2) 

wo  die  cr  ra .  .  .  c„  beliebige  Constante  sind,  wieder  ein  con- 

jugirtes  System  bilden. 

Seine  Determinante 

A(«l+r,r",  tt-  +  LY>"  1 .  .  . u"+c„vl)  (3.1 

kann  an  der  Stelle  ;  nicht  für  alle  Werthsysteme  cl,ci,,.c„ 

verschwinden,  da  sonst  auch  v-.  .  . v")  in  i  Null  '-ein 

müsste.  Ks  gibt  also  ein  Werthsystem 

.v  ~  ,;,      ~  t*(  |      ~  i\, .  .  .  <.*„  rr:  t"H ,  (4 ) 

für  welches  obige  Determinante  (3)  nicht  Null  ist,  und  somit 

besteht  wegen  der  Stetigkeit  dieser  Function  bezüglich  aller 

Grössen  x,cvc2...c„  eine  Umgebung  der  Stelle  (4).  in  der 

die  Determinante  (3)  nicht  verschwindet.  Für  das  conjugirte 

System  (2)  gilt  also  bezüglich  aller  x  und  cv  ct.  .  .c„,  die  dieser 

Umgebung  angehören,  die  Formel  (2)  in  (XI,  1).  Aus  ihrer  Ent- 

wicklung nach  den  Grössen  cv  c, . .  .c„  folgt  dann  unmittelbar, 

dass  sie  auch  für  das  System  (1 )  an  der  Nullstelle  £  (und  über- 

dies auch  noch  in  einer  gewissen  Umgebung  derselben)  gilt. 

Man  gelangt  also  zu  dem  für  die  Folge  überaus  wichtigen 

Resultate: 

Die  Formel  (ü)  in  (XI.  2)  behalt  ihre  Geltung,  auch 

wenn  Al//1,  //-...  tt")  verschwindet. 
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XXV.  SITZUNG  VOM  1.  DECEMBER  1898. 

Erschienen:  Denkschriften,  66.  Band,  I.  Theil. 

Der  Vorsitzende,  Herr  Präsident  E.  Suess,  theilt  mit,  dass 

das  Bureau  der  kaiserlichen  Akademie  die  Ehre  hatte,  heute 

zur  Mittagsstunde  von  Sr.  kaiserl.  Hoheit  dem  durchlauchtigsten 

Curator  Herrn  Erzherzog  Rainer  empfangen  zu  werden,  um 

der  Huldigung  und  den  untertänigsten  Glückwünschen  der 

kaiserlichen  Akademie  aus  Anlass  der  Feier  der  50jährigen 

Regierung  Seiner  Majestät  des  Kaisers  Ausdruck  zu  geben. 

Se.  kaiserl.  Hoheit  versprach  gnädigst,  Seiner  Majestät  von 

diesem  Schritte  der  kaiserlichen  Akademie  Kenntniss  zu  geben. 

Von  dem  am  23.  November  erfolgten  Ableben  des 

wirklichen  Mitgliedes,  General-Secretärs  und  Secretärs 

der  philosophisch-historischen  Classe,  Hofrath  Professor 

DR-  ALFONS  HÜBER, 

wurde  in  der  Gesammtsitzung  vom  24.  November  bereits 

Mittheilung  gemacht  und  dem  Beileide  der  Akademiker 

durch  Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck  gegeben. 

Sitzb  d.  mathem.  naturw.  Cl. ;  CVII  Bd.,  Ahth.  II.  a. 

88 
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Se.  Eminenz  der  Cardinal-Fürst-Erzbischof  Gruscha  lade: 

zur  Theilnahme  an  dem  feierlichen  Hochamte  mit  Te  Deum  in 

der  Metropolitankirche  zu  St.  Stephan  am  2.  December,  als  dem 

Tage  des  50jährigen  Regierungsjubiläums  Seiner  k.  und  k. 

Apostolischen  Majestät,  ein. 

Der  Vorsitzende  spricht  dem  w. M.  Herrn  Prof.  Becke  für 

die  seit  der  Resignation  des  \v.  M.  Herrn  Hofrathes  Mach  über- 

nommene Stellvertretung  der  Secretärstelle  den  Dank  aus. 

Der  prov.  Secretär  legt  das  im  Auftrage  Sr.  k.  und  k. 

Hoheit  des  durchlauchtigsten  Herrn  Erzherzogs  Ludwig 

Salvator,  Ehrenmitgliedes  der  kaiserlichen  Akademie,  durch 

die  Buchdruckerei  H.  Mercy  in  Prag  eingesendete  Druckwerk 

»Ustica«  vor. 

Herr  Ingenieur  Fred.  Hesseigren  in  Turin  übersendet  ein 

Manuscript,  betitelt:  »Etüde  sur  la  Gamme  musicale  et 

ses  Intcrvalles  harmoniques,  Memoire  presente  a  l'Aca- 
demie  Imperiale  des  Sciences  de  Vtenne«. 

Herr  Prof.  Luigi  Cremona  in  Rom  dankt  für  seine  Wahl 

zum  ausländischen  correspondirenden  Mitgliede  dieser  Classe. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Dr.  L.  Schmarda  übersendet 

eine  Abhandlung  von  Prof.  Dr.  Alfred  Nalepa:  »Zur  Kennt- 

niss  der  Gattung  Eriophyes  Sieb.,  em.  Nal.« 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Dr.  F.  Lipp  ich  in  Prag  übersend  et 

eine  Abhandlung  von  Dr.  Egon  v.  Oppolzer,  betitelt:  »Die 

photographische  E x t i n c t i o n « . 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Dr.  R.  v.  Wettstein  übersendet  eine 

im  botanischen  Institute  der  deutschen  Universität  in  Prag 

ausgeführte  Arbeit  des  Herrn  P.  C.  A.  Fuchs,  betitelt:  »Unter- 

suchungen über  Cytisus  AdamU, 

Das  c.  KL  Herr  Prof.  H.  Molisch  in  Prag  übersendet  eine 

Arbeit  unter  dcnVTitcl:  »Botanische  Beobachtungen  auf 

Java.  IL  Abhandlung:  Die  Secretion  des  Palmweins  und 

ihre  Ursachen«. 
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Das  kv.  M.  Herr  Director  E.  Weiss  überreicht  eine  Abhand- 

lung: -Über  die  Berechnung  der  wahren  Anomalie  in 

stark  ex  cen  tri  sehen  Bahnen*. 

• 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 

zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Vogl,  Dr.  A.  K.:  Die  wichtigsten  vegetabilischen  Nahrung-  unü 

C'.enussmittel  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  mikro- 

skopischen Untersuchung  auf  ihre  Echtheit,  ihre  Verun- 

reinigungen und  Verfälschungen.  Wien  und  Leipzig,  1 808.  S". 

Nettl.  Dr.  Anton  Die  elektrolytische  Gewinnung  von  Ätz- 

natron. Atzkali  und  Chlorkalk.  Prag,  18'.»S.  8°. 

Schwab,  I*.  Kranz:  Beitrage  zur  Witterungskunde  von  Ober- 

österrcich  im  Jahre  1897.  Linz,  1808  8°. 

HS* 
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XXVI.  SITZUNG  VOM  9.  DECEMBER  1898. 

Das  k.  k.  Ministerium  für  Cultus  und  Unterricht  übermittelt 

den  VIII.  Band  des  im  Wege  des  k.  und  k.  Ministeriums  des 

Äussern  eingelangten  Werkes:  »Le  opere  di  Galileo  Galilei. 

Edizione  nazionale  sotto  gli  auspicii  di  Sua  Maestä  il  Re  d'Italia». 

Der  prov.  Secretär  bringt  einen  weiteren  Bericht  des 

w.  M.  Herrn  Prof.  D.  H.  Müller  über  die  südarabische  Expe- 

dition de  dato  21.  November  1.  J.  aus  Aden  zur  Kenntniss. 

Die  Herren  Regierungsrath  Dr.  J.  M.  Eder  und  E.  Valenta 

sprechen  für  die  ihnen  von  der  kaiserlichen  Akademie  bewilligte 

Subvention  von  200  fl.  behufs  Anschaffung  von  Materialien  zur 

Fortsetzung  ihrer  Arbeiten  über  das  Spectrum  des  Chlors  den 

Dank  aus. 

Das  w.  M.  Herr  Oberbergrath  Dr.  E.  v.  Mojsisovics  legt 

namens  der  Erdbeben-Commission  einen  Bericht  des  Erdbeben- 

Referenten  für  die  böhmischen  Gebiete  von  Böhmen,  Herrn 

Prof.  Dr.  J.  N.  Woldrich,  über  die  unterirdische  Detonation 

von  Melnik  in  Böhmen  vom  6.  April  1898  vor,  welcher  als 

IX.  Stück  der  Mittheilungen  der  akademischen  Erdbeben-Com- 

mission in  den  Sitzungsberichten  abgedruckt  werden  wird. 

Herr  Hofrath  Prof.  Dr.  Philipp  Knoll  übersendet  eine 

Arbeit  aus  dem  Institute  für  experimentelle  Pathologie  in  Prag 

von  Dr.  Rudolf  Funke  unter  dem  Titel:  »Über  die  Schwan- 

kungen des  Fettgehaltes  fettführender  Organe  im 

Kreisläufe  des  Jahres.  Eine  histologisch-biologische  Studie 

au  Amphibien  und  Reptilien.« 
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XXVII.  SITZUNG  VOM  15,  DECEMBER  1898. 

Der  prov.Secretär  bringt  einen  weiteren  Bericht  derllerren 

Graf  Landberg  und  Prof.  Dr.  H.  Müller  über  die  südarabische 

Expedition,  ddo.  27.  November  1.  J.,  ßal  Häf,  zur  Kenntniss. 

Die  Leitung  des  ärztlichen  Lesezimmers  des  k.  k. 

Allgemeinen  Krankenhauses  in  Wien  spricht  den  Dank  für  die 

Gewährung  ihres  Ansuchens  um  Betheilung  mit  den  Sitzungs- 

berichten (Abtheilung  U.b)  aus. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Dr.  G.  Haberlandt  in  Graz  über- 

sendet eine  Arbeit:  "Über  den  Entleerungsapparat  der 

inneren  Drüsen  einiger  Hutaceen«. 

Herr  Prot.  W.  Binder  in  Wien  übersendet  eine  Abhand- 

lung unter  dem  Titel:  »Über  das  quadratische  Contact- 

Theorem  höherer  Plancurven«. 

Das  vv.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  Dr.  E.  Mertens 

überreicht  eine  Abhandlung:  »Über  eine  Eigenschaft  dei 

Kiemann'schen  C-Eunction«. 

Das  w.  M.  Prof.  Franz  Exner  legt  die  14.  Mittheilung  der 

von  ihm  in  Gemeinschaft  mit  Herrn  Dr.  E.  Hasch ek  aus- 

geführten Untersuchung  über  die  ultravioletten  Funkenspectra 

der  Elemente  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Dr.  G.  v.  Escherich  legt  die  III.  Mit- 

theilung seiner  Abhandlung:  »Die  zweite  Variation  der 

einfachen  Integrale«  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Oberbergrath  Ed.  v.  Mojsisovics  verliest 

eine  die  südarabische  Expedition  betreffende  Mittheilung  des 

Herrn  Dr.  F.  Kossmat. 
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Herr  Dr.  Friedrich  Bidschof,  Assistent  an  der  k.  k  Uni- 

versitäts-Sternwarte zu  Wien,  macht  eine  Mittheilung  über  den 

Lauf  des  am  13.  August  1898  von  dem  Astronomen  der  Berliner 

-Urania«,  Herrn  G.  Witt,  auf  photographischem  Wege  ent- 

deckten Asteroiden  (433),  welcher  sich  innerhalb  der  Bahn  des 

Planeten  Mars  um  die  Sonne  bewegt. 

Herr  Dr.  Max  So.staric  legt  eine  im  pflanzenphysiologi- 

schen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien  ausgeführte  Arbeit, 

betitelt:  «Anatomische  Untersuchungen  über  den  Bau 

des  Stamm e s  der  S a  1  i c i n een«  vo r. 

Herr  Privatdocent  Dr.  Sigmund  Krankel  in  Wien  über- 

reicht eine  Arbeit  aus  dem  II.  chemischen  Universität-Labora- 

torium: »Über  die  Spaltungsproducte  des  Eiweisses 

bei  der  Verdauung  (II.  Mittheilung:  Über  die  Rein- 

darstellung der  sogenannten  Kohlehydratgruppe  des 

Ri  weisses)«. 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 

zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Beneden,  Edouard  van:  Les  Anthozoaires  de  la  »Plankton- 

Expedition«.  (Die  Anthozoen  der  Plankton-Expedition.) 

Avec  16  planches,  une  carte  et  59  figures  dan^  le  texte. 

Kiel  und  Leipzig,  1898:  8°. 
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Über  die  ultravioletten  Funkenspectra  der 

Elemente 

(XIV.  Mittheilung) 

(enthaltend  das  Spectrum  von  U) 
von 

Prof.  Franz  Exner.  \v.  M.  k.  Akad,  und  Dr.  E.  Haschek. 

XLI.  Uran. 

Das  Bogenspectrum  des  Uran  ist  bisher  ganz  unbekannt, 

das  Funkenspectrum  wurde  nur  in  kleinen  Partien  untersucht, 

und  zwar  zwischen  X  =  3000  -  -1000  AE.  vor  längerer  Zeit  von 

Lockyer1  und  zwischen  X  —  4000 — 1700  AE.  in  neuerer  Zeit 

von  Lohse.2  Beide  Beobachter  haben  nur  die  stärkeren  Linien 

gemessen. 

Wir  erzeugten  den  Funken  /.wischen  Stücken  geschmol- 

zenen Urans,  die  wir  der  Güte  des  Herrn  H.  Moissan  in  Paris 

verdanken.  Der  Funke  ist  weiss  und  sehr  hell,  so  dass  eine 

Expositionszeit  von  wenigen  Secunden  zur  Aufnahme  genügte. 

Das  Spectrum  ist  ungemein  linienreich,  doch  fehlen  charakte- 

ristische Linien  und  Liniengruppen  vollständig.  Alle  Linien  sind 

verhältnissmässig  schwach,  so  dass  Intensitäten  über  i  =  7 

nicht  vorkommen.  Auch  zeigt  sich  ein  schwacher  continuirlicher 

Hintergrund,  der  nur  an  wenigen  Stellen  von  (im  Negativ) 

hellen  Streifen  unterbrochen  ist,  die  Umkehrungen  sehr  ähnlich 

sehen,  ohne  dass  sich  mit  Sicherheit  entscheiden  hesse.  ob  es 

wirklich  solche  sind. 

'  Lockyer,  Phil.  Trans.  173  (1881). 

-*  Lohse.  Herl.  Akad.  12  (1897). 
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Das  benutzte  Uran  erwies  sich  als  sehr  rein,  indem  nur  Fe 

und  Ca  und  vielleicht  Spuren  von  Mg  und  Pb  nachgewiesen 

werden  konnten.  Die  Zahl  der  gemessenen  Linien  beträgt  5270. 
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Die  zweite  Variation  der  einfachen  Integrale 

(III.  Mtttheilung) 

von 

G.  v.  Escherich, 

w  M.  k.  Aknd. 

In  diesem   letzten  Theile  der  Arbeit  werden  die  Con 

sequenzen  aus  den  in  den  beiden  vorhergehenden  Theilen 

abgeleiteten  Sätzen  gezogen  und  die  Kriterien  für  die  Perma- 

nenz des  Vorzeichens  der  zweiten  Variation  aurgestellt. 

Zuvorderst  erschien  es  da  unerlässlich,  vollständig  ein- 

w  urfsfrei  zu  beweisen,  dass  die  quadratische  Form,  die  in  der 

reducirten  Korm  der  zweiten  Variation  auftritt,  noth wendig 

definit  sein  müsse.  Aus  dieser  ersten  notwendigen  Bedingung 

und  der  fundamentalen  Formel  in  (XI.  2)  ergaben  sich  dann 

w  eitere  Bedingungen,  unter  denen  die  zweiten  Variationen  des 

Integrals  für  die  hier  benützten  Variationen  der  Veränderlichen 

entweder  sämmtlich  von  Null  verschieden  sind  und  einerlei 

Zeichen  haben  oder  verschiedener  Zeichen  fähig  sind.  Die 

erhaltenen  Sätze  geben  in  allen  Fällen  Aufschluss,  mit  Aus 

nähme  eines  einzigen  Falles. 

W  enn  nun  auch  dieselben  sich  Jedem,  der  mit  der  Theorie 

der  zweiten  Variation  sich  beschäftigt,  als  sehr  bestimmte  Ver- 

muthungen aufdrängen  werden,  so  bedurfte  es  doch  aller  in 

den  beiden  ersten  Theilen  dieser  Arbeit  entwickelten  Begriffe 

und  Sätze,  um  sie  beweisen  zu  können. 

XVII. 

Nunmehr  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  die  in  XIV 

erwähnte  Untersuchung  aufzunehmen  und  die  Bedingungen 
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zu  erörtern,  unter  denen  die  zweite  Variation  des  Integral«  bei 

allen  hier  anwendbaren  Variationen  der  Variablen  yvyt.  ■ .  y . 

ihr  Zeichen  beibehalt  oder  nicht. 

In  den  vorangehenden  Capiteln  hatte  sich  ergeben..  Jass 

die  zweite  Variation  des  Integrals 

wo  a  :g  a  <c  ß  b  ist,  für  alle  Variationen  \.  ru.  .  .t1h  \«>n  der 

Korm  in  II,  die  in  den  Endpunkten  a  und  ß  verschwinden  und 

den  *»  Bedingungsgleichungen 

*  =  1,  2. .  .// 

i  =  i 

genügen,  sobald  ein  conjugirtes  Integralsystem  besteht,  dessen 

Determinante  nirgends  im  ganzen  Intervall  i  bis  ß,  die  Grenze 

eingeschlossen,  verschwindet,  stets  transformirt  werden  kann  in 

wo  die  l,  die  w  Bedingungsgleichungen 

n 

V  °*i  •  -  o 

_  i
/,  « 

 - 

1—1 

A'  ̂ —  1,2...  tll 

befriedigen. 

Hat  also  die  quadratische  Form 

V  j!tnk  —  W(x) 

s.nvuhl  an  jeder  einzelnen  Stelle,  als  auch  an  allen  Stellen  des 

Intervalls  aß  für  alle  C,  welche  den  obigen  m  Gleichungen 
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"  r 

i  =  i 

genügen,  nie  verschiedenes  Zeichen,  so  haben  gewiss  alle  o-J 

für  die  genannten  rir  ri2 . .  t<(,  und  unter  der  Voraussetzung, 

dass  ein  conjugirtes  System  existirt,  dessen  Determinante  in  «fä 

nirgends  verschwindet,  einerlei  Zeichen. 

Da  aber  die  Determinante 

A  = 

• 

•  •   #| Ri 

0'£. 
' 1  .  ■ 

w 

1 

i 

an\  • 

•  •     " WH  j 

8yJ 

..  *«?.
 

o  . 
1 

. .    0  ; 

Ö*ifi 

•   •    -          -  - 
0  . 

1 

.  .  0 

i  W
 

' 

nach  Voraussetzung  nirgends  im  Integrationsintervalle  ab  Null 

wird,  so  kann  die  Form  W(x)  an  der  Stelle  x,  wenn  sie  unfähig 

ist,  daselbst  ihr  Zeichen  zu  ändern,  nur  dadurch  Null  werden, 

dass  alle  Grössen  CpC|...C„  verschwinden:  Sie  ist  also  hin- 

sichtlich aller  Cr  t,  •  •  -Cn  definit. 

Ks  haben  also  sicherlich  alle  hier  in  Betracht  kommenden 

zweiten  Variationen  de->  Integrals  bezüglich  der  Strecke  x> 

einerlei  Zeichen,  wenn  1.  ein  conjugirtes  System  besteht,  dessen 

Determinante  nirgends  in  a[s  verschwindet,  und  2.  die  quadra- 

tische Form  W(x)  an  allen  Stellen  der  Strecke  o#  definit  vom 

selben  Zeichen  ist. 

Es  erhebt  sich  nun  zunächst  die  Frage,  ob  diese  letzte 

in  Verbindung  mit  der  ersten  hinreichende  Bedingung  auch 

nothwendig  ist.  Um  dies  zu  entscheiden,  betrachte  man  W'ix) 

an  einer  Stelle  *w,  wo  man  den  beliebige,  mit  den 

Bedingungsgleichungen  verträgliche  Werthe  3.  die 

nicht  alle  Null  seien,  beilegte. 
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Von  den  Determinanten  ;;/^n  Grades  der  Matrix 

.  "'  » 

r'  ' 

ist  in  .r„  mindestens  eine  nicht  Null,  und  es  werde,  wie  bei 

früheren  Betrachtungen  angenommen,  dass 

t  l 

sei.  Als  stetige  Function  von  x  wird  sie  dann  auch  in  einer 

gewissen  Umgebung  von  *0  nirgends  verschwinden,  und  aut' 
diese  beschränken  sich  vorerst  die  anzustellenden  Betrach- 

tungen. 

Von  einem  System  der  CP  kann  man  immer  in 

Folge  dieser  Voraussetzung  £,„+1,  C»n  f  i»  •  •  •  C«  als  beliebige 

stetige  Function  des  x  annehmen,  zu  denen  man  dann  aus  den 

;//  Bedingungsgleichungen  die  CP  l>-  •  •  Cr»  bestimmt. 

Ordnet  man  diesen  (n  —  vi)  willkürlichen  Functionen  in  .v„ 

bezüglich  die  gegebenen  Werthe 

»o  ro  »o 
«»in  -fl 1  "»'«  -»-'-,  •  •  "»« 

zu.  so  nehmen  auch  die  C,,  ̂   .  .  .     daselbst  bezüglich  die  Wetthe 

HJ     H>  »II ,  -..j  •  •  •  ttn 

an.  Die  Form 
n 

V 

...7~~  i 
wird  dann  in  a„  in 

x  «.»  »* 

« — 

übergehen  —  wo  u/,*)0  den  Werth  von  alk  in  .v0  bedeutet  -  und 

somit,  da  letztere  der  Voraussetzung  nach  nicht  Null  ist,  in 
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einer  Umgebung  der  Stelle  x,}  vom  Radius  o  nicht  verschwinden 

und  das  Vorzeichen  von 

besitzen. 

Sind 

Of-Hl)  in  der  erwähnten  Umgebung  von  x0  linear  unabhängige 

Functionen  des  x,  also  etwa  die  Glieder  eines  Fundamental - 

systems  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  der 

(*f-fl)t™  Ordnung,  die  in  dieser  Umgebung  keine  singulare 

Stelle  besitzt,  und 

willkürliche  Constante,  so  genügt  jedes  der  (u  +  \)  Systeme 

Xjt'.^^i,  X>f       ,       ....  X,J'.j«,.u 

ebenfalls  den  m  Gleichungen 

y 

I  I 

*  =  1,2... ;//. 

wenn  man  hierin  für  ZVZ.,...Z„  bezüglich  die  aufeinander 

folgenden  Glieder  eines  der  obigen  Systeme  setzt 

Also  werden  diese  Gleichungen  auch  durch 

ri  ,  ! 

Z  _-  •  V  j.kvk 

befriedigt.  Zu  den  so  construirten 

Z  | ,  z., . . .  z 

sollen  nun  die  zugehörigen  r,,,!),.  .  .y,„  gefunden  werden. 
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Ist 

u\</\  //-\  >/.  .  .11",  p» 

ein  conjugirtes  System,  dessen  Determinante  in  x(t  nicht  ver- 

schwindet (XVI,  2),  so  verschwindet  sie  auch  in  einer  gewissen 

Umgebung  von  .r0  nicht.  Der  frühere  Radius  o  werde  nun  so 

klein  genommen,  dass  in  der  Umgebung  der  Stelle  a„  vom 

Radius  5: 

erstens 

nirgends  verschwindet  und  überall  das  Vorzeichen  von 

hat  und  zweitens 

y1  (tf/*)o^»* 

nirgends  Null  wird. 

Sind  xi  und  x2,  wo  .r,  <g  x  <;  v2,  zwei  Stellen  dieser 

rmgebung.  so  sollen  die  gesuchten 

Tip  \.»  •  •  ■  Ti" 

so  bestimmt  werden,  dass  sie  in  xx  und  x%  verschwinden. 

Um  sie  zu  berechnen,  hat  man  zunächst  das  System  der 

u  linearen  Differentialgleichungen 

Tj>i     Tj|  •  •  •  V 

v  =  1 ,  2  .  .  .  // 

zu  integriren.  Setzt  man  zu  dem  Behufe 

/  =  I.  .... 
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wo  die 

/'j,  r., .  .  .  t'„ 

noch  unbekannte  Grössen  sind,  so  erhält  man  zu  ihrer 

Bestimmung 

V    i  t/r*  7 
t-  =1 

•JL  =^  1,2...//. 

Daraus  ergibt  sich 

£  =  1,2...  //, 

w  enn  man  mit       die  Subdeterminante  des  Elementes  //f;  in 

bezeichnet. 

Daher  ist 
"  I  "L 

r*  =  V  f*±j  zlt/.v 

und 

=  x  <  f  7r 

Die  so  gefundenen 

V  iJa  •  .  .r|fI 

verschwinden  bloss  in  v,;  man  kann  nun  aber  die  darin  ent- 

haltenen willkürlichen  Constanten 

so  bestimmen,  dass  sie  auch  in  x.,  verschwinden.  Man  hat  zu 

dem  Ende  bloss  diesen  Constanten  solche  YVerthe  zu  ertheilen, 

dass  die 

/ r., .  .  .  r„ 

ausser  in  *,  auch  in  x..  Null  werden,  also  das  System  der 

u  homogenen  linearen  Gleichungen 
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»  —  1  ,  n 

*  =  1 ,  2 . .  .u 

nach  den 

aufzulösen.  Bekanntlich  besteht  mindestens  ein  Lösungssystem, 

von  dem  nicht  sämmtliche  Glieder  Null  sind. 

Die  vermöge  dieser  Werthe  der 

gefundenen 

können  nicht  alle  im  ganzen  Intervalle  xxx.,  identisch  Null  sein. 

Denn  dann  müssten  auch  die  sämmtlichen 

7    7  7 

i  •    i  ~  ■  • 

in  x\x.,  identisch  Null  sein,  es  müsste  also 

ft-M 

V  <xkvk  —  0 
-  : 

I '  —  1,2...« 

im  ganzen  Intervalle*,.^  sein.  Da  aber  nach  Voraussetzung  die 

Hl     »O  M> 

nicht  alle  Null  sind  und  die 
r  r 

>p    •  •  •  ■»» 

in  *0  stetig  sind,  so  müsste  für  eine  gewisse  Umgebung  von  xt} 

n  -t-1 

y  7.,vk  =  o . — k  =1 

sein:  es  wären  also  dann  die 

vv  Vt .  .  .  VH+i 

nicht  linear  unabhängig,  was  der  früheren  Festsetzung  wider- 

spricht. 
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Die 

Iii  *  ra  •  •  •  ri>i 

genügen  auch  den  m  Gleichungen 

i  =  1 
k  —  1,2...  m, 

da  dieselben  eine  Folge  von 

i  i 

k  —  1 ,  2 ...  m 

sind.  Bezeichnet  man  daher  mit  z  eine  differentiale  Grösse,  so 

kann  man  den 

in  der  Strecke  xxx%  bezüglich  die  Variationen 

er(l,  srJ2  .  .  .S7j„ 

ertheilen.  Die  zugehörige  zweite  Variation  des  Integrals  ist  dann 

5*/  - 

1  äx 

A  Inf,    /  / 

und  ist  also,  da  der  erste  Factor  nicht  verschwindet  und 

TT 

im  ganzen  Intervalle  .v,.v,  kein  anderes  als  das  Vorzeichen  von 

i,* 

besitzt,  nicht  Null  und  hat  dasselbe  V  orzeichen  wie 

£(a,*)0C
fa 
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Mar  ge'.ar.g:  s:rrA\  zur  Erken-tr.iss: 
*  •    .  .  W      W  w  .  .      « •      '  -w.w..w.i»w.. 

  c*.'; 

 •  i 

£  —  1  *  —  -  -  - 11/ 

an  der  Steüe  r,  durch  die  Grüs-en 

MTW  toO 

genügt  und  is:  die  Form 

V 
• 

'•Ii*  .j»;  «t 

TT 

r.icht  Xu'.l.  so  kann  man  >:ets  den  Veränderlichen 

Variationen  ertheilen.  deren  zweite  Variation  des  Integrals  das- 

selbe Vorzeichen  wie 

hat. 

Hieraus  folgt: 

Die  zweiten  Variationen  des  Integrals  können  nur  dann 

einerlei  Zeichen  haben,  wenn  die  Form 

TT 

für  die  sämmtlichen  Systeme 

welche  in  x0  den  m  Bedingungsgleichungen 

L  er
;  "  -

 

1-1 

£  =  1 ,  2 .  «  .IM 

genügen,  nicht  verschiedene  Vorzeichen  annimmt. 
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Da  aber  die  Determinante  A  in  x{)  nicht  Null  ist,  so  folgt 

weiters: 

Die  Form 

muss  für  die  zulässigen  Systeme 

H>  Hl  Hl 

«»1  »   V_>  •  •   •  -.11 

delinit  sein.  Man  hat  also  den  Satz: 

Die  zweiten  Variationen  des  Integrals  können  nur  dann 

einerlei  Zeichen  haben,  wenn  die  Form 

für  alle  Systeme 

welche  den  m  Gleichungen 

k  =  1  .  2  .  .  .  ;// 

genügen,  in  jedem  einzelnen  Punkte  des  Integrationsintervalls 

definit  ist. 

Wäre  die  obige  Form  in  verschiedenen  Punkten  des 

Integrationsintcrvalls  nicht  von  derselben  Art  delinit.  so  Hessen 

sich  Variationen  der  Variablen 

yv  y% ' '  -y* 

herstellen,  denen  verschieden  bezeichnete,  zweite  Variationen 

des  Integrals  entsprächen.  Man  gelangt  so  schliesslich  zu  dem 

Satze: 

Die  zweiten  Variationen  des  Integrals  k  6  n  n  e  n  n  u  r 

dann  einerlei  Vorzeichen  haben,  wenn  die  quadra- 

tische Form 

VV(x)  =  V(/|,;,;(„ 

TT 
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WO  vi  i  c 
mm  » 

*i*  St  •  •  •  *• 

den  m  Gleichungen 

V  °**  r.  -  o 

i  =  1 

£  —  1,2.../;/ 

genügen,  in  jedem  Punkte  des  Integrationsintervalls 

deficit  und  in  allen  Punkten  von  derselben  Art  ist. 

IMese  nothwendige  Bedingung  soll  als  die  erste  noth- 

»cnd'ge  Bedingung  (\)  für  die  Permanenz  des  Vorzeichens  der 

f\ve*;on  Variation  des  Integrals  bezeichnet  und  im  Folgenden 

""•wc*  als  erfüllt  vorausgesetzt  werden,  wenn  nicht  ausdrück- 

:  c  s  h:o\vn  abgesehen  wird. 

.    Man  konnte  versuchen,  wie  es  Scheffer  that,  den 

Sa"     :n  vier  Weise  abzuleiten,  dass  man,  wie  ich  mich  kurz 

auvdutvken  will,  unstetige  oder  gebrochene  Variationen 

-  ̂:ro>M  und  benützt,  d.  h.  solche,  bei  denen  wohl  die  ̂ lfifj2.  . 

•  Verlaufe  aß  des  x  stetig  sind,  aber  nicht  mehr  alle 

i  mo  cmoo  LK'rivitten  Vi- 73*---1J»'  die  an  einer  °der  mehreren 

^to'.Vi  desselben  unstetig  werden.   Solche  Variationen  hat 

W'c i erst rass  in  seinen  Vorlesungen  über  Variation* 

'v,    >•       t li r  die  Untersuchung  des  einfachsten  Falles  der 

\  v  •a.'v»nsjvchnung.   in  dem   also  die  Function    unter  dem 

,'  .MvMv-n  ausser  der  gesuchten  Function  nur  ihre  erste 

\  V-  »\  r  .v-  enthalt  und  des  einfachsten  isoperimetrischen  Problems 

au, seist  fruchtbringender  Weise  verwerthet. 

I  ».  wiivl  hier  ein  Beweis  auf  dieser  Grundlage  nicht  etwa 

:  "i  weiden,  sondern  ls  sollen  nur  die  Voraussetzungen, 

i  .  denen  ei  beruht,  klar  aufgewiesen  werden. 

s  :ul  i(l  //  und  x0+h  die  beiden  angenommenen  Punkte, 

bilde  man  Variationen  rM,  ri2.  .  .rin.  die  sämmtlich  in  xlt  -k 

\,  chwmdon  und  in  r0  bezüglich  die  vorgegebenen  Werthe 

%\  %\  •  •  CV*  annehmen,  dann  Variationen  tj,,  rl2 .  .  .yjb,  die  in 

»t  f  h  verschwinden  und  in  .r0  der  Reihe  nach  dieselben  vor- 

gegebenen  Werthe  besitzen.  Ein  System  solcher  Variationen 
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erhält  man  in  einfacher  Weise  durch  Benützung  der  den 

Punkten  x0— h  und  x0  +  h  conjugirten  Systeme. 

Nimmt  man  an,  dass  &(x,  x0)  für  jedes  x0  eine  Um- 

gebung des  x0  mit  nur  isolirten  Nullstellen  besitzt, 

—  was  sich  später  erst  als  eine  Folge  des  zu  beweisenden 

Satzes  herausstellen  wird  —  so  wähle  man  x0— h  und  x0-\-h 

in  der  Umgebung  von  x0,  in  welcher  A(*,  x0)  keine  weitere 

Nullstelle  als  x0  hat,  dann  ist 

A(*0—Ä.*0)4:0  und  A(*0+Ä,  x0)  rjz  0, 

daher  auch 

A(^0^0-/«)4:0  und  A  (*0 ,  *0  +  A)  +  °- 

Bezeichnet  man  mit 

u\  p1;  u-,  p2.  .  .Un{jH 

das  zu  x0 — h  und  mit 

v\  r1 ;  v*,  r2 .  .  .  v"  r" 

das  zu  x0  +  h  conjugirte  System,  so  wird  also  weder 

A(*,  x0—h)  =  £  ±  «}**. .  .«J, 
noch 

A(*,  *0+Ä)  =  E  ±  t/|  t;2 . . .  itf 

in  x0  verschwinden.  Man  wird  daher  die  a,,  04.  .  .a„  in 

7h  —  a,«J  +x2//f  -r- .  .  .  -r-a,,//;1 

und  die  ßp  ß2 .  .  .  JJ„  in 

*h  =  3i «4 -  •■+&.. 

in,  -  +  .  •  .  -l-?„t;» 

so  bestimmen  können,  dass  sie  in  xQ  bezüglich  die  vorgegebenen 

Werthe  CJ,  C^-  •  >CS  annehmen. 

Sitzh.  d.  mathem.-naturw.  Ol.;  CVH.  Bd.,  Abth.  H.a.  92 
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Da  sowohl  die  r\x.  .  .  tj„.  als  auch  7jr  r\t  .rt„  _:en 

B  edi  n  gun  gs  gl  eic  h  ungen 

Ä  =  t.  2.  .  .// 

genügen,  weil  dies  von  den  «  und  v  gilt  so  kann  man  icn 

yvJr  ■  ■  y»  m  *0— Ä  bis  ^e  folgende  Variation  erthetier.: 

Ifangs  der  Strecke  xn— h  bis  xn  ändert  man  sie  in  yt+\. 

,v2-*-?Js-  .  yn+rin  und  längs  des  Restes  x0  bus  *„-h£  tn  yl+rt, 

+  ■  ■  y*+%i-  Betrachtet  man  nun  die  Gesammtärtderurii:. 

die  das  Integral  durch  diese  Variation  erfahrt,  so  ergibt  sich. 

Jass  die  erste  Variation  desselben  Null  ist,  und  für  die  zweite 

VJ  erhält  man  Xt 
7. 

I  s  i  L  :  =  : 

wenn  man  mit  p'  die  zu  den  \  und  mit  r'  die  zu  Jen  \ 

gehörigen  zweiten  Glieder  bezeichnet.  Da  nun 

und 

i^t,  so  wird 

öv  =  v 

Wegen 

(Wo  =  <J*k  ~  ̂  
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vereinfacht  sich  dieser  Ausdruck  in 

»I 

=  V  (*«)0(n*tf— viöbi 

i.  *  - 1 

wo  die  unten  angehängte  Null  anzeigen  soll,  dass  der  Werth 

der  betreffenden  Grössen  in  x0  zu  nehmen  ist. 

Geht  man  nun  von  x0  zu  x0  +  \  über,  so  ist 

n*  =  (^o+Cnöo^-*-**^  =  ct+oiöoX+tiX» 

wo  e*  einen  Mittelwerth  von  7)"  zwischen  #0  und  *0-+-X  bedeutet, 
der  also  eine  endliche  Grösse  ist. 

Daher  ist  für  X  =  —  h 

0  -  $-(t{k\h  +  zkh*  oder  (i£)0A  =  8+»**1 

und  analog 

0  =  B  +  ffiOA  +  M*  oder  =  -C¥-t*A». 

Somit  ist 

M 

*w  =  V  (ö»U(ij»)o*W)o— (n»)oÄ(5Öol 

X,  *  =  1 

-  V  (a«)0  [3(0+ ü*")  -f-  0  (3+ **■)] 

77 

=  V  (aÄ)0  90  +*■  y  8(*+*). 
TT  f.* 

Um  hieraus  einen  Schluss  ziehen  zu  können,  wäre  es 

zunächst  nothwendig,  zu  beweisen,  was  Scheeffer  nicht 

gelang,  dass  die  Grössen 

t,  und  e, 

92* 
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linear  zusammen,  so  muss  £  d=  .  .  «J  sowohl  in  x0,  als 

auch  xx  verschwinden. 

Verschwinden  also  z,,  z2. .  .z„  sowohl  in  *0,  als  auch  xv 

ist  aber  die  Determinante 

l(u\  h2.  .  .//")  =  Xh}//2.  . 

von  irgend  n  unabhängigen  Integralsystemen 

//5,       //-,  '/ .  .  .//",  p" 

weder  in  x0,  noch  xx  Null,  so  sind  das  Integralsystem  c.  r  und 

die  Integralsysteme 

«*,  p»;  «*,  p».  .  //»,  p« 

linear  von  einander  unabhängig. 

Nun  existiren,  wie  früher  nachgewiesen  wurde,  conjugirte 

Systeme,  deren  Determinante  in  einem  beliebig  gegebenen 

Punkte  nicht  verschwindet.  Ist 

u\  p1;  //-,  p*. .  p" 

ein  solches,  dessen  Determinante  A(«\  «*.  .  .«„)  in  *0  nicht  Null 

ist,  so  hängen  diese  Integralsysteme  mit  dem  Systeme  z,  r,  von 

dem  z^.  .  .z„  in  r0  verschwinden,  nicht  linear  zusammen,  und 

daher  können  nicht  sämmtliche  '{<(z,  r;  »*,  p*)  Null  sein,  da  nach 
(XI  i  sonst  z,  r  von 

n\  p»;  «*  p*.  .  ./<".  p" * 

linear  abhängig  wäre.  Ks  lässt  sich  dann  zeigen,  dass  aus 

den  m1,  p1;  »8,  p2. .  .//",  p"  sich  »/  andere  Integralsysteme  bilden 

lassen,  von  denen  je  zwei  zu  einander  und  nur  ;/  1  zum 

Integralsystem  z,  r  conjugirt  sind. 

Diese  Erkenntniss  allein  würde  aber  für  weitere  Unter- 

suchungen nicht  genügen,  wenn  nicht  zugleich  dargelegt 

werden  könnte,  dass  unter  gewissen  Bedingungen  die  Determi- 

nante des  neu  gebildeten  conjugirten  Systems  ausserhalb  x0 

nicht  überall  verschwindet.  Als  eine  solche  hinreichende  Be- 

dingung ergibt  sich,  wenn  man  die  Bedingung  I  in  XVII 
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roch  nicht  als  erfüllt  annimmt,  dass  eine  Stelle  «  bestehe. 

~  der  weder  A  x.  x.-.  noch  I  ̂fc  m!«,.  -  *J  verschwindet.1  Ist 

cas  der  Steile  £  conjugirte  System,  so  ist 

d.  h.  Ax.  ;>  verschwindet  nicht  in  x„. 

Die  2#i  Systeme 

uK  p\  u>.       .  .u\  p        p».  r»;  r*.  r*.  .  .f-r* 

sind  dann  linear  unabhängig  und  bilden  ein  Fundamental- 

system, da.  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  I  dsz  mJ»}.  .  .u$  in  i 

Null  wäre.  Vermöge  dieses  Fundamentalsystems  werde  das 

gesuchte  System  durch 

r  —  axpl+...  +  am'e,,'  +  blrl  +  . .  .  -hbn r* 

ausgedrückt,  woraus  sich  die  einzelnen  Glieder  2,,  ̂ .  .  .:, 

ergeben,  indem  man  den  unteren  Index  des  betreffenden  :  den 

u\      .        r\  e*.  •  .r"  unten  anfügt. 

Sowohl  von  den  at.at.  .  .an,  als  auch  von  den  bx%bt.  .  b„ 

können  hierin  nicht  sämmtliche  Grössen  Null  sein.  Denn  wäre 

z.  B.  letzteres  der  Fall,  so  würde  aus 

2  =  a\ul+ . . .  +amua 

folgen,  dass  S  ±  «[«;.  .  urn  in  r0  Null  sei,  da  zl,zi..z. 

daselbst  verschwinden;  aus  der  ersteren  Annahme  hingegen 

würde  in  derselben  Weise  A(x0.  ;)  —  0  folgen,  welche  beide 

Consequenzen  den  Voraussetzet         •  wie  r  sprächen. 

I  Die  folgenden  Auseinandersetzungen  bis  (2>  gelten  der  Frage,  inwie- 

weit aus  den  blossen  Eigenschaften  des  accessorischcn  Gleichungssystems 

geschlossen  werden  kann,  dass  die  Determinante  des  einem  Punkte  conjugirten 

Systems  in  ihm  nicht  identisch  verschwindet.  In  (2)  wird  dann  dieselbe  Fräse 

unter  der  Annahme    d«S9  die  notwendige  Bedingung  I  bereits  erfüllt  »et, 

behandelt 
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Wenn  daher  nicht  schon  im  Vorhinein  die  sämmtlichen 

ava2..  .a„  von  Null  verschieden  sind,  so  kann  man  dies  durch 

eine  lineare  Transformation  des  conjugirten  Systems 

tt\  p1;  «*,  p* .  .  .«"(/' 

erreichen,  wodurch  an  seine  Stelle  nur  ein  anderes  aus  der- 

selben Gruppe  tritt.   Man  darf  daher  im  Folgenden  immer 

annehmen,  dass  keines  der  av  a2.  .  .a„  Null  ist. 

Nun  bilde  man  n  neue  Systeme 

z\  Rx\  z*.  /?*. .  .z\  Rn 

mit  Benützung  der  2m*  unbestimmten  Grössen 

i  ot  j .  .  .  ot„ ,  [jj  .  .  .  jj„ 

a«...a».  ß»...ß 

indem  man 

s'1  =  af«1*  .  .  .  +«£ff«+ßft;»+  .  .  .  -4-ß&t'" 

setzt.  Unterwirft  man  die 

Olj  .  .  .  'Xpi .  Otj  .  .  .  0t^| , .  .  .  .  otj' .  .  .  oejj 

der  Bedingung,  dass  >1  —  I  dr  «J a*.  .. nnn  nicht  Null  ist,  so 

ergibt  sich  hieraus,  wenn  mit  die  Subdeterminante  von  aj 

in  A  bezeichnet  wird. 

und  z  geht  dann  in 

über,  wo 

-  —4 

gesetzt  wurde. 



=  KT'  =  o 

1400  G.  v.  Escherich, 

Setzt  man  nun 

ßj  zzz  .  .  .  —  ßj,  —  ß^  —  .  .  .  .  —  ß"~  1  —  •  •  ■ 

und  lässt  die  ßj»,  ß*. . .  ß£  willkürlich,  so  wird 

^;af,  /?■)  =  0 

für  (i,  v  =:  1,  2. .  n  —  l, 

also  sind  je  zwei  der  Integralsysteme 

zu  einander  conjugirt.  Bezeichnet  man  <|>(z,  r\  z»\  R*)  mit  cpi 

so  ergibt  sich 

n  n 

*=i  i.*=i 

für  (i  =  1,2...;/  —  1  und 

H  tl 

Die 

aj ...  «1 ....  a'l ...  aj| 

bestimme  man  nun  gemäss  den  Bedingungen 

Cp,  ==  0       |x  —  1  >  -  •  •  • ,;  — 1 ' 

was  immer  möglich  ist.  Denn  die  Determinante 

^{v\  r1;  u\  f,1);  <}(v-,  r»;  it1,  p1).  ..^(tf«  r";  p*) 

«[»(t/t,  r*;  w»  f>2):         ;'2'      P*)--  «8,  P*) 

■|>(t>1,  r»;  //»,  p");  «K^,  r»;  //",  p").  .  .tj»(t^,  r«;  ««,  p«) 

>si  die  Determinante  des  Fundamentalsystems 

U\  p1 .  .  .«",  p*J  v\  r1 .  .  .t>"r", 
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daher  kann  sie  nach  (XIV)  nicht  Null  sein,  und  da  überdies 

nicht  alle  bvb2  -  •  Null  sind,  so  muss  in  mindestens  einer 

der  Coefficienten  von  af,  •  ,a«  von  Null  verschieden  sein.  Ist 

etwa 
n 

< :  =  1 

so  lassen  sich  aus  den  obigen  (« —  1)  Gleichungen  die 

oc|,  a\.  .  .af-1  bestimmen,  während  die  übrigen  oc  willkürlich 
bleiben. 

Aus  den  Gleichungen 

ii  ii 

V  aj  V  r^;  „*,  p»)  =  o       [1  =  1,  2.  .  .{1.-1 
*  =  i  *=i 

ii  « 

cn  =  V       *.<Kf\  **';  »*,  p*)  +  V  ß"        p';  »*.  H) 
*  =  i    1  =  1  TT 

ergibt  sich 

cnA%-  A  V  bMvi,  r';«*,p1)+ 

i  =  i 

+i4J  ypj?a/+(«',  p';  r*), 

woraus 

cttzn  -  c„  V  =    V  ̂(f/,      w*  p*)^a* 

HTi  ,-,  *  =  i 

Kk  =l  /  /,*=! 

folgt.  Die  Summe 

*=i    i  =  i 
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ist  aber  ein  Fundamentalsystem,  da  die  Determinante  (IX,  2) 

«{,««.. .af;  v\,v\...v'l  ' I 

durch  zeilenweise  Multiplication  der  Determinante  des  Funda- 

mentalsystems 

n\,  u\  .  .         v\,  v*.  .  .vj 

Ifj  •  •  •  ttji   ̂2'       *  *  *  ̂2 

mit 

»1 

ar 

a1
 

a1  ■ 

Pll 

ßi.. 

a"
 

i  i 

.ot»; B? 

ri  > 

•p: 

0 0  .  . .  0 1 
0  . . 

.  0 

.0 
1  . . 

•  • 

0  o  ...  0   0  0  ...  1 

entsteht. 

Bildet  man  nun  znD,  indem  man  die  «te  Colonne  in  D 

mit  ew  multiplicirt  und  darauf  die  bezüglich  mit  elfe,...e„ 

fj...el  multiplicirten  Colonnen  zu  ihr  addirt,  so  geht  e„D  in 

die  Determinante  der  Systeme 

z\  /?'.  .  .z"  \  A,"-,;  z,  r\  v\  r1.  .  .r",  r" 

über,  die  also  von  Null  verschieden  ist.  Somit  bilden  sie  ein 

Fundamentalsystem,  und  daher  kann  in  £,  wo  die  letzten 

n  Colonnen  der  Determinante  mit  den  ersten  n  Zeilen  lauter 

verschwindende  Elemente  gemeinsam  haben,  nicht  auch  die 

Determinante 
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Da  das  Integralsystem  z,  r  nicht  zu  sämmtlichen  Integral- 

systemen des  conjugirten  Systems  conjugirt  sein  kann,  da 

sonst  zwischen  z,  r  und 

u\  pl;  it-,      .  .11".  p 

eine  lineare  Relation  bestünde,  so  muss  von  den  n  Grössen 

■ffe  r,  //», p«),  >l(z,  r\  u*.  </)..         r;  «",  p«) 

mindestens  eine  von  Null  verschieden  sein.  Ist  etwa  ty(z,r;  U1,?1) 

d£0,  so  lassen  sich  aus  den  (u  —  1 )  ersten  der  obigen  Gleichungen 

n  f.H 

1  *  1 

bestimmen,  während  alle  anderen  a  willkürlich  bleiben.  Wählt 

man  daher  diese  so,  dass  in 

S  db  «Joe;.  .  .a»  -  .4 

die  Subdeterminante  A'{  des  Elementes  aj'  nicht  Null  wird  und 

nimmt  man  auch  dieses  selbst  von  Null  verschieden  an,  so  ist 

A^{zt  r,  n\  pl)  =  a;'.4»r(z0 

und  daher  auch  .4  4=0.  Die  gestellte  Aufgabe  ist  somit  gelöst, 

und  man  hat  nun  die  beiden  conjugirten  Systeme 

z\  r1;  s«  r*. .  .z"     r"-';  z\  r* 

rl,  r';  t*,  r-.  .  .zn~\  r"-1;  2.  r. 

Auf  diese  kann  man  nun  die  Formel  9  in  (XI,  2)  anwenden 

und  erhält  dann 

\(z\  z*.  .  .««)*'(*, .  .  .  z"~K  z)—'\'{zK  **.  .  .ztt)Mz\.  .  s) 

1 

wo 

V 

<'t(z,r;  *«p")  ̂  

.     *|  •  •  •  *n 

V">  / 1      •  •  •  s* 

(2i 
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und 

fcM  =  o 

k  = 1,2 

ist.  Üa  nun  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  stehende 

quadratische  Form  der  '/^z),  •  ■)&■(*)  m  jedem  Punkte  des 
Integrationsintervalls  nach  XVII,  I  definit  ist,  so  verschwindet 

sie  dann  und  nur  dann  in  allen  Punkten  einer  Strecke,  wenn 

in  derselben  überall 

ist,  d.h. vvennSpSg.-.Sn  diesen  n  linearen  Differentialgleichungen 

genügen.  Man  hat  somit  die  Bemerkung: 

Die  quadratische  Form 

k  =  1 ,  2 . . .  IM 

verschwindet  dann  und  nur  dann  identisch  längs 

einer  Strecke,  wenn  die  Integralsysteme 

z,  r;  //».  o1;  «*,  p*.  .  .«",  p" 

nicht  linear  unabhängig  sind. 

Im  vorliegenden  Falle  verschwindet  sie  also  wegen  der 

gemachten  Voraussetzungen  in  keiner  noch  so  kleinen  Strecke 

identisch,  woraus  weiter  folgt: 

Die  Glieder  zvzi...zn  eines  Systems  z,  r  ver- 

schwinden in  keiner  Strecke  des  Integrationsinter- 

valls alle  zugleich  identisch. 

mit  den  Nebenbedingungen 
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Bilden  die  n  Integralsysteme 

u\  p1;  tt\  p2.  ..»«  p« 

ein  conjugirtes  System,  dessen  Determinante  in  xQ  verschwindet, 

und  ist  z,  r  ein  von  diesen  linear  unabhängiges  Integralsystem, 

dessen  Glieder  zv  z2.  .  .zH  nicht  sämmtlich  in  x0  Null  sind,  so 

erhält  man  in  derselben  Weise  den  Satz: 

Die  Determinante  eines  conjugirten  Systems  kann 

in  keiner  Strecke  des  Integrationsintervalls  identisch 

verschwinden. 

Sind  speciell  die  im  Problem  vorkommenden 

Functionen  durchwegs  analytische,  so  hat  also  eine 

solche  Determinante  nur  isolirte  Nullstellen. 

Verschwinden  nun  die  zvz2...z„  ausser  in  x0  noch  in 

anderen  Punkten  alle  zusammen  und  ist  xL  ein  anderer  im 

Integrationsintervalle  gelegener  derartiger  Nullpunkt,  so  ver- 

schwindet A(z\  z2.  .  .zn~\  z)  ausser  in  x0  auch  in  x'Q.  Ver- 

schwindet I  dz  «\  u2.  .  .Ii«,  das  der  Voraussetzung  nach  in  x0 

nicht  Null  ist,  auch  in  x'n  nicht,  so  verschwindet  auch 

A(z\  z2...zn)  —  A\{n\  u2.  .  .««) 

weder  in  x0,  noch  .r0'.  Würde  nun  A(/*\  n2 .  .  .«")  auch  nirgends 

innerhalb  xQx'Q  verschwinden,  so  wäre  dies  auch  mit  A(zx,z*  ...zn) 

der  Fall,  und  man  könnte  obige  Gleichung  (1)  durch  A(zl,z2 ...z")2 
dividiren. 

Für  die  ganze  Strecke  x0,  x^  (einschliesslich  der  Grenzen) 

würde  also  die  Gleichung 

>  «^Xx (*)  X»(~) 

d_  A(z*...z—K  z)  _         J  mT 

dx    A(z\z2...z")        <|>(z,  r;  zM,  r")     A(z\  z2 .  .  .z*)* 

bestehen.  Da  in  derselben  auf  der  rechten  und  linken  Seite 

endliche,  stetige  Functionen  stünden,  so  ergäbe  sich  hieraus 

1 
V*¥X*(*)Xi»<*) 

dx  = 
A(zx.  .  z«-\  z) 

<J>(s,  r;  z\  r«)  Jx>>      A(z\  z2 .  .  .2"/-  [A^1.  .  z«) 
=  0, 

Digitized  by  Google 



Zweite  Variation  der  einfachen  Integrale.  1 409 

was  widersinnig  ist,  nachdem  die  quadratische  Form  und  daher 

der  ganze  Ausdruck  in  der  ganzen  Strecke  überall  dasselbe 

Zeichen  hat  und  daselbst  nicht  identisch  Null  ist.  Man  erhält 

also  den  Satz: 

Versen wi nden  alle  Glieder  zv  ~, ...zn  eines  Integral- 

systems s?,  r  in  zwei  Punkten  des  Integrationsinter- 

valls, so  verschwindet  die  Determinante  eines  jeden 

conj  ugirten  Systems,  für  die  keiner  der  beiden  Punkte 

eine  Nullstelle  ist,  mindestens  einmal  innerhalb  der 

von  ihnen  begrenzten  Strecke. 

Da  also  in  diesem  Falle  die  Determinante  eines  conjugirten 

Systems,  die  weder  in  x0,  noch  x[  verschwindet,  innerhalb 

X0Xq  Null  wird,  so  ergibt  sich  weiter: 

Versch winden  alle  Glieder zvz2...zn  eines  Integral- 

systems 5,  r  in  zwei  Punkten  des  Integrationsinter- 

valls, so  verschwindet  die  Determinante  eines  jeden 

conjugirten  Systems  innerhalb  der  von  den  Punkten 

begrenzten  Strecke  oder  an  mindestens  einer  Grenze 

derselben.  Die  Transformation  der  zwei ten  Variation 

des  Integrals  in  die  reducirte  Form  ist  in  diesem  Falle 

nicht  durchwegs  ausführbar. 

Verschwinden  alle  Glieder  zvz,...z„  eines  Integralsystems 

z,  r  in  zwei  Punkten  .v0  und  so  verschwindet  auch  A(a\  xu\ 

in  x(\  und  l(x,  in  .r„,  und  umgekehrt  verschwindet  A(.t'.  x0) 

in  jr*,  so  besteht  ein  Integralsystem  z,  r,  dessen  sämmtliche 

Glieder  zv  z2.  .  .zn  ausser  in  xft  auch  in  x[  verschwinden.  Man 

kann  daher  obigem  Satze  auch  folgende  Fassung  geben: 

Verschwindet  die  Determinante  des  einem  Punkte 

conjugirten  Systems  ausser  in  diesem  noch  in  einem 

zweiten  Punkte  des  Integrationsintervalls,  so  ver- 

schwindet die  Determinante  eines  jeden  conjugirten 

Systems  innerhalb  oder  an  mindestens  einer  Grenze 

der  von  den  Punkten  bestimmten  Strecke.  Die  Trans- 

formation der  zweiten  Variation  des  Integrals  in  die 

reducirte  Form  ist  dann  nicht  immer  möglich. 

Wenn  die  Determinante  I  ±  u\n\. .  .«JJ  des  conjugirten 

Systems 

u\  o1:  n-,  p*.  .  o" 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.;  CVII.  Bd..  Abth.  II.  a. 
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in  xQ  nicht  verschwindet  —  und  dass  conjugirte  Systeme,  deren 

Determinante  in  x0  nicht  verschwindet,  bestehen,  wurde  früher 

bewiesen  —  so  existirt,  da  sie  in  x0  stetig  ist,  eine  Umgebung 

von  -i0,  in  der  sie  nirgends  verschwindet.  Würde  nun  A<r.  jfj 

in  jeder  noch  so  kleinen  Umgebung  von  xn  einen  Nullpunkt 

haben  und  nähme  man  diesen  Punkt  in  der  Umgebung  von  .v, 

in  der  Id=«J»:i-  •  nicht  Null  ist,  so  hätte  man  nach  obigem 

Sat/.e  den  Widerspruch,  dass  diese  Determinante  zwischen  v, 

und  dem  angenommenen  Punkte  verschwinden  müsste.  Daraus 

folgt  also: 

Zu  jedem  Punkte  des  Integrationsintervalls  ge- 

ll <">  r  t  ei  n  e  U  m  g  e  b  u  n  g .  innerhalb  derdieDet  e  rm  in  an  te 

seines  c  o  n  j  u  g  i  r  t  e  n  S  y  s  t  e  m  s  n  u  r  ihn  z  u  r  N  U II- 

stclle  hat. 

Ist  x0<Xq  und  nicht  zugleich  x0  —  u  und  x'y  =  b.  so  sei 

i,  eine  Stelle  des  Integrationsintervalls  ausserhalb  .r„  v/'.  Dann 

muss  die  Determinante  des  zu  xx  conjugirten  Systems  Ai  r.  v,i 

entweder  in  .v„  oder  x[  oder  innerhalb  x0x'y  verschwinden.  Die 

Anwendung  dieser  Bemerkung  auf  den  Anfangspunkt  u  des 

Integrals  führt  somit  zu  folgender  Einsicht: 

Verschwindet  die  Determinante  des  Systems,  das 

dem  Anfangspunkte  des  Integrals  conjugirt  ist,  inner- 

halb oder  im  Bndpunkte  des  Integrationsintervalls, 

so  verschwindet  die  Determinante  eines  jeden  con- 

jugirten Systems  innerhalb  oder  an  mindestens  einer 

Grenze  des  Integrationsintervalls,  und  es  gibt  Varia- 

tionen der  Veränderlichen,  für  welche  die  zweite 

Variation  des  Integrals  sich  nicht  in  die  reducirte 

Form  überführen  1  ä s > t. 

XIX. 

Verschwindet  die  Determinante  A(jt,  a)  des  dem  Anfangs- 

punkte a  conjugirten  Systems  weder  innerhalb  des  Integration— 

intervalls  ab,  noch  an  der  oberen  Grenze  b,  so  kann  auch  die 

Determinante  A(r,  b)  des  dem  Punkte  b  conjugirten  Systems 

nicht  innerhalb  ob  versehwinden,  da  anderenfalls  nach  den 

oben  entwickelten  Sätzen  auch  A(.v,  a)  zwischen  den  beiden 
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Nullpunkten  von  Ai.v,  b)  oder  in  dem  von  b  verschiedenen  ver- 

sehwinden müsste.  Ferner  ist  wegen 

\(a,b)  -  ±Mb,a) 

auch  Ai'.v.  b)  in  a  nicht  Null,  und  somit  verschwindet  jede  von 

den  beiden  Determinanten  Air,  <*)  und  A(.r,  nur  im  zuge- 

hörigen Endpunkte  des  Integrationsintervalls. 

Wenn  nun  alle  hier  in  Betracht  kommenden  Grössen  zu 

beiden  Seiten  ewies  der  Endpunkte  a  und  b  stetig  sind,  so 

lehrt  der  obige  Satz  am  Schlüsse  von  Will  unmittelbar,  dass 

unter  der  über  A(.v,  a)  gemachten  Voraussetzung  conjugirte 

Systeme  bestehen,  deren  Determinanten  im  ganzen  Integrations- 

intervalle nirgends  verschwinden.  Aber  auch  in  dem  Falle,  wo 

an  keinem  der  Endpunkte  diese  zweiseitige  Stetigkeit  statthat, 

lässt  sich  die  Existenz  solcher  conjugirter  Systeme  nachweisen. 

Ist  zu  dem  Ende 

u\  •>>;  //-,       .  ./<", 

ein  dem  Anfangspunkte  a  conjugirtes  System,  so  ist  es  zu 

jedem  dem  Endpunkte  b  conjugirten  Systeme  wegen  der 

Voraussetzung  über  A(#,  ä)  linear  unabhängig.  Es  lässt  sich 

daher  nach  (XV.  2)  zu  obigem  Systeme  ein  dem  Punkte  b  con- 

jugirtes construiren,  das  mit  ihm  ein  involutorisches  Funda- 

mentalsystem bildet. 

Wird  dieses  dem  Punkte  b  conjugirte  System  mit 

v\  r1 ;  r-,  »    . .  v ■",  /  " 

bezeichnet  und  sind  hiebei 

//'.  p«  und 

die  einander  im  involutorischen  Fundamentalsysteme  zugeord- 

neten Integralsysteme,  so  bilden  die  Integralsysteme 

f,r'-4-//".  r^-'  +  o";  t',c-  +  «"     ty-''-i-o"  1 .  .  .c„  v"  +  ul,  cMr*+p\ 

wo  die  Cj,  c, .  .  .c„  willkürliche  Grössen  bezeichnen,  wieder  ein 

conjugirtes  System.  Denn  es  ist <♦:$* 
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<Kc,t/+H«+,-'1  c,r'-+-p"+1-';  ckv*+un^-*t  cÄr*+p"+1~*) 

+ck$(u*+t~ts     +       t*,  r*)+4»(»,,+,-,*J  p*+>-f;  p«^-*). 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Identität  verschwindet  nun 

jedes  Glied,  wenn  i  z£  k  ist;  ist  aber  i  —  k.  so  zeigt  schon 
der  Anblick  der  linken  Seite,  dass  der  Ausdruck  verschwindet. 

Es  ist  daher  immer 

tyicv'  +  n»-^-',  cV-t-p"4"1-';  ckv'+H*+1-*,  Cj^+p"*1-*)  =  0 

und  überdies  sind  die  Integralsysteme  linear  unabhängig,  wie 

die  Annahme  des  Gegentheils  zeigt. 

Die  beiden  conjugirten  Systeme 

V1,  rx\  v*,r-\.  . .  .v'1,  rn 
und 

Cxrl+p*\  v2,  r2;.  .  .  .  t;\  r" 

haben  die  («  —  1)  letzten  Integralsysteme  gemeinsam,  während 

die  beiden  ersten  nicht  conjugirt  sind,  da 

<[(cxvl  +  uH;  cxrx-\-{,n\  v\  r1)  =  cxty(v\  r1;  v\  r1) 

-+-']>(»",  p«;  t>',  r1)  =  '{ohm,  p";  r>.  ;  ' 

und  somit  nicht  Null  ist. 

Man  kann  daher  auf  die  beiden  Systeme  die  Formel  1 1 1 

in  XVIII  anwenden  und  erhält 

V1  +      t'2. . . V)l(v\  v*. . .  v»)  ~l(cy  +  tt";  v*. . .  v»)\'(  v\  t;2. . .  /  - 

_   -a>*'/x7*   £^/xX»  

^(<rlr1  +  «M,  cy'+p'»;  r1,  r1)  p*;  t'1.  r'1 

Da  A(r-1,  r*-.  .  .r")  nur  im  Endpunkte  des  Integrations- 

intervalls verschwindet:  so  ergibt  sich  hieraus 

d    A(f,r'+/<";       .  ,vn\  ^tMt  

dx        A(v\  t'2. .  .v")       ~   f  (*•  p";  r\  rl)A(v\  v* .  .  .r")? 

für  alle  *  von  ti  bis  exclusive  b. 

Die  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehende  quadratische 

l  orm  ist  der  Voraussetzung  nach  definit  und  vl,rli 
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eine  von  Null  verschiedene  und  von  cx  unabhängige  Constante. 

Es  wird  daher  der  Bruch  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 

zeichens, der  nicht  identisch  verschwinden  kann,  sein  Zeichen 

nicht  wechseln,  wenn  x  von  a  bis  b  sich  ändert.  Im  Anfangs- 

punkte a  hat  der  Bruch  links 

b(cxvl  +  uH\  v*. .  .v") 

A(^l7t7*r.  .v"j  
~~ 

den  Werth  cv  Gibt  man  daher  ct  das  constante,  von  ct  unab- 

hängige Zeichen  der  rechten  Seite,  so  wird  dieser  Bruch,  wenn 

die  rechte  Seite  das  positive  Zeichen  hat,  von  cx  >  0  aus  mit 

von  a  nach  b  stetig  zunehmendem  x  wachsen  und  wenn  sie 

das  negative  Zeichen  besitzt,  von  cx  <  0  mit  von  a  nach  b 

stetig  wachsendem  .r  abnehmen.  In  beiden  Fällen  wird  also, 

wenn  x  das  Integrationsintervall  von  a  bis  exclusive  b  durch- 

lauft, der  obige  Bruch  nicht  verschwinden.  Da  aber  während 

dieser  Änderung  das  x  der  Nenner  nicht  Null  wird,  so  kann 

auch  der  Zähler  für  alle  Werthe  des  x  von  a  bis 

exclusive  b  nicht  verschwinden. 

Vergleicht  man  nun  die  beiden  conjugirten  Systeme 

ctvl+u*t  ctrl+p*\  v2,   r*;  i'3,  r3. . .  .v",  r* 

l\v1  +  tt",  Cjf^+p*;  c2v2H-un-\  c2r*-h[j"-1;  vs,  r*. .  .  .vH,  r«, 

so  haben  dieselben  wieder  (n  —  1)  Integralsysteme  gemeinsam, 

und  die  beiden  anderen 

v-,r'  und  c2v2  +  u"      f2r2 + 

sind  nicht  einander  conjugirt,  da 

<|>(rst'2  +  ;/"-,,r,r-'H-o"  ';  r2,  r2)  =  c2ty(v*,  r2;  f*,r*)«f  «K**-1,?*-1;  t^*r*) 

—  «K«"-1,         v\  r2) 

und  somit  nicht  Null  ist. 

Auf  dieselbe  Weise  wie  früher  erhält  man  dann 

\'U\vx  +  n"\  c2v2  +  u"  ';  v* .  .  .r")  A^,!/1 +  «'■';  v2 . .  .i'")  — 

A  u^r1 -+-/<";  c.,v*  +  u"-l  \  v*.  .  .v,,)\,(cxtA-¥un  \  v2. .  .v")  = 



1414  G.  v.  Eschert ch, 

oder 

d  A (ct v1 + un ;  ctv* +u""1 ;  y». . .  t/M) 

_   Sfl  V/  x  /  }i  

^(«"-,,  p"-»;  v-,  r*)\{cxv'  +  u"\  v*. .  .r")2 

für  alle  x  von  #  bis  exclusive  b. 

Gibt  man  wieder  c,  das  constante  Zeichen  der  rechten 

Zeichen,  so  wird  auch 

für  keinen  Werth  des  X  von  0  bis  exclusive  b  verschwinden. 

Man  sieht,  wie  man  durch  wiederholte  Anwendung  dieses 

Gedankenganges  schliesslich  zu  einem  conjugirten  Systeme 

cy  +  n",  ty-'  +  o";  c2v*-  +  un-\  ̂ r'  +  p"-1.  .  .c„v"  +  ux\  c.:r"  +  y 

gelangt,  dessen  Determinante 

A  (l\  i/1  +  u " ;  c,  v-  -+-  n "  - 1 .  .  .  t~„  f"  -Mi1) 

für  keinen  Werth  des  .r  von  bis  exclusive  />  verschwinden 

kann.  Weil  aber  diese  Determinante  in  b  den  Werth 

Ai//"«"-1.  .  .//')  =      A(7>,  a) 

annimmt,  so  ist  sie  auch  in  b  von  Null  verschieden. 

Da  die  //  Constanten  cv  c„.  .  .cn  nur  ihrem  Zeichen  nach 

bedingt  sind,  so  gelangt  man  zu  der  Erkenntniss: 

Verschwindet  die  Determinante  d es  dem  Anfangs- 

punkte des  Integrals  conjugirten  Systems  weder  inner- 

halb, noch  im  Endpunkte  des  Integrationsintervalls, 

so  lassen  sich  unendlich  viele  conjugirte  Systeme 

herstellen,  die  nirgends  im  Integrationsintervalle 

inclusive  Grenzen  verschwinden.  In  diesem  Falle 

lassen  sich  alle  zweiten  Variationen  des  Integrals  für 

die  liier  angewandten  Variationen  der  Functionen  in 

die  reducirte  Form  überführen. 

Da  die  Bedingung  1  in  XVII  als  erfüllt  vorausgesetzt  w  ird, 

so  haben  alle  nicht  verschwindenden  derartigen  zweiten  Varia- 

tionen des  Integrals  in  diesem  Kalle  einerlei  Zeichen.  Man  sieht 
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aber  leicht  ein,  dass  in  diesem  Falle  auch  keine  zweite 

Variation  des  Integrals  Null  sein  kann.  Denn  ist 

z\  rl;  z-,  r*.  .  .z",  r" 

ein  conjugirtes  System,  dessen  Determinante  im  ganzen  Integra- 

tionsintervalle nirgends  verschwindet,  und  sind 

die  Variationen,  die  bezüglich 

yvyt.  ..v„ 

liings  der  Strecke  a  ̂   a  <  ß  ̂  *  ertheilt  werden,  so  sind 

die  zugehörigen 
r  r  t 

durch  die  Gleichungen  bestimmt 

II  "  '  '  I 

I  V»jji/  »  »i  •  •  •  -n 

  -M  ̂     5   ~     •    •    •  -    /  V' 

;j.  =  1,  2.  .  //. 

Die  zweite  Variation  des  Integrals  könnte,  da  sie  in  diesem 

Falle  sich  immer  in  die  reducirte  Form  tiberführen  lässt,  nur 

dann  verschwinden,  wenn  in  der  Strecke  aß  allenthalben 

r  —  r      —  "  —  o >1  —       •  •  ■  —         —  v 

wäre.  Es  müsste  dann  aber 
n 

v  =  ̂   ̂ > 

a  ==  1,2...« 

sein.  WO  die      -x  , .  .  .«M  Constante  bedeuten  und  daher 

sowohl  in  a.  als  auch  ,3  verschwinden,  was  unmöglich  ist. 
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Man  hat  daher  den  Satz: 

Verschwindet  die  Determinante  des  dem  Anfangs- 

punkte conjugirten  Systems  nirgends  sonst  im  Integra- 

tionsintervalle,  so  sind  alle  zweiten  Variationen  des 

Integrals,  w  elche  durch  die  hier  angewandten  Varia- 

tion e  n  d  e  r  V  e  r  ä  n  d  e  r  1  i  c  h  e  n  e  r  h  a  1 1  e  n  werden,  von  Null 

verschieden  und  haben  einerlei  Vorzeichen. 

XX. 

Es  hat  sich  früher  (XVIII)  ergeben,  dass.  wenn  die  Deter- 

minante l(x,a)  des  dem  Anfangspunkte  a  conjugirten  Systems 

zwischen  a  und  b  einen  Nullpunkt  besitzt,  dann  die  Trans- 

formation der  zweiten  Variation  des  Integrals  in  die  reducirte 

Form  auf  dem  angegebenen  Wege  nicht  ausnahmslos  möglich 

ist.  Daher  erscheint  es  zweifelhaft,  ob  alle  zweiten  Variationen 

des  Integrals  in  diesem  Falle  ungleich  Null  sind  und  einerlei 

Zeichen  haben. 

Um  diesen  Zweifel  zu  lösen,  nehme  man  an,  dass  die 

Determinante  A(.v,  x0)  des  der  Stelle  .v0,  wo  a  ̂   *0  <  b  sei, 

conjugirten  Systems 

n\  p»;  //'-'.       .        p"  Ol 

nochmals  zwischen  a  und  b  verschwinde.  Wird  mit  a,'  der 

dem  *„  zunächst  gelegene  Nullpunkt  von  A(*,  x0)  bezeichnet, 

so  kann  derselbe,  der  nach  XVIII  in  endlicher  Entfernung 

Von  irt  liegen  muss,  als  zwischen  .r0  und  b  liegend  angenommen 

weiden,  da  A(a\  .v0)  in  .r„  aber  nirgends  zwischen  .r0  und  x'y 
verschwindet  und  man  daher  x0  und  und  entsprechend 

Ao,  \0)  und  A(.v.  *(')  mit  einander  vertauschen  darf.  Es  besteht 

dann  ein  Integralsystem  //,  p  des  accessorischen  Systems  von 

I  htUTentialgleichungen,  dessen  Glieder 
• 

ti\  //  - .  .  .  .  tt" 

sfimnittich  sowohl  in  .v„,  als  auch  x^  verschwinden.  Bezeichnet 

daher  eine  differentiale  Grösse,  so  kann  man  die  Glieder 

knv  kttt. .  .kuH  des  Integralsystems  ku,  k[*  benützen,  um  dem 

vorgelegten  Integral  eine  Variation  zu  ertheilen.  Die  zugehörige 

/weite  Variation  ist  dann  nach  (X)  durch 
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Z2J  —  j    *  V  ku,^,(kit,  knJx 

J  x,  1 
i  —  i 

gegeben  und  ist  wegen 

^(ku,  kr)  =  0       t  =  1,  2...A 

selbst  Null. 

Es  bestehen  also  in  diesem  Kalle  Variationen  der  Ver- 

änderlichen, für  welche  die  zweite  Variation  des  Integrals 

Null  ist. 

Aber  noch  mehr:  es  bestehen  in  diesem  Falle  verschieden 

bezeichnete  zweite  Variationen  des  Integrals. 

Da  A(*,  .r(')  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x[}  ausser 

in  x'0  nicht  mehr  und  l(x,  xa)  daselbst  nicht  identisch  ver- 

schwindet, so  gibt  es  in  derselben  immer  Stellen,  in  denen 

auch  l(x,x0)  nicht  Null  ist.  Ist  .r,  eine  derartige  Stelle,  so  muss 

daher  A(*,  .*•,)  innerhalb  x0x^  Null  werden.  Ist  x[  ein  solcher 

Nullpunkt,  so  besteht  ein  Integralsystem  z,  r  des  Systems  akzes- 

sorischer Differentialgleichungen,  dessen  sämmtliche  Glieder 

~i  <  ~-t  •  •  •  ~u 

nach  früheren  Bemerkungen  sowohl  in  xr  als  auch  .v,'  ver- 

schwinden. Das  System  z,  r  hiingt  dann  nicht  mit  den  Integral- 

systemen des  dem  Punkte  x0  conjugirten  Systems  linear  zu- 

sammen, da  anderenfalls  die  Determinante  des  letzteren  in  xt 

und  x[  verschwinden  müsste,  und  es  gibt  daher  nach  (XVIII,  2) 

in  der  Gruppe  dieses  Systems  solche  conjugirte  Systeme,  von 

denen  (;/ —  1)  Integralsysteme,  aber  nicht  mehr,  zu  r,  /  con- 

jugirt  ist.  Um  ein  solches  conjugirtes  System 

«  1     fl  •  j-'-  II  fll ^     y      f         ,       —      ,      /  ...<»,/ 

zu  finden,  hat  man  nach  (XVIII,  2)  in 

C*  =  i.\ nl  -+-aJ/f2-4-  .  .  .  +  *Jft" 

die  11-  Grössen 
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s<»  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 

r;  z\  r!  i  =  0:  $(z,  r\  c«  r*j  =  0. .  .'I  z.  r\  zr-\  r*-:  i  =  0 

V (z.  r:  r",  r";  =  C, 

wo  C  eine  willkürliche  Grösse  bedeutet,  die  nicht  Null  ist, 

befriedigt  werden. 

Bezeichnet  man  die  Determinante 

mit  -4  und  die  Subdeterminante  von  i[  darin  mit  A'k,  so  ergeben 
diese  Gleichungen 

•liz,  r;  r<*  '/)A  =  $(r,  r;  c",  r*\AHk 

zzz  CA"  (k  zzz  1.  2.  .  .n). 

Es  bestimmen  somit  dieselben  bloss  die  Verhältnisse 

-4? 

während  die  übrigen  Grössen  und  insbesondere 

^i  *  ̂2  ■  *  *  ̂" 
willkürlich  bleiben. 

Auf  die  beiden  so  erhaltenen  conjugirten  Systeme 

und 

-1      y\  ■     mt     yl  ~»l  yli 

kann  man  nun  die  Formel  2  in  XVIII  anwenden,  wodurch  sich 

für  alle  x  innerhalb  x..x' 

c/    Ate,  ')       (-!»"  t? 

ergibt. 

Daraus  folgt  zunächst,  dass  der  Quotient 

AI  -       -1  mW—  \\ \  •* ,  •»  ...»  ; 

-*  -  ) 
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innerhalb  x«xi  nur  einmal  Null  werden  kann  und  somit  vet- 

'0  0 

schwindet  der  Zähler 

— *   ,  «  • • .  *t  j 

innerhalb  xaxl  nur  in  x[. 

Da  ferner  in  x[  und  somit  auch  in  einer  gewissen  Umgebung 

davon  die  Determinante  im  Nenner 

\{z\  **.  .  .z")  —  Ai{u\  u1.  .  .Ii") 

gemäss  \'oraussetzung  nicht  Null  wird  und  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  in  dieser  Umgebung  überall  dasselbe  Zeichen 

hat,  so  folgt: 

Die  Determinante  A(z,  **• .  .zn~}),  die  in  x[  Null  wird, 
wechselt  ihr  Zeichen,  wenn  .v  sich  stetig  ändernd  die 

Stelle  x[  überschreitet. 

Dieser  Determinante  kann  man  eine  durchsichtigere  Form 

geben.  Es  ist 

:„  //{.  .  .//;'  I      1,0,      0   .  .  .  0 
.  .  .  1) 

-"    tl"  1t" 

Ii— 1 
oder  entwickelt 

* 

=  (—!)"  VA  (//,...  uk~\  z,  u*+i...n»)Af. 

Substituirt  man  hierin  den  früher  für  ̂ 4"  gefundenen  Werth, 

so  geht  diese  Gleichung  in 

\(z,  :'.  .  . z*-1)  — 

_  (-l)M  y  ub_K  _  uM+l      M»)^(r,  r;  n*  p*) C  «— 

über. 

Wählt  man  die  willkürlichen  ajf,  a?. .  .aj{  so,  dass 

n 

il  =  V  a'M? 
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den  Werth  C  annimmt,  d.  h.  setzt  man 

C=  S r;  «*,  p^O, 

so  vereinfacht  sich  der  obige  Ausdruck  in 

=  (—1)"  V  A(«t. .  ,  r;  n*  p*),  (2) 

der  nun  unabhängig  von  den  a  ist. 

Bildet  man  zu  dem  bisherigen  Systeme  accessorischer 

Differentialgleichungen 

/  =  1 ,  2 ...  ff  /  —  1 ,  2 .  .  .  m 

das  neue  System  von  Differentialgleichungen 

(3) (4) 

wo  s  eine  beliebige  Constante  sei,  so  lässt  sich  dieses  eben- 

falls als  ein  System  accessorischer  Differentialgleichungen  auf- 

fassen. 

Denn  man  erhält  dasselbe  bei  Behandlung  der  Aufgabe: 

Die  Functionen  yvy%.  .  •  \'n,  die  unter  einander  durch  die 

früheren  in  Gleichungen 

k  —  1 ,  2 ... m 

zusammenhängen,  so  zu  bestimmen,  dass  das  Integral 

J. 
i=i 

wo  /wieder  die  frühere  Function  bedeutet,  zu  einem  Maximum 

-Hier  Minimum  wird. 
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Es  wird  daher  das  neue  System  von  Differentialgleichungen 

$i(v*'r)  =  er,; 

r  =  l,2...«  i  =  1 ,  2 . . .  m 

alle  früher  entwickelten  Eigenschaften  der  accessorischen 

Systeme  von  Differentialgleichungen,  die  im  Probleme  der 

zweiten  Variation  auftreten,  besitzen. 

Hat  man  nun  ein  Integralsystem  v,  r  des  ersten  Systems 

accessorischer  Differentialgleichungen  (3)  aus  gewissen  An- 

fangswerthen  an  einer  Stelle  c  abgeleitet,  so  kann  man  ihm 

im  zweiten  Systeme  accessorischer  Differentialgleichungen  (4) 

jenes  v,  f  entsprechen  lassen,  das  aus  denselben  Anfangs- 

werthen  in  c  nach  dem  Verfahren  in  (I)  gebildet  wird.  Es  ergibt 

sich  dann  für  das  Intcgralelement  in  i,  wenn  s  genügend  klein 

genommen  wird,  und  daher  auch  für  seine  Fortsetzungen 

/'.  "  t  ,  +  z%(x,  e), 

wo  fy(t)  eine  stetige  Function1  des  e  und  x  bezeichnet. 

Construht  man  auf  diese  Weise  aus  den  Anfangswerthen 

der  dem  Punkte  *0  conjugirten  Systeme  (1) 

u\  p1;  u2,  [j-  .  .  p" 

in  x0  die  correspondirenden  Integralsysteme 

u\  p1;  **  ,v  . .//'«,  p"  (ö) 

für  das  accessorische  Sy.stem  (4)  und  aus  den  Anfangswerthen 

des  Integralsystems  r  das  correspondirende  s,  rt  so  ist  das 

neue  conjugirte  System  ein  zu  dem  Punkte  xn  conjugirtes  System 

im  zweiten  System  accessorischer  Differentialgleichungen  (4j  und 

1  Die  Glieder  der  durch  das  Verfahren  unmittelbar  erhaltenen  Reihe  sind 

zunächst  selbst  Potenzreihen  von  t,  die  zugleich  mit  t  verschwinden  Mau 

uberzeugt  sich  aber  leicht,  dass  wenn  t  unter  einer  gewissen  Grenze  hegt, 

die  Doppelreihe  sich  in  eine  einzige  Potenzreihe  von  s  zusammenziehen  lässt. 

Es  ist  aber  der  Umstand,  das>  s)  eine  Potenzreihe  ist,  für  das  Folgende 

ganz  belanglos.    Es  genügt  festzuhalten,   dass  i)  eine  bei  cndltchcm, 

beschränktem  Intervalle  ab  endliche  stetige  Grösse  ist. 
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im  Integralsysteme  r.  F  sind  ̂ ,,-2.  •  .5  in  .v,  Null,  da  sie  daselbst 

bezüglich  zt,  z., .  .  .zn  gleich  sind. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  bei  passender  Wahl  de>  z 

die  Determinante  A(«,,  u2. .  .ü„)  des  dem  Punkte  x()  conjugirten 

Systems 

u\  p»;  «*,  p*.  .  j>» 

nochmals  innerhalb  .v0£  verschwinden  muss. 

Verschwindet  sie  in  .v,,  so  ist  die  Behauptung  riclitig.  wenn 

aber  nicht,  so  ist  das  Integralsystem  z,  ?  von  den  Integral- 

systemen (5)  des  zu  x\t  conjugirten  Systems  linear  unabhängig. 

Man  kann  dann  in  der  früher  auseinandergesetzten  Weise  aus 

//',  o1;  /<-',  f/-\  .  (3| 

und  5,  r  ein  neues  zu  ,r0  conjugirtes  System 

t'\  r1 ;  r-,  r2 .  .  .  r".  r" 

bilden,  dosen  (« —  1)  erste  Integralsysteme  und  diese  allein 

zu  z,  r  conjugirt  sind. 

Nach  (2)  erhält  man  dann  für  die  Determinante  A<z,  i>l...vn  '■) 
den  Ausdruck 

A(z,  v1.  ..v'-1)  = 

=  ( —  1 ) "  V  A r /7 1 .  .  .//<-'.  z,  .  .  n")^(z.  r\  /7t,  fr).  (6» 

Bezeichnet  man  die  früher  in  (2)  erhaltene  Determinante 

A(z,  z1 .  .  .z"-1)  mit  <I>(.r),  also 

Au,  zl.  .  .z"-1)  —  <I)(.vi. 

so  geht  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (6),  wenn  man  darin 

für  die  Grössen 

ihre  Werthe  substituirt,  wie  (2)  lehrt,  über  in 

<1> +  s), 

wo  Q(xt  3»  eine  nach  z  und  .v  endliche  und  stetige  Function 

bedeutet. 

Digitized  by  Google 



Zweite  Variation  der  einfachen  Integrale. 1423 

Nimmt  man  Isj  <  rr  wo  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl 

sei,  so  wird  0(x,  e)  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  x[ 

eine  endliche  obere  und  untere  Grenze  besitzen.  Setzt  man  also 

x  —  x[+i 

so  wird  sich  stets  eine  endliche  positive  Zahl  M  angeben  lassen, 

derart,  dass 

\Q(x,  *)\<zM 

ist.  wenn  ls|  <ij  und  i£|  <  8  ist. 

Nach  einer  früheren  Bemerkung  ändert  aber 

zugleich  mit  £  sein  Zeichen.  Hat  daher  <I>(.r[-f-S)furdie  entgegen- 

gesetzt bezeichneten  Zahlen  4,  und  i,  entgegengesetztes  Vor- 

zeichen, sind  überdies  beide  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 

als  o  gewählt,  und  genügt  s  den  Ungleichungen 

|e|<^i±i^  und 

so  zeigt  die  Gleichung 

Mz.  vl.  ..v»~l)  -  <P(x)  +  eQ(x.  s). 
dass 

A(r,  OK  .  .iM~l) 

in  -Vj'-r-'!  und  x[-hi,  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzt  und 

somit  für  einen  zwischen  -vj-f-;,  und  v'-r-i,  gelegenen  Werth 

x[-hi—x['  verschwinden  muss, 

Würde  nun  A(r!,  i>- .  .  .  r"),  das  in  .r,  nach  der  Annahme 

nicht  verschwindet,  weder  in  x"y  noch  innerhalb  x"\x  Null 

werden,  so  würde  nach  Formel  (2)  in  XVIII 

<te    A (t'\  i>* .  . .  ?")        CA (r1,  r* .  .  .  £•")- 

für  das  Intervall  ̂ .v,"  gelten,  was  unmöglich  ist,  da  A(5,  vK.A*  ') 

in  .i  j  und  *"  Null  ist  und  die  rechtsstehende  quadratische  Form 
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in  keinem  noch  so  kleinen  Intervalle  identisch  verschwinden 

kann 

Es  verschwindet  somit  die  Determinante 

A(//',  /<-.  .  .5«), 

die  sich  nur  um  einen  constanten  Factor,  der  nicht 

Null  ist.  von  der  obigen  Determinante  A  (v\  & .  .  .  Z") 

unterscheidet,  wenn  nicht  schon  in  x"  oder  xx.  so 

innerhalb  x"xv  also  in  jedem  Falle  ausser  in  x0  noch 

innerhalb  x0b. 

Bezeichnet  man  mit  x%  einen  solchen  zwischen  x0  und  b 

gelegenen  Nullpunkt  von  &(£*,  u- . . .  ün),  so  existirt  also  im 

zweiten  Systeme  accessorischer  Differentialgleichungen  (4) 

ein  Integralsystem 
iv.  r, 

dessen  Glieder  wv  Wt.  .  .  w„  sämmtlich  sowohl  in  x0,  als  auch 

x'('  verschwinden.  Man  kann  daher  den  Grössen  yvyt.  .  •  y„  in 

X9x{f  beziehungsweise  die  Variationen  ertheilen 

ktvv  kwt .  .  .kw„. 

wo  k  eine  differentiale  Grosse  bedeutet. 

Die  zugehörige  zweite  Variation  des  Integrals  kann  dann 

durch 

J*  rr, 

ausgedrückt  werden.  Da  aber 

ist.  so  geht  sie  über  in 

£  /         >  (kW,)*Jx. 

Da  die 
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nach  (XVIII,  2)  in  keiner  Strecke  des  Integrationsintervalls 

zugleich  identisch  verschwinden,  so  ist  das  Integral  rechts  nicht 

Null  und  hat  das  Zeichen  des 

Nun  unterliegt  z  bloss  der  Bedingung,  dass  sein  absoluter 

Betrag  kleiner  als  eine  gewisse  Grösse  sei  und  ist  sonst  w  ill- 

kürlich. Je  nachdem  man  daher  dem  2  unter  Beobachtung 

dieser  Bedingung  einen  positiven  oder  negativen  Werth  ertheilt. 

erhält  man  auch  positive  oder  negative  zweite  Variationen  des 

Integrals. 

Lässt  man  x9  in  a  rücken,  so  gewinnt  man  also  den  Satz: 

Verschwindet  die  Determinante  des  dem  Anfangs- 

punkte des  Integrals  conjugirten  Systems  innerhalb 

des  Integrationsintervalls,  so  gibt  es  Variationen  der 

Veränderlichen,  denen  entgegengesetzt  bezeichnete 

zweite  Variationen  des  Integrals  entsprechen. 

2.  Im  dritten,  noch  zu  erledigenden  Kalle,  wo  also  l{x,  a) 

zwar  nicht  innerhalb  ab,  aber  in  b  verschwindet,  besteht  ein 

Integralsystem  z,  r,  dessen  Glieder  zrz.....zn  sämmtlich  in  a 

und  b  verschwinden.  Dasselbe  !äs>t  sich  nun  benützen,  um 

Variationen  der  yr  y., .  .  .  y„  herzustellen,  deren  entsprechende 

zweite  Variation  des  Integrals  Null  ist.  Man  findet  also  den 

Satz : 

Ve  rschwindet  die  Determinante  des  d  e  m  A  n  t'a  n  g  s  - 
punkte  des  Integrals  conjugirten  Systems  zwar  nicht 

innerhalb  des  Integrationsintervalls,  aber  in  dessen 

Endpunkte,  so  besteht  eine  Variation  der  Veränder- 

lichen, deren  entsprechende  zweite  Variation  des 

Integral-  Null  ist. 

XXL 

Fasst  man  die  bisherigen  Untersuchungen  zusammen,  so 

gelangt  man  zu  folgendem  Endergebnisse: 

Uni  die  Functionen  v, .  y., .  .  .  v„  zu  bestimmen,  die  den 

m  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

1kixtyl%y[. .  .y„,y!,) 

k  —  1,2../;/ 

Sitzh  d.  mathciD.-naturir.  CI.;CVJI.  Rd..A»nh.  II.  a. 
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genügen,  das  Integra! 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen  und  an  seinen 

Grenzen  vorgegebene  Werthe  annehmen,  dienen,  wenn  nach 

Lagrange 

gesetzt  wird,  die  (flH-Wf)  Differentialgleichungen 

%F       d  cF 
—  —  —  =:  0         (f  =  1,  2.  .ff) 

rpt  —  0       *  =  1,  2. 

Ist  die  Determinante  (n  +  m)  Grades 

VF  VF       tr?L        '!  r 

('S 

I  . 

0 0 

0    ...  0 

b'n 

im  Integrationsintervalle  nirgends  Null,  so  ergeben  sich  hieraus 

die  (n  +  m)  Grössen 

r,.  y.> .  •  •  yn\  '«!  •  •  •  ̂7>i 

als  Functionen  des.v  und  2;/  willkürlicher  Constanten  clfcg...r*„. 

Lassen  sich  diese  aus  den  2//  Grenzbedingungen  bestimmen 

und  ergeben  sich  hiebei  die         .  .  .  yn  als  im  ganzen  Integra- 
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tionsintervalle  eindeutige  Functionen  des  xy  so  gelten  folgende 

Sätze: 

1 .  Die  s ü m m 1 1  i  c  h e n  zweiten  Variationen  des 

Integrals  können  nur  dann  einerlei  Zeichen  haben, 

wenn  die  quadratische  Form 

i.  * 

wo  die  C,.^..  C«  den  m  Bedingungsgleichungen 

i  i 

k  =  1,  2 . . .  m 

geniigen,  an  jeder  Stelle  des  Integrationsintervalls 

definit  vom  selben  Zeichen  ist. 

/  tyi  \  b'i 
2.  Bezeichnet  I -  I  den  Werth  von  - —  an  der 

v  Cr* I  öck 

unteren  Grenze  des  Integrals  und  setzt  man Vi 

8f,  1  9r2 

t  «-"•_•„ 
2vw 

)...(p) 

so  sind,  wenn  man  den  Veränderlichen 

bezüglich  die  Variationen 

£/<,,  s//., .  .  .  zu,, 

94* 



142^      (,  v.  Esc  n  er  ich.  Zweite  V»n      *l  £  er  errf«cheri  kUtgnit. 

crtheiit.  wo  die  «,...«,  von  s  unabhängige,  samm: 

ihren  ersten  Differentialqu«jtienten  im  Ir.tegration-- 

intervalie  eindeutige,  stetige  Functionen  von  x  «»ir.d. 

die  sämmtlichen  zugehörigen  zweiten  Variati«  r.en 

des  Integrals  dann  und  nur  dann  von  Null  ver- 

schieden und  haben  einerlei  Vorzeichen,  wenn  A  r.  *z- 

ausserhalb  a  nirgends  im  Integrationsinterva!: Nu"  - 
wird. 

Verschwindet  i(x.a>  auch  innerhalb  der  Intcjra- 

tionsgrenzen,  so  bestehen  verschieden  bezeichnete 

zweite  Variationen  des  Integrals. 

Verschwindet  hingegen  A-jr,  a)  im  Integrat;on<- 

intervalle  ausser  an  der  unteren  nur  noch  an  der 

oberen  Grenze  des  Integrals,  so  sind  nicht  nehr 

sämmtliche  zweite  Variationen  des  Integral*  von 

Null  verschieden. 

.'».  I)iese  Sätze  erlauben  noch  den  Schluss  zu 

ziehen: 

Ist  ent w e der  die  vorstehende  Beding ting(I)  nicht 

erfüllt  oder  verschwindet  \(x,  a)  auch  innerhalb  des 

Integrationsintervalls,  so  hat  das  Integral  weder  ein 

Maximum,  noch  Minimum 

Die  obigen  Satze  wurden  hier  allerdings  nur  für  d-jn 

ersten  Kall  der  Variationsrechnung  bewiesen,  wo  also  jede  der 

tu  Bedingungsgleichungen 

?!  =  0,  =  0.  •  .?„   5=  0 

auch  erste  Derivirte  der  Functionen  enthält  und  sich  dieses 

System  nicht  in  ein  anderes  umgestalten  lässt,  in  dem  nicht 

mehr  jede  Gleichung  von  dieser  Beschaffenheit  ist  Da  aber 

die  Entwickelungen  in  diesem  zweiten  Falle  in  Folgt-  der 

Bemerkungen  in  (XII  und  XIII)  keinen  principiellen  Schwierig- 

keiten iri'.hr  begegnen,  so  können  sie  hier  übergangen  werden. 
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Über  eine  Eigenschaft  der  Riemann'schen 

C-Function 

von 

F.  Mertens, 

w  M  k.  Aknd. 

1. 

Die  Herren'  Hadamar J   und  De   la  V'allee  I'oussin 

haben   zuerst  den   Beweis  geführt,  dass  die  Ricmann'sche 

Function,  welche  für  W'erthe  von  z  mit  über  1  liegendem 
reellen  Bestandteil  durch  die  Gleichung 

C(c)  —  1 4-   ̂    4-  —  4-   .  . 

2S
 

dclinirt  wird,  für  keinen  Werth  von  der  Form  I  -+-  tu  ver- 

schwindet. Hadamard's  Beweis  stützt  sich  auf  die  Thatsache, 

dass  C(l-f-2fVl)  nicht  unendlich  gross  sein  kann  und  führt  zu 

einer  interessanten  Ungleichung  zwischen  *(l4-,o4-ffl)  und 
CM  +o  +  2/fl),  welche  in  dem  Folgenden  mitgetheilt  werden  soll. 

2. 

Ks  seien  a  positive  Grössen.  Man  hat,  wenn  der  reelle 

Theil  von  z  über  1  liegt,  die  bekannten  Gleichungen 

_ 
 1 

iog;u>  -  \      +  > 

  /'        o  —  V" 
I     V  I 

4-        \   —  4-  

•  Mull,  de  la  SOC.  malh  .  XXIV.  IM»«;  Annuks  Je  la  >.>c  scientif.  Je 

Hruxelles,  XX,  18»f>,  1H9Ö. 
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wo  das  Product  und  die  Surr~r~.  ~:jui  auf  alle  Pnmz?/ 

beziehen.  Hieraus  folgt 

log  C(l  +  £/  4-  füll  =  \ 

—  f --
--- 

1 

■+- 

-  —  r 

I  V 

log  C(l  +|>  — /Vi)  =  \ 

—  r 

1  v 

H-       \  h  .  .  . 

ioßC<j+r>)  =  v  ]-  +  ;  v  .17  +  -  •  - 

Multiplicirt  man  diese  Gleichun^er  mit  '2.  2,  4  und  a  !di« so  folgt 

4  l»glC(t-t-p  +  fo)|+4  Lofc'C(l+? 

^  4(1  4-  cos  a  log  />)       1       4  1  -+■  cos  2a  log  p) 

- —  j)Hf  9    p2+2? 

Ks  isi  aber 

4fj-f  cos  w<;  log  /»)  ̂   2(1 — cos  fffd  log      ( 1  -h  cos  Ii*!?/ 

J>  1  -  cos  2       log  />». 

I  >ahcr  wird 

\Y  I     cos  2a  log/1       1  \vl-  ■  cos  4  cj  log/» 

^  log  ;(|         — log  :(l4-Ji^-2lö)  , 

und  es  erglN  sich 

''V-  >(  1  +  p  +iti\+  3  log  C  ( 1  4-  (A   ■  -log  !(!+;>  +2/<ji 

»I  I  +  |i+  /*!)  >  

;'v(tH-ji)  ;<i  +. 
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Da 

1  1  {'  p(..r'-+-l) 

(//  —  l)f  m'+p  2i;-+p 

P 
> 

ist,  so  folgt,  wenn  //  =  2,  3,.  .  .  gesetzt  und  addirt  wird. 

l>p;(i+p)— p 
( 'der 

1  +  p 

C(l  +  p)<  — p 

Man  hat  daher 

P    \»A  1 

l  +  p/    i;(i  +  p+2/a|''« 

3. 

Ans  der  gefundenen  Ungleichung  kann  auch  der  fragliche 

Satz  erschlossen  werden. 

Nach  dem  binomischen  Satze  ist  von  ;/  —  2  an 

1  1  p  +  ia 

(p  +  /rt)(l  +  p+/tf) 
+  +  

1  .2H*+M-'« Wird  ;/  =  2,  3,  4  gesetzt  und  addirt,  so  folgt 

1  ™  ( p  +  /Vi)  (;  ( 1  +  p  +  f<j )  —  1 ) 

(p +/</)(!  +  p  +MJ 

1.2 

(»der 

C(!  +  p  +/Vi)  =  1  + 

p  +  ja 

(:(2  +  p  +  /t/  )  -  i)  + . . 

( l  +  p  +  /t/) 

(;(2+p  +  /ti)  —  i) 1 .2 

( 1  +  o  +  /</ )  *  2  +  p  +  hl) 

-  (C(3+p+i<i)-l), 

1  .  •_'  3 

welche  Gleichung  auch  noch  für  p  =  <»  gilt. 



F.  Mertens. 

Hieraus  folqt  zunächst,  wenn  man  >ich  o  ̂   I  den  Kl, 

2a  - 

e*  i«*t  aber 

I  4-    -        I  +  I 

<  

4ar  4a- 

OB 

—  ii' n-  —  1  i 

Daher  er^-.ht  sich 

,«1+5  +2 /eil  <T  I  H  1  ?  — -  • 

Ferner  wirJ 

1 1  +?  +  ui  —  (I  ■+■  Zti ) 
 Ci'J+O  +  Wl  —  1) 

!  +  ia  '  i 
•  I  •  5 

,  I         ia  m  2  «+•  ?  -f-  i'u  ■     ( I  4-  M  i  *  2+  /a  i   —  ■—  (^i3-hp4-f*l       1  > 

.  >  .  3 

i  I  4-/ü'i'J  +  /i/i  [ 
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Daher  ist 

:(i  +  1o+/t/)-;(i+/(/i      ,  c2l <       -4-  —  r-r(C2—  1+C3—  I  -+-...» 
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Die  Meteore  des  20.  bis  30.  November  mit 

besonderer  Berücksichtig-ung  der  Bieliden 
von 

Adolf  Hnatek. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  3.  November 

Die  vorliegende  Arbeit  war  ursprünglich  in  der  Absieht 

unternommen  worden,  eine  grossere  Anzahl  von  Positionen 

des  Hauptdivergenzpunktes  der  Periode  vom  20.  bis  30.  No- 

vember, nämlich  des  Radianten  der  Bieliden-  oder  Andromeden- 

meteore.  für  verschiedene  Tage  und  Jahre  zu  bestimmen,  um 

daraus  einen  Werth  für  die  aus  der  Combination  der  Ände- 

rungen von  Erd-  und  Meteorbewegung  sich  ergebenden  Ver- 

schiebungen ableiten  zu  können.  Speciell  dieser  Radiant  musste 

solchen  Untersuchungen  äusserst  günstig  sein,  da  die  kosmische 

Geschwindigkeit  der  aus  demselben  kommenden  Meteore  ver- 

hältnissmiissig  gering  ist  und  daher  eine  Änderung  der  Be- 

wegungsrichtung  der  Erde,  die  ja  täglich  ungefähr  um  einen 

Grad  im  Räume  um  die  Sonne  weiterrückt  und  ihren  Apex 

daher  um  ungefähr  ebensoviel  verschiebt,  einen  ganz  bedeu- 

tenden Ein  flu  SS  auf  die  scheinbare  Position  des  Radiations- 

punktes ergeben  musste.  Aber  gar  bald  zeigte  es  sich,  dass  das 

vorhandene  Beobachtungsmateriale  für  eine  derartige  Unter- 

suchung nicht  recht  geeignet  war. 

Es  war  zwar  gelungen,  für  das  Jahr  1872.  in  welchem  der 

Bielidenstrom  eine  ungeheure  Lebhaftigkeit  entfaltet  hatte, 

welche  sogar  den  grossen  Schwärm  vom  November  180(3 

(Leoni den)  erreichte,  wo  nicht  gar  übertraf,  fünf  Beobachtungs- 

reihen zu  erhalten,  die  in  die  Untersuchung  einbezogen  wurden, 

aber  bei  der  damals  äusserst  strengen  Localisation  der  Thätig- 

keit  auf  den  27.  November  —  alle  fünf  Beobachtungsrewien 
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betreffen  auch  nur  diesen  einen  Tili?  —  konnten  jene  sehr  zahl- 

reichen Beobachtungen  zwar  einen  äusserst  genauen  Werth 

für  die  Position  des  scheinbarer.  Radiationspunktes  liefern,  der 

jedoch  als  nur  für  diesen  einen  Tag  geltend,  wohl  den  Vortheil 

bot,  dank  seiner  verhältnissmassig  hohen  Genauigkeit  und 

Sicherheit  eine  recht  sichere  Hahnbestimmung  zu  ermöglichen, 

nichtsdestoweniger  aber  für  den  zuerst  vorgenommenen  Zweck 

ohne  jeglichen  Nutzen  war. 

Hesser  allerdings,  sollte  man  meinen,  hätte  es  um  das  Jahr 

1 885  bestellt  sein  können,  wo  die  Legalisation  des  Phänomens 

bei  weitem  nicht  mehr  so  strenge  war,  wie  im  Jahre  1872.  Die 

Meteore  fielen  in  einer  so  ungeheuren  Anzahl,  dass  sogar  der 

schöne  Sternschnuppenregen  vom  27.  November  1872  weit 

übertreffen  wurde.  Doch  war  hier  wieder  die  Anzahl  der  Meteor- 

bahnen, welche  behufs  Bestimmung  der  thätigen  Kadianten 

notirt  w  nden  waren,  eine  nur  sehr  gelinge.  Man  hatte  sich 

hauptsächlich  darauf  beschränkt,  entweder  die  Anzahl  der 

gefallenen  Meteore  überhaupt  oder  die  stündliche  Frequenz 

derselben  zu  bestimmen. 

Allerdings  hatte  Denning  eine  Reihe  von  Beobachtungen 

aus  diesen  Tagen  (20.  bis  30.  November  1885)  bereitwilligst 

zur  Verfügung  gestellt,  da  er  jedoch  bereits  die  zum  Andro- 

medenradianten  gehörigen  Meteore  ausgewählt  und  leider  auch 

nur  diese  übersendet  hatte,  so  konnte  keine  rechte  Controie 

über  die  Art  der  Auswahl  der  Meteorbahnen  geübt  werden  um: 

weil  vorläufig  nur  selbstbestimmte  Positionen  in  die  Unter- 

suchung einbezogen  werden  sollten,  so  blieb  nichts  anderes 

übrig,  als  die  einmal  gefasste  Absicht  gänzlich  fallen  zu  lassen. 

Nichtsdestoweniger  ist  es  gelungen,  eine  grössere  Anzahl  von 

verhältnissmässig  sicher  bestimmten  Positionen  nicht  nur  des 

Radianten  der  Bieliden,  sondern  auch  anderer  Divergenzpunkte 

zu  erhalten,  die  sich  meist  mit  schon  bekannten,  hauptsächlich 

von  Schmidt,  Heis,  (ireg,  Herschel.  Schiaparclli  und 

Denning  bestimmten  Radiationscentren  decken. 

Was  die  zahlreichen  Beobachtungen  betrifft,  die  ich 

$  — tentheils  der  (iute  des  Herrn  Prof.  Weiss  verdanke,  so 

wanden  mir  zur  Verfugung:  Die  in  den  Annalen  der  Wiener 

<:errs\varte  gedruckten  Sternschnuppenbeobachtungen,  welche 

)igitized  by  GüÄglc 
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wahrend  der  Jahre  1867  — 1877  von  österreichischen  Beob- 

achtern ausgeführt  worden  waren;  ebenso  einige  ebendortselbst 

gedruckte  Beobachtungen  alteren  Datums,  sowie  die  im  Jahre 

1837  an  der  alten  Wiener  Sternwarte  angestellten  und  von 

Littrow  ein  Jahr  später  veröffentlichten  Beobachtungen. 

Wetters  die  Beobachtungen,  welche  in  den  » Pubblicazioni  del 

Reale  Osservatorio  di  Brera  in  Milano-  enthalten  sind  und  die 

sich  über  die  Jahre  18I>7 — 1872  ausdehnen.  Einer  Privatmit- 

theilung verdanke  ich  die  Beobachtungen  Denning's  vom 
Jahre  18SÖ,  sowie  einige  von  ihm  notirte  hieher  gehörige 

Meteorbahnen  aus  den  Jahren  187(>.  1877  und  1880.  Von  Prof. 

Ciiov.  Schiaparelli  in  Mailand  habe  ich  auf  meine  briefliche 

Bitte  hin  einige  Beobachtungsreihen  erhalten,  welche  am 

»Osservatorio  meteorologico,  Seminario  V*  in  Pavia  von  Prot". 
Maffi  beobachtet  worden  waren  und  die  lediglich  das  Jahr 

1897  betreffen.  Doch  gaben  diese  Beobachtungen  äusserst 

wenig  Andromedcn  Und  auch  die  übrigen  Radianten  dieser 

Periode  waren  so  schwach  vertreten.  dass  v»»n  den  ohivdics 

nicht  sehr  zahlreichen  Flugbahnen  noch  eine  grosse  Zahl  von 

Meteoren,  welche  keinem  der  abgeleiteten  Radianten  zugetheilt 

werden  konnten,  übrigblieb.  Auch  Nyiland,  der  nunmehrige 

Director  der  Sternwarte  in  Utrecht,  hat  mir  einige  Beobachtungen 

von  Metcorbahncn  gesendet.  Dieselben  sind  in  RohrhachVchen 

Karten  in  gnomonischer  Projection  eingezeichnet  und  betreffen 

die  Jahre  1 8(dö  und  1 S« » 7 .  Auch  sie  ergaben  äusserst  wenig 

Meteore,  die  aus  den  Bielidenradianten  kamen.  Ebenso  Hessen 

die  mir  von  Dr.  Ott«»  Knopf  in  Jena  auf  meine  in  A  N.  ."^  177 

v  eröffentlichte  Bitte  um  Überlas  sung  \  <>n  Meteorbahnen  hin  zur 

Verfügung  gestellten  Beobachtungen  meist  teleskopischer  Stein« 

schnuppen  wegen  ihrer  geringen  Zahl  eine  Zusammenfassung 

in  Radianten  nicht  zu.  Nicht  vergessen  will  ich  auch  die  Schrift: 

»Astronomische  Beobachtungen  über  Meteorbahnen  und  deren 

Ausgangspunkte-  vi»n  Dr.  J.  F.  Schmidt,  die  mir  gleichfalls 

Herr  Director  Weiss  zur  Verfügung  gestellt  hat  und  der  ich 

einige  Meteorbahnen  entnehmen  konnte.  Später  fand  ich  noch 

die  v«m  Prof.  Herschel  am  27.  November  1X72  beobachteten 

Meteorbahnen  im  Band  XXXIII  der  »Monthly  notices«  veroflent- 

H  ht.   Rs  sCj  mir  gleich  hier  gestattet,  allen  Jenen,  welche  mir 
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durch  Freundliche  Übersendung  von  Beobachtungen  das  spiir- 

lichc  Material  erweitern  halfen,  meinen  besten  Dank  für  ihre 

Bereitwilligkeit  auszusprechen. 

Was  nun  die  Art  und  Weise  anbelangt,  w  ie  die  Radianten 

bestimmt  wurden,  so  wurde  unter  Benützung  der  von  E.  11  eis 

zu  diesem  Zwecke  entworfenen  »  centtischen  Projectionen«  im 

Princip  diejenige  Methode  befolgt,  die  Prof.  Weiss  in  seiner  im 

Jahre  1868  in  diesen  Sitzungsberichten  veröffentlichten  Abhand- 

lung vorgeschlagen  hat.1  Dieselbe  wurde  nur  insoweit  modificirt. 

dass  nicht  die  Kectascensionen  und  Declinationcn  derjenigen 

Punkte  der  verlängerten  Sternschnuppenbahnen,  welche  dem 

Kadianten  am  nächsten  waren,  sondern  gleich  die  DitTerenzen 

der  Positionen  dieser  Punkte  und  des  angenommenen  Kadiations- 

punktes  in  AK',  und  D.  angeschrieben  wurden,  deren  arith- 

metisches Mittel  eventuell  mit  Berücksichtigung  der  Gewichte 

für  die  einzelnen  Flugbahnen  als  Correction  des  supponirten 

Kadianten  genommen  wurde.  Diesem  Verfahren  wurde  dort,  wo 

sich  der  verbesserte  Werth  des  Kadianten  um  mehr  als  einen 

halben  Grad  von  dem  ursprünglichen  Werth  verschoben  ergab. 

s«>  lange  fortgesetzt  und  wiederholt,  bis  diese  Correction  un- 

merklich wurde.  In  der  Kegel  erreicht  man  im  schlimmsten  Fa'.le 

mit  drei  Näherungen  einen  hinreichend  genauen  Werth. 

Welcher  hohen  Genauigkeit  diese  Methode  fähig  ist,  geht 

aus  dem  Umstände  hervor,  dass  auf  diese  Weise  aus  den  zwei 

italienischen  Beobachtungsreihen  für  den  '27.  November  1871? 

ein  Werth  für  den  Andromedenradianten  abgeleitet  werden 

konnte,  der  mir  um  den  zehnten  Theil  eine*  Grades  in  Declina- 

tion  —  ctie  Kectasjension  war  vollkommen  übereinstimmend  — 

von  dem  aus  den  zu  Ofen  und  Genf  angestellten  Beobachtungen 

erhaltenen  Orte  dieses  Kadiationspunktes  verschieden  war. 

Diese  Genauigkeit  geht  beinahe  unter  die  Grenzen  der  bei  so 

relativ  ungenauen  Beobachtungen  möglichen  Sicherheit  herab. 

Aus  diesem  Beispiele  geht  zur  Genüge  hervor,  dass  diese 

Methode,  die  ja  eigentlich  eine  graphische  Anwendung  der 

Methode  der  kleinsten  Quadrate  ist,  gewiss  das  Möglichste  grbt, 

was  aus  einer  Beobachtungsreihe  gezogen  werden  kann. 

1    Dr.  E.  Weiss,   beiträte  zur  Kcnntniss  der  Sternscrmuppen.  Oksc 

Si:z,:nf:sbcr.,  180S. 
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Die  Meteore  des  20.  bis  30.  November.  14W 

Die  nach  dieser  Methode  abgeleiteten  Kadianten,  die  nun- 

mehr näher  besprochen  werden  sollen,  lassen  sich,  wie  schon 

oben  erwähnt,  meist  mit  ähnlichen  Divergenzpunkten  von 

Heis,  Greg,  Henning1  u.  A.  identiriciren.  Dabei  möge  gleich 

hier  hervorgehoben  werden,  dass  der  Vergleich  mit  den  von 

anderen  Beobachtern  gefundenen  Positionen  erst  nach  Auf- 

arbeitung des  gesammten  Bcobachtungsmatcriales  und  nach 

vollständiger  Festlegung  der  grossen  Mehrzahl  der  angegebenen 

Radiationen  durchgeführt  wurde.  Erst  dann  wurde,  um  die 

Anzahl  der  unbestimmbar  gebliebenen  Meteore  zu  vermindern 

und  die  Thätigkeit  anderer  Kadianten  zur  Zeit  der  Beobach- 

tungen nachzuweisen,  auf  die  bereits  von  anderer  Seite  her 

bestimmten  kadiationspunkte  Rücksicht  genommen.  Jedesmal 

ist  dies  aber  im  folgenden,  bei  der  näheren  Besprechung  der 

einzelnen  Radiationen  hervorgehoben. 

Die  Meinzahl  der  angeführten  Kadiationspunkte  ist  fast 

ausschliesslich  aus  den  Beobachtungen  vom  27.  November  1872 

abgeleitet,  und  in  ganz  besonderem  Maasse  gilt  dies  von  den 

mit  1  bis  X  bezeichneten  Radianten.  Um  jedoch  zu  zeigen,  dass 

viele  derselben  auch  früher  oder  später,  wenn  auch  bedeutend 

weniger  thätig  waren,  mögen  in  der  nun  folgenden  Besprechung 

der  einzelnen  Positionen  auch  jene  Tage  hervorgehoben 

werden,  wo  sich  einige  wenige  Meteore  dem  betreffenden 

Punkte  zutheiten  Messen.  Aus  diesen  wenigen  Meteoren  eine 

Position  für  den  Radianten  zu  bestimmen,  wurde  in  vieien 

Fällen  desshalb  unterlassen,  weil  dieselbe  bei  der  geringen 

Zahl  der  Meteore  mit  allzugrosser  Unsicherheit  behaftet  er- 

schienen wäre  und  es  unzulänglich  gewesen  wäre,  mehrere 

Meteore  vielleicht  von  verschiedenen  Beobachtungstagen  und 

oft  sogar  verschiedenen  Jahren  zusammenzuzeichnen  und  zu- 

sammenzufassen. Die  Kadiationspunkte  theilen  sich  von  selbst 

!  Hei  Ycrtjlciehung  der  erhaltenen  Positionen  mit  Denning's  R.idianten 
konnte  ein  Verzeichnis*  der  letzteren  benutzt  werden,  das  ich  einer  brieflichen 

Mittheilung  Denning's  verdanke  und  das  sich  lediglich  auf  die  Periode  der 
Bieüden  bezieht.  In  A.  N.  3513  hat  Henning  neuerdings  ein  Verzeichniss  der 

von  ihm  für  die  Perioden  der  Quadrantidcn,  Lyriden,  Porseiden,  Orioniden, 

Lconiden  und  Gcminidcn  gefundenen  Positionen  zusammengestellt.  Von  dieser 

Zusammenstellung  wurden  nun  auch  die  Leonidcn  und  Geminiden  einbezogen. 
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in  zwei  Gruppen,  deren  erste  diejenigen  umfasst,  welche  sich 

mit  vollkommener  Sicherheit  aus  den  Beobachtungen  ergaber. 

wo  also  der  angegebene  Ort  nur  mit  verhältnissmässig  geringer 

Unsicherheit  behaftet  ist,  während  sich  in  die  zweite  die  mehr 

unsicheren,  sowie  auch  diejenigen  Radianten  einstellen,  welche 

in  ihrer  Thätigkeit  nur  dadurch  erkannt  wurden,  dass  die  von 

anderen  Beobachtern  gegebenen  Radiationspunkte  in  die  Karten 

eingezeichnet  und  einbezogen  wurden. 

A.  Sichere  Radianten. 

L  25-3+43-7. 

Der  Hauptradiant  dieser  Periode,  der  seine  Thätigkeit  den 

Trümmern  des  Biela'schen  Kometen  verdankt,  welcher  seit  18."2. 

wo  er  zum  letzten  Male  beobachtet  werden  konnte,  ver- 

schollen ist. 

Wie  bereits  oben  erwähnt,  standen  zur  Bestimmung  dieses 

kadiationspunktes  fünf  Beobachtungsreihen  vom  27.  November 

1872  zur  Verfügung.  In  den  »Annalen  der  Wiener  Sternwarte« 

sind  unter  den  von  Prof.  Weiss  veröffentlichten  Stern- 

schnuppenbeobachtungen die  Beobachtungsreihen,  die  in  Ofen 

und  in  Genf  erhalten  wurden,  enthalten.  In  den  »Pubblicazioni 

del  reale  osservatorio  di  Brera  in  Milano«  linden  sich  die  Beob- 

achtungen in  Moncalieri  und  Mondovi.  Bei  einer  nur  curso- 

rischen Bestimmung,  welche,  wie  nur  Prof.  Weiss  mittheilte, 

hauptsächlich  dazu  dienen  sollte,  die  stärksten  Radianten,  die 

an  diesem  Tage  thätig  waren,  hervortreten  zu  lassen,  hall-. 

Letzterer  für  den  Ausgangspunkt  der  Bieliden  gefunden: 

25  0+44- J. 

Dieser  Werth  wurde  als  ei  ste  Näherung  bei  der  genauen 

Bestimmung  des  Ortes  des  Radianten  benützt.  Für  die  ersten 

vier  Beobachtungsreihen  ergaben  sich  nach  der  oben  ausein- 

andergesetzten Methode,  wobei  sowohl  die  österreichischen, 

als  auch  die  italienischen  Beobachtungen  gesondert  behandelt 

worden  waren,  folgende  Positionen: 

Kür  Ofen  und  Genf   25-.*-+-43'7  aus  64  Meteoren, 

für  Moncalieri  und  Mondovi  . .  .  25*3+43*8  aus  60  Meteoreft 
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Später  wurden  noch  im  Band  XXXI II  der  »Monthly  notices« 

die  von  Prof.  AI.  Herschel  beobachteten  Meteorbahr.en  ver- 

öffentlicht gefunden.  Die  aus  ihnen  abgeleitete  Position,  welche 

jedoch  ziemlich  bedeutend  in  Declination  von  obigen  zwei 

Werthen  abweicht,  ergab: 

Her  sehe  Ts  Beobachtung  2.V6-h4Q-6  aus  25  Meteoren. 

Wegen  dieser  ziemlich  starken  Verschiedenheit  wurde  auch 

dieser  Werth  des  Radiation  punktes  nicht  für  die  Bahnbestim- 

mung verwendet.  Dieser  Vorgang  erscheint  umsomehr  gerecht- 

fertigt, als  ja  die  ersten  zwei  Bestimmungen  aus  den  öster- 

reichischen und  italienischen  Beobachtungen  doch  zwei  Werthe 

geliefert  hatten,  die  weit  innerhalb  der  Grenzen  der  bei  solchen 

Bestimmungen  erreichbaren  Genauigkeit  übereinstimmten.  Man 

könnte  noch  meinen,  dass  vielleicht  die  in  der  grösseren  Breite 

des  Beobachtungsortes  in  Folge  der  geringeren  Höhe  des 

Radiationspunktes  über  dem  Horizonte  grössere  Zenithattraction 

diese  Abweichung  verursacht  habe ;  aber  schon  die  erste  Über- 

'  legung  muss  -agen,  dass  bei  grösserer  Zenithdistanz  die  Declina- 

tion eher  zu  gross,  als  zu  klein  hätte  ausfallen  müssen.  So 

musste  also  die  Elimination  des  Einflusses  der  Zenithattraction 

den  Fehler  der  Position  nicht  nur  nicht  beseitigen,  sondern  ihn 

sogar  noch  vergrössern. 

Wie  sehr  die  Position  eines  Radianten  durch  die  Auswahl 

der  Meteorbahnen,  die  zur  Bestimmung  desselben  '  erwendei 

werden  sollen,  beeinflu>st  werden  kann,  mag  aus  der  folgenden 

Zusammenstellung  ersehen  werden,  welche  eine  von  Prüf. 

AI.  Herschel  in  den  »-Monthly  notices«,  Band  XXXIII, gegebene 

Tabelle  wiedergibt,  die  noch  mit  bedeutenden  Erweiterungen, 

namentlich  aus  den  Angaben  in  -Heis'  Wochenschrift-  ver- 
sehen wurde.  Sämmtliehe  Angaben  betreffen  lediglich  den 

27.  November  1872.  Es  dürfte  gewiss  schwer  fallen,  manche 

auffallende  Abweichungen  in  den  einzelnene  Werthen,  wie  sie 

hier  für  den  Radianten  der  Andromeden  gegeben  sind,  lediglich 

aus  den  Wirkungen  der  Zenithattraction  zu  erklären.  Leider 

fehlt  bei  allen  Angaben  die  Zahl  der  Meteore,  aus  denen  die 

angeführte  Position  abgeleitet  wurde. 

Sit/.b  d.  m.ittiL'm.  n.iturw.  Gl.;  CVII.  Bd..  Abth.  II.  a. 
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Nr. Beobachter Beob.-Ort 

Beob.-Zeit 

1872 
Nov.  27 

Position 

des  Kauiantei 

AR.  D. 

\n- 

merkun
gen 

1 W.  H.Wood Birmingham 

gh_  ioi.'  Ii 

5  +50 

2 E.  V.  Pigott Malpas 7 9  +50 

3 J.  J.  Plu  mmer Durham 7 
15  +46-5 

< | » 

945 

27     +  56 

5 H.  Weight- ma  n 0  im  die 
5  so  _8i5 

18  +51 

6 A.  S.  Hei- 
HIHI 

Newcastle  on 20     4  40 

7 J.  G.  Galle Breslau 
620  _  750 

22  +42 

8 » » 8 22     +  42 

8 
1 

» » 35     +  45 
f  nach  Mitter- 
1  nacht 

1  .0 
K  n  o  b  e  l Burton  on 

Trent 535  —  750 

22«5+  44 

1  i 
M  arth Gatesnead 

25 • 5+  43 

12 T.  P.  Ba  rkas 
Newcastle  on 

Tyne 

630 

26-5+  43 

T.  W.  Back 

ho  us  e 

jT.H.  Walle  r 

JllllUvl  1  «l  I  1  Vt %J  11 

14 

)  S  P.Thom- 

\  York /         I  Ul  IV 
\j  —  i  \j  * 

2 -\     j.  a^ 
—  «J          *    **  .  ) 

15 

( *•  r  «int, 

Korbes 
Glasgow 

53o_ior" 

2.~>     +  45 

i  it 

i ' ' 

vv  v: ... ., ,, w  .  >  \\  .i  n 
8'*»»  G'5 _.J     +  4n 

i  - 

1  4 n.J.  i  c  r  r  \ oa  .  a,  A-i  .  u 

IS E.  II  eis Münster 
8-1» 

24    +  50 

Ii» 

J.  B.  Smith Chesterlield 

7- 

29    +  59 

20 
E.  J.  Low  c Beesten 

550  _  i  q:u> 
26  2+46-2 

IM W.  K.  Hen- 
ning 

Bristol 29    +  46 ö  V-  «3>      i  *  «Jl  i  *. 

•>•> G.  Lcspiau  It Bordeaux 
5»-  10 

28    ♦  42 

23 U lo  t in » 29    +  43 

24 
H.  van  de 
Stade Arnheim 

29  *41*7 25 F<  Dens« Moncalien 

i 
 8 

30  28 

1 

igmze 

d  by  Googl 
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Nr. Beobachter Beob.-Ort 

Beob.-Zeit 
1872 

Nov.  27 

Position 

des  Radianten 

AR.  D. 

An- 

merkung
en 

20 F.  Denza Moncalieri 
später 

29    +  32 

27 » > » 37    +  36 

28 W.  Gamet Clitheroe 
7äo_8r, 

40  +35 

29 H.  A.  Newton 
New  Häven 

V.  S. 
355    +  43 

k  ungefähr ■  aus  einigen 

(  Bahnen 30 ? Pölbitz — 28    +  55 

i 

31 J.  Schmidt Athen 

8«-' 

22-5+  42-5 (  Maximum 
des 

(  Phänomens 
32 Fröhlich Budapest 28-5+  42-0 

i 

j 
33 Heidorn Göttingen - 26    +  37 

gezeichnet 
34 Konkoly Ö  Gyalla (3012)4  (4olü) 

35 Zona Caltanisetta 32    +  43  5 

| 
 

36 

T  a ec  h  t  n  i Palermo 

1 1 

40  9+  46  5 

1 

| 

» 1 
37 M  ohn Christiania 27    +  45 (  zu  Beginn 

\  des 

(  Phänomens 
38 Rubenson » — 25    +  47 

etwas  später 1 
39 F  e  a  r  n  1  e  y » 27    +  43 

40 J.  Palisa Bothkamp 

7- 

44-  5t  40-5 i 

41 Karlinski ? 10-11 22    +  43 

42 

43 

F.  J.  Pick 

A.  Weiss 

Pola Prag 

73« 

28  8+41-7 
28-8+41-7 

/  Position  von 

(y-Andromed. 
i 

Mittel  25-7+  44  0 

Alle  diese  Angaben  geben  einen  Mittelvverh  von 

25-7  +  44-0, 

welcher  sich  auffallend  gut  der  oben  genau  bestimmten  Position 

anschliesst  und  nur  versuchsweise  gerechnet  wurde,  da  es 

95* 



1444 A.  Hnatek, 

wegen  der  verschiedenen  Grösse  der  Verschiebungen  durch  die 

Zenithattraction  in  Folge  der  verschiedenen  geographischen 

Breiten  der  Beobachtungsorte,  sowie  der  Verschiedenheiten  in 

den  Beobachtungszeiten  eigentlich  unzulässig  wäre,  die  Beob- 

achtungen ohneweiters  zusammenzufassen.  Dabei  wurde  der 

von  H.  A.  Newton  angegebene  Werth  Nr.  29  ausgeschieden, 

da  er  sich  mehr  dem  Werthe  des  Radianten  IV  nähert. 

Was  die  nächsten  Jahre  anbelangt,  so  war  das  Phänomen 

da  wohl  recht  spärlich,  bis  es  im  Jahre  1885  wieder  eine 

bedeutende  Steigerung  erfuhr,  so  zwar,  dass  der  Fall  vom 

27.  November  1872  durch  den  Sternschnuppenschauer  vom 

27.  November  1885  weit  übertrofTen  wurde.  Seit  1872  hat  der 

Bielidenstrom  auch  noch  ein  drittes  Mal  eine  bedeutende  Thätig- 

keit  entfaltet  und  zwar  am  23.  November  1892,  wo  er  ungefähr 

in  derselben  Stärke  aultrat,  wie  bei  seiner  ersten  grossen  Er- 

scheinung im  Jahre  1872.  Das  Phänomen  hatte  sich  also  bei 

seiner  letzten  Erscheinung  um  vier  Tage  verfrüht.  Es  zeigte 

sich,  dass  diese  Verfrühung  auf  Kosten  der  Störungen  Jupiter-- 

zu  setzen  sei,  dem  sich  der  Hauptschwarm  in  den  Jahren  1889 

und  1890  bedeutend  genähert  hatte. 

Auch  für  den  Zeitraum  von  1872  bis  1897  wurden  eine 

Reihe  von  durch  verschiedene  Beobachter  festgestellten  Posi- 

tionen des  Bielidenradianten  zusammengestellt  und  in  der 

folgenden  Tabelle  vereinigt.  Auch  die  wenig  zahlreichen  An- 

gaben für  das  Jahr  1885  und  die  noch  spärlicheren  Bestim- 

mungen für  1892  wurden  einbezogen. 

Nr. i 
I 

Datum Beobachter 
Zeit 

der  Beob. 

Position 
AR.  D. 

Bemerkungen 

|  1 
!  2 

1872  Nov. 

1877  . 

27 

25 

A.  Weiss,  Prag 

D  e  n  ii  i  n  k 

28-8+41-7 

22  +45-5 

i  Position  von 

<|  Y-Andro- 
(  medac 18  Meteore 

3 
1878  » 29 

Corder 23  -44 
8 

4 
1 

1879  . 
3 » 

24  -45 

6      .  ' 

1  5 

! 
1883  » 

2t; 

> 25  .43 \ 

1 

1 
 " 

i 

)igitized  by  QQfl|gl 
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Nr Datum Beobachter 
Zeit 

der  Beob. 

Position 

AR.  D. Remi*rknni7f»n 

6 1885  Nov.  26 
Denning 

547-123* 26  +44 25  Meteore 

7 »  27 » 5'9-  9i 24  +44 26 

8 »  28 » 
6^—1127 

22  +435 34 

9 
»  30 » 619-  9*9 

21  +42-5 
10 

ia 
Dec.  7 > 19  +43 » 

ii 1885  Nov.  27 
Denza, 

Moncal. 

735 

22  +44 

12 »  27 » 

82° 

26  +43 

1  o 1  s 

14 

1  o 

»  27 

»  2* 

> 

Corder 

Ralph  Cope- land 

9" 

— 

1  '  '  - —  O" 

-ö  +4J 

25  +44 

Za '9+46 -4 

(  Schätzung 

\  (1348 

1  Meteore) 

19  Meteore 

16 1885  Nov.  27 Schiaparelli 

333 

15  +45 

17 .  27 » 18-5+44 

18 >  27 » 

87 

23  +42 

19 »  27 
R.  Grant _ 24    +45  3 

20 
»  27 

G.  L.  Tu p man 22*5+45*5 

21 1885  Nov.  27 W.  H.  Robin- 
son 

22-5+48 

22 »  27 G. Strahan 26</4+46 

23 1 892    »  20 Corder 23  +38 

24 

1 

25 

i 

i 
! 

.  26 

1897    »  19 
bis  27 

» 

Prof.  Maffi 

29  +42 

28*3+42*7 

.   16  Meteore 

\  (aus  den 
Beob.v.Ver- 

1  fasser  selbst \  bestimmt). 

Interessant  sind  hier  wohl  in  höherem  Masse  die  Positionen 

Denning's  für  das  Jahr  1885,  in  welchen  sich  eine  schwache 

Abnahme  sowohl  der  AH.,  wie  auch  der  I).  im  Laufe  der  Beob- 

achtungen zeigt.  Versuchsweise  wurden  aus  den  von  Denning 

mitgetheilten  Beobachtungen  die  Werthe  für  die  einzelnen  Be- 

obachtungstage nach  der  oben  auseinandergesetzten  Methode 

neu  bestimmt.  Es  ergab  sich: 



1446 A.  Hnatek, 

1885  Nov.  26.  547 — 12M  G.  m.  T..  .  .  25-8+43'4  19  Meteore. 

>    27.  51»—  901  •    »   ....  25-4+43-9  20 

»    28.  6«_n«.    .   ....  2T7  +  43-5  18 

»    30.  6:l9—  959  •    »   •  ...  21-0+42-5  10 

Auch  aus  diesen  Bestimmungen  bestätigt  sich  die  Vfer- 

muthung  Denning's,  die  mir  dieser  in  einem  Briefe  vom 

10.  December  1897  mittheilt:  »It  appeared  to  me,  that  the 

radiant  point  moved  slightly  vvestwards  during  the  progress  of 

my  observations;  but  I  am  not  certain  of  this  fact.«  Einer 

späteren  theoretischen  Untersuchung  möge  es  vorbehalten 

bleiben,  zu  entscheiden,  inwieweit  sich  diese  scheinbare  Ver- 

schiebung aus  dem  Weiterrücken  der  Erde  in  ihrem  Laufe  um 

die  Sonne  erklären  lässt. 

Was  die  fortschreitende  Zunahme  der  Rectascensionen 

und  Abnahme  der  Declinationen  in  den  von  Denza  und 

Schiaparelli  gegebenen  Positionen  (Nr.  11  —  13  und  16 — 18) 

betrifft,  so  lassen  sich  dieselben  vollkommen  aus  dem  Wirken 

der  Zenithattraction  erklären  und  stimmen  trotz  der  für  die  ver- 

schiedenen Zeiten  relativ  bedeutenden  Unterschiede  nichtsdesto- 

weniger recht  gut  miteinander  überein. 

Die  unter  der  Leitung  von  Prof.  Maffi  in  Pavia  am  dortigen 

«Seminario  meteorologico«  im  Jahre  1897  angestellten  Beob- 

achtungen gaben  nur  äusserst  wenig  Bieliden:  aus  ihnen  wurde 

für  den  ganzen  Zeitraum  vom  19.  bis  27.  November  1897  die 

oben  in  der  Tabelle  gegebene  Position  abgeleitet,  die  einzige 

Angabe  in  dieser  zweiten  Tabelle,  die  ich  selbst  bestimmen 

konnte.  Für  eine  Sonderbestimmung  der  Örter  des  Radianten 

für  jeden  Beobachtungstag  reichte  die  Anzahl  der  Beobachtungen 

nicht  hin. 

Soweit  die  Beobachtungen  von  1872  bis  in  die  neuere 

Zeit.  Was  endlich  den  Zeitraum  vor  dem  Jahre  1872  betrifft,  so 

wäre  es  wohl  höchst  interessant  und  wünschenswerth  gewesen, 

aus  Meteorbeobachtungen,  die  zu  einer  Zeit  angestellt  worden 

waren,  wo  der  Biela'sche  Komet  selbst  noch  als  solcher  sicht- 

bar war.  einen  genauen  Werth  für  den  Ort  der  Radianten  zu 

erhalten.  Aber  hier  war  die  Ausbeute  sehr  gering.  Es  gaben  nur 
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19.  November  1849  Schmidt  in  Bonn.  .  .   1  Meteor, 

29.       -         1869  Wien   1 

17.       ■        1870  AUessandria    3  Meteore, 

24.  1870  Florenz   1  Meteor, 

29.        -         1870  Wien   2  Meteore. 

Sonderbarer  Weise  ergeben  die  ziemlich  zahlreichen  Beob- 

achtungen der  »alten  Wiener  Sternwarte«  aus  dem  Jahre  1837 

(19.,  28.  November  und  1.  December)  nicht  eine  einzige 

Andromede. 

Gleichwohl  ist  auch  dieses  negative  Resultat  nicht  ohne 

Wichtigkeit.  Bekanntlich  waren  die  Andromeden  in  jener  Zeit  erst 

Anfangs  December  thätig  (so  z.  B.  beobachtete  Flaugergues 

am  (3.  December  1838  einen  reichen  Sternschnuppenfall).  Der 

Umstand  nun,  dass  in  den  Beobachtungen  des  19.  und  28.  No- 

vember, und  sogar  noch  des  1.  December  1837,  jedwede  Spur 

einer  Andromedenthätigkeit  fehlt,  deutet  auf  eine  ähnliche 

strenge  Localisation  des  Phänomens,  wie  sie  im  Jahre  1872 

stattfand.  Von  dem  reichen  Sternschnuppenschauer  des  27.  No- 

vember 1872  war  weder  einen  Tag  vorher,  noch  ebensolange 

nachher  eine  Spur  vorhanden  und  die  Ausbeute  an  Meteoren 

war  da  recht  spärlich.  In  den  »Annalen  der  Wiener  Sternwarte« 

ist  der  28.  November  1872  (Beobachtungen  angestellt  in 

ÖGyalla)  treffend  charakterisirt  mit  den  Worten:  »Von  dem 

reichen  Sternschnuppenstrom  des  gestrigen  Abends  war  keine 

Spur  mehr  vorhanden.  .  .  —  .  .es  war  die  Zahl  der  Meteore 

eine  so  geringe,  wie  in  einer  gewöhnlichen  Nacht.«  Dasselbe 

scheint  auch  1837  der  Fall  gewesen  zu  sein,  anderenfalls  hätte 

doch  das  eine  oder  andere  Meteor  beobachtet  werden  müssen. 

Die  Autlosung  des  Schwarmes  in  seitlicher  Richtung  oder 

die  Vergrösserung  seines  Querschnittes  muss  also  erst  in  der 

Zeit  nach  1872  einen  grösseren  Fortschritt  gemacht  haben, 

wenigstens  scheint  dies  aus  Denn ing's  Beobachtungen  vom 

Jahre  1883  hervorzugehen,  welche  schon  über  fünf  Tage, 

2ü.  bis  30.  November,  vertheilt  sind.1   Noch  am  letzten  Tage 

*  In  Folge  der  Bahnlage  des  Biela  ist  diese  längere  Thätigkeitsdauer  auch 

/.um  Theil  auf  Kosion  einer  Auflösung  in  der  Bahn  zu  setzen. 

Digitized  by  Google 
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konnte  Denning  in  der  Zeit  von  \/27  bis  10  Uhr  Abends 

10  Bieliden  notiren. 

Die  Vergrösserung  des  Querschnittes  scheint  also  anfangs 

nur  sehr  langsam  und  erst  später  mit  grösserer  Schnelligkeit 

vor  sich  gegangen  zu  sein.  Auch  die  Beobachtungen  in  Pavia 

vom  Jahre  1897  schliessen  sich  diesem  Endergebniss  an.  Der 

Radiant  war  in  diesem  Jahre  den  ganzen  acht  Tage  (19.  bis 

27.  November)  umfassenden  Zeitraum  der  Beobachtungen  hin- 

durch thätig.  Ks  ergaben: 

19.  November  1897    1  Meteor    (4*3  Procent) 

20.  »    4  Meteore  (17  2       .  ) 

21.  »    3      »       (11-1       »  ) 

22.  bis  2ö.  November  1897  .  .  bewölkt. 

20.  November  1897    3  Meteore  (21  "5       •  ) 

27.  »    4      »       (21-0       .  ) 

28.  *    unter  7  beobachteten  Meteoren 

keine  Andromede. 

An  Stelle  des  Zeitraumes  von  fünf  Tagen,  während  welcher 

im  Jahre  1885  Bieliden  in  grösserer  Zahl  beobachtet  werden 

konnten,  waren  also  im  Jahre  1897  bereits  acht  Tage.  oder, 

wenn  der  19.  November  wegen  des  geringen  Procentsatzes  aus- 

geschlossen wird,  sieben  Tage  getreten.  Vortheilhaft  wäre  es 

natürlich,  wenn  Beobachtungen  des  Falles  vom  Jahre  1892. 

November  23,  vorhanden  wären.  Ohne  Zweifel  hätte  sich  der 

Radiant  auch  zu  dieser  Zeit  schon  einige  Tage  vorher,  sowie 

auch  noch  nachher  erkennen  lassen. 

Die  Beobachtungen  von  1897  sind  auch  noch  aus  einem 

anderen  Grunde  interessant.  Die  Erde  soll,  wie  schon  oben 

erwähnt,  erst  heuer  (1898)  durch  den  Kern  des  Schwarmes 

hindurchgehen  und  es  beweist  daher  der  verhältnissmässig 

hohe  Procentsatz,  der  bei  einem  ehemals  so  streng  localisirten 

Phänomen,  wie  es  die  Bielidenmeteore  waren,  eigentlich  über- 

raschend wirkt,  dass  nicht  nur  die,  wenn  man  so  sagen  darf, 

laterale  Zerstreuung,  sondern  auch  die  Ausdehnung  in  der 

Bahn  zugenommen  hat.  Der  verhältnissmässig  geringe  Werth 

für  die  halbe  grosse  Axe  der  Bahn  des  Meteorstromes,  welcher 

den  Strom  beständig  weit  innerhalb  der  Saturnbahn  hält,  so 
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dass  derselbe  fast  fortwährend  der  auflösenden  Wirkung  der 

Sonne,  sowie  der  Planeten  ausgesetzt  bleibt,  scheint  die 

raschere  Auflösung  zu  bedingen. 

Recht  gespannt  darf  man  auf  das  laufende  Jahr  1898  sein. 

Gemäss  der  Umlaufszeit  des  Biela  von  ungefähr  Jahren 

stünde  zu  erwarten,  dass  auch  in  diesem  Jahre  das  Phänomen 

des  Bielidenschwarmes  eine  Steigerung  erfahren  sollte.1  Dann 

wären  mehr  sichere  Anhaltspunkte  dafür  gegeben,  inwieweit 

die  Jupiterstörungen  die  Bahnelemente  beeinflusst  haben  und 

um  wieviel  die  Auflösung  fortgeschritten  ist.  Jedenfalls  dürfte 

es  sich  empfehlen,  schon  einige  Tage  vor  dem  23.  November 

mit  den  Beobachtungen  zu  beginnen  und  dieselben  auch  einige 

Tage  über  diesen  Tag  des  Maximums  hinaus  fortzusetzen. 

Auch  vom  Standpunkte  der  Theorie  der  Verschiebungen  von 

Kadianten  in  Folge  der  Erdbewegung  und  bei  der,  wie  schon 

eingangs  erwähnt,  erhöhten  Bedeutung,  die  der  Bielidenstrom 

wegen  seiner  geringen  Geschwindigkeit  für  dieselbe  erlangt 

hat,  wären  über  einen  grösseren  Zeitraum  ausgedehnte  Beob- 

achtungen wünschenswerth.  Leider  dürfte  der  Mond  das  Phä- 

nomen arg  beeinträchtigen. 

II.  48  0  +  47  5. 

Ein  zweiter  in  den  Beobachtungen  des  27.  November  1872 

sehr  stark  vertretener  Radiationspunkt.  Höchstwahrscheinlich 

identisch  mit  folgenden  von  Denning  bestimmten  Positionen2 

Nr.  8  .   ...    48  +  43    für  die  Periode  der  Leoniden, 

Nr.  6  .  .   .  .    48  +  42    für  die  Periode  der  Geminiden. 

Der  Radiant  ist  auch  in  den  Annalen  der  Wiener  Stern- 

warte als 

_____ 
 52-2  +  49-4 

i  Über  die  Störungen  von  1892  bis  1898  hat  .\  beimann  in  A.  N.  3516 

die  Resultate  einer  Untersuchung  veröffentlicht,  der  zufolge  sich  dieselben  als 

nur  unbedeutend  ergeben  haben.  Erst  1901  sollen  die  Jupiterstörungen  wieder 

bedeutend  anwachsen  und  eine  weitere  Verschiebung  des  Maximums  auf  den 

17.  November  bewirken. 

-  Die  Positionen  sind  einer  Mittheilung  Denning's  in  A.N.  3513:  »Radiant 
points  of  the  Minor  showers  visible  during  the  chief  metcoric  epochs  ol  the 

year«  entnommen. 
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angeführt,  eine  genaue  Nebenbestimmung  ergab  obigen  äusserst 

sicheren  Mittelwerth  11. 

Die  meisten  Meteore  lieferten  die  Beobachtungen  zu  Ofen 

(16  Meteore)  und  Genf  (5  Meteore).  Dieselben  gaben  den 

Divergenzpunkt 

Die  italienischen  Beobachtungen  stellten  nur  sechs  Meteore, 

darunter  fünf  zu  Moncalieri  notirte,  bei,  mit  einem  Radiations- 

punkte in 

Als  Mittel  aus  diesen  beiden  Bestimmungen  mit  Gewichts- 

verthcilung  nach  der  Anzahl  der  verwendeten  Meteore  ergab 

sich  der  unter  II  angeführte  Mittelwerth 

welcher  für  die  Bahnbestimmung  verwendet  wurde. 

Die  übrige  Zeit  ist  nur  sehr  spärlich  vertreten.  »Die 

meisten  Meteore*  gaben  noch 

nicht  zu  vergessen  auch 

10.  November  1849    Bonn  (Jul  Schmidt)  ...  3  Meteore. 

welch  letztere  der  eingangs  citirten  Abhandlung  von  Schmidt 

entnommen  wurden. 

Die  starke  Steigerung  der  Thätigkeit  dieses  Radianten  am 

27.  November  1872  deutet  möglicherweise  auf  einen  Zusammen- 

hang mit  dem  Hauptstrom  dieser  Periode,  dem  Bielidenstrom. 

Ein  solcher  Zusammenhang  wäre  sehr  wahrscheinlich  gemacht, 

wenn  der  Radiant  auch  im  Jahre  1885  wieder  eine  grössere 

Lebhaftigkeit  entwickelt  hätte.  Leider  fehlten  die  Beob- 

achtungen, um  das  entscheiden  zu  können,  da  mir  Denning 

bloss  seine  Bielidenbahnen  übermittelt  hatte. 

48-0  +  47-4. 

48-0  +  47-8. 

48*0+47-5, 

29.  November  1870  Wien  

18.  November  1871     Moncalieri  . 

2  Meteore. 

2  Meteore. 
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III.  20  05  +  23  9. 

Vielleicht  identisch  mit  Heis'  Radianten 

Gx   '24  +  27, 

welchen  dieser  in  seiner  Schrift:  »Resultate  der  in  den  43  Jahren 

1833 — 1875  angestellten  Sternschnuppenbeobachtungen-  als 

in  der  zweiten  Hälfte  des  November  thätig  anführt.  Kine  genaue 

Bestimmung  mit  Unterlegung  des  in  den  Annalen  der  Wiener 

Sternwarte  angeführten  Werthes 

21-1+24-6 

als  erster  Näherung  ergab  aus  14  Ofener  und  6  Genfer  Meteor- 

bahnen, die  ganz  bestimmt  diesem  Radianten  angehörten,  den 

genauen  Werth 

19-  8+23-9. 

Diesmal  war  auch  die  Ausbeute  aus  den  in  den  »Pubbli- 

cazioni .  .  .  •  veröffentlichten  Beobachtungen  reicher  und  es 

konnte  aus  13  Meteoren  der  genaue  Werth 

20-  4  +  23«) 

abgeleitet  werden.  Als  Mittelwerth  aus  beiden  Örtern  resultirt 

obige  Position  III.  Auch  dieser  Radiant  gab  zu  anderen  Zeiten 

nur  wenige  Meteore,  selten  konnte  mehr  als  eine  Sternschnuppe 

als  zu  ihm  gehörig  erkannt  werden.  Nur  in  den  Beobachtungen 

vom  18.  November  1871  von  Moncalieri  finden  sich  zwei 

Meteore,  und  ebenso  gaben  die  Beobachtungen,  die  am  19.  No- 

vember 1897  unter  Prof.  Maffi  in  Pavia  angestellt  worden 

waren,  zwei  Meteore,  die  aus  diesem  Punkte  kamen.  In  den 

Beobachtungen  des  Jahres  1837  ist  dieser  Radiant,  sowie  der 

vorhergehende  überhaupt  nicht  zu  constatiren  gewesen. 

IV.  347-6  +  39-2. 

Diese  Position  ist  wahrscheinlich  identisch  mit  Denning's 

Radianten  1 3.">3  +  40. 

I  Nach  brieflicher  Mittheilung. 
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In  den  italienischen  Beobachtungen  fanden  sich  nur  zwei 

Meteore,  die  diesem  Radiationspunkt  angehörten;  mehr,  aller- 

dings auch  nicht  viel,  in  den  Genfer  Beobachtungen  (6  Meteore  ; 

und  die  meisten  in  der  Ofener  Beobachtungsreihe  (10  Meteore"). 
Alle  diese  Meteore  gaben  den  oben  angesetzten  Werth.  Auch 

dieser  Radiant  blieb  ebenso  wie  die  zwei  vorhergehenden  ziem- 

lich streng  localisirt  auf  den  27.  November  1872.  Sogar  in  den 

kurz  vorhergehenden  Jahren  fanden  sich  so  wenige  Meteore, 

dass  ich  sie  hätte  kaum  in  einen  Radianten  zusammenfassen 

können,  hätte  ich  nicht  gewusst,  dass  dort  ein  Ausgangspunkt 

existirt. 

V.  1314  +  591. 

Vielleicht  identisch  mit  dem  von  E.  Heis  in  seiner  obcitirten 

Schrift  für  die  zweite  Novembenhälfte  angeführten  Divergenz - 

punkt 

Axxl  I  15  +  62. 

Die  Ofener  und  Genfer  Beobachtungen  gaben  eine  recht 

hübsche  Anzahl  von  Meteoren  (32),  welche  äusserst  strenge 

einen  Strahlungspunkt  in 

12-9  +  50-3 

eliarakterisirten.  Auch  die  italienischen  Beobachtungen  Hessen 

den  Radianten  erkennen.  Zwar  war  die  Zahl  der  hierher- 

gehörigen Meteore  bedeutend  geringer  —  nur  etwa  acht  Meteore 

konnten  zu  diesem  Radiationscentrum  gezählt  werden  — ,  aber 

auch  diese  gaben  einen  wenigstens  in  Declination  nahe  über- 

einstimmenden Werth  von 

14-1+58-2. 

Der  grössere  Unterschied  in  Rectascension  ist  wohl  darauf 

zurückzuführen,  dass  die  italienischen  Beobachtungen  im  Mitte! 

zu  einer  etwas  früheren  Tagesstunde  angestellt  worden  waren, 

wie  die  österreichischen  Beobachtungen,  so  dass  die  grössere 

Differenz  in  AR.  wohl  nur  auf  Rechnung  der  Zenithattraction 

y.u  setzen  ist.  Das  Mittel  aus  beiden  Bestimmungen  ergab  obige 

Portion  V. 
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Die  Folgezeit  war  wieder  nur  sehr  spärlich  vertreten. 

Allerdings  gab  fast  jeder  Beobachtungstag  ein  Meteor,  aber  nur 

selten  wurde  die  Zahl  derselben  grösser.  Diese  seltenen  Tage 

waren: 

17.  November  1870    Allessandria   3  Meteore. 

20.        i         1897    Pavia   2 

27.        »         1897       »    2 

Von  diesem  Radianten  fanden  sich  auch  in  den  Beob- 

achtungen vom  28.  November  1837  einige  wenige  Meteore  (4), 

die  einen  Convergenzpunkt  in 

13*3+59*5 

ergaben.  Die  oben  angeführte  Position  V  ist  bei  der  verhältniss- 

mässig  grossen  Anzahl  von  Meteoren,  aus  denen  sie  abgeleitet 

wurde,  sowie  bei  der  günstigen  Verth  eilung  der  Flugbahnen 

derselben,  sehr  genau. 

VI.  50-0  +  30*1. 

Der  Radiant  ist  sehr  sicher,  hauptsächlich  aus  den  Ofener 

Beobachtungen  (1872,  November  27),  bestimmt.  Es  fanden  sich 

dort  23  Meteore,  die  aus  diesem  Punkte  kamen.  Die  Genfer 

Beobachtungen  gaben  nur  ein  Meteor  und  auch  die  italienischen 

Beobachtungen  vom  27.  November  1872  stellten  nur  ein  in 

Mondovi  beobachtetes  Meteor  bei.  sowie  einige  andere,  deren 

Zugehörigkeit  zu  diesem  Radianten  nicht  ganz  sicher  schien 

und  die  daher  ausgeschieden  wurden. 

Denning  hat  diesen  Radianten,  der  für  die  Periode  der 

zweiten  Hälfte  des  November  charakteristisch  ist,  ebenfalls 

beobachtet,  allerdings  auch  während  der  Thätigkeit  der 

Leoniden  und  der  Geminiden,  und  gibt  die  fast  vollkommen 

übereinstimmenden  Werthe  1 

Nr.  9    50  +  30    für  die  Periode  der  Leoniden 

und 

Nr.  7   52  +  31     für  die  Periode  der  Geminiden. 

i  A.  N.  3513. 



U54 A.  Hnatck, 

Fünf  in  Moncalieri  am  18.  November  1871  beobachtete 

Meteore,  die  diesem  Punkte  angehörten,  gaben  den  Werth 

47  +  29. 

Mehrere  zu  diesem  Divergenzpunkte  gehörende  Meteore 

wurden  auch  gefunden  in  den  folgenden  Beobachtungsreihen: 

1869  November  29    Wien   2  Meteore. 

1870  »  17  Allessandria.  . .  3 

—  »  29  Florenz   2 

1871  .  17  Lodi   2 

1872  ■  28  ÖGyalla   3 

VII.  52-8  +  38  7. 

Vielleicht  identisch  mit  dem  von  Heis  a.  a.  O.  für  die 

Periode  15.— 30.  November  gegebenen  Radianten 

5/3s   55  +  45. 

Auch  die  schon  oben  zum  Radianten  II  gezogenen 

Denning'schen  Werthe1 

Nr.  8   48  +  43    für  die  Periode  der  Leoniden, 

Nr.  6    48  +  42    für  die  Periode  der  Geminiden 

könnten  hierhergehören.  Vielleicht  charakterisirt  Denning*s 

Radiant  eine  grössere  Radiationsgegend,  die  in  jene  zwei 

Punkte  II  und  VII  auflösbar  ist. 

17  Meteore  der  Ofener  und  Genfer  Beobachtungen  des 

27.  November  1872  gaben  den  sehr  genauen  Werth 

52-9  +  38-7. 

Fast  in  vollkommener  Übereinstimmung  damit  weisen  vier 

Meteore  aus  den  »Pubblicazioni . . .  -  auf  einen  Ausgangspunkt  in 

52-6+38-8 

hin,  aus  welchen  beiden  Bestimmungen  der  obige  Normal- 

werth VII  gezogen  wurde. 

'  A.  X.  3513. 
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Die  Beobachtungen  vom  18.  November  1871  zu  Moncalieri 

gaben  vier  Meteore,  die  aus  einem  Punkte  in 

52-7  +  37-9 

kamen,  also  in  naher  Übereinstimmung  mit  den  obigen  Re- 

sultaten. Auch  an  den  anderen  Beobachtungstagen  wurde  hie 

und  da  eine  Meteorbahn  notirt,  die  auf  diesen  Radianten  hinwies. 

VIII.  34-0+27  3. 

Jedenfalls  identisch  mit  dem  von  Schmidt  in  seiner  Ab- 

handlung »Astronomische  Beobachtungen  über  Meteorbahnen 

und  deren  Ausgangspunkte*  für  die  Decemberperiode  gegebenen 

Radiationspunkt 

34  +  28. 

Wie  überhaupt  alle  bisher  angeführten  Positionen,  so  ist 

auch  dieser  Radiant  lediglich  aus  den  Beobachtungen  des 

Jahres  1872,  November  27  entwickelt  worden,  und  zwar  gaben 

die  österveichischen  Beobachtungen  aus  13  Meteoren  den 

Divergenzpunkt  in 

34-1+27-4. 

In  den  *Pubblicazioni .  .  .«  fand  sich  fast  die  gleiche  An- 

zahl von  Meteoren,  nämlich  12,  die  in  naher  Übereinstimmung 

die  Position  zu 

33-9  +  27-2 

ergaben.  Bei  der  Spärlichkeit  der  anderen  Jahre  im  Vergleiche 

mit  jenem  Hauptjahre  der  Sternschnuppenthätigkeit.  kann  es 

nicht  Wunder  nehmen,  wenn  dieselben  nur  wenig  für  diesen 

Radianten  benutzbares  Material  beobachten  Hessen.  Es  fanden 

sich  für  diesen  Radianten  in  anderen  Beobachtungsreihen: 

18G9  November  29    Wien    2  Meteore. 

1870        »        17    Allessandr  a  ...  2 

IX.  26  0  +  72  0. 

Identisch  mit  Denning's  Radianten1 

Nr.  3   27  +  71     für  die  Periode  der  Leoniden, 

Nr.  2    28  +  70    für  die  Periode  der  Geminiden. 



1456  A.Hnatck, 

Die  anfängliche  Untersuchung  Hess  es  sehr  zweifelhaft 

erscheinen,  ob  diesem  Radianten  werde  grosser  Werth  bei- 

gelegt werden  können,  da  die  zu  Ofen  und  Genf  gemachten 

Beobachtungen  vom  27.  November  1872  (6  Meteore)  aus- 

schliesslich nahe  die  NS-Richtung  befolgten  und  man  sich  bei 

dieser  einseitigen  Bestimmung,  ohne  gerade  grosse  Störungen 

hervorzurufen,  den  Radianten  dem  Nordpol  beliebig  genähert 

denken  konnte.  Diese  Beobachtungen  ergaben  als  wahrschein- 

lichsten Werth 

26+72. 

Später  kamen  noch  die  italienischen  Beobachtungen  hinzu 

und  mit  diesen  war  es  merkwürdiger  Weise  ähnlich  bestellt. 

Nur  wollte  es  ein  günstiger  Zufall,  dass  hier  alle  Meteore  wieder 

ausschliesslich  in  WE-Richtung  flogen,  so  dass  sich  hier  die 

Declination  genau  bestimmen  Hess,  während  die  Rectascension 

zweifelhaft  blieb.  Die  vier  Meteore  aus  den  >Pubblicazioni .  .  . « 

gaben  nichtsdestoweniger  in  guter  Übereinstimmung 

23+71-5. 

Das  verhältnissmässig  genaue  Zusammenfallen  dieser 

Resultate  sowohl  untereinander,  als  auch  mit  den  Denning'schen 
Werthen,  will  nichts  anderes,  als  abermals  zeigen,  dass  die 

eingeschlagene  Methode  zur  Bestimmung  der  Radianten,  die 

als  graphische  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 

den  wahrscheinlichsten  Werth  des  Ausgangspunktes  gibt, 

gewiss  das  Möglichste  leistet,  was  aus  den  vorhandenen  Beob- 

achtungen gezogen  werden  kann.  Aus  der  Combination  beider 

Werthe  ergab  sich  ein  Mittel werth  in  der  oben  angeführten 

Position. 

Drei  Meteore,  die  am  18.  November  1871  in  Moncalteri 

beobachtet  worden  waren,  gaben 

23  +  71  5, 

also  fast  denselben  Ort. 

X.  7-0  +  29-5. 

Vielleicht  mit  dem  von  Heis  a.  a.  0.  für  die  Periode  des 

15. — 30.  November  gegebenen  Radiationspunkt 

T9   2  +  21, 
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sowie  auch  mit  dem  ebendortselbst  für  die  Decemberperiode 

gegebenen  Radiationspunkt 

/*.  j  5  20 

identisch.  Auch  Denning's  Positionen' 

Nr.  1   9-1-34    für  die  Leonidenperiode, 

Nr.  1   9  +  33    für  die  Geminidenperiodc 

können  möglicherweise  hierhergehören. 

Im  Verlaufe  der  Untersuchung  ergab  sich  die  Notwendig- 

keit, einen  Kadianten  in  dieser  Position  anzunehmen,  da  sonst, 

falls  die  Meteore  anderen  Radiationspunkten  hätten  zugethcilt 

werden  sollen,  grössere  Beobachtungsfehler  hätten  angenommen 

werden  müssen,  als  dies  zulässig  schien.  Übrigens  gaben  die 

Meteore  den  Radianten  ziemlich  sicher  und  deutlich,  und 

beweist  auch  schon  die  Übereinstimmung  mit  Heis'  und 

Denning's  Radianten  das  thatsächliche  Vorhandensein  eines 

Ausgangspunktes  in  dieser  Richtung. 

Der  obige  Werth  ist  aus  vier  Olener  und  sieben  Genfer 

Meteoren  des  27.  November  1872  abgeleitet.  Die  italienischen 

Beobachtungen  gaben  nur  ein  Meteor,  das  mit  Sicherheit  aus 

diesem  Punkte  kam. 

XI.  66-9+51*5. 

Identisch  mit  Denning's  Radiationspunkt  für  die  Periode 

der  Andromeden:  - 

67  +  51 

und  fast  gleichlautend  mit  seinen  in  der  schon  öfters  citirten 

Abhandlung  in  den  A.  N.  3513  angeführten  Werthen: 

Nr.  12  ...  .     01  +  49    für  die  Periode  der  Lconiden, 

Nr.   8  .  .  .  .    60+49    für  die  Periode  der  Geminiden. 

Möglicherweise  gehören  hierher  auch  die  folgenden  Posi- 

tionen, die  Greg  und  Hers  che  1  für  diese  Periode  gefunden 

haben: 

59  +  58. 

  45  +  60. 

I  A  N.  3513. 

'-'  Nach  brieflicher  Mittheil  '«g. 

Sitzh  d  maihcra.  naiurw.  (*[.;  (  VII.  IM.,  Abth.  II  .1.  W* 
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Auch  Heis'  für  die  Zeit  vom  15.— 30.  November  ent- 

wickelter Radiant 

H'   74+45 

kann  hierher  gehören. 

Der  oben  angeführte  Werth  des  Radianten  ist  aus  zusammen 

13  Meteoren  vom  27.  November  1872  abgeleitet  und  gibt  einen 

sicheren  Werth  für  das  Centrum  einer  Radiationsgegend,  die 

in  einem  Kleinkreise  enthalten  ist,  der  mit  einem  Radius  von 

circa  2—3  Graden  um  diesen  Punkt  beschrieben  wird. 

Auch  in  den  Beobachtungen  anderer  Jahre  finden  sich 

einige  Meteore,  so  besonders  unter  den  in  Pavia  im  Jahre  1897 

beobachteten  Meteorbahnen  vom  19.  November.  Von  diesem 

Tage  ergaben  vier  Meteore  die  Position 

63+52. 

Auch  Schmidt's  Beobachtungen,  welche  von  demselben 
in  Bonn  im  Jahre  1849  gemacht  worden  waren,  ergaben  vier 

Meteore  mit  einem  Divergenzpunkt  in 

70+51. 

Von  den  Meteoren  des  Jahres  1837  scheint  kein  einziges 

diesem  Punkte  anzugehören. 

XII.  77-4  +  68-6. 

Wahrscheinlich  ein  Bindeglied  zwischen  Denning's 

Radianten  1 

Nr.  14  ...  .  70  +  (i6  für  die  Periode  der  Leoniden, 

Nr.  10  ...  .  70  +  67  für  die  Periode  der  Geminiden. 

Die  Beobachtungen  von  Ofen  und  Genf  (1872  November  27) 

gaben  12  Meteore.  Aus  den  italienischen  Beobachtungen  des- 

selben Jahres  war  der  Radiant  nicht  zu  erkennen.  Aus  drei 

Meteoren,  die  in  Wien  am  30.  November  1867  beobachtet 

worden  waren,  ergab  sich  ein  Werth: 

  82  +  70. 

i  A  N.  3513. 
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In  der  Folgezeit  war  der  Radiant  nur  sehr  schwach, 

höchstens  durch  ein  oder  das  andere  Meteor  vertreten. 

Auch  hier  hatten,  ebenso  wie  bei  X,  die  Beobachtungen 

den  Radianten  nur  einseitig  bestimmt,  so  dass  ich  beinahe  ver- 

sucht gewesen  wäre,  wegen  zu  grosser  Unsicherheit  zu 

eliminiren.  Die  gute  Übereinstimmung  mit  Denning's  Werthen 
bewies  aber,  dass  der  Radiant  thatsächlich  existirt. 

XIII.  90  0  +  36 -7. 

Was  diesen  Punkt  betrifft,  so  fällt  er  jedenfalls  mit  dem 

von  Schmidt  a.  a.  O.  für  die  Decemberperiode  gegebenen 

Radianten : 

85  +  35 

zusammen.  Hierher  gehören  dürfte  wahrscheinlich  auch  die 

von  ('«reg  und  Herschel  gegebene  Position: 

96  +  36. 

Auch  der  von  E.  Heis  in  der  schon  öfters  citirten  Schrift 

für  die  erste  Hälfte  December  gegebene  Radiationspunkt  in 

Gb   95+33 

kann  mit  XIII  identisch  sein,  so  dass  derselbe  seine  Haupt- 

thätigkeit  wahrscheinlich  erst  in  den  ersten  Decembertagcn 

entfalten  dürfte. 

Ks  ist  dies  zugleich  der  erste  Radiant,  welcher  nicht  aus 

den  Beobachtungen  des  27.  November  1872  erhalten  wurde. 

Er  bestimmte  sich  ziemlich  sicher  aus  vier  Meteoren,  die  am 

30.  November  1872  in  Wien  beobachtet  worden  waren  und 

fand  sich  dann  auch  in  den  Beobachtungen  vom  28.  November 

desselben  Jahres  zu  ()  Gyalla  durch  zwei  Meteore  gekenn- 

zeichnet. Auch  aus  den  Beobachtungen  des  Jahres  1867  (No- 

vember 30)  erhielt  ich  fünf  hierhergehörige  Meteore  und  die 

Beobachtungen  zu  Moncalieri  vom  18.  November  1871  lieferten 

ebenfalls  fünf  Meteore.  Als  dann  später  diejenigen  Meteore  des 

27.  November  1872,  welche  unbestimmbar  geblieben  waren, 

einer  Durchsicht  unterzogen  wurden,  ergaben  sich  aus  der 

Beobachtungsreihe  von  Moncalieri  weitere  fünf  Meteore,  die 

diesem  Ausgangspunkt  angehörten. 
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Aus  diesen  Meteoren  ergaben  sich  folgende  Positionen: 

1 867  November  30  .  .  .     90    +  36  ■  5       (5  Meteore ) 

1871  .        18...    89-6+36-5      (5       »  ) 

1872  •        27  ...  j  (  (4       •  ) 

—  »       28 . . .    90  0+36-7    {  (2       »  ̂  
—  »        30 ...  )  (  (4       »  ). 

Der  Radiant  hatte  zu  jenen  Hauptzeiten  der  Stern- 

schnuppenthätigkeit  so  wenig  Meteore  gegeben,  dass  eigentlich 

für  die  Folgezeit  wenig  zu  erwarten  stand;  hie  und  da  wurden 

aber  doch  zwei  bis  drei  Meteore  notirt,  die  ihm  angehörten; 

eigentlich  mehr  als  man  hätte  erwarten  sollen. 

B.  Unsichere  Radianten. 

Die  hierher  gehörigen  Radianten  betreffen  meist  solche, 

welche  erst  durch  Zusammenzeichnen  der  Beobachtungen  ver- 

schiedener Tage  erkannt  wurden  und  in  den  weitaus  besten 

Fällen  nur  ein  Maximum  von  drei  Meteoren  für  den  ergiebigsten 

Tag  erreichten.  Die  Positionen  sind  meist  innerhalb  3  —  4  Graden 

unsicher  und  wurde  es  daher  auch  unterlassen,  für  dieselben 

die  Bahnelemente  des  zugehörigen  Meteorstromes  zu  rechnen. 

Aus  demselben  Grunde  fehlen  in  der  unten  folgenden 

Radiantentafel  bei  diesen  Radianten  zumeist  sowohl  die  Zeit- 

daten, wie  auch  die  Anzahl  der  Meteore,  aus  denen  sie  ent- 

wickelt sind;  erstere  deswegen,  weil  Beobachtungen  mehrerer 

Tage  zusammengezogen  wurden  (oft  sogar  von  verschiedenen 

Jahren),  letztere  aus  dem  Grunde,  weil  die  Zahl  der  Meteore 

d«»ch  für  die  einzelnen  Tage  hälte  angegeben  werden  müssen 

und  eben  diese  letzteren  nicht  aufgenommen  wurden.  Der  Zu- 

satz -Unsicher«  bezieht  sich  nichtsdestoweniger  nicht  so  sehr 

auf  den  Radianten  selbst,  als  vielmehr  auf  die  gegebene  Position, 

da  der  Vergleich  mit  Penning,  Heis  u.  A.  gezeigt  hat,  dass 

diese  Radianten  thatsächlich  vorhanden  sind. 

XIV.  83  +  47. 

Zusammenfallend  mit  dem  von  Schmidt  in  der  erwähnten 

Abhandlung  gegebenen  Punkte 

82  +45. 

v 

Digitized  by  Google 



Die  Meteore  des  20.  bis  30.  November. 1461 

Auch  Greg's  und  Herschel's  Positionen 

83-1-50, 

74-1-45 

dürften  mit  XIV  identisch  sein.  Der  Radiant  ist  nur  aus  zwei, 

höchstens  drei  Meteoren  für  einige  Beobachtungstage  vermuthet 

worden,  daher  äusserst  unsicher.  Später  fiel  die  Ähnlichkeit  mit 

obiger  Position  von  Schmidt,  Greg  und  Herschel  auf,  was 

auch  Veranlassung  bot,  ihn  hier  anzuführen. 

XV.  328  +  62. 

Jedenfalls  identisch  mit  einem  von  Heis  a.  a.  O.  für  die 

erste  Decemberhälfte  gegebenen  Kadianten: 

B{0    340+56. 

Der  Radiant  ist  im  -Astronomischen  Kalender«  der  Wiener 

Sternwarte  mit  obiger  Position  für  den  28.  November  angeführt, 

gab  aber  nur  einige  wenige  Meteore,  die  eine  genauere  Bestim- 

mung nicht  zuliessen,  wesshalb  der  im  * Astronomoischen 

Kalender«  gegebene  Werth  adoptirt  wurde.  Der  Radiationspunkt 

war  überhaupt  nur  dadurch  bemerkbar  geworden,  dass  das  Vor- 

handensein aus  dem  '  Astronomischen  Kalender«  bekannt  war, 

anderenfalls  wäre  er  gewiss  übersehen  worden. 

XVI.  35+12. 

Dieser  Punkt  scheint  mit  Denning's,  in  A.  N.  30 13  für  die 

Periode  der  Leoniden  gegebenem  Werth 

Nr.  5   30+  16 

zusammenzufallen.  Wurde  hier  jedoch  bloss  aus  den  italienischen 

Beobachtungen  vermuthet.  Es  lieferten: 

1871  November  !8    Moncalieri   3  Meteore. 

1872  »       27  *    3 

—  •        28    (')  Gyalla   3 

Dieser  Punkt  ist,  ebenso  wie  Radiant  XIV,  sehr  unsicher 

und  unverbürgt. 
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XVII.  125-4-43. 

Vielleicht  identisch  mit  Heis*  für  die  erste  Hälfte  December 

geltendem  Radianten: 

Sr«   120+40, 

sowie  gewiss  auch  rr.it  Denning's  für  die  Leonidenperiode  in 
A.  X.  3513  gegebener  Position 

125+40 

und  mit  seinem  für  die  Bieliden  entwickelten  Werth  1 

125  +  43. 

Möglicherweise  gehört  auch  der  von  Schiaparelli  aus 

den  Beobachtungen  Zezioli's  abgeleitete  und  in  seinem  Buche: 

»Entwurf  einer  astronomischen  Theorie  der  Sternschnuppen« 

unter  Si:i  gegebene  Radiationspunkt 

Sl7i   120+40 

hierher.  Der  Radiant  ist  auch  im  -Astronomischen  Kalender- 

in  der  angesetzten  Position  XVII  angeführt,  gab  jedoch  nur  sehr 

wenig  Meteore  mit  einem  Maximum  am  27.  November  1872, 

wo  die  Genfer  Beobachtungen  drei  Meteore  aus  diesem  Punkte 

gaben. 

XVIII.  Denning's  Radiant  37—13. 

Der  einzige  Tag.  von  dem  zwei  Meteore  als  mit  Sicherheit 

diesem  Ausgangspunkte  angehörig  betrachtet  werden  konnten. 

war: 

1872  November  30  Wien. 

Selbst  während  des  grossen  Schwarmes  vom  27.  November 

1872  wurde  nur  ein  zugehöriges  Meteor  notirt  (Moncalieri). 

XLX.  58-22. 

Möglicherweise  existirt  dort  ein  Radiationspunkt.  Der 

Radiant  wurde  jedoch  nur  aus  einigen  wenigen  Meteoren  für 

einige  Tage  entwickelt  und  ist  äusserst  unsicher. 

1  Nach  brieflicher  Mittheilung. 
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XX.  340+2. 

Von  diesem  Punkte  gilt  dasselbe  wie  vom  vorhergehenden. 

Das  Maximum  am  17.  November  1870  (Moncalieri)  gab  drei 

Meteore.  Sonst  wurde  höchstens  ein  Meteor  notirt. 

XXI.  5 -MO. 

Wahrscheinlich  zusammentreffend  mit  Heis'  für  die  zweite 

Novemberhälfte  geltendem  Radiationspunkte: 

74   10  +  5. 

Die  angegebene  Position  wurde  aus  drei  Meteoren  vom 

18.  November  1871  (Moncalieri)  vermuthet.  Auch  zwei  Meteor- 

bahnen vom  27.  November  1870,  die  am  gleichen  Orte  beob- 

achtet worden  waren,  schneiden  sich  in  ihrer  Verlängerung  in 

diesem  Punkte.  Ebenso  wie  die  zwei  früheren,  ist  auch  diese 

Position  unsicher. 

XXII.  170+60. 

Wahrscheinlich  identisch  mit  der  von  Schmidt  a.  a.  O.  für 

den  November  gegebenen  Position: 

180  +  65 

und  mit  den  von  Greg  und  Herschel  gegebenen  Radianten: 

157  +  71, 

160+71. 

Auch  Denning's  für  die  Geminidenperiode  geltende 

Position  (A.  N.  3513): 

Nr.  35   1(37  +  66 

lautet  ähnlich  und  dürfte  beizuziehen  sein. 

Entwickelt  wurde  der  Radiant  aus  drei  Meteoren  vom 

17.  November  1870,  die  in  Allessandria  notirt  worden  waren. 

Auch  die  Beobachtungen  zu  Neapel  vom  19.  November  187o 

und  zu  Moncalieri  vom  18.  November  1871  gaben  je  drei 

Meteore. 
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XXIII.  Dennings  Radiant  105  +  34. 

Vielleicht  gehören  auch  die  zwei  Radianten  hierher,  die 

von  Schiaparelli  aus  Zezioli's  Beobachtungen  abgeleitet 
worden  sind: 

S174    1004-30, 

S175   107+33. 

Dieser  Radiation>gegend  gehörten  von  allen  Beobachtungen 

nur  sechs  Meteore  an,  wobei  zweimal  je  zwei  Meteore  Helen, 

und  zwar: 

1870  November  27  ...  .  Moncalieri  (näher  an  S175). 

1871  November  18  ...  .  Moncalieri  (näher  an  Sl74) 

Diese  gelinge  Anzahl  gab  nicht  die  Möglichkeit,  die 

Radiationen  Schiapareil  Ys  Sl-l  und  Sli:>  auseinanderzuhalten. 

XXIV.  22  5  +  35. 

Zum  Schlüsse  der  Untersuchung  waren  noch,  wie  schon 

eingangs  erwähnt,  die  Beobachtungen  Herschel'sin  »Monthly 
notices«,  Band  XXXIII,  gefunden  und  verwendet  worden.  Die 

Meteore  kamen  zumeist  aus  dem  Bielidenradianten  und  aus 

einem  Punkte  in 

22-5  +  30, 

der  durch  zwei  stationäre  Meteore  schar!"  definirt  war. 

Die  Beobachtungen  des  Jahres  1837  haben  noch  zwei 

neue  Radianten  ergeben,  deren  jeder  sich  mit  einem  Henning' - 
sehen  Werth  identiucirer.  lässt.  Diese  beiden  Radiationscentren 

sind : 

XXV.  73+18. 

Hin  ziemlich  sicherer  Werth  für  den  Ausgangspunkt  von 

fünf  Meteoren  des  28.  November  1837  (Wien).  Denning  gibt 

(  A.  N.  3513)  für  die  Leonidenperiode  einen  ähnlichen  Werth  von 

Nr.  17   74+15, 

der  jedenfalls  mit  XXV  identisch  ist. 

Digitized  by  Google 



Die  Meteore  des  20.  bis  30.  November. 1405 

XXVI.  100+44. 

Dieser  Radiant  ergab  sich  als  Ausgangspunkt  von  drei 

Meteoren  des  28.  November  1837  und  ebensovielen  des 

1.  December  1837.  Denn  in  g  gibt  in  A.  N  3513  zwei  ähnliehe 

Werthe: 

Nr.  22   99  +  44    für  die  Periode  der  Leoniden, 

Nr.  14   98  +  42    für  die  Periode  der  Geminiden. 

Im  Folgenden  mögen  nochmals  die  gefundenen  Radianten 

in  eine  Tafel  zusammengestellt  werden.  In  dieselbe  wurde  der 

grösseren  Übersichtlichkeit  halber  nochmals  die  Anzahl  der 

Meteore,  aus  denen  die  Positionen  entwickelt  sind  und  das 

Datum  des  betreffenden  Beobachtungstages  aufgenommen. 

Auch  die  Parallelradianten  von  Heis,  Denning,  Schmidt, 

Herschel  u.  A.  sind  in  die  Tafel  eingefügt,  um  den  Vergleich 

zu  erleichtern.  Die  in  den  mit  »Denning«  überschriebenen 

Columnen  den  Nummern  der  Radianten  beigesetzten  Buch- 

staben L.,  B.,  G.  bedeuten  die  Epoche,  für  welche  Denning's 

Radiantenwerth  gilt,  und  zwar 

L.:  Leoniden  (November  10 — 20), 

B.:  Bieliden  (November  23 — 30) 

und 

G.:  Geminiden  (December  5  — 15). 

Die  in  der  vorletzten  Columne  der  Tafel,  welche  mit 

dem  Worte  »Beobachter«  überschrieben  ist,  angesetzten  Buch- 

staben, nennen  die  Autorität,  von  welche:-  der  in  der  letzten 

Spalte  angegebene  Radiantenwerth  herrührt,  und  ewar  bedeutet 

G.  :     Greg  und  Herschel; 

H.  :  Heis; 

S.:  Schiaparelli 

und 

Sch.;  Schmidt. 
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Bei  vielen  der  hier  aufgenommenen  Radianten  dürfte  ein 

Zusammenhang  mit  dem  Hauptradianten  I  des  Bielidenstromes, 

der  seine  Thätigkeit  den  Trümmern  des  Biela'schen  Kometen 

verdankt,  bestehen.  Trägt  man  nämlich  alle  diese  Radianten  in 

eine  Sternkarte,  so  erkennt  man  sofort,  dass  ungefähr  ein 

Drittel  aller  Radianten  in  einem  Kleinkreise  enthalten  ist, 

w  elcher  um  die  Position  des  Hauptradianten 

20  +  44 

als  Pol  mit  einem  Radius  von  ungefähr  25°  beschrieben  wird. 

Diese  Bogengrösse  von  25°  wäre  aber,  als  "eine  durch  Störungen 
hervorgerufene  Ablenkung  der  Bewegungsrichtung  eines  Theiles 

des  Stromes,  aus  der  anziehenden  Kraft  der  Erde  auf  den  nur 

mit  geringer  Geschwindigkeit  in  seiner  Bahn  dahinziehenden 

Strom  oder  Kometen  leicht  erklärlich.  Auch  der  Umstand,  dass 

die  meisten  Radianten  zur  selben  Zeit  das  Maximum  ihrer 

Thätigkeit  erreichen,  wie  der  Hauptradiant  I,  während  zu 

anderen  Zeiten  die  Ausbeute  nur  gering  ist,  scheint  für  einen 

solchen  Zusammenhang  zu  sprechen. 

Für  einige  dieser  Radianten,  und  zwar  für  diejenigen, 

welche  genauer  bestimmt  werden  konnten,  das  sind  also  alle 

mit  den  Nummern  I — XIII  bezeichneten  und  in  Gruppe  .4  auf- 

genommenen Radianten,  wurden  nun  mit  Benützung  der 

Formeln,  welche  Prof.  Weiss  in  seiner  Arbeit  -Beiträge  zur 

Kenntniss  der  Sternschnuppen«  gegeben  hat,  die  Elemente  der 

Bahn  gerechnet,  welche  der  zu  dem  betreffenden  Radianten 

gehörende  Sternschnuppenschwarm  um  die  Sonne  beschreibt. 

Nur  beim  Bielidenradianten  I  war  es  möglich,  für  die 

grosse  Axe  der  Bahn  einen  bestimmten  Werth: 

a  =  3  ■  526 

aus  den  Elementen  des  Biela'schen  Kometen,  wie  sie  für  die 

zuletzt  beobachtete  Erscheinung  desselben  im  Jahre  1852 

gerechnet  worden  sind,  anzunehmen. 

Was  nun  diesen  Radianten  betrifft,  so  ist  bekannt,  das> 

gerade  dieser  Divergenzpunkt  durch  die  Anziehung  der  Erde 
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(Zenithattraction)  in  Folge  der  äusserst  geringen  relativen  Ge- 

schwindigkeit der  Meteore  bedeutend  verschoben  werden  kann. 

Es  war  also  zuerst  wünschenswerth,  den  ungestörten  Ort  zu 

ermitteln. 

Anstatt  der  bei  130  Meteoren  schon  recht  weitläufigen 

Schiaparelli'schen  Methode  habe  ich  mir  für  diesen  Zweck  der 
Befreiung  der  Position  vom  Einfluss  der  Zenithattraction 

folgende  Methode  zurechtgelegt.  Zunächst  wurden  mit  dem 

oben  unter  I  gegebenen  Werth  des  Radianten  für  das  Mittel 

aller  Beobachtungszeiten  der  einzelnen  Meteore  nach  den 

Formeln 

die  ungefähre  Correction  <p  der  Zenithdistanz  und  damit  die 

wahre  Zenithdistanz  ;  berechnet.  In  diesen  Formeln  bedeutet  w 

die  in  Folge  Erdanziehung  beschleunigte  Geschwindigkeit  und  tt 

die  ungestörte  Geschwindigkeit  der  Meteore  in  ihrer  Bahn. 

Mit  diesem  ersten  genäherten  Werth  für  die  wahre  Position 

des  Radianten  in  A  (Azimut)  und  C  wurde  nun  nach  der  für  das 

umgekehrte  Problem  geltenden  Formel 

die  scheinbare  Zenithdistanz  für  eine  Reihe  von  Stunden- 

winkeln gerechnet.  Diese  in  AR.  und  D.  verwandelten  Örter 

wurden  in  die  Kartenprojectionen  eingetragen  und  miteinander 

durch  eine  Curve  verbunden,  welche  die  Bahn  des  gestörten 

Radianten  auf  der  Himmelskugel  während  der  Zeit  der  Beob- 

achtungen darstellte.  Hierauf  wurden  die  einzelnen  Meteore 

nochmals  eingezeichnet  und  die  Differenz  der  Positionen  des 

der  Beobachtungszeit  entsprechenden  Punktes  der  Curve  des 

Radianten  und  des  diesem  Punkte  nächsten  Punktes  der  ver- 

längerten Flugbahn  des  Meteors  bestimmt.  Das  Mittel  der 

Differenzen  für  alle  vorhandenen  Meteorbahnen  wurde  sodann 

als  Correction  des  bei  der  Berechnung  der  Curve  des  gestörten 

Radianten  angenommenen  Werthes  der  ungestörten  wahren 

C 
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Position  betrachtet.  Ist  der  Radiant  nicht  allzuweit  vom  Zenith 

entfernt,  so  reicht  man  mit  dieser  ersten  Näherung  vollkommen 

aus.  Sollte  jedoch  die  Correction  ziemlich  gross  ausfallen,  so 

bleibt  nichts  anderes  übrig,  als  die  Rechnung  mit  dem  corrigirten 

Werth  zu  wiederholen.  Dieses  Verfahren  arbeitet  ebenso  exact 

wie  das  Schiaparelli'sche  und  hat  noch  den  Vortheil.  selbst  bei 
einer  Wiederholung  der  ersten  Näherung  behufs  einer  zweiten 

Correction,  noch  immer  rascher  zum  Ziele  zu  führen. 

Die  von  Prof.  Weiss  für  die  Bestimmung  parabolischer 

Bahnen  von  Meteorströmen  in  seiner  oben  hervorgehobenen 

Schrift1  gegebenen  Formeln  waren  für  die  Bestimmung  der 

Bielabahn  aus  dem  Radianten  1  nicht  ohneweiters  anwendbar 

und  mussten  erst  für  elliptische  Bahnen  brauchbar  gemacht 

werden.   Das  wird  dadurch  erreicht,  dass  in  den  dortigen 

/~
9~
 

Formeln  IV  anstatt  der  parabolischen  Geschwindigkeit  %  /  — 

die  elliptische  y/  —  (wobei  k  —  1)  eingeführt  wird.  Das 

Formelsystem  wird  demnach: 

2  r 

y/    y           —  .  COS  B  COS  {TL  —  L)  — 

-  +  \j2-^-  sin((^y— L')~v'  cos  B\ 

^  1  . cos  B  sin  (IJ — L)  =  +  v  2  -  cos  (ST— I/), r      a  V  r 

1  2  T 

V  .sinf?  =  —t/  sin  Bf. 

Zur  Bestimmung  von  v'  erhält  man  dann  dadurch,  dass 

man  alle  drei  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  die  quadratische 

Gleichung: 

LV  v'--  -  cosJ9fsin(0f— U)+  1 — -  =  u. 

>  Diese  Sitzungsber  ,  !b»»8. 
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Mit  diesen  Formeln  ergaben  sich  für  den  Bielidenstrom 

aus  den  Beobachtungen  der  beiden  Jahre  1 872  und  1 885  folgende 

zwei  Elementensysteme,  in  denen  die  halbe  grosse  Axe  der 

Bahn  des  Biela'schen  Kometen  vom  Jahre  1852: 

a  —  3526 

zugrundegelegt  wurde: 

27.  Nov.  1872  27.  Nov.  1885 

.  9-72827 

9-73450 

103°  30' 

104°  39' 
x — Q   .  . .     217  40 218  59 
<>  

.     245  58 245  40 
■ 

1 2  33 
12  48 

log  q  .  .  .  . 
.    9  94906 

9-94757 

4  

0-8893 
0-8803 

.  0-8075 
O  8071 

.  3-526 

3-520. 

Zur  Yergleichung  seien  hierher  auch  die  Elemente  de-; 

Biela'schen  Kometen  bei  seiner  letzten  Erscheinung  im  Jahre 

1852  hergestellt: 

-   109°    8'  17' 

K—  U   223     10  51 

12    245    51  26 

i   12    33  1<; 

q    0-80060 

c   0-75592 

a    3-520. 

Bei  der  Unsicherheit,  welche  dem  der  Rechnung  zugrunde- 

gelegten Radianten  wegen  der  Flüchtigkeit  des  Phänomens 

jederzeit  anhaften  muss,  kann  die  Übereinstimmung  eine  ziem- 

lich gute  genannt  werden.  Überdies  darf  nicht  vergessen 

werden,  dass  sich  die  Bahn  in  dem  Zeitraum  1852 — 1872  durch 

Störungen  etwas  geändert  hat. 

Was  die  anderen  Radiationen  betrifft,  so  wurden  für 

diejenigen,   welche  wegen  zu  grosser  Zenithdistanz  einer 

Stt/.b.  d.  mathera. -natura'.  Cl. ;  CVII.  BJ.,  Ahth.  II.  a.  t>7 
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Correction  wegen  Zenithattraction  bedurften,  die  Entfernungen 

vom  Apex  der  Erde  berechnet  und  mit  diesen  der  von  Schia- 

parelli  a.a.O.  gegebenen  Tafel  die  entsprechenden  Zenith- 

attractionen  entnommen.  In  der  folgenden  Tafel  B  sind  die 

corngirten  Werthe  der  Radianten  zusammengestellt,  welche  für 

die  Bahnbestimmung  benutzt  wurden. 

Tafel  B. 

Position  in  AR.,  D. 
Position  in  L'  und  B 

L  1S72. 

1885. 

II.  ... 

III  

IV  

24?8~M3*3 

24  8-1-43 '3 

48-04-47 -5 

20  0  h21  -  5 

348- 04-38  0 

39°  56'-+-30°  31* 

39    56  -+-30  31 

5S    52  +29  2 

26    59  -+-13  1 

332    51  4-29  58 

V  

.  |           13  14-59- 1 
41 51  -+-47 47 

VI  
..:           49-84-29  9 55 

14  4-11 

1  ! 

vu  
.,i  52-44-38-5 

45 
23  4-15 

47 

VIII  
.  .!           33- 54-27-0 

40 1 58 23  -+-12 
46 

IX  26- 04-72  0 
24  4-54 12 

X .  ...... 

7  04-29-5 18 
46  4-24 

12 

XI  
66-94-51  -5 

73 
44  4-29 

21 
XII  

77-4+68-5 

|  83 

29  4-45 

26 

XIII  
90  0-+-36-7 

90 0  4-13 

15 

Aus  diesen  Werthen  ergaben  sich  folgende  parabolische 

Bahnelemente  (Tafel  C): 
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Alle  diese  Bahnelemente  wurden  mit  den  Elementen  der- 

jenigen Kometenbahnen  verglichen,  welche  die  Erdbahn  in 

einem  der  Knoten  durchschneiden,  um  einen  etwaigen  Zu- 

sammenhang zu  constatiren.  Eine  Ähnlichkeit  liess  sich  jedoch 

in  keinem  Falle  mit  Sicherheit  vermuthen.  Bei  der  Vergleichur.g 

kam  eine  von  Prof.  Weiss  in  seiner  oben  citirten  Abhandlur: 

gegebene  Tafel  sehr  zu  statten,  welche  für  alle  bis  gegen 

erschienenen  Kometen,  welche  sich  in  einem  Knoten  der  ErJ 

bahn  bedeutend  nähern,  sowohl  die  Position  des  sich  aus  der 

Bahn  ergebenden  Radianten,  als  auch  den  Tag  des  Jahres  gibt, 

wo  sich  die  lüde  in  dem  betreffenden  Knoten  befindet.  Die 

nach  dieser  Zeit  erschienenen  Kometen  wurden   nach  einer 

Zusammenstellung  der  Elemente  aller  bis  jetzt  berechneten 

Kometen  verglichen,  welche  im  »Astronomischen  Kalendei« 

der  Wiener  Sternwarte  1897  gegeben  ist.  Wie  schon  objr 

bemerkt,  war  keines  der  oben  angeschriebenen  Elementen 

Systeme  mit  den  Elementen  einer  der  Kometenbahnen  ide:r. 

ficirbar. 

Zum  Schlüsse  darf  ich  es  nicht  unterlassen,  dem  DirectX 

der  Wiener  Sternwarte,  Herrn  Prof.  Dr.  Edm.  Weiss,  welcher 

mir  in  liebenswürdigster  Weise  Alles,  was  ich  nur  immer  zu 

meiner  Arbeit  benöthigte.  zur  Verfügung  stellte  und  mir  übenii: 

dort,  wo  ich  seines  erfahrenen  Käthes  bedürftig  war,  bereit- 

willigst zur  Seite  stand,  für  diese  geradezu  väterliche  l'nkr- 

stützung  meinen  besten  Dank  auszusprechen. 

)igitized  by  Google 
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Die  photographische  Extinction 
von 

Dr.  Egon  v.  Oppolzer, 

/.  Assisii  nt  tin  </i-r     k  Siemwatii  in  Prag. 

(Mit  1  Textflgur.) 

Soviel  mir  bekannt  ist,  gilt  bis  in  jüngste  Zeit  die 

Sehaeberle'sche  Arbeit:1  »Terrestrial  atmospheric  absorption 

ot"  the  Photographie  rays  of  light«  als  die  umfangreichste  Unter- 
suchung über  den  Einfluss  der  atmosphärischen  Extinction  auf 

die  photographische  Bestimmung  der  Sterngrossen.  Er  gelangt 

durch  die  Discussion  seiner  Beobachtungsreihe  zu  auffallend 

starken  Extinctionen  in  kleinen  Zenithdistanzen,  die  den  all- 

gemeinen Erfahrungen  widersprechen.-  Er  stellt  seine  Beob- 

achtungen durch  die  rein  empirische  Interpolationsformel 

B  -  B 

dar.  B  und  B0  sind  die  photographischen  Sterngrössen  in  der 

Zenithdistanz  t  und  im  Zenith.  y'eine  konstante,  die  bloss  von 
dem  jeweiligen  Zustande  der  Atmosphäre  abhängen  soll.  Wie 

die  Form  des  Ausdruckes  sofort  zeigt,  lässt  dieselbe  an  merk- 

würdiger Complicirtheit  nichts  zu  wünschen  übrig.  Allerdings, 

wenn  man  mit  Schacherle  der  Ansicht  ist  —  und  man  findet 

diese  wiederholt  auch  auf  anderer  Seite  — ,  dass  die  Laplacc'- 

sche  Extinctionsthcorie  auch  einen  »empirischen  Charakter« 

besitzt,  wäre  es  nur  zu  billigen,  den  Beobachtungen  einen 

1  Contrihutions  Crom  the  Kick  observutory  So.  '.i,  S.icramento,  18tM. 

*  Schcincr,  Die  Photographie  der  Gestirne,  S.  23»;  18*»7. 



1  478  E.  v.  Oppolzer, 

Ausdruck  von  beliebiger  Form  möglichst  genau  anzupassen. 

Diese  Ansicht  aber  ist  nicht  entschieden  genug  zurückzuweisen. 

Die  Laplace'sche  Theorie  baut  doch  auf  so  natürlichen  Grund- 

lagen und  erlaubt  sich  in  Anbetracht  der  geringen  Genauigkeit 

photometrischer  Messungen  ganz  gestattete  Yernachlasv- 

gungen.  So  kann  es  auch  nicht  verwundern,  dass  die  neuesten 

Beobachtungen  auf  Bergstationen  dieser  Theorie  in  voll- 

kommenster Weise  genügen.1  Ich  möchte  hier  die  Grundlagen 

der  Theorie  hervorheben,  weil  hiedurch  die  Berechtigung  der 

folgenden  Schlüsse  klarer  zum  Ausdrucke  gelangt. 

Dringt  ein  Lichtstrahl  von  bestimmter  Wellenlänge  ur.J 

Intensität  i  durch  ein  Medium,  dessen  Absorptionscoefficient  * 

für  die  betreffende  Wellenlänge,  ebenso  wie  dessen  brechende 

Kraft  a  eine  Function  des  Ortes  ist,  so  wird  die  Intensität  J  an 

einem  bestimmten  Punkte  durch  das  bekannte  Absorptions- 

gesetz 

J  =  ie> 

gefunden,  wenn  das  Integral  über  den  Strahl  bis  zu  dem 

betreffenden  Punkte  ausgedehnt  wird,  ds  bezeichnet,  wie 

Üblich,  das  Bogendifferential  des  Lichtstrahles.  Nun  nimmt 

Laplace  an.  dass  der  Absorptionscoefficient  proportional  der 

Dichte  oder  der  brechenden  Kraft  ist,  ein  für  Gase  hoch-t 

plausibles  Gesetz.  Da  die  Abnahme  der  Dichte  in  der  Erd- 

atmosphäre mit  der  Höhe  sehr  nahe  bekannt  ist,  so  ist  da* 

auftretende  Integral  vollständig  definirt,  und  man  gelangt,  wenn 

eine  isothermische  Dichteabnahme  angenommen  wird  —  und 

dies  ist,  wie  schon  erwähnt,  in  Anbetracht  der  Ungenauigkeit 

der  photometrischen  Messungen,  gestattet2  —  zu  dem  Aus- 
drucke: 

log         :-  — V0*J  1  -.-—)• 

1  Müller,  Photometrische  und  spectroskopischc  Beobachtungen.  WS*" 

stellt  auf  dem  Gipfel  des  Säntis.  Publ.  d.  astroph.  Obs.  Potsdam,  BJ  VBL 

1891.  —  Untersuchungen  über  die  Absorption  des  Sternenlichtes  in  der  Ex J- 
atmospharc,  angestellt  auf  dem  Aetna  in  Catania,  ib.  Bd.  XI,  1898. 

-  Sceliger,  Über  die  Extinction  des  Lichtes  in  der  Atmosphäre.  SiuN-r 
München,  Bd.  XXI.  S.  247  ;  1891. 
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J  =  Intensität  in  der  beobachteten  Zenithdistanz  z. 

J0  —  Intensität  im  Zenith. 

v0  —  Absorptionscoefficient  für  die  Luftdichte-Einheit. 

=  Refractionsconstante  ~  brechende  Kraft  am  Beob- 

achtungsorte. 

R  —  astronomische  Refraction  für  die  Zenithdistanz  z. 

Ist  also  die  Constante  v0a0  für  einen  Beobachtungsort ■ 

gegeben,  so  ist  die  Extinctionsgrösse  log  -  angebbar.  v0  und  au 

sind  Functionen  der  Wellenlänge,  a0  ist  aber  ausserdem  noch 

abhängig  von  der  Dichte,  also  dem  Luftdruck  und  der  Tem- 

peratur. Hingegen  ist,  wie  die  Refractionstheorie  angibt,  der 

Factor 

vom  Standpunkte  der  Extinctionstheorie  als  unabhängig  von  a(( 

bis  z  ~  85°  anzusehen.  Die  Kxtinctionsgrössen  für  andere 

Wellenlängen  sind  daher  einander  proportional,  also: 

Der  obige  Laplace'sche  Ausdruck  gilt,  wie  aus  der  Art 

der  Ableitung  hervorgeht,  für  jede  Wellenlänge,  und  er  bietet 

sich  von  selbst  dar.  wenn  man  das  Problem  der  photographischen 

Extinction  in  Angriff  nehmen  will. 

Ganz  abgesehen  von  der  Bestätigung  der  La p lace'schen 

Theorie  erscheint  eine  neue  Discussion  der  Schaeberle'schen 

Bcobachtungsreihe  in  Folge  der  auffallenden  Resultate  sehr 

erwünscht,  die,  wie  wir  später  sehen  werden,  nur  in  der 

unglücklichen  Wahl  des  Functionsausdruckes  ihren  Grund 

haben,  indem  dieser  Ausdruck  ganz  ungeeignet  erscheint,  die 

wesentlichen  Merkmale  der  Extinction  darzustellen. 

Die  photographische  Stemgrösse  ist  durch  die  Grösse 

der  Sternbildseheibchen  bestimmt.  Das  Problem  der  photo- 

graphischen Extinction  kann  demnach  als  gelöst  betrachtet 

werden,  wenn  es  gelingt,  aus  dem  Durchmesser  Dz  eines 

in  der  Zenithdistanz  z  aufgenommenen  Sternes  die 

r 

i  Digitized  by  Google 
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Grösse  des  Durchmessers  D0  im  Zenith  zu  finden.  Um 

überhaupt  von  einer  photographisehen  Sterngrösse  m'  zu 

sprechen,  ist  die  Aufstellung  eines  Durchmessergesetzes: 

/;/  =  f{D) 

n<  )th\vendig,  das  einen  Zusammenhang  zwischen  der  o  p  t  i  sc  h  e  n 

Sterngrösse  tn  und  dem  gemessenen  Durchmesser  D  herstellt. 

Ist  dieser  Zusammenhang  aus  einigen  Sternen  bekannter  Grösse 

für  eine  bestimmte  Aufnahme  ermittelt,  so  werden  die  Durch- 

messer der  übrigen  Sterne  umgekehrt  Grössen  ergeben, 

die  nun  photographische  genannt  werden.  Bei  der  Ermittlung 

dieses  Zusammenhanges  ist  natürlich  nothwendig,  dass  die 

Sterne  bekannter  Grösse  einem  Spectraltypus  angehören,  also 

dasselbe  Energiespectrum  besitzen.  Setzt  man  nun  vorläufig 

voraus,  dass  unsere  Atmosphäre  ein  'graues« 1  Medium  ist. 

d.  h.  dass  durch  sie  jede  Wellenlänge  in  dem  gleichen  Verhält- 

nisse geschwächt  wird,  so  wird  auch  das  Energiespectrum 

der  Sterne  unverändert  bleiben,  und  es  müssen  die  in  ver- 

schiedenen Zenithdistanzen  durch  die  Extinction  veränderten 

optischen  Sterngrössen  w-  gleich  den  photographischen  ;;/:' 
gefunden  werden.  Oder  mathematisch  ausgedrückt,  müssen 

folgende  Gleichungen  bestehen: 

Der  Index  Null  drückt  aus.  dass  die  mit  ihm  behafteten 

Buchstaben  sich  auf  das  Zenith  beziehen.  Diese  beiden 

( i  l e  i  c  h  u  n  ge  n  e  rge b  e  n : 

A„/;      ///,-///„  ~  ADg)—f(D0)  -  m'z— if/J  =  A'i//,.  (!)  m 

Hiemit  ist  das  Problem  der  photographischen  Extinction 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gelöst.  Am.  i>t  die 

Zenith  reduction  in  Grössenclassen,  die  ja  durch  die  Definition 

der  Sterngrösse  mit  der  oben  besprochenen  Zenithreduction  in 

l  lelligkeitslogarithmen  in  einfachem  Zusammenhange  steht  und 

daher  auf  Grund  der  Lapl  ace'schen  Theorie  berechnet  oder 

1  llclmholtz,  Handbuch  der  physiologischen  Optik,  S.  280;  1807 

Digitized  by  Google 
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aus  den  optischen  Extinctionstabellen  direct  entnommen  weiden 

kann.  Es  bestehen  ja  die  Beziehungen: 

1  J 

Im    zz:  ;//.  —  ma  —  — 
0'4 

I       J          1  /V 
log  —  =  —    v0a0   1  :   . 

/        0-4        V  a0sinr/ 

Die  gemachte  Voraussetzung,  dass  unsere  Atmosphäre  ein 

»graues«  Medium  ist,  trifft  jedoch  nicht  zu.  Schon  die  unmittel- 

bare Beobachtung  der  untergehenden  Sonne  oder  der  tief 

stehenden  Sterne  zeigt,  dass  die  Atmosphäre  die  brechbareren 

Strahlen  starker  extingirt,  und  zahlenmässig  wurde  dies  durch 

die  Untersuchungen  Müller's  und  Langley's1  unwiderleglich 

dargethan.  Während  von  den  rothen  Strahlen  10%  absorbirt 

werden,  steigt  die  Absorption  der  brechbarsten  bis  zu  40°/0  an. 

D  i  letztere  vornehmlich  auf  die  photographische  Platte  wirken, 

so  wird  unsere  Voraussetzung  offenbar  nicht  zutreffen.  Die 

Atmosphäre  ändert  also  das  Energiespectrum  wesentlich,  und 

hiemit  werden  die  durch  die  Extinction  veränderten  Stern- 

grössen,  optisch  und  photographisch  gemessen,  von  einander 

abweichen.  Diesem  Einflüsse  soll  nun  Rechnung  getragen 

werden. 

Es  wird  die  Annahme  gestattet  sein,  dass  auf  die  photo- 

graphische Platte  vornehmlich  Licht  eines  beschränkten  Wellen- 

längenbczirkes  wirkt.  Dasselbe  setzt  man  auch  bei  der  optischen 

Extinction  voraus,  bei  der  allerdings  die  Berechtigung  hiezu 

von  See  liger2  nachgewiesen  wurde.  Dieser  Wellenlängen- 

bezirk  möge  für  eine  bestimmte  Plattensorte  an  einer  Stelle  des 

Spectrums  liegen,  für  den  der  Absorptionscoefricient  v^J  und 

die  brechende  Kraft  a£  gelten  soll.  Dann  besteht  die  vorhin 

erwähnte  Proportionalität: 

log    —  —    log  

Geht  man  zu  Sterngrössen  über  und  setzt 

x  — 

i  Müller,  Die  Photometrie  der  Gestirne,  S.  140;  ISU7. 

*  Seeliger,  1.  c.  S.  252  u.  f. 
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eine  Grösse,  die  man  passend  die  Constante  der 

graphischen  Extinction  nennen  kann,  so  erhält  v 

d.h.  die  photographischen  Zenithreductionen  sind  . 

proportional.  Es  ist  hier  gleich  zu  betonen,  da-s  di<.  ». 

ganz  wesentlich  von  der  Plattensorte  abhängt,  da  — 

orthochromatische  Platten  sehr  abweichende  VVerthe  n 

erhalten  werden.  Von  einer  absoluten  Constante" 

photographischen  Extinction,  die  z.  B.  nur  von 

Luftbeschaffenheit  abhängen  würde,  kann  denn  . 

keine  Rede  sein.  Allerdings  ist  anzunehmen,  dass  für  die 

gemein  gebrauchten  Sorten  die  x  sehr  übereinstimmen  werde: 

Kerner  ist  auch  anzunehmen,  dass  diese  Constante  auch  von  der 

Expositionsdauer  abhängt,  indem  mit  dem  Wachsen  der  letztem 

schliesslich  auch  weniger  brechbare  Theile  des  Spectrums  zur 

Wirkung  gelangen  werden,  so  dass  der  wirkende  Wellenlängen- 

bezirk ausgedehnt  und  verschoben  wird.  Diese  Überlegung  füfr. 

also  dahin,  dass  wahrscheinlich  bei  verhältnismässig  kurze 

Expositionen  —  mit  solchen  haben  wir  es  hier  ausschlie.v-iu 

zu  thun,  da  die  längsten  16*  betragen  —  unsere  wesentliche 

Voraussetzung,  dass  vornehmlich  nur  ein  beschränkter  Wellen- 

bezirk zur  Wirkung  gelangt,  sehr  nahe  erfüllt  ist.  Die  zuletz; 

gefundene  Beziehung  kann  nun  in  die  obige  Gleichung  1)  ein- 

geführt werden,  indem  man  statt  \m'z  y.Sw:  einsetzt  und  erhall: 

ß  l)       f  h,  i+xAhi  . 

Diese  Gleichung  hat  nun  die  Aufgabe,  die  photographischt 

Extinction  durch  eine  neu  auftretende  Constante  x  und  d*e 

bekannte  optische  Zenithreduction  ±wz  darzustellen.  Würder 

die  Beobachtungen  für  /  einen  der  Einheit  nahen  Werth  er 

geben,  so'  wäre  die  Atmosphäre  sehr  nahe  ein  graues  Medium. 

Ich  gehe  nun  zur  Discussion  der  Schaebe rl  eichen  Betr- 

achtungen auf  Grund  der  eben  erhaltenen  Gleichung  über.  \'d 

her  muss  aber  über  die  Function  j\  über  das  Durchmesse: 

gesetz,  entschieden  werden.  Da  will  ich  das  Scheiner'«cK- 

Gesetz: 1  .  _ 
;//  =  a — pD 

1  Scheiner,  l.  c.  s.  215. 
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anwenden,  das  sich  unmittelbar  wegen  seiner  Einfachheit 

empfiehlt  und  das  bis  zu  3'"  Expositionsdauer  und  für  Grössen- 
intervalle  bis  zu  vier  Classen  die  Probe  bestanden  hat.  Die 

zu  discutirenden  Beobachtungen  erreichen  lange  nicht  diese 

Grenzen,  indem  die  längsten  Expositionen  16*,  die  durch  die 
Extinction  verursachten  Grössenunterschiede  höchstens  zwei 

Grössenclassen  betragen,  weil  wir  nicht  weiter  als  bis 

über  80°  Zenithdistanz  gehen  wollen.  Mir  erscheint 

es  nämlich  ganz  verfehlt,  bei  der  Untersuchung  der 

photographischen  Extinction  diese  Grenze  zu  über- 

schreiten, solange  die  photographischen  Stern- 

grössen  aus  Durchmessern  bestimmt  werden.  Die  Luft- 

unruhe wächst  bereits  in  diesen  Zenithdistanzen  beträchtlich 

an,  die  bekanntlich  auf  Grössenbestimmungen  ganz  wesentlich 

einwirkt,  so  dass  es  an  und  für  sich  nicht  abzuweisen  ist. 

dass  bei  genügend  langer  Exposition  und  genügend  hellen 

Sternen  durch  die  Unruhe  des  Bildes  der  photographische 

Durchmesser  bei  grossen  Zenithdistanzen  mit  der  Zenithdistanz 

schliesslich  sogar  wächst.  Hiezu  kommt  noch,  dass  die  von 

uns  gemachten  Voraussetzungen  für  Zenithdistanzen  über  diese 

Grenze  bedenklich  werden,  ferner  der  wesentliche  Umstand, 

dass  in  so  niedrigen  Höhen  kleine  störende  Ursachen  sehr 

vergrössert  einwirken. 

Durch  Einführung  des  Sch ei ne r "sehen  Gesetzes  in  die 

allgemeine  Eorm  erhält  man  sofort: 

D-  ~  Di}  - 
b 

Dieser  Ausdruck  Hesse  sich  nun  bereits  verwenden,  da 

Schaeberle  einen  Stern  in  verschiedenen  Zenithdistanzen  auf- 

genommen, und  zwar  auf  einer  Platte,  in  einer  Nacht  und  bei 

den  Expositionszeiten  2%  4\  8'  und  lus  in  jeder  Zenithdistanz 

1  und  den  Bilddurchmesser  Dz  nach  sorgfältigster  Behandlung 

gemessen  hat;  ferner  ist  auch  nach  der  Laplace'schen  Theorie 
die  Zenithreduction  Am.  berechenbar  aus  dem  für  andere 

Orte  bestimmten  Extinetionscoefricienten  und  den  üblichen 

Refractionstafeln.  Erfahrungsgemäss  ist  aber  diese  theoretische 

Übertragung  des  Extinctionscoefficienten  sehr  misslich,  indem 
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dieser  sehr  vom  Beobachtungsorte  abzuhängen  scheint.  Ich  habe 

mir  daher  den  sehr  einfachen  Weg  erlaubt,  die  von  Müller  aus 

seinen  Säntis-Beobachtungen  abgeleiteten  Extinctionsgrössen 

(A///.)  direct  seiner  Kxtinctionstabelle 1  zu  entnehmen  und  zu 

verwenden.  Da  die  Extinctionsgrössen  bis  zu  den  Zenith- 

distanzen,  bis  zu  welchen  wir  gehen  werden,  den  Luftdrucken 

proportional  sind,  so  folgt: 

Am-  -7  X.(Aw)       >,  =  = 569 

wo  X  das  Verhältniss  des  Luftdruckes  auf  dem  Mount  Hamilton 

(1283  m)  zu  dem  auf  dem  Säntis  (2500///)  ist.  Die  Einführung 

dieser  Constanten  ruft  natürlich  keine  Complicationen  hervor, 

da  dieselbe  mit  der  zu  bestimmenden  Grösse  mitbestimmt 
b 

wird,  wenn  wir  die  Säntis- Extinctionen  verwenden.  Unsere 

Gleichung  lautet  also: 

=  D{  -  \  XA///;. b 

Setzt  man 

x  —  D0    und    y  —  — X, 

s<>  werden  die  Bedingungsgleichungen  so  lauten: 

—  r— yA///., 

in  denen  also  A///:  direct  der  Müller'schen  Tabelle  entlehnt 

winden.  Aus  den  Sehaebeiic'sehen  Platten  habe  ich  zwei 

zur  vierten  Beobachtungsreihe  gehörige  ausgewählt,  welch* 
letzterer  Schaeberle  auch  das  grösste  Gewicht  einräumt:  wir 

werden  sehen,  dass  auch  die  aus  diesen  zwei  Platten  auf  Grund 

der  Schaeberle'schen  Formel  abgeleiteten  Extinctionen  mit 

der  von  ihm  aus  der  Gesammtheit  aller  Reihen  abgeleiteten 

Extinctionstabelle  übereinstimmen,  so  dass  diese  zwei  Platten 

ganz  seinen  Bedingungen  genügen.  Ausserdem  genügt  die 

erste  Platte  unseren  Voraussetzungen,  indem  dieselbe  bis 

zu  80°  Zenithdistanz  geht  und  in  niedrigeren  Distanzen  zahi- 

'  Müller,  I.  c.  S.  515. 
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reichere  Expositionen  aufweist.  Die  zweite  Platte  genügt  unseren 

Voraussetzungen  nicht,  indem  diese  fast  ausschliesslich  Zenith- 

distanzen  von  80-— 89*5  enthält;  aber  ich  ziehe  sie  doch 

bei,  weil  gerade  durch  den  Vergleich  der  aus  beiden  Platten 

folgenden  Resultate  früher  Erörtertes  seine  Bestätigung  finden 

wird;  sie  soll  also  nur  einen  orientirenden  Zweck  haben. 

Ich  will  die  Schaeberle'schen  Messungen  ausführlich 

anführen  und  habe  diese  sammt  den  Rechnungsresultaten  über- 

sichtlich in  den  Tabellen  I  und  Ii  zusammengetragen. 

Es  enthält  die 

1.  Columne;  die  scheinbare  Zenithdistanz  z\ 

2.  Columne:  die  leider  nur  zweimal  von  Schaeberle  ge- 

messenen Durchmesser  Dz  in  Einheiten  der  4.  Decimale  engli- 

schen Zolles; 

3.  Columne:  das  Mittel  aus  den  beiden  Messungen; 

4.  Columne:  die  Differenzen  (Rechnung— Beobachtung)  nach 

meiner  Formel  auf  Grund  der  nach  der  Methode  der  kleinsten 

Quadrate  ermittelten  x  und  r; 

5.  Columne:  die  Differenzen  (Rechnung  —  Beobachtung) 

nach  Schaeberle. 

Diese  fünf  Columnen  gelten  für  die  2S  Exposition,  die 

weiteren  sind  daher  keiner  Erklärung  mehr  bedürftig.  Die  Be- 

deutung der  5.  mit  Sch.  überschriebenen  Columne  bedarf  noch 

einer  Erläuterung.  Schach  e  r  1  e  s  Bedingungsgleichungen 

lauten: 

wo  Q  und  7.  Helligkeiten  bedeuten.  Mit  Hilfe  einer  Tabelle, 

die  den  Zusammenhang  von  Sterngrösse.  Helligkeit,  Durch- 

messer und  Expositionsdauer  darstellen  soll,  rechnet  er  die 

gemessenen  Durchmesser  in  Helligkeiten  um,  und  letztere 

treten  erst  in  den  Bedingungsgleichungcn  auf,  wie  man  sieht 

eine  unnöthige  Einführung  neuer  Hypothesen.  Ich  habe  daher 

aus  den  von  Schaeberle  nach  der  Methode  der  kleinsten 

Quadrate  gefundenen  a  und  ß  die  Durchmesser  mit  Hilfe  seiner 

Tabelle  zurückgerechnet  und  diese  mit  den  beobachteten  ver- 

glichen; das  ist  dann  das  Resultat  der  Columne  5. 
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Tabelle  I  zeigt  eine  ganz,  ausserordentlich  gute  Überein- 

stimmung sowohl  bei  Opp.  und  Sch.,  wie  es  ja  auch  nicht  zu 

verwundern  ist,  wenn  man  auf  die  einzelnen  Messunger.  dem- 

selben Durchmessers  achtet,  die  Differenzen  von  10  Einheiten 

häufig  und  lö  gar  nicht  selten  aufweisen.  Während  aber  bei 

Opp.  gar  kein  Gang  auftritt,  ist  ein  solcher  bei  Sch.  nicht 

hinwegzuleugnen,  auch  die  Fehlerquadratsummen  [/in]  sind  bei 

Opp.  kleiner.  In  den  t  und  y  drückt  sich  deutlich  der  Einflus- 

der  Expositionsdauer  aus;  bei  x,  weil  es  den  im  Zenithe  giltigen 

Durchmesser  bedeutet,  bei  j,  weil  in  ihm  die  von  der  Exposition 

stark  abhängige  Constante  b  steckt.  Gehen  wir  zur 

Tabelle  II  über,  so  drehen  sich  hier  die  Verhältnisse  ganz 

um;  wiewohl  auch  hier  die  Fehler  bei  Opp.  und  Sch.  innerhalb 

der  zulässigen  Grenzen  liegen,  so  ist  die  Übereinstimmung 

bei  Opp.  wesentlich  schlechter  als  bei  Sch..  die  Fehlerquadra: 

summen  [im]  sind  bei  Opp.  wesentlich  grösser.  Bei  Opp.  ist  ein 

entschiedener  Gang  wahrzunehmen,  bei  Sch.  ebenfalls  in  dem- 

selben Sinne,  wie  bei  der  ersten  Platte.  Dass  diese  schlechte 

Übereinstimmung  hauptsächlich  ihren  Grund  in  der  Luftunruhe 

hat,  ergibt  sich  aus  Folgendem: 

Schon  bei  der  Platte  I  ist  die  Durchmesserabnahme  vo.i 

der  Zenithdistanz  77?ö  bis  79 9 5,  also  bei  vollen  zwei  Graden, 

für  die  Expositionen  2"  und  P  Null,  für  die  8S  und  16*  äusserst 

gering.  Dieselbe  Erscheinung  tritt  bei  der  Platte  II  auf.  Man  wird 

bemerken,  dass  in  den  grossen  Zenithdis tanzen  kein  rapides 

Anwachsen  stattfindet,  wie  es  jede  Extinction  erfordert, 

sondern  dass  von  85*2— 86*1  und  86*1—87*2,  also  von  Grad 

zu  Grad,  die  Durchmesser  um  denselben  Betrag  abnehmen. 

Auch  ersehen  wir,  was  ich  schon  früher  erwähnt  habe,  dass  bei 

sehr  kurzen  Expositionen  V  die  Luftunruhe  nicht  von  der- 

artigem Belange  ist  und  hier  die  beste  Übereinstimmung  herrscht. 

An  und  für  sich  ist  das  gar  nicht  zu  erwarten,  weil  die  Exposi- 

tion durch  das  Abheben  und  Aufsetzen  des  Objectivdeckels 

bewerkstelligt  wurde.  Ein  Fehler  von  einigen  Zehntelsecunden, 

der  bei  dieser  Art  zu  exponiren  unvermeidlich  ist,  wirkt  natür- 

lich bei  den  kurzen  Expositionen  sehr  stark  ein.  Trotz  der 

schlechteren  Übereinstimmung  bei  Opp.,  die  also  nur  der  Luti- 

unruhe  zuzuschreiben  ist,  muss  meiner  Darstellung  doch  der 
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Vorzug  eingeräumt  werden.  Denn  vergleicht  man  die  aus  der 

Platte  I  und  II  folgenden  Zenithdurchmesser,  die  natürlich  bei 

gleicher  Luftbeschaffenheit,  derselben  Plattensorte  und  Behand- 

lung, worauf  möglichst  geachtet  wurde,  auch  gleich  gross 

erhalten  werden  müssen,  so  ergibt  meine  Darstellung  (Opp.) 

und  die  Schaeberle'sche  (Seh.)  folgende  Durchmesserdiffe- 

renzen 7)J —  D*1  für  die  erste  und  zweite  Platte: 

2"  4"  K»  16» 

(Opp.)  Dl—Dl1  -13  —  9  -4-11  -1-6 

(Sch.)        •  —25       —33       -17  —3«. 

Die  Schaeberle'schen  Durchmesserdifferenzen  wurden 

wieder  durch  Umrechnung  aus  seinen  berechneten  Zenith- 

helligkeiten  gewonnen.  Während  meine  Durchmesser  an  beiden 

Abenden  gut  übereinstimmen,  ist  dies  bei  (Sch.)  nicht  der  Fall. 

Um  von  der  Bedeutung  dieser  Differenzen  eine  Vorstellung  zu 

gewinnen,  habe  ich  dieselben  nach  der  Schaeberle'schen 
Tabelle  in  Grössenclassen  umgerechnet  und  erhalten: 

2'  *■  8»  16« 

Opp.  Aw0  =  —0*59       —0-25       +0  21  -t-0-10 

Sch.      •    =  —  0-97       —0-75       —0-29       — 0*42. 

Diese  grossen  Differenzen  bei  Schaeberle  veranlassten 

ihn  auch,  die  Platte  II  mit  der  Bemerkung  auszusehlicssen. 

dass  dieser  Abend  offenbar  von  aussergewohnlicher  Klarheit 

war.  Wir  erhalten  gerade  das  Gegentheil.  weil  ja  doch  die 

Expositionen  von  8*  und  10"  von  ausschlaggebender  Bedeutung 

sind,  und  haben  es  nicht  nöthig,  zu  obiger  Massregel  zu  greifen. 

Leider  setzen  uns  die  Platten  nicht  in  den  Stand,  die  Con- 

stante  b  streng  zu  bestimmen,  denn  wir  konnten  dann  die 

Constante  x  numerisch  auswerthen.  Ks  bleibt  nur  ein  Weg  übrig: 

aus  den  gefundenen  Durchmessern  mit  Hilfe  der  Schaeberle'- 
schen Umrechnungstabellen  die  Grössenclassen  zu  bestimmen 

und  die  Richtigkeit  dieser  Tabellen  vorauszusetzen.  So  erhalten 

wir  ein  für  die  Platte  vom  4.  November  giltige  Extinctionstabelle 

auf  Grund  meiner  Formel,  die  nun  mit  den  Schaeberle'schen 
Extinctionen    direct  vergleichbar  ist,  weil   in   beiden  Fällen 

Sitzb.  d.  maihem.  namrw.  Ct.;  CVII.  Bd.,  Ahth.  II.  a.  ÖS 
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Tabelle  III. 

8*  Exposition 

0°
 

10
 

20 

30 

40 

50 

60 

65 

70 

75 

80 

198 

198 

197 

196 

194 

189 

182 

177 

169 

154 

127 

171 

171 

170 

169 

167 

162 

155 

150 

142 

127 
100 

Im 

Opp. 

-060 

-0-60 

-0-58 

-0  57 

-0-53 

-0  13 

0  28 -017 

I  0  03 

+0  4  4 -M  24 

Sch, 

0  00 

0  00 

002 

0  03 
0-07 

0-17 

0  32 

0  43 

063 

1  04 

1  84 

-000 

002 

006 

014 

0  27 

043 

0  68 

087 

III 

1  38 

1  86 

Sch, 

000 

001 

006 

015 

0  27 

0  45 

0  00 

0  00 

0  Ol 

0  02  . 

005 

0  09 
I 

0  71  !  0  16 

0-89    !    O  22 

112 

1  45 1-93 

0-30 

0  45 

073 

16«  Exposition 

0° 

231 204 

-0-60 

0  00 000 000 

0  00  1
 

10 231 204 

-0-60 
000 

0-02 

0  Ol 
0  00 

i 230    |  203 

-059 o-oi 
006 

0-06 

o  oi  ; 

30 

201 

-0  56 

0  04 

0-  14 

015 
1 

0  02  ■ 

40 

226 199 

-0-53 0-07 

0-25 

0  27 
005 

50 

1 

221 
194 

-0-45 
0  15 043 

0-45 

0  09 

60 
91«  1 
m  In 

1S5 

-030 
030 

0-62 

0  71 
016 

65 

?0  , 

1 
206 179 

-0-20 

0  40 

0-79 0-89 

022 

197  1 
170 

-0-04 
0  56 100 

1  •  12 

030 

75  | 

179 

152  | 

+0-32 

0-92 

1  42 1  45 

0  45 
80 

147 

1 20 
• 

-Hl  16 1-70 
1  65 

1  93 

0-73  j
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Die  photographische  Extinction.  1491 

dieselben  Beobachtungen  und  Umrechnungstabellen  verwendet 

wurden.  Diese  Extinctionstabelle  ist  in  Tabelle  Ula  und  \\\b 

berechnet  für  die  Expositionen  8S  und  16%  weil  die  Um- 

rechnungstabellen für  die  kürzeren  Expositionen,  wie  schon 

Schaeberle  bemerkt,  unbrauchbar  werden. 

Es  enthält  die 

1.  Columne:  die  Zenithdistanz  z\ 

2.  Columne:  den  mit  x  und  y  berechneten  Durchmesser  D-\ 

3.  Columne:  den  um  27  Einheiten  verminderten  Durch- 

messer Dz(äQ)  (eine  von  Schaeberle  angegebene  Correction); 

4.  Columne:  die  aus  den  Umrechnungstabellen  mit  dem 

Werthe  d0  folgenden  photographischen  Sterngrössen  m'z; 

5.  Columne:  die  aus  letzteren  abgeleiteten  photographischen 

Zenithreductionen  in  Grössenclassen  (Opp.); 

6.  Columne:  die  für  die  betreffende  Platte  aus  Schaeberle's 

Formel  folgende  Extinction  (Seh,); 

7.  Columne:  die  aus  dem  gesammten  Materiale  von 

Schaeberle  abgeleiteten  Extinctionsgrössen  (Sch2); 

8.  Columne:  die  für  Mount  Hamilton  giltigen  optischen 

Zenithreductionen  kmz  durch  Multiplication  von  X  =  1*16  mit 

den  Säntiswerthen  gewonnen. 

Vor  Allem  zeigt  die  Tabelle,  dass  die  Umrechnungstabellen 

für  die  beiden  Expositionen  sehr  nahe  übereinstimmende 

Grössen  m'z  ergeben,  was  für  ihre  nahe  Richtigkeit  spricht,  und 

dass  also  den  folgenden  Schlüssen  eine  gewisse  Berechtigung 

nicht  abgesprochen  werden  darf. 

Die  Discussion  der  Beobachtungen  nach  meiner 

Formel  ergibt  also  ungleich  schwächere  Extinctionen 

in  den  kleineren  Zenithdistanzen,  w ie  Schaeberle 

gefunden  hat.  Ich  habe  eben  die  beiden  Columnen  Scht  und 

Sch2  dazugesetzt,  welche  zeigen,  dass  nicht  gerade  die  Aus- 

wahl der  Platte  die  Schuld  trägt,  und  dass  die  für  die  be- 

treffende Platte  von  Schaeberle  abgeleiteten  Extinctionen 

fSchj)  mit  den  aus  seiner  Extinctionstabelle  (Sch2)  folgenden 

ganz  übereinstimmen.  Ferner  ergibt  sich,  dass  die  photo- 

graphischen Extinctionsgrössen  proportional  den  optischen 

sind,  wie  wir  es  voraussetzten,  und  zwar  nahezu  doppelt  so 

gross,  also  x  =  2,  ein  Resultat,  das  auch  Scheiner  aus 

98* 
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ahnlichen  Überlegungen  theoretisch  vermuthet  und 

aus  einer  allerdings  wenig  beweiskräftigen  Aufnahme 

bestätigt  gefunden  hat.1 

.Nehmen  wir  mit  Müller2  als  wahrscheinlichsten  Werth 

des  optischen  Transmissionscoefricienten  /  giltig  für  eine  Atmo- 

sphäre zu 

t  —  c  v».  =  0-83 

an,  so  erhält  man  für  den  photographischen  /'  nach  dem  obigen 

Ergebniss  (%  =  2): 

ti  _  f-3v»,  -  f»  —  0  83»  =  0-69. 

Von  den  optischen  Strahlen  werden  demnach  im  Zenith 

etwa  20%,  von  den  photographischen  30%  absorbirt. 

Nun  hat  Müller  in  der  oben  erwähnten  Untersuchung  für 

die  Wellenlängen  folgende  Transmissionscoefticienten  direct 

optisch  gefunden 
/ 

5(30 0  •  82 

540 

0-81 

52( ' 

0-79 

500 

0-78 

180 

0*76 

400 

0*74 

440 

(»•71 

420 

\u>  dieser  Tabelle  lässt  sich  mit  genügender  Sicherheit 

für  die  Wellenlänge  434  extrapoliren ,  die  ungefähr  da> 

Maximum  der  Empfindlichkeit  der  üblichen  Platten  repräsen- 

tiren  soll,4  und  man  erhält  als  Müller'schen  Transmission>- 

coeflicienten  /"  giltig  für  die  photographisch  wirksamsten 

Wellenlängen: 
t"  —  0-09, 

ein  Werth,  der  mit  dem  von  uns  aus  den  Sehaeberle'schen 

Beobachtungen  abgeleiteten  vollständig  übereinstimmt,  wodurch 

1  Sc  h  einer,  I.  c.  S.  231  oder  Astf.  Nachr.,  lid.  124,  S.  27l>,  1890 
Müller,  I.  c.  S.  138. 

•  Müller.  I.  c.  S.  140  Oder  Astr.  Nachr..  Bd.  10:*,  S  241;  1882. 

«  Scheiner,  1.  c.  S.  231. 
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Die  photographi^che  Extincuon. 1493 

die  Scheiner'sche  Vermuthung  und  auch  alle  unsere  Voraus- 

setzungen bestätigt  werden.  Die  Constante  der  photographischen 

Extinction  x  ist  also  oben  zu 

ungefähr  2  ermittelt  worden 

und  kann,  wie  schon  er- 

wähnt, durch  andere  Platten- 

sorten oder  Expositions- 

dauer verändert  werden. 

Es  mag  noch  erwähnt 

werden,  dass  Schacherte 

4x5  Seed  Platten  Nr.  26 

verwendet  hat. 

Besonders  aus  der 

Tabelle  III  wird  ersichtlich, 

dass  die  starken  Schae- 

berle'schen  Extinctionen  in 

geringen  Zenithdistanzen 

nicht  reell  sind  und  nur  in 

der  unglücklichen  Form  der  i  000 

Interpolationsformel  ihren  I 

Grund  haben.  Jede  Function, 

die  der  Extinction  gerecht 

werden  soll,  muss  die  Eigen- 

schaft besitzen,  in  geringen 

Zenithdistanzen  (z  <  00°) 

langsam  zu  wachsen,  um 

dann  plötzlich  stark  zuzu- 

nehmen. Soll  nun  die 

Schaeberle'sehe  Function  die  Werthe  in  den  grossen  Zenith- 

distanzen darstellen,  was  er  sich  ja  als  Hauptziel  gesetzt  hat, 

so  ist  ein  steiles  Anwachsen  der  »Extinctionscurve«  schon  in 

geringen  Zenithdistanzen  nothwendig.  Dies  ist  nicht  der  Fall, 

und  um  dies  anschaulicher  zu  machen,  habe  ich  die  Tabelle  IV 

hinzugefügt,  die  die  Extinctionscurven  nach  Schaebcrle  und 

mir  und  ausserdem  den  Gang  der  optischen  Extinction  darstellt 

und  wohl  keiner  näheren  Erklärung  bedarf. 

0»    40     M    CO     'rO     io    CO    70    no  w 

mthdlatC  <  : 
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Verbesserung 

xu  Bacherich  G.  v..  Die  zweite  Variation  der  einfaohen  Integrale  (L  Mit- 

theilung). (Seite  1191  —  1250.) 

Seite  1 100  (9),  Zeile  4  von  oben  statt  —  ist  -t-  zu  setzen. 

1200  (10),  Zeile  1 1  von  oben  hat  statt  *?. .  .x%  zu  stehen  rj. 

1200(10),    i     11   >      »    bestehen  ist  mit  Beistrich  in  Zeile  12  vor 

bezüglich  zu  rücken. 

1200  (10),  Zeile  14  von  oben  vor  »haben«  ist:  »auch  für/«  einzuschalten. 
1209  (19), 

1213  (23), 

1217  (27), 

1218  (28), 

setzen. 

»      7   »      »    ist  nach  »der«  einzuschalten  »der  Derivirten«. 

»    14  >      »    ist  statt  »dritten«  zu  lesen  »zweiten«. 

»  6u.9  •  unten  ist  nach  rlH  -f-  einzuschalten. 

»     5  »  oben  ist  statt  des  letzten  —  das  -+-  Zeichen  zu 

►     1236  (46),  Zeile   3  von  oben  ist  zu  Anlang  statt 

VF 

WM 

WM 

zu  lesen 

Verbesserung 

zu  Kscherich  G.  v..  Die  zweite  Variation  der  einfachen  Integrale  (in.  Mit- 
theilung). (Seite  1381  —  1428.) 

Seite  1411  (29).  Zeile  17  von  oben  ist  nuch  »Systems«  einzuschalten:  »wenn 

nicht«. 

»     141 1  (29),  Zeile  18  von  oben  ist  statt:  »oder  an  mindestens«  zu  lesen: 

»so  doch  wenigstens  an«. 

•  141 1  (29),  Zeile   7  von  unten  dieselbe  Verbesserung  wie  Zeile  17  von 
oben. 

•  141 1  (29),  Zeile   6  von  unten  dieselbe  Verbesserung  wie  Zeile  18  von 
oben. 

»     1412  (30),  Zeile  12  von  unten  dieselbe    Verbesserung    wie   Seite    141  \f 
Zeile  17  von  oben. 

1412  (30),  Zeile  11  von  unten  dieselbe  Verbesserung  wie  Seite  1411 

Zeile  18  von  oben. 

-     1419  (37),  Zeile  1 1  von  oben  statt  »nicht«  ist  zu  lesen  »auf  keiner  Seite«. 

1419(37),  13   »       »    nach  »Stelle«  ist  einzuschalten:  zwischen 

x{  und  b. 

1423  (41),  Zeile  1  V  von  unten  statt  vf  =  ist  zu  lesen  = 

•  1423  (41),    »       5    •       >    statt  u,  und  m„  ist  zu  lesen  ü,  und  un. 

1423  (41),    •       3    »       »    statt  r  ist  zu  lesen  z  r. 

»     1424  (42),  3    »       »    statt  pk  ist  zu  lesen  pfc. 

»     1426  (44),    »     12    »    oben  statt  m,  ist  zu  lesen  w.. 
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Eacherich  G.,  vM  Die  zweite  Variation  der  einfachen  Integrale.  (I.  Mittheilung.) 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  1 191—1250. 

Zweite  Variation  der  einfachen  Integrale.  (I.  Mittheilung.) 

Escherich  G..  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad..  II  a.  Abth.,  Bd.  107 

(1898).  S.  1191  —  1250. 

Variation,  zweite,  der  einfachen  Integrale.  (I.  Mittheilung.) 

Esche  rieh  G.,  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad..  II  a.  Abth.,  Bd.  107 

(1898).  S.  1191-1250. 

Integrale,  einfache,  zweite  Variation  derselben.  (I.  Mittheilung.) 

Escherich  G.,  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107 

(1898).  S.  1191  —  1250. 

Haschek  E.  und  H.  Mache,  Ober  den  Druck  im  Funken. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (18981.  S.  1253—1265. 

Mache  H.  und  E.  Haschek,  Über  den  Druck  im  Funken. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth.,  Bd.  107(1898).  S.  1253—1265. 

Druck,  Über  den  —  im  Funken. 

Haschek  E.  und  Mache  H.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth., 

Bd.  107  (1898).  S.  1253-1265. 

Funken,  Über  den  Druck  in  demselben. 

Haschek  E.  und  Mache  H.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth., 

Bd.  107  (1898).  S.  1253—1265. 

Escherich  G.,  v.,  Die  zweite  Variation  der  einfachen  Integrale.  (II.  Mittheilung.) 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  (1898).  S.  1267 

bis  1326. 

Zweite  Variation  der  einfachen  Integrale.  (11.  Mittheilung.) 

Escherich  G.f  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107 

(1898).  S.  1267-1326. 

Abth  II  a.  November  u.  Decembcr. 

Digitized  by  Google 



f.jir«         V  '*.  j!«Ti:r!.":r  ■ -snu  it*.  :iotii.ru»y  »;  jW»  .*<i  ../..!)  Litt«  .  7 

-  -  •i.«i-r1:,:f/.  I    •>c-..jjn!  ii«ri  /.ni'.  .-„b  ROiftha.  /  >i  > ;  » 

.OSSI  -  !«.   '    -  • 

*tl  ,     <7    •.  II  .  19.1.-7/  i6b  lofl  x!i2  ,.v  .  .')  ,!i 
I 

.0121  -ier  »i  ' 

.  : -K./JI  -  .  T'-j  bfl  .         .;sI1  .  b/.jfAlTMttl'A'wb  isH   »«  * 

ntttaifH  rni  —  "sr.  w'J  .Awxu 

Vit  ••>' vi  #  ::>.,  v»il  xii2  ,.H  »dosll  bnu  .3  )|»rf;,««t1 

c8SI  -  -SCSI  .2  (tW»<i  >  1  «I  jfi 

..  .JA  «  l!  .bi:J</- .b  wfl  .S»i2  ,.H  onon  f/.  bnu  .3  jl'jda^i: ! 

>  •*! I  TO!  .o,'  .i.  !.'  ,  t.,4A  t»n«W  iab  wf  :4i2 

i  ̂ .  ;  ;:jnJ.*:I/.  .Jl)  .sirngsMl  mniialnio  ~Jb  BOttftn«'»  ^j.a  .•  . 

•1  .  JrA  «i  'I  wnaiW        -itti  .ui**  ,.v  ..0  ri:>iiari--.3 

.Jjssi-?ftx:  >  r^.,-; 

Digitized  by  Google 



2 

Variation,  zweite,  der  einfachen  Integrale.  (11.  Mittheilung.) 

Escherich  (i.,  v.,  Sitz.  Her.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107 

(1898)  S.  1267-1326. 

#      Integrale,  einfache,  zweite  Variation  derselben.  (II.  Mittheilung.) 

Escherich  G..  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth  ,  Bd.  107 

(1898)  S.  1267  -1326. 

Exner  F.  und  E.  Haschek,  Ober  die  ultravioletten  Kunkenspectra  der  Elemente 

(XIV.  Mittheilung). 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107  ( 1 898).  S.  1335-  1 380. 

Haschek  E.  und  F.  Exner,  ('her  die  ultravioletten  Kunkenspectra  der  Elemente 
(XIV  MittheilunR). 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abth.,  Bd.  107  (1898)  S.  1335-1380. 

Spectra,  Funken-  —  der  Elemente  (XIV.  Mittheilung). 

Exner  F.  und  Haschek  F.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth., 

Bd.  107  (1898).  S.  1335  -  1380. 

Elemente,  Über  die  Funkcnspcctra  der  —  (XIV.  Mittheilung). 

Exner  F.  und  Haschek  E,  Sitz.  Her.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abth., 

»d.  107  (1898..  S.  1335-1380. 

Escherich,  <;.  v.,  Die  zweite  Variation  der  einfachen  Integrale.  (III.  Mit- 

theilung.) 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  1 07  ( 1 898).  S.  1 H8 1  —  1 428. 

Zweite  Variation  der  einlachen  Integrale.  (III.  Mittheilung.) 

Escherich  G.,  v.f  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth..  Bd.  107 

(1898).  S.  1381-1428. 

Variation,  zweite,  der  einfachen  Integrale.  (III.  Mittheilung.) 

Escherich  G.,  v.,  Sitz.  Bei.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth.,  Bd.  107 

(1898).  S.  1381-1428. 

Integrale,  einfache,  zweite  Variation  derselben.  III.  Mittheilung.) 

Escherich  G.,  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abth  .  Bd.  107 

(1898).  S.  1381-1428. 
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